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Teorija Hardijevih prostora nP y, 0 ngo® ,realnih harmo-
nijskih funkcija u jedinicénom krugu D ili je veoma bliska
teoriji Hardijevih prostora HP analitidkih funkcija (1€ p¢eo),
ili se javljaju teskoée koje ne dozvoljavaju razvoj ekvivalentan
razvoju P teorije ( o <p <1 ). MoZ%e 1i se ipak teorija "
prostora dalje razvijati ? Drugo oitanje se odmah namecle,

Kakav je razvoj mopgué u sludaju drugih prostora realnih harmo-
nijskih funkcija analognih odsovarajuéim prostorima analitidlixih
funkecija?

Odgovor na postavljena pitanja zahteva poznavanje ne samo
teorije realnih harmonijsih funkcija, veé¢ prevashodno teorije
analitickih funkcija. Zeleéi da odgovorim na postavljena pitanja,
a dpzeti se pomenutog zahteva, doSao sam do novih rezultata i u
teoriji analitidkih funkcija (prva i druga rlava ) i u teoriji
realnih harmonijskih funkcija ( treda i cetvrta glava ).

Tako je ova doktorska disertacija prilog teoriji analiticdkih
funkcija, a istovremeno i doprinos izgradivanju teorije realnih
harmonijskih funkeija.

Hardijevi prostori HP su u osnovi teorije prostora analiticd-
kih funkcija.Njima je posveéena prva glava. U njoj su navedeni
poznati rezultati za koje su analogﬂniinteresantni u teoriji re-
alnih harmonijskih funkcija (treéa glava),kao i oni koji ée biti
korisceni za dokazivanje novih rezultata.

Novi rezultati o HP prostorima su u odeljku l.3.Unjemu je do-
kazano da su meksimalni jako stabilni potprostori prostora Hp,
l1<&pgo ,jednaki maksimalnim stabilnim potprostorima. Minimalni

jako stabilni..prostori koji sadrZe u sebi prostor HP jednaki su
minimalnim gtabilnim prostorima sa istim svojstvom ako je
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28 p<oo Da 1li vazZi jednakost ako je 1§ p¢ 2 ili p=e@ ?

Druga glava je posveéena Bergmanovim prostorima analitidkih
funkcija.Posle navedenih nekih poznatih rezultata ( 2.1 i 2.2),
navedeni su novi rezultati. Novi rezultati navedeni u odeljku
2.% su neka resenja problema pripadnosti izvoda singularne

o

unutrasnje funkcije Bergmanovom prostoru AP» .Potpuno resenje
244

je navedeno u slucaju funkcije A(z)= e 1 »a& neka parcijalna
reSenja u sluéaju singularne unutradnje funkcije odredene
merom sa konadnim nosadem i u sludaju kada mera nije identicdki
jednaka nuli (pogledati (43) ).

U odeljku 2.4 navedeno je resSenje problema pripadnosti
izvoda funkcija ogranicdene granicne fotacije Bergmanovim
prostorima AP &

Pomoéu poznatih prostora analitidkih funkcija i operatora
Lg yu odeljku 2.5, definisani su novi prostori analiticdkih
funkcija i utvrdena neka njihova svojstva (pogledati (&4 2) ).

Konstataciju da prostori P i nP imaju dosta dodirnih
tacaka,ako je léjpsxo’ potvrduju i resenja problema stabilnosti
prostora hp, 1¢ pso (odeljak 3.2). Ona se veoma malo razlikujt
od odgovarajuéih refenja za prostor HP (odeljak 1.3 ).

Novi rezultati o Hardijevim prostorima realnih harmonijskih
funkeija su i u odeljku %.3. U njemu su navedene neke ocene
rasta integralnih sredina i koeficijenata elemenata prostora
hp, o< pgl, koje odpovaraju ocenama u odgovarajuéim prostorima
analitidkih funkcija (1.1 i 1.2 ),iako su prostori H” i hP,

o0 <p<1l, razlic¢ite ctrukture ( 3.1 ).Na kraju odeljka je
teorema o topolockoj strukturi prostora hP: Prostor hp,(3<1><l,

nije lokalno konweksni linearni topolodki prostor (pogledati

(41) ).
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lovi prostori aP% %, hi i T(e,) realnih harmonijskih
funkcija su definisani u cetvrtoj glavi i utvrdena su neka
njihova svojstva. Ideja za njihovo definisanje i proucavanje su
odgovarajué¢i prostori analitickih funkcija.

Odeljak 4.1 posveéen je Bergmanovim prostorima aPs o

realnih harmonijskih funkcija. Pored nekih ocena integralnih

. . s . D
sredina i koeficijenata elemenata prostora aPr ™

,dokazano je
da Jje vrostor aPr e samokonjugovani Banahov vrostor ako Jje
lp<®™ .

Analogija sa prostorom N' analitidkih funkcija ne moZe se
primeniti na realne harmonijske funkcije. Iznenadujuée, analogija
sa sadrZzavajuéim prostorom F'¥ prostora LY (N' je svuda gust u F')
vodi prostoru £f* realnih harmonijskih funkcija koji zadrZava
dosta osobina prostora F" ( odeljak 4.2 ).

U odeljku 4.3 definisan Je prostor h: realnih harmonijskih
funkcija i okarakterisan integralnim predstavlijanjem svojih elemena
Za n=0, prostor hi se svodi na poznati prostor [, a integralno
predstavlijanje na poznato integralno predstavljanje elemenata
prostora @ (rezultat objavljen u (42) ).

U odeljku 4.4 definisani su prostori T(eo) i T(e) realnih
harmonijskih funkcija i dokazano je da Je [T(e°j.: T(e). RBzul-
tat je inspirisan odgovarajulom jednakoséu za analiticke funkcije

(jednakost ne vaZi za neprekidne funkcije).



G L A V A 1.

1. HARDIJEVI PROSTORI ANALITCKIH
FUNKCTIJA

U literaturi se naziv Hardijevi prostori koristi za prosto-

re HP, 0 pgw ,analiticdkih funkcija f(z) definisanih u jedinid -
nom krugu D ogranicenih integralnih sredina

g 2@ g e, S

M (1, $Y=(z é|scu.‘*>| ott) , 08T <y
i za prostor N, analitidkih funkcija u D ogranicene karakteristi-
ke, koji sadrZzi prostore HP i koji zadr’ava dosta njihovih
svojstava.

Neka svojstva ovih prostora i njihovih elemenata,za koja
analogoni u teoriji realnih harmonijskih funkcija u D vode
interesantnim problemima,kao i ona koja ¢e biti koriScena za
dokazivanje novih rezultata, su navedena u prvom i drugom
odeljku.

Novi rezultati su u treéem odeljku.U njemu je dokazano da
su.maksimalnijsko stabilni podprostori prostora 513 s, 1€§pgoo ,
jednaki maksimalnim stabilnim podprostorima.Minimalni jako
stabilni prostori koji sadrze u sebi prostor HP jednaki su
minimalnim stabilnim prostorima koji sadrZe prostor HP ako Je
2€pcoo. Da 1i su jednaki ako je 1$p€2 i p=00 7

Za deo N* prostora N i njegov Frefeov omotac F' interesan-
tni su analogoni wu teoriji realnih harmonijskih funkcija.

Fato su u poslednjem odeljku slave navedena neka poznata svojstva

ovih prostora.



1.1 UVODNE DEFINICIJE I REZULTATI

Definicija 1l.1l.1

- ile
L “..P ] @
Neka je My (§) = (g §1seldt) <peco,
[}
Mp(1,§) = max| §@)|

li]:"l‘,
R R it
N (% §)= = 6{&3 14(eH 4t
cde je f£=f(z)=f( re’?) analitidka funkcija definisana u jedinié-

nom krugu D={ 1 zI<1 } . Tada

1. fenP , 0PSO , ako je sup M_(r,f) ¢ @ .
ogngy P
2. f¢ H®, ako je sup Meo(r ,f)< 9O -
ogt«
3. feN , ako je sun N(r ,f ) ¢ ©© .
o4

Definisani prostori su uredeni u odnosu na inkluziju:
H® c ®P C 5 N, o0>»p» ay0 , pri ¢emu su inkluzije prave
(pogledati (54) ), a posledica su nejednakosti

[q.N(r,f)]%I{ Mq(r,f) $ Mp(r,f) £ lieo (ry£).

Za razvo] teorije Hardijevih prostora fundamentalne su
teoreme o postojanju graniénih vrednosti elemenata i o vezi
elemenata i njihovih granic¢nih vrednosti, kao i teoreme o
faktorizaciji elemenata Hardijevih prostora.

Teorema 1l.l.1 ( Fatuova teorema )

Ako f€ H®™ ,radijalna granidna vrednost %ga.f(reit)=f(eit)
postoji za skoro svako t€[o,2W] .Ako radijalna granicna vrednost
f(eit)postoji, onda i netangentna granidna vrednost u tadki elt
postoji.

Teorema 1l.1.2 (F. i R. Nevanlinna )

Analitidka funkcija fe€N ako i samo ako postoje elementi
g,he‘.H"’ tako da je f= ~E—
Teorema 1l.1.3%

Neka f€ N. Netangentna praniéna vrednost lim f(re;t)=f(el:

- 5 -



postoji za skoro svako tg [0,2&]. Ako je f(z)# o,onda loglf(eit),
pripada prostoru L1=L1[o,2i].Ako f€H’, tada f(eit)eLp=Lpfo,2i].
Dokaz

Neka je f(z)¥o.Prema teoremi 1.1.2, f(z)= ELE),hQXs4I£ﬂﬂsggdkl

h(z)

Prema teoremi 1.1l.1, netangentne graniéne vrednosti g(elt) i

h(elt) postoje za skoro svako t. Prema Fatuovoj lemi,

—

20
H&ais( Hilde s&"l(- Mogig(fz.e Y14t ) .Kako je éeoglac'm“')! dt
ractuca funkeija, to je log)g(elt)iQI; Na isti nadin se moZe
pokazati da je log\h(elt)leL Iz log|g(eit7leLl, sledi da g(eit)
ne moze biti nula na skupu pozitivne mere. Primenom Fatuove leme
moZ%e se pokazati da f(eit)eLp ako f€HP,

Faktorizacija elemenata prostora N je jedan od najboljih
rezultata te vrste uopSte u analizi. Ona je wezana za pojmove
Blaskeovog proizvoda, unutrasnje i spoljasSnje funkcije.
Definicija 1.1.2

Neka je (zn) niz kompleksnih brojeva u jediniénom krugu D,
0<iz e 1 ... €1, 2:1(1- z,)<o0 .Proizvod B(z)= z" ﬂ ":’:: ft-;—fih,mno,a,.-.
je Blaskeov proizvod.

Definicija 1.1.3

Analiticka funkcija S(z) definisana u jedinidnom krugu D
Jje unutrasnja funkcija ako je |S(z)l¢1l, z€D, )S(eit)l =1, za
skoro svako t.

Definicija 1l.l.4

Unutrasnja funkcija S(z) je singularna ako je
pgde je m=mM(t) ogranicena, neopa-
dajuéa singularna funkcija na intervalu [o,2ilj
Definicija 1l.l.5

Spolaasnaa funk013a klase HP je funkcija

, e *fio ety dt |
F&) = Q“XL “é et 2 Jpeyd )yeﬁj\{b(t)?ﬁ),lof})‘({)e’

Y(t) € L



Bez uslova Y (t) €LP, F(z) je spoljadnja funkcija prostora N.
Teorema 1l.l.4

Analitidka funkcija f(z) pripada prostoru Hp,<)<;>soo,
ako i samo ako je f(z)= B(z):-S8(z)-F(z), gde je B(Z) Bladkeov
proizvod formiran od nula funkcije f(z), S(z) singularna unu-
trasnja funkcija, F(z) spoljadnja funkcija klase HP.
Dokaz

Neka f(z) ima beskonadno nula (zn) y 0<1Z41612,) coe <1,

: X , mg el Z-2
(Ako f(z) ima konaéno nula, onda je f(z)= 2z ‘24 i 1ok )-
. _om A Vil Ee-2 $2)
Neka je By(z) =270, 3 a-ia 7 In@= g4

Za fiksirane n i gy o0, odredimo f( £) tako da je \Bn(z)lyl- £,

. La r - piu . P -P

ple) <121 < 4 Zato je g, Ctethdt $U-€) (Jyaeldes (1-g) M

° 0
za svako ogr<l. 2% LoP

v ran « . 1 \"
PuStajuéi da €-» 0 dobija se: §19nlTe D(dt M
1)
za svako n i svako o¢r<l. Kako je lim g (2z) = £(z) . g(z2),
nsco Il B(z)

uniformno na svakom krugu lz{=R< 1 ,to je ge_Hp.

Dakle, f(z)= B(z)-g(z), get®, g(z)+ o, z€D .

g 4 ety
Y “
Neka je Fy(z)- it ) Log i st dt

.Prema dekompoziciji
£(2)=B(2)-g(2) i teoremi 1.1.3, 1£(e* M hg(e? ) I={F (D)1 ,

. g .
za skoro svako t. Iz nejednakosti bgf{ud“gsé gv,,.ta-t)"i\&(i“ﬂ-it,

feHP, sledi Ig(z)ls \F (2)} , ze&D. Neka je e'f - glo)

?
g(o,
S(Z): e-—i&" s&%})o Tada ,je 0 < \S(Z)‘§l’ ‘S(elt>‘ '—‘21,
. (z
skoro svuda na 3D, S(o0) ) o. Kako je -log|S(z)| pozitivna

harmonijska funkcija koja je nula skoro svuda na 23D, to je

€‘t+= R
ettt 3 dpie) y M=) je ogranicdena,neopadajuca,

—

S&)Y = ¢

singularna funkcija na intervalu [b,2a]. Na kraju,
2
£(z)= B(z) 8(z) ™’ P (2)= B(2) 8(2) F(z)

Obrnuto, neka je f(z) = B(z) S(z) F(z). Dovoljno je pokazati

o\h;‘

da FeHP. Prema aritmeticko-geometrijskoj nejednakosti,

-7 -



11

‘F(z)] p\( ii&' )?,L(e-t)[?'_lt)]pdt . Iz poslednje nejednakosti
sledi: ]alp(-u‘f)lpdt S Kuc!(ﬂ]‘udt < .

Préahcdnom teore;om okarakterisan je prostor HP faktori-
zacijom svojih elemenata. Na isti nacdin se moZe okarakterisati
prostor N,

TEOREMA 1.1.5

Analitidka funkcija f(z) pripada prostoru N ako i samo akc

. Sql&)
f = B F ‘
je £(z) (z) F(2) TS

rmiran od nula funkcije £(z), Sl(z) i Sg(z) simularne unutrasng

,gde je B(z) Blaskeov proizvod fo-
funkcije, F(z) spoljasnja funkcija prostora N.

Ocene rasta integralnih sredina elemenata prostora Hp,
koje uglavnom pripadaju Hardiju i Litlvudy su polazna osnova
mnogih kasnijih rezultata. Navodimo nekoliko ocena koje cemo
koristiti za dokazivanje novih rezultata, a i za uporedivanje
sa ocemama u odgovarajuéim prostorima realnih harmonijskih

funkecija.

TEOREMA 1.1.6

Neka je f(z) analiticka funkcija u jedinidnom krugu D
Tada je za 1<p(o® , lga<wm , -1<b <@,

S(‘”‘)ﬁf“p(ld)}ad't ic{ g(h't?*é{’”‘r»“' 5”}‘2"‘* ‘ {((o)la,{ )

gde je C konstanta koja ne zavisi od f,
TEOREMA 1l.1.7

Neka je f(z) analiticka funkcija u jedinicnom krugu D
i neka Jje h\pyggq s ~. y OKP<® » A%0. Tada postoji

(4~1)‘5

konstanta K=K(p,n) tako da je Mgq (u$) £ hisar i L e
p<a £ 00 . Ako je p=0, (£ € #P ), onda je Mq(r,f):o((1~r) .

Eksponent /b+l/p-l/q je najbolji u svim sludajevima.

-8 =



TEOREMA 1.1.8.
Neka je o<pgagoo fEHp, A% D, d=1/p-1/q. Tada je
4 L LY >
Jeey T Myr,4)}) dr < e .

TEOREMA 1.1.9

ako £¥ ¢ H’, o (p<1, onda £ €8?/(1=P) | Rezultat se ne
moZe poboljSati.

Interesantno je uporediti Tejlorove koeficijente eleme-
nata prostora Hp,<3<;><1,8a koeficijentima realnih harmoni-~
jskih funkcija odgovarajuleg prostora hp, o<p<l. Tako pro-
stor h® ne zadriava dosta osobina prostora Hp, rast koefici-
jenata ostaje isti(glava 3). Zato nawodimo Jjednu ocenu rasta

koeficijenata,

TEOREMA 1.1l.10
Ly n
Neka f(z)= 3, a, z € HP?, o p ¢l. Tada je

LY e
Qn.om"\"‘)'n»w « Ocena je najbolja. Za svaki nula niz (Jn)

a4
postoji f(z)= ﬁ a, 2" e WP , \aﬁﬁ&(&‘n").
h2 O

DOKAZ

D ) . Haydz 0t

Neka f€H", o¢p¢l. Tada je an={iimn PRI <1, Iz

posledhye jednakosti,\an}sin- My(ry4£),0 <T< 1. Kako je

- L . g 4
Mi(‘:‘l)’c((""‘-; \')‘(teorema 1.1.7),%to ‘Je za r=1-1/n, a = o(n ® )

Yp” - - ol

(iz teoreme 1l.1l.7 sledi !an|5<:’n'P Lugh ) ihnkC1Je (1-2)

pokazuju da je ocena najbolja,.



1.2 DVE KARAKTERIZACIJE PROSTORA HP

Prema teoremi 1l.1.3% netangentna granicéna vrednost. f£(¢ *) Jje
definisana skoro svuda na 3D, za svaki element fe‘Hp, 0K PEW e
MoZe se pokazati da je beu = u”‘MP&"*B = (% SHC* \at )“P .
Oznadimo sa HP( dD) klasu netangentnih granidnih vrednosti ele-
menata prostora Hp,o< p<a® . Sledetom teoremom okarakterisana

je klasa HP(2D).

TEOREMA 1.2.1

HP( 9D), o {P<Loo , je zatvaranje skupa polinoma po eft u
prostoru IP{o,2a}.

POSLEDICA 1.2.1

Ako je 1§ pg ©© gP Je Banahov prostor sa normom R{U. S Gk b
) Ry k

POSLEDICAl.2.2

Ako je o<p«<1l, HP je kompletan metricki prostor sa metri-
kom d(f,g)= \\f-gu:, f,g €HP

Ako je 1¢pgww , moze se prostor HP okarakterisati svo-
jstvom Furieovih koeficijenata granicnih vrednosti svojih ele-

menata,

TEOREMA 1.2.2

[0
Neka je f(z)= 2 a, z"eHP, 1¢psew , i neka je(bn) niz
n<o

Furieovih koeficijenata funkcije f(Q&). Tada Je bn=an, n»o,

b_=0,n< 0. Obrnuto, neka je f(e&)eLp i (b ), b_=o,n ¢o,niz Fu-

n o
rieovih koeficijenata funkcije f(e ) Tada 5-(1)"' 6 i € HP,
DOKAZ
int i .
Kako je a = aj f(re™)dt ,o<rg1, to je
[+]
|r a,-b ¢ Wf -~ 0, r»l, fr(z)=f(rz). Stoga je b =a_,n%¥0,

b n=0s D <O, Obrnuto, neka je

F2)- & (B io-t) seetdyde o+ == rel®
e g T

- 10 -



Kako je == -int f(eit) dt, n=o,tl,...

0\,,.;_"

e
[+ o] . .

Pr(e-t)=1+ ) rn(eln(&-t) + e’ln(g-t) ), to je
Nx

(s o)
F(z)= ¥, b, z"= £(z). Dakle, £(z) je analitilka funkci-
ns o
ja koja pripada prostoru HP,

-

1.3 STABILNOST PROSTORA HP, 1 ¢pg @

Podprostori prostora Hp, 1{pgoo , stabilni u odnosu na
promene argumenata koeficijenata svojih elemenata (stabilni
podprostori) su okarakterisani . Nezavisno Je proulavana sta-
bilnost u odnosu na promene'argumenata i smanjenje modula koe-
ficijenata (jako stabilni podprostori ). U ovom odeljku je do-
kazano da su maksimalni jako stabilni podprostori prostora gP s
l¢pso, jednaki maksimalnim stabilnim podprostorima. Jednakost
minimalnih jako stabilnih prostora koji sadrée HP prostor sa mi=-

nimalnim stabilnim nije dokazana za sve vrednosti p.

DEFINICIJA 1.3.1

Neka je f(z)= 'i? anzn analitidka funkcija u jedinicnom
n=0
krugu D,
@
1., Promena funkcije f(z) je analitidka funkcija g(z)= > b_z

n=90 n

n

1b = 1a 1 ,n=0,1,2,... Oznadava se g=ag(f).
2. Potpuna promena funkecije f(z) je analitidka funkcija

[+ o]
h(z)= b

cnzn,\c&‘lan|,n=o,l,2,... Oznalava se h=cag(f)
LA

DWFINICIJA 1l.3.2
Vektorski prostor V analitickih funkcija je Jjako stabi-
lan ako iz f €V sledi da svaka potpuna promena cag(f) €V

DEFINICIJA l.3%.3
Vektorski prostor V analitickih funkecija ja stabilan ako

iz £ €V sledi da svaka promena ag(f)& V.
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DEFINICIJA la3.4
1. Element f €HP pripada podskupu q;Hp) ako svaka promena ag;(f)e‘HI
2. Maksimalmi jako stabilan podprostor prostora gP Jje s(Hp).
3, Minimalni stabilan prostor koji sadrzi HP je A(HP).
4, Minimalni jako stabilan prostor koJji sadrzi HP je s(HP).
Deo a(HP) prostora HP okarakterisan je mnoZenjem prostora

1%, 1/p+1/q=1, u .

TEOREMA 1l.3.1

1. a(HP)=K°, 1€ pg2
2e a(Hp)=(Hq,ll), l<p<o ,1/p+l/q=1
3e a(H %)=t

DOKAZ

<
1, Prema Parsevalovoj formuli, ako f(z)= Zanzne H2 i h=ag(f),
ne o

onda h€ HoCHP. Zato je HoC a(HP).

« oo}
Ako £(z)= ¥ a z" € a(#’), tada za svaki izbor znakova red Z 2l
na nNel

je granicni red nekog elementa prostora Hp( D), pa je red.itl-u&

1

[~
Furieov red neke L~ funkcie. Stoga Zlan\2< ™ .
(Y Y-

2e (Hg,ll) je tzv. K8theov dualni prostor prostpra 72 (sadr?i
.. X n @0 .
sve funkcije f(z)= & a X takve da Zzlan‘n“w ,2a svaki ele-
Nao ns

«
ment g(z)= L bnzn prostora HY), Oznadava se(Hq)K.
h=o

K8theov drugi dualni prostor ((Hq"}),cl) oznadava se (HHEE,

@ ©0
Neka £(z)= ¥ a z"ea(®®) 1 g(z)= Z b z" € HY, DefiniZi-
ns O =

mo funkciju h(z)= z‘—_"_o ‘an‘e-l argb

n z%. Kako prema pretpostavci
h(z) €HP, to je (h#g) (z)= ? Ianubnl z™ neprekidna funkcija na
naso©
4«
5. Zato je .%cvv‘\(h*g)(r)= > \a b, | { 00, Dakle, a(Hp)C(Hq,ﬁl).

15 2

Obrnuto, neka f(z)= HZO a, 20 € (Hq,ll). Tada svaka promena
ag(£) € (ud, g1y € (52,5% )=8P, Daxle, (%Y < a(xP).

aO a
3, Neka £(2)= Z a z" € a(H®). Tada je Zlal\zPen™ i
n=0 I =0 n

.0
,‘Z;.Lan\ {® , Dakle fé‘l (funkcija £(z) se identifikuje sa ni-

’ o 3 - » 3 - Q
zom svojih Tejlorovih koeficijenata). Obrnuto, neka je Y\an\.;(t
nzO



(-]

Tada f(z)= XL anzn € H* i svaka promena ag(f)elf”. Stoga je

hao
f € a(H®), odnosno th a(H®).
POSLEDICA 1l.3.1

a(HP) je podprostor prostora HP,
POSLEDICA l.3%.2

(P,81- B°, 2¢p< oo .

7a odredivanje jako stabilnih prostora s(HP) i S(#®) i sta-
bilnog prostora A(HP) koriste se sledeée leme.
LEMA l1l.3.1

Prostori s(HP),s(HP) i A(HP) postoje.

s(#)=(” ,1P).

DOKAZ

Prostor S(HP) (A(HP)) je presek svih jako stabilnih (stabi-
lnih) prostora koji sadrZe u sebi prostor Hp(Co,prostor nula ni-
zova je jako stabilan(stabilan)prostor koji sadrzi prostor HY).

Neka je s(HP)=(2" ,HP). Trivijalno je da je s(HP) jako sta-
bilan podprostor prostora HP, Doka%imo maksimalmost. Neka je A
proizvoljni jako/stabilan podprostor prostora HP, Neka Jje

< . 23]

g(z)= 3 b €A i (a)€L”. Tada je h(z)= Y ab i€ A cH .
Stoga g:o(ﬂw L) =s(HP) . Zato je Acs(HP). e
LEMA 1.3%.2

s(HP) e a(#?) ¢ B < APy < s(iP) < (B,
DOKAZ

Poslednje dve inkluzije su posledica c¢injenica da je svaki
jako stabilan prostor stabilan i leme 1.%.1 i ¢inJenice da je

(HP)KK jako stabilan prostor koji sadrzi u sebi prostor HP,

TEMA 1.3.3
(H® ,R)= L}
Za dokaz pogledati (53) i (10).
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LEMA 1.%.4
S(E® ,R)=-(H®)X | Pogledati (2).
LEMA 1.%.5
s(L1)=n%

DOKAZ

Iz HlC I&C}Ll sledi (I.°° ,Hl)CZ cﬂ"’ ,Li)c (Em ,Ll),‘Prema le-
mi le%3.1 1 teoremi 1l.3.1,

H2C s(]ZJz:)cs(Z[J]‘):L2 {pogledati (2))
Iz predhodnih inkluzija sledi da je $(L1)=H ,
TEOREMA 1.3.2
1. B=s(aHca@hcst)ec,
2. Ho=s(P”)crPc a(P)c s(EP)c £(q,2), 1 <p€2, 1/p+l/q=1
3. Ho=s(H%)=S(H")=A(H")
4o B(q,2)c s(P) c 1PE A(HP) - 5 (HP) =K
5. f'= s(H®)cH® AM®) C 5(u®) ¢ (=) p°
DOKAZ
1, Kako Jje H2 jako stabilan podprostor prostora IIp, l¢psg 2,
to je chj(Hp). Prema teoremi 1.3.1, sza(Hp). Prema lemi 1.3.2,
s(#”) e a(#P). Dakle, S(Hp)cHg. Time smo dokazali jednakosti u
142 i prvu jednakost u 3. Inkluzija S(H]‘)QCO je prava, Jjer
su inkluzije H'c £(00,2)cC, prave.
2e Kako je f(q,2) jako stabilan prostor koji sadrzi Hp, to
je s(EP)c £(q,2)
Se Jednakosti su posledica ¢injenice da Jje H2 jako stabilan
prostor.
4, Inkluzija R(q,2) «S(H?), 2<p o , je dualna za inklu-
ziju S(P)C®(q,2) , 1<p<2. Kako je [I° jako stabilan prostos

koji sadri prostor HP, to je A(IP)< s(uP) < B2, Iz teoreme 8.16,

- 14 -



glava VIT ((85)), sledi H°cC A(HP).

5 '«1 je jako stabilan podprostor prostora H® . Zato je

Q.lc s(H®)c a(H® )= Cl (teorema 1l.3.1). Poslednja jednakost u
5e (H',’° [l )=(Hm)K =s((Hm;R))=s(L]+' )=H2, u dokazu su isko-
riscene leme le3.3 4 leBel ,i 1e3.5 &

E®E (e, th,1b -l -1
Dokazimo da su maksimalni Jjako stabilni podprostori prosto-

ra HP, g(HP), jednaki stabilnim podprostorima a(HP).
TEOREMA l1l.%.3
s(E?)= a(HP) , 1¢pgs® .
DOKAZ
Prvi slucdaj: lgps?2
s(BP)=a(HP)=H° (teoreme 1.3.1 i 1.3.2)
Drugi sludaj: 2< p<w, 1/p+l/q=1l.
Kako je s(HP)= (2°°,Hp) (lema 1.%.1) i a(HP)= (Hq,ll),
dovoljno je, prema lemil.3.2, dokazati da je (HY, ﬁl)c L® ,5®)
oo
Neka (A € (HL,AY) 1 (M « €% . Doka?imo da T Anflaic iP
n=v

a0 @O
Neka f(z)= }:anzn € H%. Tada je 2 kanxnls'eo. Jasno, 1
nz o n= ©

o0 . > 2N . . . -
T | M0n pylcooy PB Je 5 N,\dnM,t neprekidna funkeija na D.
ne O ALK -]

DefiniSimo neprekidni linearni funkcional na Y sa

o n o0 n q
-— . — 3
é(f)“&;‘i‘gz“”"“"{ , f(z)= \\Z’:oanz € H?., U integralnom
obliku funkcional i’ ima predstavljanje
FRvS x®
Vo L iE - . - -
¢)(f)= cAvy - 3 Lote ﬁ) (k*ﬁ)(&."&) dt y fe Hg‘) (A RMYE) WTe

,\-\1“‘,1“‘;‘ [ ]
T q <

Prema predhodnoj jednakosti ,

\ \f (f)\ QUYL WAH sy , gde e 1Ay normi operatora
'HY tl definisanog sa A(f)= ( A;\an), f(z)= ‘Z_oanzn(;;Hq
vy
Prema reprezentaciji neprekidnih linearnih funkcionala na H‘q‘
. 24 . . QO
$ (f):i:'; 3 f(e‘lt)g(elt) dt, za neko g(z)= 2 bnzn e HP,
A Az O

©
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i a0
4 ‘-it it _ . < n -
Dakle,iz J £(e™T) g(e*®) dt—ri}f h%g“”fh? s 2a svaki element

£(z)= é:anzne HY . Za f(:@): 2%, n=0,1,2,.. dobija se b= 2 Hn,
'n=0,1,2,... Dakle, g(z)= Zza"\»\ﬂﬂzn(—:Hp
3. Tre¢i sludéaj: p= e !
s(H®)= a(H®)=f1 (teoreme 1.3.1 il.%.2 )
POSLEDICA 1.3.1
(CorHP)= (% ,8P) , 1ipcom.
DOKAZ
Kako je (1%,€1)= (C_,HP) ( pogledati (14)), tvrdenge
sledi iz teoreme 1.3.3. Prema teoremi 1.3.2, A(Hp)=S(Hp)=H2,
2¢ p<ew o Daili je S(HP)= A(HP), 1lsp<2, i A(H®)=S(H™) ?

l.4 PROSTOR N' I WNJEGOV FRECHET-OV ONMOTAG 7t

Linearni topoloski prostor Nt je deo nelimearnog topolodkog
prostora N, Prostor' NV je F-prostor koJji nije Frechtov prostor.
Prostor u kome je Nt svuda gust i koji je Fréchetov prostor je
odreden. To je prostor Fr.

Analogija u teoriji realnih harmonijskih funkcija vodi
interesantnim rezultatima (glava 4). Zato su u ovom odeljku na-
vedeni poznati rezultati o prostorima N* 1 #fradi uporedivanja
sa novim rezultatima o odgovarajuéim prostorima realnih harmoni-
jskih funkcija .

DEFINICIJA 1l.4.1

Neka je f(z)= B(z) éh%é% F(z) element prostora N. Ako je
S,(z)=1, onda fEN'. *

Iz definicije sledi da je N" ¢ N. Sledeéom teoremom okara=

kterisan je prostor N,
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TEOREMA 1 . 4 Y 1

Neka je #£(z)=B(z) ZA;L~F(2) funkecija ogranidene karakte-
ristike u jedinicénom krugu% D. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
1. fenNi
2. S(z)‘l

Xy .
3. 11m Slog tf(relt)idt= | log+\f(elt)\ dt
it o, a it
4, 11m 3log(1+)f(re )l ) dt=3 log(l+)f(e™")]) dt
(o
Prostor N Jje F~prostor sa metrikom
4 . .
P(E,e)=1 ) log(l+ l£(e*®)-g(e*®)) dat , f,geN*s
0
Za dokaze nekih osobina prostora F' koriste se poznate ocene i

integralnih sredina ikoeficijenata elemenata prostora NV .

TEOREMA 1.4.2
&

Neka je f(z)= ¥ anzne;N+ tada

n:;o

1. log M (r,f)=0(1/(1-r)), r->1
2. logian1=o(VK) sy N >,
Ocene 1 i. 2 se ne mogu poboljsati.
DEFINICIJA 1l.4.2
Funkcija f£(z) analitiéka u jediniénom krugu D pripada pro-
storu F' ako je nfu FG'(ge -¢/(1-r) Mg (ryf) dr<® , za svako
cy O
Posledica teoreme l.4.,2 i definicije l.4.2 Jje inkluzija
Nt Fh.
TEOREMA 1.4,.3
1. Ako f(z)eT' i cyo, tada je |f(z)) é»-—Jaglifu P 920/(1"r),
Wzisr 1l - °e
2e f(z)'-“F+ ako i samo ako je llm (1-r) logMe, (r,f) &

3¢ f(2)= i: a, z%¢ P ako i samo ako je 11m -;loglang
nm » ;YA

DOKAZ

l. Neka je R{1l. Tada je

- 17 -



e~¢/(1-r) Mg (r,f)dry e~c/(1-r) M{T,f)dr ?
» MR, f)lec/(lr) dr

% R,f) dt g

i, ) e -

Pl

C L -

11a-R £
@® 2ct
1/r-R

2
- gg_e-&:/(l-R) M (R, 1)

Iz dobijene nejednakosti sledi

| £(2) & =2 iy e2/(R) e R
ce2 Fe

2. Jasno, uglov (2) je dovoljan. Obrnuto, neka f(z)e< F', Ta-
da je prema (1), (l-r) log Mg(r,f)s (1Sr)K + 2¢ ,2za svako C , 0.
Prelaskom na granicnu vrednost dobija se

izﬁ (1-r) logMw (r,f) & ©

3. Tvrdenae (3) ae ekvivalentno sa tvrdenjem (2).
g < -ci
Neka je f(z)= 2 a.z € F" . Oznadimo MW = 2 lae sC - O
nwzo

Prema teoremi 1.&.3 (5), Nfn, <~ © , za svako ¢ 0.

TEOREMA 1l.4.4

Za svako ¢ Yo postoji konstanta A=A(c)) o tako da je

1 .. . .
Iifig, s nrh o MM s ANV
TEOREMA 1.4.5

Prostor F' je poliprednomiran Freéchetov prostor .
DOKAZ

Prema predhodnoj teoremi dovoljno je dokazati da je Fr po=-
liprednomiran prostor u odnosu na sistem prednormi {i} "o © > O

Treba dokazati samo kompletnoste.
©
Neka je  lim uwf -f..il =0, za svako ¢ »o. Kako iz f (z) =Y a,

" T-a @ ' 1]

"} K

sledi da postoji niz (a,) tako da je 1lim n)_ 2,4 K=0,1,2,..
k k k

N - o0
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Zato je E{&i) -ak‘e'c‘rf ¢ & ,za datogy o, ako je n> n,=n_(£,c).
Prema prégg;dnom zakljucku, ;gilak(e'°fg<.00 s 2a svako c> o,
Sto povlaci da je ;ak; s K(e) ecTK +« Poslednja nejednakost je
ekv1va1entna sa llm;rﬁ log\a | € oo Prema teoremi l.4.3 (3),
£(z)= Z’ a z"€F" i Lin)f «f =0, za svako ¢ o.

Na kra;u navodimo svojstvo zatvorenosti prostora F* u odno-
su na diferenciranje i integraciju, koje ¢emo iskoristiti za do=-

kaz novog rezultata koji je naveden u odeljku 2.5,

TEOREMA 1l.4.6
Neka je f(z) analitidka funkcija u jediniénom krugu D. Ako
feF" s onda svi izvodi i svi integrali funkcije f takode pripa-

daju prostoru F*,
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GLAVA 2.

BERGMANOVTI PROSTORT APW&

Op&ta svojstva Bergmanovog prostora Ap’d', a narocito

specijalnog sludaja Al’l/p-2

, mvedena su u prvom odeljku,

Novi rezultati navedeni u treéem odeljku su neka rese-
nja problema pripadnosti izvoda singularne unutrasnje funkcije
Bergmanovom prostoru Ap’d. Rezultati su Opétiji od poznatih
teorema, koje su navedene u drugom odeljku, o pripadnosti
izvoda singularne unutrasnje funkcije prostoru A”é-z. Pa=-
rcijalna redenja problema pripadnosti izvoda S;(z) singular-
ne unutrasnje funkcije S,(z) Bergmanovom prostoru AP**data su
za sludaj mere m sa konadnim nosalem i za sluéaj mere
koja nije identicki jednaka nuli ., Teorgggy 2e3e4 dato je pob-
puno resenje u siudaju funkcije A(z)=e% 1.

Odeljci 2.5 i2.4 takode sadrze nove rezultate., Problem
pripadnosti izvoda funkcije ogranidene granicne rotacije Hardi-
jevim prostorima je reSen., Teoremom2.4.2 dato je reSenje opSti-
jeg probleme, problema pripadnosti izvoda funkeija ogranicene
granicne rotacije Bergmanovim prostorima AP,

Pomoém poznatih prostora analitickih funkeija i operatora

Lg,u odeljku 2,5, definisani su novi prostori analitickih fun=-

keija i utvrdena neka njihova svojstvae

2.1 BERGMANOVI PROSTORI AP+t

DEFINICIJA 2.1l.1

Analitidka funkcija f=f(z) definisana u jedinidénom krugu
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D pripada Bergmanovom prostoru Ap"‘(, OKp¢oo® , =1 d ¢ , 3ko
1) TR X of
je W4l =Jd 5 \.st'ze“‘)(PU-sz) ndrdt < eo
P ® oo
4 -
Prostor A''P z,o <p <1, je prostor BP, Kao i u sludaju Hardijevih
prostora Hp, Bergmanov prostor Ap’d‘je Banahov prostor ako je
l¢p<®®, a F-prostor ako je o< p<1l, sa metrikom
d(t,e)= 1> ., r,eeaP?*
Sledeéim dvema teoremama date su ocene rasta integralnih

sredina elemenata Bergmanovih prostora AP*3&, One &e biti koris-

¢ene za dokazivanje novih rezultata navedenih u odeljku 2.3 .

TEOREMA 2.1.1

Neka fe€ AP*¥ | Tada postoji konstanta C=C(p,«) tako da je
M_(r,£)¢ Cugn. (1-r)~ D/ o rqa.
P Pyl

Konstanta C ne zavisi od funkeije feAP &,

DOKAZ

Kako je Mp(r,f) rastuéa funkcija argumenta r, to moZemo

predpostaviti da je 1/2¢r <l . Tada je
A5 . © A 1 P ol

~‘Hlf(relt)\ (1-r2) rdt dr=2{ M (r,i‘)(l-r2) r dr )

P’d aoo o] p

4 1
ol N ol
»2 | Mp(s,f) (1-5°) s dsy 2M'°(r;“f) § (1-8)s ds %
<« P P i

)d'i’l

7 C1 (0 M:(r,f) (1-r y Cq (W>o

Koristeéi poslednju nejednakost dobija se
M (r,£)e crgn (1-r)" @D cog(y,p)=[og )] P
P Pyt

Prema teoremi 2.,l.1 i 1l.1.7, kao posledica javlja se slede-

ca teorema .
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TEOREMA 2.1.2

Neka je o{(p< @ 4 -1 < L <@ , Tada postoji konstanta C,
C=C(d4p)) 0 tako da je

Mo (T, £)$ Cvfup’d(l-r)"(d”Lz)/p y 0sr<1l , za svaki
element f€ AP**, Vasi i bolja ocena Mao(r,f)= o((l-r)'(c(+2)/p e

Medu Bergmanovim prostorima od posebnog interesa su prosto-
ri Bp, jer su oni tzv. sadrzavajuéi prostori prostora Hp, o<p<l.

( P je svuda gust u prostoru BP).

TEOREMA 2.1.3
Prostor Hp, 0<p<l, je svuda gust u prostoru BP .,

DOKAZ
Lako se proverava da je B® normirani prostor . Kako je
" f\h’_g_zsC(p)ﬂf"p, feHP , to je BP<BP , Dok¥imo da je B® kom-

— P
pletan i da je W° =BP , Neka je (fn) Kosijev niz u BP ., ToZto

BP pripada prostoru quLl(D) formiranom u odnosu na meru

.1‘.(4-1‘)';41' dr 46, to niz (fn) konvergira u srednjem indeksa jedan.
nekoj funkeciji feLl. Konvergencija u srednjem indeksa jedan
povladi konvergenciju bar jednog podniza (fnk) niza (fn) funkci-
ji fe. Prema teoremi 2.1.1l, konvergencija u BP? je jada od unis=
formne konvepgencije na kompaktnim skupovima u D . Stoga je
£(z) analitidka funkcija u D i pripada prostoru BP, DokaZimo
da je ']iinh f_=f, reBP , Za dato £) o, odredimo R(£), tako da
je { 1.

3 ar® ru(p,e-0) dfcE 5 REIKRCL .

Kako je lin; fr(z)=f(z) uniformno na 1z\ $R<1l, to je
T

NE-£, é_zs Ehl\\%_z €y r,@®<rl.
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Ako feBp, onda fre HP. Prema dokazanon, HP Je svuda gust u BP,
Ocene Tejlorovih koeficijenata koje su vaZzile za uZu klasu
HP ostaju da vaZe u mnogo Siroj klasi Bp o Napomenimo da inklu-
zioni odnos odgovarajué¢ih prostora realnih harmonijskih funkci-
Jja hP i P prestaje da vazi , a rast koeficijenata ostaje isti

(glave 3 i 4),

TEOREMA 2.1.4

el
Neka je funkcija f¢BP definisana redom f(z)a.‘goanzn.

Tada je
4
3-1
1. la,(<C() el n®
2, a,= o(n¥") , n»ao .

Na kraju navodimo teoremu o pripadnosti yizvoda" i ,inte-

grala" funkcija prostoru 8P,

TEOREMA 2.1.5
Neka je o <p-~q<1l ,R=1/p-1/q
p q
1, Ako f€ B* onda §[Q€B
2. Ako f €BY onda £f%BP
@
Akoje f(2z)= Z anzn analitidka funkcija u jedinicnom krugu

h=o
D, wizvod" reda ayo funkeije £f(z) je analitidka funkcija

)
f (z)= Y 3 n+r11 a zn, nintegral” reda ) 0 je
i‘]aO

n!
analitidka funkcija (z) zm aﬁgﬁ .
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2.2 SINGULARNE UNUTRASNJE TFUNKCIJE SA IzvopoM U BP

Problem pripadnosti izvoda %&(z) singularne unutrasnje fun-
kcije S,t(z) prostoru BP nije re3en u opdtem sludaju . Navodimo
nekoliko poznatih resSenja koja su data zavisno od svojstva me-

re M koja odreduje singularnu unutrasnju funkciju Sﬂ(z) .

TEOREMA 2.2.1

S,l(z) €B8”, o<pgl/2.

DOKAZ
Kako je - i
. T oa(t). 2 1-r2 < G
\ Su(z)kj . $ 102 S : an(t) & —,
o ,elt_zl2 -r~ o ‘elt_z‘2 l-r
te Je
J 4 L-2 1 -3

] ’ 2\P ; r
[ ?:."«,g-z =2 JMl(r,%‘) (1-r)" r drs Ké(l-—r) dr

G .
Integral 3 (1-r)° dr<< ako je p<l/2 . Stoga, prema pre-
(o]

dhodnoj nejednakosti,sledi tvrdenje .

TEOREMA 2.2.2

Neka je S,)\(z) singularna unutrasSnja funkcija odredena me-
rom M &iji je nosad konalan skup . Tada S}:(z)éBp, ako je p\% .
DOKAZ

Neka je H(eltkz)sak s k= 1,2,...4n. Tada je

AT L
T A it a D _2ak ettx
_ "< e _t . 3 — N e e s s+
8u(z) =.! o Iz jednakosti SM(Z)_ S () 2. - T
L altk .
i Re-—-—-.E—z'be a1-p A=, 005 te) z=rei®, sledi
z-e’ K |z—e1tq ° ’ ’
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S _ 4-7tces(0-1,)

Z Qg 2.a -2.a )
" : 2 . 'S - -
ISl ™ e FEFEAEE

Al .
n aK s gcte {1

) , 4, 2
$ 2K z [+- 1.603(6*«)]L b2 -\ ~

12}
Zaﬁ, l<q'¢o 1/q+l/?:~—-l .

kw4
Primenom H6lderove nejednakosti i koriSéenjem prethodnog

rezultata , dobi,ja se

1.- rAry
“5 W, a- L~L_SU1)" “ndn .1 -“5 'Le,‘)\d/t <
' p 24 o ’ ,
4 1 4. - 2a <z 1U{L6 IZ’
. L 2 'p Ah "
Ckf Ry g(*-'l ) U (u:f —oos (& ‘u) '1£4, et iy
= 4
4 A
) .o ’ -4‘;—‘_',. ‘2:2' - -‘L
: Cy z(\g (* D” T - T @) T4 < @,
k=4 (o]

ako je 1/p+l/2@® 2 . Kako je q’proizvoljan broj intervala (l,a),
to je poslednja nejednakost ispunjena ako je p(-%—.

Predhodni rezultat se nemoZe poboljsSati,

TEOREMA 24243

Neka je singularna unutrasnja funkciaaPSM(z) definisana
merom M 4 k0ja nije identidki jednaka nuli . Tada Sk(z) ¢B2/5.
Napomena : tvrdenje vaZi za funkcije oblika B(z)-Sh(z) , gde
je B(z) Blaskeov proizvod, SM_(Z) singularna unutrasnja funkci-
ja koja ispunjava uslove teoreme 2+.2¢3%

POSLEDICA 2,241

,,,,, ——

Neka je A(z)= e 1 Dada 1. A"(z)e_Bp, ako je p2/3
2. .l\."(z)é.B2/5

- 25 -



2.3 SINGULARNE UNUTRASNJE TFUNKCIJE SA TIzvoDoM U APs&

U ovom odeljku rezmatra se problem pripadnosti izvoda S:L(z)
singularne unutrasnje funkeije SM(z) Bergmanovom prostoru AP
i navodi se potpuno reSenje za slulaj funkcije A(z)= e‘-,a
neka parcijalna reSenjea za sludajeve kada je nosaé mere m kona-
¢an skup i kada je mera proizvoljna singularna mera koja nije
identicki jednaka nuli.,

Pored nekih poznatih rezultata , u dokazima novih rezultata

koristi se sledeéa lema,

LEMA 2.3%.1
Neka je py1l/2 . Tada je
p A
— 4t .

o (1-r cost)p

DOKAZ
Neka je 1/2<p< 1l « Tada je
K“ 4t 4 jo ax ‘
1-p ~

o (1-r cost)? (1) 5 (14x®) (1412 xP)P

s ——==-  , Ako je p=1
(1.1‘) g (1+x2)p ’
pave
S dt Lo 2 < 2 A
5 1-r cost ( 1-r2"f"~\ (1-r)"¢

Neka jepyl. Tada je

- 26 -



G bt 2yP-1
j 4 J ( l+x+rz dx
]

(1-r cost)p (1—r)po (1+-T:i'_ x= )P

\fl-r A LA ol
WY+r (1+"‘§£2 dx &
D

g(l—r)p S (1+x%)
5 3“’"2“‘
(1-r)P-1/2 1+x

Uporedujuéi prostore Ap’*i B® mogu se odrediti prostori
Ap’dkojima pripada (ne pripada) izvod proizvoljne singularne

unutrasnje funkeije S”(z) .

TEOREMA 2.3.1

Neka je Sﬂﬁz) singularna unutrasnja funkeija . Tada
81(z)€ AP, ako je o< p¢min(l,+1l) ili p=1, oyo ili
1¢p< 5 &+2)

Teorema se moZe dokazati na isti nadin kao sledeéa teorema
s tom razlikom Sto umesto teoreme 2.2.2 treba u dokazu primeni-

ti teoremu 2.2.1 . Zato &emo navesti samo dokaz sledeée teoreme:

TEOREMA 24362

Neka je Sﬂ(z) singularna unutrasnja funkcija definisana me-
rom M &iji je nosad konadan skup . Tada S;L(z)eAp’“, ako je

o {p¢ nin(2(«+1), % (X+2))

-27 -



DOKAZ

Razlikovaéemo tri sludaja .

Prvi sludaj : o¢p<min(l,2(«+1l)). DokaZimo da postoji
B 0¢s ¢ 2/3, bako da je BSCAP'® , Kako je —P—q -2 s to posto-
! l+d+p 33

ji 8y —B— <5 (% o DokaZimo da je
l+d+p

1.
BS = A11372 219 Neka fe 4472 Prema
4-1
teoremi 2.1.1 , Ml(r,i‘) C{1-r) . Kako je p< 1, to je

P P PU-3)
Mp(r,f)é My(r,f) & C (l-r) R
Prema poslednjoj nejednakosti ,

5 4 o+ PU- 1)
nfnu2j(1-r)rM(rf) dr‘Cj(l-r) dr < ®

jer de oL+p(1-—1/s)> -1l ako i samo ako je s >I——~p-— . Tvrdenje
sledi na osnovu teoreme 2.2,2.

Drugi slucdaj : p=1, d.)- 1 .

Neka je =1/2 {olg< of . Tada je 132/3 13"“’2 Ale¥ e« Iz teore-~
me 2.2.2 sledi tvrdenje .

Treéi sludaj : l(p(—% (d+2)

Kako je p/(«+2)< 2/3 , to postoji s,p/(%+2) ¢s¢2/3 .
DokazZimo da je BS=A"§.3:'AP’°‘. Neka f € A1,g~.z Tada je prema teoremi
2.1.1,

A

My (ry£) € C (1) S,

Kako je p>1l 4 to je prema teoremi 1l.l.7/ i predhodnoj nejednako-

sti
1~i+1.;
M (r ge@-mY* T, KoriZéenjem dobijene nejednakosti

1 a4a-2
nfu ~2SM (ryf) (l—re) r drg Cj (1-r) Sar . Integral

- P28 -



P
1 i~

{ (1-7) Sar {00 , ako je o+l-p/s) -1, odnosno s) p/(x+2).
0
Dekle , £ e AP+, Treba na kraju primeniti teoremu 2.2.2 .

TEOREMA 24343

Neka je SM(z),j..%o ,singularna unutrasnja funkcija . Tada
Sl(z)éAp’d , 3ko je p> max ( 2(oL +1), 32-'- (oL +2 ) )

DOKAZ
Kao i u dokazu prethodne teoreme razlikovalemo tri slucaja.
. v s 3
Prvi slucaj: = (d+2 ) p <1l

2/
Dokazimo da je AP»% B S, leka fe AP*% | Tada je prema
teoremi 2.1.1, I‘v‘ID( r,f) £ C (1-r) P . Prema teoremi 1.1.7,
- 424 +]__.-.1..
Ml(r,f) < ¢ (1-r) P p . KoriSéenjem poslednje nejedna-
{ oL
. . . " 2
kosti dobija se Wfy ; _1 = 2S Ml(r,f) (1-r°) r dr ¢
T o

$c) (a-r) 2 ?P P ar
1 1 A+ °
Integral { (1-r) 2 P 3dr xonvergira ako je
o
oA o . 2
| ;2 > -1, ili ekvivalentno Py -3~ (A +2). Dakle,
£ 1 . Tvrdenj ledi novu teoreme 2.2.%.
L 1,- &+ < e o) vrdenje s na os 4

Drugi sludaj : p=l, -1 A < - -l?
. i ‘v'i‘. k) . oy .
Tada je A CA =B ., Treba primeniti teoremu 2.2.3%.

Treéi sludaj: vpymax ( 1, 2(al+1) ).

1
I u ovom sludaju je pP =32 pom T, Zaista, neka f € AP *
_ o+l
1Y
Tada je Mp(r,f) £ C (1-r) ( teorema 2.1l.1 ). Kako jJe

Ml(r,f)s Mp(r,f), to je
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1

1 -
(e, = 2§19 r My ( T,0) dr ¢
1- 0
z IS TS i
2 D
S K§(1-r) dr . Integral
0
i- ot
X(l—-r) P dn <o , ako Jje -%—f‘;«)-j , Sto je ekvi-
valentno sa  p» 2( +1) . Dakle, Nfu, _, <@ . Prema teoreni

2
2.2.% sledi tvrdenje.

Postavlja se pitanje pripadnosti izvoda S}L(z) singularne
unutradnje funkcije S, (z) Bergmanovom prostoru AP Jako p i
4 ne ispunjavaju uslove teorema 2.%.1 i 2.%.3. Teoremom 2.5%.2
delimidno se reSava problem u slulaju mere M sa konacénim nosacem
Sledeéom teoremom daje se pgfguno reSenje u slucaju singularne

unutrasnje funkcije A(z)= e® 1,

TEOREMA 2e.3.4
E LR
Neka je A(z)= e* ‘. Tada

1. A(z) ¢ AP*™ | ako je py 2522
]

2. Mz) €APr* | ako je p <42t

DOKAZ
1. Ako Jje 04{:4’% , cost<r«l, z=relt, tada je
\i?( reit)\7 L~ . Stora je
’ * e(1- cost)
D T ' .
WAL = 2N (et P (1227 rdr at )
p’i % [s 31 1
Sy o
§ dt 2
Y § LSty tdu =
2(A* 1)
[T
1—"‘“71"7’ (- -est) ¥ , jer je

op 2ok =2 1.
- %0 -



2. Doka?imo najpre da AXz)€ AP o ako je o{pgl/2 . U
tom sludaju -
A ol e

[ A’l. $C )(1-r) dr dt

o (1-2r cost+r )p
nejednakosti iskorisScena je neaednakost

A-n
-~ T.

o Prremstitt (1 osr(l, osts 2d) Kako je

« (U dokazu

dt .
= = O(———;——} r »1l, za svako €50, to je
é (1-2r cost+r2)p (r-p)t ’ ’ 79

s

uA'ltp’O(\OO . U sludaju 1/2¢p  (3+2L)/2 ,

o 10 l-r cost
nah =={{ (e 1-2r cost+r® 2
leL w :
00
1-2r cos +r

)p(l—r2)d~r dr dt

1 Ty i PP S
o o (1-r cost)p o

. o . o v o2 . » X _1
Pri predhodnim procenama iskoriiéene su nejednakosti e ¢ x —,

X)O i lema 2.3.10 Kako

:4--'3
S(l-—r) dr <oo , jer je &+1l/2-p> -1 (p < 23—25‘-‘-} , to je
A € Apod.
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2.4 PFUNKCIJE OGRANICENE GRANICNE ROTACIJE SA

IzvoDoM U APsd

Hardijeve klase funkcija ogranicdene granicne rotacije i
njihovih izvoda su odredene . U ovom odeljku odredeni su Ber-
gmanovi prostori kojima pripadaju izvodi funkcija ogranicene

granicéne rotacije .

DEFINICIJA 2.4.1

Analitidka funkecija f(z)= z+a232+---~, u D pripada klasi

Vi funkcija ogranilene granicéne rotacije sa k%, ky 2 , ako je

29 P SPL] it _
sup | |Re (1+ Z 's('l_f))ldtsku.
0£1<4 o £V (re*™)

Klasa V2=K je klasa konveksnih funkcija .
Za dokazivanje novih rezultata potrebna su sledeta cetiri

poznata rezultata .

LEMA 2.4.1

Neka je f€K, F(z)=1/(1-z)° . Tada postoji analitilka
funkecija w(z), \w(z)l<\Vz\, zeD, tako da je f{2)=F(w(z)) .

LEMA 2.4,2

Neka su f(z) i F(z) analitilke funkcije u jedinidénom kru-
gu D . Ako postoji analitidka funkcija w(z) , Iw(z)} &£\zl, zeD,
tako da je f(z)=F(w(z)) , tada je Mp(r,f)s Mp(r,F) y OXDLT ,

- 32 -



IEMA 2.4.3

Neka je f€K . Tada je |flz)|y —=——,, z€D .
(1+1z1)

LEMA 2.4.4

Neka f€V, . Tada postoje konveksne funkcije g(z) i h(z)

tako da je +

XK
wla

f‘ (z): EE.K_le.
Lh’(z)]

>ix
Nila

TEOREMA 2.4,1

Ako £ €K , onda £f1€ AP?* | za 0(p< 1+%2 . Rezultat se
- RV ; z \
ne moZe poboljSati : ( 1—-‘_?_-5)61{, ('I_-_E) ¢ APY X axo Je py 1+%¥2,

DOKAZ

Neka f€ X , Prema lemama 2.4,1 i 2.4.,2 ,

Mp(r,f‘) N Mp(r,l/(l-z) 2). Koristeéi dobijenu nejedna-
kost dokaZimo da f'¢ AP , ako je ,0<p<l+¥2 ,

=] 4 ol .
i f’\l'-: 3 (1-1‘2) T |f"(relt)|p dt dr <
! e}

oo * dt
<C f(1-r) drd .
S o z“é (1-2r cos’t:+:c-2)p
Poznato je da je ( ). Ty 0¢ped , £y
’ " Ot <.4~uﬁ)" f,0¢pez
dt .
- : 4 4.
o (1-2rcost +r2)p 0 ( (::?_P-g),""’4 Y < p

- 33 -



Dakle , 4
d~¢
¢ §@i-2) dr<m , jer se gmoZe izabrati dovoljno
© .
at-2p malim , d)=-1

4
W' ¢
TEa )
¢} (1-r) dr <@ , ako je p<l+¥2
(]

( C je konstanta koja nema istu vrednost u dokazu )

Rezultat se nemoZe poboljSati :
2o P o e dt

WG, L =2 §(@-r") rdrd =00, jer je
w2 e é 260 (1-r2 cost +r2)p

2R
1 dt ~ =L r+1, ako
- ———— jepyl/2 .
2G é (1-2r cost + r2)p (1-r)-P-1 ’ ’

1
( Axo: je py 1+%/2 , onda je p)y 1/2 ij dr = 00 )

Zp~4- ol
e} (l-r)
TEOREMA 2.4,2

o
Neka fer, ky 2 o Tada f’éAp"’L, o<p<-]£—z—2—-—— « Rezu-
k/4+1/2

ltat se ne moZe poboljSati:

i ¥y,
( ol
£(z) =-1§ (22 )-’\]evk , £7(2)§aP2%, ako je py L2,
KiLti-4 k/B+1/2
DOKAZ

Neka f QVk . Tada je prema lemi ﬂ,.ﬁ.LL,
byt
- RS

e\z)

z)= 'L""""J?"

. -2

[n(z)]" 2

Prema predhodnom predstavljanju i lemama 2.4.,1 , 2.4.2, i2.4.3%,
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i 1‘41)

! S\g‘(ren’)l ‘ at <

dt ¢ Kaoudokazu predhodne
)

p 1 o
wemsc §(1-r) dar -
LT Pe)
{

d 26
¢C J(1-r) ar —;}
° ° (1-2r cos{+r2)p({"
teoreme ,
e ! d-€
Py ) 4C J(-r) " dr (e, ako je o <p(k/4+1/2)1/2
°
P 1 asi-2p(5+7) 4 &
‘5‘“ &C j (1-r) dr¢oo , ako je —— 4—1-:'—”“2"
F A L) k[“ +4l2_
Rezultat se ne moZze poboljSati ¢ k‘ako Je
K [N
7° 1
£(z)* --’— ‘“ 4 €V, i 2, to je
K k (‘-i) ] J
{ 24 P(E-1)
o & z
WEl =2 [(1-Prdr 1 1Ax 2l o dt »
L L} o Z“O (1-2rcest +12)P(%"2)
Gz peE- 1)
! d begzy * *
3C ) (l-r) ard | ALr2roes ) e dt >
0 7-“0 (1-1.’1,(»:,t$"1'.) i J_)
s-zpfeg) k
Y, C ](1-1«) dr = , Jer je ~«+2p(7+1/2)-11
1+/2

akoi samo ako Jje p Y o
k/4+1/2
Pri poslednjoj minoraciji iskorisSéena je d&injenica da je

p(k/4+1/2) Y 1+%/2 >1/2 , pa se mogla primeniti ocena ko u do-

kazu teoreme 2.4.1 , iograniCenost funkcije

PE-1 _
(1+2r cost+r ¥1 uoblasti og¢t§ W2 , ogr«l.

Primetimo da je teoremom 2.4.2 uopsSten rezultat dat teore-
mom 24,1 . Takvo uopStenje se moplo odekivati jer je klasa Vk

uppstenje klase K konveksnih funkcija (vk Je klasa funkcija og-

raniene granidne rotacije )
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265 PROSTORI DEFINISANI OPERATORGM Lg

Pomoéu operatora Lg i prostora Hp,N+,N,Bp i ¥ analitidkih
funkeija definisani su novi prostori analitidkih funkcija i
utvrdena su neka njihova svojstva .Za elemente podklasa H;,pro-
stora HP daEp Jje integralno predstavljanje ; dokazano je i da

je Hg'g =B*""® i Hg+ = F .

DEFINICIJA 2.5.1

Neka je f(z)=u(z)+iv(z) analitidka funkcija u jedinidnom

krugu D, n= 0,1,2,... ) a=(a1,a2,...an7£in « Tada je

1. Lg(f)ﬂ,a (L, l...(Lal(f))...) , gde je
n n- ;

= ’ OreY=
Lak(f)-akf+zf ,LaCf)-f

2 J:(u)=Jan(Ja 1...(Jal(u))...) y gde je
7 -

- ] o -
Jak(u)-aku+rur , JaCu)—u

DEFINICIJA 2.5.2

Neka je A prostor analitickih funkcija . Tada je
HX:% £ Lg(f)eAf, aeRﬁ je dati element .
TEOREMA 2.5,1
Hl1 je prostor analitickih funkcija u D , neprekidnih u.ﬁ,

apsolutno neprekidnih.na 33D .
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DOKAZ

DokaZimo da Je Ll(f)eﬁ ako i samo ako f'eHT

Ll(f)GH , gde je f(z)— anz o Funkcija L (£)=: 2‘ (a +n)b z"
ns o 1 *0

. Neka

Kako niz

( —--:-L——-)Q(Hl,Hl) ( pogledati (69)), to
a,+n

£(2)= Z bz D cHl , Kako je gl vektorski prostor s to je £1eut

h=o 1 1 1

Obrnuto , neka f’€H" , Tada f€H

, Pa i Ll (f) €H" . Tvrdenje
|

sledi iz teoreme 311l ((16)) .

POSLEDICA 2,5.1

Hjl CEY n-1 < gt
MoZe se pokazati , kao u teoremi 2.5.1 , da Lg(f) e B ako i
samo ako f(n) 'S Hl

POSLEDICA 2.5.2

Klasa HP ne zavisi od skalara a eR{Ll .

TEOREMA 2.5.2

Neka f¢€ HI:‘,, . Tada je

(vH) e.t +7

e t—Z

2
L £(z)=4 T ) 3271 (Rer(e™)) at+igme(o) ,
2% o

ako je p=1 s nYyl.,

E

2. £(z)=1 § (D) (2..;*‘_2—) 751 (Ref(e™®)) at+imf(o) ,
“0 e” '~z

- 3) -



ako je p =1/(l+n-k) , n)ky1l.

DOKAZ

1l . Prema predhodno dokazanom , f(n-n(z) je analitidka fun-
keija u D 4 neprekidna u D. Tvrdenje sledi prema integralnom
predstavlijanju u (7) . Primetimo da se za n=1 integralno predsta-

vlijanje (1) svodi na poznatu Poasonovu formulu .

2 Prema teoremi o mnoZenju prostora Hp, o<p<1l, niz

(l/(al+n) )Q(HP,HP) (pogledati(69)). Kao u teoremi 2.5.1 , uz
koriséenje predhodnog zakljudka , sledi da Li (£f)e HP ako i
samo ako f'€ Hp, ili opstije , Lg(f) €HP ako i g;-amo ako f‘cn)e gP,
Prema teox;emi 1.19 (pogledati(16)), ako an)éHp , onda

f(k)e H"""“”’:Hl o Tvrdenje sledi prema integralnom predstavljanju

1.

TEOREMA 2.5.3
P
ng= BY"P, p<1/(1+n) .

DOKAZ

Niz (1/(n+al)) € (BP,BP) (pogledati (17)).

Zato Li (£) € BP ako i semo_gko £'e¢ BP . Prehma teoremi 2.1.5 ,

P

£'¢BP ako i samo sko fe B o Prelaze¢i na sludaj operatora

Lg moZe se pokazati da su sledeéa tvrdenja ekvivalentna :

1. Lg(f) c 8P

2. gln) g gp
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GLAVA 3,

HARDIJEVI PROSTORI REALNTIH

HARMONIJSKIH FUNKCIUJA

Teorija Hardijevih prostora realnih harmonijskih funkci-
Jja u jedinicénom krugu D ima najviSe dodirnih tadaka sa odgovara-
juéom teorijom analitidkih funkcija u sludaju 1< pc<oo , Ako
je p=1, javljaju se razlike koje postoje jos izraZenije u slu=-
Caju o<p<l . U literaturi nema pokuSaja izgradivanja teori-
Jje prostora n* i n realnih harmonijskih funkcija analognih
prostora N' i N analitidkih funkcija .

U prvom odeljku su navedena neka poznata svojstva Hardije~
vih prostora realnih harmonijskih funkcija koja ée biti koris-
¢ena za dokazivanje novih rezultata navedenih u sledeéim odelj-
cima .

Problem stabilnosti prostora HP s l&p <X, postavlijen
je u prvoj glavi (1.3) i data su neka redenja « U odeljku 3.2
razmatra se problem stabilnosti prostora hp, lspg® ,i na-
vode se resenja koja se veoma malo razlikuju od odgovarajuéih
reSenja za prostore HP,

U odeljku 3.3 su novi rezultati o prostoru hp, o<p«1l 0o
U prvom prvom delu odeljka, posle navedenih poznatih rezultata
date su ocene rasta integralnih sredina i koeficijenata elemena-
ta prostora hp, koje odgovaraju ocenama u odgovarajuéim prosto-
rima analitickih funkcija , iako prostor nP nije samokonjugovan
Drugi deo odeljka posvelen je topoloskoj strukturi prostora nP
U teoremi 3.3 dokazano je da prostor nP nije lokalno konveksni

prostor .



3,0 PROSTOR nP
OPSTA SVOJSTVA

DEFINICIJA 3.1.1

Neka je u=u(z) realna harmonijska funkecija u jedinidnom

krugu D ,

i)
N
Mp(r,u)= (;;—J luCrel®) dat )l/p s OKDP< @ ,
Q

Mep (Tyu)= MAXiu(relt)l o Tada

Tatail
1l - hP 4 ako je W= sup M
e Ugh® 4 0¢(DPcO 4 8ko J nuy = sup p(r,u)<oo,

2. ueh™ , ako je \un = sup Meo(T,u) € O .

Lako se proverava da analitidka funkcija f(z)=u(z)+iv(z)
pripada prostoru HP gy O<KpPsow o, ako 1 samo ako funkcije
u=u(z) i v=v(z) pripadaju prostoru hP , Kao i sludaju ana-
litickih funkcija , Hardijevi prostori realnih harmonijskih

funkecija su uredeni u odnosu na inkluziju

 chPch?, ocacpcoo .
Jedan od polaznih rezultata teorije prostora hP s L€ DS,
je teorema o karakterizaciji prostora Poason-Stiltjesovim

integralnim predstavljanjem .
TEOREMA 3.1.1

Neka je u=u(z) realna harmonijska funkcija.y jedinidénom

krugu D , Sledeta tvrdenja su ekvivalentna :
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1. Postoji realna funkcija )4=)A(t) ogranicene varijacije na

intervalu [0,2@] tako da je

1l
io\ ¢
u(re )sﬁg Pr(O'-t) dp(t)
2. u je razlika dve pozitivne harmonijske funkcije .

5¢ U G.hl

Svojstvo posedovanja netangentnih granicénih vrednosti
zadrzavaju elementi prostora hp, ako je 1§ pgo o Dok to
svojstvo imaju elementi prostora HP i u slucaju o<pgl ,
postoje elementi prostora Hp, opl K,%&ogu biti bez netan-

gentnih granidnih vrednosti ( odeljak 3.3) .
TEOREMA 3.1.2

Ako uehl, onda %im‘ u(relt) = u(elt) postoji za skoro
svako te lo,2a] i u(elt) =Ml (t) , pde je

. W
u(relt) =2-:-7% Pr( t-x) dm(x).

Specijalno, ako je
. L Xy . .
u(relt)=éi Pr( t-x) e(e®) ax, E(elt)eLl [o,2&]
onda je 1lim u(!«elt) =‘€,(elt) za skoro svako t €[o0,2G]e
T {
Identifikacijom prostora nP g L<pPgm® , sa prostorom

Lg[o,&l] realnih funkeija , odnosno prostora hl sa prostorom
konac¢nih realnih Berovih mera na [o,2a] , mnoga svojstva re-

alnih prostormamogu se preneti na Hardijeve prostore nP.

TEOREMA 3.1.3

Realna harmonijska funkeija u=u(z) pripada prostoru hP ,
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l1<pgeo , ako i samo ako postoji element ‘e(elt) € Isg[o,26.]
tako da je

 Xve 21
i6 it .
u(ret )=£—1§ P.@-t) 0(e'®) at i nuu = (% $lec ‘)\at)

Identifikacija prostora hl sa prostorom konacnih realnih

Berovih mera sledi iz teoreme 3.1.1 (pogledati (16) i(37)).

POSLEDICA 3.1l.1

Prostor lp, l1{ pg¢ ® , je Banachov prostor ,

O KONJUGOVANIM FUNKCIJAMA

Ako realna harmonijska funkcija u=u(z) definisana u je-
diniénom krugu D ima neko svojstvo, da 1i to svojstvo ima i
konjugovana harmonijska funkcija v=v(z) ? U opStem sludaju u

i v imaju razlicita svojstva .

TEOREMA 3.l.4 (M. Riesz)
l. Ako u Ehp, l<p< oo , onda konjugovana harmonijska fun-
keija ve nP.

2. Postoji konstanta ApaA(p) tako da je

M (r,ﬂ\ Ap Mp(r u) , za svako u enP ,

Rieszova teorema ne vazi ako je p=l ili p=  , Poasonovo

jezgro Pr(e) € nt , a konjugovana harmonijska funkecija

Qr(9)= J 1:: ’ z=rele, ne pripada prostoru hl. Da prostor

n* nije samokonjugovan pokazuje primer funkcije

. 1
£(z)=1 log I%", u(z)=Re £(z) € 1°, v(z)= Juf(z) ¢ h~

1, odeeduje teo-

Rast integralne sredine Mp(r,v) , ako u€h
rema Kolmogorova .
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TEOREMA 3.,1.5 (Kolmogorov)

1. Ako u € hl s onda konjugovana harmonijska funkcija
v ¢ hP sy 0<p<1l.
2. Postoji konstanta Bp=B(p) tako da-je

Mp(r,V)S Ble(r,u) s za svaki element u€ hl.

TEOREMA 3.1.6

Ako ue h*® s onda konjugovana harmonijska funkcija venP ’
0O<Kp< ™,

Iz teorema 3.,1.5 i 3.l.6 sledi da ogranidenost integralne
sredine Ml(r,u) (Meo (ryu)) ne povladi ogranidenost integralne
sredine Ml(r,v) (M p(ryv)) « U odeljku 3.3 biée dokazano da iz
ogranilenosti; integralne sredine Mp(r,u) 30 <P< 1l , ne sledi
ogranifenost sredine M p(r,v) « Ako se rast integralnih sredina
Mp(r,u) i Mp(r,v) meri funkcijom (x-'{)", A»>0 , onda obe integra-

lne sredine imaju isti rast .
TEOREMA 3,1.7

Neka je f(2z)= u(z)+iv(z) analitidka funkcija u jedinidnom

krugu D o Ako jJe
Mp(r,u)mo(l/(l-r)h ) »/AY0 5 0K P &£©0, onda je

Mp(r,v)zO(l/(l-r)’” ) .
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3.2 STABILNOST PROSTORA h®? , l¢pg

Ako se jako stabilni i stabilni prostori realnih harmo-
nijskih funkcija definiSu kao odgovarajuéi prostori analiti-
&kih funkcija , postavlja se pitanje njihovog odredivanja i
odnosa . Dobijeni rezultati u slucaju prostora hp, lspswo,
veoma malo se razlikuju od odgovarajuclih rezultata za Hp,

l1$p<s®, prostore .

DEFINICIJA 3,2.1

o0 .
1., Neka je u(z)= 2 %r'"' e1® realna harmonijska funkcija
nE- 0

u jedinidnom krugu D . Promena funkcije u(z) je realna Har-

4 0O .
monijska funkcija w(z)= Z. bnr"“elno' y \b V=l ), n=0, 1,...
na - ©©

n
Oznadava seuw =ag(u) .

2. Potpuna promena funkcije u(z) je realna harmonijska
+ O

funkecija w (2z)= P Cnr'melne;\cn\ﬂa

n=0, 1
ne- o n\ ' ’ L

Oznadava se w = cag(u) .
DEFINICIJA 3.2.2

Vektorski prostor V wealnih harmonijskih funkecija defini-
sanih u jedinidnom krugu D je jako stabilan ako iz u eV sledi

da svaka potpuna promena w = cag(u) €V .

DEFINICIJA 5e2e5

Vektorski prostor V realnih harmonijskih funkcija defini-

sanih u jedinidnom krugu D je stabilan ako iz u €V sledi da

svaka promena w = ag(f) € V ,
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DEFINICIJA 3.2.4

1. Element u € h® nrivada rodskuru a(hP) ako svaka »ro-
mena ag(u) € hP.
2. lMaksimalni jako stabilan podprostor nrostora nP Jje
s(nP).
Je Minimalni stabilan prostor koji sadr?i prostor n® Jje
A(nP).
4, Minimalni jako stabilan prostor koji sadrZi prostor
nP je s(nP).

Za karakterizaciju dela a(hp) prostora nP notrebna je

sledeéa lema.

LEMA 3.2.1

(hP,n*)=h?, 1€psgo ,1/p+l/q=1.

DOKAZ

Lema je posledica teoreme 3.1.% i teorema o mnoZenju
1P[lo0,2d] prostora (vogledati (24) i (25)). Frimetimo da se za
dokazivanje inkluzije (hP, h®™ )< h? mogu nrimeniti teoreme o
mnoézenju odgovarajuéih prostora analitickih funkcija. Zaista,
neka Jje t:hpa n® operator definisan nizom

(...,KL,X1,X°, )“mz,ooo) sa:
= m_in& & m ineg D
(=% xpa, e , u(z)= % are e h”.
n ~_“n
ne-u h=-o0

s . . . . A p «©
Niz (A yNgye.. ) definife preslikavanje : H'=»H sa



[+ 4]

o0
N()= ¥ }Manzn, f(z)= fo_'_ anzn € P, (Lako se mote

n= ©
proveriti da je MAN(£)=R(u)+il(v), f(z)=u(z)+iv(z)). Ka%o

@<

je (HP,H®)=H%, 1< p<o , to je £ A,z" € HI, &to poviadi
[} o)

<O

Z 2 r™e™¥ endl ako je p=1, (#},H®)=L® . U tom sludaju

~ao
- w .
Ay e8¢ LT, 5to implicira Z Ay " e™Zen™ . ako je
-0
m .
p=a0 , (HQ,H‘” )=M*. U tom sludaju I »\heln6 €M, 3to pov-

. ae0 . nao
ladi X hg P eiNO oyl
-~ 00
U sludaju 1<p < @ , suprotna inkluzija h%®<(hP,h®) se

mo¥e dokazati kori3éenjem poznatog rezultata (HP, H®)=n9 3
OO

teoreme 3.l.4, Zaista, neka u(z)=__§ anr"'"elne en? i

) .
v(z)= % b r™e'™® ¢nP, Tada je prema teoremi Z.lol, £(2z)

-w0 Il

o )
f(z)= 3 cnzn e 1%,e(2)= T dnzn € BP, pde je £(2z) analitidka
he O

n»o
funkcija ¢iji je realni deo u(z), Jmf(o)=o, a g(z) analitidka
funkcija ¢iji je realni deo v(z), Jm g(o)=o0.
o b n @
Kako je (HP?,H®™)=H%, to je (f»g) (2)= = c d.z €1,
n=o
Iz poslednjeg zakljucka sledi

o0 [~ o] .
1 n_ _ m_in& o
c,d,+5 Re “2:1 c d z =(usv) (Z)—_% s b re €h .

Sada moZemo okarakterisati deo a(hP) prostora hP.

TEOREMA 3.2.1

a(h®)=(1%,11) , 1g¢pso ,1/p+l/qel.
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DOKAZ

(hq,ﬂl) je prostor realnih harmonijskih funkcija

> wml_ine . s .
AN(z)=F x,Tr € takvih da T a3, | < @ 4za svaki
—on h'n
SN et
element u(z)= L a.r™ eine e h?, i naziva se Keteovim dua-
S n !

Inim prostorom za nprostor nh4, Oznalava se (hq)K.

Neka x(z) € (hq,il) i neka je mM(z)=ag N(z). Jasno,
M(z) € (h?, Y. Kako je (W%, M) ¢ (h%,0% )=nP, (lema 3.2.1),
to M(z) € hp, §to znadi da A\(z) € a(nP).

g m _in®r Py s

Obrnuto, neka A(z)= Z”).n Ve e a(ht) i neka

o0 ine a0 . M in@
u(z)= 2 anr""eln € h%, Tada M(z)=JF gl eT33T6 8y p MR pP,
: - D - 00

8

jer je M(z)=ag A(z). Kako je (ux m ) (Z)=-7§o \A.‘an\rlmeine'

- (o o]
neprekidna funkcija na D, to je Zj)an‘)“km.
-0
POSLEDICA %.2.1
a(hp) je podprostor prostora hp, l<psoo .

TEOREMA 3.2.2

a(hP)=h2, 1¢ps2.

DOKAZ

Prema Parsevalovoj jednaosti, % < a(nP).
Obrnuto, neka u(z) € a(hp)\h2. Tada prema teoremi 3.1.1 ,
postoji ag(u) ¢ hl(pogledati (85)). Dalkle, u(z) ¢a(hp), $to je

suprotno pretpostavci.
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POSLEDICA 3.2.2

(hp,tl)=h2, 2EPC OO

Kao i u sludaju analitidkih funkcija, prostori s(n®),

A(nP) i S(nP) postoje i s(hP)=(£%®,nP).
IEMA  3.2.2

. Prostori s(hp), A(hp), S(hP) postoje.
2.  s(x?)=(% ,nP)
3. s(P) < a(®®) e v ¢ A(P) € s(BP)
Kao i u sludaju analitidkih funkeija prostori a(hP) i s(bP)

su Jjednaki.

TEOREMA %.2.3

s(hP)=a(nP) s, l&pLoo.
DOKAZ

Prvi sludaj 1€ pg 2. Prema teoremi 3.2.2, a(hp)=h2. Kako Jje

2 c. s(b?) < a(hp),(Parsevalova fermula i lema 3.2.2),to je

h
S(hp)=h20

Drugi sluéaj 2<¢p¢a . Premna teoremi %.2.1 1 lemi 3.2.2, do-

voljno je dokrzati inkluziju (h%,t1) < (*° ,hP). teka

(eeeTys Mes hppees) € (WL, 8. Tade (hgyhsy...) € (2L, EH)

(vorledati dokaz leme 3.2.l1). Prema teoremi 1.3%.3,
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(<) [« ] v v e
129, tH=(2% ,8P). stoga, (NosAgreee ) € (L7 ,HP), 3to poviadi

(evesIyadosdyaeee ) € (BZ,0P),

Treéi slucéaj: p=oo .
Kako je B! ¢ s(b®) < a(h®)=(nl,i1)=21, to je
s(h® )=a(h® )= .

Na kraju navodimo dokaz da je A(hP)=S(nuP), 2 <p<ceo .

TEOREMA 3.2. 4

1. nt camb) ¢ s@l) ¢ H¥ER®

2. nP c A(b®) c s(v®) ¢ 8(q,2) ,1<p<2, 1/p+l/qg=1

3. h° = A(hP)=5(n”) ,2¢p< 0O

4. h® ¢ A(h®) € s(h®) € (™) Ea(n?,nl)=n?

DOKAZ

1, (hl,ll)=a(h°°)=el, prema teoremama 3.2.1 1 3.2.3

KK @
mbHFE g, ah-®
2. 1£(q,2) je jako stabilan prostor koji sadr’i prostor hP

3 h2 je jako stabilan prostor %koji sadrZi hp. Bakle,

[~ @] .
S(nP) 2 e, Obrnuto, neka ufz)= 2 anr"" 1N ® € ne,
-~
(=]

Tada postoii v(z)=acu(z)=2 Db r""eluee hP (porledati
~®

n

(85)). Dakle,v(z) € A(hP), pa i u(z) € A(xP).
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Dakle, h° c A(hP) ¢ s(bP) ¢ K?
4. (0% ,Y=a(u)=n° (teoreme 3.2.1 i 3.2.3)

(- ]
(1® *E=(n?,th)=n,
3,3  PROSTOR nP, o<p¢l

Hardijev prostor hp,<><})<l, se znatno razlikuje od
odgovarajucteg prostora Hp, 0<4p<1l, analitickih funkcija jer
l., Postoje elementi prostora nP koji nemaju radijalne
granicne vrednosti.
2. Konvergencija u prostoru nP ne mo%e se dovesti u vezu
sa uniformnom konfergencijom na kompaktnim skunrovima.
3. Integralne sredine Mp(r,u),lxehp, nisu rastuée fun-
kcije argumenta r, itd.
Zbog, navedenih razloga, nostoji vrlo mali broj rezultata o pro-
storima h? u sludaju o<p<l.

U prvom delu odeljka, posle navedenih pnoznatih rezultata,
date su ocene rasta integralnih sredina 1 koeficijenata eleme-
nata prostora n? koje odgovaraju ocenama u odgovarajuéim pro-
storima analitickih funkcija , iako prostor nP nije samokonju-
govan.

Drugi deo odeljka mosvelen je tovoloskoj strukturl prostora
nP. Dokazano je da prostor hP nije lokalno konveksni linearni

topolofki prostor.
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TEOREMA %.%.1
Prostor hp, 0<p«Kl, nije samokonjunovan prostor.

DOKAZ

n
z%

analiticka fun-

)
Neka je U(Z>+iV<Z)=.§‘£n 4- 22" 4

kcija u jediniénom krusu D,g=tl. Za skoro svaki niz ( &y,

u(z) € WP, o<p<i, v(z) ¢ v’, ocpgeo .

TEOREMA %.3.2

Postoji funkeija uehP, o«¢pgl, tako da }Lim“ u(relt)
*

ne postoji na skupu pozitivne mere.

DOKAZ

2 ey 2"
Neka je u(Z)+1v(z)=§-4'n’ A4 3"

u jedinidnom krugu D. Funkecija u(z) € hP, o<p< 1, i

analiticka funkecija

. i . . .
%}ﬂ u(re t) ne nostoji na skupu ~ozitivne mere (vogledati
’

(16) ).

TEOREMA %.3%.3

Neka je f(z)=u(z)+iv(z), u(z) € hp, 0<p<l, analiticka

funkcija u jediniénom %rupu D. Tada je

1. Mp(r,f’)=0(-i%—f)

1 .\1
2. 1 (r,£)=0((loprly) 25
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3 Mp(r,v)=0((log-f1-'?)1/p Ye

DOKAZ

K-.

FKiL4 -
* (l-—z).‘k 1 nokazuje

Primer funkcije f(z)=u(z)+iv(z)=e
da se ocena 2. ne mo®e poboljSati ako je p=1/(k+1l), k=1,2,...
Da 1i je ocena 2. najbolja zaa?stals vrednosti p?

Ako jJe f(z)=u(z)+iv(z)=n§:‘ 7%‘%2:‘-7 , a=3,4,..., onda
u(z) € nP, o<pgl, Mp(r,f) > A(p) 10@—1—‘—_—1‘, gde je A(p) kon-
stanta koja zavisi od p. Znacdi, ocena 3. se ne moZe poboljfati

da bude Mp(r,v)z o(log ﬁ?‘)(pop;ledati(%) i (70)).

TEOREMA 3.3.4

Neka je u=u(z) reaplna harmonijska funkcija definisana u
jedinicCnom krugu D i neka jJe

. >»,) »%%0, 0 < p<% , Tada je
-

Mp(r,u):O((1

Mq(r,u)-—-o(('l-'t) I )' P<Ca g£cO.

DOKAZ

Neka ge f(z)= u(z)+iv(z) , Jm f(o»analitidka funkcija
odredena realnim delom u=u(z) . Za M =0 , razlikovalemo tri

slucdaja .

Prvi glucaj : 1<pgoo ,
Kako u€hP s Drema teoremi 3,1l.4 , veh? ., Prema teore-

mi 10107

7 Mq(r,f):O( ) s P<ALQ0 « Iz nejednakosti

CRE SN A ]
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Mq(r,u) < Mq(r,i‘) s sledi tvrdenje,

Drugi slucCaj : p=l

Prema Poas@Bovoj integralnoj formuli

£(z) =4 T 92_1.2) u(feit) dt z—refLer p= ____2__1+_r sledi
2= =
2!: o y -2pr c:os(o-’c)+i§2 ’ ’

Mm(r,f)=0(i-:_!_‘—r-). Prema dokazu teoreme 1.1.7, (pogledati

(16)) M (r,f)=0( { T Je Tvrdjenje sledi kao i u prvom
q A=y 3

slucaju.
Tre¢i slucaj: o ¢p< le.

Ako u € hp, prema teoremi 3.3%.3 , M “(r’f)=oif?-:?)"'9

Prema dokazu teoreme 1.1.7, M _(r,u) £ M _(r,f)=0( 1 L
aq q 'l)"’- 9,

A
Neka je 4yo. Tada je Mp(r,v)=0 ((m), prema teoremi 3.1l.7.

1
zato je i M (r,f) O( ). Prema teoremi 1.1.7,

.‘
M (r,f):O( m).

Tvrdjenje sledi kao i u prethodnim slucéajevima.

TEOREMA 5¢%e5

Neka je u(z)= Z anr'"'elna ,z=rele, elcment prostora hp,
- Q@
Yp~ 4

P
0<p<l. Tada je an=O( Iny ), inl-»c0,
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DOKAZ

24
. -
|an|rn=\% ! u(relt) coSs (nt-tn) dt | & Mg (r,u)2M; (r,u), nyo.
[+]

. 1 . .
Kako je Mg (r,u)=0( G_EF% ,prema teoremi %.3.4, to je

‘-1
|an|rn=0(0-1) *). Ako je r=1-1/n, n—=-oo, onda je

1-4
a,= 0Ci(® "), \nl>w.

TEOREMA 3.3.6

Prostor hp, 0<p<1l, nije lokalno konveksni linearni topo-

lo8ki prostor.
DOKAZ

Dovolijno je pokazati da lopta Kl={11clﬁﬁ. Hun, < 1}
ne sadr’i konveksnu okolinu nule. Pretnostaviéemo suprotno, da
Kl sadr?i konvelsnu okolinu V nule. Po3to je V otvoren skup,
to V sadrzi u sebi kuslu K£={ ueﬂp:. \\ul\P<E}, Eyo.

Odredicemo elemente uq, Uy ceogUy.€ KElc;Vq}konstante

N
8.1> O’ooo ’aN>O, Zak'_:l’ t(ﬂ(o da
K=

N N
vgﬁ CHRLI é Ky,i z;: CHISI ¢ vV (VCKy), Sto ¢e biti suprotno
pretpostavei da je V konveksan skup.

Odredimo prirodan broj N tako da je

1) ED)T (5 Pyl (5 /ey g

k=14 K= 4
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Neka I, bude interval I -{9 :..{.E‘_ (k-1)< o ¢ =2 k} , k=1,2,..,N

Definigimo neprekidne funkcije ¢ =ck69), k=1,2,4e4N

( evl/? o= /zi;z (k-1/2)

¢y ( )=§ o 4 Oel,2a]\ 1,

linearna
funkcija?

B¢ I L—Z-(k’al/e)}
\,

N
Neka je a =k V/P( ¥ k" V/P)7 ko1,2,..,m.
K=

Radunanjem se moZe »okazati da jJe
-..ﬂp

(@ Myle)=g(p+l) < E

-4
(3) 1, ( z a,c)= € (p+1)" ¢ }_‘_ x~1/Py=1¢ : ~1y1/p

K= 4 K= 4

Prema (1) i (3),
N
(#) Mp( bR akck) > 1

a4
Svaka od funkecija ck=ck(e) je apsolutno neprekidna. Za dato

W .
d) o, nostoje triginometrijski nrolinomi T, =T, ®)= 5 a S

nk
hﬂ-mK
tako da je

(5) | T, (@) =cp (8) [ <ok y 0¢ ® & 20, k=1,2,..,N

L -
Oznatimo cy=cy (8)e ™" Py (0)=Ty (@)e ™ k=1,2,..,H,my 3 my

su prirodni brojevi takvi da je

N
(6) ti(re 2 apcy )y 1. Tz (5) sledi
K= 1
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(7)) | cf(@)-p (@] < %, 0§08 ¢ 2d ,k=1,2,..,N
Posto je |Re ulg\uy ,sledi
(8) | Re ¢, (8)-Re p, (@)Ll ,0$8 5 2a ,k=1,2,..,N,

20
. P
Funkeije Mp=Mp(f)=(f\IS ‘f(elt)\ dt )l/p su neprekidne
o

funkcije argumenta f. Zato se moZe izabratid tako da je

(9) Mp(pk) < E 1y k=l,2’o.’N
N
(10) Mp(Re :{_4 8y Py Y71
Nejednakosti (9) i (lo) vaZe za dovoljno maloaprema (2) i
(7) 4 odnosno (6) i (8) resvektivno.
Mg

’
Neka je pk=pk(z)= S ankzn+m“ s k=1,2,40,N, 1 uk=uk(z)=Re pk(z)
L4 Rt %

\z1< 1 . Jasno, w eh?, o0<p<1, k=1,2,..,N. Prema (9) i (o),
(A1) wweng =0Re pity, & Mo(p) < €

N N N
(12) Nz au, M. =0NRe & a,p, 0N, > M (Re T ap,.)r1

\m k'k g ke, KkUp” Tp =, Kk

N
Prema (11), u €K. Ve Prema (12), kz“ ay ¢Kl o« lodto je

N
V C Ky, \<§1 ay Uy ¢ v.
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GLAVA 4,

PROSTORI &% ,¢" ;b IMG)REALNIH

HARMONIJSKTIH FUNKCIUJA

Novi prostori realnih harmonijskih funkcija aPrd ’ f+,
n

Ideja za njihovo definisanje i proucdavanje su odgovarajuéi pro-

i_TYe) su definisani i utvrdjcna su ncka njihova svojstva.
stori analitilkih funkcija.

4.1 BERGMANOV  PROSTOR  aPr et

Sadr’avajuéi prostor za nrostor hp,o<;p< 1, nije odredjen.
Analogija sa prostorima analitic¢kih funkcija ne vodi regenju.
Analogni prostor b® realnih harmonijslih funkecija ¢ak u sebi
ne sadr’i prostor hP u opftem sludaju, isko je zadrZao dosta
osobina odgovarajuéep prostora BP analitidkih funkeija.

Prostor 8p je specijalan slulaj Bergmonovih prostora ap’i
realnih harmonijskih funkcija., Kao i kod Hardijevih prostora
%p’ prostor aP je Banahov samokonjugovani prostor ako Je

l1¢{p¢oo .« Za razliku od prostora hl, prostor al’d

je samokonju-
govan, Pored navedenih svojstava, u odeljku su date neke ocene

integralnih sredina i koeficijenata elemenata prostora aPrdd

DEFINICIJA 4,1.1

Realna hirmonijcla funkecija u=u(z) definisana u jedinicdnom

krugu D pripada Berpmarncovom prostoru aPad y, 0P KOO , =-1<A(00O,

ako Jje
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., P o
u(relt)l &l-r‘?) rdr dt < @©

h i
hu W =-§'H |
Co
Prostor a''F?* , 0<p<1l je prostor bP ., Iz definicije prostora

AP 3 aPed 51edi da analitidka funkcija f(z)=u(z)+iv(z) pri-
pada prostoru AP?'® ako i. samo ako funkcije u(z) i v(z) pripa-

daju prostoru aP*% ,
TEOREMA 4,1.1
Prostor aP!< Jje samokonjugovan , ako je l&p < oo,

DOKAZ

Razlikovaéemo dva sludaja « Prvi sludaj: p=1l . Neka je

£f(z)=u(z)+iv(z), Jm f(o)=o , analitidka funkcija &ji realni

deo u(z) pripada prostoru bP ., Iz Poasonove integralne formu-

le ,
{ t 1+ o .
f(z)=a-é u(pel ) dt , p= -?-?-—, z=re’ , sledi
Z
M, (r,£) & 4 | Kako u € b®, to £'e BY, 1/q=1+1/p .

P

Prema teoremi 2,1.,5 , f € Bp, Sto prema primedbi posle defini-
cije #4.l.1 , znadi da v € vP ,
Drugi slucaj : 1<p <™,

Iz Poasonovog integralnog predstavljanja (kao u predhodnom

sluéaju ), sledi da je

p ( u)
Mp (ryfH < c(p) —(-P—!-D-’——- o Prema teoremi 1.1.6 i prethodnoj

_fop
nejednakosti £ € AP'* | odnosno veaProt,
9 ?

- 59



POSLEDICA 4.,1.1

a. r e element prostora b? . Tada

o© .
Neka je u(z)=1 n mpine

je a=0 CiaP ), inisw,

Interesantno je da takva ocena vaZi i za koeficijente
elemenata prostora nP (teorema 3.3,5 ) igko nije utvrden odnos
prostora n? i b , Sta vise sy Poznato je da nP nije deo pro-
stora bP ako je p=1/(k+l) , k=1y25000 o

Za dokaz sledele teoreme potrebne su nam neke ocene inte-

gralnih sredina elemenata prostora a'®,

LEMA 4,1.1

Za dy-l , lsp<m , postoji konstanta c=c(d,p) tako

da je oLt 4

-.———

Mp(r,u) c nuu (1-r) , za svaki element ucaP?!¥
DOKAZ
Neka je 1/2€r<1l . Tada je
p ! y
\uuﬂ =2 sM (r, u) (1-r3°r dr», 2M (zyu) § (1-t2) ¢ dt=
T

(P,o() M, (r u) (1—r)

I3 dobijene neaednakostl sledi

_y=&+1)/p
Mp(r,u) £c uuuh‘(l T) R
LEMA 4,1.2

Postoji konstanta c=c(«,p) tako da je
42

P

ju(z)| ¢ ¢ uuund(l-r) L s 28 svaki element ueap’d,
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lsp<oo .

DOKAZ

Neka je f(z)= u(z)+iv(z) analitidka funkcija odredena de-
mentom u(z) g a®'® , Prema dokazu teoreme 4.,1.1, postoji konstan-

ta c=c(p,a) tako da je

M_(r,u)
(1) eee M (238 s o —22"" , Prema lemi 4.1.1 ,

l-r oy

() ooe Mo(ryu) ¢ © “uuﬂ£1-£3 P « Iz (1) i (2) , sledi

-2y

(3 < ) "
Mp(r,f’) S$e \\uup'd(l T) . .
Kako je M (r,f)< \f(o)|+,3Mp(t,fb dt , to je prema (3)
o4 ©
-2 |
(4) Mp(r,f) S cy uuﬁd(l-r) .
Prema teoremi 1l.l.7 ,

(5)  Meg(ryf) € c M (z,0) (1-r)~1/?

Kako je (u(zNWg Mg(r,fj , to je prema (4) i(5) ,
o4 2.
NG
lu(z)| s ¢ wun, (1-r) .

POSLEDICA 4,1.2

Topologija na aPr ot y LEp< @, je jaca od topologije uni-

formne konvergencije na kompaktnim skupovima .

TEOREMA 4.,1,2

Prostor aPr s 1L&p o0 , je Banahov prostor .

DOKAZ

Lako se moZe proveriti da je aP'% normirani prostor , Doka-
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zimo da je aPrd kompletan prostor . Neka Jje (un) KoSijev niz
uw aP*® | Tada je (un) Kodijev niz u IP(D) formiran u odnosu na
A 2 . . . P .
meru «\.—i(l-r ) r dr dt . Stoga postoji funkcija u eIX(D) i
podniz (un (z)) tako da je 1lim u (z)=u(z) , za skoro svako
X ke Ty
z €D ., Prema lemi 4,1.2 , 1lim u_ (z)=u(z) uniformno na sva-
K~ 00 nk
kom kompaktnom skupu u D . Kako je granica ravnomerno konver-

gentnog nizaharmonijskih funkcija , harmonijska funkcija , to

je u(z) harmonijska funkcija . Iz %i%»un =u u aPr% s sledi
-,
ueap’d .
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4,2 PROSTOR £

Ako bi n bio prostor realnih harmonijskih funkecija u=u(z)

nogranicene karakteristike"

e 178 .
ié § log+\ u(relt)|dt , PO analogiji sa prostorima Nt i N,
o]

prostor n’ ne bismo mogli definisati, jer je nP « n, a postoje
elementi prostora nP koji nemaju radijalne granicéne vrednosti
(teorema 3%.3.2)

Iznenadjujuce, analogni vnrostor t* zadrlava dosta osobina

v « + +
Freseovog omotaca F' prostora N'.

DEFINICIJA 4.2.1

Neka je u=u(z) realna harmonijska funkcija u jediniénom

krugu D. Tada uef’ ako Je
<

Bun e =1 Map (ryu) dr<eo , za svako C 0.

Q-

s
TEOREMA 4.2.1

+ . .
Prostor f je samokonjugovan .

DOKAZ

Neka ue £t i nela je f(z)=u(z)+iv(z), IJm f(o)=0, analitidka
funkeija odredjena realnim delom u(z). Prema Poasonovoj formuli
it

16 ¢
f( ie)_ 1 S e + 'LQ(O' ( it) dt _ 1+, ledi
T VT e Teett - el Uf© » £ S

Mul(T,f) § 52 Mg P, u). Doka’imo da feF",
11
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i . L
je""M (r,f) dr =
o]

i
iy

N' >

£

z 0

-~

hd -
8
Pt
N:l
jod
v
(o)
H
IN

A~ L

F7aN
a o o
Gy O O ey

’m

Q'—-Cdc"'(- Mw(r,u) dr < ’0<Cl<c/2

Kako f(z)=u(z)+iv(z) pripada »rostoru F' ako i samo ako u(z) i

v(z) pripadaju prostoru f+, to Vv eft,

TEOREMA  4.2.2

.C

JES———

1. leka ueft. Tada je [u(z)|$ —= lullee v JgzlerT, za

o
o oo
o

sSvako ¢ Y 0.

2. uegf’ ako i samo ako je 11m (1-r)lopg Melr,ulg
2, u(z)= f Im" 1n0€f ako i samo alo je
ns-m

T  2onlen! o

1, Neka je R<1l, Tada je
=Chas 'L

" -
“u“sc_s © Ma(r,u) dr 7/{ 6 Wg(r,u) dr %
1 - o ]
(R u) ) e‘c"'l.dl‘zﬁm(R,u) J e—Ct’ % b/
4)0-0.2 t
Meo( R )(ge)2 T e-2ct at=2— & MR, 1)

UTES 8
Poslednja nejednakost je ekvivalentna sa

f X8
(u(z)) € %au%e =% 1zV<R<1.
ce

Ce Lako se moZe nokazati da je uslov (2) dovoljian. Obrnuto,

neka u(z) € £f7. Tada je prema 1,

(1-1) log Melr,u) € (L-r)€+2¢c, za svako ¢ »o0. Iz nejednao-

sti sledi 2.

3, Neka u €f". Tadn analitidka funkcija f(z)=u(z)+iv(z)= Z bnz
naso
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Jm f(o)=o0, pripada prostor F', prema teoremi 4.2.1 .

. — ]
Prema teoremi l.4.3 (3), 'Z‘L_%rgﬁ log Vb ) s 0.
[ b
n
IR nyo
. . - 1
Kako je an=4 bo ,n=0, to Jje '1‘112”—; loglanlg o}

Obrnuto, necka Je 1im
N ®

1.4.% (3), pa uef'.

1 + .
\r—'_-‘ log ]an| §o0. Tada feF , prema teoremi

DEFINICIJA 4.2.2

o)
Neka je u(z)= ;o a

nr'"élnee £¥. Tada je za ¢c» o0
cVing

w -
i = _’2;: \ag\e
LEMA 4.2.1

Neka je f(z)=u(z)+iv(z), Im f(o)=0, analiticka funkcija
definisana u jedinicnom krugu D. Tada

1. za svako ¢y 0, postoji konstanta A=A(c) tako da je

WM & NN & AW N =h bung

c
2e za svako c) o, mostoje konstante B=B(c)i a>» o tako da je

nui, ¢B lluu&a
DOKAZ
1. Iz NMg(r,u) ¢ Mg(r,f) i definicija nul\sci \lanc sledi prva

nejednakost. Druga nejednakost je dokazana u teoremi 1l.4.4,

Jednakost sledi iz definicija ufllc i LIPS i veze koeficijenata
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funkcija £(z) i u(z).

2e Prema teoremi 1l.4.4 Wune = WEWa B1 nwfu 6@3. Prema
dokazu teoreme 4,2.1, nfu‘cs B2nuu§¢4 128 Svako C, °'<clé<c/2
Prema dobijenim nejednakostima, ||unc £ B‘u uusg y O0<axg %8' .

POSLEDICA 4.,2.1.

: \
Topologija na f definisane familijama prednormi {' “&c }C>°

{ W on ], su ekvivalentne.
TEOREMA  4.2.3%
Prostor f* je Freseov prostor.

DOKAZ

Topologija definisana familijom prednormi Jje lokalno kon-
veksna. Metrizabilnost nrostora f¥ sledi iz teoreme &4
((59), str.3%l). Kompletnost vprostora f*

Neka je 1lim wu_~u_ 4. =0, za svako ¢y o, ada je lim wf -f =0
I e 'n"Um e =0 7 O J nma 0 m e 709

za svako ¢) o, gde je fn(z) analiticka funkcija odredjena svojim
realnim delom un(z), Jm fn(o)=o. Prema teorcmi l.4.5, postoji

element f €F+, tako da Je aim Wf -fi, =o, za svako ¢ » o, Kako Jje
- D

Ru.-up = uwf -~y

n c n ¢ to Je limWu u ~ully =0, gde je u=Re f,

ne
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4,3 PROSTOR h’l?

U (44) je definisan prostor £ realnih harmonijskih fun-
keija u jedinicénom krupu D i okarakterisan integralnim pre-
dstavljanjem svojih elemenata. U ovom odeljku definisan Je
novi prostor h% , pomoéu operatora Jg i prostora B, i okara-
kterisan integralnim predstavljanjem svojih elemenata, Za n=o,
prostor h% se svodi na prostor B, a njegova karalkterizacija

intesralnim nredstavljanjem na karakterizaciju vrostora L.
DEFINICIJA 4e%.1

Prostor {F je nrostor realnih h rmonijszih funkcija u=u(z)

definisanih u jedini‘nom krugu D sa svojstvima u(o)=o0,
~-m u(z)(,cn logI:lZ s 2D, de je ¢ ) o konstanta koja za-

visi od funlcije u(z).
DEFINICIJA 4,.3%,2

et
DEFINICIJA 4,%.3
hli={u: Jg(u)ee}, rde je aeR_I: .

TEOREMA 4.%.1

Heka je u=u(z) realna harmonijska funkecija u jedinicnom

krupgu D. Sledeéa tvrdjena su ekvivalentna:
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1. u < £
2e Postoji Jjedinstvena predmera m ogranicene it-varijacije
tako da Jje
2% 1 ‘5 .
u(z)=§ PG,2) mO1agl == [L Pe’®,2) ] X (8) ae
2D o 'de
Dokaz se moZe naéi u (44), Sledelom teoremom Jje uopSten pred-

hodni rezultat.

TEOREMA 4.3.2

lieka je u=u(z) realna harmonijska funlkcija u jedinicnom
krugu D. Sledeta tvrdjena su ekvivalentna:

n
1. u eht

.. . . . v ~ .« . e
2e Postoji jedinstvena predmera mogranicene W=varijacije

tako da je u(z)zaé I PGRy2) I H 1kl ).
DOKAZ

1= 2. Neka uehri i neka su Mqy 0<T 1l, predmere

{ n . . co s s
N'L(I)=m£ Ja(u)(rg)tdy , I €L | pde je £ familija otvo-
renih, zatvorenih i poluzatvorenih lukova na 3D. Predmere Mo

. R A P .. . v
su uniformno ogranicene A-varijacije. Prema Heli - seleksn

teoremi, postoji niz r;, 0Ty .ee <rn.<...l, %iﬂorn=l
A

O
i predmera n tako ds je lim M ¥2IM (R =s12bo). Keko je u(z)
. n-»o 1"1

realna harmonijska funlkcija, to Je
_f 28! n _
u(r,z)= < aj’; J7 [P(g,z)] I, [u(rng)] lagl =
-n . .
= Jot [(52) ] mgflast)
D
Prelaskom na rranicnu vrednost, n=99®, dobija se intepralno

predstavljanje 2.
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Jedinstvenost predmere sledi iz postojanja granidéne vrednosti

a

}L:-L»n;’- Xu(r{)ldg' =%3r2{-5£( § R® a-a}_P(e ,re ]dG)dt,

za svaki luk I=(eld“,el%)c oD.
20— 1. Iz 2, sledi

Tp et)=ap [ § 722 [p3,2)] 11
=J2[-1§ ﬁ(&)%—a J;n [P(eie,reit) de_]
= [ P@,2) M1ag1)

aD

Prema teoremi 4,3.1 , JZ (W ¢ e, §to znadi da u € hli .
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4.4 DRUGI DUALAN i’HOSTOR PHOSTORA'T(e)

U (60) Rubel i £ildsdefinisali su prostore T(E) i T(EO)

analitickih funkeija u jedinicénom krugu D i dokazali da je
[T(EO)]¥¥-=T(E). Njihovu definiciju prenosimo na prostore real-
nih harmonijskih funkcija i pokazaclemo da za odgovarajuée pro-
store T(e) i T(eo) realnih harmonijskih funkecija va®i isto
tvrdjenje [T(eo)]** =T(e). Primetimo da za odgovarajuée nro-

store neprekidnih funkcija tvrdjenje ne vaZi.

U daljem tekstu ¥ =¥(r) je realna, vozitivna, mono-

tono op.dajuéa funkcija na integralu o sr<l, ¥(1l)=o.
DEFINICIJA 4.4,1

e Je prostor realnih harmonijskih funkcija u=u(z) u jedinicnom

krugu D sa svojstvom

buw = swu e |Wolelizl) < co
teD

DETFINICIJA 4.4.2

Neka uee. Tada u € e_ ako je 1lim u(z) € (1zP=0
° 125

TEOREMA 4.4.1

1. Prostori e i e, Su normirani.
2e Ako je b opranicen podskup prostora e ili €y tada su
funkcije iz b uniformno ogranicene na svakom kompaktnom skupu

u D.
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3. Ako je (un) KoSijev niz u € ili QO, tada on konvergira

uniformno na svakom kompaktnom vodskupu jedinicnog kruga D,

4, Ogranideni linearni funkcionali na @€ ili 20 se mogu

definisati sa F(u)=u(zo), z. €& D.

o

5. & je Banahov prostor.

6. Eg je zatvoreni nodprostor prostora €.

DOKAZ

l. Lako se proverava da je norma na ﬂ(Eb) data definicijom
4.4.1 .

2. Ako je 1214 R <1, onda je \u(z)l ¢ -—%%% s uge o Iz

dobijene nejednakosti sledi 2.
3. Neka je (fn(z)) niz normalizovanih analitidkih funkcija
odredjen nizom (un). DokaZimo da je (fn(z)) kompaktan skup.

Zaista, ako je |zis R<1l, p =25 | tada je

u Pe.':t+ z
- L e
'fn(Z)—fHSZ)!~'LaC) pett- 2

(u (pe™™)—u_(pel®Nat | g
rag £, nymyN(E)

Zato postoji analitidka funkcija f(z) tako da je azﬁnfn(z)=f(z)

uniformno na svakom kompaktnom podskupu jedinicnog kruga De

Ako je u(z)=Re f(z), onda je lim un(z)=u(z) uniformno na svakom
N-» @

kompaktnom podskupu skupa D.
4 Prema nejednakosti u 2,

1P} = (2 = gy Wull, 1z R 1
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5e Kompletnost sledi iz 3.

Oe Posledica 3 i 5.
DEFINICIJA h,4,2

T(€)={“ﬂ(\2\) u(z) :ug_e} .

LEMA  4.4,1

T(e) je slabo zatvoren podprostor prostora LGD(D).
DOKAZ

Dovoljno je pokazati da je T(e) slabo niz zatvoren pod-

prostor prostora L ®(D).
Neka niz (‘eun) slabo konvergira funkeiji he TL°(D):

lim f e.u, sdA= Jf hpdA, za svaki element ge;Ll (D).

N>

Prema principu uniformne opranifenosti, (Yun) je ograniclen

niz (u normi). Prema teoremi 4.4.1 (2), (un) je uniformno
ogranicen na svakom kompaktnom podskupu jediniénog kruga D

Kao u teoremi 4.4.1 (3), moZe se koristeéi kompaktnost niza

£, (un=Re fn), pokazati da postoji realna harmonijska funkcija
u, tako da je %Egnun(z)=u(z) uniformno na svakom kompaktnom

podskupu skupa D. Zbog uniformne ogranicenosti niza (eun),

u ¢ @, Prema Lebepgovoj teoremi,

lim ff eu g dA= [feu g dA, geLl(D). Stoma je ‘eu=h,

W e 0
Neka je N]‘:{ geLl(D)ZJI x.u g dA=0, za svaki element

ueep ‘( . Jasno, ako gng(D), onda [g]=g+Nl & Ll/Nl.



TEOREMA  4.,4,2

1. [(2¢ed] = Tl
2. @/l = (e
DOKAZ

U dokazu tvrdenja biée potrebne sledele leme

LEMA 4,4,2

Neka je N= { MeM(D) ¢ ffeu dy=0 ,2a svaki element u<@® {

Tada je jje udm =0, za svako meN i za svako ue € é

DOKAZ

Neka uc €. Fada Ua€ € (u_(z)=u(rz)) i lim u_(z)=u(z)
r =>4 T
uniformno na svakom kompaktnom nodskupu jedinicnog kruza D.
Kako je i e(1z)lu(rz)l <elzizi)lu(rz)l & wuby ,to je prema

teoremi o dominnntnoj konverrenciji

o=lim §¢un du= ffeu ap
Neka je M1 =p+N, meM(D). Identifikujmo Ll(D) sa merocma iz
M(D) koje su apsolutno nenrekidne u odnosu na Lebegovu meru u
ravni dA. Ako je M, - m,nl0 i samo ako je ,41+N=,411+N, onda vari

tvrdjenje:

LEMA 4.4.3%

Neka me M(D) i neka je ¢yo. Tada postoji JeLl(D)

tako da je Jeapm 1 WP $(L+DUMU ., Prema lemama 4.4.2 1 4.4.3
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preslikavanje i : Ll(D) -+ M(D), definisano sa i(f)=f dA
el - 3 * V.
indukuje izometricno preslikavanje Ll/Nl:f-a M/N. DokaZimo

sada teoremu 4.4.2.

1. Kako je prostor T(Bo) zatvoreni podprostor prostora
CO(D) neprekidnih funkcija u D, koje su o na 4D, to je

x
. 1
T =M(D a dok M(D =L7(D .
[ (eo)_] ( )/N i prema dokazanom M( )/N ( )/Nl

*
Dakle , [T(e )] =L (1))/N1

2e Kako je Nl zatvoren podprostor prostora Ll(D), to je

(Ll );‘ = NJ-—{ fELoo (D): §{ fgdA=o, za svako GNlj
4T SO T : gdA=0, &

W

W
N;_L i [T(e)l] = T(e), to je

Kako je [ T(e)]

>
1
(o 7 =T(e)
/Nl
POSLEDICA  4.4,1

x ¥
[T(eo)] =T(e)
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