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Teorija kvazigrup2, jako relativno mlada, danas
~edstavlja jednu od znadajnih oblasti savremene algebre.
azlozi za brz razvitak teorije kvazigrupa lefe izmedu osta-
og 1 u vezi kvazigrupa sa drugim oblastima matematike - kom=-
inatornom analizom, projektivnim ravnima, teorijom resetaka,
unkeionalnim jednacinama, neasocijativnim telima i dr.

Pojam kvazigrupe u implicitnom obliku javlja se Jjos
 yVITII veku prilikom prougavanja latinskih kvadrata (latin-
wi kxvadrat je ustvari Kejlijeva tablica konaéne kvazigrupe).
atinski kvadrati bili su poznati Bachetu pre nego 5to je Oj-
er postavio poznati problem o 36 oficira [}5], koji je ekvi-
ralentan sa utvrdivanjem postojanja para ortogonalnih latin-
Jkih kvadrata reda 6.Medutim, prvi radovi posveéeni ispitiva-
1ju nekih vrsta kvazigrupa pojavili su 5€ tek tridesetih go-
lina ovog veka.Tako je quskevid A. 1929 god. u radu [87] raz-
iatrao kvazigrupe koje zadovoljavaju neka oslabljenja asocCci-
jativnog zakona.Podsticaj za razvitak teorije kvazigrupa 1 JRALE
sa bio je rad R.Moufang [§6] . 1935 g., posle kojeg podinje
intenzivni razvitak te teorije.U tom radu Moufang je utvrdila
vezu izmedu nedezargovih projektivnih ravni i jedne klase 1lu-
pa koje danas nose njeno ime - lupe Mufang.Moufang je i prva
upotrebila termin ikvazigrupa® nazvavsi tako lupe koje je pro-
ulavala.

Posle ovog rada R. Moufang niz matematidara poclirje




1 izudavanjem teorije kvazigrupa.ﬂajznaéajnije priloge dali
1 G. Bol 1937 g. [?i] koji je proudavao lupe koje zadovolja-
aju tzv. zakon Bola i koje se po njemu nazivaju lupe Bola,
stim Murdoch D. 1939-41 g. [}71,[%81,[59] - F=kvazigrupe,
arrison G, 1940-46 g. [47] ) \148
1bert A. 1943-44 &g. [?],[?1 - grupa asocirana S kvazigrupom,
zotopija kvazigrupa 1 lupa, Bruck R. [33] , [34] ; [35;[ - rezul-

ati iz raznih oblasti teorije kvazlgrupa i lupa (IP-kvazi-

- jezgra kvazigrupa i luna,

-

‘TUpE, TS—kvazigrupe, lupe Mufang 1 dr.).Kasnije teorija kva-
.igrupa se sve vise razgranava, broj publikovanih radova 1 ma-
.ematidara koji se bave tom problematikom stalno raste, da bi,
iarodito u poslednjoj deceniji, do%lo do veoma intenzivnog Tra-
zvoja.U ovom periodu znatajnije radove koji su uticall na da=-
1ji razvitak teorije kvazigrupa i lupa dali su R. Bruck, A.
3ade i V.D. Belousov.Monografiju, uglavnom posvecenu teoriji
lupa, objavio je Bruck 1958 g. [32], a V.D. Belousov 1967 g.
[;1] monografiju posvecenu teoriji kvaziprupa koja na izvesgw
tan nadin dopunjava monograflju Brucka.Pored toga 1971 i
1972 g. pojavile su se dve monografije Belousova [}2],[?3],
posvedene novim granama teorije kvazigrupa -~ jedna algebar-
skim red :tkama i kvazigrupama a druga n-arnim kvazligrupama.
Pomenudemo neke rezultate koji se odnose na funk-
cionalne jednaline na kvazigrupama,iko je data univerzalna
algebra (S,f1), zakon wy=W, u odnosu na Sl i neki sistem
slobodnih elemenata M ={x,y,z,...} , prirodno se postavlija
pitanje: pod kojim uslcvima U (s,f1) vaZi zakon Wwy=W5 ,
tj. koje operacije 12 () zadovoljavaju zakon Wy=W, ? Tako
jdolazimo do problema odredivanja resenja funkcionalne jedna-

gine W =W, , gde su nepognate operacije 12z Wy i w,. Mew=




,di re3avanja takvih funkcionalnih jednadina bitno zavise
| date algebre (S,$1).Tako ako je S sxup realnih brojeva
(1 skup neprekidnih operacija takve jednaline se resavaju
.todama matematidke analize.Medutim, u raznim coblastima mate
tike &esto se javljaju funkcionalne jednadine u kojima se
~a%i da operacije definisane na S budu jednoznaéno resive
y svim promenljivim, tj. SL Jje tada skup svih kvazigrupnih
seracija definisanih na skupu S

Jedna od najpoznatijih funkcionalnih jednacdina na
razigrupama je jednacina opite asocijativnosti Cije Je reSe-
je dao Belousov 1958 g. [}4]:

Ako su Setiri kvazigrupe (Q,4;), (i=1,2,3,4), ve-

wne opdtim asocijativnim zakonom

L) Al(Az(XiY)IZ) = A3(X:A4(er))!

1da su sve kvazigrupe (Q,Ai),(i=1,2,3.4), izotopne istoj
~upi (Q,0).

Neke specijalne slucajeve opSteg zakona asocijativ-
»sti razmatrali su Sudkevid [?7], Evans [}6], Belousov [?5],
2de [76], Devidé [43] i drugi. |

ReSenje funkcionalne jednadine opste entropije
sdnosno medijalnosti ili bisimetrije kako se jo% naziva )
11i su Acgzél, Belousov i Hosszl u [5]:

Ako su Sest kvazigrupa (Q,Ai), (i=1,2,.0456),

szane opStim zakonom entropije
2) Al(Az(er)3A3(usv))=A4(A5(xru)3A6(Y’v))s

rda postoji Abelova grupa (Q,+) kojoj su sve kvazigrupe
Q,Ai), (i=1,2,...,6), izotopne.

Opdti entropijski zakon i njegove specijalne slu-




2lnih jednacina na kvazigrupama,Tako, resen J
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jeve ispitivall su Sade [76],[78-], Stein [83], Toyoda[a'?],

o], Bruck [331 , Murdoch [68].

Pored ovih ispitivan Je veliki broj drugih funkci-

e veCli broj

ecijalnih slucajeva funkcionalne jednaine opste distribu-

wvnosti, ispitivane Ssu osobine distributivnih kvazigrupa, ma-

. reSenje opSte jednaline distributivnosti ni do danas nije

yznato (Belousov [?2], Belousov, Hosszu [?7], Aczél [4],

sein [§4]).Razmatrani su zakoni Mufanga ( i utvrdena njihova

sza sa zakonima distributivnosti), Bola, Steina, alternativno-

ti, elastidénosti, veliki broj specijalnih sludajeva 1 genera-

izacija ovih zakona kao i niz drugih zakona,

Iako su n-arne kvazigrupe definisali ne tako davno

elousov i Sandik [?6] (1966 g.), veé postojl velika serija

adova posveéenih funkcionalnim jednadinama na n-arnim kvazi-

rupanma.Neki od tih rezultata navedeni su u monografiji Belo-

sova 0 n-arnim kvazigrupama [?31.

Jugoslovenskl matematidari dali su takode priloge

eoriji kvazigrupa 1 funkcionalnim jednadinama na kvazigru-

jama.Tako je Devidé V. u [}3} prouéavao tzv. D-grupe, tj.

wvazigrupe Xoje zadovoljavaju jedan specijalan slucaj zalkona

y;pite asocijativnosti (1). G. Supona i B. Trpenovski objavili

1 niz radova posveden n-arnim operativima (grupoidima, polu-

rupama i kvazigrupama) LBS] , [39j , [40] 141 [42] , [91] , [92]I :
3. Milié je u svojim radovima [?1],[%?},\?3},‘%41 dao redenja
1ekih funkcionalnih jednacCina na kvazigrupama i pri tome de-

finisaoc nov pojam - GD-grupoid gijim uvodenjem S€ olaksava

i uproddéuje proucavanje funkcionalnih jednacina na n-arninm
P SIS P Fal +akode prondavala fun-

—m—— ——, -
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~ionalne jednaCine na kvazigrupama i izmedu ostalog dala
szenje jedne $iroke klase aravnotefenih zakona na kKvazigru-
ama raznih arnosti.Nove rezultate u toj oblasti dao je 1 J .
san w [93],[94], [95] » 98] -

Ovaj rad se sastoji 1z Secst delova,

U prvom delu navedene Su oznake, definicije 1 ne-
i poznati rezultati teorije kvazigrupa na koje se pozivamo
. postalim delovima.

U drugom delu pokazano je da ako su G-kvazigrupe

3 i GD-grupoidi AZ'AB’BZ’BB vezani zakonom

LTl

3) A, (A, (x,y),45(u, 7)) = B, (B,(x,u),B5(y,v)),
ynda postoji Abelova grupa (s,+) koja je homotopna slika
svih  A.,B,, (i=1,2,3).Na osnovu tog rezultata dobijeno je
ypite redenje funkcionalne jednatine (3) za GD-grupoide.Po-
sledica ovih teorema (kada su 4A,,B,, (i=1,2,3) kvazigrupe
lefinisane na istom skupu Q ) Jje poznat stav o Jest kvazi-
-rupa koje zadovoljavaju opSti entropijski zakon {5].

Primenjujuéi te rezultate na n-arne kvazigrupe da-

;o je redenje jednadine

i-1 k _f j=1 r n P _
A(y7 "ohy xl’xk+1)'Yi+l’A3(xf+l'xr+l)’yj+l) =

_ g~1 k .r h-1 f n P
= B, (2871,B, (x, %51 1255785 (K1 v %re1) 1 Zha1)

rde su Ai,Bi, (i=1,2,3), kvazigrupe arnosti |A1|=‘Bl‘= P,

§A21= £, ‘A = n-f , |le= m , |33l= n-m , defininisane

5

12 istom skupu Q, 1<k<min(f,m), T

f+m-k <n , 1<£1 <j..<.;P:
g=-1 h=1 _D
a (Zl ’zg+l’zh+1)

NP el _J=-1
ivin (ALt

L<g<hgp neka permutacija promen-




U tredem delu opisuju se ternarne kvazigrupe ve-
ne proizvoljnim uravnoteZenim zakonom I vrste.Uveden Je
jam izvedenih binarnih operacija iz datih ternarnih ope-
cija, u skup svih izvedenih binarnih operacija uvedena je
lacija ekvivalencije i pokazano da su sve izvedene binar-

operacije jefne klase izotopne jednoj lupi. Zatim je do-
zano da se sve ternarne kvazigrupe koje zadovoljavaju bi-
koji uravnotezeni zakon prve vrste, sem tzv. nezavisnih

azigrupa, mogu prikazati kao superpozicije binarnih lupa.
t je i kriterijum za utvrdivanje kada su te binarne lupe

ocijativne tj. grupe.

U detvrtom delu opisani su ternarni GD-grupoidi
zani proizvoljnim uravnoteZenim zakonom i vrste.Pokazano

da se, uz uvodenje nekih dodatnih uslova, mogu dokazati
oreme analogne onima iz prethodnog dela u kome je dat opis
rnarnih kvazigrupa koje zadovoljavaju uravnotezZene zakone
vrste. Time se proZiruje moguénost primene teorema iz tre-
> dela na jednu klasu uravnoteZenih zakona na kvazigrupama
znih arnosti.

U petom delu ispitane su uopStene (i,j)-modularne

azigrupe tj. kvazigrupe koje zadovoljavaju zakon

6(i-1 thy _6 j-1 i-1
AxEUH A X8 ) =A T A T v x5

e su i,j neki fiksirani brojevi iz skupa N = {1,2,...,n}
% i ¢ vpermutacije skupa N sa osobinom da je Gi =

“i=1, 63 =Cj =3 .Dat je potpun opis takvih kvazigru-
.Time je reSen jedan specijalan sluda] opStijeg neresenog
oblema koji je postavioc Belousov V.D. [}3] :

Nadi sve n-kvazigrupe A koje zadovoljavaju zakon




j+n-1y  2n-1
A IS i)

i=-1 i+n=1 2n=-1y_ j=1
Ay, AGT )X,y =AY ALYy Yi+n
de je yin"l permutacija od xin-l.

U Sestom delu uveden je nov pojam - infinitarne

vazigrupe,U implicitnom obliku pojam infinitarne operacije

reée se u raznim oblastima matematike, postoji izvestan broj
adova u kojima su razmatrane infinitarne operacije ali 1in-
‘initarne kvazigrupe do sada nisu bile ispitivane.U ovom radu
ajpre je dokazana egzistencija infinitarnih kvazigrupa, DO~
-azano je da postoje neprebrojive 1 prebrojive infinitarne
~vazigrupe kao i infinitarne kvazigrupe bilo kog konalnog re-~
la,Takode je pokazano da postoje infinitarne lupe.Zatim je do-
-azano da ne postoje netrivijalne (i, j)-asocijativne infinl-
.arne kvazigrupe (a to znadi da ne postoje ni netrivijalne
nfinitarne grupe).ReSena je jednacina op3te asocijativnosti
. infinitarnom sludaju.Dokazana Je egzistencija netrivijalnih
afinitarnih kvazigrupa aditivnih nad Abelovom grupom 1 reSe-
12 za infinitarne kvazigrupe funkcionalna jednadina koja pred-
stavlja jedno uopStenje funkcionalne jednadine opSte entropije.
Jvedene su infinitarne operacije razliéitih tipova i razmotre-
12, neka pitanja u vezi 8 tim.Pokazano je da se i na infinitar-
1i sludaj prenose neka svojstva n-arnih kvazigrupa i pomenut:
su neka specifidna pitanja te teorije.Na kraju su formulisani
reki problemi iz teorije infinitarnih kvazigrupa.

Vedina rezultata ovog rada prikazana je u Matematic-
com institutu SRS u Beogradu 1 Matematidkom institutu AN MSSR

2 Kiginjevu.Jedan deo prikazan je na tredem kongresu bugarskih

natematidara u Varni 1972 g.




Na kraju Zelim da izrazim zahvalnost profesoru
- v,D, Belousovu i dr S, Milic¢u na sugestijama i savetima

y3i su mi bili od koristi pri lzradl ove disertacije.




NEKE DEFINICIJE, OZNAXE I POZNATI
REZULTATI IZ TZORIJE KVAZIGRUPA

Naveséemo najpre definicije nekih osnovnoh pojmova.

Definicija 1.1. Uredenu dvojku (Q,A) nepraznog

cupa Q 1 n-arne operacije A skupa Q (tj. A: Qt—>Q )
\zivamo n-grupoid.n-grupoid (Q,A) oznafavademo 1 samo Sa

. Brej n nazivamo arnost operacije A 1 oznacavamo Ssa

= |4} .

<1sXppnee ,xn) ¢ Q" elemenat Y€ Q pisééemo

Ako operacija A pridruZuje uredeno] n-torki

A(xllXZI"'ixn) =Y
i

Axlxz...xn = ¥ .
, binarne grupoide (n=2) pisademo i X A%, =Y .

Uvodimo sledele oznake: nlz X ,X

m+1’lfl’xn Ozna_

avademo sa {31%?—1 ili xg . Pri tome, ako je m>n

natramo da jJe xg prazan skup, a ako je m =n niz xg
> sastoji od jednog elementa X_. NiZ X,X,...,X oznaca-
m < e’
n puta
n o)

2demo sa x, a pri tome smatramo da je X prazan skup.

Definicija 1,2. n-grupoid (9,A) je n-kvazigrupa

to je jednacdina

i-1 n —
A(a3™"yxy,85,) =P
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i=-1 n n

e3iva jednoznadno po X; za svaku n-torku (al ,ai+l,b)€EQ
Za SV&kO i = 1,2,.-.,11.
Dakle, binarni grupoid (Q,A) Jje kvazigrupa (bi-

arna) ako su jednacine
Ala,x) =D i A(y,a) = b
cdive jednoznadno za svako a,bed.

Primedba, Za n=2 umesto 2-grupoid, 2-kvazigrupa

i1li binarni grupoid, binarna kvazigrupa) pisacdemo samo gru-
oid, kvazigrupa.Analogno i za polugrupu, lupu i grupu koje

e biti definisane kasnije.

Definicija 1.3. n-grupoid (Q,4A) je (i,j)-asoci~

ativan ako vazi

i=-1 n+i-1 2n-1, _ j=1 n+j=-1 2n=-1
A(xl ,A(xi )’xn+i )-A(xl ,A(xj ), x505),

a svako Xy,XgyesesXy, 1 €Q.
Definicija 1.4. n-grupoid (Q,A) koji je (i,j)-aso-

ijativan za svako 1i,j 1<i<g<j<n, naziva se n-polugrupa,

Definicija 1.5. n-grupoid (Q,A) koji je n-kvazi-

rupa i n-polugrupa se naziva n-grupa,

Definicija 1,6, Blemenat ee€Q je i-neutralni ele-
enat n-grupoida (Q,A) ako vazi

i-1 n-1i
A(E,X,E):x’

a svako xXe&Q,.
Ako je eeQ i-neutralni elemenat n-grupoida (Q,4)
a svako i =1,2,...,n e sSe naziva neutralni elemenat n-gru-

oida (Q,4A).
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Definicija 1.7. n-kvazigrupa (Q,A) je n-lupa ako

3,A) ima bar jedan neutralni elemenat.

Primedba. Poznato je da svaka grupa (binarna) ima
sdinstven neutralni elemenat.To medutim, ne vazi kada je red
n-grupama,Postoje n-grupe bez neutralnog elementa a takode

rstoje i n-grupe sa viSe neutralnih elemenata ([éQJ).

Jedan od vaZnih pojmova u teoriji kvazigrupa je po-

am izotopije koja predstavlja uopStenje pojma izomorfizma.

Definicija 1.8. n-grupoid (Q,B) Jje izotopan
-grupoidu (Q,A) ako postoje permutacije Ay, olpyesey Kpiq
supa Q takve da Je

ny _ 4=-1
B(xl) -o(n+lA( o(l:x:l, 0(21(2, ceoy o(nxn) ,

. svako xl,xz,...,an;Q.
Redidemo takode da je (Q,B) izotop od (Q,A).-
(n+l)=-torku T = {{xl,ctz,...,cxn+l) nazivamo
zotopijom,
Ako je n-grupoid (Q,B) izotopan n~-grupoidu (Q,A)

modu izotopije T pisademo

B=AT.

Ako je o =1 (1 je identiBka permutacija sku-

n+l
v Q) onda se izotopija naziva glavna, a (Q,B) je glawi

zotop od  (Q,A).

Iz definicije izotopije neposredno slede ova tvr-

mja:

T -l

1) Ako je B =A" onda je A =23 gde je

1 -1 -1 -1
= (o3t o5y wee sop)e




2) Ako je C = 3BY, B =4, gde je T = (o4,cl,,..

.,cxn+l) a S = ([51,(52, e ’(5n+l) onda je

C = (AS)T _ AST ’

ie je ST = ((510{1, r}2 dz, ) ’rjn+10tn+l)a
S obzirom da jJe Al = A , iz gornjih tvrdenja sledl
» izotopija definide jednu relaciju ekvivalencije na skupu

rih n-grupoida definisanih na istom skupu Q.Na osnovu toga

r%2e se redi da su n-grupoidi A 1 B izotopni.

Teorema 1.1, Ako je n-grupoid (Q,A) izotopan

~kvazigrupi (Q,B) onda je (Q,A) n-kvazigrupa.

Teorema 1.2, Ako je n-kvazigrupa (Q,B) izotopna
“kvazigrupi \Q,A) onda je (Q,B) izomorfna nekom glavnom

zotopu kvazigrupe (Q,A) ({?é]).

Teorema 1.2. omogucéava da se dokaZu neke teoreme o

vazigrupama koristeéi glavne izotope umesto 1izotopa.
Ako je (Q,A) kvazigrupa onda se lako zakljuluje

a su gslededéa preslikavanja

)

def e
Lg x = A(a,x), R% x == A(x,b),

de su a 1 b neki fiksirani elementi iz 2, permutacije
kupa Q. Te permutacije ¢éemo nazivati respektivno leva od-

osno desna translacija operacije A .

A

Umesto La

X, R%x pisaéemo skracleno I, x, Ryx 1ili

1Ax, RAX kada to ne dovodi do zabune,

Ako je (Q,A) n-kvazigrupa oznalimo sa a niz
n n Y . i=-1 . n s : =
1 €Q", a sa i(a) niz aj~",a; ;. Preslikavanje Li(a),
lefinisano jednakodéu
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—_ i=-1 n
Li(a)x - A(a1 ,x,ai+l),

szivamo i-ta translacija u odnosu na 2. S obzirom da je

n-kvazigrupa ove translacije su permutacije skupa Q.

Definicija 1.9. Glavni izotop T = (oA2,1) n-kva-
igrupe A, gde je o = Lgl(a), naziva se LP-izotop n=kva-

igrupe A.

Teorema 1.3. Svaki LP-izotop n-kvazigrupe je
-lupa ([26]).

Teorema l.4. Ako je n-lupa (Q,A) izotopna n-gru-

i (Q,B) sa neutralnim elementom onda je (Q,A) izomorfna

_grupi (Q,B) ({26}).

Iz ove teoreme sledi da izotopne binarne grupe mo=
aju biti izomorfne (Albert [7]).

Po definiciji kvazigrupe u jednakostl

n —
1.1) A(xl) = Xn+l

vakih n elemenata jednoznadno odreduju (n+1)-i.Dakle, ako
: ) . : i=1 n
iksiramo i, elementl Xy ",X, 1s%5,7

lemenat X tj. dobijamo novu operaciju

jednoznaéno odreduju

P

jel n : b et X
Xy ’xn+l’xi+1)"xi koju éemo oznaliti sa A. Prema tome
1.2) 'ﬁ&A(x"l X x2 L) =

* 1 "n+l’Tisl i°

ednakosti (1.1) i (1.2) su ekvivalentne.

M

Definicija 1.10, Operacija LIA definisana jedna=-
odéu (1.2), koja je ekvivalentna sa (1.1), naziva se i-ta in-

erzna operacija operacije A,

i-te inverzne operacije mogu se uopstitl na slededi
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aéin.Neka je 6 proizvoljna permutacija skupa {1,2,...,n+11.
. . Il _ . .
ko Je A n-kvagigrupa i A(xl) = X710 razmotrimo presli

_ . &,. .én . L . .
-avanje A: Xél"*xé(n+l)' Ovo preslikavanje je ocevidno n-ar-

.a operacija jer se niz xzﬁ sastoji od proizvoljnih n eic-
enata iz x§+l pa posto je A kvazigrupa elementi XZE
ednoznacno definisu elemenat xé(n+l)'Tak° dolazimo do defi-
icije

Definicija 1.11, Neka je A n-kvazigrupa a & ne-

:a permutacija skupa {1,2,...,n+1}.0peracija éA definisa

ednako3déu

‘0ja je ekvivalentna sa A(x?) = Xp41? naziva se ¢ -parastrof

vazigrupe A.Preslikavanje A—>B = ©4 naziva se parastro-

'1ja. 6-parastrof za koji Je 6(n+l) = n+l nazivamo glavni.
i-te inverzne operacije definisane ranije su para-

trofi odredeni transpozicijom (i,n+1).
Teorema 1,5. Parastrof n-kvazigrupe je takode

~kvazigrupa ([13]).

Definicija 1l.12, Uzastopno primenjivanje izoto-

1je 1 parastrofije naziva se izosirofija,

Navodimo sada neke definicije i rezultate koji se
dnose na generalisane grupoide (ili viZebazisne grupoide

ako ih nazivaju neki autori).

Definicija 1,13, Ako su 81,82,...,Sn,S nepraz-

1 skupovi a A preslikavanje

A Sl X 82 X eoe X Sn—-'?S,
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onda (n+2)-torku (51;32,...,Sn,S,A) nazivamo generalisani

n-arni grupoid (krade, G-grupoid).

Definicija 1.14. G-grupoid (Sn,S,A) je G-grupoid
s deljenjem (krade, GD-grupoid) ako jednadina

i-1 n _
(1.3) A(ay""yxy,85,9) = ap

ima reSenje po X; 2a svako a,é€ 5S4 a2652’ cee y A€ S,

a €S i za svako i = 1,2,...,n, (ta reSenja ne moraju bl-

n+l
ti jedinstvena).

Ako su redenja jednalina (1.3) jedinstvena GD-gru-

poid nazivamo G-kvazigrupa.

AkO SU 21,8550y 8y neki fiksirani elementi sku-
pova 81'52""’Sn respektivno, sa a oznadimo niz aﬁ.Tada
se,analogno kao za n-kvazigrupe, mogu za n-arni GD-grupoid
(SQ,S,A) definisati i-te translacije u odnosu na 2, Te tran-
slacije GD-grupcida su sirjektivna preslikavanja dok su tran-s
slacije G-kvazigrupe bijekcije (otuda sledi da skupovi 57,55,

...,Sn,S na kojima se definiSe G-kvazigrupa moraju imati Jjed-
nake kardinalne brojeve).,

Definicija 1.15., n-arni G-grupoid (s7,S,A) se ho-
motopno preslikava na n-arni G-grupoid (T?,T,B) ako posto-
ji (n+l)-torka oly,ok sirjektivnih preslikavanja, ol;: Sy 0L
(i =1,2,...,0), oLt ST, takvih da je

A4(x7) = B( olqXq sl oXpyeesrolyXy)s
za svako X;€85,, xeS, (i=1,2,...,0).

Redidemo takode da je G-grupoid (T%,T,B) homotop-
na slika G-grupoida (S7,S,4). (n+l)-torku H = (of7,00) na-

zivamo homotopija.
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Ako su cii,ai bijekcije homotopija se naziva izo=-
~opija.
Teorema 1.6. Homotopna slika n-arnog GD-grupoida

je n=-arni GD-grupoid ([9]).
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I1 DEO

0P3TA ANTROPIJA NA GD-GRUPOIDIMA
SA PRIMENOM NA KVAZIGRUPE RAZNIH ARNOSTI

2.1. Uvoed

U ovom delu ispitujemo opsti entropijski zakon

Al(ﬂz(X’Y)!AE(u’v)) = Bl(Bz(x:u);BB(Y,V))

na GD-grupoidima.Ovaj zakon na kvazigrupama proucavall su
Aesél, Belousov i Hosszi u [5] i pokazali da su sve kvazi-
grupe A;,By, (i=1,2,3), izotopne jednoj komutativnoj grupi.
Dokazaécmo da se analogni rezultati mogu dokazati i za GD-gru-
peide pa se time dobija uopStenje teoreme Aczéla, Belousova

{ Hossozda.Koristedi taj'rezultat odredidemo reSenja nekih fun-

koionalnih jednadina na kvazigrupama raznih arnosti.

2.2, OpSti entropijski zakon na GD-grupoidima

¥
Teorema 2.1, Neka su Al i B1 G-=kvazigrupe a

52uﬁ3.32.33 GD-grupoidi definisani na

Ay S, X 82—4*85, Byt Sl X 83—4f87,
113: 83 X S4—+S6, B3: 82 X 54_’88’
Al: 85 X 86—a-8 ; Bl: S.7 X SB-—s-S ,

2da sy 511555 40455g,8 neprazni skupovi.

Ako A,,B., (i=1,2,3), zadovoljavaju jednacinu
3
(2.,1) Al(Az(X’y)’AB(u'v)) = Bl(Bz(x,u),BB(y,v)),

=% svako x&8y, yeSs,, ueSz, veS, onda postoji Abelova
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zrupa (S,+) koja je homotopna slika za sve A,,B,,(i=1,2,3).

Dokaz. Potpun dokaz ove teoreme je naveden u EéS}

— -

pa ¢emo ga ovde navesti samo u glavnim crtama.

Neka su ac Sy, D &S C &S deS, neki fiksirani

2’ 5? 4

2lementil.
Stavljajuéi u jednafinu (2.1) redom x=a, v=b;

x=&, u=C; ¥y=b, u=c; y=b, v=4 i u=c, v=4, dobidemo

A B B

(2.2) L lﬁs(u,v) = Bl(L 2u,L 3v),
(2.3) Al(LAQy,LABV) = LBlB3(Y.V),
2.4) Al(Rﬂzx,LA3v) = Bl(RBzx,LB3V),
2.5) Al(RA2x,RA3u) = RBle(x,u),
2.6) Rﬂlﬂz(x,y) = Bl(RBzx,RB3y).

ko sada u jednadini (2,1) fiksiramo redom x=a, y=b, u=c?i

=a, y=b, v=d; x=a, u=c, v=d, i y=b, u=c, v=d bide

Ay, A B. B

2.7) Lir 3ol 3,
2.8) D13 | gt ,
2.9) T ,
2.10) R1g2 o g ly 2 .

lksirajuéi u jednadini (2.1) y=b dobija se

ﬁ A, B
Z2.11) Al(R x,A3(u,v)) = Bl(Bg(x,u),L v).

Definisimo sada na skupu S operaciju (+) na

lededi nadin
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A, =1 Ay
(2.12) s + t = A;((R Ly Ts,(nh) Lty.

Da je ta operacija dobro definisana olevidno je
jer Jje Al G~kvazigrupa pa su RAl i LAl bijektivna pre=-
-likavanja. P

Takode se neposredno zakljuduje da je (S,+)_ kva-
zigrupa.

U {55] je pokazano da Je kvazigrupa (S,+) ho-

motopna slika za sve A,,B;, (i=1,2,3), i da su te homotopije

oblika
A A
A,(p,q) =R b+ 1 e,
A B, B B, B
Ay (x,y) = (R H)7HR R %x + LR OY)
A B. B B, B
A3(u,v) = (L l)'l(R 1720 + 1 1 3v) ,
Bl(z,w) =R "z + L "w,
B A, A A, A
Bz(x,u) = (R 1)'1(R Il + 1 ig 3u) ,
4
B A, A A, A
B,(y,v) = (L D7HR T Py + 1L >v) .
A A B B

Kako su R Y, T %, R, I - bijektivna preslika-

vanja kvazigrupa (S,+) Jje ne samo homotopna slika veé Je
1 izotopna sa Al i Bl'

Stavljajuéi dobijene vrednosti za Ai,Bi,(i=l,2,3),
u jednakosti (2.11) i (2.1) pokazuje se ([?5]) da je operaci-
(+) asocijativna i komutativna, tj. (S,+) Jje Abelova grupa

pa je time teorema dokazana,

Primedba. Kako su Al i Bl G-kvazigrupe sledil
da skupovi 55,36,57,88 i S moraju imati jednake kardinal-

ne brojeve.
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Ako je (Q,+) grupa u skupu svih sirjektivnih pre-
slikavanja skupa P na skup Q wuvodimo relaciju ekvivalenci-
je na sledeéi nalin: za sirjektivna preslikavanja oL,(B sku-
pa P na skuP Q redidemo da su ekvivalentna ako i samo ako
sostoje fiksirani elementi a,be Q takvi da je X = a.(ax-b,
-2 svako x€P, |

Na. osnovu svih prethodnih rezultata mozZe se dokaza-

[85])

Teorema 2,2, Ako G-kvazigrupe 4, 1 B, 1 GD-gru-
poidil A g A B s B

3? B
opSte reSenje jednaline (2.1)

zadovoljavaju uslove teoreme 2.1, onda je

Al(X,Y)=o{X+ (53“ Bl(X,Y)=¢X+ LFY!

(2.14) A, (x,7)=oL" (b x+8y), By(x,3)=F "2 ¥x+ Oy),
A3(X,Y)= P-l(ex"l' LPY): B3(XrY)= ‘-P-l( 8x+ LVy)s

gde je (+) Abelova grupa odredena sa tadénoSéu do na izomor-
0

fizam a preslikavanja g, (> b, S, 6,!P,LF,7C sa tadnosdéu do
na ekvivalenciju.
Posledica, Ako je S4= Sp = eee = 88 =5, a A,

By, (i=1,2 ,3), kvazigrupe koje zadovoljavaju jednadinu (2.1)

na osnovu teoreme 2.2. dobijamo da vazi teorema 3., iz [55.

2.3, Primena na funkcionalne jednacdine na
kvazigrupama raznih arnosti

Primenidéemo sada prethodne rezultate na jednadinu

f+m-k n
(2.15) l(AZ(xl’xk+l)’ Ag(Xply 2 Xgumoxs1)) =

_ k _f+m=-k f n
= By (Bp(xyaxpyy ) oBs(Xh1 o X ey )
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gde su AfBi,(i=1,2,3), kvazigrupe arnosti

A = 8,| = 2, |A2| - 1,

iofinisane na istom nepraznom skupu Q, a 1<k <min(f,m),

le‘ = m, |B3‘ = n-m,

I&.a =

Teorema 2.%. OpSte resenje funkcionalne jednacine
(2.15) dato je sa (da bi notacija bila jednostavnija uvesde-

20 oznaku r = f+m-k )

r-“
Al(x!Y) = of X+ ()Jyl

Ap(x7, Xiep1) = oLTHOF (x))+ 8(X1£+1))’

As(Xe,s%py1) = pTHO (xE,1)+ Plxpp))s

N

(2.16) |
| Bl(x,y) =¢X +LPY:

B,(x%,x5,,) = 7MY (f)+ 0(xE,1)),

3 By(xl,1,x0,1) = 0710 (xig, )+ P(xpn))s

zde je (Q,+) Abelova grupa, o, (‘5,'X, i« permutacije
skupa Q, a §, g, B i  kvazigrupe arnosti
l}(|= k, |5|= f-k, l@l: m-kK, 'LFI= n-r.

Dokaz. Ako stavimo

def ~
2(x1’xk+1) =

def ~
‘13(xf+1’xr+l) —_— 3(( f+l) (xr+1))’

K, ((x5), (xg,1))

By(x],%z,1) = 32((x}f)f(x§+1))'

def . f n
3(”‘1c+1”"~r+1) = B5((x41) 5 (Xp41))

i uvedemo oznake
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_ ¢k - f _tLT _oqLn
=(x)y,  Y=xy)s U=0xn), V= (4,),

jednalina (2.15) postaje
Al(ﬂz(X,Y).A3(U,V)) = Bl(Bz(X,U),B3(Y,V))s

'2.17)
:de sSu Al i Bl kvazigrupe definisane na Q a ET,As,ﬂé,
§3 GD-grupoidi definisani na |

Ez: Qk X Qf_k—-*Q ; EZ: Qk X Qm"k-%Q ,

’53' QB x Tt q , 353: of K x T .

Odavde se, primenom teoreme 2.2. na jednadinu (2,17),

lokazuje da je opSte redenje jednadine (2.15) zaista dato sa

'2.16) ([85])

OpSte reSenje jednadine

1
1Ay (X1 s %ig 1) W01

Teorema 2.4.

1-1 T n P _
A (xf+l’xr+1)’yj+l) -

g-1 -1
By (2§77, By (a1 xg ), Zg+l’B (Xies17%041) 12542

de su 4,,B;,(i=1,2,3), kvazigrupe arnosti y

|A3[= n-f, |32‘= m, |33'= n-m,

!“1I=‘Bll= P, |A
tefinisane na istom nepraznom skupu Q, 1l<k<min(f,m),

f+m-k<n, l=i<j<p, lsg<h=<p, a (2§ 7,2.07,2y,

. -1 )
(Yi ,Yi+l,y§+l) ($to ozna-

(Zg-—l h=-1

.eka permutacija promenljivih
g+1’zh+l) s

~oi=1 _j-1
avamo sa  L(yy ™ ,¥{11,¥5,) =

-1 -1
l(yl tx:Y£+1:y YJ+1)

Ao (X35 %Xie1) = ot ™ Y () +g("‘1¢:+1))
=7 O (xf,y) +wxD,)),

T n
AB(xf+1’xr+l) -

g-1 hu _ g-l h-
Bl(zl SEEPISERL h+1) K(Z EPINE //ix'*"f’y’ h+1)
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B, (x5, x5, ;) =X ¥(xp) +8(xg,1)),
f n -1 f n
By(Xy410%rs1) =9 (8 (xjey1) +@lxpq))s
zde Je (Q,+) Abelova grupa, o, (b,ﬂ, i LP permutaclije
skupa Q, a ¥, 8, o, i K kvazigrupe arnosti

Aler |8l fol-me gl mer K] e

Dokaz. Ako fiksiramo promenljive (yi- ’yi:l’yj+l)

i=1 _j-1 _p g-l h-l o ,
sa (a ’a1+l’aj+l) onda (z§ g+1'zh+1) postaje
he-1 . 1-1 3-1 p g-l h-1 .. p

g-1
(b8 0310 R4 )
pa jednadina (2.18) ima oblik

Z(Xl’xk+l) ai+l’ 3(xf+l’xr+1)' 3+1) =

g-1 wh-1
= B (v§ /By (X7, X5, ) D g+170

(2.19) Al(a
3(xk+l’xr+l) bh,1) -

Ako stavimo -
def

-1 j -

1(al vxsag__l_}_ay’ag_‘,l) = Il(st):
-1 h-1 def

Bl(b]g_ y» Xy bg+l’y’bﬁ+l) — El(:’ﬁY):f_

jedna¥ina (2,19) moZe se pisati u obliku
k T r n _
(2,20) KI(A2(X1'X l)’AB(xf+l’xr+l)) -
= By (B, (s x541) 1 B3 (X1 020400

pa na osnovu teoreme 2.3, dobijamo

- A (el x,ad71,y,80,) =otx +py ,
A, (S, xE ) = o HOE () + 8 (w0,
2.2y < A5(Xgyn%p4) = (5710 (xgyy) +@ gD,
B, (581, x,0577,7,08,7) =Lx + ¥,

B, (x5 ,%x5,1) —X,'l(‘é(xl) +0(x3,1)),
-l(S(xk+1) +l1)(xr+1)),

| Bs(y0%0) =¥
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gde je (Q,+) Abelova grupa, o, P“ 76 i <p permutacije
skupa (Q, a X, 8, O i k]) kvazigrupe arnosti
'X[: x, |&l= £-k, ]e[= m-k ]L”: _—

Zamenimo dobijcne vrednosti za AE’AB’BZ i B3 u

jednadini (2,18)

i1

(2.22) Ay (y ™, (D) +8 (1)), 7303, 52 (8(xF,1)+9(x2, 1))

g=1

) B_l(zl *7(‘-1(5("1)*'9(3;1))’22& 4 1(8(xk+1)+‘\’(xr+1)) Z541) -

xy=cy i X£,1C5,,  tako
da bude 5(0?): 9(c¥+1)=0 (gde je O neutralni elemenat

Ako u jednakosti (2.22) fiksiramo

grupe (Q,+) ), dobidemo

i1 —l =1
Al(:ﬁ ’ S(xk+l)’y1+1' (> kP(XI:::I'+1)"3’3P+1) -

_ g-1 y-1y h-1 -1
= P21 XT0,3501, 9T (x, )+ W R, ), Zhe1)
Stavimo (gde je )6“10 oznadeno sa c )

g=1 h-1 -1 p
27 T9CeZg17 s P Xy 2,70

‘vde je K kvazigrupa arnosti ]Klz p-1 .

' g—l Ln-1
(2'23) K(Z g+1’x’ h+l) 1(

Tada e biti

1(3’1 y oL cg(xk+l),yl+1,(5 Lp(xr+1),y3+l)

= Bl(z 8= ,C,Zg;%, LP-l( S(xk+1)+%)(xr+l))’zh+l) =
-1 _hal
= K(z§ g+1"§(xk+l)+kP(xr+l) Zh+l)

Ydnosno ako stavimo oA” lé;(xk+l) = X, [Ef %)(x§+1) =

' j=1 jal -1 h-l
2424 ) Al(yl ,x,yg+1,y,y§+1) = K(z% )2 +1,o£x+(5y,z£+l).
Fiksirajmo sada u Jednakosti (2.22) x% = c? i

n
‘py = c?%l tako da bude E(ck) -lP(C

-1 -1 -1 -1
l(yl y & S(xk+1)’yi+l’r’ O (x f+l)’y§+l) =

l(zg-l’%'-le(xﬂl)’ g+1’ -lg(xkﬂ)’ Zh ) -

r+l)

’y;l‘l'l)“
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gako je prema (2.24)

1-1 -1 j=1 -1 r p =
A (rEh, 7 3 () s H5 Ty P70 (X )h ) S
-l h-l
= K(Zg g+1, S(Xk+l)+ 9(X§+1),Z§+1)a
nide
g1 -1 O h-1 (=18 (.f Py -
_ -1 _h-1 £ r P
= K(2577 24,1 & (3yey1)+ ©(xgyy) 2410
Ako stavimo ﬂ“le(x§+l) = X, -18(:{}:-'-1 = y dobija se
g-l h-l _ g-l L1 1 P

Iz (2.21),(2.24) i (2.25) sledi da su uslovi teore-
meme potrebni.Da su oni 1 dovoljni jednostavno se proverava.

Teorema je dokazana.
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IIT D E O

URAVNOTEZENI ZAKONI MNA TERNARNIM
KVAZIGRUPAMA

Zakon Wy = W, Se naziva uravnoteZen ako se svaka
promenljiva javlja tadno jednom na svako] strani jednakosti.
Ako su promenljive u wy; 1 w, uredene jednako zakon se na-
ziva I vrste, a ako nisu zakon je II vrste.

A.Sade u [ﬁs] i V.D. Belousov u [21] ispitivali su
uravnotezene zakone na binarnim kvazigrupama.Uvodedéi jednu
relaciju ekvivalencije u skup svih binarnih kvazigrupa koje
zadovoljavaju proizvoljan uravnoteZen zakon, Sade je formuli-
sao teoremu kojom se utvrduje da su sve kvazigrupe Jjedne kla-
se ekvivalencije izotopne nekoj operaciji % naveo jednu vezu
koja postoji medu tim operacijama.V.D. Belousov je dokazao
da ovo tvrdenje Sada ne vazi za uravnotezZene zakone II vrste
1li vazi za zakone 1 vrste.B. Alimpié je u [9],[}0] uvodedi
pogodne operatorc 1 relaciju ekvivalencije koja je finija od
relacije koju je uveo Sade, dokazala teoremu analognu teoremi
Sada za proizvoljne uravnoteZene zakone.Te rezultate prosiri-
la je, pod odredenim uslovima, na GD=-grupoide vezane uravno-
teZenim zakonima,

U ovom delu posmatrademo ternarne kvazigrupe vezane
na kojim uravnoteZenim zakonom I vrste.Dokazademo da se sve

ternarne kvazigrupe koje zadovoljavaju bilo koji uravnotezen

zakon I vrste, sem tzv. nezavisnih kvazigrupa, mogu prikazati
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a0 superpozicije binarnih lupa i dademo kriterijum za utvre-

rivanje kada su te binarne lupe asocijativme tj. grupe.

3.2, UravnoteZeni zakonl na ternarnim kvazigrupama

Navodimo najpre.oznake i definicije koje demo kori~
stiti (prema Belousovu V.D. [21} i Alimpié B. [9},[}0]).

Ako je w term, skup svih promenljivih koje ulaze
1 term w oznadavademo sa [w] , 2 sa (j)(w) skup svih
operacija koje uéestvuju u ;. Sa “ﬁ]l oznadavamo broj

promenljivih terma w , & Sa I(b(w)‘ broj operacija u Ww.

Definicija 3.1, Term w nazivamo pravilan ako se

svaki elemenat iz [w] Javija u termu W tadno jedanput.

Definicija 3.2. Zakon Wy = Wy se naziva uravno-
teZen ako su wy; 1 W, pravilni termi i [wl] = [w2].,

UravnoteZeni zakon Wy = Wy naziva se zakon 1
vrste ako su promenljive u Wwy i W, jednako uredene i

4
zakon II vrste u protivanom slucaju.

Neka je w; = W, uravnotefeni zekon I vrste u kome
su sve operacije ternarne kvazigrupe definisane na istom ne-
praznom skupu Q. Tada je _wi] = [wz] i ako je |(p(wl)!= n,

onda je i |P(w)|= n,

proizvoljni fiksirani elementi skupa Q. Ako je Vv nekil pod-~
xfEP

a.
1

Ekl. = 2n+l. Neka su aq,855¢04535p,3

éemo OZN&-

term terma w, ili w, a Pclv], sa v

Savati term koji se dobija iz Vv Zzamenon svih elemenata

Xs P elementima 2 & Q respektivno.

Definicija 3.3. Neka jJe A(ul,uz,u3) proizvoljan

podterm terma w ( w je w; 1ili w, ).
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DefiniSemo sledeéa preslikavanja:

x; € |7 |Ulw
l) L% £ = A(Yl’y2’y3) . qu [EJ

J
a4

cde je JAK#LE G, Ik« {1,2,3}, Yi=Xy V=i Tp =Y -

_ J
x: € |z
2) Lgk(x’Y) = A(Zl,zz,zs) 1 L ]
i 24
gde je J#k#L#£ 3, i<k, j,k,Q_e-El,2,3}, 2y = X,

Zk = Y Ze' = ue . ) i
xi‘i[“’]\[f‘(“l*uz*“a)_'

a .
1

3) 6Ax= '

Ova preslikavanja olevidno zavise od izbora eleme-

jtemQ 1 G -Q

nata 899850008, 7 preslikavanja L:|

su permutacije skupa Q, dok su L?k: Q‘~+Q- binarne kvazigru-

pe definisane na Q. Preslikavnja L%, (j=1,2,3), nagivamo

translacije ternmarne kvazigrupe A, pieslikavanje ém. 5po-

1ljasnja translacija ternarne kvazigrupe A, a L?k (j<k,

j,ke{i,Z,B}) izvedene binarne kvazigrupe ternarne kvazigrupe

A,
Primer, Neka jJje
w = A(xl,B(xz,x3,C(x4,x5,x6)),D(KT,XB,Xg)):
Tada je
LEx = B(x,aB,C(a4,a5,a6)), L%x = B(az,a3,x),
Lﬁz(x,y)=B(x,y,C(a4,a5.a6)). Lg3(x,y)=B(a2,x,y),
éﬁx = x, éﬁx = A(al,x,D{a7,a8,a9)),_
écx = A('alsB(32!a3lX)rD(a-'?!aalag))-
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——

Sa (bi oznadavademo skup svih izvedenih binarnih
operacija svih ternarnih operacija iz skupa q)(wi),(i=l,2).

Skup Q}lL){wi] je parcijalno ureden relacijom
. L . | A A~ A
e definisanom na. sledeéi nacdin: ij{S, ijé';(bl,
Séa(blL)[wl] tada i samo tada kada je podterm A(ul,uz,us)
terma Wy takav da je S promenljiva u podtermima uj ili
Uy ili je S 1igzvedena binarna operaclja neke ternarne ope-
racije iz podtermova Uy ili . Analogno je ureden skup

a)zu [wo] -

Primer. Ako jJe

W = A(Xl,B(XZ,X3,C(X4,XS.X6))sx7):

onda je
A A A A .B <A _.B B B _.C
le-cxl, L12< X5y L12<x4, L12< le, I’l <L13, I‘lB{XS’Ll’)’(LEE

Ako je x,ye-[wi] onda postoji infw.(x,y),(i=l,2),
- i

koji je neka izvedena binarna kvazigrupa.
y .
Takode, ako je A(ul,uz,u3) podterm terma

W, & promenljiva xé{ﬁllLJ[uéWLJ¥u3l, onda uvek postoji

A

inf (ij,

| x), i<k, i,ke{1,2,3}, (i=1,2).
. :

Definicija 3.4. Ako je za x,yeg[w£\

_ A . _ B
lnfwl(X,Y) = ij, lnfw2(xly) - Lem’

kaZemo da su izvedene binarne kvazigrupe L?k i L%m po-

. 2 (6¥) g .
vezane i to oznadavamo sa ijHLﬁm (ili krade sa

A B
Lies=Ten )-

Definicija 3.5. Neka su A,Bec’P, gde je




b g P o L F .

A

hais dap B anth -

‘Tada su sve izvedene binarne kvazigrupe jedne klase K,
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d}:(bllJ (Pz . Operacija A jJje ekvivalenina operaciji B

(A~B), tada i samo tada kada postoje Cl,CZ,...,CtE5<b ’

takve da je

A - cl’ Clh02’ s e 0 9 O_t-lﬁc_t, ct - B .
7a svako Aéq) , A4,

TLako se proverava da je relacija iz prethodne de-

finicije relacija ekvivalencije.

Lema 3.1, Neka je wy; = w, uravnotezZen zakon I
vrste u kome su sve operacije ternarne kvazigrupe.Neka Je
skup (b svih izvedenih binarnih operacija rastavljen na

klase ekvivalencije relacijom m™ : (})= KlU K2 U ... U Kp.

1

izotopne nekej lupi @, (i=1,2,...,p).

Dokaz. Neka jJje Lgk neka operacija iz klase Ki‘

DefiniSemo binarnu operaciju @ na skupu Q na slededi

7
nac¢in:

A A A
Aij(x,y) = éALj x @D &L, v -

Kako su preslikavanja é%,L?, Li permutacije skupa @Q

operaelija (:) je kvazigrupa izotopna kvazigrupi L?k'

p——

X; € Lwl]
a . je jedinidni elemenat operacije
i _

Elemenat e = W4

@ (3to se jednostavno proverava ) pa je operacija @ lu-

ba,
Neka jJe LEm operacija 1z Ki koja Jje povezana
(x_,x_)
A . . . . A "r's B
Sa, ij, tj. postoje xr,xse[wl] takvi da je Lj > Lo

DokaZimo da je tada
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B
plp (x,7) = 65l x @D 63l ¥ -
Fiksirajuéi u zakonu wq = Wy najpre sve promeniji-

ve Sem X, ,Xg, zatim sve promenljive senm X, i na kraju sve

sromenljive sem X dobijamo

S

éAL‘gk(o(xr, (‘_ﬂcs) = GBL?m( ‘5}(1., gxs)",

B
éAL oBL B ’

6,1y, (> = &"BLI?I

%Odavde je

6,18 (¥x,,0xy) = 6,1 (L xy, pxg) =
= é LAo(x @ f;pxs = GBLEK}:I, @ éBLEISxS,

dakle

GBLEm(X’y) = éBL? x @) éBLnBl v .

Odavde sledi da i za svaku drugu binarnu kvazigru-
pu qu koja je ekvivalentna sa L?k vazi
(3.1) GCqu(x,y) _é,CLp x (D éCL v .

Primedba. S obzirom na definiciju jedinicénog ele-

menta e lupe (:) dobijamo da je e zajedniédka jediniza

za sve lupe @, (j=1,2,---sP)-

Lema 3.2. Ako klasa ekvivalencije Kj sadrZi bar
tri izvedene binarne operacije, takve da su tri ternarne ope-
racije, iz kojih su ove binarne operacije izvedene, medusobno

razlidite, onda je lupa (@ grupa.

Dokaz. Neka je A neka binarna operacija iz K.

U K; postoji binarna operacija B koja je povezana S A.
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o uslovu leme u Ki mora postojati binarna operacija C ko=~
ja nije izvedena iz ternarnih operacija iz kojih su izvedene
a~ 1 B. Operacije B i C su ekvivalentne, dakle postoje

~peracije 01,02,...,CtGEKi takve da je

;L 4] w—{ e cs ([ =

1 2 ’ t
eka su operacije A, B izvedene iz ternarnih Operacija A?,
3* respektivno, a C nije izvedena ni iz A’ ni iz B>,
frema tome u gore navedenom nizu operacija postoje tri uza-
stopne operacije od kojih su prve dve izvedene iz ternarnih
operacija A’ ili B’ a treda nije.OznaZino te operacije
sa A, B i T. Dakle,
A=>Be(C .
Neka su X, B izvedene iz ternarnih operacija

»
#’, B* respektivno, L%k = K, L?m = B , Oznalimo sa x, y

- (x,v) —
promenljive takve da je A < ’y hB, a sa s, t promenljive

7
. o (s3,t) ,
tcakve da je Be<——=(C , Ako su A’(ul,uQ,uB) 1 B’(Vl,VZ,VB)

podtermi termova wq i W, onda Jje Xx¢€ [uj] y Y € [uk-l ’
_ d

X,S & rv&] , V,t ervm:l .

Tada postoje dve moguénosti:

. - - - -

1 S’te[ulJU[uszLu?)J ’

2° bar jedna od promenljivih s,t, ne pripada
skupu [ul] U [U'ZJ U ,-HB-I .

Razmotrimo 1°: Ako s,te [u ]U [u TU [u 1 onda
| 1 2 5]

"0¢ promenljive s,t moraju pripadati jednom i samo jednom
31 skupova [ﬁl], [ﬁz], [y%] (u suprotnom operacije 4 i

* bi bile izvedene iz jedne iste ternarne operacije).
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Pretpostavimo da s,te[hj} ,Pada fiksirajuéi u

zakonu w3 = Wp SVe promenljive csim s,t i y dobijamo

(3.2) ST pECFs, §1),p7) = B(prs, YIS, ¢r9):

gde je ﬁ infw ('t,Y).

2
Ako u jednakosti (3.2) fiksiramo najpre t,y, 2za-

tim s,y 1 na kraju s,t dobicemo

X _.C -
| oLy Ly T = oLy (b
; | (51.28 = oL Lz‘é'Lgc ,

Y s B et Din s

(t,)
| Kako je A <«——>D , sledi da ﬁeKi, pa su sve

oo

Yctiri operacije A, B, ¢ i D izotopne lupi @ i izo-

topije imaju oblik (3.1) (v. lemu z2.1,).Prema tome jednakost

(3.2) postaje

T I T T . T

(oLL:prgﬁs @ oLLl(},Lagt)®o(L2LfV

= o(’L? P’s@(o(’LE \6’11? $rt @o(’Lg N5"1'2 \F’y),

(s@ODy=sDHDV),

"2 to znadi da je lupa (i) asocijativna tj. grupa.
Pretpostavljajuéi da je ili s,t e E.lk], ili
3,t e[ g] g £ J#k, 1 fiksirajuéi u zakonu sve promenl ji-
ve osim x, s i t , analogno dobijamo da je (L) sgrupa.

Razmotrimo 2. Pretpostavimo da bar jedna od pro-

——1

menljivik s,t ne pripada skupu E.111 U E.lz] U \’uﬂ .

s ¢ [uﬂ U [uz] U [u3] fiksirajmo u zakonu

LA Py M

-l
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Wy = W, SVe promenljive osim s, X 1 y. Dobijamo

L‘[J'E”( Os, XE( Vx,my)) =lr§(9’?(;76’5: Vrx), n’y),

-de je E = inf (s,X), F = inf  (s,x), a odatle analogno
5 2

i

?
|
§
;

et POkl o] ety el

1
<20 u 1° sledi da je @ grupa.

Ako t¢ ful] U I:uZ] U [:“‘5] , dokaz je analogan.

Definicija 3.6. Ako jJe A(ul’u2’u5) podterm ter-

‘a1 wy  takav da u w, postoji podterm B(Vl’VZ’VB) sa

sobinom da je 1] [l] [2] [ ] [:u]zfv,j.], onda ter-

narne operacije A 1 B nazivamo nezavisgne,

Teorema 3.1. Neka je w; = w, proizvoljan urav-

noteZen zakon I vrste u kome su sve operacije ternarne kva-

jzigrupe.Ako je skup (P svih izvedenih binarnih operacija

astavlgen na klase ekvivalencije relacijom ~ ii):

KILJKZLJ...L)KP onda su sve izvedene binarne kvazigrupe

éjedne klase Ki izotopn; nekoj lupi (:) ,(i=1,2,...,P).

fProizvoljna ternarna kvazigrupa A skupa q)(wl)LJQD(wz),

0sim nezavisnih, tada ge moZe prikazati u obliku:

(3.3) &A(x,7,2) = 617 x D(@,T; v@ 6,15 2)
Lli
(3.4) QAA(x,y,z) = ( éAL% x Q) éAL‘g‘ 2X6) éAL*;‘ z .,

Lupe (1), () su jedinstveno odredene.

Izrazi (3.3) i (3.4) su jednaki tada i samo tada
fada je @ @ i operacija @ | je asocljativna tj.
Zrupa.

Lupa (:) je grupa ako klasa Ki sadrzi bar tri

l1zvedene binarne operacije, takve da su tri ternarne operaci-
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> , 1z kojih su ove binarne operacije izvedene, medusobno

&

al -~

Dokaz. Prvi deo teorcme dokazan Jje u lemil 3.1,
Neka je A(ul,uz,uB) neki podterm terma w, ,

.12 A nije nezavisna operacija.DokaZimo da se & moze

~ikazati u obliku (3.3) ili (3.4).

J
Neka su X & [ul] , VE [uz‘l , ZG& It_}l:"'_l .Ako u zakonu

;= Wy fiksiramo sve promenljive osim X, ¥, Z onda Wi

nnstaje

éAA( Ax, PY! bz)

pde su oL, (5,‘5 neke permutacije skupa Q.

Tada za W, postoje dve moguénosti: u W, postoji

: ]
podterm P(pl,pz,p3) takav da je xe[pl], ye[pzjl, ze[p3_|,
i1i ne postoji.

Najpre razmotrimo sludaj kada takav podterm ne po-~
itojli.

P

L _ 1B .
Tada je inf (x,v,2) = Lij' Ako je B(V19V2,V3)

2
podterm terma W, fiksirajmo u w, sve promenljive o3im

promenljivih iz .}iﬂ Fv . Ws onda postaje lé-L (v j)
d pri tome x,ye“vid, ZE[J] i x&l}ri], y,zel:vﬂ

U prvom sludaju, ako je inf (x,y) = L, u Wy fiksiraj-

o sve promenljive sem X,v,z. Tada w, postaje

B 13( ngt( X 8y), krz)

Lakle,

éﬁﬁ(o{x, (’)y,‘l‘z) A (ngQ(LPx 8v), (,‘)Z)

BT1ij

gornjoj jednakosti fiksirajmo redom vy, 2z 2zatim X, Z




. na Kraju X, y. Dobija se

1h

D B C
A _ B Ca,
éAL2 (b =&pL7 SLEG

(’2\.1’%\6 = 6]31'? L‘J .

Na osnovu leme 3,1, svaka od izvedenih binarnih
vazigrupa 1lzotopna je nekoj lupi i izotopije imaju oblik

3.1) pa je
6&*&( X, PY: $2) = éBLE( ngl(QPX, 0y)) @ éBL?L‘)z =

- (QBL?SLE(F::@ éBLESLEGy) @éBL?(i)z =

( éAL%o(x @éAL‘g f,y) @éAL‘% ¥z .
1Kle,

3.47) éﬂ.ﬂ.(x,y,z) = ( é.AL‘]r_L x@éﬂLg V) QAL% Z .

U drugom slucaju, ako x Vi oy ¥y 2 vj ana-

ogno se pekazuje da je
3.37) éA(x z)—éLﬁ‘x (éIA @éL‘n‘z)
‘ pAMx,¥,2) = 6,10 x ) A2 Y AM3 y

Ako u w, postoji podterm P(pl,p2,p3) takav
1 Je x¢ [p]_] y Y& [pz] s 2 e[p3:| , onda fiksirajuéi u zakonu

1] = Wy, S8ve promenljive osim x,y,z dobijamo

l3.5)- éA;&(dx,Py,ﬁz) =6PP(;(-X,(‘;_');’,§Z),

e su oL, (5, ¥, o, (5, "g neke permutacije skupa Q.
Razmotrimo podterme ﬁ(ul,uz,uB) i P(pl’P2’P3)‘

3ko operacija A nije nezavisna ne moZe biti istovremeno -
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[ul:‘=[131] ’ [uzjl =[P2] ' [u31=[p3] . Razlikujemo sledede mo-

ouée sludajeve:

a) [:é]# [?2] Pretpostavimo da postoji promen-
', jiva te[ ]\['pz] To znaéi da t ¢ [pl] 1li t¢€ [p{] .
cretpostavimo da ’ce pl} (ako t¢ [pﬂ dokaz je analogan).

rwo u zakonu wy = W, fiksiramo sve promenljive osim t,y,2

1
gobijamo (jer ,ye[ 2] ze[u3 a tel:plj, ye[pg],

< [P 3J) : | — .

Gy lips( XL (378, B7y), §°2)= GpR(p’t, 077, y'2),

: C
yde Je Lij

tamo da se operacija P moZe prikazati u obliku (3.3) ili

= inf (t,y). Odatle na vedé pokazan nadin dobi-
1

3.4), a onda s obzirom na (3.5) sledi da se i A moZe

srestaviti u obliku {3.3) ili (3.4).

Dokaz je analogan ako postoji promenljiva

<[22 [ -

b) [u]-_-.l:p,, .Tada je [ 1] # I:pl 114 u] £ [p3].
bretpostavimo da postoji promenljiva iy\[Pi] (dokaz
1o a.nalogan akKo t & [pl]\[ul] ).Kako je ] [pz} ote-

. - : . P
[idno t¢ [P]:.IULPZJU[PB] .Jasno je da je J.nfwz(y, z) = L3
. posSto se t mnalazi van terma P(pl,p2,p3) postoji iz-

) . A B P
>dena binarna operacija Lij = inf (L23’t)'

Fiksirajuéi u Wy = W, Sve promenljive osim ¢,

y 2 dobijamo

éA(dt,ﬁy, z) =6, lJ(St $135(Gy,02)),

M

lde su oé 8 CPJ té neke permutacije skupa Q .

)iatle na veé poznat nadin dobijamo da se operacija A mo-




Yo prikazati n oblikn (3.3) ili (3.4).

ako je ]—us‘l # [ps-l dokaz Jje analogan.

Dokasimo da su lupe u (3.3) i (3.4} jedinsiveno
odredene.Pretpostavimo da se ternarna operacija 4 moZze

prikazati kao superpozicija binarnlh lupa na dva nacina:

GAA(:{,y,z) 6AL% x@( GAL‘% y@é;ﬁL% zZ) =

A A A
QAL x@( GAL2 y(:)éAL3 z) .
Otuda je

x D(y @ z)=x ®(y ©® z) .

Kako sve lupe (@), (m=1,2,...,p), imain 7 goanidlny FaAims o
cu e (v. primedbu posle leme 3,1.), stavljajuéi u gornju

jednakost najpre x = e, 2zatim 2 = e, dobijamo da Je

L=, ®=© .

Analogno se pokazuje da de i u slucéaju kada je
F 4
G A(x,y,2) = e, Lo x @D 6,15 . @ﬁ;@% 7 ) =
A A A
. (éALl x®éAL2 Y )®6AI‘3 Z y

takode biti D=®, QP=0@ .

Dakle lupe @ i @ su jednoznaéno odredene.

Pretpostavimo sada da je (3.3) jednako s (3.4):
6, 1x @D ( 6,15y @ 6,T32) = ( ¢, 11x D 6,T5y) DGyl
tj.
tDyDz) = O Pz -

Stavljajuéi y = e dobijamo da je @:@ i da je lupa i

&)

asocijativna tj. grupa,
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Obrnuto, ako je @:@ i ako je lupa @ aso-
~ijativna odevidno je da se (3.3) poklapa S (3.4).

Poslednje tvrdenje teoreme dokazano je u lemi 3.2.

Time je teoremz U potpunosti dokazana.

Primer. Neka su Ai,Bi,(i=1,2,3), ternarne kvazigru-

pe koje zadovoljaviu zakon
Al(xl'XZ ,AZ(X3’A3(X4,X5']{6) ,]{7)) -
= Bl(x1152(321x3333(x4px5’x6)):XT)’

Ako je na skupu svih izvedenlh binarnih operacija
uvedena relacija ekvivalencije ~ onda se taj skup rastavlja

na 3est klasa ekvivalencije:
A A B B
_ 1 1 1 1
S "{le' L130 D29 LlBj}’

A A A, B B B
1 82 > By _Bo 2}
Kp = '{Lza' Ly3s Lpzs Dp3s Inss D12

I 4
(Ao 32} Az B3]
s = 1120 D23 Ky = &le’ L12}’
B
A 3& _
5 = { 132 L3 K¢ = { 23 23}

Na osnovu dokazane teoreme postoje lupe (:) ’

(i=1,2,...,6), takve da su sve izvedene operacije klase
i{i izotopne lupi @.

Lupa (:) je asocijativna tj. grupa.Ternarne kvazl-
grupe A3 i B3 su nezavisne a ternarne kvazigrupe Al,Az,

Bys B, mogu se prikazati u obliku

! Ay il
Al(xiY!Z) - Ll X@(L2 Y®L3 Z)!
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A
é Az(x V2 )_(é L x@ 22y)®GAL2

By By By
Bl(x,y,z) = L, x@(L2 y®L3 z ) ,

éBsz(x,y,z) =6

y

B B 3
2 2 2
5,01 @ (85 1,y O 15% ).
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IVv. DEGO

URAVNOTEZENI ZAXONI NA TERNARNIM
GD-GRUPOIDIMA

4,1, Uvod

U ovom delu ispitademo ternarne GD-grupoide koji
zadovoljavaju uravnoteZene zakone I vrste.Pokazacdemo da se,
uz uvodenje nekih dodatnih uslova, mogu dokazati teoreme ana-
logne onima iz prethodnog dela.Time se prosSiruje mogucénost

primene teoreme 3.1l. na neke uravnoteZene zakone na kvazi-

grupama raznih arnosti.

4.2. UrawoteZeni zakoni na teraarnim GD-grupoidine

Koristidemo analogne oznakc kao u tredem delu.

Neka je wq, = W, uravnoteZen zukon I vrste u kome

Ju sve operacije ternarnce.Neka Je (pl =-[A1,ﬂ2,---sﬁnf[,

q>2 = {B11B2’---’Bn}, [Wl-l = [w2] = {Xl,xz,a--,xzn_'_l} ’
&1

Ay 1 By podetna operacijska slova termova wy; 1 W,

regspektivno.Neka su 81'52""*52n+1’P1’P2"‘“’Pn’Ql’Q2"'

..,Qn neprazni skupovi i pri tome neka je Pl = Ql = S,
DefiniSemo ternarne GD-grupoide A;,B., (i=1,2,...,n.

na slededi nadin.Ako je Ak(ul,uz,u3) podterm terma wq

nda je Ak ternarni GD-grupoid koji preslikava

A *

I Ml x M, x MB_A"Pk ’

zde je
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M

il
A

ako je Ui = Xy,

J L J

Mj = Py, ako je uy = At(ui,ué,u%), j=1,2,7.

Analogno, ako je Bk(vl’VZ’VB) podtern terma w,

onda je By ternarni GD-grupoid koji preslikava
B, : M, x M, x M:,)—'a-Qk )
gde je

M.
J

St’ ako je vj = Xy,

M.
J

i

Qt’ ako je vj B (Vl’VZ’V%)’ j=11213'

Neka ovako definisani ternmarni GD-grupoidi Ai’Bif
( i=1,2,...,n), zadovoljavaju uravnoteZeni zakon I vrste
Wi = Wse Ako su 89980y eee9Bnp g proizvoljni fiksirani ele-
menti skupova S;,5,,...,585,,7 Trespektivno, A(ul,uz,uS)

proizvoljan podterm terma w (w je wy ili w2) onda pre-

A
slikavanja Lj’ Lgk, <éA definiSemo anaiogno kao u prethod-

nom delﬁ:U ovom sludaju Lg i él su sirjektivna presli-
kavanja a Lgk binarni GD-grupoid koji nazivamo izvedeni bi-
narnli GD-grupoid ternarnog GD-grupoida A,
Relaciju %<« * u skupovima q‘lL)[ odnosno
(sz [wz] , 1 relaciju ekvivalencije %~'% u skupu q)

definisemo analogno kao ranije.

Tada vazi

Lema 4.1. Neka je Wy = Wy uravnoteZeni zakon 1
vrste u kome su sve operacije termarni GD-grupoidi.Neka Je
skup svih izvedenih binarnih GD-grupoida podeljen na klase

il

ekvivalencije relacijom ~v: (D = KlUK U ...UK . Ako je

K. Xklasa ekvivalencije takva da u K, gmﬁ_fm; ‘aﬁu&{"
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B

minarna GD-grupoida L%k i Ltm sa osobinom da od sle-

jeda Cetirl para preslikavanja
A

B B

2) 6L, 6plns

B
éBLm'

%) 6ALJ

A B

par u jednom paru oba preslikavnja su bijekcije za svakil
izbor elemenata @ ,855ec05300, iz skupova 31’82""'52n+1
respektivno, onda postoji binarna lupa (1) definisana na
skupu S koja je homotopna s1ika svih izvedenih binarnih

GD-grupoida klase Ki.

Dokaz. Definisademo binarnu operaclju @) na skupu

S, ako va%i jedan od uslova 1,%,4, sa

4

A
a ako vazi uslov 2, onda sa
B
6,15 (x,7) = 65T, xDégly 7 -

Da je operacija (:) dobro definisana kada vaze
uslovi 1 1ili 2 , odigledno je.Pretpostavimo da vazi us-
lov 3 i pokazimo da Je 1 tada operacija (:} dobro defini-
sana,

Neka su s i ¢t bilo koja dva elementa skupa S.
Preslikavanje-<$AL% je bijekcija pa postoji jedan 1 sano

jedan elemenat x takav da je S =*éAL% x, a kako Te pre-
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slikavanje éﬁLi sirjektivno mogu postojati dva razlicita

clementa Y1 i Yo takva.da je t = éﬁLi Yy = ALi Yo

B

" povezane postoje promenlji-
38} J

Kako su operacije L%k i L

ve X i x

q r? takve da se fiksirajudéi u zakonu wy = Wy, SVe

promenljive sem xq i X, dobija

o L%k(ol}{ (SX ) = éBL (%xq: g}{r),

gde su o, @, ‘0’,8 sirjektivma preslikavnja.Fiksirajuéi u

gornjoj Jjednakosti X, @ potom X, dobiéemo da Je

(4.1) GL L =bglp ¥
(4.2) Cply [ = gl d

Kako Jje (b sirjektivno preslikavanje postoje ele-
menti Z1s Zo tako da Je Y1 = Z1s Yo = Zy. Na osnovu

toga Jje

) 4

A LA
&yLic P21 = oLy 25
11i, uzimajuéi u obzir (4.2),

B B
éBng Z, = éBmegzz .

éBLi. je bijekcija pa mora bitil

(4.3) gzl =SZ2 .

o je sirjektivno preslikavnje pa postoji u tako da je

olu = x. Prema tome, na osnovu prethodnih rezultata sledi

- Lk(x,yl) éLk(du (Szl) é (ﬁu gz

=& L (\ﬁu cs\zz) ©, Jk(o(u (szz) & Al k(x’yz)
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Dakle, dokazali smo da 1z pretpostavke da je

éAL{; Y1 = AL%; T2 9
sledi

éj,_l‘glk(x’yl) = 6;;1‘?1:(""3’2)’
tj. proizvod s(i)t ne zavisi od izbora elemenata. ‘A 1
¥y, DPa je operaclja @ dobro definisana.

'Analogno se pokazuje da je i dobro definisana
operacija i ukoliko Je ispunjen uslov 4.

Kako su preslikavnja navedena u uslovima 1-~4
bijekcije za svaki izbor elemenata 21,355e:930n.7 jedno-
stavno se moZe pokazati da je (:) lupa.

Analogno kao u lemi 3.1l. dokazuje se da je lupa
(D homotopna slika i svakog drugog binarnog GD-grupoida

klase Ki i ta homotopija ima oblik
C B C C
y échh(x’Y) = éCLg X®GCLh y -

Lema 4.2. Ako klasa ekvivalencije K; sadrZi naj-

manje tri izvedena binarna GD-grupoida, takva da su tri ter-
narna GD-grupoida iz kojih su +i binarni GD-grupoidi izvedenil

medusobno razliditi, onda je lupa (:) grupa.

Dokaz je analogan dokazu leme %.Z2.

poidi.Neka Je skup (bo svih izvedenih binarnih operacija
koje nisu izvedene iz nezavisnih ternarnih operacija, pode-
ljen na klase ekvivalencije relacijom «a: CDO=K1L!K2LJ...LJKP.

Ako u svakoj klasi K., (i=1,2,...,P), Dostoje dva povezana
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A B_.
jzvedena GD-grupoida Lj%} i Ltih sa osobinom da od sle-

deda &etiri para preslikavanja

A A
1) 6, qui,, &, I,%

A ,
4 di
B B
T T
2) G L%, 65 LT,
I I‘E
A B
q; Ty
3) GA Lj . B Lm y
q; Iy

A B_
4) éﬁ_ qut ’ 6 L T y
qi T
bar u jednom paru oba preslikavanja su bijekcije za svaki 1z-
bor elemenata a,,85,.e0585, .9 iz skupova Sl’s2""’s2n+l
respektivno, onda postoji binarna lupa.(:) definisana na sku-
pu S, koja je homotopna slika svih izvedenih binarnih GD-gru-
poida klase Ki'
Proizvoljan ternarni GD-grupoid A skupa

D(w, ) U P(w,), osim nezavisnih, moZe se tada prikazati u
1 2

obliku

(4.4) ,A(x,7,2) = 6,17 xD (&I y@6,Ls 2),
i1i

(1.5) 6,A(x,7,2) = (6,12 x@D¢,15 v) DE,I5 = -

Lupe (@), (J) su jedinstveno odredene.

Izrazi (4.4) i (4.5) su jednaki tada 1 samo tada
Kada je ®=O i lupa @ je asocijativna tj. grupa.

Tupa (i) je grupa ako klasa ekvivalencije X, sa-

drzi najmanje tri izvedena GD-grupoida, takva da su tri ter-

narna GD-grupoida iz kojih su ti binarni GD-grupoidi izvedeni,
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medusobno razliciti.
Dokaz je analogan dokazu teoreme 3.1,

Dobijeni rezultatli mogu S uspedno primeniti na
neke uravnoteZene zakone na kvazigrupama raznih arnosti.To

demo ilustrovati sledecim primerom.

Primer. Posmatramo zakon

J K D q -
Ay (x4, Ag (x5, » A5 (0040 )9 %000 =
_ i. m n q

= B, (B,(x7,85(x31) v ¥y ) o Xmen)

gde su 1i,j,k,m,n,p,q prirodni brojevi takvi da je
i<j<k<m<n<p<q, & A;,B,, (i=1,2,3), kvazigrupe defi-

nisane na istom nepraznom skupu Q, arnosti

A= 341, |4, |= k-g+a-pri, |a5|= ok,

Bl\= q-n+1l, |B21 i+n-m+1, ‘B3‘= m-i.,

Ako stavimo

Al(Xl,X) e Al((xl)’(xi+l)’x)’

def fw
A2(X +l’x XP+1) —_— 2((XJ l) X,(X%+l)),

def ~
3(xk+l) —_— A ((Xk+1)’(xE+l)’(xE+l))’

Bl(x’x%+l) — Bl(x’(xg+l) ( 1))’

i uvedemo oznake
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v oL 1] ¢ K m L
Xl—(xl)’ X2_(xi+l)’ X;-(Xj+1)r X4(Xk+l)’ XS"(Xm+l)’

7 =(xP = (x4
Le=(x 1)y Xqp=(x5,4),

iobijamo ternarne GD-grupoide Ai,ﬁl, (i=1,2,3), koji zadovo-

1javaju zakon
Al(xlix2’AZ(K3’A3(X4’X55X6)’XT)) =
- Bl(ﬁé(xl,ﬁé(xz,XS,K4),X )1 Xg %)

dvde svi izvedeni binarni GD-grpoidi leZe u jednoj klasi ek-

r~ ~
A B
vivalencije Kl’ Lz% i Ll% su povezane operacijec takve

A B
iz su preslikavnja L31 i IL,1 bijekcije, u K; ima

+ri binarne eoperacije izvedene iz tri razlic¢ite ternarne
operacije, pa prema tome postoji binarna grupa (Q,9) koja

je homotopna slika svih izvedenih binarnih GD-grupoida.Tada Je

A (X, ,X,,x) = ly o ily o ol
V81800 X/ = 2 A 2 42 3z X 9
A A A
éAiﬁz(X3,x,X7) = éA L1 X3 O'GA.L X O(;A L3 X7 ’
2 2 2 2
~ X A A
6% A5(X,, X5, Xg) = 65 1,9%, 065 L,7X, 0 63 L%,
3 3 5 3
B B B
~ s | 1 1
T B B
U Lo 2 2 T2
6% B,(X,,x,X;) =651, X, 06zl °x 065 I;Xs ,
2 2 2 2
, B B B
3333():2,1{3,}(4) -GB3L1 X, 0633L2 X, OéB3L3 X,
A B A B A B




i. B A B i
S~ L.°%=L.1 E~1. =6~ TL.° b~ L. 02=zb~ L
23 31 EBl 333 ’ 113‘2 B2
1. B L. B
Lo 5 1 I~ i |
éﬁ.La = L, GA.LB = 137
3 2
adnosno
. L By
Al(xi,x) = M(xi) 0 N(xg+l) 0 Lj+lx .

A A
1 e Qv _ plK 112 4
I':'l-rl""“Z(}'[:H-l"X’KP+1) - P(xj+l) 7 Mkej+l ° Q(XP+1)

A, A
1 A2 Dy _ p(oD n P
Ly e1 D j+183(Kes1) = R(xp, ) © S(xp) © T(xpyy)

B
o] T+ P .4

By(x,x},1) = Iy7x © T(xp5) © Qx541)
B . . B, B

1 i n _ i 172 n
L, By (X7, %, Xy q) = M(x3) 0 Ty 9% © S(%pe1)
B B L

1,72 m _ J k m
LTy 51B5(%5,) = ¥(xgq) © P(x5,q) © R(xe,7)

arnosti
|M|= i, IN = jei, |P|= -3, lQl: q-p, ‘R\= n-k,

1
|S‘= n-mn, Tl= p-n,

definisane na skupu Q.




- 50 -

v DEO

0 UOPSTENIM (i, j)-MODULARNIM KVAZIGRUPAMA

2.L. Uvod

U jednom od svojih radova [?4] S.Milié je razmatrao
(i,j)-modularni zakon,Cetiri n-arne kvazigrupe A, 3, C; D

zadovoljavaju (i, j)-modularni zakon ako je
Jiel =1 i-1
(5-1) A(Xl sB(Yg)sX?+1) = C(Y% :D(Xl rYj’x§+1):yg+l)’

za svako Xy Vg r,s=1,2,..¢50.

Na prirodan nalin moZe se definisatil (i,j)-modu-
larna kvazigrupa A koja zadovoljava (5.1) u slucaju
A=B=°C=0D,

Ovde éemo ispitati uopsteni sludaj kada A zado-

voljava jednadinu
: 6(i=1) {ny .én j=1 i=1 n n

(5.2) A(xél :A(ytl):xé(i+1))=ﬂ(yl sA(xl ’yj’xi+l)’yj+l)’
gde je 4 n-kvazigrupa definisana na nepraznom skupu Q,
i,j mneki fiksirani brojevi 1z skupa N ={?,2,...,n3, 6 i C
pernutacije skupa N 8a osobinom Gi = Zi = i, 6j = tj = J.
Takvu kvazigrupu Gemo nazivati uopdtena (i,j)-modularna
kvazigrupa.Dademo potpun opis takve kvazigrupe.

Napominjemo da je time reSen specijalan slucaj

opitijeg nerci3enog problema koji je postavio Belousov V.D.

u (13]:
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Nadi sve n-arne kvazigrupe A koje zadovoljavaju
jednadinu

i=l A( 1+n 1) X2n—1)_ (yj-l ﬂ( J+n—1), 2n-1)’

A(X i+l 3+n

gde je y%n'l permutacija od xin"l.

5.,2. UopStene (i,j)-modularne kvazigrupe

Dokazademo sledeédu teoremu,

Teorema 5.1. Sva redenja funkcionalne jednaline

i=-1

6(i-1) tn _ n n
(5.2) Alx £¢1 aA(Y31 'Xé(i+1))‘A(yl A(x !yj’xi+l)’yj+l)’

gde je A n-kvazigrupa definisana na nepraznom skupu @,

i,i neki fiksirani brojevi iz skupa W = {1,2,...,:1} ,

& i T permutacije skupa N sa osobinom da je 6i =Ci =1,
éj ='Ej = j, data su sa

1=l J-l n ) o x

A (1Y = )
A(Xl) =X 08° R(xl 1 X410 %541

i
gde je (Q,0) proizvoljna binarna grupa, & proizvoljan
elemenat iz Q a (Q,R) proizvoljna (n-2)-kvazigrupa ko-
ja zadovoljava uslov

R(x; é(l 1) “R(x L(l 1) ¥ E -1; {n )=

x621+l% x6(3+1)) T(i+1) 2 *T(5+1)

_ i-l J=1 1
- R(xl y X +1,x3+1)

(Ovde pretpostavljamo da je 1i<j, ukoliko je

i>j dokaz je analogan).

Dokaz. Ako uvedemo glavne parastrofe n-kvazigru-

pe A
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¢-1 7-1

A(x?) = A(xgg), A(xl) = ﬂ(xgl .

jednadina (5.2) postaje

2,) 6-1,( i=1 Z_lﬂf' Il) n )—A( J—l A( j=1 n . ) 61
(5, ¥ X 3 \Yl ’xi'!-l - yl ’ Kl ’y‘-j?xi_'_l !Yj_l_:[_

Jednadina (5.2') zadovoljava uslove teoreme 2.3,

- M
iz L64J, pa na osnovu te teoreme imamo

s
-1
e A(x]) =ol(px; © K(xy “x ),

C'l

A(x]) = TR, xG, 1) 0 ¥x,),

A(x]) =l (P(xd™H x5, ) 0 %)

3+l

n i=1 2
A(X ) —ﬁx OF(X l+l),

.
gde su oi,(a,“ﬁ permutacije skupa Q, X i P (n-1l)-kva-
zigrupe a (Q,0) binarna grupa.

DefiniSemo glavne parastrofe K, P (n-l)=kva-

zigrupa K, P na sledeéi nalin:

i ‘-4 ] ..4

i-1 .n _ e (i=1) _émn
K(x 1+1) = K{g"1 *"6“‘(14-1))’
— -1
C 3—1 - _ ?;(j-l) le
P(xj 3+l) = Plxz4y ’(3+1))’

F o

gde Jje 6 definisano na skupu N“V{i}, a ( na skupu

ASEED

Tada jednadine (5,3) moZemo pisati u obliku
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(5.4) A(x]) =el(pxy o K(xl‘1 T 1)),
(5.5) A(x]) = p7H( (’P(x =1 ,x2, 1) ofx),
(5.6) CAGE) =TT ) 0xy),

(5.7) AGR) = ¥x; oK(x17h, 2D, ).

Iz (5.4) i (5.6) sledi

i-1 .n j=-1 .n
d((BX K(X l+1)) -o((P(X ’Xj+l)ox;j) 9
i1 ako stavimo X; = a, tako da je (3& = e, gde Je e Je-

iinica grupe (Q,0), dobija se

. 1—1 e -1 _n
5.8) K(x i) = R(x yi*l’xa+l)(jxj ,

‘de je R (n-2)~-kvazigrupa definisana sa

R(xl -1 gd-1 .n ) = P(:icl"'l a, xd=3 8 ).

X112 %541 1417 %5+1
Dakle, (5.4) postaje
5.47) A(xT) = ol( o R(xI™4,xd77,x2 ) ox.)
5. 1) =l pxy X)Xy, ] 0%541) O %Xy

Iz (5.4?) i (5.6) dobijamo
5.9) P(x ) = MAX (}R(xi -1 xd-1 n ).
' %31 (X4 1 2 *ie10% 54

z (5.4?) i (5.7) sledi

i- j=1 _n _ -l 2
o pxioR(xl ’xl+l’x:|+l) ij)" XxiOK(x 1)’
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i za x; = b, tako da je ¥b = e, imamo

i=1 - i=1 _j-1 _n
(5.10) k(x 1+1) oL(c o R(x ,xl+1,x3+l) 0 xj),
gde je [bb = c.
Na osnovu (5.8),(5.10) i na osnovu definicije pa-
EK:

rastrofa , bide

6
(5-11) R-( (l l)r Gi !xé,(j+1) j_ &l x6(1+1))—

i=-1 . n
= K(x ’X1+1) -

Iz (5.4) i (5.5) sledi

A( o, © Sx(xi=1,x2, )= pmH( “r(xd? x84 obx),

t3.
el (bx; 0 RO, xd7T,x5, 1) 0 x4)=

1+1’ 3+1

a odatle je

i- j=1 _n
(>x; 0 R(x7" ’x1+1'x3+1) 0¥y,

gde smo koristili (5.9) i definiciju parastrofa (p

Dakle,

(5.12)  (ellxg o ROxE{ M g7 xfy 0y) 0 5y) -
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i- 1 ;]-l <
= 0
X, R(x Sy J_}_1) 03:{ .

Iz {(5.4?) i (5.7) s obzirom na (5.10) dobijamo

j-1 .n -
’X:.+l’x3+1) Oxj) -

(5.13) - o(pxyoR(GT

i-1 3-1 n
—\5}: OOL(COR(X 1+1’XJ+1)ij)'

Iz (5.13) zamenjujuéi sve Xy, (x # i,j, k€N ),

: 11 j-1 .
sa a,, tako da je R(ay 1+1’ g l) sledi

!
_ -1

o{(xiﬂxj) -\6’(‘:. xiOo-(chj ’

to jest, oL Je kvaziautomorfizam *) binarne grupe (Q,0).

Dakle, o se mo¥e prikazati u obliku of= Rde , gde je

automorfizam grupe (Q,0) a Ry translacija grupe (Q,0).

Tako jednadina (5.13) postaje

Opx; © o Rr(xit,xd71,x,1) 00x 04 =
j=-1 <2
-‘6): 0Bc¢ OBR(J{ 1+1’ J+l) Oexaod
to jest,
(5.14) (bx = p~1¥xoc .

Mﬂ

*) Permutacija oL grupe (R,0) se naziva kvaziautomorfi-

zam ako postoje permutacije (15 ¥ skupa Q takve da je

A(x0vy) —(I,XOXy, za svako X,y€Q Lll] Svaki kvaziauto-

am ol mo¥e se prikazati u obliku ol= Lj D ili

morfiz
=R.§?’, glesu G i O’ automorfizmi 2 pr: DO X,

Rx = x04, P,d€ Q, translacije grupe (Q,0).
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Iz (5.11) imamo

6(1—1) 6(3-1) en _
(5.15) R(x, 3 GEl 1; e(3+1))(3xj B
j=1 n
_GCOQR( 1+l’ 3+1)0 Bx od .
L. -1 Liel §-l _ L 3-1 _ n _ B
Stavlaaauc1 Xl = bl ’ Xi+l = bi+l’ xj = €, Xj+1 - bj+1’

u {5.15) dobijamo

= (ecoeR(bil'l, iﬁ_, bl 1))'103( eli-1) béﬁiﬁ; b6(3+l))

. i-1 _ i1 j=1 _ 31 n _,.n
Ako u (5.15) fiksiramo x7 = = by , Xi;1 = Pi41 X 541703410

dobijamo da je O unutrasnji automorfizam

(5.16) Bx =doxod
i
(5117) ox = 4dox .

Prema tome,

-1 _j-1

6(1-1) $(3=1) _én _
(5.18) R( ’X6§1+l§’ 6(3+1)) =doe 9 R(X ’x1+l’x3+l

Stavljajuéi u (5.18) x, =1 za svako r # i,3J, TeN,

bide doc =¢e, *tij.

(5.19) R( é(l—l) G(J-l; én )_ R(xl-l’xj-l n ) ,

1 Xg(ivl ) ™6 (3+1)

Iz (5.16) i (5.14) imamo

(5.20) px = d c¥xodoc = aToYx.
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oY x, o 8B S H Y T 0% -

= X 0‘1(}:1"1 3;]1_,XIJI+1) o‘é:x:j .

|

; ako ponovo fiksiramo X £, za svako T # 1,37, reiN, 1

I

n-
oznadimo & O X; © R( £ ) =y, dobiéemo

H(yoxj) = yOZ;xj,

a iz gornje Jjednaline za X4 = € sledi

(5.21) Yy = yo &,

gde Je g=ﬁe .
Dakle (5.20) postaje

(5.20’) (’)X:d_]‘OxOg .

Jednakost (5.12) sada moZemo pisati u obliku

2‘:(1 1) E ; -
x; 0 R(x i+l x’C(J-{-l))Oijg'
_ i-1 _j=-1 1
= X o R(x7 ,xl+1,x3+l)0xj0g ,
ti.
t(i-1) E lg n i=1 _j-1 .n
(5.22) R(x7] P XT(141 xC(j+l)) R(xy ’x1+1’x3+1)

Prema tome, na 0sSnovu (5.17),(5.207) 1 (5.4*) sle-

di da se kvazigrupa 4 ‘mo%e prikazati kao

- j=l _j=1 _1n
(5.23) A(x7) = x4 o g 0 R(xy 'x1+l’x;]+l)0xj'
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Time Jje dokazan prvi deo teoreme.
Jednostavnom proverom zakljulujemo da vazi i

obrnuti deo teoremec.
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INFINITARNE XVAZIGRUPE

6,1, Uvod

U implicitnom obliku pojam infinitarne operacije
spede se u raznim oblastima matematike, postoji izvestan
broj radova u kojilma su razmatranc infinitarne operacije
a1i infinitarne kvazigrupe do sad nisu bile ispitivane.

U ovom delu najpre éemo dokazati da postoje infi-
nitarne kvazigrupe, neprebrojive, prebrojive i bilo kog ko-
naénog reda.Takode ée biti pokazano da postoje infinitarne
lupe.Zatim éemo dokazati da ne postoje netrivijalne (i,j)-aso-
cijativne infinitarne kvazigrupe (a to znadi da ne postoje
ni netrivijalne infinitarne grupc).lIspitacemo jednadinu op-
$te asocijativrosti na infinitarnim kvazigrupama i dati opste
resSenje te jednaéine.Dokazaéemo egzistenciju netrivijalnih
infinitarnih kvazigrupa aditivnih nad Abelovom grupom i od-
rediti redenje funkcionalne jednadine na infinitarnim kvazi-
grupama koja predstavlja jedno uop3tenje funkcionalne jednacli-
ne opste entropije.Uvedéemo infinitarne operacije razliditih
tipova i razmotriti neka pitanja u vezi s tim.Pokazademo da
se i na infinitarni sludaj prenose neka svojstva n-kvazigrupa
i pomenuti neka specificna pitanja te teorije.Na kraju ée bi-
+ti formulisani neki problemi iz teorije infinitarnih kvazi-

grupa.
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Beskonadni niz X1Xp 101X ,s00 (rednog tipa
w) oznadavademo sa x>y (m konalan prirodan broj).Besko-
. . o
naéni niz x,X,...,X,... oOznadavademo sa X .
Neka je Q mneprazan skup.Skup svih beskonadnih
nizova (rednog tipa w) elemenata iz Q *oznaéavaéemo sa

Q™.

. . tA) . . .
Preslikavanje A: Q —>Q nazivamo infinitarna

operacija na Q (tipa w ).Ureden par (Q,A) nazivamo

infinitarni operativ.Ako infinitarna operacija A pridru-

Zuje nizu x'fe Qw elemenat yeQ pisademo
A(xf.) =Y .

Infinitarni operativ (Q,A) takav da je skup Q

Jedno€lan nazivademo trivijalan.

6.2. Dokaz egzistencije netriviialnih infi-~

nitarnih kvazigrupa i lupa

Najpre dajeno definicije infinitarne kvazigrupe 1
lupe,
Definicija 6.1, Infinitarni operativ (Q,A)} nazi-

va se infinitarna kvazigrupa (krade, oo-kvazigrupa) ako jed-

nadina
i1
(6.1) A(al ,x,a;l) = b,
ima Jedinstveno reSenje po x za svako ai'l,a?ll,beaQ i za

Svako i=l’2'l¢l’n’i-. L

Definicija 6.2. Elemenat e infinitarnog opera-

tiva (Q,A) naziva se jedinica ako je
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il o
A(Ce ,x, ¢ ) = x,
za svaka X €Q, i za svako 1=1,2,..e,0500. o
Ako infinitarna kvazigrupa (Q,A) sadrzi bar jed-

nu jedinieu onda se (Q,A) naziva infinitarna lupa ( oo=1upa)

Dokazaéemo postojanje infinitarnih kvazigrupa i
lupa.
Neka je R skup svih realnih brojeva i neka je
]Ei("J skup svih beskonafnih nizova elemenata iz R.
Na skupu R®” definiemo binarnu relaciju na sle-
deéi nadin.Nizovi o= a3y 1 p= b; su ekvivalentni,
ol
o(."-'r} , ako i samo ako jJe Z lai - bil<00 .0&evidno
i=1
je da je ol~et, 1 da 1z ol."“f's gledi (ot . Pokazademo da iz
oL~ PN}{ , gde je Y= e7, sledi oL~¥ . Zaista, ima-

mo
;lai"eil= ;l(ai'bi)'*(bi'ci)lé
i o
S;|ai-bi‘+§|bi-cil<m

ti. o~ § . Dakle, "~ Je relacija e vivalencije.

| Na skupu R definiSemo infinitarnu operaciju ko-
ju oznadavamo sa A. U svakoj klasi ekvivalencije KX, defi-
nigsanoj relacijom ¥~ %, biramo po jednog predstavnika 6 = s‘f
Neka O odgovara tom predstavniku, to jest, AM(e ) =0 .

Ako je ol= a‘feK, tj. ol~6, onda je

(6.2) Z;l |2, - 8;]<oo .

-
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Elemenat A(el) gdefinifemo na slededéi nadin:

(6.3) A(O() = Z (ai"‘ Si)t

i=1

Iz (6.2) sledi da je red na desnoj strani jednakosti (6.3)

apsolutno konvergentan,

Pokazademo da jednadina
k-1 0
(6.4) Alay" " yx,a) ,) = b,

ima jedinstveno reenje za svako a%'l,a;il,b i za svako
k=1’2’-.- .

. k=1 . . .
Neka niz o’= aq ,O,aiil pripada klasi K &i-

ji je predstavnik © = s7. Tada po definiciji A

oD
A(o(.’):E;(a.-s.)-s = b’ ,
=7 i i k
ik
iz oL M= a%"l,t,aiil, gde je 1 proizvolin realan broj,

¢evidno pripada klasi K. Onda je

>a
5.5) Aol ®) = ;g;j(ai -~ Si) + (%t - 51) =1t + b?,
i#k
poredujuéi (6.4) i (6.5) vidimo da je reSonje jednadine
5.4) droj b - b’ i da je to rederje jedinstvono,
Analogan metod moZemo primeniti ako umesto skupa

zalnih brojeva R uzmemo skup Z svih celih brojeva.U tom
ludaju o(:*-'l's znac¢i da se mizovi ) = aaf i (3: bcf razli-

1Ju samo na konadnom broju mesta.Zaista, uslov
o
|

e ——

-1 ta, = b.l<co- Je ispunjen ako i samo ako je a. #b. za
:1 i ll 1 1




vonadan broj indeksa.
Na isti nadin mozemo konstruisati infinitarne kvazi-

crupe na skupu Q@ sa n clenenata, gde Jje 1 proizvoljan

prirodan broj.Z%a Q uzimamo gkup ostataka celih brojeva PO

modulu n. U tom sluéaju w130p> sko i samo ako se nizovi

ol = d?j i (5=.5?3 razlikuJu na konadnom broju mesta, pa je
o |
N
cuma 2. .(a; - s;) za dva niza ol = aT i = s._‘i" iz
iz1 i i
iste klase ekvivalencije, uvek dobro definisana.
Sada éemo dokazatl egzistencliju infinitarnih lupz.

Na skupu RGJ svih nizova realnih brojeva defini-

Semo relaciju ckvivalencije kao u prethodnon primeru.Neka
je Ka klasa ekvivalencije odredena elementom ac€& R, oé.néKa.
Tzda niz o= O:g takode pripada K,. Uzimajudéi da Jje o€
predstavnik klase K_, definidemo infinitarnu kvazigrupu A

na R kao u prethodnonm primeru (tada je A(K) =0 ).

Elemenat a je jedinica infinitarne kvazigrupe
(R,A). Zaista

.&(X’ %.Q ) = X,

k
A a, x,{g?) = (a-0)+0+...+O+(x-a)+0+... = X.

Ako a,bE&R, a £ b, onda je odigledno da nizovi
A i b nisu ckvivalentni.Dakle, birajuéi na takav naéin
predstavnike svih klasa Kj moremo dobiti da Je svaki ele=
menat skupa R jedinica,

Sa drugadijim izboron predstavnika 12 klasa Kj

mo%e ge dobiti da je skup svin jedinica proizvoljan podskup

M<R.
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oo -~kvazigrupe

6.3, (i,j)-asocijativne

Definicija 6.3, Infinitarni operatlv (Q,A) se

nagiva (i,j)-asocijativan ako zadovoljava zakon
(6.6) A A(x52),55°) = AG{THAGD) T ),

za svako xf",yf"e Q.

(Ovde pretpostavljamo da je 1 # j).

Definicija 6.4. Infinitarni operativ (Q,A) se
naziva infinitarma polugrupa ako zadovoljava zakon (6.6)

za svako 1 1 j.

Definicija 6.5. Infinitarna kvazigrupa koja je

infinitarna polugrupa naziva se infinitarna grupa.

Primeri infinitarnih polugrupa dati su u [60].
Tamo je takode dokazano da netrivijalne infinitarne grupe
ne postoje.

Sada demo ispitati (i,j)-asocijativne infinitarne

kvazigrupe.

Lema 6.1, Ako je infinitarna kvazigrupa (Q,A)
(i,j)-asocijativna onda je ona (j,2j-i)-asocijativna,
(Ovde pretpostavljamo da je 1i<j).

Dokaz. Neka je a proizvoljan elemenat iz Q.

Tada, kako je (Q,A) (i,j)-asocijativna, bice

il -
ACET,AC T A(x$),5%),8 ) =

i-1

C 1 o
= A( a :Xi l,A(x%_i+l,A(x;¢),yi’°), a ) =




-1 5.3 2j=1-1 00 @y Ty =
A( a ,x% l,A(x.i.l A(x ._.),yl ), & ) =

H

i -1 '._._ oo
A(la ,A(xiJ L 1,A(x§§_i),yl ),

oh)

3 obzirom da je A infinitarna kvazigrupa onda morsa biti

' w2 j=i=-1 o2 o0
AG™L,A(xS )97 ) = AGITT Ay s )e T )

tj. A Je (j,2j-i)-asocijativna.

Teorema 6.l1. Ne postoji netrivijalna (i,j)-asoci-

cijativra infinitarna kvazigrupa.

Dokaz. Neka je (Q,A) (i,J)-asocijativma infinitar-
na kvazigrupa.Na osnovu leme 6.1, (Q,a) je (j,2j-i)-asoci-
jativna.

Neka su a,b proizvoljni elementi skupa Q. Ako

je A{ @ ) = ¢ onda postojl elemenat de€Q tako da Jje

k-1 o0 : .
b = A(e, & ,4, a ), gde je k = J-l.
Tada je
i=-1 co i=-1 K- o0

i
on
o
e
W
o
F
¥
Ay
L
o
f
J

||
-
W
.
o™
o
v
PR
1
o¥
[
-
w3
| -
}

-1
a ,A(d, 2 ), 2 )

L1 .
A( a :A( a ),

|
o
)
o
D
>
oo
'o?
Y
g
Ay
It

S
R

St
I

i
>
ol
b
e
o~
O
{0
o

I
.
=
o
=
o
St
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gde smo koristili (i,j) 1 (j,2j-i)-asocijativnost infini-
tarne kvazigrupe A,

Prema tome, za svako &a,beQ

i-1 o0 j=1
("a ,b, a ) = A("a ,b, a )
Neka su xf’,y proizvoljni elementi iz Q. Onda
i"l o0
postoji 2z tako da je x; = A( vy ,z2,y ), Dpa imamo
o0 i=1 i-1 Q0 o0
A(xl ) = A(xl :A( Y 1%, ¥ )sxi+1) =

. T |
i=1 J o0 o
= A(Xl sA( Y 22, Y )’xi+l)

- k i

| 1
A(x3™H, ¥, A

- o -
Y » 2 4, ¥ )rxi+1) =

1

1]
.
F o™
b
l_l
|
|_J
&
™
2
S

Time smo dokazali da je za proizvoljne elemente

Xfﬂ’ Y
oo i-1 k oo

Ako u (6.7) stavimo U = X; = Xy 30 = eee = Xy T e
i x =y, zasvako m 4 i+nk, m>i, dobijamo

: k-1 k=1 : k-1 k=1

-1 -1

A(Xi s Uy ¥ Uy ¥ yUyeso) = A(Xi s Yy ¥ Wy ¥ yUyeos)

ti. u =Y.

To znadi da se  Q sastoji od samo jednog elementa

i teorema je dokazana,

Primedba. U [?O\ je dokazano da ne postoji netri-

vijalna infinitarna grupa.U napomeni na kraju pomenutog rada
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navedeno je da se lako mobe videti da sve leme koje su tamo
dokazane vaze pod pretpostavkom da je infinitarna operacilja
samo (1,2)-asocijativna.Napominjemo da je u dokazu leme l. U
[60] korisdena (2,3)—asocijativnost a ne samo (1,2)-asoci-

jativnost.

6.4, Opsta asocijativnost na infinitarnim

kvazigrupama

U definiciji infinitarne kvazigrupe dato} u pret-
hodnom odeljku upotrebili smo prebrojive skupove promenlji-
vih rednog tipa W ¢ preslikavwmje A koje definiSe infini-
tarnu operaciju preslikava prebrojiv skup rednog tipa
xl,xz,...,xn,... a neki elemenat y iz 1istog skupa Q.
Ovaj skup promenljivih 1ima redni tip w i reéicemo da
operacija A 1ma takode tip W.

gada demo uvesti infinitarne kvazigrupe tipa
w4+ X,

Preslikavnje A: al,a2,...,an,...,bl,b2,...,b ~>C

k

<
+% gznadavamo skup

definisano na skupu QT ( gde sa Q™
+vih beskonadnih nizova rednog tipa (W +k elemenata iz Q)
se naziva infinitarna operacija tipa w +k. U tom siudaju

pisemo A(azo,bg) = ¢. Tip operacije A oznadavademo sa |Al.

Definicija 6.6. Infinitarni operativ (Q,A) ti-
pa ) +k se naziva infinitarna kvazigrupa tipa w+k ako
jednaline

i-1 o Ky_ oc L i=1 kK ..
A(al ,X,ai+l,bl)—c, A(al rbl YB3 ,7/=C
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imaju jedinstveno reSenje po x odnosnc Yy, 2a svako
aD,bq,ceaQ i za sve prirodne brojeve 1 u Prvoj jednacini
i ga sve 1i=1,2,...,k u drugoj jednalini,

Razmotridemo funkcionalnu jednalinu opSte asocija-

tivnosti na infinitarnim kvazigrupama:

ll o0 I o0 _ j=1
(6.8) AxyTT,Bx 7)Yy )= C(xy T,D(xT Y ¥1) 1V ag1)
gde su A,B,C,D infinitarne kvazigrupe tipova
]
|A‘=w, |Bl=w+r, ‘c|=w, lD\=w+s,

definisane na istom nepraznom skupu Q, 1i,j neki fikesirani
prirodni brojevi a r, s nenegativni celi brojevi.
Dademo op3te redenje jednadine (6.8). Ne umanju-

juédi opStost moZemo pretpostaviti da je 1«73,

Sludaj I. 1 = J.
Pedslugaj I,. T = 83x0.

Ako u (6.8) zamenimo promenljive xl"l,ycil ne-

kim fiksiranim elementima ai“l,b;il iz skupa Q dobijamo

r —
ol B(X71,%7) (BD(X1+1’V1

gde su o, (% permutacije skupa Q definisane sa

X X = A(al l,x,boo , (bx = C(al -1

el ,X,b9% ), 3.

r+1
<A
=E§B, (9=‘$O{.).
Stavljajuéi u (6.8) 68 umesto D dobijamo

i=l

i~1
A(x ,B(X?LG ,Y{),Y;ﬁl =C(Xi y eB(Xi ryl ’yr+l)’

ili




data su sa

(6.9)

A(x
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1-1 X
ZyIpy1’ T

Dakle, u ovom slucaju sva redenja jednaline (6.8)

je~ l e i-1 <
D = 6B, A(xy77,2,¥p) = C(xp 7 02, p.1)

gde je O proizvoljna permutacija skupa Q, B 1 ¢ pro-

jzvoljne infinitarne kvazigrupe tipova lB‘=Cn+cr, \C\=

a D

analogno).

i A su odredene jednaclinama (6.9).

mentima

Podsludaj I,. s>r>0. (A4ko r>s20, redenje Jje

Ako u (6.8) fiksiramo promenljive i'l,yoil ele=-
i-1 . |
ay ,bgil dobijamo

S at
Al(B(xi '3’1 ,YI.+1) ?3D(x;",y1),

gde je % permutacija skupa Q definisana Sa

x =

to jes

(6.10)

gde Je

ili

(6.11)

i-1 . S i-1 g
c(ai %, 030, 1 Alzypy) = A3 SN SRTLINCOL
t,
5 .8 T s
D(XEU,YI) = K(B(x;“,yl),yr+1),

_y-1
= ¥7TA.

stavljajuéi D natrag u (6.8) dobijamo

-1 -1
A(xy ™, B(XT 4 ¥7) Vg1 )= o(xi L R(B(ET ,¥T) s ¥psn )1V se) s

j=1

i-1 S
Alxy 7,2 2,7m41) = ¢ K(2,Yp41) 5 Vgr1) -

U ovom sludaju sva reSenja jednacine (6.8) data
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su jednadinama (6.10) i (6.11), gde su B i C proizvoljne
infinitarne kvazigrupe tlpova IBl=cu+r, \C|= w, X pro-
izvoljna kvazigrupa arnosti s-T+1 a A i D su ocdrede-

ne jednadinama (6,11) 1 (6.10).

Slugaj II. i<j.

Podsludaj II.. r>s=20,

. . " l 1 i-l )
Zamenjujuéi u (6.8) X7 ,yr+1 sa aj D17

dobijamo

B( l ’yl) = Cl(XJ -1 D(X !Y1)1YS+1)

gde je oL permutacija skupa definisana sa ox =

_ i-1 oo j=1 r _ i-1 _j=1 T o0
B A(E"‘l ’x’br+l) a Cl(xl ’Z’Ys+l) - c(‘9'1 X3 ’Z’ys+l’br+l)3
tj.
-1
(6.,12) B(XE°9Y{) K(xi , D( 3 ’yl)’ys+l)’

gde je K =:i'1cl.

Stavljajuéi B natrag u (6.8) imamo
j=l jem 1 oo S T
A(Xl :K(X% ,D(Xj ’yl)’ys+1)’y;:l)=c(x D(X :Yl)’ys+1)r

ill

Jj=1

(6.13) C(xl ,z,ys+1) = A(x K(xa"l

r
’Z’YS+1)’y;il)'

Sva refenja jednadine (6.8) data su sa (6.12) 1
(6.13) gde su A i D proizvoljne infinitarne kvazigrupe
tipova [A|=LU, ID!=<»+-S, K proizvoljna kvazigrupa ar-
nosti j~i+r-s+l1 a B i C su odredene jednacinama (6.12)

i (6.13).

Podslugaj Il,. s>1r=0,

U ovom sludaju opSte reSenje dobijamo analognim
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metodom kao u L§3J.
Ako u (6.8) zamenlmo promenljive l-l,ygil ele-

i-1 yoo  j; Q, dobijamo

mentima 27 “,Pg41
-1 < j=1 T
(6.14) A (B(x{ 3,yl).yr+l)=01(x% ,D(%3,371¥p41)) 2
-] S Tl
gde je A (z,yr+l)-A(al ,yr+1,b;11), Cl(xi ,2) =
-] -]
C( 1 X% Z,bgil).

Ako stavimo

A (2,32, == (2, (52,0))s
Bt a0 D) == BT, (5D
¢y (x37 2y == (e h,),
D(x?“,x{,y§+l 222 B 3 73 (Y1) )
i uvedemo oznake (xi™%) = (xF 1) = ¥, (3,1) = Z»

jednacina (6.14) postaje

Kl(B(er)rz) = Ul(XrB(Y’Z))!

gde su Kl,ﬁ ﬁi,ﬁ GD-grupoidi definisani na

E,: Q x @°7F—=Q, T, 3 x @ 0,
g . oodl g g*Tmq, DT 95T — Q.

Ovi GD-grupoidi zadovoljavaju uslove teoreme 2.

iz [63), pa je na osnovu te teoreme
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5(x,Y) =L~ ¥x0dY),  B(Y,2) = LF“l(gyopz),

to jest,

(6.15) B(x%,y5) = o208 (I 08 (xP,¥E)),
. | o Sy _(n=1 S o _T | S

(6,16) D(x3 ¥7) =7 (0 (x5 ,yl)‘qﬁ(yr+l)).

gde su o(,tf permutacije skupa Q, (Q,0) Dbinarna grupa,
¥ i (5 kvazigrupe arnosti lﬁl: j~-1i, |(3|= s-r, a
éﬁ infinitarna kvazigrupa tipa wW+7T. |
Koristeéi (6.15) i (6.16) zamenjujemo B i D

natrag u (6.8) i dobijamo

(6.17)  AGx™h, o« THE (T 08 (x7 Ly YR =

= C(xi"l,tf-l(fg‘(xj » Y1) 0P’(Yrﬂ.))"ys+1)"'

pa ako u (6.17) zamenimo promenljive xg"l elementima ci'l

tako da je b (cfl.j_"l) = e, gde je e jedinica grupe (Q,0),

imademo

i=1 -1 e T o0 \_ i-1 o3 T S
A(xl , A S(Xj ’Yl)’yr+1)"K(xl :S(xj’yl) O(l’(yr+1)’ys+1)

gde je
i=-1 i
K(x7™",¥,¥oeq) = C(x7” LP Y ¥50
Prema tome,
-1 -1 -1
(6.18) A(xl ,y O "X, ¥ 0q) = K(xl x0((y7,7),75%1)-

Ako u (6,17) zamenimo xgﬂ,y{ elementima cga,d{

tako da je g(cﬂ;Il ,di) = e, imademo
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(6.19)  C(xd™, ¢ T Ip(r,1) v S ) =A™ T (T, ),

i na osnovu (6.18) i (6.19) sledi

J=1 -1 S oy _ i-1 j=1 S o0
C(xy ™" @7 p(yp,1) ¥y )=K(xy , B(xf7) o A(Tp1) 0¥ g41)
t3.
4 . -
c(x{™",y,v551) = K(xg L §(x{™7) oy, yg,1)

Dakle, u ovom sludaju sva reSenja jednaline (6.8)

data su sa

1

%,35) = KO, etx0nlyn,) v )

B(x{®,5) =70 (x] '1)08(::3 73)),

i 1
(6,20) <
i1 =) 1 - .o
C(}C::l,- 9Y’Y;3_1) = K(Xi ) )S(Xi ) °-,£'Y,YS+1),

oo Sy _ =1
L D(Xj ryl) -"LF (3(](3 ryl) (B(Vr_'_l))t
gde su Gi,(P permutacije skupa Q, (Q,0) binarna grupa,
(5 i ¥ kvazigrupe arnosti Hal: s-r, |¥|= j-i, a
:g, K infinitarne kvazigrupe tipova Lg\=tu+r, | Ki=Ww

Sve prethodne rezultate objedinidemo u zledecoj

feoremi
Teorema 6.2. Sva redenja jednadine
-1 j~1
(6.8) A(J'Cl ,B(x ?_o:yl) yr+l) = C(x D(xj :Y1)3Y5+l)t

iata su slededim relacijama:
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i-1

~ -1
D = ¢ B, A(x ,z,y;il) = C(xl 95,yr+1)

12 (i=j, s>r>=0)

D(x{°,¥7) = K(B(x{°,¥7),¥5,1),
A(xi'l ZyYog) = G(:{l"l K(z,yr+1) Vouq)s
K= s=r+l,
II, (i<j, r=s5=0)
B(x51,¥7) = K(xg-l’D(x§u’Y§)ryg+1)'

j=1 i-1 3=1
O(x1™02,¥551) = A0 T K(x T2, 55,), v 05),

Ki= j=i+r-s+l,

-1 -] j=1
C(XJ ’Yrys_}_l = K(Xl ﬁ(x{ ) ('Dy yS-i—l)

D(x,v9) =728 (T ,¥E) oply2,,)),
L=w, |<¥l=tﬂ+r, [@|= S-r, “£\= j=1i,

Sve operacije na desnim stranama ovih jednakosti

1 proizveljne, (o) je proizvoljna binarna grupa.




6.5. Infinitarne kvazigrupe aditivne nad Abelovom
grupom i jedno pop3Stenje funkcionalne jedna-
ine opSte entropije na infinitarne kvazigrupe

U ovom odeljku najpre ¢emo jefinisati pojam aditiv-
ne infinitarne kvazigrupe nad nekom Abelovom grupom, potom

demo pokazati da takve netrivijalne infinitarne kvazigrupe

postoje 1 navesti neke njihove osobine.

7atim demo ispitati funkcionalnu jednadinu
(6.21) A(B,(x5°),B,(377))=C(D, (xy,¥7) yDo(Xs,Tp)seen)s

gde su A, Dj, i=1,2,... , Dinarne kvazigrupe a Bl’BZ'c in=-
finitarne kvazigrupe tipa «w SVE definisane na istom nepraz-
nom skupu Q. Pokazademo da sSu sve A, Dy, i=l,2,e04. 1zO-
topne jednoj Abelovoj grupi (Q,+) a infinitarne kvazigrupe
By ,B5,C izotopne infinitarno] kvazigrupi aditivnoj nad (Q,+).
Na osnovu toga odredidéemo opste redenje funkcionalne jednaci-

ne (6.21).

Definicija 6.7. Ako je Q neprazan skup, (Q,+)
Abelova grupa a (Q,R) infinitarna kvazigrupa takva da je

R({xiwi}::l) = R(x7 ) + R(y] )»

za 8vako xzn,yf”eQ, onda infinitarnu kvazigrupu (Q,R) na-

zivamo aditivna nad Abelovom grupom (Q,+).

Dokazademo najpre da postoje netrivijalne aditiv-

ne infinitarne kvazigrupe.
Neka je Q:{p,l,...,m-l} skup ostataka celih bro-

jeva po modulu m, a (Q,+) aditivna grupa ostataka po mo-
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dulu m.Skup svih beskonaénih nizova (tipa w) elemenata
iz @ oznaCavamo sa QUJ. U odnosu na sabiranje nizova defl-

nisang sa

(x{"’) + (y77) = (fxiwi’;il),

skup Q™ je o8evidno Abelova grupa.

U skup Q% uvodimo relaciju ekvivalencije "~ "
na sledeéi nadin: dva niza iz Q™ su ekvivalentna ako 1
samo ako se razlikuju samo u konadnom broju &lanova.Da je
ovako definisana relacija zaista relacija ekvivalencije jed-
nostavno se proverava.

Uodimo sada u skupu Q% podskup H koji se sa-
stoji od svih nizova u kojima je samo konafan broj ¢lanova
razliit od 0. Lako se utvrduje da je H podgrupa grupe
Q% . Elementi faktor grupe Q“VH su ustvari klase ekviva-
lencije kolidénik skupa Q%/~. Zaista, ma koja dva niza 1z
istog suskupa (ai’)+H razlikuju se samo u konadnom broju
8lanova tj. pripadaju istoj klasi ekvivalencije.Ako su (bif)
i (ci’) dva niza iz iste klase ekvivalencije onda niz
({bi-ci}zzl) pripada skupu H jer ima samo konacan bro
&lanova razliditih od 0, tj. (b]':_”) i (cf') pripadaju

istom suskupu faktor grupe Q°/H.

DokaZimo da je H servantna (deljiva)™®) podgrupa

grupe Q.

W

*) Podgrupa C Abelove grupe G se naziva servantna (ili

deljiva) ako za bilo koji elemenat ceC i proizvoljan

prirodan broj n 12 redivosti u grupi G jednacline
nx=c,

sledi redivost te jednadine u podgrupi C. ([59], str.148).
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Zaista, neka je (c;D)GEH, n prirodan broj i ne-

ra postoji niz (x{“ ) € Qw tako da vagzil
n (x{g) = (cia):

J nizu (c{®) samo konadan broj &lanova je razlicit od nu-

le.Oznadimo sa M skup indeksa svih tih dlanova koji su raz-
1iditi od O. Tada je ci;é 0, 1ieM; ¢ =0, keN~M, (gde
je sa N oznalen skup svih prirodnih brojeva).Niz (75~ e H
iefinisan sa ¥y, = Xy, ieM; vy, =0, k€ N~M, gzadovolja-

va jednadinu
n{y3®) = (e7°),
a to znadi da je podgrupa H servantna.

¢rupa (Q®,+) Jje periodicna, redovi svih njenih
elemenata nisu veéi od m, to 1isto vaZzi i za njenu servan-

tnu podgrupu H pa je prema tome*) podgrupa H direktan

sabirak grupe Q“J.

)

To znadi da postoji podgrupa K grupe Q takva

: o . g .
da je Hx K =Q i tada je HNK ={K())} a svaki niz 12
Qu) mo%e se na jedinstven nacin prikazati kao zbir jednog
niga iz H 1 jednog iz K. Otuda sledi'da se U svakom Su-

skupu faktor grupe Q*/H (a to znadi i svakoj klasi ekvi-
valencije skupa Q“?n!) nalazi tadno jedan niz iz podgrupe

K.

Sada &emo na skupu Q definisati infinitarnu ope-

M

*) Na osnovu teoreme:

Ako je servantna podgrupa C Abelove grupe G periodiéna,
pri demu je skup redova njenih elemenata ograniden, onda je

¢ direktan sabirak grupe G, ([?Q}, str. 151).
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raciju A (tj. preslikavanje A: Q&L-Q ). Neka se svi ele-
senti iz K preslikavajuu O tj. A(xif):O, za svaki

iz (Xf )€ K. Ako je (aio bilo koji niz iz Q 1 ako je
(k{°) niz iz K koji se nalazi u isto] klasi ekvivalenci-

je kxao (ay ), onda A(ay’ definiBemo sa
o
o0

3 obzirom da je za samo konaan broj indeksa 1 razlika
a;-k, razlifita od 0O, 4(a®) je dobro definisano.

Na osnovu ranijeg sledi da je (Q,A) infinitarna
kvazlgrupa.

Doka¥imo da je (Q,A) infinitarna kvazigrupa adi-
tivna nad (Q,+). Neka su ~(xf°) i (y7°) dva proizvoljna
elementa skupa Q“J. Ako Je (s?’)egK elemenat koji je ek-
vivalentan sa (x{a) a (t{f)EEK elemenat ekvivalentan sa
(yf‘) onda je, s obzirom da se suskupovi faktor grupe Q*/H
poklapaju sa klasama akvivalencije, ({xi+yi&?ll) ekviva-

m )
lentno sa ({si+ti}i=l) K. Tada jJe

A(x5®) + A(yS?) = 1Z=11 (x-5;) + 22 (v4t) =

= Z ((xy+y3)-(s3+;)) = A({xi+yi]]°;=l)’

i=1
tj. A je aditivna infinitarna kvazigrupa nad (Q,+).
Time smo dokazali da postoje netrivijalne aditiv-

ne infinitarne kvazigrupe nad Abelovom grupom.NaveSéemo sada

neke osobine aditivnih kvazigrupa.
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Neka je (Q,R) aditivna infinitarna kvazigrupa
nad Abelovom grupom (Q,+), tJ.

o

(6.22) R({xs+y;}520) = RGT) + RGT D,

za svako (x]"_‘" ),(yf’)eQw .
Stavimo u (6.22) Xo=Xz= see ZYp=¥z= eee T 0. Bide

b

b o0
R(xl+yls 0 ) = R(xl’ 0 ) + R(yl’ 0 )9

tj. preslikavanje o(l definisano sa o(4X = R(x, 0) je au-
temorfizam grupe (Q,+). Ako u (6.,22) stavimo x2=x3=...=CJ,

yl=0, dobija se

o
R(xy,¥5 ) = R(x7,0) + R(O Yo s

(6,23) | R(ZT) =ol 2 + R(O ,z':2’°).

Neka je R(0,25 ) = Rl(z‘z""). O%evidno, R, Jje takode adi-
tivna infinitarna kvazigrupa nad (Q,+).
Analogno se dobija
< o
Rl(z2 ) = olyz, + Rl((),z3 )
ili

(6.24) Rl(z;“) = L pZy + Rz(z‘;f'),

gde je of, automorfizam grupe (Q,+) a R, Je aditivna
infinitarna kvazigrupa nad (Q,+).

Iz (6.23) i (6.24) se dobija

R(ZT) =l 29 +N{pZy + Rz(z‘;’).

Produfujuéi ovaj postupak posle n koraka dobija se
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(6,25) R(zf’) =2y +odpZy + ees FolyZp + R (Zn+1)

pa se moZe formuli ati

Teorema 6.3, Svaka aditivna infinitarna kvazigru-
pa {(Q,R) nad Abelovom grupon (Q,+) moZe se predstaviti u
obliku (6.25), gde je n proizvoljan prirodan broj, cxi,
i=1,2,...,0 , automorfizmi grupe (Q,+) a (Q,Rn) aditiv-

na infinitarna kvazigrupa nad (Q,+).

Razmotridemo sada funkcionalnu jednadinu
(6.21) A(B,(x57),B,(¥5°))=C(Dq (x,¥1) s Dp (X5, ¥5) 50+

gde su A,Di, i=1,2,... , binarne kvazigrupe a Bl’Bz'C in-
finitarne kvazigrupe tipa w , sve definisane na istom ne-

praznom skupu Q.

Ako su i,j proizvoljni razliciti prirodni broje-

vi (pretpostavljamo da je i<j , postupak je analogan ako
je i>j ), zamenimo u jednadini (6.21) promenljive xi"l,

PR §

i+%,xj+l,yi"l,yi+%,ya+l redom fiksiranim elementima ai'L,

ad=1 oo pi-l pd-1 e gkupa Q. Dobijamo

i+1° 3+l’ by i+l 7 j+1

(6.26) A(B’(xi,xj),Bg(yi.yj))=C’(Di(xi,yi),Dj(xj,yj)),
. i-1 j=1 o

gde Je Bl(xl’x )_Bl( Xi!ai+1!xjraj+l): Bé(Yian)=

1-1 -1
Bz( 1 ’yi’b3+l’y bJ+l)' ¢r(x,y) =

il

C(Dy(21,07) s+ vesDy_q(25_1s051) 9% D540 (25 407005490000

""Dj-l(aj-l’bj-l)’y’Dj+l(aj+l’bj+1)’"' Y. Jednadina (6.26)

je funkcionalna jednadina opSte entropije na binarnin kvazi-

grupama pa je tada mna osnovu [51
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(6.27) A(x,y) =olx + (A7,
(6.28) D;(x,¥) = Q7 ( ¥yx +0,;¥),
(6.29) DJ(X!Y) =(.P.51( XJX + GJY)!

gde je (Q,+) Abelova grupa a c{,(%, qE?(Pj"Hif 6j’ ;> 93
permutacije skupa Q. Ova Abelova grupa zavisi od 1 1 J.
Birajuéi neka druga dva prirodna broja k i m wumesto 1

1 j, analognim postupkom dobijamo da postoji Abelova grupa

(Q,®) takva da je

(6.271) A(x,y)= o’z & (377,

gde su ot’, GJ permutacije skupa Q. 1z (6.27) i (6.27%) Je
ol x +C,y ={’X @ (E.’y,

pa su + 1 @& izotopne grupe tj. (na osnovu poznate teore-

me Alberta) te grupe su izomorfne.Prema tome u jednakostima

(6.27),(6.28),(6.29) za svako 1i,j Abelova grupa (Q,+) Je

[ 4

fiksirana.

Iz (6.26),(6.27),(6.28) i (6.29) Je
(6.30) LB (x2°)+ 3B, (v ) = C({pT - AL TEE

Stavljajuéi %Elxi umesto Xy, Gzlyi umesto ¥,
i uvodedi izotope (definicija izotopije infinitarnih kvazi-
grupa, analogna definiciji izotopije a-armih kvazigrupa,
i neke osobine te izotopije navedene su u odeljku 6.6.,
t. 3°, str.85)

-] =17 -1 -1)®
(6.31) Bl(& ’ {\61 }i=l) _ §1, BQ( (> ’{e i }i=1) _ EZ’

dobija se




- 82 =

6 HeE 502 - g )

Ako uvedemo 1zotop

C = C,
bide

% (O @ i
(6.33) By (x2) +B,(y) = TGx+v; 52 )

Fiksirajuéi u (6.23) najpre v,=0, i=1,2,... , a za-

tim X; = o, i=1,2,... , sledi
(6.3%4) fl(xfﬂ) + a = E(xf°),
(6.35) B,(y7) + b = T(y),

gde Je ﬁz(??) =a, B;(0) =1, pa je na osnovu (6.33)

(6.36) T;‘({xwyi}il) = T(x7") + Tyy ) - ¢,

gde je ¢ =3a+b .
Stavlijajuéi

(6.37) C(x7°) - ¢ = R(x7°),

iz (6.36) sledi da je R aditivna infinitarna kvazilgrupa

nad (+) *%j.
(6.38) R({xi+yi}zl)=R(xi") + R(y®).

Izrazimo B,,B, i C pomoéu R. Iz (6.31),(6.34)
i (6.37) dobijamo

El(xf’) = E(x?) - a=R(x°) + ¢ - a=R(x;")+b.

Dakle,




£.,40) B,(xP) = HR({ 8% ]300 +2)
(€,67)
Kako je C=CT , sledi
5.41) C(xia) = 5({€Pixi}?;1) = R({(Pixi}z:1)4-c .

Na osnovu prethodnih rezultata moZemo formulisati

lededu teoremu:

Teorema 6.4. Sva refenja funkcionalne jednaline
£.21) data su jednakostima (6.27),(6.28),(6.29),(6.39),
5.40),(6.41) gde je (Q,+) proizvoljna Abelova grupa,
3,R) proizvoljna aditivna infinitarna kvazigrupa tipa
2ad (Q,+), o, {B,Xi, 0y P;» i=1,2,... , proizvoljne per-

utacije skupa Q, a, b, ¢ proizvoljni elementi skupa Q

-akvi da je a+b = C. ,

Da su uslovi teoreme potrebni pokazano je u prethod-

om.Da su oni i dovoljni jednostavno se proverava.zaista,

A(Bl(}Cf‘:),Bz(Yf)) =°<Bl(xfo) +C3B2(Yf:) =

R(il‘éix.}m

¢
1§3=1) + B ¥ R({eiyi§i=l) ta =

R( hixi* eiyi}il) + C.

C(Dl(xlyyl):Dz(x23Y2)’--' ) =

R( {LPiDi(Xisyi)}::l) + C = R(%xixi + elylgil)‘i‘c .
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6.6. Neka pitanja teorije infinitarnih kvazigrupa

1° Uveli smo eo-kvazigrupe dva tipa: w i w+k,
vo nas navodi na dalje generalizacije oe~kvazigrupa.Kori-
tidemo notaciju i neke rezultate 1iz ESO] i [?6].Oznake
o 9 Yﬁ y 2y 1td. upotrebljavademo za totalno uredene ni-
ove rednih tipova af,(&,ﬁ respektivno,Neka je Q proizvo-
jan neprazan skup.Skup svih nizova rednog tipa <« eleme-
ata iz Q oznadavademo sa Qd'. Ako je A preslikavanj)e
QdFﬁhQ onda ureden par (Q,A) nazivamo operativ tipa
ol i piSemo A(Xy )=y, gde je X, skup promenljivih
ipa o, Redéidemo da je operacija A tipa ot 1 to ‘éemo oz~
alavati sa [Al: A.
Uvedimo sada pojam kvazigrupe tipa ol. Neka Je
« totalno ureden niz promenljivih tipa oL , 1 neka Je
proizvoljna promenljiva 1z %i .Neka je Xo{A skup svih

romenljivih iz X, koje su manje od x a Xc{ skup
2
lemenata iz X_, koji su veéi od x. I X, 1 Xy su
X ™A 2

otalno uredeni i imaju redne tipove c#l i m(2 respektivno.

akle, o se moZe prikazati u obliku o, + 1 +412. Opera-

iv (Q,A) +tipa o je kvazigrupa ako jednadina

6.4-2) A(Cd ,X,Cd)=b,
1 2
de su C i C proizvoljni totalno uredeni nizovi
1 2
ol -d2
.z Q i Q respektivno, b proizvoljan elemenat iz

), uvek ima jedinstveno resenje.
Definicije o0 -kvazigrupa tipova W i W+ k su

specijalni sludajevi prethodne definicije.




- 85 =

20 Tip oo-kvazigrupe nop3tava pojam arnosti fi-
\itarne operacije.Pitanje koje se postavlja u infinitarnom
sludaju je koje operacije smatramo jednakim.Prirodno je uze-
-i da su dve operacije A 1 B, definisane na istom skupu

), - jednake ako su istog tipa o« i A(Cy) = B(C_) =za sve

o rd

1izove qi iz Q@ .

Ova definicija dovodi do nove vrste parastrofa ko-

ji ce Dbiti razmotreni kasnije (v. 50).

20 Pojam izotopije moze se uvesti na isti nacin
cao $to je to ulinjeno za n-armne kvazigrupe.To se moZe ucl-
~iti za kvazigrupe bilo kog tipa all demo se mi ograniciti
1a kvazigrupe tipa W . Dve kvazigrupe B 1 A tipa W
jefinisane na istom skupu Q se nazivaju izotopne ako po-

stoji niz T= 04:0 permutacija skupa Q takvih da je

<O -1 ©0 . . . . .
B(xl )= ok A(Stdixi]‘i:l)‘ S1i%no kao i ranije uvodimo pojan
glavne izotopije, izomorfizam, autotopiju.LP-izotoyija se .
takode moZe jednostavno uvesti.Neka je a = é?b neki niz 1z
Qw Preslikavanje L.(2a): x—-a-A(ai"l x,2%%.) se naziva

¢ i ’ 1 7 Ti+l
j-ta translacija u odnosu na a. Odevidno to preslikavnje je¢
permutacija skupa Q. Izotopija T= oi:a gde je o(0= 1,

di == L;.'_l('é.') naziva gse LP-izotopija.Kao 1 u finitarnom
gludaju moZemo dokazati da je svaki LP-izotop kvazigrupe
(tipa @ ) lupa tipa @ &ija je jedinica e = A(a?“). Pozna-

te teoreme o izoteopiji takode vaze u infinitarnom slucaju.

4° ©Neka je (Q,A) data kvazigrupa tipa o« . Jed-
natina (6.42) definife inverznu kvazigrupnu operaciju,Pojam

inverzne operacije je oBigledniji za kvazigrupe tipa W .
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>osmatramo jednacinu A(ai-l,x,a;:l)==b. Ova jednadlina de-

finiSe novu operaciju (l)A na slededéi nadin:
_ (1) i=1 o0
X = A(al ,b,ai+l).

Inverzna operacija je specijalan sludaj parastrofa.

Sada demo definisati parastrof infinitarne kvazi-
srupe na druga8iji nadin od uobidajenog, a koji je u finitar-
1om sludaju ekvivalentan sa uobilajenom definicijom,

Neka je A w-kvazigrupa (tj. kvazigrupa tipa w )
jefinisana na skupu Q. Ako je 3B kvazigrupa tipa w defini-

sana sa

B(xf*) = A(xg] %31 5
zde je n proizvoljan prirodan broj, & permutacija skupa
[1,2,...,n} , onda kvazigrupu (i)B (tipa W ), gde je 1
proizvoljan prirodan broj, nazivamo parastrof od A a pre-
slikavanje A*ﬁb(i)B parastrofija kvazigrupe A.,Lako se mo-

e videti da poznate osobine parastrofije (i s tim povezanog

pojma izostrofije) vaZe za parastrofiju -kvazigrupa.

5 O Mogu se takode posmatrati permutacije besko-
aadnog skupa promenljivih.Na primer, neka je (Q,4) ( -kva-
zigrupa, A(xi°)=3r. MoZemo dobiti novu operaciju A’ na

slededéi nacéin:
(6.43) A’(XI,X3,X5,.--,Xz,x4,x6,---) = y )

Operacija A’ je tipa w+w . Ako uzmemo u obzir nasu defi-
niciju jednakosti dve oo ~kvazigrupe ne moZemo redi da su
A i A’ definisana sa (6.43) jednake.Prema tome potrebna

je adekvatnija definicija jednakosti dve oo-~operacije.S dru-
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ge strane moZemo redi da je A’ parastrof od A, Tako imamo
ive vrste parastrofije: jedna koja ne menja tip kvazigrupe i
druga koja ga menja.0va situacija se javlja prilikom razma-
tranja nekih funkcionalnih jednacina na jinfinitarnim kvazi-

grupama.

6° Posmatrajudi funkcionalnu jednadinu (6.8) nri-

meéujemo da na obe strane te jednadine imamo superpoziciju

operacija.leva strana se moZe pisati u slededem obliku:
i
J. 1 <<°

ili .
(A + B)(xl ,yl ).

Ahalogno, desna strana je oblika

J
(C + D)(xl ,yl Y,

tj. jednadina (6. 8) se moZe pisati

J
(A + B)(xT ,3°)=(C + D)(x7"y7 )
, .
ili kraée (s obzirom na definiciju jednakosti dve oo-kvazi-

grupe) y
A+B=C+ D,

V.D. Belousov je u [?5] [}3] izudavao poezicione
algebre n-arnih kvazigrupa.Elementi te algebre .AL; su fi-
nitarne operacije deflnlsane na nekom skupu Q a operacije
jefinisane na ==, su superpozicije (+—), i=1,2,000 o

Pojam pozicione algebre mo¥e se proSiriti na infi-
nitarni sludaj.Medutim, aksiomi ove algebre moraju sSe prome-
niti.Na primer, prvi aksiom pozicione algebre razmatrane u

[25] str. 11, gla51
(6.44) \ Bl-‘A\ + \'Bl -1,
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rde je, kao 8%to Je poznato, sa ‘Al oznadena arnost od A,
\ko se ogranidimo na infinitarne operacije ¢iji su tipovi red-
1i tipovi dobro uredenih skupova, onda (6.44) treba zameni-

i sa sledeca detirl aksioma.Neka je |A|=o{, lBl=(% .

oL i (5'nsu tipovi (u infinitarnom sludaju) ili arnosti

‘w finitarnom sludaju) od A i B respektivno.lmamo

i
1) IA+B|=IB]+}A , ako je 0&{'5‘:3.(-0,
| :
l .
2) A+B|=lB|+|A - i, ako jJe ot<w,(5?,w,
1
3) A+B|=|Al, ako je o{‘:.g-,w,(s-::wj
4) lAiBI=|A1+lBI-1-, ako je oi.c.'c.u”f%ﬂ'w-
i
DokaZimo da vaZi relacija 1).Po definiciji (+)
yide
6.45) AL B(X, )Y, )= (A B) (L, x L, Y)
VO e 1 9 (510( = 1 r{"),’c,( y

4
rde su X{B i Y/ dobro uredeni nizovi tipova f% i o re-

spektivno.Iz (6.45) sledi
Aiia:(bd)+ﬁ+d=ﬁ+d-,

Al = (i=1l) + 1 + A= L,

B

(5 .

i
Jakle, | A + BI (3+oL= IBI + IA \. Napominjemo da se ovde ne
i
noze pisati IA + B l= |A |+ IB | jer beskonadni tipovi
|
(5 ne komutiraju.

Dokaz 2)-4) je slidan.

Superpozicije na beskonadnom mestu takode se mogu

ragmatrati.
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Na kraju éemo formulisati neke probleme O oo =Kkva-

Lgrupama.:

1. ReSiti funkcionalnu jednalinu A i B =C i D
yda su tipovi razliditi od W+ k .

2 e fspitati oba pojma parastrofije data u 5°.,

3, Definisati (i,j)-asocijativnost za oo -kva-
igrupe tipova razliditih od w 1 naéi njihovu strukturu
iaravno ukoliko postoje).

4. Naéi druge primere oe -kvagigrupa.Naponi-
jemo da primer iz odeljka 6.2. nije efektivan,

5. Postoje ii oo -kvazigrupe koje zadovoljavaju
ske poznate identitete? Primer oo-~lupe dat u 6.2., koja

e osobinu da su svi elementi jedinice, zadovoljava zakone

K 00
'x,y,x)=Yy, 2a svako X,y €Q, k=1,2,¢00 o

6. Konstruisati teoriju pozicionih algebri u

1ifinitarnom sluéaju.
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