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PREDGOVOR

Pojam pravilnog poliedra u geometriju Jje, po svemu sudeci,
prvi uveo Teetet (oko -414. do -369,), udenik poznatog kirenai-
%ara Teodora. Tako ¢v *+etraedar, kocka i oktaedar bili poznati
drevnim Egipéanima bar milenijum pre Teetetovog rodjenja, a za
dodekaedar se i u predpitagorejsko vreme znalo u ITtaliji
(f19] str. 438), otkriée pravilnih poliedara, u literaturi poz-
natih i pod imenom Platonovih tela, ipak se pripisuje Teetetu
([33] str. 218) jer ih je on prvi definisao, konstruisao 1 ispi-
tivao njihova zajednicka svojstva ([20]l, vol.I, str. 212).

Arhimedov spis o polupravilnim poliedrima do nas nije dospeo
no i pored toga, zahvaljujuéi Paposu koji je u petog knjizi svoga
dela "Sinagoge" nadinio jednu digresiju posvedenu tom Arhimedovom
delu ([20], vol.,ILl, str. 204), njegov sadrZaj nam Jje uglavnom
poznat. Otuda znamo da je svaki od trinaest polupravilnih poli-
edara bio poznat Arhimedu pa se, stoga, ti1 poliedri danas zovu
Arhimedovim iako su neki od njih bili poznati i ranije; dva Qd
tih trinaest tela, prema Heronu, poznavao je Platon ([20}, vol.II
str. 100). U svojem delu "Harmonices Mundi",[24], Kepler je kons-
truisao svaki od ovih poliedara i, StaviSe, izvr$io klasifikaciju
xonveksnih uniformnih poliedara koji se sastoje 1z Platonovih 1
Arhimedovih tela, prizmi &iji se omotacli sastoje 1z kvadrata 1
antiprizmi ¢iji se omotadi sastoje iz pravilnih trouglova
([16] str. 122-141).

U ve¢ pomenutom delu, [24], Kepler je, i sa danasnjeg stano-
vista na savremen nadin, izvr3io kompletnu enumeraciju uniformnih
teselacija euklidske ravni, pa je zadudjujuée da je taj deo Kep-
lerovog rada koji se odnosi na uniformne poliedre 1 teselacije
bio potpuno zaboravljen skoro.300 godina ([17] str. 242). Na zna- |
daj te problematike, nakon Keplera, prvi je ukazao Sommerville,
[32], tek 1905. godine, dokazavs$i da je Keplerova lista od 11
uniformnih teselacija euklidske ravni kompletna. U 1istom radu
Sommerville se dotakao problema uniformnih teselacija hiperboli-
ke ravni. U svom radu,[3], Bilinski se bavio istim problemom 1,
Stavife, prema Grlinbaumu i Shepharduf([lal str. 217), on Jje prvi
jstraZivao topoloSki uniformne teselacije hiperbolidke ravni.
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Problem egzistencije topoloski uniformnih teselacija sa unapred
sadatom oznakom (pPeQe..ew) reSili su u pomenutom radu, (18],
Griinbaum i Shephard, dok je problem odredjivanja svih uniformnih
teselacija hiperbolicke ravni ostao otvoren.

U cilju reSavanja tog problema u ovom radu su, U prvom pog-
lavlju, Wythoff-ovom lcnstrukeijom odredjene sve uniformne tese-
lacije &ije su grupe simetrija generisane osnim refleksl.jama,
Zatim je, u drugom poglavlju, izvrSena klasifikacija ravanskih
diskretnih grupa koriZéenjem fundamentalnih poligona (2.%41) 1
(2.3.2) koji imaju posebna metricka svojstva, a u trecem poglav-
1ju su, pomoéu te klasifikacije, odredjene sve orbite tacaka u
diskretnim ravanskim grupama koje predstavljaju temena uniform-
nih teselacija pa su, na taj naéin, odredjene i sve uniformne
teselacije sa konveksnim pljosnima sfere, euklidske i hiperboli-
dke ravni.

Beograd, o | |
decembra 1984. Ze. Lucic
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uvoD

Pod teselacijom sfere, euklidske ili hiperbolicke ravni koje

2, podrazumevacemo lokal-

temo ubuduée Jjednim imenom zvati ravan A
n0 konac¢nu familiju T = {Ti:iEI} zatvorenih poligonskih povrsi s,
pljosni teselacije 3, takvu da svaka ivica neke pljosni predsta-
vlja ivicu tadno jo3 jedne pljosni i da su zadovoljena sledeca
iva uslova: ]

(i) svaka tadka ravni A% pripadafbar jednoj od pljosni T;, 1iel,
(ii) mera preseka bilo kojih dveju raznih pljosnli Je nula.
Ako je teselacija na sferi skup I indeksa Jje konalan, a ako Jje u
euklidskoj ili hiperbolidkoj ravni on Jje beskonacan.,

Kako je T lokalno konacna famlllga svaki disk ravni A2 sadr-
7zi tadke konadno mnogo njenih plﬂosnl pa, stoga, za svaku konadnu
pljosan postoji konadno mnogo onfh koje sa njom imaju zajednickih
tadaka. Poligonske povrSi koje pr*dstaVlanu pljosni teselacije T
zvadéemo i poligonima te teselacmau. Dve pljosni ¢emo zvati sused-
nim ako imaju zajednicku ivicu. ﬂ,me ili ivicu bilo koje od plgo-
sni teselacije T zvacemo temenomfili ivicom te teselaclje.

Svakoj teselaciji T ravni Aﬁ pridruzitemo grupu S{T) njenih
simetrija koJja se sastoji iz SVlh onih izometrijskih transforma-
cija ravni A2 koje ostavljaju 1nqar13antnom tu teseclaciju. Ako Je
grupa S(J) simetrija teselacije ﬁ'éije su pljosni konveksni pra-
vilni poligoni, tranzitivna tj. éko za bilo koja dva temena te
teselacije postoji transformacij£¥iz S(T) koja preslikava jedno
teme u drugo, teselaciju 3'zvacemo uniformnom. Ako su sve pljosn
uniformne teselacije medjusobno fodudarne zvatemo Jje praV11n0m.

U euklidskoj ravni ugao pra¢1lnog p~ugla kojeg ¢emo ubudule
oznaavati sa {p}, je (1-2/p)%, fa q podudarnih poligona ipl ce
zatvoriti pun ugao oko neke taékd'ako je

1-2/p = 2/q, t;. (p=-2)(q=-2) = 4.
Tako mozemo odrediti sve pravilnﬁ teselacije, u Schlifli-evo]
oznaci {p,q}, euklidske ravni. T¢ su:

e (R R ¢ H S 1 LI,
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Ugao sfernog poligona {p} Je veéi od (1-2/p)* i postepenoc
raste od te vrednocsti 25 I kada polupredénik njemu opisanog kruga
raste od O do %/2. Dakle, ako je

(p-2)(q-2) < &
stranicu polgona {p} moZemo tako da prilagodimo da mu unutrasnji
ugao bude upravo 2%/q. Tada ukupno g poligona {p} zatvara pun
ugao oko neke tadke na sferi pa ée sferne teselacije biti
{5!3}! {5'34}1 {4!3}3 {3!5}? {-51'5;
od kbjih svaka odgovara nekom Platonovom telu ({111 str. 5).

U hiperbolickoj ravni ugao poligona {p§{ Jje manji od (1-2/p )3
i postepeno opada od te vrednosti do O kada poluprecnik njemu
opisanog kruga raste od O do <. Dakle, ako je

- (p-2)(g=-2) > &
stranicu poligona {p} moZemo tako da prilagodimo da mu unutrasnji
ugao bude upravo 2%/q. Tada q pravilnih p-uglova zatvara pun ugao
oko Jjednog temena pa nastavimo 1li sa dodavanjem njemu podudarnih
poligona dok njima ne prekrijemo. ravan, dobiéemo teselaciju. {p al .
({15] str. 421).

S obzirom na to da ¢emo se ubuduée susretati uglavnom sa
teselacijama:&ije su pljosni pravilni konveksni poligoni to nele-
mo uvek posebno naglasavati,

Kako su kod svakog temena uniformne teselacije pravilni
poligoni koji ga okruZuju rasporedjeni na isti nadin, recimo
najpre {p}, pa zatim {gq}, pa {r} itd. ta teselacija odredjuje
ciklicni niz .

(PeQeTeoasVeW)
kojim Cemo je oznacavati. Ako Jje nekil od brojeva PyQsPseee VW
jednak 2 njega ¢emo u oznaci teselacije izostaviti. Tako Ce ozna-
ka pravilne teselacije {p,ql biti (p.p...p) gde se p pojavljuje
ukupno q puta. Koristeli se stepenom u izloZiocu oznaku teselaci-
Je mo¥emo da skratimo pa ¢e oznaka pravilne teselaclae, u tom
sludaju da bude (p9). | |

Ako grupa S(T) raspolaze trénsformacijom g kbja ostavlja
invarijantnim teme X uniformne teselacije T tada ta transforma-
cija moZe da bude rotacija ili fefleksija. Ako je g rotacija reda
h raspored poligona oko temena X biée takav da se u cikliénom ni-
zu koji ta teselacija odredjuje jedan njegov deo pefiodiéno pona-~
vlja h puta. Oznaka tesgelacije, u tom sluééju, ¢e biti
- (PeQelee eWeDeQeTeoeWeoaDo q.r...w) (p. q.r...w)h







Ako Jje g refleksija &ija osa ne sadr?i ni jednu ivicu sa
temenom X u ciklidncz nizu koji teselacija T odredjuje doli cCe
do ponavljanja u obrnutom redosledu pa Ce oznaka te teselacije
biti |

(PeQeToseVeWaVeealeq) = (p.q.r...v.w)_a.
Ako osa refleksije & sadrii neku ivicu sa temenom X tada srediste
te ivice moZemo shvatiti kao srediste pravilnog 2-ugla koji pret-
stavlja pljosan teselacije T pa je, u tom slucaju, oznaka tesela-
cije istovetna prethodnoj s tim Sto ¢e ¢lanovi niza ¢ija je vred-
nost 2 biti izostavljeni.

Ako je g rotacija reda h koja se mozZe predstaviti kao
kompozicija dveju osnih refleksija od kojih svaka predstavlja
simetriju teselacije ¥, raspored poligona oko temena X bile takav
da se u ciklicnom nizu koji ta teselacija odredjuje Jjedan njegov
deo periodicéno ponavlja 2h puta, svaki put menjajuci redosled.
Oznaka teselacije Ce, u tom slucaju, biti

"r;(p.q.r...v.w.v...r.q)h = (PeJeTeeoVeW
Uniformnih teselacija sfere, izuzev onih koje su homeomorfne
prizmama ili antiprizmama ima ukupno 18 ({13} str.403) i to su:
(3%), (3.6), (37), (47), (3.4)°, (4.6%), (3.8%), (3.47),
(4.6.8), (34;4)1 (55)1 (53), (5-62)j (5-5)2, (5.102)5 (Belte5.4),

(4.6.10), (3*.5).
Svakoj od ovih teselacija odgovara po jedno Platonovo 1li Arhime-

dovo telo ({1l] str. 131~13%9),
Uniformnih teselacija euklidske ravni ima ukupno 11
([17] str. 228-232) i to su:
(3°), (%), (62), (3*.6), (3%.42), (3°.4.3.4), (3.4.6.4),
(3.6)%, (5.122), (4.6.12), (4.82),
Napomenimo da se teselacija (34.6) podavlijuje u dve osno-simetri-
Ene (enantiomorfne) forme.

Kako veé pravilnih teselacija hiperbolidke ravni ima infini-~

tno mnogo ([3] str.224-225) tim pre ée toliko biti i uniformnih
teselacija. |
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1. GRUPE GENERISANE REFLEKSIJAMA I UNIFORMNE TESELACLJE

1.1. Diskretne grupe generisane refleksljama

Neka je data sfera, euklidska ilil hiperbolicka ravan, kratko
ravan A2. Skup svih izometrijskih transformacija ravni A2 u odno-
su na njihovu kompoziciju predstavlja grupu koju éemo zvati gru-
pom simetrija te ravni. Za podgrupu G te grupe reéi Cemo da je
diskretna akko ne postoji tacka P ravni A2 za koju skup {gP{geG}
ima tadku nagomilavanja. Dakle, bilo koja tacka ravni Ag moze
biti invarijantna samo za konadno mnogo transformacija iz G, tJ.
stabilizator_bilo koje talke te ravni u diskretnoj grupi je njena
konacna podgrupa.

Kako ¢emo se ubudule susretati uglavnom sa diskretnim grupa-
ma.to-neéemo uvek posebno da naglaSavamo. NaglaSavalemo samo kada
grupa nije diskretna.

Zatvoreni skup F (sa unutrainjoiéu F°) u ravni A® zvabemo
fundamentalnom obladéu diskretne ravanske grupe G akko su zado-
voljeni sledeci uslovi:

(i) skup F° nema zajednidkih tadaka ni sa jednim od skupova gFC
ako je g neidenticka transformacija iz grupe G,
(ii) svaka tacka ravni A2 pripada bar jednom od skupova glF,geG,
(iii) mera skupa F-1° je nula.

Kako se svaka izometrijska transformacija ravni moZe pred-
staviti kao kompozicija osnih refleksija ([25] str. 72) svaka
‘diskretna grupa simetrija ravni A2 predstavlija podgrupu neke gru-—
pe generisane refleksijama. Stoga grupama generisanim refleksija-
ma pridajemo poseban znacdaj.

C génerigé grupu reda 2 koju éemo

Osna reflek51aa ravni A
obelezavati sa [ Jo Dve osne refleksije generi$u grupu beskonac-
nog reda sem u slucaau kada se ose tih refleksija seku pod uglom

koji je samerljiv sa opruZenim uglom. Ako je taj ugao dd/n, gde
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gu d i n medjusobno prosti brojevi, grupa je reda 2n i oznacava
se sa [n]. Ista grupa generisana Jje 1 dvema refleksijama cije ose
zahvataju ugao /n i tada ugaona povrs odredjena osama tih refle-
ksija predstavlja fundamentalnu oblast te grupe. Simbolom [ov]
oznadavaéemo grupu beskonadnog reda koja je generisana dvema
refleksijama ¢ije so o2 ne seku.

Grupa G generisana osnim refleksijama kojih ima proizvoljno
mnogo, biée dobro definisana refleksijama ¢ije su ose slike osa
tih refleksija u zadatim osnim refleksijama. Ako je grupa G dis-

2

kretna skup osa ée razloZiti ravan A® na konacan 1ili beskonacan

skup podudarnih, konveksnih poligona pa je, u tom sluc¢aju, grupa
G generisana refleksijama u odnosu na prave koje sadrze stranice
jednog od tih poligona. Neka su ¥y, Ké,... te prave 1 neka jJe
ﬁyhjk, gde Je hjk ceo broj, ugao koji zahvataju prave Ys i Kk.
DopuStamo i moguénost da se prave ¥ 1 Kk ne seku, tj, da Je broj

J
h.. beskonadno velikil.

EF Obelezimo 1li sa C4 refleksiju ¢ija je osa~fi biéeizadOVOlje---~
ne sledete relacije: _
(1.1.1) c? = (cjck)hjk = 1
= StaviSe, poligon &ije stranice pripadaju pravama Xi, Xé,...
je fundamentalna oblast i relacije (1.1l.1) su dovoljne za apstra-
ktnu reprezentaciju grupe G (I[6] str. 382-383, [1l} str, 80-81).

Naprimer, diedarska grupa [n] je definisana relacijama

c% = cg = (clcg)n = 1,

a odgovarajuéa infinitna grupa (] koja predstavlja slobodan
proizvod ([29] str. 180) dveju grupa reda 2, relacijama

¢y = cg = 1, -

Napomenimo da grupe generisane refleksijama predstavljaju
primere algebarskih Coxeter-ovih grupa ({22} str.7).

Ako je grupa G generisana refleksijama euklidske ravni tada
njena fundamentalna oblast ne moZe imati viSe od cetiril stranice.
Zaista, kako je pokazano da Jje ugao izmedju dveju susednih stra-
nica fundamentalne oblasti oblika J/n, tj. I/2, 3?3,..., dakle
nije tup, fundamentalna oblast moZze biti najvise cetvorougao,
$tavise, pravougaonik.

Ako je fundamentalna oblast trougaona i njeni uglovi &/p,
%/q, ®/r, obelefavaéemo je sa (p q r) i bide zadovoljen uslov

1/p + 1/g + 1/r = 1, p1Q1r y 2

- —_—a — - R - - i -




rpa (p g r) moZe biti
* (3 3 %) i1i (2 4 4) i1i (2 3 6).
Odgovarajule grupe obelezavacemo redom sa
(1.1.2) , [4,4], [3,6].
Poslednje dve predstavlaaau kompletne grupe simetrija pravilnih
teselébija euklidske ravni.

Preostale moguénosti za fundamentalne oblasti su sledele:
poluravan, ugao, traka, polutraka, pravougaonik, Njima odgovara-
juée grupe biée redom |
(1.1.3) [11, [nl, Tl ,leedx [1],[ec] x ool
([1l]str; 79), od kojih su poslednje dve direktni proizvodi
([14] str. 3). | |

sl. 1. 1

Ako Jje grupa generilisana ref}ek51gama na sferi tada Ce ose
refleksija bitil veliki krugovi siere. Fundamentalna oblast moze
biti, u tom slucaju, hemisfera, dfern:. isedak ili sferni trougao
Zaista, kako je zbir uglova u sf¢ ~nom n-touglu vedi od (n-2)%
bar jedan njegov ugao je veli odi(n-2)57n; a zan ) 4 taj ugao Jje
tup, Sto je iskljuceno. Dakle, odredjivanje grupa generisanih
refleksijams—ma sferi-svodi sen: odredjivanje sfernih’ trouglova
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(p 4 r) ¢iji su uglovi.%?p, m?q, ﬁ?r. Kako Jje uslov
1/p + 1/q + 1/ > 1, pyq,T 3 2
zadovoljen samo u sledeéim sludajevima
(2 2 P)s (2 3 3), (2 3 4)1 (2 3 5)
to, pored grupa [ 1 i {n] u sluajevima kada je fundamentalna
oblast hemisfera ili sferni isecak, postoje samo one grupe gene-
risane refleksijama na sferi odgovarajue ovim fundamentalnim
oblastima i njih éemo obeleZavati, redom, sa:
(1'1-4) [P&E] ’ [535] ’ [5-4] ’ [515] .
One, redom, predstavljaju kompletne grupe simetrija diedra,
pravilnog tetraedra, pravilnog oktaedra i kocke, pravilnog ikosa-
edra i pravilnog dodekaedra pa se zato nazivaju diedarskom,
tetraedarskom, oktaedarskom i ikosaedarskom grupom simetrija.
Kako se povrsSina fundamentalne oblasti meri ugaonim eksceson
i red grupe [p,q] Jje jednak broju trouglova (p q r) kojima cemo
pokriti_sferu, on &e biti jednak

- - - - e B o - - r rw e w—aRa—. = —r— - m mm  w = - Eme— s -

8pg

4T bq__
4 « (p=2)(q-2)

_(1/p;+¢1/gﬁ- 1/éfi
(f11lstr. 82). T )

= -
—
—

sl. l.lebe

Ako je grupa generisana osnim refleksijama hiperbolicke
ravni njena fundamentalna oblast mo%e biti bilo koji m-tougao
(hy By ees hn)'éi;i su uglovi %/hy, T/hsyeees F/n, takvi da Je
zadovoljen uslov -

(1.1.5) 1/h, + 1/hy + eee + 1/By L 02
Ovde moZemo ukljuditi i sluéaj kada su pojedina temena fundamen-
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talne oblasti infinitna, Tada ¢e za neke vrednosti 1, l/hi biti
jednako nuli 1 onaa ée odgovarajuée relacije u apstraktnoj rep-
rezentaciji grupe (1.l.1) biti izostavljene.

| Kada Jje n > 3 fundamentalna oblast (hl h2 cee hn) nije u
potpunosti odredjena jer, u tom sludaju, ivice tog poligona
mo¥emo menjati ne meniajuéi pri tome uglove, tako da su odgo-
varajuée grupe sa razlicitim fundamentalnim oblastima izomorfne.
S1idéno tome, u euklidskoj ravni, razliéiti pravougaonici mogu
da budu fundamentalne oblasti grupe [eo]1x[=] ([7)str. 151).

sl. l.1.c.
Rotacije S; = CsCs 4 generisu podgrupu rotacija indeksa 2
grupe (1.1.13. Njeﬁa prezentacija je sledeéa:
- _ SR < A, -
(1-1-6) Sll - 822 - s e - Snn — 5182---Sn - 1
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U teselaciji podudarnim poligonima koja se dobija kada odre-
limo sve slike fundazmzzntzlne oblasti u transformacijama iz neke
liskretne grupe generisane osnim refleksijama euklidske ravni,
sfere ili hiperbolidke ravni, kod svakog temena se sustile paran
>roj pljosni pa je, stoga, moguée pljosni te teselacije obojiti
rno |1 bele(sle lelea..leloeb,.1.1.c) kao Sahovsku tablu. Svaka
>d pljosni, crna ili bela, predstavlja fundamentalnu oblast te
srupe. Unija dveju susednih pljosni, Jjedne crmne i jedne bele,
sradstavlja, medjutim, fundamentalnu oblast podgrupe (l.l.6) ind-
sksa 2 koja je generisana rotacijama ({57 str. 125).

l.2. Grupa generisana klizajuéim refleksijama

Ako je u grupi [p,al generisanoj trima osnim refleksijama
p. = q.= 28, njena Ce prezentacija biti

C% = Cg = O% = (0102)2gi= (C205)2g = (0501)2 = 1

i tada u njoj postoji normalna pcdgrupa indeksa Lo cija je'funda—
mentalna oblast pljosan pravilne teselacije {2g,2g}. Ta podgrupa
je definisana refleksijama cije Qse sadrZe ivice fundamentalne
oblasti. Pored ove podgrupe postdjabe jod jedna sa istom funda-
mentalnom oblaséu, dakle i istim?indeksom 4z, koja nele biti ge-
nerisana refleksijama veé transf%rmacijama bez invarijantnih

iI

ta&alcau tl!

Ako je g > 1 pljosan teselacije {2@,23} mozemo preslikati u
susedne klizajuéim refleksijama ¢ije ose, kojih ukupno ima g,
sadrie srediS$ta parova susednih rvica fundamentalne oblastil {Eg}.
Kako od ukupno 2g parova susedniﬁ ivica biramo polovinu (svaki
drugi par) izabrane klizajule reileksije generisade podgrupu koja
nije normalna. o

~ ObeleZimo 1li sa Cz3y Cpr Cy %efleksije koje ostavljaju inva-
rijantnom teselaciju {2@,2g} Eijh ose sadrze, redom, jednu 1ivicu
fundamentalne oblasti, Jjedno tem : te ivice i sredidte fundamen-
talne oblasti, srediste te ivicefi sredidte fundamentalne oblasti
tada kompozicija |

vg = clchca
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sedstavlja klizajuéu refleksiju ¢ija osa sadrzi srediste pomenu-
y ivice i sredisSte one njoj susedne ivice ¢éije teme ne pripada
si refleksije ¢, ({14] str. S4% za sludaj g=2) kao na slici l.2.a
1 slucéaj g = 3.

5 3 1
6 \\\ 3
v, S Qi\
Y’
“3 6

!

51, 1.J.a

l
apomenimo da Je poligon kome srtdlata stranica pripadaju osi

eke od klizajuéih refleksija v *(111 osi neke od njoj konjugova-
ih transformacija) i kome temen% predstavljaju orbitu nekog te-
lena teselacije {2g,2g} najbliieé osi te klizajuée refleksije u
rTupl  generisanoj tom klizaju&oé refleksijom, u literaturi po-
nat kao Petrie-ev poligon ([ll]?ﬁtr. 24, 61) te teselacije.
Ostale klizajudée refleksije'v; koje generis Su trazenu podgru-
m se dobijaju transmutacijama ( 25] str. 68) klizajule refleksi-

je v, = ©18Cz rotacijama (cyc 2) , 1e §1,2,.+.,8}s Tada je
21 g 2i
,1.2.1) i = (02 l) qu 5(01 2)
»a, kako je odatle ?
o i, - 2 o5 ir .

% gqttvg = [(ﬂ201)2(01!235)2]g we (C285)2g & l.,

‘Da bismo odredili geometr13 ko znadenje prethodnog razmatra-~
aaa, jednostavnosti radi, zadrza emo se na slucdaju kada Jje g = 3,

ta..kadawaeﬁfundamentalna.ablast;ié}wl odgovarajuéa teselacija
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(6,6} . Tada, ako uglove fundamentalne oblasti obeleZimo kao na
slici l.2.a, klizajuce refleksije vy v2, v5 preslikavace stra-
nice 12, 34, 56, redom, u 23, 45, 6l pa ¢e stranice

12, 23, 34, 45, 56, 6l
fundamentalne oblesti biti stranice

0y 125 45, 4%, 61, 56
susednih Sest bravilnih Sestouglova.

Nastavimo 1li sa obeleZavanjem uglova kod svakog temena
dobiéemo uvek ciklus (1,...,6) kod jednog temena orijentlsan u
jednom, a kod susednih u suprotnom smeru. Klizajulim refleksijama
Vis Yoy V3 fundamentalna oblast se preslikava u susedne Sestoug-
love prelazecl, redom, preko svojih stranica 23, 45, 61, pa izraxz

vev 242 = v

Vive's 112253
predstavlja putanju koja najpre prelazi stranicu 6l fundanentalne
oblasti, zatim stranicu 61 poligona V2 zatim stranicu 45 poligo-
na- v%, zatim stranicu 45 poligona v2v§ itd. ([14] str. 57) sve
dok se putanja ne zatvori oko temena 1 fundamentalne oblasti ¥,

kao na slicl l.2.b.

—_

sl. 1l.2.b.

Kako se prethodno razmatranje ponavlja_i u gpStem slucaju
zakljucujemo da

veve 2 _
l 2..I‘vg - 1

predstavlja relaciju koja definiSe .grupu generisanu-kkizajuéim:':
refleksijama (1.2.1).
Primetimo da, izvrsimo 1li apstrakinu identifikaciju odgova-
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rajuéih ivica (za slucaj g=3 to su 12 i 23, 34 i 45, 56 i 51)
fundamentalne oblasti duuidemo neorijentabillnu povrs roda g,
jakle sferu sa koje je "isedeno" g diskova 1 na njihovo mesto
"zalepljeno" g Mdbijus—~ovih traka.

1,3, Grupa generisana translacijama

Ispitajmo, sada, jednu podgrupu grupe [p,q) ako je p=q=4g.
Reprezentacija grupe [4g,4gl je

2 2 2 hg _ 4g _ ~ Y2 _
Cl.— 02 = 05 = (Cl 2) | (0205) = (CBbl) = 1?

refleksije Cy5 Co Cz O ostavljaju invarijantnom teselaciju {43,43}
1 ose tlh refleksija sadrze, redom, Jjednu. dvicu, Jedno teme Te
ivice, srediste te ivice neke od pljosni {45} te teselacije.
Postoii podgrupa grupe [4g, 4g] ¢ija je fundamentalna oblast
pljosan teselacije {4g,48), pa je stoga indeks te podgrupe 8g,

koja je generisana translacijana odredaenlm na nadin kao na slici
l.%.8 za slucaj g=2.

e e — ——

sl. 1. 3i‘a.

Kompoziciju tgugtél gl tranclaclaa mozemo predstavitli u
obliku

a ostale kompozicije tog oblika {emo dobiti transmutacijama
-pomoéufrobacija~(01029985*i € {11l veesg}.: e
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Tada Jje
| -1 -1 4i 4 4i
(1.3.1) tiustiug T o= (czcl) (cl 2) (0203) (cl 2) (cl 2)
pa odatle sledi da je
—l -1 l -1 _ & 2 4 218 _
tlultl l Ilitg g g g - {(0201) (clcz) (C2C§> (0102) } -

= {(0201)2(0205)4(clc2)2}8 =

= (c2c1)2(0205 4g(0102)2 = (02 5) 8 1

U cilju odredjivanja geometrijskog znacenja prethodnog
razmatranja, jednostavnosti radi, zadrZademo se na slucaju kada
je g=2, tj. kada Jje odgovarajuéa teselacija {8 8} "Ako obelezimo
uglove fundamentalne oblastl kao na slici 1l.3.a translacije
tl, Uy tg, U, ée preslikavati stranice 14, 25, 58, 61, redom, u
2%, 34, 67, 78, pa ¢e stranice

14, 43, 32, 25, 58, 87, 76, 61
fundamentalne oblasti da budu stranice

23, 52, 41, 34, 67, 16,.85, 78
susednih osam pravilnih osmouglova.

Nastavimo 1i sa obeleZavanjem uglova kod svakog temena dobi-
éemo uvek ciklus (1,...,8) kod svakog temena orijentisan u istom
smeru. Translacijama t;, Uy, sy Uy fundamentalna oblast se pres-
]1ikava u susedne osmouglove prelazeli, redom, preko svojih stra-
nica 2%, 34, 67, 78 pa izraz .

_ by 67 0y gt g
predstavlja putanju koja, najpre, prelazi preko stranice ©l1 fun-

damentalne oblasti, zatim preko stranice 53 poligona uél zatim
" ?




-
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reko stranice 78 poligona tglugl, itd. sve dok se putanja ne

.atvori oko tsimena i ~.-3smentalne oblasti ¥, kao na slici le3.Do
Kako se prethodno razmatranje ponavlja i u opStem slucaju
.akljucéujemo da Jje

-] -1 -1
tlultl ul "'tgugtg ug = 1

~elacija koja definise grupu generisanu translacijama (1.%.1).

Ako izvrSimo apstraktnu identifikaciju odgovarajuéih ivica
(za g=2 to su 14 i 2%, 43 1 52, 58 1 67, 61 i 78) fundamentalne
sblasti dobiéemo orijentabilnu povrs roda g, dakle, sferu sa koje
je "isedeno" g diskova 1 na njihovo mesto "zalepljeno"” g& "rucki"
({21} str. 301, slike 286 a-f 1 287 a~-d).

1.4. Reprezentacija pomoéu grafa

| Svaku grupu generisanu refleksijama predstavidemo grafom u
come su temena dodeljena osama refleksija, a grane koje spajaju
parove temena postojace kadpod odgovarajue ose nisu upravne.
Stavise, grane._ éemo oznaéavati-broje%ima hjk i time &e biti odre-
djena veliéinafmyhjk ugla koji zaklapaju ose odgovarajute temeni-
ma koje ta grana spaja. U tom oznadavanju broj % femo izostavlija-
ti., Na ovaj nadin formiran graf zvatemo Coxeter-ovim graofom
(122] str. 8; (4] str. 194).

Dakle, grupu D predstavljamo sa

. xada je [p] =[ 1
° e kada Jjeo p=2
o + kada je p=2
— kada je p>%, ukljudujuli i p=eo.

Nepovezanost grafa kada je p=2 pokazuje da je grupa [2], generi-
sana dvema refleksijama ¢ije su ose medjusobno upravne, direktan
proizvod [ Ixl 1.

Grafovi koji odgovaraju poslednjim dvema grupamna (1.1.3)
bice

*———irn——~e * 1 & ® . °
ey o O .

s Coxeter—ovi grafovi grupa (1.l.2) bice




Ovim su'iscfpljene sve grupe generisane refleksijama u
euklidskoj ravni. Grupama (1l.l.4), generisanim refleksijama na
sferi odgovaraju grafovi

Py Y > 9 & o & & o O & o
»> . ] 3 4 5

P
-U hiperbolicdkoj ravni fundamentalna oblast grupe generisane

refleksijama je n-tougao pa se graf te grupe
- h -
1

sastoji iz n temens, a grane su mu stranice i dijagonale n-tougla

odredjenog tim temenima.

[— - — = e v mr - . ' D= e

l.5. Wythoff-ova konstrukcija

~ Koristedi se Wythoff-ovom metodom ([6]1 str. 290), zaokruii-
vanjem Jjednog temena grafa

(1.5.1) E/¥

Ir

predstaviéemo teselaciju sfere, euklidske ili hiperbolicke ravni
¢ija su temena orbita onog temena fundamentalne oblasti grupe
¢iji je graf zadat, koje ne pripada osi refleksije koju zaokruZe-
no teme reprezentuje ([12] str. 17). Dakle, simbolom

N

T
predstavljamo teselaciju (p.q)r. Ako je vrednost neke od promen-

1jivih p ili q jednaka 2 izostavljamo je u oznaci teselacije, pa,
na primer, za p=2 teselacija ée-biti‘(qr).

Zaokruzivanjem dvaju tamana grafa (1.5.1) biée predstavlijena
teselacija ¢ija su temena orbita one tacke na rubu fundamentalne
oblasti (p q r) koja ne pripada ni jednoj osi koje zaokrufena te-
mena reprezentuju. Kako bi ivice dobijene teselacije bile medju-
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sobno podudarne pomenutu tacku cemo izabrati tako da bude podje-
inako udaljena od osa koJje reprezentuju zaokruzene tacke, tj. da
sripada i bisektrisi ugla koji grade te ose. Dakle, simbolom

P q

_ T
oznadavamo teselaciju (p.2r.g.2r).

Zaokrufivanjem svih temena grafa (1.5.1) predstaviiemo tese-
laciju &ija su temena orbita one tacke u unutrasnjosti fundamen-
talne oblasti (p g =) koja je pcdjednako udaljena od njenih 1vi-
ca. Dakle, simbolon |

P q

r

oznadavamo teselaciju (2p.2g.2r).

Temena svake od prethodnih teselacija dobijena su kao orbita
crupe generisane refleksijsma na sferi) u euklidsko] i11i hiperbo-
1ié¢koj ravni. U podgrupi-indeksa 2 te grupe koja se sastojl samo
iz rotacija moZemo izabrati orbitu jedne tacke koja predstavija
temena neke uniformne teselacije pravilnim konveksnim poligoninma.
Kako su trouglovi (p q r) naizmeniéno obojeni crno i belo kao na
slikama 1.l.a, 1l.1l.b, l.l.c. -u svakom od belih trouglova moZemo
izabrati tadku, tako da u trima belim trouglovima kojl ockruzuju
jedan crni trougao te tadke predstavljaju temena jednog pravilnog
trougla kao na slici l.5.2.

Slc 1.5.3.

Pljosni na taj nalin dobijene teselaclje biée pravilni p-uglovi,
g-uglovi i r-uglovi okruZeni pravilnim trouglovima. Tu teselaciju
(pe3.q.3.7.3)

oznadavaéemo simbolom o
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u kojem odsustvo tacaka koje su zaokruzene ukazuje na odsustvo
osa refleksije ({121 str., 18).

Obele%imo, kao na slici l.5.a, sa PQR crni trougao cijl su
uglovi kod temena P,Q,R, redom, p, %q, %r, sa C tacku u unut-
rainjosti toga trougla 1 sa ¢’,C”,C” slike te tacke u refleksi-
jama &ije su ose QR, RD, PQ. Ako Jje PQR trougao u hiperbolicko]
ravni neposredno se moZe dokazati, koriSéenjem formula hiperboll-
gke trigonometrije ([81 str. 23%8) da je uslov

(1.5.2) shPC sin%/p = shQC sin%®q = shRC sin¥/r

ey

neophodan i dovoljan da trougao C’C”C” bude pravilan, te da
pljosni dobijene teselacije budu pravilni poligoni. Na isti. nacin
se mofe dokazati da su na sferi i u euklidskoj ravni uslovi anal-

égﬁi_usiéﬁu'(i.5:2);'redbm

sinPC sin/n = sinQC sinl/g = sinRC sin iy
D a

i VSO Jp U
PC sin¥y/p = QC sin¥/q = RC sin¥/x

([6] str. 39%).

Kako Tundamentalna oblast grupe G generisone refleksijama na
sferi more biti najviSe trougac na prethodan nacin su dobijene
sve uniformne tesclacije sfere Cija temena predstavljaju orbitu
neke tadke u grupi G. StaviSe, na taj nacin su odredjene sve
uniformne teselacije sfere kojima su pljosni konveksne, a Samwiw
tim i svi konveksni, uniformni poliedri ({13] str. 406-408;

{31) str. 111). To su:

n-tostrana prizma . ®

n-tostrana antiprizma o—= O O

(32) ® - o, O o o

(3% — oo . s, 0—0 O
(37) g ® , O o o

(82 o ® s O—p—s e 5 @ ® @
(53) @ S s .. . R

1 2
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(3.6°) ® ® .

(3.8)° o 0. e
(4.6°) = o ® ® s @ o7
(3.8°) o .

(3.47) . o——=- ®

4.6.8 ® @ —®

E54.4)) — o

It

(5.62) ® ® ; .

(3.5)2 e g

(3.102) ® Z ® .

(3.4-5.4) o ®

(4.6.10) ® 5 ® ®

(3*.5) 0——0 o

({61 str. 394; [32])

Ako je grupa G gonerisana refleksijama u euklidskoj ravni
njena fundamentalna oblast moze biti najvisSe Cetvorougso. Jedina
uniformna teselacija euklidske ravnl ¢ija Jje grupa gcnorloand
refleksijama i ¢ija je fundamentalna cblast ZCetvorougao, (4 ),
dobija se kao orbita sredista ili temena kvadrata u grupi koja Je
generisana refleksijoma ¢ije ose sadrze stranice togae kvadrata,
1li kao orbita sredista vele stranice pravougaonika ¢ija Jje manja
stranica Jjednaka polovini veée., Dakle, u svakom slucaju, (44) Je
orbita neke tacke u grupi [eo]x[es}. Ako je fundamentalna oblust
grupe G trougaona Wythoff-ovom konstrukcijom dobiéemo sledele
uniformne tesclacije euklidske ravni:

6.‘\ _ C
(5*)‘ /\ . ©® & * & /\3

(5-6)2 - s © 5 & »
(65) .« ® ¢ ¢ i @ ®) ®




4 0 - o & (=) » ® ®
(4) ® m m R m m 'Y m 9 m ®
(4.82) @.4@ ® 5 &—pF—O—7—>
(5-4‘-6-4) ® 6 . &

' 2

el2 ® @ °
(3 ) c
(4.6.12) ©——o ®
(3*.6) 0——0——0

2 4z O o
(5 ."-l.__).q-) 4 q_

Na ovaj nadin, wa razliku od sfernog sludaja, nisu iscrplje-
ne sve uniformne teselacije euklidske ravni jer nedostaje tesela-
cija (32.49).

' S obzirom na to da je fundamentalna oblast grupe G generl-
sane refleksijama u hiperbolidkoj ravni proizvoljan n-tougao c¢iji
su uglovi'ﬁyhl,...,myhn takvi da zadovoljavaju uslov (1.1.5),
odrediéemo one od tih n-touglova u kojima postoje tacke cije or-
bite u grupi G predstavljaju temena uniformnih teselacija. U tom
cilju dokaZimo, najpre, da vazi sledecCi stav.

(1.5.3) Medju svim konveksnim poligonima u hiperbilickoj ravni

ciji su unutrzcenji uglovi dl""’dh postoji tadno jedan, odredjen
do na izometriju, koji Je tangentan.

Dokaz: Hekahje'Al.;.ﬂn konveksan, - tangentan poligon Ciji -su
unutrasnji uglovi dl""’“ﬁ’ kome je a poluprecnik upilsanog kruga
X, S njegoyo srediste, Bl"“"Bn dodirne tacke kruga k i stranica
Ahsyeedsh Ay i a0, uglovi AjSBy,...,A SB .

Tada je, na osnovu formula hiperboljcke trigonometrije,
(1a5.4) cosky/2 = cha sinf,..., cos /2 = cha sinfy

pa Jje ' | L .
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(1.5.5) sinﬁi:sinﬂb;...:sinﬁn = cosdi/2:cosa§/2:...:coaxn/z
Koriééenjem neprekidnosti sinusne funkcije moze se lako
dokazati da u. ravni postoji skup bl,...,bn polupravih sa 1stim
podetkom S koje dele ravan na uglove 2ﬁl,...,%ﬁn takve da su za-
dovoljenl uslovi (1.5.5), gde su uglovi dl,...fxn dati. Obelezimo
S8 8y4ese98y bisektiinoe uglova bnbl""’bn—lbn i na njima odre-
dimo tacke Al,...,An takve da poluprave C;,...,Cp koje sadrze te
tadke i upravne su na polupravama bl,...,bn sa polupravama
AlS,...,A S grade uglove podudarne polovinama datih uglova
dl,...,dn KoriSéeniem formula (1.5. 4) lako se dokazuje da polu-

PTave Cqjjyeee,yC sadrZe, redom, tacke Aa,...,A Al pa je, stoga,

n
Al...An trazeni poligon.

Prethodni stav ima sledeée dve neposredne posledice:

(1.5.6) Medju svim konveksnim poligonima u hiperbolicko] ravil

&iji unutrasnji uglovif%l,...,dl nisu tupi postoji tadno Jjedan,
odredjen do na izometriju, kome %e bisektrise unutrabnglh uglova
2,...,0%_1 seku u tacki koja pr .pada zajednidkoj ivici uglova

”fl i‘%n

- e ey

(L.5.7) Medju svim konveksnim p¢ligonima u hiperbolickoj ravail
sa unutrad$njim uglovima « ,...g%h, pri éemu su zadovoljeniuslovi
da uglovi X, i & nisu tupi, a uaaOt%l je oblika Y/k, ili uslovi

da uglovi « 1c£r nisu tupi ali iu jednaki, a ugao ey je oblika

2i/ k, posto§1 tacno Jjedan p011501, odredjen do na izomelbriju,
kome se bisektrisa unutrasnjih u@lovazﬁa,...,wh?l seku u temenu
uglaedq, 1

Ako je fundamentalna oblagt?gruPe G gencrisane refleksijama
onaj od n-touglova sa unutraénji? uglovima E?hl,...,ﬁ7hn kome
ivice dodiruju krug k, orbita srpdista toga kruga u crupl G pred-
stavljace skup temena uniformne ieselacije

(2h;.eeh) ).

Ako jJe n—tougao sa unutrasnﬁlm uglovima 37h1,...,q7n takav
d5 se bisektrise uglova V?hg,.,q, Y/h 4 seku u tadki koja pripada
zajednicko]j ivici uglova ﬂ/h i ‘/hn orbita te tacdke u grupi G
predstavljate skup temena unifor ne teselaclje

_(h1.2h2...2h _y+h_.2h l...212) = (hy.2h,...2h ;b )72
Ako je n-tougao sa unutrasn im uglovima ﬂ/hl,...,37h takav

da se_bisektrise unutrainjih ugl va gi7h5,..., th_l seku u temenu
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ugla &/h,, orbita tog temena U grupi G predstavljale skup temena
uniformne teselacije
-2h
(h2'2h§"'2hn—l'hn) 1'

Na ovaj nadin, kao i u euklidskom sludaju, nisu iscrpljene

sve uniformne teselaciie hiperbolicke ravnl.

—_— -
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2, DISKRETNE RAVANSKE GRUPE

2.l. PFundamentalan poligon

U ravni A2 diskretna grupa G na prirodan nacin definise

relaciju ekvivalencije. Za tacke x 1y 1z A2

reéi ¢emo da su
ekvivalentne akko postoji transformacija g iz G takva da Jje
y=gX. Neposredno se dokazuje da u unutrasnjosti fundamentalne
oblasti nema ekvivalentnih tacaka.

Medju svim fundamentalnim oblastima neke diskretne grupe od
posebnog su znadaja poligonske. Zbog toga isticdemo sledeéi stav.

(2.1.1) Ako je G diskretna grupa ravnl A2

sa kompaktnom funda-
mentalnom obladéu tada postoji konveksan poligon F koji predsta-
vlja fundamentalnu oblast grupe G ([36] str. 247).

= postoji tacka P koju

Dokaz: Kako je grupa G diskretna u ravnl A
ni jedna transformacija iz grupe G, 1zuzev koincidencije, ne o0s-
tavlja invarijantnom. Svakom elementu g#l iz grupe G dodelimo
zatvorenu poluravan koja se sastoji iz tacaka koje nisu udalje-
nije od P nego od gP. Svaka od ovih poluravni sadrzi tacku P i
granica joj je medijatrisa duzi PgP. Presek ovih poluravni obele-
zimo sa F. Kako je F skup tacaka dija rastojenja od tacdaka gP,
geG, nisu manja nego nego rastojanja od tadke P, ako jc Q bilo
koja tadka iz skupa I tada Q nije dalja od talke P nego bilo kKojs
od tadaka gQ za gél. Ako dve tadke iz iste klase ekvivalenclje
pripadaju skupu F tada one, na osnovu prethodnog, pripadaju rubu
tog skupa. Dakle, F je fundamentalna oblast kojoj iz svake klase
ekvivalencije pripada bar jedna tadka na minimalnom rastojanju

od P,

S obzirom na to da je G grupa sa kompaktnom fundamentalnom
obla3éu, postoji krug k sa sredisStem P koji sadrzi bar po jednu
tadku iz svake klase ekvivalencije pa sadrii, dakle, i skup Fa
Odgovarajuéi krugovi &ija su srediSta ekvivalentna tacki P 1 na
rastojanju od P velem od prednika kruga k, sa krugom k nemaju za-
jednidkih tadaka. Iz diskretnosti grupe G sledi da smo 1z skupa

— -t — —
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svih odgovarajuéih krugova izostavili njih konac¢no mnogo, tj. da
smo izostavili konadno mnogo transformacija grupe G, pa je F pre-
sek konadno mnogo zatvorenih poluravni, dakle, zatvoren, konvek-

san poligon.

Ako dopustimo da tadka P iz dokaza prethodnog stava, bude
invarijantna u nekim transformacijama iz grupe G onda te trans-
formacije mogu biti samo osne refleksije ili rotacije. Ako je P
invarijantna tadka samo u jednoj refleksiji iz G tada osa te ref-
leksije deli poligon E, u dokazu prethodne teoreme obelezen sa I,
koji predstavlija presek zatvorenih poluravni koje sadrze tacku P
i ¢ije ivice'pripadaju medijatrisama duzi PgP, P#gP, geG, na dva
podudarna poligona od koJjih Jje svaki fundamentalan poligon F
gfupe G. Ako Jje tadka P invarijantna u nekolikim osnimn refleksi-
jama tada ¢e, zbog diskretnosti grupe G, ose tih refleksija da
podele ravan na podudarne, disjunktne uglove sa temenom P, pa Ce
fundamentalan peoligon F grupe G, u tom slucdaju, biti presek poli-
géna E i bilo kojeg od tih uglova. Ako Jje tacka P invarijantna
samo u jednoJ rotaciii reda h fundamentalan poligon F Ce biti
presek poligon E i jednog od uglova 2/h &ije je teme P. Dogodi
1i se da je tadka P invarijantna i u refleksijama i u rotacijama
ili samo u nekolikim rotacijama iz G neposredno se dokazuje da se
tli slucajevl svode na prethodne,

Slike poligona F u grupi G predstavljaju teselaciju T ravni
Aa, tj. T = $gF:peGl je teselacija ravni A2
tivna u odnosu na pljosni te teselacije.

¢cija Jje grupa tranzi-

Ako fundamentalna oblast diskretne grupe G nije kompaktna
neka temena poligona F, koji je i u ovom slucaju konveksan, mogu
biti infinitna ili transfinitna. Poligon F, u tom slucaju, moze
imati i beskonadno mnopgo temena pa tada nece postojati kompaktan
disk koji ga sadrzi.

2.2 Kolidnicki prostor

Identifikacijom tadaka iz iste klase ekvivalencije (orbite
bilo koje od tih tadaka) dobiéemo topoloSki prostor M=A2/G.

Kako u unutrasnjosti F° konveksnog poligona F koji predstav-
1ja fundamentalnu oblast grupe G, nena ekvivalentnih-tadaka-koli-




b

&nidki prostor se dobija identifikacijom nekih tadaka na rubu

fundamentalnog poligona F. StaviSe, bile identifikovane neke ivi-
ce tog poligona i to uvek u parovima, nikada tri ili viSe (135}
str. 90).

Neka su ivice PQ i RS odgovarajuée u nekoj transformaciji
iz G i neka je Zetvorka tadaka (P,Q,R,S) orijentisana. Tada se
identifikacija ivica PQ i RS moZe ostvariti na dva nacina: 1isto-
smerno, preslikavajuéi P na S i Q na R, 1 suprotncsmerno, presli-
kavajuéi P na R i Q na S. Ako su dve ivice 1stosmerno identifiko-
vane obeleZiCemo ih istim slovom:a jednoj ¢emo dodati crticu u
eksponentu (naprimes, o i &;), a ako su identifikovane suprotno-
smerno dodati znak bice zveZdica:(naprimer Yy i 9*).

Na taj nadin dobijeni kolidnicéki prostor M biée povezana,
kompaktna dvodimenziona povrs sa'rubom ili bez njega, koja Je
orijentabilna ako su sve identifikacije ostvarene istosmerno, a
neorijentabilna'ako je bar jedna identifikacija ostvarena supro-
tnosmerno., f

Ako grupa G raspolaZe refleltsijama ivica poligona ¥ koja
pripada osi refleksije nece bltl‘ldentlflkovaud nl sa Jednom
drugom ivicom tog poligona pa €e! u tom slucaau, povrs M imati
rub. StaviSe, vaZi i obrnuto ([5h1 str. 221).

U orijentabilnom slucaju povrs M ée da bude sfera sa kojs Je
"iseceno" r+g diskova 1 na mesto!g od njih "zalepljeno" g rudcki
(torusa sa isedlenim diskom), a u%neorijentabilnom sludaju F ce dz
bude sfera sa koje Jje "iseceno" t+g diskova, a "zalepl;jeno" g
Mobijus~ovih traka ([27] str 1196)

2

Neka je p ¢+ A #-Ag/G na pre 'rodan nadin definisano kolicni-

cko preslikavanje koje svako] taakl ravnl A2

dodeljuje tacku
kolicénickog prostora koja repretentuje orbitu te tacke v grupi
G, Tada je p lokalni homeomorf1z¢m u svim tackama ravni A2 sa.
izuzetkom tacaka p l(W), gde je V tadka ruba povrsi M ili je
_1(W) sredifte neke rotacije iz!G ({27] str. 1194)., Talku W
povrsi M koja ne pripada rubu ta#vu da je p (W) srediSte rotaci-

. : : . i
je koja pripada grupi G, zvadéemo]singularnom tackom te povrsSi,

!j L
072 341 ~OPATISANIIA YAPYIIEHOT PANA
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).%3, Klasifikaclja poligonskilh fundamentalnih oblasti

Da bismo odredili sve diskretne grupe simetrija ravni A
jovoljno je odrediti eve konveksne poligone kojl predstavljaju
fundamentalne oblasti tih grupa, a 22 njihovo odredjivanje potre-
ono je profiniti svodjenje kompaktnih dvodimenzionih povrsi na
canonskil oblik. |

Povrs M=A2/G smo dobili identifikacijom ("lepljenjem") poje-
iinih parova ivica poligonske fundamentalne oblasti F. Kako nam
je poznata klasifikacija kompaktnih dvo&imenzioﬁib povrii sa 1li
bez ruba, sve mogue poligonske fundamentalne oblasti dobicemo
"jgecanjem” na odredjen nadin, povrsi M u disk.

U tom cilju obelezimo sa'ﬁl,...;ﬁm tadke grananja (singular-

ne tadke) povrsi M koje ne pripadaju njenom rubu, sa B

— e e o - o —
— ———— - - -

R R SRR NS S SR
tadke grananja na rubu, 58161,,..,§r proizvoljne nesingularne
tadke od kojih svaka pripada po jednéj od r disjunktnih zatvorc-

nih krivih &éija je unija rub povril M 1 sa P proizvoljnu tacku
povrEi M. Ne smanjujuéi opitost razmatranja tacke Gla-u-{ﬁr

. —— —— - -

imabrademo na ivicama Q.. Q O 0 .. Ivi hu kodie se
n anLQll""’anrgri vice na rubu koje s¢
zavriavaju tockama Q4 obtleZilcmo Sa 7§44 & ivice Q. Q. s@
k b

'gknk+l (s1lika 2e¢3%08)

Ako je povrs M orijentabilna mozZemo je¢ isedéi duZ linija
El,...;gm (koje spajaju P sa'ﬁl,...;ﬁm),:El;...fﬁr_(koje spajaiu
P sa 'Q'l,-...,ﬁr), %l’gl"”"?g’fzg ( koje sadrZe P i razvijaju
npudke" u diskove) tako da dobijemo disk ¢ija se granica sastoji
1z ukupno 2m+5r+nl+...+nr+4g segmenata ¢ije oznake, zapiSemo 11

ih po redu, tvore rec

— SUUII, PRy, B

oy =r}_2’iai qqux‘jl"'?jnj"‘lnj qbkt"k{rk ﬁk 3

a temena na granici su, redom,
=2=m+2

=l 5253 =3, sm+l=ls =
P RlP R2...P RmP _QlQll"'anlQlP coo
=m+r=ls  =2=m+r+l sheD+ig
-'.-P QI'QI'].”'QI‘II QrP --.P .

r

s e WL 1 m
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Sle 2¢%.8.

Ako Jje M 'neorijentabilna povrs linije ‘_fl,ffl,...,“_fg,ﬁg 2 3G —
riéemo linijama.?i,...;5g ( koje razvijaju MEbijus—Ove trake u

jiskove) pa ¢ée, u tom sluéaju, red koja odgovara granici biti
l ——1
ﬂb H’QJ 31"'53na+1”l r\v

2 temena na granici biée, redom,

=] 2—m+r+1 §m+r+2g

P Rl...Q

Na ovaj nadin dobijenoj granici moZemo da dodelimo poligon F
koji ima isti broj i na isti nacin rasporcdjena temena kao i gra-
aica diska i koji éemo, u orijentabilnom slucaju, obeleziti sa
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1, p2 pit +1 2 m+2
(2.3.1) PR PRy PR a QlQll"'an QTP ...

2oM+T+1 +THLE
. POTQL 21+ Qe O PO LTS,

a u neorijentabilnom sa
(2.3.2) PRy ... QPMTHL, | PTHEE

takav da ima sledele svojstva: _

(1) svaki od uglova kod temena Pl, ie{l,...p}, je 2X/p, gde Jje
p=m+T+4g u orijentabilnom, a p=m+r+2g U neorijentabilnom
slucaju, | |

(2) ugao kod temens R; je 2%/hy, h, €12,3,.008,

(3) svaki od uglova kod temena Q . ae{l,.g.,r}, ee{l 2} Je prdv,'

(4) ugao kod temena Q je thuz,_hJ € &2 5,...},

(5) parov1 orlgentlsanlh ivica P R i Pl+l (1&{1,...,m})
P Q l+l 2 (16{mTl,.,.,mkr}) P P:H*:I i l+3’Pl+2

Pl’th:"“"5 ; Pl+lPl+2 (1€1m+rvl,...,m+r+4g}) u orijentabllnom,

a P1P1+1 . Pl+lPl+2 (lc{m+rhl,g..,m+r+23}) u neorijentabll-
nom slucdaju, su medjusobno podudarni.

Zaista! U zavisnosti od veliéine uglova iz uslova (1)-(#)
poligon (2.3.1) tj. (2.3.2) se mpie realizovati na sferi, u
euklidskoj ili hiperbolicko] rav%i. U odeljku 1.5. je dokaezono da
u hiperbolidkoj ravni postoji tai centni poligon ¢iji su uglovi
podudarni uglovima unapred 7adatog poligona u hiperbolickoj rav-
ni, Na isti nalin se mozZe dOde&1l da na sferi i u euklidsko]
ravni postoji poligon sa istim o?oblnama, s tim 8to ¢ée u formi-
lama (l.5.4) umesto cha figurisa{i cosa u sfernom, & samo & u
euklidskom sludaju. Dakle, na sferi, u euklidskoj ili hiperboli-
ckoj ravni postoji tangentni pollgon koji zadovoljava uslove
(1)-(4#). Iz Cinjenice koja se nehosredno dokazuje, da su dve
stranice tangentnog poligona koa ma su nalegli uglovi Jjedne pocdu-
darni odgovarajucim uglovima druge, takodje medjusobno podudarne,
sledi da taj poligon zadovoljavali uslov (5).

U dodeljivanju poligona F gi-anici diska koja je opisana
recju &, svakom temenu granice d%ielili smo teme poligona obele-
%eno istim slovom sa izostavljenra crtom iznad njegzo IMa istz
nacin moZemo segmentima granice iiska dodeliti orijentisane ivice

g o PR - e e W v =iy o PRS- BRSSP - e - e g— e m yalee Nl om o — —— — - - -+ - - e R T
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polgona F koje &e imati iste oznake kao 1 segmenti, a crtica
iznad oznake biée opet izostavljena, pa ¢e ivice poligona ¥,
zaplsemo 1i ih u redosledu Jitanja slova reli W, vodeci racuna o
njihovoj orijentaciji koja zavisi od smera isecanja povrsi M,
opisivati granlcu

(2.3.17) ﬂa?o H pt

d

-1
ety a7 B
ili

o | 8 ¥y
(2.3-2 ) l——lb al H'YLJ Jl..‘g::]na'i'lna ﬂ\)k k

poligona F, gde su orlaentlgane ivice koje su oznacene istim
slovom i indeksom (naprimer b. %_l ili 2& 1'9 ) medjusobno
podudarne.

2,4, Algebarska struktura ravanskih diskretnih grupa

——— - o e o - am o —_ - ——— - e ——— -

Neka je T poligon &ija je granica (2.3.17) ili (2.3.2° )e
Dokazimo da je T fundamentalna oblast ncke diskretne grupz G si-
metrija sfere, euklidske 1li hiperbolidke ravni i odredimo alge-
barsku reprezentaciju te grupe.

Poligon F Ce se rotacijom sy oko temena R; za orijentisani
ugao 20/h; ( gde je smer obilaZenja oko tadke R; od ivice &, ka
ivici &_l ) preslikati u poligon s;F koji ¢e sa poligoncm I imatil

. -l e e
zaaednlcku orijentisanu ivicu S5 6 6 pa Cce, stoga, cilklicno

uredjeni skup od ukupno h. pollgona le,si‘,...,sgiF=F, sa zajcd-
" e g s - . 2: h- ¥ w
nickim ivicama, redom, siéi,...,siléi, lol=& y 0ko taclke Ri
zatvoriti pun ugao jer je ugao poligona I kod tacke R, upravo
237h .

Ako je r=g=0 temena poligona F bice, redom, P

njegov rub Ce biti

1
Rl...P R

m
r\a;ag_l,

uglovi kod temena Rl,...,R bice, redom, 2T7hl,...,277h a svaki
od uglova kod temena P+, i€{l,...m} bide 2T/m. Tada Ce ciklicno
uredjeni skup kOJl se sastoal iz m pollgona

_s F sm 13 F,.u.,rb F=F

zatvoriti pun ugao oko temena Pl, a ngemu_podudaran skup lkod
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vakog od ostalih temena P i€{2,...,m} Primetimo da e tada
¥kup koji se sastoji 1z pollgona F i svih njegovih slika u itrans-
‘ormacijama SysesesSpy i njihovim kompozicljama, predstavljati
egelaciju ravnil A2 ¢ija ée grupa koju smo opisali u odeljku l.1.
lgebarskom reprezentacijom (1.1.6), biti tranzitivna u odnosu na
1j0sni ([30] str. 220-227).

¢ 54
O 5o

|
Slt 2-4:}&1"

F koji sa F

F koji sa F

Poligon F ¢e se reflek (sl jom preslikati u c.

‘Je
ima zajednicku ivicu ¥h , a reflezsijom Cserl u

;]e

Je +1

ima zajednicku ivicu ghorl’ pa ce” stoga, ciklicno uredjeni skup
od 2hJe poligona :

——— T

h
je+lF’cje Je+1r Je+l Jje Jotll""’( jecje+l)

JjeF=01
oko tacke Q zatvoritli pun ubao.*AJo je m=g=0, a r=1l poligon b
Ce predstavlaatl fundamentalnu oblagt grupe generlisane relleksi-
jama koja Jje oplsana u odeljku l.h.

Neka se dircktnom 1zometr13¢com transformacijom €3 poligon I
presllkava u susedan poligon eJPHprl Semu se orijentisana ivica

Pm+aQ Je{l,...,r}, preallhaxa u njoj podudarnu orlgentlsaﬁu

1v1cu Pm+d+ .. Kako su uglov1 poligona ¥ kod temcna Q
Q§ prav1, 01kllcno urodaenl skup ! 1031 se sastoji iz pollgona
-1 oL ) —1 ol

e. F, cana+l 1 I, eJcJﬂJ+1 3 B, cheJ Jﬂa+l 3 F=F

zatvorlce pun ugao oko temena Ql, a njemu podudaran skup oko
temena QJ. .

'Neka se translacijama t, 1 L poligon F (2.5.17) preslikava,
redom, u susedne poll one th 1 1cP pri cemu se orijentisane
ivice 1 e i _l Pk+4 k+5 { reslikavaju, redom, U orijenti-

.,.-.-.-.ﬁ.--.-—u-i-

sane ivice Tﬁ: k+5 k32 1[%k -pK IPk+2 njima podudarne. Kako su
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gvi uglovi kod temena Pl, ie{l,...,m+r+4g}, poligona F medjusobno
podudarni i jednakil 2u/m+r+dg, ciklicéno uredjeni skup koJji se
sastoji iz ukupno m+r+4g poligona

,-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 2 ~1,.-1
F > % & F L B B
g F, tg & F ugtg o T tgugtg o F, ’ fﬂt ktk kK Ze ’

-1,-1 L -1.~1
ITe fjtk by uy Fooay 1Si‘;§j {Ttk b Wy F=F

satvori¢e pun ugao oko temena.Pl

, & njenu podudarnl skupovi kod
svakog od temena Pl, 1 €32, ce0 ,m+r+ldg}te Ako je m=r=0 poligon F e
biti pravilan #4g-ugao i predstavljace fundamentalnﬁ oblast grupe
generisane translacijama koja je'opisana u odeljku 1,3, |
Neka se klizajuéom refleksijom v, poligon F (2.5.2°) presli-
kava u susednl poligon th pri cCemu se orijentisana ivica
V;— kpk+l preslikava u njoj pododarnu, takodje orijentisanu ivicu
Vk_Pk+lPk+2n Kako su svl uglovi kod temena Pl, 1€{1l, 000 ,m+T+25% ,
medjusobno podudarnl i Jednaki 2J/m+r+2g, ciklicno uredjeni skup

koji se sastoji 1z ukupno m+r+2g.pollgona
M

2 & o £ o LS 2
VEF’ VgF, ey Tvkr, e0 ey Elej Evkr’nuu 3 qsiqej [i;‘ka—-Fq

zatvorice pun ugao kod temena P1; a njemu podudarni skupovi kod
svakop od temena Pr, 1¢{2,...,m+r+2gl. Ako je m=r=0 poligon T ée
biti pravilan Z2g-ugaoc 1 predstavijaée fundamentalnu oblast grupe
generisane klizajulim refleksijaﬁa koja Je opisana u odeljku Lo2s
Primetimo da ¢e, kao posledﬁca metrickih osobina poligona F,
na isti nadin kao i u slucaju ka@a je prupa generisana rolacijama
Sqse0e9Syy Skup koji se sastoji iz polipona I, svih njegovih
slika u, na prethgdan'naéin @efiﬁisanim? transformacijama
Sl""’sm’el""’er’cll""ﬁcrnr+l’tl’ul""’tg’ug’
ako je F oblika (2.3.17), ili F

Sl,-- . ,Sm’el,-i-,ergcll,---ﬂcrnr-{‘l,vl,--I,Vg
ako je F oblika (2.3.27), i svim kompoz101aama tih transformaci~ .

ja, predstavlaatl teselaciju ravnl A poligonima podudarnim poli-
gonu F i da ée grupa G generlsanq "tim transformacijama biti tran-
zitivna u odnosu na pljosni ([30J str., 220-227).

Odredimo i relacije koje deaniéu tu grupu. U tom cilju

v - - . : ..
obeleZimo sa G grupu generisanu ‘transformacljama
{

e, oy ——— e T b u el v SRR e m—t— ——— T SE o R e e —— ——— - . .- TR L -

—— - — -- ———
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) (ii} el,f..,;r, r}o?
(iii) cll’.."Clnl-i‘l"'.’crl,""CI'III.+1’ nj}o’
(iv) tl?ul’f"?tg*ug’ 30, u orijentabilnom, ili
(iv") VisenezVgs 250, u neorijentabilnom slucaju,
koja zadovolﬂava relacije

(2ot42) (1) %=1, nef2, 3,...}

1

(TI) e - 1,

, J¢
(IT1)  (04a050,1) 90 = 1 By {2,3,000 0,
cjlejcjn$+legl = 1,
(IV) rzs fTe [Ttk 7 et -1, u orijentabilnom, ili

... m _.r. G A L L
(IV’) [WSiTWe.T1v§ = 1,.u neorijentabilnem slucaju,
1+ 191 |

i dokazimo da Je svaka od relacija u grupl @ algebarska poslédica
relacija (2.4.2) koje grupa G, kao sto je pokazano, zadovoljava,
pa da su, stoga, prupe G 1 G*'istovetna. |

Svaka transformacija g iz grupe G preslikava inicijalni
poligon F u njemu podudaran poligon'gF. Posebno, generator
preslikava poligon F u njemu. susedan poligon xF koji sa njime ima
zajednidku ivicu 3 pa, stoga, transformacijom g se poligon xI'
preslikava u xgF koji sa gl ima zajednicku divicu, obelezZimo J¢
opet sa 3, sliku zajednicke ivice'% poligona F i xF u transiorma-
ciji g. Izrazimo li g kao rel |

.o .}Ck}CJ

kojoj odgovara putanja od unutrasnjosti poligona F do unutrasnjo-
sti poligona gF koja se dobilja prelazeci, najpre ivicu %i poligo-
na ¥, zatim ivicu % poligona x;F, zatim ivicu %P poligona X-Y-F
itd. Dve razliclite putanae od F do gF mogu se nadovezatl tako da
oforme zatvorenu putanju sa poletkom i krajem u F. Kako su sfera,
euklidska i hiperbolidka ravan prosto povezane svaka zatvorena
putanja se moZe "stegnuti" u unutrasnjost poligona F. .Svaki korak
u stezanju . odgovara jednoj od relacija (2.442) pa je, stoga,

- - p— i - — - —
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svaka od relacija u grupi G algebarska posledica pomenutih rela-
sija, a odatle sledi da je F fundamentalna oblast grupe G 1 da
svakom poligonu u teselaciji T={gF:g€G} odgovara jedinstven ele-
rent iz grupe G.
Stavise, ako je G’ podgrupa konalnog indeksa grupe G ona se€
no¥%e predstaviti generatorima (2.4.1) i relacijama (2.4.2),
([2%] str. 735).
Svakoj od diskretnih ravansklh grupa pridruZicemo oznaku
koja se sastoji 1z:
(i) nenegativuog celog broaa g koji je jednak rodu povrsi M,
(ii) znaka +, ako je M orijeatabilna, 1li -, ako je M
neorijentabilna povrs,
(iii) uredjenog skupa prirodnih brojeva [hl""’hﬁl’ hi»2,
koji Cemo zvati skupom perioda grupe G, kojim se ozna-
Sava broj srediSta rotacija i njihov red,
(iv) ureddenog skupa perlodacqla ciklusa

Cy = (n l""’hlnl)"'”’ e = (hpyseesshpy )9

kojinm se odredjuje ukup3in broj 1 raspored oua reflek-

sijae

Upravo uvedenu oznaku ¢emo zapisivati na sledeé¢i nacin:

(E, [hlytﬂagh ‘],{(}1 l"-nn, 1)91;.;(]31‘19:-1, I‘n )})g

ili, krace E
g
[h 1-t|,h] {clg--igcr.&)r
I
2.5 Diskretne grupe sfere 1 euhlldske ravni
]
(2.5,1) Diskretna ravanska grupq1G zadata generatorima (2.4.1) 1

relacijama (2.4.2) se realizuje fa sferi (), u euklidskoj (=)
ili hiperbolidkoj (<) ravni samo,ako je u orijentabilnom slucaju

0=2'2,(1-—1/h.)+ ZE (1-1/h; )+4E;"‘”"+2l‘ﬁ
< 1 1 3

a u neorijentabilnom slucdaju i
Ny

2}:(1-1/h)+ }_‘%_2 (ll/h )+eg..:++2r

- - R Sy wTE - —tr T g — - Ll i R R i I ———— — . == -- e = e o - —-—

\....r /\li

( [56T str, 248
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Jokaz: Poligoni (2.3.1) i (2.3%.2) predstavljaju fundamentalne -
sblasti grupe G. Uglovi. tih poligona kod temena R; su Eﬁyhi, kod

cemena Q; 5 Je Wyhij, suma uglova kod temena Q; je T, a suma uglo-
va ko temena p* je 29, pa Jje ukupna suma uglova poligona

m r 113
Y, 2%/h: + 7. Zl 3U/hi. + W+ 2.
1 + 11 J

Ukupna suma uglova n-tougla je vela, jednaka ili manja od (n-2)J0
u zavisnosti od toga da li Jje taj poligon na sferi, u euklidsko]
ili hiperbolidkoj ravni. Kako je

| n=2m+3r+4g+}?ni
u orijentabilnom, a

T
n =2m+ 3¢ + 28 + 2. 04
1

u neorijentabilnom sluéaju, zadate relacije bile neposredno

zadovoljene.

-— — e e = -y s . om N

Néposré&ﬁb'seLmdﬁé'ﬁthdifi; na osnovu relacijda 1z stava
(2.5.1), koje diskretne grupe sferc i euklidzlke ravni postoje, .
(2¢542) -Diskretne grupe sfere su slédeée:

10 (0,4, 0,00, L 1), Byy0pe10,1,2,000],

2° (O?+?[hl,b2,h5],{.}), 1/h, + 1/by + 1/hg 7 1,

30 (0,+,[01,{(hy101), 27y + 1/B3; 5 15

49 (OytyL 1, {(hygsbypaly)h )y L/byy  /Byp + /g5 0 2
50 (0,+,1h;7,{C )}), 11€40.1,2,000 ],
6% (0,+,0 1,4y 101, hy1sby5€10,1,2,0005,

7° (1,-,[n, 1,1 D, hy€e10,1,2,000%0

5'Qrupe 2° su poznate grupe rotacija pravilnih poliedara:

Ié?n]+ diedarska grupa reda 2n,

[3,§]+ tetraédarska_grupa reda 12,

[5,4] 7  oktaedarska grupa reda 24

[B,E}fq likésaedarska grupa reda 60,

([10} str. 6),

I Grupe.49,_generisana refleksijama, su grupe gimetrija pra-
vilnih poliedara, [2,n}, [3,3, [3,4]1, [3,5 koje , kao podgrupe
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indeksé 2, u sebi. sadrze grupe rotacija pravilnih poliedara.

Svaka cd ovik grugc 1°- 9° je konadna, i ovim su, zbog kona-
¢nosti sfere na kojoj se realizuju, iscrpljene sve konacCne disk-
retne ravanske grupe ([56] str. 1223 {14] str. 135, tab. 2). Kako
se ostale diskretne ravanske grupe realizuju u euklidsko]j 1
hiperbolidkoj ravni one ¢e da budu beskonacne,

(2.5.3) Diskretne grupe euklidske ravni su sledece:

1% (@,+ [ i D,

2° (0,+,{2,2,2,2],1 D),

3° (0,+,[ 1,1(2,2,2,2)}),

40 (04+,[ 1,1, 1),

50 (0,+,[2,2],1C X)),

6° (0,+,[2],{¢2,2)}),

7. (Oyry[byahpehglad )y 1/my e /mp 4 1/bg =1,
8% (0,4, j,{(hll, 129b75%) }), 1/byy + 1/hy, + 1/hg5 = 1,
9° (0,+,;4:,{(2)})

J— - lem A —m = e i - — aam - = -_g_..._

13° (1,-,[2,27,% ).

Kako su za hl, 59 5 i za hll’hlE’h17 jedine trojke resenja
(3 3,3), (2,4,4) i (2,3,6) diskretnih.grupa euklidske ravni ina
ukupno 17 i u literaturi su poznate pod imenom "17 euklidskih
dvodimenzionih prostornih grupa" ([14) str. 40 i 136, tab. 3.4;
[27] str. 1204, tab. 1).

Koriféenjem gornjih oznaka 1°- 13° i (2.4.3) lako je ustano-
viti algebarsku strukturu tih grupa. o |

2CeCo Geometrijski izomorfizém

Za diskretne ravanske grupe G i G° ravni A° redi éemo da su

geometrijski izomorfne akko postojl izometrija h: x = x” ravni A°

—— - - - - - - ————— - ] + g e — . - —— L ——r - - Em—mm W =
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i (algebarski) izomorfizam 1: & > g’ grupa G i G° takav da je

=ZX akko je y = 8'x.. sako je x’= hx i y'= hgx ‘(napomenimo da
te samo u ovom odeljku redosled delovanja transformacija u njiho-
voj kompoziciji biti belezen zdesna nalevo) biée hgx = g’hx, pa
odatle sledi da je |

g’ = hgh—l .

Dakle, grupe G i G* su geometrijski izomorfne akko su konjugovane
u grupi izometrija ravni Ag. Ako Jje (algebarski) izomorfizam
grupa G i .G° posledica geometrijskog izomorfizma reéi ¢emo da se
ta) jzomorfizam moZe realizovati geometrijski i da je izometrija
h ravni_Az kojom se ta] izomorfizam ostvaruje, njegova geometrij—
ska realizacija. Lako moZe da se ustanovi da geometrijski lzomor-=
fizam preslikava refleksije, centralne rotacije, oriciklicke
rotacije, translacije i klizajuée refleksije u transformacije
iste vrste, tj. redom, opet U refleksije, centralne rotacije,
oriciklicke rotacije, translacijé i klizajuée refleksije.
Geometrijska realizacija hiizomorfizma pgrupa G i G’ presli-

kava G-orbitu tacke  u G'uorbitﬁ tadke hx Jjer Jje
l

h(Gx) = h(eh Inx) = nth™t(hx) = " (hx),
) ' .
pa odatle sledi da Je, na ta] na?in, indukovan i homeomoxfizan h’

medju kolicénickim prostorima M=Af/G i M'=A2/G'. Kako sve taék;
iste G-orbite imaju geometrijski%izomorﬁne stabilizatore moZeno
da govorimo o stabilizatoru taék% kolidénidkog prostora pri teme
misleéi na stabilizator bilo kojé tadke te G-orbitc.

Preslikavanjem h’ tackama pé¢vrsi M dodeljujemo tadke povrsi
M’ koje imaju geometrijski izomo}fne stabilizatore. Dalde, stobi-
lizator tadke h'(R;) Jje cikliénaigrupa rotacija reda h;, izomoTl-
na stabilizgzoru taéke7ﬁi i, sli%no, stabilizator tacdke h'(ij),
kao 1 tacke ij je diedarska grupa reda Ehkj‘ Odavde sledi da
preslikavanje h” indukuje 1l-1 préslikavanje koje skup perioda i
skup periodidnih ciklusa grupe Gfpreslikava na skup periocda 1
skup periodicnih ciklusa grupe Gf.

Za fiksirano J taﬁke'ﬁjk su;na istoj liniji ruba povrsi N,
pa 1 njihove h’~slike pripadaju . stoj liniji ruba.povrsi M.
Stavise, za svako J slike‘ﬁg:k; {aéaka'ﬁjk imaju isti indelks 37
imaju isti raspored kao i talke { ., 3 1stl red grananja.

_Periodidne sikiuse C_= (hyyieesshyy ) i C'= )

__(Ih’-!l_, ss e ,h "'n
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svademo direktno ekvivalentnim akko je jedan od ciklusa cikliéna
permutacija drugog pri cemu je oduvana orijentacija tj. akko Jje

h = h

Jk
a indirektno ekvivalentnim akko je orijentacija promenjena, tj.
akko je

jk+e(mod nj) ’

hjk = Bye k(mod nj) .
-Na osnovu prethodnog moZemo zakljuliti da je ustanovljena
neophodnost uslova sledeleg stava:

(2.6.1) Diskretne ravanske grupe G i G° &ije su oznake, redom,
. + .
(g!"ﬁ[hli'-'ahm]iicl)!'tacr})

(" 1is[his'-- 11151’]9 {Cis-- . sc;'} )

su geometrijski izomorfne akko je znak u obema oznakama isti, tJ.

+ ili -, g=g’, m=m” i periodi {hi,,..,hé] predstavljaju permuta-

~Ciéu-ﬁeriﬂd&"{hIfWi-]ha]3“?=r{“i"p08t03i permutacija p cikiusa:

(1,0e.,r) takva da Je

(i) u orijentabilnom sludaju, svaki od ciklusa Ci direkitno

T Tékvivalentan ciklusu Cﬁ(i) ili svaki od ciklusd C; indi-
rektno ekvivalentan ciklusu Cp(i)-

(ii) u neorijentabilnom sludaju, ciklus.Ci direktno ili indi-
rektno ekvivalentan ciklusu Cp(i)'

Da su ti uslovi i dovoljni dokazao Je Macbeath, [27],
korisSéenjem rezultata Wilkie-a, [55], i sledele teorene, {26],

koja se dokazuje uz pomoé aparata teorije kvazi-komfornih
preslikavangja.

(2.6.2) Ako je i: G + G° algebarski izomorfizam diskretnih

_ravanskih grupa on se moZe recalizovati geometrijski, tj. postoji

2 2

izometrija h: A° -« A takva da je za svako géG

. -1
i(g) = hgh ~.




2.7. Diskrctne ravansic grupe sa nekompaktnom fundamentalnom
oblaséu

DOpustlmo da tadka R_, jedno od temena Ry s 1€{l,ee.,m},
poligona F opisanog % ndelaku 2e34 bude 1nf1n1tna. Na isti nacin
kao i u 2.4. se moie dokazati da ée tada poligon F biti fundamen-
talna oblast neke diskretne grupe odredjene generatorima (2.8a1)
3. réiécijama_(2;4.2),'s_tim to ée relacija sga=l biti izostavlj-
ena. Dakle, ako je neka od tadaka R,infinitna polgon F e opet da
bude fundamentalna oblast neke diskretne grupe u kojod su medju
relacijama (2.4.2) izostavljene one od relacija (I) koJe odgova~
raju infinitnim temenima.

Na isti nadin, moZemo dopustiti da teme Q, ., Jjedno od temena
Qae’ Jeil,...,r}, ee{l,...,n }, bude infinitno. Tada ¢e poligon F
biti fundamentalna oblast grupe odredjene generatorlma (2.4.1) 1
relacijama_(2.4.2) .sa dzuzetkom-relacije (e c bc+1)#b0hl° Dakle,
ako su neka od temena Q "infinitna poligon F &e opet biti funda-
mentalna oblast u koaog su medju relacijama (2.4.2) izostavljene
one- od-relacija (III) koje odgovaraju infinitnim temenima.

Dopustimo da poligon F opisan u odeljku 2.3. 1ma beskonaino
mogo temena i da je, zbog toga, opisan oko oricikla. Neposredno
se dokazuje da Je tada za neko jeil,.;.,r} njzcﬁ pa se na isti
r1adin kao i u odeljku 2.4, moZe dokazati da ¢e T biti fundamenta-
Ina oblast neke diskretne grupe odredjene generatorima (2.4.1) 1
relacijama (2.4.2), s tim $to se dopusta da broj generatora (iii)
i relacija (II) i (III) bude infiniten. |

No, dopustimo 1i da medju relacijama (2.4.2) budu izostavlj~
sne neke od relacija (I) i (III) i da broj generatora (iii) i re-
tacija (II) i (III) bude infinitan dobiCemo algebarske reprezen-
Eacije svih diskretnih ravanskih grupa sa nekompakitnim fundamen-
;alnim oblastima ([36] str. 138-139; [28] str. 247), te su, stoga,

1a prethodan nadin odredjeni fundamentalni poligoni svih takvih
TUpa.




3, UNIFORMNE TESELACIJE

.l. TFundamentalni poligon grupe simetrija uniformne teselaclje

Neka je T uniformna teselabija sfere, euklidske ili hiperbo-
idke ravni, kratko, ravni Ag. Tada za bilo koja dva temena tese-
acije & postoji izometrijska transformacija ravni AE koja pres-
ikava jedno teme u drugo, pri Cemu je ta teselacilja invarijantna.
leposredno se dokazuje da je skup svih takvih transformacija, u
dnosu na njihovu kompoziciju, grupa S(T) simetrija uniformne
,eselacije T. Kako uvek moZemo da izaberemo okolinu V nekog teme-
1a teselacije T takvu da je presek te okoline sa njenim slikama u
;ransformacijama 1z grupe S(T). prazan, ta grupa.je diskretna
‘{21 str. 94). )

Neka je X proizvoljno teme teselaclje 5. Presek svih zatvo-
~enih poluravni koje sadrZe taCku X i &ije su granice prave koje
yredstavljaju medijatrise duzi XgX, zeS8(T), je konveksan poligon,
1a osnovu stava (2.1.1), fundamentalna oblast grupe 3(T).

Ako u grupi S(T), izuzev koincidencije, nema transforiacija
toje . ostavljaju invarijantnim teme X, ivice fundamentalnog poli-
sona, obele?imo ga sa F, pripadaée medijestrisama duzi odredjenih
temenom X i njemu susednim temenima u teselaciji q: pa e, zbog
toga, temena poligona F biti sredista onih pljosni te teselacijc
Xije je jedno teme X, U tom slulaju, zbog medjusobne podudarnosti
ivica uniformne teselacije, talka X ¢e bitil podjednasko udaljena
od ivica poligona F, pa ée postojati krug k u njemu upisan.
StaviSe, krug k ée dodirivati stranice poligona F u sredistima
ivica teselacije T kojima je'jedno teme X,

Ako grupa S(T) raspola%e samo jednom osom, &, refleksije
koja sadrzi tacku X, tada ta osa deli poligon E ¢ije ivice pripa-
daju medijatrisama duZi.odredjenim temenom X i njemu susednlim
temenima u teselaciji T, na dva podudarna poligona od kojih svaki
predstavlja fundamentalnu oblast F grupe S(J). Nalegli uglovi
poligona F na stranici koja pripada osi 4, u tom sludaju nisu
tupi 1 tafka . X je presek bisektrisa ostalih unutrasnjih uglova
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tog poligona pa, dakle, postoji krug k upisen u poligonu E ¢ije
srediste tadka X na osi &, koji dodiruje sve stranice poligona F
gem one na osi d. N |

Ako grupa S(3) raspolaZe nekolikim osama refleksija koje
sadrie tadku X tada medju njima, zbog diskretnosti grupe S(§),
postoje dve ose, él i éé,'koje zahvataju ugao m?h, h€{2,5,...},
takve da sve ostale ose predstavljaju slike ovih dveju u grupi
generisanoj refleksijama u odnosu na njih. Ose %l 1 %b i njihove
veé .pomenute slike ée da podele-poligon E na ukupno 2h medjusobno
podudarnih poligoné od kojih svaki predstavlja fundamentalnu
oblast F grupe S(§). Tuutrasnji ugiovi poligona ¥-kod temena
susednih temenﬁ'X, u tom sludaju, nele biti tupi i-tadka X je

 presck bisektrisa .svih ostalih unutrasnjih uglova tog poligona pa

dakle, postoji krug k upisan u poligonu E, sa srediétemZX=i5fW§2,

toji dodiruje sve stranice poligona F sem onih na osama @1 i 62.
Kako grupa generisana dvema .refleksijama cy 1 ¢p u odnosu na

05@461_1 62, ima podgrupu indeksa 2 generisanu rotacijom s, grupa

S(8") e~ dko Paspolaié rotacijom s reda h koja ostavlja invari-
jantnom tadku X, a ne raspolaZe ni jednom osnom refleksijom sa
istom osobinom, za fun@amentglhu oblast imati poligon F, h-~til deo
pOiiééﬂé"ﬁ:“ddredjen osama dveju refleksija ¢iji proizvod pred-
stavlja rotaciju 52. U tom slucdaju.Ce poligon E biti podeljen na
ukupne-h poligona podudarnih poligonu F 1 svakl od njih &e biti
fundamentalna oblast grupe S(T). Tacka X e tada biti presek
bisektrisa svih onih unutradnjih uglova poligona F Cija temena
nisu susedna temenu X, pa Ce tada, kao i u prethodnom sludaju,
postojati krug k upisan u poligonu E, sa sredistem X, koji dodi-
ruje sve stranice poligona F sem onih ¢ije je Jedno teme X,

S obzirom na to da su, pored;koincidencije, osna refleksija
i centralna rotacija jedine izometrijske transformacije ravnl A2
toje ostavljaju invarijantnom neku tacku te ravni, na prethodan
1adin odredjene tadke, uvek obeleZene sa X, u unutrasnjosti ili
1a rubu fundamentalnog poligona F, su-jedine moguée tadke &ije se
yrbite u diskretnoj grupi simetrija ravni A2 poklapaju sa skupo-
rima temena uniformnih teselacijd ravihl A2.

— —— R = e [ LIS
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3.2« Neophodni uslovi rundamentalnog poligona

Neka je F fundamentalni poligon grupe S(T) simetrija unifor-
mne teselacije T. Kako se identifikacijom ivica poligona F odre-
djenih generatorima giupe S(T) (jasno je da se skup generatora
poklapa sa skﬁpom transformacija koje poligon F preslikavaju u
njemu susedne poligone iz teselacije T” = {gF; ge S(T)}) dobija
dvodimenzionalna povrs, poligon F ima isti broj i na isti nacin
rasporedjena temena i1 ivice kao i neki od diskova ¢ija je granica
opisana redju & u odeljku 2.3. i zadovoljava uslove (2), (4) i
(5) koje zadovoljavaju poligoni (2.3.1) i (2.3.2), dok umesto
uslova (1) i (3) zadovoljava sledele:

(1) suma uglova kcd temena pt , 1€{l,eee,p}, Bde je p=n+r+ig u
u orijentabilnom, a p=m+r+2g u neorijentabilnom slucaju,
Je 23’

(3°) suma uglova kod temena Q% i Q . Jeil,...,rE deﬁu
Neka teme X uniformne teselacije T pripada unutradnjosti
poligona F koji Cemo obeleziti na isti nacin kao i poligone
(2.3.1) i (2.3.2). Pljosni teselacije T &ija su srediSta tacke R;
pite, u tom sludaju, pravilni h;-uglovi, a cija su sredista tacke

pravilni 2h._-uglovi. Kgko su sve pljosni uniformne teselaci-

2
3gepraV1ln1 polggonl da bi pljosan ¢ije je srediste ncka od taca-
ka Pl ili neka od tacaka Q .y, bila pravilna neophodno Jje da svi
anutradnji uglovi te leosnl budu podudarnl pa, stoga, da i svz
aglovi oko tacke Pt ili oko tadke: Q s 1 teselaciji Tﬁr budu podu-~
jarni, dakle da su zadovoljeni uslovi (1) i (3) -za poligone
(2 3.1) i (2.3.2). Tada su pljosni tesela01ge T &ija su sredilta
Pl, pravilni p—ugIOV1, a ¢ija su sredista Q kvadrati. U tom
sluéaju uniformna teselacija T je oblika
As (p.hl...p.hm.p.4.2hll...2h1n1.4.p...p.4.2hrl...2hrnr.4.p...p).
Ako je teme X na nekoj ivici éﬁe poligona F koja pripada osi
1eke refleksije iz S(T), pri demu ni.Jjedno teme te ivice nije
1eka od tacaka QJ
sljosni teselacije ¢ .&ija su sredlsta R; bice pravilni h. s-uslovi,
ija su sredista Qae # Qll’Ql2’ prav1}n1 2hJe-uglov1, clga su

e — ——— . E i = - —EE L o— ——

veé samo tadke Q. je? D@ primer na ivici 619,
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—ugao, ¢ija SY gredista

sredidta Qp * Q5 pravilni By U829 ihy, . .
tacke P> pravilni.pwuglsvi, a ¢ija s sredista Qj, kvadratle U
tom sludéaju teselacija.T'je oblika
: B . L a & 9 h -1"'. B »
Bo (hlzu 2h15. » tzhlnliq' -'D- . .P .L" 2hrl 2 rnr p _2
a..p.hl....p.hm.p.ll-.hll) .
Akxo Je X'neko od temena Qje nesusednih bilo kojem od temena
Q%, na primer teme Qq o9 xao i u prethodnon slucaju zakljudujucl,
e teselaclija T oblika

ustanovidemo da J
2h .4Iplii_

C: (h13.2h14...2h1n1.4.p...p.#.Qhrl... )

"“p'hl"'p'hmfp'q'hll)
témena Ry poligona ¥, na primer Ry pljo-
iZta Rs, ifl, b ~uglo-
. -uglovi, & ¢ija su
1a P+ i njibovih slika

ice pravilni ny

ﬁko je X jedno od
gredista

teselacige T Eija o
a2 su sredista Qje
U poligonu E u
= hi(ﬁél), 5 ukupna suma uglova kod

P, 1£1,2, %/ p-1,

1ova kod temena
oni jednakl, ﬁ?p;l.

ta temena pr biti
T je oblika

sni
vi, ¢iJ
Qg, xvadrati.
pice hi(ﬁ;éj%hi
2%h, D& je, stoga, svaki od ug
a kod temena P; 1 EQ,_s_obzirom na to da su
T, &ija su aredis

eselacije
ju tesclaclija

Zato Ce pljosni T
p-l-uglovi.

p—lihmap—1-4-2hllq-cehlnl
---p“l.4.2hrl.-.

pravilnil U tom sluca
4

-4¢P-1-:-

_1ym
2hrnr.4.p_1-lip 1) .

D: (P"l-hz-tu
Ako je teme ¥ na nekoJ jvicl %.e kojoJ dJe jedno teme neka od

v e . . e J2 | : . v o
tacaka Qj, na primer na 1v1cl.@ll, pljosni t8591301ge=?’claa su

redidta R, Dif Ind - TS H i3ta Qi 7Q7)
sredista Ry pite pravilni hi uglovi, Cija Su sredista Qaer‘Qn

pravilni 2h. - : v .
¢ija su sreggézglogl’ 8ije je srediste Qll PraVilan h 12a8
a P PraVilni p_uglovi a E.‘ %% : Y
’ ija su sredilsta Q@¢Q1
oo

2

pljosni te i } - | .
g 1 1

Zu/3, pa su i i
pljosni sa tim N
v el sred 1 s
sludaju teselacija 3 je oblik istima pravilni trouglovi, U tonm
a

E: (hy;.2h
1l 12---2h1n -5-p-..p_4 5 |
1 .‘hrl-..Ehrn .4.p
r e

-..p.h .oo . -
l p'hm-p.3) 2.

. e— -
L S ——
e

- -



Dogodi 1li se da su temena Q} i Qi susedna, uglovi kod njih bice
pravi pa éemo dobiti teselaciju '
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koja se predstavlja istim ciklicnim nizom kao 1 E samo su izos-
tavljeni c¢lanovi hll""’ghln ,> s podetka i ¢lan 3 na kraju niza.,

1
~“Ako je X neko od temena Q. ili Qan y na primer Q4.

J
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U svakom od prethodnih slucajeva, osim slucaja P, ukupan
broa pojavljiﬁéhaa P uglova (a u sluéaju D, p- ~l-uglova) u ciklo-
vima koji odredjuju teselaciju, biée p , dakle m+r+4g u orijenta-

bilnom, a m+r+2g u neorijentabilnom slucaju.
' k4

5.3. Dovoljni uslovi fundamentalnog poligona

Uslovi koje zadovoljava fundamentalan poligon, uvek obeleZen
sa F, grupe S(¥) simetrija uniformne teselacije T, odredjeni u
prethodnim dvama odeljcima, su neophodni da on bude fundamentalan
"poligon grupe S(¥). DokaZimo da su oni i dovoljni, tj. da postoji
svaki od poligona F opisanih i prethodnom poglavlju, Stavise, da
Je svaki od njih fundamentalna oblast neke dlskretne grupe sfere,
euklidske ili hiperbolidke ravni te da, stoga, postoji svaka od
unlformnlh teselacija tipova A,B,C,D,E,F.

U odeljku 2.3. dokazano je da postoji poligon F kcji zadovo-
1java sve neophodne uslove (ustanovljene u prethodnom poglavlju)
da bude fundamentalna oblast grupe simetrija uniformne teselacije
_tipa A, a u.odeljku 2.4. da je taj poligon zaista i fundamentalna
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blast neke diskretne grupe gimetrija ravni.Ag, pa su, stoga,
omenuti neophodni usliovi i dovoljni. Dakle, svaka od teselacija
ipa A postoji i, u zavisnosti od toga koji od uslova iz stava
2.5.1) .zadovoljava grupa simetrija te teselacije, moZe se reali-
ovati na sferi, u euklidskoj ili hiperbolidkoj ravnil.

KoriZéenjem stava (1.5.6) umesto (1.5.3), na isti nacin kao
. u odeljku 2;3, moSe se dokazati da postoji poligon F koji =zado-
‘oljava sve neophodne uslove da bude fundamentalna oblast grupe
imetrija uniformne teselaclje tipa B ili E., Taj poligon ce, u
s1ludaju da zadovoljava neophodne uslove da bude fundamentalna
blast grupe simetrija teselacije tipa B, imati svojstva (1)~(5)
a0 i poligoni (2.3.1) i (2.3.2), s tim Sto nefe biti tangentan
re¢ Ce postojati krug k sa sredistem X koje pripada Jjednoj od
Vica Qjere+l‘ na primer ivici Q,Qy,, koji dodiruje sve i1vice
yoligona F sem te. U slucaju kada zadovoljava neophodne uslove da
,ude fundamentalna oblast grupe simetrija teselacije tipa &,
srediSte kruga k pripadale nekoj-od-ivica~Q§Qjé, na primer ivici
ginl i biée zadovoljeni uslovi (1),(2),(4) i (5) iz odeljka 2.5,
. umesto (3) biée zadovoljen uslov

'3’ uglovi kod temena Qg, je{2,eee, T}y ecil,2}, su pravi, kod
temena Q% Jje */3, a kod temena'Qi je 2%/3 (a u slucaju E’

su i oni pravi). ¢

Ako umesto stava (1.5.3) iskoristimo stav (1.5.7), na isti
jadin kao i u odeljku 2.3, moze se dokazati da postoji poligon F
c0ji zadovoljava sve neophodne uslove da bude fundamentalna
>blast grupe simetrija uniformne teselacije tipa C,D ili F. U
slucdaju kada zadovoljava neophodne uslove da bude fundamentalna
sblast grupe simetrija teselacije tipa C taj poligon Ce imati
igsta svojstva kao i poligoni (2.%3.1) i (2.3.2), s tim sto nede
»iti.tangentan vedé &e postojati krug k sa srediStem Qje’
je{lyeeesrly €€12,000,n -1}, na primer Q;,, koji dodiruje sve
ivice tog poligona sem onih éije je Jedno teme ng. U slucaju
cada zadovoljava neophodne uslove da bude fundamentalna oblast
rpupe simetrija teselacije tipa P srediste kruga k bice neka od
tacaka Qje’ j€{lyeaeyri, eeil,néi, na primer Q 4, i bide zadovo-
ljeni-veé-pomenuti uslovi (1),(2),(3”),(4),(5). U sludaju kada
aadovoljava'neophodne,uslovqﬂda_hude;ﬁyndamentalpagpg;gsp*ggppe
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vimetrija teseladije tipa D srediste kruga k biée neka od tacaka
{5y 1A primer R, i Li%: zadovoljeni uslovi (2),(3),(4),(5) iz
sdeljka 2.3, a umesto uslova (1) uslov

’1") svaki od uglova kod temena Pl, ie{3400eym}i, je 2¥/p-1, a
kod temena Pt i P2, Wp-l.

Kako u svakom od prethodnih slulajeva fundamentalan poligon
® zadovoljava uslove (2),(4),(5) iz odeljka 2.3. 1 uslove (17) i
(%) iz odeljka 3.2, na isti nadin kao u odeljku 2.4, moze da se
jokaZe da je taj poligon fundamentalna oblast neke diskretne gru-
e simetrija sfere, euklidske 111 hiperbolidke ravni pa su, stoga
pomenuti neophodni uslovi i dovoljni, Dakle, svaka od teselacija
tipa B,C,D,E ili F postoji i, u zavisnosti od toga koji od uslova
iz stava (2.5.1) zadovoljava grupa simetrija te teselacije, moZe
s¢c realizovati na sfcri, u euklidskoj ili hiperbolickoj ravni.

7Zelte Uniformne tesélacije cije su pljosni oricikiiéki_aﬁeifdébni”“"

Ako je fundamentalna oblast diskretne ravanske grupe simet-
rija nekompaktna nju, na osnovu razmatranja u odeljku 2.7, moZemo
izabrati tako da bude poligon koJji se od poligonskih fundamental-
nih oblasti diskretnih grupa u kojima je orbita izabranr tacke,
uvek obelezene sa X, skup temena neke od uniformnih teselacija
tipa 4,B,C,D,E ili F, razlikuje jedino u tome sto su mu neka od
temena Ry, i€il,...,mt 11i Qs , Jeilye..,Tl, e€ilseeesn t,
infinitna i Sto je dopusSteno da broj njegovih temena bude infini-
tan. Stoga, dopustimo 1li da pljosﬁi uniformne teselacije budu
pravilni poligoni upisani u oricikle, oriciklicéki apeirogoni
([34] str.239), one ée se od teselacija tipova A,B,C,D,E,F razli-

kovati utoliko sSto €e u njihovoj oznaci biti dopusSteno da neki od -

brojeva hl""'hm i hll""’hrn budu infinitni i da cikliéni niz

koji odgovara teselaciji bude ififinitan jer .je infinitan Jjedan
njegov deo, hjl"‘f’hje"" za neko je{l,eeer} tg da su, stoga,
tada sva temena uniformne teselacije infinitna (dakle, na apsolu-
ti koja predstavlja i granidéni oricikl).
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