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I.17 UUODNE NAPOMENE

U ovom radu smo zeleli da prikazemo neke rezultate do ko-
jih smoc do3li razmatranjem Bahadurove (Bahadur R.R,) reprezentaci-
je uzoradke kvantilne funkcije ({1]). Preciznije, pokuSali smo da

konstruisemo neke nove testove za testiranje

L

HO(X 3 U(031)) protiv Ho (Xt F(E) £ t, 0<t<1)
(gde je F(s)-funkcija raspodele sludajne promenljive X, a U(0:1)
uobicCajena oznaka uniformne (ravnomerne) raspodele na intervalu
(0:1))., Ti testovi se, prirodno, mogu koristiti i za testiranje hi=-
poteze

H (X s Fo(t)) protiv H1(X F{t) # Fo(t))

primenom transformacije Y = F_(X), za poznatu klasu funkcija ras-

podele, Pritom smo koristili osobine novouvedene statistike
z (t)=Vn(F (t)-a, (t))=\/n(F (t)=t)-\/n(a, (t)-t),
za 0Lt<1, tj, razlike izmedju empirijskog procesa:

Cn(F (t)-t), D&t

1 kvantilnog procesa:
Vn(a_(t)-t), 0<Lt<s

qQde je Fn(-)-empirijska funkeija raspodele, a Qn(')-kuantilna fun=-
kcija za uzorak xl,xz,...,xn izvuCen iz populacije sa obeleZjem X

sa U(0:1) raspodelom, tj. kada je hipoteza Hu tacnae




Ispitademo ponaSanje procesa Zn(t) u granicnom sludaju, kada n-=oo
i pokusati da pronadjemo raspaodele nekih funkcionala od procesa
Zn(t), koji Ce nam posluziti za formiranje odgovarajuéih testova,

Sam rad smo podelili u tri dela i to:

U I delu (UVOD) smo izdvojili definicije i teoreme koje
olakSavaju razumevanje rada i na koje se u daljem radu pozivamo,
Na kraju svake tadke dajemo kratak istorijski i bibliografski os=
vrt na pomenute pojmove i probleme,

U IT delu (NOVI TESTGVI) smo ispitali ponaSanje procesa
Zn(t), pronasli raspodele funkcionala procesa Zn(t) koji su nam
posluzili za formiranje tri nova testa za testiranje hipoteze Hg
protiv H1.

U III delu (MOC I NEPRISTRASNQST) smo ispitali moé novo-
uvedenih testova za razlidite alternative uporedjivanjem sa moéi-
ma nekih od poznatih testova (Morana, Kolmogorova i Smirnov - fon
Mizesa), Uporedjivanje moéi i nepristrasnosti smo izvr3ili za iste
uzorke, ¢ime smo mogli objektivno da ucldimo prednosti 1 nedostatke
novih testova,

Rad se zavr3ava DODATKOM, u kome dajemo detal jnija obja~
Snjenja koriséenih programa, literaturu, tablice i sadrZzaje. Ozna=-
ke koje smo koristili su uglavnom standardne za ovu vrstu litera—

ture,

I.2, EMPIRIJSKI I KVANTILNI PROCESI

Empirijski i kvantilni procesi imaju najvaZniju ulogu u
nasem radu. Empirijski procesi su znatno viSe obradjeni u strudé-
noj literaturi, dok se za kvantilne procese moZe reéi da su done-

kle zanemareni, Zahvaljujuéi Bahaduru, u poslednje vreme je pora-

slo interesovanje za njih, pa je i ovaj rad skroman doprinos tome,




U ovo] tadki éemo navesti najvazZnije definicije i1 teoreme povezane

sa Njima.

DEFINICIJA T,2,1: Za svaku funkciju raspcdele F(t) kvantilna fun-
kcija 0(u) je
Q{u) = inf it:F(t),}, u} , Dcud
ili, drugim recima
F(t})>u ako i samo ake je Q(u)<Lt,
U sludaju U(D;1) raspodele, koja nas ovde najviSe intere-
suje, vazi:
P {age}= e {F(e)x]= Fie)
([as5]).
Graficki, kvantilna funkcija i funkcija raspodele su ob-
lika:
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Sl. 1. FUNKCIJA RASPODELE I KVANTILNA FUNKCIJA




Dalje, neka je X1,X2,...,Xn uzorak obima n izvucen iz po-

pulacije sa obeleZjem X sa funkcijom raspodele F(t).

DEFIMICIJA T1,2,2: Uzorak X1,X2,...,Xn uredjen u neopadajuéem pore-

tku, tji

é &0 $
1) € Xy < < Xy

se naziva varijacioni niz za dati uzorak, a statistika X(k), k =

192500090 4 S Naziva k=ta statistika poretka.

DEFINICIJA T,2,3: Empirijska funkclija raspodele za uzorak

X1,X2,...,Xn je statistika oblika:
4 y E<X(g)

G
k .
Fn(t) = g H ’ x(k)4:té;x(k+1)’ k=1929---jﬂ-1

L B0

cdnosno
0

1

CCRE - PCh

gde je I(-oo;t] (Xk) - indikator slucajnog dagadjaja {Xk g_t} o
Centralna teorema matematilke statistike (Glivenko =

Kantelli) tvrdi da

sup / F_(t) = F(t)/——0
-0t <CO n—>®

sa verovatnodom 1 i ona predstavlja jedan od kamena temeljaca ma-

tematidke statistike. ([5] , [11]ye0e)0

DEFIMNICIIA I,2,4: SluCajni proces
ﬂn(t) =Vn(F (£) = F(t)) , tER

nazivamo (uzoralki) empirijski proces. U sludaju U(O;1) raspodele,

proces




Un(t) = \/'n'(r-‘n(t)-t), 0Lt L1

nazivamo uniformni empirijski proces. Za svako fiksirano t on ima

standardizovanu binomnu raspodelu

B!n;t!-nt
Vo ’

Na osmovu centralne granilne teoreme, granicna raspodela je nor-=

malna, za fiksirano t. I u opStem slucaju

(308 30 Mosr (1) (17 (1))

N —

7a svako fiksirano t, t&R, gde je n_jm?- oznaka za konvergen-—

ciju u raspodelil,

TEQREMA I.2,1: (Kolmogorov-Smirnov):

Ako je F(t) neprekidna funkcija raspodele, tada:

PE sSup //‘Bn(t) /-éy} Non K(y)

-0t
gde je
+ 00 2.2
P (-1)% eV, y>o0
K(y) = k ==00
k £ O
0 sy ¥ U
i |
Pf sup ﬂn(t)éy3 o S(y)
=-00< £ 0O
gde je
-2 2 |
1 - e <7 y ¥Y> O
S(y) =
0 y Y&O

( 0s5], [11]ye0e)e

DEFINICIJA T,2,5: Neka je X1,X2,...,Xn uzorak obima n izvucen iz

populacije sa neprekidnom funkcijom raspodele F(t) i neka su




X(1), X(Z)' ceay X(n) odgovarajule statistike poretka, Funkciju

- k=1 Kk
Qn(t) = X(k), Bn—été—

n y k=1,2,---,n

nazivamo (uzorackom) kvantilnom funkcijom, a sludajni proces

ol () =\/n(a_(£)-F"1(t)), o0<t<

(uzoralkim) kvantilnim procesom (ili "inverznim" empirijskim pro-
cesom)e Specijalno, u sludaju U(0;1) raspodele proces

v (t) =\/n(a_ (t)-t), 0<t<n

nazivamo uniformni kvantilni proces,

Slicno kao kod empirijskog procesa, moZe se pokazati da za svako

fiksirano t, 0« t<£1:

oL (¢ £)—B (1) JV’D._t(m)_

A== fz(F"1(t))

gde je f(+) = F’(s), odnosno

Un(t) n__i;;v(t):qu;;t(1-t)) za svako fiksira-

no t, u sludaju U(0;1) raspodele, ZapaZamo na ovom mestu i da

R—PU(t):(M,D;t(1-t))

n——o

U (t)

za svako fiksirano t iz (0;1). {naprimer [5], [11], ses)e

ISTORIJSKE T BIBLIOGRAFSKE NAPOMENE:

Teoremu I.2.1 su dokazali Kolmogorov (1933) i Smirnov
(1939). Teoremu o konvergenciiji empiri jskog procesa \/;(Fn(t) -
- F{t)) prvi je dokazao Donsker (DONSKER M.Ds) 1952.9+, a Na vezu
empirijskog procesa i Braunovih mostova prvi je ukazao Dub (DOOB
J.L) 1848, godine, ali bez dokaza, 0 empirijskim procesima se

moZemo detaljno informisati kod Bilingslija (BILLINGSLEY p.)([3]),




colarda (POLLARD D.) ((45]), Cergfa i Revesa (CSGRGG M. i REVESZ
Peo) ([11]), Borovkova ([5]) itde. Kvantilnom funkcijom i kvantil-
nim procesima su se, izmedju ostalih bavili Reni (RéNYI Aoy Cer=-
ge i Reves, Kifer (KIEFER J,) i drugi. Najobimniji materijal o
kvantilnim procesima na jednom mestu se moZe naéi u [11]. O pri-
meni uzoraCkih kvantila i kvantilne funkcije moZemo nadéi kod Go3a
(GHOSH J..K.) ([25]), Falka (FALK m,.) ([20],(21]), Soraka {SHORACK
G.) ([49]), Vitersa (WITHERS C.) ([53]) i drugih. Najobimniji ma-
terijal o statistikama poretka i primeni moZemo naéi kod Galambo-

Sa (GALAMBOS J.) u [25].

I.,3, BRAUNOVI MOSTOVI

Bra unov most ili svezano Braunovo kretanje (ti®d-douwn
brownian motion) je sluc¢ajni proces koji je tesno vezan sa Braun-
ovim kretanjem (Vinerovim procesom), kao 3to mu i samo ime govori,
Kac Sto smo veé pomenuli, Dub je ukazac na vezu izmedju empirijs-

kog procesa i Braunovih mostova, Sto se kasnije pokazalo tadnim i

nadasve, korisnim,

DEFINICIJA T.3,1: SluCajni proces

{lﬂ(t,w) = w(t), D$t4CO} sy gQde Jje wE(]_E Ii.

{§2,3€;p3 je prostor verovatnoCa, se naziva Vinerov proces ako:

1° w(t) - w(s) ima JV?D;t-s) raspodelu za svako
0£s<t<00 jiuw(o)=20,

2° w(t) je proces sa nezavisnim prirastajima, tako da
jesu nezavisne slucajne promenljive za svako
D&ty Lt Lty Lanadty Lty £0O0

i=1,2,--u .




jo

3° Trajektorija procesa W(t) je neprekidna u t sa vero-

vatnocom 1,

Korelaciona funkcija procesa W(t) je oblika

R(s,t) = min { s,t} .

DEFINICIJA I,3,2: StohastiCki proces
{B(t,w) = B(t), ¢t 6[0;‘1] . wegz_} se naziva
Braunov mast, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:
19 Zajednicka raspodela sludajnih promenljivih
B(ty)s B(tp)seeasB(t ) za 0Kt €t < 0ee gt &1

za N=1,2,4e¢ Je gausovska sa

E(B(t)) = © za 0<L£t<«L1
2? Korelaciona funkcija procesa B(t),0«<t <1 je oblika
R(s,t) = min{s,t} - set, 0O«s, t<£1 ,
3° Trajektorije procesa {B(t), Dgt< 3 suU neprekidne
sa verovatnoéom 1, za 0<t €1 i svako weﬁ? .

4° 8(0) = 8(1) = 0 sa verovatnodom 1. (SL.A,B iC)

Egzistencija takvog sluCajnog procesa sledi iz sledeéih

tvrdjenja:

LEMA T,3.,1: Ako je {w(t), 0 ét<02)} Vinerov proces (ili proces
Braunovog kretanja) tada
B(t) = w(t) =t « w(1), 0t <1

jeste Braunov most,

LEMA T,3,2: Akao jJje [lﬂ(t), U.ét‘-’-oo} Vinerov proces, tada

8(t) = (1-t)u(s), o<t
jeste Braunov most ( [11], [as5]).

Braunovi mostovi su odigrali 2znadajnu ulogu u nalaZen ju
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SL.C:Ista trajektorija Braunovog mosta za podelu intervala (0;1)
na 2000 delova




y,simptotskilh raspodela statistika baziranih na empirijskim i kva-

.tilnim procesima,

TF”RFmQ 1.3,1: Za uzorak x 2""’An izvucan 1z populacije sa

gbelez jem X sa funkcijom raspodele F(t), postoji niz Braunovih

mogstova EBn(t), Oét 513 ’ takav da ]Jje
| o 1 1 1

sup  /[3,(t)=8 (F(£))/ = 0 (n *(leg)®(log logn)?)
0gt<

.

gde je Up(-) oznaka Mana i Valda (fMann i Wald) (1943), uvedena kao

stohastiGki anmalog okoline 0(+) u smislu Landau-a, naime, vaZi:

DEFIMICTIA T,3,3: Neka su Exn.f i {Yn.i nizovi slucajnih promen-

ljivin, Oznaka:

X = Dp(Yn)

znaCi: za svako 8 >0 postoji realan broj M takav da je

p{/xn/; !‘ﬂ/*{n/ 3 £ & 5 za dovoljno velike n,
Jznaka

Xn = O (Yn)

znacis P{/Xn/ & /Y /3 za svakoa £ >0, (Jasno, {xn}

l'l—:-cc

i-E;Yn.} moraju biti definisani na istom verovatnosnom prostoru).

(_.4s52).

TEO0REMA T,3,2: Ako jJe X1,X2,...,Xn uzarak obima n izvucCen iz po-
pulacije sa obeleZjem X sa U(0:;1) raspodelom, tada postoji niz
Braunovih mostova {Bn-(t), 0 été13 , takav da Je
-
2

sup /¥, (§) = B (t)/ = 0 (n
D&t <

log n)

sa verovatnodéom 1., ( [11] ).

Vazi jo3 opStije tvrdjenje:

14



[ﬁﬂﬂﬁm“-llgt3: Ako je X,,X,yeeeyX uzorak obima n izvuden iz popu-

‘1acije sa obeleZ jem X sa funkcijom raspodele F(t) koja je nepreki-
dna, dva puta diferencijabilna i F°{(t) = f(t) >0, tada postoji niz
‘8 rauncvih mostouaEBn(t), Dété,ﬂ} takav da je:

1
sup  /F(FTN(e)) b (£)=B (£)/=0_(n % log n)
&, <t £1-&

/2N

f.

fsa verovatnoéom 1, gde Eﬁ-ﬂ—G kad n—CC ({5],{11],...)-

' Kao posledice tih tecorema dolazimo do najvaZnijih zakljucaka:
~4) —Saly
1. Vn(F (£)-t) 2222 8 (t)
. -+) _Sal, _ R
2, \/n(a, (t)=t) 21t g (t) — B8(t)

3. VAF(£)=F (1)) 2edes B (F(t))

i
n —-2C

{5

(757,111, ,e00s), gde je —=sls . gnaka skoro izvesne konvergencije.

Da bi se gornja tvrdjenja mogla produziti na funkcionale

tipa G(F)}, neophodno je na takve funkcionale nametnuti neke uslo-

ve glatkosti:

DEFTNICIJIA T.3.4: Funkclaonal G(F) nazivamo naprekidno-difefenci-'

jabilnim reda k u tacki F_, ako postoji funkclional g(F yw) koji

za svaku funkeiju weC(0;1) i svaki niz w; € 0(0;1) (o prosto-
rima C=C{0:1) i D=D(0;1) op3irnije u taclki I.7), takve da je
“ We = w” ~—= 0 kad & —0, zadovoljava relacije:

G(F, +Ewe ) = G(F,)

e~ T 3For?

g{Fo'“’E. ) — Q(Fofm) .

£—0




(g(Fo,w) mozema zvati lzvodom reda k od funkcionala G po promenlji-

voj W ([5]))¢

Te0REMA T,3,4: Ako obelezje X ima funkciju raspodele Fo(t) 1 ako

je funkcional G(F) diferencijabilan reda k, tada

Va(G(F (T)) = G(F_(£))) —F—g(F_(t),3(t))

N—0

gde je B(t) - Braunov most,

TEAREMA T1,3,5: Ako obelezje X ima funkciju raspodele Fo(t) kKoja je

neprekidno=difersncijabilna u tadki t) 1 fD(tp)=F'D(tp):-=-U , tada

ISTORIJSKE I BIBLIOGRAFSKE NAPOMENE:

0 egzistenciji Braunovih maostova medju prvima je govorio
Dadli (Dudley) 1966.godine, Danas su Braunovi mastovi u ZiZi inte-
resogvanja, jer se, izmegju ostalog, dokazi mnogih teorema mogqu sa-
da "elegantno" izvesti, Veoma iscrpno razmatranje o njima se moZe
naé¢i kod 8ilingslija u [St], Borovkova u [51, Eerge i Revesa u

- Ay

.11 . , Polarda u [45] i drugih. Dub je 18429, godine tvrdio: " s..
u radunanju raspodele procesa \fﬁ(Fn(t)—t), kad n—CC moZemo jed-

nostavno umesto procesa \fﬁ(Fn(t)-t) posmatrati proces B{t)eee™ o

Donsker je 1852, to i dokazao,.

I.4., RASPODELA NEKIH FUNKCIONALA OD BRA UNQVIH

MOSTOVA

Treba odmah napomenuti da nije pronadjens mnogo funkcio-

{0
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yala od Braunovih mostova za koje se mogu efektivno pronaéi raspo-

{ele, Ovde Cemo navestl skoro

sve pronadjene, Jjer su nam potrebni

y dal jem radu:

L

Se

I
£1]

.l
PE sup B(t)ﬁﬁu_J <y u.Q0
0«t 41

——

+ a2, 2
P? sup/B(t)/)u} D (-‘I)k+1 g 4K U , u>0
g <t £1 K= -

k#Q
(raspodela Kolmogorova).

il

_(ak+1)2

1 o0 -1
p{ So [B(t)]z dt éu}=ﬂ;ﬁ§ (=1)% { &)\/akn e 184 .

. b {jak+1)2-

1 16u

4

i

gde je bp(-) - Beselova funkcija sa parametrom p, defini=-

sana sa: ~
K
_ (Z\P 7_(_---_;_‘! e Zy2K
bp(z) (2) %z;; [ {k+1 [{k+p+T (2) ’

. el - -
gde je (gﬁ) =£ t T o=t dt - Gama funkcija .

. O
PE sup B_(t)- inf B(t) g_u}: 1= 2 2-[&(k-u)2—1] .
0 k=1

<t <1 o<t<i
ou 2,2
E2ku , u>0
_/B(t)/ - <, -2e "
lim P su £ a(x,2 lag Y = e “F
n—00 ¢ Lt <1-Eh \Ve(1-t) En
gde je

—

a(x,T)={x+210gT+ % log(logT)- % 10§Tr)(210g T) 2

i pri cemu 6n —(0 kad n —>CC . ( [11:‘;).

ISTORIJSKE I BIBLIOGRAFSKE NAPOMENE:

Raspodelama funkcionala 1 i 2 su se bavili Dub, Donsker,




ailingsli, Borovkov, Kolmogorov i drugi ({s], [11], [as}'[3] Cees)e
Raspodelu funkcionala 3, su proudavali Smirnov (1937), fon Mizes
(van mires), Andersan (Anderson T,W.) 1 Darling (Darling D.A.) .
runkcional 4 je proudavao Kuiper (Kulper He) 1960. godine a funkc-
ional 5. Darling i Erde3 (Zrdos Pe)e Najobimniji materijal o funk-
cionalima B8raunovih mostova su sakupili Cerge i Reves u (11}, Po-

yard u [457, 8ilingsli u [37 i Borovkov u {S].

I.5¢ NEZKI TESTOVI BAZIRANI MA EMPIRIJSKIN I

KVAMTILMIM PrOCESINMA

Pored ved klasidnog testa Kolmogorova (1333), baziranog
na statistici:

D, =\fn - sup /F_(£)-F_(t)/= sup //Eg(t)/

- <t <0 -4t LS

gde je Fo(t) - pretpostavl jena, neprekidna funkcijs, raspcdela obe-

g

le?ja X, sa raspodelom K(y) datej u I.2., sa jednostranim varijan-

tama
D: =\/n . sup (Fn(t)-Fo(t)) i
=0
o~ =\n - sup  (F (£)-F () ,
-0 LS
ncstoji ¢itava klasa testova, nazvanih wé - testovi, zasnovanih

na statistikama oblika:
o
o2 - n-J W (F_(8))(F, (£)=F (£))20F_(t)
-0

gde je FD(-) - pretpostavljena, neprekidna funkcija raspodele obe-

leZja X, Posebno, za sludaj kada je

H (X : U(0;1)) i Hy (X sF(t)#£¢t)

statistika uﬁ dobija ablik

18



1
W2, njo W) (F (t)-t)2at .

(Funkci ja \P(-) je neka tezinska (BECOBAR ) funkcija),

TEQREMA T,5,1: Raspodela statistike wz

konvergira ka granic¢noj

raspodell pri uslovu da je

3
j- W(t) » t « (1-t)dt <O ,
8
(Cibisov, 1965 god.).

Granic¢na raspodela statistike wg y S€ poklapa sa raspo-

]
delom sludajne praomenljive

~1 -
w? =J 62(t)dt
0

gde je G(t) = gausouski sluCajni proces sa nultim odekivanjem i

korelacionam funkcijom

R(s,t) =W(t)* Y (s)e(min{ s,t§ ~ sot)

Z3a DéS, té1l

0ciglednao, za LP(t)__=_‘l za 0<£t<£1, dobijamo da je:

- 1
2 _ ] —£)2
ooy =0 . (F (t)=t)“dt

da je G(t) = B(t) i da je granicna sludajna promenljiva

. 1 _‘
Wl = jn (8(t)]° ot

gde je B(t), Jjasno, Braunov most, Raspodela te granicne slulajne

promenl jive je data u tacdki I.,4, (3), a ta statistika se oznala-

ﬁ i nmaziva statistika Smirnova (ili Smirnova-=fon Mizesa).e

va sa U
Test baziran na toj statistici se naziva test Smirnova (ili test
Smirnova-fon Mizesa). Vrednost te statistike se moZe pribliZno iz-

racdunati,na osnovu uzorka obima n, po formuli

19



2
1
2 = I3 1
lLJn'ZJ;;(’((J') ) o s

n n
N 2 1 :

=32 X{5) T n 2 X(4)"(23-1)

gde je X(j) - J—~ta statistika poretka, za J=152,eeeyne Raspodela
te statistike je eksplicitno pronadjena (I.4.(3)) i tabelisana

(f}ﬂj). Deo tih tablica se moZe videti (i koristiti) u DODATY U,

Za teZinsku funkciju

qJ(t) = ?T%:ET ; D<it¢i1, statistika wg y S€

el 2 * u L] - g
Jznacava se A_ 1 naziva statistika Andersan = Darlinga:

1
2 _ i ~ 12
An = njg €TT:¥7 (rn(t) t)}< dt

¢iju realizaciju na osnovu uzarka X11X5500esX_ moZemo (pribliZnc)

izraCunati po formuli:

Ag = =0 = % ;i_;[(Zj-1) ngX(j)-log(1-X(n_j+1 ))] .

20

Raspodela te statistike je takodje pronadjena u eksplicitnom obli-

ku 1 tabelisana ([ao]).

Cvo su samo nekil od testova baziranih na empirijskom pro-

cesu \/;(Fn(t)-FG(t)). Dosta su redji testovi bazirani na kvantil-

nom procesu \f;(ﬁn(t)-F;1(t)). Razloge moZemo traZiti u tome 3to
@ granicnom ponaSanju tog procesa se moZe govoriti samo ako je

Fa(t) neprekidna, dva puta diferencijabilna i_F;(t) >0 (teorema

I.3.5), 8to se moZe smatrati dosta strogim uslovima., Ovde &emo na-

vesti jedan od njih.

Ako uvedemo Kramer-fon Mizesov funkcional od kvantilnog

Procesa, stavljajuéi da je

a2(t)= \m £ (F7T(£))(a°(x)-F7" (%))




gde je

F(t) = F'(t), Ui(t) = X(k) za %:-j’l- <té_ K

72 k=1,2yeeeyN, 1 ako definiZemo statistiku tipa Kramera-fon Mize-

sa oblika:

me(A)= Z {[ In n+1)] [ nef(F (””D} [ ;%1_)} )

za A=152,e0e o« Na takvim statistikama su bazirani testovi za tes-

tiranje H_(X : F_(t)) protiv H (X : F(t) # F_(£)). ( (141}

Na kraju napomenimo da postojl 1 klasa testova baziranih
na samoj kvantilnoj funkciji, ili preciznije, na statistikama po-
retka. (Naime, jasno je da je Dn(t) = X([n-t1+1) s ade je [+] -

ceo dec). TO su test Fiéera, baziran na statistici

T = 23 > Cn xpye (Hg(x:u(o31))

Pirsona, baziran na statistici

I = ) 2%;: g““"x(k)): (H (x:u(0;1))

N

i test Morana, baziran na statistici

rn

iy = 2 (F o (X (1aq ) )Fo X () N)°
uz uslov

Fa(x(o))=0 i Fu(x&“0)=1 . gde je Fo(-) -
nretpostavljena, neprekidna funkcija raspodele obeleZja X, Detalj-
nije éemo opisati test Morana, jer smo nase testove uporedjivali i
sa njim, U sludaju H_ (X : U(031) i H,(X : F(t) # t) dobijama da
je

g}
% (x(k+1) " X (k) )3

#

uz uslov X(U) =0 1 X(n+1) = 1, MoZe se pokazati da velidina:

21
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H#—X“- :MD:'])

N — 0

neM
Mo = \n(—5* - 1)

na osnovu Cega je formiran test Morana, za testiranje hipoteze H_.
Za sve navedene testouve kriticna oblast je oblika:

W, = (Cy 3 +00 )

ori ¢emu se kriticnma vrednast Cy nalazi u odgovarajucim tablicama,

za poznati obim uzorka n i zadati prag znacajnosti o o 0 mali tih

testova bide vise rec¢i u III delu,

ISTORIJSKE I BIBLICGRAFSKE NADPOMENE:

0 testu Kolmogorova se moZemo obavestiti u skoro svako]j

knjizi iz matematicke statistike, 0 statistikama tipa wg

govorio Kramer (1928), a zatim faon Mizes (1831). KonacCan oblik im

prvi je

je daa Glivenko., Najvise rezultats su dalli Smirnov, Anderson i

Darling., Smirnov je pokazao da raspodela statistike wﬁ ne zavisi
od pretpostavljene raspodele Fo(t). Tim statistikama i odgovaraju=-
dim testovima su se bavili i Sapiroc (Shapiroc SeS.), Vilks (wilk m,

Ba), éibiscu, Filipova i mnogi drugi. Veoma kvalitetnu moncografi-
ju o mz-testauima je napisaoc Nartinoul([aﬂl). 0 gsobinama nekihtLﬁ-
~testova su pisali Cibisov ({122, [13]), Filipova ([23]), Borovkov
(T5]) i drugi. Testovima baziranim na kvantilnom procesu i prime-
nama su se bavili Cerge i Reves (011]), Saorak (L491), Viters (wi-

thers C.S.), de Han (De Haan L.) (L116]), Bahadur, Kifer i drugi .
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T.5. BAHADUROVA REPREZENTACIJA UZORACKIHM KVANTILA

ZA VELIKE UZORKE

Majvazniji rezultati koje demo iskaoristiti u nasSem radu
pripadaju Bahaduru (.1]) i Kiferu ({32]). Bahadur je 1966, godine
u [1] uveo reprezentaciju uzoralkih kvantila (ili preciznije, uzo- .

racke kvantilne funkcije) na sledec¢i nalin:

Ako funkcija raspodele obeleZja X, F(t), ispunjava uslove

l. Ake je t_ fiksirana tadka i ako je F(tp) P, tada &emo zahte-

|

vati da je F(e) bar dva puta diferencijabilna u okolini tacke t .

2. F(t) je ograniCena u okolini te tadke tp.
3. F (tp) =_f(tp).>u "

Te pretpostavke impliciraju da je p, 0<p &1 i da je tp

- jedinstveni kvantil reda P funkcije F(t).

Neka Jje, dalje, X,,X55ees,X, uzorak obima n izvucen iz

populacije sa obeleZjem X, ¢ija funkcija raspodele F(t) ispunjava
uslove 1-3, Neka je Q_(t) = kvantilna funkcija za taj uzorak. Tada
je:

Fo(t )=P
Ua(P) =t = T 7 ¢ RalP) eee ()

pri cemu je Bahadur u {1] pokazao i da velilina Rn(P) ispunjava

uslov: =
4

Rn(P)=Dp(n log n)

kada N —» 00 o

Kifer je 1970. godine u [32] pokazao da je




f{t_ )R
s fe)R (P)

N —mD 2 Q/ZD(1”QJLGQLlUﬂ”)
27n°

1

s3 verovatnoCom 1 1 za 0<p <Lt .

GCo3 je u [26] pokazaa jednu slabiju varijantu Bahadurovoq
rezultata, ali koja zadovol java mnoge statisticke primene, a koja

se svodi na sledece:

Za proizvoljno p, neka je

tpn = tp + (pn- P)/F(tp)

a.(p,) = tp [6a(t,) = (1-P )}/ - + R_(P) weu(T

(t))

»

gde je Gn(tp) broj elemenata uzorka koji su strogo vedci od t_ .

n . 3 - ’ 3 - —_ --1—.
TEQREMA I.6.1: Ako je f(t ) = F7 (£ )>0 1 |p - P|= 0(7%) tada

Rn(p) definisanc u (%) 1i(0) ispunjava uslov:

\/’_n—-F{n(P) n—*go_ 0 u verovatnoci,

Za nas je najvazZnije da Rn(P), na osnovu gornjih razma=-
tranja moZemo shvatiti kao sludajan Sum &iji uticaj slabi sa po-
rastom obima uzorka. (videti slike 4,5, & i 6A>

Kako nas u ovom radu posebno interesuje sludaj U(0;1)

raspodele obeleZja X, lako se vidi da funkcija raspodele F(t)=t
ispunjava uslove 1-3 Bahadura, pa u saglasnosti sa prethodnim do-

bijamo predstauljanje uzoradke kvantilne funkcije za U{0;1) raspo~

delu u obliku:

Q. (P) = 2P = F _(P) + R_(P)

-

za 0 ¢p 1y obzirom da je t = p i f(p) =1 za 0Lp

Pritom:

24
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R (P)
limi A = 1 sa

nN—00 v, ,</ég!1-n)loq logn
3
27n

verovatnocom 1,

Kifer je takodje pokazao da sluCajna promenljiva

= R (P)/ = su F (p) - q_(p) - 2p
R ai:§1'/ A (P)/ Dfp51 /F,(P) = 0 (P) /

ima osabinu da je

N —>00

7 - S 2,,2
lim PZ n {log n) 2 Fin > u}= 22 (-‘l)k"'1 e-zk - y U>0C
k=1

3 1
_ 4 ~2 - . ..
tj. da se n .(lcg n) R, PonaSa kao sluajna promenljiva \/Dn ,

gde je D_ = statistika Kolmogorova (definisana u T.,5,). ( [11] ) e

ISTORIJOKE T BIBLICGRAFSKE NAPOMENE:

Bahadurova reprezentacija uzoradkih kvantila nije nova.
Pre njega, njima su se bavili Pirson {(Pearson K.) i Hojo (Hojo).
Bahadur je najpreciznije odredic ponasSanje "Suma" Hn(P)..Posle
njega, istim problemom su se bavili Mustafi, Sen, Kifer, Gos, Dut-
vailer (Duttweiler D, Lo) de Han i druéi,CﬁGEemo naci u1[322, [1f2,

1171, Uz28] itd.).

I.7. PROSTORI cfo;1] T oflos1]

DEFINICIJA I1,7,1: Prostor C = C[0;1] je skup realnih i neprekidnih
funkcija na intervalu [0;1]. Rastojanje u prostoru C izmedju taCa-

ka x iy (tj. funkcija x(t) 1 y(t), 0<£t <€1) je

d{x,y) = sup /x(t) - y(t)/

i prostor C je separabilan 1 kompletan,
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DFFINICIJR 1,7,2: Prostor O = D[D;Tj je prostor funkcilja x=x(t)

——

definisanih na intervalu [0;1], neprekidnih sdesna i koje imaju

granilcu sa lave strane (tj. imaju samo prekide prve vrste),.

Prostor 0 se moZe snabdeti uniformnom metrikom

hx = yll= sup/x(t) = y(&)/ , 0LEL .

gva metrika je pogodna za kori3éen je kada je granicéna raspodela
koncentrisana na C[b:1}, ili na neki drugi separabilan podskup
od D[D;T:. Takav je sluCaj sa konvergencijama na Vinerovom pro-
cesu, Braunovom mostu i gausovskim procesima. (745]). U ostalim

siuCajevima se uvode druge metrike, kao Sto je metrika Skorohoda:

DESINICIJA I.7.3: Prostor D se moZe snabdeti rastscjanjem d izmedju

tacaka x i y kao donjom granicom takvih pozitivnih & za koje po-

stoji JU’-)\ tako da je

s:p / At-t/ £ &

szﬂ /x(t) = y(At)/ £§

gde je 4>\-klasa strogo rastuéih, neprekidnih preslikavanja inter-
vala [0;1] na samog sebe, Ako je 16% , tada je _A(0)=0 i A(1)=1.
Ta metrika odredjuje topologiju Skorohoda i prostor O je u toj me=-

trici separabilan i kompletan, (231,-[a5:).

Za nas su prostori C 1 D od posekbnog interesa, jer jJe

oCigledno da su procesi

U, (t) = Vn(F (t)-t)
v (t) =Vn(a,(t)-t)
z (t) =Vn(F_(t)-a, (t))

itd, sludajni elementi prostora D. Granicni proces u prva dva slu-
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taja je BTraunov most B(t) koji jeste sludajni element prostora C.

nec IMICIJA T.7.4: Neka js X preslikavanje prostora verovatnodée

(S?:j%rp) u C(D), tij. za svako mEEgE , X{(w) je element prostora

c(D)e X je sluajni element prostara C(D) ako i samo ako je za

svaka t X(t) sludajna promenljiva.

DEFIMICTIJA I.7.5t Vinerovska mera W je verovatnasna mera na (C,8)

koja ima sledele osobine:

1. Za svako t sluCajna promenljiva X(t) je normalno raspodeljena

U odnosu na meru W sa aodekivanjem 0 i disperzijom t (za t=0

LUE_X(D) = 03= 1)

2. Stohasticdki proces EX(t), tha‘l} ima nezavisne prirastaje

tada su slucCajne proﬁenljiue

x -X,x ""X ...X ""X
t1 tD t2 t1 ’ ’ tn tn-1

nezavisne po W,
(8 je oznaka & -polja generisanag otvorenim skupavima iz [0;1]).
(Egzistencija takve mere je data, naprimer u [3] ) e

Vinerovska mera iz (C,2) se mo¥e produZiti na (0,)) i pokazati da

vaze tvrdjenja 1. 2. 1 3 iz talke I.3,

ISTORIJSKE I BIBLIQGRAFSKE NAPOMENE:

0 prostorima C i1 D, konvergencijama nizova sludajnih ele-
menata itd. postoji veoma obimna literatura; Dub, Gihman i Skoro-
hod, Kalmogorov i Fomin, Bilingsli, éarga i Reves i mnogi drugi.

Mi navodimo samo deo literature: {3}, [s1, [el, {111, li8l, t271---
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I.8. PRIMENA ELEKTRONSKIH RACUNARA

Upravo prisustvujema kompjuterizaciji sueta. Kemp juteri
sy u bankama, po3tama, preduzeiima, Skolama, vojnim i kosmidkim
centrima, stamparijama, kucama, Osnovni razlog njihovog uvadjenja
su cuvanje 1 analiza podataka, upravljanje. Pouzdanost i tadnost
sy im narasli do takvih granica da im se poueréuaju najosetljivi-
je stvari: novac, roba, upravljanje raketama, Statistika je u svo-
joj osnovi nauka koja se bavi podacima: daje metode za njihovu
analizu 1 tumaci dobijene rezultate, Obzirom na njinovu tacnost i
brzinu, racunari sluZe i za proveru starih i novih tecrija, ules-
tvuju vrlo aktivno u razvijanju novih metoda, kao Sto je to, na-
primer, slucaj sa Metodom Monte-Karlo, kaji je nSekaal pojavu ele-
ktrenskih raCunara da bi dostigao svoj puni zamah. Snabdeveni modé-
nim generafarima slucajnih brojeva, omaoguéavaju simulaci je prira--
dnih procesa, omogucavaju istraZivadu brzu i tadnu proveru dobije-
nih rezultata i otvaraju puteve novih naudnih teorija.

Proveru dobijenih rezultata i iiradu nekoliko karakteri-
stiénih primera smo poverili radunaru BBC sa dodatnim matematidkim
koprocesorom 65C02, koji ima zadovol javajudée osobine u pogledu ta-
Cnosti i brzine (greSka je manja od 10-9) (L147)+ Kao takav je zva-
nic¢no prihvaéen u Skolstvu Velike Britanije (75% obrazovnih insti-
tucija possduje BBC). Poljska je narudila veliku kolidinu radunara
BB8C za potrebe svog Skolstva, a proizvodjaé €ini napore da, uz iz-
vesna prilagodjavanja, nametne BBC kao racdunar u Skolstvu Evropske
zajednice, Radunar je zamiSljen i realizovan na Oxfordu i vedinu
softvera za njega (programi i knjige) su napisali profesori sa
Oxforda,

U radu su priloZeni listinzi kori¥éenih programa sa nuZ-

nim objaSnjenjima, takc da se uz ndgovarajuéa prilagodjavanja mogu
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koristiti 1 na drugim tipovima racunara.

ISGTORIJOKE I BIBLIOGRAFSKE NAPOMENE:

NajviSe zasluga za razvoj raCunskih ma3ina (kampjutera)
se pripisuje engleskom matematicCaru Alanu Tjuringu. On je tuoréc
prvog programskoq sistema koji je ugradjen u prvi kaomercijalni
radunar FERANTI MARK I (1851, g.). On je takodje prvi predleZiog
da se u racunar uqgradi generator slucajnih brojeva, koji je mg-
gao da posluzi za simulaciju realnih procesa. Tokom vremena na
Tjuringovim principima su usavr3avani novi racunari kojima se go-
tove svakodnevno poveCavaju brzina i kapacitet, kao i udcbnost u
komunikaciji sa korisnikom,. 0Od obimne literature, navodimo samo
onu koju smo neposredno koristili: [7], [10], Uial, [s1l, [3s],
[2¢, T1als

BCHOBHA OPrAHNIANAJA VAPVIHEMOF PARA

JA MATEMATAKY, MEXAHHKY # ACTPOHOMHJY
BUBJIHOTEKA

Bpoj:

Aatym . ——e




IT DEC. NOVI TESTOVI

IT.1. UVODNE NAPOMENE

U tacki I.5. smo naveli nekaliko primera testova bazira-
nih na empirijskom i kvantilnom procesu i na statistikama poretka.
Svi oni daju zadovoljavajule rezultate za Siroku klasu alternati-
va, all 1 svi imaju osobinu da ne razlikuju alternative blisks
u(a:1) ra5pudeli.-Pri testiranju, naprimer, hipoteze

HG(X:U(D;1)) . protiv H1(X:F(t)¥t)

u sluEajuvkada je

F(t) = t + P(t)/\/n

gde je'P(t) neprekidna funkcija za 0Kt <1 sa osobinam P(0)=pP(1)=
=0, svi navedeni testovi ne razlikuju t od F(t), Drugi problem je:
Koji je test najbolje primehiti, za odredjenu klasu alternativa,
Danas je jednostavno odgovoriti na to pitanje: Metodom Monte-Karlo
Se mogu simulirati razlicite raspndeie na elektronskim racdunarima
i jednostavnim uporedjivanjem vrednosti funkcija moci za veliki
broj uzoraka razliditih obima odrediti test koji daje najbolje re-
zultate za posmatranu klasu alternativa,

Nasa Zelja je da pronadjemo testove keji su za bar jednu
klasu alternativa bolji (u Smisiu moéi) od nekih postojeéih, U
tom cilju, u daljem radu éemo podrazumevati da testiramo
H (X 3 U(0:1)) protiv Hy (X 2 F(t)#t) i pretpostavljati da funkci-
ja F(t) zadovoljava uslove 1 - 3 Bahadura iz tadke I.5, jer je

‘me obezbedjeno ﬁnstojanje i jedinstvenast uzoradkih kuantila.
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y radu smo se opredelill za razmatranje statistike Zn(t) =
='f;tFn(t) - Qn(t)) = Un(t) - Un(t), jer posmatranjem grafika em-
pirijske funkci je raspodele i uzoracke kvantilne funkcije (slika
2 i slika 3) zapaZamag sledece: Testovl bazirani na empirijskom

procesu ispltuju rastojan je d1 bilo direktno (test Kolmagorova)
2

ili funkcionale nad njim (w“= testovi), Sli¢no rade i testovi ba-

ziranl na kvantilnom procesu: ispituju rastojanje d2. Masa ideja
izgleda veaoma jednostauno: Zelimo da ispitamo rastojanje d;, na-
dajuéi se da Ce za bar neke alternative dati bolji razultat i od

d, 1 od d

1 2°

Jasnao, Zn(t)_je sLuéajni element prostara D[D:1] iwu
ovom delu Zelimo da pronadjemo granidni élement (ako péstcji),
njegovu raspodelu i1 da na osnovu toga formiramo odgovarajuée tes-

tove, koristeéi funkcionale nad procesom Zn(t), teoreme o nepre=-

kidnosti i raspodele tih funkcionala u graniénom sludaju.

II.2. STATISTIKA Zn(t)

Polazedéli od Bahadurove reprezentacije uzoracke kvantilne

funkelje

a_(t) = F (%) FalF(8))- R (t)
== - — +
) FOET(t)) "
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za 0 £t <1, zahtevademo da funkcija F(t) ispunjava uslove 1 = 3 iz

tadke I.5, i da vazi

F(O) = 0 i F(1) = 1 seneecesenaens (%)

tada moZemo dokazati sledeée tvrdjenje:

TEOREMA TI.2,1: Ako je X1,X2,...,Xn uzorak izvucen iz populacije

sa obelefjem X sa funkcijom raspoadele F(t) koja ispunjava uslove




* o=
gahadura 1 uslov (&), tada proces z_(t) =+/n F(F "(t)) -

.[{Fn(t) - F(t)) - (Qn(t) - F_1(t))] Konvergira u raspodeli ka

prDCQSU

8" (£) = F(FTI(L))a(F(t)) +8(t) ,
gde je 3(t) - Braunov most i F(t) = F'(t) za 0<t <1,

Dokaz: Polazeéi ad

o F(FT(8))-t
a . (t) =F (&) - + R_(t)

dob i jamo
FOETT e (2 (6)=F T (£))= = (F (FT1(e))=t)+F(FT  (£))R (k)
i mnoZenjem leve i desné strane sa -/n i dodavanjem levoj i des-
noj strani velidine \/m F(F™'(t£))(F_(£)-F(t)) dobijamo:
\ﬁ:'f(F;1(t) [(Fn(t)-F(t))"(Qn(t)-F_1(t))] =
= fn fETTR) R (R)=F () +\m(F (FT1(e))~t) -
-\n FFTH(E))IR (£)

dobijamo da Je

22 (8) = F(ETH(E)) JR(F (8)-F () + Vn(F (FTT(2)) = FFTI(2)))-
-\ #(FT1(£))R _(t), odnasno
Zo(e) = FETHE) G0 2 FTT eI FFTT(£))R (8)
Odatle sledi da je
[25(£)=3" (£)/=/1,(£)=F(FT (£))B(F(£))-8(t)/ =
=/FETHEN (D ()= (F(E)))+ (O, (FT (£))=8(¢)) -

-\{n FFTI(E)) R (2)/ &
FOFT1(£))//2(0) = (F (&) /+/fQ (FTT (£)) -3 (&) /+

sn F(FT(E))/R (£)/=a ()8 (£)+C () ,
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gde je
A (8) = FETT(6))//(6)-8(F (t))/
8, (8) = /3, (F1(e))-8(t)/
c,(t) =\[n FOFTI(E))/R (t)/

Po teoremi L.3.7.,
1 1

1 1

2 2 2 -
sup A,(£)=0_(n “(log n)*(leg log n)®)sup F(F™'(t))
Dété11 04t &l

i kako je, obzirom na uslove nametnute na funkciju F(t), ofigled-

no da je

sup FIF 1 (t)) < O
£ |

(uslov 2. 8ahadura), odakle sledi da

S-i-
A =]
I 11— *

Sliéno, Eﬂ(t)://EE(F-1(t))-B(F(F-1(t)))/ i primenom teoreme I.3.1,

dobljamo da je

1 1 1

sup Bn(t) = Gp(n a(lag n)z(lcg log n)z)
g<t €1

Qdnosnag

Sels
Bn(t) ﬂ-h-&-j—a *

Konadno, po tecremi I.85.1, neposredno sledi da

Uh‘
En 0 1}0 ’

cdakle sledi i1 da

Z(t) ——=8"(t) .

n—=m
(Jasna, Zz(t) '.n-*;;‘a*(t), qde je _ﬁtzér_oznaka za konvergenci ju

u verovatnodi).

Posledica: U sluaju kada promenljiva X ima U(0;1) raspodelu, tj.
kada je F{t) = t, 0Lt <1, jasno je da F(t) ispunjava sve uslove

i1z teoreme I1Il1.2.1-1 tada je
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% _ _ _ - H

z (t) =z (t) =+/n(F (t£)-a_(t)) A 28(¢)
tj. slucajni proces Zﬂ(t) se asimptotski pona3a kao dvostruki Bra-
unov most,

U to se moZemo uveriti i analitidki i grafidki. Naime, wu
alutaju kada je F(t) = t, Bahadurova reprezentaci ja uzoracke kvan-

tilne funkcije dobija aoblik

Qp(t) = t = (F (£)-t) + R_(t)
a adatle

Falt) = a2 (t) = 2(F (t)-t) - R (t)
e (e) - a (8)) = 2yn(F (t)=t)- \n R_(t)
2. () = 2U (£) = -\n ”_(¢)

Kako LJ (t) Sel ~B(t) vidimo da je razlika izmedju naseq procesa

n—sx

Zn(t) i dvostrukog Braunovog mosta jednaka "Sumu" \Jﬁuﬁn(t) za ko=
Ji je u teoremi l.Be¢1. pokazano da tezZzi nuli u verovatnodi., Na
slikama 4, 5, 6 1 BA moze se videti panaéanje "Euha" qﬁ_ﬂn(t) sa
porastom obima uzorka n, Na slikama 6§ i BA Zn(t) i Z'QJn(t) se

vise ne mogu razlikovati,

Borovkov je u [51 pokazaec da su funkcionali:

1. H(F) = FTH(E) = RN ()

2. H(F) = sup /F(t) - F_(t)/
0<t<q
3. H(F) =j0 /F(t) = F_(£)/% ar(t)

gde je Fo(t) neka fiksirana funkecija raspodele (neprekidnog tipﬁ)

neprekidnc—diférencijabilni, tje glatki i da

Vn(F, (£)=t) 5o 8 (t)
\r.’.’:i;'?m/‘: (t)-F_(t)/ — _:‘E%B(F (t))/

i da
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1 1
2 R 2
n {0 (Fn(t)—t) dt ﬂja B(t)dt

R0, (£)=t) ——m -8(t) == 8(t)

kao 1 da

(9 (1) = F (£)) Py - —BLE]
VA(a,(e) = Folt)) — T o)

(teorema I[.3.4 i I.3.5) ([5]).

Paosledica: Funkcional

H(F) = (F(E)=F_(£)) = (FT1(e)=F ' ()

u sludaju uniformne raspodele je neprekidno-diferencljaoilan kao
linearna kombinacija neprekidno diferencijabilnih funkclonala ,

odakle sledi da ispunjava uslove glatkosti pa Je

2 (£) = H(F.) = (R(F (£)-0,(8)) 5 28(t) .

la asnovu granidnog procesa, koji je, jasno gausovski, sa osaobi-

nama:s
1. E(28(t)) = C
2, Karelaciona funkcija je oblika:
R(s,t) = 4(min Es,t} - set)
2a 0¢s, t&1, moZemoc formirati funkcionale nac procesom Zn(t) i

pronaéi granidne raspodele, koriséenjem teoreme o neprekidnostis

TEQREMA 1T1,2.,2: Ako je H-neprekidan funkcional, tadsas

H(Z, (£)) oo H(2B(t))

(Cs1, (111, L3D.
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II.3, TEST SUPREMUMA

Za testiranje hipoteze HG(A + U(0:1)) protiv H1(X : F{t)#t)

uvedimo statistiku

W

sup, sup /2,(t)/=n sup /Fh(t)-ﬂn(t)/= sup dx
Dt 0.4

(videti sliku 2)

TENREMA IT.3.1°

]
sup — 2 » sup /3(t)/
A Newx 0¢t <1

gde je 8(t) - Bra unov most,

Dokaz: Na osnovu razmatranja Borovkova u _S51, ocdnosno teorema I1.3.4

1 I1.3.5, lako je videti da je funkcional

H(F) = sup /F(E)=F_(£)=(F 1 (£)-F ' (£))/
0<t<

u sludaju U(O;1) raspodele neprekidno-diferencijabilan (tje ispunja-

va uslove glatkosti), jer je H(FG) = 0 (Fo(t)=t, 0<t £1)

1

H(F + Ewg ) = H(F_)  H(F_+ Eug )
Sewe ) aswtee s S

2sup W 2sup/w
- =~ 2sue/u’ ()

gde je w°(t) = 8(t) = Sraunmov most, Kako je

sup, = H(F,) => sup———t— 2sup/3(t)/,

N—= pgtg]

u sludaju kada je hipoteza H_ - tacna,

Kako je 0. =/n sup /F_(t)=t/ sup /8(t)/ statistika
n oct1 " A P PL

Kolmogorova, &ija je raspodela data u I.2., to na osnovu Cinjenice
da je kritidna oblast testa baziranog na statistici sup_  oblika
w°c= (CDC.; + QO )

lakoc se dobija da je kriticnma vrednost C,
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p{_sunn E*Cu,/HO 3 =cf,

(gde je c, - zadati prag znadajnosti)
¢

Pt 20 :/EBELQ,_,_ /HG3 =/

pE-Dn.P —5 /Ha } =
odakle sledi da je Cy = 2+dnj« , gde je d_sol - kritic¢na vrednost za
test Kolmogorova (tablice su date u DODATHU ).

Jasna, gornja razmatranja vazZe za velike obime uzoraka

(n ~1000), dok se za male obime uzoraka mora uz=zti u obzir dejstvo
uguma"‘fﬁ'ﬂn(t), koji utice na kritidnu vrednost C_. (videti slike

4, 5 i B6) jer

Sup, = Sup /Zn(t)= Sup /ZlJn(t)- fﬁ-Rn(t)/
0.ts1 O<tz1 |

pa se za male vrednosti n "3Sum® {ﬁ'Rn(t) ne moZe zanemariti, U tom
smislu se moZe napraviti tablica kriticénih vrednosti testa supre-
muma, koja ée uzimati u ebzir i "Sum" QE-Rn(t) za male vrednosti n.
Do njih smo dosli simulacijom (jér u ovom trenutku ne postojli drugi
nacin, obzirom da je nalaZenje raspodele velicine

sup /2-\ln(t) - {F—Rn(t)/ skop8ano sa velikim teSkolama), tie
metg;2:1MOnte-Karla, pri Cemu smo radili sa 10000 uzoraka obimé n
sa U(0:1) raspodelom (tj. kada je hipoteza H talna) i za ol= 0.05
i &)= 0.01, Time smo relativno precizno odredili kritidne vrednosti

jer je za 10000 uzoraka obima n disperzija relativne ucestanosti

dogadijaja

A = Esugn > Cx /HD}

svakako manja od 0.000025. Za n 21000 se mogu koristiti tablice

kritiédnih vrednosti testa Kolmogorova, mnoZenjem tablic¢ne vredno-

sti sa 2.

Na taj nalin smo dobili tabelu ablika:




n h=0.05 «,=0.01

100 2435 2.94

200 2.65 34715

500 267 3420

1000 2.7162 2,216

2000 2.7162 3.216

TABELA T: KRITICNE YREDMOSTI TESTA
SUPREMUMA (P isupn >Cux /H03 =l )

Za nalazenje kriticninh vrednosti testa supremuma i osta-

lih novo-uvedenih testova smo koristili PROGRAM I, C€iji listing

je dat u IIT delu.
Iako ovaj test predstavlja vise teorijsku zanimljivest ,
obzirom da su mu za veliko n osobine ekvivalentne osobinama tasta

Kolmogorova, ipak je pokazao zadovoljavajuée rezultatz za neke

klase alternativa., (primer I u delu III),

[T.4, TEST INTEGRALA

Uvedimo statistiku

{ 1
—.‘1 — % ..r il 2 —— r 2
MR, = N o (Fn(t) Qn(t)) dt#JG Z2 (t) dt
koja &e nam posluziti za formiranje slededeg novaog testa.

TEOREMA IT.4.1: Funkcional

1
H(F) =ja(<r—*(t)-FG(t)-(F“(t)-Fj(t)))2 dF (t)

u sluaju U(O:1) raspodels je neprekidno-diferencijabilan, tj. is-

punjava uslove glatkosti,

Dokaz:

1
H(F) =j (F(E)-F~1(£))2 gt
Q




u slucCaju Fc(t) = t, 07t <1 je ofigledno neprekidan, Sa druge

strane

H(FO) = 0

H(F o+ Eug ) = H{F_ )  H(F_+ Cug )

62 62 B
1 2 oo
=E§J.0(6m6+zau£)dt=aj ui dt —>
0
R 1 » =t
=l O (751

gde je w?(t) = 8(t) -~ Braunov most., Time smo dobili da je

L R 12
™D = H(Fn) =J Z; (t)dt m—aj B°(t) dt ,
a 0
a samim tim 1 da se statistika TNGn ponasa kac statistika mz

| : 1
teZinskom funkcijom Y (t)=4, za 0 <t £1. Kako je'mz =J\ Bz(t) dt

0

Sa

granicna promenljlva za statistiku Smirnova w2

je kriticna oblast ovog testa oblika

Wy, = (Co 5+00 )
gde je C, = 4oy , a Uy

Mmizesa (koju za dato &l moZemo nadi u tablici u DODATKU).

Za uzorak obima n statistiku TNG_ emo racdunati po formu-

lis

2

%(f-'ﬁ(k/n)--an(k/n))2 = RZZ (\{F(Fn(k/n)-an(k/n)}z . L

N - n
- k§_1 22 (k/n)e (& - B’Hl_) - Zk=1 22(k/n) A, —
_— " .2
max Ak-—-*-ﬂ ] zn(t)dt'

Sum ﬂn Rn(t) za male vrednosti obima uzorka n utide na
kritiénu vrednost Cy , tako da je neophodno metadom Monte-Karlo

odrediti Cy « Sliéno kao i kod testa supremuma, dobijamo tabelu:

n? lako je videti da

je kriticdna vrednost za test Smirnov~fon

45

n ' |
T™a, = ZEZ(Fn(k/n)-Dn(k/n))z jer se lako pokazuje da
k=1
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100 1.82 2.93
200 1.83 2,94
500 1.84 2.97

1000 1.84586 2.3974

2004 1.8456 2.974

TASELA ITI: KBITICHE VREDMOSTI TESTA

{
INTEGRALA Pe THNO C H = .
, (p{ T, >y /g | =cl)

U delu III ¢emo pokazati da paostoje klase alternativa za

koje je tast integrala moéniji od testa Kolmogorova i testa Mora-

- NA,

IT.5. TEST ELIPSE

Ovaj test smoc bazirali direktno na statistici 7 (t) =
=~q;]Fn(t)-an(t)), pri Cemu smo u delu II.2. pokazali da vaZi

R
] . -
2 (t)——L=2-8(t), 0<t&1

i slikama 4, S i 6 to i grafidki ilustrovali, 2+8(t) je gausovski
proces sa nultim oCekivanjem i1 korelaciocnom funkcijom oblika:
R(s,ﬁ):&(min is,t 3 - set)
za 0 <£s, t£1,
Kako je 2 B(t) za svako fiksirano t iz (0;1) jedna slu-
Cajna promenljiva sa \J/}D;at(1-t)) raspodelom, tc nam je idejia

bila da odredimo jednu oblast ¢ija je granica proporcionalna sta-

ndardnoj devijaciji

é= 2Jt(1-t).

Granica kriticne aoblasti iLx_ t(1-t) je zapravo elipsa

1,2
t = —
(____Zl_.+ _y? 1

B =
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pa sma tako dall 1 ime testu: test elipse,

Samo testiranje bi se izvodilo na slededi madin: Ako

trajektorija procesa Zn(t) izadje van elipsa izd}/£(1—t) za bar

jedno t, 0<t 1, hipotezu HO(K - U{0:1)) treba odbaciti. Kri-

ticdna oblast 1 Jjedna trajektaorija procesa Zn(t) su datli na sli-

kama 7. i TR-

kritidnu vrednost Z, moZemc odrediti iz uslaova

's - Y .
P, (t) > Z‘th1-t)\/ Z_ (t) £ —Aidt(1*t), za bar jedno

£ . 04t41 / H 3 ;{_4——“@&4-‘(1:)/2 Te(i-t) Vv 22(8) L=z yt(1-t),

3 ¢ Alt)/ . Le
za bar jedno t D(t(‘l/HGj =c{, ¢&&=> P sup ‘%k—iﬁ;j‘ /H _g(/
r 6n<t<1-65
o /e(t}/

& Sy £ Eif“ ? =1 =L
” g“‘(t/? "f D ’

Aku sada iskoristime rezultat sledeée teogreme:

Akg je {En?w cpadajuéi niz brojeva takav da
-

En-——*u kada n —20 i ako je 8(t) =~ Braunov most,

tada vazi:

j2 , gde Je

lim pi_ sSup éa( )/ éi (y 2log
N—>co Cnc'l:-:* ‘ﬁ:(1-t)

6
-1

aly,T) = (y+2log T + % log log T = % 1cg<T Y(2lcg T)

(funkcional S. tadke I.4, ( E1f1).

Ma taj nacin smo dobili da je

1—on

En

) .

Ly = 2 2+a(y;2 log

Za zadato ol nalazimo da je

2.8
o 2:€ =1 -al

adnosno

y="= @n(- %Qn(%u’i))-'

Ostaje problem odredjivanja opadajuéeg niza ((En), cdnasno vredno-

sti T u funkeciji a(y,T)e




T = 2+1lanq

M

1 za razlifite opadajude nizaun E

50

N ¥

dnobijamo razlicite vradnosti Ty a time 1 razlidita kritidne vrCe-

dnoati Z., « Zato sma =2 ponnuo poslu?ili metodam Mmontao-v

simulacijom daobili sladedu tablicu kritifnih vra2dnast j

arlo i

L.

n L =0.05 L=0.01
100 S .40 7.5
200 595 7.38
tale 5420 3,10
1000 6,28 8.12
2000 6.30 8,15

WARPC™ME!
Kako smag

sta Koristili PRCGRAT I, bili sm

: K3ITIC!EZ VREDNQSTI TSSTA ZLTIDSE

N

.z UWZ II DEC:

za nalaZenje kritidnih vrednosti za sva tri te-

0 U prilicl da proverimg tacliéne

viednostl za testove Morana, Smirnov~fon Mizesa i Kolmogorova, ali

1 da time ispitamo i kvalitst ugradjenog generatora slucajnih bro=-

jeva. Kako su s= potvrdile kritidne vrednosti mavedenih tastava,

zzk1 judak je da
c¢a je generatar

-
.

L3¢

amo pra2ii nsa

su 1 nase kriticne vrednosti prsciznc odredjene i

slucainih brojeva kvalitetan, Sa tim saznanjem

analizu - meli i nepristrasnosti nmovih tastsoua,

Sa druge strane, pooveru ispitivanih Konvergenci ja smo

vrSili pomodu programa IT (u DODATKU). Gn je dovoljno fleksibilan

da nam amogucCava grafiéku i analitidku proveru dobijenih rezulta-

ta, Sve slike u ovam delu smo nacrtali uz pomaéd programa 2.




ITT GFa. MG I MEDDISTOASHNST

1A _]111

[TT.1 . HUGD

Uy guom delu A2mo pokulati da napravimo analizu moci 1 ne-

pristrasnostl testava baziranih na uvedenim statistikama 5UP

™ 1 Zn(t). Uiedno <¢2mo lzwr3itdl

" uporac jlvanis sa ves klas!

1
E ]

(s

nLlm
taz-ovima Kolmogorova, Smirncv-fan Mizasa 1 Mofazna za isti uzaorak,
Sine demo dobiti uparzcne tablice madi za pojedine klase altarna=

tisa aoblika
1. F{(t) >t
2. F{t) < ¢
3. FKt):E_t

2 0D<£t g1, all ollisks U(0:1} raspodeli, ti. furxci]li F () = ¢

it

N

?

2
G<t <1, da bi smc na taj nalin mogli izdvojiti klasa altarna:zliva

zz koje su novi testovi moéniji, a time i opravcati niihovo uve-

disnje, MNaravna, posmatradéemc alternative koje s2 mogu parametri-

L L]

zovati, 1 to tako da ]

(L

<

lim c{z2,8) = F (£) = t, Cgt

y
E—sa

=370 Ca 70

a1

o amg ispitivati i nepristrasncst testova.
U ekspecimenzima smo radili uglavnom sa 2000 uzoraka obi-
ma 100, a zatim smo cobijens rezultate proveravall za druge obime
u=zoraka, Time smo postigli zadouoljauajuée rezultate, jer su dis-
perzije ocena funkcilie mcéi za odredjenu vrednost parametra B8 ma=

nje od 0.000125. Za 2000 uzoraka obima 100 za samg jednu vrednost

il - o 9 - * e
parametra 8 racunar morTa da izvrSi preko 2107 operacija, sto zab-

teva izvesno vreme i jedino tim vremenom smo bili ograniceni, pa

nismo radili sa vedim brojem uzoraka obima vedeg od 10C.

e T T




Pre nego sto predjemo na pomenutu analizu, podsetimo se
aekih definicija 1 teorema povezanih sa osobinama testova, a ko-

je se direktno odnose na nas rad.

pEFIMICITA ITT.1,1: Mod¢ testa je funkcija
A(H) = F’Eane m&/HE
gde Je B8_ = test-statistikas, md’-kritiéna oblast, ~f,-prag znacaj-
ngsti i H - hipoteza. Redima, funkcija moéi testa je verovatnoca
adbacivanja nulte hipoteze, ako je tacCna hipoteza H,
Po definiciji
M(HS) = el
OE-INTCTIA TIT1.1.2: Test je nepristrasan ako je

M(H ) &L i m(r,) >l

ili, drugim recima, ako je

m(HD)_{: m(H, )

za svaku zlternativu Hq.

DEFINICIZA ITT.1.3: Test je konzistentan ako je 1ispunjeno

lim M(H1) = 1
n-—=Cco

gce Je H, = alternativna hipoteza,

DETIMICTITA TIIT.1.8: Funkecionzali I tipa su funkcionall od funkcije

raspodels F oblika:

st7) =l [sererce)]

gde je g(t) =~ zadana borelovska funkcija, a h = funkcija nepreki-

dna u tacki

a = gg(t)an(t)
gde je F_(t) - funkcija raspodele sludajne promenljive (cbeleZ ja)
X, Dalje, klasa statistika I tipa je klasa statistika koje se

mogu predstaviti u obliku:
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S(x) = G(F ) = h U@<t>df’n(t> - lzk_’T o(%, )
gde je Fn(t) - empirijska funkcija raspodele, a.X1,X2,...,Xn -
uzorak .
(1digledna, uzoradki momenti su statistike I tipa sa hi{t) = t 1
a(t) = t°).

DEFTMTICIZA ITT41,.5: Funkcionali II tipa su funkcionall od funkci-
ja raspaodele, neprekidni u tacki FD(t) U ravnomernoj metrici:

4(f () s H(F ) aka sgp/?—'(n)(t)—?c’(t)/——wﬂ

kad n=—"Z 1 ako nositelji raspodela F(n) pripadaju nasitel ju

raspodele FD.

(Mositelj raspodele P sa funkcijom raspodele F Jeste skup NF za

koji je P(MN-) = ( df = 1)
v s
-

Klasa statistika II tipa je klasa statistika
S(X) = H(F_)
neprekidnin u tacCki Fo(t), gde je F_ - empirijska funkcija raspo-

dele, a FD(t) - funkcija raspodele cbeleZja Xe

TENREMA Ti7,1,.,1: Akao Jje X1,X2,...,Xn uzorak izvucen iz populzacije

sa obelefiem X sa funkcijom raspocsle FD(t), tada, akao je
S(x) = G{Fn) statistika I 1il1i II tipa, tada
G(Fn)‘“"*‘G(FO)
sa vergvatnetom 1, za n—=00 . F_ Je empirijska funkcija raspodele,
To praktiénao znali da izbor dovoljno velikog obima uzorka
n dozvoljava ocenjivanje ne samo raspodele obeleZja X, ved i funk-
cionala od te raspodele.

(Jasmo, funkcionali mogu biti istovremeno 1 I i II tipa, ali i1 ne

pripadati ni jednom ad njih)e.
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TENREMA 111,1,2: Ako je test baziran na statistici 5(X) koja je

statistika I ili II tipa, test je obavezno kanzistentan; (ﬂS]).
1 |
v.ako je THN_ -_-J (F {g)=1 (t))2 gt , hi{t) = £t i g(t) =
Jg N n

= (F(t)-F_1(t))2, to je TNDﬂ statistika I tipa.

§

z (t) = /a7 (£)-0 (£)) =

1 ‘ .
‘JF(F{% Iiemo, ] (%) = X(crtaser)) » P J°

z (t), za svako fiksirano t, 0 <t &1, statistika I tipa.

Syr = \[ﬁ' su
n ¢

04

/Fn(t)—ﬂn(t)/ je statistika II tipa (teo-

~ LI

!

A

rema 1Ie¢347)

Na osnovu toga zakljulujemo da su nasi testovi, supremu=

ma, integrala i elipse kozistentni.

ISTORE

SRz I

(84

IBLIOGRAFSKE NAPGHENE:

(o |

rrvi j2 o primenama statistidkih testova govorlo Laplas,
krajem 18 veka, Sistematsko koriSéenje testova za proveru hipcte-s
za podinje radovima Pirsona, fundamentalne pojmove kac Sto su gre-
Swe I i II vrste su uveli Meiman i1 Pirson (Neyman J. 1 Pearscn E.
s.) 1928, godine, Sistematsko jzlaganje teorije ispitivanja hipo=-
teza mcZemo naéi kod Leména (Lehmann Fels) U [;ij, Borovkova u
[5:, Koksa i Hinklija (Cox D. i Hinkley Cela) U [3&2, Kendala 1
Stjuarda itd. O modi testova za bliske alternative moZemo naci kod

Cibisova (L1271, [13]), Filipove ([23.), Borovkova ([S51) itd.

IITI.2. MOC I NEPRISTRASNGST

Posmatrajmo uzorak X;,X5,eee5%X, izvuden iz populacijs
cije obeleZje X ima funkciju raspadele F(t) koja ispunjava uslove

Bahadura i F(O0) =0 1 (1) = 1.




Ako posmatrama slucdajni proces

27 (e) = VAT e [ (R (6) = (e)) = (a (e)=F"" ()

za koji smo u II delu pokazalli da u raspodeli kcnvergira ka pro-

cesy B%(t):

o

3 (t)

FOF N ))en(F(E)) + 2(t) ,

L5

gde je B{t) = 8raunov mast. U slucaju kada je hipoteza HO(K:U(U;1))

tacna,

Korelacicna funkcija granicnog procesa

R{s,t) =

Il

2 (t)=2 ()= [A(F (£)-a (t)) —

e(e“(t) B (s)) =

FF e (RN () (minfF (£),F () =F (%) «F(s)) +

22(t) .

-
(=)

+ f(F-T(s))(minEF(s),t2 -teF(s)) +

+ FETTE)) (mindF(t),5] =seF ()«

+ min Es,t} - Set

pri Cemu je

E(a*(t)) = 0

(57 ()% =

+

(FOFT(£))2F () (17 (L)) +
2.0 (F7T(£)) (min{t, 7 ()} =teF(£)) +
t(1=-t) |

(U sludaju kaca je hipoteza HG(K : UL0:;1)) tadéna, dobijamo da je

R(s,

t) = 4 = (mini;s,tg -t o 5)

a to je korelaciona funkcija procesa/B(t)), kome tezi na$ praoces

z (t).

Kako s2 ovde radi o funkcionalima Braunovih maostova cije

raspodele do danas nisu pronadjene, u opStem sludaju i nije mogqu-

&= egzaktno odrediti moC testova supremuma, integrala i elipse (u

cvom trenutku):

msup(H? - pi

>
sup /Z_(t)/>C¢C /HJ
0ster %

8 (t) je oblika:
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1
M) = pESU (2p(£))% ot > QJ”} L

mELIp(H) =pE?;(t)f{ -ZiVE(1—t)x/2:(t);}z¥ka(1_t)

za bar Jedna t : Ualtf11/H_3, pogotovo jer se radi ne o raspaodelil

* . . .
procesa 8 (t), veé¢ o raspadelama funkcienala nad tim procesom,

Cibisav je u [12? paosmatrac klasu alternativa oblika

F(t) = F(t,n) : Flt,n) ——1t
1 pokazao da akno

A &
& (¢)

tada empirijski proces

U, (t)

[R(F(e)-t)

- &(e)

M ——

[(F_()-%) n___g)r B (t)+ O(t)

HEG(Un(t))/H1}———a— Ria(auw&t))}

gde je R = oznaka raspodele, 2 G = neki funkcicnal,
. L 2raoudasa.d,

Borovkov Je u [é?/}oé uzu klasu alternativa oblika
Ft,n) = t + P(E)/Jm
gde je P(t) neprekidna i P(0)=P(1)=0, Primenom rezultata Cibisaova,
dobija se da Je
Sn(t) = R(F(t)=t) = p(e) =&(¢) .

Borovkov je pokazao da funkcija moéi za test Kolmogorova, Smirnov-~
~-fon Mizessa imaju minimum za P(t) = 0, tj. da.sﬁ sva tri testa ne-
pristrasna,

éegman je u [8 ] napravio komparativnu studiju modi nekoliko testo-

va (FiSera, Pirsona, Smirnova, Kolmogorova i Mozresa (Moses L. je

n
bazirao svoj test na statistici U = %- > X(k) , koja oCiglednao,
k="

ima M% . .‘—12—':]-) ako je hipote:za HD(X u(0:;1)) taéna), za alterna-

tive oblika

0, t<O
t , U&téua

Guo(t) = U s uo.ét <u0 + A
t o, u +A £t <1 _
1, t>1




1
0 , t <A
C(t)=F t-n , A £t <1
1, t>1

?
o

sa razne vrednosti 2. i razlicite cobime uzoraka n.

U ovom radu posmatramao opdti slucaj alternativa bliskih
U(D;1) raspodell, kojJe se mogu'parametrizouati 1 metadom Mante-
Karlo, za razne vrednostl parametra, proceniti vrednost funkeclja
moéi. Istovremeno smo ispitivali moé testa Kolmogorovaz, Smirnovs
-fon Mizesa 1 Morana,
Inace, smatraczmo cda Je test T1 moéniji od testa T2, ako je odgo-
varajuéi interval povsrenja za funkciju moci testa T, u pojedinim
"mernim! tadkama iznad intervala poverenja za moC testa T2 1 da

tz "trake" nemaju zajednilkinh tacaka:

Q11

51, 9: MmDCI TESTOVA T, I T, SA BRIPADAIUCIN

IMTERVALIMA POVERENJA

Za ccenjivanje vrednosti funkcije moéi u "mernim® tac-

kama smc postupili na uobidajen nadin: Familiju alternativa smo

57F
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parametrizovall

F(t) = F(t,8)

i posmatrali relativnu ucestanast dogadjaja

(" .
R(B) :f’ Tl'l ‘;’ CC(,/H‘] ';

gde je T_ = odabrana test-statistika 1 W = (€, »+C) - kriticna
oblast teéta, a 8 - "merna" tacka. P(A(8)) je vrednost funkcije

moci testa Tn u tadki 8,

ITI.3, PROGRAM I

Frogram smo napravili za pomenutl racunar B8C {(kombina-

cija madinskag i1 BASIC jezika). U datﬁm programu na liniji 2200

je naredba
2200 Y(I7) = RHND(1)

kojom se nizu Y_  prideljuju realizacije sluCajne promenljive sa
U(C:1) raspodelom, Transformacljom te linije dobijamo Zeljene al-

ternative., Program omoguéava proizveoljan 1zbor

N% = obima uzoraka
K% = broja uzoraka i
V% - ﬁadelu intervala (0:1).
Program je predvidjen da raci za prag znatajnosti ¢,=0,0% 1

/= 0.01, a rezultati se izdaju na terminalu u obliku:
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_--—--h—l-—r—hh——.—._.ﬂ-l-i—h--.—a——--—l—-——-——-—l—i -

[TaNG JE 100 UZGBAKA OBIMA 100 REAL IZOYALNE VREDMOSTI TEST-TTATISTIKA

|
1
100 PODEL& INTERVALA (755 1) |
| SM=0. 248548326 £:1.355909599
i
FLTVBR. TG ! BR.-KO ! BR.-SM ! 1:1,02320883 M=l BESAE8G0E -
| i i i
! | | | SUP=1.939600273
L35 24 L 34 :
L o |
MG 'BR-SUP ! MOC-MO 1MOC-EUP
1 i | 1
! ! 1 i
129 \ 7E-2 t 0.2% ! BRELAX=37
| ] ] |
"EL !MOG-TUG ! MCC-KC ! MOC-SM !
I ! ! I
! ! | 1
! 1 ! | PRAG ZNACAJNOSTI JE  20.0%
37 ¢ 0.35 ! 0.24 ! 0.34 !
1 I i !
AP

51, 10, IZSLED TERMINALA PRI RADU PROGRAMA 1

Program u toku rada izdaje vrednost trenutnog stanja
brojada realizacije dogadjaja A(g8) za posmatrane testove 1 rea-
lizovane vrednosti test-statistika za syaki izabrani uzorake

Kanadni izgled tsrminala je dat na Sl. 10.
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A

H
DA TA
o =004 "("'-0-05 :’ o 20.05

F

1

POSTAVLIANIE QRROZATA

U NuL U
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!

J=1

So—
Y

POsSsTAVLIANIE STATIITIKA o Nuttd [
No=0O 55!1:(; INT=20 YKOL=0O ‘5UP=O

Fu=O |

, 1 )
| HodaL = "prin” |
128 O0R UZoRKA

Jo. M2 ey In

T
|
UREDIVANIE U
RASTUEr POREDAK

y
='{/H
!

rali——
¥

B oo BR.BL.UZIOR. & X
M N

}
koL =¥YN-max| R (:c)-xl

INT = INT+ (F x)-Y 51

R =R (R, 00— Youn)
+

<R¢E.<\[1&-x) >_QL<R>“.3¢‘rx(téx) >l“,

HEE- NE

HoCEL = "opsac”

=

sue =pax|R|

r _
‘—{xﬂm:‘, :M< X < {- >
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I

X 2
T

#

r

INT= INT + (q-*jm')
#

SH=5HK “(\jtul ') (2N

¥

< SN > Wi >°_"*__: BREM =BRSM] |
‘ |

NE |
N DA ! r
< INT 2> ‘ILU; / -'7[39‘“"‘-‘-5!?1”1'4-1 I
NE ;—-= |
DA i
NE | |
DA [ 1
<SuP P Z'CInigt‘ \f ""'fgmp:ggﬂﬂ"i-f.%__{
NE Loa _
¥ | ‘
< Mo > €4 >—1M—~'[5RH0=6EHD+L‘—
HE'

Qac EL = "opsac >—

12,42
STAMNTE BRaJ’AcA

/ 12L42 ; vzsouasrr

TEsT 51‘:4'!‘;_5 TIEA

PR 04 =

\
)
12La2: \

END

ALGORITAM PROGRAMA I
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10REM PROGRAM I-MGCC TESTOVA
20REM MASINGKA RUTIHA ZA BRZO SORTIRALLJE
JONUMBER=&70:POINTERL =272 . POWER=2"74

40POINTERZ =275 . S1ZE=277 . LOOPCOUNT =279 : FLAG=37E: STORE 22,7
=%7k |

50DIM SOET 2574
60FOR PALGS=0 TG 2 STEP 2

70P%=50RT
BO[OPT PALS

90LDA &0601

35 STA STORE
1060LDA &0602
1105TA STORE+1
120LDY #0

1308TY SIZE+1
1405TY POWER
150LDA (BTORE;, Y
1605TA NUMBLER
17CINY

1805TY SIZE
190LDA (STORE;, Y
2005TA NUMEBER+1
210.5IZELCOP
220INC POWER
230ABL BIZk
240ROL SIZE+1
250 SEC
260LDA SIZE
2705BC NUMBER
280LDA BSIZE+1
2905BC NUMBER+1
300BCC SIZELCCP
310. OUTERLCOP
320LSR SIZE+1
330ROR SIZE
3405EC
35CLDA NUMBER
3E0SBC SIZE
3705Ta CYCLES
380LDA NUMBER+1
390SBC SIZE+1
4C05TA CYCLES+1
410. MIDLOCP
420LDA #0
430STA FLAG
4405TA LOOPCOUNT
4305TA LOOPCOUNT+1
450LDA &0604
4705TA POINTERL
4830LDA %0605
4305TA POINTER1+1
500LDA SIZE+1
5105TA STORE+1

N )



520LDA SIZE

530A5L A

540ROL STORE+1

250A5L A

REOROL STORE+1

570CLC

580ADC SIZE

530ADC POINTERL

E00STA POINTERZ

610LDA STORE+1

620ADC SIZE+L

630ADC POINTERL+L

64CSTA POINTEIZ +1

650. INNERLOOP

6COLDY HO

E70LDA (POINTLEZZ;, 7

630CMP (POINTERL), Y

630BCC SWOP

7COBNE NOSWOP

710LDY #4

7205EC

720C.COMPLOOF

740LDA (POINTERZ), Y

7508BC (POINTERL), Y

770DEY

780BNE COMPLOGP

7390BCS NGEWOP

800. SWOF

81O0LDY #4

8205TY FLAG

830. SWOPLCQP

840LDA (POINTERL), Y
850TAL

- 860LDA (POINTERZ),Y
870STA (POINTERL), Y
8E80TXA

8S0STA (POINTERZ), Y
9CODEY

910BPL SWOPLOOF
920BMI NOGBHOP

330. 5TAGEL

940BNE MIDLOGP
950.3TAGEL

950BNE OUTERLCOP
870.NOSKWOP

g80INC LOCPCOUNT
980BNE SKIF1

1000INC LOOPCOUNT+1

1010. 8KIP1

1020LDA POINTER1

1030CLC

1040ADC #5

10505TA POINTEE1

1080BCC SKIPZ
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1070INC POINTERL +1
1080. SKIPZ
1030LDA POINTEIZ

1100CLC
1110ADC
11205TA
1130BCC
11401INC

B5
POINTERY
SKIP3
POLNTERZ +1

1150. GKIPD

116CLDA
117GCMP
1120GBNE
1190LDA
1210CMP
1220GBNE
1230LDA
1240BEG
125605EC
126CLEA
12708BC
12B08TA
129GBCSE
130CDEC

CLOCLES
LOCOPCOUNHT
INNERLGOP
CICLEZ+1
LOOPCOUNT+1
[HNERLOGP
FLAG
FLAGCLEAR

CTCLES
$1
CICLEL
=L1P4
CICLES+1

1310.5K1IP4
1320LDA CYCLES

1330BNE

STAGE1L

1350LDA CYCLEE+1

1270BNE

STAGEL

13890. FLAGCLEAR

1390DEC
1400ENE

1410RTS:

PCOHWER
STAGEZ

J

1420NEXT PASS

1430

2000 MODE 3
2010 GOSUB 4000
2020 CLS

2021 INPUT TAB{(4C,20)"PRAG ZNACAJNOSTI JE

2071 IF ALFA<>C.O5 THEN GOSUB 5300
2072 GOSUB 5000

2074 REM CRTANJE TABLIC °E

2078FOR I=1 TO 38
2073PRINT TAB(IL,1}:
2080PRINT TAB(1,8); " _
2082PRINT TAB(I,11;;"_
2084PRINT TAB(I,16);"
2086PRINT TAB(I,22):"
2088NEXT 1

2090FOR I=2 TO 24
2092PRINT TAB(1. I) CHR$g33)
2094PRINT TAB(38,1);CHRES$(33)
2096NEXT 1

2088 FOR I=7 TO 22

2100PRINT TAB(10,I);CHR$(33)

" ;ALFA
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2102PRINT TAB(13,1),"!
2104PRINT TAB(23,1);CHRI(33)
2168 NWXT I
2110 PRINT TaAR(Z,7); "BER.-BL7;TAB{1Y,7);, "B, -TNQ",; TAR(21L,7): "BE.

O"; TAB(30,7), "BE. -GM", TAR(3., 12, "BK-MOC" ; TAB( L1, l”);“BE—SUP“
2150 PRINT TAB(4G,3) "REALIZOVANE VREDHG LD TEST-STATUIETIRAT
2170DIM Y(N%) ,

2172 REM POSTAVLJAN.JE BROJACA U NiJLTJ

2174 T=0:WW=1/Y% :BRG=0:BRTUG=0:BRFK =0 ERS=0 : BEM=0: BRIUP=0:BRL

2130F0R J%=1 T KA

2182 THNG=0 MALL =G W=0 MOR=0:50P=G: LAL=0

2185 PRINT TABR(2,3); "IZPITIVANJE UZORKLA BRCT 7L J%

2190FOR I%=1 TO HN%

2200 Y(I%)=RND{1)

2220NEXT 1%

2260 NIUMBERZ% =7

2270CALL SORT, HUMEERX, 7(1)

2370R=0:EN=0:MLCG3="PRIH" : SMIR

A275 X=1/4N%

2380 REPTAT

2330PROCCEMP IRLJAT X

2400SN=SH /1%

2470 Q=Y {IHT{UAxL)+1)

2472 QS=Y( INT(N%*#L) )

2475 MOR= MOR+{*‘J'?‘13} 2

2450R=SQR{N% YR {TH-G=Z)

2432 W=SQRINZ%; *rAES (S -X)

2435 IF R>ZALFAxGGR{A*x{(1-X)) OR R<K-{ZALFA*EQR(AX{1-X})) THRY MOCH
$="0DBAC"”

2500 SMIR=SMIR+(QS—-(N#%kxX-1/2)/N%)"2

2505 IF W>MAXK THEN MAZK=W

25C7 IF ARS(R)>SUP TrhZN BSUP=ABL(R)

2508 IF LAX<ABS{R)/SGR{X%(1-X)) THEN LAX=ABZ(R)/SQR(A*{1-X})

2510 TNQ=TNQ+(BN-Q5) "2

2590 X=X+WW

2591 UNTIL X>1-1/N%

2532 MOR=MOR+Y(1)72+(1-Y(N%))"2

2533 IF MAXK>ZXOL THEN BRK=BRK+1

2594 IF MOCQ3="CODRAC" THEN BRG=3BRa+l

2385 PRINT TAB(3,10):BRQ

2596 IF S@RfNW‘*(Né*MOQ’”-l}31 6443 THLRN BRM=BRM+1

2597 IF SUP»Z28UP THEN BRSUP=BRSUP+1

2538 IF LAX>ZALFA THEN BRLAX=BRLAX+L

2501 IF TNQ+(1-Y{N%)) " 2>ZTNQ THEN BRTNQ=BRTNQ+1

2602 IF SMIR+(Y{(N%)-(N%-1/2)/N%)"2+1/(12%N%)>0.4814 THEN BR5S=BRS+

AKX =0

1

9

>

J

1

2605 PRINT TAR(13,10);BRTNQ:PRINTTAB({22,10) ;BRK:PRINT TAB{31,10);
BRS

25815 PRINTTAB(3,15);BRM;TAB(11,15);:BRSUP
. 26168 PRINT TAR(40,135)" BRLAX=";BRLAX

2517 PRINT TARB(40,5)"SM=";SMIR, " K=";MAXK

2618 PRINT TAB(40,7)" I=";TNQ," MO=";MOR :PRINT TAB(40,9)" SUP=
*;SUP

2619 NEXT

i . ——— "




0621 PRINT TAB(3,3) ISPITANO JE ";K%;" UZGRAKA OBIMA il

9622 PRINT TAB(2,4)"SA ";V%;" PODELA INTERVALA (0O;1)"

2627 PRINT TAB(3,17);"MOC-EL";TADR(3,21);BRR/KY%

2641 PRINT TAB(11,17);"MOC-THG"; TAB(13, 21); BRTUG/KY,

0695 PRINT TAL(21,17); "MOC-KO";TAB(22,21);BRK/K%; TAR(30, 17) . "HOC -
SM™: TAB(31,21); BRS/K%: TAB(21, 12) : "MOC-MO" ; TAB(21, 15) ; BRU/KY; TAR( 29
12): "MOC-SUP"; TAR(31, 15) ; BRSUP /K%

2730END

2790DEF PROCEMPIRIJA{X)

2810 I%=INT(SMAN%)

2815 REPEAT

2820 I%=I%+1

2830 UNTIL Y(I%,.=X OR I%=N%

2835 SN=I%-1

2840EMNDPROC
4000REM ULAZNE OPCILJE
4010PRINT" UPGREDJIVANJIE TESTA KOLUCGOROVA, SUAIRNOVE T MO

RAMA I TESTOVA BAZIRANIH NA&A RAZLICL EMPIRICZKOG I KYANTILUOG PROCELD

4
AL A Lk

AG20PRINT" _ L e N _

4C30PRINT” USHUTSTVO ZA PROMENE ULAZNIH VELICINA:RASPODEL
E,PODELE X-CSE,MGDA I SL."

4C40PRINT _ |

4050PRINT" AKO ZELITE DA PROMENITE RASPCDELU ULAZNIH VEL
ICINA, OTKUCAJTE L.2200 I IZVRSITE ODGOVARAJUCU IZMENU. " ]

AG7OPRINT" AKO MENJATE MCD,OTKUCAJTE L.1430 I UBACITE ZE
LJENI MOD"

A0BCPRINT"

4ACSOPRINT" UNESITE TRAZENE PODATXE:"

41COINPUT" OBIM UZORKA N=",N%

4110INPUT" BECJ UZORAKA K=", K%

4125 INPUT" BROJ PODELA INTERVALA (0;1) JE “, V%

4130RETURN

5000 REM PCODPROGRAM ZA NALAZENJE KRITICNIH VREDNCOSTI ZA ALFA=0.GS

5010 IF N%=100 THEN ZKOL=1.34:ZTNQ=1.82:ZALFA=5. 40:Z3UP=2.35:RETU
RN

5020 IF N%=200C THEN ZKOL=1.3581:ZTNQ=1.84:ZALFA=3.95:43U =2 .68 R&
TURN |

5025 IF N%=500 THEHN ZKOL=1.3581:ZTNQ21.8455:EALFA=8.20iZSUP:2.7O:
RETURN

5027 IF N%>=1000 THEN ZKOL=1.3581:Z2TNQ=1.8458:ZALFA=8, 28: Z8UP=2*1
KOL:RETUERN

5030 IF N%<>100 OR N%<>200 OR N%<>500 TEEN ZKOL=1.3581:ZTNG=1.845
5:ZALFA=8.28:Z80F=2%2KOL  RETURN

5200 REM PODPROGRAM ZA NALAZENJE KRITICNIH VREDNOSTI Za ALFA=0.01

5510 IF N%=100 THEN TKOL=1. 608 :ZTNQ=2.92:ZALFA=7.5:ZSUP=2. 94 :RETU
RN

5520 IF N%=200 THEN ZKOL=1.6276:2TNQ=2. 94:ZALFA=7.98:ZSUP=3.15:RE

TURN

5530 IF N%=500 THEN 7KOL=1.6276:ZTNQ=2.97: ZALFA=3. 10:2SUP=3. 20 :RE
TURN

5540 IF N%>=1000 THEN ZKOL=1.B276:ZTN@=2.974:ZALFA=8. 12:1SUP=2*ZK
OL:RETURN

5550 IF N%<>100 OR N%<>200 OR N%<>500 THEN ZKOL=1.6278:ZTNQ=2.974
: ZALFA=8. 12 : ZSUP=2%ZKOL: RETURN

pp——y A L]
e —— .
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Prvi primer koji smo uradili je ispitivanje moéi posma-
tranih testova za klasu alternativa oblika
i!—‘(t,&):te, 048400, oZts 13.
Maravno, mi Ccemo detaljno razmotritl samo podklasu alternativa

bliskih #{(0;1) raspodeli, tj.

da {F( 9):1:9, 0.55<£8 41,55, 0<£t <1

Lako je videti da je funkcija raspodele F(t) = F(t,B) neprekidna

t\._,__.q..'\\__ _.,J.

funkcija, da je dva puta diferencijabilma i da je F” (%£,8) ogra-

nidena u okolini svaks tacdke iz intervala {0:1) i konaino, da je
F’(t) >0, tj. ispunjava uslove Bahadura. Takodje, F(O) = 0 i
F(1) = 1. Grafilki:

l F{-‘E.)f e{l_ L FC‘ﬁ:'; a>4

1

IJ--.

"\.

0 O

51, 11 ELEMENTI KLASE "

&

Ma radunaru sz sluCajne promenljive sa funkcijom raspao-
dele F(t)=t% generilu tako %to se linija 2200 izvr&i transforma-
cija

2200 Y(I1%) = (R’RND(1))Aa
( N\ - st5penouanje)._Funkcija Taspodele promen%jiue ?(I%) je oblika:

Fow==pEY<t}=pExa<£Z=pEx<t§§=t§.
za 8 =1 F(t) = t°. (X = RND(1) : U(0:1)).

Na taj nacin smo dobili tabelu IV, na osnovu koje smo gra-

fidki predstavili funkcije moéi (sl. 12), kao i odnos odgovarajuéih

intarvala povarsenja za moé testa intagrala i test Kolmocqgoraova (31.13).




U tabell V se nalaze granice posmatranih intaervala povaerenja. Za

nivo poverenja smo uzell /?;: 0.35,.

‘Klasa funkcija

prag obim broj brao j
F(t):tB znaCaj wuzorka uzoraka podela
1 nasti y | )

0t1, 8= /n, ol=0.03 NR=100 K7%=1000 V=100
Ak moc = @Gé- mo@- mag = mo@- moé -

SUNI2M, inteq, elipse Kolm, Smirn, Maran
0.55 1,000 1.000 1.000 1.000 1,000 0.985
0.60 0.920 0,291 0,992 0.984 0.985 0.880
0.65 0.93253 0.859 0.958 0.931 0.963 C.544
0.70 0.818 0,866 0.841 0,793 0.882 0.425
0.75 0.653 0.710 0,852 0.516  0.753 0,249
0.80  0.384 0,463 0,383 0,359 0,433 0.158
0,85 0.188 0,231 0.186 0,182 0,248 0.081
0.80 0.083 0.1117 0,083 0.081 0,125 8.059
0.95 0.052 0,062 0.055 0.047 0.061 0.005
1.00 0.047 0,05 0,05 0.046 0.05 0.0489
1,05 0.061 0.075 0,073 0,055 0.0589 0,053
1.10 0.104 0,134 0,132 0.088 0.126 0,056
1.15 0,186 0,242 0,228 0,164 0.221 0.065
1.20 0.272 0.342 0.319 0,243 0,307 0.089
1.25 0,378 0.471 0,428 0.339 0,642 0.175
1430 0.528 0.634 0.576 C.454 0,509 0,239
1.35 0.537 0,719 0,638 0,558 0.707 0.377
1.40 0,708 0.803 0.794 0,562 0.799 0.543
1,45 0,815 0.887 (0.868 0.779 0.883 0.654
1,50 0.892 0.943 0,927 0.858 0.940 0,768
1455 1.000 1,000 1.000 1,000 1.000 0,596

TASELA IV: PRIFER 1: F(t) =

tackama 8, = — ,
K }k

1

Mod testova u pojedinim

t
0.55& A, £ 1.55
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GRAFICI FUNKCIJA mOCI POSMATRANIH TESTOVA




k=2000 TEST INTEGRALA

TeST KOLAQGarovA

'XK don ja gcena gornja don ja ocena garnja
0.55  1.000  1.000  1.000 1.000 1.000  1.000
0.0  0.987  ©0.991  0.995 0.9785 0.984  0.3895
0.5  0.950  0.953  0.368 0.920 0.931  0.942
3.70  0.851  0.866 0.881 0.775 0.733  0.811
0.75  0.630  0.710  0.730 0.595 0.616  0.637
0.80  0.441  0.483  0.485 0.338 0.352  0.380
0.85  0.213 0,231 0.248 0.165 0,182  0.189
0.90  0.097  0.111  0.125 0.068 0.081  0.093
0.95  0.052 0,082 0.072 0.038 0.047  0.0S6
1.00  0.040  0.0S0  0.060 0.037 0.045  0.055
1.05  0.063  0.075 0.087 0.045 0.055  0.065
1,10 04119 D134 0,149 0.078 0.088 0,100
1.15  0.223 0,242  0.261 0.148 0.16¢  0.180
1,20 0,322 0,342 0.362 0.224 0,263  0.262
1,25  0.448  0.471 0,483 0.318 0.339  0.380
1,30 0.613  D.634 0,655 0.432 0.454  0.476
1.35  0.638 0,719 0,739 0.536 0.558  0.580
1.40  0.792  0.809 0,826 0.541 0.652 0,683
1.45  0.873  0.887 0.901 0.761 0.778  0.797
1,50  0.933  0.843  0.953 0.843 0.855  0.873
1.55  1.000  1.000 1.000 1.000 1,000  1.000

. el N

TABELA V: GRAMICE INTERVALA POVERENJA POSHMATRANIH
TESTQVA
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Na gsnovu dobijenih rezultata moZamo zakl juditi:

1. Test integrala je moéniji od testa Kolmogaorova i tes-

ta Morana za klasu alternativa F(t) = te, 1 na osnovu tabele IV i

slike 11 najmocniji je za podklasu F{t) = tB, B 71.

2. Test Smirnov—-fon Mizesa je najmoéniji za padklasu

Flt) = t2, 8_1.
3. Funkcije moc¢i svih posmatranih testova imaju minimum
za 8 = 1, odakle sledi da su svi nepristrasni.

4., Moé testa supremuma je uvek iznad mocil testa Yolmogo-
J

rova i testa Mcrana (sl. 12), te mu mi dajemo prednost.

ITI.5, PRIMER 2.

Slededi primer kojli smo detaljno analiziralili je klasa

funkcija raspodele

_ | {x+8)2-8° ¢ }
J%a -_-E!-'(t) = F(t,.B) = \[ 5541 , 0£t£1, 0<KELD

Kako Je

lim F(t,8) = t
8—0

,a nas é2 biti od posebnog interesa alternative bliske U(03;1) ra-

spodeli, tj. podklasa

____-": ._ o Lis) -S_ < ped

~

Graficki, elementi klase J%% su oblika

n:(ﬁeo

— T

9,>8,

i




F3

Lako ja videti da F(t ,8)65]4% fspunjavaju uslave Baha-

dura i da je F(0O) =0 i F(1) = 1, za svako 8 >0,

Kako smo realizovall familiju alternativa Jgé?,Ubaciuanjem

nove linije 2175 TETA = ... i1 transformaci jom naracbe 2200 u:

2200 Y(I%) = SQR(TETAA2+(2-TETA+1} - (RNQ(1))A2) - TZTA

dobli jamo da na3 uzorak Y1,Y2,...,Y

F(t)e ﬂa! jE!I' '
F(t) = P Vot ] = DE\/92+(28+1)K2 - 5<t€=
3

| £+8)%-8 (t+8
= p% A 4\/( 28 +1 j \[ 28+1 ’

za 0<t <1, 80 (X = BuO(1) : 0:1)).

" jeste uzorak sa raspodelam

il
("“W\
-«"\
P
+
V™
N
4y
+
o
ot
A
a
+
-
l‘--"'\.h_

menjajuél vrednost parametra 8 (=TETA) i koristedi ponovc

2000 uzoraka obima n=100, dobili smo tabelu VI, na osnovu koje smo

grafidki predstavili funkcije moli posmatranih testova (sl. 13} ,

izradunali granice intervala poverenja za test elipse i1 test Smir-

nov=fon Mizesa (tabela VII) i graficki predstavili te rezultats

(sle 158).




5 prag zna-= oblm broj broj

F(t)= (£+8)°—-8 cagnostl uifraka uz?raka pg?ala
26 +1 o,=0.05 N%=100  K%=2000  V%=100

0/8-0.3, 04t%1 |

8 mod— mocC=- maC— moc= mos— moG—

k Morana supremum, elipse inteqgr. Kolmog. Smizrn,
0.002 0.05 0.05 0.056 0.05 0.05 0.05
0.005% 0.0% 0.05 0.060 0.05 0.05 0.05
0,01 0.052 0.053 0.066  0.052 0.05 0.05
0.02 0.0356 0.063 0.108 0.064d 0.0%1 0.07
0.03 0.057 0,078 C.1060 0,087 0.0B63 0,087
.04 0.05% 0.087 0.131 0,107 0,073 0,087
0.05 0.C67 C.098 0.255 0,122 0.074 0.110
0.06 0.072 0.112 0,262 0,143 0,033 D133
0.07 0,076 0.137 0.328 0.174 0.117 0.103
C.08 0,504 0.145 0,386 0.180 0,135 0.181
0.08 C.113 C.182 D.832 0.223 0.162 0.208
U.1 0.125 0.216 0472 0.243 0,138 0.236
0.15 0.130 0,323 0.534 Ce377 0,258 0.357
0.20 0,148 0,383 0,758 0.487 QJ.380 0,478
0.25 0.172 0.428 0.848 0,702 048C C.688
0.30 0.205 0,641 0,884 0.820 0,570 0,802
TARELA VI: PIIMER 2: F(t) =\/LE+g%i;EE . M0l TESTOVA U
TACKAMA 8

K
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Bro)

TEST ELIPSE

TEST SZM™MIOMOVA

uyzoraka

8 donja ocana garnja don ja ocena gornja
0.002 0.046 0.056 0.066 C.04 0.05 0.06
0.005 0.05 0,060 Q.07 0.04 0.05 0,06
0.01 C.055 0.066 0.077 0.04 U.05 0.06
0.02 0.086  0.108  0.122  0.053  0.07 0.081
0.03 0.144 0.180 01786 0.075 0.087 0.088
0.04 D.1764 0L181 0.208 G.084 0.037 0.110
G.05 0.236 0.255 0.274 0.086 0«11C 0.124
0.086 0.243 0.282 0.281 c.118 O0.133 0148
Q.87 0,307 C.328 0.348 0.147 0.183 0.178
0,08 0.262 0.388 O.407 0.104 0.181 C.198
0.08 0.430 C.432 0.474 0.180 0.208 0,226
J.10 0.430 0.472 Ce484 0.216 0236 Ue.230
0,15 0.513 0.834 Q.8655 0.336 0,357 0.373
0.20 D.73C 0.728 0777 0.455 D478 0.501
0.25 0,833 0.843 0.865 0.668 0.688 0.708
Q.30 0.870 0.884 0,888 0.734 0.802 0.820

TABELA VYII: PRIMER 2: GRANICE

POSMATRANIH TESTOVA

INTERVALA POVERENIA
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Ma asnovu dobljenih rezultata maoZemo zakl juciti:
-y *
1. Test elipse je najmacniji za klasu altarnatlva ;Qé .
2. Moé testa integrala je uvek veGa od aostalih (u "mernim" tac-

kama), osim od moCi testa elipse.

Grafici funkcija moCl testa supremuma i testa Kolmogorova se
"preplicu™, 3to ni jsdnom ne daje prednost,
Mod Morana je 1 za gvu klasu alternativa najmanja. Test Morana

pokazuije svoju prednost kad altarnativa koje je proucavaa C

(II142)

g |

pman u |

5« Svi testovi su nepristrasni,

MAFPCTENA UZ III DEQ:

na osnovu velikog broja ispitivanih funkcilja raspodela
koije ispunjavaju uslove Bahadura, dosli smo do zakljucCka da su
testovi integrala i test elipse moéniji od nekih postojeéih, za

neke klase alternativa, Ispitivanja smo vrSili 1 za uzorke obima

200, 500, 1000, 2000, <.. , 7500, ali za manji broj uzoraka i svi

rezultati su se potvrdili,

U_daljem radu na ovej problematici, korisno je na nekoem
mocéni jem radunaru mapraviti uporednu tabelu modi raznih testova
(ukljuduijudi i nase) za razlilite alternative, koja bi mogla da
posluZzi kao prirucdnik svakom ko u svom radu koristi testiranje ne-

parametarskih hipoteza,




DODATAK
(a)

pROGaAAM TT

b toku prouCavanja procesa Zn(t) i funkcionala nad njim,
pojavila se potrazba ispitivanja njegoveog ponadanja pri razliditim
obimima uzoraka i razliditim podelama intervala (0:1), kao i pro-
vera dobijenih teorijskih rezultata (asimptotsko ponasanje kad
n—" )e U tom cilju je napravljen program koji analiticki i
grafi¢ki proverava dobijene rezultate, (Konvergenciju ka dvostru-
kom ?raﬁnouom mastu, maksimalne razlike 1 sl;). Program daje mo-
guénost jednostavne manipulacije sa ulaznim velicinama:

N = obim uzorka
K = broj uzoraka
V. = podela intzrvala (031)
ol - prag znalajnosti
kac i promencm raspodele ulaznih velicina na liniji 2200, istoe kao

i u programu 1,

Algoritam i program slede u nastavku, Program ima dve

opclje: 1 1 2,

Opciija 1: Frogram bira jedan uzorak obima N i1 grafickl predstavlja
procese Zn(t) i ZBn(t), gde je Bn(t) =‘VEIFn(t)-t) i u svakoj ta-
Ski t ispituje i grafiéki predstavlja razliku pn(t)=zn(t)—25n(t) .
Za taj isti uzorak moZemo promeniti podelu intervala (0:1) (lini-

ja 74S0), sliku moZemc uvelati ili smanjiti "zumirati") promenom
vrednosti velidine RAZMAZ, Takodje, za taj isti uzorak moZemo pro-

meniti raspodelu ulaznih velicina, tj. moZemo izvr3iti transforma-

ciju postojeéeg uzorka i razmotriti ponaSanje posmatranih procesa.




Cl‘j naf‘.".ln oL 7 _jF!di]n uzoralk abirna M ITIUE:; sveastrano ﬂn-jli..?.if-'-lti.

razultati sa mogu oddtampati 1§ taka aacduyuvati z. dal ju analisu.

A 2: U gpelji 2 bBirama k uzsrcaka obima [ 54 Prarzunl jnom po-—
m V intarvala (0;1), s3a maguénnidy "zumiran ja"

gl

L promencsa ra-

ulaznin veli<ina. Program raduna vrednnst razliwe o (

..rn_t)=

(t) - 2gn(t) 1 graficki je pc2dstavl ja, racuna Koralaciiu iz-

u Zn(t) i 2?n(t), slicno kao u opciji 1. Takadjn, praoqram is-

‘NAava rz2alizaclju statistiva

£

Uﬁn i ZTn i1 raduna ncsny L2

'« {srednju vradnost).

Uz malzs transfarmacije, program II sme kor

1 program Il koristi istu madSinsku rutinu za brzq

program I, to je u programu II izostavljamo,

§o
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PROSRAM 1}
2000 CLS
2005 PRINT TAB(2,3);CHR3(130}; "IZABERITE oQpCLJU”

2O00RPRINT TAB(3, 10); CHEL 1305 "1 _TRETMAL JEDNOG TJZORKA™
2007 PRINT TAR(3, 15);CHRE( 130} "2_TRETMAN VISE UZORAKA"

2008 INPNT ODGOYORS

20091IF ODGOVOET="1" THEN GOTG 7000
2010 GOSUBR 406(

2013 MODE 1

2015 VDO 24,1;1,;,1250;730;

2G16 VDU 28,1,6,38,1

2017 COLOUR 129

2013 GCOL G, 136G

2019 CLG

2020 GCOL 0.0

2021 MOVE 200, 0

2030 GOSUB 6000

2040 REM CRTAMNJE KCOOERDIHNATHOG SISTEMA
2050 GGESUB 14000

2170C0IM Y{NI, MAX{K% ), LAL(KA%)

2174 T=0:WW= l/Vm.TIHH=LJURKJSPOOO+MINUT¥GOGO
2175 REM IZBOR UZCRKA I NJEGOVA OBRADA
2130F0OR J%=1 TO K%

2190FOR I¥%=1 TC N

2200 Y{I%)=RND(1l)

2220NEXT

2260 NIMBERZ»=NZ%

2270CALL SORT,NUMBER%,Y(1)
2360MAX(J%)Y=0:LAX(J%)=0:P=0:E=0:W=0:8N=0
2261 REM CRTANJE "ELIPSE"

2382 GOSUB 10CCC

2375 X=WW

2380 REPEAT

2320PROCEMPIRIJA(X)

24008SN=8N/N%

2420P=R~-W

2425 REM CRTANJE PROCESA Zn(t),2xB(t) I "SUMA" VA*Rn(t)

2430 GOSUB 11060

2450 IF MAX(J%)<ABS{R) THEN MAX(J%)=ABZ(R)
25301F LAX(J%)<ABS(W) THEN LAX{J%)=ABS(W)
2590 X=X+WHW

2591 SEC=(TIME DIV 100)MOD GO:MINZ(TIME DIV DOOO\MOD SO HR=(T

DIV 360000YMCD 24:PRINTTAB(L1,1);HR;";";MIN; ; DEC
2592 UNTIL X>=1

2585 PRINT " " "MAKSIMUMI ZA UZORAK BROJ ";J%;°

MAX(J%) ;" "3 LAX{J%)
2601 T= T+MAX(J y-LAX{J%)
2611 CLG

2612 GOSUB 12000

2613 NEXT

2614 GOSUB 120600

2616 GOSUB 10000

MK

2627 PRINT" ". "SREDNJA VREDNOST RAZLIKA PROCESA Zn(t) I DV

OSTRUKOG MOSTA JE ";T/K%
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2640GCOL 0, 3
2600GCOL 0, 0:X=1/K%:MOVE 200, 400
2700FOR. J%=1 TO KX |
2710DRAW 10004X+200, RAZAMAL(J%) +4GO
2720X=X+1 /K%
2730NEAT
2740GCOL 0, 1:X=1/KX%:MOVE 260, 400
2745 FOR J%=1 TO K%
2750DRAW 1000 +200, RAZ¥LAL(J%) +400
27604=X +1 /K%
277 ONEXT
2771 GOSUB 3000
2776 INPUT" DA LI ZELITE SVE REZULTATE -ODGOVORITE SA DA ILI
NE", ODGS
27771F ODGH="DA" THEN PROCREZ
2778 GOSUE 50006
2780END
2790DEF PROCEMPIRIJA(X)
2310 I%=INT(SH+U%)
2815 REPEAT
2816 I%=I%+1
2820 UNTIL Y(I%,»=X OF I%=N%
335 SN=I%-1

2840ENDPRCC

2295 DEFPROCREZ

2837 CLS

28993 VvbU 28,1,31,38,5

2900 CLS

251CPRINT CHR$(129)" JZCRCI SU OBIM%”;N”
2320PRINT CHR${130)" BROJ UZCRAKA JE ;K%

2925 PRINT™ BrRCJ PODELA INTERVALA {G;1) Ju "tV
2930PRINT CHRB{(131)° KRITICNA VEEDNOST JE ";ZALFA
2921 PRINT CHER${132)" SEEDNJA VREDNGEST R‘HLIﬂ: PROCEZA Zn(t
) I DVCSTRUKOG BRAUNOVCG MOSTA JE UG T/RY
2932 PRINT" KOEFICIJENT KORELACIJE JE ";R

2933 PRINT" PRAVA LINEARNE REGRESIJE JE: ",

2934 PRINT" Y=";ALFA; "xX+" BET&

2935 PRINT" ”“OSE&U VREME: " ;;HR; "; " ;MIN;":"; 5=
2340ENDPRCC |

3000 REM POTPRCGRAM Za IZRACUNAVANJE KORELACIJE
3010A=0:B=0:C=0:R=0:D=0:Q=0

3020FOR L%=1 TO K%

3030A=A+MAX (L% }*LAA(L

3040B=B+MAX (L%

3050C=C+LAK(L%}

3060D=D+MAX (L%) "2

3070Q=Q+LAX{L%) "2

308ONEXT

3080A=A,/K%:B=B/K%: C=C,/K%:D=D/K%:Q=Q/K%
3100R=(A-B*C) /SQR( (D-B"2)*(Q-C"2))
3110ALFA=(A-BxC)/(D-B"2)
3120BETA=C-ALFAXB

3130RETURN

4000REM ULAZNE OPCIJE
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AOTOGPRINT CHRIDOLDG; 07 BARITADION IR OV ST IS DS
AGLLPRIUT cumse 10y [ PROCEZDA BALTRALGH B
AGLOPRINT CHRLO Lo0) oo L A7ntr i LIGG PRoonse
AG OGP LU CHE L Ly
A2 LRI CUR L o
AGHOPRIUT CHEE LO0y 07 OEETRT /UG

Z (l“. P '[,.Ir )
4G PRINT OURb L LA UGODELE. PODELE
AGAGPR LT
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] ODLAZMIH YELLCIUA, OTKNCASTE L2000

; 3 o
ACE2PRT rH?hr:3r>;"I [ZYRIITE QUGOYARASIICT L[Z24EIN) .
407GPRIHT SHRSO1SG) AL MELIATT WD, GTEIICASTID L
AGTLPRTIT CHBLI 100, " 520"
4GROPRINT CHESZ! 1307 " e
R lPRINT CHRT L0 -
4028 PRTNT CUEL/ 1300 CAFD ZETLITE D& YaM SE REZULTATI ZTAUFa.T
SCAAPL T SR t0o s UL PRINTIEG, UTACITE ZLEDECI LIMIJZ 29365
AOZTDEINT SELS NS, LG o fa¥G ZELITE SEEOIJaLila SLOVA MAZTT
4053 PRINT CHTo/ 203, "aVITT Sa4 0 WDED 1,155 I 2937 VDU 3
AGEIPRINT CHEZ 213G ;" L B L
4C30PRINT CHRD! 1204 e _ "
ACG1PRINT CHRI! 223" UMESITE TRAZEME FTLDATHI: "
4652 CLZ
AC53 PRINT TAZ/2,33;:CER3(12C); " ORIM UZSERKA M=":INEUT
P

B{r...«.-.)} N7
41G0 PRINT
AE(253,5) 5
41_OPR¢ﬂT TAB{Z,7

Tt?”"" T = a7 7} F

. J:l- 'H“uf‘-

4:2% PRINT TAE(3,9);CHER$(130); "BRCJ PCDELA IN
IN2GT TAZ(37 9\ Vs

3
-
to
:'.J

, 33 CERB(136C, ;7 BRCJ

;CER3{(13C; "RAIMAZ CDGIVARAJ

-

Ur—*-ﬁﬂﬂ.- A F‘F_ul

. Ty
PRI N A et - oy 'I-. J

r-—ni-lf# T'--ﬂ 1--"—'\ - Ti_
w0 Vool oo

TESZVALA (C:1) J=

413 PRIHT T ,3,11}.CHRS{lﬁﬁ};”SATI”'INP’T TAE{28, 11, HCUE

¢:140 PRINT T;E{E,13},€EE${136};"MIHUTﬁ' INPUT TaB(23, 12 MILUT

4149 VDU 15

4230 RETURN

SCOOREM STAMPANJE UZCORARA 5

EC1OINFTITT DA LI 7Z.ITE DA VAM SE OTSTAMPASU FzTULTAT
VIS MIITLIA-ODICOVCRITIE Sa DA ILI NEU, ANSVARS

SO20IF ANSYVEIANTDAT TzEN RZTURN

5"\"‘3 '\T‘IDH :

5040PRINT” BROJ UZORKS MAX Za  Zn(t)
OST RAZLIKE"

5050FOR I%=1 TO K%

5060PRINT" 1%

1% "LMAX(I%) T

3 " ABS(MAX{IN)Y -LAX{ I

5070ONEXT

503QvDU 3

S5CO0RETURN

5000 REM TABLICNE VREDNOSTI

SO10IF N%=100 THEN ZALFA=1.340:2AQR=5.40:RETURN

MAY ZA DVCETRUKI M

Ca LAXY

80°0IF N%=200 THEN ZALFA=1.3581:2AQ=5.95:RETURN

¥

*
L2

(Al

( I76)



603GIF N%=500 TUEU ZALFA 31124826, 26 RETHRI

604GIE N4.5G0 THEU ZALFA= AL 7AL R, 28 RETUR

BOBOILTF N%-, 106 GF N%-.200 QR MY 500 THEN ZALFA=1.3531 ZaG 6. 00
RAETURY

7060 REM TRETHMAL JEDNOG UZGRKA 1 GAZLICITIM OO
7605 AL="Z!(1%)"

7610 GOSUR BEGH

TOLSED M foumy, 270

7616 REM [ZROE UZOBRKA

7000 FOR %=L T HY

7630 Z( 1% =RND! L,

7640 NELT

7050 NUMELRY, :HA

700 CALL SORT, MEMBERY, Z(1;
7G70MODE 1

7071 REMA TRANGSFLEMACIA UZCEXA
7672 FOE I%=1 To H%

7074 Y(I%y=Z({1%)

7676 NEXT

=1.3
L. 3¢

e
N
=
i

ff‘.Mf”\

7C77 REM CRTANSZ KOOEZIUNATIUCG SISTZMA
TCE0OVDT 24,1;1,; .2320,;,75%

L2
7G30VDU 22,1,6, %8, 1
7.00COLGUR 125
7110GCCL G, 130
7120CLG
7.2CGCCL G, 0
7140GOSCz 8300
7;60

"_“'-‘HH'Il

r_

t-‘cl
tﬂ ) 1 |

*u

7 u2 GOSJ
T240X=Ww
7230REPEAT
280PRCCEMFIRIJA{X)
72708 =8N /N%
7”80?"1-4

G

DW= nJ:l/‘”:E&K:G:LAK=G:NAK=G:EH:G
;
Q

7285 IF NaZ<AEZ T Thzd NAX=ABS{F;
7236 REM CRATANJST "SUMA™ VRkRn(t),PICCESA Za(t) I DVCSTRUKOG MIZTa
B{t)

7 30 GOSUn 11CCC
SCC IF MaAXLE TzZ S =R

7 105 IF LAXKW T=ZN Lak=W

7410X=X+WH

74200NTIL Xb>=1

7430PRINT © ; “%KSIMAL“E VRE“NO TI PROCESA Zn(t) I DVCSTRU
KOG BRAUNOVOG MOSTA SU 7 ;MAX;” ; LAX
7435PRINT™

NAJVEC A RATLIKA IJNEDJU TA DVA PROCESA JE ";NAX
7440 INPUT" DA LI ZELITE STAMPANJETODGOVORITE Sa Y/N".ODVRS

7441 IF ODVR$="Y" THEN GOSUB 9000

7442 INPUT™ AKO ZELITE DA IZVRESITE TRANSFORMACIJU OVOG UZOR
KA ODGOVORITE SA DA ILI NE",FREDS

5



7444 IF FREDD ="D4&A" TIEH GOSIUE 8666

7450 IMPUTT AKO ZELITE DA TAJ [T g7zoial [SUUTATI Za0 HIEEH
DRUGH PODELN INTERYALA (O, 1) OTKNCAJTL

C /0, (L

7451 IF fL- - 77 THEN GOTO 7455

7452 INPUT" MESITE PODELI, 77

745% [HPUT™ AKG ZELLITE MEKID DRUGL 2AZUAZ ODGOYVOLRITE On (0t
, RAZD

7456 [F RAZLZ (7 TURM GOTO 7443

7457 TUPLT ONESITE RAZMEZ ™, R&Z
7458 CLG

7460 GUTO 7160

BGOOREM POTPUOGCEAM Z4 IZMENU RAGPS
8005 IMPUT A&Z

8G10FOR I%=1 TG MN%

BO20Y( 1% =EV/AL AT

8030NEXT

BGAORETURY

8500REM ULAZUE OFCIJE ZA TRETMAN JELHGG UZORKA
8501 CLS

g5C2 VDU 14

DELE UZEEA

1 O0PRINT CHEI 1200 UEGEEDJI7ANSE BRATNOVOG MCSTA”
8511PRINT CHEZ/ 1303 ; I PROCESA BAZIRANCS Na RAZLICI EMPIRI”
82 12PRINT CHRZ/!120); "SX0G I KVANTILNCG FROCESA." |
8520PRIMNT CHEZ/130);" B L a _
P‘ZlPRId“ CHRZ!130);" _
B230PRINT CH=S/ 123" ] UPUTSTYC ZA PROMENE ULAZMIH
aazLPRT** CETD o 29 " YELICTHA"
8540PRINT CHR3({130}"7 AKO ZILITZ 32 PROMENITE RASEC
8541PR1u* CER3! 130)"DELU UL&ZHIH vELIC A, POSLE ZMAKA PITa”
8249 PRINT CEZS/ 1305 "NJA IZVRSITE CDGOVAZAJUCU IZMERU FRI C=
=17 PRINT CS=s37 1507w Va JE ULAZUA VZLICIHaS Z({I%):
8350PRINT CHEZ 130);"_
8251PRINT CHRS{130);"_ "
8550PRINT CHRS(130);"AKO ZELITE Da VAM ST REZULTATI STAMPAJST"
8561PRINT CHR3{130);" NA PRINTERU, SAM RalUNAR CE DA VAS TO -~
8550PRINT CHRS!130);"PITA, JEDINC AKO ZELITE SPECIJALNA SLOVa
3553PRINT CESES(130); "OTKUCAJTE 9008 VDU 1.15"
S570PRINT CHIS(130);" | 3 e
8571PRINT CHR3(130);’
BESOPRINT CERS/129); ONESITE TRAZENE PODATRE: ™"

8585 CL

3390 PR:hTTéE{E,'

21,3) N&

8610 PRINTTAB(3,3):
NPUT TAB(36,5) RAL

8620PRINTTAB(J, 7}, CHE 3(130); "
UT TAB(35,7)V%

8629 VDU 15

8830RETURN

9000 REM POTPRCGRAM ZA STAMPANJE REZULTATA ANALIZE JEDNOG ULORRA

9005 VDU 2
gOO7PRINT™

Tl
)
o

1)
T2
.....-l-

K
S0

L
I' ]

OB IM UZORKA N=":INTUY TA=

L]

C"J
ill
\ 7
e
t_,b
"

O); "RAZMAZ ODGCVARAJUCIH VELICIHA JE":.

ek T -

BROJ FODELA INTERVALA (0;1) JE ":INF




96 PRINT

QOIQPRINT REALIZOVAUE VREDHGITI
S |

S020PRTNT” CLMAL T I T LAK
JOTOPRIMNT GRM AOREA e 7 ux
JOAGPRINT” MAJTECA RAZL KA [Z4U4LKD.
{

DO50PRINTT
O60PR T
OTOPRINT"
3Ga0OYD

0OOCRETULL
10060 REM CRTALGE "ELIPGZ”

(MTERYTAL (1) JE
KRITIONA 'm_.ml )T

LI ACEE S

'rﬁ
AN

PoODIL
Sk
TEAUSEOWMAL LIA U7 GREA

100160 X=W¥:REPEAT :DRAW 1000« «20G0, RAZ ¥ {2 ALY 4R

WoOUTIL X, =1:MOVZ 200,400

10620 X=WW: REPEAT DRAW 1000XxL-200, -1 ZAZ v 17

LeWW:ONTIL Xzl vyl 200, 460

10630 RETURN §

11GGOREM CRTAHJE "SUMA” nrRMN{E
11010GCOL 0,

11020VD0 2% 5 1Cﬁﬁ L+205  RAZ #E +400;
1103GHMOYVE l’}f}f} S e 200, RAZ rE+400

4 ) B R LY "/ e
1 ‘J‘tibj—{{*;l; RI ‘4.;’}

LL050R=CQRE(N% ) ) ZH-&)

11C80REM CRTAMN. = FPROCE
110670GCOL G, 0

11620VLU 2u~5J,G
llr CUOVE 1000!
11110W= 2£SER’NM?'

i}
e

LZH{t)

G, RAZ#r+400;
S0, RAZ*W+400

3

- }

{ —
111250REM CRTANJZ DYCE
1130GCOL G, 1

11240VE0 28,5, 1C00kA+2C00  RAL*H+GCU
1113CMOVE 10GGxX-200, RaZ*P+4C0

11:60RETUE:

12000 REM CRTANJE TABLICH
12050GCOL 0,0

12C80 MOVE 206, 0
12070DRAHW 200,1u30
12C30MCVYE 200, 450
12C30DRAW 1250, 430
1210CHMOVE 200, 2xTALFAXZAL
1211C0DRAW 1250, 2<ZALFA<RAZ+4CC
12 :120MOVE 200, 403

12230RETURN
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