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Mnoge poznate klasidne nejednskosti su sline sledeCo]
Hardyevoj nejednakosti

() S: (% S:f(t)dt>px°‘d.x =< C Sm P (x)x“dx
o

gde je «<p-1 i f pozitivma funkcija. U ovo] nejednakosti se
. .
ustvari tvrdi da je operator Hf(x) = %Sc& f(t)dt neprekidan

na prostoru LF(C <), 1< pgw, sa teZinom x%,

Ceo ovaj rad je nastao iz pokuSaja da se nade n-dimenzio-
nalna verzija nejednakosti (H). Ono Sto je za ovu nejednakost
kargkteristidno Jjeste da ona vaZi za funkcije definisane na
polupravoj, da su tefine x™ homogene funkcije i da je jezgro
operatora H homogena funkcija. Kada se nade 5ta ovim pojmovima
odgovara u E?.n, onda se lsko dobija n~dimenzionalna Hardyeva

nejednskost.

Polupravo]j odgovara konus u En; zhog toga se u prvoj gla-
vi proudavaju osobine homogenih konusa (i, specijalno, osobine
grupe njihovih sutomorfizama). To ¢e nam u narednim glavama

omoguéiti rad sa funkcijama definisanim na konusima,

Zatim se definiSu homogene funkcije, tj. funkecije koje su

homogene u odnosu na automorfizme konusa, i definisu se homo-



geni operatori. Pokazuje se da su ovi operatori slicni
Hardyevom, i da za njih vaZi slicéna nejednakost, tj. da =u
oni ograniceni u nekim LP prostorima (sa teZinama, koje su

homogene funkcije). Ove nejednakosti se dokazuju u-glavi 2.

Ispostavlja se da u homogene operatore spadaju mnogi
klasi®ni operatori, tasko da se na njih mogu primeniti rezulte

ti glave 2; time se bavimo u glavi 3.

- U glavi 4 se neki od dobijenih rezultata primenjuju na-
proutavanje izvesnih prostora analitickih funkcija u ct. Pos
traju se oblasti Ty u ¢® koje predstavljaju uopStenje polura-
vni (TV je direktan proizvod ? i konusa V, na slidan nacin
kao Sto je poluravan u ct proizvod B i poluprave (0,»0)).
DefinisSu se Hardyevi i Bergmanovi prostori na TV’ zatim se po
matraju neki integralni operatori na ovim prostorima i pokazu,
de su ogranieni. Dokazuju se teoreme Paley-Wienerovog tipa
za Berghanove prostores tefinom i za Hardyeve prrostore s tezi-
nom. Na osnovu toga se za Bergmsnov prostor BE (TV) nalazi
reprodukeiono Jjezgro. U dokazu ovih tvrdenja se korisTe neke

nejednsekosti dobijene u drugoj i tretoj glavi.

+ + +

Zahveljujem se profesoru Slobodanu Aljan¢iéu na pomoéi
koju mi je kao mentor pruzio tokom pisanja ovog raeda. Zshva-
ljujem se, tekode, dr Miodragu MateljeviCu sa kojim sam vodil.
brojne 1 veoma korisne razgovore, 5to mi je narolito pomoglo

Pri pisanju drugog dela ovog rada.




1. HOMOGENI EKONUSLI

Ove prva glava je uvodna. U odeljku l.l se uvode
osnovni pojmovi. DefiniSu se homogeni konusi i njihovi
automorfizmi. Na homogenim konusima se posmatraju homo-
gene funkcije (odeljek 1.3). One Ce igrati vaZnu ulogu
u celom radu. PoSto homogenih funkcija nema mnogo (one
se jednoznadno odreduju svojim stepenom - Lema 1.1), onda
se jednskosti medu homogenim funkcijama lako proveravaju.
To ée narolito biti korisfdeno u glavi 2 i 3 za izracuna-
vanje nekih integrala od homogenih funkecija.

U ovoj glavi cetaljnije proudavamo svojstva konusa
koja C¢e nam omoguéiti rad na njima.

U odeljku 1.4 se definisSe jedna funkcija na konusu
z8& Xoju Ce se pokazati da je involucija. Kavode se neke
njene osobine i veza sa homogenim funkecijama i automor- -
fizmima konusa (v. [26]).

U 1.5 se iz grupe automorfizama izdvajs Jjedna prosto
tranzitivna podgrupa (za svake dve talke postoji jedin-
stven automorfizam koji ih povezuje). Ovim se ustvari
uspostavlja uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu
tacaka konusa i njegovih sutomorfizama.

U 1.6 se navode primeri homogenih samoadjungovanih
konusa i za sveki primer pokazuje kako izgledaju pojmovi
koje smo definisali u ovo] glavi.
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l.1., Definmicije i oznsgke

Neka je e p~dimensionelni euklidski prostor. Talke u R
se obeleZavaju B& X = (Xyyeee3X )y T = (yl,...,yn),....; gkaler
proizvod sa x-y -z, X;¥;+ norma sa x| = (xrx)l/z. Neka je
o= {Xe R: x| = 1}" jedinidna sfera u KE'; njeni elementi se obel

Zavaju sa x°,7 7,00, dakle x° = x/|X| €2,

Podskup V< R® se zove konus ako iz xeV sledi AxeV, za sv
2>0., 2a konus V ¢emo uvek pretpostaviti de je konveksan, otv
ren i da ne sadrii pravu (tj. iz xeV sledi -x£V; ovakvi konusi

se zovu ostri).

Automorfizam konusa je linearni operator na B koji pres
kava V na V. Svi sutomorfizmi konusa V &ine grupu G(V), koja
podgrupa opsSte linearne grupe GL(R®). EKonus V se naziva homog
gko grupa njegovih sutomorfizama deluje tranzitivno, tj. ako 2z

svake dve talke x,yeV postoji neki AeG(V) teko da je y = Ax.

Dualni (adjungovani) konus konusa V je skup V" = {xe!Rn:

——

x.y>0, yeV\{0}! (pri Semu V oznalava zatvorenje skupa V). Ko
V se naziva samoedjunpovan, ako Je jednak svom duslnom konusu:
v - v*-

Ako je A linearni operator u En, njegov gdiungovani oper
tor A’ se definile sa A’x-y = x-Ay (matrica operatora A’ je tre
ponovana matrica A). Kada je A sutomorfizam konusa V, tada je
A’ automorfizar komusa V", Stavife preslikavanje A— A"l daj

jzomorfizam grupe G(V) u grupu G(V¥).




1.2. >

Obeledidemo sa I iden%idni operator; teda tramsformacije
oblika 2I, 5>0, &ine grupu {(grupu dilatacija), koja je, na osno-

va definicije konusa, podgmpa grupe G(V), za svaki konus V.

Svaki konus definife parcijalno uredenje u R na sledeéi
nadin: x <y y ako i samo &ko y - xe V. ObeleZiéemo sa (a,b)
interval u odnosu na ovo uredenje: (a,b) = {.xeﬁn: a<y X<y b]

= (a+V)N(-V). Pisademo i <a._.w> umesto a+V.

Automorfizmi kopnusa Suvaju poredsk, tj. 12 X<y ¥ sledi
Ax <y Ay, za svaki Ae¢G(V). Ovo se ls&ko dobija iz linearnosti

operatora A.

1.2: Uvodne nago:ﬁene

U ovoj glavi se ispituju neke osobine konusa koje omoguduju

' da se na konusima posmatraju funkcije (i operatori na prostorima

funkeija) analogno funkcijama na polupravoj (0,%) = R .. Ulogu
poluprave igra konus, a ulogu multiplikativne grupe na (0,=),

“grupe sutomorfizama konusa. ~Pokazuje se da je na konusu mogule.

definisati snalogon stepenih funkcija - to ¢e biti funkecije homo-
gene u odnosu na grupu sutomorfizama. Ove funkcije Ce naslediti
mnoge osobine obidnih stepenih funkeija. Zatim se na ospova ste-
pene funkcije na komusu definiSe jedna involucija, koja ée igrati
ulogu funkeije x —1/x (jedne promenljive) - inverznog elemente

u odnosu na mnoZenje.

Grupa sutomorfizama ims centralno mesto u svim razmatranji-
ma, stoga e svi:i.. konusi sa kojime radimo biti homogeni. FPretpo-

staviéemo, takode, da su konusi i samoadjungovani, Sto Ce pojedno-

staviti neke probleme u tretiranju involucije. Ovim dvema pret-




postavkama se klasa posmatranih konusa veoma suzava. Poznato j
naime, da postoje samo 4 vrste samoad jungovanih homogenih konus
(v. 1.6.). Oni se nekad nazivaju i oblasti pozitivnosti.ili
klasicne oblasti. Ove. oblasti su proucdaveli Koecher [_16]:1 Rothe
[26] . Mi Eemo, nerodito u odeljku l.4, najviSe slediti Rothsaust
Vinberg [50]1 Gindinkin [14] posmatreli su op3tije homogene konus
(ko0ji nisu obavezno samoad jungovani), €&k su u [14] 1 [27] qati
postupcl za konstrukciju svih homogenih konusa. S obzirom da
je nasS prvenstveni il ispitivanje nekih integralnih operator:
(glava 2), neéemo teZiti najvedoj moguéoj opStosti u odredivan,
oblasti na kojima oni deluju, pa éemo se ograniciti navedenim

specijalnim slutajem samoadjungovenih kXonusa.

Sve navedene i sledete definicije mogu se naéi napr. u |

i1i [30].

1.3. Homogene funkcie |

Sada &éemo posmatrati funkcije definisane na konusu V.

Definicijs. Neka je V homogen xonus. Fankcijsa f:V—+E+ se ZOoVv
homogena (u odnosu na V) stepena «<R gko je

@) £ax) = [A]72(x)

za sveko A¢G(V) i svako xeV. Pritom je |A| spsclutna vrednost

determinante mgt:ice A.

Ot‘iigledno'; sve funkcije homogene u odnosu na konus sa ho
gene i u obidnom smislu, jer kao 3to je pomenuto, svaka grupa
G(V) sadr?i grupu dilatacije, dekle iz (1) sledi £(2x) = AR £(

za 2>0 (jer Jje lJII = .'An).




Kao primere homogenih funkcija posmatramo
2) s(x) = {247

(3) h(x) = §v e Jay .

Fankcija s je ustvari zapremina intervala <0,xf>. Cna se
zove stepena funkcija konusa, zato Sto Ce se njeni stepeni 8%(x)
ponafati u mnogim situacijema kao funkcija x—»> x° jedne promen-
1jive. TFunkecija h se ponekad naziva karskteristicna funkcija

xomisa. FPoSto je konus samoadjungovan, onda Xx-y>0 i to ce uci-

niti da integral (3) konvergira (v. Lemu 3.5).

Obe funkecije (2) i (3) su homogene: s je homogena stepena
1, Sto se uvida uvodenjem smene y = Au u integral 1 korisCenjem
monotonije wtomofﬁzma A: eko Y <X tada Avchx. Fankeija b
je homogena stepena ~1; to se dobija uvodenjem smene y = A';lu
u integral (3). Iz sledele leme &e se videti da su ove funkcije
povezane bliZe, nego Bto bi se moglo zakljuditi iz njihovih lzraza
(2) 1 (3).

O3igledno je s%, sa «eR, homogena stepena «. Ispostavlja -

se da su ovo jedine homogene funkcije.

Neka je D skup svih tadska iz V za koje je s(x) = 1, tJ.

(4) D = {xeV: s8(x) = 1} .

LEMA 1.1, Heka: je V homogen konus. Neka je f:V——a»E+ homogena

funkei ja stepené «e¢f. Tada p_os'hoji_ konstanta C>0, tako da je

a) 2£(x) = C, za xeD.
b) f(x) =¢€ s“l_(x), za xeV,

Tvrdenje b) je n-dimenzionalni analogon €injenice da su
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Ctﬁ jedine homogene funkcije na IIE+.

Dokaz. Tvrdimo pre svega: ako je AeG(V) tekvo da AD = D, tada

je |A| = 1. 2Zeaista, gko su xl,xeel) 1A%, = X tada po&to je :

homogena s*‘aepena 1l vazi
3(::2) = s(Axl) = ]A[s(xz)

i po3to je s(xl) = s(xe) = 1, sledi |A] = 1. Dskle, za svake
dve taSke x),x,eD, postoji, zbog homogenosti konusa AtG(V) bk

da je Ax, = X,, i prema prethodnom je |A| = 1. Stogas za homog
funkeiju f vaZi |

£(x,) = £(hx) = 1A[°2(x) = £(x;)
Sto znali daje f konstantna na D, a to je tvrdenje a).

Sada, 8k0 Jje x¢V proizvoljno, i ako stavimo & = s_l/n(x),
bide X = x/¢D, jer je 8(X) = 8(x/2) = 2 °s(x) = 1. Sada kori.
stimo homogenost funkcije £ i a):

£1(x) = £0X) = X22(E) = s8”(x) C.

Time je lema dokazana.

Primedba. Vrednost konstante C odredens je vrednoséu funkeije
u nekoj tadki aeD, tj. £(x) = f£(a)s™(x), 5to znali da je homog
ne funkeija u potpunosii odredena svojim stepenom i vrednoSctu -
jednoj talki. DPofto nas nele interesovati tadne vrednosti korn
stantl koje se javljaju u raznim formulama, pisaéemo isto slov
C (eventuglno é_a indeksims) i kads se radi o razlicitim konsts

tama.

POSLEDTCA 1.1. h(x) = C g X (x).
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U [16] se funkcije homogene stepena 1 'nazivaju 1 normana
konusa. Dakle, s 1 1/h su dva primera normi. ML cemo najvise
koristiti funkciju s3 pisaéémo nekad 1 8y kada bude potrebno da
ge istakne o kome je konusu red. Posledica 1.1 nam omoguduje
da po potrebi koristimo bilo koji od izraza (2) i (3). Iz (2)
se, naprimer, lako vidi da je funkecija s neprekidna i strogo po-
zitivna na V i da s(x) teZi O, kad x teZi (konadnom) rubu konusa.
Dalje, funkcija s je logaritamski konkavna, ali to se lakse vidi
iz oblika (3), kao 5to ée biti pokazano na pocCetku sledeleg
odel jka.

1.4, Involueija na konusu

U ovom odeljku éemo, prema [26], definisati jednu veZnu

funkei ju na konusu 1 navesti niz njenih osobina.

Runkecija h, definisana u (3) je logaritamski konveksna na
Vv, tj. za svake dve talke X;1X56V 1 X = X, /D + xz/b' (gde Je

n(x) < by ) Ph(x)tP
5t0 se lako proverava pomoéu HClderove nejednakosti
h(x) = Kv o= (% P42/ )0ty o ((; e tdt)lfp(fv e-xE'tdt)l/P:
- Dgkle, posto je ﬁmkcija log h(x) konveksna, onda je matrica

(5)  H(x) = (32—195-31@)
X5 9%;
pozitivno definitna za svako xcV. Posto je funkeija h homogena
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u odnosu na sutomorfizme konusa, onda za svaki AeG(V) vazi
(6) AH(Ax)A = H(x).

Definiciia. PRunkcija »:V—>V se definise sa

(7) x* = = grad log h(x).

S obzirom da je za svako yev

Tat > 0

=y = -y £ B = gy Jy 08
(zbog samoad jungovanosti xomusa), vidi se da je x*eV, &to poke
zuje da je definicija korektns.

Funkcija ima razne zanimljive osobine.

(8) x.x¥=n .

Ovo sledi iz tzv. Bilerove jednadine za homogene funkcije. R
cija h je homogena stepena -n (u obidnom smislu, tj. h(dx) =

» Ph(x), 2>0), pa zadovoljava jednskost
xegrad h(x) = -n h(x)

odnosno
-xegrad log h(x) = n

a to je (8).

Iz definicije (5) matrice B(x) i iz (7) neposredno sledi

X
(9) H(XJ = -(%%)
J
i odatle, da je |H(x)| ustvari jekobijan trensformacije x — X’

(10)  dx*= |E(x)|dx .

Medutim, iz (8) je lako dobiti da vaZi i vise
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(11) x* = H(x)x .

Ix’

SE. a to

Zaeista, diferencirajuci (8) PO X, imamo O = xj + Xo—te

J
je upravo (11).

Na osnovu ovoga i (6) lako se dobija veza funkeije s i

automorfizama konusa. Naime, za svake x,y¢V i AcG(V) vaZi

(12) (Ay)+ (Ax)" = y.x* .

Jednakost (12) znadi da je funkeija (x,y)— y-x" invarijantna
u odnosu na grupu G(V). Da bismo dokazali (12) primetimo da na

osnova (6) za svaki u,veV vaZi
u*AH(Ax)Av = u-H(X)v

ti. A -H(Ax)Av = u-H(x)v i kad se stavi specijslno v = x i
igkoristi (11) sledi Au+(Ax)” = u-x*, a to je (12). Ovaj posle-

dnji izraz je ekvivalentan sa
u-.&'(Ax)* = u-x*

i poSto to vaZi za svako ueV, onda je A°(Ax)" = x¥, Sto daje ___

formulu
(13)  (ax)* = 2% 1x*,
Sem toga, formulu (6) moZemo da iskoristimo da pokaZemo

da je funkcija f(x) = |H(x) homogena. Uzimajuéi determinante

imamo |A|{H(Ax)| |A] = |H(x)|, Bto znadi da vaZi £(Ax) = |A|"2f(x) |

pa 8ko primenimo Lemu l.1 slediée f£(x) = C 3'2(::), odnosno
(14) IBE(x)] = € 5 3(x) .

Sad iz (10) sledi
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12
15) dx* « C s~ °(x)dx .

N& slidan nacCin pokazujemo 1 sledeCe jednakosti
(16) h(x)h(zx*) = C

17) s(x)s(x™) = C.

Zaista, pokezademo da je funkeija f(x) = h(x)h(x*) homogena st

pena nule, koristeéi (13) i homogenost h:

£(Ax) = h(Ax)h((Ax)*) = h(ax)n(A“1x*) = |A|R(x)[A[ " h(x) = £

Jednakost (17) se dokazuje na isti nacin,

Sada dolezimo do najvaznije osobine funkcije x.
[26] Runkcije x jie involucija na konusu, tje x** = x

Dokaz. Prema (16) imamo

log h(x) + log h(x*) = C .

Diferenciranjem ove Jjednaekosti se dobija
*

QX
, st va 1
O = gradxlog b{x) + gradxlog h(x”) = -x +(,a—--xj>gradx*log h(x

e =x* + B(x)X "~

prema definiciji » (7) i formuli (9) za matricu H(x). Dskle,

x* e H(x)x*", 8to zajedno sa (11) daje

B(x)x = H(x)x™**

i po8to je matrica H(x) nesingularna, sledi tvrdenje leme.
Primetimo da na osnovu ove leme sledi i

(18) B(x)E(x*) = I .,
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LEMA 1.3, [26] Involucija ima fiksnu tacku.

Dokaz. PoSto je funkeija -log h(x) korkavna, ona dostiZfe maksi-

mum u nekoj tadki (kompaktnog) skupa x+x = n. (To ée biti tadka
u unutrasnjosti komusa, jer, kao £to je pokazano na kraju odeljka

1.3, h(x)>00, Xad x teZi granici konusa.)

Legrangeovim metodom se dobija meksimum funkcije -log h(x)

pri uslovu x.x = n, kao resenje jednadine

gradz(-log h(x) - Mxex=-1n)) =0 .

Dakle
(19) x¥*-Ax =0 .

Iz ovoga i uslova x«x = n se dobija xx"/) = n, Eto prema (8)

daje 3 = 1, tsko da iz (19) sledi da je dobijena fiksna talka

involueije.

LEMA 1.4, [26] Fiksna tadka involucije je jedinstvena.

Jedinstvenu fiksnu tadku funkcije #, &ije je postojanje

utvrdeno ovom lemom, Cemo ubuduce stalno obeleZavati slovom a.

Skica dokaza. Dokaz ove leme se zasniva na sledeéem pomoénom
tvrdenju: ako H(x) = H(y), tada x = y. Ovo tvrdenje sledi iz

formule
(x + 7)" = x*= BH(X)(x* + )"
koju neCemo ovde izvoditi, po3to je nefemo visSe koristiti.
~ Bada je dokaz leme jednostavan. Naime, za svaku fiksnu
tacku x vaZi H(x_) =T, Ovo se dobija iz formule (18) koja tvrcb.
da je ga x = x"‘; Ha(x) = I, a kako je H(x) pozitivno definitna
i simetricna, ta@a i H(x) » I, Sada jedinstvenost fiksne tadke

sledi na osnovu navedenog t#rdenja.
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1.5, Grupa sutomorfizama

Sada éemo detaljnije prouditi grupu G(V) sutomorfizama
Xonusa V. Pokazsée se da ova grupa sadrfi jednu podgrupu koja
je prosto tranzitivra na V, sto znac¢i da zs& sveke dve tadke kon
sa postoji jedinstven sutomorfizam iz te podgrupe k¥oji vezuje t
dve tadke., Posto Jje za utvrdivanje homogenosti nekog konusa
08ito dovoljno poznavati neku njegovu tranzitivou grupu, mi Cen
se ubuduce, umesto da posmatramo sve auntomorfizme konusa, ogran
Ziti samo na pomenutu podgrupu; to Bto je ona prosto tremnzitiw

¢e veoma uprostiti neke formule.

Neka je a jedinstvena fiksna talka involucije (v. Lemu ]
i neka je G, skup svih automorfizama iz G(V) koJji ostavlijaju a
invarijentnim. OZigledno je G, podgrupa grupe G(V); ona se 2o
stacionarna grupa tatke a. Dskle za sveko AcG, vaZi Aa = a.
Posmatrajmo.sada kvocijent grupu G(V)/Ga. Sveki element (koset
G(?)/Ga je oblika AG_, gde je A neki sutomorfizam koji preslik:
tadku a u neku tafku x; pritom je taj kosetl odreden na jedinst
nadin takom x. Sada je jasno da je G(V)/G_  prosto tranzitivns
podgrupa koju smo traZili. ObeleZiéemo opet owvu (kvocijent) .
grupu sa G(V) i ubuduée uvek pod grupom automorfizama konuse pi
razumevati ovu podgrupu; drugim relima smatraéemo da je grupa

konusa prosto tranzitivnas,.

ObeleZimo sada sa A(x) onaj sutomorfizem iz G(V) koji px

slikava & u datu tafku x. Dakle A(x) je definisan uslovom

(20) A(x)a = x .

LPMA 1.5. Neka je A(x)eG(V) definisan uslovom (20). Tada val

(A1) |A(x)| = C s(x)
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(22)  Ax*) = A1)
(23)  gko A(y)x = z, tada A(z) = A(y)A(x) .

Dokaz. Za dokaz (21) dovoljno je pokazati da je funkcija £(x)

= IA(x)l homogena i zatim primeniti Lemu 1.l. A&ko je B proizvo-
ljan element iz G(V), tada je Bx = y, z& neko yeV i tada B A(x)

preslikava a u y, dskle, prema definiciji (20)
B-A(x) = A(F) = A(Bx)

i kad se prede na detrminante, dobije se lBlf(x) = £(Bx), teko

da je funkcija f homogena stepena 1, 1 time je (21) dokazano,

Prema (20) vaZi x* = (A(x)a) , pa se primenom (13) dobija
(A(x)a)* = A"'l (x)a™ = A"l(x)a, Sto znadi da A"'l (x) preslikava

a u x*, i zbog jedinstvenosti ovog preslikavanja sledi (22).

Dokaz (23) se dobija sliéno, takode na osnovu jedinstve-
nosti A(x).

LEMA 1.6, [26] Stacionarna grupa G, se sastoji iz svih automorfi-

——4 %3} 4

zema konusa koji su ortogonalna preslikaven;a.

Dokaz., Zaista, sko WeG_, teda je ovaj automorfizem oblike A(e),
i ako stavimo x = x* = au (22), vidimo da je inverzno preslika-

vanje Jjednsko transponovanom.

Obratno, neka vazi WW’ = I i neka je Wa = ¢, za neko ceV,
tj. W = A(c). Tada je prema (22) W’ sutomorfizam koji preslikava
¢ u a, pa ondaJU*W' preslikava c¢* u ¢, i kako je po pretpostavci
to preslikavanjé jdentidno, vaZ%i c¢* = ¢. Kako je fiksna tacka

involucije jedinstvena, sledi ¢ = a, i onda WeG,.
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LEMA 1.7, [26] Sveki sutomorfizem A€G(V) predstavlia se na Je¢
dinstven nalin u obliku A = W'B, gde je WeG_, 1 B simetricno
pozitivno definitro preslikavanie.

Dokaz. Preslikavanje A*A° je sutomorfizam konusa (jer, poSto
je V samoadjungovan, A’ pripada G(V) zajedno sa A), koji Je
simetrifan i pozitivno definitan. Zato je dovoljno za B uzet:
pozitiwi kvadratni koren' iz A‘A’, 'Tada, gko se stavi W = A‘l

1p-1)° = B"2AA° = I, prema pret-

hodnoj lemi, W:—.G&. TMme je lema dokazans.

1.6, Primeri konusa

U ovom odeljku navodimo primere homogenih samoadjungovar

xonuse (v. [30], [23]).

1) IR?_ = {xeBn: x1>0,...,xn‘>0} - pozitival oktant u R,

Ovaj konmus je direktan proizvod konusa nif¥e dimenzije. Na
primeru ovog konusa ée se videti kako se neke osobine prenose
sa sabirsks na direktan zbir. OcCigledno Jje ovaj konus S&no-
adjungovan. Grupa njegovih sutomcrfizama sa sastojl iz opersa-
toraooblika A = D-P, gde je D dijagonalna matrica sa pozitiwni
elementima na dijagonali, a P matrica koja permutuje promenlj;
Grupa sastavljena samo od dijasgonalnih matrica je prosto tran-
zitivna. Zaista, 8gko su x i y dve talke iz R.‘i_, dovoljno Je z:¢
A uzeti ma.tricu'?:‘sa elementima yi/xi (i =1,...,n) na dijagona.

Bi¢e onda y = Ax,
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Stepena funkecija (norma) (2) ovog konusa Jje Eﬁz(x) =
X;+++X, (jednaka je proizvodu norwmi gabiraka). Involucija (7)
se dobija kao x* = (1/%y;-.., 1/x ). Fiksna tadka involucije
je a = (1,1,¢0.,1). Stacionarna grupa fiksne tatke G  se

sastoji iz permutacija koordinata.

| 5 5
2) V° - {xean: x>0, Xy-X5~ ...-xn>0} - svetlosni konus
buduénosti (kruZni konus). 2a n>2 ovaj konus je nesvodljiv
na konuse niZe dimenzije. I ovaj konus je samoadjungovan.
Grupa sutomorfizama sadrZi one linearne transformacije koje

odrzavaju kvadratmu formu
(24) X%—Xg—- o8 -x.g

i pravac x; ose ("vremenske” ose). Obelezimo sa H matricu
kvadratne forme (24). Pri transformaciji sa matricom A, matri-
ca H se transformifeu A°HA, dakle, AcG(V") ako vaZi AHA =

i Ax,>0. (Iz prvog uslova sledi 1Al = 71 .) Lako se vidi

da ova preslikavanja ¢ine grupu - to je tzv. Loremtzova grupa
(v.[11 ). Poznate Je da je_Lorentzov& grapa tranzitivna na.
svakom "hiperboloidu™ x%—xg ...-xn c>0. Odatle sledi da

Je grupa automorfizama Wn, sastavljena iz Lorentzove grupe 1

grupe dilatacija, tranzitivna na V.

Stepena furkecija za ovaj konus je jednaka \
SW""(X) = C (x%—x -...—xn)n/z. Involucija se zadaje sa
x * (x)(xl,-tg,...,-:%) Fikena tafka je a = (1,0,...,0).
Grupa Ga se sastoal iz podgrupe Lorentzove grupe za koju je

kvadratna forma xgq-. oo +x§ invari jantna.
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3) Xonus B, reelnih simetriénih pozitivno definitnih matric
reda m. Prostor svih reelnih simetriénih matrica reda m se
moZ¥e identifikovati sa R°, gde je n = m(m+l)/2. Fozitivno
definitne matrice Eine-konus u ovom prostoru. Grupa automor.
fizama ovog konusa je ekvivalentna potpunoj linearno] grupi
GL(IRm). Zeista, svsko] nesingularno] transformaciji AEGL(E‘“)

odgovara sutomorfizam konusa P koji preslikava X¢P u A'XA.

- Posto se sveka pozitivno definit‘na'matri.c'a'---XEE’m""moE-e—- predste=

viti u obliku X = A“A = A“IA, ge je A neka nesingularne matric
vidi se da se svaki X¢F, moZe dobiti iz I mnekim automorfizmom
konmisa. Odatle sledi da je gmpﬁ autonorfizama tranzitivna.
Nepomenimo da je skalarni proizved u B jednsk tr(XY) (treg

matrice XY).

Stepena funkcija u P je sipm(X) = |X|(m+1)/2. Involuci;
se zadaje sa X* = X 1 (inverzna matrica). Eiksna tacka invo-
lucije je & = I. Njena stacionerna grupa se moze identifi-
kovati sa O(m),grupom svih ortogonalnih transformacija u o 3

to su transformacije za koje vaZi W'W = I.

4) Xonus H, kompleksnih hermitskih pozitivno definitnih
matrica reda m, Prostor svih kompleksnih hermitskih matrice
reda m se mo¥e identifikovati sa R, gde je n = me. Skup
tadaka koje odgovaraju pozitivmo definitrim matricama ¢ini

konus. S1icéno kao za F,» grapa automorfizama konus H  se

identifikuje sa potpunon kompleksnom linearnom grupom GL(Cm )

pri Cerm svakoj metricil AGGL(Cm) odgovara automorfizam komusa
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X — A'XA, gde Jje A" hermitski spregnuta matrica. Keo 1

nalopre i ova grupa je tranzitivna.

tepena funkciza je S‘HW(K) = (le, involucija Jje data
sa X = X’l. Filsna tadka involucije je a = I. Stacionarna
podgrupa ove tadkxe se identifikuje sa U(m), unitarninm transfor-

macijama u aL(c™).

5) Xonus K., kvaternionskih hermitskih pozitivno definitnih
matrica reda m. To je konus u prostoru svih kvaternionskih
hermitskih matrica reda m; ovaj prostor se identifikuje sa

Efl, gde jJe n = 2m2 - m. Ovde se grupa sutomorfizama G{_)
m

predstavlja potpunom kvaternionskom grupom GL(QE), pri & em

AEGL(QE) generiSe automorfizam X—> A xA (A" je kvaternionski
spregnuta). Ova grupa je tranzitivna.

Stepena furkcija je data sa g (X) = | x|t

. Involu-
cija je X* = X'l. Piksna tadka je opet a = I, a njena ste-
cionarna podgrupa Je ortogonalna kvaternionska grupa reda

m (simplektidka grupa).



1.7. Primedbe

U ovoj glavi smo dobili razne osobine konusa V, koji
ée biti osnovni skup na kome su definisane sve funkcije, u
celom radu. Postojanje tranzitivne grupe automorfizama
&ini da V ima mnoge osobine -nasledene od poluprave -(0,*).
Sve eledeée formule, na primer, su n-dimenzionalna uopStenja
jednostavnih jednodimenzionalnih jednakosti: Lems 1.1 b),
Posledica 1.1, (7), (10), (11), (12), (13), (15), (1s), A7),
Leme 1.2, 1.3, 1.4, 1.5. Prosto tranzitivna grupa sutomor-
fizame koju smo posmatrali u 1.5 indukuje "mnoZenje" na
konusu, v. formulu (23).

U vezi sa definicijom homogene funkceije, primetimo da
je ona specijalan slulej mnogo opStije definicije (v. napr.|c
u kxojoj se posmatra neka opftija oblast D, grupa njenih suto-
morfizama G i funkcija f na D koja zadovoljava uslov figx)
= (jg(x)) £(x), za svako g Gy pritom je jg(x) jekobijan trans
formacije x —» gx. (Cvakve (analitilke) funkcije zovu se i
sutomorfne forme). U naSem sludaju su svi automorfizmi linee
ni, teko da jekobijani mne zavise od tadke, Kada se prede
na prosto tranzitivau grupu automorfizams, kao u l.5, bice
sve determinante matrica pozitivne, zbog toga piSemo samo .lA

u (1).
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Kao sto smo veé napomenuli, osnovna litératural zZ& SVOj~-
stva konusa je[14] ,[16), [26], [27], 30]. FKoecher [16] je prvi
definisao involuciju (7). FRothaus [26] je detaljnije ispi-
tao ovu funkciju i nasSao razne njene osobine, kcje smo navelil

u odeljku l.4.

Raznim problemima na konusima matrica bavill su se, na
primer, Bochner [6], Garding [9], Mitchell [18}, v. i knjige
(11}, {31}, [29]. M se mogu nadi osobine konuse, koje smo

navell n l.6.

w1t 4A OPFANIZAYMIA YAPYRMENOr PAAA

3A MATEMATHKY, MCXAUYKY H ACTPOHOMMJY
bubiulTERKA

bpoj: __. \ —

Batym: . I




2e OPERATORI NA KORNUSGU

U ovo] glavi dokazujemo nepreridnost jedne klase
operatora na nekim 1P prostorima (definisanim na konusu)
Operatori K su definisanl u prvom odeljku kso integrali
sa jezgrom koje je homogeno u odnosu na grupu Konusa.
U prvom odeljku se pokazuje kako se radunaju vrednosti
operatora K (i adjungovanog operatora) na stepenim funk-
cijama s%.

U drugom odeljku se najpre definidu 1P prostori
s teZinom na konusu. TeZfine ée biti stepene funkcije s
Zatinm se nalazi opSti oblik nejednaskosti s teZinama za
operator X, odnosno veza izmedu parametars PygyH 1v tak
da je K neprekidan kao operatcr iz prostora LP u prostor
L9,

Zetim se dokazuje opSta teorema (2.3) u kojoj je
pokazano de takva nejednskost vaZi za K, pod uslovom da
Je ovaj operator primernljiv na s%*, za neko x. Dokazani
su 1 neki specijalni slulajevi Teoreme 2.3 (Teoreme 2.1
i 2.2).

Teorema 2.3 ima centralno mesto u celom radu. U
glavi 3 Cermo ovu teorermu primeniti na niz konkretnih
operatora. Neke od ovih nejednskosti ée zatim biti
koriSfene u glavi 4, koja se bavi prostorima analitidkih
funkeil ja.

Primedba: TFormule su numerisane u svakoj glavi posebno.
Kada se u tekstu budemo pozivali na neku formulu iz pret-
hodnih glava, pisalemo u zagradi i broj glave. Na primer,
(1.20) znacdi formula (20) iz glave 1.
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2.1. Operstori sa homogenim jezgrom

U ovoj glavi posmatramo integralne operatore definilsane
na sledeéi nadin
(1) K£(x) = [§ k(x,3)2(z)dy

gde Jje k;VxV—aEi_!_ data funkcija, koja se naziva jezgro operatora
a f neka pozitivne funkcija na V. Ako za neko f integral (1)
konvergira, kazaéemo da je operator K primenljiv na funkciju f,

U sledefem odeljku éemo pokazati da su operatori oblika (1)
neprekidni u nekin 1.4 prostorima s teZinom. Pritom Cemo pret-
postaviti da je K homogen operator, tj. da m: je jezgro k homo-

genoy tada je lako ovaj operator primeniti na homogene funkcije.

Definicija. Neka je V homogen konus. Jezgro kK:VxV -— B+ Je
homogeno stepena x ko Jje

e k(AR AY ) "‘AF k(x,5)
za svako AeG(V).

Adjungovani operator operatora K se definiSe sa
(2) K°2(y) = §y E(xy)E(x)dx .

Cdigledno su K i K7 istovremeno homogeni i istog stepena.
Sledeéa jednostawvna lema pokazuje kasko homogeni operatori deluju

na homogene funkeije.
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LIMA 2.1. Neka je V homogen konus. Neka je K homogen oper

-4 $—$ 4§ §

' . .o . o
stepena ¥ 1 neka je K primernliiv na funkeiju s, za neko «eR

Tads

(3) Ks* « C s“fm'l .

Dokaz. Dokazaéemo da je funkeija Ks® homogena stepene «+¥+l,

tj. da vazi

(%) Ks*(ax) = |&|"7HEsX(x)

za sveki AcG(V). Teda ée (3) slediti iz Leme 1.1.

Ako se u integral koji definife Ks*(Ax) uvede smena y =

”

bice

Es¥(ax) = {PeChx,3)e%(r)ay = |a] S (ax, am)s*(m)au

Po§td je jezgro X homogeno i s* homogena funkcija, dalje sled:
Ks*(Ax) = |A] [4]™ 4} Svk(x,u)s“(u)du = |A|KH+J‘KS°‘(x)

a to je (4). Time je lema dokazane.

Sad posmatramo vezu izmedu operatora K i K.

 LEMA

E homogen operator stepena =. Tada je operator K primenljiv:

. : : ‘s o O om W om
8%, z& neko «¢R, 8ko i semo gko je K’ primenljiv na s ® 2.

Reka je V homogen samoadiungovan konus. Neka je

Dokaz. Treba pokazati da istovremeno konvergiraju integrali

Es%(x) = S\Vk(x,y)s“(y)dy i K's'ﬁ"fk'g(x) - Svk(y,x)s'g"‘"e'

z& sveko x¢V, 2Zbog homogenosti konusa 1 obeju funkeija dovol;

Je to dokazati za samo jednu talku x = a. PokeazaCemo

5)  (x,7)s¥Gay = ¢ {x(r,8)s™ 2 (x)ay
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pod uslovom da bar jeden integral konvergira. Dekxle, pretposta-

vimo da integrsl na levoj strani (5) konvergira. Koristiéemo
osobine automorfizama A(x), koji su bili uvedeni u odeljku l.5.
Prema definiciji-(l.EO) (formula (20) u glavi l.) imamo y = A(y)=
i, prema (1.22), & = A()A(FMa = A(y)y*. Zamenimo to u (5)

(6) (e, 7)s¥()ay = [FAGT* A" (7)Y -

Poito je k homogeno jezgro, integral (6) je jednak
(o A" e (3%, 8)s(3)dy

i koristedi (1.21) dobijemo da Jje ovo dalje jednako

(7) ¢ § x(3*,a)s"(1)s"(7)dy -

Sada éemo u ovaj integral uvesti smenu u = y*; prema (1.15)
jakobijan ove transformacije je jednak C s <(u). Dskle, inte-
gral (7) je Jjednsk

C S‘vk(u,a)s*w(u*)s'e(u)du .

* ko job iekoristimo (1,17), dobidemo da je poslednji integral
jednak
(8) C .Cvk(u,a)s'“'“'z(ﬂ)d“

a ovo je upravo integral s desne strane (5). PoSto su svi
integreli redom od (6) do (8) jednaki, time je dokezano (5) 1

time je dokaz leme zavrsSen.
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Coele g;-P,qu ne;jednskosvi 8 teZinom

Osnovird cilj ove glave je ispitivanje neprekidnosti hor
genih operatora (1) u nekim 1P prostorima s teZinom. To su

prostori definisani na sledeéi naéin.

Neka je 1s p<>i neka je pelR. Prostor svih funkeija

£1:V— R, za koje vazi da Je
@ (eGP P @ax < e
obelefavaéemo sa LP(V). Ovo je Banachov prostor sa normom

(10) i1y, = ($g 2@ Pat® (ax /2.

%Za p == sge, kao i obidno, podrazumeva da je umesto (10)
el = 888 suplf(x)]s”(x)
aln X eV
Funkei ja s'P 1 u (9) se naziva teZina., Stepen se uzima
w ovom obliku gamo zato £to &e to pojednostaviti neke kasnije
oznake. Razlog tome je Sto je mera s"l(x)dx invari jantna u

odnosu nae sutomorfizme konuss.

Kad nema teZina, tj. kada je M = 1/p, pisatemo samo LP(‘-
i if - akl I! — °
iligll s dskle, (£l = Wgly 5 4

Kas osnovni cilj je odredivanje indeksa p,q,H,v 2za koj¢

¢e operator K biti neprekidan iz prostora Lﬁ(?) u prostor Lg(’%
tj. nalaZenje indeksa za koje Ce vaziti nejednakost

) o fke € ol

Teko je operator K homogen, lsko je naéi jedan neophods:

uslov koji p,q,M,y moraju da zadovoljaveju da bdi vazilo (11).
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LIMA 2.3, Neka je V homogen konus. Neka je K homdgen operator

stepena x . Ako za K vaZi nejednakost (11), tada je

(12) X+ 1+v- P =20

Primedba. U uslovu (12) samo prividno ne ucestvuju p i q3
njihove vrednosti su odredene time sto su teZine uzete u speci-

jalnom obliku s'P1 i g¥¥ 3,

Dokaz. Neka je A¢G(V)., Obelezimo sa T

A "dilataciju®

'tAbf(x) = f(Ax). Tada vazii
(13) [ I\hu E4 N
Zaigta, po definiciji Je
I TA'"fng,rL - gvlf(ﬁx)lpsrp_l(!)dx .
Uvedemo smenu Ax = u i iskoristimo homogenost funkeije s, bice
- 1)-1 1
”'rff”g,rt - lAl ¢p-1) gvlf(u)lpsﬁp' (u)@

a to je (13). Analogna jednskost vazi, naravno, 1 za LE(V).

k, moZe se pokazati

(14) K('C’Anf) = IAl-‘(-lTAﬂKf .

Primetimo jo3 da je inverzan operator operatora T, jednak T'A-l
i prema tome relacije slicéne (13) i (A4) vaZe i za ova]j operator.

Na osnovu (14) predstavlja se operator K u obliku

Kf = |A|“+1fc';1¢K(tAof) .

Primenom (13) na 't;l (sa p = g, k=v) dobijamo iz poslednje
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jednakosti
as)  xely, = (Al [RC el

Sad kxoristimo pretpostavku da K zadovoljava nejednskost
(11). Slediée iz (15)

x+l+V
[x2lly,y = ¢ l4] %< lp,
i, najzad, jo& jednom primenom (13) dobijemo

(16) HKf”q,v < C I_glla'w»lw--t‘*Hflimr‘l _

Tako smo iz uslova (11) dobili da vaZi (15) za svako AeG(V).
Kako po pretpostavei konstanta Cu (A1) ne zavisi od A, mora

biti X+l+v-p = 0, a to je (12). Time je lema dokazana.

Sade éemo jo3 pokazati da je u nejednekosti (11) nemo-

gute P > Q.

EMA 2.4, Neka je K homogen operator stepena w 28 koji vaz

(11). 4Ako je p> g, teda je Kf = O, za sveko f.

Dokaz., FPosmatramo 'C'A,

leme, u specijalnom slucdaju A = 2I; stavimo f, = "C}\Inf. Tade

prexa (13)

dilataciju definisanu u dokazu prethod

!%H Pyt = ' IElp,

Ako stavimo g = f + f-.'ﬂ" tada je “g{”gaf* i;gs ” ” D,ytt’
(17) |,g”p o @ TR

Na slicen nacin_, koristeéi (14), dobilemo da Je
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00 [Kelg, =[¥el, @ DR

wtval =p. Iz (18) sleai [Kef . = [Kefy, (43
Na ovo primenimo pretpostaviku (11),a zatim (17); bice

”Kr"q,\) < C Hg"_Pm(l + a-nqu)-l/q . C"f“ 1 + 3\,.-.nqH):L/J-p_j_/q |
Ko pustimo da A—>1,bice

|xefq, s © 2 ey -

Tako smo iz pretpostavke da vazi (11) sa konstantom C, dobili
da va¥i ista nejednakost sa konstantom Cd, gde je d = 21/1:’—1/‘:-1 < 1,
Ponavljanjem postupka dobija se da nejednakost vazi i sa kon-
stantom Cdk, Za sv'aki kX, i posto dk—:» 0, kad k —>e, dobija se

da je operator K trivijalam. Tme je lema dokazsnea.

Dosada smo pokazali da je za homogen operator K moguéa
samo nejednakost oblika

a9 ([ (BHEY) M o)

1/q

e o (P @ oax)

gde je l<p<q<c o, (Primetimo da je, ﬁoéto je operator K pozi-
tivan, dovoljno posmatrati samo pozitivme funkeije £.) Ovo Je
dobijeno samo na osnovu homogenosti operatora K. Sada Ce biti
dobijeni dovoljni uslovi koje K treba da zadovoljava da bi za
neke p,q i 0 vaZilo (19). Ovi uslovi zavise od toga za koje su
«€ R operatori X i K’ primenljivi na funkeiju 8%

Najpre édemo (19) dokazati u najprostijem obliku p = g i

bez teina (Teorema 2.1). 2Zatim ¢emo iz cvog sludaja izvesti




slu€aj p « g, joS uvek bez teZina (Teorema 2.2) i na kraju Ceny
pokazati keko se iz nejednskosti bez teZina leko dobijaju neje
ngkostl s tezinama (Teorema 2.3).

Da bi se izgubila teZina u (19) treba da bude -(x+l)q +
+nqg-1 =041 pup~-1=0, a odatle sledi ~(x+l)q + ¢/P - 1 =
t3.

- O
() 3 =3~ 1.

To znali da je (20) neophodean uslov za

(a1) || Kfﬂq < C "f"P .

PoSto jJe 0 <1/p< 1i10< 1/q<11ip<g q, sledi
-1 <€1/qg-1/p =0, dakle -1<& ¥ <0, To znali da parovi tacsk:
(1/p,1/q) za koje vaZi (21) pripadaju odseCku prave (20) koji

je sadrisn u jedinicénom kvadratu, kao na slici.

Kako je p<q, dolaze u obzir samo 1/q4

ovekve prave ispod glavne dijagona-

le. Slucaj p = q je ekvivalentan sa 1

x = -1, 5to znali da samo homogeni 1 1
operatori stepema -1 mogu da zado- / 477
voljavaju (LP,LP) nejednakost bez d A

teZina. Ovaj éemo slulaj prvo raz-
motriti.

TEOREMA 2.1l. Neka je V homogen samosdjungoven konus. Neka je

l<pgowes Neks je K homogen operator stepena -l. Ako

(22) (a7 3y < w
onde |
(22) | Et) < C ] -
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Dokaz. Prema Lemi 2.2 (v. (5)) uslov (22) je ekvivalentan sa

() (xG,a P20y = [xG,a)s PGy < .

Na osnovu Leme 2.1 poSto je, prema (22) operator K primenljiv

na s"l/P

, imamo da Jje
(25) Ks’l/p(x) - Svk(x,y)s-l/P(y)dy = C s“lm(x) .
I slicno, iz (24) i Leme 2.1 sledi da Jje

(26) K's-l/pzﬁc) = gvk(y,x)s'l/pzy)dy = C s"l/PEx) .

Neka je prvo l<p< w . Primeniéemo na izraz kojim se

definiSe Kf HS8lderovu nejednakost, na sledeéi nalin

Kf(x) = Ivk(x,y)f(y)dy = kal/P e 1/PP° 4 1/p° ~1/pp°

< UVk (X"?)fp (7)51/P Ey)d5'>l/p (ka (x,y)S'l/b (y )E15’> 1/p°

Sada se na poslednji integral primeni (25). Tada Ce slediti

Ke(x) < © s 1/PP(x) (ka(x,y)fp(y)sl/l’fy)d#)l/p-
Ako se ova nejednakost stepenuje sa p i integrali po V, biée
ngKf(x))de < C fvs'l/l’ (x) ka(x,y)fp(y)sl/P (7)dydx -
Sad primenimo Fubinijevu teoremu na dv-ostmki integral
SVCKf(x))de <C Svrpcy)s”PEw Svk(x,y)s'l/PEx)dx dy -

Konadno na unutrasnji integral primenimo (26) (gde su x i ¥

zamenili mesta), pa e slediti
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[(E£E)Pax < ¢ [ P3P Py = ¢ §; P&

'ﬁ

Time je (23) dokazano.

Neks je p = 1. Usglov (26), koji je, kao 5to smo videli, ekvi

valentan sa (22), postaje

(27) §v k@y,x)dy = C .

Prema torme, samo primenom FRubinijeve teoreme doblije se

'Sv'Kf(y)dy = Sv fv k(y,t)f(t)dt dy = f’v' £(t) '_YV k(y,t)dy d
= ¢ {, f(v)at .

(Primedba: Ovde se lgko vidi i da je uslov (27) neophodsan.
Zeista, da bi poslednja nejednekost va¥ila za svako feL™ (V)
potrebno je i1 dovoljno, zbog dualnosti prostors Ll i Lm, dea

funkeija {y k(7,t)dy € L(V), a to je (27).)
Neka je p =, Sada ¢emo uzeti uslov (25), koji glasi
gV k(x,y)dy = C .
Ilmamo prostu ocenu
Kf(x) <« sup ff(y)wv k(x,y)dy < C Hr”m

Odavde sledi tvrdenje. Time je teorema dckazana.

TEO REM A 2:,2; Neka je V homogen i samoadjungoven komus. Nek:

de 1« p<«gew i neka je K homogen operator stepena x 1 neka
v 11
VaiZl = = = = - 1,
g =7 )8 Ako
(28) Sv 1% (a, 78t X U(y)dy < o
tada
29 k!l < ¢ |le
(29) K Jq““c ““lp '
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Dokaz. Sludaj p = q je tsadrzian u prethodnoj teoremiy treba,

dakle, dokazatl semo 238 D < Q.

Neka je prvo lL<p<q<¢we 1l1i 1<p< gq< 3 tada je -l<«<x<& O,

Stavimo
1
(50) X = - 2
taeda je «>1 1 ;{1—,= 1 + %, dakle
1 1 1
(31) 7 " % °

Sada éemo primeniti HSlderovu nejednakost sa stepenom

na sledeCi izraz

£2(x) = fy k(x,3)2/9(3) P/ z)ay
(32) , ) | L ,
< (fv k“(x,y)fp /q(Y)d:Y) 1/ (Sv f(l‘_p/q) (y)dy)l/q-
Prema (31) eksponent u poslednjem integralu je jednak (1-p/q)r><'
= p(L/p-1/q)*" = p(1/x') «’ = p, pa (32) postaje

(33) Kt < (§y Gy Upran) o o] B

Ako sad obeleZimo operator sa jezgrom X™ sa K., vidimo da Je X,
homogen stepena w«= =1 (prema (30)), pa éemo na ovaj operator
primeniti Teoremu 2.1 sko jod dokaZemo da je uslov (22) ispunjen.

Na osnowvu (28), koji se prema (30) moZe napisati kao
§o x%(a,y)s” /4
v E (a8,7)s "F(F)dy < =

vidimo da je uslov (22) (u kome umesto p stoji r = gq/x) ispunjen
za operator Ky. Daskle sad primenimo Teoremu 2.l1. (sap=1r)i

dobi jemo

(34) |5l < c ]y -




S4 2.

Vratimo se sada na (33). Ako stavimo fpa/q = g, onda J¢
Sr = Sq/ﬂ « 2 i otuda |

G5 [elf - 2B -
Sa uvedenim _oznakasma nejednakost (53) postaje
Ke(x) < (K,e00)) M5 |e[B

Ovu nejednskost stepenujemo sa q i integralimo po V

(56)  § ()% -=:Hf:}§q/°<fv o500 ¥ax « [£]2 6]

(jer je g/ = r). Sed primenimo redom (34) i (35) na (36):

Hq ‘:

- [ el

i kako je pg/x’ + p = pq(1/&' + 1/q9) = pg/p, prema (31), onda ;

poslednja nejednakost ustvari

H“IE% = C |fjp

i time je (22) dokazano.

Ostao je joS sludaj p = 1, g =«~. Tada je -x<=0 i (28) treb:
interpretirati na uobidejeni nadin: posSto je -1/x = oo, onda (¢

pestaje

(27) ess sup k(a,y) =
yeV

PoSto je == 0O, onda iz (37) sledi i k(x,y) < C, za sve x,yeV.
Odatle se leko ciobija

kel = c el

Time je teocrema dokazensa,
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Na kraju joS ostaje da se dokaZe nejednskost sa teZinom.

Ona ée lsko slediti na osnovu dokazanog, pomoéu sledeCe leme.

LEMA 2.5, Za operator K sa jezgrom k vaZi sledeéa nejednskost

s teZinama |
(38) [x2 g, 0= © 125,

gko i samo gko za operator K, sa jezgrom

p-1/g
K, (X,5) = E&&L_)_Ish_@_l
1 ol ( )

s y
vazi nejednakost bez tezina

(39 & 2], =c [ff, -

Dokaz. Ako u (38) uvedemo smenu fps"“-n"l = g;p dobifemo da vaZi

|56y =c Jelg

a to je (39). Time je lema dokazana.

TEOREMA 2.3. Neka je V homogen samoadjungovan konus. Neka Je

l<p<qgsw. Neka je K homogen operator gtepens k. Stavimo

(40) o ¥, s T (p)ay < oo
tada

| |
(41) IR2]) e < © IS b

Dokaz. Pre svega, primetimo da je (41) ustvari nejednskost (19),
dakle prema diskusiji koja je prethodila (19), jedini moguéi
oblik (LP,19) nejednakosti.
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Prema Lemi 2.5 nejednakost (41) je ekvivalentna sa
(42) & 2]|, < © “f"p

pri demu je jezgro operatora K, jednsko

k(x )9“-“—1_1/(-]- X
(43) kl(xﬁ?) = W

pa je stoge dovoljno dokazati (42). Primetimo. da je stepen
homogenosti Jezgra kl jednsak

(44)  x, = xepox=1-1/g-psl/p = =11/ 1/p" = -1/

Ako u uslov (40) zamenimo (43) bice
o > §g K (8,76 TH L (3)dy = © gv kT (a,y)8" (4-1/P) (yyg~TH+-1

odnosno, posto je r(k-1/p)-ru+r-1l = r{-1/p+l-1/r) = r(1/p’=1/1
e r(-1/q), onda je

Sv kf(a,y)s‘r/ Uy)ay < oo

To znadi, s obzirom da je , prema (44), r = -1/x,, gde je

stepen homogenosti Jezgra kl, da Jjezgro kl zadovol java uslov

(28) Teoreme 2.2 (2 prema (44) vazi i %!- = % -, - 1), pa prin

nom te teoreme na operator K, dobijamo da vazi (42), 8 to je,

¥ao to je refeno, ekvivelentno sa (41)., Time je teorema

dokazansae.
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2.3. Primedbe

Csnovni c¢ilj ove glave bio je da pokaze sSta se moze
zakljuditi o obliku nejednakosti za neki operator, sémo na
Osnovu njegove hqmogenoéﬁ. Iz dobijenog sledi, naprimer,
da operatori sa istim stepenom homogenosti zadovoljavaju

sliCne nejednskosti (v. i glawu 3).

Jdeja koriséenja homogenosti u Lemama 2.3.1i 2.4 Jje

dobro poznata za "obilnu" homogenost (v. napr. [8,8§53]).

Teorema 2.1, za n = 1, je klasiCna; nalazi se u knjizi

Hardy, Littlewood, Polya [15] .

Metod dokaza teorema iz ove glave je izuzetno jednosta-
~van (svodi se na primenu H8lderove nejednekosti), pa su ﬁeoreme
ovog tipa dokazane,za razne specijalne operatore, na veoma
mnogo mesta u literaturi i primenjuju se u najrazlicitijim
situacijama. Samo za Hardyevu nejednakost (odeljak 3.2),

naprimer, postoji obimna literatura (v. [19] Do

Specijalan sludaj p = q Teoreme 2.3 posmatrali smo u [21].

OSNOBNA OFTARTIAMLYY YPYWITHNT PAAA
34 MATEMATEXY, MoXAB"YY W ACTPOHOMHIY
Do JHA_ T3 n A

Bpoj: ___
A’_a'ryu:




D PRIMERI OPERATORA

U ovo] glavi &ée opSta teorema (2.3) iz prethodne

glave biti primenjena na neke specijalne operatore. |
Za to je potrebno proveriti da ovi operstori zadovoljavaju

uslov (2.40) pomenute teoreme, tj. treba pokaezati da kon-
) verg.raau neki :Lntegraln. (od homogem.h funkecija na konusu).
To ¢e biti ulinjeno u prvom odeljku. Riée prikazasn postu-
pak kojim se navedeni integrali po komusu svode na obidne
uzastopne integrele; pa se onda lsko odreduju vrednosti
parametra %, za koje integral konvergirsa.

Pokazuje se da ove vrednosti zavise od rangas konusa
V (koji je, grubo govoreli, jednak dimenziji meksimalnog
mnogougaonog konusa sadrZenog u V). Ova cinjenica ée imati
posledice u celom daljem radu: sve nejednekosti koje dobi-
jemo zavisiée od ranga konusa. Pritom, kad je rang Jjednsk
n (kad je konus mnogougaoni), onda ¢e uslovi biti uvek
isti kao u jednodimenzionalnom sludaju.

U svim ostalim odeljcima ove glave posmatraju se
primeri operatora i za svaki dobija odgovarajuéa nejed-
nakost s teZinama (kao direktna posledica Teoreme 2.3).

Svi ovi operatori predstavljsju n-dimenzionalne
uopstenja nekih klasiénih operatora i sve dobijene nejed-
nakosti se za n = 1 svode na poznate nejednakosti.




3.1. 29

2.1, Izra&unavan_,je nekih integrala

U prethodnoj glavi su dobijene izvesne opsSte nejednakostl
za operatore (2.1) sa homogenim jezgrom (Teorema 2.3). FPokazano
je da su takvi operateri neprekidni u nekim LF prostorima, pod
uslovom da su primenljivi na neki stépen funkeije 8%, tj. pod

1
uslovom da konvergira integral (2.110))('7. i (2.22) 1 (2.28)).

U ovom odeljku pokszujemo kako se racunaju ti integrali.

Dakle, posmatrademo integral oblika

(1) S;, k(a,x)s;(x)dx

pri demu je jezgro X "dovoljno dobro" (ne utide na konvergenciju
integrala% i naéi za koje « ovaj integral konvergira. U oznaci

sﬁ jgtidemo da se radi o pormi konusa V (v. definiciju (1.2)),

Najprostiji slucaj je, oCito, V = Ez:. Norma ovog konusa
je 8 (%) = Xy...%,  (gde smo stavili s umesto sgn), fiksna

tacka a je a. = (1,1,¢00.,1), pa integral (1) izgleda

0
(2) fﬁn k(a,,¥) (K_L;..xn)“dx .
*

Jasno Jje da ovaﬁ integral konvergira za o>-1 (pod uslovom da
Jje k dovoljno dbbro jezgro). DPokazale se da u op3tem slucaju

pri izradunavanju integrala (1) osnovmu ulogu igra oblik grupe

formula (40) iz glave 2 (v. Primedbu na str. 22)




automorfizema konusa. Napomenimo zato da je H‘; primer konussa
ija je grupa G(V) sastavljena iz samih pozitivno definitnih
transformacija. Bide StaviSe matrice A(x) dijegonalne sa ele-

mentima xl,.--,xn, pa ;,je G(V) abelova.

Drugi jednostavan primer je mnogougaoni konus, dobi jen
iz E_?_ nekom rotacijom U, tj. V = UB_?_ (posto posmatramo s&mo
samoad jungovane konuse, ne moZe se umesto ortogonalne transfo:
mecije U uzeti neka opStija). Integral (1) se ratuna smenom
promé.hlji#.é- x = Ut.. mfr-i.metimo.&; .j'e BV(X) = sn(U'::t) i da je

a = Ua,, tako da integral (1) postaje

(3 | §1Rn k(Ta,,Ut)(ty. .ot ) dt .
+ .

Ovaej integral je istog oblika kao (2), dekle konvergira za «>
Posto se sutomorfizmi konusa V = URE dobijaju kao UA(x)U’, gd
A(x)eG(Rf_), i grupa G(V) se sastoji saﬁo od pozitivno definit
transformacija. To je ujedno i jedini konus sa ovom osobinom
Primetimo da je u ovom slucaju grupe G, stabilnosti fikene ta
trivijalne (talnije konacna - sastoji se iz permutacijs ivica

kXonusa).

Sada posmatramo op3ti sludaj konusa sa netrivijalnom gn
G, Pokazademo kako se integral (1) svodi na integral istog -

po mnogougaonom konusu manje dimenzije.

Pre svega, poEto Je G, netrivijalna, onda se dejstvonm t
grupe sve taCke konusa mogu dovesti u jedan potprostor Rm, gd
je m< n. Minimglno m za koje ovo vaZi naziva se rang konuss
Fiksirajmo jedan potprostor " sa navedenom osobinom i obelei:

V, = B'A V. Primetimo da je acV . Konus Vo cemo nazivati

(meksimelni) mnogougaoni potkonus konusa V. Opravdanje za tc

je u sledetoj lemi.




z,.1. 41

LFMA 3.1, Grupa sutomorfizsma konusa V_ se sasto;ji iz pozitivno

definitnih transformacija. Drmugim relima, V e mnogougaoni

konus.

 Dokaz. Neka je A = A(x) automorfizam konusa V. Prema Lemi 1l.7.

A se predstavlja keso A(x) = W(x)B(x), gde je W(::)«EG&l i B(x) pozi-
tivno definitna. 8 druge strane, prema definiciji V., za svako

xeV postoji X¢V_ i neka rotacija W(x)eG, tako da je x = W(x)x.
(4) X = W)X .

Prema tome X = V(x)A(x)e = W)W (x)B(x)a Bto se moZe napisati
i u obliku ‘

X = W(x)W(x)B(X)W’ (x)W (x)a
(s obzirom da je W'WeG,, tj. W'Wa = a), odnosno
(5) X = B(x)a

gde smo stavili B = (W4)B(WW)". PbEto je 'W'WEGa, dakle rotacija,
onda je sa B i transformisana matrica B pozitivno definitna.
Prema (5) vidimo da je ustvari B(x) = A(x). Nije tefko videti
da sopstvene vrednosti pozitivno definitnog automorfizma pripa- - -
daju i zvodnicama konusa (i1i su na njih ortogonalme), tako da
Jje potprostor odreden sa V invarijantan za sve antomorfizme (4),
pa restrikecije bvih preslikavanja na Vo ¢ine tranzitivnu grupu
sutomorfizema na V,. Dakle, V ima tranzitivou grupu sastavlje-
m iz pozitivno definitnih matrica i iz toga sledi da je V,
mnogougaoni komus.

U sledeéoj lemi se vidi odnos izmedu restrikcije nmorme

By konusa V na potkomus V_ i norme 8y tog potkonusa.
11}




42 2.1

LIMA 3.2. Neka je V konus ranga m u K i i neka je V. njegov
mnogougaoni potkonus. Tede za svako erm vazi

(6) sy = Osy_ @)°/e,

Dokaz. Primetimo da se izborom konstente u (5) mogu obe nomm

sy i sv normirati tsko da bude sy(a) = s m(a) =1, Tada
zanekoxev va.ulsv(")nlako:.samoakoaesv(-)-l To
sledi iz homogenosti obeju funkcija: sy(x) = |A(_)|sv(a) i
V (x) = |A(-)|Bv (a). Sada %a zev stavimo A =(SV (—))l/m:

xo = X/2 « Tada je 8y (_0) = 1 i onda vazZi
(L |
7@ = 8y0%,) = Wy, = A7 = (sy @IV
(jer je prema pokazanomn, BV(EO) = 1), Time je lema dokazana.

Sada smo spremni da raCunamo integral (1) za proizveoljn’

(homogeni samoadjungovani) konus.

LIMA 3.3, Neka Je V konus ranga m u i i neka je Vm njegov

mnogougaoni potkonmus., Tada Jje integral

@) fy x(a, 0)8%(x)ax

ekvikonvergentan sa
(7 55 k(a, D) (sy (D)2 N4z
| m i1}

i ekvikonvergentan sa

&) fﬁm ﬁ(UaO,U ) (. ..tm)‘m/mdt
L

gde je U rotacija koja preslikava ET_ u V..
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Primedba. Iz ove leme se vidi da ée integral (1) konvergirati

(kada je k dovoljno dobro) za « > = m/n. Uvedimo oznaku

9) T e T(V) = 2. Z20ET

n

za ovaj broj koji ée me Cesto javljati. Napomenimo da, posSto
je ofigledno 2 < m < n, onda je 2/n £T < 1. Sludaj T = 1
odgovara mnogougacnom konusu, a slucéaj T = 2/n svetlosnom

konusu. 2Za sve mafriéne konuse je rang jednsk m, tako da je
W, ) = 2/(m+l), | TE) = 1/m1TE) = 1/(2m-1).

Dokaz. Kao Sto je pokazano u odeljku 1.5 ﬁmkcija A x> A(x)
definisana u (1.20) uspostavlja uzajamno jednoznacnu korespon-
denciju izmedu tadszka konusa V i elemenata njegove grupe auto-
morfizama G(V) (koja je prosto tranzitivna)., Teko da se V mozZe
identiﬁ'.kovat"x sa grupom G(V) i umesto integracije po V posme-
trati integracija po grupi G(V). Prema (4) se svaka tacka xeV
predstavlija u obliku x = EE, gde ;evm,_a W je neka rotacija iz

G, . Tada integrel (1) moZemo pisati u obliku

10) fy x(a,star = Jy fo x@@sjoman o
' | a

gde je dW invarijsntna mera na grupi G, (notacija nije sasvim
dosledna; integraciju po grupi pozitivno definitnih sutomorfi-
zama V. smo predstavili kso integraciju po Vm).

Podintegralna funkcija u (10) je invarijantna u odnosu
na grupu Ga.' Zaista, posto je 8y homogena funkcija i k homoge-

no jezgro (step"ena x, recimo), vazi
k(a,WE)s%(VE) = k(Wa, WE)sS(WE) = |W[**k(a, D)3 = E(a,T)syE)

jer je |W| = 1. Stoga je




SEh.k(&,WE)s;(WE)dW'= k(8,%)s5 (%)
i kad to zemenimo u (10), bice

SV k(a,x)s:-(x)dx = fvﬁ k(a,'x-)s;('i)df
Sad zamenimo restrikeiju funkcije sy (na V ) njenim izrazom
(6) iz Leme 3.2 i dobijemo upravo integral (7). ZKonalno, int«
gral (7) po mnogougesonom konusu se svodi na integrael (8) po
pozitivﬁoﬁ"dktantumﬁi pomoéu rotacije U, na isti nalin kao
8to je na podetku ovog odeljka integrel (1) sveden na (3).

Time je lema dokazana,.

5.2. Hardyev operator

Kao prvi primer operatora (2.1) posmatramo Hardyev

operstor

(1) B2(x) = § (o, 2y 2(E)at

(gde se, v. definiciju u 1.1, integrsl uzima po intervalu u
odnosu na uredenje indukovano konusom V). Ovaj operstor ime

Jezgro

,
k(x,y) =<
L

1 Yy <y X

O inace

Ovo jezgro je homogeno stepena O. Zaista, za svako A G(V),

poSto sutomorfizmi &uvaju uredenje, vaZzi

k(Ax!Ay) = ]l & Ay<vkx<‘;> y<vx & k(x‘!y) =1 .




%, 2. 45

Sada éemo primeniti Teoremu 2.3 da bismo videll kada
je ovaj operator neprekiden u nekim P prostorima s teZinom.

Treba pokazati da je uslov (2.40) te teoreme ispunjen. To Ce
slediti iz sledeée leme (T = T(V) je definisan u (9)).

LEMA 3.4, Ako je «>-T, tada integral

f(o’ I> sﬁ(Y)dy

konvergira. Odatle sledi Hsd(x) = C s°{+1(x).

Primetimo da Jje za konus EE?_, kada je T = 1, uslovu leml
istli kao za jednodimenzionalan slucaj; za sve druge konuse
- ga manjim rangom - bice donja granica za « veéa (veéa od -1).
Ovakva situacijea javljaée se kac pravilo i u mnogim sliénim

slucajevima,

PoSto ée Lema 3.4 slediti kao specijalan slucfaj iz Leme
3.6 (ve. odeljak 3.4) netemo je sada dokszivati. UopsSte, Hardyev
operator (integralni operator prvog reda) je specijalan sluca]
Ri emann~-Liouvilleovog operatora (integrelnog operatora reda
x¢R), koji ¢emo posmatrati u odeljku 3.4. Hardyev operator
smo ovde izdvojili samo zbog njegove jednostavnosti i zbog toga
8to je Hardyeva nejednakost (jednoCimenzionalna verzija sledele
teoreme, v. [l9] 1[7]) prototip svih nejednakosti koje posmatramo

u ovom radu.

TEORMMA 3,1, Neka je V homogen sanmoadjungovan komus ranga .

L 1 1 1

Nekajglgpgqsmj_nekaj_g -11--5:-!-'5- _ﬂ_kﬁig ra.takvog_q_
rh-r + 1< T, tada
|B2 g, 11 < © (2], -
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Dokaz. Pokazalemo da operator H zadovoljava uslove Teoreme 2.
Zaista, pofto je u ovom sludaju kr(x,y) = x(x,y), uslov (2.40

ove teoreme se svodl na

(12) f(o,@ T (3)dy < oo

i prema Lemi 3.4, poSto je po pretpostavei -rp+ r - 15> =T,

(12) je zédovoljeno. Time je teorema dokazans.

5.%. Laplaceov operator

Laplaceov operator se definisSe sa
.-x*.
13)  Le(x) = Sy &% Te(y)ay

r -,
To je operator oblika (2.1) sa jezgrom X(x,y) = ¢ ~ Y. Na
osnovu (1.13) sledi da je kx(Ax,Ay) = k(x,y), za sveki automor

fizam A¢G(V), 8to znali da je L homogen operator stepena O.

LEMA 3.5. Neka je «>-t. Tada integral

(14) by &2 Te%(y)ay

konvergira. Otuda Ls%(x) = C sﬁ"“l(x).

Dokaz. Za izradunavanie integrela (14) iskoristiéemo Lemu 3.:

Prema toj lemi ovaj integral je ekvikonvergentan sa
on /B
(15) [ k08, 06) (6.0t et
i pos8to je u ovom sludaju
k(Uao‘Ut) - e-Uﬂ.o‘Ut - e-ao"t - e"tl--.-"tm

jer je skelarni proizvod invarijsntan u odnosu na rotaciju U,




ia = (1,1,00.,1). Tsko da je integral (15) jednsk
T T Y , O(_‘ﬂ/m
Slﬁi e 1 m (tyeeet ) 7ds

a ovaj integral olito konvergira za «n/m > -1. Time je dokaza-
no da (14) konvergira za «> =, Drugi deo leme sledi, na osnovu

ovoga, iz Leme 2.l.

2?@;@&:2.2. Neka je V homogen samoad jungovan konus ranga m.

Neka je l<p<qs® i 3 =g++3 - Neka je p takvo da

ru-r +1<T. Teda

” I’f“ch.y.---l < C ”f”P,J*'

Dokaz. I ova teorema je neposredna posledica Teoreme 2.35.

Preba samo proveriti da je uslov (2.40) te teoreme ispunjen.

*l -
Ksko je za operator I jezgro kr(x,y) = e T* *J navedeni uslov

postaje
jv o Tay ;s—rﬂ"'r'l(;y)dyd 00

a to je prema uslovu teoreme ispunjenc na osnovu Leme 3.5,

Time Jje teorema dokazana,

Primetimo da Hardyev i Laplaceov operator zadovol javaju
isti tip nejednakosti. To je, naravno, posledica toga Sto oba
operatora imaju isti stepen homogenosti C, i 8to su primenljivi

na s*, za iste vrednosti « (prema Lemama 3.4 i 3.5).




5,4, Riemann-Liouvilleov operator

Operator koji posmatramo u ovom odeljku je uopStenje

Riemann-Liouvilleovog integrala za polupravu.
Neka Je p>=T, gde se, kao i dosade, pretpostavlje da
je V konus ranga m 1T je definisano u (9). Stavimo
A
16)  Rf(x) = (©0,x)8 (FTEGNy -

I ovaj operator je oblika (2.1) sa jezgrom

(17) k, (x,3) = sP(x-7)8(p, ) @)

(65 obeleZava karakteristiénu funkeiju skupa B). 2a 2 =0
ova] operator se svodi na Hardyev operator, a za celobrojne
» na iteracije Hardyevog operatora. Jezgro k, je o¢ito homo-

geno stepena fi.

LEMA 3.6. Neka je p>-T i x>=7., Tada je integral

a8) (0,8 sPa-7=*Gley

konvergentan., Sem toga Rbs"‘(x) = C s“"'ﬁ"'l(x).

Dokaz. Za izracunavanje integrala (18) iskoristicemo opet
Lemu 3.3, Z& to nam je potrebno da znamo kako izgleda restrik
cija jezgra (17) na potkonus V.. Prema Lemi 3.2 biée ova re-

strikecija jednesksa
p = /m
kp(x,5) = (svm(?:-y))("‘n 6(0,3(?)

gle je sada (0,Xx) interval u odnosu ne konmus V_ i X,FeV. .
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Rl

Dakle, sko sad primenimo Lemu 3.3, dobijamo prems formuli (7)
fe leme, da je integral (18) ekvikonvergentan sa

an /m xn/m
S<O'a>(svm(&-y))ﬁn (svm(:r))"1 dy .

Dalje, prema formuli (8) iste leme, posto kad primenimo rota-

ciju U imamo sy Ut) = s (t) (ede je s, (t) norma na konusu Eﬂ);

m
integral (19) je ekvikonvergentan sa

S(O a>(Em(ﬂo-—-t))Gn/m(sm(t))“n/mdt
% O

RIS L N BRI L NPT n e TANOON LI

-fi fo

o
a ovaj integral odito konvergira za f>-m/n i x>-m/n.

Ostatak leme sledi na osnovu Leme 2.1, Time je lema

dokazana.
TEOREMA 2.%. Neka je V homogen samoadjungovan Xonus ranga m.
. . 1 1 1 . . ~soa
Neka je l=psqseo i § = F-+ 3 & neka Jje p}-l-/r i rp=-r+l< T,
Tada
Irnﬁf“qm-ﬁ-—l < C "f”p,r* )
Dokaz. Tvrdenje ée slediti prema Teoremi 2.3 ako dokaZemo da

je zadovoljen uslov

g(o,a) 7P (a-y)s” TH* T ()dy < oo

Prema Lemi 3.6 ovaj uslov je zadovoljen za r#> =T 1 ~rpir-l> T
fime je teorema

W |

8to je, prema uslovima teoreme, ispunjeno.

dokazana.




3.5, Hilbertov overator

Hilbertov operator se definiZe sa

(19) PE(x) = §y Sfxﬁ"_ dy

Ovo je integralni operator sa jezgrom k(x,y) = 1/s(x+y), koje
je homogeno stepena -~l. FPrimenljivost ovog operatora se dobij

iz sledete leme.
LIMA ;Z; Neka je o> =7 i > K+Te Tade je inteﬂ

&
(20) SV sg X+y dy

konvergentan i vezi Ts*(x) = C s%(x).

Dokaz. Opet éemo primeniti Lemu 3.3 ne izradunavanje integre

la (20).  Prema formuli (7) te leme, (20) se svodi na
@) i ey Gy i)y
I

(gde smo opet primenili i Lemu 3.2). Ked se primeni rotacija

U koja preslikava IRT_ u ¥V, (i opet iskoristi da je sy (Ut) =
m

sm(t) ide jeUa =28 = (1,0¢+,1)) onda se (21) svodi na

P RCRONRGICRARD e

- f:.--fo (tl...tm)“n/‘“(1+t1)"f°“/m...(1+tm)"fm/’“dtl...d-z

Poslednji integral konvergira za& X >-2/n = =T 1 f=-x>T.,

Ostatek leme se dcbija primenom Leme 2.1.




%e6e p3

TEOREMA 3.4, Neka je V homogen gamoadjungovan konus ranga m.

EaERIaI=ET 1 1 1 .

Neka je l<ps<sqge i T = pta L neka je T-r < Tu-r+l<Te.

Tada

el << el .

Dokaz. Da bismo primenili Teoremu 2.3 na Hilbertov operator

proveravamo da je ispunjen uslov (2.40) koji u ovom slucaju

glasi
- - 1
fv s T(asy)s T T T (y)dy < oo .

Prema prethodnoj lemi ovaj uslov je ispunjen &ko je -rp+r-1 > =T

i r > (-rp+r-1)+7T, Sto je zadovoljemo, po pretpostavkama teoreme.

Time Je teorema dokazana,

5.6, Stieltiesov operator

Sledeéi operator se (u jednodimenzionalnom sluéaju) obicno

' naziva Stieltjesov operator

(22) 5.2(x) = §y oLy gy

Jezgro ovog operatora je homogeno stepena -A. Za A = 1 svodi se
na Hilbertov operator koji smo razmetrali u prethodnom odel jku.
Jasno je da se i za operator (22) moZe dobiti (LP,19) nejednakost
s teZinama. Mi éemo odmah posmatrati i jeden opstiji operator,

koji €e nam trebati kasnije (u glavi 4).
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(23) B, i) = SV ?%:% 87(3)4y.

Za ovej uopSteni Stieltjesov operator jezgro je k(x,y) =

s“r(y)s"?‘ (x+y)3 ono je homogeno stepena f-i.

TEORMMA 3.5. HNeka je V homogen samoadjungoven konus ranga m.

Neka je lspgqgw, 1/v = 1/p°+ 1/q 'i neka vaZi

(24) TeQr € B2 = 2 4+ 1 -yr<T
Tada

Dokaz. Tvrdenje Ce opet slediti iz Teoreme 2.2 kad proverimo

da vazi uslov (2.40), koji u ovom sludaju glasi
gvkr(a,y)S'“r”'l(y)dy = §v sT0 @) M (auy)s L (3)dy < &

Prema Lemi 3.7 poslednji integral konvergira ako vaZi
YIerT+r-1> «T i Or>yr-pMr+r-147T, a to je upravo (24).

Time je teorema dokszana.

é& E- Prinedbe

Osobine grupe sutomorfizama konusa, koje se koriste u
3.1 uzete su najvisSe prema [14] i [2,6];.. Gindikin [14] je
rafunao i integrale opitije nego &to je (1). Ipak njegov
metod svodenjas ovakvih integr:zla na uzastopne je drukéiji od
izloZenog ovde ii_(zasniva se na postupku kojim se u [14] konstn

ifu svi homogeni konusi).
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Nejednakosti slic¢ne posmatranim u ovo] glavi javljaju se,
u jednodimenzionalnom slucaju, u najrazlic¢itijim kontekstima
u literaturi, tako da je nemoguCe sastaviti neku potpuni ju
bibliografi ju.

Pomenimo poznatu Hardyevu nejednakost. (v. [15),[19], 7).
Hardy je ovu nejednakost dokazao prvo bez teZina (15], a zatim
sa teZinama koje su stepene funkeije - to je sluéaj koji odgo-
vara naSoj n-dimenzionalnoj nejednskosti. HMHedutim, za jednu
promenljiva je poznato da se mogu uzeti za teZine i1 neke druge
funkecijey dak Je Muckenhoupt [19] naSao neophodne i dovoljne
uslove_kbje funkeije treba da zadovoljavaju da bi bile tezine
u Hardyevoj nejednskosti. Ali, kao &to je pokazao sa Mucken-
houpt [20] ,ova] metod se ne moze primeniti za n>1, Jjer (nepo-
sredno JuopStenje Muckenhouptovih uslova za n>1 né daje ni dovo-
jan uslov za tefine. Zato moZemo smatrati da tezine s* pred-
stavljaju prvi korsk u nalaZenju teZina za n-dimenzionalnu

Hardyevu nejednskost,.

andersen [1] je posmatrac nejednskosti za Hardyev i
Laplaceov operator (za jednu promenljivu) u nekim prostorima
funkeija opstijim nego ® prostori. On je dobioc da i u tim
prostorima ova dva operatora zadovoljavaju isti tip nejedna-

kosti.
Funkeija (14) se zove i gama funkcija konusa ([16], 14]),

Riemann-Iiouvilleov integral je veoma dobro poznat.
M. Riesz [24:] je definisao ovaj operator za komus V. Garding

[10] je posmatrao ovaj operator na konusima matrica E’m i le.
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Gindikin [14] je definisao ovaj operator za opSte nesamoadjun-
govene konuse. V. i [31] gde se ovaj operator definiSe na

prostoru distribucija.
Ze Stieltjesov integral (jedne promenljive) je Andersen

[2] dobio neophodne i dovoljne uslove za teZine, slic¢no kao

Sto je Muckenhoupt dobio za Hardyev operator.
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4, HARDYEVI I BERGMANOYVYI PROSTORI

U ovoj glavi éemo neke od dosada dobijenih rezul-
tata primeniti na neke preéstore analitickih funkcija.
To ée biti funkcije definisane na tzv. poluravnima -
oblastima Tv_c_cn, koje su oblika TV = R + iV, gde Jje
V konus. |

U prvom odeljku se navode neke osobine l.aplaceove
transformacije, koja Ce predstavljati vezu izmedu funk-
cija definisanih na konusu V i analitickih funkcija na Ty.
U Lemi 4.1 se raduna laplaceove transformacija funk-
cije s*.

U odeljku 4.2 se posmatraju automorfizmi oblastl

Tyy oni se lako dobijaju na osnovu automorfizama korusa.

U odeljku 4.3 definisemo Hardyeve i Bergmanove
prostore u Ty - n~dimenzionalna uopsStenja klasidénih
BP 3 Bergmanovih prostora u poluravni.

. _.-Posle ovih uvodnih odeljaka,u 4.4 posmatramo ope-
ratore koji deluju na Bergmanovim prostorima. Pokaza-
étemo da je operator definisan sa (22) ogranicen na nekim
Bergmanovim prostorima. To ¢e biti dobijeno na vrlo

" jednostavan naéin: prvo se integral po Ty svede na inte-

gral po V, a zatim se primenjuje nejednakost za Stiel-
tjesov operator iz 3.6. Na kraju ovog odeljka pokazujemo
da je posmatrani operator homogen u odnosu na gutomor-
fizme T.
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U 4.5 detaljnije proudavamo prostor BS(Ty). Za
funkeije iz tvog prostora dobijaju se reprezentacije
preko Laplaceove transformacije (teorema Paley-Wiener-
ovog tipa (4.2.)). Na osnovu te teoreme se u 4.6
nalazi reprodukciono jezgro za prostor BE(TV).

U poslednjem odeljku 4.7 se posmatraju uopsStenja
503 prostora - gP prostori s teZinama. I za ove prostore
se dokazuje teorema Paley-Wienera. Dokaz ove teoreme
koristi nejednakost za Riemann-Liouvilleov operator
iz 3.4,




4.1, o7

4,1, Laplaceova transformacijja

U ovoj glavi Cemo primeniti neke nejednakosti dobijene
dosada na prostore analitidkih funkeija definisane na uopsStenim
poluravmina u c? (ﬁ-dimenzionalnom kompleksnom euklidskom pro-
storu). UopStene poluravni su oblasti u C" oblika ‘.EV = B + iV,
gde je VCF* komus. Za n = 1 oblast Ty se svodi na gornju polu-
ravan u C, pa otuda i njen naziv. Elemente iz TV temo obelefa-

vati sa z = x + iy = (x1+iyl,...,xn+iyn), pri Cem x,yelﬂn 1 yeVo

Definisaéemo kompleksnu Laplaceovu transformaciju, koja
ée igrati veoma vaZnu ulogu u celoj ovo] glavi. Ona predsta-
vija vezu izmedu funkcija definisanih na Konusu V i funkcija

definisanih na uopStenoj poluravni Ty. Preciznije

- If_(_z_) ) Sv f(t)éﬁ‘ -

gle je £ (kompleksna) funkcija sa nosalem W V3 (1) se definise
za sve 26T . = B 4+ iV . Kako éemo i dalje posmatrati isklju-
¢ivo samoadjungovane konuse, bile i Tyx = Ty Ako je funkcija
f takva da integral (1) apsolutno konvergira, bite Xf (z) ana-
litidka funkcija u Ty. U slededem odeljku éemo se baviti prosto-

rima analitiékif; funkeija koji se dobijaju na ovaj nacine.
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Mo u (1) stavimo z = iy, tj. x = O, biée
@)  XeGy) = by €7 Te()at = L1

"realna® Laplaceova transformacija, definisana u odeljku 3.3.
Relacija (2) &ée omoguéiti da se na analiticke funkcije primene
neke renije dobijene formule, s obzirom da se, prema principu
jedinstvenosti za enalitilke funkcije, analiticka funkcija na
fll‘r jednoznaéno odred?u,je. svojim vrednostima na iV (v. Lemu 4.1

d.dle)-

Ao u (1) stavimo f(t) = Gv(t) (kerskteristiéna funkeija
konusa), dobiéemo Cauchy-SzegBovo jezgro oblasti Ty
(3) 5(z) = §y % tat = LOy(z)

za z2¢Ty. PoSto iz zeTy i €V sledi y-t>0, biée integral u (3

apsclutno konvergentan, tj.
(%) 18(z)| < Jy 7 tas

a ovej integrel je konvergentsn prema Lemi 3.5 (u koju stavimo

« = 0). Odatle sledi de je S(z) analiticka funkcija u Ty.

NaveSéemo joS neke osobine Laplaceove transformacije

(v. napr. 29 i1i 131] ).

Za dve funkcije £ i g sa nosalem u konusu V definise se

konvolucija na sledeéi nacin

(5) fxg(x) =f<o,x>f(x-y)s(y)dy - j‘@,x}\s(x—y)f(y)‘dy -




4.1, 59

Laplaceova trensformacija transformise konvoluciju u

proizvod

(6) L(fxg)(z) = L£(z) Lglz) .

iz definicije Laplaceove transformacije se vidi da je

ong blisko povezaha sa Fourierovom transformacijom. Neka je
(7) JIf(x) = fmr; eix'tf(t)dt

Fourierova transfbmacija funkcije f. Tada je prema fl)

(“8) Lf(x+iy) = fv- eix'te"y'tf(t)df - ?«(i“ey)(x)

gde je uvedena oznaka ey(t) = et

Koristiéemo dobro poznatu Hausdorff-Youngowvu nejednakost.
Ao je lep<g2ip’ = p/(p-1), tada
| . l/P' l/p
(9) (glﬂn | 2(x)|P ax) T < (gmn | £(x)| Pax)
kada je p = 2, onda je (9) jednskost i (9) se obiéno naziva

.. Plancherelova teorema. --- e

Sada éemo koristiti rezultate iz prethodnih glava za izra-
dunavanje Laplaceove transformacije od stepene funkcije na

konusu. Owvu lemu éemo ¢esto koristiti kasnije.

LEMA 4.1. Neks je V homogen samoadjungovan konus. 4Ako ;e

% > -7, tada vaii

(10) £8*(z) = C So("'l(z) y zely .




Dokaz. Pre svega primetimo da je integral

Xs%(z) = §y &2 Ts%(t)at
apsolutno konvergentan za « >-T, jer se majorira sa
YV e T Te*(£)dt = Le*(iy)

a ovaj integral je konvergentan, premea Lemi 3.5. Znaci da je
funkeija cl."s"‘ anal:.tlcka u Ty. Sem toga, keo £to smo malop:ce
primetili i Cauchy—Szegoovo aezgm S (4) je anal:.tlcka funkeij.
Dekle, (10) je jednakost izmedu dve analiticCke funkcije, pa Jje
prems principu jedinstvenosti za analiticke funkeije (v. napr
[31]) dovoljno (10) pokezati za z = iy, tj. dovoljno je dokaza

(11) Ls%(iy) = C S“"'l(iy) .

Kao 5to smo ved primetili u (2) leva strana (11) se moZe

izraziti preko reslne Laplaceove transformacije
Ls*(iy) = Ls*(y*)
i gko iskoristimo Lemua 3.5 dobicemo da je
Ls*(3*) = C le(y*)
a to je, prema formuli (1.17) jedneko C s -%-1 (y); dekle
(12) Xs%iy) = ¢ 1) .
S desne sti‘ane u (11) imamo stepen funkeije

8(iy) = §y ¢ tat « X0 (y) .
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Da bismo izradunali ovu Laplaceovu trensformaciju, stavimo
* =0u (12), Tada By = 8° i iz (12) sledi S(iy) =¥0;(y) =

= C s-l(y). Stepenujemo sa o+lj bide
(13) s*Gy) = ¢ ()

Sada (12) i (13) zajedno daju (11) i time je lema dokazana.

4.2. Homogene funkciije ns ‘.'Ev

U ovom odeljku éemo posmatrati funkecije koje su homogene
u odnosu na grupu sutomorfizama oblasti Ty. Sva razmatranjsa

ée dosta 1iditi na odeljak 1.3 gde smo posmatrali funkeije
homogene na konusu V, StaviSe, automorfizmi oblasti Ty dobijaju
se vrlo jednostavno na osnovu automorfizama konusa. FPre svega,
gko je A¢G(V), tada A generile sutomorfizam oblasti Ty na sle-
deéi nacin
AZ = Ax + iw ®

Sem toga, tramslacija za realni vekt.or'oéi'tb_ takode pred-

stavlja automorfizam oblasti T.. Zaista, sko je beP, tada

't‘bz-z+b

pripada Ty, kadgod zeTV.

Ispostavlija se da su to svi moguéi enaliticki automorfizmi

oblasti Ty (v.[23]), tj. svi sutomorfizmi Ty su oblika
(14) gz = Az + b

gde je AeG(V) i b realsn vektor. Ovo se dokazuje svodenjem na
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jednodimenzionalan sludaj, gde je dobro poznato da su jedini

analitidki automorfizmi gornje poluravni linearne funkeilje.

Pigafemo i g = (A,b) keda vaZi (14) i obeleZiti sa G(Tv:
grupu autonmorfizama mv. Leko je pokszati da je ova grupa

tranzitivne.

LEMA 4.2, Grupe G(T,) je tranzitivna pa oblasti Iy.

Dokaz. Neka su dati z = x +iyiw=1u +ivu T Treba naci

| séG(Tv) téko da .jé .gz = W.R§t0 ;)e komils -V homogén, po.s.t.c-aji

AcG(V) teko da je Ay = v. Uzelemo g = (A,-Ax+u). Bice tada
gz-A.z—Ax+u=Aiy+u-iv'4-u=w
5to je i trebelo dokazati. Primedba: g je kompozicija tri pxx

slikavanja g = TuaAn'C_I.

Definicija. Funkcija £ Tv—a- IR+ je homogena stepena &®€ R 8ko
z8 sveki geG(Tv), g = (A,u) vaZi

(15) £(gz) = |A|7%1(2) .

Primedba. Ovde je |4 | determinanta matrice A4, a|A]2 kompleks:

jakobijan, tj. jakobijan transformacije z —gz = Az + &.

LEMA 4.3

£ko je f homogena funkciis stepena « na homogeno

oblasti T, tads e

.f(Z) e C si(y) .

Dokaz. Pre svega, koristefi inverijantnost funkcije £ u odno:
na translacije, pokazujemo da je f(z) = f(iy). Zeists, &ko z
dato z uzmemo g = (I,-x) (gde je I identilni operator), bice

z = g(iy) i onda je £(z) = £(giy) = |I|" £(iy) = £(iy); dekle,
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funkecija £ ne zavisi od X.

Sada moZemo posmatrati restrikeiju funkcije f na V. 2Za

nju vaZi, prema (15)

£(ay) = |A[ £(3)

i onda, prema Lemi 1.1 imamo f£(y) = C s%(y), 8to je i trebalo

dokazati.

4,3, Definicije prostora analitickih funkcija u TV

U ovom odeljku éemo dati definicije raznih prostora
analitidkih funkeija definisanih u Tye Owna prostori ¢e biti
uopStenja klasidnih Hardyevih i Bergmsncvih prostora na polu-

ravnl.

Za funkciju F, analitidku u T, definisaéemo njenu
"srednju vrednost" reda p, O<p < v

(16). MPF(y) = (_(Han(x+iy)|de)1/p

za svako yeV.

Prostor HP(TV), BHardyev prostor, se sastoji iz svih
funkcija analitilkih u T, za koje vaZi

(17) sup M F(y) < .,

p

Ako je l<p<w, onda je prostor Hp(Tv) Banachov.

Ako se umésto supremuna (I norme) u (17) uzme LP nomma,

dobicemoc uslov




sy (§; 1m 2w Par) " = ([ Ll oniy) Pamay)™

Prostor svih funkcija za koje vaZi (18) se naziva Bergmanov

prostor i obeleZava sa BP(TV). Ako je p»l, izraz (18) pred-

stavlja normu, koju ¢emo obelezavati sa ||[F|||p, da bi se razli

kovala od norme ” HD u prostor LP(V), uvedene u odeljku 2.2,

oy

Imeamo dskle

o L

OpStije, kada se u (18) umesto IP uzme neka druge norma

L9, dobijasju se Bergmanovi prostori sa meSovitom normom

) (fy 1mr) %) Y = (§(f 1PGeviz) Pax) ay)

1/q

Prostor funkcija za koje vazi (20) obeleZavaéemo sa Bp’q(Tv).
Kormu definisanu u (20) éemo obeleZavati sa I[[F”fp q° Kao i
: J
1 Z3 F!' = M Fl .
a Q9) vazs (|[Bf, o = [MFl
Sem toga, oCigledno vaZi BP‘P(TV) = BP(TV) i BP‘M(TV) =

%1l 5 = IF [l
& “lFI”Ps“"’ = IIHPF o b:‘i. bila norma z& Hardyev prostor. Ipsk,

EP(TV) i slic¢no vaZi za odgovarajuée norme:

ova poslednju oznsku neCemo mnogo koristiti.

Keo poslednje uopsStenje, posmatratemo navedene prostore
8 teZinams. PoSto su, prema Lemi 4.3,jedine homogene funkcije

u Ty funkeije s”(y), uzelemo njih za tefinske funkceije.

Bergmanov prostor meSovite norme sa teZinom BE_’q(TV) se

definisSe uslovon

/ 1/
@) [IFllp, q,0 = (Iylgn [Fxsiz) |Pax) e dey) %
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Uveséemo jos oznaku Lli’q(Tv) za prostor (merljivih) funk-
cije definisanih na Ty (ne obavezno anslitickih) za koje vazi
(21). Upotrebljavaiemo istu oznaku (21) 1 za normu u tom
prostoru, i slicne oznake 2za neke specijalne slulajeve; naprimer,
LE’P(TV) = I:E(Tv). 0&igledno su Bergmanovi prostori zatvoreni
potprostori odgovarajucih 1P prostora. U sledeCem odeljku

posmatramo neke operatore koji su ograniCeni 1z 1P u neki Berg-

manov prostor - operatore koji su ogranidene projekcije na

potprostore analitic¢kih funkeija.

4.4. OQgranicene projekcije na Bpﬁ'quv)_

Sada éemo posmatrati operatore koji su definisani na funx-

cijesma na Ty na sledeéi nac¢in

(@ P

?

£(z) = §p SP(z-W)E(w)sT(v)aw

za zeTv. Ovde, kao i ranije pifemo 2 = x + 1y, gde xe R i yeV
i sli¢no w=1u + iv, gde une® i veVy W je kompleksno konjugovani

vektor u - 1iv,.

Po3to je funkcija S(z-w) analitika po 3z, predsta;vljaée

(22) (pod uslovom da integral konvergira) analiticku funkeiju.
Zato je zanimljivo ispitivati kada je operator (22) ograniden
na nekom prostoru LP(TV): tada ¢e on predstavljéti ogranicenu

projekeciju na n':eki Bergmanov prostor.
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Navedimo prve neke specijalne sludajeve (23). FRunk

S2(z-'§) predstavlja reprodukciono jezgro na prostoru Bz(TV
(v. [26] ), tj. ako FeB2(Tv) onda

F(z) = ETV Se(z—?f)F(w)dw .

- Sem toga, operator

P, of(z) _f_TV 82 (2-) £ (w)dw

Je ograniden na LP(TV) z& l<p<w, ali nije ograniden na,Ll
Zbog toga je od interess posmatrati neke opStije operatore.

Naprimer, operator

(23) Pro (2) = fTV s7*2(2-W)2 (w)s" (v)aw

Je, kao Sto de se videti ig Posledicé 4.2, ogranifen, &im Je
r+T > 1/p3 teko je nadena ogranicena pProjekcija i za prost
Ll(TV). U odeljku 4, 6 éemo pokazati da je funkeija 83'*2(2-?
reprodukciono jezgro za prostor B%(Tv).

U Teoremi 4.1 éemo pokazati da je operator (22) ograni

na nekim Bergmanovim prostorima. Pre toga, u sledeéoj lemi

¢emo izradunati neke integrale u kojima ucestvuje jezgro ope-

ratora (22). Zstim Cemo, na osnowu toga u Lemi 4.5 naéi ocer
za MPF (v (16))3 u ovoj oceni ée se pojaviti Stieltjesov op«
tor iz odeljka 3.6, tako da ée se dokaz teoreme svesti na pri

nejednakosti za Sti eltjesov operator.
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LEMA 5.4, Ako je f>2-T, tada
a) EIRn[S(z)Vsd_x - ¢ 5" )
b) fenisz-w)|fan = ¢ e (vay)

Dokaz. Prema Lemi 4.1 (u kojoj stavimo « = /2 =1 > -T2 > -T)

w

bice

e5..9:.»1:5(6/2-1

s¥2;y - (t)dt .

v
Primeniéemo Flancherelovu jednakost ((9) za p = 2) na ovu
funkei ju

(24) fﬁn[SB(xﬁy)ldx = 5v|e'y'tsﬁ/2'l(t)|2dt.

Sada na poslednji integral primenimo Leru 3.5 (sa o = (=2 > -T);
dobiéemo

(25) fv &2 tf-2t)at = ¢ P (y™) = © sE+ (y)

gde smo za poslednju jednskost iskoristili formulu (1.17). Iz
(24) i (25) sledi tvrdenje a) leme.

b) Pre svega primetimo da integral ne zavisi od x = Rez. Zaista
§ =P { . > \ .. @
mn|S(z-w)| du = Enls(x-u+1(y+v))| du = jen [S(t+i (y+v))| dt

i, prema a), sledi b).

FOSLEDI CA 4.1,

a) Ako p,:.sE-t‘, tada su\? S‘EnIS(z—'i)]ﬂdu = C s'ﬁ"'l(?) .

b) Ako (>2-T 1 -T<xipp=1-T, tada

KTV S(z-w) 8% (VIaudy - ¢ & P2(y) .
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Dokaz. &) PoSto je funkcija s monotono rastuca u odnosu na
poredak koji definisSe konus (tj. &ko x <y ¥ onda s(x) < s(y)),
i poSto je ~f+1l < ~1+T £ 0, onda je s"&"'l(v+y) < s-{s"']‘(y),
teko de tvrdenje sledi iz prethodne leme, pod b).

b) Ako jednakost b) prethodne leme pomnoZimo sa s%(v) i inte-
gralimo po V bice

@) fy e lste-lauay = ¢ Iy ()8 (rayov

Poslednji integral je, prema odeljku 3.6, Stieltjesova trans-
formacija funkeije s%, i prema Lemi 3.7 ovaj integral konver-
gira za o>-T i f=l>0+T, 1 jednak je s"t"ﬂ"'z(y), Sto zajedno
sa (26) dokazuje tvrdenje posledice.

Sada Cemo dokazati lemu koja predstavlja osnovni koreak

u dokazu Teoreme .4.1.

M (P )T < Sv Mpf(ﬂs—ﬁ*l(wy)sr(v)dv .

Dokaz. Prvo éemo u integral (22) koJji definise Pﬁ _‘_f
. 3

Pﬁ,a_f(z) = Sﬂvgﬁp Sp(x+iy-u+iv)£(u+iv)du sx(v)dv

uvesti smenu x-u = t3 bice

Pﬂ,rf(z) x vamn Sﬁ(t+i(y+v))f(x—t+iv)dt s¥(v)dv .

Da bismo dobili‘MP(P B,..’;) primenimo na poslednji integral
]
nejedngkost Minkowskog
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2)

Mp(Pﬂ, T:IE')(y) = (Smn|Pma,f(x+iyjpd

?

(27)

1/
< Svgﬁnlsﬂ(t+i(y+v))|(fﬁnlf(x-tﬁv}pdx) Pdt s¥ (v)dv

UnutresSnji integral ne zavisi od t i jednek je
. 1/
(gﬁfl If(x-tﬂV)lpdx) = Mpf(v)

pa iz (27) sledi

MP (PB ﬂr:!5') (y) £ SV Mpf (v).é;(v) (gﬁnl S(&(t+i (7+v))| dt) dv,

Prema Lemi 4.4 b) (v. 1 -dokaz), unutrasnji integral je

jednak C g P+ (v+y) i kad se to zameni, dobijamo tvrdenje leme.
Sada dolazimo do glavne teoreme ovog odeljka u kojoj se

tvrdi da je operator (22) ogranicdena projekcija.

TEDREMA 4,1, Ako je 1¢DPeqew i1l/r=1/p"+1/q1i &ko je
(}a > 2=T i_(-l. takvo c_lE

(28) T- G-L)r<pr-r+1l-yre®

tada

- | - /
(@9 ( QS By (xsiyYPax) VP gDl (05 )

1/p
= C(STvlf(Hiy)]psf‘P'l (y)dxdy)

gde smo stavili x = Y={,

Frimedba. Hejédnakost (29) mo%e se kratko napisati, koristeti

oznake iz 4.3

SN N s 1L
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Dokaz. Prema Lemi 4.5 vadi

) |
(0w (R G < (pu s —ED— av

s P (7+v)

8to se, s obziror na definiciju uopStene Stieltjesove trans-

formacije (3.23), moZe napisati kao

(31) MR, D) € 8y L(L0G)

‘Sada éemo iskoristiti Teoremu 3.5 za Stieltjesov operatc

Poito su, prema (28), uslovi te teoreme zadovoljeni, onda va¥:

1861, MpPllgyu-yap-2 = ClMpflip, e

i kad se to zameni u (31), bice

. | <z .
” Mp (P@ ,B_f)il q, r‘__h-z < C “Mpf”p’rk

£1i, prema (19), poslednja nejednskost je isto Sto i

a to je upravo (209). Time je teorema dokazana.

a) 4Ako je T~ [3+1 < p-¥<T, onde

“l Pﬁ,xfm p,v-x-zé C |||f|l| Py
b) Ako je p=72 1
(32) W= 1le<c M <THY

tada

WP o iy, < ClIEH o
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c) MHko je
(33) 1/p< §+70

tada

HIPx_’_g,Ff“]p < c||]r|]]p .

Sveko od tvrdenja u posledici je specijalsn sluéaj pret-
hodnogy; a) se dobija iz Teoreme 4.1 kad se stavi p = q3 b) se
dobija iz a) kad se stavi =y + 2, tada je x ==2j ¢c) se dobija

iz b) kad se stavi M = 1/p; to je sludaj bez teZina.

Kao 8to smo.veé napomenuli oblast Ty je n-dimenzionalni

e . )
ST R e e .
S N A I e R . e St

analogon poluravni. U klasicnoj teoriji 30g prostora se para-

lelno posmatraju ovi prostori za funkcije definisane na gornjoJ

e A s s

poluravni i za funkcije definisane na jediniénom disku u C]‘
(v. napr. (9]). I u n-dimenzionalnom sluéaju ovi prostori su
razmatreni na raznim oblastima u C°3 ipak, najviSe je proucena
jediniZna kugla Eu €* (to je skup B = {zeC™: |2]<1]) - teorije

funkcija na B je izlofena u knjizi Ridina [28]. U glavi 7 te = .

.....

knjige se razmatraju ograniéene projekcije za Bergmanove prosto-

re. Posledica 4.2 ¢) predstavlja analogon poznate teoreme
Ridina-Forellia, jer je operator P 2, Y (23) na isti nadin dobi-
jen iz reprodukcionog jezgra Sg(z—'ﬁ), kao Sto Jje i operator
Ridina-Forellia dobijen iz reprodukcionog jezgra odgovarajuceg

Bergmanovog prostora na B. Sem toga, uslov pri kojem vaZi ova
teorema na B je jednak (33), eko stavimo T = 1l; dekle uslovi su
isti za jedinilnu kuglu i za oblast Ty, ¢ija je osnova mnogo-

ugaoni konus.
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Posledica 4.2 b) za jediniénu kuglu su dokazali Beatrou:
i Burbesa [3]; njihov uslov (u na3im oznskeama) glasi O < MKLY

5to se opet svodi na (32) ked stavimo 7 = 1.

Dokaz Teoreme 4.1 je tako jednostavan zahvaljujuci tome
§to je oblast Ty Jedneka direktnom proizvodu R iV, Zehvali
juéi tome se, po pravilu, rezultati za TV dobijaju laksSe nego
odgoverajuéi rezultati za B (kad veé znamo osobine konusa V).
Naprimer, grupa automorfizama ima mnogo jednostavmiji oblik z

Ty, nego za B (v. [28] Yo

MoZda je zanimljivo da ukaZemo joS jedan metod dokazive
teorema tipa Teoreme 4.1, Ovaj metod ne koristi specijalan
oblik oblasti TV (svodenje na direktan proizvod), nego se sas
ji u imitiranju dokaza teorema iz odeljka 2.2. Iseko je videtl
da naedin na koji smo dokazali Teoremu 2.1, naprimer, uopste
ne zavisi od toga 8to je oblast integracije konus, ili Sto je
jezgro operatora homogeno. dJedino Sto se tu koristi jeste da
se operator, za koji dokagzujemo da je ograricen na nekom P P
storu s teZinom,mofe primeniti na te teZinske funkcije i da i
na neki nadin reprodukuje (v. (2.25), i da slic¢no vazZi za ad]
govani operator (2.26)). Ostatsk dokaza je HGlderova nejedna
Ali mi veé znamo da slidne relacije vaZe za operator (22).
Posledica 4.1 b) pokazuje da operstor P. ¥ primenjen na teZin
funkel ju s“'r(ovde se mora uzeti apsolutne vrednost jezgra, je
operator nije pozitivan), daje B(g'—(b+2)+°f'-a‘: Adjungovani
opersator opemﬁom Pfﬁ ima jezgro SB(W-E) = Sib(z—'ﬁ), tako da

Pogledica 4.1 b'r) istovremeno daje i potrebnu relaciju za adjul

govani operator. Sada je jasno da se Teorema 4.1 28 p = q
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moZe dokazati ﬁa slidan nadin kXao Teorema 2.1. Primetimo da je
upravo na taj nacin dokazana odgovarajuca teorema za jedinicénu
kuglu (teorema Rudina-Forellia, v.[28]). inslog Posledice 4.1 b)
(i Leme 4.4 b) je sadrfan u Stavu 1.4,10 navedene knjige o8] .

Konaénb, primetimo da je operator be . homogen u odnosu
:
na sutomorfizme oblasti Ty na s1idan nadin kao Sto je operator
(2.1) bio homogen u odnosu na grupu G(V) konusa. Zaista, &ko
nazovemo homogenim jezgrom u Ty funkeiju ke TVXTV_"R# z8 koju
vazi
x
k(gz,gw) = |4] k(z,W)
za neko x¢R i za svaki automorfizam geG(TV), g = (A,b) (v. 4.2),

onda operator P, .. ima homogeno jezgro (po apsolutnoj vrednosti).
x .

&
To se lako vidi, Jjer Je apsolutna vrednost jezgra Jjedneka

k(z,Ww) = |Sp°(z-§')[s‘((v)', za funkeiju s¥(v) vedé znamo, prema Lemi

4.3 da je homogena., Da bismo to dokazalli z&a lSﬁ(z-'ﬁ)l, pPrVve iz
S(gz-gw) = S(Az-Aw) vidimo da ova funkcija ne zavisi od b.
~ Zatim iz defipicije (3) funkcije S sledi

S(Az-Aw) = Sv ol (Az-Aw) oty Sv L (Z=W) A5y o a1 ts(z-W).

Iz ovoga sledi da k(gz,gw) = IAl—ﬁ"'Tk(Z,W)s dakle jezgro je
homogeno stepena W= y~=f3.
Sada moZemo dobiti anslogon Leme 2.1 za operator sa homo-

genim jezgrom na T. Neka je operator definisan sa

K£f(z) = fTvk(z,w)f(w)dw .
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4,6. Ako je K operstor na homogeno; poluravni T, sa
jezgrom homogenim s'te;gena, x i gko je K primenljiv na s, za
A€k, onda

Ks%(z) = ¢ s° T%F 2(y) .

Dokez leme se dobija pomoéu smene promenljive u integral
koji definise Ksg%, Ako ovu lemu primenimo na operator Pﬁ m

?

dobiéemo novi dokaz Posledice 4.1 b).

2
4,5, Berggnov prostor Bz (T,)

U ovom odeljku éemo dobiti karskterizaciju funkecija iz
Bergmanovog prostora sa teZinonm BE(TV) keo Laplaceove trensfor
cije funkcija sa nosalem u konusu. Gvekve teoreme su poznate
kao teoreme Paley-Wienerovog tipa, jer su Paley i Wiener prvi
dokazali da se funkeije iz Hg na poluravni mogu reprezentovati
kao Laplaceove transformacije funkcija iz L2(0,M). Na osnovu
ovekve teoreme reprezentacije lako se dobi,ja postojanje repro-

dukcionog jezgra za ovaej prostor. (Teorema 4.5, odeljak 4,6).

U ovom odeljku biée zgodnije, radi jednostavnijeg pisan:
da se malo odstupi od notacije uvedene u 4.3. &5a Bi(Tv) ¢emo
obeleZavati prostor svih funkcija(anelitidkih ne TV) za koje

vazi
(34) STVIF(x#Ly)lg s%(y) dxdy < w

tj. prostor, koji se prema (21) obeleZzavao sa B%owl)/z(Tv)'

Tekode Cemo pisati LE t:,{_n]_(V) za prostor funkeija sa
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-q-l(t)dt < o0

(35) b 1212 s

dekle prostor, koji se prema (2.10) obelezZavao sa wae(V).

U slededoj, osnovnoj teoremi ovog odeljka se pokazuje

da Laplaceova transformacija povezuje prostore (34) i (35).

TEDREMA 4.2,  Neka je w>-7. Fumkcija F pripada B2(T,) &ko
i samo sko postoji feL2

o1 (V) icg_k_p_ da se B Eredstavlja kao

F(z) = X2(2) = Jy £(6)e4% Fas

Pritom vaZi jedrnakost

(36) S'TvIF(miy)l 2 8%(y)dxdy = S,‘Tl:‘(t)l2 gL (t)at .

_SLiEna teorema reprezentacije dokazana je u knjizi [29]
za pmétdr H2(Tv). Dokaz koji éemo dati v osnovi sledl metod
iz [29) koji je veé standardan; ipsk, postoje neki tehnicki pro-
blemi vezani za uvodenje teZinske funkcije, pa ¢emo navesti

dosta detaljan dokaz.

Osnovni korek sledi iz &injenice da funkcija iz Bﬁ(Tv)
te¥i nuli, kad|[zlew, pod uslovom da z ne prilazi granici oblasti
Ty Ovo je svojesvo karskteristiéno za sve funkcije koje pri-
padaju raznim Bergmanovim ili Hardyevim prostorima; u Lemi 4.8

demo tatno formulisati to svojstvo za funkeije 1z Bf(‘l"v).

Prethodno posmatramo funkeiju d(y) (rastojanje tacke y
od granice konuéa), pomoéu koje ¢e biti definisane oblasti koje
su sadrZzane unutar TV (ne prilaze granici TV)' Primetimo da se,
za razliku od jeﬁnodimenzionalnog sludaja, granica oblasti Ty

|
%
i
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sastoji, osim iz R, i iz B> + iV,

Ovde smo sa 2V oznadili grenicu konusa V: 3V = V~V

(konus V je otvoren). ObeleZimo sa ZV deo jediniéne sfere ko;

je sadrian u V, ZV = 20V,

Neka je d(y) = d(y,2V) rastojanje tacke yeV od granice :

konuse. Onda, kao Sto je leko videti, vaZzi

(37) d(y) = inf y.t’
. tﬁz\; —_—— . e

(v. (33 ). 2Za konus Vl se kaze da je kompaktno sadrzan u V, ak
V.¢V; to se krace pife V,€V, Za ovakav V; postoji konstanta

¢c>0 teko da vazi
clyl =« y-t°
z8 svako eri, uniformno po t'eﬂv (v. [31] ). Odatle sledi

(38) i) = ely| , yev, .

EEEE=ESESSS 1

LIMA 4.7, Neke je V konus u R i V, potkonus tekav da V,c V.

a). (dEN® < 0ys@F) < Colyl", za yev

b) sko yeV,, onda vaZi i ¥y < < Cy d(y) , odnosno

@@ =< s@¥) = |y|°

Primedba. Ozngka £(y) = g(y) znaCi da postoje konstante G i
C, tako da G f(y) < &(F) < CoL(F)-

Dokeaz. Prema Posledici l.1 predstavimo funkciju s u obliku

1 —y.t
8G) ™ &ve dt .
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Ako se u ovaj integral uvedu polarne koordinate r = t , t'= t/r
s zatim izvrSi linearna smena promenljive, bile
1 g t’ n-1
73—6,7 = S‘qut’go e VY ¢ ar
(39) . ’
= fz K?%n § & f g’n'ldf’ = (n-1)! fzuﬁjn

¢

Podto je yet < |y|it] = |y, onda 32 (39) sledi s(F) < cly| ™.
Sem toga, prema (37), d(y) < y*t° i kad se To zameni u (39)
dobije se 8(y) << C i%(y). Time je a) dokazano. Tvrdenje b)

sledi neposredno iz (38). Time je lema dokazana.

5 edeéa lema nam daje ocene za rast funkcija iz BQ(TV):,

od te leme, koja je i sama po sebl zaniml jiva, koristiéemo
u dokazu teoreme tvrdenja b) i d).

CbeleZiCemo sa B loptu radijusa r u ¢t B =
Z,T 74T

¥

{wecn: | w2 | <r}r, sliéno za loptu u R Ux,r = {uEFEP: | x-u| < r}.

ko je z = x + iy, onda ocigledno

S (@0)  — B, U XU, e

LEMA 4.8. Neka je « >-2. Ako FeBZ(T,), onda

E e —a A
L . X ]

a) | F(z)] e . Gr'als-&(y)gu s“(v)gu | P(w)| 23udv
| v, T X, T

Ed_Q_ jﬁ r = d(y)/2.

b) Neka je D kompaktan skup u V tskav da d4(D,3V)>c. Onda

sup |P(x#iy)] =0 , |x|-— .
yeD
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) Fain)| < ¢ aB@s 72w liwll,

a) (an lF(x+iy)l2dx)l/2 < C d;n/2(y)s— 94/2(3_) I”FHIE;,_),D( .

(Podsetimo da l“l?mg 4 predstavlja levu stranu jednekosti (36)
*

. Dokaz. PoSto je F analiticka funkecija, onda je IFI2 subhar-

moni jska, pa prema teoremi o srednjoj vrednosti imemo

| F(z ) cr~ g Iﬁ(w) 24y dv

(ko je r dovoljno malo, teko da B, _.C TV)' Prema (40 ) sledi

*

(41) |F(z)i2é_ Cr_en SU SU |E(w)k2dudv .
Y, I X,T

Stevimo sada r = 4(y)/2y onda U v ~<Ve StaviSe nije tedko
:

videti da
Uy,r < <% ? %E>

PoZto je funkcija s menotona po konusu, onda ée za v Uy -
’ |
vaZiti s(3/2) < s(v) < s(3y/2); odnosno, zbog homogenosti

funkelje s
(42) (1/2)"s(y) <s(v) < (3/2)"s(5)

Sada iz (41) sledi

43)  |F@=)|° < c::-""‘-""‘:,:""“(;;r)j;J X(v) SU |F(w)Fdudv
y,T x,r

sa r = 4(y)/2, 'fpri Cemu se za x>0 koristi desna, 8 z8 %<0

leva stranea nejednekosti (42). Time je a) dokazano.

b) Po pretpostavca_ Fe BS o (T ), 2to znedi da ee za svako £>0

roZe neti N>0, teko de
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(44) gv s“(v) Sl‘ul:)ﬂ |IF(u+iv)| 2dudv <t.

Neka je sada z = u + iv tekvo da je U_ X T (sa r = 4(3)/2)
) VRS
podskup oblasti irntegracije u (44), tako da se integral s

desne strane (43) majorira sa (44) i onda iz (43) sledi
(45) 17(z)|° < Cad'&l(y)S'_“(y) .

Sada éemo uzeti supremum u (45) po svim yeD. Kako je D skup

kodi je cdvojen od .granice konusa, onda postoji potkonus V ¢V
koji sadrzi D. Prema Lemi 4.7 oneda vazi da je s(y) =< % (3) 1
posSto je d(y) ograniceno odozdo, onda se desna strana (45) moZe

uéiniti proizvoljno malom i time Jje tvrdenje b) dokazano.

¢) Tvrdenje sledi neposredno iz a). FPoSto je oblast integra-

cije u integralu u &) sadrzana u Ty, onda iz nejednakosti a) sledi

|F(z)!° < e (y)s™ (3) ST | B(w)| Ss%(v)dudv
v

a to je upravo c¢).

d) Napisalemo a) u obliku

| F(2)] 2 < Cr'als'ﬁ(y)gu rSd(V)gUO | Flu+x+1iv)| 2dudv
J s ’

i integraliti po xe<R'; biée (posle jo3 jedne smene promenljive)
gﬁn |1P(2) |2dx < Cr“zns-bty)fn duS‘U é’tv)fﬁz |F(t+iv)|2dtdv
o,r y,T
a to se, kao i malopre, majorira sa
-2n = n 2
Cr ) .
s () |7 2,

Time je lema dokazana.
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Pre nego 5to predemo na dokaz teoreme, navedimo jos
jedno pomoéno tvrdenje, Ciji se dokaz moie naéi u [29] .

Uvedime ozneku ey(t) = e'y't.

LEMA 4.9, [29] Ako .-:'fe-'-sz(Bn), za svako yeV, onda feyeLl (&2

EmmSEn= y

zg gvako yeVe.

Dokaz Teoreme 4,2,

Dokazalemo prvo " ek3i deo™

. > 2
(1) Ako fel® a,_l(V), onda FéB“('.l_?V).
PokaZimo pre svega da iz uslova i‘éLE el (V) sledi da

i‘eyeLg(V), za sveko yeV. Zaista

(6) § ¥ )% < qup P ) fyle)| 2 e

PosSto je, po pretpostaveci teoreme, &+l > 1-T =0, i prema
Lemi 4.7 s(t)<| t=|n, lako je videti de Je za sveko y«V funkci

e'a'ts“"'l(t) ogranidena, pa iz (46) sledi da feyeLg(V).

Prems Lemi 4.9 funkcijs fe_ je integrabilna, tako da

y
integral

(47) F(z) = S}, o2 Ve ()at

apsolutno konvergira i predstavlja anslitidku funkeiju. Prenz
(47) je PF(x+iy) = ?(rey)(x) i kad primenimo Plancherelovu

teorem (v. (9)) dobijemo
yﬂulF(x+iy)|2u = fvle*y'tf(t)lzdt .

Pomnozimo poslednju jednakost sa s°(y) i integralimo po V;
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slediée, posle primene Fubinieve teoreme
S‘TvlF(x-l-iy)les“(F)dxdy - Evlf(t)|2<5v e‘eﬁ"ts“(y)dy)dt .

UnutradSnji integral je, podto je x> -7, prema Lemi 3.5 (i (1.17))
Jednak C s'“'l (t), tako da dobijemo

.YTVIF(miy)Ies“(y)dy- C gvlf(t)lgs“*’l(t)dt

a to je upravo (36). Time je prvi deo teoreme dokazan,

(ii)  Ako FeB5(T,), onda postoji feLZ (V) tsko da F = XI.

Prvo éemo pokazati da, sko stavimo
=12+t
(t8)  0) = g 1 tRadax

onda eva funkcija ne zavigi od y. Ovo ¢e slediti primenom
(jednodimenzionalne) Cauchyeve teoreme i Leme 4,8 b). Zaista,

dovoljno je dokazati da za neke dve tatke y° i y°7 iz V veZi

(49) ry.-(t) = fy”('t)

a onda Jje lako na¢i skup D koji ih sadrzi i zadovolijava uslove
Leme 4.8 b). Dalje, moZemo uzeti tacke oblika y° = (y{,yg,..,yn)
v o= (yi',ye,...,yn), jer ée se opSti sludaj dobiti iteracijom
o#og postupka. Obelezimo sa G(zl) funkeiju jedne promenljive

G(Zl) = e " (z1t1+z2t2+. i +zntn)F(zl 1Zo3eses zn)

pri demu su sve ostale promenljive fiksirane, FPrimenom Csuchy-

eve teoreme na pravougaonik (-R,R) X(y{,yi') dokazaéemo da

0) §eurpan, = {oemayax .
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Za to je dovoljno dokazati da integrali Do bo¢nim stranama
pomenutog pravougaonika tefe nuli, ked R—>=. To lako sledi

iz Leme 4.8 b) prems kojoj G(R+iy) — O, ked R— =,

Sad (50) integralimo PO XoyeeeyX, i dobijemo (49).
Dakle, moZemo da stavimo ry('l:) = £(t), tj. prema (48)

(51) £(5)e % o (a1 Pr(xeiy)ax

Pomoéu Flancherelove teoreme, zakljudujemo iz (51) da,

- poSto funkeija F( +i';5?)"”L2(Hn ), za sveko veV, na osnovu Leme

4,8 d), onda i funkcija feyeLg(Hu). Prema Lemi 4.9 sad sled:
da je funkecija fey integrabilna i stoga se (51) moZe obrmuti

i dobiti

fteix-t

(52) F(x+liy) = ?(fey)(x) = gﬁn £f(t)e dt

Na kraju joé treba pokazati da za funkciju f vazi
f(t) '0 Y SeSoe t¢v-

kxo t ¢V, onda postoji y ¢V tako da je ¥, t,< O. Stavis
postoji okolina tacke t_, B(to), koja ne sele V i takva da za

sveko t€B(t,) vaii t+y, -§ < 0., Odavde sledi, za k>0

(53) ktey, < “kd< 0 .
S druge strane, iz (52) sledi prema Flancherelovoj teore
N
(54) | Bﬂn e—E‘y-t |f(t)|2dt - gﬁn |F(x+iy)|2d_x

i onda, pomodéu (53)

g egkglf(t)ladt < g o' Y 2(1)| %at <
B(t,) B(t,)
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Smn &Ko tlf(t)lzdt - S'{Hn[F(x+ikyo)|2dx

Poslednji integrel se ocenjuje pomocu Leme 4.8 d) sa

a7 ey, )8 ey NS

-n X on

a ovo je, prema Lemi 4,7 manje od Ck . Onda, konacno,

dobi jamo

SB lf(t)ladt < C e-a:é? k—(ﬁ(+1)11
(t,)

za sveko k> 0. Kad pustimo da k—> o glediée £(t) = 0, s.s.
teB(tO). Time je dokazano da se oblast integracije u (52)
svodi na V, tj. da vaZi reprezentacija (47). EKonacéno, na
slidan nadin kao u dokazu dela (i), integraleéi obe strane
jednakosti (54) (u kojoj je sada s leve strane integral po V)
po sq(y)dy, dobijemo da vaZi formula (36), tj. da PeL.C (V).

- =1
Time je teorema dokazana.

Primedba. Teorema 4.2 moze se lako uopsh.tL da obuhvat:. slu—
caa l—sp 42 jedino sto bi se u dokazu, na mestu gde ée kon—
sti Flancherelova jednakost, morala koristiti Hausdorff-Young-
ova nejednakost (v. [12_] , gde su posmatrani Bergmanovi prostori
bez te¥ina, v. i odeljak 4.7 gde na slifan nacin posmatramo
BEP prostore). Medutim, za p<2 g&e dobijaju "asimetriéni®™ rezul-
tati, na pmmer iz feLp _1(V) sledi &"’feBp’P(T )y sem toga,

sledeGem odeljku koristimo samo ovo tvrdenje za p = 2, tako da

se netemo zadrZavati na ovom uopStenju.
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4.6, Reprodukciono jezgro zsa BE;TV_)_

Na osnovu Teoreme 4.2 lgko je naéi reprodukciono jezgro

za prostor EE(Tv).

TE)REMA 4.3, Neke je o>~T. Rnkcija §%2(z-W) je reproduk-

ciono Jjezgro za BE(TV), ti. za FeB;‘Z(Tv) vazi

(55) F(z) = S:IV -S{}H?(ZH:E).F(W)SOQ(V)G.W

Dokaz. PoSto F€BZ(T,), onda prema Teoremi 4.2 postoji funkeij

£ _ (V) teko da je
(56)  F(z) = 5o e Pr(t)at = Fau)

gde smo stavili

(57) h(t) = ¢ 7 Vr(t)
(kao i dosada, z = x+iy, W = u+iv).

Sem toga, prema Lemi 4,1 imamo
(58) SU‘(+2(Z_‘E) = C gv ei(z-")'tsbﬁ'l'l(t)dt - g:g(x_u)

gde smo stavili

(59) g(t) = & THV)rtgutlopy

. 2
Seda primenom Flancherelove formule na funkcije g,hel (

(ovo se proverava keo u dokazu formule (46)) dobijemo

(w)fdls"‘*?(z-ﬁ) Rwds = C §y et Tg(tIn(t)dat =




prema formulama (56) i (58), poSto obe funkecije g i h imaju
nosaé¢ u V. Poslednji integrel u (&0) je prema oznaekama (57)
i (59) jednak

S‘veiX't(e- (Y'i'v)'tsﬁ'l'l (t))(e-v'tf(t))dt

(61) o
= C S\V el(x+1j)*te-2v ts‘xﬂ(t)f(t)dt

Sad pomnoZimo levu stramu (60) sa s%(v) i integralimo po V,
bi¢e na osnovu (61)
S’I‘ Sd+2(z-'i')F(w)s°‘(v)dudv

v
(62)

= C fvs«m §veiZ"°s°<+1 t)(t)e” 2" Bt av

Primenimo Fubinievu teoremu na poslednji integrals; dobicemo
da je on jednak
(63) C jvelz'tsd"'l(t)f(t) gvsq(t)e-ev'tdv dt

a unutrasniji integrel je, prema Lemi 3.5,jednak C s—“'l(t)

i kad se to zameni u (63), slediée iz jednskosti (62) i (63)

S'Tv S¥42 (z2-W)F(wW)sX(v)dw = C fv 2 Ve(t)at = F(z)

prema (56)., Tako smo dobili jednakost (55) i time je teorena

dokazana.
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4,76 gP prostori s teZinom

U ovom odelijku éemo posmatrati jedno uopsStenje Hardyevih
prostora uvedenih u odeljku 4.3 (v. (17)). 4Ako je W data
anslitidka funkcija u T, Hardyev prostor s teZinom HP(T)
se sastoji iz svih funkcija F anelitickih u TV za koje vaii‘

. sup S |F(x+iy)ﬁ(x+iy)lpdx
yev o

Dokazalemo da za prostore HE(TV), l<p=< 2, vazli teorema Paley
Wienerovog tipa (slicno kao Sto -je u 4.5 to bilo pokazano za
prostor BS(TV)), tj. da se funkcije iz ovog prostora reprezen-
tuju kao Laplaceove transformacije funkcija iz nekih P prosto-

ra sa teZinom,

Za slufaj jedne promenljive teoreme ovog tipa su dokazal:
Fooney [25] , za specijalne teZfine w(z) = 2z, i Benedetto i Hel

nigl4] za opEtije teZine.

Mi éemo posmatrati (u n-dimenzionalnom sluéaju) samo spe
cijalne te¥ine stepenog oblika (kao kod Rooneya). Pokazale se

da je pogodno izabrati za tefinu stepene Cauchy-Szeglovog jezg

Kao sto je rsnije pomenuto odgovarajute teoreme z& HP(TV
prostore bez teZina su dokazeli Stein i VWeiss. NaveSéemo te
teoreme, poSto éemo iz njih izvesti reprezentaciju za HE(TV)

- prostore sa tezZinom.
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neka £cIP(V). Teda funk-

[29] Neka je l€p<2i

THO REMA 4.4.
vazi

cije F = &f pripsda HP(T,) i
1/p

( S\En | F(x+iy]p 'dx>1/p:4._ C(gv [f(t)fpe-py' tdt) .

TE)REMA 4.5, [29] Neka je 1<p<2 i neka FeHP(T,). Tada

postoji funkeija feLp(v) teko da je F =41 1 da vazi

= o Jgp [P(xsiyIPax

(§y1ecepP e® ' tat)

Primetimo da su u knjizi [29] ove teoreme dokazane samo
za p = 2, ali Je oCigledno dokaz za 1<p<«<2 veoma slicCan, treba

samo umesto Flancherelove jednaskosti iskoristiti Heusdorff-

Youngovu nejednakost.

Stavimo sads w(x+iy) = S™(x+iy). Pisaéemo HE(TV) umesto

Hlép.:('l'v). Odgovarajuét L¥ prostori s tefinom biée ovde prostori

B& normom
( S 1;,!f(‘c)lP:s"‘l”f*.:)cit’c)l/p

Obeleziéemo ovaj prostor (radi jednostavnije oznake) sa LE(V)

(to je LP+1 /P(v) prema definieiji (2.9) iz 2.2.

(e §
U sledetim teoremama V je homogen samoadjungovan konus

ranga m u Eﬁn, a U= m/m, kao 1 ranije.

TEO REMA 4,6, Neka je 1< p<2. Neka je 2t > 1+1/p i 1-T<x<T-1/p.

Ako feLg(V), onda ¥ = Sﬂreﬁg(ﬂlv) i vaZi

o [eleIPe® e e ) .

( Sﬂn |P(x+iy)S*(x+iy)] Pt;x)
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TE) REMA 4'Z= Neka je 1<p<2. Neka je 1-t<x i 1/p"<T.

t -3~ —$-—4—F 2§}

HP (T ), onda Eostogl i‘ELp (V) teko da je F =f i vazi

Ako
i vazi
1/P
(‘3.‘;”.‘{(1:)1P "up(t) Py '¥a ) (SRnIF(xﬂy)S' (x+1iy)]
Pzimedba. Za konus EE keda je T= 1, uslovi koji vezuju T 1

p su automatski zadovoljeni, & uslovi za « su isti kao za
jednu dimenziju. U opsStem ESluE&ju, vrednostl p za koje teoren
vaZe, zavise od ranga komig,a,

Dokaz obeju teorema dobiée se svodenjem na slucaj bez
teZzina - Teoreme 4.4 i 4.5 respektiwvno.

To éemo uliniti koristeéi Riemann~-Liouvilleov integrsl,
koji je uveden u 3.4. Ovaj operator, kao Sto smo videli, ima
homogeno jezgre i na osnovu toga je u odeljku 3.4 bila dckazan

nejednskost s tefinama. Sem toga, ovaj operator je zadat kao
konvolucija i sada éemo iskoristiti tu osobinu.
Premsa definiciji (3.16) Riemann-Jiouvilleoveg integrala

i prema definiciju (4.5) komvolucije, vidimo da je

Rof(x) = S(O,x>se’(x-‘u)f(t)dt = (fxs®)(x) .

Ao na ovu funkciju primenimo Lsplaceowvu transformaciju, bice

prema (4.6)
L(Ro£)(z) = L2(z) LsP(2)

i ako sad primenimo Lemu 4.41 dobijeamo

(64) L(Ref)(2) = ££(2)sPH (2).
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Ova formula e predstavljati jedan kljudéni korak u dokazu

teorema. Drugi fe se dobiti iz nejednskosti za Riemann-liou-
villeov integral. Trebale nam gamo slucaj p = q Teoreme 3.3,
2li u malo opStijem oblikuy navesScemo taj oblik kao posledicu

te teoreme.

-4+ -1 & %

Tada

(65) S

Dokaz. Formula (65) je upravo nejednakost iz Teoreme 3.3

FOSLEDICA 4,3. Neka je 1<ps<oc. Neka je 3>-T 1 M<4T.

Rf (x)
sF""

}{p- (x)e PV Xix < CS |f(x)|PsHP—1(x)e'Py'xdx.
_ )y

kad stavimo p = g, osim Sto imamo joS dodatnu teZinu e PY" X,
Dokazademo kako se ovaj slufaj lako svodi na dokazani. To
Ce slediti na osnovu monotonije funkeije So(x) = €9 % za

t ‘:V X vazi e AR }e—y'x. Odatle sleda

—

R f(x) =e v S(O >sﬁ(x-t)f(t)dt 4j<0 >sp(x—t)f(t)e y-t dt.

' Sad stavimo i‘(t)e gyt g(t), blce, prema prethodnom,
(66) e-y'xRﬁf(x) < Rpg(x).

Ako primenimo Teoremu 3.3 (sa p = q) na funkciju g, dobilemo
(pomoéu (66)) upravo tvrdenje posledice,
Primedba. O&igledno je da posledica vaZi i kad se funkcija

e v°%X zameni proizvoljnom monotono opadajulom funkecijom P




Dokaz Teoreme 4.5. Prema pretpostavei je 1-T<x < T-1/p,
tako da moZemo staviti Pp=x-1 i p= «+1/p u Posledicu 4.5
i dobiti da vazi

R, .f(x)|? _ ’ o
g C (o S«p(x)e Py-xdx < C j[f(x)lpsqp(.‘&')e PY xdx .
Vi s%x) | v

Dakle, ako stavimo R a_lf = gdobili smMo
e7) gvlg(x)iPe'PF'xdxé_ C f{]r(x)iPS“P(x)e'PF'xax :

To znadi da se na funkciju gel¥(V) mo¥e primeniti Teorema 4.4

i dobiti da ze Laplaceovu transformaciju &g = G vaii

(68) (gﬁn | G(z+iy)| péx)l/p ' = CGV g (x)] PePJ* xdx)l/p.

Sada éemo primeniti (64)
6(z) = Lg(z) = L(R_1£)(z) = I£(2)8%(2) = F(2)8%(2)

i ko to zamenimo u levu stranu (68) i primenimo i (67),

dobiéemo tadno tvrdenje teoreme,

Dokaz Teoreme 4.7. Ako F BY (T.), onda, po definiciji G = F
pripada prostom HP(TV), tako da se moZe primeniti Teorema 4.0
i dobiti da je G Laplaceova transformacija neke funnkelje

geLp (V) tako da

)P

e 1/p
(69) (gV|€(X)|P e P X4y < C (‘YEP |G(x+iy)|prix> .

Ali seda, z2a F = GS®, imamo prema (64)
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F(Z) = G(Z)SK(Z) = Efg(z)i’sd_l(z) = Ef(g * S -1)(2) =x(R°{_1E)(Z)

i gko stavimc R d_lg = f dobijamo reprezentaciju F(z) = Jff‘(z)
za funkciju F i joS je samo ostalo da se dokaZe da Je f¢ Lf“(v).
A to opet sledi iz Posledice 4.3 u koju sad stavimo A = x-1

i f-(r — 1./I)- Imamc‘

l

drugim recCina

[

R g(x)p _l' r_.r.
=12 P INyy < CS Ig(x)lp e P T X4x
Vv

s%(x)

Syt TPl T e < 0 fvlg(x)lp &P T Fax

a to, zajedno sa nejednakoZéu (69) (u koju stavimo G(z) =

7(z)S %(z)) dokazuje teoremu.

Primedba; Nalin dokaza Teorema 4.6 i 4.7 se razlikuje od
metoda kojim su u [25] i [4] dokazani odgovarajuéi rezultati
z& jednu promenljivu. U tim radovima suunautori koristili
‘uopstenje Hausdorff-Youngove ne_.:] ednekosti (nejednakost s te-
Zinama za Fourierowvu transformaciju). Ipsk, nalin naveden
ovde je jednostavniji, Jjer koristi samo nejednakost za Riemann-

Iiouvilleov operator, koji je pozitivan i prema tome jednostav-

niji nego Fourierov operator.

PUHART . A YAPYWENOT PAAA
JA MATL a: /) w XAHHKY W ACTRG:iBMd)Y
O oM OT S S A
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4,8, Primedbe

Teoriji klasiénih 5P prostora u poluravni ili na disku
posvebeno je mnogo kumjiga (v. mapr. (9] 41i [17]). Prostori
koje smo posmatrali u ovoj glavi su n-dimenzionalna uepstenje
tih prostora -~ rezultati koje smo dobili su n~-dimenzionalna

vopStenja nekih klasicénih teoremna.

Laplaceova transformacija na konusima je definisana

O pojmu homogenih oblasti v. na primer 14 1ili 25

(gde se posmatraju i opStije oblasti).

Teoremu 4.1 iz odeljka 4.4 u jednodimenzionalnom slulaju
(za disk) su dokezali Hardy i Tittlewood (v.[9]). Kao Sto
smo veé napomenuli, analogne rezultate za jediniénu loptu

-—

u € su dobili Ridin i Forelli (v. [28]) i Beatrous i Burbea 2

Klasicdna teorema Paleﬁ-Wienera bila Je genéralisana na
razne nadine. Reooney [25] i Benedetto i1 Heinig (4] su doke-
zali da va%i na BF prosfo:iina s teZinama (za n = 1). Genchev
[13] je dokazao owu teoremu za Bergmanove prostore. Za funk-
cije viSe promenljivih imamo teoreme Steina i Weissa za HP(TV
(Teoreme 4.4 i 4.5), Genchev je posmatrao Bergmaenove prostore
(bez teZinsa) na oblasti.mé TG = B® + iG, pri cemu skup G nije
obavezno konus. Ovakve oblasti se zovu valjkaste oblasti (tub

domsins) sa osnovom G.

U ovoj glavi su dokazane Paley-Wienerove teoreme za dve
vrste prostore - Bergmanove prostore s teZinom (u 4.4) i Hardy

eve prostore s teZinomr (u 4.73 v. i[22] )e
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O reprodukcionim jezgrima u raznim Hilbertovim prosto-

rima postoji veoma obimna literatura. Rergman (5] je zapodeo

ova teoriju za prostore analitickih funkcija. 2a oblasti

T, su Rothaus {26] i Gindikin [14] na3li reprodukciono jezgro
za Bergmanov prostor Be(Tv). Bochner [6] je posmatrao repro-
dukciono jezgro za prostore na T,, gde je V konus od matrica,

a Mitchell [18:1 za neke druge oblasti u prostorima matrica.
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