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0. Uvodna razmatranja 1 napomene

Tridesetih godina, u pokuéajima formalne rekonstrukei-
je osnovnih ideja i principa intuicionistilke matematike, Jav-
ljaju se Heytingove algebre. Ubrzo, uolen je njihov znadaj ¥
razli¢itim oblastima matematike, pre svega u algebri, jer radi
se zapravo o algebarskim strukturama odredjene vrste, zatim u
topologiji, teoriji modela, teoriji skupova, teoriji ketoinvi-
ja itd.

Cilj ovoga rada je da, u razliditim precizno formuli-
sanim kontekstima, ispita uslove pod kcjimé se u njima Javlja-
ju Heytingove algebre i moguénosti prenosa i reformulacije od-
redjenih koncepata jednog u drugi matematicki kontekst. Uprkos
éinjénici da jedan broj matematiara smatra da Je teorija ka-
tegorija apsfraktna besmislica, ona to dobrim delom om>iucava.

. Izmtih razloga, u prvom delu rada, Heytingove al:;otre
su 1zucavane kao jednadinska (jednakosna) kategorija, tj. ba-
teéorlja u kogog je klasa objekata jednaulnska klasa (varije-
tet). Svojstva filtera i ideala Heytingovih algelri analizira-
naﬁsu;uporedo sa odgovarajuéim svojstvima filtera 1 idealn b
distributivnim mreZama i Booleovim algebrama (1. 6 do 1.17). S
obzirom na specific¢an odnos 1 prirodnu vezu koja postoji izme-
dju Booleovih i Heytihgovih algebri, razmotrena.je moulnost
aproksimacije Heytingovih algebri, bolje i potpunije izudavan-
~im, Booleovim algebrama. Oplsane su slobodne,'injektivne 1
projektivne Heytingove algebre (1.23 do 1.25) i dat jedan stav
reprezentacije u algebrama sa zatvorenjem (1.28).

S obzirom na znafaj u intuicionistidko] logici, oplsa-
‘no je na kakve probleme nailazi jedna striktno intuicionistil-
ka analiza Heytingovih algebri i nadcin na koji se one pojavlju
ju u modelima intuicionistidke logike, tj. toposima.

Algeﬁpa kongruencija JH kompletne Heytingove algebre H




je analizirana kao algebra J-operatora. Pokazano je da pridrﬁ-
zivanje Hr—*JH odredjuje funktor u kategoriji kompletnih Heyt-
ingovih algebri i da se jedini¢ni funktor ove kategorije prir-
odno transformide na funktor J. Neke osobine ovog funktora se
mogu koristiti u reSavanju problema aproksimacije lleytingovih
algebri Booleovim algebrama (2.17).

Ponavljanjem konstrukcije algebre J-operatora dobija
se familija kompletnih Heytingovih algebri. U radu H. Simmonsa
[17, postavljen je jedan broj problema u vezl sa prirodom ove
familije. U ovom radu su ispitana njena svojstva u slucaju ka-
da je polazna Heytingova algebra linearno uredjenje (2.20) i
data jedna konstrukcija kompletne Heytingove algebre za koju u
odgovarajuéoj familiji algebri J—Operatora nije moguée pojavl]-
ivanje kompletne Booleove algebre (2.u41). Takodje, okarakteri-
sane su kompletne Heytingove algebre koje se mogu aproksimira-
ti kompletnim.Bboleovim algebrama. |

ViSestruko je nagla$ena analogija, tj. preciznije du-
alnost, kategorija kompletnih lleytingovih algebri i topoloSkih
prostora. Algebarske osobine Heytingovih algebri karakterisu

svojstva odgovarajuéih topolodkih prostora i obratno, niz &is-

~ to;topoloskih koncepata ima svoj preizraz u kategoriji komple-

tnih Hgytingovih?algebri. S tim u vezi, data je algebarska re-
f6fmulacija Cantor-Bendixsonovog izvoda (2.52 i 2.53) 1 roka-
zano da je u slu&aju TG"prostora ona ekvivalentna uobitajennj
topolodkoj formulaciji (2.56).

Dualnost katezorija topolodkih prostora i kounpletnih
Heytingovih algebri ispitivena Je u tredem delu rada. Udredje-

nom reprezentacijom funktora koJi proizvoljnom topoloSkom pro-

storu pridruZuje kompletnu Heytingovu algebru otvorenih skupo-

va, konstruisani su odgovarajuéi adjungovani funlktori kategori-
ja skupova, distributivnih mreZa i kompletnih lleytingovih al-
Lebri u kategoriju topolodkih prostora. U tako dobijenim she-
mama adjunkcije ispitana su dejstva monada i komonada. TFokaza-
no je da se Heytingove algebre javljaju kao podkatejorija u
polaznim kategorijama adjunkcije i da funktor redukcije, u sva-

kom od posmatranih sludajeva, ima levo adjungovani funktor, t].




da je kategorija kompletnih Leytingovih algebri reflektivia u
kate:; orijama skupova (3.21), distributivnih opranidentih mwwaa
(3.29) i kompletnlh Heytincovih algebri (3.3#8). U svaliom od
navedenih nlULaJEVa Gefinisan je odgovarajuéi senmantidkili fun-
ktor kategorije kompletnih Heytingovih alpebri u katecoriju 1'-
algebri i strukturalnih moriizama 1 dokazano da su ove kateiro-
rije ilzomorine.

Dejstvom komonade dobijene su odgovarajudée katejori-
je u kategoriji topoloSkih prostora. U adjunkcijil kategorija
kompletnih lleytingovih algebri i topoloskih prostora to 5u
"staloZeni prostori', a u adjunkeiji ogranidenin distributivn-
ih mreZa i topolo$kih prostora retrakcije Stoneovih prostora |
(3.68). Takodje, pokazano Je da su spomenute kategorije refle-

ktivne u kategoriji topoloSkih prostora.
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¥ 4 Teorija Heytingovih algebri, keo teorija proos radi, je2

01. 0 Heytingovim algebrara,

uvodna razmatranjic

U klasiénom iskaznom i predikatskom ratunu se ha DYLYO -
dan nadin javljaju Booleove algebre (kao Lindenbeurove alget-
re). Njihova algebarska svojstva karakteriSu prirvodu ovih si-
stema i njihovih modela 1 obratno, svojstva iskasnom L nredi-
katskog raduna odredjuju alpcbarske osobine looleovih aleebri.
Slidnu ulogu u intuicionisticko) logici imaju Heylinpove olie
bre (Fitting, M.[1]).

Tako ih A. Heyting (1930) nije prepoznao kao adredjcnu

klasu algebarskih struktura ipak se, obzirom na njihov znalaj
u intuicionigtidkoj matematici, ova vaina klasa algebri nazni-
va Heytingovim algebrama. U literaturi su u upotrebi i rauni
drugi termini, na primer, pssudo-Booleove aljebre, relativno-
paeudokonﬁlementlrane distributivne nreZe sa nulcm, Brouwelro-
ve albebre (u radovima teKinseya i Tarskog [13,[27,03) =apra-
VO dualne Heyt1nnov1m algebrama u uobifajencm smizlu) 1td.
| * Kao distributivne mreie odredjene vrstoe, prvi pnr AN
tretlrane u Birkhoffovo] teoriji mreZza 198 codine ‘1].
aodglskl nepotpuna, pa nije sasvim jasno kakve rvenultabo mOZe
dati jedna modelteorelska analiza ovih algebri, ali je sisnr-
no da oni ne mogu biti takvi kao u, njlma srodno) . beoriji
Booleovih algebri (Miijajlovic, L. D.(2)). Katerorijalna anali-
za se pokazala podobnijom i izvedena je postupno u veden delu
ovoga rada. ﬂ

Kao jednadinska kategorija, ova klasa al:oebri ima veoma
zanimljiv poloZaj u nedto 3iroj kategoriji distributivnih HEAIE
za, pa Jje u radovima Ba ]hqaa [1] Palbesa 1 Horna [1], Cieae =3
[1],[?J Day El] alﬂw)ci (1], [2] ispitivana u ton cnanslu.

iz autora se bavio problemima reprezentacijoe Pdanlh b1 -
asa u klasi distributivnih mrefa, Bruns [1]), Chang (1], Chang

lforn [1‘], Drake i Thron (1), ali su to uglavnom, manje 1il1

ba

i
vifie, reminiscencije na dobro poznate stavove reprezentacije




duh. Stenea [17,137.
snatal Heytingovih algebri u logici (intulcionistid-
koj L njoj bliskim) 1 tOpologiji'naglaéen je u klasiénim rado-.

F

vima /lcKinseya i A. Tarskop (13,[2],(3) i posebno, u monogra-

Fiji H. Rasiowe 1 R. Sikorskoyg (1].

Kripkeovi modeli, tj. semantika u odnosu na koju Je
intulcionisticka logika (prvo; reda) potpuna, veoma vaini u
njenim razaatranjima, pokazali su se nepogodnim u zasnivanju i
rekonstrukeijili onog dela matematike koji zahteva upotrebu 1 lo-
yike viSey reda, intuicionisticke analize na primer., Medjutim,
iako nepotpuni, u odnosu na intuicionistidéku logiku, modell ti-
pa pramenova, ili opdtije, tipa toposa, omogucdavaju da se intu-
icionisticki koncepti pogodnije ostvare. Naimﬁ}qu kategorijl sa
odredjenom strukturom, dovoljno bogatom da Jje u njo]j moguca re-
kKonstrukclija vede, dela matematike, na prirodan nadin se, kao
istinitonosni objekat, javlja kompletna Heytingova algebra, ¢i-
Ja priroda karakteriie unutradnju logikﬁ takvog matematickop
univercuma i Sto jé veoma znatajno, takva kategorija, topos, se
wolie dobiti polazeéi od unapred zadate kompletne Heytingova al-
Lelre. To omogucava da se intuicionisti¢ki zahtevi ispune a pr-
iory, ﬁaduvanjem odirovarajuée Heytingove algebre.

L © Jdogzlo bi se reéi da jJe time nastala jedna sasvim no-
Vd ébla;t nmatenaticke logike, jeometrijska logika. U njoj u
posiednjih nekoliko godina radi veliki broj matematidara, medju
kujima su znaé¢ajnije doprinose u zasnivanju dali Fourman (13,
{27, Fourman i Scott [17], Freyd [1),[2], Johnstone {1},[2],
Lawvere [173,[2], Osius {1}, Wraith (11 i drugi.

| U prvom delu ovogza rada analizirane su osobine kate-
gori)e Heytingovih algebri, razmotrena njihova veza sa Booleo-~
viil alcebrama i zasuovan ¢itav niz koncepata, koji Je u tradi-
ciji analize distributivnih mreZia. NaglaSene su i neke njihove
osobine koje su od posebnog znafaja u izuavanju raznih,intui-

cionistidko] lojgici bliskih,formalnih logika.




1. 0 Heytingovim algebrama

Heytingova algebra ® = {H,V,A,—>»,0,1> je struktura
&ijom se redukcijom na jezik teorije mreZia dobija ogranicena
distributivna mreZa, a binarna operacija —>, relativna pseu-
dokomplementaetija ili intuicionistidka implikacija 1li pros-
to implikacija, za promvoljnei a,b&H zadovoljava
VzEH., anz<b ¢« z<£b-a.

Osim u sludajevima kada kontekstom nije dovoljno nagla

-,

; u;éﬁ?p@ﬁwéena, razllka u oznakama strukture i njenog domena u tekstu

nije napravljena. Za pr01zvoljno x€EH, x-—;ﬂ\je pseudokomple~
ment od x,; u oznaci 1x. Umesto x Ay &esto stoji prosto XY .
Sledeéim relacijama ilustrovane su neke osobine struk-

ture Heytingovih algebri. Dokazuju se elementarnoc i od znac-

aja su jer omoguéavaju njihovu jednakosnu formulaciju.

Y

]

~Teorema 1.1 Ako je H Heytlngova algebra tada za pr01ﬁ

zvoljne X,v,Z2 H redom vazi:

(1) x{x-3y)<y
: (1i1) X2 Y &= XY = 1
(iii) y < X3y
(iv) XLy =D 23X <29y i Y2z S X2
(v) x(y-—-)z) = x(xy—»x2)
(vi) (xﬁfy)—éz = (x=>z)(y—>2z)
(vii)  x—yz = (x=y)(x—>z) *
(viii) - z2{xy—Xx) = z
(ix) x(x—+y)'= Xy
(x) | | Ux—y) = IIxATy.

Pritom je sa — oznaden kraj dokaza (3to u prethodnom
sludaju znadi da je dokaz izostavljen zbog jednostavnosti).
Neki dokazi u radu su izostavljeni jer su , iako naj&e3fe ne
sasvim jednostavni, deo matematilkog folklora ili se referen-

com upuéuje na njihov original.




Teorema 1.2 (Z.Markovié f11) Neka je X klasa struktu-
ra u jeziku {V,A,—>,0,1}. Za proizvoljno HEK, H zadovolj
ava jednakosti koje definiZu klasu ogranidenih distributivn-

ih mreza i jednakosti (v), (vii) i (ix) ako i samo ako K je
klasa Heytingovih algebri,

Dokaz: Svaka Heytingova algebra je ogranidena distri-
butivna mreZa i, prema prethodnoj teoremi, zadovoljava jedna
kosti (v), (vii) i (ix). Obratno, za svako HEK, H je ograni

¢ena distributivna mreZa i pritom, za proizvoljne x,y,z &H,

ako xzsy tada redom z(x—»y) = z(zx-zy) = Z(xyz—oyz) = zA1
= Z, pa Je z £x-—»y. Na slidan nad&in, ako je 2 £ X—y tada ob-
zirom na x(x—»y) = xy <y imamo xAz <y tj. H je Heytingova
algebra.

Klasa struktura u odredjenom jeziku, ili odredjenog ti-
pa, je jednadinska ako je zatvorena za homomorfne slike, pod-
strukture i dlrektne proizvode svojih elemenata. Znacajna je
sledeéa karakterlza013a ovih klasa struktura:

Teorema 1.3 (G.Birkhoff {11) Klasa struktura K istog
tipa je jednadinska akko postoji skup ]ednakostl du jeziku
klase K tako da je K = {A| A je struktura u jeziku klase K i

A O,

| |

~ Otuda je 'teoremom\1.2 upravo iskazano da je klasa Hey-—
tlngOVlh algebri jednac1nska klasa (u daljem u oznaci HA).

081m posledica koje se neposredno dobijaju iz definicije jed-

nadinskih kalasa vaine su 1 sledece osobine ovih klasa, pa

dakle 1 klase HA.

Teorema 1.4 (G.Birkhoff [1]) Ako je X jednadinska k1-

‘asa tada Je svaka struktura klase K subdirektni proizvod sub-

direktno nerastavljivih struktura klase K.

l
Obzirom na prethodnu teoremu, svaka Heytingova algebra

se moze reprezentovati subdirektnim proizvodom subdirektnone

rastavljivih Heytingovih algebri,




Podsetimo da je struktura A slobodna u klasi K ako pos-
toji skup S&A takav da je struktura A generisana sa S i za
proizvoljnu strukturu B&K i funkeiju f:S—>B postoji jedins-
tven homomorfizam g:A—>B takav da je ¢S = f. S je skup si
obodnih generatora i struktura A, slobodna algebra nad 5, u
oznaci F(S), je do na izomorfizam odredjena kardinalno&éu sk-

upa slobodnlh generatora.

Teorema 1.5 (G.Birkhoff (1]) Ako je K netrivijalna

jednadinska klasa (tj. ne sadrzi jedino trivijalnu strukturu)

tada za svaki kardinal & >0 postoji algebra F(el), slobodna u
klasi K nad skupom slobodnih generatora kardinalnosti ol .

Obzirom na teoremu 1.2 u klasi HA postoji slobodna Hey

L tingova algebra nad skupom slobodnlh generatora pr01zvoljne

o

‘"ﬁ”'kardlnalnostl. Koncept slobodne strukture je veoma koristan i

znadajan u izudavanju svojstava raznih struktura 1 biée do de
k talja razmotren u daljem'tékstu;_Prethodno, definicijama i te
oremama koge slede neposredno, karakterisu se neki osnovni
| pojmovi i konceptl i fiksira termlnologoja i oznake.
.. Definicija 1.6 Neka je HEHA, a,b &H tada je sa J(a]‘ =

{yEHI v <a} oznalen glavni ideal generisan sa a, Slig¢no La) }

{_yéHl asy} je glavni filter generisan sa a i (a,b}~ {ye Hl
aw:y*ﬁb} je interval odredjen elementima a,b redom.

- Primetimo da ako je H =.(H,£-> parcijalno uredjenje ta
da je preslikavanje x+~—(x] izomorfizam posmatranog ?redje- 1
nja i strukture {{(x]]| x&H},—Q . (Jer, za proizvolfine xy &H
x££y &> (x] ¢ (yl.) Na taj nadin, struktura H je reprezento
vana skupom podskupova nekog skupa. Iako sasvim jednostavna,
ova ideja se javlja u raznim stavovima reprezentacije o koji
ma fe biti reéi. |

Lema 1.7 Za svaku ogranidenu distributivnu mreZu (kla

su ovih struktura u daljem oznafavamo sa ODM) H vazi: HEHA
akko svaki interval u H je Heytingova algebra.
Dokaz: Neka je HEHA i neka je [a,b] = I interval u
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algebri H. Primetimo da za sve x,y€I. a<(x—y)b<b. Stoga,
definisimo binarnu operaciiju > u intervalu I tako da za sve
X,y&Tl. X =2y = (x—>y)b. Ako je z €I takvo da xAz gy tada
Z<X->»y, pa zbog z£b, z<(x=y)b tj, zs X >y, AkO 2 X—.y
tada x(x-»y)bgxyb<y pa dakle xAz<y tj. I&HA,

Obratno, ako je svaki interval u H&ODM Heytingova alge-
bra tada se u H implikacija moZe definisati tako da za pr&iz—
voline x,yE€EH, Xx=>y = X—>Y gde Je I = [x/\y,lj '1 |

Definicija 1.8 Neka je H&HA. Neprazan skup ICH je
ideal u H akko za sve x,y&€H. x,yel = xVyéI i xey,yEI
= xXx&T. Dualno, definiZe se filter u B&HA. :

Ako je SCH, S neprazan, tada(S]=ﬂ{Il SCI 1 I je ide-
al u H} je ideal generisan sa S. Dualno, [S) je filter generi-
san sa S. Pritom, jédnostavno je pokazati da (S]'-'{yEHl posto-
ji S” € S konadno, y = VS8“}, gde je sa \/S” oznaden supremum
skupa S u algebri H. (Jednostavno &esto znadi na uobiBajent

' nadin pa ponekad uopite nije jednostavno.)

Za proizvolijno H&HA sa JH je oznadena mrela ideala'alg-
ebre H. JH je kompletna Heytingova algebra (KHA) i preslikava
nje Xt+—=(x], x€H, je utapanje algebre H u kompletnu Heyting-
ovu algebru JH. Jer, ako je T& JH takav da Cx_]ﬂIQ(y_'], gde

yeH tada za svako i€1., xi€ (xXJNIC(y] pa i< x—>y odnos-
no ie(x—y}. Otuda IC(x—=yl, tj. (x->y] = x]——Jr(y]. Preslika-
?anjé x——>(x] dakle &uva implikaciju. Slidno se pokazuje da i
ostale, operacije Heytingovih algebri imaju istu osobinu.

Iako intuictionistidki mepostojedi, maksimalni i prosti
ideali i filtri imaju znadajnu ulogu, i predstavlijaju moéno
sredstvo, u izufavanju svojstava Heytingovih algebri. U dalj-

jem se pod idealom (filtrom) podrazumeva pravi ideal..

Definicija 1.9 1Ideal T u Heytingovoj algebri H je;'mak-
stmalan akko za svako JE€JH. J £ H'i I1€J =J=1, prost akko
Vx,yEH. xAy€I =y xeI ili yEI. Dualno, definife se prost
i maksimalan filter u H. Pritom, kada se ka2e dualno ima se u

vidu filter, a svojstva uopdte ne moraju biti duvalna, tj. ne

definiSe se minimalni filter... osim u odredjenim sludajevima

[



._.11...

kada je dualnost sasvim strogo formulisana.

Egzistencija prostih 1 maksimalnih ideala (filtara) je
u distributivnim mreZama, dakle i Heytingovim algebrama, po-
sledica aksiome izbora. Bez ove pretpostavke nije mogule do-
kazati postojanje i izvr3iti konstrukeiju ovih objekata i ta
se ¢injenica u literaturi &esto sredée. Takodje je dobro poz-
nato da egzistencija maksimalnog ideala u proizvolijno] Heyt-
ingovoj algebri nije dovoljna za dokaz aksiome izbora. Manje
je poznat sledeéi rezultat, koji karakterife odnos ovih, int=- |

uicionisti®ki besmislenih, hipoteza.

" Teorema 1.10 (H.J. Bell {1} ) Ako'u svako] distribut-

ivnoj mre%i sa najmanjim elementom postoji maksimalan pravi

fllter tada vail aksioma 1zbora._

Dokaz: Neka je A ie I proizvolijna familija nepraznih
skupova medju kojima makar jedan ima viZe od jednog elementa.
U suprotnom, teorema_frivijaan'vaii. Dalje, neka je X skup
svih parcijalnih funkeija izbora, tj. neka je -
= {f:domf—>UA; | domfCI i F(1IEA } |
Za sve f_,g € X neka je fc:g akko domf&domg i ’O‘ledomf £(1)
= g(i). (Ty. Ff kao skup je podskup od g.) Oznadimo sa D pod-
mreZu od PX (partitivni skup skupa X) generisanu sa skupom -
{(f] | F€x}. Za sve f,g€X J o
: (qu] ako Vledomfﬁdomg f(l) = g(1)
(£IN(d]
) inade. |
Otuda, svaki elemenat mre?e D je ili prazan skup ili se moZe
predstaviti u obliku (fi]L)(fé]l)...lJ(f‘] za neke fyseees
fa,€X. D sadr?i prazan skup jer, bar jedan A, ima vige od je
dnog elementa, t3] postoje f,qéEX tako da (F]fka] #. Dakle D
je distributivna mrefa sa najmaniim elementom i po pretpost-

t

avei postoji mak81ma1an pravi filter F u mrei D.

Neka je S {fEX | ¢r1er}. Ako f,g€S tada(fIN(g] # 0
pa fUg€EX . Otuda je B = USEX. Kako je (R]&(f] za svako
J"G'S1 to ako je m € F tada m = (fl',] -U...U(fn] za neke fysers
anEX.'F je maksimalan, dakle prost (obzirom na primedbu ko-

ja neposredno sledi posle dokaza teoreme) pa za neko 1 = n,
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(F1E€F ti. (h]g(fi]gm. Otuda, (4] generife filter F, tj
u mrezi D (k] Jje atom, pa finkecija 4 nema pravu ekstenziju

u skupu X, domk = I, tj. * je funkecija izbora posmatrane fa-
milije As s ier.H

Prethodna teorema pokazuje da se pojmovi maksimalnog i
prostog ideala (filtra) suitinski razllkuju. Na primer, u mr-
eZi podskupova D, nepraznog skupa X, lako je konstruisati pr-
ost ideal. Za proizvoljno x& UD, {ye€D| x¢y} je prost ide-
al, 8to se jednostavno proverava, ali eg21stenc13a maksimal-
nog ideala (filtra) je ekvivalentna aksioms izbora, pa je da-
kle nezavisna od Zermelo-Fraenkelove teorije skupova.:Po ma-
lo mistian i u literaturi konfuzan odnos ovih pojmova se mo-
Ze sasvim strogo okarakterisati. Naime, (M. Stone (2]) svaki
maksimalan 1dea1 (Ellter) u distributivnij mre3i je prost,
ali ne i obratno. Pr901zn13e, ovi pojmovi k01nc1d1raju u re-
Zatzvnokomplementtranzm distributivnim mre3ama (RKDM, u ovom
slud¢aju ima zaista razloga za skradenim zaplslvanjem) tj. mr-
_eiama u kojima je svaki interval komplementlrana distributiv-
na mreza, jEP vazi sledeéa

- Teorema 1.11 (L. Nachbin [1])) Distributivna mreza D
je relatlvnokomplementlrana akko svaki prost ideal u D je ma
,k51malan._

Dokaz: Neka D dlstlbutlvna mreza u kojoj je svaki pr-
1,a2€D
agsa,<a,, tako da a4 nije komplementirano u 1nterva1u[a0, é]
Otuda je a0<a1<a2 Neka je I {xeD | a x<a0} i I =
[xEDla X=a,;Vy za neko yel } Primetimo da su IO’ Il ide-
ali i pritom, aoeIO, a $Ig, a4 EI 1 IOCIi‘ Takodije azél
Jer, ako pretpostavimo suprotno tj. da je azdia V'y za neko

:st ideal maksimalan. Predpostavimo da postoje dn,a

yE:IO, tada ako Y4 = ya Vao imamo }Vy, = a5, a1y1 = ag Sto
je kontradikecija. Neka je I prost ideal u mrezi D takav da

2¢I I,ST i neka je F = [(D\1) U{ai}) DokaZimo da Je ta
da FNI, = 6. Zaista, ako postoii xeIyNF tada X 2ya, iza ne
ko yEI Ali, zbog alx«:‘ao imamo da je alysalx ﬁao pa dakle
yel, tj yel, étq je kontradikcija. Neka je J prost ideal

takav da IOEEJ i JAF = @, takav ideal u disributivnoy mreZi
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postoji na osnovu aksiome izbora, tada : JCTI pa dakle J nije
maksimalan jer J # I &to je, obzirom na pretpostavku, kontra
dikecija.

Obratno, neka je_i prost ideal u relativno komplementi
ranoj mreZi D. Za proizvolijno JE€JD, ICJ, ako x&€J\I, yel
tada za svako z €D, x ima komplement u intervalu [_xy,x\/z]
Otuda xA1x = xy €T pa kako x€¢ I to je 1x€ICJ. Dakle, xVz=
xV1Ix€J, &to znadi da je z€J tj. D=J.A

Sledeéih nekoliko lema podrobnije opisulju svojstva ide-
ala (i filtara) u Heytingovim algebrama. Dokazane su i sred]-
ene po analogiji sa odgovarajuéim uobidajenim svojstvima ko-
ja se dokazuju u sluldaju Booleovih algebri (BA), ‘

Lema 1.12  Ako Je F maksimalan filter u Heytingovo]

algebrl H tada je F prost filter i ¥xe&H. xV"IXEF

| ' Dokaz: Ako x¢TF tada kako je F maksimalan, [FU{x})= H
Otuda Iy €F. xy = O pa y<x-»0 tj. 1x&€TF 1 konacno XVIAXEF
za svako x €H. Obzirom na raniju primedbu, F Je prost;}—l

3 }emg_ 1.13 Ako je F maksimalan filter u HEHA tada je

HNTF = I minimalan prost ideal u H (u smislu da ne sadrii pr-

avi prostiideal ili u smislu mreZe prostih ideala algebre H).
'."IDokaz Filter ¥ je maksimalan, dakle prost, pa kako jé
I dualan F (dualan u strogom smislu) to je I prost ideal alg-
ebre H. Ako je JE JH, J prost ideal i JCI i 3xE€IN\J tada
xAlx = 0&€J pa "\x€J. Otuda xV1x €TI. Kontradikcija.-

Lema 1l.1h Ako je F maksimalan filter u HEHA, I=H\T,
N
tada ¥ x&€H. x€I —» NWxel. |
Dokaz: Na osnovu leme 1.13 ideal I je minimalan, pa

ako x€1 tada Ix &I éli,'\x}\'\"lx = €I, pa kako je I' prost
ideal to N\x&€1I1.4 |

| %’a proizvoljnu Heytingovu algebru H, x€H je gust u H
akko 1x = 0. Sa Gy = {xGHl Mx = U}oznaéen je filter gustih
elemenata algebre H. Primetimo da ¥x&H, xVIx &Gy i takodje
da ¥x€H.1x = 0&=) x = 1 akko H je Booleova algebra.
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Neki primeri Heytingovih algebri: Algebra 2, tj. Boo-
leova algebra sa dva elementa je Heytingova algebra. Svaki
lanac sa najmanjim i najveéim elementom Je takodje Heyting-
ova algebra. Pritom, implikacija u lancu C je definisana ta-
ko da ¥x,y&€C. x—y = 1 ako X £y, inade }E—py=y. U daljem
sa n je oznafen lanac od ne o> elemenata.

Svakako, u ovom radﬁ; najvainiji i najzanimljiviji pr-
imeri Heytingovih algebri su algebre otvorenih skupova topo-
Zoékog prostora. Ako je X topolodki prostor, X # @, tada je
1mp11ka013a u mreZi 0X, otvorenih skupova prostora X data

WX,y E0X. x—vy = int((XNx)Uvy). _

MreZa ideala JD, proizvolijne distributivne mre?é D, je
Heytingova-aigebra u kojoj je implikacija definisana tako da
VI, JEJD, I-=J = {xE€DI ¥i€I. xAieJ} jer, ako x € INK,gde
“je X {x&Dl Viel. x1€J} tada x = xx&€J pa INKGJ. Ako
LeJdD, INKGQJ i x€L tada Mi€I., xi€eINLCSJ pa x €K, odno
sno LK. Dakle, K=I—J. Svakako, X jeste ideal, 3to se jed-
nostavno proverava. - T

Prlrodno, svaka Booleova algebra 3e Heytingova i kao
$to je poznato, 2 € BA je jedina subdirektno nerastavljiva Bo-
oleova algebra, ali u klasi HA postoji veoma mnogo subdirek-
tno nerastav131V1h Heytingovih algebri. Naime, za proizvolj-
.no HEHA, algebra H® 1 (¢iji je domen disjunktna unija dom-
“ena algebre H i {1} i u kojoj je ¥x,yeH. x <y & XL,y 1
¥x€H., x<1) je takod)e Heytingova algebra i pritom subdire-
ktno nerastavljiva. Otuda, Birkhoffova teorema reprezentaci-
rje (1.4) nema poseban znaaj jer, iako je klasa HA jednaéin-
ska, tj. svaka Heytingova algebra se moZe reprezentovatil sub
direktnim proizvodom subdirektno nerastavljivih Heytingovih
algebri, ipak se obzirom na njihov broj,_malo toga moZe reéi
0 njenim faktorima. U sludaju klase BA, 2 je jedina subdirek-
tno nerastavljiva algebra pa se svaka Bﬁoleova algebra moZe

reprezentovati kao subdirektni proizvod (podalgebra) stepena

algebre 2. Ipak, algebra 2 ima znaajnu ulogu u izu€avaniju
OSobina klase HA. |

Homomorfizmi Heytingovih algebri su definisani na uobi-
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dajen nacin.

Lema 1.15 Neka je H Heytingova algebra i f:H—>2

funkeija tada: F = {x€H| f({x) = 11 je maksimalan filter u H .

akko f}’{je homomorfizam algebre H na 2.
Dokaz: Poka%imo da je f Homomorfizam., Redom imamo:
f je monotono presllkavanje ]er, ako xsy 1 f(y) = 0
tada ye{_xCH\f(x) = 0} = H\TF. Ali H\F je na osnovu 1.13
ideal u algebri H pa x€H\T tj f(x) = 0. Otuda fix) < fly).
Za sve X,y H, ako f(x) =1 ili f(y) = 1 tada flxvyls-
Fix) Vf(y) Neka je f(x) ="‘p“(y) = 0 tada x,y € H\F pa xVye
HN\F, ti. f(xVy) = 0. | B
Ako fl(x/\y) = 1 tada jasno F(XIAf(y)< F(xAy).. Ako

. f(gy) = 0 tada xy € H\TF, pa kako je H\F prost ideal xEH\}"

113 yEH\F. Otuda f‘(x) =_ 0 ili f(y) = 0_ 1:3. f(x_)/\f'(y)__

Doka21mo ]oé da ;]\le ’o‘x,yeH f(x)--?f(y) f‘(x-—&y) Ako‘-

._f(x)—éf(y) = 0 tada nejednakost_vail tr1v13alno. Stoga neka .

je 1"(5{)-—)3’(5!) = 1}1::]. f(.x')df‘(y) Ako f(x) = 0 ‘tada xé&F pa
kako je F maksimalan to xV1ix €F. All, F je prost filter pa
'IxE-F t3. f(1x) =1, Zbog Ix £ x-—»y imamo flx—y) = 1. Neka

'f(x) =1, tada ;"(y) =1 pa zbog y Xy imamo f(x-—ary) 1. Kona&-

no V—x,yeH f(x)-—)f(y)‘:f(x—-ry)

"Neka je f‘[ homomorflzam, tada H\F {x EHl f(x) 0} je pr-

os‘t 1deal u algebrl H jer, ako xy € H\T tada f(xy)=0 pa

.f(x)/\f(y) 0 'tj. F{x)=0 11i fly)=0. Osim toga,.ako er\lF

tada FMX)I=VF(x)=0 tj. 1 1x€H\F. Otuda, ako \x=0 tada xqé‘
H\F. F je dakle prost filter i ako']x 0 tada x €F, DokaZimo
da je F maksimalan. Neka je FCG, G filter u H i x&G\F. Ka-
ko M(xV1Ix)=0 to xV1xE€F:pa kako je F prost to 1x &€F. Otuda
x AV\x=0 €G, tj. G=H.— ” |

. |
Mbguéé da je prethodni dokaz dat sa isuvide mnogo deta-
lja. Ipak, on na odredjeni na&in ilustruje svojstva srukture
Heytingovih algebri, posebno implikacije u njima. Slededi pr-

imer je zanimljiv i jednostavno se dokazuje.

. | | Y
Primer 1.16 Neka je HEHA i f:H-—3 funkcija, tada

)
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f je homomorfizam akko F ={x€EH\ f{x)21} je maksimalan fil-

ter u H 1 F {erl f‘(x) 2} je prost filter u H i W¥Wx€H.

x<£1-"1$>"lx€1’2 i Mx,vyE€H. ,,yE'E‘l\F2 => XYy GF;_,-."l
Klasu Heytingovih algebri moguée je tretirati kao kate-

goriju u kojoj je HA Kﬁasa objekata, a morfizmi homomorfizmi

"Heytingevih algebri. Pritom su koncepti monomorfizma, epimor-

fizma i izomorfizma definisani u smislu teorije kategorija.
Odgovarajuéi klasidéni morfizmi (tj. morfizmi u klasi&nom smi-

[ & - . |
slu) su redom: homomorfizam 1-1, "na" i izomorfizam.

 Lema: Morfizam f:Hi*A}Hi Heytingovih algebri je_moﬁo-
morfizam u kategoriji HA akko f[je 1-1 homomorfizam. .
Dokaz: Neka ]e F{x) =f(y) za neke x x,y €H;. Klasa HA je
jednaélnska (klasa i kategorlja su oznalene na 1st1/na&1n all_‘
je uvek iz konteksta ]asno o0 kojem se od ov1h koncepata radi)

pa za pr01zvoljno (a} post031 slobodna algebra F({a}) nad k1-
asom HA. Otuda, postoje morflzml fo,fi F({a})——le takvi _d§

'\,_.u--_"

,.f (a)=x i fy(@)=y. Otuda fo fo(a)'f(x)-f(y) fofy(a), pa kako

je f monomorfizam to fo(a) fl(a) tj X=y. Obratno tr1v1jalno
vaﬁl.ﬂ |

" oA

... U kategoriji HA epimorfizam. nije.obavezno homomorfizam ~

"na'', pa dakle i mono- epimorfizam nlje obavezno 1zomorflzam,1

. L

obratno je trivijalno zadovoljeno..

- Definicija 1.18- Neka su H, H € HA, tj. H H1 su objekti |

.katagorlje Heytingovih algebri, tada

H je retrakt obijekta Hy u kategorljl HA ako postoje

morfizmi fi:H,~>H i g:H—>H, tako da fog= 1y (identitet u

1
algebri H).

R;dobjekt objekta H u kategoriji HA ije monomorfizam
fiH,—>H. _ | o |
Heytingova algebra H je iZnjektivna u kategoriji HA akko
za svaki monomorfizam f: Hl-—-’>H2 i svakl morflzam g: H1-+H pos-

toji morfizam h: H2—4>H takav da h e f=gq.

HEHA je projektivna algebra akko za svaki epimorfizam

f Hy—2>H, 1 svaki morfizam g,H——+ﬁ1 postoji morfizam h_.H-—-’H2 |
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tako da fe h=g.

Distinkcija.izmedju poimova podobjekta i podstrukture
u kategoriji HA nema znalaja jer, obzirom da je HA jednadin-
ska kategorija, tj. klasa objekata u HA je jednaZinska klasa,
to za svaki podobjekt j:H;,—H objekta HEHA, J[H_] je,zbog
prethodne leme)podstruktura od H izomorfna sa Hi’ pa se 1z
klase izomorfnih podobjekata mo%e izabrati predstavnik, ink-
lu21ja. Obratno je trivijalno, svaka podstruktura e pedobj-
ekt odgovarajuéeg objekta. | | | |

Ako je Hy podstruktura od H i h: H——+H1 eplmorflzam ta-
kav da Al H,=1, tada, kako je 1nk1u21ja H) G H morfizam u |
kategO?iji HAB ! H1 je retrakt Heytingove algebre H. Obratno,
ako su 1“H——au»H1 i g: H,l——a-H takv:. da feg= 1H tada 91‘ 1—99[}1]
definisano tako da za sve xtEHl gi(x) g(x)1 Je izémorflzam i

.;;w ifg1uf H-ag[H1] je epimorfizam takav da gluf[g[ﬂ -1, [Hj] Otﬁ" 5f

da, "hjje retrak01ja" u kategorljl HA ima kla51éno
znaenje, tj. H1 je podstruktura od H i kFH1 1,
| | Takodje, pOJam 1njekt1vnog objekta u 1. kategorljl
HA 1ma klasié&no znaéenje, t3. ako je H C;+H tada se svakl
homomorflzam h]Hi——gH.moie jedlnstveno proélrltl do homomorf—
izma g HZ-—rH.

_ 0b21rom da eplmorflzml u kategorljl HA nlsu obavezno 'na"
t? se u HA razmatra 1 problem slabe prOJektlvnostl. Priligno

je 1zuéen posebno u konaénlm Heyt1ngov1m algebrama tj konad-
nim dlstrlbutlvnlm mreZama (R. Balbes, A. Horn [13)

Razmatranje kalse Heytingovih algebri kao kategorije ima
za ¢ilj nieno uporedjlvanje sa raznim drugim kategorijama, to
je uglavnom \predmet ovoga rada, &to se u strogom sm-
islu svodi na 1zucavanje funktora koji se u kategoriii Heytln
govih algebrl mogu definisati. Prirodno, zanimljiva su svogs-
© tva objekata i morfizama koja funktori &Guvaju (prezervlraju)
i taj pojam upotrebljavamo u standardnom smlslu, all e pre
svega biti i zuavana svojstva kategOPije.HA koja funktori re-
flektuiu. Preciznije, funktor F:HA——&C u proizvoljnu katego-
riju ¢, reflektuje osobinu "¢ " objekata ili morfiiama kada:
ako objekt FH (ili morfizam Ff) ima osobinu @ tada H ili jf?

ima takodje osobinu @ . U su%tini radi se o veoma &estom kon-
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ceptu aproksimacije nedovoljino peznateg'ili nepogodnog za rad
matematidkog objekta nekim veé izulenim i dobro poznatim obj-
jektom. U sludaju kategorije HA zgodno je razmotriti moguéno-

st aproksimacije njenih objekata Booleovim algebrama.

Definicija 1.19 Podkategorija B kategorije A je refle-
ktivna (u kategoriji 4) ako postoji funktor F:4—3B, reflekt-
or, takav da:

Postoji prirodna transformacija t:IA—%eF jedini¢nog fun
ktora I |

| Za svaki objekt B € B i morfizam f:A—BE€A postoji je-
dinstven morfizem.fi:FA—)B €B takav da fiutA=f, t3. dijagrjam

f

'e _A'_ ."B
- 1_f;\ij/’f1

2 kategorije 4 na funktor F.

L

‘Jednostavno je pekazatl da: B je reflektlvna u A akko
postoji funkcija F koja svakom objektu A €4 prld;‘uzu;e FAEB
1 funkc1ja t koja svakom objektu A€ A prldruiu3e morflzam

- tA :A—>TA tako da za svakl objekt B&B 1 merflzam f A-—*BEA .

post031 jedlnstven merflzam fl FA——&B takav da flntA f.

DEflI'IlClla 1.20 Nek'a: je HEHA, za svako x&H element
"I"(x je regularan u H 1 RH-{_'\'\X\ xEH} je skup regularnih ele-

 menata u strukturi H.

Skup.RH je domen strukture RH=(RH'V 'AR;—ﬁ R,i > u

kojo) su epera01]e indukovane uredjenjem u Heytingovoi algeb- _

ri H Preciznije, Mx,y €RH, xVRy-‘T](xVy), XARY=XY, X—Ppy=

R
b H—;RH definisano sa: ¥ x € H. t (x)-‘l"lx Jje ho-

momorfizam (u kategerljl HA) "na\

esllkavanje'%

Lema 1.21 Binarna relacija 8 u strukturi H§HA defi-
Nigana tako da ¥x,y €H. x sy & BuEGH. xu=yu, gde je G
filter gustih elemenata u H, Jje kongruencija i'gritem RH2§H/G

Dokaz: Za sve x,y €H, ako x s, y tada tH(x)=1jx=

11X VYY), 0p=05 1p=1. Struktura RH je Booleova algebra i pr- .

H
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-11xARTU'(za neko ufEG )-WW(XI\H)“77(y!\u)-t (y). Obratno,
ako t (x) tH(y) tada“YTx*TTy t3. '\xéjy, alli tada imamo da
x(xV’lx)(yV"ly) y(x\f"lx)(yV'}y) 1 pritom xV"Ix,yV"lyeGH,

t3. x SG Ve

Prlmetlmo da preslikavanie tH’ HEHA &uva proizvoljne
supremume, tj. ako je SGCH i VS pOS'tO]:L u H tada V {_‘l'lx\ X & S} .
postoji u RH i jednak je 11(VS). Ako je HEHA kompletna He-
utlngova algebra tada je i RH takodje kompletna Booleova al-
gebra i supremumi (infimumi) u RH izradunavaju se u H tj.

R{‘]’le x€ S}=TUV S) za pI"DlZVOl]nO SQH

] Lema 1.22- Za prOizvoljnu-Heytingovu algebru H,Jpres-

likavanie F——»Fr\RH gde ﬁe*F maksimalan filter u H,. je-bij—

:_ekclja 1zmed3u mak51maln1h flltera u Hi ultraflltera u Boo- -

| rleov03 algebrl RH,

Dokaz Ako je F maksimalan fllter u H tada za prolzv—
'_oljno xEH xé'-:F ‘<==>'-I—IXEF, jer ako'\'lxe}" tada se x moZe
dodatl flltru F i pritom F ostaje praV1 fllter. Otuda, F je'
"3ed1nstveno odredjen sa Ff)RH | . “d

li__ Ako je F maksimalan fllter u H tada je F prost fllter
-'pa je 1 FNRH prost filter u RH, tj. ultrafllter.-_' |
iﬂ Obratno, ako je G ultrafllter u RH, on mora biti sadr-
égﬁan u nekom maksimalnom maksimalnom filtru F u algebri H, ta
f;ko da FNRH=G (jer, G je mak51ma1an u RH) pa je F jedlnstve—

“no odredjen ultraflltrom G.

U sustini, lema pokazulje da su prostori maksimalnih fil

tera u H i prostor ultrafiltera u RH homeomorfni.

Dobar deo intuicije o Heytingovim algebrama. formira
se na primerima familija otvorenih skupova topolo3kog pros-
tora, pa je terminologija dobrim delom inspirisana terminolo-
gijom u topologijii (gust,'regularan,..). Istoriski, fuktor R
(1N-operator) formulisao je K. G&del u dokazu neprotivreZnos
ti klasidne u intuicionisti®koj aritmetici. Preslikavanje R
ima funktorski karakter i pritom, R je reflektor, tj. katego

rija. BA je reflektivna u kategoriji HA jer va¥i sledeca
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Teorema 1.23 Funktor F:HA -—>BA" je reflektor i prezer-

vira monomorfizme t3. za svaki monomorfizam f:Hi—*HQEEHA,

Rf:RHl——*RHé€EBA je monomorfizam Booleovih algebri,.
Dokaz: Dovollno je pokazati da za proizvoljne EHEHA,
B&BA i morfizam f:H-~—>B &HA postoji jedinstven morfizam,u ka
tegoriji BA, g:RH—>»B €BRA takav da gntH=f. Jednostavno, uzmi-
mo g=f[RH, pa ako gltH=gtH tada Wx ERH. g(x)=g(‘1'lx)=gtH(x)=
gltH(x)=glf11x)=g1(x) j. za proizvolino HGEHA,'tH Je epimor-
flzam, a morfizam gjje ]edlnstveno odredjen. |

Dijagram H1 f >H2
AENE
Hy Rf 2
_ - MR - -
‘komutira th f je morfizam algebre Hy € HA na RH G'BA.pa je. |
2

Rf: Hl-----a»H2 jedlnstveno odredjen i prltom Rfet

H =t uf Kako je

1 Hy

=f‘i5§?fﬁa@{fr'RH =Rf i monomorflzam to je 1 R monomorflzam.*l
SR 3 1 | ‘

| Injektlvnl ob]ektl u kategorljl B001e0v1h algebri su
kompletne Booleove algebre (KBA) (R, Sikorski [1]) Obzirom

~ na prethodnu teoremu, kompletne Booleove algebre su 1n3ekt1v-'

E ni ob]ektl iu kategorljl Heyt1ngov1h algebrl jer vail

k]

Teorema 1.2Y4 Ako je BEKBA tada je B :Lnjektlvna u- kate
5gor131 HA., - | | - |
Dokaz: Neka je f: Hl“‘—)H EHA monomorflzam, BGKBA i

gt Hl—-—*BEHA tada sledeél dljagram komutira

_homomorf1zam h je jedinstveno odredjen jer, R je reflektor.
Kako, po prethoanJ teoremi,R prezerv1ra monomorflzme to je i
Rf monomorfizam. Otuda, po teoremi Sikorskeg, k je jedinstve-

no odredjeno profirenje morfizma k, pa je i ke t jedinstveno

H

profirenje morfizma g i pritom, g=ket g f e -; z

2

Medjutim va3i i'bbratno, tj. svi injektivni objekti u
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kategoriji HA 'su kompletne Booleove algebre jer vazi sledecla

Teorema 1.25 (R, Ralbes, A. Horn \1}) Svaka injektiv-

na Heytingova algebra je kompletna Booleova algebra.

Dokaz: Neka je B injekti%na algebra u kategoriji HA.
Algebra JB je kompletna Heytingova algebra i preslikavanje
£:B-—JB definisano sa ¥x €B. £{x)= (x] Je monomorflzam. Ka~
ko je B injektivna algebra to postoji g: JB*—iB tako da gf 1B
+j., B je retrakt algebre JB, pa kako je g]"f'[B] 1 (5] to Je B
kompletna Heytingova algebra., Treba jos pokazatl da je B Bo-
oleova algebra, tj. dovoljno je pokazatl da je filter gustih
elemenata u B jednak {fﬁ Predpostavimo suprotno, neka je
a € B takav da a=z0 i a<1. L=§0,a,1} je lanac u algebri B i
moZe se pro¥iriti do maksimalnog lanca C u algebri B. Neka je
D lanac dobijen dodavanijem novog elementa s lancu C tako da
¥xec\No}. 0<s<x. CCD pa kako je B iniektivna algebfa u ka
tegoriji HA postoji morfizam k#:D—>B koji profiruje inkluziju
CC»B. h[D] je _1lanac u B; Cg_h[D]'i k;a,ko je C maksimalan to je
r{plC C. Otuda h(s)EC i pritom h(s)#0 jer, B je homomorfizam
u kategoriji HA pa’lh(s)-hﬁs)-hm) 0. Zbog s<a, h(s)Sh(al=
a<1l, pa ako je XEC\{O} tada h(s)gx 1 x-&h(s)'h(x—es)-h(s)<
1, t3. h(s)<x za svako x € C\{0}. Dakle J(s)el, sto je kon-
trad1kc1ja;4 | o |

"Véino je primetiti da injektivni objekti u kategoriji
HA nisu kompletiranja u modeltﬁOﬂetskom smlslu, tj. nije tac
n,o da za svaku HEHA postoji monomorfizam h: H-—*B €HA, gde Je
B injektivna u HA. Jer, B je Boofeova algebra pa obzirom da
je h monomorfizam,H je takodje Booleova. Medjutiﬂu;postoje'Heyf
tingove algebré;koje nisu Booleove. Drugim recima, u katego
riji HA nema deonno injektivnih objekata. Vide od toga,(A.
- Day [1]) pokazano je da ako je K netrivijalna jednacinska
podklasa klase Heytingovih algebri tada K 1ma dovoljno injek-
tivnih objekata akko K ]e generisana sa {2} il1i K sadr21 in-
jektivnu strukturu koja nije Booleova algebra Ako K nema do
voljno injektivnih struktura, tada su jedine injektivne stru-
kture u K upravo kompletne Booleove algebre., Takodje, pokaza-

no je da su jedine jedna&inske podklase u HA sa dovolijno inj-':'
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ektivnih struktura klase generisane sa {2}, {3} i {22@1}.

Struktura A je slobodan objekt u kategoriji K struktﬁ—
ra istog tipa i morfizama tih struktura, nad skupom slobodnih 1
generatora S ako postoji funkcija f:S—>A takva da za svaku
funkciju g:8—>B, B objekt kategorije X, postoji jedinstven
morfizam h:A-—B takav da h*f=g. Pod odredjenim uslovima, al-
gebarska i kategoriijalna definicija slobodne strukture su ek-
vivalentne, tj. ako je K netrivijalna jednainska kategoriija
i SCA, AEK i S neprazan skup, tada A je slobodna u klasi ob-
jekata kategorije K nad skupom slobodnih generatora S akko A
je slobodna u kategoriji K nad skupom slobodnih generatora S.
Otuda, u-kategoriji odnosno klasi HA ovi koncepti koincidirju

i1 u daljem e se ta &injenica koristiti,.

Priliéno malo se zna o strukturi slobodnih Heytingovih

algebri sa viSe nego jednlm]slobodnlm generatorom. F(i) je

J
beskona¥na (I. Nishimura [1]). Kgo podalgebra mreze (NxN)®1,

data 3e sa: F(i) U {(n+1,p)| nsp5n+3}U{(1 1) (1,2),(1 3)}@1
I"l 1 _

Veoma komplikovanu deskripciju slobodnih Heytingovih algebrl

)
F(n), new, dao je A. Urquhart [1]. Svakako, najvide je izudena

slobodna Heytingova algebra-‘ nad prebr031v1m{skupom generatora

. jer je izomorfna sa Lindenbaumovom algebrom intuicionisticog
~ iskaznog (i predikatskog) rad&una.

'\

~ Kako je|pojam projektivnog objekta definisan obzirom na

" epimorfizme, a oni u kategoriji HA nisu uvek homomorfizmi "na"

to ima zbaéaja i definicija slabo projektivnih Hey?ingovih al-
gebri., Tj HEHA je slabo projektivna ako za svaki homomorfi-
zam "na'" f Hy —»H, €HA 1 svaki morfizam Q\H-—*HQEHA postoji

h: H~—9H1 tako da fih q. Jasno je da: svaka projektivna Heytin-
gova algebra je slabo prOJektlvna. Retrakcije slabo projektiv-
nih (projektivnih) Heytingovih algebri su slabo projektivne
(projektivne) Heytingove algebre. Kako je HA jednadinska kate
gorija to postoji slobodna Heytingova algebra F&HA, pa ako

je H € HA projektivna algebra u kategoriji HA tada postoji
homomorfizam Ealgebre F na H, tj. ako je H projektivna u kate-

\ | .
goriji HA tada je H retrakt slobodne algebre u HA. Obratno,
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slobodne algebre u kategorijl HA su slabo projektivne. Jer,
ako je F(S), S#6, slobodna Heytingova algebra, homomorfizam
h:H-——>H, "na" i f:F(5)—>H, proizveoljan morfizam u kategori-
ji HA, tada se funkecija 91:8——*H, definisana tako da za sve
xEES,h(gh(x))=f(x), moie.proéiriti do morfizma g:F(S)—HEHA
tako da heg=f.

Kako u kategoriji HA postoje epimorfizmi koji nisu’na’
to slobodne algebre nisu projektivne;JeP u suprotnom, ako

je g:H—>H, €HA epimorfizam koji niﬁé“na‘}, tada ako je T slo-

1
bodna projektivna Heytingova algebra, yEEHl proizvoljno, ta-

da postoji x€F i morfizam f:F-—'?Hie HA takav da fFf(x)=vy.

| |
- Zbog projektivnosti algebre F, postojl h:]]E‘—-avHeHA tako da

geh=f, pa dakle g(h(x))=f(x)=y, t]. gaje homomorfizam "na"

Eto je kontradikecija. | | |
Obzirom na izloZeno, tedko je dati.detaljniji opis i

eventualno, konstrukciju projektivnih algebri u kategoriji'”

HA. Potpuniji opis i konstrukciju konaénih, slabo projektiv-

" nih Heytingovih algebri'dali su Balbes i Horn u L1] .

Kako je veé ranije napomenuto, Birkhoffov stav repre-
zenta01je, u sludaju Heytingovih algebri, nije sasvim zado-

vol]avajuél. Neito operativnija reprezentac1ja dobija se. na
sledeél na&in (J.C.C. McKinsey, A, Tarski [2])

— - . e P,

f

. Booleova algebra B e algebra sa zatvorengem ako je u
C

X<y —=p xC< c, xc-xcc., (xVy)__ =x© vy i 0°=0. Za prizvolj-

no x&€B, x je zatvoren ako x=x® i B® je skup zatvorenih ele-
menata u algebri B. x€B je otvoren ako 1x€B®, a sa B je

oznaden skup otvorenih elemenata u B.

Lema 1.26 Ako je B algebra sa zatvorenjem tada je B

Heytingova algebra obzirom na uredjenije u B, a kao_ograni-

&ena distributivna mreia, B® je podalgebra algebre B.-

- Proizvoljna Heytingova algebra H je distibutivna mre-
Ya pa u kategoriji distributivnih mreZia (DM) postoji slobo-
dna Booleova ekstenzija algebre H&DM (A. Nerode [1]), tj.
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postoji jedinstven monomorfizam fi:H—?'B(H)_'GDM, gde Je B(H)
Booleova algebra, takav da za proizvoljno g:H—>H,& DM, gde

H, €BA, postoji jedinstven morfizam h;:B(H)*—*Hlé BA tako da

hof=g. Jednostavno je pokazati da preslikavanje B:DM —s BA

ima funktorska svojstva i da prezervira mono i epimorfizme.

" Lema 1.27 Neka je H Heytingova algebra 1 neka je H" =
{_'}EEB(H) I xéH_}, tada: za svako a€B(H), Y_a)B(H)IﬂH'}ffima
najmanji element i H” je kao ograni&ena distvibutivna mre-
Zza podalgebra od B(H). . -

Dokaz: Neka je a& B(H), tada 5=/\‘£:1(>‘Eiv yi) za neke

xi,yieH. Pritom, @ je komplement u B(H). DokaZimo da je u=

n R . . . | ) -
521 %R y;) najmanii eJ_.emenat u [a)B(H)('\H . 0&igled-
no je u€A. Kako Xs — yiS_xi\/yi za sve 1<€1i%n, to

[ra—

; _ n . n - _
W Niag O g Y 2 Ny yp) = a

Ako je-ye[a)B(H)f\H", tada y2 a = azy =)--§_<_;ci\/yi za sve
1=i<n. Otuda imamo da ie YX;€Y; Pa YEX.—] V. odnosno
;r-_:/\;::l(xi-’—ﬁ yi) = u, tj. y=u. (Primetimo da je ye&H.)
prosredno_se proverava da je H” , kao ogranidena distribu-

tivna mreZa, podalgebra od B(H). o . L

Teorema 1.28 Svaka Heytingova algebra izomorfna je

algebri otvorenih elemenata neke algebre sa zatvorenjem.

Dbkaz: ‘Pokazaéemo da postoji operator zatvorenja € na /

\

B(H), HGHA,H tako da, na osnovu prethodne leme imamo da je

E -B(H)c={§&B(H) l.xEH}T, pa dakle B(H)°Z2H, DefiniZimo opera-

tor “:B(H)—>B(H) tako da za svako a€B(H), a¢ je najmanii
elemenat u [a)B(H)f\H". Jasno je da za sve a,bE€B(H), a<b
— a“< b€ i da je a<a®., Kako je a®€H’ to imamo acc_-gi_ ac,
tj. a®“=a®. Obzirom na prethgﬁnu lemu, H”je distributivna
podmreZa od B(H) pa je za sve a,b&H, achcEH'. Ako.deHy',
d>a i d2b tada dza® i d2b° pa dzac\lbc. Dakle (aVDb)C=
a® Vb€, Jasno je da H"=B(H)C.-_'\

U dokazu stava reprezentacije Heytingovih algebri, ko-
ji je ovde izloZen, nije objadnjeno za%to se za svako a€B(H)

a moZe pretstaviti na nadin kako je to u&injeno u dokazu le-
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me 1.27. To bi zahtevalo podrobnije objasnjenje konstrukcije al-
cebre B(H) u kojo) se H, kao distributivna mreZa, javlja kao pr-
esek jednog prostog neglavnog filtra i prostog neglavnog icdeala.
Ta je konstrukcija potpuno izvedena u magistarskom radu 2. Mijaj
joviéa [1].

Obzirom na njihov znadaj u intuicionistidkoj matematici,
zanimljiva je analiza Heytingovih algebri intuicionistidki dopuL‘
Stenim sredstvima. Jedna takva analiza pokazuje da titav niz kon
cepata u teoriji Heytingovih algebri d0pu§té_intuiCionistiéki
- preizraz. Koristeéi koncept adjunkcije,(D.S. Scott i M.P. Fourm-
an/ {11) u konstrukeijama podalgebre, homomorfne slike, koli&nika
it% ~dobijaju se kanonski pretstavnici odgovarajuéih klasa ekvi-

valencije clme se 1zbegava upotreba aksiome 1zbora, §to c1tavu o

.'fﬂiTkonstrukclju 01n1 1ntulclon15t1ék1 prlhvatlleOn

Aanlmljlvo je da se u ovakvom prlstupu mogu deflnlsatl 1|'_

Kripkeovi modeli. Nalme,'za pr01zvoljan neprazan skup X, famlll-'

e KC:P(X) zatvorena 2d PPOlZVOljne unije 1 Preseke (po dogovoru .1

-je (\0:X) je Xripke model (K.je. ‘kompletna Heytlngova algebra).
h Za zadatu famlllju K, na skupu X se moZe deflnlsatl for—
'sing rela01ja tako da' o T . o

LB i jeX. i ak]fo VPeK(lE‘P => JEP)

Takodje, polaze01 od promzvol]ne reflek51vne 1 tran21t1vne rela—'”V

Clje H— na X, moze se odrediti odwovarajuca familija ¥ P(X)
| K~{pCX|’v‘16p’v‘JeX Jlki —>3€=P}

]  ; Na tako dobijenoj familiji, forsing relacija definisana
sa (¥#) je upravo relacija . Tj. postoji obostranc jednoznadna
'korespondehcija izmedjﬁ refleksivnih i tranzitivnih relacija sku
pa X 1 KPlpkEOVlh modela na X. |

Obzirom na topologilje, 1ntu1c1onlstlck1 POSLO]E komplet-
ne Heytingove algebre, ali, &ak i konadne distributivne mreZe ni
su kompletne u intuicionistickom smlslu Jer, naprimer,'algebra

je kompletna (1ntu1c1onlstlék1) akko u logici vaiZi slabl zakon
iskljudenja trdéeg, tj. za svaki iskaz ¥, 1 VI19¥, 3to je intuil
cionistidkl neprihvatljivo. |
| Problem je u tome %to za proizvoljan skup X, partitivni
- skup P(X) intuicionistilki nema uobifajeni smisao. Da se on opi-

3¢ potrebno je znati §ta intuicionistidki pretstavlja P(1), Jer,
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‘za svaki (matematilki) iskaz p, skup {xjx=0f\p3§£1 1 pritom Je

§x | x=0 Ap§=§x | x=0fxd} akko perq, tj. P(1) je izomorfno Linden-
baumovo] algebri intuicionistickog iskaznog raluna. |
Algebra P(1) Je inicijalni objekat u kategoriji komplet-

nin Heytingovih algebri tj. intuicionistidki, mozZe s¢ utopiti u

~proizveljnu kompletnu Heytingovu algebru (netrivijalnu tj. u ko-

Joj 0#1). Algebra P(1) nema pravih kolilnika, tj. algebra R(P(1))

je netrivijalna akko P(1l) je Booleova algebra, tj. akko je logi-

ka klasié&na.
- Obzirom da su konstrukcije proizvoda izvodljive intuici-
onlstlcklm sredstvima, P(X) se moZe identifikovati sa proizvodom

P(l) , tj. moguce je govoriti o topologijama, KrlpkeOV1m modell-l
ma 1td \Fa pr01zvoljnom skupu X.

Svakako najboljl natin na k031 kla51cn1 matematlcar moze}

da govorl o 1ntulclonlstlék03 matematici (teorljl skupova npr. )

‘ je n]eno razmatranje u okv1ru teorije toposa. Insplrlsanl rezu1- 

_tatlma Grothendleckove Skole algebarske geometrlje, Lawvere [1],1
. rreyd [11, - L formullsall su pocetkom sedamdesetlh godl—;
- na jednostavan skup ak51ona teorlje toposa u okviru teorlje ‘kate

'gorlja u kOJO] se, u opstem slucaju, kao unutrasnja loglka t0po— 

L]

sa javlja 1ntulclonlst1cka logika.

"_Definicija 1.29 Kategorlja ¢ je topos ako

S

‘}sadr21 termlnalnl objekat t]. ob]ekat 1 takav

/

(ii) ¢ je zatvorena za fibrirane proizvode (pullback~

ove) tj. svaki dijagram A——i—aC+—&——BEic se u kategorljl ¢ mo-

Ze na jedinstven nacin d0pun1t1 do dijagrama

 Par .

P & > A
pBl lg B ‘i
. B L » C, o | -

jedinstvenog u smislu da za svaki dijagram

m .
& > A

. Rk ~

*C
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u kategoriji €, postoji jedinstveni morfizam X—P&€C( takav da

X 1
B A
ie
B

komutira,

(iii) Za svako A€C postoji PA€C (partitivni objekat

~objekta AEC) i relacija pripadnosti €>— AXPA (dakle, MONOMOr-

fizam u kategoriji €) tako da za svaku relaciju RHAXBEC po

'-st031 jedlnstvenl morfizam R%:B —PA takav da je dljagra%

AXB.

_l ‘lAXR* S T
e - _-. _ S

A X PA

?n;'pullbggk_u_katégoriji . .

SR FYYEIE VTR Oa b
AT e e T

U kate&orljl skupova i funk01ja (ma kakvo:, k1a81cn03 111 B

intu1c1onlstlék03) PA je upravo partltlvnl skup od A, rela013a

o es {ﬂa X) la€X, X& AY upravo re1a01ja prlpadnostl,_a morflzam R*
_funkc:x.ja definisana tako da *b€B. R*(b)={a€A] aRb}. |
) E . Hedjutlm, kategorlja skupova i funkclja nlje jedlnl topos

. jer, naprlmer, kategorlja SKUP pramenova prolzvoljne male ka-

tegorlje ¢ je topos (Freyd, P. [1}) S .

- ; U pr01zvoljnom toposu na ob]ektu P(1) jedlnstveno su od-

red]ene operacije: A:P(1)X P(1)—P(1), V:P(1)XxP(1)—P(1), |
P(1)><P(1)——+P(1) 1 i——+P(1) 1T 1——9P(1) kdje u opStem

_slucaJu 1ma3u osobine 1ntulclon15tlcke logike, tj. objekat P(1)

je (kompletna) Heytingova algebra.

Izborom kategorije C, odredjena je unutradnja logika to-
posa SKUPC, Sto daje veoma zanimljivu .i univerzalnu forsing kon-
strukciju (Freyd, P.[2]). Naprimer, C moZe biti kategorija otvo-
renih skupova OX topolodkog prostora X, ili parcijalno uredjenje
ili monoid ili... | | | |
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02. 0 kompletnim Heytingovim algebrama

Ve¢ je napomenuto (Teorema 1.25) da u kategoriji Heytin-.
govih algebri nema dovoljno injektivnih objekata. Postoji Hey-
tingova algebra H koja se ne moZe utopiti u kompletnu Booleovu
1 B E BA {moz.e fak—__
torisati preko tog utapanja, t]. postoje Heytlngove algebre ko

algebru B, tako da se svaki morfizam H—B

Je nemaju aprok51mac1ju (reflek313u) u kategorljl KBA.

U sledeéem odeljku ]e pokazano da je taj problem u tes-
noj vezl sa prlrodon algebre kongruen01ja proizvoljne komplet
ne Heytlngove algebre. - | | | |

T Za svaku kompletnu Heytlngovu algebru H, algebra kongru-i
en01ja JH je takodje kompletna Heytingova algebra u koju se po

-,'rﬁylazna algebra moze ut0p1t1 (MacNab [1]) Korlste01 reprezenta-j

cije J-operatora (Simmons [13), u teoremi .2.17 pokazano je da

prldru21vanje H——&JH ima funktorskl karakter i da post031 pri-

| :rodna transforma013a jedlnlénog funktora IKHA kategorlje komp-
. letnlh Heyt1ngov1h algebrl na funktor J: KHA — KHA.

- Ponavljanjem konstrukc1]e JH, palazec1 od pr01zvoljne

. kompletne Heytingove algebre H, dobija se niz J¥H, & & Ord, kom

~ pletnih Heytingovih algebri i utapanja. Ukolike se u tom nizu

pojavi kompletna Booleova algebra_B=j%H,-za neko 4..,£0rd, tada
je B upravo refleksija kompletne Heytingove algebre H (Teorema
2.46) |

U teoremi 2.41 konstruisana je kompletna Heytingova alge

- .

bra koja nema refleksiju u kategoriji kompletnih Booleovih al-

- gebri.

- Formulacija kompletnih Heytingovih algebri u Jeziku sa
jednom infinitarnom operacijom omoguéila Jje da se na Jednosta-

van nadéin naglasi analogija ovih algebri i familija otvorenih

skupova topolofkih prostora. Time je dobijen niz algebarskih

reformulacija &isto topologkih koncepata (Isbell[1), Dowker i
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Strauss {1] i Papert (11).

U teoremi 2.53 data je formulacija Cantor-Bendlixsonovog

izvoda u kompletnoj Heytingovoj algebri, a u teoremi 2.56 (1
njenim posledicama) je pokazano da u sluaju T,-prostora, ova

formulacija u potpunosti odgovara topolo3koj.

L e TR TR Ty L a
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2, Kompletne Heytinaove alagebre

Koncept kompletnih Heytingovih algebri je veoma znada-
jan u razliditim matematid¢kim kontekstima. Posebno u izudava
nju svojstava topoloSkih prostora jer, familija otvorenih sk
upova topolofkog prostora je'ﬁ%mpletna Heytingova algebra 1
njena algebarska struktura karakterise svolstva odgovarajué-
eg prostora i obratno. Time!je motivisana reformulaciia defi-

\ |
niciﬁa datih u prvom odeliku, tj. kompletne Heytingove alge-

e in.. DT se tretlraju kao strukture sa jednom binarnom A , jednom

“'1nf1n1tarncm operac1jom V i konstantom 1. Pritom, komplet-

na Heytingova algebra ]e stuktura iste vrste kao 1 Heytingo-

\

va algebra u smislu u kojem ]e tretlrana u prethodnom odelj-

“ku, ali ne i struktura istog tlpa. Vazno je napomenuti da je
__Lklasa kompletnlh Heyt1ngov1h algebri (u oznaci KHA) jednadin

"”ska, ali u neito Zirem smislu, obzirom na infinitarnu opera~’

ciju, tj. klasa KHA ima sva svojstva jednalinskih klasa ista

- knuta u:prethodnim razmatranjima."

Struktura H*(H,/\ NV f> je kompletna Heytlngova algeb-

. ra akko (H,S> je kompletna mreza 1 pritom

WVx €H. xz\\/. \/ (x/\y.)

za proizvolinu familiju {y \ 1€EJ}(ZH Uredjenije u H je da-
to na uobidajeni nadin, tj. Vx,yEH. xéy-@x/\y_x. Preko
operacija A ,Vi 1, kao primitivnih, mogu se sasvim jednos—
tavno definisati i sve ostale operacije Heytingovih algebri.
Morfizam kompletnih Heytingovih algebri je preslikava-
nje f:H,~—>H, takvo da: f(1)=1, Mx,y €H. FIxAyI=FIIANF(Y)
i za proizvoljnu familiju {y | ieJt & Hyo rV. ieg Y )\/f(y ).
Kao 1 u prethodnim razmatranjima, operacije u razlléltlm kom
pletnim Heytingovim algebrama oznalene su na isti nac¢in ali,

uvek je jasno u kojoj se algebri izralunavanje vrsi.
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Na primer, u proizvoljnom topolbékom prostoru X, al-
gebra otvorenih skupova 0X Je kompletna Heytingova algebra 1
za svaku neprekidnu funkeciju fiY¥—sX jeﬁinstveno je odredjen
homomorfizam Of:0X—»0Y odgovarajuéih kompletnih Heytingovih
algebri tako da: | | |

¥x € 0X., 0f(x)= {tEYI F(t) e x}. |

Time je definisan kontravarijantni funktor kategori-
je topolodkih prostora i neprekidnih funkcija kao morfizama,
u oznaci TOP, i kategorije kompletnih Heytingovih algebri i

homomorfizama, u oznaci KHA.

Problem 231 Neka je f:0X—>0Y morfizam u kategoriji
kompletnih Heytingovih algebri, X,Y topolodki prostor{. Da

1i postoji neprekidna funkecija g:Y—X takva da f=0g, odnos-

Lf;fﬁﬁgéno,hda 1i je svakl morflzam algebri 0X, 0Y obllka 0g? Probl-_
RETERT em Je veden u ‘sledeéem odeljku }' o ‘

éesqp e biti pogodno posmatrati kategorlju dualnu,_” L
”;‘u strogom smlslu, kategorljl kompletnih Heyt1ngov1h algebrl,
.u oznaci KHA °P, Ob]ektl kategorlje KHA®P su kompletne Heytin

7 gover algebPE, a morfizmi su deflnlsanl na sledeél naéln

DEflnlCLla 2.2 Za svaki morfizam u kategoriji KHA,

f Hl——;HZGEKHA, jedinstveno je odredjen morfizam f °P: Hz"*Hi

- u kategoriji KHA °P tako da

vy eH,. OPy=Vixen, | RPN Y

Kako je f:Hl-----a-H2 homomorfizam kompietnih Heytingov~
ih algebri to ¥y EHz._fafop(y)=V{f(x)| f(x)sy}sy, odnos-
no, fop(y)=max{x | F{x) =y}, Ako f(x)<y tada x < foP(y) i ta-
kodje, ako x € f°P(y) tada FIx) € FofOP(y), tj. imamo sledeéu

VxE€H, ¥y €H,. FIX)Sy e x £ FOP(y).

Primetimo da je f(x):'/\{yeHzl f(x)ﬁy}, pa, zbog ad

junkecije, imamo

VxeH,. FO)=A{y€er, | xs 9P (yr}.
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Na taj na&in, definicijom 2.2, za proizvoljni morfi-
zam f:Hi——+H2€EKHA, jedinstveno je odredjen dualni morfizam
f‘:’l?’:Hz,-_a.H1 u kategoriji KHA®P, i obratno, sa F°P € KHA®P je-
dinstveno je odredjen, takodje dualni, morfizam f & KHA, tj.
postojl obostrano jednoznadna korespondencija izmedju morfi-
zama kategorija KHA 1 KHA®P, Sasvim strogo, to neposredno sl

edi iz sledede dve leme:

“Lema 2.3 Morfizam fOP:H

-—-leé KHA®P ima sledeéa

2 |
svolstva: -
(i) fop(/\x )= /\Fcp(x ) za proizvolinu familiju
- 1el 1 1€
{x | 1EI}C.H B | ' .
(1i) VyEH y#i = rP(x)#1,

2° |
(iii) ¥xe&H, ¥y €H,. x—f°P(y) < OP(r(x)—>y).

Dokaz: Svakako, implikacija —» je i u kompletnim He
ytingovim algebrama definisana relacijom adjunkcije, tj. |
Vx,v,z-EH, x/\zSy<==>sz-—a»y, |
za proizvolino HEKHA i prltom su sva "logléka"J SVO] stva im-
plikacije, tj. sva svojstva koja ima u Heyt1ngov1m algebrama
okarakterlsana ovom rela01jom. | |
| Za proizvolijne xEHi, yEH2 neka ie x-rf‘ p(y) =2z, ta-
da xA\z -cf p(y),. pa kako je f morfizam u kategoriji KHA 1ma-

_mo da je FI(xIAF(z) f(x/\z)-:'-y, ti. F(z) £ Ff(x)->y. Otuda je

2 ¢ FOP(F(x)=>y) i konadno x->7°P(y) £ fPP(Ff(x)—>y). Svoistva
(1) i (ﬁl) se neposredno proveravaju.— |

Lema 2.3 Za pro:.zvoljnl morfizam f ©P. Hz_.;HieKHA °P

preslikavanje f.Hi——-——erH2 definisano tako da
N x €H,. f(x)=/\{yEH2 | xS 7°P ()}
ima sledeée osobine: | |

(1) FOV x, D=\ f‘(x ) za proizvoljnu familiju
- ieT 1€71 -
{x;| i€I}CH,,

(1i) Ff(1)=1,

(i11) ¥x,y €H,. FIXAYI=FOOAF(Y).

Dokaz: Osobine (i) i (ii) se direktno proveravaju.
Neka je x,yéH i z= f(x.«\y) tada x Ay s f °P(z) pa yex—»f°P(z)
< (zbog 2. 3)“Cf'op(f(x)——>z) t7. fl(y)gf(x)—-}z. Konaé&no,
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F(X)AF(y) € f(xAy) tj. osobina (iii) je dokazana.

Sasvim prirodno, izudavanje homomorfizama kompletnih
Heytingovih algebri vodi razmatranju kongruencuja u ovim st-

~ pukturama. Stoga imamo sledecu definiciju:

Definicija 2. 5 Kongruenc1]a u kompletnOJ Heytlngov-

oj algebri H je relacija eKV1va1en01je B na H takva da:
(i) Vxys%y59459, €H. 1RY2 1 xRy, =2 X4 %,89,49,
(ii) za pro:szoljne famlllje {x | 161‘} {y | ie I}

elemenata algebre H

(VJ_EI. ny )=> Vxl R Vy
. i6eT a 1EI '

Ako je zadata kongruencija'R'u kompletnoj Peyfingoﬁ-
0] algebrl ‘H, tada na uobléajenl nadin, se konstruise kollénl_
dka struktura H/R &iji su elementl klase ekV1va1enc1je aR
{xeH| xRa}, ae€Ht, relac:lje R i dobijena struktura jeste kom
pletna Heytlngova algebra, a odgovarajukl kanonsk1 homomorfl
zam ]e homomorfizam kompletnih Heytlngov1h algebri.

. Medjutlm} H je kompletna Heytingova- algebra pa za
svako a €H postéji VaReH. Stoga, za svako a&H, neka Jje
Jja)= VaR O&igledno, ¥a,b €H. aRi(a) i aRb => F(a)=j(b). Ta
ko definisana funkcija j:H—>H moZe posluZiti u izudavanju 1

rqzmatranju svojstava kongruencija i morfizama algebre H.

S

- Definicija’ 2.6 J*o?eratof kompletne Heytingove'algé
bre H je funkcija J:H—H takva da:
(1) ¥xE€H, xg7(x)
(i1)  ¥xEH. 72(x)=4(x)
(i11) Wx,y €H. F(xAyI=F GOIA F(¥).

Lema 2.7 Ako je j:H-—>H J-operator kompletne Heytin
gove algebre H, tada postoji'jedinstvena kongruencija Rj u H
takva da: _
¥x,y EH, x/\ijy Sy £ F(x)
i obratno, za svaku kongruenciju R u H, jedinstveno je odre-
djen J-operator JR koji;zadovoljava navedenu relaciju.
Dokaz: Za zadato §:H—>H definisemo Rj tako da za




- Pritom-, a OEH .
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proizvoline x,y&H, xR ;Y <« j(x)= J(y) Obratno, za zadato R,
definisimo JR H—H tako da’#x&EH. (x)=\/xﬁ;_Na OsSnovu re-
lacije koja je u lemi pretpostavliena, jednostavno se prove-
rava da Rj zaista jeste kongruencija u algebri H 1 da je jR
J-operator u H, a jedinstvenost sledi iz &injenice da Rj = R
ig, =5, R

- d

Primer 2.8 Za svaki morfizam f:H—>H, € KHA, presli—

1
kavanje j:H——>H definisano sa

¥x €H. j(x)= V{yEH\ fly) < £(x)}
(ima osobinu da za sve x,y €H. fk(y)C.f(x)@ y<a(x)) je J-

operator kompletne Heytlngove algebre H (jezgro homomorfizma

f: H—+H1€ KHA) .

Vaznu ulogu u daljlm razmatranjlma 1maju sledeél J-

- -::. I} :\«- \‘:'I.L‘::-' _:‘-:L‘ Operat Orl . .

Y¥x€H. J (x) a\/x, ,:7 (x) za-x 1 b (x) (x—ra)—ra.

- Ako je H algebra otvorenlh skupova prostora X t]

H= OX za neko XeTOP 'tada kollénlk Hj . anX (odnosno kollé |
a

wthﬂ.nlk H/Rj );_odgovara algebrl otvorenlh akupova t0polog13e na .

3 a _ S _
zatvorenom skupu a, 1ndukovane tOpologljom OX. Odgovarajuca.'

_ _ kongruenc1ja data je sa:

Vx,yEOX. :xRJ y(==>x\/a yVa.

R _
a T

Koli¢nik Hga (H/Rja) odgovara topolog131 na otvoren-:

; om skupu a € H, indukovanoj topologljom 0X i odgovarajuéa kon

gruencija je:

Vx,y €H, x_R?.ay & xAa=yAa.

Pritom, aR=1 e Hja. |
Slié¢no, operator ba, a€H, definise kongruenciju Ré

a
u algebri H tako da ¥x,y &H. XR, ¥ &P Xx—razy-»a. Pritom, za
f - a |
az0, b0=R, t3. Hb je izomorfna algebri regularnih elemenata
0 .
RH, algebre H.

Ako 5e kompletna Heytingova algebra H oblika 0X, gde
je X& TOP, tada proizvo]:jno SE€X odredijuje J*Operator‘ algeb-
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re H jer, ¥xe&O0X. js(x)=int(Sle), jeste J-operator u alge-

bri H (=0X) (standardni J-operator). Pritom, Ako S=a €0X, t3
S je otvoren skup, tada jS:ja’ a ako je S=a €0X tada jszja
Jezgro homomorfizma O0f:0X——0Y, odredjenog neprekidnom funk-

cijom f:Y—XETOP, je standardni J-operator js, S=X\ r{Yv1].

U prethodnim primerima, umesto koli&nika H/R, stoji
prosto Hj' Pritom, H {xEEHI T (x) = x} je skup predstavnika kl
asa ekvivalencije kongruenclje Rj koja odgovara operatoru j.
Skup H je parcijalno uredijen (jer, HJ‘ZH) i jednostavno se
proverava da je H kempletna Heytingova algebra. Pritom, sup
remum VJS u algebrl H., SCH , radunamo sa V S=7(V3S), pa
iako je H CH, H nije podalgebra algebre H, Jednostavno se
proverava da je presllkavanje H——+Hj definisano sa xk—&a(x)
za svaki x €H, homomorfizam kompletnih Heyt1ngov1h algebrl
sa jezgrom j, t3i. 1mamo uobléajenu lemu:

Lema 2.9 Za svaki homomorfizam fiH—H, € KHA posto-
ji jedinstven monomorfizam h:Hj-—*Hl, gde je J jezgro homomo
rfizma f, takav da _juh=f. _

“Neka je. JH skup svih J-operatora kompletne Heytingo
ve algebre H. U JH se na prirodan nalin moZe definisati str-
“uktura kompletne Heytingove algebre (M. Fourman, D.S.Scott
[i]). 0bzirom na niz veoma zanimljivih svojstava ove strukt-
ufe, koja ée u ovom radu do detalja biti ispitana, potrebno
je dati njen potpuniji opis. On ée, pre svega, omoguéiti da
se pokaZze da je konstrukecija algebre JH funktorskog karakte-
ra, tj. pridruZivanje J:KHA—KHA je funktor i pritom, posto
i prirodna transforma01ja t: IKHA J jedini&nog funktora ka
tegorije KHA na funktor J. Sledeéa 1ema karakteride J-opera-

~tore 1 koristiée se u opisu strukture algebre JH, H & KHA,

Lema 2.10 Preslikavanje j:H—H, dje J—opefator kom-
pletne Heytingove algebre H akko |
¥ x,y €H, j(x_)-—!j(yj:x-—rj(y).
Dokaz: Neka je jEJf-‘. Kako ¥x€H. x<i(x) to za sva
ko yEH, j(x)—>j(y)s x—=>7(y). Obzirom da ¥x,y EH. x(x—=y)<y
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i da je j&€ JH, imamo da je j(x)/\j(x'-}}h :SJ'(y)ﬁ odnosno
Jx—y) < j(x)—=>7(y). Otuda x—7j{y) Sj();—arj(y))ls J{x)—=77(y)=
F(x)=7(y),

Obratno, neka Vx,yEH J{x)—=il{y)=x—>7(y) tada imamo
x—-r,:f(x)-g (x)—=7(x)=1, tj. x £7(x). Za x=j{y) u navedenoj re-
laciji se dobija Jily)—i(y)=1, tj. ¥y EBH. jz(y)=j(y). Neka
x<y tada xsy <J(y) pa x=27(y)=1, tj. J{x)—=7(y)=1 odnosno
F{x)< j(y). Dakle preslikavanje j:H—>H je monotono pa imamo
da je F{xAy)=fj(x)AJF(y). Obzirom da ¥x,yEH. xAy<i(xAy)
to Je xgy-»jlxAy) pa xgi(y)=2ilxAay), ti. xAF(yI<L i ix v).
Istu proceduru ponovimo sa X i dobijamo konaéno da za proiz-
voline x,y €H, F(X)AF{y)<&i(xAy).

7

Za proizvoljnu kompletnu Heytingovu algebru H, u sku-

Lokl el pu J- 0peratora jednostavno se definise parc1jalno uredjenje

tako da za sve j,kE€JH, §< k & ¥x €H. J(x)-ﬂ k(x) Tako de-
finisano uredjenje ima I}ajmanji (V¥ x €H. D(x) x) i na]veél
(¥x€H., 1(x)=1) elemenat. Osim toga, JH je kompletna mreZa .
- jer za prdizvoljno SCJH pdstoji inf imum skupa S u JH.H

%'Lema 2.11  Za siraki.S‘-‘-IrJH H kompletna Heytingova al-

gebra, ppesllkavanje AS:H~—H deflnlsano tako da '
E | ¥xeH. (AS)Y(x)= /\{J(x) \ JES}

/Je J operator kompletne Heytingove algebre H.

Dokaz: Neka je k= AS. Jasno je da za svako x €H ob-
zirom na definiciju imamo x £ k(x). Obzirom na prethodnu lemu
: dovolino je pokazati da ¥x,y €H, x—k(y) £ k(x)kly). Za za-
date x,y €H neka je x—k(y)=a. Tada, za svako j&€ S 1mamo da
Je aAx<k(y)<jily) pa dakle aAq(x)sa(a)AJ(x) (y) =7 (y).
Otuda redom, aAk(x)= /\{a/\j(lx)l JTGS} < AN{7i(y) | JE S}-k(y).‘l

Na osnovu upravo izloZene leme, za svako S CJH, AS
je infimum skupa'S u mrezi JH, pa je dakle JH kompletna mre-
Za. Formalno, infinitarna disjunkcija u JH moZe se zadati sa
Vs=A{xeJH|¥jeS. <k} , odnosno zd svako x €H. (VS)(x)
=A{ylxsy i ¥jes. jly)=y}, tj. (VS)(x) je najmanja fiks-
na tatka svih operatora u skupu S koja je veda od x € H. Medj-

utim, izradunavanje disjunkcije u mreZi JH je u op3tem slula-
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ju priliéno komplikovano. U odredjenom broju sluajeva racu-

na se kao kompozicija tj. vazi (Simmons{1})

Lema 2.12 Neka su j,k J-operatori kompletne Heytin-
gove algebre H takvi da Vx €H, Jek(x) < kejl(x) tada §V k=kej.
Dokaz: Neka je f=kei. Trivijalno, Vx,y €EH. x £ f{x)
i FIXAYI=FOOAF(y). Osim toga, kako ¥x €H., Jek(x) g £f(x) to

jkj(x)_{_'fj(x)zf(x) pa f2=kjkjskf=f, tj. f Je J-operator al-

gebre H. Jasno da je j<f i ksf, tj. jVk<f. Neka Je g=jVk

take da j< g pa dakle, f=kj< kg<92 =g, tJ. Ef‘=j\/k.—|

- Otuda, \lna primer, za proizvoljne a,b&H, H kompletna

Heytingova algebra, imamo redom sledeée jednakosti:
L v l= lﬂ - ‘fv ‘?la_ .a » [ V | J Gb_".b' .1-‘ L .
Ja Jd=d Ja! L% '3 "Jbi.?! Ja JVJ e r..r‘:?a'

Posledica 2.13 YagH, HEKHA, 7 Ail=0 i i V%=1
i j1‘]a su komplementarnl u H.

?

Da bi se pokazalo da je JH, H €EXHA, zaista kompletna

";Heytlngova algebra potrebno je definisati implikaciju u alge

- bri JH. Pritom, koristiée se. osobline 7- -operatora b 5° a €H,

|

deflnlsanog u primeru 2.8 Jer on ornoguéava da se pr01zvoljn1

J- oper*ator predstav:L na sledeé:]. nadin: (S:ermons[ﬂ)

* Lema 2.14 Ako je HEKHA tada za svako i€ JH
;}'"/\{b l ae.'-H}
Dokaz: Obz:Lrom na lemu 2 10, Vx E€B. j(x):ba(x), gde

Je a= 1(x)EH , JEJH Kako VaEH azj(a) to redom za svako

x €H, J(x)d(.j(x)—ﬂ(a))-—bj(a) (x—ag(a))-—ia(a) X @ —>as b (x)

pa je F(x) najmanji elemenat u: {_b (x) | aGH } Otuda :Lmamo

da je J= /\{b\aE—.H}‘l

Ako "implikaciju" u algebri JH, HEKHA, definigemo
tako da za proizvoljne j,k&€JH, j—sk:H—H i pritom, ¥x € H.
(k) (x)=7(x)—k(x), tada dobijeno preslikavanje ima slede-
ée osobine:

(i)  ¥x€H., x £ (F-5Kk)(x). Jer, Wx€H. (F=5k)(x)
=F(x)=k(x) 2 k(x)2 x.




(ii)  V¥xEH., (J-k)(F-5Kk)(x)= (%K) (x). Jer,
redom se dobija: (j;rk)Q(x)f:j(j(x)-—rk(x))—a-k(j(x)—rk(x))
< (T =R(X))—(k F(x)—>k(x))
<F(FX)-k(x))—=(7 ) —k(x))
=(J(J(X)=k(IIA FT(X))->k(x)
=i (x)—k(x)
= (k) (x)
pa Je, obzirom na (i), (j-iak)=(j-—"+k)2 za sve J,k € JH.
‘Medjutim, j—k:H—H nije obavezno J-operator kom-
pletne Heytingove algebre H, tj; i—sk u opdtem sludaiju, ne
prolazi kroz konjunkciju. Ipak, u algebri JH, H & KHA, posto-
Jji najveéi J-operator j—k takav da |
¥x€H, (j—k)(x) £ (jk)(x),
jer vazi sledeéa (MacNab[llu) J ‘

R '

7 Lema 23 16. Neka Jje f: H——&H presllkavanje kompletne

‘Heytingove algebre H, takvo da ¥x € H. xsf(x) i f‘ =f. Tada

postoji najvedi J- Operator f'* takav da ¥x €H. £#(x) -ﬁf(x) o

Dokaz: Neka je f""‘/\{b \ aEf[H]} 3 .Ver neka je} |
a=f{x)€ Ff[H]. Tada £ (f(x))Sb f{x), ti. Ff%*o fsf. Kako je
f*€JH to ¥xeH, f(x)<f"*f(x) pa f-t:f"‘nf Otuda Fref=f. Ka-
ko ¥x€H. x< f(x) to imamo da je f*(x) < f¥*ef(x), pa dakle,
f5(x) < f(x) za sve x €H, tj. fr<f.

Ako je fieJH 1. fl-:'f tada Vaef[H] fl(a)gf(a) =a,
t3. fi(a) za, pa dakle afEHfi. Otuda, na osnovulleme 2.15, se
dobija da je f, £ f*:'-l | | |

Neka je (j—k) najveéi J-operator kompletne Heytin-
gove algebre H takav da za sve x €H, (k) (x) £ (-SRI (X)),
Obzirom na prethodnu lemu takav operator postoji, tj. (j—k)

=(g—sk)*,

Teorema 2.17 2a proizvoljnu kompletnu Heytingovu
algebru H redom vaZi: | |

(i) JH je kompletna Heytingova algebra,

(1i) preslikavanje ttH—JH, definisano tako da
za svako ae€H, tH(a)=ja je moncemorfizam

(1ii) J:KHA-—>KHA je funktor u kategeriji KHA.
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Dokaz: (i) Obzirom na lemu 2.11, za proizvoljnﬁ kom-
pletnu.Heytingovu_algebru H, algebra JH je kompletna mreZa, a
operacija —» je implikacija u JH jer, 24 sve i, k€ JH, imamo
IN(Fok)SFNAN(G——SE)SNE LK, \-..,pa ako je jEJH, iAg <k tada
g< j—>kgjsk. MreZa JH je'distxribu't:ivna jer, za proizvoljno
SCJH, j €JH imamo: ¥se&S. jAssV{ins)| sesSt to je ekvi-

* valentno sa sgJ—V{inslsesS}t, tj. VSgi-VVi{insl s€ S}

pa dakle jAVS g \VViiAas\ses].
- (ii) Primetimo da za sve a,b&H 1 svako S CH imamo
Aiydoay 3 Vi ) s€S}=dygs otuda ty:H—>JH je homomorf-
1zam kompletnih Heytingovih algebri i zbog, J_=d b<=>'VxE_H.
aVx=bVx & a=b, tyt [H——-;’JH je monomorfizam.
Primetimo da je preslikavanje ty epimorfizam jer, za
svako HEKHA i f,a: JH-—-—-}HEHA takve da f.t -antH

Da to dokazemo, koristimo sledeéu reprezentac1ju pr—'

imamo da f=g.

) OlZVOljan J= operator-a k € JH:

k= V{Jb;\q |aeH1bk(a)1 |
Jer, za sve a,x &€H. a~»x4a-+k(x) k(a)-—-k(x) pa dak-
le k(a)/\(a—-x)‘: k(x). Otuda za svako x €H. - oo
A | (.Jk(a) NG )(x) (k(a)Vx)A(aTx) __ | |
B =(k(a) A (a—-rx)) \/(xl\ (a—x)
D Cogk(x) Ax=k(x), |
t3. Jk(a)/\;] <k za svako a€H pa dakle V{Jk( ) .;? A aEH}

_‘f-k Kako >':J‘aE.H (J}(( )/\J 2y(a)=(k(a)Va)A(a—a)= k(a) to i-
mamo da Je k ‘:Viqk(a)/\'j | a G.H}, pa je spomenuta reprezent-

a01ja dokazana. |

P Prlmetlmo da, obzirom na prlmedbu u lemi 2.22, za sv-
ako a€H. kZ(a)=k(a) pa je k=by .ys ti. ks/\{b“ )1aEH} =p.
Kako %faEH p(a)"‘-b;{( )(a)._ 2 (a )(k(a)) =k(a) to imamo i sle-
dedéu reprezantac.lju J-operatora kEJH

k=A{b, .y | aeH}
Kako je po pretpostavei fety=asty to e f(g )—g(J )

Pa, ob21rom na posledlcu 2,13 .1 éinjenicu da su fga homomorf-

izmi, imamo F(FM)=a(J 4y, za svako a €H. Otuda za svako kEI-JH
FUO=F(V{i NF%\aeH i b=k (a)})
-V{f(ab)/\f(g )| aeH i bzk(al§

_V{q(gb)hq(J )lagH 1 bs % (a)}
=g(k),
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tj. za proizvolinu kompletnu Heytingovu.algebru H, tH je epi-
morfizam. Primetimo takodje da je tH’ H & KHA, mono i epimorfi-
zam, ali ne i izomorfizam.

Da bi se dokazalo da je preslikavanje J:KHA —KHA fun
ktor u kategoriji KHA treba za pr01zvoljne H H € KHA 1 morfi-
zam f: H-~-+H1 definisati morfizam Jf JH~—*JH1tako da dijagram

}ir f *}111 | t
. 1t
H
a3 gy, ! | _
| | -
komutira. Obzirom da je tH epimorfizam, -postoji naviSe jedan
1 , |

takav morfizam. |
_ Konstru1saéemo morfizam Jf€KHA Treba napomenuti da
e t ;F'[H]C_.RJHi, +3. slika algebre HE& KHA, pr:. 'plﬂes.l:Ll-c.:—w'anju‘L

| Hq .
- H f je sadriana u skupu regularnlh elemenata u JH1 Nesto op-
-—'f"r;ﬁ*m xg;j-:%‘&_i}é fr. 1 S .
v ri b étlje, ‘za svakl g H-—*H EKHA 'takav da g [H] C RH1 postop. jedln-
| . stveno odrdjen morflzam gEKHA 'takav da dljagram
\ / 1
komutlra. Neka je za prm,zvoljno ,:l EJH -
2 \ g V{gi(x)Ag(x)” Ier} o
gde je g(x)~ komplement elementa g(x), a on postOJl jer, po

| pre'&posta;:m. g[H] G RH1 |

. | 2
| Lema 2 17 1 Za pr01zvoljne J,kEJH, i< kﬂg(g)ﬁg(k)

C i g}(j/\k)-g(g)/\g(k) 1:3. g &uva poredak (8to je trivijalno) i
konjunk01ju

Dokaz 'Pblmetlmo dé jé |
T g(d) N g(k)= g(J)/\V{gk(Y)AQ(B’) | ye H}
| 'V{g(g)/\gk(y)/\a(y) \ ye H}
i pritom, g(f)Agk(y)Agly) =V{gi(x)Ag(x)~ Agk(y) Agly) |x€H}
_V{q(g(x)/\k(y))/\a(x\!y) | xeH}
| Vg AR (xVY)IAgxVvy) ™ x&€ H}
tako da g(a)/\g(k)<\/{g(3/\k)(xVy)Ag(xVy) | x,y €HE
| =g (§ A k) e

| Za svako a€&H, neka je [a] jezgro homomorfizma H—s{a,1]
definisanog tako da ¥x€H., x—saVg(x). Time je u algebri H
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odredjen standardni J-cperator [a] :H—H takav da
¥x€H. [a](x)=\/{_y{—‘_.H| g(y) s-:a\fg(x)}.

,

=
Lema 2.17,2 7Za svako a &H, i sve x,y €H

vg(a)(x) & gly)Agx) sa.-

Lema 2.17.3 Za svako aeﬂl, JeJH
(1) g(lal) <a
(ii) Jgfa) < g(fr<ca.
Dokaz: (i) Za svako x&H |
g((al(x))=g(ViyeH]| gly)Aa(x) g a})}
| | | -V{_q(y)lq(y)/\q(x) <al.,
Otuda, g([a](x))/\a(x) = V{g(x) 'Agly) a(y)z‘\a(x) < a} Sa,
pa dakle a([a]) Vig(lal(x))Ang(x)~ leH}ca. | |
(:LJ.) - Ako ;} <[a‘] tada g( ) a([a])da,_zbog (1), Obra-

”itno,. neka je a('r)-:: a, tada ¥xe€H. gi(x)Ag(x}” a(a)sa pa

na osnovu prethodne 1eme imamo J(x) [a](x) -

e L] L - ! 'l

. Obzirom na 1e.me\ 2.17. 1 i 2 17 3 (11), imamo da za sva-,
ko SCJH, g(\VS)=Vg(s), tj. g LTH-—-%Hl je morfizam u kategorl—'

ji KHA. Po dEflnlCljl jezgra [a] imamo da je q(ﬂ )=g(al, .
| dljazram H— ¢ *Hl |
t\ /'

g komutira. Otuda, za svakl morfizam
f: H—=H1 postoji jedinstveno odredien morfizam Jf JH—-)JH }

u kategoriji KHA, takav da dl]agram H f  H

Wl o

JgH 9% JH,

komutira, t3j. preslikavanje J:KHA-—KHFA je funktor u kategori-

ji KHA i transformacija t:IKHA—vJ je prirodna. Time je teore-

ma 2.17 dokazana .- | |

Primetimo da ako je_f:H—éHleKHA epimorfizam (na) ta-

da je i Jf takodje epimorfizam (na).

Lema 2.17.4 Zal svaki morfizam _f‘:H-—'-—»H:l i J-operator

k €JH, Jf(k) je najmanji J-operator p &JH
XxEH, f+k(x)=<pfx).

" Dokaz: Za proizvoline familije {ailieI}, {_bi\iEI} CH

1 takav da za svakoe




.am H f _»H
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a. :
k=\/{.?'b A7 t1ietl je najmanji J-operator kompletne Heytin-
i

gove algebre H takav da za svako 1€1, vbis. Tf-'.(ai). Jer, za sva
_ a. -
ko iel, k(a.d2(j, N J Ty(a.)=(b.va.)A(a,—a.)=b.V a.. Ne-
s 1 bi 1 1 1 11 1 1
ka Jje kieJH takvo da biskl(ai) za svakojiEI. Dovoljno je
. ' |
pokazati da za svako 1€1I, jb A J lSki. Za svako x&€H,
i

ai—+xsai-;.-)ki{xhki(ai)-'kl(x), pa kak: je bi:ﬂ. kl(ai) to imamo

: . e 1 _ 4 : _
da bif\ (ai—-)x) skl(x). Otuda (Jbi/\a )(x)-(_bi—ax)/\(ai—ax)—
=bi/\ (ai——-rx) V x A(ai--rx) S kI(X) ‘_\/x=k1(x);

Ovo poslednje omoguéava da za zadate familije {xilie I}

S_y.\iE.I} GSH odredimo najmanji J-operator k€ JH takav da za
l .

| svako i€1, k(xi)=k(yi)'-. Jer, o¢igledno

\ V ) o la‘\y
._k-l_ {JXivyil\J | l:LEI}

Otuda, da bi se dokazala lema, dovoljno je primetiti
\ 5

da, ob21rom na definiciju jezgra u prethodnoj teoremi,

IF (k)= \/{Jfk('x,/\af("’ | xen}. 4

- Teorema 2,17.5 Neka Je f:HJ-w-rH:LEKHA, jE.J.H i k=d7(5)
tada postoji jedinstven morfizam fj:HJ.—-—»Hik takav da dijagr-

"l . 11"

Hj J_ .Hlkkomutira_i ako je K&KHA takva da dijagram

H—L n,

D

H g X komutira tada postoji jedinstveno odredjen monomor

fizam r:HfﬂK\takav da h=r«k 1 g=rafj.

Dokaz: Kako je j:H-—-aH‘J'? epimorfizam to postoii najvise

jedan morfizam fJ'H-—-—-»Hipa. Neka je f € KHA definisano tako

da ‘q‘xEH. x=7(x) = +‘ (x)=kf(x). Trivijalno f‘Jc":uva 0,1 i A, \
051m toga, kf= kf‘*; Jer, kako je §E€JH to kf <kfj 1 kako Je |
f' S kf to kfi sk f kKf, tj. za f? =kf7 dijagram u teoremi komu-
tira. Za svako YCH,, k (VYY) =k (VEIYD) pa, za svako XEH ima
mo redom: fj(\/j){) kf‘,;r(VX)=kf(VX)=k(.\\/f[X])=k(Vkf[X])=




\J f (X7, i je morfizam u kateporiii KEA.

Neka je (1] jezgro homomorfizma a+7 (=jezgro homomorfi-
zma h*f), [m} jezgro homomorfizma h, tij. (Ll€JH, [m)E?JHl. Ka-
ko je §< 1} to je fi g Ffe[1]). Kako jell]l jezgro od hef to je
hf{l)=hf, pa, kako je (m) jezgro od %k, imamo [(m1fLlL)=m)F, od-
nosno fi < fl13< [mjfll) < (m}f. Na osnovu minimalnosti J-opera—‘
tora k (tj. na osnovu prethodne leme) imamo da je ks[m} pa da-
kle postoji jedinstveni monomorfizam r:Hi#—*KEEKHA takav da je
h=rek. Konaéno, redom gj=hf=rkf=rfjj, pa kako je J§ epimorfizam
to g=rfj.fi

\

Primetimo da kada je H Booleova algebra tada j% svaki J,
operator u H oblika ja5 a€H, pa je ty homomorfizam "na'" i da-
kle, izomorfizam, Obratno, ako je tH’ H KXHA izomorfizam tada

je ty "ha" pa, £ [H] JH=RJH, tj. H je Booleova algebra.

- Posledica 2.18 Kompletna Heytingova algebra H je Boole
ova élgebra akko tH:H-—+JH je izomorfizam.H

0b21rom na teoremu 2.17, za Droizvoljnu kompletnu Heyt-

1ngovu algebru H, algebra J-operatora u H, JH, jé kompletna He
”ytlngova algebra pa se éltava konstrukcija moZe ponoviti; ti.
dobija se niz H-—-—rJH——-&J H—>,.,.—>J%H -, o € ORD, kompletnih
Heytingovih algebri i monomorfizama. Pritom, za graniéne a ORD
J%H definife se kao 1im[JBH | 8<a}. (Konstrukecija ove granice
e kasnije biti izloiena;) Postojl niz neredenih problema u ve
zi;sa7prirodom ovog niza (H.Simons [1]1). U ovom radu je pokaza
no da.priroda ovog niza karakteriSe egzistenéiju Rooleovog omo
taca profzvoljne kompletne Heytingove algebre.

Na osnovu posledice 2,18, ako je za neko a &€0ORD, JH Bo
oleova algebra tada je za svako B2 a, I8 = JulH ti. polev od
o niz J H, o € ORD, je konstantan niz PRooleovih algebrl 1 1zom—1
orflzama. Ovde ée se pokazati da je za svako HEEKFA JuﬂH gde
je ag minimalni ordinal za k031 je J ®*H Booleova algebra, upra-
vo refleksija algebre H u kategoriji BA, tj. u odredjenom smi-

slu, J °y je najbolja aproksimacija kompletne Heytingove alge-
bre Rooleovom algebrom.

Lema 2.19 Za svaku kona&nu kompletnu Heytingovu algéb—




R T

elementa,

uredjenje, }

..LU_;...

ru H, (tj. konacnu distributivnu mrezu) algebra JH je minimal
na Booleova algebra u koju se H moZe utopiti.

Dokaz: Jasno je da JH &€ BA, jer,'Svi elementi u JH su
cblika ja (i1i i, a€H. JH je kompletna Booleova algebra pa
obzirom na injektivnost kompletnih Booleovih algebri u katego
riji HA, za svako B€ BA i monomorfizam f:H—BE&HA, postojl u
kategoriji KBA morfizam ¢g:JH-—B takav da f=gtHL q je monomor
fizam jer, ¥j,k€JHda,beH. j=j_ 1 k=k, pa, ako g(j)=g(k)
tada f(a)=f(b), tj. a=b. Otuda =k,

! . ' .
Primer 2.20 Kako je veé napomenuto, kompletno linear-

- no uredjenje, tj. kompletan lanac sa najvedim i najmanjim ele

‘mentom, je xompletna Heytingova algebra. U tom sludajd imamo:

(1) H je Booleova algebra akko H ima najvisSe dva

" JH je Booleova algebra akko H je diskretno )

A

- ©7(ii1)" J°H je Bdoleova algebra akko

.-
: {r'rai

Co s Ay Nijé poznat primer kompletne Heytingove algeb-

re,'spbmenutog; a i bilo kog drugog tipa, za koju je J3H Boo-

o legvavalgebra'i pritom, J2H to nije. Mogudée, niz J%H je kons-

. tantan zaL_sve a _gub\i akko &0:2?

s (v)  Poznatl su primeri kompletnih Heytingovih alge

,bri za koje niz _JuH_n_ikada nijé_konstantan (tj. ¥a €ORD. J°H

; nije Booleova algebra).

ol

 ‘Nije potrebno pésebno objainjavati (1). Da'pokéiemo da

- va?i (ii) pretpostavimo da je HE KHA kompletno linearno uredj

enje. Neka je X=H\{1} i za svako aeH neka je r(a)=[0,a) € X.
Kako je H kompletna mreZa, {r{ad} aiaH} je topélogija na sku-
pu X i pritom, preslikavanje f:H— 0X definisano tako da za
svako a€H, fla)=pr(a) Je izomorfizam u kategoriji KHA (gde je
0X spomenuta topologija na X). Neka je FX topoloski prostor u
kome je topologija OFX najmanjia topologija na X u kojoj je sv-
aki otvoren skup u prostoru X zatvoreno-otvoren skup u FX (La
wvere-Tierney-eva topologija na prostoru X). Jednostavno se |
proverava da Je topoloesija OFX generisana sa {[a,b)\ a,bé&H}
i da je homomorfizam h:JH——OFX definisan sa:‘#jE}JH. h{(F)=




U {lx.d (x3)} x €& HY, izomorfizam koii profiruje f:H-—0X, odno-
SNO toxf:hutp. Otuda, JH je Rcoleova algebra ake i samo akc Je
OFX Roolecva algebra, cdnosno, kake de FX To-prostor, FX je di
skretan proster, ti. svaka tafka u FX je otvoren skup, Sto zna
&i da za svako a€Y postoji bE€H take da (a,b)={a}, tj. uredie

nje u algebri H Je diskretncnuredjenje. j

N Lema 2.21 Za svaku linearno uredienu kompletnu Heytin
govu algebru H, algebra JH je Booleova akko H le linearnc deb-
ro uredjenje.-

Slucai (iii) bide pedrobnije razmotren kasnije. Prime-
tiro da je algebra J2H upravo JOFX, prostor TX T prostor, pa
je JOFX Booleova algebra akko za svako AL X pOStOje a,b&H tak

~vi da ANfa,b)= fal, tj. FX je razbacan prostor (K. Kuratovski

. Nalme, jedini perfektan skup u FX je prazan skup. Otuda,

za svaki tip uredjenja p, 1+u+l Jje kompletna Heytingova algeb-
ra. Pritem, ake w=a®, o€ Ord, JE nije Rooleova algebra ali je
prostdr F(l+a*) razbacan pa je J2H Rooleova algebra. |

Ako je y tip uredjenia realn*h brojeva tada za svaki
ordlnal a, J'H nije Roolecva algebra (gde je H=1+p+1) (J.R. TIs
bell Cl]) U daliem tekstu biée dati i drugi primeri ovakvih
algebri. o |

_Sledeéa lema omogucéava da za nr01zv011ne J-operatore
5

ik reprezentUJemo implikacidju j—k u algebri JHI(Smeons[ll)

Lema 2.22 Neka e H kompletna Heytingova algebra. Za
proizvoline p,k € JH p_-—'rk=[\{,;;av k.v;; | a€H 1 p(a)=c}

=f\{7'c\fb l pla)=c i k(a)=d i a€HJ.
Dokaz: Meka je j V kvi p(a) =f i ;fp(a-)\/b =qg_, aé&kt,
a k(a) "a
Z7a svake a&V, (k‘Jja)(0)=k°ﬂa(U)=k(a).

Primedba: Waé& H. kiba@k(a):a-, za proizvoljno kE€JH,

Jer, ako k:;ba tada, zhog ba(a)=a, imamo k(a)=a. Obratno, ako
ie k(ad=a tada ¥xePH. k(x)—azk{x)-k(a)=x—-k(a)=x-—a pa dak-

le ba(k(}())':ba(){). Otuda, VXE.H. k(}()ﬂba(k(x)):ba(x) pa je ij'_-




medba dokazana.
Na osncvu primedbe, k\/jasi_ bk(a) pa za svako a €H ira-
mo da je fa:_:j g, 1 dakle, f:/\{f‘a | aeH} < /\{ga\ aEH}:Q. Ako

je h€JH proizvolno i pAh £k tada, za sve x,a€H, pla)Ah(x)g

plaVx)Ah(aVx)£ki_(x) pa dakle redom: h(x)< pla)=>ki_(x)=

PG =GP Vv Y GoF_ (0, ti. ake je pAhsk  tada
h<€f. Za svako aeH. glaAr(al<g ga(a)/\p(a)=(p(a)—->bk(a)(a)f)/\
/\p(a)_{;bk(a)(a):k(a) pa o ADZLk, ti. a< f=p—k.-

Obzirom na pretho?nu lemu imamo i sledelu reprezentaci
ju negacije u algebri JH, H&KHA. Za svako X, €JH

K= N7V 1 aen}=A{i*® Vb _y aenl.

f

;;ﬁﬁﬂgg'{*ggggggh .Da bi se 1zvré11a karakterlza01ja kompletnih Heytingo-

raia t L et -,‘ﬁq. L
T R

‘vih algebrl é:ja je algebra J- operatora Booleova algebra potre-
‘bno je da se podrobniie ispitaju svoistva filtara u njima. Pri
metimo da je za svaki J-operator k &€dJH, FGKHA, odredjen filt-
er F(k)={x€H | k(x)= 1} u algebri H; filter agsociran operatoru
k€ JH. Na primer, filter asociran J- 0perator-u ;fa, aeH, je up-
ravo glavni filter generisan sa a&€H. Asocirani filtri komplet
nih Booleovih algebri su takodje glavni tako da, u opstem slu-
gaju,ima veoma mnogo ne—asodiranih filtera, tj. takvih filtera
FE&H za koje ne postoiil k € JH takav da F=F(k). Ako je H linear
no uredjenje, t3. 11nearno uredjena komnletna Heytingova alpe-
bra, tada za svakoc agH, ﬁ(« = 1 , tako da razliditi J-opera-

torli mogu imati isti a5001ran1 filter.

Definicija 2.23 Neka je HEKHA. Za sve p,k&JH neka
je p~vk & F(p)=F(k), t3j. akko ¥x&€H., p(x)=1 & k(x)=1.

Jasno da je ou relacija ekvivalencije u algebri JH. 04

govarajuée klase ekvivalencije obzirom na relaciju O oznacene
™

su sa F, gde je F odgovarajuéi asocirani filter, ili sa 5} ako
je F=F(4j), j€&€JH,

"Lema 2.24% Ako je F asocirani filter u kompletnoj Hey-
= b .

tingovoj algebri H tada je klasa F zatvorena za infimume u JH,

TV TR TR e . . ., L
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Odnosno, F ima najmanii element.

Dokaz: Neka je FCH asocirani filter u H& KHA i neka
je JCF tada, ¥x€H. (AD()=1 & Vied, j(x)=1 &> x€F pa
AJET.A

Lema 2.25 Za svako XCH, HEKFA, neka je

£= V{3 a€x}, o= N7 | aeX}

tada je f najmanji J-operator takav da Ya€X. f(a)=1 i pri-

tom = f=g.
Dokaz: Za svako a&€X, f(a)?_ja(a)ﬂ. Neka Jje kK€ JH ta-
kav da Ya&¥X. k(a)=1. Za svako x&H, a€EX -fa(x)"a-#x pa dak-
(x)/\af;x. Otuda jJ Fx) € ki A(x)=ki (x)/\k(a) k(4 (x)/\a)<
k(x) 7 @< k pa dakle f<k. |
| Za svako XS JH. (VX)= A fa: a€X} pa f=g jer, za sv
ako a€H, .=i° .- |

Posledlca 2.26 -J-operator k je najmanji'elemenat u

klasi k akko k je supremum skupa operatora ablika {7 l ae X}
gde je XCH, HEXHA, | - | | |

. Dokaz: Neka je k na]man'll elemenat u klasi % i neka je
=V {7 |aeF(k)} Obzirom na prethodnu lemu, f< k. Kako ¥xeH
k(x) 1 ==3> x & F(k) =}"(x) 1 to je fevk pa f=k. Obratno, ako
f= \/{ ] a€X, XCF} tada XCF(f') pa za svako k€JH, kovf =>
V'an k(a)=1 i obzirom na lemu ff»k t]. f je najmanji eleme
nat u kla51 4 | -

U op3tem sluaju, uredjenje u algebri JH nije odredie-

no uredienjem ascciranih filtera, osim u sledelem sluc¢aju:

Lema 2.27 - Neka su p,k&JH, HEKFA 1 p najmanji eleme-
nat u klasi P, tada psk €& F(p)&F(k), |
Dokaz: Meka je F(p)E€F(k) i f= p/\k tada ’V‘XEF f{x)=1

&> p(x)=k(x)=1, tj. feop. Obzirom na minimalnost operatora p,

p<f, tj. p<k. Obratne trivijalno .vai’:i.—\

Takodje, u opitem sludaju, klase ekvivalencije relaci-

je & nemaju naiveéi elemenat. Sluajevi u kojima on postoii
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opisani su u slededim lemama.

Lem_ah2.28 Svaki J-operatbr oblika ba, acH je supre;
mum u klasi ba |

Dokaz: Neka je a€F 1 kK&€JH tako da kb . Dovolino
je pokazati da k(a)=a, jer, obzirom na primedbu u lemi 2.22,
tada kﬂba. Neka je uzk(a) i v=u=»a (tj. treba pokazati da Je
vz1l) tada uVv=~az(u=a)A (v—=alsvAa(v-ral)cga, tj. ba(u‘(v):i
Al1l, kwba pa k(aVvv)=k(k(a)Vv)=k(uVv)=1 1 ba(v)=ba(a\/v):1.
Kako ¥xe€H, ba(x—-)a)=x-9a to je redom: k(a)-—)a=a-.+a=ba(v)=1,
tj. k(a)€a. -

'Lema ?2.29 Neka ]e H kompletna Feytlngova algebra u

k0301 ne post031 beskonaf®an rastuéi lanac tada svaka klasa re

S .lac1je © ima najveéi elemenat.

Dokaz Neka je F asocirani filter u F, FEKHA Pred—
postavimo da je F#H jer, ako to nije slucaj tada odgovarajuéa
klasa ekvivalenbije relacije o3 ima jedinstven elemenat 1. Me

ka je X skup maksimalnih elemenata u H\F. Kako u algebri H

L ne pOS'tOjl beskonaoan rastuéi niz to za svako x€B\F pOStO“!l

N yGX tako da xs;y J-operator oblika k= /\{b \ aE.X} je maks:_-
malan J- 0perator za koji F(%) o

| Predpostav'lmo da je pEJI-T ta}'av'da F(p)=F. Za svako
| EX ako a<.p(a) tada, kako 3e a naks:malan\ﬁ u -spomenutom smi
slu, imamo da je p(a)EF _tako da p (a) r(a)=1, tj, a&€F. Otu-
?da, p(a)=a pa na osnovu primedbe u lemi 2.22, imamo da za sva
ko aeH, aeX = psb_, tj., pSk. Treba jod pokazati da ¥x€FE

—

k(x)=1 =>p(x) 1 jer, tada je kewp, ti. k je najveéi J-opera-
tor u k1a51 F. , -

Neka je xé.H takvo da p{(x)#1, tada x &F pa pos-‘toji ne
ko a€X tako da xg a. Otuda, p(x)sba(x)=(x-—9a)-—>a, t3 k(x)rf]"‘l
i lema je dokazana.™

\, .
- Sledeée svojlstvo J-operatora b'.a, a&€H, omogucava rep-
rezentaciju operatora oblika k'\/ba', k&€ JH, ae&H (Simmons[lj);

Lema 2.30 Za svako ae€l, k&€JH, H kompletna Hevytingo
va algebra, ako baﬁk tada k=bd, gde je d=ba(k(0)).
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Dokaz: MNelka je bask, c=k(0) tada a_=ba(0)$k(0)=c pa
Mx&H, x—a g x-c=k{x)=c i dakle, kK{x)A ({cvx)=a)=k{x)A
(c—a) Alx—a) fk(x)A (c-ﬁa)!\k‘(x)-—-»cﬂ-((x) AcAa<a. Otuda,
k(x)s((ecyx)—a)l—oa=7 (x)——)a—aa b (7 (x)) +5. kﬁba\/;?c. Ka-
ke je 7, <k to imamo da je b F o <.b k<1 =k. Dakle, k:ba\/jc
Obzarom da je d=(c-sa)=»a to V‘er x—yd=(cma)=—p(x—2a) tako
da (x--ad_)/\(c-—aa)=(c—-pa)/\ (x—aa)-(ch)—>a=jc(x)-+a. Otuda za
svako y&H. ysb (x) &= yA(x—=2d)sd & yAx—d)A(c—=al)<La
o yA(;r (x)—aa)da =D yd(;r (x)=>a)—a= b 4 (x) <——>y sk(x),
-pa dakle, k bd—h‘

- - ] -a - bt o :
J-operatori oblika 7_, i, b_, a€H, imaju sledele’ za
; - a a .

nimlijivo svojstvo (H je kompletna Heytingova algebra).

Defln101‘1a 2, 31 J oPePator- k u algebri HEKHA je ele—
mentaran ako ’v‘er k(U)ﬁx = k(k(x)->x)=1.

‘Lema 2.32 J-operatori j_, i%, b_» a€H, H kompletna

Heytingova algebra, su elementarni. |

" Dokaz: Xako W¥x,yEH. x€£y-»x to (y—»x)-»a <x—a pa,
| ako a's x tada ((x—ea)—-?(y—-)a)) A ((y-x)—a) ﬁ(y-ax)—aa/\(y-—)a)
< ((yﬂx)-a_a)A (y—>x)< a. Otuda y-)ba(x)-(x-—)a)-.%(y—:)a) =
ba(y——}x). Za y=ba(x) dobijamo da lema vaZi u slu&aju operatora
oblika b_, aeH.- |

"Lema 2.31 Neka j?e k elementarni J-operator u algebr-il
H, ‘tada za svako p&JH, kVprl;:}akuja, gde a=k(0).

Teoremra 2,33 Neka.je H kompletna Heytingova algebra,

k elementaran J-operator u H i a=k(0), tada su sledefe &inje-
nice ekvivalentne:

(1) k je komplementiran u algebri JH,

(ii) = filter F(kINTa,1] ije glavni

- (1ii) postojr de&F tako da P::-v V-' ,

Dokaz: (i) => (ii) MNeka je k komplementlran u algeb-—
ri JH tada, kako je k elementaran, kek'ss a-k vV 7=1, pa neka Je
d= kNa). Otuda a<d i k(A =(k'VEKI(0)=1, tj. d&€F&) N(,1}.
Za svako xeF(&)IN (a,1), x= k! Ak (X)L (x) A K'(x)=(kako x€F (k) |
tj. k(x)=1)= k'(x) 2 (Jer, agx) > x'(a)=d, tj. A penerife filt-
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er F(X)N[a,1).

(ii)Y=>(iii) Neka je d € H generatorni elemenat fil-
tra F(k)(\[a,f]. Pokazaé¢emo da je k:jdfa. Zaista, za proizvd
1jno, u daljem fiksirano, x&H, neka je y=aVx. Kako jé k(x)
=k (y) to je dovoljno dokazati da k(y)=d-py. Obzirom da je k
elementaran i da je v> a=k(0) to imamo k{(k(y)->y)=1 pa dakle
k(y)—-)y&f‘(k)ﬂ[_a,i], tj. d<k{y)->y odrosnc, k(y)< d-»y. 0b
ratno, d=>y<d-k(y)=k(d)=k(y)=122k(y)=k(y), tj. konadno je
k(y)=d—=vy. |

(1i1) = (1) Je oéigledno;"‘[

Primencm teoreme 2,33 dobija se sledecda karakterizaci
ja kompletnih Feytingovih algebri &ija je algebra J-operato-
ra Pooleova algebra.

IR

. a . Lo .

Peorema 2. 34 Za proizvoljnu kompletnu Heytln?ovu al-

gebru H sledecle 01njen1ce su ekvivalentne:
(i) JH je Beooleova algebra | - .
'::'.'_(ii) Ya €H. F(b YN [a,1) je glavni filter u\]-l
 Dokaz: Ako je JH Booleeva algebra tada svaki J-oper-
ator u H ima oblik b ,» a€H, pa kako je b_ elementaran oper-
ator to na osnovu Dﬁethodne teoreme, F(b )(\[ﬁ,i] je glavnl

fllter u algebri H. ;
Obratno, ako je YaeH. F(b )ﬂ[a 1] glavnl filter u

-"_H tada je b , aEH, komplementlran v JH. Na osnovu reprezen-
" tacije J- operatora u teoremi 2.17, svaki J-operator u algeb

ri H je komplementiran, ti. JH Jje Rcoleova algebra.—{

Kategorija kompletnih Bcoleovih algebri (KBA) je pod-
kategorija kompletnih Heytingbvih algebri } pritem, svaki mo
rfizam u kategoriji XHA Reooleovih algebr: Eje morfizam u ka-
tegoriji KBA, t3. funktor redukcije je chestrano jednoznacan
obzirem na morfizme. Obzirom na teoremu 1.23, moglo bi se o
eklvatl da Je kategorija KBA reflektivna u kategoriji KHA.
Medjutlm, to bi znad¢ile da za svaku kompletnu Feytingovu al-
gebru H postoji KHA morfizam f:H——H%, H®*E€KPA, takav da je}
svaki mcﬁrf_izam h:H—>R e XHA, B &KRA, jedinstveno rastavljiv
preko f, tj. da postoji jedinstveno odredjen morfizam u kate
goriji KBA, h%:H¥— P, takav da je h%fzh; Eto, u opStem slu-
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caju nije ta®no. Stoga, opravdano je pitanje karakterizacije
kompletnih Heytingovih algebri koje imaju KBA-refleksiju 113
koje se mogu aproksimirati, u spomenutom smislu, kompletnem
Booleovom algebrom. U redSavanju tog preblema potrebno je de-
finisati pojam slobodne kompletne Heytingove algebre, a ona
u kategoriji KHA posteii (Benabou,J.[l]S. Mek¥i detalji i oz-
nake u jednoj konstrukcili ove algebre,'koja &e do detalja i
potpuno biti opisana u sledeéem odeliku, koriSéeni su u sle-

dedim rezultatima, i|pritom, nisu pesebno obhjasnjeni.

Definicija 2.35 Za svaki skup X neka je TX=00%X (vi-

deti definicije fumktora o i 0% u slededem odeljku) 1 za sva
ko x&X neka Je r(x})={f€0‘f’=}( \f(x)zi}, t7. r[X'L:{_r(x)‘\ xe Xt
je predbaza prostora 0%X i preslikavanje r:X—>TX je 1-1,

 =Definicija-2.36 Za svaku kompletnu Heytingovu algeb-

ru H&ODM, dakle kao ogranidenu distributivnu mreZu, neka Jje
O%H;prostor ODM-morfizama aigebre H u algebru 2€ 0DM sa topo-
logijom indukovanom topologijom prestora O*H. Neka je 00"1'='I‘1
i za svako x&H, ri(x)=r(x)(\0§ﬁ, t3. P1EH] je kanonska baza
prostora OFfR i riH—T B je monomerfizam u kategoriji ODM.
Pritom, rl[H] je skup svih kompaktnih otvorenih Qkupova u pr
ostoru O%H.

" Lema 2.37 Za svaku kompletnu Heytingovu algebru H po

sfoji:jedinstven KHA-morfizam h1:T1H——+H takav da h1r1=1H.4
Posledica 2.38 Za svaku kompletnu Heytingovu algebru
H postoji KPFA morfizam A:TH—H takav da hr=1H.

Dokaz: Kako je OTHEQO*H to je restrikeija fiTH—T,H
(definisana tako da FfueTH. f(u)=u(\O%H) morfizam u kategori
ji KHA. Neka je kﬂlif tada Mx&H, hr(x)zhlfr’(x)z

hl(r(x)f\OTH)=h1r1(x)=x.“1

Lema 2.39 Za svaki skup X, kempletnu Heytingovu alge

bru H i funkeiju f:X-—H postolji jedinstven morfizam u kate-
goriji KHA, f:TX—F, takav da je f=fr.

_Dekaz: Funkecija f:X—>H indukuje neprekidnu funkciju_.
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f:0%H —0%X, koja opet indukuje morfizam fhl'TX-—eTHGEKHA, a
o Jednostavno se proverava da e £ 1P“PP Meka ije o =hf 1, pde
]e h:TH—>H &€ KHA jedinstveno odred]eno, prema prethodnij le-
mi, tada fr=hf -1 r=hrf=f pa dakle, postoji bar Jedan morfizam
sa osobinom spomenutom u lemi. Neka je ¢ morfizam u kategori
ji KHA takav da gr=f, tada kako e gr=f=?r, morfizmi f,g su
jedﬁaki na podbaznim skupovima prostora 0*¥, Kako su f,g KHA}

morfizmi to je fz=g.-

Posledica 2.40 Za svaki skup X, TX je slcbodna komp-

letna Heytingove algebra generisana sa X.

Teorema 2.41 Postoji kompletna Heytlngova algebra ko
ja nema KRA- -refleksiiju.

ek T

fﬂfﬁﬁiiﬁiauﬁw¢;l;y Dq%az Neka je f T&J—*B BEKEA, reflekSWJa slobodne
“.,ﬁwfﬁ- komnletne Heytlngove algebre nad 6> i r:@—Tew utapanje 0p3
sano u definiciji 2.35. Otuda fr:w—R. Poazademo da je tada
B& KRA slobodna kompletﬁa prébrojivo generisana Booleova al-
”gebra, koja prema'Gaifman-Hales-ovom rezultatu (H.J. Bell
[2)) ne postoji. Neka je g:a>—A proizvoljna funkcija, A KRA -
E?Kako Jje Ted slobodna u kategoriji KHA to postoji jedinstveno

odwed] en morf1 zam h: Tcof-—-w&eKHp taka da dljagr'am

. N _ikdﬁﬁtira. Kako je Ff:1Tw—E reflek513a to pOStOjl jedinstveno

cdredien morfizam k:B—A € KBA takav da dijagram

Tw—, *A -
}5\ /;ﬂ
R
xomutira, pa dakle, za svaku kompletnu Rooleovu algebru A 3

funkeiju g:6> A postoji Jedinstven morfizam k:R—A & KBA ta

kav da dijagram W > A
d
f?\u f/fffi
R

komutira, tj. B je slobodna algebra u kategoriji KBA . -]

U karakterizaciii kompletnih Heytingovih algebri kole

imaju KBA-refleksiju, koristiée se neki pojmovi teorije kate




gorija (Mac Lane,S.[11).

Definicija 2.42 Morfizam f:H—K kompletnih Heytingovih
algebri H,K je univerzalan akko |
(1) f je monomorflzam |
(1i) za svaki morfiizam g:H—L € KHA postop. k:K—M i mo-
nomorfizam f:L-—M takvi da dijagram

H
7l
K

— ],

|7

» M

komutira.
o ’

Naprlmer, obzirom na Teoremu 2. 17._ \za svaku kompletnu

Heytlngovu algebru H 1 svakl ordlnal:L ‘morfizam QiH H———J¢H Je

g ﬁ;Qﬁ;mmun1verzalan u kategorljl KHA %iﬁﬁ;}?? fgggg;u=~

Hrl;- =i

 Lema-2 43 Neka jJe f H—-K unlverzalnl eplnorflzam u kate—

gorljl KHA Za svaki morflzam g: H“_+L postogz komutatzvan dzga—

- gram x- '1'5 _'1_T]"H — |
T _..;'_ f“ Lﬁ]f =
~,3@;‘ ”"’j?‘g”f‘K ’ *M

takav da je f L—M monoepimoffizam |
Dokaz Ob21rom na Teoremu 2.17.5, eplnorflzam f L —M pos—

t031 u kategorljl KHA. Kako je morfizam ? unlverzalan u kategorl

ji KHA to pOStDjl ‘komutativan dlja"ram

He———1,

P

K—— N

takav da je L—sN monomomorfizam u kategoriji KHA. Obzirom da

N
7| ?J‘

komutira, morfizam L—M je monomoriizam u_kategoriji_KHA:%

dijagram

Lema 2.44 Neka je f:B—+»H, BE€KBA, epimorfizam u katego-
riﬁi\KHA tada: f je morfizam "na” i H je kompletna Booleova al-
gebra. |

T o



;; komutlra i da je H——#RJH

Dokaz: Neka Jje ﬂ=f[B]iInk1uzija.AC_*H je, obzirom da je
f epimorfizam, monOEpimorfiiém. Kako je H-——DRJH takodje mono-
epimorfizam to je i ACLH—>»RJH monoepimorfizam u kategoriji |
KBA, pa dakle, izomorfizam. Otuda je A=H.H

Teorema 2.45 2Za svaki morfizam fFf:H—B, BEKBA, u kate-

goriji kompletnih Heytingovih algebri sledeée &¢injenice su ek-
vivalentne: : |
(1) f je KBA-refleksija
(ii) F je univerzalni epimorfizam.
Dokaz: Neka je f KBA-refleksija. Obzirom da dijagfam
o H—— RJH . |

NS

monomorflzam, morflzam f je taknd]e “

hfﬂ'mononorflzam na osnovu Teoreme 1.23. Za svaki morfizam H-—+L u |
u kategoriji KHAZPGQ¢031_faktorlzac1ja
B »RJIL.

ﬁako Je L-—*RJL moncmorflzam to, ob21rom na Teoremu 1 23,

‘imamo da je i morfizam f‘monomorflzan, t3. f e unlverzalnl mor-

fizam u kategorljl KHA Neka su gl,g2 F-_;K Prolzvol]nl morflzn..
mi u KHA takvi da dljagram B } |
S - s B by
2

[,

komutira tada i dijagram

H ~———B 32K ——RJIK
| ' p |
komutira. Kako je morfizam B——RJK jedinstveno odredjen, to di-

jagram - |
g4 |

3K — *» RJK
92

komutira. Obzirom da je K—>RJIJK monomorfizam to Je g4=9gp> ti;

B

norflzam f je epimorfizan.

Obratno, neka je f unlverzalnl epimorfizam u kategoriji
KhA Za prolzvoljan morzlzam H—>»A € KHA, A€XBA, na osnovu 1ene
2. 43, postoji komutativan dijagram » A

A

B ————3>M
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takav da je morfizam A-—r}{ monomorfizam. Obzirom na Lemu 2.4u,

A—s je izomorfizam. Otuda, dijagram H:

\,/'

komutira, a kako ]e j?ep1m0r¢1zam to je morfizam B-—A jedinstve-

no odredjen, tj. J’je KBA- ~-refleksija.=

Na osnovu prethodnih razmatranja dobija se sledeéglkara—
kterizacija kompletnih Heytingovih algebri koje imaju kompletnu
. Booleovu refleksiju. | ' |

. Teorema 2.46 Za svaku kompletﬁu Heytingovu algebru H sle-
‘de¢e ¢injenice su ekvivalentne: 7 N
’ | (i) H ima KBA-reflek513u
%}ﬁ';ﬁé:ﬁf;va Bl ,3..Jilﬁii?'.;?95?°3? un%?erzalnl morfizam'f:H—eaB,
BESTTITR Te KBA, T IR SR
| | | (iii) Postdﬁi ordinal o takav da je 'J&HEKBA
i pritom je morfizam H— J%H € KHA kompletna Boolecva reflek513a
Heytlngove algebre H, | ' | o
o T _
Dokaz ' Na osnovu‘pPEthqdne leme (i)==>(ii). Neka je sa
H-—bJ¢H'\d,ordinal, oznaceno utapanje 0pisanb u Teoremi 2.17.

Kako ]e BE-KBA to je J‘LB—-B pa na osnovu teoreme 2. 17 dlgagram

S v

komutira. PO-prEtpOStaVCl, H——?B je unlverzalnl morflzam u ka-

‘!{.
oF

tegoriji KHA pa postoji'komutatlvnl dijagram

H—————s J%H

1

B— _rL

takav da je"J¢H——*L monomorfizam. Otuda, redom imamo

Hes J*H — L=H— B —>L
—H;-+J°"H—-—>B—+L
pa kako je H—s J%H eplmorllzam to je J¢H—-¢L"J¢H »B-—1L, ti,

dijagram JYH—— L
N

komutira. Kako je J%H-—L monomorfizam to je i J%*H—=B monomor-
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| E |
fizam pa je za svaki ordinal oL, c@rd(J*H)g:card(B), tj. iz (1ii)
sledl (i1i1).

Pretpostavimo da Je za neki ordinal o, J™HE&KBA. Obzirom

na primedbu uz definiciju 2.42, morflzam H —» JH je unlverzalnl ‘r

epimorfizam u kategori)i KHA pa je, na osnovu prethodne teoreme |

morfizam H—B=J%H refleksija algebre H u kategoriji KBA. Dakle
(iii) implicira €(i).—

Posebno su zanimljive osobine J-operatora u topolosSkim al-
gebrama, tj algebrama oblika 0X, X€ TOP. Neke od razmotrenih os-
obina se mogu zgodno iskoristiti tako da se dobije jedna &isto

algebarska formulacija Cantor-Bendixsonovog izvoda (Sacks, G.E.

- 1)), U razmatranjima koja slede neposredno, data je formulaci-

ja ovog koncepta u slucaju To-prostora Nl]e jasno kako bl se

,aﬁﬁﬂﬁovaj rezultat mogao uopst1t1 na pr01zv013ne topoloske prostore i

“ﬁfjer, pOJam 1zolovane taéke u prostorlma koji nisu T, —prostorl

nema uobléajeno znacenje. Nalme, standardna def1n1c1ja OVOg poJ-

ma u takv1m prostorima ne odgovara intuiciji koju o© 1zolovan03
'ftackl 1nace ‘imamo. ".“*;jj',g3jj[%f*jw;_ _,@*f" |

i;Za proizvoljan zatﬁobéh'skup v tdpoloékog prostora X”neka
je ?,.___; _._} _ A B o R
S i(V)“{_pEV| p nije izolovana tadka u V}
; Cs(n=U{rex|y®e€ox, Yev i ¢(V)=¥§,

t3. 1(V) i s(V) su zatvoreni skupov1 prestora X i prltom je 2 (V)

T
-L !

izvedeni skup od V (skup tadaka nagomilavanja skupa V), a s(V)

- perfektni deo skupa V. -Sasvim jednostavno se proverava da za pro-

izvoljne zatvorene skupove U,V prostora X redom vaZi:

(1) s(U)ECU
(ii)  sf(W=s(U)
(3i1) s(UUV)=s(Us (V).

Otuda je jasno da Je preslikavanje j:0X—>0X definisano ta-

ko da MUEO0X. F(U)=s(US)®, J-operator algebre OX. Medjutim, ope-

racije 7 i s se mogu na prirodan na&in proSiriti na proizvoljnu
kompletnu Heytingovu algebru..

Definicija 2.47 Za proizvoljno a€&ll, H kompletna Heytingo-
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va algebra, i(a):?b;(a) je 1zvod od a€H. Pritom, g; je pseu-
dokomplement J-operatora 5a u algebri JH.

Obzirom na Lemu 2.22, jednostavno se dobija da je za proi-
zvolino a€H, b;=ji(ajﬂja. Otuda izradunavanje izvoda po defi-
niciJi najcesSée nije uopsSte jednostavno, ali se primenom sledeée

leme moZe nedto pojednostaviti.

Lema 2.48 Za proilzvelino a€&€H, HEKHA,

i(a)=N{x€H]asx i b _(x)=1}.

U posebnom slucaj&, 1(0)= /\{XEH\-\X 0} |
Dokaz. Neka je b=A{xeH|asx ib_(x)= 1}. Za svako xeH

‘ako asx i b_(x)=1 tada i(a)= b'(a) & B! (x)" bLGO A tx)=x pa

dakle t(a)ib | |

| - Obratno, za svako er b (xV(x—aa)) 1 tako da imamo
be<xV(x—#a),‘ odnosno Jb(x)/\b (x) £ (xAD (x))V((x—-ba)Ab (x))
< xVa. Dakle, Jb/\b <j_, ti. imamo da je Jb/\J b' i konag::po N
J Ad%(d) S bl(a), ti. bcua) =+ | | | o

'%peracija izvoda ima slededée osobine:

ES

| VLema 21}9 Za sve a, be.H HEKHA vazi
| "' (l) '_ af-f,(a) | |
i - _(11)  a<sb —_-’,>¢,(a)<-1,(b)
Lo iii)  g(b—a)s i(a)Vb—a).

Dokaz Neka a-db i b<x, gde je x pro:.zvoljan e-'lenenat

4
]

alvebre H. Tada x—»a £ x-»b i redom x-—-}a/\bb(x) (x—-)a)f\b-u

(x-—)a)!\b!\xza, pa dakle bb_b . All tada imamo da - 1
bsx i p(x)= 1—_—_-3>a£x1b(x) 1 o
pa na osnovu leme 2.48, lz(a) z(b), tj. (11) je dokazano.

(111) Neka je p-b-—)a i k= bPEJH Tada je} ba'(p_)_ o
"((b-)a)-)a)-ara—b-—-)a-p, tj'-braﬁk pa imamo k-_ba\/ jp o4dnosno 1\k=
bé/\jp. Otuda #{p)= k(p)= b.(p)=(Z(a) Vp)A (a—»p), pa kako je
a<p to je konaé¢no f(b—al)=<(a)V(b—=a). |

(i) se dobija neposredno iz (iii) za b=1.

Definicija 2.50 ae€&Hl, HEKHA, je perfektan akko i(a)=a,




ranije, nazivamo Cantor-Bendixsonovim 0perator-om algebre‘ %‘

-~ KB -

Lema 2.51 Skup D=faeH] a=t{a)} perfektnih elemenata al-
gebre HE KHA 1ima sledeée osobine:

(1) - D Je zatvoren za proizvoljne konjukcije
(1i) ¥a,b€H. aeD = b—aeD. |

Dokaz: Neka je S&D proizvoljno. Tada‘ za svako aES vazi

NS <a, pa zbog (ii) u prethodnoj lemi imamo da je 2(/A\S)<i(a)=a

tj. (A 3)s NS. ’Obz:rom na (i) u prethodnoj lemi Z(AS)=AS, tj

ASED.

Za pro:.zvoljne a,beH, ako agD tada na osnovu (iii) u pre-

thodnoj lemi imamo <(b-sa)=za V(b-*a)sb-a, tj. b-i'a eD -

Lema 2.52 Neka je §:H—>H, HE.KI-A, pr'esllkavanje deflnl- |
sano tako da "v‘er. 8(x)= /\{_xc:a | aE-.D} s je J- operator alge-

| _br*e He& KHA.

Dokaz: Za S#rako .er,'- xsg(xﬁ;?(x) . Takodj'e, ’c}‘x,y QH;

xAy ':-S(x/\y) t3. xsy—pg('x/\y),'. pa kako je s(xAy) 'perf‘ek_tan'

to je 8(x)«_:y—-)s(x/\y),"t-j. v < E(x)-irg(x/\'y)' Isti argument ta—_'
kodje daje §(y)$§(x)—+§(}</\y) -Konac&no s(y)/\S(x)‘S(x/\y) Sup-._.g

. rotna nejednakost se cloblja dlrektno "’l

" J-operator s, zbog analogije sa operatorom s definisanim

Teorema 2. 53 Za svaku algebru HEKHA, §= /\-[kE:JH | % ‘0}
* Dokaz: Neka je p A{keJH | % --U} 1 k&€JH takav da k7=0.

'Za proizvoljno x&H neka je azk(x). Tada Je k(al)=a, pa je k-c:b

ctuda t{a)= b (a)< k“(al)=a pa je a perfektan, tj. s(a)=a. Kako je.
x<a to jEMS(X)ES(a) k(x), pa dakle §sk, tj. s<p.

Obratno, za svako xe& H neka je a=zs(x), tj. a je perfektan
pa b;=jaA i%=0, odnosno ps bé' Otuda p(x)< p(a) = ba'(a)=a=§(x),
tl. imamo da je p<s.-

o o -
Cantor~Bendixsonov operator s kompletne Heytingove .algebre

H je infimum filtra gustih elemenata algebre JH, pa otuda imamo:

JHE KBA akko s5=1 (u JH)
akko s(O) 1 (u H).

U.slucaju T -prostora operator g:0X—> OX X &Top, zaista
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ima osobinu da UE0X. s(U)=(perfektni deo od U")", tj. s=s,

Da bi se to dokazalo, potrebno je definisati Toﬂrefleksiju pro-

izvoljnog prostora Xe€Top.

Definicija 2.54%  Za proiﬁvoljan topolodki prostor X, X€X

neka je

X -ﬂ{U"—"-X l U je zatvoren skup u X 1 xEU}
x°= {ueox| xeU}

x®=x ﬂx ,

tj. x Jje zatvoren]e tacke X u prostoru X, x* je zatvoren]e tac-
ke x€X u asociranom prostoru (Vlde‘tl 2.20) FX. _

.

Jasno da je X To—prostor akko za svako xéX | x"':{_x'g Za

_ __pI‘Olzvoljno AC X neka je A* {x~ | x&€ A]‘ Direktno se proverava da
--”:-3'.".'36 OX*= {U*l UGOX} t0pologlja na skupu X, Presllkavanje f X—-»X*"

deflnlsano tako da 'V‘xe}{ f(x) x* Jje neprek:.dna funkc:Lja._ Kao =
morfizam u kategorljl TOP, f e ’I‘O-refleksz.ja Indukovanl morfl—

zam u kategoriji KHA, O VOX“‘—*OX je izomorfizam. Jer, Pleetl— -

+_-m_0 da ¥ye){ L= xft@ y*:x* Ako ye_x*'x ﬂx tada yex 1 za -
‘svako UEOX er#yEU tj. xe_y , pa dakle x -y . Otuda za sva-

kKo UE.OX, xEUc:-:)yEU pa je x° -—y . 't]- yf' X*, 1td
; ‘Definicija 2. 55"Neka je S:zatvoren'skup'toPoloékog prosto-

ra X. xE.X je 1._,pustena tadka skupa S ako postoji UE€O0X takav da

je xe?_SﬂUCx Takodje, fieka je dkS) {XES \ x je ispuStena tac-.
ka u S}. | a

Teorema 2.56 Neka je X&€TOP 1 A€ 0X tada:

| dl(A y=A V(A 1 A=AV d\(A")' i
_ Dokaz: Dovoljno je dokaza‘tl da je d(A )=A"(Z(A) jer tada
AUd(A )=A U (A ﬂ’b(A))'AU'L(A) 'L(A) |
- Po dEflnlC].]l je z(A) 1nt(ﬂ{_UEOX\ AC-U i b\ (U)-= X}) Ali
za svako U€& (X, D (U)=X akko U—>A=A
akko int(U"UA)=A
akko A7=(A (\U) ’
tako da Je z(A) int(N§{ueoXx | AU i A “=(ATNU) _}) Neka je

xEA"ﬂ 1,(A) i V= 1nt(AUx ). Dokazacemo da je
| y | | |




l er to pOStOJl yEA “NUNV ex*, Alil tada y'-"*-x‘h tako da 1ma—¥ -
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XEATNI(AYNV & x* (%) |
t]. x&d(A7). Primetinmo da je A"TNVCA'N(AUX )=A"Nx =x .
Ako A"MV=¢ tada, obzirom da je AGV, A"CV” i (ANAUX "))
(4"Ax ) =(AUx )”""=V""=A" pa dakle (obzirom da je x € AN (A)
i AGAUx %) imamo da je xGA"ﬂ(AUx"")=A"{'\.xn'gx_', Sto je
kontradikcija. Otuda AN V#D pa x MV#Z, tj. x€V &ime je prvi
deo relacije (*) dokazan. Za svako y€ A“NZI(A)NV imamo da je
(kako je yeA"MNV) yex . Takodje, slidno kao i malopre, imamo
yeA “Nint(AVUy ) pa je yEJ.m:(AUy )Nx tako da x&Eint(AUy )
tj. Xx€A” ﬂlnt(AUy )€y . Otuda x =y pa x%=zy* 1 dakle y &x*,
Sto dokazuje relaciju (*) u potpunosti. - -
| Obratno, za svako xeX,_xed(A ) akko posto:]l V& 0X tako._ -
da x€A"MNVEx*, Neka je U&dX takvo da AgU.i (h'ﬂU) =A”. Do~
 kazimo da je V€U, tj. da je xeA’\i(A). Kako X €A -(A“nU)

it

mo A f\chf'-y"*C:U Otuda konacno. VC AUU U. ‘4

'-. Deflnlclla 2 57 thvoren skup S topoloékog prostora X

je perfektan ako S\d(S) S ('t:j d(S)=9). Razliku S\d(S).ozna-—-..'.:‘

‘éavacemo sa S

;-'-. -

Posledlca 2.58 Za svaki zatvoren skup SE&X, X €TOP, za
svako AGOX o | R

S st 1 st

: E'deaz 0921r0n na prethodnu teoremu Za S A~ dobija se
59 SNA(AT) "= (AUAT)) =i (A)". -} '

Posledica 2.5_9_ Za svako A_&OX, XG:'TOP, sledecée E’:injeni_ /}_
ce su ekvivalentne: = - | 'I'. | .

(i) A" je perfektan u smislu definicije 2.57,

(ii) A Jje perfektan u smisllﬁi' definicije 2.50.-

Lema 2.50 Cantor-Bendixsonov operator s algebre 0X, za

proizvoljan topolo3ki prostor-X, ima slededu osobinu:
Za svako S€X, S zatvoren u X, s(S”)” je perfektan deo
od S u smislu definicije 2.57. Specijalno, ako 1je X TOFprostor |

tada je.s uobidajena 0peracijah"perfektan deo od".
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Dokaz: Treba samo primetiti da za svako S& X, S €0X;

x €X je ispusStena talka skupa S akko x%* je izolovana tadka u
skupu S*.-

U sludaju T0~prostora Xd Je skup svih taCaka nagomilava-
nja prostora X pa je OX kompletna Booleova algebra akko je pr-
ostor X diskretan jer, tada je Xdﬁﬁ. Algebra JOX je kompletna

Booleova algebra akko je prostor X razbacan jer, u tom sludaju
je s(X)=0.
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03. Napomene o0 funktorima kateg&rije

kompletnih Heytingovih algebri

Reprezentacijom topolodkog funktora 0:TOP — SKUP katego-
rije-topoloskih prostora u kategoriju skuppﬁa prostorom {0,1}
sa topologijom koja sadrzi tri otvorena skupa, dobijeni su od-
govarajuél adjungovani funktori 0%:SKUP —» TOP, O1 ODM-*TOP
kategorije ogranidlenih distributivnih mreZa 1 funktor, u ozna-
ci 03 KHA — TOP, kategorije kompletnih Heytingovih algebrl u
kategoriju topolosklh prostora.

U tako dobljenlm adjunkcijama kategorija kompletnih Hey-
tingovih algebri se javlja kao reflektivna kategorija u kategc
rijama skupova i funkcija 1 ogranienih distributivnih mreZa,:
kategorija topolo§kih Heytingovih algebri kao -reflektivna pod-

kategorija kategorije kompletnih Heytlngovlh algebrll(redom\ |
teoreme 3.21, 3.29 \1 3.38). j o

U prvom slucaju to daje zanimljivu konstruk01ju slobod-
nih kompletnih FeytlngOVLh algebri nad pr01zvoljn1m skupom slc
bodnih generatora (3.21), a u sludaju ogranlcenlh distributiv-
nih mreZza, da je svaka slobodna dlstrlbutlvna mreza sa nulom 1
jedinicom kompletna Heytlngova algebra. i

Pokazano je da’ se kategorija kompletnih Heytingovih alge
bri potpuno i verodostojno utapa u kategorije T-algebri i odgc
varajuéih morfizama, koje u ovim shemama adjunkéije na priro-
dan nac¢in indukuju monade ovih algebri.

Dualno u kategoriji topoloSkih prostora, svaka adjunkei
Ja kontravarijantnih funktora 0 i 0%, odredjuje reflektivnu |
podkategoriju. U sluaju kategorije KHA, tj. u adjunkciji fun-
ktora 0 i O% to je kategorija takozvanih stalofenih prostora,
a u slucaju kategorije ograni&enih distributivnih mreZa, kate
gorija takozvanih algebarskih prostora, ti. relativno kompak i
tnih Stoneovih prostora. U oba sludaja, teoreme 3.54% i 3.68,

odgovarajuéi semantitki funktor je verodostojno i potpuno uta-




panje ovih kategorija u kategoriju T-prostora koju indukuje

komonada posmatrane adjunkcije. |
| Adjunkcija kontravarijantnih funktora 0 i O1 je ana-

lizirana u cdnosu na ucbi&ajenu Stoneovu dualnost (Nerode (1]).

U adjunkciji funktora 0 i 0% semantidki funktor nlje odredjen,_

_tj ostaje otvoren problem karakterlza01je kategorlje T~ pros-

tora koju indukuje komonada ove adjunkcije. Naime, njena for-
malna fekonstrukcija se mo%e u potpunosti izvesti, ali Je pita-
nje o kojo] se kategoriji topolosSkih prostdra zapravoLradi.

U ovim razmatranjima znatnije nego do sada, korig-

-éena je aparatura teorije kategorija uglavnom prilaqujena'

';lOnOJ koja je 1zlozena u Mac Laneovoj teoriji i kategorija [1].
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3. O nekim funktorima u kategortjt

kompletnih Heytingovih algebri

Kontravafijantni funktor 0:TOP—»KHA, koji svakom topolos-
kom prostoru pridruZuje kompletnu Heytingovu algebru 0X otvoren-
ih skupova prostora X, a svakoj neprekidnoj  funkeciji fFf:X—Y (dak
le morfizmu u TOP) morfizam Of:0Y— 0X u kategoriji KHA, defini-

san tako da ¥y €0Y. Of(y)={t €X | f(t)Ey}, se na prlrodan na&in
moZe produZziti do funktora u ategorlju ODM (ogranlcenlh distri- =

’"L?butlvnlh mreza), odnosno u kategorlju SKUP (skupova). Jednostav-

no, kompozicijom funktqra 0:TOP—KHA sa funktorima reduk01je"_

MKHﬁC—+ODFJi ODMC SKUP, tj. funktorima koji “zaboravljaju” jedan -

deo (111 u potpunosti) strukture objekata i norflzama polazne ka

-tegorlje, dOblja]u se funktorl 0:TOP—O0DM 1 O: TOP-—*SKUP (u 1s-zi

o] ozna01, ali ]e redovno precizirano o kojem se od 5pomenut1h

funktora radl) Obzirom da su funktori redukc1je kovarijantni to

Jje svakil od navedenlh funktora_kontravarljantan. Odredjena repre

zentacija d#ih funktora omoguéava da se defini3u odgovafajuéi'ad
]UHUOVanl funktori 0% :¢ —TOP (gde Je C bilo koja od kategorija
KHA, ODM, SKUP). U svakom od spomenutih sludajeva funktor reduk-
0136 00%*C —>C 1na adjungovanl funktor, tj. kategorlja 00%#C Jje re

fléktivna u kategorljl C. Takodje, kategorija O%QTOP je korefle-
ktivna u kategoriji TOP. |

Ako je CEEC-proizvoljan, alli fiksiran, objekt kateéorije c

tada sa h C—+SKUP oznacavamo kontravarljantnl funktcr definisan

tako da ¥aec. rS(a)= C(A,C) 1 ¥f:A—BecC. h (f)(u) zuf, za sva

ko ueC(B,C). Pritom je sa C(A,B) oznaden skup svih morfizama iz
A u B u kategoriji C.

U svako] od spomenutih kategorija objekat 2={0,13} se jav-'
lja sa odgovarajuéom strukturom, dakle kac skup, ogranicena dis-

tributivra mreZa ili kompletna Heytingova algebra. Pretpostavija




sve X,Y&TOP dijagram

se da je u sluc¢aju 2€ TOP, u 2 zadata topologija {2,{1},2} (Sc-

~ ottova topologija ili topologija Sierpinskog ili fuzzi ili ...)

umesto uoblcajene diskretne topologije.

Lema 3.1 Funktori O 1 h2 (TOP———PSKI{JP) su prirodno ekviva
lentni, tj. postoji familija morfizama {ﬁxl X € TOP} takva da za

oy—28 Jox

tYl - ’ | p ltx \11 . f
me ) 208 () |

komutira 1 pr-ltom le za svako XETOP t‘x- izomorfiz;im,. t]. ,.bije—-
_k01ja u ovom slucaju '. - ,'1' | ": .
Dokaz: Za pr01zvoljan t0polosk1 prostor X i otvoren skup'
'Ue 0X neka Je t (U) U s gde je u: X-——>2 karakterlstlcna funkc:Lja I
; skupa U 'tj Vx X u(x)=1 &> x€U. Obz:.rom na pretpostavlj e- ..
nu tOpOlOglju u 2, neprekldne su upravo karakterlst:l.éne funkc:l-
| je otvorenlh skupova prostora X (u dlskretnOJ topologljl su ne- .
'  prekldne karakterlstlcne funkc1je zatvoreno otvorenlh skupova), -
Hmpa je tx 1zomorflzan za svako X TOP Neka je f X——+Y_ nepr‘ekld—_"’__i' *?“j:
~“""'na funkc:Lja, VEOY i vE-:TO7P(Y 2) karakteristi&na funkcn.ja otvo—'
7 . renog skupa V. Uoélmo uETOP(X 2) definisano ,sa (us n? f(v) vf i

odgovaraj uéi otvoren skup U € 0X, tada ¥x€X. xeU <='> v(f(x) ) =

za proizvoljne u,v € TOP(X,2) neka je

.:"(vf)(x) 1 &= f(x)ev t5. Of(V) U Otuda je za pI"OlZVOljnO B
"VEO;{ h fat (V) ty Of(V)-l , |

Jr'

c e .-

.; Sllcno, kako je 2 kompletna Heytlngova algebra (11; ogra—mh
'm.cena distributivna mreZa) to je za svako X € TOP na TOP(X, 2)

indukovana struktura kompletne Heytingove algebre (i1i ODM) jer
u<v akko ¥x€X. ulx)svx)
akko ¥x€X. u(x)=1 = v(x)=1,
sto u Ddgovarajuco:] algebri 0X znadi da za sve U,VEOX,
USV akko ¥xEX. x€U = x €V
‘akko USV

pa je indukovani poredak upravo kanonskil poredak u algebri OX

Za proizvoljnu familiju SE€ TOP(X,2) supremum VS je defi-
nisan tako da za svako x€X, VS(x)=V{u(x)] ue€s}, tj. Vs(x)=1
& Ju€S. u(x)=1 pa je x€ VS akko JUES. xeU, tj. Vs=US.

ad
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Dakle, indukovana struktura kompletne Heytingove algebre

(111 ogranicene distributivne mreZe) na skupu TOP(X,2) odgova~-

ra upravo strukturi kompletne Heytingove élgebre (i1i ODM) na

skupu 0X, X€ TOP. Ukratko, kontravarijantni funktor TOP(-,2) u
bilo koju od kategorija SKUP, ODM ili KHA je prirodno ekviva;-
entan standardnom topoloskom funktoru 0:TOP—C. U‘daljim raz-
matranjima neée se praviti razlika izmedju ovih funktora, tj.
nexkada ¢e biti redi o otvorenim skupovlma » & nekada o karakte
rlstlcnlm funkcijama.

' Kako je 2 objekat svake od kategorija € to se na C(A,2),
A€ C(, moze definisati topologija pr01zvoda (ili - restrlkovana

topolcglja pr01zvoda) Sto odredjuje funktor 0% C——*TOP, svakom

- objektu A kateéor;je C pridruZen je prostor C(A,2). Pokazademo ~
. da su skupovi iob(x’ofﬂ) i C(A, OX) prlrodno 1zomorfn1, tj.f_da S

su 0 i 0% aajungovapl funktorl

DEflnlClJa 3.2 Ako post031 bijekeija ? A(A GB)~+B(FA 5)  f'

prlrodna po obe promenlijive, tj. uniformno deflnlsana za pr01z

'voljne objekte A€4 i BeB, tada ]e funktor F: A—+B Zevo adj -

: ungovan funktoru G: A——aB ~tj. G Jje desno adjungovan funktoru F.

- -
Presllkavanje Q'jadlnstveno odredjuje prlrodnu tqansfor—

nac13u t: Id——+GF jedlrlénO” funktora IA kategorije 4 na funkt~ 

or GF: A——*A tj; fanlllju morflzana t= {?(1 )l AEEA} a presli

kaVanje(P_i prirodnu transforma01ju 8: FG-—*I funktora FG:B—B

na jedini&ni finktor I kategorlje B, tj. jedlnstveno odredju-
je familiju morfizama s= {? GB)l BEB}..I obratno, transforma
cijama ¢ 1 s jedinstveno je odredjeno preslikavanje ¢. Trans-

formacije t i s su redom jediniea adjunkcije <F,G;?>:A-JQB,Od-

nosno kojedinica adjunkecije. Obzirom da je adjunkéija potpuno

odredjena odgovarajuéom jedinicom i kojedinicom to ée se u bu-

duC¢e uglavnom koristiti i oznaka <F,G,t,q>:A~¥*B.

Svaka adjunkcija <{F,G,t,s):4—>B odredjuje monadu u kate

goriji A, tj. uredjenu trojku T={T,t,m), gde je T=GF, ¢ jedini
ca adjunkcije, a m (mnoZenje u monadi T) prirodna transformaci
. 2 . .

Ja T —>T odredjena sa m={GSFA { AGA}._




Terminologija (Mac Lane, S.{1]) je prirodna jer kada se
algebra dosledno kategorizuje tada Je monold upravo funktor u

odredjenoj kategoriji, jedinica (neutralni elemenat) monoida

prirodna transformacija na jediniéni funktor, a transformaci-

ja m:Tg——rT upravo operacija mnoZenja u monoidu T.
— g
Mecnada T u kategoriji 4 odredjuje kategoriju A(T), ¢iji su
objekti (T-algebre) parovi {A,h); gde je A€A, a h: TA—-—)AEA- st-
rukturalni morfizam algebre (A h), a morflznl H <A_h>-—><B h>
odredjeni morfizmi u kategorljl A, potpu%o su oplsanl u 3.5.

Funktor redukcije $:4(T)—>4 1ima levo adjungovanl funktor

L A-—-—-—)-A(l) 'takav da za svako AEA LA= (TAJ m) i za svaki, morfl- -

zam f€A4, Lf' F_f U toj adjunkecili jedlnlca 1 kojedini su redom
definisane sa: .t\A A—TA, S a : {TA m) —{A, h) za svako AEA. Adj—--
unk013a (L S t ,E8) EL—hA(T) 1ndukuje 1stu monadu u kategorljl A

S kao i prethodna adjunkc1]a.

Monadom T odredjen je i asoctrant funktor K B——*A(T) deflﬂl hi

'1- n1san tako da KR={GB Gs> za svako BEEB i Kg Gg za svakl morflzam .ﬁf

g€ B. Pm.tom su dljagpaml |

1

.- . REET T . B :
A ' " .
Rorh L S, : S S B *
¥ B . E . ( ;

U R - A(}r) | Ty

- komutativni. -

-

, Obzirom na upravo izloZeno, podkategorija B kategorije A Je

- reflektivna ﬁ'k&tegoriji A ako funktor redukcije S ima 1evo'adjun

govanl funktor T: A——eB, ranije spomenut kao reflektor. Takodje,

za proizvoljan objekt A€ 4, reflek31ja objekta A u kategoriji B jJe

par {TA,t>, gde je TAE B, a t:A—>TA morfizam u kategorijl 4, tako

da. za svako f:A—B€4, BEB, postoji jedinstveni morfizam g:TA—B

u kategoriji B takav da dijagram
A G
TA
Prlmetlmo da ako je T:A—>B reflektor sa jedlnlcom ¢t tada za

svako AEEA par'<TA t> Jje reflek51ja objekta A v kategorljl B. Ob-

.“b,,
L]

komutira. |




e f izam k: A -——AE A le agram

ratno, ako se pretpostavi da svaki objekaf A€ A ima refleksiju
{TA,t) u kategoriji B tada se funkcija T:o0b(4)—s0b(B) definisa-

na na objektima kategorlje A moZe produ21tl do reflektora T sa
jedinicom €.

Dualizacijom definiclije 3.2 dobija se definicija adjunkci-
je kontravarijantnih funktora. 0b21r0m na njen znaea] u daljim

izlaganjima data je sa nesto viSe detalja.

Definicija 3.2 Neka su 4 i B proizvoljne kategorije, a

F:A-—B i - G:B—*4 kontravarij'antni funktori. Ako postoji bijeke-

~ija ¢ koja svakom morfizmu f: B——‘rFAEB pridruzuje mor-fn.zam u ka-

'teE,OI"ljl A, f:A— GB takav da za sve h:A——AEA, k:B -—-arB EB

‘F(Fh*f) Pron i @(fok)=CkoPf . tad)
tada je kontravarlj antnl funktor F A—*Bf adj ungovan kon‘cravarlj an
| ~_tnom funktoru G B-——-—*A ,['- o } j j

Za pI"OlZVOl]no A€ 4 neka je C?(iFA) tA A-——) GFA. Za svakl mor

o o AT > A

R AR TERE . SR <) 7 TN SN -

komutlra jer, obzirom na deflnlc:LJu imamo GFkntA -GFhﬂcf’(i ‘

‘f’(im - °FR)=Y(Fhe1y, )= ‘f’(lFA) °h=t,oh. Dakle, : IA—-*GF. je pmmd-—
na transforma01ja, tj. jedlnlca adjunkcije.

- Kako je za svaki morfizam f:B—FAE€B, AEA @(f)= C(’(lFA )

=Gfu<{’(1FA)—Gfut\£, to je presllkavanje CP jedlnst\;eno odredjeno |

transformacijom ¢:I,—?GF.

Dualno, u definiciji adjunkcije preslikavanje @ Je bijekc:'i-—

'Ja skupova B(B,FA) 1 A(A,GB), A€4, BE€B, pa se adjunkcija'moie'

zadati na sledeéi nad&in: za svako g:A— GE€ 4 mcr’flzam‘f’ g B——bFA
kategorije B je takav da za sve p:A"—+AE€4, k:B “—>BE B,

-1, | | - o - .
@ (gor)=Faef Ty i P 1(Gz<=g)=fe Lok,  (ad®)

:B—FGB. Za svaki

Za proizvoljno B€p neka je ‘-f’ lag)=sy

_'morflzan k:B—>B dijagram
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Kk

R~ + B
- |
FGRB™ FGk >FGR

komutira, pa je :I,>FG prlrodna transforna01]a Primetimo da
za svako g: A—rGBGA BEB, @ g cd (1 CR vg )= FQ*‘(’ 1(iL ) Fg 5q»
t]. presllkavanjecf je odredjeno kojedinicom adjunkc1je.
Lema 3.3 Adjunkcija {F,G,¥»:4—>B je potpuno odredjena
kontravarijantnim funktorima F:A—B 1 G:B—4 i transformacija
ma t:I—GF i §: 1~ TFG. Pritom su
6—=8— gre—2>G i F £, ror —2L

o

1dent1cne transforna013e funktora G odnosno F.

Dokaz: Kako Jje za svako BE€B, 8 ‘f (1.,) to obzirom na

B GB ta s
:V%dEflnlClju adjunkcije. 1GB‘T(S )= GsB 6B tj. G—— GFG—G

VL;‘**f]e 1dentlcna transforna01ja funktora G. Na sliZan nalin se do-

5 }kazu}e i drugl identitet.-

Primetimo da adjunkeiji (F,G,t,8): A——aB'kontravarijantn¥

-~ ih funktora F i G odgovara par adjunkelja <F G,t,8): A—B ©P i D

*-'71<G F, s*%) B—24°P kovarljantnlh funktora, %a se. razmatfénja u

”'ve21 sa def;ﬁlcljom 3.2 mpgu prlmenltl i na adjunkciju kontra—
varijantnih funktora, tj. ona odredjuje monadu T=(T,t ,my u ka-
tegorljl A i komonadu T#={T%,s,n) u kategoriji B. Pritom, T=GF

- T= FG a mnozenja m i1 n su redom odred]ena sa: m= GsT 1 n=FLG.

;  Ako je € bilo koja od kategorija SKUP, ODM ili XHA tada,
obzirom na 3.1, kontravarijantni funktori 0#:C—>SKUP 1 |
0:TOP—> SKUP ‘definisani tako da WA&C. 0%(A)=C(A,2), ¥XE&TOP
O(X)=TOP(X,2) i¥f:A—BEC. O*f‘(r,;)=unf za svako u€&€C(B,2) i
M g: X—rY& TOP. Og(v)=veg za svako v &€TOP(Y,2), odredjuju kon-
travarljantne funktore (u 1st03 notaciji) 0%:C— TOP 1 0:TOP—C.
Jer za svaki objekt AEEC, na skupu C(A,2) odredjena je topolo-
glja pr01zvoda u kojoj je 0=#f neprekldna funkcija za svakl morn-
fizam fE€C. Takodje, za svaki tOpoloéki prostor X, na skﬁpu |
TOP(X,2) je odredjena struktura objekta kategorlje ¢ tako da
~Je za svaku neprekldnu funkciju g, Og morfizam u kategorljl C.
Funktori 051 0% odredjuju kovarijantne funktore. T=00% i_

T#:0%*0 kategorija ¢ i TOP respektivno.

L
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’ -_ﬁ_-_';_'__\_komutlra. Neka su aE-.A bEB UEO*A w €0%B, ueTA pr'OlZVOljn

-Jéfﬁﬁ?ﬁifall u daljem flkSlPanl 0b21rom na def1n1c13u 1imamo t(a)(v) v(c
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Za svaki objekat A€ ( neka je t:A—TA definisano tako dc
za svako a€ A i svako vE€O0%*A, t(a)(v)=v(a). Za svaki topoloski
prostor X neka je s:X—>T#X definisano tako da za svako x€X 3
svako u€0X, s(x){(u)=ul{x). TJ, transformacije t 1 s su definise
ne kao evaluacije i pritom, jednostavnosti radi, nisu posebno
indeksiran% odgovarajuce familije morfizama Jer je uvek jasno c

kojem se morfizmu radi.

Teorema 3.4 <£0%,0,¢ s) c—TOP jeadgunk01ja kontravarljar

tnih funktora 0% i 0 sa jedinicom ¢ i kojedinicom s.

Dokaz* Pokazimo najpre da je familija ¢ prirodna transfo;
macija funktora I,——T (pa dakle, zbog. 51metrlénost1 def1n1c1je
da je familija s prlrodna transformacija Ipop— T,

Neka je f A— B pr01zvoljn1 morflzam u kategorljl C. Trel

'i 1 e .-'-.'...'i'-f.-':i.'»-*.-'.'

-..'

i "£(b) (w)=w(b) tako da t(a)(wf)=wfla)s= t(f(a))(w) Takodje 1mam(

I;  {flda je (Tf)(u) (OO*f)(u) u(0%*f) tako da (Tf)(uJ(w) u((O*f)(w))'

;“u(w ) pa dakle (Tf)(t(a))(w) t(a)(wfﬁ t(f(a))(w) Kake su a- i 1

i

% pr01zvoljn1 to je konacno (Tf)t tf. , S
' Neka je presllkavanje ‘f C(A, OX)—maTOP(X 0*A) deflnlsano'
; 'tako da za svako f €C(A,0X), cf»(f) (0%f)s, i P:TOP(X, o tA) — C(A

definisano sa Mg € TOP(X,0%A). Y(g)= (Og)t DokaZimo da su presl.
kavanja ¢ i jedna drugom inverzna. | f
Neka je a€A i x€X proizvoljno. Za svako feC(A,0X) imam
cF(f)(x) ((0%f)s)(x)=(0*f)(s(x))=s(x)f tako da je @(Ff)(x)(al=
g(x){(f(a))=Ff(a)(x). Na slican nadin za svako ge& TOP(X, 0*),
V(g)(a)(x)=g(x)(a). Otuda je P(P(r))=Ff i P(P(g))=g.

| Lema 3.5 Familije morfizama definisane tako da za svako
A€C, XETOP |

| 0#a—E 5 Tro%a 27F 5 0%p 1 OX —E—> TOX —22 OX
su jedlnlcne transformacije ) i 15 funktora 0% i 0. Takodje,

Tt 02, 08 Jop 5 pax—LEs, paZy JOTE ) Tay

TA ——
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su jedini¢ne transformacije 1lq i 1,,. funktora T i T#® respektivno.

T'.-:

Dokaz: Prve dve kompozicije su upravo %”Y(ioﬁA)=10*A, odno-

SNOo q”?(lOX):iOX' Primenom funktora O odnosno 0% na prve dve kom-, .

pozicije dobijaju se druge dve .-

Monada T i komonada T¥* u kategorljana C odnosno TOP odredju

F

Ju katevorlje C(T) i TOP(T*) &ij1l su Objektl T- algebre odnosno T#-

algebre. Potsetimo se da je T- algebra par LALRY, gde Je AfEC, a

h:TA— A€ C strukturalni morfizam (1l1,T-morflzam) takav da Je

_ p—ts 1A —Lons1,
i pritom dijagram
Tlh —" s TA
M
TA __h > A

i2 7 komutira. Morfizmi kategorije C(T) su morfizmi f:A— A~ kategori

je ¢ takvi da dijagram

_,fA ?f }Té' |
. l . .
A ! }ir£’

komutira i pritom, 2 i 2”7 su strukturalni morfizmi'T—algebri,
{A,h)> odnosno CATRT).

i

Lema 3.6 (i) Za svako X€ TOP par (OX Os) Je T—algebra,

(ii) Za svako Aec par {TA,m) je T-algebra.

Dokaz: (i) OX—d~£4'TOk-—9£-*OX 10X je neposredna posle-

dica prethodne leme. Kako Jje s prircdna transformacija to dija-

gram 9 5
T#" X ¢—— T*X

T*ST Is

TH#X < S e X

komutira. Primenom funktora O na navedeni dljabram, ob21rom da

je O0T*5TO 1 m0=0sT*, dobija se dijagram g&iju egzistenciju tvr-
di lema.

(ii) sledi kao poseban slucaj tvrdjenja (1) za X= O A L1

Definicija 3.7 Podkategorija B kategorije C jJe sekcilja u
za adjunkciju £0%,0,t,8):C—TOP ako

.d,» 3




(1) O(TOP) je podkategorija kategorije B,
(ii) morfizmi t su epimorfizmi u kategoriji B, tj. za sva-
ko A€ C, za sve f:TA—B, g:TA—BEB, ako ft=gt tada f=9,

(iii) svaki objekat BE€B je T-retraktivan, tj. posto]i mor

fizam € B takav da B—-t—’TB—h—#B=1

B

Primetimo da na osnovu (ii) i (iii) za svako B&B postoji u

kategoriji B jedinstveni morfizam h takav da ht:lB, u daljem T-st

rukturalni morfizam kategorije B (jer, kasnije ée se pokazati da
je {B,h, T—algebra)5 Na osnovu (i) i (iii) za svako X€&€ TOP, obje-
kat OX ima strukturalni morfizamJEszirom na lemu 3.6 taj morfiz-
Zbog (i) funktor T se moZe posmatrati kao funPtor C—-*B Po :

kazademo da je funktor T levo adjungovan funktoru redukcije 5: B—*C

am je QOs.

'r 8. o Tz
S

Teorena J Funktor-T je reflektor kategorije ¢ u B.

Dokaz: Nall<a____j__e j‘" A-—-—aBEC A€EC, BeEB 1 k T- strukturalnl
morfizam objekta BEB) lAko je g=k(Tf), t] g€ B tada, obzirom 7
da je transformacija t prlrodna, imamo da je tf=(Tf)t pa otuda "f

gt k(Tf)t ktf* Bf f, tj dl]agram |

v

komutlra Kako je ¢ eplmorflzam u B, postoji najviZe jedan morfi-

zam g€&E takav da gt=f pa je par (TA.t) reflek51ja objekta A, od-
nosno funktor T je reflektor.—|

Time su bdredjene dve adjunkcije kovarijantnih funktora,
<p*,0,t,g>:c-lTOP0P i {T,S,tshy:c—B. Svaka od njih odfédjuje'
monadu u kategoriji ¢. Pokazademo da su te monade medjusobno jed-
“nake. Da se to udini, od koristi je odrediti kojedinicu druge ad-
junkecije. | |

Lema 3.9 Familija T-strukturalnih morfizama kategorile B

je prirodna transformacija TS——aIBli kojedinica adjunkcije ¢—>B.

Dokaz: Neka je f:A—B proizvoljni morfizam u kategoriji p

i #,k T-strukturalni morfizmi objekata A,BE€B. Razmotrimo dijag-
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ram ' A v > TA i » A |

S P
B—2Lt 5 TB y B

b o, Sitel

Kako je t prirodna transformacija, levi kvadrat u dijagra-
mu komutira, a obe horizontalne kompozicije su identiteti pa dak-
le k(TFfI)t=ktf=Ff=fht. Ali, t je epimorfizam u kategoriji B tako da
f(mf)=fh, tj. desni kvadrat u dijagramu komutira. Otuda, familija
T-strukturalnih morfizama ie prirodna transformacija. |

Obzirom na deflnlclju 3 2 transformac1ja t je jedinica ad-
junkcije C——HLB\ Stoga, da bl se pokazalo da je famlllja T- struk-

turalnih morfizama kojedinica adjunkcije potrebno je dokazati da
su prirodna presllkavan]a

: q . ’
C(A, sm? B(TA,B)

s 1ndukovana transforna01jon t i T-strukturalnim morfizmima medju-

fyﬁ;ff%sobno inverzna.

| Neka su A€ A4, BEB fEC(A SB) i ge B(TA B) pro:.zvol]nl i
neka je k T- strukturalnl morflzam objekta B. Morflzml Q(f) 1'?(9)
su kompOZlCIJE - __fi__ o S S

Cora =1, vy TB-i-)B odnosno A—>—TA—9 »B.
Kako Je ‘\}'a({’(f) kK(T7f)t to na OSnovu dljagrama na samom po—-
detku dokaza leme,t¥ o P(f)= I Da odredlmo‘?’W(g) razmotrlcemo dl-

jagram B , | .
Tt 2, Tg TB k

L . TA—<T"A _ —-*-)B
. 7;4 S t] . ]t It

A- yTA——Z 5B

u kome, prva dva kvadrata komutiraju Jjer Je transformacija ¢t pri |

- rodna. Gornja horizontalna kompozicija je upra?o PNY(g) tako da

- imamo (Y q%g))t ktgt=gt pa dakle, kako je ¢ ePlnorflzam u B,
QP(gl=g.\ = | SRS

Teorema 3.10 Adjunkc13e c——hTOPOp i ¢~—=p indukuju istu
monadu u kategoriji C.

Dokaz: U svako] od adjunk01ja javl]a se funktor T:C—C 1

~jedinlca je transforma01]a t pa Je stoga jos jeleD potrebno poka

zati da olbe monade imaju isto mnoZenje.

Neka jJe A€(C proizvoljno 1 T2A AEUL

> TA mnoZenja u prvoj
odnosno drugo] monadi. Na osnovu leme 3.6 m je T-strukturalni mor

fizam objekta TA. Po definiciji,,mnoZenje m~ se dobija primenom




funktora redukcije S na kojedinicu TQA-——QTA 5to, .obzirom na lemu

3.9, znadi da je m=m~ .~

Termin,.stfukturalni morfizam upotrebljen Je do sada u dva
razlid¢ita smisla. Kao T-strukturalni morfizam objekta A u katego-
riji B, tj. kao jedinstveni morfizam h € B takav da ht:lA i kao st-

rukturalni morfizam T-algebre <A,%). Opravdanie za to je sledeca

Lema 3.11 Za svaki objekt AE B sa strukturalnim morfiz-

mom K€ B, par~<A¢h>-je T-algebra (sa strukturalnim morfizmom ny.

Dokaz: Treba pokazafi da je A—i—r TA—'LA 1A‘l da di-
jagram . S . Pl M o
o pA—t -+ A

-komutiré Prva 01njenlca je upravo deflnlclono svoistvo T-struk- -
turalnog meorfizma, a komutatlvnost dljagrana sledl iz élnjenlce
‘da Je kOjEdlAlca prlrodna transformaclja (u adjunk01jl C-—‘B) “\
e Funktor K B——*C(T) deflnlsan tako da KAz (A h) i Kf f za
svako AG_B sa strukturalnlm morfizmom % i svako FE€B, je semanti-
cki funktor

i - Lema 3 12 Funktbr.K je potpunc i verodostojno utapanje,

tj. K je“na obzirom na morflzme i 1-1 obzirom na morfizme i obje-
- ktE'ﬁ | | |

Neka su f,g:A—BEC pr01zvol]n1 morflzml (mogule bilo
koje kateborlje) Morfizam Z:B—C je kostabilizator (koekv1laj-
zer) morfizama f,g ako Af=hg 1 za svakl k:B—>C~ takav da kf=kg

postoji jedinstveno odredjen morfizam A”:C—C” takav da B“h =k,

Lema 3.13 Za svaku T—algebru-(A,h) stfukturalni morfi-

zam % je kostabilizator morfizama m,Th:T2A-*TA u kategoriiji Cs

Dokaz: Obzirom da dijagrami-
E yr2a 0 plAa—T 1A

.h?i l Th Thl_ | }ih

t  S5TA TA ~—2




_PT
| jednako sa komp02101jom PTQA-———*QT A._QEE;QTA,_Q_“,QA koja Je,
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komutiraju i cbzirom da Je hﬁ=1A 1 mt=ln, to komutira 1 dijagram
'
T4 > TA AL
11;2 .

Ako su morflzml FiTA—C, g A-4C1EC takvi da fm= J(Th) i g=ft ta-
f=fth 1 g-ft{pa je g Jedinstveno odredjeno za svako ffEC.“i

Posledica 3.14 Ako Je P:{— 4 funktor u proizvoljnu ka-

tegoriju 4 tada za svaku T-algebru <A,4) morfizam Ph ]e kostabili-
zator morfizama Pm i PThe€E 4.

Lema 3.15 Neka su P,Q:C—>4 proizvoljni funktori i tran-

\

sformacija w:PT-— QT prlrodna thda za svaku T~ algebru <A hy posto-

'31 Jjedinstveno odred]en morflizam v: PA——*QA takav da

- pra—E2 .

oTa — Q4

komutira. | |
Dokaz: Kako je w prlrodna transforma01ja to je kompc—
21c1]a PTZA b PTA'—*—*QLA*"Q——*QA jednaka kompoziciii
2, W

A-———*Ql A-—g——aQTA-mg——»QA.sto je, obzirom na posledicu 3.14

L
obzmron na prlrodncst transforma013erw, ]ednaka kompoziciii

prla—ET%, pra -2, QTA——gﬁ—aQA pa dakle dijagram -
’ S Pm |
PTQA > pra —2 gra —% ., qa
PT/

kqmutira pa, obzirom na Posledicu 3.1&, postoji jedinstveno odre-
djen morfizam v:PA— QA€ 4 takav da (Qh)w=v(Ph) .

U svakom od slucajeva C i TOP_odrédiéemo kategoriju BE
koja je sekcija odgovarajule kategorijezobzirom na odredjenu ad-
junkciju. - |

t

! runktor 0% :SKUP~— TOP je definisan tako da za svakl sk-
up A, 07 A—(A 2) sa topologijom pr01zvoda Treba definisati
funktor 0% za pPOlZVOljnu funkeciju f: A*—aB, i pokazati da je

funkcija 0% f: 0% ‘B — O A.neprekldna. Da bi se to uc¢inilo potrebno




..'?6._,

je podrobnije opisati topologiju prostora O%A.

7a svako x €A neka je r(x)={pe 0*A | p(x)=1}. Familija
P[A]={r(x)| xEEA} je podbaza prostora 0%A, a r:A—00%A Je Jed-
no indeksiranje te baze. Za svaku funkciju f:A—B 1 svako xeA
imamo da r(f(x))={q€ (B,2) \ qf(x):1}={qe (B,zi) \ O*J“(x)=1}=
(O*f)_l(r(x)), tj. O*f je neprekidna funkcija. Pritom, r koje se
u jednakosti javlja sa leve strane je definisano na skupu B, t].
r:B—00%B. |

Time je u kategoriji skupova definisana prirodna trans-
formaéija r jedinic¢nog funktora na funktor T=z00%. Primetimo tako-
dje, da je r upravo evaluacija t definisana ranije (u 3.3). Jer,
- za svako x€ A odredjena je neprekidna funkcija t(x):0%A—2 koju
" moZemo posmatrati kao otvoren skup {pEEO“A | t(x)(p)= 13 u prosto-
ru 0*A. Kako je t(x)(p)=p(x) to je t(x)Qp) =1 akko p(x)=1, tj.kao

otvoren skup, t{(x) Je upravo r(x). Dakle, » je jedinica u adjuk- -
ciji funktora 0% i O. | o

| Treba jos bdrediti i kojedinicu adjunkcije, tj. prirod-
nu transformaciju jediniénog funktora kategorije TOP na funktor

_T*=O%P. +

Def1n1c11§ 3.16 Za svakl topolodki prostor X za svako

x € X neka je Py funkecija OX——*Z definisana tako da za svaki ot-
voren skup UEOX, px(U) =1 akko x€U. Neka je ¢:X-—T#*X definisa-

no tako da ¥ x€X. e(x)=p_.

Lema 3.17 Za svako X & TOP funkcija e¢ je neprekidna 1
otvorena kao preslikavanje X—e{X]). ¢ je 1-1 akko X je T

o~ Pros-
tor. Familija funkcija ¢, X€ TOP je upravo transformacija s, tJ.

kojedinica adjunkecije funktora 0% 1 O,

Dokaz: Za sve UEOX, xeX; xe€ ¢ 1(»(U)) akko P E r(U)
akko x€ U pa dakle enl(r(U))=U..Kako je r(U) podbazni skup ¢ Jje

neprekidna relativno otvorena funkcijJa.

Za sve X, y&eXx, px=py akko x“=y“ tj. e je 1-1 akko je pr-
ostor X T0~prostor.
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Neka je u karakteristiZna funkcija otvorenog skupa U.

1

Obzirom na definiciju transformaclje s 1mamo redom:

c(x)(U)=1 akko pX(U)=1 akko u(x)=z1 akko s(x)(u)=1,

ako identifikujemo U i u, e=s.— ' .

Obzirom na lemu i razmatranja koja jo] neposredno pret-
hode 1mamo sledeéu teoremu.

Teorema 3.18 <0%,0,r,c):SKUP—TOP je adjunkcija kont-
ravarijantnih funktora 0% i 0.- - '

Pokazalemo da jJe kategorija KHA sekcija u kategoriji sk-
upova za adjunkciju odredjenu u prethodno] teoremi. Kako je za

“svaki topolo3ki prostor X algebra OX kompleina Heytingova algeb-

;, _.ra to je uslov (i) definicije 3.7 zadovoljen Uslovi (ii) i (1ii1)
G000 gokazani su u sledeCe dve leme: |

Lema 3.19 Funk01ja r je eplmorflzan u kategorljl KHA

Dokaz: Neka su f,g TA—~+H morfizmi u kategoriji KHA ta-
kv1 da fr =gr. Dakle, morfizmi f i g su jednaki na podbaznlm sku-
povima prostora 0*A pa, obzirom da su f 1 g morflzml u kategorljl
KHA, tj prolaze kroz konjunkc1ju f 1 g su jednakl na baznlm sk-

upov1ma prostora 0%A, a obzilrom'da prolaze kroz prolzvoljne dis-
| junkecije jednaki Su na &itavoj algebri TA.—

-

Lema 3.20 Za svako HE XHA postoji jedinstveno odredjen
morfizam h%TH—-&H takav da Je hr=1H.

Dokaz: Za svako a €H neka je h(p(a))=é i za svaki baz-
ni otvoren skup U= r(a TAR f\y(a ) prostora O*H neka je a(U)=
a, N---Aa . Takodje, za svako se TH neka je h(8)= VV4a(AY, gde Je
A bilo kO]a famlllja baznih otvorenlh skupova prostora O*H takva
da S=U A. Dokaz da je morfizam % dobro definisan blce dat kasni-
je (u 3.2&)_ Po konstrukciji # je morfizam u KHA i ﬁr 1y Jedin-
stvenost sledi iz prethodne teoreme.=

_ Teorema 3.21 Kategorija KHA je sekcija u kategori]i sk-
upova za adjunkeiju {0%,0,r,¢). Funktor T:SKUP —XHA Jje reflektor
i za svaki skup A, TA je slobodna kompletna Heytingova algebra
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nad skupom slobodnih generatora A, a funktor K:KHA-—— SKUP(T) (se-

mantic¢ki funktor) je 1zomorfizam.

Dokaz: Obzirom na 3 12, dovoljno je pokazati da je fun-
ktor K potpun 1 da je svaka Twalbebra slika neke kompletne Haytln
gove algebre. Ovo poslednje se moze dobltl kao neposredna posledi
ca Beckove teoreme (iac Lane, S. [1])]er‘kako je veé¢ napomenutc,ka
tegorija KHA je jedna01nska u $irem smislu pa su sve pretpostavke
Beckove teoreme ispunjene. Ovde ¢e biti dat direktan- dokaz.

| Neka je CA,h> T-algebra. Konstfuisaéemo operacije A 1V
na A, zatim (ii) pokazati da je {A,NA,V,2(0),h(1)p> distributivna
mrea i h homomorfizam distributivnih mreza, (i1ii) konstruisati
operaciju V:PA—A i pokazati da je\/ infinitarna disjunkecija na
A, tj. da Je A kompletna mreza i (1v) da ]e A kompletna Heytingo

v,
va algebra i % morfizam u KHA.

Prlmedba Neka su A,V 0pera01je u mrezi TA tada posto-
je jedlnstvene operacije A,V u A takve da
| (%) ‘h(aAD)=h(a)Ah(b) 1 &K(aV b) h(a)Vh(b)
za sve a,b&TA. N |
| Neka -je A’ odgovarajuéa operacija u T2A. Obzirom da dija-

gram | p” Cm )
. TA >T A >TA |

S

| | A > TA EA..NQ -
komutira to imamo (a) hr=1, i hm=ATh i ]

A
(b) rh=Th »°.

| Kako je {TA,m) takodje T-algebra to m¥ “=l1,,
i m homomorfizmi u KHA to za sve u,vezTQA o
(¢)  Th(uA'W)=TA(W ATA(V) i |
m(u A v)=m(u) Am(v)., '
Otuda, ako je A bilo ko;a operacija u A sa ‘osobinom (%) tada, zbc
(a) za sve a,b€A, aAb=hr(a)Arr(b)=a(r(a)Apr(b)) 5to pokazuje <

postoji najvi%e jedna takva operacija i, viSe od toga, kako se or

!i kako su Th
i .

moZe konstruisatil. .

Definisimo A tako da za sve a,b&A, a/\b h(r(a)/\r(b)) ]
dokazimo da je relacija (%) zadovol]ena. Neka su x,yeaTA pProizvol
ni i neka je u=p (x) i v=r‘(y) tada zbog (D) i mr "=lq, 1mamo

(3) »a(x)=Ta(u) 1 rh{yl)=Th(v) 1

(e) m(u)=x 1 m(v)=y.
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Otuda redom imamo h(x)/\h(y):h(rh(x)fﬁrﬁ(y)) (po definieciji)
| =h(Th(u) A Th(v)) zbog (d)
=hTh(u A'v) | zbog (c)
=hm(uNv) - zbog (&)
=h (m(u) Am(v)) zbog (c)
=h(xANy). |

Analogno se konstruise i operacijaV. Obzirom na rela-
ciju €(*), <A,A,V,2(0),h(1)> je distributivna mreZa i1 % je homo-
morfizam dlStPlbutlvnlk mreza tj. (1) i (ii) je dokazano. |

| Da pokaZemo da vazi (iii) dokazaéemo da za svaku T-al-~
gebru {A,h) postoji jedinstvena operacija V:PA—A takva da za
svaki podskup S od PA, A(V'S)=Vh([s], gde je V' infinitarna dis
'juﬁkcija u’élgEbri TA. | - o R

Primetimo da je P=partitivni skup od ( ), funktor u ka

;?:_Hthggoriji_skupd?a.'Za svaku funkeiju f:Ae—aB;-TA'i'TB su kOmpiet_,_ ¥

l"né‘Heytingove akgebre i Tf1morfizam u kategoriji KHA koji guin
- Supremume tako da dljagram L | - - | R
o PTh o

. pma—E.pre
Lo Gem ‘

komutlra, tj. V:PT—T je prirodna transformac1ja, £to obzirom
‘na lemit’ 3 15,“f§na01 da postOJl 3ed1nstveno odredjen morfizam
\/ PA——*A takav da dljaﬁram | | |

4

b pTA—=P ypa
\/1- : IV
TA—" A

komutira, &ime Jje (iiil) dokazano. |
Dokazimo (iv) tj. da za svaku T- algebru {ALRD indukova
na mreza <A,A,V,k(0),#(1)> je kompletna Heytingova algebra i da
“je A morfizam u kategoriji KHA. | |
| Neka su Afi’\”odgovarajuée 0peracije u algebri TA i V
"~ indukovana operac1ja PA— A, Za svako SCA 1 x€S imamo da je
r(x) < Vr[S] tako da x=hr(x)< A(\' r[S]) Virr[S)=VS. Takodje za
svako a€ A imamo redom: a A VSziar(a)A x(V'»{s]) |
=h(r(a) A Vr[S])
=h(V'{r(a) Ar(x) | x€ S})
=V {n(r(a) A r(x)) | x€ S}




—\/{hr(a)nhf(x)IXES}
=Vi{aax)xesk.
Ctuda, ako za svako x €S, x<y tada y AVS=VixAy) XES} VS
t3. VS=zy pa je VS supremum od S. Osim toga, obzirom na dokaz
¢injenice (111), h je morfizam u kategoriji XHA.
Na osnovu leme 3.12, semantilki funktor X je verodosto-.
jan i utapanje all nije odmah jasno da je potpun. Dokaz njegove
potpunosti bide dat u 3.%0.-

R.Pare [i] je posmatrao adjunkciju {F,S,t,8), gde je ° S
redukcija a F:SKUP—TOP Stone-Cechova kompaktifikacija diskret-
' nog topolodkog prostora. Dobijeni rezultat je neéto»opétiji,_u_
odredjenomasmislu, iako ne pretstavlja ﬁ?pétenje Pareovég-fEZulé;
tata.

~''I"-::>pc':.~'ZI.Q:)g'ij::1 prostbfa'O*X je toPOldgija proizvoda Scott¥i%
| ovog prostora 2, ali se na prirodan na¢in javljaju sledeCe dve f;
~©  topologije: topologlja pr01zvoda na skupu (X, 2) gde je 2 dlSk-"
‘petan prostor na 2 i asoclrana topologlja prostora. O*X tJ. to—fg
'pologlja (mlnlmalna) u k0303 Je svaki otvoren skup u 0%X zatvo-fz
Peno-otvoren. Neka suhcyi, cl2 1_013 redom 0perator1 zatvorenja.i
u prostorlna 0 X, (X 2) i asociranom prostoru (pritom, X je pro
. 1zvoljan skup), tada za svako AC 0%*X, Agcl, (A& cl, (A)Ccl (A).
Jer,‘svakl podba%nl skup u prostoru 0%X Je zatvoreno otvoren u h
prostoru (X,2), a ovi zatvoreno -otvoreni skupovi &ine bazu pro—
stora (X,2). Dakle, t0polog13a prostora 0% ije sadrfana u topo-
logiji prostora (X,2), a ova opet u topologiji asociranog pros-
tora prostoru 0%*X. a |
| U spe01jalnom sludaju, ako je X=0Y, gde je Y pr01zvolj-
an topolodki prostor, tada je 0*X=T*Y i kako je s{Y} podskup od

T*Y imamo redom: s{Y]Scl (s{Y))ccl, (slY])C cl, (sLyd).

Razmotriéemo odnos kategorija ODM i TOP. Vel je ranije
napomenuto da postoje funktori {(kontravarijantni) C:TOP—ODM 1
0%:0DM——+TOP; Definisadéemo prirodne transformacija, 1 jedini-
¢nih funktora IODM 1 ITOP na funktore T1 DO1 i T#=0#0 respektiv-

1 71
no, tj. odrediéemo adjunkciju funktora O1 1 0.

Za svaku distributivnu mreZu D, skup svih morfizama
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(D,2)=O%D je podskup od 0%D. Pretpastaviéemo da je u O%D zadata
topologija indukovana topologijom prostora O0%D. HNa faj nad¢in Jje

definisan kontravarijantni funktor Of:ODM-—aTOP.

Za svaku distributivnu mreZu D postojli obostrano Jedno
zna¢na korespodencija izmedju skupova (D,2), I(D) i F(D) svih
morfizama mreze D u mreiu 2, svih prostih ideala u D 1 svih pr-
ostln filtera u mrezi D. Ako je I ideal u D i F filter u D tak-
vi da - INF=0 tada postoli morfizam p € (D, 25 takav da p[I] {ﬂ%l
- p[F}-{l}. Za proizveljne a,b D, ako nije bg;a tada posto]i mor

fizam p€ (D,2) takav da p(a)=0 i p(d)=1. | o

Deflnlclja 3.22 Za svako a€D, DEODM neka je’r (a)"

r{a) N os D-{pEEO D[ p(a) 1%, t3. 1[D]_je podbaza t0polog1]e pr=
~ ostora 01D | | | - | i
' [ Sliéno kao u 3. 14, jednostavno se pokazu]e da je tra&-

f
sforma013a r, upravo evaluacxja t, tJ. dé je i lom T1 )Prl'-, |

'rodna transformacija, tj. jedlnlca ad3unkc1je funktora 0? i 0.

Takodje treba pokazati da je za svakofDEEODN 1_D >T b morfl-lﬂfﬂ5

‘zam u kategoriji ODM. Vise od tog% va21 sledeca_

K
L3

\ Lema 3.23 Za svaku_diStributivnﬁ mrezu D, i je mono=
morflzam u kategorljl ODM, a r [D] je upravo famlllja kompaktn-

ih otvorenln ‘skupova prostora OiD Posebno r [D] je baza prosto

ra OiD zatvorena za konadne konjunkcije (preseke)

Dokaz; Obzirom na prlmedbu koja neposredno prethodi
defihiéuji 3.22, 4 je monomorfizam u kategori)i ODM, pa Je rifD]
zatvoren za kona&ne preseke i proizvoljne unije, tj. ri[D]_je.
baza prostora OED Sasvim jednostavno, svaki kompaktan otvoren

skup prostora OlD Je elemenat od r [D] Obratno takodje 'sledi na
Osnovu spomenute primedbe.—

Kojedinica ¢ u adjunkciji {0%,0,r,c) je takodje kojedi-
nica u adjunkciji kontravarijantnih funktora OT i 0, naime vaZi

sledecéa

Lema 3.24 Sa svaki topolodki prostor X',%c[X']g:_Tﬁ}(C;T*X_.

“Dokaz: Neka je D=0X, X€TOP, tada T§X=0%D & O*D=T*X.




 1;5-]e L)r [A] Ljr [B] tada \/A-\/B

i pokrlven Je sa rl B pa dakle pOStOje b
K.na ,_l_S't_l lnaéln, V_B < VA | | - . | -
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Jednostavno se proverava (kao u 3.16) da je za svako xeX, p

morfizam algebre D u &, tako da Je c[X]ET%X.—l

Dakle, neprekidna funkcija c:X-—+T%X je upravo evalua- -
cija s, tj. prirodna transformacija jediniénog funktora katego-
rije TOP na funktor T%.Otuda vazi sledeéa

Teorema 3.25 4@1,L:r1,é>/ODﬂ——+TOP je ad]unkc1ja kont-

ravarijantnih funktora O; i 0.4

Pokazaéemo da kategorija KHA zadovolﬂaﬁa sve uslové de-~

| finibije'ﬁ.?, tj. da jJe kategorija KHA sekéija u kategoriji ODM

za -adjunkciju (0 ,0,r ’,c) Jer, za svako X,fETOP OX OJ"E KHA , t]

uslov (1) Jje trivljalno zadovoljen. Da se dokaZe (1i) dovolino
H;ﬁhje prlmetltl da je rl eplmorflzam u katecorljl KHA, 3to Je pot-'i
ﬁﬁﬁipuno 1%to kao i dokaz leme 3. 19 Ostaje dakle da se dokaze da. je
zadovoljen i uslov (111)

L e x-’
PN

el L
R B AR S §
ISR N e £ P -0

Lema 3 28 Neka su A, B podskupov:. od H, HEKHA 1 neka

Dokaz Za svako aeA r (a) je kompaktan podskup od Oi}

-Téor:eﬁié 3. 27 Za svako H €KHA post031 jedlnstveno odre—'

djen morfizam h: TlH——aH takav da je hri-iH

Za svaku distributivnu mreZu D, ako postoji morfizam u

kategoriji ODHM, h:TlD—¥+D takav da je hr1=1D!tada je-D kompletna
Heytingova algebra i # je morfizam u kategoriji KHA, odredjen u
prethodnom delu tvrdjenja.

Dokaz: Za svako UETH neka je n(U)=VA, gde je A proiz-
voljan padskup od H takav da je U= LJrlfA] Preslikavanje A Jje do-
bro definisano ob21rom na prethodnu lemu. Pokazademo da je A4 mor-
fizam u kategoriji KHA. | |
Kako je r,4 (0)=0 i ry (1) =T,H to imamo da je h(@)=0 1.
h(T H)=1. Neka su U VEETlH pr01zvoljn1 i neka su A,BEH takvi da
je U"L)rl[A] i V= L)r [B). Takodje pretpostavimo da je C={aADb|

a€lA 1 be B} Jednostavno se proverava da je UN V= UI‘ [C], pa
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‘obzirom na distributivnost, redom imamo:+ AU ANR(V)Y=A(U) N VB=
U{ruyab\bes}=U{V{anb|aeal|ber}=Vc=r(unv).

‘Za svako SCTlH, za proizvolino UES neka je A(U)YEH
takav da U={r, fAa(u)] 1 neka je A'U{A(U) | ue s}, tada Us Ur’l['A]
tako da redom imamc: h(US) VA=V{V/AWU) | Uest=\V/{r(U) | UESE=
\/h[b] Time Je dokazano da je A morfizam u kategoriji KHA, a
obzirom na definiciju,. tr1v1ja1no je zadovoljeno hri"lH' H je je-
dinstveno odredjen obzirom da je r, eplmorflzam u kategoriji KHA
¢ime je dokazan pPVl deo teoreme.

Dokazimo da je D kompletna Heytingova algebra. Pretpos-
“tavimo da je ACD i da je U= Ur' [A]. Neka je b=h(U) tada a€A =
ry (a)CU = as hr (a) £h(U)=b, 'l:j b je gornje ogranidenje skupa
A Ako je ¢ prolzvoljno gornje ogranlcenje za A tada Utlr (c) pa--
b= h(U)*ikr (c)=ec, tj. b= \/A i D je kompletna mreZa. | |
' Da bi smo pokazall da je D kompletna Heytlngova algebra
dokazacemo da se u D moZe deflnlsatl implikacija. | | |

Za sve a, bG-.D neka je a—bzh(U), gde Je U= r, (a)-—n* (b)-
1nt(r (a)” Vr (b)) tada aA(a—)b) hr (a)l\k(U) h( ry (a)l"\U) <

(b) b 1 obratno, za svako x e€D, x:\aﬂb -:3,>r (x)nr (a}‘) r, (b)
—}r (X)CU =» Xx= hr (x) £ hA(U)= a-—)b tj. — Je 1mpla.kaclja u[D.

5 Kona&no, za svako ACD, h(UritA']) VA tj; h je mor*fl-'

zam u kategorljl KHA .~ | | -

, PosledicaS ’28 Za svako H € KHA postoji jedinstveno odre-
djen morflzam k TH-—-—>H takav da je kr 1H | |

; | Dokaz: \Kako Je O{H podprostor od 0*H to Je restr1kc1ja
f;TH—ST YUeTH. F£(U)=UNOZH, morfizam u kategoriji KHA, zap-
ravo, 2 -fr Neka je k=hf, gde je h morfizam u KHA odredjen u pr-

vom delu prethodne teoreme, tada je k morfizam u KHA 1 pritom

kr—kfr-nrl 1H' Obzirom da Je r eplmorflzam u kategorljl KHA to je
k jedinstveno odredjen. “{

Obzirom na posledicu.3.28, lema 3.20 je u potpunosti do-

kKazana.

Teorema 3.29 Kategorlja KHA je sekcija u kategorljl ODM
za adjunkciju 01,0 rl,c Funktor T1 :ODM—KHA je reflektor i se-

mantid¢ki funktor Kyt KHA-—+ODM(T ) je izomorfizam. Svaka slobodna

ogranifena distributivna mreZa je Heytingova algebra.




Ako je semantic¢ki funktor K potpun, tada obzirom na sa-
drzaj leme 3.27, K je izomorfizam. Traba dakle pokazati da Jje K

potpun, tj. "na" obzirom na morfizme.

Lema 3.30 HNeka su H i K kompletne Heytingove algebre i

h sk odgovarajuéi Tlfstruktufalni morfizmi. Oznadimo sa sk, re-
dom kompozicije o ;

TH%TiHﬁLH i TK———,TIKLK |
gde su TH—T H i TK—T, X Odgo?arajuée restrikcije, tj. hi 1 k1
su T-strukturalni morfizmi algebri H,K respektivno. | ‘

(i) Za svaku funkciju f:H—K, ako komutira dijagram

m lki
A “oa—Lx
A tada je f}morflzam u kate50r131 oDM 1 dljagram
- "”i !y R

£ D T .
“komutira. - S | | ' .
|  _ (ii) Ako je frH——+K morflzam u kategorljl ODM 1 pretho—'
, dnl dljagran komutlra tada je f morflzam u kategorljl KHA. '

4
- Dokaz: ‘(1b Ako prvi dljagram komutira tada-komutlra 1

diﬁagram

B2 mH — 1k

PN

T.f -

STy H_T1l T

h_'] 'lk
H il — K

i posebno, donji kvadrat komutira i pritom f-= J{T fr, , t3. f je
morfizam u kategoriji ODM (jer, k Tif‘,r EODM)

(ii) Neka je ASH proizvoljno i neka je U= Ur,[A] tako
da je H(U) VA. Otuda, TF(U)=Ur f[A] tako da (rlTlf)(U) VAl
pa dakle F(VA)=fh(U)= (ZtT )= \/f[A3, tj. £ je morfizam u ka-
tegoriji KHA. “{
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Obzirom na prethodnu lemu i definiciju morfizama u ka-
tegorijamra SKUP(T), odnosno ODH(TT),\svaki morfizam u ovim ka-
tegorijama Je morfizam u KHA, t]. semantic¢ki funktor K Je pot-

pun u oba sludaja. To upotpunjuje dokaze teorema 3.21 1 3.29.

Za proizvoljnu distributivnu mreZu D, prostor OTD je up-
ravo Stoneov prostor mreze D. Familija GO%D kompaktnih otvorenih
skupova prostora O?D je mreZa lzomorfna sa D. Obratno, za svaki
Stoneov prostor X, tJ TU—prostor za bazom koja Je prsten kompak-
tnih otvorenih skupova i1 osobinom da proizvoljne neprazne famili-
je {X llGI} :L-S_Y \35J3 ako

UY -- ,

| 16 I jEEJ
tada postoge konacnl IcI i J&J takvi da Je M x, c U Y-,

ieT 1S jed 3

Zanlmljlvo je da su 1 prostorl obllka 0#X takodje Stone? ;

 ovi prostori.

~Lema 3.311 Za svaki skup X, prostor 0%*X Je Stoneov proF':i

stor.

Dokaz: Neka je D distributivna mreZa kofinitnih podslku-
pova, od X, tj. skupova sa konalnim komnlenentom . Dokazademo da -

su prostorl 0%X 1 0¥ D homeomorfnl.

ﬂ | | ‘
Neka je P 0 D Za svako Y=X~- {a . ,a’n}r--[ai?,ln.. .ﬂ&any

imamo da je p(Y)—p({aia )/\' /\p({a 1'), pa p odredjuje funkeciju
fE€ 0% tako da Ma€&X, f'(a)_*p(:{aj ) 1 obratno, svaka funkecija f
odredjuje jedan morfizam.pG(D,Zb, t]. pGEO%D.

Bijekcija fp—}p je homeomorfizam prostora 0%#X 1 O%D jer,

svaki bazni otvoren skup prostora OTD je oblika

ry (Y)= {pE.O Dlp(Y\)—l} ipEO le(a )-...=f(an)=13

- pa Je slika baznog skupa ri(Y) pri definisancj bijekciji skup

r(a,)N...Nra ), tj. bazni skup prostora 0*X .—

Asocirani prostor FX Stoneovog prostora X Je prostor sa
minimalnomn topologijom u kojoj Je svaki kompaktan otvoren skup

prostora X zatvoreno otvoren, u oznaci FPOX.




Lema 3.32 Za svaku distributivnu mreZu D skup
{ri(a)-r’l(b) | 2,b€&€D, b ﬁa} .

je baza prostora FO%D.

Dokaz: Familija skupova oblika

- ! !
A-rl(xl)FI...f\ri(xm)(\rl(yi)f\...f\rl(yn),
gde su xi,..,xm,yl,..,ynéED,je baza prostora FOTD. Kako je A=
ri(x)f\rl(y)'=r1(a)-r1(b), gde x=x1A....A\xm, yzyi\/...\/yn,

atxVy 1 b=xAy to je lema dokazana.- |

Za proizvoljan skup X, prostor 0*X je Stoneov prostor,
a njemu asocirani prostor je (X,2). | .

Lema 3.33 Za svaki skup X, FO#X=(X,Z).

| Dokaz: 'Kompaktni.otﬁoreni skupovi prostora 0*X su Ob—.dé
lika V=U1LJ..}LJUm, gde je svaki'Uk oblika Uk=gﬁa1)f\...f]r(an) "
za neke{al,...,anEEX, k=1,...,m. Svaki takav skup je zatvoreno-
otvoren u (X,2), tj. OFO*X € 0(X,2). |
| Obratno, svaki skup r(a), a€X, Je kompaktan i otvoren
u prostoru 0%X, pa asocirana topologija na 0*X mora da sadrzi
Skupdve r(a), r(a) , a€X, 5to je kanonska podbaza prostora

(X,2), pa dakle 0(X,Z)E OFo*x. -

| Funktoru 0:TOP —» KHA konstruisaéemo adjungovani funktor
O%:KHA-—+TOP i ispitatil prirodu dobijene adjunkcije.

Definicija 3.34 Morfizam H— 2 kompletne Heytingove al-
gebre H Jje tacdka u algebri H. Na skupu O%H zadata je topologija

indukovana topologijom prostora O%H (ili O*H). Prostor O%H je

prostor‘taéaka algebre H.,.

1

Svaki morfizam fEH-—ézfiKHA'je morfizam u kategoriji ODM
'gli jasno, obratno ne mora da vaZi. Sta vise, OgH moZe biti pra-
zan. Ako Jje H oblika 0X, X& TOP, tada za svako x €X, P, jeste

tadka u algebri H, tj. svakoj tadki prostora odgovara tacka u H.
Medjutim, razlic¢itim ta¢kama u X moZe odgovarati jedna ista tadl-
ka u algebri H i mogucée jewda postoje tacke u H kojima ne odgof'

vara niti jedna tadka u prostoru X. 0 ovom fenomenu bide jod




govora u daljem tekstu.

Prethodnom definicijom odredjen je fuktor 0%:KHA——+TOP
koji jr oCigledno kontravarijantan 1 kovarijantni funktori T2=
OO%:KHA——*KH& 1 T§=O%O:TOP-—+TOP. Prirodne transformacije, Je-
dinicu 1 kojedinicu adjunkcije, IKHA__*T i I, .= TOP odredi-

1 TOP
Gemo slidno kao 1 u prethodnim adjunkecijama.

Lema 3.35 Za svaki topolodki prostor X, c¢[X]ETiX &

Z
m % \C:"":?: .
H?ﬂJ X

Dokaz: Isti kao u 3.24, odnosno 3.16. ~

¥
uls

Takodje, jednostavno se proverava da je ¢: X-—éTZX upra-

e evaluac:lja s, prltom podsetlmo se da je vxEX c(x)-px

Definicija 3.36 Za svako a€H, HEKHA, neka je
| r,(a)=r(a)N\0%H=r, (a)NOFH={p € OF H | pla)=13
tako da je PZEH] podbaza prostora O%H i r,:H~—>T,H evaluacija.

2 2° 2
| Morfizmi r\ X—3TX, X€SKUP, r,:D—>T,D, DEODM odredju-
Jju redom podbazu r[X] prostora 0*X, odnosno bazu prostora 0%D. U

1
slu¢aju morfizama ryt H““?LQH HEEKHA imano takodje neSto V1se

;. Lema 3.37 Za svako HE KHA, morfizam PQ:H——+T2H homomor-

fizam "na" u kategoriji KHA.
Dokaz: Trivijalno, 2_je morfizam u kategoriji ODM 1i
2[H] je baza prostora O%H.
Za svako X&H i p€05E imamo redom
pEr, {VX) akkovp['x] p(VX)=1
q akko J x€X. p(x)=1
akko p & UrQEX]-.-
tako da je rz(\/X) Ur [X], ti. r, je morfizam u KHA.
Takod]e, za svako UEETZH kako Je pz[H] baza prostora
O%H, postoji XS H takav da je U=Unr, x3, tj. U= r, (VX) i dakle,

2
morfizam r 5 je "ma'.

Teorema 3.38 <O§,O,r2,c} je "adjunkecija kontravarijan-




tnih funktora O% 1 0.4
Pokazademo da je odgovarajuéa sekcija u kategoriji KHA,
. . s : | . v ® . .
za adjunkciju (O“,O,rzyc} kategorija topolo3kih Heytingovih al-
gebri, tj. algebri Oblika 0X, X& TOP, u oznaci THA,

Lema 3.39 Za svako HEKHA sledeée &injenice su ekviva-
lentne: (1) H € THA | |
(11) Za s-\fe a,b&H, ako b!Pa tada posto]ji p&T%H
tako da p(al)=0 i p(b)=1. | |
(iii) Morfizam ré:H*Q*TzH je monomorfizam, pa dak-
le izomorfizam.

L4

| Dokaz: Neka je H=0X, XE€TOP. Za proizvoljne otvorene
skupove U,V prostora X, ako V$U tada postojli x€V-~U pa dakle,
pL(W=0 i p (V)=1, tj. (i) =>(ii). _

Neka su a,b&€H proizvoljni. MoZemo pretpostaviti da b4 a
pa'obzirom.na.(ii) postoji pearz(b)~r2(a), tj. rz(a)irz(b). Da-
kle (i1) =»(iid). | |

(iii) => (i) je trivijalno.—t

%

Teorema 3.40 Kategorija THA je sekcij)a u KHA za adjunk-
‘ciju <D*,O,r2,c>. Semantidki funktor je izomorfizam, a funktor
TQ:KHA;—+THA'je.reflektor.

Dokaz: Uslov (i) definicije 3.7 je trivijalno zadovoljmr
en. Obzirom na lemu 3.37, r, je epimorfizam u kategoriji THA, 3

vazi i (i1), a kako Je r, izomorfizam to je zadovoljen 1 usilov

(111). |
Za svaku T2~algebru (H,k>, H je kompletna Heytingova al-
. . i . . r R .
gebra 1 h morfizam u KHA takav da je H___&*TQH————aH-iH. Obzirom

da Je r, injektivan to je H&€ THA, tJ. semantid¢ki funktor K Je 1-

zomorfizam. U ovom sludaju K je trivijalno potpun:4

Da je T. reflektor, jasno je i inace, ali, di- ?

2
rektan dokaz daje nesto stroZziji rezultat,

Lema 3.41 Za svaki morfizam f:H—0Xe&KHA, X €TOP, pos-

toji jedinstveno odredjen morfizam Q:TZH—_)OXEETHA takav da

.




dijagram » OX

komutlra 1 postojl jedlnstveno odredjena neprekldna funk01]a

u X-mao ‘H takva da Je g= u

2

Dokaz: Kako je r, epimorfizam ("na') postoji najvisde

2
jedan takav morfizam g.

Za svako x&€ X neka je u(xl)=p f tako da u: X-—-—)OZH i za
svako a€H, u (r (a)l)=f(a), sto se neposredno proverava. Ka- .

H=p [H] funkc1ja u je neprekldna i g=u -1 je morfizam

i ‘ko Jje 02

5__ o u KHA takav da spomenutl dl]agran komutira. | . |

%f;    o Neka je v X-—+02H neprekidna fu%k01ja takva da je v 1=g;,

E Tada za sve xEX aeHl, vix)er, (a) akko xeg(r (a)) akko |
u(x)Ear (a), u(x) Tzv(x) pa kako je O*H To—prostor to 1ma—' o

‘mo da je konaono u(x) v(x)'ﬁ

L U svakOJ od do sada razmotrenlh adjunkc13a komonada T P
indukuje sekc1ju TOP(T*) (i1i T%, T*) u kategorljl TOP, odnosno'W);é
sekc1ju koja Gdgovara kategoriji Tf—prostora U poslednja dva_f;fii;

-3:slucaja odredlcemo precizno sek01ju kOja odgovara posmatranoj I

adjunk0131,‘a pltanje sek01]e za ad]unkc13u (O O s I {> osta]e

otvoreno

- ~rj?-]:(akc:)'m-::)-rdf:'L'zm:".ma distribufivhih mréié'ddgoﬁafaju prosti
-1deall to tackama kompletnlh Heytingovih algebrl odgovaraju ne-
ki prostl ideali. Pokazaeemo da su to upravo glavni prosti ide-

ali, 3to na prirodan nadin vodi definiciji staloZenih prostora,

tj. sekeciji u kategoriji TOP za adjunkciju (p%,o;r2}é>. \

Definicija 3.42 (i) a&H, HE&KHA, Je '{\—ﬁerasta-vljiv
ako a#l i ¥x,y€H. xAyga s x<a ili y4a, tj. ako je ideal .
Lo,a} pr@st ideal. | | | |

(i1) }3‘:}\ XGTOP je nesvodljiv ako S#@ i za sve otvo-

rene skupove U,V&O0X, SﬂU#@ i SNV#£D —':> SF\(U/\V)ﬂ)

Lema 3.43 Otvoren skup U prostora X je A-nerastavljiv

u algebri 0X akko skup U” je nesvodljiv u prostoru X.
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Svako] tacki X prostora X odgovara zatvoren nesvodlijiv
skup x 1 tadka p';x u algebri OX. Obzirom da za sve X,y &€X, P
Py akko x =y to je tadka p, U 0X odredjena sa x , tj. A-neras

tavljivim skupom x ~ algebre OX. OpS&tije, vazi:

Lema 3.45 Neka je a A-nerastavljiv elemenat komplethe

Heytingove algebre H tada je funkecija p_:H-—2 definisana sa

1 ako X a
pa(x)={ |

0 inace
tadka u algebri H. |
_ Dokaz: Ideal [U,aj je prost u H pa je P morfizam u ka-
tegoriji ODM. Za svako S&H, pa[S]= 0 akko M¥x€S. xga -
| ' . " akko VYS<¢a .
akko'pa( VSE)_:O_

tako d:a je. Vpa[s]zpa(VS) , £, pa je tadka %]Tgebfe H‘l B

Otuda, za svako x&X Asx ~7 Je }\—nerastavljlv elemena't:
algebre 0X. Odgovara]uca tacka Pp algebre 0X ]e takva da za sva-
ko U&0OX, pA(U) =1 akko U$x -akko x&U akko P (U)= 1 tako da je

T pg upravo tatka p_

‘Svakom morflzmu pEODui algebre OX XETOP Odgovara je—
dan prost fllter Dtvorenlh skupova prostora X. Neka je k(p)=
ﬂ{b'erOX i p(U) U} t3. k(p) je skup tadaka nagomllavanja fil-
tra odredjenog morfizmom p:0X— 2 €0DM. Otuda je komplement k(p)'
-U{UEOX | p(UD= 0} pa se c:lta.va stvar mofe uopdtiti na pro:szol]
nu, ko;npletnu Heytingovu algebru, t]. za svakl\norflza'n p: H—»2 u
kategoriji ODM, HEKHA, neka je k(p)'=V{x€H | p(x)=0}.

Lema 3.46 Morfizam p:H—~—»2 € 0DM, HEKHA je taltka algeb
re H akko p(k(p)')=0. | - |

Dokaz: Ako Je p tacka u H tada p(k(p) ) = Vp({er[p(x) 0})
'*0 Obratno, ako p(k(p)')=0 tada za svako SCH redom imamo

p[sJ {0} = VS <k(p) = p(\/S) 0 tako da p(VS)-¢Vp[S], . p
Je tacka u algebri H -~ |

Obzirom na prethodne dve leme, postoji obostrano jednoz-
nadna korespondencija izmedju A-nerastavljivih elemenata i,faéa—

ka algebre H€KHA. Jer, ako Je a&H A-nerastavliiv tada je P,




SRS algebrl OX 1 S= k(p) Uo&imo xEX tako da Jje p =p tada za svako
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taCka algebre H 1 pritom k(p )! -\/{er | xﬁa}, a. Obratno, za
svako x€H, p(x)=0 akko x._f(p)* pa je a= k(p)'hrnerastavljlv

elemenat u H 1 p= P,

Def1n1c13a 3. 47 Prostor X je stalofen ako je T i sva-

ki zatvoren nesvodljlv skup u X je obllka x , XxE€X.

Lema 3.48 Svaki zatvoren nesvodlijiv skup u X, X& TOP,

" je oblika x , x&X, akko svaka tradka u 0X glavni filter, tJ.

c[X]:T%X. | | o |
Dokaz: (::9.) Skup k(p) 'je zatvoren 1 HESVOdl]lV pa

poétoji xEk(p) tako da k(p)_ =x . Otuda p~= p, 23 svako peT*X 'l:j

2
Tix=elxd. . - R
\ - Obratno, pPEtpOStaVlmO da je sz c[Xl Neka.jel# tacka.uhkig

- Ue0X, S(\U#Eﬁ akko p(U) 1 akko x &U pa dakle S X . R a

POSladica 3.49 Prostor X je stalozen akko evaluaClJa  :£;§

c: X——;T%X je homeomorflzam-4 o AR  f:ij;ﬁ§§§

.
aal

ﬁeka je STOP kategorlja stalozenlh prostora (1 HEPPEKld—;:

' St
L :
0 ke S i

nih funkcmja pokazademo da je STOP sekcija u kateﬂorljl TOP ob-  3
zmrom na adjunk01ju-(0?,0 r, ,c> tj da su SVl uslov1 def1n1c1]e'€

3. 7 zadovoljenl. T -

_J!
-

R T

Lema 3,50 Za svaku kompletnu Heytlngovu algebru H pros—fi

tor 02H je stalozen

Dokaz Trivijalno, 0 ‘H je T0~prostor Neka Jje S zatvo—
ren nesvodljlv skup u 02H 1 neka je presllkavanje p:H—2 defi-
nisano tako da ¥ x€H. p(x)=1 akko Sﬂrz(x)#(ﬁ Jednostavno se
proverava da Je p tadka u algebri H (nesvodljivost skupa . S obez-

wbEdJUJe da prola21 kroz A). Kako Jje 002H-r [H} to za svako |
U E&00%H, pE:U akko SNU#0 pa dakle S=p t3. prostor- 02H je sta

2
loZen.—

Sleded¢a lema omoguéava da se dokaZe da je evaluacija

~epimorfizam u kategorili STOP




gE;Q,Je f(p) -g(p)_, pa kako je Y To—prostor to je f= g-ﬁ

. vt

‘neprekldna funk01ja RaT

....92...

r

Lema 3.51 Za svako X € TOP, ox=-—3—vwzox-—99—»oxziox ;

Oe . A . - _ |
Dokaz: Ob21?om na 3.3, Oer2=1OX pa r200r2=r2. Obzirom
da je r, epimorfizam u kategoriji KHA (tj. "na"), r,Oc=1 Ox'ﬂ

2

Posledica 3.52 Morfizmi ¢ su epimorfizmi u kategoriji

STOP.

Dokaz: ViZe od toga, ¢ su Te—epimorfizmi jer, . za proiz-

voljne f,g:T%XF—fY, Y To-prostOP, ako fc=gq tada

0y —2L— 074X Oc}

pa zbog prethodne 1eme Of= r, k=0g. Otuda za svako pEEO%X 1mamo da"f

>OX =k, | ’

0b21rom nallemu ﬂ 50 uslov (1) definicije 3.7 je zadovo—54

|

'fl]en,_(ll) sledl iz 3. 51, a (iii) na osnovu 3.49, £5. kategor13a ﬁ

- STOP. je sekclja u kategorljl TOP za adjunk01]u (O“, ,r25c>

- Da dokazemo da je semantlckl funktor 1zomorflzam, prlme- i

tlmo da vaz:.~

Lema 3.53 Topoloskl prostor X Je stalozen akko post031

2X——9X takva da je hc 1
prostor (X,h>, X je staloZen prostor.

X"

Tj. za svaki T2—

Dokaz: Ako je X staloZen prostor tada je e: X-—+T§X ho-

meomorfizam pa moZemo uzetl da Je h=c 1. Obratno, ako takvo & po-

stoji tada je e injektivno pa je, obzirom na 3.17, X To—prostor.

Takodje, ehe= cix—c lT .xC Pa na.osnovu 3.52, ch- 1TJ Otuda e Je

homeomorfizam pa Je 0%21r0m na 3.438 prostor X staioaen -

1
|

Teorema 3.54'_Kategcrija STOP e sekcija u kategori]i

TOP za adjunkeciju <Og,0,r2,c>, semantid&ki funktor je izomorfiz-

am, a T#:TOP — STOP Je reflektor.

Z

Svakli Hauzdorfov prostor jJe staloZen, tj T = staloZen

:%rTO. Za svakl beskonacan skup X, -prostor u kome su zatvorenl

skupovi samo kona&ni skupov1 (1 X) Je ’I‘1 prostor ali nije stalo-
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sen, tj. staloZeni 1 T, -prostori nisu uporedivi.

1

Za proizvoljan stalcZen prostor X 1 svaki otvoren skup o
U OX neka je
juy=U{veox \-Hxl,.l. ,an X, inJc(V---I_:x;1 ) o s ,xn'g) <CUf.

Obzirom da je za sve V,WeOX, int(V—{xl,..,xn})r\iqt(w—{yl,..,ymg)
=int(wr\V—{x1,..,xn,yl,..,xm}), operacija J je J-operator algeb-
re OX. Fiksne tadke ovog operatora ¢ine kompletnu Heytingovu al-

gebru koperfektnih otvorenih skupova prostora X (jer, ako je X T1~

prostor to su upravo komplementi perfektnih skupova u X), u ozna-
ci OX;. S ' o
, Svako] ta&ki pEEOXj Pdgovara tatka pi=f algebre 0X. Kako
je prostor X staloZen to postoji x€X tako da je f-p . Ako pret-
postav1mo da je U= 1nt(X—{x}) tada je f(U)=0, medjutlm, j(uy=x pa

mora biti pgj(U)= f(U) 1 8to je kontrad1kc13a. Dakle u algebrl Ok

' nena taéaka

Intuicionistiéki,_ﬁlgebra P(1) se moZe utopiti u algebru

JP(1). Za svaki iskaz P> pp_je fiksna tadka operatora bU algebre

JP(1) pa je kompozicija P(l)——+JP(1)——iJP(1)b_ monomorfizam i al

gebra JP(i)bJ je konpletna Booleova algebra

: Ako algebra JP(l)b sadrzi tacku tada je matematika kla-

81cna Dakle, o "0 “intuicionisticki post031 veona mno -~

8O kompletnlh Heyt1ngov1h algebrl bez tacaka.

TN
Odredlceno J08 1 sek01ju u kategoriji TOP za adjunkeciju

=

(0,,0,? ,G) Pokazace se da Je to ustvari kategorija relativno
kompaktnlh é&oneov1h prostora. Pritom, umestoc sa relatlnom kom~
paktnosdcu, radlce se sa takozvanom "vay below" relacijom. Ovu'

relaciju definisao je Scott Qﬂj).u analizi neprekidnih mreza.

Definicija 3.53 Za proizvoljne otvorene skupove U,V & 0OX

prostora X, V<U akko svako otvoreno pokrivanje - od U sadrzi

‘kona¢no pokrivanje od V.

Lema 3.56 Za svako XETOP i sve U,VEO0X sledeée &injeni-

ce su ekvivalentne:
| (1) vV«U




(ii) Za svako pEET%X, ako p(V)=1 tada k(p)f\Uﬁw.

Dokaz: MNeka Jje p€T1X takvo da k(p)ﬁU @ Tada USk(p)' =

Uiveox | p(w)=0} pa na osnovu (i) bostoji otvoren skup W takav.
da VEW 1p(w)=0, pa dakle i p(V)=0.
Obratno, neka je § proizvolino otvoreno pokrivanje od U i
neka je I 1ldeal u OX generisan sa S. Treba pokazati da ja VEI,
Ako V&I tada postoji p ET?{X takvo da p(V)=1 1 p[I]z{O}-
Zbog (1i), ako p(V)=1l tada postoji WES tako da WNk(p)#0. Kako Je
WGI to p(W) ) pa dakle w-'-:k(p) . sto je kontradlkc:l]a -

Definicija 3.57 Prostor X je relativno kompaktan ako
(i) Za svako x€X, UE€O0X, ako }x&U tada postoijl VeEOX ta—
ko da V&U i xé&V. I . B |

.(:1.1) Za sve Ul’UZ 1,V € 0X

G V< u, i !vz«u V0V <<U1('\U2 T
o Prostor X je adebarskt ako Je kompaktan, étalozen 1 re— 4
latlvno konpaktan o ' ” o '

Prlmer 3.58 Svakl kompaktan Hausdorffov pros%or je alge-:

"*bar%kl 1 svakl Stoneov prostor je takodje algebarskl.

Dokaz | Ako je X kompaktan Hausdorffov prostor tada ]e X
staloaen i regularan i njegovi kompaktni podskupovl su upravo za-
t‘vorenl skupovi. Otuda za sve U, V&OX Ve Uy akko V cU t3, X je
| elatlvno kompaktan. | | |

Ako je X Stoneov prostor tada Je X kompaktan 1 stalozen i

za sve U, VGEOX VU akko postoji kompaktan otvoren skup W takav
da VEWEU, tj. X je relativno kompaktan. i |

. . co S o
‘Definicija 3.59 Neprekidna funkcija fiX—7Y, X,Y algebar
l - :

ski prostori, je algebarska ako za sve U,V€&€0Y,

- =
VU = fi 1(V)<<f=_} !

Obzirom na prethodni primer imamo sledeéil:

b

Primer 3.60 Neprekidna funkcija kompaktnih Hausdorffovih

prostora je algebarska. Neprekidna funkecija Stoneovih prostora

je algebarska akko inverzna slika svakog kompaktnog OTVOTenog sku




pa je kompaktan otvoren skup.

Dokaz: U prvom sluaju, inverzna slika preseka zatvore-
nih skupova je presek inverznih slika, pa Je svaka neprekidna
funkcija algebarska. |

Pretpostavimo da je f:X—7Y algebarska funkcija Stone-
ovih prostora X,Y 1 W&Y kompaktan otvoren skup, tada WKW pa
dakle f_i(W)}(f_i(W); t]. f_l(W) je kompaktan skup. Obratno jJe

trivijalno zadovoljeno.=

Pokazademo da je kategorija ATOP, algebarskih prostora
i algebarskih funkcija sekecija kategorije TOP .za adjunkciju
funktora O% : 0. Uslov (i) definicije 3.7 zadovoljen je na oOs-

novu sledecCe leme.

" Lema 3.61 Za svaku distributivnu mreZu D, prostor_O%D

je algebarski i za svaki morfizam fEiODM, preslikavanje O%f je

algebarsko.

‘Dokaz: Na osnovu prethodnih primera.

_ Uslov (ii) definicije 3.7 takodje vazi Jer, imamo sle=""

dedu lemu:

' Lema 3.62 Za svako X€TOP, preslikavanje f:X— T X

je;epimorfizam u kategoriji ATOP.

Dokaz: Neka je Y proizvoljan algebarskl prostor 1 ne-
ka je funkcija f:T1X——%Y algebarska. Oznacimo sa gEEKHA}slede—
éu kompoziciju. \ -1 e—1 |

oY ﬁ-OTix _ > CX.

% Dokazimo da za svako pc—:.T=X iU eOY f(p) e U akko
k(pg) AU£D, t]. da je k(pa) f(p)

Neka Jje f(p)GEU Obzirom da je Y algebarski prostor to
postoji VEOY 'tako da f‘(p)EV«U tj. kako je 5§ algebarska
funkCle-,pEJ (V)<Kf' (U) Pi[Oh] je baza prostora TlX pa pos-—
toji WEUX tako da p ri(W)C:f (V) Ctuda p(W)=1 1, na osnovu
leme 3.5, Wee ‘r, (WIS 171 (wy=g(V), tj. pg(V)=1. Dakle, 2zb-
og leme 3.56, k(vg)r]Uiﬁ | .

Obratno, pretpostavimo da Je k(pg)r3Uﬁ® t3. postoji v

(VEOY) tako da pg{(V)=1 i V&KU. Xako je f algebarska funkeija




imamo da je f_l(V)<<f_1(U) Neka Je J-{f€EOX\ r, (w) (U}}
t]. r1[W] pokriva f (U) pa post031 WerW tako da f (W)C:P (W).
Otuda se dobija da Jje g(V)=c_1f (V)< e 1r1(W)=w tako da p(h)ﬂl

i dakle, per, (W)‘Ef_l(U).

Pretpostav1mo da je fl T ‘XY takvo da f‘c-f1 k Tada

0(fel)=g= O(fic) pa za sveszfF)( f%p) -k(pg) fl(p) .Kako je Y
Typrostor to Jje konacno f= fl ’1 |

| .
Lema 3.63 Za svako X& ATOP, pﬁT%X, skup k(p) je zatvo-

ren i nesvodljiv u prostoru X.

Dokaz: ' k(p) Jje zatvoren 1 kako Je X kompaktan k(p)#@.
Treba jo8 dokazatili da je k(p) nesvodliiv. .

Ako je U€O0X takav da k(p)NU#0 tada postojili x€k(p)NU
1 postoji VE&OX tako da xﬁV(ﬁU tj. takvo da p(V)=1l. Otuda, ako
osu U, i U, otvoreni skupovi koji sa k(p) imaju neprazan presek

tada postoje otvorenl skupovi Vl’ V2 takvi da V1<<U1 i V <<U2 1

p(V,NV )-p(V )f\p(V }=1. Kako je X relativno kompaktan prostor
Vlﬂ.V2<<U1ﬁIU i konacno, obzirom na lemu 3.56, k(p) ima nepra-

2
.=

zan presek sa Ulf\U2

.

Prethodna lema omoguc¢ava da se na algebarskim prostori-

ma definiSu strukturalni morfizmi.

Definicija 3.64 Za svaki algebarski prostor X neka je

X '11){—+k funkcija definisana tako da za sve p&T
h(p) =k(p).

Definicija je korektna jer, prostor X je staloZen, a k(p) zatvo-

j. p

ren 1 nerazlozZziv skup u X.
Slededa lema pokazuje da Jje uslov (iii) definicije 3.7

taxodje zadovoljen.

Lema 3.65 Za svako X € ATOP, funkcija h:T%X-f*X je alge-
barska 1 pritom, hc=1x.

' Dokaz: Za svako x €X, k(p )=x pa dakle he=1,. Treba

jod pokazati da je % neprekidna funk01ja 1 algebarska.
L Pokazademo da je za proizvolino U&€0X, 0r(U)= (U)—

Lj{ri(v5\ VKU, tj. da je n"1(U) otvoren skup.
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Ako Jje pEihhi(U) tada je x-h(p)éﬁU pa postojli VKU tako
da x€V. Primetimo da je p&€r, (V) ]er, ako pretpostavimo Supro-
tno, tada p(V)=0 pa dakle x= h(p)EEkgp)f\V'. Obratno, *ako ]e
VU tada, obzirom na lemu 3.56, za svako pe€l

pErl(V) = k(p) NU£D
= a(ple U
=5 p € L)
$to dokazuje spomenutu Jjednakost.

1%,

h je algebarska funk01ja jer, za pr01zvoljne U,V &e0X ta-
kve da V&U, za svako p(—‘:Tlx imamo da

Wip)EV = k(p)NVEG = p(V)=
pa, obzirom na lemu 3. 56

p(V) 1 = k(p)ﬂUf-G’J = h(p)€eU,
&to znali da je (V)Eri(‘u’)gh (U). Kako je r (V) kompaktan

;“-;jotvoren skup u prostoru T%K to konacéno imamo da je o (V)(ﬂh (U)

tj. kh je algebarsko preslikavanje.-]

o Da se pokaze da su kategorije ATOP i TOP(T%) izomorfne,
tj. da je semantidki funktor uzomorfizam, treba pokazati da se
 svaki-;%"prost0r (X,h) sasto}l od algebarskog.prostora X i T§~+
strukturalnog morfizma h € ATOP, definisanog-u 3.64. |

.. Obzirom da,za proizvoljne X,Y €ATOP sa odgovarajuéim st-
rukturalnim morfizmima A,k 1 za svaku neprekidnu funkciju1
ffk——iY, ako dijagram

. T%f
T%X > T*Y
|
S
X \. f v

komutira tada je f algebarska funkcija, semanticki funktor Je

potpun.

Teorena 3. 67 Prostor X je algebarski akko postbji nep-
rekidna funkcilja 2 Tlx——*X takva da he=1

X .
Za svaki algebarski prostor X postejli tacno jedna funk-

cija & sa spomenutom osobinom 1 ta funkeija je algebarska.

Dokaz: OJbzirom na prethodnu lemu, dovoljno je pokazatl

-prostor (X,%), X algebarski prostor i da Je %
odredjeno sa 3.b4.

m e

da je za svaki T+




tor.

~ 98 -~

Pokazacz=ro najpre da Je za svaki T#*-prostor (X,%) uslo-
vom hczlX preslikavanie 2 jedinstveno odredjeno.

Za svako U€& 0X, obzirom na uslov hke: 1A’ 1mamo da je

a=n" ) 0 c(X]€r, ()
pa, kako je ri(U) zatvoreno- otvoren Skup u asociranoj topologi-
ji prostora T1X h 1(U) Ne [X] A" Cp (U), gde je - operator
zatvorenja u asociranoj topologiji prostora T

Kako je za pr01zvoljno LE€TOP, T#X= c[X]', to imamo da Je

ho (U)CA Cr (U,

Sto znadi d\'-}a za svako peii-'x, h(p)€U =>p(U)=1 pa dakle,

R(p)E k(p).
| Obratno, za svako x€k(p), e(x)€p tako da redom ima-
mo:  x&U => he(x)EU =» o(x) &R Ty = pen 1(U) = h(p)eu

i:pa dakle k(p) h(p) .-\

Ova ]ednakost pokazuje da je, obzirom da je X To-prostor,

h(p) jedinstveno odredjeno za svako peT*X\ Zatim, da je X kom-

paktan prostor, jer svaki prost fllter Okvorenlh skupova u X ima

tacku nagomilavanja i da je prostor X stalozen, jer je svaki za-

:tvoren nesvodljiv skup u X oblika k(p) za neku tadku P algebre,

OX. Ostaje dakle da se pokaze da je X relativno kompaktan pros-

" 7a svako xéU U € 0X, kako Je he= 1)( to je c(x)Ehnl(U),
pa post031 neko VEOX tako da

c(x)Er WV en Ty,

Otuda, x&V 1 za svako peTa'fX,

p(V)=1 =3 h(p) EU = k(p) N U£E,
pa obzirom na 3.56, VLU.

: i
1,U2,v1,vzeox V1<.<U1 i vz«t,z

imamo redom: ¥p & T#X. p(V,AV,)=1 = p(V, )=p(V,)=1

Kona&no, za proizvoljne U

'—_'—)k(p)ﬂUlf-@ i k(p)ﬂ'Uzﬂf}
. =$k(p)EU1r\U2

=2 k(p)N (Ulﬂ U2)£®,
pa dakle Vif\V2<<U1r\U2, tj. X Je relativno kompaktan prostor.—l

Obzirom na pfethodna?razmatranja dokazana Je slededa




Teorema 3.68 Kateporija ATOP je sekcija u kategoriji

TOP za adjunkciju (Of,o,rl,c>. Semantidki funktor je izomorfi
zam kategorija ATOP 1 TDP(T%) 1 TT:TOP——*ATOP je reflektor.—

Posledica 3.69 Klasa algebarskih prostora je zatvore-

na za retrakcije.

Prostor je algebarski akko je retrakt Stone-ovog pros-
tora.

Dokaz: Neka su f:X—»Y¥ i g:Y-—X neprekidne funkcije
takve da Jje gf= E 1 Yjalgebarski prostor. DokaZimo da Je tada
1 prostor # takodje algebarski.

Neka je k strukturalni morfizam prostora Y taKav da
ke=1y. Kako je transformac1ja ¢ prirodna to je cf-(TiJ)c

Neka je h= gk(T f), tada he=gk(T*fle=gkef=1 X pa je X
algebarskl prostor obzirom na teoremu 3.67.

Obzirom na primer 3.58 1 upravo dokazanu ¢injenicu,

prostor je algebarski akko je retrakc1ja Stone—ovog prostora -

| )
Beograd, 13 decembar 1981 godine.
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