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UvoD

Pojam kvazikonformnog preslikavanja, mada ne’i sam naziv, uveo
Jje H. Grotzsch 1928. gddine. Posto ne postoji konfwrmno preslika-
vanjekoje kvadrat preslikava na pravougaonik, prevodeéi tjemena u
tjemena, Grdtzsch je traiio takvo preslikavanje koje Jje najblize
konformnom. Uvodeéi mjeru odstupanja preslikavanja od konformnog
‘on Jje napravio prvi korak u osnivanju teorije kvazikonformnih pre-
slikavanja. Rad Grétzscha, iako primljen s interesovanjem, nije
nagao sljedbenike u tom trenutku,

Kvazikonformna preslikavanja su se ponovo pojavila 1935; godine
u jednom radu M.A. Lavrentjeva, u vezi sa aistemima parcijalnih
diferencijalnih jednacina koji su uopétenje gistema Cauchy - Riema-
nna.

Medjutim, teorija kvazikonformnih preslikavanja se dalje razvila
iz praktiéne potrebe da se nadje elastic¢niji radni instrumenat
nego sto su to konformna preslikavanja u ravni. L. Ahlfors Je 1936,
godine, iste godine dobio Jje i Fildsovu medalju, u svojoj teoriji
pokrivajuéih povrsi koristio kvazikonformna preslikavanja i od
tada Je pojam kvazikonformnog preslikavanja pdstao Siroko poznat.
Veé¢ 1937. godine O, Teichmuller je pomoc¢u kvazikonformnih pmslika-
vanja dobio vaZne rezultate u teoriji Riemannovih povrsi . Teorija
kvazikonformnih preslikavanja u ravni je zatim doZivjela svoj puni
razmah,

Usavrsavajuéi metod koji Jje koristio Grotzsch u svojim radovima,

Ahlfors i Beurling su doSli do vrlo moénog i danas Siroko primije-



-2 -

njenog metoda modula. Lavrentjev je takodje rijesio osnovni pro-
blem u svom pristupu teoriji kvazikonformnih preslikavanja doka-
zav3i teoremu egzistencije.

Prvi put je kvazikonformna preslikavanja oblasti u prostoru
razmatrao Lavrentjev /11/ 1938. godine.'ZnaEajno u tom radu nije
bilo prirodno uopStenje definicije za dvodimenzioni slucaj, vec
sto je tade postala Jjasna sustinska razlika prostornog od ravnog
sludaja. Do 1941. godine iziSli su jo$ po Jjedan rad A.I. Markuse-
vida i M. A. Krejnesa i teorija Jje za narednih osamnaest godina
prakti¢no bila zaboravljena.

Osnovna poteSkoéa koja se pojavlijuje u prostornom slucéaju, na
8to Jje ukazao sam Lavrentjev, moZe se iskazati ¢injenicom da su
sistemi parcijalnih diferencijalnih Jjednac¢ina kojima se opisuju
kvazikonformna preslikavanja preodredjeni, za razliku od ravnog
sludaja, i tim viSe preodredjeni Sto Jje dimenzija prostora veca.
S druge strane, ogromni i Siroko korisceni aparat teorije konfo-
rmnih preslikavanja ovdje nije mogao da bude iskorisScen, Jjer je
teorija konformnih preslikavanja u sustini dvodimenzionalna - klasu
konformnih preslikavanja u prostoru, kako je to pokazao jos Je
Liouville, &ine samo Mobiusove transformacije, to jest superpozi-
cije translacija, rotacija, homotetija i inverzija. Trivijalnost
klase konformnih preslikavanja u prostoru je istovremeno bila i
razlog povedanog interesovanja za relativno bogatu klasu kvazi-
konformnih preslikavangja.

0d 1959. godine n - dimenzionalna (n}) 3) kvazikonformna presli-
kavanja, vrlo aktivno su izucavali matematicari visSe zemalja,
narolito SSSR-a, SAD-a i Finske. VaZan korak,koji je omoguéio

nagli razvoj teorije, bilo je 1957. godine B. Fugledeovo /5/ uopsdte-
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nje pojma modula na prostorni sludaj. B. V. Sabat /38/ je 1959.
godine prvi put iskoristio metod modula u izudavanju kvazikonformnih
preslikavanja u prostoru. Vazni i uticajni radovi F. W. Gehringa
/7,8/ 1 J. Vdisdle /39,40/ iz 1961l. i 1962. godine su konadéno utvr-
dili metod modula kao geometrijski prilaz u iz&éa?aﬁju kvazikonfo-
rmnih preslikavanja. |

Ju. G. ReSetnjak /25,26/ i V. A. Zorid /46,47/ prvi put izudavaju
nehomeomorfna kvazikonformna preslikavanja. Kako se metod modula
univerzalno koristi jedino za homeomorfna preslikavanja oblasti
u prostoru R% ReSetnjak pri izufavanju svojih preslikavanja sa
ogranidenom deformacijom primjenjuje veoma Sirok analitiéki aparat.
Zorié dokazuje da u prostoru ne postoji prelikavanje analogno pre-
slikavanju z > e? u ravni, to Jjest da lokalno homeomorfno kvaziko-
nformno preslikavanje cijelog prostora R u sebe, pri n )2 je auto-
matski homeomorfizam i pritom na cio prostor rRP, (Ovaj rezultat,
koji je u teoriji kvazikonformnih preslikavanja poznat kao Teorema
Zorida, je iskazan kao hipoteza u pomenutom pionirskom radu Lavre-
ntjeva, trideset godina prije nego $to je dokazan). Radovi
Resetnjaka i Zorica imali su veliki uticaj na dalji razvoj teorije.

Finski matematidari O. Martio, J. Vaisala i S. Rickman /15,17/
su dokazali da su topoloska i metricka svojstva preslikavanja sa
ogranidenom deformacijom, (u njihovoj terminologiji, koju éemo i
mi koristiti, kvaziregularna preslikavanja), takva da se moZe sma-
trati da su u prostoru bas ta preslikavanja ono 5to su analiticke
funkcije u ravni. (Kvazikonformna preslikavanja, grubo govoreéi,
predstavljaju n-dimenzionalno uopsStenje konformnih preslikavanja

u ravni).



G. De Mostow /18/ i J. L. Ferrand /12/ su primijenili n - dime-
nzionalna kvazikonformna preslikavanja za dokaze vaZnih teorema
u topologiji n - dimenzionalnih mnogostrukosti i tako opet potvr-
dili vaznost kvazikonformnih preslikavangja u primjeni.

Razmotrimo sada u najkraé¢im crtama predmet izudavanja ovog rada.

Gering /8/ je jo$ na podetku razvoja teorije kvazikonformnih
preslikavanja dokazao da je geometrijska definicija, koja koristi
modul, ekvi&alentna sa metrickom u kojoj se kvazikonformnost izra-
zava preko mjere deformacije u svakoj tadki. Znadi, kvazikonfor-
mnost je lokalno svojstvo. Razjasnimo smisao ove primjedbe i ilu-
strujmo primjenu metoda modula.

Saglasno definiciji Gehringa, koja Jje najbliZa izvornim defini-
cijama Grotzscha i Lavrentjeva, homeomorfizam £:G—>G’ se naziva
kvazikonformnim preslikavanjem, (k - kvazikonformnim), ako je ta-

kozvana dilatacija

max | F(x)— F(xo)]

'&(Jce,}) = {im s [X ~%l=F y (xoeG),
r— 0 min | $(x)~— (X))
{oc- x°|=r

ogranicdena u G, (i k(x,f)< Kk SeSey 1{k< @),

Modul je neka funkcija definisana na familijama krivih prostora
Rn, sa vrijednostima u Ri o Osnovni znacCaj te funkcije sastoji se
u tome, Sto ako se ima k - kvazikonformno preslikavanje oblasti G,
onda je za proizvoljnu familiju krivih I’ u G i njenu sliku T’ sa

datim preslikavanjem

= (=1) w(r) ¢ M) ¢ ¥ ou, (1)
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gdje su M(T) i M(T") moduli familija T i I’. Tako je modul inva-
rijanta konformnog, a kvaziinvarijanta kvazikonformnog preslika-
vanja. Osim toga, modul u potpunosti karakteriSe kvazikonformno
preslikavanje jer, ako je za neko homeomorfno preslikavanje zado-
voljena relacija (1) za svaku familiju krivih u preslikavanoj ob-
lasti, moZe se dokazati da je takvo preslikavanje kvazikonformno.
Geometrijska definicija kvazikonformnog preslikavanja, koristeéi
relaciju (1), podiva na toj karakterizaciji, pri emu k na odre=-
djen nacin mjeri odstupanje preslikavanja od konformnog, (1 -
kvazikonformno preslikavanje Jje konformno),.

Iz relacije (1) slijedi, da ako, naprimjer Zelimo da dokaZemo
da ne postoji kvazikonformno preslikavanje oblasti G na G§ dovo-
1ljno je da nadjemo neku familiju krivih u G ¢iji modul je konalan,
odnosno nula, a modul familije koja bi morala da bude slika iza-
brane familije beskonadan, odnosno razliéit od nule. (Jasno je da
se u relenom mogu zamijeniti G i G%).

Ovaj posebni primjer istovremeno ilustruje metod modula: nakon
izbora familije krivih, koja je karakteristi¢na za dati problem,
opisuje se njena moguéa ili stvarna slika, pa nakon Sto se sracu-
na ili ocijeni sa potrebne strane modul originala i modul slike,
koristi se relacija (1),

Zbog toga dokazi veline svojstava kvazikonformnih preslikavanjn
poéivaju samo na &injenici da su M(T) i M(T*) jednovremeno konadni
(jednaki nuli) ili jednovremeno beskonadni.

Ogranidenost dilatacije k(x,f) u definiciji kvazikonformnog pre-
slikavanja ukazuje, kao S5to smo ve¢ rekli, da je kvazikonformnost

lokalno svojstvo., Iz redenog o odnosu modula i kvazikonformnog



preslikavanja slijedi da ako dilatacija k(x,f) nije ogranidena u
G, onda relacija (1) nije ispunjena za svaku familiju I"u G. Ali
to jos ne znaCi da u mnogim teoremama o kvazikonformnim preslika-
vanjima, pod nekim manje strogim uslovima od uslova u definiciji
kvazikonformnog preslikavanja kojima bi se podvfgla dilatacija
k(x,f), ne postoji isti kvalitativni odnos izmedju velidina M(T)
i M(T*) za familiju T koriSéenu pri dokazu konkretne teoreme.

U nasem radu /49/ je bilo dokazano da je niz svojstava kvazikonfo-
rmnih preslikavanja u vezi, ne s lokalnom strukturom preslikavanja
i ogranicenosScéu dilatacije u svakoj talki preslikavane oblasti, veé
s integralnom, odnosno kvazikonformnogéu u srednjem, to jest u
vezi sa uniformnom ogranicenosSéu srednjih vrijednosti Lebesguevog
integrala funkcije k (x,f) na ogranidenim podoblastima oblasti
koja se preslikava.

Ovaj rad Jje u izvjesnom smislu i nastavak i uopstenje prostijeg
slu¢aja obradjenog u /49/. Naime, sada se razmatraju nehomeomorfna
preslikavanja kvazikonformna u srednjem i tako se uopStava aktuelna
teorija kvazikonformnosti. Naziv rada, "Globalna svojstva kvaziko-
nformnih preslikavanja i preslikavanja kvazikonformna u srednjem",
isti¢e uzajamnu vezu ovih dvi%%?%%éslikavanja:svako svojstvo presli-
kavanja kvazikonformnih u srednjem otkriva da je to svojstvo u susti-
ni globalno za odgavarajuéa kvazikonformna preslikavanja, (homeomo-
rfna ili nehomeomorfna).

Rad se sastoji iz ovog Uvoda i Cetiri glave.

Glava I posvelena Jje definiciji preslikavanja kvazikonformnih
u srednjem. Najprije se daju taéne definicije prethodnih pojmova.

Specijalno, definisu se kvazikonformna i kvaziregularna preslika-
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vanja, poslije Cega se lakSe shvata definicija preslikavanja kva-
zikonformnih u srednjem. S nekoliko primjera ilustruje se ta de-
finicija i pokazuje da Jje klasa preslikavanja kvazikonformnih u
srednjem Sira od prethodne dvije.

U Glavi IT se dokazuju neka diferencijabilna svojstva preslika-
vanja kvazikonformnih u srednjem., Naprimjer, dokazuje se da su
preslikavanja kvazikonformna u srednjem diferencijabilna skoro
svuda i1 da imaju svojstvo (N) Luzina., Takodje se govori o tome
kakva svojstva imaju preslikavanja kvazikonformna u srednjem ako
zadovoljavaju uslov ograniCenosti indeksa u smislu /29/. Dokazuju
se i neka pomoéna tvrdjena koja se koriste u narednim glavama, te
i uslovi pod kojima je preslikavanje kvazikonformno u srednjem
konformno.

Glava III posvelena je vaZnom tehnic¢kom aparatu, modulu familije
krivih, te odnosu modula i preslikavanja kvazikonformnih u srednjeme.
Dokazuje se jedno opSte tvrdjenje koje omoguluje da se i kod ovih
preslikavanja u mnogim slucajevima primijeni metod modula,

Glava IV i po sadrZaju i po obimu je najvazZniji dio rada. U njoj
se dokazuje da teorema Zorida vaZi i za.preslikavanja kvazikonfor-
mna u srednjem. U prvom paragrafu ove glave (paragraf 9) razmatra
se odnos lokalni homeomorfizam - pokrivanje, to Jjest ono Sto se
o odnosu ova dva pojma u opstem slucaju,saznalo pri dokazu same
teoreme, Time se takodje vrdi pripfema za neka uopsStenja teoreme
Zorida koja se izraZavaju jezikom teorije homotopija, (pokrivaju~-
¢ih prostora). U drugom paragrafu (pafagraf 10) se dokazuju detiri
leme, pomoéu kojih se tehnicki uprdééavaju dokazi teorema koje

slijede i dobija na Jjasnosti ideje i konstrukcije dokaza, a i



veza sa predhodnim paragrafom se lakse ostvaruje. Neke od tih
lema su takodje interesantne i kao posebni rezultati. Zatim se
formuli$e nekoliko teorema, medju njima i teorema Zoricda. Teorema
koja tvrdi da se lokalni homeomorfizam Suplje okoline beskonacno
daleke tadke, ako Jje kvazikonforman u srednjem,moZe produziti do
preslikavanja koje je homeomorfno u nekoJ punoj okolini te tacke,
iskoriséena Jje u sledelem paragrafu, gdje je ustanovljeno pod ko-
jim uslovima je izolovani singularitet otklonjiv za preslikavanja
kvazikonformna u srednjem. Cetvrti paragraf sadrZi dva kontrapri-
mjera: U Glavi IV, kvazikonformnim u srednjem nazvali smo presli-
kavanja &ija srednja dilatacija zadovoljava nesto slabije uslove

od onih u definiciji Glave I. Trazilo se da za preslikavanje

o
£:G—»R" u sludaju neogranicene oblasti G bude jﬁ;é;r) =oco ,
[y v . n-1 4 n‘— ’
pri demu je R (r)= ————s / %2 (% f)dm, Be)=p"wpy, a
m ( B'(%)) /
B'(mnG

xoefflproizvoljna tadka (to Jjest da srednja dilatacija ne raste
suvie brzo na beskonadnosti). Prvi primjer, koji je dao jos
Zorié /47/,pokazuje da uslov J/;%%Q}::ao ne moZe biti oslabljen,
Drugi primjer Jje konstruisan da se pokaZe da jedno uopstenje
teoreme Zorida koje su dali O. Martio, S. Rickman i J. Vdis&lH
u radu /17/, ne vaZi za preslikavanja kvazikonformna u srednjem,
Taj primjer istovremeno pokazuje da preslikavanja iste oblasti
k - kvazikonformna u srednjem nijesu u opStem slucaju podjednako
neprekidna,

Pojedini djelovi Glave IV ovog rada izlagani su na Seminaru
Sabata i Zofiéa u Moskvi, na Svesaveznoj konferenciji iz kvazi-

konformnih preslikavanja i njihovih uopsStenja u Novosibirsku
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1976. godine i na Rumunsko - Finskom seminaru u BukureStu 1976,
godine,
U radovima /50,51,52/ su takodje objavljeni neki rezultat te

glave .



GLAVA I

DEFINICIJA PRESLIKAVANJA KVAZIKONFORMNIH U SREDNJEM

Uvod

Ova glava je uvodna i ima za cilj da d8 definiciju preslikavanj..
kvazikonformnih u srednjem, kao uopstenja kvazikonformnih i kvazi.
regularnih preslikavanja. U prvom paragrafu se najprije dokazuju
neke nejednakosti za linearno preslikavanje koje leZe u osnovi
definicija kvazikonformnog i kvaziregularnog preslikavanja, a za-
tim se daju te definicije. U drugom paragrafu se definidu presli-
kavanja kvazikonformna u srednjem, Nekoliko primjera u treéem par:.-
grafu treba da ilustruju najprostije, no dovoljno tipidéne sludaje e
nepravilnosti koje se pojavljuju kod ovih preslikavanja, a takodjc
da pokaZu da je klasa preslikavanja kvazikonformnih u srednjem
Sira od prethodnih dvijue.

Navedimo neke pojmove 1 oznake koje ¢e biti koriséene, Za oblasti
D kaZe se da Je kompaktna ako je D kompaktan skup. Ako je D kompa~
ktna oblast i DcG kazaéemo da je D kompaktna podoblast oblasti G.
Oznaka f:G—R" ukljucduje pretpostavku da je G oblast u R®, Ako Je
D kompaktna podoblast od G, f neprekidno i yéCf(aD), onda Jje “L(y,J‘D)
topolodki stepen trojke (y,f,D), /23,str.125/. H(y,f,D) je konstar -
tno na svakoj povezanoj komponenti od Rn\sf(aD). Ako za xe G postc-
ji kompaktna podoblast D oblasti G za koju je Df?f—l(f(x))={x}, o1 —-
dat&(f(x),f,D) ne zavisi od izbora takve oblasti D i oznadava se
sa i(x,f). f Cuva orjentaciju ako Jje ﬁ(y,f,D)) o za svaku kompaktru
podoblast D i y €£(D) \ £(8D), f mijenja orjentaciju ako je{L(y,f,1)<
o za svaku takvu trojku (y,f,D).

Skup Bf svih tadaka u kojima neprekidno preslikavanje f:G—>R"
nije lokalni homeomorfizam naziva se skup talaka grananja presli-
kavanja f. f Je diskretno ako Jje za svako y € R® y, inverzna

slika f_l(y) diskretan skup, to jest f"l(y) se sastoji od
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izolovanih tadaka. Ako je f:G——>R™ diskretno, onda /4/ je dim st
n - 2. Odavde slijedi da Je G‘\Bf oblast,a na esnovu maloprigje
redenog i(x,f) ima konstantnu vrijednost u G‘\Bf i iznosi +1 ili
-l. U prvom slucaju f ¢uva orjentaciju, u drugom f mijenja orenta-
ciju. |

Za oblast D kaze se da Jje normalna za preslikavanje f:G——»Rn,
ako je DCcG i £(9D) =f(D). Normalna okolina tadke x e G je norma-
lna oblast D takva da je Df)f—l(f(x)) = {x}. Ako je f otvoreno pre-
slikavanje, onda je uvijek 9f(D)ef(dD), te uslov £(dD) =2 £(D),

to jest £(dD)cdf(D), znadi da je preslikavanje f zatvoreno na D.

le Kvazikonformna ikvaziregularmna

preslikavanja

l.1. Razmotrimo najprije neka svojstva linearnog preslikavanja.

Neka Jje A:R®"—>R" linearno preslikavanje n - dimenzinalnog eu-
klidskog prostora u n dimenzionalni euklidski prostor. Ako Jje
detA40, A koncentricéne kugle preslikava u slicéne elipsoide. Intere-
suje nas koeficijent deformacije k(A) koji je jednak odnosu najve-
ée i najmanje poluose tih elipsoida. k(A) = 1 ako i samo ako je
A=)P, gdje je A#0 realan broj, a P ortogonalne preslikavanje pro-
stora R%, S druge strane invertibilno linearno preslikavanje cCuva
uglove,s taénoséu do znaka, ako i samo ako je A=DP, A\#0. Zato se
k(A) naziva koeficijentom kvazikonformnosti linearnog preslikavanja
A,

Neprekidna funkcija (Ax,Ax) na jediniénoj sferi (x,x)=1, dostiZe
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svoju najveéu 1 najmanju vrijednost. Kako je

(Ax,Ax) = (x,A¥Ax)Y o, (1)
a preslikavanje A% Jje samokonjugovano, to su sopstvene vrijednosti
preslikavanja A4 nenegativne, pri Cemu su najmanja i najveéa sop-
stvena vrijednost redom najmanja i najveéa vrijednost kvadratne
forme (1) na jediniénoj sferi (x,x)=1l. Neka vektori ©19eeey €
¢ine ortonormirani sistem od n sopstvenih vektora preslikavanja A*A,

NAC =X{€, A% ¢

~

R(A)=32 -

Neka Jje sada u R" fiksiran Dekartov ortonormirani koordinatni

).:gn- 'S >‘$1 e Ako je detAfo i uzmemo A,> 0,

onda Jje

sistem i matricu preslikavanja A oznac¢imo takodje sa A. Ako je

Az(aij),onda je _
* n 2 L 2
TATA) =Tl = A,

L, /=1 =

defA*A =222 22 HetAl =10 ),
Kako je

) R %1 n n ‘
LT s VAE e X = (detA)?
slijedi da Jje

T (AFA)> n (det A"

TZCA*A) » nE ) detAl, (2)

Geometrijska sredina Jje Jjednaka aritmetickoj ako i samo ako su

odnosno

gvi sabirci jednaki, te u (2) vaZi jednakost ako i samo ako je

9 2 2.___ 2
A‘_‘—-Az:.-o'.__‘-l.n -—-),,,
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odnosno ako i samo ako Jje A¥a= )?I; sto je ekvivalentno uslovu
A =)P,
13 [ 4 . "/2 - - - - - N . s .
Ako je detA#o mogule je /r(A'M)ocijeniti s gornje strane koristeéi

k(A) i detA:
T/ A% £, %% 2 5% D Nn-a
TrZ(A*A) £ (l,,-* +An) £ (n,l.,,) &Nt 4 (A XA An,

to jest

T2 (a*a) &« nT 404y 1det Al (3)
Pritom u relaciji (3) vaZi znak jednakosti ako i samo ako je A=)\P.

U docnijim razmatranjima biée nam nuzna sledea

l.1.1e I e m a. Neka su A:RU—sR® i B:R—sR" nesingularna linearna
preslikavanja. Tada je k(BA) £ k(A)k(B).
Dok a z. Neka su Xq i X5 takvi vektori da Jje !xl$=[x2;=l i
BAl= |BAxy| , L(BA)= | BAx, |, a yy =A%y ,y,=Axse Tada je

¥ A
BAL _ (BAx| _1Bd| _Bmil a1 tax) B LAl

€0A)  |BAX)|  \BYa| |B2z| 13l 4(8) Wl T B 1@

to Jjest

R(BAY < h(A) 4 (B),

$to je trebalo dokazati, ////

1.1.2. L ema /25/. Ako je detAfo i Trg(A*A)é nZN leletAl ,
onda je K% 1 i k(A) € KEk2-1 . /177

le2e Metric¢cka definicija kvazikonfonr-
mnog presilikavanja.Ako je preslikavanje f:D—>R"

diferencijabilno u tadki x € D, neka je |f’(x)|diferencijal od f,
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to Jest

]

f(x+h) = £(x) + £°(x)h + |h{€ (x,h),

pri demu £ (x,h)—»0 kad h——y0 i detf’ (x)=J(x,f). Ako je JI(x,f)#o,

(tada je f£’(x):RP—»R® bijektivno preslikavanje), velidina

| $'¢) h)
= Hﬂ’-1
| k(x,£) = k(£°(x)) m"4 TSy (1)

naziva se koeficijentom kvazikonformnosti ili dilatacijom presli-

kavanja £ u tadki xe¢G, (vidjeti l.l.). k(x,f) moZe se odrediti
i kao /8/

max | ¥(x) =+

ﬁ(oc £)= Lim S x'-7F , (2)
r— 0 min |4 &) — 40|
%! -X|=r

s tim Sto u tom obliku ima smisla i bez ogranidenja J(x,f)#0, ako
f nije konstantno u nekoj okolini tadke x i ako se raduna da je

a/o=m za a€ R.

l12.le De f inicija. Homeomorfizam f:G~>G"naziva se k-kva
zikonformnim preslikavanjem, ako je dilatacija k(x,f) ogranicena
uG ik(x,f)<k sese u G, 1Sk <® f se naziva kvazikonformnim

preslikavanjem ako je k - kvazikonformno za neko kJ l.

1 - kvazikonformno preslikavanje u smislu ove definicije je
konformno, to jest 1 - kvazikonformno preslikavanje je Mdbiusova
transformacija /8/.

Uslov ogranidenosti dilatacije k(x,f) homeomorfizma f:G——G’

gini da f ima uopdtene parcijalne izvode u smislu Soboljeva &iji
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su n-ti stepeni lokalno integrabilni, (feswi), te da je f skoro
svuda diferencijabilno sa Jjakobijanom skoro svuda razlic¢itim

od nule, Osim toga f zadovoljava uslov (N) /8/.

le2ée2e Te or ema /8/. Homeomorfizam f:G—»G’je kvazikonfor-
mno preslikavanje ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

1
(1) few ,

@) I & k]I(xy£)|  sese u G, (kP 1) /777

Kako se unaprijed ne zna da Jje f diferencijabilno s.s., to se
pod £°(x) u teoremi podrazumijeva formalni diferencijal, to Jjest

£’ (x) :R®—»R" je linecarno preslikavanje odredjeno sa f'(x)ei:arr(x

1

l¢ign,a J(x,f)=detf’(x). (Neprekidna preslikavanja iz klase W

imaju se.s. parcijalne izvode koJji su Borelove funkcijee. Detaljnije

vidjeti vidjeti paragraf 4).

l3,. Definicija kvaziregularnog ©prTre-
s 1ikavanja, Ispustanjem uslova o homeomorfnosti presli-
kavanja f u gornjoj teoremi, dolazimo do definicije kvaziregu-

larnog preslikavanja /26,15/.

1.3, De f inicija. Preslikavanje f:G—»RD} je kvaziregu-

larno, ako je f € Wi i postoji konstanta k » 1 takva da Je
1£2 () "€ k I(x,f)

Za SeSe XE G,

£f(x) i J(x,f) u definiciji l.3.1l. imaju isti smisao kao i u

teoremi le2e¢2e¢ o
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Iz teoreme 1.2.2. slijedi, da klasu kvazikonformnih preslika-
vanja (koja c¢uvaju orjentaciju) &ine topoloSka kvaziregularna
preslikavanja. Nekonstantna l-kvaziregularna preslikavanja su
M8biusove transformacije /27/.

U radovima /26,28,29/ ReSetnjaka, dokazano je da vazi sledela

(vaZna) teorema,

le3.2. T e 0 r e m a. Neka je £:G——>R" kvaziregularno preslika-
vanje. Tada: |
(1) £ je konstantno ili je f neprekidno preslikavanje
koje Jje diskretno i otvoreno i c¢uva orjentaciju,
(2) £ je diferencijabilno s.s.,

(3) £ zadovoljava uslov (N),. ////

le3¢3e T e 0 r e m a. Ako kvazireguiarno preslikavanje £:G—>R"
nije konstantno, onda je k(x,f) ogranidena funkcija na svakoj

kompaktnoj podoblasti oblasti G,

Dok a ze. Neka Je f:G—>R" nekonstantno kvaziregularno presli-
kavanje. Onda /15, teor. 4.5./ za svako x€G je k(x,f){ C< o,

gdje C zavisi samo od n i odi(x,f)k (k je odredjeno sa 1.3.1). Iz
/15, 2.10/ slijedi dakao diskretno i otvoreno preslikavanje,za svako
x€ G,f ima proizvoljno malu normalnu okolinu tacke x koju moZe-

mo racunati povezanom (vidjeti Uvod), pa kako /29/ f zadovoljava
uslov ogranilenosti indeksa (to jest topoloski stepen je ograni-
“8en na svakoj kompaktnoj podoblasti oblasti G), slijedi da Je

i(x,f), a time i k(x,f), lokalno ograniceno. /117

Sto se tide obrnutog rezultata, vaZi
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le3.4o Te or ema /15, 4.3/. Neprekidno preslikavanje £:G—RT,
koje‘nije konstantno, je kvaziregularno ako i samo ako su zado-
voljeni sledeéi uslovi:

(1) £ duva orjentaciju, diskretno je i otvoreno,

(2) k(x,f) Jje lokalno ograniéeno u G, |

(3) Postoji a < tako da je k(x,f) <M 2za SeS, xeG\Bf.///;

Uslov (2), uz prisustvo uslova (1), obezbjedjuje da Jje fe-wi .

2e Preslikavanja kvazikonformna

u srednjen

Mi éemo izudavati kvazikonformnost u srednjem i lokalnu kara-
kteristiku k(x,f) zamijeniti srednjom integralnom karakteristi-
kom, Sledeéi primjer pokazuje da se bez uslova f¢ Wi ne mogu

izbjeéi sludajevi patoloskih preslikavangja.

2ele Pr im J e r. Neka jJe f:Il-—912 preslikavanje kuba
Il={(xl,aoo,xn)‘ O<Xi( l, i=1,ooo,n} na kUb 122{(x1’ooo,xn)‘
0 %9 < 2, 04 xi< 1, i=2,...,n} odredjeno sa

X=(Xl [ I ’Xn) | e f(x>=(xl+g(xl) ,x2, o e ,Xn> [}

gdje Je g:[b,l)——»Rl monotono rastuéa funkcija, g(o)=0, g(l)=1 i

g’ (t)=0 s.s., u [o,l]. O&igledno, f je homeomorfizam diferencija-
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bilan s.8. 1 £°(x)=8(£°(x))=I(x,£)=1 ses. u I;. Zato je k(x,f)=l
SeSe U Il_. Srednja vrijednost Lebesguevog integrala i‘unkci.je
kn'l(x,f), (vidjeti donju definiciju), Je takodje Jjednaka 1.
Medjutim, f nije iz klase WI];. Zato ée preslikavanjeh kvazikonfor-
mno u srednjem biti po definiciji iz te klase, kako bi se izbje-

gli sludajevi preslikavanja kao u ovom primjeru.

2.2, Prosirimo najprije pojam dilatacije uveden u 1l.2. Ako Jje f:G "
neprekidno preslikavanje iz klase Wi, onda (kao 5to je vel recleno
Ule2.2.) f ima za s.se. x€ G parcijalne izvode koji su Borelove
funkecije, i mo¥e se govoriti o formalnom diferencijalu f£‘(x) kao
o linearnom preslikavanju odredjenom sa f'(x)eiza i f i jakobijanu
J(x,f)=detf (x). Dilatacijom preslikavanja f u taclki x€ G zvademo
velidinu k(x,f) definisanu s.s. u G na sledeéi nadin: k(x,f)=
£ (x)) /8(£® ) ako je J(x,f)# o, k(x,f)=1 ako je f konstantno
u nekoj okolini tadke x, k(x,f)=mako je | (x)}fo i £(£’(x))=0.
Ig izloZenog u tadki 1 ovog paragrafa lako se vidi da je ovako
definisana dilatacija k(x,f) jednaka onog za slucaj kvazikonfor-
mnih i kvaziregularnih preslikavanja odredjenoj relacijom (2) u 1.2,
Kako je skup tacaka Sto imaju okolinu u kojoj je f konstantno,
otvoren, a funkcije {(f’(x)), lf'(x)\ i J(x,f) mjerljive, k(x,f)
je mjerljiva funkcija. (Strogo govoreéi, k(x,f) je definisano sa-

mo s.s. u G i ekvivalentno Jje nekoj na G mjerljivod funkeiji).

2¢3, De £ i nieci Jj ae. Za neprekidno preslikavanje £ 1 G=—aR"
reé¢i éemo da Jje kvazikonformno u srednjem, ako je fé& W y J(x,f£)Y o0
‘S.8, U G i postoji konstanta k)1, tako da je za svako 1scrpljen;je

f{Dmg oblasti G (D Jje kompaktna oblast, DEG, D CD UD G)

m+l? g

{im s up

m~—» e ’”(D

f 'ﬁ (I,}) dm g S -é a1 1)

pri demu L (x,l) ima smisao o»mbdgeu u 2.2 .
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Najmanju od svih konstanti k u prethodnoj definiciji zvaéemo sre-
dnjom dilatacijom preslikavanja f u oblasti G i obiljeZavati sa
k(G,f). Ako je k(G,f)=k govoriéemo da je f k - kvazikonformno u
srednjem,

Ako je oblast G ogranicena, onda mesDﬁ—e mesG za proizvoljno iscr-
pljenje {Dmi, te primjenjujuéi lemu Lebesguea lako nalazimo da je

za sluCaj ogranidene oblasti G

ﬁﬂ“‘l _ 1 n-1 9
m(G) .
6 .
U /50/ smo primjerom pokazali da u opstem sludaju izraz na li-
Jevoj strani relacije (1) u gornjoj definiciji zavisi od iscrplje-
nja{Dﬁ& a takodje smo nasli, reSavajuéi problem Grdtzscha u n - di-

menzionalnom sluaju,da je pod integralom prirodno uzeti kn'l(x,f).

32 Nekoliko primJjera

3vako kvaziregularno (kvazikonformno) preslikavanje Jje kvazikon-
formno u srednjems Primjeri 3.1 i 3.2 pokazuju da olmuti odnos ne

Vaéi.

3,1, Neka je Bs(l/e) lopta poluprednika l/e, a f preslikavanje koje

tu loptu preslikava u jedinicnu loptu BB(l),definisano sa

ot x A
tn x| rx| °<ixi< g

fax) =
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v 1 VNG e — _____i_______ ¢ —_— 14
O¢igledno f€ W, 13 (x| = i< e { (:f‘ (x)) = In 1] ?
.t 3we),+ e 2, 4)d
R f) = 14 En i) R (Bve)$) = (5’(‘/ ) szﬁegd e
o Ve o 1x| 3 o3
x 3
(B = g5 |4 jm o j Al =y¢.

63 0
f je homeomorfizam kvazikonforman u srednjem, koji nije kvaziregu-

larno preslikavanje, jer ne postoji konstanta k za koju bi bilo

i
x| €n?)x| $ k gn lxl

Lako je konstruisati analogan primjer za sludaj proizvoljnog n.

3.2. Neka je ponovo n=3, (analogan primjer se lako konstruise za
ny3), £:R|0}—si® tako da za xeB°(1) No},f(x) € B2 (NP (w),
0odR<1 1 f(x)=(R+(1-R)I1xDx/, (\x1< 1; £(x)=x za |x])1. Imamo da
je fE€W. i za Il

Ifeol = BERUEL L ()= =R,
R .
= —_— ¢ =1 z2a |xi>»1.
Rx#) = 1+ moee zaixict o R OGH)
Zato Jje
(R, $ydm = (1+ &R+ R2) /(1= R?) .
BXan o}

@@manméenje f na Ba(l)‘\XO}je kvazikonformno u srednjem,ali nije
kvaziregularné} Primijetimo da f " razduvava" tacku x=0 u sferu
poluprecnika R i da Jje f,1 - kvazikonformno u srednjem u RB\{Q} a

da nije konformno.

3,3, Konstrui%imo primjer analogan preslikavanju £(z)=z", m%» 2, u

;.ravni. Neka je n=3, (ponovo radi odiglednosti), m) 2 prirodan broj,



- 21-

8 £:R2—>R> odredjeno sa X= (P, %) —35)=(nm¥,5)edje su r,?P, X3

cilindriéne koordinate. OcCigledno, f€ Wi )

|| = ﬁ;@;—g: m, L(+E)=1, kxf)=m,

pa je f preslikavanje kvazikonformno u srednjem. Kako je za r >0
J(x,f)=m,slijedi da je lf’(x)\3=m2J(x,f), to jest f je takodje
kvaziregularno. r=o je prava ¢ije su sve tacke,tacke granjanja
preslikavanja f, tako da f nije ni homeomorfizam ni lokalni ho-
meomorfizam. Dalje, topolodka dimenzija skupa talaka grananja je

1, odnosno za analogan primjer u n -dimenzionalnom sluaju n-2.

3.4, Neka je f:RB'\XO}-——aR5 preslikavanjae iz primjera %.2 , a
g:RB—-—eR5 preslikavanje iz primJjera 3.%. Tada je gf préslikavanje
kvazikonformno u srednjem, koje nije kvaziregularno i ¢iji skup
tadaka grananaja ima topolosku dimenziju Jednaku 1, odnosno n-2

u odgovarajuéem n - dimenzionalnom primjeru.

3,5, Primjer u /32/ pokazuje da kod kvaziregularnog, te ilkod
preslikavanja kvazikonformnog u srednjem, nema gornje granice 7o
lokalni stepen preslikavanja koja bi bila izraZena preko dilataci—
je k(x,f), a takodje da dilatacija k(x,f) zavisi u opStem sludaju

od lokalnog stepena preslikavanja.



Glawva II

DIFERENCIJABILNA SVOJSTVA PRESLIKAVANJA KVAZIKONFORMNIH U SREDNJEM

Uvod

| Pripadnost klasi Wi garantuje preslikavanju odredjena diferenci-
jabilna svojstva. Naprimjer, skoro svuda postoje obidni parcijalni
izvodi /35/, a takodje ako je fe;wi, ono Jje diferencijabilno skoro
svuda u smislu metrike Wi /31/. Ako preslikavanje zadovoljava joS$

neke dodatne topolotke uslove, naprimjer ako je f homeomorfizam

1

ili je f takozvano monotono preslikavanje, onda iz féiwn slijedi

da je f diferencijabilno skoro svuda /24,%1/. Da bi dokazao da su

1

kvaziregularna preslikavanja, koja su po definiciji iz klase Wn,

diferencijabilna skoro svuda i da zadovoljavju uslov (N) Luzina,
ReSetnjaku /26/ je bio nuZan veoma Hirok analitidki aparat. Kori-
steé¢i varijacioni metod on je dokazao da kvaziregularna preslika-
vanja zadovoljavaju uslov ogranidenosti indeksa /28,29/, to jest
da je topoloski stepen kvaziregularnog‘preslikavanja ogranicen na
svakoj kompaktnoj podoblasti preslikavane oblasti. To Jje Batim
iskoristio za dokaz da su kvaziregularna preslikavanja otvorena

i disretna /26/, odakleputomatski slijedi odredjena pravilnost
skupa tacaka grananja /15/. Medjutim, u mnogim od dokaza koje Je
dao Resetnjak, kvaziregularnost Jje koriiéena samo u ogranicenoj
mjeri. Naprimjer za dokaz da Je preslikavanje diferencijabilno skor

svuda, koriSéena jgddinjenica da skoro svuda gdje je J(x,f)=o, svi
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parcijalni izvodi kvaziregularnog preslikavanja su jednaki nuli.
Kako je to tadno i za preslikavanja kvazikonformna u srednjem,
to su i ova preslikavanja diferencijabilna skoro svuda.

Ista primjedba vaZzi i za jod nekoliko va¥nih teorema 3iji pre-
gled dajemo u prva dva paragrafa ove glave (paragrafi 4 i 5).
(Izmedju ostalog, preslikavanja kvazikonformna u srednjem zado-
voljavaju uslov (N)). U radu sa kvazikonformnim preslikavanjima
i njihovim uopstenjima zadatak se esto uproféava pomoéu dopu-
nske Mdbiusove transfomacije ili kvazikonformnog preslikavanja.
Jedna lema koja utvrdjuje kvazikonformnost u srednjem kompozicije
tog tipa,dokazana je takodje u paragrafu 5.

U paragrafu 6 se govori o tome kad je preslikavanje 1 - kvazi-

konformno u srédnjem Mdbiusova transformacija.

4, 0O k1lasi W

L. UopSteni izvod i klasa wpe,p>,1,€>/1.
Za funkciju u definisanu u oblasti Dc R® kazademo da je lokalno
1P integrabilna u D,(pY» 1), ako za svaki kompaktan skup ACD po-

stoji i konalan je integral
J lu )] am
A

U slucaju p=1 kazaéemo da je funkcija u lokalno integrabilna

u D, Uvodimo oznaku

U
il ay = { inucx)\*aLm} ’ .

Neka Jje k=(kl,...,kn) vektor ¢ije su kordinate nenegativni
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cijeli brojevi. Uvedimo slede¢i diferencijalni operator
I)ﬁ ;glk/
| Qxf‘l szkﬂ...g\l’;,,k"

gdde e lk|=kj+kytesotk . Neka su funkeije ¥ i X definisane

i lokalno integrabilne u oblasti DCRn. Ako Jje za svaku finitnu,
to jest sa kompaktaim nosacem u D, f puta neprekidno diferenci-

jabilnu funkciju V¥
[xeoYydm =t [rey DEYE dm,
D D

gdje Jje k=(kl,...,kn), [k]|= {, tada sefunkcija X naziva uopite-
nin DX izvodom funkcije P u oblasti D.

Klasu svih funkcija koje su definisane u oblasti D i imaju sve
uwop$tene do reda e,lokalno 1P integrabilne (p >1) izvode u obla-
sti D oznadavademo sa WI§<D)" |

Neka Jje f: DR preslikavanje oblasti D R™, Kazademo da Jje
preslikavanje f iz klase Wp(D) ako je svaka komponenta vektor
funkeije f=(ul,...,un) iz te klase.

Nas ée posebno interesovati sluca] 4 =1, to jest klase W:IL) (py1).

1

Neprekidna preslikavanja klase Wp mogu se okarakterisati tako-

zvanim ACLP svojstvom,

4y1.1« Za preslikavanje £:D—>R™ oblasti DCR™ ka¥e se da je ACL
(apsolutno neprekidno na linijama) ako Jje f neprekidno i ako na

svim stranicama T, = {xe Q| x;=0 } svakog n - kuba Q={xe Rn\ai@ xgb‘.b
koji leZi u D, skup tacaka x €E; za koje preslikavanje t v—-)f(}c»»-tei)
nije apsolutno neprekeidno na intervalu [ai,bﬂ ima (n-1) - dime-

nzionalnu mjeru Jjednaku nuli (i=1l,2,eee,0)%
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Loko je vidjeti da ako je f:D—»R™ ACL, onda f s.s. u D ima
ﬁarcijalne izvode, koji su Borelove funkcije /42,26.4/.
7a preslikavanje f:D—»R" oblasti DCR™ ka¥e se da je ACLP,
p»1l, ako je f ACL i parcijalni izvodi od f su lokalno P inte-

grabilne funkcije.

4,1.2, Te or e m a /35, str. 344/. £ je ACLY® u D ako i samo
ako je f neprekidno preslikavanje iz klase W% (P L)e /777
Sledeéa teorema daje jod jednu karakterizaciju neprekidnih

preslikavanja klase W%.
L,l1e3, Te or ema /42,27.7/. Neka je f:De=»R® ACLP preslika-

vanje oblasti DR, Tada postoji niz preslikavanja gj:D—-—)-Rn

takav da
(1) g€t
(2) 8426 uniformno na kompaktima u D,
(3) Za svaki kompaktan skup FC€D i svako 1€ ig n,
Qigj-—y 9;5 u metrici P (m). /177

Iako su preslikavanja kvazikonformna u srednjem po definiciji
neprekidna, mi smo usvojili oznaku w;, a ne ACLp, zbog toga Sto
su u radovima Refetnjaka /24,...,31/ koje Cesto citiramo u ovoj
glavi,izuéavdnapreslikavanja klaga Wp, pa Jje bilo pogodno zadrZa-

- t1i istu oznaku.

4,2, Diferencijabilna svoJjstva pr e-

‘slikava nja k1lase W%. Za funkciju u pisacemo gé&Wé(Bn)
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ako je ue WIl)(D) u nekoj oblasti DD B® i koristiti oznaku

s ,,
Iulwgcem = 2= 3P %emn

gdje pXu i k=(k1,...,kn) imaju smisao odredjen u 4.1 . Analogno
za vektor funkciju f=(u,sesssUy) bide WSl 4 rany = Sup KU 4
4,2.1. Neka je DER" oblast, f:D—»R™ preslikavanje iz klase W5(D)

i L:R®=—3R" linearno preslikavanje. Za x€71 neka Je

g $(x+hX) -f ()
p (B
gdje se norma odnosi na promjenjivu X iz Jjedinic¢ne lopte Bn_(Xe-Bn).
Linearno preslikavanje L se naziva potpunim diferencijalom pre-
slikavanja £ u tacki x u smislu konvergencije W%, ako S(h)—»okﬂd,heo.
Na standardan nadin se dokazuje da preslikavanje f u tacki xe€D
nema vide od Jjednog potpunog diferencijala u smislu konvergencije

u Wlo

p
Neka Jje x€D tadka u kojoj su definisani svi parcijalni izvodi
3:‘/3%, i=1,2,...,0n, funkcije féwll)(D). Linearno preslikavanje
f’(x) odredjeno sa
nogf
! — —_— (“ﬂ,}('
:F(DC)()Q) ?;1/\ 2%, t

naziva se formalnim diferencijalom preslikavanja f u tadki x€ D.

4,2,2, Te or e m a /31/. Za svako preslikavanje f:D—>R® iz
Klase w%) oblasti DCR™ i s.s. x€D, formalni diferencijal £’ (x)
je potpuni diferencijal preslikavanja f u tacki x u smislu ko-

‘nvergencigje u W%. /777
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4,2,3. Neka Je f:D—>R" proizvoljno preslikavanje, x€D i L

linearni operator. Neka je dalje

FOAX) = \ J-(ac+ﬁi(t)-f(x) - LX\

gdje je hdo. Ako je
dim inf ¥(4) =0,
h=>0

gdje je #(A)= f'iﬁ%ﬂ(‘hc){) , onda se L naziva slabim potpunim

diferencijalom preslikavanja f u tadki x.

4,2,4, T e o T em a /26/. Heka je f:D—»R" preslikavanje oblasti
pc g™ iz klase W%(D), pri ¢emu je p» n-l. Ako Jje linearno presli-
kavanje L:R®——sr" potpuni diferencijal preslikavanja f u tacki
x€D u smislu konvergencije u W%, tada je I slabi potpuni dife~-

rencijal preslikavanja f u tadki x. /177

4,2.5. Te or e m a (Calderona) /26/., Ako je pd>n i f:D—>R"

preslikavanje iz klase w% onda f ima Ses. u D potpuni difere-

neigjal, /1777

U opStem sludaju o diferencijabilnosti preslikavanja klase
Wi, u izvjesnom smislu, ne moze biti receno vise, jer su Calderon
i Cezari dali primjer koji pokazuje da uslov p)» n u prethodno]
teoremi ne moZe biti oslabljen.

Za p=n su diferencijabilna s.s. takozvana monotona preslika-

vanja klase Wi.

4o, Mo not ona preslikavanja. Neka je D pro-

proizvoljna oblast u Rn, u:D----)R1 realna funkcija. Kazacemo da



Je funkcija u monotona u D, ako je za svaku tacku XO€D i za svako

r € (o,d(x,,dD))

Sup ess U(X) = Supess U(x) , infessu(x) == infess u(x) .
xe 8"tk r) xe B (e r) xe §"V(xo,r)  Xe€ B"(%o,7)

1 monotona funkcija u oblasti DcRr™,

4,3,1¢ I e m a. Neka Jjeu:D=»R
Ako je ue€ W:ILI(D) onda je u neprekidna i ima s.s. potpuni difere-

ncijal._

Do kaz. Y(r)soscu = sup ess u(x) - inf ess u(x) je mo-
§™xer) xe§™ (%o, r) xe §"'(aco,r)

notona funkeija od r. MoZe se dokazati /7,18/ da je za R (a,b)=
o
i_ X la £ |x-x {[¢<b , a,b€ (o,d(xo,BD)) }

dr n A
¥ (r) = < A A ACH m
5 r X jRac,(“cb) ’

gdje je A konstanta kaja zavisi samo od dimenzije n. Neka Jje
¥Y(o) = 1im P(r). Oigledno,
r—y O
(f‘?.“‘..)y’(o) & eonst .
a 7"
za proizvoljne a i b, otkuda slijedi da je ‘P (o)=o0o, to jest da Je
u neprekidna u Xge Diferncijabilnost funkcije u sada se moZe do-

kazati kao u /31/ ( ili /41/). ////

KaZe se da je preslikavanje £:D—>»R? oblasti DCR™ monotono ako
su mu sve koordinatne funkcije monotone u D. Kao posljedicu pre-

thodne leme imamo da vaZi sledeéa

4,3,2, T e 0 r e m a. Neka Je £ :D—»R™ monotono preslikavanje

oblasti DCR™, Ako je f € W:rL1 onda je f diferencijabilno se.se. u D.////
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5o Neka diferenci j‘a bilna sVoJjstva

50l Di ferencijabilnost skoro s vud a.
Preslikavanja kvazikonformna u srednjem su iz klase Wi. Iz teopbeme
4.,%3,2 slijedi da je za dokaz da su ova preslikavanja diferenci-
jabilna se.s. dovoljno ustanoviti da su monotona. Razjasnimo najpri-

je topoloski smisao pojma monotonosti.

5.1.1¢ L e m a. NWeka je £:G—eR" neprekidno preslikavanje oblasti
G R, Akdlza svaku kompaktnu podoblast D od G skup £(D) nema

zajednidkih tadaka sa spoljéénjom oblasti skupa £(@D), onda je f
monotono'preslikavanje. (Ona, jedina, komponenta skupa Rn‘~fG9D)

koja je neogranilena naziva se spoljainjom oblasti skupa £@D)).

Dok a z. Neka je x_€ G,}ax?e(o,d(xo, D)). Neka jedalje N, na-
jmanji zatvoreni n - dimenzionalni paralelepiped takav da Jje
f(Sn_l(r))CIQ. Tada se na svakoj stranici od Q nalazi bar jedna ta-
¢ka skupa f(Sn"l(r)), a sve tacke koje se nalaze izvan 1 su iz
spoljadnje oblasti skupa f(Sn_l(r))=fGQBn(r)). Ako postoji tadka

¥ u Bn(ko,r) u kojoj se dostiZe supremum (infimum), recimo koo-
rdinatne funkcije fl, onda tadka f(x) po uslovu teoreme ne moZe
biti izvan kuba 1), odnosno s obzirom na to kako je kub 7 iza-

bran slijedi da f(x) mora biti na gronici kuba Q, na kojoJ ima

i tadaka iz f(Sn_l(r)). Time je dokaz leme zavrSen, /777
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5.1.2. I, e m a. Neka Jje £:G—>R" neprekidno preslikavanje
oblasti GCR®, Neka je dalje f€ Wi i J(x,f)20 Ses. « Ako su
SeS. gdje je J(x,f)=0 svi parcijalni izvodi preslikavangja f
jednaki nuli, onda za svaku kompaktnu podoblast D oblasti G

u kojoj f nije konstantno preslikavanje i za svako y € £(D)\

£(@D) Je q"- (y’f,D)>/ 1.

Doka ze £ je ACT,, pa ako su u nekoJj oblasti parcijalni
izvodi preslikavanja f Jjednaki nuli s.s., onda je f konsta-
ntno preslikavanje u toj oblasti. Uz ovu primjedbu moze se
dokaz nafe leme sprovesti na isti nacin kao i dokaz leme 7
u /26/ koja se odnosi na kvaziregularna preslikavanja. Mi

¢temo se ograniditi samo ovom primjedbom. /777

5¢le3. T € 0T € m 3, Preslikavangje f : G—pRTkvazikonformno

u srednjem u oblasti G diferencijabilno Jje Se.s. .

Dok a z. Kako se svaka oblast moZe pretstaviti kao prebro-

jiva unija ogronidenih oblasti, iz definicije 2.4 preslikava-

nja kvazikonformnog u srednjem slijedi da je k(x,f)#00 s.s. u

G, te da su svi parcijalni izvodi preslikavanja f jednaki nuli 3.
s. gdje je J(x,f)=0. Znali, zadovoljeni su uslovi prethodne leme,
pa za svaku kompaktnu podoblast D od G i y €£(D)\ £(@D),
ﬁ(y,f{D))]d Doka¥imo sada da je f monotono preslikavanje. £(T))

je kompakt i zato spoljasnja oblast od £(@D) ne moZe biti dio od
f(D). 8 druge.strane,‘topoloéki stepen je konstantan na svakoj pov:

zanoj komponenti skupa RONF(3D), te £(D) ne moje imati zajedni-
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Skih tadaka sa spoljaSnjom obladéu skupa £@D), jer bi u tim
tadkama, a time i u cijeloj spoljadnjoj oblasti skupa f(dD)
bilocx(y,f,D)).l. Iz leme 5.1l.1 sada slijedi da Jje preslika-
vanje f monotono, te je diferencijabilnost se.s. posljedica te-

oreme 4.3%.2 , ////

5¢2¢ Us 1 ov (1) i transformacija 1inte-
g r al a. Svojevremeno Jje pokazano da kvazikonformna preslikava-
nja zadovoljavaju uslov (XY, /7/, /39/. ReSetnjak Jje dokazao /2i/
da svi homeomorfizmi, a ne samo kvazikonformni, iz klase Wi zado-
voljavaju taj uslov. U /26/ je potom dokazao da uslov (N) zado-

voljavaju i kvazirepgularna preslikavanja.

5.2.1¢ T e 0 r e m a. Preslikavanja kvazikonformna u srednjem za-

dovoljavaju uslov (N).

Doka z. Pri dokazu teoreme 5.1l.3 smo vidjeli da preslikavangje
kvazikonformno u srednjem zadovoljavaju uslove leme 5.1.2 . Kako
je pri dokazu da kvaziregularna preslikavanja zadovoljavaju uslov
(W) (teorema 9 u /26/) kvaziregularnost korifiéena samo u vidu
leme 5.1.2 i teoreme 5.1.3 taj dokaz se mo’e prenijeti i na pre-

slikavanja kvazikonformna u srednjem. /777

5¢2.2¢ U opStem sludaju, ako neprekidno preslikavanje £:G—sR"
za_
zadovol java uslov (N), onda jeY'svaki po Lebesgueu mjerljiv skup A,

{(0) takodje mjerljiv /34/.



- 32 -

Navedimo Jjo5 jednu teoremu o transformaciji integrala, koja
vazi 1 za preslikavanja kvazikonformna u srednjem, /23, para-

graf V.3 /.

5.2.3, T @ o r e m a. Neka je f:G——R"” neprekidho preslikavanje
koje Se.5. U G ima slabi potpuni diferencijal, zadovoljava uslov
(N) 1 J(x,f) Jje lokalno integrabilan u G. Tada za svaku kompa-

ktnu oblast D je

JIJC:c,a‘)ldm(ac) = f N (4.4,6) dmy) ,
D N Rn

gdje je N(y,f,D) broj elemenata skupa f-l(y)n D ( dopufta se vrije-
dnost N(¥,4,D)=e°).
Ako je m(@D)=o0 , tada za s.s. y€R" jel({(y,f,D)lg N(y,f,D)
i

fDJ(&‘,a‘)d"ﬂ(*) = jR” M (8% D)dmey) .
Dalje, ako je u(y) takvva funkeija u R™ da je N(y,f,D)u(y) inte-

grabilna funkcija, tada
w (#60) 13 ) dmey= [ _wu(y) N(¥, D) dmey).
JD fRn 3 N(§ £ D) amy

U sludaju da je m(dD)=o0

U ($(x) I )= [ ' :
{) %, éfnu(;/)/u (7.4D)dn(z) -

Ova teorema vaZi i za preslikavanja kvazikonformna u srednjem,
jer su ona diferencijabilna s.s. (teorema 5.1.3), zadovoljavaju
uslov (N) (teotema 5.2.1), a lokalna integrabilnost Jjakobijana

lako slijedi iz pripadnosti klasi W. i nejednakosti H5ldera.



- 33 -

5¢%¢ O uslovu ogranic¢enosti indeks a.
ReSetnjak je dokazao da Jje kvaziregularno preslikavanje ili ko-
nstantno ili je otvoreno i diskretno (vidjeti parvagraf 1).

Dokaz tih vaZnih svojstava baziran Jje na vaijacionim osobinama /28/
kvaziregularnih preslikavanja, koja su najprije iskoriséena za
dokaz da je inverzna slika talke pri nekonstantnom kvaziregula-
rnom preslikavanju skup &iji Jje kapacitet /26/ Jjednak nuli /29/,

a potom da ta preslikavanja zadovolJjavaju uslov ogranicenosti
indeksa ( topolofki stepen ﬁ,(y,f,D) je ograniden na svakoj kompa-
ktnoj podoblasti preslikavane oblasti G). Ako bi se dokazalo da

ova dva svojstva imaju i preslikavanja kvazikonformna u srednjem,
lako bi se dokazala jod ncka (osim otvorenosti i diskretnosti),

u sustini diferencijabilna svojstva nasih preslikavanja. Naprimjer,
skup Bf tadaka grananja bi imao topolosku dimenziju bar za dva
manju od dimenzije prostora u kome se nalazi preslikavana oblas

/4/, a takodje da je m(Bf)=o, te i m(f(Bf))=o /15/.

5.4a KomposziciJa preslikavanja.Uradu sa
preslikavanjima kvazikonformnim u srednjem ponekad Jje od koristi
sledeéa lema, koju dajemo na ovom mjestu,jer je za njen dokaz
bila nuZ%na dinjenica da Jje preslikavanje kvazikonformno u sre-

dnjem diferencijabilno s.s.

5¢/tele I e m a. Neka Je f:G——»Gl preslikavanje kl - kvazikonformno
u srednjem, a g:G1~—+Rn ké—kVazikonformno preslikavanje iz kla-
se Cl. Tada Jje preslikavanje gof:G-—»Rn k1k2 kvazikonformno u

srednjem.



Dok az. 7a ses. x€G,f je diferencijabilno u x, pa je gef

takodje s.s. diferencijabilno preslikavanje 1

9 ef- (x) =
é_z_m Z% (f(=)) - x‘(“‘)

Kako su parcijalni izvodi difeomorfizma g lokalno ograniceni, a
parcijalni izvodi preslikavanja f lokalno i integrabilni, slijedi
da su 1 parcijalni izvodi preslikavanja gef lokalno ? integra-
bilni. Osim toga g lokalno zadovoljava uslov Lipschitza, pa Jje
gef lokalno, (a time i globalno) ACL. Zato su parcijalni izvodi
od gef istovremeno uopiteni izvodi preslikavanja gef ( s tacno-
§éu do pripadnosti klasi ekvivalencije). Znadi, gef Jje iz klase
Wn.

Ako je u x€ G J(x,f)#o, onda je linearno preslikavanje (gof) (x)=
g’ (£f(x))ef’(x) nesingularno (g je difeomorfizam), te na osnovu

leme l.l.1 slijedi da Jje
k(x,gof)gik(x,f) k(£(x),8)¢ k2k(x,f) . (1)

Dalje, J(x,gef)=0 ako i samo ako J(x,f)=0, pa iz 2.3 slijedi
da ako je k(x,g f)=m , onda mora biti i k(x,f)=00, te da Je
(1) tadno s.s. u Ge. Zato Je i k(G,gof)$.k2k(G,f), §to Je i
trebalo dokazati. ' /17

6o Preslikavanje l-kvazikonformno

u srednjenm

Jo$ 1850. godine, J. Liouville je dokazao metodom diferencija-
lne geometrije /5)/ da se klasa konformnih preslikavanja u pro-

storu ( to jest preslikavanja koja duvaju uglove), iscrpljuje
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grupom koju generisu inverzije u odnosu na sfere i refleksije
u odnosu na (n-1) - dimenzionalne ravni u R™ . takozvanom gru-
pom Mdbiusovih transformadija. Liouvilleﬁ‘je, doduse, bila po-
trebna pretpostavka da su razmatrana preslikavanja iz klase CB.
Dugo se taj dopunski uslov nije mogao oslabiti..Gehring /8/ je
dokazao da je svako 1 - kvazikonformno preslikavanje MSbiuso-
va transformacija. ReSetnjak /27/ je dao analitidki dokaz teo-

reme Liouvillea pri minimalnim uslovima regularnosti.

Gele De £finicdij a. Preslikavangje f:G—»R" oblasti G<Rr™

1

se naziva uopitenim konformnim preslikavanjem, ako je féiwn,

J(x4,L)) 0 Sese U G i 28 Sese XxX€G formalni diferencijal f’(x)
ima oblik f’(x)=od(x)P(x), gdje je ol(x) realan broj, a P(x) ortc

nalno preslikavanje prostora R,

6elel. Te orema /27/. Svako uopsSteno konformno preslika-

vanje, ili je konstantno ili Jje M®biusova transformacija. ////

6.2, Primjer 3.2 pokazuje da 1 - kvazikonformno u srednjem pre-
slikavanje ne mora da bude konformno. Medjutim, nepravilnost

tog tipa nije sustinska. Radi se, ustvari, o tome da u nekom
dijelu D neogranidene oblasti moZe da bude 4;kn—l(x,f)dm
ograniden, pa ako je u ostalom dijelu oblasti k(x,f)=1, slijedi
da ako je preslikavana oblast "dovoljno velike zapremine" f moZe °
ti preslikavanje 1 - kvazikonformno u srednjem, a da nije konforn

Takodje, f moZe biti i konstantno preslikavanje. Vazi medjutim,
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6e2ele T e 0 r e m a, Nekonstantno preslikavanje f:G—sR™
kvazikonformno u srednjem Jje MObiusova transformacija ako i
samo ako je 1 - kvazikonformno u srednjem u svakoj ograni-

¢enoj podoblasti oblasti G.

Doka z. Neka je D& G ogranicCena oblast. Iz
A4_ n-1 -
am LR pdm = 1,
slijedi da Je
fo [ %" x$)-1]dm =0,

te zbog k(x,f)» 1, k(x,f)=1 s.s. u D, Oblast G je prebrojiva
unija ogranidenih podoblasti,pa je k(x,f)=1 s.s. u'G. Na osno
vu paragrafa l.1 zakljudujemo da je f£°(x)=o{(x)P(x) s.s. u G.
Kako Je fé€ WI];, tvrdjenje koje dokazujemo je posljedica teore-

me 6el.l o /177



G1lawva ITT

FAMILIJE KRIVIH I PRESLIKAVANJA KVAZIKONFORMNA U SREDNJEM

Uvod

Modul igra osnovnu ulogu pri izudavanju kvazikonformnih pre-
glikavanja., U ovoj glavi ¢emo dokazati Jjednu lemu koja omogu-
duje da se u mnogim sluajevima i pri izucavanju preslikavanja

kvazikonformnih u srednjem primijeni metod modula,
7« Modul famildiJe krivih

7¢le Kr i va 1 integral duz krive, Kriva

je neprekidno preslikavanje®:a —->Rn, intervala A iz Rl

. Kriva
se naziva zatvorenom ili otvorenom, zavisno od toga da 1li je in-
terval A zatvoren ili otvoren. Podkriva krive # Jje restrikcija
od ¢ na podinterval od A . Skup *(A) takodje éemo zvati krivom,
Neka Jje Ac R™ Borelov skup i e: A——»él nenegativna Borelova
funkcijae. Ako. je kriva * :A —> A rektifibilna ili lokalno rek-
tifibilna, moZemo Jje parametrizovati uzimajuéi za parametar du-
Zinu s luka /mjerenu od neke talke krive/. Tada je Qe¢2¢ nene-

_gativna Borelova funkcija, pa moZemo definisati integral funk-

cije p duZ krive J* kao integral Lebesguea

f p [x(»] ds
» |
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obic¢an ili nesvojstven, zavisno od toga da 1li je kriva g* rek-
tifibilna ili samo lokalno rektifibilna,

Neka Jje D oblast u Rn, f: D—sRD neprekidno preslikavanje i
% :A —> D kriva u D. Tada je fo3* kriva u R". Ako je ta
kriva lokalno rektifibilna tada Jje za nenegativnu Borelovu fun-

keigu p 2 {foa‘(s)} it

N definisan integral duZ krive 4{e7'.

Neka je

| = Lim s [$(x+A)— F ()| ‘ -
L (x,+) zm“itép I x €

0%igledno O £ L(x,f) £ 0. Ako je f diferencijabilno u tadki x,
onda je L(x,f)= |£’(x)| . Nije teSko dokazati sledele teoreme,

/42, str. 11 i 12/.
7¢1ele T e 0 r e m a. Funkcija x»—L(x,f) Je Borelova u D. /177

7¢1e2e T ¢ 0 r e m a, Neka Jje D oblast u R i f neprekidno pre-
slikavanje oblasti D — R®, Neka je dalje ¢ :A —>»D lokalno rek-
tifibilna kriva za koju Jje f apsolutno neprekidno na svakoj zatvorenoj
podkrivoj od F(r je apsolutno neprekidno preslikavanje na

krivoj @ ako je f ¢ ¥'(s) apsolutno neprekidno preslikavanje duZine
luka s). Tada je fe¥ 1lekalno rektifibilna kriva. Ako je dalje

p: i. fv)‘(s)} —sit nenegativna Borelova funkecija, tada

jf.rﬁc’b* < Je[a‘(ac)][,(ac,f)ldxl . 117
b
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Primijetimo da ako je f neprekidno diferencijabilno preslika-

vanje da su tada ispunjeni svi uslovi gornje teoreme,

7.2 DefiniciJ a.cleka je I' familija krivih u B®. Ozna-
imo sa F(I' ) skup svih nenegativnih Borelovih funkecija . e sRn--’Rl

takvih da Je

f)l 8 du >1 ?
za svaku lokalno rektifibilnu krivu € [ . Modul familije kri-
vih [ Je

g [, 0" dm | 2a F([)# ¢
ee£(r) R

oo ’ i‘aF([')=¢‘

M([) =

Funkcije iz F([) nazivaju se dopustivim za familiju .

Iz definicije modula neposredno slijedi da Jje modul familije

krivih koje nijesu lokalno rektifibilne Jjednak nuli,

7¢2ele Pr im jer. Z2a 0 g a &b oblast R =§tx‘a<\x~xo\(b}¢Rn
naziva se sfernim prstenom. Za slucaj a » 0, b oo, odredimo
modul familije krivih[épo&’:etn‘e i krajnje tacke kojih pripadaju
redom sferama poluprednika a i b, a sve ostale taclke krivih
pripadaju prstenu R. Modul te familije krivih naziva se modulom
prstena R./vidjeti ’7.3~.1Q/. Neka Jje e € F(I‘R) i 3‘6: t—>te, gdje

je e jedinidni vektor, t € [a,b) , a Ty pomenuta familija krivih.
Primjenom nejednakosti H8ldera dobijamo

-4 b
1<(f ek ) ¢ n ) [ em 7t
e a
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Integraljeéi obje strane dobijene relacije po svim pravecima i

primjenjujuéi teoremu Fubinia, slijedi da Je
b \n-1 n
Wn-q4 £ ({”Z{) fRnE dm , (%)

gdje je @ n__l,(n—l) -~ dimenzionalna mjera Jjediniéne sfere u R,

U relaciji (%) Jjednakost se postiZe za funkciju

jf v zq X €R
pey= { Loz le
0 , za x¢ R

koja je, oligledno, iz F(IR). Zato,

M(R) = @n-y (En &)

7e2e2s Ako Jje M(T ):: Jénen' ipée (T ) ,e se naziva eks-

tremalnom funkciom za familiju T ,

7¢%¢ O s moOoVna svoJjstva modul a, Navodimo sa-

mo ona svojstva koja ¢e kasnije biti kori&éena (dokazi se mogu

nadi u /5/ i /42/).

7e3ele Modul je spoljna mjera na prostoru svih krivih u Rn, Lo je
(1) M(¢#)-~o,
(2) Ako e ™€ Thondun jo M(I‘l)gM(T‘;z),
ORTTERPES w9

(=1
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7e%e2s Iz monotonosti i subaditivnosti modula slijedi da Je

M(TU I‘o)=I"I(I‘) ,
ako je M(I‘o)=0.

7.3.3. Kaze se " skoro svaka kriva" umjesto "sve krive izuzev

familije ¢iji Jje modul nula'.
7.3.4. Skoro svaka kriva u R" je rektifibilna.

7e3¢5. KaZe se da familija Ia minorira familiju T2 i oznadava
sa Il(,Te, ako svaka kriva iz Ié ima za podkrivu krivu iz Ii.
743.6. Ako je T{< T, onda je M(I‘l)>, M(I‘g).

Primijetimo da Jje svojstvo (2) u 7.3.l. samo specijalan slu-

daj svojstva 7.3.6. .

7e3e7. Familije Iinazivaju se separiranim ako postoje disjunktni
Borelovi skupovi B ou Rn, takvi da ako Je 4f€13 lokalno rektifi-
bilna kriva, tada J‘f X; els=0 , gdje je Xji karakteristidna fu-

nkcija skupa CF, .

7.3¢8. Ako su T., i=1,2,... separirane i T, { T, onda
1 —1— 1
-n

.
MOy 3 MOL)T
7¢%.9. Neka je G oblast u R™ i f:G——R" neprekidno preslikavanje
iz klase Wi. Neka je dalje T familija svih lokalno rektifibilnih

krivih u G na kojima f nije lokalno apsolutno neprekidno. Tada

je M(T)=0.
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7¢3410. Pr s t e n. Oblast R€ R® naziva se prstenom, ako CR
ima taéno dvije komponente CO i Cl. Ako Jje T familija krivih
poCetne i krajnje tadke kojih pripadaju redom komponentama

Co i Cl, a sve ostale talke krivih pripadaju prstenu R, onda
se modul familije T naziva modulom prstena R i piZe se M(R).

7e3e1l1ls Modul prstena R je Jjednak nuli ako i samo ako Jje dege-

nerisan, to jest Cj ili G, Je tadka.

e L e m a o} modulnu

Sledeéa lema je uopStenje odgovarajuéih tvedjenja /8/ i /21/,
za kvazikonformna i kvaziregularna preslikavanja.

Ako je f:G—>»R™ preslikavanje oblasti GCZRn, 7 kriva u £(G),
onda se za krivu 7 u G za koju je f eP=g*’ kaZ%e da pokri-

[
va krivu ¢ .

8.1« I e m a., Neka je‘fGVéKG) lokalno homeoworfno preslikava-
nje oblasti G cRr™ takvo, da Jje za svaku podoblast D od G u ko-
jogd Je £ homeomorfno, obratni homeomorfizam fﬁ} (- w;(f(D)).

Ako je T familija krivih u G, T"=f(I), pri demu svaka kriva u
T’ ima podkrivu koja Jje pokrivena bar m puta krivima iz T, onda

je

n

M) & = f P ) £ (=, 4) dm
R
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gdje Je E proizvoljna dopustivefunkcija za familiju T.
Doka ze G ima prebrojivu bazu, odnosno moZe se prekriti

prebrojivom kolekcijom {Dik oblasti D, takvih da je D.C G i

fi=§D_ homeomorfizam. Neka Jje
i

-1
L(37§;{>== {in76%P HLCEHJ!)MJL(%)L7
/hl_.,a lill
maksimalno rastezanje preslikavanja fil u tacki ye;f(Di). wve
funkeije L(y,f;l) su nenegativne i mjerljive po Borelu (7.1.1).
Neka e:Rn——aﬁl ispungava uslove leme, to jest neka je E mJje-
rljiva po Borelu nenegativna funkcija koja zadovoljava uslov

fedsi}i za svaku lokalno rekbifibilnu krivu )€ T. Defi-
)‘ R

m* _
'51')_ (:;:SLL Px‘ ){ E E (xl'ﬁ) L (y')fcl:)})'}é)((c;)
El(?) = xi’g)é;"(';),m*c min{m,card $7(3)}

0 v dd FG)

gdje Jje ik jednako onom i za koje Je xike Di’(xi p xiq’zap?_/@’ Ql Je

nisimo funkei ju

takodje nenegativna i mjerljiva po Borelu.
lleka Je Ii podfamilija familije I"koju &ine one krive iz T °
koje imaju makar Jjednu podkrivu u f(Di) na kojoj f;l nije lo-

kalno apsolutno neprekidno. Zbog 7.2.6 i na osnovu
7.3.9 i 7.3.1 imamo da je M(Ty")=0 te M(U Ty’ )=0 {
M(Ib’}:M(I"), gdje Jje I;=I“‘\ U Ti. Znali, na svakoj krivoj
iz T, £71

o ; su lokalno apsolutno uneprekidne, te je svaka kriva

¥ € T koja pokriva proizvoljnu lokalno rektifibilnu podkrivu
' neke krive iz T,"lokalno rektifibilna. Za & » o proizvol jno,

i za unaprijed izabrane krive 7,...,2, koje pokrivaju istu podkrivu »,

m
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gdje Je E proizvoljna dopustivafunkcija za familiju T.
Doka ze G ima prebrojivu bazu, odnosno mozZe se prekriti

prebrojivom kolekcijom {Diﬁ oblasti D., takvih da je D.CG i

fi:ﬂg. homeomorfizam. Neka Je
i

-4
L(}1f;f)== {in76%p HL(’}“—m‘—:'C(%)l‘7
maksimalno rastezanje preslikavanja le u tacki ye;f(Di). ove
funkeije L(y,le) su nenegativne i mjerljive po Borelu (7.1.1).
Neka e:Rn——»ﬁl ispungava uslove leme, to jest neka Je E mje-
vl jiva po Borelu nenegativna funkcija koja zadovoljava uslov

fe‘is?xi za svaku lokalno rektifibilnu krivu }*€ T, Defi-
).l .

m* .
& sur Ukt (®e) L (4 Nryed )
P Ly T b
e (}‘!') = Xipe £7'(2), M =mini{m,card ()}

0 v A FG)

gdje Je i, Jjednako onom i za koje je Xike}}i,(xi 3 , 23 P #q). { v®

nisimo funkeiju

takodje nenegativna i mjerljiva po Borelu.

Neka Je I{ podfamilija familije Ikoju &ine one krive iz T °
koje imaju makar Jjednu podkrivu u f(Di) na koJjoJ le nije lo-
kalno apsolutno neprekidno. Zbog 7.%.6 i na osnovu
7.349 i 743.1 imamo da Je M(I&'):o te M(U Ii'):o ]
M(Ty ) =M(T ), gdje Je I;=I“'\ U ri. Znadi, na svakoj krivoj
iz Ib; f;lsu lokalno apsolutno neprekidne, te je svaka kriva
Y € T koja pokriva proizvolJjnu lokalno rektifibilnu podkrivu
' neke krive iz T, lokalno rektifibilna. Za d > o proizvoljno,

i za unaprijed izabrane krive %,...,%, koje pokrivaju istu podkrivu r’,
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uzmimo na svakoj od krivih)fi‘e T podkrivu ol; takvu da Je wa:fva{j ‘
4; ECX)CLS >1-8 . Ako je o :[p,l]—-—)Rn, razbijmo interval
[0y1] u podintervale [25027] » [al,ag'_\,.‘.., [ap_l,ap], a, < ,
A aee <ap, 8,=0, ap:l, tako da Jje svaka podkriva o(i\ [“khatr (4
za svako i u nekoj od oblasti Dk' Koristeéi 7.l1l.2 dobijamo da Je

{)
ds' = ) ds'’ > 2 f?ﬁi)Létﬁgf )6/0
o' >/f:~fe ) {S_:ff%(g (= 1”’**1/ k

m
»%Z fe(oc) a/sbnziinf e(x)ds >1-—5
1=1

i %

Zbog proizvoljnostig>c>je f;"ﬁi§zi, odnosno e' je dopusti-

va funkcija za familiju'Ibi Kako je

m* , n
‘4‘6 (E a-é)n < ';‘n‘ Z: a‘ﬁ 7
k=1 k=1
bice .
' 1 m n -4y
5 esn(,‘y) 0[/77(7) :[ E 0(,3’) a{m(?’)z*ﬁj" fé’uf) { %1 E <x‘k) L(})}tlz}(m
R" £(6) HE)

Preslikavanje le je kao homeomorfizam kluse wi, Za SeSe xEEf(Di)
diferencijabilno i J(y,f; )#o /24/. Na osnovu paragrafa 1.1

imamo da Jje

L™ (4, 5 =1 ol & R ED TG R) s w f (D).

Zato
m*

f emdmns [ wupf {1 €70y R 804203 Guf ] o
£(6)

“"fE"(x) £, £y dm .
G |



- 45 -

U poslednjem prelazu je kori&éena teorema 5.2.3 o transforma-
ciji integrala (le kao homeomorfizam iz klase wi zadovol ja-

va uslov (W) /24/) i odnos k(y,le)=k(x,f) za f{l(y)zx. ////

Primijetimo da u slucaju kad Jje f konformno preslikavanje u
(1) se ostvaruje jednakost, a za k(x,f) £ k dobija se specija-

lan sludaj rezultata /21/, M(T °) & ¥ 1/m  M(D).

8.2+, Kad se primjenjuje dokazana lema, onda se zavisno od ra-
zmatranog problema za e uzima pogodna dopustiva funkcija. Na-
jéeSée je to ekstremalna funkcija familije T . Tako ée biti

uc¢injeno pri primjeni leme 8.1 u Glavi IV, Napomenimo jos, da
veé kod kvaziregularnih preslikavanja ne postoji u opstem slu-
aju analogna ocjena modula familije originala, (vidjeti i na$§

primjer 3.1).



Gl avwva IV

TEOREMA O GLOBALNOM HOMEOMORTIZMU

Uvod

U ovoj glavi se razmatraju lokalni homeomorfizmi i dokazuje
se da je teorema o globalnom homeomorfizmu za kvazikonformna
preslikavanja, tac¢na i za preslikavanja kvazikonformna u sre-
dnjem,

Najprije se u paragrafu 9 razjainjava razlika izmedju loka-
lnog homeomorfizma i pokrivanja. Osvjetljava se znadaj ponasa-
nja lokalnog homeomorfizma u okolini beskonadno daleke talke
i tako Jje ovaj paragraf u izvjesnom smislu ishodni za ostale
paragrafe ove gla&e.

U paragrafu lo se dokazuje da lokalno homeomorfno preslika-
vanje prostora R koje Jje kvazikonformno u srednjem mora biti
homeomorfizam i pritom na cio prostor, rezultat koji je pod
imenom teorema Zorica dobro poznat za kvazikonformna preslikn-
vanja. Dokazuju se, ustvari, neka homotoﬁska svojstva presli-
kavanja, ¢iji Jje specijalan slucaj teorema Zoricda. Istovremeno
se ukazuje i tadna asimptotika srednje dilatacije na beskona-
¢nosti pri kojoj teorema joi uvijek vaizi.

Na osnovu toga $to je beskonacno daleka tacka otklonjiv si-
ngularitet, u paragrafu 11 Jje formulisanoe tvrdjenje u kome se
daje najbolJji dovoljan uslov, izraZen preko integralne - sre-

dnje karakteristike,pod kojim je dizolovani singularitet
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otklonjiv.
Jedan dio rezultata ove glave Je sadrZan u nadim radovima

/50/y /51/ i /52/.

% Lokalni homeomorfizam i pokrivanje

%1. Lok alni home omor f iz am. Preslikavanje
f:X—>Y topololkog prostora X u topolodki prostor Y se naziva
lokalnim homeomorfizmom, ako za proizvoljnu tacku x ¢ X postoji
okolina U(x) takva da Je restrikeija f\U(x): U(x)=—>T(U(x))
homeomorfizam. |

U ontem sludaju £(U(x)) ne mora da bude okolina tadke f(x)
u prosforu Y, to jest u opiitem slucaju lokalni homeomorfizam
nije otvoreno preslikavanje.

a1 osnovu teoreme Browera /55/,homeomorfizam dvaju skupova
koji leze u mnogostrukostima, odnosno euklidskim prostorima
iste dimenzije, svakoj unutra‘njoj tacki jednog skupa pridru-
7uje unutradnju tadku drugog skupa. Drugim rijecdimn, svakom
otvorenom skupu jedne mnogostrukosti pri topologkom preslika-
vanju odgovara otvoreni skup druge. Zato je i lokalni homeo-
morfizam f:De—sR" otvorenog skupa DcR™ u euklidski prostor Rn
‘otvoreno preslikavanje. Kako su nasa razmatranja posvelenn pre-
slikavanjima oblasti u istom euklidskom prostoru, imaéemo u
vidu ovu &injenicu i u daljem éemo pretpostavljati da je loka-
1ni homeomorfizam po definiciji otvoreno preslikavanje.

Da bi lokalno homeomorfno preslikavanje bilo homeomorfno, ono
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treba da zadovoljava prilicno stroge uslove pravilnosti.

9.2 P o krivanje. Neprekidno preslikavanje f povezanog
prostora ¥ na povezani lokalno linearno povezani prostor X, na-
ziva se pokrivanjem, a prostor % pokrivajuéim prostorom za
prostor (bazu) X, ako svaka tadka x€ ¥ ima takvu otvorenu line-
arno povezanu okolinu U da Je svaka komponenta povezanosti
skupa f_l(U) otvorena i pomoéu preslikavénja f se homeomorfno
preslikava na U, ( pretpostavlja se da je f"l(U) neprazan skup).
Proizvoljna takva okolina U naziva se elementarnom okolinom ta-
ke x.

Iz definicije pokrivanja neposredno slijedi da je i prostor
X lokalno linearno povezan.

Neka je f:X—»X pokrivanje i o put u prostoru X. Kn¥e se
da put oL u prostoru X pokriva put o ako fed (t)= &« ().
Ako Je of dafi put u X, a ¥ data tadka u X koja zadovoljava
usldv f(%)= of (0)=x, tada u X postoji i pritom Jjedinstveni put

od  koji pokriva put o , a polinje u tadki X. Ako se dalje
put of koji pocinje u fiksiranoj tadki x neprekidno deformifie
(to jest ako Jje data homotopija T"(t,s):IXI——>X, tako da je
F(t,0)=0(t), T"(1,8)=o(0) ) tada se pokrivajuéi put L ko~
ji podinje u fiksiranoj tadki X takodje neprekidno deformiie
@o Jest postoji pakrivajuéa homotopija g(t,s):lxl-—»x, tako
da je ﬁ(t,o):cizt), ﬁ(l,s):Aiko) i foﬁ:F). Ako Jje pri deforma-
ciji puta o/ njegova krajnja tacka nepomicéna, onda i pokrivaju-

¢i put ol pri deformaciji ne mijenja svoJju krajnju tacku.
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Ako su prostori X i X linearno povezani, onda kod pokrivanja
f:%-—+X, moé skupa f—l(y) je ista za svako x € X. Ako je osim
toga X prostopovezan prostor, onda je f homeomorfizam. (Dokaz
pobrojanih svojstava moZe se naéi u /56/ str. 358 - 360). T'o-
krivanje zadovoljava i aksiomu o pokrivajuéoj'homotopiji /lo/.

Primijetimo jo3, da su oblasti jediniiotvoreni povezani i lo-

kalno linearno povezani skupovi u rR",

9.,%. Jasno Jje da Jje svako pokrivanje lokalni homeomorfizam.,
druge strane, lako Je dati primjer lokalnog homeomorfizma ko,ji
je preslikavanje na, a koJji nije pokrivanje. Ako se naprimjer
u nasem primjeru lo0.9.2 namotava samo dio cilindra konacne du-
%“ine (bez baza), tako da restrikcija takodje bude na, imadtemo
lokalni homeomorfizam koji nije pokrivanje. Naime, ako pokri-
vanje p:Rl-—9Sl, p(x):eix razmotrimo na intervalu.(a,b) &ija
je du¥ina b-a veéa od 27 i b-a nije djeljivo sa 2], dobi‘e-
mo lokalni homeomorfizam koji nije pokrivanje. Opstije, ako Jje
L1 X—>X pokrivanje, U otvoren povezan pravi podskup od X tarav
da je f£(U)=X, £ ée biti lokalni homeomorfizam, no ne i pokri-
vanje.

Nas ¢e u paragrafu lo interesovati uslovi pod koJjima je lokn-
1ni homeomorfizam neogranicenih oblasti u R™ homeomorfno pre-
slikavanje. S tim ciljem, najprije treba ispitati kada je loka-

1lni homeomorfizam pokrivanje.

9.3%3.1, Neka su G i G1 oblasti u Rn. T.okalni homeomorfizam

f:G—»G, naziva se sopstvenim, ako je za svaki otvoren povezan

1

skup V € G, za koji Jje Vf16(31=¢ , za proizvoljnu povezanu

1
komponentu U skupa f—l(V), UNnadG=g.



5.50..

Ako Jje f:G——eGlsopstveni lokalni homeomorfizam, onda se ne
mogu pojaviti trivijalni slucajevi,kao oni u prethodnom pri-
mjeru, zbog kojih. lokalni homeomorfizam nije pokrivanje. Tada
unutar oblasti Gl nema tacaka koje odgovaraju_konaénim grani-
¢nim tackama oblasti G u koje se f moZe neprekidno produZiti
i ponaSanje preslikavanja u okolini beskonalno daleke tadke
Jje opredjeljujuce za f,

943:2. T e m a, Neka su G i G, oblasti u R” i £iG—>G; sopstve-
ni lokalni homeomorfizam. Ako za put « u.Gl nema pokrivagju-
¢eg puta u G sa podetkom u tacki x € f-l(o( (o)), onda je pove-

zana komponenta oa; skupa f—l(o( ) neograniden skup.

Dok az. Neka je o put u Gl sa pocCetkom u tacki yéGl,

X € f—l(y) i &;,ograniéen skup. Tada Jje skup J svih tadaka

t € [0,1] takvih da put of fo, 4] :[o,].] —3Gy, 5 —> oL (st),

ima pokrivajuéi put sa poletkom u x, neprazan, otvoren i zatvo-
ren u [o,i]. Neprazan i otvoren jer je f lokalni homeomorfinam,
zatvoren jer Jje OZX kompaktan skup koJji lezi u G, a f nepro-

kidno preslikavanje. Dakle, J=[p,I} , Cime je zavrZen dokarz

leme, ////

9.%¢%. Za lokalni homeomorfizam vazi i lema monodromi. Zaisbn,
~

ako pubtevi dﬁ i‘<>(2 imaju zajednidki podetak i obadva poliri-

vaju put o , onda je skup onih t ¢ [0,1] =za koje Jje o(~1('t).~.
Cérg(t) zatvoren, (Jer su 6i 1 1 OZ;2 neprekidna presli-

kavanja) i otvoren, (Jjer je f lokalni homeomorfizam), to Jjest

jednak cijelom intervalu [o,l].
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9.3.4. Ako kod sopstvenog lokalnog homeomorfizma f:G-—;Gl,

za svaki put of i svako XGf-l(O( (o)) postoji put u G sa
poc¢etkom u x koji pokriva & , onda se,s obzirom na jedins-
tvenost pokrivajuéeg puta, moZe na standardan nadin (vidje-

ti naprimjer /9, str. lool/) pokazati da se inverzna slika sva-
ke prostopovezane okoline u Gl raspada na disjunktne okoline

u G koje se sa f preslikavaju homeomorfno, to Jjest mozZe sé
pokazati da je u tom sludaju lokalni homeomorfizam pokrivanje.

U narednom paragrafu ¢emo toristiti sledeée tvrdjenje.

9¢3+5, L e m a. Neka su G i G; oblasti u R%, a £:6—>G, loka-
Ini homeomorfizam. \ko za svaku tadku yeiGl postoji zatvore-

na okolina Vc:Gl, ¢ija se inverzna slika raspada na kompaktine
podoblasti od G, onda Jje  pokrivanje. Ako je, osim toga, Gl

prostopovezana oblast, f Jje homeomorfizam,

N ok a z, Neka je U povezana komponenta inverzne slike f—l(V)
prostopovezanog lokalno linenrno povezanog skupa V, bako da

je 0CaG, x,€ U, f(xo)zyo. Kao i pri dokazu u 9.3%.2 svaki put

u V sa pocdetkom u Yo mozemo na Jjedinstven nadin (9.%.%) pokri-
ti putem u U sa pocletkom u X, i tako dobiti da je £(U)=V. 7n
yeV, f”l(y)ﬂ U Jje konacan skup, Jjer je £ lokalni homeomorfi-
7zam, (a U kompaktan skup), Tadke xie,f—l(y)n U razdvo,imo di-
sjunktnim okolinama Uic T u kojima je f howmeomorfno, Tada Je

N £(U )N £(ON U Ui) okolina u V talke y, dija se inverzna
slika raspada u disjunktne okoiine u U koje se sa £ na nju ho-
meomorfno preslikavaju. Zamjenjujuci eventualno tu okolinu sa

njemom linearno povezanom komponentom koja sadrzi tacku y, za-

kljucujemo da Je fiy 1 U—>V pokrivanje. Zbog toga Sto Jje V prosto-
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povezan skup, slijedi da Je flU homeomorfizam. I'o uslovu teo~
reme, svaka tacka y u Gl ima loptastu, to jest prostopovezanu
lokalno linearno povezanu okolinu B%(y) &ija inverzna slika je
unija kompaktnih oblasti u G, pa na osnovu provedenog razma-

tranja dobijamo da Je f:G——-)Gl pokrivanje. Poslednji dio tvr-

djenja je poznato svojstvo pokrivanja. /777

Q¢%.64 P 0o sl eddic a. Ako je £:R%—>R" lokalni homeomorfi-

zam, takav da je lim f(x)=» , onda Jje f homeomorfizam i £ (™) =R",
X=>®

D o k a z. Inverzna slika svake lopte B"(r) je kompakt, u pro-

tivnom ne bi bio zadovoljen uslov lim f(x)=00, pa su zadovo-

| X~ @
1jeni svi uslovi prethodne leme. /177

9¢lte e m a  /46/,/9/+ Ako je lokalno homeomorfno preslikavangje

f:G—»G, homeomorfno na nekom zatvorenom skupu K € G, tada je

1
f homeomorfno i na nekom otvorenom skupu koji sadrzi skup K.

s

loe Teorema 0 g lobalnom home -~

omor T i zmnu

Osnovni resultnb ovor paraprrarli, Gu i eijele Glave V), jo
dokuz da je teoremu Yoridéa o globalnom homcomorfizmm ( za kvo-
zikonformna preslikavanja) tadna i za preslikavanja kvazikonfo-

rmna u srednjem,
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Najprije dokazujemo Cetiri leme. Lema lo.3 omoguéuje primje=-
nu metoda Zorica i u tom smislu ima osnovni znadaj.

Zbog odredjivanja asimptotike srednje dilatacije u okolini
beskonaéno daleke zaCke, pri kojoj teorema o globalnom homeo-
morfizmu (kao i ostale teoreme ovog paragrafa) jbé uvijek vazi,
pojam kvazikonformnosti u srednjem (da bi skratili pisanje),do
do kraja ove glave koristiéemo u nedto Sirem smislu nego u defi-

niciji 2.3 .

lo.l. Neka je Gc R neogranicena oblast, £:G—R? 1lokalni
home omorfizanm, X, € Rn, Bn(xo,r)an(r) lopta radiusa r)» o s
centrom u x;, Gr=G N B™(r). Velidinu k(r) definisanu za m(Gr)ﬁo

i odredjenu sa

n-1 1 n-4
R ()= / % (x,£)dm (1)
m B"(r) (x,£) '
Gr

gdje Je m(Bn(r))=_ﬁln ! Tebesgueova mjera lopte B (r), zva-
¢cemo srednjom dilatacijom preslikavanja f u oblasti Gr’ odno-
sno indeksom rasta srednje dilatacije. oo

o .. ocalr : c{l‘

. ( ilo kosi od i _—
znacimo sa IWP) bilo koji od integrala f/‘; rhr)

m(Gr JA0, istiluéi tako da nas interesuje samo konvergencija
"0

tih integrala. Ta konvergencija ne zavisi od izbora tadke XOE r’l,
Zaista, neka su ko(r) i gﬂR) indeksi radunati redom u odnogn

na tacke Xo,i Xy Birajuéi najprije zavisnost R=r+d, d:ﬂxl—xo\,
lako dovodimo u medjusobnu zavisnost konvergencije odgovaraju-

¢&ih .integrala:

3.7 ()1 < B"R) R7
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a d@'d) é,f ('Q)
©  dR
> ————— amo——— .
7 € LW( R #,(R)

as

Analogno, za r=R+d
)

-[°° R > clr
e R &R, (R) bt TR ()

¢ime je ekvikonvergentnost integrala

)

RE,R)" rda(r)

dokazana,

loel.els Neka je G neogranicena oblast u Rn, f:G——eG} lokalni
homeomorfizam iz klase wﬁ i za svaku oblast DC G u kojoJ Je
f homeomorfizam flgle;wi(f(D)). Govoriéemo (u ovoj glavi) da Je

f preslikavanje kvazikonformno u srednjem, ako je

< dr -
J‘ rhor) . (2)

Primijetimo, fito funkeija g(r):m(Gr) sporije raste kad

r te%Zi oo , k(x,f) moZe biti vede u oblasti G (pri uslovu (2)).

10.2. L e m a. leka je G oblast u R", x_€ G, a)o, R- {xladix-xa1< b}
prsten, a T familija krivih 7 koje u RNG povezuju gra-

nicne ’s_fe'rfe prstena R (to jest ¥ :[o,1] —R, \‘a‘(o)‘ro\zn,

| ()b, 2(t) € RN G, 0<t< 1), Neka je dalje £ loknlni
homeomorfizam oblasti G iz klase Wi, tokav da je za svaku obla-

st DCG u kojoj je L homeomorfizam f‘ile w%(f(D)). Ako Je
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T’=f(T), tada

M(r') £

1 A4 o
. [ﬁ ") -%" (a)H'/ 7 )
(fni) | A
gdje Je 0 n n-dimenzionalna I.ebesgueova mjera jedinicne

lopte B™(1) , a k() odredjeno relacigom (1) u 1lo.1 .

Dok a z. Ako je k(b)=w nejednakost (3) je trivijalno ispu-
njena, DokaZimo da je ona tadna i pri k(b)£® . Na osnovu leme
8.1 je
n-1
M(j-w) < f en(x)ﬁ (x,£) afm,

RNG
pdje Je P proizvoljna dopustiva funkecija familije T Ako za

p uzmemo ekstremalnu funkeiju prstenn R (vidjeti 7.2.1 i 7.7.2)

dobijamo

M) < fﬁ-) ong 1Tl meo )

Neka Je

9(¢) = f /{ (a.,f) Zm h ()= f‘& (ac,f)tim) &)

[ x—xef?

Ren G {

gdje Je Rt= {xlaﬁ< |x-xo\< t} . Ako su Ty81900040, polarne
koordinate,'?E=(r,el,...,en_1), x:x(§') smjena promjenjivih,
a dtlxdr de; des...de, 4, ondu je funkeijn Y integrabilna po
mjeri dm ako i samo ako je ¥ﬁ¥é))\J(x(§ D) integrabilan po

mjeri d i tada vaZe formule prelaza |P(x))]3I¢xenid Ycén
5 5 f=
D' D



- 56 -

Podto je kn-l(x,f)/lx—xoin integrabilna funkcija u RN G (i

-l(x,f) u Gt)’ Jjer je k(b)foq imamo da je

n-1 -

f Xo(x) R (x,f) f fXD(Q'(g‘)) ﬁn(zr(;)})db‘
] -

R¢ §"1(r)

(£ 4,
Q rn

¢
h D) = jéﬁ(m)$n=f&“v+éﬂnmg

Vodeéi raduna o tome da su g i h apsolutno neprekidne funkcije

I

(¢

"

ida je h'(t)=t"g’(t) seq. u (a,b], nakon parcijalne integra-

cije dobijamo

ﬁ(g) ’Ag(:) ) n/é Alt) -7 (@) At

/) tﬂf'1

9(6) =

to Jest

h(¢)

‘6 144

dt .

—

" ar a

, 6
?(é)z A(é) 4 (a) +47]

Il—

3 obzirom da Jje h(t):ﬁlﬂl (t), dobijamo

n-14 n~1 # 6:6”(-2)d£ )
g(é)=,_ﬂ_n ["fz (6)"‘7$ (CL) ﬂ/ ¢ ]' (6)
a
Tz (&), (5) i () slijedi (3), #to je i trebalo dokazati. ////

lo.7. I e m a. Neka je G neogranidenn oblash u Rn, T familija

krivih u G, od kojih je svaka kao slup u R neogranicenn, lNek:u

-1

je £:G—>G) homeomorfizam takav da su £ i £' iz klase W i ne-

ka je T2f(T). Ako je modul HM(T’) familije T pozitivan, tada je
I“dr ‘

r R(r)
kavanja f, odredjen relacijom (1) u lo.l .

~,5dje je k(r) indeks rasta srednje dilatacije presli-
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Dok a z. Ako Je k(ro)=a) za neko r_, o<r < e, tvrdjenje
leme Jje trivijalno. Zato éemo u daljem pretpostaviti da Je
k(r) svuda konacna funkeija.

Razmotrimo najprije specijalan sludéaj, kada sve krive famili-

po-

je T sijeku neku sferu S(io)={ x;lx—xd:io }, gde Jje i

zitivan cijeli broj. Neka Jje R} =[§O,a)). Razmotrimo niz

rear,; n-1
Fm ={"€'Qif,/ ﬁ"}'mn)-ﬁ"?’l»)s n/r‘ ﬁ{: ({') p[f,p,, o<Ar57"l7_},

(1)

m=1,2y0ee « Otigledno, Fm Jje zatvoren skup za svako m=l,2,ee0s &

Zato je skup

F: {L'In sup Fm

rear

n-1 - h-1
= {re R} | 3&(r) >0,var,0¢ar<&m), k' ¢rear) -k(r) 4nf é_{:ﬁ)d{},
© r

(1)

mjerljiv. “eclimo da dokaZemo da Je

1 1 dr
- ' A (2)
M’n(F) >/ _an-/] in fﬁ(/‘)

. . dl" . clr‘
1L da Je £ ekvikonvergentan in —
FrRe) R~ k(r)
Hekn joo X, Tnrokberistidna funkedjo skupn T, o X -

rakteristidna funkeija skupa  1'e Oc¢igledno, X m(r)——e» X (r)
ad mw—on . Zato je, na ospovu Tatouove leme dovoljno doknzin-
i da Jje relacigja (2) zadovoljena za svaki od skupova e Nokn

je m fiksirano. iko je F_ skup mjere nula nejednakost (2) je
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ispunjena. Ako je m(F )#o, neka je I={i,, R\ gdje je R> 1,
izabrano tako da je m(an I)#40 i ako je R€T ~ tada u sva-
koj poluokolini (R-€ ,R) , &> o, postoji bar jedna tadka

iz F_. Uzmimo opadajuéi niz {ASS y 8=0y1l,ee0 4, 0 < A & 1/m,
takav da A g0 kad s=—+00 . Za svako s izaberimo sistem za-

tvorenih intervala {I? }, ,j=1,...,pS koji zadovoljava slede-

ée uslove: 1) Fmﬂ I ¢ U I?C I;2) 185 n 1% & ako Jje

tadku j; 4) o<m(13)\< A g

; 5) podeci intervala Ig su tadke

iz Fmﬂ I. Dogovorimo se jos, ako Jje izabran sistem intervala
sa indeksom s, onda ¢emo sistem sa indeksom s+l birati tako,da
pocetak svalkog intervala I? bude pocCetak i nekog intervala iz

sistema sa indeksom s+l. Intervalu I:[}O,R] i intervalima

5 S S, .89 . RN
3= [rj,rj+zsj] y J=lyeee,Dg, Pridruiimo sferne prstene

S

A={X\io< Ix-x 1 < R} v oA ={x\ r? < x=x | <r§ + Ag } ’

j:l,Z,...,ps. Svakom takvom prstenu pridruZimo familiju kri-
krivih iz
vih, koje su podkrivg)polazne familije T, a spajaju u grani-

cama posmatranog prstena njegove granicne sfere. Tako dobija-
mo familije Ty i I?, j:l,...,ps.kFamilije T? leZe u disjunktnim
oblastima G?:GW\A?, pri ¢emu za svaku krivu iz Tp i svako j=1,
eee 3Dy postoji kriva iz T? koja je njena podkriva. U tom istom
odnosu nalaze se i slike tih familija. Zato, na osnovu 7.%.8

i7.3.6,
e RN % ,
M)y M7 )y 3 Mgy

za svako s=0,1l,+.s. « Dalje, na osnovu leme lo.2 je



13+AS -
()« =2 1
LORE (tn ZeoiY 7
Gs ,}.S

£ 1/m iz (1) dobijamo da je

s! 2&)/)-4 n-1 3L AS
. < S  p8x S A
MU} ) € ({n ps+As)n ® (r +9]AJ)€n_LFS_1_7
7 /
o £ e° <1 1 zato
J s s
8 ri f-Ai'
h 1 s
1-n ! *
I (PJ ) > 2Wp-y & (‘;}-‘4-9,-‘/3,-5)
Nakon zamjene u (3) nalazimo . rS rA-sl‘
RN 'PS BI‘L IS
1-n ([1') > ! 5: ‘ $ .S
M 79 W=y j=1 ,é (1 81-9/ A])

= 1 J
20n-1 ; és r ﬁ(l}‘»«%ﬁj)
o P X, (r) dr
2 Wp-1 S—-(j;4 ﬁ (/']3+9/SA3) ) r

gdje Jje X‘g karakteristidna funkecija intervala I?, a

——

X s X5 (r)
AR SN
5 obzirom da je (za re€I)

-{émdnf X2(r) > Xom (1) /k(") ,

4+ —> oo
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na osnovu TFatouove leme imamo da Jje

r

s, A Emlr) _ 1
11 n([)>/2—5—1—7~4 T k() 2 Wn-4 fﬁ’”ni rac)

Uzimajuéi u obzir da pri izboru intervala I:LiO,R] s R moze

biti izsbrano proizvoljno veliko, dobijamo traZenu nejednakost

A , 1 Ar
M ()2 2 Wn-g ff;n

rR(r)

Da bi zavr3ili dokaz leme u rrazmatranom specijalnom sludaju,
dr
el Frk)
-LQ‘rkO? « Kako je k(r) apsolutno neprekidna funkcija, iz (17)

io
imamo sledeéi odnos

n-1 aﬁé{i? < cér
n £(r) - r

staje da se provjeri da je £Lo° ako i samo ako

SeS. u ¥ pri dr>» o,

n-1 dkr) f__lf_
n R 7 r

SeSe u E=R., -F, pri dryoi

to 1 1
Ar <_.1tj. Cié(?) < n- . L >
55 rkry S0 g &%) 7 R (L)

Kako Jje integral aditivna funmcija skupa, ovim Jje dokaz specija-

lnog slucaja zavrsen. Da bi se oslobodili udinjene pretposti-
vke, da sve krive iz T sijeku sferu S(xo,io), postupimo kao u
/47/. U opitem sludaju polaznu familiju T razlofimo u niz fa-
milija T, pri demu se T, sastoji iz onih krivih familije T,
koje sijeku sferu S(xo,m) i pri m)» 1 ne sijeku sfeig S(xo,m—l).

Pofto je T'= U T/ na osnovu 7.3.1 je M(T") E:/ M(T),

m=4
te bar Jjedna familija IE takodje ima pozitivan modul,., Takve fa-
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familije Ih i IE ispunjavagu uslove razmatranog specijalnog

sludaja, pa je lema tadna i u opStem sludaju. ////

los3s1le Iz dokaza leme lo0.3% se vidi da je homeomorfnost pre-
slikavanja iskoridéena Jedino pri zakljucivanju da su famili-
Jje I?' separirane i da su podfamilije familije If. Ako bi pre-
slikavanje f bilo samo lokalno homeomorfno, a familiju T cinile
one neogranicene krive na kojima Jje f homeomorfno preslikava-
nje, uz ostale pretpostavke leme, uzimajuéi u obzir monotonost
modula sve nejednakosti-koraci u dokazu bi ostale na snazi,

Znaci,lema vazi i u ovom slulaju,.

10.342, Ako su T'i I familije iz lo.3 ili lo.3.1 i

onda je M(T’)=o0.

10.6. L e m a /46/. Weka je I odsjedak u R%, ny 2, B_=B""'(x,r)

(n-1)-dimenzionalni disk poluprednika r(x)> o s centrom u ta-

¢ki xe I, koji leZi u hiperravni Hvzﬂﬁ’l

- FiN

ortogonalnoj na I i
I» mjerljiv podskup od I. Na granici svakog diska Bx koji odgo-

vara tadki xe€ i, fiksirajmo tadku A _ i oznadino sa I% skup

+

svih krivih u B koje spajaju tacke x i Tada za modul fa-

~*
L

milije T= U T, vaZi sledeéa ocjena
Xx€ B

m (E
M () cen) 2 (E)
J%7>r(x)
gdje je c(n) pozitivna konstanta koja zavisi samo od dimenzi-

je prostora R", /777
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lo. 5. I e m a, Neka je R:{x[ 0<Lal tx—xo\ 4 b } sferni pr-

Sn—l

sten, Neka je E mjerljiv skup na jedinicénoj sferi i za

svako y € L na radijalnom otsjecdku X, + ty, atg b data ta-
¢ka Ay. Oznacimo sa I& familiju svih krivih u R koje spajaju
tacku X, + ay sa ta’kom Ay. Tada Jje za modul familije T =

U T tadna sledeéa ocjena
ye E

m(E)
MWy eop 277

gdje je @ _— Lebesgueova mjera (n-1) - dimenzionalne je-

dinidne sfere,

Dok az. Kad bi bilo Ay=x0+by, radunajuti kao u primjeru 7.7.1
dotli bi do Jjednakosti M(I&) = m(T)/(log g_)1~n’ pri demu je
M(I&) = M(Ii), gdje Ii ¢ine samo radijalni otsjedei iz Ty. Ako
sa T’oznadimo samo radijalne otsjedke iz familije T, onda je

T°¢ Ti, te M(I')z,FKIi). Kako je modul monotona funkcija fa-

milije krivih dobijamo traZenu ocjenu. /17

lo.6. L e m a. Weka su G i G; oblasti u R", n), 3, a £:6—>Cy
sopstveni lokalni homeomorfizam kvazikonforman u srednjem,

Ako tacka pe G, nema loptastu okolinu Bn(p,r)C:Gl, za koju su

3ve povezane komponente od f—l(En(p,r)) kompaktne podoblasti
oblasti G, onda Jje p Jjedinstvena takva tadka u Gy 1 7z svako
or¢ d(p, b Gl) postoji‘ tadno jedna komponenta U od f”]'(ﬂn(p,r))
¢ije zatvorenje U € G nije kompaktna podoblast od G, vedé fHu-

plja okolina talke o, takva,da se U homeomorfno preslikava
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na Bn(p,r)\{rﬂ-. (Evidentno, f moZe biti produZeno do home-

omorfizma pune okoline UV {0} na En(p,r) e

Dok a z. Ima se u vidu da"je G neogranicena oblast, Jjer u

protivnom za sopstveni lokalni homeomorfizam svaka tacka u Gy
ima zatvorenu (loptastu) okolinu ¢ija se inverzna slika sasto-
ji od disjunktnih kompaktnih komponenti. Dovoljno je pretposta-

viti da se tadka p nalazi unutar lopte Bn(yo,ro), Bn(yo,ro) C

Gy, da Je x, € f—l(yo) tadka za koju Je xo—kompomemta U od

f-l(Bn(yO,ro)) neograniden skup i dokazati da je U Suplja
okolina tadke oo, pri demu f homeomorfno preslikava U na
Bn(yo,ro)\_{jp} . Dokaz koji éemo sprovesti je inspirisan doka-
zom teoreme 1 u /48/, gdje se koristi metod Zorica razvijen

u /46/.

1) Postoji radius  lopte Bn(yo,ro) y takav da se x_ - kompo-
nenta inverzne slike tog radiusa preslikava na njega homcomorfno,
Zaisty, neka Jje B@ﬁ):Bn(yo,rl) lopta poluprednika o ry< T,
za koju je f homeomorfno na komponenti B*(rl), (u daljem ‘e
na x, - komponentu inverzne slike ukazivati indeks ), i f(ﬁ*(nl))

=B(rl). Takva lopta postoji zbog lokalne homeomorfnosti presli-

kavanja f. U svakoj tadki rleé-S(rl)=Sn"l(yo,r]), ee€ Sn"l(l),

rasiirujemo interval [yo,rWé] do maksimalnog podintervala T

radiusa . . X
[yo,roél, takvog da Jje £ homeomorfno na komponenti IP

>

*

koja sijele Sx(rl). S

je, ustvari, onnj dio radiusa [yo,roé}

koji kao put ima pokrivajuéi sa pocetkom u u x pa na osnovu

O’
leme 9.3.2, ako s¢ interval [yo,rlél ne moze rasiriti do ci-

jelog radiusa [yo,roé] , komponenta I§ je neogranicena. Neka
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je T = V) Tx, T"=VU T . Iz 10.%.1 slijedi da je M(I)=0, te
CGS"{‘q)e e
ako lemu lo.5 primijenimo na sferni prsten ¢ije su granice
s l(yo,rl) i s l(yo,r ) zakljudujemo da Jje za SeSe eesn—l(l)
[yo,roé] u pravcu ¢ cio pokriven x ~komponentom, ko-

ja lezi u U, 1 homeomorfno se sa f preslikava na [yo,roe].

?) Fiksirajmo Jedan tnkav radius T i xo—komponentu I* njegove
inverzne slike. 7a svaku tacku y €I, oznadimo sa Ky maksimalnu
gsfernu kapu na sferi 8 —{ylly yo\—r>:r15 y 8 centrom u tacki y,
za koju se komponenta K? inverzne slike &to sijede I*, presli-
kava homeomorfno na K_. Za S.s5. y€I je K_=3_.

J y ¥

Neka Jje E skup onih y €I za koje je Sy\.Ky razlic¢ito od tacke,
DokaZimo da je ml(E)=o. Oznalimo sa Sy, onaj dio meridijana koji
spaja tacdku y e T sa tackom na granici od Ky’ zhog koje se Ky ne
moZe radiriti. (Podto je K?C:G, zbog 9.4, takav meridijan po-
stoji). Dovoljno Jje dokazati da je ml(Ey;)=o, gdje Eyp ¢ine one
tacke ye E za koje duZina meridijana s_ nije vedéa od | =44 ¥
0<Y < T . Ako Je IEL)S§, M=r(M= U Sy S obzirom da su kri-
ve s§ neogranicene kao skupovi (lema 9.%.2), zbog lo.3.1 Jje
M(T)=0, odnosno na osnovu lo.4, ml(E?)=°' (Za primjenu leme
lo.4, treba ustvari, pomocu dopunskeg kvazikonformnog presli-
kavanja, koje se na svakoj sfernoj kapi Ky poklapa sa shterco-
crafakom progjekedjom iz tadke y, dijometralno mmprobne Lafki
Yy, ltape Ky proalikabi o ravne krupove)s e onnova Tome 0,/

u U K*, T*ulozi najednosin nekom gvojom okolinom. 'onavl jorju=
c)vauuuc'f

¢1i prethodni postupak za nekl drugi radius 1‘1z\€ okoline,

dobijamo da Jje ml(El)=°? gdje Jje By skup u I; analogan skupu
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W . ; ™ - = s -
E u I. Yeka Je zl€ INT, z2€'Il\,u1,\zlnyo\ =\25=Y b %7 1 Zp
%*

dijametralno suprotne tadke, redom tackama Zq i Zsy K
1

i
»*
75 odgovatajute x_-komponente, na kojima je (pojedinacno) f

¥ £ 7.
2o

K

, . "
* v = - e [

homeomorfizam, Ocigledno, LZ]H Kng u‘\{zl, 223, Kzlﬂ
N K*, ovaku drugu tadku yeK_ N K

1 %2 72
mo¥%emo spojitistackom Yo putem &iji Jje pocetak u Toe Taj put
ima pokrivajuée puteve u K;k i ng, koji podinju u tacki Xyo

.11 2
T2 94%¢% slijedi da se ti putevi poklapaju. Zato inverzna slika

lNeka Jje yo=f(xo), XOG K;

gvake tacke iz Kzﬂ K, ima u K¥y K? tadno jedan elemenat, Dru-

1 %2 1 %2
gim rijedima, f je monomorfno na K;’U K;' i tvrdjenje 2) je do-
1 2

kazano,
Primijetimo da je veé ovdje iskoriféena specifiénost dimenzi-
je n) 3, jer u dvodimenzinalnom sludaju, kad se iz sfere izu-

zmu dvije taBke, dobija se skup koji nije povezan,

3) Neka je y€TI, \y-y» D=Vl :3y=Ky, a By lopta &ija Je gra-
nidna sfera Sy. Onda je x,-komponenta E;’inverzne slike od ﬁy’
Suplja okolina tadke w i ﬁ; se homeomorfno preslikava na ﬁy‘

Neka je z najbliZa k radiusu I tacka, takva da u U ne postoji
put sa pocetkom u Xy koji se homeomorfno preslikava na odsje-
Sak [yo,z]. Na osnovu 1) i 2) mo¥emo izabrati loptu B proizvo-
1jno malog poluprednika, unutar kojec se nalazi z, ¢iji centar
je na odsjecku [yo,z), tako da se za graniénu sferu 5 od R,
komponenta 5% koja sijede xo-komponentu inverzne slike odsje-

Ska [yo,z), preslikava homeomorfno na 3. S; (s™) je topolofika

sfera i dijeli prostor na ogranicenu C1 (02) i neogranicenu
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B, (E,) oblast. Iz pretpostavke o tadki z,slijedi da je B'c C,
neogranicen skup, da Jje zato S;f(ixo) unutar 5%, te da je

B;\\ B® ograniden skup u kome leZi x ~lomponenta inverzne sli-
ke radiusa, dijametralno suprotnog radiusu na kojem se nalazi
tacka z. Znacli, moZemo smatrati da Jje radius I koji Jje korifiden
u 2), bio bad taj radius. %Zbog ogranienosti skupa B;\.B*'iz
leme 9.%.2 slijedi da Jje u konstrukeciji sprovedenoj u 2), iscr-
pljena cijela oblast By\\B. Na osnovu 9.4, za svaku kapu Ky(éi-
Jja Je granica sada krug na sferi 3), £ je homcomorfno na nekoj
okolini komponente K;ﬁ To znadi da Jje x,~komponenta R;\-ﬁ"'inve—
rzne slike od By\ B oblnst, koja se sa T homeomorfno preslika-
va na By\ B, (jer ogranidenje od f na B;\uﬁ*'zadovoljava sve
uslove leme 9.3.4).

Pomoéu iscezavajuleg niza sfera sa svojstvom koje je imala
sfera 5, rasirujemo oblasti By\ B i B;s\B*; i dolazimo do 7a-
kljucka da je f homeomorfno na B;'if(B;)=B;\{}@. hako je G Su-
plja okolina tacke w , B;'nemﬂ konadénih granicnih tadaka koje

c ] < R . s
nijesu na topoloskoj sferi uy, (one bi morale biti unutar G),

. _* v . » v . »
pa Jje By suplja okolina tacke o koja se homeomorfno preslika-

va na By\{p}.

4) Podinjuéi dokaz sa nefito veéim polaznim poluprednikom
ré)ro, iz %) dobijamo da Je xo—komponenta U,inverzne slike skupa
Bn(yo,ro) Suplja okolina tacke w i da se sa f, U homeomorfno

: =n
preslikava na B (yo,ro)\{'p}.

Time je dokaz leme zavriien. ' ' /177
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lo.7. Te or em a, lleka su G i Gl oblasti u RY, nYy s, a
f:G——>G1 (u smislu 9.%.1) sopstveni lokalni homeomorfizam kva-
zikonforman u srednjem. Tada je f pokrivanje ili se moZe produ-

%iti da pokrivanja oblasti Gu{oo} na oblast Gj.

Doka . ako G nije Suplja okolina tacke o, onda iz leme 10,6
slijedi da svaka tnéka;ye(h_ima loptastu okolinu ﬁn(y,r)c: Gy
takvu da su povezane komponente skupa f—l(ﬁ(y,r)) kompaktne pod-
oblasti od G, te Jje tvrdjenje teoreme posledica leme 942.5 o Ako
je G Suplja okolina tactke w , afjnije pokrivanje, tada na osuovn
pomenute leme 9.%.5 postoji taéka]QQCH'sa svojstvima iz leme
lo.6, pa se f moZe produZiti do lokalnor; homeomorTizmn %:GU{}DS

_,9gl,§(a))=p, koji Jje pokrivanje, (9.3.5). /177

LD . 1 n -
10.8. Te or ema (Zorifa). iko je T:RY—>R" lokalni homeco-
morfizam kvazikonforman u srednjem i n> 3%, onda Jje f homeomo-

. n
rfizam prostora R~ na samog sebe.

D o k a z. Poito je R" prostopovezana oblast, dovoljno je dokii-
zati da je £ pokrivanje. Ako { nije pokrivanje, onda se ni osno-
vu lo.7, £ moZe produziti do pokrivanja f:ﬁna—aRn,ﬁto Je nomonu;
e, jer Je f(ﬁn) otvoren i kompaktan skup u R /777

U sufitini, teorema Zorica Jje poslediea teoreme 11.2, koja utvr-
djuje da Jje tadka w otklonjivi izolovani singularitet za presli-
kovanja kvazikonformna u srednjem. Noime, uz pomod te dinjenice,
neposredno slijedi
10.8.1. Te or e m a. Ako Je G Suplja okolina tadke oo ,n f:G-—-)-G1
sopstveni lokalni homeomorfizum Kvazikonforman u srednjem koji Jje
pokrivanje (Sto je uvijek slucdaj ako Je i Gl Suplja okolina tacke

00), onda je f homeomorfizam, ////
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lo.9. Ovaj paragraf zavr3avamo sa dva primjera. Prvi od njih
pokazuje da su teoreme 10,7 i 10.8, u smislu dopustive brzine
rasta velidine k(r), tadne. (Podsjetimo se, sva prcthodna TazZma~

S dy

tranja sprovedena su za preslikavanja kod kojih je f,,ﬁog"ﬂ.

Drugi primjer smo konstruisali da pokaZemo,da za preslikavanja
kvazikonformna u srednjem ne vaZi sledeée uopfitenje teoréme
Zorida (dokazano u /17/):

Ako je n) 3 i £:37(1)=—»R" k-kvaziregularni lokalni homeomo-
rfizom, tada je f injektivno u lopti B™(Y (n,k)r), pdje je Y (n,k)
pozitivan broj koji zavisi samé od n ik (no ne i od preslika-

vanja f)e.

10,9.3. Primjer /47/. Neka je P (r)» 1 ncopadajuéa fu-

nkecija za koju je f p )<po o Definisimo preslikavanje £ "
(r

na sleded¢i nadin.

1{ x za EIR-
f(ac) = oo 1x)
i -1 dt X y 1XI>C
1 “qz%?f) [ﬁv’(t)]"’“ ’

gdje je ¢ pozitivna konstanta, takva da Je -Lﬁff(f) 7 -
Koeficijent kvazikknformnosti preslikavanja £ u lopti B (o,r)

za dovoljno veliko r je

22 el
K(r)-_—_-—_ swp"f((ac,f) = [_[m)+f éWt-)] vr),

xe B"(r)
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te K(r) {P (r). Jasno je da je k(r) K(r) (é
Dalje, £ je homeomorfizam i F£(R™)=B"(4). Troduqumcl sada sa
kakvazikonformnim preslilavanjem 5:B (1)——+R koje Jje lokalni
homeomorfizam, no ne i homeomorfizam, dobijamo lokalni homeomo-
rfizam prostora R™ na svoj pravi dio. Na osnovu leme 5.4.1 je
ECr)gl%ﬁir), gdje Je %(r) srednja dilatncija preslikavanja
gof.

Znaci, za proizvoljnu neopadajuéu funkciju za koju je J‘r¥¥r)<°v
moZ%e se konstruisati homeomorfno preslikavanje prostora R" kva-
zikonformno u srednjem, za koje Jje k(r) € P(r) i koje nije pre-
slikavanje na, a takodje 1 lokalni homeomorfizam sa istim tim

svojstvom. Dakle, uslov f °© je najbolji mogudci dovoljnn

r r&(r)
uslov, da bi slika prostora R pri homeomorfnom preslikavanju
bila cio prostor Rn, a takodje najbolji 'dovoljan uslov da bi

lokalni homeomorfizam prostora R™ bio homeomorfizam.

10.9+.2. Pr im j e r. Preslikajmo jedinidnu loptu iz trodime-
nzionalnog euklidskog prostora na torus u trodimenzionslnom
prostoru, tako da Jje za svaku tatku y iz torusa, skup f—l(y)
beskonacan. Ostvariéemo to u tri koraka: [8biusovom transfo-
rmacijom preslikacemo loptu u poluprostor, zatim poluprostor
kvazikonformnim homeomorfizmom na beskonadni cilindar i na kra-
Ju, taj cilindar ¢éemo periodidnim preslikavanjem namotati na
torus.

A

2
Weka su ©1185165 koordinatni jedinidni vektori u R’, B’ =

{_ ‘lx—e7l<l } Jodln1<na lopta i 1= {x‘ x3> o}» poluprostor,

a fl BB—-+H Mobiusova transormaci.ja

4—(1‘265)
Iit- 263‘2’

""‘4 (3:) =_2‘e3
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koja loptu B5 preslikava na poluprostor H. Ravni poluprsten
{ x| 1&)xie, %770, x5>o} pomoéu funkcije w=lnz-1n2-(4/2)i,
z=(x2,x5), w=(y2,y5), preslikajmo na pravougaonik -1n2<y,< 1-1n72,
-X/2 < y3<: A/2 « Rotirajuli poluprsten oko ose Xz @ pravou-
aonik oko ose Yo dolazimo do preslikavanja poluprstena { x) 1<
|21 < e, XB) o} na cilindar {y] -1112<y2<1—1n2,y§+y§ (IQ/LL} .
Liako je vidjeti da je koeficijent kvazikonformnosti toga presli-
tavanja jednak |e- X/2| / | cose| £ X/2, gdje je e ugao konusa
u sfernom koordinatnom sistemu. Ovaj homeomorfizam se moie pro-
du?iti do homeomorfizma zatvorenog poluprstena na zatvoreni ci-
lindar, pri Gemu granidéne polusfere prelaze u gronicne baze ci-
lindra. Zato se preslikavanje moZe produZ%iti simetricéno do pre-
slikavanja f2 poluprostora 1 na cilindar C:{y\\y2\<oo ’ y%—y?(l"z/;l}_
U proizvoljnoj ravni of prostora R5 uzmimo jednu pravu gq, tatku
X ¢dd izvan q na rastojanju p+ L/2, p)> o i krug Bg( Z/2) polu-
preé¢nika X /2 s centrom u talki Xg Bgcd « Rotirajuéi ravan
oko prave q, krug Bgopisuje torus, oznadimo ga sa T. Odsjecak
cilindra C duiine 2Xp, koji Jje simetridan u odnosu nia rovan
Y»=0y "namojtamo" na -uv torus T. Uz linearno istezanje lakova
na kru’nicama poluprednika vedéeg od p, postiZemo da se odsjecak
dufine 2pX preslika na torus T. ProduZujuéi preslikavanje pe-
riodidno na cio cilindar C, 52 periodom 2pX duz ose yg,dobija-
jamo preslikavanje f3 cilindra C na torus T, za koje Jje koefi-
cijent kvazikonformnosti 1+ &/p . Preslikavanje f=f3ef2°f1 je

- lokalni homeomorfizam, takav da je k(x,f) L X(1+ X/p)/2 . Dakle,
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f je lokalni homeomorfizam Jjedinicne lopte BB, kvazikonforman
u srednjem.

Prvom namotaju na torusu, odgovara onaj dio lopte B5 koji se
pomoéu transformacije fl preslikava na poluprsten odredjen sfe-

P 4 e-pl, to jest sve, sem mali djelovi

rama poluprecénika e
kod talaka N(o0,0,1) i 5(0,0,0) na grani¢noj sferi lopte BE,

koji su isjecdeni iz B3 odgovarajuéim sferama ortogonalnim na
85(1). Neka su P i Q tacke u kojima te sfere sijeku osu Xz i
p= -1 =|1-5]. Velidina P je reda e P, madke Py i Qy» koje
se posle sledeéem namotavanja poklope redom sa tackama P i Q,
nalaze se na rastojanju od tadaka N i S za velicinu 81=82‘

Razmotrimo sada preslikavangje

_&r‘. X ) Ixl&<r

Fo(x) = ~
’ [R+ 22 Gxi-n)] 3 1 ixlr

jediniéne lopte u jedinidnu loptu, koje loptu poluprecnika v> o
"razduvava" du? radiusi do lopte poluprecnika R>» 1-p, a ostali

dio lopte sabija po radijusima prema granici,koju ostavija ne-

pomicnu.

Evidentno, fito je r manje, veta Je deformacija, te Jje veln i
srednja dilataciga, pri c¢emu Jje poslednja manja od srednje di-
latacije preslikavonja f_(x)=lim £ _(x), koje loptu BJ(1) ben ce-
ntra preslikava na sferni prs%enoﬂa(l)\sBB(R). Na osnovu 2.2
imamo da je k2(foj=(l+R+R2)/(l—R)2.

Za familiju preslikavanja Fr=fof gdje je f malo prije ko-

I‘,
nstruisano preslikavanje jedinicne lopte na torus, za koje Jje
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k(x,f) X+ L/p)/2 iz leme 5./.1 slijedi dn je srednja dila-

tacija preslikavanja Fr’

ﬁ('rr) < %C_ (14’%‘) % (#) '—"‘K

7a proizvoljno malo r o, Fr je lokalni homeomorfizam K-kvozi-
konforman u srednjem koji ima svojstvo da u lopti poluprecnika
r (o€ r<l) koncentricnej sa loptom Ba(l), obavezno posto-
Jje bar dvije tacke koje imaju istu sliku.

Tamilija preslikavanja Fr pokazuje da se u opitem sludaju zn
lokalni homecomorfivam Jopte koji Je ¥-kvazikonforman u srednjem,
ne mozc tvrditi da postoji donja graonica radiusa koncentricne
lopte u kojoJ Je preslikavanje homecomowrfno, Sto Jje tadno za kva-
ziregularna (kvazikonformna) preslikavanja. 7nac¢i, teorema 2.3

u /17/, ne vaZi za preslikavanja kvazikonformna u srednjem.

11. Tz0l1l o0ovani singularitet preslikn-

vanja kXvazikonformnih u srednjoem

Primjer 7.2 pokarsuje da konacna tacka nije, u opitem slucdaju,
otklonjivi izolovani singularitet za preslikavanja kvazikonfo-
rmna u srednjem. 7climo da nadjemo uslove, izra’tene preko inbe-
gralne karakteristike, pod kojima Jje izolovani singularitet

otklonjiv,
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11.1. T e m a. Neka je G fuplja okolina tafke 00, a £:G—>G,

homeomorfizam kvazikonforman u srednjem (oblasti G R™ na ob-
< ™). Tada sec f moye produZziti do homeomorfizma oblasti
G\){aﬂ na oblast G1U§_x} , pri Cemu je ¥ izolovana tacka grani-

last G
ce oblasti Gf: Ro,

Dok a 7z, Neka je‘?:{xl o< ad I x1« oo} prsten, takav da Jje

R C G. Pri topolofihtom preslikavanju slika prstena je prstem.

T7 10e3 1 7.%.11 slijedi da je prsten £(R) degenerisan. Topolo-
“ka sfera f(lx|=a) je dio jedne komponente komplementa od T(R),
te je komponenta koja odgovara tadki o (neka) tadka x. Odavde
neposredno slijedi da je % izolovana tacka granice oblacti G1

i da je 1lim f£(x)=x, te da je profiirenje T:G y {oo} —>G; U {%},
~ K =200
(o )=%, homeomorfizam, /177

11.2. T e or e m a, leka je Gc:Rh'ﬁuplja okolina tacke oo, n)7,
f:G——>Rn lokalni homeomorfizam kvazikonforman u srednjem. Tadn
je T homeomorfno u nekoj Supljog okolini D tadke ®, i znto mo-

e biti produzeno do homeomorfizma pune okoline D.

Do k a z, Bez ogranidenja op tosti, moZemo smatrati da Je £(6)
neogranic¢ena oblast. Naime, pomodéu inverzije u odnosu na sferu
¢iji je centar u nekoj tacki iz skupa koji odgovara tadki oo
pri. preslikavanju £, moZemo razmatranje svesti na taj slucnj,
(lema 5.4.1). Koo i u /48/ dolazimo do sfere S(a)CT(G) i %o-
mponenteiS*‘njene inverzne slike na kojoj Jje f homeomorfno, pri
Cemu je 72 S.8. p na (nekoj) spoljafinjoj neppranidenoj normali

o3 * . . .2
1 sferec 3(a), £ homeomorfno na N-komponenti S’(E) inverzna sli-
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ke sfere S(E). (v ¥ je put sa podetkom na 5%(a), koji pokriva
N). Akx?se dokazi tih éinJjenica sprovode analogno dokazu lenme
10;6, onda ¢e biti nedto kradi od onog koji Je dat u /48/ .
Pomoéu, dopunske inverzije u odnosu na sferu S(a), dobigjamo
moguénost da sprovedemo razmatranje kao i u tadki 3) dokaza
leme lo.6 . Umjesto prili¢no dugog ponavljanja detalja, mi éémo
se ograniditi ovom skicom dokaza. (Jostalom, uz prisustvo na-

fe leme lo.3 i leme 11.1, dokaz se moZ¥e sprovesti na potpuno

isti nadin kao i dokaz teoreme 1 u /48/). /777

11.3. T e or e m a., leka je f:G-—»Rn, n%3, lokalno homeomorrno

1

preslikavanje sSuplje okoline G tadke a, takvo da Jje fEEWﬁ i

svakoj oblasti D€ G u kojoj je f homeomorfizam qﬁle wi. Heka Je

11

dalje Bn(a,eo)=3n(eo) lopta, dije sve talke osim centra pripadijv

oblasti G i neka jJe

n=1 . h én-(:'xlf)
K = ¢ / T
BYAe)B"(p)
ag
f° N )

preslikavanje f Jje homeomorfno u nckoJ Hupljoj okolini 1T ta“ke

Tada, ako Jje

a i moze biti produZeno do homeomorfizma pune okoline U=U U {H}

tacke a.

Dok a z. Neka Je g:Rn-—>Rn MBbiusova transformaci ja g(x)~n;w35fl .

|x-al2
Kompozicija F:fog—l je lokalni homeomorfizam Suplje okoline
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tatke ® . Kako Jje k(y,s)=1l, f diferencijabilno s.s., (teorema
5.1.3), 1 J(xyf)#0 5es5., iz leme 1l.1. dobijamo da je k(x,f)=

k(g(x),F) s.5. u Bn(a,oo). 7ato je, za oznake vidjeti lo.l,

n=1 1 -4
& (r) =—% R (3, F) dm
B"("‘)\bn(ﬁ;)
n-1 17 n=1
= '7/ R /(:I'Zn) dm = K p).
B"(LINB™(8) s
Pomoéu smjene promjenjivih e:l/r iz (1) dobijamo da Je j;‘k(nf‘i
pa je tvdjenje koje dokazujemo, sada posledica teoreme 11.2 .
/177

Primjer lo.9.1 pokazuje da Jje uslov (1) najbolji moguéi.
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LISTA SPECIJALNIH SIMBOLA

R - n-dimenzionalni euklidski prostor.
R2=r™y {oo} - kompaktifikacija Jjednom tackom od R™,

°1

R 1

.~.Rlu {—co,oo} - kompaktifikacija s dvije tacke od R™.
R]J; -~ skup nenegativnih realnih brojeva.

el 1
R+ =R+U{_G)}.

Ako je ACR®™ (ili Ac¢R™), X je zatvorenje od A,

CA-komplement od A, dA-granica od A.

m(E) - Lebesgueova mjera skupa EcR",

f:G=—>R" zadovoljava uslov (N), ako iz m(A)=0 slijedi m(£(A))=o0.
|x|{ - norma vektora x iz RE,

|A| - norma linearnog operatora A:R®—sR"

Bn(xo,r)={xeRn| \x-x | <I'} .

Sn"l(xo,r)={x € Rn\ 1x-x | =T } .
n - dimenzija prostora (uvijek je n) 2).
Q- mjera n-dimenzionalne Jjedinicéne lopte.

AT (n-1)-dimenzionalna mjera Jjedinicéne sfere u Rn,a.)n__l=nﬂn-

fe W}f (f je iz klase wp) znac¢i da f ima uopdtene parcijalne izvod-

reda do (zakljudéno), ¢iji su p-ti stepeni lokalno integrabilni.
fL(y,f,D) - topoloski stepen trojke (y,f,D),(pri demu je f:G—>R"
neprekidno preslikavanje oblasti G,a D komp. podoblast od G (DG
Rije¢ "funkecija" upudéuje na to, da je kodomen skup 1'?1.

Ostale oznake su objasSnjene na mjestu koriséenja.



	001a.tif
	002a.tif
	003a.tif
	004a.tif
	005a.tif
	006a.tif
	007a.tif
	008a.tif
	009a.tif
	010a.tif
	011a.tif
	012a.tif
	013a.tif
	014a.tif
	015a.tif
	016a.tif
	017a.tif
	018a.tif
	019a.tif
	020a.tif
	021a.tif
	022a.tif
	023a.tif
	024a.tif
	025a.tif
	026a.tif
	027a.tif
	028a.tif
	029a.tif
	030a.tif
	031a.tif
	032a.tif
	033a.tif
	034a.tif
	035a.tif
	036a.tif
	037a.tif
	038a.tif
	039a.tif
	040a.tif
	041a.tif
	042a.tif
	043a.tif
	044a.tif
	045a.tif
	046a.tif
	047a.tif
	048a.tif
	049a.tif
	050a.tif
	051a.tif
	052a.tif
	053a.tif
	054a.tif
	055a.tif
	056a.tif
	057a.tif
	058a.tif
	059a.tif
	060a.tif
	061a.tif
	062a.tif
	063a.tif
	064a.tif
	065a.tif
	066a.tif
	067a.tif
	068a.tif
	069a.tif
	070a.tif
	071a.tif
	072a.tif
	073a.tif
	074a.tif
	075a.tif
	076a.tif
	077a.tif
	078a.tif
	079a.tif
	080a.tif
	081a.tif
	082a.tif
	083a.tif
	084a.tif
	085a.tif

