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Uv0oD

- Disertacija je posvecena problemima tacne gornje gra-
nice Fourier-ovih koeficijenata i nekih opdtigih funkcionala,
kao i aproksimaciji 2n - perioditkih funkcija Fourier-ovim su-
mama. '

Rad je podeljen u tri glave. Prva glava sadrZi Cetiri
paragrafa, druga jedan, a treca pet paragrafa.

Frvi, drugi i €etvrti paragraf prve glave sadrzi poz-
nate re;ultate o modulima neprekidnosti, klasama funkcija 1 fun-
kciji Crewnncea. Treéi paragraf pored noznatih rezultata o najbo-
1joi trigorometrijskoj aproksimaciji En(f) sadrzi 1 nad rezultat
0 proceni veliline

£ ()
K*(fS):Sup G,G'C(S*C‘;‘:‘
el w(f, 7)
f£const

! drugoj glavi smo odredili suprenum funkcionala

()

ffdF,

- 0

na klasama H[&}, gde je F zvonasta funkcija {(vidi def. 2.1.1.).
Rezultat predstavlja prodirenie rezultata B. T.Taepunor i C.D

. -

CtedHuHa.

Uz pomo¢ rezultata glave 2 u prvom paragrafu trede
glave dokazujemo rezultat o tafnej gornje] granici Fourier-ovin

koeficijenata na klasi W H [§]. NakiasamaerkEﬁ] za talnu gor-

nju granicu Fourier-gyvih koeficijenata dobijamo procene S gornje




i donje strane i asimptotsku formulu pri 6 - 0, za k = &, @oX
za komplieksne Fourier-ove koeficijente C (f) na xlasama Hrﬁk[é]
dobijamo talan vezultat. U drugom paragrafu reSavamo problem o
aproksimaciji fiksirane 2w-periodicke funkcije funkcijama peri-
oda E%.{k - fiksiran prirodan broj koji nije manji od 2). Kori-
steé{ ovaj rezultat u trefem paragrafu dobijamo talan rezultat
za supremum Fourier-ovih koeficijenata na klasama erfé}l Za

5 2 %%. 7z tadénu gornju granicu Fourier-ovin koeficijenata na
klasama erk[ajp dobijamo procene s gornje i donje strane, dok
za p = 2 dobijamo tacan rezultat, kao 1 za kompleksne Fourier-
~-ove koeficijente Cn(f) na svim klasama Nrﬁk[éjp. Koristedi
33.1. 1 &3.3. u &3.4. resavamo problem ¢ talnim konstantama u

nejednakostima tipa

b (5l kw (FThe) 1 Tenle Ko (F7 e

n X n K

J paragrafu &3.5. primenjujemo na$ rezultat iz &3.1. na rezul-
tat A. B. Etwmosa, o aproksimaciji Zw-periodic¢kih funkcija
Fourier~ovim sumama. Ovde debijamo asimptotsku formulu_za Ve -
Jidinu

f- S )
. 165, (01

fdcont w (f,6)

| ‘Rezultati ovog rada saop$tavani su na na_Medjunarodnim.
konfe%encijama iz teorije aproksimacije {Blagoevgrad, 137/,
Gdanjsk, 1979; Varna, 198%), na seminarima iz teorije aproksi-
macija u Matematidkom institutu B. A. Crexnosa AN SSSR i Meha-
nicko-matematickom fakultetu MGU kao i1 na seminaru iz teorije
funkcija, v MatematiCkom institutu u Beogradu.

Autor




GLAVA 1

Cla,bl, kao 1 obilno, oznafavace prostor realnih nepre-
i
[

kidnih funkciia f na segmentu [a,b] ¢ normom

+w, Lyla,b] = LTa,bl) je pros-
gde je |f]P (1 <p < =) integra-

Lp[a,b] (1:5;;3 < ®, -éo{; a < 1)
tor realnih funkcija f na [a,b

_‘.{_
]
bilna S noriom
1
i by ']E
| . ~ _ ¥
1L a0 SRS

-y

L+
Paraielno s C{a,b]:iftp[a,bj razmatracemo i prostore {(b-a) -pe-
riodi€kih funkcija:
C - prostor reainih neprekidnih funkcija f na celoj o0si
(-», +=), perioda b-a, s normom

Hflie = ma X ()]s

Lp(1.4p_< w, =w < @& < b < =, Ly = L) - prostor reatnih
(b-a) - periodickih funkcija f tako da je |Fi° (1sp<=)
integrabilna na [a,bj s normom kao u LD[a,b];

T - prostor kompleksnih neprekidnih funkcija f na celo]
0osi {-w, +w)}, perioda b-a, s normom

[ filg = max L) s

-t

Lp—'prostor kompleksnin (an) - periodi¢kih funkcija

tako da Je lfip integrabilna na [a,bl s normom kao

| Lp'




C - ¢e oznalavati prostor realnih necsrekidnih funkcija
na celoj osi (~=, +=).

Dayricd funkcije f oznaticemo sa o(f Primetimo da ako

fFeC sa 9(f) = b - a da tada vaZi

[
L ]

HFile = 1ifilera.nle

Obrnuto, ako ffiC[a,bj,itada ie

qua SIS

- $amo ako j {(a} = f(b), jer se Jed1n0 tada neprek1dna funkcaaa
‘na (a, b] maze phr10d1ck1 produz1t1 na c1tavu realnu osu.

_“_———-iq-—“i-ﬂln_-l--n---“

Svuda u ovom paragrafu xla,b] ocznacavade Cia,b]
L L], a X zamenjivace oznaku C 11 L |

o p
{. MODULI NEPREKIDNOSTI PRVOG REDA

Definicija 1.1.1. Modulom neprekidnosti prvog reda il

prosto modulom neprekidnost funkcije f ¢ Xla,b] naziva se fun-
kcilja

(1.1) wl(f,8)u-. oo = sup |IF(t+n)=-F(t)}]| i
(1.1 6(fs8)yga,p) = 4P s FLETNI=TL MK a(h),b(h)]
0 £ 5 -‘Sb* a .

ako pak feX modul neprekidnosti je funkcija

(1.2) m(f,ﬁ)x = 1§T

Mo

If(trh)-f(t) iy, 0 < 8 < =.
5

Kako Je

lif (t+h) a f(t)1\xia,b*h

—_t L
]
T
—
4
]
g
A
1
-'-h
——
—+
——
r—i
-+
=0
or
Lt

Wif (t+h) - f{t)|lx - ig (t'h) - f(t)lixﬂ i 3.05




to jednakosti (1.1) 1 (1.2) prelaze u prostije jednakosti:

= Ly A+ - P —-
m(fra) X[a,b] U:'Epjllf(t h) f(t)”X[a,b‘"h—]’ 0 £ 8§ ¢ b G o
(1.2) w(f.8) , = sup {{f(teh) - F{t)ily, 0 < & < 4=,
" Qg¢hg$d

koje su pogodnije za efektivno odredjivanje odgovarajucih modula
neprekidnosti.

Radi jednostavnosti w(f,d)cra b1 ] m(f,é)c oznacfavacemo
prosto sa w(f,§) & m(f;ﬁ)L "a,b] i m(f,ﬁ)Lp sa (f,a)p. Tako j%
po definiciji za feC P

w(f,8) = sup max |f{t+h)-f{t)| = sup F(tT)-F (e

ih]<s t EAEEARPY:

Funkciju m(f,ﬁ)p (1 ¢p < =) ponekad nazivaju integrainim
modulom neprekidnosti. .

orimedba 1.1.2. Neka je fe X (saq(f) = b-a). Akc Je s>

[

tada za svako h za koje je O < {h] <

postoji ceo broj k 111 nu-
1a tako da je h = k(b-a) + hy, [P 2

6
b-a .
5] prema tome

w(f,8)¢ = sup |[|[f(t+h) - f{e)ily = sup |1 F{t+k (b-a)+hy)-
IR R
4 . .. b- |
- FE) [y = sup |1 Fleeny)-F(E) 1= w(f, 250y
b..
5h11%“?5

Specijalno, akoe je a(f) 27 tada Je za § » m{f,ﬁ)x = w{f,”

e

Primedba 1.1.3. Ako je za neko $¢ (0 ,m ]

W(£,8) = sup || E(t+n)=f (t)]]p = [Fltohg)=Fltgls
Oghgd

i

gde je'U < h < 7w, to zbog a{f) ?7 moZemo smatrati da toe[U,Zw]
i prema tome t0+hae [0,3n). Otuda je jasno da prilikom odredjiva~
nja modula neprekidnosti 2v-neriodiike funkcije f dovoljno Jje

ograniiti se na segment 0,3n]i11 na bilo koji drugi segment du-

jine 37, re uzimajuéi u obzir periodiCnost funkcije f. Na segmentu




manjem od 37 modul neprekidnosti 27-periodiéne funkcije f, za

§<r, kakc pokazuje primer 1.1.4., wopite govoredi, razlikuje

se od modula neprekidnosti funkcije f na celo] 051 (==, +»).

Primer 1.1.4. Heka je za 0 < e < %

( LA t e EG,H - ZE]g
- L€
zl_(t-ﬂ), tﬁ.[ﬁ - 2e,m] »
D(t) =< -1" -
F_E(F-w), te[n, 2r - ¢e],
~ l(t“Zﬂ), te [27- €,27m],
. £ |

t

i neka je f(t) =P (t ?[

s——]2n) - 2x - perioditno produZenje

funkcije Yna celu osu (-=, o), Tada ako funkciju

(@ (t), te [0, 2 n)
f(t) =4 |

1.r- 2 t g [2m,37- 3¢]
L T 253 I r

razmotrime na segmentu [0, 3n - 3¢}, duZine 3n - 3¢ <3m, dobi-

jamo da Je

% 8, se [0, ¢},
S - T
T+ ﬁ-ZE’ § € {e,m - 2el,
w{f,6) =< 1 ¢ n-3e § €lm -2e,m- il
(5"2‘62 EE !
; - s T
1 4 —— " § € [_'ﬂ' _ E’ i) E_i)
k 2, &el ﬂ‘+E,3ﬂ“3E],

to jest, modul neprekidnosti funkcije f na [0
§€ [0,n] u tacki = ne dostize svoju najvecu v
tome razlikuje se od modula neprekidnosti te
1o0j o051 (=w, +=)} za §¢ [0,n].

, 31 - 3¢}, za

rednost 1 prema
funkcije na ce-




Teorama 1.1.5. Modul neprekidnosti (1.2) funkcije

fc X ima slededa osnovna svejsiva:
1) w{f,0)y = 03
2 ) u(fjé)x ne opada na [U, +m);

3) Modul neprekidnosti (1.2} Jje poluaditivna funkci-
ja, to Jest,

{15‘) m{f=51+52)‘\!{éw(faél)}(—*@(fsé"Z)xa g1 > O-; do > O,

4) w(f,8)y Jje neprekidna funckija na [0, +«).

Jokaz. Svoistva 1)1 2)odmah slede iz definicije modu-
1a neprekidnosti. Da bi smo dokazali nejednakost (1.4) dovolj-

no je, usled (1.3), fiksirajuci &y > 0 i 62 > O, dokazati ne-
jednakost

F(E e h) - FLE) Ty s e(Fe1)y *u (Fa82)y

za svako h koje zadovoljava uslov 0 g h < 87 + 8,. Ako je
h < 67 i1i h < 8, onda je to oCevidno. Neka je

ma X (51,62) <h g &6y + 6,.

Tada je |h =&, =h - 83 s 871
F(t 4 by - F(E) Dy < TIF(E + h) - F( o+ sy |y ¢

T Hf(t  6p) - f(t)ilx < W(fiﬁl)x * m(fa‘g?_jx

§to je 1 trebalo dokazati.

Na bi smo dokazali svojstvo 4)primetimo, da jednakost

(1.5) lim w(f,8)y = O

§++0
‘za X=C,sledi iz raynomerne neprekidnosti . f€ C na celoj osi (-o,+=),
a za X = LP (1sp <), iz teoreme Lebesque-a ([59}, str. 500).

Prema tome u talki & = O funkcija w{f,8)y je neprekidna s desne

strane. Za 0 < & <« + =, n+3 » 0, usled (1.4) 1 svojstva 2),

Em{f,'-ﬁ + njx - m(f,ﬁ)):l XS LL'.t[f, ini)x




i s obzirom na {1.5)

w{f. 6+n)x + m(f,@)x kada n » 0.

Teorema 1.1.5. vazi i za fe X[a,bj.

U stuzaju X = C ili X = C{a,b] svojstva 1)-4) modula
neprekidnosti w{f,8) karakteristicna su u tom smisiy Sto sva-
ka funckija w{ &), koja ih poseduje, je modul nepfekidnosti ne-
ke funkcije f. Na tu &injenicu, u slucaju C, ukazao je Lebesgue

iZ?] a u slutaju C[a bt HUHO NBCHMA [39]

o —— o e e e e b e e b A

RPN TP

| Neka w{s), 56[0 b- aj zadevelgava uslove 1)- 4). Uver1mo
se da :pOStGJE f iz C[q,pj.tdko da je w{f,8) = w(s). Zaista
funkcija f{t) = w(t-a), te [a,b] je iz C[a,b] i

o(§) = F(s+a)-f(a) < w(f,8) = -sup [[F(t+h)-

O<hgd
*f(t)i\C[a b-h] " supllw(t- a+h)-m(t a ‘lC[a b-h7’
| ? G<hed
< -supwi{h) = w{8),
Ughgd

to je$t,ww(f,6) = w{&).

Zza funkciju w{8), &6 » 0, koja poseduje s?ojstva_1)—4)
i w(§) = w(w) za & » =, postoji f. iz tako da je w(f,68) =

= »(8). Naime, lako je proveriti, da je jedna takva funckija
definisana jednakostima:

fFley = w{|tl), 0 € £ < =, T(t + 2 )

1§

f(t).
Zbog tega je celishodno uvesti pojam modula neprekid-

nosti uopite, ne vezujudi taj pojam s bilo kojom funkcijom f.

Definicija 1.1.6. Svaka funkcija o{s) koja zadovol]va
ustove 1)-4) naziva se modul neprekidnosti.

Inace uslove 1)-4) moZemo krace zapisati xao

Tim m(@) = 0, 0 « wiﬁg) - m(51) gm(ﬁg—ﬁl)(ﬂgélﬂﬁz).
§-++U




Sprisetimo da su karakterizaciju moduia neprekidnosti

-

funkcija iz L, dali 0. B. beeoe 1 L. B. Lrednud 197

Pyrimedba 1.1.7. Da bi smo proverili svojstvo poluadi-
tivnosti funkcije w(s), koje je od svih svojstava 1)-4) i naj-

- . ] ., - . . &
teye, dovoljno je utvrditi da funkcila E%;l ne raste.

218 4 sledi da je

Jaista, za svako 87, 6, > 0 1z

51 w(B81%62) sz(51+ﬁzl_ g, 20l +.52w(52) =
§1 * &y §1+ 2 82 82

= u(81) + w(dy)

w(81+8,) =
primedba 1.1.7. nam dozvoljava da navedemo sleaece
‘vaine primere modula neprekidnosti. |

einer 1.1.8. Sve funkcije oblika Me® (60), gde je
M = const > 0 i O0<a< ! sumoduli neprekidnosti.

Lo

Primer 1.1.9. 7a. O<a <1 funkcija

"0, s = 0 |
o i 1
§ 1n T §€ (0, e @)
m(ﬁ)= < 1
1 ase @
L €’ }

je modul neprekidnosti.

Primer 1.1.10. Za 0 < o < 1 funkcija

je modul neprekidnosti.




Iz poiuaditivnosti moduia neprekidnost M{faﬁ)x sledi
da je za svako ne N

(1.6) w(f, nﬁ)x £ n m(f,ﬁ)x

H

Zaista, za n 1 {1.6) je tacno, a pretpostavka da je (1.6)

taéno za n = k daje-

w(f, (k+)8}y < w(f, ks )y * w(£,8) < ko(f,8)y + w(f,8)y =

= (k + 1) w(f.8)y.

Ako je pak X - bilo koji pozitivan broj, tada umesto
(1.6) moZemo napisati

(1.7) 'M(f,kﬁ)x < [l+1] ! (f,G)X < {(A+1) m(f:ﬁ)x;

jer, oznactiyi&i s [A] ceo deo od A, usled monotonosti m(f,a)x
i {1.6) dobijamo |

L;(f,m)x < w(f,[A+t] 8 )y < 1] w (fe8)y < (A +1)u(f.8)y- |

Nejednakosti (1.6) i (1.7) vaze 1 u prostoru X [a,b].

Primetimo da nejednakost w(f,ré) < IA+1] w (f;ﬁjx, %oijest,
prva nejednakost u (1.7}, za X = € 111 X = C[ﬁ,p], je taéna u
tom smislu &to u njoj mnoZitelj [x+1] Je nemégﬁéé umanjiti. Da
bi smo to pokazali dovoljno je navesti jedan modul neprekidnos-

ti za koji pri svakom necelom x>0 za neko § gornja nejednakost
srelazi u jednakost,

Ne umanjujuciopStost ograni&imo se slu€ajem 1< x<Z i stavimo

) 0%t5k'1

~H
—
ot
p
1l




Tada je, ofevidno,w(f,8) = f(&) 1 prema tome za ¢ = |

—

@ (F,08) = o(f,0) = F(x) = 2 = [art] £(1) = Dt] o (F58),

i
L.

Koriste¢i (1.7) za svaki modul neprekidnosti w(¢8) £ 0 1 za sva-

ke &s¢ [0,b-al moZe se pokazati de je

u}(Lb - a)
2 (b -~ aj

(1.8) w(8) = 5.

Zaista, za svako 6e{Q, b-a] imamo

o(b - a) = w2 5) « (24 1) u(e) = 52 (1% 5 w () 225 Ru(s),

Gdak_le*I sledi (1.8).

Primer modula neprekidnosti

1 y
( = 3, 6E[O,IEJ1
|
el e - R
w(8) = “’{‘ 1 ’ Sele, | €1,
§=1
k 2 + =—, s¢[1-¢, 1],
nokazuje, da konstanta ;Jgg . 2% g desnoj strani (1.8) se ne moze

uvedati.

Definicija 1.1.11, Funkcija f(t), tela,bl, je konveksna
ako je za svako ti, tpe [a,b] 1 21*0,a2>0, a; +a5 = 1 ispunjena

nejednakost

(1.9) ayf{ty) + ap F{ty) < flar1ty + agty).

Teorema 1.1.12. Svaka neprekidna, neopadajucda 1 konveksna
funkcija'm(aj na [0,a],w(0) = 0, je modul neprekidnosth.
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Dokaz. Neka je 0 < &y < 85, Prema (1.9) 1 nretpostavcet

w(0) = 0 Je

Eom 8y S 82763 61 61
( = = e > 0) + — = &2
h}xﬁl) m(_ 152 O 62 6 ) Z 62 {1.}( ) {52 UJ‘(‘SZ) } ,52 w(‘f—)
odakle je
w(6y) w(67)
o N
al 8

toéjest' 3ML§ S 0b21r0m na pr1medbu 1.1.7 m(ﬁ) Je po1uad1-

t1vna funL“1Ja ] prema tome w(s) Je. modul neprek1dnost1

Lako je dokazat1 da za svaki konveksni modul neprekid-
n05t1 mfd) nejednakost (1.6) vazi za svako x>1, to jest,

(1,107 w{wd) < XN w {5).

Definicija 1.1.13. Neka Je w-proizvoljni modul nepre-

kidnosti na segmentu {O,a] . Funkciju uw™, definisanu formulom
| (8-x1)w(xz) + {%2-8)u(X1)
(1.11) w*{s8) = ° sup . -
| | Ogx1<8<sX2<a X9 = X1 .

nazivaéemo najmanjom konveksnom majorantom modula neprekidnosti
W .
| Grafik funkcije o* je kriva koja s gornje strane ograni-
ava najmanju konveksnu oblast koja u sebi sadrzi oblast
{D < § £ a, 0 gy € w (53; 0Zevidno, w* je konveksni modul ne-

nrekidnosti.

Na vezu izmedju konveksnih i nekonveksnih modula nepre-

kidnosti ukazao je C. B. Crveuwund (v. [15], 5tr. 78).

Lema . 1.1.14. Za bilo koji modul neprekidnosti (5} # 0

vazi nejednakost

(1.12)  w(8) <€ w*{8) < 2w (s}, 0 <& < 2,

gde se konstanta 2 u desnoj strani nejednakosti (1.12) ne moze

smanjiti.




Dokaz. Iz (1.%1}) za & > Q Je

(1.13) w*(s) = max(w(s) S UD (G—Xl)m(X2)+(X2“5)w(Xl)i

Osx1<§<xp< a Xog = X

S obzivrom da je

(=% )u(xs)+{xa=8)0{x1) ‘s
< ((8-x1) (— + 1)+{x2-8))u(8) <
Xo = X1 X=X} 0
AL
- X2(8-x1) - - =
< (1 + - yw(8) = (1 + X1 jw {(8) < 2w(8),
-8 (Xa~%1) | —
- X
to iz (1.13) sledi (1.12).
Kako Je za modu] neprekidnosti
{1 |
i — 4, 0 £ 6 € €,
£
1 " £ £ § € 13
o (6) '—‘ﬁllg (6-1+e), 1 <« 6 < 1+¢,
[ 2 . 1+ e <8 <2,

M*U):Z-E
w (1)

to se konstanta 2 u (1.12) ne moZe smanjiti.

2. MODULT NEPREKIDNGSTI VISEG REDA

U onizu sluﬁajéva radi potpunog opisa strukturnih svojstia-
va funkcija odredjene klase, paralelno s modulima_neprekidnosti
nrvog reda izucavaju se i modulil neprekidnosts viseg reda, koje
je inaée prvi uveo BeprwTein (7). |

Prveo ¢emo definisati i navesti osnovna svojstva k-taih
raztika funkcije f.




Definicija 1.1.15. Neka je funkcija f definisana na

segmentu ja,b]. Tada za svako ke N i za svako tela(h), b(h}| =

= {a - 1'S}%ﬂh k h, b - 1+S;9ﬂn kn|, k-tom razlikom funkcije

f u tafki t s korakom h naziva se funkcija

R () flerin,

I o~1 R

A\ -
Ao (f,t) =

i=0

a za te [é(h), B(h)j= ja + E—-J' "47—4

k-tom simetricnom razlikom funkcije f naziva se funkcija

o) = 1 (-0 (K- K an) = )

-k
Ay 3 i ? h(f"t T

]

U slucaju da je o(f) = b - a‘tada su funkcije &E(f,t)
1 E(f t) definisane za svako te (=, +=} kao i sama funkcija
f.

Teorema t.1.15. Za svako j., ke N

j +k j ¢ K o
1. a% (f,t) = aﬂLah (f,t)],
+ = p £ ; +.
2 &_]h (f,u) 1*1 :O 1220 ikZZO ﬂh(ijt"f'.iih'i'... -]kh):
3. Ako f(k) e L fa,bl 111 L tada je
« hooon ) |
by (f,t) = f dup g dup ... f f (truptuy. .. +uy) dup.
0O 0 0

Dokaz se lako izvodi indukcijom 3to se moZe videti u [7].

Definicija 1.1.16. Modulom neprekidnosti k-tog reda funk-

cije f€X7la,bl naziva se funkcija, definisana na 0, Eiﬂj,
(1 18) wy (F36) = sup Lk (f 0000 o
X x[asb] s h X[a(h),b(h)]
= sup Loy () yracny binyTe
R La{h},bih)]

e,




Avs pak f e X modul neprekidnosti k-tog reda funkcije

f e funkctija

1k '
(1.18) w, (f,8)y = sup A (F,t) v T sup \hE (fat)ily, Ocdc =,
hl<é h <8

ITsta %ao i kod modula neprekidnosti prvog reda jednakos-
ti (1.14) 1 (1.15) dobijaju prostije obiike

o K | _
o (Fo8)yry g1 = osup Lo t)ilyry pon)

0<h<$§
= 5Up |§;éﬁ (f’t)iiX[a+ kh b—kh], 0<$ égiéﬁ
O<hg§ ‘ 2’ ¢

k ko
wk(faﬁ)x = Suj ‘iﬁh(frt)‘lx = SUp1l$h (f,t)lix,056{+w -

Oghes O<hg8
koje su pogodnije prilikom efektivnog odredjivanja moduia ne-
prekidnosti konkretne funkcije f.
Radi jednostavnosti pisanja mk(f,ﬁ)c[a bTi wy { T,68)
s Mg

oznacavademo prosto sa mk(fga) a wk(f,ﬁ)L i w,

mk(f,ﬁ)

p[a,b]'
5"
Primedba 1.1.3.vazice 1 za mk(f,é)x. Naime

f _ b"'a b“a
iLﬁk\fgﬁjx - {L}k(f, ""*-2-'—*“);(, 5 > 2 .

Specijalno ako je Q{(f) = 2%, tada je

rLk(f;(S)x = 'f.ﬂk(fgﬂ')x Za 6 2 T .

Da bi smo efektivno izradunali modul neprekidnost:
mk(f,a) 2rn-periodifne funkcije dovoljno je izradunati njen mo-
dul neprekidnosti na bilo kom intervalu duZine Zu+kn ne uzima-

juéi uw obzir njenu periodicnost.




sorema 1.1.17%. Ako fe C@,bl 111 € tada Je:

1) w, (£,0) = 0;
2 ) mk(f,é) je monotono rastuca funkcija;
3) mk(f,ﬁ) je néprekidna funkcijas;
4y 7a svako neN vaii tacCna nejednakost
mk(f,nﬁ) < n'k mk(f,ﬁ),
a pri svakom a > 0 - nejednakost
o (F28) « 11" o (F.8) < (1) w (£,6)3

5) Za svako $¢l0, b—;;a"]_ ispunjena je nejednakost

k '}'k

K b-a .
) lrpmey

| wk(fzﬁ)?-f Ak 5 s Ak = mk(fﬂ

O
g

Ako funkcija f ima svuda na [a,b] neprekidne izvode
do {r-1)-reda, 1 pri tom (r-1)-1 izvod f(ru1) eLip 1,
onda Jje |

f.ﬂkk%_],.(f:a) £ 0 mk(f(r)sé);
7) Za svako &1, &2 > 0 Je

wk(f,61+52) < 2 (wk(fnal) t wk(f:52))-.

| Dokaz teoreme moZe se videti u [11]. ViSse o modulima ne-
srekidnosti viseg reda se nalazi u [53], [29], [5], [49] i [50].

& 1.2. SPECIJALNE KLASE FUNKCIJA

1. Neka je w{6) modul neprekidnosti. Klasu funkcije t za

koje je w(f,8) < w{§) oznatavacemo sa Hy. Ravnopravno s HY ko-
risticemoc i oznaku H".

Kao 3to smo vel napomenuli, za svako feC il C[aﬁﬂ-,
w(f,8) » C pri 6 » 0. Precizirajuci brzinu kojom w(¢) > 0 pri
5 >0, dolazimo do specijalnih klasa u C i Cla,bj:




1O'L1p5chitz—ovuk1asu H?, G<o <1, obrazuju funkcije f
kod kojih Je

w(f,8) ¢« M 8

Ako 3elimo naroéito da istaknemo konstantu M u ovo]
. . - 3
nejednakosti, pisemo .MHjy.

Pod H? podrazumevamo klasu ogranicenih funkcija koJu
cemo obeleZavati sa b.

Funkcija koja zadovoljava Lipschitz-ov usioy prilu>1
svodi se na konstantu. 0d narofitog je interesa klasa Hy:
feH, tada i samp tada ako je apsolutno neprekidna i}f (x)!<
< M skorec svuda.

2% Klasu W obrazuju funkcije f za koje Jje
w(f,8) < M&|logs|.

Izmedju klase W i Lipschitz-ovih klasa H] postoji st-
riktna inkluzija

1 o | )
HicW < HS za ae(0,1)..

Zygmund-ovu klasu {58] obrazuju funkcije f za koje je

wo (F,8) < WM&

Za 0 < o < i k]aie HY i HY se poklapaju ([56], t. I, str. 76)
Medjutim, H; # H,; naime, fuchije klase Hy; imaju skoro svuda
ogranicen izvod, dok klasi H, pripadaju 1 funkcije koje nigde

nemaju izvod [56]. Preciznije

1 . .
(1.16) f €H, = w(f,8) < Ms|logs|

({56}, t. I s%r. 77) 1 ova se procena ne moZze poboljSati. Pre-
ma tome, H,cH,=W, gde je i drugi znak inkluzije u striknom
smislu. |

Analogno klasi H® definife se klasa H®. Naime, funkcija
fe HE ako Je mk(fsﬁ)-ﬁuk(ﬁ)j gde je w,{(6) dati modul neprekid-

nosti k-tog reda neke funkcije iz € {111 Cia,b].




U prostoru Ly 111 Lja,b] definiSe se klesa 1P sa

mk(f,ﬁ)p g MS.

Klase H??pngfp, U<segl,surazlicite samo za a=1.Primetimo da
nasuprot iskazu (1.16) u prostoru C(CEafb]) ,koji je tu naj-
bolje mogucéi, u prostoru LD Vazl
| M §|1og 6\1/p, 1<p<2;
f Hl’p, 1<pem =u(F,8) ) <
| M osllog 61172, p»2;

i ova se procena ne moZe poboljsSati (v. [54] za p = 2 i [57]
za p # 2).

> - Jedna od klasa koja se najced8ce susrece je klasa
funkcija koje imaju ogranicen r-ti izvod, to jest, if(r)(x)lé
< M za svako X W' (r = 1,2,...) Je klasa funkcija koje imaju
apsolutno neprekidan {r-1)-ti izvod a r-ti izvod 1im je skoro
svuda pgrani&en, to jest,

e, = supess [£7)(8)] < mo

Kombinujuc¢i klase definisane izvodom i one definisane
modulom neprekidnosti, mogu se formirati slozZene klase:

| _wf H? je klasa funkcija koje imaju apsolutno neprekid-
ne (r#1)-ve jzvode a r-ti izvod: f(r) éHf’(f(O) = f). Speci-
5alno ako je w(s) = 6%, 0 <a<t, dobijamo klasu W' HY. Zaa=1,
W Hi - Pt

" Hf je klasa funkcija koje imaju apsolutno neprekid-
ne {(r-1)-ve izvode a r-ti i1zvod: f(r) € Hf.

Na analogan nalin se definiSu odgovarajuce kTase Uu

prostorima Lp (p > 1).

Koristeci Weyl-ov izvod {(v. [56], gl. XII, &8 1 &9)
mozemo definisati klase koje su opsStije od klasa W' H? (1 =
= 1,2) i njihovih analogona u Lp (p > 1).




3. Neka je f € L, srednje vrednosti jednake nuln, ]
neka Je

S{f] = (a,cos vx+ b sin vx)

5 -1 8

v

nien Fourier-ov red. Konjugovani red ovome je

S[f] =
' Vv

. (a, sin vx - b cos VX ).

i ™ 8

La skoro svako x poStoji ([56], gt. II, &5)

— W - - .
Fx) = - £ lin 1 f(x+;) Fxot) g
£ - € tg -2-

Ml

f je konjugovana funkcija funkciji f. Opravdanje Zza ove na-
zive le?i u tome 5to posteoji izvestan paralelizam itzmedju f
i S [f] s jedne i f o g[f] s druge strane, koji nije potpun.
Naime, ¥ ne mora biti L-integrabilna, niti ogranicena 111
neprekidna ako ja takva f.

::Neka je data klasa funkcija P. Njoj konjugovanu klasu

—rr

—

P obrazuju one funkcije f Cije konjugovane funkcije f ¢ P.

| Dperaéija konjugovanja klase ne dovodi uvek do nove klase,
to jest, ova moZe biti refleksivna. Iskazi "M = M" su stavo-
Vi Upméanéa-1jeva tipa.

W, W. MNpusanos [42] je pokazao da
fe R, 0 < a <1,=>fcH].

Kako je (f) = - f, to vazi i obrnuti iskaz, to jest,

(1.17) HY = H] za 0 < o <1

: - . . . -
Za o = 1 ovo viSe nije tacnoi to jest, klase Hy ¥ H1 su ne-

upore?ive. Medjutim, klasa H, je refleksivna [58], to jest,

A

1 . R
f e H, => f €H,, 3to zajedno s (1.17) daje Hy = Hy za 0 < a <

o

<l.




1z izloZenog sledi da su klase W HY, 0< o < 11 W' Hg,

0 < o < V', refleksivne, dok to nijJe sludaj sa klasama "

Postojanje nesvojstvenih integra1a

L4 1wy (t)
Ay = “_t dt 1 Ay = J — dt
Q 0

obezbedjuje postojanje konjuopovane funkcije za svaku funkciju
iz HY odnosno H%.

A. Klasu 27-periodickih funkcija f 1z C za koje je za
fiksirano 8 > 0, wk(f,a} < M, gde je M kao i ranije neka fik-
sirana pozitivna konstanta, oznaCavacemo sa M Hy [6]. U sluca-
ju da je M = 1, 1 Hk{aj = Hy [5]. Ako je pak k = 1 klasu

'M H;[6]oznatavademo sa M H [8]. Sa M W' H L8] oznaZavacemo
klasu funkcija f &iji su {(r-1)-vi izvodi apsolutno neprekidni
a-_f(r) € MH, [¢]. Kao i gore za 1w He L] 1 My H, (8] koris-
tidemo se oznakama W' Hk[6] odnosno MNPH[S].

U prostoru Ly 2n-periodi¢kih funkcija klasa M'Hk[ﬁjp
sadrij one funkcije za koje je za fiksirano §>0, mk(f,ﬁ)p:SM.
erHkIajp je klasa funkcija f za koje su (r-1)-vi izvedi ap-
solutno neprekidni a slr) e MH, [8],. Klase MHl[a]p,1-Hk[d]p,
thHlﬁ[a]p, 1-erk£§] ¢emo redom krace obeleZavati sa
MH{s],» HiLsl s erH[a]p,erk[ajp.

‘U prostoru C klasu H[§] definidemo jednakosScu

His] = {ffﬁfﬁ F(x2)-f(xy)] €1, Ix2 - xif < 8 }

- gde je § fiksiran pozitivan broj.

Na analogannaZin kao u C 1 L, definidemo klase 2v-pe-
riodickih funkcija u C i 1p: MH 87, MwH, 8], Mﬁk[a]p,

MW ﬁk[ajp s istim primedbama kao i gore za sluCajeve M = 11
k = 1,




& 1.3. NAJBOLJA TRIGONOMETRIJSKA APROKSIMACIJA

.,........-—-.H..-—-_-—-*-.____—_————“-———ph-u-----ﬂ-—--—--l-l--n-r-l-—--

-—-“——-#_--—lﬁ-_ﬂ-

_—--i-_u--'--—--mq-lﬂ"n—_-—_--

—ﬁ—--q—r-—t—-ﬂﬂp_“-l—-—-_--ﬂ---

1. Neka je feC, a(t) = 2n, i neka je H_ skup trigo-
nometrijskih polinoma T reda ne veCeg od n-1. Uzev3i protz-
voljni trigonometrijski poligon T €h stavimo

so(F,1) = mex 1(6) = T(0)l= 1F-Tl.

VeliZinu 4.(f,T) zvacemo aproksimacijom funkcije f /polinomom
T. Ako svakom polinemu T iz H/ pridruZzimo velilinu &C(f,T)

dobijamo skup'{ac(f,T)}TﬁgH . TaZna donja granica toga sku-
pa, to jest, &

E =EFE (f) = in f & (f,T)
n " TeHn ¢

naziva se najbolja aproksimacija funkcije f polinomima iz Ho, -
E. Borel [10] je pokazao da za svako n postoji uH,polinom
T;(f)‘takav da je

i time opravdao uvedenu terminologiju. 1z Yebowes~1jevih re-
zultata [35] sledi da svako n postoji samo jedan takav TH(f)
u'Hn. Niz T;(f), n = 1,2,..., Je niz trjgpnqmetrjjskih poli-
noma najbolje aproksimacije reda ne veleg od n-1. 1z

{&C(ng)} TeHIC{ﬁC(f,T)} TE.HZC.”C {&C(f!T)} TEHH

je jasno da niz En ne raste sa n, a iz Weierstrass-ovog sta-
va sledi da B - 0 kada n » .

Na analogan nacin se definiSe najboija aproksimacija

funkcije fe Lp, Q(f) = 27, p =2 1:

E(F), = in £ a (f.T) = dn £ [[f-Tj], -
kg Tel Ly TeH L




2 0d D Jdackson-a ([19],[20]) poticu prve procene naj-
holje aproksimacije, to Jest, ako f€C ima modul neprekidnost
w{(f,8), tada Je (1.18) En(f)szﬁw(f,-%)ﬁ agde je K pozitivna konstanta.
Odavde specijalno sledi: |

(1.19) feHy, 0 <a < V=>E (f) =0 (n" %Y,

(1.20) fewWw=k_(f) = & (n log n).
Opitije, ako f ima neprekidan r-ti izvod f(r),
r = 1,2,..., tada je |
Ceelr) 1
(1‘21) En(f)gKr nrm(f > n)s

i specijaino
f(r) & HY, 0 < o < 1-%bEn(f) = O(n—r-ﬂ).

Ove rezultate prenec je -u prostor Lp, P >1. E.S. Quade
[43]. On je pokazao da ako f 1ima 1zvod f(r) y Lp da je tada

S(1.22) E (F)L) € —=2F I CALRIES HPEE T IS S

P n‘” D

i specijalino
Fe TP, po2l, 0 <a c 1=E(Ff) = o(n~%y.

| p
Pokazalo se da je nejednakosti {1.21) i (1.22) celishod-

nije zapisivati u obliku

En(f) £ K’{j(f, %), odnosno

-
_r,p (r) = -
Eﬂ(f)Lp £ nr UJ(f ’ n)pg fl 1,2,
H. M. Hopeehuyk [26] je pokazao da Je K~ = 1 taCna kon-
+ r . - 1 . -
stanta, a H. W. Yepuwx (46] da je Ko,z = wﬁg.takodje tatna kon-
stanta. U proceni
K; (r) T
Eﬂ(f)}( -‘\i—r" N(f s "'ﬁ')x:

7




|
[
A
t

gde je X = € i1 X = L, u siucaju neparnin r, A. A. JMryH 28]
je dokazao da jJe

™~ B

0 (- 1)k(r+1)
A r+1
r k=0 (2k+1)

£l

tacna konstanta. Za r = 1 rezultat pripada B. B. Hyny [44].

C., B. CTzuanud je postavio zadatak nac¢i talnu konstantu
U proceni

| 0
£ ()« K(8) w(fy )
za svako fiksirano 6(0<i6$w), to jest, naci veliCinu

| - | En(f)
K¥{(s) = SUp , no= 1,2,...

| -9
f#COﬂSt Ui(f, *ﬁ*)

Mi smo u moguénosti dati procenu konstante K*(6) s gornje strane.
Naime vazi |

Teorema 1.3.1. Za svakon = 1,2,..., 1 0<8<m Je

(1.23) K*(8) < <

Dokaz. Ako feC, .2 const i w(f,8)-njen modul neprekid-
nosti u C, usled leme 1.1.14 postoji takav konveksni modul nepre-
kidnosti'mf(ﬁ) da je

(1.24) w(f,8) cw*(8) <2w(f,8) (8>0).

Lk
Prva nejednakost u (1.24) oznacava da fe H i zato je

(1.25) €, (f) <5 o*(3) (vidi [25] str. 208),

odakle je s obzirom na nejednakost (1.10)

~ c T w0
(1.20) En(f) S 5w (ﬁ)

Uzimajuéi u obzir drugu nejednakost u (1.24) dobijamo iz (1.26)
da Je -

E(f) < % w{f, %), (n = 1,2,... )
odakle sledi (1.23).
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Lako moZemo pokazati da je za funkcije koJe imaju kon-

.

veksne module neprekidnosts K*(s) = 5? .

3. Jackson-ovi stavovi zakljuduju iz diferencijalnih
osobina funkcija o njencj najboljoj aproksimaciji En(f).C:H.
cepruwtenns ([7] 1 [ 8]) Je, obrnuto, polazeci od najbolje aprok-
simacije funkcije zakljuCio o njenim diferencijalinim osobina-
ma. On je pokazao da

o fFeHl, 0 < a <1
E(F)=0(n"") =4

feWw , a =1,

i opitije, da

Fr) e 3

| 1, 0 <o <,
| En(f)=0(n*r*a);r=1,2,..., e
| | f(r) €W , « %= 1
Inverzne stavove u kojima se zakljuCuje o modulu ne-
orekidnosti i1i njenog izvoda dao je De La_Va11éequ§9h1[55L

4. Neka je T (f) (n = 1,2,... ) neki postupak aprok-
simacije koji svakoj funkciji feC,alf)sen,pridruiuje odredje-
ni trigonometrijski polinom Tn(f,t) reda ne vedeqg od n. Takav
postupak aproksimacije Je, na nrimer, niz delimicnih suma
Sn(f) i niz aritmetickih sredina cn(f) Fourier-ovog reda 111
niz trigonometrijskih polinoma najbolje aproksimacije T;_1(f)
funkcije f¥.

7a odredjeni postupacx aproksimacije Tn(f), velidina
be{f,T,) = =T (F)llg = mix | F(E)-T (f,t)]

je aproksimacija funkcije f polinomom Tn(f).

Neka je Me . Skup aproksimacija

(1.27)  dac(f, TN fen

karakterife postupak aproksimacije Tn(f) u odnosu na klasu M
4 celini. U vezi sa ovim skupom moze se postaviti zadatak,da
se za odredjeni postupak aproksimacije Tn(f} i datu klasu fun-
kcija M, skup (1.27) oceni s gornje strane. Takav iskaz tipa

feh1ﬂ#~gCU1Tn)gﬂ<w(n)
zove se direktan stav.




Kod direktnih stavova postavlja se pitanje, takozvane,
taine konstante K za odredjenu klasu M, ili $to je isto da se
odredi veliCina

Ec [ M, T (f)| = sup a¢ (f, T ().
feM

je najbolja aproksimacija klase M postupkom T (f).
Samo izuzetno moquée je ovu tacno izraCunati te se zato pribe-

—

EC{M, T (F)

gava odredjivanju njenog asimptotskog ponaSanja il3 njenog re-
da velifine kada n - .

& 1.4. FUNKCIJA CTEHAUBA

o e e L A AmE w mie ke S el SE R - a T

Definicija 1.4.1. Ako f el, funkcija fh odredjena jed-
nakoscéu

L

fo(x) = 5 [ f(xtt)dt (h>0)

o Sl Wl 3

naziva se funkcijom Ctewnosa Za funkciju f.

Oevidno da se fh(x) moZe zapisati takodje i u obliku

’ Xx+h
% -

odakle se vidi da je fh apsolutno neprekidna 1, prema tome,
skoro svuda Je

3

(1.28) [fp(x)]= o [f (x+h) - f(x-h)].

Primetimo da ako je sama funkcija f apsoiutno nepre-
kidna, onda f ¢ L 1

O AR UL I UG
g

to jest, s obzirom na (1.28) s tacno3cu do skupa mere nula

{fh(x) I [f’(x)]h,
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i moiemo u ovom stucaju pisati fﬁ(x}, dopuitajuéi da se opera-
cije diferenciranjai prelaz k funkciji Steklova mogu izvoditi

bilo kojim redom.

Teorema 1.4.2. Ako fel_ (1gp < =), onda Je

P
(1.29) by < HHEITL
JRNB L
(1.30) Tim || f. - fll, = O.
| h~-0 | n Lp |
Dokaz. Usled uopitene nejednakosti Minkovskoga (v.[25],
str. 299) | |
| | 4
2T 1 h b P
Gl =\ e £ flendrPax]
_ p 0 - h ‘i
, hpem ; p
< wp [y S [ f(xrt)] dx dt: =
_h 0
f ]
= e [ LIf t = || f ,
Zh || 1le N lILp

i nejednakost {1.29) je dokazana. Ponovo, koristedi uopstenu
nejednakost Minkovskoga imacemo

1
| 2 T 0 i) 211'1 h
[ Fe-Fily =\ [ f - f dx} =R [l FIF(x+t) -

p 0 0 -h

1 1

o p ’ h ¢ 27 0 7P

- f(x)l dtl dXE < 7R f.g f [f(x+t)‘f(X)‘ d X ! =
-h ¢ O j

Odmah dobijamo (1.30) ako iskoristimo teoremu . lebesque-a,gobro
noznatu u teoriji funkcija, koja utvrdjuje da za, bilo koju
funkciju fel (vidi (59] str. 500),

Vim | f{x+t} - f£(x)|}{, = 0.
t+0 D




i
Mo
L

|

Na kraju ukaZimo na neke procene funkcije Crennosa

vezane s modulom neprekidnosti.

Teorema 1.4.3. Ako fe¢ Lp (1 <« p <=} 1 f, - funkcija

Steklova za f, onda jJe

(1.31)  {lf-f ] Lp-@m(f,h)p,

(1.32)  HFg] L s %m(f,h)p.

Dokaz.Nejednakost (1.31) sledi iz dobijene nejednakosti

h
| [ .
llfathng “7h _ﬁ f(xet) - f(x)lle dt,

pritikom dokaza teoreme 1.4.3, i definicije modula neprekidnosti

w(f,a)p. Dalje, kako Jje

sy [FGorh) - (ko)
to usled (1.2) i (1.6)

Uil = i L FOern) = Fleh) ] € o o(fa2h) e o (F,n)

2 D P

to'jest, dobija se {1.32).




GLAVA 2

Osnovni rezultat. radova [16] 1 [17] B. 7. Taapuamwn
C.B. Crednuna glasti:

Neka je a <c <b,tp(t) - sumabilna funkcija na [a,bj,-

Ot} »0 na [2,c],¥(t) < 0 na [c,b],

F(x) = f;lp(t}dt, '. F(b) = O
a
b
(2.1) M(.8) = sup_| /£ f(t) ©(t) dtj.
f H{&] a

Tada za bilo koje &, %(b-a)-sﬁ-ab—a, vaii jednakost

M{P,8) = max (n,F{c))
gde je |
n= ma X (F{x)+F( x+§})).
asx<b-8§

Mi cemo u ovoj glavi gornji rezultat vopstitti u dva

nravca., Tafnu gornju granicu (supremum) vrednosti funkcionaia
L{f) = LF(f) =5 f{x} d F{x)

na klasi A[6] odredicemo za svako & > 0 i za zvonaste funkci-
je F{v. def. 2.1.1), pri Cemu Cemo integral podrazumevati kao
nesyojstyveni apsolutno konvergentan Riemann-Stieltjes-ov 1in-
tegral {v. [22})}.




% 2 1. 0 GORNJOJ GRANICI FUNKCIONALA

A e ek ek mbie R e ok B ey el rkl el M MW M AW MR Em mm Em omm omy o wr oEm R SR MW

— el derek deld PR Y e oy ok

Definicija 2.1.1. Funkciju F, definisanu na brojno]

pravoj (-=, %m}, F(x) = F(K+O);F(K_O), zvafemo zvonastom ako

postoji takav broj a da je F monotona na poluintevalima (-,

- p—

al 1 L2, +=) (ne obavezno strogo), i F(x) -~ 0 za |[x| »+ =.

Teorema 2.1.2. Neka je F(x) - zvonasta funkcija 1 ¢
bilo koji fiksiran pozitivan broj. Tada Je

(2.2) SUp {[ _‘}“ f{x) dF.(x)I: feﬁ[ﬂ}zggp ; P {x+vé) |

- X

Dokaz. Pretpostavimo da je ispunjen uslov

(2.3) 1 | F()| <+

V

00

Primetimo da u (2.3) stoji znak apsolutne vrednosti jer po
defjn{ciji funkcija F moZe biti svuda pozitivna ili svuda

negativna. Kako je F -zvonasta funkcija, to je uslov (2.3)
potreban i dovoljan da di supremum na desnoj strani u {(2.2)

bic konalan. Ako (2.3) nije ispunjeno onda za funkciju
f(x) = %, koja, oevidno pripada H[8] Je

o

|5 f(x) d F{x)| = f=,

il

i leva 1 desna strana u (2.2) su istovremeno Jednake +eo, 1
tegorema 1 u tom sludaju vazil.

Ograniéicemo se na funkcije < H[s] za koje je
0, jer ako je, recimo, f{(0) = c, tada za funkciju
f{x)-c je g{0) = 0, ge H{s] 1 zbog [ dF = 0 jJe

—

Ll -
—
w <o
L T— ™
1 il




Isto tako, ne ogranicavajuc¢i opStost, smatralemo da
je

(2.4) F{x) < 0 1 wmin F(x) = F(0).
X

Ako je F prekidna zvonasta funkcija, tada je ocevidno

funkcija Cteunncsé Fl s

h
Fh(){) = 2—“*Fl‘ J .F(}H't) dt,

Gh(ﬁ)F.
e (F(=n) ( h=x)+ Fp(h) (hex), x| <h

je neprekidna funkcija, a da Je uz to i zvonasta vidi se iz
tmplikacije

Fr(x) = oie (F(x+h) - F(x-h)) —=

sign Fp(x) = sig n F (x}, {x| > h,

i njene linearnosti za [x| < h.
-~ Jasno je da Je

}'im Gh = F(X):

h-0
odakle je
(2.5) lim max I |G (x+ya)| = sup L [ F{x+vs)].
ho0 A Voo e | X Y = =~
Kako Je

lim var (F -6 @ X € (-0, +w}} = 0
h~0

onda je za svako f e H [&]

o0

(2.6) IH;S( ffdG, - £ fdFp) =0,
1+ - o0 -




Uslov (2.3) je ekvivalentan usiovy

L u ]

(2.7) Jolxd F(x)] < 4=,

!/
X

odakle sledi da se za svako ¢ > 0 moZe nac¢i takav broj a> C
da Je
(2.8) l ;olx d F{x)| < .
0 ;
I X|>a
Imajuci u vidu da funkcija g = f-f ¢ H[s], g(0) =
X .
[g(x)-g(0) <. [5]

e

T f(x) d Fh(x) = I-fh(x) d F{x)

dobijamo iz (2.7), pri proizvoljnom he {0,1), da je

o o~

T E0d F(x) - 2 F(x)d Fp(x)] = | £ F(x) d F(x) -

ST 00 4O = s (RO (ARG | € S1(R(x) -

SR ONF(O) ] = f OO GO AR ¢ 1 [ (F(x) -
| xl<a I x|>a

- FUO)AFOO ] € TIf-Flloro, a7 var (FUx): xe [-a,a]) + e
S obzirom da je

1im BREEi | - = 0,
O N h'lCL-a,a]

a € proizvolino to jJe

i

oo

(2.9} 1im (? f(x)dF{x)- [ f{x) th(x)) = 0.

h=0 = - o

Iz (2.6) 1 (2.9) dobijamo

(2.10) 113 (7 f(x)dF(x) -~ 7 f(x) dGu{x)) = O,
ha-- ' — 0 -




Jednakosti (2.5) i {2.10) dozvoljavaju nam da pri

dokazy zvenastu funkciju F moZemo smatrati neprekidnom.

Neka je MIs] klasa neopadajucih (radi odredjenosti
neprekidnih s desna) funkcija g na 0si (-=, +=) koje zadovo-
ljavaju sledece uslove:

(2.11) dg(x+s) = dg{x), var {9:[x_.f:uu-a)}.H.*,;,T__1 X € (-, 4],

Ako ge M[s], onda stavijajuci

3 (x) = - : - F(x4vé) = £ [F(x+vé)]

\]':—m . \J=-m

i wzimajudi u obzir (2.11) dobijamo

- » (vt %)5
(2.12)Y = J F(x)dg(x) =- I f F(x)dg(x) =
: v (s
2
= X [ F{us+x) dg(vé+x) = L ;o OF(vetx)dg(x) =
Vo=@ L—Egﬁ V- T® “_5 6')
272’ 272
= f (- © F(es#x))dg(x) = 7. @ {x}dg(x) <
§ 6 Y o= r &8 0
["72;2) L“Q’ag)

1z ge M{s)proizilazi da je g{x) = O0(x) pri |x| » =,
$to zajedno s (2.3) daje procenu

g(x) F{x) = 0({x] F(x)) ~ 0 ({x} » =),

oOtuda i iz (2.12), koristeci se parcijalnom integraci-
jom {vid. [36;), dobijamo

Fog(x) d F(x) < max @ {x).




iy

Fiksiramo sada neku funkciju f € (1, za koju Je
kao Zto smo ve¢ na potetku rekli f{O) = 0, i procenimo in-
tegral

Fof{x) d F{x}.

p—

Neia Je

£7 = max (f,0), f = min (f,0)

f £ (x) za x 20
f* (x) = I o | '
- f {x) za x <0

0Zevidno f* je neprekidna funkcija i za svako xi, x»

[ FE(xp)m Fr{x2) | < 1f(x)- f{x2)1

to jest f*e H[s]. Jasno je da vaZi nejednakost

(2.13) ?f(x)dF(x) < T f*(x)dF {x).

- 00 —_—

. Neka je
X ] . - X 1
g(x): [-§+_2_1 ’i‘ﬂ(x '“L-é—'i‘?J (5),
gde Je
" max {f+(t) Ogtsx} . xsz[O,'%),
h(x)= |
min {fm(t): xatso} , xe:[—-%, 0],

a [y] oznaCava ceo deo broja y.

Kako je neprekidna funkcija h monotona rastula 1

& 6
- '2_& '2' i s
to je s obzirom na definiciju funktije g, ge¢ Miﬂ

[n{x,)-h(x;)) < ¥, x1, X2 €

Dokazimo da je

(2.14) gx) » f+(x}(x;0); g(x) < f {x)(x<0).

Uslov (2.14) je olevidno ispunien na otsééku'[- %, %}. Raz-

. : . . A & . . . .
motrimo slufaj kada Je Xz - Pri tome mozemo smatrati da jJe




f+(x) = f(x} jer u suprotnom stucaju f+(x} = G i procena
g(x) >0 = £7(x) je ofevidna. Neka je prirodan broj v odredjen
1 1

1z uslova x & [{v- %)8, (v +%)8) . Tada je

g(x)—f+(x) = v+h(x-vd8)-f(x) = (v * fley-f{eg+ve)) + {(h{g)-f(E))

qde je £ = x-vé&, Oba izraza U zagradama poslednje jednakosti na
desnoj strani su ..nenegativni; prvizbog feH[s] 1 nejednakosti

lf(aévé) - fle) = [ f(ervs) - Flex(v-1)8) + oo fg+s) - F(8)1<

< if(5+vﬁ) - Fle+(v-1)8) |+ ...+ f(g+s) - F(8)[<gv,

a drugi, jer gel- %, %) poviaci
P
h(g) = £ (&) = f(&).

Prema tome g{(Xx} > f+{x) za x »0. Analogno se dokazuje da Je

g(x) < f {x) pri x <0,

Imajuci u vidu (2.14) nejednakost

0

- {2.15) ? f%(x) d F(x) < T g{x) d F(x}.

jefoéevidna.
Iz {2.13) 1 (2.15) stedi

oo

(2.16) 1 f(x) d F(x) < ? g{x)dF(x) < max ¢ (x).

% - o0 X

S druge strane, neka je ¢ bilo koja tacCka u xojod o (x)
dostife maksimum. Funkcija g definisana jednakos¢u
X~ &
g(x) = [*EEJ
ocevidno pripada M[s] i koristeci parcijalnu integraciju dobi-

jamo (v. [3] i [36]).




;ogi{x) d F(x) = - J F(x) dg(x) =

=~ & F(ve+rg)(g{vete+0} - g{vé+s-0) =

A

= - I F{vs+tg) =3 (g) = max 2 {xj.
U:*—*C‘O K

Ispravljajuéi funkciju g{x) moZemo dobiti neprekidnu
funkgiju

1,% ¢ [_g#(vv1)a, Etvs-¢)

O
f-,.(}{)= 1 - | -
f = ( -g£-v8)+v, X€& [g+vé-e, £+vs), O<n<s,veld,

koja pripada H [s]. Kako se za svako £ > 0 moZe nac¢i takvo n>0
da jJe

{2

FF(x) d [F (x) - g(x)] > -e

-0

to je koristeéi parcijalnu integraciju

oG

f{x) d F(x) = - F(x) df (x)=

2. 17) n

il i =

l
g - 8§ 8 "~ 8

F(x) d(fn(X)-g(X)) - [ F{x) dg(x) >

— 2

> 2(g) - & = max 2 (x) - e.
| X

!

Usled projzvolijnosti e iz (2.16) 1 (2.17) sledi tvrdjenje teore-
me 2.1.1.

Primedba 2.1.2. Neka Jje F{x}) - neprekidna zvonasta funk-

cija koja zadovoljava usliov (2.3) 1 neka jJe
E = E(F,8) = I x: L | F{x+v8)| = max ) lF(t+v5)G.
‘l Vv = T® t &Y = =0

Tada je supremum na levo] strani u (2.2) "dostignut” za svaku fu-
nkciju g{x), x €(-», +=)} koja monotono neopada, neprekidna Jje s
desna 1 zadovoljava uslove

d g{x+s8) = d g(x), var«{g;: X, Xt8) } = ]

supp-d g{x) < E.




Iskazi B. T. Fasprmou 1 0. b LTeqruda i nase fTeoreme
2. 1.1. imaju raziicite oblike, DokaZimo da iz tvrdjenja teo-
reme 2.1.1. slede njihovi rezultati.

Produzavajuci funkciju

F{x) = ?(p(t) dt, F(b) = O
a

na celu brojnu pravu tako da Je
F(}{) = OZ‘E“-HXRE("W, a)U(b: m)'}

ona postaje neprekidna svonasta funkcija i (2.1) dobija oblik

.. b |
M@, 8)- = sup_ | F(t)@(t) dt] =
a

. p. | s f{t) dF (L)},
f H[§] 5

1 -

su
f H[

odakle je s obzirom na teoremu 2.1.1.

4+ o
M(P,8) = max ) F(x + v&).
x ‘U - =
Kako je za svako ¢, % (b-a)<sgb-a, 1 za svako x ela,b]
x +vét [a,b] za |v] » 2 to Je
M(P,s) = max (F{x-8) + F(x) + F{x+8)).
| x€ [a,b]

Imajuci u vidu da je za x€ [a, b-8] x-&<a, Zz8 x € {ats, b},
Xx+6 5 b, za x€ [b-6, atd] x-d<a i x+6ya 1 da funkcije

Flx - 8) + F{x) (xe[a+e,b]), F(x+s)+F(x)(x ¢ [a,b-¢6])
uzimaju iste vrednosti to je

M(P,8) = max | ma X (F{x=8)+ F(x) + F(x + 8) ,
Xe [a,b-8]

nax (F{x-8)+F(x)+F(x+8)), max (F{x-8)+F(x)+F(x+8} )} =
b-5,a+6] | xe[a+s,b]

H

x €

i
L
.




= max | max  (F{x)+F{x+s)), max Fix),
; & e ! Y ¢
xela,b-§] | XE | b~6,a+§]
max . (F{x=8)+F{(x))] =
xela+s,b]
= max max  (F(x) +F(xts), ma X F{x)].
x€la,b-6] x€[b-8,a+d]
Ako ¢ e [b-3, a+s] tada je
ma x CF(x) = F{c),

xel[b-8,a+6]

a u slufaju da ¢ efa, b-§]

ma X (F{x) + F(x+8)) » F{(c)
xela,b-4]
1.

M0, 6) = max{ max  (F{x)+F(x+8), F(c)) = max (n, F(c))
X€la,b-8] '

Cime Je dokaz zayrsen.

Ilustracija Teoreme 2.1.1. predstavlja

Primer 2.1.3. Neka je [x] - <ceo deo broja x,

{'x} = x - [x], a <x> = min {{x},i1-{x}}, rastojanje x od
njemu naibliZeg celog broja. Ako je

‘tada je
cos(LS < => )

[ 72 8 2
ori O<ég 3

- | S 1n 0

(2.18) sup | S T(x)dF({x) [=1 7

f His] -=

L 2




Dokaz. Neka Je O < &

d(x) = dg(x) = ) F(x + vé&).

Prostom transformacijom dobijamo

(2.19) {2 sin %) @5(x~ %) = 2 sin % ) sin{x+vs§) =
| viOgx+vdgnm
X 1 | T =X 1 |
= cos(x-([g] + 58) = COS (x+(] - 1+ 5)6) =
XY 1y . (mex1 1
5 ., 5 |
= 2 cos (» 1{x))cos (y m(x)),
gde je
o - (gh ) ()
Lako je videti da je 1(x) - jednostavna funkcija
(v.. 3], str. 125) koja uzima najviSe dve razlicite vrednosti:
{%}__ 6% —1 pri Cemu u sredini svakog intervala gde je 1(x)
konstanta, funkcija m{x) uzima vrednost nuija. Otuda i iz (2.19)
dobijamo
. 8 ; 5 T
sin - mix ? (X~ %) = €05 (§ min { -{ } = COS {E&)’
sto usied teoreme 2.1.1. i dokazuje (2.18) pri 0 < & < 1;
Kako je pri %; < & € W, < % > = % -1 to je cos % < % > = sin %'
S obzirom na teoremu 2.1.1., dobijamo (Z2.18) i pri %; £ § < =
Ako je pak s>m, onda Je @6(x) = F(x), xe [~ %,%).
Kako je max F{x) = 1 to iz teoreme 2.1.2.sledi (2.18) i za 6 > =

X




Primedba 2.1.4. Neka i 0 < 8 < 7 1 & - Jedan od

brojeva koji zadovoljava ave jednafine;

- ~

[ SV O S 2 2 T R O SR EL
5{5 zs} 17 U {5 75 | ia 2515 b+<g>

Tada je s obzirom na primedbu 2.1.2. supremum U levoj strani

(2.18) "dostignut" za funkciju cblika

g(x) = [B5—=] +¢C

gde je C proizvoljna konstanta.




GLAVA.S3

% 3.1. 0 GORNJOJ GRANICI FOURLER-OVIH KOEFICIJENATA

“_..-.__-._”-.._-.-.-I‘--I-----_-H---#-“-q-———f-m--—-_-—-i-ﬁ—

_—p—u—ﬂ-ﬂ———d—---ﬂ“--_ﬂ——-lﬂn—

1. Neka funkcija feC a

-

a (f) = L f{x) cos nx dx,
=T

. 1 T '

bn(f) = - _i f(x) sin nx dx,

n fikéiran prirodan broj, njen Fourier-ovi koeficijenti. Ako

f € waT, ro=0,1,...5 lako se pokazuje da Je
1 T
a (f) = f f(x) cos {nx + rzﬁ)dx,
™ -7
(3.1)
[ " - row
bn{f) = 7 i f{x) sin {nx + —?—)dx.
4 =

Lebesgue [27] je 1910. godine za Lipschitz-ovu klasu H?
dokazao da Je
1+¢

2 .
X" sinydx

e JR o B

sup a _(f) = sup b (f) =
feHg fef T

!

Iz njegovog rezuttata 1 1z (3}1), ako je w(é8) konvek-
sni modul neprekidnosti, sledi da je




il
2
i 2% :
sup a (f) = sup bn(f) ==/ w (mﬁﬁ sin x dx
f e HY fo HY 0
i ki
Z ‘ 2% :
SUP an(f) = SUPp bn{f} = —= m(jT) sin x dx.
fEHrHT fe HPHT mn C

C. M. Humoneckuit je u radu [39%] dokazao da je za bilo
koji modul neprekidnosti w{(s) za n = 1,2,..., r = 0,1,2,...,
ispunjena jednakost; L

T
(3.2) sup a_(f) = sup b (f) = —5 8, J o (%) sin x dx
£ uTeHyY  few' HY mh °

gde je % <8, <1, au radu A. B. Egumosal13] granice za 8, u

ovoj proceni su poboljSane i pokazano je da jJe %:gens'1. Uz
to [13] utvrdieno je, da se granica % ne moze zameniti ve-
¢om i da se upravo dostiZe za modul neprekidnosti w*{8) koji

ima oblik Kantorove sfepenaste funkcije.

A. B. Edumas  je, specijalno, za klasu 2 Hy u [14] do-

kazao da je

Sup an(f) = ﬁ% C
fe E;H%

O(ﬂ = 1,250,510,

gde ie 1,1335 <Co < 1,255,

Na klasama H{sj, mi cemo talno izracCunati gornje granice
Fourier-ovih koeficijenata:

An(é) ;{sup an(f): f’eH{SJ&
B () ={sup b (f): fe H{s]}
za svako & > 0.

Naime, mi ¢emo ovde dati novi bitno kracdi dokaz rezulta-
ta Teoreme 1 iz ({31], g1. 3) koji ¢e se zasnivati na Teoremi
2.1.1 odnosno primeru 2.1.3. Inace dokaz u [31] je elementaran
u kome Smo koristili osobine Dirihleovog.,i njemu slilnog, jez-
gra, pri Cemu smo vrednosti za § razbijali na Cetiri disjunktne
klase.




orimetimo da je Lebesque u [27! dokazao da su veliline

(Ly jednake <

™ .
Aﬂ (H} ! Bn A 1

n

Tecrema 3.1.1. Neka je n fiksiran privodan broj. Tada Je

(33) Jﬂ\n(c:.“) = Bn(e) - (p(ﬂﬁ)
gde Je |
~
(S . O < 6 51—'3'—
T oSin o .
: 2
_ T? § > =5
Dokaz, Iz identicnosti
i | .
; f{x)} cos nx dx = f f{x - g%) cinnx dx
-y I J

i €injenice da iz f{x)e H [] sledi da f(x -~§%)e H[6]
se jednakost

(3.5) A (8) = B, (8)
Ako funkcija f eH[s] tada je i funkcija

n-1

1 2 K
Fi{x) = n E_ f(x + - )
k=0
iz H[8). Zaista, iz Ix1-xp|<é se dobija
-1
ot 2k 2k
Fi(xy)-f{x2)] = 21 & (flxg+ DY -F(xy+ n“)lx
k=0
_nﬂ1.
B Y I TU L LA N UL LA P
n k=0 | & n n

to jest, f1e H[S].

dobija



n-1 n-1
2m | | 2w, 2Kk ] 2km
filx + =) = = ¢ f{x + ==—+—-) = = T Tf(x+ J=f1{x),
n N k=0 n n N s n
to je fi{x) %%_- neriodicka funkcija.

Imajuci u vidu da je

T : 1 ™ N AL . _
— [ fi{x)sin nx dx S f{x+=—=))sinnxdx =
T _ n |

-7 -1 k=0

]

1 i
= - f(x)} sin nx dx,
=T

to ¢emo se prilikom odredjivanja velicine B () ograniciti na

2% _ periodicne funkcije. Kako je s =L - periodickom funkcijom f
{ funkcija f(x) sin nsz'" -~ perioditka to je
I
1 T ' n il
(3.6) b, =— J f(x) sin nx dx = = 7 f{(x)sin nx dx =
T - - th‘
n
] " X .
= — [ f{%) sin xdx.
T A
| L X, X, |
1z [x;- xz2| < né sledi 1H;__ —Hﬂ <&, §to pokazuje da

funkcija f(%) pripada klasi H [né&]. Imajuéi to u vidu i jedna-
kost (3.6) dobijamo

(H T
Bn(f) = sup % J f{x) sin nx dx = Sup r fix) sin x dx,
fed{s§] © -7 feH[ng] =-u
to Jjest,

(3.7) Bn(a) = Bi(n@).

Time smo problem sveli na izralunavanje supremuma prvog Fourier-
-ovog koeficijenta b, {f). Dalje,pri odredjivanju Bi(a) dovoljno
je ogranititi se na neparne funkcije f eH[s]. Jer, ako feH (8]
tada je funkcija

_ £l
fo(x) = i) 5 fex)




1
I
o

|

—

iz H[8], neparna je 1

il
% ;jof{x) sin X dx = % ; fo{x) sin xdx.
-7 - T
Kako je
3T ﬁ ™
{2 . . I .
by(f) = — J f{x) sinxdx = — f f{x) sin x dx- = f(x+r)sin x dx
Ll _ T | _m
"7 2 Z

to Je
il
1 2
(3.8) sup by(f) ¢ sup. = | S f(x) sin x dx| +
feH{s] feH 8] om
Z
T
2
+  sup | f f{x+w) sin xdxi.
feH{s) T
| 2

S obzirom da s funkcijom f(x) eH{s] i funkcija f{x+w} &
H[6], nejednakost (3.8) i primer 2.1.3. daju

(3.9) By (8) < @(8).
S druge strane, neka je 271 - perioditka funkcija h defi-

nisana na |- 5 7?j jednakostima

[
h(ix) = %
.

gde je {(vid. primedbu 2.1.4.)

: D S S N




Prema tome uslied primedbe Z2.1.4.

(3.10) 15 h(x) sinxdx =9(s).

Iz {3.9) 1 {2.10) sledi tvrdjenje teoreme 3.1.1.

Primedba 3.1.2. Funkcija ¢ meZe biti napisana u
sledecdem obliku

- | 1
2 s1n(s-#7)6

5 - L@ ’
T S1n 7 ds+3 ds+1

(311 0(e) < EEISS gy B I sen,

sin » 4s+] g1
2 H 2

_ “ﬂf Za & > —3—
1, str. 32) i [32].

kao $to je to udinjeno w ([ 31
) h
= 2

Zaista, ako Je Eg%ﬁ < i e onda je 2s+] £%4525J+§,

5§ 1
(3.12) €8S = < % > = s51n (s + §}5,
2m 2 T = T nYy _ 7T
1 T oo ] T oo
~ 25 7 75 1 {EJ = 25+1 TEgy < F > 2s + 1 SR
(3.13) COS <X 5 = sin (s + 1)6
\ 73 220
2 2T T e . | P LI S il
ta geiy<seqy de 25 a2y, [§] =25, (3= 5 ey
1ig}~25+1 6?2’ L} 3 25 1

o
(S
—

=
T e
&Y
o
L
M iy
Fa
e
1!
¥
—
e
LN
Ok
T




o]~

7 n I w o, T N \
22 21 5e 2T je 25 - wele2s, [2] =25 -1, 05T e g -2sHlag,
4 3 O 9! 5

1z (3.12), (3.13), (3.14) i (3.15) se dobija (3.11}.

Teorema 3.1.3. Za fiksiran prirodan broj n vaZzi asimp-

totska jednakost

_ ., &
(3.16) LAn(ﬁ) = Bn(a) = =, 8§ > 0.

: - i 1 né
Dokaz. Kako le za suggo.fwfo, 0 a3 <7 L0 = <m= >

73 5 0. Otuda 1 iz teoreme 3.1.1. dobijamo da Je

Z COS E§-<¥5->
Z né&
n

B (&) 7 51in oy
1im d = 11m =1,
§+0 3 §-+0 &
| Tné Tnd

to jesf, Vazi (3.?6).
Za velifineg
_.A:(ﬁ) = sup{'an(fj: f €W H [ﬁ}k
.82(5) = Sup {bn(f): fe W [a}}
Vazi

Teorema 3.1.4. Neka su n i r fiksirani prirodni brojevi.

Tada je za svako & > 0.

-Tr

(3.17)  AM(8) = B (8) = ¥(ns),

gde je ¢ funkcija definisana Jjednakoscu (3.4).

Nokaz. S obzirom da Fourier-ovi koeficijenti iz klase

"NPHEﬁ]imaju reprezentaciju (3.1) 1z teoreme 3.1.1.direktno se

dobija (3.17).




Ma isti nacin kao i teorema 3.1.3. dokazuje se

Teorema 3.1.5. Ako su n i r fiksirani prirodni brojevi

tada vazi asimptotska jednakost

r r —~ 4
A (§) = Bn(es) <7 » & > 0.
- ™ 4N

Primedba 3.1.6. Na pofetku smo rekli da Jje za bilo ko-

51 nekonveksni modul neprekidnosti A. 8. EGWMOE ytyrdio da je
Z

u (3.2) 3 < 8 <! i da se donja granica % dostiZe za modul ne-

prekidnosti w*{8) kocji ima oblik Kantorove stepenaste funkcije.
Tu €injenicy sada mozemo izvesti iz teoreme 3.1.3. Za to je do-

voljno razmotriti “prekidni modul neprekidnosti”

0, & =0
- 2T
a(sy = < o &0 gy
2
\ 2, & T -
Kako je H" = H i%%1= &
T
2 ,'2}( . _ 3
- 7 Q gwﬁd sin x dx = 5
to usled teoreme 3.1.3.]e
- em Tr
2 5 2
;(§%)= “;F = ¢ . % / Q_(§$ﬁ sin x dx,
an Th 0 ’
odakle sledi da Je za modul neprekidnosti @, Bn = %.

Na klasama H, [§] odrediCemo procene s gornje i donje
strane za taénu gornju granicu Fourier-ovih koeficijenata:

A (8) = sup{ an(f}: fe H, [5]}

Sup{.bn( o f Hy Lo

oW

——
C

—
i

g

Naime vazi




Teorema 3.1.7. Neka je n - fiksiran privodan broj.

Tada Je
(3.18) NOE 35 (6) = BY(ns), a
{3.19) - 1 gB%(S)E—- : , O<8gm,
2k sink % nZk sIn -
2
, 1 K 4
(320) —Z—E 4 81(6) £ "—-T;-E'E , 6>7.

Dokaz. Na isti nacCin kao i u teoremi 3.%1.1. dokazuje

se (3.18), &ime smo problem sveli na razmatranje prvbg Fourier-
ovog koeficijenta by (f).

1z-definicije 1.1.15. simetricne k-te razlike funkcije

i,
k K k-1 K Kh
ap (Fot) = 1 (-1) (;) f (t - = * ih}
- 1 2
i=0
lako se proverava da je
Ktk K k-1, k Kh
(3.21)  (-1)° ap{f.t) = (1) (5 f (t £ 5 - ih),
l ‘K, . k .k h . k
(3.22) ap(sin,t} = 2 sin’ 5 sin (t + ﬁ;)
1
k X

(-1} Zk sin’ % sin t.

(3.23) ;;E(sin o+ 5T

7a U <85 <n, S obzirom na periodiinost ftunkcije f 1 jednakosti
(3.21), (3.22) i {3.23)

T

T K
+16) sin (t+%TT)]dt = I(‘E




s A H s
- 1 ) . _ | ok .

(3.24) by (f) = =/ f{t)sin tdt = —Zk ¥ j ﬁd(f,t)51ﬂ(t +

L = T SN '2' =T

X

t =) dt.
Iz ove jednakosti se dob1ja
) 1 - 1 . ‘kf : ; K '
b1 {f) < by (f)" = —p——13 s oagif,t) sin (4 dat] <
2 §1nN vl ok} |
1 T . _ 1
< — " I |&6(f,t)\ sin(t +=) | dt <

K _
<« —p——pg [ lsin (v & ) dt = e
%2 SN v T wZ., S1in 7
odakle sledi da Je
(3.25) B%(S} € - 4 k'ﬁ’ G < &6 < 7,
T2 §sIn 5
7a funkciju gq(t) = — 0t je 0, {21,8) =+, 0 <8 < 7,
to_jest, ¢ osint g
| g, € Hkiéjn a
| ' 1
bl(gQ = 2k\ kK 5 °
N ¢ -2'
ito daje nejednakost
k 1
(3.26) By(8) > ~ PSR T
¢ SN '2"

1z (3.25) i (3.26) siedi (3.19).

i,
Ly
-

Ako je § » w tada [ti- ta]| < w povlali ey -ty
to jest, Hy[s] < Hy [n]. Prema tome za § > =
4

(n) < %
. .
T 2

; K K
(3.27) 81(8) < B




Za & > n T funkciju g(t) = sin t | w, (92,8) = 1, 3

K
, ; ]
(3.28) 1(92) = 3
1z (3.27) % (3.28) dobija se procena (3.20).

Asimptotske formule za BE(S) i AE(&) kada 6§ ~0 u mo-

quénosti smo da damo samo u sluCaju k = 2. Naime vazi

Teorema 3.1.8. Ako je n fiksiran prirodan broj tada Je

| | i
i 2({8) = BZ{s8) = ~ , & -+ 0.

" Dokaz. Za 2n - periodiZnu funkciju h definisancj na
(-7,7] jednakodcu

| I J’ t{(t + n),te [-n, 0}
2 62 n(t) = |
\

t{n -~ t),te¢ {__0 . TT]

je za 0 <égw, wy{(h,8) = 1, Sto se proverava ne kratkim racunom.
Kako je za funkciju heH[6]
b
T 62 '
to je s obzirom na jednakost (3.18)

b;(h) =

4 2 _ 2 - i1
(3.30) < A2(s) = B2{(s8) , 0 <& < .

Iz jednakosti (3.18) 1 nejednakosti (3.19) dobijamo

1

2/2y = R2 « I
An(q) = BL(8) < O <8 <3

. s ?
T S'lﬂ2 -rlz"‘

$to zajedno s (3.30) daje procenu

7 ne §2 T S$in

iLako se proverava da iz (3.31) siedi (3.29).




1
LF
{2

1

Neka je sada

gy

Ak’r(fﬁ)

{ . cwly 21
" SUp ~tan(f), f €U Ay 1800

]{.,'!"' . _ . ..l_rl ﬂl
30 "(5) = sup (b (F): feu'n [s1h

Za ove velifine vazi

Teorema 3.1.9. Neka su n i r fiksirani prirodni
brojevi. Tada je

akarisy = 8% T (s) = n""B5 0 (ns)

n n
_k 1 k g %5 Blfjo(&) <7 k 4 5 O < (S L T4
2" sin T2 sin
2 Z
1 k,0 4 -
2 < B 2k T

Dokaz se izvodi koristeé¢i teoremu 3.1.7. 1 reprezen-
taciju (3.1) Fourier-ovih kceficijenata iz klasa W' Hk[ﬁ].

2., Neka su
T

1 \ - 7 t
Colf) = o= [ F(t) e gy,

=T

kompleksni Fourier-ovi koeficijenti funkcija fe E, 3

Ch () = sup-{mn(f)h feW" ﬁkiﬁj} _

et

Za velicCine Cﬁ’r(a) vazi

Teorema 3.1.10. Ako su n i k fiksirani prirodnt bro-
jevi, a r fiksiran prirodni broj ili nula, tada Je

1 ] T
Sk F T Kmse 0 <6 < =
 r ) nosing S
C .’ (&) = ) -
| K r 0 & > %
t 20 n




Dokaz. Uzimajucéi u obzir (3.21) 1 jednakost

"k, =~int ;4. k -int . k nh
uh(e yt) = (-21)° e sin’ —-

: : - : . . r~ - -
imamo, usled periodiénosti funkcije f e W Hy[&]

T . . af < R . s .
Poal(fe) e M et = s (0 (1)K J(?)f(t-%ﬂh))e it 4y F
- - j=0
. kh .
i k -in (t + - jh) =
k-3 ,k 7
= 7z (-0 (f(E))e dt
- J:O :
kh
m K _ AAn(t + = - jh)
O 0 Ly P F T P T
- j=0 J
" K int K nh
= f (21) = Sin f(t) dt,
.,ﬁ K
to jest, za 0 < § <« %,
| YR -int . 1 ’ "k ~int
(3.22) C (f) = 5= f f(t)e dt = 5 L A (fat)e
- 2r{21) sin: — -

Kako f€ wrﬁk[ﬁ] to parcijalnom integracijom dobijamo da Jje

g .
ZTr(iﬂ) =T

3

tto zajedno s (3.32) daje

A T .
(3.33) C_(f) = ‘ / ag A TS
2n (24)° (in)" sin® DA
gdakle je
(3.34) [C_(F)] < - 1




runkcija

int l
3 D < 9 £ T
P(t) = - n

(2i)° (in)" sin

- je 1z Nr‘ﬁk (&1 Jjer Je uﬂjw(r)ﬁ5)5==1, a

| 1
c_{p) = : ,
n’
(21)% (in)" sin® %;
to jest,
(3.35) (601 = ————
2 nr Sin ng

-2— .
Iz (3.34) i (3.35) sledi prvi deo tvrdjenja teoreme 3.1.10.

Kako je za § > % W' ﬁk 18] < W' ﬁk [%], to Je za
f:ewr ﬁk 18]

| o 1
(3.36) () s —F -
Z N
Funkcija
int
pwi{(t) =
(21)% (in)
je za & > % 1z W F{k (&] jer je mk((p r)’S)E: 1, a
0, [
Cn( 1) - i
(241} (in)
to jest,
1
(3.37) c (¥)i=
n | 2k nr

Iz (3.36) 1 (3.37) siedi i drugi deo tvrdjenja teoreme 3.1.10.




& 3.2. APROKSIMACIJE 2w - PERIODICKIH FUNKCIJA

ﬂtvﬁﬂﬂ—'-mm"_-"—_—H-d-l-—-—--.-—.-h-u-—-l-l-—-u—__-.—.—_.—-i—.—-

___-.n_ﬁ_;m—;__—ﬂ-_ﬂ-!-l-_-———_-—n

U ovom paragrafu re§icemo zadatak o aproksimacijl
2 m - perioditke funkcije u metrici C, funkcijama periode %}
(k je fiksiran prirodan broj vecld od jedan), koji Ce nam
biti potreban u & 3.3. prilikom odredjivanj]a

sup*{bn(f):l few'l [a]p}.

Drugim recima, ako su gﬁneprekidne en pericdicke i f fik-

K |
sirana neprekidna 2 v - periodifka funkcija, zadatak se sas-

toji u tome da se ispita velicina
inf |-~

Napomenimo, da ako su dve funckije razlicitih peri-
oda, da bi smo nastiinjihovo rastojanje, u metrici C, dovol]-
no ie naci njihovo rastojanje na najmanjem intervaiu u kome
se periode funkcija sadrze ceo broj puta. Tako, na primer,
ako je a(f) 2n, () = g%l, 11k su uzajamno prosti pri-
rodni brojevi, tada jJe

f - lero,2e].

tema 3.2.1. Neka fel, a(f) = 2= 1

- ; 2m g : 21
fo(x) = .max f(x+-=~5), f, (%) = min  f(x + s), k,5eN, k2.
X Dgs<k-1 k K Cssgck~1 k
= . : - 2
Tada su f 1 f, iz C i a(f) = alf) =

Dokaz. Cinjenica da feC ekvivalentna je tome da
svakom ¢ > 0 odgovara §(e) > O tako da

X" - k"] < (e} == [F(x7) - f(x")| < e.
S obzirom na jednakost

O NS SRR




f (x7)y - T (k") = max Flx  +58 sy - max  f{x" +)]
) X Qessk~1 5 Ocsgk-1 k
< ma X lf(x’~+gg-s) - f(x"-k%; syl < ¢,
Ogssk-1

to znali da fk eC. Kako je max f{x) = min (-f(x)), na isti
nacin se utvrdjuje 1 da f, € C.

Kako je (f) = 2w, to Je
= 2 - e | 2w | 2 ,
f,(x +==) = ~ max f{x + + s) = ma X f{x + (s+1)) =
K K77 fesck-t &K O<s<k-1 k

= ma X f{x +—2—E s) = fk(x),

Oss<k-1
. = 2w : AS
to jest, Q(f,) = - Analogno je a{f, ) = -
‘ \ fk - fk

Teorema 3.2.2. Ako f eC, (f) = 27, d = y
tada Je

(3.38) in fOLIf - @l il

) ( . Pliclo,2m). R lIC[o o
e{@) = _ > T
Dokaz. Na osnovu leme 3.2.1. funkcije
fr = Ik B * Iy
- * -

d = 5 ] @PF = 7
su iz C i a(d) = a(p*) = %} Kako je za svako x & [0,2]

f(x) -P*{x} s Fk{x) - @P*{x) = d{x},




S obzivrom da je d neprekidna funkcija na zatvorenom .
ldl 1. Za bi-

intervalu to postojd: Xo€ 10, j;] da Je d(xo)
1o koju _funkciju peE C, alY) = L je

SEAERCAE > max | f{x,+7 s)- (Xt s)i -
| ilC[O,En] O<s<k-1 0 K :

nax [ f(xg + 5 s) -9 (x) -

O<s<k-1

= 4 mat 1 (max((f(xo-+%;s}4p(xo),q%xo)-f(xo-f%;s)))=
<s<k- . | | .

max { max f(x_+55)-Q(x,) qu )— min f(x.+=—5))
Osssk-1 ok 0 Ogssk~1 - K

max (Fy (x,)-Plxy) #xg)Filxg))3e(xo)= [ 1d] |
to Jest.

(3.40) |[f -93I\C[O,2w] > [ 1d]] c[o,ggj'

Iz (3.39) i (3.40) dobija se (3.38).

Posledica 3:2.3. Ako fe C, o(f) = 2n, M

= max f{x),
m :.]nin f(}‘:) tada JE "
X
) M -
(3.41)  inif LI -@llgrg o€ T
L..Tf

Inak jednakosti u (3.41) postize se za takvu funkciju f

za koju postoji tacka X, U kojo] je M = ?k(xo) im = fk(xo)

Posledica 3.2.4, Ako f€C, au{(f) = 2n, tada Je

Vim in £ [{f - Plicrg o7 = i > i
gt () =51 C
Miz ¢ 1"anTT | f '(QIIC[O;an)z=2’UOp§te govoreci, nije
uﬂ@ﬂ—ﬁ;
monoton $to sledi iz primera na kraju paragrafa. Bilo bi od in-
teresa opisati klasu funkcije feC, a{(f} = 2Zn, 2a koje bi gornin

niz bio monoton.




AKC SU fttnkc_w,Je_\P e { pericda '“zr—l', gde su 1 1 k fiksirani

nrirodni,uzajamno prosti, brojevi, 5 kojima aproksimiramo fiksiranu

funkciju feC, a(f) = 2r, tada stavijajuci

iz pomo¢ leme 3.2.1. analogno teoremi 3.2.2. dokazuje se

Teorema 3.2.5. Ako fe €, a(f) = 2n, tada Je

(3.42)  in £ [lf =01 =l
0 (p) = 21&1 C{0,271] Cl0,=¢] -
S - . N ZTT . ’ _ 2'IT.[
obzirom da 1z Q) = 7;.s1ed1 da je (@) = 0
to Je
{@: aly) = -2% *—‘-{%9: alQ) = 2}2]}
i za T€C, a(f) = 27,
(3.43)  din f {[f -] 91 S LN L I FU
s closznl gy - 10,21

Realno bi bilo olekivati da Je u (3.43) stroga nejed-
nakost. Medjutim, dokazacCemo da su aproksimacije na levo] 1
desnoj strani u 3.4.3. jednake.Za to nam jJe potrebha

Lema 3.2.6. Neka su 1 i k uzajamno prosti prirodm
brojevi i neka je dat niz

(3.844% 1.2,., ..., k-1,
Ako se svi ¢lanovi niza
(3.45) 1,21, ..., (k=1}1,
redom podele s k tada se dobija niz ostataka

(346) Y15 T2

S
koji je permutacija niza (3.44).




Dokaz. Jasno je da pri deljenju s k bilo kog <lana

niza (3.45) dobija se ostatak koji je manji od k, kao i da je
broj &lanova niza (3.46) k-1. Prema tome da b1 smo dokazali
da je niz (3.46) permutacija niza (3.44) dovoljno je dokazat:
da medju ¢lanovima niza (3.46) nema jednakinh. Pretpostavimo
suprotno, to jest, da medju &lanovima niza (3.45) postoje dva
tlana m1 i nl, n<me<k - 1, koji pri deljenju s k daju jednake
ostatke:

nl = kp + rg

- .

mi = Xg + Foe» Ps gE N U {O%, rm-<k, ro € N.

Oduzimajucéi od druge jednakosti prvu dobija se

(m - n)t = k{g - P)>

iz koje, s obzirom da je m-n <k, sledi da je k delilac broja
1, §to je suprotno pretpostavci da su 1 1 k uzajamno prosti
brojeyi. Otuda sledi tvrdjenje leme 3.Z.6.

Teorema 3.2.7. Ako fe€C, a(f) = 27, k i 1 uzajamno

prosti prirodhi brojevi, tada Je

(3.07) A e @I g el
| ﬂ(@)'—‘-ggw ‘v;_oyzﬁ_] Q({P)z 21{;1 C[(}’Zﬁi_l

Dokaz. Na osnovu leme 3.2.6. -5 = qsk+r' g.e N U{O},

S 3
gde je (rs)z;l permutacija niza (3.44), 1 imajuc¢i u vidu da je

Q(f) = 2% dobijamo

21 2

f (x) = max f{x+——5s)= max f{x +2wg_+ r) =
K D<ssk-1 K Ossck-1 sk s
2} Py
= ma X f(x-kj; s) = Tk(x)

Oesgck-1
Takodje je fk(x) :.fk{x) i e(f) = a(f) = %;. Prema tome

a(d) = o{d*) i za svakoc x € [0, Ej d(x) = d*(x), to jest,




(3.48)  Hdlr Lo, = A

17 (3.38), (3.42) i (3.48) sledi (3.47).

Ako je 1>k tada je a() >2nr to teorema 3.2.5. daje rezuitat o ap-
roksimacijt funkcije fEEC, a{f) = 2w, 1 funkcijama periode duZe od dw. No,
teorema 3.2.7. utvrdjuje da je aproksimacija 2w - periodicke funkcije t
funkcfjama duze periode od 2r ekvivalentna aproksimaciji funkcijama periocda
kradih od 27 $to i opravdava naslov paragrafa.

Primer 3.2.8. Neka je f{x) = cos x. Tada jJe

1, k=25, seN,

-
i}
—i
—+
|
il

a() = 5 C[0,2x] cos o k=2s+1, sel.

Dokaz. Neka je k=2s, seN. Kako Je f(x) =CcOsx to je

B {'cos X, X e[p, ZSJ

fr(x) =
K cos {x + g%;lﬂ) Xf3[£%'= %ﬂa
{cos (x + 1), erO, ]
fx) = i _1
K COS (J{"’FS‘I'!T): Xelzsﬁgja
. |
[ cos X, x e[0, 5],
d (x) = W T T
_COS (}( "2“‘"5")5}(5[?5: E]: |
ioildj! 2 = 1. S obzirom na teoremu 3.2.2. dobijamo prvi deo. jedna-
Cl0, T
Tk

kosti {3.49).
Ako je pak k = 2s+1, se N, tada jJe

)

_ cosx, x € [0, moppl
fk(x) = ﬁ A
, ans

cosx (x + g7 % € [ggr + ey

filx) = €OS (x +'"§?T , xel[0, —E;T]
R TS 0 g S
. ) sin (x +'?§¥T) COS 77T > X € [U""EiT .
x =
, (S~ } T m 1
L sin (xempe) cos STPSFTY? * © s 25+1
oildil oy . = COS = (25+1) , Cime je dokazan i drugi deo jednakos-
CLOs o

£ (3.49).




% 3.3. 0 _GORNJOJ GRANICI FOURLER-QVIH

g v el i PR e R ey whk B BT T e M AR e e o e e s B e MR W G B A

KOEFICIJENATA KLASA W'H, (],

L Er pHE ek S N MEE A TR HT TR MAY WS W MR O TWE W A v

I w’"ﬁk[ajp

U ovom paragrafu ¢emo kao i u & 3.%1. razmatrati
supremum-e Fourier-ovih koeficijenata, s tom razlikom $to

"t

cemo to ovde &initi na odgovarajudim klasama erkLS]p i
P
W HkLajp prostora Lp ednosno Lp.

1. Neka Je p = 1. Za velidine

Aa(8)y-= sup {a (f):feH[s] 1} B (8)1= sup {b (f): feH[s],}

vazi slededa

Teorema 3.3.1. Ako je n-fiksiran prirodan broj

tada je
(3.50) A _(8)1 = B, (&)1 = By(nd)y,
| | | 1 | 2n
(3!51) 'TT':S— & 81(6)155 ‘ {Sj 0 < 6 {’31: 5
mTS1hn '2'
_ 1 Vi

Dokaz. Jednakost {3.50) se utvrdjuje na isti na-
¢in kao 1 u teoremi 3.1.1. Neka je 0 < § < %;. Kako je

: | ' T |
b1 (f) =~ 7 F(t) sintdt = —— 7 (F(t+$)-f(t -§))cos tdt
L 21 51N v
to Je
bl(f) £ 1 55
2'”531” ?
- 1
(3.33) Bild)y < 3
2“51]’1 ?'
Za funkciju@(t) = 210 %sﬁjnt]
T 4t
w{@,80h = sup Jolo(th)-@(t) dt = sup 75 © 1, to Jjest,
inj<6 - higs

@ e His |,. 1z




' 1 IT;T- I e 4 |44 1
by lp) = o/ Isintldt = —
sledi da jJe -7
1
(354) 81(5)1:} P

1z (3.53) i (3.54) sledi (3.51).

Neka je sada & = %;. Kao i kod teoreme 3.1.1. pri
izraGunavanju gornje granice By(%8); moZemo se ograniciti na
neparne funkcije f za koje Je

f(f) ~

b () sinvt.

H 1 B

1

pY

Tada Je

f(t + %) - f (t - %)fﬂ-z 2bv(f) $in %% cos vt.
- ov=1

Ako je v = 3j, j = 1,2,..., onda Je

f(t + 3) - f{t - 7) ~ L 2b (f) sin 2T cos vt

VE3] 3

i za bilo koju neprekidnu 2m - periodiCku funkciju

ey
Pp{t) = 5 *

TR e T

{ajﬁp) cos jx + bj(qﬂ sin jx) ,
1 |

1 () = - T ;o(E(t + T)-f(t - 3)){cos t- P(3t))dt
TSN i '

| =
§
=3

odakle je

k|
by ()] € —— (5 IF(t ¢ T)-f(t- 3)ldt) in £ |lcost -
v 3 - hi

P30, 207

Kako je {p(3t)) = %; to je s ibzirom na primer

3.2.8.




| 3
inf |jcost “{Q(gt)1iC[0,2w]: cos ¢ = 5
o2

i gornja nejednakost na kilasH H[%%}l dobija obiik

1 /3 1
hy{f)| §— « — = ;
03 /3 ¢
to jest
1
(3.55)  Bi{d8)1 <— -
2

Za funkciju g(t) = E(a(t ~ %)* A{t + %)), gde je A
. 2 _
Dirakova uopdtena funckija, Je w{g, 7;)1 = %1, a
T

(3.56)  b1(g) = = Ja(t - §) - a(t + F)) sintdt =

-7

na
2’

Iz (3.55) i (3.56) sledi da Je

2T ]
(3.57) B < g
- e 5)1 = 1, bi(g) = o= to je
Kako je za &> —, w(g, 1 = 1, D1(9g Ve
zbog inkluzije H{s8]1 < H[T;Jl
o
(3.58)  B1(8) = =

1z (3.57) i (3.58) se dobija (3.52).

7a velicine

o
———
L]
_—
H

I

Teorema 23.3.2. Ako sun i r fiksirani prirodni bro-
jevi tada je

e 1 27
(3.59)  —r— < AT(8)1 = BI(8)) ¢ —————75> 0 < & < 1
n 06 - Zn msin =
r r ? 2T
(3.60) An (6)1: ﬂiﬁ)l:, - s O = In

- [ .o -
- sup(an{f}: feeria}{}, B;(G)l =isup b (F): fel HI6]

1
j



_ Dokaz. Fourier-ovi keoeficijenti imaju reprezentaci-
ju (3.1). Imajué¢i to u vidu relacije (3.59) i (3.60} dobija-
ju se na analogan nacin kao 1 u teorem: 3.3.1.

Teorema 3.3.3. Ako je n fiksiran prirodan broj, 2

r fiksiran prirodan broj ili nula, tada je

o r o 1 -
(3.61) An(é)l = Bn(ﬁ)l — ;—qu;%za s » 0.

: - 1
Dokaz. Delec¢i nejednakost (3.359) s —

juéi da 6 » 0 dobijamo (3.61). n" s

1 pusta-

Neka su sada

K, T _ r k,r _
A (6)p Sup {an(f). feW Hk[ﬁ]p} ., B/ (6)p =

= SUp {bn(f): fﬁerk[ﬁ]p} » po» 1.

Bk’0(6)1 vazi

Az K,0
Za veliCine A (8)1 0

Teorema 3.3.4. Ako je n fiksiran prirodan bro] tada

je
kK, o K, 0 K, |
(3.62) A %(s)y = B *0(s), = B >7(ns)y,
. 1 kK,0,. 1
(3.63)  —pp—x5 < 817 (8 <~ 06«
sin - TZ  Sin 7

Dokaz. Jednakost (3.62) se dokazuje na isti nacin
kao 1 u teoremi 3.1.1. Iz (3.24) 2za 0 < & < 7 1 fG;Hk[a]l je

(. . 1 ok . -
by (f) = = f{t) sin tdt = %7 aﬁ(f,t)s1n(tw+7?)dt
i rZ2  S1n v
m wy {6)
1 , K 1 1
& ' {S .r iﬁﬁll.fﬂt)idt = k k 5 e k. ] k. (S
72 $in 7 T e sin 7 TZ S in v

&



(3.65) By°7(8) <

Za funkcijup(t) = , mkﬁp,ﬁ)l = 1, 0 < & g -
2k+2 ink §
A > Z
b1 (9) =~
2 Sin '2'
t0 jest,
kK, O ]
(3.66) Bl (6)1 ; k+2 . k 6.
: 2 SN '-2'*

Iz (3.65) i (3.66) dobija se (3.63).

Ako je é>m to s obzirom na inkluziju H, [6]1 « Hk[ﬁjl

dobijamo
K,0 1
(367) B (5)1 & X
| T2
Za funkciju g{(t) = 3%%% , mk(g,5)1= 1, & > 7 i
2' .
| 1
(3.68) b1(9) = 37

Iz (3.67) i (3.58) dobija se (3.64).

Koristedi reprezentaciju {(3.1) Fourier-ovih koeficije-
nata 1z klase erk[ajl i teoremu 3.3.4. tako se dokazuje

Teorema 3.3.5. Ako su n i r fiksirani prirodni brojevi
tada jJe

"r2k+2 K § S An (6)1 = Bn (8)1 < r LKLk 0 <38 < n
n sin’ o n wd $in 7y
] K, T K.r, . 1 T
< A7 (8); = B 7 (8); < , & > —.
nr‘zki*é n ! ﬂnl“ 2k n

OCHOBHA OPFANIRANAIA YIPYIMENOT PAAA
JA MATEMATHYY, MINARZ(Y W ACTRPOBOMAYY
BHBJADLULTE KA
N X I U

RaTYM o e e




Teorema 3.3.6. Ake su n 1 k fiksirani prirocdni bro-

jvi tada Je za p > |

K, 0O _ sk,o0 K, 0
(3.69)  AC(8), = BO() = BT O(ns)
T A ™ p p-1
2 5 p Z p-l p
( 5 sin"tdt) ( f sin  tdt)
(3.70) 0 g BT’G(G) < g — , D<ésn,
g'}'k k - p “*+k"2 k (S
2P sin® 5 2P Tsin 2
i ] | >
Z P - = -k+2
| - L.k, P P k,o -1 ,7p 4,
T p p-1
Z p-1 p
( J sin tdt}) , & >
0

Dokaz. Jednakost (3.69) dokazuje se isto kao kod
teoreme 3.1.1. Ako je 0 < 8 < m, koristeli (3.24) i Holderovu

nejednékost Za T € Hk[E] dobijamo

P

.
0y ()] = [t 7 85(F.1) sin (t + XI) gt <
w2 81N ¥ T

H

T .
e 1S(Ft)) sin(t o+ Koypar <
m2°sin’ -

F7al

1 p
| [ p P T ey P71 p;1
< Trzk P L f 'E‘:.(S{f:t)l dt} { JFIISTﬂ(t'i*T)i dt%
51h ?‘ =0 - 7

/A

to Jest,




A S )
2 p- p
( / sin L)
KyO, oo 0
3.7¢ By’ (&) <
( ) P (8, L
o P $1n g
_'H me —la ‘2‘
D M
( f sin” tdt)
7a funkciju@{t) = —2 1 sint Je wy(@,8)) = 1,
K + —
.k g
Va sin =
. !
2 > p
{ / sin” tdt)
b1 () = —3 , to jest,
o 5K ks
2[3 51N vl
T 1
z p
| ( 7 sin® t dt)
(3.73) 35:%(s) ., » —2y
b =+ k
5P . K8
S1N >

12 (3.72) i (3.73) dobija se (3.70)

Kako je za 5>w“Hk{5]p < H ["], to je s obzirom na (3.72)

s P p-1
4 p-1 p
( / sin t dt)
k,oO 0
(3.?4) B ’ ((5) < ™ y § > =
1 P £ 4 k-2
x 2P |
" 1
K3 5 D
| ( 7 sin” tdt)
Za funkciju g(t) = Y sint, wk(g,g) =1, & >
g + k P
F
?
" 1
? b 0
( J sin tdt)
b,(g) = —s , to jest,
% + .k




(3.75) B

Tz {3.74) i (3.7%) sledi (3.71).

Kako za Four rier-ove koeficijente vazi jednakost {3.1)
ST
L

i za funkcije iz W H o""j to iz teoreme 3.3.6. se dobija

Teorema 3.3.7, Ako sun i r fiksirani prirodni broje-
vi tada je |

T o
A p
( / sin® dt)
: Kyt
3,76 0 < AV TE) =
(3.76) - < ARTLE)
r v £
no2 P osin® BE
: -
Vi P Pt
(; sinP”' tdt) P
KT 0 T
= B 2 (8) =« , 0 < 8 ¢ =
" P — + k-2 "
r P . Kk né
a2 sin’
i -1
Z | p
( F s1np'tdt)
0 K,r ok,
(3.77) - : < At T(8), = By (8), <
r ok +=
n ¢ P
N p-1
2 p-T p
( / sin t dt)
— 5 » o
Z . » 27 ont
L
Tn £

Teorama 2.3.8. Ako sun i k fiksirani prirodni Dro-
jevi a r fiksiran prirodan broj 111 nuta, tada Je




/7 n"2¥sin® 0F
(3.78) A T(8),= B T (8),= <
| — .50 g
A nrzk

Dokaz. Lako se proverava da su gornje 1 donje

granice u(3.76) i (3.76),za p=2, jednake veliZini ! R
” | | o r-k . k né
/e n 2 sin -
za 0 < & < % odnosno 1 .. za & > %, 0dakle sledi tvr-
/rn’ o K

djenje teoreme 3.3.8. Ekstremalna funkcija za koju Se pos-
tize jednakost (3.78) definisana Je jednakoScu

( sint. L0 < § < % 5
| vw2fn"sin® B2
- @(t) =
sint 5 > %
1 K T
k /m2 n
2. Neka 292

kﬁ 3 - rﬂ
C TP (5) = sup {ICn(f)I, feW Hk[ﬁjp}

gde je p=>1. Za veilifine Ci’r’p(s) vazi slededa

| Teorema 3.3.9. Ako sun i k fiksirani prirodni
brojevi, a r fiksiran prirodan broj ili nula, p » 1, tada je

-~
; 1 1 I D < ‘5 *-“51!,;'
| K +— =
nor_. ng
k,r,p ‘ _ 2 T R STh —2—"
(3.79) € (8} —§
1 -
s < M




Dokaz, Ako T wrﬁk{ﬁ]p to je kao 1 u (3.32) za

0 < § ¢ %
T - A
(3.80) Co(f) = - | poafet e

- WK, r_ . Kk nsg -
2¢{21) {in) sin’ = "

odakle se za p = ! dobija

. X :
LN e by (1T )e T gt
2k+1ﬁﬂr51ﬂ -%; o
1 Tk, () ~int
< rlag(f 7it)e ldt =
2k+1 “nrhink I!_Zi =TT " '
T . ]
= - | Iiag(f(r),t)[dt <
2k+'l ﬂnrsiﬂk %ci -
1
< >
2k+1 'n‘an‘ink ﬁ;-
to Jjest,
'(3.81) Ck’r’1(6) < ! , 0 < 6
f 2k+1 r . Kk ns
; ) m R S0 T
Funkcija
eint -
@(t) = , 0 <68 < 7
EH(in}r(Zi)ksink %ﬁ 4
. . | St . . 1_.('{‘) a N~ 1 K !( .
je iz W HkL5]1 jer je wy( ,8)7 = 1. Kako je
2a(in) (21) sin -
1
C (V)= ,

to je




_72+

(3.82) ¢
N v .k 86
I - 210N '—‘2*-"

1z (3.81) i (3.,82) dobija se za p ~ crvi deo tvrdjenja teo-
reme 3.3.9.Kako je za s > = W H {4 = Hie]1, to je za

“r

R . :
feW H [8]1 1 &> &

(3.83) icn{f)i < AT

A r
Funkcija 0t
Lint
(pl(t - _ o, - X
2r{in}y 25
je za § >= iz b{!erLfS_[l jer je w (#:,%)1 = 1. S obzirom da je
C {(¥P,) = a |C (P1)]|= —=r— » to je
" 2x (in) (23" " -2 Ty

(3.84) ¢ N(8) o
1z (3.83) i {3.84) sledi, za p = !, * drugi deo tvrdjenja te-

oreme 3.3.%9.

" Neka je sada p>1., Iz (3.25; koristeCl Holderovu ne-
(5 ol

—~

jednakost za fe¢ Hrﬁhiéﬁp i 0 < 4 dobiga se
1 p p-1
’ T : P -mtp_ D
CF) ] €« s (7 lak(Faep 7 dt) (sfe™ T ey
mTn 2 sin’ = -w -7
p-1
(2ﬁ> - = _"-!‘i 3
T’EZKT ﬂrSH"il :?‘— 2k+ "g)" 'E-; f-'-_ nk nﬁ
i i S T
to Jest,
' 1
(3.85) ¢S TP(s) < — -
K +—- =
Z -7 n sin %;
Funkcije
int .
5(t) = by L0 <5 <L
) k
(in)"(2i) (2-77 sin” —

7



Kako Je
i i
n(g) - l 3
(2n)P(2) K (in)" sin® B2
to je 1
(3,86) cﬁ*r’p(a) > }
2 PP q sink %;

1z (3.85) i (3.86) sledi i prvi deo tvrdienja teoreme 3.3.9.

- Neka Je sada 6'}%u Kako Je Nrﬁk[ﬁjpc.wrﬁk[%]p to Je
za feu Hk[ﬁjp,_6:>ﬁ.

, . 1
(3.87) lc (N < ————7
2 P o P g
Funkcija
eint

g1(t) = 3
| (2n)P (21)%(in)"

J.-hi‘
re

(r)

: _ T . , NN Ve =
je za & > = iz W “k[ﬁ]p jer jew(g; /. )p 1.
Kako je |
| 1
lc (.g].)l = >
" k-fl L
2 P 2P n'
to - otuda 1 iz (3.87) sledi i drugi deo tvrdjenja teoreme

3.3.9., za p > 1.

& 3.4. 0 TACNIM KONSTANTAMA U NEJEDNAKOSTIMA

__-.._.,..-—..—-..—-—--—-—_-h-——p_u-—.—--lu—n—-———_--—__.,u

-"_._H_-_._.__._-"“_.—____pq--m-—_nmuﬂ-__““———l—l-—-lhl-—-—

U [4, str. 2211, 16, str. 801156, str. 79 i 80] us -
tanovljene su neke od nejednakosti tipi

(3.88) [b (F)] <K (8)y o (£ 6)ys re0,1,. k=12,

(3.89) [C, (F)] <K, () o (P 6)g, re0,1, ke




koje daju procenu apsclutnih yrednosti Fourier-ovih koefici-
jenata b (f) 1 Cn(f} u prostorima X odnosno ¥ pomoéu vredno-

sti modula neprekidnosti k-tog od f(r) u fiksiranoj tacki
§ = . 0d interesa je odrediti najmanje konstante K,(8), od-
nosno Kn(6)§= za koje ¢ée nejednakosti (3.88) odnosno (3.89)

vasiti za sve f iz X odnosno X i za svako & > 0. Odredjivanje
takvih konstanata, koje uobic¢ajeno nazivaju tainim, svodi se

na izrafunavanje velicina
b, ()]
SUp

f#coast, wg(f(r)aﬁ)x

*
Kn(ﬁ%,r,k)x

Sup
f#const

* ' -
Kn(cS,r,k)x

koje pored n, 61 X odnosno X zavise jos 1 od r 1 K.

Koristeci rezultate & 3.1. 1 & 3.3. u moguénosti
smo izraCunati talne konstante Kx(é6,r,k), za:

.., 1 svakom & > 0

— } - — : '21[.
2. X =L, k=1, r 0 1 svakom & > TS

{. X =7, k=1, r=20,1,2,.

It

3. X = t,,k = 41,2,...,7r =.0,1,2,..., 1 svakom $§>0,

At

X = L Kk = 1,2,.... 1r

dok konstantu K;( ,r,k)g mozemo izraCunati i za X = C 1 za
p’ i

O,%1,..., 1 svakom & > 0.

Neka je feC, f # const i1 6§ >0. Funkcija

O (x) f{x) € H[ﬁ]. Koristedi Jednakost
w({f,d8)

(3.90) fF(x) = & w(f,8) =@ (x) wl(f,s)

Lu(f,tﬁ)
1 teoremu 3.%1.1. dobijamo
4 e T
I 2 COS —2-*:——3:» . 5
] < 6 e
| _ ns 3n
| 1 T S1h0 T

K*(S:’O’])r = -<_i
‘ < 5 > 2
k T’ 3In




Analoano je za svako r = 1,2,..., s obzirom na teoremu 3.1.4.
e T
| 2 CO0S -
Z né 2m
— 08 <y
. 7T n sin %;
* {8 -
Kn(ﬁ,r,1)c
¢ Zm
| 7 0 7 3y
1\ T
1z analogne Jjednakosti (3.90) 1 1z teoreme 3.3.1.
i teoreme 3.3.2. sicdi da je za svako r = U,1,2,..., 1 svako
@:.:.ai
~ 3n
KE(S,r, k), = —r =
nto AL 5o’ ’
TN

a iz teoreme 3.3.8. za svako r = 0,1,2,..., i k = 1,2,...
sledi da Je

f’.-"'

o i , O < & g%
| . |
J;nrzksink %;
K;{S,}“,k)l—z =-<
1 T
ra,K SR
X yan' 2
Iz teoreme 3.1.10. odnosno teoreme 3.3.9. koristec
analognu jednakost (3.90) stedi da je za svako r = 0,1,2,...,
k =" 1,2,..., | |
(s 0 <8 <
2 n sin >
KE(s,r, k)T = {
-. 1 -
| -
L_Ek+1 T n
-pgdnosno
{' 1
| 1]
'I K o — —
}ﬂ‘hz P TTp S‘lnk% R 0{55: -
KE{s,r,k)y = <
N . ;
D : 5 ﬁ
A
- 2 2
L\_l"l 7 P 'pr




U svim ostalim siucajevima za tacne konstante vaze

iste procene kao 1 za odgovarajuce Fourir-ove koeficijente
N -

klasa W H [&],.

& 3.5, APROKSIMACIJE FUNKCIJA FOURIER-QVIM

— EAE dem e, ek M am e R e W PR e sl

SUMAMA
Neka je
a - B LA
0 - £t R
— + - ¢ {a, cos kx+ b, sinkx) = XY g
2 k : k oy opam e gRt
k=0 ' Rioa it
Bty o
. .. : _ L”’T ‘1
Fourier-oy red funkcije fe€X, a R
S = S ('F,:.() =3 b2 A (X),'ﬂ = 05151--;-{.:%'f'.i'.*"g,;f*
ﬂ n ' k _ G k . ". ;

niz njegovih parcijalnih suma.

Prve procene aproksimacija

() = Sp(faxdliy «x @ln)s K> 0,

funkcije f parcijalnim sumama njencg Fourier-ovog reda;"gde
je X=0 111 X=Lp a @ neka od karakteristika funckije,fféC1mo
‘modul neprekidnosti i11 najbolja aproksimacija, potilu od
Lebesque-a [27] i bile su preokupacija niza matematilara kao
Sto su: Aléxits G. i Kr&lik D. [1], foponns T. f. [12], Eonu-
mos A. B. [13], Hwu O. (21} ,Kolmogoroff, A.H. [23], CyHEaMHY
B. 0. [18], Menswos fG. £. [30], Harawcow . H. [37], Hurone-
“chuu C, M. [39], Ccuonwos®. . [40], Cenusanoea C. r. {47].
Cononos W. . [48], Creswwn C. B. [48], Quade E. S [43], Hyx
B. B. [45], Hopsaap . (v. [41],.Str. 185), TenRHOBCHHK C. A.
(52],... . Detaljnije 0 rezu]tatima.navedenih sytora moZe se
videti u [31].
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Taéna konstanta pri aproksimacijama funkcija f nji-

hovim Fourier-ovim sumama Sn(f,x) nije do danas odredjena ni
za jednu specijalnu kiasu funkcija, Velikom broju autora kao

sto se moie videti, na primer, u [23],[37], (401, [47],

E48]=[41] uspelo je da nadje asimptotsko ponasanje tacdne kon-
stante za neke specijalne klase funkcija. Tako je A. B. Edumoe

u [13] dokazao sledecu asimptotsku formuiu:

(3.91) Ecg‘_w‘”H“,sn] = . 1”;“ + 0(-11; w (%))
| n n

za svako r = 0,1,2,..., gde je

cd" (w) = up b (f).

_I: tGHLIJ

Na k1a5ama W H{s] mi moZemo dokazati sledecu teo-

remu.

Teorema 3*5;1, Ako je r = 0,%,..., n fiksiran pri-

rodan broj tada je

% | Nné T ‘ | |
' : . 0{6 < 0( )3(5 < — 3

né in r+ n

S1N —2— \ n )
caly el e o - 210N L 3
B LW Hisl,S, 1 =~ — < A
men i 21 | ( 0 1 _
3 5 = _gﬁ i (—?),ﬁ e "ﬁ' .
N j . n

Ee¢umosa bez izmene dokaza

Dokaz. Rezultat (3.9%1) A. B.
prenosi se na ogranifene izmerljive funkcije {ne cbavezno neprexid-
w* .
gde Je

ne). Imajuéi to u vidu i &injenice da je H(s] = H

w*{t) = 1
k-1, t = {k-1)¢&, k N, Ogtgn;
w*(%) < w¥{s) <1,8 » % ;
1 1 1 2 [
w¥ (=) < — * 1) w*{8) < =5 + 1 < , 8 <

i

s T

(
iz rezultata teoreme 3.1.%1. 1 {3.91) sltedi (3.9




Koristedci teoyemu 3.1.3 iz teoreme 3.5.1. dobija se,

Posledica 3.5.2. Ako je r = 0,1,2,..,, a n Tiksiran

srirodan broj tada Je

Ee [WHLs], nl = 2 Tt ' O(nfﬁﬁ ) & > 0

Mnogi autori, poCev od Lebesgue-a (277, utvrdiivali

su procene oblika

| |[[f - S (f}l{c < Kntu(f,ﬁn), za svako feC,

n

*gde je:

Ko = K (S 85)s 8, >0,

pri raznim izborima nizova (6ﬁ)‘ Op3tiji problem, koji Je

postayio C. B. Cresrud, sastoji se u ispitivanju karakteristi-

ke
K*(Sq,ﬁ) = SuUp . , n=0,1,2,...
B feC w(f,s)
ffconst
8. T. Faspwaes 1 C. B. Credsud su U [16] pokazali da
je - |
g . IS e + 1
K* (S, » 2“1 )- = n' G
3(“ +'?*) Z

gde su ||S || konstante Lebesgue-a.
oristeci teoremu 3.5.%1. u mogucénosti smo da odredimo

asimptotsku formulu za KX(S ,8) 1 svako & > 0. Naime vaZi

Teorema 3.5.3. Ako je n fiksiran prirodan broj tada Je

- ne T ™ ’~
RN ﬁn{s}oﬂz@{ an O(—1—) 8 <1
. nsg S 3n’ ng’’ n’
S1n T
2 Inn
K*({S ,8) = 3
| | | e <| 2 ? j !
k 1, 5 > -3-?]-: J kG(II),, ﬁ}ﬁ




Dokaz, Ake 2 t€C, f # const, tada Ffunkc:ild

f t r - - o s '
(L) = m[fga - ¢ H{c_ Uzimaju€i u obzir linearnost -peratora

Sn i teoremu-3.5.7., Za siucaj r = 0, dobijamo da j¢

1‘_3‘93) COS T ‘Cnﬁ > 2.11. E g 1 1
. n 4§ } 0(:65 - ; w"'»,,"‘é')! {S{'ﬁ' 4

l[f-‘sﬂ(f)i% : Si1n —2-— 3n ; n
| C 2 Inn -J
< - N 4

w(f,6) 2 ) | ,
1: S 2 —--TT— Z .

; 3n T

Kako tearema 3.5.1. v=zZi 1 za podklasu

HY 67 ={fe 40s]: w(f,s) = 1}

to Je
| l'f'Sn(f)||C
(3.94) SUp > Su
f.# const {f,8) f Hyls| £
tfe C - iﬁgfj

Iz (3.93) 4 (3.94) si=di tvrdjenje teoreme 3.5.3.7%
Iz teoreme >.5.3. dobija se. - g@i

Sty i

posledica =.5.4. Ako je n fiksiran prirodans broj tada

je
4 ton_ 0(-L) 5 - 0.
T4n 8 no

K*{Sﬂ’a) P N
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