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PREDGUGTOL

sumiranje slucajnin promenliivih je klocicdna problematika
u teoriji verovatnole. Jedan od pravaca u xojem se ta teorija
razvija danas Jeste sluédajno sumiranje, gde se ispituju sume
slucajnog broja slucajnih promenljivih i otkrivaju se zakoni-
tosti koje takve sume zadovoljavaju. Uo potrebe za izulavanjem
suma slucajnog broja sludajnih promenljivih doveli su problemil
teorije pouzdanosti, teorije masovnog opsluZivanja, fizike i
tako dalje, koji su se svodili na izulavanje pomenutih sludajnih
suma. U teoriji slucajno; sumiranja pojavio se nov tip teoreme -
takozvana teorema prenosa. eorcma prenosa jeo pranidna teorema
koja daje uslove pod kojima obidéna konveriencija suma sludajnih
promenlgjivih povlaéi Konver;enciju swnra cludajnos: broja sludaj-
nih promenljivih,

Slicno kao i kod teorije sumiranja, prirodns 3o PR EAM SRS
problem da se ispita granicéno ponaganje za maksimume nizova

¥
sluéajnog broja sludajnih promenljivih. Na taj nacin se dodloc
do teoreme prenosa za maksimume, koja ja anslopna teoremi pre-
nosa za sume, samo se u 1skazu teoreme, umesto suma pominju
maksimumi, a umesto karakteristicénih funkeija - funkcije raspo-
dele.,

Ovaj rad ima cdetiri glave : prva i druga plava se odnose
na sume, a trefa i detvrta na maksimume sludajnog broja sludaj-
nih promenljivih. Teoreme autora oznadavane su brojcvima ( na
primer : TiOREMA 5.2.1. je prva teorema u drugom paragrafu
treée glave ), a ostale teoreme nemaju oznaka,

Prva glava ima tri paragrafa. U prvom paragrafu dat je

kratak istorijat teorije sumiranja i neki ognovni pojmovi i
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teoreme. U drugom Iﬁﬂ_[‘.{i;“?'ii_flﬁ. CoRdmans g6 tedirema prencsa { te0=-

™

rema l.2.l. ; za opsti slucaj sumlranja kada sabirci ne moraju

biti jednako raspodeljeni. vsin toesa , pokazano Je primneron
da pod nekium slabijim uslovims pomenubta teorema ne vazl. U
treéem paragrafu dokazane tu teoreme prenosa ( tYeoreme l.35.1.
i 1.3.2. ) koje se odnose na Lzv. normirane sume.,

Druga glava sastoji se iz tri paragrafa. U prvom paragra-
fu ( Teorema 2.1.l1. ) data je karakterizacija raspodeld koje
su stabilne u odnosu na operaciju razredjivanja sa verovatnodom
p. U drugom paragrafu okarakterisana je ( Teorema 2,2.1. ) klasa
K svih raspodela pozitivnih sluéajnih velicina za koje vazi da
se funkcija raspodele sume slué¢ajnos broja nezavisnih i jednako
raspodeljenih sludajnih promenljivih razlikuje samo u normira-
juéem faktoru od funkcije raspodele jedne scludajne promenljive
iz te sume, U trecem paragraflu teoremon J.%.1. data je jedna
karakterizacija raspodele deitenerisane u null,

'reda rlava ima pot paragrara, a prvi pa}aﬂraf je uvodnl.
U drugom paragrafu dokazani su obratl teorerie prenosa za maksi-
mume ( Teoreme 3.2.l. i 5.2.2. ). ‘‘reéi, Cetvrti i peti para-
graf posvedeni su pitanju jedinstvenosti granicnoy; reSenja u
teoremi prenosa za maksimume, kojo je poteilo in pitanja kon-
vergencije ka ekstremalnim raspodelama u tenremi-prenosa'za
maksimume, Pokazano je da jedinstvenost ne mora da postoji, a
Teoremama %.%3.1l. 1 %.5.1l. su opisani skupovi resSenja %oji po-
stoje kod teoreme prenosa za maksimuuma. vebvrtil parapral sa-

drZzi neke pomoéne rezultate koji se¢ odnose na kompletno mono-

tone funkcije.

Najzad, u cetvrtoj ylavi se daje karakterizacija tri tipa
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raspodela ( ieoreme 4.2.1. 1 4.5.1. ), xoje se pojavlijuju kao
graniéne u teoremi prenosa za maksimume 1 povezane su S& ras-
podelama ekstremalnoy tipa - Jjedna od tih raspodela je logisti-
dka raspodela.

Uopdte, mo¥e se refi da lzmedju karakteristicnih funx-
cija i funkcija raspodele, prilikom sumiranja nezavisnih slu-
dajnih promenljivih, odnosno prilikom formirznja maksimuma
nezavisnih sliudajnih promenljivih - postojl u lzvesnom smislu
dualnost. Preciznije, prilikom sumiranja slucajnih promenljivih
odgovarajuée karakteristicéne funkclje se mnoze, a kod operacije
maksimuma mnoze se odgovarajuce funkclje raspocele. o obzirom
na to, mogli bi se , po analoyliJl sua rezultatlma za sume,
odekivati odgovarajuéi rezultati i za maksimume, ''akvo oleki-
vanje potkrepljuju i poznate teoreme prenosa za sume i maksil-
mume nezavisnih sludajnih promenlgjiviin. Hedjutim, analogija
izmedju suma i maksimuma ne ide mnogo daleko. Froblemi ¢ija
se resenja za sume razlikuju od resenja za ma;simume dati su
u glavama 2 i 4, pde isto karakteristidno svojstvo, kada su u
pitanju sume, dovodi do raspodele degenerissne u nuli, a kada
su u pitanju maksimumi, to svojstvo karakterige nedegenerisani
tip raspodele., 51idno, u tredoj ¢lavi ( ;aracsrar 3 ) je poka-
zano da jedinstvenost resenja 1lspitlvane jednacine, woja, Kao
Sto je poznato, vazi za sume, ne vazi i za maksimume,

Rezultati iz paragrafa J2.1.,7.2. 1 Z.-. objavljeni su
u radovima [17], [21] i [23].

wa sve slucajne promenl,jive kojo oo pominju u radu,
pretpostavlja se, ukoliko nije drusaci e naolesane, da nisu

usretsredjene u jednoj tacki i da ne odlaze u beskonacnost.




Froblem da oe formulise 1 dolaze Leorana prenosa
sume nezavisnih 1 ne obaveino jednako vaspodeljenih slucajnih
prcmenljivih postavio Jje profesor doris Vliadimirovié Gnedenko.
varagrafi 1.2. 1 1.5, predstavijaju jodan od morucin odgovora
na taj problem, B.V.Gnedenko jc postavio 1 probleme xarakteri-
zacije raspodela i obrata teorema prenosa, cija su resenja
data u paragrafima 2.,1. i 3.1l., a takodje 1 pitanje jedinstve-
nosti granidnog reSenja u teoranml prenosa za maksimume, pri
uslovu da je granidna raspodela dvostruka eksponencijalna.,
Odgovor na taj problen dat je u paragrafima 2.5%., J.4. 1 3.5,

Ovde bih htela da se sanvalim profesoru sorisu
Viadimirovidéu Gnedenku wn posbaveu pomenubilh problema, o]l
¢ine osnovu ove disertacijﬁ;i za i juiovu svesrdnu podrsku 23
vreme mog boravka na specijalizaciji u rioskvi,

Zahvaljujem se takodje mome mentoru profesoru Stevanu

Stojanoviéu za njegovo interesovanje i podrsku u toxu lzrade

ove disertacije. ’
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1.  SUMTIHANTE HeoaVICETH SLUCAINTH PROMNIJIVIG

1,1, 0CNOVNT PCJtCVL 1 TeOnkl KLASICHLE TEORIJE

Ubjekat istrafivanja u xlasicnoj teoriji sumiranja
nezavisnih sluéajnih promenljivih su nizovi suma neogranideno
rastuceg broja nezavisnih slucajnih promenljivih,

Teorija sumiranja nezavisnih slucajnih promenljivih
podinje krajem osamnaestop, i poletkom devetnaestop veka sa
Moivreom i Laplaceom. Nju su zatim razvijali CebiZov, Markov,
Ljapunov, Lindeberg. tmatra se da su zavrsne rezultate u
klasiénoj teoriji sumiranja dali P.Levy, W.Feller, A.J.Hindin,
A N.Kolmogorov i1 B,V.unedenko.

Najopstiji problem koji ta teorija razmatra je sledeéi :

neka su

nizovi slucajnih promenljivih, nezavisnih po vrstawma, i neka
za niz £, vasi da £~ kad n-co, rostavlja se problem da se

nadju sve granicne raspodele 2a sune

2 K (1)

kad m»e , Resavajuéi vroblem kakve raspodele mo:u da budu gra-
ni¢ne za sume (1), klasidna teorija dolazi do zakljudka da,
posto je postavljen suvise opiite, problem je trivijalan ( Hin-

¢in [20]), zato §to u tom slucaju svaka raspodela moZe da bude




graniéna, 3to pokazuje sledecCl primer : ako je funkecija raspo-
dele sludajne promenljive A jednaka f(x) zs gsvako n y &
Xne=0 z& svako . 1 «>1 , onda je funkcija raspodele sume (1)
jednaka Frx) ,za svako 7.

Frirodno je, zato, bilo da se uvede ogranilenje koje
treba da zadovoljavaju ¢lanovi niza (1), da bl problem prestao
da bude trivijalan i da bi u isto vreme saduvao dovoljan stepen
opitosti. razio se uslov koji bi iskljudio situacije u rojima
su sabirci neravnopravni ( kao u pfethodnom primeru ), odnosno
trazio se uslov pri kome granicéni zakon ne bi bio osetljiv u
odnosu na ponasanje pojedinacnih komponenata. ako se u klasi-
cnoj teoriji doSlo do zakljucka da uloma svalo,; pojedinog sa-
birka u sumi (1) treba da bude zanemarljivo mala kad n-+»o0, Sto
se lzrazava kroz uslov ravnomerne asimptotske zanemarljivosti

¢lanova. Taj uslov zahteva da

lim fm;z; P{I/Ynkli"ﬁj=0 (2)

N> oo 14K4% By p
za svako fiksirano é£>0. U terminima karakteristidninh funkeija
uslov (2) asimptotske zanemarljivosti dlancva svodi se na

uslov da

Maros 14K,

uniformno po £ u svakom konudnom intervalu, gde je  fac(t)-

karakteristic¢na funkcija slucajne promenl jive XQC.

Krug problema koji se resavaju u okviru klasidéne teorije
Buniranja ukljucuje opisivanje {familije svih moguéih granidnih

funkcija raspodele za sume nezavisnih, asimptotsii zanemarl ji-

vih sluéajnih promenljivih, a zatin nalazenje neophodnih i
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dovoljnih uslova =d RonveroenclJgi nluy (L) a4 zadatoj funk-
ciji raspodoele 1o &l sV il omopuc Lh funkel 2 raspodele,
roblem opisivanja fomilije svih mogulih raricénih funkeija
raspodele resio je A.dW.Hincéin, koji je doxazuco da se ta fami-
lija poklapa sa familijom svih besikonacno deljivih raspodela,

ERINICISA. Funxeija raspodele Flx) i njoj odgovarajuca

-

karakteristidéna funkcija [(¢) nazivaju se beskonadno deljivim,
ako za svaki prirodan broj M postoji takva karakteristidéna

funkcija.-fn(t) do vaZzi

. 1y
}szn If f J) .

[{t) =

Fundamentalan rezultat koji daje reprezentaciju besko-
nacno deljive karakteristidéne funkcije je Levy-iiindinova

reprezentacija. Una ¢e biti data u sledeéoj teoremi [25],[25}.

TEORIMA,. Karakteristicna funkcija {(¢) je beskonadno

deljiva ako i samo ako dopusSta reprezentaciju :

+ &0
fufle) = aat v [(65 0 - 25 ) LT G 5
- 00
gde je «¢k , a G () je opranicena, neopadajuéa, neprekidna
sa desna realna funkcija za koju vazi ((-c0)= 0, (f+tco)<cro.
Podintegralna funkciju se za Z=0 definise po neprekidnosti i
jednaka Je —i?@. . oDem toga, o« i ﬁﬁ?) su odredjenl na jedin-

stven nadcin.

Osim prethodne, u teoriji sumiranja je veoma va¥na i
sledeca teorema([Ejj, [25}), koja daje neophodne i dovoljne
uslove za konvergenciju ka odredjenoj beskonaéno deljivo]

karakteristiénoj funkeciji.




Kﬂu , K= 1,2, A, ML

niz sludajnih promenljivin, koje zadovoljavaju uslov (2)

asimptotske zanemarljivosti ¢lanova. lalje, prevpostavimo da

su sluéajne promenljive

XTH ) X‘HZJ o X?ZE,L

nezavisne za svako m-712., ... bheka Jje

v

.{9“
5:'1 = Z X‘Hb{,-‘(?n;% {} CJ‘LE: \ -
K =1

Tada se skup sranicéninh funxclja raspodele niza J;L podudara sa

skupom beskonac¢no deljivih zakona, tored toga, niz Sw  slabo

konvergira ka slucajnoj promenljivo]j sa karakteristicnom funk-

cijom 171) ( gde_je ﬂnfvf) kao u (3)), ako i samo ako

gde

Gm(x)““‘? G[x)koznpletno Zia xtf('-oﬂﬁﬂ‘-‘)) i oy —>

M=> 00 L~ OO
’&n x gz_
G'm (I) = Z f f+?1 0(/':“5 (?'f‘ O(nx) , e R
K=14 -ao
' teo
| e - -
d’l " Z [ ! f P ‘{/Wt [ 0t Ay )
fi.X !
=1 - o
K = fxf’(;':m {/J-'H-} 0< 8 44 00 , Cn=o/n—c‘+¢?f4)kadvz+a
lxj< & cer

8 Eufi) Je funkcija raspodele slucajne promenljive Xﬁz..

1z klasiéne teorije sumiranja nezavisnih slucdajnih

promenljivih razvilo se vise novih pravaca i klaso problema

u teoriji sumiranja. Oni su nastali, na prirodan na&in, tako

S$to su oslabljivani uslovi koji su postojali u klasicéno]




teoriji. tako se pojavila teorija sumiranja u koJjoJ se ne
pretpostavlja medjusooni nezavisnost sabiraka, a razvija se

i teorija koja je odbacila osnovill uslov klasicéne teorlje
suniranja - uslov asimptotske :aﬂemarljivosti pojedinih sabil-
raka. rored pomenutiin t2orijo, racvija se 1 takozvana teorija
sludejnoir; sumiranja. U b=orijl stucdajnoy sumiranja pretposta-
vlija se da 1indeks Vn do kojer se vrsi sumliranje slucajnih
promenljivih

X’ﬂ.f } /\{HZ} =t ) X%QTL

iz m-te vrste nije, kao pre, fiksiran prirodan broj, veé je
V= neka pozitivna sludajna promenljiva koja uzima celobrojne
vrednosti.

Pretpostavimo da su zadanl slededi nizovi
-~ £,, celobrojan niz, #,>% kad Mm-o0,
~ Vny niz nenepativnih celobrojnin shila nih nromenljivih,
- Xowy M2 1 o K21 nizovi nezavisnih za svako n slucdajnih promen-
1jivih, Jjednako raspodeljenih po vrstawa ,de je 7

Fo(x) = P{Xm-f-ﬂf_} K24,

Osim toga, pretpostavlja se da su sludajne promenljive V,,
nezavisne od Xﬂg, K> 1,
U teoriji slucajnopy sumiranja reder Jje problem pri

kakvim uslovima konvergencija funlkeija raspodele suma
-5’41, § Xﬂf+’¥?l2+"-+ X‘Rﬁn

jednako raspodeljenih sluéajnih promenljivih, indukuje kon-

vergenciju funkcija raspodela suma

8-;11.= X?“-FX,HZ-F. N o Xﬂ‘?n .

Odgovor na to pitanje dala Je sledela teorema, koju su




10.

njeni autori [l’:‘a] nazvaell Leoremoenm prenosa

TEORBMA PHENOSA., ako kad m—eo , vaze uslovi

A) P Xt Xt Xy < X f —> Plx)

3) P{zi<.rj-——a—/4{1),
onda vazi
C) P{qu#)(m#__.;tx%)gn {x}___;.. W{La}:

gde

oD

Wre) = [(we)?dAly)

0
1,7
a SV(H i SIt) su karaxkteristicéne funkcije od .[Pfiﬂ i d)f/":),res—

pektivno,

Pretpostavimo Ja imamo specijalan sludaj teoreme prenosa:
neka su X;, X;, Xj,... nezavisne 1 jednako raspodeljene slud-
= . » . . . F(Lt) . 1
ajne promenljive sa funkcijom raspodele /4 & Konstante

An i Bn su izabrane tako da za slucajne prom=znljive

Xa{ — Ay
B

X;z -

vazi uslov A) iz teoreme prenosa. /a ovaj sludaj teorema
prenosa tvrdi da ako vaZe uslovi A} 1 B), onda pri istom izboru

konstanti Q, 1 B,,, raspodele od

Xo+ X, + . . .+ X&n - £, Qp
Sn .

I

Bn

kKonvergiraju F& kpanidnid prasrodolama Qbﬂf)i odnosno l+&tk

t X,+Xl+...+Xyn*1),nan




11,

a0 sto se vidl, nurnmlraguel smnozitelgl ou 1w drusogd suml

G velicdine Ay= aln /8, su sludajne,

neslucajni, a centriraju
ali su povezane sa odgovarajullm cenbtrirajuéim velilinama
za sume sa nesludajnim brojem clanova.

U citirano] teoreml prenosa pretpostavlijano Jje da su

slucajne promenljive K po vrstama Jednako raspodel jene, tJj.

P{an‘ixj:lc%(i?l K =42 ...

blededa dva paragrala bice posvecena problemu da se dokazZe
teorema prenosa bez proetposiavke o jednako,j raspodeljenosti
sluc¢ajnih promenljivih Xk po vrstama., ‘lac¢nije receno, bide
resavan sledec¢i oroblem : pretpostavlja se da su dati besko-

nacni nizovi slucajnih promenljivih

X‘f" 3 X‘fz 1 L - - } X'TK ) - - -

XZfJXIJ!"',? XZK]-"-

za koje je

f){ Xﬂ( < I} - F;K(I) . K=12,...

i, bsim tosa, za sludajne promenljive (4) vazi neka graniéna
teorema sumiranja sa neslucajnim indeksom ( za sada neéemo

da preciziramo kakva teorema ). Cilj ja da se pokaZe pod
kakvim uslovima pomenuta graniéna teorema sa nesludajnim
indeksom sumiranja induiuje odgovarajuéu irranidénu teoremu sa
sludajnim igdeksom sumiranja. U zavisnosti od pretpostavljenog

graniénog ponasSanja promenljivih.;ﬁnﬂ, dobice se razlidite




12.

tecreme prenosa. ilI'i LOME 4 se uvek pretpostavljati da su u

pitanju nizovi asimptouskl manemarljivinh slucajnin promenljivih.

1.2, TEORIMA PReNOUA 24 LUME Ni OBAVALZNG JEDRAKO

KASPODELI ENTE SLUCASHNIH PROMENLJIVIL

Pretpostavimo da su dabti :

-beskonacnl nizovi
I
/Kif 3 *ij L /\'MZ }
| | )
>g4; axﬁz;* o Ao (1)

L] L [

fxﬁa) X%z; et Yﬂﬁ;

- » -

nezavisnih po vrstama 1 ne obavezno Jjedrako raspodeljenih
sludajnih promenljivih sa funkcijama raspodele F,, (x), m21 K31 ;
- =pozitivan celobrojan niz :én za XoJji vazi f& g dl'

-ﬁ%;- niz pozitivnih celobrojnih slucajnih promenljivih xoje

su nezavisne od slucdajnih promenljivih Xﬂ& , k2 1.

U radu (22}, dokazana je sledeta teorema prenosa

TEOREMA. Pretpostavimo da vaze sledeli uslovi :

A) Za slulajne promenljive (1) vaZzi

2
Edou=0, Dhne= b} ctoo ot 05s | Lim

N oD

B) Postoji takva funkcija raspodele Alz) da vazi

fom P{%iéxj=A(x) ko= [6]

gde [x] oznadava ceo deo od Z ;

.C) Za svaki nenegativan ceo broj 5, £=012,... vazi :




1%,

({t:’,?é,
Ilm JP { Z Xr. n‘-’ = * J - -y ;-"I \' !
R oo J‘= V4 AW

de Jje (iMx) normalna raspodela sa paramebtrima O 1 1.

g

Tada vazil

e
D) /&?H P { Z f’\('nz < J:j - G{I]J
=1

27 S A
gde Jje
+ O iz_
_.3_}__
y#f) = Lf e d{Afj) ,
0 -
| %
%ﬁ%) je karakteristicna fun.cceijn raspodele 6?&), n 2 je,

naravno, karaxi-er»isgi™ 1 funkelja JVZO,l) raspodele.

Cilj ovog paragrafs Je da se dokaze teorema prenosa
za sume rastuéey broja nezavisnih sludajnin promenljivih (1),
ali bez pretpostavke o konveryencijli ka normalnoj raspodeli
( uslovi 4) i C) iz prethodne teoreme ). Iri tome nelemo
izlaziti izvan okvira klasiéne teoriji« sumiranja u tom smislu
$to éemo pretpostavljati da sludajne promenljirse (1) zado-

voljavaju sledeé¢i uslov asimptotske zanemarljivosti :

(2)

|
S

Lim. max f){ /Xégfzaz_}

Nroo Lhutd1 £ KL (0+1)8,
za svako fiksirano £>0 i 4L£=0,1,2, ...

TEOREMA 1.2.1. Fretpostavimo da su ispunjeni sledeéi
uslovi :
A') Postoji nedegenerisana funkcilja raspodele Flz) i poZi-—
tivan celobrojan niz.iﬁn , tako da za svakl nenepatlvan ceo
broJj A asimptotski wanemarljive (2 slucajne promenljive

W

ch, Mm24 K24, vazi
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o P 5 Moo ] = FOO), e (ot ot ], G002,

L

B) Postoji taxva funkcija raspodele Alx) da vazi :

1 [ ??n ) . /
fom ED ! 3. < J’}] = Alr)
.r?I — m

Tada vazsi :

tom P { Z qu < Ij = Glx) |

.-H*P(:.'()

yde
f . .
Pie) = ) (907 dAly)

(asa WWH) i 9%%) su oznacene, respektivno, karakteri-

stic¢ne funkcije raspodela 6{'-’1:) i F{x)).

Pre nego Sto predjemo na dokaz, uporedicemo uslove u
ove dve teoreme i pokazademo da, kada su 1lspunjenl uslovi
A) i C) iz teoreme Kruglova, onda vaZi i uslov A') iz TEO-
REME 1.2.1. Da bi smo to pokuzali, koristiceme, sledecu poznatu
teoremu ( (23], strana 314, ili [25], strana 120 ), koja daje
neophodne i dovoljne uslove za konvaergunclijn neograniceno
rastuéih suma nezavisnin slucajnih promenljivuh Ka normalno]

raspodeli,

TEOREMA, Neka je Ame¢ niz sludajnin promenljivih, ne-
£n
zavisnih po vrstama, takvih da raspodele suma 2 Ko
W=
slabo konvergiraju ka nekoj nedegenerisanoj slucéajnoj pro-
menljivoj kad M-woco. Tada je granicéna raspodela normwalna i
uslov asimptotske zanemarljivosti promenljivih Xne Je ispunjen

ako i samo ako
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28 3varKo riksirano & -0
I» uslovs A) teoreme Kruglova, uz pomol nejednakostil

CebiSova sledl

P{lxnni;}i}é% \

sa sveko fiksirano €»0 1 «=12%,-.. pa, DPrema LONE, vazl da
- 2
Y x P{ /ch } = E.j < 6:":
62.

(G vr1 < K2 [L+1)2n
~a svako fiksirano £»¢ i (=04, . . . lodto ( prema uslovu A))
z . - . L] . W .
5:L:#C?, u pitanju su asimptotskl zanemarljive slucajne pro-
Rl o

menljive za koje jos vazi ( uslov C)) da raspodela njihovih

suma teZi ka normalnoj raspodeli, Ka osnovu citirane teoreme,

u tom slucdaju

({+1)4,
Lo Pl el e b - (3)
K=Lk, +1

za svako fiksirano €»>0, i £= 0,1, 2,... Tadz vaZii sledeca

prosta ocena : zs svako fiksirano £701 £ =0,4,2,...
£, (2+2) %,
PP X |56} e ) P ) =0 @
K= k=48, +1
gde ‘Fw-é { £by+1, ,f?hJéJ. i (4, na osnovu citirane teoreme,
sledi da 3

predstavlja sumu asimptotski zanemarljivih slucajnih promenl ji—
vih koje tefe #(0,1) raspodeli. rrema tome, iz uslova A) i C)
teoreme Kruglova sledi da Je 1spunjen 1 uslov A') TEOREME l.2.1.,

uz dodatnu pretpostavku o konvergenciji ka normalno] raspodeli,
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owoty vusi sledess jednakost

Jn > s |
P{ Y Muecx) = 2 P{ L Xueex]tm (5)
(=4 g=1 K =1

U terminima karakteristicniln funkcija, uz oznaku

- oo

lfmx('é'J = fﬁ‘ho{ﬁm{l),

—w

jednakost (5) postaje

I in“ (t) = Z ﬂ {rnx ‘t) ﬁ,,,J :

£x 4 j="f K=

3to moZemo napisatl 1 xao

n teo [x]
[ e t) = [ 0] e, 60 danie) .
¢=1 0 k=4

gde je sa [z] oznaden ceo deo od I . ~menom I-= j'ﬁn , prethodni

integral se svodi na

teo [(46a]
T daterd A, cate) .

Interesuje nas demu teZi

[y ]
ﬂ {mz f&) k 27?0 (6)
K=1

kad m-»roco.

w - e ) . . . . .
Po3to vazi uslov A ), iz nje:a specijalno sledi da Je
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(¢+1) b
1 f /4] - Vo
&’m f / ¥ AV 1( / - o '“') \

oo Ko {Ry
i

- 1 el 1edd dn oalle e s
73 SVairo /=0 1,2,..., Oolaile opel usledl da, ako Je ? prirodan

broj, omda vanl

(36, ]
bom [ fuc (4

T -» a0

,{j_.

i\

YelN (7)

)

wa -
loe 1] ftt) <(y)

I -* o

Oznacimo jn = [”;ﬁn] . 1050 ’f’n"‘*cﬂ, Jasno je da vazi

T pongy

-y bn (8)
ébn Z. = J-.

Pretpostavimo za sada da je O<y <,

N> oo

Na osnovu prve tlellyeve teoreme ( [24], str. 63 ) sledi
da postoji konvergentan podniz funkcija raspodele od sludajnih
i
promenljivih 2. Xne o koji konvergira ki neko,j neopadajuioj
K=1
funkeciji. Da bi konvergencija bila kompletna, odnosno da gra-
niéna funkcija bude funkcija raspodele, neophodno je i dovoljno

€n
oy . !-v-.- T W
( [6], str. 267 ) da niz 2 Xnc bude stohastiéki osraniden.
K =1

DEFINICIJA ( [6], str. 254 ). Hiz X, sludajnih pro-
menljivih je stohasticki ogranicen ako za svako £»>0 postoji

A tako da za M dovoljno veliko wvani
F){ IXﬂ} }41} < &

Qznaciia o kxmg sluc¢ajne promenljive koje imaju 1istu
funkeciju raspodele kao promenljivne XnK 1 nezavisne su od promen-

1jivih Xmw,m 21, K2 1, Neka je

Zrng = Xm_g'- yz}q,( ) 4’1;4}1(;4‘

vlucajne promenljive Zme. su simetricéna i njihova karakteristi-
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2 ' _
a je jednaka ' $ﬁm(£]] , lin osnovu uslova A') sledi

¢na funkciJ
g2

da sludajne promenljivt
(9)

..
K 4

4133 stohastidku ogranidenost niza (G).
str. 14% ),

konvergiraju, sto povi
akosti sinmebrizacije ([6],

Na osnovu poznatih nejedn

sledi

“r

£, 4,
IS Zaloe] 7 s P{I 2 2i-e] >

(10)

£n
> L P{] S Xaem o lE ]

=1
£n
m, - medijana od slucajne promenljive > Xme 1 E>0 .
K=

irde Je
1z nejednakosti (1lu) sledi stohashticka ogranilenost niza

In
Z Xfm:_ - m, (11)
K=1

Dakle, na osnovu prve liellyeve teoreme, moZemo da konstatujemo
da niz funkcija raspodele od promenljivih (11) sadrzi podniz

koji kompletno konvergira. Ba osnovu tcoreme neprekidnosti

( [24], str. 68 ) sledi da odgovarajuce karakteristi¢ne funk-

cije

iﬂj
wiT My,
c ' n {'nj‘i{ [é)
K= 4
konvergiraju kad 7y>eo ka neikoj karalktoeristicénoj funkeiji Ult):

{%
_ Atm, /
vit) = fbn e : f7 #ﬂﬁkﬁéj', (12)

41!1 -¥ oD

Pri tome je Vit) beskonalno deljiva, kao granicdna za sume
~0ja asimptotski zanemarljivih slucajnih

neogranidene rastule:
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promenljivih, inadi preglednoscil, nmesto niza wg , pisaéemo 7 .,
Oznacimo
| 28,
. - f’ ¢
u—n ({’) i’j ok (t) 1 (1%,
K = f"nrﬁ;r f
1
/y';‘l {ﬁ) ” /—] :fsﬂj.f Hi.fr
| ‘ms
Na osnovu uslova a') sledi :lda jé
lm Vplt)- AMpit) = L) (14)
N> ox0
Podto Je
_ _ itm,, itm,,
U tt) U i4) = U, (£])e Uy (t) € :

na osnovu teoreme o jedinstvenosti razlaganja beskonadénoc deljive
karakteristidne funkcije na proizvod dve beskonacé¢no deljive
karakteristidéne funkcije ( [24], str. 151/, iz (12) i (14) sledi

da Jje na jedinstﬁen nacin odredjena beskonadéno deljiva funkeija

24
4'1(141,1 "
U(t) = dm e [ e 1£) (15)
G k’:én*f}r'f"?

za koju vazi da je HW&): Die). Y rt) . va osnovu uslova A'), za

proizvoljnih.J&L karakteristicnih funkcija 12 M -—te vrste,

Fmp @5 Am 1),y g (8
gde
j.m,._.,jngne{1,2:..._, én}

vazi

A
lom 1 Ay, () Unlt) = Fit),

42-—-)';::-;:; K=1

gde je AU, flt)definisano sa (13). Posto vazi (15) i vazi
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L1 { {
¥ - {- ﬂ‘,ﬂ A }r._l * 1 ‘ N
- . JI/II" \ . n i : - ‘l — .; '
'f#'ﬂL L ‘:.frijm: t) 0 fﬂ f[rg E t ) ifl £ ’
7" o K= f -

odatle sledi da J¢

...{..{ Mn f ;o B 1%/ \ : o " 9 e -
&HL O i7 "ﬂf}rgjnu s ) - f-*?l ! o /??tf £ ) 'f._, Loy Qn J . 1\1&3)

sada éemo da formiramo 'éi proizvoda varakteristicnih
funkcija. ©vaki od tih proizvoda doovija se tako $to se pomnoze
.uzastOpnih f’n karakteristidnih funkcija 1z niza {:m ), ..., f/rz&n (£
uz uslov da posle funkcije ;;Qqﬂﬂ sledl, cikliéno,{}”(f). kvo

tih proizvoda

1&}1-#” f’n é"‘!
” fﬂli{ ﬂ fmg , c e ey ” fﬂﬁc (£ ) , [7 {J’RK {f) ) ff}u ({—),
M:E,,'f,,wf h’=£’,,-—f,’.,+2_
-2 Ay~ 1
") fmé‘ -4 (t) f%é (£) ﬂ %mr: * lf’:?,é [} /7 ?RE (KLL)
K=1 K1

Posmatrajmo sledeéi prolzvod

‘Fn*‘" - Fn'/l 2"’
- ettty “‘L{’mn 0y adme 0 T, 7 |
( ﬂ {n ﬂ 'T/snz A € I, 1) j{ﬂk (%)) _ (17)

K=7 k=1

roito vazi (16G), sledi da jurarz (197 tesl ka ”U{é]kad N> O o
Sa druge strane, u (17) se svaka od funicigja f;tfhh TIEED
pojavlijuje tacno fk puta. Prema tome, (1) se mozZe napisati

1 kao ﬁh ,

L ———

(é-tffnmn (/—7 g0l {H)frz) £ |

Sto Jje gednako

1 i &
g (] L 6)) (18)
¢=1

Posto izraz (1&) te?i '"a karakteristidénoj funkcijl Vi(t) kad




me oo, 0tatle sledi da jo odrovarugjucl niz slucajnih promen-

. . v . . e e i . R ] K -
ljivih s¢ ronastidii epraniden. rvostc vaZi (1) 1 uslov 4), onda J
'éjﬂ. {fr:

PN f’n o | . A
s i | f } | = I"f. }f{'{ ,-’ } v
\

N> O
odatle sledl stohasticka corranicenost nlza slucajnih promenlji-

vih c¢ije su karakteristicne funkcijJe Jjednacc

+r {n
[ 1] e ()] ®

Poznato je ( (6], str. 25 ) da vazi da ako su dva
niza sludajnih promenljivih X, i 3; stohastickil opranicdena,
onda je 1 niz Xnt Y, stohastidki ograniéen. lla osnovu toga
sledi da je niz wm,, opranicen. rrema tome, vasi da jo

{n
ﬁ{/h ” ?ﬁn}‘nk ({ ] = (&)ﬂ({)}ﬁ} ;{,I,Hzé'{’ﬁz)"'?é”‘} 3

Hr»oo K=1

pa Je 1

I
—
G
.

o

tu
fom [T L

et iy Jednakost vazi za podnlz %y, niza N . AKO
bismo pretpostavili da postoji neki drugi podniz ﬁ; niza 7
takav da Y

kompletno konvergira ka nekoj slucajnoj promenljivoj, analognim

razmisljanjem kao u sluédaju podniza “ﬂj , 40311 bismo do toga

”%”:m g L (16)) 7

Do sada je pokazano da za 0::?411 vazi da je

il




N
no
.

T { j
Z g b .
7 r"“; ¢/ Cf 1‘ - gy X ( 19 )
a??: II,-' | h o 4 . Do S P ]
-0 S

1 ’ Iy [ N DA |
A gy = M1 gy 1 2t (20)
ke A= Cely e

[47
Ra osnovu (7), prvi proizvod sa desne strane tezi (ij]) .

Iz dokaza da za (< 4 <7 vazi (19}, vidi se da se na analogan

nadin moZe pokazatl da
(4R |
M /'7 H‘fff‘lr‘l ¥ ‘:r t \:' == ( Y’ f'; £ 1 )

A-» o> kﬁ{j]é’lfq

LY

odakle, koristeéi (20), sledl da za svako Y >0 vazi

Lo, ﬂ ‘fﬂk (¢) = i e ” ) _ (21)

M+ o0 K=

Podto vazi (21) i, na osnovu uslova (4), vazi
r

o Aw [ 9he) = Algy)

“:a
N> O

iz Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergenciji i uopsSiene

leme Helly-Braya sledi

teo [48,] ‘oo , ,
j ﬂ {Hx [ J G{An (?én) — f ( jajf}{- ‘) LJ[ A (’g/ ‘ 1
0 K= M s p

Na kraju ovoy parapyrata bic.e dat primer , KoJl pokazuje

da bi u Teoremi l.2.1. uslov

(t+1)
&Wb P{Z Xuz {’I} :F(I_)
M oo v=18, +1

bio suvisSe slab, ykoli:«~ hHismo £a pretpostavili umesto uslova




D

| r : :

i P 5 Yoo, < 7 } = Flx) | e {tbert, . (tin)B,
K= 4 \ J

D> o0
u tom sludaju tvrdjenje teoreme ne bi vazilo.

PRIMER. Nexa su 4, 1 Jn nizovi prirodnih brojeva, 4,»>+eo
. i P =yt ] 55-4 L om=42 lieka su A besk eni
Jﬂ_-’r-fm » l R-’Lnf]n b I veo 1 3 n" 4 y+ @ *® t 11 M ES Onacnl

nizovi nezavisnih slucdajnih promenljivih sa funkcijsma raspodele

(X)) , tht14 k¢ g, 44y

Em‘ (x) = P{ M(x} = £=0,1,1,.
Hu(2) 0 b rigetone i) &,

Pretpostavimo dalje, da vaze sledeca granicna svojstva

(t+1) b,
bom P{ Z an é:t‘,} ~ F[I) 3 f:.ﬁ{,f,zj__,)
e K=&, +1

Féﬂ'f"l'-n _
I PLE " cx] w608 gegia
h"ﬂ K:f%ﬂi-f

(‘fH s
A P{ fme <z | = H(z) ) 1002,
N> as k=l +in+1

gde su Flx), &(x), H{x) neke nederenerisane funkcije raspodele.,
rretpostavimo da je ‘%n - n1z celobrojnih slucajnih promenljivih

nezavisnih od Xac , K=1,2,..., 1 vazi

P{Vﬁ= 4,,1} = -i— = P{/"l:‘fn.j . M=12 ..

Pod tim pretpostavkama vazZi

Y
Lomt m ‘ffhx{{‘) = %[(?{{)'Ff{f),)
H>r oo Kaq -
& po teoremi prenosa bilo bi

i 4
bn [ tuett) = £ (@re)*+£0¢))

Hyoo 21

-» . g
gde su sa gré)i {/{) oznaene karakteristidne funkeije od blx) i Frx,
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le>e sonMInANE oUein I PuOnle PrldiUGA

Ovaj paragraf odnosice se na jednu vaznu podklasu
kiase beskonalno deljivih raspodela, wveka je Xn,fn:ﬂL,__ niz

nezavisnih sludajnih promenljivih, a 4%, , m=1,2 ... niz pozi-

tivnih realnih brojeva. Prutpostavljacemo da za svako fiksirano

£>0 vazi sledeci uslov

Aim, max P{ /Xt/ Z {n'EJ = (1)
M 2o J £ kK <N
v . P _ ] - . X B 1\:}; T n o 4
Ucigledno Je, ako oznucliing AP TR S feken, Nz 1,

da je u pitanju specijalan slucdaj nizova nezavisnih slucajnih
promenljivih koje zadovoljavaju uslov asimptotske zanemarl ji-—

vosti, Neka je :

“¥L.
Sn - 2_. Xx: ) 2
K=+1

Sa L se oznadava klasa funkcija r4spodela koje su granidne

za raspocdele suma

Sn
£

Fgde su 4;70 i 4, odpgovarajuce izabrane Konstante, Klasa L

an ' /R:;'i ? (2)

}

je podklasa klase beskonacéno deljivih rasprodela. 4bos; sledecde
osobine, klasa |, se naziva jod i klasom samorazlo%ivih ras-
podela : Funkcija raspodele F{x)( sua odgovarajuéom karakteri-
sticnom funkcijom 57%) ), koja pripads klasi L. , ima sledeée
karaskteristi¢éno svojstvo : za svako 0<«c<4, postojl karakte-

ristic¢na funkecija tiﬂ%) tako da vazi

Yre) = Flct) L(t) | LeR .




PO
D
]

sa normirane sumne poznata jo slededa lema [6].

LeMA, Heka raspodele suma (2) nezavisnih sluéajnih
promenljivih, koje zadeveljavaju uslov (1), slabo konvergiraju
ka nedegenerisano] funiceijl raspodele, ‘lada vasl:

’gm, — o~ i ”gﬂt-ﬂ > ,.}_ (5)

N-»co ‘ém U =

U ovom paragrafu bice dokazane dv: teoreme prenosa
koje ¢e se odnositi na normirane sume. rrva teorema dade uslove
pri kojima konvergencija suua

X"-*" ":{2_ + - . + X""L

b
indukuje konvergencigju suwna
x,"f'xl"i"__"f' X))“ _ Ay’ (4)
. "

za neke odgovarajuce izabrane ﬁhh .

Za slucajan indeks »%! pretvostavljadéemo da zadovoljava
¥

uslov

P{—%—ax — Alz)

4, e

Po3dto sludajan indeks V, moZe u principu da uzima vrednosti
raﬁliéite od m , postavlja se pitanje asimptobske zanemarlji-
vosti sluéajnih promenljivih koje nameravamo da sabiramo. Samo
na osnovu uslova (1), ne moZzemo da zakljucimo dua 1i &lanovi

sume (4) zadoveljavaju slededi uslov asimptotske zanemarljivosti:

&ﬂt WA {P{ /X;{/ > ﬁu' Ej = 0 (5)

K-> co 14 K £ [nx]

za svako fiksirano £-01i x>0, ede je sa [*] oznaden ceo deo

od T ,




S
On
.

1z (5) sledi:

,Lﬂ Max Di i\“’-l Z thJ'E R } = (O (6)

> -1
mpo & & LRI

,a gvako fiksirano ¢>0 . Iz (6, se Jjesno vidi da Je uslov asim=-

ptotskc zz;neirlle'LJivL)st,i i:‘ﬁ-) boesno povesan 5o [}Oﬂaj'ﬁanjezn niza

4

g

s S —— =

)

{}f nrl
¥ad M-—>oo . Dakle, da bismo obezbedill asimptotsku zanemarljl-
vost promenljivih koje sablraino, moraceno da pretpostavinmo
izvesnu pravilnost u ponasSanju niza normirajucih <onstanti é@ ;

koja ée da spreci mogucnost da

44

E . S N
{1 ‘52' ]

> O

uzme vrednost nula za neko fiksiranoe >0 ., Za niz ém zahte-

vatemo da bude pravilno promenljiv u smislu sledece definiclje:

DEFINICIJA ([4],[10]). 43 perlbtivan niz él} M= A2, ...

kaze se da je pravilno promenljiv, ako vasl:

| b, _
[H‘% ---éﬂi = ‘l‘/f .:'{ A :\‘-
U-ry G g/n.

za svako N>0 , gde je 0<« \f/ffl).ma, a sa [x] je oznacCen cgo deo

od T .

Osnovni rezultat kXoji se odnosi na pravilno promenljive

nizove dat je sledeéom teoremom [4],

TFOREMA, Z2a pravilno promenljiv niz &n . m=1,2,...
granic¢na funkcija WVY') ima oblik
§
Vin) = n (7)

za neko konaéno_‘f i svako A>0.
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Fxsponent § 1z (7) se zove indeks pravilne promenlji-
vosTl LT 4. . -ravilno promenljlv niz sa indeksom nula se
zove sporo promenljiv niz. PFrethodna teorema ima sledeCu po~

gledicu [4]:

S

CUSLEDT O Vowitivan nlo é,n ) ’H:frzr. . . L'jﬁ pravilno pro-

.« v - . . ) P ¥ Ay re s Iy ) - ryrr
menidiv nilsg 1ndelsa S Ao L samo aro sa Mz 4 vazl

f, = 'L
gde Je ,fn sporo promenljiv niz,

Jasno je da za svaki pravilno promenljiv niz ,én vazl

da Je éﬂﬂ- ~—= .

",»“. Nr oo

Sada éemo preéi na prvu teoremu prenosa.

TIORIMA 1.%.1. rretpostavimo da su dati:
A) Niz X, 4 m=12,... nezavisnih slucajnih promenljivih;
5m_,;n=flzl,,_—pravilno promenljiv niz indeksa {> 0 ;

(L1,4%:f,zf,_,-niz realnih brojeva, tako da vaZzZi
F 4

b P 2 -acx] - Flz)

U > oo

B) Niz celobrogjnih pozitivniu slucajnih promenljivih Yy 5 M=12,..

nezavisnih od YK-, K=12,... , za koje postoji raspodela Alx) tako

A P {- i%‘ S ’f = Alzr),

H> 50

Tada vazi

fone P{ —%"—- ay“%g’)"— < X }

1

Glx)
Hr oo

gde je karakteristicna funkcija 97%) mranicne raspodele ¢lx)

jednaka
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Vig ! i {{ ’lfjjé ) LATY,

h"ri‘" . /

wr : b o 3 p a - : I'r
a sa £753 je ownacena karakteristicna funxcija raSpodelef;I)

{bog; nezavisnosti Yn od X., nz4 , <»1 , vazi sledela jedna-~
2

kost:
ow

7

P{ S?n—aﬂngﬁu ‘:I}ZZP{ .gz‘é:méx}fomxi

'6,.1, h K =1 "

U terminima karakteristicnih funkecija, prethodna jednakost se

gvodi na sledecdu:

O K

— {CI
f) -y g

;81 /.
=~ /’—( é (E;/) fjfm:: , (8)

Ke A $=1

gde je £ (t) -karakteristi&na funkcija sludajne promenljive X}

Lo x . Sva = an b
a f, (%) je karakteristidna funkeija od ” 7 20,

Jednakost (8) moZe se napisati na sledeéi nadin:

\f - exp 1-it %1 6] /L ) {‘
1=

+ oo [ ny]
tfn[é) = aferp {¢£ .f"ﬂféi'“ﬁij) JU z :‘fgé_‘ ;]O(An, {/’”('f)
+o0 (’£¢2 / [hg]f / )
= | exp -t 203 Eny] gy T e
ﬂf’ﬁ ‘. )]/-71 J( {f’j— 'éﬂ)dﬂ RJ)

Posto je , po pretpostavci, én y M=42,... pravilno promenljiv

niz indeksa ¢ , onda vaZi
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Zm gn = J , f::»-O

B X
Posto vaii uslov Ay, odatle sledl da rodintesralna funkecija

integrala (9) ima sledece ¢ranicno ponasanje:

[ny]
le( { afn‘!]uﬂnu?)7 A / ' + ) I f(zyﬁé)

m. ; 6’ o g[ HJ }r

Posto je podintecralna funkcija ogranicena po modulu
i uniformno neprekidna, na osnovu webespgucove teoreme o domi-
nantnoj konverrenciji i nopstens loeme Helly-liraya, ilspunjeni
su uslovi za ulazak ¢a2 limesowm pod znak integrala, Prema tome,

imamo

ft) = bm S 1E) = [ ~f/'yfé/_la(4fy)

Pretpostavimo sada da su dati beskonacni nizovi neza-

visnih slucCajnih promenljivih Xm& ,fn=ﬂ2!”,,,zzﬂ2}_“, koje su
s
po vrstama raspodeljene ‘'periodicno"” u sledecem smislu:

P{ Kne < xj = P F“L‘”J ) (10)

Iz (10) se vidi da u 1N -Loj vrstl slucajne promenljive Xﬂk ,

o T

K=12,... imaju sledece funkcije raspodetle:

dakle, u M -toj vrsti se pojavljuju raspodele E(IJ

T

Vazi teorema:

TEOREMA 1.3%.2, lieka su dati:
A) Beskonadni nizovi nezavisnih, periodidno (10) raspodeljenih
Bluéajnih pI‘OﬂlenljiVih Xnk: ] /n:‘{;z] “ v g ] k__. 4‘}-2') ¢ -0y takVih da Za

neki pravilne promenljiv niz 5,,,1, y M=142.... ,indeksa f;-,-,a i
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niz Ay 3 N = f,2, -« vasl
-+ -r'.‘{n =
(? D ( X'*rzr .8 n , ) r F _ args ; Lll}
4444 { - -
}I_}l-‘-'c) é'l{

B) Liz celobrojnih pozitivnih ©ludujnib promenljivih ¥4, , m=42,...
nezavisnih od slucajnih promenl jivin Amw s K=1,2, ..., 28 kKOJi POS—
toji nedegenerisana funkcija rasp dele AlZ) tako da vazi
Y,
"&m P{“fixj Afl.‘

e
Tada vazi:

X‘J'qu-f*,‘_-f'/\(ﬂ}) C‘( Jny A

N> o0 g"" '51:
de Je karakteristidéna funkcija y(f) ranicéne raspodele G[J:)
jednaka

Yit) = j*fw/f} ;f((fyﬂ[;])sjf) LA(y)

a.*iff) je karakteristicna funkcija vaspoilele Flx)

DOKAZ. rre svepga, treba primetisi da iz (10) 1 (11)

sledi da za svaki fiksiranl broj E',af=CLL2“”.va£i

(Eff)
&u P{ e - @ <X} = Flx). (12)

> 50 x’&+f

Oznadimo: p,, = P{Pa=k}| , A,(z) = Pl{ipexf = Z— P

<20

Zbog nezavisnosti Ym od Yﬂu, K=14,2,... 4vazZi sledeéa jednakost:

[){ ) P

D T [i""]an Wy é}vu-h[%}_ ¢ x } =

Z.

Z P{ J(m+

A

Tkl - Qe-nrey c Duen s
Bk D xp,




U terminima carakhberisticnih funkeil,jua, prethodna suma
i

. Lf‘ { 3 3 i-'"""h.l - -t . ||l .' "‘"."ﬂrh i T
ge svodl na slededu { pri noms [ i m; ¢! oo Cens karakte

ristidna funkeija slucajne promenlijive X&j}:

. K.
Z €.‘f‘b( [ ] _L{: Q- ﬂ[ﬁ-]/&qfk: nl5 ]) ﬂ fh;} l Z'é; ) Fm.ic .
Ko 4 4=

pPrethodnu sumu mozemo da napisemo na slede¢i nacin:

[ z]

1 Az n[= gx m [
ffff’(*f[-]ﬂ« i B f,g ) ]) ﬂm-g AA, (), 13

Smenom X=mYy, (1%) postaje

(o Cny]

I LL - Q H ‘ga n
ujf,p( Fla-ct ylnig) o 91 ). ﬂ i’m‘,( Jd Ay (n)

+ 90 "ﬂfy] L%"Ef]

f”f’( ,{[ﬂau) ﬂ [i J ez!b(,:.f Aong)- “fﬂ) bng1- ﬂfﬂ) [] :f (4 )af%(ﬂ;) =
] "’: ? m[}]+4

460 nly] 7 g t 1, |

= ez (dy]an) ﬁ b (5.) -l o ney ) [ (7 | ["“’]'”ﬂ)cffﬂn(n;
0 J=1 " j=ﬂ[ﬂ+1 (3 -niy) b
Na osnovu (12), kad n—- oo , vazl:

n{y] r
gﬂ
é’l}b(d[g]&u /7 f'ﬂ/ é’ ) > f

3 1
Posto je ’&m y =42 ..., pravilno promenljiv niz indeksa {0 ,

onda vazi
?Cﬁgl-nﬂj = f[fn";- ny]] b [nCy-td] 1L ])f
‘gﬂ’ gﬂ ,{% N> oo } .

Osim toga , na osnovu uslova A) sledi:

i
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2. KARAKTERIZACIJA NiKIH RASFODELA KOJE SE POTAVLIUJU
PRI SUMIRANJU SLUCAJNOG BROJA SLUCAJINIH PROMENLJIIVIH

2.1.SLUCAJAN INDEKS SA GECMETRIJSKOM RASPODELOM

Neki problemi teorije pouzdanosti i teorije masovnog
opsluzZivanja dovode do potrebe za izucdavanjem suma sludajnog
broja sluéajnih promenljivih. Pretpostavimo, na primer, da treba
da se oceni pouzdanost +tj. duzina bezotkaznog rada sistema,
koji se sastoji iz dva elementa: osnovnog i rezervnog, sa
obnavljanjem. Oba elementa imaju iste karakteristike koje se
potpuno obnove tokom remonta. Rezerva js "hladna". U momentu
nula poéinje sa radom osnovni element, a rezervni se ukljuéuje
| u momentu otkaza osnovnog elementa. Prikljudivanje je trenutno.
U momentu otkaza element podéinje da se obnavlja. Du¥ina obna-
vljanja elementa je slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele

&(x) , a duZina bezotkaznog rada elementa je sludajna promen-
ljiva sa funkcijom raspodele F({Z). Posle zavrietka obnavljanja,
element ostaje u rezervi. Otkaz sistema nastaje u onom trenutku,
kada su oba elementa u stanju otkaza. Problem da se odredi
raspodela duzine bezotkaznog rada ovop sistema svodi se na
nalazenje raspodele sume sludajnog broja sludajnih promenl jivih,
na slede¢i nacin:

Oznadimo sa X, X,,... uzastopne duZine bezotkaznog
rada elemenata, a sa Y, J, ,... uzastopne duZine obnavljanja
elemenata. Jasno je da ée sistem obavezno da radi za vreme X;*X}
Sistem ée da radi jos za interval vremena X3, samo ako Je
ispunjeno Xz;}; y 1td. Vidimo da je duzZina bezotkaznog rada

sistema Jjednaka




o4,

5= X,T'f'Xl"'...*X))..,

gde je Y=mun {k: X;a:j;ﬁ})z=43f.. Sludajna promenljiva ¥ ima

geometrijsku raspodelu

P{J=K} = {4—@)&-2(1 S K=2,3,.. .,
gde Je

+ o
a=P{X<Vei] = [ (1-62))dFiz)
0

Za praksu su narodito znacajni visoko pouzdani sistemi, tj.
oni kod kojih je « malo,

Sledeéi primer je iz teorije masovnog opsluZivanja :
Pretpostavimo da na jednolinijski sistem masovnog opsluZivanja
sa otkazom dolaze trebovanja &ija je duZina opsluzivanja slu~
cajna promenljiva. Treba naéi raspodelu duline intervala vre-
mena od podetka rada sistema do prvog gubitka trebovanja. Ta
duzina predstavlja sumu sludajnog broja sluéajnih promenljivih,

analogno prethodnom primeru.

r

Neka su .&, Xl,...,.xn,... nezavisne, nenegativne i
jednako raspodeljene sludajne promenljive; VY, - sludajne
promenljive, nezavisne od promenljivih X., (=42, ... , raspode-

ljene po geometrijskoj raspodeli

-1

P Vn=k] = au(t-an) , wenz,...
An—»> 0 4 kad Mro00 ,

U radu [13] izudavana je klasa granidnih zakona KX, za
sume xi%{ nezavisnih, nenegativnih i jednako raSPOdeljenih

sluéajnih promenljivih

s, X+ X, 6. ..+ Xy

g2

|

n

Bn




xad mooo , pri uslovu da su normirajué¢i faktori B, nesludejni,
U tom radu otkriveno Jje svojstvo koje karakterise raspodele iz
klase £ .

U radu [9], uopsten je prethodno opisani model na taj
nadin 3to je autor dopustio da slucajne promenljive X, iz
sume .3%' mogu da uzimaju i vrednostli proizvoljnog, a ne samo
pozitivnog znaka. U radu {9] je nadjena klasa granilnih raspo-
dela za takve sume nezavisnih 1 jednako raspodeljenih sludajnih
promenljivih. Jasno je da u tom slucaju klasa graniénih raspo-
dela postaje Sira; tu 3iru klasu oznalavalemo sa ¥ .

U ovom paragrafu pokazaemo unutradnje karakteristiéno
svojstvo raspodela klase aﬁf, kKoje Jje uopstenje karakteriza-
clje klase R , dokazane u radu [15].

U radu [9] je dokazano da funkcija raspodele H%x)pri_

pada klasi ¥ ako i samo ako je njena karakteristidna funkeija

Vrt) oblika

A
@f{) B P (1)
gde Jje ;
Yit) = [G*“"‘-‘}%Q)/f/&: (2)

a o« (0¢<k<2), (30 , (, su konstante i za «=2 je (=0,
Neka su X, 3 X, yeeey ¢ yees nezavisne i jednako raspo-
deljene slucdajne promenljive sa funkcijom raspodele f(x), Od

sluédajnih promenljivih X} (4{=1,2,...) formiraéemo sume

Z*!:XI)ZZ.=X1+X1;'-¢; ZK=X,+X1+---+XK;---

Pretpostavimo da se nad slucdajnim promenljivim ZK, K=12,...

vrii operacija razredjivanja na sledeéi nadin: za dato p (acpzf)
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eliminise se, nezavisno od ostalilh, suma.,zgi(zsﬂanj sa vero-
vatnoéom H . La g(IJ oznacena Jje funkcija raspodele prve
zadrZane sume.

Funkciju raspodele (/Z) nazivaéemo stabilnom u od-
nosu na operaciju razredjivanja, ako za svako b (0<p<i) postoji

a,::o takc da za svako I vazi

Fix) = Flz). (3)

U terminima karakteristicénih funkcija, uslov (3) je

ekvivalentan sa

h(t) = F(aE), (4)

gde su {(¢) i ;fP (t ) karakteristiine funkcije od F(z) i
F;(x) , respektivno.

Cilj ovog paragrafa je da se dokazZe sledeéa

TEOREMA 2.1.1. Funkciia raspodele F(r) pripada klasi

t?f ako i samo ako je f(zx) stabilna u odnosu na operaciju

razredjivanja,

DOKAZ. Pretpostavimo da se vrsi razredjivanje suma
JZ} ga verovatnocom 13 . Tada Je funkcija raspodele prve

neeliminisane sume jednaka:

ple) = L 1w

: (i) : :
gde je fg=1-p, 1 F*K('-I) Je funkcija raspodele od ZK « U

terminima karakteristiénih funkcija gornja jednadina postaje
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oo e, f,f(é)d
hie) = 2 2 PG - o

U jednom smeru dokaz se dobija prostom proverom. Zaista,

. . .
ako pretpostavimo da F(z) pripada klasi # , tada je njena
karakteristidna funkcija data sa (1) i (2), pa'prema tome, za

dato fo , vaZi sledele:

)[;({.J - ffffé) o Z o d
1~ pL(t) 1+ Vi) - 4 1+ z"'(c;u‘c,%)/u‘
2
= ‘ —— - — i/ f :
1+ (a+{'cf{§:f])faf”d{ %’)

-1
gde je Q= 2" L §=1-p s Sto znac¢i da Jje svaka funkeija raspo-

dele F(z)iz & - stabilna u odnosu na operaciju razredjivanja.
Sada ¢emo dokazati obrnuto tvrdjenje: ako je funkcija
raspodele f(X) stabilna u odnosu na operaciju razredjivanja,

tada F/z) pripada klasi £ ., ro pretpostaveci vazi (4), odnosno

za svako 4 (0<p<f) i za neko 4,20 je

7%
{lat) - ) : (5)
1= piit)

Pokazademo prvo da funkcija {(¢) nema nula. Pretpostavimo

obrnuto, da za neko £, vazi

fi4) =0 (6)

Razmatraéemo sledea tri slucaja: =1, Gat, Ay >1 . Ako je

Q -1 , tada za svako { vazii da je

o) - 741¢] |

T~ pLH)

odnosno
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4 - £1¢)
1 - pdit)

Iz prethodne jednacdine sledi da {£{t) uzima samo vrednosti 0 i

!
QO

pilt)

1 , pa zbog neprakidnosti {(¢) imamo da je {ft)=1, pa je nemoguée
da je {()=0. Fretpostavimo da je za neko p , 4 <1 . Tada iz

(5) i (6) sledi da za svaki prirodan broj M vazi

{({a't.) - 0.

Dakle, tadka t=0 je tadka napomilavanja nula karakteristidne
funkecije f(é) , Sto je nemoguce jer Jje f(é} neprekidna i f{o)=f/ .
U sludaju kada je Q>+ , dolazimo do istog zakljudka jer tada,
zajedno sa t, , sve talke oblika f,,Cl;,n su nule funkecije f'/{) .
Prema tome, ako funkcija raspodele F(r) pripada klasi F , tada
‘njena karakteristidna funkcija nema nula i -if{é) moZze da se

napise kao

A

{(¢)

I

1 + Vi(t)

s

gde je V(t) neprekidna funkcija i Vioj=0.

Lako se proverava da jednadina (5) dobija prostiji
oblik u terminima funkcije V(%) :
qVlapt) = VIt)

Neka Jje '52= Q, ; tada jednacina za Y(t) moZe da se na-

piSe na sledeéi nain: za svako ¢ (0< 9 < 1)

VIit) = gV(6¢t) ., (7)

PokazaCcemo da za svako §<71 vaZi 52:- 7 . Pretpostavimo

suprotno, da za neko ¢<{ vazi da je @54 « lada za svaki

priroden broj m vaZi
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vie) = g VI4 ¢
odatle sledi da je za svako € , U4)=0 , tj. postoji samo
trivijalﬁo resenje ;W{hrf. Pakle, ako je funkcija raspodele
F(I)égci nedegenerisana, tada Jje 5z->'f za svako %<1 ,
opada kada ¢ raste, lieka

Sada cemo pokazati da ’ét

je 9-=2-9, , gde su G .1 , 9,24 o Preme (7) vazi

Vie) = qUitt) = 2.9, V(64 ¢)
Odatle sledi da je Hg=ty -8y, o %=1 y 901 4 9,04 , a
posto je 9= 9.9 <« maz {fnfzj y onda fz opada sa rastom ¢ .

Jednacinu

it

T <0

L)

/ggn'?z {2} ‘ ’gfz
smenom
Aix) = Ay 8.

gsvodimo na jednacdinu
Alxry) = £lz) e 4ly) , x,4<0.

Neprekidnost funkcije ,ﬁ(.) sledi iz neprekidnosti funkcije

5

(8)

s & posto Jje gz >4 mora biti f/x)PO.

4
Opste relSenje jednaline (8) je
{/x) S — % 3 c{‘?ﬁ) 3’:-40
Odatle sledi da je
ra 'ffjn-z) -z
2 = e — f ) 6{}{? , 0‘(‘2 4
Jednadina (7) se svodi na
» .1
g V)= V(g9 t) , o, 0ged. (9)

‘Jedno od reSenja jednadine (9) je odigledno:

Vi) = [¢]C
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iz H(n&)]é'f sledi da Jje «=0 .
Pretpostavimo da za dato ¢ Jednacina (9) ima Jjos

jedno resenje V,(t) . a bismo cdredili %¢) , posmatraceno

koliénik 9() = Valt] ,a ¢sc . wbog (9) vaii
vy (4)
Vi 4¢) ¢)
-2 “ A3
?(i f) = 2 ?’, = _Z = j{{) : 341_{1‘ : 0[3’0;1{?6".
v (374 Yit)

Odatle sledi da je funkcija %4/¢' konstantna za £#>¢ , odnosno

sveko redenje (9) je oblika
. o
VIt) = [(G+4c,) £

gde su 0 , ¢4 konstante. Na isti nacin dobijamo da je za t<o

VH#) oblika:

Prd) = (&' +i6') ()"
Posito je {/£) karskteristiéna funkcija, mora da vaizi f{-—f) = {1¢),
odnosno Vi-4) = ;f?:’:_) . Odatie sledi da Jje L'= ¢ A -C, .
Poznato je ([24], str. 91) da jedina karakteristidna
funkecija koja zadovoljava
1- #14) = o £)

xad #5090 jeste funkcija {#)=7 . Ako bi bilo «>2 , onda je

1- = = O(1H") -or&)

444"
Prema tome, da bi funkcija

A

frt) =
1+ ¢ l4)%

bila karakteristidna funkcija, mora biti «<2 . Pokazano Je
da gvaka karakteristidna funkcija £/¢) , koja je stabilna u

odnosu na operaciju razredjivanja, ima oblik
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f
{(EJ } , h £ ’,,; . (10)

T+ ;ffowiﬂ 1‘.51!—{:7‘_;}%'

Pokazaéemo da Jje & >0 . Fretpostavimo suprotno, da je (G=-a, a»0 .
Poznato je da, ako je {(t{) karakteristiéna funkcija, onda je

i |{(t)|* takodje karakteristidna funkcija. Imamo da je

Y

[41¢)]" =

Lo (atred) [£[4 gale]*
Jasno je da je za svako ¢ takvo da je

e 2a
/

-~
e,

0 < [t

qz + cF
imenilac od 1£(¢)]* manji od 4 < Po3to je {(¢) karakteristidna
funkecija, to Jje kontradikecijae.
Jo3 treba pokazati da, agko je o«=2 u (2), onda je (=0 .
Poznato je ( [23] ,str. 222 ) da za karakteristidénu funkcigju

{[t) sludajne promenljive X vaZi da je

L Rl) - Pt
L A HO-fEE) s

Z 7
£>0 £

bilo da je EXfcios i1d EX‘= 400 » Za karakteristidnu funkeiju
(9) pri o«=2 imamo
g 1

fom [ 2 - _

la 0 L+ /QJ-{L‘.,T%)‘&Z 1 1-{(;_{_*{”-‘5){2)

{':2,7: ZC;) |

Pos3to Jje drugi momenat konacan, ’,fff) Je dva puta diferencija-

vy : 2 J
bilna u tadki f=0 i EX =*f(0). sa druge strane imamo

(1+ (G ey et ) vy

fh) -
(14 (G-<e ) €2)" Lo
L4, )= -2064<e) » £10,) - 2(G-ve,)r odakle sledi ;=0
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2.2, SLUCAJAN INDeKS SA PROIZVOLJINCM RASPODELOM

U ovom paragrafu bice resSavan problem koji je u izve-
snom smislu uopStenje jednog problema razmatranog u radu|l3].
Neka je X,y X, geees Xpyese Niz nenegativnih,nezavis-
nih i jednasko raspodeljenih slucajnih promenljivih sa funkci-
jom raspodele f(x)= P{X,<x{, a ¥ je celobrojna sludajna
promenljiva, ﬂﬂa P{}J=q1}, ﬁ,=€7 y Nezavisna od promenljivih

X" ) K= {,2,. . ® La S)) Oznaéena je Sl&d&é& Suma

5:):: XTJ-Xz#..'f'X))

Oznadimo sa (Ibfx) funkciju raspodele od 5; . Tada vazi:

Cbg(r) = }; P[szx}pﬂ = Z F*m}(x)foﬂ’ (1)

H=1

x)

gde je F [x) funkcija raspodele sume

3;1-: X1+X2_+"‘+Xrn-
4
U terminima Laplaceove transformacije, (1) se svodi na

v06) =Y (116" . (2

=4

gde su yﬂ)i fo) Laplaceove transformacije funkcija raspo-

dele @,/x)i F(z) .

Oznadimo sa &  klasu sluéejnih promenljivih za koje

vazi
®,(x) = F(Z), (3)

gde je (, realan broj koji zavisi od ¥ . Urugim reéima, K e
klasa sludajnih promenljivih za koje vazi da se funkeija raspo-
‘dele sume .Kwaz+..,.+kb sludajnog broja jednako raspodelje-

nih, nezavignih, nener *“*vnih sludajnih promenljivih razlikuje




samo u normirajuéem faktoru od funkcije raspodele jedne sluca-
jne promenljive iz te sume, odnosno, funkcija raspodele sume
sludajnog broja sludajnih promenljivih 12z K. ima isti tip (6]
kao i raspodela jedne sludajne promenljive 1z te sume,

Iz (2) i(3) imamo sledeéu funkcionalnu Jjednacinu:

Y (4 h = £let) )

Oznadimo sa P[4} funkciju generatrisu slucajne pro-

menljive 2%

Plu) = > U Py ae (0,1]

!
n=p

Jednadinu (4) moZemo napisati i kao

P(Lie)y = £(c,t). (5)

U radu [13] je reSavan poseban sluda] kada Y ima

geometrijsku raspodelu tj.

‘PM- = 'Piﬂ‘ , 1”5,:7 ) 'Pff,?au n=A 2, ...
U tom sludaju se Jjednadira (5) svodi na
{£it)
! ] f[crﬁ) :
1- ¢ 41¢)

U [15]3& data karakterizacija odgovarajuée klase sluéajnih
promenljivih ,ﬁb preko njihovih Laplaceovih transformacilja.
Ovde se postavlja problem da se nadju resenja (PJ{)’ funkcio-
nalne jednadine (5), pri uslovu da je P(#) funkcija generatrisa,
a {/t)- Laplaceova transformacija nekih sludajnih promenljivih.
Regenja jednacine (5) dobodemo kao specijalan sludaj za =<1
i1z resenja opdtije jednadine

Pruilt))

Plu)

= ,ffC{a)t) . tefopac) , Uefo, 1], (6)
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pri cemu Jje Plw) funkcija generatrisa nedegenerisane, celobro-
jne sluéajne promenljive, f/¢) je Laplaceova transformacija
nedegenerisana sludajne promenljive, </4«] je realna funkcija
na (0,1] .

TEOREMA 2.2.1. Trojka funkcija (P,£.¢) je re3enje
funkcionalne jednadine (6) ako i samo ako

P(ﬁ) ) [ IP,{,[“’- ]

T=(4-pu |

A
4

pefo4) , KEN =~ ae(o1]

7
b =
'{{f'} (i L ct"‘)’i‘f s, C70 , 0<LET £ 20 (7

4

Clu) = ,
(1= (rpyue )™ -

DOKAZ. U jednom smeru teorema se dokazuje neposrednom
zamenom re3enja (7) u jednadinu (6).

Da bismo teoremu’dokazali u drugom smeru, pretposta-
vimo da funkcije P%“J, £(¢) i i) zadovoljavaju funkecionalnu
jednadinu (6). Posto je {/t) Laplaceova transformacija, ona
je strogo monotona, neprekidna i ima sve izvode., FokazZimo da
njen prvi izvod nema ni jednu nulu. Ako bi, naprotiv, za neko

4 vazilo f;(f-) = , onda bi za svako T >0 vazilo i
ao +o0o

0 = {'1t) = }:é**dr/x) s> [ze* T dFiz) >

0 T
> Tev% (1-FiT)) | e (Trteo)

odakle sledi da je F(t) funkcija raspodele degenerisane
. 8ludajne velicine, suprotno nasoj pretpostavci., Fosdto prvi

izvod funkcije #/¢) nije nikada jednak nuli, to postoji izvod
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-4
inverzne funkcije { [u).
’ ) - * - ) » . . ,f"
Pretpostavimo da je radijus konvergencije funkcije Plu)
veéi od 1,

Napi8imo jednadinu (6) na sledeédi nadin:

Ay PlA) - C(4Jﬁ_1/aj d¢ (0,1 te(0,1) 8
A ) ;, ], . (8)

Ako bi za neko 4§, bilo ((4,)=0, iz (&) bi sledilo da je tada
fit)= 1 , 3to je nemoguée. Dakle ((4)f0 za svako S€0,1] | Tz

(8) imamo:

£(Plse)/ Pis)) 5

i\
‘_._S’.:
<
™
——
5
b,
S
h
™
o
L)
.
O
L

£ Pls)/ P(9) 77 (v)

Kada se (9) diferencira po 4, % , V¥, prostim transformacijama

dobija se sledeéa jednacina:

Sf)(fq{"”) f’f/fi) Prar) [ P'su) Pls) - Prs) Psu))
147 ¢ v) Plsuy [ VP (sv)Pls)-P18) FI31))

(10)

I

Ako jednadinu (10) diferenciramoc po 4 1 pustimo da 48 teZi

jedinici, dobiéemo

%P u) w2 P't)- Plo) Pln) v Pv) JEP ) - P ) PlY) (
; — ’ 11)
P'lu) w P'lu)- P'(1) Plu) P't) vP ) - Pl PIY)

——

fl

za svako w,v€(0,4) . PosSto je , po pretpostavei, radijus
konvergencije od A(4) veéi od 1 , onda je Pl(1)<tcoi Plt)cte0,
Ako za fiksirano U, oznadimo sa & izraz na desnoj strani
Jednadine (11), onda dobijamo sledeéu jednadinu

POPRY Py P+ 2l

Pia) Pruy % =0, uelo), F1)=1,
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koja Je exvivalentna sa
P"(’J)& Fral v+ a £ ! - (P +alPit)) bu = ¢, _

Iz uslova F™“ =1 , doblja se da Je 6= Pl P, HeSenje te jedna-

¢ine Je
[ (#o+1)”
Plu) = (P 1) P a5
Uy = / ” U - C,
| a+ ) o4
Pi1)
Iz Pi)=4 , dobija se da je
a_ !
i) * 1) P1)
('1 = 4 -
P)
+
it
ReSenje P(u) je oblika
ﬁ.
(uJ [P /el {1- /b)f J Me(0,1) (12)

Pokazimo da su « i /A prirodni brojevi i 0¢< p<A
l. Pretpostavimo da je &<1). Tada je Tayloxrov razvoj za Flu)

Jednak
D 1) W E /’-1-£ T -k W\
- (52) (125 )" - ()7 5 (%) (GE)

Posto je Plu) funkcija generatrisa, stepeni uz 4 moraju
biti prirodni brojevi, odakle -«¢N . Osim toga, za svako 7 |

koeficijenti moraju biti nencpativni, tj.

A
(%)d(—ﬁf) (b-1) %0 L m=0,1,2,.

dakle mora biti <0 i p<4 . Za 0<p<1 dobijamo Pluj>1 ,
8to Je nemoguée, za $-p , dobijamo Plu):y. Neka je <0 o Fun-

kciju Pl4) u ovom slucdaju moZemo da napiSemo na sledeéi nadin:
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/ i T
p:{'{»\’_) = i/ 7)/“' ) <
| [t (1+p) uix*"/
gde su K,MmeN, »>0 , Me(0,4) . Uvedimo oznake:
‘ ; K
M Jfé jo= f“ )) X (H/;) W= 14 £
Iz (6) sledi jednadina:
™ n
ZM(t) ’ ’
= M (:E)f) £e(0,+00 (13)
[ (#Z)M(t)-1 ( ’ o)

gde Je CfZ) realna funkelja na (p,f-m)

- n,
7 - A 4( _ ZMR) ] )
C( ) ¢ M [m:)mf—)-'f )

koja je diferencijabilna i njen prvi izvod se nigde ne anulira.

Ako diferenciramo (1%) po ¢ i po Z , dobiéemo uz malu trans-

formaciju sledeéu Jednadinu:

_tMIt) f: (5‘5)

MIE) (4-Mt)) C(z)-2

,  telo,too) | Ze(p roo) (14)

“ 1
Ako oznacimo sa g 1levu stranu od (14) za ¢ fiksirano, sledi

a, & ()
= ’
z C ()
zﬂo
odakle se dobija &rz) = vyl

Da bismo dobili M(f{) , napisimo (14) na sledeéi nadin

(za # fiksirano, desna strana od (14) je konstanta & ):

-4, MI¢) - ZMIE)M (L) + 2 Mt ) MIE)

—
iy

t Mit) (1-Mit)

Odatle sledi
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bt = L M) - 24 (M) £ A e,

odnosno

M(fJ = . C-éé'
Posto Je Mit) - (fffﬁf_‘.“l , onda Jje 4f | [ 1+ Lff) 1 ,-‘(::’er)_

Odmah se vidi da mora biti (<0 da bi vazilo f£f4) < 1 . Medjutim,
ma kakvo bilo fgﬂ sy takva funkcija f{é—) moze da uzima i

negativne vrednosti, s$to je nemoguée za funkciju koja je Lapla-

ceova transformacija. Dakle, ne moZe biti o< 0

2. 4ko je d>0 , Taylorov razvo] za P/fé) Jje:

oL - -7
Plu) = (€7F") (4 + (pgyu*) =

Il

(4 Z ( ﬁ/d) 1) Wt -

N=0
O

Z 19% (—-/34/;() (f”"” )’n .u’o(ﬂf/.’:

n=

i

y

<

odakle sledi da je /j3>0 , p<t,y X i /3 su prirodni brojevi,

Iz 1340 ~ sledi da je Plu)>4 y dakle mora biti 0<p<1 ., Yobijamo:

My~
[ ,P%’C Ed

1= (4~ p) 4 Uefo1) , pefoy1) | K meEN

Pla) =

Uvedimo oznake M({) = fﬁ{é))’( s (1-pE = 4-2 . 1z (6) sledi:

M,
i IMIt)

N

M(C/ZJ'U , A€(0te0) (15)

A= (1-Z)M(¢)

gde Je C/Z) realna funkcija na (fﬂ,,ff)

KA Z Mt
Z/Z) t i ([4-/4-2)%)] )
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koja je diferencijabilna i njen izvod se nigde ne anulira. Posle

diferenciranja (15) po ¢ i Z , uz malu transformaciju dobijamo:

£ M1t C{z)
= { | te(otaa) | Z€ (1) _ (16)
Mt }(1-M(t) x C (%)
Oznadimo sa -éi levu stranu od (16) za fiksirano ¢ . Yledi da
Je Z i) y odakle Ny 7

Da bismo dobili M(¢) y Napisacemo (16) na sledeéi nadin

(gde je sa & oznadena desna struna od (16), za £ fiksirano):

A MIt) - ZMILIMTE) + 2 MM (]
¢ - Mig) (1-Mit))
Odatle sledi 4 &t = LlME)(1-Mt)) - 26 (1-Mit)) + Ll

odnosno

I

4
Mt) = ~
} fect

Posto je M(t) K-ti stepen bLaplaceove transformacije {/£) |

mora biti (>0 , -4, = 0(6[651_7. Funkei je M(‘f} i C/EP} sSu resenja

Jednaéine (15) samo tada kada je 4,=1 s dy=1 é-’-*i‘ .

Dobili smo sledeéde:

£t ) =

4
(44- czf"‘-)%

A
(1- (1-p) 8¢ )

Ovim je Teorema 2,2.1. dokazana uz pretpostavku da je

Ci4) =

?adijus konvergencije od Au)  vesi od 1 ., Ukoliko bi radijus
konvergencije od P4) vpio jednak 1 | umesto P(a) y Dosma-
trali bismo funkciju P (4) , pde je
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Py, u
EfﬂJ = ‘P{{B ) [ dlz )

. - / a v e . . .
a U,¢(0,17) Jje konstanta, Tada f;{(4) ima radijus konvergencije

veédi od 4 i, osim toga, zadovoljava sledeéu funkcionalnu

jednacinu:

fol wilt)
i ) = f{aat ) . te [opo0) | (o]
i) -

gde je (,(u)= (4 -4 ) . ReSenja (fﬂjf,C}) te jednadine su
oblika (7), i ona su istovremeno 1 reienja jednadine (6).

Dokaz Jje zavr3en.l

Mi smo pretpostaﬁljali da je Plu) funkcija genera-
trisa nedegenerisane slucajne promenljive. Sada éemo da pro-
diskutujemo reSenja jednadine (6) u sludaju kada je FlL)
funkcija generatrisa degenerisane slucajne promenljive., U tom

sludaju Jjednadina (6) se svodi na slededéu jednadinu:

(’,fff))% - flct) te[o+00) men . (17)

Konstanta ( ne moZe biti manja od 1 , zato 3to je funkcija
-{(f) opadajuca i uzima vrednosti u intervalu (Q#] « Pretpo-
stavimo da je (=1 . Tada ako je i 7=1 , funkcija {(t{) moze
biti proizvoljna, a ukoliko je >4, tada je fﬂé) Laplaceova
transformacija degenerisane sludajne promenljive.

Neka je C>1 , m>4 o, Po3to je {{1)#0 za svako fé[qmo),

moZemo da napidemo

U t)
fit) = e
i (17) postaje
mult) alct)
= €

odnoano




nult) = Mict)

ol

(18) -

Neka su 4,/+', 4,/£) dva re3enja jednadine (18), i neka je

4(e) = ’f{;(f; }
Tada iz (12) sledi
) - wit)  a(ct) 4t )
My (4] ty( ¢t )
Neka Jje
hllut ) = q0t)

odatle sledi

4llt) = 4(bt+luc)

odnosno

Ris) = 4(s+ ),

Dgkle deobijamo:

Uit) = olt) fo [t )
_ (ﬁ(f))m‘“ 61,:.({){(&{)

Iz (17) sledi
wfi[&.’f

(1& [ct D

)
- (Llet) (bt idee) ‘rot

Jedno reSenje jednadine (17) je

()" = (41e)

Lit) = exp(-47) | 0B

lzradunajmo A . Posto vaii da je

.udé):=-—tﬁ

"/Vlf = "-( 4/&%) /%(Cf) 3

sledl da je (- nf% y odakle /3 = La 1L .

o C

fmx)_
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Yojgto Jje |
£lt) = exp [ - 2 A (t))
onda Jje

B (b)) = - A7 b T 1£)

Kada Jje fﬁﬁﬁi) konstantno, ﬁﬁé) je Laplaceova transformacija

stabilne ( [6], str. 448 ) funkcije raspodele.

PRIMEDBA. rostavlja se prirodno pitanje kakva su
reSenja jednadine (6) kada su P(u) 1 Cl{w) isti kao i do sada,
a.ffﬁf) predstavlja karakteristicénu funkciju Sluéajne pro-
menljive koja ne mora uzimati samo pozitivne vrednosti. U
paragrafu 2.1, nadjeno je reSenje jednacine (4) pri uslovu da
sludajna promenljiva Y ima geometrijsku funkciju raspo-
dele, a f({-) je karakteristidéna funkcija slucajne promenljive

proizvoljnog znaka., Lako se vidi da ako su Plu) 4 Cl{y) isti

kao u (7), =

/f

i) =

(14 v1e))%

gde Je
Vit) = (Ca‘;"‘dff'ji_{')/'&[ﬁ . 0¢d42 | (3o, ceR, KeN,

tada (fpyﬁ,cj) jeste redenje jednacine (6)., Postavlja se

pitanje da 1i u datoj klasi funkcija postoje 1 druga resenja,

osim ovog pomenutog.
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2ebe JEDNA KARAKTERIZACIJA mAUPODELY DEGENERISANE U NULI

vadrzaj ovop paragrafa nije sam po sebi narodito inte-
resantan zbog toga sSto ¢e uw njemu biti data karakterizacija
raspodele degenerisane u nuli. tedjutim, zajedno sa paragrafima
4.2, 1 4.3., ovaj paragraf predstavlja primer situacije u

kojoJ se rezultati za sume razlikuju od odgovarajuéih rezultata

za maksimume,
Neka su jX” Xé,..., Xg,--. nezavisne i jednako ras-

podeljene slucajne promenljive sa funkcijom raspodele f/I} .

Od slucajnih promenljivih ;&, Xz,... obrazovacemo sume:
yf:X‘f) ‘Z=X1+Xz..}"')'ykf:X‘quX.z-‘-"l'{-XK)"

Za zadano 1}(0*§P5f)’ eliminisacemo, nezavisno od drugih,
sumu b& sa verovatno¢om P . Uznalimo sa f;(IJ funkeiju

raspodele prve neeliminisane sume, Tada je

f

o * (k)
Fofx) = ) $5"%9 F (2 (1)
K=A

?

% () ' y
gde je ¢9=4-4, a F (x)- funkcija raspodele od K o U

terminima karakteristiénih funkcija jednakost (1) postaje:

21Ht)
1= (1-9){1¢)

gde su {%fﬁ)i. #7&) karakteristicne funkecije od funkecija
raspodele f;(x) i Flz)

hit) = ¢ L 47 w) -

Oznadimo sa L) klasu takvih funkcija raspodele za

koje vazZi sledeéde: za svako P, ¢ (P@rhﬁyw, postoje realne funk-

cije O({f) >0 i /3(9)]# 0 , tako da za svako ¢ , karakteristi-




ol

¢na funkcija ﬁpfb) prve neeliminisane sume zadovoljava slededu

jednakost:

L) = gt «ng)) .

TEOREMA 2.%.1. Funkcija raspodele F(x) pripada klasi

D ako i samo ako je degenerisana u nuli.

DOKAZ. Ako je funkcija raspodele F(I) degenerisana u
nuli, lako se proverava da njene karakteristicéna funkecija fﬁJEﬁ4

zadovoljava jednacdinu (2)

2{(t)
1-(1-9 ) L(¢)

= Fldgit+ AG), g0, ng)so, (2

za svako ¢ , i svako £ .

Obrnuto, pretpostavimo da fancija raspodele Fla)
pripada klasi D , odnosno, da njena karakteristicdna funkcija
-{({) zadovoljzva jednadinu (2). Neka je =0 , tada iz (2)
sledi da je Sf[ﬁ(f)#f. Neka je _f=/5{2)?é0 , onda imamo

2 ¢(31))
1= (1-92)£(5(4))

Nastavljajuci dalje taj postupak, dobija se da za svako 7 vazi

= L(9)807) +Ag))

| i(/-;(Z)(a(n(Z)*o{n#f(z}f. Lot dllg) 1)) =1,

| Dakle, za svaku tacku 4’ oblika

1, = Afg)(d"(z)+oc"'"'(z) fo. .t a((f) #1) (3)

vazi da Je ﬂﬁ')“i « Odatle sledi ([24], str. 33 ) da je f(é)

karakteristi®ng funksiJja &isto diskretne raspodele f(z) . Iz
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toga sto Je f'?-i‘)--'f , s5ledi ([24], str. 3% } da su tadke
prekida raspodele F(x) sadrZane u skupu nula funkcije {1- Caé(f;.‘r)

8to znaCi da su talke prekida raspodele f(X) oblika

27TK

) K€ Z) 1=0!,... odnosno

LXK

. Ked , ¢=0,1,2,...
Be)( L g )+ A (g) F ot LIF)+ 1)

Dakle, tacke prekida raspodele f(X) se sadr?e u skupu M, ’

za svako M =0,12 .

LIk
Mn = { Bl ghtd™ (9) 4.+ oig)+1 %Zj ’

pa se tadke prekida raspodele F(z) sadrze i u ﬂ M.n . Odatle
M
sledi da ako je % tacka prekida funkcije raspodele F(x) R

ona Jje obliksa

§ - AT a9, LTk,

Ag) Blg)ls)t1) BN +olly)+ 1) :

I

(4)

za neke K, ¥, k ,...€Z£ . Drugim recima, posto se sve tadke
prekida nalaze u skupu ﬂMn y Onda za svako M mora da
n

postoji ¥, ¢ Z tako da jJe

_E- _ I,
B (M)t ol * )+ - .. 4 £02)+1)
Ako skratimo niz jednadina (4) sa %) , dobojamo:
{f'
Gh = 5 ! ) (5)
Lig)+1 AHg)tdls)41 SR

1z prve jednadine ddbija se da Je




x1g) -

Iz (6) sledi da je «{(9)

.S
K |
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(6)

racionalan broj, pa ga mozemo napisati

na sledeéi nacin: o{{f)=—£—"—)ﬁ_ﬁé7, 1 po,p, su uzajamno prosti
2 J_:.-:: s,

brojevi. Ako o{?) iz

1( _ z;r kZ.
’ .IP-I + A P:- ;?1
i Rt BT ]
Pr l b Fh-+4
odnosno

Z
Mﬂ - k/f PL - krz_ pl

Prt by B+ bb,+ bE

Posto je Ko ceo broj, ceo broj je i

I

uzajamno prosti brojevi, prosti su 1

sledi da se

tome K, deljiv sa

za svako M =12, .. . Odatle sledi da mora biti K,=0
F(z)

znadi da diskretna funkcija raspodele

# + p, sadrzi u

p; « Na isti naéin je

tadku prekida, i to u nuli.l

K ﬁz
Pt b2
Pr+ P2

K, bez ostatka, pa Jje, prema

(6) zzmenimo u (5), dobijamo:

. PoSto su £ i p,

sa P, . Udatle

K, deljiv sa #p,*
s Sto

ima samo Jjednu
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3, MAKSIMUMI SLUCAJNCG BROJA SLUCAJNIH PROMENLJIIVIH

5,1 KLASICHNA TEORIJA T TEORmGh PRENUSA

U klasiénoj teoriji ekstremalnih vrednosti izulavane
su granicne raspodele za maksimume rastuceg broja nezavisnih i
jednako raspodeljenih slucéajnih promenljivih. Preciznije redeno,

razmatranl su nizovi nezavisnih slucajnih promenljivih

Y A N (1)

sa istom funkcijom raspodele f(z) . Ako oznadimo:

5& - max { X, ... X, } R T S (2)
tada je P { )L-é £ } = (Ffﬂnﬂ.

Zza funkciju raspodele f(x) kaZe se da pripada oblasti

privliadenja nedegenerisane funkcije raspodele ((x), ako postoje
4

konstante Q,>0 1 ﬁu tako da

’ft;ﬂt [F(aml*{u )}1‘1 = &/1)

M-S pa

u svakoj tadki neprekidnosti funkcije G(x).

Osnovna teorema ove teorije glasi [11]:

TEOREMA. Neka je dat niz (1) nezavisnih, jednako ras-

podeljenih sludajnih promenljivih sa funkcijom raspodele F(7),

Pretpostavimo da za neke nizove konstanti A,>0 1 éﬂ vazi

Lim P'( :Ai-é;'c x j = (lx)

A,
N> oo

u svakoj taCki neprekidnosti funkcije 6(z) ,gde je ((z) nedege-

nerisana funkcija raspodele, a.x; Je definisano sa (2). Tada
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pripada jednom od sledec¢a trl ekstremslna tipa raspodela:

1.. A(’I—} = é-e — =3 & X L 4 o T

0 1 x< (
2. dlfi) = 3 o
e~ : x>0
_(..x)""
. = e 1< 0 L >0
5 \K(I‘) ) ,,
1 , x>0

Prva dva od pomenutih tipova otkrio je M.Fréchet, a
treéi R.A.Fischer i L.H.C.Trippett [19], [li]. Dovoljne uslove
za pripadanje oblastima privladenja ekstremalnih granicénih
raspodela dao je R. von Mises. Najpotpunije rezultate, koji
su u izvesnom smislu zavrsili teoriju graniénih raspodela za
maksimume nezavisnih 1 jednako raspodeljenih slucajnih promen-
1jivih, dao je B.V.Gnedenko [11]. U [11] su dati neophodni i
dovoljni uslovi da neka raspodela pripada oblasti privladenja
jJednog od tri pomenuta ekstremalna tipa raspodela, i dokazano
je da samo ta tri tipa raspodela imaju nepraznu oblast privlia-
Senja.

U poslednje vreme, kao i kod sumiranja sluéajnih pro-
menljivih, pojavili su se radovi u kojima su razmatrane granidne
teoreme za maksimume sludajnog broja sluédajnih promenljivih.

U radu [14] bila je posmatrana sledeéa situacija. Dati
su nizovi:

a) nezavisnih i za svakom jednako raspodeljenih slucajnih

promenljivih Xnu ,

P{me < .2‘,} = Fﬂ.('t)\ Kafid,oou 3

b) celih pozi#ivnih brejeva 4, (B,>+00 kad 7>+00);
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c) celobrojnih, nenegativanih sludajnih promzanljivih VY y KoJje

su za svako M nezavisne od promenljivih sz y K=1,1,..

Uvedimo oznake

y = max ;)(MK

é Jye e Ky,

7 o
14K € b, 14 1 £V

U radu [14] je dokazana sledeca teorema, koja je u nekim

specijalnim sludajevima bila data 1 u radovima [2],[3] i [BOJ .

TEOREMA. Pretpostavimo da, kad f#wseo , vazi:

A P{ Yy <z} — (Grz) ;
B) P{%éI}“’A(IJ:

gde su 6() i A(?) funkcije raspodele. Tada va3i

¢y P{Y 24} — Hmx),

gde Je H(x) = [ (6re)dAlz).

0
s

Prirodno je da se upitamo da 1i vaZe obratne teoreme?
Drugim recima, moZemo 1i da tvrdimo da iz uslova A) i C) sledi
B) i iz uslova B) i C) da sledi uslov A)? Rad [26] je posveéden
resavanju sli¢nih problema u teoriji sumiranja sludajnog broja
sluéajnih promenljivih. Cilj sledeéeg paragrafa je da se dokazZu

obratne teoreme,

3.2.0BRATNE TEOREME

TEOREMA 3.2.1. Pretpostavimo da vaZe uslovi B) i C).

Tada, ako Alz) nije raspodela degenerisana u nuli, vaziuslov A),.
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DOKAZ. Pretpostaviéemo da je niz }Q“ stohasticki
ograniden., Tada je, da bi se dokazala teorema, dovoljno da se
doka¥e da svaki konvergentan podniz niza Fl{ygﬂ*fiij konvergirs
ka isto]j granicénoj funkciji raspodele,

Yretpostavimo da to ne vazi, tj. da postoje dva podniza

M' i m" niza m, tako da

P{y&ﬂ.4x} — ij.t) q P{ ygn" « x} — () |

N> Ao 2

gde su (zﬁx), (&/l) razlic¢ite funkcije raspcdele, 1z teoreme

prenosa sledi da, za svako X, vazi

+60 T z
Hiy = [ (g0) datz) = [ (6x) dar) (1)

0

Posto je gunkcija raspodele JAFU nedegenerisana, sledi da je
funkecija J[(t) = ;ﬂfa{ﬁff) strogo monotona na [0,1] . Tada iz
(1) sledi da je é,(xJE @(z), sto protivreli gornjoj pretpostavci.
Na taj nacin je dokazana teorema uz dodatnu pretpostavku o
stohastickoj ogranicenosti niza J%n .

Sada ¢emo da dokazemo da je niz D&m stohasti¢ki ogra-
nicen,

Pretpostavimo suprotno, da postoji £-0 takvo da

Z,,': P{fjén}}:t]:ﬁao, za svako I»0 |,
L’

Moguéa su dva sludaja:

a) Lim, P{ yﬁn?.it} p %’— 28 x>0

M-¥0
b) & P{ yﬁn_“‘x} > & g x>0 ,
& P 2’

8to odgovara sludajevima kada stohastidka ogranicenost nije

iﬂpunjﬁﬁﬁ “a pOZi-biuﬂOIn‘ Oﬂﬂﬁ-—qﬂﬁ ™oy e o - -




ol.

Prvo cemo posmatrati sluéaj a). Fo3to je Afz) nedegene~

risana, postoje £ -0 i ¢-0 takvi da za dovoljno veliko 7 y vazi

P{%’f?—ﬁ}?f&. (2)

Jasno je da za f»m va%i

PLY, 2} 5 P Yo (3)

Iz (2) i(3) i nezavisnosti V, od X,  vafe sledoece nejednakosti:

w2 88T )

Pokazimo da, ako vaZ?i a), onda postoji £, >0 tako da je

ff‘;”b P‘[ y[-{émj ?I} 2 EZ : (5)
Ny oo

tje niz yL-S &n]’je takodje stohasticki neograniden,
Ukoliko je u (2) { >4, onda je [ b, ]286 + Tada iz (3)

sledi (5) i mo?e da se uzme da Jje &% & = . Ako je f<4 , izabe-

rimo broj ﬁ takav da vazi < « ¢ « Tada, posto je

¢,
"
P{B—;zg‘-} ayp{-gfz-é*}?&,

onda moZemo da pretpostavimo da je u (2) {= 2

Oznadimo £, = ($,+1) [%:] » Ucigledno je da je 4, zb, za

dovoljno veliko 2 sy Pa iz (3) vazi

>Tt < Xy = 4= = bt
PUIozf < PLY, >x) = =Py 2 - (Pl Yy <))

Po3to je

L0y <el))s & (r-p(y, o2
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onda vazi

*I-r.;.a( P{ yb}d Ij
to Jest

P{ yrg,ﬂzi < (4o eNTt oo
’Hm (/ ) < 1=
odakle sledi

L((“P{}f‘!]zj:} =iaa P{)/F ”x}?'%

cime Je dokazano nase tvrdjenje pod pretpostavkom a).

Prema tome, iz (4) i (2) sledi da je
’&4( P{.y),ﬂ'?I] 2‘9‘3‘54)
N=>s0

sto je u suprotnosti sa stohastickom ogranidenoséu niza bbh
Sada prelazimo na slucaj b).
Posto je Alx) funkcija raspodele, moZe se nadi «>0 i

ceo broj X>0 tako da za dovolino veliko M vaii
n
F){ NI } > « (6)
£, '
za A»m vazi
F){ }; < z_; £ /Dfrxm 4:5} _ (7)
Yz (7) i nezavisnosti.'ﬁn od X@g sledi

oo /!'-ﬁ,t
P Vo, <2}~ KZ PL{Yecz} P{Vy=x} > KZ_ P{Ve<xjP{V, =k} >

PP Yoy <2} POL b= (PO} PR <},

odakle, koristeéi (6) i &injenicu da je u pitanju sluéaj b),

dobijamo




&5,

T ¢, \ 1
Loin. F){ yﬁm <X } ;:(fz “(x } Vx<0 :
N0 '

sto protivredi stohastidkoj ogranicenosti niza yﬁn . Time je
Teorema 3.2.1. potpuno dokazana. }

Sada ¢emo preci na drugu obratnu teoremu prenosa. Ona

e biti dokazana u vaZnom specijalnom sludaju, FPretpostavimo

da je Xn }(z,...,Xn,... niz nezavisnih i jednako raspodeljenih

sludajnih promenljivih

P{X%CQ:}“ F[IJJ n=12,... |
1z tog niza formirajmo novi niz :X, z,...,)ﬁ,... za koji vazi
da Je yﬂ:-max{)ﬂ,...,)(nf. Pretpostavimo da pri odgovarajuéem
izboru normirajuéih i centrirajuéih konstanti A0 1 é&,, funk-

cije raspodela promenljivih In_- b konvergiraju, kad n—»o0 |,
Ay,

graniénoj funkeciji

A’) P( ym"en, < X j — 6-(:[:).

Q.

Kao sSto jJe poznéto iz paragrafa 1, klasa graniénih raspodela
u tom sludaju sadrzi samo raspodele tri tipa (1.,2. i 3.). U
daljem dokazu koristicemo oliglednu &injenicu da su raspodele
sva ta tri tipa neprekidne na celoj realnoj pravo].

Neka je ‘%L niz celobrojnih, nenegativnih slucajnih

promenljivih, koje ne zavise od promenljivih XE i 2za koje vazi:

B?) P{%”}H: Az)

gde je Alz) neka nedegenerisana funkcija raspodele. U tom

sluéaju, prema teoremi prenosa, va?i

o P{ Rk Lo Hre)

N> 00

gde Je




o4,

Hiz) = [ () darz). (9)

0

Koristeli oznake iz prethodnog paragrafa, imamo da je:

4
erc - fe” b = .

Qn
TEOREMA 3.2.2., Pretpostavimo da vazZe uslovi A')iC?) .

Tada vazi B?) ,

DOKAZ. Pretpostavimo da je niz - stohastidki ograni-

¢en. Da bismo dokazali B’), dovoljno Jje dokazati da svaki

konvergentan podniz P{ f%‘-; < :c} niza P-{ 3%— < ;r} konvergira ka

istoj granidnoj raspodeli.

Pretpostavimo da to ne vaZi, tj. da postoje dva podniza

M' i M" niza M , tako da vaZi

A, (z) = P{i:-.‘:x} —;——?4,(1*)1

>

i

P{ %':4:(}:——} Az(l')?
7 L P

Apr (x)

gde su fl(x)i ;42(3:) razlicite funkcije raspodele., Tada, prema

teoremi prenosa, vazZi

+1x0

Hiz) = [ (6re) dAk) = [ [6r) dA, (z) (10)

0

Uvedimo oznake: _Z;{é) = ;7{1‘0(4{2) , _Z:ZE@/)___. fa{?%p(,qz[g) .

| 0
Funkcije I, (4 i I:Z/H su analitidke u oblasti ®={t‘~‘5’4/f/4f}/?{1‘-'&+?6

Iz (10) sledi da za svako realno Z va’i jednakost
Llerx)) = 1, (6(z)) (11)

Poito Je ((z) neprekidna funkeija raspodele, jednakost (11) 2znadi

da se dva analitidke funkcije u oblasti P poklapaju na odsedku
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koji lezi u oblasti ) « Na osnovu teoreme jedinstvenosti za
analiticke funkcije sledi da se funkcije L/t)i I,#) poklapaju u

oblasti J , odakle sledi da je A,,(IJEAL{I). Time Jje dokazana

Y,

—n’!-r stohasticki

Teorema 3,.,2.2., pcd pretpostavkom da je niz
ogranicen,

Jos ostaje da se dokare stohasticka ogranidenost niza

n,

n Pretpostavimo suprotno, da postoji £,0 i nigz Ny | My —> 120
P I W, O

| tako da vazi:
P{ 1?'_”-'_4; M - £
ﬂ)L = j = o o (12)

Prema uslovu A?), niz Gnh(x)r- P{anc Ij konvergira ka funkeiji Gfx)
kad KX ->+00 ,

Pretpostavimo da a) funkcija 6&) pripada ili tipu Nz) >
ili tipu d%c(x).

U tom sluaju je za svako 2 , ((z) strogo manje od 1.
Tada niz
P{Y% . < 2 | = G/z_% (x) = [Gm(;«:))}c
teZi nuli kad A-»+e , za svako Z<+o . Odatle sledi da postoji
£,>0 takvo da za svako 1

b P{Y, >z{5¢, | (13)

)
2 2o "

8to znaci da je niz funkcija raspodele P{.}fm zxj stohasticki
L

neogranicen. Osim toga, za K > 4.7, , vaii

P{y,z,mb:::c} < ;D{ Je > 2}, (14)

Iz nezavisnosti "?n i )(n sledi
PLI =2 = 2 PL[Y [>2] P{A-«}.
K=1

Iz (12), (13) i (14) sledi




SIS

b PLIYnf-zf= fi PLIY, oxfslu 5 PLIYe 15}

M > 00 2> 4y

-P{)«’;%-.—.K};?- jl—“:_ Z_ ’D{ v tem, }K}D"}pﬁ!ﬁ:z; Z
Fooo Kan.mm ’

> i PLO, 2] P, 5 hem, ]

M> e
Sto je u suprotnosti sa stohastickom ogranideno3éu niza y,},ﬂ .
Znaédi, u sludéaju a), niz lz",,rt- je stohasticki ogranicen,
Pretpostavimo b) da funkcija ((Z) pripada tipu \L{(IJ. U
tom sludaju postoji J,<+co tako da je 6(7,+¢)=4, a ((2-¢) <1 , za

svako ¢>(0 . Prema teoremi prenosa vazi
Y
Hiz) = [ ( 6(2)*darz) . (15)

Podto je funkeija G(JJ) neprekidna u tecki %, , iz (15) sledi
da je i H(z) neprekidna u tacki <L ,
r

U tom slucaju imamo

P{y,z%«:xj - sz-'n.,,fx’ (.z;)J > { 1 X > X

"l,‘ﬂ-ui'l 0 \Ié ru -

Tada postoji £,>0 tako da za svako x»o

’&I P{zﬂréxz-n,,“:"x”ﬁ‘rj 7 &

¥ s

~ . , } .
pa, prema tome, mozemo da izaberemo podniz Yt niza & , A'>00 kad

2>o00 , tako da za svako I>¢0 i svako %' vazi nejednakost:

{J:. £ ,2%4131&:.}:;22. (16)

Koristeéi (3), (12) i (16), dobijamo da je:




I

Aviu P{%-_I y}an < Lt X ? Z ,5@ P{.z; L= yﬂnm, EaN 3 R4 ; =
12w f

X310
e

PR 2 0 o)
gt P r Lo- 7 « yk’ R PO R 4 2T ] P'?_ ‘}/‘r? , - J\. L‘,’ 2
'k{-) K =1 -
2

> d 2 Plm-z s Yoczex)o Py -] >

260 K>n'm,

o -x £ X, : ,
> /ﬂm P{Lx“yfi’-n&;d 4-1}}){))1,:3.}(,-7}{,} 13:-22.54_

' ea
Posto je X proizvoljno, sledi da srranidéna raspodela H(X) ima
prekid u tacki I, , Sto je nemoguée. Dobijena kontradikecija

Y,

dokazuje stohasticdku ogranidenost niza =S |

5¢3KONVERGENCIJA K&\ sKSTHEMALEIM KASPODELAMA U
TEOREMI PRINOGA ZA MAKSIMUME

U teoriji'éluéajnog sumiranja prirodno se nameée pitanje
da 11 se i pod kojim uslovima normalna raspodela, koja igra
centralnu ulogu u klasic¢nim graniénim teoremama sumiranja,
pojavljpje kao graniéna u teoriji sludajnog sumiranja. Odgovor
na pitanje kada je norcalna raspodela pranidna za sume slucajnog
broja slucajnih promenljivih, dao je VelMeKruglov u radu [22].

Kruglov je pokazao da jednadina

ot = [ (yw)darw) | teo
0

A

( gde je €& karakteristiéna funkecija normalneLWTUfU raspo-
dele,ff({') - Karakteristiéna funkcija nekog beskonadno deljivog

zakona, A(i) -~ funkcija raspodele) ima Jedinstveno resenje u




smislu sledece definicl,'e LH;F

DEFINICIJA., Jednacdina

+ o0

4 % .
f{ff} } - Jf i y;’f ]} 7{,45 \ ’éé <

. . . . 1 .
gde su 9&%),Eﬁ%}- karakteristidéne funkcije, A#M) - funkecija
raspodele, ima za zadatu funkcigju i%} jedinstveno resenje

(ﬂf%), AKLLJ, ako su sva njena resenja ovblika
T PRRE
ey T

f

4.
14{['1:) - Oj | f} ° 3
4
Y

¥

gde Je § pozitivna konstanta.

Rezultat Kruglova znaci da se normalna raspodela

dobija kao granicéna u teoremi prenosa samo tada kada indeks

sumiranja tezZi neslucdajnoj velidini kad N-»>eo,

4

Postavlja se analorno pitanje za maksimuine, tj. kada se

tri ekstremalne raspudele

A(..’L)._-; e_ , — O3 e o L 4 A
0 , X &0
(Dac(x}: o 3 x>0 )
.
; X >
o ol
\f/(x) - e xeo e
“ 1 x>0

dobijaj & : - T X5 4 -
1Jaju kao granidéne za maksimume nizova slucajnosg broja

sluéajnih promenljivin. Yrugim redima, postavlja se pitanje

nalazenja resenja (5{'4”),4(1')) za sledece jednadine




gde su Ghﬂ,d(z) funkcije raspodele, a H/T), +=423 ekstre-
malne ras?odele.

Sledeéi prosti primeri ukazuju na fo da ne treba oce-
kivati slidénu situaciju u smislu jedinstvenosti resenja <ao kod
suma ( s tim Sto u ovom slucd¢aju u definiciji jedinstvenostil
redfenja, umesto karakteristicnih funkcija, imamo funkcijc ras-
podele).

PRIMER 1. Neka je data Jjednacina

Fo=) |
e [ (6ra)) dary) | e (1)
0

|

Neka Je xﬂjj raspodela diskretne sludajne promenljive
[0 S Y <
Aly) = {13, 1 <4 <2 )

A
_ ) ’}?-'2-
a funkcija raspodele (;(z) Je jednaka

QZJ 5\/1+ 3¢ - 4 J xek .

Lako se proverava da takvi Gle) i Af}) jesu resenja jednacine

(1). Posto (5ﬁx AQ’ jeste redenje (1), ali nije oblika
4
/‘?’ 73 L >0
IS PO
g(l) ( 5 , xek "’

resenje Jjednacine (1) nije Jjedinstveno,
PRIMER 2, Neka je data Jjednadina (1). ako Je

Aly) = [1-€% | 4370
{(;Jé') /=
bz) = e °

ek
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onda je (Gizy, A1) redenje jednaline (1).
1l

Takodje, ukoliko bismo posmatrali jodnacine xod <ojih

4
—£

pi se, umesto funkcije € xek, neke od sledeéih funkeilja nala-

zile na levoj strani j-inocéine (1)

-«
— T ,
e X>o A0

ili

-e-.(-x"d, x40 X200
opet bi se lako konstruisall primeri iz kKojih bi sledila neje-
dinstvenost redenja od;jovarajucih jednacina,

Dakle, za razliku od suma, kod maksimuma se eKstremalne
raspodele pojavljuju kao granicne i kada indeks in ne tezi
nesludajnoj velidini.

Klasa svih moquéih ¢ranicénin raspodela G(z) ( defini-
sanih u paragrafu 3.1. uslovom A))} poklapa se sa klasom svih

funkeija raspodele. Lo se lako vidi, ukolixo 52 za raspodele

Eﬁ(mﬂ (definisane u paragrafu 3.1l. uslovom A)) uzme:

Fre) & (Ga)™  zer .

3
Iz toga sto e Kklasa raspodela Cﬁﬁﬂ poxlapa sa klasom
svih funkcija raspodele, sledi da svaka raspodela moze da bude
graniéna u teoremi prenosa za maksimure. bLa bl 3e to videlo,

dovolJjno Jje uzeti
1 p

Mg = .5

Hiz) = £ () , ek .

Posto svaka raspodela moZe da bude praniéna u teoreni
prenosa, 3ledea teorema ée da se odnosi na sve, a ne samo nha
- ekstremalne raspodele. Ona ima za cilj da opiSe nejedinstvenost

resenja u teoremi prenosa za maksimume,
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TEOREMA 3.5.1. tieka Jje zadanu funkcija raspodele H(z) .
Tada za svaku funkciju raspodele A[ﬁ}nenegativne slucajne prom-
menljive koja zadovoljava uslov Alo)=0 y Postojli funkcija

raspodele G/-x) talko Jda Je wadovoeljeno

$oo

die) = [ (o)’ dly) | xer (2)

/)

DOKAZ. Hoéemo da nadjemo funkeciju raspodele /2] , tako
da za zadane /() i A(’ff) vazi (2).
Oznacimo sa cf(f} Lavlaceovu transformaciju funkecije

raspodele A(j) :

+

_ 4
Z/f) N A 3;,»(.4/21} A0

0

Tada (2) moZemo da napidemo kao:

Hix)

¢ b f o

[ eray?ann) - [ @2Cm 4

0

il

0

Qj(" {n; C:f’f-IJ) .

)

Posto Jje funkcija J’,”f) Laplaceova transformacija, ona je

neprekidna i strogo morotono opadajuéa, pa ima inverznu funkeiju

-4
L (/5) . Dalje imamo

L Hixy) = -1y GlX)

odnosno
- L' )
o I,
Flz) = e ‘ (3)
Na osnovu konstru-cije jasns jo da dobijena funkecija
5'/55) zadovoljava jednadinu (2). Pokazaéeno Jjos da ona Jjeste
funkecija raspodele, odnosno da je neopadajuca, neprekidna sa

leve strane i G(-oo)=0 s Glta)=1:

o | poul- J
i) Polte Jde H/2) wonotono Neopada juéa, a L /ﬁ/z}) monokLono




. . 1 r . ., - - s
nerastuéa, onda je qu) iz (3) monotono neopadajucle;
ii) neprekidnost sa leve strane automatsiki sledi iz neprekid-
nosti sa leve strane funkcije Fﬂ%] 1 nepreildnosti funkcije
_1 _
L [5) 1 exp

iii) posto je JI ISR ,an} P Lmamo
—~1 s Hfr_ff . Fal =
5{1"&3) — 8.1'/:; (_ﬂ_ CX (}L_} I‘.r+Ml} R f?.l'f_) E' 62:’ I ’f))) ﬁxﬁ{ 9; l

Uslov A0)=0 povladi ([uv], str. 44%) {(tn)=0 , pa imamo:

flreo) = exp(- TH N e [ ‘Y*(" Tep ey 0Ly

Sledeéi primer pokazuje da, ukoliko uslov A{0)=0 nije
ispunjen, ne mora , za zadato Hiz) i Aﬁ?) , da postojli funkcija
raspodele 5/Z) tako da je zadovoljens jednadina (2).

PRIMER 3, Neka je

XL

H(z) = e° , ek

i ;4(x) je Poissonova raspodela

¥y

K
 d—}
A(J-:J _ Z d e \ >0 , x ()
KL

Tada Jje funkecilja

" 4

Gle) = 1- &=, xR,

Jedino resenje jednadine (2), ali ona nije funkecija raspodele
zato 3to vazi Gloo)=-co,
Jeh e RAZDELJENE RAZLIKE I KCOMFLATNO MOHNOTONE SUNKCIJE

U paragrafu 3.5, biée dokazana teorema,sli¢na Teoremi

3+3.1. iz prethodnog paragrafa, koja ¢e da daje dovoljne uslove




. . . . P . - Tor N £
koje moraju da zadovoljavaju funkcije racspodele HVIJ 1 G:I) .

: : Vo , PV <
da bl postojala rasp deln Af?; tako da vazl Jaednaclina

| L 50 |
Hiz) = i s’“/{':?f"l,‘-\."-‘y 0’(’”}‘ i
0
U dokazu te teoreme bide koriicéeni pojmovi i rezultati iz
oveog paragrafa.
DEFINICIJA 1.([8]) Funkecija {: [0,40) — R je kompletno

monotona ako je neprekidna, beskonacno diferencijabilna u

intervalu (o,tc0) 1 ako Je
(n)
(-‘f)n { (£) = 0 \ za M=0,1,2,..., 1 za svako t>o,

Pojam kompletno monotone funkcije je vazan zbog toga
Sto se pomodu njega daje karakterizacija Laplaceove transfor-
maclilje.

Poznata Bernsteinova teorema ([6], str.439 ) glasi:

TEOREMA. Funkcija «(#) definisana na[o,tes) je Lapla-
ceova transformacija neke funkcilje ragspodele Flx) , ako i samo
ako je og({') kompletno monovona icrr'/t?)'—"f .

DEFINICIJA 2.({29]) Ieka je f: T Te¢R , i neka su
SN J razliditi elementi iz T . Tada se razdel jena
razlika N -tog reda (Mm=4,2,...) funkcije £(¢) definide rekuren-

tno na slededéil nacin:

£ ; - f
'f/fa’ffl'“;fn,) _ ?‘[{{;'--J%}L} 'f[fa,.-.,’éu_,J ,

f"‘-lu, - 'éﬂ

a razdeljena razlika nultog reda u tadki tel jednaka Jje vred-
nosti funkecije ¢({) u toj tadki.

W.Feller je dokazao sledeéu teoremu ([?],[8])




Y.

THORZMA. Neka je dat sikup T - { 1, L. J ,
g4

A 1

Z — = 4 W) \
th

g4

. e T, . . . .
i neka Je funkcilga i- ' & takva da su njene razdeljene razlike

0 =4 <1, < fzéz .. <t —>4e0 , takav da ge

parnog reda nenegativne, a neparnoy reda nepczitivne. 'l'ada
postoji i jedinstvena je kompletno monotona funkcija:f5[¢+my%£?,

koja zadovoljava Il ) = ~ffic) y 4L, .
Vazi sledela teorema:

PEOREMA %.4.1. Ako je funkcija {:[o,+e0)>R neprekidna
u nuli, i ako su njene razdeljene razlike parnog reda nenegati-
vne, & neparnog reda nepozitivne, onda Jje Jfé) kompletno mono-

tona funkcija.

DOKAZ. ©Oznadimo sa T sledeéi skup:

T= 4012, ... } _

w  ow

Po pretpostavci} vazi
A (A A) 20

gde su 4, £.,. .. ,fw razliditi elementi skupa T,

b

Po3to su ispunjeni uslovi citirane PFellerove teoreme,
sledi da postoji i Jjednoznacno je odredjena kompletnc monotona
funkcija iﬁ%) koja se sa funkcijom {Hf) poklapa na skupu
T~ {0} , odnosno

Yit) = f£) | AeT o},
Ho¢é¢emo da pokazemo da je f(f) identicki Jjednaka sa funkcijom flt).
Noka Je Te(o+c0) 74T i neka je T - TU{‘(}. Opet na osnovu
Fellerove teoreme sledi da postoji i jedinstvena je kompletno
-monotona funkcija koja se sa funkeijom f/é) poklapa na sxupu

71' « Oznadimo tu funkciju sa &%{ﬁ).
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Y

Medjutim, funkcije 3?é)i qfff) se poxlapaju na skupu T’;

na osnovu teoreme Fellera sledi da su one identicki jednake 1,
prema tomé, vazi

Yer) = L(e) - $(T).
Dakle, funkcije iﬁt) i 57%) uzimaju iste vrednosti na intervalu
(B,+&q) s 8 posto su obse neprekidne'u nuli, onda one uzimaju

istu vrednost i u nuli. |}

NAPOMENA. Poznato je da vaZi obrnuto [8}, da kompletno
monotona funkcija ima razdeljene razlike parnog reda nenegati-
vne, & neparnog reda nepozitivne. Prema tome, kompletna mono-

tonija moze da se definise i preko razdeljenuh razlika.

DEFINICIJA 3. Neka su date funkcije {:7T»R , 7:T—R,
i neka Jje gfﬂ funkcija 1-1 . Tada se razdeljene razlike N-tog
reda M=142,... funkecije ’f('f) u odnosu na funkciju .Jﬁ(fJ defi-

nisu rekurentno sa

: T4 tn) = Fy(teny 2an)
.‘ff’fa,’é”...){m) = b,
j/ j{{'n_,'_,}"' ?['én)
Lt ,. .., 4, eT

}

’%(%) = i[f) ; el

2,5, PITANJE JEDINSTVENOSTI RESENJA U TEOREMI
PRENOSA ZA MAKSIMUME - NASTAVAK

Pre nego sto predjemo na dokaz glavne teoreme u ovom
paragrafu, dokazacemo dve leme, koje u izvesnom smislu sluze

kao obrazlozenje za uslove koji se zahtevaju u teoremi.




T o . i - : . P B L B i
Ll o T rl ' . o o4
- a7l e .1., T . b ‘- i
i =
i
: ‘ " Jf ) 1 F-}
L ¥ - [ i g “_)
r-: - - .h"' I / . .

r. SY T . LT . _I - . . . . LIRS '.i R
rde su Fﬁz},krd 1 o e Uninnes e raspodelo ] A1 7 uaije
als . Uads e mneiida o racpodoele oo neprekidna

‘r’, Ilf "l,

ako 1 samo ako je funizcija raspotele ¢..l) nepreikidnn,
LORAY . ako protposiasine i o funxelja Gix nenrekidna

u tacki & , a da Hix' n nackl L imn sikok v«alidine £ , onda

hi hilo

o
Hizeol- Hig-ob = [ (smeed dpiyt - LGl iary) < 0,
] - g
$to je kontradikcija.
Isto tulio, ako prefpostuavimo da Je:ﬂQ; nepruuiﬁnu u
tadki % , a &/ u safikl N bun o proexid ovelicine £y dobicenos

+ 2

0 = Hi{zmeol-Hiz.p' Lol Ay T s o iy
L i P

s

j( [ 2, - n)w} {’” b n{r,., 0 _HJ (;,1“4{__,

" -

FoSto Jje u poslednjem interalu rodinberralnsg fnngeljas sbroso
F - 4". \ v . o Sy Y ﬁT'l'l v oEp vy 1 ]‘*l ; 'ir 'il‘j . . _"i t
veé¢a od nule, a MY 5 nijc derscnericana u mili, onda jJe 1 vrednos

L

integrala pozitivna, nontradiio? ja. ]
LiMA 3.5.2. heka ,je data jedvadina (1, :de su Hx) ; &ix)
i Afz) neke funkei,e raspodele i :ﬂﬂrﬁ nije desenerisana v onull,
. A s . . . . .
Tada funkecil,je ey 1 6l lungu 1oboe antervale Ronctanbnoski.

+

DOKAL,. weda su &L, I, , LT, dve Ladike Lakvve Jda vazl

G(.r,) - G(.r.,). Tada vazi i
frao

+c
Hiz) = [ (612 dAry) = [ "oy Abpy)

0

3]

H(z,) .
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Pretpostavimo sada da suz, , 2, , %<, takvi da vaZi H/%)=HZ)

i Glr)y<§&(r) . Odatle sledi

$o0 59
Hew) - (erm))idAty) < [ (em))fday) = Hln)
1/ ¢

sto Jje kontradikcija, dakle mora biti 53/%}=§/If) . Gornja stroga

nejednakost vaZi zbog toga sto je funkcija
+6o

afx) - [ x}a.’ﬁ/})

/)

strogo monotona po £ .}

Za monotono neopadajucu neprekidnu sa leva funkciju

--4 ,
f: 8>S, S¢<R , oznalavaiemo sa F f;'f) slededu funkeiju

F-af/y) = 4up {-’C: F(I)='}} ,
U sludaju kada je f(®*) strozo monotona funkcija, onda je Fhf[:f)

njena inverzna funkcija.

Funkeija Fﬁ(’g) preslikava S—>K&. , K <K

Jasno je da, ukoliko dve funkcije raspodele H(x): K- [o1]
i Gl=) : R—*[%é imaju iste intervale konstantnosti, onda se
odgovarajuéi skupovi fQH i 'Qg: poklapaju.

Za proizvoljnu funkeciju raspodele F(Z) , oznadavademo

sa 'F(:c) y Sledecu funkciju:

- *Flz) = F(Fﬂ{?)) o CFI RS, Fley

TEOREMA 3.5.1. Neka su H(Z) i ((z) neprekidne funkeije
faspodele sa istim intervalima konstantnosti. Ukoliko su raz-
deljene razlike parnog reda funkcije %H(z) u odnosu na fun-
kqi;]u *fn ¥5(.z:) nenegativne, a neparnog reda nepozitivne, onda

postoji funkcija raspodele A(z) tako da vaZi jednadina (1),
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DOKAZ, Po3to su funkcije Hix) i G(I} nepvrekidne, onda
funkecije *H(l:) 1 *G(I) preslikxavaju skupove EH (= -‘%J na inter-
val fojdj' , a funkcija —4n ‘¢/x) preslikava 1‘89 u [o,+e0)

Po pretpostavci, vazi:

(o) = *H g (5o )

z 0,

("‘!)u. *H'{n.xc (JE.,J:,,...‘, Xy ) = ('_.1)“ -t
—"&0#6(111 ) - (— ‘&, *6(1.))

(:r.,._.,x..ée#) . Neka je

fr—-&*&fx) o xe ;E‘H ; {e [0,+¢a) _

| i t,_g
Odatle sledi " 6(x)= &t , odnosno <& = 6 [6 ) y

Za funkciju

Jre) = “H(UEE) Al

vazi da su njene razdeljene razlike parnog reda nenegativne,
8 neparnog reda nepozitivne. Funkcija Jf\’:J} %éfﬂj+ﬂo) je nepreki-
dna, Jer je kompozicija neprekidnih funkcija. Prema Teoremi
3.4,1,, sledi da je funkcija Ifﬂé) konpletno monotona,
Oznadimo sa I, gornju krajnju tadku raspodele Glx):
Iy = ."“—F{Ii 5(1)44} . T, £ Foo
Posto Je G—(ﬁt) raspodela sluajne promenljive koja ne odlazi u
beskonadnost, onda je G[:r,)-'f . Prema Lemi 3.5.2., tacka Z; je
i gornja krajnja tacka raspodele H(I) i, prema tome, H(z,}=1
Kad £ -~ 0+ vaZi da *Gﬂ(é'é)—rxf , odakle sledi
#H(*G-‘f(é-é)) —>
{0+
Dobili smo da je £Lf0)=1 i Lf{) je kompletno monotona
funkcije, pa prema teoremi Bernsteina, ona je Laplaceova tranc-

formacija neke funkcije raspodele Afy] . Po3to je

L) = *H(*6"(ef))

odatle sledi da je
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+1v3

w - (.. : A

H(z) = L L760) f WS ) - [l dng) el
Postavljﬁ se pitanje da 1li gornja jednakost vaizi i za H/T) |
G(:J:)l xe R o Skup R\ EH pretstavlija uniju svih intervala kon-
stantnosti funkeija H(z) 1 G(I) iz kojih su izbaceni desni

krajevi, A posto desni krajevi intervala konstantnosti ulaze

u skup K, , sledi da jednakost

Hiz) = fwfé/x))?a(:‘?/})

vazi za svako z¢R . |
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4, KARAKTERIZACIJA NEKIH RASPODELA POVEZANIH LA
RASPODELAMA EKSTREMALNOG TIPA

4.,1,FORMULACIJA PROBLEMA

Problemi, koji ée biti razmatrani u ovoj glavi, odnose
se na maksimume sludajnog broja sludajnih promenljivih pri
uslovu da sludajan indeks ima geometrijsku raspodelu, Oni su
bliski, po formi, problemima iz Glave 2, koji se odnose na sume,

U paragrafu 3.l. formulisana je teorema prenosa za
maksimume nezavisnih i jednako raspodeljenih sludajnih promen-
1jivih, koja Je dokazana u radu [14]. U [14] se napominje da,
kada je u teoremi prenosa #%,-n (oznake su iz paragrafa 3.l.)

i sludajan indeks *%1 je raspodeljen po geometrijskoj raspo-
deli sa parametrom 5% , odnosno

P -] = Zl4-%) , w2,

’

i, shodno tome, vaZi

onda se sledeéa tri tipa raspodela dobijaeju kao granicéna za

maksimume rastuéih nizova sluéajnog broja nezavisnih i jednako

raspodeljenih sluéajnih promenljivih:

A
1. \.,J(‘T’) = gt y wooL LoD
1+ & ?
.y | coecx < 0 (1)
' = <
2' vrf') 4 — 5 0‘1-‘:4&0 r%?o ,
1+ %
l
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1 o < X o< ol > (0
) a - J
3, Yiz) = 1+ )
y } 02 X <4 eo

Drugim redima, niz sludajnih promenljivih éiji maksimumi po
teoremi Gnedenka konvergiraju ka jednom od tri ekstremalna tipa
raspodela, u teoremi prenosa pri uslovu ﬁu=ﬂ,:i Alx) = 4- €%
konvergiraju ka jednom od tipova raspodela (1). U paragrafima
4,2, 1 4.3, bide data karakterizacija raspodela koje pripadaju

pomenutim tipovima l., 2. 1 3.

Neka je dat niz nezavisnih 1 jednako raspodeljenih
sludajnih p:l:'t‘:.nmenlgj:i.v':i.h..X,,.1I Xz,..., XK,... sa funkcijom raspo-
dele F(x) . 0d sludajnih promenljivih X,,., Xz yo+e fOormiracemo

sludajne promenlijive X, J;,..., JL,... na sledeé¢i nadin:

Vo2 X Ve max XY, ] e ma XX f L (2D

Neka je P proizvoljan broj, 0<pP<4 , Na niz :XL primeniéemo
operaciju razredjivanja, tj. sa verovatnoéom Hp , 0<p<4 elimi-
nisaéemo Eromenljivu y;, K=1,2,... nezavisno od ostalih promen-
ljivih Y- ; K#JZ . Oznacé¢imo sa f‘;(:t) funkciju raspodele prvog

maksimuma koji nije bio eliminisan. Tada vazi:

Ela) = ¢ 2 4 (Frey) = 22 (3)
K=1 4-1::F(.I)

gde :je Q:‘l-*‘Pt

Oznadimo sa [ klasu takvih funkcija raspodele F(z) za ko-
Je vazi sledeCe: za svako p,§ (p>0, pr9=1) postoje realne funkcije
ai9)>0 1 &fg) tako da funkcija raspodele f-;,(:c) (%) prvog neelimi-

nisanog maksimuma zadovoljava jednakost

Frfx) = F(Rfijx t ‘ﬁ(f)) y Toe<I <400 . (4)




‘e )

D S

IS R0 R AR Bt A U AR A DI IS SR M (R 1 DinNe g0 I'E]:JE}i}LLEE]_EE
- o klasi b sico pontoge  realne funkeije 4@Q)o0 i €49)
F(IJ Pripd:di Kinsi (2. o ponrhia gy [Bratiis Lhdinc e gt -f, L.

" - ' . ' ]
- ! (" G '_-'JN!J 1; Sl =St T P

vazi za svako 0 <gcts

B 2 v ARAR et aclde boalotlohe ghlruDelb

U ovom pararrafu logisticka raspodela bice okarakterl-
Sende jednadine (1.4), pri uslovu da je AG)~4
sana kao resenje Jjednacine (1.9 ), | j
TEORLUMA 4,.,2.1. lNeka je;a@Jﬁ4 . 'l'ada nedegenerilsana

funkcija raspodele F{x) s»ripada klasi E ako 1 somo ako vaii

, T DL X LAy Cr»0 , «

} 0
’ {4+ 00 L (l)

.
————
&
f

\.‘F

7T Y S R S i oy

" ! ',
&

LA

Fop S AR Nzl ey
DONAA . Lako 3¢ proveravas o 0 1 ﬁ-f- iz (1) 1(2)

zadovoljavaju jednacinu

.ZF(J:}

= Flxy §i9)] | —evwasran. (%)
[ - (4-q ) F(T)

Pretpostavimo sada da vali jednacdina (9,. tada ni za

‘Jjedno Z(W{gad ne moze biti @@%ﬁ), zato 8to se jednadina (3)

tada svodi na
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g Fz)
{-(1-9) F(x)

odakle sledi da F(x) wuzima samo vrednosti 0 ili 41 , Sto je

= Fl(x) ,

suprotno pretpostavei da je F(T) nedegenerisana funkcija ras-
podele, Znaci da je za svako ¢ , fﬂ(g)%o.
Pokaiimo da je za svako % , F(z)>0, Ukoliko bl postojalo

neko 2, takvo da je f(r,)=0, onda bi iz jednaline (3) sledilo
da Je za svako M :

F(x, + méig)) =0
pa iz @(3):»0 dobijamo F(+e)=0. Isto tako iz (3) sledi

Flz. - mb(g)) =0
8to za f&{g)co dovodi opet do kontradikcije., Dakle, ako vazi (%),

onda je F(z)>0, za svako X .

Po3to je F(z)>0, za svako x , F(Z) ¢&emo napisati u obliku

4
Flz) = y, -~—oo LIL o
1 + V(x)

4

iz toga 5to je F(x) funkcija raspodele, sledi da je U(x)>0 Ulte]=0,

M-o0)=+00 , Jednadina (3) postaje:

4 1
4+ 1’—%) 4 v(as 4(q))
odnosno
Mx) = g V(x+ 5(q)) . (4)

Pokazaéemo da je za svako ¢ ﬁfz) rastuéa funkeija po
72 1 4(2)4'0. Ako bi za neko ¢ Dbilo ﬁfz)er , onda bi iz (4) sledilo
da za svako 7=:12,... 1 za svako <
Viz) = ¢ V(z+nblg) — 0O

8to gnaci V(x)z=p+« Kontradikecija.
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Neka je =77 . Iz (4) sledi

vize by = T2 o VB _ e 4ig,) ¢ 8lg,))
. Z fr'fz.
odnosno
blg,9.) = blg)+ 40,) | (5)

Posto Je /@(2)40 za svako 0<¢<1 , iz (5) sledi da je 5@) strogo
rastuéa funkeija po ¢ . Iz monotonosti funkcija F(%)i @) i
iz Jjednadine (3) sledi neprekidnost funkecija F(7) i.:&&) . Ako

izvrdimo smenu f(x) = ﬁ[é‘t) y, j2dnacina (5) se svodi na

flz+y) = $ry+ £ly) , x,y-0,
a opite redenje te jednadine je ([1], str. 34)
{lz) = -ar , x>0, 470

( a>0 , zato Bto je 4(¢)<0, 0¢9<1), odnosno imamo da je:

Alg)= $-4g) = aly , a0,

Jedno resenje jednadine (4) je

-~&X

Vix) = e | —e0LTLt00 ; X370,

Ukoliko bi, za dato '5(2) postojalo jos neko resenje U,/x) jed-

nadé¢ine (4), onda bi vazilo:

hix+6(g) o
5,(:&1-{(2)) _ 2 ) _ ZI) — ?{I) } ~0A L L L FoD

Ur(x+40;)) Vi(z)
Odatle sledi da je za svako Z , 0<49<{, A>0

g(x)=j(1+aﬁ.z) = jfr—q&zj

~Neka Je Z=0, odatle sledi ?{a&g)=j/~aiz)=§(g), odnosno ¢(z)=c.
Podto Jje funkeija g{:c) konstantna, znadi da su sva re3enja jed-

nafine (4) spiika:
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V(z) = £&%F | &0,cr0 , —060c X4 400

Dakle, redenje f(%) Jednadine (3) je funkcija koja pripada

tipu logistidke raspodele

/’
F(I) = . Céd'r L ceed x4 F00  &X>0,;, CPO0
I ‘e O(2)= bl 9s941 o
z (3) sledi da je 4(¢)= —E ) 04941, %42.0 . 0

4.3,CUVANJE TIPA RASPODELE PRI RAZREDJIVANJU

U ovom paragrafu bile okarakterisane raspodele tipa

2. 1 3, iz paragrafa 1, kao resenja jednadine (1l.4) pri uslovu

da je 4(9)#£1.

TEOREMA 4.3%,1. Neka vazi ﬂ(ﬂ)% 1« Tada nedegenerisana

funkcija raspodele FTI) pripada klasi = ako i samo ako va¥i:

P

a) 0 , X</3
Ffe) = (1)
1+ ¥ (x-p)% v 2B, o«>0, >0 ;
4 4
14 aig) = 9% 5 80g) = B(1-9%) | 0941, L0
b) [ 1
Flx) = J 1+ ¥(-2+5)" y LB, d>0, £>0 (2)
1 , Xz,
g .f

Alg)= 9= . 4l4)= /3(4—2"‘*) 04941, >0,

DOKAZ, Ukoliko su F(x), aly) , 4(9) oblika (1) ili (2),

leko se Pr9verava da zadovol javaju jednadinu
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2 Flx)
1=(1-2) Flz)

= P(ﬂ.(ﬂ)lf’é‘fzj) . Alg)>0 , 049<q (3)

Obrnuto, pretpostavimo da vaZzi jednadina (3). Iz nje

sledi da za proizvoljan broj /3 vazi

Flx+/3
Alhad = F{ag)x+ a(zj/j+—€@)) _ (4)

1-(4-¢) Flx+p)

Fiksirajmo proizvoljno 4 takvo da je &(g}+1 . Za takvo 2,

oznaé¢imo sa /-‘35 konstantu koja zadovoljava sledeéu jednacéinu:

51 = 'a(i)ﬂi + ’g(Z) 2
odakle

bl
ﬂi = 2 - (5)
1~ aig)

Uvedimo oznaku

G, 1z) = Flz+4,). (6)

Jasno Je d« je (Dz(a.r)=F(a:c+/3£) o Za fiksirano ¢ , jednadina (4)

za funkciju (Di,('z) se svodi na

20, ()
1- (1‘2) (bz/t)

Iz jednadine (7) sledi da je ®2 (0)-0ili ®zroJ=4 . DokaZimo to:

= ®z (a9)x) . (7)

Zgista, za =0 iz (7) sledi

2@, (0)

= Q;/OJ \
1-(1-¢) @, (0)
odakle
0. 290 _ _ b,10) - +2)((&,0)" ¢, (0)
f0) )
1~ ff'Q)Qs (0) -(1-9) d)im)

pai posto {e 2<{ , sledi da mora biti ili {b(a =0, 11li d)(o =1
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Prvo éemo razmotriti sludaj:
a) (sz0}=0. Fokazatemo da tada za svako I-0 vazi da je %(1):0.
Pretpostavimo suprotno, da za neko 1,>0 vaZi da je(}ﬁz(xﬁ)=o. Funk-
cija .A{g) moze biti za na3e A 111 manja, ili veéa od 4 (zato
s8to Je pretpostavljeno da je 4 takvo da vazi ’Q{f,)?”)' Neka Je

a(¢)>1. Tada iz (7) sledi da je za svako mehN :
0= @ [(ag)z,) — B+e0) =0

N> oo
8to Je nemoguéde jer je ¢E(x) nedegenerisana funkcija raspodele,
Neka Je ,arz)u ,tada iz (7) sledi da za svako MeéN vyg3i
O, (7= D, (+00) =0
E— + <0 =
: (fagy) :

(alg)) Mo 00

8to Je nemogude. Dakle, pokazali smo da, ukoliko je (Dz(o).-.o, ne

postoji ni jedna pozitivna nula funkecije d)‘i, (SC) . Neka wvaZi:

b) (Z)i{o)r-f. Tada za svako I<0 vaZi da je 0« Q{(x}r/. Fretpostavimo

da za neko Z,<0 vazi da Je @2{;&,):0. Ako Jje ,a(z)-:'{, onda iz (7)
sledi da za svako 7tN va¥i da Jje
"
D, (lag)"x) o Gyl ),
8to znadi da je @1(3) raspodela degenerisana u nuli, A:o je

alg)>1, dobija se da vazi

d) ((argj ) % (0.)

odnosno @(z} ;Ie raspodela degenerlsana u nuli. 4nadi, tadno
Je da za svako z<p , Qb (z)>0. FokaZimo da je za svako <0 )
Qﬁ,’(:c) <1, Pretpostavimo da za neko %<0 vaii da je @/z,) =/« AkO
Je ﬂ(j)r{, onda iz Jednadine (7) sledi da je za svako neN

¢1 ((ag)"z) — Q()zf*&o) = 1,

8to Je nemoguée; ako je a@)<s, iz (7) sledi da je za svako meN

qbi ((a:;n“) 0 (vbz (-e0)

8to Jje nemoguée. Znadi da je (bi(.rJ za <0 strogo veéde od nule

i strogo magje od 4 ,
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Sada ¢emo pokazati da ne postoji 0<9<7 takvo da je
Alg)=1 , Ukoliko bi za neko ¢, vaZilo da je 2(,}=-41, onda bi se

za to g, , jednac¢ina (4) svodila na jednadinu

, Flx)
? Flar @(ia}) : (8)

T-(1-9 ) Flz)

Iz jednacine (8) sledi da je za svako z , F(x)>0; to je dokazi-
vano u Teoremi 4,2.,1. VUsim toga, vazi da je za svako ¥ , F(z)<1,
Ukoliko bi za neko x, vazilo da je Flx.)= 1 , onda bi iz (8)
sledilo da za @(g)«:o i svako meN , vaiZi

1= Fla+né(q)) — Fl-o0)
5to Je nemogude, Ako je IC@ >o, iz (8) sledi

1= F(x.-nd(, )ﬂ: F -0},
8to Je nemoguée. Iz é’fg, -0y, sledi da F(*) uzima samo vrednosti
0 i1i 1 35to je nemoguée jer F(x) nije degenerisana raspodela.
Dakle, iz postojanja takvog 4. da vazi a(g)=41, sledi da je
0< F(x)< 1, , za svako konaéno X . Medjutim, po uslovu teoreme,
A(¢) nije identilki jednako 4 , odnosno postoji bar Jedno 4,
takvo da je 4(¢)#4. Odatle sledi da funkeija @, (x) = F(z+3,)u
nuli uzima vrednosti O ili 4, tj. sz)ﬂ? 113 F/ﬂz)=4 , Sto
Je u suprotnosti sa uslovom 0< F(x)< 1, za svako X , dobije-
nim iz pretpostavke da postoji ¢, takvo da je a{?’)=4. Dakle,
iz pretpostavke da postoji bar jedno q takvo da je (9 )# 4 .,
sledl da je za svako 0<g <1y @lg)#£1.

Posmatrajmo sada dva broja 7, 1 7. 9, $9, takva da
za odgovarajude /5’2 . /32 (5) vazi: /3 #ﬂ&. Neka je /;L(ﬁ
Pretpostavimo da Je za dato 9, odgovara.]uce Q‘) (0)=1. Tada Jje

- za svako I>»0, gf)z [z)>0 +» & to je ekvivalentno sa

Fia, ) =0 . Flx+ 3, ) >0 . x50 %)
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Znamo da (bq !o) noSe biti jednaka 0 1l1 [ . Keka Je ®3Lf0)=01

Al
gto povliaci (DZ (x)>0 za sSvaxo I>0 . Odatle sled:x F{/J’ﬂ):o, sto Je
L

u suprotnosti sa (9). Pretpostavimo da je Q% (0})=1 o Medjutim,
L
Qf) (X) >0 sto Je u Suprotnosti sa (9).

onda Jje za svako I<0 ,
L

Pretpostavimo da je @Z 0) =13 odatle sledl
1

flg,)=1, 0< Flz+h, ) <1, =<0 (10)

Neka Jje (;bf;(o)zo , odatle sledi da je za svaxo I<0 F(:r+/322):=0,
Sto je u suprotnosti sa (10). Ako Je @2 (o) =4 4 odatle sledi
i
FIB, J=4, 0« Flz+5) <1, x<0 (11)
Medjutim, iz (10) imamo F{'/:)’z')=f/ , §to je u suprotnosti sa (11).

Odatle sledi da, posto je ﬁff‘:/j’f; , mora bitil F{fizf):{.

Dskle, iz pretpostavke da postoje brojevi ¢,, ¢, takvi

da su /324;!/32:_ , dobili smo kontradikciju, pa znaci da su svi

61 medjusobno jednaki. Oznalicemo sa /3 sledeéi izraz koji,

!
kao Sto je upravo pokazano, ne zavisi od 7 3

A = (1) ,  0<g< A,
1- a/q)
Neka je (P(x).—.f-'[xfﬂ). U terminima funkcije Q‘)(:z) , Jednacina

(3) se svodi na
20(z)

1= (1-2) Q(x)

Veé je pokazano da je (f(o)<0 ili gﬁ(a)=1 ., Razmotriéemo svaki od

ta dva slucaja posebno:
- a) Sluéa] Qb(t’)) =0 ., Podto u tom slucaju vazi da jed)(:t);va 28

= @/a(z)x) , 04941, (12)

svako 2>0 , moZe se napisati
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Oz) - ——— . =0,

1 + V(X)

gde Je P(x)»0, & iz Fliea)=1 sledi 7Y(+e0)=0 . Jednadina (12)

se tada svodi na jednacinu

y 1
1 + {’U(x} ) 1+ Ufﬂfi)l‘.) )
odnosno
§'viz) = v(ag)z). (13)

Sada éemo pokazati da Je @(9) monotono rastuéa funkcija
i a(g)<1 za svako 0<Z<41 : ako bi bilo A{g)>41 za neko ¢ , onda
bi iz (13) sledilo

V(z) = e v((ag)*x) , X¥0 , M=z,
odnosno Vf(x)s0. Prema tome, za nedegenerisanu raspodelu (‘i)(:c.)
mora biti Af2)<4 z8 8vako 0424 1 . Neka Jje 2=Z-fl, Q,U y 9p<A o
Prema (13) vaZi:

'

vix) = gU(agiz) = 29,V (ag)ay,)x) ,
odakle sledi
alg-49,) = ag) = ag,) -a,) . (14)

Iz toga 8to je a(g)<1 za svako 04’2{ {, sledi da Q(z) raste po 2.
Neprekidnost funkcija Qb(I) i A(9) sledi iz jednadine (3),

Sada édemo da nadjemo reSenje jednaline (14#)., Oznadimo:
{(’t) = ’ﬁna(é-x) y X>0

Neprekidnost funkecije {(z) sledi iz neprekidnosti funkcije

A20q) o iz Al)<1 sledi fﬂr)«:(). Jednadina (14) postaje

{f:u ?) =-¢[z)+ ;E/?) y Ty >0
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Opite redenje te jednadine je [1] : £(x)=-=, «>0 , odakle

sledl da jJe
4

—

a(z) _ elTP('E“Z) _ 2"( o> )0(.24:’4_

]

Prema tome, jednadina (13) se svodi na

' viz) - V(9 z) | x>0,450,0¢941. (15)

L™

Jedno redenje jednadine (15) je 7V, (z) = iﬂx} L>0 .

Pretpostavimo da to nije jedino reSenje jednadine (15). Ozna-

gimo sa 7;it) drugo resenje jednadine (15). Tada vaZii

3 A EI) U
5/( Zﬂ(x,) = (Zd o Z(J:) = ,?(Q:} ) Q:?UJ 0-’:244,
| U (g=x) J(2)

Odatle sledi da je .?1:1:) konstantna funkcija /?(:z:).—_y >0 4 &

opSte reSenje jednadine (13) je oblika
- &
Viz) = y‘:c_ ; Trg ,d>0, ¥>0.

Dakle;, u sludaju qﬂﬂ)=0, dobija se da je

[ 4, ,  X</3
Flz)= Q(z-5) = { 4
T+¥(x-8)"" X273, 50,850
i

arg) = g%, 0<g<a,

a 1z jednadine
4(4)

B =
1-aiq) 4
dobija se da Je 4/2)=/3(4-9%) 049t >0,

b) ®ludaj dﬂb)=4. Veé je pokazano da u ovom sludaju vazi da je

(p(x):»O za X<0 , pa stoga moZemo da napifemo (p/l) u obliku:

4
(pfli) = b4+7}(.t) y <0 (x)20 , Uloo)=+0o ,

Iz Jednadine (12) dobija se jednadina
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A A
T+ ¢ vx) = T+ vlagizy 79
odnosno vazi
g'vrx) = Tlag)x) . - (18)

Pokazsaéemo da je u ovom slucaju a(q)»1 za 0<9<{ 4, osim
toga () Je monotono opadajuca funkcija. Ukoliko bi za neko

4 bilo Alg)<{, onda bi iz (16) sledilo da je za X<0 1 7=1Z,.-

viz) = 9" v{@g)tx) ,

odakle sledi da je U/x)=0, Sto je nemoguce, pa znaci da je
z8 8svako 2 s g4,

Neka je §=9, 9, 0cg,¢1,0c9,c4 3 12 (16) sledi

Vix) = g V(Ag)Z) = g9, V(ag)ay,)z),
odakle

alg) = alg-9.) = alg,)-a,) . (17)

s

Posto je za sveko ¢, 44)>1 , sledi da 2({] monotono opada po 7.
Iz jednadine (3) sledi neprekidnost funkcija Orx)i g,
Jednadinu (17) reSavamo smenom {(z)= fw a(e®) , x<0 , Neprekid-
nost funkcije £/z) sledi iz neprekidnosti funkecije alg) , iz

A(2)>4 sledi ¥(r)>0 . Jednadina (17) postaje

f[ﬂ:% 3—) = ,f(:r)q—f[}) } x,?zo)

& njeno op3te resenje je

Odatle sledi da je

= f ; 04‘.’241‘ ) >0
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§'viz) = v(§iz) | 740, 0¢g<d, &5 . (18)

W . L] i
Jedno resenje jednadine (18) je Urx) = (-x) , «>0, X<0

Ukoliko bi postojalo jos neko resenje Yz}, iz (18) bi sledilo:

_ 4 %, (7 " z) ALY
}[f 'T') B ¢ = = ngx) y A<0, 09249
Vigtz) iz

Odatle sledi da je ,ﬁ,f:z:) konstantna funkcija .ﬁ{x)ay‘;.o , P2 Jje

opite reSenje jednaline (16) oblika

Viz) = y(-2)° <0, L>0, V>0,

Prema tome, u sludaju b) vaZi:
[ 1

Flz) = @(I-ﬂ) - Arraipt 0 XA, A0

1 ) >/3

‘v

agy= §< 5 Blg) = A4-4%) | 04421, 450 .1
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