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1., UVOD

Cest je sludaj da zdravi matematilki objekti svoje zdravlje
duguju sopstvenoj "podeljeno} 113nosti®. Kakvo god bilo stanje
zdravlje kod kvazigrupa, mogu bar rec¢i da "kvezigrupe-laetinski
xvadrati-redetke" jesu zanimljivo algebarsko-kombinatorno-geome-
trijsko trojstvo. Radi podseéanja slucajnog citaoce' glede defini-
cije. Kvazigrupe su grupoidi sa jedinstvenim levim i desnim de-
ljenjem; one Cine varijetet, dodusSe tek u jeziku koji imas i simbole
deljenja, sa aksiomama x.(x\y)=y, (x/¥)-y=x, x\(x.y)=y 1
(x.y)/y=x. Latinskiikvadrat (nad skupom S ) je kvadratna tablics
dimenzija IS|xIS| u kojoj se svaki element od S Jjavlje talno jed-
nom u svakoj vrsti i u svakoj koloni. ReSetku J&ine skupovi ¥
L

(talke) 1 L (tri klase linija) sa relacijom incidencije

1012215
koja zadovoljava uslove da svaka tacka pripada taéno Jjednoj liniji

gvake od klasa i da se svake dve linije iz razlid¢itih klasa seku

u tadno jednoj tadki.

Specifidnost teorije kvazigrupa je u tome 8to uz izomorfi-
zam ima jo8 prirodno definisanih relacija velike bliskosti. Jer,
ako uzmemo o €Sym(S) (= grupa svih permutacija skupa S )i u
latinskom kvadratu nad S zamenimo svaki element x sa o(x), do-
bijeni latinski kvedrat se neée mnogo razlikoveti od polaznog. Per-
mutacija vrsta ili kolona takodje nije‘velika promensa; Algebarski
prevod svega ovoga se zove izotopije 1 definide sa: kvazigrupe
(S,+) i (7,%) su izotopne ako postoje bijekcijJe M G :S—>T
takve da vaZi 3J(x-y) = E(x)*N(y). Pogledajmo sad na tren reSetke.
Kvazigrupe (S,+) daje nam redetku u kojoJ je P={(x,y,2) | X+ y=z}




i Li=-[€:':| x € S}, 8 incidencija definisana sa (x,y,2) € f;,fi,{:
i lako se vidi da izotopne kvazigrupe na ovakav nalin daju izo-
morfné reSetke. Zapravo, kvazigrupa je u izvesnom smislu koor-
dinatizacija pridruZene joj reSetke, Jer, u svakoj resetki imamo
"mnoienjer“ le I-z-—-""LB definisano sa: {'1-?_2= Q3 akko P’3 sad.
rZi preselnu tacku linije 41 i 82. Skupovi Ll'Lz'L3 su isto-
brojni, pa ako su si'LLi (1<i<3) bYijekcije, tada kvazigrupa
(S,*) definisana sa x*y=z¢#*d1x-d2y=déz koordinatizuje po-
laznu reSetku, $to ofigledno &ini i svaki izotop od (S,*). Dakl«
redetke su "kvazigrupe do na izotopiju" i teorija kvazigrupa je
na neki nedin "enalitidka geometrija" za teoriju resetaka. Dalje
$ri klase linija stoje ravnopravno u svakoj resetki i nemea neke
razlike medju reéetkama--(P,Ll,Lz,LB) i, na primer, (P,L3,L » L,
Odgovarajuéi pojam za kvazigrupe je parastrofifa : (S,.) 1

(S,*) su parastrofne ako je X ¥X,=X; & Xgy'Xgp=Xgy 28 Deko
g€eSymi{l,2,3}. Izostrofija je, po definiciji, proizvod izotopi,
i parastrofije; sve tri ove relacije su ekvivalencije na kvazi-

grupema.,

Problemi o kvazigrupame &esto nastaju algebraizacijom
problema o latinskim kvadratima i reSetkama. To se dosta odnosi
{ na identitete koji su tema ovog istraeZivanja. Jedan ¢u primer
da navedem dosta detaljno jer je od najremijih, a i1 centralan je
za razmatranjs koja e uslediti. Radi se o geometrijskim reset-
kama -~ onima kod kojih je P otvoren skup u revni, a svaka od
linija neprekidna (diferencijebilna) kriva. Ovakve reSetke su tr
desetih godina bile intenzivno istrazivena tema diferencijalne
geometrije [l{l. O¢igledan primer je reSetka koju &ine familije
paralelnih pravih, recimo Ll={x=const4-, L2={y=const;l.
L3=fx+y=constj (8l1.1). ReSetke homeomorfne ovoj nazvene su re-

gularnim. Pitanje karekterizacije regularnih reS8etaka reseno Je
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na melo iznenadjujuéi nadin. Ispostavilo se da je za regulernost
neophodno i dovoljno da budu zadovoljeni neki ¢isto kombinatorni
uslovi. Nadjeno ih je viSe, a nama su ovde posebno vazna sledela

dva, Prvi je Reidemeisterov uslov (up. sl.2)

(1-1)  x)7=%,¥5 AX3¥ =Xy Tp AXT3=X, Ty = X3T35X3T,

a drugi Thomsenov uslov (sl.3)

(1-2) X ¥5=%X5¥7 A X5¥737X3¥p & X1¥35%3¥ -
Ovde x; oznadavaju linije iz klase L,, Y5 linije iz klase
L2, 8 xiyj proizvod L1>cL2-**L3. Koordinatna kvazigrups re-
gularne redetke mora biti izotopna koordinatnoj kvezigrupi re-
Setke sa sl1.1, tj. aditivnoj grupi realnih brojeva. Namele se
pitanje karakterizacije kvazigrupa koje zadovoljavaju gornje
uslove. I ispostavlja se (v. [2] ili odeljak 4 dole) da kva-
zigrupa zadovoljava uslov (1-1) akko je izotopna grupi, a za-

dovoljenje uslova (1-2) Jje ekvivalentno izotopiji se abelovom

grupom.

CrteZi poput s1.2 i sl.3 zovu se konfi raci e u re-

Setkama, a odgovarajuéi kvaziidentiteti uslovima zaivaranjia.

Postoji ¢itave teorija o tome [B,li] u koju ovde nelemo ulaziti.
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Zanimljivo je, medjutim, to Sto su kveziidentiteti (1-1) 1
(1-2) kvedratni (u smislu de se svaka promenljive javlja u njim
tadno dva puta), koja ih osobina &ini ekvivalentnim nekim, ta-
kodje kvadratnim, identitetima. Na primer, antecedentni deo od
(1-2) moZemo gledati kao  X,=X,¥,/¥) A X3=X1¥3/¥y » P& je (1~
ekvivalentno identitetu E_ = ((xy/z)u=(xusz)y) . Sliino se moz
dobiti da je (1-1) ekvivaleninc sa E, =I(x(y\((z/u)V))=
((x(y\2z))7u)v) (8]. Dakle, varijeteti G i A svih grupnih izo
topa, odnosno svih izotope ebelovih grupa, su definisani jednim

kvadratnim identitetom: G = varE_, A = varE .

g*
Kvazigrupni varijeteti &ine prilino slabo istrazenu obla
i mi édemo se ovde beviti skoro iskljulivo (zbog ogranicenosti up
tfebljene tehnike) kvadratnim varijetetima, tj. onima koji su de
finisani kvadratnim identitetima. Veéd i to je dovoljno netrivi-
jelno. Nije kao kod grupa gde kvadratni varijeteti nisu nikekva
zanimljivost. Jer, tamo je svaki kvadratini identitel ekvivalenta
jednom od sledela tri: x=x, =xy=yx 1il1 x2=l. Nije za ¢udo da
je 1 varijetet B svih kvazigrupa izotopnih bulovim grupama (t]
grupama u kojima vazi x2=1) takodje kvadratni. Naime, lako se
dobija da je B = varE,, gde je Ey = (xy/z=x2/y). Dokazadlemo
(teorema 11.1) da su G, A 1 B, uz verijetet svih kvazigrupsa,
jedini kvadratni kvazigrupni varijeteti zatvoreni u odnosu na

izotopiju. Ovaj rezultat ime izvestan zneaj, jer je pitanje zai

vorenosti za izotopiju fundementalno za kvazigrupne varijetete.

Poznato je da zadovoljenje netrivijalnog identita Cesto
forsira kvazigrupu da bude izotopna grupi. Belousov [8] je istre
Yivao uravnoteZene identitete u jeziku {-} , gde "uravnotezZen"”
znadi "sveke promenljiva se javlja tefno jednom na obe strane je

naekosti". Njegov je rezultat da svaka kvazigrupa koja zadovoljav
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bar jedan neskrativ uravnotezen identitet mora biti grupni izotovp.
Da ne definiSemo sad Sta neskrativos? znaci, dovoljna je napomena
da to nije jako restriktivan uslov. Nadovezujuli se na ovaej rezul-
tet i1 Taylorovo uopStenje {47] KrapeZ [26] je najposle dao karskteri-
zaciju uravnoteZenih identiteta E tekvih da je varE &G . Poseb-
nu paZnju ovde zasluZuje i rad Ette Falconer [20] gde se razmatra
pitanje varE<SG za proizvoljne (ne nu®no uravnoteZene) identi-
tete. Dobijena nedto drukéijim pristupom, inspirisanim ranom
Evansovom beleSkom {18], teorema 1 iz [20] uopstava kako Belou-

sovlijev tako i netrivijalni deo KrapeZovog rezultata,

Poznato je dalje da su mnogi uravnoteZeni identiteti (na
primer medijalni zakon (xy)(zu)=(xz)(yu)) =zedovoljeni samo izo-
topima abelovih grupas. Prirodno je pitanje karakterizacije takvih
jdentiteta. Postavio ga je Krapez [26], e parcijaelni rezultati
mogu se.naéi u [26,48,49]. Mi femo teoremama 10.1, 10.3 i 10.7
deti neophodne i dovoljne uslove koje kvadratni varijetet Y
treba da zadovoljava da vazi Y&G, V<A ili V&B. Time de 1

-
gl

gornji problem biti resSen.

Iz pomenute teoreme 11.1 sledi da je svaki izotopno inva-
rijantni kvadratni identitet ekvivalentan jednom od identiteta
E

x=x, B E,. Medjutim, tu ostaje problem neposrednog raspoz-

s Loy
navanji jzotopno invarijentnih identiteta. Mi demo u odeljku 11
definisati koherentne (kvazi)identitete; to ce biti oni, poput
(1-1) i (1-2), koji su odigledno izotopno invarijantni. Na za-
lost, koherentnost se nele podudariti sa izotopnom invarijantnosdéu,
ali da postoji duboka veza izmedju ove dva pojma sledile iz teo-
reme 11.5. Koherentni kvaziidentiteti su zanimljivi i stogs 8to

se javljaju i na sasvim drugom mestu - kod problema utapanja semi-

grupa u grupe. Klasiéna Maljcevljeva aksiomatizacija [}6] klase

utopivih semigrupa je safinjena od koherentnih kvaziidentiteta




posebnog, na vrlo sloZen nafin definisaenog oblika., Teoremom l2.1

dademo jednostavnu geometrijsku karakterizaciju ovih kveziidentit

Svaki se kvagigrupni identitet E moZe posmatrati kao fur
kcionalna jednalina po nepoznato] kvazigrupnoj operaciji, a vari-
jetet varE sledstveno kao skup resSenja te jednac¢ine. Ovaj pri-
stup neposredno vodi uopstenju - funkcionslnim jednad¢inama u ko-
jima se javlja vise od jedne kvazigrupne operacije. Dakle, svaki
identitet u jeziku {%1,*é....,\l;\z,...,/i,/‘...;} moZe se pOE
matrati kao funkcionalna jednalina po nepoznatim operacijama
¥ 4%3.0s » gle, naravno, \i i /; trebe posmatrati keo levo
i desno deljenje koje odgovara operaciji %1. Ekstremni sluca]
imemo kada ze svako 1 ukupan broj jevljanje simbola X, \i .i
/i je samo Jjedan. Ispoétavilo se da je ovakve jedna&ine, tradi-
cionalno nazvane generalisanim, najlakSe reSavati. Mogucnost re-
3avanja generalisanih funkcionalnih jednaéina ima neposrednu pri-
menu u istradivanju varijeteta. Naime, od datog identiteta (u je-
ziku {*f\,/}) odmah se pravi generalisena jednacina genE - s8ve
javljanja operacijskih simbola u E +treba snabdeti rezlid¢itim ir
deksima. Na primer, ako je E = ((x/y)xz=xx(y\z)) tad je genk
= ((x/iy)ﬁéz=x*3(y\4z)) ili, u pogodnijoj notaciji za generali-
sane jednadine, genE = (A(B(x,y),z)=C(x,D(y,2))). U jednalini
genE teko udestvuje m operacijskih simbola, gde je m broj
javljanja operacijekih simbola u E . Seda, ako znamo opSte re-
Senje (*1""’*h) ze6a genE , & ono je obidmo izraZeno u nekak-
vim parametrime, onda treba "samo" videti kekve veze medju para-

metrime su neophodne i dovoljne da vazi *1= cos =X

Ovo je ideja kojom su dobijeni rezulteti o verE za urav-
notefene idetitete E - primenom prethodno dobijenih informecije

o odgovarajuéim generalisanim jednaCinama. To je ideja koja e 1

ovde biti primenjena. ReSzvalemo tzv. slobodne kvadratne sisteme
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(pojam je ekvivalentan generalisanim kvadratnim furkcionalnim
jednalinema) pa iz dobijenog opSteg redenja izvuéi 8to =e moze

o kvadratnim varijetetima. ReSavanje slobodnih kvadratnih sistema
e nam uzeti najveéi deo prostora i predstavlja celinu za sebe
koja se nadovezuje na obiman rad znatnog broja autora 1 u izves-
nom smislu ga zaokruZuje. Poletkom ove male teorije treba smatrati
Belousovljevu teoremu o cetiri kvazigrupe (7,4) . Ona tvrdi da
kvazigrupe koje zadovoljavaju generalisenu jednacinu A(x,B(y,2))
=C(D(x,y),z) moraju biti medjusobno izotopne i jos izotopne ne-
koj grupi. Postoji ogroman broj radova napisanih na temu ove jed-
nedine MuopStene asocijativnosti", up.[3] i reference navedene tu
na str. 253. Listae [5,6,8,12,13,24-26,32,33,39.43,4{] ¢ini samo
izbor iz hrpe radova posvelenih urevnoteZenim kvazigrupnim jedna-
Siname. Primenjeni funkcionalno-jednalinski metod je tako poste-
peno pojalavan dok nije dao resSemnja proizveljnih uravnotezenih

jednadina.,

Kako se uravnoteZene jednadine resavaju pokusacu sad da
opiSem u bitnim crtama. (Ideja potice od Sadea {43].) Recimo da su
Al,...,Am operacijski simboli koji u€estvuju u uravnotezeno] ge-
neralisanoj jednadini E . DefiniSe se jedna particija 010...00k
skupa  {A),...,A } &ije je svojstvoda za svako reSenje
(gl,....gm) kvazigrupe 4, i ﬁj su diizotopne kad god su A,
i Aj u istoj klasi particije. Neke od ovih klasa su "grupne" =a
neke "abelove", u smislu da ako A, pripada grupnoj (abelovoj)
klgei, tada ~Ai more biti izotopna grupi (abelovoj grupi). Zetim
sledi obrat, tj. opSte reSenje od E . Za svaki izbor Qy,...,Qy
kvazigrupa na istom skupu S , uz pretpostavku da je Q, grupa
(abelova grupa) sko je C; grupna (abelova) klasa, postoji re-
Senje (Al,...,ém) od E takvo da Je Ay 1izotopna sa Jgj , gde

A€ C Skup svih ovakvih refenja je parametrizovan izvesnim bro-

g




jem permutacija skupa S . OpSte redenje od E zapisuje se eks-
plicitnim formulame po parametrima gl,...,gk i pomenutim per-

mutacijama.

Krapei[?f] je ovu S8emu pokusso da primeni na slulaj kvad-
retnih generalisanih jednacina. Manje-vide iste se tehnika dala
upotrebiti, ali ovaj prelazsak na siru klasu jednacina je doneo i
neke osobenosti i potesSkole. Na primer, u definiciji particije
ClL'J...OCk datoj gore diizotopija mora biti zamenjena izostrofi-
jom. KrapeZ je dobio formule op3teg redenja za sluéaj kada je

particija trivijalna (k=1).

U odéljcima 3-9 bide det kompletan tretmen reSavanje
generalisanih kvadratnih jednalina (doduse, radidle se u pogod-
nijim terminima slobodnih kvadratnih sisteme). Upotrebljeni me-
tod, mads prati gore opisanu Semu, bitno se rezlikuje od do sada
korisdéenog funkcionalno-jednacinskog, a glavna mu je znalajksa
geometridnost. Svakoj kvadratnoj jednalini E bidfe dodeljen je-
dan kubni graf {(E) &iji skup temens je skup {Al,...,Am} ope-
racijekih simbola koji ulestvuju u jednacini. Pokaza5é se da je
particijea clo...ock jasno geometrijski odredjena - A, i Aj
su u istoj klasi ako i semo eko postoje u T(E) tri disjunktna
puta koja ih spajaju. Definisademo neractavljive jednacine kao
one kod kojih je particije trivijalna (k=1 1ili k=m); bide to
upravo one jednaline ¢iji su grafovi nerastavljivi u izvesnom
jednostavnom gecometrijskom smislu. Dekompozicija grafa na neras-
tavljive faktore dade nem onda i dekompoziciju jednacine u iz-
vestan broj nerastevljivih jednadina, Odredidemo opSte resenje
nerastavijivih jednaéina, a potom, koristedi dekompoziciju, i

op8te reSenje proizvoljnih jedneclinsa.

Mislim da upotrebljeni geometrijski metod zasluzZuje neko=-
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liko posebnih redenica komentera. (Hvaliti geometrijske dokaze u
algebri nije potrebno, najcesce ih je dovoljno uporediti sa odgo-
varejuéim "linearnim".) Dvodimenzioni kompleksi se poslednjih dva-
desetak godina veé toliko koriste u teoriji grupa de su tamo pos-
tali jedan od nejmoénijih metoda, v.[34, glave III i v] . StavisSe,
pojavila se i definicija "“"kombinatorne teorija grupa = topologija
u malim dimenzijama". I nema nikakve sumnje da s1 grupe najpogod-
nije strukture za ovakvu vrstu geometrizacije (v. odeljak 13).
Medjutim, i slabije multipliketivne strukture cesto dopustaju
geometrizaciju svojih problema, Sto tek od nedavno postaje jasno.
Za semigrupe o tome svedole radovi [22,28,29,42], a za kvazigrupe
trebalo bi da ova teza bude dovoljno ubedljiva. U svekom sludéeju,
mislim da geometrizaciju treba imati ne umu kad god se radi sa
kvadratnim formulama. "Kvadratnost" grafove (svake ivica je inci-
dentna se dve temena) ili lokalno planarﬁih 2-kompleksa (svaka
ivica je incidentna sa dve oblasti) mozZe tu biti od koristi. Kvad-
ratne formule (najdedde su u pitenju identiteti i kveziidentiteti)
jesu dosta specijalne, ali mozda i ne toliko koliko u prvi mah
izgleda. Jer, ako je Y varijetet univerzalnih aelgebri definisan
kvadratnim identitetime, moZe se dokeazeti da je svaki kvaziiden-
titet tadan na ¥V instanca nekog kvadratnog kvaziidentiteta tal-
nog na V . Dakle, relacija zavisnosti (kade u=v vaZi u aigebri

u kojoj vazi u1=v1,...,un=vn) , fundamentalna relacija kada se
radi sa algebrama datim generatorima i rel&torima, u ovim sludaje-
vima dopudta geomeirizaciju. Ovo sve mozZe biti predmet posebnog
univerzalno-algebarsko-gecmetrijskog istrazivanja, & keo primer,

u odeljku 13 koji sadrzi ngﬁnu geometrijsku terminologiju za

razmatranja u ovoj tezi, imemo van Kampenovu lemu o vizuelizaciji

zavisnosti u grupamsa,.
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2. EVADRATNI IDENTITETI I KVAZIIDENTITETI

Ustaljene su ozneke ~A i g‘l z& levo 1 desno delje-

nje koje odgovara kvazigrupnoj operaciji A . Neka su tl i ¢
-1
i!

2
termi u jeziku koji &ine binarni operacijski simboli A

-1
Ay

Ai,
(1<£1<k) ; kazafemo tade da je t;=t, kvazigrupni identi-
tet, ili, 83to je visSe u skladu sa tradicijom, kvezigrupna funkci-

onalna jednacina. Ako su Aj,.e.dy kvazigrupe na skupu S ,

jasno je 3ta znadi da je (S,gl,...,ék) redenje identiteta

t,=%,. Identitet u kom se javlje samo jedan operacijski simbol

A. (zajedno sa '1Ai i Azl)

5 zvademo prostim identitetom 1

pisati Ze8de =xy, x\y i x/y umesto A(x,y), 'lA(x,y) i
A'l(x.y). Skup resenja prostog identiteta Je varijetet kvezigrupa.
Druga krajnost je kade pretpostavimo ds se zz sveko 1 najvise
-1 -1

A, javlja u ty=t, 1 to tacno

Ai’ 1

jedan od simbola Ai,
jedanput. Takve identitete zvacemo slobodnim. Upravo ovekvim
jdentitetima femo se na podetku i najviSe baviti. Prvi koji su se

u literaturi javili su

(2-1) A(x,B(y,2))=C(D(x,¥),2)
(2-2)  A(B(x,¥),C(u,v))=D(E(x,u),F(y,v))
(2-3) P(Q(x,y),R(y,z))=S(x,2) ,

- - V-J . & L [ - L |
takozvane generaslisane jednacine asocijativnosti, bisimetrije

i trenzitivnosti [4].

NajistraZeniju klasu identitete Cine uravnoteZeni - oni
kod kojih se svaka promenljive javlja talno po jednom i u 1%,

iu t, . UopStenje su kvadratni identiteti kod kojih se zah-

teva da svake promenljiva ima tadno dva jevljenja, bez zahteva
da javljanje budu na reznim stranama jednakosti. Gornji identi-

teti su svi kvadratni, ali (2-3) nije uravnotezen,
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zZajedno sa identitetima zgodno je posmetrati i kvaziidenti-

tete, tj. univerzalne formule oblika PN NP = @, 8de Je

svaki @4 jdentitet. ReBenje kvaziidentiteta se definiSe na oci-

gledan nadin. Ako je jos i svaki od utestvujuéih identiteta oblika

Ai(xp,xq)=xr , gde su N promenljive, kezademo da je

kvaziidentitet sveden. Kvaziidentiteti YA A(t],t7)=t,= ¢,

i ¥ /\ti=y'/\t‘i=y"/\A_(y:y”)=t2 = 9, su ekvivalentni

(ovde su y° i y” nove promenljive), a takodje su i kvaziiden~
. —_ p - L #_ ff__ P _

ekvivalentni. Indukcijom po duZini ulestvujudéih terma sledi da je

svaki (kvadratni) kvaziidentitet, pa, kao specijalan slucaj, i

svaki (kvadratni) identitet - ekvivalentan svedenom (kvadratnom)

kvaziidentitetnu,

Antecedentni deo kveziidentiteta moZe sadrZavaeti "suvisne™
identitéte; najvazniji su, medjutim, oni kod kojih toga neme. Zva-
gemo ih povezanim, a definicija je: $= ( Py A...Af =¢,) Je
povezan ako se skup X svih promenljivih koje se javljaju u &
ne moze razbiti na dva neprazne podskupa X, i X, tako da 2za
gsvako 1 promenljive u P budu sve iz X4 ili sve iz 12 .
Povezanost se &uva pri gornjim dvema ekvivalencijama, pa sledi da
je svaki povezan kvazildentitet ekvivalentan povezanom svedenom
kvaziidentitetu. U kvedratnom slucaju imemo i obrat: svaki kvad-
ratni povez&n kvaziidentitet je ekvivalentan kvadratnom identitetu.
Dokaz ide indukcijom po kardinalnpsti antecedentnog dels kvaziden-
titeta @ = ( PN AP = tPo), . Zbog povezanosti postoji pro-
menljiva =x koja se javlja jednom u <, i jednom u nekom qg
(i nigde vise). Tada je <, ekvivalenten identitetu oblika
x=t_, , & §; ekvivalentan sa x=t. , pa sledi da je ¢ ekviva-

i
lentan sa povezanim kvedratnim kvaziidentitetom PN NPy 4

NP1 Ne e AP = To=%4 -
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Dakle, veza izmedju kvadratnih identiteta { éovezanih
svedenih kvadratnih kvazildentiteta je obostrana. Nije doduse
1-1 ni u jednom smeru, ali i to éemo docnije raspraviti. Ug-
lavnom, nas izbor fe biti svedeni kvaziidentiteti, njih demo
resavati zbog toga Sto izgleda da bolje odslikavaju unutrasnju
simetriju problema i Sto su pogodniji za razne indukcijske ar-
gumente. Sada za ilustraciju pogledajmo identitete (2-1) i

(2-3). Ekvivalentni kvaziidentiteti su im redom

(2-4) A(x,u)=w A B(y,z)=u A D(x,y)=v = C(v,2)=w
(2-5) P(u,v)=w A Q(x,¥y)=u AR(y,2)=v = 5(x,z)=w ,

Preimenovanjem promenljivih (2-5) postaje
(2-6) P(u,x)zw N Q(ZJ)=U /\R(u!v)=x -:> S(Zlv)=w ’

pa sledi da su reSenjea identiteta (2-1) i (2-3) u bijektiv-

noj vezi, zadanoj parastrofijama oliglednim iz (2-5) i (2-6).

Ako veé Zelimo da resavemo identitete tako Sto demo re-
savati pripedne (svedene) kvaziidentitete, moZe izgledati kao
mana postupka (ili gubljenje simetrije) to £to pripadni kvazii-
dentitet nije jednoznaéno odredjen. Mogli smo, ne primer, kao
kvaziidentitet ekvivalentan sa (2-1) dobiti (2-4) , ali se
promenjenim mestima od A(x,u)=w i C(v,2)=w . U stvari, mi na
simetriji bas dobijamo, jer redosled identiteta u povezanom

kvadratnom kveziidentitetu uopsSte nije bitan:

2.1 LEMA. Neka je o = (‘C?l/\ oo NQ = ¥ ) povezan kvad-

retni kvaziidentitet. Tade je & ekvivelentan svakom od kva-

.@M ¢i = (L?D/\CPI/\---A(-Pi_lALFi_i_lA "'A?mﬁ(i)i)

Dokez. Neka je =x promenljiva koja se javlja u ¢, i 9 .

Pigudéi 1{5 i qa u ekvivalentnom obliku x=t0 i x=ti vi-
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dimo da su i ¢> i ¢3 ekvivalentni kvaziidentitetu
(?O An-n A(Pi-lAcPi"‘lA."A&Pm ":"b t0=t1 . POétO ge (?O’ (?1’...' (,Pm

mogu nanizatl tako da svaka dva uzastopna &lana niza sadrze

zajednidku promenljivu, sledi dam svi Cbi ekvivalentni.

3. SISTEMI KVAZIGRUPNIH RELACIJA I NJIHOVI GRAFOVI

Na putu dalje simetrizacije nasSeg problema uvodimo slededi
pojam. Kazademo, naime, da je_ternarna relacija @ na skupu S
kvazigrupna relacija ko za sveke &8,b€S postoje jedinsiveni
x,y,2€S takvi da Jje Q(x,a,b),ig(a,y,b) i Q(a,b,z). Ekvive-
lencija Q(x,y,2) & Alx,y)=2 uspostavlje bijekciju medju
kvezigrupnim relacijama i kvazigrupnim operacijama ne istom skupu.

Kazademo u ovakvom sludaju des: Q 1 A Jedna drugoj pridruzene.

7a sveku kvazigrupnu relaciju Q definiSemo njenih Sest para-

strofa 9_" ,GESym{l,Z,B}, sa Qﬁ.(xl,xz,ﬁxB)(:—‘) Q(xol,xcé,x63).

_Takodje, kazemo da su Qy i Q5 izotopne ako je Ql(x,y,z)¢ﬁ>
gz(gx,qy,SZ) ze neke  E,n,T €Sym(3) ; konalno, definidemo iz20-
strofiju kao proizvod izotopije 1 paerastrofije..0c¢igledno je da

su dve kvazigrupne relacije parastrofue/izotopna/izostrofne ako

i gamo eko su im pridruZfene operacije u istom odnosu.

Neka je Q ternarni relacijski simbol. Formulu obliks
Q(x,y,z) , gde su x,y,z promenljive, zvedemo atomom. Kvadraini
sistem kvazigrupnih relacija (i1i, krade, sgistem ) Je , po

definiciji, svaki skup 7¢=ﬂﬁ3,...,?ﬁ} atoma takav da se svaka
promenljiv javlja u J° tadno dveput. Skup promenljivih koje uce-

stvuju u P4 oznacavademo sa st?i . Za sistem Semo reéi da je
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povezan &ko nijeden njegov pravi podskup nije sistem. ResSenje
definiSemo samo za povezane sisteme. Neka su 91""9n avi re-
lacijski simboli koji se javljaju u sistemu  za koji pretpo-
gstavljamo de je povezan. (DopusStamo ndm , tj. da se neki od
simbola javljaju u viSe atoma.) Iz leme 2.1 sledi da su sve
formule ¢i = (PyA... NP NP AN AP F,)  ekviva-
lentne, pa demo (S’Ql""tgn) , gde su Q; kvazigrupne relacije
na S , zvati resenjem sistema ¥ ako zadovoljavaju neku od
formula @. (tj. sve njih). Kad imemo reSenje u kojem je Q.=
«++=Q =0 kazacemo prosto da Q zadovoljavs ¥ 11i da Jje Q
reSenje od F . Sisteme u kojima se svaki operacijcki simbol jav-
1ja tacno jednom zvademo slobodnim i njima demo se i najviSe
béviti. Kod slobodnog sistema )D=={QH}...,($mj uvek cemo pret-

postavljati da jJje Qi relacijeki simbol koji se javlja u P4

Dva sistema koji se razlikuju samo po redosledu pojaev-

ljivenje promenljivih u atomime zvademo parestrofnim. Teda su,
ocigledno, resenje jednog sistema parastrofi resenja drugog..
Neka je sada @ = ( PA...AQ = ¢ ) povezan sveden kvazii-
dentitet. Ako je (Pi = (Aj(xp,xq)=xr) . definiéemo atome @i =
Qj(xp,xq,xr) i pridruZen sistem P (P) = {-{30,...,%} . Tada

Jje (s,gl,....gn) resenje kvaziidentiteta.*¢> ako 1 samo sko je -
(S,Ql,...,gn) , gde je th kvazigrupna relacije pridruZena ope-
raciji ﬁj’ y reSenje sistems 5°(¢>) . Tako se resenja svedenih
kvadratnih kvaziidentitete direktno dobijaju iz resenja odgovara-
juéih sistema. Preme redenom u prethodnom odeljku, sledi de se
reSenja proizvoljnog povezanog kvadratnog kvaziidentiteta (vaZan
specijalan gluéaj su kvadratni identiteti) dobijaju iz re3enja
pripadnog sistema. Slobodnim identitetima ée, neravno, odgova-

ratl slobodni sistemi, Ne primer, sistemi

Ass = {A(xuv),B(yzu).C(Vzu).D(xijk
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4 Bis = {A(pqt).B(pxy).C(vqu),D(rst),E(vx:r),l’(vsy)}

odgovaraju redom identitetima (2-1) 1 (2-2) . (Izostavili smo
zereze koji razdvajaju promenljive u atomima, 8to demo, kad je bez

lodih posledica po &itljivost, C¢initi i dalje.)

Pogledajmo opSte re3enje identiteta (2-1) :

Alx,y) =dx-ny B(x,y) = n Lpx-¥y)

6

C(x,y) = 0x-Xy D(x,y) 1(d\x-|37.) .

Ovde je * proizvoljna grupna operacija, a 4, (3,{,N,0 proiz-
voljne permutacije skupa na kom je - definisana [4]. Vidljivo

je da je ovo reSenje izvedeno iz najoliglednijeg reSenja  A(x,y)
=B(x,y)=C(x,y)=D(x,y)=x-y dodavanjem pet permutacija na pogodnim
mestima. MoZe se glidno, polazeéi od ma kog resenja slobodnog
identiteta 11i sisteme,izvesti Eitava klasa novih resenja koja se

od polaznog razlikuju tek na permutacije baznog skupa. Odmah demo

to formalizovati (za sisteme).

Keka Je :P={<F1,...,£pm} povezan slobodan sistem, X skup
promenljivih koje ulestvuju u rnjemu 1 Y =(s,;g1....,gm) jedno
njegovo re3enje. Neka je A:X— Sym(S) proizvoljna funkcija. De-
finiéemo j«Q - (S 'Qi' I ’%) &8

Q7 (x,5,2) & @ (M= )x,Alx )y, Nx)z)

gde je tfi=Qi(xp.xq,xr) . Lako se vidi da Je i /\'R resenje od F
i mi demo rede da su R i AR slidne reSenja. Stavise, mi ovde
imamo dejestvo grupe "slidnosti" Sim(¥,S) = Sym(s)I na skupu
svih re3enja sisteme ¥  se baznim gskupom S . Orbite ovog dejstiva

gu upravo klase gliénih resenja.

Svakom se sistemu na priroden nacéin moZe pridruZiti jeden

graf, od &ije topologije, ispostaviée se, gavise neke najvaZnije
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osobine sistema. Neka je onda )0 = {‘Pl,. .o ,ﬁﬂm’; i X = {xl, .o ,xn}
skup promenljivih koje ucestvuju u Y ; primetimo da Jje 3m=2n.
Definisemo l'(.‘f) - graf_pridruien sistemu 39 - kao neorijentisan
graf &ija temena su Ti,....?m , & ivice Xq,...,% 3 krajnje
tadke ivice x, Su oni ¢, 1 %E u kojima se X javlja. (Mo-
guée je i=j , u kom slucaju je xp petlja.) Ocigledno, TP je
povezan graf ako i semo ako je ¥ povezan sistem. O¢igledno je
takodje da je T (¥) kubni graf (sveko teme ima stepen tri), te da
je svaki kubni graf graf nekog sistema. StaviSe, svaki kubni graf
je gréf nekog slobodnog sistema - jedinstvenog do na parastrofiju.

I jo3 jedna notacijska primedba: kad je ¥ sloboden sistem, te-

mena grafa () dEemo radije oznalavati sa Ql,...,Qm.

Keo primer, na sl.4 1imemo prikezene grafove sistema Ass
i Bis. Prvi je kompletni graf K4 ga Cetiri temena, a drugi je

kompletni bipertitni graf K3 3
' ’

=
B
5
m/ |EON\Y o
W C N .
A x D c

sl.4

Vratimo se nafas identitetima. Ako je E kvadratni 1den-
titet, tada (odeljak 2) imemo pridru¥en mu sveden kvaziidentitet ¢
a ovome pridruzen sistem SQ(CP). Graf identiteta E je, po defi-
niciji, graf sistema Y@®). On je topoloski, tj. do na oznake
ivica i temena, jedinstveno odredjen. Ako dva slobodna identi-
teta Ey 1 &, imaju homeomorfne grafove, tada su im pridru-

Jeni sistemi isti do ne parastrofiju. Sledi da su reSenja od Ey
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i E2 u direktnoj bijektivnoj vezi. Tadnije, ako su Al,...,Am

i Bl""'Bm' operacijski simboli koji se javlijaju u E E

1 i
regpektivno, tada je m=m~ 1 postoje GéSym{l,...,m} i

2

Gi....,GﬁGESym{l,2,3} tako da je (S'él""’ém) resenje od E1
ako i samo ako je (S,i?i,...tﬁgﬁ) resenje od E2 . Zvalemo identi-

tete sa homeomorfnim grafovima ekvivalentnim. Primer su (2-1) 1

(2-2). Sada,s obzirom da su za uravnoteZene slobodne identitete poz-
nate formule opSteg redenja [32], od vaZnosti je pitanje da 1li je
svaki kvadretni identitet ekvivaelentan uravnoteZenom, sto bi, ako bi
bilo tadno, veé zavr3ilo posao reSavanja ovih potonjih. To ipak nije
tadno, kao Sto &emo ubrzo videti. Znatno docnije, dodéidemo do sup-
tilnije varijante istog pitanja, m i tu le odgovor biti negativan

(v. kraj odeljka 7).

Neka je E = (t1=t2) kvedratni identitet; evo ksko se moze
dobiti T (E) , a da se ne traZi pridruzeni sistem. Neka su Tl i
T, drveta koja odgoveraju termima- t, 10t . (Termovska drvete
su dosta korisdena kod resavanja kvazigrupnih funkcionalnih jedna-
gine, v. npr. [8,17,27].) U svakom od drvete T, Jedno teme je
stepena dva (bazno teme), izvestan dbroj je stepena jedan (ona su u
direktnoj vezi sa javljenjimae promenljivih u ti), a sva ostale te-
mena su ‘stepena tri. Neka je T(E) drvo dobijeno povezivanjem baz-
nih temena od T, i T, pomodu jedne nove ivice. Ako u T(E)
identifikujemo sva temena stepena jedan koja odgovaraju javljanjima
iste promenljive (zbog kvadratnosti ove identifikacija ide u paro-
vima) dobidemo graf [ “(E) sa izvesnim brojem temena stepena dva.
Najposle, ignorisanjem ovih temena upravo se dobija 'rIE) . Drugim
redima, T “(E) je dobijen od [(E) podelom nekih od ivica na dve.

Slika 5 ilustruje sve ovo na primeru identiteta (2-1) .

Primetimo da je drvo T’(E) - koje dobijamo od T(E) wuda-
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%
x Y ¥Ix y ) 2 ¥ =
) Y e

ljavanjem svih ekstremelnih ivica (ivica incidentnih temenu ste-
pena jedan) - meksimalno drvo u V(E) . Ako je E uravnoteZen,
tada udsljavanjem iz T '(E) divice koja speja bezna temena od T1
i Té dobijeiun se dva drveta Ti i Té tekva da svaka ivice od
[ (E) kojm nije ivica od - Ti ili Té povezuje jedno teme od Ti
sa temenom od Té « S druge strane, ako je dat kubni graf [ ,
maksimalno drvo T u njemu i ivica e meksimelnog drvete,tada
je lako naéi identitet E tekav da je [ =T(E), T = 7°(E) ,

& e 1ivica koja spaje bazna temena odgovarajuéih drvets T, 1

T, . Dakle,

3.1 STAV. Identitet E je ekvivalenten uravnoteZenom identi~

tetu ako i semo ako postoje poddrveta T{ i T; od [(E) takva

T A el Ehessss—

da svaeka ivica od [(E) ili pripede nekom od drveta 1T. é i1i

30 T

gpaje teme od T; sa temenom od T, .U

3.2 POSLEDICA. Postoji kvedretni identitet koji nije ekviva-

lentan nijednom urevnotefenom identitetu.

Dokaez. Primer je svaki E takav da [(E) sadrzi most (ivicu

¢ije udaljavanje raspovezuje [ (E)). O

Vredamo se sistemima kvazigrupnih relacije. Kjihovu po-

vezrnost femo uvek pretpostavljati, i1 keda je ne pomenemo eks-

—_——— P . —_
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plicitno. Neka je onda P o= {ﬁﬁ,...,%ﬁﬁ povezan asistem,

Ql""’Qm' operacijski simboli koji ucestvuju u F 1 91*'--*9m'

kvazigrupne relacije ne nekom skupu S . Za svaku funkciju

$:X— S , gde je X skup promenljivih koje utestvuju u b s 0ZNA~
¢

cimo s=a %& vrednost - tadno ili netacéno - formule
Qj(¢(xp),¢(xq),¢(xr)). (Ovde su Jj,p,q,r tskvi da ge (Pi.-.-
Qj(xp,xq,xr).) Vel znamo da je (5*91!""9m') resenje od bt
ako i samo ako za svako ¢:X—+*S iz tadnosti m-1 formula qﬁ
sledi tadnost one precstale.One funkcije <#:X—a-s za koje su

sve formule ?f,...,qbi tadne zvademo valuscijama na X u odnosu

na (S,Qy».-+,Q,7) 1li, krade, veluscijama na X , kada je ned-

vosmisleno sa kojim kompletom kvazigrupnih relacija radimo. Sledi
vaZna generalizacija ovog pojma: kaZemo da je funkcija ¢:Yy—=>5S ,

gde je YSX , valuacije na Y ako je formula <?f tacna za

svako i za koje ima smisla pitati za njenu tadnost, tj. za svako
i takvo da je stCPiQY . %28 Y&X definiSemo takodje §(Y) -
minimalsn podgraf od [ (P) koji sadrzi sve ivice iz ¥ . Preipos-
tavimo da teme ¢, ima stepen dva u [(Y) ; tada je st =
{xp,xq;xr], gde xq,xreY i xP¢Y (mogudfe je X, =X, ') . Sledi

da se svaka valuacija ¢ na Y 8iri na jedinsiven naéin do
. » A‘ - $ “ -~
funkcije ¢.Yt)[xp}-—> S za koju je @ tacno. Ova 4 e
biti valuacije na Y\J{xp} osim moZda u sluaju kad oba temena
incidentna iviei xp imaju stepen dva u V(Y) . XaZemo sada prirodr

de je Y&X zatvoren skup eko [(Y) neme temena stepena dva.

A za svako YCX definiSemo Cl(Y) - najmanji zatvoren skup koji

eadrzi Y . Iz prethodnih razmetranja lako sledi

3.3 LEMA. Svake valuacija pae Y ime najviSe jedno proSirenje
na Cc1(y) . O

Kazademo dalje da je YSX nezavisan skup ako je svaka







~20 -

funkcija Y& X valuacija na Y ; svaki maksimalan nezavisan skur

svalemo bazom . U slededoj lemi i dslje koristimo oznaku Y =X~y

4 LEMA. Skup Y je nezavisan gko i semo gko [(Y) ne se-

3.
dr?i teme stepene tri, tj. ako i semo ako (Y% sedr?i sva

[ R

temena od [(¥) . Skup Y je beza

maksimalno drvo u T(P) . L

3.5 LEMA. Neka je YSX takev da je T(Y®) drvo. Tada je

(S,gl,....gm,), reSenje gistema P sko i semo sko se svaka va-

#—“____

luacija na Y oprosiruje do vaeluscije na X .

Dokaz. Indukcija po |Y¥°l. Ako je 1Yl =1 , neka je =x ivieca

iz ¥Y°® i %&,qg ineidentna joj temena. Sveks veluacija na X

se jedinstveno proSiruje do funkcije $:X*%*S tekve da Je ?f
taéno., Obrnuto, svaka funkcija $:z—a»s z8 Xoju je CV?E
K¥3

taéno je pro3irenje neke veluacije na Y . Preme definiciji,
(S,Ql,...,gmf) je re%?nje eko 1 samo geko je za sveku funkeiju

$:X-—+S formule .:,/4\;?; = Q‘{’: tedna i nase tvrdjenje sledi,
Pretpostavimo sed da jJe T=T(Y®) drvo koje sedrZi vise

od jedne ivice. Neka je x ekstiremalna

ivica od T , Y,=Yuix] 1 T1=F(Y§) .
\ Jasno, Tl je dobijeno odstranjivanjem i-
T >>///4\? vice x iz T . Keka je Q, ekstremelno
E///SS/K e teme od T incidentno iviei x (=l.6).
| Tada je {il st?&Q,Yl} = {i\ st%&QfY}
1.6 LJ{QR} , pa se svaka valuacija t# ne I
jedinstveno prosiruje do valuacije ;
ne Yl . vezg *ﬁ¢4>$ uspostevlja bijekciju skupova valuecija
ne Y 1 na Y, . Preme tome, svaka valuescija na Y se prosi-

ruje do valuaecije ne X &ako i samo ako se svaka valuacija na

Yl prosiruje do valuecije na X . Lema sledi oo indukeiii.
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3.6 POSLEDICA. Neke je Y baza sistema ¥ . Tads je C1(Y)=X

i (S,Ql,...,gm.-) je reSenje od Y sako i samo ako se svake

funkcija Y-+ S prosiruje do valuacije.f::

Na kraju, definisafemo jo3 jedan geometrijski objekt pri-
dru?en sistemu. Ovaj je dvodimenzionalen. Svakom atomu Q?=A(x,y,z).
dodeljujemo trougao D(P) <&ije ivice su orijentisane i oznalene
sa x,¥,2 ka0 na =1.7 . Sad ako Je bor-{c?l,...,cpmk sistem, uz-
mimo trouglove DG{I),...,D(?m) i identifikujmo jednako oznacene
strane, respektujuéi njihovu orijentaciju. Identifikacija ide u
parovima, pa je kompleks K(P) dobijen na ovaj nacin zatvorena
povrs [ﬁ5, str.6§3. Na 1.8 su prikezani K(Ass) i X(Bis) ;
prva povrs je sfera, a druga je torus, Povfé KO) zvademo

ven Kempenovim dijagramom sistema  (up. odeljak 13) .

Oznadimo sa 'f“ﬁf) graf koji obrezuju temena i ivice
trouglova D(%ﬁ),...,DOfm) na povrSi K(¢°) . Lako se vidi da je
| )
graf dualan grafu I&(‘f) upravo [(F) . Gref [(Bis) je K3 3

i nacrtan je isprekidanom linijom na s1.8 .
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4. REIDEMEISTEROV I THOMSENOV USLOV
VS. TEOREME O CETIRI I SEST KVAZIGRUPA

Stavovi koje dokazujemo u ovom odeljku su opStepoznatl;
ditalac moZe nadi lep prikaz u [2}. Dokazujemo ih ovde radi pot-
punosti izlegenje. A i stoga sto su dokezi ne3to razliciti od
postojeéih., Ne moZe se reéi da su dokazi koje nudimo jednostav-
niji ; izvodjenje stavova o Cetiri i Sest kvazigrupe iz Reide-
meisterovog i Tomsenovog uslova zaista izgleda keo egzibicije,
2li da one mo®de i nije beskorisna svedoli opazanje da su dokezi
delova (&) i (b) stave 4.2 toliko sliéni d= jako sugerisu pos-
tojanje jednog opiteg tvrdjenje Cije bi instance bili 1 4.2(a)

i 4.2(b). Formulacije i dokaz tog opSteg tvrdjenja ostaju zasad

nepoznsati.

Pod3to demo raditi u terminima kvazigrupnih relacija,
nuina nam je sledeée definicija. Naime, kazalemo da je kvazi-

grupna relacije lupne relacija (grupne relacije, abelcva re-

lacija) eko Joj Jje pridruZena kvezigrupna oneracije lupns

(grupna, odnosno grupna 1 komutativna)., 0Cigledno, kvezigrupnsa
relacija je grupna ako i samo ako zadovoljeva sistem Ass

(tj. A Jje grupna sko i samo ako je (S,A,A,A,A) reSenje od
Ass)., Nije tesko videti zatim d4a je kvazigrupne relecija abe-
love &ko i samo ako zadovoljava slededli parastrof od Ass :
Ass’ = {A(xuw),B(yzu),C(vzw),D(yxv)} . (Jer, kvazigrupa je a-
belova grupa ako i samo ako zadovoljava identitet x.yz=yx-z.)
Zapazimo jo& da je grupne relacija izotopne svakom od svojih
parastrofe (npr. xz=y & x—1y=z), pa stoga pojmovi izotopija

i izostrofije znale isto ze& grupne relacije.

Reidemeisterov uslov (v. uvod) moZemo pisaili 1 ovako:
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X,51=29 A Xp¥p=2) A X3¥1=25 NX Y5225 A X332 NX,34=24 N X172
=y X,¥,=23 » P& definisemo "Reidemeisterov sistem"
Reid =-{A(xlylzl),A(xzyzzl),A(xBylzz),A(;43222),A(I373zg)3

i "kocka"
A(x4y4z4),A(xly323),A(x2y4z35}. Graf ovog sistema je ocka’,
a van Kampenov dijagram oktaedar. (81.9). Sliéno nam Thomsenov
uslov daje sistem Thom = {A(X].YEZB) ,A(12y123) ,A(12y321) ’
A(x3yzzl),A(xBylzz),A(xlyBZz)} giji graf (sl.10) Je K3’3 , &
van Kempenov dijagram torus. Primetimp da se Thom 1 Bis raz-

likuju samo po tome Sto su u Thom svVi relacijski simboli jed-

neki, a u Bis su svi razliciti.

€1.9 sl.,10

4.1 STAV. Kvazigrupna relacijs Jje izotopns grupnoj relaciji
(abelovo] relaciji) ako i samo ako zadovoljava Reid (Thom) .

Dokaz. 1."samo ako" Odmeh se vidi da su klase reSenja sistema

Reid 1 Thom zatvorene u odnosu na izotopiju. Dakle, dovoljno je

dokazati da svaka grupne relacija zadovoljava Reid 1 svaka abe-
lova da zadovoljeve Thom . Znajulli gornje van Kempenove dijagrame,
to sledi iz steve 13.2. A moZe se 1 neposredno lako proveriti.

2,"ako" Neka A 2zadovoljava Reid . Pos8to je Reid zatvoren

u odnosu na izotopiju i posto je svaka kvazigrupna relacija izo-
topna lupnoj, moZemo pretpostaviti da je A 1lupna relacije, tj.

ds je A(l,x,x) 1 A(x,1,x) talno za svako x . Treba dokazati
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da A zadovoljava Ass . zaista, ako je ¢> implikacija ¢iji
antecedentni deo &ini konjunkcija prvih sedam atoma sistema
Reid, = konsekventni deo je osmi atom tog sistema, tade A 2a-
dovoljava <b . Uvrstavanjem x3=y2=1, X=X, X,=¥1=25=Y, Y4=2>
X5=2y=Vy Y4=2,=U, Z =W u CP dobija se  A{xuw)A A(yzu) A

A(xyv) =) A(vzw) . Slicno se dokezuje i de lupna relacija koja

zadovolijava Thom mora zadovoljavatil Ass’ L]

4.2 STAV. (Teorema o Setiri i o 3est kvazigrupa.)

(a) Ako je (S,A,B,C,D) redenje sisteme Ass , tada su

A,B,C i D izotopne jednoj istoj grupmoj relaciji.

(b) Ako je (S,A,B,C,D,E,F) reSenje sistema Bis , tedas su

L —-_—--

Jamk Y oem Y um T e T ey

Dokaz. Izotopnost svih ulestvujuéih kvazigrupnih releacija u

svakom od resSenjs lako se proverava, pa izostavljamo ta] deo
dokeza. Uostalom, kesnije femo dokazati mnogo opstije tvrdjenje
(posledice 5.6). Dokazujemo sad semo tezi deo stava - izotop-
nost grupnoj, odnosno abelovo] relaciji. Naime, za (a) pokaza-
demo da A koje ucestvuje u reSenju oé¢ Ass mora zadovolja-
vati Reid , i sliéno za (b): A iz resenje od Bis more da

zadovoljava Thom . Stav onda sledi na osnovu stava 4.1.

(a) Pogledajmo tablicu

A(x1u3w3) B(yZuB) C(VZWB) D(xlyv)

1. A(xlulwl) B(yzul) C(vzwl) D(xlyV)
2. A(xeuzwl) B(qu2) C(vzwl) D(szv)
3. A(x3u1w2) B(yzu, ) C(Vzwz) D(xByV)
4. A(x4u2w2) B(Yzu,) C(Vzw,) D(x4YV)
5. A(x3u3w4) B(yZuB) C(VZW4) D(XByV)
6, A(x4u4w4) B(YZu4) C(VZW4) D(x4YV)
7

8

A(x2u4w3) B(YZu4) C(vaB) D(xZYv)
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Cetiri atoma svake od osam vrsta Gine sistem Ass . U prvoj ko-
loni vidimo sistem Reid , dok sveka od preostale iri kolone

sadrzi po Setiri atoma koji se javljaju dvaput. S1.11 prikazuje
tablicu u preglednijem obliku : oktaedar (van Kampenov dijagram

sictema Reid) kao "sumu" osam tetraedara (van Kempenovih dija-

grama od Ass) .

Neka su sada elementi ?{’(xi), ¢(ui), ¢(wi) (1<£1i<4)
od S tskvi da su svi atomi u prvoj koloni zadovoljeni osim
osmog, tj. da je _é._(fﬁ(xl),‘ﬁ(ul).?s(wl)).---.é_(‘f(xl),fﬁ(u:;).cf'(w:i)) .
Dovoljno je dokaszati da je i osmi atom tad zadovoljen. Definisimo
#(y) proizvoljno. Leko se vidi da onda postoje (jedinstvéni)
¢(Y),#{z),¢(2),¢(v),¢(V)GES takvi de svi etomi iz druge, trele
i detvrte kolone postaju tadni. Sad su itri atoma poelednje kolone

zedovoljeni, pa mora biti zadovoljen i onaj preosteli. Dakle,

.§(¢(x2),¢ﬁu4),#%w3)) jeste tacno.

sl.11
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(b) Tablice koju ovde gledemo je sledeca:
1. A(pyapt4) B(pyxY¥) C(Vqpu) D(rsty) E(rxu) F(VsY)
2. A(pyqit,) B(pyXY) C(Vq,U) D(rsty) E(xXU) F(VsY)
3. A(p1q3t2) B(pyxY) C(VqBU) D(RSt,) E(RxU) F(vSY)
4. A(p3q1t2) B(p3xy) C(Vq4U) D(RSt,) E(RxU) F(VSy)
5 e A(p2q3t1) B(p2XY) C(vq3U) D(rStl) E(rXuU) F(vSY)
6. A(pyapty) B(pyxy) C(Vopu) D(rSty) E(rxu) PF(VSy) .

Prve kolona je sistem Thom , & sveka vrsta je sistem Bis .

Nutatis mutandis, dokaz iz (a) se ponavlja.t]

za sludaj (b) nememo tako jasnu ilustreciju kao sto
je s1.11 bile za (a). Razlog je 8to su van Kempenovi dija-

grami sisteme Thom i Bis torusi. Ipak, pogledajmo £l.12.

Tu je 21 trougeo ; sve jednako oznedene ivice treba identi-

fikovati - dobijeni kompleks oznaCimo sa X . Za svako 1 ,

0 <i <6, ima ne s1.12 8est trouglova koji nose ozneku 1

(svaki trougao je tu oznaden se dva broje). Tih Sest trouglova

dine u K podkompleks Ti koji je torus za svako 1 . Tadnije,

zea 1<£1igK6, Ti je van Kampenov dijagram sicstema kojeg cine

atomi iz i-te vrste, dok je To van Kempenov dijsgram sistema
safinjenog od atome prve kolone nede tablice. Kompleks K pred-

stavlja To kao "sumu" torussa Tl""'Tb .

gl.1?2
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5. PODREDJENI SISTEMI

Ovaj i naredns tri odeljka posvedeni su resavanju slobod-
nih sistema. Atribut "slobodan" éemo tu podrazumevati za svaki
sistem koji pomenemo. Neka je, dakle, 3°={$i,...,$ﬁ} elobodan
csistem i X skup promenljivih koje udestvuju u njemu. Pretpos-
tavljamo da Je Qi relacijski simbol koji se javlja u atomu ¢, .
Prifodno je definisati sledeCe relacije na skupu {Ql,...,Qm}.
Prva je relacije nuZne izostrofije , to je ekvivalencija ~~
definisana sa : Qiﬁ’Qj ako i samo ako su u svakom resSenju
(S54Q9++29Q,) ©0d P relacije Q; 1 Q; izostrofne. Sledede

dve relacije su unarne., Kazademo da je Q; £rupno teme (abelovo

teme) sistema P (odnosno grafe [(¥)) ako i samo ako je u sva-

kom reSenju (S,gl,...,gm) od P relacijs 8 izostrofne
grupnoj releciji (abelovoj relaciji). U ovom odeljku dobidemo
geometrijeski izraeZene dovoljne uslove za Qiﬂ’Qj , "biti grupno
teme™ i "biti abelovo teme". Kasnije le se ispostaviti da su ti
uslovi i neophodni. Sva tri rezultata se dobijaju kao posledice
opSte teoreme 5.5 koja je centralni rezultat odeljka; Prethodi

joj nesSto notacije i dve leme,

Kao obiéno, ivicu e u grafu { zvademo mostom ako je
graf [ - e nepovezan. Takodje, refilemo da je par ivica
{el,ez] dvojni most u I ako ni e, ni e, nisu mostovi, a
[[- (eque,)  je nepovezan graf. U narednim lemama sistem N

[ = r(bo) i redenje (S,Ql,...,gm) od :P su fiksirani.

5.1 LEMA. Neka je Y bazaod S i x€X - Y . Neka je Y
skup svih y €Y 1akvih da pnajkradi put u drveiu ) kodii

povezujije temens incidentna sa y shdrﬁi X . Teda, za svaku
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valuaciju ?5 na X , yrednost ?!’(x) Jje odredjena restrikcijom

$ry_ .

Dokaz. Graf I_(Yc —{x}) je disjunktna unija dva drveta Tl i
T

o Skup Y se razbija na tri skupe Yl,Y2 i Yx , gde je

Y. (i=1,2) skup svih ivice iz Y za koje oba incidentna im
temens pripadaju drvetu T, . leko se vidi da x(&Cl(Ylule) ’
pa iz leme 3.3 sledi da Je ¢(x) odredjeno sa tﬁrYltﬁYx ;
Simetricno, ¢(x) je odredjenc sa <ﬁrY2LjYx . Kako se, po pos-
ledici 3.6 , sveka funkeija Y=Y ;UY,UY —>35 prodiruje do

vatuacije na X , sledi de '95(7;) ne zevisi ni od CHYl ni od

cﬁh'z . Dakle, $(x) je odredjemo ea ¢lY_ .[J

5.2 POSLEDICA. Ako_j_é x most u |  tada postoji &€

takav da je P(x)=a za sveku valuasciju ¢ ne X . Opstije,

eko je Z&X , 1(Z) povezan, x most u ((z) i ¢ velua-
cije na 2© , ted postoji a€S iakav de jJe d(x)=a za sveku

valuaciju ¢ ns X koja profiruje ¢ .

5.3 LEMA,. Neka je Z¢X , [[(z) povezan grsaf, {x,y} dvo-

i A€
Sym(S) teko da jJe 3(x)=>\a(y) ze svaku valuaciju ; na

Jjni most u [(2) i (ﬁ veluacija na 7% . Teda posto]

X koja prosiruje ?‘ .

Dokaez. Neka je T  meksimalno drvo u [(z) koje sadrii x ,

a ne sedri y . Neka je T maksimalno drvo u I' koje sadrii
T 4 YSX skup svih ivica koje nisuu T . Ako je Y  kao
u lemi 5.1 , imemo Y _N7Z = {y} , jer je {x,y! dvojni most u
[(z) . Iz posledice 5.2 sledl da jJe ?(x) odredjeno sa
8ryx , pa kako Je ;rYxﬂ z¢ = cnyn 7. fiksirano, sledi da
je Q(x) = )\@(y) ze neku funkciju A:S—> S . Simetricno se

dobija ﬁ(y) = )"f;(x) za neko M:iS—>S . 0&igledno su A i /’




jedna drugej inverzi, pa ANE Sym(S) sledi.
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5.4 POSLEDICA. Ako je {x,y} dvojni most u " onda postoii

A€ Sym(S) tako da ¢(x) = >\4>(y) vazi za sveku valuaciju

#) na X

Neka su sada o jol dve sistema i [ = [¢H ’ rl = F(b"l)

odgovarajuéi grafovi. Rediclemo da Je ba podredjen sistemu

5"1 ako se I moZe homeomorfno utopiti u rl. Ako je f:1 — rl

takvo utapanje, jasno je da je slika temena od | teme od rl

i da je slika ivice od | luk u [ .

5.5 TEOREMA. Neke je f homeomorfno utapenje greis = F(H

u graf I—l=r(7°1) i peka su Qq,.++sQ; i Ryse..,R;. temena

od [ 1 rl respektivno takva da je R, = £(Qy) » 1€i€m .

Ako je (S,_F_tl,...,ﬁ_mf) re3enje od £, tade postoii resenie

(5,Qy5++439,) 04 P tako da je Q; Iizostrofna sa R, . 1<i€m

—= =i

7

Dokaz. Neka je c(p luk f(xp) u \"l . Ako xpe stQi , oznalimo

s& Xy ivicu od [ koja pripada dp i incidentna je sa R, .

(U sluééfﬁfda je X, petlja, umesto X1 imamo dve ivice x_

i

je

xpi
Z<X

Pl
.) Neka su X 1 Xl skupovi ivica od i rl’ i neka

skup svih ivice grafa f(I') . Za svaku ivicu x_ od

1 P

T fiksirejmo jednu ivicu x od T, koja pripade o(p . Neka

P

je Y baza u r s t3. r(YC) ={ =Y je meksimalno drvo u .

Tade je T4 = rl(Z)—Yi' maksimalno drvo u [,(Z) , gde je Y =

1

{xplxpe Y} . Neka Je ."L‘1 maksimalnoc drvo u |'-1 koje sadrzi Tl

i neka je Y, = X,~"ivice od T," odgovarajuca baza u ri .

¢ =

Lako je videti da je skup 7¢ gatvoren i, Stavise,

Cl(Yl-Yi) , Uzmimo proizvoljnu funkciju Yl—Yi'--»S s neks

-
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je % valuacija ne 7,© koja prosSiruje ovu funkciju. Tvrdimo

da za svaki par (p,i) tekav da X, € s3Q; postoji )\pi =
Sym(S) teako da je ﬁ(x )pl (x )  2za svaku valuaciju
3 na Xl koje prosiruje ¢ . (Opet, sko je xp petlje, imamo
kél i ’”i umesto A\ pi .) Ako je xpi=xé ovo je tvrdjenje
oligledno tadno. U suprotnom, {xpi,xﬁ} je dvojini most u
Ti(z) ili su i x5 i xg mostovi u [,(2) (potonje se
deSava sko 1 samo ako je xp most u { .) U prvom slucaju
tvrdjenje je tacno na osnovu leme 5.3. U drugom slulaju, iz
posledice 5.2 sledi da su Q(xpi) i a(xé) elementi od S
nezavisni od proSirenjs 5 , pa tvrdjenje sledi trivijelno.

Neka je P={@,....p.} 1 ¥ ={$3,...,¢_ -} . Menja-
juéi ¥ do na parastrofiju, moZemo pretpostaviti da ako je
Py = Qi(xp,xq,xr) , tada je + = Ri(xpi’xqi’xri) , 14€igm ,
Definisemo Q; =8

(5-1) Qi(x,y,z)@'} Ei(kpix'kqiy’}rim

i osteje das dokazemo da je (slgl,...,gm) resSenje od Y.

Neka Je onda T :Y— S proizvoljna funkcija. Defini-
Semo Ty Y1—+-S 88 ‘tl(xp) ='t(xp) . Prema posledici 3.6,
funkcija ¢1 Y —» 3 definisana sa ¢eri ='I1 i ¢1IY1—Yi
= ¢rY1—Y1 » prosiruje se do valuacije ¢:Xl—% S . Kako Je
72 = Cl(Yl—Yi) , sledi da ; proSiruje ¢ i tako imamo
Bi()\pitﬁ(xﬁ). Aqicﬁ(xc‘i), )\riq‘a(x;)) . DefiniSemo <TiX—>S =a
{(xp) = ﬁ(xé) s iz (5-1) dobijamo onda Q.O%(x Y,a(x ),%(xr)f
i1 ovo vaZi za sveko i , 1<1ig<m, gde je @, = Q (X_sX_ oX_) o

p q°r
Dakle, ¢ Je veluacija na X , pa poSto ona ofigledno pro3i-

ruje U , dokaz je zavrSen. L
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Preostaje nam dedukcija vel pomenutih vaznih posledica
teoreme 5.5. U obeme ge pretpostavlije da je ¥ slobodan sistem

i da su Qq,...»Q temena od | = L (P .

5.6 POSLEDICA. Ako u [ postoje tri puts sa disjunktnim unu-
traSnjostima koji povezuju Qi 88 Qj , tade je Qi"qj .

Dokaz. Neka Jje A graf koji &ine dva te-

% mens A,B i tri ivice koje ih povezuju
(s1. 13), Iz pretpostavke imamo da postoji
A utapanje f: A—T tekvo da je £(2)=Q
i f(B)=Qj . Kako je & graf sistema

sl.13 {A(x,y,z),B(x,y,z)} , zakljucak =mledi iz

teoreme 5.5 .

5.7 POSLEDICA. Neka _jE f:K4'—? r (f=K3 3—'79[- ) homeomor-
$
fno utapanje. Onda je f-slika svakog temenes od K, (K3 3)
’

grupno {(abelovo) teme m [ .

Dokaz. Sledi odmesh iz teoreme 5.5 1 teorema o Cetiri i sSest

kvazigrupa. Jer, grafovi sistema Ass 1 Bis su upravo K

i K

A

3,3 7
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6. PAKTORIZACIJA KUBNIH GRAFOVA

De je povezanost u grafu F ) vrlo bitna za odredji-
vanje klasa nuzne izostrofije u F , jasno je ﬁa osnovu posle-
dice 5.6. Za sveki kubni graf | definiSimo relaciju = na
skupu temena od [ sa: Qi==Qj ako i samo ako je i=j ili
postoje tri putea u [ koja spejaju Q; se Qj i imeju dis-
sunktne unutraSnjosti. Posledica 5.6 kaze da za t =T
imamo QigﬂQj:=b Qihan . U ovom odeliku istrezujemo relaciju

~ , Redidemo, dekle, samo sa grafovima, a primene na sisteme

de slediti u narednim odeljcima.

Prvo §to se moZemo pitati je kada su u kubnom grafu
svaeka dva temena %= -ekvivalentna. Odgovor dobijamo iz varijante
Mengerove teoreme iz teorije grafova [21, teorema 5.11] koja
kare de sveka dve temena u grafu U (ne nuZno kubnom) mogu
biti‘spojena sa naejmanje ¢(I) puteve, pri Cemu sveka dva od
tih puteva imaju nuldimenzioni presek. Ovde c([) oznacCave mi-
nimalaen broj ivica od ' ¢ijim ee odstranjivanjem [ raspove-
zuje. Za kubni graf [T uvek imamo c¢c()€ 3 ;3 c()=1 vaZi eko
i semo ako | ima most, & c([)=2 .vaéi eko i samo ako [ ne-
ma moétova,.a ima dvojni most. Pretpostavlijademo nadalje da je

| povezan kubni graf.

6.1 STAV. Uslov c([)=3 je neophodan i dovoljan da svake

dva temena od [ budu = -ekvivalentna.

Dokaz. Ako je c¢([[)<3 , tada je lako naéi par temena koja ne
mogu biti povezana sa tri puta disjunktnih unutrasnjosti. Tvr-
djenje u suprotnom smeru sledi iz gore navedene Mengerove teo-

reme i &injenice de u kubnom grafu dve pute imeju nuldimerzioni
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ako i samo ako imaju disjunktne unutresnjosti. Da bismo dokazeli
ovu &injenicu, pretpostavimo du teéka P pripada unutrasnjosti
puteva o 1 [ . Ako je oL N3 nuldimenzionalan, tada z& neke

okoline «” i p° od P u &« i P imamo o' AR = {P} .,

pa sledi da je P teme stepena >4 - apsurd.

Ostaje nam da ispitujemo relaciju == na grafovima ss
c(FY<3 . Ako je x mostu [ 1 Q; teme incidentno sa x ,
tada je s8tQ, = {x,y7,¥,f 1 imamo slededée moguinosti : ili je
y1=¥, Dpetlja, ili su y, i y, mostovi, ili je {yl,y2} dvo-
ini most, Sledi da svaki [ koji ime most mora imati 1 dvojni
most, osim u sludaju kada je sveke ivica od T most ili petlja
- u kom sludaju éemo redi da je [
drvolik . 0O&igledno, [ je drvolik
ako i samo ako je graf dobijen odstra-

ny njivanjem svih petlji iz { arvo (s1.14).
S -

6.2 STAV. U drvolikom graefu Q,=Q, vazi ako i samo gko
_.12 Q1=Q2 .

Dokaz. Trivijalan. L]

DefiniSemo da je [ nerastevlijiv ako i samo eko je Rl

drvolik ili je ¢(')=3 . Sledstveno, I Jje rastavljiv ako 1 samo
ako ima dvojni most. Na redu je dea se opise rastavlijanje rastav-
1jivih grafove. Pretpostavimo onda da je {x,y} dvojni most u
T i neka su ri i ré komponente od [ —(xuy) . Neka je ri
(i=1,2) graf dobijen od F{ dodavenjem nove ivice 1z, koja po-
vezuje temena od [ incidentna sa x 1 ¥ (sl. 15) . Jasno,
Fi i fé su povezani kubni grafovi. U ovakvo] situaciji kaza-

demo da je [ povezana suma grafova ri i [% i koristiti za
to oznaku [ = [(# [, . Ako jJe = T#%[, , onda odigledno




postoje uteapanje £ : l"i——)r takva da je preslikavanje
f=f10 f2:r1\'1 Tz—-%\" bijektivno na temenima, & restrikcija

res(f): l‘lo o - (z2qvz,) — - (xuy) Thomeomorfizam.

6.3 LEMA., DNeke je [ =Tq%[, i £f:fju(, > keo gore.
Tada je Q,~Q, u [yul, eko i samo sko je f(Q;)™f(Qy) u [

Dokaz. Ako je Q,~Q, u I'lt..‘.zl'2 teda Q; 1 Q, pripedaju

istom ri , pa podto je fi:ri—-—’rr utapanje, sledi £(Qy)=f(Q,
Zza obrat pretpostavimo Ql%Qz u [ . Tada su Ql 1 Qs oba
u [ 1li oba u [, , recimo da vaZi prvi sludaj. Neka su « ,
f i ¥ tri puta disjunktnih unmtradnjosti koji povezuju Q
sa Q, . Tade najviSe jedan od njih ime zajedniékih tacaka sa

I"é' . Ako nema nijednog takvog, tade je Q;~Q, u \'i , pa je

i f'l(Ql)%f'il(Qz) u |'1 . Pretpostavimo stoga da su P i

¥ u ri i da je o« unija tri puta o{l,o(z,o{B , &de su 0(1

i oy u [{ , a "sredidnji" put «, povezuje temena od [
incidentna sa x i y i ima unutraSnjost disjunktnu sa [.
Tada £71(d;), £7H(x,) i 2 &ine put koji povezuje £1(q,)
1) f'l(Qz) u |y ; ostala dva su f'l(]’B) i f'l(?f) .

Ako u [ =[;# [, nisu oba sabirka nerastavljiva,

tade se rastavljanje moZe nastaviti, pe imamo, recimo, i =
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(Fi#rff)#?[é . Itd. mozemo iéi sve dotle dok ne predstavimo [
kao sumu nerastavijivih grafove. Dakle, moZemo dobiti nerastav-
1jive grafove Ti,...,rk i preslikavanje f:riix...\brk —T
koje je bijektivno na temenima 1 Cije je resirikecija na svaki

{.

; utapanje. Iz leme 6.3 odmah dobijamo

6.4 POSLEDICA. Qy=Q, U Tilj...\3rk vazi ako i samo ako
je fQI=f(Qy) u T . U

Nerastavljive grafove 3 ,.;.,r£ zajedno sas presliksva-
n;jem f:riﬁf...‘ark'*9r' , dobijene visSekratnim rastavljanjem

T u povezanu sumu zvademo faektorizacijom od i 3 svaki r;

zvademo (nerastavljivim) faktorom od [ . Relacije =~ je veé
odredjena na nerastavljivim grafovima (stavovi 6.1 i 6.2) ,
pa sa 6.4 odmah dobijamo karakterizaciju relacije < na

proizvoljnim grafovima :

6.5 TEOREMA. Neke je f:AV...vAVRV...u[, >  fak-

torizacija od [, gde su Aqys...,8, drvoliki, a c(l;)=...
=c(f)=3 . Tada, za razlifita temena Q, i Q, od [,

Q,*#Q, Je tacno eko i samo ako Q,Q, € ( I"i) za neko i€{1,...,8}

6.6 POSLEDICA. +« je relacijs ekvivalencije. Teme od [ &ini
jednoelementnu =~ -~klasu gko i samo sko pripada f(éiif...\ka).[:

Gore opisano rastavljanje grafa r ocigledno zavisi od
izbora dvojnog mosta kojeg ¢inimo na svakom koraku. Zato se tre-
nutno ne moZe mnogo redéi o jedinstvenosti faktora. Ono Sto se
moze izvesti iz 6.5 Jje da za svaku drugu faktorizaciju
f’:a.i'o...(f&l‘;,\}ri'f/...k}rtj—-»r mora biti €=f° i, do na pro-

menu redosleda faktora, skupovi temena od £([;) 1 f£7(f]) s=e




~36-

podudaraju za svako i , 1€ i< . U stvari, teorema jedinetve
nosti se ipak mozZe dokazati, ¢ak i sa "slabijim" pojmom fekto-

rizacije. Naime, definisademo da je f: l'lk.'x...\.}rk-.a f claba

faktorizacija od [ ako je: (i) £ bijektivno na temenima,
(ii) svaki l'i nerastavljiv, (iii) svako res(f):ri——>|"

utepanje i (iv) Qla:ugz vazi u rl'C/... erk gko i samo ako
f(Ql)%f(Qz) vezi u | . Sledeéu teoremu ostavljamc bez do-

keza, jer Je u dsljnjem necemo koristiti.

6.7 TEOREMA. Ako su f:LV...OofL—{ 1

f':ri\b...\?rl‘;;—%r dve slabe faktorizacije, tada je k=k~’
i, posle promene redosleda faktore, postoje homeomorfizmi

Vi:j—T] tekvi da je f£(Q) = £'4;(Q) za svako teme Q

od Fi (1€igx) , L

Razume se da nije jednostawno videti = -klase temena
tek bacivSi pogled na graf. Slededi stav tvrdi da se bar jed-

noelementne klase lako uocavaju.

6.8 STAV, Neka je f:dlif...\:fﬂk\}rlfl...\)n—%r fakto-

rizacije od [ kaso u teoremi 6.5. Neka Jje Ai maksimalno

drvo u A, (dobijeno odstranjivanjem petlji iz Ai) i neks

Je X, skup svih mostova u [ . Tads je

res(f):A;D .o C/&; —> r(Xo) homeomorfizam. Sledstveno, teme

od [ Eini jednoelementnu = -klasu ako i samo esko je inci-

dentno nekom mostu.

Dokaz. Neka je [ =P'%%[” i £:7°w T odgovarajude
preslikavenje. Ako su X' i Xc’;" skupovi mostove u [° i

", leko je videti da je res(f): I"(X;W r”(xg) - r(xo)

homeomorfizam, pa moZemo iéi indukcijom. ]




-37-

Zevr3avamo ovaj odeljesk kratkim pregledom topologije ne-
rastavljivih grafova sa c([)=3 ; o drvolikim 1 nije potrebno
redi idta vide od definicije. Imajuéi u vidu posledicu 5.7 , od
posebnog je interesa pitanje kad je K4 , odnosgno K3,3 , uto-
piv u I . Najjednostavniji graf sa c([)=3 je sadinjen od dve
temena i tri ivice (graf /A u posledici 5.6). Za sloZenije

grafove imamo slededu lemu.

6.9 ILEMA, Ako [ ima viSe od dve temena i asko je c([)=3 ,

rea—————— RSN W s L B it

teds se K, utapa u .

Dokaz. Neka su Q; 1 Q, proizvoljna temena od T o(,[E,b/
putevi disjunktnih unutrasnjosti

o ' koji ih povezuju., Po¥to je [ po-

Q W vezan 1 ima jos temena pored Q
i Q2 , sledi da barem jedan od
puteva o,f,¥ (recimo X ) sad-
sl.i6 rzi teme razlicito od Q 1 Q, .
Tako o sadrzi bar dve ivice; neks
sumu x; 1 x, ekstremne ivice (sl, 16), Skup 7 = o — (le)xz)
je meprazan. Kako je r'—-(xlufx2) povezan, sledi da postoji

put & koji povezuje «° sa PkJX . Lako je videti da o)

/
/

sadrzi podput koji povezuje &L’ sa F\JX i ¢ija unutrsdnjost
ne sele oupuUY , Sledi da je graf AV[pV {UuW homeomorfan

sa K4 . E]

Sledeéa lema vaZzi za proizvoljne kubne grafove.

6.10 IEMA. Ky ; se utapa u T 8sko i semo sko [ nije
y

planaran.

Dokaz. Prema teoremi Kuratowskog [21, tecrema 11.13] , graf
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je neplanarsn sko i samo ako se neki od grafova K ili K

3,3 2

(kompletan graf sa pet temena) moZe u njega utopiti. Stepen

svakog temena od K5 je Cetiri, pe se K5 nikad ne utapa u

kubni graf i lema sledi.

7. POVEZANA SUMA SISTEMA

Sistem ¥ zvademo nerastavljivim eako je [ =V(¥)

nerastavljiv graf. Pretpostavimo da je P rastavljiv i

I = rlﬁFré s u ovom odeljku dokazaclemo da se svako reSenje
od ¥ dobija od reSenje sistema ¥; i P, tekvih da je
r(yi)":ri .

Neks je [ = M%7, rastav-
ljanje izvrseno u odnosu na
dvojni most {x,y} u [ i
neke je f:rlx.} r2—-‘3’r odgove-—

rejuce presglikavanje. Temene

od f(fi) incidentna sa x

1,17

i y oznadimo redom sa A 1

B ;3 sliéno, neka C i D

budu temena od f(ré) incidentna sa x 1 ¥y . Preos=stals
temena od f(ri) oznadimo sa El""’Ek » 8 PyyoioF neke
budu temena od f(ré) ‘razlicdita od € i D (sl., 17) . Oz-
nacimo e& u;,v. (1<i<4) ivice incidentnte sa 4,B,C,D

kao na sl. 17. MoZemo pisati 5’={ﬁ1p,%a,....?&,X,S;+l,...,*ﬁ} '
gde je (uz izostrofiju sistema, po potrebi) 0(=A(x,ul,u2) .
P=B(y,uj,u,), {=C(x,vy,v5), 8=D(y.v3,v4) », &8 E, 1 F,

1 J
relacijeki simboli koji ucestvuju u $& i +j respektivno,
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Neka su 24 i ivice od rl i r2 koje povezuju

22
A sa B, odnosno C =sa D. Neka je X skup ivica od i .

a X4 i X, podskupovi od X takvi da je X, skup ivica od
f(ri —zi) . Tada je X = X,V qu{x,y}. MoZemo identifikovati
temena od T, i [, sa A,B,Ej,...pB 1 C,D,Fy,....0p  Tes-
pektivno, a skupove ivica od rl i r2 ga Xlu {zl} i Xz'u {22}.
Sistemi 501 i 502 takvi da je l'('fi)=|'i su dati s=a

jol = {ok*, [S*,‘-?l....,‘-f’k} i Jpg = {X*tg*'+1""!+{} , Zde Je

d~* =A(Zl:ulru2)s P*:B(zl,'uB,u4), X*=C(22,V1,V2) i %* =D.(32,V3,V4).

Defini%imo za svaku kvazigrupnu relaciju Q na S5 1 zea
svako A€ Sym(S) kvazigrupnu releciju QA sa Q_)\(x,y,z)(——:)
_Q‘(Ax,x,z) .

7.1 TEOREMA. Uz notaciju kao gore, opSte resenje od ¥ e
dato sa (Ssé}\:_B_;E,ls---:_E_k,_g_;\aQ,_F_l;---:Eg) , &de su

(S,4,BsEqse0e0B ) 3 (S,_Q,Q,_F_‘_l,..;?_ﬁ_‘_ﬁ) reSenja od Py

i ¥, ;_esgé}ctivgo.

DOkaZ- Neks au ? = (S'A,B,El'--ngk) i R2 - (S'CgD’Fl’it-,Fk:

i
resenje od b"l i 5"2 i X€Sym(S) . Leka je ¢ veluacije na
X, X2u{y} u odnosu na R = (s,gk,g,gl,...,gk.,gu_g,gl,...,gq)
Funkcije CHXI i <HX2 su valuacije u odnosu na 'Rl i 1?.2
respektivno, pa se mogu prosiriti do valuacija éi:]{iu {zi}—e’ S
(1=1,2). Iz B($1(z1),8(u3),51(u,)) s Dl$p(25),3,(v3)s45(vy))
B(H(3),$(uy),$(u,)),  D(F(y), (v, ¢(vy)) 4 $y (ug)=duy)
bo(vy)=P(vy) (1€ig4) sledi 3,(2)=3,(2)=d(y) . Iz
£($1(21)1$1(u1)!$1(u2)) i 9_((;2(22)9$2(V1)g;2(72)) dObiJ&mO
onda A (NH(3),8(uy),$(uy)) 1 N, 0(vy), $(v,))

Dakle, proSirenje ¢ od <f.> definisano sa &,(x):flé(y) jeste
valuacija, pa je R resSenje od y .




~40-

Za dokaz u suprotnom smeru pretpostavimo da je

(4,B,E E . ,C,D Fl""’££) resenje od F . Iz posledice 5.4

Hyre o2l

dobijamo A€ Sym(S) tekvo da je za sveku valuaciju ¢ na S
$(x)=AHy). Seda je leko videti da su (Ay,B,E;,...,B ) i

(97\’2’21""'2\?) resenja od 501 i 502 .

Na osnovu uprevo dokazane teoreme, da bi se mogli resa-
vati proizvoljni sistemi, dovoljno je znati resavati nerastav-
ljive sisteme. Sada je opet na mestu pitanje koliko su kvedratni

sisteml zaiste netrivijalno uop-
Stenje uravnoteZenih. Naime,
gsistem sa-drvolikim grafom si-
gurno nije ekvivelentan ursevno-
tezenom sistemu, kao Sto smo ved
zeabelezili u odeljku 3. Medjutim,

to emo brzo videti, sistemi sa

drvolikim grefom su i najtrivi-
jJailniji, pa kada bi svaeki sistem
s1.18 L za koji je c(T(P))=3 bio
ekvivalentan urevnotezenom, sta-
jao bi zakljucak das prelazak na kvadratne sisteme donosi malo
sustinski novoga. Ali ovo ipask nije tadno. Za primer moZe slu-
72iti sistem &iji graf I° je prikezan na sl. 18. Ovej je gref
ofigledno nerastavljiv sa c¢(J)=3 , a moZe se pokazati de on

nije graf nijednog uravnotezenog sistema.




8. RRSENJE NERASTAVLJIVIH SISTEMA

Prigsetimo se (str. 15) da je svako resSenje generalisane
jednadine asocijativnosti (tj. sistema Ass ) 8li¢no njenom oli-
lednom reSeniu. To ée nam biti strategije i u resavanju proizvolj-
nih =lobodnih sistema. Naime, za svaki sistem nadidemo njegove
najjednostavnija resenja (zvafemo ih glavnim), a potom éemo doka-
zati da je svako reSenje slicno nekom glavnom. U ovom odeljku to
"padimo =amo za nerastavljive sisteme ; sinteza uz pomoé teoreme
7.1 ée slediti u narednom. Veé iz do sada izloZenog jasno Jje da
demo morati da odvojeno razmatramo nekoliko sluéajeva, zavisno

od tipa nerastavljiveg sistema.

Neka je P-= {‘Pl,...,?m} nerestavljiv sistem i T L% .

Sludajevi koje demo rezlikovati su:

1. T je drvolik ;

2. ¢(M)=3 i F ima samo dve temena 3

3. e{M=3 i I je plenarsn sa visSe od dva temensa ;
4

. | nije plenaren .

U svakom od ovih slulajeva definisalemo Sta je glavno reSenje

od Y i dokazademo sledeéu teoremu.

8.1 TEOREMA. Neks je Y nerastavljiv sistem. Njegovo opste

re3enje na skupu S daio Jje =& AP , gde je P glavno re3enje
sistema Y na S i Aésim(}h,S).

Slucéaj 1., Piksirejmo element 1€ S i neka su *1,...;*ﬁ proiz-

voljne lupne operacije na S s8a jedinicom 1 . Ako Je §E=

Qi(xp.xq,xr), neka je
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( x%y=2 , kad je xpfxq
(8-1) Q;(x,y,2) & <

_ X¥;2=y , kad je xp#xq

Svako (stgl,...,gm) dobijeno na ovaj naéin zvademo glavnim
resenjem sistema ® na S ; pisademo (S,_Ql,...,gm) =
@(*1,...,*m) .

Dokaz teoreme 8.1. Proveravamo prvo da je ilf*i,---f*m)
zaista resenje. Neka je Y skup petlji u [ s T=F(Yc) je
(jedinstveno) maksimalno drvo u | . Neka je fﬁ:Y*—*S- proiz-
voljna funkcije. Na osnovu posledice 3,6 dovoljno je da po-
kaZemo da je ¢:X—>S , definisana sa $IY =¢ i B(x)=1

g8 xéY » Valuecija. Zaista, ako je <-f>i=Qi(xp,xq,x£) 1 xp,
xq,xr svi razliciti, tada oni pripadaju Y© i %ﬁ¢ ge
svodi ma 1%1=1 . Ako je x =x_ , tada x_€Y°, pa je Q.
& %(xp)*ifﬁ(xr) = é(xq) taéno zbog g@(xr):l . Preostali

slucajevi xp=xq i xq=xr slede na isti nadin,

Pretpostavimo sad da je (S,Ql,...,gm) proizvoljno
resenje, pa da poke¥emo da je ono slidno nekom glavnom, Iz
posledice 5.2 =s=ledi da za sveku ivicu x?iY postoji element
c(x)€ 5 takav da je @(x)=c(x) ze svaku valuaciju ¢ na X
Sledi da moZemo pretpostaviti da je c¢(x)=1 =ze sveko xéY
(jer odiglednom sliénoééu se svako resenje prevodi u reSenje
se ovom osobinom). Da zevrSimo dokez potrebna ram je sledede
lema keoja je manje-vise reformulacija elementarnog fakta da

je sveka kvazigrupa glavni izotop neke lupe [30, str.42] .

8.2 LEMA. [Feks je Q kvazigrupne relacije na S i
Q(1,1,1) . Tada za sveko &€ Sym(S) takvo dm je X(1l)=1

postoje f,¥e€sSym(S) takvi da je P(1)=¥(1)=1 i da je ope-
racija % definisanas sa x*y=2 Q(dx,py,{z) lups Ea je-
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dinicom 1 . StaviSe, ako je Q(l,a,a) 1aino za svako e€S ,

moZe se imati [5=¥ .

Da bismo zavr3ili dokaz, preostaje da za svako xpegI
nadjemo XpEtSym(S) tako da operacije *j,...,%¥ na 5

definissne sa

Qi(kpx,%qy,}rz), gde je ‘?i=Qi(xp’xq’xr) i p#q
(8-2) x*%y=2&
gi(>\px1 >\qZ: )&.Y)’ gde je (-Pi=Qi(xp'xq'xr) i p=q

budu =ve lupe sa jedinicom 1 .

Neka je Ql proizvoljno teme od U i neks je Vk
(k=0,1,...) skup svih temena od | ¢ije rastojanje do Q, ne
premasuje k j VO={QI} . Neka je X, = LJ{stQil Qie*vk} . Pret-
postav?mo da su Xpé'Sym(S) veé izabrani za svako x, € Xy

teko da su operacije X, definisene se (8-2) 1lupe sa jedinicom

1 =za svako Qié Vk . Neka je sad, uz ove pretpostavke, Q

i
teme od vk+l'— v, i %&=Qi(xp,xq,xr) . Tacno jedna od ivica
XX X0 jeu X, -~ neka je to X, (ostali slucdajevi su ana-

logni) . Mora biti p#q,r . Ako je g#r , tada, posto je
(5'91""'9m) redenje, imamo Qi(l,l,l) i, na ognovu leme 8.2
postoje )q,kr tako da je operacija *i definisana sa
XX;y=2 & gi()bx,)qy,)kz) lupa. U preostalom sludaju .q=r treba
nam )q=Xr Sto tekodje dobijamo iz leme 8.2 ako gi(l,a,a)
vazi za svako a€S . A ovo vazi zaista, Jer xq je petljs,

pa xqu ! posto se smvaka funkcije ¢>:Y-—%S siri do valuacije
ﬁ'na X , moZzemo uzeti ¢(xq)=a pa dobiti Qi(ﬁ(xp),a,a)j .
ti. Q;(1,a,a) (zbog ﬁ(xp)=c(1p)=1) . Primenom istog ovog
postupka za svako teme iz V, . — V, dobljamo kp za svako
xp67xk+l (primetimo da se svako xpéaxk+1-— X, Javlija u s1Qy

za talno jedno QiErVk) . Ovo zavrS8ava dokaz, jer imamo X =X

za dovoljno veliko k .
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Sluceaj 2. U ovom (trivijslnom) slueju imamo P = {A(xl,xz,xB

B(xsl,xc?,xgj)} z8 neko GESym{l,2,3} . Glavno resenje od
je (S,A,B) takvo da je é(xl,xz,x3)¢:>xl*x2=x3<=> B(xXgq 1Xgp 1 Xg
za neku lupnu operaciju * . Posto je sveka kvazigrupne operaci]

izotopna lupnoj, teoreme 8.1 sledi neposredno.

Sludaj 3. Iz posledice 5.6 sledi da su sad u svekom reSenju

(5’91""*9m) sve kvazigrupne relacije Qys-++,Q, medjusobno
izostrofne. Stavise, iz posledice 5.7 i leme 6.9 sledi da su

one sve izostrofne nekoj grupnoj relaciji.

2

Utopimo | u 2-sferu 8° ; nekes je F*QSE gref dua-

lan grafu | (v. odeljek 13) . Ivicu od > koja sele ivicu

xp oznatimo sa ‘gp . ovaka komponenta od 52*— r”$ sadrzi

jedno teme 0od T ; te demo komponente zvati oblastima od TT*

i oznediti ih sa Dy,...,D_ , gde Q €D, . OrijentiZimo 1 ™
na proizveoljan nacin. Posto je I kubni graf, svake oblast Di
Je "trougaona, tj. incidentna sa tri ivce. Talnije, sko je

%i=Qi(xp,xq,xr) , tada su Sp’gq’gr ivice na granici od D. ;

Stavide, postoje jedinstveni ETiE:{-l,lk takvi ds

Epi'E'qi’

. i T By v .. :
je 'bDi-§b¢§q Sr graniéni cikl oblesti D, .

Neka je <+ proizvoljna grupna operacija na S sa jedi-

nicom 1 . Zs qi=Qi(xp,xq,xr) definidimo

' €an .
(8-3) Qi (x,7,2) & x oyt

gde x~1 oznaCava inverz od x u grupi (S,-) . Svako

(S,Ql,....gm) dobijeno na ovaj nacCin zvademo glavnim reSe-

njem od 7 i oznadavati sa /}2.(-) . Vredi pomena da Q(-)
nije odredjeno samom operacijom . , ved i utapanjem F¥—>sz
1 orijentacijom grafa T'*'. Ovo ufapanje i orijentaciju mozZemo
fiksirati za sveki sistem , & lako je videti de promena utapa-

nja i1 orijentacije menja glavna resenja u njims slicna.
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Dokaz teoreme 8.1. Dokazalemo prvo da je svako glavno resenje

zaista resenje. Gledajmo Igp kao promenljive ; tada jJe $-=

{ /\ bD ‘)BDm) kvaziidentitet u grupnom jeziku i mi treba samo

1£1<m
da pokaZemo da (S,.) =zadovoljava <b . Medjutim, dekompozicijse

sfere grafom V4 oblastima Dl,...,D ¢ini uprevo van Kampe-

m
nov dijegrem za Q> (odeljak 13) 1 iz stava 13.2 sledi da Je

4) tacan na svakoj grupi.

Osteje nam da dokazZemo da je svako resenje slicno nekom
glavnom. Podinjemo malom izmenom u formulame (8-3) glavnog re-
Senja. Naime, definiSimo sgnQ,=1 ako cikl .BDi obilazi granicu

od D, wu pozitivnom smeru gledano sa spoljasnje strane sfere

S2 y &8 sgnQi=—l u quprotnom slucaju. Lako Jje videti da

6plsgnQ + i sgnQ = 0 vazi kad god su Qi i Qj temene in-

cidentns 1vi01 X, - Otuda, zamenjujudéi u (8-3) svako Epi sa

Episgnqi dobijamo sledeéi oblik glavnog redenja za % :

( €P1_', E'i"’i:- .ZEiM.',

X -y 1 z8a sgnQi=1

(8-4) Qi(xly:z) = 4

it

1 Za sgnQi=~l

u kojem Epi+6pj=0 ve?i za sveko p (1 <p¢n) i odgovarajule

i,3 .

Neka Jje sad (s,gl,...,gm) proizvoljno resenje od F..
Veé smo videli da postoji grupa (S,+) takva da su sve kvazi-
grupne operacije pridruzene relacijama 91....,9m izostrofne

operaciji * . Odmah sledi da postoje kpiGiSym(S) tako da vaizi

Qi(x:ysz) &

N
—

oo Cav . 2
(8-5) ;:(}pix) ¥ *(}qiy)‘u'-()riz)r za sgnQ,=1

]
-

T
L(Ay2) " « (N iy) (\pix) za sgnQu=-1
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gde je qizQi(xp'xq’xr) , a "epsiloni" keo u (8-4) .

Permutacije Api ovde nisu jedinstveno odredjene (npr.
x-ys2=1 & (x-a)-(a_l-y)-z=1) i éitev problem koji preostaje de
se resi pa da nam dokaz bude gotov je u tome da se ove permu-
tacije mogu tako izabrati da vaZzi Api=kpj za svako p 1
odgovarajude i i Jj . Zato femo definisati da je kolekcija
{hpi} permutacija za koje vaze formule (8-5) sredjena na Y
(YSX) eako je Api'—'}\pj za svako :x:pe Y . 2znai'§imo 8a Z
kompleks dat dekompozicijom sfere grafom I y & 88 ZY (Y<X)

kompleks dobijen selenjem & duf svih ivica Sp takvih da

xpEEY . Ako ovakvo 'EP pripade grenici oblasti D, i D.

1 J
(8to biva ako i samo sako xp spaja Qi i Qj u U ) tadas oz-
nadimo odgovarajule dve orijentisene ivice od EEY sa ‘gpi i
Spj . Tako je EY neéinjen od trouglova Cije ivice su gp
Y ' eY) .,
(xp#¥) 1 33 (x e¥)

Neka je Y podskup od X najmanje kardinalnosti takev
da : (i) naese se resenje (s,gl,...,gm) moZe napisati u obliku

(8-5) sa kolekeijom 1{) sredjenom na Y® , i (ii) ZY

pi}
je povezan i prosto povezan. Treba da dokaZemo da je Y=¢ .

Pre svega dokazujemo da Y =a svojstvima (i) i (ii)

postoji. Za to nam treba

8.3 LEMA. Neks je stQi={xp,:x:q,xr} i BtQj={xP,xs,xt} :
Tada postoje );j, k%j Sym(S) takvi da (8-5) ostaje da vaZi
posle zemenjivenisa )Pj' )sj' Atj redom s& kpi’ k;j’ A%j .

Dokaz. Ova je lems pojadenas varijanta posledice 5.6. Neka =u

A i utspanje f:A—> 0 keo u dokazu od 5.6. Oznadimo iviee od

N sa Y11¥51¥3 tako da je f(yl)=:xp « Svakom Y4 (1<€1¢K3)




47~

imemo pridruZene permutacije )il’ Nio (vidi dokaz teoreme 5.5)
i izostrofija medju Q; 1 _gj je data u terminims ovih 3est

permutacija, v. (5-1) . Osteje samo da se primeti da se krajnje

ivice luka f(yl) poklapaju, pa je stoge ‘X11= 12 *

Jaesno je da oblasti Dl""'Dm moZemo preindeksirati
tako da za sveko i (2€igm) Dy 1 Dyve..vDy imaju naj-
manje jednu zsjednicku ivicu ; ne smanjujuéi opstost moZemo
pretpostaviti da je ova ivice §i=. (Radi se, zapravo, o izboru
meksimalnog drveta u ! .) Neka je Y =X — {x2,...,xm} : lako
ge vidi da Je 'Zy. disk. S druge strane, iz leme 8.3 sledi da
mo¥emo nase reSenje napisati u obliku (8-5) sa kolekcijom
{Api} sredjenom na {xz,...,xmﬁ . Ovim je dokazana egzistencija

skupe Y sa svojstvima (i) i (dii) .

Neka je sad Y skup najmanje kardinalnosti za koji vazi
(1} i (ii) . Pretpostavimo da je Y#§ , u kom slulaju EY

mora biti disk. Neka je w graniéni cikl od ‘ZE 3y W Je pro-

d
izvod u kom se javljaju.jggz (xpﬁ&Y) svaki po jednom. Oznaéimo
sa D, greni&ni cikl oblasti D; wu Ly 3 OD; se dobije

od oD; =zamenom svekog 'Sp za koji x €Y sa .gpi . Neka je
K kompleks dobijen "lepljenjem" jednog diske D duz @ . Tada
je K dekompozicija sfere i 3D=w. Gledajuéi Ep’ Spi kao

promenljive, iz posledice 13.3 dobijamo da Je kvaziidentitet

(8-6) A VD, = W

| £1€mn

tadan na svakoj grupi.

Graf T(Y®) sadrii sve temena od [ i povezan je (jer
Je ZY povezan) . Dakle, F(YC) sadrzi maksimalno drvo od r .
Iz leme 3.5 onda sledi ds se esvaka valuacijsa $:Y~—>S prodi-

ruje do valuacije 5:1-4?8_. Definidimo onda oznadavanje ¢
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C . _
jvica od K 8a ¢(§p)=}p(?(xp)) 28 xpng 1 +(§pi)ﬂ
c . - :
. = t e
Rpi(%xp)) za xpeY . (Za xPGY imamo %pl;)\p,j , 3to J
ovde jednostavno oznaCeno sa 'Xp .) Posto je ¢ valuacija na
X sledi da je ¥(?'Dy)=...=¥(¥Dp )=l . Iz (8-6) onda

dobijamo ¢ (w)=1 .

Boc tpa
Epi PJ
keo podred od @ . (Npr. razmidljajmo o 2., keo dobijenom

Primetimo sada da se Za neko p javlja

b * xPE:Y s neka je Ep

lednja ivicae koje je razrezena.) Ne smanjujuci time opstost,

uzestopnim rezanjem duz ivica X pos-

mozemo pretpostaviti da je Epi=1 i Epj=-l , tako da imamo
_ ’ -1 Y . ' ' -1 - CU#LQ'
W= W Epigpjc" , pa stoga i +(§pa)+(§p1) Y ( )
gde je V¥ gornje oznafavanje. Leve strerna ove jednakosti
zavisl samo od ¢(xp) , dok desna strane zevisi samo od
{¢(xq)\ qu;Y —-ixp}} . Tako dobijamo +(§pj) = a-+(§pi) 28

neko a€8S , Prema tome, Apj(x) = a-%pi(x) va¥i za svako X .

Dodajmo ovome jos da W= EplEE% povlaci eae=1 , tj.
}pi=}pj , 8to protivredi minimaelnosti od Y . Zato moZemo
pretpostavljati nadalje da je ber jedna od reci W, w”

rneprazng.

A e Neka je A poletno teme

P od Epj i N broj oblasti od

E&. incidentnih sa A . Ako je

N=1 tad imamo (sl., 19)

@ T % ™, Takodje,

il
E
.
Ly
g
f2-
L
o
c.

do na ciklic¢nu permutaciju,

b’D- = ""']: 61} Eki v
3 IEPJ qu 5! , pa moZemo

£l1,.19°

Eij
qj(y)

. : EI"'
xpi(x)"l(a- %qj(yoiii). Apy(2) ¢ =1 . 5ledi da u (8-5)

- Try
pisati }pj(x) 1, A . Arj(zj d =1 sko 1 samo ako
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moZemo zemeniti Rpj i qu sa. )pi i kqj respektivno, gde

je
4

8 qu(x) , Za qu=1

A&j(x) = 4 , .
Ahj(x)-a , 28 qu=-l

‘.

Tako smo dobili naSe reSenje zapisano u obliku (8-5) sa kolek-
cijom permutacija sredjenom na You {xpk . Po3to jJe EY—RX \
kompleks koji se dobija od EY jdentifikacijom ivice F
§pi i 'Epj , sledi de je taj kompleks takodje disk. Dakle,
Y—{xp} zadovoljava uslove (i) i (ii) . Kontradikcija, Jer

je Y najmanji takav skup.

Ovo je bilo za N=1 . 7avr3avamo dokez indukcijom po N .

. ) 21 o €9 40 Ers e an
7Za N>1 imamo (sl. 20) 3D, = EP:JL Eq“f;q . Koristedi isti

J

s1.,20

trik kso melopre, moZemo promeniti nase formule (8-%) izmenom
Apq s g3 tako ds postignemo sredjenost na Y = Y\J{xp} - {xq} .
Kompleks ti’ je dobijen od.'zq. identifikacijom -Epi i 'gpj ’
pa onda sedenjem duZ -Eq . i sledi da je on takodje disk (sl. 20)

StaviSe, podto su podetna temena od Epi i gpj rezlidite

. -1 . . . s e
(jer w#gpigpj 1}, broj N za EY' je smanjen za Jjedinicu.
7a potrebe odeljka 10 jzveSdemo jednu posledicu (zapravo
uopStenje) teoreme 8.1 u ovom slucaju. Pretpostavimo da je P
proizvoljan (rastavljiv) sistem takav da je { () planaran.

7enimaju nas ona resenja (S,Ql,..;,gm) kod kojih su sve relacije
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Qi izotopne, 1 to izotopne nekoj grupnej relaciji. Zvademo

takva redenjs ujednadenim . Jasno je da c(T(¥))=3 povlaci

de su sva redenja ujednalena. Medjutim, i u rastavljivom slu-
aju mi moZemo utopiti [ (¥) wu sferu, nediniti dualni graf,
obaviti veé sve kao Sto smo radili na poCetku razmetranja
sludaja 3 , zekljudno sa definisanjem formula (8-3) glevnog

ujednalenog redenja . Tada gornji dokez teoreme 8.1 gotovo

bez ikekvih izmenea daje i dokaz za naredno tvrdjenje.

8.4 POSLEDICA. Svako ujednadeno resSenje sistema ss planar-

nim grafom je =lidno nekom glavnom ujednalenom reSenju,

Slufaj 4. S1liluo keo u preihodnom slufaju, seda iz poeledica

5.6 i 5.7 i iz leme 6.10 .sledi da su u svakom resenju
(s,gl,...,gm) sve relacije Qy,...,Q, 3izotopne i izotopne
nekoj abelovoj relaciji. Pa i ¢itavo izlaganje moZe teéi kao

u sludaju 3 : utopimo [=0(¥) u orijentabilnu povrs najmanjeg
mogudeg roda (v. odeljsk 13) , napravimo dualni graf .
orijentiSemo ga i definiSemo glavno reSenje formulama (8-3)
uz pretpostavku da je - mnoZenje u nekoj abelovoj grupi. Svi
cse argumenti prenose jednostavmo, a Cesto se i uproséavaju,
podto u ovom sluceju neltreba da obrademo paZnju ne redosled

elemenata u proizvodu. Umesto "sfernog" dela posledice 13.3

ovde bismo koristili njen "orijentabilni" deo.

Citava se diskusija u ovom sludaju moZe, medjutim, oba-
viti i bez ikakvog utepanjs u povra3i. Umesto "orijentabilnog"
delas pdsledice 13.3 treba koristiti ekvivalentnu i jednostav-
niju lemu 13.4 . Naime, za svaku ivicu xp od [ i svako in-
cidentno joj teme Q. definiSemo E£_. kao 8to je ucinjeno

pi
pred lemom 13.4 . Glavno resSenje naseg sistema ¥ definisemo
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onda formulama

£ E9¢  Erad

Qi(x,y,z) & x ?‘:-y ' Z = 1 (1€i<m) ,

gde Je q§=Qi(xp,xq,xr) . Pretpostavlja se, naravno, da je ovde
(s,+) abelova grupa. Dokaez teoreme 8.1 i sad bl iSao imitira-

njem dokaza iz sludaja 3 , samo je neuporedivo laksi.

9, RESENJE PROIZVOLJNIH SISTEMA

U ovom odeljku uopS8tavemo pojam glavnog resSenja na pro-
izvoljne sisteme i dokazujemo odgovarajule progirenje teoreme
8.1 . Pretpostavimo onda da je ¥ rastavljiv sistem i yi i
y; sistemi kao u odeljku 7 tekvi da jJe F(¥ﬁ=f(¥3)*¥r(yg) .
Ako su Ry = (5,A,B,Eys...»B) 1 Ro = (S,8,D,FyseeesFy)  Te-
Senja od yg_ i ¥, , tada iz teoreme 7.1 sledi da je
R - (s,é,g,gl,...,_@k,g,g,gl,...,zg) resenje od ? . Kazemo u
ovakvom sludaju da je R povezana suma reSenja Ql i ?.2 i

pisemo R = Rl# (P'2 . 12 teoreme 7.1 imamo takodje i da je svako
resenje od Y oblike /N( (12.1'-# ‘R,B) , Z2de su ’Kl i R2 res3enja
od Bpl i 502 s & /\ neka sliénost. | |

Sad moremo induktivno definisati glavno reSenje za svaki
sistem. Ako je sistem nerastevljiv, vel imamo definiciju u pret-
hodnom odeljku. A ako je-bp rastavljiv, kazademo da Jje njegovo

resenje R glavno resenje ako se ¥ moze rastaviti u jfa i

\102 i eako je rJ{ =Q1 ’R,z za neka glavna reSenja Ql i Q’?
od Vﬁ. i Y. . (Definicija je korektna, jer je bro] nerastavlji-
vih faktora od ffa manji od brojﬁ nerastavljivih faktora od X .)
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Sledede lema tvrdi da je skup glavnih reSenja invari-

jentan u odnosu na dijagonalno dejstvo od Sym(S) .

9.1 LEMA,. Neka je A®€Sym(S) , 8 /\&GSim( ,S) definisano

sa Am(x)=0< za svaeko x€X . Ako je ¥ glevno reSenje sis-
P

glevno reSenje od Y na S .,

teme ¥ na S, teda je i Ay

Dokaz. Ako je % Dbinarna operacija na S , definisimo opera-
ciju x> se x*dy=z &S olxedy=0z . Primetimo da su (S,%) i
(S,*-“‘) izomorfni grupoidi, te da je 1 Jjedinica za ¥ ako

i samo sko Je oL jedinice za e,

Posto je /_\m('l}?._L (Rz) = Am((Rl)ﬂ# AU\(??) , dovoljino Jje doka-
zati lemu semo za sludej ked je Y nerastavljiv. Ako je ¥ dr-
volik (sludaj 1 u odeljku 8) i P glavno reSenje od ¥ , tad
je 5} dato formulama (8-1) =a parametirimea KyseoorXy (lupe
sa zajednidkom jedinicom 1 ) . Sad je jasno da Je resenje /\QT}
dato istim formulama, samo sa parametrima %;,...;*;‘. Slic¢no,

u sluésjevima 2, 3 i 4 glavno resenje P je odredjeno jednom
operacijom * (koja je, zavisno od élu&aja, lupa, grupas ili

abelova grupe) , a.aﬁé?r je istim formulame odredjeno operaci-

‘ o
jom %

9.2 TEOREMA, OpSte reSenje povezanog sisteme je dato s&

/\CP , Ede je 42 glavno reSenje i /\ slidnost.

Dokaz. Da je svaeko glavno resenje zaista resenje, to za neras-

tavljive sisteme znamo iz odeljka 8 . A 2za rastavljive to onda

gledi iz teoreme 7.1 .

Indukcijom po broju nerastavljivih faktora sada doka-
zujemo da Je svako reéen_je od ¥ oblika /\?. Za nerastavljive

sisteme to veZi preme teoremi 8.1 . Zato pretpostavimo da je
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50 rastavljiv, /R, njegove resenje 1 791 i )"2 takvi da jJe

TGP = \-(jol)#-r(fz) . Koristimo notaciju iz odeljka 7 1i pisemo
R=(S4AsBoEyseees Byl oDsEyaeeesBy) » gde su Ky = (S4AsBsEqseeesEy)
i R, = (8,C,D,F1,...,F) redenja od #, 1 P, . Zbog jedne
odigledne slidnosti moZemo pretpostaviti da je }\=ids , tj. da je

R = RI#Q,Z . Indukcijska pretpostavka nam daje {Rl = /\1(13 1

1
?,2 = Az‘Pz za neka glavna resSenja ,Pl i ’Pz od 5‘31 i 592
Ovde su /\1 i A2 funkcije s=a le{zl'( i sz{z.a} regpek-
tivno u Sym(S) . Uz pretpostavku /\l(zl)=/\2(z2) sad bismo odmah
imali WR= (R1' q{z =/\(’P1=H=P2) , gde je [\:lexzv‘[x,y} ~—> Sym(S)

dato sa /\(x)=/\(y)=/\l(zl) i /\le = A1T11 . f\[Xe = /\2‘}{

Ostaje nam slucaj Al(zl);él\z(zz) . Pa neka je

-1 , . p - . .
o(:Az(zz) Al(zl) , ’]"2.-./\&’?2 i /\2=/\2f\£‘ . Tada §e, prema lemi
9.1 , /PQ' glavno resenje od b’ i imamo ‘Rz‘-‘-@?’ i
f\é(zz) (\l(zl) . Sada, kao malopre u slucaju /\2(52) /\l(zl) ,
dovijamo da jJje R s1lidno glavnom resenju {P’*’F‘P .

Do sada se nismo uop3te bavili pitanjem jedinstvenosiil
e 5ih redenja i u tom pogledu zadovoljilemo se sa nekoliko nared-
nih zapaZanja. Sve uz napomenu da potpune analiza (ne)jedinstve-

nosti ostaje otvoreno pitanje.

Podnimo, ne primer, od opSteg reSenja nerastavlijlvog
cistema P sa cfF(¥))=3 (sludajevi 3 i 4 - oni su i najze-
nimljiviji). Parametri u zapisu ovog opSteg reéénja su operacija
¥ na S i A:X—>Sym(S) . Teko za svaki par (¥,N) imamo jedin-
stveno odredjeno resenje (R(*,P\) i prirodno je sada piteti se
kada je R(* /\1) -'R.( za razlidite parove (¥ ,/\l) i
(%; ,/\2) . Jasno da *’1 i *‘2 moraju biti izomorfne. Jasno je

jo3 da, sa datim izomorfnim operacijama “""1 i % 1 sa datim
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A, , mo¥e se nadi A, teko da je ”K(%l,f\l) = K(» A . Ste-
viSse, iz lako dokazive jednakosti q(t*,AJ = (*“,ﬁﬁfﬂd aledi
de se, za sveko xoeX i ?\0683111(8) , s8vaeko resenje od e
na S mo¥e napisati u obliku R(X,A), gde je A(x_ )=\ . (Upo-
redi sa opStim redenjem jednedine (2-1) datim u odeljku 3 2
u tom redenju ulestvuje pet permutacija, Seste je fiksirena
identiteta.) Iste ¢injenica mozZe cse dokazati i za proizvoljne
sisteme. Pominjemo joS da problem karakterizacije jednskosti

“R(*wAl) =’RC%3A?). mora ukljuciti u razmatranje autcmorfizme

operacile % . Uostalom, u nekim specijalnim slucajevima,

kao Sto su jednaline (2-1) i (2-2) ovaj je problem reden [4

U proizvoljnom sistemu imemo k »1 klass nudne izo-
strofije i nasa su reSenjea parametritovane sa k operacija
Kysecer¥, na istom skupu S 1 s==s /\:X-—-—)Sym(s) . Medjutim (z=
k>1) , sada nije legitimno pisati @(*l,...,*k,A) jer reSenje
je dobijeno induktivno, zaviseéi od dekompozicije sistema. Sa
malo viSe truda se ipek moZe dokazati da ¥,...,% i N zea-
iste jedinstveno odredjuju resSenje e®istema. Za to se mozZe, na
primer, koristiti teorema 6.7 koja tvrdi da su nerastavljivi
faktori kubnog grafa jednoznacénoodredjeni samim grafom (neza-
visno od korak-po-korak dekompozicije). Dakle, svaki sistem
jednoznadno odredjuje nerastavljive fektor-sisteme u ¢iju =e
povezanu sumu rastavlijae. MoZe se pokazati da, ako su ‘?1,...;P

k
glavna resenja faktor-sistema yi,...,?i sistema Y , tada je

(Pl ”'#?k glavno resenje od b y nedvosmisleno napisano.

Ime, medjutim, i direktniji necin da se zapiSe resenje
{R(*i"“'*k'ﬁo . Naime, neka su Cl""’ck sve ~-klase temena

od T'=T(¥) . Redidemo da je C (1 £t k) klasa tipa 1, 2, 3

t
il1i 4 , zavisno od tipa (odeljek 8) odgoverejuceg nerastavljivog




55—

fektora. Jasno, C, je tipe 1 ako i samo ako Je lct|= 1,

tj. ako 1 samo ako jJe Ct={Qi} za neko Q.

3 koje je incidentno

nekom mostu u [ (stav 6.8) . Takodje, C. Je tipa 2 =ako i

samo ako je lCtlz 2

Neka su dalje *1""’*k proizvoljne lupne relacije na

skupu S takve da jJe *t grupna relecija akoc je Ct tipa 3

N tipa 4 . Neka Je lt jedinica za

’

8 *% je abelova ako je C
%, . Zahtevamo jo$ de bmde 1,=1, kad god jJe c.={Q,} 4 Cy=1Q,} s
8 Qi i Qj su incidentni imtom mostu u | . Sa ovako definisanim
parametrima definiéemo resenje fPC*-,...,*k) = (Slgl,...,g@)
gistema y’={q&,...,$h} ne slededéi nedin. Utopimo V =[(}) u ori-
jentabilnu povrs 2. najmanjeg moguéeg rode, nadinimo dualni graf
r> i orijentiSimo ga na proizvoljen nacin. Za svaku oblast Di

] v . ) - E ":
(komponentu od L. -T*) definiSemo grani&ni cikl BDi-_-}Eﬁ'g{i"'g ‘

P q r

kao u odeljku 8 , sludaj 3 . Da definiSemo *N (1€i€m) pret-

postavimo da Je $E=Qi(x ,xq,xr) i QiErCt .

P

Ako Jje Ct tipa 1 , stavimo

XK Y=2Z kad Je xp ili xq most
Q.(x,y,2) &
i b

X%, 2=y inacte (tj. kad je x most)

Ako je C, tipg 2 , tada je Ct={Qi,Qj}, pa zajedno defi-

nisemo Q. 1 Qj :
gi(er1Z) & x*-tY"'z ' _O‘j=0'_0'i ’

gde je © parastrofija odredjena sa tri puta koji povezuju Qi

88 Qj u ‘- .

Konaéno, ako je C, tipa 3 1ili 4 , tada

t

€o:  gan .
9; (x,5,2) & x F"—kty i"-ktz =1, .
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9.3 STAV. ReSenie je glavno sko i semo ako se moze napisati

u obliku ‘P(*i,...,*k) .

Dokaz. Indukcija po broju nerastavljivih fektore sistema. Po-
detni sludaj su nerastavljivi gistemi i ze& njih se stav nepos-
redno proverava. Pretpostavimo onde da je # restavljiv na
sisteme y3 i YE (ozneke su kao u odeljku 7). Identifiku-
juéi relacijske simbole kojl se javljaju u ¥ sa onime koji
se javijaju u ya i VE , mozemo pretpostavitil da su Cl'

es.4C, sve =~~-klase od Y , te da su Cl,...,CQ i CQ+1,

t

veesC,. redom sve wz-klase od YE_ i P, . Neka su X ,...,%

t
odgovarajule lupne operacije 1 ’P(%i,...,*k) reSenie odredjeno

njima i utapanjem grafa V=0 u povrd Z . Neke je {x,y}

dvojni most u odnosu na koji se bﬁ restavlja na 73 i 7% .
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Neke su - i 7 kxomponente grafa | —(xvuy) ; lako se dokazuje
da postoji prosta zatvorenas linije ¥ u 2 takvae da T7 i T7
pripadaju dvema komponentame od 2.—¥ . MoZe se pretpostaviti da
X =sefe [ u samo dve tadke od kojih jedna pripade ivici x , a
druga ivici. y . Neka su 21 i 22 povrSi dobijene od dveju
komponenate od 2 — ¥ lepljenjem diska duZ ¥ (sl. 21) . Pove-
zivanjem krejnjih tadaka "poluivica"™ x i y u svekom od Zl i
Z, dobijamo utapanja grafa r(b"i) u Zi (i=1,2) . Sad se pra-
volinijski dokazuje da je 'P(*i,...,*k) = qk*i"“’*f)#F
(?(*f+1""’*k) , gde su.’P(**,...,*L) i fp(*1+l""’¥k) resenja
- od‘ 501 i WQ odredjena utapenjima u il i 22 . Ova dva resenja
jesu glavna - to je indukcijska pretpostevkae. Sledi da Je 1

(P(*l seue ,*k) glavno,.

Sagvim sliéno ide i doksz u suprotnom smeru. Ako su
(P(*l'l,...,*e) i @(*B-rl"“’*k) resSenie adredjena nevedenim lupnim
operacijama i utapanjime grafove \'(b‘i) i r(ffé) u povrsi 21 i
2o » tada dobijamo povrs 2 i utapenje grafa V(¥) u Z tako

Sto prvo iselemo iz Zi meli disk koji sece z: 5 Pa onda zale-

pimo dve dobijene povr3i duZ granica iselenih diskova (s1.21)
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10. KVADRATNI KVAZIGRUPNI VARIJETETI

Napu3tamo sada slobodne sisteme (tj. slobodne kvazi-
grupne identitete) 1 prelazimo na razmatranje drugog ekstrema
- identiteta u kojima se javlja semo jeden operacijski simbol
(uz svoje levo i1 desno deljenje). Tako demo od ovog odeljka pe
nadalje termin "kvazigrupni identitei" rezervisatli za i1dentitete
u jeziku {-,\,/}-. Drugim refima, zanimademo se varijetetima
kvaezigrupa. Koristicemo oznaku var{El,E2,...} za klasu (ve-
rijetet) svih kvazigrupa koje zadovoljavaju identitete
E{3Epsees o« Ako su svi ovi identiteti kvedratni, relfilemo da

je var{El,Ez,...} kvadratni varijetet . Prve tri primera

o’ éo

i B

kvadratnih varijeteta su kvadretni varijeteti grupa

| [op!

i B, (grupe, abelove grupe i bulove grupe). Sa G,

oznacimo varijetete kvazigrupae izotopnih grupama/abelovim gru-

e

pema/bulovim grupama. Oni su takodje kvadratni (v. uvod) .

Tvrdjenje da je svaka kvazigrupa koja zadovoljava iden-

titet E izotopna grupi pisalemo rsdije keo varE cG . ovom

U
odeliku su deti neophodni i dovoljni uslovi ze V&G, VCA 1

V<B , gde je V kvedratni verijetet. U dokazime ¢e se bitno

koristiti rezultati prethodnih odeljske. Ako je E kvadratni

ol

identitet, oznalavedemo sa genE slobodni identitet koji se do-

bt |

bija od E zamenom svih jevljanja operecijskih simbola u B

rezliditim operacijskim eimbolima. Jasno, (S,+)<variE vazi

sko i samo gko je (S,*,...5+) 7resSenje od genE .

10.1 TEOREMA. [Neke je V = var{E,,E,,...} kvedratni vari-

jetet. Tads EG;Q vazi eko 1 samo ako se za neko 1 gref K

b e I . B . B

4
homeomorfno utape u [(E;) .




-5G .

Dokaz. Ako se K4 utapa u F(Ei) i ako s=u *1,...,*ﬁ operacij-

ski simboli koji ucestvuju u genE,, tada postoji Jj tako da je
u svakom resSenju (S'*i""’*ﬁ) kvezigrupa (S,?%) grupni izo-
top. Ovo se dobija neposredno iz posledice 5.7. Sledi onda da je

svako resenje (S,%) od E. grupni izotop i otuda da je V&G .

Neka je S varijetet totalno simetricnih lupa, tj. lupse
koje zadovoljavaju x\y=x/y=x+y=ys+Xx . Z& dokaz dels "semo ako"
teoreme dovoljno je dokazati da S¢G i da S cvarE za svako
E takvo da se K, ne utapa u {(E) . Prvo od ovih tvrdjenja sledi
iz opazanja da Je svaka totalno simetridna grupa bulova, pa joj Jje
red stepen od dva 3 dok, & druge strane, postojJe totalno simetri-
¢ne lupe i drugih redova (npr. rede 10 [16, str. 74]). Za drugo
tvrdjenje primetimo da Jje slobodan sistem koji odgovara identi-
tetu E takvom da se K4 ne utare u [(E) povezeana éuma drvo-
1ikih sistema i dvoatomnih sistema (glucejevi 1 1 2 u odeljku
8). Bez teskoda se proverava da svaka totalno simetriénes lupne
relacija (tj. relacija pridruzenes totalno simetridnoj lupi) zado-
voljava svaki ovaekav sistem. Sledi onda iz teoreme 7.1 da svaks

totalno simetricéna lupne relacija zadovoljava svaki sistem &iji

graf ne sadrzi homeomorfnu kopiju od K4 .

10.2 POSLEDICA., Neka je E kvadratni identitet. Tada verE <G

vazi ako i samo se K, wutapa u Me) .0

Napominjemo da su gornji rezultati manje-vise pozneti,
doduse u nesto drukéijoj formulaciji. Recimo, deo "ako" posledice
10.2 se mo¥e izvesti iz [20, teoreme 1]. Za uravnoteZene iden-
titete ova se posledicé svodi naneophodan i dovoljan uslov dat

u [26, teoreme 4.3 i 4.4].
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Prelszimo sad na razmatranje uslova za VcA 1 pot-
rebno nem je malo nove notacije. Naime, svaki kvazigrupni iden-
titet se neposredno prevodi u grupni identitet (u jeziku
{-,*',1}) zamennm podterma oblika u/v (u\v) sa uv"l (u"lv)
MoZemo to malo uopsStiti, pa za svsako d,P E{-l,l} i1 svaki kve-
zigrupni identitet E definisati grupni identitet E"F inter-
pretirajuéi wu-v, u/v i ul\v redom kao u®evP, wWevP i W v
Jesna je da ako je bar jedan od identiteta E*U trivijelen
(tj. tadan ne svim grupema ; setimo se de je svekl grupni iden-

titet ekvivelentan sa x=x, Xy=yx 1ili x2=1 ) , tada varE

sedr¥i izotop sveke grupe. Iz sledeleg rezultata e slediti da

ovde veZi i obret (uz stalnu pretpostavku ds je E kvadratni),

10.3 TEOREMA. DNeka je ¥V = var {i. ,E yeeo! kvedretni varijetet.

Nt
N
Bey N
[+

i samo &ko e

Tads je ¥Y<€A ako zg& svaki par o{,[s

E~{-1,1} postoji i iako da je E; netrivijelan grupni iden-

o,

titet.

10,4 POSLEDICA. Neks je E kvedratni identitet. Tede

varEcA va?i sko i samo ako je varEcG i gvi identiteti

E *F su trivijalni.

Dokaz. DPosledica 10.4 Jje specijalan slucej teoreme 10.3 , kad

je V = varE . Deo "samo ako" je trivijalan. Pretpostavimo onda
E %P

da je verE&(G 1 da su svi netrivijalni grupni identi-
teti. Ako je [ (E) neplanaran, teds varE €A dobijemo lako iz
leme 6.10 i posledice 5.7. Daskle, pretpostavimo, dakle, jos da
je [(E) plenaren i da , iduéi ke kontradikciji, E ima re-

Senje izotopno neabelovoj grupi (G,.) .

Opet nem treba slobodaen identitet genE . Iz posledice
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8.4 sledi da je svako njegove ujednaleno resenje (G'*i""’*h)
u kojem su sve kvazigrupe (G,% ) dizotopne grupi (G,-) dato
formulams

(10-1) =x%y=z2 & ()\p(x))g"{ -(?\q(y))ii{ . ()\r(Z))EH =1 (1 4&i¢m) ,
gde su p,q,r€ {1,...,n} 1 Epie {-1,1} odredjeni grafom T(E)
i njegovim utapanjem u sferu. Oznalimo ovo reSenje sa RN
/\=(?\1....,7\n) . Sledeéa lema nam je potrebna za rezmatiranje us-
lova koje /\ treba da zadovoljavae pa da R(N) bvude redenje od
E (tj. de bude %X

1
kao skup svih + takvih da Je ‘{’(x):(ﬁ(x)-a za neko a€G 1

Ze0o=% ). Prethodno definiSemo HESSym(G)
b€ Aut(G,+) 3 lako je videti da je H podgrupa od Sym(G) .

10.5 LEMA., Neka su +1,+2,‘P368ym(G) takvi de =x-y.z=1 yaZi
ako 1 samo ako vazZi ‘Pl(x)-+2(y)-‘f'3(z)=l . Tada +1,+2,1’3 € H .

Dokaz. Uslov x<y.z=1 4=>_,+1(x)-+2(y)-+3(z)=1 je funkcionalna

jednadina Pexiderovog tipea 1 lako se redeva. Up.[1].

Oznacimo involuciju (xv-‘#x_l) € Sym(G) sa €2 . Formule

(10-1) pisSemo u novom obliku
(10-2) =x¥y=2 < _O. \p(x) A (y) Q_ >\r(z) 1 (1<igm)
gle je G .= 7(1-£ )€ lo,1} .

DefiniSemo relaciju ~ na Sym(G) sa \PN@(-—-)\I'G'IGH .
Sada za svaki par 1,j€ {1,...,1:1} iz leme 10.5 dobijamo

Con Bore San e, T - Tt
2N Y LT, QN v STy, 2T, ~ T

gde je ¥ keo u (10=+2) , & *.j dato istom formulom sa p’,q ,r7,

—Spfj,‘sq,j,"gr,j umesto (redom) p,q,r, Ipi,'Sqi,Sri . Tako za evaki

par i,j dobijamo tri uslova oblika ) ~ _S )p' koje mora
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zadovoljavati svaka n-torka /\=(7\1,...,ln) koja daje resenje s&
K=.oo=% (Primetimo da su ovi uslovi odredjeni samim identi-
tetom E i ne zavise od izbora grupe (G,*) .) Zadovoljenje
ovih uslova nije u opstem sludaju dovoljno de resenje (P»(/\)

bude resenje za E . All, ako Je N\ takvo da de za SV&kl od

od gornjih uslova S)_ >‘p NS)_ 7\p’ vazi D_ \p S)_ 'A , tads
imamo jednu istu formulu na desnim stranesma svih m ekvivalen-
cija u (10-2) , pea je (N u ovekvom sludaju zaista reSenje

od E .

\1,...,) € {:uiG,Sl} takva de 9_ = SL )\p

</
od gornjih uslovsa _(l \ NS).

Pokazelemo sad da postogi n-torka _\1 ...,—?—\ﬁ) se
vazi za svaki
Ap, . Sa obezbedjenom egzisten-
cijom ovakve n-torke moZemo zevrSiti dokez ne sledeéi nedin,
Neke su Ei(:{o,l} tekvi da Je _;\i= S)_a{ . U resenju R(Ay
slobodnog identiteta genE imemo -K-l=...=*m=* , pa iz (10-2)
(ze, recimo, 1i=1) dobijamo
x*xy=2 & §fﬂ+£? (x) - Q—Sh+51(y) = gfrﬁfﬁﬁr(z) .

MoZemo pretpostaviti da Je 3 +1+E -O(mcd 2) , jer u suprotnom
slucaju mozemo uzetl 7\“ sa 7\ —Q e ("duslno resSenje") .
Tako dobijamo x*y=9_«(x)'QP(y7 , &de Je °(=(-Sp1+Ep)(m0d 2y 1
P= (S 1+£ Y(mod 2) . Sledi da (G,+) =zadovoljava %P, pa

posto (G,+) nije abelova, identitet E A mora biti trivije-

lan, suprotno pretpostavci nalinjenoj ne poCetku dokazsa.

Preoctaje nam dokaz egzistenclje za R . Neka je <=
relecije ekvivalencije na skupu JiO,.llf x{l,...,n} generieane
sa (S,p)a(37,p") i (1-3,p)~(1-%",p") , za sveki uelov
Q})\pwg_y,\pf . Z2a svako ‘P,QESym(G) imamo \]/Ne gko 1
samo gko je Q.‘PN-Q-Q; otuda (J3,p)~(%7,p’) povlali 95 )\p

/

wt

H_()} )p, ze sveko reSenje (R.(f\) koje je resenje od E . Nasa
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je pretpostavka da takvo resenje postoji nad neasbelovom grupom
(G,*) . Za neabelove grupe imamo 9.% H Sto povladi (0,p)#(1,p)
za sveko p . Sledi da sko Je C={f§1,p1),...,(§i,pi)} jedna

»~ -klasa, tada je .E=§11-31,pl),...,(l-gi,pi)} takodje <~ -klasa,
i to razlidita od C . Neka su onde Cl""’ck’ﬁi""'ﬁk sve

~ -klase. Za sveko p jedna od dvojki (O,p), (1,p) pripada

¢,V ...vCy , & druga pripada 51\1...kxﬁk . Neka onda &p bude

- t
takvo dsa (Ep,p)e Clu...vc i definisimo ?\p=§lF (l<¢p<n) .

k
7
728 sveaki uslov Si;hpf“'gis )p’ imemo (5,p)x(35°,p°) , pe mora

biti 'S=£p i 3’=ap, , 114 §=1-¢ i 3’=1-&. . Ofigledno da

W
P
>

u oba gludaja imamo ) AP

Dokaz za sludaj V = varE Je zavrsen. Opsti slucaj

v = var{E;,BE,,...} ne donosi nikakvih novih principijelnih tes-
koéa, jedino je notacijski sloZeniji, sSte je i bio razlog da prvo dc
kafemo specijalni sluiej. Ovde umesto s2 (10-1) moramo poceti

sa formulama ujednalenih resenje (G'*kl""’*kn ) ned (G,+) za
.. ¥

sve identitete genE, (k=1,24c¢.)

LS

K

1 3 K*{
(10-3)  x% .y=2 © (kg(x))q’ -(Ag(y)) 1 -(Rﬁ(z)) =1 .

Sada sveako /'\=(?\1p§C l1¢<p <oy k >1) odredjuje reSenja svih iden-

titeta genEk . Nas zanimaju oni N\ zs koje Je '*ki=*lj zg svako

k,t i svako i,j (1¢ iémk . léjémg) . Svake dve ekvivalencije

x%kiy=21¢$ coe 1 x¥py=z & ... iz (10-3) daju po tri uslovas

J
tri uslova na permutacije iz A , bas keo i ranije Sto smo imali,

I ditav dokaz ide delje na isti naéin, sve do nalaZenja X, €

{-1,1} takvih da (G,+) zadovoljava E;l za sveko k , tj. do

kontradikcije.

10.6 POSLEDICA. Ako je V kvadratni varijetet, ako je V<G

i ako V sadrii izotop neke neabelove grupe, tada V sadrzi

_—
— "




izotop sveke gruge.[]

Preostaje nam razmatranje "bulovog" sluCaja. Posledica
10.4 sugerisSe sledeéi analogaen test za varEcB : varE<B
eko i samo ako je varE€(G i svaki grupni identitet E *f je
ekvivalentan sa x2=1 . Medjutim, ovo nije tacno, sto e poka-
zati sledec¢i primer. Uzmimo E = (xz.tx=yt-zy) . Graf [(E)
sadrzi K4 (sl. 22) , pe prems poOs-

ledici 10.2 dimamo varEEag . JASNO

je da je E1’1=E ekvivalentan sa
x2=1 , & takvi su i identiteti E-’-
= (xz-lxt_1=yt_1yz'1) . E-l’l =
(z-lxt'1x=t_1yz-1y) i g~i-1-=

(zx2t=ty2z) . 1z posledice 10.4 do-
sl1.22 . . : :

bijemo wvarEcA . All verEcB nije

taéno jer, na primer, operacija ¥

definisena na skupu kompleksnih dbrojeva sa =xxy=x+iy zadovo-

ljava E .

MoZe se jos pokazati da nijedan izotop ciklicne grupe
reda tri ne zadovoljava E , pa ni anslogon ‘"ako je varEcCA
i eko verE sadrii izotop neke nebulove grupe, teda varkE

sedr?i izotop svake abelove grupe" posledice 10.6 nije tacan.

Iz prethodnog primera jacsno je da se ne moze ocekivati
velika analogija medju uslovimas koji karakterisu V&4 1 VEB .

tavise, ostaje problem jednostavne karakterizacije relecije

g Ul

cB (ili samo varE<B) . Najbolje Sto sad moZemo ponuditi

je naredna teorema 10.7 koja tvrdi da V< 3B wvazi ako 1 semo

sko je jedna posebna esbelovea grupa asocirana sa V - bulove.

wl—
L

Opet nam treba malo nove notacije,
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Neka je F slobodna grupe sa dva slobodna generatorsa

X i Y . Neka je 2ZF grupna algebra nad F , tj. skup svih ko~

nac¢nih sumea Z &

u (g €2) koje se sgabiraju pokomponentno 1
uwef U u

u)-(z:_?buu) =2 (2 ab -1.)u . Za svaki

> u L s
mnoze po pravil ( E: ueE vEF V V tu

wer U

kvazigrupni term t (fterm nadinjen od promenljivih XyreeesXy

i operacijskih simbole ., \ i /) definiSemo trag tri(t)

od X4 u t induktivno sa

tri(xj) = gij (Kroneckerov simbol) ,

tri(tl-tg) = Xtri(tl) + Ytri(tz) .

1 1

7=

tr; (¢, t,) tr, (£1) - X Ytr, (t5) ,

-1 -1
tri(tl t2) =Y Xtri(tl) + Y tri(tz) .

Ako je E = (t1=t kvazigrupni identitet 1 sko su XyseessX

5)
sve promenljive koje se u njemu javljiaju, definisemo ideal

Il

I{E) od 2F kao najmanji ideal koji sadrzi tri(tl) - tri(tz)
za svako i.E{jq...,n} . Op3tije, za sveki kvazigrupni vearijetet
V definiSemo I(Y) keo nesjmenji ideal koji sadrzi I(El)’

I(E,)een o

10.7 TEOREMA. Neka je V Xvedratni kvazigrupni varijetet.

Tedea Y<B yaZi sko i samo ako je VCA

i aditivna grupsa

od 2F/I(V) jJje bulova.

10.8 POSLEDICA. Neka je E kvadratni kvazigrupni identitet.

i editivna

Tada verBEcB vazi ako i samo ako je varEcA

grupa od ZF/I(E) je bulova.

Dokaz. Posledica 10.8 Jje specijalan slucéaj teoreme 10.7. Zbog
notacijskih pogodnosti mi demo dokazati sad samo ovaj specijalni

sludaj. Izmene koje treba izvr3iti u dokazu pe da on vezi i u
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op3tem sludaju minorne =su i bile bi odigledne svakome ko se
razabere u specijalnom slucdeju.
Dokazujemo prvo dve leme, iz njih ¢e posle 10.8 sle-

diti jednostavno.

10.9 LEMA, Keka je E kvazigrupni identitet, (A,+) &abe-

love grupa, S, €Aut(A,+) i x operecije na A definisana

IEApELE——— T eeeeeeEkles Al sl

kcije X+>§, Yv>n proSiruje do homomorfizme 2ZF/I(E)—>End(A,

Dokaz. Svakom kvezigrupnom termu t u kom ufestvuje n pro-

menljivih odgovara n-arne operaclijsa £ AT A dobijena in-
terpretiranjem simbola + operscijom * , & \N i / odgo-
varajudim levim i desnim deljenjem u (A,*) . lieka je
¢:ZF-4?End(A,+) homomorfizam definisen s X+>F% i YF*?W .
Iz x*y=f(x)+ﬂ(y) ; xwéy=§i1(x)-§-1ﬂ(33 1 XY=
_W"lg(x)+q'1(y) dobijamo t*(xl,...,xn) = ;;sn¢(tri(t))xi .
Tako ¥ zadovoljava E = (t1=t2) ako i semo sko je

¢(tri(tl)) = ¢(tri(t2)) ze sveko i , tj. eko i ssmo sko
je P(I(E))=0 .

10.10 LEMA. Neka je E kvedratni kvazigrupni identitet i

(A,+) abelova grupa. Ako verE =sedrzi kvazigrupu izotopnu

sa (A,+) , teds za peko f;ﬂfiﬂut(A,+) verE sadrzi (4,%)

wiinis

gde je xxy = §(x)+Y\(y) .

Dokaz. Ponovo posmetramo slobodni identitet genE i pisSemo

kao u dokezu teoreme 10,3 njegovo opste ujednaleno resenje

nad (A,+)

Sonx ' Cea
(10-4) x-kiy=z¢> S)_m )\p(x)-rQ_s%)\q(y)-rQ_r )\r(z)=0 (1€igm) .




Spa Tq4 Sra
Uvedimo ozneke ? = S)L Ap' ?12=9_ )\q; ?i3=9- }\r tako da

i
(10-4) postaje

(10-5)  x#%y=2 & P31(x) + P1p(¥) + f43(2) =0 (141 m) .

Po3to se svako ')b javlije dveput u (10~4) , mi imamo da
permutacije ﬁ3 zadovoljaveju n wuslove oblika ?iv=fﬁf ili
E&u=glf3r . Ognadimo sa C skup svih ovih uslova. (Ovaj je skup
odredjen samim identitetom E , tj. nezavisno od izbora (A,+) .)
Sa druge strane, svaki skup P=10;,€ sym(A) ! 1€<igm, 1€v €3]
xoji zadovoljava C daje nam formulama (10-5) jedno resSenje
(A’*i""’*ﬁ) identiteta genE , koje oznalavamo sg& {R(P) . Re-

gidemo da je K(P) normalizoveno redSenje ako je §,,(0)=0 za

svako 1,V . Svako resenje R(P) daje i jedno normalizovano
redenje R(P) , gde je p definisano sa ?iv(x)=?iv(x)-?iv(0) .
Trivijglno se proverava d=a © zadovoljave C i da jJe RAP)
normalizovano redenje. Tekodje, lako sledi dea ako je R(P) resde-
nje od E (tj. ako je .*lz'”:*En u R(P)) , tad je 4 R (P)
resenje od E . Dakle, moZemo pretpostavitl da je R(P) , dato

formulama (10-5) sa sabirenjem u (A,+) , normalizovano resenje

ocd E .

Vratimo se nafas lemi 10.5 i primetimo da dodeatni uslov

+i(1)=4é(l)=*3(l)=l u njoj povlaci +1=+b=+3 Aut(G,:) . U na-

S0j situaciji to ima za posledicu de za svako i,3 (14€4i,j<m)
-1 -1 -1 _
P11P31 = Pi2f3z = Pu3Py3 = Py SAvtlhnt)

Neke je sad “~ relacija ekvivalencije na {1,2,3} gene-
risana sa svim V=X tekvim da € sadrzi uslov oblika Pi\):?j)*
ili EEU:&QFEF (za neko 1i,j) . Neka su 4&,4@,4@ proizvoljni
elementi od Sym(A) tekvi da vazi ¥;(0)=%(0)=¥;(0) i Y=
kad god je VM .NNeka je f{f?iv‘l’v .+ tada P""{?{v} odigledno

zadovoljava C i daje nam tako normalizovano regenje R(P")
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od genE koje je, zbog ?éu(?gu)-1=$&u953=%§j , resenje od E .

Sad se leko proverava de ako je +v izabrano tako da
EEMG}Aut(A,+) , tada je za svako j 1 F€3V Fjréshut(A,+) .
Izbor permutacija + &inimo (npr.) na sledeli naéin. Uzmimo

-1 . . . o 6 _o p-1 .
Y3073 » ti. P1y=Q2. Ako je 1m2x3 , tads 5=011=f1F130 4
v\:?i2=?12?5%§1 ey automorfizmi od (A,+) 1i iz (10-5) imamo
(ze& 1i=1) x*y=§(x)+q(y) . Ako je 2%3 , mozZemo uzeti +2= I%

i dobiti xxy=%(x)+y . Sli¢no, u slucaju 1% 3 dobijamo

x*y=x+q(y) .

Sad mo¥emo dokezati 10.8. Za deo "ako" pretpostavimo,
iduéi ke apsurdu, da je aditivna grupa od ZF/I(E) Dbulova 1
de E 1ima reSenje izotopno nebulovoj grupi (A,+) . Iz leme
10.10 onda cledi da E ima reSenje (4,%) ss x*y:f(x)+q(y)
i E,"leAut(Aﬁ) . Lema 10.9 nem onda daje homomorfizam
2F/I1(E) = End(A,+) . Iz 2=6_ u 2ZF/I(E) s=sledi Q_=idA u

End(A,+) , pa (A,+) mora biti bulovae, Sto je ocigledan apsurd.

7a deo "semo ako! dovoljno je da pokaZemo da vark
sadr?i neki izotop od (2F/I(E),+) . Definisimo stoga * na
2F/I(E) sa xxy=Xx+Yy . Pravolinijski se proverave da je ovoO

korektna definicija, da su x+—>Xx 1 y+—Yy automorfizmi od

(ZF/I(E),+) i najposle da (2F/I(E),*) =zadovoljava E .

mozZe se dati i u terminimes

s

Alternativno, uslov za Y &

teorije grupa. DefiniSimo G kao direktan proizvod slobodne
grupe F={X,Y) i dvoelementne cikliéne grupe (Z\Z2=1> .
Pretpostavljajucéi da Je E = (t1=t2) kvedratni kvazigrupni

jdentitet, mi za svako i imamo tri(tl) - tri(t2) = diui + Pi'
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gde su ui,vieF i Oﬁi,PiE {-1,1}. DefiniSemo elemente WiseoasW
od G =a wi=zdi+Piuiv;l i neka je N(E) normalna podgrupa

od G generisana sa Wy,...,W . Op&tije, za svaki kvadratni va-
rijetet V = var{El,Ez,...} definiSemo normalnu podgrupu N(V)

od G Xkao proizvod svih N(Ek) . Imamo sad sledelu varijantu

teoreme 10.7. Ona zamenjuje testiranje da 1i je 2=0 u ZF/I(E)
testiranjem ds 1i je 2Z=1 u G/N(Y) .

10.11 TEOREMA. Neka je V kvadratni kvaezigrupni varijetet,

Teda VS B va¥i ako i semo sko je V<A i Z<N(V) .

Dokaz. Ako je (4,+). abelova grupa ¢iji Jje neki izotop sadrzan

u V , tada iz "pojacCane" leme 10.10 sledi da V sadrii (A,%),

gdé Jje x*y=§(x)+q(y) i f,q(&Aut(A,+) . Sada se neposredno pro-
verava da jezgro homomorfizmae G -—>Aut(A,+) definisanog sa
X, Y—n i Z2+>52L sadrzii sve podgrupe N(Ek) , pa tako daje
homomorfizam G/N(Y)—> Aut(A,+) . Pa eko Z€N(Y) , tada (4,+)

more biti bulova.

78 drugi deo tvrdjenja primetimo prvo da izotop Xxy=

Ix+Yy eaditivne grupe od Z(G/N(V))/(1+Z) =zadovoljava sve Ey

pa stoga pripada V . (Ovo se neposredno provereva.) Tako ostaje
da se dokabe da ove aditivna grupa nije bulova kad god je Z#1

u G/N(Y) . Zaista, posto je 1+7% centralni element u Z{(G/N(V))

i 22=1 sledi da je a=8Z 2& svako a €(1+4Z) . Ali 2=2Z ne

vazi u 2(G/N(E)) kad je Z#1 .
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11. ZATVORENOST U ODNOSU KA IZOTOPIJU

Dva su pitenje koja se prirodno nameclu. Prvo je: koji
su kvazigrupni verijeteti zatvoreni u odnosu na izotopiju?
A drugo je: koji su kvezigrupni identiteti izotopno invarijan-
tni? Identitet E je izotopno inverijantan ako 1 samo ako je
varE zetvoren u odnosu ne izotopiju, S$to naravno ne znaci da
redenje prvog probleme daje odgovor 1 za drugi. U stvari, mi
demo dati potpun odgovor na prve pitanje za kvadratni slucéaj,
dok &e drugo pitanje ostati kao problem czk i samo za kvadratne

jdentitete. Neke parcijalne rezultste Cemo ipek i tu deti.

Ved smo videli tri primers izotopno zrftvorenih kvadra-

i B . MozZemo im dodeti i jedan trivi-

sl—
-

tnih varijeteta : G ,

g

jelan - varijetet Q svih kvazigrupa. Ispostavlje se da drugih

i nema

11.1 TEOREMA,. Jedini kvadretni kvazigrupni verijeteti zet-

voreni u odnosu na izotopijusu Q , G, A 1 B .

e
— e - i — et

Dokaz (prvi deo). Neka je ¥ = var{El,Ez,...k . Pretpostavimo

da je V&G . Neka je L varijetet svih lupa iz V ; lako se
proverava da Je YV klesa svih kvazigrupae izotopnih nekoj lupi

iz L (up. [19, teorems 3.2}]). PosSto je sveka lupa izotopna

grupi i sema grupe (Albertove teoremsa, v. (30, str. 43]) , iz
naSe pretpostavke VCG sledi da je L kvedratni verijetet

grupa. Jedine moguénosti za L su onda G, , &, i B, . pe

sledi da je ¥V Jedan od varijeteta G , ili B .

(e

Pretpostevimo sada da nije V<G , tj. (teorema 10.1)

NG

da se K, ne utapa ni u jedan od grafova T(El) . F(EE) yo o

4
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Jduéi ka apsurdu moZemo pretpostaviti da je V # Q , tj. da bar
jedan od identitetea E,,E,,... nije tacan na svim kvazigrupama.
Posto svake bulova grupa zadovoljava sve kvadratne identitete,
sledi de nam je za zavrSetak dokaze teoreme 11.1 dovoljno dé do-

kaZzemo sledede : Ako je E kvedratni identitet koji nije tacan

na svim kvazigrupema i sko se K, ne utapes u F(E) , teda pos-

toji izotop neke bulove grupe na kojem E nije tacan. Dokaz Cemo

nastaviti nakon neophodnih preliminarnih razmatranja o izotopima

bulovih grupa.

Izotopi bulovih grupa koji de nam sluziti u zavrsetku do-

kaza teoreme 1l.1 su sledeleg oblika. Pretpostavimo da je 3B =

(S,+) bulove grupa i E,q,(e-Aut(E) . Sa -EEﬂS ozrnaliavamo izotop
(8,%) u kom je mnoZenje definisano sa xxy=z & g(x)+W(y)+S(z)=O .
Slededom lemom dsdemo neophodan i dovoljen uslov koji E,q,s

treba da zadovoljevaju pe de Jggqg zadovoljava dati identitet

E . (Uporedi sa lemom 10.9 gde je to uradjeno za sve abelove

grupe. Uslov dat tamo je, medjutim, nepogodan za nasu trenutnau

svrhu. )

Posmatralemo umesto identiteta odgovarajule im kvaziiden-

titete, dakle, svedene povezane kvaziidentitete (odeljak 2). Pod-

setimo se da svedenost od D =(C?1/\ f\i?m_l =7ﬁpm) znadi da je

svaki qg oblikse Xy Xq™%r Umesto grafa [ ($) koristidemo ba-

ricentridku podelu sdf(d) , tj. graf dobijen podelom svake ivice
od T($) novim temenom na dve ivice. Skup temena od sdl(P) dJEemo

identifikovat] v «oe ;
identifikovatl sa X {%i. ’?m% , gde je X={X1s---rxnk skup

promenljivih u ¢ . Ivice su l1«<i€m, 1¢<h €3 . Inciden-

e.
ih °?

cija je definisana na sledeéi nalin : ako je @,=(x_.x_=x.) ,

| P qQ
tada €41°©427843 povezuju %& redom sa X5 xq i X, o OCrijen-

tifimo sdl(P) teko da je Y% potetno teme svih ivica
1$hg3 .

€in ¢
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Keke je F slobodna grupa sa iri slobodna generatiorea
i, Y i 7 . Svekoj ivici ey, od sdU(P) dodeljujemo oznasku

2)=§ . A(e.3)=g y Z&

1

k(eih) na slededéi nacin: k(eil)=i ; %(ei

sveko i . ProSirimo X multiplikativno na sve puteve u
sdT($) i neka je N(P) nejmenje normalna podgrupa od F

koja sadrii M) za svaki cikl @ u =dT(P) .

Ako je B=(S,+) bdulova grupe 1 E,W;KE:Aut(E) , ozna-
¢imo s= f?TS:F-§Aut(§) homomorfizam definisan sa X-5>% ,

Y4, Zr—> T .

11.2 1LEMA., Kvazigruva 3Bz zadovoliava <¢ sko i samo

eko je N($)&Kerfync .

Doksz. Oznadimo kompoziciju fgq3°K ca f . Recimo da su cik-

lovi @« 1 6, konjugovani ako postoji put < takav da je

2
@, =60,6™1 . Svaki cikl u grafu je proizvod konjugata prostih
ciklova., Dakle, uslov N($)&Kerfgnty Je ekvivalenten sa

f(w)=1 28 svaki prost cikl & .

Pretpostavimo da §§W3 zadovoljeva ¢ i neks je W
prost cikl u [’=sd0(P) . Neka su x;,Q,...X,,§ temena od
> napisana u redosledu njihovog pojavljivanje na w . Posto
W nemas samopreseka, udaljavanjem dveju ivica incidentnih te-
menu X, iz W dobija se drvo. Sveko drvo u V° se s8iri do
maksimalnog drvetea, pa sledi (lema 3.4) da postoji baza Y za
¢ koja sadrii X, » & ne sadrzi XpseeesXy o DefinisSemo
Eb:Y—4?S ea Bb(xl)=b i eb(y)=0 z8 y#xl . Iz posledice 3.6
sledi da postoji valuacija éb ne X koja prosiruje ©._ .
Posdto Je Cl(Y—{xl}) = X-[xl,...,xk} , sledi da je éb(x)=0
2.8 x#xl,...,xk .

Neka su e, 1 e; ivice od [" koje povezuju Ps
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sa X; 1 Xy.4 respektivno (uzeti i+l po modulu k). Neka je

e; treda ivica incidentna sa @ , &8 2z njeno zavr3no teme

(s1. 23) . Iz togea sSto je éb valua-
cija dobijamo f(ei)éb(xi) +
N2 ' uN\

.

je eb(zi)=0 , to sledi

By (xy )=t (o7

ei)eb(xi+1) , 1<i&k .
Konadno, iz ovih jednakosti, iz

1 ” -1 ' 4 - o _ .
IERRE L i iz eb(xl)-b gledi

w=ei
f(w)b=b . Otuda je f(w)=1 , jer b je
sl1.23 uzeto proizvoljno. Ovim je zavr3en

dokaz dela "samo ako".

Za dokaz u sﬁprotnom smeru poénimo sa pretpostavkom
£(2)=1 2za svaki cikl ® u " . Izaberimo bazu Y od d 1
funkciju ©:¥Y—S ., Za svako yeX definisemo Qy:Y—=>S sa

By(y)=8(y) i By(y')=0 za y'%y . Dovoljno ¢ée biti da poksazZemo

da se svako Gy prod3iruje do valuacije na X . Jer, ako je éy
(ye€Y) veluacija na X koja prosiruje ey , tada je 8 = -,Eqéy

valuacija koja prodiruje © . Fiksirajmo yeY . Tvrdimo da pos-
toji prost cikl w za koji je xy=y 1 xz,...,xkéY (notaciju
u vezi sa ® uzimamo kao u prvom delu dokaza). Jer, ako je T
meksimalno drvo u U’ J&ija ekstremalna temena su elemenii od ¥
ako je zatim e, ivica incidentna sa y koja ne pripada T i
eko je @; prost putu T koji spaja podetno i zavrino teme od
y - mi moZemo uzeti &J=eilmh . Definisemo éy sa éy(x)=0 7.8
xAxpseeeaXy 1 o0k )=fleTliel 1. eTle)0 (x))  (24iKK) .

Slidno kao u prvom delu dokaza sada sledi, korisdenjem f(w)=1 ,

da Je éy valuscija na X ., L.
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11.3 POSLEDICA. Ako je N($) # {1} , tads postoiji izotop
bulove grupe koji ne zadovoljavae ¢ .

Pokaz. Na osnovu leme 11.2 , sve sto treba de uradimo je da za

P A S N

svaku netrivijeslnu grupnu red W(E;T,E) po X,Y¥,Z nadjemo bu-
lovu grupu B i §,%,T €AutB tako da bude Wi, 1)#41 . Uzmi-
mo z& B aditivnu grupu beskonacno-dimenzionog vektorskog pro-
stora ned dvoelementnim poljem. Svakoj permutsciji fikeirane
baze odgovars jedan automorfizem od 3B 3 dekle, Aut(B) sadrii
beskonaldnu simetriénu grupu, pa stoga 1 kopiju slobodne grupe

F . Tako dobismo i vide nego §to nem treba - da postoje ?,W,S

éAut(_]:?,_) takvi da ‘B_'iv"g ne zadovcljava nijedan $ s K(P)

£ {1} (up. se stavom 11.7 dole) . L]

Dokaz teoreme 11.1 (drugi deo). FNeka je $=(P A..cAQ = @)

povezen sveden kvadratﬁi kveziidentitet. Pretpostavimo da se
graf K, ne moZe utopiti uh_rT¢9 i da je N($) = {1} . Iz
zakljudne relenice prvog dela dokeza teoreme 11,1 1 1z pos-
ledice 11.3 sledi de je dovoljno dokazati de je $® tadan ns

svekoj kvazigrupi.

Da pokeZemo prvo de je svaki st%ﬁ troelementni skup.
Pretpostavljajuéi suprotno, imeli bismo dve ivice e; 1 e,
koje povezuju q& s& xp (za neke 1i,p). Ove dve ivice moreju
imeti rezlidite oznake, pa ze cikl elegl imemo ?\(elegl) =

k(el)(k(ez))_l £ 1 - kontradikcija.

I dalje demo raditi sa grafom [ “=sdV(P) . Za podskup
A od X recdilemo da Jje rez u ¢ ako A ima najviSe dva
elementa i eko ['-A ima talno dve komponente povezanosti.
08igledno da svakom rezu odgovara Jjedan most ili dvojni most,

i obrnuto. Iz leme 6.9 sledi de rez postoji u svakom grafu [’




koji ne sadrii K, i koji ima viSe od dva temenas stepena tri.

Zavrsavamo dokaz indukcijbm po m . Ako je m=1 , tad je
¢=(L§Jl=> ¢ ) , pa se neposredno vidi da je koincidencija P 1 D
neophoden i dovoljan uslov kako za N($) = {1} , tako i za to da
je $ talan na svim kvazigrupama, Zata pretpostavimo da je m>1 ,
$to nam obezbedjuje egzistenciju reza u [’, Za svaki rez A neks
V(A) bude minimum brojeva temena stepens tri u dvema komponen-
tema od ['-A . Neka je A  rez sa najmanjom moguéom V-vred-
no$éu. Neka su ri i T

l
temena stepena tri u fé ",

komponente od T'-A 1 V(A)) = "broj

DokaZimo da A  ima dve elementa. U suprotnom je Ao=ixp}
z8 neko p , pa neké-je %E teme od ré incidentno sa xp .

Tada je st{3={x X} » pa poSto je gq#r , sledi de je jedan

p’rq
od skupova {xa} il1d {xq,xr\ rez sa manjom V-vrednoscéu od

V(A,) - kontradikeija.

Neka Je onda Ao={xp,x i neka su %E i %3 temena

q

od T, takva da je x e€stp 1 x € st . More biti Q;#¢; ,

jer bi inade tredéi element X.. od st ¢inio rez i bilo bi
Vx, })<V(A)) . Gledajuéi x5 i e kao temena i od ri i od
ré , neks fi i ré budu grafovi dobijeni identifikaecijom X,

i x, u [ 1 ré respektivno. Oznadimo novodobijena temena
s& ¥y, 1 ¥, (sl. 24) . 0Cigledno da su i Ti i ‘é grafovi
oblika sdr(—) i da se K4 ne utapa u njih. Tvrdimo da ré ne
sadrzi drugih temena sgtepena tri osim Py i L% . U suprotnom,
postojao bi rez A, u r2 . Ako A135y2 , tada je A, Tez u

I sa V(&)< V(A)) . A eko Je A ={y,,x.} , tada Je Ai={xp,x3}

rez u |7 e@a V(Ai)(V(AD) .

Sad imamo stf&={xp,xr,xs} i -st$3={xq,xr,xak z8 neko

X, i > S MoZemo pretpostaviti 1i,j> O , inace bismo mesto d>
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mogli razmatrati ekvivalenten mu kvaziidentitet <bk =

(H:Pg S, ) , kAL,§ . Kveziidentitet & dobijen odstranji-
vanjem %& i %3 iz ¢ sadrzi jedno javljanje sveke od pro-
menljivih X i x_ . Neka je <$l dobijen zamenom X i x

P a p q
u $° sa y; . Tada je <b1 kvadratni, povezen, sadrZi pro-

menljive X - {xp,xq,x E}kJ{ylk i Fi=sdrx¢ﬁ) o

Neka su €110 9s€¢ ivice od [ oznacene na slici 24.

Iz Aep)FNes) , Me)éNes) 1 Mejejlegest)=1 sleai

X(el)=k(e4) i X(e2)=%(e5) , pa onda i A(e3)=>(e6) . Dekle,

qg se dobija zemenom xp s8 xq u ; » pba je (?ii\%ﬁ =

xp=xq implikecija tadna na svim kvezigrupema. Sledi da jJe <¥

posledica od <bl , pa sko je <b1 tadan na svim kvazigrupamsa,
more biti i ¢>

Ostaje jod samo da se dokaze N(¢i) = {11 . Ako je w
cikl u Fi:sdTT¢ﬁ) koji ne prolszi kroz Yy tads je W
cikl u [, pa je A(W)=1 . A eko W prolazi kroz y, , mo-
Yemo pretpostaviti da W pocéinje u y, , pa jJe i1d
(besl 4 ile3 ili Qmjlel 4166 cikx u U7 . Zbog X(e ey 1 3)

r—

-)(e3 182 e6) =1 sledi AW)=1 i u ovom sludaju.

Predjimo sade na razmatranje izotopne invarijantnostii

kvadratnih identiteta. Opet nem je pogodnije da radimo sa ekvi-

velentnim pojmom svedenih povezanih kvadratnih kvaziidentiteta.
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Sledeéa me definicija prirodné namede. Redilemo da je sveden kva-

ziidentitet $=(¢;A ... AQ @) koherentan ako se skup X

promenljivih koje se Jjavljaju u @ moZe razbiti na tri skupe

XI.IZ,KB takve da za svako 1 , qa=(xp-xq=xr) , imemo xpfixl .

xqe X, 1 x, €X5. Ocigledno da je koherentnost uzi pojam od

izotopne invarijantnosti.

11.4 STAV. Neka je ¢ povezan sveden kvadratni kvaziidentitet

u Jjeziku {«} . Ako je &P koherentan, tede je izotopno invari-

jantan. Ako je & izotopno invarijanten, tadas je N(P) = t1t .
Nijedna od ovih implikacija nije ekvivalencija.

Doksz. Za prvu implikaciju veé rekosmo da Je oCigledna. Drugu smo

dokazali dokezujuéi teoremu 11.1 (drugi deo dokaza). Minimalni

primeri ds konverzije-ne vaZe su cglededi:
$, = (xyy=uAx,y=ulzx=v = 2x,=V) ,
¢, = (x7¥y=2, A X7 =% A 13u1=t1 A VU =24 A YoX =25 A ToXo=t, A
uyxy=t, =§ u,v=2,)

Za tbl imamo da je tafan na svim kvazigrupame (jer je ek-
vivalentan sa x1y=xzy=ﬂrle=zx2) s 8 oCigledno nije koherentan

(x; 1 x, se "razlidito” javljaju.

Graf sdTK¢E) je dat na sl, 25.

Sa slike se vel moZe videti da Je

N(¢>2) = 11} . ¢2 je ekvivalentan

identitetu xlyl/(xj\xzyl) =
(yzxz/IB)\y2xl koji veZi na =vim

abelovim grupams. Medjutim, izotop

aditivne grupe realnih brojeva

8l.25 definisan sa x*y-x+%(} ne gado-
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voljava ovaj identitet, pa sledi da <b2 nije izotopno invari

jantan.

Uprkos gornjem primeru ‘#l (koji je, uostalom, krajnje
trivijelan) ostaje utisak da Je koherentnost od odludujeg zne-
Saja za izotopnu invarijantnost. Slededes teorema bl trebalo da
podrZi takev utisek, ali kompletan tretman ove problematike jos

uvek ne postoji.

11.5 TEOREMA. Neka je @ sveden povezan kvadratni kvaziiden-

titet i neka je co(T($))=3 . Tadas : ¢ Je izotopno inverijen-

[T W T ]

Dokez. Neka jJe ¢=(CP1- LPm__l::)C{?m) i neka je X={x1,...,z
skup promenljivih koje se javlijeju u $ . Ako je %ﬁ:(xp.xq=xr)
redidemo de se X Xq i x, javljaju redom na prvom, drugom

i tredem mestu u @, .Za svaki par 0(,13 , 1<K €f <3, ozna-
é¢imo sa X“F skup svihn prcﬁénljivih ¢ija dva javljanje u

{?1,...;?m} su na mestime & i [P . Tako imamo X:iﬁxdp

i ¢ je koherentan sko i samo sko Je XQP=¢ z8 (X#[B.

Teorema je trivijelna u jednom smeru. Za netrivijalni
deo ("samo sko") pretpostavimo da ¢ nije koherentan, tj.
(ovo ne smanjuje opdtost) da je X, #@ . Neka je X12={xl,...,xk

Zae sveko 1 (l<igm, qﬁf(x *x_=x_)) definidemo linearnu

Pp G T
jednacinu B, = (zp+zq+zr=0) ned poljem F, .U sistemu jed-
nac¢ina E;={E1,..,,Em} javljaju se promenljiive ZyveeosZ, i

ovaj sistem ime rang m-1 (ned FE). Definisemo novi sistem
*—

L ={E§,...,E;§ jednacina nad F2 u kom se Jjawljeju promen-
1jive Sl""’Sk’tl""’tk’zk+1""'zn . Ako se xp (p £ k)

jevlje na prvom (respektivno drugom) mestu u fQi , tade Z,

u Ei treba zemeniti =sa sp (respektivno tp) ;s ovako su de-
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*
finisane jednadine EI,...,EHT . Rang sistems 9 je m . Konacno,
¥ %

*
definisimo sistem s on se od € razlikuje po tome s8to je
slobodni élan 0O u E; zemenjen sa 1 . Rang sistems E** je

takodje m , pa sledi da on ima reSenja. Neka su

i i R | L1 n+k . ¥
(Gl"“’ck’%"“’Tk’-sk+1""’Kn) € ¥, y1<¢1i<N, sve resenje

**' n r W |
Od E . DEflﬂlSBI’ﬂO Sl'--.'Sk’Tl,.-.,Tk,Zk'}*l,...,Zn e [Fg S8
1 N 1 Ny . 1 N
— 5 % B8 - *. B B -t = ¢ b
Sp=(Tpreeersp) o Tp=(Tpseees ) 3 2p=(35, 000, 5p)

11.6 LEMA. Elementi Sl""’sk’zk+1""’zn su svi ragzliciti.

Igto vazi i za El?l,....4.,.,T]£,Zk+1,........,Z]:1 .

Dokaz. Za S #Z, treba dokszati da je za neko 1 S

slidnu stvar trebas dokaszati i za spésq i ZP#Zq (p#£q) . PoSto

je skup resenja od E** translat skmpa resenja od E* , dovoljno

je dokazati tvrdjenje leme za E* umesto za E** . Dekle, pret-
i

postevljamo da su (51,...,63[.‘(%,...,Ti,§i+l,...,'§i) ,1 ¢<1i<N,

v . x
regenja od " .

Sad je dovoljno dokazati da zas sveko p,q (l<p<gqg <n)
sistem © ima reSenje (Kl""’gn) u kom je "Sp;é'gq . Jer, ako
je (Kl,...,fn) redenje od C , tada je
(il,...,ﬁk,ﬁl,...,Kk,ikﬂ,...,in) redenie od E* . Medjutim,
resenja sistema L su upravo valuacije za ® u odnosu na bulowvu
grupu (EE‘2,+) koja jeste redenje od ¢ . Kako je c(V(P))=3 ,
sledi da se udaljavanjem x, i oxg iz U(P) dobija graf koji
je povezan, pa stoga sadrzi i maksimalno drvo od T(P) . Dakle
(lema 3.4), postoji baza za ¢ koja sadrzi xp i xq . Sadsa

iz posledice 3.6 sledi da postoji valuacija P:X—> 117'2 takva da

je ¢(xp)=o i ¢txq)=1 :

Sad moZemo da zavrsdimo dokez teoreme 11.5. Iz upravo doka-

zane leme sledi de postoji o(ESym(Fg) tako da vaZi &X(S,)=T; ,
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ooy XS )= X(Zy )=y s e e s KB )=Z, . Bulova grupa (F5,+)

oligledno zadovoljava $ . Posmatrajmo njen izotop (Fg,*)

definisan sa x*y=z & x+®(y)+2z=0 . Neka je ¢:X&4>Fg deto

sa ¢(xp)=Sp (L<p<k) 1 <£>(xp)=zp (k<p ¢n) . Oznalimo sa
a . = | - =(x_+x =

Qs formulu ¢(xp)*¢%xq)-¢txr) , gde je q& (xp xq-xr) . Sve

formule qfi"'*?gil su tacne Jer n-torka (Sl""’sk’Tl""’
T ,Zy,qs+++2Zy) zadovoljave jednaSine Ej,...,Ep ; . Keda bi
(Fg,*ﬁ biloc resenje od <$ s, gornja n-torka bi morasla zadovo-
ljavati i jednadinu Eg', 8to nije taéno - tas n-torka zadovo-
ljeva jednacinu dobijenu od E  zamenom slobodnog ¢lana O

ca (1,...s1) . Dakle, (Fg,*) nije reSenje od @ , pa D

nije izotopno inverijantan. LU

Na kraju femo jod rezmotriti pitanje zetvorenosti u od-
nosu na igzotopiju vezsna za identitete u jeziku {-} , dskle,
bez deljenja. Zvademo tekve identitete multiplikativnim. Pri-
rodne su pitanja ""moZe 1i multipliketivni identitet biti izo-
topno inverijantan?" i "moZe 1i se kvazigrupni varijetet
zetvoren u odnosu na izotopiju definisati multiplikativnim
identitetima?" (up. [26, problem 1}) . Iz slededeg stava

dobilemo posledice koje poneSto govore o ovim problemima.

11.7 STAV. Neks je F=<X,Y) slobodna grupa, Z F grupne

algebra od F nad prstenom ostastake modulo n 31 E,q auto-

morfizmi abelove grupe (2 F,+) definisani se F¥:u+—>Xu i

q:uF~¥YU . Tada kvazigrupa (ZnF.*O u kojoj je mnoZenje de-
finisano sa xxy=%(x)+%(y) ne zadovoljava nijedan multipli-

kativni identitet.

Dokaz. Ako je t(xl,...,xm) multipliketivni term, tade za

eveko 1 , 1{i{m, tri(t) je suma razliditih elemenata od
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P (tj. oblika je Uy +eo oty gde su svi uy razliditi) 1
tragovi tro(%),...,tr (¥) jedinstveno odredjuju +t . Tako, ako
je E = (tl=t2) ieko t; 1 1, nisu identiéni, tada je za
neko 1 tri(tl)—tri(tz) = Uptee et =Up q-ece=ly gde je 1 >0
i Ugseeeslly razliciti elementi od F . Jezgro homomorfizma
¢:ZF~—?End(ZnF,+) definisanog sa X+>% i Y*—*Vl je n2ZF , pa
je tri(tl)-tri(t2)EiKer¢ . Iz leme 10.9 sadlsledi

(ZnF,*) 9-( varE .

11.8 POSLEDICA. Ako izotopno zatvoren kvazigrupni varijetet
sadr¥i netrivijalnu grupu, tadsa on sadrZzi i kvazigrupu kojs ne

zedovoljava nijedan multiplikativen identitet. (Tim pre se

takav varijetet ne moZe definisati multiplikativnim identitetima.

Dokaz. Ako kvazigrupni varijetet sadrzZi netrivijalnu grupu, tada

sadrZzi i cikliénu grupu reda n z#& neko n . Abelova grupa

(ZnF,+) je direktni proizvod cikliénih grupa reda n , pa sledil

de naes varijetet sedrzi (ZnF,*ﬁ .

Neke §£:ZF—>% oznalagva homomorfizam dat sa uv+r—>1 2za
svako ué€¥F ., Za svaki kvazigrupni term t=t(xl,...,xn) defini-

Semo sumu eksponenats po x; U t =sa Gi(t)=€(tri(t)) . Ze

identitet t,=t, refilemo da je grupno trivijalan ako je

1.."':
nzd{ci(tl/tg),...,Gﬁ(tl/tg)} = 1 3 up.[?O, str, 74]. Lako se
proverava da varE sadrzi netrivijeslnu grupu ako i samo &ko E
nije grupno trivijalan.; up. [40, teoreme 12.12}. Tako dobijamo 1

sledec¢i rezultat.

11.9 POSLEDICA. Multiplikativni identitet koji mije grupno

trivijalan ne moZe biti izotopno invarijantan.




Nepominjemo da je neresSen problem postojanja kvazi-
grupnog varijeteta koji je zatvoren u odnosu na izotopiju, =
ne sadrfi natrivijelnu grupu [19, str. 519] . Medju kvadratnim
verijetetima tekvoge neme - sledi 1z teoreme 11.1. S druge
strane, preme posledici 11.8 , postojanje multiplikativno de-
finisanog izotopno zatvorenog varijeteta odmah povlaeci i pos-
tojanje izotopno zatvorenog varijetete koji ne sadrzi netri-

vijaelnih grupa.

12, MALJCEVLJEVI KVAZIIDENTITETIL

Zenimljivo je da na koherentne kvaziidentitete mozemo
neidi i u sasvim drugom kontekstu gde njiilhova izotcpne lnvari-
jantnost ne igra (bar ne ne prvi pogled) nikskvu ulogu. Radi
se o problematici utapenjes semigrupe u grupe. Tridesetlh godi-
ne bio je otvoren problem da 1i se svake kancelstivna semigru-
pe moZe utopiti u grupu. Odgovor je, iepostevilo se, negetivan,

e prvi kontresprimer - semigrupe deta prezentacijom

(xl,yl,...,x4,y4l X1Y1=Xo¥5 9 X¥15X,¥5 s x333=x4y4>>
~ potice od NMeljcevs [35]. Antecedentni deo Heidemelisterovog
uelova (1-1) vidimo u relatorima ove semigrupe. Otkud Relde-
meisterov uslov ovde i kekva veza tu postoji zaenimljivo je pi-
tanje. Postavio ga je L.Fuchs, & Radé[4i} je nepravio intere-
santnu enalizu svodjenjem problema utepanja semlgrupe u grupe

ne problem utapanje takozvanih polureseteka u regulaerne resetke.

Maljcev je kasnije dokszao de kvezivarijetet utopivih

semigrupa nije konacno sksiomatizabilen [37] i porudio je Jed-
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nu beskonad¢nu aksiomatizaciju [36]. Citav se ovaj Meljcevljev rad
smatra veoma komplikovanim (v. [15, glava XI1}) , 8to e biti

jasno &im vidimo aksiome koje je Malicev dao. Ove eksiome su kva-
ziidentiteti i pre nego 8to ih opiSemo da kazemo samo da Je svaki
od njih kvadratni i oblike YAeee AP Q@ » 8le je X, =
(;?xi=xrys) . xf,xre;x,, yi,yte:Y , 8 X 1 Y s8u disjunktni
skupovli promenljivih. U ovom odeljku {emo koherentnim gzvati ba$s
kveziidentitete ovog oblika. Jasno Je da se radi o nebitnoj razlici

u odnosu na definiciju koherentnosti datu u prethodnom odeljku,

Skup promenljivih od kojih je nscinjen Maljcevljév kvazi-

identitet je X = {ai,bi,ci,di,A.,B.,C.,Dj| 1<i<p , 1<j<q} «

Jd  J J
Treba nem jos$ jedan alfebet: Y = {Li,L’;.L,Rj,R;\ 1<$i<p , 1<j<q}

Melijcevljeva rec jé, po definiciji, sveka rec M=5152-~-Sg(p+q)

za koju vaze gledela dva uslova:

(ml) Skup slova koje se javljajuu M Jje Y i javljanje slova
L; (Rj) u M prethodi 4avljanju slove L; (Rg) , za svako 1i,]

(L<i<p , 1<§<q) 3

(m2) Ako se L, (R,) jevljae izmedju I; i Lg (Rj i Rg) :

tada isto vezi i zs javljanje slove L; (R;) .

Maljcevliev kvaziidentitet qi(M) dobijen od Maljcevljeve reci

M= 8182...8 je definisan s=s

2(p+q)
Az43)-1
ai () = (C A\ MSI=P(85,7)) = MSp(5,4))=0(51))

gde se X(Si) i ?(Si) itaju iz slededle tablice.

[ Sy Ly Ly Ry Ry
(51) d.a, N A, Dy B, D
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Ocigledno da je svaki
Maljcevljev kveziidentitet kohe-

rentan. Iz (15, str. 311] repro-
dukujemo jedan primer. Recd

¥ LU R v
M= L1L2R1L2R2L3R2L3L1Rl je
Maljcevljeva. Na slici 26 Je

prikezan van Kampenov dijegram

K(qi(M)) .

Potrebna su nem slededla za-
s1.26 pafanja o ven Kempenovim dija-
gremima koherentnih kvaziiden-
titeta. Naime, sko je Cb:(tPlA...ALPm -:>£PO) koherentan (sveki
q& je oblika xpyq=xrfs) i kvadratni, tade mozemo ivice od
K{($) identifikoveti =a skupom promenljivih XwvY koje se jav-

ljeju u ¥ ., Zatim, temena od KK¢U se raspadaju na tri klase

- zvademo ih uleznim, izleznim 1 prolasznim temenima. Ulazno

teme je zavrsno teme sveake incidentne mu ivice. Izlazno teme

je pocCetno teme svake incidentne mu ivice., A ze ivice inciden-
tne prolaznom temenu to teme je naizmenidno ( K(P) je povrst!)
poletno, odnosno zavrino (sl. 27) . Koristilemo i elternativnu

notaciju: temene I- , O- i W-tipa (sInk, sOurce, sWitch)

Stepen svekog temena od
.* / K($) je paren. Za prolaznas te-
<§;“d mena mozemo pretposteviti i ds
je 24 . Jer, W-temenu stepene
dve odgova;a jevlijenje u
identitetsa xpyq=xrys i
xpyq=xr,ys, , & oni mogu biti

el.27 zemenjeni jednim identitetom




XY =Xp.-¥g- - Nezovimo $® W-svedenim eko je svako Wtteme od

K(¢0! stepena 4 . Sliéno, zvalemo b O-svedenim (I-svedenim)

sko je svako O-teme (I-teme) u K(P) stepena dva.

Zvademo gfernim one kvaziiadentitete ¢iji je van Kampernov

di1jagram (topolodki) dvodimenziona sfera. Iz stave 13.2 sledi

ds svaki kvaziidentitet koji ulestvuje u ma koj aksiomatizaciji
klase semigrupa utopivih ﬁ grupe mors biti sferni. Iz podatks d=a
Maljcevljevi kvaziidentiteti &ine Jjednu eksiomatizaciju ove klese
dobijamo d& oni svi moraju bitil sferni.+Potpunu geometrijsku
kerakterizaciju daje slededa teorema. Vazna je napomena da u do-

kazu nedemo koristiti Maljcevljeve rezultete; oni se zeapravo, uz

malo dodatnog trude mogu dobiti kao posledice [28, 29].

12,1 TEOREMA. Koherenten kvaziidentitet je Naljcevijev asko 1

semo gko Jje sferni i W-sveden.

Dokaz. Dokazujemo prvo de je dati uslov neophodan. Neks je O =qi(M)

Maljcevljev kvaziidentitet kao u definiciji datoj gore i neka Je
K=K(P) njegov van Kampenov dijagram. Prolezns temena od K =su

uprevo zavrsne temens ivica ai’bi’cj’Dj tj. poletna temena ivica

j'Bj . Iz tablice koja definise gi(M) odmeh sledi da je

svako prolazno teme stepena 4 . Tacdnije, postoji tacno p+gq pro-

ci,di,A

laznih temena u K i za svako od niih Cetiri incidentre ivice su
a;sby,05,d; 111 Aj,Bj,Cj,Dj (z& neko 1 1l1i J). Preostaje
aamo da se dokaZe de je K sferni; éinimo to racunanjem Eulerove

karakteristike. Zasad znamo da K ima 4(p+q) ivica, 2(p+q) ob-

lasti i p+q W-temena. Da dokazZemo
Hﬁemena}\ - \{ivice}\ + [{oblasti}( = 2

trebe nam samo da je ukupan broj O-temena i I-temena jednak p+q+2

Mi Semo dokazati da O-temena ima ukupno p+l , po simetriji de
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onds slediti da I-temena ime g+l .

O-temena od K su poleina temena ivice ci,d.,A.,B. .

1°3°
p,Al’Bl,c-q,A gB } i HEkB je i Ire—-

Cp? Q' q
lecija ekvivalencije na 7 tekva da su dva elementa od Z ek-

StEVimO Z= {cl,dl’onn

vivelentne sko i samo sko dve odgoverajule ivice od K imeju
zajednidko poletno teme. OCigledno, | {0-temenal| = |2A ) .
Uz to, relacije ~ Jje generisana sa "prvi simbol od %(Si)"

~ "prvi simbol od ?(S o o gde je 1 €ig2(p+q) i i+l u-

i+l
zeto po modulu 2(p+q) .
Neka je MIFTlTQ"'sz reé dobijena od ¥ Dbrisanjem

- 3 . . .
svih simbola Rj’Rj . Neke je ZL={c1,d1,...,cp,dp} i neka je
~ ekvivalencija na Z, generisene sa "prvi simbol od )(Ti)"
~ "prvi simbol od -?(Ti+1)“ , 2de je 1 <€igp i i+l  uzeto
modulo 2p . PoSto su prvi simboli od A(Rj) i P(Rj) (0d
X(R?) i ?(Rg)) jedneki, sledi da je \Z/Al=1Z /vl . Sed ze

neko 1 imamo da jJe Liﬂi "podred od ML . Dekle, d koje Je

i y
poCetni simbol i u >(Li) iu P(L;) , ¢ini jednoelementnu

4

klesu u 2, . Stavide, eko je M; rel dobijena od My brisa-
njem L, 1 Lz , tada Jje \ZLZU\=1+\Z£Av\ , &de je Z£=ZL-{ci,é
Neka je MK° 1rel dobijena od M Dbrisanjem Li i L; ; ona je

Maljcevljeva red¢ i imamo (M')L=M£ . Podto u sluCaju ML=L1L;'

imamo \ZLAgl=2 , traZena jednekost sledi indukeijom.

Dokazujemo sad da Je dati uslov i dovoljan. Neke Je P
W-sveden sferni kvaziidentitet; nedlidemo Maljcevljevu re¢ K
takvu da se qi(M) podudare =& $ do ne preznedavanje pro-
menljivih. Neka je K=K(%) , p=|{O-temena od K}l -1 i g¢=
,{I-temena od K}\ -1 , Jednostavnom radunicom, uz korisdenje
Eulerove formule sledi de K ima p+q W-temena, 4(p+q) ivice

i 2(p+q) oblasti. Ivicu od K zvedemo OW-ivicom ili WI-
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ivicom, prema tipu incidentnih joj temena. Dve OW-ivice (WI-ivice)

zvademo srodnim aeko imaju zajednicko W-teme.

Neka Je rO podgraf od Km kojeg Cine sve sve OW-ivice

i sva incidentna im temena. Tada je
\&ivice od fb}\ - \Rtemena od fb}\ = 2(p+q)~-((p+q)+(p+1)) = gq-1 .

Stepen svakog W-temena u fb jednak je dva, pa sledi da odstra-
njivanjem (pogodno izabranih) q parova srodnih ivice iz Yb
dobijamo drvo; oznalimo ga sa T, . Temena od T, su sva O-te-
mena od K i nekih p W-temena koja oznalavamo sa €1""’Qp .
Preostalih q W-temena oznacimo s=a rl,...,rq . Neka je TI graf

kojeg ¢ine 2q WI-ivica incidentnih sa TyseeesTy zajedno sa

svim incidentnim im temenime. Imamo
\{ivice od TI}\ - \&temena od TI}‘ =
2qg - (q + \{I-temena od TI}\)‘} -1

Ako postoji prost cikl ?‘ u TI , tada O-temene incidentns paru
srodnih OW-ivica &8ije zajednicko W-teme pripeada ¥ pripadaju raz-
1ié¢itim komponentama povezanosti komplementa od ¥ . Buduéi da je
TO povezan graf koji sadrzi sva O-temena od K ,'mora onda biti
ToN T # § - kontradikcija. Dakle, prostih ciklova u T, nema

i sledi da je Ty disjunktne unija k2>1 drveta, gde je

-k = \{ivice od TI}\ - ‘{temena od TI}\ .
Uporedjujuéi sa nejednakoséu dobijenom malopre zeskljulujemo de Je

k=1, pa je T; drvo i TI sadrzi sva I-temena od K,

Neka je S skup svih ivica od K koje nisu u TO\JTI .
7a svako W-teme, S sadrzi tadno dve incidentne mu ivice, i te
dve ivice su srodne. Komplement od TO\JTI je_homeomorfan otvo-
renom prstenu (proizvodu s1 i otvorenog intervalas) . Svake ivica

od S razrezuje prsten, ali ga ne raspovezuje. Sledi da postbji
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prosta zetvorena kriva & u prstenu koja sefe sveku ivicu od

S u tadno jedncj taeCki. Krivae & ne prolazi ni kroz jedno teme
od K i presek nien sa svakom od oblasti od K Je interval.
Podelimo W sa 2(p+q) tadeka uzetih iz razlic¢itih oblasti

od K . Tako W posteje graf sa 2(p+q) divica i1 temena i svaks

ivice od W sede teéno jednu iviecum od S , v, sl. 28 .

»
Ly 1
- H‘ ! _—— —
C\.),..-* i — “
/ l\.ﬂ{
[ = ‘(L# ———
\ Lo i' é.L
\*-.. T"’-{ -
— e — ! — o
! o
; 1
s
B
i > *—~ -
-~ —~
4 ‘YAJ' N
C;l V- Da
. " R A
\ L}E] P
~ - <% — - 7
R'ﬁr
d
1,28 sl1.29

Ivice od K su oznalene promenljivime koje ucestvuju
u & . Mi ih sade preznaCavamo de bismo videll da je CfP Mel]j-
cevljev kveziidentitet. Neka je v teme od K koje pripeada
oblasti D(%%) s, 2de Je q% konsekventni identitet od ¢>.

Putujmo duz W u jednom izebranom smeru s& poCetkom u Vv .

Za evako W-teme Qi postoje dve Wl-ivice incldentne sa Qi

koje pripadaju S 3 prvu ne koju naidjemo putujuci duz W

oznalimo sa &, , & drugu sa b . Dve odgoverajule ivice od

W oznacimo respektivno sa Ly i L? » V. 81, 29, Neka su D,,

D2,D3,D4 oblesti incidentne sa 0, nepisane tekvim cikliénim

1

redom da sveke dve uzectopne imeju zajednidku ivicu i de iduli
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duz Ly prelazimo iz D, u D, . Jednostavno sledi da iduéi duz
L? prelazimo iz D3 u D4 . Oznadimo gajednicku ivicu od D, 1

D4 Ba C; , & zajednicku ivicu od D2 i D3 ga di . Na slican

nadin oznafavamo ivice incidentne temenima rj , V. 81, 29,

Sad ked su oznelene sve ivice od W , nad put duZ W ss
pofetkom u v daje nam red M duZine 2(p+q) =2& koju se odmeh
vidi da zadovoljava {(ml) . PoSto @ "obilazi" jednom oko drvete

T gledi da svaka komponenta od c'J--(L:.;-"u-a'L;) sadrzi ivicu LT

o’ J
kad god sadrzi Lj . Sledstveno, ¥ <zadovoljava i (m2) , pa jeste
- Maljcevljeva re¢. Iz toga kako smo oznactili ivice od K =sledi

neposredno da je P =qi(M) O

Postoji jos 3edna klasiéna sksiomatizacija klase semigrupa
utopivih u grupe. Potide od Lambeka {31}, a &ine je takodje kohe-
rentni kvaziidentiteti, tzv. "poliedarsxi uslovi"‘ié]. Slededi
stav ostavljamo bez dokeza. Lambekovi kveaziidentitetl su geomet-
rijski definisani 1 naé je stav tek malo preradjens originalne
definicije. Citalac neupoznat sa Lambekovim radom moZe bezbedno

uzeti ovaj stev za definiciju.

12,2 STAV. Koherenten kveziidentitet je Lambekov gko 1 samo

ako je sferni i O-sveden. [

Geometrijska anaslogije medju Neljcevljevim i Lembekovim
kvaziidentitetima, izraZens teoremom 12.1 1 stavom 12.2 , omogu-
duje jedinstven dokaz da su i jedni 1 drugi aksiometizacija klese
utopivih semigrupa [23]. Ovde demo samo izvesti sledeéu jednostav-

nu posledicu za €iji je algebarski dokaz bilo potrebno gznatno

vigse trudsa.
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12,3 POSLEDICA.(Clifford i Preston [15, teorema 12.21]) Neke

je M Maljcevljeva rel. Kvaziidentitet qi(M) je Lambekov ek

. . * o * - »*
i samo ako je M oblike Ll'"LleLm'"Lle+1"‘LnR1Ln"'Lm+1
Dokaz. Kvaziidentitet P =qi(M) je i
W
O-sveden i W-sveden. Odmah sledi d
/ 13 van Kempenov dijagram K=K($) ime

samo dva I-temena 1 jednak broj
(n, recimo) O-temena i W-temena, v

- s8l., 30. Da bismo videli koje Nalj-

cevljeve rec¢i odgoveraju dijegra-
5 mima ovog oblikae, primetimo da su
drveta T0 i TI jedinetvena do
s1.30 na ciklicénu simetriju dijagrame.
Zavisno od izbore oblasti u kojo]

zapodinjemo obilezak separirajule krive W , metodom opisanim

u dokazu teoreme 11.1 dobijamo Maljcevljeve reci M, , =
]
*-' ¥* '*_-'{" »* ~ . W » * +
Ll...LleLm...Lle+1...LanLn... mel otavise, iz simetrije d

jagrema sledi da su kvaziidentiteti qi(M ) 1 qi(M_., )
m,n m’,n

isti do na preznacCavanje promenljivih,
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13, DODATAK. O GEOMETRIJSKOJ TERMINOLOGIJI

Tako elementaran i oligledan pojem kao 8to je graf ima u
literaturi sijaset definicija, sve zavisno od nalina posmatranja
i od onoga demu grafovi sluZe u razlic¢itim kontekstima. Ova] je
odeljek nepisan radi preciziranjs pojmova. Dakle, slede uglavnom
definicije pojmove vezanih za grafove i 2-komplekse. Nesto nuznih
rezultata iz teorije grafova (teorema o planarnosti, Mengerova
teoreme) navedeno je bez dokaza u osnovnom tekstu. Vazne rezultatee
o geometrijskoj interpreteciji zavisnostl u grupama ¢emo ipek ne-
vesti ovde, jer nisu bad opStepoznati, a i trebaju nam u malo 1z-

menjenom obliku.

Sve je u ovom odeljku svedeno ne neophodan minimum. Spe-
cijalno, svi objekti (grafovi i 2-kompleksi) su ovde po pretpos-

tavei konacni.

Graf de za nas biti, vel prema potrebi, ili &isto kombina-
torna tvorevina (aepstraktni gref) ili tovosSki prostor (topoleski

graf). Apstraktni graf je kolekcija V=(V,E, *,1,T) , gde su V

i E skupovi (temene i ivice) , ~!' involucija E—E bez fik-

snih elemenata i 4,T:E—>V funkcije (pofetno i zavrSno teme)

koje zadovoljavaju uslove 1(6_1)=T(e) i T(e'l)zm(e) . Ivica ==
1(e)=T(e) je petlja . Put u grafu je niz ivica 1T=(e1,...,en) .
obidno pisan kao red TT:el...en , takav da je 1(ei+1)=T(ei) Z8
1$¢i<n ., Ako je uz to i T(e )=t(eq) , ¥ Jje cikl . Prost put

je put €iji nijeden pravi podput nije cikl. Put je sveden eako

nema podputeva oblika ee'l. Put inverzan putu '“':el...en je

'1=e'1...e11 . Proizvod 'ﬁiwz puteva 'ﬁl i 'Ez je na oligledan

A n

nadin definisan, pod uslovom da je zavrsno teme od ‘ﬁi jednako

poletnom temenu od T, . Graf je povezan ako za svake dva te-
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mene postoji put koji polinje u jednom, & zavrsava se u drugon

Drvo je povezen graf koji nema svedenih ciklova, Graf [ =

(V',E°, "*,1,T) je podgraf od T =&ko je V¢V , E'CE, =

1, T u [ su restrikcije odgoverajuéih furkcija u U . Ze
E‘CE definiSemo ((E’) keo najmanji podgraf od [ koji se-
drzi E’., Lsko se proverave da je poddrvo grefs meksimalno gko

i samo ako sadrzi sva temena. Tekodje, svako poddrvo je podgre

nekog makeimalnog drveta. Sveki par {e,e"l} zovemo neoriien

tisanom ivicom grafa. Sveki graf je Jednoznaéno (do ne izomor

fizem) odredjen svojim skupom temena, skupom neorijentisanih
ivica i preslikasvanjem koje svekoj neorijentiseno]j ivici dode-
ljuje skup incidentnih joj temena. Svaki podekup Eo cd E
koji sadrzi tacéno jedan element iz svzke neorijentisane ivice

je oriijentacija grafa.

Topoloski graf Je topolosSki prostor dobijen od disjun

kine unije zetvorenih intervala identifikaecijom nekih od kraj-
njih tacake tih interveale. Topoloski graf je odigledno disjun-
ktna unijsa diskretnog skupe tacaka (temens) i otvorenih inter-
vela. Svaki ocd tih interveala Je (uneorijentisens) ivice grafa.

Orijentacije topoloskog grafe je izbor jednog od dva bitno reaz

li¢ite nadina da se proputuje svake ivice grefa. ILuk u grafu j
neprekidna slika zaetvorenog intervela ¢ije krainje tacdke su

temena grafe,

OCigledno je kako se svaekom epstrakinom grefu mofe pri
ruziti jedan topoloski gref (topolosSka realizaecija apstrektnog
grafa) koji ga potpuno odredjuje. U necem tekstu se po pravilu
nele ukazivati na koji se od dve pojme grefe mieli u svakom tre
nutku. Najéesde se, zapravo, misli ne cbadve istovremeno. Teko
se u isto vreme moze priceti o putevime (Sto je pojam vezan za

epstraktne grafove) i o plenernosti grafe (Sto je topoloski po-
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jam)., Su3tinskih dvosmislenosti ne bi, medjutim, trebalo da bdbude.

Grafovi su jednodimenzioni objekti. U kombinatornoj topo-
logiji, gde je kompleks (simplicijelni, celularni) osnovni po-
jem, oni su upravo jednodimenzioni komnleksi. Name nije potrebno
da idemo dalje od dimenzije dve, pa femo termin "kompleks" korie-

titi za dvodimenzione komplekse., Prilagodjene definicije slede.

Apstrakten kompleks K dine tri skupa V,E,F (temens,

ivice, oblasti) za koje se pretpostavljaju sledeCe dve stvari.

Prvo je da V i E ¢&ine graf, tzv. l-skelet od K , u oznecl

K(‘l'l

. Drugo je da za svaku oblast D imamo definisan, do na ci-
k1lidne permutecije i uzimanje inverzsa, cikl 8D u K - gre-

nidéni cikl od D .-Sto se tide relacije incidencije u X , to

je incidencija u g , plus to da su objekti incidentni oblasil

D upraevo temena i ivice na SD .

Topolodki komnleksi su prostori kojl se dobijeju od iz-

vesnog broje poligona identifikaecijom nekih (zatvorenih) strans
tih poligons. Temena i unutrasnjosti strane tih poligona cCine
temena i ivice kompleksa. Unutrasnjosti poligona su,pak, oblasti
komnleksa. Malo drugeéije gledeno, topoloski kompleks je prostor
dobijen od grafe (svog l-skelete) "lepljenjem" izvesnog broje
dvodimenzionih diskove duZz nekihciklova u grafu. "Nalepiti" disk
duz cikle €yeee€ zneéi uzeti poligon sa n strane pa ove
strane redom identifikoveti se zatvorenjem lvica €190049€
up. {38, VII.2] . Jagno je opet da imamo obostranu vezu izmedju
apstraktnih i topolo3kih kompleksa, pa ¢éemo, kao kod grafove,

koristiti obe terminologije u isto vreme.

Za nes su posebno vaZni kompleksi kod kojih se svake ivica
javlja tadno dvapuf u {BD\DEEF} . (Ovo nije isto 8to 1 redi de

je svaka ivica incidentna tadno dvema oblastima!) Keo topoloski
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prostori, ovekvi kompleksi su povrsi (kompsktne 2-mnogostru-
kosti bez grenice) i za njih je dobro poznata klasifikacije

po rodu i orijentabilnosti [38, gl. 1 , 45, str. 69] . Komplek
je ipak malo vise od povrsi, Jjer ocigledno je da istu povrs mc
emo ne razne naline predsteviti keso kompleks (upotrebljavedemc

termin dekompozicije povrsi).

Pretpostavimo ds Je graf U  homeomorfno utopljen u

- v P * .
povrs L . Ted moZemo govoriti o duelnom grefu [~ . To je

graf kojii ime po Jjedno teme u'svakoj komponenti od v-U, a
ivice su mu u bijektivno] vezi se ivicama od [, tako da eko

.
* jvice od | koje spaje teme

jé e ivica od | , tad Je e
*. - - - o= -
od [ koje pripesdaju onim komponentems od 2 -1 c1jo]j graric
e pripade. Ivica e® je petlje sko i semo eko e pripads gr
— *

nici semo jedne komponente od 2 -V . Leko ge vidi dn ce i v

moze utopiti u i i to teko de sveks ivice e* =sede | u te

no jednoj talki (koja pripada e ) .

Primetimo dalje de svaeki povezan graf [ utopljen u
(2-sferu) jeste l-skelet jedinstvene dekompozicije sfere - Jer
su (M"oligledno", a zapravo keo pocsledics Jordan-Shoenfliessove
teoreme [45, str., 35) eve komponente od §°-[ homeomorfne ot
vorenom disku. Slicno, gko jJe [ povezan gref utopljen u ori-
jentabilnu povrs Z i eko je 2 orijentebilna povrs nejmenje
rodae u koJju se U moze utopiti, teds =su sve komponente od i:-
otvoreni diskovi ("oblesti"), pe imamo jedinetvenu strukturu
kompieksa K na 2 teko da de Km-—.r. Jasno, oblasti od K

. : : : : *
su u bijektivnoj vezi sa temenims od [ .

Preostaje nam jos da vidimo kako komnleksi mogu sluzit

kao vizuelizacija (kvazi)identiteta. Pa neks je E = (uy= 5)

t ¢ !
identitet u grupnom Jeziku, tj. u1=§;1...§pf y 'u12=*]11‘*.....'*’é‘l ’
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like 8 1 9), ali samo zbog toga sSto je trebelo na jednom mestu
gledeti i "grupni™ i "abelov” sludaj. U stveri, ako je ikekva
interpretacija potrebna zs kveziidentitete ne abelovim grupaema,

onde je ona koju deje naredns lema 1 prirodnija 1 jednostavnija.

Neka je, naime, I graf sa temenima Visesss Vo i (ori-

jentisanim) ivicama €yseves€) o Pretpostavimo, radi jednostav-

nijeg pisanja, da nijedna ivica nije petlja. Ako Je vy pocetno

teme od e, stavimo Epi=1 , & ako je Vv, zavrsno teme od e,

neka je Epi=-1 . Kao i gore, dodelimo svakoj ivici e oznaku
¢(e)€iXLJX-1 . Oznadimo sa gvi term Eiﬁpiep gde suma ide po
svim p takvim da Je e incidentna s& V4 . Prosirimo ¢

na odigledan nadin na sve linearne kombinacije E;erp 1 de-

finidimo za svako i (1<i€m) kvaziidentitet C?—"i(‘i") =

( a.:/l\itf’(évjho) S (v, =0 .

13.4 LEMA, Kvaziidentitet <bi(r) Jje tacan nes svim abelovim

grupama.

Dokaz. Sledi iz .Zlé(&vj) =0 ,
-}:i




sfera )
sko i samo sko je K(P) orijentebilna povr§ roda 71 ;.
neorijentabilna povrs

Neka je kompleks K sa oblastimea Dl""’Dm dekompo -

zicija povrsi 2. Fiksirajmo skup promenljivih X={?l.x2,...}

i svekoj ivici od K dodelimo oznaku &(e)€ XUX T , teko da

je ¢(e"1)=4xe)_1 (X"1= {xil,xgl,...}) . Oznadavenje ¢ se

multiplikativno prodiruje na sve puteve u K , teko da za svak

put T imamo oznaku ¢CW) koja je grupna reé¢ po slovima iz

Za svako i , 1 i m , definisemo kvaziidentitet ¢E(KJ =

( ﬁ\¢(SDj)=1) = ¢(8Di)=l . Posto za svaki kompleks X koji

i1
dekompozicija povrSid postoji kvadraetni kvaziidentitet P teks
de je K($)=K , sledi da je sveki qﬁ(K) instancae nekog kvad-
ratnog kvaziidentiteta za koji je K(@®)=K ., Teko dobijemo iz
stava 13.2 slededu veznu posledicu,

=L

-
sfere

13.3 POSLEDICA, Ako je K dekompozicije < orijentebilne po

neoriientabilne

L

o

tada je (zs svako oznelevanje ¢ ) kveziidentitet <?&(K) tale

-

(grupama
na svim 1 abelovim grupama > .

Lbulovim grupama

“"Sferni" deo ovog tvrdjenja poznet Je keo van Kesmpenov
leme ili lemes o normalno] podgrupi [25},{?4, lema V.1.2]. Prev
govoreéi, “"sferni™ deo je u nekom smislu i jedini veZan , jer
zevienost u abelovim (i jog visSe u bulovim) grupsma je stvar
csesvim jednostavna i tesko da joj je potrebna interpretacija

gornjeg oblika., Nama je doduSe zzista ispsla potrebna (v. ode-
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