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Uuvaoopb

Teorija sloZenosti je dio matematicke kibernetike tijesno
povezan s problemom sinteze upravlijackih sistema. Interesovanje
za nju raste sa sve vedom primjenom e]ektronskih raCunskih masSi-
na. Za mnoge zadatke vaZne u praksi jos nijesu nadjeni realno
ostvarljivi algoritmi. Postoje 11 za dati zadatak brzi algoritmi
111 on ima urodjenu slozenost - to je osnovno pitanje teorije
sioZenosti.

Kod 1zuCavanja sloZenosti vaZno je izabrati pogodan jezik
na kojem Ce se opisivati algoritmi. Postojeéi programski jezici
su pogodni pri razradi gotovih algoritama, dok su veoma nepogodni
pri dokazivanju nepostojanja (ekonomi&énih) algoritama. Zato se
teorija sloZenosti i bavi prostim modelima algoritama koji olakia-
vaju njihovu analizu. Takvi modeli su, na primjer, disjunktivne
normalne forme, Boole-ove formule, sheme od funkcionalnih eleme-
nata, autamati, Turing-ove masine i tome slic¢no,.

Funkcionisanje blokova elektronskih racunskih magina i
drugih uredjaja koji obradjuju diskretne informacije, opisuje se
Boole-ovim funkcijama. Isto tako moZemo reci da svaki program sa-
vremenih ralunara izraunava vrijednosti sistema Boole-ovih fun-
kcija. Zato su jo3 30-ih godina ovog vijeka inZzenjeri poceli da
izuCavaju Boole-ove modele, tj. modele koji izracunavaju vrije-
dnosti Boole-ovih funkcija (u daljem tekstu govoricemo prosto
da 1zracunavaju Boole-ave funkcije). Tu spadaju Boole-ove formule,
kontaktne sheme, sheme .od funkcionalnih elemenata, logiCke mreie
1td. Boole-ovi modeli su krajnje prosti $to olakZava njihov opis

i dozvoljava, za razliku od sloZzenijih modela, precizne formula-




cije problema teorije sloZenosti. Zbog toga Jje teorija slozeno-
sti Boole-ovih modela i najrazvijeniji dio teorije sloZenosti. Ve-
cina osnovnih rezultata teorije sloZenosti moZe se izloZiti na
jeziku Boole-ovih modela,3to im daje osobit znalaj u toj teoriji.

Za sve nabrojane modeie moZemo reéi da su to objekti kon-
struisani po odredjenim sintaksic¢kim pravilima 1 sluZe za 1zra-
¢unavanje funkcija. Takve objekte nazovimo shemama. Uredjen par
(S,f}), gdje je S shema a f funkcija koju ona izralunava (reali-
zuje), nazvacemo upravljackim sistemom(strogu definiciju uprav-
1jackog sistema 1 osnovne zadatke teorije upravljaCkih sistema
dao je S.V.Jablonski u [4 ). Na taj nain, sa svakim skupom
upravljackih sistema se, na prirodan nalin, vezuje skup S nji-
hovih shema i skup F njihovih funkcija. Jedan od osnovnih zada-
taka teorije upravijalkih sistema je zadatak sinteze: za datu
funkciju fe ¥ na¢i shemu SeJ koja je realizuje. Ova) zadatak,
kao po pravilu, nema jedinstveno rjedSenje. Zato se on dalje pre-
cizira. .

Za vedinu zadataka nije vaZino samo sastaviti program ili
izvr3iti neku konstrukciju, nego i uraditi to 3to je moguce eko-
nomicnije. Pojam ekonomicnosti se moZe odrediti uvodjenjem raz-
nih mjera sloZenosti (zavisno od problema koji se rje3ava).

Tako na primjer, pri rjesSavanju problema ekonomiine kon-
strukcije pojedinih blokova elektronskih racunskih masina, pri-
rodno se namecdu, kao mjere sloZenosti, broj elemenata u shemi,
broj simbola promjenljivih u formuli, broj kontakta u kontaktnoj
shemi, broj konjunkcija u disjunktivnoj normalnoj formi i tome
sli€no. Razumna mjera sloZenosti bi bila i dubina sheme, tj. mak-

simalna duiina puta koji predje signal od ulaza do izlaza iz she-




me. Ima interesa izucavati i broj elemenata sheme koJi se isto-
vremeno nadju u aktivnom stanju u toku izraCunavanja.

Pri tedrijskom jzudavanju brzine izvr$avanja programa,
prirodna mjera sloZenosti bi bio broj elementarnih koraka iz ko-
jih se sastoji algoritam, npr. Turing-ova masina. Druge mjere
stoZzenosti bi bile duZina programa (npr. broj komandi), velicCina
memorije koju koristi program {(radna memorija), vrijeme izracuna-
vanja pri paralelnim izracunavanjima 1 tome sliéno.

Raznorodne mjere sloZenosti nijesu medjusobno nezavi-
sne. Tako na primjer, oCigledno je postojanje veze izmedju vre-
mena izvrSavanja programa i potrebne radne memorije, izmedju bro-
ja elemenata u shemi i njene dubine itd. Manje oéig]édna, no do-
kazana je tijesna veza izmedju vremena i veli¢ine memorije potre-
bne za izvr3Savanje programa,s jedne strane i brojJa elemenata u
shemi od funkcionalnih elemenata s druge strane (vidi [33], [34] .
ﬁ&]). Posiednja veza ima principijelan znacaj, jer govori da
su sheme,od funkcionalnih elemenata pogodne za izudavanje kako
prostornih (shemnih), tako i programskih (racdunskih, masinskih)
mjera sloZenosti.

Uvodjenjem mjere sloZzenosti, tj. funkcionala L(S) na
skupu shema S iz date klase upravljackih sistema, zadatak sinte-
ze Sse precizira: za datu funkciju fGW?. na¢i shemu Se;f koJa
Je realizuje, takvu da je L(S) minimalno ("minimalnu shemu").

Tu minimalnu vrijednost ¢emo oznaditi sa L(f).

. Osnovna pote3koéa. koja ostavlija trag na svu proble-
matiku teorije sloZenosti je prakti€na nerjedivost zadatka kon-
strukcije minimainih shema. Tu se ne radi o algoritamskoj ne-

rjeSivosti, jer postoji trivijalni algoritam konstrukcije mini-




malnih shema zasnovan na pretraZivanju svih shema odredjene slo-
senosti. Medjutim, primjena tog algoritma je praktiéno nemoguca
cak i za mali broj promjenljivih (n=6,7), zbog astronomskog vre-
mena potrebnog za njegovo izvr3avanje. Cak ni primjena najbrzih
radunara skoro da ne povecdava moguénosti algoritma. Svi pokusSaji
da se nadju efektivniji algoritmi zasad nijesu dali rezultat .
5.y.Jablonski je izrazio hipotezu (i dobio prve rezultate koji je
opravdavaju; detaljnije o tome vidi u p]) da je trivijalni algo-
ritam “potpunog pretrazivanja" u tim zadacima neophodan [5] . Zbog
toga se zadatak sinteze mora dalje precizirati. Postoji nekoliko
prilaza.

Jedan od takvih prilaza je asimptotski i pripada C.Sha-
nnon-u (1], [2]. Uslov minimalnosti se zamjenjuje uslovom "skoro
minimalnosti®: traZi se shema ¢ija je sloienost.asimptotski je-
dnaka minimalnoj shemi. Osim toga, razmatra se zadatak sinteze
za cijelu klasu funkcija (npr. za klasu jzn Boole-ovih funkcija
od n prcmjenljivih). Taénija postavka zadatka bi se sastojala u
sledecem. Neka je L{(n)=maxL(f), gdje se maksimum uzima po svim
funkcijama f(x1,,...xn) iz ﬁgu. Funkcija L{n) je dobila naziv
Shannon-ova funkcija. Treba naé¢i algoritam po kojem se za svaku
funkciju f(x1,...,xn) konstruiSe shema S koja realizuje tu fun-
kciju, takva da je L(S) L(n).

Prve rezultate u tom pravcu je dobio C.Shannon [i}, [2].
On je dao algoritam sinteze kontaktnih shema reda optimalnog al-
goritma ( tj. optimalan s tadnodcu do multiplikativne konstante)

i dobio ocjene:

o ..2n+2
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Asimptotski najbolji algoritam je konstruisao 0.B.Lupa-
nov i time je dobijena asimptotika Shannon-ove funkcije [10}, [13 :

2“
T.

L(n)~
0.B.Lupanov je takodje dao asimptotski najbolje algoritme sinteze
formula i shema od funkcionalnih elemenata u proizvoljnoj konac-
noj bazi [}ﬂ , [}ﬂ . Asimptotike Shannon-ovih funkcija u tim sju-
cajevima su

- 2" . 2"
LMM?FE? i HM“PT=
gdje je £ - konstanta koja se lako bdredjuje za datu bazu.

Na osnovu tih metoda kasnije su se pojavili analogni
asimptotski rezultati i za druge klase upravljackih sistema.
Izmedju njih izdvojimo rad V.A.Kuzmina [21] u kojem je dobijena
asimptotika Shannon-ove funkcije za sloZenost realizacije Boole-
ovih funkcija normalnim algoritmima i Turing-ovim madinama i1 po-
kazana zavisnost te asimﬁtotike od broja slova koriséene azbuke.

Rezultati asimptotske teorije pokazuju da ponasSanje
Shannon-ove funkcije slabo zavisi od klase upravijackih sistema.

o .
Jz imaju sko-

Osim toga, oni govore i da skoro sve funkcije iz
ro jednaku sloZenost, asimptotski jednaku sloZenosti najsloZeni-
je funkcije i zato su prakti¢no nedostupne. Ova pojava nosi na-
ziv efekat Shannon-a. Zbog toga je vaZno izdvojiti klase funkci-
Ja koje mogu biti realizovane prostije od veéine funkcija i nadi
metode sinteze shema za njih. Primjeri takvih klasa su poznati

jo$ iz perioda prvih radova iz sinteze. Zatim je S.V.Jablonski

B1,[6] konstruisao i izu&io neprekidnu familiju klasa funkcija

zatvorenih u odnosu na smjene konstanti i permutacije promjen-




1jivih. Svaku takvu klasu karakteride neki brojni parametar 6
koji odraZava broj elemenata kiase (06 ¢ 1). Za klase kod ko-
jih Jje G#0, S.V.Jablonski je konstruisao asimptotski najbolje
metode sinteze i dobio asimptotike Shannon-ovih funkcija.

Poslije toga, 0.B.Lupanov je predioZzio jedan opSti pri-
stup sintezi shema - princip lokalnog kodiranja [14]. On omogu-
¢uje da se po opisu klase funkcija (pridriavajuéi se nekih spe-
cijalnih uslova) konstruide asimptotski najbolji metod sinteze
shema za funkcije posmatrane klase. KoridSc¢enjem tog principa
pokazalo se moguc¢im,na jedan jedini nacin, dobiti metode sinte-
ze shema za poznate klase funkcija, a takodje i metode sinteze
za mnoge nove klase funkcija. Asimptotika sloZenosti shema za
funkcije i2 tih klasa odredjena je brojem Mn funkcija f“ﬁ"““xn)
u klasi 1 ima oblik

log Mn
YTog Tog Mn '

Ova fJnkcija moZe uzimati vrijednosti od velilina bliskih n,
do 2"/n. Princip lokalnog kodiranja je naroc¢ito pogodan za pri-
mjenu na dovoljno bogatim klasama upravlijackih sistema (sheme
0d funkcionalnih elemenata, automati, algoritmi).

Kao Sto Je veé reéeno,vedina Boole-ovih funkcija ima vrio
veliku sloZenost shemne realizacije. Dokaz te éinjenice nije efe-
ktivan: proizilazi iz odnosa broja elemenata skupa svih Boole-ovih
funkcija i broja elemenata skupa shema (iz date klase upravljaé-
kih sistema) odredjene sloZenosti. Prvu "efektivnu® nelinearnu
donju ocjenu dobila je B.A.Subotovskaja za sloZenost realizacije
linearne funkcije od n promjenljivih formulama nad bazom{E,V,J]

3/2

ﬁﬁ]. Ta ocjena ima oblik C:'n V.M. Hrap&enko je povisio tu
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cjenu do n2 i time je ustanovlijen red sloZenosti linearne fun-
cije u klasi formula [i7] . On je predloZio i jedan opsti metod
obijanja kvadratnih donjih ocjena sloZenosti formula u bazi

&, V, -} . Donje ocjene bliske kvadratnim u "jacim" klasama upra-
1jackih sistema (formule nad proizvoljnom bazom, kontaktne sheme)
obio je E.I. NeZiporuk [18 . U "slabijim" klasama upravijackih
istema (formule i sheme od funkcionalnih elemenata nad funkcio-
alno nekompletnim bazama) dobijene su donje ocjene reda nc,
dje je ¢ proizvoljna konstanta [19], [20] , [39].

Do danas nije dobijena nijedna nelinearna donja ocjena
lozenosti Boole-ovih funkcija u klasi shema od funkcionalnih
lemenata nad kompletnom bazom. S obzirom na eksponencijalnu
loZzenost vec¢ine Boole-ovih funkcija, problem povi3enja donjih
cjena sloZenosti predstavlja snaZan stimulans razvitku teorije
loZenosti.

Predmet ove disertacije, s aspekta teorije s}oienosti,
ripade- navedenom problemu izdvajanja klasa Boole-ovih funkcija
oje mogu biti realizovane prostije nego vec¢ina funkcija. Kon-
retno, ovdje su opisane neke klase Boole-ovih funkcija i za njih
okazana linearna sloZenost realdizacije, tj. najmanja moguca.

S druge strane, te Booie-ove funkcije linearne s)oieno-
ti su veoma znalajne jer modeliraju mnoge situacije koje se po-
avijuju u praksi. Posmatra se binarni ekran dimenzije m x n 1
kup 0 stanja ekrana (tj; skup Boole~-ovih matrica tipa m x n)
oja nastaju pomjeranjem nadesno ravne figure prikazane na ekra-
u kada se on nalazi u stanju M=|h¥1j”;' Skup 0 smo nrazvali

D™ oblikom. Definisali 'smo Boale-avu funkciju fo(x1,...,x

m,n m'n)

d m-n promjenljivih tako da je f_(olysev.r0t )= akko niz




*1“"’&mn obrazuju vrste neke matrice M€ 0 , poredjane slijeva
nadesno jedna do druge. Posmatra se realizacija Boole-ovih funkci-
ja shemama od funkcionalnih elemenata i kaZe se da shema S5 ras-
joznaje oblik O ako ona realizuje funkciju fO .SloZenost reali-
zacije funkcije fo' nazvali smo sloZenoS¢éu raspoznavanja oblika
0. SloZenoS¢€u raspoznavanja klaseloblika nazvali smo maksimalnu
rd sloZenosti raspoznavanja oblika iz te klase. U disertaciji su
spisane neke klase pp" oblika i za njih dokazana linearna slo-
enost raspoznavanja. Pri nekom ograni¢enju na dimenzije ekrana
n i n dokazana je linearna sloZenost raspoznavanja svih PDE!Jn
>blika.

U I glavi disertacije data je precizna formulacija pro-
blema, definisan je pojam shema od funkcionalnih elemenata 1 na-
vedeni su osnovni poznati rezultati sloZenosti realizacije Boole-
svih funkcija shemama od funkcionalnih elemenata, na koje smo se
casnije,nekoliko puta, pozivali. Na kraju glave je data neline-
irna goynja ocjena sloZenosti raspoznavanja klase svih PD:;'!'n
blika.

U Il glavi disertacije, pri ogranicenju n{& C-log m na
limenzije ekrana, dokazana je linearna sloZenost raspoznavanja
:lase svih PD:,n'ob1ika. Dat je univerzalan (za sve PDS, ob-

like), reda optimalnog, metod sinteze shema od funkcionalnih ele-

ienata za raspoznavanje PD; N oblika.
: ]

IIl glava disertacije, u slucéaju kada je n>> log m, po-
cazuje svu ozbiljnost i teZinu postavijenog problema. S jedne
.trane, metod iz druge glave daje nelinearnu gornju ocjenu slo-

enosti. S druge strane, broj elemenata skupa svih PD; . oblika

1ije dovoljan za primjenu bilo kog poznatog rezultata asimptotske




teorije sloZzenosti, pa i principa lokalnog kodiranja 0.B.Lupa-
nova, primjenom kojeqg su, kao 3to smo veé rekli, konstruisani
asimptotski najbolji metodi sinteze shema za sve poznate klase
Boole-ovih funkcijJa. Osim toga, na putu nalaZenja univerzalnog
metoda sinteze shema za raspoznavanje PD;’n oblika, prirodno

se pojavlijuje operator pomjeranja Tn’ koji ' pomjera nadesno
proizvoljan niz duZine n za proizvoljan broj mjesta. 0.B. Lupa-
nov je u U4] dao nelinearnu gornju ocjenu sloZenosti rea]iiaci-
je operatora T, L(Tn)g C-n<log n, i izrekao hipotezu da je ope-
rator Tn nelinearan. Zbog principijelnih teSkoéa oko povecanja
donjih ocjena, koje smo ve pomenuli, ta hipoteza do danas nije
dokazana. Istb tako, nikome nije poslo za rukom da pronadje me-
tod bolji od metoda 0.B.Lupanova i snizi gore navedenu nelinear-
nu ocjenu.

Sve to govori da, u slucaju n»log m, treba odustati od
traZenja univerzalnog metoda sinteze shema od funkcionalnih elc-
menata <0Ji1 bi dao linearnu sloZenost raspoznavanja klase svih

PD: n oblika. Treba i¢éi putem izdvajanja podklasa klase svih

>

png,n oblika i za njih nac¢i metode sinteze shema linearne slu-
Zenosti.

Na taj nac¢in, od operatora pomjeranja 0.B.Lupanova pri-
rodno dolazimo do klase operatora Ti, eﬁﬁ(do,...,qn_i), dié{p,1},
i=0,...,n-1, svaki od kojih pomjera nadesno fiksirani niz za
proizvoljan broj mjesta. Tako sebi otvaramo put da izdvajanjem
podskupova skupa svih nizova X duZine n iskoristimo svojstva
nizova 1z tih podskupova i konstrui3emo metode sinteze shema ko-

Ji bi snizili, u prvom redu nelinearnu ocjenu sloZenosti 0.B. Lupa-

nova operatora pomjeranja Tﬁ odredjenih nizovima sa tim svojstvi-




ma, a zatim 37 nelinearnu ocjenu sloZenosti raspoznavanja odgova-
rajué¢ih klasa PDi 0 oblika. U III glavi disertacije su upravo
2

opisani podSkupovi skupa svih nizova, a time i klase PD:”n obli-
ka 1 za nJih dati metodi koji sniZavaju pomenute nelinearne ocje-
ne slozenosti do linearnih, tj. do najmanjih mogucé¢ih, Na taj na-
¢in, svi ti opisani metodi su reda optimalnih.

Time problem sloZenosti raspoznavanja Pﬂg’n oblika, u
sluCaju n>>log m, nije u potpunosti zatvoren. Opisanim metodima
1 1zloZzenom tehnikom su izdvojeni PIJ:;;'”n oblici linearne slozZe-
nosti raspoznavanja kao i operatori pomjeranja Tﬁ linearne slo-
Zenosti realizacije shemama od funkcionalnih elemenata. Ostala
je klasa obiika, odnosno operatora pomjeranja Tﬁ, nad kojom sto-
Ji sjenka nelinearnosti, no dokaz te Cinjenice Zzahtijeva nove
prodore teorije. Stanje stvari u teoriji slolenosti Je takvo,
da kod mnogih matematicara koji se bave ovim problemima raste
pesimizam da se u bliskoj buduénosti nece dobiti nelinearna do-
nja ocjena sloZenosti realizacije individualne Boole-ove funke i-

je shemama gd funkciona]nih elemenata nad kompletnom bazom.

VeCina rezultata navedenih u disertaciji je sadrzana u

371, (3¢, [39 i [a0].




Glava I. OSNOVNI POJMOVI I FORMULACIJA PROBLEMA

1.1. Def inici]ja Km,n obl 1k a

Posmatrajmo reSetku R=N x N u ravni, tj. skup tacaka sa
koordinatama (i,j), gdje su i,j€N (N - skup prirodnih brojeva).

Ekranom E n tipa m x n, myne N, nazvademo sledeéi podskup rese-

>

tke R: Em n=[(i,j)li$.m,j$:n}. Smatrademo da svaka tacka (i,])

ekrana Em n moZe da se nadje u jednom od dva stanja: 0 il1i 1.

]

Stanjem M (binarnog) ekrana Em 0 nazvacemo Boole-ovu matricu

n . . .. : <
Mz”di,j”m (1€igm, 1&jgn), gd,]e je d"ij stanje taCke ekra-

na sa koordinatama (i,j). Neka se ekran E , nalazi u stanju M.

Skup taﬁaka ekrana koje se nalaze u stanju 1 nazvacemo {ravnom)
figurom odredjenom stanjem M ekrana.
OznaCimo sa K skup nekih kretanja u ravni i sa M proiz-

voljn: stanje ekrana Em Skup stanja ekrana Em 0 koja nastaju

N’
svim superpozicijama kretanja iz datog skupa K figure odredjenc

stanjem M ekrana, nazovimo Kg oblikom. Klasu svih K™ oblika

s m,

2znadimo sa K Ponekad ¢€emo, radi prostijeg oznadavanja, a

m,n°’
kada to ne bude bitno, proizvoljan K;'n oblik takodje oznacava-
£t1 sa Km,n'
1.2. Raspoznavanije K o b1l 1ika-

M, N
svodJjenje na realizaciiju

Boole-ovih funkececigja

Oznalimo sa Bn skup svih nizova (do,...,dh_l) duZzine

', gdje je olie {0,1}, i=0,1,...,n-1, Preslikavanje F skupa B,




u skup Bm ¢emo zvati (Boole-ovim) (n,m)-opefatorom. Operatorom
cemo nazivati (n,m)-operator za neko n i m. Svaki (n,m)-operator
F moZemo poématrati kao uredjen sistem m Boole-ovih funkcija od

n promjenijivih. Specijalno, (n,1)-operatori predstavijaju Boole-
ove funkcije od n promjenljivih.

Neka je O proizvoljan Km oblik. Svakom stanju (matrici)

s N

M:Ho(i'jl:; oblika 0 pridruzimo niz &, eB_ :
ly=(Aggseeshyps Hppoeees hgpoeees Slpgsees iy
Tada svakom K, ~ obliku O pridruZzimo Boole-ovu funkciju Fo(XyseensX

takvu da je fo(d1,....dmn)=1 akko je niz (d1,...,dmﬂ) duZine m-n
pridruZzen bilo kom stanju M oblika 0.

Govoric¢emo da neki objékat raspoznaje oblik 0 ako on iz-
raCunava vrijednosti (realizuje) funkcije fo'

Mi Cemo se baviti realizacijom Boole-ovih funkcija u klasi
shema od funkcionalnih elemenata, te stoga i prelazimo na defini-
ciju te klase upravlijackih sistema.

1.3. Sheme od funkcionalnih

el emenat a

Neka je B proizvoljan skup Boole-ovih funkcija. Nazvace-
mo ga bazom (naziv baza je ostao iz navike, iako skup B ne mora
biti kompletan u funkcionalnom smislu). Da bismo izbjegli su-
visne glomaznosti i neopravdan formalizam, definisacemo sheme
1Z funkcionalinih elemenata nad bazom Bg=f&,v,-]. OQdatle e biti
jasno kako se definicija prenosi na slucaj proizvoljne baze.

Neka je G - proizvoljan konaéan orijentisan graf bez

xontura (tj. koji ne sadrzi orijentisanih ciklusa), takav da mu

mmL



y svaki &vor ulaze ne vi3e od dvije grane. Primjer takvog gra-
fa dat je na sl. ta (primijetimo da u tom grafu postoje ciklusi
ali ne postoje orijentisani ciklusi, tj. konture). Cvorovi grafa
G u koje ne ulazi ni jedna grana, nazivaju se ulaznim Cvorovi-
ma i1i polovima. Ostali &vorovi grafa nazivaju se unutrasSnjim.
Neke Cvorove grafa oznac¢imo kao izlazne. Dobijeni graf naziva

se mrezom.

a) b )
S1.1.

Lema 1.3.1. [}2] Konacan orijentisan graf bez kontu-
ra sadrZi barem jedan ¢vor bez ulaznih grana i barem jedan &vor

bez izlaznih grana.

Posledica ovog tvrdjenja je da svaka mreZa sadrzi polo-

ve.




PripiSimo sada svakom &voru mreze jedan od simbola pro-
mjen1jivih x,s...ox 917 Boole-ovih funkcija iz baze BO=[&,V,1},
na slede€i nacin:

{. Svakom polu pripiSimo jedan od simbola promjenljivih
XgsososX .
2. &voru sa jednom ulaznom granom pripidimo simbol -.

3. €voru sa dvije ulazne grane pripidimo jedan od simbo-
Ta & i11i V (vidi si. 1b).

Unutradnji ¢évor mreZe Zajedno sa pripisanim mu na opisa-
ni nacin simbolom funkcije, naziva se funkcionalnim elementom, a
dobijena mreZa shemom o0d funkcionalnih elemenata (nad bazom B ).

Ponekad se polovi sheme oznatavaju kruZic¢ima, a elementi trouglo-

vima 111 pravougaonicima (sl.2).




Pridruzimo sada svakom ¢voru sheme neku Boole-ovu fun-
kciju na sledeéi nacin. Svakom polu kome smo pripisali simbol
X pridruzimo funkciju pi(x1,...,xn)=xi. Neka u Cvor a ulaze
grane iz €vorova b i ¢, kojima smo veé pridruzili funkcije
fb(x1,...,xn) i fc(x1,...,xn). Ako smo ¢voru a pripisali simbol
& (V) tada mu pridruZzimo funkciju fh & fC (fb ' fc). Ako u Cvor
a ulazi samo Jjedna grana, recimo iz ¢vora b, tada mu pridruzimo
funkciju ?b'

Re¢i €emo da se u &voru a sheme S od funkcionalnih ele-
menata realizuje (izradunava) Boole-ovafunkcija koju smo mu na
opisani naC¢in pridru2ili. Na taj naéin, svakom ¢évoru sheme mozZe-
mo naci funkciju koJa se u njemu realizuje. To je veoma korisno
pri analizi shema, npr. pri dokazivanju donjih ocjena sioZeno-
sti. Kada se ispituje makroponadanje shema (tj. kada se shema po-
smatra kao crna kutija sa ulazima i izlazima) od interesa su samo
funkcije koje se realizuju u izlaznim ¢Evorovima sheme (govorice-
mo-1 na izlazima sheme). Neka su izlazni ¢Evorovi sheme S ured. -
ni na neki nain: VisVoseoosVo. Kazacemo da shema S realizuje
Boole-ov{(n,m)-operator F=(f1,...,fm) ako se funkcija f_i veaiis

Je u izlaznom &voru F sheme (na i-tom izlazu sheme), i=1,....m.

1.4. Shannon-ove funkocigje. Nek.i

pPoznati rezultat.i

Neka Je S shema od funkcionalnih elemenata nad bazom
B. SloZzenost LB(S} sheme S definidimo kao broj elemenata u njoj,
a sloZenost LB(F) (Boole-ovog) operatora F kao najmanju od sloZe-
nosti shema koje realizuju taj operator. Neka je F konacdan skup

operatora. Oznalimo sa LB(:?')=FTg_x L® (F). Funkcije 2 (s), % (F)




i Lp(?f) se nazivaju Shannon-ovim funkcijama.

Lema 1.4.1. [22] Ako se funkcije iz baze B' mogu predsta-

viti u bazi B", tada je

B (F) = 0 (LB(F)).

i

Posledica 1.4.1. Ukoliko su baze B" i B kompletni sis-

temi Boole-ovih funkcija,tada je
B (Fyx L2 (F).

Primjedba 1.4.1. Uzimajuéi u obzir prethodnu posledicu
i to da éemo se ovdje baviti samo redom veliCine Shannon-ovih
funkcija zakljuéujemo da svi rezultati koje cemo izloZiti 1 do-
kazati uzimajuéi za bazu BO={&,V,1}ostaju taéni i u slucéaju pro-
izvoljne kompletne baze.

Dalje ¢emo, radi prostijeg oznaavanja, ispuStijuci yo-
rnji1 indeks u Shannon-ovim funkcijama podrazumijevati da se raui
o bazi B_={&,V,-}.Navedimo sada neke poznate rezultate.

,, U sluCaju kada je ?=§T - skup svih Boole-ovih funk«:
Ja od n promjenljivih, uobi¢ajeno je L(ﬂ?‘) oznacavati sa L(n.
Stedea teorema ﬁripada 0.B.Lupanovu.

Teorema 1.4.1. [13] Skoro sve Boole-ove funkcije (tj. - o
imaju sloZenost realizacije u klasi shema od funkc-
onalnih elemenata asimptotski jednaku L(n), gdje je

oh

L(n) N—h—- .

Neka je %= (T“?‘z,....?_n;...) - niz klasa operatora
pri Cemu se ?; sastoji iz (n,mn)~operatora (ne mora svih!). Neka

je M( ¥.) - broj operatora u klasi ¥ , H( F . )=log M( ¥ ) i
| HEF )
HFe) = ogwigy




Teorema 1.4.2, [14] Neka

Tada
L(F ) > HF)

n,m

Oznadéimo sa % klasu svih (n,m)~operatora.

Teorema 1.4.3. [14]

n
n,m ITI'2
L(F ) ’?“'n+'|og m T M

1.5. Precizna formulacija proble-

ma. K1 as a PDm n © b1ika -gruba

gornja oc¢cjena
Kao Sto smo nagovijestili u paragrafu 1.2, baviéemo se

raspoznavanjem Km o oblika u klasi shema 0d funkcionalnih eleme-

nata.Rec¢i Cemo da shema 'S (od funkcionalnih elemenata) raspozna-

je K, ~ oblik 0 ako ona realizuje Boole-ovu funkciju f, (pridruze-

nu obliku 0 na nadin opisan u paragrafu 1.2). SloZenost funkcije

f tj. velidinu L(fy) zvacemo sloZeno3c¢u raspoznavanja oblika O,

0’
i oznaCavati sa L(0). SloZenost L{® ) raspoznavanja klase oblika

O defini%emo kao obi&no: L(#) = rgaéc L(0).
<

Predmet izucavanja ove disertacije je slofenost raspoz-

navanja K oblika gdje se skup K kretanja u ravni sastoji iz kre-

m,Nn

tanja PD - pomjeranja nadesno za Jedinicu. U daljem tekstu ¢emo ih

nazivati PDm n Oblicima. Formalno, PD; " oblik je skup stanja M.
. _ .. M n

ekrana Em,n’ 1=0,1,...,n~1, gdje je Mg"“'lhiijl'm’ a
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Stanje M ¢emo nazivati osnovnim stanjem PD; , oblika. Kao i u pa-

>

c s : ™ i .
ragrafu 1.1 sa PDm,n ¢cemo oznaditi klasu svih PDm 0 oblika kao 1

proizvoljan PDI:‘n oblik kada ne bude vaZno ukazati na njegqovo osnov-

’
no stanje.

Napomena 1.5.1. Nema principijelnih problema da se u di-
sertaciji navedeni il1i analogni rezultati, tehnikom koja ce biti
demonstrirana, dokaZu i za klase oblika odredjene pomjeranjem
ulijevo, gore, dolje i cikli¢nim pomjeranjem, pa ih stoga, i uje-
dno danebi slabili paZnju ¢itaoca, izostavljamo.

Lema 1.5.1. Neka su M, i M2 matrice tipa m x n. Ako Jje

1

' M,‘L
M1 # MZ’ tada je PD £ PDm N’
- n 3
Dokaz. Neka su M Ilddallm R M2 'I,pﬁjllm . Kako je
M, # My, to postoje 1, j takvi da je dj ;7 ﬂL.. Neka je
J_= minj i, radi odredjenosti, c.=1, =0, Tada ofigledno
J o J o5 P” g

1 é PD“* , Cime je lema dokazana.

Posledica 1.5.1. Broj elemenata klase PDm n je jednak

2 ,

U daljem tekstu, sve asimptotske jednakosti i nejednako-
sti podrazumijevaju da nwoco, a simboli C (sa indeksima, primo-
vima itd.) oznafavaju neke konstante,

Ltema 1.5.2.
2
men < L(PDm,n)$ men- .,

Dokaz. Donja ocjena je trivijalna, jer je broj ulaza




sheme Jednak men,

Gornja ocjena. Za bilo koJi PDm,n oblik 0 funkcija fO
je jednaka jedinici na ne vi3e od n nizova duZine m.n. 5toga
je potrebno najvise n uporedjivanja ulaznog niza duZzine m.n sa
nizovima EIM{ , i=0,1,...,n-1, otkuda i sleduje tvrdjenje leme
(o¢igledno je za uporedjivanje dva niza duzine k dovoljno C-k
alemenata).

U uvodu smo ve¢ rekli da su primjenom principa lokalnog
kodiranja 0.B.Lupanova [14] , nadjeni asimptotski najbolji meto-
di sinteze shema od funkcionalnih elemenata za skoro sve poznate
klase Boole-ovih operatora. Donje ocjene u tim asimptotikama su
rezultat primjgne teoreme 1.4.2. U sltucaju klase PDm,n oblika
odnosno skupa Boole-ovih funkcija pridruZenih oblicima iz te kla-
se, imaju€i u vidu posledicu 1.5.1, dobijamo da, ili je nemogu-
e primijeniti pomenutu teoremu 1.4.2 i1i ona daje slabiju donju
ocjenu od trivijalne (navedene u lemi 1.5.2). Zbog nedostatka
~drugih (efektivnih) metoda za povi3enje donjih ocjena sloZenosti
do nelinearnih (u klasi shema od funkcionalnih elemenata) za-
<Tjudujemo da metode sinteze shema,reda asimptotski optimalnih
netoda, mozemo dobiti samo ako izdvojimo klase PDm,n oblika i za
1jih nadjemo metode linearne sloZenosti. Upravo to i jeste cily

yve disertacije: opisati PDm 0 oblike linearne sloZenosti ras-
]

yoznavanja.




Glava II. LINEARNA SLOZENOST RASPOZNAVANJA SVIH PDm 0

OBLIKA NA "IZDUZENIM" EKRANIMA

2.1. Formulacij)Ja teoreme

U ovoj glavi ¢emo dokazati da je sloZzenost raspoznavanja

bilo kog PDm 0 oblika, ako dimenzije ekrana zadovoljavaju uslov

n £<C-log m, linearna. Drugim rijelima, dokazacemo sledecu teoremu,

Teorema 2.1.1. [38] Neka je n £ C-log m, Tada je

L(PDm.n) = m-n .

2.2. Nek i s pecijalni operatorai

Prije nego 3to dokaZemo formulisanu teoremu, definisace-

mo neke, za dokaz potrebne operatore i dati ocjene njihove slozZe-

nosti.

n- | Neka je ol= (ogs..-sct _4)€B . Oznalimo sa |X| broJ
’ Z@(.Z1 i sa ||L]| broj Jjedinica u nizu .

1-0 1

1® oOperator oduzimanja Rn' Toe je (2n,n)-operator. On

na osnovu razreda dva n - cifrena broja odredjuje n razreda nji-
hove razlike:

R (X,¥) = 2, gdje je |Z|= [X] - |¥].
Lema 2.2.1. L(Rn) & CF n .

Dokaz lako proizilazi iz "3kolskog" algoritma za oduzi-

manje brojeva.

2° Operator mnoZenja u.. To je (2n,2n)-operator koji na

osnovu razreda dva n - cifrena broja odredjuje 2n razreda njiho-




/09 proizvoda:

F

U (%.9) =2,  gdje je |Z] = |X||7]

Lema 2.2.2. L(U )¢ C-n°

u
Dokaz lako proizilazi iz obiCnog "3kolskog" algoritma za
mozen)e brojeva. (U stvari, za realizaciju tog operatora treba

nnogo manje elemenata, no nas zadovoljava i ova gruba ocjena!).

3° Operator poredjenja Sn' To je (2n,1)-operator. On upo-~

~edjuje dva n - cifrena broja:

- . s~ ot

o 1, ako je XI > Y]
Sn(x,y) = 9 ~ ot
h_O, ako je X] < ||

Lema 2.2.3. [14] L(S ) £ Con

4° Operator jednakosti En. To je (2n.1)-operator koji

i1stanovlijava jednakost dva n - cifrena broja:

™ ~

1, ako je X| =

=<

En(x,y) = 4

=
T
<!

0, ako je

.

'iCigledno vazi:

Lema 2.2.4. L(En) £ Cgn

5° Operator Nn' To je {n,]Jlog(n+1)[ )-operator. Un pu
Yy

izu X izradunava niz koji predstavlja binaran zapis broja o

inica u X, tj. |¥]= Xgt++otX 4 (suma nije po mod 2, nego obi-
nal).

Lema 2.2.5. [14] L(N ) gC,-n

6° Operator ﬁﬁ. To je (n,n)—operatof, koji transformise
vaki niz oblika
(0, -;.50,1,6’1,--136k)

niz
L (1, ...,1,010 '...,0 )




Lema 2.2.6. L(Hn) $ Cpem

Ova ocjena je'oéigledna (vidi sl. 3).

- S1.3.

U daljem tekstu <emo velicdinu ]1og(n+1)[ oznacavati

7° operator P . To je (n,1 )-operator. On niz X transfor-

nife u niz ¥, koji predstavlja binaran zapis broja nula u nizu x

io prve stijeva jedinice, tj.

- . _ _ _ _ _
7 - - k ako je X _=xXp=...=X,_4=0 , X, =t
n ., ako Je Xg=Xq=eso=X, 4=0
Lema 2.2.7. L(Pn) £ Cp-n .
Dokaz slijedi iz lema 2.2.5 1 2.2.6 (vidi sl.4).
X
I
Hy
n
N
n
Tn
y




8° Operator pomjeranja T . To je (n+l_,n)-operator, koji

proizvoljan niz X pomjera nadesno za |y| mjesta. Formalno, opera-

tor Tn transformiSe nizove x=(x0,..;,xn_1) i y=(y0,...,y1n_1) u
N12 Z={0,...30,X suuesX o . Oznaéimo ga sa X . .
( o n- 191 -1 ] ¥

Lema 2.2.8. [14] L(T_} £ C.-n-log n.

2.3. Do kaz teoreme

Donja ocjena je trivijalna, Jjer je broj ulaza sheme je-
dnak m-n.

Gornja ocjena. Neka je M=1Fiij”; proizvoljna nenula ma-

trica (inaCe je dokaz trivijalan). 0Oznaiimo sa iﬂ i J, sledece

indekse: j0=‘£ig Jj, @ io bilo koji indeks koji zadovoljava jedna-
,T=

kost &, . =1, Neka je f§=(ﬂh,...,ﬂ%.“1) binaran zapis broja
nT

j. -1, a S;=(€b,...,8ﬁn_1) pinaran Zzapis broja ]n (suvidne stari-

P

je razrede u nizu ¥ ispunimo nulama).

Uolimo sve razlicite kolone matrice M. Kako ih ima nc
viSe od n, zakodirajmo ih nizovima duZine ]n tako da razticit:
<olonama odgovaraju razlié¢iti kodovi i nula koloni nula kod.
)znacimo sa B" sledec¢i niz duzine n-ln:

NH- 4
G —( 611,.-., 6’1-In, 621,.-.1Gz‘ln,-r-,gnlli---lbn‘ln)

jdje je (1511,-... 611n) kod i-te kolone matrice M, i=1,2,....n.

Ozna&imo sa O PD;; oblik odredjen matricom M, Shema od

‘'unkcionainih elemenata koja realizuje funkciju fo’ konst 1i3e
e saglasno sledecem algoritmu (vidi s1.5):

1) Neka je iﬁ(x11,...,x1n,....x ""xmn) ulazni niz.

mt?

lovedimo Xx. . e oo 9Xas
101’ ’ 10]’}

(P,) Cp-n (lema 2.2.7).

na uladze sheme koja realizuje operator Pn‘




f _(x)

S1.5.




N C. j .
2) Izlazni niz sheme Pn 1t niz [»(koji je moguce reali-

rovati sa sloZeno3¢u C-1og n) se dovode na ulaze sheme R]n, koja

i zratunava njihovu razliku, tj. velic¢inu pomjeraja. L(R]n)g Ck]og n

"lema 2.2.1}.

3) Izlazni niz sheme .R 1 niz '§:(k0ji je moguce realizo-

In

1at1 sa slozZenoscéu C-log n) dovode se na ulaze sheme U}
n

Uy ) ¢ Cl-Tog®n (lema 2.2.2).
n
4) Niz <™ (koji Jje mogufe realizovati sa sloZenoscu

.*n+log n) i mladjih ]n1 razreda izlaznog niza sheme U] dovode

'n n
e na ulaze sheme T p - L(T ) ﬁ_C'-n~1og2n (lema 2.2.8).
115 n l'l'] n t
5) I1zlaze sheme Tﬁ] razbijmo slijeva nadesno na n grupa
“n
o 1. izlaza u svakoj, i svaku grupu izlaza dovedimo na ulaze po

n

edne od n shema F svaka od kojih po ulaznom nizu duZine

T,,m’

n " kodu kolone matrice M, odredjuje samo kolonu - niz duZine m

na nizovima koji nijesu iskoriidcéeni pri kodiranju, ona daje pro-

zvoljne vrijednosti). Na taj nacin, svaka od tih n shema F1 .
n--*

ealizuje neki (1 _,m)-operator (koji zavisi od matrice M i nac:

a kodiranja). SloZenost tog operatora nije veca od sloZenost,
/

ajsloZenijeg (1n,m)-0perat0ra, tj. od velicine

e me2 M
C('Togm+-!n+H1)

vidi teoremu 1.4.3). Dakle, sloZenost n shema F m> Pri uslovu

]nj
eoreme nC-log m, nije veca od

1

Clni m-2 " + m) <.Cﬂm.n
Tog m + T S Yo y

6) Izlaze n shema F na kojima se realizuje matrica

]nlm’
pomjerena za veliinu odredjenu ulaznim nizom X, pregrupisimo




trako da dobijemo niz pridruZien toj matrici. Tako pregrupisane
izlaze dovedimo zajedno sa nizom X na ulaze sheme E n koja ih
sravnjuje. L(Emn) £ Ce-m-n (lema 2.2.4).

7) Najzad se izlazna vrijednost sheme Emn mnozi sa
izlaznom vrijedno3€éu sheme poredjenja S1n, koja uporedjuje 12Z-
lazni niz sheme P sa nizom o . L(S]n)  CyTog (lema2.2.3).

Na tai nacin, sumirajuéi sve te sloZenosti, dobijamo da

jezan  C-iog m, L(fo) £ C,omen, za bitlo koji PDm.n oblik 0.

Teorema je dokazana.




Glava III. RASPOZNAVANJE PDm n OBLIKA
I OPERATORI POMJERANJA

3.1. 0 perator pomJjeranyja-tacni-
ja gornja oc¢cjena., Hipoteza

L upanova

Metod sinteze shema iz glave Il u slucaju kada dimenzije

m i n ekrana Em n ne zadovoljavaju usltov n £ C-Tog m, daje neli-

nearnu gornju ocjenu sloZenosti raspoznavanja klase svih PDm n
b |

oblika. Nije ted3ko vidjeti da taj metod za bilo koje m i n daje

s ledefu ocjenu:

Teorema 3.1.1.
2

, m-n .
L(PDm,n) .ﬁ Tog n
Vidimo da je ta ocjena mnogo bolja od grube gornje ocje-
ne date u Temi 1.5,2.

OpisacCemo sada jedan drugi metod sinteze koji za klasu

svih PDm n oblika, u slucaju kada nije ispunjenoc n £ C-log m,
]

daje asimptotski boTju i od te,ocjenu sloZenosti raspoznavanja.

Teorema 3.1.2.

L(PDm,n) L m-n-lTog n ,

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan PD; n o0blik 0, gdje je

n . . . . e :
M=l|d1j”m nenula matrica (inac¢e je dokaz trivijalan). Kao i u

dokazu teoreme 2.1.%1 oznacimo sa i i jO sledece indekse: j0= min j,
dziz d
3

a i bilo koji indeks koji zadovoljava jedndkost | =1. 0znaci-

0
o iodo”
mo sa (3:((30,...,(3]n_1) binaran zapis broja j -1. Neka je

i .. : . :
A =(0Li1,...,ciin). i=1,...,m. Shema koja raspoznaje posmatrani

PD;:n oblik konstrui3e se prema slede€em algoritmu (vidi s1.6):




. r~ . .
1) Neka Je x-(x11,...,x1n,...,xm1,...,xmn) ulazni niz.
povedimo X, ,s...sX; na ulaze sheme koja realizuje operator P .
141 T1gN n
L(P,) & Cp'n (lema 2.2.7).
f"\_-
2) Izlazni niz sheme P i niz A(koji je moguce realizo-

vati sa sioZenoséu C-log n) dovodimo na ulaze sheme R1 koja iz-
n

racunava njihovu razliku, tj. velicCinu pomjeraja. L(R] ) € C;-Iog
n

(lema 2.2.1).

Xa= X. o
'{ 101 10n 16
p
n
Ty Tn
' !
i
R -
In 1 l
£1 ' ~D m ']ﬂ
] "T "Il i
- TI'I Tl’l e o 0 Tn
T n ln &n
r
Emn

£ ()

S‘Iisi




3) Izlaze sheme R, dovedimo na II grupu ulaza svake od
n

n shema koje realizuju operator pomjeranja Tn' Neka su te sheme
uyredjene na neki naéin. Na I grupu ulaza i-te sheme dovedimo niz
&i, i=1,...,m (sve nizove éTi mofemo realizovati sa sloZenoScu
C-m-n). L(Tn) £ Ct-n-1og n {lema 2.2.8), pa Jje slozenost m takvih
shema ..{\Ct-m-nilog n.

4) Ulazni niz X i izlazne nizove m shema koje realizuju
operator Tn’ uzete onim redom kako su sheme uredjene, dovedimo
na ulaze sheme E__ koja ih sravnjuje. L(Emﬂ).g Ce-m-n (lema 2.2.4).

5) Izlazna vrijednost sheme E__ se mnoZi sa izlaznom vri-
jedno$céu sheme poredjenja Sln’ koja ispituje da 1i je veliCina po-
mjeraja veca ili jednaka od veliCine j0*1. L(Sln) £ C;-log n (Te-
ma 2.2.3).

Na taj naéin, sumirajuc¢i sve navedene sloZenosti, dobija-
mo L(PD;,H) & C*m-n-log n, za bilo koji PDI:"n oblik,

Teorema Je dokazana.

Hipoteza Lupanova. Analizom opisane sheme zakltjuéujemo
da joj glavni dio sloZenosti dolazi upravo od shema koje realizu-
ju operator pomjeranja Tn‘ Gornju nelinearnu ocjenu njegove slo-
Zenosti, L(Tn) g_ct-n-log n, navedenu u paragrafu 2.2 (lema 2.2.8),
dao je 0.B.Lupanov [14]. Do danas nikome nije po3lo za rukom da
je snizi. Cak &ta vi%e, 0.B.Lupanov je izrazio hipotezu da opera-
tor pomjeranja Tn ima nelinearnu sloZenost. Zbog principijelnih
problema oko dokazivanja donjih ocjena sloZenosti individualnih
funkcija, ta hipoteza do danas nije dokazana.

Iz dokaza prethodne teoreme zakljucujemo da Jje moZemo

preformulisati na sledeéi nacin:




Teorema 3.1.3.

L(PDm,n) g,m-L(Tn) .

Dakle, svako sniZenje gornje ocjene slozZenosti operatora
pomjeranja Tn‘ snizuje gornju ocjenu sloZenosti raspoznavanja
klTase svih PDm,n oblika.

[ako nije jasna neophodnost operatora Tn u nasem proble-

mu raspoznavanja PDm n oblika, on se tu, ipak, javija na prirodan
3

na¢in, pa nas hipoteza Lupanova upuduje na odustajanje od traZe-

nja univerzalnog metoda za raspoznavanje svih PDm " oblika. Ako

b

« w s JAl M fonpM |
se ogranicCimo na neku podklasu PD , PDm,n'{PDm,n,M&M}

m, N
gdje je M neki skup Boole-ovih matrica tipa m x n, 1z dokaza pret-

klase PDm,n

hodne teoreme zakljudujemo da nama nije neophodan operator Tn‘
vec¢ neki njegovi podoperatori Tﬁ, h € Aan. gdje je A skup vr-
sta matrica MeJUl, svaki od kojih pomjera nadesno konkretan niz
& za proizvoljan broj mjesta. Formalnije, operator Ti. Sfezﬂn
je (1 ,n)-operator koji transformiSe niz ?E(yo,...,y]n_I) u ni.

g-::(o""joi do,.'.,d

1] n-[Y|-1)'

Na taj nacCin, dolazimo do jo$ preciznije preformulacil
teoreme 3.1.2:

Teorema 3.1.4. Za svaki PD; o oblik vazi

| L(PDP ) < i" Lt ),
gdje je &' - i-ta vrsta matrice M.

Time smo, nad problem opisivanja klasa PDm,n oblika 1i-
nearne stoZenosti raspoznavanja sveli na problem opisivanja skupo-
va A ¢ B, takvih da je za svako X €A, L(Ti):--...’ n. Ideja je da,
koristeéi svojstva nizova L€ A, konstruiiemo metode sinteze she-
ma linearne sloZenosti koje realizuju operatore Ti,ére A, 1 time

snizimo do minimalne nelinearnu ocjenu sloZenosti operatora Tn‘
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Pl

- - o . ™, . . - .
koja vazi 1 za operatore Tn . U narednim paragrafima cemo to i

uéiniti.

Na kraju ovog paragrafa dokaZimo jednu lemu na koju ¢e-

mo se kasniJe Cesto pozivati.

- . . m~
Kazacemo da je niz x=(x0,...,x

~F

po mod 2 nizova y=(y0,.,..yn_1)ﬁan 1 E=(20~--~*Zn_1

)é‘Bn Clan po ¢lan suma

) € Bn ako je

=y-<9 Zss i=0,...,n-1. U tom sluaju éemo pisati X=y @ z. Ana-

logno se def1n1§e Clan po ¢lan suma nizova y i=1,...,1. Ozna-

cavacdemo Je sa Ey
4z 1

Lema 3.1.1. Ako je niz ?%EBH Cclan po ¢lan suma po mod 2

5

nizova §', i=1,...,C 4 L(T] )< n za i=1,...,C, tada je L(TE);-:

i

Dokaz proizilazi iz C1nJen1ce da X= gi:?' povlaci
2

;fl @Zﬁyul gdie je Z ulazni niz operatora T

T

3.2. Neki specijalni o Perator.i

(nastavak para grafa 2.2)

Osim operatora definisanih u paragrafu 2.2 nadalje cn

se viSe puta koristiti jos neki operatori, te ocjenama njihov:

sloZenosti i PosvecCujJemo ovaj paragraf,

O H H H .
1~ Operator Kn ("de§ifrator"). To je (n,zn)-eperatur

kot_i b ’ ] ﬂ- ) »
Ji proizvoljan niz x-(xo,....xn_1) transformise u niz

y=(y0:o--:y2n 1) takav, da
"1, ako je i=I%

yi =

.0 > ako je if£|% .
Dobro je poznata sledeca ocjena;

Clema 3.2.10. (k)< -2,

0
27 Operator Q (u nekom smislu inverzan operatoru K ).

. n |
TO Je (2 ] n+1) operat0r¢ 0" n.lz Eiz(O’...,0,1,Oj-tl,0)j1=01-t
i

n.

L2



duzine 2" transformise u binaran zapis indeksa razreda u kojem
Tezi jedinica, nula niz transformide u niz (0,...,0,1), a na os-
talim nizovima moZe biti proizvoljan.

Lema 3.2.2. [14] L(Qn)gcq:z“.

30 Operatori dijeljenja Dﬁ odradjeni prirodnim brojem k,

k

n je (n,2n)-operator, koji niz X du-

1.sk-<2n. Pri fiksiranom k, D
Zine n transformide u dva niza: niz ¥ duzine n takav da je
y =[%g] i niz Z duZine n takav da je [Zl=(X|-1¥} k.
Lema 3.2.3. Za svako k, 1< k<:2",
K n
L(D ) Cyr2

Dokaz trivijalan (iz teoreme 1.4.3).

4° Operator Hn' To je (n,n)-operator koji svaki niz oblika
(0,...,0,1,0,...,0)
transformise u niz
(0s...50,1,1,...,1),
a na ostalim nizovima je proizvoljan.
Lema 3.2.4. Operator Hn mozemo dodefinisati tako da jco
L(H )< Cpem
Dokaz je o€igledan (vidi s1.7).

St.7.




Fa

5° Operatori ograni€enog pomjeranja M; tSE'EBn. Za dati
niz o Mg Je (1 _.n)-operator koji proizvoljan niz Yy duZine [
transformiSe u niz ?I&% ako je ]§[<;C]%m , 1 unula niz u ostalim
sluCajevima.

Lema 3.2.5. Za svako J¢€ Bn
L(Mpy )< C
Dokaz. Neka je §’=(dh0,...,ctn_1) proizvoljan nenula niz
(inaCe Jje dokaz trivijalan). Oznaimo sa Pis i=1, LI indekse
é¢lanova niza o jednakih jedinici. Shema koja realizuje operator

M konstrui3e se saglasno sledecem algoritmu (vidi s1.8):

=JFY:

e’

1) Ulazni niz ¥ =(yﬂ,..},y1 _1) dovedimo na ulaze deSi-

fratora K L(K;y )C,+n (lema 3.2.1).
1 1,0 €6

n

S1.8.




- 34 -

2) Prvih Cﬁ%j' ¢lanova izlaznog niza deSifratora (il1

on Citav ako je |I&]| { C) dovedimo na I! grupu ulaza shema Api,
i=1,...,lIL]l , gdje shema A, pomjera i-tu jedinicu niza L za
|?] mjesta. Na I grupu uTaza1sheme‘Ap1dovedimo nuta niz duZine
n, a na prvu grupu ulaza sheme Api, i>1 {ukoliko postoji, tj.
ukoliko je ||oliI>1) dovedimo izlazni niz sheme Api-1 (tj. niz kod
koga su prvih (i1-1) jedinica veé postavljene na mjesto odredjeno

veli¢inom pomjeraja |y] ). Formalno, shema Aps 0<pgn~-1 realizu-
. n - o ~ : :
je (nfcﬁiﬂ sh)-operator, koji nizove u—(uo,...,un_1) (to je I gru

pa ulaza sheme) i 7E(v0,...,vbn ) (to je II grupa ulaza sheme),

m--‘l

transformiSe u niz z=(zo, Z . 1) odredjen sledeCom relacijom:
. ug Voviop . pg 1<m1n(n C "&_”+pj
! U, s U ostalim slucajevima.

0Cigledno je, za svako 1, L(A ).( CHIW :

n + C ——lHﬂl.g C-n,

Na taj naéin, L(M; ) < Cy: 2 m

Lema je dokazana.

6° Operatori B i=0,1, ..;]%[-1. Pri fiksiranom k €N,

n,k’
Za svako i, 153[0,1... ] [ !} K je (n+2k+1,n}-operator koji

ot

nizove x=€<°,... ,Xn_zl) , y=(y0....,y2k._1) i z=(zo) transfomﬁe u niz
'?E(vo,...,vn_1) saglasno sledecoj relaciji:
Xs V Y- 2k I S ik¢j<min{(i+2)k,n}
J X5 » U ostalim sluajevima.
0¢igledno vazi:

Lema 3.2.6. Za svako k eN 1 svako 1 € {0,1,.... [¢[-1}

i _
(B) )< €

7° Operator I. To je (2n,n)-operator, koji nizove?=(xos---'xn-1)
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i ¥=(¥y>---»¥,_4) €lan po &lan mnozi, ti. transformise u niz ’i‘."’=(z0,...,zn_1)
gdje je-z{=xi &.yi s 1=0,...,0-1, QCigledno vaii:
Lema 3.2.7. L(I )L Cin,

8O Operator Z:n' To je (2n,n)-operator koji nizove
x=(x0,...,xn_1) i y=(y0,.;.,yn;1)-élan po ¢lan sumira, tj. tran-
sformisSe u niz z=(zd,...,2ﬁ;1) gdje Jje Z:=Xs V Yo 1=0,...,n-1.
0Cigledno vazZi:

Lema 3.2.8. L(Zn)s'cg-n .

3.3. Periodié¢ni nizoyvi
Za niz ?E(xo,...,xn_1) rec¢i ¢emo da je periodican sli-
jeva nadesno sa periodom ?E(yo....,yk_1) duZine k, ako je

x=(yo,'..’yk-1'y0’- . .yk_1;--- ,yoj-- . ,yk_1:y0,---,y [n]k_1) )
n- kIl

gdje se niz ?E(yo,...,yk_1) ponavlja '[E] puta. Za niz Eﬁ(ﬂf...ﬂﬂF1)
reCi Cemo da je periodiCan sdesna nalijevo sa periodom7=(y0,...,yk_1)
duZine k, ako je niz'§'1=(xn;1,xn_2,..;,x1,xo) periodiCan slijeva
nadesno sa periodom ?é(yo,...,yk;i).

Teorema 3.3.1. Ako je Je¢ Bn periodi¢an niz slijeva nade-
sno sa periodom duZine k, k.gC.l«-[o—g—n » onda je

L(TE) =< n .

Dokaz. Neka je o =( olgs---s 0 _4) periodiCan niz slijeva
nadesno sa periodom E=(‘ 5‘0.....(5’,‘._'1'), gdje je kgci-_% . Ne-
ka je V= Soree2 6 1:0,...,0), gdje je broj nula jednak k. Shema
Za operator Tffse konstruide saglasno sledecem algoritmu (vidi s1.9):

'1)-N127§5(Y0:;:-:y1 .1) kojim se zadaje veliina pomjeraja,

n

lf koja odredjuje nizove 51 i Ez - bina-
n

dovodi se na ulaze sheme D
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K k d

rne zapise brojeva Piq i |yl- qu*k. L(D# )4}f—r1(1ema 3.2.3).
n
2) NIz ?J(koji je mogucfe realizovati sa sloZenoScu C-k)

Mt

i prvih 12k ¢lanova niza 62 dovode se na ulaze sheme T2k koja

P

pomjera niz Vv za |G,l mjesta. L(T, )€ Cyp-2k-Tog 2k (lema 2.2.8).

0
3 rn i
0}
n s,
= 2K
N
, N
K Lok
n ]n
<
R
iy ¥
; |
n
1l Tox
i Ii + -
1
R0 = 2k
K
ns% 2k
r(
ln r
’ t
1
B
n,k 2k
} 1
n

.k 2K

S1.9.




et

3) Niz G, dovedimo na ulaze desifratora K, . L(K1 ) <Cye
n

Ty

(Tema 3.2.1).

- 4) Prvih-}g[ Clanova izlaznog niza deSifratora K] dove-

BRI

gt: k. (lema 3.2.4). Izlazni
niz sheme H_ _ oznalimo sa {b=((30,...,[3 " _1).
Il Ix[-

5) Nula niz duZine n, 1zZlaze sheme T2k i i prvi izlaz

dimo na ulaze sheme H

sheme H] (izlaz na kojem se realizuje /b )dovedimo na ulaze she-
me B E[ a za i=1,2,...;]%[;1 izlaze sheme B l, izlaze sheme

T2k j 1zlaz sheme H]n na kojem se realizuje pi,dovedlmo na ula-
al
ze sheme B; K* [z Teme 3.2.6 sleduje da je za svako i=0.1,....]E[-1,
.i
L(Bn,k)‘g Cp k
Na iz]azima shgme B:,k’ r=]£{-l, dobili smo niz J&T.
Na taj nacin, L(Ti);gt}n. Kako operator Tﬁ nema fiktivnih promje-
nljivih, dobijamo da je L(Tﬁ)h{.n, ¢ime je teorema dokazana.
Posledica 3.3.1. Ako je oL € Bn periodian niz sdesna
. . . - . " n :
nalijevo sa periodom duZine k, k.ng-TEE—ﬂ , onda je
L(Tﬁ) ~n .
Dokaz. Ako je niz J periodic¢an sdesna nalijevo sa pe-
riodom ?E(yo,...,yk_1). onda je on periodiZan i slijeva nadesno

)

sa periodom ¥ =(y

R 1

iste duZine, te iz teoreme 3.3.1 i slijedi gornje tvrdjenje.

3.4. N1t zovi sa ne velikim broyjenm
Jedinica.
U ovom paragrafu ¢emo prvo dokazati ¢etiri vaZne teore-

me, & zatim pomocu njih 1 teoremu o linearnoj realizaciji klase




operatora T: , odredjenih skupom nizova « koji imaju ne viSe od

-~ log n Do e J
C3 15 Tog ~jedinica  [37].

Teorema 3.4.1. Neka je niz QfeBn_takav da izmedju svake
dvije susjedne jedinice sadrZzi barem (k-1) nula, gdje je
k7,C4-log n-1og log n. Tada je,

L(TE) X .

Dokaz. Uvedimo oznake: k,= log K], k’=2k", ?=(?,...,9] _1)-
binaran zapis broja (k,+1) i ?Q(y cee ¥ _1) - niz kDJIm se zada-
je velicCina pomjeraja. Shema koja rea11zu3e operator T , gdje Jje

L € Bn niz koji zadovoljava uslov teoreme, konstruide se sagla-

sno sledecem algoritmu (vidi sl. 10):

’

1) Ulazni niz ¥ se dovodi na ulaze sheme D¥ koja ga tran-

n t
- L 3 [ ] et [ o~ [ ] - a 1
sformiSe u nizove Gﬁ 1 Gé - binarne zapise brojeva P%a

P%ﬂ‘k;- L(D$‘)q$ca-n (lema 3.2.3).
n

1

2) Niz Eé se dovodi na ulaze sheme M:, koja pomjera niz

P o~ ’ ~ ' . n by
oL za |G, mjesta, |F,I< k' k ¢ CH&H L(MT)KC -n (Tema 3.2.5).
3) Nizovi §1 i ?f dovode se na ulaze sheme U] K koja
n’> ' n

2

ih mnoZi. L(U, ).,,_<c;-1og n (lema 2.2.2).
n’ n

P
Mn
pa, po k/ izlaza u svakoj (osim, moZda, u poslednjoj) i dovedimo

4) Izlaze sheme razbijmo slijeva nadesno na ]E{jgru—

ih na ulaze ]g, "kodera" Qk (poslednjem "koderu" na preostale
1
Slobodne ulaze dovedimo nule!l). L(Qk )g,cq-k’ (lema 3.2.2).
1
5) Objedinjuju¢i slijeva nadesno izlaze tih "kodera" (ima
ih In =']n{(kl+1)) dovedimo ih zajedno sa Tm prvih slijeva izlaza
sheme U] ,] na ulaze sheme koja realizuje operator T tj. koJi

n
pomaera zakod1ran1 niz dobijen na izlazima "“kodera" Qk Za
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Q oG]
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E%ﬂ(k1+1) mjesta nadesno. L(Tm)$~C£;'%' ko+log n (lema 2.2.8).

6) Izlaze sheme Tm razbijmo slijeva nadesno na_}E{:grupa,
PO (k1+1) u svakoj. Iz svake grupe, lIijevih k1 izlaza dovedimo na
ujaze po jednog de3ifratora Kk1 i niz dobijen na njegovim izlazi-
ma ¢lan po &lan pomnoZimo sa poslednjim izlazom u grupi. OznacCimo
sa (> niz duZine n koji se dobija na lijevih n od-]E{}kZ na taj
nacin dobijenih izlaza. L(Kk1)\g C.o k' (Tema 3.2.1).

7) Niz y dovedimo na ulaze deSifratora Ky - L(K;y ) & CL*Z“
n n

(lema 3.2.1).

8) Izlaze dedifratora l(1 dovedimo na ulaze sheme Hn'
n
L(H,) Cpn(lema 3.2.4).

9) Niz realizovan na izlazima sheme Hn‘ pomo¢u Sheme ope-

™

ratora In’ &lan po ¢lan se mnoZi sa nizom > dobijenim u koraku

6. L(In) R4 Ci-n (lema 3.2.7).

Na taj nacin, imajudéi u vidu da je k C4-1og n-log log n,

sleduje da Je L(Tﬁ),é C.-n, odnosno L(Tﬁ)}{ n.

5

Teorema je dokazana.

Uvedimo jedan pojam. Svaki podniz (,,L].,g(i+1,...,o(i+s),
niza '=(oys---» o, q) ZVacemo parietom. Parie Cemo nazivati pra-
znim parcetom ako su mu svi ¢lanovi jednaki 0, a nepraznim u su-
protnom slucaju.

Teorema 3.4.2. Neka niz e B zadovoljava sledeéi uslov:

. . . . | .. n
ako ga, slijeva nadesno, razbijemo na parcad duZine k, Kk 4'TE§"E ,

njegove jedinice se nalaze u ne vise od CG pardadi. Tada Je

L(Ti) = n .
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Dokaz. 1z leme 3.1.1 sleduje da moZemo pretpostaviti da

niz od sadr?i samo jedno neprazno parfe duZine k. 0d tog parce-

ta i praznog parceta iste duZine, obrazujmo niz s duzine 2k (sl1.11).

k k k K kK k'¢k
Lo | | XS 7777/77, RN L]
L V _J
§
S1.11.

o

Oznacimo sa y niz kojim se zadaje velicina pomjeraja, Sa

V niz duiine'ﬂz[; gdje je vi=1 akko je i-to parée niza o nepra-

-

zno (ima se u vidu da su parcad numerisana slijeva nadesno broje-
. : -
V‘ma 1=0]1,||.QJE[#1)-
Shema operatora T; konstruide se saglasno sledecem algo-

ritmuy (vidi s1.12):

1) Ulazni niz y dovodimo na ulaze sheme D? koja ga tran-

n —
sformise U nizove §1 i *Eé - binarne zapise brojeva P%q i

19 -'ﬂ%q-k. L(DX ) ¢ C4on (Tema 3.2.3).
n

2) Niz & i prvih 1 ¢lanova niza 'gz dovodimo na ula-

2k
ze sheme koja realizuje operator T, , tj. koja pomjera niz 3

za [%21 mjesta nadesno. L(T,,) € Ci-2k-Tog 2k (lema 2.2.8).

3) Neka je mQ}E[. Prvih ]m ¢lanova niza %} dovode se

na ulaze sheme M; koja pomjera niz ¥V za |§,] mjesta nadesno.
: T, N kv s v Vi, cr N
OznaCimo sa 3-( 5‘0,....5‘m_1) izlazni niz sheme M_. L(Mm)g m K

(lema 3.2.5).

4) Pomocu m shema operatora B; K i=0,1,...,m-1, "posta-
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*n
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N
O‘Cl'ﬂ /
ST.12.

vimo" niz realizovan na izlazu sheme T2k na mjesto

[
! Tox
2K
i,
i
9
koje odgo-

vara velicini pomjeraja (ono je ukazano poloZajem jedinice u




r~ . |
nizu 3 ). L(B;,k).g Cooky 120,1,..,m=1 (Tema 4.2.6).

Na taj nacin,

! ~ NN
L(T ) & Cyem + Co-2k-Tog 2k + Curp + ¢ - Ch-k L Cyem

Imajuéi u vidu donju trivijalnu ocjenu, dobijamo
oLy
L(Tn),ﬂ n .

Teorema je dokazana.

Teorema 3.4.3. Neka niz do¢ Bn ispunjava s]édeéi uslov:
moguce ga je razbiti slijeva nadesno na parcad duZine k (duZina
poslednjeg parceta moZe biti ¢ k), k > Ca-log n-log 1og n, tako
~da izmedju svaka dva susjedna neprazna pareta, praznih parcadi
ima visSe nego jedinica u desnom od ta dva neprazna parée;a. Tada
je

L(T;N) = on o,

Dokaz. Neka niz & zadovoljava uslov teoreme. Transfor-
misaCemo ga pomjeranjem njegovih jedinica tako da dobijemo niz 3
koji zadovoljava uslov teoreme 3.4.1, njega s linearnom sloZzenoScu
pomjeriti, i onda, transformacijama inverznim poletnim, ustano-
viti pomjereni niz « . Opidimo sada to detaljno.

Posmatrajmo proizvoljno neprazno parée u nizu &£ . Ozna-
€Cimo sa 1 broj jedinica u njemu., Prema uslovu teoreme, lijevo od
tog parceta postoji barem (1+1)-no prazno parce. Jedinice iz ne-
praznog parceta razmjestimo po tim praznim parladima na slededi
natin: posiednju jJedinicu, gledano slijeva nadesno, pomjerimo
ulijevo za k mjesta, predposlednju za 2k mjesta itd., 1-tu za

1-k mjesta. Ako to uradimo sa svakim nepraznim parcetom niza « ,

dobicemo niz'?? o kojem smo govorili ﬁa poetku dokaza.




oY,

Razbijmo tako dobijeni niz » slijeva nadesno na parcad

™

duzine k. Nije teiko vidjeti da niz > 1ima sledeca svojstva:
1) Svako njegovo parée sadrzi najvise jednu jedinicu.
2) Broj nula izmedju dvije susjedne jedinice u nizu je >k.

3) Susjedne jedinice u nizu fg koje potiéu od susjednih

75

jedinica koje se nalaze u jednom parietu niza o , lezZe u susje-

~o

dnim parcadima niza /.

N

4) Susjedne jedinice u nizu /3 koje potidu od susjednih

For

jedinica koje se nalaze u raznim parcadima niza o , leze u par-

ot

Cadima niza /> izmedju kojih postoje barem dva prazna parceta.

~

Zbog jednoznatnosti dekodiranja, "produzimo" niz {> na-
desno praznim parcetom duZine (]ﬁ[ +1)}:k-n. Dobijeni niz ozna-
cimo sa ?Sl.Sada mozemo preci na opis algoritma, saglasno kojem

¢emo i konstruisati shemu operatora Tﬁ (vidi sl1.14):

1) Niz ¥ kojim se zadaje veli€ina pomjeraja dovodi se
na ulaze sheme koja realizuje operator Tg; m=(]E{+1)«. Kako niz

B' zadovoljava uslov teoreme 3.4.1, to je L(T;3$l0é~n.

2) I1zlaze te sheme razbijmo, slijeva nadesno, na ]E +1

¥,

zonu, po k izlaza u svakoj. OznacCimo sa N niz koji se realizu-
. . . . . anr . .~ . n

je u i-toJ zoni, 1=1’2""’]F[+1‘ Nizovi 'vi, 1=1’2""’]F[+1’
dovode se na isto toliko disjunktivnih shema Vi koje utvrdjuju

prisustvo jedznice u i-toj zoni, tj. izraliunavaju signale (fun-
k_

kcije) t= V v, Ocigledno, za svako i, L(V;){ k.
j=o0 J 1

3) Na osnovu signala t ij=1,...{yg[ +1, sheme RY,

j!
i;I;...,]%[ izrafunavaju signale r;, gdje je r;=0 u slucaju da




jedinicu iz i-te zone treba prenijeti u Iijevo parCe sakupljaca
(vidi korak 5 1 sl1.14), 1 ri=1 kada tu jedinicu treba prenijeti
u desno parte sakupljaca (u slucaju kada su jedinice iz nepraz-
nog parfeta niza oL poslije pomjeranja djelimiCno prekrile dva
parceta duZine k). Nije ted3ko provjeriti da mora Dbiti:

r1=0

ri+1=rit1’ti+1ti+2 v rit'i+1‘ i=1,2,..., ]—k[-—-1

Na taj naéin, L(R') £ €4y za svako 1.

1,2, g #1 i r j=1,...,}3[

sheme Pi, i=1,....]£['izraéunavaju signale Pys gdje je pi=1 kada

4) Na osnovu signala t;, 1

u i-to i (i+1)-vo parce niza koji formiramo polaze¢i od nuia ni-
za duZine m, treba postaviti sakupljal (zato Sto smo jedinice
koje smo sakuplijali "vratili" na mjesto odredjeno pomjerajem ni-
Za 53) i pi=0-u ostalim sludajevima. Nije tesko provjeriti da
mora biti:

p, = Eiii+1 V ot. %i+1ri , i=1,...,‘]E[}
odakle 1 sleduje ocjena L(Pi).gc12, za svako 1.

5) Za svako i, i=1,...,;]g[ konstruiSe se shema Hi

keja odredjuje niz Si duZine 2k, tj. sakupljac. Detaijnije, she-

ma Ni zavisno od vrijednosti signala rs propusta jedinicu iz i-te

F-

zone (niza *ﬂi) u lijevo il1i desno parce niza 6};1, pomnoZenog

P~

prethodno, €lan po ¢élan sa Pj-q (vidi s1.13). Za G, se uzima

nuta niz duzine 2k,i p =1. 0&ig1edno Je,

! :
L(W;) € Cork+L () 5,) & C Kk .
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6) Za svako i, niz 'E} mnozi se €lan po ¢lan sa p; po-
Tn . .
mocu ]E[shema G;. 0Cigledno je L(Gi) < Cyq-k, za svako i=] ]E[

~ |

7) Oznadimo sa G5 nizove koji se dobijaju na izlazima she-

. _ anf_ nr. . i , . _
ma Gi’ 1'1""’]F[ 1. Pomodu JF[ 1 shema 2:2k koje realizuju ope
rator sz, sumiracemo Clan po ¢lan desno parce niza &'

i
parCetom niza f§;+1 Iz leme 3.2.8 dobijamo da je za svako 1,

i=1,..., ]k[ 1, L(Z:2k)

Objedinjujuéi, sltijeva nadesno lijevih k izlaza sheme G1

sa izlazima shema } ), i=t,.... [p[-2 1 prvin n-(JR[- 1)k izlaza

_E- L. > o » . » -+ - w
sheme Z:Zk’ m, = ]k[ 1, dobijamo na tim objedinjenim izlazima niz

OL|3‘f'l'

s lijevim
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Na taj naéin, sumirajJuéi navedene sloZenosti svih algo-

ritamskih koraka dobijamo L(Ti) { Cpo N odnosno  L(T ) X n.

Teorema Je dokazana.

Teorema 3.4.4. Svaki niz Jde Bn’ |Zll =k, moZemo razlo-
Ziti na, €lan po ¢€lan sumu po mod 2 dva niza: jedan od njih za-
dovoljava wusliov teoreme 3.4.3, a kod drugog je broj ¢lanova iz-

medju prve i poslednje jedinice < k- M, gdje je M=log n-log log n.

For

Dokaz. Razbijmo jedinice u nizu o na grupe tako da iz-
medju susjednih jedinica svake grupe bude manje od M nula, a iz-
medju susjednih jedinica raznih grupa bude > M nula. OCigledno je
broj grupa £ k. Posmatrajmo pardcad niza of minimalne duZine ko-
jJa sadrZe po jednu i samo jednu od dobijenih grupa jedinica. 0z-
nacimo sa D1 duzinu najduZeg od tih parcadi. Sada ¢Eemo navesti

algoritam kojim ¢emo objedinjavati "kracda™ paréad u "duza".

1) UoCimo poslednju (gledano slijeva nadesno) jedinicu

r

u nizuy o J stavimo i=1.

ot

2) Posmatrajmo parce niia ol duzine Di koje sadrZzi tu
jedinicu 1 Di'1 €lan niza lijevo od nje. OznaCimo sa p broj je-
dinica u tom paretu, a sa r duZinu maksimalnog susjednog praznog
parceta niza koje se nalazi lijevo od posmatranog paréeta. Ispi-
tuje se da 1i je r > (p+1) Di? Ako je nejednakost ispunjena pre-

lazimo na korak 3, ako nije, na korak 4.

3) Imamo dvije moguénosti:
a) ako postoji jos jedinica lijevo od posmatranog par-

Ceta, uoéimo prvu od njih (sdesna nalijevo) i predjimo na korak 2;




b) ako lijevo nema vide jedinica, algoritam se zaustavlja

L™

i otigledno niz ~ zadovoljava uslov teoreme 3.4.3.

4) Nejednakost r » (p+1.)-HDi nece biti ispunjena u Jednom

od sledec¢a dva slucaja:

[

a) postoji jedinica u nizu « lijevo od posmatranog
parceta zbog koje je r ( (p+1)-Di. U tom slucaju, produzimo po-
smatrano parte ulijevo dok ne uklju&imo u njega (staro pare u ko-

jem se nalazi ta jedinica (vidi sl.15}.

<.D. r Di
I 2] Ny A — A
~ 1 1
ol 4
S$1.15.

Oznacimo duZinu, tako dobijenog (novog) parceta sa Di+1'
0Cigledno Je,
Di+1 < Di + r + Di < (p+3)-Di

Vratimo se opet poslednjoj (gledano slijeva nadesno) jedinici u
nizu o , no veé sa novim [Ji (i je za jedinicu véée) i prelazimo

na korak 2.

b) ne postoji jedinica lijevo od posmatranog parceta.
Algoritam se zaustavlja.

Na taj nadin, algoritam se zaustavija ili poslije koraka
3b i niz & zadovoljava uslov .teoreme 3.4.3, ili poslije koraka
4b kada niz o mo?emo razloZiti na &lan po &lan sumu po mod 2
nizova od kojih jedan zadovoljava uslov teoreme 3.4.3 {(to Je par-

[

e niza of od jedinice, ne ukljuCujuéi je, kod koje je naruseno




s

ispunjenje uslova r > (p+1)-Di, pa do kraja niza o, produZeno

nalijevo nulama do ukupne duZine n), a kod drugog je broJ ¢lano-
va izmedju krajnjih jedinica <:Dj, za neko j. Nije teSko uociti,
da se pri svakom ispunjenju koraka 4a algoritma broj posmatranih

Fae i

parcadi u nizu o smanjuje barem za 1. Slijedi, J < k. Kako je,

dobijamo

k-M , za svako J.

-Dj~< K

Teorema je dokazana.

Uvedimo oznake:

Vn,k ={3:| ng.Bn s “J"=k} » ?;: = {Tfl ol € AGC Bn}'

Teorema 3.4.5. Za svako Kk, k(C45 109 ?oq S

L( 9; ) X n .
n,k

: X . .
Dokaz. Neka je Tne_ ?J‘«'n ) 1 k £ 45 "loggTog = Imajuéi

u vidu Temu 3.1.1 moZemo pretpostaviti da je k 4110;°$03 =. Otuda

je
kKM T
< “46 Tog n -
Primjenom teoreme 3.4.4, a zatim teorema 3.4.3 i 3.4.2, dobija-

mo tvrdjenje teoreme 3.4.5.

3.5. NaJjslozeniji nizoyv.i

Dolazimo do momenta kada je prirodno postaviti sledece
sudtinsko pitanje: kakva svojstva imaju operatori Tf koji ne za-
dovoljavaju uslove prethodnih teorema, odnosno za koje se tehni-

kom i metodima izloZenim u prethodnim paragrafima ne moZe dokaza-




ti linearna sioZenost. Nije tesSko vidjeti da su to neperiodicni
nizovi sa pribliZno Jjednakim brojem nula 1 jedinica. Jednom skupu
takvih nizova, a naime, u intuitivnom smislu moZemo reéi najsio-
Zzenijih, posvedujemo ovaj paragraf 1 dokazuJemo linearnu sloZenost
operatora Ti definisanih tim nizovima. Radi prostijeg oznacdavanja,
u ovom paragrafu cemo, umjesto nizova duZine n posmatrati nizove
duZine 2", n=1,2,... . Napominjem da time ne Cinimo nikakvo sgé-
tinsko ogranifenje jer nas ovdje interesuje samo red sloZenosti.
(Shema operatora odredjenog nizom €ija duZzina nije stepen dvojke,
dobija se odbacivanjem odredjenog broja izlaza u shemi operatora
odredjenog nizom duZine 2" i, eventualno, primjenom leme 3.1.1).

40-ih godina ovog vijeka I.K.Postumus je; vezano za Jje-
dan problem u teoriji informacija,definisao tzv. Pn-cikluse kao
nizove nula i jedinica duzine 2" koji, ako se rasporede po krugu
zadovoljavaju sledec¢i uslov: svih 2" moguc€ih uredjenih n-torki
nula 1 jedinica koje obrazuju n uzastopnih &€lanova niza su medju-
sobno razlicCite. Tako na primjer, P3-ciklus 00010111 sadrzi sve
moguce uredjene trojke (00010111, 00101110 itd. posmatraju se kao
jedan isti ciklus!).

Za n=1,2,3,4 svi Pn-ciklusi se mogu lako naci. Postoji
samo Jjedan P1-cik1us. a naime 01, jedan Pz-ciklus 0011, dva
P3-cik1usa 00010111 1 11101000 i Zesnaest P4-cik1usa. Postumus
je na3aoc da je broj P5-cik1usa jJednak 2048, i na taj nac¢in, za
n=1,2,3,4,5 dobio sledece brojeve Pn-cik]usa:

1,1, 20, 2% 1

zbog Cega je i dao hipotezu da je broj P -ciklusa jednak




Tacénost hipoteze je dokazao de Bruijn N.G. [24].

Ph-ciklusom nazvacdemo niz duzine 211 koji se dobija 1z
Pn—ciklusa {zbacivanjem jedne od n uzastopnih nula. Dakle, P;—ci—
klus sadrZi sve uredjene n-torke kao parcad duZine n, izuzimajuci

n-torku sastavljenu samo od nula.

Primjedba 3.5.1. Jasno je da jedan P_ (P;)-ciklus odredju-
je 2" (2"-1) nizova iz an (an 1). Za svaki od njih ¢emo govori-
ti da predstavija P_ (P;)-ciklu;.

Prije nego 3to opisemo jednu kiasu Pn-ciklusa koja odre-
djuje operatore pomjeranja linearne sloZzenosti, napomenucemo,
ukratko, neka svojstva konaénih polja (detaljnije vidjeti u (23],
BY, BZ).

Neka je B1={0,1}. Struktura (3153,-) u odnosu na opera-
cije @ - sabiranje pomod 2 i - - mnofenje (konjunkcija) &ini
polje reda 2 (redom polja se naziva broj elemenata polja).

~ 0zna&imo sa Rz(x) skup polinoma od promjenljive x nad
poljem (B1,@u-). Poznato je da za svaki prirodan broj n u Rz(x)

n-1

postoji nesvodljiv polinom f(x)=x"+cn_1x +...+C,x+1, tj. poli-

1
nom kojeg Jje nemoque predstaviti kao proizvod dva polinoma iz

Rz(x) stepeni veéih od nule. Uolimo podskup Rg(x) polinoma iz
R,(x) €iji je stepen manji od n. 0&igledno, Rg(x) se sastoji iz

n-1

2" polinoma. Sumom polinoma a(x)=ab+a1x+...+a 1X i

_ n-1 . . _ n-1
b(x)—bo+b1x+...+bn_1x nazvac¢emo polinom c(x)-;0+c1x+...+cn_1x ,

gdje je ¢; = a; @b, , i=0,...n-1, a proizvodom - ostatak pri di-
Jeljenju polinoma a(x)-b(x) 'sa f(x). Koristeci nesvodijivost po-
linoma f(x) moZe se pokazati da skup Rg(x) polinoma stepena ma-

njeg od n €ini polje reda 2" u odnosu na ove dvije operacije.




Lema 3.5.1. [23] Sva kona&na polja istog reda su izomor-
fna.

Konstruisano pol&e.reda 2" se obiino oznafava sa GF(2")
(Galois Field}.Saglasno tome, polje (8149.-) se oznalava sa GF(2).
Na taj nalin, izbor odredjenog nesvodljivog polinoma stepana n
radi konstrukcije polja GF(Z") vezan je samo za numeraciju ele-
menata polja.

Lema 3.5.2. [23] Konaféno polje je vektorski prostor nad
bilo kojim svojim podpoljem.

Na taj nacin, polje GF(Z") polinoma stepena manjeg od n
je vektorski prostor dimenzije n nad poljem GF(2)}.

Jedno od najvaznijih specifiénih svojstava konacnih po-
1ja koje ih i razlikuje od beskonaénih je sadriano u sledecem
tvrdjenju.

Lema 3.5.3. [23) Neka je F konaino polje reda q i F.
skup svih g-1 nenula elemenata polja F. F* je cikliéna multipii-
kativna grupa reda qg-1.

Neka je oL generatorni elemenat ciklicne grupe GF*(Zn).
Elemenat & polja GF(2“) naziva se primitivnim, ako je njegov
red jednak 2" 1 (red elementa a multiplikativne grupe je mini-
malno r takvo da je ar=1). Dakle, svako kona&no polje sadrzi
primitivni elemenat. |

Neka je {@(n) funkcija Euler-a definisana za svaki pri-
rodan broj n kao broj brojeva manjih od n'koji sSu uzajamno pro-

sti sa n. Nije tedko pokazati da Je

o(n) = n-[ 101- 3,

gdje p prolazi skupom prostih djelilaca broja n.




Lema 3.5.4. 23 Broj primitivnih elemenata polja GF(Z”)

jednak je ®(2"-1).

S obzirom da svaki elemenat polja GF(2M) zadovoljava Je-

dnacinu
o
X= =X =0,
to se za svaki elemenat o, tog polja definiSe minimalan polinom
m,(x) - to Je normiran polinom (s najstarijim koeficijentom je-
dnakim 1) s koeficijentima iz GF(2) najmanjeg moguceg stepena
takav da je m (oL ) = 0. Nije teSko pokazati da je stepen mini-
malnog polinoma primitivnog elementa poija GF(Z") jednak n. Ta-
kav polinom se naziva primitivnim.
| Lema 3.5.5. Neka je f(x) primitivan polinom stepena n

i neka Jje GF(Z") kona&no polje polinoma stepena manjeg od n na-
stalo sije¢enjem prstena svih polinoma Rz(x) sa f(x) (na gore opisa-
ni natin). Tada je elemenat o= x primitivni elemenal polja GF(2n).

Dakle, nenula elementi polja GF(Z“) obrazuju multiplika-
tivnu cikliénu grupu, pri c¢emu, ako se u svojstvu nesvodijivog po-
linoma f(x) uzme primitivan polinom, tada su svi nenula elementi

polja stepeni elementa ol= X.

Oznaéimo sa.cZ} Niz ((Agseees o ), gdje je of; sTobo-

2N_2

dan €lan polinoma koji se dobija kao ostatak pri dijeljenju po-

linoma x' sa primitivnim polinomom f(x) stepena n, i=0,...,2"-2.

Teorema 3.5.1. Niz <Q}, gdje je f primitivan polinom ste-
pena n, predstavlja P; - ciklus.

Dokaz. Neka je F(x)=xn+cn;1xn;1+...+C1x+Co primitivan

polinom stepena n i neka je

i .-t i, n-2 . .




ostatak pri dijeljenju polinoma x' sa f(x). Iz algoritma dije-

ljenja polinoma dobijamo sledecCe relactje:

ool 1 y=1,2. n-1
Dn"'j - Dn—1 Cn-j + Dn_j_’l R J s b s s v e
;
D'i+1 _ Di' . C
0 T Yn=-1 Yo °

Otuda sleduje, za svako k,

Dk+n _.niif1 Dk+n-'i c
n-J n-1 ° “n-j+1-i

=1
(1) n-j+1
_ k+n-1i+1 .
= -i=1 DO s Cn_j+1_.i ] J_132:---ln ¥
gdje sve gornje indekse treba uzeti po mod (2"-1).
g
Pretpostavimo da niz Qg, D;, . DE "2 ne predstavlja

P; - ciklus. To znaci da postoje 1 i m, l#m,takvi da Je

T+1 _ _m+i .
DO - DO ] 1""‘1,2,-.-,”0

Otuda 1 iz relacije (1) sleduje da je

Do = Dﬂf? , 3=1.2,...,n.

Dakle, ostaci pri dijeljenju polinoma x'*™ i x™™ sa f(x), 1#m,
su jednaki, Sto je nemoguée zbog leme 3.5.5.

Teorema Jje dokazana,

0znatimo sa L&, k=0,1,...,2"-2 niz ol ciklicno pomje-
ren nalijevo - za k mjesta. Nije te5ko uoliti da jJe DL: - i-ti

clan niza éfgislobodan ¢lan ostatka pri dijeljenju polinoma xi+
sa primitivnim polinomom f(x), 'i=0',1,....2n—2. Dakle, &'f = &'g .
Svi nizovi X, k=0,1,...,2"-2, pri fiksiranom primitivnom poli-

nomu f(x) stepena n, predstavljaju jedan isti P;-cik1us.




Teorema 3.5.2, [40] Za svaki primitivan polinom f(x) ste-

pena n 1 svako k, k=0;1,.;.,2né2,

Dokaz. Primijetimo da svaki polinom iz Rg(x) koji ima
k nenula koeficijenata moZemo predstaviti kao sumu dva polinoma
iz Rg(x) koji imaju manje od k nenula koeficijenata. Na taj nacin,
imajudi po]inome'1,x,x2,....xn;1, sumirajuéi po dva od njih dobi-
jamo sve polinome iz Rg(x) sa po dva nenula koeficijenta, zatim,
sumirajucéi po dva od tih i polaznih moZemo dobiti sve pélinome

iz Rg(x) sa po tri nenula koeficijenta itd., dobijamo sve polino-

me iz Rg(x), koristeé¢i za svaki samo po jedno sumiranje.

Saglasno tom algoritmu konstruidimo shemu Zn'sa n ulaza

-

x #* W =m x
> ’ n )

0
2 -2
i=0,...,n-1, a za k >n yk=yjt$ Yqs ukoliko smo, saglasno opisa-

i 2M-1 izlaza YororosY s takvu da je Y;=X

n-1
nom_algoritmu polinom koji se dobija pri dijeljenju xk sa primi-
tivnim polinomom f(x) stepena n izrazili kao sumu polinoma koji

se dobijaju kao ostaci pri dijeljenju polinoma x9J i x] sa f(x).

. : n
Na taj nadin, L(zn).g'ciz.

Zahvaljujudéi ciklic¢nosti multiplikativne grupe svih ne-
nula polinoma iz Rg(x), zakljucCujemo da shema ZrI ne zavisi od

cikliénog pomjeraja, tj. ako umjesto 1,x,...,x" imamo
xi;xi+1,....xi+"'1, gdje je i e{ﬁ,.;.,zn'z],i svi eksponenti se
uzimaju po mod (2"~1). gore opisana shema sukcesivnog jzraZava-
nja polinoma iz R;(x) strukturno ostaje nepromijenjena. Na taj
nac¢in, imajuéi prvih n Clanova pomjerenog niza ét?. opisana she-

ma €e pravilno izraCunavati ostale &lanove pomjerenog niza. Opi-




$imo sada detaljnije algoritam konstrukcije sheme koja realizu-
~ K

je operator T za bilo koje ke{0,1,...,2"-2} i bilo koji
271
primitivan polinom f(x) stepena n (vidi s1.16).

K

1) Ulazni niz ; duzine n dovodimo na ulaze sheme F¥f ko-
ja odredjuje prvih n &lanova cikli¢no pomjerenog nadesno za veli-
~K

&inu |Yy| niza olg. SloZenost operatora koji realizuje shema nije

veca od sloZenosti najslozenijeg (n,n)-operatora (teorema 1.4.3)

te je L(FQ; )L C . 2",

~K
of
K £t
\
n
2"-1 | n
y N\
H
2N 1 Zn
2"_1 2N 1
I
2N 1
24
b
szn_1{y)

S1.16.




K
2) Izlaze sheme FQ} dovedimo na ulaze sheme Zn, koja
odredjuje niz EI: cikliéno pomjeren nadesno za|§] mjesta. Malo-
prije smo pokazali, da je L(Z ) ciz".

3) Niz ¥ dovedimo i na ulaze deiifratora Kn' L(Kn)‘$ Ck-.?n

(lema 3.2.1).

4) Izlaze deSifratora, izuzimajuci poslednji, gledano

stijeva nadesno, dovedimo na ulaze sheme koja realizuje operator

Hzn_1. L(Hzn_1)\< C,-2" (Tema 3.2.4).

5) Pomocéu sheme 12“_-1 pomnoZimo ¢lan po ¢lan izlazne ni-
zove shema Hz"-1 i Zn' Iz leme 3.2.7 imamo, L(IZ"-I) £ Ci'Z".

Na 1izlazima sheme Iz"-1 dobijamo niz é?:' pomjeren

nadesno za |y| mjesta.

Na taj nac¢in, sumirajuéi navedene sloZenosti, dobijamo

da je |
k
L(T
2 -1

Cime je, imajué¢i u vidu donju trivijalnu ocjenu slozZzenosti, do-

_n
) Cg5727

kaz teoreme zavrien.

Kao 3to smo vidjeli, opisani nizovi koji predstavijaju
P;-cikluse ne sadrZe n uzastopnih nula. S druge strane, moZemo
ih dobiti izbacivanjem jedne od n uzastopnih nula nizova koji
predstavljaju odgovarajuce Pn-cikluSe. Sledeca teorema, formuli-
sana opstije, govori o linearnoj realizaciji operatora pomjera-ja
odredjenih nizovima koji predstavlijaju Pn-cikluse, od kojih se,
izbacivanjem jedne od n uzastopnih nula dobijaju gore opisani P -

ciklusi.




Teorema 3.5.3. Neka je EI=(CKO,...,GAH_1).niz duZzine n

Fa W

Tool_s5(ohgseees K5 qsRyyyqse-esdq) niz duzine n-1, dobijen

iz niza  izbacivanjem €lana o . Ako je
gf--i ~/
L(Tn_1 y X n,

tada je

L(TX) =X n .
o

;
Dokaz. Uvedimo sledele nizove: <&:(0,...,0,{Xi.0,...,0)

duZine n , gdje je o; na i-tom mjestu u nizu i ?J=(O,...JL1,OHH.,0)

duZine n-1, gdje Je 1 takodje na i-tom mjestu u nizu. Shema ope-

ratora Tﬁ konstruiSe se saglasno sledec¢em algoritmu (vidi sl.1/7}):

1) Ulazni niz y duzine 1 (tatnije, prvih 1 __, &lanova

niza ?), kojim se zadaje veligina pomjeraja dovodimo na ulaze
~ 1

dvije sheme: sheme koja realizuje operator T%7, i sheme M:_1

n-1
~ 9

koja pomjera niz & . Iz pretpostavke teoreme imamo da je

L(TRP0) & Gny a iz leme 3.2.5, L(M )  C-n.

o o A .
2) Ulazni niz ? dovodimo 1 na ulaze sheme M;*, koja
i

Cx ~ Sz
g, 23 veliZinu |y} . L(Mdﬁ ) £ C-n (Te-

pomjera nadesno niz m

ma 3.2.5).

<3
3) IzYazni niz sheme M:._1 dovodimo na ulaze sheme H__,.

L(Hn_1) £ Ch-n (lema 3.2.4). -

4) Izlaze sheme H _q PomnoZimo Clan po Clan sa izlazima

o- -1 L1
ni1 pomoCu sheme I;q1, L(In-1) & Cien (lema 3.2.7).

Ssheme T

5) Tzlaze iz sheme H .y dovodimo na ulaze (n-1)-o0g inver-

tora, a i1zlaze invertora mnoZimo &lan po €lan sa izlazima sheme

2

-
T n-{°

n-1 Pomocu sheme I

OCigledno, sloZenost ovog koraka ne pre-




lazi 2n.

1
n-1
na kojem se realizuje 0, a izlazima sheme I§_1 dodajmo s desne stra-

6) Izlazima sheme I dodajmo s lijeve strane jedan ulaz

ne isto takav ulaz. Tako dobijena dva niza od po n ulaza dovedimo

A 4
na ulaze sheme Zn koja ih €lan po &lan sumira. L( Zn) K Cbn (le-

ma 3.2.8).
17
1
SR ¢
A | L
?i a:'"l MLT
Mn-l Tn--1 n
il’l"‘] Jn-l n
' {
Hn-1

n-1
n-1l * '
2
In-1 q ? e o0




7) Izlaze sheme E:; dovedimo zajedno sa izlazima sheme

Mﬁﬁna ulaze sheme Ejg koja ih, ¢lan po ¢lan sumira, tj. umece

elemenat ol 5 niza & na svoje mjesto u pomjerenom nizu. Na iz-

lazima sheme Z:E dobijamo niz L~

1Yl

Na taj nacin, sumirajuéi navedene sloZenosti, i imajuci

u vidu donju trivijalnu ocjenu, dobijamo da je

L(Tf )X n

3.6. 0 jednom drugom metodu raspo-
Znavanygja PDm n © b1 1ika pomo ¢ u

operatora pomJjeranyja

Iz teorema: 3.1.4, 3.3.1, 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3, 3.4.5,

3.5.2, 3.5.3 1 leme 3.1.1 sleduje sliedeca teorema:

Teorema 3.6.1. Ako vrste matrice M zadovoljavaju uslove jedne od
teorema 3.3.1, 3.4.%1, 3.4.2, 3.4.3, 3.4.5, 3.5.2,111 su konaéna

¢lan po ¢lan suma po mod 2 nizova koji zadovoljavaju uslove tih

teorema, tada je

L(pD"

n.p) X m-n ..
|

Dosad smo, u ovoj glavi, raspoznavanje PDg n oblika re-

alizovali pomjeranjem svake vrste matrice M posebno. Medjutim,

moZemo umjesto da pomjeramo svaku vrstu posebno, pomjerati niz
o

Sw duZine m-n, koji je pridruZen matrici M (vidi paragraf 1.2),

i pri tome je potrebna veli¢ina pomjeranja ¢ n.

Teorema 3.6.2. Za svaki PD; - oblik je

L(POR ) & LUTE )

for Rl e— et



. - P~ - v . g
gdje veligina pomjeraja |¥], tj. ulazna veliCina operatora T 7

ne prelazi n.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan PD; . oblik 0,gdje je

M=I[dqj”; nenula matrica (inaCe je dokaz trivijalan). Oznacimo
i 1 ] i «+ i =min 3 i i bilo koji indeks kojJi
sa 1 )| JO sledee indekse JO cﬂ;? ] 0 J

zadovoljava jednakost dﬁ0j0=1' Neka je £b=((30,...,[3]n_1) bi-
naran zapis broja j -1. Shema koja raspoznaje dati PDQ . oblik

konstruife se prema sledecem algoritmu (visi sl1.18):

1) Neka je x=(x11,...,x1n,...,x "xmn) ulazni niz.

mi’>"~

Dovedimo Xi qoeeesXy n na ulaze sheme koja realizuje operator

j
0 0
Pn. L(Pn) £ Cp.n (Tema 2.2.7).
2) Izlazni niz sheme Pn i niz » dovedimo na ulaze

sheme R, koja izrafunava velilinu pomjeraja. L(R; ) C;-Iog n

n n
(lema 2.2.1).

3) Iztazni niz sheme Ry dovedimo na ulaze deSifratora

n
Ky - L(K]n) £ Cé-n (Tema 3.2.1).

4) Izlazni niz de§ifratora dovedimo na ulaze sheme
koja realizuje operator H - L(Hn) $ Cpem (lema 3.2.4).
5) Izlaze sheme Ry dovedimo na ulaze sheme koja reali-

A n ~
: Gm B
zuje operator Tm-n sa sloZenodcu L(Tm_n).

gt

6) Izlaze sheme T o

m.n razbijmo slijeva nadesno na m grupa

po n izlaza u svakoj i svaku grupu izlaza dovedimo na prvih n ulaza
po jedne od m shema I; koje ih &lan po €1an mnoZe sa izlaznim nizom

sheme H , i=1,....m. L(I ') ¢ C.,.n , Za svako i (lema 3.2.7).




- §3 -

9

\‘_}

mn

S1.18.
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. , L. . . i .
7) Ulazni niz x i izlazne nizove shema In’ i=t,...,.m,
uzete tim redom, dovedimo na ulaze sheme Em-n’ koja ih sravnju-

je. L{(E_ ) K Cormen (lema 2.2.4).

m.n
8) Izlazna vrijednost sheme Em-n se mnoZzi sa izlaznom
vrijednoS¢éu sheme poredjenja S] koja ispituje da 1i je veliCina
| | n
pomjeraja veca ili jednaka od velicCine j0-1. L(S] ) € C;-log n
n

(lema 2.2.3).

Na taj na&in,

" _ En S
L(PDp, ) € Cgpmen * LTy n) .-<- L(Tan) o
jer je za svako EM ’
Gn
L(Tm-n) > men

Teorema je dokazana.
Posledica 3.6.1. Ako je L(T " ) X m-.n, tada je

M
L(PDm.n) Y men .

Na taj na&in dolazimo i do sledele teoreme:

o

Teorema 3.6.3. Ako niz ©, zadovoljava uslove jedne od
teorema 3.3.1, 3.4.1, 3.4.2, 3.4,3, 3.4.5, 3.5.2, ili je kona-
€na ¢élan po &lan suma po mod 2 nizova koji zadovoljavaju usliove
tih teorema, tada Jje

™
L(PDm,n)'ﬁ: m-n .

Imqjuéi u vidu da je za raspoznavanje PD; n oblika do-

: |
it

voijno pomjeranje niza ®v za veli¢inu ne vecu od n, koristeci
«

ne dobijamo

ranije uvedene operatore ograniCenog pomjeranja M

sledecu teoremu (vidi lemu 3.2.5):
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Teorema 3.6.4. Za svaki PDS N

L(Pog ) K

»

mf

n

oblik takav da je |[[G,llg Cq,m




SPISAK SPECIJALNIH SIMBOLA

@ |
§i - znak sume po mod 2
la] - najveéi cio broj. ne veci od a
Jaf - najmanji cio broj, ne manji od a
1og a - logaritam za osnovu 2
& - simbol konjunkcije
' - simbol disjunkcije
- - simbol negacije
pin - p dijeli n
—T“an
a < bn-hmqg1
| a
anw bn"' r""*1
n
a S: bn postoJi pozitivna konstanta C takva da je
an=0(bn) a £ Obn. za dovoljno veliko n
anxbn-angbnjbnéan
)
an-o(bn) a_
~ 5 — 0
b“)->an-J n
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