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PREEZDGOCTVOR

zako, dinsmika ﬁonzervatlvnlh holonoumnih sistemé. Medju
i pored toga, proudavanje kretanga | ronzervetivnih sister
i danss aktuelan zadstak, 3to najbolje potvrdjuju radovi X0j1
se iz ove oblasti desto pojavljuju. Dinamicil konzervativnih
sistema posveden je i1 ovaj rad.

Prvi dio rads, uglasvnom, uvodnog Jje karskier
{retanje Xonzervativnog sistema, kao sto Je uobicajeno, razmns-
tra se kao kretanje reprezentativne tacke u konfiguraclonow
radu sreCemo 1 3

"

nrostoru sa odredjenom metrikom. Posto se
roblemima globalnog karsktera konfiguracicni prostor se ra-
matrs kao glatka mnogostrukost, Sto omoguéuje primjenu mocnih
~etoda savremene diferencijelne geometrije. Da bi ts primjena
bila Stc nepcsrednijs na poéetku, zdje su izloZeni osnovi dina-
~ike konzervativnih sistema, upcredo se daje uobilajens /meha-

nidka, 3 geometrijska terminologija. Cpite poznate cinjenice
: geometriiski objekti koriSéeni su. obicno bez objadnienja.

Uvodienjem Jakobijeve metrike nego sredno Se povesuje
1inamnika konzervativnih sistema i rimsnsxza geometrija Tje TTO-
ucavanje kretanis, na osmovu vrinciva nsjmanjeg dejstvva, svodi
~s n2 odroudavanje geodezijskih linijs Jakobijeve metrike, All

so¥av pristup ima specifilnest uslovljenu degensracijom meto,-

VD
iie w2 grenici oblesti moguéih kretanjs, ¢ijs Je posledncs ne-
cnzloguost geometrije rimenskih prosters I cecneTrise oblastl
ool Lretanga. Geometrijs oblasti mogalih ¥relanis 5 Kralen,
T=i0] centralno mjesto 1ma Czlovl““v ffﬁ;ﬁdﬁjé_ﬁ?i; / teo-
Sl , ROVLJeE Je uatuma_ 44 45,,;J . LAXO Jje ¢ng éd Tunpdamentc -

Lyt oenacaje z8 nasa “aumatvsnwe podrobno Je zlolsrz u dijein

N

1,__\

.7 1 1.3, slijedeci u osnovl; 15 1. U fijelu Lot 4 1.5 rezvili

sme teoriju fokalnih tacaks @vanl e oblscti mogulih Kraetanlia,
zoja ne samo de upetpunjuje gec cmet>iju cblssti moguéih kretanjza,
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teoreme /ispravnest kajeg Je osporana u
‘s zasnovan na osobinswa integrala hamil
dnadine Eﬁéj » Zatim se, kombinujuci ideg

Aa se o stapbilnosti sudi na osnovu pomolnih funkce
snin samo od poloZaja, i jedne Citajeve teoreme 39
Lriterijun nestabilncsti ravxn woteznog stanjs skieronomnin
holonomnih sistema. Eriterijum se primjenjuje na Zonzsrva-
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1. O kenzervativnim mehanickim sistemimsa

Posmatrsjmo sistem od A/ materijelnih tacaka masa

1, wess My ¢iji Je polozaj u trodimenzionalnom euklidskom pr-
/ r._}' G I’-‘ -~ ) - - L" - . e - Y :‘: 3
ysLhoru ;ﬁ_zhzgy;zj ca deksrtovim koordinatama L,H X, odredjen

redijus-vektorimas 4, ...\ {i o PoloZaju sistems se korespondirs

noloZa] ”“eprezentaulvne talka" u 34/ dimenzionocm euklidskon
T34 :

crosuoru Ff EQEQEJ)("'}Lfob" konfizuracionom prostoru slo-

codnog materijalnog sistema. Radijus - vektor reprezentativne

: 3N
tacke oznacimo Sa /= M?:--- /4;).‘:‘ ,r/?
Neka kretanjs sistems 0grs ﬂlLBVE,é holonomnih sklero-
/

nomnih veza, koje zadajemo sa8 % funkcionslno nezsvisnih jednscinas
L -~
LA =0, co s f0l)<C
. o

. i ] R o ]
Vege u prostoru /A zadaju re=3y-4 dimenzionu glatku unogostrukost
N =~ konfizurscioni prostor neslobodnog sistema. Skup tangentnih
vektora na /%? u tacki @Qﬁwﬁfob“azuae linearni /7 dimenzionalni
prostor égﬁ7 ~ tangentni prostor. Svaka tscks mnogostruxosul./?
Sk : \ 39 o )
ima takvu okolinu ! /A7 da postoji glatko presliksvsnje 7=[77 ),
%9=f§2 ---‘2;) neke obtlasti kcordinatnog euklidskog prostors
il &l

Ty - . , wow
T f}%j na /77l/, teko da vektori Z#>s - ¢ 55 cine bazu prosto-

-

ra J4/7 . Unijs tangentnih prostors

_— ~ 34/ - - 1?"‘3'(‘; I ”:"“,;}
L/ ﬂx: //7 ﬂ,xj {ﬁ; X'fL ;fg?
\KE/"? im - ! [ _j
¢ini tasngentno raslojenje xoje ius strukturu glatke 277 - dimenzi-
7 G4/
one mnogostrukosti ulozene VA sa Lo¥slnim xoordinatzms

o . . - . . .
Eaﬁ"'ﬁzm » Do ?Eﬁ . U mehanicl jeo uobica_eno dg 352 Lo<d-
2 3l1ls

lne koordinate 52 zovl Legrsniove 1.1 generalissne koordinate,
,E ~-genseralisane przine, M ~koufizurscioni prostor, /7 -is-
znli prostor.
Neks na sigtern de st/aga nobencijalne silie %E s T
reka postelii elatks fualkediis Sl A T —potenciislna eners
=ija, takve da J= . o
S ;;if’f=‘.»”.-ﬁﬁ
7 ;
- . e e e e e e e e e e e e e e o e e
) Iako pisSemoc D= /2,,...0. pcdrosunijevedcemo da Je u pitanju
' "

kolons.,
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Mi moZemc ‘zaboraviti® ns dinjemnicu da Je konfiguracioaa mno-
costmakost ulczera u Za = dimencioni konfiguracioni prostor
sistena slobodrih +alaka i objekat razmatranjs prosiriti ro

apssraktnu glathku rimasnsku mnovoutru 05t U Ton smislu prihve-
timo slededu aezlniciju R

1 Konzervativnon mehanillion siscentt
odgovarag toojra ST s T

wh
‘s
N\

- ra - L o - _:
rcije su: /7 gisthka 7/ - GLTICNZION2 MnogostrukosT,
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E -rinsnsko metrilz na’/ zadata kinetickom oRergion
P - oL
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= glatks funkcija na T /nos ] alna enerciia/,
2 Hretenje xonservativnog cistema je glatko vresli-
avan e L ;fff?“,shﬁ
sjz u lokaslnim Woordinatema na i za2dcvoljava Lagranzove Jjedna-

:na 53 lagraniijsnom -

Ta ovaj nadin, ne sz2mo sto se grodiruje objzskas razma~-
ran’ia, veé ovskav prilaz cmoguéuje direktno kerislenje nekih, na-
olito globalnih, rezultata diferencijalne geomeirije pri prouca-

kKretanjs.,
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dje Jje hamiltonijan

nunkcija na kotangentnom raslo

4
U
fazni prostor $8 lokxalniu koordi

anZovih jednadinaz
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1. Jje ekvivalentan si-

e L . 25
2 ” ' r'd f} ik
“, o
TE) -
niu konfiguracione mnogostrukosti
inatara /0, & /-dobijena LeZandr

ver transformescijom lagranzijsna L o Generalisani irwpulsi . se
ada;ju relacijama - .

. Ty _; __-'f__ : g r"'“ :-"“‘_

_,. 5"‘-\‘ - e '::.: i -;

naniltonijarn o .

. . o P . D
dje Je matrica .o/ inverzna matricillily.

Jdedradine kretaznja imaju prvi integral-integral enc-

giae T' - - i..m
ri fiksirancj vrijednesti 7/ integral ensrgije izdvaja u faznom
—— S A K . " _ a ,.’*, it g = - .
TOSTOTU (w7, =dimensicnu ’nlpernovr“‘* 7 oF2zna Trajektorija
istena cije se kretsnje realizuje vri datoj vrijedunosti konstante
.:"' - . e - - o g—-;:_f;- d - - a s - .
ou cjelesti: pripacda hiverpovrsi /) o« Projekcida 7 hiverpoviai
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5?' - f—:’n-f -
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a nz konfiguracicnil proster
— a7 5 — z 3
J'! :? i :'. i‘
- 97
a y \ , . : 2
odrediuje sxup L u kejem je moguce Jrevange sictems, &/ se&
L ove oblast mogu¢ih kretanja.Fosto je kimedl k3 snargija pezitlivn

&
definitna funkcija iz invegrala energiia slijedl

Ll i ., —_— y ...'l‘
| - : LV a L ST v o
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U prvom siuaju oblast mogucib kretanja se poklapa sa Citavin
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Uka’ime na neka kapakteristicna svojstva kretanja

onzervativaih slstexa, koja su pesiedica specificne struxture Je-

nacina zretanja.
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4 bom slucajin xrabanja Je periodiinoe
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Kretanje konzervativnog sistema i rimsnsku geometriju

neposredno povezuje
Princip najmanjeg dejstvs /Jdakobijeva forma/ [2,131
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da s¢ kretanje yrii po geodezijskim linijema rimanskog prostors
7. o5, Ovaj rezultat se moZe uopStiti uvedeli askcionu mevriku
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toju &emd ~vati Jakobijeva metrika. Vrijedncest dejstva na nekog
rivej, oCigledno, Jje jednsika dvZzini krive u Jakobijevo, me-
trici 5? » wautar oblasti mogucih kretsnja Jakobijeva metrika
pPEdSQBVIJa rimansku retriku. Ia granicil 20 J€ i%“=f pa je
dusina svske krive koJjs pripada granici jednaka nuli, Govo-
ridemo ‘da je metriks na granicil neregularna, odnosno degene-
risans,

Kako se Jakobijevs metrika &F razlikuje od metr-
ike /S gza mnoZilac koji zavisli samo od izbors talke konfigu-
racionog prostcra,_to su ove dvije metrike konformnec ekviva-

lentne, tJ. uglcvi u metrici ~? ge vcklapaju sa uglovima u

metrici 23 T 29 .
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se vr3i po gecdezijskim linijama Jakobijeve mevrike,
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Axo je vrijednost votpune energije // vela od

maksimuma votencijialne energije ne konfiguratlionch pPro3toru

tada je metrika ¢ korektno definisara na Citavom prostoru
i za proudavanje diramidkih zadatazka se wogu primijeniti te-
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U drugom sludaju, kads oblast mogulik kretanjs 1ima
granlCus, situacija Jje biltno drugaéija. Geometrija geodezijskih
q oblastima s krajem nije analogna geometriji obidnih rimanskih
srostora, Stc je posledica degenerisanosii metrike na granici.
Tgko, N8DT., 238 kompaktne rimsnske mnogostrukosti proizvoljne
dvije tadke se mogu spojiti geodezijskom linijom /Hopf-Rino-
vljeva teorema/. Urugim rijecima, izmedju bilo koJje dvije ta-
ke konfiguracione mnogostrukosti moze se realizovati kretanje
sa datom /jednon te istom/ vrijednoséu notpune energrje fﬂ R
U kompaktnim oblastima moguéih kretanja s krajem, kao sto po-
kazuje primjer iz {443, to vide ne vazZi. Osnovi geometrije
oblasti moguéih kretanjs s krajem razradjeni su u radu 44,
PoSto su ti rezultati bitni zs na3a dalja razmatranja na njima

éemo se podrobnije zadrzati.

1.2.Geometrija oblasti mogudih kretanja
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arzlognoe tvrdjenje za takoczvane kinetinke Iokuge pripada
Jakebiju [14]
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Ko jem nena rokalnin talaxa granlce <L) yxoristeci tvrdjenja
[9i i pasudjujucl gao 1 pri dokazu pretnodne teorems dolazimQ
-akliudka da postojl okolina segmeta u D i okolina V' valke
D , tako daa ¢ minimizira rastojanje w klasi dio

@,
qio glatkih krivih Xoje spajaju tacke iz ' 3za X/E) ga E<E,.

aCi, “rvu rﬁkalnu Ladku mogli smo derinisati i na sledeci nacing
. W . - ] - - ,r- ™
ika X(¢% je prva fokalna talka granice 3L duz & akeéfﬁ_QéLJ

. e s , * .
sinipizirs duzinu luxa do okoline V' za  ¢,> L ,a minimizira
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Z & f:-? < 7 .

Na kraju, primijetimo da kKaustika oblcno razdvaja

last moguceg kretanja na oblast do grantce 1 na "unutrasnju
blast ograniéenu kaustikom (vidi primjere). Lo odavde ne slijedi

se tadke koje pripadaju urutrasnjoj oblasti uvijek naleaze iza
kalne tacke odgovaraﬁuée trajektorije o Na ovu cinjenicu ukazuje
oréma ©. No, ona sli jeciliz slececeg rasudjivanja.Po Kozlovije-

j teoremi svaku v éf; chlasti mogucih kretanja pa samim tim i
dlu iz unutrascge oblastli mozemo spojiti najkraconm krivom sa grafi-
n o Ako bi presjedna talka uocene krive 1 kaustike billa iokalna Ga-
a,to bi na csnovu tecreme Y postajala krac¢a kriva §to protivurjeci
zlovijevo]j teoremi, Wo pralitlcno cnaci da kaustika u cblastima sa
Vvezanfnm LIrenicoli Lol
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neregularnosiis.




2,0 lokalnin rjesenjima Hamilton-dakovijeve jednacins

-p je poznato, moze s¢ Eaijeﬂlti ekvivalentnim 23

3 d
.32 potounog insegrala jadne nelinearne parcijaine diferencijzines
ednatine prveg reda~- Hamilton-~Jakobijeve Jednaline. Prvi je Ha-
i lton 1834.geodine, razvijajull opticko-mensnicku analiogiju, na-—
;a0 vezu izmedja opsteg rjesenja kanonskog sistema diferencijzinih

jednadina i rjesenja-karakteristicne Iunkcije-dveju parcijalnih
iednacdina. vakobl je pokazé&o da je jedna od Hamiltonovin parcija-
nih jednalins poéledica druge, Tte sa aspekta teorije integralje-
1ja predstavlja nepctrebnc usloinjenje, i razvie Jje osnove reto-
ia danas poznatog kao Hamilton-Jakobijev metod |13 ,U osnovi
>vog metoda lezi poznata Hamilton-Jdakobijeva Teorema, kKoju za klg=
s;u ovdje razmatranin sistema, kada hamiltonijan ne zsvisi od vre-
iena, mozemo formulisatl na slecedli nacins

Hamilton-dakobljeva teorena _Flj , XXI predavanje | o
Ako ge‘WVYv;“*ﬁj~x Ly, meki potpuni integral Hamilton-Jako-
™
yijeve Jednacine
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ntegrall Jjednszlina Xrebvtanja mogu s¢ zepisati u obliku
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7 . N: o .:..z T e - 3 ——— 3 e ™ ~ \ .
jeéva Jednacinaz, FPoilizuje Se, 4da iz petnunog integrzla ﬁﬁhﬂ:ﬁ,EOée

10041t potpunl insegral jednacine &) w obligu ‘V=-A/f-2)+ ¥ ¢ll-
nirnagcijom keonetante © uz nowoé JjednzZine ggﬁ;;fwﬁ JHalko razrnat an
= % *
drd
3 - el " - -o. 1 4 2 5 - wam i — £ 2
tamo Jednsdinu obiiks Li) svelexme Jje prosud Hamilton~Jakabiljevs
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Potpuni integ: ) Jednaline(l) Jje rjesSenje

€8
5ie osim konstante sadrzi jos # -7 keonstantu <& 1 Koje za-
J

qdovoljava uslov

"“12-\,-’;' . ”~ A

— 7 -
vt LN gg = (670,
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7a sisteme, kKoje rasmasramo, Hamiltonova funkelja
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H{{;‘JJJ /= 5 < ’/1-/»’1‘{)9!-}5} ta /7/_?):

a Hamilton-Jakobijeva Jednadina ima oblik
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Hamilton~Jakobijev metod, sadriaj kojega cini pri-
jena Hamilton-Jakobijeve jednacine u integraljenju jednac¢ina ana=-
itidke mehanike, predstavija modéno sredstve za rjesavanje dinard-
kih zadataka. Nazalost, ne postoji nekl opsti metod nalsZenja po-

(J{

»unog integrala parcijslne Jecrnaclne, Sam Jakobi Je, resavajuci
eplerov zadatak, uvodjenjerm sfernih koordinata usplo da razbije
arcijalnu jeanadinu nz nekoliko jednzlina od kojih je svaka sadrzala

il

0 jednu promenjivu i izvod trezenog r)

efenja poO toJ promjengivo,
A .

to predstavlja sustinu takozvanog meboda razdvajanja promjenivih,

0ji je i postao osnovai metod za inutegraljenge parcijalnin Jjednacina

rvog reda. Menanixu druge polovine XIX I prve polovine XX vijeda

i
nadaino Karakiteridu napori da se razredl metod razdvajanja promes=
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azdvajanjem promengivih, U radu -7

Jje metoda.
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Preue woome, i aio mnegl Xonkreual sadacli mogu DLTL
.iiesenl ovim mezsedom, problem integraljezga Hamllfcon JaxobDljeve
'
-ednatlne je i dalje axtuslan.

Umjesto da traZimo potpuni integral jednalins (3)
postaviceno znatno mange, da zZnamo Neko parcijainc rjesenje
Wl (rissenie kcje ne sadrii xonstante) Hamilton-Jakobljeve
anadines Jasno,ds pomocu parcljalnog rjesSenja ne mozemo dobltl
te rieSenje kanonskogz sistema diferencljalnih jednacina, ali

L
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analisidki takvo rjeSenje moZemo iskoristiti za latezgraljenje
Jolovire potpunog sistema kanonskih jeanacina.Naime, uz pomoé
7 Jednacdina

vy d
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Lz druge grupe xanonskih jednadina dcbijamo sistem od /7 dife-
rencijalnin Jednacina
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iz &ijeg opsteg rjesSenja Q=TI5C),C=(C, . CTn; dOblganc /I para-
netarsku familiju polaznog kenonskog slstemse
Usixz to.a, parcijalno rjesSenje dopudta 1 prozracnu
interpretaciju u faznom prosturui, UOCLimO U Iazaodll Prostoru mnogo—

strukost L odredjienu na sledeci nain

0 emisglu kenonskih jednatina,inaceno
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snadi, ako Je u nekom brenutku Iazna trajextorija ns mnogosLruXestl

L , Tada ona ostaje namgoJ. Urugin rijelima, parcijalno rjese-
nie Hamilton-Jakobljeve jearadine odredjuje u faz.om prostoru .«
dimenzionu mnogostrukost, taxozvanu Lagrsnzovu mnogostrukost,
toja je invarjantuna u odnosu na kanenski sistem Jjeanacinsg

vrimijetimo Joé, aa u neki: slufajevima ne moramo

. . e 1 b e . A . < . - - e s oy - P R — . L
imatl neko Konkrevno rjesemnje, ved aud g& GOVOLIND ULVoWlil egrisies

C_J

aciju rjesenja odredjencg Tipa, Tj. rjesenja sa odredjenim osobina-
na, da bi na osnovu toga mogli dolaziti do odredjenih informaclja
o kretanju kvalitativnog karaktera.lOva iceja piée nadalje poarou-—
nlje razra idlbaﬂun

PredpostavljajuCi de& znamo raeuende Harilton~-Jdaxobl-
jeve Jecdnseline preluine smo podrazumijevali da Je Takvo rjesenje
definisano u nekom dijeiu oblasti moguéih kretanjae U vezl sa
tim zadabtak nala’enja parcijainin rjesenja, kojl Cemo zZvVeLi 1nte-~
graljenje Homilton-Jakouijeve jednaline, razdvaja se na dva dije-

3a “aivs gledidta lokalne teorije od POSEDNnoy inie~
resa je integraljenje Hasmiltou~dJdskobijeve jz2dnadine u oxclind
O 3

a-tadaka v konfigurscionom prostoru knje cApii-

L

varaiu ravaosteinim stenjims u fsznom prosvoru, D hi obrazloZfili
ovu tvréniv dekaszafens jedno trrdjenje kcje se odnosi ns kanonski
sistem jednalins, depunjasvajudél ne t8j nacin poznstu teorenu O
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Iz Lorbuove {barboux, teoreme "4 slijeadl da u
oxolini neke vacke f&%aflﬁffﬁﬁﬁ mozemo izaprati sist?m’io-r
ralinin ¥oordinata (&, 2, , Takav da rorma “ = GENADE po-
novo poprimi stvandardanl oblik SPn CEL, Udavae sligeadi da
se prelaz ﬁﬁgjg)—*fﬁ3 EQJ} ostvaruje =ancaskon transrormacljom
Loduvava se simpleksna strukbtura, tj. PeATL = CoATG ). Lokaz

porpuove teoreme aopudtva prolzvoljan izbor prve nove koordinate

f% » ‘ladnije, za prvu Koordinatu iQ se noze uzeti pro-
izvoljna glatka runkcija ¢iji je aiferencijal u vacki ( A, 39
razlic¢it od nule. Kako su kKriticne vadke namiitonijana ravanote-
Yna stanja, wo se u okolini vwacdaka Isaznog prostora Xoje ne
preastavijaju rawmoteZna stanja moze 3a prvu xoordinatu nzatl
Hamiitonova runkcija, tJle j? = « lLada aobljena kanonska

transrormacija frevoal kanonski sistem
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1ako Je aockazana

reoremsa Ba U ko lini nelkpitidrnin vacaka napl Loonove

funkeije kanonski sisvem se moze Misurzviti' Xancnskom transiorma=-
cijon.
Udavde zlijzsdi da u ckolini newritilnib tacaks
fazne trajektorije imrs PToSHU Sshouksaru.Ons su s Hadnosgu 4o
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55 oeXud ryalitaetivineg analize nije 0d nzkeg inbteresa., 4natno S1Lo=—
tanija 1 vrijedna paZnje je situacija kada je tacka (s =0
~aynoTezno stanje. '
2,1le.Intzgralienje Hamiltcn-Jakobljeve jednacline
u okolini ravnoteznih polczsja

Peste Je H(@,0) = 7?Quﬁjvﬂrfgw~ , U ravnoteznon

*qva je potpuna energlja jsdnaks vrijednostli potencijalne ene-
rzije U ravaotefnom peolozaju P erPotencijalnu energlju za-
gajemo s bacnodcu do aditivne konstante pa uzimamo da je [105i=0.
rada je 1 R=0 JNeumanjujuéi opstost mozemo predpostaVLﬁl
da je rawvnotezal polozaj u kKoordinantnom poCetku konfiguraclonog
prostora, tj. = 0 . Kako je kritidna vrijednost potencijalne
energije jednaka konstanti potpunog integrala energije FA=0)
ravnotezni polcZaj pripada granici oblasti mogucih Kretanja. Daklie,
da bi okolina ravnotesnog poloZaja pripadala oblasti mogucin kre-
sanja neophocno je da u ravaoteZpom polozaju potencijalna energija
jima lokalni maksimum.Sada Hamilton-dJakobijeva jednadina poprima
oblik

‘.4( :’\}C/ H ﬂf Jxx

.,.

(&)

XS
A
i
o
)
QJ Q‘*

Ograﬂiéicemo cse na aneliticke sisteme, tje. pred-
rostavijat éemo da su potencijalna energija [1() 1 koeficijent:
kinetidke ernergije analitidke funkcije u nekoj oxgolinl ravaotezZncy
poloZaja. Pokudaéemo da ispitvamc pod kojim uslovima, pri navecde-
nim predpostavians, pesiogi analiticko rjesenje seanadine( 4) u

Olrplini tacxe. T,
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Prema tome, pofto eu svli uslovi teoreme o implicitnoj
funkeiji ispunjeni, u prostoru ~ postoji rjesenje jednaline(?7)
za doveljino malo ¢ JTeorema Je dokazara,.
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maksimuma potencijalne energije Hamilton~Jskobijeve jednadine,
Iz postupka odredjivanjs koeficijensts rszvojnog reds je jasno
ds u protivnom slucaju ne mozemo uvijekx ocdrediti rjesenje koje
bl se mogleo predstaviti redom, te premsc ctome nece uvijk ni po-
stojati analiticko rjesenje. S toga je prirodno peostsesviti pi-
tanje: Da 1li, moZda, u takvim sludsjevims postoji nesnalitidko
rjeSenje? Mi ne moZemo dati potpun odgovor na ovo pitanje, no
sledec¢i primjer upuéuje na moguénost egzistencije nesnalitilkog
rjesenja u slucsjevima kada ne postoji analiﬁiéko riesenje.
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Kako skup vrijedroshi koeficijenata i, .~ 30 Koji
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radovoljavaju uslove 10, i uslov {(13; nige prazan.ﬁ , Lo 1h
noiemo odsbrari tako da ne mostoji enaslitico rjesenje, a das
je [14) rjeSenje polsznz jednadine,

2eles rrimiena dcbijenih rezultats

Dobijeni rezultsti omoguéuju da se izdvojl 1 prouci
jedna karakteristina familijs kretanja, koja se mogu realizo-
vati u okolini ravnoie¥nog poloZaja, takozvana asimptotsia
kretania ka ravnoiteiZnom poloZaju.

Po definiciji, kretanjed™/o,=/-=/7 je asimptotsko
ka ravnoteZnom polozZaju gh{} akod7/t)~0Okada £~ °° ,
Asimptotskonm kretanju odgovsra Ifazns trajektorija koJa se na-
lazi na nultom nivou ukupne mehanilke energije, odnosno duz
asimptotske fszne trajektorije jef?ﬂ{j [jéj .
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SPukKOSTe.
Dokaz.Dokaz cero sprovesti metodama Korsove teorije

22 e
Predpostavimo da u cijeloj otlestl moguﬂﬂh Krevanja

7, postoje rjefenja W  jednaline(2.1). Iz prethodne Tecreme
tijedi da granica < oplastli /[ ne moze bitl povezana.Prﬁo,
azmotrimo slufej xads se granica L  sastoji iz dvije gladke

- .. P e . - ~_“ . . .
Jvezane pnogostrukesti &L 1 DL , koje se ne presijecaju

el =an' yer” L FD S0 =,

W\ - L. = Ct’:ﬂ'r""&t . ”‘“? = Ln T Cfﬁﬁf}.{f

i”'fr' 8{}'

Sa ¢ . oznalimo skup talaka iz {/ xoje se
slaze na rastojanju  £>0 od granice L . 4& dovoljno
siv & ¢ na osnovu rezultata iz aijela L, [ . ce preustavijati

_atiiu. mnogostruxost sastavljenuw od avije povezane Kompenente
T’ t ‘ i i -
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gzmatrana U le%., nema xgriticnih tadaka u dovoljin¢ maloj okolind

ranice, niti na samoj granici. Uz to gje 1
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obijamo da je £ ,u krajnjem slucaju, homeomorino ol X Y
Predpostavljajuci da se granica 00D1lastli mog ucih
ol sastoji same od dvije povezane konponente nijesuo
S50

-t

retan]a
st. Zaista, preapostav;aaguc1 cuetho janje vise pove-

imanjili ops
sdorazimo do zaokljulka, ca se oblast

anih djelova granice 2,
[ razdvaja na nekoliko mnogostrukosti s krajem, od gojih je
vaka homeomorfra direktnom proilzvocda Jeane povezane Komponente gra-

UJ

iece 3 intervals,
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Prema tome, glovball rjesenje nami lson=-dakobijevs
iadnadine meZe postojatl samd U sludajevima kKada ©Dliast ROSS cin
yretania ima dovoljno  Dprostu vopoloSku strukiund.

sledeéa Leorema povezUje egzistenciju globalnog

riesenja nami lhon=-Jdakobijeve jednaline i sgzistenciju libracionih

Leorema Li/e Ako peostoji globalno. rjedenje Hamliuorl

~Jakobijeve jeanaline, onda svaxa vrajektorija x0ja 1zlazi sa gra-

nice Oblasti moguclhb gretanja Jje tragjektorija 1libracionocg Kretanja
Kgzistencija bar jednog libraclonogj gretanja u
sludsaiu kada Je ob! last mogucih kretanja difecomorina direkuynom pro-
1zvoaufJ/u4{]gdae je A/ gladka KompaKtna mnogostrukost, dokazana
je 1 racu F&%j |
. Dokaz. Uocimo proizvoljnu trajektoriju 1“ Koje :
izlazi sa granice 50 . Neka je +“/  globalno rieden)e i :
A e 1“#5 =02 . Diferencirajuéi W  duz ove urajs® xtorije, do-

pijamo ca Je wnutar oblasti O

"f - < 8‘}_{{, - SN e 20 Ay » O
snadi, W/  reste duz L;ajektOTlSE, i ako uzmemo 48 je‘ﬁffﬁﬂ;%q;i;
poi odredjenom  t funkcija &/  os dossici vrijednost T i
renragentativoa vacka aospijeva na granicus Vrijedano oet L je KO=

jer se na osnovu posieaice lexme 2 reprezentativiad TaCKa
e asimtotskl prlbllzavatl granici. Daxle, trajektorids o 113
dvije sajednicke tadke sa granicom pP3 je ona, N3 OSDOVH Laoreme 1,
fraselrserijs libracionog kretanja.

Primjer 2. RAzZMOUILILELS wretonie Sisfens  wa kKins-
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S A *‘33 —~ Qnion =2, o S DRTNE R
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:?nu:)a{-) L, mOguCih

je Cemu, neumanjujuci opstost, predpostavijati
aa je granicsa oplastk moguclin Kretanja povezana
asd waliatak se sastojl u nalafzenju rjesenja

qampilton-Jakobijeve jednaline u okolini granice oblasti mogucln

N |

Lretunja, giadkog uausar L 4@ koje na granicl z0. ima

Konssantnu vrijeanost, recinc “ﬁﬁﬁ;ﬂ=ﬂWﬁL LPrimijetime ad
(',

i axo se postavijenl > adatak sastogl U nalazengju rijesenja pa-
rcigeine JEuﬂEClnu koja na poletno] mnogostrukostilu nesen slu-
Saju gramici  oU ) zadovoljava odredjene uslove on se zbog
specificnosti granice ns ustepe u Kosijev zeadataX za& neiinearne
reijalne Jeunacdline, t3. U nasen slufaju teorema O rjesenju

1jevog zaaatka Je neprimjenjiva. Kosijev zagatak, kao sto je
n

1i pak, uopdte nema rjesenja 17 ]

U %ele smo pokazall da rastojanje od granice
kao funkcija po.ozZajé predstavlja rjesenjge u definisanom smislu,
te postoji rjesenge postavijenog zadalkae No, rjesenje naseg
sadatka nije jedinstvenc. 4&lsta, ako je Wh=W  rjedenje Lada
J€ i, =0 -% takodje rijeSenjes Naredna teorena dokanuje da
Logu postojati samo dva rjesenja postavljenog zadatkae
reorema 1Be Hunkcilje

*

i
ey = A0 F f/ 27de
ok J
HE I

1550, imo Jedlnstveno rjedenje, 1ii wveTXonascne INOgU rJensellit,

e g o et 4 e  ——— hma



;;._
. : : z — R wye {h] -
Tegraljende fug trajextorips oJse Toviiaje YLl Z- sa
o -
b A S 1o -
pmicon o) su Jedl S Lnigu o o lienoz adatka,
Dokaze UZim i 7w, wslovi zo g.énlel su zadovoljexnls
_je cemo pekazasli, &g g.i naetd trrofiervisitika dolazimo
: 3 DI 1 cpm A4
sreecese, KoL na Jedinstyln adin, & Aa0sdw 6o Znarxa = 4 dovoedi
- - L] v f;""l ™
rjesenja V(g .
* " - » .-: i r M,.r_.:
Karsktberigtlons gLgutem G ranonslkkl sicstenm JGGHBC.LIIB:
. L . ) ,-.;'.-:. o
D ¢ L GH
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hy L k — e — 'r"zu.'-"l—':. '*‘."‘lb"f" e 1 » o~ 3 =
izne trajekbtorije su Xarakierietike Hawlilton-Jakobljeve jednaclne.
1-"1_
_L L - - r- []
karakteristika je 17!
.fi: ! f“. ! L]
(/1 \ Ry S i
/ — = N M e
r‘l T“ ':j 'JF'J'-""

notrimo familiju rjesenjs kanonsiog sistens
L ' ' T !
? = gl ?L . T .-‘,-C"' f2¢, ¢ /

seCetnim uslovima ne granici oblasti mogutin kretanja, gdje su
T y o . ] i e . . I . . -
fm,ju‘ﬁﬁﬁj kocrdinate nsa I, edlEsirajmo W 1 razmotrimol{l)

odgovarajute xarakteristike.lntegraljecl, uz pocetni uslov
= gZa =0

tfunkciju /7 promenjivih £

1 v Sy d ; L - o~ .
, Go0bijamo V=R, 0) 4 8%0 moZemo razmatrati

-

e
"
o

.

« LZ OmnCIVne weoreme teorije
snih diferencijalnik jednaling slijedi Jjecinssvenost rjesenja

et T 1 gladkost po <€ i C odasno, da e runkcija X' pre-
avljiatl rjesenje Hamilton-Jaxzoblijeve jednacine, koje po konstruk-

L izlazi sa granice oD, ako W/ koje smo dobilli u vidu run-

je od o4 . £ mozeio posmatrati kao runkeciju od & 4 ti.
promenjive <« 4, ¢ gladko zavise od o 4%0 bi prelaz od

t) ka @ uokoelini £=2 Dbio jednoznalan, onda bi rjeSenje

seg zadatka bilo jedinstveno. Medjubim, na oznovu posledice leme 1.

J\ o,

Qfgf:'fi,ﬁj* }itw—i‘: ;"Z-‘

sakama (of,T) i (<¢, -1, odgovara jedna te ista tadka J u
3stl mogucih kretanja. Posto Jje na Iaznim trajektorijama

F‘-el \-._‘\ #:' —_
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, u nekoj dovoijne maloj oKolinl granic J imacenc samo dva
:den’a. Prema tome , u maloj 0X0llni granlce () ROozZemo izVre

-

v -

;i zamjenu promenjivih i dobiti dvije integraline povrsi koje 1z=-
ze sa granice( slel2) - rjedenja naSeg zadatka.

20

si. 12
Dada Jje Jasno, da svaso rjesenje damilton-Jakobijeve

inafine u okoliini granics po apsulutne] vrijednosti Je Jjednsko
iru rastoja ja do granice 1 neke konstante.

Razpotrimo mogulnost produzenja rjesenja ‘‘duz
ajektorije, tJje. u okolini nekes unaprijec fiksirane trajestorije,
Jja i

0
zlezl iz talke P *=0)sa granics cl .Bez obzira,6 ste su
Vot )

i Wit , £) jednoznadno odrecjene xanonskim sistemom
jeanacincn{l) nemogute Je proizvolinc daleko produziti integra-
u povrs ne dospljevajuci, pri tome, na singularne tacke., Siungu-

rne Tadke, 50 su tacke u okolini kojih runkeija /19 ne
ze bitl Jeanoznacna.Nejednoznacnost se pojevlijuje tamo gdje je ne-
oguce Jjednoznadno izraziti &K . T prekc  §

-+

takvim talkama se moraju narusiti uslovi teoreme o inverznod fu-
£¢l1Jjiy TJe mora biti
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vaj usiov definide roxalne taCLe granice obiasti mogucin xre-

jan
Prema tome granilne talks produzznja rgesengs
ilgon-daxcbijeve JeersCine su fokalne cazlke cije gecmetriisko
sto obrazuje Keustiku rgzmatrasu u aljelu l.
Primjer .
T"' 7 'fxa 2 &TL} [l= Lora *—f:*j j
- .'.5. ] ?o e :. ;r__. s -
rrajektorije koje izlaze sa granice su prave
‘e su parametarske jednacine
"l-.-'.- [
Ty V2R ensveast , | Xe=V2h SLh¥ oD
Ao
"E‘f/ & 4 f?
- - . . - ub-tv_- L - . ,A ot
ovim trajextorijans Kln%plcka ensrgija Je LT = Z2RSLLTT
nalazimo (e t)=2h [ surftdt JEliminacijom vrenmena £ uz

z . g - C 2 /n d ¥ 2 '.-1-"""*1
10¢ jeanacdine 003l = (X2 + ) 2f A0ob1lsmo
. !

(2, o
{ - "R . el
- e Z - < R Y VAP 2§
Vaq o 1/2/7—- (XRATEN - LrConE AL TR

v2h

nkclga Vﬁﬁxnxéje zladka svuda u uautrasngostl ovlasti moguclin

1

—
Z

"W{'%,x@} =

>tanja osim u koorainantnom poletku Kogi, kako smo pokazali u
imjeru leZ2e, predstavlija jedinu I1okalnu vacku granice 20
lel2i)

sade sro U stanju da ocijenimo obiast sgzl-

encije Jea.oznadnog rjesenja. Lz svake vacke = granice oL  is-—
. C . . . - ~ . .
stimo trajektoriju i nadjimo prvu rokalnu talkua ¥, Rastogange
3 .
1 ~ e ey L S Py R - L - w5 s 3 : i
ke p, od 4. duZ Ttrajektorije je Je anako cr{%;‘} » 'Pomjerino
anicu of) dufZ trajektorija na rastojange
o
C=nf 9D ).

2E8D

L7 -* s .
bijemo tiiperpovrs 525: ,koja zajedno sa granlcom oL iz

lasti mogucih kretaja izdvaja traiu u kojoJ Se

_ e ——— e .
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1 kojog cnall postoje rjedenja Hamilton-Jaxobljeve jecnaclne.

J
Axo /7 predstavija pomjeranjc na niperpovrsi
e f I .
{Oo<CC) s D1CE

[N L — ! .
)= =/ = & 4, O 5,

akle slijeai da srajegborije presgijecaju hiperpovisi Zié pod
avim uglom, Dakle, na ovaj nalin, ocijenili smo vrljednossy bre ja
" u Gasusove] lemi., Naime, J mora biti m-nje od rastojenjs
ipliZe fokalne tadke granice oblastil mogucih krsvanjae

Prema tome; na osnovi 0sobina rjedernja Hamiltcn-Jda-
sijeve jednaline u okolini granice &0 moZero dobitl sva
tna svojstva koja Xarakterlsu kretanje u blizini graunice.

U primjeru le.2e kada je wl=Z , dobijamo da rjeSenje
govarajuée jednatine postoji u prstenu kKoji ogranicdavaju elipse
lals)

sl 13
Primijetimo, da u primjeru 1 trajekborije Koje lcolaze

. granice {prave %+%x+h =0 ) su prave 1inije pa granica nemes foka-
ih tadaxa, sto omoguéuje postojanje rjesenga u ¢itavej coblasti
gullih krevanja.

3.4, Potpuni integral 1 rjesSenje u okclinil granice

U Hamilton-Jdakobijevo]j teoriji od sustinskog su
\a¢aja potpuni integrali koji, kao sto smo u uvoadu dijela 2 na-
:1i, predstavijaju rjeéenja Hamilton-Jakobijeve Jjeanacine kKoja
;im ensrgetske konstante h sadrze jos fi~1 konstantuol= (s et ;)




sdovoljavaju uslov nesinguliaroostl,Uanoastavine vezu Koja postojl
sdiu potpunog integrziz i rle-enia U S granice oblasti
16ih kretanjse Radl gecmetsdi:se oélsleoncitl Ogranicimo se
sisteme sa 2 suepena ioudud. L= Js ffgfﬁvﬁ) potpunl in-

szl odgovara;ués Haziigon-J koLl eve 4unalinge ITL fiksirano]
jednoswl konstanse £ on wredsuavlie rLaa-parametarsku familiju
ierja Hamilton—-dakorljave Jodnellnoe wWho.oy defini sanosti ovin
senja, oznacimo Je £3 i& ,2avisi oa 7 i1 predstavija neki dio
asti moguéih kretanja. Da bi mosii woul i anfegral da korisvimo
£0iinl granlce &l on mors biti defirnisan u oblastima iﬂx .
> imaju zajednilke talike sa granicom “li oMedjutim, po3to za
re vrijednosti paramecra ¢ ifunkeije W/2.%,T) predstavlijaju
na rjesenja Hamilvon-Jakobljeve Jednacline (zbog uslova nesingula-
stl potpunog integrala ova rjesenja s2 e rogu razlikovati proswo

xonstantu), na osnovu
O

Lovanom skupu tatakszs. exa su Ovli uslovi

ja oblasti ) =oze presijecatl sz g

0 ca postoji obvojnics dednooa;ammna;sac f

a ¢e 1 ona predstavlizati rjesenje 17 d)

. L . . ~
isanc u okolini granice d i
se ova obvojnica poixiapa, s Hacdnosiu Qo
ranije odredjenim rjesenjem u okKolinl gra

I e
B
= ]

tanjae Takec Je dokaze
Teorema 19,Ax0 postcjl ocbvojnica

Senja Hamilton-Jakobijsve Jeunatine, ¥Koju

:J'l-"
1
I

fiksirano] vrijeanosti xonstante N

sreds

asti mogucih zxretanjs
eve Jednacine.

Analogni rezultav mozZe se formul

o0ilinim prcjem stepeni siobode.

teoreme 18, slijeai da ce

ispunjeni,

tavljati 1ntegra

%
al

Ako predposta-

( adbheren-

ranicon sane po

Emill

je rjeSenja /(g s, h)
no, ocigledno, de-

. Na osnovu neorene l8 slijedl

gonstante, sa Jjednin

anice oblasti moguéih

jedrcperametarske familijé
zadajie potpuni'integral

ona ¢ce u ckolinia granice
1lnu povrs nemilton-Jako-

isati 8a sisteme s3I pro=-

Ilustrujme teoremu na primjeru i, 2za XKoji smo ved naslia

senje u okolini granice, UdgovarajuCa kam 1iton-Jdakorijeva Jednacina
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Knrissedl matod razdvajanja promenjiviili nalazimo
0otoual innegral
DT S Ca 2 - oy e
T e g = ; Vol ~ X dx" | j 1/2}?"0{"'(;; e v
J
chiastlimn cdolinlsancsti EL; prikazanim na slici
§ L2

sl 14

Iz potpunos integrala nalszimo

Qﬂz_= 4 /’ dx, _ 4 O Z2 ‘

G &) Ve-x}* Zf-\/t?/?*“c’(-"xzz

.iminacijom parametra =4 iz uslova JW/éX=0 1 potpunog inte-
rala dobijamo obvojnicu

3

W/ (%) = 2{1/5‘55* z; T,/.2/’;‘ ~ (&) + harcsen —‘/of:;iz"‘z
2
| &
0. se od ranije nzajenog rjesenja razlikuje samc za xoastantu,
> prema tome predstavlia rjeSenje u okolini granice oblestli mo-
1¢ih Kretanjae.
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Lo O nestsbiincsti ravnotezaog stanja

ada posveden Je nestadbllnos

H

Vuva] ¢io
-— -I"‘"I‘a"‘-" = ‘r"l 4
anda kwonzervabivnlbh menanlickin slstelde
Tagranz ie 1l/p8.gcdine Iormulisad TS0l LU Q0] i<
1atemsa soebilng ako

TMOGIEN0 slanje ZVNnIervauviviog mehanitkos S
T minimum,

avooteinom pOLOZaju potencljaina energlija ima Sﬂfuﬁi

A i

~vo P ov o qoxaz predpostavija linearizaciju diferencijainin jedna-

1a EKretanja, 55c uvijek nije onravdano.ﬁoraﬁﬁaz dokaz Lagranzove
sreme aao ie Dbirihle (uirichletv)s. XoriScenjem, znatno kasnige

zviiene, Ljapunovijeve teorije stabilpostli cckaz oOve teoreme je

ivijatlene
Peostojanje MiNimula POLEnCl jalne cusigije ja devoljan

1ov za stabilnost ravnoteznog stanjl. Poznati Viatnerov (Vintnexr)

imjer sistena sa jednim stependol slovode

19y =€ Fcos £ 5  £#0

i

2
{75}=0
= 1 g*
T ;2'2

kazuje da ovaj uslov nije 1 neophodan., U ovom primjeru i ako

tencijalna energija, koja Je gladka tunkcijas, u ravnoieznon

olozz‘u 0=0 nerwa minimpum, ravnoteZno stanje Jje stabllno.

-Jdu
Ljapunovljevo pitanjes: u £0joJ mjeri s dcvoljan uslov Lagran-

teorepe 1 neophodan do sada nije dat 0dgovoTe Y'vrajenja koja

Ve
Kazuau pa osnovu kakvih osobina runkcije [//Q) moZemo suditi

estabilinosti ravnoteZnog stanja obicno se nazivaju "inverzije"”

mgranzove teoreme. Uvim, svakako jednim od najtezih problema te-

?ijske mehanike, bavili su se mnogl naucnici.DobIro su pOzZnatl, 1
)gu se natl u gotovo svakom udzbeniku iz ve rijske mehanike Ljapu-
swijevi 1 Citajev slucaj inverzije.

Odavno Jje prisutna sledeca hipotezas

Hipoteza nestabilnosti.Axo potenclja.na energilja

oy o

1alitifkog sistema u ravaoteZnom polozaju nema lokelni minimuwn I'a

wotezZno stanje Je nestabllno,.
Cini se, da analogna hipoteza ima smisla 1 kada jJe

[T¢g) gladkas tunkeija uz dodatni uslov da u oblasti




ipa ravnobteznih polozajé SlsSiehde

Poneixad se u literaturi nzvedi da Je dovoljan
510v i neophodan za stabilnost analitickih sistens, 560 Je
11 rezultat samounjedjenja autora ili rezultat nepraviine pri-
rjene opste Citajeve teoreme o nestabilnosti kretanjas Lako Je,
sr., u radu [40,izmedju ostalog, pokazana 1 pogresnost Lasale
LaSalle)- Lifsicovoe (Lefschetz) dokaza,.
éitajev, kXoji je veoma mnogo radioc na problenu
1verzije Langrazove teoreme Jje l1l938.godine u radu [98] snapusta-
2¢i xoncepciju neposredne konstrukcije pomoéne runkcije, predlozlo
1teresantan dokaz hipoteze zasnovan na osobinama rjesenja Hamilgon-
- Jakobijeve jednaline, Xoliko Jje nama poznato prvi je Arnoljd
AweﬁﬂjAtig ) izrazio sumnju u korektnost ovog dokaza. Takodje,
2z1ov u radu [46] tvrdi da je predlozeni dokaz pogresSan, no
okaz se ne analizira niti se 1igdje ukazuje na greske. 10 Sto je
stalo nejasno pitanje Korektnostl éitajevog dokaza mogu doneixle
2 objasne rijedli redaktora ditajevih sabranih radova E;oil “Ci~-
ajev Je pisao radove veoma koncizno, mjestimicno lakonski.Zatc Je,

rajuéi u vidu i principijelnu slozenost problema Xojlma se bavio,
a razumijevanje njegovih radova potrebna izuzetna pripremljenost
paznja".Interesantno je primijetitli da se Citajev znatno kasnije
radu [?9j ponovo ogsvrée na proplem inverzije, gdje 1 dokazuje
eqan kKriterijum nestabilnosti ravnoteinog stanga ¢ijim su razradji-
anjem razni autori doblili nove slucCajeve inverzije.

Rezulbtati koje smo dobili u trelem dijelu rada cmo=-
ucuju aa se ukaZe na problematicnost dokaza 1z rada E§53 .

éitajev, precutno, koristi ¢injenicu aa Je za dokaz
estabilnosti aovoljno pokazati aa za proizvolijno mali broj &3>0
ostoJi trajektorija kKretanja sa nultom pocetnom brzinom i pocetnlm
olozajem preoizvoljne pliskim ravnoteznom Koja i1zlazi 1z oblasti [a;
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welienjujuel sisten diferencijalnin jednaling yu.cl@venlg Iaviios

. —_— - . [ " : ; bl S P - v - -"-1- . -T-l-v‘-! | Py
s7nor svanja Hamilton-~Jaxoblgevom parcija.itl goiied tinonm TVIL

. i ~.'4 ..-n . Lx, . . -,
» d= se 1ig potpunog invegrala T S A R D
\ arralr =~ o ] T L - L - e
..JT; b H’ - -L. p Cbtnl po'LOaa:] é.*':l I r ;,i: L: f_:\,.- . . o o R ra _..";":h.- J o LJUL‘L—.
-cje par u oblastil

s 4 &N

O A roNge [lis ;

ey Z —f., . { Z f ‘L: ! i .

g

apa singuiarnin valaka (tacaka grananjaje. Xa¥c ;2 , na ozncvu

zobine rjesenja Hamilton-dakobijeve jeanadine, =IVow dug uocene
™~
rajektorije )*

o/ < dw v/ S N

Gt og 92

o slijedi nestabiinost.

Iz dokaza Je nejasno kako 1z 1C0Upuacy integrala
zdvoiiti odgovarajuCe rjesenje. Nc, na osnovu rezuitata 2z aljiela
JAe slijedl aa su jedino moguca dva slucaja:

»

1) Izdvojiti odgovarajuce rjesenje 1z -7 pa-
rake ramilije rjeSenja koju zadaje potpuni inbtegral, 1Lk

0
3
{h

2; Izdvojiti rjeSenje u okolinl gre anice oolasti
osuéih kretanga.

Prva mogucénost otpauad, jer, Lakd j& DOXazZBIOC,
akvo ried3enje ne moze piti uni cerinisand u ciielo] oblasi ;

rreupostavime ua se 1ma U viau rjegenje u okolini
ranice oplesti mogucin kKretanja (u radu se xao ss0bina 1Z2ivojenog
‘Jesewda Navodi njegove ons tantnost U iinesrnol aprokeimacljl na

dperpovrdi [/(Q)=/(Q )-granici oblasti mogucih kretania).

| Granica jednoznadnosti ovog rjefenjs, K20 360 Je
.okegano, je dio keaustike koja ooqgovarsa dijelu granice oblasti mo=-
R . ~ " . : .
‘ué¢in kretanja sadrzane u 29, oPri tome Jje rasto
..'_

ravnotefnog polcZzaja do njemu najblize fokaine

N X
: T . . . - .
J U radu g581 se razmatraju sisteml sa "euxlidskom'

cinetickom energl JOIla.

R N S T
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sno da ove rastojan; s wmohwisi  od lzbora vrijednosvi povpune

ergije(F=/1{C XL «a vi Citajev dokaz prolazio potrebno b
ks

1o pokazati da je . :s} ogranideno sa donje strane kada

5 =0 JDrugin rijelz..., urebalo bi dokazati da se moze cua-

ati tolixo moii wro- - o4 da Kseustike granice oblasti mozucin
etanje ni Ze 0L I L. L0810 So<h<One ulaze u oblast e, .

-

<+ - -zgpostavei sluZzl ranije razmotreni pripjexr
Jje

0 Konbra-priagsry o7
.stabilncg ravacseinos noloZzaja  leode (2lel5)s U oOvom primjeru

k.4

Aoy = =2/ chHa Z°
‘ 3 =

v

50 teZi nuli kada /i-»{) . Iza povratne tacke kaustlke 1ntegra-
15 povrs odgovarajuceg rjcienja se slo¥eno presijeca, te rjedenge

ije Jjednoznadno.

/ NE

A (hz)

s(.15

GholeXriterijum nesvapiinosti ravioteznog stanja.
| Ovdje demo na poletku prodirivi model razmatranja
'a holonomni sklercnomnim sistem koJi se kreCe pod cejstvom
‘eneralisanin silafy=(@,,---@,).u ravnoteZnom polozaju @ =0 jJe
Qo) =0 . }
Kombinujuéi ideju, koja potile od Vujidiéa L49,5oi},
La se oblast detinisanosti pomoénih runkcija, na osnovu koJjih se
;udi o stabilnosti, suZi na konfiguracionl prostor i Citajevu ideju
1z rada r}9j ,dolazimo ao kriterijuma Xo0jl aaje aovoljan uslov
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Kako, na osnovu lalkinove leme [21] ,forma sa
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AV letn u oblasti & , pod uslovims teoreme, pOzitivno deIi-
nitra funkcijs, pas je Za ol
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