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Umesto predgovora

T Se I'ad:au * a8 u Ribi —
- e, ti ée da prodavau

prZenu ribu i retoriku.”

PETRONIJE ARBITER: SATIRIKON

Ovaj rad primenjuje klasidne metode i rezultate
Pade-aproksimacije u teoriji stacionarnih slucéajnih
procesa.Racionalna aproksimacija mi nije bila cilj,
nego tek sredstvo.Zasto bas racionalna aproksimacija?
Slucdajni procesi sa racionalnim spektralnim gustinama
gu veoma vazZnl u primenama - jednadina oblika Wienera-
Hopffa Je desta u estimaciji slucajnih procesa,a ona
je resiva jedino u toj klasi snalitidkih funkcija
(Yaglom).

Singularni slucajni procesi se mogu ekstrapoli-
rati u srednje kvadratnom bez greske.Ta njihova oso~
bina ih eliminiSe iz sfere interesovanja veleg dela
istraZivada.Oni,koji su se bavili takvim procesima,
su uglavnom davali potrebne i dovoljne uslove regu-
larnosti (singularnosti) sluéajnih procesa preko kon-
vergencije (divergencije) integrala (2),(79),tako da
Je nedostatak literature o singularnim procesima bio

Jedan od stimulansa za pisanje ovog rada.




IT

Divergencija integrala (2) ocigledno zavisi od
repova" spektralne gustine £(n),tj. od brzine kojom
£(2) isdezava kada \A| — co.Ta Zinjenica se iskoriscava
u poglavlju I. kod konstrukecije nizova gpektralnih

gustina.

U Sitavom radu osnovni pojam je centrirani slu-
Sajan proces sa neprekidnim vremenom: EX(t) = o.Ako
to nije sluéaj,posmatralemo proces Xo(t) = X(t)-EX(%)
gsa nultim ocekivanjem.

Velidina EX(t)X(0) = Kx(t) je korelaciona funk-

cija procesa X(t) ,koja preko Bohner-Hinc¢inove teo-

remeqmoie pretstaviti u obliku
it2
K (t) = Se dF (%)
R

gde je Fx(ﬁ) neka funkecija raspodele.Radimo isklju-
Sivo sa sapsolutno neprekidnim Fx(%) (koju nazivamo
spektralnom funkcijom),dakle F;(z) = fx(?) .Funkeija
£.(2) Je spektralna gustina procesa X(t) 1 ona je
Ll-integrabilna.na R ,nenegativna (za skalarne) od-

nosno nenegativno definitna i hermitski simetricna

(za vektorske procese).

Funkcija EX(t)I(o) = K&y(t) je cross-korela-
ciona funkcija sludajnog procesa X(t) i slucajnog

procesa Y(t) .Takode preko Bohner-Hindinove teoreme




I11

imamo da Je

R (%) = S el TA £,,(2) dr
4

gde je fxy(%) takozvana cross-spektralna gustina.Ona

Je Ll-integrabilna.i hermitski simetricéna :
fxy(?\) = fyx(?\) .

Vedéina definicija i oznaka su usaglasene sa stan-
dardnom literaturom iz teorije slulajnih procesa i Padé-

aproksimacije.

Zahvaljujem.se mentoru dr. J.Malisic¢u i dr.P.Peru-
ni&idu na korisnim savetima i sugestijama.Takode du-
gujem zahvalnost i dr.Gy. Michaletzkom,kandidatu mate-
matifkih nauka,za ideju elegantnog resenja probleme

koji je izloZen u IL.5.5..

Bor,Zavidovici

avgust 1986. Pogény Tibor




T. SINGULARNI SLUCAJNI PROCESI I SREDNJE
KVADRATNA KONVERGENCIJA

I.1. Ovod

I.1l.1. Na osnovu jednog rezultata E.M.Slutskog,stacione-
ran u Sirokom smislu sludajan proces X(t) sa neprekidnim

_ 2%
(za koji tada

vremenom i spektralnom gustinom f£f(H) = e
S1lutsky nije mogao znati da je singularan!) moZe se aprok-
simirati u srednje kvadratnom,nizom stacionarnih regular-
nih slucajnih proceéa {Xn(t)zmréije su spektralne gustine
oblika {fﬁ(&) = (1 +$ffn)"nkfa,proizvoljnom tadnoséu

(vidi [46]).

T. 1.2. Odmah se nameée nekoliko pitanja:
1) MozZemo 1i aproksimirati svaki singularan,stacionaran
u Sirokom smislu s8ludajan proces,nizom regularnih
sluCajnih procesa,u srednje kvadratnom?
2) MoZemo 1li aproksimirati regularan proces nizom sin-

gularnih?

I.l.3. Konvergencijom niza regularnih slucajnih procesa ka
regularnom,kao i konvergencijom niza singularnih procesa ka
singularnom procesu necemo se baviti.Te konvergencije i re-
zultati u vezi sa njima mogu se naime dobiti kao posledice

nekih teorema iz I. poglavlja rada.




1.2. Metoda neprekidnih spektralnih gustina
T.2.1l. Neka Jje {fn]} proizvoljan niz.Ako fn mf u
nekom smislu,tada kaZemo da niz fn. gproksimira vrednost f.
Ako je £ spektralna gustina,tada se radi o konvergenciji
tadka po tafkajako je £ slucajan proces,tada se radi o

srednje kvadratno] konvergenciji.

DEFINICIJA I.2.1. Neka je X(t) stacionaran u sirokom smis-
1u sludajan proces sa spektralnom gustinom £(1).KaZemo da

je X(t) regularan (singularan),ako Jje

(1) QHt(X) =0 ( =HZX))

gde je Ht(X) = <tX(5)l s £ t>>,zatvoreni linearni omotacd
skupa {X(s) | s & £} ,dok Je H(X) = U H.(X).
t t s

TEOREMA T.2.1l. Stacionaran sludajan proces X(t) sa spek-
tralnom gustinom f(A) je regularan (singularan),akko fje in-
tegral

2

(2) | Sln £(A) a9
> 1 + A

konvergentan gdivergentanz.

%a dokaz vidi [38] .




T.2.2. U radu ¢emo se baviti singularnim slu¢ajnim procesi-
ma &ija Je spektralna guStina pozitivna na svakom intervalu
pozitivne Lebesgue-ove mere.Takvih spektralnih gustina ima
dve vrste u naSem izlaganju.Prvu klasu Cine spektralne gus-
tine koje su ,odvojene" od nule,tj. za koje vaiii o<ec SEf(A),
(npr. tu spadaju spektralne gustine oblika e_ij(ﬁ),gde

je R(A) racionalna spektralna gustina).U drugu klasu spa-

daju pozitivne spektralne gustine koje ne mozemo konstantom

sodvojiti" od nule(npr. spektralna gustina Slutskog ) e

I.2.3. Uslov (2) je ekvivalentan uslovu

- lin £(2 d (= o).
(3) 81+2% A< oo
R

NAPOMENA I.2.1. Donji indeks r (s) oznadava regularnost

(singularnost) kod sluéajnih procesa. /

PRIMER I.2.1. Neka Jje X&(t) sludajan proces sa spektralnom
gustinom rr(a).Iz konvergencije integrala (3) sledi da Je

(%) £ (W|2* s Ky

k 2 2,K1>-o; za dovoljno veliko A .

PRIMER I.2.2. Neka je X_(t) sludajan proces sa spektralnom
gustinom rs(ﬂ).Iz divergencije integrala (3) sledi da vaZi




b
rs(ﬁ\)NKze'a‘N , a>0, b & 1,K2>o.

1Al>

(5)

(] TEOREMA I.2.2. Neka e Xr(t) regularan stacionsran slu-

gajan proces.lada postoji niz an(t) singularnih slu-
dajnih procesa ija je srednje kvadratna granica X-;c(t).

DOEKAZ . Oznalimo spektralnu gustinu sludajnog procesa Xr(t)

sa I, (A).Neka je spektralna gustina slufajnog processa
n 21(

X, (t) jednaka f_g () = e'z . (%)Z;*E.S:.ngularnost
2
sludajnog procesa xns(t) pak obezbeduge faktor e~ .

Jasno je da vaii

gde je izraz u maloj zagradi ostatak jednog,svuda konvergent-

nog stepenog reda.
Neka je K(t) Xkorelaciona funkeija xr(t) i neka je
K" = mgx I K(j)(o)l .Tada iz

| Cc4)'2 26 | | L
E X, () = X (8) © = (£ (42, (3)=E5 (D))
<

- -E(e""Z}_ + 1)L () - 2¢” "(Z%)l/gfr(ﬁ)j an
.




2 ok 5
p Sl e'ﬁ&(Z‘%)l/g - 1\ £.(A) dA
R <
b(n+l) IK(2n+2) o ‘
$ \ 2 f AN = __J-%
é ((n+1)!)2 r(A) - ((a+1)1)

gledi da je 1l.i.m. )gm(t) - Xr(t).

n~—> 00
Usput smo koristili procenu

Ie"7‘2ﬂ 234_ 1‘ g_&"‘:.(..r.lll.?. .
57 ki (n+1)!
Rako Je takode:
24
2 . A e~y 2 -ll
l(e'?\z—?\-r)l/g-l‘ = ‘ zk' -
k! _p & :fk 1/2
‘1 + © (oz-l:l') {
,2(n+1) i < 2(n+1)
—_—
(n+1)! 4, (e-?\’ %)1/2 (n+l)!
sledi (6). Q.E.D.

I.2.3. Posmatrajmo sada proces an(t).Neka je Xos(t) s X(t).
‘ 2

Spektralna gustina procesa Xs(t) Je fs(z) P fr(g),éi;ji

oblik obezbeduje egzistenciju momenata proizvoljnog reda




korelacione funkcije,pa i procesa Xs(t).Ako je X(g)(t)
. k-ti srednje kvadratni izvod slulajnog procesa Xs(t) Sa
gpektralnom gustinom fk(,.a) = ,-?kf (A),tada Je

( )
£,.(2) = 7 s .

<7 kI

Zbog
‘ r ~ n !X(k)(t) '
Eixns(t). = / \j, e fs(,q) d: = E‘, !—krsm .
5’ 2 > ] '

X(n)(t)

Je evidentna veza an(t) e (X (£),X (t),---,:—)m)

NAPOMENA I.2.2. F a(?) Je spektralna funkeija xns(t).

7\ A
~ n o ‘3
<™ 1 - 2k
F(ﬂ)nnf W du = ) —— e e £ (W) W du .
ns ) ( ) C jﬁ,k,.) r(h)fL e
-—.co

Odavde je F, ( 2 ) *“4*Fr6ﬁ) tacka po tadka.Dalje,Karhu-

Al Pa

nenovo razlaganje ns(,’;a,) daje:

Poe() = B0 + 20 + 2300

ns

gde je Fcl)f=apsolutno neprekidna,F (2)(”) nfunkeija skokova”,
Fgg)(%) neprekidna funkcija &iji se prvi izvod anulirsa.
Dakle

2, n 2%

. oon (1 N
Prg(n) = 21000 = e RN £y




- .mmmm

- | 2
Zbog toga Je Fgg%ﬂ= 7 (F(ny+0) - P.(A0)) = F(r)C%)

odnosnn-Ing)(%) = F(z)(%) poSto skup diskontinuiteta
AN(o») potide od fr(jx).

PRIMER T.2.3. S1lidan aproksimativni postupak kao u teoremi

1.2.2. moZemo dati i preko nizova gpektralnih gustina kao

2N 2Nk
= A y . i
£s(2) =" (7 =) £.(3) 5 N €N

""""c 7 K

-

oM
£ () =e " a(n) £.(2) 5 Mz, a(n)

U tim sludajevima ipak je teZe svodenje niza slucajnih

procesa an(t),na jedan jedini proces kao u I.2.5..

I.2.4, Neka je fa(}) gspektralna gustina slud,jnog procesa
xa(t), aig{S,rE 3 {c&(n)}jg proizvoljan,realan,monotono

opadajuéi nula-niz.Tada vazi

TEOREMA T.2.3. Svaki singularan slucajan proces Xs(t)

moze se predstaviti kao anica (8rednie kvadratna edno

L
niza regularnih sludajnih procesa {an(t)}o.

DOKAZ, Neka je spektralna gustina slucajnog procesa an(t)
fnr(?J.UbEimo proizvoljan regularan sludajan proces Xr(t)
sa spektralnom gustinom rr(ﬂ),korelacionOm.funkcijom K.(t)
i disperzijom D Xr(t) = k&(o).

. pm—— " —— e — .
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B 1

PRI E T -

ser R e | e g

Neka je £,.(A) = £,(2) + oL(n)f, (n).Tada Je

2
| E%xm_(t) - X ()| >0 .

- &0

Prvo éemo uvideti regularnost slucajnog procesa an(t).

Neka Je

(14 X)), () £.(2)>1£5(3) na R

+ 7 - P s
fn(?) = “*~; fnr(./'\) f"‘-.":!nh-"-g-}

(e K2 (3)  AED, %)

e

gde su ?\1, i\e minimalni,odnosno maksimalni element skupa
A ={2l2,(2) = £,(0)} .ako Je A # @g,tada je f3(5) ne-

prekidna u talkama ., 7 .Dalje,f;(ﬁ) = £ .(%),a jednakost

2

nastaje iskljudivo za konadne vrednosti argumenta.Stavise,
: ¥

f;(ﬁ) je spektralna gustina jednog regularnog slulajnog

procesa,koji moZemo oznalditi sa X;(t).ﬂa taj nadin imamo

konvergenciju integrala

Slin £ (%)) " l1n £H() |
Wit - AU TP I1n £202) a°

:|.+':}a2 o 1+?!2

?J (..a-""'

poSto Je desna strana poslednje nejednakosti konadna.Dakle

sludajan proces an(t) je regularan.Tvrdenje teoreme sledi

g8ada iz




LIF. T T -.ﬁ,nq.imqw

el e

2
Blx_(8) - (0)| = { 2t (0r @z ()-22,, (1))a2
R

(7) $ A(n) Kr(o) —30 .
200
U relaciji (7) jednakost nastupa akko su slucajni procesi

xr(t) i Xs(t) nekorelirani, Q.ED.

NAPOMENA T.2.3. U oba dosadasSnja sludaja razmatrali smo

konvergenciju realnih sludajnih procesa,odnosno Xa(t) je
realan za a{f{r,s,nr,ns} .Ako je sludajan proces Xaﬁt)
kompleksan tada se u relacijama (6),(7) umesto fnr,s(z)

(fns,r(ﬂ)) pojavlijuju izrazi Re fﬁr’s(ﬂ) (Re fns’r(ﬂ));
ostali postupci u dokazivanju su u potpunosti identiclni

veé izloZenim,

IT.3. Metoda stepenastih funkeija

I.3.1. U ovom delu prvog poglavlja rada koristiéemo metodu
stepenastih funkeija u dokazivanju rezultata,koji se takode

odnose na pitanja u I.l.2..

%A(I)-{l x ¢ A

0 XA
Je indikatorna (stepenasta) funkcija skupa A.




1o

I.3.2. Neka je A = (-&n,&n),gde je- {an} realan,pozitivan

odredeno divergentan niz.Uvodimo sledece oznake:

) !

1) X’(-—a ja. ) x’n ’ %(-a“-l’l,a;) = Xy

n hs}
2) pup = nt g

mada vaZe sledede osobine stepenastih funkcija:

1) Aynp =/a“p

3) Xopm Am = O
Y

4)

Fd

' Y A A ‘Y o
‘;}; ﬁ/g*k + Jf:_,kﬁ'__.-u = ’:Lnﬁ/’(./m, akO je n < k‘*l. me.

n m ’

Sada moZemo izredi generalizaciju dosadasSnjih rezultata,do

kojih dolazimo sasvim novom aproksimativno-dokaznom metodom.

TEOREMA T.3.1. Neka ie Xa(t) stacionaran u Sirokom smis-

lu slulajan proces.Tada postoji bar jedan niz stacionarnih
u Sirokom smislu slucajnih procesa {an(t)}:g takay da vaZi

1
B | Xy (8) = Xy(8) Z—mso,

n—~r 20
DOKAZ, Neka Je fa(ﬁ) spaktralna gustina sludajnog procesa

Xa(t), aﬂyir,s}.Tada je niz slud¢ajnih procesa sa spektralnom

gustinom (to Je gustina n+l - og &lana niza)
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(8)  £,(2) = £, X+ £ ONQ = W)

upravoe traZeni aproksimativni niz iz teoreme.Posredstvom

ovog uop3tenja nije tedko uvideti da Xn(t)-———}x (t)

n=-»00 53

za = l,dok za « = =1 Xn(t)—ﬂaxr(t) u srednje kvad-

N=3p0

ragtnom smislu.

Siucajni procesi Xn(t) su regularni za svako n

posto je
%
10 £ (2} (1 £ ()] [1n £.(2)]
BTl RS Rt R
+ A 1+ 9 1+ A
R = Ry ol a)

-~ konadan.Konadnost drugog sabirka Jje ocigledna iz defini-
cije regularnosti.proizvoljnog sludajnog procesa (teorema
T.2.1.),dok je prvi sabirak na desnoj strani zadnje Jjed-
nakosti konaCan na osnovu konvencije Ii2.2..

Uzmimo za sada slulaj « = 1,3to znad¢i da Je %:ngl
stepenasta funkcija zastupljena u relaciji (8).

VazZi takode &injenica da je niz slucajnih procesa
{Xh(t)vj)canchyfjev u srednje kvadratnom.DokaZimo to.
Predstavimo stoga spektralno nasSe sludajne procese:

X&(t) = g1t dZaCA) a:f{r,s,n} .

A

Neka je m<n.Tada je
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Z (A) = Z,(0) = XpoXy (2500 = 2,(A))

i dalje

2|5, (%) - X,(0)[2 = &\\ [az,(0) - ez, (]2
RR

= ESS ?cma%n! dzs(?\) B dzr(?‘)lz

O y_

Neka je max (£,(2),f.(2)) = frCﬁ) na intervalu integracije.

Niz {an} &emo tako odabrati da vaZi (4).Primenimo dakle
relaciju (4) na procenu odstojanja Xm(t) od Xn(t).Dobijamo
procenu

—k+1 -'k-l-l )

(9) E|X,(t) - X (t)|° S 5;'"{ (a7

Ako je max (ra(ﬁ),rr(;x)) = fa(?\),nlz {an moZemo uvek

tako odabrati da vazi relacija (5) u kojoj imamo naj-
bolju aproksimaciju na E|X_(t) - X (t)|° za b = 1.
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A to Je

8K -&:
(10) E|X (t) - X (8)|2% —2 (¢ P m oy,
a

Kako je a, divergentan niz to desne strane relacija (9) i
(lo) teZe nuli kada m,n teZe beskonalnosti.

Kako je dakle {Xn(t)}? Cauchy-jev niz,on je svakako
konvergentan.Uverimo se jo$ da je srednje kvadratna granica
niza slucajnih procesa {Xn(t)}j uprave X (t) ac¢ {r,s} z8
o{ = +1l.Proceniéemo dakle odstupanje Xn(t) od Xs(t) u

normi,za veliko n.

Q“h.
| C roo
i 1 2 ita ith A
E|X (t) - X (£)!° = E‘Be azg(2) + \ o7 dzZ,(3)
"Gy, Ry G'ma'n?
A _
R ;

= El Q elth d(z, (1) - ZS(.;A))‘2 = g(\\ E\d(zr(ﬁ) - Zs(‘f:"))éz

o’

RN\~ QMC(_“) RN 0, Q)
ERE SERDERRENOIES
RN -2
(11) $ 200,00 + £,00) 75
| R

Kod definisanja f;(%) u teoremi I.2.3., veé smo koristili
procenu fr(?\) + fB(Q\) -4 er(%) koju sada upotrebljavamo

na intervalu [e, ,00).n demo tako odabrati da u intervalu
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(a,,00) nema ekstrema funkcije £ (7).Zatim koristimo
osobinu (4) izrelenu za spektralne gustine regulasrnih slu-

dajnih procesa u primeru I.2.1..Konaéno dobijamo da je

k l

8K

(12)  E|X (8) - X (£)]° £

Za veliko n wvidimo da Xn(t) -—->Xs(t) u srednje kvadratnom.
QeEeDo

NAPOMENA I.%3.1. Svaki slucajan proces se Jjednoznacno raz-

laZe (Hanner,Karhunen,Kolmogorov) na ortogonalnu sumu

X () =X (8) ¢X_(¥) .

U ovom razlaganju je spektralna funkcija F_(») = F__(2)

-|- Fnr(?\) odakle je spektralna gustinas f]:(ﬁ) = fns('))-;-fnr('?\),
odnosno £ (A) = (£,(R)+£ (D)) + (£,(2)+£ (D)) %n;cx

gde za K » +1 nestaje drugi (prvi) izraz kada n raste.

A to Je upravo rezultat dokazan u teoremi I.3.l.

PRIMER I.3.1. Neka je Xs(t) stacionaran u Sirokom smislu

sludajan proces sa spektralnom gustinom

2.2 pran 2
fs(’/\\) = e-a. )\ iA A
I B(2) !

dok je fr(ﬁ) = IB(Q){J‘) spektralna gustina sludajnog
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slucajnog procesa ]Lr(t) Pri tom je acR ,A(?\) = Z: j?\
B(A) = Z:bd %J a jednadine A(Q) = o = B(A) ima,ju
reSenja samo u gornjoj kompleksnoj poluravni.
Aproksimativni niz slucajnih procesa Inr(t) ima,
po3tujuéi dosadasnju metodu izloZenu u teoremi I.>.l.,

gspektralnu gustinu
- 22
£ () = |B(R)| (™ Va0 X, + 2og )-

Procena brzine konvergencije data preko relacije (12) bide

| -k+1
E|X_(t) - X, (+)|2 & ;afl——l (ep)

gde Jje { cn} odredeno divergentan niz sa realnim pozitiv-

nim ¢lanovima.Konstante k,E; odredujemo preko

s

IB(?\)I-g |9\]k =< Ky 5 IAl—>o00

odakle izlazi k = 2deg B(A) = 2M, K;= 1/|by|° .Napokon

5 8
E]xm,(t) S ¢ )] i e — —_—

(2M—1) lbml2 (cn)2H—1

Brzinu konvergencije diktira niz Ce
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I.4. Analitidnosgst i singularnost

T.4.1. Sada prelazimo na diskusiju povezanosti klase sin-

gularnih i klase analitidnih sludajnih procesa.Problem koji
ge razmatra moZemo formulisati i ovako:, kada su izrazi ANA-
LITICAN i SINGULARAN ekvivalentni kod stacionarnih u Siro-

kom-smislu slucajnih procesa?"

DEFINICIJA T.4.1. Sludajan proces X(+t) je analitican u ob-
lasti D ako se skoro svaka njegova realizacija moZe ana-

1itidki produZiti u oblasti D,

TJ4.2. Ako je sludajan proces X(t) stacionaran,tada mo-—
Zemo izredi sledele rezultate:
1) Korelaciona funkcija procesa X(t),KX(t) analitidna
u intervalu %t; $ r akko jJe y

(13) et £ (2) dA < oo .

2

2) Ako je Kx(t) analitifan u izvesnoj okolini t=t,
tada je i sludajan proces X(t) analiti¢an u identié-
noJ okolini.

3) Ako je Kk(t) analitic¢an u intervalu %t% £ r,tads
je skoro svaka realizacija X(t) analiticna u po-
lovima |Im {t = T + ib}{< .

viai [3],[26],(35].
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TEQOREMA I.4.1. Analitidan,stacionaran sludajsn proces je
singulagran.

Dokaz teoreme se moZe naéi i u [35-_‘1 .Ovde ¢éemo dati jednu

njegovu kraéu varijantu.

DOKAZ, Neka jJe Ht(X) = <X(s)l 8 3 1:> .Dalje,ako vazi (13)
ta relacija ujedno obezbeduje egzistenciju momenata sva-
kog reda slufajnog procesa X(t),poSto tada fx(;\) brZe
tezZi nuli od }ox'f"zn, n &N kada |2} —> o0 .Tada postoji 2n-ti
srednje kvadratni izvod korelacione funkcije Kx(t) za
svako prirodno n.

FEkstrapolacioni zadatak za sludajnu velilinu X(t+)
jeste pronalafenje podnofja normale spuStene iz X(t+7T)
na Ht(X).DuEina normale je srednje kvadratna greska eks-

"'"2 - - " a
trapolacije koju éemo oznaciti sa & 1 28 koju vaZzi

H (X) .
g )x(t+*c)'2

i
¢

a
7. = lim E X(t+T) - Proj
L |
n->00

T (k‘.)( ) 2
= 1lim E‘gX(t+1“) -5 & L Zki .
> OO : (-O_, kl |

Na taj nadin smo uvideli da se X(t+7) moZe proceniti
preko parcijalnih suma svog Taylorovog reda proizvoljnom

tadnoséu.Sa druge strane vazi stoga da Je
o ;
NE(X) = [NX(8)} s €t = HE).

Dakle X(t) Je singularan. Q.E.D.
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T.4.%, Neka je sada X(t) sludajan proces sa spektralnom
gustinom f£(2) koja Je pozitivna u smislu konvencije T.2.2.

3to znaci da Je

b
(14) £(2) ~ C.e™8 12! a>0,b 2 1,C> 0.

- oo

| TEOREMA T.4.2. Neka je x(t) singularan slucajan proces
sa gustinom oblika (14).Tada je slulajan proces X(t)

analitidan u intervalu !t!s r<a.

DOKAZ, Zbog singularnosti procesa X(t) i preko relacije

(14) imamo da je na osnovu (13):

A + oo
o - & 4 - -
L eTN () dA 2L\ +C\ e (2702 45 < oo
J o v
2 -0 .A

za neko pozitivno A.Konvergencija nastaje za r<a.

by
QiE-D-

I.4.,4., PosSto se teoreme I.4.1. i T.4.2. mogu spojiti u
potreban i dovoljan uslov,mozZemo ih jizreéi u obliku sve-

obuhvatnog rezultata.

TEOREMA T.4.3. Neka je X(t) siudajan proces sa spek-
tralnom gustinom f() koja zadovoljava uslov (14).Tada
su sledeéa dva tvrdenja ekvivalentna:
(1) X(t) je singularan
(ii) X(t) je analitilan u intervalu |tisr<a,gde se
a odreduje iz uslova (14).

e A ——_— — T W r—— =t
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NAPOMENA I.4.1l. Vrednost r moZe proizvoljno smanJiti
du?inu intervala [t | S r ,Ipak,zbog analitilnosti slu-
Zajnog procesa X(t) ,bez greSke moZemo ekstrapolirati X(t)

u tadki t+7C .

I.4.4, Ako Je Xf(t) karakterisan spektralnom gustinom

.

£.(2) = e"“"%ffx(x) , c€(-1,0)

gde je £ (%) spektralna gustina regularnog sludajnog
orocesa,singularitet S =7, ne utide na regularnost

31ludajnog procesa xr(t) zbog frCﬁ) ~ fx(%).
i2)=-> o0

I.5. Pregled literature

[.5.1. Literatura stacionarnih,singularnih sluXajnih
rocesa se uglavnom grupisSe oko tri teme:prvo - defini-
sanje i zadavanje kriterijuma regularnosti (singularnosti)
3lucajnih procesa u terminimas H-prostora,spektralne gusti-
12 odnosno korelacionog funkcionala.Klasidni radovi iz te
yblasti su [18] R [23: ’ 1’:24_] s :45‘; .Moderniji pristup problema-
;ici imsmo u {i@},:ai},iBéE.Poznati su jos radovi Kallian-
ura,Mandrekara i Salehija odnosno 5251,5343 sesdesetih go-
lina,Ivkovidéa (sedamdesete) odnosno Tjgstheima koji se bavi

. beskonaénodimenzionalnim sludajnim procesima.
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5.2 Druga tema Je odredivanje briine konvergencije
rreske kestrapolacije diskretnog skalarnog procesa.Tu je

~ -
[ ]

;jpisak literature potpun - l_1'] ,';_2 Sy j35“‘ .
[e5.3. Na kraju,pstoje radovi o analiticdkim slucajnim
rocesima.Sem klasidnog rada Paula Lévy-Jja -~ [26:; , 3P0~

L J HE —.} L J . -.I
ienimo JjoS ??_5_; i :,1-35#;'

SLHOBHA DPTAHHSANMJA YOPYHERO! PAAA
T4 MATEMATHKY, MEXAHHKY # ACTPOROMAIY
pUBJABOTERA

—

Bpoi:

Batym ———
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II. PADE-APROKSIMACIJA,SINGULARNY PROCEST I
SREDNJE KVADRATNA KONVERGENCIJA

1T.1. Uvod

II.1.1. Henri Eugéne Padé (1863-1953) je 21. juna 1892.
pred kamiéijom Hermite ,Appell,Picard odbranio diserta-
¢iju pod naslovom ,Sur la representation.approchée d’une
fonction par des fractions rationelles",u kojoj je uopstio
i sistematizovao sve dotada3nje rezultate o racionalnoj
aproksimaciji.Ovu aproksimativnu metodu moZemo primeniti

i u-feoriji stacionarnih u Sirokom smislu slucajnih pro-
cesa.U dosadasnjoj matematickoj praksi Padé-aproksimacija
se primenjivala za procenjivanje i ,racionalizaciju” trans-
fernih funkcija,kao i u teoriji parcijalme realizacije za
reSavanje problema Frobeniusa-Kalmana (![15] , [19] ).Mi éemo
aproksimirati spektralne gustine stacionarnih sluéajnih

procesa.

e
IT.l.2. Neka je £ proizvoljan niz ili <f£(A) = Z:ck ?\k;

C,q # o.Neka Je Rm klasa racionalnih funkcija sa ele-

s
mentima oblika r = p/q,gde su polinomi p 1 q stepena
m i n respektivno.Odredivanje elemenata r <R . za

b

koje vaZzi

(15) £(2) q(2) - p(R) = OB+ 1+dy | acr
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sove 8e Pade-aproksimacija funkeije f(%);jéﬁﬂlU {o}.
ReSenje problema je jednoznalno (Padé).Ako je J =0 u
jednac¢ini (15), tada se govori o normalno] Padé-aproksima-
ciji (u daljnjem Padé-aproksimacija).

ReSenje jednadine (15) za deto m,n ¢é&emo oznacavati
sa ngflz.To je tzv. Padé-aproksimant funkcije <£(7) =
= ick ’Ak.Uslov C, £ 0 moZemo zadati ekvivalentnim za-

5

pisom: qfo) = 1.

IX.1.3. Neka je f£(2) spektralna gustina stacionarnog u
Sirokom smislu slulajnog procesa X(t) sa neprekidnim
vremenom i indeksnim skupom R.,Tada se f(2) moZe Padé-
aprokéimirati nizom racionalnih spektralnih gustina uni-
formno na dovoljno malom intervalu oko koordinatnog podlet-
ka.Iz relacije (15) vidi se da aproksimacija na ¢éitavom R
nije moguta.Ipak,postoje rezultati i naféitavom R: za fik-
gsirano m i n,Padé-aproksimant spektralne gustine mozZe
biti,pod odredenim uslovima,spektralna gustina,

U drugom delu poglavlja vrsimo Padé-aproksimaciju
spektralne gustine singularnog procesa,koja se anulira
izvan nekog intervala I koJji sadrZi koordinatni pocletak.

Na kraju dajemo vezu izmedu slucajnih procesa,njihovih
Padé-aproksimanata i njihovih Hilbertovih prostora.Daju se

uslovi (potrebni i dovoljni) podredenosti slulajnih pro-

cesa u terminologiji njihovih spektralnih gustina.
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11.2. Padé-aproksimacija spektralnih gustina

I1.2.1. Neka je P : {r(ox)}-—-rnm,n operator Padé koji
prevodi klasu spektralnih gustina u klasu Rm’n.Red ope-

ratora Pg se definiSe preko stepena imenioca i brojiloca
Engla a oznadava se sa (m,n).Dakle Pi[fﬁA= pm(})/qn(}),

a vaZe sledele propozicije:

gde su nule polinoma ‘Am'Bn. iz gornje kompleksne
2

ol = 1.Veza izmedu koefi-

poluravni i qn(o) = Eb

cijenata pm,A odnosno qn'Bn je

m
Ed

s & - '."'"""""\ \

e : L . . -~ — ..f ] 9

o{, = A & Lo, = B D,
< " - - N o -'u--:- ” -

L LA m A
]

L
. :

{

1

-

P
SRS B A T . !
q.-it ‘.- Cp P e

1
'R ¥ - i
-l ' ¢ - of

S

IT.2.2. Ako je f£f(») = £(->) tada Je n paran broj,
inade bi zbog realnih koeficijenata qn(%) = 0 1imala bar
dva realna re3enja.A to je nemogule,jer jJe Eﬂff}i spek-

tralna gustina nekog stacionarnog ZLzﬁprocesa.

II.2.3. Posmatrajmo formalni stepeni red spektralne gus-
tine 2£(2):
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2 {n+m)
(16) ) = [, £, 2% + 02y 5 g 4o
ua kojemza J = o dobidaﬁo zbog (14) zapis
(17) B,()]2 20) = [ay()|2 2 22BN 5 ()

Pritom Jje hm,n(o) £ O,

|TEOREMA II,2.1. Neka dje f£(7) pozitivna (u smislu T1.2.2.),

. . o) 2
parna spektralna gustina.Tada je i Pn[f]% = ch/}BnC%)|
spektralna gustina.

DOEKAZ, Neka je G pozitivno orijentisana zatvorena kontura

kompleksne A ravni koja sadrZi koordinatni poletak i fik-

siranu vrednost A,i ako je f£()) hdlomorfna na skupu

G U int(G),sledi

;*IB (u) 2 £(u)
2.:11 (u Q)ZID+MS+I du

G

(18) hm () =

2bog [boiz fB (o) 2 = 1>0 postoje realni brojevi
2, L
> da je PgLfJQ

i/

O na konacdnom inter-

Funkcija f£(%),spektralna gustina L,-procesa X(t),
zbog konaénog drugog momenta X(t) je ogranifena odozgo:
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(D) & ¢, <00,a po pretpostavei Je pozitivma.Neka Je zasad
nodvojena" od nule: o<eq & £(»).Na intervalu R\-,E(,F)] ’

ako je b, # 0,imamo da Je

g, n(?) = 2= O —E———py— au
% 251 ) (u-2)"
Q
| 2
g_f?. % ‘Bn(u); du
274 (u = A)7*F

(19) =c, v 2 .

za svako 2 © R _°<’,'5._. .

Uzmimo sada u obzir parnost spektralne gustine £(5.).
U njenoj formalno] predstavi (16) (koja se podudara sa
McLaurin-ovim redom gustine £())) pojavljuju se samo
koeficijenti sa parnim indeksom:

Yo
 —

(20) £(2) = ] £, 05F 400720,
-

Po uslovima teoreme Je daksko m = o,
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Na osnovu (17),(19) i (20) gledi

>
cq by} -, 2042

B.()2 2
B . £(H)

Najzad,kako je A izvan intervala Eﬁ,?ﬂ yNa o0sSnovu zad-
nje procene [Bn(%)ig je strogo pozitivan,StavisSe odvojen

od nule:

0l 2?2

gde je d{ = min{}ﬁl,i(bl} .

Ako je f(2) spektralna gustina drugog tipa (vidi I.2.2.)
tada je dokazivenje pozitivmosti |B_(2)!|° jo¥ jednostavnije.
Naime, tada je ho’nﬁﬂ) > 0 direk;nn,odakle sledi preko

gorenavedenih procena traZena osobina tog polinoma.

QeE.D,

PRIMER II.2.1. Spektralne gustime oblika PO[f] = % /IB (%)) 2
igraju znaCajnu ulogu u estimaciji stacionarnih sludajnih
process.U sludaju ekstrapolacije sa celom poznatom pros-
loséu naprimer,ako Pi[fjg ima jednostruke polove i karak-
terise sludajan proces Xoin(t),traﬁimo funkcional

~ H
t r
xo'n(t’t) = P.:.OJ xo,n(t'l' \.)
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u obliku

-1
———,
Xo’n(t,f) = (—1) 5‘:‘1‘: Xo,n(t)
J
(k) —td -
gde je H, = Ht(xo,n) ’ Xo’nCt) pak k-ti srednje kvad
ratni izvod sludajnog procesa Xo’n(t).ﬂepoznate koefici~

jente 32, odredujemo iz sistema Jjednacdina

"k
72 ko 31TH - T3
(21) %’i k?‘ € A= k I

jednoznadno (determinanta sistema Je TT (%k-9j)).
JK

PRIMER II.2.2. Neka su polovi spektralne gustine iz pret-
hodnog primera viSestruki: pol %, neka je reda n,.

Sistem (21) prelazi sada u sistem

3 3, |
(22) d (T LK) =0 !
a3 e N

8k0o k = 1,m , J = o,nk—I y & § n, = n.lDeterminanta
. 4 Dy+N)

gsistema (22) je jednaka IHQCRk-ﬁd)k+q'.Nepoznati koe-~
J<k

ficijenti se odreduju jednozancno.Ekstrapolator Je

N

e
- D k o x(k)
o

Sumiranje se vr8i do nekog N = N(nk).
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IT.2.4+ Kao Sto smo veé napomenuli,veza izmedu koefici-

jenata polinoma Pm*Am odnosno polinom§ qn’Bn Je

=2, wmE 5 B, Z, bby
""'j' L*»J = K
L} €40, m} L)€ {9, ny
Ako znamo formalni stepeni red spektralne gustine
£(A),tada se koeficijenti «,, k = 0,2m; [3,, k = 0,2n
mogu Jednoznaldno odrediti iz relacije (17) izjednaCava-

njem odgovarajuéih koeficijenata do stepena 2(n+m):

Ttybeg e k-0
(23) ] _
J E3Py g = o k = Zm+L,X@+a) .

Dalje,kako je (5 = 1,a (23) je sistem od 2(n+m)+1 jed-
naéine sa isto toliko nepoznatih,iz kojeg dobijamo Jjedno-

bl St - - » r . ] »
znacno resenje,koeficijenti u Pzg_f_{?l su nadeni.

IT1.2.5. Po uslovima teoreme IX.2.l. spektralna gustina £(»)

Je parna.Koeficijente Pﬁhf_ odreduje relacija

!
;fQ;] Pr-ay = %x k = o,2m

(24) .

=

U nasem slucaju se,osim toga,radi o Padé-aproksimaciji




reda (o,n),zbog Sega je

Lo = fo v o =1

Zo'fg‘j Aoy =0 k = T,23 .

Zadnji sistem jednadina se reSava rekurzivno.Realnost koe-

ficijenata !Bn(g)|2 pak sledi iz

(25) _ZﬁbiFj'-(bk;bonl,k-W,n
RS

odakle nalazimo skup vrednosti {bo,bl,...,bn} .

PRIMER II.2.3. Neka je spektralna gustina sludajnog procesa
X(t) oblika £(2) = e~ A/2 ,tada je formalni stepeni red

y

gustine
A2 4
r(ﬂ)=1--—’l‘--+-ﬁ-+o(ﬁ6)
2 8

. | L 4\l
>dakle je F3[f] = Lo/ + 3% + pa" )™
Koeficijente odredujemo iz formalnog stepenog reda i
3istema (24) za m = 0 i n = 2.Kako Je Ly = 1:%0 = 1,

52 = ~f, = 1/’2,{54 » - ;2f2 - £, = 1/8 8ledi da je
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II.2.6. Sada prelazimo na diskusiju osobina Padé-aprok-
simanata spektralne gustine,kod koJjih se 1 u brojiocu
nalazi polinom stepena bar za dva manjeg od stepena ime-

nioca.Dakle,
Ble] = py(2)/a () = |A (0|27 B ()2 .

Uodimo ponovo sistem jednadina (24),koji moZemo razbiti
na Setiri podsistema,i to uzimajuéi sve neparne (parne)
jednadine prvo za k = o,em,zatim za k = Z2m+1,2(n+m).

Neka Je M2m+1 matrica koeficijenata neparnih jed-

nadina u (24),ako je k = 2m+l,o(n+m).

4 Pz P " Papey Pames 77 P an -4
!_'[.'Zrn -FZrni—?. 'Fzrn-‘? fﬂ' © ©
l ) |
| e r
f?_m*-z flm f?-m -2 T2 o ©
M =

2m+1 i ~ 1
§f2m+4 {Zmﬁ-i 'FZrﬁ 'f:-i T2 c |
i' [
i |
hm““‘” f2twme2)  faenms) -+« famea femiz *° fzm

Determinanta matrice Mome1 J¢ razlidita od nule (fOAO);
kako Je M2m+1_ matrica sistema od n Jednadina sa n

nepoznatih ranga n,i kako je sistem homogen,re3enje mu

je trivijalno, (3, = (52 2 eea F’en-l = O
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Posmatrajmo sada jednadine sistema (24) i to

2k

X 2k41 * Z_;f;i Soks1-y ¢ F=o0ml.

Odavde dobijamo da je <%, = d5 = eee = uém—l = o po3to
se fj anulira za J neparno (£f(2) Jje parna spektralna
gustinal ).Kako su dgk, k = o,m realni,sledi da jJe

(26) a_(W)]% 20 .

Na kraju,moramo Jos uvideti da Jje imenilac Pi[fla pozi-

tivan.0dmah pada u oéi relacija
o 2
(27) Palel = Q] |4,

gde je Qg[flz Padé~aproksimant reda (o,n),pozitivne i
parne spektralne gustine f(a),kojéﬁobrazujemo pomoéu koe-
ficijenata fj’ j = 0,2(n+m) formalnog stepenog reda (16).
Na osnovu teoreme II.2.1l. i relacije (26) sledi da je
Pi[fla € o0.Konadnost drugog momenta stacionarnog u Siro-
kom smislu sludajnog procesa Xm’n(t),éija je spektralna

gustina Pg[ﬁL\ sSledi takode iz teoreme II.2.1.Time Je

'TEOREMA TT,2.2. Neka je f£(3) pozitivna,parna spektralna
gustina.Tada je Padé-aproksimant reda (m,n) spektralne

gustine f£(7) takode spektralna gustina.
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u potpunosti dokazana.

NAPOMENA TI.2.1. Relacija (27) zahteva izvesna objasnjenja;

ova veza je dudna samo na prvi pogled.Posmatrajmo matricu

Mom koeficijenata iz parnih jednadina sistema (24) =za
k - E+I,2(n+mj.

(bﬂ (bi F:"? S F"lmz (521'11-}'4 T P2w

fimfl -‘ilzm fﬂm-i C 'E:c O G
‘Fzm-}-q fzm*-z '&m R J\:?_ .*['.“D ce e 0

(28) M, =
2 fzmwi-é- 'F2rn+4— 'Fﬁma*?. T f‘; -{;_ Y.

|

| TZ (n-a-m} f2 rm-1) fz (ne+m-2) 1:2[?1-&) 2{n-2) » + - 'ic?.?n

Tl

¥

Kako Je F;o = 1,M,, Je pro3irena matrica sistema od n
jednadina sa n nepoznatih,koja Jje nehomogena zbog ﬁo = 1,
a kolona slobodnih ¢lanova je prva kolona matrice M, .
Odavde za f, # o imamo jednoznadno resSenje sistema,

tj. skup vrednosti{(bg, (54,..., (5211} .Naravno,mozZemo slo-
bodno pretpostaviti da je £, £ o,jer ¢emo traziti takvu
Padé-aproksimaciju gde red brojioca aproksimanta odreduje

indeks koeficijenta formalnog stepenog reda (16),koji je

razlidit od nule.
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Posmatrajmo sada dosad nekoriSéene jednaline sis-

tema (24)

K
% o = Z/f2j Pog-py » k=01,
j=0

iz kojih nalazimo koeficijente CK2k,k = 0,m, °<2k su
linearne kombinacije veé odredenih koeficijenata fﬁek,

———

k =~ O,Il-

IX.2.7. Postavlja se pitanje za koje (m,n) moZemo vrSi-
ti Padé-aproksimaciju spektralne gustine £(2).Kako je
f(o) = f, #01i £f(2) je pozitivma,postoji bar jos Jedan
kdeficijent u formalnom stepenom redu (16) £y # o.Inace
bi f£(2) 2 1 skoro svuda na R,3to je u suprotnosti sa
pretpostavkom o L,-svojstvu slulajnog procesa X(t),8ija
je gustina f£(%).Tada,naravno,vrsimo iproksimaciju vida P;.

Jasno je da stepen brojioca Pﬁ[ﬂ;H odreduje bolje lo-

kalno pribliZenje gustini £(3).

II.,3., Padé-aproksimacija i singularni procesi
IT.3.1. Na osnovu Walsh-ovih radova ([13), 811, 42, 43 )
mo¥emo zakljuditi da je Padé-aproksimacija najbolja lokal-
na aproksimacija,tj. moZemo je upotrebiti za aproksimaci-

ju neke funkcije samo u izvesnoj okolini taclke u kojo]
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vriimo aproksimaciju.U prethodnom paragrafu dokazali smo
da je Padé-aproksimacija spektralne gustine takode spek-
tralna gustina,ako su ispunjeni neki dodatni uslovi:par-
nost i pozitivnost inicijalne spektralne gustine.

To lokalno svojstvo Padé-aproksimacije mozemo iskori-
stiti u ispitivanju srednje kvadratne konvergencije slu-
ajnih procesa,dije spektralne gustine imaju oblik PE[T]}
i anuliraju se izvan nekog intervala I,koji sadrZi koor-

dinatni pocetak.

11.%.2, Neka je fs(ﬂ) spektralna gustina stacionarnog
u Sirokom smislu slulajnog procesa X(t) sa neprekidnim

yremenom,koja ima osobine:

a) £,(0) £ o
p) £.(0) = X1(A) £4(2)

gde je fY(ﬁ) spektralna custina proizvoljnog regular-
nog sludajnog procesa Y(t) sa neprekidnim vremenom.l je

konaﬁén podinterval od R koji sadrzZzi origo.

IT.3%.,3. Kako je fs(o):ro,formalni stepeni red fs(%) se

podudara sa njezovim McLaurinovim recdem:

(29) £_(2) =Z}fk:>‘k =Z: 1ch Ak,

Qo
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IT,%.4. Ako jJe Pg[fjh Padé-aproksimant funkcije fs(m)

reda (m,n) kojeg nalazimo u obliku

\a_(3)]?
(30) Pm[: ] TE_E%) 2 ! Ibolg =1,
1 |

tada Je Pi[fs]?\?’o na nekom intervalu [o{,{b] . &{5<o.

Odaberimo interval I tako da Jje

DEFINICIJA IT,3.1. Ako niz r_ (x) — r{x) ne nekom

n—=>0C0

skupu D tadka po talka,to Cemo oznacdavati sa

r, (x) LDz .

II.3.5., fleka je f (2) analitidka funkcija na kruZnici

C.. poluprednika r,3iji je centar Koordinatni poletak.
a osnovu Cauchy-jevih integralnih formula i reziduzlne

teoreme sledi

P

f (ﬂ)
k+l

(k) .y .
£:%7(o)
29| ~= > 29 }res(g,o k+l)]

| k!
i@ | £(2)]]42]
| bﬂk+l *
Cr

A= rei’ dobijamo novu inte-

#(j“

v
cp

Posle uvodenja smene
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gracionu konturu: Ial = 1l.VaZe sledeée procene:

25
| £ ()] arl g £ (ret®)| dt
+ =) k
Nl r
Cr Dt 2%
S U p lfs(rel )] et
g oft=ad at =28 —¢ .
r& T
0
r + v ) 1t |
Usput smo sa f. oznalili vrednost s u p |f (re "),
S oStE2% B

Iz gorenavedenog sledi nejednakost:

(31) ats 2 | fF@]

"

koja se u literaturi vodi pod nazivom Cauchy-jeva neje%—)
£f (A
nakost.,U toku izvocdenja smo koristili i1 oznaku g(%)=“§ETT .
2'1'

7

|TEOREMA TT,%,1, Za svako 5 iz skupa D =1 N (=r,r) vaZi

lim P {f ] = £,(%)

m-—» OO

(%2) r~t = lim sup

%> 20 | k! !

ode e

DOKAZ, Stepeni red (16) konvergira uniformno na (-r,r),

cde je 1 poluprednik konvergencije reda (16), ¢ija Je

T R
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gyrednost odredena relacijom (32).

Procenimo vrednost izraza:

8m1n(q) = lfs(ﬁ) - Pﬁ[islﬁ‘ ’

Posto je m<n, Sm () = € _(A).Primenimo sada Cauchy-
: ?

jevu nejednakost (31) na £ _(A):

0o, (k)
€_(3) Z:S L) |

2(+mpH k! | ’

2(n+m)+1
(12

+ > T
(33) Ea(M & fg—— :

l-3

I

7o elemente skupa D va¥i max(-r,*) < % < nin(r,®),zato

posredstvom (33) dobijamo €_(A) _2 5 o. Q.E.D
m —>» o0 RN T

TI.%.6. Neka je X(t) slulajan proces sa spektralnom gus-
tinom fx(%).To demo oznalavati sa X(t)ﬂwfx(ﬁ).ﬂa slidan

v oa - . - E""‘ —‘1
nadin dolazimo i do oznake: EﬁEXJt“JPgLfSJ% .

II.%3.7. Transformaciju A slulajnog procesa (t) u slu-
Sajan proces Y(t) = AX(%t) nazivamo linearnon transfor-
macijom sludajnog procesa (ili filterom),ako se Y(t)

moZe predstaviti u obliku
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Y(t) =Sh(t _ ) X(s) de

r2

gde je h(t) funkecija koja zadovoljava uslov

(24) gg h(t)E (£, - t1)h(%,5) dtq dt, <00 .
R

R
Kx(t) je korelaciona funkcija slulajnog procesa X(t).
Funkeija h(t) je takoezvana impulsna odzivna funkcija

linearne transformacije (u daljnjem tekstu - filter) A,

Fourier-ova transformacija h(t) Jje
(35) H(ip) = je"ltﬂ n(t) dt
R
koju nazivamo spektralnom karakteristikom filtra A,

Uslov (34) je ekvivalentan uslovy H(iﬁ)GZLg(fx).Ako je

spektralno razlaganje X(t)

[ i%a ,
(2€) X(t) = } e dz_ (%)
<
tada Je
roa
(27) 1(t) = |\ e*PME(in) dzZ_(A) .

4

A (

Veza izmedu korelacionih funkcija procesa I(t) i ¥(t)

je
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>N
N
ct
.
1
A
)
s
ct
=
s
~~
|2
)
s
N
H

a njihovih spektralnih gustina Jje
£.(A) = |HEWN|® £,.(0) .
J X

Odgovor na pitanje da 1i je Y(t) 1linearna transforma-

cija od X(t),daje

TZOREMA ROZANOVA, Neka su X(t) ~£.(%) & Y(t) ~f (%)

ctacionarni sludaini procesi,Y(t) e rezultat primene

filtra A na X(t) sa _spektralnom karakteristikom

H(iA),akko va¥e uslovi

£5(%) = [EGE|Z 1)

for(M = EGR) £,(0

(vidi [37]).

PRIMER TI,%,1. Razmotrimo filter koji je odreden diferen-
cijalnon jednadinom sa konstantnim koeficijentima BY(t) =

= AX(t),gde su A i B diferencijalni operatori

S 3
A:Zaj - 3 B = b. —d'—. *
5 dtY Zi; Jd  gtd

o
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Pretpostavljamo da postoji m-ti srednje kvadratni iz-
vod sludajnog procesa X(t) (ako je pritom X(t) singu-
laran,tada ima srednje kvadratne izvode proizvoljnog
reda!).Spektralne karakteristike dierencijalnih og:rato—

ra A i B su polinomi po stepenima 1 A(i?\)=;aj(i?\)j,

n
B(i?\):ij(i?«)J respektivno.Ako Je ispunjen uslov
~ |

(38) AU e p(s),
B(in)

tada postoji filter koji odgovara diferencijalnoj Jedna-
&ini BY(t) = AX(t).Spektralna karakteristika filtra Je
upravo funkeija (38),

PRIMER II.3.2. Neka je X(t)n«fs(%) singularan sludajan
proces.Uolimo filter C procesa X(t) sa spektralnom

o ~1/2 / NP
karakteristikom £ (72).Na osnovu definicije fs(ﬁ)
u I1.3.2. sledi da je §|£27/2(a)1% £,(A) a2 = mes(I).

R

Tz konacnosti intervala I sledi da Jje f;lz2(2)E-L2(fs).
fsl/e(%) je inade redenje,u smislu Rozanova,Jednadine

:fé/Q(%))a = fs(ﬁ) (vidi [33]).Formalni stepeni red karak-
teristike Hc(im) = fgl/QCA) je

(39) BN - ]
: k!

2

K

Preko relacije (37) je

- it Sy e e -
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CX(%) =g el t? B_(i3) dZ_(2)

R
Loa & (£52(0)) )
- (ot e G )
2 | o L k!
= 'E'"S‘:E"(“?')) S 12 (1)F az_(2)
5 17 ke R

Z 1% 1

o

X(k)(t) .

Dakle C Jje pvrsta"” diferencijalnog operatora.

IT.,%3.8, Neka su A,B filteri sa spektralnim karakteris-
tikama H,(iA),Hg(i7) respektivno.Uzastopni uticaj A4,B

na sludajan proces X(t) Je filter A-B sa spektralnom
karakteristikonm Hﬂ(iﬁ)HB(i%) (Earavno,ako je ona kvadrat-
no integrabilna po meri £ _(7)d2 ).Cperacija . Je slaga-

nje preslikavanja.

I1,3.9. U sludaju singularnog procesa X(t)fvfs(a) vazi

STAV IT,3.1. Neka je V skup svih filtera slucajpoeg pro-
cesa X(t)~f (A).Iada je (V,°) Abel-ova grupa,akko je
raka spektralna kkarakteristiks 020 pozitivna na 1.

Zbog Jednostavnosti dokaza neéemo ga navesti,
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II,3.10., Neka je X(t)ﬁ«fs(ﬂ),gde je spektralna gustina

fs(ﬁ) definisana u II.3.2..Padé-aproksimant gustine

fs(m) je Pﬁ[fslz,koji je istovremeno spektralna gustina

stacionarnog u Sirokom smislu slucdajnog procesa Pi[X]t.
Neka Je Pﬁ[ﬂ filter'sluéajnog procesa X(t),sa spek-

tralnom karakteristikom \yE(ﬁ) koju defisemo kao

| = AUV
(4o) lyi(%) = —Eiz;;— fS (2) .

Da je \yg(%) zaista spektralna karakteristika,odnoso da
Je PED] odista filter,moZemo se uveriti preko primera

IT.3.1. i I1,3.2., i stava I1.3.1..1z

2
S | A_(2)

D32 £ (A) dA =\ —
g|~yn AT L, NS

R R

y

pak vidimo da je Y (a)€ Ly(£)).

Dakle, Pﬁ je kompozicija dva diferencijalna ope-

ratora.Na osnovu teoreme II.3.l. pak sledi da Je

2 D
43 DAY & —— 1,
(41) l\Pn( )‘ m-» &0
_Takode je evidentno,da niz operatora-filtera ngjteéi

jedinidnom filteru J ¢ija je spektralna karakteristika

A et e Rt ma
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TEOREMA 1T,3.2, E |X(t) - F2(x].|° 2. o .

m —» 00

DOKAZ, Neka je Re {¢2(a)} =0 (3) i Im{y ()} =

=,Q_m(a),zbog m<n.Dokazimo prvo da Gm(ﬂ) D > 1.

™m —» 0O

Neka je stoga Cr kruznica ¢iji Je centar koordinatni
podetak,a poluprednik r.Oznalimo infimum funkcije lfs(A)l
na C, sa f_, .Sliéno (31),va%i druga Cauchy-jeva nejed-
nakost
s i
k! r

I
in
+

(42)

Relaciju (40) moZemo modifikovati:

A _(2)
AR
n n L gia m
Po3to je za svako AED ;
rfs+ 1Al J2(n+m)+1 <« rf; 2!l (2(n+m)+1
— (=) =‘5m(?\)§ (T)
T ={2] r -2
vaZzi procena
1/2
____(;PE[_J‘.‘S;E___ —— — 5 \Um(:\) <
- rf]  a 2(a+m)+l
( Phlegl,+ —0 )1/2
r -|Al
m Ya
(4 5) £ ( P ['?s] 7.)
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| B m D
Ako m neogranileno raste,tada ayn(ﬁ)——+1,na osnovu
m-—=>o0

zadnje relacije.

Iz nejednakosti
|1 - \IJE(')\)]z = (1 - chm))2 + ﬂ-i(%)

$l1-02m + L2

W o» - - - D
koja vaZi za dovoljno veliko m,sledl zbog 4}2(3)~—al

me=»00
D . 2~ D
da  © (A1) —>1 i 0 (%) 5z0-
Ocenimo sada odstupanje u normi procesa X(t) od

procesa P {X], :

E|X(t) - BO[X], 2 2\]1 - t%li(?\”z £ .(2) dn

A" )

< 5 (|1 - 9i(z)l+ Qi(?‘)) £, () dA .
D

Kada m neogranileno raste,podintegralna funkcija tezi

nuli na skupu D,odakle sledi tvrdenje teoreme.
Q.E.D.

11,4, O diskretizaciji singularnih procesa

II.4.1. Definisimo sludajan proces ’Ett) sa dikretnim
vremenom preko slulajnog procesa X(t) sa neprekidnim

vremenom n& sledeéi nadin:

ey gy
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(48) X(t) = S eP7 az_(2)
E
:‘&- » S
(45) X(t) = \ eltH' dzx(ﬁ)‘!

-

gde je de(%) = dE;(E),éﬁh= arctg A .Diskretizacija
sludajnog procesa sa neprekidnim vremenom tog tipa po-
tife od Gladysheva.U svom radu [14] on koristi ovu trans-
formaciju pri odredivanju kriterijuma regularnosti visSe-
dimenzionalnih slucajnih procesa,
Citiratemo dva rezultata iz [14] :
I. Ako je H(X) = {X(t) | te€Ry i
H(X) = <X(t) | tez) ,
tada Je
~
(46) B(X) = H(X) .

II, X(t) i Jikt) su jistovremeno regularni

odrnosno singularni.

—
t

I1.4,2. Proces mex cemo takode diskretizovati:

n- -t
itA
(47) E [X], = 8 e """ dZp(R)
R
~ 1~
(48) BplXly =\ e "% azp(w) .
-1

Na snazi j? veza dZP(Q) = dZP(gJ, U= 2arctg” .
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II.4.5._Ako je SPektralha funkecija X(t) F,procesa

oy X -y .
X(t) F,dalje procesima Ei[xlt,En[X]t pripadaju redom

o~

spektralne funkcije FF odnosno FF,tada je

F(2) = F(U)
(49) PF(2) = §fgg)

2dA
d Ty *
L 1 + %2

Po3to u ovom radu posmatramo stacionarne slucajne procese

sa apsolutno neprekidnim spektralnim funkcijama,svaki raz-
s

matrani proces ima spektralnu gustinu.lAko je F’QFJ=§EQ?)’

(PF(2)) ‘= Pi[félh,(ﬁfg%))’= EETE'WI tada vaZe odnosi

s=M?
o0 = 1225 ¢ (o)
g\ = 2 g "
(50) _}'2
e
1 1 + A
Pigfs@: T2 Pi{fs—-l*?« .
e o~
ITEOREMA II,4.1, P27 D D

. nre -
n-fs]a"""'m."fs(?‘) = P [f ], ——> £ ().

DOKA2., Kako za svako 2 iz D wvaZzi

rfT .1 2(n+m)+1
£ (A) - PRI ] | ¢ 8 (2
\ S n S-';x‘l T -I?\I ™ ’
P W 2

zbog | £ (W) - Brled )= 32 2,00 - P2z ], | sleas
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r et <|tgy/2|)2(n+m>+l
l

r -ltgl/2 r

(51) | 2 - P [fs]&u\ :

za svakozgéff=[2&rctg(max(-r,dJLEarctg(min(r,p)i].

ﬁ’ definigemo preko

4 d\2 2 2 2
1+1na_:!::§3 o) 2
2
"3" = Max 1;;\ = 4
D 1l+min 62 r2 d2<ﬁ3
\ 2' ¢ |

Neka u relaciji (51) m neogranideno raste.Tada &e se

izraz na desnoj strani te relacije anulirati.
| QeE,D

I7.4.4, Koristeéi teoremu II.3.2. iz prethodnog para-
,

grafa moZemo izreéi potrban i dovoljan uslov izmedu

konvergencija procesa sa neprekidnim,i sa diskretnim

vremenom,

| LEOREMA II,1,2. E|X(t) - PR[X] |°—2—>o0,ako i samo ako

—y 0
~ P ~
E|X(¢) - B°[x], | m_ljm”'

DOKAZ, Neka je ‘?n(“) spektralna karakteristika filtera
Pm['] .Tada je veza izmedu spektralnih procesa od X(t)
i :Ex]t predstavljenih spektralno u (44) i (47)




m
(52) dZp(A) = Y () dZ_ (7)),

I~ e
‘dok su procesi X)) i Pﬁfi]t predstavlijeni preko

(45) i (48) daju vezu:
(53) AZg(p) = PE() 4B, (W) -

Iz teoreme Rozanova sledi da Je

Pﬁ[fslg - fs(ﬁ)ltyi(%)ie
PI0T T, = oG | YR
nt=s- M 52} n ’

P W

. 2 T ' 2 1 . Pt
odnosno da Jje l\yg(%)\ = h?ﬁQgJ] .Naravno, \yngJt:Lg(fs)-
Na osnovu teoreme II.4.1l. Jje

s

~ M o ~
E\X(t) - Ei[x]t\g - g (fS(CLL) - 2Re{q)i(fu)}fs({¢)
©

+ |x{j§(g)\2;;(¢u)) dp

St fs(%)(ll—gi(%)l + ﬂi(%))d%

églw?

Zadnji izraz teZi nuli,kada m neogranideno raste,
na osnovu teoreme 11.3.2..5a tim je prvi deo dokaza
zavrsen,

Za drugi deo dokaza éemo prvo uociti vezu izmedu

B R Y
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spektralnih gustina fs(z) i fs(fJ:

£5(2) = +2?\—2- Fi(U) = 2c0sW/2E (W) .

Naravno,po pretpostavei jJe

N

(54) lim Pﬁ[rgL+ - fsgg).

m— IO

Pomno¥imo obe strane jednakosti (54) sa 2cos?§k/2,
dobijamo tvrdenje iskazano u teoremi II.3.l..Procenimo

sada srednje kvadratno odstupanje X(t) od Pﬁ[ﬁ]t:

E|x(t) - BB[x],|® - S (£,(2) = 2Re{YT (N} £,(A)
D
+ [YROD1Z £,00))an

(55) = g 20082&/2 E‘;(g) ll - E(&l)\‘? du .
D
U vodimo oznake Re~{+§(8j} = S;Qy) i Im{}?i%&)} =EY;QF).

P

Preko (55) i na osnovu procene za m veliko i svako M €D,
—~ o~ —~
1= PFEl? s 1 - Ee| « 220,

koju izvodimo na identidan nalin kao Sto Je to uradeno
u dokazu teoreme II,3,2.,imamo da je desna strama (55)

proizvoljno mala ako m neograniceno raste,
Q.E.D.
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NAPOMENA IT.4.1. U dokazu teoreme II.4.1. nije napomenuta

moguénost da va¥i i obratno tvrdenje.Naime,takode vazi

formula:

T ]LL-—--———-w-f (%) = P£] 2 51 (3).

(_ m—3 o0 ?\m-ygc

U njenu valjanost smo se uverili u dokazu teoreme IT.4.2.3%
na taj nadin u teoremi II.4.l. umesto implikacije moZemo
bez ikakve hojazni staviti znak ekvivalencijeo,Dakle,spek=-
tralna gustina sludajnog procesa sa neprekidnim vremenom
i spektralna gustina slulajnog procesa sa diskretnim vre-

menom sSu istovremeno granice Padé-sproksimanta i njegove

slike kod preslikavanja argumenta M= carctgr .

II.5. Padé-~aproksimacija i poddinjeni procesi
¥

IZ.5.1. Prvo &emo ukratko sumirati rezultate prethodnih
paragrafa ovog poglavlja,koje éemo ubrzo koristiti.Neka
je X(t) stacionaran u $irokom smislu sludajan proces
sa neprekidnim vremenom i spektralnom gustinom £(A).
Ako je f£(o)>o,tada je f(2) analitiCen u nuli,te je

njegov formelni stepeni red oblika

= =, ok
£(2) = Z__,fk%k =Z§(k?(ol ko

] Q

Taj formalni stepeni red konvergira uniformno na inter-

e L

r A | o e e -l il
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valu (-r,r) gde je T = lim sup Ifkil/k.Neka je

K= QO

Pﬁ[ﬁ]ﬁ Padé-aproksimant spektralne gustine f(2) reda
(m,n) kojeg traZimo u obliku

2
|A_(a)]

Pi[f]g = I_BW . m<n ; m,n € 2N

gde je lbolz =1, lao‘g f(o0),tako,da funkcije £(A)

i

i Pﬁ[ﬁ]a imaju dodir reda 2(m+n) u koordinatnom po-
Setku.Postoji Jedan interval Ei,?ﬂ (c<?><:0) na kojem
. m . . 2 .
Jje Pniﬁla'z o,posto je tu ]Bn(ﬁ)l'rro.Posmatramo 1
interval D = [0{,1;5] N(-r,r) na kojem Pg[f]g tezi ka
£(7) +tadka po talka kada m teZi beskonacnosti.
DefiniSimo sada slulajne procese Xs(t)fvfs(ﬂ) :
Eﬁiﬁ]thPg[féll Pritom je fs(ﬁ) = £(5) ﬁ&ﬂ%) odnosno
PRl £ | = Pi[f];{f])(}).ﬂa svakom podintervalu [C{l, > 1] =

n- 8A
i - . ’
= I:o(,{b_j vaZi ’

Piifs—!: —f _(N)

T T -y S

(56)

E|Xs(t) - Pi[i&ée—w——}o .

m— 00
Naravno, Xs(t) i Pi[xjt su singularni procesi,jer su
njihove spektralne gustine identidno Jjednaki nulil na in-
tervalu pozitivne Lebesgue-ove mere.

U ovom paragrafu poglavlja II. femo izudavati vezu

izmedu Hilbertovih prostora generisanih zasecenjima pro-

cesa X{t) i B [X]..
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II.5.2. Prvo éemo uvesti oznake

B (X)) =<X ()]t 5t , B = U (X)

5 (X)) = (BT, | v € w7, BORTED - UEE X,

Posto je interval [« ,[5] nosad kako f{7) tako i P'é[fsl} ,
i procesi koji su preko njih karakterisani singularni,

sledi

(57) H(X,) = ft\Ht(xs) = H (X))

za  svako realno t.81idno tome vaZi relacija

(58) H(ED{X]) =/t\Ht<P§[X]> - B (P2X]) .

II.5.3. U odeljku prethodnog paragrafa smo diskutovali
egzistenciju operatora Pﬁ[f} koji ;e vrsta diferencijal-
nog filtera sludajnog procesa X(t) sa spektralnom karak-
teristikom \ink) koja je definisana sa (4o).Primenimo

1li seda filter Pﬁ na sludajan proces Xs(t),spektral—
na karakteristika \?E(?)fi La(fs),vaiiée sledeée analogne

relacije relacijama (36) i (37):

X (%) = g et az_(2)
2

(59)

Rx], -\ o' LR a2,

R
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Kako ni racion alna spektralna gustina Pﬁ[fé%k a ni
fs(ﬂ) nemaju disto relne polove na skupu D,tako ni
QJE(Q) nema takve,jer je IQE(ﬁ)lg £.(A) = Pﬁzréla.

Na taj nacin odredujemo cross-~spektralnu gustinu pos-

matranih procesa:

| 1(t=t AT, m, -
(60)  E X (%) Bp[x],. = (e PG £,(0) dA
R
odakle sledi da Jje cross-spektralna gustina procesa
. T AN R PR .
X (£ i ED[Xl, f£yp(d) = £,(2) Y (R).ALi,iz (59)

i (60) vaZi relacija

g

H(PD XY .

(61) H(X,) mIx]

DEFINICIJA II,5.1. Sludajan proces Y(t) Je podreden

sludajnom procesu X(t),ako vaZi

2
(62)
L 5 o
b)  Eg(X) 2 H(Y)
za svako realno t ,gde Je Ht‘= HE © Ht .

DEFINICIJA IT,5.2. Sludajni procesi X(t) i Y(t) su
spektralno povezani,ko njihova cross-spekiralna gustina
fvv(A) nije nula na intervalu pozitivme Lebesgue-ove

mere.
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| TEOREMA IT,5,1. Neka je slulajan préces X (£)~£,(2) =
= f(%),K3D(%).Ako je Pﬁ[ﬁ]tﬂJPi[isjﬁ ,tada je slucajan
proces PiEK]t_.podrgggn slucdajnom procesu Xs(t).

DOKAZ, Procesi Xs(t) i PEEilt su spektralno povezani,

jer postoji njihova cross-spektralna gustina fXP(g) -

- vidi relaciju (60).Zbog
r ita m
rng]t = g e len(?\)dZS(z)
R

je na snazi (61).Time je uslov a) definicije IT.5.1, is-
punjen.Posto su oba procesa singularna,ortogonalne dopu-
ne njihovih H-podprostora Ht(XS) odnosno Ht(Ei[X])

su trivijalni H-prostori.Na taj nacdin su oba uslova de-

finicije II1,5.1. ispunjena,te Jje proces Emiij pod-

reden procesu Xs(t).

Q-EoD-

il,5.,%., lspitajmo kada vaZi jednakost izmedu Ht(XS) i
Ht(PEEil) za sveko realno t .,Dalje,kada vaZi jednakost
u relaciji (61) ? Na ta,i joS neka srodna pitanja éemo
traziti odgovor u ovom delu paragrafa II,.5..

Ako je H(XS) = H(PEE#]),tada Jje filter Ei inver-
tibilan,a spektralna karakteristika inverznog filtera
(koju éemo oznalavati sa (4?1)3(2)) daje Xs(t) iz
Pﬁ[ﬁ]t pomoéu




25

(63) X_(t) = g 257 (" 1)B(n) azp(2),
R

posto Je spektralno razlaganje sludajnog procesa Pi[xlt

na osnovu {(47)

P2[x], - S 1t az () .

R

Iz i+§(g){2 £.(2) = Pﬁ[fé]ﬁ ,a na osnovu stava II,3.1,

sledi da Je
(PHRR) = (RGN

Dakle (?;1)§(ﬁ) postoji ako je Pﬁ[f512‘> 0 na skupu
D,posSto je tada (xy-l)g('}\) ¢ LE(Pi[fS] ).U ostalim tad-
kama intervala D na kojem Je Pﬁ[fé]t} o i fs(%)?*o,

i 8iji skup oznalavamo sa D’ ,vaZi

TEOREMA IT,5,2, Neka je X _(t)~f (2} i Pﬁ;&jtﬂfPiifsjg,

gde su
> 0 A€ DY

fs(ﬂ)’Pi[rs]z{

= 0 inacde .

Teda je H(X.) = H(P_[X1).

II,5.4, Stacionaran u Sirokom smislu slucajan proces
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X(t) sa neprekidnim vremenom,lijes Jje spektralna gus-
tina parna i pozitivna,neka je regularan,Tada je Padé-
aproksimant spektralne gustine fx(ﬂ) reda (m,n) ta-

kode spektralna gustina,kao sto je to dokazano u teo-

remi I1.2.240

|TEOREMA I1,5.3. Neka je X(t)~£(2),Bp[X] ~E[2] .
Tada e

no

a) (vaeR)(FQIf], Z o) & E (X) 2 H (R (X))

b) (¥ae RI(PL[£], > o) & E (X)

M)
Ht(mn[xg).

DOKAZ, Neka je \PE(Q) spektralna karakteristika fil-
tera Pﬁ ;s tada je

(64)  £(2) I\}Ji‘(ﬁ)lz = Pi[f]q Z o.,

PoSto Jje spektralna gustina slulajnog procesa X(t)
pozitivna,zato iz Jednakosti Pi[f]g = 0 za neko realno
A, Vaii EKPE(%O)!2 = o.Predpostavimo da postoji inverz
filtera Pﬁ sa spektralnom karszkteristikom (+*1)i(a).

Na osnovu odgovarajuce talke stava II.%,1. sledi da je

(PHROE = 171426012 .

Kako spektralna karakteristika *?E(%> ima realnu nulu,

o~

bige WR(AN(A-AD= Y2(2),ako Je A, nula k-tog Teda.
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Jasno Jje da integral

m™
B P £], @

[ 2 =)™

R

divergira.To znaci da (*fl)i(z)§{L2(Pi[f]).Dakle,ako se
spektralna gustina - Padé-aproksimant anulira bar za jedno
realno jha,tada je EﬁiXJt podéinjen procesu X{(t).Dokaz
u obratnom smeru dela a) teoreme je ocigledan.
Odbacivanjem jednakosti u (64) dobijemo b) tvrdenje
teoreme II,5.3.,preko egzistencije (qfl)i(%) .
QeE.D.

I1.5.5., Sludaj b) teoreme II.5.3. znadi da su i X(t)
i Eﬁ[X]t rezultat primene dva filtera na isti sludajan
proces U(t) tipa belog 3uma sa neprekidnia vremenom.
Naravno U(t) - je stacionaran u Sirokom smislu,

Da bi dokazali tu &injenicu,pretpostavimo suprotino:
neka postoje sludajni procesi tipa belog Suma Ux(t) i
Ui(t) koji generifu H-prostore sludajnih procesa X(t)
odnosno EEEXJt .

Zbog regularnosti sludajnih procesa X(t) i Eﬁ{X]t
moguéa Je faktorizacija njihovih spektralnih gustina na

osnovu Fejér-Riesz-ove teoreme u ravni:

£(3) = lg|2 , BBl = |n()1e,
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Meka su Fourier-ove transformacije funkcija h(2a) i g(A)

e(t) = | e e() @2
(65) R
a(t) = geit?‘ h(R) 42 .
%4

Razlaganje Wold-a slucajnih procesa X(t) i Piiﬁ]t
je dato sa

X(t) = \ e(t - s) dUX(s)
(66)

LﬁfﬁﬁﬁéLﬂffﬁcP

B X, = \ d(t = s) dUp(s) .

- O

Na osnovu odgovarajuéih osobina funkeija g(2) i h(z)

vaZi za svako realno,negativno t :

(g(ﬂ)}

h(n)

AT

Tada je,na osnovu spektralnog razlaganja i spektralne

povezanosti procesa X(t) i PﬁEX]t,koji su:

P4
~
ct
s

il

1t az (")

SRCOLHICON

—
P4
—_—
H
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zakljucek

| - .
(67) Selq-& =L azp) - \ =——=1 y20) @)
i g(A) i h(n)

Nije teSko uvideti da su procesi Uy(t) , Up(t) procesi

sa nekoreliranim prirastajima i da Je
1 1 2 .. C .
EiU; (w) - Ui(o)f =w, 1i¢{X,P;

za svako realno w.Kako je leva strana (67) ustvari

igqn _
e L ez ,
ing()

(68) Up(q) = Uy(o) =

Al (-

a desna strana se da predstaviti u obliku

194 f
(69) Up(q) -~ U )=g§- =2 LB az(s)
’ p(a) = Tple Taney 1R )

R

zato je Uy(t) = UP(t) + V ,gde je V proizvoljna
sluc¢ajna promenljiva sa nultim ocdekivanjem i konacnim
momentom drugog reda.Neka Je Ht(U'X) =*<Ux(s)l s = t>>.
Posredstvom (66): Ht(UX) = Ht(X) ,za svako t eR,PoSto
je X(t) regularan proces,zato je /;\Ht(X) ={ 0 »,t].

podprostor generisan nultim elementom.

Odavde je (preko Ux(t) = UP(t)) evidentna veza
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(70) ft\Ht(UX) = /t\s(UE(s)MI\ s $t) =0y ,

$to znadi da je sludajna promenljiva V generator tri-

vijalnog podprostora {o) j;dekle V = o,
Prema tome Ux(t) = UP(t) 1= U(t) (kontradikecija

sa predpostavkom!).Preko relacije (66) je napokon
| -
B (X) = B (U) = Ht(pi[m)

za svako realno t .

N
. 1
IT.6. Neke osobine procesa Pﬁ[th ) Eﬁﬁg]t

IT.6.1. U ovom radu su svi posmtrani procesi centrirani
bez obzira na njihovu singularnost ili regularnost.Ta
osobina_je kod inidijalnih procesa ( X(t) naprimer )
uzeta a priori,dok kod Padé-aproksimantnih procesa cen~-
triranost je posledica odredenih ¢&injenica.

Pod3to je u II.3., dokazana egzistencija filtera Pﬁ
sa spektralnom karakteristikom 1¥E(ﬁ),slu5ajan proces
Piﬁi]t svakalko nasleduje izvesne osobine procesa X(t).

Diskretizacijf? proc?EEH_X(t) ’ PEEXEt dobijamo
sludajne procese X(t) , Pﬁ[ﬁ]t Njihova spektralna raz-
laganja imaju i dalje originalne spektralne procese Z2_(R),

Zr(z) sa preslikanim argumentom,ali ba3 nam to omoguéava
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jzradunavanje i uporedivanje momenata posmatranih procesa.

11.6.2. U radu smo uveli pretpostavku EX(t) = o;

keko je na osnovu relacije (37)

E PP(X], = E S et/ YRR 4z, ()

R

(71) ( e t7 kbﬁ(ﬁ) E dz_(A) = o,
v t
2

va?i iskaz EX(t) = o aﬁEPiEi]t = o.FPosSto je

¢
X() = | et ez (w
5

—~
gde Je dZX€¥) = dz_(3) (M/2 = arctg 7 ),sledi

L : N
E X(t) = 8 e E az_(1) = o.
R

Na slidan nadin kaoc u (71) dolazimo do

a
e "

_— - it&k f; NS
o d =
5 BR[K], = | o1t $ROO E a2 () = o
-3

P W

Kako nit?g(%),ni ty§(u) nisu identidno jednaki nuli
R 1 N .
v (A) 4z () i

s , g g
Y 1 ' : ¢ : ~Yy =
dzmgg) = Tjngf) degg) sledi da je i EdZP(p) o,

i

na intervalu integracije,iz dZE(ﬁ)

Y
odnosno Edzmgﬁ) = O




b2

1I1.6.3., Sludajan proces X(t)~f(a) ima korelacionu
funkeiju Kx(t) koja je preko Bohner-Hindin-ove teore-

me Jjednaka

K _(t) = B X(¢) ¥(o) = g e1t? £(5) an .
K

Pade-aproksimantni proces Pﬂ[x]t smo definisali:
. . .
a) preko svoje spektralne gustine: PﬁEﬁlthPg[ijg,

i tada Jje
2
A (A)]

2 42 s
B ()|

Kp(t) = E BL[X], PO{X] = g et

R

b) preko filtera Pg sa spektralnom karakteris-

tikom WB(A) = A_(A)/(B (2) £2(2)) , ede su
Am(ﬁ),Bn(ﬁ) polinomi definisani uw II.2.1l.,a £(2)

spektralna gustina procesa X(z).Tada je naosnovu

teoreme Rozanova

2
. AL ()
fp(2) = N?i(%)lz £(A) = RN ,
(B_(M)[°

Sto se svodi na a).
Diskretizacija Gladyshev-ljevog tipa (vidi II.%4.) daje
preko Herglotz-ove teoreme (diskretna varijanta Bohner-

Hindinove teoreme):

e iy i i o
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il
K/(t) = EX(£)X(0) - S AT E (W) au
.."‘i' 'fl-'
—~ r . N
v itm e
Kp(t) = EEm[X] tEn\X] =) e** ¢ ERlE], du .

Veza izmedu spektralnih gustina procesa Sa neprekidnim

i diskretnim vremenom je data sa (50).

IT1.6.4., Iz Rozanovljeve teoreme imamo da su Xx(t) i

Ei[X]t spektralno vezani:

EE7(X],X(0) = 8 1EA pa(a) £(2) an

R

odnosno cross-spektraln a gustina procesa Pm1Xft 1
X(t) Je fgg(A) = kyg(ﬁ) £(7) .To je svakako u saglasnosti
sa relacijom (60),na osnovu hermitske simetrije cross-

spektralnih gustina.

IX.7. Pregled literature

II.7.1, Literatura uz II., poglavlje rada moze da se

deli u dve veée grupe.Prvu salinjavaju reference 1z
oblasti teorije funkcije kompleksne promenljive 1 racio-
nalne aproksimacije,a druga Je stohastilkog karaktera -
- sadinjavaju je radovi iz teorije stacionarnih slu-

ajnih procesa.
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T1.7.2. Padé-aproksimacija je tema velikog broja sim-
pozijuma,i koristi se ne samo u teoriji estimacije slu-
ajnih procesa,nego uglavnom u teorijl aproksimacije
( naprimer [9] se bavi procesima sa diskretnim vreme-
nom ).Veliku pomoé,u razumevanju pojma regularnosti slu-
ajnih procesa i u zadavanju kriterijuma regularnosti
preko spektralne gustine (relacija (2)) pruZaju radovi
Szegd—a,Grenandera itd. iz pedesetih godina ovog stoledla.
Walsh,Sinanyan i Mergelyan se bave racionalnom aproksi-
macijom;dok prvi dokazuje da je Padé-aproksimacija lokal-
no najbolja,i daje rezultate o ravnomerno] konvergenciji
ni za Padé-aproksimanata, jermenski matematicari pristupaju
redavanju problema racionalne aproksimacije na topoloski
nadin - koriste pojam kapaciteta oblasti.

VaZna je stoga monografija [13] ,koja daje pregled
kako literature,tako i svih dosadaéniih rezultata i1z teo-

rije racionalne aproksimacije.

II.7.%. PribliZenje transfernoj funkciji je ftema istra-

ivanja nekih autora - oni u svojim radovima koriste ni-
zove verifnih razlomaka za racionalnu aproksimaciju.Spo-
menimo imena Kaelmana,Gragge,lindquista,Porata itd.,Takode
je od interesa problem poop3tenja dosadasnjih rezultata

iz ovog rada na viSedimenzionalne sludajne procese (vidi
sledele poglavlje!).Naravno nastale bi izvesne.poteékoée
kod aproksimacije cross-spektralne gustine koji nema oso-

binu nenegetivne definitnosti.

WA MM R ey —— .
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bpol:

daTys:

TTI, PADE~APROKSIMACIJA VISEDIMENZIONALNTH
SLUCAJNIHE PROCESA

III.1. Uvod

IIT.1.1. Aproksimacija skalarnog,stacionarnog u Sirokom
smislu slulajnog procesa je izloZena u poglavlju Il. ovog
rada.lzmedu ostalih,dokazani su sledeéi rezultati:
a) Padé-aproksimant parne,pozitivne spektralne gus-
~tine je spektralna gustinaj
b) Niz Padé-aproksimanata talka po taclka konver-
gira ka spektralnoj gustini,na intervalu kon-
vergencije formalnog stepenog reda spektralne
gustine;
¢) Niz sludajnih procesa koji su odredeni nizom
Padé-aproksimanata spektralne gustine,konver-
gira u srednje kvadratnom sludajnom procesu sa
spektralnom gustinom spomenutom pod b).
U ovom poglavlju posmatradéemo vektorske slucajne pro-
cese -~ vrSiéemo Padé-aproksimaciju matricne spektralne
gustine.To moZemo uiniti na dva nadéina: prvo,pretpostav-
1jajuéi da su koordinatni procesi vektorskog procesa neko-
relirani;drugo - ne uvodeéi ovu pretpostavku.
Na kraju poglavlja III. dalemo neke rezultate o dvo-

dimenzionalnim sludajnim procesima,
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ITI.1.2. Ako su koordinatni sludajni procesi vektorskog

sludajnog procesa nekorelirani,tada je sludajan proces

X(t) = (Xl(t),...,Xr(t)) sa olekivanjem EX(t)=(0y00050)9

okarakterisan matridnom spektralnom gustinom fx(ﬁ) koja

. A
je Jjednaka (cgijfij(%))rxr,gde je 044 Kroneckerov

S-Simbol,i matriénom korelacionom funkcijom Kx(t) =

A
= ( O ;4 K

3 ij(t))rxr‘Dakle’ fx(ﬂ) je dijagonalna matrica

oblika

—— —

£11(2) 0
f,5(2)

|

(72) £_(2) .
O £ ()

rr

e —

Posto je Padé-aproksimacija skalarnog slucajnog procesa
ved reSena (vidi III.1.1l. a)),moZero> definisatl operator

Padé, P ,preko
r 1
(73) Plr 1, = (PLf 0,00,

Naravno,matridna spektralna gustinsa P[fxlz more ispu-

niti uslove nenegativne definitnosti,Ll—integrabilnosti,

odnosno hermitske simetrije da bi bila spektralna gus-

tina nekog stacionarnog u Sirokom smislu,slucajnog pro-
v . 7 " ] Co. s

cesa PLXJt = (P[Xl;t,...,PLXrJt) .Ove i Jjos neke pos-

tavke i probleme éemo diskutovati u ovom poglavlju rada,
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ITT,.2. Aproksimacija matricne spektralne

gustine nekoreliranog procesa

(IT.2,1. Neka je X(t) = (X;(t),...,X (t)) r-dimen-
zionalan,stacionaran u Sirokom smislu slucajan proces
sa neprekidnim vremenom,spektralnom gustinom £_(Q) =

: (fij(ﬁ))rxr ,korelacionom funkcijom Kx(t)=(Kij(t))
coja je matrica reda rxr .Neka je pritom X(t) cen-
'riran,(Ako to nije sludaj,umesto X(t) Cemo posmatrati
sluajan proces Xo(t) = X(t) - EX(t) ,sa nultim oleki-
ranjem) .Inale ,EX(t) se definiSe na uobidajen nadin:
Z(t) = (EX;(t),...,EX_(t)).

Neka je EXi(t)Xj(s) = 0,za svako t,se¢R ;i,j=1,r;

# j.Nekoreliranost koordinatnih procesa X(t) rezul-

ira spektralnu gustinu oblika (72). ,

EFINICIJA III,2,1, Neka je f(A) proizvoljna funkeija
ealne ili1 kompleksne promenljive.Sa PﬁLfEA cemo oz-

aliti Padé-aproksimanta reda (m,n) funkcije £(2).

Ako je f(2) spektralna gustina,tada red (m,n) ap-

oksimacije zanci da jJe Pg[fla_oblika:

\ D 2
LA ()
a1 . m :
74 ) Pmn:f_[ = —

- WL
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Mm
gde je m<n , (Bn(o)]2 =1; A (Q) = Zi;aki%k; Bn(ﬁ) =

O

T
=Zbk9\k je polinom sa nulama izvan realne ose,tako

da je B (M2 £(3) - {A_ (W) = of p2(mim)+ly

DEFINICIJA IXI.2.2. Padé-aproksimacija matricne spek-

tralne gustine fx(ﬁ) oblika (72) se definise kao

plrd, = Clggl Do

gde Je svaka koordinata P|f, ] iz definicije ITI.2.1.,

respektivno reda m..n. N e
pexti (msyn5) 5 my<ny

IiI.2.2. Neka jJje fx(ﬁ) spektralna gustina sludajnog

viSedimenzionalnog procesa X(t) ,ili u kradoj oznaci

X(t)~ £(»).S1ludajan proces odreden matridnom spektral-
nom gustinom P[fx]g cemo oznacdavati sa P[X}t =

- i
= (2[x,] ,,..0,B[X_],),0dn0sn0 B[X] ~P£ |
IT1,2.3. Matridna funkecija F(x) Je parna,ako je
FP(=x) = F(x) za ¥x<¢D(F),gde je domen D(F) simetri-

¢an u odnosu na origo.

JTEOREMA III,2.1, Neka je f_(7) pozitivno definitna,

parna,matriéna spektralna gustina stacionarnog u Siro-

kom smiglu slucajnog procesa X(t) = (Xl(t),...,xr(t))

sa neprekidnim vremenom.Ako je pritom fx(ﬂ) oblika (72),

tada je i Padé-aproksimant spektralne gustine fx(%>’-3

——— e — T TR
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oznacil P[f#]a ,Spektralna gustina nekog stacionar-

nog u _Sirokom smislu slulajnog vektorskog procesa

px], = (B[X],,...,BX ) -

I _ .
DORKAZ, Po definiciji je P f-] (P[:Ja N — .Primenom

rezultata teoreme II.2.2.,sled1 da je

m -
P|f dir..l Z o, j =1,r .
L£53a = nj[ 33+ v T
Matrica je nenegativno (pozitivno) definitna,ako su
sve determinante minora matrice P[fg]zrnenegativne

(pozitivne),(kriterijum Sylvestera) .No,kako je

[
HdJ
H
I
v
Lol
[
2
H

det M.
€t 55

gde Je Mj' minor reda jxJj;oligledna Je nenegativmna
(pozitivna) definitnost Prf‘] .

Ly-integrabilnost funkeije PrfJJ; sledi iz
relacija (18),(19) u dokazu teoreme II.2.1l.,Jjer se

preko njih dokazuje da je

\Bn (?«)%2>o na R za J = 1l,r.
3 .

Hermitska simetrija je pak posledica definicije IIT.2.1l..

Dakle, P[:#]% je zaista spektralna gustina slucajnog pro-
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cesa sa r koordinata,koje su nekorelirani slucajni proce-
si.Oznaciéemo ta] proces sa P[X]t ,8 njegove koordinate

sa B[X.],,i=T7r.
Q.E.D.

m.
III.2.4, Kako se P 9[f..] traii u obliku (74),posle
J

jednostavnih transformacija moZemo pisati da je

m.
PnQEf.‘T = pmj(ﬁ)/qnj(%) y

553372
2w ) 2n: .
gde je py (2) = Zok(ﬂ)’;\k y o (A) = Zt[b(f{)?xk .Koefici-
J b o o

jente polinoma p,q &emo odrediti iz sistema (24%) prethod-
nog, poglavlja.Formalni stepeni red spektralne gustine

. o j lika:
faa(ﬁ) je oblika

2 {(nytm;
: . 2(m.+n.)+1
i‘jj(?a)_= Zf(g)%k+0(?\j3 J ) , d = 1,r.

o

Odgovarajuée jednadine za nalaZenje nepoznatih koefi-

cijenata polinoma p,q J&e biti:

Zo\'fg]?:)(bng.ii)?k -, s 0,204

(75)

RN

It
Q

5 (
;;ffz ; = 2mj+1,2(nj+mj)

&kO j = I,r .

i R - o e sl
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(75) je ustvari sistem jednadina koji se sastoji od

r podsistema.Svaki podsistem ima 2(nj+mj)+l jedna-
Sinu sa isto toliko nepoznatih, jer po definiciji tj.
uslovima Padé-aproksimacije mora biti [521) = q%ge) =
see = (5gr) = 1.,MoZemo se uveriti i u Jjednoznacnost
reSenja sistema (75),odnosno svakog od podsistema (75);

delovi IT.2.4, i II.2.5. paragrafa II.4. detaljno dis-
kutujutaj problem. |

IIT.3, O srednje kvadratnoj konvergenciji

Padé-aproksimanata

ITI.%.1. Neka je f(2) spektralna gustina stacionarnog
u Sirokom smislu sludajnog procesa j%(t) sa neprekidnim
vremenom,i neka f(%) ima sledeée oanine:

1) f(o) # o

2) £(3) = () £,(2)
Y(t) ~fy(2) Je prizvoljan regularan sluCajan proces,

I konalan podinterval R,koji sadrii origo.

1TEOREMA III,3,1. Neka je X(t) = (Xl(t),...,Xr(t)) stacio-

naran u_ Sirokom smislu slulajan proces sa matrilnom spek-

tralnom gustinom oblika (72),§i§i dijagonalni elementi

fjj(ﬁ) , j = 1, ispunjavaju ujedno i uslov III.3.,1l. 1).
m. -
L a — LJ

Neka je dalfe Pnj[fjill Padé-aproksimant spektralne
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gustine fjj(x).gyeden definicijom IIT.2.1..Tada vaZi

lim P[f = fx(%)

=00

r

nag skupu D = /N (I, N(-ry,7,)) talka po tadka,gde je

k=1

m = min(mk),i
k

(k)(o) 1/k

lim sup —ﬂﬂ ‘ .
K ~> 2O k! f.

(76)

H
cJ
[

DOKAZ. Kako je fx(o) £ o sledi da Jje fx(o):-o,odnosno

matrica fx(o) je pozitivno definitna.Stoga se formalni
sfepeni red svake spektralne gustine fjj(ﬁ) podudara

ga MclLaurin-ovim redom dotidne spektralne gustine:

(k)
% . o, £337(0)
(77 £..(2) = Zf(a)ﬁk Z—M— :
Jd — K
Takode zbog fjj(o)3»o , J = 1l,r imamo da je P a[faa” o
ol - ; . J i
na nekom 1nte:va1u qu’i?jj ,-ﬂaj. <3 < O
Uzmimo da je I. = ., .,
e Iy =Py

Svaki stepeni red uniformno konvergira unutar svog inter-
vala konvergencije,iiji se poluprelnik izracunava sa (76).
Procenjujuéi razliku

'-"1-

E_ A) = f () - Py ich Fasln

C
B30 3

preko rezultata iz teoreme II.3.l.,koji je iskazan relaci-
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jom (33%),dobijamo ocenu

r. £, N2 (n +m, )+l
(78) &y , (») s —Ld [ 2L YR
J*d r.-ial N T

J

JNarawvno,kako Je

9
o?
o

e
)
Hy

|
n
e

w3
H
Y
H

@

mj«(n:j umesto velidine E,m n (A) moZemo slobodno
. 3’ §
posmatrati Emj(%) = E;mj,n (A).

Ako u relaciji (78) pustimo da min(mj) = M neogra-

nideno raste,to ujedno znadi da i min?nj) = n raste

J
neogranidenojkako je A iz skupa D,stoga cC,m_(%)
te¥i nuli bar geometrijskom brzinom.Dakle,moZemo zaklju-

citi da jJe

1im P[r | = £.(3) za ¥xeD = \(ILN(-rp,T)).

m =3 00

g QIEIDI

II11.%.2., Neka je PEX}t“’PfoJg .Koordinatni procesi

(=

slucajnog procesa P[X}t e biti zadani preko spektral-

- 3Te. ] lx ], ~2 3. ]
nih gustina P _v\f.. , odnosno PB{X_. i ~P “if..1_
n. - J-t n, i
Na taj nadin smo definisali viSedimenzionalan slu-~
dajan proces Eﬁﬁ]t sa racionalnom spektralnom gustinom

Iﬂ}&}}, koja zadovoljava uslove 1) i 2) u IIT.3.1l..

=
Dakle,i PEth je singularan.
Singularnost visedimenzionalnih sludajnih procesa

moZemo ispitati na osnovu
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TEOREME TIT,3,2, ViSedimenzionalan slulajan proces

X(t)~ £(2) e regularan (singularan),akko integral

|1n det £(P)! dA
(79) : ﬂ2
+

KR

konvergira (divergira).

Za dokaz vidi [38].

Buduéi da je det P[filk= f] f:g[fjﬁ]% ,posto Jje
P[f%L\dijagonalna matrica , konvergencija integrala (79)
zavisi iskljucéivo od nosaca P[?xjﬁ.Kako je matridna spek-
tralna gustina Piijg jdentidno nula na intervalu pozi-
tivne Lehesgue-ove mere, integral (79) divergira.Sa ovim

smo uvideli singularnost procesa P[th.

7

III.3.3., Predstavimo spektralno slucdajne procese X(t),P[X]t:

(80) X(t) = ( S A 4z, (D), .e, | € a2 (2))
R R

(81) P[i]t = ( S o1t dzf(ﬂ),..., S e 1t dZiCA))
2 R |

gde su Zj(ﬁ),Z§CA) j = 1, r sludajni procesli sa neko-
reliranim priradtajima,takzvani spektralni procesi slu-

¢ajnih procesa Xj(t),P[XAIt ,j = I,r.Ako E[‘] shvatimo
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kao filter sludajnog procesa X(t) , S& spektralnom
karakteristikom \y(%)fEL2(fx),tada matridéni zapis

spektralnog predstavljanja P[i]t glasi

(82)  EB[X], = Sei’“‘ az¥(2) = Sei‘”‘ P (A) 4z(n) .
R R

Kako je dalje

E B[X]7 BX]_ - S e™*A P11 an - S YO x
R R

*
(83) x £.(2) Y@ ar

. . ka
sledi veza \P(%) £ .(A) b (2) = P[fx]?‘.Naravno, u
relaciji (83) T je transponovanje, A* je hermitski
transponovana matrica od A,dok je spektralna karakteris-

tika.xp(%) dijagonalna matrica reda rxT.
. 4

% D -
|TEOREMA ITT,3,3. () Y (A) —=—E___. ,zde je E
oznaka za Jjedinicénu matricu reda rxr.

DOKAZ, Kako je y(») £.(A) W' (a) ustvari

primenom relacije (41) dobijamo da Je

N I MM ] e

\Pnl(?\) 0 [f5;,(a) 0 | k\/nl(’,\) o Pn‘l[fll_% 0
) m ¥ . m = .l]1 )

IR (V1 B S e D | BN A C) 0o P Tl¢
inr ] ro 11 \})nr | ] nr.__
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: L 2
\*J:Q(%)! - P ;1 ,3=Tr .
| : ,

Uolidemo takode dinjenicu da je mnoZenje dijagonalnih

matrica komutativno:
.y - | -
(84) Ya) 2.0 W () = YY) 1,00 = BiE .

Pustimo sada da m = min(mj) neogranideno raste u (84).

J
Na osnovu teoreme III.3.l. i relacije (84) Je

D 5 ()
m— 0o X

(85) YOI V@) £,() -

Sto je ekvivalentno tvrdenju teoreme.

QcElDt

¥

III.§.4; Sada moyemo formulisati viSedimenzionalan ana-

logon teoreme II.3.2. o srednje kvadratnoj konvergenciji
-

odstojanja procesa X(t) od procesa PTX;t .Zadr?ademo,

—

pritom,sve dosadasnje oznake,

JTEOREMA ITI.3.4. Neka je o, nula-matrica reda rxr.Tada
ie
e B | ' = D
(86) E(X(t) - B{X! )7(X(£) - BlX}.) ——>Orey ¢

DOKAZ, Uocimo spektralno predstavljanje slucCajnih procesa
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X(t) i P[ﬁ]t koje je dato relacijama (80) i (81) res-
pektivno;zamenimo ih u levu stranu (86).Posle toga

transformisimo novodobijeni izraz:

E (x(v) - B[x] OTX(H) - BX],) -

B S o182 (a(z(a)-zE()NT g a1 q(z()-2E(A))
B

(a(z(n) - 2Z2ONT az() - ZE()) .

]

=
My 0
A~

Uzmimo seda u obzir vezu dZP(ﬂ) = ?‘(ﬂ)(dZ(z))T.Dalje je

na osanovu te veze

A ——

E (X(t) - B[X] )T(X(t) - BX]

o)

*. Erxr ""?:J(?"))*’

C T
- B || (Bppp - D)2 @z
R & P

Jer je (Erxr -‘%(ﬁ))T =E . ~\¥(ﬁ).Prema tome imamg

! ml 2 ) . -'i
gil - D] £, G0a0 0 ;
D i

|

| - om, 2 :
! O | \1!1 = ¥n_ (1), fop(2)d2
] B : |

Na osnovu teoreme II.3,2, sledi da svaki dijagonalni
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element matrice E (X(%) - P[Z]t)Tzi(t) - P[xjt) )

zadnjoj jednakosti podleZe proceni

2
8\ 1 - d(ii(a)\ Py () % - ~—0
0 k

za svako k = l,r.Po3to je m min(mj) ,8ko m neogra-

J
nideno raste,matrica (koju smo upravo malopre diskuto-
vali) ée se u grani&nom sludaju poklapati sa rxr nula-
matricom.

Q.E.Di

IIT.4., Padé-aproksimacija cross-spektralnih gustina

IIT,4.1., Neka X(t) = (Xl(t),...,ert)) r-dimenzio-
nalan stacionaran u 3irokom smislu sludajan proces sa
koreliranim koordinatama,tj. E Xj(t) %, (s) = Kjk(t-s)
za svako Jj Ak, j,k = 1,r. Kjk(tﬂs) je cross-korela-
ciona funkcija procesa Xj(t),xk(t) odnosno (Jj,k)-ti

element Kx(t),matriéne korelacione funkcijeprocesa X(t).

Na osnovu Bohner-HinZin-ove teoreme imamo da Je

1 -itA
(87) fic(A) = 5% \e o (t) dt .

A

Funkei ju fjk(ﬁ) nazivamo cross-spektralna gustina

R ks R R
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y——

sludajnih procesa Xj(t) i Xk(ﬁ), j, k= 1,r .

Funkcija fjk(%) je Ll—integrabilna i hermitski
simetridna.Te osobine slede iz istih osobina matriéne spek-
tralne gustine fx(%) ,koja je takode i nenegativno de-
finitna.

Pretpostaviéemo da je fjk(o) £ 0 .

III.4,2., Posmatramo formalni stepeni red cross-spektralne

gustine fjk(%):
(88)  £,00 = 7 3R sa g<is gk =TT
o

Kako je po pretpostavci fjk(o) £ o ,to iz relacije (88)

sledi da je fga’k) £ 0 .Zbog hermitske simetrije dovolj-

no je posmatrati elemente iznad (ispod) glawvne dijagonale
fx(a): fdk(ﬂﬁ = fkj(ﬂ) znadi da.fe

oo o0

(89) | 2 ij,kj ?\m - Z;flgk,j) ﬂm .

U relaciji (89) imamo konvergentne stepene redove,te su

ftjskj - f(k‘lj) .
n m

im odgovarajuéi koeficijenti jednaki:

ITT.4,%3. Neka je fjk(ﬁ) cross-spektralna gustina sta-

cionranih sludajnih procesa Xj(t) i Xk(t) .Funkcija

WL Cmdk(%) :
(90) Pna.k[fjk];\ = 5 oy 1 £ j<k=r
Dy




8o

se naziva Padé-aproksimant od rdk(a\) ,ako je pritom

+1

n,,+m.
(91) B, (M2 - Sy (2) = O JeIE ),

o) J

¢. (a) i D_. (2) su polinomi sa kompleksnim koefi-
oL - Pk
cijentinma, mjk"'l <Dy 3 fjk(o) A0 ,A€ER.

Jedna¢ina C_ (2)=0=D () ima reSenja jedino
n.
Jk Jk
van R.

ITIT.4.4. Neka je £ (A)~X(t) = (X(t),...,X (¥)).Matrica
£ (n) Je matrilna spektralna gustina viSedimenzionanl-
nog sludajnog procesa X(t).Padé-aproksimant matricéne
spektralne gustine £ _(A) Jje matridna funkcija P[fx__]ﬁ=
= (PLfyely dpgre

A ()%

(92) P{fjk-}};“ < »

m
—dk 1 5 Jj<k &r

Dalje, P[fjk]z = P[fkj];\ SVi P[fjk}a zadovol javaju

uslov (91) za razne stepene brojioca i imenioca.
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(IT.4.5. Prvo aproksimiramo i'x(ﬂ) sa racionalnim funk-
;i jama koje imaju konstantne brojioce.Autospektralne gus-
;ine fii(:\) , i = I, koordinatnih procesa ¢emo aprok-

3imirati preko

£..(0)
‘9% PO lr..] = Lt =T,7,
h

lok se cross-spektralna gustina aproksimira preko

£, (0)
‘91) P° [¢ R |- S 1 £ §<k £ 7.
_ n;jk[ i, D, (A :
ik
'EQREMA TTT.4.1. Neka je spektralna gustina f£,.(3)
dvoe smi ,
95) o <c§_i) £ £..(%) ¢ Ggi)<°° , i = 1,7 .
ko de Ij =[o<j,(533 interval na kojem Je P;J[fjj]g
trogo pozitivan i Ty = min(ly, py) , § = I.T ,dok
e b,:li nadstariji koeficijent polinoma Bni(ﬂ),:tada
aZi procena
(1)

5 . f£i:(0) 2n.+2 Cy 2

96 ) ,Bni(?t)l < "%‘i‘)_ + -g-l * i lbn.l
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DOKAZ. Na osnovu definicije Padé-aproksimacije spek-

tralne gustine fii(ﬁ)fvxi(t) reda (o,ni) , 1 =1,r:

5 5 2ni+2
(97) ani(?x)l £5:(2) = lagl™ = A ho,ni(a)
gde Je h (0) £ o.Zamenom vrednosti A = 0 u pret-

hodnu, (97) ,relaciju,posle kraéeg ralunanja dobijamo
da Je \aO|2 = fii(o) ;jer Je po uslovu Padé-aproksi-
macije an.(O)‘2 = lbo|2 = 1.
i
Posto Je fii(0)>-o,zato Je Egi[fii]az © na nekon
intervalu [diﬁ(bi] koji sadrzi origo.Uocimo pozitivno
orijentisanu, jednostruko povezanu,zatvorenu konturu Gi
u kompleksnoj A ravni. 2 i origo su tacke iz oblasti
3iji je rub G: .Tada je
IB (u)‘2 £..(u) du
1 n, , ii
h (A) = =

g 201 2ni+l
GE (?\—IJ.)

98)

12 osnovu Elliott-ovih rezultata.

Primenimo 1i (95) na (98),dobijamo nejednakost

b
By n (A) &

cst) S |3,, ()] ® an
i 290 1

2ni+1
G (2 -u)

99) = ol by, |
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Posredstvom relacije (99),iz (97) sledi procena

2n. +2 .
(1) 2
B, ()2 2 3300 + 2 7 e lbn

: £31(2)

Kako je spektralna gustina fii(ﬂ) ogranidena odozgo

na R sa konstantom cgi) ,Sledi relacija (96).

QeELD.

NAPOMENA YII.4.l. Ako je spektralna gustina slucdajnog
procesa Xi(t),koja gini i-tu koordinastu viSedimen-
zionalnog sludajnog procesa X(t),pézitivna ali ne i
>dvojena od nule u smislu Y.2.2.,tada donja granica bro-
jioca Padé-aproksimanta spomenute gustine ima Jjednostav-
11ju strukturu:

£55(0)

B, (A)|% 2 22~
nj | cgi)

Jva nejednakost se moZe dobiti iz (96) tako,3to umesto

>ozitivne velicine cgl) zamenimo nulu u tu relaciju.

II.4.6. Slicno trelem paragrafu prethodnog poglavlja

;ada ¢emo se baviti konvergencijom niza Padé-aproksi-

1anata.

DefiniSimo intervale IJ “|}<J’(55} kao u dokazu

.eoreme I1T.%.1.
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TEOREMA III.4,2. Neka je X(t) = (xlct),...,xr(t)) sta-
sionarap u S8irokom smislu slucajap proces sa spektralnom
zustipom fx(ﬂ) = (fjk(ﬂ))rxr ,koja zadovoliava sledele
18]love:

1) Ix(o) o -

2) f11(°)>'° na pekom skupu I, =[: STRCE ]
J a e P J[f g] Padé—-gproksimant spektralne gus-
:ine fjk_(k)-w

1im P[f ] = £ .(2)

m o= QO

@ skupu D = /\ (ka\(-rjk,rjk)) tadka po tadkaipritom

bket
e m = mln(mj) i

J
(n) 1l/n
| £1.7(0)
Joo) ji = 1lim sup ih S .
n = CQ 4! |

OKAZ ., Konvergencija tacka po tacka dijagonalnih eleme-

ata spektralne gustine P[fx]g ka dijagonalnim elemen-
ims fx(ﬁ) je dokazana u teoremi IITI.3.l1..DokaZzimo zato
onvergenciju Padé-aproksimanata cross-spektralnih gus-
ina ka inicijalnim cross-spektralnim gustinama,.Iz pret-
ostavke imamo da je fjk(°) £ o.Pretstavimo fjk(ﬂ) SV O~

im formalnim stepenim redom,koji se poklapa sa McLaurin-

vim redom doticdne funkeije:
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O (m)(o)

(101) £(2) = 71.(:1 k), m 2 -

Poluprednik konvergencije reda (101) je definisan sa (loo).
Stoga suma Zi; (m)(o)(m')"l 2 ravoomerno konvergira
ka fdk(ﬂ) na 1nterva1u ("rjk’rjk) kada n neogranicdeno

raste.Ocenimo razliku

S myyn, () | 2allegd, - 2 |

Ty
) zi; (m)(o) m ;7“ (m) [ -
Mi4 et 4 mkﬂ

Koristec¢i Cauchyjevu nejednakost,dcbijamo procenu:

it ;
ospeor JE3x° )[(.EEL YR (a) <
1 - Jal Tik g“‘a'nk
rjk
s up |f.(rier?) |
(102) < Oi‘b%gﬁ'l jkt jk [ (E‘.Z'i )m:j+nk+1 .
T 17| dk
Tk

Kako je zbog L,-integrabilnosti fjk(%) odnosno
m,

RBiLIJQJQ;

odstupanja spektralne gustine od njegovog Padé-aprok-

m 4 < n, ,Sledi poosStrenje prethodne procene

simanta.




Jakle
int £, (0. e%0)
O§t§2ﬂ'l ‘jk '-jk { _L?_\_L )2nk+1 < g (’A) <
m,,n
L _ Il Tk 7k
T
3k
Lt
s up |f,(r,e*")|
| ggj—;jk Jk in] 2ms+l
103) g o322t ¢ = ) s I
, _ A Jk
T oy
ko sada u (1o03) o neograniceno raste,tada gmj,nk(ﬁ)

onvergira ka nuli eksponencijalnom brzinom.Za svako j<k

e dakle evidentno

lo4) lim P.J £ ] = 2. ()

¥
a skupu (—rjk,rdk).Kako je pak fjk(%) = fkj(%),konju-
acijom (lo4) dobijamo odgovarajuéu konvergenciju eleme-
ata matrice P[fglaka odgovarajuéim elementima (ispod
lavne dijagonale) matridne spekitralne gustine fﬁ(ﬂ).

Sumirajuéi dosadasnje rezultate zakljudujemo da

lim Pif_1 = £(2)

M~ &0

r
1Cka po tadka na skupu D = [\(Ik{\(-rjk,rdk)). :

J,‘K-‘l

QlEiDi
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IIT.5. 0 dvodimenzionalnoj Padé-sproksimaciji

IIT.5.1. Na primeru dvodimenzionalnih sludajnih procesa
i njihovih matricnih spektralnih gustina se vidi kako je
glomazan aparat upotrbljen za Padé-aproksimaciju prili-
xom viSedimenzionalnih slulajnih procesa.Ako se radi o
ivodimanzionalnom slucajnom procesu X(t) = (Xl(t),Xe(t))
zde su spekiralne gustine koordinatnih procesa strogo
>dvojene od nule u smislu I.2.2.,(zadovoljavajﬁ (95)),
bada mozZemo dati jedan potreban uslov,da P[ﬂglxbude
spektralna gustina.

[ECREMA III.5.1l. Neka je X(%) = (Xl(t),Kg(t)) £.(A) =
. (fjk(ﬁ))2x2 i neka fii(ﬂ) zadovoljavaju (95).Neka_ii_

?Egglk Padé-aproksimant spektralne gustine fx(ﬂ) defi-
¥
1isan preko (93) i (94).Ako jJe

2 1£15(0)]3 (0) ems2, 5 ofl)
)e>2e ¢ 11 R —(-1-)-)
o fll(o)f22(°) ?? l 0y 8
(2)
- fap(0)  ,2n542 2 ©1
1o05) x( —c-gg)- + 4 5 Ibnel :gg-)' )

‘ada fje P[:#lﬁ mgtriéna spektralna gustina stacionar-

0% u Sirokom smislu,sluajnog,dvodimenzionalnog procesa
—3L-———-:T——-—————J———-—_——______________ i
[X] £ = ( P'_le t,P{XQ] t),sa neprekidnim vremenom,
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DOKAZ, Sylvesterov kriterijum pozitivne definitnosti
glasi: ,Matrica je tada i samo tada pozitivno definitna,
ako je matriéna determinanta,kac i sve determinante glavnih
podmaetrica pozitivne."

Posmatrajmo matricu P]:fx];\ = (P[fjkbzxe.Kako je
fll(a):ro po pretpostavei,na osnovu (96) sledi pozitiv-

nost spektralne gustine P[flj:]:h .Detereminanta P[filzje

det P[_fx]? = P[flﬂ?l Pi_-_f22]g - '\P[fu]n‘, 2

£11(0) £,55(0) £,,(0) °

- ERTITYIE
|3, ) By D[ [y )]

2(a)!2 - £,5(0)]? }Bnl(ﬁ)Bng(ﬂ)}z

g |

£11(0)f55(0)| D

12
2
By (M) By (A) D, ()]

)
Brojilac poslednjeg razlomka je pozitivan samo ako vazi

relacija (1o5).Uverimo se i eksplicitno u to.

Brojilac(det P{f_J ) = fll(o)fzg(o)]nnle(;\)\e _

X%
(1)
5 , T 1(0) 2N, +2 5 ©
- 1£1500){" ( _29.')" + 310 lbnl\ ;g'lT )x
f22(o) 2n,+2 5 c£2)
x( () +X2 ,bn2| :(—2-)- )
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Sylvesterov kriterijﬁm zahteva pozitivnost svih
leterminanti glavnih podmatrica matriéne spektralne gus-
’ine P[?i]% «Dakle brojilac(det P[fx]z) mora. biti pozi-
ivan.Primenom rezultata teoreme IIT.4.1l.,koji je iska-
;an u relaciji (96),dobijamo zadnju procenu.Posle kradeg
*alunanja sledi (lo5).

Q.E.D,

[APOMENA ITT.5.1. Ako se radi o koordinatnim slufajnim
rocesima Xi(t)ﬂ:fii(ﬂ) i=1,2 u teoremi III.5.1.,koji
maju spektralne gustine neodvojene od nule u smislu I.2.2.,
‘ada se donja granica od polinoma D (%) formira iz

(1) 12

105) zamenom o umesto i =1,2 u taj izraz.

obija se
2
f
166) b (25 T2
Mo (1) (2)
2 2

akle potreban uslov,da bi Pfo (n bila spektralna gustina

2ste (1lo6) za slulaj neodvojenih spektralnih gustina,ako

2 koordinatni slucajni procesi dvodimenzionalnog process

srelirani.

JISLEDICA., n12 2 nl + D,y .

h"’f

dste,keko Je Dy (2) - J_d A%, imamo da je [D (2)] 2a

E (Z:d ig""; -Dalje, B_ (2) = sz(l) m

J+k‘|"h ma0




9o

2n, . - 2n, .
e je an.(%)le = iﬁgl)?\ Z:( Zb(l)bkzlj) Al

o + k- m
2(n,+0,) )

rema tome ]B (») B (m)\z Z{?J AT ;gde je koefi-

ijent [bm jednak: {5m= Z:(Zb(l) {I])(Zb(z) [21).

\t+k' =M Hkak, Jtk=
dokazu teoreme ITI.5.)l. smo formirali brojilac od

3t P[fxla.To je sada u razvijenom obliku:

£12(0)2p5(0) |2, ()] % - [£)5(0)] B, ()3, (M)]7 -
2max(n12,n1+n2)
= Z:: E, A" .
=0

realnost koeficijenata Eq Se lako mozemo uveriti,

se formira od koeficijenata realnih polinoma [B_ (»)|Z.

i
;aviSe koeficijenti su pozitivni,odakle sledi ekvivalen-
y

Ja (1o5) sa Ny, £ nq+0,.U specijalnom sludaju kada je

m

o = Dy + N, imamo da je Em jednak

7 (£11(0)E,55(0)a T = |25(0) ]2 (T 7Z‘,b(2>_@7>

J-h“‘ 1 K"I‘?-'-J y x+7=i‘.

svako m = 0,2ny,

J.5.2. Uslove tipa (1lo%5) za tri i viSedimenzionalne
ucajne procese nedemo davati.Njihovo izvodenje bi

-akako nai3lo na velike poteSkoée i u E; sludaju.,
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I1I.6. Srednje kvadratna konvergencija

vektorskih procesa

ITT.6.1. Neka je X(t) = (Xl(t),...,Xr(t)) stacionaran
u Sirokom smislu,sludajan,visSedimenzionalan proces sa
neprekidnim vremenom i koreliranim koordinatama.Spek-

tralna gustina procesa X(t) Je matrica
£02) = (£33 (M )py 5

dok je korelaciona funkcija,matrica Kx(t):

Kx(t) = (Kjk(t))r}m .

U prethodnom paragrafu smo prodiskutovali Padé-
| i
~aproksimaciju cross-spektralnih gustina za koje wvazi
da Jje fjk(o) A 0.0va pretpostavka je vrlo bitna,jer se
Padé-aproksimant Pnj[f kw moze izraziti preko koefici-
x - JK-2
jenata formalnog stepenog reda samo u tom slucaju jed-

noznacéno.Padé-aproksimaciju spektralne gustine oblika

! g - - (‘v
f(%):hak ,keﬂw bi mogli vrsiti recimo operatorom I

rv ~
N £ 225 o 22K 0 2(0)

g2k

koji Je neosetljiv na izraze oblika yti. poseduje
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| ‘ "
neku vrstu linearnosti u odnosu na njih.Naravno, J

je Padé-ov operator koJi racionalizuje funkciju £(n).
Jjpektralnim gustinama tog tipa (koji imaju polinomijalni

jodir sa nulom u koordinatnom podetku) se nedemo baviti.

[TI.6.2. ViSedimenzionalni analogon teoreme II.%.2. za
iekorelirane koordinatne procese smo izrekli kao teo-

~emu I1T.3.4..Pretpostavimo sada da su koordinatni pro-
>esi sludajnog procesa X(t) = (Xl(t),...,xr(t)) kore-

lirani.

(II.6.3. S1licno kao u II.3.7. mozZemo definisati filter
linarnu transformaciju) visSedimenzionalnog slucajnog
yrocesa u visedimenzionalan slucajan.proces.Te ,nove"
ojmove Cemo prilagoditi naSim zahtevima.To znadi da
osmatramo tramnsformaciju A r-dimenzionalnog procesa
(t) u r-dimentionalan proces YEt) = AX(t).Tu trans-

‘ormaciju nazivamo filterom ako se Y(t) moZe pretsta-

iti u obliku

Y(t) = S‘E(t - 8)X(s8) ds
R
de je h(t) matridna (rxr) funkcija koja zadovoljava
slov (34) sa jednom izmenom: umesto konjugacije sada
aZi hermitsko transponovanje - g*(t) .Ta funkcija je

mpulsna odzivna funkcija filtera A.
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Fourier-ova transformacija funkcije h(t) Je

(107) H(in) = Se"it} h(t) 4t ,
R
koju nazivamo spektralnom karakteristikom filtera A.
Modifikovani uslov (34) je ekvivalentan uslovu,ako pri-
tom La(fx) ima standardno znaéenje,.g(ia)EILg(fx).
Iz spektralnog razlaganja (u matri¢nom zapisu!)

sludajnog procesa X(t)

X(t) = S et az_(2)
R

'je spektralno pretstavlijanje Y(t) jednako

(108) T(t) = Seiw‘ B(i%) dzZ (%) .
R

Korelaciona funkcija procesa'Y(t)fje
. *
(169) K(8) = | PR EGA 2,00 Kax) an
R
dok je spektralna gustina procesa Y(t)
*
£,(2) = H(in) £,(2) B(i%) .

Teorema Rozanova vaZi takode,ali da bi je primenili
prethodho moramo izvrSiti modifikaciju sa hermitskim

transponovanjem,
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TEOREMA IIT,6,1. Neka je X(t) r-dimenzionalan slu-

¢ajan procesg sa korelirasnim koordinatama i spektralnom

stinom koia je pozitivno definitna u nuli.Neka

e Ty
poluprecnik konvergencije formalnog stepepnog reda cross-—
_gektralne gustine f (ﬂ) ,definisan preko (l00),dok je
D = /\(ka’\(-rjk,rak)),@ je I, ,k = I,Tr interval po-
z itivnosti Padé-aproksimanta od fdk(%) .Neka dje dalie

P{X J¢ r-dimenzionslan slucdajan proces sa spektralnom
gustinom P[fx]g .Tada fe

(111) E (x(t) - B[x])T(x(e) - P[x],) —~ o

m—» O rxr?
1 m = min(m.) .

DORAZ ., Predstavimo spektralno X(%) i P[X]t na osnovu

~elacija (80) i (8l).Posle zamene, tih izraza u levu stra-

m (111) dobijamo

Ii

E (X(t) - P(X],) (X(t) - P{X],)

- E Seit“(d(zx(s\) - zP(a)))TSe-it“d(zx(a) - 28(2))
R R

12) =\ o) - 2Bon® ae () - 2E)
R R
pektralni procesi Zx(ﬁ) = (Zl(ﬁ),...,zr(ﬁ)) i ZE(%) =

P
(Zl(%)i"'tszﬂ)) sluéajnih procesa X(t) odnosno

e e it itz LA ey T T
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P[Xﬂt su u ovom sludaju korelirani,te vaZe odnosi
£54(2) dn

(113) >

R
m.

az¥(2) azX(n) - S 1[1‘ ;]] A

R

S 8;3(2) d2

R
gde Je gij(%) cross-spektralna gustina slucdajnih
procesa iXi(t) i PEX&]t .Posto pretstavimo slucajan
proces P[X]t kao rezultat filtera B na slucajan pro-

ces X(t) preko spekbtralne karakteristike kP(ﬁ)fiLg(fx),

-

VRN B CINCI i EN CAN OO Vs

Py (A2 Uos(3)  wee (9o (AN/Z

(114) Y= | L, ; ,
N (P (A2 (o N2 W (a)

* —

oc¢ita Jje veza
(115) sij(a)=<

(P DM (A) i Ay

>dnosno relacija
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o g O 200 i
(116) Pn;l:fi i)y =1 _
P54(2) £35(2) i £ 3

i
Cl.

Struktura spektralne karakteristike Y(a) se dobro
vidi iz (115).Kako je na osnovu Fejér-Riesz-ove teo~
reme svaka pozitivna funkcija ustvari kvadrat modula
neke funkecije sa nulama iz gornje kompleksne poluravni,
dijagonalni elementi spektralne gustine P[fx]a su ob-
lika \kpii(%)la fii(%) za i = I, r.Elementi van glavne
dijagonale su nestalnog znaka i nisu obavezno realne

funkcije,stoga,za njih vaZzi jedino osobina hermitske

simetrije i I,-integrabilnosti.Koreni u (11l4) su uvede-
ni radi jednostavnosti P[fgjxi posmtramo ih u smislu
Rozanova,tj. kao resenja jednacine - ((‘fij(z)l/z)2 =
=‘fij(%).Dakle,kao kompleksnovrednosnoj funkciji,
svakom gij(ﬁ) moZemo preko relacije (115) pridruZiti
spektralnu karsketritilu (w-.(ﬁ))l/e.

B
Napokon,dolazimo do

E (x(t) - 2[x])T(x(¢) - 2[X],) -

= ( S hij(?\) fi,j(?k) dA )
Q

rxr ?

gde Jje




27

r

-y F i=TF
(117) hy 3(A) = .
(1 - (g3 183414

Matrica X (a) = (hid(a))rxr je takode hermitski simet-

riéna,zbog hermitske simetrije elemenata hij(ﬁ) preko

iste osobine \Pii(%) i ‘fij(%).

Problem konvergencije Padé-aproksimanata je dakle
preko aparata L,-teorije stacionarnih slucajnih procesa
prebacen na ispitivanje konvergencije niza spektralnih
gustina odnosno niza spektralnih karakteristika,ta kon-
vergencija je ispitivana u teoremi IIT.4.2,..

Posmatramo matricu Padé-aproksimanata P[f#]% .
Element Ez?[fiiLk te matrice teZi spektralnoj gusti-
ni fij(ﬁ) na intervalu konvergencije formalnog stepe-~
nog reda gustine fid(a),tj. na intervalu (—rij,rij),
tacka po tadka,kada m. mneograniceno raste (mi<;nj),
na osnovu teoreme III.4.2,.Ako Jje pritom i = J = I,T,
odgovor na posmatrani problem konvergencije daje teo-
rema III.3.l.

Neka Jje Ik interval stroge pozitivnosti elemenata
sa glavne dijagonale P[fi]z ,dok sa m mozZemo oznaditi

min(md).Primenjujuéi rezultate spomenutih teorema na

matricu "X, (A) dobijamo konvergenciju tadka po talka
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te matrice na skupu D =/\ (ka\(-rjk,rjk)) ka matrici

k=

-nula matrici.
O = oper a

Na osnovu ITI.4.3. i IIT.4.4. imamo da je

m. m.
118 pidfe | o —2d = 18443558 .
( ) ni,j[ 1J]m Dn.j(?‘) 1 J T
1

Fksplici tna veza izmedu spektralnih gustina fid(g) i

(118),u terminologiji filtera sludajnih procesa,preko

filtera E je

m, . m; ;-
(119) ' fij(a)xn;g(%) N Pn;g l—fi.j]?« ’

gde je '&E,::?g(?\) ustvari Wij(a) za i =73 1
1
(kfij(‘k)}/g za ostale vrednosti irndeksa 1i,J.

Na osnovu teoreme III.4.2. je

(120) 1im P_*d (¢, 1, = £55(0)

za Svako A iz skﬁpa D.Zamenom (119) u (120) dobijamo
da Jje |

m.
R ) ——1 .

i mij > oo

Napokon moZemo konstatovati da je (111) na snazi.

Q.E.D.
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Umesto zakl jucka

Sve teoreme oznacdene Sa su originalne,kako

je meni poznato.Njih dokazujem.Rezultati prvog poglav-
1ja su u sStampi,sadrzi ih ¢lanak [}5] .Teoreme bexz
dokaza su preuzete u originalu (ili sa neznatnim,nama
nephodnim,modifikacijama) iz radova koJji su navedeni
ispod tih teorema (I.2.l.,teorema Rozanova i III.3.2.).
Originalan Je dokaz teoreme I.4.l.3taj rezultat je ina-
e veé poznat,moZe se naé¢i kod autora koJji su se bavi-
1i singularnim procesima ([3],[4},5251,[351).

Rezultati II. i III. poglavlja nisu obJjavljivani.

I.

U prvom poglavlju najva%nijim_smatrém.rezultate
0 singularnocj aproksimaciji regula;nih (i vice versa)
procesa sa procenom brzine srednje kvadratne kover-
gencije,kao 1 teoremu I.,4.3. 0 uslovima Jjednakosti
klase singularnih i klase analitidkih slucdajnih pro-
cesa.Da singularni procesi imaju primene,govori teo-
retski model J.Neumann-a o olujom prouzrokovanim oke-
anskim talasima.Na Zalost,rad W.J.Piersona mladeg :
Wing generated Gravity Waves,Advences in Geophysics,

vol. 2,Academic Press,1955,koji ga sadrZi,nije mi bio

dostupan.
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LI,

U lietraturi se prvi put u poglavliju II. treti-
ra Padé-aproksimacija spektralnih gustina.Zato je veci
deo ovog poglavlja originalan.Znacajnim smatram rezul-
tate o srednje kvadratnoj konvergenciji Pad&-aproksi-
mantnih procesa ka originalnom procesu na skupu D.EKako
se radi sa.singularnim procesima sa parnom ,pozitivnom
spektralnom gustinom,ostaje otvoreno pitanje Padé-ap-
roksimacije gustina koje nisu parne.Odgovorna pitanja
srednje kvadrate konvergencije takvih procesa mo ze
eventﬁalno dati alternativni pristup - umeto Padé-
-gproksimacije,mo%emo aproksimirati veriZnim razlom-
cima ili koristiti metode teorije kapaciteta krivih
(primena rezultata Mergelyana,Sianyana % Pommerenkea
o racionalnoj aproksimaciji).

NajvaZnije teoreme: II.2.2.,II.3.1. (koja se u
velikoj meri koisti i u III.poglaviju),Il.3.2. i
IT.4.2..

I11.

U ovom poglavlju su primenjeni .uglavnom rezultati

poglavlja II. na visSedimenzionalne slucajne procese.
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Neznatna se u0p§tenja rezultata teorema IT.%.2. 1
IT.4.2., daju u III.2. i I1I.3.3prektiéno uputstvo
za Padé-aproksimaciju spektralne gustine viSedimen-
zionalnog procesa sa nekoreliranim koordinatama daje-
mo u (75).Interesantne su teoreme IIT.3.1. i III.%.4,.
StozZer III. poglavlja je paragraf 4. o Padé-aproksi-
maciji cross-spektralnih gustina.Vaznije teoreme o
koreliranim procesima su III.4.2. 1 III.6.1l..Kako Je
parnost autospektralnih gustina i u ovom poglavlju
znacajna pretpostavka,slidéno kao u II. sledeéi zada-
tak bi bio aproksimirati spektralne gustine koje nisu
parne sa novim metodama - veriZni razlomci,kapacitet.
~ Pitanja o H-prostorima posmatranih viSedimenzio-
nalnih procesa su takode otvorena.

Pregled literature II.7. vaZi i za poglavlje III.
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