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Matematicka teorija sprovodenja toplote uzivala је оЈ postanka 
svoga 1 osobitu paznju matematika, te је ubrzo postala zajednicka 
oblast ciste matematike i teorijske fizike. Iz пје ве razvila teo­
ГЈја F о и r i е r о v i h redova i F о и r i е r о v i h integrala, а znatan 
юо radova, koji ве Ьауе tom teorijom, јша vise matematickoga 
interesa negoli fizikalnoga. Jedan pogled па prijegled glavnije 
literature о tome predmetu uvjerava пав о tome 2• Interesantno 
је medutim, Ја ве ba~ и pocetku razvitka te teOl'ije уеоша mnogo 
ocekivalo оЈ пјепјћ praktic.nih primjena. Кааа је Fouri е r 
вуојu matematicku tеО1'iјп primijenio па geofi:r.ikalni problem 
h1adenja zemaljske kugle 3, ta ви njegova ispitivanja, kojih di­
rektna prakticna Vl'ijedllost ПЈје mogla biti velika zbog nepozna­
уапја fizikalnih prilika и UПlltгаsпјоsti zemlje, docekali s velikim 
interesom geofizici '. Toga interesa ПЈје ПЈ dandanas sasvim пе­
stalo, i ako se sada bolje иујаајll teskoce ispitivanja gornjega 
fепоmепа. ТУ Thornso'n ,(Lord Kelvin) ве llZ ргimјеПll Fourierove 

I О росесјта пјепјm, koji datiraju od godine 1804., vidi: Епсу­
klopildie der mathematischen Wissenschaften. Bd. У. A1·tikel 4. "Witrme­
leitllng" уоп НоЬвоп und Diesselhorst pag. 165. ft'. 

2 Yazniji tadovi о matematickoj teoriji sprovodenja toplote navedeni 
sп p1'ijegledno и '.v i п k е 1 т а п п, НапdЬпсh der Physik, z,,'eite Auftage, 
Bd. Ш. Leipzig 1906. pag. 444. ft'. 

з ()euvres de Fourier, Тоте П. Paris 1890; 
4 R е s а 1, Traite de Physique matMmatique. 2. Ed. Тоте П. faris 

1888. navodi (str. 48.), da је slavni geolog ondasnjega doba Е. de 
Ве:щmопt pripisivao velikll vaznost ispitivanjll FOllri erOVll. 
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teorije, по polazeci od dl"ugih pretpostavaka, Ьаујо istiш pr·oble­
moт 1 ; Poincare је орвјгпо progovorio о Fопгiегu i о Thomso­
поуи ispitivanju 2, а Boussinesq је дао "slavnoj teoriji Fопгiегоvој 
Ыайепја zemlje" уеоша elegantan шаtешаtiсki oblik'. 

Osim toga se mаtешаtiсkа teorija вргоуойсија toplote bavila 
уес u ргviш росесјша вуојјmа јов jednilll рitапјеш geofizike: 
ргоblешош уагјјасјја tешрегаtuге п gornjil1l slojevima zemaljske 
kore. Роивоn se u svome klаsiспош djelu о l11atematickoj teOI·iji 
toplote Ьаујо podrobuo tiш fепошеП0l1l\ а i 1У. Тltоmвоn ро­

svetio пш је svојп paznju б. 

Ргј svеш tош сјпј шi ве, да se polje ргјll1јепа l11atel11aticke 
teorije spl"ovodenja toplote па ргоblеше kosl1licke fizike 1110ze 
zl1atno pl"osiriti. Теl"шi<'\kе pl"ilike опiЬ Clапоvа Ilasega рlапеt­

skoga sistеша, koji пiјеsп opkoljeni osjetllil11 аtшоsfегаша, kao 
sto је п. рх. zешlјiп mjesec, шоgп ве bez Ьipotetickih pretpo­
stavaka ispitivati s рошоси navedene teorije, јег псiпi li se орхау­
аапа pretpostavka, да је роугвјпа роsшаtгапоgа kOslllickoga 
tijela kгпtа i bez vlastite toplote, to с,е tешрегаtпга пјепа zavi­
sjeti 06to о оуа tri пtјесаја: а) od гадјјасјје Sllпса, kојп сешо 

llkratko nazvati i п s о 1 а с ј јо m i ро kojoj ве za bOl"avka sпuса 
паd hOl"izontom посепоgа mjesta povrsine dovode па tll роугsiпп 
оахейепе toplotne шпоziпе; --- Ь) од zгаселја tорlоtпih ,пшоziпа sa 
роsmаtгапе роугвјпе u iпtегрlапеtаrniргоstог, а taj сешо пtј,есај 
паzvаti ukratko r а d i ј а с i ј о Ш; - с) од вргоуойепја tорl~tпih 
шпоzinа ва роvгsiпе posmatranoga tijela п lljegovll llппtгаsпјоst 
i obratno, а taj сешо lltjecaj zvati k о п d u k с i ј о ш. 

Кмо su zakoni, koji regulisu ta tri lttjecaja, dovoljllo poznati, 
to је mоgпсе fOl"mirati difегепсiјаlпе јеdnасјпе, kojih Ьј inte­
gracija dala tешрегаtпгu odabranoga mjesta роугэјпе kao funk­
eijll угешепа. 

1 L о r d К е 1 v i п, Matheтatical and Рћувјсаl Рарегв, Caтbridge. 
2 Р о i п с а r е, Lecons sur les 'hypotheses cosmogoniques. Par·is 1911. 

pag. 209. вију. 

б В о U s s i п е s q, Pro.bIeme dц l"efroidissemeni де 1а сгоUtеtеГ1.'еstге, 
traite ап тете point de уие чпе l' а fait Fourier, тајв раг ипе 1':1е­
tliode d' integration Ьеаисоир рlиа simple; Comptes rendus. Тоте -130. 
(1900.) pag. 1652. 

4 Poisson, ТМогје mathematique де 1а сћа1еиг. Paris 1835., 
5 W., Т h о т s о п, РгоЫетв re1ating to underground temperatures; 

РћН. Mag. (5) 5. (1878.) pag. 370. - Lord Кеlујп: Loc. cit. 
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Zada.tak, koji sаш sebi pFi -izгя,dbi оуе radnje stavio, оуај је: 

да fогшiram tеdifегеnсiјаlле једnаСјпе; да proucivsi шаtеmа­
tie,ko оЈ;иае, koj.e паш stoji па raspalozenje, ispitam sll1cajeye, u 

kој.iща је integracija tih diferencijall1ih једnа.Сјnа mоgпса -
s iednom ујјесји: да sistematicki вгедјт i пsаvгsim za sресiјalШl 
uроtгеЬп matel11aticki aparat za kasnije kOJlkretne primjeJle. 

Uocimo dakle neko kosmicko tijelo kгпtе povrsi11е, а takovih 
dime11zija, da elel11e11at 11jcgove })ОУГ8ј11е, kojega termicke ргј­
like ispitujemo, шоzеmо smatrati za rava11 , o11da шога tempera­
tura и kojegod taeke tog'a tije1a и blizini роsшаtгапоgа е1ешепtа 
zadovo1javati ЈЉпгiегоvп рагсiјаl11П difeTe11eijall111 јеdl1а611п l : 

(1) 
Зи _ 2З'и 
-at -а Эх" 

gdje х оzпаспје odstojal1jt:j kojegodtacke tije1a од grauic11e ро­
vrsine, koj~ је вада zашiјепјепа rav11inom, и tешр'егаtuгп' tije1a 
п toj tacki п vгешепu t, ~ а' koeficijenat sprovoae11ja tempera­
tllre posmatra11oga tije1a. Оznасiшо li ва k SPOSOb11ost sprovoaenja 
toplote ва 8 specifienu tор1оtп, а ва р gпstinп supsta11cije ровша­
tra110ga tije1a, to postoji re1acija: 

(2) 

Temperatura granie11e 
пtјесаја, ра је 11а8 sada 
demo matematicki oblik. 

k 
а 2 =-. 

8р 

роvгsше funkcija је !1аvеdвпih triju 
najblizi zadatak, da Њn utјесајiша da-

Ро ргуош utjecaju, dakle ро insolaciji, 11eka prima једјnјса 

11eke роугвјnе и jedinici угетеnа toplotnu шпоziпп 7t1
• Ozna­

сјшо 1i ва 1 оnи toplotnu m11ozinu, koju sпnсе sa1je п јеdiпiсi 

угеше11а па роsшаtгanп jedi11icu povrsine, to postoji јед11асјl1а 

dql А 1 
--а;:г- = О, 

I Vidi п. рг. W е Ь е r Н., Ше partiellen Шffегепtlаl-Glеichuпgеп der 
ll1athell1atischen Physik. 4. Аијl. Bd. П. Braunscllweig 1912. pag. 90. 

* 
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gdje Ао oznacuje apsorpcionu sposobnost povrsine posmatranoga 
tijela. Velicina 1 zavisi, - llZ pretpostavku, аа posmatrano tijelo 
.nije opkoljeno atmosferom '- зато о relativnom polozaju иосе­
noga elementa povrsine prema ,ви:ЏСll; ра kakonam zakoni kre­
t!\nja nebeskih tijela odreduju taj polozaj, to је velicina 1 ро­
zпаtа funkcija vremena, а to си oznaciti ва: 

1 = l(t) , 

tako da је: 

(3) 

Kako iпsоlасiја l1е moze mti negativna, to је i funkcija l(t) 
ili pozitivna ili l'avna nllli. 

Ја зат se u radnji: по распореду сунчеве радијације на цо­
вршини земље l podrobno Ьаујо ispitivanjem funkcije l(t) uzev, 
kao sto ве vidi iz natpisa radnje, zemlju kao objekat јпвоlасјје. 
Ali ве 1l10ја ispitivanja mogu primijeniti па svako kosmicko tijelo, 
koje opisllje oko Вllпса Keplerovu elipsu, а to ви, dozvolivsi пе­
ZlJatna zanemarenja, вуј clanovi nasega planetskoga sistema. 
Tako паm citirana radnja с1аје sredstvo, аа odredimo funkciju 
l(t). Оzпасimо li ва Т vrijeme obilazenja (revolucije) posmatra­
noga kosmickoga tijela oko sunca, to sljeduje iz navedene radnje, 
аа је Љпkсiја l(е) periodicka fппkсiја ва periodom Т. 

Ро dгпgоm utјесајп, dakle ро radijaciji, neka gllbi jedinica 

посепе povrsine u јеdiПlсi vremena toplotullmnozinu _~2, Kada Ы 
posmatrano tijelo bilo арsоlпtпо сгпо јЈј, kao sto је bolje reci, 
kada Ы то savrsen radijator2, О!lс1а Ы гаајјасјја njegova bila 
regulisana StefallOvim zakol1om, prema kojem Ы bilo: 

(3) ~~_ - ~ Т4 dt _u о, 

1 n ГЈЈДС Орпске Краљевске Академије". Први раэред 37. 
~ О pl'ijedlogu, da ве ЈозаЈа иоЫсајепј naziv "apsolutno crno tijelo(' 

zalllijeni Ьоlјјш "savrsen radijator", ујЈј Р о У п t i п g, Ше Strah1ung 
iш Sonnensystem; JalJrbuch der Radioaktivitat ипЈ Elektronik. Bd. П. 
(1905.) pag. 44. 



(5) о PRIМJENI МАТЕМАТЈСКЕ ТЕОЮЈЕ SPROVODENJA TOPLOTE 1 Т. D. 113 

pri сети То oznacuje apsolutnu temperaturu povrsine, It ajedan 
konstantni koeficijenat'. Pri tome вто uzeli, da је temperatura 
illterplanetarnoga prostora, u koji tijelo radijira вуоји toplotu, 
jednaka apsolutnoj nuli. 

No Stefanov zakon vazi, kao sto ви Boltzrnann teorijski 2, а. 
Schnebeli, Lиrnmer, Pringsheirn i Kurlbaum еksрегiтепtalnо З do­

.kazali, эато za savrsene radijatore. Za nepotpune radijatore cini 
se da ви zakoni radijacije komplikovaniji. Paschen· dolazi do 
zakljucka, .da је zakon radijacije za takova tijela, bolje negoli 
Stefanovim zakonom, formulisan jednacinnm: 

(5) 

gdje ви с u е konstante, koje zavise о prirodi povrsine роэmа­
tl'anoga tijela. Sieg1 6 је te konstante odredio za razli(i,ite zemlje, 
kamenja, vodu i led, dakle za materije, koje Ьав u nмеm slucaju 
<1olaze u obzir. Prema njegovim ispitivanjima varijira eksponenat 
~ za te' materije izmedu vrijednosti 4'083 (za bazaltnu lаvп) i 
Vl'ijednosti 4'382 (za sljllnak), а koeficijenat с izmedu vrijednosti 
0'0389.10-12 (za sljunak) i vrijednosti 0'589.10-12 (za bazaltnll 
lаvп). 

Ја си и ОУОll1, sto sljeduje, пzеti п obzir jednacinu (5), koja 
za savrsen radijator p'relazi п jednacinu (4). Oznacimo li tempe­
l'аtигп povrsiue posmatralloga tijela, mjerenu и Celsiusovim ste­
реПЈmа, ва и" to је zakon rac1ijacije predstavljen lzrazom: 

(6) 

1 Koeticijenat (ј је za jedinice: gramkalorija; minuta i ст 2 ро 
ispitivanjima Kurlbaumovim (ј = 0'768 Х 10-10, а ро јврШуапјјта 
Ваuет i ~Ioulina (ј = 0'763 Х 10-10, odreden је dakle dоvо1јпош 
ћlСпоsti. Vidi о tome: К u r 1 Ь а и т, Ueber ејпе Methode zur Веstiш­
Пluпg der Strahlung јп аЬsо1иtеш Masse. Wied. Annalen 65. (1898.) 
pag. 746.; В а u е r et М о и 1 i п, La constante de 1а loi de Stephan, 
Јопгпа1 de Physique (4) 9. (1910.) pag. 468. 

2 \Vied. Annalen 6.5. (1898.) pag. 746. 
3 Ујдј СЬ wo lв оп, Traite де Physique. Тоте П. Paris 1906. pag. 72. 
• \Yied. Annalen. 49. (1893.) pag. 50. - Ibid. 58. (1896.) pag. 

4;)5. - Ibid. 60. (1897.) pag. 662. 
6 S i е g 1, U eber das Етissiопsvегшбgеп уоп Gesteinen, ,"Vasser ипд 

Ејв. \Viener Sitzungsberichte, Bd. CXVI. АМ. Па (1907.) pag. 1203, 
2 
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Ро trecem utjeca.ju, t. ј. kOl1dukciji, dobiva jedinica uосепе ро-

. а' . . l' у' dqs k' . vrsine u Је 111lCl vremena top OtllU ШllОZlllU dt' ОЈа Је, prellla 

osnovnim principima таtешаtiсkе teorije sprovodenja toplote \ 
jednaka produktu sposobnosti provodenja toplote k i gradijenta 

си 
tешрегаtuге --- lla povrsini. Zato је: 

ЭХ 

(7) 

Na povrsil1i tijela ukazace ве u иосепот lllОll1епtп poradi па­
уеаепа tri пtјесаја опа telllperatura ио , kod koje је ргidоlаzепје 
toplotnih illl10zina ka povrsini jedl1ako odilazenju. Kako prel1la 

d v • 'а 1 " t 1 у' dq,. clqg 
рге аВl1Јет рп о aze па роvгsшu ор otl1e пшоzше dt 1 dt' а 

1 · 1 . dq2 ' . . . d odi aZl top otna пшоzша ~, to се POBtOptl Је nacina: 

(8) 

ili, uzevsi u obzir jednacil1e (3), (6) (7) : 

(9) 

Оуа јеdl1асiпа ааје пат јеааn оа granicnih uslova, роtгеыlљљ 
za integraciju jednacine (1). Drugigranicni uBlov dobije ве п 
problel1lillla оуе vrste time, аа ве zahtijeva, аа ва rastucill1 ,1" 

11е raste 1t п beskC!nacnost. Tako пат isto i inicijalan raspored 
tempel'ature пе niora biti zadan zbog periodiciteta funkcije l(t), 
jer се ве poradi toga i temperatura povrsine mijenjati periodicki. 
а mi proucavamo вато опа stanja, koja ви toliko udaljena оа 
inicijalnoga momenta, аа па пјјћ ne пtјеС.е inicijalni rasporetl. 

Ispitivanje tегшiС.kih prilika па povrsinama kоsшiсkih tjelesa" 
lIeopkoljenih аtшоsfегата, геdukпје ве prema tOЏle .• па rijesenje 
ovoga matematickoga zadatka: 

Neka ве nade рагtikпlагпi integral U =f(i:,t) раl'­
cijalne diferencijalne јеапасјпе: 

1 Vidi п. pl·. 'У е Ь е r Н.: Loc. cit. pag. 80: Ш. (2). 
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(10) 

koji zadovoljava оуе gгапiСl1е ивlоуе: 

(11) 

(12) 

( za х = О 
Ј си 
\ AoI(t) = с (273+иУ - k ех 

{ 
za .х = оо 

u = kOl1acl1o 

р r i t о т е ј е 1 (t) Р о z п а t а р е r i о d i с п а f u п k с i ј а s а 
periodom Т, koja пе moze l1ikada postati negativl1a. 

Rijesivsi оуај zadatak, daje l1am izraz ио = ј (О, t) temperatUl'U 
povrsine posmatranoga tijela kao funkciju vremena. . 

Do danas пјје роаlо za rukom rijesiti naprijed izlozel1i problem 
u njegovoj potpunosti; аlј је moguce, kao sto се ве vidjeti ро 
опот, sto sljeduje, rijesiti ga п nekim вресјјаlпјт вlиСајеујта. 

Овјт toga је moguce razviti i za opceni njegov вlпсај metodu, 
koja daje aproksimativno rijesenje. Те си slucajeove sada izlo~iti. 

Prvi speciJallli slucaj. Insolacija povrsine је konstantna, t. ј. 

(13) I(t) = С, 

gdje С оzпаспје јеdпп kопstапtп. 

U оуот ви вlисаји jednacina (10) а 1 granicni пslоvi (11) 
(12) zadovoljeni izrazom: 

(14) ( С)-Е и = Ао с- - 273, 

koji kazuj-e, da је temperatura tijela kопstапtпа i u svim ровта­
tranim tackama jednaka. Оуај вlисај nastupa, dakako, u stacio­
пагпот stanju, t. ј. kada је posmatrano stanje toliko иааЈје110 
od :inicijalnoga, da јпјсјјаlпј raspored temperature u tijelu 11е 
utjelce ујве па posmatrano stanje јlј kada inicijalni raspored 
te~berature уес zadovoljava jednacinu (14). 

v1eoma vazan slucaj kosmicke fizike, koji odgovara gornjim 
pre~p'0stavkama, sluc.aj је srednjih godisnjih temperatura kao 
pos~edi.ce sгеdпјеgа stanja insolacije. Srednje godis~je St~lj(" 
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inBo1acije kojih god tacaka povrsine zemlje i1i drugihp1aneta 
naSega Buncanoga siBtema kOnBtantno је, ako ве pod godinom 
razumije vrijeme revo1ucije pOBmatrane p1anete oko Bunca. Za 
takove jedne godine тјјепја ве doduse gradijenat temperature 

~ па povrsini, a1i оп osci1uje pri tome в podjednakom pozi­

tivnom i negativnom amp1itudom oko vrijednoBti nu1e, tako da 
вн top1otne mnozine, koje za top1e po1ugodine Btruje ва povrsine 
tije1a u njegovu unutrasnjost, jednake onim top1otnim mnozinama, 
koje za bladne po1ugodine struje iz unutrasnjosti ka povrsini. 
Zato је godisnji efekat kondukcije ravan nuli, i оп ве moze pri 
ispitivanju godisnjih temperatura zanemariti. 

Drugi specijalni slucaj. Olan ве k ~; jednacine (11) moze za­

nemariti, ·tako da опа dobije оуај oblik: 

(15) {
zax=o 
АоI(ђ = с (273 + и)Е. 

'1.;0 llastupi опаа, kada је sposobnost sprovodenja top1ote k 
роsшаtгапоgа tije1a beskonacno ma1a, t. ј. kada imamo pOB1a ва 

роtрuлim izo1atorom top1ote. 
U tош је slпсајп jednacinom (15) уес odredena temperatura 

povrsine, ра пат ostaje вато da odredimo temneraturu и koje 
god tacke п пп пtгаsпј osti tij е1а kao funkciju vremena. 

Rijesivsi јеЈпаСјпи (15) ро и, ЈоЫјето temperaturu povrsine 
kao fнпkсiјп vremena: 

(16) [А "]-Е и = "7 I(t) - 273 = f(t). 

Kako је I(t) Ы1а periodicna fнnkcija ва periodom 1', to је i 
f(t) periodicna funkcija iste periode, ра ako funkcija f(t) пе 

postaje nigdje diskопtiппiгапа, to ве posmatrani вlисај вуоа! па 
k1asicki вlисај Р о i s s о п о у; njegove сето rezu1tate ukratko 
rekapitu1isati, јег се пат оп! piti potrebni pri isрitivапјu onoga 
specija1noga вlисаја, koji s]јеdпје. 

Izr·azimo 1! vrijeme t funkcije j(t) u 1ucnoj mjeri, pomnoziv 
2~ 

ga ва т tako, аа porioda Т odgovara 1uku 271:", onda mozemo 

funkciju f(t) razviti u F о u r i е r о:у red: 
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\1 2mт. \1 . 2mт. 
(17) f(t) = IX + ~ ~т СОВ ----тј t + ~' 'Ут SШ -т t, 

pri сети је: 

т 

т 
+2 

IX = ~ Ј /(t)dt 

Т 
-2-

т 
+2' 

2 Ј 2mт. (18) ~т = т ((t) сов ----т- t dt 

т 

2 

i gdje т oznacuje cijele brojeve 1, 2, 3 ... i t. d. 
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Granicni uslov (15) nasega ргоЫета dobije prema tоше оуаЈ 
oblik: 

(19) 

Ј zax=O 

tU=IX+~ 
. 2mт. 

у т SШ ----т- t. 
m т 

Integral jednacine (10), koji zadovoljava granicne uslove (19) 
(12), predstavljel1 је, kao sto сето ве оатаЬ uvjeriti, ovim 

lzrazom: 
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Stavimo li vrijednosti (21) i (22) u jednacinu (10), to vidimo, 
аа је опа zadovoljena. Tako su isto funkcijom (20) zadovoljeni 
ј graniclli uslovi (19) i (12). Zato пат она predstavlja rijesellje 
proucavalloga specijallloga slucaja. 

Tre6i specijalni slucaj. FUl1kcija 1(t) osciluje s malellim ampli­
tudama oko јеаl1е kOllstantne pozitivne vrijedllosti. U оуот се 
slucaju i temperatura u povrsille posmatranoga tijela oscilovati 
s malenim oscilacijama oko јеане srednje yrijednosti ио , ра 

zato mozemo staviti: 

(23) u = ио + t.u, 

pri (I,emu је ио konstantno, а ~и malo. Velicinu ио odredit с,ето 
kasl1ije. 

Granicni uslov (11) аоЫје вааа оуај oblik: 

(24) 
f za х=О 

~ 
U izrazu с (273 + ио + L\u)f је t.u уеота malo, ра zato то­

zemo taj izraz razviti u red i zanemariti вуе vise potencije· оа 
ди. Na taj nacin аоЫјеmо: 

(~ (273 + ио + L\U)E = С [(273+ttO)E + е (273+иоУ -1 ~и] = 
= с(273+ио )Е - се(27з+uоу-1 uо +с.(273+ио )Е-1 u. 

Uvеdiшо, kratkoce radi, оуе oznake: 

(25) 1 

оnаа је: 

(26) 

с (273+иоУ - со: (27з+ио)Е-l ио = - livo 

с. (273+ио)Е-1 = h 

с (273 + ио + AttY = h (u-vo), 

ра granicni uslov (24) аоЫје оуај oblik: 
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11 za х • :-OV<C 
1 Ao1(t) = h(u-vo) - k ~. 

Stavimo: 

(27) 
. Ао 

Vo + т 1(t) = rp(t); 

to ј е UBlov па povrsini izrazen ва: 

(2~) ј 
za х = О 

k зи 
rp(t) = и-т 'дх· 

Nas ве problem· вааа вуоај па оуај: 

(12) 

'. 

Valja цасј partikularni integral јеаnасјnе (10), koji zadovoljava 
uslove (12) i (28). 

Boussinesql је pokazao, ako јеаnа fпnkcija и (x1 t) zadovoljava 
јеапасјnu (10), da је ista јеаnасјnа zadovoljena i funkcijom: 

(29) 
k си(х, t) 

rp(x,t) = и (x,t)- т ех 

u stvari је: 

Эrp(х, t) Зи(х, t) k Э!и(х,t) 

ct эt h Эхэt 

Э 2ср(х,t) Эiu(х,t) k ЭЗи(х,t) 

Зх 2 Эх 2 Т эхз 

tako da је: 

1 В О П S S i п е 8 q, Redllction de certains problemes d' есhаllffешеl1t оп 
de refroidissement раг rayonnement, ан cas рlив simple de l' есhапft·еmепt 
ои du refroidissement des memes corps par contact. Comptes Rепdпs 
130. (1900.) р. 1579. 
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Э11(х,t) 2 Э~ср(х,t) _ 
эt -а Эх2 -

_~~{ Эu(х,t) 
h эх эt 

Эu(х, t) 
Эt 

2 Э'u(х, t) } . 
-а Эх2 , 

по kako је jednacina (10) zadovoljena funkeijom и (х, t), to slje­
duje, da је: 

(30) 
Эtp(х, t) 2 Э'11(Х, t) 
--эt-- а Эх' = о. 

Ako вто ргета tome nasli funkciju ср (х, t), koja zadovoljava 
parcijalnu diferencijalnu jednacinu (30) i uslove: 

(31) ср (о, t) = Vo + ~o l(t) 

(32) 11 ( ОО, t) = konacno, 

to сето naci trazenl1 funkciju zt (х, t) illtеgгпјl1сi difегепсiјalnl1 

jedllacillu (29), а pazeci па l1slov (12). 

Odredenje funkcije 11 (х, t), koja zadovoljava gornje l1slove, 
rijeseno је u predasnjem specijalnom sll1caju, 11 drugom. Razvi­
јето li dakle zadatu funkcijl1 ср (о, t) 11 Fопгiегоv red, razvivsi 
1 (t) u takov red, to dobijemo: 

Ао + Ао {1 2m" + (33) ср(О, t) = Vo + h ос 71: I,}тcos ----т- t 

т 

+Ao~ . 2m" 
h ~ у тsш ---гг- t, 

m 

рг! сеmп је: 
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(34) 

М. МILAN.КOVIC, 

l' 
+~T 

t dt 

'(т = ~ Ј I(t) sin ~j;" tdt 

l' 
2" 

ра је funkcija ср (х, t) data izrazom 

(35) 

(14) 

Funkcija и (х, t) odredena је diferencijalnom jednacinom (29), 
t. ј. jednacinom: 

Эu(х, t) 
эх 

h h· 
- k u(x,t) = - k cp(x,t). 

Оуо је linearna diferencijalna jednacina oblika: 

Эи 
эх- + Ри = Q, 
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pri сети је: 

h 
Р=-Т 

h 
Q = -т rp(x,t), 

ра је njen opsti integral predstavljen izrazom: 

- ( Pdx - (Pdx Г {Pdx 
и = С е'- + е ' Q е' dx . 

• 
Ро tome mozemo velicinu С staviti jednaku kojoj god funkciji 

{Ја t; по kako ве obaziremo па uslov (12), to valja staviti С = О. 
Na taj nacin dobijemo: 

(36) 
h' ТХ -ТХ h Ј h 

u(x1t)=- k е rp(X,t)е dx 

ili, s obzirom па jednacinu (35), 

h h 

( ) 
ТХЈ-ТХ 

u(X,t) = - ~ vo+~ 1 е . е dx 

h ( lt 1 V'l1~1t) 
Ао ух ~R Ј - т+-а т, х (2m1t t xVm1t) d 

-у е 1..Jt'tn е СОВ ----т - а т х 

tn 

h (h 1 Vm1t) 
Ао TX~ r -Т+7 т х. (2m1t t xVm1t dx 

--" е 1..Ј'(tn 8/ е sш ---гг- - а т . 
т 

Stavimo li, kratkoce radi, 

(37) 
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to dobijemo: 

т 

h 
А ТХ ,", ЈО -атх - т е 1..Ј"'(m е sin(bт-cтx)dx. 

т 

Kako је: 

+ sin Ьm е т sin СmХ dx Ј
-а Х 

Ј
-атх 

- СОВ Ьm е sin СтХ dx 

ра kako је: 
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Temperaturu povrsine dobijemo, ako II gornjoj jedl1acini sta­
ујто х = О, ра је zato опа predstavljena lzrazom: 

(40) и 

+ Ао {1 ~m { (~ + ~Vm,,) 2m" 
k i..J ћ 2 2ћ Ј / т;; 2 т" 1с а т сов -----гг- t+ 

т F + ak / т + а2 т 

+ 1 Vm" . 2m;; } + - ---г- Вlll -- t 
а т . т 

+ Ао {1 ~т { (!!..... + ~ 1 /m7t) sin 2т" t-
ki..JA2+~J/!nm+2~ 1с ar т т 

. т 1с.2 ak Т a~ Т . 

1 l/m" 2m7t} ---;;,-r ''1' сов -т t . 

Srednja vrijedl10st 1(0 temperature па povrsini, koju јтато ЈО:'; 

с1а odredimo, nastupa опаа, kac1a nestal1e trigollometrijskih cla­
поуа gornje jednacille, jer svakoj lljiЬovoj pozitivnoj vrijedllosti 
odgovara i tako ista llegativna. Zato ве јта ио odrediti iz 
jedllacille: 

V o + 
ili 

Stavimo li u jedllaCilli· (26) ди = О tt = Ио , to dobijemo 

Iz posljednjiЬ dviju jedllacina sljeduje jednacina: 

(41.) 

koja.odreduje temperaturu ио . 

V elicina ~ ј е prvi clall F'ourierova reda, u koji вто razyili 
fпllkсiјu 1 (t), }Ја llam опа zato predstavlja srес1пјu vriјес1поst 
illsolacije, koja oscill1je oko te srec1nje vrijednosti. Iz jedllacine 

+ 
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(41) sljeduje, da је srednja temperatura ио povrsine jednaka 
оп ој temperaturi, koju bi povrsina imala pri konstantnom sred­
nјеm stanju insolacije, u kojemse nе Ы pokazao utjeeaj kon­
dukeije. 

Uzmimo ваЈа - jednostavnosti l-adi i Ја msmo slijedece re­
zultate mogli lakSe pregledati -, da је funkcija I(t) jednostavna 
oscilacija, t. ј. Ја se Fourierov red redukuje па Јуа clana, Ја 
је dakle: 

(42) 2" 
Ј( t) = ~ + ~1 СОВ Т t. 

U ostalom вуе, sto sljeduje, mосј се ве bez tei3koc.a rasiriti i 
па opceni slucaj, kada Fourierov red јmа makar koji broj с.lа­

llоуа. 

Valja dakle u jednacini (39) staviti: 

т = 1 у'т = О. 

Na taj nacin ЈоЫјеmо: 

(43) u (х, t) 
А 

~'o + ~-1+ 

( 
h 1 11 .--;r). (27\" Х 1/7) 
т+а-Ј! т сов т t'-ar т + 

1 У'-;;­+а- т sш 

ро toj se jednacilli mozemo lako llvjeriti о ispravnosti ЈоваЈа-
.~ . 

nјјЬ rezultata. 

Теmрегаtпrа povrsine data је u posljednjem slucaju izraZOlll: 
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.Ао 
(44) 'u = Vo + z ћ + 

(20) 

+:' h' 2h V со 1 2Ј (~ t ~ v ; ) 2 .. 
сов т t+ 

. 12 + ak Т + ав т I 

+ 1 V" . 2"} а тsшт t. 

Pitajmo, kada nastupaju i koliki ви ekstremi 'ИтiIX i 'Итin gornje 
temperature ! 

Oni nastupaju za t = t], pri сети ви t1 korijeni оуе jednacine: 

(45') ( h 1 v-;-) . 2" 1 v-;- 2 .. - т+а: т sш '1' t1 +-; Т СОВт t1 =0 

ili : 

2~ 
tang т t1 

1 

. а 1 
по kako је prema jednacini (2) т = авр to ви vremena 

ekstrema data jednaClnom: 

(46) 
. 2.. 1 

tang т t] = h V Т 
1+- -

авр " 

Ekstremi insolacije 1 nastupaju za vrijednost: 

t = О, Т, 2 Т, 3 Т ... 

т 
t = 2' 

3 
2 т, 5 l' 2 ... ; 

ekstremi temperature па povrsini tijela nastupaju и ista vremena 
вато kada је а -:- О; inace zakasnjavaju prema jednacini (45), 

ра пјЉоуо щаksiшаlпо zakasnjavanje (za а = оо) jest ~. 
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ili jednacinom: 

итјn - Vo - 7-(
-т.х 

k 
Uzmemo li јоiЗ u obzir, da је а = авр, to dobijemo: 

(48) 

(49) + Ао Ао 1 
итјn = Vo 7- - + - ~l /======;=======. 

h h V 2авр )/I" a2s'p227t' 
l+т т+-џ----т 

Kada пе Ы bilo kondukcije, t. ј. kada Ы bilo а = О, onda Ы 
temperatura povrsine oscilovala oko srednje vrijednosti 

amplitudama 

Utjecaj kondukcije umanjuje dakle amplitude u razmjeri: 

1 : V1 + ~aspV~ + а 2в 2р2 2". 
h l' ћ 2 '1' 

о р с е п i s 1 u с а ј moze ве, kaosto вто уес spomenuli, rije­
siti вато sukcesivnim aproksimacijama. Zato valja, sluzeci ве 
naprijed izlozenim rezultatima - п. pr. zацеmаriv utjecaj kon­
dukcije ра upotrijebiv jednacinu (16) -, odrediti pribIizno tok 
temperature па povrsini. То prvo priblizno rijesenje neka bude: 

.~ ' .. 
U = f(t). 

Razvijemo li sada funkciju j'(t) u IЉuriеrоv red jednaacinam 
(17) i (18), onda пат jednacina (22) daje, ako u пји stavimo 
х = О, gradijenat temperature па povrsini: 
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ги} 1 I /-:rt{ \1V- . 2rпт: 
(50) дх х=О = а; r l' ~ т (~,. -Ут) sш --1'- t-

\1v 2mт: } - ~ т (~т +Ут) cos ----гг- t , 
m 

ра пјјте i jednacinom (11), t. ј. 

(51) AoI(t) = с (273+и)Е - k ди Ј' , 

дх .х=() 

mozemo odrediti bolju vrijednost temperature па povl'sini 
и = h (t); пјоте mozemo dosadanji postupak ponoviti, dok пе 
dobijemo rijesenje, kojega nas tac.nost zadovoljava. 





о :кинематичној симетрији и њеној примени 
на :квалитативна решења проблемli, 

динами:ке. 

од 

д.р МИЛУТИНА МИЛАНКОВИЋА, 

ВАНР. ПРОф. ·университеТА. 

(ПРЮlљеIlО на скупу А~адемије ПРИ110ДНИХ Наука 26. јуна 1911.) . 

I\инематика се може сматрати ва једну раши­

рену геометрију у којој се, осим просторних елеме­

ната појављује још и време, па је за то могуће из 

појма геомеТРI1јске симетрије едификовати појам ки­

нематичне симетрије увађањем времена као новог 

елемента. 

Ми ћемо у оној радњи да прецизирамо појам 

кинематичне симетрије, да испитамо све могуће слу­

чајеве 'гакве симетрије, да проведемо класификацију 

тих случај ева и да покажемо да се на тај начин 

добивени резултати могу употребити за квалитативна 

решења проб/iема динамике. 

Да би смо избегли сваку нејасноЬу, а ошrрије 

обеJlежили циљ ове радње, ИЗ.южиђемо шта разуме­

вамо под Rвалитативним решењима у проблемима 

динамике и покушати да групиmемо та квалитативна 

решења у нај важније категорије. Ако је при про­

учавању проблема кретања п материјалних 'Гачака 

- а на овај проблем даду се свести сви проблеми 
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динамике - могуЬе координате тих тачака изразити 

као Функције времена t, то онда таково решеље на­

зивамо uотuуним. рвшењем. динамичкога проблема, 

јер нам оно открива све особине проучаванога кре­

таља. Но у великој множини динамичнихпроб.llема 

није могуЬе - према данашљем стаљу математике 

- добити потпуно решеље, па је специја.llНО у 'ГИМ 

С.llучајевима, у којима су обичне методе динамике 

неупотреб.љиве, важно одредити макар неке особине 

проучаваног кретања. На.l13.жеље такових особlIна 

проучаванога кретаља називамо 'Квалитативним ре­

швњем., па према томе да .I1и се те особине односе 

на природу кретаља, на љегов стабилитет, на љегове 

просторне границе, на љегове кинематичке границе 

и.l1и на геометрИјCI·,е особине пута ља раЭ.l1ИI;ујемо С.llе­

деЬе глаВНG каТGгорије квали'гативних решеља у про­

блемима динамике. 

1. По природи својој делимо кретаља у cpet)eHa 
II несређена. Ако посматрани систем тачака после 

интерва.llа времена Т сачиљава исту такву консте.llа­

цију (т. ј. међусобни релативни положај тачака) ка.о 

и у почетку тога интервала, онда називамо KQeTaIbe 
периодичним, а Т периодом. Ако се при томе пете 

l,онстелације дешавају на истом месту простора., онда 

називамо кретаље апсолутно периодично, а иначе ре­

.lIативно периодично. Приб.llижује .IIИ се посматрани 

систем бесконачно једној одреt)еиој констелацији, 

а да ју у кона'шом интерва.llУ времена не заузме, 

онда називамо кретаље асимптотским кретаљем. И 

овде можемо раЗ.llикова'ги апсо.llУТНО и ре.llативно 

асимптотеко кретаље. Периодична и асимптотска 

:кретаља зовемо одреi)енима, а остала неодређенима. 

Одредити, према томе, природу проучаванога кре­

таља, значи одредити којој .од наведених К.lIаса Прl!-
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пада проучавано RpeTalbe, па TaRBa одредба пред­

ставља једно квалитативно решење. Одредба периоде 

т код пеРИОДIIЧНОГ нретаља може се сматрати као 

специјално квалитативно решеље, јер нам оно даје 

консте.llацпју зе време t = to + п Т где је to иниција­

.II;Ј.Н моменат, а п произвољан цео брОј. Исто је тако 

одредба асимптотног ПО.llожаја специјално кванти­

тативно решење које одговара вредности независне 

варпјабилне t =~. у многим ће е.llучајевима ква.llИ­
тативна решеља о.иогуhити на.llажење овакових спе­

ција.llНИХ Iшантитативних решења. 

2. Ако је I1рИ једном одређеном кретању једнога 
енстема материјалних тачаН8. Moryhe једним беско­

начно ма.llеним ИМПУ.llсом на j~ДHoj од тих тачака 

изаsватц таково кретање, I-.oje се коначно разликује 
од првога, онда ово прво кретање зовемо нестаби.ll­

ним. У многим С.llучајевима могуЬе је без познавања 

потпуног решеља проучаванога кре'гања одреДИ1'И 

да .IIИ је оно нестаби.llНО у горљем с r.ш С.llу, па та од­

редба представља једну нову категорију квалитатив­

ННХ решеља. 

З. Често пута је могуЬе одредити границу И3-

међу I-.ојих варирају дистанције посматраних матери­

рија.тих тачака; ако 'ге дистанције, које C~JaTpaMO 

33 II03ИТИЩlе, остају увек коначне '1'. ј. ако ниједна 

од ЊIIХ не постане нити равна нули нити бесконачно 

ве.lllIка, онда не долази никад до сукоба двеју тачака 

IШТII се иједна беСRоначно удаљује од осталих, па 

зато ве.llИМО да је посматрани систем стабилан у нај­

ширем смислу речи. Одређиваље тих граница, између 

којих дистанције 'посматраних тачака варирају, пред­

ставља једну нову категорију квалитативних решења, 

па Ье у извесним случајевима бити МОГУће ограни­

ЧНТII онај део простора у којем ее посматране тачке 
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крећу а не остављају га. У С.l1учају асим~тотскога 

кретања укавуј е се кадшто и МОГ

1
ћНОСТ да се од­

реде оне површи.не којима се посмат ане материј а.l1не 

тачке асимптотски приб.l1ижују. Ов категорију ква­

.I1итативних решења можемо обе.l1еЖити као одређИ­
вање граница просторних е.l1емената кретања. 

4. АнаАОГО пређашњем СJlучају обухватаhе САе­
дећа категорија кваJlитативних решења одређивање 

граtшца кинематичних еАемената кретања т. ј. бр­

вина и акцеJlерација. Ако је доња граница акце.l1е­

рације једне посматране материјаJlне тачке повитивна 

и.l1и равна НУ.l1И, онда је кретање тачке увек убрвано, 

ако је горња граница акцеJlерације негативна и.l1и 

равна НУJlИ, увек успорено. 

5. Путање посматраних тачака су често гeOMe~ 
тријски оБJlИЦИ !Gebilde), па ће сва кваJlитативна ре­
шења геометријске природе, која се односе на те 

путање, бити уједно и ква.l1итативна решења дина­

мичког проБJlема. Геомеогриј ске ре.l1ације о таковим 

еJlементима путаља посматраних тача:ка, :кров :које 

оне у исти мах ПРО.l1аве, да:КАе геометријске реJlације 

о истовременим тангентама путања ИJlИ - што из­

Jlави на исто - о моментаним правцима кретања, 

о моментанима радиусима :кривине, о моментаним 

IlО.l10жајима ОСКУ.l1ационих равнина итд. представљају 

- и ако је ив њих време е.l1иминисано -- ква.l1И'l;а­

тивна решења :кинематске природе, па нас могу- у 

извеснима СJlучајевима упознати са интимном при­

родом проучаванога :кретања. 

Ово су ГАавне :категорије :кваJlитативних решеља 

у проБJlемима динамике. 

Rи1iМt.атиЧ1iа симетрија. - Уочимо, сада, путању 

једне моБИJlне т аЧ:К1:} , :која се :креће у једној равни; 

одаберимо на тој путањи једну непомичну тач:ку М(}, 
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па означимо одстојање произвољне тачке М те пу­

тање од тачке Мо: мерено по луку путање, са 8, где 

8 може бити позитивно или негативно према томе 

на којој страни од Мо лежи посматрана тачка М, то 

ће геометријски облик путање бити ~дpeђeH ако нам. 

њен радиус кривине ~ буде познат као Функција од 

8. Зато зовемо једначину: 

~ = (о (8) • • • . •• 1) 

природном једначином путање, јер она одређУЈе облик 

пу'гање без координатног система. 

ТаЧRа М нека сада представља мобилну тачку, 

онда ће положај њен на путањи бити у свако доба 

одређен ако 8 буде познато као Функција од t: . 
8=f1 (t) •...•. 2) 

Једначине 1) и 2) одређују кретање мобилне 

тачке, при чему се не узима у обзир оријентација 

путање у љеној равни ни; оне се могу заменити јед­

начинама: 

8 = {1 (t) 

~ = { 2 (t) 
} •••.•. 3) 

које одређују облик путање ако се t сматра за па­
pa~eTap.' 

Означимо ли са m масу посматране мобилне 

тачке, а са P t И Р(Ј тангенцијалну, односно центрипе­

талну компоненту СИJlе Р, која на 'l'y тачку дејствује, 
то, су динамичке једначине изражене са: 

1 I ...... 41 

r.4AC LXXXV 8 
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Помоhу једначина 3) и 4) могу се из познатога Kpe~ 
-тања извести СИАе НОје га изазивају и оБР[t'l'НО. 

:Кретање посматране тачке назваhемо 'Хи'Не.ма­

ТUЧ1Ш сuметрuчно, ако је могуЬе одабрати једну ну­

мер ичну вредност to тако да су у исти мах задово­

~ъeHe обе једначине: 

за сваку вредност од т:. 

Према томе I:ю·:ове знаRове дајемо другим ко­

ренима обеју страна горљих једначина имамо четири 

разна случаја юше~атичне симетрије, па l1емо их 

испитивати свю·аI :за себе: 

1. Са вредности to задовољене су идентично ове 

.две једначине: 

онда се у JlУЧНОМ одстојаљу 

$0 

Сл. 1. 

80 = {. (џ 
од тачке Мо налази на путањи тачка 
So која има ове особине: брзина моБИJlне 
таЧRе: 

d8 
V = dt' = f' (t) 

има У'ПОJlожају So нумеричку вредност 
(' (toJ. Из једначине 6) О,ледује: 

',; ()' (to - т:) = - {.' (to +Јт:) ...... 7) 

ua ако у овој једначини ставимо т: -;- О, то добивамо 

{.' (џ = О 8), 
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~што значи да је брзина мобилне тачке у положају 80 
једнака нули. 

Из једначина 6) следује да су лучна оДстојањ8. 

мобилне тачке од таЧI:е Мо, која одговарају момен­

тима (to - Т) и (to + Т) а и радиуси I-:ривине пута­

њине који одговарају тим моментима ис'ги, па како 

то важи за свако Т, то се мобилна 'l'аЧI{а, ПОШ'ГО је 

достигла положај 80' у којем јој је брзина равна 

нули, враћа истом путањом којом је дошла у 80 и 
треба за повратак из 80 у произвољну таЧRУ путање 
исто толико времена RОЛИRО је требала да иа те тачке 

доу)е у 8о , Из једначине 7) следује даЈЬе да је брзина 

при другом пролазу у ПРОИЗВОЈЬној Т&'ЧRИ путање 

једнака брзини што ју је мобилна таЧI-:а имала при 

првом ПРОJlI1SУ, но противнога је правца. 

Овај СJlучај наэваћемо СJlучајем uдентuчне хин,е­

.матuчхе сu.метрuје, а Talmy 80 аМПJlИТУДНИМ ПОJlожајем 
ИJlИ ПОJlожајем симетрије таковога кретања. Таково 

је н. пр. кретаље TeJla баченога вер'гикаJlНО у вис, ако 
се не узме у обзир отпор ваздуха, ИJlИ кретање ма­

TeMa'l'CKOra KJlaTHa; у оба случаја је највиша тачка 

аМПJlИ'ГУДНИ ПОJlожај кретања. 

2. Са вредности to задовољене су иденl'ИЧНО ове 

две једначине: 

онда се у лучном одстојаљу: 

·од тачке Мо налази на путц.њи тач:ка 80 која, и,ма 

,оледеhе особине: 

8'" 
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што казује,. Дi'loрадиу,у, К,РЈlВине ,доетиэава. у тачки, В'" ' 
своју екстремну вредност. ";с, ',.; ; ,'):.iJ~ 

".~' - - . 

Из прве једначине 9) САедује, да моБИJlна тачка. 

треба пето ТОJlИКО времена да' из М дође у 80 ко­
.ШКО ИЗ 80 У симетрични, П~}Jlожај ,м.'" .,1;\ дифер енци­
јацијОМ те једначине добивамо једначину: 

11) , 

која казује да су брзине у тачкама М и М' једнаке. 
Поновна:'диференцијацијаiдаје: .. " 11 ,,;!!,;'!' ',:.:; 
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,;;fi";,lto;~,'EF~:~:f\f,Htbl;+~[~;:;:l:~i "):ai~l ;1/~ 
','H\-~:tТ'_; -.ЈН-НИТ· 

-,НН' ;t'~'li', .;'!' ,~',M.-:.!"tf~ j)Hl'tf(~~~MN,'} 

,';1;'", f,J';jtbi= ,q,,, "'"1Щ~ 
'у.' '~1. p .... lf,J 

i; .;: 

На ис'ти \сеОiiачин "моще до'ка~~,'~а:;:r"r~чки 80 

и.шчеэаваЈу СВИ пtР~~<1~\~еr.;~нцИјални КЙ~~ј~nТИ Функ­
ције· f1,a неlJарiIИ ФУНКЦИЈе {2 • Једначину12)мощемо 

';rtИСа~~Џ~i;,'t,:~об~~Й~Уi;::i:,)iiS;,,\i.јi. мј о'", ";'" <,' 

, . 
, , dV} " , - о 

~d' ,-:-, t " 
tn 

1 , ' , ' 

,'!. -' l' 1,' {" Ј' ·~~~J1"!l.1.il:';_l11·)' Ј.Ј .. ЭГ/{,';,;l v~Ш 

,што ::Казује да брзина моби.llНе 'тачке д()стизаваУ,II():" 
' .• ющају 80 своју екстремну BP~ДHOCT. :ИЭ'једначин~~А!' 
-следује да је у томе полощају тангенција.ша IЮМПО­

нента' силе Р, која утиче на мобилну тачку, равна 

нули, па је у томе по.ющају 'l'а, еила ,HopMaJJ.H~Ha. 
1 .". '{" ;' . , • {; -'. _ i i i:;1 i \ ,-.',;" 'i."~ 

c~;y:raIЪ!~, :"« ,:, ",с',:";::';';' """<,, '''''''''';1': ;,';:;:i;'; 

Овај 'СЈЈучај, у којемј'е пу.тањ~.~обилне ?-,ач~е 
.: '. _ -.,: , _." ~. ! . 1: "; '-" •• ; .- / • ; ' .:-; ~ • _:. \ ~ ", : • , ,\_ ~ ::'.;' , 

.симетРИчна 'према нормали тачке S~ наэваhеl\-!9 ,П<~-

враћено случајем нормалне хuнематuчuв симеЈ-р'ије, 
а таЧRУ 80 положајем симетрије т8.ков'ога вретања. 
Таково је н. пр. кретање теда баченогаRОСО 'у B~6; 
вајвиша тачка путање је ПОЛQщај симетрије. 

РО. Са вредности to эадовољене су идентично ове. 
Аве једначине;' 

{Ј:ЏО - t)~fJ (t~+t)r' 

{ 2 (to - -r) =- f21to + t)}_· . 
\ ..::.: 

13) 

.знак минус у другој једначини: значи, да j~ .. I1ут.а~а., 



,:'1, Аве R~ре,СПО!I;д~t>~јУl1е: та:'шё~ J(6'~K'~BHa на две '~po-
, тивне сТРюЈе.'-· ./;"" ,"",' "', 
';';i;ii:;ДагаНQ'Ј~ ,увпдети"да,~је: У(:О~О~;CJlучају:пуt8;ња, 
сим<iТР-ii~на.- пр~ма,' тангёiiти, у . тач~и В""која ее"на-

;';; , -С;,.Ilаfнi'.у • .IlУЧНО~i·одсТоја,ЊУ: 

, ]:",,:~o ,Ј."Но}' ~;H<' 
'\, ............... ,. ': ' ' 

i >:\' IU,:l;,t ~;l,:!'!j~j)i' "01"?~'i!i~~:(~~~/"~:':;'i ,,", ,';,?;',::: 

\ ' , Ди'Ф~реНцијацијОм'прве· 

, једна~ине:1;i(Аоби~а~О':~::,' .. :·· 

Сл. ::1. 
'''f1'; tt~~''r)''~f1'(to+'r) 14),_ 

. , ~". , ~ , ' 

што казује да симеТРИЧНИ!4 тачкама ... oдгo~apajy исте 
брз'йне' н'Оiritю'ГЙiшога;fJ8Н~Шi{,. РётаfiЉld', .. ћ~'f,€f:tо'рl1}ЬЈ, 
.' ,H~~';"''rt, ~<.:' ;:~'i'J '""'~'(',f.'~ O{~" 'l-'!:tti';Н!"У··~К"Ј YIO~:} Г~ "i.H.i,l)J\. 
ЈеДНаttИНИ~ 'r = О, то доuивам.О' ",',.", ',' ~, 

~'~l:u.'.:~~ '!:.~\ ;:':.i..;;~' I~_', .Ј, ;'.' '.' ';;'C.~)'!' ! ,",! <'Ј ~~1·1r· r 'l 



О КИНЕМАТИЧНОЈ СIl~IEТРИЈИ И ЊЕНОЈ ПРИМЕНИ 

;, .. '. у Ta:It~ ~f(i~~~'~:' Р,:;t~~'уС,,~р'~~,~r~~,:~К!,~Њ~Н~~;.,;с/~~ј 
.~Н~~' • .з,ато ~?~a.y Т?Ј Т~~R~,И Ц.~!i';Г:~i}~~е;~~~~ ~~1~!.f,~ 
мењати СПОЈ зна1;. '. .~ 

':ПР;~Дi;ОстаВI1мО;.Il~" ,,,. с;т:т:;"р 

"д~iсd;сиi~Р: 'ћoj~ ,: 
yiI1~~ lka' ;моб~lIi{ 
та.ЧRУ, . мења 1;O~_: 

, ,-,' , "i ; " '! , • f) f~ f., • ! 

. ти~~ир~? ,~~~a, /.;:'!\Ъ; 
мора њена RОМПО- . 

, :.:.'~ ~t ,: ~ o[·:(~ '. ~ ~ ':" t ; '", , l' ~': l ~. _ t.'"; ~ ; : Ј:,.· 
. ;!. ['." [' "1" 

(ЈА. 4, 
'нента Ppyili~.Il~~' 
. ж~ју 80 'би~и"равн'а нџи, јер MeH~a на т6мемеоту­
;вој' 'знак . Aћ~ јс'''брзина мо'б~IЛ~'~ 'l'~чк~' у riQ~ож~ју 

,., .......... , " .', '( ОО' ' •.•• ','. ! •.... '., .. 

SQRоначна;онда 'мора, sбог једнаЧlцiа'4 1) радиус'RРИ~ 
.'-) "1:', i ,;"1, ;,t,.;;f ~! '::I.~'.,' ;'.i;r":>~CH':'"·· ;Jtj Л)'. l~P;_:Jif.~ 

В.И,~е . пу:~~е,,~ ~~~N~I,~~r;;.~~~r~1! ?,~.~~O~~i~g~~~i~.Il»~~t;· 
тачка S Је ИНФАеКСIIона.llна таЧI{а. '. ..,. '.'>; " "., ... А 
, -, .. ?, ,. ;.;: : : ' -; , , ~ . ! ; ! ' i ~ '! ' : I • \ ~! , ,:.' .. " : ' • ,: !' !' I 

ДиФеренцијацијом прве од једначин~ 9) добџвамо: 
,. о" , 1:' .. ,' / 1:, " .• ~. ;' \'1··'i./~:'·; !'i;,; ·~~(!I,.ol~ 

1Ђј" .,\ 

што вазује да симетр~~ним lIО.llожајима ОДГОl!арају­

исте брзине. Поновна диФеренцијација Даје: 

f 11 (t _~)i{.'i~ I "'(t~'i+;i'i', ~.J! ,Уј;;: Щ;;; 
1 й~. "'::" ~ :; •• '>1,"';:; '>"_PV 5?J-;.. 

па С;Г~Б~NО JlIt: У;. ~БР~ ЈМI!аЧIЧ~!!' 5 . ,~~O,'l T-:Q,'~iО?е.в,~~~' 
f 11 (t )=0 18) , 

'1 ~ .r·t!J fp i-':i_~tlf-.'/ Т! yl\f!tT .ffllr ~~! >.f'{~\ Пf .. (ЈМf·,чt1ftt:.,.tnrЈ, 

зато - исто вао :Iii'Уеlђ.УЧајУ)20,~.;А~ьтиз,а:Й~;.б:Р~~ii'~. 
моБИАне таЧ~~I' '~Y- .~9л,~r~iY',~)s~· i~,oj~\eR~Tpe~[~Y·.B~p~~ 
дност,. а та~геlщиЈ~~~~,ВО~~Оl!е'НТ'~{i9~~,е'~'1ИlЊЈt~,,~~~.r 

~!:л~е : i~;:I~f ,1Zу;;!~~,;~~r::;Ј:Л;:Ј;:!Јt~~~~· 
жај .IlаБИ.llне р'авн6теж\е мобиJi~е ,т~ч~~.I~ .. /.!~J;\'.::'.t~. 
':, .: ОБ!iјс~У~ај. H~JJ;ab~~.Qj џ,o~p~ђ~·Цp;§~y.jaД~~~,~~~. 
сион.а.А.н.в '/{uнвма~~~Н,в-vР~.IIf;вТ1!uјв~.". ~" ,~.I1.<;>1;~R,ЩЩН~4~у,-



-!'-, ;"1.1 :.:<"!:-:.,U:-ј'l /Н '.:;!:!:'~tl~: t ,< It;: t-;,t.! ~:"ll~"M ~~ .. H~i: j~-! .: 

'·~таЧl,(у~о~п.о~g}каЦ~~ ~и,~етр.ије~т~щч~()Г,а.~ре~;а.!Ьа;, 9~a.j 
~"~АучаЈм~жеJtн~Ь~~т~ .. ~:чпр.' при ~:ip:~~~i;Y"~9~;~He 

1 ... ,' _ •. ~ ",:.f.)i,~~ {'o.~;;,~ ,ј-,< ћ :'~'i-<-ч~Ј,,:Н~. 

-тач:ке' nРИВАач~не!ОА 'Ава ЈеднаК9:,ЧIt~а:'7,~:rР'f\*~,И9f н:а 
"",; . ..ј", ~ ()#tn"C.,~~ \"',', ,Ј "ij.~, ) ~'1 Ј! 

цeHTp~, каАамоБИАна, тачка п рођеIФQ;f,ЦР4рщаИ:Ш9Је 
ff\ , ." •.. ~ ,_, ~t: .. t·.t"i.'::,:«S:·'·~$,),r",t~~.--- ио јјЈ"''' 

,АаБИАН~_'~,~~~~~~_~~.':,.:' Ј.: :~~~KY KoJ?i;~,rr~aJ~~F '~;Я~,~-
ДИНИ између О}Q~~атракцИ!:щ~~ цеН~Iff!'i;'Ц,iрtit. (f;'IPl,,'1' 

Даљих САучаЈева кинем~;,~чнеНtSfl:rе:gш~ :1~Ш1:а, 
ако се преДlюс'гави да се. МО.БИ'JlН~';~Ћ~~1~fа:Ј'\*R,~Ј~~Cfg~А 
утицајем СИАе 'која се ко}{тинуирн..9"~~н;>~,,,~е~. "Пм.а 

.би. пу~~~а ~.II~а.:~и~~~~~ч~~, 'lRе~,?ii~>~fН;?ј;}зр~~рј!;~?Ја 
,НИЈе ,НИ тангента НИ нормаАа у тачки симе~рИЈеSо, 

"~o'iiAa '~~' пута'ља' имаА~' '~/ тој'; ~а)I~Йiј~'.а:~Ц~Н~'б,:SЛiо' 
" . , '.,.~,.. ~!."j ~ ,.~, ,I:!::'J',;~I':! " • 

• ~IIа';l~., да, ~ ,би ,~,t;>би~на '!lаiЧК~ ~Р:?i1i~1~е~и,), ~j?'~J! таЈ, '1П~­
'-Аожај мораАа би~~ ~~Jlот~'~~1Ј~~N~~Ј~r,?f~еt~та~оЈДРl1,~" 
_ но тај је САучај ИСRључен горњим предпоставкама • 
• ' ,. •• , ••• , О' , • ',;. • .' ." ; .' ':.1. ~: >. , .:" ~.I ..... , tJ '.~ }>i ~ : '. ~ :.Ј' {: ... ~.i" 

ПОАожаји симетрије стоје у уској веэи са хине-

-тичном енергијом ИАИ живом, СИАОМ моБИАне тачке 
\ о" " " f 

l.ao што иэ QJleAehera QAeAyj~. 
ДиФеренцilјацИјОМ прве ад једначйна 5) ~Aeдyje: 

11 (to':":'; 'С) { 1 ' (t~ -'t')i...Il(tо + ,,;)'(/ (to + 'с). "-; 
, , 

Rвадрирамо АИ ову једн~чину И узмемо АИ опет у 
-обэир једначине 5), '~годобива:ио: 

,.а поновном диФеренцијацијом, ",' " ," .' ; :' ,,' 
;' -;; _, о- с __ , 0.:- _,.~, ~'r ~:~ .. ~ .••.. ~ -..~" :#.,.'- .... -<-f--,.>,.,-.,~;'" 'vj ',{,:::- •. ".(" ~ "~ . 

( 1 ' \to~irf'fl"(to'-''t')' ~fl'(to+''t'j1:'' (to'+i»'-) 
• ~:.~,:/J' t -1 .,._1:.!.'~~~;~·~ ~.1;~-~.";z:.i{,i;.-';,: ;,.~L\",i!·.;r';i-~ .. ,;:~;~ 

--.ставимо 'АИ У 'Горљој' једначиниt ;0; 'то ;добивамо 
,~'.~ <~ ",о _ '\'.:~';: ,," ._ .. ;- 'i. . :';",с:;'" '.4:'~i.':~"~));.) 

f1 (џ . f1 (џ = о, 



КОЈа једIЙi.Чина "ка.зуЈе Аа:;је!!'уi>Ђ'аХОЖај.имаf,Ј~;ЙМё.;; 
·трИје'И.liи :'!! 'Ј '.'" i,,·,·.,<i+!:i'i;r";{ 'HT;()!~ (;;;"~J'.~ I1:!,s{l.З 

. 
(.' (џ = ,Ој, =":7 ~. ':". (-; - f:- я ",Нд 'jl 

или: 

,~,'1}"{'\\I(\>~i,"-1 ј\ !.~;,;\' 'ff~"','(t~) =.'d~~P"(.I.~) T·L)··;5J. хы'1\ 

';;'(Ј:-: ~'!oi~Hf':_J'·l·l'j.;,~: 1;1~: !!" i:',ni'f1:~"'! '(\Џ.';.НРЏ j>:H.j;-rt)tl~'f 

,'~,'.IЧа nP!3I1~~A1[J.~~~9.~ ~щ~~з.~~f'.јУiЈ!; ~I.ЩЈ!~Щft.р~~,;;fIo 
.~а,;Другим; ,k~'ОВИ ·.ПаРЦ;и . и:ЗЦР,ll,~:'~У~КД~~ј ЈрУ;ЯQ.О(\<Л­
жају симеТР~Iје. ГОРIp~јеАI:ЏI~~>ИJ;l .. е,Ц.f!.iJУ.iу'ii11I!~9))~д:;tје 
оу. ЏQJlожајима оим;етријеИАи:бр~ина МО.би;лне/г~~~~ 

1еднак;:I. НУЛИ,илињ~на акцелерацИја";ЩТ.(\,,у ;oq!~0(l9i~' 

следује СЛJI~~~дtџ,и; И:. ,цзџређаџцьи;х ;Щ'РflТ1:i~~Пi~, !л.д~ 
~y, ,сва, че'гири олучајакинеметичнеои~етрије ИОПи:-

тивана сваки за себе. ,'!т')'(),; ":'<1;:',: 

:),,; Яинетцчна" ене РП1jq. ·.моБИ.iJ.Не ; ,'f.::J.:ti,l;>er i:~о(}тизава 
;с,џоје еК.стремде -:џредночтн .,када .је,),! 'i' -{Н, .'!f'J:: :Н: 'Ю 

,!:'}, 

dL 
cz{':;= о 

dv 
mv-':-'-o 
", dt .,,с <-, 

; 
.,' 

" 

, 'Ј i 

dv " . ,.' 
дакле нли v = О и.IIИ dt = о, т. Ј' Еада је такође или 

-брзина моБИ.IIне тачке или њена акцелерација равна 

.,нули. ~aTO ,моще.мо ·да, кажемо:" ,')<ii,; ;,,'о;,.'!,' ,2;;, ;; 

Нинетична енергија моБИJlне '~~'I.Ke ;-,Ј.оQТIi?ава ;у 
Д9JlОfRајIщак~не~Iа:П~ЧI:l~ОI:IМ~ТРlIј~,(}в.оје ,~Kf}TpeMHe: 
.вреднос'ги.,' . ", о; ,:i'" ,,;; /;:(i' ,t;J,~:;i <С 

, Прола3ИЛИ".~щt5ИАнацро?најм~Њ,~, <)~a,"ioiop/(':?ja '; 
:1;'.u~еЩl1'1,~~,~в; ;~Џ'МJ~TPy,jc, ;:ЩIД8.. ЈЬiшо,~ретаiье ,до;t5ива 
- као што ћемо видети --,. ,пеР~О~И~'~Џl.;Кlч~а~:rер. 
{)СО9ине, та,ково!,а кретања заlЗисе ,Од.,ТОl'а,којцма,олу­
чајевIiма 'Rинемати'чне симетрије," пр:ипадај{та/два 

~,' ,. -. " .. " -'. >i: \ -," ;- ,,; t 

:ПО.IIожаја, '. па ј е' број СВИХ могуЪих' комбинација 'AlIajy 



.!' ~ - '. -" ~ 1; .'- ; , 

,.,И:А~ају;).оf\Ј ~.Qi;џ~ата '( Ч~f]IIfЩ, Qf,?'(tl;?-јr,.';!';ЈfI.Rbl; ;ч;еМ,Уј,~е 
сва:ки СJlучај може :комбиновати'~ са саМИМ"ј ~~брм,;~т~ 

" l' ,'. ~, , " ' 
једна:кт 5 Х 4 = 10., 

~ - .. ' 
Тих' десет СJlучајева uериоричхих џ симетричних 

. ." , ,.,!,' ,; -'. '. 

-кретањаможемо груписати у три :категорије' :које 

hемонаввати' оСЦИХаЦиона.; цирку:"ацi1'она:,и YHДYA~­
циона кретаља' и }~oja ЪёМОI~СIIi1татисваRО"за себе. 

QСЦИJLациойа," кретаља 'м'оби~i~ Ta;ilie':c~,fb~a:'Ba 
која се 'може' доказати" да м6БIIJlна" тачка' ПРОJlази 
RрОз;·два.lIOЈ10жајаТ]·иДенТИЧiIеkинематичне:'с~меТрИј~ 

ИЈ1И барем Кр03 ' један' ПQJlожајиде:нтичне' :кндема­
тичне симетр:ије 'и ;joiI1 i бареМi:'једаН'h6ложаjt'ёЈм.:еi:.' 
трије друге 'врст(С '.<)(,.1,;, ;:;; ЮЈ.f"I1:Ј йi.f;~Н'I'r, 
,-;;:;: На"тај"Н'ачЙ;н k'б~;{настii'ТИ'i;с~'е'iеh'е\:iI~~'Щ;иl!вр'сте' 
ОСЦИЈ1ационих :кретаља,' Rојих" су' путање·;и: 'ПОJlожаји 

симетрије у СJlИЦИ 5. шема;r,СКИ представљене. , 
у тој сЈ1ици су ПОJlож~јil. ,иден'г'ичне ' Сliметри}е 

0значени са 81' HopMaAHe~ c~:B2> тангенцијаJlне C~4~" 

.' .• ";"'" . "" '1' " '., С,, ,.,;",.?fi,,'»,"" !",·",.i •. ~".' .. :rF,·'.'f,.!T.il,"""']" - - "'.' .ј , . "'. ~ -',,- _ v 

а: IiI;IФ~.е~,С!lона!lне:,~& ;~~~i?I'.а;<0Е!Наiitе'~~/iУЦ<,)ТР;4:().џ!\W~ 
·ИЈУ:!ОiеДећиll;:~РЏlRаМIi.t,ј;::)9t:4'(Ј!~~(lЭ:Н~ Ј;НП1ТfЈПП:;{ 

6~Шti'ТаЧ:~е ;s~',аr.:зз~\,~~ТrJI:ОУ~Р~Ш.уј~:'I;а;lf:;r1СВЙМјр',~{fi:.у:qа­
јевима имамо ПО два' 'ri()Ј10жаја . идевтичне;Т'ј(инеМ)iЈ;' 
"i\piчи~' 'ёИМёТРИје~!!Ие'Rа('Q~е:1Тё-!iiаЧRеЈlS1f'Уi:оваRЬМ од 
''i;''ciiifiii:хtti6А~ч~ј~;it)~ХГ6ьii~'~ј~§t~:rt~Р~Мётрймitјi'lБ'~~ii1.' . 

" .oцa:a~ jie:JUp'e-'Иа-ЈЈј е~ttltчинам~t:61~ tl '}}l4'{',il:i . Ј:,.ј,:ц)" о\.вЯ· .-

.-"f':~)f~I(i'llјО" lј')'Ю'Гf·r"г{!t 9;E~' [lЈО \:Е.'. А. иЈf .. ·.'·:}·· ii в·'<.нн.' ,jip'l' t(H~{jQ. ".С:.'. 
, • /L.," '1: .L О. '1:,. [ l'.L ,,'1:/ , .•• ( ,.Т 'l:1,~,,, 

~~p.,.,., .,,. v""'; ~1J,.i:.'1-!l ·(~t·J., .(;';'Jf1"-·T'~) ·~1·1~~1·i"'II .. )ii["',,!"'" ~1i";"'t,Јi4Dtлр 

.• {' It "";":'.''l:i '':'':': '1 (t' '±'f( .[ t" (t '-'::'il ~'f (!' ':t'~i' 
У;.Ј',,;т2 дrС}ШЕН'Ilm:~6ћ ~u,;r'Н' ... .у, ~п~~ JvqQ ~)(-l;l'I2 ,.Rtt:)f{О't.ОП 



О 'кiПli"мА!l'ИЧНQЈ, QИМЕl'рiыи; И'ЊЕНОЈПРИМЕНИ 
-",..,.~~".."..".,.,.==""=,,,,,,,:,:,:,:-,., " '~-"~~::'._'~-' ~,- :_.. . 

OB~ јеДIЩЩIНЕ},~ 1I11~;еi,з~,:рва~~,:'l:r·'9;Q'f!,tВ:~Щ9!.д.!i"х AJl!e-
.IleB~ од горњи.х" :Ј'една,Ч",ина':' <.::; ! :{,' {: .... " :.~. ;:,'~,\' ,-о ,. 

l = t1 7 ',Џо + t, 
то доБИвi..м'ОједначИне 

".' '. . 

;:'"".1 

fl'(t) = I 1('2to 2-'t).",' -fl'('2to - t)~ ј; \t,-h'2 (t. _\ЏЈ 
, , 

{2 (t) = {2 ('2to - t) (2 ('2to ~ t) - {2 [t'+ '2 (t. - Џl 
< • '. ," ,. .1 

и.Ilи ако ставимо 

.. , . ! ~ ,~: "' - ! '\:; ;! ~ :.; -"~ о" ~~_:) ~ :'; ':/ :"r ;:~'-tj ,,! 

v >, !Ц()~~: ј'~i4П,~~!f/t-{е) Л!~~!),~ '~j~~! ј ~fR\~TI:1~{3" ,,~?~tJ;A~e­
"та.ЧRе iIери6дичн6' 'алепиода MV је T.-Мо6И.llна тачка 

"'j~~! .!~;it:,-};t; .,)11 ХНН.Н~l·Г{Яf}~tН~Н Vi.C't~~ ~'IHt!'!·:~H/.N·1 ~';~H) {Н,. 

",чСАИ.ll~Щ~{ ;p~, ,rвНј~јi:Л~Ј~~~~;~:i~~~,хЈ~:в;~лr,~~р~~~~,~м т 
. ОДI'оварају }N+.mнm"i,~~с1\~;,Jf"f!-еr,~lf!1f[1iмР~'~N~'~f·,14~Т~~наЈ''' 
"C~PP!' ,~A,8;TH8; 'п?, РNнт-М>,~ЮlВ~М~ j~ ,JlepP!e~~VTaHaT 
ове врсте кретања.;· """ ' _ 

};"!,,,';"\; ~'"~}~;;;~:,~; '~!! .~':fi;;~ir\,::t ~ .. ЕС~;i:)f·.Н·.ј/;. ~J·tjjiu--f;~"'''' \~!. j,:;',-r~If}(1'ЈН 

,\\-;;rџ~!с~~Й~1,r,~~~~~~,if~~~~~f}'~9Wt~~;r~~~~ С.УtR,Џ~f.§_а 
. :~oj алR.~"Ј.;Ц)~~џ;Д5I~r:tЗ~$~ 'A4-:,ljIР,; ~џ.~ ј )ТђЧ~?ji :JiLЈ?8afffJИ 

,~'~~B~Ii,;t?,~,~~:~;:~~h~~iO!~'~1~!~.~P ~Мn~·(Иf.fI: 4Щt;!Ifo~~~~~а, 
\,!{r~Ji,Iеf!ци~а.Р,ЖФfј;ИЫ!';;КRR~,:1М~:)Ц9t~Я.~~ј,]f:!9i?~а:Н,,!~~И 
!:t~e4~,~; ~~.~1f.fff~Ј!И,tIlЈL~~r;у)~~,~япњ~~~"Ш~::~ ;!lЕ(зrЏРЉШiZИ 
~~!.1,;,,~ч~q~.!:Ј1Р~9с,Jjt1}~,f!·~~~~!Ј!1~~~!!Љ",~А I;iЊ1'~~ђСЈш!!р,.~!Il!'IIУН-
.метРиi~~ , " "'1:' ,1 r ,'"~о, '(1" "iпн:,LЈ.1Н 

~J;ii·;.!;ifa,)r~jii'!la~~~l~~i1~g~i~~~~~~~'~~~e~~,t!.1r~~!~,~p~1'e 
ЈДИР~У Jiа.циQних, сИМ,еТричНиi·кр:ет,ац,6.i';RОјltt' 'r.;y 'Џ:ynЂ.Jџe 

.' "., ~:' ,"~ • .J-ц ,"'.:.~ ._;;~ Ml: .. ';,;.i) ..... i !1.н' 'i ,,'; ;".'j,-.o;~ ~;;-i.-:;:)CI 
'{;!,'i;'I' '~;!Шt!inН .r,н.в1ШТ::Ю,r:., Щ;М..6Т OHTJn;t п\ .Ј.ЩЬiI.&Т 



:)Ћ", iiОАожаЈиТ!Си"метриЈе':(IфеА'С~а'i3Л;ёНИ ;iiЩ~ма ~сkи;<iу 
~Jiйци '6':!!';;'1,"," ;.',::, ;i!H;-Е'жt;Йд,$'(' :7.!'iitЈ:ф1't ;-f~{РЧl!а~,:' 

'." 1,АнаJlЩ'НО .'пређаЈрњем САхчају може се:ДОRаэати, 
• , .. ,#,~-- .! :..:: r 

·а меДУЈе, У остаАОМ"иэ мике,,II.а су o~,a~R~a"I$Re1'aI~a 
. "," .• ~} . :!i.,.~I'UCOi}~: i;:"!,:, ··t}i ~::~::>,:'~~1.f;1~'iI! }??-~< 

__ t ' 

?,;{~:' \~"'i)l:;i;~Г~:"'" 
/.' ;; \ / 

... ~--
/;.~ 

" I 
,1 _" 

>;', ,. ~ ј.' 

" . 
, ~ '~\; , I}~. ;.!~j;:1 о;,:=:; 

" \ I . \ . ' ' - 1" 
I 

!- \-.~" ;. -~.' 
" , ~ \,~_~~_~~// . о:' ,~~'\~~~!::_~~>~i/~!\;;~,,, .............. _--_ ........ 

, 4) 

Сл. 6. 

I :~ Ј ,. о • .' ' ~ "' 'о ' \ -- 1,~; , 
реАа~ивно периодична са периодом Т - 2 (t 1 - џ, где 

, . , ~.~ " " , .. ,".~ :,",'-. -, ';'~'",. ""у,·-"',·;.,,{Т, ·Р,(7.,·";:" 

су to и t1 параметри RОјИ: одговараЈУ двема ROHceRY-
тивним i:rОАожај:Е(ма симеТfI:и'је. У ИНтерва.ilIIма Тиэ:' 
,вађа моБИАна тачkа\RинемIi.ТСRа: конгруентна :Кретања, 
Ереhуhи се у кружној по~рmинп~'к~је\~ентрум'iе~'и 
"у 'б, 'iIIнiСёку ~ 'о6аR;Iпем а~и{Шйх Сli;?:ЊтРЙ.tii;~ '3~~~al?~jy 
~$.;~::J;~I·( :-~~Ј;'.Ј~~}f.~~·r~ .. t 1'): 'jJ~ ·J,'}:>_-~Уf·НН1Ј·'fј·ћ .• CH-1':;'N,~tЈНiЈ~)П ·f1.~~!trf~:;P 
,.IlИ осе симеТрИЈе дваЈ.У Rонсекутивних по.ложаЈасй-

\ ;}'I~,·}~,-, .• l,j~, ;j~.~~~,.;.,I{,:·}·( {~f-;,;- :'1~- f!_;~i'~·~/'(;;,:,. j;}.j-i);I.~~' ;;Н Ј~~I},1ј:-.~.i.n:')~-) 
меТрИЈеЈедан yг~,o, КОЈИ Је аАиквотнидео ПУЈlOга Yr:'AaJ 

-'({ii.1'а'јё'пУТаfiГМ'обIЙ'Не ;f~чк~'ЧаfIЉР)~iiа.: Р",;;'Щ, :џ; " 

с ; ':На кр'еfање 'овеi!р~т~'на~даsiГс~';ч~Ьtо ilYТA'y 
, • : • -. ,'0 i '. "1' '. '.' • , , 1'1 -;: '1 : € ~-; 'r .<.l [.с 

• 

,небеСКОј механици, RеПАерова еМПlсаје'репреэентант 

''.САУчај~' а)а 'случај 'с) ir6јављује"се;"!у"'аёте'р6идном 
"i:фоб..iему;Нi ll-OB' 6атеАИТ ~;ы tlielast'lunatidn се ','иs­
:'Нађа 'l'aROBO :kретаЊе.И' кретаЊЕј "Rружн()r~:Матемаi­
~cKoг 'клэ'тна;' 'ROj'e смо ,iI'аве.л.и - RаО'пр'имер' эа"оеЦlI­

:АаЦИОНОRретаiье, може 'бити' 'Цi-фку Ji8диОiю.< Аво'је 

. :Иницијална брsина' клатца,''l;~кр:ва,~ДW;',QЈiо:Н.ејl.О6Тl'tГii~~ , 
нај1ЗИШУ тачку Rpyra, У RojeM се Rpehe, онда'је'ње­
'1:'оВ:а аl;j:ПАИТУ дна 'таЧК1;\ПО40жај иденти~не Rищша­

·}!l'ичке' симетрије; 'YCAy-чају" да:'је ЋницијаАна, брsина 
такова да клатно таман достиsава нај вишу . тачку 



о КИНЕМАти,',џIО,Ј ,(i)!ll'<ЩТРИЈЦ ЕИ"Њ~НОЈ nPИМ.ЕНИ 

Kpyгa~ онда бескона;~НQма.llени .. Jlрира():!',,,РР?ђ~_е.,,;~~!~љ·}. 
осци .. щциони,RаРаК1',ер,!tре:га!Ь~'IУ) Ц~РЈ-t.У~~Щ~'QЦЦ. i);~' о'Т 

" УИr\l-1 .II.8.ЦИОИ& )tpe'1'fL~fL: ~о?и~.Џ!~\,'l',~~~е.,gу, ~ЏЗu ;i~Љi) 
која се ,мОже доказати .,:oi,\a,:~O~T:)iir;r:'· 

БИАlfа ,тачка,црОАаз»·, RPOB:H{l.j:r; !("!iI,;; 
.. ' I 

мање дџа ПО49жаја. кщщма,);,ич,џе ['. 

симетрије рд,; :KOjI:lx';-Је:1·;БС!р~~.;! ,,;,; 1:'; ~ и 
jeД~H ИНФАексионаАан, а ДРУГИ,; \ '. . 
није ПОАощај ,ИДентичне; киџе:-, 1, . 

матичне симетрије .. ",.,,, .... ".,., 
, :, гНа ,Т,ајначин: мргу. IJja_CT~TH; 

САедеhе,три врс,те.УНДУАационих "!,,,, 1 .• IJ;..i )]: 1.(;. 'щ. !),щ:;! 
симстри~нихкрета,ња ,Ј{ојих' су' ' ' ''":, ,; ",ј 
пута~еи -П,ОАощај:цма i симеТР,I:Iј еЈ' Щ,". :;-, ,,: . tI Е·, 'НјЈ;'р 'п С}ј ! 
преАста8љен~,шеl\1,аТСRI~У,с.iI.: 7:1: ;'ј, Ј ,;,,:: ~. ;;"fi';-;~;'H;,r;~;~;;,>c,~ 

АНаАОГlщ,пређ.а,ш~ем м()же"i'! I! "I"! t 

се дока8ати" а САедуј е, у ,оста.,: ' 
АОМ директно И~Јыи:ке,:дасу ';и.j~j; 

и. оваква, кретщьа . ре.llативнр. "''; Рft3ЦU:I 

,пеРИОДИ~НI1..,с'а:пеРИО4?~. 'К',.~ '~;!J :I.'))Ј ~ ;:;.!.:.'; t~::.Ii~:)l 
(t{7:"Џ :':rA~';to .~t'l: 9Ar'OB~p~jy " :j;'~~,-" ';,јЕ I:;,[;i ()ји;, 
ABel\1a КQнсекутивним Ц<М9,Жа-." .. 
јима симетрије. у, интерваАима 

Тщша,.ђа" МQБIIАна Ta~Ka ;~!iН~-, .' 
M~rc~a. конгруентна "Kp.~,Tla~~~" с, 

сви ПО.llожаји ИНФАексионаАне. 
• " ., ~ I 

симетрије Аежеу истој правој, ;' 
путања моБИ-!lНУ. ,тачке. има :ra.;, ;' , . " , 
Аасас'г ,облик. • ј':" ·'.:l ~' 

., ОI,Закова ~peTaњa. могу ,Ha~". l:Ii 
.' "Ј. f -. ~,' . • .... , • ~"," .• r ' - ,'-

стати састављањем ОСЦИАацио-

нога кретања са траНС.llаторним. , 
"1 ., 

Досадање реЗуАтате можеморекаП:ИТУАирати:: 

овако: . може .• 'Щ се дохааатu, да. ,м.оОu~uа,:r~:ч;ха ~:PO~,. 



,.,uiаit:1фоа: ова 'РiЙНt:i,:ttd.А.ожаја,fk;йн.еМаТU1.i.не симетр11је,;:! 
".0._ _' .".' _.'" ' , '< 

то ће'њ!inо if.jf,jJe'T8.ib'e1 uма:fu,:u;ерuоiНi.ча:н,н<ара-ктеР:ј' \ :м().:.о Сј 
,бlIiна:}iаЧК'а:,'иэвађllЪ:е':у:интерва'лима-у.ТГ-'21Ч,l'\'to ), 

где су to и, tЈ,пан~меТР~'два.ј~l:RбнсеКУТИВНЙХ:I~'О~О~~:: 
жаја симетрије, кинемаТЙЧRи':конгруентна 'Rретања~Ю 

Ћроз више,ОД д~a' разнCiв'[)(:,на;,јi1d.iidжајЭ7 симетрије' не';,; 

може моБИ.llна;fачка ПРО.llа;31iти;~та-кова дваПО.llО{ltаја:.) 
.а.llтернирају j~дaH за дРУ-ГИм.·" ;е" ;,));,,\,,,.),. ",;, "~ 

РеЗУ.llтати, што смо'их';д6': с'ада" Iiзве!ltи,:могу 'с'е'" 

употребити, за;:i{онструкцију неl:ИХ, категори'јаCiпери'';'" 
,одичних кретања и - riil;С)'јё"ВаЖНЙјё I.:.l.:.."на:..rисп'Ити­

.вање да .Ilи· посматрани clioTeM ·има:'1':t1ювих:перИоДич..;"ј 

ких кретања; Такова оАре;il,ба,':спа:,lI.а,Шi.О7iliТО';ёМЬ~У;'\ 

уводу наве.llИ, у ква.llита:Г«В'На!ЧН~IiI(н~а:;·'ди'На~Й:Ј(е;щr~Цl 
је од особитог зна.чаја'з' пРОб.{е:Мёi:ffеб{3CRё)~fехiIiИR~;~l1 

Поја.м ЮIнеfdатичнее/ЗиметрИје,'упот.ребиhемо;.'пре 
CB~гa, на ИСЩIтиваље пеРИОАичииХl"iфеТ3ЈБ~:у'слуttа'"" 

jI, , '.,", , " • 

јев..има кало/'РЈf.llе које )"ТИIJуЈсна';!оШБИАНУ ,оrаЧRУ; Iхери,?) , 
вирају'.~ОД~Qi-еНЦИјаJIа. чйIе Хјё:'П9.Jt,е Ј6:й~ет'ричнфtiремаfi 

> : ." -. ""!~:.7 . ,~ .... :~:~:~' .. ' '-';О"_r'i"'_';'~-_'";->_''''':-~'.~;~~_~~,s~~>:г._. -,·_<.~-~_~·,;:-":·i";'} 

je~H0!'l ' СТ~d~~t-\~ ~:ен;~щ\ ~lf~J ~~~()l::;~~W;~:П~~,Ь!~~~~е~~.п 
самя,~ ee~a~_~ ~~J:~' ,,!,ач~~:~у }eAH~j Р,а,~h.и?;7~~,~,~~:О: 1) 
,зат~м показати KaKq 'Џ'еНiДо9:nв~Н~Щ§~?ж.лта.'tИГ MOff.yrA 
употребити'If за друге 'н'еRе;);СИ'УЧ'аје~е>јibl!Ј'l'о!f;Н:) Ј;t-,шl 
'. Периодичиа Rретаiь1L!Iиобйit-~:'i~ч{{tlј)tСf~о4~'}Afи~' 
- .• --- ~- - ~ --~----~--_._-,-~.--', \ • __ '_'.'-~.' .,. ".-"0_" "', 'i... '.-'~ ;, ~.-_~~I ''.'."1'.",;\ 

.Јащо~" ПОЉУ{.В2ЈtJе." Ц~~~iЭ~~1У9. 6~jieTp~~~;'~f~if~a.u 
ј~Џо.~.с:r~Ј]!АеИтру;~~~~~:~~~,~~;~;~оЩ~~~~~:~Й~:> 
мq~l~)lНУ&а,:ч*у 1\ Д<?,1'JI~,У' ;9А~:ttQТ.~fј~~ИЈ.м~~g~~~1#[!~~tn~~() 
ц~Јеt' си~~ ~.'7ЏI:",.па1'~lе~~?lј~Я't:<?~I!f!~~~.:;~~~;R·~#n>~П 
симетрично -~-peM~,~~НTPY.· р, .т. ј ~ ,~eK~, ~ .~ii~:~fi&r§ii~Ч~f., 
'э,.Ilне. НОВ ШИЏ,~:9;"Ј. .,Jto}iti; 'н;Пи<ln&;i'''''' " 't~o"~;'r ", 

-;~9,: __ 'Q'~~:' ~6~:"{~'~~:~,~sК~Н5tг1t~~" .;~}!~~~~~~ 
~ ',.,.~' .... - <,. ·.ЫI1НЧIJ~.f;.t~Н~qТi$Ь ,(;.f})\''i'i'!tJ}!'J!;iiOll 

r~ :~;i!;Јп';,'јi~q~/FmiVЈrt';{; ~6;~1;,\~.џ-;;~·q' ';' ~}l·i'!;f,:~~6K~;'j·· 
. - .",. -, ' -' . ~'.' .':. !~ ~,':;'~::'~l·,~П;t -t/t:;;.~p:~\{-~ 

"гд-e>\~~, fЈ\d.ll:Ст6јh.Њ'(~Н>моб,и:.џЙ~ Ј'r~ч~~. Qft. јџе1f'tЙ3;Јi{).: О;1јЉо , 
,'~"'- "",', .;;..~... 'о • ~.\ : ,,: ~,,-~ .... '-. ". ; ~':~."~!)-:';" !.:1:.~ЈП~.ј.!Ir:r јl~f:ЧЈ:~У 



· 'реЭу.!iТЊIТа' р' tила; Ј[{о]'еуblЧУ'!itа ~О'бЈi'iну!т~~ку 
М,<једйаR·а.fЈ~(:" ". ~f:~. '" ;,;; :){;I,(~fi (~,!": .,,{Ji(:>~ it.jt{ 

р=dЛ 
dr 

22), 

с'гоји ј HopMa.,iFid iIэ/ еRвnпотеrЫЙ:ј'а:.tШој '(riОВР[IIИI-iИ;"~. ј. 
щ)Юа3и:У~;е'Rј,крьз ~'eHTap 'ђ/Ј'а li>УНRцй}а"Је"о!i6+0!:: 

ja'Iia"r.' OB'~j 'је' СЈlучај 'даiХе;'Ј'1д:ентичан' ьа:'С.llУЧаЈЈ~ ::~ 
центра.llНИХ СИ.Ilа t, када је сиЈЈа':фунI{циј'а: ОДСТОЈаља" 
мобиiне' Та:чRе"'6ДЈ!Ц~IIТраСИ.llа.: "ЭатоС ' heiH:? МОБИ!.iна 
таЧkаl :iфеН1i<iс'у:'раiнII"I.Оја"'irрЫiЊiniiр6З'УЈ и 'кр'6з 1) 

њену иниција.llНУ:' брзину. :'iРй':kНIiРаМ'd'';ДИ'· у:'тоГI p~ЋиH 

нини једну ПО.llарну осу, Rоја,прq~<}зи RP03 О, па 0зна­
чимо .iJ.'i y'r'fi.o; што га Pf1A,!I#Jf~KT6P . r са' том ОСОМ" 
затвара са ср, то је према познатој једначини по~ 
вршина: 

2 dm- " (. 
Т·Т С' ~d' = t " 

•.. ; 23), .,.'. 
< '-~ ',' 

гд~9· 0значава"щщст;анту по~рщщџt. " с,,! ЭН'1m~;'i:,i:'1 
Теорема;; щ.ЦI;Iе:. си~е, ;даје:,ј~днаЧJfПу,;; "':, ј;Н r.,)[.ii'\i Jjl ; 

• ':'\.'2 -< ',i. ;,:.'.;.';'i.i:i":,:"Ч,_' i",:~J.:ij<;!i 
mv _, 
2~==' И'(r)' +"п '."ј) ! ;;'~\;;·I 24)<(.i:';;j.L;;; 

1,;Џ _? ~ 1 с ;;'}' ·i]~.i. ", '1"_:' о"; l~H,L, L,~Li чт 1l~.'}J.! LQН':~);1:~,ч~,1"р,~ 



; 12а; 

,;' '{, \" ~~,~T~~P.~,IfII1~ i~~~~~;j ~.;\~a~i~,H,e'i;j ~яЈа,]с C<~T ;9EP~~~~aBa 
ЈШ квадратуре, fl.аЈеЈеАначину "крЕ(та,Н:!аМ~;9~~~~:1:~~r~Ј; 
по f раАиу<?,век:г,9р'Х,.r ~~ :; :,: (' ;.ui;'i, f Т :;. 

'1 ' 

,'~: ' .. " ,::: "',,;' ';r,i"ф џЈ ,:\. .:': ~.;. ;'; 27) . 
," ::! '.: :':-'.':- i) ~:..: ;:-. ~ l:й ~·1. ,," 7·~·~1,~·~:-п·Ђ \c.~'; \' -:.~ ~) ~- ~ ,( ; ~ '~; t~ :~~~~Y'~~: i. t'"~1-~':~:'" t-:iИ 

;' ,i, ,r~?M~rR~~'~!i,:~P~i~?~~~Yi,6~~;:j,~,X)~1~~~;i,(~fto,~R;;,~ 
iI~1~О,~\)К~,9Р;1,'.N~fI';ПЧ?~' 9.ис(;е~у·г Л' д~~ 2Sl ;Ја?,~ц,и,с~! fХЊ~8iш 
M~'~H ,y,8;;?P'{!'iP:,}O,?Y; i.I,tpm)~~~.~~a, ;~i\- Р.8УэТ' ј n~,~B~~~t!8:it 
Аиа,гР.а~О'1f,.Р;~t',~У,~в;е~Rтрр:а .. , .; ','~/ ';:У,I::," J;:;;:.l',i':l':",;: 

, "Н.ека 1'-:-1: ,oAr9Bapa:jeAHpj.,eK~T'P,EfMH.o1BpeAHoCTIi,;, 
_"'~, ..... =!~ :.~ •. 'O~ _,., .... " ..•.. _~'._><._".!_._'''; .•.. ".,;-_~ (':."'~ ..... "'~.".~_,, . __ ,'~'~' .. "'.'"'<';',~ 

од' Т, ,T~ ј. 'нека ·предст~:в..ъа . једну.}lа.~СиМаДНУ:iIАИ :МИ~ .. " 
·вима.шу 'ОР)l.инату,.Ди'аiЈ;>ам,а, . рнда; 'је '11 ;~i ;}"~T:;'~/~;;" 1I 

-/!,j..'~ '~.'J " ii_ ... t. ј.'.А..' 114 Ј,: ,1 ј ~:. ".,;;_,I"t\ :; ~."Џ-1~.~1)1j;,_tll1 _ ... '" 1. 

"',:.",, ,,'ОЈ ,:';;;~:'~;: <1"::(~X::'~o: .у. С·Ю;Ј' 

а то представља један реалан коренједначине 

тC~"" "," •. 
и (1') - -' '''''Т,+ h: -.:. О .. ~ .. 291,' . 
• ,., 'С' 2.Т':' ....•. '" ~:', ,'с" '..;' "',,' 

'р a~p ешен е ПО1"~;' ir ;iHre~Hia" ~kи'iiг'Р'аit~ сёу ј'4~;ч~ii :C:f "< ':', j~~,1 
ri~РаJtе.ша је оСИ't/·а·К~кО;према~јеNiа.ЧiiНЙ:26ЏёД-
накиМ ординатама .Ilево и десно ОД те тачке. ОДГО­

варају .и једнаки нагиби TaHгeHaT~ диаграма према 

аБСЦИСЮЈј ОСli,ТО'hедиаграм бити' симетричан према 

ОРдин~.титачке r ,Т о' " . ',' <:,!" 

,. Из је,ll,начина 23) и 26) С.llеДУЈе:' " 

. . . 

'а ТО значи да симетричним тачкама" диаграма ОДГО-
"'d(jJ' ; "":'.',': "'i,"· " 

варају једнаке промен~ \ dr' Зато ће ~ пута ља мо-
~ \ ~ . ј 

би.шеТачке' 'бити, Сliме:грична прё~ai, .рз:Диусвектору 



о RИНЕМАТИЧНОЈ .'СИМЕтр.и.ЈИ·И'ЊЕ~~ОЈ ПРИМЕНИ 

Т= То"" а· . RaRO, премас једначин~~,а:2:5kЏ}~~~ .. ',t.iJ.e:,iI,j"je:.> 
: Д~i.симетричним ЧОЈюжајима~ "oдгo~pajy ЈеДЙ~1i~\11бр.;ЧI 

:&~~~VЈ~~~1,R:б::i~~;Мн:?;Ир,1:Х~уI~!!~~~Ир'~~ ~~~а:Ч~Ј\\ 
.., . . ~ ,'1 О :;, -1. , 

'ARO:je Rонстанта"повр'iiПiна;' . ,,'ј ."~~~ј·Ш:)}! ~jPI H'loнi1 
" . ' ,Ј. !,!., ~'" t.f: •• 

,":>j,r°f ,.:.~ :_~')r:;;I'~;~~ : T.i"U tJ ~);I~J!} ~)~-i Ј';, 

, "', "-'" 
~_Џj),~';;":~:_, J?~,~!JJ~j. ~ ~!: .. i',;\,:~:~ : :~It ... , >},; ~3'lO·'~~ -ј.С''V.(; ,1)11 tS.НUlгr 

ОНД?- ~e моБИЛН!1 'l·!1чк;t'.креh~. у,,:ч'ф.щ>ј ј(оЈа' rпрода,зЛ1. 
-;.i~'(' . .,; .1, r .. " '; "'1. " :" ".',1 .... t ,._o\.~ .t., ,. .t. ,";"I\'~ ,-,t·. 

RP03 О, а једначина 29) добива облик: .. ",(;11;T 

U(Т) + h = d~,J1!:·: 

\'. .' '"1 1\,: 

ARO је т = т,. један реални корен те једначине· 
'. о" • . :,. .~ , " 

. којЉЈ:>,дFР,!l~Р~,с М!1~g!l~~а~!i9м,сИ,д.Иi,,~~ЧI:~~аЈ.~.9;~,.;,.)~({'Ј;.Q~(~ 
јању :,џ.<?билне!',rаЧR~',ОД. -центра. О, ,OIца)је брзина., 

мобилнетачке у положају т = ТО' џр.е~ај~дна~цЦlЯ:!;.l 
24),. paBHI:J.HY ли,.и: .она,мења, дост.игув.шИ.~аЈЈIPr1о.жај, Ј; 
cl1 м етр.иј е, правац ЩIO~акретањ~ и' враhа.реАIС:.r:и~~д 

. путем натраг. Зато такаџ ЦО.IJ.о~ај;'9дговар~.)СЛУ1ЈајУ;1 \ 

. 'идеlIт~чне .:kИН~М~:Ј,'~1Јне::, СИЈ\1етрије. i ,'{о 1,," !Ј!;IЧЧ: r 
'; ,ARO је Еонстанта поврmина .. Г., 'It,~ ':"_' 

~ : , 

. ';l 

.онда је сваRИ маRсимални или минимаЈ1НИ радиус­

веЕТОР r = то нормалан на I!утању, па су за'го по-

ложаји мобилне таЧRе, Eojb:-·Одговарају еRстремним. 
вредностима радиусвеRтора, положаји нормалне 'RИ-' 

Н~Ј\1ати~н~ симетррје.; ;ј:;!' ',). ~ . \! :1. ')1,; 

, ..полоЖаји мобилне таЧRе, .R.OJIJ>,:?A~O~,~pa.iyeK~;;, 
стремним вредностима радиусвеRтора, су положаји. 

·идентичне или нормалне кинемаТИЧRе симетријепрема 
томе дали је С = О или с ~ О. Довољни динаМИЧRИ 
критериум за први случај је,да је v. = О, јер је тад&. 

r.4AO LXXXV .. : 9: 



ео ipso,C ==_ О, а.за:ДРУГИ:"С.1учаЈ:Аај~ векторбр~ине 
нор;маАан:,'На,"радиусвеКОР\И1да;је,'у'·тО:lliе ;;ПОАожају,г' 

р"'" ::~~O{' j;:~~,i:~~,~,~:~~;?P,~:)~:K>f9~~:,;:~~?TY:;i~i~'~~~~:1 
, ' " '.Ј; ". 

бити или конвексна ИЛ~RО;lIкаВlI9-, прем:;t Ц~HTPY О, 
а не може имати инфлекоиона.llНУ тачку. ,', 

Лева отрана једначине,24) еоенцијеJiно је [ЈОВИ.,.,· 

'Тивна, па због тога не може моБИ.llна тачка. изаhи 

из'оногА' делh ·riр~стО'ра,·3~'-;к6јil"Т~ ru (1:(f 'п 'ilОзh;!' 
"гивно. 

, •• 1, Ј ' t',', [. ; ',: ,: ,~,J, : ._.':. i: 

Сферна површин~; 

и(т)+n' О 
, i L:: , ' r "! ~ ~ ,i: • .~ 1 

.. Ј 
, ~1.,.( _ 

гранична: Је па:В рiI1ийа, ;~q~'8.i 'црОС'ТОРа' ~ Пi:\.'(Јрепр"езен:.:;r 
тира --'::"а:ко' Јој радиУЬ"НИјё"беВROначно"в'е.лИк o.".2:,.(:r, 

RвалитщtищЮ'решење КОјё ом<>,'наВВЗ,:'НI Ьпрёлељёње'мЕ 

прБСТОРНИХ граница кретања.· Из' пређаипьега 'следује ~' 
да' 'DОАОжајИ"ЙАентичне,;i;си:Метриј~'.Леж'еЩш,'таR()в·6ј'~ 
проотраnOј' .rраНЙil;иi:.'кретаЊЫl.сifl>Т ОТЕР .'[ ,С'ЧТј~::i ,':t:;:'l"~::l 

Rретщье. моБИМlе'Тtа:~~е['а§f)§ХУ:Ј:!!9~јеЧЈ~РЦQдй:tiiГо~ 
~a .. не plfqA~M·T aKO~. ~е:;iQ!!~iу,~:~р~ме}!)!;4~t:!:t::Нjt4:;џц" 

• _._. __ .• _. __ , _______ . -._ ••• _._ - ~,' - .0 

на цотом месту у којем ое j~~ наЈЈа8ила у времену ,t," 

'Т. Ј. аю) [IоrПУНQ, решеI~.е :i1'роблема: l' ••. с '. ' , 



О КИНЕМАТИЧНОЈ.,СИМt:ТРИЈИ·Я;-ЊЕНОЈ,-ЛРИМЕВИ 131 ; 

Пролази ли :м<;>би:JIна_'l'а'IIЩ; I:tРОЗ.;;А~а ngJlолщјан 

1tин~матичне _симетрије, (>д~ој~fх:.i~.бареl\~јед~н :ПQ:,<~, 
. .I10жај идентичне Rинема.тиче 'симетрије, то ве она, 
премii пређаiш~еМ,'пр'оiа8i'IТИ" RP'03 'У6ПЈ јеДаtf";'iЬлЬ.;:'ј 
тај идентичне кинемftти~ше. симеТРIIје,'!iа њен()., Нр.е-с" 

тање имаве ОСЦИJIа'l'оран.караR'l;ер па би:ти '. аБСОJIУТНО" 
периодично . .може ,.I1и. се доказати да 'М () Ри.l1 на , .тачка 
ПРОJl.ази:, _KPO~~ два,щможај.а, ,норма.ще, RинемаТИ!.Јнејi 

симетрије, тада ве њенокретање БИТИ,ЦИРКУ4ационо,:, 

и аБСОJIУТНО периодично онда аКО је угао,;; Щ'fQ,':'Г,аtt 

'осе. тих двеју ПОJl.ожаја :симетрије ~aTB,a,pajyг.a,p·Џ~BO-

"тни .део. ,:пу~qг.а;,:у'ТJI.~-l-i:; C,,;,,~ о,," СУ'i ч?, " '[~M: 

", Г.~РЉИ::l1tК.tr.У~ЩI:;~,оr:У:I;ХQ:ilt, Q.QРДУ,ТI!':' ИЏВGI.,ђGl.;;.ц~,г 
мобимщ :r.аЧЦ{L ,~~yPJl.YTНC? :П~I),II~ДИ~'I~() i Ере~'аIf~е,Ч9{1Д~'~ 
'оно мора битии,tJ.И ОСЦИJIаЦИОНQ,УRоме· СJl.уgају;пYi:";;: 

тања има два ПОllожаја идеНТИЧН~,RиН(щатц'ш~ ,с.и~Н 

метрије, ИJl.И је путања затворена равна Rрива; но 

'СРаЈ.а затворена равнащ,>ива (ако није круг са цен­
тром у О) има барем једно мцнимаJl.НО Jl.jeAHo маRРИ-

. • .' ~UI";H !';"n'r"H~'\!J ~jЦH и!nт:н) 
маJl.НО ОДСТОЈањеод центра О, "AaRJIe барем .2IBa no-
.Jl.ожаја нормалне RинеМ~ТlIЧRе симетрије. 

у цеитрадио-сuметрUч:н,о.Ч цотl3Н.цuјално.ч. цољу су 

·сва церuодuчnа 'Кретања мооuлне тач'ке' сu~ч.-еТРU'1m;:t'Н 

'Кретања. МоБИJl.Rа тачка не може. у таквомспаљу опи­
oQати 3~TBopeHY' асиметричну -kрI!ву'':'': ,1" \ 

АIЮ је сила, Р, ,~O~~,' утиq'е ~a, ~~~ИJl.ну таЧRу{;ii 
Rонтинуирна, OH~~:.ћ~<~ -ПУt;~~,~ :Ы;9QИJl.{I,е ,:r~8f~ti, ~И]'Ц:," 

,'- <,., •. :;<:,.··.~~,' .. i-:::.,r.f~~ ,-{ ~;'"'-,- _'.'- -'-~~!~b. .'~"--""'----~'~' .,." .. -,-:l.-"~ 
Rонтинуир'ана Jl.ИRИЈа~) ()наhе.,моhИ'и:Мати ... крајњих" 

тачак~ на ~ec:~~a: ~~?fj~~ilЪ~;ј.~r~~~~~$r~а'[;~,~сљ~r~Ј1'~ 
за,~а,п~ак,~~,r:r.~, ,'n~f,Ст.(щ~им, гр;tfiицам~_ ћp~Taњa, и~ 

Ье'тетачке бити ~ОJIож?:ј~_ ~.p,~~~~~~Љ~ \~Ш~~~~ТS*2е"" 
~имеТР,ије и JIр'ег'с':l'а~~,~ти)П1ниМаJl.fЈа ИЈЏI -маRСИМ~11!~Ь:: 
-одстојаља моБИJl.не Ta~ћe од центра\СИJl.а. Сваћа кон-

:. ~ ој' ' •• ,,'\!"'-: < 

тинуирана крива мора иматиоб!,~~ЮјеАНО минимаJl.НО 
9* 



·=;~i9::~~tёd!~~~:~~~~~1~~~~1~~~ЯЕ::;;: 
радиу,св~~r9Р :ЦОД УГ.llОМ.~ОЈl-):, ~ИЈе l~д.Ц~.~.":"';',HO:CB~~P-

-"",'i"" ',I:; •. .JL, !",i)(, 10' .. )"1" .'1,·ј··"·У"'"'I·" "''''''''''',2''''4.1 iH;i:.;qfl 

Ъtа~сйм~А~Р';;~~~ЈЏ~W1iiii~:У8~gi·dј~m~r(fА;Ц~Ii1!i1lti1iреtf .. Ћ 
'стаg~kIrодожаЈЬЙ~Н~'тр\Йје;\п~i'~аТd'iidikеМd''Аа':Rа;жеМ6~.1' 

;,: "Путања ; ~&оutjni:Ч;'iLчnе.О>kОј~) сеfnрёћ~r~аi)О:fутtЩrаЈеJtЏ 
Једпё i iK~iitiriiu:iJup,a~~ ~';4~i-lтрi11~Јi' ;cЙ~'!3/';~M6PU; 'б'UТU,;!I:'il.А:и.li 
сuметрuч ив), Uj.'Uf!de' ':'мора::а6ittwft'I'Сiиbl1{ fiр'iliОЛй.blЫi.вiit''Il{; 
чеitтрУI:euла',. :<u: l:, " ' "i ,)" с·;:·' 'и,' "~ј' !'ј" , 11 

" период:ИЧИ8. ;,хретаља Моби.nkе: [Т8.1J1tе'Уift6тёЙЦЙ:"О 
јалио:м: пољу хојеје о,RСија.лио сш(еТР:ичЋОl~МdБИ.llнаГI' 

тачRa,нека се;:креКе у'јеДНQј'равни, 1,а;оltдеi'Кбј& на 
ЊУ;"УТИЧУ i некаiдеривираЈУ: ОД 'ПОТ'еН'цијаАа"';Ul '~·,i.дq~ј}" 
koj:I-1 ј е: 'с:имеТРИЧНОiпора8мештаи' обэир6М' \ IIа': 'аоу 1":' г, 
НекадаК.Ilе'ФУН1tцИјаt! '<". ",' , Г '.1 "Т 

,,'! '. ~ ~ ~ .~.,} ~ • : < ~;, ,";"; ~:. .. t tl ~.' ~;. ~':" ::Ј-:';»:' \ ; ~f 

, ј', , "li~~··:,;Q~t~·,~~y\ '.~ t;"; (~'J~I1..1 е;Ј1~){1:i,\Ч-У,~tl.· .::.;~ {,(; I'~ 

инваријантна т. ј., нена буде,: ;! 

,1 ИJl~ .. , .. .,}, ;. ,'.1! ..... '" 

." ",.', "dU(,-:-х, у!"., 
=:~ '. ') d~u'I~' 

dl!(Xi у) 
dx 

ставимо ,М! У. горњој ј едначини : ' 
... ~~; {.;::-,.~ .,:. .. ~'.~ '~".{.: ... {~,~-ч_.,:-1 -';.- ... ~~~:1:) 

.:"'. ' . ":"Х -.:..:'0 
ТО;.добивамо.: [:.' 

{[ " 

'. ј : {_. ј, 1 



-,-.. 
'. -" ~. : ":: ;;' ;-;;..J.-'-....:~'.~J- ~:- .. '.l~'-~ .. ;.--.:"; 

т. ј.у ,тачкама осе У изчеЗ1fва Rомпонентна Х силе Р 
која '"утиqе' на моБИ.iIнУ'т[~Ri-==АItО сила Р није равна. 
нули, онда она пада у праву осе У па еквипотенци­

jaJtHe: ;ииниј'е, ", ,Ј:: '" 'се ';, :; i )~" '/Т ОТ' ;;:; i .1; 1,{) ',ј 

~j:;:~:; (ј Т') !~:il Ј': ј ,<' i,;' ~j ,;;, '; ~,J.:~(t~,i (~~:j~~~~~,~)'~ ;' ":/;I!:~.J; !~iJ~;;i.;:~:~i'}'JJ\ 1,' 

,прес~цају НОРМI:\ЛНР осу, У и АОQтизаваЈу'1Ј' lliO};'CBQjl:1. 
, - - . • ' • , !. • ~ , 

·екстремна OДCToja~a ОД: 9,се '?t: "~:::::i;~"; ( ,'. ,. 

,.}.Ј;.оукојој ,таЧђИ,Q,q,е У еквипЬтенцијалне линије 
не пресецају ~BY HPPMa'~\~o 'keГo'! кЬс6" то \се, због си­
,метриј е? секу у тој тачки две еквипотенција.l1не ли-

• (~~Ј~l;И~~" ро:~е;,реhИ,ТI1)ет~~!t~.;(4?.о8~.RУ~~;Ј;Qа,:;~Мt1-, 
, .двенормале, KI1~~P;".P'"; ~илar ?"~9РI:\ЈЈ,I:\:Д~Р'РД; Ц)С'јједну , 
и У' другуод ТИХ,нормала то.,рна ИЗ:'Iезава:,' посма:- ' 
трана ,тачка осе f1је,сЩМ??К8.ј 'Јtравнотеже~, МQБИЛЈ:Щ, 

'тачке/Исто. то важи иза она мес'га осе У где ју екви-
t : .- . 

,потенција.l1не .I1инијетангирају': ' 
Једначине кретања . МО()И.l1не тачке; .. 

ј ! , ': :: Ј ' . ,- ј i ~ i ;' Ј • ; : i ' Н ( I 1~ i ~ :) " ! t': : 1 т ':: .,\ . . , ) ~ -

'та.кође, су"инварИјантне премасу6ституцЩи 

ј', ;'-

Ъа 'hс':ЪрЙ ОдабраниМ:ИНиiџiј~~"Н'И'Мi.'усјОВ~М~'~~эВ'о;,' 
,лити RинематI-IЦКИ" ~имеТi)ИЧ~~ Еретања М6БИ.l1нетачке~, 
Тиу~~ови морајурити 7'аRо~~природе' да 'мобилна. ", 
~ач:Ка::ПРЕ)Сече н6рмаАНО осу сим'е1'рије, јер онда пре­
лази симетрично из једног де.l1а поља у ДРУГИ 'оиме- ' 
'трични део. Због тога ћејој рутања бити симетрична, ' 
,а према једначини живе ,СИ.l1е 



:која при субституцији Х. - х остаје иНваријантда,. 
одгоmфаhе 'си'А1еТРИЧНlџ,сга~Ш~М9> пута~е исте БР'8il~е. 

ИницијаЈЈНП УС.IlО~И кoj~'Д08BoљaBajy симетричн8.-
bpetaJ-ьа су qви:;>! 'с-; . 

. -1 ,;': 'УЈ' i\ :~(б ,:-; 

'0.,(;1:," :::ё"_:1)Јi~:'i:<l~~;ј:':!:ј""~'3di:) ~j<:!i''''!d'yr:<:')! {,jC'!:t, ".: 

, ,Х ~ О , У ,--:-:"Ь \ >'dt =Pl" dt'= о,' '.Ч'I; ,',;. 

'f': ~;-;";:.' LI.'!!~ ,." ",';>U<"~"_' 

јер УСЈЈовљавајунормаљни iфел'аз"Й6билне'~а~КЕ?~Р~'~О'~ 
.• осе Yi ИнТегра.llИједНач~НаiRрiГа'iil:ii:;·р!.i;Ј"ЧОН14Н:Ј .. 

:! ;-ј;:(,!:\Ј Е, , .. : <х 'F,'.'fi}{t~lb, !:~I,j~'J( ":5j~!-,;.,~;;1 f!"Д;l':::-)'Љ[;tУ;,-' 
" ' !. )'.' _' ",ј; "с-: . ,;,; 'с ј ,:i.,' ,,', п.';:1l351с'!'_.\'" 

у __ /2;!t,:b,'1?lk,,::i'i!I, "!:'Y.::i!!"Y""· 

,.,Ј,ј: ;.,.ј ~}H!-H~-'~).i .. ~ А;~fU·~Ј"l'UЧ;Ј UH:lI:J;u}.-:ri. 

са.државаhе jOIlI две Еонстанте Ь и V1 Еоје се могу 

произвољно одреди'ЩfјЈО.дреДе, ~И се ове та1Ю да при 
!', -' ,=~. -", - .П, 

,једном од С.llеДеhих:: цр6Jlа8а~Моби.lJНе таЧR~,1\РОЗ осу у: 
~_. /" t 

љен' правац брзин~~бУ,,,,е QЧ~Т норма.llан на ту осу, 
I Ј.....с'. "- _ • .!.:.~" 

то ће тај ПРО.llаз пр\?t4атав~'ги други Dо .. 'lOжај НОР-
МаЈЈне Rинематичн,е 'Симетрије. СиметраЈЈе обају по-­

...iОжај а iн)~~аЛају;--. се, Ј~па.ф~:Rре.та:lDЕ!<;моБИЈ!пе::ЈФа'Ч:gе 
абсо.llУТН~ п~риоДи~нО. ;Ј' 
г:' Такова периодична-:Rр-6'гања добивају се, даК.Ilе,_ 

на овај начин: EO,HCT~ЏT,e Јј ~k'v' .Одnе,де c,e,',l'a~,O 'ла· 
-O~H-';O- J:t.[~~;;O!'.~)\( _lf,fHif~J:;i·t,ljlrIITf,t ·!f.l~t1,Ј;,Ч{':~~;'\i) NtjIA. t,:H ~'" 
аЕО је t Један' реа.llНЈЈ~ RОр'еП,ј~дџа~ине:.. . "" , 

,'J;!I' ::Т 'Jf~i,'!U{Ч' .!~.jl,i:;T·:J(!iI ј;}н N,p'".lo-,--, H.<!!-'iI !.I,!-l:.'НIНI 14.1~f" 

JC;,f-.Јюс,;Ј '-,f .. ··Ј:"чr-).i~f. ttЧ1 'lj'''V 1Г!'.Н;-'Ь ("',;; ,l1,".'З6Тi !,l~' 
, 1 \' 11 Ј' 11 . , С' __ ~ ", __ 

~~I(гH М:,!Ю (ј"( /:ltfH1TgMMO 'tзо OfH...stHfOfi wе()$!f~'nЯРl!'l' 

-~~l1i:./ч_~м~qj~·i J:;d\AHl l-н,.{iЈс.. ·"]UliJ'1·;:.tt i:lJ vlH lHi'!~)t~ri~J i~:.~~J·" 
~~})"rH';"Hifb~fht'{:~~ t~TN() Г(Iu:~'г-(tt ~ to~f ::'\I')'j"' 'iO()t~ .!i:~;·. j';J{PH~(J' 



буде" 

dY }'., " " -'- ='0 " 
dt " " , 

t =ti " 
т.ј. 

.; .. ;; 37);. 

Скуппа'рова реалнихкоренаЬй v
1 
једш=iчИНа. 36)'\и, 

'З7)"'д'аје"свi:'riериодична'ре'ШСli;а ове 'RаТегОр'Йје. Пе-· 
'р'и()д'а:је: тiiх';iфетаiьа'" ',,' ''''" "'1",:\' 

i' = 2 (t. - ,to,).c.', " 
- --.- ј; .}\ 'ј -

Овај начин конструкције периодичких кретаља. 

предпоотавља могуlиIOОТ интеграције једначина кре­

таља:' У О.llучајевима,У· којима ,:га интеграција није· 
.~oгyћa,,), щю·rупа'i ·сеова:ко !'! ,при;"одабраномеi ,b.Яi,v iI " , . . , " ,'_ 

:конструише се пу'гања моБИ.llне тачке,. ЛQМО,Ьу . Mex::l,-
НПЧRе: .явадратуре,на се oHA[!."VJi варира. тако дуго, 
дох •. ПУТaI~а у једном од ,C.llедеhих! ПР0(iаЗа .не :;пре,-' 

,рече норма.llНО осу У. -",;,:. "", .Ј-Ј 

ТiТi,Поља, овакве врсте настају н.,nр. ,а:щ>, на ,!,щбилду 
, 'тачку дејствују:аТР'аRционадентра ~oja . .lle~e,y Једно} 
правој љене равнине :кретаља. Чеото пута испити- . 
вани случај, :када j~ мобилна тачка, привлачена ОД'. 
два стална центра по N еwtоп-овом занону) спада у' 
ову категорију. , " 

- ':1' f 1.' "jl, ... "" P11'1~' ~ R 
Од веЬе је важности: за проблеме небеске ме-· 

хаНИIt~ 0:1.1 Meli~[·cJ1y:~aj ; ;1;' '.' ~ '.Ј 
.. ПеРИО,1l,If~иа~i Rретаи.а:моБИJlИе таЧRе у ротира­

\'. jyt.e~ потејЩ'iiјашои < пољу; : хоје'је аRсијaJlИО 'си:ме~ 
тричио. Посматрано щ)ље' нека буде; РавнО;,:аRСЙјално. 
юим~:грџя.НО'·према·оси~;,:iIа:нека·ротираОRОједне осе 
која у једној таЧR~ 04е х нормално продире раВ,~;(fНУ 

'поља, ~Y ,крјој' се, м6бfIl.iн~'таЧRа креће. 'В'ектор рота-
,;. t ; .,'; ',_ ,." "~ . . ..; ': ','. f ~ .~, i f. . I ~..! _., . "', 

ције неха буде ro . ." r =nОо •••• 38) 



тде је (\0 јединични вектор н?рмадан па раВНИНУ;Rре­
-тања, а наперен на о.џу'-::;.страну њену, са које посма-

-трано:ротација C.lleдYj~' ~11rО3ИТИВIIОМ",Сll~t?.IlУ;:?i~::,ј','::~1, 
-обратно скаэаљки на сату. Ј1;је ОНДа~Н'1'~нэитет,уr~q~IJ,I'1Шi:;, 
.брзине; 'па нека'n fбр.е , 1tQНс#Нт,НQ ~,К5I:~Щ!lЈе ,li~MO,tC~L;; .. a 

Упоgнаr.~. ,С,а ,G-!1уч,ајевима .. I.'Д6 i су:n ,Са времен()),( ~§~a. Ј: ..... t~..Јt-' ,,~ ........ 1: .. )~il-·,-'t) l·Ј .[ ~J ,ц.~Ј'Ј'-l'-">I,," - .~.!·~!.i} ::Нl i)\AI:.H1T)!" .1.\l'+,Јl> __ Ј 

, Пос~атrН!.~Q ~И са.l\а,ре.ll.а.РЧЩО"кпетање~.щБИ.Ilне -t}li .:')lT-i.Ч··.ЈЈ Ј..,-·Ј,.;ч Ј. •.• Ју .}!;j~ -ltl";'1 ~l .. ;; H},.:...,_,l.f.r.'I,;5"ti ,ј,»;:ј-Ј ~J'~."~~J-~-ll(" 

'тачке обзиром на осу х KO~ а кА41t;тI?\tМНЯМ·?М}t РЯllJЈЩ, 
то ју можемо, , преiм\а Te?pj~J~_ . Rе.llативн,ога кретања, 
-сматрати за непомичну ако на 'моБИ.Ilној тачки осим 

;СИJlе,S», иэазване::по'генција.llЩIМ ,пољеџ,:Џ, ;.,,(\ 

."~ ,-:., I ,ј -' _;~J: ::~. ,~,~j~iiIf::~:'~iJ::'~rid',#~{:;:jl~~~;'i:J~~'~~~'~~}§g}::~!I:! 
,АодамојОro ;;дв'е.iФИКТНВНG. "оиле: цеНТрttФ:У:Г1l.ЈЈ~У.!FJ'Со­
'гiоliS-О:ВУ' ()ИJlУ. '" ,Ј., ,'ј ; П:, '!(јТ' ,,;с; ;: 

',Одаберемо .IlИ, IIРОДИРНУ'l;ачку;~осе,ротацијеса 
:равниномкретања, i за 'почетн~;"тач,;КУi ортоrQна~ног 

кординатног система Х-У, пао~наЧИМО;I'Й!I""1веКТdР " 
"fJlЬ4()'ж~ј~ ': ~6БI,IЛ~,е.}:~i:q~е~~а:; r~':ia њ,~f0В:'l1Нipе~эи'гет';',~ 
}Са i r} 1;'0'\ Ј~~"цеН'rри'ФугаАiIа:! ЬИJl8. -ТiЈе;,џt~~i:t"'t;н~' ":~i"> Нl' Ј Ј:'-
~~"!';j<:: ,~~ t~r(-~;': :~ !,~-,::~r!' ':~,.H ".-: "t 1 ~H;-fi~if" :~:~~;',,-;.-,~~: 1. u-~" 

, . !ј- ,т (nТј\ c~ т~2T'r --, .. -;:'4~j":'" 
". 1 Т, ~O/: 1:" " О . ", , ' 

а Согiоlis-ова сила Q: 
_~1:.'! ·~;~~,·}~:.-}ii. :ЈМ.ј ()\-p~ 

Q: = -2m'[n)'О]·,· '2mn['Оа) '} НЈ' ~-:;' 
',! f1,~!-~;-.Sf . '~~.:;,~-;.:·.I~~Ј-l:Ј & ~~~:Zt~;;-};;;t) ,~l:liiiII 

:где " пр,едставља :,веКТ9Р, ёреЛЏ~ИВl:Iе,: ~РЩЈНе'.,моби .. ц~~ 
:тачке.у ро:гирајуfiем систему., '." " ',:u .'(~: 

<),), ,')Јё,iџ~аЧlIна:;кре'1;ања ~м06ИJlне;ТаЧК~i,'.6иfiе,,; Lпрiша 

'Томе " , ,: " ". '. 
d2.. '. . ...... - . ' 

-f!f""i '\'ы.:-:;:- ~gfdd(T+ rm~21'ro+ 2mn·:ti)i:l ':42(- 'ј, 
dt {;! Ч;,'1ЈЈ ::.;;:);! "i,I,; 



"1~ f~~':-f"- ч ј' 1 :,rl~T<'"'J "j~~~ ('Р -i.-1'1(:?' ~)l-!I!I!n~_;t~~! ~~Hil;J>i1Ht, !;jf 

,!g,с.iе,АF.(~';lИЩ~; ,rrPEi'1nlb?t(A.~9,~IiJ~J!P1tj ј~~?lУ.Тf\t,I;~ИLqј9;'1f1tt 
I'J;;':}I!~: -; .' \;::.',1 'd'1.tl , .. ~ Г' '._ ~., .. i_,~:..,.i.~i! ~!.ii\,"J '( :';'1 

de .= grad V+ 2n [uao] ' .. .• ;<Аб,,·)! 
f.;r',:1.;":f .. '" }r".:) ~?/").,~'p Ч" j';(T~"1 ,;.~, i ·':!,~;I,>t;,:,:-:,rl 

то добивамо 

с'ј",' "Ј' .... ',; .Q.u'!uvJ V" "!',~ '.1461;'( 
н',.:' ',::/.,:." ·','".fit,; .. ",\", .. ~, '.,' ".,.'.',' . "ј 'T';;~ ':, ',;\) 

" ~, " " -~ "". : ~. .• ,"': i . -_. . < • ~j' , , ~ 

СубстаiIцИјеАна промена СRалара f:'наМ6би~н,(јј таЧRије . 
п f~~§·~· .t' f!-!.Li:!!;Р,:':_;.:-' . - ~: "., ··1;·!'~· 'Y:~:". ", - _,,)- . 



па њенаИН'l'еграција ,даје" ';'" ј';; 
.. \". . 
" :.vi';;J: 2У' .::3...··0 47) 

:}1 '."1 

• где v. означава интеН;ЗИТеТ, ре.liат~вНе·брзИfIE\ моБИ.ше 
'l'ачке.: НакЬ :je~:v~:"'" е!~~НЦиЈе.l1Но·riО8итИвНаг ве.l1ИЧина, 
то моБИ.l1натачка неhеизаhи из онога. дела равнине 
за' који је 2 V'L' сri:rоgитивТн'о~:hа'-;'за;гЪ ј"еР:;·ХС"l'" 

,; .. ~:, ;~.: '," 1 . 

2V~ (ј= о, 
~-, - ј 

•• '. 48), 

једначина граНИl.Jнекриве, па, представља, aRo је 
крива ':Затворена, i,'кВалита.l;i'IвНО'реmење;;проблема, 
које смо назва.l1И "опреде.l1ењем ПР9СТОРНИХ граница 

. . _ Ј ~) 

кретаЊ,а .• ,'JJ),al,':,~ ti~i,!,e'1:~;,-:-\ .+L;\Y;i ;~.1,1. ;' С",­
Потенција.l1 и је сџ:метричан према оси Х, даК.I1е 

инванијаатан ПРИСУРС'Е!n·'уциј~ ';',.: :':,:';н:шll 
~ . :. \.:. 

'У, 'ј'" .:.::... у : ,.... ,,' о' '0'>":; 

,а како је , ,..\ :1,>С ':.l:".';);:.c:, '.;~ . ,с';' 
2 ,.\ .. -.Ј, % :! 

, ,,"r:', 1> --::- :Х ",+: у :~;,:::,гm: П%11:~њшtуо~r ОТ 
~ ". ~;':! ~""."':'-:"'~'~:,"",,,,""-""-"~~~" :I;.,....>j;. f'~_"!. __ '!_,ћ.·.\f .;.;:~,~.~~~.,"~'1-:-' '. 

Toћ~; ';н. ~~алар 'V БИ,Т.и :~нџар'Иј)ЫIТ~Н ' при тој субсти-
туцији даК.ае таRође,симетрй~ан према OCll Х. 

',! :,:, p9~ ~9'ih~;~1;\~p~:~ef"~?i~i~1'~~tl !.f}~~~,~~;?\;{~~Rf,9;\IJa? 
када би јој маса била једнака јединици, а она' се 

CKpeTa.lla у В'е'помiчн.9_М потенција.i1НОМ пољу V, које 
, "4 ,\, /"'1+ ,-,_. =-,-

је симеТР1f~ВО ПРf~~\~~9~ЈК,:)~ ~~д б~ .~a!, ~Y, осим 
тога, дејствоваЈ1а ФИКТИВЦа сила ,2n [»,ао]. O~a ФИlt~ 

,тивIIа. ~ИЈ1а:, стоји,' llо.Р~?i~'F!о:':~IiЭ;flЩIщgру ~~,ЈЏ;.+:Л~Ж'И 
, .4 •• ,.' _<"., ., : ~' Ј 

rз,ат~ у р~внини RPrr{ta.a! ;--.1\, , .' 
iJ"'t;-Ч~'.'f~Ј.~о 1.: ~,~4i1}A1fA~Jl~zi~t ОРR~~<'()~УЩbl~Ј,~~еgl!Ј1на: 
~ачка извађати кинематички симетрична' :креТања. 

'1 !С Нада,на м?би~у' ~~и.~У.!,~~I§~Ч~,Т~Ц~~~.!&~1Љ,~!1-Ј»(1-0} 
'би.ш би~ено -кретање Rивематич:кисиметрИ:чно уве:к. 

[Онда када би њена пуТIi;н:.а. нормаЈ1НО пресеКЈ1а ОСУ Х. 
I 



}УЗМИМО', 'даК.Ilе~ да lI{:обидна Т,а'ЧRа;;k~'вађVа' та'RЬвЬ'~1tй-, 
:'немаТИЧ:КИСИМ'еТРИЧН'О:Rр~!Ањ'еtilр~М:!~ 8ёii'х;')Наri-iCrtй-, 
\" '." .":, ,,' 1~. "." ;" .p,::!:.::(:г~ "~i"::',';·"A';fi'i ''', ''''. ~:1·, :"·~-.~::.·,1_!: 

таЈlIЮ 'да.llИ Је TaRoBo кретањеМОГУl:iе под утицаЈем 
,~,' ,. ,,; " .,' С·, I .. '"' " ,,'" ... 1 (", ".1' ;' '.' ,", ('0;," 11"1' ,< !', '/, ј ~. 1-' 

фиктивне СИ.ll е 2n Il.1ao]. У двема' i:шмет'Р'йч'нюi тачkама 

i!Mi 'M~' 'таков;е 'Rин'е'ма:'гичюt' 'сим'етр'и'tЈiн'е"П~;'liаi:h:е';биiе-
'о ';,~~-}1~ !..;'ј ~.~J) :, ; 

,,1~L,:;·~~t~~ ~JI.~i~{. 

Л i .ј~~IЙw·:fЈ-itо J.i.,afJJ.;'1' 

~. Ј 1 .;.,.; F. _, Ј, ~ \ I ' , i : 

Сл. 8. \; 

би ~~1,ине М~БИ.llr~iта:~еiј~А,~~~еl '~'t:9\te прав7 ;симе­
'l'ричне према Х, НО,не њи~.ови прр.вци, Јер aRo Је н. пр. 

" ' -, ' 

брзина у ПО.llожају М' наперена' према оси симетрије 

'H~~~ji~ tjрзина у, П~.Il()~ај~ l?1:~f1:f.!~Р~Нf~;,q~Л',Е3,-рqи~ ЯIf­
(~f11Р~~Ч::Е(Т;ЪФf.I~'Р~~IЏ~ у,I1.11е;,~IЫI.1~nl,9Уј~iН~l'}:ЯР1Clm~4Э:НСТР' 
у оба положаја стоје те СИ.Il,е ЏЯР!'f~~0}4~~)t,~х.rр.~11 

/tI~аfl~R~И~;:!СУi Н3'ј 0!т1 C!P~~l,; fllf; ЛRЈ~ ~:Ј~Я~,tтрr~)?r ректор 
" надовезан на a~ даје позитиван смисао оБИ.4аm~~i~" 

1~а~Р,,,hl3ч;~е, СИ'.Il.е.~У",-оба. ;чсмощаја бити:,'симетрично 
,HaIIepeHe, I1ре~а; оq'и Х"" '-~:;;:c; ,li,~;T;,; . 
~ .. "" ",,' "\"'.,' ,/Ј) -

симеТРИЧНИМ'"ПО.40жајима кинематско симетрич-

',ilИN :пут'ања; одговарајуси~етри'чне; ~ЦЦ:.(',JJ~.6eJ ;СИ.ilе • 
. Те, СИЈЈеhе променити; дdдуЩЉ' Р§~~~~r;џ,у'r~n~е 

но неће, уништити њену симетрију. УС.llов:за кине­

матску'; ~иметрију и'lпер'iч:)' .. џiЬ;и~~т' ;'ретаН:а остају 
'.;-- - " ;"',1 ... 



~:~,lt~,t,;'~~j;;;:;::':!;;~~:~;;i;;,,~;;~g~; 
.M~~.: !eE;~O,~!:.~~~; ::~Л~~. ~,~~~~~:~?,~~ъ;;~. t~iP;~i~~.:;::~:;~ 
r?:1!,ii~j"jTI~(';1' ~;t{'!ijl) t)'\\,џ<ft'~i~'јС'i)".~'·,. '}!. Јј" љ,; .... lli.;ы~ 
i;,?Ан~л~:f~·t~~, r?~,~}!~rЩ~~,fk~f~l\ .. ~РО~,~~~~~~~:19}~~i~ 21f:~Њ~­
'јV~ЋС1Ј,~ц;q~~еq~~Ј'~i'i''.;';'~Н'~~I;~нr~fL~~fl!i~!}8IД $~0.~,P~H9}'1 
·систему бити" периодИЧ'но:':i,"Ј('О '>';:.;,~·ца:if' tH'.1H,,:,4 

ТФиi~иk~а ·~ir~;1Ј'~'n,;.rt>:а~};Д~Щјве~' '~:Op':~a:iHO"H it' 
путању, нема, дакле; Т~'?),fЩЩИЈа.IIне;,~омпоненте и не 

утиче, због тога, на Џ"ро;Ме,НУ величине брзине ,1:io-
, I . Ј ~ :ј. ,О i 

·би"ше тачке него сам? на :КР~lВину путање. Нада би 

она сама 'дејствова:ла/неби сем.ељала.ве./lичина бр:-, 
зине, па због то(а'Шf иА::те:(l8й~еТ"·ё·а)f.е;:7f~".<liц,~,;ср,l:).:: 
диус :кривине путаiь~нi~ оотао ?Й константан, моБИ.IIна 
тач:ка' описивала биitQ.уг; r+ицај осталих СИ.IIа пер-
-турбирато кружно :кpe;T~њe" но тај/ је утицај тим 
мањи што су теСИ.IIе Џ~IЬе.-,у;,;бдиЗiIНИ места где те 
·СИ.IIе И8че8авајђ o,}..~}}(I;e у ОЈ.О.IIИНИ тачке 1:=1:0 (х = хо, 

у = уо), где је ~ ,<.! 

-'ЈМН" "Ю.:Щ ,ј :111i~Ј'·{}-Ј);ыАtЈ3riјf';iiv;!:џ.;r~~УSШII9Ј"r н(I 

~,'::. ;'~;;:;' ::. ':.~'.': :~:Г' '",", l""'?fY _;1. "'\;: "ј;) ~J' 
т.' ј;' 'у' '6АИ3ИНИ'; положаја равнотеже поља'Т моhиЋе 
>се! nерiiOдична ~KpeTa:њa:; директно' :одредити','ii:Щ'iliто 
:}Iзс..i'едеhег,:сЛеАује~н ' " !, 'Ј! 

::,~ A~fi ј~."rtбlе: RoiiTliHY~PH;;,' . тЈ je"~/·· i51Й~ЙЙ~.',; ТИХ 
:М~С.ј.:а.-;:.·i\!-.' :<;. :;;, ':: с',';';:'.'; 'С;.:,." .:;, ':;:.;;','; ,-;~; '1 



~<p~'~j .~.,/} '':'''-,{,'-' 
т. Ј:'" , 

,'~',jl'!;'\ 1:;" ~; ::,;шZti:::fffХ:Нf),/i!)!Ј ')ЫI).' 

IhЮ!Л l' 1"';' :";,,;ri:~ ~)~.:H} im. с;.Љ;·,) @[}'Ц~"'i!."ЩДI.(}fI!5(})ОN;I:'iј 

• ;jll)f, I~~I " -: ~!::p/: ... y 7 УО ~~1J H·;J~ji ... ~}~~l.r, (јЈ1НТ Hf!1.~ 

..:~~.t;! Z"t:HPj;!.~HI!,t."'jt! f1~·!f)f·ЛЈ.~Vf\ 4'\' ,~·Чf)Ј!.f)Ј,() Гf' (-ј"uтснаfl 
Ј t..

f 
• _. ' ' -о .' ~E/' ',,' -:; ~ '- - ,. ,'~ ."0 .... '" 1. 

". ;," ·f 'е' -Б' tЈ'±1јХ., .; I'~" ii' ,.,'-ј"" ":Ј!' ,'t~~ ,,'-' ,'" -'.;;,.;11 (, '\" J.,'~ .1.,,· .. ! .... ~'I~' Ь.t?''''l~ ,: ,,-" "~<,,.,. 

·:.::~6., j~', и 7Ј Be~Ma M~~~HO~ .?~'~'~~~~.~ри,ц~ ~~;~*l1Ш/' 
,,-APy~ё:J ц'6f~нцијеУ'т6') ~IО,'б'Й~аМ'd;НI;н.r.Н()(isr :јЈј',ј . t,ot'I 

.' 'ј,;;/ .. ~. ""'1Hf:?:!~!):-H>1j,, '~~it ":. 1·"H~~'~·r:!(\'J {~.JjI1:":'U"~ Ј: ',1; 

, i jt . ~! !; 

.::1/ '2~'[~a~} , . ;21i' ~;,~i,O ,i:'~~,~.'{:i f'~,,~;j)'.,!~; :53} 
" 'о ';0,,1 )("ј, --<> ,.:,,' ,-., . ~'i- f ~ . 

,'J(~;;~ 1'.~tl:-j <;;-;.t:'ЫЈ\ 

то:једначина' RретаIБа45),Р~отав.ъеяа·у 'ABeORlI..I1apHe 
једначине' Добива!(~~::tЈоб.i1ИR':' .,,,,, --



Ове хомогеце ..iинеарНе "диФеРенција.i1не' једйа-, 
'чине дозвољавају iIеРI!ОДИ~Н1:I,-',р~иiеlьа:" "~IГ7Ј'бйfi{ 
периодичне, Ф.ункцИјеОДt,~а: Ье сеиiIИција.i1НИ YC.i16-БI{' 
моnи -тако одабрати j,,,a'<~ .,И '1] Остане YBeK'MaA~Iib;" 

Пример, за о"ваЕове, С.i1У~нi.је!lепеРИОДИЧIIИХ 'кре''':' 
'тања' су, пернодична Kp:~Ta~a::Y )~астероидичном про-
бllему « о • .;;;1.'. 

~ :-;\~, :~·.:l :::~-_ rJ::::~v'~" f (: ~O:~~i"J ... l/ ::1' т: ';Ј 4~ 

Под » асrероидичн~~:,,, прч§~е~Р~(~;1, 'р"~ЗУ~~В~~/?11 
'-испитивање, Еретања једне беЗRОlIачнЬ'''ма.i1ене'Мас'е' 
(астероида) ПРИВfl~чене по Nеwtоп-ощ:ЈМ за~ОIlУ од две 
Rоначне масё;које~се,\~С.i1~~,:меl}у"Собноt·'Iiрйвяа4'е~ьа;:'. 
по истом,; закону, ЕреЬуоко заједничког тежиIiIта ,;у-

конц~нт.р.иtiIЩ~ јк~уг~~им:а iИ;СТ-$М~~О~~Т~~1If<?,!I~,iУГ~i9Б"-" 
ном брзиньм/\ а, чије кретање' н~!\пертур'бира.t'маАа·-
,маса, која се Kpeћ~,y истој;рfLВЮЈНИ i Kojoj'6e"Rpenyli: 
,обе коначне, масе. '" , ј,'. ",ј 

Обе коначне масе изазивају једно потенција.i1НО 
поље, аксија.i1НО симетрично пр:е~а.пр,<tвој\ I5o~a ,кроз.l' 

њих ПРО.i1ази. То поље је перманеli,{НО а ротира кон­

"cTaHTHQ,~, УГД0ВНО,',М,; ~Р,~и~~м~~,q",:r~~щџта Rона~них 
1 ..). ,,). '.f \ ,_ ir •. 1 a~ _'о -,..! ,,_._._, ............. :~~ _" :~ _ ....... "11< "-~ _ .. _ .\ 

,маса. Сваки' H(>PMaдH~ ~ПРОJIаэТастероида :кроз осу си-

метрије тога поља биhе IiO.i1o~aJ HOPi"'a.i1He кине~~тске/ 
"симетрије. Тако,Ве ПРО.i1азе *~.~iпщ' !fQincare »сопјО:щ~ .. "·~ 
tiop.,symet~iqiIeJ(,~.i11! »рррр~фRр.\S;уфеtг!.qu.е(\ Пр'~мц.,томе·~, 
• : '.~ ••. - " " ,".,' -.#' _. У - .! 1-\ t ~; ~ ~ ...... ~,;;-"""- I .}\ .... 

А~!lИ 9~а9'tё'РОIfд1На;Jlази између'кЬначних' маса И.i1и 

изван ~њ~x/) Дв.атакова'ПР~f{1~,~ iуфЈЈ?,в~авају,[)ерио~." 
.дич;~о ,креТање. . 

;;~~i.~f"БJlизини,:[roJlожаја;::Јр~вЏОте~'е'сСJlоженога;Ш{)4?~l'l 
v могу се периодична' КР"6\г~iЬа,јгчiН~'ма',:nр:еl)аm~еМ~{;i 
,Директно одредити, п а су једначцне 54) иденти~ц~: 

са IJill"OB?~':J~A,IJ~!I~fia,M~ ~~:ЈiI\ерЏБДЦtf!Iа:.~ R~~таЈЬ1:~i-у~'i 
б.i1џзи~џ"я~нr:.аЈ>~ ,,<.(lI1брације. ·,,+.fJ Љ' 'Њ 

'i-(- ,';"·;'.f"I,,- " н .. , 

1) ВИА\Ј ~" пр, I'Qinta~~ 
'Тоте 1. сТр. 198, '- 't' " \.11, 

• {Ј1<ј> 

1 

l' 



,О ;СИ:М:~ТРИ1ЈИО пеРЙ:ОДИ,!(~Jif:~сф}"ИRцlt:jаllIа·;;~<l>У.Џ~.':'ј;" 
цију F'н~з~~исне' Варiфl::б~IЛIJеt Щl:з.и.):З.а!,ю:периодичщ)м·, 
са, пер~одо~'t, ако оџа; заД()Бо~ав~!је.IЏI~.ЧИНУ ~,«л:~:~" 

: . ~. . . -- . - . '. ,', \., 

~'(;' F(t)~F!t.·+nТj;.: . 
~ ".' o_:~-.:.;~, '" .. ,:< " .. ,',,' :. :.,~ .,. ':~ L .• ,::"!·:_J~-'.,,F<:;.·--:':'.:< i;~.·:;·} 

где је п" :Произвол;ан 'цео' брОЈ. ГеомеТРИЈска' пред~ 

става 'оваnьве :<I>ун~~~је;у"ор'гого;на~н~м Rооi:>дйн~fIi'8Мi!: 
систему, где абсцисну осу узимамо 31it pcyt, БИh.е 

. '" ".... I 

једна таласаста линија (сл:.- ~J,eaCTaB..ъeHa И3 самих 

конгруентних делова Rоји одговарају интервалу' Т. 
F(t) , . I 

-.----------------------~,---------------+I------~t 

k·------ T---------~ 
СА. 9 .. 

Обич'но . се' ,узима да "се Рпь'~:ет4~' :' ~~~НР.~а~~:~:п?~у~l~~:}~ 
ра:ј{Ј[са:'lмиlпыа:4П'ИМ'Јв'рt{.дН(Љти'~it'(iФУНRц~јејFii).;, 3а[>' 

ПРОБАеме'дIiFiа:ми~е;с ~Y"K~.' А~О'би~е~~fk9:~~~ . ;1~:~·.Г#H~I~,:: 
риодичне ФУНRЦИЈе вод .КОЈИХ су такове геомеТрИЈуке 

ј !._~ l' ~; :ilr';·{iit;,!,,:, .~;;.:: ~ о' '., ':t. ,".'< '.:0 .I,i\ . .' 

F(t) 
\: ~ .!~" \.\' ~! • 

(":. ~,i,' I :':, ~~['1\()'; .:J~~ ~j!~ 
O_(!'jNI1T.qYr' ;'1: 

оо • - '-',::-;.~ ... ~' е. --......... 
Ј.С' [);.: !ЈЦiФ :::;КIЊО 

~-:'~.7 ,.",,:P.г~~! 

• ro. ...... J;~~H ,~" '"~l' • ,о i . ';.:., t'lJi)"ti75-Ј.I 

,~;>1;j~" ';'j~~t.~~~:"':~ it:r ~':::f i~;',;i: ': ~~;;~~~;rl~;j ;;~, 
""~--:--..;.-~o- ';'i( ~ .\~, О ~.?, .i: ~;;:~ifl~~M Ј'\ЈЙ;; .f,;aJ3Ell:ro~ 

'\';'~---~-:-~ ,:~",." '-iЪ.Јi:·С!~:П!(};\~: ;:;f1:j}~1~H 

п р~iС~~~:ј·l·~~l~;р·и:~'~е .• :~С~~;::~~-;~iНА~~·.·СВ;~k~ ;:~~~i~~:~'~~~~' 
ИМа(. д's.~. ;jJq~O!Rafa.l rсиМёТријеБS~ЈИ~·:S2Ј;'IСА. {'ОР'па ё~.а'Rf!q11 
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_;'I1{йиМ~~iiЬ;~йt~а~оiIм~5Нiw:Ър~дli"ОО1"ФУНRцијёЩitfдод­
'~~oF1a:~~I1<i8!*biЉM ']eдYJ~jA{;' haJio1klH~;~ii~eTp~Je~;R~)ti;'l '{ ј}щ 
'::' "~" ЈОШ'r.јёilв;~тiIhјЙt1fU~У'iiај t: fkii;A~)'i~y~ А~лtЊи~;торњ&() 
'криве К6'н~'ё~~riи у~'!,~ози~iИВR()М:~~iqмi6iу ор~ин~нтне 

'; ~}-~Ii,··,:':~t~ ~,; {_ ()?·~7,,~~~~~;~~.' 'f':.:} ,,;:,~{, :,~{.;;~-~ I;~'/:;~/-.~";t~:-;:t·~~~ '-";".:' .. 

,OCEi к.ОНГРУ~f!Тf!И Ае40В:Џ,Ма; КQНВ,е~яним .. У;<,Н~,га'l:.ЩНЮ.~, 
;,'~~ "'!'>.А9(т(ј" ··.t~~·,"'4t.,.\r'I.!;~ м.:.~ ,!>-t.' [·i·":·~,:~\Ч \) . ~~1f:,-,,; ~·~,?,.ji,\~\t~1',"i.~.:,_"'·j\~;l}1 ~~i. r:f/. _ -'t.: :;.ЈА 1 

, ,ПР~ВАУ, :.f~oc~. Оџда ~{I-.. ;R{Ји;ва ,и~а, 'Q(?ИМ ,яа.веАеџи~" 
~:~.' d:.')j..:~{".t·.;'-i,,:'.;{(.;{)~l 1Лf.ЈН;,,"..;.-.. Нt~, ".~ ~ -1'''' .~~ ~јL-'.l)Ј, .. IlI't џ ;-:,-ct..,f, ••. ...;).t", ~·Н.l, .... t:Ј.\,,! 

i .~. ],'~)ђ.\ 'U'~\ ~щ" чtf.~+ ... iu,:.~i;"'~\:)јщрђь, [н".! . ,,:п;r:ЈТ;ЈNu 
'? ;1Mi~) f.'N Ј)н'!,и' г:Г::,,;;р Л!,r .. ё)] ,i*<Ю~l'., :RTgt',~)~a,$:r BНJ\9f, 

\, ,.", .. 

k.-"--...:--------- т -:..:--.::---------Ј 
Uл. 11 ....... --... , .... , .--

положаја симетриј~' 81 и,8:А,.доји одговарају мини­
,мал;ниМ .. И,мqК~и~а4ШI~.,":~реДНg~ти.~а'~,1',УНКЦt1ј e,~"ff(t.)>,(' 

'јоifuУ'~~~~~~~;I~~,~тf:~~1*:t,Ж?~'1~~$~;1ri~fR~'Њ~'§,а~~~~kje~iJ1:; 
СИО,IIаЈ1н.е . симе,ТР.ЙЈ~ ,~RШ .. RД!'Qв~раlУ; .,9р,еAI~ОЈ,;Ю~(}~;;,;, 

... :)t,! ~ •. t'.;· ~ '~.-:i.}~: .. ,'";" -_,.7t.;;, .. ''..)·~'', ';'.".: .:, ·"_._,,_~.l.·~'""3.""".~~ '.,' ~\,~ .. ~-

ностиФУнКЦИЈеF(t). (сл., џ). ". ,". ,; ,.,:"~" ',:;'";;,,,', 
",,",.i'"i 1; -~ ,'о ;.1: ·~i.:~·-,- .. :.-<" i· .. ·.J~~J .;.~. '>-'~_~-=-. ·~#l1.!.L"-!_".' ~' ~'<"'" ~"'_"''-'1'--1 

.. Ове последље две категорије периодичних Ф,У,Н,К- -
ција назваnемо сuмеТРUЧ1iо-uерuодU:Ч1iU.lltФУн.'К.-Цu'ј;Ј.м"а. 
прве односнодруге:категорије. 1'ако:ЈЗесу ФУНIщиј:е 

- с_. ," " __" ..., f 

н. пр. тригонометријске функциј.е; ОД којих су за про-

блеме физике од специјалне ва~ности. ФУНRЩlје sinus 
. I - r 

И cosinus, јер оне нису ДИСКО;dтинуирне: _, ,/' 
Ако је неЗавiIснаварија.БИлна t време, OHд~'ћeMO 

.љене вредностиtо ю t p .. У Rојима'функцијаF{!) до:-
.. ·стиа~~а·ОВоЈё""МI1НИМ:';'Н~ИА~.ii~~Сим~I;е·;РеДнос;~ .. 
назваТИ.lltо.lltен.тu.lltа сu.м.етрије, јер у том случају 

Функција, ~(t) Д()бива:,У ; истим <врещщс;кџ~ .одотојањима. ~'[ 
-~ . -.... 



>, " ,О RИНЕМАТИЧНјј' ёЙМЕТРИЈИ >И~ЊЕНОЈ ПРИМЕНИ _~j~5 

Феномен, ';представ..ъеН >'TaI~OBOM' ФУНRцијdм;:ЬиUетри-

ча'н'"hр~м~"То. м.· MOMf~~i;,;'" i:' , ':": ,;':;~~~~;:~~~:rj;::i;;t f::::: 
Периодичв:а хретаи.а иоби.ше, T&1IRe у сииетрич:~ 

:~ ,.', " .. ~ ,1 .'~~,' ~-' .'-.~ ..•. z; .. : >'·/~~!-.'f·"t-j·,.\:,';'t .. -,-:-.,~ 

во:м:потеициова.шо., пољ,!, ХОЈе Је ~~е~рич:во-:перв~·, 
, -,':" " .,'. ':";, .-, :_,I,·;"7-",,':~'p,~' . Ј ,- '1"~-: ,~~,;-t.:.ч~,:'..: 'j:t).~.:-J:j ~:.!,('.i5-' 

~~,~; ,tIJ~~Ja, в~~~е.~а·:,Ч~С~~1'Р~~о. iIIр!е~~иј}t~~<>, 
поље некЭ; буде симетрично.";перио.дична Функција вре..;' 

мена' са п'ериодом тЪа:Јека буде 'увеR"h'й'метiнr~;3 
према' ОСИ Х т. ј.' НеR1.rtјо.Т~НЦија;,Ыа .l;УН~ција 'ј' "рчт 
·;;;'!<·~"'1rr';·" ' ,-",,' ., ~!". ,;'" . ", ~ . -о ?;;'.<t.t 

, u = u (х, у, t)' .с, :. i' " 'О. 

буде инваријантна према субс~итуцијИ;;У:=t-!ју"Јп~;fi." 

;,Из дефиниције симетрично.-перио.дичних функција 

и из напред изведених сво.јстава оимет'ричних;по.Јь:а:' 
следуједа ће;кретање мо.БИАне тачке-бити'кинематС;; 
ски симетрично.о.Н4а. када· .о.на у, једно.м,,"'ОД':'СИМЕ5Т~~ 

ричних мо.мената времена про.ђе но.рма.шо. КРо.з 'ооу 

Х,' јер о.нда Ье о.на у два про.изво.ЈЬна симетричнапо­

.l1Oжаја М иМ' према о.си Х наићи на. ИСТе' вредноr.ти 

по.теlJцијалне ,Функције. U. Нретање'мо.би;;tне, та.чк&'. 

биhе, перио.ди~но.. ако. о.на у -два разна 'мо.:мента'си~ 
метрије про.ђе но.рмално кро.з о.с,у: Х.' ,'!,': . , .. ';"''1' "ј; 

,Кро.з сваку тачку' о.се Хмо.ћи Ьесе :По.Ј10ЖИТИ 

беЭRо.начно. мно.го. симетричних путања варирајућй' 

интензитет но.рмалне иницијалне брзине,ко.јо.м 'мо.':' 
билна тачка про.лази кро.з ту тачку о.се Ху мо.менту 

симетрије,па ће се - изуэев специјалне случајеве -
ОД 'Г ИХ :Путања мо.hи" о.дабрати она Rо.јапри"једно.м 

о.д следеhих про.лаза но.рмално. пресецаосуХ;Но.кре­

тање мо.билнетачке биће по. тако.во.ј,путањи перио.­

дично. само. о.нда ако.· се и тај други про.лаз деси у 

мо.менту симетрије.' То. Ьесе мо.hи по.стцhитек из­
бо.ро.м ррвепро.Ла3нетачке, па. се :зато. перио.дичне 

путање мо.гу по..ilо.жити само. кро.з неке о.д тачака о.ое х. 

r.1lAO ЪХХХУ 10 



14.6 Д:-Р)I;tИЏТИ!lМИЛАНКОВ!i:'& ' . , '"" , 

Периодичиа хретаља :м:оби.ше'l'аЧRе у ротирају­

Ј..е:м: си:м:етричио:м: поЈЬ у хој е ј е С,Dlетрич~о-п~риодичиа 
фУН1tција вршеиа~ р'отира А~~uр.ије~qоматр~мо"п~.ъ~ 
OJ:{OJeд~~. ooe~ ,,~()j~J~. норма,:л~~а ,,~~, c~~~q~'y,' I?а~:~ч~~~ 
то треба еФёRТИВНИ~?ИАа~а,К()је н.а.моБИАНУ ;г~ч~у 
утичу ,додати још две' фиктивне ,о·ИJlе":.центрифугаJlНУ 
СIЏУ и Corio!is':oBY СИАу.АКО је угловна: 'брзина ро:" 

~ . '," с", . _: , , ' : ,- "'.~ ј :~, t"':_i'~ _'.1 • I • ,,~. ~_, ';'''. 

тације п константна,. онда не мен,а. - Kaq. што смо 
показаАИ - центрифугална СИJlа' mn 2rro ни 'симетРиЈУ 
ПОJl,а ни услове за ~инематски симетрични кретања; 

исто је тако и Согiоlis-ова сила 2тn [u(Џ за кине­

матски симетрична KpeT~њa симетrичн~ П~ не YH~:: 

штава таЕова кретања акосуостаJlИУСЛОВИ за њих 

џ.спуњ е ни:.... "';. ,., "':', <,"'" .','} , ,i,.::".;.j,,)ij ;-,.'; и 

.' Питајмо сада. када .he.Te Фикти~~е:"еИJlе ~:1~~~q'" 
дити . кинеМ.аТСRИ симетрич:на кретаIЧ8i' aJ~O УГАовна 

брзина.n није нонстантна ве'ь' Функција- времена? ' 
ПОСМiJoтра:но поље .. и. је СЩ;I е, трич но' .. пе РИОДИЧI~ а. 

Ф3\нкц~јаl" времена . зато, би,:, преМа":iпр'е'ђаlпње.м;,'-јю­
·бiiџна-таНJt,а'kзВ:е.liа:К~е:Ма:тС'КЙ~~и~.~!р!иti.~~;;Йре'Г1.ti,~ 
ХliАа'би:iу 'MQ'MekTYt с.им;~;ГриЈ~·',Фу..&ii~~\ Bp~Ai~H:a.t ia 

- '.' ." . ,-, ,.:' ,", "ј' "'~'.~' 

норМаАн:О IiрОn:I.Il8..вроз
ј

о.>сУ' Xi;Aaг1'a.: мчбиtiНа;.;,trа~*at 
f;I'P.~ l1РОАа3има,,жр:оз, двЭt СИ1r!етр~ч.на. Ilq.llQjItајв.,Џ·iИ 1\1' 
~'. PO!i, Х: .IIа.~ђ~2 H~. j~Д1l,aк~: : ~;ш"тџ,~ц-е ':cli;i~~jP!ffl:fP; 
ј.е :.поТItе9н?,";~,)~ ~.~,y~~~~~' БР~,~,~~:n~'~!i:~~~~~~~Rl 
ы;е,~~ОАИ~на)'" ~у,Н1Щ!fЈ~'Ј Bpeм~н,a t;,~~ai.i-jil.,~ ,~~;,~ец.й~ч~~ 

М:ен:а:Ј;~;fЧ~Ei:ГРИЈ&;,~{>~удаРа,'9:~i'·~Ом~~Ф~.~;~Р,РЯ!l~:~iiЊ9t:> 
qп..йiе,;таЧRе",Rвоз~;6.Су,--::Х,::ДaIйе,',А~'м:ом~~м\;;&име'ђ 

• оо '.~' '" "":" '·;'С;:. ,,-':.'" ;;_ "',~'1>.' 4Jo:_;' •. :'.~'>i-,;:.,-;'"';._ ... ;::.:,..';-.:\\!"-:.\~"I_~ ,,>~ ;.~.,.. /"-М 

i~:јh;:'~1~~Џ~;~~ЊI>,'~ж~~;'if~i\;~~~~~ 
, оо.~.:прџ Једном ОА'.я\-еА~hи~ ПРОJl~аRР9:з,QIfу'~~Х,Д:Р9~е, 
~Щ1Рмa,;i-gО~,fftPОSiДЊУiји:: ~оЈе .. ~ьМщrа.!L'i'ј1'Оl"а)' ciP(3~a33i: 
·m-.~~~;iпПlе;р-~ё···ФУВRЦиЈ8ј~:~р~~еН~iуг:и,;~f!~r;,??f';~~}(' 

"'i;' .~T; '-'; .:') ; ~":,J:. . 
"t :,;:,t_ _, ~~ ~> ;", 



о RИНЕМАТlIчн6Ј '6иliitтрЊк'~'и" :ЊЕп6Ј ПРИМЕНИ· •• 14 t 

3а сйме'rричноii~риЬдична . iф~~ан~а;' мобилне 
тачке потребно је,. према томе, д~ су перЙод'еси':' 
ме1'ричн()-nериодиq~их ФУНRција' gр:е.мепа' Uи'n ВО­
мензураб.llе ида оне имају зајеДниЧRliх·мОмеg:ата:~и;. 
метрије и.llи као ШТО би се МОГ.llО 'nOEpabeH6д'aKa,J\~~ 
да су обе функцијесuнхрон.uiulЈане., "':" . 

. Пример 8~' ?ву, ~ат~гор~јУ·П~РIfОАИЧ.~~lf'~l?е;аља 
пружа нам проб.ll~'МТЈ)Ију теЛ.ау .ра,ВНИНИ aKq је 
једна од масабезкiоначно' ма.llена';' оНдаОI:Iа.и'е' пер­
турбира кретаље o!.?ta-(l~~ ДЈ;3ају '~~>начних .. маса, •. п а 
зато ове иt\вађају ок6,'њиховог ваје,дн~чког ј;ежишта, 
к е r 1 е г-ове е.llипсе:· ЏО.llожИМо,i1И I~poaTe:M~'~a'c~ 

, ' ... ' _ ;;> ~~,,"',_ 1; .• :.~ I_~-;:'}.,'':'~~ ~1 ,-; ':'\<'-"" --""';\' ,-~.{-,,.;. J ... ,-t:;,~,~)i_":}:., 

осу Х нашега RоординатIIог СИСТ:Е\:МЉ,~'О ~е:пq:генUи~ 
::"., ' ";;'" !'.l·-_(~i"О_i,. ~-..;}: ~_H" ",.·.~':'"r:'~"} .t.~, ,,",; ,"i\"'\;"'-~~-' ·Y' .. J1_-;,}\,J.j!.,1-.:.~{, 

Ја.шо по~е". и.зазван,о'rи~~.~~~~~а.~ '~~~~'~Яii~~~r,~~i~~: . 
према ТОЈ оси, а ФУНКЦИЈа ОДСТОЈаља ТИХ:)l.ваЈујте.l1а, 

Kojei се лй%а . временом: HaRo j~ Р~.IlаТ~,в,~О';;Љ~~1';1~~ 
једнога од. ,~ОНD.Ч!lИХ Т,ела, o~~ Др.у(~?t~'.·'кр~таrii~ '#~ 
КеРlег-овоге.llипСИ;"даК.Ilе 'кинематскU" периqДИЧ:FlQ 
кретањеса два ПО.llожаја. симеl'рије, 1'9IH~()Ac:r,()j~Jb,e 
'Ttli тела . апре~~:то~е и;~у:н~цйја tј'6й;и~иiJ~~RИ~~92 
ri'ериоди~~'а<'ј~'у!rк~Ј~ј:~!;-~р~if~~~: 't 6~t.!~?~е~~~~~:~~~tЏ;~ 

• . ..' . .' ~ _ : : - ! - ~ - .~~ ~ _. {_ ~." -о -." .. ,~ +..- ..... _, ." (,;' 

Tpf~J.e Kaд~. ()AcJOJ~!f~ ,~Qсч~з;аl~а УЈ:Ј9ЈУ,- ~аI,tУИI1~t1~У:Цf1~ 
миниirадну Bp~ДHoeT. У,Г.llова брзина П., 1~Koђ~: је, ,С,»;; 
._.~j' ':;:::" '"."0 ~~! 1.- ~~. ,J:-... -'~" ,-;.' :., ..... ', •. ' .•.• _',; .. ;, 

метрично-пеРИОДИЧlIа . <.I>УНКЦИЈа BpeM~Ha .п,аД9СТЦ3~ЈЗ{I. 
:.;,.'._, :,,-, 7. -: ;,",",", '"С'Г"1': '.1 .?}: ,1ј" ,,;,,-"I~"~~ l!'jlI!~,"_:'" ~:I:"'Y'l!·t:~ 

~,B;~J У,_ .~а~~И~~1Љ~'k,,~:~t1~.~С~{ r!Nt:t~:')l~~ iМi9'~n'Љ~n;~~fi 

~~J::,~:\ ~e!!~!~&1!,Y~ i?:~~()9Ј~;К~t~;К:(/~~~~1~~'~ 
у ц ј р" ,,,. = " ''Ј' ЈУ" • ..'У" ..•.. р, АУ",,,, .. ~ 

~'~~'/f с)fiitр!(}циз;Nр'lа~~;'rР~ћ'~;'6:~~R(Ща~Н~~41~i~~V~~р~ 
й~ ~'a~ ~' .. ~ { 'tie I ''й(;А йч~!{*! jiJT~:;;~~'~R!8'i1~'b'h~ '?Y:.;t"~~::ћf~~ 
w,~~t~~ ,}iIш!~;',;i~~~.~l~~:~~~~~~~а;~r,~~i~~~ћ~i::?~~~Х~И1i 
.фУНIЩllја времена И и П, HOPMa.дHq KPQ3 OOY'.XlJ' •. J~·' 
~~p U:iRfIl ~~ яс,!,~~~4В~!~Ч~9~ Yf~~~!p.xi~~~:~?HJi~~'~1ij~ 
.или ОПО8иције у моменту када. со, K0!I~~l;Ie : ~~С~["н.,8d 

оо'· ,,'.'. "', ",ј"'. '.":'., , ''', ( •. ··/.::': .... ·:'·;уо",;;:::, .... ,:: 
;.' _~ ':.1\7 [.~ )5;~ :;;.~.' it l : _:'- ... ..:.~\(;~._;. ~;;' ') 41c·~, . .j,.f:' ј-:',,", .. 



~;~{;Ј.~f,Ч::~~;;·;f;~~;,?~~~i:;с~,;i: 
;~i~~~~!~r~ji~;~::i~~~t;:;,j~'~~'~i~:;:::1~:~, ;~ f .,.~,;,;: .• i;'~'!" /.! ... :f~·",::,~{ '!',;"Iс, ~,.~~.f_~~;,l.-.>~ -:"._"'.M~.~ ... ,_;..~'...:_,;~ . .:~.,.:~./t~'- '~--';.-
сЈРХ~Р~~,У;;;l~?'~'~i~Ј~ЉIl"l:.а:Ј ~,~,~~:~~;E(P~?-~}~~!~~; :~P~I~:~~', 'i'~ 
ПРО,б~ему ,.ТР:ИЈУ 1~,.,;r;I1,Rg;?;Л~~~~~~!'iЋ~ђ!RЕ12;t,~,.IJ,~·Сј,Р:РИ}I.Ц~Я;f 
KO.H.?,~f,r~~~j~~p ~~~~ ~~;~?!~?~~~~~P~;f,f ~~aj.~~n~,~ii ~~л~,. 
n'е "r,e ётаВИ'!'I:!,У '~a,K~~ '~~~~~ЈаЛВ:lJ :ц()лqжаЈ(ЩТiiI!К~И~", 
ини' :iI:аА'~iЫl'б·вЙна}.t~Ј дз." :т'it'··пЬ:л.ЈО~'~·i ~:б ':еt;пd~ci~~' ' 
киЙ~~~~,1k~:~?,~,~'~~.~~ј~';,i,Р:~л"~i6~!',if~f'~~~~~{~A~;~\,:~~~~'j" 
опште 'бити oдpeђ~,H~, qB~ ИII~!Ј:ИЈалне~О,ltстанте ,'ца. 

ће, ' ce~i~iU :H~~A€Mie~'e" ~д' rV#X::;K'o:;1{~,~~~'a:'1~~~'~;tp~~ 
.•• г,~~.f~t:.":tr. , .. ·J,;"·;~.-,;,t tt;" ·,,'.":o(·._I./t~ ..•. ~.~ ••• -.!--' •• ) • • "~i".<'}"'~ ..j~1.l' 

дит.~:~~:, У:~10в:ьаi~,~~у')QШ . Je~.~~;, iп?,~'9~N.,,1;Щ~~l'4~1\У!Wf;,,' 
симеТРИЈе и, .a~.o,Г Т,9!,~с,~ер~~<?ди"ч~,О. ,~p~Ta,њe"p(),c~a~ 

ТраН~i,:Т§А~.~,' '::~;,',::;:'j':) ",~ I;r',': ~;;'~I',~:~;;jt;;':;:'~~'i,;!}'::~,;,':"j::;:;;;~~" 
у пробл~~у', ТрИЈУ, тела Ml~, Cl\Ю, до сада, пред~ 

п оё;~в'ИАИ ",i{a' је 'једна ,О;С маса" без~оначно, малеЙа' 
.:,),t' Ј' :', ,~"": ": "'~' ,.,': Ј-' ,,' /;.J,;."-,:jj~ ';;." 1-"'~"""i(:'r';;"~1~ 

па смо 'T.o:l1 прел~~?та~~О1>!i' ().q~гур~ли, ,е,и~е~ријУ"Ј10"7 

~'~1#~j#iJ1~;;~~;~~;,~gf~!4:~:'~~;,~~t~j~~i~,· 
неМ'аТсКб':сим,е.!РlIЈ~. У ,~~~~IiJ I:I.л,.но~ ,_~,<>M~~!Y .:,09T,~,~,:' 

,риiй'~~,~~:1~(:'~~~~~~~::":~";':,''';;};;;'~,,'~С:i,:; :;:~;;~:,;,:',:1\:'.';:;':'~>~':·:i';:~';" 
" Прво, Д~ све три M~C~,?'l'aB~}I? у. ИНИ~ИЈалном 

моменту' У, Једну Dl?а~у~.п:а,',ИМ дамо шiрал.еАне_:·Ин;iI~ 
ција~~ брвин:е нормаднона ту рраву: ',:Ако' БУ~е'М.оГуhе 

,""';,' ," - ,", }, .. , '" ,,;, ,', ' 

иницијалну констелаЦИЈУ так() :уде~ити да сва . три 
теАа 'дођу,'ПО~Ае;изв,есног ~ремена,опету иступ'раву 
и пресеку ју 'нормално,онда'hе и, тајпryљ'ожај БИТR" 
положај Rинематске 'си~е'фиЈ~ ;,кре~~~аIIое~а~р~ни:~' , 
тедабиhе riериодична. 'Са -овом 'категоријом iiерИ.'о­
дичних кретаЊа. бавио се је _'9riffiii," Certairi регјоџј6 
orblts' of kfini!e ,b()dieS :,rev.olvihg;· ab,biit"'~; r~Iativeiy:' 
large"central таэ~ ;.~гаnsаёtiО~;i of,Cth~ 'Aniefl6aft'Ma~ 
thematic'al Society' 9: 'Специјалан је' случај' 'OBe!'~a:T~:':' 



, ,. f 1-.'; 'i' ~ .~. и~ : ~ ~, '(~. f·i {;~ii ! \c~, ~~< t' p,:r:: ;!4. ; ! ! "!'- 'Kj~, ~~. " f""~f;(ђ "f': ;·r:", .~\ .\*'~~~:'[~,t~_, :"{;~:~~J.~:':: 
ГОрИЈе ,R::tAa сва три T~:dlL.ocTaHY у,в~,kУ);I<?ТОЈПР~воЈ; 

.' о'нда),Обiiвам.о' ri01њато,~,r~iаR'т#Ор;iПе;'е~L~~f~ЬЉ·~,-6:kо. 
, '~j~; i .! Аруги' IiаЧИН'Аау ~нйц'и]'аАFI()м~'мь~'~lt!У:6Е~~ариџ& 
П6лоЗка:ј ':Rинема тске' 'бим'етријё: ј~{l$.В,аУ'~НI~~~"Qд:йаЕа 

",:"~~I~~~~~~'Й';::~Г?;~iа,:;6,~~~~,t~;~ј~~·:ј~~~}~,~\'~:~:;~~~,~~~;~J'11'~!'I' 
,,':;"1~!;\~~~ ;"I:r ?: Ј 1f'>~\~~~·11p.l~,mi F;Щif:Э~f:(: 'ј{: 

':трећа;'!;таК()ђ'е IKOHa:~Ha ~'Мас~;l ''ii ::Т' '&*!4iJ;'ti.AiJIifji~}a~fp~ , 
:{."i.~,(!!" '!f: '1"/"'''''';-:;' ,'. " i~,:~jj.·.~·· ;i~';' 

1.'YfLa ,=.џ, f 1. '",< а' ;':~'-.. 
ј'" '.'+ ., ~"~ .. 4 .. ; )i,'H 

стависе' у иницијаАНО~ моменту нЭ;;'симетраАуi1рвих 
двеЈУ, а иниција.itнебрзине одаберу 'ое 'oraKo'Aa' 'Она 
на тој симетраАИ УВ.ек J(,QQraHe, у то iIM8 'сеиници­
јаАне брзине маса ~ 1пРi:.:Ii'е' н()'р~аА;н6'на.>ИНИЦliјаЛНу 
p,a~,H~;~Y, ~рИј~ . }~~~ }a~~; ~.~" ~,l1Ч,~'ь,:~~N!Ј )~дaH ,B,~~"( 
ТОРСRИ спрег; иници-

ја..iiIа'брзина'Масе џ 
узме';\се' равна нули'.' 

; Оэн'iiч'Имо "Ы,' илици.:"; 
::.)аАНИ положај ;:масеџ 

са со; аинваријаБИАНИ 
ПОАожај тежишта свих 

TPl'Ijy маса са ; 8, то је 

, ' 

Со;;';"";:": " 

C""''':1''~' 
Ј 1 ;:.,< S' ;.', ,(",{ 

1 1;' 

":-~ ј' , ' 

I / .. ------ -..., 1 

. .t!r/ , ).-.Р' I В 
А.1 ' .1 ...... :0. . 1 

'<';,~~ ~--~--- . , права" СоВ једна негro­
мична; пр'ава. простора 

према којОј о'стају маёе .' 
. nl,эбо'р'симетрије ини- ' .' ~("CA,. 12,.,,.:. ""!,',;;','!'; 

ц'ilја'~~ог Ј 'llол'ожаја 'IIинilцијаАНИХ' бр\зина, "н:епр'~r TaH~ 
"симетРИЧне. Иа 'гога ћ~: piHJiora'lI' 'ре'ВУА'танта ci;.ita, 
IЊјом '~ejtTByjy масе т на:масу "џ:;па.да:ти;~увеli у 
праву' С:08, па ће се ватомасаџ кретат:и, непрестано 
пЬ 'Iiрави С08. :; ;;' , . , 
"\ ,,,,,', . , ." ". о", '" " 

, ОвНаЧимо.llИ MOMeHTa:H~ 'iIО.llожајеМаса'тСа А 

и 'В,а тачку која пол'6)Зи 1''дуi!t!!iI]'4Й ~~Ь-,-~iQ_ Н~бр~_ 



эин~ ;~ac~, џ" ~a~7;~;; ИАи:~?а1~Г~ ,1!P~~~, T2~~. ,A<:tf:Ii: ,C~ 
она ПРJI;6,lщжујуlf"'"Й у,IЦL..ъ,уј~ ,()A,:r!1,~~~ Q;y :rојт&чки~ 

• ", ~,'. ,,"о '-. _ _" -. "Ј," .' ,.", ", " .' - _ .. - ,.' ,. ,""о • >", оо ,,' , ."'", 

У ~\Oj рј ,ј~ЮI'I'у;~mЈт!~:r ;)1:з.Р.о~~;рром:ен~;~рз;ине, ~paBaH 

'Н)ТА,и",)ос,н~а~~, l?p~rH~'i ~~~~"fI': QI3()j, ~~I{C,~MY~· ;р~:ла~ 
тивнО :кpeTaњe~~ce., џ Пf)е~а.'}'а;ч:ки~ Л, им:фе,(јСЦИ':" 

.даторан :кара:ктер~Тач~аО није непом~ч~а'у простору, 
него се и она:креht{п'оистој, 'iipaBojCS по :којој се 
':креЬе и маса ТЈ, но то је ~pe'ralli,e :?,'ft~OBO А~тежиЦ1Т~~ 
свих трију маса остане непоремеhено. Оэначимо .ди 

оДстојање масе џ од тачке о са z, а од тежишта S 
са ср, '1'0 је, дрема заКОНУ"окретаIPу~теЩИIЦта,: 

• \' '1 , .~ ) • :~;! . 

-\';., ;':". -,'-;- .:";.; )':!.:(:', .. ":;j~';:~.:<,>">~ 

Какоје z ocц~.дaTopHa ФУНlЩИја;,Ј:'!р~меН~':trоh,е,.И,~ 
бити такова ,Функција, да За'I'О "и1.ја~, аб'qQДУ~НО' дp~~ 

,.).j:r . .'<~ ;]~-}J,~"Н:" ",:r',!"1,J,.'J'-ј'} ~ .~: .. (: "f:~t 

таље M~ce џ;?сци.даторад :каР~~,:r:~и. ~~Nв..(РУ',;~,С~~~~~~; 

циј е <тTOГ~: ~б19.д Y~HP\~ ~реТ~~~~~f~~~.еIkr\,;:у'ј;ваf!'!Ш~~ 
" 2nt-N' ;~\~lir~Р~~атИ~'Й'Им-оСЈђiAаЦИја14а~f~аеа";;t:i'об.f ' 

2?11 :+,џ .' '.' С. ,ј , .. '. ': ',' ј "н! 1'0" l"(J" "ри Е <,;'-'! _~;; 
аИРОЈ(-JIа--тачIirО~--~\, ,." ..• -, ,. ,"," .. , 
\~, . ј'. '. :' 

\ ReJly.дTa.H~11 СИАа,"){ој'~ утич,У (~a ;,:jeMy,iIf~J1 4Pyry 
" н Q ~y ~ t..' ""\ :,' . _ - ";" .. 

од\~аба-, ~:~?)Јр~р.зе .. уве'к .. кроз;. ВЯ!WУ'iiј/2f)s.,'J;I:~,Q9:t9Рft! 
Rpe"'f,a-~(}Т,ИХ-:Мfеа~:-Џр,а~ц-rСоS ~~,fffip\'I !ifБ~~аlRРnЈ! 
карактер ка,О !и~_ ~peTalPe м:а~е'~~;t;2.аt~ЈМf,-~~~I!~L~2;l 
мен';гима:а~~JlИ'l'удН,их,ДО.llожаЈа"'~t,~Ј>~~ft~~rRRОЈ.~ЉЦ~Ј~ 

:~~~"l!~~~~~;!!;;~~(~'~~~~~::'М~;'::~;~~'~~:~;lP~чg~ (,.ј-[' •. У .t:,!,lЈ ...... _~Н"ч qJo. ,:..)1'!H .. '.<.~: ....... -t ;.;\.1;: ~'~.J-" ~_~~;..::·t ... V:"--i';'ul.1.V 

ц:; ~-~t~ ;'Iji1ћ?ЉР;ј~~О,~~Аа-.М:-. t:f';!~~1~e{~J!:~·!11,l)~1 ;!iR:n1~ .. ' 
1(.R~~M:I·~.~t1 fЊ/F,.1,IЈ~~v.g~ :-,!JIll?лнр-:т~-;,ПtЧШf<~рэ,.Б~+1Ј!о~ 
И,", равнине: Е) :јеДJIОм:-'щштра.шоМ .. СИЈЈ.о~~"~нј>:;~Ћ~,,:~ я~Ј~ 

. l1е , :~ав~ря::> :Ч~~~, :9::~,{,Pt'QifoJ~~Etj !~HH~~: '?1t' '<;>4'iVR~~~f:PIiS 
ll~БО!;n ,-?I- J!Pt~pi6}fja,{l!/Hi,~;1tt;f!ee.~,Ef .k>ru~раt!il'i!Р-.ЬА~Jlfl . . - . 



посредно џ од времена:АЕОСУ Еретања пооматраних 

маса симетрично периодична, онда можемо Еретањ3. 

ФIП~ТИВНИХ тачаRа А[ и ВЈ сматрати Еао Ерета.ња у 
једном централно -симетричном пољу које 'је' 'сим'е':' 

трично-перiюдична ФУПRцијавремена, паЪе услов за'та­
ково периодично Rретање бити да те 'гачке прођУ, осим 
у иницијалном моменту, у једном моменту симетрије 

RрОЗ положај е симетрије Rоји се, upeMa пређашњем, 
подударају са' маRсималним или минималним 0,11,0'1'0.: 

јањима тих тачаRа оА таЧRе [1,. Услов за периодична 

Rре'l'а.ња биhе,' према 'томе, тај,да масе m достигну 
~ осим у иницијалном моменту-"': своје'маRсимаJIНО 

или минимално одстојање од праве CoBYOHOMe':MO~ 
менту када Macit, џПРЬђ~\f~О3с~~Је~о.~0~аЈе,~:~И~f::, 
трије',' т.' ј. Еадањена 'RиветИ'чна;'енергија'д'6сти"tис' 
своју'е:кстремну вредност, 'дакле прође' КРО~'тачку~:О-, 

или достигне своју маRсималну елотацију од те тачке. 

ПОRраhено можемо казати да кретаља у правцу СоВ 

и нормално на тај правац морају бити синхроци­

вирана. 

Та синхронизација се 'постизава мењањем интен­

зитета ИНИЦИЈалних брзина Mac~ m 'иЈи мењањем 
ИНИЦИЈалног одстЬја,њ?-мам (f од маса т, па'С~ може 
провести на бе(жо~ачн'о" MHOr'()-"начина~--Rретаiье ће 
бити СИНХРQнизирано а~о:бе:_rc:-::ГИ'iIрО.Ј.а!3' :ма_се/Ј RрОЗ 

-о -.. ---" _"~'I"'<--'~ _. ,,-- - .... ~ ., ____ ~..{._ •..• __ .:::: .... : .• r-~~-: 

таЧRУ U или RрОЗ Један од љених ампли'Ј'УДНИХ поло-

жаја подударир~~::'l'И~ ,~I,tс.тремним ()дст.ојањем, Ma.c~ 

m од осе CoS, 'при' чем'у'су n ":1'[ r прОиЗВ~.iьНи' цеди 
број еви;: ;\ ,~", ~ ;; :,,~, п:. (;:; to !\)~1 

-'јУ, ИЗ' реЗУАтата:свв:tlIе"рiдn;е;! О јОПШТи:М:''ИнТi~р'а'.! 

лима проблема п тела~) , следУ] e;.ia.' се п~;сма;траьэ: 
три тела не м6гУ"1iИ'Rа;дk6'у:ко'битЙ~\!је'iј':бii'у ~OM~H~Y 
" ' :1" '. f~! ';" ~.';; ',;3",':' ,.' ;,"(',;i:':HTJ-~f~(-;'Ј t:1iiiОП:) 

:'. '''1) r..l&C ы(ххШ~.i \. : ~". (,);;,;;; ii;".i,; " '~. Јј јЈJi(;;':'iј;{йt~«;~iУ' ј::" 



. . 

,;.2,У:Щ)~~,~;9ј~ . ~n:."p~(;:~~r~9 ,А1~ДI~t~я~,~g i!.~,*It~~~i~pJBoS? 
.. ~етерд.ПtИЧ.I:I.I:I,збiИР. вектор~.к~а.~'Ј,'ихе!~~~Р,е,r.~~а,."кяј,и 
. 'Dи:.се.у."i9'r.i~, .r.IO~IeHTY, ,СеКЛИ };ви. у.,ј,~АIi9Јiа.чi:и~~~.Ае,: 

~ ~~~.':' - ..• ' . ~~. t-. : \.,: 'О,' ~. :.. ',;' ';:' о '''7' /.~ :._'~ ';' ~ '"' ~ ('.' -1 ,~ '"ј -'"~ -'~\-:~:$-,/! "J:!~ "t·А,~.~Ј.--.f,~<1i"-У·<L'± 

. ··~!f!И5i~!fi~~~~~5~~~i~!~;~~~; 
'" "".,;, CЦ~~ џјl!-~н,.:'~"?",,учај~~,u •. :A~Ojj~ [,~аС.~;!,;,,6~1?,К;.9l!-,~':Ј~0 
мал~на OHA~ .. он;а. .неће ;IIретурбцрати,.кре:~ан>;е,~а(}~,m, 
па ће ове, не .прекораче лц ,ИН'I'!?Н$итет,и .ЊИХОЩЈХ ЩЩ-: 

цијалних брзина.' извесну гран~чну,. :вредно,ст ;'ОjIИСИ.,. 

вати .. око заједничког ~,М rежиштљ.:к;~.рl~г:-;ове :ЈИЈшсе. 
Њихово вретање би:Ье, дакле, ДO~HaTO, .. д.џ ,hе,з~ пqТ"7 

пуно решење. проблематреб~Тl'\ дa~ се •. р,еши. јQЩ. Q;:tJ\~O 
једна диференцијална једначина. Означимо; y,To-.J,IМe, 

ОДО'ГОјање m oa~, оДотојање маое 1-':04; раВНИIi('}"У 

. ,. 

којој ое Ерећу !vIace m оа z, велику ооу едипоашто 
~IX, опиоујуоваRаqд.м~ра.щ,са.~, "АВ09ТРУКИ. нуме- . 

r,_" "~ ,. . . "., ..,' 't '., -' ~ -~ _ - С;ј', t-

рички еRсцентрицитет ТИХ елироа Са Е, то је велика 

.полуоса елипсе, ШТО.ју<;>пиоујеједнаод .маоа ynпри 

своме релаiивном вретању око друге' маое, jeДHaк~ '8, 
,а њен нумерични ексцентрицитет je~~aK.- је _Е; та'ће' 



I 

ое:Смаоа :кре~ати' око; друге :тано :1tао;,ка;Ј:'биова;'~-руга 

. БИ.llа непомична, а ПРИВ.Ilа'lЙ:.Ilа nphy' -СИ.40м',· 
\ 

) 

~,-" ; 

~Г ':-~',! 
~. 

где' означава гравитациону ROHoTaHTY. Зато ћe~ однос 
између одстојан;ае маса'т Ји' времензуt"БИТИ'!регу­
Ай:сан:~једiЊ;iJином'-:):' i,i'i"-""'" ',:';С'" ,ј"" CГ<~.E и; 

~ , _ i .'.. . .":. ,'.... (. ) I ; , .;' '1 I ! е ~j !. 'о I i :; ~/ 

'1' ''''''''','' dt "v ~;~:"y.::~:~;~~~'::" ;':"5:;'("" 

помоhу~()је ({е роэна~~~,,~ач~~.о~! 91\P~i9yje(> ;Eta.gj~YHR­
ција в p'eM~H~; t .. е; h,е,"i;6,ИТЙ ,; сиуетр:и:~~о~п~риqД:и:ЧН!1 
ФУНRција. ,C)At, .. а ње3I-f~а\-пер~~.il.а,; Т-је,. BP,~A;I~ ;.реАа7 
TIi~~or оqИ.llажен"а једнеодмасащ .()RO .друге"даКАе: 

:- !I~,''';~, rx::(~H~ . .",;,;);·~}:~~·:J. ј: t- ·i!:"_;::'-~~-Г)~:i:~.~· '} .. ' :'-: 

9~~1t~ КОјl1,ут:и:че Ha,)\~~C'y џ,јеf\НitRа,је,:. r ", 

, па је зато диференцијаАна једIiа.чина '*i>eTaEba масе џ 

d2Z .. '· :', Z . . 

- == - 2fm ----
ае ((>2 2)~' ..... 57) , 

.. T+ z . ',,', 

. . ." . 
Ј) Види Н. пр. Арреll, Traite де M6canique rationelle. Deuxieme t\dit. 

'-Paris 1902. Тоте 1, схр.401. '\" . . . .', .' 
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",Е.llИминишеМО,.>2иив':је411I;1.чщщ.,55ј,и~7ј ,BpeMe,t, 
то добивамо: ' ,_,О, -C.'fyic,: 

~~·t:C.~ '; __ ,>;.- "",~: >:-'~~;', ,i',E)~i ;".НГ;:'-' -\ ~,j} Ој 

Интеграци}аовеједнач,ине не ,ПОJlаэи;ва руцом, 
па зато није могуће одредити iRао',;ФУн:iщију,вр'е~: 
мена t, но поред свега тога с.л.едују иэпређашњИ:х 

реЗУJlт~та CJleA~heRapaRTepHe, ос<;>БИН,Е( те ФУНRц,иј~' 
, ! - .. _,': • '. . '. _:' '-::- ; :;. , " f ' ~ " ~', : ; ; 

,,', "Маса 'Џ'оЂt{иJiирl{i 'ОЈiO ёТ'аtiiйгаГtњ?не'{'~'бот.!;q.ОЈ;~ __ : 
И"ГОР1ьаi:ФУНКЦИјLiТИћlатИ'r;Й·<Ч~Иiаq.ОРаn,нiРаRТ'6~,,,,''dIНi:. 
ће постати"ПерИодична;--И'ТО"ОИмеТричНо"'пер~О;.iИ4ii:а 

• . , - О', ' ." • . ' , , .. , ..•. __ •• , , ,- {, ~ .' ., >' " ," ".~, о'" ., {", ;-, ~ 1 ; , " 

aRO у момеНТУ'оимеТРИЈе поља,'иваэванога.масамаm, 
Rинетична енергија~а(щ f'Достигне своју eRCTpeMHY 
BpeA~9<iT .. ,Q,Ј..8:береМQА1LR,~R:рgЈе,-ТНИ моменат 'за ме­
рење времена т. ј. за ·]феi.I~; t ,,' о моменат RaAa, се-
масе т наJlазе У маRси~а.llНО~; И.llимивимаJlНОМ'међу:~ 
собном oAcToJil.ItY:~'\f:6~:cl\ lIf8iJ\;HH1 i!:iiiii~~P=i~1~ Ifitр7и! 
јаРИ.llнога поља Rинема'rСRИХ маса МQм'ентй", 

- ~:;----~ Ц" ~·3\\~~--;f';~~tf~r: ~~--
, '1'.;o.·Q,-~; ;Т,- Т,21' О" о • О. 

~ ... ~, ,~_~~~"'"~Г~ 2;. ~ 2 .... - I .,,-~~~_. __ "~._._. 



, 
И.l1и при екстремним, е.l10нга,дијама масе џ ~,o,A тачке 

О, т. ј. за: ;' : 
. dz' .: 

'dt ; ,Ф' ,Щ ,- ,6 
., 

i 
'1 ' 

зато можемо да кажемо: 

изчевава.лиФуklщија 
ф' (t) У једном моменту 

,е.,." 

Ф (t) И.l1И~њен' први извод 

где је п произвољан цео број, то је та Функција- си'" 
метрично'перИодичка Функциј~Џ'< n:Ы,,", ,: 1.',,;, ti 

,,, <" iJeдHa, пе'риоАаФУнкциЈеФ'(tl';садр'жаваh~;у себи 

два пута ТО.l1ико ОСЦИ.l1аЦија. те Функције КО.l1и,~q'Ј,ОС­

ЦИ.l1ација шзводе маса џ око тачке О од иниција.l1НОГ 

момента па до првог С.l1едећ'ег' момента кинематрке 
симетрије. Одаберемо .I1и абсцисну осу З8 ocy"~'t, ~ 
ординатну осу заосу Ф (t) /ТР\ће 'геометријска I!P"~k 
става ФунkЦИје Ф (t) 'иматиј о;БЈ.,ике предстаВЈЬен~ Jnе-

";,' t, , '! : ј; ,1 i матски;у С,.I1. Н И 1 & .... , i :,!, ,"; ,_; 1 .:L "..J.",i" l' \ ,. '/', •• 

~Ако"Ј'е\{iпрвиЙ6'М'~8ат-iз'а;-'fItiitriИЈ'аJIнtщ! MOM€HTa 
--- ~ i ........ ј......'" ,--Ј \ ; ~j \...Ј I 

који 'задовод.ава, једџачину~9), то ћ~ a~b: L_ .•... ., 
а) у ·lЬеМУ·Й8ч~зава. прn:и извод\ Ф~!щФункЬије 

Ф 
,.. ,; ,1 ! 

,.(tj:-периоДа.~'i\:теiФункције ,бити \Ј ! 
! - ,. -, .... ,,- .~, ~'~~i 

".;"':) 

". 

t; . ~tl ;,' 
(~T .!,- ј 

ц': рнр. 'Ъе спа,Д8;fи у прџу, ;категррију -, РИ!4етрџ:ч;н.9-П~~ 
РИОАИ~НИХ Функција, т. Ј. љени А·е~g~И.F.~;јеА~~~О~~~~ 



~;,;i·5§,,_,~. i;,.,":';;fI Ч Il :':Jiр:'милуrИIi.~'МИ.JI:ЩКОВ1iЋ:,r~,~;н,},. ,. 

сОсе.t_неh:ебитиковгруе~ТНи'њеним де.if6ВИМiС(fшhруге 
'1.',.:ёTpaнe'o6~ У{ёл:)"14) ':: ,у},:: ",,';11' Н'ПiАl,il:;'ЧП Ыl1';/НР:);'О 

'~'~ Јф1tl 
"'i" 

; ~; 

.. 

!"?,,; "iТН':'i.fОЏ il.CfHl,f)f. У,' ! \' ',р 

СА. 14. 

-}~!,:Y _њему·иiЧ~8;~~;~ .. \t~~Ј'~Иј;~ .. Ф.(t!.',~{~§оД~\те 
ФУНlщије бити 

\ ! 1 f {~ , ~.{' . ,- "1 -i 

,", '1"" 

И .она. ће спадати у друг:У',: ~Э:ТЕ'1:рријУiС,И,м:е,тР<Џ~Щ<?;:';Џ~7 

,ј~IJ:И~~~':ЩI'Х:~УЏ~flиЈа!,т.\ј.,~~!iIIЈ..еfIЧВ,~,:9~јеДEI~i',Р~раяе 
:! ' " 

Сл. 15. 

осё (биhе')конгруеНТНfi . љен'им де:40вима са АР'Утё 
стаВ:ё":о·ое'It(сл.Ч5):"'; ;.1' .С;. :Пi;;n> 7.:1;;;<":,, iH; 



"ДЈщје,lексчеНТ.РИЦИ;Т~Т,,:Е,;Р,а~аН"iНУЛ.~' ';::Щ~О; r се 
може. избором инициЈалних ;констаната увеК"да' по-;, 

стигне, онда се.;,обе,'\маqекр_е:hу. на КРУГУ,'РаАИуса~'а· 

па сила жоја утиче H~' масу џ' \заВИСИ',,;6амо од 0,11,­
стојања z. ,Зато у овоме случају једначина кретаља 
те масёдобива облик: .:.,r,,·, ",M'/~"{} 

т ,1 
1" .'.,' 

.'.Г;'\ 'I10,МI!9ЩИ~0~Л,lkобе119':l'ране ,6в.~:ј~ .. ЏЩЧЏ~~,,;Gа di 
,цs,t ~Щ'I;егрnшеltfо't' тq,rA?QIiЏ,амо:,) (;iiiii;1i;,,1;Ф 

'" ;.~. 

~'1' 
Означи мо ЛИ иницијална одстојање масе џ од тачке О 
са h то"је ~ ... ,';' ", 

јза t ~" !'i..f? = :. 
(z ~ h q,z 

'С' ·· .• ::·~,г,,· ;';"', ,С;,. ;dt " ,.,0;, " ј.,:; 

~9јим: услово~ можемо одредити константу С.,; ::l~T9;Je 

.. ,. :/" ~··.1-! '}:,-~ '/: '.--, ;.-.'.-; '/~!' ~;J .! 

Уве",емо : ли Rao. нову /ваРl.lјэ:б~лну, о~сrојањ~ ."," 
~~~~Џ~;<;>A ј e""IJ е , од' маса 'm,;';t:.j., " " :,",'Г :Сј" 
". . " ' 

-'Т'" "T:'i{::r,'::i~ 'С" a2::T,.~~:. ,2: 
па QзнаЧИМQ јоШ: 

:",,:,:,;;:{. ',.,~. ,." ,;~2,+:d~,;;, :~~~,'{П;)'~:;l:~~:~;~;~~~{ :;i',,: 



об.llИК: 

Одавде С.llедује: 

:" Време·'tИВражава 'се е.Аiштil:чнИМ '.иН·т'еграхоМ :као 
Фун:кција :координате ~ посматране' моБИJlне: тач:ке (1-; 

па ће се, због тога, та :координата ~ моnи изразити 

помоhу еJlИП:Г~ЧНИ; <,I>УНRција:кар.,Ф'у!!КЦ'ија ЈЗре·менаt. 
" '. -' -г' i ~ "', '~'. ',!, ,'."'" \ "Н,! \' '" т'.," ;', , <'" 

Но ,:ка:ко Је -,.. f,' , *-, ~ 

z = Ф(t)= У'2.- а2 

',-,', 

то можемо да ':кажемо: 
:: .... 

де~енерише у СJlуЧ:ају ~:,. О на е.llиптичне Фун:кције. 

: Један сuечија.tан с.tучај uроб.tе.ма четири Te.ta за 
*Фј~'се може: n6МОћУ itИ'IiеМатоке- ~kм:етрИЈ~ 'д<жаэА.ТИ 
периодицитет :кретања је\ овај: ; 

i R~ТИРIJ~ te.l1a!,A,-l;сlР'јмнаR~,)~асЉ~~опоре-
: ','" ~ "1 ,.~ • \:- :ј" .... 'р ".- .",' -.Ј_.,5 ___ о ";\,_,""-.~ ... ~ . .J.,~_,{,_y",, ... r.-"'I"'-::'~>t' 

ђена-'еу;'у" ИНЙЦйј.~'Jii'iОl{'МОуеН11 'тако ).аnРој е:кциј е 
'. ~" \ (' '" ,,1 

њи~о~е,на једну непомичну равнину Е Jlеже на УГ.l10-

i'И~/ј@ДRЬf.а '!jЊa;xpЫГ'l'jC':AJ\~'В~:!~' ;'Dl.пДfr~t'й'?А'а од 
тиХ: те.llа :кoj~x проје'кције" JIеж.'е'кii. tlеТОЈ~иаГ,~ПltJiй , 
TOГ~ !~~aдpaTa je.AНJtRQCY i~да,.ь~на од 'rавнинЈ;'Етаi~о" 
да of праве' АС и воус и-џm·щ1а.шом MOMeHty укр-' 
~чrеНi~ ~,ПР,ав~ .~9pMa.ll!l;e ,ј e~~~ .в:а другу:. ~r/&7аР~Л~'-!1Џ~ 
,I!~~~.~:"E.; ЦницијаJiн'е 'брзине су истога инте,эи'тета, 
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пора.llне равнини; Е; норма.ll.не напра.ве~ АС и BD, -а 

наперене такодаэаокреhу обеправе:у"истоме смИ:~ 

С.llУ. Оне, даК.Ilе;'сачињавају два векторска: .. спрега 

којих су осе нор- " ..... ' .... ;:;;,,;,,';', " 

ма.llне на равнину " . 
Е; Иницијални :, 

, распоредјетакав' 
да су масе и бр.;. 

ЭIше симетричне ,., 
премаправојF1 Е2 
која' спаја сре-: 

дине права ,АС и . ' .. 

BD уиниција.llНОМ .' 
:. моменrуикОја ј е,: л,,'.,;;;.I:..;.:tr..;.:rI..;.:·..;.:У_· ..;.:..;.:..;.:..;.:...;;..._+ ______ _ 

, :< према ТOMeHeAHa·~TT;; ':''> 'СН <, r;";',i; ~'. N . " ~yA'l' 

одређена права"", ,<:1 •.•. 'н" ·'с1;. 11>:<":'<'>'; 
простора. ".'; ~.: "~·I ~~-', г.:;: .;", "~"i' 

Да испитамо' природу' Rретан>Э! РаЬта:ви:мо~ ra:'y 
два компонента.llна кретања,оД Rоји:Ю је'јеДIЩ' пара­

'леJIНР:" осИ! Fi' E~,J а, друг,о. равниниу,Њ, :ЩТОi~~'~Тl!qе' 
првог~ Q;АОВИХ;·Rрет~:ња;. 'тО су, .СИ.llщлt:Oј'еi ,у:;џрэЈ3n:yi 

осе; Е. F 'i Д еј ржв у ју щ~.;·Dо'Сма'Храна :r:Чe'f~И;5,;rеJr&:JiJ;G:.".~~&i 
интензитета;: а наперене премазајеДImЧ'RО~:.т~и;\ 

шту S, маса.Ј,;к.оје ·је ,недоъmчн.о\ \У,:ЦРРQ10.ру,?::д1Јуr6 
: ВО мло н eHTa.lНn·'; кретање Heh!3, .' ~щ):ЩТ~~:h~ЧQЦ,Q;.Џ~lа~ 

в.и;А~ТI1"·· р~м~И1'И 1'еАtraRОСТ:ТИХ:' с~а:rtД'Э;;hе',~-б~Р,;;9rN 
i:rр:аве;А.GиВD~атюнеl'Iре.с.т.анcr:'Ra'р'а.l~,1Ц~-Р~~~Џ«Ii!:· 
'E~ ." о' "ц' и··тжра,"Тir'··n-..oо 'Т""""'Т"ШТ' ,.,,,'С!,,. ,. ".>" ""Се ,,,, ',""~t>n ,,~ . ..., v.,r.и. '-6'&;""'''',1: ~ • GV.\Ю'Ј;,._пtј~.,~.,., "'1~"" ':'''Ч'',~',у-: <,Н. 

" '. Шть::се'тц~~.·;АR1t.QЈЋ,~Q~m~;iЦ:~,~~.ilЩqПf::~h~~~ь-а~ 
.nредстаВ~~НЬГ.'.:gреfWiь~М,;iфојеRЦИј~'".4::i.IЈјЈО}, fJ'~~lrT(J 
cr'iId.llот-э:ји 'ТЙХ . пројекција, ЉИХО:В'~ ~~~щ:~~~~~~tdе" 
цеце које Н8 њиХ'.'~у;'ьим:ет'Р1ltШ~/·tIР~~S;<mil)~'it~.; 
ЋА'й1,лрема nродорнЭј. тачки"О, T~' . (}Сб':" са;}.раЈЗ'ЏИНЬМ­

Е, па ће та цен',Грэ..ща симетрИ.iэ..ор',Гэ.т:и:s~:q~1\'а. .Iy; 



овима Q.I1еДеhим,: мом.ентииа'<ј,,3ато h~i;џроЈе!tцИје" .. .{11', 
В 11' C

1
" I,D I~"·поgма тр~них> ,Te-:t8.: ,!ia ,' р авнџнУi'.Ш оrј:Нџ,иЧа~ 

ватц :увею један· 'KBaдpa~ ;;:08;; ,цeHTpy~p~y,Д" ,щ(hе,ре 
те пројекције' кретати по ПрИНЦИПУ. ;iiоврши;нњ"· ,О:КО: 
тачке о. Једном ~e~ посматрана т.е.llа"кеетаЬе; ,се 
'тако да hеправ~:АС и BD мењатисвој~Ј;ДОiiiожа;Је 

и овоје дужИН~',:Н?, .. ?стат~ у сваКОМ,lиомеН.ТУi1tмеђћ 
собно једнаКЕ:\k:НОРJlrfџне ЈеДна,на другу;! пар.a.Il,~.IlН~ 

равнини 'Е, аЬ'С~~~.~~ати око зliј6дничкогн;r,ежныIасs;:: 
3ато-је АОВОЉН<?·'~ОiIИ:L·~ТИ кретање еаr;й~, једнога:О.д 

поС,~атранихл:~~а,i,ј~Р;~О;.iожа~и,ООТ~.Il~х,!~о,б~~ајУ;{~6' 
. ИЗУС.Ilова оиметр~ј!.3. ~ q~иио АН" ,ц. пр.,,-:~реТ~~9.'r.~Jl,а. 
А па Ъооматрамо 'оба lb~roBa KOM''noHeHTa,;[HitЏtpeТoaН:;~~ 

\ "!.,r,.. • -

. то ће ЦР~<.?~,,()&:.~!_!,~,~Р!!~~I!;>~Ј~_f!е.?~ЦУ)ЯС~Ј:;Щ\f~11би~и 
праВО.llинијско и О~СЦИ.llаторно а ДРУГО;'ЈКретаНiеШРО:оI 
јекције А 1 равЩ> кретање под утицајем једн.е ,де,Н,­

трa.llне ОИ.llе која ПРОJlази кроз тачку о. !а:.СИЈ1а не 

завДСИ ;caMq'oд; ДPyгoљ~eгo, ,Љ 9д ррвог' . компон.еiJтаЈ1-
ног"кретања.,: Но i5инициј а.llаНЉ9иенат /, је:· 88..:0.680' ;·ком-

,;ПQиеflтаЈ1иа: :кре:i'ањаЈ}iiQ:мр#а.'.('~~,иНем.ё} TC~'& симетриј ~;' 
јеР:iс~;проје;Rција tтачце АЋа,юсу"·В;:F{iНаЈ1а8И у·мац.,.: 

еИМI;I..I1Н6м~одстрјаIbУ iOД:7аЧRе:S,:'ОЦ<?~'IЮј~:~0~аi)(щи") 

Ј1ира, .даКЈ1е у,аМПЈ1ИТУДНОМ ПОЈ10жају, ,а и проје.кција, 

А 1 .наЈ1ази се, j~p јој је иницијаЈ1ца брзина норма.lРШ 

на радиусвек1'ОР: OA1, ,УПО.llоЖају' нормаЈ1не 'i кине~[ 
MI;I.TCRe симетрије. 3ато :ће:кретаљ(;} 'тео(1а'А",а.,прем:8. 

томе И свих .оста.llих,теЈ1а ,БИТИ,ЋериодИЧнОакоОн.а 
ЗI;I. време ,кретања дођугјошједаН'ПОJlожај':RИН~:':' 

матске . симетрије, ';Го, .Ье, наступити, OHД~.aKO' у . мо­
M~HTY ,ка4а; .9~ прав~;АQ ~ујзЈ) наЈ1аl3~)у"макси~ 
маJl~ом:.м~ђусОБНОМ:9АСтОј~IЬУ:(У.; ~Ащи:rУ дџoMп~oЉ:~,~. 
:жајУ)ИJlИ.К~Аа.)9~,?;с;~ку,:,.прој~~ције.АI" :Бр, G1'iDi 
доЈ)у,·у; своје. ма.ксииаЈЈ.НО . И.llИ ми.Н~Щ!,.IlIIО .oAc,-\,ојаll>е; 

, 0,11, .T,I:!.~.~e: О.,; • .' ':,';'i; . "." ..... , , ".' '),i,·i,i; .. _; 



. Та синхронизаnијаобају коипонентаЛНИ'ј([Iфетања 
може 'се постиhи иsбором ;иницијаЈнiИх 'Чt'6iiё~аftiiтаl 
па остаје јот !),~' 'докал(еМ(ј: Ааће :КретаIЬ'f3'1"биitи'т'Јт~':' 
БИАНОУ mирем. ':СМИСJIУ'; речи,: т/ј/SДali 6~\iri6dMaTp~Ha; 
теда<lнЉе' за'IJРеМе';креТаЊа.· 6УRОБЙти':(IiеГ6'::,:'i~((~~& 
љихова ОАстојања остати «Оffачна:' i ,.; '\ 1] "C'f; М/ј С?(""У::ј 

i .~ <~., • :~ ,", i . .-" ,,, ... -:':;' f~ ""!- ',~':,( ".J~\'<'~'j"')<';_~Т-
; Иницијални векТОРИКван'гите1'а'tк~етаљ·~~ре.Ду::.: 

кују се; према пРеђашЊеМ;·l на jeAak 'в'еR'rорёк;r~"Еiiр~F,! 
којега је оса нормална' на равнU~уЕЙ' .која сё 'може: 
због тога; положитiI ·уосу [i',' :F2 :<ОУRобе': Ји bEf';)iB~ 
од посматраних тела, то се, због 6иметрије~;према: 
ос'и .F,i F

2
, 'тај :~у:коб молйi i 'де~иТй' сам~Уifо}"аdИ;"ЧЉ; 

из истога разлога. морају ~~. у'·ИЬ·Т6М()48МёНТ{Иt:6с:f~Л!~. 
два ,Т6л'а у тој о'сиdукобити: 'Ум(јм€МуЗ~ёу'kО'б~~,~рgт 
Ауиујусе, према ТОJl.lе, веFiтори кв~нтите~а "щэ:е-та:tЬ'it 
на Ава појединачна вентора' Rоји ceKyocyJFi F2"'и':i/Й 
на један јеАИ~И в(што'р а:ко ёё: сва че'ти'ри)t;tел~"i 
истој тачки СУRобе. Ни у једном ни у' AP1ГOM,~:;.ail. 
" . .. . ..,., , ' ';' :.'!' ! . ~ :".' '.,.! . t - • " - , , t : {', ~.) ;; :'! 'f" \.' 1 
ових АваЈУ . случаЈева не АаЈУ вектори~ ~gван'Ги'rета 

tp~TaFb~ 'Један B~KT~pckii'" спрег jKoj~гa' Ки (ос[г rЩJi~ 
у осу· Р, F~ . Rao што TO'S'aXTeBajy ИнИЦ'Йја:.1'НИ "удJiовiii 
па је, због тога, суitоб немогућ; кретаље Је dtn.БИ.1ПО: 

. Аеже Аи()на'четири тела у иiпiцијалноJI.I ~OMeHTY 
у истој равнини ОНАа овај случај дегене'риfuеiIа:'ј~ДНd 
од егзаХТНfIХ р~шења Lарlасе-ових~ј ПоС'матранii ';тел~ 
описују у томе с.1у~ају"е.1иriсе, ciграНИ;lаваЈуlik:у~ек 
J~дaH . квадрат 'коЈи 'Mёiьa \c~oj !пс?Л6'~аГИ~~В~~'йЧИН1. 

Примедба о вредиости., специја.шихрешеља у' 

:цроБЈ1емима ;иебесх&,. меХlЩихе'о.У ,доба, Щ1А1;I,. .се је 

још JI.Iогло JI.Iислиrи ·на· могућност. опшrИХ"ре1!Iеља 

проблема небеСRе механике, није специја;/lЦИМ: реше­

н,има давана особита вредност. Сам. Lаgrацgе"'КОјИ 

је нашао- прва специјална: реi:пењ~:У'nр:Об.нЗ~У\ ,трију 
\ ,.i .-,-' .,,-.;::;:<~~.;.: .. ~ +-~~''''~ 

r.!лс LXXXV 
.. 

1)' 



. ,. . ~ -

T~o!'!a, ,~екаОј~за;)ьихl);: »Ce.~te;,reoheroh.e.n'.est· а lа 
ye~it~! que dерш'е· ~ч.Гi{)Sitе«''''·;::'~~1{ ': '. " 
_ ,. ,Тек СТО. година . каOl:IИје, к~да.је·#Щ":"у U()Ш./lО за 
РУКО,м,да Hai)e нове.' кат~горије ';:церrЮДИЧНЈ-1Х решења 

проБJIема. трију тела/) Kojaoy~· теоној : вези оа ,Cagran~ 
gе-овим решењима,.почеJIО c~.je о љиховој вреднооти 

д.рукчијемис.ll.ИТИ .• : Говореhи . о, радовима., НШ-овим 
ве.ll.И 'Роiп"саге3 1: »D~~s ~ette' Осu~ге .. ~~љеl.lгеu~еlllепt 
- ,-':: " . " • -'." .', - " "',' . . -, ~ ,., '.- . ~." . " ;." " 1" ,., ,;' , :. ~ -"'" .~, .. ' '. 

inachevee il est.perlllis d' apercevoir,.le germe де ]а 
plupart des . progz:es . que lа Science. а. fait~ .. de'pui~.«. 

- ". " ... "-- ~. '" - . -, {,~ '. 

А на једном ДРУГОЦ меОту:I;. »'D'ailleut~'ee qui no~s 
rend. ces. solutions: periodique~ si preCieU!?6S, ,с:: es~ чџ,~ 

~Ц~~,~Щ1t, доџr, ,ail;1si ,cЏre, Ј.В: fjе~IЕ},ы'~че.рр.f·о~~ Ч~Н,l~ 
Р~ЙSS,i?,rь~".~~S!1у':е~;i~~ р;~п~~пн;:,~Ij}Р~ j~e1'pI~c~ ј~l~qlЙуј, 
r~p'p.tee, )nab6rdable«.Y једној ."paдЊ~,~ .к.'ОЈа:Се, Qа,.13И 
ј~Дним с~ецИја.шнм ОJIучајrм,. проб.ll.ем~ ,трију .Te(la6J 
BeJ!~,}Ia~r.cltl:. »Da~s wIf· uп~ЪеБ~~, :уоп ,cl~ч, ве'УеgЧЈ?g.s'ј 
el'~cheinungen iпеiпещ Sуstеlll!vоц:mеlll~аl~'zwеi J{o~'~ 
;, ., •. "', ~ 'ј-'-;"-' <':.. •. ; : , •. ~ -,. - ~.~ ":'" -'~"." />' t,· ' .. 

p,y~;~,~~,i.?~!.,9,deE (~јП~.ЛНГ '8gRh,~'~1 У1Ч:RН~оi~теЈ?~';,Х oj~~~k, 
. !~~8;;, Zt,J;,.WЭ;С,gеЛ,1Щ;, §t~a~~ };iР~н8'l~НR,~lя"l~, ~Jfap:q.f ,пјср'~ 

8;~1 ~\lg~~~; i.~2~~,~I1~i1Р~Љ;.iqh·EtХ:Ь~!~~1< Шi~~ ~yl\d~~'c ћt~!;iч. 
e1P-н ol~,~upt\;l,rS~9h~·, .. :\y-~~~,4аЦ=l r џшt,;сфtЭ~, ч<?:sцпg1 , cJ~!3 )~гp:,\ 
~l~т~. 4еZ:,.,Ф:tЭоi.;,~Р~~Р.~Г, ~я.,.~о;~:~~ј~!;'lgЈ: .. ~~~9.~~iџt'Ј, Уоп 
<;iУ.I~1<D:;;~S~,:f+,щц;.m~i~е~:'~!~Sf;~~;z,~~r§(~~~.,~l!1~.~)JY:~~ 

... ~\9~е~~~~fљl~.?,г~е~!~Rf·й&Рtoiй,~?'tEt~4џ~f9~~!~~iь~р~~ 
Нg~~г",~!;.~.~.,::.з;~g:~А?~f~~Ј:1АIЛ~.;Wii:<.~~~~it~r~gt. ~,~~9r~% 
.~9t:~it~ЏЧ!1g~grЈ?'~~'~~~!i i еl:r~l9h1t<јУ~<;~q~~i,~()ц,~t.~lз:цп~wliЕ~Џ(. 

, '~ _ "" .' -' о -".' , •• 

'?' ,t"1)LаgГапgi.!·оеuvr~i{7V'Џ~Сжр . .\2Sd.>!:tR:f,!НfН 1\ $f{ЏВiпr.qll 

.; '2) American • Ј'ђuinаl/оfма'tliёfuiitiёВ11. I1";.'А'С'th"iifаthеmаifC~'i.ifmџ, 
: "~5H <Ј :SYPQinc'iLr~j~ 1dеtJ:iОd~В'~ОU~~lјеS.ЧlеIlјм~&<{':tИ("i1t·::'Gеlе8iь.'fС~rn~зрн){ . 

~ . -
- .:Ј{;ј :~&)1 ЈЬid;;С~Ф.i В2} ,:>1 ;~: ~~ U~f i .~~d:~Сi!~I~Г~.:f~?~!Ј/..· -~'Ј;ј:ј9Q:Ј Н /;?:\91 t·:ЈQчl~ 

<1'.:iI;<6) Наеrdti;SЊzеilZU 'еiпещ iвресiёIlеn' FaI1'des' ћ;оыelаs der'~dblf 
Korp'~r. (18~2). ~bh~ndl~ngen deJ:' ~~the,l!1-phy'~!f., mas~~.A~.l; k,O~igl,.J!.l!rye!"i 
Akad. d. WlSsensch. Bd. 17. . '. 
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die Untersuchung ејпег Reihe von SресiаШШеп dieses 
Problems .... « 

Тако се данас, после неуспелих покушаја читавог 

једног столеhа да се пробл~м трију тела у свој пот­

ПУНОСТИ реши, радови научењака на том пољу огра­

ничавају веhим делом на испитиваље специјаАНИХ 

случајева и на класификацију њихову у категорије. 

НајючИТа. пажњаобраhа се liериодичним, решењим'а а 
та би се према нашој. дефиницији симетрично-перио­

ДИЧНИХ Функција, могла класиФиковати прије свега у 

две главне. натегорије ; .. у, симетрично и асиметрично 
рериодична решеља. Прва натеГQРиЈа, биhе.ваљда од 

веhеважности него друга, јер сва до сада нађена 
периодична решеља припадају тој натегорији. Тео-' 

рија кинематске, симетрије, ',коЈу с:МОУ,О'во]l радљи 
покущ~ли да скицираМО,МQЖе послужити __ џаоltори­
СНООРУђе при налажељу и ИСIIитиваљу пер~одичних 

.решеља, те категорије. 





i ,.'" 0,\' о' ,O",i,',' 

д-р Милvfй'нА МИJlАНkОtlИЋ..{ 
, ~~HO~: П~Оф. ~НИВ~Р3ИТЕТА: о ~ • ': 

(приы�lьеноo на СIIУПУ AIIадемије Природних НаУllа 15. октобра 191О.) 

У овој ћемо' радљи, саопштавајуlш један део 

наших испитивања о механици дискретних матери­

јалних тачака, прије свега предузети таково Форму­

лисање општих интеграла проблема.n тела у којему 

је њихово геометриско значење јасније изражено 

него у . облику у којему" се ти интеграли у а~али-, 
'тичној механици приказујУ,.rоФор.мул.иса~е~nОслу;­
жиhе нам да поqтэ:вимо неке теореме о положајима 

оскулационих равнина путања, као и о правцима и 

величинама брзина у проблему двају и проблему трију 

тела. Указаhе се међутим и могуЬност да HQKe од 

постављених теорема раширимо и на случај Еада број 

посматраних -тела изнаша четири и да Формулишемо 

један једини критеријум који обухвата сва егзактна 

решеља проблема трију де.llа.' O~aj део наших испи­

тивања обухвата оu;штu проблем п тела, о којему 
. се о привлачивим силама између, l~ојеДИНИХ'fачака 
!lосматраногсистема не морају никакве спёiЏ1јалне 
претпоставке чинити, па се зато разуме 'само по 

себи да следеhа излагања задржавају потпуно своју 

вреДНОС1' и за случај нада ИЗМl;Jђу појединих тачана 
1. " 
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;ПОУ}fаТЈ?~нрrа сист~:м:а AejqTByjy ,с,ид~ Nе~tОf'!.:-ов,е rp;t-
, . . . - {. -.", .. ' .' l' . , • .' \ ,1 ~.! 

Jlитац~ј~, ., .". . . """ '",1.-.1'1' /1:,'1';;; :i,:lf'iТi~'!:) 
.прије, fI9 ,:W1iQ "прцстхн,~~р, "и~љаt,~ff?!~,~~rХА~;~Јr 

тих испитивања, неће бити сувишно чит1:I:оца ~по~о-
, + ; I ј' ~" ~ i t !}/, 

,РИ,ти д~ ,СМ:А,;Р.РјЏ, ,1',џма '~~!I-~~~~иr~ P,I~R~~a~~~'l пот­
.иудо,употребу Kojer. ~дреt)~щ;)r; ;I}99РД,~Н~Т,Зг .qf~~C'I;~ff!~·' 
'f9"Hl;Ly; је HaBe.fl,o да ;С;~,ЦРСJlУЖИМ:О је~ИКОМ,~~;К:Г9рgк~ 

" .•• c_.t,. 1' .. .• 1:_', ... " .• t ... 1, .~ ,'\.'1 ~1;.!·~4.! /;,~jEг; .,.t,fii1 

~н~лиз~, КОЈа reoMeTPfIJcR~ ~aP;~~T~;P :~~,х;~~щ.:ч~JfЋtНРЯ; 
p.ileMa јасније и~р!tжава нег<;> ;а~аАИ'rи~~~}~~~а"'П~'~f' 
О тој употреб~ векторске. а:на1изе у ,с~~~е~fI:М~~~f,~Т 
rањима вц..ъа JOцr, o~o. :Aa;,H,~~!M!f~P;: !'i: ;r:-rf:'i .)'ifr:iДК 

:6еКТОр<ЩI;L, анэ:ли~~) :.р<1З,I'/Ptја,i,у'hИ,".f;~" у ~!~B~(.p,t~H7 
правца, који ,се, обично наЗИВају Q.т~~sm-,~1Р}:-:О,в.·)I. ffi+~ 

milton-lVе,а1fi~i(јtН)В, 1l,lЏ~ј е jow .z1..9t9!И(1ђ'r?,9.rР~:~9) ~:g~~JЬ:ell 
облик, но она се у ономе облику,к.ој:цјОј д~ј~,"5щај 

ДРУ·П1 р р~'~Џ'.1~9»е .-~И~,QЉ,:!,IИЩ~" J-1~м,~"h~,i~~?Јi~jtе~lf9.: 
се за то ПQСЛУјЈЩ1'И у С.l1еДЕ>ь'~~~Э,:'l!;н:~;њима iI~~TOP~ 

c}~OM анализом тога пРа~ца. ПрЙ ~O~le ћемо ,се по­
служити и појмом везаних вектора/I 'f. Ј.; такових, 
који .семоГу само' дуж свога правца;il,а" IibM'8.R,HY' 

'3.'iiCTP ах ЩЈ ај'уЬ и од a+assтaim';'Oile АефиIiицијё' тИ't.~е:к:, 
тор'а Еао пр~'дуката двеју тачаitа,,'Тоhе:н'ас.:стаЮ-IТИ 
у могућност да се користимо сви?>! теко:в:инаматео:' 

') ВИДЈ1 О томе н. пр. Jahnke, Vorlesnngen iiher die Vektorenrechnnng. 
Leipzig, 1905. сТр. 111; Ше geometrische nnd.qie ppysikalische Щqht.чпg 
der Vektorenrechnung.. . " .,', 

2) Budde, AlIgemeine Mechanikder Prinkte 'iшd starrer Systeme. Ber-
]јп 1890-91Ј/азива ИХ,>:liniеnfluсhtigе V~ktl»'en". ; ,," ,', ј;.'.. 

, Timmerding употребљава у CBo~e чiзнку у .Encyklopadie deJ,' тaЉ~-
matischen Wissenschaften« vierter Band, erster Teilband' назив .Linienteile«. 

И Арреll провађа у најаовијеr4мдању своје Trli.ite'de Iiiecaniqne 
rationelle, Рагјз 1909. КJlасиФикацију вектора на слободне и везане, раЗJlИ' 
кујуЬп три .категорије: .,. ; 

1 о vectenrs поп 10саliзеа оп vecteurs lЉгез i: , 
20 vectenrs lосаНаез snr unе droite оп glissant зиг ппе droite 
3" vесtепгз loca1ises en пп point оп Нез а nll: point. ~';! f 
Ооу TpetlY катеrорију вектора:неЬеяб треба:rв. ' 

, :ј, \;\ 



риј~ везаних вектора, ст'в'орени:м у RинемG\.ТИЦИ и 
~татици RрУТИХ те.llа, употребљавајуhи веRтор<жу'ана­

.дизу: Rao оруђе sаописивањ'е 'о'перација са. 'т'иk ве-

.дичи·Нам~: .' ., . " "" 

, Пр~а доби~ од 'упо'требевеR1.'О'РСIШХ' предс'тава 
б~hеi' :та, ' даће'Мо' 'главне!' теореме' '.д.ИI'.iамriRед'ИСRР·еТ:­
нщ'х' ~а;~еријаi~их тачаRа, . RaRo. се они:. обич~оФор~ 
М:у~ишу';у"ана:JIитичн6ј Механйци,'т. ј.; теоеему О одр­
JRаiЬу"~~'ан'титета i Kp~TaН;a,! о ''lipeT'aFbY тежитта, Т,ео­
рему ~6вр"шина, а и 'деФиницију Laplace-ове инвари:" 
аби.дне равнине моhиi с.веСТи'на Једну' једину теорему, 
y',ROJ'Oj ће" бити' уједно Rонденэован~ сви познати 
·ИНтегра.дЙ··ri:р6БJiеiiа n'~eAa; 'осиминтегр'аХа: живе' силе. 
Та' f·~оре~'а,'riЬС.дУЖИhе"'Iiа:м·'6НАа.эiГ Даља' :ИЗ.iIагiiIkа. 

'.": .. :1/-:';'" -;i/~.J·\ ,,~)~. J~~(',.j ~./~~i~U.~.~:~f.; ~}r-~()~_1;:: '( ')~f. ЛЕ :):-!~~<a:];.~"(j· 

. Форму Jl.исаље . опmтих иитеrраJl.а проБJl.ема п ..reJl.a· 
. ': ' ':П:омоьу ве:КТОРСЕе" аНаШзе . 

. _ ј; _ 'ј., i.,~ 'Ј :;';: 1 .~! .• :...-.~\ .. _.\j~j !~ '.; ,'ОС",., '~. 

, ,>УQ~И:~Ю, си~тем ;~JД, n'А{~:r:ериј~Ji~!f)(!;тача~а,! RQje_ 
"p.e';~e?y:cp.POM;;,џpцB.д~~,~:; йдц~:Од6~N,ју:Ин,а'щ)јС3;1I~ 
.tАедујYrЈ,~'И~i4~liе/1q1!О~I1Рл c~~'~~\Q ~·У~Ут.~Р'~и.~ ~ •. ~~A~~.~a 
JГQX/;k ~щё~.~~~;fI~'iПЩЮ~lР;. ДРугу;;пр:~'r.II~с;г~~,~У.~6.II~;,ту'? 
'~Дa.cy; у,пd~щ~трано~ ,и~т;еР~~,{lУ, RCjHT~Hy~'p,I!~': . Масе 
тих, тача:~а H,eRa6y~y оз.н~ч~не 'са тр т2, ~3l,":~'': тп, 

,:.'а:.;~(ще,I!ТI'!-.Н:И по.дож!ЈЈ IЫ[Х<>В; ;HeK~AYAe . OдPeb,e~ њи­
,~&WИ:м 'ра;ЖtJх~веRтЬр:Йма;/r ;,,~ t' 'r!~{I: ;јЈ ; •• \·~"r';'O'!a.~jeAHe 

;~!~~~:~;~~,а~,~~~~~·а.,,R;,,~~~б~~~,~ ~;,o~y.~§~~?~'~~E~:O:9,TOPY ~ 
'" - Оэначимо са ,t),; ·.t)Лi Ф":'~'" \ '.,,~!,~;:t) х веRторе:брэина, 

~:t~g~,~Р::Р~;'~I,:~:;:;:~~;:.,'~.:~р,;I,~~~~t~Р~~~,'аR.Ч~~'~p~~~~:k;r;~pcMa-
,;.трацихтачаRа,;,онд~Достој~" једна9:~I,I~; ':,,,::., ';," , 

:":-~~.~:.'::'.:~dt:~, ,~,~[~;"""~,,, ,,;;;1. ;,q()riI!~i1. ; ~j.il11\~,';j/2! '!'?~i4i.',:Г!:~:. :~:~1)~11~~t:'Hr,;'i '., 
-- = t), 1 = . " ':~'n·: .;. 1 " 

["". ;:;Xj~;';f~~,);;"!~;~<I::,:I,:,.;,·,.~;t.:,: 'ј'. ',,< !'Ц;','П" • i 

~:i' . ~" ';"'~:I! ,",;'P.l·,::i;~;'::;: ('~~ ~:;,,~'~:,.:~:':!::~:2 ).'( ;~~~ 



;,~ Исто т'а:ко постоје једн8;чине~: 

где 'Р; 0значава резудтанту унутарњих сида, Roje 
дејствују на таЧRу·m;. А:ко нам је вакон, ' по којем 
дејствују те унутарље сиде, познат, онда једначине 

,3) дају једначине :кре'lЋња. TaRoBl1x .веRТОРСRИХ јед­
начина имамо n. на броју, те су еRвивадентне 3n 
једначинама између СRадарних величина. њихова: ин­

тег,рација даје радиусве:кторе Rao ФУНRције времена: 

'.r; :, РЩ 
"\.-,,'"Ј ' ';'.:',\'.1"'\' .. ..-";' 

i = 1, 2, ........ п ... 4) 
О'", :',i'"i 

ТаинтеграЦИј'а даје се . само у не:ким(}пециј~.ll" 
н'им' с.iJ.УЧ~јевима провести. За случај Newton-ове' гра­
витације она Је у гдавном немогућа, aRO је бр?ј по­
сматра,НИХ материјалних тача:ка веhи ?А два. Ана­

литична механи~~ познаје у TQMe едучају само дееет 
интеГР1-}да и ,то; три интегр:ца, :која изражавајуза:кон 

о одржању Rвантитета кретања, триинтеграда, која 

са' прва 'три одређују Rретање тежиmта, три инте­

града, :која изражавају теорему IIоврmина и један 

интеград, Rоји изражава З~RОН о одржаљу живе еиде. 

Првих дeB~T интеград~ могу се изразити са три ве:к-
~:. ,,_ ':.' ": " ,_. - .: ;", ,_О, :',' ~ ".-;' ':' '. I 

.Т'ОрО:ке једначийе'и свести у једну теорему о nе:кто-

рима :кв.антитетаRретања. 

у то име уочимо две произвољн,е тач:ке т! и т!. 
посматраног' система, ТО постоји по принципу аRције 

и реа:кције, прије свега, једначина: 

I 
, , .. ; :; ,,;,,~~\.~ir ~ ~kPk,i = o .... ~) ;'0," • 

. где Рј!. И' рkiозначавају BeRTope међуеоб]IИХ аRцеде~ 
-рација' тих дв,еју.!таt;Iаюi..о 

• 



Та једначина R::t~YJe, да, су,:1;Iе~rрРЏ.<Јn; I';ј. »,:;n1& I'ki 

једнаки а противно~аправца, ~ но' та Ава векТоравеза.:t:пi 
су, према Ha!3~Ae~~~ ,.РРИ1ЩИЈ!Ј,.:,,~ЛЈ,IiII!lртУт:'hрt}ВУ~ а 
то можемо изразити Једначином: .... 
~'. , .'7- '! -_, .. :_!'"~t'o""~~"-';" .. ,.,.,.~'., "1С·;.,-.', .:-,. '>,':--'l.i-;tt~,<:">;-~~~~,~",, 
'!' ,ј •.• ,,",,. [.""'11'::1:.11" ['·'Ј·····О'·;!..·, "'БУ' .'1:; """", 

t,: .... i!r!~j:.,.~!l.~~~ .. ~3i[,'~(~'\.~r~ ,1;·::'i·.·~i·.·,;:! .. Л,~Н~~~/[~,f;~\.· 
,о: ,;; 'Оваједначина, казује· 'да је:эб:ир' "стати#jiјUХ"~м?ciх 

МенаТа· "Be:k'Popa : Тnј I';{ ~l т{Pa~ ·О()ЭИРРМi~а.,\:г<!~У9 
1нiванIВ:УJIИ, ;'Шi' 'ће једначина "61;~еВу'обвIIР1ё'р.йа;:­
-чину :5),' ·моћибити··'вадово..ъена .caMOO~Дa.,' 8.КО'.:СУ, 
:оба векторачЬ: ~:' ,·И:in'·n '.веэан~ на исту' ; irn ii.B у' . ;';.; " .. 

. 1 "lk & "&1 о У. • . 

О;вакових једначина 5,) и 6) мржемо да~ПQ,9Т~В~М:;.· 
за CBaRy комбинацију двеју тачаRа посма;ра.IJОГ.а си-

-с~еId~;.?f1· Ь~Џ08aTO добити п(ц;,,;1)')~1Si~ч~~а ~и.~ 
дуса,р) и исто 'ХОЈllЩО једначина тип~са 6) .. : 

Саберемо' .11 И све једначине'гип~с.а' 5), Й~ C~CTa­
вимо .11 И све векторе PiJ)V~;;:l'i3' ,;::.C'(ol'i~j'" Rоји"Аеј­
,ствујУ,Iщ,,~ачку ra:;> ;у ,јеД8,н:,једин:fгв'е~т(јр~ 'Pj~ i ;T'(Г~O~' 

•. ,;()иваl\iОјеДlIачину~:~, ;;;i~Jo);,: ", ,;;;"i; ,;:,~" ): ;,';\;;,:Ј(:и;.",\ 
. -

- , ~ ,<.., I ,,," 
.', . ~, 1· ' , 

""1" 
.0 

... 7) 

Исхо. тако д~бfIва~о:са.бирањеl';i ј~д:~аgина T~­
пуса 6) једначину 

i. 

Као што, је поз~ато, 'називају .се продукти' век­

тора брзина појединих' тачака и њих'ових маса Т. ј . 
. веRториml\\,·r~Ч"2' та "з ••.• тв "п . вектордмэ, ~ванти­
тета кретања тачака та 7n2, та ... •.. т.:. ,Ми ће.мо их 



о ОПШТИМ юiТЕГРАJlИМАПРОВЛЕМА П ТEJlА i61 
?:"""-- ' ····'··1··· . 
"н~иватипокр~hенЬ .;КВj:l.нтитетима кретаља 'и "сма­

тр~ти ' за <векторе 'веЗЩlе '"На праву .1) :, ",', ," .' i:, .: 

~аt~n:ИIЬ:=:~:јЦ~:'::~ ':::';:~:~P:::':~~::~~ 
на' исти начин као и СИЈ1е !.<оје ,ll,ejC,'!'ByjY.,Ha, круто 
теАО. Bud.de назива тај начинсастављања heterap­
tiгche Suттation и ми ћ~MOTaj hal:J-'Ш, .. , Kp~TKoћe 
рми,;.Где-Г4е употр~бити. Истилисац, :употреб.!Ь.ав,~ 

. *' 
за хетераптично сабирање знаR +,. а за сабирањ'е 
с.!lOбодних вектора знак -+; ми hе'Мосе~меf)утим'iiЬ';;' 
СЈ1УЖИТИ уобичајеним знаковима векторске анализе, 

имајуhи на уму да се кванти'гети ~peTaњa им~ају c~a~. 
трати за везане векторе и да су за њихово сабираље 

,п8:ГРе (5не, две векторскеоперације, као штоhе с"е" 
,ИЗ.СЈ1,меhег видети." , 

Проведимо сада хетераптично сабирање aeK',I'opa 
Rв~нтите'!'а кретаља тачаRа посматраногасистема 

употребив тачку сравнивања О за редукциону таЧRУ. 

У_ то име надовежимо на тачку О BeRTope: 

чији је хетераптични збир очито раван НУЈ1И. ВеRТОРИ 

+ т1 "1' + т~ "2 ..... + тп "п Rоји дејствују сада на 
исту тачку О могу се хетераптично сабрати у један 

ПОЈ1арни вектор 1.(, па је тај хетераптични збир, у 

овоме СЈ1учају, раван векторијеЈ1НОМ эбиру, зато је: 

.... 9) 
,.. ;,'-1.' 

1 Nвwtoп је називао же векторе цокретнни СИАаиа. Тај навив, који 
се је ИЗОбичајио, био би у овоме CAY'lajy вrоднији Hero назив, .квавтите·ж 
кретањаС;јер вазив СИАа истиче веЋ својство вектора везавоr .~a праву. 
И Н. Grasвma'll'll је у својој Bewegl.l'llg81ehre називао кваНТ,IIтет кретаља 

укратхо СИ40И.'" 

f.4AO l..ХХXIlI. 11 



162 , д .р" :МИЈ[V~ИН 1\fИJIАНRО ВИ'R " 

За.остали вектори,- т1 \)1' -т! \)2'" .,.,..,...тu \). 
сачињавају са Rв~нтитетим:а кретањавекторске спре-, 

r:OB~, ко~и) се м:огу потпуно представити, аксијалним: 

векторима: , ' 

m;(rl\)lJ~in2[r,.\)2]' ).; ... ': ... mJrn uJ., 
.. Хетерапi'ИЧ1fИ збир тих векториЈалних' спрег()]з1а 

може бити' представљен слободним аксИјалним: BeR':' 
тором ~ :који је једнак векторијалном збиру горњих 

а:к~шјалних век'гора: 

•• 0'. 1 О) 

На тај начин' смо успели да хетераптични'зби'р 
BeRTopa Rвантитета Rретања представимо поларним 
вектором 1(, и слободним аRСИјыним вектором ~l) . 

.диФеренцирајмо' сада једначине 9} и 1 О} , по вре-
мену, то добивамо: ." . ОО , • 

" 'cd'j( "!"~{l;:~~:'i'[;Ze;r::p:; ... 11)" 

'. dt .... dt,.i ј' ~. 

; ;',-
' •• · •. 1.2) 

Из ових једначина следује, обзиром на једна· 

чине 71 и 8): 
. , 

d1( 

d,t. - О :<'1,' >;;;,: .. , . 
.... 13~. 

"1. '.iJYn-;;ip~ОиJi иа.Ј:ШtЈпиСаЉа'в~а,'жај'б~се РеВУ.lт&жмо;аоиsра-
'ЦТИ'ЈеJl,иа'lИНО)f: ." . ' ." .- "'~.' .,. ': .:.:. '. .'0 '. ~. ' .. , .. _ .. ',~. ~. 

, Dl1 1>1 + ~ "1 + ... '" ..... + Dl,. 1>';' = •. + 18.". :, •. '. .о,,?!, ,. 



'd?8"" О' 
dt 

Ове две једначине казуј~ да су векторi1t,"й:"~ 
независни од времена, зато можемо' да, пишемо ,:" " 

. 11. = ,const. 

~ ='const. 

. ~ .• 15) 

. .•. 16) 

имајуhи на уму да,ре константнос'Ј.' ТИХ вектора,О,ll,НОСи 

на време, а да се, као што је лагано увидети, BeK'J.'.Qp 
?8 мења ако редукциона тачка О мења свој ~o~o~'aJ. 
Ведтор 11., H~~~Вlipan, је, ,и, .<?А. положаја редукциощ~ 

" "', " . ' 1" 

тачке. "т,.а .lI,ва. ~e~!HP~;; ~ItI~ју;,.д}~~ј?~,iI,'р,~?~rо ј :~~X'JI; 
НИЧRО значење хао што heMo сада, ПОRаЗl;I.rи . 

Нека нам,У то име, тач~а В,' РМиу~~ёi.тора 1.0' 

представља заједничко тежиште или, центрум маса 

посматранога система, онда' Је, према самој дефини­
цији тежишта: 

..... 17)' 

'д~ф~~'~~ц~рамо .1lИ ову ј едначину , по времену t, 
то добивамо: ' 

dro ~ \'1'. dri , \1 t}1 18) -L.J т! = L.J ffi l - = L.J ffiit'1 = Ц. "', 

dt i i dt i 

',' ""dr'" Г', 
Изра;~;dt~:fредстав~~ .:и вехтор БРЗИI!~.:.ю.о те-

,жишта В, а ,изразЕ ffi i ' цело.:itупну масу М посма-
i \ f ' 

транога система, па је зато sнS:чење ве'Rтсфа 11.изра­

жено једначиНомf. 
. ., '! .:.~ .. _,; ;~'-_,! 

: J:~;" ;·;{У-u ~"M!!~,~;ы.";,~; '~и,::J;' '~J91c,' ",,;;: 



.> ..... ~ 
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т. ј .. вектор ~ .представљаквант~тетСкретања тежи:", 
шта 'S,aKo се замис.ll.И да јеу ,њему читава маса. 

KOBцe~TpOBaBa1 ", " .' ... ,. . . .. , 
'-" ~ • ..J'.~ ,'", . .; .. ,' .•• , _~,; f l;.r-f ...... }'.!,,! f", t ~fr ";;i;:'J~ 

.~B,.гOpњe ј eAII8:~JI~e С . .II.едује: ,., .' 
•• }-•...• ,.,(. !~ .~.,! .. , ,. ",;,".',. ,'о '-;-, .. ~j,'f'\'1"I[,; '1 '_' t-t' >"f';"f'\:';~)~i, 

.' ~" ~, 
. ., i ~ ·f,· 11'" 

па како су ве.ll.ичине ,~ и М константне ":~ве.ll.ичине,, 

тоdе!т'ежиmте' система креЬе праВО.ll.инијСКИ} једна-
ком брзiIном. ,",,' , 
f.~·'Ј~:-" ~. ,. ,r'1- ;' ,~:r.:" f I .>' .. ,><0' .' ,', о"" .,' '. • Ј ••• ~~, 

'Означимо .ll.И са (1 радиусвектЬр ИНИЦИЈаЈЈ.НОГ'ПО':' 

'Аож~ј~ ;.fеЖИIiiта~ T~( вредност Њ'егову''З&;вр~ме(t[~о.. 
то" ин;теграцијом једначине 18) И.ll.и 20) ,С.ll.едује век;..' 
торска ј~дначива: 

)';' .• ! ! 1 о'., 1. 

, ',', t ':' , 
r =(I+-~-
о 'М' 

'.' ... 21), 

која одређује кретање тежиmта. 

Значење вектора "~ прои.:ЗиЛаЭи из ;'q;llедеhих раз-
, .. , .... ~ ... ,., .. ,>:lt'\.t"''::-<-.::-·;:~l!\.~;:' , 

матрања: " k" , . '. " 

,. Означимо рмиусвекторе тачака т., т, .. .. : .. т~,. 
узете од тежишта система са f., f, ... ~ ..• '!п,,:то je~ 

r i . ro + fl 
Зато је: 

... n. 

и,,_ < 

• ?l)';..;..' lJ тј [ri "1): = [r~1J 111! t\ ) +21 [~ тј"Ј .::.... 
i i i 

Ова једначина казује-да се вектор ~ даде пред­

ставити као збир двају аксија.ll.НИХ 'В~KTopa: први 0,1. 



љих . предст~вља С'l'а'l'И~НИ ,~Mo~elIa'l' КЈ:\аН'l'И'l'ета кре-
'. I .. - ., 

"тања. тежишта •. СИС'l'е,ма, .мю је YЊ~MY ·;tJита!Ја, M~Qft 
М ~Qнцетрqван~, .. ()бзИром".на тач~у ,,9):;а;:~руг~ч}?е4i" 
.С'l'ав..ъа ,~би~ С'1;а'l'~t{НЦХ ~MOMeH~Ta.; КВ!l!НТИЋ~.та..;~.Рi~~а~~ 

. цојединихтаЧЕ\,ка. сис~ем:а QРЭИРQм;на';iт~~,цfII1:'е,,~) 
сматрано За НеПОЬiИЧНQ у проматраноме,М()~,е.I]ТУ~. ; .-

ВеКТОРСКd.једн.ачин.~~ ',; '", ,."',,.>.;;, .• ;1 

.:. ј 'J.J'~;""1J т! f~~uJt;"'i""'I!C" ,,}!ч:~~,лm,. 
i . 

, -"1 ,,' (.: ... 1., . 

Аоэвољава jOIII 'једну интерпретацију: 
J\aK6j~: i.f ; I '~ ;.~' ; 

то се може и дf:!o пише: 
", 

~ = LJ т. (rt drt] 
. i 1 dt " . 

. ; ; ~е~Т.9Ј>ија.ш~ ПРОfl.у'ка'l'[ri~r:Ј.!'ПРМ,~'l'а~~~; дв?t 
,струку УIIрављену riовршину' d'fi што ју'радиусвектор . . . .. , . :', .' - '" . , . ~ ~.,: - '~ 

'fi тачкет,опишеу беClюначно; маЈ'еном Bp;eM,~,~y 
dt, зато се квоциена'l': ..... 

, 1 [r, dr] . __ 1_,_'_ = С 
'. 2dt.\ 

назива BeK'l'0pOM секторске брзине 'гачке~m\. 
Једначина: 

~ = 2 Е т\ ~~. = 2 }Јш\ С!о •••••••• ;23) 
..; • 1 1 .... 

\ 
даЈе значење вектора ~ каодвос'l'РУКИ збирвеК'l'ора 

сек.торских. брзина појединнх 'l'ача~а СИС'l'ема, IIoMHO~ 

жених са маСама тих 'l'ачака и казује даје 'гај:~бир' 

.константан. ; l ,", 



АНаЈЈ.итиЧка' мехаНИRаНИје у стању"·да горњу 
т'еорему такоопhенито Форму.ли:iпе, јер'Н6може да 

иэравује директно вектореке операције, него се с.луж'И 

пројекцијама' секторских површин~ на три раВнине'. 

Ив векторске 'једначине 23) могу се ~швести познате-
три скаЈЈ.арне једначине анаЈЈ.итичнемеханике" које 

ивражавају принцип површина,ако се'она;помножи 

снаЈЈ.арно са јединични:м векторима i, ј, ,t. 
ПОЈЈ.ожимо кров тачку О једну произвољну рав­

нину Е. АRсијални јединични вектор, нормалан на 

ту равнину, нека буде" 08начен са ео. Помножимо АИ 
са тим вектором једначину 2-3) скаларно, то добиваМ6: 

оо .. 24) 

Скаларни продукат <ffs. e~ представља пројекцију 
површине <ffi на равнину Е ИЈЈ.иповршииу dFp што 
ју пројекција раДИУСВ~К':ГОр,аr, опише по равIiини 

Е; i бе'ЫtоiiачШ>: Мii;ј~Iiом,riзр'еыiну,. dt~"ОRа'.л'IiРНИ' про-
{\tt; :'-~:.IН~·':!-:;t,:~~Ј "С 11"J'~-1' 1:"':~ ·}~<';;.;~_{.I_:'J,'J.I,.,"'f' .;;J-~I':'J.- I-,:,';·~I,!-·_'F r~CCt",,~~<,~" 

дукат ?В. ео 'представ.;.ъа' ПрОЈе1ЩИЈ,у" вектора ~; на 

нор'Ма.лу ра.вН:ине Е;па'kа~({-јев~:ктор~, 'пре~а 'пре'­
ђашње:м, невависан од времена,тО је'и таiЈрој'екцИ]'а 
константна CKaJJ.ap~~ ве~ич'ина, рецимо 2 С. Ј една­
чина 24) добива' према томе ОQЛИК: 

]'\1.,' 'dF" .... L.J т• __ 1 =С 

i" dt 

. ] . . 

, _.;-"/ ":({1 .: " 
па ивражава ПРИНЦИД'П2вршина, ЈеВИ~р}f анаАитичне 
механике. 

!:' Рекли: смо/да' кdнстаит.а2"С представља, про_' 
јеЩ.i,Ију, Вё:kтора j~; на HOPM8.JlY равнине 'Е : 'Га~,ћепро­
јеtt:iЏIЈа' иМати" своју 'највећу· вредност, ако"равнина 
Е буде нормаА'на на вектор ?8. Равнина;~;која;:','ииа 
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својство, да за ЊУ-Jl.ев~ збир једначине·25) достигне 

највећу могућувредност зове се иНвариэ.БИJl.на 'рав­
нина Lit-рlaсе-ова, па зато можемо да кажемо: 

. ИнварИаБИJl.наРавнина Laplace-ова за "таi:шу' О 
нормаАна . је на :вектор ~. ' .' 

Из свега досадањег САедује да једначина 16} 
изражава у п'отпу'ној' оnhенитости закон површина 
и' деФинише ПОJlожајLарlасе-ове равнине; нормаJl.не 

на вектор ~." . 

РеЗУJl'rате АО,садањих ИЗJlагања. мощемо да р~зу":" 

мирамоу теорему: 

Теорем:а :См.атрају ли се м.o~eHTaHи eeK:.rop~ kba1i;-. 
титета .кретања м.атерија.А,1;tихтача1<Њ систем.а, 'Ји! који 

ие дејствују никаковес~~·~.ц~, Ci;,~~;' з~'~~1i~~р~' ~'~езане 
на ираве, то се они даду ио иовпатим. ирави.А,им.а ре­

дук'Ције веван,их вектора (и.А,И хетералтичке сум.а'Ције) 

lZOMOfi.y једне неиомиЧ1-Lе тачке OpeOy1ibea.TU иа' једак 
иО.А,арап вектор 'l( .и једап ,.акрија.А,а1-L вею'ОР~, иа 

означим.о .А,и са ro ' раоuусвектор' тежишта систем.а, 

узет ·оотачквО,а са о његовуини'ЦијаДLУ вредност 

(ва врем.е t'== о), та, ва. врем.е читавог ''f<ретања, uоетоје 

векторске једнач,UН~: 

1.( = const. 
:. ,,; . 

. ~ ~ . 26) 
'1, . 

; ,",' i 

~~ const. 

. 'i:~~+~ 7tj. 
'~.' , ;", : ... 

Ини~ија.А,ним.. УС.А,Овим.а одређени су констан.т:н:и 
век.тори 'l(, ~, u О, иа како је за њихову .одредбу ио.-

1 '/" .'-<~ ".: "1 :::'; ~: ~;'J'(' ,~ " 1 :~ \':; ~~,~ i, "". 

требно девет ска.А,ајжuX -кон.стан.ата, 'невависних 'једна 

од друге, ~o горњf3 јеQн.ачuне u.редС7;а(lљају девет оиштuх 
иUTeгpa.A,~ ироб.А,ем.а п тма, те иреа од 'њих изражава 
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заК~1iО одрж;з,н,у кваН:!1l-тетакретања. i}ругазакон 

"uовРШU1iа, а Tpefia одреljује 1Сретан,в. .f~ж,utUта!'.; 
Према эаlюним:ао>р,едукцији џе!,!,~НИ)l:.,ве.ктора, 

могу се векторИ,.~~,~нтитет~,кретањ~ ,с~и:s;,р:о~м.!1:тра­

;,них тачака прем'а. ра8ЛИЧ,~ТОМ, .~~§ОРУ:Р~АУ~ди~не 
, тачке О. на неброј~но много, ,начина, СВМти на два 

, ' . . " '.." ~~;) ~.'.J:::;'.': . .Ј :.:,-; 

укрштена веКТ9ра, ,која ,не м:еЊ,ајУСВОју;ВРЕЏНС>С'.!:',I3t:' 

, BP~Me. KpeTall>~~" ,'., ",.). 'ј"'''.!! ~,~, "~';;i""" ','с::,,' .';, 
" . Даду АИ се вектори квантитета KpeTa~a реду-

ковати на један једини поларни BeKT~p,;Toje тај 
вектор неэави'сан' од редукционе тачке,ВеЗ~н~iiа. једну 
непомичну праву простора и константан !3a,~peMe 

креТања. 

" П6множимо ли 

'" ·dr. 
Сl:>аларно c~ '\)1 " " dt то добивамо:,~, ' , , 

" "т ": d\) :;~ dr ;'". 
'~""<:' :-"'_' :~~:'-'\'".'~j f~~:~:Г1_:-~~;\~l'>:~~;""~ј'\' i ._. ,. "'~~:;~- '.!~~; S~: ~.>.(~ 

,замислимо, да смо овакове '. једначинепоставили 
ва.све тачке система па сабра.i1И, то следује: 

2 ffi i \)1 d\)i·= 2 ~I dri " 

ј i 

Десна страна ове једначине пр~дставља :збир 

елемен'rарних радња читавога оистема, па ако су 

оиле ~i само Функције ш:можаја система, онда је тај 

эбир диФеренцијал Функције сила \ u. 

",' ," 2 n1
,i\)j d~i.,AU 

'ј , 

'Ннтеграција' ове, једначине 
, - .. ,., 1" 12 ' '_' ,т.\).2,= п+с 
,2,., 1 1, ' 

даје: '" .. , 

.'; , •• '2Т)'·," 
.-,-.. ' 



,где С оэначава интеграциону константу. У ,00юј јед­

начини ДО.ll.аэе само,сkа.ll.арни про~укти,о паје зато 
та једнаtJина CKa.ll.apHI:t~ а преАdтаВ~~,Ае~етипоэ~а~и 
општи интегрр..11. Jlроб.ll.е~а П те.ll.а: инт~граJl живе СИ.ll.е. 

Често пута је 0,.11, '.користи пос~~тр~!.ц,~к.реЈ:ање 
тача.ка сист~ма об8llрОМ 'на тежиште сиСтема,т. j~ 
одабрати тачку сравнива~а, О ,у, тежишту самом,па 

како се оно f:pehe, према пређаmњем, једнаком 

'брзином "0' т6 ће ре.ll.ативне брэине,џоједин~ ';;~чака' 
система бити предстаlJљеневекторима: (:: 

- ;.А . 

("i-".I i=1,2,3 ............ D" . 
. ' : I Ј;.. • , N ... ~ ~/ ;'1 1 ) 

а., њихови квантитети кре'l'ања, векторима:, , о,," :;;~ . , 

Вектор '2( биhе) у obomeC-4учајуједнак ::",.с:с Ј) 

'2(0 . Z тј (»! - "0) Zilli "ј -''ОZЮi.':',, 
. .1:. ",~·i;;. i ;-'1;; i .~ T{i' 

Ив једначине 18) следуј е: 
,,' " \_ ,/. A r 

зато ,је: 

1( =0 , О .. ', .•••• 28\ 

~; " Оваједначина каэује, "да се кодре.ll.ативн6г' крв:" 
та.ња обзиром на тежиmте вектори КванТитета.·кре­
тања редукују на један векторски СIlрег~ Тај спрег 
преАстављен је аксиј:аJlНИМ' В'ектором:" о 
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·Raitqje: ". '. . 
': ':.';. ,":' _l·,·~ / i.:~) ';':_~: _,.:"1', ".,':;,.'-;:.1 ,'о ;'.' -,' ;.' > >': >' 

J
C." • ." •. ~';;; ••• ' .'\1 ~;~:(rl';'ro') "'\1.~.r.;ro·.\1~: 
,., ! . .',:L:]., lJi .. ·, L.J .. 1. ,"." rLJ··· 1-1.. LJ 1. 

• ~ ~. ';. '1 • ~ л : ~ • , " i~ t ~ ~ .~ ј • . ~ ." Ј _ •• ,~ , ." _ ~ ";' i . , ~: : ~.:. о:. ~ ~.:. 'ј ~ 

'то 'ј е обзиром- HfI;' ј една:чnнУ1 7) : !",'-, ... 1., 

, ".' .:. ' .. , " :':1;;-:': ';' " ';,.: о. ,. ,,' ';', ~,·,E·тj fl~O, 
)il' f ~ -~, i t

:- ' ~ , , ,i i : 

(;U .. ~. \Ј·т · 1"·· .. Ј -. .' .... '''9') 
V o - Lj,', i "{"'i - • .; " ..•.•. ~ .'.". -..• ' . .{; 

i - . 

Ову би исту вредност добили када би сматраАИ 

тежиште вar:.непомично;' '3ато; је вектор ~ независан 

од кретања тежишта .. 
! t • ~ • , , • • • '; '-.' 

Особ~е . хре,-,;аљ& " У ; опm~е~, проБJl.е:иу двају теА& 

IIод оiJштим проБЈЈ.емом двају теАаразумевамо 

. испит~цrа~~~реТ~}Ы;tr~~~у~м,~Т~рија.АIi~* ... тач~,1.tа, које 
се привлаче ИАИ одбијају.' по' прОИзвр.ъном закону и­
на које не дејствују ~и~аltо~е' ··9,~·ољ.~:t?9~Л~; У:; томе 
случају могуће- је; на, теСмељу ојјјпте' теореме, пред­
стављене једначин,ама ~'~),изве'~ТИ :цекоја општа свој-

, '.' .. , ~ ,.."" .. : . ". ~ ". :: .... . 
ства кретања, КОЈа ce-:-"rИЧу М;lJментаних ПОАожаЈа 

()(ЖУАационих ра~нина путања. ~_. П~,аваца Ерета:ња. 

О ООКУЈ1ациоl&:м:а' рuщна:м:аiryтања': Једначинама 7) 

}fЉ.~, ~~IН~~~fi,.1'л~r?,iА~", ~е"ЕИ~~х~,.~г\!Е,.Ј'\'.·Ј!::~~~ .т~ P~,; 
.!Ш~ПМ.I-~:,;4~Јяrр-;~јУ 'iЩ~~~~;ГРf!-W:аЈ·,~';Ј;Fе~. Je~lI!+%~,~, ,дР.УЕу', 
~Р,ffЉ ~.t5ра~~~ЧЈе~ш,;~I,I:а;,А~;,?У;!.~~1.'? ,,~,~~~~,~,,~AJ~ .I~Pl~. 
правац_ КОЈИ ql!~l З'ч ђЯ~~~~11~;Уt.1!86?шаЈ" ~ .;г.~,"~Њ~,:~ЩijУ:·,. 
т,. Вектори акцелераЦИЈа P1 и Р2 'добивају се деобом 
везаниХ!ве~ТОрЦ;';,W.i lс~{са~КI},ларни~ в.е:tИЧЦНl;!,ма '- '[ .. ; _а: *' \, п' f ~ \ - ~,' '.~1 .:ј. \" _,1_ ; ... <;,; ,>-', ",!.; .~\'~ ~ "", .. - i~~·''. 

т1'и тт," па зато и ьни;'Падају у исти пра'џац. По-

зната је особина КРИВОАинијског кретања, ,2I.а вектор 
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аКце.llерације пада у ОСRУ.llациону равнину путање, 

из чеtа С.ll ед уј е, .. џi' мОментани trодожајМОС'RУ)iацио)­
них равнина путања обеЈу тачавапродазе :кpo~ праву, 
Еоја спаја моментане подожаје њихове. 3аТ(ј' СдеАује: , 

Теоре:м:а.: Мо.мен.таnи ао.tожајu ОСКУА8цион.ux рав­

nиnа аутања двају -ie.ta (.мaTepиj~nиx тачакај, која 
се арuв.tаче, ао apo~вoљno.м закоnу u па 11:0ја ив деј­

ствују џи какове ,cu,oAJne СUАе, , сек'!! ,се YfjeK, ;1I,apfifJ.oj 
,:,оја сааја,.мо.меnтаnе ао.tожаје тџх тача~а. ; , 

о моменТавима. правцима крета.ља. Према oДIЏToj 
теореми, т;p~ДCTaB~eHoj једна~инама' '26); \ ~д~ФиН~'Са.н 
је типус, на Rоји се даду свести моментани, B.~~rO'p* 

E~~~T~Цт,~ ;~P~;r,?:lЬ~'! ~Н)}Р~ИI~~~~~l~ед,?~~~~, p,~,ppeMa 
:1l():М:~; "E;aK<?,~~{ ,.сУ,;~Jl:И, }1,~иц~ј~IН~~~ УЉ1:Я~'~'~'Ј:Р~t~}tкуј~~р 
четири р,аэна СЈ1у.Чаја.;_у KojF1Ma. С,е индцИјаЛНИ,веi" 
'т.ори кв'ан~итета' KpeTaJP~ редукују' Н~НУЈ.у~ . .на.ј~АаП 
BeKTopCE~' слре~~ яа. 'Д,~а."УкРштеНа B~~Т.~P~: T~'R'4~~ 
чајеве испитиваhемо сваки за' себе. , '" ," 

~O , Иницијадни ,,'вeK'J,'Op~ ~K;В~HT~1',~~a .'J;tpy,:~aJЏf1 'r;~~ 
дукују' ,~e:'н~~' ЦY~Yy,T. ј. :',,' , ',;',:.U;;;'U,,)П ,), 

" ."," '2(:"":'" О ;'·".'~)='O '.: ".-'1, :;:;;" 

онда је: 
". Ј:'·;' 

" (: .' r-;. 

·fo " . а = const . 
.• .,........,._ C"~ 

Тежиште система је непомичщ>, -вектори кван-
титетакр етања;, .леже, у. и етој'; ·п р авој , ~'КOja-, продази 
кровонецџмиТ4:НИ ПО40жај' те:щИ:шта ;, :мом:е!lТр.:в:и :пра.вди 
RpeTan.a '.l\обйвају с'е' ;il.еобом в'е'ктора 'l~ваНТИ'Ј,'ета J{P~: 

тања\ са ,скадарним :ве.ll_ичинама;,~imi'-И '1niP па;'се::заТQ 
о'б"аугеда. ::кређ.у (исто,ме', п:ра;13ЦУ' :брзинама; инве-рзно 

проџорnИQна.л:в:и~; њиховим масама .. Судоб: се,}1Оже 
деёити у' непомиЧ'ном: теЖИШТУ:СI10тема.Ј;:';" ,-о :::,';,'1' 

','<На'овај се с.луЧ'ајдадс СВ~СТИ:И:СJlучај ка;да. 

ИIlицијадни, 'В'ектори 'кв~нтите'Г.3! ; кретања!' 'дajy;j~Aaн 



једини вект<;>р који !ПРОJIаЭИКРОВiтежиш:~~. ,-,с}!,Q:Г~lrIа, 

Јер ПОGматр!аМОJIИ садареJIативн~ Kp~Taњa, QQ3ИрОЏ 

;:O:;~T::;! . ~O ј;~О~~::~::О~:Иј:;:;':;~':2~:::~:~~ 
.-.- ,." ~' .. ' 

Оба' тела. крећу; de на Једн()ј " 'правоГ'орзинама 
инверэно пропорционаJIНИМ 'ЊйiовиМ: -,масам'а, \~a·iTa 

права креће се у простору' траНСАатсорно" једнаком 

брэиНом.ПутањеОбеју Тача.КаЛежеу јеАној'т{истој 
равни ; сукоб се може де.ситиу путаlЬИ' тежишта 
'система. '.' ',' С" ; l' 'ј'; ,; ,'С 

:Овај tJlучај може нас'rати распрштењем: једнога 

тела, које се креће tpa.hc..-iаТоIн!о'јеАнакоМ 'брзином, 

у два тела; јер прије распрштења дају век'Ј'ОРИ кван­

титета кретања један вектор који пролази кроз те­

жиште система, а тај се вектор не мења под ути;. 

цајем унутарњих СИJIа. ' - .,;'>-

20~ ИницијаАНИ вектори itвантитетакретtt~lt'Ааду 
се редуковати на један једини BeKt'OP' 1СОдkберемЬ 
JIИ, даКАе, редукциону-:,тачку О у прави тога век-

тора, то је: 

Q = т1 "1 + П12 "2 
~=O 

:.::'-: 

,Вектор - '1Lдржи се у равнотежи са ,век'rОриМа 

ffil"l и т, ""т.ј. та три вектора редукују ,се на 

HY'.l1Y. Према познатим законима о caCTa~љaњy ве-:­

ваних вею,'ора морају се 'га три вектора сеhи у једној 

таЧКИ,а како је BeKTop.'1L у простору Фиксиран, то 
из тога следује, да се вектори т1 "1 и т2 "" а;према 

томе и вектори "ј и u~, секу увек у једној. у, ПРО,:, 

стору Фиксираној правој. Оба ова вектора представ­

љају, и l\'юментанеправце кретања,којинеhе моhи 
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оотавити ~авнину иниција.l1них:праваЦакретаа,а; па 

зато можемо да форџу.llИшемо теорему: ." " 
- , : ~ ~ i '!' .".' ,., . . , _ . - , t t " i ,," ~. '\,". 'i" . , - " / 

теоре:м:а..! ;Lfiiдfl Аи св' uUV:u,'uја.Аiш 'векториквв.нтu-. 
тета '~peTaњa ''два}у' TMapeдyxoвaтu' ш1Э~да';' jв~uu.и 
вехтор;~~;о'св:'оба;теАа' Kpeiiy; у, једnојЈ)liвUt~r}(ој~ i-б~: 
држават;iј 'ee-k.Т6р, а њихови .мо.мвUтани uрiШu,u 1Сре­
тања секу се увек у неuо.мuчној uравој тога вектора. 

И 'у овоме ОJlучају могућеје,' на .темељу опште 

теореме, иопитати могућност сукоба тих двеју та­

чаКа. Не ПРОJlази JlИ вектор 'U кров тежиште система~ 
тада се ово креће по једној у простору Фиксираној 
правој, рецимо ffi,параJlеJlНО везаном векТОрУ'!. 

Иако се; моментаџиIIра,вди кретањасеку" увек у, 
BeK,!,opy"'U:,TO би; се~сукоб 'могао деСИ~I{оамоу'r'fој 

. . 
HP.a.,~PJ, '. но каКО,Т~Ж~IЏ,7',е, систе}ја не,МОЩ~ дaoc!~в.~ 

праву 91, то би се сукоб морао' у исто' времедеоити . 
и у правој т. Сукоб је даКАе у посматраноме к()­

начном простору немогуЬ,. но оба тела могу riроtiи 
беСROIiа'чно БJlИВУ једно поред другог .. Пролази JlИ. 
нектор 'U кроз тежиште система, тада с'е оваЈ 'слу-
ч'ај 'свађа на пређашњи. .., . 

30. ИницијаJlНИ вектори кв.антитета кретања ре­
дукују се на један опрег: 

Тежиш'ге система је непомично; оба тела кретаће се 

у равнини fЬИХОВИХ иницијаJlНИХ брзина- која јеу 
овоме CJlучају идентичнаса Laplace-овом инвариа­

БИJlНОМ' равнином за произвољну тачку простора; 

моментани правци кретања увеЕ су међусобно пара­

"Ј1еJlНИ, па је зато могуће заменити yгopњojjeднa~ 

чини веКТОРСЕе ,вредности »1 и »2 са њиховим 'ска­
Jlарним износима. ВеJlичине тих брзина инверзно' су 



Ј]РОДОРЦИОНa.IIн~,;;м:аС<I.м:а"ml ~ m2~ ,СУ:К09 обеју,:,га,чака 
није м:огућ. ~-:T:,"ё;'~,ГjC~,~ .. ~ '~~j,'''''",,:~ "":>~j .. '; 'ј' /~\~ ~,:::';" ,'" о' 

~ ,"', АI;О qе,обаrе.lЩ ПРИВ.Ilаче ~ си-\()мР, :која вависи 

~~~o"oд ',~~.Х9~()I:·,'М'~ђуе()бног:ОдстоЈа~а" па a:К9~~y 
и~i1ЦИјалне брзине VIII V 2 нормалне на 'праву, што 
'спај'а оба' 'rела,'а ~·РедсТав.!Ь'ен·е'в·е.i'И·~и~ам~: ' ',~ ,'. 
," ~,-'" .' . . . 1", \ _, _: '.' .' ." " ., . " " ОО - ~ - .; ;- ... 1 

где. l оэн~чава: ;инициј a~HO, oдc~ojaJЬe,. 9,беј у .тела, ~ T~дa 
су радиуси :кривине 'гl И(Ј2 путањау иницијалном 

; ',.ј '," 

, Ш" V 2 ~ т' "о." ln~ v,~"·,, , т' ,~.,,'~; 
1 ~)' I ~'1'~""'~""" 'i.' !tH •••• '~." )' :':Г1"~' 

.f~,=~, ;;;mi +;,mi , ;H~?,~:t,,')PtJ,.,c,:rnii +rn~;:C'Г 
• 

Цен'l'РУМ :кривине обеју путања пада у эај~днич:ко 

тежиште, па Ье вато оба тела описивати око непо:'" 
'мичногавај еднич:кога тежишта Rонц~нтр'ичiе' kрУг6в~. 
~ 40. Иницијални ве:ктори кваН~и~~Т~·Rр~тања:'р~.~ 

.~,~IJrJ~: ;'~?; :~,a>~~~~" У~iw:f~~а:"~;~#~~йК:( ":',::" ,j"?';~': }::%~;.~',::. 
,- ОваЈ случаЈ даде се, помОћу Је'дначина28) и 29), 
свести на пређашњислучаЈ з\О;аво'ЪеСПО'сматр'ај'У- р:е­
дативна: :кретања о'беју матерИјii.лни~;';гачаКа око њи­

ховог ваједнич:ког тежиm1'а.'заТб','е~ ово' :креrэ!n"е 
састоји ив два; оба, Te1a_;RPltfty, ~,~ џО законима прет­
ходног случаја, у иIнзариаБЙ.л.uо] равни њиховога ~~sз.-­
ј~Д~ЙЧ:КОЕ' 'r~жишта, a~,O,8ap~BaH:Rp~hE{ ;;e~ ТР~II9.Л1!i:. 
,'(fQРНО1t1Ј:БРЗIЩОЦ,',у .правцу :~еJt:rОР~','l(f!р:qАударајУ1ЛИ 
'С,~i~"рр-а,вци, вектора, 'l( И,, ~,. на i :који. ,се. даду', PM~~Q~ 
,~~':П~:,R,~~l!'l'~':l'ети~ :креЋаН?~/хџо},р,е,?И~:ј3,l},ј~Д~~;~l}g!~,,'l'~::-' 
сЖI;IЏ1те. као\ реду~циону таЧRУ Т.о, Ј." ,ПРОЛЩЩ ;,"'~ "ЦЕщ­

+ТР~Лl.,iа;n.ос,Зf;',;, BeRr,opa ,Rвантиrеrа RpeTa,lf;a ~~. RP.o~i;,~:e­
жишт~ СИ(?Ј:~маЈ п,з, одговарају ли иницијаАIiеБРЗJ.flIе 

·~:ше.циј~ЭН!1М'У~ri~ОJilИМ~. пре~Ь~m:ff1~Г:З: РЛУ~l,I.ј 8" ,онда, ЩJJi.-
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су ју оба телахе.llИRсе исте висине i хода;,. обавијене 

око Rонцентричних' RРУЖНИХ ЦИ.llиндера.АRосуобе 

масе jeДHaRe, онда су оба ова хе.llИRса ROHrpyeHTHa 
и .Ilеже диаме'1'ра.llНО на истоме ЦИ.llиндеру, TaRo, да 
су увијена један у други. 

. ". СУRоб обеју мэ:теI>ИјмнихтачаRа је' неМОГУЬ1 јер 
би у томе случају хетераптични збир BeRTopa' RIIa~­
титета Rретања дегенерисао на један Једини BeRTo'p. 

д, . 

Особиие кретаља у оnштем: проБЈЈ.ем:у трију Te.la~, 
ј' " 

Под општи м проБАемом трију те.llа разумевамо 
испитивање Rретања трију материја.llНИХ тачаRа ffll' 

т2 и тв, Roje се ПРИБлаче ~ли одбијају ПО произ­
вољном закону и на Roje не''де]ст:ВУЈУ'Iћ'ш8::kове ёП6А.н'е 
СИ.llе. Сва следеЬа изваl)ања важ~ даК.Ilе и за С.Ilучај 

Newtdn-ове гравитације, на Rоји Ьемо се . С.llYчај та­
.~?~e специјално обазрети.", 

. џ Оs:нач:еља. Означимо уГАове .'l'poyr.lla1, шт() га: lJQ~ 
сматране три материја.llне т~ч~е'СRдап:ају,саА, H:J.I,Q, 
а стране троугла, сматране 8а BeRTo'pe, са а, Ь, С, при 
чему а· .лежи наспрам, А, Ьнаспрам Н, а с на,спра~;-С. 

Позитивни правац оБИ.llажења нека иде од А Ra Н 
Ra С. Употребив атаввтаnn-ову дефиницију диферен­
ције тачака можемо и да' пишемо ; , :Ј 

Q = С-В· . Ь·~A.:- С .' с 'Н - А. · ... 30) 

Масе 'ма'гер'ИЈ"аJIНИХ . тачаRа: ·У·'·УГJIовима;:.А: ВС нека , .' ~, . , 
·БУIJ.УОЗl!ачене;са'тi· т~:т.,~·' ;;,'{';"" :'{,'" ':""';:'~!' 

.... ПS пеRа буде" зајеДНИЧRО';'тежиште те ТрЙ"масе 

тЈ' тt, т., а радиусвеRТОРИ повучепи од љега према 

тим мас.ама 'Т. ј. таЧRама" А,' В, с' HeRa будуОЗШi.-
;'t:j~ни са (11 "f" f.· . " .... '''''., 
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:'!:'::Употр~бив' Grа88таn~-ОВУј:оАефиницију диферен~ 
циЈе ,тачака, можемоnдаХПИШ~М(ј ::т.ПН1 i !,;) ",,'_,ii;,";' ('~! 

~~~l!'~:'1 :'I,~'::r;~;~:: J~:~' '~, ~ ,S;;i~;fs,:ј',~:с'~;},ii;:':~.Јi:';:~1Г": 

ИСТО ( ~aRo ,H,~K'~" I!P'~AG:a~~:~jJ\~:. ~::':'"r:;Ј:~:~r~~Йу1;'~ 
векторе' Ta'qaka' A~-- B~ с;,јв" Ьд i. ОД"ПР6iiЭБоЉне ~ачке 
-';'-";~j' i':;-j'~'-<1'""1:' ;'У'!;;!: '·(~~·'r·.!~·(.'···.!·)T""'~T ·J{f-:~-·:';,,::-1'1.'~i-';f:,·.",·· / 11,:) 
простора OT,~ ј.." • -' -, --, ' ,ссс,, 

, ; ~ , 7 ~\ ' .. ' r , • ( .; .• ; \. 

f J = А - О, f 2 = В - О, f a = С - О, f o = S - о ... 32) 
_ '._~-: ~. ,', i'"':J;'.{'_',-.' ,~'~';< • • "-: .. :f_;~·~ "~':1 

Према дефиницији тежиmта постоји, једначина: 
. . '1 

а ,обзиром , наЈМ~~Ј,иII~,32):: '1'; ," :':,""'!;' ",Щ,;.')" 

(тЈ + т2 + та) S = т. А + т2 В + та С •.•. 33) 

која изражава уједно фундамента.:.iнУ_ једнач;и~уМое~ 
Ыus-овог' барицентричногсрачуна~"(lУ једначину мо­
жемо! n'и6ати'иi :Ьб.iIИКУ::,'" ;;ТC ii ;; :kJ ,~;;,~, 

:,' , ;:-' -:- !" ;;. :'; ':. ~: 

(mi-+:Ini + Ща) -(8 ~B) .= ffi1 ,IA ---,,-,8) + т2 ' (В --:- $) + 
, + т! \С - В), . 

па је обзиром на једначине З 1): 

СИАа, којом дејствује тачка С на таЧRУ В, т. ј. уну­

тарња СИАа у позитивном правцу BeRTopa а ~eRa буде 
означена са ~a' ,а;СИАа ,_џојомдејствујетаЧRаВ на, 

тачку С, ' т.ј. Јнутарља ,СИАа у' нега;ивноМ: правцу 
вектора а нека буде означена са --,~., јер су ове 

две силе једнаRе, а противнога пр~вца. ,kIc1oTaRo 
нека ~ь и ~епредстаВ.lЬају унутарље СИАеупози-



::;,~,';;,С~а~Р~~~:,~nЈЏ1~ti~1. ,с~~,~Ч,!NIIьgм~~Рf;:g~)е, :9J~~ 
~,~~T~J B~ :';~~J~~'~~~l"~effT~?PI~!; ~ ~?TJ!?{. af~~fO,\~(), ,~p~ђ~~j~l~~ 
овнакама : ' ' , ,; '",' ,.' . 

. ,"'< '~~;.J! r ... ~1 т:. }~<.f:.т:г~ t~~T ''''I, ; "!" '" ,. . V/ П .С· ;~ 1'1 :Ј 

~""ч,;, "',. '1,';'1t~"~:~У,;ifl~~:Ч;'~;~<' '!o1~},:r~,~,,:!,' ":,~:3'6Г,3,.7~'l 
- • ."'. Ј';' 

:?вр .:..:..' fr. ~;J +[i2'~Ј+<[r~~sf'~'[(r/~"tз')~У-Р:'i;Н 
, • ~._ Ј" ~ ~.; " ... , t .' • ';.. i ~ l' :-,' ј!. .', ; ,I~: . ~ !\ \" :":: .. ј \ ~.~ , 

i' + ,Нrз :..... rllJ~bJ + [(r1 -,r2);~Ј\k;!\;':;i, \щ;.э 

Ив једначина 30)и 32f"cJJ.eAyje:' 

~aт,o Је:, 

, '\ ' " 

Јер' ]Зектор~ :~a И,,;а,~~,: ~\ и ,~, ;Пii':~~,,~, С'и~~ају :ИСТ~ 
правце:.' " 

'~'Једначине 36) и 37) каэују" да је хете'р~ПТИЧНИ 
~'БИРIlеэа~liIХ ,]ЗБКТQрk,~ ;~.~~' i(~ з,јр'а:ВIl~ј~iу'~Ii~ ,а.,)!? 
;rot-a ,c~eдyje, -да бд се."силе"';~.'~2 ,~з",:кад бљ;Ј~сэ 
IJРом;~не СВОГ9-" међУСРQн<:)Г~, !1<,можај а,Аеј СТ~ОБh.леља 

fJlAO LXXXIII 
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кpyТQ тмо, , држаJlе. у; Р~ВН9тежи,~) ,P~TO ,(}~СИJlе~i'; 
~2 и ~8 сену у једц(}ј;,те ист(}ј:l'а~~.RИi"равнине трију 

:r~~a ,т., т2 , ,Ц ',тв" ,Ty:"T~~:КY~~B~~~M9:; ~Я::Ч).A:f::~равu­
Тlщuје" а ,<?зпа~ити.hемр[ју,Р1 ,~~?~9м.:,::n·,~ ,:,,:',i, \.<'1' 

Падају ,JlИ CB~TP'~, TeJ,la.y ир'ги'рравац" TaAa)::J;~'" 
дају и сџле ~l' ~2 И '])3 уиоти пра~а:ц; па се не секу'. 
у овоме СJlучају деФиниш~~о: ПОJi': гра~ц'гације :као 

гранича:в положај ПОJlа гравитација троугла Аве, 
:када се тач:ке 'А,В,С 'ПI}иБJl~жуЈу;једној правој. 

Ако се посматрана три т'ела пр'ивла,:iе, онда па­
дају силе~I~2 и ~3 у YHYTap~e"YГ40B~.~,.TpOYГAa 
. - ~ .. '.. ' .. '. : ; .. : ' t ',' " .. ' " " :.' - /". -'.:: .. .' '-~"(.. ) \ t, ! : ' ; Ј ,;-, ii.. " ј 

ТРИЈу, тел~; па зато, лежи ПОJi гравитаЦIfЈе y'f.o~.e 
•• " , .'. f "'.' ј' '. ~ •. ! I :;.!.' '! ,.! _ . < ; • • , , ••• .; • ~ •• i " .< . -, ј ("'1''-~' !!. 

сХучају у' троуг';'у, а Jlеже .ли' сва три тел~ у, If,9!?,~e 
• .Ј,. 1< Ј14·.1 .... 'Ј!.} "~() 

правпу, између оба :крајња тела. 

Еритериу:м познатих егзаКТ!lИХ, рер!еља ПРОРJlе:ма трију 
тма. Испитивај~fО' услове' под 'Еојима по~" гравита-
ције n,пада у ,:те'.Rиrчrе" S.:ј_по~а;rР!t.н;И~":;РIfју{~аса 
т1, т2 и Тns' Ти ће услови бити" изi?аже~и ]3ектор-
с:ким једначица~а: У:! i,!t~ 1,'1 ,1:) ~i'- ' " 

Јде л., (1-, V,~означавају с:каларне Фа:кторе, јер "~коЧ5У 
горње ј~4начи~~ .~заА,О~Ољ.~н:~." ~д~ s)е,(fР~!3~(Ј)адиус­
ве:ктора ,1" f2 И fs П9дудараД~,<?а,праВ~М,а 'СИJlа ~l', 

~~ И~s' П~ qe, :~aT~ ~: Ta~~,e J~ '~~Џ,'!IRI'~I}Џ~ј~ч qfb1, 
беремо ~и гopњ~ TPJi j~f'H~'I~~~~,~O А~§~В~~<?ј:Й.f;ЧЦ 
., • ,," !, . • ,i~':""1~~ "ј +'1" ,,\;::~:;!::~ ':';;' "::;/ :~1'~~~~:;;~';/:;~~;~it';;;;;:; , 

1) УПО'lреб~в 08н&ке Budde-o!le (ВИДИ вашеПРИl(едбена стр. 2 и7) 
I(or.le' БИ:'се"операцИје' rи8в~Дейе ј~Два'l~~аъiа(365'и '37). М.'ПЫi; јеАнiчиnои 

, изразиТи: Ј еАна.i'lиве'З5) И6rу се'пиСатй' f,обiИку:!I.! I !..;.r!l.!~.!t \рЬ'; iI!~,';;' !I.!.€~i!!~ 
, .. . "- * ... * 

!I.!. ~ !Ub"':': !Џ.; •. а' одаТ.lе'Ш'еАУје:двi:i.ев:Тi.tО ј!$ј + $~ ;J'iv/,;,.i 10[1 Ова' 3едвачйii~ 
С&Араава у себи једиа1fВие 36) в 37). ';,Л;',ј ;';",И 
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._,- . .. ,/~ ,,:;: _ Ј .. Оо' _~ о' С ,r:! .;* (о . ,,,о' 

Ова јеАвачина казује, да су вект6ри Јр ,f
2 
И f. ком;­

ПJlанарни; сравнимо JlИ ју са једначином"З4), 'ТО в'~­
димо да ће - ако сва три ПQсматраIlа 'теАа не Jlеже 

у истој праВ,ој она MolI~ бити задовољена само 
онда ако је: 

, ' , 

где k означава један произвољни :Конотантии ска­
Jlарни <Ј,актор. Тако УСJlОВИ, да тачке II и s падну 
заједно доби:8ају'ОбJlИк.: " ,,; , , , ,', "О '" , .. ..( 

'; . .:: ј, , ::"., ~::~:J .. -':: '.':. ;~ ~o/!: .--~q: 
~8-;~I.=kll1sfз':- ,:~, -: ,', 

Ови УСJlОВИ важе према учињеним предпостав-

1taMa 'само, ,онда .када ова" три' ;-ј'еА'а: H~ ;'лежес;,у :истој 
'яравој ;'>Но'каЋО 'CMQ' За iСJlуч'ај, (да сi3а'ТРИ' тела' Jl'ejt~e"Y 
:ИСТ9УправојјiIОJl гј>'авитације Ае.'l>иниса'iИ као граli'и<Iitи 
IЮJlожај ПОJlа ТРОУГАаАВС када ~e Ta~Ke А, В и С 

приБJlижују истој правој, rohe једIiачин~ 40) важити 
'и ва' тајOJlучаР " (,ј:, ,(\! ',! /'1' 

Горњима једначинама!м~Ж,е.М9 :,I).,а'l'И~~ДРУГИ оБJlИК, 
ако векторе f., f2 и f. Ш'Iразимо векторима Q, Ь и с. 

3аМИСJlИМО у тежиштv s: концент~исану масу 
-ч.!~~r:}НЈ:К~"1:..'·,ј1.:'~ .... н~·.ЦЏUtf.Ј\{.· ?:: "Y,Tl~P ,;' ~'/o ~(;~:1 "0';/" :.t .<!{~,~: 

м = ll11 + Ш2 + Ша .. Јј1 l!..()T 

ТDгје'i моменат ,те';масе' :Обзиром' на коју: тод тачку Е, 

равнине :трију, теЈ1а, једнак вбирумЬм'ената маС8:јnЧ~ 
m',:И'iтr~,Рlраэмештених':у, УГJlовима;!'А 'в IРС:'обвиl. 

2 "а' ' , 
ром" iJа:iУИ'СТУ',та:чку:Е:: Ово ,поэнаТО'СВОјСТво добија 
·с6-1...' У СМИСJlуGrаssтаnn'-овог векторског pattYHai;';:':;:' 

12* 



и МУАТИПJlщtаццј ом. је"ЏЈаЧИII,е: 3р) ,:CI!-'fа'!кОМ Е., 3аме­
вемо .Ш т~чку Е peAoJ.lca 'тачк~~а ~A, В и''С,''тб ДО:­
'бnвамci ј6дначине: С'::::',i\ (! '<е',;'~',:;r:'СД;" ;,,':1rPJ:J;~';9t y~;~\) 
.... Ir.~. C~'.C ',:,;;~: ,·~:~~!·1.HtJj~r~f:1C !~'" ;'t:" O~,l.i~i·i~II~'·1·;;·~' .~. 

;:: ~,' ;, ::', ,;,: ~~;"":~~J;~ '~~;~}:::'::;'~":~1~~~~:: ' :,'::: 
f,(,;;~ .~'~.: "\f > ·~ •• ffi·~l ~:::-::: .. k\ : __ ,:. ~\ 

а обзиром на једвачине 40): 
'~'fT . , ~ 1; 

.;.~ .. : ;~,-'~ .~ !';: ,-::,"":". ·.·.1 lJltt·J 

i:/;,iД-Р~Ј3.~ СИJlа~а" ~ь,::J\ .'~ ,B~~'1'9P;;:~~,"Ь,~, ~ ,подуда::- ' 
~ajy:p~,. ~?а;ГО;,р,е"fr,С)р!Ч.~, Јм~.аt{~щеЈ':r:т (;1!~ :~е.ще,,;:4I1..С:Р,~ 
l1'ри, ,'1'ел,~ .уи(}'!',ој" :цра'!зоЈ. :,i.L(SИТ,I:I":;!,аД9в().ъен~,, ,a~oj~_: 

,1 

k ",i', ,,;:;:,.:.; 

при чему смо ковстанту М ,замеНИJlИ са констан-

том k'. 

~~i,_:ЛСПИ';l'ивајмо сада С.llучајеве' када, се'ПОСМ{1трана 

,1'РИ"те.llа ·ПРИВ.ll8.че СИ.llамакоје су ,пропорциона.llН~ 

-Н:;ИХОВIIма;, масама и-коЈе су .иначе само Фун~~ија I~И­

х,ових ОДGт<?јања, 'Т. ј.абсо.llУТНИХ износа ,а, Ь, с, век,. 
.тора.-С1,',Ь, с.,ка4аје.даК.llе:", с,. ,,,,,.' -.Ј' 



о опmтим ,:ивТвГРАJIИМ:Л, ПРОБЛЕМА п ТЕЛА ДJIi 

н 

. Изноое а, Ь, о уэима,,!~ :ув~щпоэичrвне. С.Ilучајеве,' 

RaAa посматрана .три" те1а, не .Ilеж~ и Raдa .Ilеже у 
• .\ '\' '.-!;: 

иотој правој, иоri:итиваhем6 сваки з~ оебе. -
Не .Ilеже .Ilи те.llа'у. 'истоме правду, тада можемо 

да применимо једначине 43). Cpa~~~~o :;'1~1'T;~:;}~ДHa.­
чине саједначинама 44),· Roje можемо писати И у 

то добивамо: 
i ., 

__ ~J. 'f '?r 

" 

Умови да riоJiiгр-аВ~'Iтаци}е !Ј п~дне у тежиште 
S иэражени оу AaR.Ile једџачинама: 

,. .. ~ / 

: (~:'!: {> ~~:;·ir (~;o ,7, 

Падају,.IlИ ова три те.llа у један те иоти правац, 
~. . .. ~ , . - ,. - , . ~. ...",-._ ј,. I '."1 l' ; 

онда нам ваља употребити једна:чине '40).: Јединични 
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веRТОРИ ао &0 со падају. сада у исту, праву, а правац 

њихов зависи од реда таЧaRа А, В и С. Узмимо, да 

су теАа распоређена' по правој тако, да у позитиВЈ;ЮМ 
правцу јединичног BeRTopa со дОJlаЗИ· пр~о теАО тЈ 
IJ.~ ,ТЏ,?;Јr,t~~~'~~~О ma,.a,~~ Т~ЖИ~Т~С Jl?ЖИ:И~М~~У: 
тЈ и т2, ОН.II,а је: 

и 

--'-" fозн,li,чи:мо јОЪ1/'; , 
'f1""!' ЈГ: :}'!'i~··1j~~; i"I_':':-:Ј:'~;f\f} 

где 811 82' 8а означавајУ,СRаJlарне веJlичине, при чему 
је према УТВРђеном ред{т'ачаRа' 81 негативно, а 82 

и 8. позитивно, па с'!.а~имо све горње вредности у 

jeAHa~}iH~. АО), ,то ј;а.dБИВ~Џ~ifi.?;:.,Ф' ',' j;,·,).-c,s, 
1. -"~"J .. ;: ' , '-.: '." "<\'> " (1 ,- '-~'''':'- ~'~-";---';"'';\ .'., -. . ..~;. '(' ..:,-;.,~!i.'5 ~.И ~:~:::':/::-_ 

...• 491 

Једначиве_411-:l1Р8Jlазе~iIУt qВQ.м~CJlучају, у CRa-
}1 __ ~-'··-~· A-~--·---- 11-"-----

Аарве једвачиве: " ,ј Ј: 

Ен·н ., ....... \, ,''''i,.·M·s·-.-,--'-,- тЬ -.т '·С: 
э'tШl,ЈllШТ '( -ВfЏ::,.r;:и 1.1. D(шm~~;"ЪЧГnЈ~i:' Ј',f,;<чшом;т'l.~ЦI~, 

М sl:;;;::::;:!'PH;m'I:_'Q'~~m;ra ~~r1 ЧН'~"1\ЈЧ1~fП g 

__ , ~.".:!ИЈ ЊC~1:: .... Ц-.8.=-".;:@~t?a;t:®~~. ~~}(;,Ј;~i~r!(ј:~ђit~~)i'~~~ 
СуБСТИТИЦИјОМ 'овихједвачина у јеАвачиkе46) 

'~~~~~:o,~~~)'~i~"" c"'k' Ji, ь" .;;' с ~I:J,j( . 
'·'НЛ'N,џн;r.,,&I.~Я1i) :Ji,i~;;~:'E),;~. J";M)j'l~'Jit ';,;;P.,Ek !t11H ,Вi\t:Ili 
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0,11. ОВИХ трију једначина само су две независне, 
јер трећа СЈЈ.едује из остаЈЈ.ИХ двеју. Из прве и треће 

о,Ј, ЉИХ добивамо; 

т2 ср (ај+ т\ ср (а +с) тз ср (а +с) + т2 ~(c) 
тз (а + с)+ Ш'2 С': 1'. " ffi2 а+ш\(а+еј 

Ако j~, Функција rp ;OM0I'~Ha ~y~~ц~j~; ~~тяг сте­
пена 'свога" аргумента, то можемо .горљој једначини, 
деЈЈ.еh:и јУ: еа'с"+\ дати облик ~ .,' ," 
'. :' 'а', ;;', . а' "j"~\ .. "'f с" ,f1('a .... 'а ., ,.:' 
'ffil'[cpH +~) '~(1+~1 ср{11Ј+ ffis,[CP (-, .),'777 -" . (јЈ.(l))., 

с с . С С'" 
f:,~ Л?-f ·/1j.P:/~*~.~ ';:;_-~.:<·:.J_~E -iТ~::--'<i.; ':р .~!:{;r. :-.:t!!r'rГ~f[~ f 

",,(Т\,,~;,+ ~':'7,[·(f"o/·,a');ffJ·(a,')"<j'" l:\o'i~Tl 4'";a)J~'O"';' ',,~'.~,tfi 
, .' " тз,·, ~\!" Jj~, '-~', '" "~'HJ~2'"' 'ј"";'" 

Ставимо ЈЈ.И; 
, с;;:: ;t,;~, 

'Са :,;; 
-=Z 

С;,;НН.i'Ш Ј,;'Ш'~'\ii,. (;} ~Н,)f'fХ{i'Ј.јП 

, т() је УСЈЈ.ов, д~ по~ ,гравитациједяаДне у тежиmте 
,'S ,"~эражен . једначином :' ." ,.';: :~~: ~ 
·"'~~,E9~J"'('f!(j5i'·· (:tU:;;у'С~-;,Џ:~:Н"'П (7Н;·::Н. ~!.~~P>'~f~) !")if· ,;i{\ .'~ Н -f .• Т 

т} Iср(! + zl- (1+~) ср (IН =Ш2' [cp\z) ~,Z<р(1:!l1+Г!' 
<,. - ~ .- .-- .~. ; :j--,~ ,~-: :-:·"~f.,\t~;,:-;:~,: .t:.!7,;t~·;·~> .. ·~f~F~,~; "!)'~'W-~*~-' 

IJ.:r::,' +'т~a [('1'+zf rp (z}L.:;'zrp (1+ '7.)]'='0. ': ~A';j4'8'J 
.\,;,',. (-~~г~,~····,j·. 1···!·~~~.·.\~! iСt.~Т-fЈ~ J1~"~-. Э;~~'')t .. 



.,,;.'.' 

''''"A:ko 'је' међусоБНI1 атраRliија појединих тела 
пропорционална' п-тој Јiьifеdцији 'њиХ:овбг'· одстој,аља 
т .• ј .. акоје;, .-' ":С'",\,;'," "" ;, _. , 

';'fј"'fп'4- ~")·trl,ФЧхl:::::;;ј:Ј[~,' .', : ,>:: , ,~~ ,Ј" 
.' , 1 .•. ~: ~ , I • fi ~ -." .\! .; _ . 

1'оуСАОв 45)Ao~I1ja. ~блщс\ "";,,, ,С.' 
,:(;[i~1iif~8':Љ: \jj~"~' 'iq;:~~.~:~~Јј'~tr~{~,ЗF~6; ':l~' лI1НС\ ,rJl 

и.4Й,~'1' fi '3l:иЈП 'lif!,'{l,');r,c ~H> <;'(:;<' t1i СiLџ:н,:, 11 <l:)iГi' ч:)i. 

а = Ь" . с ... ~49,),J\ 'iП:"Н ,[',0 

Т. ј. 'ТРИ:IД(~сматран~ ,тела леже ,Н~ ,ВР~ОВИ~,а~"исто­

cTpaHor:a~ троугла. ~Леже--JlисваrТРИ, I,Tejfa" :на истој 
правој, то према ус .. юву 481 постоји између њихових 

одстојаља релација.: : П1r.Ц 
, ,.; .' ~' ':УI '\ -. г~, .1;'!: ,11 1 ~ : ., i . ~' ,'i--.;< ' '~!::J ._-}- Ј:! ::t _!; "Нl, 
ill

J
fl1 +z)n_(1 +"z)] +m

2 
[Zn_zJ +ffi,;!(1+z)in~ 

. ;'; ,.=-. z {i + i'('iJ]'C.P6'\1 ;, ·",;11} '\1.1.\).!t/О);';'Ш + 
. .' . ~ 

"C'1'1'~, '<IYf,.~ .. t1. (·.Г?:1;~:r;~/·~·: ,~-:)~~~':;'')~i, ,',о ';.') ",': ~i{;',tП!~/'~} ј' (';.;r.!~ 

Ово] ]еАначини може се дати и оБЛИR' 
~:.;.i..'i~.1~.,;.;;.t.i\:~,'t !.~),H~r~Yj ... :;lJ.·>;);;;i'; \,.'ј' ~;~·.·:-·:,~~)~,:~~C~·{->j~' Ј;НUН 

(тЈ - щ,z) [т2 + та (J;,-f:; ~)П~:~,{щ,:+;m8-~)11,с+';z.)1~;1;;~,д' 

,; ;,.(т Ј -"-maz") .... 51) . ,. 
", , ' • ~ '. о' О .,. • (~".! 
t',!i('~ ---- ~-.. 1"i{j {iH -'t'" [f{."\'j. -ј-' '1'-- -'-~ Т ,1C\}1.ln 

.'""\ ~ :~ ОЈ 

Обр'атимо'још нарочиту пажљу С.llучају када ИЗ-

међу ПО9м~~раних .:гријУ'" те.llа:о дејствују fСИЛ~ Newton-
ове гравитације. о У TOM~ је случај'у: оо 

па услов 45) добива оБЛИR о 

';'-lТ'~:;'::'о/" ',' ":' ;a<~,Jь "(ј 
~ ,: .,.~."":;: ':l:, .. ,.'.'I: l!"_~f~--':;~t"·:;< t-::~ 

т. ј. И У овоме С.llучају леже посматрана' три, ,тела 

, нв; ')3рхЬвима оО истостранога ~ TP~YГ Аа: ~ ~. ,,\ ОО: ? ' о' О 

Y-С.llОВ' 48), :Rоји пр,еДПО,ставља \A~ ,~Ba ';rри.-тела 
леже на истој правој добива об.llИК: 



о ОПШТОМ; . 

Џ1) Z1 t t ~ (.1 +:;)31::+;, .. 
" +ш. [(1 :+ z)8;';'-7"zђ,~ 

,"'. :: "\ 11. . n! 
, ј Ј еДlJа~ине 49), 5.1). и 52);5.;3) 
(' .·Ј • , ." '.' ,{ ",' 

<ще., :кqЦGтелације трију тела у 

.Q\:И~,пад~јуi~н~,јед~о ;. I!PBf': д~e. . . 
c~y~I:Lj.I{aAa ,између посматраних трију. а 

силе, riропорциона.Лне п-тој потенцИји'њ~,х~,в~,Г 
јања, а друге две једначине важе за' '~iY'qaj када 
• - ,!. ' "':'. \.,' .,' . ~ ,',' .!, о.: ј t''I. ,.о: ;"'1; -i"li' ':1', !''\ .'J~'. ".-: 
између тела дејствују силе Newtоn:"ове"ГРliвита.ције: 

'. Сравни'мо .I1и ове ЈеднаtIинеёа 'јеДIiачина:ма'~titl 
рiасе~Ьв'им, кi)је';кар\аifеризУЈ'У'6йg'RБнсt~.А'аЦЙЈ~;"~РIIЈУ·' 
теJtащјикојима је' егЗа1tтна 'И'нт~грацЙј'iС~ихьg*, 
једначинз" ~Kp\eTaiьa могућа, 'aRo шзмеђУ"ЊЙ~:'Аејсr'вуЈу 
привл~чнеСИ.l1е, )~aOЏITO 1 еГОРЕ1 наведеНОј то ВИДИМО,' 
да'су наше:једнаЧ.инепотпУно :једнаке једIiачЙнама' 
Lарlасе-овим. 1 ) Иако су те констеJlације' Једине, : за, 
:коЈе је решеље проблема Tp~jy те.l1а до садаусшџо, то 
следује:· \ " ""''1' '.: 

, (:.' Те о р е м: а: ,Потрео.ни, идО80ЉНU. ,кРuтерџум, .. да се. 
прор;.,tем трuјУТе.А.а ~ J~oja се u:рuв.џще проu:орtр.tО1ЦI.д.но. 

ПРОUЗ80љној аотенчијu њиховог одСТQјаJ:Qа(мучај New~ 

tOn7oee гравuтаи, uје oв,~~; је Cl!-дIlЈЈе.ан) __ ,може, према 
данашњвм стањуџаук,в,;егзактн() да решц, ,одређен је, 

у'С""ОВQЈ'К, да. та ТР'Џl.'еласач'Џњавf1}У увек таков!! ко исте:": 

.д.ацuју, у ~ojoj a9~г1!aви,Ta1~uj~ :Cf<iд<!-.,V ,тежuште сџстеJl(а. 
:, М:огуће је;до~азат~,;;fl.а.;горњи.крит~риум, важи 

и ~a С.l1учајеве .. ,~fLДа'i (3c~ ;.9И.l11~' ',К9јима" 9.е .пчс~атр~н~. 
три 're.l1a привлаче ,,:В:"lfL.(I.ају. и ,по којем, ;другоме за:-, 

:копу, но испитиваље тога;С.l1учаја.иза.l1ази изван 
, .,< ." ",' •• 1- ': •• 0" '. __ 

ОRвира:.ове paд~e. ('ј':,; ;,;,.,:;:,. ',' • 

1) Усuореди: Laplace, Traite de mecanique celesie. 'Тоте 'qпаtгi~niе 
Qhapitre УТ., Sur qпеlqпеs саэ рп)'оп репt гigочгеsещщt, ,().Ы~Щг Је топ­
vement d' пп systeme de согрэ qni s' attirent. (стр. 307-313 издаља Фран­
цуске академије). . , . . .. . 
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о ООltУЈlВционпа равиина:м:а 'путаља. СиJiе ~I' ~2 И 
~3' које дејствују на посматрана три теАа, секу се 
у полу гравитације КОЈИ лежи у равнини тих ,трију 

тела, зато сеи вектори аКЦЕмерација сек'{ у тој 
тачки. Премапознатciме својОТвуRриiiо.li'И~'йј·ско~а 

., : -~ < , r ,~ ': .,;.. - ~", :"- <;! ,':'~ .' ~ _ ,': !-о_" 

кретања пролазе кроз· те векторе < и моментани по-

ложаји оскудациониi равнина путањатих ТРИју'те.Аа:~ 
Зато следује:" . . . ... ',':I~.,!!,.,'i.;;; I.П:' 

:' -~. i ;', < • ;' ;: • .i ,. 1 ! 1:. 3: < Ј>:. !-;: 

т е о р е:м: а : МОЈИе1iта1lU аоложаЈU оскула ЧUО1iU~ 
рав1iuиа uутања трију, тела (ЈИатерuја~1iUX т~чk1<а),~ој~ 
св арuвлачв ао ароизвО.,.Ь1iОЈИ :защni,УU .~a 1<oja;H~Aвj~ 
ствују ,пИ1<а1<овв саОЈЬпв силе,. св1<У j~" ув(3к "у, јвОЈ{ој 

~аЧ1<uрав1iИ1iв ~tLX ТРtфЈТ8f.а:, У. а~Л1ј'г)эа~~~а,~Щ~~ 
, . Ако између та,трител~.дејСТВУјУ';СИ.lfе'КОје.п~~; 
влаче, онда' та тачкалежи у троуг лу' што га: та,.ТрИ 

тела ограниqавају. "", , 

Из пређашњега следује такође ,и ово::;':' "" ,;' 
у моменту, када се посматрана три тела:Ц~.I1азе 

на врховима' йстостраногь' :трОуг ла:,:секусм~ '()({КУ ла.,. 
ционе'< равнине' 'њихов~х ,.uу'i:8:ња у, ,fЈ)ИХРВРМ r.'~aJeдo~ 
ниqко'м' тежиIri:ту/,<':,\ ·<t;;;\-··;,;\<~~, ;(L": ;\.\, '::':'.: ~(;}\,џ):?Ц<j,,~'c~'; 

"" о :м:оментав'и~а \'правциiа)~ в:рет'аљlt':ТIfр~'ма);6fifuтБЈ 
теореми;' "представљеној' 'Јёдначинама' "2'6Ј' А'еФиiй;ј~аii 
• • ,- ~., •. -" •• -, , .. , .... -, "Н("",: ~." <.'1'" .: ',' ! ". ,,{~ ';f'_",~,., !.<'''.'t'" 

Је типуо, на:RОЈИ се даду св~стимоментани вектори 

RB'aHT'lITeTa' кретања:,: 'tћIицИј ~~НИМ'\Де~'6в.i.М:а~; па; tIp'eMa.-
. , ~, . . .', ;' " • . • ~.. .,., , • • . ~ •• \ • ') ; .! $,. г.. f,4 
томе какови > су' ти '1ПЈИЦИЈаЛНИ"УСЛО8И ~ раЗ;!lИКУЈ e~o, 

каО"Й·'прИ\'иСПиТИiЊ:Њ'у·iф0'6ле'Ма[iiЫiјflij'~.Ii~/rчет·ИРйr 

разна;;dJiучаја~:УRоЈима:' се:ИНИЦИја.iiН~'В(ШТоРh:'}КвRН:::: 
титета Rp'8TaIf,'a . peAYRyjy;'na нуJiу;l:нii!Један1\јеДин~~ 
BeKTO~ на један веНТОРОRИ': сriре'г;i!'ifl'ЫJi'iйаryitрЦfт'~п8) 

в щ;.;,!,gр.а~, "J~e ".Q,Ily~ ај ~~o~:~' ДСIЏfт.џ.)3~h,~~.Q,~с9~it~~;;~а:'~себе: 
·[i"",:"i О:'·Ин'ифiјi.АнЙ"''ВЫтОри'':к'ваНТИтё-rаi'к'реТЩ~'iг:ре;Ј 

,"~.Jr, .• • <'~ ,1 i,.., (;i ,-.ј:. ,,:.,.,::' I;;~' .; ••• ;:~)J ;.:р(,-.'" :!Ј "':1.",::.]';,-.;;:: .NZ !) H!~j~r~.-'{ 

ДУКУЈУ се на нулу, т. Ј·: ,t,.Јt::IIЩ, .. ;:"',,,~, ,Ј)' 



m=о 

r = а ' c~nst.' 
, О, " "о .. ' \ .' 

, ј' 

. -;~~: ~H~1~·~~\.? 
":! .'_·ј .. ·./-Ј 

-1" • 
~ Ј • '.';. ' " 

Тежиште система је непомично.' Према' позна­

тима заRоiпiма о састављаљу везаних BeRTopa, за.3оО;' 

вољавају три везана вектора, која" се peAYRyjy на 
НУЈ1У, (,II,ржеу' равнотежи) овим деЈ10вима: они леже 

у истој равни и ceRY се у једној те истој таЧRи. 1 } 

Зато ће се и за време Rре'гања моментани 'веRт6ри 
Rвантитета. кретаља тЈ "., т2 "2 и та Ua сеhи у једној 
таЧRИ равни 'трију тела. Ти веRТОРИ дају и момен­
тане правце RpeTalba, па заТОСЈ1едуЈе: 

т е о р е:м: а: Редукују Аи се ин,ичијаАн,и вектори 

нван,титета кретањатрију Te.д.a~, н"а, h,Y-1-У,ТО се та три 
_ t ~ ;:. ,'"' . i ~_ - :..' ';: .- ~ .• о . • '~".' '" • 

те.д.а креЯу у истој равни, а њyxoвu oМO.JI1.8HTaHU uравчи 

кретања секу се и истој тачкu.. 

и' Р?оЗХ!d~ c~ ca1do ~o, себи да ,Ta~Ka пр:~се.~а ТЦХ 
трију врава може уизвесноме МО1dеНТУ"Ј1е?R~rИ)i у 

б~С:КО.Н~ЧlJРСТ!'l,;ј o.~д~ '~Y" ~o~,e,J;I~~H~';, ПРI!-~'~( RR'ei~lba, 
• • , • '. - "ОО· .. 

,Џ~Е!14~1~,~r'iН'р: 'о' <, , ,,,: •• , ::,;<.:,1,":' ,,;;, ,,"": СЈ" ~o:I;{",,"{>';:{ 
'1 :СУ~()RiEf,i .. ЈЈ.Ц qe ,II,~~ O~ пqс~аТР~~И~>Ч):~ју ]:r~f~~ ,~~ 

MOMeHT~Џ;Ц'T ppa~!'1Ц. трећегаЈ · ~?P:t Цр'ОJl:аУ.И;ГИ:'i ~J?P~, l}~i"; 
ЏОМlI'ШО,.ТЕр{tJiП1те РИ~ТЕ;ЈМ~. Могућ:је и СЈ1учаЈ, д~.oe 
сва три 'Te~~\ jeд~н" M~X '~'УRgбе,ат~~аџсе "~y~()~ 

. . . \ '. '" ~ "." , 

~ОЖ,е. c~~q А~сити : ~ ,. IН~Ч?М~Ч~()М. Т~Ж~Ш;:Гl ,8{~;cte·Ma. 
,,\. I:I.a, овај ,. ~e ~J1Y~,aj, ,4afl.~., c~~c~~ и СЈ1учај ,RM~ 

'..' \..,' с t • '.. С""- ~ _f.,. ~ о".' ,}, 

,иницијални. ве:ктори Rвантите.та Rретања дају један 
.~''''''~'~j> ,.,~~\ 'Ан ';' "; ".'~' "- "'0',.: \".,;'- : .. ,\.,' ј/'; j:.(~, ... :. ';""~~';'·t·~:"t 

ј~..i'-ЈЏI~,~еI,S:Г9Р) RОЈИ"ПР()f1;~:З~; ~pO~J~~~~:~e .p;V?Tl~Ji~.~ 

~~R, по9,~.~:ГРЭ;м.() ли. ca~~ ,р'~Ј1Э::Г~;В!f~;'I~~.Е?lа\f,i~;?!>'~И~~~ 
На;, тежИIПТ~, т. ј. одабер~~~ 1.И, ,~~~ио~и" ~a.P~~Y~7, 

~ио~у T~::Y,. Т:.је ~зиром ~: је~;Ч:~~,2~1~,~, '~I: 
"! о::' .. !,,;-,:~ .·t'1~~'~ 

'" ;;.1)' ВВАII,И"Пр~ АрреН, Tra.it6 ,de.mecaniquc,rationeJ1e I~ ;r~n" !9()2,}! r 07. 



, 188 '.С " !! Д~Р:lIIИЛУТЙВ ;lIIИЛ'ЛНЦОВИ'l\:'сШ:, • I '. 
Релативне путање;' обзиром натежиIПТ~, ~еЖ~hе 

у једној paBH~, а мо1t~;~,нта~=ИЈiпр.ав:~иТога РеJl.аfив~о~:а 

. к~;еТ~::ј.~:~~а~е~~~':;::;:~I:~;::~РIПт?,~~м·,~еД~.оГ~: 
TeJla,: К()је QеJtр~~~:;џраВ,Q~,~!I.~ј9~.ије,дI!Ј~,~2~!~9Рэи!!с;>~, 
у ;тритеJlа, јер прије Р~~Пр'џi.т,еЊ~Аа.iУВ~fЈ.:оРhi~~Il~~~' 
титета. кр~'l:~,Њ,~ један .в,~~тчр,; ,f'<?јll;ll.Р;О1аЗ~,tf.РО~t);'~:1 
жищте, систеlrIа, arajce, B~~TOP, не, M~J:??:, ;ПО.i\"ПИ7 

• 1··"·" .• 
цаЈем унутарњихgИJlа~ ): :" ',i'"j(j,',';!\ "п :},\ иг;'.}: 

,20. ИницијаJlНИ ве,КТОРИRlзанrи:гета,1tр~та'Њ,~ј-АМУ 
се ,редуковати на, јцан јеАин~веК:ГIОРi''l(;, QА-.аб~р~~я, 
ди, AaRJle, реду:~щиону, rачку Qд;рра.ВИ:н'f~Г,lJo:!з'\1~Т' 

" ,",t·-. 

тора,.то је: ,~ 

''l( :::::: 111'1' \)'.+:т 2 \);:'+;n1~'\)'з :; ,,;'i:'o;:j;\;.r9:~ 

': \" ~ ==- о' О' ':,у,""': ';j\'J'l',ti'~':;')"t" 

Вектор - 'н држи се у равнотежи Ьа век>:Г6рима 
. ; ',' ~,:. .,' ;' " ;~~,~,.}, .'~ t~.I'-1 -:r!-'f .·I"'.~ 

1111 \)1' 1112 \)2 И 111з \)3 Т. Ј· та четири вектора 'реДУКУЈУ 

се на нуду;: Према ·повнатИМа'Эаi6нима.!()'"с'аёта:в.љањ-у'· 
везаних вектора сачињавају праве тих BeKTopa'yjei'iI'ol . 
",," . ; - .,' 1;.:" ,'-! :,,:""_:. ~H-:'. _',1 :",Ц.., ј;-.,", -'.;' :·:·\,-}~~'r'-) 
И 'четири генератрисе истогасистемаЈедн~' те исте 

витоперне: 'пов'рmине(suгfасе )r'egbl~, RеgеШасЫ~Уд'ру;;' 

гога реда.:&) 'ПОJlожај" ВектОРа. ''l('' ФиКсИРа.Н је 'у про­
стору, па заТОСJlедуlе:' ',:; ,i' "", С1';' н.;. 

'Твореиа: Даду'ли с~инuцијалuii 'векторu кваи::: 
TиT~~aKpeTaњaTpиjy тела редукивати'иа једанjflдиии 
вектор, тада: ~;;:Ч~њавајуувеk:Мо.ментаnи uравцu' крв-:-: <. . , , "- . ~ .- . 
тања тих трију тела са иеuомичиоJliizравО'м'тоzавек"-", 

" • > ",'.: f: f 
тора четири генератрисеистога сuстемаједие вито'-' 

uерне.' 'uоврщuие' оругога реда.' '.:: '': .ј" ":" :':::n' 
: ~. 'r '_. Г,~~~;-;=" 1" '_I.,·I:~ "; ,(,-.. /Ч'-".~'I= '~}Ј{.Н~,П 

1) О овоме сио САучају опmирпије рефериса .. щ: .. Особина кре1:'1.ња у 
јеj'lкоме специјаАизираномuроБАСМУ трију ~eAaC. LXXIX кљига ~ГAaca' 
Српске Краљевске Академије С• 

.. 2) Видик. iIp. Арреll, Traite de mecaniqne rationele. 1. Paris 1902!}ё 107. 



Сече АН М:О.&lЕџ~тани ,правац ,KpeTaњajeДHoгa~OA' 

п()сматрани~, ,:re~a",~. ,.~P: ..• щs . ~>Н~НЯ!;1~~~У пра~у ;век-, 
.~"C",i""~,~· ~ ·""'t. ЈЈЈ, ,,; ,."",,!(. ."., .... ~. : •• -! Ј. ')"1\(_1.",:, 

~opa '2(, . ?IЦ,~ ;,.1i~пr.?,?;~.~;Ч~?i~~Р;~ ,;;y~p~re~~:, .в,~~!qR~,: 
т,. "., р1" ,,~, Щ. ~a,Ц' 7: 'Џ,,~КОЈисе реДУКУЈУ. Hi'L .HYJiY, 
деrеJlеРИII!.е'~аi~р~·'йе~;~р~ .т; u~;'m: U,' и'\ni~' '~;"::1Щ" 
~ ОЈЗ'~'се' :~ijp~jy <. 6~Ш{у;' и;;то), ': 'тlt~КИ, .tii~~ с:е} 'з~то И 

Ј; \.~ \ \~..J..1~.:~ ~;;:. .~j~i,)':.)Oi::~,;"\l,:.,:""_ ;"~, .. ,.~. ~,.;~~ .. \'-.. ' ~-',,~;·,~1. ;'; , .. ~ .. ,.~ .;Г 

~е~тори т ."1' Тn';"2MopaJY сеhй;' вито~ера површин8. 
дегенеРИIII~ "на\' Ав~"\равШГiШЈ~6 b'e'geKy?3aT()'o~ е.2!.Уј:ё? 

п р а. в it Ј1 О. У JИOJИeiif[J ;;ir.fNJii' }fzрiiвiiцi)1ср~iliњ~i)~дI 
нога од трију' иOc.м.aTp~иux ,: 'i81а'!zрёсечii 'ввааuu ве'Ктор 
'2(;св-ку се.м,ебусо~ио "Ц }:Мо)'iв<1'iтаitu~'hра~4u'i''Крiiтања 

.:.' " .. ,,, ; ")' ,.".' ~ ')' >.~ "'" .... ј., .. , "'-1 '.'.У'О> '! р f <,'l' ,,-, 
осталих uва]у тела,":! ~:', "~~":f.;(;.~ '$i~"~~'c:,' "'i,e":.' """."" 

о . мо~уhности: ;(}Уко.б~ :~ПОСсlrlатра~йх"'~тсеJli(:-;i која, 
сматрамо 8а маТеРИја~АЏi(та:чiе.:беЗ;!Ј.IiМ~Н3Ије',~!'Аii.jI:ј 
се ФОРМУJllюати ови 8акЈЬУЧЦИ: 

у моменту, када c~J два '6д посматраних' три' теАа 
сукобе, н. пр. тЈ ит,i Аег~IiеРИIIIе:~~пус ОДЈ!~'ГИР.И 
укрштена всктора: т, "1 lЛ2 "" та "3' И, -;Т'. :~,Н~." TPI1 
(т1 "1 + т2 ",), та "8 и,'2( •. ;1 ови. семорају ,С,еhИУ}lстqј 
тачки, џа tH~ \Зато вектор Џl,s;"з>" ~'. :,пР_~~~<iЋ9~е .~_~-' 
момента~иправац KpeTa~a теА,аЩа: .ое;ћц ,~С,К~ОR';:;:;";'ЏlС 
Сукоб је могућ' само онда ако моМентани' !1P~Bail;-': 

. '-' ..~ ; . }.,:. 

кретања једнога од. трију теАа пресече, или јепа-

раАеА'ан везан~м Bei'Topy '2(, .' '. ,';" < 

. Не ПРОJlави Jl1f веВaIЩ вектор '2( кров ;rежиmт.е 
система, тада се сва три теАа не могу у исти мах 

~укобити, јер рет~ж~ште:" сис;е~а ,крере' H~ j~ДH,()j 
у простору Фиксираној ppa.~oj 91, п~раJlеJiн:ој 'з;'еRТ9РУ 
'2(, но коначно удаЈЬеној од. њега, па би се 'сукоб 
.~ораодеси·ти' у исто' :Време и у' '2( и у': т~ : .: 

Прола8И JlИ вектор' '2( кров тежиште ~и~т~'~~: 
тада се овај СJlучај свађа. на''Пре~~од~iи~ :', щr;,';,,; 

30. ИницијаJlНИ вектори квантитета кретаља Fe-
дукују се на један спрег:' ,:" .:··с' -}. 



Ј'; 'l( = тр). +mi "2:+ .ma"i;:;::::; О;, II';.}"; 
, "'\ • ; ,'о ", • i ~ . . _~, с ~ • 

TO:PI~~' ј e1:В:~~~Ha '~азуј е ; Аа :је т~жиштс' C.~CTeMa 
", '.'"" ,-...., ; , " • о. -, '.' _ •• , ... _, ,~ .' _ г, .~" 

непомично"и' д'а су ве'ктори ~вантитетаiфетања :КO.M~ 
плаНаРНИ.3аТоВа.л<и '~~':Moi\ieHTaite fiрitвце' Kp'eTaњa~ 
, ",T!!~:o ~ёj~a.' 'Ааду' ~u'~;cв~ ~~';lч~ј~i~~;~е:К~орu~ваu:; 
"ти;ет;;' xpeTa~a rpujy ,т~ла peдy~oвa~и' ua}~oa;leeKTbp'~ 

"," ." '-, • <'0 ". '-.-"- - ': t,,:" (~.:'.\ \,- ,Ј;-. {о, ~'~ :~ ;"' 

cxucrxpez, тада,еу момеuтаuи IIРaiЗЦU' хрџањатих 
,-:.'.' '1 .. ';,- > • :'r'-",,;; 1;, '; t,:.j', ;":..; :.:-,<:Н.:'.!_}.~.\~>:;~~ч; .• 
трују ,те4а . Y,tieK ,хомu;лаuаР1f-U. 

',4?Ин~циј~JlНИ' ВЕНt!ОРИ ~вантите~а,~р~та~а~р~~ 
дукују ,се, на два УRрштена вектора: ИАи:~а j~дaH 

.' . . ' ,. . . , ~ 

појединачни већТОР и један спрег., 'о"! \!' \',;с, ',. 

," ! I10cm?-т,раМ();Jlfl, реJlа:r:ИЏН;i11,ретаlI>а;, обз,ИР.ом на 

т,уmиште,:/I:q:ј~. ,према,јеАН.~~~~Цl,;~':~) ~ r:'i;"c: ',:l~Ј~ч;.Пf.:.; 

,;" ! Овај' се СJlучај свађа" -дaKAe~ .на ·пређашњй\, те 

су момеiiтани 'пр'авци реJlаТИВНоРУRр·е·таЊа:~iОб·3ЙРОА1: 
нii':'т'е'жйiliт~'-'!УВЕшf, RО:МП'АанаРIIй';"t-;е:iЫ ,I/J ,'.Ј ; ::\ 

,Ј" .'i'R~kg: !;J~~,; ПпРеil.iа '7прiеђ!tiiilшgм, 1њit1:ьрft'Rванirй'Тетi 
. iрё~аihii; k'6ry i:рtду'к6в-атиГ:ИIi~{:АВ'а 'уiф trIiГен а :B'~RTop'a 
'~(:Й'''.1i~?!:~;Р1il<јС~IПi~8.'Уf~iф?С!$~§;10\ с~'ВiIi~Ъ~k:rriЩ'~l~ 
'ni~' ,,~;~ ni"а' '~a, ",., 'U

l
> и·!.....: 'l!lc

" P'~AyitYJY ИЗ; '!gyly~>fnp'eMa 

'Dознатим 3aJ,OН:~Ma о реду~цй]иi.~ Ii~зiiiiи:tј Be*T'op'a~ 
f:,~'~·;HJ:··:,::::;\ ,,!: .. !}{-р! J~'I< /·,>{'ј(ЈТ.;1'Ј!,ј TUff·~~,~(~H- }<" 1T:'''·-1·'':·~~.1ff')":;' "::;~ 1".-.; 
мораЈУ' свих 'тих пет веRТОРэ.' припадаТИ'ЈеДНОј"JlИ-

й~l~рЈЊ{ ~6н,t~уе'нц'иј и: i ) "Иаiil{6ьitјi с';iучаУiiредбт'ав'Љi), 
'6hlli'ти О;6~уЧа}јј~чЉ1,fа;i~;~"тР'ЙЈУ>}ii(;л;а;Оi'nр!еАходiiPiУНу 
.,!.,,:~,цo_~ ... _.;~~ !·_;it< .. ~~ "'<:~;"~f" ~,., ':-:4~:'«~{" '!:'-!17"· ... ~· .. :-""~"' .. , ~r~":.-,,·f'·:-'г,·~~ђ"" ".. 

специјаJlне"вр'сте његове, "тоследује':~Џ; ','>./,·,"'ЧN- -.: 
t}. :~~ .":: ,.,";: :.,,', /ii i· .~} ?{;;~ ;';'.":'~:',V' (";.-:-;,.·~,,~;Ј;.I·;·i':' :/iH~"",_.,J5,."\-

·ј~:~Ч~~~:~~f:,:~!i;Ј.?Јi1r~~tR.%l~U~ 
" .. '" :: :::~I"'J;:'~,j,;,. ,)1 Ј,,, I,\,!;,:" :}'" 1':'" џ,но, ;::'~'I, ;О': Ј;!' 

"'''.',) ,~:.' <:·;:~J(l;·:t Ј:'.!',';!. ;',1:",~:.;:!~:: ;';I~C!T:'i:;H l~;{;:.!_r·f~'-!~}';I~·тг .:t'~: .. ,., 
, 1) ВИДИ Н. пр. АрреII, Traite de m6canique rat~onelIe r. Рагја 1902, 

!! 107." ,"~: - ... ;i. :,',' ~;.. , '1" ~:-ri~'lН-'.~i'Н-f~~~:f~1:; ~,~fJ~; ;.~:J:Г~J.. 



о опmТиМ .•.• I~Н~~!Р~~и'~i~~~~~~~~~!;~~f~i~~~;;<:~~:~t; 
О брsинама приб.l1ижаваља~ .. Аlщ,~е~НИдиЈа.лНИвеR:";.т:: 

тори квантитета кретања ред'укују н_а ~УА.у,:qнд~:~е~;~" 
према преl)ашњем, сва три те.llакрећу.у р~вни, ll>И~­

хових иниција.llНИХ брзина. Раставимо -.Ilц:веRТОр~'·­
брзина \)" \)2 И \)3 тих трију те.llа сваку у:- две ком­
поненте, које падају у праве што спајају посматрано 

тело са оста..Ilа два, то те брзине називамо брзинама 

приб.llижавања. Између ве.llичина тих брзина постоји, 
за време читавога кретања, једна ста.llна ре.llација, 

:коју ћемо сада доказати,. 

у то име означимо са: \)12 и \),з :Компоненте брзине 
",; прва .од њих пада у правац тЈ - т2, а друга 

у правац т1 - та' -Ана.llогне компоненте брзина \)2 
_' '> Ј,}! :;,Ј,,",:С /::';r:I:I,: ~ ~; Y~.:11t~ .~ i 

И \)3 означимо са \)2" "23 И \)31' \)Н' онда Је: 
". > ~"":{' '<:':~:"<~-',\j\;.~ ~-; Ч~ __ ~' \'~,l' ',':';" ,-:;,-' ~,,~ .,~, { . • !> Jt S а"о 9 Т 

\)(-\),i +\)l\{'j\! ""'.! 

\)2 ='\)~8 + '\)21 . , , , , 54) ~ -"',, : 
• ,. \ '. ~ : ~ ,>:. \ .'" - , :- ~ ,\ , 1 ~ 

\)~ = \)31, t РВ2 

.,1'" 

' .. 

Услов, да се веltтори . Rвантитетi' KpeT~њa 'ре:'; 
Аукују. на НУ.llУ, може се, по ПОЩlатим заl)онима ста­

тиit~ . И'8ра8ИТИ"?'И"у6:ловима;;'дзТ~тIiтиtћfИ:МО),Н~НТiiНtи~ 
Be:к~op8:,,,; ОР~,и~.~м,; ~~.'rp~, ,Jzlрои.з!~р.ы;J(,т;; jl:~~Ke, р'авни 
тријУ:~,е.llа· i,il;~9.j~,·)~~l ,JI,~~ej/J,i~RI?j) J~P~~?J., ~ 1"БУАУ. 
Р~ВНИilУ:.Ilи~,:kј;;;·!:}:';I;~·Ј;i'i~"~;;';;I·'~~ ·ii~:Т·.·f1ј'·'Г~~"· " .,'« ' .. , "') ,Н·'1 
с .Ј " • ',' .:~.,. ".. .~ ! 1.' -~ , , .! ' ). ,. -\ 1.., Х .2 ,,.. "i t> ! • ~ ,'о • , Ј';, """ 

Ода,9~Р;УIм~Ј.И~~;tft~~:еЕ~~УКIр~ј~~о~е~ат~,врх<:)в~ 
јА,>. в, и."Q,)ТР'<}Y.rt~,~;~Р,јYi:Ir~-:'~?.it:О,)iе<iТ* уqлqви, б;~rи; 
IiВ[)аж;?~;~ .ј~~~З~Х:ј~::Ј:,:i~'ј- ': ~ i.:i' ,;,' 'Ј;' i 1 

- ",.'.' .' ,., .. _'" 0-
-,:: т2"~8:"-;' 'т~\);2 == . 

>н, "::j".,:';,j,;,·\'~'~~;~;::7·,~~~,r~·:~·9 
;] < ;'Ј ':~:;;'Щј "i'~' .,....,т2,\)21 =0 

,;,о' 

, r ;'" ,1;' ;,! 

.. 
') Ibid Mi'Ol: 



-,,i%'У!Нс:е'з'кој'од "ОВИХi'је.д'начинз."ОТ6је.таков:е:'БРЗине, 
~оје'падаЈУ?У исту:,пра.ву,. S~?-,О"може:МО:'ЊИХ(),iН! век':;; 
'rоi)иЈе~н~:' врёдн6С'rIi г" ·заМёНиtJй'. са;"'љих6'Вйма~!1(}ка::' 

Aa~'~HM.; ~~eA.~~?!~,M~'.iY ,f, ' ~~"АQБЈiвамо 'i,::"~СЧЧ?Ј1;ti(~:~~НН~::С 
-Ј~(Јrt.~ ,.(f:l~:\. ( ,~t;'f"{D ~·r..::~1L _.\!"f};J!~+t, i·+~:,~.~.r~<Џ,t~~.·;:?!\~~*{f;~ч~Ј 

l' •• ~ '"," ј Ј" ~.'. (, Ј! .1:- """, ':V . ~ ~, "ср -1 m -.~.... ,. 
',,1' '! ,',,' ""'1, ~::'Ylii' ".r"ffi 2c'>::::!'PJ 
""~"~\.; ~·J'o~~21 .... 1. It' 

~ ': ~ ( , i. ~.H) f ~ ,;,;: ~l (.' i ~\т :'<!l ~ ;';:I пГ!] :,. ·Н 5f.)d-IB"8 .f:Pfibl (i· .• O Н ч п 
'.; , ~~_S_ ••. :, 'т~j,"':': ;" ./ •• ,5..5..):IЈ;· РЕ')',!" ј", 

3~:2 . ", "ј' '" 
,1 { 
. :Ц,'" 
''Г 

{I i·"t~'~:'-~;{~ ~tТ,.ј,r,:-1~.\-·~iџ\):1 ГP:'~/1, ;:;:;: ---- ји!. ЈLlJ.а.i:,~Ч~Ј ., 
:' ''Ив' ~~Иlх,ју,~нач~н~ ,9~~дyj~':' ,:,""~" '''Н1<''-'''0 н" 

й ',,' ""_~.,~", tt,~ ('ji::'''' ,,"- ,,"'''';' 't~'" ,,t.-. .,.< ... }1141.~ ..... -",:) ... ·11,J, _~\,I 1. ... 

Т е о р е:м а. Ако' св it:н,ици)"ал1iu ввхтори Xea1LTuteTa 

хретања трију тела редукују-:на. 1:LУЛУ".' o1:Loa ~y С1(а..; 

ларни односи ,брзина црUБЛЦЖ(1.ва,ња, хоје ,оqговарају 
• " '< ,. •. г 1 "О '- • ,'-::' о. О '.. 0'0 • - ~ 

исто] страници троугла Т,их ТрUJутелаХО1;:Lр1'а1:LТ~Џ џ 

једuахи инвврзном .. од-ЦОСl/ M~ca:012иx' дЈају тела, хоја 
Q~р~u.~~~~ајУ:f~у,,~rр/~н.1LЦУ" ", . м . 

_.! , ~;'~:,~ ... , .' -Ј __ ,о. :;' ,'::,:" ;",:-;" •.. _.f .• ; >,- ", о': :,~ '.'<: 

~·_~;_~i~·.: ј'Ј(~.:_~Е<-};-l·Е:i~ lt~~iТЩ~:4.с.:L: !..>~! .~~3'':)., __ "':,}_:~\'1 . .,'I,!·.-: __ .~/~~''/~; - (ff·; .:~t·;I~t,:,;r: 

ОсоБИ][& Rретщьа.Уощ:о:теИпроб.l1емУ' четири' ~~Jl~: 
""':'Под:'оrimтиМ'''прЬбiеМОМ'!че'fllРИ tелараэумевамо 
..:...:..~а:наАОГllЪriре~аiliњим'IiреАпостаВRаl't~~ ~'испiти:: 
ваље кретаља четири материјалне тачке' 'т~;~ Ty{~}'т. 

т~/Koje 'се прив:А~~Iе' 'или одбйјају' ПОПРОfiэвољном 
законУ 'И' HEt Rоје'недејствујУ:НИRаRов'е<iiiољн~ с~л~;\ 

и у овоме случају :могуће Ј~Ао~~эа.тиНЕ;~:е: ;oco~ 
бине кретаља тих) ~_еТПРИiтела., ';, ' ' 

о 'мо:ментанима - правцима кретаља. Саставимо! ли' 
иницијалне векторе квЭ:нтитета "Kpe'raIba, то можемо 
све могуће случајеве груписати у три групе, према. 

томе' il,a ли се ти вектори редукују на 'нулу, на један 
;' ',z i' Ј ii \!' .' ~ . 



О. 

јеДИЩi . вeKТ:~p ;ИАИ, на дв~,вe.KTOP 

пар.алелна сачињавајуhи један ,в 

1.0 •. Инициј~.tни. вектори 
дукују се на НУДУ. 

Ояда, према llређашњем, сачињавају 

вектора уједно и четири генератрисе истогасистем~ 
једневит:оперде поврmине. дpyгoг~ peдa~~aTb по­

стоји и 8а моментане правце кретања САедећа:;;,:, )';' 
Т е о р е и а. Редукују .ш се ихицијаАии вектори' 

коаититета кретања четири тела ха ХУАУ, ТС! сачиња­

вају мо.меитахи uравци кретања тих теАа четири ге­

хера,трисе,.'истога система једЈ{е витоцерхе uовршиuе 

~PY20гa реда. 

На овај >,geC.i1Y'oIaj даде, .према пређаmЊИМ.,и,.вва­
ђањима, свести . .и случај када иницијални вектори 

. Rвантитета кретања дају један' једини вектор, који 

пролави кроз тежиmте система. 

20. Иницијални вектори квантитета кретаља даду 
се редуковати на један једини вектор 1(. 

Онда сехетераптични збир вектора т. \)1' т2 \)2' 

та \)3' т. \). ,и· - 1( редукује на ну.Ј1У, па праве тих 
пет вектора сачињавају једну линеарну конгруенцију. 

3ато' постојiI 'за моментане правце кретањаСJlедећа 
. т е о р е М:' а; 'даду ли се U1i1щuја.tНu вектори кваи­

титета кретањачетирu TeAapeдYKoвaТu ха једаи једиuи 

-вектор, тада 'сачињавају момеитахи цравци кретања 
тих ч(}тири теЛа.са uравом тога вектора једиу ЛU1iе­

~p'Н.y конгруехцu]у:' 
30 •. ИницијаJlнивекториквантитета кретањаре­

АУКУЈУ . сена дваукрштена вектора 1( и 1( или на 
• ~-i"'\'''''''. ;--;' ""';:'.: _"Е'.: .;:,:rr .. :<~'U '" .. :: - , ' Ј 2 
Један векторс.ки· спрег~.· . 

Ова два 'BЫ~T~pa' .моЈКеМОФИRсирати . у простору 
и онда кадасачињавајуједан .векторСки сирег. Хе­
тераптични . ~бир,в~~тор~ In'l\).' т2 \)2' та \)" ш, \)., -

ruc i.xx~.~:~~1~~~~~~tt~~i!:it~~~!I~E~:~~::\ -.' 18 



,. 

194 д-р МИЛУТИН' МИЛЛНКОВИЋ' 

'lLi раван је НУ.l1и,па ва'го сачин:.авају прай~ 

тих шест вектора,по повнатим :законима О"састаВ'''' 

љэ:њу ве:заних вектора, један .I1инеарн:и· К()МП.l1екс.l~ 

т е о р е:м: а. Мом.еuтаuи правци кретањачетuрtсtёА.а 

сачињавају са две у простору' фиксuраке праве увек 

једаu динеарнu Koм.aдeKC~; 

О брsииа:м:а приБЈЈ.иmава:ља.' Ако се иниција.l1НИ MI{­

тори Rвантитета:'Rре'1'ања<редукују на НУ.l1У, онда. се" 

ана.l10ГНО пређашњем С.l1учају, може докавати да су 
односи' бр:зина приб.l1ижавања независни од времена. 

у то име раставимо брвине \)1' \)2' \)8' \14, поема .. 
трана четири те.l1а у компоненте које падају у праве 

оштрица тетраедра што га 'та четири те.l1а. ограни-" 

чавају'.' 'Те< 'БРЗИlJе ЋазИйамобрвmr~ма приб.l1ижаВања,. 
па је, aHa.l10rHO llређашњим овначењима:' :, .. , ' 

ј . ~ , 

.. .'. ј*!' :~T' ~J.~.'; ... · .• ·,f.~"';~ .:11 ·г·~;; 

',' ,у'~.I1q~~,л~)се В'1~тори . к:ваН'l'liтета KpeT,a~a, реду:­
RујУ;IН,~:.НУ:.I1У"щ?fit.~,_;9~,'израВИ;I;И ИУ.С.l1~~~!'I,аЈ Аа~збир­

с· Q'н~~и~цЦ~,'\~9.~е~~Т,~,;'F,и;)_~~~т()р~:.9б,~ирq~ ,,~4 i9~~I,tY; 
. ...• , ... , -' t 

ощтр.:~щу једцоуа TeTpaeДbl~. мора,;БИ:1;R P~:1'I~~ НУ,llИ~,t 

(),I!.tt.~уЕ~~(),~.I1~,з~,;;~утр.~~дар,ре:,уКЦИј'~:110~Н~!Ја1а, ·.~~7, 
траедар, што га посма'грав:а четиР,~',;i'е,~а·:;!~()rр~н~~~r. 
Bajy,.~() и~ ,roplP,er е,;УС,Ilова С.l1ед.ује,А,~:Ј!'f;i:З~ИР; ста-

!и.ч~~: {м<?Ме.~~tа."r?р,ч~~; ~;~~9P.~-i :9~_~ЙlЧ?~,~а,";,?;в_~~~::~.~ 
четири poг.IЬц.. тога тетраедра pa13ItH НУ!lИ.'ИВУС.llОВ~" 
опет,"даiевбир .с~атичних MQ~,e~a\ra; Qqв'ир~м HltjeAaH 

, " . ," .. .. 

i)Ibt"d.A! 107. . 
• оо; " . оо С,' нГ· r' 

·;t-)Ibid )i'ioo;; " '! , ,'! " 



. ": .. ":'.:}~,~>'<~,~ - ," :-.' ,:_-·,\\~-'~(~?·:.(~i;~:~~-;.~. , 
рогаљ "l'eTt~e~pa' раван'ну.llИ; cAeд.Yj~;;;'д~'ce веltтори 
:који деј отвуј У у,отрани тетраедра, Roja .IlеЖинаопрам 
тога POr.f.'&; морају реДУRовати на НџУ.г Употребимо 
.Ilи ycAo~~:; Ф~Рм'У.llисане ROA, брзина ПРИб.ilижавања 
трију то добивамо једначине :,:" 

"Ш1 \?12 -: Ш2 \?21 = О 

Ш2 \?23 - ШЗ \?З2 == О 
Ша \?а; - 1111 \?13 = О 

П\ \?'4 - 1114 \?41 = О 
'" о 

.,,<}~~~~~.:c:'~ Ш2 \?24 - т4 \?42 = 

i'~~41~1{~{~!.:~,Ш8 \?а. - Ш. \)48 ='0"",;., 

"Y(CBaRoT од ових једначина отоје оамо та:кове 
БР8и~~'7~оЈе'7'падају: У исту Прав.у, зато Можемо њи­
хове"" '2' "" '" ' а.llне вредности U заменити ЉИховим 

па добивамо: 

~ ==m~r, 
V. 1 .n1i :, ' 

V
24 

' ,'пЏ;' 

" V
42 

Ш2 

.•.. ·q7} 



r~~~~:1i~,.. ., 
U~T()J оштрu 

,,:o1;~~:kK~~~~ .... 
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