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Objekte proucavanje xlasiénog raduna verovatnole
i matematilke statistike predstevljaju sludajne velidine 1
rjihovi zakoni verovatnoéa, Medjutim, od interesa je prosi~
riti pojom slucdajne velidine i na skupove, kod kojih se n@
sludojon nadin vrse promene unutar njihovih strukturs.Takvi
skupovi u daljem izlsgonju bide nazivani sludejni objektil.

Osnovni cilj ovog rada je prouéavanjé specijolinih
sluéajnih objekata, od kojih svoki predstavlja strukturu nc-
kog statistilkog skupa, koja se na sludajan nadin menje u
odnosu ne neko jednodimenziono obeleZje X, Isto ticko koo sto
sludajno velidino moZe uzeti svoku vrednost iz nekog broj-
nog skupa, tako 1 posmatraena gtruktura meZze imati svaki |
oblik iz nekog skupa oblika,. NMazovimo svaki clemenat posled-
njeg skupa reclizocijom, Ukupnost svih mogucih reclizacijo
nekog sludojnog objekta noziva se prostorom definicije tog?
objekta,

Iz prethodnog izlaganja je odevidna analogije ko~
ja postoji izmedju slucajne velidine i sludejnog objekta.
Keristedi tu analogiju prirodno je 161 dalje i konstruisati
sve one karakteristike i pokazetelje posmatranog objekte
diji analogoni postoje kod sludojnih velicine, 1 na Taj na-
$in izgraditi stetistiku sludajnog aﬁjekta o kome je TeC.

U ovom redu biée posmatrenl oni statistiéki skupo-
vi 8ije se strukture na sludajon nadin menjaju u odnosu no
neko obeleZje, koje moZfe uzetl samo konadon skup vrednosti,
gamim tim je rozumljivo da se sludojno menjaju i odgovara-
juéi zackoni verovatnocéa tih skupova.iProuEﬂvanje pomenutih
skupova izvriiée se pomolu njihovih zakona verovatnolsc, ko-
ji Ce Dbitil predstovljeni sludejnim vcktorimo,

Proudavanje navedenih problema 1ms svoj praktican
znodaj. U medicinskim, fizidkim, tehnickim, ekonomskinm itd.,
istraZivanjimc desto puta smo u situeciji de se nalezimo
pred problemims koji imoju gornil korakter. Toko, NS primner,




kod proudesvonje dinomike mevobolizmao, potredno je u izve-
snim sludojevimn posmatrati /posle tretironja grupe paci-~
jenata nekim odredjenim biloloskin prinecipom/ lucenje neke
naterije, pril €femu se rospored intenzitets luéenja na slu-
cajon nacin menje u toku vremena, |

Boze~-Ajnstajnov problem, koJi =e odnosi ne prane-~
nu poloZoj- destica ¥ kod kogs je od interesas iznalaZenje
" svih moguéih rosporeda N &estieca u n ¢&elija, odnosno
predvidianje oblike tog rosporede, pod pretpostavkon da Je
uslovljen nekinm slucajninm proceson, takodje Jje od interesa
u teorijskoj fiziei,

Pri proizvodnji odredjenog industrijskog artiklo
¢esto pute je neophodno posmatratl njegov raspored potro-
Snje u odnosu na neko obelezie. Teko, na primer, pri pro-
izvednji Jedne odredjeﬁe vrste cipela od znadaje je posma-
troti rosnored potrosnje u odnosu na njihovu velicinu i
pronmene tog raspored:s tokom vremens itd.

Sve te probleme koji su od proktiénog znocaje
trebelo bl n2 neki naCin podvréi matemdtickoj kontroeli 4
ispitivonju. Qveoj rad je skromen prilog proudevonju tih pi-
tﬂn,jﬂ ’
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POJAM 1 DEFINICIJA SLUCAJ'NOG OBJEKTA

e L

Kao S%o je veé napomenuto u Uvodu,osnovni i glev-
ni zadatak ovih 1zlaganja je proucavanje statistickih skupo-
va, &lje se strukture na sludajan nadin menjaju u odnosu na
neko obeleZje X. U tom ¢ilju oznedimo sa S jedan takav siu-
¢ajan skup. Promene njegove strukture uslovljavaju promenu
sakons verovatnoie togea skupa., Iz same prirode problema sle-
41, da svakom obliku strukiure skupa S odgovers jedan odre-
djen zekon verovatnoée. Isto tako vazi 1 suprotno, t3., sve-
kom zekonu verovatnole /iz nekog skupa zakona verovatnoée/
odgovara jedns odredjene struktura skup? S, Prema tome, 1z~
meddu elemenats ta dve skups /skupa strukbturs 1 odgovereju-
&4% zakona verovatnods/ postoji biunivoks korespondencija.

U daljem izlagenju,poito je ovde reC 0 objektima
koji nisu velidine, bile date 1 odgovarajuée definicije,od~
nosno oznake, koje su u skladu sa karakterom predmets prou-
cavanja.

Definicija 1:

Posmatrajmo skup opita O 1 pretpostavimo da Jje re-
sultat R avokog opita sludajon. SluCajnim objektom defini-
sanim nad skupom opita O naziva se takav objekat c¢ija Je
realizacije potpuno odredjena rezultatom R. Skup svih mogu-
éih realizacija slucdajnog objekta predstavlja njegovo pod.~

rudje definicije.

Primeri:

1%/ U cilju izvodjenjas izvesnog eksperimenta,gru—
pi od N bolesnika od pelagre merena je kolicdina Seécra u
xrvi, pri demu je kao rezultat dobijena odredjena distribu-
cija frekvencija. Odmah zatim avaki bolesnik posebno treti-
ran Jje izvesnom kolicinom glukoze,koja Jje uzimana "per os"
i merene su kolidine Zeéera u krvi posle 30, 60, 120 i1 180
minuta. 2& sveki pomenuti vremenski momenat konstruisana je
odgovarajuéa distribucija frekvencija.
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U ovom primeru imemo slulej, kada se pod dejstvon
jzvesnih faktors menja struktura posmatranog statistilkog
gkups u odnosu nd obelesje "kolidina Seéera u krvi®, Posle
davanja glukoze /skup opite 0/ i merenje kolilina Jelera u
nekom trenutku ¥, /rezultat R/, dobljena je odgovarajuce 4i-
gtrivucija frekvencija. Medjutim, pretpostavljajuci poznava-
nae strukbure posmatranog skupa u trenutku to nemoguée Jje
/usled istovremenog dejstva 1 fluktuacije ogromnog brojs in-
dividualnih faktors varijacije/ pre&videti njen taden oblik
i u nekom drugom momentu vremena t,. U ovom sludaju struktu-
ra posmatranog skupa predstavljs sludajni objekat, dok su
pojedini oblici te strukture realizacije slucajnog objekta;

29/ Posmstrejme svu decu odredjene sterosti,'koja
¥ive na nekoj teritorijli gde su $ivotni uslovi i standard
atabilpi i na odredjenoj visini, Pretpostavimo ds su vero-
vatnode oboljenja od pojedinth tipove poliomijelita /posto-
je uglevnom tri poznate tips virusa Xoji izeziveju poliomi-
4é1it: tip T, tip II i ®ip III/ redom Pyy Prys PyyTe koje Je
za datu populeciju teoretski mogude izradunati. Neka je de-
- 1je verovatnods neobolevenja ﬁ} pod navedenim uslovima veli-
éine p, Prs Pyt i ﬁiII su konstantne tokom vremena,

Iz godine u godinu menjaie se zelativne frekvenci-
je pojedinih tipova odoljenje, né sludajan nadin /svake go-
dine se posmatraju deca iste .starosne grupe kao i prethodne/,
Kako se struktura oboljenja od pojedinih tipova poliomijeli-i
te menje sludajno, tadan oblik te strukture unapred je ne~
moguée predvideti. |

=

Posmatranu'strukturu iz tih razloge nezivemo slu-
ajnim objektom, & pojedine njene oblike realizacijesma togs
objekte, |

59/ Pretpostavimo da je potrebno kontrolisati kva-
litet proizvodnje Jjedne odredjene vrste artikla, koji se pro-
jzvodi u serijema od po N komada. Syl proizvedeni ayrtikli |
gvrstavaju se prema kvalitetu u n klesifikacionih razreda.

Iz prirode posmatranog probleme moZe se videti da
se distribucije frekvencijs pojedinih serija u odnosu né po-
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smatranu klasifikaciju menjeju na sludajan nalin od serije
do serije. Zbog toga se gtrukturs skupe proizvedene sexrije
aptikala u odnosu na utvrdjene norme kvaliteta menja na slu-
dajsn nadin, pa, prema tome, predstavlja jedan sludajan obje-
kat,

4°/ U proktisnim primensma teorije uzorks cesto
je mogule neili na ovakav problem: Pogmetrajmo Jednu popula-
cijue Xoja se sastojl od svih stanovnike iz jedne odred jene
oblasti i pretpostavimo 4a je zadatak ocena starosne struk-
ture posmatrane populacije ne ossovi ugorka, Neke je u tom
oilju iz datog skupa stapovniks dedijen sludajon uzorsk od
ultypno n osoba, koje rasporedjene n T stardsnih grups formi-
raju odredjenu distribucije frekvencijo. Neki drugi uzorok
‘4ste velidine iz iste populacije imsie nelu drugn distribu-
olju frekvencije u odnosu na posmatzano obelezje itd.

U ovom primeru uzorak kao skup od n osoba predste-
vlja Jedan sluEajén skup, jer se njegova strukiura u odnosu
na obeleije "“starost" menja ns sludajan nadin. Zbeg toga se
ta struktura nsziva slulejnim objekiom, 3 pojedini njeni
oblict su realizacije te strukture.

5%/ Posmatrajme, nejzed, jos 1 sledell primerxko-
44 tps tegretski znalej i kojt Ce u dcljim izlaganjime biti
detaljno obradjen. On se sastoji u sledeéen:

Posmetrajmo n elemenata, koji sc né sludajsn naéin
paspored juju u k &elija, Vrlo je jednostavno pokazeti de Je
tads broj moguéih rasporeda jednak

n+4ka~1 -
(x22) ®
Fiksirqmo dalje jedan odredjen raspored, pretpostevljajuéi

da je svaka &elija oznacens jednim prirodnim brojem od 1 do
k. Isto tako neks su svi elementi koji pripadaju i-toj ¢eli-
4i oznadeni sa i, gde Je 1 = 1,2...k, Ako sada sve tako ozna-
Sene elemente izvedimo iz njihovih delija i pomeSane zajedno
sbavimo u neku urnu, teda de pri slulajnom izboru jednog ele-
menta iz te urne postojeti unapred data verovatnoéa da Ce on




- 4 -

pripasti odredjenoj ¢eliji. Na taj nadin moguée je zamisli-
£ sludajnu velidinu X, koja uzima redom vrednosti 1,2...n,
pri Semu je verovatnole da de biti X = 1 jednaka verovatno-
&1 izbora elementa sa oznakom 1.

Ako se eksperimenst sludajnog razmestanjs tih n
elemenata u k &eliji ponevlija, onda se struktura skupe u od-
nosu ma velidinu X menjs na sludejen nedin. Prems tome, t8
strukbtura predstavlije Jjod jedan primer sludajnog objekta,
Broj svih moguéih realizacijs dat jJe izrszom /1/.

Mogude je navesti jos citav niz sli¢nih primera,
koji se Javljaju u ﬁajrazliéitijim oblastime ljudske deletno-~
stl. Medjutim, osnovni zadatak prethodnog izlaganje je ilu-
gtracija pojme "sludejni objeket” i u tu svrhu dati primexi
- gw saesvim doveljni.

STYCAJNI OBJEKAT XQJI PREDSTAVIJA ZAKON VEROVATNOCE
STATTSTICKOG SKUPA, GIJA SE STRUKTURA MENJA NA SIUCAJAN
NACIN U ODNOSU NA DATO OBELEZJE X

Neka je S neki stetisticki skup, dijs se struktu-
ra na sludajen nadin menje u odnosu n& neko jednodimenzio-

nalno obele?je X, koje moZe uzetl samo konaéno mnogo vred-
nosti

X ¢ xl, 1{2, ] Xi, s o0 xn.

Oznadimo verovatnodu dogadjaje da ce biti X = X; S8 Py, t3.

/ - -
P X=x) =D

Teda je zekon verovatnoée od S da¥ sledeéim skupom parova:

Xyy Xgy eees Xgroeeer Fp -
=,
Pl! ng co o0 pi’ so e Pn

pri Semu moraju biti zadovoljeni uslovi

- -
Rt 6< P < 4 (3
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PoSto se strukturs posmatranog skupa 5 menjé na sludajan na-
gin, onda su,s obzirom na karakter te promene, vellline Py
sludajne velidline.

U daljem izlaganju bile, pre svegs, nneophodno re-~
%4¢i problem nedina proudevanje sluéaﬁnog_pbjekta o kome je
red, To je neophodno iz tog razloga, Sto se u tu svrhu ne mo-
fe upotrebiti onsj isti metod koji Je bio koridéen kade je
pila u pitanju jednodimenzions sludajna velicine, Mads je u
op3tem sludaju tesko datl neko generslno uputstvo u tom smi-
siu, za sludsj koji Je predmet ovog proudavanja to se mozZe
udiniti relativno vrlo jednostavno na sledeéi nacin:

Pretpostavimo posmetrani slulajni objeket u obliku
na koji se mogu primeniti osnovne gtatistidke 1ldeje, princi-
pt i metematidka aperatura, koriscéeni pri proucavanju slu-
ajnih velidina, Nalin kojim se to postiZe skoro je ocevidan
i sastoji se u sledelem: zakon verovatnode statistickog sku-
pa S predstavilemo vektorom'z; dije su koordinate slucajne
velidine Py > tj. vektorom |

X =3‘P11 Poy sees Pn)

Pogsmatrani nedimenzionalni vektor Je geomebtrijski
ekvivalent zakona verovetnoce posmatranog statistidkog skups
S, Keko su koordinste od A sludajne velicine, to je sonim
tim i K‘jedsn sludajan vektor. Prems tome,jg je tekav n-di-
menzionalni sludajni vektor <cije su pojedine realizecije
potpuno i jednoznacino odredjene pojedinim oblicima strukitu-
re skupa S. Obrnuto, svaka realizacija vektora'ﬁlpotpuno i
jednoznaéno odredjuje Jednu strukturu skupe 8.

Pretpostavimo da je ukupnost svih pojedinih obli-
ka strukture, tj. skup svib realizacija posmatranog slucaj-
nog objekta, jedan konacen skup. Tada svaki elemenat tog
skupe realizacija ima odredjenu verovatnodu ostvarenja Pi'
Ako svaku takvu realizaciju predstavimo vektorski, dobicemo
sledeli skup parova:

il

R S

P

P N

P P

11 2, s 0 & 0 j' s s 9@
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gde je N broj svih realizacijs sludajnog objekte o kome je
ovde red, Posmetrani skup parove naziva se zakon verovatno-
ée slucdajnog vektora 3. Velidine PJ moraju zadovoljavati
uslove »
QB =1 0&h<1
i=1 ' |

a4

Sludajni vektor A = A {Dp;, pg, covs DY Eije su

rgalizacije vektori'K’ {3 =1, 2, +vse N}, ime Citav niz oso-
bins, koje ée biti koriscene a daljim izlaganjima. Pre sve-
ga, njegove koordinste su sludajne velidine, Posto zadovo-
1jevaju uslov /3/, krajnje tecke njegcvih voalizaclija mora-
ju lezati ns hiperravni.

1+ Ryt .. R, 1 | @,

I nejzad, s obzirom na drugi uslov /5/, te tacke hiperravni
/u kojime leZe krajnje tadke reallzacije od 1/ imaju nenege~
tivne koordinate.

Posmatrajuéi stetistiéke skupove cije se strukture
menjeju u odnosu na neko pbelaﬁje X, moguée ih je podeliti
na dve velike klose: ne one ¢ije sc strukturs menje nepre-
kidno { skupove ¢lje se strukture menjs prekidno., Prems to-
mo,_moie se deti slededs definicija:

Definiclije 2:

Neka je dat statisticdki skup S ¢ije se strukture
menja u odnosu na obeleZje X, koje moZe imetl samo konacan
niz vrednosti, Pretpostavimo da je zakon verovatnodée toga
akupa dat u obliku /2/. Za. strukturu slkups S reli cemo dsa
je nepreckidns ako su sve vellcine Dy neprekidne, Ako to~ni—
je sludaj, z8 istu strukturu se kaZe da je prekldna.

U daljem izlaganju bile posm&trani samo. oni sta-
tisticki skupovi 3ije se strukture ne slucajan nacin menja- |
ju u odnosu na obeleZje X /koje moZe uzeti samo konadan broj
vrednosti/ i &1iji su prostori definicije konaéne klese, Ta-
ko, n& primer, posmatrs2jno sluésjon vektor-I koji ima uku- -
pno N xealizacijs. Tedn sledeés Semo
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daje skup svih njegovih pojedinih oblika, pri cemu Je, k2o
$to se veé vidi iz tabele, ze svako «

L

J h=1 0< R, g 1

i=g
Na sliden nadin keo sto Je deFiniaan zakon vero-

vatnoée i funkcije rasporeda neke slulajne veliline mogule
je 1 kod Btatistlcklh skupove sludajne strukiure predstavlde-
nih vektorom 4 = A('pl, Ps. .. pjdefinisati funkeiju respore-
da i druge karakteristidne pokazatelje. Delje izlegenja bide
posveéena tim problemim2, odnosno definicijame pojmova, ko-
ji trebo de doprinesu &to boljem i Sirem poznoavanju prouca-
vonog objekta. | |

FUNKCIJA RASPOREDA SLUGAJNOG VEKTORA A

Posto, koo Sto smo videlil, izmedju klase skupove,
koja predstavlja prostor definicije strukbure slucajnog sto-
tistidkog skupa S i klsse odgovarajuéih zakona verovatnoée
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postoji biunivoka korespondencija, to poznevajuli sluéajni
vektor A poznajemo 1 osobine slucajnog skupe S. S obzirom
na uslove koje morajy Z&dﬂVOlJ&VBtl koordinate vektoraix
sledi da krajnje tadke od A leZe u onim tackama hiperravni
Ji/ &ije su koordinate nenegativni brojevi.,

Oznalimo dalje verovetnolu dogadjaja de je A = A,
sa Py, tJ.

T

,_.“ r 1 -
Fr{ A fF 5
114
_PI.{P‘J_'Pli: Psr ¥ Poy sese Pﬂ"pni}
Teda Jje verovatnocie de kraﬁnje tacka slucajnog vektora A

pasti u neku oblast 7 posmatranog dela hiperravni /4/, jedna-
ks sledeéoj vrednosti:

P':{A(pli Poy ecve Pn) < Z}':Z Pi

gde ge sabirange vrél preko svih onih indeksa i, za koje Je
Aic 2 1 Pr{ # A' = Pi. Drugim redima, sabiranje se vrsi
preko svih onih i 0131 vektori A imaju osobinu dos im kraj-
nje tadke pripadeju skupu Z. Ukollko se 2 proteze n? celu
oblast hiperrovni &ije tacke imoju nenegativne koordinate,
tado je ocevidno

it

Pr{ A(Dyy Pps eree PP Z;

DefiniSimo sada funkeiju rasporede sludéajndg vek-
tore A, U tom cilju posmatrajmo niz brojeve ol o4, - Am,
koji zadovoljavaju sledele uslove

l-=ﬂ'

Definicija 3:
Pod funkcijom rasporeda posmatranog vektora nod-
razumeva se sledeci izrez:
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E;{Ri'{?d"l E,-» <oy, T LR O‘m}:F{d"*d‘h”'dM)

U specijelnom sludaju keda Je of y 585 = L.,
=1x:pri temu su 1 dalje u veZnosti uslovi /5/, geometrijski
je vrlo jednostavno prikezati znalenje funkcije rasporeds.

U tom sluéaju on predstavlje vyerovatnodu ostvorenjo bilo
kogﬂgd zokone verovotnole ili realizaciju bilo kog od vekto-
ra Aj, gije su sve koordinste D,y (¥ 1, 2, ... n} menje
111 jedneke « ., Prema tome, sko se zakon vEFovatnoée neke
{.te realizacije sludajnog skup? S vektor Ai predstavi poOmMO—

4u histogreme frekvencija, dobiée se sledele sliks:

Sl.1l

Pod navedenim uslovime O <.,u ovVOoR specijalnom
sludaju funkecije rasporeds ima oblik Fl,of, = - . ot}

Ne osnovi definicije 1sko je videti de skup vred-
nosti funkcije resporede mors avek lefeti u intervalu {o,1),
tj. uvek je Oﬂ;F(dini:,'-'anﬂ)é.]“ 7aigte, ako se 88 4 0zZnl-
%1 onej skup tacdaeky, koji pripsde delu hiperravni /4/ se& po-
zitivnim koordineteme 1 ime osobinu da roordinate krajnjih
tadaks realizacije slucaejnog vektoradﬂ'zadovoljavaju uslove
/5/, tada je, kao %to smo ved videlil,

e
PI.{ A(pl, Doy «oe pn)cZ}—,;*Pi

pri &emu su Py verovatnoée pomenutih recalizacija vektora
iy
A. Kako je
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sledi da je zoists
0 € Floa, &, " dmie d

U sludaju da se Z poklapa s onim delom hiperravnl /4/ éije
su koordinate nenegetivni brojevi, tede Jje

Pr( A(pli p2‘l s o0 Pn)c: Z} = 1 . F (D("'Juflli Tl ‘;{M)' l

| Posmatrajmo asde sludsj kado Je n = 3, Tedec slu;
éaejni n—dimenzioni“vektor'Erpﬁstaje obidan trodimenzioni

sludajni vekbtor & = A{py, Pps P3) , dok hiperreven /4] o=
staje obilne ravan.

Ako se posmetroni siudojni vektor predstovi u De-
xortovom ortogonclnom xoordinotnom sistemu, $aodo s obzirom
na to do Je

Dy + Dy #0571 o ¢py 1 (2=1,2,3)

moxaju krajnje talke reolizocije od A 1e¥ati u onim tacdkamd
»ovni

Xq 4 X 4 x3 = 1

koje imoju nenegotivne kxoordinate. Sledeéo slikos nom grafi&é
ki ilustruje gornji. sludaj:




ET

Na osnovi definicije lsko Je u ovom siuéaju_dobiu
ti funkciju rasporeda, Ako 8u oly, %o in<5 takva tri broja
kojo zesdovoljevaju sledele uslove:txi;;o za svako 1 = 1,2,3
1oy + o4, 4.&(5 » 1, toda Je

PL{Pys®yr Ppgxpr Pz 3} F(d PYESY

pri Cemu Je F(}Kl, ot } verovatnoéa da de slucajns tecke

A(Tpl, Po pa) pasti u oblast 2, kojes se nalezi u delu pozi-~
tivnih koordinata prethodne ravnl.

F(dlt Q‘gsc’(5) = PI‘{ A (pls Pos PB)CZ} =/ Pi

JEDAN SPECIJALAN PRIMER

Radi ilustracije preﬁhédno definisaonih pojmova PO~
smotrajmo jedon specijelen sludajni objekat definisan u pret-
hodnim izlaganjime /primer 5/ 1 kojl se odnosi na raspored
¥ elemenate u n delija. Pri tom se pretpostavlja do je po-
smotroni respored sludojon /tj. raospored posmatranih k ele-
mensta u n éelijs je definison nekim slucajnim proceson/ .
Ako sade obelefimo sveku posmestranu éeliju jednim prirodnim
brojem od 1 do n, & s®@ o

Kl, Xz, « b s Ki¥ a0 0 Xn

oznadimo broj elemenate redom u prvoj, Arugoj,... n-toj ée~-
liji, teds se posmatrand distribucije frekvencija moZe pred-
stoviti jednim n~dimenzionim vektorcn A

--;_ . - ' (
A-(i{l, X25 " 0@ Xn) @

S obzirom na ¢injenicu da su koordinete posnatranog vektora
sludajne velidine,vezone izmedju sebe relacijon

< _ ..
X; = k (X, = 0,14.7. . ¥
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| u
razumljivo -da odatle sledi da je 1 posmatrani vektor A je-

aan sludajan vektor, On ima osobinu da se krajnje tadke nje-
govih realizacije nalaze u onim celobrojnim tackama hiliper-

ravnl
Xy + %5 1 oie.s F X" k (E)

koje imaju nenegativne koordinate. Nas zadatak se sastoji
w tome de se odrede zakon verovatnoée 1 funkcijs rasporeds
posmatranog sludajnog vektore.

Pre nego 3to predjemo nsd direktno resavanje po-
stavljenog problema, posmatrajmo prethodno neke jednostavne
primere, kojl e nem pomoéi da sagledeamo izvesne odnose,ko-
ji &e biti od fundsmentslnog znadaje u daljim izlegenjima.

Neka je data raven

x14x24x5=k

Da bismo izradunali broj njeﬁih celobrojnih tacaka sa nene;
gativnim koordinatame, zamislimo tri utrne koje zajedno S8~
drZe k elemenzte, Ako sa

* | xl’ 32' X§

-oznadimo broj elemenata u prvoj, drugoej i tredoj urni, toda
je odevidno da svakom takvom rasporedu posmatranih elemend-
te od_govara jedna odredjena tatke M { Xy s Xas Xa), koja leZi
u revni /8/.

- Isto tako, sko se pOﬁpafrB hiperravan

Xy + x2_+ x3_4 Xy = k
i to onaj njen deo &ije sve tadke imaju nenegetivne koordi-
nate, lako je odrediti ukupen broj samo onih tadaks iz po-
<matranog dels, 3ije su koordinste celi brojevi. Naime, eko,

kao u prethodnom primeru,_zamislimoiéetiri urne i k eleme-
nate ne neki nadin rasporedjeng u njih, pri Cemu jg¢ s8 L
0¥ X5 13X, oznaden broj elemenata redqm u prvoj, dArugog. .
i detvrtoj urni, tads svékbm'takvom rasporedu odgovarsa jed-
ne cdredjens celobrojna tacke M( Xy, X5y X3, X,) koja leZi
na posmatrano] hiperravni., Odestlc se odmah moZe zakljuditl




de je broj svih moguéih rasporeda k elemenata u posmairane
Setiri urne jednak broju tsdoka sa celobrojnim i nenegativ-

nin woordinatams posmstrone hiperraﬁhi Xy + Xs 4 X3 + Xy k.

Na sli¥an nalin moZe se zakljuditi do je u opSiem
sudaju droj onih tadaka na nekoj hiperravni /na primer,ns
niperravni 7 / koje imaju celobrojne nenegativne koordi-
nate jednak dbroju svih mogudih rasporeda K clemenata u n
yrni. Prema tome, dbroj tokvih ta¥aka ne /7/ Je

k 4 9_:'1
k-1

DokaZimo sada slededu relaciju:

2 (i-&k ;(n 11:#1)
fo- Kk k+1 /
Le & :

kojs ée biti od Zﬁaéajé.za dalje izleganja. U tom cilju na-
pisimo levu siranu poslednje jednakostl u slededem obliku:

& /14K -1 - 7o 4 .4 D
S(i9=h ) (em o= oty
LT O

Zime je dokaz zavrsen.

Dokazana relacije se-gedetrigski moZe interproe-
£iratl ne sledell nadin: Posmetrajmo (n-l}-dimenzione kipvel-
revnl

Xq B + sess 4 X, = k
X, = k - 1
Njihov presek je jedna {n-2)-dimenzions hiperxaven -
Xy i + ..., 4'xn;1 = i

gde Jje
1 20,1, 2, +ess Ku

Zbir teceks ss nenegativnim celobrojnim koordinateme né
tih k 4 1 ravni jednak je ukupnom broju istih tadska ns
hiperravni /7/. |

Predjimo sads na odredjivanje zakona verovatnole
i funkecije rasporeda slucajnog vektorse /6/. Neka nom, k80
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sto smo veé rekli, koordinate X, Xy ooes Xn toga vektora
redom predstavljaju brog elemenata u prvoj,drugo], .. . n=%0]
édeliji. Oznacimo sa |

Pr{xl =iy, Xy T Apy eeer By T in} giRZFE VPRI

verovatnodu da je u prvoj delijl 1,4 elemensta, u drugo]
PYTEEEI n-tod i, pri demu brojevi i moraju zadovoljava-
£i uslov |
o2
/ iB - Kk
o s=
mada oevidno veie sledole jednakosti:

P{X = R SR | '.r-'X =K - i 77'. W
r{ %1 T itz T T2 n Loy )T Pl i, k-d
itd.

Posmatrajmo sads ovaj] spec;i?lan sludaj: neke su
sledeée koordinate sludajnog vektora A fiksirane i jednake

nuliixg Xp-¢ ¢ X, = 0. Teda je broj svih moguéih realiza-~
cija od A, k4 1 i to su sledeéi vektori:

- o — '
A(O, k,;...O)i Al\l, k"'l’ O,.‘j.O);iliil A(k* 011-\'-0}

aa redom odgovarajulim verovatnoclama:

pO,k,O ia.*..q' pl,k—l,O . a2 ® O; L pk10 L O ;

U sludaju da je Xz = 1, X = X5 = ... X, = O fiksireno,ta-
da je broj realizacije sludajnog vektora A jednek k, 1 to

su sledell vekbtori:
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7(0,%-1,1,0,...0); A {1,k-2,1,0,...0) ... 2 (k-1,0,1,0...0)

sa redom odgovarajuéim verovatnolama:

Png—lslao'u--O 'i pl}k'2ilf°1-“° : Pece pk-l,o,l,o,...o;

- -
-

j4a. Uopste, ako je X5 = v Je Xy = XgyeeowxX 20 fiksira~
-y

no, ukupan broj realizecije vektora A u ovom slucaju Jje |

kK = r-l. Ti vektori su oblika

A ('O,k-r,'t:,o,”.()) ', A(l,k—r-'lir,Ond\;-. A (k-I',O,I'-,....O)

sa odgovarajuéim verovatnodsma:

po,k-r,r,o,...a , pl,k-r-l,r,o,...o’].... pkér,o,:,o,...o .
itd.za ostale slucdajeve.

Posmstrajuéi pazljivo prethodno iznesene primere,
mogu se lako sagledati sledele Cinjenice. Pre svega kako Jje

(kerdl) = Zil, gto predstavljs broj svih realizscije slu-

\ €0 1 W
dajnog vektors A, kada Je X3 = ¢ 3 ostale koordinate X, ,
X5,.;. jednske nula, teda je broj svih mogulih realiz@-

¢ija od A pod uslovom da je

x4=x5=.,,fnxn=0_

jednak sledeéoj vrednosti:

® X W~z

S (x - =) /7 1
2%(1}: r 4 1) ZZJZ_E

Pretpostavimo sada da je
X =P X5 =Xg = eees =K, =0

..-’.
fiksirano; tada je broj svih realizacija od A jednak:
k= AR
S (k-r-psl=/ 2 1
e 290 =¥

Kako p moZe biti 0,1,2....k, to je ukupan broj svik realizs-
clije sluéajnog vektoras & keds su ostale koorédinete fiksire-
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ne i jednake nuli, t3, kada je X5 - X6 = e Xn = 0, Jjed-

nak
X R | Lk-p Ko vy
F ¥ enand= )0 )
peo ¢ | pro k0 j=0
itd.

Nastavljajuéi izvodjenje posmatrancg procesa i
dslje, lako je videti da se tako mo¥%e doéi do ukupnog bro-
ja svih realizacija prethodno definisanog sludajnog vekto-
ra'z} Ako se malo uredi i sistematizuje, nije tedko videti
3o be se dobiti sledela formula: |

i~ e N
K we e 124**‘ ke Zu*i'm-t
iq-qro i'm-;": 0 i A | 1.1' 0

Prethodno izvedeni rgé‘{;;, pomocu kogé je dobijen broj svih
recalizacije sludajnog vektoraui o kome je red, predstavlje
ujedno 1 nov nacin dobijanja evih moguéih rosporeda k ele-
menate u n églije. DokaZimo sada da je /9/ jednako

k4n-1 |
( n -1 ,) (E)'
D2 bismo izveli dokaz tog identiteta, posluZimo se izvesnim

malim transformacijoma, koje ce omoguéiti lako prevodjenje
/9/ u /lo/. Pre svegs, kao Sto se vidi,

x ¥ -
*‘“(141: (k-ri—n
DS DI
‘.-""I" =0

poe je, prema tome, odevidna verd

i{i:n!)=f(k-z+n}=(n:§;l)

‘=0 t= 0

Na osnovu gornjih identiteta loko je dokazati tvrdjenje da
je /9/ qu?ako /lo/. Zaista, ksko je

~\ v -; ) - +‘i
t"_ ) 2- QK t_-;:_dbh}' )
- . e 4 |
PRI (RPN )

: 1% 4
- L, = O
to na osnovi prethodnih relacije dobijomo da Jje

e )




” .
. b 3 . g 2 3.
- .'."-.i t ﬂ jz -L t".r“..?' r - g . Efm. lz 3‘:‘)
R L | XL 8 Voo 2 s +
™ kY 1"-.. - ?
/) > I — 7 r=A -
// a‘-{-.,._...-- _,?'

by = ¢ by = 0O
m-
LY .
K "'::“:' Lm-z T .
r 4 . - "y
- Ly + 4 k=P e ¥ 2
-~ oy »et)
\ “'

s b a3 *.'.:.:
K=2 im-t H"Z Lot *_;' Lo khé.- b= K- Z Umer +2 \
fel ke ol N T -
- / i = 7
X i e Lom . 2
{',3"3‘ 7 Ak Lg= 2 b=
ek -
v- Lon- -
: é»f M S ¢ o= tm-n * 2
S ( Ly 2) - -
= s Z=4
Y - b
(=0 -
Isto take Je i
e g ah =3 Py
p= 5 ooy *2 lmew k=2 Lot £~) pinen
tr < ‘.3,:1 T - x4
= Ix Lz
/ / ;\ ,} 4 -
A-—rﬂ 't:--"""" Y-S ¥ AR 4 -
R L,= 0 f.xe 2 RN
7 . g - '
[ M=y bmer A
= v ¢ 4 !
\ ./
itd,
Negtavljiajuéi zapoleti proces dalje, posle izve-
denih /n~2/ koraka, konacno ¢éemo doéi do sledele relacije:
K / - - -2 S 3 4 - 2 X 4+n -1
X k-t p+n -2, & fig g4 L
."’ — -
VU | n - 2 / fi}ﬁ\ n - 2 \, n - 1
rae g
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dime je tvrdjenje o jednekosti 1zrozd /9/ 1 /10/ dokszano,
VYratimo se sada n2& problem zakona verovatnoée sludajnog
vektoro A. Pre svega, na osnovi prethodno dobijenih rels-

cijo proizilazi sledels jednakost:
Mo d
K~ Z l'.:q_.z

%_ E:_'__idfn ﬁ;i

P p -
L 2—' | L iligllilin - l @
b g 5 0 ‘.ﬂ.‘ L, e 0

U sludaju uniformnog zakona verovatnoée slucdajnog vektora
A, tj. kada je

Pigiy vees 1 = Pyt veee o = P

za svako ij'# i'a,

» .

i, = Y {, = k
:iﬁ J /o
J:—‘d 4 .

tasda mors 4da postojl odnos

e 2
& Pl
AR B
i"m-h r = O f:.. € O
odakle sledi da je
- L -
p= __ T n -
> :2, 1 \ n-1
’ DefiniSimo soda zakon verovatnoce i funkciju ras-
--r
poreda n-dimenzionog sluc¢ajnog vektora A A (Xl, ,...Xn)

dije su koordinate nenegativni celi brojevi, koji zadovo-
1ljavaju sledele uslove:
24

> X Tk X, = 0,1,25000k i = 1,2,.0.0)

L:r.rf

Pod gzakonom verovatnoée posmatranog vektora podrazumeve se

skup od (k +n - 1) parova oblik
n -1
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e '
-A i i rF er @ i 3 p
L 1*+2? n)’ 1112... inj

odnoegno

[.E'(il,iz,... i, ) (E“1 ; “~%7 ]

u sludaju da je raspored uniforman.

Pod funkcijom rasporeda istog vektora podrazumeva
se sledeéa funkcije nenegeativnih velicins 0<1)1d2, oo ol

l—- :
PaiXysolyy XpSelpy oonn Koy = Flotyy olpy condly)

pri %emu veliline o« zadovoljavaju sledece uslove:

1

s
f
T2k

Oznedimo s& 7 onej deo hiperravni /7/ cije sve taecke
M (Xi, X2’ ¢oe Xn } imaju cgsobinu da im koordinete zadovo-
ljevaju uslove X; €oly /za svako L = 1, 2, .... 0/, teds

je

| k) (0(11 0(2;--.0(11) = PI'{ A (Xl, XE"” Xn)c: Z} -

T >‘ o
L/... L A 11’12,111111

';""-"lta "ifm-'au l:.'fO

gde se sabiranje vrSi preko svih onih indeksa

.ij («j = 3—1 2y sens n)

koji imaju osobinu ds krajnje tacke vektora-A(il,ig,...giﬂ;
le¥e u celobrojnim tadkema dels Z hiperrovni /7/.

Do bismo dali analitidki izraz zo funkeiju rospo-
reds i time bili u stonju dz redimo neke proktiéne proble-
me, posmatrajmo pozljivo ilzroz /9/. Bez nekih velikih tedko~
éa, s obzirom na to da je
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. M-—:
\.;_. """:mj.-t ""'éﬁ"m-z
L— : . * i 1 2 .
oo . = 1
bmer=C -— Py i i !
1 Crpag v O i;q:D 1 2 s w8 n
moZemo se uveriti u istinitost sledeéih relacija:
=2 iy
- 5 b L Hig
7— . ' L / PE.-.,E,; b mo =1
4 i, = U by = O
S L
C weig Keigin oigmia = T nen
TS5 :
/ . Pp Ly bae = 7
!.:«2 S0 T C tm T O by = 4
el \"_'_" _ VA Movea
Z - Z L S L P, . =1
b, 20 byy =P £a=0 b =0  byez™@ @
i, .
K= 2 La-h-n
k. K= Loa-a 2o
) ) ) F = 1
' ba b2 Lo
541:;_;"3 md b T O

M-
K - 2.-. bm-g
T

__K__
J)_;ﬁ ) -~ZP¢;1¢;2_-LM=«:

E"a.||=ﬂ Lk‘n,-ng L: :O

itd, Nostovljoejuéi isti proces odredjeni broj puta lako jJe
videti do se mo¥e dodi do one poletne formule od koje smo i
posli, tj. do izrazs /11/.

Izvedene relacije ée nam mnogo pomoCi u daljim 1z-
laganjime, D& bismo objesnili njihovo znacdenje, podsetimo .
se na ono 3to je izneto u prethodnom izlagenju o delu hi-
perravni /7/, &lje sve talke maju nenegativne koordinotz.

78 taj deo se noze lako pokazeti da je geonetrijskl objc’ =zt
/n-1l/ dimenzije ss n specijalnih tacaka, koje leZe na oz--
posnatranog sistenma i koje se nazivaju temenira.
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Da bismo dobili zbir svih nenegstivnih taceka sa3
celobrojnim koordinetama, koje leZe u pomenutom delu hiper-
ravni /9/, potrebno je nali broj tadake u svih /ndl/,/n-2/-
dimenzionih"slojeva" i te brojeve gabreti, Dobijeni zbir
nam daje njihov traZeni dbroj. U sludaju hiperravni /7/ te
glojeve je moguée izabrati nd n razliditih nsdina. Potpuno
je Jaspno da se ne istil na¥in mo¥e vrsiti i sabiranje onlh
verovatnoéa koje odgoﬁaraju pomenutim tadkama, U prethodnon
sludaju te verovatnoée su tako sgbirane 3to su isle po slo-
jevime ka temenu Mn_l(o, Oy00. X, O)

Tzrodunajmo sade snaliticki lzraz ze

F(dljb{g,ilt Q{n)

kad o(i imaju neke specijalne vrednosti, Kzo prvi posma-
trmjmo sludaj kada je L4 =olp = rees oL, = AL pri &emu je

«y 242

Tada funkcije raspereda ima sledeéi analitidki izraz:

IF(ci‘,atl... )= 1 - zii Sy CE?
Yy

gde nam Sy predstavljs gledeéi zbir:

A==y

W=

- |yl -
. K"va_m“‘_?_ baw.n
"’ o by =0 Ly

Ei(d)::Zi 2? - gi. P.f. . im C:)

by™ Lﬁj Ly-4"9 R

Pretpostavimo sade da su X, u op$tem slucaju raaliéiti
izmedju sebe, tJ. di?‘:o&' pri Cemu je a‘(j; [—l-c——-#—y z8 8V8-

ko j =1, 2, ... n. Pod ovim pretpostavkamd o velidinama
O 4 9 funkecijea rasporedo ima sledeéi oblik:

.a"r*ﬁ

F(“l’dc?"“dn) =1 - Sy @

<
n
-

gde je u opStem slucaju Sy
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+
P 20
pr— A
) = P
Sv(a(vz_/ } / Lo by - - bm
‘y‘* v wel =

U opStem sludaju ako celobrojne nenegativne veli-
cine o4; zadovoljavaju samo sledeéi uslov

idiék a7

=g
teda se funkcija rasporeds jevlje u slededem obliku:

- ) B Yoar 1o
F(o{l,dz,...o(n) = P, A (Xl*xz"”xn»"':l’j'

- 3 S _ < N
T L e 2O PLa, L
2 |
gde Jje L skup svih onih celobrojnih tedaska hiperrsvni /7/

¢ije koordinote Xl, XE"" Xh zadovoljévaju uslove

Il

Xlﬁdl, KE &ﬁg, s w e @ }%-_C_:_':O"n

Posmatrejmo sade primenu izloZene teorije n2 slu-
¢aj uniformnog zaokons verovatnoée, tj., na sludaj keda su

svi Pi,,i,,... 1 jednaki izmedju sebe, tj. keda je

n

P - L
ili2 . 88 in ’ 112 a » @ in

Pre svega, u posmatronom sludsju, koo Sto smo videli u pret4

hodnom izlegonju, zoskon verovetnode sludojnog vektors

1H’ A (Xﬁ 2, ¢ s Xn} dat je gledcéim skupom parovo

[ A (il’ ips e 14 ’ "k 37 n -T?) J

n -~ 1

ij =0, L, 2, ... k Jd =1, 2, ses n
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n -~ 1

— i _ 1
pd B (%, X, v %) = ALy, 1, el 1) “(‘k s _.17

pri Cemu celobrojne nenegativhe velicine id moraju zadowvo-
ljavati uslov /17/.

Izradunajmo sadas analitilki izraz ze funkciju rasporeds ko
de Jje X 4 =°<2 T eees BU RO pri Cemu nenegativna veli~

&ino o« zadovoljava uslov ¢ “‘[E—ng Teda na osnovi /13/

imamo da Je

m -
Flat ,o ...of)=21 = > 8 =1=ns
vz f
gde je u ovom sludsju
. & -7
: K;_i:f J -\::F'u- erao -f
N - =
Sv = / ’ ’ 'i (ni-m-ff)
irv A #’“F-‘G fv.;..‘ ¥ M -4
-2
—
¥ X~ Lop s “ 4‘ Lﬁ ¢
Sy *”i .
£ LA K+ -4 )
med TKtA o g= D » O A - A

Da bismo dosli do konalnog izraza za funkciju rasporeda u
posmatranom slucaju, neophodno je izradunati sledeéi zbir:

wa2
KX - ll.-f
. Kl n '5{—* b
S .
St )=/ K o g
e e e T
LM4#f+4 Lm-1=O i1=¢?'

Ako sprovedemo isti proces raéunanja koji je iz-
vodjen pri dobijesnju nekinh formuls iz prethodnog 1zlaganan,
doéi Cemo do sledeéeg izreza:




vp
——
8
t
TN
x
2
+
=
»
|}

L’n-fl:{.iw'-f m- 2
K=ol .
*\'?‘{“4/'“#-2) (K“"“"“'?
{ = U

Prema tome, S{«)} ima gledelu vrednost:

Sfﬂ()=(k:d4n:2)
n-1
pe je konadan oblik funkcije rasporeda,prema tome:
k :'d.i n - 2)
Plod o o vesH)=1-n v e B2 d 7
( -' 9 ) 1 n (k'l’;l"' )
ne-1 .

LY

Posmatrana funkcije ofevidno zadovoljave Qvaj uslov:
O <F g1, Zaigta, ako je % = k, tada Je

[ k -k +1n -2\ - |
K n -1 = O

pa je, prema tome, P (o ,8& , .., c-f,); 1., S obzirom na &i-
njenicu da je /uz prethodne pretpostavke o velidéini o /
uvek

(k - X dn -2 e 4 n - 1)
1 n -~ 1 ) < n -1

sledi da mora biti F » O, ¢ime Jje tvrdjenjec dokzzeno,

Pretpostavimo sada da je u opstem sluéaii<xi¢q{r

Tk 1)

gli pri Cemu je ipek zadovoljen uslov i%iﬂ;L——z—— o 3VokKO

.’

i=1,2, ... n, Teds ée funkcije rosporeds imeti sledeli
oblik:

r

F(dl,t‘(zj ---Q‘n) 1'_':...._. V
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gde je sada S, dato lzrazom oblika: .. «.v>
K- 4}:-".‘"}.: b2

K Y-, v < 7Y
5 — . {'::._ : -d--—-f-""‘ “““ :
v = 2 S i ni-fv'-f)
= t4, g : ( - A
Tl S Lys 2389
w2
K=2 Cmy
" =1
) N S
- I'?,..r — /K*m‘
.i'ﬂ"l-‘“!‘j'ff* ! 7 k A /f
m-—
Ako sa8 S{#.) oznadimo zhip:
M
H"Z}Lm-'z
K K = Gsge 4 24 ' 5
clw) =D T
—t v ‘:f_____ e y m d
L’M‘-{=¢w {L;’.‘,zﬁ'u bﬁ':o g

tada je konacno

Fod g, o6sy vevcf 3= 1 $53%N 101
1072 o = L b S
\ n -1 }

8to Jje inace skoro olevidno.

Pretpostavimo dalje da svi o4 5 ne ispunjaveju

k 4i- 1]
'

uslov u{iz { =75 i ds postoji m takvih koji imaju oso-

binu ds Je o 4

uslov /17/. U cilju odredjenosti pretpostavimo do su to pr-
vih m, tj.:%l,:xz,...ggnf Ana2liticki izraz 2o funkeiju reos-
poreda u ovom slucaju /pod pretpostovkom o uniformnosti zo-
kona verovetnole/ odredidemo na sledeéi nadin., Ako koo u

prethodnom slucaju oznalimo sa S,. kolidé ik

L ngczk, pri demu Jje, naravno, ispunjen

(k = o + 1 = 2)

_Si.a’-’"“'-vj - E n - 1 ,-"'j

(k I n - Iﬁ" = "(k 3TN
\ n-1/ n w31 /
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tada traferna funkcija rasporeda ima obliks

F{_E‘A1,>{'2, ..--D(n}=1" ZSV 'l'ﬂ-’m
VT4

gde se A m jevlja kao korektivni lan, s obzirom ne cinje-
nicu da celobrojne nenegativne velidine g{i ne zadovoljava-

! ',’-r -
ju vise uslov f:af;;;[-lg—%-dij za gveko L =1, 2, ... m., De

bismo odredili vrednost posmatranog korektivnog Clana poslu-
¥imo se sledelim rezonovanjem:

Posmatrajuéi skupove celobrojnih tadaka sa nega-
tivnim koordinatama, koji su definisani redom na sledeli
nadin: X €l 4 ... X, & ol /pri demu veliline o(; zadOVO-
ljavaju uslov /17/ i koje se nalaze n& hiperravni /7//,pot-
puno Jje jasno da eko je za gveko i =1, 2, «0¢ 1

» [k + (-.-l‘_}j_{c1 fi’é}
' T2 | &=

iz |,

-

pomenuti skupovi su medjusobno disjunktni. Ukoliko taj uslov
nije zadovoljen, moZec se desiti da neki od prethodno defini-
sanih skupova imaju zajednickih tadaka, 3to ima za posledi-
cu da se njihove verovatnole dva puts javljaju u funkciji
rasporeda. Iz tog razloga se dodeje korektivni &lon fnm
g1ji je zadetak da tu mogulnost otkloni.

| Predjimo sadz neo izracunavanje vrednosti korektiv-
nog $lana, pod pretpostovkom da prvih m velidina of;

{1i=1, 2, ... m) imaju osobinu da je o by < k;

tade postoji ukupno 3 m (m-1) nedisjunktivnih skupova.Pre-
sek od ona dva skups X; €c4y 1 Xj=o¢y ,kod kojih je,lao
Sto smo videli, K4 +0oly« Kk, sadrzi tacno

k - 'Q‘i - \.J(J- 'I' I} " l\ O
: n - 1 K) \}'_,.9)
celobrojnih tadaka sz negativnim koordiinstama, Sto Jje skoro

oéevidno.
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Preme tome, korektivni élen A m ima sledcéu vrednost:

A ¥ - - .
1 ‘ Rm_— (k—'di —O‘(j -l-n-l\
e e N L A
( n-1/ +=" f=e01 n -1
odakle sledi konadan oblik funkcije rasporeda
F{\J{ 1,642, .,g\fh} =
- M (k- o, 4n=2 XM (p o~ o dn-1}]
Ly a3k
kin-1 l zi.\ ; ‘éip
() LEN aa /0 &N e
.—..5, MOw

U trodimenzionom sludaju, tj. kada je n
guée je, kao 5to smo videli u prethodnim izlaganjima, sve

o £to Je do sada receno u&initi geometrijski odevidnim.

skor
postaje obicCna trodimen-

U pomenutom slucaju hiperravan /7/
zionalna ravan oblike

-y

A postaje trodi-

a posmatrani slucdejni n-dimenzioni vektor
¢ije su

e
menzionalni slucdajni vektor A = A*(Xi, XZ’ X§) .
koordinate Xi vezane odnosom

Xq + X2 + X3 = k

X, = 0, 1, 2, .+ K za svako 1 = 1,2,5

Predstavimo geomebtrijski posmatranu ravan i ne-

--% .
xu realizaciju sludajnog vektors A /sl.b/.

Tzrodunajmno soda analiticki izraz za funkeciju

rasporeda i predstavimo to geometrijski. Pognmatrajuél prvo

k...
. N\
slucaj kade je vﬁiy, [E——#J—J . fuakecija rasporeda u ovon

slucaju dobija sledeéi oblik:

. 1 .\.;L&*I_ !
5376 2/




M, {0,%,C)

S1.4

— #,

pri ¢emu se, naravnc, pretpostovlje do nencgativne celobraj—
ne velicine o 4 zodovoljeveju sledeci uslov:

A, 4 A

1 P A3k 20

2

Pretpostavimo sads ds vigSc rijedns od velicina o4
ne zadovoljaveo uslov /18/, dok je uslov /20/ zadovoljen.
Tada, kao Sto je oCevidno sa slike, cblost

Xy £ Xy L An X5 £z
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¢ini trougeo M.N,P.,koji lezi u posmatranoj ravni /sl.&/.

- L™ A=t it mg= g - .—.-_-.._.*.H-
a

Sl.06

U ovom slucaju n = 3, dok je tekodje m = 3, pé
funkcije rasporeda dobije sledeci oblik:

F(0'< 11&(’2, 0( :} =

( )‘Z(k r_x'J-l Z’er 0412 42\,’}

\ Y= tw A Jub*4 }

sto je iz priloZene slike potpunc jasno.

U sludaju neuniformnog rasporeda, geometrijsko
predstavlijanje jos vise pomazZe u razumevanju izloZenog ma-
terijsls., Tako, n& primer, ako oznadimo na posmatronoj rav-
ni x3 + xp + x3 = k celobrojne tocke s2 nenegativnim koordi-
natame,dobiée se sledeés slika: ‘
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Pretpostavimo da celobrojne nenegativne velidine
o 5 28 svako i =1, 2, 3 =zadovoljavaju uslo?e /18/ 1 /20/,
tada se za funkeiju rasporeda dobija sledecCli izrazs

Flolqycfq, 0(3) =

X K'L?J H K'E«j K K‘Lé*‘l‘
— l —{ i pp . . -L / p - 4 p. . N
L_ [/ Tiis1 ;  FiliLd .2 :.,; i 1,1
157-0’#4 g’! 0 l 2 5 if':ﬂ'f'f i‘:1 T i} 1 2 2 ‘;W‘#f“ O 1 2 5

koja je samo specijalan slucaj prethodne formule zé n = 3,
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NEKE DRUGE KARAKTERISTIKE STUCAINOG VEKTORA K

U izlaganju koje Je dato u prvom delu ovog teksta
definisan Je slulajni vektor A , njegov zakon verovatnole,
funkeija rasporeda i neke druge csobine, pod pretpostavkom
da je geometrijski ekvivalent zskona veravatnoce nekog sta-
tigtidkog skupa,K ¢ija se strukture na ‘sludajan nadin menja
u odnosu na neko dato obelezje, cdnosno da predstavlje ne-
ku sludajnu distribuciju frekvencijs., Pod pretpostavkonm da
posmatrano obeleZje moZe uzeti samo n vrednosti, vektorql
je jedan n~dimenzionalan sludajni vektor,

Dz RhY, Xo eee Xp) @)

kodi, keo Bto smo videli, ima osobinu de su mu koordinate
Xy sludajne velidine, Pri tome je X; verovatnoéa odgovars-
juce vrednosti posmatrsnog obelezje, u sludaju de Jje vek-
tor Iy geometrijski ekvivalenat zekona verovatnode obelezja
o kome je red, Keda je isti vektor geometrijski ekvivalent
neke distribucije frekvencija, tada slucajna velidina X,
predstavija frekvenciju odgovarajuée vrednosti obelezja. U
prvom od posmatranih slucajeva, sluéajne veliEine_Xi su ne-
djusobno vezane sledeé¢im odnosom:

l"r’t

(_/_Xi 1 05 X; & 1 (2

Y

‘Ako pretpostavimo da sludajna veliina X, moze
uzeti bilo koju vrednost iz nekog konadnog skups vrednosti,
tada neposredno sledi da je i skup realizacija sludajnog
vektora /1/ neki konacni skup. |

U ecilju éto'boljeg opisivanja osobina posmairenog
sludajnog vektora bide konstruisan Sitav niz razlidéitih
veliCina 1 karakterlstlka, koje treba. da doprlnesu njego-
vom boljem upoznevanju. Neke od karakteristike su vel de-
finisane u prvom delu, dok e ostale biti date u daljem iz-
laganju. Kao prve biée proucdeni zakoni verovatnole i funkci-
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e
je marginalnih rasporeda vektora A.

72AKONI VEROVATNOCE MARGINAINEH RASPOREDA
STUCGATNOG VEKTORA A

Posmatrajmo tabelu 1 u prvom delu izlaganje. 12z
nje se lako moZe videti da Je k-ta realizacije slucajnog
vektora f data vektorom Tk'

~dp

-y
Ay = Ak’(plk, Poy,*** Pnk)
" | -
P = 1 O Sp 5 b1 - 1,2,1.:“
t; ik ik | = 1,2,-.--11

pod pretpostavkom da je broj svih mogucéllh realizescije slu-
éeJnog vektors A jednsk N. Na osnovi navedenih uslova ole~
vidno je da se krajnje taCke svih realizacije naleze u onim
tackama hiperravni

Xy + x2 + 204 + X, © 1

dije su koordinate nenegatlvnl brojevi. U daljem izlaganju,
kada je sludajni vektor A geometrijski ekvivalenat nekog
zakonsa verovatnoée, za njegovo oznalavanje upotrebiéemo
simbol 'E'(pl, Pos «ss Doy dok ée se u opstem slucaju upo-

trebljavati oznaka A = A (X, X5y +ee X))

Predjimo sada na definiciju pojme zq%ona-verovat-
ncéae marginalnih rasporeda sludajnog vcktora A, U tom ci-
1ju pretpostavimo da sludajna velicina py uzims sq razli-

gitih vrednosti pll (t =1, 2, ... 57) gde je 5y < N. Ako

sada poredjamo sve vrednosti pyy PO velicini, dobili bismo
slede¢i niz od s, grupa, koje sadrZze iste brojne vrednosti

Pli'
p

HJ‘ff} ""‘f"‘f.r.ﬁf’ffi‘;" i fayf
'.I'J
gde Je ff = N i gde za svaku od posmatranih grupa vazi

sledeci uslov
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b= P = Fp= P,

Pod marginalnim zakonom verovatnole sluéajnog vek-

—ly
~ora A u odnosu ng promenljivu Py podrazumeva se sledeéi
gup od 84 parova

[Pr {Pl - pli} s pli} 1 = 1,2,:-- Sl
31141 napisan u rezvijenom obliku

pll, p12-j ---------- plv’ P e e r b P st plﬂl
= =5 ‘ }r =* | = nﬂ
22{P1=P11 » Pr{P: Piofs - Pr{pfv Byyfreees Pr{psl '-9131)

A

T Xvna 4 A =9\ -
Tzradunajmo sada verovatnocu Pr{ Py = Py Kako se posma
trara vrednost Elv javlje tacno fﬁ puta, %o Jje

{,

- ' ]

L { Py = P]_v} n _2_;’ Psy @
JE°

v = 1, 2, «00 85q

U opStem slucaju ako se posmotra bilo koja slu~
ajrne velicine p, 1 sko se vrednostl P4 poredjeju po veli-
Fini, dobile se sledeCi monotono neopadajuéi nisz:

Drps P Dy & p*
# 8 v 8 & & 8 '

kl, ].{21’I k,ﬁ.:{;?:
$7

1 Kome ima-sk grupgé istih vrednosti. Ako sa Eki /i=l,2,..sk/
ozrnaéimo skup vrednosti s, % N, koje mozZe imaju slucejna

v W s ._b’ i [ L]
velicina Py » 8 S8 Pr{.pk = Pkit oznadimo verovatnocu nje-




N T

nog ostvarenje, tada je sledeél skup od s, parova merginal-
ni zakon verovatnoée slulajne velidike p,

[Pr{pk N Ekv} ) Ekv}

V= 1,200 8
i1li napisan u razvijenom obliku:

pkli pkz, tiiititit#l.ka, a8 8 #8829 8 0@ pksk

Pr{pkggkl}' Pr{pk=5k2}‘ ""‘Pf{pkzgkv}‘ el PE{Pkﬁngk}

Ako rezonujemo kao u prethodnom sludaju, mo¥e e videti de

Je »
’ ’ fy
r— -
PE”{pk - pkn}" 4;iP§v (:)
. "
gde Pﬁv oznadava veroveatnoéu ostvarenje dogsdjaja

4 .
= v " » .
pk P‘ ﬁ*ﬁ# . * '[p.-}f*l .

Leko je videti de posmatrani zblr nz desno] strani
jednekosti /5/ daje verovatnoéu da ée sludajna veliéina p,
uzeti vrednost Bky bez obzira na to kakve &e vrednosti ims-
ti ostale sludajne velicdine,

U gornjem izlaganju pri definisanju marginalnog
zakona verovetnole ignorisali smo /n-l/ sludajnu velidinu i
posmatrali samo jednu odabranu. Medjutim, isto to je mogu-
e udiniti i sa nekim drugim brojem siucajnih velicéina. Ta-
ko, ns primer, ako se posmatraju prve dve sluc¢ajne velicinc
Py i P, @ ignorisu ostale izraz

PI‘{ Py = pli’ Po = P2y‘7

predstavlje verovatnodu da ée promenljivs p,; uzeti vrednost
-Eli a promenljiva Do vrednost ngﬁbez obzira na to kskve
ée vrednosti imati ostale sludsjne velicine, Izrscungjmo

sada vrednost pomenute verovatnole. Na osnovi teoreme 28
proizvod dogadjaja




) - _- ;!" : - e ,"’:s’
- Pr{l’z = Doyipy = Pli_,L Fyg © Pri Py = Pyaf P2 = P }Z’ v
thl =
Uopste Je

4 A
Pr][pr pri‘pk - ka}é_ P;jv F {Pk PrelPr ~ Pri}A Pji
it Jat

Posmetrajmo sade prvih & sluéajnih velicina, @
ignorisimo ostalih n-s, Tada nam izraz

ST ) @
Pr{pl = P1,i Pp % Py 0t Py T Psi.:i |

predstavlje verovatnodu de e slucajna veliéina p, uzeti

s
vrednost plil ... & sludajne velicina Pg vrednost D si

bez obzira na to kakve ée vrednostl uzetl ostale slucajne
velidine, Izradunajmo seda vrednost pomenute verovatnole,
Na osnovi teoreme proizvoda sledi da je

P p =5 . !-“ . """_ —
I'{ l lil' pz""P2121 s+ 0 rs P2"psi; -

=P{p =.5 P{p :; p =-'E) lc--t'i
T 1 lil} Ty 2 . 212* i _1111

o -

= P {;D _='; P =D evee Do 1 T P71 S
r| s sis‘ 1 11, "1 78 1 g8-1,l5-¢ ]

Definicija 5:

Deflnléimo sada odgovarajuée zakone verovatnota .

posmatranlh marginealnih rasporeda, Pre svega, skup parova
obliksa
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{Prll Py ¥ Pyy, ¥ P2’ Paie} o Prg, p212}

predstavlje zakon verovatnode dvodimenzionog marginalnog
rasporeda promenljivih py 1 p2. U opStem sludaju skup pero-
va obllka

o—— — ar - )
D, ¥ P 3y Pg =P } 3 Png + D ]
[ r{ T ri, ' "8 st [’ ri, sl

predstavljade zakon verovatnole dvodimenzionog merginalnog

rasporeda sludajnih velicine £ ¢ A

Na slidan nadin moguée je definisati zakon vero-
vatnoée marginalnog rasporeda i vise sludéajnih velicirna,
Tako, n2 primer, skup parove oblike

[Pr&?l = plil’ Py = p212’ vee Pg % psi;} ) plil’p212""Psié]

noziva se s-dimenzionim zekonom verovatnole merginolnog ras-
poreda promenljivih Py, Poy e ps, itd, za2 sve ostale slu-
tajeve,

U cilju ilustrovanjs prethodno uvedenih poJmovae 1
definicijs, posmatrajmo primer tretiren u prvonm delu izlaga-
nja, koji se odnosi na raspored k elemenata u n éelija.
Svaki takav mogué raspored predstavljen je vektorom, édije
su koordinate celobrojne i nenegativne veliline, Na osnovi
definicije vektora A = A (Xl, Xoy ses }%) , 1 ovom speci-
jalnom slucaju je lako izracunatl_sve moguée zakone vero-
vatnoée marginalnih rasporeda od A, Tzracunajmo prvo“zakon
. yerovatnode marginalnog rasporeda sludajne velicine X, . U
tom ¢ilju oznacimo sa&

{

(n)

(
2
1,

rtlxl = il}= P
verovatnoéu da &e sluajne velilins X, uzetl vrednost 1,
bez obzirs na %o kakve ée vrednosti uzeti druge promenlji-
ve /tJ, de ¢e se u Celiji X%, noleziti iy elemenata/, gde

nam indeks n oznadava da je u pitanju n-dimenzionalni siu-
dajni vektor, Ako fiksiramo broj elemenata u prvoj ¢éeliji
/neka je, na primer, on il/, tada ge u ostalih /n-1/ celija
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nalszi svakako /k - il/ olemenata, 04 njih se moZe naprevi-

fi tadno
k-4, +n - 2;)
1 - #

razliditih rasporeda, Sesvim je lako videti da je u tom

n—y

sludajju
K-L - b
Ke L.’ K-C,bm ! “.Z.-_) »E
E ; F‘. "- . - t"'ﬂ
O l“-q =0 La - 0

Kako i, mo¥e biti 0, I, 2, .... k, to mora biti

¥
M7

;E: Pi,.

tq'ﬂ
$to neposredno sledi iz prethodno izvedenih relacije /prvi
deo/. Zaiste

-]

“ .
kel gt

&, "t ;E Py 4. ...i_ =1
é t..,*O {n s 0 172 n

UopSte a&ko s&

oznadimo verovatnodu da &e sludajna velicina Xy uzeti
vrednost iy , bez obziraz na to kakve e vrednosti uzetil

ostale sluéajne velidéine, teda je

v - v-ﬁa
v -
. . .- A lp= 2 Uiy
,k* .y K l.j g’ 1%0

N <
?L,-:‘Z_, © e o L P£1f,1...£fﬁ

iv—.’gg ‘:'-lf‘: 0 Lw-;=0

Kako i, moZe biti 0, 1, ... k, loko Je videti da mora biti

zadovoljen uslov

— (nJ

/_1.,

$to skoro olevidno s 1 /videti relacije /13/,prvi deo/.
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7akonom verovatnole marginalnog rasporeds slulaj-
ne velidine Xl, prema definiciji /5/, naziva se sledeéi

skup parova:
(n) |
[ Py, 4

ili napisan eksplicitno:

O;__. 1, 251-i'0v,lllilk

Xlz
(my (o (nY} (n} (n)
P P Py ssa P, s
Oll lll 21.‘ vl’ pki'l

gda je gaakyakos o Vig L,2y.ws K

0 £, 4 1

Na glidan nadin moZe se definisati zaskon verovetno-
e marginelnog resporede z& me koju promenljivu XS. Teko,no
primer, skup parovs

XB: O? 1, 21 & & 8 v’. 3 B & & k
(7} an} (n} {n (n)
D  Dp eee P L eees :

Og 1,0 24 Va pks

predstavlja zakon verovatnoée marginalnog rasporedes sluéaj-

ne velicine X,, gde Je za sveko ¥ O gp_ = 1
8

U prethodnom izlagenju definisani su jednodimen-
zioni z%ﬁpni verovatnoés marginalnih rasporeda slucajnog
vektors A, posmatranjem samo jedne od promenljivih, & igno-
risanjem ostalih. Medjutim, kao Sto smo veé videli, moguée
j5¢ definisati i viSedimenzione zakone verovatnola merginal-
nih rasporeda posmatranih sludajnih velicine posmetranjem
izvesnog broja njih, s ignorisanjem ostolih. Teko, ne pri-
mer, posmatranjem prvih 8 promenliivih & ignorisanjen
ostalih dobija se s-dimenzioni zakon verovatnofe marginsl-
nog rasporeda sludajnih velicine X,, Loy sese X Tzracu-
najmo pre svege sledeéu verovetnoli:

f | b (n)
Pr{xl=1l, X, = 45, eies X =4, =D

S S | 1112 PP isa
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Da bismo EE udinili ne %to jednostavniji nadin, oznacimo

oz r o
&8 aﬂ# 4%71ﬁ' Ako sada fiveiramo prvih 8 promenljivih

8-1 LI x5=is/,

tada je broj razlicitih ragporeds, kojl se moze formirati
od ostalih k = o« elemenata u n-8, delija jednak:

K= Kutn=-8=1

/%matrajué& pri tome da Je Xl = 11, Xé =4

n-s8-1
Nije tesko videti de je tada e 53
ol K-d‘“'-gabm’?
i i s r e i = . T' B Y
172 st . / t.dy - bm
Lo b1 TC

Skup parové oblike

{Ifn) |
iliz s v e isq ’ 111 12’ ¢ is

naziva se zakonom verovetnodée marginelnog rasporeds promen-
1jivih Xl, X2, oo XS. Na slidéan naEin moze se definisatl i
zokon verovatnode nekog drugog sistema 8 promenljivih

{s < n}., Ne osnovi definicije velillne 1;;;;’.12 R Mmora—

ju zagéyaljavati sledede uslove: pre svega Jje uvek
n .

0 < Pi i, .oii &1 Sto je ofevidno, drugo
s .
K K"dﬁ K-Z' ‘:}-
S KX _{fL

/ d & ¥
s L AN I VU T

£. -0 ¢ o
670 ks ™7

“to direktno sledi iz formula /12/ /prvi deo/.

Kao primer posmatrajmo zakon verovotnoée margi-
nelnog resporede U odnosu no dve sludajne veliline X4, X5,
koji je dat skupom sledelih parova:

{0,0), (0,1), {0k}, +o0o (1,k=1]y vous {r, k-1, ,

p{m} p{m) p(ﬁ} _pf*'n) P[M)

& » @
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11i v jednostavnijem obliku

{n)
Lpilia 3 11 ieJ | ili 12 = 0’ l' 2, ¢ 90 k
1, +4,¢ k

U ovom sludaju je vrlo jednostavno widetl da je
M Rei,

' (n)
2 2 Pig o =1
i k":ﬂ
Zeista, ako je ovde

n-%
. - e N K"I{'E-Zf’.
Ko b by KoLtk L, Wyl

_ F I
P'-’*r"!Z Z ’ A Pé‘ii'i"'zﬂ

odatle na osnovi formula /13/ iz prvog dela neposredno sledl
dokez tvrdjenja.

Na slidan nadin mo¥e se definigati zakon verovetnole zs ms
koji skup od = sludsjnih veli&ine X 43 X, 4oeere X g
gde je vw¢ 8 «n.

Kads je n = 3, tj. kada je posmetrani sludajan
vektor trodimenzionalan, moguée je vrlo jednostavno i geo-
metrijski ofevidno interpretirati mnoge prethodno definisa-
ne pojmove. Na taj nadiin je isto tako vrlo prosto grafiﬁko'
prikazivanje zakona verovatnoée marginalnog resporeda, Te-
ko, na primer, 8ko se izvrsi grafidko prikaszivanje sludaj-
nog vektora & = & (X, X,, X, )

h X,

AN
|
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tads je sa slike odigledna gledels relscija:

P {X; =4, f % : o
- - = . =
1‘{ > 3 : pil-j,:j.i Jé— pdsl-g“jsi; pi; .
pa Je, prema tome, zakon verovatnode marginalnog rasporeda
slucajne Veli§1n3'13 dat sledeéim skupom perova:

X: 0, 15 2, S o0 *’, !!iilk

5
poa‘ Pls. p25' :”'PV?’."" x 3

Na isti nadin se mo¥e nadi zakon verovatnole marginalnog
ragporeds sluajne velicine Xé, odnoeno Xl. Tako, na pri-
mer, skup psrové

3
[ P55, 1]

predstavlja zekon vercvatnoée msrginalnog rasporede promen-

13iive Xé, gde je

3, = o=

12. ‘ pil-J|i2.j Z Pd, 91 -d
d=° 4=

"i_*:_z *‘&fz

AR = P EPYE s P3yip keip=]

Jro v O

- NedJjimo joS zekone verovatnoéa merglnalnog raspo-
reda z& sludaj uniformnog zakona verovatnoée slucajnog vek-
~i
toralg = A QXi, Xz, coe Xﬁ). Kako je tade

1 -

P TTE T - I}
ili2 veody ¢ -
n -1
to je, na primer:
M-y
-b - Wa o
S P L™ k- 2;041 z (:If§:""j-:|-"l']5"2\l

L SN J R IR L.~ PR PR P
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inog rasporedsa slulaj-

Prems tone, zakon verovatnoée margina
dat je sledeéim

nog vektora A u odnosu na promenljivu Xl

skupon parove

Xlz Q, 1, 2ysres Vv
(k:.n-e) (k-tn-’-a) (ki-n-lt-) (k:,n; v ;2)
Nn=2 N-2 Ne? Vel

(H%,T

,( n-1y’ E?n—?)' Tkin-I)*"° (EIE-I ’
n-1 | ( n-1l {nnl,) n-1 ) -l
1 oblik 2zakona verovatnoce marginalnog ragpore-

Potpuno 1is
itanju uni-

da imaju ostale slucajne velicine Xi' kada je ury
formni zakon verovatnode sludajnog vektora T,

FUNKCIJA MARGINAINOG RASPCREDA «TICATNOG VEKTORA A

Definicije 6:
Pod marginalnom funkeljonm rasporeda promenljive

Py podrazumevs se gledeéil izraz:

| Pr{Plﬁ-“’l j= Py (o) 0 315!

De bismo mu izradunali vrednost, pretposraéimo da Je

P, & 44 < P a1 |
. - B -4
Tada Je | . it _f
{ } N7 { - - N 4
PPy g "céqPr pl"pil = /
= e

Na slisn nadin mo¥e se izraduneti funkcijs marglnalnog Tas-

poreda ma koje promenljive P,

| {f’ L, ; F ()

gde indeks # kod F, znacl da se pomenuta funkcije odno-

si na sludajnu velidinu p, .
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Naime’ J fv
My
Pai Byf oy f T X L Z Py
2] h= J'l:f]

pod pretpostavkom da Jje
P“'(‘-‘v < A, < P

v{i-t,,+4
Definidimo sada marginalnu funkelju rasporqgf PLo-

menljivihk pyy Py --ve Py (r <n) sludajnog vektoras 4,

lgefiLni_ci_,ja 7

Pod merginalnom funkcijom rasporeda promenljivih
Pys Pos ee-s Py podrezumeva se sledeli izraz:

L= :
P{pl“:c’(‘li p’(_)‘t)(zg o--tp /rJ“Fl(zjiﬂ'ir i‘: )

0"3‘(1 i-l, 2, ae s L

gde indeksi 1, 2, ... T oznalavaju da se funkeija Fy 5 .
' el B e
odnosi ne sludajne veliline Pqy Poy ++¢ Py

Vratimo se sade ne primer rasporeda k elemena-
ta u n éelijs i za taj sludej izradunajmo oblike gnall-
tiékih izraza, prethodno definisanih pojmova, Ako s»

p1112 o os in oznadimo verovatnoéu datog ragporeda, tads

je, na primer, funkcijs marginalnog rasporedad pramenljive
Xl sledeéeg oblika:

U

L
r__.
1 - }_ \} _ . » p— q* (nJ * | ——
f{men)e) ninenls ) dlenln);
4 =0 w20
:?,_* ’ ' P ., ..
w0 %‘g £ e ¥4 U

Na slidan nalin se moze pokazati da je funkecije morginal-
nog rasporeda ma koje promenljlve X;;Jednaku

“;:f k-t., } Dmg
]__}{X.,,S L._,,}: Z. /. Z— FL ‘- i a;'ﬁ(t},.)
,},Fd b

P;’c}
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pri demu indeks ¥ oznalave da se pomenuta funkeija odnosi
na sludéajnu velicéinu X,, ,

Osobine prethodno definisane funkelje neposredno
slede iz njene definicije. Pre svega, olevidno je da ona
zadovoljava uslov

F, (1,)20
dok Je za 1, = k
Elk) = 1
t3, uvek je 0 £ P (i.) § 1 za svako v=1, 2, +.. R
Tzradunajmo sadas funkciju marginalnog rasporeda
promenljivih X, X5, .... X,. Da bismo to udinili, posluii~

temo se formulom ,26/ iz prvog dela, na osnovi dega je lako
videti istinitost sledeleg odnosa:

v Mmrv-3

huu ke ,é*q”/m;ﬂl’*'r!?
F = Z. L ol Pukgin

Lo olyes Ly-4 “d Loz 0
naravno pod pretpostavkom de Jje

[# 4*(-1Lk]
j 2 )
5

( .
1,2,..08 il’i2""is} =1- JZ: Sv

v x4

i

Prema tome je konacno

Na slidan nadin mogu se izradunati analitidki izraz funkci-
ja marginalnih rasporeda ostalih skupova promenljivih., Lako
je pokazati da je ukupan broj svih moguéih funkcije margi-
nalnih rasporeda k elemensta u n ¢elija jedngk”

> (221l 1)

U sludaju uniformnog rasporcda, tj. kada je
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l .

P I
1112 v 4. 1n 'm’ 3
& n - 1 |

fﬁnkcija marginalnog ragporeds promenljive Xy imade slede-

&1 oblik:
(k -4 ¢n- 2)
n -w2

(1,) 21 = _““IE"I“EH:TI)““

(k-i.._-l_-n-2)
2 .

1 2‘}#-!5!(11’ 2“.'1}.1- (kjn-I)#
1

dok je uopste

naravno pod pretpostavkom da je

[k v (Y

42 | § = 1,2,.0.8

L ~
USLOVNI ZAKON VEROVATNOCE SILUCAJNOG VEKTORA A

Definidimo prvo uslovnu verovatnodu. Uslcvnom Vo=
povatnodom da &e promenljiva Py uzeti vrednos?t p11 s Do UZE-
1

ti vrednost pgi yeses . D, uzeti vrednost 3’1 pod. uslovom
2 P v
de P, 49 veé ima vrednost p941 5 ceee Pp veé ima vred-

- v4l?
nos?dt pnin’ nazive se sledeél izraz:

| F =, =p.4 | P, 1150y N
Pri S Pz“Pziz’--,P, _puiw‘py,;l"PVJ_l,iv-l‘l,o--pn pninf

Kao $to je skoro ofevidno, vrednost te vetovatnoée dobije
se na ovaj nalin: |




* -
‘Pr{ P17P11,, P27Pai,,  Px Pt
F {va¥l'pv4l N R Pn_pnigg

Definicije 8:
Pod uslovnim sakopom verovatnoée posmatranog slu-
cajnog vektora A podrazumeva se slededi skup vrednosti:

L - " "" P P ‘l
[E:{ﬂ“ﬁa.,' | ]:».,m“ wiperr b ””*wbh ’”ml

Jzradunajmo sada uslovau verovatnodu za siucaj
rasporeda X elemenata u n delija. U tom cilju oznacimo

%8 Piyig,ccededd, 4y oee 1, verovatnoéu da se u prvoj deliji
nalazi 11 elemenata, u drugoj 12... uve-toj 1, ,pod uslovom
da Je ved u {v4l)~vo] Celiji % v-&l . 8lemenata, a u n=toj
in elemenata. Tada Je

P1.4 4
p 1 2 LI I n -
iv41’i!*2’!1' inl-

piliz « »e iﬁ

Ke oy “‘"1’(‘1'_".2_ l;v-'z,l-a,f
T r&-N?;
) e . E P .
Lye4=0 - Ly tz - ot
vi‘f";" ﬁrzro

gde Je Ay = 2.t

itd. Javes

MATEMATICKO OCEKIVANJE I MOMENTI

U dosadasnjem izlaganju bile su posmatrane i prou-
dene neke najosnowmije osobine i karakteristike slucajnih
zakona verovatnode i distribucija frekvenclija /odnosno nji-
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hovog geometrijskog analogona sludajnog vektora A/ onlih obe-
lezja koja mogu imati samo konadan broj vrednosti., U daljo}
diskusiji bide definisani pojmovi kao ito su matematidko
ofekivanje, momenti, varijansa itd. DefinisSimo sada matemas
ti8ko ofekivanje slucajnog veklora A, geometrijskog ekviva-
lenta posmatranog sludajnog zakona verovatnode.

ggfin;cija 9:
Pod matematickim olekivanjem E /17 vektora A pode
razumeva se slededl izras:

7 Ny
Ly r -’ thf"‘”
E(A): f:* PiA = f A.i( Pipil ?1912, oo ?11)1& =
o= I = 4 ‘

(ZPipi. _L, Pi.”'b’; Pi)

o= f

- A( (p1 , E pzi ses B(D ))

Dakle, kaoc $to se vidi 15 definieije, matematidko ofekiva-
nje slucajnog vektora A je vektor; zbir koordinata tog—vekto-
ra mora da bude jednak jedinici. Zalsta

e Lk ii N m

\,\ \

/ ) . = 1
ey (pd) -/- L‘__'” 1947 é_ 5) : 13

Prema. tome, matemwtlcko ocekivanje slucajnog-vektorakt A je
takav vektor A gija se krajnja tacka nalazi u onoj tacki hi-
perravnl Xo + Xg + eee + Xy = 1, ciqg su koordinate Ethpi,
$3. u talki A| Efp,), E(Pp}s soe E{pn)} 5

U eilju ilustracije posmatrajmo opet primer, kojl
ge odnogi na raspored %k elemenata u n delija. U ovonm
sludaju potrebno je izralunati matematidko oCekivanje vek-
tora ﬁf[Eﬁ, Xé, ¢oe Xh). kojli jo geometrijski ekvivalent
digtribucije frekwencija k elemenata u n ¢éelija, Po de-
finiecijl matematidko ocekivanie B /A/ jednako je sledcden
ilzrazus
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ﬁ':S‘i?fzm-'(
Ps F-CHI 1-‘,{;
E(A)' : Z P j A(i i PR i )p . "- -
C AmB O imea= O i;:.;n 1reer i 1112' **7n

]

« K|B(X), B(X), oo E(x,)J

pri Eeﬁu je

3 -
BX) = o Pt
b= O
gde Je
' o mevey
u-ly A,
th) <, )
L“‘n. L_ LV Pf,_,} L’ « * & ‘;4]
¥ 130 ‘uig*a

Prema tome, matematidko ofekivanje Je vektor

by

-y = « (n) o (n) . (1) -
E{A}“ A ( Z_ Pi , 11; > pi 12; .o s L pi in }

) 1 - fi—é‘ 2’ i’m“.’ n'
g4je kooxrdinate zadovoljavaju uglov

2 \
L E(x.,} x K

v A

7ainta, na osnovi definicije Je

& = () e — (n)
2 EgXu) = / Z pi, 1y = f i‘, . piwl s X
ve 4 = A ;. - v= 4 ‘.v= ;. .

U sludaju tri dimenzije, tJ. kada je n = 3, mate-
matidko ofekivanje slucajnog vektora & mo¥e se predstaviti
geometrijski vektarom, gija krejnja talka lezii u onoj tacki

hiperravni X, + X, + X4 = k, koja ime koordinate E(Xy = Xy,

-,

E(X) = Xy El(X) = X3 x,
|
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Kada je raspored uniforman, vez teskoda se moze videti da
je u tom slucaju E(X.) = K , odnosno da je matematicko ocle~

n
kivanje oblika
n(F) =5 & o E)

Definicija 10:

Predjimo sada na definictju momentsa sludajnog vek-
tora. Pod momentom m-tog reda u odnosu na neki vektor A =
- Ao(:pol’ Poor **e pon) podrazumeva sg gledeci 1lzraz:

- .k
(J,muE(A-AQ)

pri ¥emu koordinate vektora Ay moraju zadovoljavati uslov

g

2. Poi T L

=1
Iz definicije momenta lako je videti da on moZe
biti skalarna velicina 111 wekior prema tome da 1i1.Je 5 pa~-
| v,
ran ili neparan broj /naravno pri tome ~-86 pod (A - AOI

podrazumeva skalarni proizvod vektora(f-— KQ} gamim sobonm .
Kako je, u stvari, moment m~tog reda matematidko olekivanje
m-tog stepena sludajnog vektora.ﬁgf—-z;l , lako je videti
da se on mo¥e izraziti na slededi nacins

; e ir-h-—ar ~ 11
L= 4
v
= 7 B{ Al Ao
£ TLUTLFLL = Poys Pyp = Po2r ot Pin T Pon/

—i o
Ako umesto vektora Aj stavimo vektor E /A/, tades se oleki-
vana vrednost Ef'ﬂ'- E(A}} M aziva centralni momenat reda

m i oznacdava se sa Vo

’ _ — .-..—g,,.*:.;rm
v = E[&~ BE)

U sludaju kada je m = 2, dobije se centralni momenat drugog
reda, koji demo zvati varijansa 1 oznacavati slovomd?z.Pre-
ma tome Je

¢2 a5 [f-8B))°




vrio je lako pokazati da seo varijansa moZie naplsati u sle-
dedem oblikus

2. 5(Xf - [=D

511, ako se izraduna, onda je

] 2

-

"N

| e 2 2 2
2 5 -.
2= 2 4. Bypyy - P
=¥ 1713 Lé.{ ol
Varijansa kao pojam wide o0d izvanredne vainoati u daljim iz~
laganjima, kada se bude proucavao varijabilitet.

Posmatrajmo opet piimer rasporeda k elemenala u
n d&elija, pri cemu je verovatnoéa datog :Egporeda  FEFE
2ev 1o Ako u ovom sluéajuﬂfznaéimo sa B /A/ matemati%k oce~
kivanje sludajnog vektora A, tada Je

| —=, 111
gl X~ EK)} =

w- <
1

m
) Eh“rt
\

oy, ; , ym o
=‘£:# oo z{ﬂ_{ﬁm;l-ElXQ fiz“EtXé>""infE*Xﬁﬂ} piiiZ"in

bpn 20 4m-a=7 Ly =C
m-ti centralni momenat. Na potpuno igti nadin moZ¢ me defi~
nisati momenat u odnosu na ma koji drugl vektor,cija kraj-
nja talka leZl na hiperrawl X, + Xp t e + X, - X, 1 to u

A
L

oblasti pozitiwvnih koordinata. U sludaju kada jem = 2 cen-
tpalni momenat postaje varijansa i tada Je

s | 2 4‘2 | ' ,--5-\...2
E{ L~ gfp))” = BA) - [Eix)] -
Al |
th E"1"I'I s " e 2
X a0 M ettt T /
5T & 7 = 2 N Y )
=/ VAR Z__,.:“"J/ ﬁ,,t,, P (4{: ¢ o
’tn:'ﬁ ;’?.':0 d""‘ i o“':"f L‘:‘::}

Predjimo sada na problenm proudavanja varijabilite-
ta 3 mogufnosti njegovog merenja. Pre svega podsetimo se na
to da kada je u piftanju bila obidna sludajna velidina, da Je
varijabilitet bio meren odstupanjem pojedinih vrednosti te
gludajne velicéine od njene oSekivane vrednogti., Medjutim,
taj ge metod direkino ne mo¥e primeniti kada su u pitanju
sludajnl zakoni verovatnoéa, odnosno distribucije frekven-
oija. Medjutim, ako se pomenuti pojmovi zamenc avojim prie-
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rodnim geometrijskim ekvivalentima, vektorima, tada j¢ mogu-
da skoro neposredno primenitl prethodnu ldeju za meyenje
varijabiliteta., Da bl se stvar Sto jednostavnije predetavi-
1e 1 da bi se mogli koristiti geometrijskom.tnterpretacijom,
pesmatrajmo, pre svega, sludaj kada je n = 3. Tada 8¢ pret-
hodna hiperravan o kojoj Je veld svodi na obidénu ravan,

velidinu varijabiliteta mer%ﬁ;mo odstupand;m.po-
4edinih realizacija sludajnog vektora A od njegovog matema~
t15k0513§ek£?anja na sladeéi nading Fosmatrajmo slucajni
vektor A = A{Dy, Dps Py} 3ije Je matematifko olekivanje
B(X)l= & [ E(py) s E(py)e E(pg)]s neka Je

~ ~% .
Ay = Ay ( Py, Ta2 Py3)

~ I
realizacija od A, pri Semu Je za svako i, ‘;; Pyy = 1, Ako
»)

gada izvriimo graficko predstavljanje,dobiéemo sledeéu glie
f |
"%

Posmatrajmo sada oba vektcralifiqzi. Njihovo uzajamno od-
stupanje moZemo meriti na dva nadina: veli&inom ugla kofi
Eni zaklapaju 11i rastojanjem njthovih krajnjih talakr Ly 1
A, Medjutim, koriséenje ugla u ciljn merenja uzajamne; od-
stupanja dovelo bl do s pvesnih nezgoda ako bismo zeleli d.
uporedjujemo varijabilitet -dva gsludajna zakona verovatnodle,
odnosno dve distribucije frekvencija, Jer taj nac¢in u mno-
gome zavigl pod 2. Iz tog razloga bice korisden drugi od
‘pomenutih nacina, Prema tome, kao meru odstupanja vektora'ﬂi
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r
koristidemo du? koja je Jednaka modulu razlike

od vektora A
pomenutih vektora. Konaéno meru varijabiliteta dobicemo na

slededi nacin . - | - a
Formirajmo kvadrate modula vektora A; - A za sve

i =1, 2, «ss N, dalje izracunajmo aritmetidku sredinu tako

dobijenih vrednosti

—y

L
%Z;‘H-Aii‘ !y

-

P smatrana velicina se svojom struktuggp.nameée kao prirodna

abiliteta sludajnog vektora A, PokaZimo sada da.je

mera varij
g reda slu-

dobijeni izraz u stvari centralni momenat drugo
cajnog vektora'Xl 7aista, kako Je

izi -flg = {‘Ei 'i}z) i
Iy
7 = B

to odatle nmaSe tvrdjenje neposredno proistice,
7a konadnu meru varijabiliteta nzetemo /slicéno kao

4 kod obidne slucajne velidine/ kvadratni koren