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UvOD

Polugrupa je jedna od osnovnih algebarskih stru-
ktura. Zbog "siromaftva" ove strukture pristupa se njenom
"obogadivanju", tj. dodavanju nekih specijalnih uslova. Na
taj nadin se dobijaju razne klase polugrupa koje su predmet
izu¥avanja Teorije polugrupa. Dobiveni rezultati direktno uti-
%u na prouavanja "bogatijih" algebarskih struktura, a samim
tim i na istraZivanja kako u &isto algebarskim tako i u dru-

gim matematickim disciplinama.

Pojam mregularnosti prvo je uveden za element pr-

stena, a u Teoriju polugrupa ga uvodi Putcha , 148 |. Klasa

r—-regularnih polugrupa je veoma Siroka, naprimer obuhvata

klasu periodi&kih polugrupa, pa je moZda to razlog sto pod-
robnije proudavanije ove klase polugrupa pocinje tek dve do
tri godine unazad. Pri tome ovim polugrupama su davani raz-
ni nazivi: stepeno regularne a zatim r-regularne u radovima
S. Bogdanovida i §. Milida, kvazi-regularne u radovima J.L.
Galbiati i M.L. Veronesi, eventualno regularne u radovima P.

Edwardsa i D. Easdowna i kvazi periodidke u radovima Sevrina.

Kongruencije na regularnim polugrupama su dos-
ta proudavane, a kod nas jedino u radovima B. Alimpic 1 D.

Krgovié. U ovom radu su ispitivane kongruencije na n-regula-




V.
rnim polugrupama i na nekim njenim podklasama. Ova problema-
tika je do sada, prema dostupnoj literaturi, veoma malo pro-
uavana i to u radovima |[8],|10, 17| ,]23] i uglavnom su prou-
¢avane kongruencije koje razdvajaju idempotente. Ovde, u
Glavi IV takodje proudavamo ovu vrstu kongruencija, ali sa
drugac¢ijim metodoloskim pristupom. Kongruencije koje raz-
matrame u Glavama II, III, V 1 VI na g-regularnim polugru-

pama do sada nisu proucavane.

U Glavi I su navedeni c¢snovni pojmovi © polu-
grupama i o relacijama na njima. Takodje su dati pojmovi re-
gularne i w-regularne polugrupe 1 u vezi sa njima su navede-
ni neki vaZni rezultati koji se koriste u narednim glavama.
Pojmovi i rezultati ove glave nisu originalni ved su preuze-

ti iz citiranih radova i monografija.

U clavi VI nisu originalni pojmovi dopustivog

1 normalnog razbijarija, dok su svi-ostali pojmovi i rézultati originalni.

Na poéetku Glave II, u Lemi 1, uopsStavamo poz-
natu Lallementovu lemu, a zatim uvodimo pojam r-kongruencije
r—-regularne polugrupe S (Definicija 1). Ovaj pojam je veoma -
bitan za ispitivanja koija su vrsSena u narednim glavama.
U Teoremi 1 je dokazano da kongruencija p rn-regularne polu-
grupe S Jjeste r-kongruencija ako 1 samo ako je S/p regula-
rna polugrupa. Ovo znac¢i da ortodoksne, inverzne i grupne
kongruencije, koje su kod regularnih polugrupa dosta ispiti-
vaneé , kod #w-reqularnih polugrupa moraju biti r-kongruen-
cije. Ovde uvodimo i pojam r-homomorfizma i dokazujemo da na
T—-regularnoj polugrupi svakoj r-kongruenciji odgovara r-homo-

morfizam i obratno, svakom r-homomorfizmu odgovara r-kongru-




encija, (Teorema 2). Zatim uvodimo pojam samokonjugovane
podpolugrupe n-regularne polugrupe (Definicija 3} i pojam
r—-konvencionalne polugrupe (Definicija 4). Rezultati koje
dalje dokazujemo opisuiju osobine w-konvencionalnih, w-orto-
doksnih, rn-inverznih i strogo wm~inverznih polugrupa 1 r—-grupa
pomoéu kongruencija, homomorfizama, idempotenata i inverznih
elemenata. Pri ovome uopitavamo neke rezultate i1z Teorije
regularnih polugrupa. Definicijom 5 uvodimo pojam r-polupro-
ste kongruencije koja ¢e u narednim glavamo imati veoma vaznu
ulogu.

U Ta&ki 1 Glave III najpre uvodimo pojmove inve-
rzno zatvorene, strogo inverzno zatvorene, normalne i r-polu-
proste podpolugrupe n-regularne polugrupe. Od rezultata is-
tifemo Teoremu L.l u kojoj dokazujemo neke vazZne osobine

jezgra f{(r-poluproste) kongruencije np-ortodoksne polugrupe.

U Tadki 2 najpre uvodimo pojam r-polugrupe (De-
finicija 2.1) koji e za razmatranja u narednim glavama biti
veoma bitan. Klasa r-polugrupa je podklasa klase r-regularnih
polugrupa, ali je bitno $ira od klase regularnih polugrupa
$to se vidi i iz navedenih primera. Dalje definisSemo kongrue-
ncijski par strogo r-inverzne r-polugrupe S (Definicija 2.3)
i dokazujemo Teoremu 2.2. kojom se tvrdi da svakom kongruen-
cijskom paru odgovara r-poluprosta kongruencija 1 obratno,
svakoj r-poluprostoj kongruenciji odgovara kongruencijski par.
Ova teorema uopftava rezultat M. Petricha {45|za inverzne po-
lugrupe.

Glava IV ima tri paragrafa u kojima razmatramo

kongruencije koje na n-regularnoj polugrupi razdvajaju idem-




potente. U ovoj glavi dosta koristimo ekvivalencije L*, &%

i 4#* koje su u radu |16 uvele J.L. Galbiati i M.L. Veronesi.
Ove relacije predstavljaju jedno uopsStenije poznatih Greenovih
relacija. Na podetku Talke 1 dajemo potreban i dovoljan uslov
da r - poluprosta kongruencija na wn-regularnoj polugrupi raz-
dvaja idempotente (Teorema 1.1}, a dalje opisujemo najvecdu
kongruenciju koja razdvaja idempotente na rn-regularnoj po-
lugrupi (Teorema 1.2), na r-polugrupi (Posledica 1.1), na
T-konvencionalnoj polugrupi (Teorema 1.6), na 7-ortodoksnoj
r-polugrupi (Teorema 1.7}, na strogo m-inverznoj polugrupi
(Teorema 1.9) 1 na strogo rinverznoj r-polugrupi (Posledica
1.2). Ovi rezultati uopsStavaju opise kongruencija koje raz-
dvajaju idempotente na odgovarajudim regularnim polugrupama.
Posledica 1.3 opisuje najmanju r-poluprostu kongruenciju

Koja na r-polugrupi razdvaja idempotente.

Iz prethodnog sledi da na r-polugrupi imamo opi-
se najvece i néjmanje r-poluproste kongruencije koje razdva-
jaju idempotente, Sto povlaci da r-poluproste kongruenciie
kKoje na r-polugrupi razdvajaju idempotente Cine mreZu. U
Tacki 2 uvodimo pojmove L*-(R*-) zatvorenog, L*-(R*-) samo-
konjugovanog i H*-regularnog podskupa rmregularne polugrupe.
Pomocu ovih i ranije uvedenih pojmova na r-polugrupi defini-
Semo skupove 4 i £ kao familije nekih podskupova sa speci-
Jalnim svojstvima. Pomenutu mreZu kongruencija opisujemo po-
mocu bijekcije iz skupa B8 na skup svih r-poluprostih kon-
gruencija koje na r-polugrupi razdvajaju idempotente (Teore-

ma 2.4). Ovaj rezultat uopStava opis mreZe kongruencija koji

je dala R.Fiegenbaum u radu |12| za regularne polugrupe,
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U Tadki 3 su razmatrana jo$ neka svojstva ko-
ngruencija koje na n-reqularnoj polugrupi i na nekim njenim
podklasama razdvajaju idempotente, a uopdtavaju se rezultati

D. Krgovié [29].

U ¢clavi V razmatramo grupne kongruenclje
r-regularne polugrupe. Najpre dajemo opis grupne kongruenci-
je, a cilj daljeg rada je Opis najmanje grupne r-poluproste
kongruencije na r-polugrupi (Teoreme 3 i 5). Posto je unive-
rzalna kongruencija w= SX5 najveda grupna kongruencija,
sledi da grupne r-poluproste kongruencije na r-polugrupi Ci=- -
ne mre¥u. Teorema 7 daje opis ove mreZe pomocu bijekcije iz-
medju skupa ¢ koji definiSemo i skupa grupnih r-poluprostih
kongruencija na S. Takodje dajemo opilis najmanje grupne r-po-
luproste kongruencije r—ortodoksne r-polugrupe (Posledica 1)
i r—konvencionalne r-polugrupe (Teorema 4). Na kraju glave
opisujemo najmanju m-ortodoksnu i najmanju inverznu kongru-
enciju n~-regularne polugrupe (Teoreme 9 i 10).

U Glavi VI razmatramo kongruencije cije su
restrikcije na skupu idempatenaté r-polugrupe jednake. U
uvodu glave data je poznata definicija dopustivog razbija-
nja skupa E idempotenata polugrupe S i navedeno Jje da
kongruencija{r-regularne) polugrupe indukuje na skupu E do-
pustivo razbijanje. Interesantan je obratni problem. ako je
U najmanja samokonjugovana podpolugrupa r-polugrupe S ko-
ja sadrzi skup E 1 1 normalna kongruencija na U, tada
je opisana r-poluprosta kongruencija na S koja na skupu E
indukuje isto.razbijanje kao i 1, (Teorema l). U Teoremi 2

je opisana najmanja takva kongruencija. J. Meakin je u radu




Vi,

35| definisao normalno razbijanje podpolugrupe E ortodoksne
polugrupe. Tu definiciju koristimo i kod w-ortodoksnih polu-
grupa jer Jje po Teoremi II 5 RegS ortodoksna polugrupa. Na
r-ortodoksnoj r-polugrupi dajemo opise najmanje i najvecde
r-poluproste kongruencije ¢ija se restrikcija na podpolugrupi
E poklapa sa ekvivalencijom koja je indukovana normalnim

razbijanjem, (Teorema 5 i 6).

Materijal iz Glava I1I, IV 2, IV 3, V i VI prvi
put je 1izloZen ovde, materijal iz Glave III, mada ne u potpu-

nosti, izloZen je u radu |46], a materijal iz Glave IV 1 u

radu [47].
Literatura korisdena pri izradi ovog rada navede-
na je na kraju i Cini je 53 bibliografskih jedinica.

Docent Dr Stojan Bogdanovié mi je, kao i u dru-
gim prilikama, i ovaj put svojim savetima bio od izuzetne

koristi za sta mu se posebno zahvaljujem.
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ELEMENTARNI POJMOVI | "-REGULARNE POLUGRUPE

1. ELEMENTARNI POJMOVI

l.1. Binarnom operactjom na skupu S nazivamo
preslikavanje SxS u S, gde je SxS skup svih uredjenih
parova elemenata iz S. AkKo jJe operacija multiplikativna, on-
da sliku u S elementa (a,b) 1z 8xS oznacdavamo sa a-+b.

Naj¢esce je tacdka izostavljena i piSe se samo ab.

1.2, Grupoidom nazivamo uredjeni par (5,.) ne-
raznog skupa S 1 binarne operacije "." definisane na

njemu. Cesto demo pisati samo S umesto (5,7).

1.3. Binarna operacija "-" na skupu S nazi-
va se qgsoecitjativnom ako je ispunjeno

(Y a,b,c€8)( a-(b.c) = (a-b)'c ).
Polugrupa je grupoid (S, ), pri ¢emu je operacija "-" aso-

cijativna. Dalje ¢emo krade pisati "S je polugrupa”". Podgru-

poid polugrupe S <f<¢emo nazivati podpolugrupa.

l1.4. Elemen e S nazivamo desnom jedinicom
grupoida S ako je xe=x, za svaki x&€ S. Analogno se de-
finiSe leva jedinica. Element e&€ S Jje dvostrana jedinica
grupoida S 1ili prosto jedinica ako je e istovremeno des-

na i leva jedinica grupoida S.




1.5. Grupa Jje polugrupa S pri ¢emu je

(Vx € S) (ex=x)

(Yx € s) dx *€s) (x 'x=e)
gde je sa e oznacena jedinica u S,

1.6. Polugrupa S Je komutativna ako je

(Y x€8) (WyES) (xy=yx)

1.7. Element x € S nazivamo idempotentnim

ako je x2 = x. Komutativnu polugrupu &iji je svaki ele-
ment idempotent nazivamo polumreZa. Polugrupa S Je

pravougaona traku ako je aba = a za svaki a,b&s.

1.8. Red polugrupe S jé broj elemenata u 5,
ako je S konac¢na, u suprotnom S dje beskonadnog reda. Va-
¥i da je red S=kardS . Polugrupa &iji je red 1 Je trivija-
lna polugrupa.

Red elementa a polugrupe S Jje red ciklicne
podpolugrupe od S koja je generisana sa a. Polugrupa Ci-

i su svi elementi konaclnog reda je periodicka.

1.9. Preslikavanje f polugrupe S5 U polugrupu

T je homomorfizam ako Jje

(af) (bf)y=(ab) £
za svaki a,b € S. Ako je f na, tada T nazivamo homo-

morfnom slikom od S5, a f epimorfiamom. AKO je £ 1-1,




4-
tada ga zovemo monomorfizmom, a ako je i 1-1 1 na, tada

ga zovemo tzomorfizmom.

1.10. Binarnom relactjom p na skupu A nazi-
vamo podskup direktnog proizvoda AxA. Pisademo a p b i
redi a i b su u relaciji o ako (a,b)&€p, a p cEemo
zvati jednostavno relacijom. Relacija p na skupu A je
refleksitvna ako je a p a ,
simetridina ako a p b povlaé¢i b p a ,
tranzitivng ako a p b i b p ¢ povlaci a o c,
antisimetridéna ako a po b i b p c povEali a=b

za sve a,b,c & g,

1.11. Relaciju p koja je refleksivna, antisime-
tricdna i tranzitivna nazivamo relactjom uredjengja.

Relaciju p koja je refleksivna, simetricna i
tranzitivna nazivamo relacijom ekvivalenctje.

Ako je p relacija ekviﬁalencije, ili krace ekvi-
valencija, skupa A, tada je za a € A skup ap={bEA: apb}
klasa ekvivalencije elementa a. Svaki element klase ap Je

njen pretstavnik, odnosno za svaki xCap Je xp= ap.

1.12. Relacija ekvivalencije polugrupe S Jje

desna kongruencija na S ako

(Ya,b,x&€8)( (a,b)€p => (ax,bx) E€p)
Leva kongruencija se definide dualno.

Relacija ekvivalencije je kongruencija ako
(Ya,b,c,d €8)(( (a,b)Ep A (c,d)Ep) =>(ac,bd)Ep) .

Teorema 1.1 |25|. Relacija p polugrupe S ije




kongruencija ako i samo ako p jJeste i leva 1 desna kongrue-

ncija. /=7

1.13. Ako je p kongruencija polugrupe S, tada
skup klasa ekvivalencije u oznaci S/p nazivamo koliédnik
skupom. Preslikavanje a - ap Jje prirodnt homomorfizam 1z S
na S/p 1 oznadavamo ga sa natp , pri emu je S/p polugru-

pa sa operacijom definisanom na sledec¢i nacin

(ap) (bp)={ab)p
za svaki
ap, bp &€ S/p.
Teorema 1.2 |25| Ako je p kongruencija polugru-

pe S, tada preslikavanje natp: S - S/p definisano sa

xnatp = xp (x &€ 8S)
jeste homomorfizam.

Ako je ¢ : S » T homomorfizam polugrupe S u
polugrupu T, tada relacija

kers = ¢-¢ '= {(a,b) €SxS : a¢ = bi}

jeste kongruencija na S 1 postoji monomor fizam a:S/kexr¢y »T
takavda je dijagram
¢

sE — T

nat (kerg¢) l ,/g

S/kerd¢

komutativan, to jest da vazi nat(kerp) ra=¢.

Teorema 1.3 |25 Ako je p relacija ekvivalenci-

je polugrupe S, tada je

» =1{(a,b) € sxs : (¥x,y € s!) (xay,xby)Co}




najveda kongruencija na S sadrzana u op.

2. 7w=-REGULARNE POLUGRUPE

2.1. Polugrupa S Je regularna ako

(Ya € 8) (Ix& s) (a=axa).
Pojam regularnosti prvi je uveo J. von Neumann (On regular
rings, Proc.Nat.Acad.Sci., USA, 22(1%936), 707-713) za elemen-
te prstena. Element prstena, je ustvari, regularan ako je
regularan kao element multiplikativne polugrupe prstena.

U ops3toj teoriji polugrupa regularne polugrupe
pod nazivom "demi-groupes inversifs" su prvi put razmatrane
od strane G. Thierrina (Sur une condition necessaire et suffi-
sante pour qu un semigroupe soit un groupe, C.T.Aca.Sci.,
Paris, 232 (1951), 376-378).

G.Thierrin je u ?omenutom radu, izmedju ostalog,

dokazao slededu teoremu koju ¢emo kasnije koristiti.

Teorema 2.1. Ako regularna polugrupa S ima sa-

mo jedan idempotent, onda S Jeste grupa. | /=7

2.2. Polugrupa S Je sw-regularna ako

(Ya € s) dm € §) (Fx € s)a™=a"xa™,
a sa N je oznacen skup prirodnih brojeva.

Pojam n-regularnosti u teoriju polugrupa uvodi
M.S. Putcha (Semilattice decomposition of semigroups, Semigro-
up Forum 6, No 1, 1973, 12-34). Podrobnije proucavanje ovih
polugrupa pocinje tek tri-Cetiri godine unazad i to pod raz-

nim imenima: stepeno regularne a zatim w-regularne u radovima




7.
S.Bogdanovida i S. Bogaanovida i S. Milica, kvazi-reqularne u radovima
J.L. Galbiati i M.L. Veronesi, eventualno regularne u rado-
vima P. Edwardsa i D. Easdowna i kvazi-periodicke u radovima
Sevrina.

Klasa n-reqularnih polugrupa je veoma Siroka,bi-
tno 8ira od klase regularnih polugrupa, a obuhvata, pored
ostalih, i sve periodicke polugrupe.

Sa RegS demo oznacavati skup svih regularnih
elemenata w~-regularne polugrupe §, to jest, RegS={a € S5:
(dx € s)a=axal}.

Ako je a=axa, tada (ax)“=axax=ax 8to znali da
skup idempotenata w-regularne polugrupe S nije prazan 1

oznacavademo ga sa E(S).

2.3. Element a“ polugrupe S Jje znverzan ele-
mentu a€&€ s ako je a=aaa i1 a’=a’aa’. Skup svih eleme-
nata polugrupe S inverznih elementa a € S d¢emo oznadavati
sa V(a). Ako je S regularna polugrupa, tada je V(a)#@ za
svaki a € s, i za A <SS je v@Aa)=U{v(a) : a &« A}. Na
r-regularnoj polugrupi je V(a)#f za svaki a & RegsS.

S. Bogdanovidé,|2| dokazuje slededi rezultat Cime
uwopstava poznatu Lallementovu lemu koja vaZzi za regularne

poclugrupe.

Teorema 2.2. Neka je p kongruencija n-regularne
polugrupe S i A,B & S/p takvi da je A=ABA 1 B=BAB.
Tada postoje a,b€ S takvi da a € A, b&B i va¥i a=aba,

b=bab. E

2.5. Polugrupa S je ortodoksna ako je regular-




8.
na i idempotenti &ine podpolugrupu. Polugrupa § je w-orto-
doksna ako je w-regularna i idempotentni ¢ine podpolugru-
pu, |1]

Teorema 2.3 |43| Slededa tri uslova za polugrupu
S su ekvivalentna:
(1) E(S) ije podpolugrupa od S ;

(11) Za svaki a,b & S i njihove inverzne

a’,b”, element b7a” 3je inverzan za ab;
(iii) Za svaki a,b,x,y &€ S, a=axa i b=byb

povlac¢i ab=abyxyb.
(=7

Iz ove teoreme neposredno sledi

Posledica 2.4. Ako je S r-ortodoksna polugrupa,

tada Je RegS odpolugrupa od S.
Jje g poap grup 137

2.6. Ako je p kongruencija polugrupe S, tada
se njeno jezgro oznadava sa kerc 1 definise sa
kerp = {a € S: GeEE(S}) ap et.

J. Meakin, |37 | je dokazao slededu

Teorema 2.5. Neka je S ortodoksna polugrupa 1i.

o kongruencija na S, tada je V{kerp) < kerp.

/=7
2.7. Polugrupa S je inverzna ako za svaki

a € S postojl jedinstveni x € S da je a=axa 1 x=XaX.

Teorema 2.6. |25[Pobxpxpa S Jje inverzna ako i

samo ako S je regularna i idempotenti iz § komutiraju./:7
Slededa dva pojma uvodi S.Bogdanovidé u radu |IT.
Polugrupa S 3je wn-inverzna ako za svaki a& S postoji
prirodan broj m 1 jeainstveni x&S da je a=axa& i x=xa'x. Poka-

zuje se da kod n—-inverzne polugrupe idempotenti ne moraju &initi podpo-
lugrupu.




Polugrupa S Je strogo m-tnversana ako je w-re-
gularna i idempotenti cine polumreZu. U pomenutom radu S.
Bogdanovié dokazuje da je polugrupa S strogo mw-inverzna
ako i samo ako je w-inverzna 1 idempotenti ¢ine podpolugrupu.

Polugrupa S Jje mw-grupa ako je w-regularna 1
ima jedinstven idempotent. Ova] pojam uvode S, Bogdanovic i
S.Mili¢ u radu |5| ¢&ime direktno uop$tavaju pojam grupe kao

regularne polugrupe koja ima jedinstven idempotent.

2.8. Relacija [*, R* 1 H* definisane na wx—-regu-

larnoj polugrupi S na nacin

(i) ar*h <=> ga™ = sb
(ii) 2R*p <=> a’s = b'S
(iii) g <=> *N R*

gde su m i n najmanji prirodni brojevi da am, b & RegsS,
jesu relacije ekvivalencije. Ove relacije uvode J. L. Galbi—
~ti i M. L. Veronesi |16|. Na regularncj polugrupi relacije
L* , R* 1 H#* se poklapaju sa poznatim Greenovim relaci-
jama L, B 1 A , respektivno. U pomenutom radu autori su

dokazali slededa tvrdjenja koja Ce bitli veoma bitna za daljyt

rad.
Teorema 2.7. Neka je S w-regularna polugrupa.
(i) svaka K*-klasa sadrZi najvise jedan ide-
mpotent.
(ii) Ako a,b €S i p 1 g najmanji priro-

dni broijevi takvi da ap,quERegS, tada (a,b)e&e H* ako 1 sa-
mo ako postoje a“&€vVir(al), b < Vir(b)) takvi da je

a“al = b’bq, aPa” = adb -
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Iz dokaza tvrdjenja (ii) moZe se uociti sle-
dece:
ar*b => (Yaev@P)) @b evicd)) a‘aP=b-b9
: gq P P
aii*b => (Wa'e v(aPy) @b ev(b’)) a’a =b b7, aPa=pip-.
/=7
Neka je S p-regularna polugrupa. L*-({(A*} klasu
koja zadrZi element a € § oznacavamo sa L;(R;). Uredjenije
u skupu E*-{A%) klasa polugrupe §$§ uvedimo na sledeci nacin:

I n m n
* L= _ * * L= <
La < Lb > Sa “‘Sb (Ra g;R] > a S<Cb'S)

gde sum L n najmanji prirodni brojevi da am,bHEEREgS

2.9. Skup P nazivamo uredjenim ako je neprazan
i ako je na njemu definisana relacija uredjenja koja se najce-
¢e oznadava sa <, a zapis a <b Ccitamo "a manje ili je-
dnako b". Elemente a 1 b uredjenog skupa P nazivamo upore-
divim ako je a <b 1ili b< a. Element v uredjenog skupa P
nazivamo najvedim ako je x < v za svaki x&P. Ako je u < x
za svaki x € P, tada element u nazivamo najmangjim. Iz an-
tisimetric¢nosti relacije uredjenja sledi da svaki uredjeni
skup sadrZi najvise jedan najvedéi 1 najvise jedan najmanji
element. Najvedi element ¢esto nazivamo jedinicom, a najmanji
nulom i koristimo oznake lP i OP respektivno.

Uredjeni skup M Jje mrezZa ako svaki njegov dvo-
elementni podskup {x,y} ima 1 supremum supM{x,y} i infimum
infﬁ{x,y}. Umesto sup, {x,y} naj&eSce se piSe xvy, a umesto
infﬁac,y} se pise xAy.

Uredjen skup M Jje potpuna mrezZa ako za svaki
podskup A od M postoji supMA i infMA.

Iz definicija mreZe i potpune mreZe sledi da sva-
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ka potpuna mrezZa jeste mreza.

Teorema 2.8. |49| Ako uredjen skup P ima je-
dinicu i svaki njegov nepazni podskup ima infimum, tada je

P potpuna mreZa.

7
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KONGRUENCIJE, HOMOMORFIZMI., IDEMPOTENT!

I INVERZI NA 7m-REGULARNOJ POLUGRUPI

U ovoj glavi razmatramo neka opsta svojstva kongrue-
ncija, homeomorfizama, idempotenata i1 inverznih elemenata na
n—regularnoj polugrupi S 1 na nekim njenim podklasama. Ovde
uvodimo pojam r-kongruencije i r-poluproste kogruencije n-re-
gularne polugrupe, a ova druga ¢e imati vazZnu ulogu u razma-
tranjima koja slede u narednim glavama. Takodje, uopStavaju se

nekl poznati rezultati teorije regularnih polugrupa.

Jedan deo naredne leme, koja uopsStava poznatu Lalle-
mentovu lemu za regularne polugrupe, dokazan je i u radovima

|2} 1 |8} kao i u monografiji |3|, ali na drugaciji nacin.

Lema 1. Neka je p kongruencija r-regularne polu-
grupe S. Tada je S/p sm-regularna polugrupa. Ako je ap
idempotent u S/p , tada postoji idempotent e 1z S da je

ap=e p.Sta vife, idempotent e moZemo izabrati tako da je

Dokaz. Neka A€ Reg(S/p). 2a svaki ac A vazi
ap=A 1 a ne mozZe pripadati skupu RegS. U suprotnom bi

postojaoc x €8 da je a=axa 5to bl povlacdilo

A=ap=(axa)p=(ap) xp) (ap)=A{xplA.
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pa bi A & Reg(S/p) suprotno pretpostavci. Neka je m pri-
rodan broj takav da amEERegS. Sada postoji y&€ S5 da je
m__m _m .

a =a ya pa je

m

A =(ao)m=amp=(amyam

)p=a pyp-a p=(ap) " (yp) (ap)™
=A" (yp)A".
Dakle, AmQEReg(S/D) pa je S/p wm-regularna polugrupa.
Neka a&S ineka je ap idempotent u S/p, tada je

(1) _ ap=a"p

za svakili prirodan brco] k. Neka je p najmanji prirodan broj
takav da apEEREgS i neka je n takav prirodan broj da a"'P
< RegS 1 n >2. Ovakav broj sigqurno postoji jer ako postoji

prirodan broj s da aspééRegS, tada zbog rw~regularnosti po-

lugrupe S sledi da postoji prirodan broj r da arsp-ElRegS,

pa je n=rs. Neka xEEV{anp) i neka je e=a(n_l)pxap. Kako je

x=xanpx bice

ez=ee=(a(n_l)pxap)(a(n“l)anp)=a(n"l)p(xanpx)ap

pa Je e idempotent. Iz (1) sledi

(n-l)p__p

I
Xa ﬂap

np__np

e=3a Xa pa

=5 (n=1)p

pa je ep=ap. Iz e=a(n_l)pxap sledi eS xapSE;apS

sto je ekvivalentno sa LgfgL;. Sli¢no se dobija Se £saP ito

je ekvivalentno sa R* < R*. ,—
_ e = a /

/...

———
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Lema 2. Neka Je ¢: S5 » T homomorfizam n-regu-
larne polugrupe S u polugrupu T. Tada je S¢ n-regular-
na polugrupa. Ako je f idempotent u S, tada postoji

idempotent e &€ S takav da Je e¢= f.

Dokaz. Homomorfizmu ¢ , po Teoremi I 1.2, odgovara
kongruencija ker¢=$-¢_l = ((a,b) & Sx5 : ay =b ¢}, a monomor-
fizam g : S/kerp - T Je izomorfizam 1z 'S/ker¢ na Sé.

Kako je po Lemi 1 S/ker¢ n-regularna polugrupa, to je zbog
izomorfnosti takva i polugrupa S¢. Neka je f 1idempotent u
S¢ . Tada postoji A &€ S/kery da je Ad=f, Ako a € A, tada
je aker¢ = A 1 (aker¢la=£f. Odavde ocigledno sledi da je
aker¢ idempotent u S/ker¢ pa po Lemi 1 postoji e&E(S) da

je aker¢ =eker¢. Po Teoremi I 1.2 dijagram

$

S —> S

nat(ker¢)¢ /4f
S/keré¢

jeste komutativan, pa je ¢ = nat(ker ¢)e a. Sada je

ep= enat(kerg¢lra= (enat(ker ¢)a = (eker)u

(akerq:)cx: f. 5

Difinteija 1. Relacija  w-regularne polugrupe

S Jje r-relacija ako za svaki a & S postoji x& RegS da

je apX. E

Neka je S g-regularna polugrupa i RegS podpolug-
rupa od S. Iz teorije regularnih polugrupa poznate su razli-
Cilte kongruencije na regularnoj polugrupi RegS (grupne,

inverzne, koje razdvajaju idempotente i druge) . Ideja uvodjenja
pojma r-relacije sastoji se u tome da se ove poznate kongruencije sa RegS

prodire na celu polugrupu S, mada samo ovaj uslov nije dovoljan.U nared-
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nim glavama, uvodjenjem novih pojmova i kroz konkretne doka-

ze, ova ideja de postati jasnija,

Ekvivalencije L*, R* 1 f* su r-ekvivalencije.

Teorema 1. Kongruencija p n-regularne polugrupe S
je r-kongruencija ako i samo ako je S/p regularna polu-
grupa.

Dokaz. Neka je p r-kongruencija r-regularne po-
lugrupe S i neka je A&S/p. Tada posoji a &€ S da a&<A,
pa je ap=A, i postojli XgReg>s da je ap =xp. Odavde sledi

xp = A. Ako je v € S takav da je XTXYX, tada je

A = xp=(xyx)e= XpypXp= A{yplA.
Poito yp € S/p sledi da je A regularan element polugrupe
S/p %to povladi da je polugrupa §/p regularna.

Obratno, neka je p kongruencija w-regularne polu-
grupe S takva da je S/p regularna polugrupa. aAko a € S,
tada za ap € S/p postoji B & S/p da je ap= apB-ap 1

B

B-ap+B. Po Teoremi I 2.2 postoje x &ap 1 y &€ B da
je x = xyx i vy = yxy. Dakle, x&RegS a iz X€Eap sledi

Xp= ap &to znadida je p r-kongruencija.

/=7
Definicija 2. Preslikavanje $: S > T g-regular-
ne polugrupe S u polugrupu T je r-preslikavanje ako za

svaki a € S postoji x € RegS tako da je a¢=x4¢. /=7

Teorema 2. Ako je p r-kongruencija n-regularne
polugrupe S, tada je preslikavanje natp : S - S/p defini-
sanc sa

(2) xnatp = Xp (x € S)

r-preslikavanje koje je homomorfizam.
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ako je : S - T  r-homomorflzam s~regularne polugrupe S u
polugrupu T, tada relacija

(3) ker$ = 6.4 "= {(a,b) € SxS : a¢= bo}
jeste r-kongruencija na S 1 postoji monomorfizam a: S/ker¢ -~ T
takav da je dijagram

S

¢
—
nat ker¢)| //?
S/kerdé

T

komutativan.

Dokaz. Neka je p r-kongruencija w-regularne po-—
lugrupe S. Prirodno preslikavanje natp : S - S/p definisa-
no sa {(2) je homomorfizam po Teoremi I 1.2. Ako a € S, tada
postoji y € RegS da je ap= yo pa Je anatp= ap= yp= ynatp.
Dakle, natp Jje r-homomorfizam.

Obratno, neka je ¢ r-homomorfizam. Po Teoremi I.l.2Z.
relacija kerd je kongruencija na S. Kako za svaki a &€ S
postoji y€ RegS da je a¢=ys, to po (3) sledi da (a,y)
€ker¢. Dakle, kere je r-kongruencija na S. Ostatak teoreme

vazi po Teoremi I 1.2. /=7

Znadi, na w-regularnoj polugrupi postoji zatvorena
korespodencija izmedju r-kongruencija i r-homomorfizama, odno-
sno, svakoj r-kongruenciji odgovara r-homomorfizam i svakom

r-homomorfizmu odgovara r-kongruencija.

Definieija 3. Podskup A w-regularne polugrupe S
je samokonjugovan ako je aAa’&A za svaki a & RegS 1 svaki

a'EV(a)- /7
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Definietja 4. w-regularna polugrupa S je w-kon-
vencionalna ako je skup idempotenata E(S) samokonjugovan.
/=7

Ako je S regularna polugrupa tada se dobija pozna-

ta definicija konvencionalne polugrupe.

Primer 1., Polugrupa S = {o,e,f,a} zadata tablicom
o e f a
0i0 O 0 O
elo e a a
flo o £ o©
alo o a o
jeste wn-konvencionalna. Kod nje je RegS = {o,e,fl= E(S),

al=0E€RegS i E(S) nije podpolugrupa od S. =7

Al

Lema 3. Na n-regularnoj polugrupi sledeci uslovi

su ekvivalentni:

(i) aE(S)a " CE(S) za.svaki a &RegS 1 svaki
a“€via) ;
(ii) eE(S)e € E(S) za svaki e C€E(S).

Dokaz. Posto e &V(ie}) to iz (i) sledi (ii).

Obratno, neka a& RegS, a"€vV(a) i e€E(S). Po
uslovu (ii), poSto a“a€E(S), imamo da a“aea“a€E(S) pa je

(aea”) (aea”) = (aa aea”) (aa’aea’aa’”)

a(a’aea’a) (a’aea’a)a“
= ala’aea’a)a” = aea”,
Dakle, aea"€ E(S) pa uslov (i) vaii_/:7
Teorema 3. w-regularna polugrupa S je n-konven-
cionalna ako i saﬁd ako postoji dekompozicija skupa idempo-
tenata E(S) takva da je E(S) =\J{Ea:a£EY}, ova unija je
disjunktna, svaki Ect je pravougaona traka 1 EuE EGE;ECI

g8 Ba
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za svaki o, 8cY-.
Dokaz. Neka je S n-konvencionalna polugrupa. Ta-

da za svaki ec<E(S) je ({e} pravougaona traka. Indeksijuci

svaki jednoelementni podskup od E(S) elementima skupa
Y ={a,8,y, ... } dobijamo da za «a,BEY 1 Ea=. e} ,

= 7 3 C E St i 3 .
EB [} wvazi EaEBEY"' By posto po Lemi efe& E(S)

Obratno, ako eEEEa, ffEEB, tada efeEEEuEBE¢€;EaB¢
to povladi da efeCE(S) pa po Lemi 3 sledi da je polugrupa
$ m-konvencionalna. =7

Teorema 4. Ako je p kongruencija as-konvencionalne
polugrupe S, tada Je S/o wu-konvencionalna polugrupa. Ako

je p r-kongruencija, tada je S/p konvencionalna polugrupa.

Dokaz. Neka je p kongruencija. Po Lemi 1 je S/p
r-regularna polugrupa. Neka AEReg(S/p), A€V(A) 1
BEE(S/n), tada po Teoremi I 2.2 postoje a € A, a"€A” da
je ap= A, a’p=A" 1 a‘€via). Po Lemi 1 postoji e&E(S) da
je ep= B. Sada Je

ABA - = apepa o= (aea’)p € E(S/p)

jer je aea” €E(S5) pofto je polugrupa S n—konvencionalna.
Dakle, polugrupa S/p je m-konvencionalna.

Ako je ﬁ r-kongruencija, tada je S/p regularna
polugrupa pa slicno prethodnom razmatranju dobijamo da je

S/p konvencionalna polugrupa. /=7

posledica 1. Ako je ¢ : S » T homomorfizam, S
r—-konvencionalna polugrupa, a T polugrupa, tada je §S¢ m-ko-
nvencionalna polugrupa. Ako je o r-homomorfizam, tada je

S¢ konvencionalna polugrupa.
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Dokaz. Prvi deo tvrdjenja sledi po Teoremi I 1.2.

a drugi deo po Teoremi 2, sliéno dokazu Leme 2. ,—

/=7
Polugrupa S je ortodoksna (n-ortodoksna) ako ije
regularna (w—-regularna) i idempotenti &ine podpolugrupu.

Sledecom teoremom opisujemo w-ortodoksne polugrupe.

Teorema 5. Neka je S rn-regularna polugrupa. Tada

su sledec¢i uslovi ekvivalentni:

(1) RegS Je ortecdoksna polugrupa;
(ii) S Jje w-ortodoksna polugrupa;
(iii)  (Va,b€&Regs) a’cv(a)) (db&Ev (b)) ( b a €V (ab));
(iv) Ako ecCE(S), tada je V(e)&CE(S) i RegS e

podpolugrupa od S.

pokaz. (i) => (ii} Kako je E(S) <CRegS i RegS
ortodoksna polugrupa, to je E(S) podpolugrupa od RegS pa
i od S, $to znac¢i da je S nw-ortodoksna polugrupa.

(ii) <«=>» (iii) Po Teoremi I1.2.3.

(1ii) => (iv) Neka e€E(S) 1 x€&€vV{e). Tada
ex,xe€ E(S} pa su zbog toga sami sebi inverzni., Po (iii) je
(ex) (xe) &= V{((xe) (ex)), to Ijest exzeEEV(xex=x)._Dakle

x=x (exle)x = (xex) (xex) = xx = X2

pa XEE(S). Kako je (ii) <=> (iii) to iz rw-ortodoksnosti

"polugrupe S i po Teoremi I 2.3 sledi da je RegS podpolu-

grupa od S.

(iv) => (i) Posto je RegS podpolugrupa od S i
ako e,f EE(S);RegS, sledi da ef &RegS. Neka x¢€V(ef).Sada
je

{ef) (fxe) (ef) = efxef = ef
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{(fxe) (ef) (fxe) = f({xefx)e = fxe
pa ef&V(fxe). Dalje je
(fxe)?= f(xefx)e = fxe

pa fxe& E(S), Sto po (iv) povlaci da ef&E(S).

Iz uslova (iii) sledi da na w-ortodoksnoj polu-

grupi za svaki a,b&RegS vazi Vi{b)V{(a)<V(ab).

Lema 4. Ako je S n-ortodoksna polugrupa, e&E(S)

i a €RegS, tada za svaki a’&€v{a) vaZ2i da aea”, a’eaCE(S).

Dokaz., Neka a&RegS, a'&€V(a) 1 e€E(S). Tada je
(aea”) {aea)=a(aaea “a) (a"aea "a)a "=aa "ae-a “aa "=aea’,

pa aea '€E(S). Sli&no se pokazuje da a’ea&E(S). /=7

Teorema 6. Ako je p kongruencija w-ortodoksne
polugrupe S, tada je S/p rw-ortodoksna polugrupa. Ako je o

r-kongreuencija, tada je S/p ortodoksna polugrupa.

Dokaz. Ako je p kongruencija wr-ortodoksne polu-
grupe S, tada je S/p wm-regularna polugrupa. Neka A,B CE(E/p),
tada po Lemi 1 postoje e,f&€E(S) da je A=ep, B=fp. Sada. je.

(AB) 2=ABAB=(ep) (fp) (ep) (fp)=(efef)p=(ef) ¢p=ef) p=

Il

= (ep) (£p) AB.

Dakle, E(S/p) ije podpolugrupa od S/p pa je S/p m-orto-
doksna polugrupa.
Ako je op r-kongruencija, tada po Teoremi 1 1

prethodnom razmatranju sledi da je S/p ortodoksna polugrupa.

/=7
Posledica 2. Ako je ¢: S -+ T homomorfizam

(r-homomorfizam) w-ortodoksne polugrupe S u polugrupu T,
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tada je S¢ rn-ortodoksna (ortodoksna) polugrupa.

/=7

Teorema 7. Ako je p kongruencija (r-kongruencija)
r—inverzne polugrupe S, tada je S/p rw-inverzna (inverzna)
polugrupa.

Dokaz. Neka je o kongruencija g-inverzne polugru-
pe S, tada je S/p wn-regularna polugrupa. Neka A,A",A77
cSs/p i A,A""EV(A). Po Teoremi I 2.2 postoje a€a, a’&ARA’
i a“"€Ea°° takvi da a“,a""&v(a) i da je ap=A, a’‘p=A",
a’“p=A”"". Kako je S w-inverzna polugrupa, to je a’p=a’"p ,
pa je A~ =A"". Dakle, §/p jJe rw-inverzna polugrupa.

Ako je p r-kongruencija, tada po Teoremi l, razma-
tranju I 2.7, 1 prethodnom razmatranju sledi da je S/p inver-
zna polugrupa.

Posledica 3. Ako je ¢: S » T homomorfizam (r-homo-

morfizam) w-inverzne polugrupe S u polugrupu T, tada je

S¢ w—inverzna (inverzna) polugrupa.

/=7

Teorema 8. Akd je p kongruencija (r-kongruenciija)
strogo w-inverzne polugrupe 5, tada je S/p strogo r-inver-
zna (inverzna) polugrupé.

Dokaz. Ako je p kongruencija strogo w-iverzne po-
lugrupe S, tada je po Teoremi 6 S/p w-ortodoksna polugrupa.
Neka A,BC E(S/p), tada postoje e,f& E(5) da je ep=A,

fo= B, pa kako je ef=fe bice
AB=(ep) (fp)=(ef)p=(fe)p= (fp) (ep)=BA.

Dakle, E(S/r) je polumreZa pa je §S/p strogo rn-inverzna

polugrupa.
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Ako je p r-kongruencija, tada po prethodnoj teo-

remi sledi da je S/p inverzna polugrupa.

/=7
Posledica 4. Ako je ¢:S -+ T homomorfizam
(r-homomorfizam) strogo s-inverzne polugrupe S u polugrupu

T, tada Je S¢ strogo w-inverzna (inverzna) polugrupa. =7

/

Polugrupa S je rn-grupa ako je n-regularna i ima

jedinstven idempotent, |5]

rfeorema 9. Ako jJe o kongruéncija (r-kongruencija)

r—grupe S, tada je S/p rw-grupa (grupa).

Dokaz. Ako je p kongruencija r-grupe S, tada
je S/p w-regularna polugrupa. Neka A,B & E(S/p) i neka ije

e Jedinstveni idempotent w-grupe S. Tada je ep= A 1

ep B pa jJe A =B, 5to znaci da §S/p ima jedinstven idem-
potent.
Ako je p r-kongruencija, tada je S/p regularna
polugrupa sa jedinstvenim idempotentom i po Teoremi I 2.1
S )& grupa.
/e Je grup /=7

Posledica 5. Ako je ¢ : S - T homomorfizam

(r-homomorfizam) n-grupe S u polugrupu T, tada je S¢
r—grupa (grupa) /=7

Na r~regularnoj polugrupi S mogucde je definisati
preslikvanje r : S - RegS na nadin

m

Va€ s) r(a) = a
gde je m najmanji prirodan broj takav da a” & RegS. Presli-
kavanje r Je surjekcija i oéigledné vazi r(r{a)) = r(a).

Sada se relacije [* i R* mogu zapisati ovako:
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al*b <=> Sr(a) =SR(b), aR*b <=> r(a)sS = r(b)s.

Uvodjenjem ovog preslikavanja rad sa elementima

r-regularne polugrupe S postaje jednostavniji.

Definteija 5. Relacija ¢ wn-regularne polugrupe
S Jje r-poluprosta ako je
apr (a)

za svaki a € S. 157

Ekvivalencije L* 1 A* su r-poluproste. Svaka

r-poluprosta relacija je r-relacija.

Lema 5. Ako je p r-{r-poluprosta) relacija n-re-
gularne polugrupe S i ¢ relacija na S takva da je pCo,

tada je i o r-(r-poluprosta) relacija na S.

Dokaz. AkO je p r-~relacija na S, tada za svaki
a €S postoji xERegS da je apx. Iz pCosledi aocx pa

jeste r-relacija. Sli&no se dokazuje i drugi deo tvrdjenja.,—;

/=7
Lema 6. Ako je o r- (r-poluprosta) ekvivalencija
i o ekvivalencija n-regularne polugrupe 8, tada su gpeo0 ,

Top r-(r-poluproste} ekvivalencije na S.

Dokaz. Ako je p r-ekvivalencija na S, tada za
svaki a&$S postoji x&RegS da je ap x. Kako je jod X o X
sledi a p.oX pa je peo r—-ekvivalencija na S. Sli&no se
dokazuje da Je oge.p r-ekvivalencija. Drugi deo tvrdjenja do-

kazuje se slic¢no prethodnom. 137

Teorema 10. AKo su p 1 o r-poluproste kongruen-

cijJe w~grupe S, tada je€ p.0=0ep.
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Dokaz. Kako je |E(S)|=1 i E(S) podpolugrupa
od S, to je po Teoremi I 2.3 RegS regularna podpolugrupa od
S. Kako RegS ima jedinstven idempotent, sledi da je grupa.
Neka su a,b €S i a peso b. Tada postoji c&S da je apc,

cob. Kako su p 1 o r-poluproste kongruencije, to je

r(a)papcor(c) i r{c)ocobaor() ,
odnosno, r(a)pr(c) i r{(c)or(b). Ako zbog jedinstvenosti
oznadimo sa r(c) ~ element inverzan elementu r(c) tada je
r(a)=r(c)r(C)_lr(a)cr(b)r(c)_ r{a)

r(b)ric) Tr(a)er(b)ric) Tr(c)=r(b)

Dakle, r(a)ag.o r(b) pa kako je po Lemi 6 oce.p r-poluprosta
kongruencija sledi da je peoCoep. Sli¢no se dokazuje obra-

tna inkluzija pa je p.c=oso0. /=7
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NEKE KONGRUENCIJE NA STROGO T-INVERZNOJ
POLUGRUPI

U prvom delu ove glave uvodimo neke nove pojmove 1
opisujemo osobine jezgra (r-poluproste) kongruencije na n-0Or-
todoksnoj polugrupi. U drugom delu glave najpre uvodimo pojam
r-polugrupe, a glavni rezultat je opis kongruencijskog para
strogo m-inverzne polugrupe. Ovaj rezultat uop3tava poznati

rezultat M. Petricha |45| za inverzne polugrupe.

1. JEZGRO KONGRUENCIJE NA n—-ORTODOKSNOJ
POLUGRUPI

Definicija 1.1. Neka je S rnw-regularna polugrupa

i K podpolugrupa od S. Oznac¢imo sa

Il

regk ack : a ERegS} = KN RegS

Il

RegK a€K : ({dAxEK) a = axal.
Podpolugrupa K ije inverzno zatovrena ako je V(regK) Sregk,

a strogo inverzno zatvorena ako je V(RegK) < RegKk. /=7

Ako je S regularna polugrupa, tada je RegK = K
pa se ova definicija svodi na poznatu definiciju inverzno za-

tovrene podpolugrupe iz teorije regqularnih polugrupa.
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Podpolugrupa K polugrupe S je puna ako je
E(S) < K.
Definieija 1.2. Podpolugrupa K rn-regularne polu-
grupe S Jje normalna ako je puna, samokonjugovana i inverzno

zatvorena.,
/=7

Ako je S§ regularna polugrupa, tada se ova defini-
cija svodi na poznatu definiciju iz teorije regularnih polu-
grupa.

Podskup A polugrupe S Jje poluprost ako iz

a’& A sledi a € A. Ovde uvodimo

Definticija 1.3. Podskup A nw-regularne polugrupe

S je r-poluprost ako za svaki aesS, r(a)& A povladi

akR. /=7

Teorema 1.1. Neka je p (r-poluprosta) kongruencija
r—-ortodoksne polugrupe S, tada je kerp normalna (r-polupro-

sta) podpolugrupa od S.

Dokaz. Neka je p kongruencija wn-ortodoksne polu-
grupe S 1 neka a,b € kerp={x€S: (Je€E(S)) xpe}. Tada
postoje f,ggE(S) da je apf, bpg, pa sledi ab p fg. Po-
sto fg&E(S) imamo da ab&kerp,pa kerp Jjeste podpolugru-
pa od S.

Iz e p e za svaki e&E(S) sledi E(S) € kerp pa

je podpolugrupa kerp puna.
Neka a& Reg$S i a"&vVv{a). Tada je

a-(kerp)-a” = { aba : b&kerp}.

Iz be&kerp sledi da postoji e € E(S) da je b p e, pa je
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aba” paea”. Po Lemi II.4 imamo da aea”"€E(S) Sto povladi
aba“& kerp. Dakle, af(kerp)a”&kerp pa je kerp samokonjugo-

vana podpolugrupa od S.

PosSto je po Teoremi II.5 RegS ortodoksna polu-
grupa i
P {ReqS kongruencija na RegS 1i kako je

ker ) = kerp N Regs = reglkerp),

(Q[Regs

to po Teoremi I.2.5 sledi

V(ker(ﬂlRegs))E; ker(p[RegS)
to jest,

Vireg(kerp)) < reg(kerp).

Dakle, kerp je inverzno zatvorena podpolugrupa od S, pa iz

svega sledi da je kerp normalna podpolugrupa od S.

Ako je p r-poluprosta kongruencija na S, a &S i
r(a) « kerp, tada postoji e&E(S) da je r(a)p e. Kako je
josSe r(a)p a, to sledi a p e pa e & kerp. Dakle, u ovom

sluc¢aju je kerp normalna r-poluprosta podpolugrupa od S./:7

Teorema 1.2. Ako je K puna, n-regularna podpolu-
grupa w-regularne polugrupe S 1 RegS podpolugrupa od 8,

tada je K strogo inverzno zatvorena podpolugrupa od S.

Dokaz, Neka a&RegK i neka je a“&vVvV(a) takav
da a“&© K. Neka je x&V(a) proizvoljan. Po3to a &€ RegK i
posSto je RegK puna podpolugrupa od S (jer je RegS pod-
polugrupa od S) sledi

X = xax = x(aa’a)x= (xa)a’” (ax) & E(S) -RegK+«E(S) € Regk,

Prema tome, V(a) = RegK &to povlad&i V(RegK) & RegK pa je K
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strogo inverzno zatovrena podpolugrupa od S. 157
Tecrema 1.3. ARko je K 1inverzno zatvorena podpolu-

grupa w-regularne polugrupe S, tada jJe regK = RegK i K

je wm—regularna podpolugrupa od S.

Dokaz. Ofigledno je RegK < regK. Neka acregK i
x&€Vi(a). Posto je Vi(regK) CregK sledi x € regK. Dakle, ele-
ment a je regularan u K pa pripada RegK, Sto povlafdi
regK < RegK 1 regK=RegK. Podpolugrupa K 3je w-regularna jer
za svaki a € K, svaki njegov regularni stepen sa svim svojim

inverznim elementima pripada K. /:7

Pogslediea 1.1. Neka jJe p (r-poluprosta) kongruen-
cija w-ortodcoksne polugrupe S, tada je Kkerp normalna
r—-ortodoksna (r-poluprosta) podpolugrupa od S 1 reg(kerp)

= Reg(kerp).

Dokaz. Ako je p (r—poluproéta) kongruenciija
- ortodoksne polugrupe S, tada je po Teoremi l.l1 kerp nor-
malna (r-poluprosta) podpolugrupa od §S. Kako je kerp inverzno
zatvorena, to po prethodnoj teoremi sledi da je reg(kerp) =
= Reg({kerp) i da je kerp wm~regularna podpolugrupa od S.
Kako je kerp puna i E(S) podpolugrupa, sledi da je kerp

= ortodoksna podpolugrupa od S./:7

2. KONGRUENCIJSKI PAR STROGO 7n~-INVERZNE
r-~-POLUGRUPE

Naredna definicija predstavlja nastavak razvojé
ideje zapocete u prethodneoj glavi uvodjenjem pojma r-kongruen-

clje da se kongruencija 8a RegS$S (ako je podpolugrupa od S)
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pro$iri na celu polugrupu S.

Definicija 2.1. m-regularna polugrupa S5 Jje r-po-
lugrupa ako je

(1) (¥x,y€8) (rixy) = r(x)r(y)). ,=y

Na ovaj nadin definiSemo jednu podklasu klase rn-re-
gularnih polugrupa koja u sebi sadrZi klasu svih regularnih
polugrupa, pa je samim tim ova klasa dovoljno siroka i intere-

santna za proucavanje.

Primer 2.1. Polugrupa S={e,f,a} zadata tablicom

e f a
e e e
f e f£ £
a e £ £

je strogo w-inverzna r-polugrupa, ali nije regularna. Ovde je

RegS= {e, f} E(S), r{a)=a?=f. Na primer, r(af)=r(f)=% i

r{(alr(f) = a2f=ff=f pa je r{af)=r(a)r(f). Ostali sluCajevi

ispituju se sliéno./:7

Primer 2.2, Polugrupa S={1,2,3,4,5}) =zadata ta-

blicom

W NN W N
= oW W N W
o W
SR S B VS I S RV

1
2
3
1
1
2

b W N

je strogo wm-inverzna polugrupa koja nije r-polugrupa. Ovde
je E(S) =1{3,4} polumre?a, RegS = (1,2,3,4} , r(5)=52=2,

va¥i da je r(51)=r(2)=2 i r(5)r(l)=21=3 pa je r(5D#r(5)r(l).




32.

Dakle, S nije r-polugrupa. ,—

[~/

Primer 2.3. Polugrupa S = {o0,e,f,a} =zadata tabli-

com

o O O 0O |0
o o o O
M Fh B O {+h
O O & O (W

o O O

je m-regularna. Ovde je RegS = {0,e,fl= E(S) i r(a)=a?2= Q.
Kako je r(ef)=r(a)=a<?=0 i r(e)r(f)=ef=a#o, sledi

da S nije r-polugrupa. /=7

———

Lema 2.1. Rko je S r-polugrupa, tada je RegS§
podpolugrupa od S a preslikavanje 1r: S -+ RegS Je epi-
morfizam.

Dokaz. Neka a,b&RegS, tada je
ab = r(a)r(b) = r(ab)& RegS

pa je RegS podpolugrupa od §S. Kako je sada r preslika-
vanje polugrupe S na polugrupu RegS koje zadovoljava

uslov (l), sledi da je r epimorfizam. /=7

Ako je S strogo w~inverzna polugrupa, tada <emo

sa a oznacavati jedinstveni inverzni element elemenata

a & RegsS.

Defintetja 2.2. Neka je S strogo m-inverzna polu-

grupa. Kongruenciija ¢ na polumreZzi E(S}) Jje normalna ako

e £ £ => r(a)_ler(a) Er(a)_lfr(a)

za e,f<E(S) i svaki a &€ S. /=7
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Teorema 2.1. Ako je S strogo wm-inverzna polugrupa
i ¢ normalna kongruencija na E(S), tada je relacija £ de-
finisana na E(S) sa
-1

e £ f <> r(a) “er(a) ¢ r(a)-lfr(a)

za svakli a&€ S, normalna kongruencija na E(S) 1 ECE .

Dokaz. PoSto je ¢ normalna kongruencija na E(S},
to za svaki e&<cE(S) 1 svaki a<€ S vaii

e g e => r(a)—ler(a)s r(a) “er(a)
sto povlaci e £ e pa je £ refleksivna relacija.

Relacija E je odigledno simetricna.
] J

Neka su e,f,g € E(S) i

e £ F <=> r(a) ter (a) gr(a)"lfr(a)

£2qg <=> r(a)ﬁlfr(a)a r(a) “gr(a)

za svaki a &€ S. Posto po Lemi II.4 r(a) ler(a), r(a)"lfr(a),
r(a)_lgr(a)EEE(S), to zbog tranzitivnosti kongruencije g
sledi r(a)ﬂler(a)a r(a) ~gr(a) =za svaki a€&$S, 3to je ek-
vivalentno sa e E g. Dakle, relacija E je tranzitivna sSto

zajedno sa prethodnim povlaci da je £ ekvivalencija.

Neka su e,f,g,h € E(S8) 1 neka je

e £ f <=> r(a) ‘er(a) £r(a)-lfr(a)

i
gt h <= r(a)_lgr(a)a r(a)_lhr(a)
za svaki a€&€$S. Kako je ¢ kongruencija na E(S) i r(a)_gr(a),
r(a)ulfr(a), r{a )—lgr(a), r(a)_lhr(a)EEE(S) to je
-1 - -1 | -1
(r(a) “er(a))(r(a) “gr(a))e¢ (r(a) "fr(a)) (r(a) “hr(a)),

odnosno
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r(a) Ye(r(a)r(a) _])gr (a) £x(a) TE(r(a)r(a) Yyhr(a).

Posto je E(S) polumrezZa bice

r(a)_lr(a)r(a)_legr(a)E;r(a)_lr(a)r(a)“lfhr(a)
odnosno
-1 -1
r{a) “(eg)r(a) £¢r{a) “(fh)r(a).
Kako ovo vazi za svaki a &€ S i kako je eq,fh€E(S), sledi

eg £ fh Sto zanci da je ¢ kongruencija na E(S).

Neka e,f€E(S) 1 neka je

e E f <=> r(a)_ler(a)a r(a)-lfr(a)
za svaki a&€S. Tada je

-1 -1

r(b) T(r(a) Ter(a))r(b) £r(b) T(r(a) L

fr(a})r(b)

za svaki b € S, Jer je kongruencija ¢ normalna, &to je

ekvivalentno sa r(a) “erf{a) gr(a)"lfr(a). Dakle, £ je nor-

malna kongruencija na E(S).

Ako e,f ¢ E(S) 1 posSto je ¢ normalna kongruencija,

imamo da je

e £ £ => r(a) 1 er{a)e¢ r(a)"lfr(a)

za svaki a S, pa je 55;5 .457

Defitnicija 2.3. Neka je S strogo g-inverzna r-po-
lugrupa i neka je K normalna r-poluprosta podpolugrupa
od S. Ako je £ normalna kongruencija na E({S) koja zadovo-

ljava svojstva

(1) r(a)e € K, e tr(a) “r(a) => r(a)€EK,

(ii) acK => r(a) er(a)t r{(a) "r{a)e

za svaki e&€E(S), a€&€S, tada je {(¢,K) kongruencijski par
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za S. U ovom slucdaju definisemo relaciju K( na S sa

&+ K)

b <=» r(a) Tr(a)er(b) Tr(b), r(a)r(b) Yex.

2 K(g,K) _
[=/
UoCimo da je relacija K(g K) r-poluprosta jer je
oCigledno a K(ng)r(a).

Lema 2.2. Neka je (g£,K) kongruencijski par strogo
T—inverzne r-polugrupe S. Tada je

(i) r(a)er(b)EK, ecr(a) *r(a) =»>r(ab)=r(a)r (b)EX,

(ii) ab&€K => r(a)er(b) €K,

(iii) r(a)r(b) T€k, r(a) Tr(a)e r(b) Tr(b)

=> r{a) “er(a)t r{b) Ter(b)

za svaki e&E(S), a,be&es.

Dokaz. Neka u sva tri slucaja a,b& s i e&E(S).

(i) Neka r(a)er(b)€K i egr(a) *r(a). Poito je

S r-polugrupa imamo

(2) r(a)er (b)=r(a)e(r(b)r(b)le{b)=r(a)r (b)x(b) “ler (b)

=r(ab)(r(b)_ler(b))€5 K.

Posto je ¢ normalna kongruencija na E(S) bide

(3) r(ab) "r(ab) = (r{a)r(b)) lr(a)r(b)

=y (b) "Lr(a) tr(a)r(b)er(b) Ter(b).

Xz (2) i (3) .po Definiciji 2.3. (i) imamo da r(ab)=r(a)r(b)& K

posSto r(b)_ler(b) c E(S).

(ii) Neka ab&€K. Tada je po (2)

r(a)er (b)=r (ab) (r (b) YTer(b))<E K-E(S) K

jer je E(S) € K.




-1 -1 -1

(iii) Neka r(ajr(b) "€XK i r{a) "r(a)er(b) “r(b).

Tada po Definiciji 2.3 (ii) imamo

(r(a)r(b) Y ter(a)r (b) Ye(r(a)e ) " e (a)r (b) L,
odnosno
(4) r(b)r(a) Ter(a)r(b) Ter(b)r(a) Tr(a)r(b) e

€r(b)r(bflr&ﬂr(b)“le
= r(b)r(p) Te.

Sada je

r(a) ter(a)=(r(a) tr(a)) (r(a) ter(a)) (r(a) tr(a))

E(r(b) Trib)) (r(a) Ter(a)) (r(b) tr(b))
==r(b)_l(r(b)r(a)“ler(a)r(b)ﬁl)r(b)
£ r(b) trd)rbrler(b) = r(b) Yer(b).

(=7
Neka je p kongruencija strogo rs-inverzne polugrupe
S sa polumreZom idempotenata E{S). Restrikciia p|E(S) je

trag kongruenciije pi-oznadavademo ga sa trp. Ovaj pojam je po-

znat iz teoriije regularnih polugrupa.
Glavni rezultat ove tacke je sledeca

Teorema 2.2. Neka je (g,K) kongruencijski par

strogo w—-inverzne r-polugrupe S. Tada je £ r-polupro-

(g,K)
sta kongruencija na S sa tragom £ i jezgrom K. Obratno,

ako je p r-poluprosta kongruencija strogo wn-inverzne r-polu-

grupe S, tada Je (trp,kerp) kongruencijski par na S i
p=K(trp,kerp)'

Dokaz. Neka je (£,K) kongruencijski par strogo
r-inverzne r-polugrupe S 1 neka je -K=R%E K); Posto je &

kongruencija na E(S8), E(S)&K i r(a)r(aJ_lEEE(S) sledi
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da je

aka <=> r(a) “r(a)er(a) ‘da), r(a)r(a) ' e K

za svaki ae S pa relacija K jeste refleksivna.

Neka a,b &« S i

1 -1

lr(a)ﬁr(b)_ r(b), r{a)r(b) < K.

akb <=> r(a)

Kako je podpolugrupa K inverzno zatvorena, sledi da

(r(a)r(b) 7 =r(b)r(a) ‘e k. Oodavde sledi bka pa je

relacija K simetricna.

Naka su a,b,c ¢ S 1

akb <= r(a)_lr(a)gr(b)_lr(b), r(a)r(b)_lEE K,

bKc <=> r(b)_lr(b)gr(c)_lr(c), r(b)r(c)”lEE K.

Zbog tranzitivnosti kongruencije & sledi r(a)-lr(a)gr(c) r(c).

Pogto Jje K podpolugrupa sledi da (r(a)r(b)"l)(r(b)r(c)_l)

—r(a) (r(b) Yr(b))r(c) Y€K, pa kako je jo¥ r(b) ‘r(b)er(a) Trtay

to po Lemi 2.2 (i) sledi r(a)r(c)*%EK. Iz ovih razmatranja
sledi da je aKc pa je relacija K tranzitivna sto povladi

da je K ekvivalencija.
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Neka a,b,c€S 1

akb <=> r(a) lr(a)ar(b) r(b), r(a)r(b) ~ €K,

tada je

r{ac) "r(ac)=(r{(a)r(c)) "r(a)r(c)=r{c) lr(a)_lr(a)r(c)

txr (c) r(b)_lr(b)r(c)=r(bc)_lr(bc).

Sada po Lemi 2.2 (ii) iz r(a)r(b) TCK sledi da

r(a)(r(c)r(c)-l)r(b)_l'e K pa je

(6) r(a) (r(c)r(c) 7)xr(b)
_.l
= r{ac)r (bc) & K.

Iz (3) 1 (6) sledi ackbc pa sledi da je ekvivalencija X
desna kongruencija. Dalje, iz gkb po Lemi 2.2 (ili) sledi
r(a)_ler(aJ gr(b)_ler(b) za svaki e€ E(S), pa posto

r(c)-lr(c)EiE(S) bice

(7) r(ca) _lr (ca)=(r(c)r(a) )_lr (c)r(a)=r(a) _l(r(c)"lr(c))r(a)
Er(b)“l&(c)flr(c))r(b)=r(cb)"lr(cb).

PosSto je podpolugrupa K samo konjugovana imamo

(8) r(ca)r(cb)_l=r(c)r(a) (r(c:)r(]::a))_'l

=r(c) (r(a)r (b) " 1yr(c) >

er (¢) -K-r(c)_ls:K.

Iz (7) i (8) sledi <caxcb pa je K leva kongruencija. Prema
tome, K je r-poluprosta kongruencija na S.

Ako e,f& E(S), tada je e 1=e, f "=f pa je

eKf «<=> etf, ef&K.,
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posto ef& K uvek, sledi da se K i ¢ poklapaju na E(S},

odnosno da je tr K =g.

Neka a&kerX. Tada postoji ecE(S) da je

akKe <=> r{a) "r{al¢ e, r{aje& K,

a odavde po Definiciji 2.3 (i) sledi r(a)c& K. Kako je K
r-poluprosta podpolugrupa od S, sledi da a€&K pa je

ker¥ < K. Obratno, neka a&K. Tada r(a)=r(a)ria)-lr(a)E5K i
r(a)_lr(a)z;r(a)-lr(a)=r(a)_lr(a)r(a)_lr(a). Posto r&ﬂ_lr&ﬂGEE(S}

to po definiciji relacije K sledi aHr(a)_lr(a), Sto povlacdi

ackerX. Dakle, K<Ckerx i konadno je K=kerk.

Obratno, neka je p r-poluprosta kongruencija strogo
t—inverzne r-polugrupe S. Po Teoremi 1.1 Kkerp je normalna
r-poluprosta podpolugrupa od S. Pos3to je p kongruencija i

E(S) polugrupa, sledi da je »p =trp normalna kongruencija

|E(S)
na E(S).

Neka a&€ S, e&€E(S) 1 r{a)eekerp , etror(a) "r(a).

Tada postoji f&E(S) da je r(a)ep f. Sada je

r(a)=r(a)r(a) ‘r(a) prlalepf

pa r(a)e& kerp. Dakle, uslov (i) Definicije 2.3. vaZi.

Neka aé&kerp, tada r(a)e&e kerp pa sledi da postoji

ecE(S) da je r(a)pe. Odavde je r(a)_lr(a);jr(ay_le 5to

zajedno sa epr{a) daje r{a) r(a)epr(a)_ er{(a), to jest,
uslov (ii) Definicije 2.3 vazi. Dakle, (trp,kerp) je kongru-

encijski par polugrupe S.

Neka a,b&esS i

aK(trp,kerb)b<=> r{a) "r(a) trpr(b) ir(b}, r(a)r(b)_lEkero-
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. . -1 -1
Tada postoji e€E(S) da je r(a)r{b) “pe. Kako su r(a)r(b)
i ri{b)r(a) 1 uzajamno inverzni i kerp inverzno zatvorena
- : -1
podpolugrupa, to iz r{a)r(b) lEEkerp sledi r(b)r(a) ~&kerp

pa postoiji feE€E(R) da je r(b)r(a)_lp f. Sada je

r(a)rb) 1 r(a)r(b)_lr(b)r(a)“lr(a)r(b)-l;refe = ef
pa je

(9) ef o r{a) -r(b) tp e.

S$li¢no je

r(b)r(a) T=r(b)r(a) Tr(a)r(b) Tr(bir(a) ‘pfef=ef
pa je
(10) ef pr(b)r(a)_lp f.
Iz (9) i (10) sledi epf i r(b)r(a) Tpre. sSada je
r(a)=r(a)r(a) ir(a)pr(a)r(b) Tr(b)y er(b)
i
r(b)=r(b)r(b) ‘r(b) p r(b)r(a) Tr(a)p er(a),
pa je

r{(a)p er(b)p el(er(a)) er{(a)p r{b).
PoSto je p r-poluprosta kongruencija, to iz r(a)p r(b)

sledi apb. Dakle, K(trp, kerp) < 0.

Obratno, neka je apb. Tada je r(a) pr(b) 3Sto po-

vliaci r(a)r(b)_lp r'(l'))r.'(}:.~)_l pa

(11) r(a)r(b) ! € kero.

Takodje ije

(12) r(a) " tr(a) pria) tr® i rb) tr(a) prb) trib),

pa r(a)—lr(b), r(b)_lr(a)EEkerp. Kako su ova dva elementa

uzajamno inverzna to po razmatranju koje bi bilo sliéno vise

-1
u¢injenom zakljuCujemo da postgiji e€E(S) da je r(a) r{b)p
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r(b)_lr(a);ae. Sada po (12) sledi r(a)ulr(a)p r(b)_lr(b)

$to zajedno sa (l1) daje aK( b. Dakle, p <

- K(trﬂ ;kerﬁ)

Cime e dokaz teoreme zavrsen.
(trp,kerp) Vv,

trp,kerp)

$ta konacno daije p = K

Definicija 2.3 Teorema 2.2 uopstavaju poznatu defi-
niciju i teoremu M. Petricha 45|, koje radi lak3eqg pradenija

dalijeqg rada navodimo.

Definiecija 2.4. |45]. Neka je S inverzna polugrupa
sa polumreZom idempotenata E(S). AKo je K normalna podpo-
Jugrupa od S i £ normalna kongruencija na E(S) koja zado-

voljava uslove

(1) aeEc K, e ga_la => a & K

(1i) acc K => a lea gaulae
za svaki a&€S, e&E(S), tada je (g,K}) kongruencijski par

za S. U ovom slucaju definigemo relaciju X na S sa

(¢ ,K)

¢=> a“la.gbflb, ab ! € k.

b

p———

a K(

Posledica 2.1. |45|. Ako je (¢,K) kongruencijski

par inverzne polugrupe S, tada je X kongruencija na S

(g ,K)
sa tragom ¢ 1 jezgrom K. Obratno, ako jJe p kongruencija

na S, tada je (trp,kerp) kongruencijski par na S i
PT Rtrp,kexp) " /=7

Ako je S strogo rw-inverzna r-polugrupa, tada je
RegS inverzna polugrupa pa na S 1 RegS imamo kongruenciiji-
ske parove u smislu Definicija 2.3 i 2.4 respektivno. Inte-
resantno je ispitati kakva veza postoji izmedju ovih kongruen-
cijskih parova i izmedju kongruencija koje im odgovaraju. Pre

nego sSto odgovorimo na to pitanje dockazademo naredne dve leme.

\
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Lema 2.3, Ako Je S r-polugrupa i K podpolugrupa'

od RegS, tada je
K = {x€s8 : r(x)€K}
r-poluprosta podpolugrupa od S i K < K.

Dokaz. Neka a,be€K, tada r(a),r(b)&E K Zto povla-
¢i r{ab) = r(a)r(b)&K 3jer je K podpolugrupa. Po definiciiji

K sledi da abgkK pa je K podpolugrupa od S.

Neka ae&sS, r(a)ezﬁ. Tada je r(r{a)l=r(a)&€ K 3to

povcaki ackK. pDakle, K je r-poluprosta podpolugrupa.

Ako ag¢K, tada a&€RegS pa jJe r(a)=a& K 3Sto pov-

lagi a€ K, pa je K K. 157

Lema 2.4. Ako jJje S r-polugrupa 1 p kongruencija
podpolugrupe RegS, tada je relacija p definisana na § aa
ap b <=>r(a)p r(b)

r-poluprosta kongruencija na S.

——

Dokaz. Relacija p je ocigledno r-poluprosta. Refle-
ksivnost, simetricnost i tranzitivnost relacije § slede ne-
posredno iz refleksivnosti, simetric¢nosti i tranzitivnosti
kongruencije p. Neka su a,b,c,d €5 i

[ 4

apb <=> r{a)pri{b), c p d ¢<=> r(clpr(d).
Sada je

r{ac)=r(a)r(c) pr(b)r(d) = r(bd)

sto je ekvivalentno sa ac p bd. Dakle,p Je kongruenciija

na 5.137 N
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Teorema 2.3. Neka je S strogo s-inverzna r-po-
lugrupa. Ako je (£,K) kongruencijski par na S, tada je

(£, regK) kongruencijski par inverzne polugrupe RegS i va-

z1 da je X = X Obratno, ako je (¢,K) ko-
ngruencijski par na RegS , tada je (¢,K) kongruencijski

par na S (K={x€8 : r(x)€K}) i ako je za a,b€S relaci-

ja p na S definisana sa apb <=> r(a) K(g K)r(l:;),, tada je
!

PE R R
Dokaz. Ngka je (¢,K) kongruenciijski par strogo
r—inverzne r-polugrupe S. Posto je K normalna podpolugru-
pa od S, to je regk = KN RegS normalna podpolugrupa od
RegS 1 ¢ je normalna kongruencija na E{(S) £ RegS. Uslovi
(i) i (ii) Definicije 2.4 vaZe jer vaze uslovi (i) 1 (ii) De-
finicije 2.3 za svaki a € § pa i za svaki a & RegS. Dakle,
(£, regK) je kongruencijski par inverzne polugrupe RegS. Iz
Definicija 2.3 1 2.4 oCigledno sledi da je X

(£ ,regk)

=K -

Ako je (£,K) kongruencijski par inverzne polugrupe
RegS, tada je K normalna polugrupa od RegS. Kako je
}(SZ_HI{='{XES : r{x)€ K} , to iz E(S)& K sledi E(S)Qﬁ
Po Lemi 2.3 sledi da je K puna, r-poluprosta podpolugrupa

od S. Neka a&S8, a’'&V(ir(a), tada je
r(a)€a” = {r(a)ba’: bEK}.

Kako r(a),a” & RegqS i posto je S r-polugrupa, to Jje
rir(a)ba”) = r(r(a))r(b)r(a”) = r(a)r(ba"&€K

jer je K samokonjugovana podpolugrupa od RegS. Po defini-

ciji skup K sledi r (a)ba’€ K, 3to povladi r(a)Ka~’<K.
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Dakle, K je samokonjugovana podpolugrupa od S. Kako Jje

K regﬁ, to iz inverzne zatvorenosti podpolugrupe K u

ReqS sledi inverzna zatvorenost podpolugrupe K u oS, Znaci,

K Jje normalna r-poluprosta podpolugrupa od S. Neka r(a)eé&ﬁ

i ectr(a) lr(a), tada ri{r(a)e)=r(a)e&X 3to po Definiciji

2.4 (i) sledi da r{a)&EK <€ K. Ako a€XK, tada r(a)&K 3to

po Definiciji 2.4 (ii) povladi r(a) “er{a) ar(a)_lr(a)e

Ova poslednija dva razmatranja vaZe za svaki e€E(S), a&S
pa uslovi (i) i (ii) Definicije 2.3 vaZe. Kako je ¢ normalna
kongruencija na E(S), sledi da je (g,ﬁ) kongruencijski- par -

na S.
Neka a,b& S i p relacija definlsana sa
a p b <«=> r(a)x(g K)r:(l:}).

Po Lemi 2.4 p Jje r-poluprosta kongruencija na §S. Takodje
je po Definiciji 2.4.

1 1

apb <=» rla) Tr(a) ¢ r(b) ‘r(b), r(a)r(b) "EK.

r

Kako je K € K, to iz poslednje relacije i po Definiciji 2.3

imamo

1 1

20 b => r(a) Tr(a) ¢ £ trd), r(a)rd € ¥

<.'.=>aK( b,

£, K)
pa je o E;K(E;ﬁ)'

Obrtno iz

1 -1

b <=> r(a) Yr(a) er(b) Tr(b),r(a)r(b) * € R,

2K (g, &)
posto je K = regk i r(a)r(b)_legregK jer je RegS podpo-

lugrupa od S 1 po Definiciji 2.4. imamo




sto povladi K(grg)g;p . Dakle, p =X r cime je teorema

dokazana. —

/=/

Teoremamaz .2 i 2.3, isto tvrdjenije dokazujemo na

dva razlidita nalina.




GLAVA 1V,




KONGRUENCIJE KOJE RAZDVAJAJU IDEMPOTENTE NA
T-REGULARNOJ POLUGRUPI

U radu |8] Edwards je opisao najvedu kongruenciju
koja na w-regularnoj polugrupi razdvaja idempotente i ona je

data sa

u={(a,b)€ SxS : ako x€ S Jje regularan tada svaki od

X R xa, xLxb povliaci =xaHdxb, 1 svaki od x R ax,
x L bx povlaci ax # bx}.

U prvom paragrafu ove glave, drugacijom metodologi-
jom, mi opisujeme najvedu kongruenciju koja na n—regularnéj
polugrupi razdvaja idempotente i njene varijante na nekim po-
dklasama w~-regularnih polugrupa. Takodje, opisujemo i najma-
nju r-poluprostu kongruenciju koja na r-polugrupi razdvaja
idempotente, a opisujemo i jezgra ovih kongruencija. Pri ovo-
me mi uop&tavamo rezultate Howiea |24, Meakina [37|, [39] i R.
Fiegenbaum |[12| , [13|. U drugom paragrafu opisujemo mreZu
r-poluprostih kongruencija koje na r-polugrupi razdvajaju ide-
mpotente i pri tome uop3tavamo rezultate R. Fiegenbaum |12}.

U tredem paragrafu takodje razmatramo kongruencije koje na
r—-regularnoj polugrupi razdvajaju idempotente 1 pri tome uop-
Stavamo rezultate D. Krgovié [29].

1. NAJVECE I NAJMANJA r-POLUPROSTA KONGRUENCIJA
KOJE NA NEXIM 7-REGULARNIM POLUGRUPAMA
RAZDVAJAJU IDEMPOTENTE

Kongruencija polugrupe S rezdvaja ldempotente

ako svaka p-~klasa sadrzi najvise jedan idempotent.
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Naredna teorema uopstava poznati rezultat Lalle-

menta |30] koji vaZi za regularne polugrupe.

Teorema 1.1, Ako je S w-regqularna polugrupa,
tada r-poluprosta kongruencija p na S razdvaja idempote-

nte ako i samo ako je p € H*., Kongruencija

g** = ((a,b) € sxS : (¢x,yE€S!) (xay,xby) & #*)

je najvecda koja na S razdvaja idempotente.

Dokaz. Posto svaka #H*~klasa na r-regularnoj polu-
grupi sadrZi najviSe jedan idempotent, sledi da svaka kongru-

encija p koja je sadrZzana u #* razdvaja idempotente.

Obratno, neka je p r-poluprosta kongruencija koja
na S razdvaja idempotente, a,b& S 1 neka je a p b. Tada
je r(a) p r(b). Bko a’€ Vi(r(al)), tada je (r(a)a’) p=(r(bla’)o

idempotent u S/p Jer je r(a)a“ idempotent u S. Po Lemi

Il

2.1 postoji e&E(S) da je ep r{b)a’ i R;;:;R*

r(bya
Podto p razdvaja idempotente imamo da je e = r{a)a“ . 1z
r{a) = r{a)a‘r(a) sledi r(a)sS = r{a)a'r{a)S <€ r(a)a“'s 1

Il

r(a)a"S<r{a)sS, pa je r(a)s r{a)a’sS $to je ekvivalentno

sa R; = R* .. Neka je r{r(b)a“) = (r(b)a“)P. sada imamo

r{a)a
r(r(b)a”)s = ri(b)a (r(b)a))P Tscr(v)s

w ¥ * *
Sto povladi Rr(b)a’:gRb . Dakle,

Sli¢no je R**CR; pa je
<=> r{(a)s = r{b)S «<«=> aR*b,.

Na potpuno slidan na&in dokazujemo da je alL*b, pa je a#*b.
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Po Teoremi I 1.3 relacija

a*t = (a,b)E€ sxS : (¥x,yES!) (xay,xby) € H*)

je najveda kongruencija na S sadrZana u H*. Posto relacija
H* razdvaja idempotente, to kongruencija H*L takodje razd-
vaja idempotente. Neka je p kongruencija koja razdvaja ide-
mpotente na S takva da je H*ﬁg;g, tada je H* <p . Kako je
H* r-poluprosta ekvivalencija, to po Lemi II 5 sledi da je

s r-poluprosta kongruencija pa po prethodnom razmatranju sle-
di da je pSH* 3to je kontradikcija. Dakle, H*b'je najveda
kongruencija koja na sw-regularnoj polugrupi razdvaja idempo-

tente. /:7

Sada uvodimo slededu oznaku: ako je a element

r-regularne polugrupe S tada definisemo

EL*(a) = {¢e€E(S): LI<Lr} 1 'ER*(a)é{eﬁzE(Sj:R;gR;}
Podto za a“€Vi(r(a)) wvazi Sa’r(a)=Sr(a) Sto je
: * —T % : - * ;
ekvivalentno sa La'r(a) La’ sledi da a’r(a)c EL*(a) pa Je

EL*(a)# # . Sli%no je ER*(a) # @#. Za a L*b <=> L;=LE

(ar* b} «<=> R; = R}) imamo EL* (a)=EL*(b) ( ER*(a)=ER* (b))
Dakle, ako je a H*b, tada je EL*(a) = EL*(b) i ER*(a) =
= ER* (b). Takodje, podto je a L*r(a) ( ar* r(a)) sledi

EL* (a)=EL*(r(a)) ( ER*(a) = ER*(r(a)) }.

Lema 1.1. Neka su e,f idempotenti mregularne

polugrupe S. Tada je

L* <L* <=> ef = e i R* < R* <=> fe = e.
c f e f

Dokaz. Ako je L;:sﬂ*, tada je Se&<Sf pa posto-

ji x€S da je e = xf. Sada je ef xff = xf = e. Obratno,

ako je e = ef, tada je Se = Sef& Sf pa je L;:QLE. Sliéno
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ce dokazuje drugo tvrdjenje. =7

———

Teorema 1.2. Neka je S n-regularna polugrupa,

tada relacija
(1) y ={(a,b)€sxS: (Fa €vVv(r(a))) (db € Vir(b)))

(e €EL* (a) UEL* (b)) r(a)ea’= r(bjeb” i

(Yf € ER* (a) U ER* (b)) a“fr(a) = b fr(b}]}
je r—-poluprosta ekvivalencija koja razdvaja idempotente 1
sadr¥i svaku r~poluprostu kongruenciju koja na S razdvaja
idempotente. Najvela kongruencija koja na oS razdvaja idem-

potente data je sa
w2 = {(a,b) € SxS: (Vx,yegsl)(xay,xby)Eiu}.

Dokaz. Ofigledno je wp r-poluprosta, refleksivna
i simetriéﬁa relacija. Pre dokaza tranzitivnosti dokazademo
da je relacija u sadriZana u ekvivalenciji H*.

Neka (a,b)& u, tada (r{(a),r(b))&€ u i neka su

a“evir(a)) i b’ev{r(b) kao u definicigi (1) 2za w. Pri

dokazu Teoreme 1.1 dokazali smo da je r(a)S r(a)a’sS sto

. ' x — * 3 o X =
je ekvivalentno sa RY Rr(a)a" pa je r(a)a“& ER*(a)

= ER*(r(a)a“). Sli¢no dobijamo da r(b}b "€ ER*(b) = ER*{r(b)b").

Sada po (1) sledi

a‘r(a) a‘(r{a)a’)r(a) = b'({r(a)a”)r(b)

b°r(b) = b {r(b)b )r(b) = a“(r(b)b )r(b)
sli¥no, a’‘r(a)& EL*(a) = EL*(a’'rf{a)) 1 b 'r(b)c€ EL*{(b) =
=EL*(b r(b)) pa je

r(a)a’=r(a)(a’r(a))a’=r(b)(a’r(a))b’
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r{b)b™=r(b) (b’r(b))b ™=r(a) (b’r(b))a“.
Iz prve od ovih relacija i a’“r(a)e& EL*(a) sledi da

b"r(a)a’r(b)&e EL*(a) pa je
r{(ala’= r(a){(a‘r(a)a'= r(a) (b’r(a)a’;r(b))a’

= r(b)(b'r(a)a“r(b))b ™= (r(b)b”) (r(a) ") {(r{(b)b ™).
Dakle,

(r(b)b7) (r(a)a”) r(b)b r{aja’r{b)b”

I!

r{a)a’

{(r(a)a”) (r(b)b”} = r(b)b“r(a)a r(b)b~ r{a)a”.

Po simetriji je r(b)b” = {r(b)b ) (r(a)a”) = (r(a)a’){(r(b)b")
pa je r(a)a” = r(b)b”. 8li¢no se dokazuje da je a’'r(a)=b'r(b}.

Po Teoremi I 2.7 sledi da (a,b)e& H*, pa Je u C H*.

Neka (a,b), (b,¢Yeunu. Tada je a H*b H*c 1 pos-

toje a“&€vVix(a)), b ,b*&V(r(b)) 1 c*€ V(r(c)) da je

i

r{a)ea“ r(bleb”, r(b)leb*= r(c)ec* za svaki e&EL*(a) =
= EL*{(a“r(a)) = EL*(b“r(b)) = EL*(b) = EL*(b*r (b)) = EL*(c*r(c))-=
= EL*(c). Sli¢éno ije a'fr(a) = b fr(b), b*fr(b) = c*fr{c) za

svaki f&€ ER*(a) = ER* (b)

ER*(c). Tada je r(a)a'=r(b)b~,
a‘r{a)=b“r(b), r(b)b* = r{(c)c* , b*r(b)= c*r(c). Po Teoremi

I 2.7 postoje a*&VvV(r(a)) i c"€V(r(c)) da je r(a)a =

=r(c)c’,ar@)=c’r(c) i r(aa* = r{c)c* , a*r{a) = c*r(c). Sada
za svaki e&EL*(a) = EL*(b) = EL*(¢) mi imamo
r{alea*=r(a) (ea’r(a)a* = (r{a)ea”) {r(a)a?*)
={r{alea’) (r(b)b*) = (r(b)eb” ) {(r{b)b*)

= r{b) (eb“’r{(b))b*= r(b)eb* = r{c)ec¥*,

i za svaki f€ER*{(a) = ER*{b) = ER*{(c) imamo
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a*fr(a) a*(r(aja“flr(a Y=(a*r(a))(a’fr(a))

(b*r(b)) (a"fr(a)) = (b*r(b)) (b " fr (b))
= b*(r(b)b"f)r(b) = b*fr(b) = c*fr(c).

Dakle, (a,c)€yu, pa je relacija u tranzitivna &to povlaci da

je u r-poluprosta ekvivalenciija.

Iz vec dokazanog u<i* sledi po Teoremi 1.1 da u

razdvaja idempotente na S.

Neka je p r-poluprosta kongruencija koja na 8

razdvaja idempotente, i neka (a,b)€&€ p. Tada po Teoremi 1.1

(a,b)& #* i postoje a“€V(r(a )), b"EvVr(b) da je r(a)a-’
= r(b)b” i a’r(a) = b’r(b). Neka e€EL*(a) = EL*(r(a))
= EL*(a’r(a)) = EL*(b) = EL*(r(b))= EL*(b r(b)). Tada je
ea’r{(a) = e = eb’r(b) (po Lemi 1.1) i

(r{fa)ea’) (r(ajea”™) = r(a){ea’r(a))ea” = r(a)eea”

= r(a)-ea” €E(S),
1 sli¢no r(b)eb”"€E(S). POoSto je p r-poluprosta kongruenci-

ja iz (rf{a),r(b))ep sledi

b” = br(b)b” = br{(a)a"pb’r(b)a” = a’r{a)a "=a“
pa (a”,b")& p. Iz prethodno redenog sledi (r(a)ea”’,r(b)eb’)e&o,.
Kako r(a)ea”, r(b)eb"€E(S), sledi da je r(a)ea= r(b)eb”
posto kongruencija o razdvaja idempotente. SLidno se dokazuje
da je a’fr(a) = b“fr(b) =za svaki fEéER*(a) = ER* (b} pa je
(a,b) €u. Dakle, pCu pa sledi da ekvivalencija y sadr¥i sva-

Ku r-poluprostu kongruenciju koja na S razdvaja idempotente.

Takodje, moZemo zakljuliti da ne postoji kongruen-
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cija p koja na S razdvaja idempotente takva da jJe U Cop .
U suprotnom, iz ugp bi sledilo da je p r-poluprosta kongru-

encija, a po gornjem razmatranju bi bilo pgu.

Dokaz da je ub={(a,b)€Sxs : (¥x,y€8!) (xay,xby) < u)
najveda kongruencija koja na S razdvaja idempotente analo-

gan je odgovarajucem delu dokaza Teoreme 1l.1. /=7

Lema 1.2. Neka je S r-polugrupa, tada je ekviva-

lencija L* (R*) desna (leva) kongruencija.

Dokaz. Neka a,b,c&€S 1 aL*b <> Sr{a) = Sr{b).
Tada je

Sr(ac) = Sr(a)r(c) = Sr(b)r(c) = Sr(bc) <=> acL*bc
pa L* Jeste desna kongruencija. Sli¢no, R* je leva kongru-
encija. /=7

Posledica 1.1. Neka je S r-polugrupa, tada je re-

lacija uw definisana sa (l) najveca kongruencija koja razdvaja

idempotente.,

Dokaz. Na osnovu prethodne tecreme treba jos poka-
zati stabilnsot ekvivalencije u. Neka a,b,c&S5, (a,b)&€ u
i a‘€vir(a)), b"&€vi(r(b) kao u (1), tada (a,b)€e g*<CRr*,.
Po prethodnoj lemi je R* 1leva kongruencija pa (ca,cb)lgp?®.

Ako je jos r{ca) € Vir(ca)=r(c)r(a)), tada je
¥lca)=r(c)r{a)=r(c)r(a)r(ca) rl(c)r(a)

=r(c)r(a) (a’r(a))r(ca) "(r{c)r(a})){a’r(a))

=r{c)r(a) (b’r(b))r{ca) "(ric)r(a)) (b’r(b))

=r{c)r{(a)b’r(b)r(ca) ‘r(ca)b 'r(b).
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Kako je r(ca) r{ca)& Sr{a), to r{ca) ‘r(ca) & EL*(a)=EL*(r{a))
pa je po (1)

r{b) (r{ca) ‘r{ca) )b ’=r{a) (r{ca) ‘r(ca))a”.

Sada je
r{ca)=r(c)r{(a)l=r(c)r(a)b’r(b)r(ca) ‘r(ca}b r(b)
=r(ca)b’r{a)r(ca) ‘r{c)r(a) "r(b)
=r{ca)b'r{a)r{ca) 'r{(c)r(b)b r{b)
=r{ca)b r{a)r{(ca) 'r{(c)r(b)e Sr(c)r{b)=Sr{ch).
Odavde je

— T %k &£ T.%
Sr{ca) < Sr(cb) «<=> Lca"ch'

. . * N .
Sli¢no je chg Lca pa je

* — * —
LCa ch <=> Sr(ca)

Sr(cb) <=> ca L*cbh.
1z (ca,cb)&e R* i (ca,cbhb)€L* sledi (ca,cb)€ H* Sto e
ekvivalentno sa (r{ca),r{cb))e&€ g*. Sa «r(cb)~ cemo o©OzZna

¢iti inverzni element elementa r(cb) koji je H*-ekvivalen-

tan sa r(ca) &€V(r(ca)). Ako ecC€EL*{(cb) = EL*(ca) =

= EL* (r(ca) "'r(ca})), tada je e(r{ca) ‘r{ca)) = e. Takodje
* < T % — T *% s - * =TT *
Lr(ca)’rfta)"La La’r(a) > 1r(ca) ‘r{ca) € EL*(a)=EL* (b},
: ; - - ; * < Tk = % : - =
jer je Sr(ca) ‘r(ca)<Sr(a), pa je Le_.La La‘r(a) i ea’r{a)=e
Sada je

r(ca)er(ca) =r(c)r(a)e a’r(a)r{ca) -
=r{c)r{b)eb'r(a)r{ca) -
=y {cb)eb“r(a)r{ca) ‘r(ca)r{ca) -

=r (cb)eb'r(a)r(ca) 'r{cb)r(cb) -

=r (cb)eb’r{a)r{ca) ‘r{(c)r{(b)b“r{(b) r{cb) -~
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=r (cb)eb r(a)r(ca) ‘'r{c)r{(ala’r(b)r(cb)
=r (cb)eb "r(b)r(ca) 'r{ca)b " *r(b)r(cb)
=r (cb) (eb r(b))r(ca) 'r{ca)a’r(a)r(cb) -
=r(cb)er(ca)”r(ca)r(cb)’.
=r (cb)er (cb) 'r{cb)r(cb)”
=y (cb)er (cb) ~.

Neka f&ER*{ca) = ER*{(cb) = ER*(r(ca)r(ca) "}). Tada je

r{ca)r(ca) 'f = £. Takodje je «r{ca) fr(ca)e€c E(S) 1

Sr{(ca) "fr(ca) = Sr(ca) "fr(c)r{a) < Sr(a),
pa

L;(ca) “fr(ca) < L; => r{ca) fr{ca) &€ EL* = EL*(b).
Dakle,

r{ca) fr(ca)=r(ca) 'r(ca)r(ca) fr(ca)r(ca) 'r(ca)
=r (cbh) ‘r{cblr(ca) fr(ca)r (cb) "r{cb)

=r (cb) r(c)r(b)or(b)r(ca) "fr{c)r(a)a  r(a) (cb) 'r{cb)

=r(qb}’(r(c)r(b)b’)r(b)r(ca)’fr(c)r(a)b’r(b)r(cb)’r(cb)

ﬁr(cb)’(r(c)r(b)b’)r(a)(r(ca)’fr(c)r(ana’r(b)r(cb)’r(cb)

=r{cbh) " (r(c)r(a){a'r(a))r{ca) fr(clr(a)a'r(b)r{cb) "r(cb)

=r (cb) "r(ca) {(r{ca) "fr(c)r{(b}b r{blr(cb) "r (cb)
=r {(cb) “r(ca) (r{ca) "fr{cb) ) r(cb) "r{chb)
=y (cbh) “r{cb)r(cb) "fr(cb)r{cb) "r(ch)}

=r{cb) "fr{cb).

Zna&i, cancbhb pa u Jjeste leva kongruencija. Slic¢no se doka-
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zuje da je y desna kongruencija pa sledi da je y najveda
r-poluprosta kongruencija koja na r-polugrupi $ razdvaija

idempotente. 157

Teorema 1.3. Neka je S r-polugrupa i 1 relacija

data sa

T ={(a,b)ESxS : (Ja"€Vir(a))) db € V(r(b)))

r(a)a” = r{b)b” , a‘r(a)=b r(b), r{a)b"€ kery} ,

tada je 1 = u.

Dokaz. Neka je a Tb, tada postoje a“€V(r(a)) i
b &€V(r(b)) da je r(a)a’=r(b)b” i a’r(a)=b'r{(b) &to
povlaci afb 1 a’4*b”. Odavde je a“R*b” pa podto je R&g*
leva kongruencija sledi da je «r(a)a” R*r(a)b~. Sli&no, iz
ar*b <> r(a)L*r(b) sledi r(a)b’L*r(b)b”~ ijer je L* desna
kongruencija. Kako je r(a)a'=r(b)b” imamo da je r(b)b” g*
r{a)b” pa sledi da je r(a)b” H*r(b)b~”. Poito r(a)b"Cker p,
tada postoji e€E(S) da je r(a)b“pe. Iz uCH* sledi
r{a)b“d#* e. Sada je r(b)b'=e, po3to svaka H*-klasa sadr¥i

najvise jedan idempotent. Dakle, f(a)b'u r{b)b”. Sada ije
aup=r(a) u=r{(aJufaT@)uv= r{(a) u (b’r(b)) u

=(x(a)b”) ur(b) u=(r(b)b ur(b) y=r(b) y= by .
Dakle, tCup. Obratno, ako je a ub, tada postoje a€v(r(a)
i b"€V(r(b)) takvi da je r(a)a'=r(b)b” i a“r(a)=b’r(b)
(po dokazu Teoreme 2.1). Po dokazu Posledice 1.1 imamo da
aub <=> r(a) ur(b) povliati r(a)b ur(b)b” pa

r{a)b”"&ker u. Sada je puCt i konadno { = R

Pre nego sto dokaZemo teoremu koja opisuije jezgro

kongruencije p r-polugrupe, dokazademo sledede dve leme.
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Lema 1.2. Neka je S g-regularna polugrupa 1
e €CE(S). Tada za svaki g€EL™e), ge,eg€E(S) 1 ge=g, a

za svaki h€&EER*{e), eh,he€E(S) i eh=h.

Dokaz. Ako g€EL*(a), tada je ge=g po Lemi 1.l

(eg) (eg) = el(ge)g=egg=eqg.

Sli®éno se dokazuje i drugi deo leme. /=7

Lema 1.3, Neka je S r-regularna polugrupa i a«s5S.
Tada za svaki e€EL*(a) i svaki a“€vV(r(a)) vaZi ea’'r(a)=e
$to povliali r(a)ea "€E(S), 1 za svaki f € ER*{(a) i svaki

a*cvir(a)) vaZi r(a)a¥f=f 3&to povlac¢i a*fr(a)<E(S).

Dokaz. Neka a€S, e€EL*{(a) 1 a&€v(r(al)). Iz
alL*a“r(a) sledi EL*(a)=EL*(a'r(a)) pa e&€EIFa’'r(a)). Po
prethodnoj lemi je ea’r(a)=e 1

(r(a)ea”) (r(a)ea )=r(a)ea’r(a))ea’=r(a)ea’.

Analogno se dokazuje i drugi deo leme. /=7

Naredna teorema daje opis jezgra kongruencije

na r-polugrupi.
Teorema 1.4. Neka je S r-polugrupa, tada je
ker n={a€s : (JFa €vir(a))) (WVe €EL*(a))r(a)ea’e
—a‘r(a)e i (YfEER*(a)) fa'fr(a)=fr(a)a’]}.

Dokaz. Neka a€ker u, tada postoji g€E(S) da je
aug. Kako je u&H* to iz a #*g po Teoremi I 2.7 pos-
toji a“€évir{(a)) da za g&vV(g) wvaZi a’r(a)=g=r{a)a”. Ka-

ko je (a,g) €u<=> (r{a),g)€eun to je
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(g,a”) = (r(a)a“,a’r(a)a”) = (r(a)a“,ga”) €y

pa a '&kery. Kako je y € L* to iz ar*g sledi EL*(a) =
=EL*(g) 1 neka e€EL*(a)UEL*¥(g). Po Lemo 1.2 ge& E(S),
a po Lemi 1.3 r{a)lea”,geg&€E(S) pa iz (r(a)e,ge)j<n 1
(a”,g)€ u sledi (r(a)ea“,geg) & p. PosSto u razdvaja idempo-

tente imamo da je r(alea“=geg. Sada iz a’r(a) = g sledi
r(a)ea "'e=gege=ge=a ‘r{aje.
Sliédno se dokazuje da je fa“fr(a)=fr{a)a” =za svaki £f& ER*(a).

Obratno, neka a pripada skupu sa desne strane zna-
ka jednakosti iz postavke teoreme. PosSto a’r(a)e& EL*(a) to

je
r{a)a“a’r(a)=r(a){a'r(a)la'{(a’rl@a)xa'r(a}){a'r(a)=a'r{a)

i kako r{ala € ER*(a)

r{ala“a‘’r(a) = (r(a)a)a'(r(a)a“)r(a) = (r(a)a“)r(aa“=r(a)a’,

r{a)a“. Iz aL*a r(a)

Il

pa je a’'rf(a) r{a)a” sledi EL*{a)
= EL*(r(a)a”) 1 neka eCEL*(r(a)a“). Po Lemi 1.2 a’'rf(a)e
= r(a)a’e €E(S}) i podto a'r{a)=r(a)a’e= r(aj)a’e€r(a)S sle-

di da a’‘r(a)e& ER*(a). Sada je

r(a)ea’=r(a)({(a’r(a)ela'r{a))a'=r{a)((a'r(a)e}r(a)a')a’

.

=r(a) ((a’r(a)e)a“(a"r(a)e)r(a))a =

=r(a)ea“(a’r(a)ler(a)a“

-

=r {a)ea (r(a)a)er(ala'=(r{a)ea’e)r(ala

={(a‘r(a)e)r(a)a =r(a)a’er(a)a’.

Dalje, aR*r(a)a” povlac¢i ER*(a)=ER*(r{a)a’). Neka

fEER*(r(a)a“). Po Lemi 1.2 -fr(a)a"€E(S) i iz fr(a)a’=
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fa‘r(a)& Sr{(a} sledi fr(a)a &EL*{a). Sada je
a’fr(a)=a“(r(a)a“(fr(a)a ))r(a)=a ' (a'r(a} (fr(a)a“’})r(a)
=a " (r(a) (fr(a)a”)a”(fr(aja’))xr(a)
=a‘r{a)flr(@laHafr(a)=a'r(a)f(a'r(a))a fr(a)
=a ‘r(a) (fa"fr(a))=a’r(a) (fr(aja’)=r(a)a’fr(a)a’.

Pc Posledici 1.1. sledi {(a,r{(a)a”)Euy sSto povlaci

acker p cime je teorema dokazana. /=7

Posledica 1.1 uopsStava poznati rezultat J. Meakina
|39] koji je opisao najvedu kongruenciju koja na regularnoj
polugrupl razdvaja idempotente. Posto na r-polugrupi regula-
rni element &ine regularnu podpolugrupu, vazi da SEIJpegS pok-
lapa sa kongruencijom koju je opisao Meakin. U radu [12| R.
Fiegenbaum je opisala jezgro najvece kongruencije koja na
regularnoj polugrupi razdvaja idempotente. Ako taj rezultat

primenimo na slucaj r-polugrupe dobijamo da je
— . - % -
ker “[Regs (acRegS : (Ja“€vVia)) | (We€EL*(a))aea’e
=a "ae i (Vf €EER* (a)) fa“fa=faa | }.
Sada se moZe dokazati sledeca
Teoremag 1.5. Neka je S r-polugrupa, tada je
kerp ={fagsS : r (a) € kery | RegS} .

Dokaz. Neka je A={a&€S : r(a)EEkeru|RegS},tada
a&A povladi 'r(a)EEkerp|RegS. Sada postoji e&«<E(S) da je

r{a e. Odavde je r{a) ue pa posSto je yp r-poluprosta

)H|Reg8

kongruencija sledi a p e. Dakle, aEEkéru pa je A & kerwu.

Obratno, a&kery povlaci da je a p e za neki
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e€E(S), pa je r(a) waue. Posto r(a}),e& RegS sledil

r{a r(a)EEkerleegs i a&A. Dakle, keru < A

) ¥| gegs® P2
pa Jje Kerp = A. /7

Teorema 1.6. Neka je S rn-konvencionalna polugru-
pa 1 definisimo na S relaciju
(2) u;={(a,b) £ SxS : (da‘cvir(a))) (db " €V(r(b)))
(tfe €E(S)) r(alea’=r(bleb” i a‘er(a)=b’er(b)}.

Relacija u, Jje r-poluprosta ekvivalencija koja na S raz-
dvaja idempotente i sadrzi svaku r-poluprostu kongruenciju
koja na S razdvaja idempotente. Najveca kongruencija koja

na S razdvaja idempotente data je sa
ubi ={(a,b) € SxS : (Vx,yesl)(xay,xby) € uqyl.

Dokaz. OCigledno je yp; r-polurpsta, refleksivna
i simetridéna relacija. Pre dokaza tranzitivnosti dokazacemo
da je u; €H*. Neka a,b&S, awu;b i naka su a’&vir(a)) i
b €vir(b)) kao u definiciji (2) relacije u;. PoSto je S
r—-konvencionalna polugrupa, imamo da je r(a)a'r(blbr(a)a"c E(S)

Po (2) sledi

a‘{r(a)a’r(b)b'r(ala“)r(a)=b (r(a)a'r(b)b'r(a)a“)r(b).

Podto b r{a)a'r(b)&E(S) imamo

(3) a"'r(b)b"r(a)=(b’r(a)a"r(b)) (b’r(aYa’r(b))=b r(ala’r{(b).

Kako je r(b)b"€E(S) bice
a’(r(b)bM)r(a)=b " (r(b)b )r(b)=b r(b)

i slidno b {(r(a)a“)r(b)=a“'r(a). Iz (3) sada sledi
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a’r(a)=b’r(b). Na potpuno sli&an nalin dobijamoc r(a)a =r(b)b~,

Iz prethodna dva rezultata 1 po Teoremi I 2.7 dobijamo u;SH*.

Neka a,b,c€S8 1 au;b, bp;c. Tada postoje

a”" € Vir(a)), b ,b*ev(r(b)) 1 c*&€Vir{c}) da je
a‘er(a)=b er(b), r{a)ea'=r(b)eb”, b*er(b)=c*er(c) 1
r{b)eb*=r{(c)ec*

za svaki ec E(S). 0Odavde, kao u prethodnom razmatranju, za-
kljutujemo da je r(a)a’=r(b)b”, a’r(a)=b’r(b), r(b)b*=r(c}c*,
b*r(b)=c*r(c) i da su a,b i c H*-ekvivalentni elementil

u S. Po Teoremi I 2.7 sledi da postoje a*eV(r(a)) 1

c’€V(r(c)) da je

r(a)a’=r(b)b =r{c)c”, a’r(a)=b r(b)=c r(c)

i

r{a)a*=r(b)b*=r(c)c*, a*r{a)=b*r(b)=c*r(c).
Kako je

r(a) {a*r(a)a“)r(a)=r(a)a'r(a)=r(a)
i

(a*r(a)a“)r(a) (a*r(a)a‘Fa*r(a)a*r(ala =a*r(a)a’,
to sledi da a*r(a)a’€vVi(r(a)). Sli¢no dokazujemo da
c*r(c)c EvVi(r(c)) pa je za svaki e&E(S)

(a*r(a)a’)er(a)=(a*r(a)) (a’er(a)F(b*r(b)) (b exr (b))
=b*r (b)) (b “er(b)b ‘r(b)=b* (r(b)b er(b)b ) r(b)

=c*(r{c)c er(cic ir(c)=(c*r(cic )er(c)

r(a)e(a*r(a)a‘)=r(a)(a*r(a)ea*r(a))a’=r(b)(b*r(b)eb*r(b))b’

=(r(b)eb*) (r(b)b )=(r(c)ec*) (x{c)c }=r(cle({c*r(clc”).
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Sada je au;c pa je relacija u,; tranzitivna. Dakle u; Je
r-poluprosta ekvivalencija,a iz ved pokazanog u;&H* sledi

da u#1 razdvaja idempotente.

Neka je p r-poluprosta kongruencija koja na S
razdvaja idempotente. Ako (a,b)&p po Teoremi 1l.1. sledi da
(a,b)€ #* pa postoje a’€V(r(a)) 1 bevi{r(b)) da je
r{aa’=r(b)b” i a’r(a)=b"r(b). Posto jJje apb <=> r{a) pri{b)

mi imamo ri{b)b =r(a)a’p r(b)a“® pa Je
b’=b’r{(b)b”p b r(bla'=a'r(a)a'=a’

to jest, (b7,a”’)E€p . Kako je r(blepr(a)le za svaki e&E(S},

-

to je r(bleb " pr(a)ea’. Po3to r(a)ea’,r(b)eb "€E(S) i po3to
p razdvaja idempotente, sledi da je r(a)ea’=r(b)eb” . Takodje
(a"er(a), b'er(b))cp pa je a’exr{a)=b’er(b). Odavde sledi

(a, b} uy; pa je pQuy.

Sliédno kao kod Teoreme 1.2 zakljudujemo da ne po-
stoji na S kongruencija koja razdvaja idembotente i koja
sadrzi u;.

Dokaz da je uﬂ='{(a,b & Sx§8 : (Vx,yEESl)(xay,xbykgul}

najvecda kongruencija keoja na S razdvaja idempotente analogan

je odgovarajucdem delu dokaza Teoreme 1l.1l. /=7

Staqv 1.1, Ako je S n—konvencionalna polugrupa,
(a,b)E u; i a* proizvoljan inverz elementa r(a), tada po-
stoji b* inverzan za r{b) da je r({ajlea*=r{b)eb* 1

a*er{a)=b*er(b) =za svaki e€E(S).

Dokaz. Neka {a,b)€ u; i neka je a*c€V(r(a))

proizvoljan, tada postoje a"€v(r(a)) i b EV(r(b)) da je
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r{alea " =r{(b)eb” i a’er(a)=b er(b) za svaki e€E(S). Ta-
kodje, podto (a,b) € H* postoji Db*&V(r(b)) da je

r{a)a*=r(b)b* 1 a*r(a)=b*r(b). Sada je za svaki e&E(S)
r (a)ea*=r(a) (a*r(a)ea*r(a))a*=r(a) (a*r(ajea*r(a)a’r(a))a*
=r (a) (a*r(a)ea*r(a))a (r(a)a*)
=r (b) (a*r(a)ea*r{a))b " (r(b)b*)
=r (b) (b*r (b)eb*r (b) )b r(b)b*=r (b)eb*.

Sli¢no se dokazuje a*er({a)=b*er(b). /=7

Teorema 1.7. Neka je S gw-ortodoksna r-polugrupa,
tada relacija u; definisana sa (2) Jje najveca kongruencija

koja na S razdvaja idempotente.

Dokaz. Pokazacdemo da Je u;=p Jjer u tom slucaju

tvrdjenje teoreme vazi po Posledici 1.1l.

O¢igledno je uj;cCu.

Obratno, neka (a,b)& u. Po dokazu Teoreme l.2. ima-
mo da je r(a)a'=r{b)b” 1 a‘r(a)=b’r(b) gde su a’&«V(r(a))

i b €v(r(b)) kao u definiciji relacije Y. Takodje je EL¥*(a)

= EL*(r(a))= EL*{a’r(a)). Ako h&E(S}), tada je Sha'r(a)

— * * - * -
¢ Sr(a) <=> Lha"r(a) er(a) pa ha’'r{a)€& EL*(a) (ovde ha‘r(a)
pripada skupu E(5) Jjer je w-ortodoksna polugrupa). Sada ije

r(a)ha“=r(a)h{a'r(a)a”)=r(a) (ha’r(a))a“
=r (b) (ha ‘r{a))b =r(b) (hb"r(b))b~
=r {(b)h(b"r(b)b " )=r(b)hb .

Sli¢no je ER*(a)=ER*(r(a))=ER*{(r(a)a“’),r{(a)a’hS<r(a)s <=>
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R* <R; pa r(a)a'h& ER*(a}. Sada je
a’hr(a)=a“(r{a)a"h)r(a) = b (r{(a)a“h)r(b)
=b " (r(b)b“"h) -r(b)=b "hr(b).

Dakler UC_:UI pPd je L = U] . /7

Ova Teorema uopStava poznati rezultat J.Meakina |37].
Na n-ortodoksnoj polugrupi je po Teoremi II5 ReqS ortodoks-
na polugrupa. Kongruenciija ElzuliRegS je najveda koja na
RegS razdvaja idempotente i poklapa se sa onom koju je u DO~
menutom radu opisao Meakin. R. Fiegenbaum je u radu |13]
oplsala jezgro najvece kongruencije koja na ortodoksnoj polu-
grupi S razdvaja idempotente. Primenjeno na sludaj n-orto-

doksne polugrupe S taj rezultat izgleda ovako:
keryp,;={a € RegS : (Ja'€v(a)) We € E(S))a eac=aa e
i eaea’=ea al.

Teorema 1.8. Neka je S =-ortodoksna r-polugrupa.
Tada je

kery;={a€s : r(a)&€ kern,}
={a€s : (da‘€v(r(a))) Ye€E(S))a er (ap=r(a)a e

i er{(a)ea’=ea’r(a)}l.
Dokaz. Najpre, jednakost skupova iz postavke teo-
reme je oCigledna. Sam dokaz moZemo uraditi na dva nadina,
kao u sludaju r-polugrupe (Teorema 1.4 i Teorema 1.5). Prvi
nac¢in je dosta dugadak pa ga zbhog toga ovde izostavljamo i
razlikuje se od dokaza Teoreme l1l.4. Kao dokaz navedene teoreme
smatracdemo drugi nacin koji je u potpunosti analogan dokazu

-—

Teoreme 1.5 pa ga zbog toga ne navodimo. /=7
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Neka je S strogo m-inverzna polugrupa 1 a & §,

. . » -1
tada jedinstven inverz elementa r(a) oznacavamo sa r(a) .

Teorema 1.9. Neka je S strogo w—-inverzna polugru-
pa, tada relacija

=1

n, ={{a,b) €SxS : (VEEEE(S)) r{a) er(a)=r(b)-ler(b)}

je r-poluprosta ekvivalencija koja na § razdvaja idempoten-
te 1 sadrZzi svaki r-poluprostu kongruenciju koja na S razd-
vaja idempotente. Najveda kongruencija koja na S razdvaja

idempotente data je sa
(4) wb={(a,b)EsxS : (¥x,yes!) (xay,xby) Cu,l.

Dokaz. Relacija wu, Jje ocigledno r-poluprosta ekvi-

valencija na S. Ako e,f€E(S), tada je

e=e Ltee=f lef=ef i F=f Tffoe Tfezet

pa je e = f 1 yu, razdvaja idempotente. Dokaz da y, sadrZi
svaku r-poluprostu kongruenciju koja na S razdvaja idempo-
tente analogan je dokazu odgovarajucdeg dela Teoreme l.6. Ta-
kodje ne postoji kongruencija koja na S razdvaja idempo-
tentne takva da sadrZzi u,. Dokaz da je u% najveca kongruen=

cija koja na S razdvaja idempotente analogan je dokazu od-

govarajufeg dela Teoreme l.1l. /=7

Posledica 1.2. Neka je S strogo m-inverzna r-po-
lugrupa, tada je relacija u, definisana sa (4) najveca

r-poluprosta kongruencija koja razdvaja idempotente.

Dokaz. Po prethodnoj teoremi sledi da treba jos do-

kazati stabilnsot ekvivalencije u,. Neka su zato a,b,c&5S

i auy,b, To znaci da je r(a)-ler(a)=r(b)-ler(b) za svaki

e € E(S). Odavde, podto r{c) “er(c)&E(S) =za svaki
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ec=E(S), imamo

-1

r(ca) “er(ca) 1

(r{c)r{a)) “er(c)r(a)

H

= r(a) -1 (c) “Llar (c)r(a)

r(b)“lr(c)'ler(c)r(b)

J

r (cb) “ter (cb)

pa u, Jeste leva kongruencija. Takodje je

r(c) (r(a)hler(a))r(c)

r(ac)_ler(ac)

r(c) (e (b) ter(b))r(c)

r (bc) Ter(bc)

Il

pa u, Jeste leva kongruenciija. Dakle, u, je kongruencija./:7

Ova posledica uopstava poznati rezultat J. Howiea
| 24| koJ1 Je opisaoc najvecu kongruenciju koja na inverznoj
polugrupi razdvaja idempotente. Na strogo r-inverznoj pélu—
grupi S Jje RegS inverzna polugrupa, a kongruenciija Ez:“eregS
je ba$ ona koju je opisao Howie. R. Fiegenbaum je u radu |13]
opisala Jezgro najvede kongruencije koja na inverznoj polugru-

pl razdvaja idempotente. Primenjeno na ovaj sluc¢aj dobijamo

da je
keru, ={a€& RegS : (VeEE(S)) ea = ae}.

Teorema 1,10, Neka je S strogo r—-inverzna r-po-

lugrupa, tada ije

keru, ={a€s : (VeEE(S)) er (a)

r(a)e}

={fa€S : r(a)E kerys}

Dokaz. Jednakost skupova sa desne strane znaka jed-
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nakosti je o¢igledna. Drugi deo dokaza moZe se izvesti dire-

ktno ili kao u Teoremi 1l.5. 137

Na svakoj polugrupi najmanja kongruencija je je-

dnakost i ona razdvaija idempotente.

Teorema 1.11. Neka je S rp—regularna polugrupa,

tada relacija
v={{a,b)€ Sx8 : r(a) = r(b)}

je r—-poluprosta ekvivalencija koja razdvaja idempotente 1
ona je sadrZana u svakoj r-poluprostoj ekvivalenciji na S.

Kongruencija

W= {(a,b) & Sx5 : (Vx,yesl) (xay, xby) € v}

je kongruenciija koja na S razdvaja idempotente.

Dokaz. OCigledno je v r-poluprosta ekvivalencija.
Neka e,f&E(S), tada je evf <=> e = f pa v razdvaja
idempotente. Pretpostavimo da je p r-poluprosta ekvivalen-

cija na S. Tada je

a v b <> r(a) vr(b) <=> r(a) r(b}).
Iz poslednje jednakosti sledi rf{a) pr(b), a kako je p r-po-
luprosta ekvivalencija sledi a p b pa je vGp . Posto je

ua;u sledi da J’ razdvaja ildempotente. /=7

Posledica 1.3. Neka je S r-polugrupa, tada je
relacija v najmanja r-poluprosta kongruencija na S i

razdvaja idempotente.
Dokaz. Neka a,b,c,d&€S, tada je

a v b,cvd <=> r(a) = r(b), r(c}) = r{d)
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H
f

=> rf{ac) r{a)r(c)

r(b)r{d) = r(bd)

<=> ac v bd,

pa je v kongruencija. /=7

—

Na regularnoj polugrupi relacija v 1 jednakost

se poklapaju.

Teorema 1.12. Neka je S r-polugrupa, tada je
kerv = {a€S : r(a)€E(S)!}.

Dokaz., Neka je A ={a€S : r{(a)€E(S)}. ako a

ckerv, tada postoji ec<cE(S) da je ave 3to je ekvivalen-

tno sa

r{a) = e, pa a€A. Obratno, ako a&AA, tada je

r(a) € E(S) pa zbog avr(a) imamo da a<ker v . Dakle,

kerv = A,

/=7

2. MREZA r-POLUPROSTIH KONGRUENCIJA XOJE NA
r~POLUGRUPI RAZDVAJAJU IDEMPOTENTE

Na rn-regularnoj polugrupi S sa A(S) demo ozna-

citi skup svih kongruencija koje razdvajaju idempotente, a

sa US) skup svih r-poluprostih kongruencija koje razdvajaju
idempotente,

Teorema 2.1. Relacija v r-polugrupe S definisa-
na sa

avb <=> r({a) = r{b)

Ld

je jedinica u skupu (S} u odnosu na kompoziciju kongruencija.

Dokaz. Po Posledici 1.3. relacija v je najmania
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r-poluprosta kongruencija koja na S razdvaja idempotente.

Neka a,b€s i p€& 7S). Sada je
alp»v)b <=> ( c€5S) apc, cvb
=>( c€&8) r(a) pr(c), r(c) = r(b)
=> r{a) p r(b)
<=> a p b,

pa Je ps.v Cp. Obratno,

apb <=> r(a)pr(b}, ri(b) = r(b)
=> apb, bvb
<=> af{ pesv )b,

pa je pCpe-v . Dakle, pe.v =p 3to povlac¢i da je v desna
jedinica skupa 7(S). SLi¢no se dokazuje da je v leva jedi-

nica u A(S). /=7

Teorema 2.2. Na r-polugrupi S r-poluproste kon-

gruencije koje razdvajaju idempotente cine potpunu mrezu.

Dokaz. Na r-polugrupi S skup T(S) je uredjemr u
odnosu na inkluziju i po Posledici 1.1 ima najveci element
@ (“=12189’ a po Posledici 1.3 ima i najmanji element v
(v=02159. PoSto presek bilo koja dva elementa iz skupa
T(S) opet pripada skupu 7(S), sledi da svaki njegov nepra-
zan podskup ima infimum. Po Teoremi I 2.8 zakljuCujemo da
r-poluproste kongruencije koje na r-polugrupi razdvajaju

idempotente C¢ine potpunu mreZu. /=7

Kongruenciije koje na wn-regularnoj polugrupi razdva-
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Jaju idempotente takodje &ine potpunu mrezu jer Je skup A(S)
zatvoren u odnosu na presek, a najveéi element mu je kongru-
encija 1 koji je opisao Edvards, |8]. Ovde demo opisati
mrezu r-poluprostih kongruenciija koje na r-polugrupi razd-

vajaju idempotente.

Definteija 2.1. Podskup A n-reqularne volugrupe
; * _ X : X £ Tk * * -
S Jje L*-zatvoren) (R*-zatvoren)ako a,b€A 1 LY <Ly (Ea < RY)pov

laci ab,ba€&A. Ako je podskup A L*-zatvoren i R*-zatvoren,

tada kaZemo da je A L*- R*zatvoren. /=7

Defintetja 2.2. Podskup A r-regularne polugrupe
S Je L*-samokonjugovan (R*-samokonjugovan) akoc a € A i
X &€ RegS tako da je LgéL; (R;:C_R;) povlac¢i xax "€ a

(x "ax € A) za svaki x"€V{(x). Ako je A L*-samokonjugovan

i R*-samokonjugovan, tada je A L*~R*-samokonjugovan. ,—

[/=/
Na regularnoj polugrupi Definicije 2.1 i 2.2 bi

se poistovetile sa definicijama koje je u radu |12} uvela

R. Fiegenbaum.

Lema 2.1. Neka je S wm~regularna polugrupa. Ako
p € T(S), tada je kerp ={XE€S : (FeC€CE(S)) X pefpun, L*-R¥*-

—zatvoren, L*-R*-samokonjugovan podskup od §.

Dokaz. OZigledno je E(S)<Ckerp pa je kerp pun
skup.
Neka a,b&kerp i L;sL*, tada je Sr{a) €Sr(b)
pa postoji x&€S da je r(a) = xr(b). Takodje postoije
e, fCE(S) da je ap = ep; bp = fp pa a,b € E(S/s). Sada je
(ab)p= apbp=r(a)pr(b)p= (xr(b))pr(b)p= xpr(b)or (b)p

= Xpr(b)lp= (xr(b))p= r(a)p= apECE(S/p).
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Dalje ije
(ba)p (ba)p= bp (ab)pap= bpapap= bpap= (ba)p

pa (ba)p& E(S/p). Dakle, ab,backerp pa je skup kerp
L*- zatvoren. SLi¢no se dokazuje da je kerp R*—zatovren

pa znac¢i i L*-R*-zatvoren.

Pretpostavimo da a€&€kerp, Cc&€RegS, c¢c '€V(c) 1

da je L;:SL;. Tada je a=xc za neki Xx&S. PoSto ap€E(S/p)

imamo da je

(cac“)p (cac”)p= cpapcp cpapc p= cp (xc)pc - Cpapcp

cpXp (cc c)papc'P= CpXpcCpapcCp = Cp (XC)papc "o

Cpapapc p= cpapc p= (cac o

pa cac &kerp. Znac¢i, kerp je L*-samokonjugovan skup.
Sli¢no se dokazuje da je kerp R*-samokonjugovan skup, pa

sledi da je L*-R*-samokonjugovan. /=7

Definiteija 2.3. Podskup A rn-regularne polugrupe

S Jje H*-regularan ako za svaki a&€aA vaZi

V(r(a))f\H;f\A # - g. 137

Lema 2.2. Ako je S rw-regularna polugrupa i

p & TS), tada su kerp i E(S) H*-regularni skupovi.

Dokaz. Neka a&kerp, tada je (a,e)€p =za neki
eCE(S). 2bog pCH* sledi a‘r(a) = e = r(a)a’, za neki
a‘&Vvi{r(a)), pa je aH*a“. Dalje; kao u dokazu Teoreme 1.4,

zakljulujemo da a "€ kerp. Dakle, a'GV(r(a))f\H;f)kerp pa

je kerp H*-regularan skup.
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Podto za e&E(S) wvazi e&gvVie)N H;r\E(S) to je

E(S) H*-regularan skup. Yoy

Definicija 2.4. Neka je S r-polugrupa, a v i
respektivno najmanija i1 naiveda r-poluproste kongruencije

opisane u prethodnom paragrafu. Tada definisémo skup

1 = {ACS : kervC A CTkery i A je L*-R*-za-

tvoren, L*-R*-samokonjugovan, H*- regularan

odsk d S}.
podskup o } 457

Skup 4 nije prazan Jjer po Lemi 2.1 1 Lemi 2.2

sledi da mu pripadaju kerv 1 keryu.

Teorema 2.3. Neka je S r-polugrupa i A &€ 4,

tada je relacija
(A) = {(a,b)ESxS : (Ba"€vVir(a))) 3b € V(xr(b)))
r(a)a’=r(b)})b”, a‘r(a)=b'r{b), r(a)b”,a’r(b)& A}
r-poluprosta kongruencija koja razdvaja idempotente na S.

Dokaz. Relacija (A) Je ocCigledno refleksivna i

r-poluprosta.

Neka a,b€s i (a,b)&(pn), tada (a,b)CH*TCR*,L*,
i (a’,b")&€ H*. Podto r(a)b”, a’r(b)& RegS, jer je RegS

podpolugrupa od S, imamo

. _ _ * *
Sa‘r{b) & Sr(b) Sr{a) <=»> La’r(b)igLa
i
r{a}b"s<r(a)s r{b)s <=> Rr(a)b""Rb'

Kako je skup A L*-R*-samokonjugovan bice

r(b)a” = (r(b)b ) r(b)a” = r(a)(a’r(b))a"€A




73,

b‘r{a) = b’r{a)(a’r(a))= b ' (r(a)b }r(b)cA.
pakle, (b,a) < (A} pa je relacija (A) simetricna.

Ako (a,b) € (aA), tada (b,a) €{(A) pa postoje
b €EV(r(b)), a’€vVvir(a)) da je ri(b)b’=r(a)a’, br(b)=a'r(a)
i r(bla®, b'r(a)€E A. Sada je aH*b. 1z bh'r(a)& Sr{a)=Sr(b)
i r{(bla"&r(b)sS=r{a)sS sledi Lg’r(a)f;Lg i R;(b)a'E;R*a'
Odavde je za proizvoljne a*€Vvir(al)), b*&V(r(b))

(1) r(a)b*= (r(a)a”)r(a)b™= r(b) (b’r(a))b*Ea
i
(2) a*r(b) = a*r(b) (b r(b)) = a*(r{b)alr(a)&A

jer je skup A L*-R*-samckonjugovan.

Pretpostavimo sada da (a,b), (b,c) &€ (A). Tada po-
stoje a’€vir(a)), b ’,b*€Vv(r(b)) 1 c*&Vir(c)) da je
r(a)a'=r(b)b’,' a‘r(a)=b r(b), r{b)bSr(c)c* i b*r (b)=ckt(c).
Odavde sledi a H*bH*c pa postoji c"&€Vi(r(c)) da je
r(a)a"=r(b)b =r(c)c” i a’r(a)=b’r(b)=c’r(c). Sada je
a’ H*b“H*c~”. Iz (a,b), (b,c)y&€(a) i (1) i (2) imamo da

r{a)b”, a’r(b), r{(blc”, b’'r(c)& A. Pod3to je na r-polugrupi,
po Lemi 1.2, R* leva kongruencija, to a R*b~ povlacdi
r(a)a‘R* r(a)b” i b°R* ¢” povladi r(b)b“R*r(b)c”. Dakle,
r{a)b R*r{a)a’=r(b)b "R*r(b}c”. Posto je A R*-zatvoren, to
r{a)b”, ri{b)e"€A i R;(a)b’zR;(b)c’ povladi r(a)c’ =
=r(a)(a‘rla)c =(r(a)b’Nr(b)c”)EA. Dalje, aR*b <=> r(a)R*r(b)
povlagdi a‘r(a)rR*a’r(b) 1 DbR*c <=> r(b)r*r(c) povlacdi
b“r(bYR*b“r(c). Sada je a’r(b) p*a'r(a)=b r(b)R*b’r(c).

Kako je A R*-zatvoren skup, a r(b), b'r{ic)©A i
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R;’r(b) = Réfr(c) povlaédi a‘r(c)=a (r(aa’)r(c) =
=(a’r(b)) (b°'r(c))E€ A. Dakle, (a,c)€ (A) pa je (A) rela-

cija ekvivalencije.

Primetimo da se kongruenciija u opisana u Teore-
mi 1.3 poklapa sa relacijom (kery). Zaista, ako je a ub,
tada iz r(a)pr(b) sledi a“r{a) pa’r(b) pa a’r(b)Ekery

sto povlaci u=(keryu).

Sada, iz A Ckery sledi (A)¢ yp. PoSto yp razdvaja

idempotente to ¢ini 1 (A).

Neka (a,b) & (A) 1 c€S. Zbog (A)Cu imamo
(a,b)cu pa jJe (ac,bc)& . Sada postoje (ac) €Vir(ac)),
(bc) "€ V(r(bc)) da je rl(ac)(ac)” = r(bc) (bc) ", (ac) ‘r(ac)=
= (bc) 'ribc). Iz (a,b) € (A) sledi da postoje a“€V(r(a))

i b "€V(r(b)) da je r(a)a’=r(b)b” , a‘r(a)=b r{(b). Sada

je
r {(ac) (bc) "=r(aj)r{(c) (be) =r(a) (a"'r(a))r(c) (bc) -
=r{a}b " (r(b)r(c})) (bec) "=r(a)b "r(bc) (bc) ~.
Posto ije
r{(a)b”=(r(a)a”)r(a)b”=r(b) (b'r(a)b”) => r(a)b Scr(b)s
i

r (b)

(r(b)b ) (r(b)b )r(b) = r(a)(a‘r(a))a 'r(p)

r{a)b”(r(b)a‘r(b)) => 1r(b)S € r(a)b-’s,

imamo da Je 1xr{a)b’r*b Jjer r(a)lb & RegS. Kako je r(bc) (bc) "~

CE(S)<A, r(a)b"&eA 1 r(bc)(bc) E€r(b)s, to je R;(bc) (be) !

SRE = R;(a)b’ pa imamo da r(a)b r(bc) (bc) "&€A jer je skup

A R*-zatvoren. Dakle, r(ac) {(bc) €EA.
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Iz (a,b)€ (A) sledi (b,a)& (A) pa po (1) sledi

da r(b)a"&A. Sada je
(ac) "r(bc)={ac) r(b)r(c)={ac) 'r{(b) (b’r(b))r(c)
= {ac) ‘r(b)a'r(ac).

Takodje je

r(b)a'=r(b})b ' r(b)a'=r{(a)a 'r(bla“'& r(a)s

r{a) = (r(aya”) (r(a)a')r(a)=r(b)(b'r(b))b r(a)
=r(b)a“(r(a)br{(a)) &€ r(b)a“s,

pa sledi da je «rx(bja“g*a. Iz r(ac) (ac) €Er(a)s, r(ac) (ac)”
: - : * DAk =Dx 2
CE(S)CA i r(bla"<A sledi Rr(ac}(ac)"“Ra Rr(b)a’ $to
povlaci r(ac){(ac) ribya"&€A Jer je A R*-zatvoren. Dalje,
- - < 3 * *
r{ac) (ac) ‘r(b)a"&€r(ac)Ss povlagl Rr(ac)(ac)’r(b)a’ngr(ac)
odakle je

(ac) ‘'r(b)a'r{ac)=(ac) ‘r{ac) (ac) r(b)a'r{ac)& A

jer je skup A R*-samokonjugovan. Dakle, (ac) “r(bc) A, Sada

je
r{ac) (ac) "=r (bc) (bec) 7, (ac) ‘rlac)=(bc) "r(bc)

r{ac) (bc) 7, (ac) ‘r(bc)& A

sto povlaci (ac,bc) & (A). Slic¢no se pokazuje da (ca,cb) & (A)
pa sledli da je relacija (A) r-poluprosta kongruencija koja

na r-polugrupi S razdvaija idempotente./:7

Teorema 2. 4. Preslikavanje A - (A) Jje sSurjekcija
skupa A na skup r-poluprostih kongruencija koje na r-polu-

grupl razdvajaju idempotente i ono oCuvava uredjenie.
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Dokaz. Po prethodnoj teoremi, za svaki A & A, re-

lacija (A) Jje r-poluprosta kongruencija koja na S razd-

vaja idempotente.

Neka Jje p r-poluprosta kongruencija koja na S
razdvaja idempotente. Tada je p<Cyu. Po Lemi 2.1 skup kerp Jje

pun, L*-R*-zatvoren, L*-R*-samokonjugovan.Po Lemi 2.2 je kerp H*-requ-

laran skup pa sledi da kerp€ 4.
Neka (a,b}) & (kerp), tada postoje a‘€ vVir(a)) i

b"&€V(r(b)) da je r{(a)a’=r(b)b~", a’r(a)=b'r(b) i r{ajb;

a’r(b) € kerp. Sada je

r(a)b” = (r{(a)b’r{b)b”~

r{b)b =r(b) (b'r(b))b "=(r(b)a’)r(a)b”
pa Je r{a)b” L*r(b)b”. SLi¢no je

r{a)b” = (r(a)a“)r(a)b™= r(b)b (r(a)b ")

r(b)b"=(r(b)b”) (r(b)b )=r(a)(a’r(a))a-
=r{a)b " {r(b)a )

pa je r(a)b’R* r(b)b”. Dakle, r(a)b“#*r(b)b~". Iz r(a)b”& ker o
sledi da postoji e€E(S) da je r(a)b’p e. Podto je pCH*
i posto svaka #*-klasa sadrzi najvi$e jedan idempotent,to je

r(b)b"™= e 8Sto povlaé¢i r(a)b” pr(b)b~ . Sada je
ap= r(a)e= r(a)p(a’r(a))p = f(a)p(b’r(b))p
= (r(a)b)pr(b)p= (r{(b)b )por(b)p= r(b)o= bp,
pa je (ker p )Cp.

Obratno, neka (a,b)€ . Iz p<H* sledi (a,b)C H*.
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Ako a“&vi(r{aj)), tada postoji b " &V(r(b)) da je r(a)a“
= r{(b)b”, a’r(a) = b’r(b). Iz (r(a), r(b))€p sledi (r(a)b’,
r(b)b”), (a’r(a), a’r(b))Eip; Dakle, r(a)b”, a’r(b) & kerp
pa je (a,b) & (kerp) sSto povlacdi o & (kerp), pa je konacno

p={(kerp}. Znaci, definisano preslikavanje je surekcija. ,—

[=/
Definieija 2.5. Podskup A gn-regularne polugrupe
S Jje strogo r-poluprost ako a<€ A povlacdi r(a)e A 1

obratno, r(a)€ A povlac¢i a€&A. _/_:7

Lema 2.4. Jezgro r-poluproste kongruencije ¢ wn-re-

gularne polugrupe S Je strogo r-poluprost skup.

Dokaz. Ako a€ ker¢ , tada postoji ecE(S) da
je ape pa zbog apr(a) sledi r(a) pe. Dakle, r(a)e& kerp.
Iz rf{a)& kerp sledi r(a) pe za neki e&€E(S). Zbog apri{a)
sledi ape pa ackerp. Znaci, kerg¢ Je strogo r-poluprost
skup. /:7

Defintcija 2.6. Neka je S r-polugrupa. Definisi-

mo skup

B ={AZS : kerv &S ACkery 1 A je L*-R*-zatvoren,

L*-R*-samokonjugovan, H*-reqularan strogo r-poluprost podskup

od St. /7

Jezgro r-poluproste kongruencije je strogo r-polu-
prost skup, a takodje ima i ostala svojstva navedena u defi-
niciji. Dakle, skupu B pripadaju kerv 1 keruy pa nije pra-
zan. OCigledno je B XA,

Teorema 2.5. Preslikavanje A - (A) Je bijekcija
iz skupa B na skup r-poluprostih kongruencija koje na r-po-

lugrupi razdvajaju idempotente.
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Dokaz. Po Teoremi 2.3 sledi da jos treba poka-
zati da je definisano preslikavanije injekcija. Zato neka
su A,B& B takvi da je (A) = (B). Ako a&A, tada zbog
H*-reqularnosti postoji a’EEV(r(a})F\H;f\A. Odavde je
a’H*a. PoSto je #*CRr*rL* bice r{a)a” r*ar*a'rR*a'r(a) i
r(a)a’L*ar*a’L*a"r(a) Sto povlac¢i r{a)a '#*a'r(a). Kako

H*-klasa moZe sadrZati najvise jedan idempotent sledi da je

r{a)a” = a“r(a). Dakle, posto a"&€Vi(r(a)) i r(a)a'&Vi(r(a)a“)

-~

vazi r{a)a® = (r(a)a“)(r(a)a”), a’r(a)=r(a)a“’. Iz a&€aA,
posto je A strogo r-poluprost skup, sledi r(a)&e A pa
r{a)=r(a)a'r(a) = r(a)({r(a)a“)&e A. Takodje, zbog H*-regula-
rnosti imamo da a'€ A pa a'=a’(r(a)a’)&€A. Iz nekoliko,
poslednijih zakljucaka sledi (a,r(a)a”) &€ (A). Kako je po pre-
tpostavei (&) = (B), to iz (a,r{a)a’) &€ (B) i po (1) sle-
di da r(a)(r(a)a“)*&B za svaki (r(a)a“})*&Vi(r{(a)a“) .Spe-
cijalno, posSto r(ala"&€Vv(r{a)a“”) sledi da r(a)(r(é)a’)éﬁB.
Sada je r{a)=r(a)a'r(a)=r(a)r(a)a'"&B. Kako je B strogo
r-poluprost skup sledi da a&€B pa je ACB. Na slic¢an na-
¢in se dokazuje da je BEA, pa sledi A=B, Dakle, definisano
preslikavanje je injekcija sSto zajedno sa prethodnom teoremom

daje da je bijekcija. /=7

3. NEKE KONGRUENCIJE KOJE NA 7-REGULARNOJ
POLUGRUPI RAZDVAJAJU IDEMPOTENTE

U ovom paragrafu najpre razmatramo neke relacije
ekvivalencije w-regularne polugrupe koje se sadrZe u ekvi-
valenciji L*. Zatim opisujemo neke kongruencije koje na

r—-regularnoj polugrupi razdvajaju idempotente, a kao posle-
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dicu dobijamo opis najvece takve kongruencije na r-polugrupi
koji se poklapa sa opisom iz Teoreme 1.3. Koristedi defini-
ciju normalne podpolugrupe dajemo opis r-poluproste kongru-
encije koja na n-ortodoksnoj r-polugrupi razdvaja idempo-

tente. Pri ovome mi uopsStavamo rezultate D. Krgovié iz ra-

da |29].

Lema 3.1. Neka je « relacija ekvivalencije 7-re-

gularne polugrupe §S. Tada

(i) a CL* => kera={a€s : (da"€viar(a)))aca“'r(a)}.
(ii) «a CH* => kera={a€a : ((Hda‘€vVvir(a)))

ana r{a) Aa'r{a)=r{(a)a“}.

Dokaz. (i) Neka je o CL* 1 a&kero. Tada pos-
toji e« E(S) da je aace, pa sledi aL*e. Posto e€ V(e),
po Tecoremi I 2.7 sledi da postoji a“"&€V(r(a)) da je
a‘r{(a) = ee = e. Sada je acaca’r{(a) pa je kera< {(acs
(da“€ v(r(a)) aca’r(a)}. Suprotna inkluzija vaZi jer

a‘r{fa)&E(S) za svaki a“&€Vi{ir(a)).

{(ii) Neka je oCH* 1 atekera. PosSto iz aae,
za neki e&€ E(S), sledi al*e to po Teoremi I 2.7 za

ecC V(e) postoji a“"&€vV(ir(a)) da je a’'r(a)=e=r(ala

Ostatak tvrdjenia se dokazuje kao pod (i). /=7

Teorema 3.1, Neka je K puna, inverzno zatvorena
podpolugrupa wm-regularne polugrupe S 1 a relacija ekviva-
lencije na S takva da je aCL*. Relacija (Ka) definisa-

na na 5 sa

a(KG)b => (aab A (3b"EVir(b)))r(alb"€ K)
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je ekvivalencija na S 1 vazi

reg{ker{(Kg)) = KNreg{kera) i tr(K = tra,

o)
Dokaz. Posto je K puna podpolugrupa sledi da je

relacija (K,) refleksivna,
Neka a,b&S i
a(Kog)b <= (aab A (db"€V(r(b)))r(a)b € K).

Iz simetric¢nosti ekvivalencije o sledi b a a. Kako je
a €I to iz ar*b sledi da postoji a’€ Vir(a)) da je

a‘r(a)=b’r(b). Sada je 1r(b)=r(b)br(b)=r(bla'r(a) pa je
r{a)b’r(b)a“r{a)b” = r(a)b ' r(b)b " r(b)b”~

= r(a)b’r(b)b"=r(a)b”-

r{(bl)a’r{(a)b"’r(b)a'=r(b)b"r(b)b"'r(b)a“
= r{(b)b'r(b)a'=r{(b)a“

pa r(bla"cVir(a)b”). Posto je podpolugrupa K inverzno
zatvorena to iz r(a)b"€ K sledi r(b)a'€K. bakle, rela-

cija (Kg) je simetridna.
Neka su a,b,c€S i

a(K )b <=>(aab A (b€ Vvi(r(b))) r(a)b"EK)

b(K_)e<=>(bac A (de"€vir(e))) r(b)e € K).

Iz aL* sledi da posteji a“€ V(r(a)) da je a‘r(a)=b“r(b)
pa je |

r{aJec’=r{a)a’r(a)c ’=(r(a)b” ) (r(b)c ) EK
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jer je K podpolugrupa. Iz tranzitivnosti ekvivalencije «

sledi aac, pa relacija (K,)! Jjeste tranzitivna. pakle,

(Ka) je ekvivalencija.

Ako agcreg(ker(K,)), tada a€ RegS pa je

V{(a) # @ 1 postoji e€ E(S) da je
a(K Je <=> (aae A (dJe“€vi(e)) ae"€K),

Znat¢i, acreglkera}. Iz arL*e sledi da postoji a“&via)
da je a’a=e’e pa je a=aa a=(ae’)e€c K-E(S)<K. Dakle,
reg{ker(K,)) S K Nreg(kera). Ako a&€ KMNreg(kera), tada
a&RegS i zbog oCL* po Lemi 3.1, postoji a“€vVv(a) da je
aca’a. Kako a(a“a)=a&€ K 1 a‘a€v(a“a), to je a(Kg)a“a

pa atcreg(ker(Ky)) 8to povlaci XN reglkera) Creglker(K,)).

Neka e,f€ E(S), tada iz e(K )f sledi eaf.
Obratno, iz eaf , f€V(f) 1 ef€&CK-KCK sledi e(K ) f.

Dakle, tr(Kﬁ) = tra. 137

Posledica 3.1. Neka je K puna, inverzno zatvore-
na r-poluprosta podpolugrupa n-regularne polugrupe S i «
r-poluprosta ekvivalencija na S takva da je o<Z*. Relacija

(Kq) definisana na § na

a(Ky)b <=> (a ab A (Ab"EV(r(b))) r{a)b € K)
je r-poluprosta ekvivalencija na S 1 wvaZi

ker (K ) = KNkera i tr (K, ) = tra,

Dokaz. Po prethodnoj teoremi je (X,) ekvivalen-

cija. PosSto je , r-poluprosta ekvivalencija, to ofigledno

sledi da je (X,) takecdje r-poluprosta ekvivalencija. Ako
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at ker(K,), tada slic¢no kao u prethodnoj teoremi zakljudu-
jemo da a& kera 1 da r(a)& K. PoSto je K r-poluprosta
podpolugrupa sledi da ac K. Dakle, ker(X )< KNkera. Obra-

tna inkluzija se dokazuje slicno kao u prethodnoj teoremi;/:7

Stav 3.1. Neka Jje p r-poluprosta kongruencija
koja na mreqgularnoj polugrupi S razdvaja idempotente, ta-

da su sleded¢i uslovi ekvivalentni:

(1) a € kerp;
(ii) (dJa"€vir(a))) ( apa’r(a) A a'r(a)=r(a)a’);
(1ii) (Ja"€v(r(a)))( apa’r(alpr(ala’);
(1v) (Ja“€Vvir(a))) apa“r(a) ;
(v) (da"€vir(a))) apr(a)a”.
Dokaz. (1) => (ii) Po3to je p r-poluprosta kon-

gruencija koja razdvaja idempotente, to po Teoremi 1.1 sledi da

je pCH* pa zatim primenimo Lemu 3.1.

Ekvivalentnost ostalih uslova je od&igledna. /:7

Teorema 3.2, Neka je S T™regularna polugrupa,
p r-polurposta kongruencija, £ kongruencija takva da je p C¢

i p i § razdvajaju idempotente. Tada su slededi uslovi

ekvivalentni:
(i) apb;
(ii) atb A (3b°€V(r(b))) r(a)b € kerp ;

(iii) a #*b A (db“&€ V(r(b))) r(a)b” € kerp;
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(iv) (Ja“€ v(r(a))) (db "€ Vvir(b))){ a’r(a)=b’r(b),
r(a)a” = r(b)b”, r{a)b & kerp).

Dokaz. (1) => ({(ii) Neka a,b& S i a p b.
Tada je r(a)pr(b) pa za svaki b €V(r(b)) vaii r(a)b’ =

= r(b)b”, %to povlad¢i r{a)b"&€kerp. Iz pC¢ sledi a ¢ b.

(ii) => (iii) PosSto je # r-poluprosta kongruen-
cija, iz p< € sledi da je i ¢ r-poluprosta. Sada po Teo-

remi 1.1 imamo ¢<¥* pa uslov (iii) vazi.

(ii1) =»> (V)  va?i po Teoremi I1.2.7.
(1v) =» 1)1z a‘r(a)=b’r(b) sledi
Sr(a) = Sr{(a)a‘r(a)=Sr(a)b r(b)<C Sr(b), 1 slicno

Sr(b)< Sr(a) pa je Sr(a)=Sr(b) <=> aL*b. Slicno se dobija
a“R*b”. Kako je r(a)b’r(b)a’'r(a)b’=r(ala’r(a)a’r(a)b’=r({a)b’,

to r(a)b”"€ RegS pa iz Sr(a)=Sr(b) sledi

Sr{a)b” = Sr(b)b”~ <=> 1r(a)b ' L*r(b)b".
Sli¢no, iz a’sS = b’"S sledi
r{a)a’s = r{a)b’s <=> r{a)a“R*r(a)b”.

Kako je r(a)a“=r(b)b” imamo r(a)b“#*r(b)b”. Iz r(a)b”

€ kerp sledi r{(a)b’pe, za neki e&E(S). Posto je po Teo-
remi 1.1 pCH* imamo r{a)b“H*e pa kako H* klase sadrze
po najvide jedan idempotent sledi da je r{(b)b’=e. Sada je

r(alb” pr(b)b” &to povladi r(a)br(b)pr(b)lb r(b), pa Jje

r{a)=r(a)a’r(a)=r(a)b r(b)pr(b}br(b)=r(b)

Kako je p r-poluprosta kongruencija sledi a p b. =7

pp——
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Naredna posledica daje opis najvece kongruencije
koja na r-polugrupi S razdvaja idempotente i on je iden-

ti¢an sa opisom datim u Teoremi L.3.

Posledica 3.2. Neka je S r-polugrupa i v naj-
veda r-poluprosta kongruencija koja na § razdvaja ildempo-

tente. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) d L b ’
(i1) ail*b A (b € vV(r(b)))r(a)b” Ekeru;
(1i1) (Ja“€v{r(a))) @b € vV(r(b)))(a‘r(a) = b r(b),

r{ala'=r(b)b”, r{a)b"&keru).

Dokaz., Tvrdjenje sledi direktno po prethodnoj

teoremi. LE7

Lema 3.,2. Neka je K inverzno zatovrena samokonju-
govana podpolugrupa n-regularne polugrupe S. Ako a,b&Ss i

a“&vi(r(a)) tada postoji b '&€V(r(b)), da
(a L*bAr(a)b“"€K) => a’r(b)&K.

Dokaz. 1z aL*b, po Teoremi I.2.7, postoji
b&vVir(b)) da Je a’r(a)=b“r(b). Iz r(a)b’&K, kao u
Teoremi 3.1, dobijamo zbog inverzne zatovrenosti da r(b)a“

K. Sada iz samokonjugovanosti podpolugrupe K sledi

a‘r(b) = a"r(b)b"r(b)=a"(r(b)a')r(a-)€a'Kr(a)C_;K, Yo

Podpolugrupa K m-ortodoksne polugrupe S Je

normalna ako je puna, samokonjugovana i inverzno zatvorena.

Teorema 3.3. Neka je K normalna r-poluprosta
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podpolugrupa n-ortodoksne polugrupe S 1 oo (r-poluprosta)
kongruencija na S takva da je p<L*. Relacija (K} defi-

nisana na S sa
a(K,)b <=>x (apb A (b E€EVi(r(b)) r(a)b €K)
je ({(r-poluprosta) kongruencija na S 1 vazZzi da jJje

reg (ker (K,) )=regKk Nreg(ker,) ( ker(K,)=K M kerp) 1

tr (Ky)=trop. .

Dokaz. Po Teoremi 3.1 i Posledici 3.1 sledil da
treba jod pokazati stabilnost ekvivalencije (K;). Neka su

a,b,ces 1
a(K )b <=> (apb A (db€V(r(b)))r(a)b € K).

Iz pcCy* sledi da postoji a“&€Vir(a)) da je a'r(a) =

b°r(b). Podto je K samokonjugovana 1 puna to za proizvoljan

c'€vVir{c)) wvazi ,
r{ac)c’b” = r(a)r(c)ecb’r(b)b "=r(a)r(c)ca’r(a)b”
=(r{a)r(c)c’a’)r(a)b"&Er(a) -K-a’"-KCKKCK.
Kako po Teoremi II 5 cb’€V(r(b)r(c)=r(bc)) i posto je p

kongruencija imamo
ac pbc A (3cb’EVir(bc))) r(ac)c’b &K

$to je ekvivalentno sa ac(K;)bc. SLicno je ca(Kp)cbhb pa

K ) te kon'ru ija. ,—
( D) jes gruenciija /77

Naredna teorema daje opis r-poluproste kongruencije

koja na w=-ortodoksnoj r-polugrupi razdvaja idempotente.

Teorema 3.4, Neka Je 5 r—ortodoksna r-polugrupa

i K normalna r-poluprosta podpolugrupa od S, takva da jJe
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K< keruy. Relacija (K,) definisana na S ga
a(Ky)b <=> (akb A(db € V(r(b))) r(a)b €K)

je r-poluprosta kongruencija koja na S razdvaja idempoten-

te 1 K = ker(Ku).

Obratno, ako je p r-poluprosta kongruencija koja
na w-ortodoksnoj r-polugrupi S razdvaja idempotente, tada
je kerp normalna r-poluprosta podpolugrupa od S, kerp € keru

i p= (K ) i K = kerp.

Dokaz. Kako je y C H*CL* to po Teoremi 3.3
sledi da je (K,) r-poluprosta kongruencija i ona razdvaja

idempotente jer to ¢ini i p. Takodije po Teoremi 3.3 imamo

K = KN K = KnNnkeruy = ker(KU).

Cbratno, po Teoremi III 1.1 sledi da je kerp
normalna r-poluprosta podpolugrupa od S, a iz pcC i imamo

kerp C keru. Po Teoremi 3.2, kad umesto £ uzmemo u, dobijamo

apb <=> (aub A (db € Vvi(r(b)))r(a)b” € kerp).

Uporedijujuéi ove sa
a(K,)b <=>  (aub A (Gb"E€EV(r(b))) r(a)b” € K),

imamo da Je o= (x,) i kers= K.




GLAVA V,




GRUPNE KONGRUENCIJE I MREZA GRUPNIH
KONGRUENCIJA NA r-POLUGRUPI

Kongruencija p polugrupe S Jje grupna ako je
S/p grupa. Univerzalna kongruencija «=SxS definisana sa
(a,b) € v za svaki a,b&S je najveda grupna kongruencija
jer je |{S/w|=1, odnosno, S/w Jje trivijalna grupa. Ako je
S r—regularna polugrupa, tada je kongruencija o oligledno
r-poluprosta. U ovoj glavi opisujeme najmanju grupnu r-polu-
prostu kongruenciju na mregularnoj polugrupi i na nekim nje-
nim podklasama. Takodje, opisujemo mrezZu r-poluprostih grup-
nih kongruencija r-polugrupe S. Pri ovome uopStavamo poznate
rezultate R. Fiegenbaum |12|, J. Meakina |38] , F. Masata

|32[,{33] 1 D. La Torea |31] koji vaZ%e za regularne polugrupe.

Primetimo da je svaka grupna kongruenciija m-regula-

rne polugrupe S r-kongruencija (Teorema II.l.).

Teorema 1. Kongrunecija p w-regularne polugrupe
S Je grupna ako i samo ako p je r-kongruencija i (e,f)& p

za svaki e,f € E(S8).

Dokaz. Neka je S a-regqularna polugrupa. Ako je

p grupna kongruencija na S, tada je po Teoremi II.l. o
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r-kongruencija. Ako e,fCE(S), tada ep,fo€E(S/p). Podto je
IE(S/QH =1l Jjer je S/p grupa, dobijamo da je e P=fp, odno-

sno, (e,f)Co .

Obratno, ako je P r-kongruencija, tada je po Te-
oremi IT.l. S/p regularna polugrupa. Ako A,B&EE(S/ e, ), tada
po Lemi II.l. postoje e,f&E(S) da je ep= A, fp= B.

Iz ep= f£fp sledi A = B, pa regularna polugrupa S/p ima
jedinstven idempotent Sto znadi da je grupa (Teorema I 2.1).

Dakle, p je grupna kongruencija.ii?

Lema 1. Ako je P° grupna kongruenciia m-regularne

polugrupe S, tada je kerpr puna samokonjugovana podpolugrupa
od S.

Dokaz. Neka je p grupna kongruencija m-regularne
polugrupe S, tada je S/p grupa i njen jedinstveni idempo-
tent oznadimo sa 1. Po prethodnoj teoremi vaZi da je ep=fp=1
za svaki e,f€E(S). Ako a,b&kerp, tada postoje e,f€E(S)
da je ape, bpf pa je ap= ep= 1 = fp= bp. Sada je (ab})p
= apbp= 1, pa je (ab}p&E(S/0). Dakle, abt&kerp pa kerp

jeste podpolugrupa od S.

Iz epe za svaki e&E(S) sledi E(S)<Tkerp

pa je kere puna podpolugrupa od S.
Neka a&€sS, a'&€vir(a)), tada je
(1) r{a)kerer-a’={r({a)ca’: c& kerp!
pa postoijl e&E(S) da je «cp= ep= 1. Sada je
(r(a)ca”)p = r(a)pcpa™e= r{a)pl a’p= (r(aja’)e= 1

jer jJe r(a)a"&E(S). Dakle, r(a)ca"&kerp, a iz (1) sledi da

je r{a)lkerpa Ckerp 3to znafi da je kerp samokonjugavana
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podpolugrupa od S. /=7

Neka je S 1w-regularna polugrupa i
C={H&S : Jje puna, samokonjugovana podpolugrupa od S}.
Po Lemi 1 skupu ¢ pripada jezgro grupne kongruencije pa on
nije prazan. Neka je U =NC. Ovaj presek nije prazan jer
sadrzi E(S). Lako je proveriti da je U puna, samokonjugo-
vana podpolugrupa od S 3to povla¢i da je U najmanii ele-

ment skupa (¢ u odnosu na inkluziju.

Teorema 2. AKO Je S r-polugrupa, tada za svaki

He ¢ relacija

BH='{(a,b)EESxS : xr(a) = r(b)y za neke x,yEH)

Jeste grupna r-poluprosta kongruencija na S.

Dokaz. Neka H&(C, a&€S 1 a&vir(a)). Tada je
(r(a)a”)r(a)=r(a)(a'r(a)), pa poito rf{ala~”, a'r(a) E€E(S) C H

imamo da (a,a)EEBH. Dakle, By Je refleksivna relacija.

Neka (a,b)EiﬁH, tada je xr(a)=r(b)ly za neke

x,yeH. Sada je
(2) (r{a)a“(r(b)yb ) )xr(b)=r(a)(a ' (xx(@b’r(b)).
Posto je H puna i samokonjugovana podpolugrupa od § sledi

r{aja”(r(b)yb" )€ E(S) ‘r(b)Hb"CH-HCH

(a"xr(a))b’r(b)&a“Hr(a)-E(S)CH-HCH,
pa iz (2) sledi (b,a)EEBH. Znaci, relacija i je simetricna.

Neka (a,b), (b,c)EEBH, tada je xr(a)=r(b)y,

zr(b)=r({c)t za neke x,v,z,t&H. Prema tome je zxr(a) =
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= zr({b)y = r(c)ty gde zx,ty & H -H<H. Dakle, (a,ckEBH pa

je ova relacija tranzitivna. Znacdi, B je ekvivalencija i

H
oCcigledno je r-poluprosta.
Neka (a,b)EEBH i c¢c&S, tada je xr(a) = r(b)y
za neke x,y€H. 5ada je za b '&V(r(b)) i c &€vV(r(c))

(r(b)r{c)c'b"(xr(a)a’))r{ac)=r({bc) (c b (r(b)y)a'r{a)r{c))

sto zajedno sa
rib)r(c)ec b’ (xr(a))a'=r(b)(r(c)ec )b " x(r{(a)a ")

Cr(b)E(S)b "-H-E(S) S H.H-HCH

c’b(r{blyla'r(a)lr(c)=c”(((b r(b))y{a'r(al))))r(c)

€c”(E(S)YE(S))r(c) Cc Hr(c) CH

povladi (ac,bc)GEBH. Sli¢no, iz

(r{clr(b)b"{xr(a))a'c)r(ca)=r(ch) (b’ {r(b)y)a“'cdr(c)r(a))

r{c) ({r(b)b )x({r(ata"))c & r(c) (E(S) -H.E(S}))cCr(c)Hc"CH,
(b°r(b))ya“(c’r(c))r(a)C E(S)Ha "E(S)r(a) CHHCH

sledi (ca,cb)EEBH. Dakle, je r-poluprosta kongruencija

Py

§to povladi da je S/8y regularna polugrupa. Neka a,b< S i

H <Py
i bBH=fBH. Kako je (fle=f(e) 1 e,f&H, to po definiciji

aBy, bB,& E(S/By), tada postoje e,fCE(S) da je a8

relacije BH sledi eBH=fBH. Prema tome, aeH = bgH pa regu-
larna polugrupa S/BH ima tadno jedan idempotent sto znadi

da je grupa, a B 4 je grupna Xongruencija. 457

Teorema 3. Najmanja r-poluprosta kongruencija

r-polugrupe S data je relacijom
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BU={(a,b)EZSxS : xr{a)=r(b)y za neke x,y€U}.

Dokaz. Podto U&C(C, po prethodnoj teoremi je i
r-poluprosta grupna kongruencija na S. Neka je 1t proizvolij-
na r-poluprosta grupna kongruencija na S. Tada kert={a€ S:
at=l}, gde je 1 Jjediniéni element grupe S/1, pripada sku-
pu ¢ po Lemi 1. Po3Sto je U=Ng, to je UCkertr. Ako (a,bkEBU
tada je xr(a)=r(b)y za neke x,y&U<Ckerr. Kako je xt=1

= yr bidce
art= r{a)r= lIr(a) =xrtr{(a)r=(xr(a))t= (r(b)y)t
=r (b)tyt= r(b)1l = r(b)r= br,

pa f(a,b)& v. Dakle vazi aUg;r i teorema je dokazana. /=7
Posledica 1. Ako je S r—ortodoksna r-polugrupa,
tada se najmanja grupa r-poluprosta kongruenciija By poklapa

sa relacijom
o={(a,b)&ESxS : er(a)e = er(b)e za neki e€E(S)}.

Dokaz. Ako je S r—-ortodoksna r-polugrupa, tada
je E(S) puna i, po Lemi II.4, samokonjugovana podpolugrupa

od S, pa je U=E(S). Dakle, sada je
BU={(a,b)EESxS : er(a) = r(b)f =za neke e,f&EE(S)}.

tada je er(a)=r(b)f za neke e,f&EE(S). pa

(fe)lr(a) (fe)=fe (er(a)) fe=fe(r(b)f) fe=(fe)r(b) (fe).

PoSto fe&E(S), sledi da (a,b)&€¢ pa je By<o.
Obratno, ako (a,b})& o imamo da je er(a)e=er(ble
za neki e€E(S), pa je za a“"€Vir(a)) i b "E€V(r(b))

(r(b)b " (er(a)e)a”)r(a)=r(b) (b "(er(b)le)a'r(a}).
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Ovo zajedno sa

r(b)b“(er(a)e)a’=r(b)b e(r(a)ea” )€ E(S)E(S)E(S) Z E(S)

b“ler(ble)a’r(a)=(b er(b))ea’r(a)& E(S)E(S)E(5) C E(S)

povlati (a,b) €8;,. Dakle, o S B8y pa J& By =o. /=7

Lema 2. Neka je S m-regularna polugrupa 1 RegS
podpolugrupa od S, tada za svaki e, f&E(S) postoji idempo-

tent g&€Vief) takav da je ge=fg=g.

Dokaz. Kakoc je RegS podpolugrupa od S, to znaci
da je V(ef) # g. Neka x&€vV(ef), to jest, efxef = ef 1

xefx = x. Sada je
(fxe) 2= f(xefx)e = fxe
pa fxe&E(S). Takodje je

ef(fxelef = efxef = ef

fxe (ef) fxe = fxefxe=fxe,
pa fxe€V(ef). Podto je (fxe)e=fxe=f(fxe), sledi da je

fxe traZeni idempotent.
P /=7

Lema 3. Neka je S =-konvencionalna polugrupa,

RegS podpolugrupa od S i B8 relacija definisana sa
(3) 8 ={{a,b)ESxS : er{a)e=er(b)e =za neki e&E(S)}.

Ako (a,b)&ER i a"€vir(a)), b’&vi{(r(b)), tada postoji

fFEE(S) da je fa’f = fb’f, to jest, (a”,b’)EB.

Dokaz. 1z (a,b}éié sledi da postoji e&E(S) da

je er(a)=er(b). Neka a’"€v(r(a)) i b €Vi(r(b)) i neka je
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fi=eb er{b)e€eb E(S)r(ble&eE(S)e S E(S) 1 f,=er(a)ea’e
Cer(a)E(S)a’eCeE(s)e<E(S) (jer je S wn-konvencionalna).
Dakle, £, i f, su idempotenti. Ocigledno je f,-e=f; 1

ef,= £,. Sada je

fia'f,=f,f;a’f,=f, (eb’er(b)e)a’f,=(f1e)b " (er(b)e)a’ef,

fib“{er(a)e) (a’e)f,= fib " (er(a)ea’e)f,
= £,b " f,f,= £,b f,.
Po Lemi 2 postoji f&€E(S), f&v(f,f,) da je f£ff,= f£,f = £.
Prema tome,
fa’f = ff;a"£,f=ff,b"-£,f = £b7f,
a po (3) sledi (a’,b”) & 8. /=7

Teorema 4. Ako je S w-konvencioanla r-polugrupa,
tada je relacija B8 definisana sa (3) najmanja grupna

r-poluprosta kongruencija na S.

Dokaz. Relacija g definisana sa (3) je oCigledno

r-poluprosta, refleksivna i simetricéna.

Neka a,b,c€S i neka je (a,b), (b,c)Eg. Po
(3) 1 po Lemi 3 postoje e,f&E(S} da je er{(a)e=er(b)e 1
fb f=fc“f, gde su a“€vVi{r(a)), b'eVvir(b)) 1 c"€Vir(c)).
Neka x&V{{ef), yGEV(fe) (x 1 y postoje jer je RegS pod-

polugrupa od S) i neka je
u;=fxe, vi= eyf, wu=r(cljv,c”, v=b u;r(b).

Sada je

ul= (fxe)(fxé) = f{xefx)e

] fxe = 0,

v§= eyfeyf = eyf = v,
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u,= r(c)vyc’ecr(c)E(S)c"<SE(S),
v,= bujr(b)& b E(S)r{b) S E(S),
pa uy, uU,, Vi, vV, &E(S), Neka je gi1= uju,u; i gr=vvyv;.

Elementi gy i g, su idempotenti jer je polugrupa s w-kon-
vencionalna, wufEv(up;), vi€V(vy) 1 u,,v.,£E(S).

PoSto je g,u|= gy, Vo9,= g, imamo
giri{a)g,= g;g;r(a)g,=g;{(uju,uyr(a) (vyv,v)

= {(gqiujir{c)vyc uir(a)v,v,v,

Il

(gyuplr(cleyfcfxer(aleyf(v,vy)

(gyu;)r{cley(fc’f)x(er(a)ale)yf(v,y,v))
= g r(c)eyfb fxer(b)eyf (v,v,)
= (g ri{c)vy) (b"fxer (b)) (v v,yv))

= {(gir(c)vy) (b uyxr(b)) (viv,vy)

g1+ T(CIvvyg;

i

gir{c)vvaVv192

i

glr(c)93= gir(clg;y.

Po Lemi 2 postoji g&E(S) da je g+gi=gpg = g pa je

gr(a)g = ggr(a)-g,9 = ggiriclg,g = gr(clg
Dakle, (a,c)&€ B $Sto povlaci da je 8 r-poluprosta ekvivalen-
cija.

Neka (a,b)Epg, c&s, a“€v(r(a)), b"&v(r(b)) i

c’€Vi(r(c)). Po Lemi 3 postoji f&E(8) da je fa'f=fb7f.

Kako je RegS podpolugrupa od S, sledi da postoji
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xcV{fr(c)) pa =xfri{c)€E(S) i (r(c)xf)?= r(c)xfr(c)xf =

= r{c)xfC E(S). Kako je S rn-konvencionalna i fE€V(f) sle-

di w=f(xfr(c))f<E(S). Neka je wv=r(c)xf i neka je

fi=ur(b}vb™u i f,=c’va“ur(a)vr(c). Iz VvEE(S) i iz

r= konvencionalnosti polugrupe S sledi f,;,f,€E(S). Prime-

timo da je f,u=f; i

fir(ac)f,

Po Lemi 2 postoji

gr (ac)g

r{clc’v = v = v?= vr(c)c’v. Sada je

= fir{a)r(c)fo,= (£,;f;) (r(alr(c)f,)

H

fi(ur(b)vb u)r(a)r{c) £,

=(f,u) (r(b)r(c)xfb " f({xfr(c))flr(a)r(c)f,
=(£1u) (£ (b)r(c)x) (£b €) (xfr(c) ) (r(a)r(c)f,)
=f) (r(b)r(c)x) (fa’f) (xfr(c) f) (r(a)r(c)) £,
=(fir(b)r(c)) (crlc)xfa”) (fxfrc) fr(a)) (x(c)£,)
=(firb)r(c)) {cva ar(a)) (r{c)cva"ur{a)vric)) |
=(fir(b)r(c)) (cvaur(a)} (vr{c)cv) {a"ur(a)vr{c)
={firb)r(c)) (c vaur(a)vr(c)) (c vauwr(a)vric))
=f1r{bc) (cvaur(a)vr(c}) (cvaur(a) vr(c))

=fr(bc) £5£,= fir(be)f,.

gCE(S) da je gf;= f,g = g. Dakle,

gr(bc)g povladi ac 8bc pa je B desna kongruen-

cija. SLic¢no se dokazuje da je 8 leva kongruencija. Znadi,g

je r-poluprosta kongruenciija.

Neka e,f&E(S), tada je eef=eff i po Lemi 2

postoji g&E(S)NV(ef) da je ge=fg=g. Znali,

geg

fgg

If

= fg = g = gg gfg
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pa f(e,f) &€ B. Dakle,g identifikuje sve idempotente na §5,
pa S/8 ima jedinstven idempotent. Posto je S/8 regularna
polugrupa sledi da je S/8 grupa i da je 8 grupna kongruen-
cija.

Neka je <t proizvolijna grupna r-poluprosta kongrue-
ncija na S. Ako (a,b)& gr,tada je er(a)t=er(b)e za neki
e & E(S), pa je

{et) (r{(a)t) (er) = (et) (r(b)qt) (eT).

Pod3to je et Jjedinica grupe S/1, to je rf{a)t= r(b)r pa
kako je 1 r-poluprosta kongruencija imamo at= bt. Znaci,

B & T pa je B8 najmanja r-poluprosta grupna kKongruencija

na S'/?

p———r—

Ako bi u ovoj teoremi polugrupa S Dbila konven-

cionalna, tada bismo dobili poznati Masatov rezultat iz

rada |32

Neka je S w-regularna polugrupa i H<CS, tada
analogno kao u teoriji regularnih polugrupa definiSemo zatvo-

renjeod H sa

(4) Hw ={a&S: ha€H za neki h&H)]

Skup H zovemo zatvorenim ako je Hw= H. U opstem slucaju
ne vazi da je HECHw, ali ako je H podpolugrupa od S, ta-

da je oligledno H SHu,

Uvedjenje ovog pojma omoguduje alternativan opis

grupne r-poluproste kongruenciije Byys HeC.

Teorema 5., Neka je r-polugrupa, tada za svaki
He ¢ je

B ={(a,b) € SxS : r(a)b € Hw za neki

b evi{r(b))}.
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Dokaz. Neka H € ¢ i neka je
p={(a,b)ESxS : r(a)b"€Hw za neki b E€V(r(b))}.

Ako {a,b)& Byr gde je relacija definisana u Teoremi 2,

P
tada postoje x,y&H da je xr(a)=r(b)y. Sada je

xr(a)b” = r(b)yb"&r(b)Hb"CH

za svaki b "€V(r(b)). Pos3to x&H, iz xr(a)b"€H po (4)

sledi r(a)b & Hw. Dakle, (a,b)&p pa je BH(":"D'

Obratno, neka (a,b)&p, tada je r(a)b"€Hw za
neki b"&€V(r(b)) pa postoji x&€H da xr(a)b“& H. Neka

a“t&v(ir(a)), tada imamo
(r{b)b“(xxr(a)b )r(b)a“)r(a)=r(b) (b (xr(a)b )ri{blar(a))

Sto zajedno sa

rib)b {xr(a)b)r(ba’={r{b)b )x(r{a) (b'r{b)a")

CE(S)Hr(a)E(S)a"CHHr(a)Ha"&CHHCH

b-(xr{a)b”)r(bla’r(a)=(b”(xr(a)b’}r(b)a’r(a)

;

€ b Hr (b)E(S) CHHCH.

daje (a,b)E& H.Prema tome J1€ p & By Cime je teorema do-

kazana.

/=7
Lema 4, Neka je S wn-regularna polugrupa, H& ¢ i

(i) r(a)b”"& Hu za neki (svaki) b€ V(r(b)),;
(ii) a‘r(b)& Hs za neki (svaki) a‘evir(a)),
(iii) r{b)la"© Huw za neki (svaki) a‘&vir(a)),;

(iv) b r(a) & Huw za neki (svaki) b"& Vir(b)),
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tada je (i) <=> (ii) 1 (iii) <=> (iv}).

Dokaz. Dokaiimo da je (i) <=> (ii). Neka
Hé& C i pretpostavimo da r(a)b“€Hw za neki b&V{(r{(b)),
tada postoji x&€H da xr(a)b & H. Sada za svaki a“&v(r(a))
vazi

a‘(xr(a)b’)r{a)& a“Hr(a) <& H

(a’xr(a)b'r(a))a’r(b)=(a'xr(a))b’(r(a)a')r(b)
€ (a“Hr(a)) (b-*H-r (b)) CHHCH,
pa a’‘r(b)&Hw =za svaki a“"&€Vir(a)).

Obratno, neka a“r(b)& Hw za neki a&vir(a}),

tada xa'r(b)&€ H =za neki x€&€H. Sada je
r{(a)(xa‘r(b))a"& r(a)Ha”  &H
i za svaki b € V(r(b))
(r{(a)xar(bla)r(a)b =(r(a)xa )r(b)(a’r(a)ib”
C{r{a)Hda”) (r(b)Hb ") CHHSH.

Dakle, r(a)b"€Hy za svaki b & V(r(b)). Prema tome

(1) <=> (ii).

Ako u prethodnom razmatranju elementi a 1 b za-

mene mesta, onda se dobija (iii) <=> (iv). /=7

Teorema 6. Neka je S r-polugrupa, HE&EC 1 a,b&Ss,
tada je aBHb ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih

ekvivalentnih uslova:

(i) r(a)b”€ Hu za neki (svaki) b '&V(r(b)},;

(ii) a‘r(b) € Hu za neki (svaki) a‘&€v(r(a)),
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(iii) r{(b)a“& Hu za neki {svaki) a‘€vi{r(a));

(iv) br{a) € Hu za neki (svaki) b & (rb))

*

Dokaz. Po Teoremi 5 He aBHb ako i samo ako
r{a)b”"&H za neki b '&€V(r(b)). Zbog simetrilnosti imamo
bg,a Sto povladi r(b)a"€H =za neki a“&EvV(r(a)). Ovo
dalje povlac¢i ekivivalentnost uslova (i) i (iii). Po Lemi 4

zakljuCujemo da su svi uslovi medjusobno ekvivalentni.

Obrat teoreme sledi direktno iz definiciije

relacije BH' =7

Neka je S n-regularna polugrupa. Definidimo skup

c ={HES : H je puna, samokonjugovana, zatvorena
r-poluprosta podpolugrupa od S ).

Lema 5.,Ako je S a-regularna polugrupa i1 HCS
takav da HEC , tada je podpolugrupa H inverzno zatvorena

i H Je rwn-regularna podpoclugrupa od S,

Dokaz, Neka a&€H, tada r(a)& H pa za svaki
a"&€vVvir(a)) vazi r(a)a"€E(S)SH=Hw. Po definiciji Hu
sledi a"&Hw=H pa je V(r(a))CH, Sto povladi V(regH)TregH
i H 3Je m-regularna podpolugrupa od S. Yoy

Lema 6. AkKko je p grupna kongru;;cija r—-regularne

polugrupe S, tada je (kerp)w podpolugrupa od 8.

Dokaz. Neka a,b & (kerp)w, tada postoje x,y&kerp
da xa,yb&kerp. Ozna&imo sa 1 jedini¥ni element grupe S/p.
Posto postoje e,f&E(S) da je (xa)p= ep, (yb)p=fp i
kako je ep=1 = fp, to je (xa)lp= 1 = (yb)p pa je

((yx) (ab))p= yp(xa)pobp= ypl bp= ypbp= (yb)p= 1,
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Dakle, (yx)(ab) & kerp, pa kako je po Lemi 1 kerp podpolu-

grupa od S, imamo da xy&€kerp povlaci ab€t€ (kerp)uw. =7

Teorema 7. Neka je § r-polugrupa, tada preslika-

vanje H ~ (H) ={(a,b) € SxS | r(a)b"&€H za neki b’ &V(r(b)))

jeste 1:1 preslikavanje skupa ¢ na skup grupnih r-polup-

rostih kongruencija na S i ono oluvava uredjenje,

Dokaz. Neka HEC. Kako je cCe to po Teoremi 2

sledi da je B grupna r-poluprosta kongruencija na S. Ka-

H
ko je H = Hy, to je po Teoremi 5 (H) =By P2 (H) jeste

grupna r-poluprosta kongruencija na S.

Neka je 1 grupna r-poluprosta kongruencija na S.
Po Lemi 1 kert je puna, samokonjugovana podpolugrupa od S
pa sledi da je kertr < (kert)w. Obratno, ako a&(ker 1)uw,
tada xa€kert za neki x€kert. Ako je 1 jediniéni element

grupe S/t, tada je yt= 1 =za svaki y&kerr pa je

at= lrat = xtar= (xar= 1
to znadi da a€kerr. Sada je (kert)wSkertr Sto povladi

kert = (kert)uw.

Ake a€s i ri{a)&e kerr, tada postoji e&E(S)
da je arr{a)re pa a€kerr §Sto znac¢i da je kert r-polu-

prosta podpolugrupa. Dakle, kert& C.

Neka (a,b)&(kert), tada r(a)b e« kert za neki

b EvV(r(b)). Pod3to b r(b)&E(S) <l kert bice
ar=r{a)t=r(a)t*l = r(a)r(br(b)) =

={r(a)b)tr(b)t= ler(b)rt= r{(b)x= br.
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Zznaci, (a,b)&€ 1 pa je (kert)C r. Obratno, neka (a,b)c€ 1,
tada (r(a),r(b))Er, a odavde sledi (r(a)b’, r(b)b )€
za svaki b °€V(r(b)). Kako r(b)b"€E(S), sledi da r(a)b”
& kert pa (a,b) € (kert). Dakle, rClkert) pa je = (kert)

$to povlali da je definisano preslikavanje surjekcija.

Neka C,DE¢ i pretpostavimo da je (C) = (D).
Ako c¢c&€C, tada r(c)€C 1 «rx(cl{cr{(c))&eC, pa posto
c’r{c)EV(c’r{c)) sledi (c,c’r(c))ec (C) = (D). Dakle, po
definiciji relacije (D), sledi da r(c){(c’r(c})*& D za
neki (c’r(c})*&evi{c’r(c)). Kako je D=Dwu, to po Teoremi 6
imamo da r(c)(cr{c))**&<D =za svaki {(c'r{c))**cv(cr(c)),
3to povladi r(c)(c’r(c))&ED. Znadi, r(c)&D i posto je D
r-poluprosta podpolugrupa sledi c¢c&D pa je C<D, Slicno
se dokazuije da je DCC, pa je C = D. Ovo znac¢i da je defi-

nisano preslikavanje 1 : 1, Sto povlaci da je bijekcija.

Ako H,KE€E¢ i HEK, tada iz a{(H)b sledi r(a)b”
€ HCK, za neki b7€V(r(b)), pa je a(K)b. Dakle, (H) < (K)

pa definisano preslikavanje ocuvava uredjenje, /:7

Ako je 1 grupm r—-poluprosta kongruencija r-polu-
grupe S, tada po dokazu Teoreme 7 sledi =1=(H), gde je
H = kert€ ¢, Prema tome, atb ako i samo ako r(a)b’ € H=Ha
za neki b "&EvV(r(b)). Iz ¢ <C sledi =B Dakle, svaka
grupna r-poluprosta kongruencija je oblika By Za neki Hep CC

Sada moZe biti dokazana slededa

Teorema 8. Za svaku grupnu r-poluprostu kongruen-

ciju 1t r-polugrupe S, recimo =By Za neki H&p , slede-

¢i uslovi su ekvivalentni:
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(i) atb ;
(ii) r(a)xb”€EH za neki x€H 1 neki (svaki) b€V(r(b)),
(111) a’xr(b)EH za neki x€H 1 neki (svaki) a'&€vir{a)),
(iv) r(b)xa“&H za neki x&€H 1 neki (svaki) a‘€vV(r(a)),
(v) b*kxr(a)€H =za neki x€H i neki (svaki) b&EV(r(b}),
(vi) r(a)x=yr(b) za neke x,y&H ;
(vii) xr(a)=r(b)y za neke x,yE€EH ;
(viii) Hr (a)HNHr(b)H # @.
Dokaz. (ii) => (iii) Neka r(a)xb"&H za neki
x€H i neki b €EvV(r(b)), tada je za svaki a’“&€V(r(a))
a‘(r(a)xb)r(b)=(a’r(a))x(b’r(b))C E(S}HE(S) & H
pa uslov ({iii) wvazi.
(iii) => (vi) Neka a“xr(b)€H=za neki x&H 1
neki a“&vir(a)), tada (r(a)a” )x&E(S)HCH pa Jje

r{(a) (a’xxr(b)) = (r(a)a"x)r(b).

(vi) => (viii) Ako je r(a)x=yr(b) za neke
x,yE€H, tada je yr(a)xZ=y?r(b)x, pa je Hr(a)HNHr(b)d #§.

(viii) => (ii) ©Neka je Hr(a)HNHr(b)H # @ i
neka je xr(a)y = x1r(b)y; gde su Xx,y,¥),y1&H. Ako

a“€vir(a)) i b’€v(r(b)), tada a’xr(a)l, b"’xr(b)&EH jer

je podpolugrupa H samokonjugovana. Sada (a“xr(a))y&H

pa je
r(a) (a“xrl{a)yb’=r(a)a (xr{a)y)b =r(a)a’(x;r(b)y,}b”

=(r(a)a”)x; (r(b)y;b")ECE(S)HHLH

pa uslov (ii) wvaZi.
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Slicnim razmatranjima se dokazuje ekvivalentnost

(iv), (v},

(vii) 1

(viii).

Po Teoremi 2 sledi ekvi-

valentnost uslova (i) i (vii) pa je teorema dokazana./:7

Ve¢ ranije smo oznadili

Posledteca

2.

Neka

U =NC. Sada vazi

g oznacava najmanju grupnu

r-poluprostu kongruenciju r-polugrupe S, tada su slededi
uslovi ekvivalentni:
(1) a g b,
(ii) r{(a)ub”“e€ U za neki u&U i neki (svaki) b&evVir(b)),
(iii) a‘ur(b)& U za neki u€U i neki (svaki) a€&vir(a)),
(iv) r(b)ua“€U za neki u&U i neki (svaki) a€vir(a)),
(v) b'ur(a)€ U 2za neki u€U i neki (svaki) b€&v(r{(b)),
(vi) r{a)u=vr(b) za neke u,v&€U ;
(vii) ur{a)=r{b)v za neke u,veEuU,
(viii) ur(a)UNnur(b)u # 4. /=7

f

Sada ¢emo opisati joS neke kongruencije w-regular-

ne polugrupe S, a dokazane teoreme uopdtavaju poznate re-

zultate F.Masata |33| za regularne polugrupe.

Teorema 9., Neka je na n-regularnoj polugrupi S

definisana relacija
A ='{(ef,efef).6 SXS :Ve,fEE(S)},

tada kongruencija A* generisana sa A jeste najmanja

r—ortodoksna kongruencija na S i Reg(S/i*) je orto-

doksna polugrupa. StaviSe, ako je p kongruencija na S koja

sadrzi 2, tada Je §8/p takodje sw-ortodoksna polugrupa.




105.
Dokaz. Po Lemi II.2.1 S/)** 1je m~regularna polu-

grupa. Ako A,BE& E(S/x*), tada po istoj lemi postoje e,fEE(S)
da je A=er* i B=fi*, PoSto je A< A* imamo (ef)r* =

=(efef)x* pa je

(AB) 2= ABAB = eir*fir*er*fi*=(efef)r*={(af)r*

= er*fA* = AB.

Dakle, E(S/x*) je podpolugrupa od S/A* pa je S/i* T-pr-
todoksna polugrupa. Po Teoremi II.2.5 sledi da je Reg(S /i*)

ortodoksna polugrupa.

Neka je o g-ortodoksna kongruencija na S i e,f
CE(S), tada eq, faSE(S/a). Zbog nm-ortodoksnosti sledi
(eafa)?= eafa, odnosno, (efef)a= (ef)a. Kako (ef,efef) & 2
za sve e,f<E(S), sledi *&a . PoSto je 1* najmanija kon-

gruencija koja sadrzi ) imamo da je i*C q.

———

Neka je p kongruencija na S koja sadrZi x» i
e, fECE(S). Iz ef xefef sledi efpefef pa se slitno pret-

hodnom dokazuje da je S/p w-ortodoksna polugrupa. /=7

Teoremag 10, Na w-regularnoj polugrupi S defi-

nisSemo relaciju
§ = {(a,b)E 8xS : V(r{(a))NVvir(b) # @4},
Kongruencija &é* generisana relacijom 6 je najmanja inverzna

r-poluprosta kongruencija na S. Ako jJe p kongruencija na S

koja sadrzi &, tada je S/p takodje inverzna polugrupa.

Dokaz. Posto za svaki a&s vazi V(r(a))Nvir(a))
= V(r(a)) # #, to je (a,r(a))E s pa § jeste r-poluprosta
relacija, Iz §6%86*, po Lemi II 5 sledi da je &* r-polu-

prosta kongruencija, a po Teoremi II 1 sledi da je S/é&%*
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regularna polugrupa. Neka A,A",A""€S/6* iA°,A""E€V(A), to

jest,
A=AA°A, A"=A°AA", A=AN'A, A" "=A""A AL~

Po Teoremi I 2.4 postoje a&A, a"&€A”,a”"" &€ A"" da je

—

- . o -

a=aa’a, a“=a‘aa’,a=aa”"a, a“"=a”’aa

Odavde sledi da aev(a“’)nv({(a“") pa po definiciji relaciije &
imamo da (a”,a”"”)& §, Sto povlali (a”,a”")&é*. Kako je
a” §*=A”, a”"§*=A"", sledi a“=a”” &Sto povladi |v(a)]= 1.
Dakle, polugrupa S/é* 3je inverzna i &* je inverzna kongru-
encija.

Neka je o inverzna r-poluprosta kongruencija na S

1 neka (a,b)& §, tada je Vir{(a))nvir(b)) # @#. Ako

xeVir(a))Nv(r(b)), tada r(a), r(b)e Vix) 3Sto povladi

‘r{a)e, rtbla € V(xa). Kako je S/a inverzna polugrupa to je

r(a)a =r(b)a, odnosno (xr(a), r(b))a. PoSto je kongruenciija
a r-poluprosta, imamo (a,b) €« pa je 6§ <a. Kako je &*

najmanja r-poluprosta kongruencija koija sadrii §, sledi

§* "o .

Neka je p kongruencija na S takva da je §*< p,
a odavde sledi da je p r-poluprosta kongruencija. Ako A,A°,
A""€S/p i A7, AT7€V(A), a V(A) postoji jer je S/p
regularna polugrupa, tada analogno gornjem razmatranju po-
stoje 4 €A, a’€CdA”’, a""&€A"" da je a&€vV@a )iNv@a’").

Dakle, (a”,a”")&E 6§ pa je A~ = a’p=a”"p=A~"" Bto povladi da

je S/p inverzna polugrupa. =7

e ————
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Pogsledica 3., Ako je S strogo w-inverzna polu-

grupa, tada je

§= {a,b)&SxS : r(a) = r(b)}.

Ako je S strogo w-inverzna r-polugrupa, tada je &= §%.

Dokaz, Neka je S strogo n—inverzna polugrupa i
(a,b)& 6, tada postoiji =x&VvVi(r(a))n vir(b)) .pa r{a), r(b)
€CV(x) Sto povladi r(a) = r(b). Obratno, iz r(a) = r(b)

sledi V(r(a)nvir(b)) # ¢ pa (a,b)&s.

Ako je S strogo r-inverzna r-polugrupa, tada po

Posledici IV 1.3 imamo da je é6=v kongruencija na S pa

. =& %




GLAVA VI-




KONGRUENCIJE EKVIVALENTNE NA IDEMPOTENTIMA

Ako je S polugrupa sa nepraznim skupom idempo-
tenata E, tada svaka kongruencija polugrupe S indukuje
razbijanje skupa E. Dve kongruencije «<t; i =1, su ekviva=
lentne na idempotentima ako indukuju isto razbijanje na sku-

pu E, odnosno ako je Neka oznacava

T1/E  T2/E" p (E)
ekvivalenciju indukovanu razbijanjem P(E}) skupa E. U

ovo] glavi ¢emo opisati najmanju r-poluprostu kongruenciju
r-polugrupe i1 najvedu r-~poluprostu kongruenciju w-ortodoksne
r-polugrupe, tako da se njihove restrikcije na skupu E po-

klapaju sa HP(E)' Pri ovome mi uopstavamo rezultate R.

Fiegenbaum iz radova |12 i {13].
Razbijanje P (E) ='£Ea : a€J} skupa idempote-

nata E gw-reqularne polugrupe S zovemo dopustivim razbi-
janjem ako za aiGEJ i xiinEESI (i=0,1,...,n) wvaZi
X,Ea, N Xy B0y # @ za i=0,1,...,n-1 i Jjos xOEaOyorl

" ] C *
E#8 i ananyn(\E # # povlali x E4 Y NEGE i

X Eq Y, NESE, za neki «&J. Ekvivalencija induko-

n Tp (E)

vana razbijanjem P(E) definisana je na nadin: (E,f)GEHP(E)

ako i samo ako e,f€E; =za neki a€J. Primetimo da ekviva-

lencija HP(E) ima adiciono svoijstvo, to jest (e,f) &I i

P (E)
xey,xfyCE =za x,y€S! povladi (xey,xfy)EEHP(E). Zaista,

(e,f)EEHP(e) povladi e,fEEEOL za neki o € J. Za one
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X,y S za koje xey,xfye E vaii Xey,xfy-- xE, vy “Eg za

BE J, pa sledi (xey,xfy)G:HP(E).
R. Fiegenbaum, |12{ je pokazalada kongruencija t polu-

grupe S 1indikuje dopusitvo razbijanje na skupu idempo-

tenata E.

Nadalje ¢emo sa U oznatavati najmanju samckonju-
govanu podpolugrupu od S koja sadrZi E. Ako je t kongruen-

cija na S, tada je kongruencija na U, Ako x,y&EU i

Ty
(X,YJEhlu. i ako a&RegS, a“€v(a), tada (axa’,aya’)e§T|U
jer zbog samokonjugovanosti axa”, aya’&U. Zna&i, kongruencija
Ty ima adiciono svojstvo. Svaku kongruenciju p na podpolu-

grupi U koja ima adiciono svojstvo zvademo normalnom kongru-

encijom na U,

Lema 1,1, Neka je S r-polugrupa i a,b,c€s! ,
tada r(c) (abc)r(ab), r(bc) (abc) ‘r{a)& E, gde je {abc) &

Vi(ir{abc)).

Dokaz. Neka a,b,céisl, tada je r{abc)=r{a)lr(b)r(c)

i neka (abc) "&V(r(abc)). Tada je

(r(c) (abc) “r{ab)}) (r(c) (abc) “r (ab))=r(c) ((abc) (abc) (abc) “)r (ab)

=r (c) (abc) “r(ab)

(r (bec) (abc) “r(a)) (r(bc) (abc) "r(a) ) =r (bc) ({(abe) (abc)labe) “)r(a)
=r (bc) (abc) “r(a).
/=7
Lema L2, Svaki idempotent e rn-regularne polugru-
pe S Jje desna jedinica za elemente skupa L;(\Regs, leva
jedinica za elemente skupa R;f\RegS i dvostrana jedinica

za elemente skupa H;(\REgS.
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Dokaz. Neka aEEL;(\RegS, tada je al*e <=
Sr{a)=Sr(e). Po3to a,e€&RegS imamo da je r(a)=a, r(e)=e
pa je alL*e <=> Sa=Se. Sada za a’€V(a) vaZi a=aa’a&Se

pa postoji x&S da je a=xe. Dakle,
ae=(xe)e = xe = &

pa e Jjeste desna jedinica skupa L;r1RegS. Sli¢éno se do-

kazuju preostala dva tvrdjenja. /=7

Lema 1.3. Neka je S r-polugrupa i <* normalna
kongruencija na U. Neka x,y€S, x'&€vir(x)), y'&€virly)) 1
neka je u€U takav da je (x"r{x))xr*=r{u)r*. Tada za svaki

(xy) "€ Viri{xy)), (xuy) &€Vi{r(xuy)) vazi

(1) (r (xuv) {xuy) ) t* = (r{xy) (xy) ‘rixuy) {(xuy) ") *
i
(2) ({xuy) “r(xuy))t* = ((xuy) ‘r{xuy) (xy) ‘rixylt*.

Dokaz, Po3to je <t* kongruencija na U, to
(x°r(x))1* = r{u)t* povladi (r(x)x )t*=(r(x)(x7r(x))x7)*
=(r(x)r(u)x”)t*. Element r(y){(xuy)'r(xu)€E po Lemi 5.1 pa
sledi

(r () r(y) (xuy) “r{xu))t*=r(u) t*(r(y) (xuy) "r(xu))*

(x“r(x))t* (r(y) (xuy) "r(xu))*
= (x r{xy) (xuy) 'r{xu))t*.
Po3to je t* normalna kongruencija sledi

(3) (r(x)r(wr(y)(xuy) r(xu)x”)t*=(r(x) (r{u)ry)Gay) rxu)x’)*

(r{x) (x"r(x)r(y) (xuy) "r(xu) )x"') T *

Il

(r(x)r(y) (xuy) r{xu)x’)t*,
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(4) (r{xuy) (xuy) ") t*={r (xuy) (xuy) r{x)r{uy) (xuy) ") r*
={r (xuy) (xuy) r({x)xr{xuy) (xuy) 7} t*
={r (xuy) {(xuy) ) t* (r(x)x7)t*(r{xuy) (xuy) ") ¢*
=(r(xuy)(xuy)’)T*(r(x)r(u)x')T*(r(xuy)(xuy)’)T*
={r({x)r(uwry) (xuy) r(xu)x”) t* (r(xuy) (xuy) ") t*
=({r(x)r(y) {xuy) 7 r(xu)x"n*(r{xuy) (xuy) “)t*

=(r(xy) (xuy) r{xu})x r{xuy) (xuy) ") t*.

Dakle,

(r{xy) (xy) “rr{xuy} (xuy))r*=(r (xy) (xy) )t *(r{xuy) (xuy) °) r*
=(r(xy) (xy) 7)) +* (r(xy) (xuy) " r(xu) x r(xuy) (xuy) ") t*
=(r(xy) (xy) 'r{xy) (xuy) “r(xu)x “r(xuy) (xuy) ")t *
=(r(xy) (xuy) "r(xu)xr{xuy) (xuy) ") r*
=(r (xuy) (xuy) "} 1*.
Takodje, po Lemi 1.1 «r(y)(xuy) r(xu)&E i r{ulc*= (xr(x))r*
povlaci
(5) (r(y) (xuy) r{xu) (x"'r{(x))r(u))r* =
=(r(y) (xuy) r{xu) (x'r(x)))rt*(r(u)c*
=(r (y) (xuy) r{xu) (x"r(x)))t* - (x"r(x))*
={r(y) (xuy) ri{xu) (x'r{x))(x'r(x)))c*

=(r(y) (xuy) ‘r{xg)x'r(x}))t*

Kako je +t* normalna kongruencija bice
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(6) (v ‘r(y) (xuy) ‘r{xu)x ‘r{xuy))t*

=(y " (r(y) {(xuy) ‘r{xu) (x'r(x))-ry))*

=y (r (y) {(xuy) ‘r{xu)(x"r(x)))r(y))*
=(y ‘ry) {xuy) 'r(xu)x"rixy))rt*.

Iz (x‘r(x))rt*=r(u)t* sledi (r(xX)x'r{x)x7)rt*=(r{x)x")=x*
=(r{x)r(u)x”)t* 35to povladi ((xuy) r{x)x'rxuy))r*

=({({xuy) ‘r{x)r{u)x'r(xuy))r*. Sada je

(7) ( (xuy) ‘rixuy))t*=((xuy) r(x)x'r{x)r(uy)})*
=((xuy) r{x)r{u)x'ri{xuy))r*
= ( {xuy) “r{xuy) (xuy) ‘r{xu)xr{xuy))*

=((xuy) ‘r(x)r(u)r(y)y r{y) (xuy) r(xu}xr{xuy))*

=((xuy) ‘r(xuy)y r(y) (xuy) r{xu)x rxuy))r*

=( (xuy) ‘ri{xuy)r*{y ‘ry) {xuy) r(xu)xr(xuy))*
=((xuy) "rixuy))t*(y r(y) (xuy) r(xu)xri{xy))*
={(xuy) ~ cr{xuy)y r(y) (xuy) r{xu)x'rixy))x*
=((xuy) r{xu)dy)y ‘r(y) (xuy) ‘r(xu)xr{xy))*

=( (xuy) ‘r(xuy) (xuy) r(xu)xri{xy))*

=((xuy) "r(xu)xr(xyhe*.

Dakle,

((xuy) “rxuy) (xy) ‘r{xy))t*=((xuy) "r{xuy) )t (xy) r(xy))*
=({ (xuy) r{xu)x‘rixy))r*{({xy) rixy))*
=( (xuy) r{xu)xri{xy) (xy) rixyl))t*

= ( (xuy) “r(xu)xr{xy))t*

- - *—
( (xuy) "r{xuy) )} ‘ZE7
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Teorema 1.1, Ako je S r-polugrupa i * normalna

kongruencija na U, tada relacija

(8) t={(a,b)E Sx5 : postoje a"&Vir(a)), bEV(r(b)),
u,v,w,z& U0 da je (r(a)a’)r*=(r(b)b r(a)aj*=r{u)r*,
(a’r{(a))t*=(a’r(a)b ri{b)}t*=r{w):*, (r(b)b")*
=(r{a)a'r(b)b ) t*=xr{z)t*, (b'r(b))t*=(b"r(b)a'r(a))t*
=y (v)t* i r{ual=r(bv), r(aw)=r(zb)}

jeste kongruencija na S. JoOS viée,r|E = E°
Dokaz. Ako u (8) element a ostane na svom me-

stu,element b smenimo sa r{a), uzmemo u=z=r(aja '@ ECU 1

v=w=a r{a)&C ECU, gde a"&V(r(a)), tada su prve cletiri

jednakosti iz (8) ocligledno ispunjene. Takodje je

r{ua)=r(r{a)aa)=ri{r(a))r{a’)r{a)=r(r(a))r{(a’)r{r(a))

=r(r{(a)a’'r{a))=r(r(a)v)

-

r{aw)=r{aa’r(a))=r(a)r(a”) » r(r{a))=r(r(a))r{a’)ri{r{(a))
=r{r{a)a’r{a))=r(zr(a))}.

Iz svega ovoga sledi (a,r(a))er pa relacija 1 Jeste r-po-
luprosta.

Ako u (8) element a ostane na svom mestu, ele-
ment b smenimoc sa a, a u,v,w,z&U budu kao u prethodnom
razmatranju, onda su prve Cetiri jednakosti opet ocigledno

ispunjene i vazi

r{ua)=r{r(a)v)=r{r(a))r(v)=r{a)r(v)=r{av)
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r{aw)=r(zr(a))=r(z)r(r(a}Fri(z)r(a)=r(za).
Dakle, (a,a)& tr pa je relacija =+t refleksivna.
Simetri&nost relacije 1 Jje oligledna.

Neka a,b,c&€S i neka je

(a,b) € 1<=> postoje a€&€Vir(a)),b’evir(b)),u,v,w,z&U
da je (r(a)a“)r*={r(b)b'r(ala”)<*=r{u)*,
(a’r(a))t*=(a’r(a)b’r(b))t*=r(w)t*,{(r(b)b7) ¢*
=(r(a)a’r(b)b )}t*=r(z)t*, (b'r(b))t* =

(b°r(b)a'r{a))t*=r{vit* i r(ua)=r{bv),

r{aw)=r{zb)

i
(b,c) € 1<=> postoje b*& V(r(b),c*cV(r(c)) Ju,v,w,z&U da je
(r(b)b*)t*=(r{c)c*r(b)b*)t*=r(u)t*, (b*r(b))*
= (b*r (b)e*r () t*=r (W) t*, (r(c)c*)t*=(r(b)b*r(c)c*)*
=r(z)t*, (c*r(c))t*=(c*r(c)b*r(b))t*=r(v)<* i
r (ub)=r (cv), r(bw)=r(zc).
Sada Jje

(r{a)a”)t*=(r(b)b r(a)a )r*=(r(b)b*r(b)b'r(a)la”) «*
=(r.(b)b*) t*(r(b)b’r(a)a“)*
=({r{c)c*r(b)b*)t*{xr(b)b r(a)a’)*
=(r(c)e®t*(r(b)b*r(b)b r(a)a™) t*
=(r({c)c*)rt*(r(b)br(ata”)t*

-

=(r{c)c*n*{(r(a)a’)1*=(r(c)c*r{(a)a’)t*
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(c*r(c))r*=(c*r(c)b*r(b))t*=c*r{(c)b*r(b)b r (b)) *

=(c*r(c)b*r(b))t*(b’r(b)) t*=(c*r(c)b*r(b))r*(b"r(b)a'r(a))*

=(c*r(c)b*r(b)b r(b))t*(a'r(a)})t*
={c*r(c)b*r(b))t*{a‘r(a))r*=(c*ric))r*a’r(a)) t*
=(c*r(cla‘r(a))t*.

balje, posto u,u,v,vEU i U je podpolugrupa, sledi da

Qu,vwvEU pa je r((au)a)=r(ubv)=r(c(vv)), gde je
r(uu) t*=r () t*r(u) t*=(r(b)b*)t*{r(b)b r(a)a’) *

={r(b)b*r(b)b ' r(ala )r*=(r(b)b'r(aja’)rt*=(r(a)a’)1*

r{vv)t*=r{(v)t1*r(v) t*=(c*r(c)b*r(b))t*(br(b))*
=(c*r{c)b*r(b)b r(b))t*=(c*r(c)b*r(b))t*=(c*r(c))*.
Simetridno, {(r(clc*)rt*=(r(a)a’'r(c)c*)t¥, (a’r(a))r*=.

=(a‘r(a)e*r(c))t* i r{(zz)c)=r(a(ww)) gde je 1r(zz)t*=
=(r{c)c*)1*, (ww)t* = (a’r(a))t*. Dakle, (a,cl&t* pa je
relacija t tranzitivna Sto povlaci da je r-poluprosta ekviva-
lencija. Pretpostavimo da a,b,c&cS 1 da je artb, tada po-
stoje a“€EvV(r(a)),b’€v(r(b)), u,v,w,z€ U takvi da su
ispunjeni uslovi definicije (8). Neka (ac) ‘&eVir(ac)),

(be) " EV(r(bec)) i (bvc) &V(r(hvec)). Iz relacije

r (bve) (bve) “r(bve)=r (bve) sledi r(bvc) (bve)- -S=r(bvec)s 3to

il

je ekvivalentno sa r(bvc) (bve)” R*r(bvc). Kako je r{ua)

=r (bv), imamo da je r{bvc) (bve) R* r(bve)=r(bv) r(c)=r(ua)ric)

=r {uac). Posto r(bvc){bve) "€ E 1 r(uaC)EiR*r(bvc)(bvc)’

N RegS, to po Lemi 1.2 sledi

(9) r {bve) (bve) “r (uac)=r (uac)
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Takodje, po Lemi 1.3 iz (b’ r(b))t*=r{v)* sledi

(10) (r (bve) (bve) )1*=(r (bc) (bc) “r(bvc) (bve) 7)1 *.
Sada je
(11) (r (ac) {ac) Y t*=((r{a)a’)r{ac) {ac) ) 1*=(r(a)a) t* (r{ac) (ac) ) 7*

=r (u) 1* (r (ac) (ac) ") t*={(r{u)r(ac) (ac) ") t*

=(r (vac) (ac) ") t* = (r (bve) (bvc) "r(uac) (ac) ") r*
=(r (bvc) (bvc) )t* (r (uac) (ac) "}1*

=(r (be) (bc) “r(bvc) {(bvc) 7} t* (r(uac) (ac) "}t *
=(r (be) (bc) ") t*{r (bvec) (bve) 7 » r(uac) (ac) ") t*
={(r (bc) (bc) ") t*(r(uac) (ac) ") t*

=(r (bc) {(bc) JYt*(r(ac) (ac) Yr*=(r (bc) {(bc) "r(ac) (ac) ")}=z*
Neka sada (awc) "€vV(r(awc)). Iz (awc) “r(awc)=(awc) 'r (awc)
sledi S(awc) ‘r(awc)=Sr(awc) sSto je ekvivalentno sa
(awc) “r{awc)L*r (awc) . Kako je r{aw)=r(zb} to je
(awe) “r(awe)L*r(aw)r(c)=r(zb)r(c)=r(zbc). PosSto (awc) 'r(awc) & E
i r(zbc)EEL?awc),r(awc)F\RegS, to po Lemi 1.2 sledi
(12) r (zbc) (awe) “r(awc)=r{zbc),
Takodje, (a“r(a))<*=r(w)t* povlaci po Lemi 1.3

(13) ((awe) “r{awe) ) t*=((awc) "r(awc) (ac) ‘r{ac))t*.

Kako je t* normalna kongruencija, to r(z)t*=(r(b)b7)r*
daje

(14) ({bc) ‘r(z)r(bc))t* =({bc) tb)b xribc})t*=({bc) ()b r{b}r(c))*

={((be) 'r(bc))t*.




118.

Dakle,
(15) ({(bec) "r(bec))t* =((bc) r(z)r(bc))r*=((bc) ‘r(zbc))*

=((bc) "r(zbc) (awc) 'r(awc) ) t*

=((bc) "r(zbe)) t* ((awc) “r (awc))c*

={(bc) “r(zbc))t*((awc) "r(awc) (ac) ‘r{ac))1*

=((bc) “r (zbe) - (awc) “r(awc)) t* ((ac) “r(ac))c*

={(bc) "r(zbc))t*((ac) ‘r(ac)) t*

=({bc) "r(z)r(bc))r*({ac) 'r(ac))*

=((b€) "r(bcht* ((ac) "r(ac})) t*=((bc) "r(bc) (ac) "rlac))t*.

Dalje, r(ua) r (bv) povlaci

(16) (r(bc) (be) "r(u)r(ac) (ac) ") r(ac)=(r (bc) (bc) “r(ua)r(c) (ac) ") x(ac)
=(xr {bc) (bc) “r(bv) r(c) (ac) ") r(ac)
=r (be)((be) “r (be) (be) “r(bve) (ac) 7) r(ac)
=r (be) ((bc) ‘r(b)r(c) (be) “r(bvc) (ac) ") r(ac)
=r (bc) ((be) “r(be)c"+r{c) (be) “r(bvc) (ac) “r{ac)).
Sada r{u)t*=(r(a)a’)t* daje
(17}  (x({bc) (bc) r (u)r(ac) (ac) )t *=(r (bc) (bc) 7) t* r(u) t*(r{ac) (ac) )r*
=(r (bc) (bc) ) t*(r(a)a”)t*(r{ac) (ac) 7) ¢*
={(r (bc) (bc) ‘r(a)a’r(ac) (ac) 7)1*
={r (bc) (bec) 'r(ac) (ac) "} r*=r (ac) (ac) ") 1*.

Po Lemi 1.1 r(c)(bc) zr(b)EE 3to zajedno sa r(v)rt*=(b’r(b))z*

daje
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(18) (r{c) (bc) ‘r(b)r(v))t*=(r(c) (bc) r(b))r*r(v)*
=(r(c){(bc) r(b))r*(b r(b))*
=(r(c) (bc) ‘r(b)b r(b)) t*=(r(c) (bc) 'r(b))*.
Kako je t* normalna kongruencija sledi da-je
(19) (c“r(c) (bc) ‘rb)r(v)r(c)i*=(c r(c) (bc) r(b)ric))*.
Dakle,
(20) ( (be) “r{bec)c r(c) {(bc) "r(bvc) (ac) "riac)k™
=((bc) “r{bc))t*(c r(c) (bc) 'r(bvec))t*{(ac) rlac))*
={{bc) ‘r(be))t*{c“r(c) (be) “r(bc))t*{(ac) 'rfac))t*
=((bc) “r{bec)cr{c) (be) "r(bec) (ac) 'r{ac))*
=( (bc) “r(be) (ac) “r(ac))1*=((bc) "r(bchr*.
Neka je x poletni element relacije (17), tada
x=r (bec) (bc) “r(u)r{ac) (ac) "€ E.U-ELU.
Ako je y poletni element relacije (20), tada je
v={(be) “r(bec)c r{c) (bc) r(bvc) (ac) "r(ac)
=(bc) “r (be) (bec) “r(bv)r(c) (ac) "r(ac)
=(bc) “r(ua)r(c) (ac) “r{ac)
={be) “r(u)r (ac) (ac) ‘r(ac)=(bc) r(u)r(ac)&U

jer je po (20) r*-ekvivalentan sa idempotentom (bc) "r(bc).

PoSto je r{x)=x,r(y)l=y imamo

r(x(ac))=r(x)r{qc)=xr(ac)=r(bc}(bc)’r(u)r(ac)(ac)’r(ac)

=r (be) (bc) “r(u) xr(ac)
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r{(bc)y)=xr(bc)r(y)=r(bc)y=r(bc) (bc) r(u)r(ac).
Iz poslednie dve relacije sledi r({x(acl})=r({(bcly).

SimetriZno se dokazuje da je

(r{bc) (cc) "Yr*=(r(ac) (ac) “r(bc) (bc) ") t*.
({ac) 'rzz))r*=((ac) ‘r(ac) (bc) ‘r(bc)) t*

i r(s{bc))=r((az)t) gde su s,t€CU takvi da je r{s)+*

={xr(bc){(bc) )r* i r{t)r*=((ac) ' rlac))r*.

Dakle, (ac,bc)er po definiciji  (8) relacije 1,
pa T jeste desna kongruencija. Da je 1 leva kongruencija
sledi iz razmatrzanja sli¢nim prethodnim, sSto sve skupa po-

via&i da je Tt =xongruenciija.

Neka =&,f€E i (e,f)& t. Tada postoje e & V(e}),
£°€V(E), uw,vcT da je r(u)t*={ee”)t*, r(v)t*=(£7f)r* i

r{ue)=r{fv). Sace je
er*=(ee ) r*e™ =r(u)t*er*=(r(u)e)r*=(xr(ue))t*=(r(fv))*
=(fr(v))-==fr*r(v)t*=£c*(£7°£) t*=£¢*
pa (e,f)& 1*.

Obratr-c, neka e,f&ecE i (e,f}l€ 1*. PosSto e& V{e)

i f&€v(f), sleci da e i £ =zadovoljavaju uslove definici-

je (8) Ppa (e,f)E T Dakle,r|_E=T*lE. _/-:‘7

Teorexaz 1.1. daje nacdin kojima se normalna kongru-
encija podpolucruce U mozZe prosiriti do kongruencije na
celoj polugurpi 5, ali tako da im restrukcije na skupu ide-

mpotenata E buZu jednake.
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Teorema 1.2. Neka je 8§ r-poluarupa i o¢* najma-

nja r-poluprosta normalna kongruencija na U <c¢ija restrik-

cija ne E Je HP(E)' tada je prodirenje ¢ od o¢*,defini-
sano analogno sa (8), kongruencija na S <¢ija restrikciija
na E Jje HP(E)’ a restrikcija na U je o¢*. Jos§ vise, o

je najmanja r—-poluprosta kongruencija na S za koju je
Dokaz. Po Teoremi 1.1, ako je o¢* najamnja r-po-

luprosta normalna kongruencija na U za koju je o* )

E p(E)°

tada o* moZe da se prosSiri do r-poluproste kongruencije ¢ na

o cu* = ‘
S za koju je GlE 8] |E FP(E)

Kac 3to smo konstantovali na pocetku ove glave

kongruencija o ima adiciono svojlstvo, odnosno o je no-

| U

rmalna kongruencija na U 1 za niju vaii

U

| (UlU)[Ezg E=HP(E)
jer je E & U. Odavde sledi da je a*g;olU jer je po pretpo-

stavci o*¥ najmanja normalna kongruencija na U. Obratno,
ako a,b€eU i (a,b)€ g, tada postoje a&cvi(r(a)), b"&v(r(b})),
u,vEU da je r(u)o*=(r{a)a’)o*, r(v)o*=(b r(b))e* i

r{(ua)=r(bv). Posto a,bc U, tada r(a),r(b)&cU pa je
r{a)o*=(r(a)alo*r(a)oc*=r(u)c*r(a)o*=r{ua)oc*=r(bv)a*
=r{b)o*r(v)o*=r(blo*r(b r(b)o*=r(b)o*.

znadi, (r(a),r(b))<o* pa kako je o* r-poluprosta kongru-

encija to je (a,b)& oc* pa je Co*. Dakle U|U=a*.

Ulu
Neka je 1 r-poluprosta kongruencija na § za
koju je

tada Jje normalna kongruencija na

"IE P (E)

U i za nju vazi (.

TiU

=T|E=HP(E)' Posto Je T|U r-poluprosta

IUﬁE
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normalna kongruencija na U to je o¢*Cr Neka (a,b)& ¢ ,

U
tada postoje a’'&Vi(r(a)), b &Vvir(bl)}, u,v&eu da je

r{ulo*=(r(a)a’)o*, r{v)o*=(b"r(b))g* i r(ua)=r(bv). Kako

sledi r{(u)=(r(a)a™)r 1 r(v):=(b"r(b))rr.Dakle,

je U*QT[U'

r{ayt=(r(a)a“)tr(a)r=r(u)tr(a)t=r(ua) r=r(bv)
=r (b) tr(v) t=r(b) 1 (b r(b)r=r(b) .

Iz (r(a),r(b))E 1 sledi (a,b)& r jer je 1 r-poluprosta
kongruencija pa sledi o<+t . Dakle, ¢ je najmanja r-polu-

prosta kongruencija na S takva da je

“|ETTR(E) " /27
Teorema 1.3. Ako je t kongruencija r-polugrupe

S, tada je =cl ako 1 samo ako gde je

"IETCE Tvo|v’

V=kero*=kerc NU.

Dokaz. Posto je U|U=c* sledi da je kerg N U =
kero*, Neka je 1 kongruencija na §S. Posto je ECkerg 1
ECU, imamo da je ECV, pa iz pretpostavke T|V=U|V jasno
sledi TIE=(TIV)|E=(d“ﬂlE=UIE. Obratno, neka je TIE%ﬂE'

normalna kongruencija na U, imamo da je

Kako je T'U

(TIU)|E=T]E=(WE=HP(E) i o U=c* T‘U.

Sada V=kercNULU daje o

= - =
Neka dalje a,b&€EV i (a,b)c:. PoSto a,b&Vv, to

a,b € kero pa postoje e,f&E da (a,e), (b,f)& ¢. Tada

UIV g;r|v pbvlaéi (a,e) ,b,f)€+. Kako je (a,b)& 1, po tra-
nzitivnosti sledi (e,f)& 1, pa 1z TTE=U|E sledi (e,f)& o.
Ovo povla&i (a,e),(b,f),(e,f)co pa je (a,b)go 1 T]VE;U}V’

$to konacno daje SO v /T7
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J. Meakin u radu [35| defini3e normalno razbi-
janje podpolugrupe E ortodoksne polugrupe S, kao razbil-

janije P(E)='{Eu . «€J} koje zadovoljava sledece uslove:

(i) za svaki «,8€J, postoji y&J da je EaEBE:._EY;
(ii) za svaki «EJ, a€s, a“&v(a),postoji g&Jd

da je aE,a S Eg.

Ako je S r-ortodoksna polugrupa, tada Je RegS ortodoksna

polugrupa i neka je

(ii) 7~ za svaki tE€J, a€s, a€vi(r(a)), posto]i
R&EJ da Je :r:(a)EUL a"C_:_EB.
Uslovi (ii) na RegS 1 (ii)” na S su ekvivalentnil jer je

r:S - RegS surjekcija. Dakle, normalno razbijanje skupa

E ortodoksne polugrupe RegS Jje istovremeno normalno razbi-
janje skupa E s—-ortodoksne polugrupe S. R.Fiegenbaum je

u radu |12] dokazala da dopustivo razbijanje skupa E orto-
doksne polugrupe S Jjeste normalno razbijanje. Dopustivo ra-
zbijanje skupa E n-ortodoksne polugrupe S Je istovremeno
dopustivo razbijanje skupa E ortodoksne polugrupe RegS. PO
gornijem razmatranju sada zakljudujemo da je dopustivo raz-
bijanje skupa E w-ortodoksne polugrupe S istovremeno 1
njegovo normalno razbijanje. Po&to svaka kongruencija polu-
grupe S indikuje dopustivo razbijanje na E,sledi casvaka ko-
ngruencija na w-ortodoksnoj polugrupi indukuje normalno ra-

zbijanje podpolugrupe E.

J. Meakin je u pomenutom radu pokazao da ako je

P{E) normalno razvijanje podpolugrupe E ortodoksne polugru-
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pe S, tada postoji kongruencija t na S da je T[E=HP(E).

Ako je S rn-ortodoksna r-polugrupa 1 P(E) normalno raz-

bijanje podpolugrupe E, tada po prethodnom postoji kongru-

encija +t na ortodoksnoj polugrupi RegS takva da je

I Neka je t relacija na S definisana sa

TIE CP(E) "

atb <=> r{a) tr{b) (a,b& S).

Po Lemi IIT 2.4 sledi da je T r-poluprosts kongruencija na
S. Kako je TiE:T|E=HP(E); sledi da svako normalno raz-
bijanje indukuje kongruenciju na r—ortodoksnoj r-polugru-
pi S.
Neka je S n-ortodoksna r-polugrupa i P(E)= {E_;
x

+&J} normalno razbijanje skupa E, to jest

a
r

(i) za svaki «o,8 € J postoji y&J da je EaEB;EY

(ii) =za svaki o€ J, a€s, a’€Vir(a)) postoji

pEJ da je r(a)E a’C_';EB

a

Kao i do sada, sa Tp (E) oznaCavamo ekvivalenciju skupa E

jndukovanu normalnim razbijanjem P(E). Ako su e,f&E, tada

je e - f ako e i f pripadaju istoj E Kklasi razbija--

nja P(E).

Teorema 1.4. Neka je S rnm-ortodoksna r-polugrupa
i
(21) s={(a,b) € SxS: postoje a“"€V(r(a)), b €vir(b)),

a,B,y,8 &€ J i eeEu, f CE gEEE, hGEY takvi

6!
da r(a)a’,r(b)b’r(a)a’EEEu;a’r(a), a'r(a)b’r(b)EEEB;

r(b)b”,r(b)b’r(a)a”€E ; b r(b) ,b’r(bla‘r(a) €E_ ;

i erf{a)=r(b)f, r{(a)g = hr(b}}.
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Tada je ¢ najmanja r-poluprosta kongruencija na S ¢&ija

se restrikcija na E poklapa sa HP(E)'

Dokaz. Primetimo da je relacija ¢ odigledno
r-poluprosta.

Neka a€ S, a’&V(r(a)) 1 neka je r(a)a“'=e,a’r(a)=f.
Tada postoje a=vy,8 =¢6€ J da r{aJa’=r(aja’‘r(ala’€E_,
aﬁﬂa)=a’r(a)a’r(a)€§EB, da je er(a)=r(a)a’r(a)=r(a)f 1
uzecemo e=h, f=g. Sada po (21) sledi da je relacija o

refleksivna.
Simetricnost relacije ¢ je ocigledna.

Neka (a,b), (b,c)& g. Iz (a,b)&o sledi da posto-
je a'cVir(a)),b’€Vv(r(b)) i e,f,g,h€E da je e-r(a)a“
~r{(b)b'r(a)a”, f-b7r(b)-b’r(b)a’'r(a); g~ra‘r{(a)~-a‘r(a)b ' r(b);
h~r{(b)b"~r(a)a’r(b)b” i er(a)=r(b)f, r{a)g=hr(b). Iz
(b,c)& ¢ sledi da postoje b*&V(r(b)), c*EVi(r(c)) i
e,f,g9,h €EE da je e-r(b)b*~r(c)c*r(b)b* ; F-c*r(c)-c*r(c)b*r(b),
g~c*r(c)-~c*r(c)b*r(b), h~r(c)c*~r(b)b*r{c)c* i er(b)=r(c)E,

r (b)g=hr{c). Sada je
r(a)a“~r(b)b'r(a)a'sr(b)b*(r(b)b*)r(b)b r(a)a“
~r(b)b*(r(c)c*r(b)b*)r(b)br(a)a“
=(r(b)b*r(c)c*) (r(b)b r(a)a’)-r(c)c*r(a)a".
Takodje je
c*r(c) ~c*r(c)b*r(b)=c*r(c)b*r(b) (b ’r(b)b“r(b))
~c*r(c)b*r(b)(br(b)a'r(a)b r(b))

={c*r(c)b*r(b))(a‘r(a)b r(b))-~c*r(c)a“r(a).
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Dalje je

—

(ee)r{a) = er(b)f = r(c) (ff)

gde je

ee~-r(b)b*(r(a)a )~r{(b)b*r(b)b r(a)a '=r{(b)b’r(a)a "~r(a)a”

ff~(c*r{(c))b’r(b)~c*r{(c)b*r(b)b r(b)~c*r(c)b*r(b)~c*r(c).
Simetricéno je

r{c)c*~r(a)a’'r{c)c*, a’r(a)-a’r (a)c*r(c), r(a) (gg)=(hh)r(c)

—

gde je gg-a‘r(a), hh-r(c)c*. Dakle, (a,c)&o pa o jeste

r-poluprosta ekvivalencija na S.

Neka (a,b)€c i c&S. Tada postoje a“"€&€Vir{(al)),
b &vi(r(b)), e,f,9,n€EE da su ispunjeni uslovi definicije
(21). Neka c"EV(r(c)). Tada po Teoremi II 5 c’a’” =
=(r(a)r(c)=r(ac)) "€Vir(ac)) i c’b’=(r(blr(c)=r(bc))”

&V(r(bc)}) pa je

(22) r (ac) (r(ac)) "=r(a)r(c)c’a’=r(a) (a’r(a)yr(c)c a”
~r(a)a‘r(a) (b’r(b)r(cliclar
=r{ala 'r{(a))br(b)r(c)c’b r(b){(b’r(b))r{cic ar”
~r{a)gb r(b)r(c)cb r(b)fr{clic a”
=hr{b)b r(b)r(c)c“b’er(a)ric)car’
~r(b)b’r(b)br(b)r(c)c’b’r(a)a'r{alr(c)c a-
~r(b)r(c) (r{b)r(c)) 'r{alr(c){r{ajr(c))”

=r (be) (r{bc)) ‘r(ac) (rlac)) ~.
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;

(23) (r (bc)) "r(bc)=(r(b)r{c)) ‘r(b)r(c)=c (b'rib)lrl{c)c r(c)
~-c’br(b)(a’rl{a)ri{cic )ri{c)
=c“(b’r(bla’r(a))ri{c)c’a’r(a)r{c)c r(c)
~c’br(b)r(c)c’a’r(a)rc)
=(r(b)r(c)) ‘r(bir{c) (r(a)r(c)) r(a)r(c)
=(r (bc)) r(bc) (r(ac)}) rlac).

primetimo da r(bc) (r(bc)) "er{ac) (rlac)) "€ E djer je E pod-
polugrupa od S, a da c¢’br(b)fr(c)&E Jer je po Lemi II 4

podpolugrupa E samokonjugovana.

Neka je e = r(bc) (r(bc)) "er(ac) (r(ac)) i f=c ‘b r(b) fr(c).

Sada Jje
er {ac)=r (bc)c b er(a)r{c)c’a’r(ac)
=r {bc) (c b 'r(b) fr(c)c’a’rlac))
=r (bc) (c b "er{ac) (r(ac)) "r(ac))
=r (be) {c b er(a)r(c))=r(bc) (c 'br(b) fr{c))
=r (bc) F.
Odavde i po (22) sledi
e=r(b)r(c)c b er(a)ri(cic’a’~r(b)r{c)cb'r(ala'r{a)r(cic’a
=r (b)r(c)c b’r(a)r(c)c a“=r(bc) (r(bc)) "r(ac) (r(ac)) -
-r{ac) (r(ac)) 7,

el

a jos§ po (23) dobijamo

fF=c b r(b)fr(c)=c b er{a)r{c)=c b er{a)r{clc a’r{a)r(c)
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=c’b’r{b)fr(c)ca’r(a)r(c)~c’b’r(b)b r{b)r{c)c a’r{ac)
=c’br(b)r(clc’a’rlac)=(r(bc)) ribc) (r{ac)) rlac)

~{(r(bc)) "'r(bc).

Simetriéno je r(bc) (r(bec)) ~r{ac) (rlac)) 'r(bec) (r(bc)) 7,

(r{ac)) ‘r{ac)~(r(ac)) ‘rlac) (r(bc})) 'r{bc} 1 r(ac)g=pr (bc)
za neki é,EEEE, 5*-(r(ac))'r(ac), n-~-r {bec) (r(bc)) °. Dakle,
(ac,bc)E g. Sliéno se dokazuje da je (ca,cb)to pa Jje a

r-poluprosta kongruencija na S.

Neka je r-poluprosta kongruencija na S takva

da je Za f(a,b)c o postoje a’“&Vi{r(a)),

CIETp(E)
b"€vi{r(b)), e,f,g,h€E da je e-r(a)a’, f-b’r(b), g~-a’r(al,

h-r(b)b’, i da vaZe definicione osobine za o¢. Sada je
at=r(a)r=(r(a)a“)rtr(a)r=etrr{a)r={(er{(al))
=(r(b)f)t=(r(b)tfr=r(b) 1 (B rbk=(r (b)) r=br.

Dakle, (a,b)ct pa je ¢t 1 znac¢i ¢ jJe najmanja r-poluprosta

kongruencija na S da je U|E=HP(E)' /=7

Teorema 1.5. Neka je § gn-ortodoksna r-polugrupa 1
o={(a,b) € SxS: postoje a’"&Vi(r{a)), b’&V (r(b)) tako da
za svaki ¢ € J postoje a,B,v,6€J da je r{(a}E.a ",
rOJ)EEb’r(a)EEa’éiEﬂ; a’E.r(a), a’EEr(a)b'EEr(b)EéEB;

r(b)E,b”, r(a)Eca’r(b)E_ b €E ; b E.r(b), b'Ecr(b)a’E.r(a) € Byl

Tada je ¢ najveda r-poluprosta kongruencija na S cija re-

- strikcija na E Jje

Tp(E)

Dokaszs. Relacija ¢ Je ci:":igledno refleksivna i simetricna-
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Neka (a,b),(b,c)&p, tada postoje a"&vVvi(r(a)),
b ,b*&Vv(r{(b)) i c*&V(r(c})) tako da vaZze svojstva iz
definicije relacija op. Neka e&J 1 izaberimo e&E_.

Po Teoremi II 5 sledi da eb”, eb*&vV(r(b)e}) pa je

ri{bleb 'S=r{bleeb*r (b)eb"S Cr(b)eb*S

r{b)eb*S=r (b)eeb"'r(b)eb*s Cr(b)eb ’S.
Dakle,
(24) r{b)eb S=r(b)leb*S,

PoSto su r(b)eb”, r(b)eb*&E, to je r(r(b)Jeb )=r(b)eb” i
r{r{(b)eb*) = r(b)eb* pa je relacija (24) ekvivalentna sa
r (b)eb R*r(b)eb. Kako b7e,b*e&V(er(b)), sli¢no prethodnom

razmatranju dobijamo b er(b)L*b*er(b). Sada je
r(a)ea“~r{(b)eb“r(a)ea '=r(b)eeb*r(bleeb*r(b)eb r(a)ea”

=r (b)eb*(r(b)eb*)r(b)eb'r(a)ea”
~r(b)eb*r(clec* (r(b)leb*r(bleb )r(ajea”
=(r(b)eb*r(clec*) (r(b)eb'r(a)ea”)
~r{c)ec*r(a)ea”.

Dakle, r(a)ea” i r(clec*r(a)ea” pripadaju istoj klasi

normalnog razbijanja P(E). Slicno,

a‘er(a)~a‘er(a)b’er(b)=a’er(a)b’er (b)b*eer (b) )b*eer (b}
~a‘er(a) (b’er(b)b*er(b))c*er(c)b*er (b)

= {a’er{(a)b’er(b)) {(c*er{c)b*er (b))

;a’er(a)c*er(c).
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Znac¢i, a’er(a) i a’er{a)c*er{c) pripadaju istoj klasi
razbijanja P(E). Simetri¢no, r(cl)ec*~r(a)ea’r(clec* 1
e*er (c)~c*er(c)a“er(a). Iz svega ovoga sledi (a,c)&p pa je

relacija p tranzitiwvna.

Znaci p je ekvivalencija. Iz refleksivnosti nevo-
I

sredno sledi da je p r-poluprosta relacija. Dakle, je

r-poluprosta ekvivalenciija.

Neka (a,b) & p 1 c&S. Tada postoje a"&vVi(r(a))
i b"’&eV(r(b)) da su ispunjeni uslovi definicije relacije op.
Neka c €Vir{c)), tada c a’=(r(a-c)) "Evir(ac)) i
c’b’=(r(bc)) "€V(r(bc)) (po Teoremi II 5). Neka ¢&€J i

e € E., tada je
r{acle({r{ac)) =r(a)(r(clec’)a"~r(b) (r(c)ec"}br(a) (r(c)ec }a“
=r (bcle{r(bc)) 'r{ac)e(r(ac)}) ~

Po3to je Db’ er(b)r(c)c” idempotent bide

(r{ac)) "er(ac)=c”(a’e-xr{a))ri{c)cxr(c)
~c"{a’er(a)b’er(b))r(c)cr(c)
=c"a’er(a) (ber(b)r(c)c’)xr(c)
=c“a“er(a) (b’er(blr(c)c’b’exr(b)r(c)c )r(c)
=c”“(a‘er{a)b’er(b))r(c)c b er(b)r(c)
~c“a“er(a)r(c)c b er (bc)
={r (ac)) “er{ac) (r(bc)) "er (bc).

Na sli¢an nacin dobijamo

r(bc)e({r(bc)) "~r(ac)e(r(ac)) "r{bcler(bc))”
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(r (bc)) "er(bec)~{r{bc)) "er{bc) {r({ac)) "er(ac)

pa je p desna kongruencija. Slicno dokazujemo da je o

leva kongruencija,pa sledi da je p konagruencija

Neka e,f&E i eHP(E)f, tada postoji ao&J da
e, fCE,. PoSto e&V(e), f&€V(f) i po osobini (i) norma-

lnog razbijanja imamo da za svaki e€cd 1 gé}EE da je

=egeege - E E E E E CE
cge- gegéaEEaaeaB

za neki B8&J, pa eE -eXEpg. Takodje eE efE fCE E EE E ECE
ol a € o a £ O

Sli&no se proverava da vazZe ostali uslovi iz definicije kon-

gruencije p pa sledi ep f, Sto znaci Neka sada

o gy &P e
e, fCE i (e,f)E p. Tada postoje e " &V(ie) i f € V(f)
da vazZe svoijstva iz definicije relacije p. Kako 'e',f’EEE
bice
e=({ee’eNe ~ (feft'ee e )e=fe 'f’ e
=f(f £ fe ' fe) ~E£(f£°ff £ f)=¢f
pa je ell (E) . Znaci, iE_ p(g) P2 je thnP(E)'

Neka je 1t r-poluprosta kongruencija na S ta-

kva da je T|E=HP(E). Neka f{(a,b)er , a’&vVi(r(a)), b'€v(r(b))
ceCcJ i eGEEE. Tada (r(a), r(b))& 1 pa (r(a)e,r(b)e)c

Po3sto je S/t ortodoksna polugrupa po Teoremi II 6, imamo

da ea’&Vir(a)e) povlaci (ea’)1&€V{(r(a)e)r) 1

eb"&V(r(b)e) povlacdi (eb )rcV((r(b)e)r). Sada je

(r{(a)e)r=(r(a)e)r(ea )t (r(a)e)r=(r(a)ea )t (r(a)e)r
pa je

(r{ate)t*S/1 S (r{a)ea’)1'S/1.
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S druge strane je

(r{a)ea’)t8/t=(r(a)e)ra’r-=/7r & (r(a)elr - S/
pa je
(r(a)ea”)1.S/1=(r(a)e)1.S/- <=> (r(alea’)tr R(r(a)e)r
=(r(b)e}12(r(b)eb ).
Odavde sledi (r{a)ea”)t-5/t=(xr(b)ek ", --5/+ pa postoje

X,Y&S/t da je (r(a)ea’)rt=(r{b)eb”™ -.X i1 (r(b)eb’)=

(r{a)eb”)1°Y &to povlaci

(25) (r(a)ea’) r=(r(b)eb’ - m(a)ea )+
i
(26) (r(bleb )t =(r(a)ea”) —{r{b)eb )1,

jer su (r(a)ea”)tr i (r{(bleb”)r ic=mpotenti u S/t1. Sada

iz (25) sledi (r(a)ea )r=(r(b)leb " —{a)ea”) 1, odnosno

r{a)ea’~r(b)eb'r(a)ea”™ jer je T|E=:?(E)' Takodje, iz
(26) sledi (r(b)eb )r=(r(a)ea’r(b)=>")1t , pa je «r(b)eb”
-r(a)ea’r(b)eb”’. Slidno dokazujemo Za je a’er(a)-a’er(a)b’er(l

i b er(b)-b“er(b)a‘er{a). Dakle, iszTuznjeni su uslovi definici-

je relacije p pa (a,b)p &to povizali t1{»p. =7
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Element inverzan 7 ~ koja razdvaja idempotente 47

- najvedéi 10 - normalna 32

: . - univerzalna 88
- najmanji 10

Elementi uporedivi 10 - m-ortodoksna 104

Epimorfizam 3 Kongruenciije ekvivalentne na

idempotentima 109

Grupa 3 Kongruenciiski par 35,41

Grupoid 2
Monomorfizam 4

Mreza 10

r—-grupa 9,23

Homomorfizam 3 - potpuna 10

- prirodni 5
Operacija asocijativna 2

Idempotent 3 - binarna 2

Izomorfizam 4
Podpolugrupa 2

. - inverzno zatovrena 27
Jedinica dvostrana 2

- leva 2 - puna 238

. - strogo inverzno zatvorena 27
Jezgro kongruencije 8 x

- samokonjugovana 17

Klasa ekvivalencije 4 Podskup poluprost 28

—_ *
Koli¢nik skup 5 H*-regularan 71

- IL*-zatvoren 70

- L*-R*~zatvoren 70

Kongruencija 4

- desna 4
- leva 4 ~ R*~zatvoren 70
- grupna 88 - L*-samokonjugovan 70

. - L*~-R*-gsamokonijugovan 70
- inverzna 105 samoxonjugova

- R*-samokonjugovan 70




r-poluprost 238

samokonjugovan 17

- sStrogo r-poluprost 77

Polugrupa 2

Razbijanje dopustivo 109

beskona&nog reda 2
inverzna 8
r—inverzna 8
komutativna 2
kona¢na 3
konvencionalna 18
n—~konvencionalna 18
ortodoksna 7,20
n~ortodoksna 8,20
periodicka 3
regularna 6
r-reqularna b6
strogo n-inverzna 9

trivijalna 3

normalno 123

Red polugrupe 3

Relacija antisimetridna 4

binarna 4
ekvivalencije 4
Greenova 9
L*,R* H* 9
refleksivna 4
r-poluprosta 24
simetricna 4
tranzitivna 4

uredjenija 4

r-polugrupa 31

r-preslikavanije 16

r-relacija 15

Skup uredijen 10

Slika homomorfna 3

Zatvorenije 97
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