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KRIVINA I KARAKTERISTICNE KLASE
KOMPLEKSNIH VEKTORSKIH RASLOJAVANJA

Abstrakt

U ovom radu se dobijaju globalna svojstva kompleksnog vektorskog raslojavanja koje dopusta
1zvesne geometrijske strukture. U poglavlju 2 se proucavaju kompleksna vektorska raslojavanja nad
skoro Kahler-ovom mnogostrukoééu. Uopstava se Libke-ova nejednakost za klasu raslojavanja koja
dopustaju formalno holomorfnu Einstein-ovu povezanost. Takode karakterile se slu€aj jednakosti.
Glavni rezultat poglavlja je konstrukcija familije netrivijalnih primera, tj. familije kompleksnih,
neholomorfnih vektorskih raslojavanja nad skoro Kahler-ovom mnogostrukoséu koja dopustaju for-
malno holomorfnu Einstein-ovu povezanost sa ne-nula Chern-ovim klasama ¢; i ¢3. U narednom
poglaviju dobijamo “perturbacione rezultate” u hermitskoj geometriji. Uvodi se klasa &, ; rasloja-
vanja koja sadrZi holomorfna Einstein-ova rasléjavanja ranga 2. Za raslojavanja iz & ; dokazujemo
nejednakost izmedu kvadratnih invarijanti tenzora krivine i ispitujemo sluéaj jednakosti. Takode us-
tanovljuju se neke nejednakosti izmedu Chern-ovih brojeva tih raslojavanja. Sta vise, dobijene su i
~ neke posledice. Razmatraju se i konformne promene promene metrike holomorfnog raslojavanja radi
konstrukeije interesantnib primera & 5 raslojavanja. U poglavlju 4 dobija se karakterizacija kompak-
tnih kompleksnih prostornih formi u terminima uopéstenih Chern-ovih brojeva i zapremirama malh
geodezijskih lopti. Razmatra se Gray-Vanhecke-ova hipoteza o zapreminama kao i njena oslabljenja
pod dodatnim pretpostavkama. Zatim, uvodi se pojam geodezijsko-Einstein-ove metrike i dobijamo
topoloski uslov za postojanje geodezijsko-Einstein-ove metrike. Ovaj uslov uopstava nejednakost
Chen-a i Ogiue-a. Daju se i primene u sluéaju kompleksnih povrsi.

Kljuéne reéi

kompleksno vektorsko raslojavanje, skoro kompleksna mnogostrukost, uopiteni Chern-ovi brojevi,
povezanost, krivina, metrika, Einstein-ov uslov, geodezijska lopta, kompleksna povrs.




CURVATURE AND CHARACTERISTIC CLASSES
OF COMPLEX VECTOR BUNDLES

Abstract

In this paper we obtain global properties of a complex vector bundle if it admits a certain geometri-
cal structures. In Chapter 2 we study complex vector bundles over an almost Kihler manifold. We
generalize inequality of Liibke for the class of bundles which admit a formally holomorphic Einstein
connection. Also, we characterize the equality case. The main result in this chapter is the construc-
tion of a family of non-trivial examples, i.e. a family of complex, non-holomorphic vector bundles
over an almost Kahler manifold with non-zero Chern classes c; and ¢; and with a formally holomor-
phic Einstein connection. In the next chapter we obtain some “perturbation results” in hermitian
geometry. The class of £ ; bundles, which contains the class of holomorphic Einstein bundles of
rank 2 is defined. For a bundle from & ; we prove the inequality between the quadratic invariants
of the curvature tensors and study the equality case. Also some inequalities between its Chern num-
bers are established. Moreover, some consequences are studied. Conformal changes of a metric on a
holomorphic bundles are considered in order to construct some interesting examples of &i,s bundles.
In Chapter 4 we characterize compact, complex space forms in terms of generalized Chern numbers
and the volumes of small geodesic balls. Also we study Gray and Vanhecke's “volume conjecture”
as well as its weaker version with some additional conditions. Then, we introduce the notion of a
geodesically-Einstein metric and we find a topological obstruction for the existence of a geodesically-
Einstein metric. This condition generalize the inequality of Chen and Ogiue. Applications of the

inequality in the case of a complex surface is given.
J

Key words:

complex vector bundle, almost complex manifold, generalized Chern numbers, connection, curva-
ture, metric, Einstein condition, geodesic ball, complex surface.




Predgovor

Glavni problem koji se razmatra u radu je izuavanje globalne strukture
kompleksnih vektorskih raslojavanja koja dopustaju povezanost koja
imma odredena geometrijska svojstva.

Rad se sastoji 1z ¢etirl poglavlja i to su

1 Uvod

2 Kompleksna vektorska raslojavanja nad skoro kompleksnim mno-
gostrukostima

3 Skoro Einstein-ova holomorfna vektorska raslojavanja

4 Uopsteni Chern-ovi brojevi Kahler-ovih mnogostrukosti i zapremine
malih geodezijskih lopti. '

Poglavlje 1 se sastoji od dva odeljka. U prvom odeljku se daje
nastanak i razvoj ideja i pregled rezultata u ovoj oblasti. Pre svega
navode se matematicari koji su uticali na nastanak teorije karakter-
istiénih klasa i1 posebna paZnja se posvecuje vezi izmedu karakteristicnih
klasa glatkih vektorskih raslojavanja i diferenajalne geometrije. Za-
tim se navode rezultati koji se odnose na relacije izmedu Chern-ovih
karakteristiénih klasa raslojavanja. U ovom radu se razmatraju kom-
pleksna vektorska raslojavanja sa povezanostima koje zadovoljavaju ra-
zli¢ite uslove Einstein-ovog tipa. U drugom odeljku se navode definicije
osnovnih diferencijalno-geometrijskih pojmova, npr. diferendjabilna
mnogostrukost, tangentno raslojavanje, kompleksno vektorsko rasloja-
vanje, povezanost, krivina, de Rham-ove kohomologije, karakteristicne
klase, celobrojne forme i dr., koji se javljaju u ovom radu. Sein toga
navode se 1 poznate teoreme koje se koriste u radu.

v
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Glave 2, 3 i 4 sadrZe originalne rezultate.

U poglavlju 2 se izu¢avaju globalna svojstva kompleksnih vektorskih
raslojavanja € = (E, k) nad skoro kompleksnom baznom mnogostrukoscu
(M, g). Pretpostavlja se da je raslojavanje snabdeveno formalno holo-
morfnom povezano3éu. U odeljku 2.1 se navodi definicija formalno
holomorfne povezanosti koja je uvedena u [G-B-N-V]. Zatim se daju
osnovna geometrijska svojstva odgovarajudeg tenzora krivine. U nared-
nom odeljku se za ovu klasu vektorskih raslojavanja dobijaju 1zrazi za
uopstene Chern-ove brojeve

a[@" (M), dIRHM) i of®)H(M)

u terminima linearnih i kvadratnih invarijanti tenzora krivine.

Za razmatranu klasu raslojavanja u odeljcima 2.3 i 2.4 se dokazuje
uopitenje Libke-ove nejednakosti. Takode se dobija i karakterizacija
sluéaja kada nastupa jednakost u toj nejednakosti. Kao posledica ne-
jednakosti pokazuje se da neke klase raslojavanja ne dopustaju formalno
holomorfnu Einstein-ovu povezanost. Glavni rezultat poglavlja je kon-
strukcija familije netrivijalnih primera formalno holomorfnih povezano-
sti data u poslednjem odeljku. Tu se dobija familija kompleksnih, ne-
bolomorfnih vektorskih raslojavanja ranga dva nad skoro Kahler-ovom
mnogostrukoséu sa nenula Chern-ovim klasama ¢; i c;. Zatim se za
dobijena raslo’avanja konstruisu formalno holomorfne povezanosti koje
zadovoljavaju Einstein-ov uslov.

Rezultati iz poglavlja 3 spadaju u grupu “perturbacionih rezultata”
u hermitskoj geometriji. U odeljku 3.1 definiSe se klasa &5 rasloja-
vanja koja se za k = 1 svodi na klasu holomorfnib raslojavanja ranga
dva koja zadovoljavaju Einstein-ov uslov. Za raslojavanja iz & s se
dokazuje nejednakost izmedu kvadratnih invarijanti tenzora krivine i
proucava se kada nastupa jednakost u njima. U odeljku 3.2 se us-
tanovljuju neke nejednakosti za Chern-ove brojeve & s raslojavanja.
Dobijene su i posledice ovih nejednakosti. U poslednjem odeljku se
prouéavaju konformne promene metrike na holomorfnom raslojavanju
da bi se omoguéila konstrukcija interesantnih primera & s raslojavanja.

U prvom delu poglavlja 4 dobija se karakterizacija kompaktnih kom-
pleksnih prostornih formi u terminima uopstenih Chern-ovih brojeva i
zapremina malih geodezijskih lopti. Takode razmatra se i hipoteza
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Gray-a i Vanhecke-a o zapreminama kao i njena oslabljenja uz odredene
dodatne uslove. U drugom delu uvodi se pojam geodezijsko-Einstein-
ove metrike i nalazi se topoloski yslov za postojanje geodezijsko-Einstein
ove metrike. Ovaj uslov predstavlja uop3tenje nejednakosti Chen-a
i Ogiue-a. Navode se i primene nejednakosti u sln¢aju kompleksne
povrsl.

U bibliografiji je navedena samo ona literatura na koju se pozivam
u radu. Medu tim radovima i knjigama nalaze se i oni koji sadrze
potpuniji pregled literature koja se odnosi na rezultate dobijene do sada
u oblasti primene Chern-ovih karakteristi¢nih klasa u diferendjalno;
geometriji. Ove knjige i radovi su posebno istaknuti na odgovarajuéim
mestima u radu.

Pozivanje na formule, definicijei teoreme je uobicajeno: 2.3.1 oznadava
prvu formulu u treéem odeljku poglavija dva a 3.1 formulu 1z istog
poglavlja. Pri pozivanju na literaturu odgovarajuca oznaka stavlja se
u uglaste zagrade.

Ovom prilikom Zelim da se zahvalim prof. Dr. Bang-Yen Chen-u na
&iju sam inicijativu poceo da razmatram ove probleme i koji mi je potom
dao niz vaZnih sugestija i informacija. Takode Zelim da se zahvalim prof.
Dr. Nedi Bokan za mnogobrojne korisne diskusije, komentare i podriku
tokom izrade rada kao 1 dugo vremena pre toga.

Zahvaljujem se i svim drugim kolegama koji su mi pruzili podrsku
u radu.

Beograd, 29.1.1990. Novica Blazi¢
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Poglavlje 1
Uvod

1.1 Istorijat problema

Vektorskim raslojavanjima se poslednjih decenija poklanja velika paZnja.
Pored ostalih pitanja, sa posebnim interesovanjem se izuéava globalna
struktura kompleksnih vektorskih raslojavanja. Karakteristi¢ne klase
su najjednostavnije invarijante koje mere odstupanje lokalne produkt
strukture od globalne produkt strukture.

Euler-Poincaré-ova karakteristika je najjednostavnija karakteristi¢na
klasa. Neka je M kompaktna, orijentisana, diferencijabilna mnogostru-
kost d menzije n i neka je X glatko vektorsko polje na M sa izolo-
vanim nulama. Za svaku nulu moZe se definisati njena visestrukost.
H. Hopf(1927) je u svojoj disertaciji pokazao da za Euler-Poincaréovu
karakteristiku x(M) vaZi

x(M) = ) visestrukost nule za X.

Time x(M) dobija diferendjalno topolosko znatenje. Uopstavajuci ovu
ideju H. Whitney i E. Stiefel su 1935 postavili osnove teorije karakter-
isticnih klasa. Oni su za vektorsko raslojavanje £ = (E, M, r) ranga q
definisali karakteristicne kohomoloske klase w* € H'(M,Z;), 1 £ i <
n—11iw* € HY(M,Z). Te klase se danas nazivaju Stifel-Whitney-
jeve karakteristi¢ne klase. Razvoj teorije su nastavili JI. C. TloaTparu= 1
S. S. Chern. Torrpsrar-ove klase pi(¢) € H¥*(M,Z), 1 < k < [n/4]
i Chern-ove klase za kompleksna raslojavanja ¢;(¢§) € H*(M,R), 1 <

1




9 1. UVOD

t < [¢/2] se mogu definisati pomocu realnih i kompleksnih Grassmann-
ovih mnogostrukosti.

Stiefel-Whitney-jeve klase su topoloske invarijante, Moarparaa-ove
klase su invarijante diferencijabilne strukture a Chern-ove klase su in-
varijante kompleksne strukture.

S. S. Chern je u [Ch46] pokazao da su karakteristi¢ne klase povezane
sa krivinom odgovarajuce mnogostrukosti. Kao polazni rezultat tog
tipa smatra se Gauss-Bonnet-ova formula. Neka je D oblast u dvo-
dimenzionoj Riemann-ovoj mnogostrukosti. Tada je njena Euler-Poincaré-

ova karakteristika odredena formulom
2rx(D) =) (7 — o) + ./&Dk, ds + /[D K dA,

gde je prvi élan na desnoj strani suma spoljasnjih uglova, drugi ¢lan
je integral geodezijske krivine a poslednji ¢lan je integral Gauss-ove
krivine. Oni redom predstavljaju krivinu tacke, krivinu linije i kri-
vinu povrdi D. Gauss-Bonnet-ova formula se dakle moZe interpretirati
kao jednakost Euler-Poincaré-ove karakteristike x(D) i totalne krivine
oblasti D.

Chern je razmatrao kompleksno vektorsko raslojavanje § = (E, M, ),
ranga A, sa povezanoscu V i odgovaraju¢om formom krivine ©. Zatim
se koristl Weil-ov homomorfizam za konstrukciju globalno definisane
forme v; € A%, 0 < < ). Za odgovarajuée de Rham-ove kobomoloske
klase se pokazuje

[%] = «i(¢) € H*(M,R),
¢ime se ostvaruje veza izmedu lokalne geometrije raslojavanja i njegove
topologije. Na slican nalin se mogu razmatrati i [lorrparmm-ove klase.
Posmatrano sa geometrijske strane, prirodno se postavlja pitanje:

“Kakva je globalna struktura vektorskog raslojavanja ako
ono dopusta odredenu geometrijsku stukturu?”

Ovo pitanje je razmatrano u algebarskoj i diferencijalnoj geometriji za
razne tipove geometrijskih uslova.

U ovom radu, $to se tite geometrijske strane problema, posebna
paZnja Ce se pokloniti Ricci-jevoj krivini i Einstein-ovom uslovu. Einstein-
ove mnogostrukosti su geometrijski objekti koji su sami za sebe intere-
santni. Pored toga su blisko povezane sa raznim oblastima geometrije,
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matematicke fizike i teorijom relativnosti. U kategoriji vektorskih raslo-
javanja Einstein-ov uslov je povezan sa vaZnim konceptom stabilnosti
vektorskih raslojavanja. Detalji o Einstein-ovim mnogostrukostima se
mogu nadi u [Bs87]. |

Topoloska svojstva &etvoro-dimenzionih Riemann-ovih mnogostru-
kosti, Euler-Poincaré-ova karakteristika i Hirzebruch-ov znak, pod raznim
pretpostavkama o krivini mnogostrukosti, bila su predmet mnogob-
rojnih istraZivanja. Navedimo neke od autora koji su se bavili ovim
pitanjima: M. Berger{Bg65], S. S. Chern, J. Milnor, J. A. Thorpe,
N. Hitchin. Za detaljnije informacije videti npr. [Pb78]i [Bs81, pog.
X1].

Pomenimo sada rezultate koji se odnose na tangentna raslojavanja
kompleksnih mnogostrukosti. Guggenheimer{Gh52] je 1952 pokazao da
je za tangentno raslojavanje kompaktne Kahler-ove povrsi

v

eA(M) 2 36(M).

Za tangentno raslojavanje hermitske povrii (M,g) Gauduchon[Gh80]
je 1980 pokazao da 3c; — & = x — 30 > 0 ako je g standardna metrika
koja zadovoljava Einstein-ov uslov.

Svojstva prve i druge Chern-ove klase Einstein-Kahler-ove mnogo-
strukosti proizvoljne dimenzije je zatim razmatrao Apte[Ap55] 1955.
Chen i Cgiue[C-O75] su 1975 uopétili gornju nejednakost na slucaj n-
dimenzione Kahler-ove mnogostrukosti. Tada je

n

(-1 ea(M) 2 (<1 5y (M):

Jednakost vazi ako i samo ako je M kompleksna prostorna forma. U
vezi sa ovim rezultatom videti i Bourguignon[Bg77] i Yau[Ya77}. Ne-
jednakost iste vrste razmatrao je i Bando[Bd87].

I u algebarskoj geometriji su razmatrane nejednakosti ovog tipa.
Van de Ven je dokazao nejednakost 8c;(M) > (M) za tangentno raslo-
javanje povrsi opsteg tipa. Zatim je ®. Boromonos poboljSao nejednakost
na 4c;(M) > &(M). Y. Miyaoka je poboljsao dokaz ®. Boromonos-a 1
dokazao 3¢c;(M) > Z(M) pri éemu nije razmatran slu¢aj jednakosti.
Reference za ove radove se mogu naéi u [Ya77,Kb87].
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Koncept hermitskog Einstein-ovog raslojavanja uveo je Kobayashi
motivisan rezultatima ¢. Boromonos-a o stabilnim vektorskim rasloja-
vanjima. Libke[.82] je 1982 je dokazao da za holomorfno Einstein-ovo
raslojavanje (E, k) ranga A nad kompaktnim Kahler-ovim baznim pros-
torom (M, g) vaZi

f A= 1O - 2rea()} A 2™ <0

Izuden je i slu¢aj kada nastupa jednakost. U [B-S87} su razmatrana
svojstva Chern-ove klase ¢; normalnih raslojavanja nekih kompleksnih
podmnogostrukosti.

U ovom radu se razmatra klasa kompleksnih vektorskih raslojavanja
(E, k) nad skoro kompleksnim mnogostrukostima (M, g). Pretpostavlja
se da (F, h) dopusta formalno holomorfnu povezanost D i da je (M, g)
skoro Kahler-ova mnogostrukost. Ako D) zadovoljava i Einstein-ov uslov
onda u ovom sluéaju vaZi ista nejednakost izmedu Chern-ovih klasa
raslojavanja(videti [Bz89)).

Pojam formalno holomorfne povezanosti uveden je u [G-B-N-V]
1980. U ovom radu(videti i [Bz89]) su dati netrivijalni primeri kom-
pleksnih vektorskih raslojavanja sa formalno holomorfnom Einstein-
ovom povezano$c¢u. Konstruisana su kompleksna raslojavanja ovog
tipa nad skoro Kahler-ovom mnogostrukoicu M, sa nenula Chern-ovim
klasama ¢; i ¢;. Primetimo da su u [G-B-N-V] konstruisani primeri
formalno holomorfnih povezanosti. Navedeni primeri se uglavnom za-
snivaju na hermitskim povezanostima tangentnih raslojavanja nekih
klasa skoro hermitskih mnogostrukosti. Na primer, razmatraju se klasa
H hermitskih mnogostrukosti, klasa /X blizu Kihler-ovih mnogostru-
kosti, klasa AKX skoro Kahler-ovih mnogostrukosti 1 klasa QX kvazi
Kahler-ovih mnogostrukosti. Tangentno raslojavanje skoro Kahler-ove
mnogostrukosti nije moglo biti iskoriS§teno za konstrukciju potrebnog
primera. To je u skladu sa slede¢om poznatom hipotezom{Gb69,Ws83]:

Hipoteza Skoro kompleksna struktura kompaktine Einstein-ove skoro
Kahler-ove mnogostrukosti je integrabilna.

Ova hipoteza nije dokazana u op3tem sluéaju. U [Sg85,5g87,S-V]
K. Sekigawa i L. Vanhecke su dokazali neke parcijalne slucajeve hipoteze.

U Riemann-ovoj geometriji je poznat veliki broj interesantnih rezul-
tata “perturbacionog tipa”. Tipi¢ni primer je klasi¢na teorema o sferi
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Rauch-a, Berger-a i Klingerberg-a. U vezi sa problemima koji se raz-
matraju u radu interesantni su rezultati A. Polombo-a[Pb78](videti i
[Bs81, pog. XI}j) koji je razmatrao relacije izmedu Euler-Poincaré-
ove karakteristike i Hirzebruch-ovog znaka mnogostrukosti pod pret-
postavkom da Riemann-ova metrika zadovoljava neke uslove uskosti. U
poglavlju 3 razmatraju se “perturbacioni problemi” u hermitskoj ge-
ometriji. DefiniSe se klasa £ s raslojavanja &iji Ricd-jevi tenzori zado-
voljavaju odredene uslove uskosti. Zatim se dobija uopétenje nejed-
nakosti Libke-a za raslojavanja iz te klase.

Neke relacije 1zmedu karakteristi¢nih brojeva mnogostrukosti i za-
premine malih geodezijskih lopti su poznati, videti npr. [G-V79]. U
monografiji [Gr88], A. Gray-a dosta paZnje je posveleno vez izmedu
topologije i zapremine cilindra. Gray i Vanhecke su u [G-V79] izmedu
ostalog formulisali Hipotezu 1 o tome da zapremine malih geodezi-
jskih lopti karakteridu kompleksne prostorne forme i dokazali su parci-
jalne slu¢ajeve hipoteze. U poglavlju 4 se dokazuju jos neki parcijalni
slucajevi hipoteze uz dodatne pretpostavke o uopstenim Chern-ovim
brojevima. Pored toga razmatraju se 1 neka oslabljenja hipoteze. S
obzirom na znataj Einstein-ovog uslova u drugom delu poglavlja uvodi
se pojam geodezijski-Einstein-ovog uslova. Za tu klasu mnogostrukosti
pokazuje se da ima neka ista svojstva kao i odgovarajuée Einstein-ove
mnogostrukosti. Pokazuje se, na primer, da CP?#tn, n > 2, ne dopusta
geocezijsko-Einstein-ovu metriku.

1.2 Krivinaitopologija kompleksnih vek-
torskih raslojavanja

U ovom odeljku se navode definicije osnovnih objekata u diferencijal-
noj geometriji 1 topologiji i njihove osobine u obliku kako se koriste
u ovom radu. Osnovni pojmovi, mnogostrukost, tangentno rasloja-
vanje, povezanost itd., mogu se definisati na razne nagine(npr. videti

[Bk79,Ch84,G-H178,Hb66,K-N69,M-K71, M-S74, Po81,W173]).

1.2.1 Mnogostrukosti i vektorska raslojavanja
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Definicija 1.1 Pseudogrupa transformacija topoloskog prostora S je
skup preslikavanja T', takvih da su ispunjen: sledeéi uslow:

(i) svako f € T je homeomorfizam otvorenog skupa u S(naziva se
domen za f) u drugi otvoren skup(slka za f) u S;

(i1) ako je f € T, restrikcija f na proizvoljan otvoren podskup domena
za f pripada T';

(iii) neka je U = U;U;, gde su svi U; otvoreni skupovi u S, homeomor-
fizam f skupa U na otvoren skup u S pripada I', ako restrikcija
f na U; pripada T’ za svako s;

(iv) za svaki otvoren skup U u S identiéno preslikavanje na U pripada
r;

(v) ako fe€T, toje f71eT;

(vi) ako je f € T homeomorfizam izmedu U ¢V, a f' € T homeo-
morfizam izmedu U’ i V' 1 ako V N U’ nije prazan, onda f'o f,
homeomorfizam skupa f~2(VNU') u f(VNU’), pripada T.

Navedimo primere grupa transformacija koje e se koristiti u ovom
radu. Pseudogrupa transformacija I''(R"}, r 2 0, se sastoji od homeo-
morfizama f otvorenih skupova u R™ u otvorene skupove u R" takvih
da'su f i f~! CT-preslikavanja. Ako ovi homeomorfizmi ¢uvaju ori-
jentaciju onda oni formiraju pseudogrupu transformacija I'y(R"*). Ako
su homeomorfizmi f i f~! realna analiti¢ka preslikavanja, odgovarajuéa
pseudogrupa transformacija oznacava se sa I'“(R™). Analogno se definise
pseudogrupa holomorfnih transformacija kompleksnog prostora C* i
oznacava se sa I'(C").

Za topoloske prostore koji se javljaju u ovom radu pretpostavi¢emo
da su Hausdorf-ovi i povezani.

Definicija 1.2 Lokalni koordinatni sistem(karta) na topoloskom pros-
toru M je par (U,¢), gde je U otvoren skup u M, a ¢ : U — §
homeomorfizam izmedu U i $(U).

Definicija 1.3 Atlas topoloskog prostora M, saglasan sa pseudogru-
pom T, je familija koordinatnih karata (U;, ¢;) takvik da :
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(1) familija skupova U; prekriva ceo skup M;

(ii) ako U; N U; nije prazan, onda preslikavanje ¢; 0 ¢; Yz (Ui T;)
u ¢;(U; nU;) pripada [.

Potpun atlas na M, saglasan sa T, je atlas na M koji nije sadrian ni
u jednom drugom atlasu na M, saglasnom saI.

Definicija 1.4 Diferencijabilna mnogostrukost klase C" je topoloski
prostor sa fiksiranim potpunim atlasom, saglasnim sa I'"(R™). Prirodan
broj n se naziva dimenzija mnogostrukosti.

Diferencijabilna mnogostrukost klase C* naziva se i realna analiticka
mnogostrukost. U ovom radu éemo pod diferencijabilnom(glatkom)
mnogostrukoséu, ili samo mnogostrukoséu, podrazumevati diferencija-
bilnu mnogostrukost klase C®. Kompleksna mnogostrukost komplek-
sne dimenzije n je topoloski prostor sa fiksiranim potpunim atlasom,
saglasnim sa ['(C™). Orijentisana diferencijabilna mnogostrukost klase
CT je topoloski prostor sa fiksiranim potpunim atlasom saglasnim sa
I's(R™).

Za svaku od razmatranih struktura, dopustiva karta je lokalna karta
koja pripada fiksiranom potpunom atlasu koji odreduje strukturu. Na-
dalje éemo pod kartom podrazumevati dopustivu kartu. Neka je data
dor ustiva karta (U, ¢) n-dimenzione mnogostrukosti M klase C”. Tada
se sistem funkcija z' 0 @,...,z" o @, definisanth na U, naziva lokalni
koordinatnt sistem na U i kaZemo da je U koordinatna okolina.

Neka su date mnogostrukosti M i N klase C”. Neprekidno preslika-
vanje f : M — N je diferencijabilno preslikavanje klase C*, k < r,
ako za svaku kartu (U, ¢) na M i svaku kartu (V,9) na N takve da
f(U;) C V;, preslikavanje ¢ o f o ¢! iz ¢(U) u ¥(V) je diferenci-
jabilno preslikavanje klase C*. Pod diferencijabilnim preslikavanjem,
ili glatkim preslikavanjem, podrazumevaéemo preslikavanje klase C™.
Preslikavanje f je difeomorfizam ako je f homeomorfizam a f i f~!
su glatka preslikavanja. Diferencijabilna funkcija klase C* na M je
preslikavanje klase C* iz M u R. |

Holomorfno preslikavanje izmedu kompleksnih mnogostrukosti i ho-
lomorfna funkcija na kompleksnoj mnogostrukosti definiSu se na analo-
gan nalin. Preslikavanje f izmedu kompleksnih mnogostrukosti, f :
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M — N, je biholomorfno ako je f homeomorfizam a preslikavanja f i
f~1 su holomorfna.

Definicija 1.5 Neka je C*(p) algebra diferencijabilnih funkcija defin-
tsanih u okolini tacke p € M. Tangentni vektor X u facki p je pres-
likavanje X : C™(p) — R koje zadovoljava uslove:

(1) X je linearno preslikavanje;

(i1) X(fg) = (Xf)g(p) + f(p)(Xg) za f,g € C(p).

Skup svih tangentnih vektora u p obrazuje realni vektorski prostor
dimenzije iste kao i dimenzija mnogostrukosti M. Ovaj vektorski pros-
tor se naztva tangentnim prostorom mnogostrukosti M u p i oznaéava

sa T,M ili T,.

Neka je ul,...,u" lokalni koordinatni sistem u koordinatnoj okolini
(U, ¢) tacke p. Za svako j (8/du’),, definisano sa

J
(3) 7= o = Fec=0m),

je tangentni vektor. Vektori (3/0u',,...,8/8u",) cine bazu prostora
T,M. Brojeviél,... £"su komponente vektora, ¥ ¢7(8/6u?), u oduosu
na lokalni koordjna.tni sistem u!,..., u"

- Neka je p tacka kompleksne mnogostrukostl M i 2!, ..., 2" lokalni
“koordinatni sistem u okolini te tacke. Neka j je 2 =z + \/_ 1y*. Realn:
tangentni prostor je odreden sa

=5 =R {55 5}

Zatim, T ,M = T,M®rC je kompleksificirani tangentni prostor na
M u p. On se mozZe predstaviti kao

gde je
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Holomorfni ta.ngentni prostor T, M se definise kao T,'M = C{B/@z‘}._
Sli¢no, antiholomorfni tangentni prostor je odreden sa T,"M = C{3/0z'}
i pri tome vazi

Te,M =T, M & T,"M.

Vektorsko polje X na mnogostrukosti M je dodeljivanje vektora
X, € T,M svakoj tacki p iz M. Ako je f diferencijabilna funkaja na
M, onda je X f funkcija na M definisana sa (X f)(p) = X, f. Vektorsko
polje je diferencijabilno ako je funkcija X f diferencijabilna za svaku
diferencijabilnu funkdju f. U terminima lokalnog koordinatnog sistema
ul,...,u" vektorsko polje X mozZe biti izraZeno kao X = T ¢9(8/0v?)
i fu.nkcue ¢7, definisane u koordinatnoj okolini, su komponente za X u
odnosu na ul, ... u™. Vektorsko polje X je diferendjabilno ako i samo
ako su komponentne funkcije diferencijabilne.

Oznadimo sa T (M) skup svih diferencijabilnih vektorskih polja na
M. Za X iY iz T (M) definiSe se vektorsko polje, Liova zagrada, [ X, Y]

(X,Ylf = X(Yf) - Y(X[).

U odnosu na ovu operaciju & (M) je realna Lieva algebra (beskonaéno
dimenziona).

Za praizvoljou tatku p € M dualni vektorski prostor T> M tan-
gentnog prostora T, M naziva se kotangentni prostor (ili prostor kovek-
tora) u p. Neka je AT"‘M spoljasnja a.lgebra nad T3 M. Tada je r-forma
w dodeljivanje elementa stepena r iz AT, M sva.ko; tacki piz M. U

terminima lokalnog koordinatnog sistema ul, , u™ w se moZe napisati

u obliku

2 w= Y faidutA---A du'*r.
§1 <--<iy
Pri tome je w diferencijabilna forma ako su sve komponente f;,_;, difer-
encijabilne, Pod r-formom podrazumevaéemo diferendjabilnu r-formu.
Ozpa&imo sa A"(M,R) skup svih r-formi na M a sa A(M,R) =
r o AT(M;R). U odnosu na spoljasnji proizvod A(M,R) obrazuje
algebru nad realnim brojevima. Spoljasnje diferenciranje d se moZe
okarakterisati na sledeéi nadin:

(i) d : A(M,R) — A(M,R) je R-linearno preslikavanje takvo da
d(A™(M,R)) C A (M, R);
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(i1) df(X) = X(f) za f € A°(M,R);
(iii) zaw € A"(M,R) i n € A*(M,R), to je

dwAn)=dwAn+(—1)wAdny;

(iv) £ =0.

Ako je M glatka n-dimenziona mnogostrukost oznacimo sa Z"(M, R)
potprostor zatvorenih r-formi u A"(M,R). Kako je dod = 0 to je
d(A™"Y(M,R)) C Z*(M,R). Faktor grupa

Hya(M,R) = Z'(M,R)/dA" (M, R)

zatvorenih formi po modulu taénih formi naziva se grupa kohomologija

de Rham-a. -

Sli¢no, oznaéimo sa A"(M) i Z"(M) redom prostore svih komplek-
snoznaénih r-formi i zatvorenih kompleksnoznaénib r-formi. Odgo-
varajuci faktorprostor je

Hpn(M) = Z7(M)JdA™ (M) ivazi Hpp(M) = Hpa(M,R)®C.

Preslikavanje f : M — N indukuje homomorfizme
)

f*: Hpp(N,R) — Hpp(M,R) i f*:Hpg(N) — Hpp(M).

Za kompleksnu mnogostrukost M oznaéimo sa T;'M i T’ M dualne
prostore redom holomorfnog i antiholomorfnog tangentnog prostora.

Tada je

A" (M) = Dp4g=n A" (M),
gde je
p q
APY(M) = {p € AM(M) : ¢(2) € AT (M)A T;" (M) za sve z € M}.
Fbrma é € AP9(M) naziva se formom tipa (p, ¢). Pri tome jed = d+0,

§: AP M) — AP (M) i 9 : APY(M) — APTH(M).
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Neka Z%(M) oznacava prostor d-zatvorenih formi tipa (p, ¢). Kako
je 8 = 0 na APY(M),

F(AP(M)) C Z2T(M).
Stoga se moze definisati grupa kohomologija Dolbeault-a sa
Hy* (M) = Z5*(M)/8(A77(M)).

Definicija 1.6 Kompleksno vektorsko raslojavanje ¢ = (E, M, r) ranga
n nad mnogostrukoiéu M sastoji se od mnogostrukosti E i projekcije
7 : E —+ M, pri éemu je u svakom sloju x~'(m) data strukture kom-
pleksnog vektorskog prostora i ispunjeni su uslovi:

(1) projekcija x je glatko preslikavanje;
(ii) za svaku tacku m € M postoji okolina U te tacke ¢ difeomorfizam
dy:x Y {U)— UxC"

koji kompleksno-linearno preslikava #~*(m) na proizvod b x C*;
par (U, ¢y) se naziva lokalna trivijalizacija.

Mmnogostirukost E se naziva prostor raslojavanja ¢ & oznacava se sa
E(€) a x~1(m) je sloj raslojavanja £ nad tackom m i oznacavae se sa

Fa(£)-

Na analogan naéin se defini$u realna vektorska raslojavanja. Raslo-
javanja ranga jedan nazivaju se linearna raslojavanja. Ako se kod kom-
pleksnog vektorskog raslojavanja ¢ slojevi C™ razmatraju kao realm
vektorski prostor R?® dobija se njemu odgovarajude realno raslojavanje
koje se oznacava sa {R.

Primedba: Ako se u definiciji zahteva da su £ i M kompleksne
mnogostrukosti, # holomorfno preslikavanje i lokalna trivijalizacija ¢y
biholomorfno preslikavanje onda je ¢ holomorfno vektorsko raslojavanje.

Za svaki par trivijalizacija ¢y i ¢v definisano je preslikavanje gyv :
UNV — GL(n,C) sa |

guv(m) = (v © ¢y )| {m}xCn-
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Preslikavanja gyv nazivaju se funkcije prelaza za raslojavanje £ u odnosu
na trivijalizacije ¢y 1 ¢v. Funkcije prelaska zadovoljavaju identitete

guv(m)ogyu(m)=1I, zasvemelUnNYV,

guv(m)ogvw(m)ogwy(m)=1, zasvemeUNVNW.

Obratno, ako je dat otvoren pokriva¢ U = {U;} mnogostrukosti M i
preslikavanja g;; : U; N U; — GL(n,C), koja zadovoljavaju ove iden-
titete, onda postoji jedinstveno kompleksno vektorsko raslojavanje §
nad M sa funkcijama prelaska {g;;}.

Preslikavanje f : E(§) — E(n) je homomorfizam vektorskih raslo-
javanja £ i n nad istim baznim prostorom M ako je restrikcija preslika-
vanja f homomorfizam slojeva F_.({) i Fz(n). Ako je { = 5 onda se
homomorfizam f naziva endomorfizam. Moze se definisati i rasloja-
vanje Hom(¢,n) nad M odredeno slojevima

F,(Hom(£,n)) = Hom(Fu(£), Fim(n)),

za sve m € M. Koristi se i oznaka End(£) = Hom(f,f).

Definicija 1.7 Kompleksna vektorska raslojavanja € i n nad istim baz-
nim prostorom M su izomorfna, pise se £ = n, ako postoji difeomor-
fizam

f:E(§) — E(n)

prostora raslojavanja, koji linearno preslikava svaki veklorski prostor
Fa(€) na odgovarajuci vektorski prostor Fi, (7).

Definicija 1.8 Kompleksna struktura na realnom vektorskom raslo-
javanju € je endomorfizam J tog raslojavanja tekav da je J* = —1I, I
je tdenliéni endomorfizam.

Moze se pokazati da realno raslojavanje n dopusta kompleksnu struk-
turu ako i samo ako je n = ér za neko kompleksno raslojavanje §.

Trivijalno kompleksno vektorsko raslojavanje ranga n nad baznim
prostorom M, Tg, je raslojavanje izomorfno direktnom proizvodu M Xx

Cn.
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Definicija 1.9 Seéenje vektorskog raslojavanja ¢ = (E,M,n) je pres-
likavanje
$: M — E(§)

koje prevodi tacku m u element sloja Fn(€), tj. x 0 s je identiéno
preslikavanje na M. Skup svih sedenja raslojavanja £ oznaéava se sa
S(¢). Seéenja sy,...,s, su nezavisna ako su za svaku tacku m iz M
vektori s;(m),...,s8,(m) linearno nezavisni.

Neka je £ = (E, M, ) kompleksno vektorsko raslojavanje i M pod-
mnogostrukost od M. Tada se moze definisati restrikeija raslojavanja
élm = (x"Y(M),M,x) gde su slojevi ovog raslojavanja odredeni sa
Funlllzg) = Fn(§)zame M.

Navedimo sada nekoliko osnovnih konstrukcija pomoéu kojih se od
datih kompleksnih raslojavanja ranga k i [ formiraju nova kompleksna
raslojavanja. Neka su { = (E,M,n,) i = (F,M,x;) kompleksna
vektorska raslojavanja &ije su funkcije prelaska {guv} i {hvv}.

(1) dualno raslojavanje £° raslojavanju ¢ odredeno je funkcjama pre-
laska gp;, definisanim sa

giv(m) = (guv(m)™)T € GL(k, C);

(11) Whitney-jeva suma £ @  odredena je funkdjama prelaska oblika

yf.}v(m) — ( .‘}UVO(m) hwo(m) ) € GL(C'E @ CI);

(1ii) tenzorski proizvod £ @ n ima funkcije prelaska zadate sa
g8v(m) = guv(m) ® hyv(m) € GL(C* ® C');
(iv) spoljasnji stepen A™ £ odreden je funkcijama prelaska
gov(m) = A\ guv(m) € GL(A C*);
posebno, A* ¢ je linearno raslojavanje sa funkcijama prelaska

guv'(m) = det gyv(m) € GL(1,C) = C*;

1 naziva se determinantom raslojavanja £.
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Podraslojavanje §' C £ raslojavanja § = (FE,M,7) je familija
{Fm C En}mem potprostora slojeva E,, raslojavanja ¢, tako da je
F = UF,, C E podmnogostrukost od E. Takode, moze se definisati i
faktor raslojavanje £ /€' &ji su slojevi F,(£/¢') = Fin(€)/Fu(€').

Za preslikavanje mnogostrukosti f : N — M 1 kompleksno raslo-

javanje £ = (E, M, r) moze se definisati indukovano raslojavanje f~1¢
odredeno sa

Fa(f€) = Fym)(€).

Sve 3to je do sada re¢eno o kompleksnim vektorskim raslojavanjima
direktno se prenosi i na kategoriju holomorfnih vektorskih raslojavanja.
Moguée je definisati dualno raslojavanje, Whitney-jevu sumu, tenzorski
1 spoljasnji proizvod holomorfnih vektorskih raslojavanja tako da ona
budu holomorfna. Takode, inverzna raslojavanje f*¢ holomorfnog vek-
torskog raslojavanja ¢ pri holomorfnom preslikavanju f : ¥ — M
kompleksnih mnogostrukosti ima prirodnu holomorfnu strukturu. Holo-
morfno podraslojavanje ¢’ = (F, M, x) holomorfnog raslojavanja { =
(E, M,x) je takvo podra.slo_]a.va.nje da je F kompleksna podmnogostru-
kost od E. Sta vise, i odgovarajuée faktor raslojavanje je holomorfno.

Za vektorsko raslojavanje €, AP(€) = S(AP(M) ® &) je prostor £-
vrednosnih p-formi. Sli¢no se za holomorfno vektorsko raslojavanje ¢
definiSe prostor £-vrednosnih formi tipa (p,q) 1 oznacava se sa AP9({).
U tom sluéaju se prirodno definise operator 8 (videti npr. [G-H78])

8 : API(£) — APIHI(E),

Nad kompleksnom mnogostruko3éu mogu se razmatrati sledeca raslo-
javanja:

— TcM 1 TG M-kompleksno tangentno 1 kotangentno raslojavanje

- T'M i T" M-holomorfno i antiholomorfno tangentno raslojavanje

— T*'M i T*"M-holomorfno i antiholomorfno kotangentno raslojavanje

- T*PAM = APTYM @ NT*"M.
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1.2.2 Metrika, povezanost i krivina

Neka je £ = (E, M, ), rang £ = A, kompleksno vektorsko raslojavanje.
Hermitska metrika na ¢ je hermitski skalarni proizvod na svakom sloju

Enm, koji glatko zavisi od m € M, tj. takav da
(i) k(u,t) je linearan po u, gde je u,t € E,
(i) A(u,t) = K(E,w),

(iil) A(u,u) > 0za u #£ 0;
(iv) h(u,t) je glatka funkdja za u,t € S(§).

Reper s raslojavanja £ je uniterni ako je s;(m),.. ., sx(m) ortonormi-
rana baza prostora E,, za sve m. Unitarni reper uvek postoji lokalno.
Na slican naéin se definiSe euklidska metrika na realnom vektorskom ra-
slojavanju i ortonormirani reper. Na realnom raslojavanju ¢ = (E, M, )
sa kompleksnom strukturom J definise se hermitska matrike h kao eu-
klidska metrika koja zadovoljava uslov h(Ju, Jt) = h(u,t) za u,t € E,,.
Holomorfno raslojavanje sa hermitskom metrikom (E, k) naziva se her-
mitsko vektorsko raslojavanje. |

Definicija 1.10 Povezanost na kompleksnom raslojavanju ¢ je C-linearno
preslikavanje

D : A%¢) — A'(¢)

koje zadovoljava formulu Leibniz-a
D(f-s)=df ® s+ fD(s)
za svako s iz A%(£) i sve funkeije f iz C°(M,C).

MozZe se pokazati da na svakom vektorskom raslojavanju postoji
povezanost (videti npr. [M-S74,K-N69]). .

U ovom radu prihvaéena je Einstein-ova konvencija o sabiranju te
se podrazumeva sabiranje za svaki par ponovljenih indeksa.

Neka je U dovoljno mali otvoren skup u M takav da je raslojavanje
§lu trivijalno. Izaberimo bazu s = (s,,..., 3)) seCenja raslojavanja ¢|y.
Povezanost D na trivijalnom raslojavanju ¢|y jednoznaéno je odredena
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vrednostima D(s;),...,D(s)) koja mogu biti proizvoljna secenja raslo-
javanja Ta ®€|y. Svako secenje D(s;) se na jedinstven nalin predstavlja
u obliku Y& ® s;. Matrica 8 = [#!], se naziva forma povezanosti u
odnosu na s i ona mozZe biti proizvoljna A X A matrica kompleksnih
1-formi na U.

Forma povezanosti 8, u tatki m € U zavisi od izbora repera u
okolini tacke m: ako je s’ = (s},...,s}) drugi reper u okolini tatke m i
si(m) = Y. tl(m)s;{(m), tada je forma povezanosti §,, odredena sa

8, =dt-t7'+t.0,-t7"

gde je ¢ = [t]].
Za setenje s Ds se naziva kovarijantni izvod. Zatim, za tangentni
vektor X € Tc,nM koristi se oznaka

(Ds)(X).= Dxs € En

1 Dxs se naziva kovarijantni izvod seéenja s u pravcu X.
Secenje s je paralelno ako je Ds = 0. Akojec=¢(t), 0 <t < q,
kriva u M, seCenje s definisano duz krive ¢ je paralelno duZ c ako je

Dyns =0 za 0<t<a,

gde /(1) oznactava tangentni vektor krive ¢ u ¢(t).
Za povezanost D na raslojavanju ¢ koje je snabdeveno metrikom g
kazemo da je kompatibilna sa metrikom ako je

dg(s,u) = g(Ds,u) + g(s,Du) za s,u€ S(£).

Na analogan nain se uvodi odgovarajuéi pojam za hermitsko vektorsko
raslojavanje.

Povezanost D na hermitskom vektorskom raslojavanju § mozZe se
razloZiti u zbir D = D’ 4+ D” gde

- D' A% — AVO9)

D" : A%(€) — A%(§).
Ovo je posledica razlaganja T*M = T*'M @ T*"M.
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Prirodna povezanost na vektorskom raslojavanju { = (£,M,7) u
opstem sluaju ne postoji. Ako je { hermitsko vektorsko raslojavanje
moze se pokazati (videti [Kb87]) da postoji jedinstvena povezanost koja
je kompatibilna sa metrikom takva da je D” = 3. Ona se naziva kanon-

ska (hermitska) povezanost.
Za povezanost D na vektorskom raslojavanju £ = (E, M, r) prirodno

se definiSe preslikavanje koje zadovoljava Leibniz-ov uslov
D: AY(§) — A%(¢)

odnosno Kp = DoD, ¢ime je odredeno setenje raslojavanja Hom(£, A TE®
). Selenje Kp naziva se tenzor krivine povezanosti D.

U terminima lokalnog repera s u okolini tatkem € U, s = (3,,..., 3)),
krivina se moZe predstaviti u obliku

Ks; = 29{31':

gde je ©? 2-forma, a matrica © = [9;’] se naziva forma krivine. Ako je
8’ = (s},...,48)) drugi reper u okolini tacke m € U’ i { matrica prelaska
sa repera 8 na 8', to su forme krivine O, i O, povezane sa

0,.(m)=1t(m) -6, t(m)_l.
Forma krivine se izraZava pomocu forme povezanosti kao
0,=d0,—-0,A0,.

Ova jednakost se naziva strukturnom jednaéinom Cartan-a.
Za lokalni koordinatni reper s koriste se sledeCe oznake

(Ks:)(X,Y) = Rxysi = Ryyls;
za X,Y € Tc . Tenzor krivine K = Kp se moze izraziti i u obliku
(Ks:)(X,Y) = Dix,ys; — [Dx, Dy]s;

za X,Y € TcmM. Analogne oznake se koriste i za tenzor krivine
realnog raslojavanja.

Koristeéi rezultat iz {Kb87] vidimo da se pojam projektivno ravne
povezanosti moZe uvesti na sledeci nacin.




18 | 1. UVOD

Definicija 1.11 Povezanost D na kompleksnom vektorskom raslojava-
nju € nad M je projektivno ravna ako postoji kompleksna 2-forma «
na M tako da je krivina K oblika

K = Q’I(,

I je identiéni endomorfizam raslojavanja €.

1.2.3 Topologija mnogostrukosti

Sada ¢emo navesti definicije homoloskih i kohomoloskih grupa mnogo-
strukosti M. Za detalje videti [Ch84,G-H78,M-574].

Definicija 1.12 Sa A, se oznadava simpleks u R?, defintsan sa 0 <
z; <11 ?=1zi51-

Definicija 1.13 Diferencijabilni singularni p-simpleks na M je nepre-
kidno preslikavanje sz A, u M koje moZe biti proSireno na preslikavanje
okoline od A, u R? u M. Diferencijabilni p-lanac je konaéna formalna
linearna kombinacija singularnih p-simpleksa sa realnim koeficijentima.
Analogno se definisu celobrojni p-lanci.

Skup p-lanaca na M formira realni vektorski prostor Cp(M). Pri
tome se mozZe prirodno definisati granica dA, kao (p — 1)-lanac i ona
se prodiruje na linearno preslikavanje 9 : Cp(M) — C,_1(M). Za
operator d vazi 3o d = 0.

Definicija 1.14 Za p-fanac ¢ kazZemo da je cikl ako je 0c = 0. Sa
Z,(M) oznacava se prostor p-ciklova na M. S obzirom na 808 = 0,
prostor 8(Cyy1(M)) je polprostor od Z,(M). |

Definicija 1.15 Koliéniéki prostor Z,(M)/0(Cp41(M)) se naziva p-
dimenziona homoloska grupa mnogostrukosti M koja se oznacava sa

H,(M,R).

Na slitan nacin se definise H,(M,Z), celobrojna homoloska grupa.
Za vektorski prostor p-lanaca Cp(M) moze se definisati dualni vek-
torski prostor kolanaca CP(M) i operator d indukuje operator kogranice
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§ : CP(M) — CP*Y(M). Kolanac je kocikl ako je éc = 0 i prostor ko-
ciklova se oznacava sa ZP(M). Kao i u predhodnom sluéaju definise
se p-dimenziona kohomoloska grupa H?(M,R) = Z?(M)/§(CP~1(M)).
Sliéno se moZe definisati i celobrojna kohomoloska grupa H?(M, Z).
Neka je ¢ = (£, M, ) realno vektorsko raslojavanje ranga A. Oznacimo

sa FEg skup svih nenula vektora iz E 1 sa 7g projekciju xg : Eg — M.
Tada se moze uspostaviti veza izmedu celobrojnih kohomoloskih grupa
prostora M i FE. '

Teorema 1.1 ([M-S74]) Za svako orijentisano vektorsko raslojavanje
¢ ranga X imamo taéan niz oblika

cor— HY(M,Z) 25 H*NM,Z) =5 H*NEy, Z) — ---

O

Simbol Ue oznadava homomorfizam a — aUe(£), za a € H'(M, Z)
i e(§) € H*(M,Z) je Euler-ova klasa raslojavanja £. Ovako definisan
niz naziva se Gysin-ov faéan niz vektorskog raslojavanja.

Navedimo teoremu de Rham-a koja povezuje de Rham-ove i singu-
larne kohomoloske grupe glatke mnogostrukosti.

Teorema 1.2 ([M-874,G-HT78)) Neka je M glatka mnogostrukost.
Tada je grupa de Rham-ovih kohomologija H,n(M,R), p > 0, izomorfna
sa grupom singularnih realnih kohomologija H?(M,R). Posmatrajmo
sada odgovarajuce kohomoloske prstene Hpp(M,R) i H*(M,R) u ko-
jima se mnoZenja definisu redom kao spoljasnji proizvod diferencijabil-
nith formi ¢ kao spoljasnji proizvod kohomoloskih klasa. Tada su i t
kohomoloski prstent tzomorfni. O

Za zatvorenu 2-formu o na M sa [a] oznafava se njom odredena de
Rham-ova kohomoloska klasa.

Teorema 1.3 (dualnost Poincare-a) Neka je M kompakina orijen-
tisana n-dimenziona mnogostrukost. Tada je

H.(M,Z) = H" (M, Z)

20 0<k<n. DO
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Definicija 1.16 Za n-dimenzionu mnogostrukost M, definise se p-ti
Betti-jev broj b,(M), 0 < p < n, kao broj nezavisnih generatora grupe
HP?(M). Euler-Poincare-ova karakteristika je 3.°_,(—~1)?b,(M).

Navedimo definiciju i osnovna svojstva celobrojnih kohomoloskih
forma.

Definicija 1.17 Prirodno ulaganje € : Z — R indikuje koeficijentni
homomorfizam

e : H*(M,Z) — H*(M,R).

Kohomoloska klasa v+ € H*(M,R) je celobrojna ako v pripada slici
preslikavanja €*. Zatvorena forma o € AP(M) je celobrojna ako je
[a] € HRhp(M,R) 2 HP(M,R) celobrojna.

U [W71,W52] je data slededa karakterizacija celobrojnih kohomologkih
klasa.

Teorema 1.4 Neka je M kompakina orijentisana mnogostrukost. Za-
tvorena forma a € AP(M) je celobrojna ako t samo ako je

/ acZ
Cp

za svaki p-dimenzion: celobrojni glatki cikl C,. O
Navedimo jos jednu vaZnu osobinu celobrojnih formi.

Teorema 1.5 ([W71, Poglavlje IV]) Ako su zatvorene forme a i
celobrojne onda je ¢ forma a A f celobrojna. D

Neka je M kompaktna 4-dimenziona orijentisana mnogostrukost.
Tada se na H*(M,Z) definise simetri¢na bilinearna forma B koja pres-

likava (&, ) € H (M, Z) x H'(M.Z) u
B(&B)= [ anp

gde su a i B zatvorene 2-forme takve dajec*a=[a] i &*f=[flu

H3(M,R).
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Definicija 1.18 Hirzebruch-ov znak o(M) mnogostrukosti M je in-
deks bilinearne forme B.

Oznacimo sa A M) dimenziju Dolbeault-ove kohomoloske grupe
kompleksne mnogostrukosti M.

Definicija 1.19 Aritmeticki rod a(M) kompleksne mnogostrukosti M
kompleksne dimenzije n definise se sa

a(M) = é(—l)*h“ﬂw)-

1.2.4 Chern-ove klase

Chern-ove karakteristi¢ne klase se mogu zadati na razne naéine(videti
npr.[Hb66,Kb87,K-N69]). Ovde se razmatra kategorija kompleksnih
vektorskih raslojavanja nad realnim mnogostrukostima i jednostavan
sistem aksioma koji karakterie Chern-ove karakteristi¢ne klase.

Aksioma 1 Za svako klampleksno vektorsko raslojavanje € nad M i za
svaki ceo broji > 0, odredena je Chern-ova klasa ¢;(£) iz H¥*(M,R) i

co(§) = 1.

Pormalna suma ¢(€) = 1+¢;(€)+- - -+c.(€)+- - - naziva se potpunom
Chern-ovom klasom raslojavanja €£.

Aksioma 2 (prirodnost) Neka je § kompleksno vektorsko raslojavanje
nad M, ¢ f: N — M glatko preslikavanje. Tada je

co(f71E) = f*(c(§)) € H(V,R),

gde f~1 oznacava indukovano kompleksno vektorsko raslojavanje nad

N.

Aksioma 3 (formula za Whitney-jevu sumu) Neka su §,...,§,
kompleksna linearna raslojavanja nad M. Tada je

L@ @&) =c(br) (&)
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MnozZenje potpunih Chern-ovih klasa, koje se ovde javlja, definise
se kao mnozZenje formalnih stepenih redova.

Za formulaciju Aksiome 4 neophodno je definisati kanonsko kom-
pleksno linearno raslojavanje nad n-dimenzionim kompleksnim projek-
tivmimn prostorom CP". Tatka z2'u CP" je jednodimenzioni kompleksni
potprostor, oznacava se sa F, iz C**!. Svakom z € CP™ pridruzimo
F. kao sloj nad z 1 na taj tadin se odreduje kanonsko kompleksno line-
arno raslojavanje nad CP", koje se oznalava sa y".

Aksioma 4 (normalizacija) Neka je 4! kanonsko linearno rasloja-
vanje nad kompleksnim projektivnim prostorom CP!. Tada je —c;(4!)
generatorni element za kohomolosku grupu H*(CP!,Z) = Z. Drugim
reéima, vrednost c,(7') na fundamentalnom 2-ciklu za CP?!, jednaka je
-1.

U topologiji se razmatraju celobrojne Chern-ove karakteristi¢ne klase
u kategoriji topoloskih kompleksnih vektorskih raslojavanja kao ele-
menti grupe H*(M, Z) definisane pomoc¢u analognih aksioma. Topoloski
dokaz egzistencije i jedinstvenosti Chern-ovih klasa, dat u [Hb66], vazi
1 u diferencijabilnom sluéaju .

Kada na kompleksnom raslojavanju £, ranga A, imamo povezanost
D, Chern [Ch46,Ch79] je pokazao da se Chern-ova klasa ¢;(¢§) moze
izrazitli u terminima de Rham-ovih kohomoloskih klasa. Neka je ©
forma krivine povezanosti D. Definisimo 2k-formu 74, 1 < k < A, sa

1
det | I\ — 6]=1 .
€ (.\ 27‘_\/_—1 ) +'71+ +7.\

Teorema 1.8 ([K-IN69]) Chern-ova klasa ci(£) kompleksnog vektorskog
raslojavanja £ = (E,M,x) sa povezanoséu D je predstavijena sa pred-
hodno definisanom 2k-formom ~;, .

cx(€) = [l
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1.2.5 Riemann-ova i Kahler-ova geometrija

Definicija 1.20 Riemann-ova mnogostrukost M je glatka, realna mno-
gostrukost sa zadatim euklidskom metrikom g u kotangentnom raslo-
Javanju T*. Povezanost D na raslojavanju T* je simetrina (ili bez
torzije) ako je kompozicija

S(T*) -2 S(T" @ T*) 2 S(N'T*)
jednaka spoljasnjem diferenciranju d.

Moze se pokazati (videti npr. [K-N69]) da na kotangentnom raslo-
javanju T* Riemann-ove mnogostrukosti postoji jedinstvena simetri¢na
povezanost saglasna sa metrikom. Ova povezanost naziva se Riemann-
ova povezanost ili povezanost Levi-Civita. Pri tome povezanost D i
metrika ¢ indukuju povezanost na tangentnom raslojavanju koja se
oznacCava na isti nacin.

Neka je 7 = z(t), @ < t < b, kriva na mnogostrukosti M. Oznatimo
sa X polje tangentnih vektora krive 7. Ako je polje X paralelno duz
7 kaZemo da je 7 geodezijska linija. Za geodezijske linije vaZno je
tvrdenje(videti [K-N69]) da za svaku tatku m iz M i proizvoljni vektor
X € T,,(M) postoji jedinstvena geodezijska linija T s pocetnim uslovom
(m, X), tj. takvadajez(0)=m iz = X.

Povezanost na M je kompletna ako svaka geodezijska linija moze
biti produZena do geodezijske r = z(t) definisane za —co < t < o0, gde
je t afini parametar.

Definicija 1.21 Za datu povezanost D mogude je u svakoj tacki m
definisati eksponencijalno preslikavanje, exp : U, — M, gde je U,
okolina tacke 0 w T,M. Za X € T,,M neka je T = z(t) geodezijska
linija sa pocetnim uslovom (m,X). Tada je

exp(tX) = z(t)

za —€; St < €, gde su € 1 €; pozitivni brojevi. Ako je povezanost
kompletna eksponencijalno preslikavanje exp definide se na celom T, M
za svem € M.
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Lema 1.7 ([K-N69]) Za svaku taéku m € M postoji okolina N
tacke m (preciznije nula vektora u m) u T, M, koja se preslikava difeo-
morfno na okolinu U, tacke m iz M eksponencijalnim preslikavanjem.
O

Definicija 1.22 Realna mnogostrukost M, realne dimenzije 2n, takva
da je na njenom tangentnom raslojavanju T M data kompleksna struk-
tura J naziva se skoro kompleksna mnogostrukost (M,J). Ako je g
Riemann-ova metrika na M, (M,g,J) je skoro hermitska mnogostru-
kost ako je J izometrija, tj. g(JX,JY) = g(X,Y) za X,Y € X (M).
Fundamentalna 2-forma ® skoro hermitske mnogostrukosti (M, g,J)
definisana je sa ®(X,Y) = g(JX,Y) za X,Y € X (M). Ako je forma
P zatvorena, d® =0, kazemo da je (M,g,J) skoro Kdhler-ova mnogo-
strukost.

Zatvorena 2-forma ® na M koja je nesingularna(tj. ®" je razlic¢ita
od nule u svim tatkama) naziva se simplektiéka forma. Simplekticka
forma ® je kompatibilna sa skoro kompleksnom strukturom (M, J) ako
jew(JX,JY)=w(X,Y) za X|Y € T(M).

Na holomorfnom tangentnom raslojavanju 7'M kompleksne mno-
gostrukosti moze se definisati skoro kompleksni endomorfizam J €
S(End(T'M)), J? = —I. Kompleksna mnogostrukost M sa hermit-
skom metrikom A€, (M,AC,J) naziva se hermitska mnogostrukost.
Analogno kao 1 u realnom sluéaju definide se fundamentalna forma &
hermitske mnogostrukosti i tada kaZemo da je (M, hC,J) Kahler-ova
mnogostrukost ako je fundamentalna forma zatvorena.

Za Betti-jeve brojeve Kahler-ove mnogostrukosti vazi sledeca teo-
rema.

Teorema 1.8 ([Gb62]) Za kompakinu Kahler-ovu mnogostrukost p-ti
Betti-jev broj je paran ako je p neparano. Parno-dimenziont Betti-jevi
brojevi b,(p < 2n) su razliciti od nule. O

OpiSimo sada klasi¢nu kvadratnu transformaciju(naziva se i prosi-
rivanje tacke) kompleksne povrsi M u kompleksnu povrs M* (videti
[M-KT71, str. 17]). Neka je S* = CPL. Definisimo povrs M* = (M -
p) UCP!, p € M, na sledeéi naéin. Izaberimo koordinatnu kartu

W = {(z1,22) | |21] < &, |22] < €2}
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u okolini tacke p tako da je z(p) = z2(p) = 0. Neka je
W* = {(21; 22, fhfz) €W xCP! ! 2162 — 2261 = 0}

podmnogostrukost od W x CPL. Projekcija W x CP! — W indukuje
preslikavanje f*: W* — W. Tadaje W* D 0xCP' = §*, f*: 5* —
p=(0,0)1 F*: W* — §* — W ~— p je biholomorfno preslikavanje. Na
kraju, slepljivanjem (videti [M-K71, str. 15]) odnosno zamenom W
sa W* dobijamo M*. Preciznije, M* = (M — p) U W* gde je svaka
tacka 2* € W* — §5* identifikovana sa z = f*(z*). Povrsi M i1 M* su
biracionalno izomorfne.

Ako # oznacava povezanu sumu dva topoloska prostora onda iz
navedene konstrukcije sledi

M* = M#CP?

gde CP? oznakava kompleksnu povrs dobijenu iz CP? promenom ori-
jentacije (videti [Bs81, Pog. 4]).

Za mnogostrukost M moZe se definisati prosirivanje kona&no mnogo
tataka pomocu uzastopnih prosirivanja. Topologija dobijene mnogo-
strukosti ne zavisi od redosleda progirivanja tadaka.

Za skoro kompleksnu mnogostrukost (M, J) definie se torzija N
skoro kompleksne strukture J kao

N(X,Y) = 2{[JX,JY] - [X, Y] - J[X,JY] - J|JX, Y]},

za X,Y € T (M). Kazemo da je skoro kompleksna struktura integra-
bilna ako joj je torzija N = 0.

Teorema 1.9 (Newlander-Nirenberg) Skoro kompleksna struktura
J na M je generisana nekom kompleksnom strukturom ako i samo ako
je skoro kompleksna struktura J integrabilna. O

Neka je (M, g,J) Kihler-ova mnogostrukost, R Riemann-ov tenzor
krivine na realnom tangentnom prostoru T,, M i J skoro kompleksna
struktura na T, M. Tada se za J-invarijantnu ravan = u T,,M definise
holomorfna sekciona krivina K,,(x) sa

Kn.(x) = Q(RXJXX: JX),
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gde X € T,,M a vektori X i JX generiu =.

Ako je K,,(7) konstantno za sve J-invarijantne ravni 7 iz T, M 1
za sve tatke m € M kaZemo da je M prostor konstanine holomorfne
sekcione krivine(ili kompleksna prostorna forma).

Teorema 1.10 ([K-N69]) Neka je M Kahler-ova mnogostrukost kom-

pleksne dimenzije n > 2. Ako holomorfna sekciona krivina K, (x), gde
je x# J-invarijanina ravan iz T,, M, zavisi samo od tacke m, onda je M
prostor konstantne holomorfne sekcione krivine.

Neka je T, vektorski prostor polilinearnih preslikavanja
A:Mm®"'®Mm®Em®"'®Em _’R .
W \—__—v-_--l'l
P v

U T,, se prirodno uvodi skalarni proizvod
(,): T, 8T, — R
sa

(A,C) =
ZA(’EIU” -:efpaan“ ‘1fo) '-C(eh)- ««yCIpy an-“ rfol]-'l)

gde je A,C € T,,, e,...,e2, je ortogonalna baza za M, i fi,..., fax
je ortogonalna baza za E,, a sabiranje se vrsi po svim permutacijama
(I,...,I3,) 1 (By,...,Bs,) skupova (1,...,2n) 1 (1,...,2)) respek-
tivno.

1.2.6 Holomorfna vektorska raslojavanja

U ovom poglavlju se koriste oznake uvedene u [Kb87, Pog. IV]. Neka je
(E, h) hermitsko vektorsko raslojavanje ranga A nad hermitskom mno-
gostrukoséu (M, g) kompleksne dimenzije n. Kao $to je ve navedeno u
odeljku 1.2 (£, b} dopusta jedinstvenu hermitsku povezanost D. Njen
tenzor krivine R je (1,1)-forma sa vrednostima u raslojavanju End(E).

Neka s = (sy,...,8)) oznaéava polje lokalnih repera raslojavanja F.
Tada se forma krivine Q = [Q}] odreduje na sledeéi nacin

R(s;) = EQ}S; ) ﬂ; = ERjinﬂdz“ A dZ° (1.2)




1.2. KRIVINA I TOPOLOGIJA 27

u terminima lokalnog koordinatnog sistema (z!,...,2") na M. Tada
koristimo oznake

hﬁ' =h(s;,s;) 1 g= Zgagdza zF

gde je g, = g(8/8z,8/87z") i pisemo, u skladu sa tradicijom, dz*dz”
umesto dz° ® dz°.

Tada se B,;,5 = hk:;Rjkaﬂ, komponente tenzora krivine, mogu izraz-
it1 na slededi naéin

32}1;; ahas 3h,5

Taf = — hot . 1.3
Riiod = ~5paap * 20" 5,a 520 (1:3)
Ricci-jev tenzor p 1 -Ricci-jev tenzor p definidu se respektivno sa
pi=39"Rip , pi=2Y has (14)
i _
Eaﬁ = E thj‘aﬁ ) Eg = Eﬁﬁg‘?ﬁ_ (1.5)

Neka su s = (81,...,8:), ¢ = (€1,...,€,) 180 = (by,...,8,) lokalna polja
unitarnih repera za (B, k), TM i T*M redom. Tada se formulama

¢ = -1 E@“/\gﬂ
lolI? = 23 1P =2 " lpsl? (1.6)
A1F = 23 1Gap1* =23 180
T = ZEP:'=ZEB¢&

definisane redom fundamentalna forma mnogostrukosti (M, g), norme
tenzora R, p, p i skalarna krivina 7 vektorskog raslojavanja (E, k).
Skalarne krivine i ~-Ricci-jevi tenzori holomorfnih vektorskih rasloja-
vanja (E’, ') i (E”, k") oznadavaju se redom sa 7/, 77, p’ i p”. Norme

tenzora p — Th i 7' — p” su zbog 1.1 odredene sa

T T
lﬂ—gh = 2) e - n il (1.7)
7" =01 = 2D |l — Pasl®. (1.8)

Navedimo sada neke osobine kompleksnih linearnih raslojavanja.

Detalji se mogu naé¢i u [W71,Kb56,Kt70).
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Definicija 1.23 Za dva kompleksna linearna raslojavanja £ = (L,, M)
i n = (L, M) kaZemo da su ekvivalentna ako postoji difeornorfizam 7 :
Ly — L, takav da je T homomorfizam raslojavanja & i . Skup klasa
ekvivaleninth linearnih raslojavanja nad M oznaéava se sa L = L(M).

Sli¢no, linearna raslojavanja sa povezanostima (L, V!) i (L2, V?)
nad M su ekvivalentna ako postoji ekvivalencija raslojavanjar : L; —
Lg tako da je

T(Vxs) = Vi1(s),

za X € Tc(M)is € S(L;). Skup klasa ekvivalencije linearnih raslo-
Javanj]a sa povezanostima nad M koja dopustaju paralelnu hermitsku
metriku A& oznaéava se sa Lc(M).

Neka je w zatvorena, realna 2-forma na mnogostrukosti M. Neka
Lc(M,w) oznalava skup klasa ekvivalencija [(L,V)], gde je L kom-
pleksno linearno raslojavanje nad M sa povezanoiéu V koje dopusta
V-paralelnu metriku A4 i ¢ija je forma krivine jednaka datoj formi w.

Kobayashi [Kb56] je dokazao teoremu o klasifikaciji kruznih raslo-
javanja. Odgovarajuda teorema o klasifikaciji kompleksnih linearnih
raslojavanja je dobijena u [Kt70] i [WT71, str. 90].

Teorema 1.11 Neka je w zatvorena, realna 2-forma na M. Tada je
Lc(M,w) neprazno ako i samo ako je [w] € H*(M,R) celobrojna ko-
homoloska klasa. O

du
Univerzitet u Beogra
Firgdno-matematicri fakultell

TICKI FAKULTET
MATET%LIOT EKA

w________dem___-——-




Poglavlje 2

Kompleksna vektorska
raslojavanja nad skoro
kompleksnim
mnogostrukostima

2.1 Skoro kompleksne mnogostrukosti i
formalno holomorfna povezanost

Neka je E kompleksno vektorsko raslojavanje nad skoro kompleksnom
mnogostrukos¢u M realne dimenzije 2n, pri &emu je svaki sloj rasloja-
vanja E realne dimenzije 2A. Oznagimo sa C*(M, C) prsten kompleksno-
vrednosnih C* funkdja na M, a sa T (M) Lievu algebru C*° kom-
pleksnih vektorskih polja na M. Predstaviéemo F kao realno vektorsko
raslojavanje sa skoro kompleksnom strukturom J. Sta vise koristiéemo
istu oznaku J za skoro kompleksnu strukturu tangentnog raslojavanja
mnogostrukosti M.” Neka h 1 g oznadavaju redom realne unutrasnje
proizvode na F i na tangentnom raslojavanju mnogostrukosti M tako
da je
h(JW,JX) = h(W,X), W,X € E,,

9(JU,JT) = g(U,T), U,T € Tc(M)

gde je E,, sloj raslojavanja F nad tatkom m.

29
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Formalno holomorfna povezanost je prvi put razmatrana u [G-B-N-V].

Definicija 2.1 Povezanost D na kompleksnom vektorskom raslojava-
nju (E, g,J) je formalno holomorfna ako su ispunjeni sledeét uslovi

(i) D je komﬁleksna, tj.
Dy(J)=0, za U € X (M), (2.1)

(i1) D éuva poslojnu metriku, .
Uh(s,t) = h(Dys,t) + h(s, Dyt), (2.2)
2aU € Ec(M)iX,Y € S(E),
(iii) za krivinu S pove#anosti D vazi

Siwr = Syr, za U € T c(M). (2.3)

Dobro je poznato da su Riemann-ove povezanosti Kahler-ovih mno-
gostrukosti i kanonske povezanosti hermitskih mnogostrukosti formalno
holomorfne povezanosti. Takode, tangentna raslojavanja nekih klasa
skoro kompleksnih mnogostrukosti, npr. klase AKX i AKX, u Gray-
Hervella-noj klasifikaciji ([G-He80]), dopustaju formalno holomorfne
povezanosti(videti [G-B-N-V}).

Zau,te M,®@Ciw,z € E, pisemo

Sutum =. h(SUTW! X)(m):

gde je U,T € T c(M) i W, X su lokalna se¢enja za E tako da W,,
W, Xpn=2,Tpn=tUn=u.Zaue M,,QCizec E, konstlmooznake
Ju = u*, Jz = z*. Tada jednaline 2.1 1 2.3 postaju

Sutw: = Su‘t'w:n ' (24)
Sutw':': (25)

S uiws

za u,t € M, ® C, w,z € E,,. Pored toga vaZe uobi¢ajena simetrijska
svojstva tenzora krivine:

Suttu:r = "‘Sut:w = '_'Stuwzj (26)
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zau,te M, QC, wzekFE,.

Neka je e;,Jey, -+, ep, Je, = €, +,€n, Je, realna ortonormirana
baza za M, i w!,w?!, .--,w™ w" odgovarajuce dualne baze za M. Ko-
riste se i oznakeep = Je, = €3 za P = n+p, 1 < p < nislinow? = wf
za  =n+gq, 1 £ q<n. Dalje, neka je udfi = Hhen o I =
f2a realna baza za E,,, pri éemu se koriste oznake f4 = f2 = Jf, za
A=A4+a 1< a< i Nekaje

SPQaB = h(Sepegfa, fB) 1 Spg-aB* = A(Sepyeqfa,JfB) -
Za indekse se u ovom radu pretpostavlja da su iz odredenih intervala

a,B,7,6,...=1,2,..., A, ABTL,...=1,2,...,2),
p,qrs...=12....n 1 PQRN,...=12,...,2n

ako se ne naglasi drugacije.
Definisimo sada Ricci-jeve krivine g i p tenzora krivine S kao i nje-
govu skalarnu krivinu r(videti [G-B-N-V]).

p(S)(z,y) = X Seyetases (2.7)
zaz,yeEM, ®C, t,uc E,,,
p(S)t,u) =Y Spprra - (2.8)
Pri tome koristimo oznake
prqg = p(S)(ep, eq), ppq+ = p(S)(Jep, Jeg),

paB = p(S)(fa, fB) 1 paesr = p(S)JIf4a,JfB) -

Kako je D formalno holomorfna povezanost uslovi 2.4 1 2.6 impli-
ciraju
pJz,Jy) =plz,y) 1 plz,y) = ply,2), (2.9)
zaz,y € M,,®C, a kompleksnost povezanosti D, formula 2.5 i formula
2.6 impliciraju
p(Jt,Ju) = p(t,u) i p(t,u) = p(u,?) (2.10)

zat,u € E,,.
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Neka je V proizvoljni vektorski prostor i
T*°V = {B|B:V x V — R, B je bilinearno preslikavanje}.

Tada proizvoljni endomeorfizam K prostora V indukuje endomorfizam

a : T?*% — T2V definisan sa
G(B)('r: y) = Bﬂ(xfy) = B(KI! y)

za B € T>*°V i 2,y € V. Za nas ée biti kasnije interesantna preslika-
vanja h, 1 p,, pri éemu se za endomorfizam K uzimaju odgovarajuée
skoro kompleksne strukture. Na osnovu svojstava skalarnog proizvoda
h vidi se da je h, antisimetriéno preslikavanje. Isto vazi i za p, zbog
jednakosti 2.9.

Norme tenzora S, § 1 p definidu se sa

|S2 = (5:5)=2512=QAB
2* = (5,8 =)_7pg (2-11)
el = {pp) =3 ris

-1 one su kvadratne invarijante.

Dobro je poznato(videti [M-K71]) da su Whitney-jeva suma, ten-
zorski proizvod i A-proizvod holomorfnih vektorskih raslojavanja holo-
morfna raslojavanja. U [G-B-N-V] je pokazana sledeca lema u kojoj se
kaZe da vaZi odgovarajuée tvrdenje za raslojavanja sa formalno holo-
morfnom povezanoséu.

Lema 2.1 ([G-B-N-V]) Neka su E, i E; kompleksna vektorske raslo-
javanja nad skoro kompleksnom mnogostrukoséu M i pretpostavimo da
su Dy i D; formalno holomorfne povezanosti na Ey : E; respektivno.
Tada su povezanosti Dy @ D, na Ey ® E;, Dy ® D, na E, @ E, &
Dy A D, na By A E, formalno holomorfne. Odgovarajuéi tenzori krivine
Sy @ 52, 51®8; i85, AS; zadovoljavaju jednakosts

(510 S)xy(Ti®Ts) = Sixy(Th) ® Saxy(T2),
(51 ® S2)xv(Th @ Ti) Sixy (Th) @ T; @ Ty ® Saxy (12),(2.12)
(Sl A Sg)){}'(Tl A T;) = Slx}f(Tl) A Tg @ T1 A SzXY(TZ):

gde su 5, 1 53 tenzori krivine raslojavanja E, ¢ E; respektivno, X,Y €

:BC(M): Ty € S(El): T2 € S(EZ) O
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2.2 Chern-ove klase 1 formalno holomor-
fna povezanost

U ovom odeljku izvei¢emo formule za prve dve Chern-ove forme 1 neke
uopstene Chern-ove brojeve kompleksnog vektorskog raslojavanja koje
dopusta formalno holomorfnu koneksiju D.

Definidimo realne 2-forme 245 na M sa

Qip = ZSPQABM‘PAUJQ.

Uoéimo sada lokalnu unitarnu bazu s,---,38, za E definisanu sa
1
Sa = —=(fa—V—-1Jfs) ,1<a< A
Z5Ua—V11fs) 1<

Tada, koristedi elementarne simetrije tenzora krivine i svojstva 2.1 1
2.2 1amo

Sw::.la:, = hC(Sumsaasﬂ)

1 |
— ﬁhC(Sw,(ﬂ, —V=1£2), fs — V-113)

= hC(Suzfar f3) + V=1hS(Suz for £3),

gde je hC hermitski skalarni proizvod indukovan sa k, w,z € M,, ®C i
far 5 € Ep. Odavde dobijamo da su forme krivine u odnosu na lokalnu
unitarnu bazu odredene sa

eag=naﬂ—v—19ng- ,1 S O:,)BS/\.

Na osnovu 1.2 imamo

RS 1
T = —""'""'2“_ Z@an == E Zgaa' (2'13)

1

T2 = ZT;E Y. (OaaABOps—0upAOp,)
I<a<f<A
1

1€a<f<A
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Odavde je

- : 1
PPQ""P AW 1 n(T,U) = gpu(ra U), (2.15)

1
N = .
za T, U € T c(M).

Fundamentalna 2-forma skoro kompleksne mnogostrukosti (M, g, J)
definie se sa ®(T,U) = ¢(JT,U) zaT,U € T c(M), odakle za uvedenu
unitarnu lokalnu bazu tangentnog raslojavanja imamo ® = S wf Awr.

U naredno) lemi dobijaju se vaZne i prirodne veze izmedu Chern-
ovih formi %, 74, i fundamentalne forme ® s jedne strane i kvadratnih
invarijanti krivine § i zapreminskog elementa s druge strane.

Lema 2.2 Neka je (E, h) kompleksno vektorsko raslojavanje nad skoro
kompleksnom mnogostrukoséu (M,g) ¢ neka je D formalno holomorfna
koneksija na E. Tada za prvu i drugu Chern-ovu formu vaZe sledede
formule

(i) nAd! = 5on,

(i) 72 A ™% = b (r2 — 2J5]17) 8,

(iil) 72 A @"% = gtaes (72 - 2012112 — 2l + 1S1P) 2™ .
Dokaz: (i) Na osnovu 2.13

2y, A = Zﬂaq- AdP Tt = Z:Spqan-wp A w? Ad™1

- —(n-—l)!(zﬁyo-w”w")n(z": A (w"fwi))

p=11:=1, s3#p

(3 =!G + ) ( A )

Osobina 2.9 sada daje

arei= L (55 00 Tan
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(ii) U vezi sa formulom (ii) imamo

Amly2 AD™? = (prqpnsw A AR AW ) A $n-?

(n—2)' Z proprsw’ Awd AwF Aw)/\( )y ( ;\ wiﬁwi))

1<p<gsn \1=1, 1#p,q
n(n - 1) ( )

gde je

AP‘?

ﬁppﬁqq + EP*P' ﬁqq + ﬁwﬁq'q' + Ppep*Py*q*

—  PraPap = Pp*aPap* — Pra*Pap = Poq* Pap*

—  PapPra — Pa*pPrq* — Pap*Pptq — P Prre~ -
Kako je D formalno holomorfna koneksija, to zbog 2.912.12 vazi [|5]|? =
230 =1(P%, + P3,e) 1 zatim je

n n |
S A=Y (Popbeg — P2 — P2pe) =72~ 2J15I1% -

=1 p.q=1

¢ime je tvrdenje (ii) pokazano.
(iii) Ako podemo od jednakosti 2.14 dobijamo

1
vy = -é—;,‘;-PPQRNwPAwQAwRAwN,

gdejel <P Q, R, N<2ni

PPQRN Z (SPQM’! SRNﬁﬁ' - SPQa,BSRNnﬁ SPQaﬁf SRNag-) '
Detaljnije
1
Y2 = Z?—'r—z' z: (PPP'QQ' —_ FPP-G'Q + FP.N‘Q’ — PP'PQQ"

1<p<gsn
- Pp'q'pq + Pp'q‘qp — Fq'p'qp + Fq‘p‘pq
— Tpgeapr + Upgrprg — Dgopprq + Lgrpgpe JW* AWl Aw? A W]
+ 7,
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prl cemu je

TA®2=0.
Sada se ponovo koristi uslov da je koneksija D formalno holomorfna i
1majudi u vidu i uslov 2.4 dobijamo

Ppqrs = —Tgprs = —I'pqsr = Trspq,

I'pors = Tprqgers = TpgRes- -
Odatle je
Y2 = 5-5;; (EBmeAwaw*sz) + T,
gde je
By =T ppeger = Tpgrgpr — Tpgpege -
Iz dobijenih formula proizilazi

2__ 1
BAY "~ 2n(n —1)x2 (ZB )

E By, = E(Fpp'qq‘ ~ Dpgogp — rmp'q')

1<p<gsn

Z(PP‘FP'H SppeapSegras ~ Sppraps Segras
+ PP? PP q + Smﬁsm *af + Spqaﬁ'sp‘q'nﬁ'
- ﬁl’?ﬁr'q‘ - Sﬂ'aBSp'qaﬂ - Spq‘nﬁ‘ Sp‘qaﬁ')
1 - - -~
Z"'z — Ppg*Pqa*p — PpePap — Pgﬁ' ~ Pas
Z( Spaag + Spgrap + Spq aﬁ')

Na osnovu 2.4, 2.5, 261212

"5"2 _42( peap + aﬂ" +52 aﬂ+32 aﬁ")

el =2 (25 + £2s)

!

odakle sledi
>, By = -l-‘r’ . lIhfﬂl2 — lIlﬂll2 + lIISlI’
P4 2 2 4 ?

1<p<g<sn

¢ime je dokaz leme zavrien. O
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2.3 Einstein-ova vektorska raslojavanja

Definicija 2.2 Povezanost D na kompleksnom raslojavanju (E, k) nad
skoro kompleksnom mnogostrukoicu (M, g) zadovoljava slab Einsten-ov
uslov sa faktorom ¢ ako je endomorfizam p proporcionalan tdenticnom
endomorfizmu I, 1. ako vaz

(X, Y)=¢- -h(X,JY), za X,Y € Sc(E),

gde je p Ricci-jev lenzor povezanosti D, a ¢ je realna funkcija na M.
Ako je ¢ konstanta na M onda kaZemo da D zadovoljava Einsten-ov
uslov.

Ovaj koncept uveo je Kobayashi (videti [Kb80,Kb87]) 1980. godine
za slucaj holomorfnih vektorskih raslojavanja. Tako, na primer, za
tangentno raslojavanje Kahler-ove mnogostrukosti 1 povezanost Levi-
Civita slabi Einstein-ov uslov se svodi na uobiéajeni Einstein-ov uslov.
Dodatni primeri bice dati kasnije.

U narednoj lemi dobija se karakterizacija raslojavanja koja zadovol-
javaju slab Einsten-ov uslov u terminima kvadratnih invarijanti. Dobija
se 1 shicna karakterizacija projektivno ravoe koneksije.

Lema 2.3 Neka je (E, h, M, g) kompleksno vektorsko raslojavanje ran-
ga A, (M, g) 2n-dimenziona skoro kompleksna mnogostrukost ¢ S tenzor
krivine formalno holomorfne koneksije D. Tada je

(1) llell* — 557 2 0,

(ii) (S)* - 3lal* = 0.

Jednakost vazi u (i) ako i samo ako (E,h, D, M, g) zadovoljava slab
Einstetn-ov uslov. Jednakost va#i u (ii) ako i samo ako je (E,h, D, M, g)
projektivno ravno vektorsko raslojavanje.

Dokaz: Podimo od tenzorskog polja py = p — (7/2))h. Tada je

2

T T
looll* = (p — 53 hrp — 53h) = ol — 55 2 0.




38 2. KOMPLEKSNA RASLOJAVANJA

pa jednakost vazi ako i samo ako je p = (r/2A)h na M, a ovo je slab
Einstein-ov uslov, pa je prva nejednakost pokazana.
Da bismo dokazali drugu nejednakost posmatrajmo tenzorsko polje

P =8—(1/))p, ® h,. Dalje imamo

- 1. | 2
IPI* = (S — 574 ® ha, S — 352 @ ha) = [ISII* ~ A1 2 0,

a P se anulira ako i samo ako je § = (1/A)pa @ hs, odnosno ako je
(£,h,D, M, g) projektivno ravno raslojavanje(videti [Kb82b]). O

U [G-B-N-V, Lema 2.2] pokazano je da Whitney-jeva suma i ten-
zorski proizvod kompleksnih vektorskih raslojavanja sa formalno holo-
morfnim koneksijama su ista takva raslojavanja. Kobayashi u svojim
radovima(videti [Kb82b, odeljak 5] i [Kb87]) razmatra kada su raslo-
Javanja generisana holomorfnim Einstein-ovim raslojavanjima takode
holomorfna Einstein-ova raslojavanja. Sada ¢emo navesti odgovarajuée
¢injenice za formalno holomorfne povezanosti.

Lema 2.4 Neka su E, i E; kompleksna vektorska raslojavanje nad
skoro kompleksnom mnogostrukoséu M, i pretpostavimo da su D, i D,
formalno holomorfne koneksije na E, i E; redom. Neka jos (Ey,hky) i

(E2, h2) zadovoljavaju slab Einstein-ov uslov sa faktorima ¢, i ¢, re-
dom. Tada

(i) tenzorski proizvod (Ey @ E;,Dy ® D, by ® hy) zadovoljava slab
Einstein-ov uslov sa foktorom ¢ = ¢y + ¢4,

(1i) Whitney-jeva suma (E, © E3, Dy @ D3, by @ hs) zadbvoljava slab
Einstein-ov uslov sa faktorom ¢ ako i samo ako je ¢ = ¢y = ¢q;

(11i) dualno raslojavanje (E;, D}, h?) zadovoljava slab Einstein-ov uslov
sa faktorom ¢ = —¢y;

(1v) ako je N skoro kompleksna mnogostrukost i ® glatko preslikavanje,
®: N - M, onda i indukovano raslojavanje -1 E zadovoljava
slab Einstein-ov uslov.

Dokaz: (i) Na osnovu formula 2.8 i 2.12 moZe se napisati

(S5195)T1®T;) = D (58 S2)p(T1 9 Th)
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— Z {(Slpp-Tl) @ +11 ® (SQPP'TQ)}

= o(T)®T:+ T ® o(T),

za Ty € S(Ey), T, € S(E;) a g1 1 p; su Ricci-jevi endomorfizmi za S
i S; respektivno. Ako iskoristimo uslov da su F, i E, Einstein-ova
raslojavanja, to je

o(S$1 @5 )N T2) = (¢ + 62)(Th @ T),

5to pokazuje da tenzorski proizvod raslojavanja F; ® E, zadovoljava

slab Einstein-ov uslov sa faktorom ¢, + ¢,.
(ii) Ponovo zbog 2.8 i 2.12 dobijamo

o(S1985)(TNeT,) = E(Sl D S52)pp= (T1 & T3)

E {SIPP'TI &b S2PP'T2}
»P
QTI + 9T21

a odavde se izvodi

o(5198)N1oT2)=¢-Th + ¢2 - T, (2.16)

pa )e Jasno da iz ¢; = ¢; na M imamo da je ispunjen odgovarajuéi slab
Einstein-ov uslov

o(518 52)=¢- 1,
za ¢ = ¢1.

S druge strane, ispunjenje ovog uslova povlaéi da je ¢ = ¢; = .
‘Time je tvrdenje (ii) dokazano. |
(iii) Neka je 8 € S(E3}) i T) € S(E;) i neka je St tenzor krivine
koji odgovara indukovanoj koneksiji Dj. U [E-L83] je za proizvoljna
vektorska raslojavanja pokazano da
(Sixy8)(T1) = —0(SixyTh) . (2.17)

Na osnovu 2.812.17
(e(SDON(T) = 3 (Sippeb) Th
P

- Ze(slpp‘Tl) = —0(0,Th)
—-8(Th) = —¢1 - 6(Th),
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odakle sledi ¢(S7)0 = —¢,8 5to dokazuje tvrdenje (iii). O

Ako je (E, k) holomorfno Einstein-ovo vektorsko raslojavanje nad
kompaktnom kompleksnom mnogostrukoséu (M, g), Kobayashi je po-
kazao (videti [Kb82b,Kb87]) da postoji konformna promena hermitske
strukture A takva da je Einstein-ov uslov zadovoljen za neki konstantan

faktor.

2.4 Uopstenje Liibke-ove nejednakosti

U odeljku 1.2.6 formulisana je Libke-ova teorema (videti {L82]) koja se
odnosi na holomorfna Einstein-ova vektorska raslojavanja. Sada éemo
videti da se ova teorema moze uopstiti i na slu¢aj formalno holomorfne
koneksije. Na taj nalin se dobija jedan potreban uslov da komplek-
sno vektorsko raslojavanje dopusta formalno holomorfnu Einstein-ovu
koneksiju.

Teorema 2.5 Neka je (M, g) kompaktna, 2n-dimenziona, skoro Kihler-
ova mnogostrukost. Ako kompleksno vektorsko raslojavanje E nad (M, g),
ranga A, dopusta metriku h { formalno holomorfnu koneksiju D takvu
da (E,h,D,M, g) zadovoljava Einstein-ov uslov, tada vezi nejednakost

/M {A=1)(E) - 2B} A [ <0, (2.18)

gde je ® fundamentalna 2-forma 2a (M,g). Jednakost vazi ako i samo
ako je (E,h) projektivno ravno.

Dokaz: Za zatvorenu formu « na M oznaéimo sa [a] de Rham-ovu
kohomolosku klasu odredenu sa o« (videti 1.2). Chern-ove forme 7, i
72 definisane jednakostima 2.13 i 2.14 predstavljaju Chern-ove klase

a(E) = [n]i cE) = [r,].
Kako je (M, g) skoro Kahler-ova mnogostrukost, njena fundamen-
talna 2-forma ® je zatvorena. Tada vazi

-/M {(A — I)Cf(E) — 2Acg(E)} A [(I,]n—z
= ./M {(/\ — 1) (E) - 2,\72(5')} A PP2
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Kada u ovu jednakost zamenimo izraze dobijene u Lemi 2.3 ona dobija

oblik
LA =1E(B) - 2ea(B)} A [2]
2 4+ 207 + 2A[[|* = AIS|P}e" (2.19)

8n(n -1- 1)x? /M{—

Pretpostavka da raslojavanje (E, h) zadovoljava Einstein-ov uslov, 2.19
i Lema 2.3 impliciraju

[ {0 -0dE) - 2B} a8 = s [ 1PIP8" <0,

gde je P tenzorsko polje uvedeno u poglavlju 2.3. Jasno je da jednakost
vaZi ako 1 samo ako je P = 0 skoro svuda na M, a odavde, zbog
neprekidnosti, je S = $5,@%, na M. Sada, na osnovu definicije sledi da
je (E, h, D, M, g) projektivno ravno kompleksno vektorsko raslojavanje.
O

Primedba: Za n = 2 nije neophodno da se pretpostavi da je (M, g)
skoro Kahler-ova mnogostrukost. Tada teorema vaZzi za proizvoljnu
kompaktnu skoro hermitsku mnogostrukost.

Naredna posledica daje nam ogranienje za postojanje formalno
holomorfne Einstein-ove povezanosti na projektivno ravnom rasloja-
vanju.

Posledica 2.6 Neka je (M, g) kompakina, 2n-dimenziona, skoro Kahler-
ova mnogostrukost. Pretpostavimo da kompleksno vektorsko rasloja-
vanje £ = (E,h) nad (M,g) dopusta formalno holomorfnu projek-
tivno ravnu povezanost D. Tada je svako drugo raslojavanje £ =
(E, hy,D,, M, g:) sa formalno holomorfnom Finstein-ovom povezanoiéu
Dy nad skoro Kahler-ovim baznim prostorom (M, g), takode projektivno
ravno.

Dokaz: Kako su ispunjeni uslovi Teoreme 2.5, a D je projek-
tivno ravna povezanost to vazi jednakost u 2.18. Chern-ove klase su
topoloske invarijante. One ne zavise od izbora metrike i povezanosti
([K-N69,M-S74]). Razmotrimo prvo sluéaj 4-dimenzione bazne mnogo-
strukosti (M, g). Tada je

2x¢e2(€) — (A = D)} (€) = 2Xex(&1) — (A — 1)(&)
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pa mozemo primeniti Teoremu 2.5 na raslojavanje §. Odatle sledi da
D, mora biti projektivno ravna povezanost.
Vratimo se sada na opéti slucaj. Tada kohomoloska klasa

{(A = I)CE(E) — 2Ac,(E)} A [q,]n—z

nije topoloska invarijanta raslojavanja zan > 2 jer se promenom metrike
moZe promeniti klasa [$], odredena fundamentalnom formom bazne
mnogostrukosti. Analizirajmo zato detaljnije ovu kohomologku klasu.
Kako je D projektivno ravna povezanost odgovarajuéi tenzor krivine

ima jednostavan oblik

1
Apﬂ®h

Dakle 2-forma §,,+, razmatrana u odeljku 2.2., dobija oblik Q,,+ =
+Pa- Lako se vidi da je druga Chern-ova forma

-1
72(6) 8/\ 2 pﬂ A Pm

i s obzirom da je 11(¢) = 3-pa(formula 2.15), vidimo da za projektivno
ravinu povezanost vaZi relacija

Y2(£) =
Na nivou odgovarajuéih de R.ha.m-ov:h kohomoloskih klasa to je
c2(§) = 03(5) (2.20)

Zbog topoloske invarijantnosti ka.rakterlstlcmh klasa sledi da ista veza
vazZi i za Chern-ove klase rasloja.vanja. 3

Cﬁ(fl) = c:(fl) ’

odnosno za odgovarajude Chern-ove forme

(A = 1)73(6) — 2Va(éa) = dn, (2.21)

gde je n 1-forma na M. Ako iskoristimo formulu 2.21 moZemo pisati

./ {(A o 1)7 (E) 2'\’)’2(E)} A [@1]“"' / dn A [‘I’I]n—z
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gde je ¥, fundamentalna 2-forma bazne mnogostrukosti (M, g;). Po
pretpostavci je (M, g1, J;) skoro Kahler-ova mnogostrukost, tj. & je
zatvorena forma, i1 zato je

[ ana@?= [ dnAl@])=0.

Poslednja jednakost sledi 1z Stokes-ove formule. Na ovaj naéin smo
pokazali da za raslojavanje §; vaZi jednakost u 2.18. To znadi da
mozZemo ponovo primeniti Teorernu 2.5, pa zaklju¢ujemo da je pove-
zanost [, projektivno ravna, éime je tvrdenje dokazano. O

Posledica 2.7 Neka je (M, g,J) 2n-dimenziona, kompakina, skoro Kdhler-
ova mnogostrukost. Neka je E kompleksno raslojavanje ranga A nad M

sa G(E)[®]**[M] > 0 koja dopusta formalno holomorfnu projektivno
ravnu povezanost. Tada za prirodne brojeve p t q raslojavanje

PEGqE"=ED---OEDE @';'@EJ

P g

ne dopusta formalno holomorfanu Einstein-ovu povezanost.

Dokaz: Na osnovu svojstava karakteristi¢nih klasa imamo

a(pE @ gE*) = (p — g)a(E)

. 1
c2(PE @ gE%) = (p+ g)es(E) + (P~ 9)" —p — 9)ei(E) -
Zatim
2M(p + @)c2(pE ® ¢E") — (pA + ¢X — 1)ci(pE ® ¢E7)
= 2Mp+9)’a(E)+(p—9)* - Ap+ q)’(E) .
Raslojavanje F je projektivno ravno. Zato vazi 2.20, odakle i sledi
2A(p+9)ca(pE ® gE*) — (pA +9A — 1)ci(pPE ® ¢E") = —4pgci(E) < 0 .

Zbog dobijene nejednakosti, na osnovu Teoreme 2.5 sledi da for-
malno holomorfna Einstein-ova povezanost ne postoji na raslojavanju

pE @ qE*. O
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2.5 Primeri

U ovom odeljku konstruisacemo klasu netrivijalnih kompleksnih vek-
torskih raslojavanja koja dopustaju formalno holomorfnu Einstein-ovu
povezanost. Preciznije, konstruisacemo neholomorfna kompleksna vek-
torska raslojavanja nad skoro Kahler-ovom mnogostrukoscéu tako da su
odgovarajuca prva i druga Chern-ova klasa netrivijalne, tj. razlicite od
0. U [G-B-N-V] su dati primeri kompleksnih raslojavanja sa formalno
holomorfnim povezanostima, ali oni ne zadovoljavaju preostale uslove.
Kljuéni korak je konstrukcija kompaktne skoro Kahler-ove mnogo-
strukosti i kompleksnog linearnog raslojavanja sa formalno holomorfnom
povezanosc¢u nad njim. Zato éemo iskoristiti narednu lemu.

Lema 2.8 Neka je §) celobrojna simplekticka forma na mnogostruko-
stt M. Tada postoji beskonaéna familija skoro Kdhler-ovih mnogostru-
kosti (M,g,J) kompatibilnih sa simplektickom formom 2. Za svaku
takvu skoro Kahler-ovu strukturu postoji hermiisko linearno rasloja-
vanje (E,k,J) nad M koje dopusta formalno holomorfnu povezanost

7.

Dokaz: Za datu 2-formu 2, ¢ i J mogu biti istovremeno generisani
polarizacijom tako da je Q(X,Y) = g(X,JY) za X,Y € T (M) (videti
[Vs87, Teorema 3.1.2}). Tada je (M, g,J) skoro Kahler-ova mnogostru-
kost sa fundamentalnom formom 2. Oznaéimo sa A skup svih skoro
Kahler-ovib struktura na M koje imaju 0 kao svoju fundamentalnu
2-formu. Na osnovu predhodne teoreme 4 je neprazan skup. U [BI88],
Blair je pokazao da je A “veliki ” skup, tj. A je beskonaéno dimenzioni
prostor.

Na osnovu poznate teoreme (videti npr. [Kb56, str.35] ili [Kt70,
str.133]) sledi da je skup £.(M, ) neprazan. To znaéi da postoji her-
mitsko linearno raslojavanje (E,k,J) nad M sa povezanoséu V tako
da je h paralelno u odnosu na V, a forma krivine je data forma .
Pokazimo sada da je V kompleksna povezanost, odnosno da je skoro
kompleksna struktura J paralelna. Kako su hermitski proizvod i skoro
kompleksna struktura kompatibilni to je

Vxh(Js,Jt) = vxh(s,t) :
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Zbog para.lelnésti metrike je
h(VxJs, Jt) + h(Js, VxJt) = h(Vys, t) + h(s, Vxt), (2.22)

za X € T(M)is,teS(E).
Zamenivdi t = 31t = Js u 2.22 dobijaju se redom jednakosti

h(JVxJs+Vxs,s) =0,

hR(JVxJs+ Vys, JS) =0,

Sto znati da je JVxJs + Vxs normalno na s i Js. Dakle, JVxJs +
Vxs =0, odnosno VxJs = JVxs za proizvoljno s € S(E).
Time je dokazano da je V kompleksna povezanost, odnosno da je

1spunjen uslov 2.1. Za tenzor krivine S linearnog raslojavanja E va3i
Sxy = Q(X,Y). Zatim, iz kompatibilnosti A i J sledi

Sixgy =UJX,JY) = —g(JX,Y) = ¢(X,JY) = Q(X,Y) = Sxy,

Sto pokazuje da je uslov 2.3 ispunjen. Uslov 2.2 se jednostavno prover-
ava. Znafi povezanost V je formalno holomorfna i time je tvrdenje leme
dokazano. O _

Primedba: Svako linearno hermitsko raslojavanje trivijalno zado-
voljava i slab Einstein-ov uslov.

S obzirom na dokazanu lemu, sada ée biti konstruisani primeri kom-
paktnih mnogostrukosti M, koje dopustaju topoloski netrivijalnu, celo-
brojnu simplekticku formu 2. Heizenberg-ova grupa i njena uopitenja,
kruZna raslojavanja nad kruznim raslojavanjima nad torusom T2 su
u poslednje vreme intenzivno izu€avana (videti npr. [A84,D-G-M-S,
F-G-G,Th76]). U narednom primeru éemo razmatrati familiju 2-formi
koje se prirodno javljaju na ovim mnogostrukostima i pokazati da su
one celobrojne. Konstrukcijom simplekticke forme 2 kompletira se kon-
strukcja traZzene familije primera.

Primer 2.1 Neka je M, = M} x S, gde je n ceo broj i M3 je kruzno
raslojevanje nad torusom T?. Mnogostrukost M3 eksplicitno se opisuje
na sledeéi naéin. Zan =0, M2 je S-torus; zan # 0, to je kompaktni
kolo¢nik T,\H,,, gde je H, Lieva grupa matrica oblika

1 @ —¢/n
01 b
00 1
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a I'y je podgrupa od H, sastavljena od elemenata za koje su a, b ¢ c celi
brojevi. Za n = —1, H_; je standardna Heizenberg-ova grupa.

U [F-G-G] je primenjen Gysin-ov niz da bt se izracunale celobrojne
kohomoloske klase mnogostrukosti M2 = T,\\H, za n # 0. One su
odredene sa

HI(M“,Z)=Z@Z : Hz(Mn,Z)=ZG§2@Z]n| .
Na osnovu dualnosti odreduju se 1 homoloske klase
H\(M,,Z) = ZODZ D Ly 3 Hy(M,,2Z)=2Z0Z .

U narednom koraku razmatrademo diferencijalne forme na M3 koje
¢e biti upoirebljene za konstrukciju simplektiékih celobrojnih 2-formi.
Neka z, y, z oznaéavaju koordinatne funkcije na M2 definisane sa

{A)=a , yA)=bdb , z(A)=-—¢/n,

za A € M3. Tada za Lg, levu translaciju elementom B € H,,

[1 a —c/n
B=}101 b ,

00 1

vazi
Lp(dz) = dz, Lp(dy) =dy, Lp(dz) = dz + ady
t
Lg(~ndz + nzdy) = —ndz + nzdy ,

gde je

Ly : A (M3) — AY(MD)

indukovano preslikavanje.

Forme dz, dy, —ndz+nxdy su nezavisne, §ta vise predhodne relacije
pokazuju da su one invarijantne u odnosu na dejstvo grupe H,. Samim
tim su invartjanine u odnosu na dejstvo grupe I',,, podgrupe od H,.
Oznaéimo sa * kanonsku projekciju

*: H, — T ,\H, .




2.5. PRIMERI 47

Tada postoje 1-forme o, B, v na M, takve da va#
(@) =dz, =*(8)=dy t 7 (y) =—ndz+nzdy.

Dobijene forme o, B, v su linearno nezavisne 1 globalno definisane na
M. Primetimo da va#s

da=dg =1 f dy=—-naAf,

odnosno grupe kohomologija H' ¢ H? su odredene sa

Hl(rn\HMR) = {[a]r[ﬂ]}!
HZ(I‘,,\H,,,R) = {leAq];[BAA]}.

Za zavrsetak konstrukcije potrebna nam je sledeca lema.

Lema 2.9 De Rham-ove kohomoloske klase [a], [B], [@A7], [BA7] su
celobrojne,

o], [8] € H'(Ta\Ha,Z) i [aAvL[BAY] € HATW\Ha,Z) .

Dokaz: Oznagimo sa [ jediniéni interval [0, 1]. Definisimo preslika-
vanja ¢, C, ¢3 : | — H, na sledeci naéin

1 ¢t 0 (1 0 —t/n’
C]_(t)= 010 y Cg(t)= 0 1 0
001 [0 0

- 1 4
1
1 00
C3(t)= 0 1 ¢
00 1

Tada su ro¢ : S — 'L \H,,, 1 < ¢ < 3, jednodimenzioni cikli na
I'a\H,. Njima odredene kohomoloske klase {1 0 ¢;], 1 < 1 < 3, generisu
grupu Hy(Th\H.,Z) = Z D Z & Zy,|. Pri tome [r o c3] generide torzioni
deo, jer vazi

[r 0 ¢c3] = O[r 0 Bs],
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za dvodimenzioni lanac By : I x I — H,, definisan sa

Bi(u,v) =

OO e
S
O

Da bi se proverilo da su [a] i [8] celobrojne kohomoloske klase do-
voljno je pokazati da vazi

j acZ i / BeZ
[roc; (S?)] [roci(57)]

za t = 1,2,3 (videti {W71,W173]). Navedeni uslovi se lako proveravaju

jer vaZi
1
/ cr=/ dt:l,/ a=0,zat1=23,
x0C) 0 wOC;

=1, =0, =1, 3.
| '[mqﬁ Lqﬁ za 1
Definidimo preslikavanja By, By : I x I —+ H, sa

odnosno

1 u —v/n] 1 0 —v/n]
By(u,v)=10 1 0 i By,v)=]01 u
00 1 00 1

Sli¢no kao u predhodnom koraku = o By i 7 o B; su cikli na I' )\ H,,
d(roB,) =01 0(roB;) =0. Pri tome homoloska grupa H,(T,\H,) je
generisana klasama |7 0 By] i [r 0 B;]. Dakle kohomoloske klase [a A 4]
i {8 A 4] su celobrojne ako i samo ako je

a A ANy el
'[B; 7, B;B v

gde je B! =x o0 By(I x I), i = 1,2. Direktnim ra¢unanjem dobijamo
Je

a;ﬁ Y , B;ﬂ 2

aAy=1 |, ./B,a)\'yzo
2

!
1
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tako da su potrebni uslovi ispunjeni. Time je tvrdenje leme dokazano.
O

Razmotrimo ponovo 4-dimenzionu mnogostrukost M, = M3 x S,
S je jedinitna kruznica. Neka je 5 € H1(S?, R) celobrojna forma na S1
koja generise grupu H'(S?, R) = R. U ovom odeljku biée koriitene iste
oznake za diferencijalne forme na M2 i $? i njima prirodno indukovane
forme na M2 x S?.

Mnogostrukost M, dopusta mnogo simplektizkih formi. Na primer,

N=(aa+bf)Av+(ea+ fB)Ay

je zatvorena za proizvoljne konstante a,b,e, f. Forma ) ima maksi-
malni rang ako je af — be # 0. Sta vise, vazi sledede tvrdenje.

Lema 2.10 Ako su a,b,e, f, celi brojevi, 2-forma § je celobrojna.

Dokaz: U Lemi 2.9 je veé pokazano da su klase [a A 4] i [8 A 7]
celobrojne. S druge strane kohomolozke klase [}, [A] i [5] su celobrojne.
Iz Teoreme 1.5 sledi da su i klase [a A n] i [8 A 7] celobrojne. Kako su
1zabrani celobrojni koeficijenti rezultat direktno sledi. O

U naem slutaju je prvi Betti-jev broj mnogostrukosti M,, jednak 3.
To znaéi da M, ne dopusta Kahler-ovu strukturu jer bi u tom sluéaju
prvi Betti-jev broj bio paran(videti Teoremu 1.8).

Primer 2.2 Neka su n,a,b,e, f, celi brojevi takvi da jen#FlOiaf —
be # 0. Tada, zbog Leme 2.8, postoji skoro Kihler-ova struktura (M, 9,J)
na M, sa Kahler-ovom formom Q definisanom sa (X,Y) = g(X, J Y).
Takode, postoji hermitsko linearno raslojavanje (L,h,D) nad M,, gde
je D formalno holomorfna povezanost i Q je njoj odgovarajucéa forma
krivine. Kako svako hermitsko linijsko raslojavanje zadovoljava slab
Einstein-ov uslov, (L, h, D) je Einstein-ovo hermitsko vektorsko raslo-
javanje. Pored loga, prva Chern-ova klasa raslojavanja L je odredena
sa

2rc (L) = [Q] ,

tako da linearno raslojavanje L ima netrivijalnu prou Chern-ovu klasu.
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Od linearnih raslojavanja sa formalno holomorfnom Einstein-ovom
povezanoicu mogu se generisati mnogi novi primeri formalno holo-
morfnih Einstein-ovih raslojavanja nad skoro kompleksnim mnogostrukos-
tima koristedi Lemu 2.4. Ovakve konstrukcije uklju¢uju kombinacije
Whitney-jevih suma i tenzorskih proizvoda linearnih raslojavanja.

Primer 2.3 Naredni primer hermitskog raslojavanja (E, k,J,M,,g,J )
koje zadovoljava Einstein-ov uslov pokazuje da u nejednakosti 2.18 mosze
vazits stroga nejednakost. To znaéi da je E primer raslojavanja koje ne
dopusta projektivno ravnu strukturu.

Razmatracemo M, zaa = f =1 ib= ¢ = 0. Na mnogostrukosti M,
postoje Cetiri globalno definisane 1-forme a,B,v,6. Njima odgovaraju
dualna vektorska polja ey, €3, €3, ¢4, respektivno. U tom slucaju je

Q=aAv+8An

simplekticka forma na M,. Skoro kompleksna struktura J i metrika g
mogu se eksplicilno opisati sa

Jey=e3, Jez = —e; , Jea=¢e4, Jeg=—e,,

9(X,Y)=2Q(X,Y), za X,Y € Ec(M).

Direktno se mozZe proveriti da je g pozitivno definitna metrika i da je
skoro kompleksna struktura J kompatibilna sa metrikom g. Riemann-
ova metrika g i skoro kompleksna struktura J proucavani su u [A84,
F-G-GJ.

Neka je Qo = 2(pa Ay + gB A1) za proizvoljne cele brojeve p i q.
Forma Q,, je celobrojna i kompatibilna sa datom skoro kompleksnom

strukturom J, tj. Qo (JX,JY) = Q(X,Y) za X,Y € Zc(M). Za

p#q,
91=Q,,., t 92=qu

su dve celobrojne 2-forme. Dakle, na osnovu Leme 2.8 postoje komplek-
sna linearna raslojavanja & = (L1, k1, Dy) i &3 = (L3, hy, D;) nad M,
sa formalno holomorfnim povezanostima i sa formama krivine Q, i Q,
respektivno. Njthove Chern-ove klase su odredene sa

alé) = 51;[99#] : a(é2) = %[ﬂwlr
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i te kohomoloske klase nisu nula za (p,q) # (0,0). Zalim jey =12 =
p + q, gde su 1, i 75 skalarne krivine raslojavanja & 1 &. Dakle ova
raslojovanja zadovoljavaju Finstein-ov uslov sa istim faktorom. Na os-
novu Leme 2.4 zakljucujemo da Whitney-jeva suma § = § @&, dopusia
formalno holomorfnu povezanost i zadovoljava Einstein-ov uslov. Sia
vide,

a(é) = al&) + alé) J c2(€) = ai(f)a(a) -

To znaé:

ter(§) = }(O) =8(p~ 97" [ aAYABAR=4(p—-g'x* [ 0*.

Kako je forma a A~y A B A5 zapreminski element na M, vidimo da vazi

[, {1ex(&) - @)} > 0.

Za proizvoljno A, A = rang(£), primeri ove vrste mogu biti konstru-
isani koristeéi Lemu 2.4.
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Poglavlje 3

Skoro Einstein-ova
holomorfna vektorska
raslojavanja

3.1 Osnovna svojstva & s-raslojavanja

U glavi 3 pretpostavi¢emo da je (E, k) holomorfno raslojavanje ranga 2
1 da je bazna mnogostrukost kompleksna povrs. Pri tome éemo koristiti
oznake uvedene u 1.2.6. Oznacimo sa ¢ i g seéenja raslojavanja End(E)
i End(T M) definisana sa

h(e(s),t) = p(s,t) i g(&(e), f) = #e, f),

za 3,1 € Epie, f € T,M, p € M. Svako holomorfno raslojavanje zado-
voljava uslove 2.9 i 2.10 3to znadi da su endomorfizmi p i g simetriéni.
Zato su sopstvene vrednosti ovih endomorfizama realne. Sta vise, kako
su Rica-jev tenzor i -Ricci-jev tenzor kompatibilni sa skoro komplek-
snom strukturom, zaklju¢ujemo da endomorfizmi g i 7 imaju po dve
dvostruke realne sopstvene vrednosti ry,r; i 7y, 7; respektivno. Dalje
¢emo koristiti lokalno polje unitarnih repera s = (s, s,) odredeno sop-
stvenim vektorima endomorfizma g koji odgovaraju sopstvenim vred-
nostima ry i r;. Takode, lokalno polje unitarnih repera e = (e, e3) je
odredeno sopstvenim vektorima endomorfizma 3.

53
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Definicija 3.1 Neka je r = max{{ri|,|r2|]}. Tada, za 0 < k < 1,
kaZemo da je Ricci-jeva krivina p reslojavanja (E, h) k-uska ako je

krh<p<rh i —rh<p<—krk (3.1)

na M.

Tada je, jasno, ryry > 0 na M. Za k = 1, 3.1 predstavlja slab
Einstein-ov uslov(Definicija 2.2).

Definicija 3.2 Gauss-ova krivina 7 raslojavanja (E,h) definise se sa
T=detp=r-73 . (3.2)
Gauss-ova krivina 7 je 6-ogranicena odozdo ako je
> 6 - (3.3)
na M.

Definicija 3.3 Klasa holomorfnih vektorskik raslojavanja koja zado-
voljavaju uslov 3.1 ¢ 8.3 oznacava se sa £ 5.

Dokazimo sada kljuZne leme u ovom poglavlju.

Lema 3.1 Neka je (E,h) holomorfno vektorsko raslojavenje ranga 2
nad hermitskom povrsi (M, g) . Tada vazi sledeéa nejednakost

- T
IRI? 2 131+ llo - ShI? (34)

Dokaz: Na osnovu definicije norme tenzora krivine R, formula 2.12,
dobijamo

IR? 2 4(|Rinail® + | Razas|® + |Ramil® + [ Rataal?), (3.5)
a zatim formula

”;5'“”2 = 2“311'2 + Iﬁzzlg) — 2(|R1'1'1T + RIT2§|2 + leﬁﬁ + Rzﬁzi|2)
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implicira identitet

4()Riai)® + |Razaal® + |Romil® + |Ruiaz)®)
= ”fi'm”2 + 2(|R1ili’ - Rlizﬂg + |R251i - R2§2§|2) . (3-5)

Primetimo da vaZi nejednakost

2(|Ratag — Raiaal® + |Rami — Razosl?) = |Runai + Rasai — Rz — Razasl%,

odnosno
2(| Ryqaz — leﬁlz + | Rzt - Rziﬁlz) > o — 1'5'22|2 y (3.7)
U nejednakosti 3.7 vazi jednakost ako i samo ako je
Batai — Raizz = Romi — Bozas - (3.8)
Iz relacija 3.5, 3.6 1 3.7 sledi
IR 2 131? + len — paal® | (3.9)

S druge strane direktno se proverava da vazi

.
le = 2RI* = lpn = paf* . (3.10)

Identitet 3.10 i nejednakost 3.9 dokazuje traZeni rezultat. O

Kada (E, k) zadovoljava slab Einstein-ov uslov, tj. ako je Ricci-jeva
krivina 1-uska, slu¢aj kada nastupa jednakost u 3.4 izu¢avan je u [Kb87].
U tom slu¢aju u 3.4 vazi jednakost ako i samo ako je raslojavanje (E, k)
projektivno ravno, tj. R = 25 ® h. Tako se prirodno postavlja pitanje
jednakosti u opstem sluéaju.

Lema 3.2 Neka je (E, k) holomorfno vektorsko raslojavanje ranga 2

nad hermitskom povrsi (M, g) éiji je Ricci-jev tenzor krivine p paralelan
try # ra na M. Tada vazi jednakost

. T
IBI* = B2 + llp — ZAII%, (3.11)
ako i samo ako se E razlaze,

E=EoE",
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gde su (E', k') i (E",h") holomorfna ortogonalna linijska raslojavanja
takva da je
i(r’ —1r")g . (3.12)

F-F=

Primedba: Ako je ry; = r; na M, iz istih uslova proizilazi jednakost
u 3.11.

Dokaz: Pretpostavimo da je uslov.3.12 zadovoljen. Tada za E =
E' @ E” direktnim ra¢unanjem dobijamo

1R =20121° + 16"W*) ,  p=7+7" ,

v’ = 2p1 i T = 2pn .
To zna&:
~ T 1
IRIE — 1Bl = o = ZAIP = 17 = 3" = gl = 7P, (3.13)

Sto zajedno sa 3.12 implidra
. T
IRI? = 131 + llo — I

DokaZzimo sada drugi deo tvrdenja. Pretpostavimo zato da vaZ
jednakost 3.11 i da je r; # r, na M. U tom sludaju podraslojavanja E’
1 E” od raslojavanja E mogu biti definisana sa

E = {te Elo(t) = rit},
Ep {t € E,lo(t) = rat},

zap€E M.

Kako je endomorfizam p paralelan moze se pokazati da su podraslo-
Javanja E’ i E” paralelna. Neka je s setenje podraslojavanja E’. Tada
je

08 = 18 (3.14)

1 Vxs = 8"+ 5" za s € S(E'), s" € S(E"), gde je X proizvoljno
vektorsko polje na M. Iz 3.14 sledi da je

2(Vxs) = Vx(ris) + rVxs, (3.15)
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odnosno
o(s' +8") =Vxr-3+ri(s+3").

Ako u 3.15 uporedimo komponente koje leze u E” dobija se
r8" = s,

§to znaéi s” = 0, zbog r; # r, na M. Time je pokazano da Vys €
S(E'). Na slitan nadin se pokazuje paralelnost podraslojavanja E”.
Konaéno, na osnovu Propozicije 4.18, str. 13, u [Kb87], zaklju¢ujemo
da su (E’, ') 1 (E”, h") holomorfna linijska raslojavanja i da je E =
E’'&® E” globalno razlaganje raslojavanja E. Hermitski proizvodi A’ i A"
su odredeni restrikcijama hermitskog proizvoda k. Tada je R = R'+ R”",
pa se moze ustanoviti jednakost 3.13. S obzirom na 3.11 zakljutujemo
da je i uslov Einstein-ovog tipa 3.12 ispunjen. Tako je lema dokazana.
O

Sada ce biti navedene neke posledice predhodnih rezultata i Leme 2.2.

Posledica 3.3 Neka je (E, h) holomorfno vektorsko raslojavanje ranga
2 nad kompaktnom hermitskom povrsi (M, g). Ako je Gauss-ova krivina
raslojavanja E nenegativna, tada je

ci(E) 2 0.
Dokaz: Zbog Leme 2.2 je

AE) = o5 [ (" - 22" (3.16)

S druge strane je T = 2(Fy+73) 1 [|p|I? = 2(F3+73), odnosno 72 -2||5]|*> =
87, - ¥,. Gauss-ova krivina T definisana je sa T = 7, - F;, §to daje relaciju
72 — 2||5]|* = 87. Tada iz jednakosti 3.16 proizilazi jednostavan izraz
za Chern-ov broj ¢(E) u terminima Gauss-ove krivine 7:

&(E) = % fM 7 | (3.17)
TraZeni rezultat sada direktno sledi. O

Primedba: Dobijeni rezultat je ve¢ poznat (videti [G-B-N-V], Tm.
4.1) jer je Gauss-ova krivina nenegativna ako i samo ako je ~Ricci-jeva
krivina nenegativna ili nepozitivana. Ovde predstavljen dokaz zasniva
se na interesantnoj jednakosti 3.17.




3.1. OSNOVNA SVOJSTVA €k s-RASLOJAVANJA 37

odnosno
o(s'+8") =Vxr-s+n(s'+5").

Ako u 3.15 uporedimo komponente koje leze u £” dobija se
1‘38" = 1"18’,

Sto znaci 8” = 0, zbog r; # r; na M. Time je pokazano da Vyxs €
S(E’). Na slican nadin se pokazuje paralelnost podraslojavanja E”.
Konaé&no, na osnovu Propozicije 4.18, str. 13, u [Kb87], zaklju€ujemo
da su (E',h’) 1 (E”,h"”) holomorfna linijska raslojavanja i da je E =
E'@ E" globalno razlaganje raslojavanja E. Hermitski proizvodi k' 1 A"
su odredeni restrikcijama hermitskog proizvoda k. Tada je R = R'4+ R’
pa se moZe ustanoviti jednakost 3.13. S obzirom na 3.11 zaklju¢ujemo
da je 1 uslov Einstein-ovog tipa 3.12 ispunjen. Tako je lema dokazana.
0

Sada ce biti navedene neke posledice predhodnih rezultata i Leme 2.2.

Posledica 3.3 Neka je (E, k) holomorfno vektorsko raslojavanje ranga
2 nad kompakinom hermitskom povrsi (M, g). Ako je Gauss-ova krivina
raslojavanja E nenegativna, tada je |

G(E)20.
Dokaz: Zbog Leme 2.2 je

A(E) = s_:r'f [ = 2ple? (3.16)

S druge strane je v = 2(F,+73) i ||p]|? = 2(F3+73), odnosno 72 -2||5]|? =
87; - 72. Gauss-ova krivina 7 definisana je sa ¥ = 7, -7, §to daje relaciju
7% — 2||5||* = 87. Tada iz jednakosti 3.16 proizilazi jednostavan izraz
za Chern-ov broj ¢}(E) u terminima Gauss-ove krivine 7:

S(E) = ;1; /e (3.17)

TraZeni rezultat sada direktno sledi. O

Primedba: Dobijeni rezultat je ve¢ poznat (videti [G-B-N-V], Tm.
4.1) jer je Gauss-ova krivina nenegativna ako i samo ako je “-Ricci-jeva
krivina nenegativna ili nepozitivana. Ovde predstavljen dokaz zasniva
se na interesantnoj jednakosti 3.17.
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Posledica 3.4 Neka je (E, k) holomorfno linijsko raslojavanje nad kom-
paktnom hermitskom pouvrsi (M,g) i neka je E* dualno raslojavanje
od E. Tada holomorfno raslojavanje E @ E* ne dopusts metriky éija
Gauss-ova krivina ima stalno isti znak (pozitivan ili negativan).

Dokaz: Pretpostavimo da postoji metrika na E @ E* sa navedenim
osobinama. S obzirom da je ¢;(E*) = —¢;(E) to je ¢,(E @ E*) =
c1(E) ® ¢i(E*) = 0 a zatim zbog 3.17 dolazimo do kontradikcije sa
pretpostavkom.

3.2 Chern-ovi brojevi & s-raslojavanja

Neka e(E) oznatava Euler-ovu karakteristiku kompleksnog vektorskog
raslojavanja E.

Teorema 3.5 Neka je (E,h) holomorfno vektorsko raslojavenje ranga
2 nad kompleksnom hermitskom povrsi (M, g). Ako je Ricci-jev tenzor
krivune k-uzak i Gauss-ova krivina +(1 — k)*-ogranidena odozdo, to je

e(E)20. (3.18)

Ako je Ricci-jeva krivina p paralelna i k < 1, jednakost vas ako i
samo ako (E, k) dopusta dekompoziciju (E, k) = (E', k') ® (E", k") sa
PFP—p'=:(1-Krgit= 11 —k)*r2. Za k =1 isti uslovi impliciraju
jednakost u 8.18.

Dokaz: Na osnovu Leme 2.2

() = ci(E) = 7= [ (+* = 2llpll* - 2013l + | RIP),

a odavde zbog Leme 3.1 sledi

1 T
E)>-— 2 _ 9ol = 3112 + 1o — —A12)®2 .
e(E) > = M(‘r 2llpll* — I1211* + o 1 1)

Sada se lako proverava da je ||p — ZA||? = {|p]|* — 172 5to daje

1

o(B) 2 75 [ (57 = lll* = 171%)9" .
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Zbog T = 2(ri+13) = 2(A + /), [P’ =2 +7), i o’ =
2(r? + r3) moze se zakljuditi da je

1 -
—— [ {47 — (pu — pu)}07 .

Kako je p k-usko iz 3.1 sledi |ry — o] < (1 — k)r. Zato iz &injenice da
je Gauss-ova krivina }(1 — k)*-ogranicena, dobijamo 3.18. |

Analizirajmo sada sluta) kada nastupa jednakost u 3.18. U tom
slutaju neophodno je da vaZi jednakost i u 3.11idaje 7 = (1 — k)*r?
i |p11—paz|® = (1 —k)*r?. Zbog Leme 3.2 E se razlate kao E = E'® E”
tako da vazi 7/ — 7" = (1 — k)r, &ime je tvrdenje teoreme dokazano.

Za Einstein-ovo hermitsko vektorsko raslojavanje (E, h), Lubke [L82]
(videti takode [Kb87]) je pokazao slede¢u nejednakost

e(E) 2

oE)2 34(E). (3.19)

Jednakost vazi u 3.19 ako i samo ako je (E, k) projektivno ravno vek-
torsko raslojavanje. |

U sledecoj teoremi razmatra se uopstenje nejednakosti 3.19 za raslo-
javanja iz klase & ;. |

Teorema 3.8 Neka je (E,h) hermitsko vektorsko raslojavanje ranga
2, nad kompakinom hermitskom povrsi (M, g), koja pripada klasi £,
§ > 0. Tada

1 (1-k)?

c:(E)z{z- - }c%(E)- JEES

Ako je Ricci-jeva krivina p paralelna i k < 1, jednakost vazi ako i samo
ako (E,h) dopusta holomorfnu ortogonalnu dekompoziciju i

(E, k) = (E', k) & (E", b") (3.21)
sap —p'=31(1—k)rg i 7 =62,
Primedba: U slu¢aju Einstein-ovog raslojavanja, tj. za k = 1,

nejednakost 3.20 se svodi na nejednakost 3.19. Ako (E,R) dopusta
dekompoziciju 3.21 sa p' = p” to vazi jednakost u 3.19 (videti [L82}).
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Dokaz: Neka je a proizvoljan realan broj. Tada se primenom
Leme 2.2 dobija
1

_ _ _ 2 2 _o(1_ 2 21 %2
ea(E)—acl(e) = = [ {(1-2a)7* 2| p|[*~2(1~24) |51+ || BI*} &,
odnosno na osnovu nejednakosti 3.4

c2(E) - aci(e) >

1,,2 '/M{(l —2a)77 = 2Jp||* — (1 — 4a)||2]1* + llp - i—h”?}qﬂ _

16
Neposredno se proverava da vaZzi identitet
2
2T - .7_'}, 2
loll? = =+l — ZhI1?
Dakle
1 1 T
E) —ac(e) > ~(1 — 2_ (1 52 —llp— —hlI2Y D2
c(E)~add(e) 2 15 [ {5(1~4a)r~ (1~ 4a)[5]" ~ llo - THI}
(3.22)
Kako je
T : 1 ~ -
lp = ZAIF =lr —maf* i 57 = ol* =47

1z 3.22 se mozZe zakljuéiti

1
1672

Ako sada iskoristimo pretpostavku da je raslojavanje (E, k) iz klase &£
vidimo da vazi

ex( E) — ac¥(e) > /M {=|r1 —raf* +4(1 — 42)7}8? . (3.23)

Iri —rl S (1 =k)r i F > 6r*,
s§to znadi

—lri—r|* +4(1 —4a)7 > {-(1 — kP> + 4(1 — 4a)6}r? . (3.24)

Primetimo da je 4(1 ~4a)6 - (1 -k) *=0zaa=1- (11;6?1. To znadi
da 3.231 3.24 impliciraju

e:(E) - {;} -a= }c%(E) >0,
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3to je 1 trebalo dokazat;i.
Analizirajmo sada kada nastupa jednakost u 3.20. Tada vazi jed-
nakost 3.11 i pri tome je

F=6 i r—ra=(1-k) (3.25)

na M. § obzirom na date pretpostavke, iz Leme 3.2 vidimo da postoji
holomorfna ortogonalna dekompozicija

(E,h)=(E'\R)e® (E", "),

takva da je o' — p” = (7' — 7")g. 1z konstrukcije sledi da je 7/ = r; i
" = r;. Nakon toga uslovi 3.25 pokazuju da dobijena dekompozicija
zadovoljava sve traZene uslove. Time je dokaz teoreme zavrien. O

Primedba: Nejednakosti 3.4 i 3.20 vaZe takode i za formalno
holomorfna vektorska raslojavanja.

3.3 Konformna promena poslojne metrike

Sada éemo razmotriti holomorfna hermitska vektorska raslojavanja (E, k)
ranga A, nad kompaktnom Kahler-ovom mnogostrukoiéu dimenzije n.
Dobro je poznato da metrika h jednoznaéno odreduje holomorfnu po-
vezanost V 1 njoj odgovarajuéi tenzor krivine se eksplicitno odreduje
sa

508 = —0a03(hi3) + A0,k - B3h,; ,

zal < 3,7 <A 1< a,f < n(videti 1.3). Neka je A’ = ak kon-
formno ekvivalentna metrika metrici &, gde je @ pozitivna funkcija na
M. Oznalimo sa R’ tenzor krivine koji odgovara metrici A’. Tada su
tenzori krivine R i R’ povezani na sledeéi naéin

R'i.?aﬂ = aR;3.5 — ah,;;aﬂag(log a) . (3.26)

Pretpostavimo sada da je (E, h) raslojavanje ranga 2. Izaberimo kon-
stantu k tako da je

-/M rid" = k./M'rgtb“ : (3.27)
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Teorema 3.7 Neka je (E,h) hermitsko vektorsko raslojavanje ranga
2 nad kompakinom Kaéhler-ovom mnogostrukoiéu (M,g) 1 neka je k
konstanta definisana sa 3.27. Tada za k # 1, postoji konformno ek-
vivalenina hermilska struktura b’ = ah, a je pozitivna funkcija na M,

takva da je
ry =k-r; (3.28)

na M. Ova metrika je jedinstvena do na homotetiju.

Dokaz: Oznatimo sa p';z i ¢’ Ricci-jev tenzor krivine i njemu odgo-
varajuci endomorfizam odreden metrikom A’. Iz formule 3.26 kontrak-
cijom se dobija veza izmedu odgovarajuéih Ricci-jevih tenzora p i o/,

p’j; = ap;z — (Aloga)ahz, 1 <5,k <2, (3.29)

gde je Laplasian A = g“ﬁaaag.

U odeljku 3.1 je pretpostavljeno da se lokalno polje unitarnih repera
(s1, 82) sastoji od sopstvenih vektora endomorfizma p sa odgovarajuéim
sopstvenim vrednostima r; 1 r;. Zato vazi

pa=ar;—(Alogala, i =1,2,

a to znadi da su {
r n
8; = T_S;, t = 1,2,
a

sopstveni vektori endomorfizma ¢’, koji odgovaraju sopstvenim vred-
nostima rj i r;, odredenim sa

-r

i=r;—Aloga,i1=1,2 (3.30)

Iz 3.30 se vidi

! !

$to znadi da je ry — ry konformna invarijanta. Primetimo da parcijalna
jednadina 3.28 dobija oblik

ri—kry = (1 -k)(Aloga),

ili

Aloga = f, (3.31)
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za [ = (r — kr3)}/(1 — k).

Sada ¢emo dokazati egzistenciju globalnog reSenja jednacine 3.31.
Laplasian A je samokonjugovan elipticki operator ([Gk74,W173]) reda
2, pa se moze primeniti Hodge-ova teorema o razlaganju (videti {Gk74,

Gb62]) koja kaze
C®(M) = Ker(A) & A(C®(M)), (3.32)

gde je Ker(A) skup harmonijskih funkcija na M. Tako iz 3.32 sledi
da postoji harmonijska funkcija fo i glatka funkcija f; na M tako da se
f razlaze

f=fot+tAf;. (3.33)

Kako je M kompaktna mnogostrukost, primenom Hopf-ove leme za-
klju¢ujemo da je fo konstantna funkdja. Razlaganje 3.32 je ortogo-
nalno, Ker(A) L A(C*®(M)). Dakle, moze se dobiti

/M Afi0" =0,

jer su konstantne funkcije na M harmonijske, tj. pripadaju Ker(A). S
obzirom na naéin izbora funkcije f i zbog 3.27 jasno je da je f,, fO™ =
0. Iz 3.33 zakljucujemo

'[M f(}@n ={ ’ (3.34)

odnosno

" = 0,
fof,

§to konacno daje fs = 0 na M. Time se razlaganje 3.33 pojednosta-
vljujeisvodi na f = Af;. Tako je a = exp(f;) traZeno globalno resenje
jednaéine 3.31, pa je egzistencija pokazana.

Pretpostavimo sada da je h; = a,A proizvoljna metrika koja zado-
voljava jednaéinu 3.28. Tada funkcija a; zadovoljava parcijalnu jednaéinu

Aloga, = f-. (3.35)
Iz jednacina 3.31 i 3.35 sledi

1‘11_
Aloga =0,
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tj., log(a: /a) je harmonijska funkcija na M, pa je samim tim konstanta
na M. Tada je a; = ¢- a, odnosno, A; = ch’ za neku pozitivou kon-
stantu na M. Time je pokazano da su proizvoljne dve metrike koje
zadovoljavaju jednacinu 3.28 homoteti¢no ekvivalentne, ¢ime je dokaz
teoreme zavrsen. 0

Primedba: Kao 5to je vec uoceno, ry —r; je konformna invarijanta.

Primedba: Za k = 1, Teorema 3.7 vazi ako i samo ako polazna
metrika h zadovoljava Einstein-ov uslov.

Posledica 3.8 Pod istim pretpostavkama kao u Teoremi 8.26, ako je
(i) ym®"- fyra® >0
(ii) | Jar @™ <[ fp 22"},

raslojavanje (E, k) dopusta metriku sa k-uskom Ricci-jevom krivinom,
gde je konstanta k definisana formulom 8.27.

Dokaz: Na osnovu (i) je ¥ > 0. Na osnovu formule 3.27 i uslova
(ii) £k = | fr1®"|/| fra®™] < 1. Tada zbog predhodne teoreme za-
klju¢ujemo da raslojavanje E dopuita metriku h, tako da ona zado-
voljava uslov kr, = r; na M za sopstvene vrednosti r; i r,. Lako se

mozZe proveriti da metrika zadovoljava 1 uslov 3.1 na M pa je tako
Posledica 3.8 dokazana. O
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Poglavlje 4

Uopsteni Chern-ovi brojevi
Kahler-ovih mnogostrukosti
1 zapremine malih
geodezijskih lopti

4.1 Karakterizacija kompleksnih prostornih
formi

U ovom poglavlju se koriste oznake uvedene u [G-V79} i [C-O75].
Neka je M n-dimenziona analiticka mnogostrukost. Pretpostavimo da
je pozitivan broj rg tako mali da je eksponencijalno preslikavanje exp,,
difeomorfizam na lopti radiusa ry u tangentnom prostoru M,,. Geodez-
i}ska lopta polupreénika r sa centrom u tacki m € M oznacava se sa

Bp(r),
Bu(r) = {expn(z)lz € Mpn, |lz]f* < r}.

Zatim se uvode oznake

Sm(r) = zapremina {exp,,(z)|z € M, ||:t:||2 = r}

Vm(r) = zapremina {exp,,(z)|z € M, ||:.,-'||2 <r}.

65
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Ovde se podrazumeva (n — 1)-dimenziona zapremina za Sn(r) i n -
dimenziona zapremina za Vj,(r).
U [G-VT79, Teorema 3.3] pokazano je da za funkcije Vio(r) i Sp(r)

vaZe sledeci stepeni razvoji

Vn(r) = Bur™(1 - 4r° + Br + O(+%)), (4.1
gde je
T 1 - 2 2 2
A 6(n +2)’ b 360(n + 2)(n + 4)( 3| R||% + 8]lp||% + 572 — 18AT),

i
Sm(r) = Car® Y1 — Cr? + Dr* + O(+%)),

gde je

n+2A} D=n+4

n n

C =

B.

Ovde §}, oznaava zapreminu jedini¢ne lopte u R™ a C,, oznacava (n —
1)-dimenzionu zapreminu jedini¢ne euklidske sfere S*~1. Pri tome vazi
Cn = ny = na™(1/T(n/2 + 1)).

Pretpostavimo nadalje da je M Kahler-ova mnogostrukost komplek-
sne dimenzije n. Neka je #%,...,6" lokalno polje unitarnih korepera.
Tada se Kahler-ova metrika izrazava lokalno kao ¢ = (8 ®8° +6>Q6°)
1 njoj odgovarajuca 2-forma ®(X,Y) = ¢(X,JY ) se predstavlja u ob-
liku ® = V/=-136° ® 8. U ovom poglavlju pretpostavi¢emo da in-
deksi o, 8,7,6,... uzimaju vrednosti u skupu {1,...,n}. Poznato je
da je forma ¢ zatvorena. Fundamentalna klasa w na M je de Rbam-
ova kohomoloska klasa odredena sa &, w = [®]. U sluéaju holomorfnog
tangentnog raslojavanja TCM, u odnosu na fiksirani lokalni reper, kom-
ponente tenzora krivine R oznacavaju se sa R,3.5. U slucaju Kahler-
ove mmnogostrukosti Ricci-jevi tenzori p and 7 se poklapaju 1 njihove
komponente su odredene sa ‘

Pap =D Basp =2 Rupyn =2 Rosap-

Odgovarajuéa skalarna krivina je r =23 p,5.
U daljem radu koristice se sledeci poznat rezultat.
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Lema 4.1 ([C-O75]) Neka je M n-dimenziona Kahler-ova mnogo-

strukost. Tada
n{n +1)

2
Prua jednakost vazi ako ¢ samo ako je M kompleksna prostorna forma.
Druga jednakost vazi ako i samo ako je M Einstein-ova mnogostrukost.
0

IR? > 2n]plf* 2 7 .

Na osnovu rezultata dobijenih u odeljku 2.2(videtii [C-O75}) do-
bijamo

mAD! = ;:';Q", (4.2)
ne— 1 n
HAPT? = ry—— (72 - 2||pli%) @™, (4.3)
_ 1 | n
AT = Bn(n = l)wg(‘ﬂ'2 —4llpll* + |1 RIIP)2",  (4.4)

gde 1 i;)’g oznacavaju prvu i drugu Chern-ovu formu. Uopsteni Chern-
ovi brojevi w™ 1c;(M), W™ 2E(M) i w* %cy(M) definisu se sa

- n—2 : n—2
/M'nhé 1 /M'h’/\@ 2 1[“72/\@

redom.

Teorema 4.2 Neka je (M, g,J) kompakina Kahler-ove mnogostrukost
kompleksne dimenzije n. Pretpostavimo da su uopstent Chern-ovi bro-
jevi W™ (M) i w2} (M) nenegativni. Tada, ako M zadovoljava
jedan od sledeéih uslova, (i) ili (it),

(1) Vam(r) = Qaar®",
(ii) Via(r) < 2—';;5,,,(1‘),
M je biholomorfno prekriveno sa C™.

Dokaz: Prvo éemo pokazati da iz w™ 1c;(M) > 0, w23 (M) > 0
i uslova (i) sledi rezultat. Zbog (i)

T < 0 na M, (4.5)
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a na osnovu W™ g (M) > 01w 23(M) >0 je

[mnei=L [ ron (4.6)
M

1
4n(n — 1)11'2(
Zbog 4.5,iz 4.6 sledi T = 0 na M. Tada koriste¢i 4.7, vidimo da je i
p = 0npa M. Iz uslova (i) je

—3||R|]* + 8|pl|* + 572 — 18A7 > 0 na M,
odnosno }|R||? < 0 na M. Tako je R = 0 na M i ona je biholomorino

nadkrivena sa C™.
Ako pretpostavimo da vazi uslov (ii) umesto (i) dokaz se izvodi na
slican naéin. O

APt = r* —2||pll*) @". (4.7)

Posledica 4.3 Neka je M Kdihler-ova mnogostrukost kao u Teoremi 4.2.

Ako se prva Chern-ova klasa ¢;(M) anulira ¢ ako M zadovoljava jedan
~ od dva uslova, (i) ili (ii), tada je M biholomorfno prekriveno sa C". O

U [Ya77] i [Ya78] je pokazano da postoje kompaktne, kompleksne
mnogostrukosti koje dopustaju Ricci-ravnu Kahler-ovu metriku koja
nije ravna. Na primer, takva je svaka hiperpovrs kompleksnog projek-
tivnog prostora CP"+1 stepena n + 2. Konkretno, u tu klasu spada
K3-povrs, hiperpovrs od CP? definisana jednakos§éu z7 + 23 +23+ 2§ =
u homogenim koordinatama. Jasno, za takve n-dimenzione mnogostru- -
kosti, za zapremine njenih geodezijskih lopti vazi

1
480(n + 1)(n + 2)
Dakle, sve zapremine V,,(r, M) su strogo manje od odgovarajucih eu-

klidskih zapremina. U vezi sa navedenim primerom je interesantna
sledeca posledica Teoreme 4.2.

Vin(ry M) = Q27" (1 — |R||? + O(rs)) :

Posledica 4.4 Neka je M kompakina mnogostrukost koja dopusta ne
ravnu, Ricci-ravnu Kahler-ovu metriku. Tada za svaku Kahler-ovu
metriku na M postoji bar jedna tacka m € M takva da je zapre-
mina malih geodezijskih lopti V,,(r) manja od odgovarajuéth euklidskih
za svako dovoljno malo r.
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Dokaz: Kako M dopusta Ricci-ravnu metriku, to je ¢;(M) = 0,
odnosno w"~'¢;(M) = w"2c}(M) = 0. Pretpostavimo da za neku
Kahler-ovu metriku g tvrdenje nije ta¢no. Tada bi zbog Teoreme 4.3,
mnogostrukost (M, ¢) bila ravna 1 ¢;(M) = 0. Al to je kontradikcija
sa

Cg(M)

s e o

gde je R, tenzor krivine Ricci-ravne metrike koja nije ravna. Time je
posledica dokazana. O

Posebno je interesantan slu¢aj povrii K3 tipa. Povrs tipa K3 definise
se kao kompaktna, povezana, kompleksna povrs &ija je prva Chern-ova
klasa ¢;(M) = 0 i prvi Betti-jev broj b;(M) = 0. Za svojstva K3-povrsi
videti [Bs81, poglavlje 8] .

Posledica 4.5 Neka je M K$8-povrs. Tada, za svaku Kahler-ovu metriku
g na M postoji bar jedna tacka m € M takva da je zapremine malih
geodezijskih lopti V,,(r) manja od odgovara_;uczh euklidskih za sve do-
voljno malo r.

Dokaz: Yau ( [Ya77,Ya78]) je dokazao hipotezu Calabi-ja odakle
proizilazi da postoji Ricci-ravna Kahler-ova metrika koja nije ravna na
svako) K3-povrii. Dokaz dalje sledi iz Posledice 4.4. O .

U nastavku poglavlja razmatraju se proizvoljne kompleksne kom-
pakine prostorne forme. Moguce je dobiti njihovu karakterizaciju u
terminima zapremina malih geodezijskih lopti 1 Chern-ovih brojeva.
Prvo je lokalni uslov, a drugo je globalni.

Neka M(p) oznatava Kahler-ovu mnogostrukost kompleksne dimen-
zije i 1 konstantne holomorfne sekcione krivine u. Tada, akoje u # 0, za
sve p € M(u), zapremina malih geodezijskih lopti u M{u) polupre¢nika

r je data sa
n 2n
Vin(rp) = (4x) {sin 3Er} ,

nlyn® 2
ili
(4)" ’Ru
Vn(rp) = W{smh 5 r} ,

u zavisnostida lije u > 0ili g < 0 (wdet.l [C-V81]). U [G-VT9] je
formulisana sledeca hipoteza:
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Hipoteza 1 Neka je M Kdihler-ova mnogostrukost kompleksne dimen-
zije n t pretpostavimo da za sve m € M t sve dovoljno male r > 0,
Va(r) je isto kao kod n-dimenzione Kahler-ove mnogostrukosti kon-
stanine holomorfne sekcione krivine u.

Hipoteza 1 do sada jos nije pokazana u opstem slucaju. Zato se
u sledecoj teoremi pokazuje da hipoteza vaZi u jednom partikularnom
slucaju.

Teorema 4.6 Neka je M kompakina Kahler-ova mnogostrukost kom-
pleksne dimenzije n, i pretpostavimo da za sve m € M ¢ sve dovoljno
male r > 0, V,,(r) je isto kao kod n-dimenzione kompakine Kahler-ove
mnogostrukosti M(u) sa konstaninom holomorfnom sekcionom krivi-
nom u. Neka w i w, oznacavaju fundamentalne klase za M i+ M(u)
redom. Ako su zadovoljeni sledeéi uslovi

(i) " la(M) = WETICI(M (#)), (4.8)
(i) " (M) 2 Wi e (M(u)), (4.9)

M ima konstaninu holomorfnu sekcionu krivinu u.

Dokaz: Neka 7, ||p.||? i | R.||* oznagavaju skalarnu krivinu, normu
Ricci-jevog tenzora i normu tenzora krivine mnogostrukosti M(u). Sve
ove funkcije su konstantne na M(u). Zbog V,.(r) = V. (r, ) vidi se da

vazi

ro= 7, (4.10)
BUNRM* — RN = 8(lleull® — liell®)- (4.11)
Pretpostavke (i) i (ii) impliciraju
fM T = fM(p) r,o" (4.12)
i
-/M(‘l‘2 = 2|lo|I*)®" > _/M(”)(-:f — 2]|p.11*) 25 (4.13)

Zap=0,iz 4.10, 4.13i 4.11 sledi 7 = ||p]|® = ||R]|* = 0 na M. Znadi
mnogostrukost M je ravna kao 3to je trebalo pokazati.
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Za p # 0 formule 4.101 4.12 daju da M i M(u) imaju jednake
zapremine, -

¢" = 1 4.14
fM M) " (4.14)
Zatim iz relacija 4.101 4.13 dobijamo
29" < 2pn, 4.15
[ el < | llpallel (4.15)
Zbog 4.14
a5 = [ falen 01
L N5 = [, Nl (4.16)
Kombinujuéi 4.151 4.16 dobija se nejednakost
9n < j 5. II7@". 4.17
[ el*e™ < [ lipal (4.17)

Iz formule 4.13 se moZe izvesti relacija

4
2 __ 2 n
[ (IR = —lell?) @

— 2 4 2) n
= [ (182 = —leul) @

+ (=5 -2) [ eal = o).

Mnogostrukost M{u) je konstantne holomorfne sekcione krivine, sto
zbog Leme 4.1 znaéi ||R,||> = 4|lp.lI*/(n + 1), odnosno

| 4 4/ 3
? e — 2 "= - —_— 2 __ 2\ F 0
L, (11 = o) @ = 5 (57 —2) [, (el = lol)2"
Sada je zbog nejednakosti 4.17

jM (uRu’ - = i 1II»oll’) " < 0. (4.18)

S druge strane, primenom Leme 4.1 joi jednom, ||R|f* > 4|[p|}*/(n + 1)
na M. To znati, zbog 4.18, da je “R"2 = 4||P||2/(n +1) na M, odnosno
zbog Leme 4.1, M ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu. Tako
je tvrdenje leme dokazano. O

Interesantno je razmatrati i slufaj kada se mnogostrukosti M i M(u)
poklapaju. Tada se uslov za zapremine malih geodezijskih lopti moze

oslabiti.
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Teorema 4.7 Neka je (M,g,,J,) kompaktna n-dimenziona Kahler-
ova mnogostrukost sa konstaninom holomorfrnom sekcionom krivinom
y, fundamentalnom klasom w, 1 skoro kompleksnom strukturom J,,.
Pretpostavimo da je (M,g,J) Kéhler-ova mnogostrukost sa fundamen-
talnom klasom w'i skoro kompleksnom strukturom J. Ako je

(i) Via(r) > Vi(r,p) za sve m € M 1 sve dovoljno male r > 0,
(i) w = w,,
(iif) (M, J) = a(M, ),

tada M ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu p.

Dokaz: Ako iskoristimo nejednakost izmedu zapremina geodezi-
jskih lopti, uslov (i), dobijamo

T <1, (4.19)

na M. Ako za Chern-ove klase ¢y(M,J1) i ei(M,J) oznacimo redom
pjima odgovarajuée Chern-ove forme sa ~ 17, to je

—m = dn, (4.20)

za neku 1-formu g € AY(M), zbog uslova (iii). S druge strane, zbog
jednakosti fundamentalnih klasa w i w,, za njithove fundamentalne 2-
forme ® 1 @, vazi

-9, =dp, (4.21)
za neku 1-formu n. Primetimo da zbog zatvorenosti forme @,
¢" = @Y + d7,

za 7 € A>*"1(M), odakle su zapremine mnogostrukosti (M, g) i (M, g,)

iste
" = f o . 4.9
./M M Y ( )

7 razliku od Chern-ovih brojeva, uopsteni Chern-ovi brojevi ne
moraju biti topoloske invarijante. Ali na osnovu relacija 4.201 4.21,
zbog Stokes-ove teoreme dolazimo do veza

WH-ICI(M) = WH_IC]_ (Mp), ' (4.23)
W(M) = w2 (M) . (4.24)
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Zatim, kombinujuci 4.21 4.23,

[, = [ ne;

odakle, zbog konstantnosti skalarne krivine 7, i 4.22 zaklju¢ujemo

fM (r —1,)8" = 0. (4.25)

S obzirom na 7 — 1, £ 0 na M, to je zbog 4.25 7 = 1, skoro svuda na
M. Konaéno, zbog neprekidnosti je 7 = 1, na celo) mnogostrukosti M.

Uslov (i) se moZe ponovo primeniti da se u kombinaciji sa razlagan-
jem 4.1 napise

-3|| R|I* + 8|lpl|* + 57 — 18AT
2 "'3"Rn"2 + 8”:";:'1"2 + 57'3 — 18A7,. (4.26)

Uzevsi u obzir da je 7 = 7, konstantno na M, nejednakost 4.26 se
svodl na
~ 3||R}|? + 8lpl|* = =3l R.]* + 8llp.li® . (4.27)

Iz 4.24 1 4.3 proizilaz:

[ =2eityer = [ (72 = 2fplPe},

odnosno, zbog 4.22 to je

/el = o)™ =0 . (4.28)
Metrika g, je Einstein-ova i primenom Leme 4.1 zakljuéujemo ||p,.]|? =
72/2n = 7%/2n. Ponovnom primenom Leme 4.1 je ||p||> > 7%/2n,
odnosno
lleli* = foull?,

sto zajedno sa 4.28 daje ||p|I*> = ||pull* na M. Tada va3i jednakost
u drugom delu nejednakosti iz Leme 4.1 i metrika g je Einstein-ova.
Nejednakost 4.28 dobija oblik

IR < [|R.II - (4.29)
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Kako je metrika g, sa konstantnom holomorfnom sekcionom krivinom,
zbog Leme 4.1 je

IRI? 2 ——oll* = ——=lloull? = [BE. (4:30)
“n+l n+1"* #

Nejednakosti 4.29 i 4.30 impliciraju || R||* = || R,||*, odnosno

4
{RI* = —lloll*

n+1

to s obzirom na Lemu 4.1 zna&i da je mnogostrukost (M, g) kompleksna
prostorna forma. Ovim je teorema pokazana. O

Primedba: Ako se za (M,g,,J,), modelnu Kahler-ovu mnogo-
strukost, umesto da je kompleksna prostorna forma pretpostavi da ima
konstantnu skalarnu krivinu ili da je Einstein-ova onda na osnovu izve-
denog dokaza sledi da iste te-osobine ima i mnogostrukost (M, g, J).

Ako pretpostavimo da su skoro kompleksne strukture J iJ, identicne,
onda se preostali uslovi u teoremi pojednostavljuju.

Posledica 4.8 Neka je (M,g,,J) kompakina, n-dimenziona Kdhler-
ova mnogostrukost sa konstantnom holomorfnom sekcionom krivinom
p(ili sa konstantnom skalarnom krivinom ili zadovoljava Einstein-ov
uslov), fundamentalnom klasom w, i skoro kompleksnom strukturom J.
Pretpostavimo da je (M, g,J) Kdhler-ova mnogostrukost sa fundamen-
talnom klasom w, i istom skoro kompleksnom strukturom J. Ako je

(1) Vu(r) 2 Via(r, &) 28 sve m € M i sve dovoljno male r > 0,
(i) w = w,,

tada (M, g,J) ima konstaninu holomorfnu sekcionu krivinu p(ilt kon-
stantnu skalarny krivins i sadovoljava Einstein-ov uslov).

Dokaz: Chern-ove karakteristitne klase su topoloske invarijante
kompleksnih raslojavanja (videti [M-874)) i zato je ispunjen automatski
uslov (iii) iz teoreme. Dolaz se odavde nastavlja na isti nacin. O

Primer 4.1 Pokafimo da pod?jc primeri mnogostrukosts (M, g) koji
ispunjavaju pretpostavke Posledica {.8.
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Neka je (M, g, J) proizvolina kompakina Kahler-ova mnogostrukost,
® njena fundamentalna 2-forma i p, € A"'(M,R) odgovarajuca Ricei-
jeva forma. Tada je

(M) = [=pd] € HV(),

gde je H''(M) grupa Dolbealt-ovih kohomologija. Izaberimo sada p, €
A'(M,R) tako da [p,] = [ps). Na osnovu Teoreme 11.15 u [Bs87]
(takode videti [Cab55,Ya78|) sledi da postoji Kdhler-ova metrika § na
M, tako da je p, Ricci-jeva forma metrike § ¢ pri tome su odgovarajude
Kahler-ove forme jednake

(9] = [#] € H'"Y(M).

4.2 Geodezijsko-Einstein-ove mnogostru-
kosti

Einstein-ove mnogostrukosti su vrlo vazan objekat istraZivanja u savre-
menoj diferencijalnoj geometriji i teoriji relativnosti. Zato se razma-
traju 1 mnogobrojna oslabljenja ovog uslova u razli¢itim pravcima. U
ovom odeljku se definisu geodezijski-Einstein-ove mnogostrukosti. Pokazuje
se da za egzistenciju geodezijski-Einstein-ove metrike moraju biti zado-
voljeni neki potrebni uslovi, isti kao i za egzistenciju Einstein-ove metrike.

Definicija 4.1 Neka su M i M, Riemann-ove mnogosirukostt iste di-
menzije n. KaZemo da je M geodezijski-Einstein-ova mnogostrukost
reda k u odnosu na Einstein-ovu mnogostrukost M, ako postoji pres-

likavanje f : M — M,, takvo da
Vn(r) = Vyimy(r) + O(rn+2E¥1)) (4.31)

za sve tacke m € M i sve dovolino male r > 0. Ako je umesto 4.81
. tspunjen uslov

Vn(r) = V,f(m)(r)r (4.32)

kazemo da je M geodezijski-Einstein-ova mnogostrukost.
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Moze se odekivati da geodezijski-Einstein-ove mnogostrukosti imaju
sli¢na svojstva kao i Einstein-ove mnogostrukosti. U ovom poglav]ju
dokazaéemo nejednakost izmedu Chern-ovih klasa geodezijski-Einstein-
K3ihler-ove mnogostrukosti koja uopstava rezultat dobijen u [C-O75].
Takode, razmatraju se i posledice ove nejednakosti na geodezijski-Ein-
stein-Kahler-ove povrsi.

Lema 4.9 Neka su M i M, kompakine, n-dimenzione, n < 2, Kahler-
ove mnogostrukosti kao sto je pretpostavijeno u Definiciji {.1. Ako je
M geodezijski- Einstein-ova mnogostrukost reda 2 u odnosu na M., tada

n

.[M {CQ(M) T 9n T 1)é(M)} A@]*22>0. (4.33)

Za n 2> 3 jednakost vazi ako t samo ako je M kompleksna prostorna
forma. Za n = 2, ako je M homogena mnogostrukost, jednakost vaft
ako 1 samo ako je M, kompleksna prostorna forma.

Dokaz: Neka ||R.||?, |lp]|? i 7 oznalavaju odgovarajuée funkcije
za Einstein-Kahler-ovu mnogostrukost M,. Kako je skalarna krivina 7,
konstantna na M,, 4.11 4.31 imphcirajur =7, 1

3(IRI? — IR = 8(llolI? = leel®). (4.34)

Dakle
h {"’(M )= o) ) } A
1 2 4 2 n
= 8n(n — 1)’11‘2 ./AJ (”Rell - m"f’:" ) ¢

o [ el = IaP)e. (4.35)

Kako je '2 .
lell* = loell* = lloll* - 5= = Hell* - 5,

to zbog Leme 4.1 vidimo da je

4 _ |
IR]* = —lleell* 2 0 i {l]1” ~ llecll” > 0,

n-+
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§to zajedno sa jednakoscu 4.35 daje traZeni rezultat.

Pretpostavimo da vaZi jednakost u 4.33. Tada na f(M) vazi
IRl = (4/(n + 1))llpe|* i za n 23, [lp|* = |pc||*. Tako,zan 23, i
4.34 sledi ||R.||? = ||R||* i konaéno {|R|? = (4/(n + 1))]ipl|?, 5to zbog
Leme 4.1 znaki da je (M, g) kompleksna prostorna forma. Za n = 2,
Lema 4.1 i jednakost ||R.}|? = (4/(n + 1))||pc||* pokazuju da (M., g.)
ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu na skupu f(M). Zatim iz

homogenosti povrsi (M., g.) sledi da je to kompleksna prostorna forma.
O

Primer 4.2 Ovde ée biti naveden primeér ne-Einstein-ove Kihler-ove
mnogostrukosti M koja je geodezijski-Einstein-ova reda 2, ;.

Va(r) = V(r, M3) + O(r*7*%), (4.36)

za sve m € M i sve dovoljno male r > 0. Ovde je M3 kompleksna
prostorna forma kompleksne dimenzije 2p, p > 2, ¢ V(r, M3) je zapre-
mina geodezijske lople polupreénika r u Mz. Zatim, neka su M, i M,
kompleksne prostorne forme kompleksne dimenzije p, éije su skalarne
krivine 7y ¢ 72 redom, 13 # 0. Mnogostrukost M3 ima skalarnu krivinu
T3 = T + T2. Pretpostavimo da je 1, = ar; gde broj a zadovoljave
kvadratnu jednacinu

(p—1Up+1)a*-2(p+1)dp-1)=—(p—1)4p+1), (4.37)
t.,

L _ D=1 284 - 1)

12 = :
(p—1)(4p +1)

Za kompleksnu prostornu formu Mz, razve; 4.1 ima oblik

V(‘.", MS)
= Qﬂ,f‘p {1

__AM) L B(M;)
12(2p +1) ' 2880(p + 1)(2p + 1)

4009
gde je

A(Ma) = T(Ma) =T33 =T + T = (1 + 6)1‘1,

B(Ms) = -=3||Rs|” +8lpa]® + 573

-3 2 \
(p(2p+1) +p+5)
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I na mnogostrukostt M = M,; x M,; zapremina male geodezijske lopte
poluprecnika r ne zavisi od poloiaja centra, zato se na slican naéin
dobija razvoj

V(r,M)
A(M) B(M)
= 4p 1 — 2 4 6
ad { 2p+1) WO+ T OV )}’
za
A(M) = T(M1 X Mg) =M -+ Ty = (]. + {I)Tl,
B(M) = -=3||R|* +8|jpl|* + 57°
= =3(IRull* + |1 Bl") + 8(lloal* + Heall®) + 5(m1 + 72)°
2( -3
= 3 (;ﬁ + 2) (71 + 71) + 5(n + 7).
Uzevsi u obzir jednaéinu 4.87 lako se proverava da je
A(Ms) = A(M) i B(Ms) = B(M),
Sto pokazuje da je uslov 4.36 ispunjen. Kako je
2
Z_T__i. _ 2_i_ PRY

tozboga #1im # 0, sledi da M = M; x M ne zadovoljava Finstein-ov
uslov. Na osnovu prethodne leme sledi da vazi stroga nejednakost u .89

za tangentno raslojavanje mnogostrukosti M. Odstupanje od jednakosti
se eksplicitno izraZava na sledeét naéin:

16p(2p — 1 ‘*‘/ — P 2l s g2
6p(2p — )= M{‘h 2p+171}z\q>

1 L, p+1
= e T 4 4 2 - IR 2 2p

p—1 2 42 1
— -— OP _ 2x2p
3p(2p + 1) {7 72) 3p(p+ 1)(2p + 1) fM Clajn®
_ D— 1 - 2482p |
3p(2p + 1) '[H(T‘ Ty e,
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jer je

Cla)=(1+a*)(p—-1)4p+1)—2a(p+1)(4p—1)
{ pri tome je C{a;) = C(az) = 0.

Razmotrimo sada posledice Leme 4.9 za Kahler-ovu povrs M koja
zadovoljava geodezijski-Einstein-ov uslov reda 2. Neka x, ¢ i1 a oznacavaju
redom njenu Euler-ovu karakteristiku, Hirzebruch-ov znak i aritmeticki

rod. Tada na osnovu Gauss-Roch-Hirzebruch-Chern-ove teoreme(videti
[A-S68,Ch78,Hb66,P165]) dobijamo

x(M) = /M c2,
% /M(cf — 2¢,),
Tli /M(cf + ).

a(M)

|

a(M)
Kako je

1
X(M) ~ 3a(M) = a(M) - o(M) = 7 [ (32— &) 20,
koristeéi Lemu 4.9 dolazimo do sledeceg vainog tvrdenja.

Teorema 4.10 Neka je (M, g) kompakina Kahler-ova povrs koja zado-
voljava geodezijski-Einstein-ov uslov reda 2. Tada je

() x(M) 2 3a() i
(i1) a(M) 2 o(M).

Jednakost vazi u (i) ili (ii) ako i samo ako modelna mnogostrukost M,
ima konstantnu sekctonu krivinu na f(M) C M,. O

Primedba: Navedena teorema uopitava Teoremu 10.4 u [G-V79].

Teorema 4.11 Neka je M kompakina kompleksna povrs. Tada povrs
M koja se dobija 1z M proSirivanjem k taéaka ne dopusia geodezijski-
FEinstein-ovu Kahler-ovu metriku reda 2 ako je

k<o—a il k<‘i-(3a'—x).
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Dokaz: Kako je aritmeticki rod biracionalna invarijanta, povrsi M
i M imaju isti aritmeti¢ki rod. S druge strane, topoloski, prosirivanje
tacke na povrsi je ekvivalentno lepljenju CP? sa suprotnom orijentaci-
jom (oznaéavacemo ga sa Cﬁg) S obzirom da je M dobijeno iz M
prodirivanjem k tacaka, M je difeomorfno direktnoj sumi M #kC?.
Ovde # oznacava direktnu sumu topoloskih prostora. Za kompaktne
kompleksne povrsi M 1 N je |

oc(M#N) =o(M) + o(N)

X(M#N) = x(M) + x(N) — 2.

Pored toga je o(—M) = —o(M) i x(—M) = x(M), gde je povrs — M
dobijena iz M promenom orijentacije. Direktno se proverava da su
Hirzebruch-ov znak i Euler-ova karakteristika za CP? redom 1 i 3.
Konaéno

o(M#kCP") = o(M) - k

X(M#kCP") = x(M) -k,

te rezultat sledi iz Teoreme 4.10. O
Primenimo sada Teoremu 4.10 na povrs

M = CP%in = CP*#... #CP?.
R L . . S

n

Posledica 4.12 Povrs§ M = CP?#n ne dopusta geodezijski-Finstein-
ovu Kahler-ovu metriku reda 2 zan > 1.

Dokaz: Kakojeo(M)=nix(M)=n+2,
x(M)—30(M)=-2(n-1)<0

za n > 1. To znali da je postojanje traZene metrike u kontradikeiji
sa Teoremom 4.10. Primetimo da za parno n, M ne dopusta ni skoro
kompleksnu strukturu jer x 4+ o nije deljivo sa 4(videti [Bs81, poglavlje
5]). O
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