UNIVERZ!ITET U BEOGRADU ‘i
ELRCS

PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

DOKTORSKA DI SERTACI! JA

- PRILOGC TZUCAVANJU ALGORITAMA GPTIMIZACIJE -

Beograd, juna 1980.

AoMOBIS QOFAHWSANYIN YARYIIZHOT PARA

IA MATEMATHIY, MEXAHEKY W ACTROUOMMIY
BUHBIHOTERA

Bpon_j?@E}_jﬂ}h —
Daryw: ’f@l 1381 —

NADA DJURANOVIC-MILICIC




SADRZAJ

0. Uvad

1. Poglavl je

.1. Potrebni i dovoljni uslovi optimalnostz

2. 0 najvainijim pristupima redavanju problema (1.1)

1
1
1. 3. Algoritmi za nalaZenje koraka
1.4, Metoda Danilin-PSenidnog

1.5. 0 brzini konvergencije

2. Poglavl je

2.1. 0 projektivmim metodama

2.2. 0 optimizacionim metodama koje ne koriste tzvode
3. Poglavl je

3.1. Modifikovani Curry-Altman-ov algoritam
3.2. Poop3teni algoritam Jstrowskog

3.3. Poop3teni (Céa-Goldstein-ov algoritam
3.4. Teoreme konvergencije

3.5. Uslovnme verzije algoritama za nalaZenje koraka

L. Poglavlje

4.1. I modifikacija metode Dantilin-P3enidnog
4.2. II modifikacija metode Danilin-P3enidnog
4.3. III modifikacija metode Danilin-P3enidnog
4.4, IV modifikacija Danilin-P3enidnog

5. Poglavl je

5.1. Projektivme metode
5.2. Poopdtenje Danilin-ovih rezultata

sStrana
1.

g.

4.
11,
13.
23
20.

30.

30.
37.

45.

45.
o3.
o6,
&59. -
£4.

70‘

70.
73
76.
78

83.

83.
31.




Dodatak
Prilog
Literatura

Registar

strana

94.
111.
122.
127.



0. UVOD

Optimizacioni problemi odavmo intereswuju matematilare, fizidare, in-
Zenjere 1 druge. Mogudnost koriddenja metoda diferencijainog i varijacio-
nog radunara za redavanje odredjenih vrsta optimizactonih problema u geome-
triji, mehanict © fiziel bila je poznata i primenjivana jod od sredine
osamaestog veka.

U poslednjih tridesetak godina dodlo je do velikog interesovanja
za novu klasu optimizacionih problema, koji se najdedce zovu problemi
matematidkog programiranja; a koji se ne mogu redavati klasidnim meto-
dama. Problem matematidkog programiranja, koji moZemo ovake formulisati:
nadt |

(0.1) min {¢(x) | ze X},

gde je X - skup definisan odredjenim ogranidenjima na promenljivu mG;R”,
Jje pontkao u teorijskoj ekonomiji, ali se takodje javija u obliku vaZ-
nth praktidnih problema u industrijt, vojnim disciplinama, inZenjerskim

zadaeima.

Specijalno, interesovanje za probleme nelinearmog programiranja je
posebno poraslo posle pojave rada H.W.Kuhn-a 1 A.W.Tucker-a /32/ 1951.
god. u kojem su tzloZeni potrebni 1 dovoljni uslovi za optimalna reSenja

problema nelinearnog programiranja.

Danas se u svetu ovom problematikom bavi veliki broj matematidara.
Pogtoje brojni spectijalizovani &asopisi koji objavljuju najnovije rezul-
tate 1z ove oblasti. Pre svega painja je posvedena nalaZenju 3to efika-
snijih metoda za redavanje problema (0.1). Pri tom ge pod efikasno3du
- podrazumeva brza (teorijska) konvergencija, ekonomidnost za rad radu-

nara 1 numeridka stabilnost metode.




Takozvane gradijentne metode, 1li metode prvoga reda su dosta jedno-

 stavne, zahtevaju samo nalaienje prvth izvoda, ali imaju sporu — ne vedu

é od linearne, brzinu konvergencije. Metode koje koriste druge tzvode su

mahom razne modifikacije poaznate Hewton-ove metode - brzo konvergiraju,

- qli su zbog potrebe da se nadje hesijan © inverani hestjan veoma skupe
1 znatno optereduju memoriju radunara. Zbog toga su napori mnogih mate-
matidara bili usmereni ka nalaZenju metoda koge koriste samo prve izvode,
i a imaju ponadanje metoda (brzinu konvergencije) koje koriste druge izvo-
de (metodd drugog reda). Takve su metode promenljive metrike, odnosno,

'; metode konjugovanih pravaca. Mbdjutiﬁ, kod metoda promenljive metrike

7 koﬁjugovanih pravaca, kao uostalom, i kod vedine ostalih optimizacio-

' nih metoda korak duf datog pravea se odredjuje iz uslova minimizacije

 funkeije (dui pravea), a to je vrlo skup proces. Zato se podela da po-

' sveduje velika painja definisanju novih algoritama za nalaZenje koraka

é koji bi bili pre svega ekonomidniji, a koji -istovremeno obezbedjuju do-

" bru brazinu konvergencije (videti na primer, Nazareth /40/, Danilin /11/,

/12/) .

Metode koje ne zahtevaju nalaZenje izvoda su‘najjedhostavnije 1 za
' praksu veoﬁa vaine jer se mogu primeniti i onda kada otkaZu gradijentne
' metode. U nagnovijim radovima Toint-a i Callier—a /59/, /60/ objedinju-
- Ju se dosadadnji rezultati vaZnijih metoda koje ne korigte i1zvode 1 18-
 tovremeno korak ne mora da bude dobijen iz uslova minimizacije duZ pra-

- vea.

Ova teza se bavi upravo pomenutim problemima: modifikacijama algo-
- ritama za nalaZfenje koraka, kao 1 metodama za uslovnu optimizaciju koje
; ne koriste iazvode. Raspored izlaganja je slededi. U prvom poglaviju se
daju najvaidnije definteije, stavovi, kao i algoritmi &ije se modifika-
etje izladu u tredem i Setvrtom poglavliju. U drugom poglavliju se izla-
- 3u poznate projektivne metode 1 one optimizacione metode koje ne koris—

" te i1avode &ije se projektivme varijante izladu u petom poglaviju.

Pri tom se za dokaze stavova upuduje na odgovarajude reference. Do—
kaz teoreme 2.2 je originalan. P
U tredem poglavliju se i1zladu modifikacije 7 poopdtenja metoda za

nalaZenje koraka duZ datog pravea: Curry-Altman-ove metode /9/, /1/, me-




tode Ostrawskog /42/, Céa-Goldstein-ove metode /27/, /54/. Ove su modi-
fikacije zasnovane na koriSdenju svojstava takozvanih "prinudnih funkei-
ja" (definieija 1.9). Kod svake modifikacije definide se algoritam, do-
kazuje njegova dobra defintsancst i, uz odgovarajude pretpostavke o nizu
vektora pravaca dokazuje se da generisani niz tadaka konvergira xa opti-
malnom redenju (definicija 1.1) datog optimizacionog problema, a za mo-
difikovanu metodu Ostrawskog I poopStenu Céa-Goldstein-ovu metodu daje

se 1 ocena brzine konvergencije.

Pri tom se prvo itzlaZu algoritmi za bezuslovnu Optimizaciju, a za-

tim odgovarajude uslovne varijante dobijenth modifikactja.

U 3etvrtom poglaviju izloZene su detiri modifikacije metode Dani-
lin-P3enidnog /13/, koje se sastoje u tome da za dati niz vektora pra-
vaca definisan kao u metodi Danilin~PSenidnog, definidemo razlidite ko-
rake. Dokazena je konvergencija ka optimalnom redenju kod svake od mo-
difikacija, 1 data je ocena brzine konvergencije.

U petom poglaviju 1zlaiu se u 6.1 projektivne-varfjante bezuslov-
nih optimizactonih metoda koje ne koriste izvode: metode lokalnih vari-
jactja /4/, Powell-Zanguwill-ove metode /46/, /62/ 1 ciklidre koordina—
tne metode., Ovde se na prirodan nadin, kako to do sada nije radjeno, vr-—
31 adaptacija bezuslovnih optimizacionth metoda na sludaj kada su cgrani-
denja data u obliku linearnmih jednakosti, odnosno nejednakosti. U 5,2 je
dato poopStenje rezultata Demilin-a /11/, koji se odnose na optimizaci-

Ju uz ograntdenja u obliku nelinearmth jednakostti.
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|1. POGLAVLJE

1.1 Potrebni i dovolgni uslovi optimalnosti

Op3%ti problem nelinearnog programiranja mofemo formulisati na sle-
dedi nadin: nadi

(1.1) min {&{x)| z€ X},

gde Jje X = {xeD| fi(:r:)e_-Of, £=1,..., M},

pri Jemu su funkeije ¢ ¢ peR' +R % fi : Dc R+ R, 1€ Io’ .Z'{_’l ={1,...,m}

di ferenctijabilne na otvorenom skupu D.

Funkeija ¢ se sove funkeija eilja, funketije fi-‘ tel , §e zovu fun—
keije ogranidenja ili samo = ogranidenja. Skup X je dopustivi skup, a
avako x e X nazivamo dopustivim redenjem. Za ogranidenje f 2 je I 0 demo
redi da je aktivno u datoj tadki xe X ako Jje fj(:c) = 0.

7a bilo koje xe X 1 €2 0 definidimo skup indeksa I(x,elC I, na gle-
dedi nadin: |

I(z,e) = {jel, | -eﬁfj(x)_ﬁ-o }.

Spectijalno, I(xz,0) de oznadavati skup indeksa koji odgovaraju onim

ogranidenjima koja su aktivna u &.

Definictja 1.1. Optimalnim redenjem 111 globalnim minimumom prob-

1ema (1.1) nazivamo onu tadku x*c X za koju vaZ?l

(1.2) d(x) > ¢}(a:*) za ¥xe X .




Definicija 1.2. Lokalnim minimumom problema (1.1) nazivamo tadku

z*e X ako postoji e > O tako da vaZi
(1.3) bl(x) =z ¢(x*) za Vee {ze X| ypao—xz*y ¢ el

Ako su nejednakosti (1.2}, odnosno (1.3) stroge, talka x*e X Jje

strogi globalni mEnimum, odnosno strogi lokalni minimum.

Sada demo izloZiti dve leme koje demo koristiti u dokazu poznate

Kuhn-Tucker—ove teoreme. Prethodno definidemo dopustivi vektor pravea.

Definicija 1.3. Neka xe X. 2Za vektor pravea pe R’ demo redi da je
dopustiv u tadki x ako postojtr ay > 0 takvo da x - ap € X za fue(o,ad] .

Lema 1.1. Neka je x dopustivo regeﬁje problema (1.1). Neka je
¢ : DER" + R diferencijabilna u tadki x. Potreban uslov da je x opti-
malno redenje problema (1,1} jeste da ne postoji dopustivi vektor pra-

vea pe -4 kojt zadovoliava nejednakost

(1.4) < Vo(x), p »H0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji o qa°> 0
takvo da x - ape X za ¥o e [’o,ad] { da vektor p zadovoljava uslov

(1.4). Tada, podto je , na osnovu diferencijabilnosti ¢

Z'I:m ¢(.’L‘) - ¢(x - GR) - <v¢(x)"p.>’

ol
o0

iz (1.4) sledi da je

7:ﬂ,::b(:ir:)-d:(;r:--a:_:t;:l) s 0

Q

l
a0

L




Iz definicije granzéne vrednosti sledi da mora postojatt a > 0 takvo

da je za svako a # 0, -aca«ta_ . b(x) = ¢(:c - ap) 0, odnosno da je
s(x — ap) <d(z) za yael(0, a). Sled: da ako je O<a< mn {c:d,a} da je

o(x—ap) < ¢(x) T pri tom je x —ap dopustivoe redenje. Prema tome, & ni-
je optimalno redenje problema ( 1.1), &to je suprotno sa pretpostavkom

teoreme.

=i

Lema 1.2. (Farkas /18/}  Z2a date vektore a € ', i =1,...,t L geR'
ne postoji vektor pé& R* koji azadovoljava relacije

<g.lp}}0 ‘I: (ai"p.};o" 1::1J-|t,t

ako i samo ako se g moZe izraziti kao linearna kombinacija oblika

T
Dokaz. Pogledati na primer, u Zangwill /63/, str. 290.

Pre nego 8to formuliSemo teoremu Kuhn-Tucker-a, definidimo po-—
jam regularnosti .

Definicija 1.4, KaSemo da je u tadki xe X zadovoljen uslov regula-
rnosti ako 8u gradijent vektori aktivnih ogranidenjd u x, Vfi(a:)_,

ieI{x,0), linearno nezavient, tj. ako va3i
(1.5) rang (Vfi(:c)_, ieI(x,0)) = q < n kadgod je kard I(x,0) =q > 0.

Za dopustivi skup X kaZemo da je regularan ako je u gvakoj tadki
x e X sadovoljen uslov (1.5).




Teorema 1.3. (Kwm-Tucker /32/) Neka su funkeije ¢:Dc R*sR 1
fi:Dc. AR, ie I, diferencijabilne na otvoréndm skupu D. Neka je x* -
dopustivo redenje, pri demu je fi(.r‘*) -0 za 7 € Ilzx*,0). Tada, ako je
u tadki x* szadovoljen uslov regularnosti (1.5), potreban uslov da Je

x* - optimalno redenje problema (1.1) jeste da vaZi sledede

(1.6) Vo(x*) = L li‘?fi(m*), )\1:5 0, ie I(x*,0).
1€ I(x*,0) _ .
Dokaz.  Pretpostavimo da ne vait relactija (1.6). Tada, na osnovu

leme 1.2 sledi da postoji vektor p& 7t takav da za x = x* zadovoljava
nejednakost (1.4) t uslov

(1.7) {Vf‘i(x*), p>20, 1€ I(z*,0).

Po¥to u taldki x* vadi uglov regularnosti, pogtoji vektor qe R* takav
da vaie stroge nejednakosti

<Vf£(:n*), q>> 0, t1e I(x*,0/.

Zagmenimo p 8a p + €4, gde je € ma koji pozitivan broj takav da va3i
<V4(z*), p + eq> > 0. Dakle, sve nejednakosti iz (1.7) postaju stroge.
Sledi da funkeije ogranidenja zadovoljavaju relaciju [, (x*~ap) <0,

i€ I(zx*,0) za sve vrednosti o iz nekog odredjenog intervala, tji. 2a

a € (0,a%). Neka je a > O takvo da & — ep€X za ¥a € [0,2] . Tada je
g svako a, O0<a< min {a*,a} vektor p dopustiv u tadki x*. Sledi da
p zadovoljava pretpostavke leme 1.1, Q odatle sledi da x* nije opti-

malno redenje problema (1.1), §to je kontradiktorno 8a pretpostavkom
teoreme.

UobiZajeno je da se Kuhn—Tucker-m;i uslovi (1.6) pidu u slede-
dem obliku

m ..
(1.8) velx*) = _1‘.1 A Vfi(a:*), R 0, 1 =1,...,M
1= |




(1.9) A, Vfy(z*) =0, ©=1,...,m.

Definicija 1.5. Tadka x*e X koja zadovoljava uslove (1.8) i (1.9) na-

2iva se Kuhn-Tucker—ovom tadkom ili stacionarmom tadkom problema (1.1).

 Teorema 1.3 je mogla da se dokaZe 1 pod pretpostavkama slabijim
od uslova (1.5). Naime, postoje i drugadije formulisani uslovi regular-
nosti (constraint qualifications) i manje strogi od uslova (1.5). Pome-
nimo: Kum—Tucker—ov uslov regularmosti /32/, Slater—ov uslov regular—
nostt /57/, Arrow-Hurwicz-Uzawa uslov reqularnosti /2/, Karlin-ov us-—

lov regularmostt /29/ © druge.

Mangasarian 0.L. detaljno razmatra razne uslove regularnosti, kao

1 veze itzmedju njith u /36/.

Posledica 1.3 se odnosi na epecijalan sludaj problema (1.1) kada
su sva ogranidenja sadata u obliku jednakosti. | |

Posledica 1.3. Razmatramo optimizacioni problem:

H

(1.10)  min{é(z) |xeX}, X—'—‘{a:eD[fi(w)i'O, £=1,...,m}

Neka su funkecije ¢:Dc.Rn + R 1 fi: De R'+R, iel‘o ={1,...,m} dife-
rencijabilne na otvorenom skupu D. Neka je x* - optimalno redenje pro-
blema (1.10) i neka je u tadki x*. zadovoljen uslov regularmosti (1.5).

Tada postoje neogranident po znaku mmoiioct Ass iéIo, takvi da va3i

n
Velx*) = L Aivfi(m*).
1=1
Dokaz. Pogledati na pr. u Hadley /28/, str.68.

Teorema 1.3 daje samo potrebne uslove optimalnosti u z*, (1.8) 1
(1.9). Da bi oni bili i dovoljni, potrebno je da udinimo jod neke doda-

tne pretpostavke o funkeiji cilja ¢ i funkeijama ogranidenjd f?:, 1€ 1T o




Zato demo prvo dati neke definicije 1 stavove.

pefinicija 1.6. Za funkerju $:D< R*+R kaZemo da je pseudokonveks-
na na otvorenom t konveksnom skupu D ako je ¢ diferencijabilna 1 2a

2 xl,.rze D va3z

L]

cv¢(ml),(32-x1) > 2 0 = ¢(:r:2);; ¢(a:1).

Ako je x, 7 Tys Q nejednakost stroga, kafemo da je ¢ strogo pseudokon-

veksna funkeija.

Lema 1.4, Neka gje ¢:DC R*+R pseudokonveksna funketja na otvorenom

i konveksnom skupu D. Pretpostavimo da je Vo(x*) =0 za neko z*e D. Ta-
da je V¢(x*) = O potreban t dovoljan uslov da je tadka x* globalni mi-
nimum funketije ¢. Ako je $ strogo pseudokonveksna, x* je jedinstvent

globalnt minimum,
Dokaz. Dokaz eledi neposredno iz definicije 1.6.

Za funkeiju ¢:DC R*+R kaZemo da je kvazikonveksna

Definicija 1.7.
vielo,1] vadi

na konveksnom skupu D ako za ¥ x;,x,€D A
¢ ]:A:cl + (1—1);1:2] < max{d:(xz), ¢(a:2)}.

Ako Je z, # Ty 0< <1, a nejednakost stroga, kaZemo da je ¢ strogo

kvazikonveksna funkeija.

Lema 1.5. Nivoski skup L = {ze D|¢(x) & B} je konveksan za ¥BER
ako i samo ako je ¢:D: R +R xvazikonveksna funkeija na komveksnom sKu-

pu D.




L,

Dokaz. Videti na pr. u Avriel /3/, str. 145.

Definicija 1.8. Za funketju ¢ : De R+ R ka3emo da je konveksna na

konveksnom skupu D ako za ¥ x ,x,€D T ¥ efo,1] vaz?

o [ Mz, + (1-Mz,] $helz,) + (1-M)elzy).

Ako Je x4 7 x2;o<3\<1, a nejednakost stroga, kaZemo da je ¢ strogo kon-

veksna.

Lema 1.6. Ako je diferencijabilna funkeija $:D¢C R'+R konveksna na
otvorenom i konveksnom skupu D, ona je i pseudokonveksna i strogo kva-
zikonveksna.

Dokaz. ‘Dokaz neposredno sledi i3 definicija 1.6, 1.7 1 1.8.

Teorema 1.7. Jeka je funkerja $:D¢ R+ R pseudokonveksna, a funkei-

Je fi". Dc R*+R, <& Io diferencijabilne 1 Kvazikonveksne na otvorenom
konveksnom gkupu D. Neka x*e X 7 neka je u x* zadovoljen uslov regula~
rnosti (1.5). Tada je potreban i dovoljan uslov da je x* optimalno re-
Zenje problema (1.1)da je x* - Kuhn-Tucker—ova tadka problema (1.1).

Dokaz. Videti na primer u Zangwill /63/, str. 47.




1.2. 0 najvaznijim pristupima reiavanju problema (1.1)

Postoje dva osmovna pristupa redavanju problema (1.1). Kod prvoga
prigtupa se O ogranidenjima vodi raduna na ivdirektan nalin i problem us-
lovme optimizacije (1.1) se svodi na problem (odnosno niz problema) bez-
uslovne optimizacije. Najvainije metode sa oﬁakvim vristupom predstavlija-
Ju metode kaznenih funkeija koje su najvide tzudavali: Fiacco © Me Cor—
mick /19/, Poljak /45/, Polak /44/, Luenberger /34/, Conn i Pietrzykow-
gkt /?/ 1 drugt.

Drugi pristup karakteride direkino razmatranje ogranidenja. Metode
sa ovakvim pristupom moZemo nazvati metodama dopustivih pravaca u 3irem
smiglu. Ove metode su 1teracione 1 generidu niz tadaka {zk} szédeéeg
oblika:

(1.11) Tpp1 = TPy a:k+zeX, ¢(mk+z)£¢(xk), k=0,1,25...,

gde je p;, - dopustivi pravac u tadki 2y, (defirieija 1.3), a a5 — velt-
3ina koraka duZ pravea pp. Pomenimo Zownter.iiix—ove metode dopustivih
pravaca /64/, zatim razne projektivne metolez, wao: Rosen—ovu /52/, /53/,
Goldfarb~obu /25/, Ritter-ovu /50/, Best i Biszer-ovu /5/ 1 druge.

0 projektivnim metodama bide posebrc re3i u drugom poglavlju, a
mi demo ovde tzlo3iti osnovna stanovidta o xcjih se polazilo u defi-
nisanju iteracionth metoda oblika (1.11) < cralizi njithovih konver—

gencetjskih svojstava.

Monotoni iteracioni algoritmi su vrio 3esto definisanti pomodu sku-
povnog preslikavanja A:V+V u kojem je slixa Alxz) ma koje tadke xe V,
podakup skupa V. Koriddenjem svojstava skupovrog preslikavanja dodlo se
do konvergencijskih rezultata za optimizaciore algoritme najop&tijeg ob-
1ika, kao na primer u Zangwill /63/, Polak /44/, Luenberger /34/ itd.

Na drugoj strani, razvio se pristup monotonim'optimizacionim al-
goritmima koji koristi takoavane "orinudne” ("Fforcing") funkerje: Orte-=
ga 1 Rheinboldt /41/, Dantel /10/, Rauch /43/, V. Kovadevid /30/ 1 drugt.




Kakve su to'hprinudhe" funkeije? Raani autori th razlidito defini-
Fu, ali je u svim tim raznim definicijama zajednidko sledede: nenegativ-
na "prinudna” funkeija v igra ulogu "indikatora optimalnosti” i tteraci-
Jja x, se mo3e ponoviti samo ako je u(xk) = 0. Ako je u(xk)>o, zahtevade-
mo da slededa iteracija Iy .4 daje umanjenje funkeije ecilja ¢ koje iznost
bar u(.:r:k), tj. da vagt

-

¢(xk) - ¢(xk+1);-u(xk).

Termin "pristup pomodu prinudnih funketja" se koristi, podto s je-
dne strane u "prinudjava" ("forces") funkeiju cilja ¢ da opada ako je
u(xk) >0, i, na drugoj strani, Komvergencija niza vrednosti fumkeije
{¢(xk)} de imati za posledicu konvergenciju niza {u(xk)} ka nult (niz
{u(xk)} de konmvergencijom niza {¢(x;)} biti "prinudjen” da teFi ka nult).

Medjutim, ovakvim pristupom nisu dogkora bili obuhvadeni optimi-
zactoni algoritmi onako op8teg karaktera kao kod skupovnog prigtupa. 1977.
R.R.Meyer objavijuje rad /37/ sa pristupom konvergencijskoj analizi op-—
timizacionih algoritama, zasnovanom na prinudnim funketjama, u ibjem'iz-
laze rezultate koji ne samo da su op¥tiji od reszultata dobijenth sku=~
povnim pristupom, ved su, Stavife, desto lak3i za primenu. Zatim, Meyer—
ovi resultatr mogu se jednostavno prodiriti i na klasu nekth algoritama

koii se ne mogu dirvekino razmatrati pomodu sKupovnog pristupa.

Meyer takodje pokazuje kako se zadatom skupovnom preslikavangju
(kojim je definisan dati optimizacioni algoritam) mogu pridruiiti pri-
nudne funkeije sa gore navedenim gvojstvima, 1 obrnuto, kako se, kod al-
goritama definisanim pomodu prinudnih funkeija moZe definisati odgovara=~
jude skupovmo preslikavanje © na taj nadin pokazuje ekvivalenetju ovih
dvaju pristupa. |

Meyer u /37/ na kraju pokazuje da su algoritmi Ortega t© Rheinboldta

/41/ samo speetjalan sludaj pristupa tzloZenog u ovom radu.

Podto se u ovoj tezt u poglavlju 3. i 4. raazmatraju monotoni op—
timizacioni algoritmi koji se defint3u pomocu prinudnih funketja, Meyer—

ovi vezultati bacaju svakako novo svetlo na znadaj ovakvih pristupa.




1.3. Algoritmi za nalazZenje koraka

Razmatramo iteracione optimizacione algoritme kojt generidu nizo-
"ve tadaka {2z } oblika (1.11). Wiz {=,} je definisan ako je definisan
niz vektora pravaca {pk} 1 nia Koraka {ak} odnosno, ako su nam poznatt

algoritmi za generisanje niza {py}, odnosno {ag )

Elkin /17/, Topkis © Vienott /61/, Ortega i Rheinboldt /41/, Dani-
el /10/, Rauch /49/ izuavaju algoritme koit generidu vektore pravaca
algoritme za taradunavanje koraka nezavisno jedne od drugih, §to im omo-

quduje da raznim kombinacijama ovih algoritama dodju do razliditih opti-
mizacionih metoda. Ovde demo posebno izloZiti one algoritme za nalaZenje

koraka, dijim modifikacijama se bavimo u tredem poglavliju.
Pruo demo izlo3iti algoritme koji se odnose na bezuslovnu optimi-
zaetju

(1.12) min{¢(x) |z e D},

gde Je $:D¢ R*+R neprekidno diferencijabilna funkeija na otvorenom sku-
pu D,

Pre nego Sto predjemo na definisanje samih algoritama, dademo ne-
ke definicije © leme koje se koriste u dokezima u poglaviju 3. (i 4).

Definicija 1.9. Preslikavanje o: [0,=)+ (0,®) jeste prinudna funkei-
ja ako za ma koji niz {tk}C.[b,w)

limo (t,) = 0 povladt lim ¢, = 0

Koo K -0

T of(t)> 0 zma t>0.




Definicija 1.10. Pretpostauimo da je funkcija $:DC B> R raunmomerno

gprekidna na skupu Doc D. Tada se funkeija w definisana relactjom

(1.13) wlt) = sup{ néfx) =y |a:_,yeDo, Wax-y | ¢t}

a svako tz 0 za koje je w(t) <= zove moduo neprekidnosti ¢ na Do'

Lema 1.8. Pretpostavimo da je funketja ¢: D¢ R +R raunomerno nepre-
kidna na konveksnom skupu D C D. Tada je moduo neprekidnosti ¢ na D de—

finisan t monotono rastuda mvnomemo neprekidna funkeija na [o,+ﬂ=) 1

wl(o) = 0,

Dokaz. Videti u Ortega i Rheinboldt /41/, str. 64.

Definicija 1.11. Pretpostavimo da je funketja ¢:Dc B'+R neprekidno

diferencijabilna i pretpostavimo da na nekom skupu D C D vaii
y = sup{ 11 9¢(x) - Vely)il |x,ye Do]‘—"O .

Tada preslikavanje s: [0,°)+ [[0,%) definisano sa

infliuzyu |x,yé D, N Ve(x)-Vely) )2 tl, t€[o,7),

(1.10)  8(8) =\, att),  te(nt=),

S

je takozvani obratni moduo neprekidnosti od V¢ na Do (videti /41/, str.482).

vidimo da je s uvek defintsana i monotono rastuda funkeija 1 da

Jje s(o) =




Lema 1.9.  Pretpostavimo da ¢:DC R +R ima ravnomerno neprekidne iz-
vode na D C D % da je vy iz definicije 1.11 pozitivmo. Tada je s(t) >0
2q gvako t>0. Dakle, s je prinudna funkeija,

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz definicije 1.11.

& -

Lema 1.10. Neka je funkeija ¢:DCR" +R dva puta neprekidno diferen-
cijabilna na otvorenom skupu D i neka postoji takvo m, o<m<<= da za
¢y zeD i¥ye R vai

<y:H(3)y> 7 mhyil 2:

gde je H(x) — hesijan funkecije ¢ u taXki z. Tada je funkeija ¢ strogo ko-
nvekana © za ma koju tadku x o€ D skup

L= {zeD |¢(x)& ¢(x )}

je ograniden (1 konveksanl.
Dokaz. Videti u Polak /44/, str. 340.

Definicija 1.12. KaZemo da je skup ScR' povezan ako se ne mozie pre-
dstaviti kao unija dvaju disjunktnih nepraznih otvorenih skupova. Maksi-
mailni povezani podskup, tj. povesani podskup koji nije sadrian nt u ko-
jem vedem povezanom podskupu, zove ge komponenta sKupa.

Definicija 1.13. KaZemo da je skup Sc ' ludno povezan ako za’
¥ x,y€ S postoji neprekic&zo preslikavanje p: [o0,1] + S tako da Je
plo) =z i p(l) =y . |




03igledno je svaki ludno povezan skup 1 povezan 1 8vaki otvoren

povezan skup je lucno povezan.

Lema 1.11. Neka je ¢: :DCR'+R neprekidna funkcz,ja na otverenom skupu

D i neka je diferencijabilna na kompaktnom sKupu °, gde smo sa L° ozna-

3i1i ludno-povezanu Komponentu nivoskog skupa L = { zeD|¢(x)c ¢(2 )} 2a

neko x € D. Tada, za svako xeL° © peRn za koje va3t <V¢(z),p> >O pos—
todi a’* > 0 takvo da je #(x) = $(x= a'p) i [x,x - a’p]C L°. Specijalno,

ako je n>0 ma koji broj sa svojstvom da je
(1.15) o(x—ap)< ¢(x) za ¥z - apé (x,z-np] N °,

tada [x,x=np]C I°,
Dokaz. Videti u /41/, stn, 480.

Lema 1.12. Neka je ¢: D R*+R neprekidno diferencijabilna funeija na
kompaktnom skupu D €D i pretpostavimo da je skup stacionarnih tadaka od
¢ ubD, konadan. Neka Je {mk}cD ma koji niz takav da je lim (a: xk”) = 0

k-0

z* 1 Telxt) = 0.

1 lim V¢(xk) = 0. Tada Je lim 2,

| e K-3<co
Dokaz. Videti u /41/, str. 476.
Lema 1.13. Ppetpostavimo da Je funkeija ¢:D< AR neprekidno difere-

neijabilna na D¢ D i da je moduo neprekidnosti

K

wit) = sup {NV(z) - Voly)n |uz-yns<t, X,y D, }

od V¢ na D dobro definisan i neprekidan na [0,=). Tada za $¥zeD 1
p # 0 vaZi |




17.

y
(1.16) ¢(z—ap) & ¢(x) ~a<Vé{z),p>+ alip) S wltay ply Jdt,
o

2q Yo takvo da [x,2—a p]C D,- Specijalno, ako V¢ zadovoljava Lipschitz=ov

uslov
1 Ve(x) = 96(ylu ¢ Ynxyy 3a ¥xjyc Dps Y72 0.

vaszt

Y 2

(1.17)  ¢lx—ap) & ¢(x) = a<Ve(x),p> + 3 a? )y pi

Dokaz. Videti u Ortega, Rheinboldt /41/, str. 254.

Sada mo3emo izloZiti i same algoritme 24 naladenje koraka koji se

odnose na problem (1.12).

Razmatramo iterativne algoritme 24 nalaienje optimalnog redenja

problema (1.12) koji generidu niaove tadaka {x;} oblika
$k+1 :xk_qkpk‘ k::o_'.l_‘z-.o,

pri Gemu pretpostavimo da vektor pravea py, zadovoljava sledede:

'pk 0 © <V(x), Pp>? 0.

”

Korak a2 0 izradunavamo pomodu jednog od slededih algoritama:

Curry-Atiman-ov algoritam /41/, str. 251,

oy = 0 ako Je <V¢__(xk),pk> = 0;

inace
{1.18) o = min {x2 0 ‘.:_vq,(xk-upk),pk:. = u<v¢(a:kj,pk>},

gde je uwelo,1) fikeiran broj.
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céa-Goldstein-ov algoritam /54/, str. 93.

oy = 0 ako je <v¢(xk),pk> = 0; wnacde

oy > 0 je takav broj da vaZe sledede relacije
(1.19) ¢(mk).— ¢(xy =0, Dy /) 2 uey, f?¢(mk),pk>
(1.20) ¢(xk) - ¢(xé-2akpk) <2u;k <V¢ka),pk>,
gde je O<u<l fiksiran broj.

Algoritam Ostrowskog /b1/, str. 481.

Pretpostavilijamo da funkeija ¢:Dc;Rn-»R zsadovoljava slededi uslov

na otvorenom skupu D:
N9e(z) =Ve(y)ns yitz-yn 2a vzx,yel, v>0

Korak o, 8e definide na slededi nadin:

!

0 , ako je <?¢(zk),pk> = 0;
€?¢(xk),pk}

(1.21) ak:J ;
[Yh?kn N Py i

, inade.

Za sludaj uslovne optimizacije vrSene su razne adaptactje posto-
jedih algoritama za nalaZenje koraka w problemima bezuslovne optimizaci—
Jje, kao npr. w: Daniel /10/, Ritter /51/.

Ovde demo podrobnije izloZiti pristup S.W. Rauch-a na osnovu nje-
govog rada /49/,jer demo ga koristiti u poglavlju 3. u definisanju us-—
lovne varijante dobijenih modifikacija bezuslovnih algoritama za gene-

risanje koraka I
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T

5 W. Rauch razmatra slededi problem nelinéarnog programiranja

-

(1.22) min{$(x) | zeX}, X = {ze lej(x)__-:-o, Jje I = {I,...,m}},

a funkeije ¢,fj-'DC. R*+R, Jje€ I, su nepmkidno diferencijabtine na ot-

vorenom konveksnom skupu D.

ah

Ravich u /49/ pro&iruje Elkin-ovu /1 7/ teoriju konvergencije za

besuslovnu optimizaciju na problem oblika (1.22).

Ako je x, proigvoljna tadka i1z X, L° se definide kao povezana
konponenta mvoskog skupa L = {ze D ¢(x) & <|>(x )} koja sadriz z . Rauch
dakle pretpostavlja da su eledece pretpostavke uvek ispunjene:

1. int X = {ze D| fj.(:r:)«t 0 zaw- jeI )} # &5

2. gvaka tadka skupa {xe X| fj(x) = 0 zaq neko j€ Io} jeste tadka
nagomilavanja od int(X};

3. I°4 X je zatvoreno © int(L°N X) # &;

4. ¢ je ogranidena odozdo na °N x.

Rauch zatim daje definiciju prinudne funkeije koja predstavlija po-
opdtenje pojma prinudne funkeije koju je definisao Elkin u /i7/.

Definicija 1.14. Funkeija ¢: [0,%)x... A(0,®)cC Rm-rﬁ' Jeste pmnud-
na funkeija od m promenljivih ako za svakth m nizova {t YClo,®), T = 1,
vaiz
P k K. o ny g oK
(1.23) Lim ®(t7,.0.pt ) = 0= Uim £, = 0
RK-reo K

zaq bar jedno 1, 1% is&m.

Za ma kojt skup indeksa IC I oznacqvamo Sa o , odnosno * pot-
skupove indeksa je I za koje su fj nelinearne, odnosno linearme funk-

etje.




AN
o
I":r n

Rauch razmatra odredjene minimalne uslove koje mora da zadovolgja-
va vektor pravea p, € R*. Jasno, p; mora biti dopustiv pravac u Zy (de f7-
ntetja 1.3).

Neka su b2l Fo,») +[o,»), J¢ IZ date prinudne funkeije, gde je
uj(O) = 0 1, za svako x € X, skup indeksa IC Io 1 velo,»), razmotrimo
skup

(-

K(z,I,v} = {pe Rnl pph = 1, <ij(..~:)_,p>?, uj(u)_, Jje IN, <vfj(x),p>:;,o,je IL}

Iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi da je nuidan uslov da je p do-
pustiv u tadki x da p € K(x,I(x,0),0/, ali u opStem sludaju ovaj uslov ni-
\fe dovoljan. Da bismo do te ocene moglt da dodjemo, pretpostavidemo da je
skup LN X kompaktan i da je u datoj tadki x, € I°N\ X izabran pravac takav
da vaiz

(1.24) Dy € K(xk, I(xk,sk), vk), <V¢(xk;pk>?,0

zanekoukrrO tr.k:v-O.

Osnovu za Rauch—ove uslovne verzije postojedih bezuslowmih algo-
ritama za naladenje koraka 0y, Eine sledede dve leme.

Lema 1,14, Pretpostavimo da je skup LNX kémpaktan i da vektor PL€ R"
Badovolgjava uslov (1.24) u tadki xkE'Lo."\ X.

Ao Je &:sup{aao[mk—tpke L° za vte (0,0)} 1

(1,25) a* = sup{a 20 ka-tpkex za ¥ te Eo,c:)_}, |
tada je

(1.26) a* > min{a, E.(vk’ek) },

gde je p: [ 0,%) x [0,=) c R%» [o,») prinudna funkeija od dve promenljive
koja zavisi samo od °n x.




al,

Dokaz. - Videti u Rauch /49/.- str. 211.. - = L

Ltema 1.15. (PoopStenje Elkin-ove leme 1z /17/) Pretpostavimo da je
gkup L°N X kompaktan i da vektor Py € R* zadovoljava uslov (1.24) < da
fa <9¢( xk) sDy> > 0. Tada L°N X sadr3i otvoren interval (mk, Z,-a opk) za

*

neko o, > 0. Dalje, ako je a > O ma koji broj takav da je a
(1.27) M-":k- apk) {rb(:ck) za ¥ X, = ap € (mk_,:ck- c:pk_]r\ °n X,

. - 0
tada e apk] N X L'N X.

Dokaz. Videti u Rauch /49/, 8tr. 212.

Posle izlaganja uslovnih verzija poanatih alogaritama za nala-
Zenje koraka Oys Rauch izlaZe nekoliko algoritama za nalaZenje vektora
pravea p;, takvog da zadovoljava uslov (1.24). Ovi algoritmi, kombinova-
nt ea algoritmima za nalaZenje koraka, generidu nizove talaka {a:k}
koji konvergiraju ka Kuhn-Tucker—ovoj tadki problema (1.22) (definici-

ja 1.58).

Primedba. Mangasarian 0.L. je u /35/ pokazao da su Kuhn-Tucker—ovi
uslovi /18/ ¢ /19/ za tadku x*¢ X (za problem 1,22) ekvivalentni sle-

dedim uslovima
(1.28) pq(:c*)‘?cb(::*) = 0, qg = kard I (x*,0) 1
(1.29) lq(:c*) £0 s q = kard I (x*,0),

- | T i« T -1. . | |

ortogonalna projekeija 12 R u ortogonalni komplement prostora koji ob-

razuju vektori ni(:c*) = ?fir'm*), 1e Ifx*,0), Nf (x*) = (nl(x’*), nzfm*),...,
A) - T, -1

n.(z*)), a hq(z ) = Ny(x*) Nq@*)j Nq(x*) Vo (x*).




| #éa je-skﬁp.X-Pégﬁzaran'( definicija 1.4);'rang-N£-: D N

Islodent algoritmi za naladenje pravea ukljuduju Rosen—ov /52/,
53/ 1 zountendijk-ov /64/ alogaritamn. & - procedura koja Je ukljudena u
ﬁve algoritme odgovara Zountendi jk-ovim zahtevima protiv kruZenja.

(KruSenje Jje pojava da, kad se ne vodi raduna O ogranidenjima koja nisu
aktivna, ali Su Uskoro" aktivna u posmatrancd tadki, dodje do konverge-

netje nisa {mk} ka nestacionarnoj tadkil.

Alogaritam za €

Korak 1. Ako je {Pq(:c) ve(xz)i| = 0, q = kardI (x,0), stavitt e=0;

Xorak 2. Inade, za fiksiranu monotono rastudu prinudnu funketju
n: Lo, + (0,%) takvu da je ulo) = 01 ul(t) >0 kada
Je t>0 1 fiksirano £> 1, neka je € prvt broj u ntau
G )T takav da e p (2, q = kard I(z, e) dobro
defintsano 1 u (i Pq(x) Velx)y )2 €.

Iz pretpostavljene regularnosti skupa X i osobina projekcije sle-

di da je ¢ dobro definisano.

Lema 1.16. Neka je skup X regularan, neka Jje xz, ma koja tadka 12
skupa X takva da je gkup °n X kompaktan i neka je skup

o = {ze LN X| l}‘q(:c) Vel(x)t =0, q~= kard I(x,0)}

konadan. Neka je niz {xk}C:Lof\X'ma koji niz kojt zadovoljava uslov:

1,30 ,
{ ) sz]]Pq

k>

k(xk) V¢(xk)ﬂ =0, q~ kardI(mk,ek).

»a neki dati pozitivan niz {e}} takav da je i@m € = 0. Ako se 9 sa~
) —CL>
stoji samo od jedne tadke, ili ako 9 sadr3i Konadno mmogo tadaka 1

e L e —
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Ztm ll xk k 11[ = 0 tada Je

k-»oe

lim xy, = xt, Pq(x’*)w(a:*) I} =0, q = kard I(x*,0).

Jaeo

Zatim, svi graniéni skupovi I * ntza {I (24,5 ék)_} su sadrZant u I(x*,0).

Dokaz. Videtti u Rauch /49/, str. 224.

1.4. Metoda Danilin-PZeniZnog /48/, str. 80.

»
U Eetvrtom poglavlju demo ialo3iti nekoliko modifikacija metode

Danilin-Pienidnog /13/, /48/. Zato demo ovde ukratko tzloZiti metodu
Danilin-P3enidnog, kao i najvainije stavove koje su u vezi sa njom dali

autort.

Razmatramo slededi problem optimizacije: nadi
min {¢(x) |ze B'},

gde pretpostavljamo da je funketija $:K'+R dva puta neprekidno diferen-
cijabilna. |

Neka je zadat beskonadan niz talaka {xk}c R*. Tom nizu pridrudu-
Jemo niz {yk} ¢ R koji definidemo na slededi nadin:

(1,31) = +r

Ye = % T Twe

gde su vektort r, takvi da su zadovoljeni slededi uslovi:

T Yr-n+1
"r'k""r . lrk_n.;.l”

tada je za¥kz n-1 8,3 ¢, gde je £ — proizvoljno mali poz'z.twan broj.

1, ako je &;, - determinanta ¥tji su stupet vektori

2. I rk||+0kadak+=ﬂ.



Za k3 n~1 defini&imo ﬁﬁtricﬁ”ﬁéfpbmbéu slededeg sistema jednaina
(1.32) Akrk—i = ep_ T = 0,1,00.,n1

gde je e;_, = V4(yy ;) = Ve(x,_.), ary iy = elementi niza (1.31).

Metoda Danilin-P3enidnog se definide slededom iteracijom:.
(1-33) $k+1 -_ .'L'k' - {'Ikpk_, - 0:1,2.-.,

gde je vektor pravea p; = _4;1 V¢(:rk) za k3 n-1, a matrica A, Jje zadata
gtstemom (1.32). (Za k = 0,1,...,n~2 2a p,;, 8¢ moZe uzeti npr. sam gra-

dijent V¢(xk)). Korak o, € izradunava pomodu slededeg algoritma:

Korak 1. = Uzimamo a = 1 © i{zradunavamo tadku & = & ~ oP.
Korak 2. Izradunavamo ¢(mk - apk).

Korak 3. Proveravamo da 1t va3i nejednakost

(1,34) ¢(:ck) - ¢({x) > ca <V¢(a:k),pk>, O<e<—'—zé- .

Korak 4. Ako je nejednakost 1.34 aadovoljena, tada vrednost o = 1
uzimamo za a3 inade, vrdimo umanjivanje o sve do tada
dok uslov (1.34) nije aadovoljen. |

Napomenimo ovde da su u radovima Danilina /12/ 1 Bulanij-a 1 Da-
nilina /6/ izloZeni samo specijalni sludajevi gornje metode dobijent

odredjenim izborom vektora Py

Ovde demo navesti i stavove iz /48/ koji se odnose na metodu.

Lema 1.17. Neka je {x;} ogranideni niz, Wz, =% +0, k+= 1 za
svako k2 n~1 matrica Ak je definisana sistemom jednadina (1,32). Tada
Je

(1.35) 1im WA, - H(z, )t = O,
0



fuiét

gde je H(x) - hesijan funkcije ¢ u talki x.
Dokaz. Vidett u /48/, str. 80.

Lema 1.18. Neka je ¢:R'+R dva puta neprekidno diferencijabilna fun-
kxeija takva da postoje m t M, O<m<M< = da je zadovoljen uslov:

(1.36) mllynzg_- <y,H(x)y>.&Mllyn2 zaifx,ye}?n

1 neka Jje niz {xk} takav da Je ¢(zk+1)_{.__ ¢(xk) T <Vé (a:k), Tppg = Ty > 0,
k+w, Tada Nz, ., = gl 0, k==,

Dokaz. Videt:i u /48/, str. 82.

1.6. 0 brzini konvergenci je

Xod razmatranja iteracionog alogaritma za nalafenje tadaka brlo lo-
kalnog bilo globalnog minimuma vainu ulogu tgraju globalna odnosno, loka-
Ina konvergencija. Globalna konvergencija razmatra problem da 1i de gene-
risani niz komvergirati ka redenju ako se za podetnu tadku uzme proizvolj-
na tadka. Lokalna konvergencija karakteride krajnju brzinu konvergencije
(tj. ponadanje proizvoljno dalekog dela nizal u op¥tem slulaju, odredju~
je relativme prednosti jednog algoritma u odnosu na drugt.

Definicije @ © R faktora konvergencije, koje demo ovde dati, su
motivigane dinjenicom da se u razmatranju odredjenog iteracionog procesa,
kod kojeg je x* jedna od tadaka nagomilavanja, prirodno namedu ocene ob-
lika

(1.37) if Ty o1 z*li<h || 2y, = x* P , Y ks ko.




Definisademo ove indikatora asimptotske braine konvergencije za

proizvoljan konvergentan niz.

Definicija 1.15, Neka Jje {xk}c R proizvoljan konvergentan niz sa gra-
widnom vrednoddu x*. Tada su velidine

" 0 | , ako Je xk=m* za sve osim konaclr.z

A mnogo K;
. Tre1 ~ F : .
(1.38) g {xk} =<4 lim sup , ako Je z, # x* za cve osim konc-
P Koo = z* P 3no mogb k;
! e s tnacde.

Definisane za¥pe [1,+=), kolidnidki faktort konvergencije 1li @ - fak-

tort u odnosu nag normu ik na R,

Ako Je Qp = Qp{xk} <+w= za neko pel 1,»), tada za ¥e>0 Ik  ta-
kvo da (1,.37) va3i sa B = Qp + €,

Definicija 1.16. Néka.je {xk}c:R” proizvoljan konvergentan niz sa gra-
nidnom vrednoddu z*. Tada je @ - red (ili 3esto, sdmo — red) konvergenct-

Jje niza {xk} defintsan na sleded? nadin:

( +s ako Je Qp{xk} =0, ¥pel 1,

(1.39) QQ{mk} = 1 infipe [(1,%) lQp{mk} = =} inade.

0d posebnog je interesa sludaj kada je @ - red konvergencije jednak .
KaZemo da je komvergencija niza {z,} @ - linearna (117 samo - linearnmal, z“:
je 0<@,<1. Ako je @, = 0, kaZemo da niz {xk}ima Q - superlinearmu (ili &x72

- superlinearnu) konvergenciju u x*.

Imajudi u vidu da ako je 4, <+ da za ¥e >03ko(e_) tako da ocena
(1.37) vazt sa B = @; * €, vidimo da je definieija linearme konvergenci-
je niza ekvivalentna sa slededim uslovom:

(1.40)  Iraxy, , = x*ng Bje, — =¥l Wkzpk, 0<B<I;
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odhésno, za k; = O, sa
(141) ha:k”-x*uss Iz, = e cou.. & BkH Hmo - x*, O<B<l1,

Analogno, definicija superlinearme konmvergencije je ekvivale-

ntna sa sledegdom ocenom

(142) Nz - 2* & Bk"wk - ¥ gde Bk+0’ % >

k+1
Primetimo da su definicije linearme, odnoso superlinearne Kon-
vergencije date relacijama (1.40), (1.41) © (1.42) najvide uobida-

-

Jjene.

Uzimanjem pogodnog korena umesto kolidnika uzastopnih gredaka,
dobijamo korenske (ili srednje) faktore konvergencije.

Definicija 1.17. Neka je{xk}c RE"? ma koji niz koji komvergira ka

x*, Tada su brojevi 1
- 1im sup hz, - ik , ako je p = 1;
R {:ck} = ke e
P Y 1im sup H.rk - 2*) Pk, ako je p> 1
[ e

faktori korenske (srednje) konvergencije tli, krade, R - faktort,

Definicija 1.18. Neka Jje {a:k ¢ R ma koji niz koji konmvergira ka
x*, Tada se velidina
- f ® ako je Rp {xk} =o, Yre[l,~)

O, {x,} o ,
RTK linf {p €[1,=)] Rp{xk} =1} , inade

naziva B - red konvergencije niza -{xk }.

Za razliku od Q - faktora niza, R - faktori su wvek nezar.sni

od norme na K yJkao &to tvrdi gslededa lema:




Lema 1.19. Nﬁka Je {xk}(‘ R’ proz.zvolafm niz takav da konver-gtm

ka x*. Tadu je .? {a:k} nezavisan od norme na B za -’fpe [1 ),

Dokaz. Videti u /41/, str. 288.

Primetimo da, kada {:ck} konvergira ka x*, da tada uvek postoji
ko,}o takvo da je

O.Ellxk-x*u<1 s kzk

pa je odatle, Q&Rp {a.:k_} & 1 za ¥p> 1

Ako Je O-CRI {:nk} < 1, kaZemo da_ Jje konvergencija niza {:x:k} u x*
R - linearma, dok ako je R, = 0, kaZemo da je konvergencija R - super-—
linearna. |
Kada {.'.r:k}m;.l:i’i"I konvergira ka x* 1 Och{mk} < +® 7 0<Rp{mk}<1
za neko p > 1, tada uvek moZemo dobiti jednu od relacija: Rp{a:k}ch{xk}
217 Rp{xk}:'Q {xk} i1zborom pogodne norme. Medjutim, ovo se ne mode
pogtidt za p = 1, kao §to tvrdr slededa lema:

Lema 1.20. Neka niz {a:k}c,R" konvergira ka xz*. Tada je

u svakoj normi.

Dokaz. Videt:i u /41/, str. 296

Na kraju navedimo jednu teoremu o oceni brzine konvergencije

koju demo koristiti u poglaviju 3.



29.

Teorema 1.21. (Vidi /41/, str.477) Neka Ze ¢:D RF*sg neprekidno
diferencijabilna funkeija na otvorer.z— skupu >, D i1 pretpostavimo da

(x,}e D konvergira ka x*e& D, Pretzzstavimo 2a je V¢(xz*) = 0, da je
¢ dva puta neprekidno diferencijabi’-z wu nexs’ okolini od x*, da je

hestjan H(x*} nesingularan i da posz:z:i n>C < ko takve da va3i
blxp) =6 (x, 03 n V() *, ¥r3k .

o

Tada je RI {:ck} <1,

Dokaz. Videti /41/, str, 477,




2. POGLAVLJE

2.1. 0 projektivnim metodama

Projektivne metode predstavljaju posebnu grupu metoda dopusti-
vih pravaca koje su prvenstveno definisane za redavangje problema (1.1)

kada su funkeije fi" 1€ T o linearne, tj. problema oblika

(2.1) min {¢(x)|xe X}, X = {.reRn|<a£,:c>_{. b, T€I)

aieﬁn, b.e R, i€l < I ={l,...,ml.

Pri tom se pretpostavija da je int(X) # ¢, tj. da za¥i el po-

stoji x€ X takvo da je <a,% > <b£.

Iz date dopustive tadke Ty dopustivi pravac p, se odredjuje u
linearmoj mnogostrukostt definisanoj presekom aktivnih ogranidengja
U tadki Lpe U gludaju nelinearnih ogranidenja pravac p; se projektu—
je u presek tangentnih hiperravni ogranidenja aktivmih u X, Pa se
onda posebnim postupkom dobijena talka "vrada" u dopustivi skup.

Klagidna projektivma metoda jeste Rosen-ova /52/, /53/ koja je
ustvart projektivna varijanta Cauchy-jeve metode najbrieg spudtanja

/8/.

Opisademo kako izgleda k—ti ctklus Rosen-ovog algoritma.

Na podetku k-tog ciklusa je dato sledede:
z, & X, Volx, ), I(xk_,{?) = {ieIolcai,mkn-: bi}’ Ag = (ai), 1€ I(x,,0),

R .3
Pk =1 Ak (AkAk) Ak.

' . T.-1 | _ . .
Korak 1. Neka je A = mkAk) Ak ch(_a:k) = (kik), 1€ I(:ckjo) 7
neka je € I(x,,0) takvo da vazi



via

xekk' v max {}‘ik’ ‘:ZEI(::E,O)}.'
Stauimo
o kaq;(:ck), ako Je Hkacp (xk)ﬁ;f 0;
“ ) Bvelay),  ako jel(Bus(m [ = 0 i, 3>0,

k

Th

gde je B, = I - z{rzkz{rf A, = (a), i€T(z;,0), Hz,,0) = Iz, 0ll(ey}.
Korak 2. Neka Jje
v [ ap®> by .
&, = mn{ PRI — [ <a£,Pk))0, 1€ Io}"
1%k
Ek = gup {a¢>0 |¢ (%, - upk) >¢(a:k-upk)_ 2au<al ,
- . - *
ay, = min {uk,ak},
Korak 3. Staviti Xpp1 = T T %Py Izradunatt V¢(xk+1).
.y o _ . - r _ .
Staviti I(:::k”,O) = {1€ Io I-ca?:,mk.,_z:’ = bi}" Ak+1 = (ai), 1€ I(_xk+1,0)
S T -1
Pk+z =1 Ak+1 (Ak-f-JAk-:-I) Are1’
Zamenitt k sa k+1 1 idi na korak 1.
Kriterijum zaustavljanja. Stati ako jJe Pk\?cp(:ck) =0z A, k.ﬁO.

k

Rosen—ova teorema, koju demo sad izlo3iti predstavija samo spe-
eijalan slulaj Kuhn~Tucker—ove teoreme ( teorema 1.3) koji se odnosi

‘na problem (2.1).




Teorema 2.1. (Rosen /52/) Neka je ¢:Rﬁ-ﬁR neprekidno diferencija-
bilna stiogo komveksna funkeija. Neka z* pripada preseku q hiperravni.
retpostavimo da je u x* zadovoljen uslov regularnosti (1.5). Tada je

xz* optimalno reSenje problema (2.1) ako 1 samo ako va3i:

(2.2) Pq(:n*)?cb(m*) =0 1
'_ - q = kard I(x*,0)}
L T ~1 T

A *) =0, XA (x*)=(A A )~ A Volx*), A 2(a.), < .
(2. 3) q(x ), g X i q o(x*) 7 aﬁ) 1€l {x%0)

Dokaz. Videti u /52/.

Medjutim, niz tadaka {gk} generisan gormjim originalnim Rosen-
ovim algoritmom ne mora da konvergira ka optimalnom redenju problema
(2.1) zbog f&nomena takozvanog kruienja (zastrevenijal). Kao 3to smo
ved pomenuli, kruZenje je pojava da ako razmatramo samo ogranidenja
koja su aktivna u posmatranoj tadki X, a ne vodimo raduna o onim
"skoro" aktivnim, mo3e dodi do toga da korak oy te3t nuli v onda ka-
da smo daleko od redenja. Polak /44/ je dao e - varijantu Rosen-ove
metode 1 dao korektan dokaz komvergencije ka optimalnom redenju pro-
blema (2.1). |

Shanno D.F. u /85/ predlaZe ubrzanje Rosen-ove metode za speci-

jalan sludaj problema (2.1).

Goldfarb /25/ je u svojoj doktorskoj disertaciji dao projektiv-
nu vartjantu metoda promenljive metrike Davidon-Fletcher—Powell-a
/15/, /20/, ali nije dao dokaz konvergencije dobijenog niza tadaka ka
optimalnom redenju problema (2.1) za funkeiju eilja op3teg oblika, ved
samo za kvadratnu funkciju. Iako je ova metoda u praksi pokazala dob-
re rezultate, do dokaza konvergencije za opdti oblik funkeije cilja
nije se ni do danas dodlo.

Ritter /52/, Best i Ritter /5/ uvodﬁenjém odgovarajudih proce~
dura protiv kruZenja obezbedjuju konvergenciju ka optimalnom redenju
problema (2.1) nizova tadaka {xk} generisanth njihovim projektivmim
metodama.
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Pomenimo ovde 1 projektivnu metodu Danilin-a -/11/ iako je ona

viZe od teorijskog anadaja. Danilin razmatra slededt problem
(2.4) min (¢(x)| zeX}, X= {lzeR |flz) =0}, f=(fu..sf)s

gde su funkeije ¢, f%:Rﬂ—rﬁ neprekidno diferenctjabilne, a X - glatka
(n=m) dimenziona mmogostrukost, tj u ma Rojoj talkr xre& X rang matrice
Vf je jednak m. Ako pretpostavimo, odredjencsti radi, da vait za ¥ x€ X

3f . (x)

(2.5) det ( a:: ) £ 0, 1,5 = 1,...,m, tada

L

na osnovu teoreme o implicitnim funkeijama u okolini tadke x sistem
flz) = 0 definife funkeiguy = y(t), y&H's y = (255...,8,), t&R
t Sx  seea® s TF (y,t). (vidi /11/, str.38)

Problem (2.7) se na taj nadin svodi na problem bezuslovne mini-

mizactje funkeije F(t) = ¢(t,y(t)). Dantlin w /11/ izlaie tter—
acitone metode oblika

-»

bres = B T WPk Yke1 T ¥ tards Taer T Urere trar’

i pri tom izlafe nekoliko izbora za vektor p;, a korak a, defintde

tako da zadovoljava uslov

F(tk) - F(t)2 mch(tk),pk}, O<e<-12- .

U poglavlju 5. demo dati poop8tenje Danilin-ovih rezultata.

Gill i Murray u /22/ daju originalan pristup projektivnim me=
todama u kojem zadatak uslovne optimizacije (2.1) takodje svode na
zadatak bezuslovne minimizacije u prostoru R, gde je q - broj ogra-

nidenja aktivnih u talkz R
Izlo3idemo Gill-Murray-ev algoritam u kratkim crtama.

Napidimo problem (2.1) koriddenjem matrice ogranidenja, t . u
obliku:

(2.6) min {$(x) |ATx$ b}, gde je A - n»m matrica




Noka Je z, ma koja dopustiva tadka sa odgovarajudom nxq matri-
com aktivmih ogranidenja A, © desnom stranom - vektorom b,. Da bi ta-
Gka Ty 1 = X ~ QD zadovoljavala ogranidenja koja su aktivna u g5
p; mora pripadati prostoru ortogonalrnom na prostor razapet normalama |
(gradijentima) aktivnih ogranidenja, Analogno Newton-ovoj metodi, gde
je pravac definisan bezuslovmim minimumom kvadratne funkeije, Gill © Mu~
rray - definidu pravae pkkzo minimum kvadratne aproksimacije f‘unk;ije ¢

uz uslov da Py, pripada pomenutom prostcru.

Natme, ako vmamo kvadratnu aproksimaciju funkeije ¢ u okolint .

tacke Ty

1
6(z,+p) B2 Qlp) = 8(z,) + <Vo(z,),p>+ %< Hlz )p,p>
vektor pravea Py Je redenje slededeg optimizacionog problema:
. r__ .
(2.7) min (Q(p)| Akp- O},

GLll © Murry svode problem (2.6) na bezuslovmu optimizaciju

na slededi nadin.

Ozradimo ea M linearnu mrogostrukost definisanu presekom q

aktivnih ogranidenja u tadkt 2y, ¢
= {ze B [AT::::‘-'ZJ }
k K® °

Vektorski prostor Mo ={ ye R |A£y = 0} je paralelan sa M i,
ako su vrste od Ag Linearno nezavisne, dim Mo = n—-q. Prema tome, sva-
ki vektor iz M,  se moZe izraziti kao linezarna kombinacija od n-q ba-
aisnih vektora {zj}g;g . Ovo povladi da ako je Z - matrica, &ije au
‘kolone 325 tada za svako yeé MO postoji n—-q skalara vj takvih da Je

y = zvl v - (vl,...,vn_q)

Ako tzrazimo p u ovom obliku 1 zamenimo u (2.7}, dobidemo (od-

bactvanjem konst. citnog Elanal :



(2.8) min (3 <v, ZH(z 7oes<Tilzm), o> [veR T,

Ito je sada bezuslovnt problem gz »—3 promenljivih. Ako je matrica
ZTHkZ pozitivno definitna, veder/:z v* problema (2.8) de biti rede-

nje sledede matridne jednalire:
. (2.9) ZH(z)Tv*= -2 V4(z,).

ReZenje p* problema (2.7) de ondz zlasiti p* = Zv*.

- Kada smo vektor pravea Py, r.25.7 na ovaj nadin, nalazimo Korak
oy Na fati nadin kao u Rogen-ove. =:ztodi, i1 nalazimo talku

: - L} - L ] r: ; . - " _|
Xy ,q T T T %Py T proces iterir dok ne dodjemo do re3enja prob

lema (2.6).

Karakteristika ovakvog prigz.ca jeste da 8to je vedi broj og-

ranidenja aktivnih u g5 manjz J¢ iimenzija sistema jednadina (2.9)
koji treba rediti da bismo odrecilc 2.

[
-

Gill © Murray su razvili r:zi:.iko efikasnih postupaka za nala-
Fenje matrice Z- tj. baztsnih ve-::rz n—-q dimenzionog prostora, kao
i za efikasno dobijanje nove mazx=:>: iz prethodne za sludaj kada se
odgovarajude aktivno ogranidenje :Z3iranjuje, odnosno, kada novo ne-
aktivno ogranidenje postaje akti .l u tadki Ly gt 0 ovome se détglj—

nije mo3e nadi u radovima /23/, , I<,/, /26/.
Nave3demo neke od ovih poeT.T 2<a.
1. Formirajmo matricu T nz 2.zdedt nadin
T

T = k

v

S
ti. na q linearno nezavisnih vre:i —atrice Ai dodato je n—-q proiz-
voliyih linearno nezavisnih vrscz “cje &ine matricu Vk.

Nije tedko videti da matrix. . Zine upravo n-—q poslednjih ko-
_1 L
lona od T ~, tJ.




ob.

¥

[ty =1 :' S '
i il T na primer.

Mediutim, ovaj metod ima dva osnovma nedostatka: prvi - kada
zbog neagodnog izbora Z mo3e da se desi da projeketja gradijenta
v¢(a:k)p = ZT%(J:k) bude velika dak 1 kad je Xy, blizu stacionarne
tadke, drugi - nepogodgn tzbor Z moZe dovesti do vrlo slabo uslov-
ljene matrice H(;r:k)p = ZTH (xk)Z - projektovanog hesijana, E:-'ak 1 kad
je polaznt problem dobro uslovijen.

Slededi postupak za nalaé’enje' Z obezbedjuje da projektovani he-
stjean H(a:k)p tma mintmalnt Kondition number - odnosno velidi-

nu uslovljenostz.

Pri tom velidina uslovljenosti k(H(xk)p)_, koja se definide kao

"
k(d(z ) =M E(z) 0 HE=) )

gde je H(:ck)p (H(a:k) H(xk

H(xk)p - pseudoinverz od H (xk)p, Za-
visi od k(H(x))) < od [k(Z)J

(/22/ str, 60)

2

2. Pretpostavimo da je Vk protzvoljno 1 da je poznata LQ fak-

torizacija matrice T, tj.
T = L@,

gde je L - donja trougaona matrica, a § - ortogonalna matrica, @ de-

mo razdeliti na slededt nadin
1 I

2 3

| Q£
]|
r - —._a
O O

Q je qxn matrica, a Q2 je (n—q)xn matrica. Nije tedko pokazati da
je 2 = QT (vidi /22/, str. 61).
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2.2. 0 optimizacionim metodama koje ne
koriste izvode

Sve metode kogje smo dosad razmatrali u oba poglavlija koriste
prve, a neke i druge parcijalne izvode funkeije eilja 1t pomodu njih

odredjuju egzistenciju 1 polodaj traZenog minimuma.

Ipak u problemima optimizacije u rraksi &esto je iaradunavanje
samih vrednosti funkeije cilja odnosno ogranilenja veoma dugo i kom-
plikovano, pa je nalaZenje eksplicitnih izraza za potrebne izvode jod
teZe 1lt dak © nemogude. U ovakvim sludajevima pribegava se nwmerid-
kom diferenciranju, tj., aproksimacijama izvoda pomodu konadnih razli-
ka. Medjutim, greSke (aproksimacije, zaokruZenja) koje povliade ova-
kvt pristupi,mogu da dovedu do sasvim spore konvergencije algoritma, ili
dak da dovedu dotle da algoritam uop8te ne konvergira iako je teorij-
skt komvergencija obezbedjena. Stewart /§4/ je na ovakav nadin modifi-
kovao Davidon~Fletcher—Powell~ovu metodu, Rll 7 Murray njithovu gore

pomenutu quazi-Newton-ovu metodu, itd.

Zbog navedenih te3koda koje prate numeridko diferencirangje za
praksu su veoma analajne optimizacione metode koje zahtevaju samo iz-
radunagvanje vrednosti funkeije eilja. Ovakve metode, zbog svoje pri-
rode, ne zahtevaju jake pretpostavke o funkeiji eilja, (obidno samo
neprekidnost) pa zato imaju vrlo Firoko polje primene: npr. kada su
izvodi prekidni, kada vrednosti funkeije predstavijaju rezultat ek-
sperimenta 1td.

Medjutim, dok gradijentne metode imaju dokaze optimalnosti,
vedina metoda koje koriste izvode th nema © zato ome najdedde daju
ne optimalno, ved neko "dobro' redenje, koje za praktidne svrhe ap-
roksimira optimalno redenje. Takodje, ovde su i problemi dokaza kon-
vergenctije prisutni za razliku od metoda ea dobrom teorijskom pod-
Logom.Efikasnost ovih metoda je u praksi mmogo slabija od gradijen-—
tnth metoda podto koriste vrlo malo podataka o posmatranom optimal-
nom problemu.




Metode koje ne koriste itzvode su tpak, uprkos svim naved:» -
nedostacima vrlo vadne 1 interesantne za tzudavanje jer se u prak::

mogu primeniti onda kada sve druge metode otkazu.

Sada demo taloZiti nekoliko pozmatijih metoda azg bezuslovru

optimizaciju koje ne koriste izvode.

Cikli¢na koordinatna metoda
Razmatramo slededt problem: nadi
(*)  min{e(z) | ze A},

Pretpos tavi demo da postoji takva tadka xe R' da Je nitvoski skup
{xe Rn|¢(x):f. ¢ (x)} ograniden.

Algoritam
Korak 1. Nadi takvu tadku « ¢ B' da je skup
L(a:;)={ :r:ﬁ_-'_Rn[ ¢r'x)5¢(.:r:i)] ograntden. Staviti k = 1.

Korak 2. Za 1 = 1,...,n tzradunati

K _ k :

K K e (2 4a

N + e ' - - * - : . . - * " "’
blax ot apee )= mndlz, , +ae )y £ .31=1,..., n su jedinidni

a. 2

koordinatni vektori.

Korak 3. Staviti o' = 25,
.k ° "ok
Nadi a_ = maz  {la| , © = 1,...,n}.
.k . . . . .
Ako Je @, = 0, td1 na korak 4; inade zameniti k sa k+1 <

td1 na korak 2.




L _"-f’l :--i. ’

39.

| . — o |
Korak 4. Staviti Zopt 1413 STOP,

Teorema 22, Neka je ¢:Hn-*R konveksnn diferencijabtlna funkeija.

Tad& je nizi xg} , k=1,2,...,1=0,1,...,n,generisan gornjim al-"
goritmom i1t komadan i njegova poslednju talka Jje optimainp rede-
nje problema (2.13), 11¢ beskonadan 1 svaka njegova tadka nagomi lavanja

je optimalno re3enje problema (2.13).

Dokaz. Tz konveksnosti i neprekidnosti funkeije ¢ na R sledi za-
tvorenost skupa L(xé). Odavde i iz ogranidenosti skupa L(xi) (korak 1)

sledi kompaktnost L:x:}_

Po konstrukeiji Jje ¢(x§)£é¢(x§_1)f+¢(mi) 20V k T V11,8, .0 .
Odatle sledi da {zs}e Lizl),

Iz kompaktnosti skupa L(xi) sledi da postojt KW tako da va3t

k - 1 . :
(2.11) To > Ty keK, k-+w=, xigL(xo), T = 1,004,

Niz {¢(z§)} je monotono opadajudi 1 ograniden odozds, dakle, kon-

vergentan., Prema tome vait
K - | . _
(2.12) ¢(x£) > ¢, koo, 1= 1,...,7m.
Dakle,iz (2.11), (2.12) 1 neprekidnosti ¢ sled:

(2.13) 1im 6(25) = 1im 6(25) = ¢(x.) =8, i = 1,...4n
k""‘" T kEK 1 y

J¢ 0

Odavde sledi da je ¢(xi+1) = ¢(m£), 1 = 1,;..,n.

DokaZimo da je bilo koja od tadaka nagomilavanja z. optimalno
. - v . . - - *
redenje. PokaZimo da to vaZi npr. za t = 1.1 oznadimo »* sa x . Iz

(2.11) sled:
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T .
Iz x? ='m§ 4 az eE”SZedi, zd k€ K, k -~ =
oy A . ‘
mg Xt b 1232,
de je a, = lim ak 1 ¢{x* +a,e )& ¢(x* + 22,) zaMaékR.
g 27 pom 2 2% 2 2
ke K

Ako pretpostavimo da x* nije optimai»: rz3enje problema (2.10),
bide zbog diferencijabilnostt, ¢(ac£) < ¢(x*, zzneko t€l{2,...,n}, a

to je kontradiktormo sa (2.13). Dakle, zboz 2.13) de vaziti

min o(x* + ae.) = ¢(x*), € = 1,...,~
o T

- -

U sludaju kada je ntz {mg} konadan, Z:-zz je trivijalan i sle-

di neposredno iz algoritma.

Metoda lokalnih'varijacija /4b/, str. 63.

o I""’d2n-1 = éyo d2n = Teys
gde su €ss T = 1,...,n = Jeiinidnl koordinatni vektori.

e

-
_——
-

Algoritam, Uvedimo oznake d1 = e, d

skup

wr

Korak 0. Izabrati takvu tadku :cof-_' 7 g N

Llz,) = {xe B |o(x)& ¢(x )} czramiden. Izabratie, > 0.

Korak 1. Stavitr k

= 0; stauiti & = x < <gradunati é(x).
Korak 2. Stavitt £ TE .
Korak 3. Stavitt g = 1.

Korak &, Izradunati é(x + s:dj).
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Korak 5. Ako Je ¢(zx +edj) < dix), zameniti x sa x +s:dJ. 1 1d7 na
korak 3; inale 1d1 na korak €.

Korak 6. Ako je § < 2n, zameniti J sa J+1 1 141 na Korak 4,

inade 1é1 na korak 7.

Korak 7. Staviti Xpp1 = %5 stavitt € 2el - %'; zamenitt Kk sa

+1 +7

k+1 1 181 na korak 2.

Teorema 2.3. Neka je ¢: R'+R neprekidno diferencijabilna funk-
cija. Tada je svaka tadka nagomilavanja niza {x,} generisanog gornjim
algoritmom stactonarna tadka problema (2.10).

Dokaz. Videti u /44/, str. 64.

Powell-Zangwill-ova metoda /62/, str. 294,
Oznadimo sa s‘; s “-‘3:: koordinatne pravce u R, Pretpostavidemo
da su pravei normalizovani, tj. da va3i i sgnz I, 7 = 1,.04,"M.

Algoritam, Skalar- O<e 1 je zadat.

Korak 0. Nadi tadku x €& R" takvu da je skup

L = {xe Rn|¢(x).-'-_'-, ¢(a:o) ogranilen. Staviti §° = 1. Stavi-
ti k = 0.
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Korak 1. Za 1 = 1,...,n taradunati ageﬁ’ tako da minimizira
k k. . .. Kk _ Kk k k
Mzi-l + aisi) T stavitt & = X, _; * 0,8, .
:.ck - a:k
. K Kk k .k _n o . Kk
Korak 2. Staviti A -”.rn_ -~z 1T 6, Tk . Ako je A & e,
STOP; inale izradunati u: +1 tako da minimizira
k k . .. k+1 _ k _ Kk k k
¢(:z:n + a‘n+13n+1) T stauiti T T S x T2 +o .8 .
. e K _ ky . _
Korak 3. Staviti o = max {(a.| £ = 1,...,nk
P r k *
%, O . k+l _ Kk :
a) Ako je _p_k__ %e, staviti 8.~ = 8. 2a1 Z D,
A ak Gk
k+1 _ k : e, KF¥ID _
sp =8,,7 ¢ gtavttt o = —E;k— .
kL k -
%6 . kt1 _ kO,
bJ Ako Je _;%—'ce, 8tamt1r 81: :81:..1r= 1,...,?‘1
1 stavitil6k+1 = Gk .
Zameniti k sa k+1 i 1l na korak 2.
Lema 2.4, &% = det [6%,...,6% ], gde je F6%,...,8" ] matrica &ije

su kolone vektort sk,...,s .
1 n

Dokaz. Videti u /62/, str. 294.
. r K K
Posledica 2.4, Detisl,...,sn]ae za svako k.

Dokaz. Korak 3. obezbedjuje da vazi Gk;e za svako k.
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e

Teorema 2.5. Neka je ¢:R"+R strogo konveksna neprekidno diferen—
cijabilna funkeija. Tada je 1. svaka tafka magomilavanja z* niza (x5}
generisanog Powell-Zanguill-ovim algoritmom takodje tadka nagomilava-

. . K
nja ntza { xj };

2. x* je jedinstveno optimalno redenje problema (2.13).

Dokaz. Videti u Zangwill /62/, str. 295,

Vedina od dosad posznatih metoda za uslovnu optimizaciju, koje ne
koriste i1zvode, u praksi je dala glabe rezultate. Polazilo se od to-

ga da je dovoljno da se u poanate metode za bezuslovnu optimizaciju uk-
ljude jednostavme procedure koje bi vodile raduna o ogranilenjima. Na
primer, U taldki u kojoj neko ogranidenje nije zadovoljeno moZemo sta—
vitt da je funkeija etlja jednaka nekoj velikog konstantnoj vrednosti

1 na taj nadin tzvrditi odbacivanje nedopustivih tadaka. Rezultati Fri-
edman-a © Pinder-a /21/ pokazuju da ovakav pristup primenjen u prakst

tma ozbiljine nedostatke.

Zatim, iteracije su se definisale 1 ovako: u dopustivoj oblasti
se kredemo kao u bezuslovnom sludaju, a kad natdjemo na ogranidenje de—
finit8emo kretanje tako da ono prati granicu dopustive oblasti. Ovakav
pristup imaju metode Singer—a /56/ 1 Mﬁgele-a /39/. Ipak, Ziako je po-
kazano da su ovakve metode efektivne kad se primene na odredjene spe-
cifidne probleme, u op3tem sludaju nisu pogodne.

Najefektivmojom se u praket pokaszala metoda Davies—a 1 Swann—a
/16/, gde se vektor pravea definide tako da pripada preseku aktivnih
(linearnih) ogranidenja. Ovde se po3lo od sledede metode za bezuslov-

nu optimizactju.

Na k=-toj interactji data je taldka xg 1 ortogonalni pravet pﬁ R

1 = 1,...yn. Nalazimo sukcesivno tadke minimuma a:f s T = 1,.0.,n fun—

keitje eilja ¢ duf pravaca pz s T = 1,...4n, Formirajmo vektore di’
1 = 1,...,n na slededi nadin: d; = xﬁ - 3%—1' Vektore pravaca za sle-
dedu iteraciju definidimo na slededi nadin:




k+1 K+ =
Py Tdp By = dp Ny DE 25.m
. ¢ k+1 k1 k+1 _ -1 T

Eime je obezbedjena ortogonalnost vektora p. ~, © = 1,...,n. Dakle,

- k+1 _r T -1, T 9 _ |
(2.1 pt=[1-w,_w, w._)7N,_, ld, =P._d.,
gde je'Pi—J projekeiona matrica koja projektuje di u potprostor ortogo-

nalan na ved izabrane pravce.
Ako su zadata ogranidenja u obliku jednakostz

(2.15) ATz = b, A -nXm matrica, m<n,

.problem je u stvari od n-m dimenzija (pod pretpostavkom da je rang A = m)
1 samo toliki broj vektora pravaca de nam © biti potreban. Za vektore

k+1 k+1 ., cx .
pravaca py = ,e.esp, = uztmamo vekiore normala ogranilenja Apy L= I,...,m,
pa Jje Nﬁ ='fa1,...,qﬁi , a ostali vektori se mogu nadi koriddenjem rela-
etja (2.14), Ako tadka wk+1 zadovoljava uslov (2.15) ©, ako se kredemo

%+ ] k%1 k1

duZ vektora Dpyq 2+0+3P, > tada de sve tadke e 1= 1,.0.4n  Lbi-

t1 dopustive.

Prodirenje na sludaj linearnih ogranidenja u obliku nejednakosti
je prirodno, jer svako ogranilenje koje postane aktivmo u toku jedne
iteracije tretiramo kao ogranilenje u obliku Jjednakosti, a to smo upra-
vo opisalt. Vektort pravaca u opééem gludaju vide nisu ortogonaini, alz,
ako su ogranidenja linearmo neszavisna i vektori pravaca bide linerano

nezavisnt 1 razapinjade ceo parametarski prostor.
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3. POGLAVLJE

Dat je problem bezuslovne optimizactje

(3.1) min {¢(x)| z€ D 1},

gde Jje $:DC R +R neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom
skupu D.

Razmatramo iterativne algoritme za nalafenje optimalnog redenja

problema (3.1} kojt generidu nizove tadaka {xk} obltka:
(3.2) Tre1 = Ty T OPyo K = 0,1,2,...,
pri demu pretpostavljamo da vektor pravea p;, aadovoljava sledede:
(3.3) pp # 05 <V¢(x;),p,>3% 0.

Korak ak;o 1 zradunavamo pomodu nekog od algoritama koje demo
gsada i1zlo3iti.
3.1. Modifikovani Curry-Altman-ov algoritam /41/, str. 251.

Za ntz {xk} koji zadovoljava (3.2) € (3.3) definidemo a, na gle~
dedi nadin:

&y = 0, ako je <V¢(xk),pk> = 0; itnade

o € Ik-‘ gde'Ik predstavija prvi interval pozitivnih redenja neje-—
dnadine
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(3.4) <v¢(:ck- apk),pk > 0 (<v¢(mk),pk>),

pri demu je o: [0,+=) + [0,+=) prinudna furketja (definieija 1.9) takva
da zadovolijava uslov oft)& 8t, O <6<1 za svako t3 O.

Sledede leme pokazuju da je ovaj algoritam dobro definisan, tj. da

pod odredjenim uslovima interval I, postojt.

Lema 3.1. Neka Jje .¢:DC R'+R neprekidno diferenci.j'abilm fuﬁkcija na
Dz p}'etpostavima da x 20, 2 01 Py, zadoveoljavaju uslov <v¢(xk),pk>:>0,

Emk,xk - akpkjc Dz
(3.5) wq;(mk -~ akpk),pk> Lo (<V¢(xk),pk>),

gde je g:[0,+4=) +[0,+ =) prinudna funketja takva da je o(t}&g &6t, 0 <8<1
za svako t¥ 0. Tada postoji a, 0<E<ak koje zadovoljava nejednadinu (3.4).

Dokaz. Defini&imo funkeiju F: [0,11 R na slededi naZin:

<'~7¢(.rk - lakpk),pkb-
<V¢(a:k)_,pk>

F()) =

Vidimo da je F(o) = 1, i, zbog (3.5)

«:w(xk - ukpk),pkb of <v¢(:rk)_,pk>}
¢v¢(xk)_.pk> -~

F(1) = & 6 < 1.

<V¢(x,),p,>

Iz pretpostavki leme sledi da je F neprekidna na [0,1} . Prema tome,
o(<Vé(x,),p;>)

<T (.rk),pk>

F()) poprima sve vrednosti <zmedju 1 1. Dakle, postojt

takvo A € (0,1) da vaZi

c(<V¢(xk),pk>)

{V(p(:ck),pk:r < F(A) < 1,
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odnosno, za a = iak bide zadovoljena nejednadina (3.4).

Lema 3.2. Neka je s:Dc R +>R neprekidno diferencijabilna funketja
na otvorenom skupu D 1 neka je ludno povezana komponenta ° nivoskog
skupa L = {x D|¢(x)& ¢(x )} kompaktna za neke x & D.Neka niz {,} za-
dovoljava rechﬁje (3.2), (3.3) 1 (3.4). Tada va3i sledele:

1. svaki korak oy koji je zadat modifikovanim Curry-Altman-ovim
algoritmom je oblika |

G T G 08 a <1

gde je Ek - najmanje pozitivmo redenje poop3tene Curry-Altman—ove
Jednadine

(3.6) <v¢(mk - apk),pka» = u(<?¢(xk),pk>);

o
2. xkéL 3

3. ¢z )y 0 [y +(2-Mzy ] % ¢z, 150 ¥ 26[0,1] .

Dokaz demo izvesti metodom matematidke indukeije po k. Pretpostavimo
da Z, & I° i da je ch(:ck),pk:' > 0. Tada je u(<?¢(mk),pk>) >0 na o08novu
definicije 1.9. Iz leme 1.11. sledi da postoji takvo B, > 0 da

o . -

Prema tome, na osnovu Lagrange~ove teoreme, postoji 8& (0, Bk) ta-

ko da va3i

<V¢(Ik‘-ﬂip-k):Pk’ = 0.
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Oznadimo sa via) funketju <V¢)mk-upk),pk>. Pri tom je |
vlo) = <v¢(a:k),pk>>0 i v(B) = 0. Funkeitja v(a), kao neprekidna pop-
rima sve vrednosti tamedju O 7 <?¢(zk)_,pk>. Sledi da postoji Eke (0,8)

takvo da vazi
u(Ek):‘c[u(o{! £ 8v(0), 0<6<1,

odnosno, da jednadina (3.6) mora tmati bar jedno resenje na intervalu
(0,B). Podto je leva strana jednadin® (3.6) neprekidna funkeija, pos-
tojade 1 najmanje redenje ove jednadine. |

Oznadimo sa F(a) slededu funkeigu:

Fla) = <V¢(a:k-apk),pk> - c(<v¢(xk),pk> ).

Vidimo da Jje

F(0) = <V¢(mk)_,pk> - U(<V¢(a:k)_,pk>)} <V¢(:ck),pk>-6c?(mk),pk> =
=(1-6) <v¢(x-x),pkb 0.

Prema tome, F(a) >0 za svako a € {0,0,), tj.

(3.7) <V¢(a¢k— apk),pk}>o(<'~?¢(xk)_,pk>) za .v-ag[o,ak).

Dakle, bilo Zco;je ue{O_,Ek ) predstavlja korak definisan moaifi-
kovanim Curry-Altman—ovimalgoritmomOdavde sledi da je o, = qp ;k-’

o_sch 1, &ime smo dokazali tvrdjenje 1. Odavde dalje sledi da je Lot 1

A dobro definisano 1 da, podto [z _,a:k—kaij Lo, a
Eke (o, Bk) 7 Exk!xkﬂ]c °. Dakle, %147 ¢ Lo, dime je dokazano tvrdje—
nje 2.

Dalje, kako izvod funkeije o(a) = ¢ (xk—apk) glast ¢’ (al)=
-<Vé(x; - apk)',pk?_, 13 (3.6) 7 (3.7) sledi da je ¢*(a)< O za
aef0,0,] , tj. da funkeija ¢(a) monotono opada na intervalu £0,3
Odavde sledi da vaZi

1
ke *

(3.8)  lxp)3 ¢ Doz + (1-Ngy, ] ) aa ref0,1; ,

k12 2 ¢z

k+1

—
——
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Sime smo dokazali 1 tvrdjenje 3.

Teorema 3.3. Neka su zadovoljene pretpostavke itz leme 3.2. Tada,

ako jf
(3.9) o, % % o<q<l 1=
(3.10) W p tlI&H za svako k

va3i sledede:

1. ¢(xk) - ¢(:ck+1);; u(<?¢(:ck),pk>),

gde je u: L0,+=)> [0,+=) prinudna funkeija;

2. i‘im -:vqa(xk),;:?k‘:r = Q.
-0

Dokaz. Na osnovu Lagrange-ove teoreme iz (3.7) i (3.9) de gleditt
(3.10°) ¢l ) = olzy, ) = & <Volz, = 3p),py> 20 neko &€ (0,a,)

>y, c(«:vq)(xk),pk:-),

(3.11)  ¢(zy) = ¢(xp, ) >q3k o (<V¢(x,),p;>).

Ako je V¢(x) = O za x& LO, tvrdjenja teoreme su trivijalna. Za-
to pretpostavimo da je V¢({zx) % O za x& I°. Tada iz pretpostavki teo-
reme, na osnovu leme 1.9 sledi da je obratnt modul ﬁeprekidnosti od
V¢ na i prinudna funkeija,

Dalgje, kako je Ek redenje jednadine (3.6), vaiide slededa jed~-
nakost:
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<?¢(:::k),pk>-U(<?¢(:ck),pk>) = <V¢(xk),pk> -<?¢(mk*5kpkhpk>
Odavde, poSto je o(t)& &§t, 0<8<1 dalje sled:i

(3.12)  <V¢ (.:r:k/",pf - 6{?¢(mk),pk>__¢_ <v¢(xk),pk> -< %(;x:k-akpk),pkb,
odnosno, koriddenjem Cauchy—Smartz?ove nejednakosti © uslova (3.10)
13 (3.12) sledi:

(5.13) (1-8) <Vo(x, dp, >& I Vo (s ) =94 (2, ~a, 0, ]| Pl & MiVe(z, )=Vo(x ~a,p, )i .

(Iz (3.13), na osnovu definicije 1.11. sled:

-

- . 11-8 1
akl' pk" > 3[ M "V¢(3-‘k):Pk>J' » odnosno,

(3.14)

- | 1 f1-8
% 7 <v¢(a:k),pk>].}ﬁ s[T)<?¢(xk),pk>];

gde je sa s oanalen obratnt moduo neprekidnosti od V.

Iz relacija (3.11) 7 (3.14) dobijamo sledede:

¢(xk)-¢ﬁr ¢v¢(xk ,pk>iu(<v¢(xk),pk>)

k+1 ] .’.
(3.15) ¢(xk)-¢(xk+1)>-u(<v¢{xk),pk>)
gde je u: [ 0,+=)+ {0,+=) prinudna funkeija oblika
_ 1-6
u(t) = %(—-ﬁ-u olt).

Dalje, kako je zbog pretpostavki teoreme funkeija ¢ ogranidena

odozdo na Lo, a iz tvrdjenja 3 leme 3.2. sledi da je ¢(xk la.¢(mk+1),

- va3ide sledede:

(3.16)  Lim [¢(z,) - ¢(z, )] = 0.
K=o
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Iz (3.15) sledi, na osnovu definicije 1.9. prinudne funkcigje da je
lim <?¢Cx?),pk> = Q.

K oo

Posledica 3.3. Neka niz {xk} zadovoljava relacije (3.2), (3.3), (3.4)
Z uslov (3.9), 8 tim 3to je u relaciji (3.4) funkeija o(t) oblika
g(t) = &t, o0<8<l. Neka su zadovoljene pretpostavke leme 3.2. Tada niz

{mk} ima sledede osobine:

-.rke Lo_;

_ Py
2. ¢(mk) -¢(xk+1)3_u(<v¢ﬂxk)

2 1 )):
Py 1
gde je u: [0,+=)+ [ 0,+=) prinudna funkeija;

<Volx,),pq>
3. lim . k k = (.
Jrco I Pkll
(Vidi /4i/,str.483)
Dokaz. Iz leme 3.2 sledi da xRE;LO. Iz relacije (3.11) sledi, za

aol(t) = 6¢t:
(3.17)  ¢(z, )=4(z,, 1) qbey, <Vé(x;),pp>.
Deobom prve nejednakosti u (3.13) §a . Py dobijamo:

<Vo(x,),p,>
(3.18) (1-§) —— K K

£ ?¢(:ck)—?¢(xk-akpk) |

Iz (3.18) na ognovu defintetije 1.11. furnkeije s sledi

pk.,?-* .
[ Pril

(3.18)

) ;
o, 3 - gi (1-6)<Vé(=,),
RZippht L k

Tz (3.17) 7 (3.19) dobijamo slededu relaciju:




sa.

(3.20) o)~ -.( ) el (1 5) 96z e
. < - b (S 5 I — < ¢ X _ > oy
¢ k ¢ x+1 q Il Py ) ! k i Pril -
<Vo{x,),p.>
= w2 Py
I} Prl

gde je u: [0,+=) » [0,+= ) prinudna funkeija oblika
wit) = qdts [ (1-6)t] .

Iz ogranidenosti ¢ na L° 1 monotonosti { ¢(a:k)} sledi da
o(x, ) =¢(x, )0, k>,
k k+1 V4 {‘rk)-‘pf

Na osnovu toga iz (3.20) sledi da —
(1 Py |f

+ O0,k+»,

Teorema 3.4. Neka je ¢:Dc R'+ R dva puta neprekidno diferencija-
bilna funkeija na otvorenom skupu D koja zadovoljava uslov:

(3.21) moil Y1l 2.‘5 <Hfx)y,y> za *1¢D,Vye Rn_, m, > o,

gde je H(z) hesijan funkeije ¢ u tadki x. Neka niz {xk} zadovoljava
relactje (3.2), (3.3) £ (3.4) 1 neka je funkeija oft) iz relacije (3.4)
oblika a(t) = §t, 0<86<1, Neka je zadovoljen uslov (3.9). Tada Je

lim |1z, , - 2 I = 0.

Ko

(Videt?i /41/, str. 485,)

Pokaz. Iz (3.21) sledi, na osnovu leme 1.10, da je nivoski gkup
L = {xe D] ¢(x) ¢f’xo)} konveksam (dakle 7 ludno povezan) i ograni-

Een za neko z,¢ D ida, prema tome, postoji M, m<M <= tako da
vazi

(3.22) monyn2$<H(z:)y,y>£Mony”2 za v xe L, vyéﬁ’n.

Ako sa Ek oznadimo najmanje poszitivmo redenje jednadine (3.6) (ka-

da je o(t) = &t, 0<é<1), tada, na osnmovu Taylor-ove formule i koridde-
njem relacije (3.22) dobijamo:
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<V¢(xk),pk:> - -6¢V¢(xk)-,pk> = <V§lzy),pp> (%(zkﬂakpkhpk}“:
: 1 .
- o _ 9
= ag \ <H(z) =00, pp ) PysPy> dog a, M_jipy
o

Odavde dalgje sledti

Pr
1 Pl

(3.23) (1-8) <V¢(x;), >¢ M 1 Pyl -

Analogno, opet koriddenjem (3.6) i (3.22) zakljudujemo da vazi

| B .
(3.24) (1-8) <V¢(x,/, fﬁ-sl-l)?' ay M I Pyl

Iz (3.23) © (3.24) sada sled?

Py
! Pyl

Moii pkn.}, (1-8) <Vq>(:r:k}, > Ek m, Il Eyldf *

%%

Odavde, podto je a < Ek-‘ dalie sledi

Py . )
(3.24°) (1=8)<Vé(xy ), Boh >» agm Pyt = Mol Fppg T Tl ¢
P
Podto <?¢(mk)_, ﬁﬁﬁrﬂ-ro, k += na osnovu tvrdjenja 2 posledice
k

3.3., a 1-6>0, iz (3.24°) sledr turdjenje teoreme.

3.2. PoopSteni algoritam Ostrowskog

Neka je ¢:D¢ R*+R neprekidno diferencijabilna funkeija na ot-

vorenom skupu D 1 neka vaZi slededi uslov

(3.25) 1t 9elx) = Volylli <« ynx=yi Za ¥ T,Yc LO, v>0,

gde je sa I° oznaden iludno povezan deo nivoskog skupa L= {zeD|¢(x)s ¢(:r:o)}

za neko mo& D.
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Razmatramo niz {xk} sa svojstvima (3.2) © (3.3), pri Jemu je o
zadato na slededi nadin

(0 s ako Je <V¢(mk),pk> = 03

(3.26) =4 1 <elE e

% d| b
YaPph A 'h}] Pr il /

ako Je <V¢r’.rk),pz'c>> 0,

L3

gde je d: [0,= )+ [0,=) prinudna funkeija takva da je d(t)s 6t, o0<é<2
zavrt> 0.

Teorema 3.5. = Neka funketja ¢ zadovoljava gormje pretpostavke i ne-
ka je skup L° kompakian. Tada za niz {xk} koji zadovoljava relactje
(3.2), (3.3) 7 (3.26) baZe slededa tvrdjenja:

10,

1. € L,

2. ¢(xk)a:¢(a:k+1);
<Vo(x,),p,>

3. lim Rk = 0;

I} Pyl

Ko

4. lim (a:k - xk-ﬁl) = 0,

K -0

Dokaz. Dokaz demo sprovesti primenom' metode matematidke indukeije
u odnosu na k. Pretpostavimo da ;€ L° i da Je <_v¢(xk),pk>> 0. Tada 1z
leme 1,13. 8ledr da za svako a >0 takvo da [:.ck_,a:k - apk_]f_ D va3i sle~
dede:

({3.27) ¢(xk) - _¢(mk-:-apk)} a<v¢(:ck),pk>'--%~ yao 2 il Pyl 2

Specijalno za ¥ Ty = 0Py € (xk,mk- akpkjn L° va3ide

| 1




. (2,),04 > <V (x, ) p,> - -
I Prll ("W’ %1,/ 2P, 1 k' 2Fk ] . dit)
ol d| — ~Lip. nd = (fer je t3 T2
L i Pl ) 1Pkl / I P )j S
/ {Vcb(mk)"pkb 7
= aj d! (= - &
Pyl <& i Pel )
(3.27°) (2, )=¢(2, = ap,}2 i Dye| d({%(xk)"pk} 22 50 Jjer Jje
. | k k pk ' ,pkt” ” pk” be .
23
konstanta ST 0 zbog 0<6<2.

Iz (3.27°) sledi, na osnovu leme 1.11. da sz,xkﬂ c 1° , a oda-
tle da X141 € °.

Dalje, zamenom izraza aa % 12z (3.26) u (3.27) dobijamo

<Vo(z;, )P '
] 1k
b(x )-.c'.:(x - a,p,.) % d' <V, ) ,py> ~
K K7k YWeeh v hPrit 7 K’k
1 i <v¢(a:k),pk i f P ;" c'w(xk),pk:. -2 |
B 2Y d hp v 26 P )J s UJ.
| Prl | Prell

(3.28) ¢(zy) = oz, )%

2-6 ( <Vo(z ) *Pk")
2v g i Py ] ’

gde je u(t) = [d(t)] % prinudna funkcija. Iz (3.28) sledi da je
q:(xk) > q:(:.r:k ”). Dalje, iz monotonosti 1 ogranidenogti ¢ odozdo na
.° sledi da ¢(ack) -~ ¢(:::k+1)->0 k-»w, Iz (3.28) sada.na osnovu defi-

<Volx,),
nietje prinudne funkeije, sledi da M . >0, k>0,
It Pyl
Kako Je
<V¢(x,),p,>
| o _ 1 k25K
(3.29) Hsckﬂ - .rkll = llpkll = ':;d ( ):

NP

, <v¢(xk),pk>)

iz (3.29) i Sinjenice da d( T 0, k>0 gledi tvrdjenje 4.
) k .




56.
3.3..PoopEtenje'Céa-Gdldstein?ovog algoritma

Razmatramo niz tadaka {mk} sa svoJjstvima (3.2) 1 (3.3) pri demu se

korak &y, definiSe na slededi nadin:

ak = 0 ako je ¢v¢(xk),pk> = 0;
tnade se 2a o uzima refenje slededih nejednadina:
(3.30) ¢(x,) - ¢(zx; —aplrac (<V4(z;),pp>)
(3.31) ¢(a:k) - ¢(z) = 20 p;) <2a a(<V¢(x,),pp>)

gde je a: [0,+=) » [ 0,+=) prinudna funkeija takva da je of(t) < &6t, 0<6<1,

U slededoj Zemt demo pokazati da je ovaj algoritam dobro defini-
san, tj. da pod'od?edbenzm-uSZovzmu pogtoji ak:»o koje zadovolgava
(3.30) © (3.31).

Lema 3.6. Pretpostavimo da je o: '+ R neprekidno diferencijabil-
na funkeija ogranidena odozdo t pretpostavimo da Zg.5 Op > 01 pk_zadb-

voljavaju uslov {?d:(xk),pkhv) 01
(3.32) Qﬁxk) -~ ¢(xk - ukpk) <oy o'(<V¢(xk),pk>} s
gde je o: [O,+=)> [0,+=) prinudna funkeija takva da je o(t) < 8%,

O<§<1. Tada postoji 0{Ek<ak takvo da su aadovoljene nejednadine
(3.30) 7 (3.31).

Dokaz. Defini&imo funkciju F: [0,1]» R na slededi nadin:
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{ ¢(xk) - ¢(zk - Aakpk)
RN = \a, <Vé(z,/),pp>

Iz L*Hospital-ovog pravila sledi da kada A + 0, F(A)> 1, pa je F |

2bog pretpostavki leme neprekidna na [0,1].

Prema tome, podto je F(O) =114 x

i mml b 1 1T Pea e e A — el B L S e e

¢(xk) - ¢(xk - ukpk) o(¢?¢(xk),pk>) Cs o<

F(1l) = -
(1) %, <V¢(xk),pk> < <v¢(xk),pk>_ ~

o(<V¢(xk),pk>)
<Vo(z,/),pp>

a F, zbog neprekidnosti poprima sve vrednostt Lzmedju

U(€V¢ﬂzk),pk>)
<V¢(zk),pk>

1, postojade takvo A€ (0,1) da vaZi < F(X) < 1,

odnosno, 2a Ek = iak bide zadovoljena relacija (3.30).

Sada pretpostavimo da neko a > O zadovoljava nejednadinu (3.30),
ali da ne zadovoljava (3.31), tj. da imamo ovakvu situaeiju:

[ e

¢(xk) - ¢(xk-2qpk)3 2a. c(<V¢(xk),pk>),

" .
- - CEE . BT AR g v e R A - R UL

odnosno, ako ne postoji 1 takvoda 2% zadovoljava (3.31), imademo

(3.83) olz) = ¢(z, -2 ap)2 2Paa(<Vo(z,) )5 T = 0,152,

Kada i o , desna strana nejednakosti (3.33) teZi %, odnosno,
¢(xk— Ziapk) —¢(xk)+-—=n , 1> , a to je suprotno sa pretpogtavkom
da je ¢ ogranidena odozdo.

Prema tome, za neko 1 de vaditi:

o(z,) = olz, - 2" lap,) > 25 a0 (<Volzy),pp>)

#(z,) - d(z, ~ 2" op,) <2° ao(<Vé(xmy),pp>).
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Teorema 3.7. Neka je ¢: R'~> R neprekidno diferenci,j’abﬂm funkeija
neka je L = {x:= R”Iq;(x) s ¢(:c }} konveksan i ograniden skup. Neka je niz
{:ck} definisan sa (3.2}, (3. 3) (3.30) 1 (3.31). Tada, ako je upjins M

za vk, va3i sledede:

1. :.r:ke L |
3. ¢(:ck) ~ ¢(xk+1) > u(é%-'a:k),pk:r)_, gde je u prinudna funkerja;

4 <?¢(a:k),pk> +0, k>,

Dokaz. Dokaz demo izvesti primenom metode matematilke indukeije
u odnosu na k. Pretpostavimo da I, pripada L © da je <V¢{x,),p;> >0,
Iz leme 3.6. sledr da Jje Trp1 = %Pk dobro definisano. Podto iz
(3.30) sledi da je $(x)) > (.17 sledi da x4 pripada L.

Iz pretpostavki teoreme sledi da je moduo neprekidnosti w od V¢
na L, na ognovu leme 1.8 ravnomerno neprekidna monotono rastuda funk-

etja na [0,res), wlo) = o, dakle, jedna prinudna funkeija.

Ako pretpostavimo da V¢ nije konstanta na L, funkeija ni(t) = S wits)ds
je dobro definisana t strogo rastuda. Prema tome, T je prinudna funkczga

Iz leme 1.13. sada sledt
(3.34) ¢(mk)—¢(mk- Zakpk) > 20, '¢V¢(mk),pk> = 20y [ Pl N (Zakn Pyl ).
Iz (3.34) koriZdenjem (3.31) sledi
Dalje, kako je o(t)< 8t, 0<6<1 za svako t: 0, odavde sledi
(3.365) 6<V¢.(a:k),pk:~;}-cv¢(:ck),pk> = N Pyl n( 20y, )i Py || /.

Iz (3.35) sledi, zbog Il p;i1s¥ 2a svako k



o9,

1-8
(3.36) n(20, jiDLy 7> =
Iz (3.38) sledi da de za svaku funkeiju d: [0,+oe) > [0,+0% koja
je strogo rastuda i d(t)z n(t) za vtz 0 (dakle, prinudna funkeijal,
vaziti:

-5 .3 \
2oy (i Pyiiz 4 ( wo <Vl ape) s

odnosno

1 -1/ 1-~6 1 ~1/1-6
(3.37) %2 Ty d [ =~ <V¢(:ck),pk>);md = <?¢(:ck),pk>) :

Iz (3.30) sada na osnovu (3.37) sleds

¢(.-rk) --¢(.:r:k - “kpk 1 1(-——— <v¢(xk),pk>)o(-c%(a:k),pkz-), odnosno,

(3.38) d;(a:k)-:p(xk-akpk) > u(c:vt::{:ck),pk:-),
| : . . . _ 1 ;17 1-8
gde je u prinudna funkeija oblika w(t) = 55 d Tt) ol(t).

Kako je ¢ oyranidena odozdo na L 1 ¢(xk);=;. ¢(a:k+1), sledr da
¢(xk)- ¢(xk+1) >0, k =+,

Iz (3.38) 3ledi da u(<v¢(a:k)_,pk>)+ 0, k=>v», a odavde sledi tvr—

djenje 4. teoreme.

3.4. Teoreme konvergencije

Ovde demo izlo3iti pod kojim de uslovima niz {x)} kogjt sadovolja-
va relacije (3.2), (3.3), a korak %y je defintsan jednim od izloZena
tri algoritma, konvergirati ka optimalnom redenju problema (3.1).



Teorema 3.8. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 3.3. Tada, ako

je niz pravaca {pk} takav da | Vd:(kaH - 0 kada <V¢(a:k),pk> > 0, k»>w
vaii sledede: svaka tadka nagomilavanja niza {.rk} je stacionarma tadka

problema (3.1).

Dokaz. Na osnovu pretpostavki teoreme i iz teoreme 3.3 sledi da
¥ vq:(.rk)u +0, k+= Dalje, iz leme 3.2 sledi da je mz {a:k} sadrian

u kompaktnom skuvu L°, Prema tome, postoji podniz {z; e I°,
ke KC{0,1,2,...} takav da xk+x*, ke K, k+e= , x'c L . Iz neprekid—
nosti Ve sledi da je Vo(x*) = 0.

Posledica 3.8. = Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 3.7. i neka
Jje niz {pk} takav da || Vtt:(:ck)u + 0 kada <?¢(:ck),pk:&». + 0, k+=, Tada va~
37 tvrdjenje teoreme 3.8.

Dokaz. Dokaz sledi iz teorema 3.7 1 3.8.

Teorema 3.9. Neka vade pretpostavke teoreme 3.8 i neka uz to niz

taldaka {xk} zadovoljava ﬁslov

(3.39) of I V¢(.rk)n)§;, ul %, = Zp4q 0/,
gde je w[0,=)> {0,=) prinudna funketja, ap: [0,=)+ [ 0,=) je takva fu-

nkeija dap (t)= 0 kada t+0 1o (t) = 0 ako 7 samo ako je t = 0. Tada,

ako V¢ tma konadno mnogo nula na Lo, va3tl sledede
:rk-r-:c*, k+o Vo(x*) =

tj. niz {ack} konvergira ka jednoj od stacionarmth tadaka ¢.

Dokaz. Iz teoreme 3.8. éledi da i Vd:(:ck)u »0, k-=+e, Iz svojstava

funketije p sledi da
(3.40} o( It v¢(:::k) i1 ) 0, k+eo,

Iz (3.39) © (3.40) sledi da
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(3.41) u (1 T, = Tpqll })» 0, k> oo.

Iz (3.41), na osnovu definicije pri rnudne funkeije, sledt

(3.42) llxk - xk+1“a.0, kr>,

Iz (3.42) = teoreme 3.8 sledi, na osnovu leme 1.12, deg xkenx*,

i - o0 1 V¢ (x*) = 0.

postedica 3.9. Neka su zadovoljene pretpostavke posledice 3.8,
uslov (3.39) 1 neka skup {xel| V¢ (x)=0} ima konadno mnogo tadaka. Tada

vaZi1 tvrdjenje teoreme 3.9.
Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teoreme 3.9.

Teorema 3.10. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 3.5. Tada, ako je

_ - | ‘<?¢ﬁ§k);pk}
ntz{pk}takau da '|V¢(xk)uﬁ-0 kada i 5%"

Lavanja niza {xk} je stactonarna tadka.

» 0, k+oo svaka tadka nagomi-

Dokaz. Dokaz sledi iz teoreme 3.5 analogno dokazu teoreme 3.8.

Posledica 3.10. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 3.10. Tada, ako
V¢ ima konadan broj nula na LO, niz {xk} konvergira ka jednoj od stacionar-
nih tadaka problema (3.1).

Dokaz. Iz teoreme 3.5 sledi da @y, = T g1~ 0, k»oo, Odavde, 1 1z pret-

postavki posledice, na osnovu leme 1.12 sledi tvrdjengje.

Teorema 3.11. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 3.5, 8 tim &to pri-
nudna funketija d zadovoljava uslov
et «ed(t)e §t, O<e<d< 2 zavtz0.
Neka je niz vektora pravaca fpk} takav da vazz
<V (:ck),pkﬂ; B 11V (xk) It Pyl s O<g& 1.
Tada, akoV¢ ima konadan broj nula u [°, sledi, na osnovu posledice 3.10,

da ntz {z,} konvergira ka jednoj od stacionarnih tadaka problema(3.1).

Ako je uz to ¢ dva puta neprekidno diferencijabilna u okolint tadke
x* 7 ako je hesijan H (z*) nesingularan, braina konvergencije niza {xk}

ka x* je u najmanju ruku R-linearna.
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Dokaz. Na osnovu relacije (3.28) u dokazu teoreme 3.5 imamo da vaZi

-2
<V Py €2 8% (-5 )

_ . o=8 / _ 2 .
¢(xk) ¢($k+1)1p T Ld ﬁ TP . R ||?¢(xk)}1 s, td.
' 2 82025 )
2 .
blxy )= (2 ) 2 n 1) Ve(x )il 7, gde je n = s > 0.

- 1

Odavde, na osnovu teoreme 1.21 sledi da je brzina konvergencije niza {xk}

ka x* u najmanju ruku R - linearna.

Teorema 3.12. Neka vade pretpostavke teoreme 3.8, odnosno posledice 3.8,
odnosno teoreme 3.10. Tada, ako je funkeija ¢ pseudokonveksna, svaka tadka
nagomilavanja niza {xk} jeste optimalno redenje problema (3.1).

Ako je funkeija ¢ strogo pseudokonveksna, niz {xk} konvergira ka
tadki x*, gde je x* - jedinstveno optimalno redenje problema (3.2).

Dokaz. Dokaz sledi iz teoreme 3.8, odnosno posledice 3.8, odrnosno teoreme
3.10 1 definicije 1.6 © leme 1.4.

Teorema 3.13. Neka je ¢: R+ R dva puta neprekidno diferencijabilna fun-
keija takva da postoji m> 0 tako da vaZt:

(3.43) m iyt 25 <y, H(z)y>

zq svako XeR & 1 svako yeRﬁ. Dalje, neka je niz vektora {pk} takav. da Je

[l Dyt % M za svako k 1

(3.44) <V¢(xk), P> 2 8 ’!?¢(xk)“ Pl O<Bsg1

i neka funkeija G iz uslova (3.30) € (3.31) zadovoljava uglov 61t5 ol(t)s §,ts

O<61<62¢1.
Tada je braina konmvergencije ntza {mk}generisanag poop8tenim Céa-~Gol-

dstein-ovim algoritmom u najmanju ruku R-linearma.

Dokaz. Iz uslova (3.43) sledi da je funkcija ¢ , na osnovu leme 1.10 strogo
konvéksna, a nivoskt skup L ={ xe‘Rnl ¢($)&-¢($o)} konveksan i kompaktan.
Dalje, podto je ¢ dva puta neprekidno diferencijabilna 1z (3.43) takodje
sledi da postoji K >0,Kz m, takvo da vaZi
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> 2
(3.45) mayy e<y,Hx)y><Knyy

zavx=L, ¥ ye,Rn .

Iz teoreme 3.12 sledi da :.r:k-p-:r:"'_, k-0, gde je x* - jedinstveno optimal-

no redenje problema (3.1).

Da bt smo skratili p‘L*CIHJe, oznaditmo sa F sledec‘u funkm;;u
F (x,p,a)l=¢(x)—¢{x-a p/.
Iz Taylor-ove teoreme sledi:
F(mk_,pk,a)-u*:%(:c »Py >0 §(1 t)@k,H(m topk)pkvdt.

Odavde, na osnovu (3.45) sledt

- 2
(3.46) Flzyappaa)? a<vo(m),py>= == Kl Bl e

Uslov (3.31) moZemo napisati u ovom obliku:

F(a:k,pk, 2a) <2aa(<v¢(a:k),pk=-)
odnosno, wvodjenjem funkeije F,

F (xk, Py, 2a)=F (mk, Py Za) *2ao(<‘?¢ (xk),pk >) <0,

Tz (3.44) © (3.46) sledti

- . 2 2
F (.:ck,pk,;,’a)ﬁz G{W(‘rk)’PE:) = 2ACK 11 Pyt =20 c(<v¢(mk),pk>);

2 2

. 2 2
2 208(1-8,) i19e(x )1t Py —20 Kiipyiy

Dalje, po3to a, mora zadovoljavati uslov f‘(;r:k,pk, Zak)<0, iz poslednje nejedna-

kosti sledi da mora vaZiti

. B(I.-62)1| Vd:r'xk)“ .
K K“Pk“

Iz ove relacije © iz (3.30) sledi

¢ (x, )~ (x)-0 Py’ 29, of <Vd(x, ),pp ) >

(Y yey—p gl p papeerr—




2
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Iz poslednje nejednakosti, na osnovu teoreme 1.21 sledt da je brzina

konvergencije niza {mk} ka x* u najmanju ruku R-linearra.

3.5. Uslovne verzije algoritama za nalaZenje koraka
Razmatramo problem: nadt
(3.47) min{ ¢z} zeX}, gde je X= {zeD lfj(a:)go,jeIG:{l,...,m}}, |

a funkctje ¢, f‘i:Ll:Rn +R, ieIo su neprekidno diferencijabilne na otvorenom kon-
veksnom skupu D u pri tom dopustivi skup X, odnosno funkeije ogranidenja f .

1¢ Io’ zadovoljavaju Rauch-ove pretpostavke 1,2 © 3 iz odeljka 1.3.

Oznadimo sa L° ludno povezanu komponentu nivoskog skupa L={xeD |¢(z)s ¢(:co).}

z2a neko xoeD.

—mrr mErd G C——— A AR T R A -

Ovde demo izlo3iti uslovne veraije algoritama za nalafenje koraka tz _
odeljka 3.1. |

Teorema 3.14.  {(Uslovna verzija modifikovanog Curry-Altman-ovog algoritmal.

Neka je ¢:DLR"+-R neprokidno diferencijabilna furkeija na otvorenom konveksnom
skupu D. Neka je N x kompaktan skup. Dalje pretpostavimo da % € Lnx, da |
vektor pravea P R" zadovoljava uslov (1.24) i da je A definisano modifikovanim
Curry-Al tman-ovim algoritmom. Neka je ak* dato sa (1.25). Definidimo o, Na

slededt nadin:

(3.48) akrm-zin{ 07:, a;< }.

Tada, ako je &, 3q o, 0%¢q< 1, gde je & - najmanje pozitivno redenge
poopdtene Curry-Altman—ove jednadine (3.6), vaii sledede:

—_— 70~ v.

2. $(xy )z 0[Nz +(1-Mag]2 6(x, ), %0, 1] ;
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3. ¢(xz,)- Mxk )}F({W(.rk),pk}_,uk, gk), gde je F prinudm funkeija (defini-

cija 1.9)od tm promenljive koja zavist samo od 1°N X.

Dokaz. Pre svega, iz pretpostavki teoreme sledi da su pretpostavke Rauch-a
demo izvesti metodom metematilke induk-

o problemu (3.47) zadovoljere. Dokaz
>> 0. Tada iz

cije u odnosu na k. Pretpostavz.m da a:keLf‘lX 1 da je <Vé (a:k)_, Py,
leme 1.15 sledi da postoji takvo as> 0 da (x,,2;,~ o.dpk)r’ Ir X. Iz leme
3.2 sledi da Je oy “>0. Ako - pke (xk,:ck o pIJ N Ln X, na osnovu

Lagrange-ove teoreme tmamo:

( 3.49) ¢(:r:k)— ¢(:ck-apk):a ¢V¢{xk—3pk),pk) za neko aefo,a ).

I3(3.49)% relacije (3.10) u dokazu teoreme 3.3 sledi:

¢(:ck)- ¢(xk- upk)> uo(<V¢(xk),pk> )> 0.

Prema tome, relacija (1.27) vaZi sa a= a';(. Po¥to odavde sledi da su

pretpostavke leme 1.15 zadovoljene, sledi da [X3,% ; PRINXe L°n x.
Dalje, kako je oy & uk*_, sledi da Je ]xk,:r, I»pklr‘ X= L:x:k,:ck kkaCL °N X,

a odavde, da Xy 177"k kpka L /‘1 X. Dalje, podto Je . £ a;{, 1z relactje (3.8)
u dokazu leme 3.2 sledt

A Mz +(1- l)xk+1].3¢(:ck+1) 2a V}tto,lj.

Na osnovu Lagrange-ove teoreme, relacija (3.7) % (3.10) 1 3injenice da

Jje o, & u;(, imamo :

(3.50) ¢(:r:k)— ¢(.'J:k+1)= ak-c%(xk—aspk),pk:v 7ukc(cv¢(:ckJ,pk>), use(o,ak).

Zatim, koriddengjem pelacijd (3.14), (3.48) © (1.26) dobigjamo :

(3.51) ukzmin {a;c,uk*}.;; min {dk’, min{ az:,f( Vi ek)}}=m£n{a;c,?(uk,ek)}i
> min {qs [(1-8) <We(z),pp> sFlvy )},

Iz (3.50) 7 (3.51) sledi
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Mxk)_d’(xkﬂ)} min {gs [(1—6) <v¢(xk),pk>],f'(v _,e:k)}c( -cv¢(xk),pk>):

=F( <V¢ (:Ck)_,Pk:’, Vk: Ek):

gde je F prinudna funkcija oblika F (t ,t,,tz)=min {qs [(1-8)t ],F*n: t.)}olt, ).

k.

Teorema 3.15. (Uslovma verzija poopdtenog algoritma Ostrowskog)

Pretpostavimo da je skup LN X kompaktan i da funkeija ézadovoljava uslov:

(3.52) [] 96 (x)=9d(y) e Yirz-y | 2a XY Ihx.

Dalge, prepostammo da x; € LﬂX da vektor pravea PLE R zadovoljava uslov

(1.24) 1 da ge ak defzmsano pooptenim algoritmom Ostrowskog. Neka Je uk* dato
sa (1.25). Definidimo a, na slededt nadin:

| a( <'~7¢(ac ),pk‘-‘*)
(3.53) > #].

Y K

o, = min{ a;’;,ak*} = mn {

Tada vaZi sledede:

— - O L]
1. xk+1—xk_ ﬁkpkc_LnX,

2. cb(:r:k) ¢(:rk 1),F( <V (x ),pk>,vk, k)’ gde je F prinudna funkeija od tri
promenljive koja zavisi samo od LA X.

Dokaz. Iz pretpostavki teoreme sledi da su Rauch-ove pretpostavke o proble-

mu (3.47) ispunjene. Dokaz demo izvesti metodom matematidke indukeije u odno-
su na k. Pretpostavimo da ) € i x £ da je <Vé(x ),pkwo Tada 12 leme

1.15 sledi da postogjt o> 0 takvo da (mk, —r\dpk)c Nx. Iz (3.52) sledi,na
osnovu leme 1.13,da za [%;,%;,~0p; |C LNX vaZi:

1 2
m¢(mk).-¢(a:k-apk)a.a <V¢~(mk),pk> - FYe.
Ako sada uzmemo X -ap,€ ()52, = a}cpkjn LN x, vaiide

1 .
¢ (2, )~ (.'rk-—upk);a [<?¢(J:k),pk> -3 yu] Z
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%d( <v¢(xk%pk:=-)— —Ig-yal > (podto Jje t;dgt),O“ﬁ‘z za¥t> o)
- oYl g 2-4 . dl <vé(z),pp>/
2, a[ —s "3 Ya;(:l = aya 53 >0 (podto ge 0-;{ = v 1

Prema tome, relactja (1.27) va3i za a= a}(. Podto odavde sledi da su

pretpostavke leme 1.15 zadovoljene, sledi da [X;,%;~%, kaanLnX Dalje,

kak : ,
ako je o & %" sledi da je [ ,xk-akpkjﬂ X:lxk’xkakpk]c LNX i dakle,

e 0
Ty o175 PR € LNA

. - N >, )
Dakle © z2a | X -‘kaJ vaZi na osrovu Zeme. 1.13:

T LI PR

1.2 2 &-§

MIk)'"q’(“’k'“kPk)% o, <Vo(x; {Py >~ 5 YO 2 (na osnovu (3.53))2 ye,” 5= 1

_ Y(2-9) ‘—rirzin{ d(<‘?¢(xk),pk>) *}'] . {na osnovu {1.26)) :’

L Y %k ) 7 | |

ii

" d( <Velz, ) py,> ) d( <0o(z,),p,} ) a - £

- y(2-§) . kK“*Ek o k™25 - |

AT [mrz{ 7 g mivd . F(vk,ek)}}J = :
- _ 2

Yegegy i G0 <w(mlipp>) s | y(2-8) |

- T L m’L?'I{ > R r(u;{" E:{)}i o F( <‘?¢(xk),pk>.v;::s:{): ;

dit,). -2

gde je F prinudna funkeija oblika : (;,T,tz,ts)—l_mm{ 7 F(tz,t )}_}

e

Teorema 3.16. (Uslovna veraija poopstenog Céa-Coldstein-ovog algoritria -

uporedi /49/, str.2ie. )

Neka je skup LN X kompaktan, neka x, € LN X, vektor Py € R? zadovoljava
uslov (1.18) 1 neka je u.k 5 0 ma koii broj definisan poop8tenim Céa-Goldsteir

ovim algoritmem. Neka je ak"‘ dato sa (1.25) 1 neka Je ak-mn {ak, ak’*} .Dalgje,

neka Jje:
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A A __ * A |
s ako je o=y 1 ¢(xk)—¢(:ck—ak-pk)< a, of <o {xy),pp>/5

(3.54) lk = 1, 1nace,

* *

. - Tada:

*
gde Je M € (5 1) {zabrano tako da (3.30) i (3.31) vaii sa o=)

.1. Ty e 1% " M “k?k“ ;.fs}\ .
2.¢($k)“¢($k+l PRF( -c%(zk)_,pk‘:, Vg3 ok), gde je F prinudna furkeija od trt

promenljive koja zavist samo od LI X,

Dokaz. Rauch-ove pretpostavke o problemu (3.47) su odigledno zadovoljene, a
dokaz demo kac i dosad, izvesti metodom matematidke indukeije u odnosu na k.
Ako pretpostavimo da z,€ LOX 1 da je <V¢(..~:k),pk5>0, iz leme 3.6 sledi da
postoji a}c >0 koje zadovolgjava (3.30) © (3.31). Takodje iz Zime 3.6 siledi da

je A, dobro definisano. Dalje, i1z (3.54) sledi da je lkak:- a 1

k
cp(xk)—cb(:r:k+1)=¢(xk)-—¢(:ck- )‘k akpk) > }‘k ukc( <?¢(mk),pk>)> 0.

*

Prema tome, xk+1eLnX.~ Iz (1.26) sledi da je oy 2 min{ u;c,Fl’vk, ek)}. Dalje,

12 konveksnosti skupa D sledi da [z ,xk+1]c D 1 da vaZi ocena (3.37), tj.:

*

. y A1 -1 -, [
(3.55) min{ a., A o BFd - | (1-8) <V (x; )5 P> 5

gde Je i prinudna funkeija. Sada, iz (3.30), (3.54), (3.558) < (1.26) sledt

*

X . |
¢(ack)-¢(:ck- }‘kakpk)a')‘k ukc( -:‘?q:(mk),pkn- ):min{u}(, Ay O 5 O o f <v¢(xk),pkb)a

L1 17 ~ -
2 min{ 3 d L(I-G) <‘7¢(xk),pk>},F(uk, ek)}c ( <v¢(:ck),pk>)=

= F{ <Vo (a:k},pk:a, Vy.s ek),

gde je F prinudna funkeija oblika Ft’tl, tg_, ts):n(tl)min{ %d-zf_'(/-é)tzl,?‘(tg,ts)}.

U algoritmma opisanim teoremama 3.14, 3.15 1 3.16 korak 0y s pored toga
Jto obezbedjuje dopustivost talaka (uz pretpostavku da pravac pkeHn zadovoljava
uslov (1.24), zadovoljava i takozvani princip "dovoljnog opadangja”:

(3.56) q:(xk)—cb(:ck”);; F( <v¢(:ck'),pk> »Vy crk),
gde je F prinudna funkeija od tri promenljive.



€9.

Sada demo izloZiti teoremu u kojoj dokazujemo da pod odredje'nim uslovima

niz {xk}konvergim ka stacionarmoj tadei problema (3.47).

Teorema 3.17. Razmotrimo {teraciju Ty o1 .k—qkpk’ k=o0,1,..., gde je ekizabmno

pomodu algoritma 2a e(str.z2,I poglavlje), pkﬁ_Rn je ma koji pravac takav da
zajedno sa o, dobijenim pomodu bilo kojeg od algoritama ©pt

;i (3.15) imamo da xk+1GLoﬂ X 7 relacija (3.56) va3i sa

santh teoremama (3.14)

Ve = H qu(:ck) Vé (:r:k)ll ,qk:kardl(xk, g

Tada, ako Je niz {pk} takav da I Pq (xk)cw(:ck)n-ro ako <v¢(:rk

)P} >*0 kada
K ,

k»oe, 7 skup
(xeLNX] N P (z) Ve (z)ll =0, gq=kard I(z,0))
% *
sadr3i samo jednu tadku x, sledi da je lim x; = &
K-»oo

Dokaz. Iz pretpostavki teoreme sledi da vazt

¢ (x )-¢(mk+1).:;. F( <?¢(mk),pk>, { Pq (a:k) V¢(a:k)ll ,ak), qkzkar'd I(mk, Ek)'

k k

Tz leme 1.16 1 definicige 1.14 prinudne funkeije sledi da<?¢(xk),pk>-r C 1Lt

P t':nk) ?d:{xk)n-r 0 ili €7 0 Yada k-+oo. Podto iz algoritma za € sledi da

9k
Ek"'O ako 1 samo ako | qu (a:k) Vcb(a:k)n -+ 0, ke-a: a f%(:::k),pkhro povladz,

prema'pretpostavci, da |l Pq (a:k) N(:rk)ll-? 0,k >0, u svakom sludaju ce slediti

k
*

20, k+w0, a 12 leme 1.16 na osnovu ovoga sledi da X, +% , K-»co.

da |l qu (a:k)Vd?(xk

Posledica 3.17. Ako udinimo analogne pretpostavke o skupu LN X, dobidemo aralog-

no tvrdjenje 1 za algoritam opisan teoremom 3.16.
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L. POGLAVLJE

Dat je problem bezuslovne optimizactje : nadi
(4.1) min{cﬁ(:c)] xeR '},

gde jeep;-}??lR dva puta neprekidno diferencijabilna funkeija. =

U ovom poglavliju demo izloZiti neke modifikacije metode Danilin-Pdenidnog
i3loZene u I poglavliju. Modifikacije se sastoje u tome Jto demo za vektore
pravea uzeti vektore definisane metodom Danilin-P3enidnog, a korak ay, demo de~

finisatt novim algoritmima.

Drugim' redima, iterativni algoritmi za nalaZenje cptimalnog reSenja prob-

lema (4.1), koje demo ovde izlo3iti, generidu nizove tadaka {:::k} oblika:

(4.2) Ty 0 17%% %1 Pps k=0,1,2... gde je

(4. 3) Dy = A ! Ve (x ) 2a Yk > n-1

(za k=0, 1, ...,n-2 mo3e se uzeti npr. py= V4 (mk)), pri demu Jje matrica
A, definisana sistemom (1.32) 1 pretpostavijamo da zadovoljava uslov

(4.4) C <4 -1?¢ (:Ek):"?‘p(xk) >>0 za¥k zn-1

K

Korak oy, de bitti definisan jednim od algoritama koji slede.

Primedba. Ako je V¢ (:ck) razlidito od nule, 1z (4.4) sledt da je Py, razlidito

od nule.

4.1. | modifikacija metode Danilin-PSenickog

Neka niz {a:k } zadovoljava relactge (4.2), (4.3) 1 (4.4). Korak oy defint -
Fimo na slededi nadin:

a0 € Ip, gde Ik predstavlja prvt interval poéitimih redenja nejednadine
(4.5) <Vé (a:;,(-‘:v.pk)J..pzc > :-6<vd{_a:k)_.pk> s 0<é8<1.

Teorema 4.1. Neka je ¢: >R dva puta neprekidno diferencijabilna funkeija
koja zadovoljava uslov
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(4.6) <H(3:)y,ybzm H _yuz 2AV X, Ue R’:, m»> 0,

(ade de sa H(z) ozmaden hesijan funketje ¢ u tadki x). Neka je niz {xk}
sadat relacijama (4.2), (4.3), pri demu je ispungen uslov (4.4). Neka je

korak &g, defif-isan wuprave izlodenim algoritmom. Tada, ako je ak;a&'k, O< g <1,

gde Je &k - najmanje pozitivno redenje Curry-Altman-ove jednadine

(4.7) <V:¢;(xk-aDk),Dk>= §<V¢ (xk)f'pk) , O<8< 1,
vaZi sledede:
7
1. :r:keL:-' {xe R | ¢ (x) & ¢(xo)};
2. ¢l 474 ¢ (2,05
* *
de je x - jedinstveno optimalno redenje problema (4.1).

. 1 n:k-x“-po_, Kroo,

Dokaz. Pretpostavimo da Jje vq’:(a:k) # 0. Po3to, zbog (4.4) vaZi da je
-cv¢,(xk),pk> = <V¢ (xk),Ak_I -v¢(:ck)>;: 0 za¥kin-l1,

sledi da su zadovoljene pretpostavke posledice 3.3 1 teoreme 3.4, odakle

tmamo da va3i sledede: ) & L, gde je L — konveksan 1 kompaktan skup,

¢ (g ) > ¢ (%175
za%txe L, VY& En,

(4.8) mi Y 2& <H(x)y,y>2 M 11 Y 1
<Véf{x, )yp0,>
(4.9) L im K"k o,
-+ " Pl
(4.10) hm“-fk'xkﬂl‘l: 0.
K »-n3

Iz (4.9) 1 dinjenice da :ka,-.L sledi da su zadovoljene pretpostavke leme

1.17, a odatle imamo da vazi

lim || Ak-H (:r:k) 1 =0.

K00

(4.11)

Iz (4.11), na osnovu relacije(4.8), sledi da se za proizvoljne M, i m,

takve da Je MlaM z 0 <m,&m moZe nadi broj ko‘:- 0 takav da za¥k2 ko 1 2a

¥ yeHn vasi
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2 2
(4.12)  mo ] Yl e < A¥sy>sMy li Yl

Iz (4.12) sledi da za¥ k> ko vaii
2
(4.13) <v¢(xk),pk> ="Akpk’pk>3'mz Py H s odnosno,

{v¢(xk),pk} | ) o

(4.14) , it
H Pl M P,

Iz (4.9) © (4.14) sledr da

(4.15) J: Py i1 0s K > o,
Na osnovu relacije (4.12) imamo da vaZi, podev od nekog k
(4.16) i} v4 (:L‘k),-'l =/l Apy it & Myli pRli

Iz (4.16) sledi da || gy (z;)ij> 0, k==, Odavde, zatim, na ognovu
stroge konveksnosti ¢ (relacija (4.8)) i iz &injenice da niz (X)) pripada
kompaktnom skupu L sledi da niz {; } konvergira ka jedinstvenom optimalnom

*
redenju x problema (4.1).

Teorema 4.2, Neka su zadovol,jene pmtpostauke teoreme 4.1. Tada je brazina

konvergencije ntaa tadaka { %, }ka z u najmanju ruku R -linearna.

Dokaz. Iz relacije (3.17) sledi da vazi

Dalge, pa?.s'to Je 3y redenje Jednaéme (4.7), sledi

(1-8) <Vo(x; ),p; > = W‘F’(xk),pk” - "W(xk-a kpk)’pk >,

Primenom Lagrange-ove teoreme na V¢ na intervalu E: ,:ck-&kpk]cL 1

koriddenjem relacije (4.8) dobijamo:
A

(4.18)  (1-6} %%(xk),pk”_i‘?”-f 3P Pops " 0SM 8, ”Pk”

Iz (4.18) sledi

) 1_ 5 (v¢f;ck).,pk }.

(4.19) 97(?- 1 Pal
K

Kombinacijom (4.17) 1 (4.19) dobtjamo
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<V (mk),pk ;‘,2, _

| ) g8 (1-8) |
(4.20) ¢(mk) ¢(xk+1)‘; W s
P
Dalje, 1z relacije (4.12) sledi da 'pgstoji ko> 0 takvo da va3i
za 4 K2 ko:
(4.21) <9¢(x, ) > =</ -1V¢(a: )y Volx,)> L I Velx, )l ? z
oLl x/2Pr” ~ 0k k' PR, k
_ . -1 ] .
(4.22) )i ppyr = W Ay "Vé(Z ))& o i Volz, 1 .
1
Iz (4.20), (4.21) i (4.22) dobijamo
qé (1-6)m12 P
¢(a:k)- ¢(3:k+1)_3_ 5 l|?¢(xk);j za?kg,ko, tJ.
M M
| ! P g8 (1—6)m12
(4.23) ¢(z )= blx 0) 2 nyVelz )y ) gde je n = 2 > 0.
1

Iz (4.23) eledi da su zadovoljene pretpostavke teoreme 1.21, a odatle
sledi tvrdjenje teoreme.

4.2. |1 Modifikacija metode Danilin-P3enilnog

Neka niz {xk} zadovoljava relacije (4.2), (4.3) © (4.4}, a korak
g odredimo iz slededeg uslova

(4.24) ¢(xk)-¢(:ck- apk) s o df <V¢(a:k),pk> ),

gde je d: [ 0, = [ 0,%) funkeija takva da vaZi §,t¢ d(t)= 5,

0 <8,< 62<1. (OFigledno je da je d jedna prinudna funkeija).

t zavt:>O,

U slededoj lemi demo pokazati da je korak & dobro definisan.

Lema 4.3. Neka je ¢: R~ B neprekidno diferencijabilna funkeija i pret-
postavimo da x,, @ > 01 P& R zadcvoljavaju uslov <v¢(:.ck),pk>> 01

| ¢(:ck)_- ¢(xk-akpk) < akdt' cv¢(xk),pk> s

gde je funkeija d: [0,%0)> [0,%° ) takva da vaZi §,ts a’t)« Syt zavytz0,

0< 51:.521:‘4. Tada postoji O <ci'k <o, takvo da vaii (4.24).
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Dokaz: Definidimo funkeiju F: [0,1J> R na slededi nadin:

.;" ¢(xk)- ¢(;rk—takpk)
tc.k <?¢(xk),pk}

te (O_'Ij J.

F(t)= | | |
i 1 R t=0. .

Iz L? Hospital-ovog pravila sledi da F(t)»0, t>0, a cdatle sledi da je
F neprekidna na [0,1] © pri tom vaZi: F(0)=1 <

¢(:rk)-¢(:r:k-akpk) al <V¢(xk)_,pk> ),

F(1)= < <&, <1.
a,, <?¢ka),pk > {Vd:(xk),pk > 2

d( <9¢ (xk),pk>)

Iz neprekidnosti F sledi da F popri ma sve vrednosti izmedju = (2, )Pp>

i1 zate (0,1 .Odatle sledi da 3t¢(0,1) takvo da va3t F(1)+ F(t) < F(0),
odnosno, da postoji &'k-_;f %y, takvo da vaZi |

¢(xk)-q>(:ck-5kpk)§ Eik d( <V¢(z;),py>-

U slededoj teoremi pokazademo da niz {mk}pod odredjenim uslovima

konvergira ka optimalnom relenju problema (4.1).

Teorema 4.4. Neka su zadovoljeme pretpostavke teoreme 4.1, s tim §to Jje korak

%y definisan tako da zadovoljava uslov (4.24). Tada vaZe tvrdjenja 1,2 © 3
teoreme 4.1 1 tvrdjenje teoreme 4.2Z.

Dokaz. Iz relacije (4.24) sledi da je ¢(mk+1)< ¢(a:k). Odavde, ako pretposta-
¢ L={ xeﬁ’nl op(x) _c__cp(mo)} . Kako je ¢ monotona 1 ogra

vimo da a:k-_-'_L sledi da Ty, 41

nidena odozdo na konvesnom i kompaktnom skupu L, sledi da

(4.25) ¢(xk)- ¢(:x:k+1)—>0, k>o00,

Iz (4.24) 1 (4.25) sledi da
(4, 26) akd( <v¢(a:k),pk> }J* 0, k>roe,

Podto ge d(t):‘;élt_. iz (4.26) dalje sledi:

-—- crea e e e
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(4.27) 61 akﬁvq:(xk),pkb- £ay d( f:vcp(:r:k),pk:») -~ O,k >x ¢

(4.28) 8, ak{%(xk)’pk) =3, f:v¢(;rk), a:k-xk”:--,o, I >,

Iz (4.28) 1 monotonostt niza {¢(xk) teledi da niz{ xk] zadovoljava pretpos-

stavke leme 1.18, a odatle sled:
(4.29) lek—:ck+zl]+ 0, '_k._,.m.

Iz (4.29) ta &injenice dal z, } pripada kompaktnom skupu L sledi da su za-
dovoljene pretpostavke leme 1.17, a odatle dalje sledi da vaZi

(4.30) | AR (z N[> 05 k> oo

Iz (4.30) dalje sledi, kao © u dokazu teoreme 4.1. da vaZi relacija:

e 2
(4.31) m, By & ﬁAky,thMIh_y” za'ﬁke,ko.
Da bismo dokazali konvergenciju niza {x,} ka optimalnom redenju prcﬁble—

ma (4.1), pokaZimo pre sve da je niz {ak}ograniéen odozdo.

Na osnovu Taylor-ove formule tmamo
2

(4.32) ¢t’:rk)- ¢(.:ck -cxpk)-f af?cb(mk),pk >= -“5— <H( 'ak)pk’pk:" =
o

{ £, 5%, = 80D, 0e(0,1))

- <v¢(xk)‘pk> o <H(£k)pk:pk> .
o A0 <v(n)op> )| Iretz oy T 2 dAl<Ve(z),p))

Iz (4.32) sledi da de (4.24) biti zadovoljeno ako vazi

'-:H(EK)&,pK >

-:v¢(mk),pk > R
d( <V¢(a:kJ,pk>) -

d( <v¢(mk),pk>)

1.

a
(4.33) 5
Dalje, itmajudt u vidu da Jje Gztsd(t)é 621:, kao 1 relacije (4.8) = (4.12),

vidimo da de relacija (4.33) biti zadovoljena ako vait

-2
Mi1p 1)

<V¢ (.:ck)_,pk::- < H(-Ek)pl_cepk} <V¢ (a:k)_,pk-p
61 ¢v¢(xk),pk>

a
: -2 >
3(-:v¢(zk),pk>) 2 d( <Vlx, J,p;>) 7 85 <Vé(x;),pp>

7

-2
2
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i e el b eal L . L

(4.34) -

>l
N |
(]
O
3

Tz (4.34) sledi da je (4.33), a time 1 (4.24) zadovoljeno ako je
26.m, (1-8,)
71 2
£

Tz (4.35) sledi da postoji konstanta a* € (0, 75 ) takva,
: e . 9

da de podev od nekog k biti zadovoljena nejednadina (4.34) ukoliko je

261m1(1-62)

Mé

W

a, 2 ot
2 k7

Prema tome, postoji a* > 0 takvo da je o, 7 a* zq dovoljno veliko k.

Na osnovu ovoga iz relacije (4.29) sledi

- 1 _ 1 _ N -
(4*36) | Pk” = E‘; | L7, -’ckHH & ar i L, = |+ 0, kr=.

Dalje, iz (4.36) sledt, na osnovu relacije (4.12)
(4.37) IRTIEWRE A0 1l < M, |l pell + 0, koo

Iz (4.37) zakljudujemo kao i u dokazu teoreme 4.1. da niz-{mk} kon-
vergira ka jedinstvenom optimalnom redenju problema (4.1).

Ostalo je jo& da ocenimo brzinu konvergencije.

Tz relacije (4.24) sledi na osnovu definicije funkeije a 1 relacije
(4.12):

*8
= 0 8,<V0(z, ), Ay Vo(z,)> 2 MII I verz ) 12, td.

_ 3*61
o2 "TH

(4.38)  ¢(zy) = (2 1) 3 nll 94z, ) |2 za Vkyk > 0.

1

Iz (4.38) sledi da su zadovoljene predpostavke teoreme 1.21., a

odatle sledi da je brzina konvergencije u najmanju ruku R-linearna.

L.3. 111 modifikécija me tode Dénilin-P§eniEnoQ

Pretpostavimo da je funkeija ¢:R'+Rdva puta neprekidno diferencija-
bilna i da sadovoljava uslov (4.6). Na osnovu leme 1.10. sledi da je skup

L kompaktan it da va3i relacija (4.8). Iz (4.8), na osnovu Lagrange—ove te-
oreme sledi




Vo (x)=Vo(y ]|« Mllzyll za Vaxz,ye L,

tj. da V¢ zadovoljava Lipsitz-ov uslov na L sa Lipsitz~ovom konstantom M.

Prema tome, mo3emo Koristiti poopStent algoritam Ostrowskog za de-

fintsanje koraka ay -
Neka je niz-[mk} definisan relacijama (4.2), (4.3), neka je zadovo-

ljen uslov (4.4), a korak %y, definidemo na slededi nadin

= d(
k™ Mlipg | 1P,

(4.33) o ),

gde je d: [0, »)~ [0, =) prinudna funkeija takva da je th « dft) < 8,ts

D<8.< 6. 0< 6.<2 za Vizo.

1 22 2

Teorema 4.5. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 4.1., 8 tim 3to je
korak %, definisan relactjom (4.39). Tada va3e tvrdjenja 1., 2. 1 3. teo-

reme 4.1. 1 tvrdjenje teoreme 4.2.

Dokaz. Pretpostavimo da je V¢ (a:k) # (0. Po¥to su zadovoljene pretpostavke
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teoreme 3.5, sledi da vaZe tvrdjenja teoreme 3.5: X, < L, ¢(:ck) p ¢(xk+1),

<V (xk),pk>

I!-&-O“k—»m_, '*0_’ k-}-ﬂ'.‘.

”Pk |

IR

Tz ovih relacija, analogno dokazu teoreme 4.1 sledi daf a:k} te3l

ka jedinstvenom optimalnom redenju problema (4. 1).

Dalje, 12z relacije (3.28) sledi da vazi

2-52 [ < v¢(:ck),pk>' 12
(4,40) ¢(xk) - ¢(;rk+1)2 I dl ) .

2 |\ o I

b

— el

Iz (4.40), podto je d(t) Gzt, sledt

2=48 <Volx,/, >&
2 2 SV TRPET

2M62 1 ”pk “2.

(4.41) ¢(mk) - ¢(:r:k+1)?,

P

Iz (4.41) analogno dokazu teoreme 4.2 sledi da vaii ocena

(4.42)  #(z) - bz, ) 7 0 [|Ve(zy) 12, n >0, za ¥k ky

Iz (4.42) sledi, na osnovu teoreme 1.21, da je konvergencija niza

{ 23} R-linearna.

[ S T RN S WU PO SN ST N T M U T W g mmpy W T | T ET T W S E AT

e m w5 T



78

L.4. |V modifikacija metode Danilin-P3enicnog

Neka'niz:{xk} zadbvoljdva relacije (4.2), (4.3} 1 (4.4), a korak

I nadjimo pomodu slededeg algoritma.

Algoritam
d(€?¢(xk),pk>)

3
”Pkl]

d: 10, ») + |0, ) funkeija takva da je Gltgd(t) ¢ 8,t 2a 'Vtz a, 0{61*’-62

Korak 1. Uzmimo « :'Ei = min { , 1}, prt demu je

(d je o3igledno prinudna funkeija).

Korak 2. Ispitujemo da li je zadovoliena nejednakost
(4.43) ¢(mk) - ¢(mk&apk)'z Eazd(<?¢(ka,pk>), O<e<1/2.

Korak 3. Ukoltko je relacija (4.43) zadovoljena, o) = 03 inale, wmanjuje-
mo T, sve dotle dok relacija (4.43) nije zadovoljena.
U slededoj teoremi pokazademo da niz {xk} pod odredjenim uslovima

konvergira ka optimalnom redenju problema (4.1).

Teorema U4.6. Neka su zadovoljene pretpostavke teoreme 4.1, 8 tim 8to Je
korak oz, definisan gormjim algoritmom. Tadalvaﬁe tvrdjenja 1., 3. t 3. te-
oreme 4.1.

O2

Ako je uz to &6, > 5 *+ eég, niz {z, ) konvergira super—linearno Ka x*.

Dokaz. Podto demo u dokazu koristiti lemu 1.17, pre svega pokaZimo da pod
" uslovima teoreme niz-ka} zadovoljava pretpostavke leme 1.17.

Dokaz izvodimo metodom matematidke indukezje. Pretpostavimo da €L
© da Je v¢(xk) # 0.

Tz uslova (4.4) sledi da vaZz

(4.44) <?¢(mk),pk> = <?¢(xk),A§1V¢(xk)>'? 0 za'T/k 7 n=1.

Dalje, na osnovu Taylor—ove teoreme imamo za a > 0
2
QL

¢(.’L‘k) - ¢(a:k-apk) = {l'.(?d)(‘xk)._,pk) -5 <H(Ek)p:{:pk} =
(Ek = .’Ck - Bku.pk_, Gk‘i (0,1))

<H(E)Pps PR |
d(<?¢(xk),pk>)J'

] {?¢(:ck)_,pk>

_ - =
= ad(<Vé (.’L'k)_,pk}) 3({v¢($k)_’pk>) 2

Iz (4.44) sledi da je d(<?¢(xk),pk}) > 0. Prema tome, nejednakost
(4,43) de biti zadovoljena ako je



73

Y I g——— L R

<V {xk)"pE > “ <H(Ek)pk’pk)

- e— , odn )
dC <oz ).p> g dl <Ve(z,),pp>) 208 oanosno
4. 45) 1 <V¢ (.rk),pk} 1 ‘H(Ek)pk,pk:» o oedd
. Q d( c?cb(:ck),pk:-) P W{vﬁ,(,rk),pk} ) P ' 9
& <V¢{x,)ypDy, > - < H(E )p, 304> | .
: - LSl Sl 0, =za neko

Kako je Ht'*-‘-%(xk),pk* ) >0 1, zbog (4.€), a,(w‘ﬂxkhpk?)}

a=a,, de biti zadovoliena nejednadina (4.45), a time 1 relacija (4.43).

Time smo pokazali da je korak @, dobro de finisan.

Iz (4.43) sada sledi da je ¢(xk+1) <¢ﬁzk), a odavde da xk+1£ L. Kako Je ¢

ograniéena odozdo na konveksnom t kompaktnom skupu L, vaZide ¢(mk)- ¢(xk+1)+ o,

ko . Na osnovu ovoga, iz relactje ( €.43) sled:i

2
(4.46)} & d(<?¢(xk),pk> Jo> O k»o

d(c?¢(xk),pk> ) 3
, bide d ( <Vé(x,)spp> );uk‘lpkll :

Dalje, kako je a;, & Ek_i-
3
| IP;(I |

Odavde, na osnovu (4.46) sledi

S 3 2
(4.47) o, llpklléak d(<ve(x;),p;> )~ Q._. Ko .

Iz (4.47) sledi ||xk+1~mkl|=ak|]pk||¢0, k= . Prema tome, nizi x, 3 zadovolja-

va predpostavke lene 1.17, odakle sledi da vaZi relacija (4.30). Odatle dalje

sledi da va3i relacija (4.31), kao T:

2 2
(4.48) mjllpk“ & < A ppsPy? :<?¢(m;{),pk>£ MIHP;(H s, WVk2 ko.

Iz relacije (4.48) sledi, da pocdev od ne kog k vait:

d( {Vd:(mk),pk: ) 5, <?¢(:ck),pk> § M4

(4.49) 2 2> r
3 ~ 3
o [P, | 1P|

Iz (4.31) 1 ogranidenostiVé na L sledi:
gy - 7, _
[ |1 = 114y " volz) 2 K za¥k2 n-1.

Tz (4.48) 1 (4.49) dobijamo:
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d( <V6(x,),p, > } Sm.

k >
-~ m.K

(4.50) 3
Hpkll 2

Podto je &k = mind , 1} 12 (4.50) sledt da de za dovolgjno

gy

veltko k va3iti &kau> 0.

Dalje, imajudi u vidu da Jje Glt:sd(t)::_- 621‘:, kao t© relaciju (4.8),
vidimo da de relacija (4.45) biti zadovoljena ako je zadovoljena sledecda

relacija:

b4
“:V‘bf’xk),pk > 7 H(&k)Pk:Pk 1 {V¢(3k):pk> 1 Ml ka I I

% d(‘vtb(xk),pk?') T2 T-Tc‘?¢(a:k),pk>)’ 62-cV¢(xk),pI,(>-.-2' ?zcvcp(xk),pk:v

1 y pkilz S __M_ ..
(4.510 235, 7, STTERR L -

Iz (4.51) sled:
2o
(4.52) O<a 51627261m15fM)'
‘ . .. * 28,m |

Iz (4.52) sledi da postoji konstanta Q0<a< takva da de,

62 ("'61 1?.. +M)
podev od nekog k biti zadovoljena nejednadina (4.51) ukoliko je

261m1 o X

. *
52 (Zélmlng) >0, Prema tome, postoji o >0 takvo da Je 0,2 za dovol -

no veltko k.

* .
Iz dinjentee da je Eksa 1 G 20 za dovolgno veliko k sledi da posto-

Ji konstanta C> 0 takva da podev od nekog k vait o, 2 C> 0. Odavde sada
sledti:
[P

_ 1 _
) Eiwlxk;+1 z 1€ T ok

(4.53) |lp, ||

Iz relacija (4.30) 7 (4.53) dalje sled:
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(4.54) ||ve(z,) | = [1ap, 11€M, Llpp 1> 05 Ko
Iz stroge konveksnosti ¢, 12 Sinjenice dal xk}c L 1 12 relacije (4.54)

sledi da niz {xk} konvergira ka jJedinstvenom optimalnom redenju (4.1).

Pre nego §tc predjeno na ocenu brzine konvergencige, pokaZimo da je, pocev
od nekog k, uk = 1. .
c d(<V¢(x,),p; > ) &,
Tz relacija (4.50) 1 (4.53) sledr > A T o
H 13 prkH
Py

koo

Odavde 1 iz definictje ﬁk sledi, da je podev od negok k, o, = I. Takodje
vidimo da je za dovoljno veliko k relaci ja (¢4.51), a time © (4.43) 1 (4.45)

zadovoljena ako Jje ukzl. Naime, za o= ak:I, ocenimo izraz iz relacije (4.51)::

|
i
i
1
]
I
i
!
i

| om, & ,-Md 8
'16' - M_ 1 1 2 >e, a odavde sledi 8 > 2 e 62, gdto je po
2m, S 2 1 2 2
2 171 2m1 62

prefpostaveil zadovoljeno. Podto Je 'akzl za dovolino veliko k vaZide slede-

da relacija:
2 * * * -] %
(4.55)|[xk+1—mkll =@y g B, Xy TE Y TGT A Vo(zy )y, X >

Na osnovu Lagrange-ove teoreme vaZi sledede:

-1 * -1 * * E
(456) < Ak V¢(.’J:k),mk+1 -x > =< Ak (Vd)(:ck) - Yolx }), T b1 - > = |

*

— *
=<A JH(nk)(xk—x ),mk+1‘-x >, nk=xk+9(mkﬂx*), 0e€(0, 1),

K

Tz (4.55) 7 (4.568) sada sledz

[| ‘x*llz_‘ (I - A -IH( } ) (x -m*) —m*> = *
Ty 49 = , Ny, ) 3Ty 1 = ;

* :
:

- *
= f(Ak I(Ak —H(nk))(xk - ),xk+1 - >%
-1 * *
&I| Ak l'll Ak -H(nk)llllmk =T ‘I ‘!xk+1 'I'Ilé
1 # A
-5'5;' 1LAk 'H(nk)|l I1Ik*m li ||xk+1 =X ‘l-

Odavde dalje sledi:
* * , I
2y, == 11 & vl —= 1], gde de v = || A, H(n )]s

Na osnovu leme 1.21 i ravnomerme neprekidnosti H(x) na L tmamo:




HAk -H{( nk)H:‘E IlAk -H(a:k)[|+[]:’:'(.r;{) - H:’nk)H-* O, ko

. _1 — 1{_},_/‘- 0 3 r-'_"
odakle sledi da Y, = o l‘Ak* Hin, i+ O k+o , odakle sledi da viz {xk}

konvergira superlinearnoc ka x .

Primedba. Podto algoritmi tzlofenti u radovima Dan ilin-a /12/ 1 Eulantj-
- 3
Danilin-a 6/ predstavljaju samo spezijalne sludajeve algoritma 1z.03enog

. u /13/, tzloZene Jetiri modifikactje va3e 1 za ove spectjalne sludajeve.




5. POGLAVLJE
5.1. Projektivne metode

Razmatramo slededi problem: nadt

. . e ey 141 T .
5.1/, min {¢(x)| xe X}, gde je #Z={ weR | A"x=b},
a A - n»>mmatrica, mx< n,
Pretpostavidemo da je ranghA =m

Oznadimo sa Z—- nmX(n-m) matricu koja zadovoljava uslov

(5.2) alz=0.

(0 nadinima izradwavanja matrice Z pogledati u /22/, str. '+, /23/, str.52},
/86/, str. . /. Pretpostavidemo da kolone matrice Z, vektori 2.2 2=1, e v uy

n-m zadoveoljavaju uslov
(5!3) llz'I:I!: 1, 1::1,.---_' ?’Z-ﬂh

Iz izlaganja u odeljku 2.1 sledi da vektor B 1=1y..., n-m predstavija
i~t1 bazisni vektor (n-m) - dimenziorog prostora paralelnog linearnoj mmogos-

trukosti X definisanoj presekom od m linearno nesavisnih hiperraqumi.Dakle je

rangZ ~n-m.

Projektivna Powell=-Zangwiil-ova metoda

’ [ O 4 U - . -
Staviti S T Zp gde Jje 2. =1, ..., N=m 1~ta kolona matrice Z,

definisane uslovom (5.2), takvi da va3? (5.3).

Algoritam Skalar 0 <e=l je zadat.

Korak 0. Nadi talku :caoex takvu da je nivoski skup L={xeX| ¢ (x)<$ (xoo)}
ograniden. Staviti §°=1. Staviti k=0.
Korak 1. Z2a 1=1, ..., n=-m izradunati uikgR tako da minimizira
k., . N k k
$(x. , +as.") T staviti x. =z, , + &, 8,
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Korak 2. Izradunatt lk:llmi_m - mﬁll. dko Je R%EE, STOPy inade 1zradu-—
k k
x - =x
nati s nr °© i ak
+] 1K n-m+1 tako da minimizira
K k . ... k+1  k _k k k
olz _* as__..;/) T stavite x T EE 1T RO Sy el
.. K k .
Korak 3. Nacz.§p = mam{ai, 2=1, .0 .y n=ml.
ak Gk
. p > e ..k+1:k .k+1:k .
a) Ako je NI staviti s S, msy b 87 s; 2at #p,
+1 u% ak
1 = 1,...yn=-m Staviti Gk .:-Jlj?-
A
k K
. e 8 ., . K+l k. . .
b) Ako je — 7 <€, staviti §: = 8. 151, 00 yn=m 1 gtaitt
A
Kt 6%, zameniti k sa k+1 © idi na korak 2.

Kao &to se vidi, algoritam projektivne Powell-Zangwill-ove metode
je u potpunosti analogan originalnom Powell-Zangwill-ovom algoritmu (odeljak
2.1), &to je prirodno jer smo uvodjenjem matrice (odnosno prostoral) Z zadatak

(5.1) svelt na zadatak bezuslovne optimizacijeun-m - dimenszionom prostoru.

Teorema 5.1. Neka je ¢: R'> R neprekidno diferencijabilna strogo konveksna
funkeija © neka je rangA=m. Tada niz {mi} , 120, 1,040y n-my, k=0, 1,... generis
projektivnim Powell-Zangwill-ovim algoritmom komvergira ka optimalnom reSengju

problema (5.1).

»*
Dokaz. Egszistencija it jedinstvenost optimalnog redenja x problema (5.1)
sledi iz kompaktnosti © konvekSnosti skupa L 7 stroge konveksnosti fumkeijed .
Naime, svaka tadka niza {xﬁ} pripada skupu L jer je po kongtrukeiji

k k . . k k . K .
¢(x£)_-:: ¢(.r£_1), 1=0, 1,¢0e., =M 1 an—mﬂ)fwmﬁ—m) z .'L'i&X za 1=0,1,...,

n-m, k=0,1,2,...
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| | . S B N
Dokaz da ntz{ mﬁ} teZi ka takveoj tadkit x = X u kogog vaiz

A
(5.4) <?¢(x'),s£> =0, 1=1,..., n-m,

4 k : . :
gde T Lpy S 8.y NS = 1, ke K {0,1,2,..} 4 ko= 1 vektort 5. = R

n-m su Linearno nezavisni, se 13vodi na potpuno 18ttt nadin kao u bezuslovnom
sludaju (videti mpr u /62( str.294.).

Iz (5.4) sada sledi da je gradijent v¢(m*) ortogonalan na n-m bazisnth
vektora n-m - dzmenztonog prostora paralelnog mmogostrukostt X, dakle,
V¢(x ) Je ortogonalan na X. Dakle, u tadki x Jje itspunjen potreban 1 (zbog
konveksnosti) dovoljan uslov za minimum ¢na X (teorema 2.1). Kako Je zbog

4 %
stroge konvesnosti talka x jedinstvena, sledi da ceo niz {mg}konvergira ka x .

Projektivna metoda lokalnih varijacija

Uvedimo oznake: dlzzl,_dgzﬂzi,...,dg(n_m)_lzzn_m, dZ(n-m):-zn-m'

Al goritam )

Korak O. Nacz takuu-taéku_xbe-x da je skup L={xX| ¢(x)s ¢(mo‘}agran£éen.
Izabrati €,> 0. |

_ cpr D= _ * L apaFraty _

Korak 1. Stavitt k=0, x=z 1 izradweati ¢(x) |

Korak 2. Staviti e= € ;

Korak 3. Staviti j=1. |

Korak 4. . TIzraZwiatt ¢(z+ edﬁ) -

Korak 5. Ako je ¢{x+ edj)< d(x)y; zameniti x sa x+sdj 1 181 na korak 3;

tnade 141 na korak 6.

Korak 6. Ako je j< 2(n-m), zameniti j sa j+1 1 idi na korak 4; inade 147
na korak 7.

“, . £ . _ . 4o .
Korak 7. Staviti Xy 4775 staviti Ek ;= 5 Ako Je ek+1-0, 161 na korak 8;

Inade zameniti k sa k+1 1 187 na korak 2.

K k &. . .
orak 8 Staviti xth t1? STOP

e e s S T R e o i ey . AL T P AR e L Pl I TRl v

comas bl
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I ovde je analogija sa bezuslovnim algoritmom prirodna, kao 1 u pret-

hodnom sludaju.

Teorema 5.2. Neka je ¢:Rn+-R neprekidno diferencijabiina funkeija i neka je
ranghA=m. Tada svaka tadka nagomilavanja :x:'* nt 2a {3:;&}"r generﬁsanog projektivnim
algoritmom lokalnih varijacija zadovoljava uslov P(x ) V¢{x )=0, gde je P -
operator ortogonalnog projektovanja 13 R ortogonalnt komplement prostora
koji obrazuju kolone ai,izl,...,m matrice A, tJ. u tadki x* Je zadovoljen

potreban uslov za minimum funkcije¢ na skupu X.

Dokaz. Iz neprekidrosti ¢ 1 ogranidenosti L (korak 0) sledi kompaktnost
skupa L. Dakle, polevSi proces od 2Ly 1 &= £ algoritam moZe da konstrurde

samo konadan broj tadaka u ciklusu izmedju koraka 3. 1 6. Dokaz da vazi

*
(5.5) <V¢lzx ), zj> =0, za Jg=1,8,...,n=-m,

*
gde z, x Jk=K{0,1,2,...}, k+= , izvodi se analogno dokazu za bezuslovmi
sludaj (videti npr. Polak /41/, str.6> ).

»
Iz relacije (5.5) vidimo da je gradijent V¢(x } normalan na n-m bazignin

vektora koji raszapinju linearnu rmogostrukost X. Odatle sledi da Jje ortogonalna

*
projekeija gradijenta Vé(x ) na X nula, a to je © trebalo dokazatz.

Podto je u sludaju kada su linearna ogranilenja data u obliku nejedna
kosti optimizaciont algoritam znatno sloentji, izloZidemo projektivnu va-
rijantu samo eiklidne koordinatne metode. Na analogan nadin bi se tzloiene
projektivne varijante Powell-Zangwill-ove metode 1 metode lokalnih varija-
eija formulisane za sludaj ogranidenja u obliku jednakosti, adaptirale za

sludaj ogranidenja u obliku linearmth nejednakosti.
Projektivna cikliZno-koordinatna metoda

Razmatramo slededi problem: nadi
(5.6) min {¢(x)| xe X} , X={ .rr;-_Rnl AT.T.‘é b},
gde je A:(aj), je{l,..., m} = n~m matrica ogranidenja. Neka je

kK. . . kK . ] . . .
I(xi)—{ Jed{l, ...,m}|< @5 T *bj} ={ 11,...,zq} s Ty< Ty< ...czq.
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Pretpostavidemo:

(5.7) da je X # ¢ 1 da postoji takva tadka xeX da je skup
L={ z¢ X |¢(x)c ¢ (X)) ograntleny
(5.8} da su vektorz aj, Jje I (xi) linearno nezavisni za t k 1 ¥,

(5.9) da je furnkeija ¢: R R konveksna i neprekidno diferencijabilna.
Algori tam

Korak O Nadt takvu taéku xi" X da je skup L={ ze X|p(z) < ¢(:.c J} ograniden.

Stavimo I:Iﬁr ). Neka je kard I=a 1 neka su e ,1-1,. . n—q Jedinidni

koordinatnt vektom, 12 prostora Rn . Ako je q=0 staviti Z=E,

gde je E - jedinidna nx n matrica, inade nadi matricu ZI 12 uslova

A?ZI-O, pri demu Je Af(ai), 1€ I. Staviti k=1.

Korak 1. Stavitt 1=1.

o e rbes o nr T ¢ eyl .

Korak 2. Izralunatc az 1z uslova
¢(m& + a%z ) Emin ¢(x% + al.2,)] x% + al.e. X}, Stavitt
1-1 7%4 =1 i 1-1 ot )
k mk Z Ako Je I'(xk)'"‘I'(:rIC ), té1 na korak 3; inade 1%
i AT /2 T pagls L
na korak 4.
Korak 3. Stavitz xi+1 = xﬁ, zameniti k sa k+1, q sa kard I(mﬁ), I sa I(mﬁ),
T zradunatt ZI.i 187 na korak 1.
Korak 4. Ako je i=n—g, idi na korak 5; inale zameniti t sa i+l © 1d71 na
korak 2.
.k koo | C ke ...
Korak 5. Hadi o = max{[u£| s 151,2,...5 n=qj . Ako je a_=0, idt na korak 6;
Inade staviti xok+1:mﬁ_q, zameniti Kk sa k+1 1 idi na korak 1. :

Korak 6. Ako je q # 0, tdéi na korak 7; inale staviti x:mbk+1

Korak 7. Staviti g=1.

1 1417 na krak 14



Korak 8.

Korak 9.

Korak 10.

Korak 11.

Korak 12,

Korak 13.

Korak 14.

Teorema §.3,

88.

.. . ... k+1  k ...
Zamentti I sa IWp{zj}. Staviti z -mn_q s samenitt k sa k+1,

q sa gq-1. Izradunati ZI’ Staviti 1=1.

e & k -
Izracdunati 4 ; 13 uslova

k k — » k k - . ] -
¢(.r._ + qingi)_ mn {¢r'x£_2+ “ZIei) | xi-f“ ZIei"" Xy . Stavite
k —_ k " k k n - - -
r. = x. +u; ZIe Ako je I(x.)DI(x. .}, idl na korak 11; inade
7 17— 1 - =1

81T na korak 10_.

Ako je i=n—q, 1di na korak 12; inade zameniti i sa i+l 1 idi na
korak 9.

Ako je ¢(xk) ¢ﬂmk), 1d1 na korak 13; inade 1di na korak 3.

. k Ky o v . x cpe o K¥]
Ako je ¢(xﬁ_q)1;qmmb), 161 na korak 13; inade staviti x X

zameniti k sa k+1 1 141 na korak 1.

Zamenitt I sa Ia&'ij} » @ 8a q+l1, g sa j+1. Stavits x=x§. Ako Je
J> q, 1dl na korak 14; inade 1d1 na korak 7.

mbpt = x; STOP.

Pretpostavimo da su zadovoljeni uslovi (5.7), (5.8 1 (5.9).

Tada izloZent algoritam svodi redavanje problema (5.6) na redavange konadnog

broja podproblema minimizacije funkeije ctljagy na -linwarmim mogostrukostima.

Pri tom je u svakoj tadki nagomilavanja niza | mk} generisanog algoritmom pPOJek*

etja grasijenta nula.

Dokaz. Vidimo da na k-toj iteraciji mogu nastupiti dva sludaja:

Slucag 1: I

(m§)=I(x§_1) za 1=1,..., n=q, gde je kard I(mﬁ)zq; tj. posle

mintm zacje funkeije eiljay duf svih bazienih pravaca ostajemo u mno gos trukos -
J ¢ p

ti koja je definisana skupom indeksa I(x£)=I:{ il""‘iq} s

Sludaj 2: I

:ci))l‘(mi_l), kada za neko 1 e (1,...,n=q}" dolazizo na granicu
linearne mmogostrukosti koja je definisana skupom indeksa I(xi-l)'

Razmotrimo sludaj 1.

Kada se

realizuje sludaj 1, ispitujemo na koraku 5 algoritma da 1t smo

naslt tadku minimama na posmatranoj mmogostrukosti, tj. da li je

Findd ol sl leslded . a e . R - k. Lt MW e - -
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nax (K| =0, dko de  maz || 70, stavijamo £tz
. T 1 o n—q
'L—.I_, .-._,?I-q

1 proces

1505 e eyt

traZenja minimuna na ovoJ mmogostrukosti iteriramo sve dok, eventualnc na
: : C . s +t .
nekoj (pod} iteractji k+t, t>0, ne dobijemo talke xi t, te{l,..., n=q} za
c e - - + | :
koje je ispunjen usloy max Lo E t] =0. Tada tadka xﬁi; predstavlija

251,00 uyn=q

optimalno redenje podproblema minimizacije funkeijed na posmatranoy mogos trukos

ti. Zatim, na koraku 7 odbacujemo ograntlenje koje odgovara prvom indeksu
da vidimo da li funkeija ¢opada na mnogostrukosti definisanoj skupom indeksa

Ixh{il} , a za podetnu tadku x§+1 uzimamo upravo dobijenu tadku mk+t .

Ako funkeija¢ na novodobijenom preseku ne opada, indeks il vradamo polaz-
nom skupu indeksa I (korak 13) i sada odstranjujemo iz skupa aktivnih ogrant-
Fenja ono ogranilenje koje odgovara indeksu £2 (£1< £2) 1 ponavaljamo prethod-
no ispitivanje. Ovim postupkom demo tli dodi do zakljudka da odbacivangjem
bilo kojeg od q ogranidenja koja odgovaraju skupu tndeksa I ne dolazi do
opadanja funkeije (sludaj kada je j >q na koraku 13) tj. da je tadka a:}; -
tadka optimuma (korak 14), ili da odbacivanjem nekog ogranilenja koje odgova-
ra indeksu ij , Jel 1,...,9} 5, dolazi do opadanja funkcije. Ukoliko se reali-
zuje poslednja situacja, pristupamo traZenju minimuma funkeije¢ na skupu ogra-
nidenja koJji odgovara skupu indeksa {1 | ?JF_I'x{ij}}_, tj. vradamo se Koraku 1,

odnosno koraku 3.

PokaZimo da se sludaj 1 mo3e realizovati samo konadan broj puta. Videl<
smo da je u ovom sludaju, neposredno pre nege §to se neko ogranidenje odbaci
(korak 8) nadje-na najmanja vrednost funkeije¢ na mmogostrukosti definisanoj
presekom aktivnog skupa ogranilenja i zatim slededa iteracija umanjuje
vrednost funkeije¢ . Zato se me moZemo vratiti skupu ogranilenja koji je
bio aktivan neposredno pre odbacivanja jednog od ogranidenja. Podto postojt
samo konalan broj kombinacija skupova aktivnth ogranidenja (29-broj podskupova
skupa od q elemenata), sludaj 1 se moZe realizovati samo konadan broj puta.

Razmotrimo sdda sludaj 2. Tada, bar za jedno j¢ I postaje aktivmo novo

ogranidenje, tJ. u tadki m§+1=m§ skup indeksa koji odgovara skupu aktivnih

k+1 k

ogranidenja zadovoljava relaciju I'(xb ) D I(x" ). Tadka xi se za neko 1e{1,...

o

n—q} nalazi na granici mogostrukosti definisane skupom indeksa Ir{il,...,iq}-

. e ———
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. . . .. . e, wr e Rt :
Na taj je nadin dimenzija mmogostrukosti u novoj tadki z, manja od

dimenzije mmogostrukosti u tadki xi' Fer je dodato najmanje jédﬁo nove ogra-

nicenje.

Kako su vektori ai,itI, po pretpostavet, linearmo nesavisni, jasno je
da se ovo prodirivanje skupa aktivnih ogranidenja mora prekinuti posle konad-

nog brogja koraka koji nije vedt od n, gde je n - dimenzija prostora R (xcR").

Prema tome, uzastopna realizacija sludaja 2 moZe dovesti do mmogostrukos-
ti nulte dimenzije koja se sastoji samo iz jedne tadke koja je ujedno 1 global-
nt mnimum funketgje ctlja na toj mnogostrukeosti, a to je wprave sludaj 1,

1l cdemo za neko k2 ka ostatt u istoj mmogostrukosti, a to je opet sludaj 1.

Dakle, posle konadnog broja ponavlijanja sludaja £ mora nastupits sludaj 1,
a sludaj 1 se, kako smo gore pokazali, moZe takodje javiti samo konadan broj

puta, samo, naravno, sam broj iteracija mo3e biti beskonadan.

Medjutim, tadka nagomilavanja niza { mg} generisanog gormjim algoritmom
ne mora bitt optimalno redenje problema (5.6). MoZe se naime desiti da,ostaju-
&l u jednoj mnogostrukosti niz konvergira ka tadki u kojoj je projekeija
gradijenta nula.

Primedba. Zahtev da vaZi uslov (5.8) o linearmoj nezavisnosti gradijenata
aktivmih ogranidenja nije bitan za definisanje algoritma. Ovaj uslov se

wodi da bi se eliminisali tzv. degenerativni sludajevi koji bi zahtevali
specijalna dodatna razmatranja. Ako se javi linearna zavisnost (degeneracija)
kada nova ogranidenja postanu aktivna, nije jednostavno odrediti linearno
nezavisna ogranidenja koja definidu granicu dopustive oblasti. Ako algoritam
vodi u takvu tadku x, odgovarajodom malom izmenom vektora b (videti Dantzig

c 14/ moZemo postidi izdvajangje ogranidenja koja definidu degemerativmu ivi-

cu 1lt vrh.

Srecdom, ova pojava se vrlo retko javlja u praksi zato 3to gredka zaokru-
Ztvanja koja se javlja kod izraduravanja matrice ogranidenjd prirodno uklgju-

uje pomenute izmene.

L T LI ToL 5, ey S S S
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5.2. PoopStenje Danilin-ovih rezultata

Dantlin u /11/ razmatra slededi problem: nadi

( 5.10) min {¢(x)| =€ X} , X={ z¢ RHI flxi=0} , f':(f‘T,...,fm), gde su
funkeije ¢, fi :R'> R neprekidno difere-neijabilne. =

Pretpostavidemo da je u svakoj tadki xe¢ X zadovoljen uslov

af.
(5.11) d@t('SE%- 70, Zy3=1, ... m.

Na osnovw teoreme o impliettnim funkeijwma u okolini tadke x sistem
flx}=0 definide funkeiju y=y(tl), ye R te #'7, y:(xl, ...,xm), t:'(xm
x=(y, t).

Defini¥imo funkeiju F:R' " +R na slededi nadin: F(t)= ¢(y(t),t).

Razmatramo optimizacioni algoritam za redavanje problema (5.10) koji
generile niz tadaka {z,} slededeg oblika:

}1, .. -,xnz

(5.12) xk-i-lz(yk-rl’tkﬂ)’ tk-!-lztk-“kpk’ yk+1:y(tk+1), Il Py It =1, gde pravac

12 1 korak a, zadovolja vaju sledede relacije

{5.13) <?F(tk),pk:-.g 0 ii'«?F(tk)ii H pkii , O<p& 1,

(5.14) Fftk)-F(tk- akpk)?, ukd( <vF(tk),pk> ), gde je d: [O,» )+ [0,= )
fuwkeija takva da vaZi §t £ dit)& §t 2a¥t20, 0 <6,<8, <1 (d je odigledno

Jjedna prinudna funkeija).

Teorema 5.4. (Videt: /II/, gtr. 88) Neka su funkeige ¢, fi s R,
1=1,...,m dva puta neprekidno diferencijabilne, neka funkeije f; T 15l .usm
zadovoljavaju uslov (5.11) © neka je skup L= {z X|é(x) ¢(:ro) lograniden za p
tzvolgno izabranu tadku x X. Tada niz (5.12) ima slededa svojstva:

1. { a:k}c Ls
2. ¢(xk+1).‘.-¢(.rk) K
3. ||WF(t )|+ 0 za ke .

Dokaz. - Mogucdnost konstrukeije niza (5.12) sledi iz uslova (5.11): za
dovoljno male vrednosti parametra atadka ty 7 S8 nalazi u okolini tadke

2 gde je definisana funkeija y(tk). U toj okolint je fimkeija F(t)=¢(t,y(t))
dva puta neprekidno diferencijabilna prema pretpostavkama teoreme.
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Prema tome, na cosnovu Taylor—ove teoreme, vadiie:

2
_ k2 _

gde Jje ?ZF‘— hestjan funkeije F. Dalje i1mamo:

e,
n

i cvf'(tk),pk:a» ak<sz-(£k)pk,pk> _
(5.15) F(th—F(tkH):akd( ‘vF(tk)’pk})L al <vp(tk),pk> ) 2 d( <vF(tk),pg ]

Iz (5.15) sledi da de relacija (5.14) bttt zadovoljena ako Je > 0
req) T 1 JeL. DokaZimo da | |?F(tk)[|->0_.

ko , Iz neprekidne diferencijabilnostt funkeija f' . 1=3,...,m na zatvorenom

dovolgno malo. Prema tome, ¢(ack) 3> ¢(x

1 ogranidenom skupu L, det(f (x)) je ravmomerno rzeprekz.dna funkeija na L.
Zato, ako je apsolutna vrednost determinante u protavoljinoj tadki e L jednaka

u, tJ. Idet(f (z))| =u>0, postogi komstantav>0 takva da je u svakoj tadki

skupa L koja pmpada sferi S... radwusa v (sa centrom u tadki x), apsolutna

vrednost determinante ldet’f (z))|2 —2-- >0

Osim toga, zbog ogranilenosti skupa L 1 neprekidnosti prvih 1 drugth
parcijalnih izvoda funkeija f., za svaku tadku xe L, ovi tavodi de biti ogra-
nidenti nekom konstantom M u sfert SE radijusa v. Odavde sledi, prema teore-
mi o itmplicitnim funkeijama, da u nekom paralelepipedu | &ii E.‘E_i] s 1515 0005m
koji pripada sferi S (v), sistem f(x)=0 definide bar jednu dvaput neprekidno
diferencijabilnu vektor funkeiju y(t), pri demu u tom paralelepipedu vaZi:

(5.16) ||?y(t)||‘~ﬂ1 | 1V y(t)||-¢-ﬂ!

Zbog ogranidenosti izvoda Vy(t), V y(t), a takodje zbog ogranidenosti
prvt h 1 drugih tvazoda funkeijeé¢ na skupu L, izvodi funkeije F u paralelepi-
pedu iji_f_ E::.r:i] takodje su ogranideni:||VF(t)| [:E-Kl, | |V2F(t)| | % Ky

Prema tome, postoji konstanta €20 takva da, ako je a,fe, tadka

X1 11 de biti u sferi S radijusa v. Neka Je

k
2. 3
(5.12) ka-\"l RH - Iltki"l kli +Hyk+1_ykll .

Kako odavde sledi da 2,1 Sxk » Sledi da Ty 41 pripada 1 paralelepipzdu

K Kg . . : .o -
[ x.* X, s1=1, .0 yn u kojem za 1zvode funkeije w (t) vaZe ocene (5.16).
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Prema tome, |j ykﬂ—kaf Nl tk+1_tk“’ pa 1z (5.17) sledz

2 2_ 2.2 2 2 v .
| Vo || 4

Odavde vidimo da jednakost lek o k” =v va3i za vrednosti parametra

a ;— , tj. za € se mo3e uzeti bilo koja konstanta koja nije veda od Nu

4 4
Sada, koriddenjem relacije (5.15), imajudi u vidu osobine funkeije d

kao 1 &njenicu da Je ?25‘ ogranideno u paralelepipedu ["xi + aa:i] > aakljulu

jemo da de relacija (5.14) biti zadovoljena ako vazi:

(5.18)
2
<?F(tk),pk> ) f.k_ <V F(Ek)pk,pf} 1 o Kg ¥
d( <VF(t,),p;>) 2 df <VF(t; ),py>) 7 6, 26, TE
201-8,) 8 ol|lVP(t, ) || 2(1-8,)8 oK
Iz (5.18) sledi O<o , & z 1 K £ 2 1 1.
K M 62 M 62

Prema tome, uslov (5.14) de biti zadovoljen ako je
- ) 3
2 8,(1- 6,/0K
M 62 |
Iz neprekidnosti ¢ i ogranidenosti skupa L sledi da je¢ ogranidena

odozdo, iz (5.14) sledi da je ¢(mk+1)_{: ¢(:ck). Prema tome,

1

o= m'zin{e R

(5.19) ¢(xk+1)— ¢(:rk) +0, Koo |,
Iz (5.19) 1 (5.14) dalje sledi d( <'~?F(tk},pk: )+ 0, kao , a odavde, na 0snovu

svogjstava funkeije d:
(5.20) <vF(tk),pk>+-O,k+w

Iz (5.20) © (5.13) dobigamo
[vrit, )| |+ 0, ko,
3to je 7 trebalo dokazati.
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DODATAK

Razmatramo slededi problem: nacdi

min { 10£] + 2085 - 70§, - 160t + 442,5 | z = (£,,€,) B2}

sa tadno3du od € = 1072, Koristiti iteracioni algoritam oblika

Thsy = Tk = 1Pk =0,1,2...,a>0,
(1)
Pk = gxs gde je gy = Vé(xk),

pri demu ay radunati pomodu algoritama za nalaZenje koraka izloZenih u
odeljku 1.3, kao i pomodu njihovih modifikacija izlo3entih u poglaviju 3.
Posto je ovde funkeija cilja ¢ oblika
¢(x) = <x,Qx> - <aq,x> + 442,5,

gde Jje

3

_ 10 _ 7]
g = 10[0 2], a= 19[10_

strogo konveksna neprekidno diferencijabilna funkeija, potreban i dovo-

 Ljan uslov za minimum glasi:

Vel(x) = 0,

odnosno

2£1-7 | _ 5

Vo(x) = 2Qx - q@ = 10[452-161 =

Sledt da funkeija ¢ postife minimalnu vrednost 0 u jedirstvenoj
3:5

tadki mintmuma x* = [ 4 ].
Modifikovani Curry-Altman-ov algoritam
2a niz { xp} koji zadovoljava (1), aj je definisano na slededi nadin:

af = 0, ako je <V¢(xy),pp> = 0, inale

ay € Iy, gde Iy predstavija prvi interval pozitivnih relenja
nejedna®ine |
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.(2) <V¢(:::k - c:pk), P> > o< vW“w‘k');Pk"):

pri Semu je o: [0,)+|0,») prinudna funkeija takva da zadovoljava uslov

oft) < 6t, 0<é<1 za t > O.
Kako je py, = gy uslov (2) de glasitz

(3) -Cth(n:k - ugk), ay>> of | gk|| 2.

Za prinudnu funkeiju o moZemo uzeti, na primér, funketju ot} =

In(1 + t), ty 0, pa de uslov (3) glasiti:

(4). <Vo(x;, = og,), g> > In (1 + 1 gk“ ?).

- . (- 70
Uzmimo xp = [EJ. Tada je g, = l,-lso_}-r | 90” 2 = 30500, Vo(x, - ag,) =

i
140 — 7 ]
10| 6u0q - 16 -

|

Uslov (4) de u tadki Z, glasiti

-70
10[140a - 7 6400 - 16] [-1su|>1ﬂ 30501.

Re3avanjem ove nejednadine dobijamo dopustivi interval za a,’

0 < a< 0,0271743.
Uzmimo a, = 0,027.
Sledede pribliZno redenje de, prema (1), glasiti

-32,2
’ g1 = 12,8

(1,89
] = Xo — %pgo < [y,ag

Formirajmo nejednadinu (4) u tadki xy:
~32,2
[- 32,2 + 6440 12,8 - 512a] | 12,8| > In1201,68.

Odavde sledi da je 0 < o < 0,0437365. Neka je oy = 0,043. Sledi

3, 2746 4 508
Xy = X ~ 0191 -~ 13,7696js G2 = |79,216]-
Dopustivi interval za as dobijamo redavanjem nejednadine

~-lyy 503-|
[‘9,2151 > Inl06,26672.

[-4,508 + 90,160 -9,216 + 368,64q)
Dobijamo O<a<0,02644463 neka je a, = 0,026.
Sledede pribliZno redenje de, na osnovu (1), glasiti:

3,391808 2,1535#]

X3 = &y = aygy = [u,ungms_.. ags = [g_, 36864 |-
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Uslov (4) de u tadki x; glasiti

o | . [-2,16384
[-2,16384 + 43,27680 0,36864 — 14,7456 [0,363%] > 1n5,818098,

odakle sledi 0<a<0,0308551. Uzmimo Gty = 0,03. Dobijamo

3, 4567232 | ~0,865536 |
X, T Xy - a3gy = lﬁ,QBBISGQJ: g§j-0,073728 -

Analogno, reSavanjem nejednadine

. 1-0,865536
[-0,865536 + 17,31072¢  -0,073728 + 2,94912a) |—q. 073728 > Inl,7545888,

L

dobijamo (< a<0,0126544, Uzmimo o, = 0,012, sled:

[Ln,ssveoél
s 95~ —0,03834 |-

3,4671096
g = &y < @u9, = |3,9990415

Kako je ¢(x,) = 0,018796, ¢(xg) = 0,010836, |é(xs) - ¢(x,)]| =

= 0,0079598 < 0,01, sledi da $(x.) predstavija pribliinu vrednost minimu-
ma sa datom tadnoddu e = 0,01.

Curry-Altman-ov algoritam

2a niz'[xk} koji je definisan sa (1), o definiSemo na glededi nadin

ap = 0, ako je ¢?¢(mk), P> = 0, inade

&, predstavija najmenje pozitivno redenje jednadine

Ve(xy = oprl, pp> = u <9 (x;), P> 2a fiksirano 0 < u< 1, od-

nosno, 2a p; = g
(5) {v‘#(mk = ng): gk} = quk”Z: 0 <u< 1.

0
Uzmimo opet za poletnu tadku Xy = [UJ. Imamo da je

-70

140a—7 ]
de = |-160 .

s llgoll® = 30500, ve(zy - ogy) = 10{640a-16

ad

Uslov (5) u tadki x, de glasiti

: . {=70
(24000 --70 64000 - 160] -|L_160| = 30500 .

Redavanjem ove jednadine, za razne vrednosti w € [0,1), dobijamo

aa uw = 0,2: aq = 0,022,
za uy = 0,3: a, = 0,019,

- =



za uw = 0,4:; ay = 0,016,

zZa u = 0,8:' Gy = 0,05.

Kako smo za uw = 0,2 dobilt najvedu vrednost koraka ao,_moﬁemo oce-
kivati najbr3u konvergenciju upravo za ovu vrednost u. Zato demo ostala
pribliZna refenja nalaziti 1z uslova (5) sa u = 0,2.

Prema tome, za v = 0,2, a, = 0,022, na osnovu (1) rzradunacemo

-y
o

1,54 =39,2
3,521s 91 = l_-le,zr

——

Uslov (5) u tadki x, de glasitt

"-39, 2
[-39,2 + 784a -19,2 + 768a] .[719,2} = 0,2 - 1905,28.

Odavde dobijamo a, = 0,034 i slededa iteracija glast

'z,eazél
Tz = &y =~ 09y = |4,1728;"
. -12, 544 .
Nalazimo g, = | ,912] ¢t formiramo uslov (5) za tadku x,
. | T_12, 544
(~12,544 + 250,88« 6,912 - 276,48a] | ¢,912| = 0,2 - 205,12768,
odakle sledi da je o, = 0,032 ©
[5,27u203¢ {4, 51584
Tg = Xy = gy = ,3,951616|s g3 = [71,9353q]-
Analogno izrafunavamo ay = 0,035, pa je
3, 4322624 T -1,354752
Ty — g3 7 QG953 = _5,0133536J: dy ~ 0,7?u1uu!-

Zatim izradunavamo o, = 0,032 1 dobijamo
3,47561 k4 |
g = XLy, = &pFGy = 13,9945809]¢
Dalje dobijamo ¢(x,} = 0,063375, ¢(x;) = 0,0065339. Medjutim, kako je
|¢(x5) - ¢(x,)| = 0,0468411 > 0,01, pribli3na vrednost x. ne predstavlja
refenje sa traZenom tadnoddu e = 0,01. Zato moramo izralunati sledecu
pribliZnu vrednost. Dobijamo a; = 0,034, pa je

r3_,l+921966]
Le = &5 = Aggg = [F;DOIQSOB :

d(x.) = 0,000685042.
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Podto je |¢(xz¢) - ¢(xc)| = 0,0058489 < 0,01, ¢(x;) predstavlja
pribliZnu vrednost minimuma sa traZenom tadnodcdu.

Ako sada uporedimo rezultate dobijene primenom Curry-4ltman—-ovog
1 modifikovanog Curry-Altman—~ovog algoritma, vidimo da modifikovani al-
goritam generide niz-{;k} koji br3e konvergira ka redenju nego niz gene-

risan originalnim Curry-Altman-ovim algoritmom.

Poopsteni Céa-Goldstein-ov algoritam'

oy, 12 relacije (1) definidemo na slededi nadin:
oy = 0 ako Je <V¢(xk), P> = 0
inade se za oy, uzima ono a koje szadoveoljava uslove
¢(:::k) - ¢(:r:k-- upk) py ac(*:%(a:k),pkl*},

¢{:L‘k) - ¢(3§k - 2ﬂpk)< 230({ V¢($k),pk>),

gde je o: [0,@)*{0,@) prinudna funkeija takva da je of(t) < 6t, O<o<l, za
vty 0. |

Ako opet uzmemo aoft) = In(l1 + t), Py = Gy gornji uslovt dobijaju
slededi oblik:

2
(6) )
() - o(z, - 2ag;) L 2aln(1 + I|gk[| ).

]
0
Uzmimo opet za podetnu talku x, = [UJ 1 formirajmo uslove (6) u

tadki x,. Dobidemo slededi sistem nejednadina:
~ 56100002 + 305000 2 10,3255a

~ 4-561000a% + 2+ 305000 < 2-10, 3255q.

ReSavanjem ovog sistema dobijamo dopustivi interval vrednosti za

ags 0,0271743 < a = 0,0543487. Uzmimo, na primer, a, = 0,03. Sledi da je
o Bl -
Ty = Xy ~ %pgp = [u,8]s 91 = | 324
Ststem nejednadina (6) u tadki x, de glasiti:

- 2832002 + 1808a 7 7,50053a
- 42832002 + 2-1808a £ 2+7,50053q.
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ReSenje ovog sistema je interval 0,0317884 < a < 0,0635769. Neka je
@) = 0,04. Dobijamo

3,22 -5, 6
Tp = &) = (1) = 3,52‘1: go = [719,2§"

Dalje, redavanjem sistema nejednadina

- 7686,4a% + 4000 7 5,99396a

-

- 4-7686,40% + 2-400a £ 2+5,99396a

dobijamo 0,02563 < o &« 0,05126001. Uamimo, na primer, a, = 0,03, dobijamo
3,333] [—21,,21»'1
Lq = r, = 0292 = 4,096, 93 - L 3;84_‘-

Na analogan nadin tzradunavamo dopustivi interval. za a, |
0,02424 < o & 0,04848. Ako uzmemo a, = 0,03, dobijamo
| [3,u55£] ~0,896
Xy, — X3 T Q3¢5 = {3,9808)> 9y = (0,768
Dopustivi interval za a, je 0,01312 < a € 0,02624, uztmamo a, = 0,026
t dobijamo
3,478496 ] ~0,43008]
Le = &y T o49), < 1&,000763_': deg — 0,02072-

Za oy uzimamo neku vrednost iz intervala 0,00412 < o 4 0,00824, koja
predstavlija redenje sistema nejednadina (6) obrazovanog u tadki xc. Tako

za a, = 0,008 dobijamo

3,u819355|
Xg = Xg =~ Ggdg = |4,0005222)-

Kako je dalje ¢(x;) = 0,00463601, ¢(me) = 0,00326831 ¢
|¢(xg) - ¢(x;) | = 0,0013677 < 0,01,
$(x.) predstavija pribliZnu vrednost minimuma sa traZenom tadnoddu ¢ = 0,01,
Céa~Goldstein-ov algoritam
a, 1z (1) definidemo na slededi nadin:
a; = 0, ako je '4V¢(xk), P> = 0,

inade se za &, uzima ono o koje zadovoljava uslove
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¢{:I_:k) - ;#(xk - Ctpk) 7 au <‘?¢(ka, P1>s

¢(:Ck) - ¢(xk - ZCI.pk) 4 2(11.1 {Vd)(xk)_, pk}" 0(]_1{1,
0dnosno za p; = gy,

¢(xk) - ¢(mk ™ agk) 7 G ” Q'kHZ P
(7) . o )
¢(xk)_— ¢(mk - Zagk) < 2au |ng

- -

Neka je u = 0,4. Uzmimo x, = [g . Re3avanjem sistema (7) dobijamo
da je dopustivi interval za ays 0,01631 < a 4£0,03262. Neka je oy = 0,02,

dobzjamo

1,4 | —42]
Ty ': Log ™ Xgde — [3,2]» g4 = —SZJ'

ReSavanjem sistema (7) u tadki z, dobijamo 0,021941 < o & 0,0438824.

Uamimo ay = 0,03, dobijamo

r 3

2,66 ~16,8
Xz = & ~ 09y = [y,ls ’ gg:l.l 654

Na analogan nadin dobijamo sledede pribliZne vrednosti:

3,164 =6, 72
T3 = 13,968 gy = —1,2e|i
'3,3555] 2,688
Zy, = [u,uosu_ dy ~ [ n,zsql
3, 451616 - -
_ - [=0,96768 -
x, = 20 ] = |~0, $(xc) = 0,0234743;
5 3,998208 g |-0,07168 5 5 s 3
'3, 4825817 ~0, 348366
T = [330005017_ ds = | 0,020068|s¢(x,) = 0,003039.

Posto je
|0(xc) - ¢(zc)| = 0,0204353 > 0,01,

moramo traZiti sledede pribliZno redenje.

Dobtjamo
3,4965163
s = 3,9996989)> ¢($7) = 0,000123174.
Kako je

|6(x,) - ¢(x )| = 0,002916 < 0,01,

gledi da ¢(z,) pre@stavlja vrednost minimuma sa traZenom tadnoddu € = 0,01.
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Uporedjivanjem rezultata dobijenih primenom Céa~Goldstein-ovog i po-
opdtenog Céa-Goldstein—ovog algoritma, vidimo da modifikovani algoritam

generife niz {x, } koji brie konvergira ka reSenju.

Primena projektivne cikliéno-koordinatne metode

Razmotridemo slededi problem (Hadley, /28/, str. 10): nacdt m;z ¢{x),
. xe

(]

gge Jje
o(x) = 10(x, = 3,5)2 + 20(x, - 4)%,

uz uslov da tadka x = (z,,%,) zadovoljava sledede nejednadine:

.‘.C'l + '::2 é 6,
321 - 3:2 f:—_- 1,
23:1 + 2, 7 6,

8 T %7 4

Optimalno redenje ovog problema je, kako je pokazano u /28/, sir 10,
x* = (2,65 3,8), ¢(x*) = 16.

Navedenti problem re¥idemo primenom algoritma projektivme ciklidno-
koordinatne metode.

Uvedimo sledede oanake:

flz-:::1+x2-6_-’_-0, agl‘-'::l 1",
fosxy -z, -1¢0, al = [1 -11;
f3 ¥ -2z, - x, + 60, a:g: -2 ~I];
fhz-é-xl-f-:cz-'ﬂi-@, af-‘::—% 1);
fg = =x + 140, a%-’-‘ -1 0];
fo = =z, €0, al = [0 -1].

Uzmimo za podetnu tadku x0 vrh konveksnog poliedra definisanog gor-

- njim nejednadinama, koji se nalazi u preseku ogranidenja f, i fy:

-1 "aT' g, ~7 - -
0 -/ T . 1721 - R I
x —{A) bgs A° < ! = Lz _1}, bﬂ = LGJ“
93,

z0 = (—g-.. %), 8 (z0)

155,8333.
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Ispttajmo da 1t kretanjem iz x9 u dopustivom pravecu moZemo dobiti
manju vrednost funkeije. Odstranimo jedno od aktivnih organidenja u xV,
na primer, f,. Pogledajmo da 1i kretanjem duZ ogranidenija f, 1z tadke
z¥ dolazi do opadanja funkeije ¢. Kako je

—

e - l=0aas, s =1, thom Tt 5, 2t 1, bi,

dopustive tadke de biti oblika = = (t, t - 1). Pri tom je ocigledno za

x =x% ty = 7/3. Dalje je

F(t) = ¢(t,t ~ 1) = 10(t - 3,5)%2 + 20(t - 1 - 4)2 = 30t2 - 270t + 622,5.
Nadjimo minimum funkeije F duZ datog pravea:
FP(t) = 60t -~ 270 = 0 =~» t* = 4,5 =>x, = 4,5, x, = 3,6,

Proverimo da li je (4,5; 3,5) dopustiva tadka. Kako je 4,5 + 3,5 - 6 = 2>0,
vidimo da nije zadovoljeno prvo ogranilenje. Kako je F strogo konveksna,
funkeija de opadati za ¥t ¢ [7/3; 4, 5]. Prema tome, F de u tadki preseka
ogranidenja f| t f, Tmati manju vrednost od one u tadki z0. Nadiimo tadku
preseka f, 1 fll : |

x1=t,:c2=t-1=rt+t-1—6‘=0 =t = 3,6

Dakle, presek fi T f, Je z(1)= (3,55 2,5). Napustimo sada ogranidenje
f, T idimo po f, iz tadke x(1);

fLEz +2,-6=0=>2,36-2 > =¢t, x,=6-t=z=(t6-t);

rit)=¢(t, 6-t) = 10(t - 3,5)% + 20(2 - t)2 = 30t2 - 150t + 202, 5,

F° (t)=60t=-150 = 0 > t = 2,5.

Odavde sledi da funkeija F postiZe minimum duf pravea f1 u tadki x(2)=
= (2,5; 3,5).

Talka (2,5; 3,5) je odigledno dopustivo redenje. Isptitajmo da 11 je
optimalno. Uklonimo (prema koraku 8. algoritma) jedino aktivno ogranidenge
fi u tadks x(2) ¢ pogledajmo da li funkeija ¢ opada u praveu koordinatne
ose &y, odnosno ose x,. Pogledajmo pre svega pomaSanje funkeije u praveu
x,-08e, odnosno u tadkama oblika x = (2,5 + t; 3,5):

F(t)=9(2,5 + t; 3,5) = 10(t-1)2 + 20-(0,5)2 = 10t2 - 20t + 15.

Kako je F°(t) = 0 za t = 1, funkeija F de opadati za ¥t e (~=,1] 7 ras-

tiza Vte [l,ﬂ).lllPogZedajmo sada za koje t su dopustive tadke (2,5 + t;3,5):

T e AT el Nl -

- S F e Y



103.
fl._—._2,5+t+3_,5—6:'—0-:;;-‘b £ 03
f1§2,5+t-3,5-1‘.§-0 =t £ &3

faz-2xy —xp +6=-2t - 2,5 0=tz -1,25
1 1

foi—sa +aoy-d=—5t-1,7£0>t% 3,4
f5 z -z, +1:-1,5-ft£-0_=>t2 -1,9;
fe T3, 70 ispunjeno jer je x, = 3,5.

Prema tome, dopustivi interval za t je -1,25 < t < 0. Sledi, na os-
novu prethodnoga, da de za dopustive t € [~1,25; 0] vrednosti funkeije bi-
t1 vede nego u tadki £(2) = (2,5; 3,5) 3to znadi, da u praveu x,~0se nema
opadanja funkcije.

Na analogan nadin ispitujemo ponadanje funketje ¢ u praveu xp-o0se,
ti. u tadkama oblika x = (2,5; 3,5 + t):

F(t) = ¢(2,5; 3,5 + t) = 20t% - 20t + 15,

F(t) = 0=>t =0,6.

Dakle F(t) postiZe minimum u praveu T,~e¢se za t = 0,9.
Ispitajmo dopustivost tadaka oblika = = (2,5; 3,5 + t):

flst=0=>t «0;
fp=-2-t £0 =>t 2 =2

fs = 2,56 =t +0 =tp -2,5;
fo2t=1,7¢0 =t 1,7,

fg 2 =2,56+1=0

fo = -3,6 -t =0 =>t2 =35

Vidimo da je dopustivi interval za t-—Z <t < (. Medjutim, posto
funkeija f opada za t € (==} 0,5), vidimo da ni u praveu x,~ose funkeija
¢ ne opada 2a dopustive t.

Prema tome, tadka x* = 2,53 3,5) je optimalno redenje 1 ¢(x*) = 1o,
Primena projektivne Powell-Zangwill-ove metode
Raszmatramo slededi problem: nadi minimum funkeije
2 -
(%) ¢(x) = 2x; + 3x% + m% - Bxyxy + 4xyxy — 102 + 74

uz uslov da navedene promenljive zadovoljavaju jednadinu:
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-3:1 + 3.’1’.‘2 - 2.’53 = 4,

Gradijent 1 Hesijan fumkeije ¢ su oblika:

. —

d4x, - 6x, - 10 4 -3 0
Vo(x) = |6xy - 6xy + 4xq), H(zx) =F3 6 2
F2$3 + 4dxo + 7 | _0 2 2_1

Iz pozitivme definitnosti Hesijana H(x) sledi stroga konveksnost
finkeije ¢, odakle sledi da taloZent problem ima jedinstveno optimalno
resenje x*.

Lagrange-ova funkeija za izlo3eni problem de glasiti:
L{x,2) = 2x% + 33:‘% + :c% - 6xixo *+ 4xpxy - 10z + 723 + A(-x) + 329 -223 — 4).

Odavde sledi da potreban uslov za minimum glasti:

%:431—6‘@—1.0-1:9:
é;% = 6x, - 6xy + 4x3 + 3A = 0,
.§§% = 2z3 + dmp + 7 - 21 =0,

Redavanjem ovog sistema nalazimo optimalno redenje 1 tradenu vrednost:
\* = 28, x* = (26,545454; 11,363636; 1,772728), 4(x*) = — 182, 52309.
Potraiimo sada optimalno redenje problema (*) primenom projektiv-—
nog Powell-Zangwill-ovog algoritma.
Ovde je broj nepoznatih, odnosno dimenztija prostora: n = 3, broj
ogranidenja: m = 1, an - m = 2 je dimenzija prostora kojeg razapingju
n - m= 2 linearmo nezavisnih redenja homogene jednadine -x1+3xp—2x3=0.
Bazisna reéénja.ove'jednaéine, odnosno bazisni vektori n - m—-dimenzionog

prostora de glasiti:

) -2
21 = 11, 29 = 0
0] 1.

Kako je || zy|l = V10, || z2]l= V5, jedinidni bazisni vektori, koji

gu -mam potrebnt u algoritmu:
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[ s | __2 |
/10 /10 z, = (0,94868; 0,31623; 0)
2y = | — Z2 = ‘ 0 s TJe
Y10 | z, = (-0,89443; 0; 0,44721).
0 1
L J 5

Za podetnu tadku mg wuzmimo bilo koju dopustivu tadku. Iz stroge kon-

veksnosti funkeije ¢ sledide da je uslov o ogranilenosti nivoskog skupa

tspunjen. Neka je, na primer, xg = (-4,0,0). Stavimo k = 0, 60 = 1, s? = 2y,

§d = 25, € = 107",

Sada, prema koraku 1 algoritma nalaaimo sledecde talke

0 0
m? = xg + @181,

gde ag odredjujemo itz uslova

8 (x0+ad8]) = mine(zl+asl) = ming(-4+0,948680; 0,316230;0) =
Qa

s}

=7mgn(a,29999a2-17,07616a+const.),
gledi
o) = 28,46122, 29 = (23,00058; 89,00029; 0).
Dalje je
2 olel

gde ug odredjujemo iz uslova

¢(x2+agsg) = m£n¢(x2+asg) = mind(23,00058-0,89443a; 9,000295 0,44721a) =
4] O _
= min(1,80001a%~5,81493a+const. )
o

Dobijamo
a) = 1,61525, z) = (21,55585; 9,000295 0,72236).

Prema koraku 2 algoritma nalazimo

20 = | 2 - 2| = 22, 10403,




0 0
Ty~Lg

s3 = = (0,94288; 0,332065 0,02663),

Aﬂ
KR X}

pri Gemu se ag odredjuje iz uslova

min = ¢(xg + asg) = ¢(x? + agsg).
o : . '
Dobija se o = 3,60166, pa je

z) = &3 =°(24,95178; 10,19626; 0,81834).

Prema koraku 3 algoritma nalaztmo

oy = max { 26,46122; 1,61525) = 28,46122 = a).

Podto je
ag . &0
_ 28,461215.1 _ . |
o T #7,10003 - 108007 > e &0 = 1,00000,

sledi da demo na slededoj iteraciji (k = 1) za bazisne vektore uzeti

s1 = 83 = (0,94288; 0,33206; 0,02665),

[
hi

= (-0,89443; 03 0,44721).

Dakle, za. iteraciju k = 1 imamo spremme: podetni vektor xzj i bazis-

1 1
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ne vektore sy it s, <1 prethodno opisant postupak iteriramo, ali sada sa

vektorima x%, si 1 s;. Dobijamo sledede rezultate:

z} = 20 + als} = (24,95184; 10,19628; 0,81834), af

|zl - =y || = 0,97365;

Nt
L}

sl = (-0,89442; 0,00002; 0,44723);

x3 = 2} + ays) = (24,08093; 10,19628; 1,25379), a

Hi

0,000086;

0,97370;

22 =z ) =zl +als! = (24,08086; 10,19628; 1,25383), a} = 0,00008;

373

=]
I

L = max { 0,00008; 0,97370} = 0,97370 = a)

p 2
Posto Je
al-Gl
p - &97370- 11_05007 - 1,05012 > ¢, 62 - 1,05012,

31 0,97365
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7a slededu iteraciju (k =2) bazisni vektori de bitt

s? = 8] = (0,94288; 0,332065 0,02665),
sg = sé = (-0,89442; 0,000085 0,44723).

Dalje, prema koraku 1 algoritma dobijamo

x§ = xg + a§s§ = (25,75869; 10,78717; 1,30125), a% = 1,77947,
mg = (25,32834; 10,78718; 1,51643), ag = 0,48115.

Dalje, prema koraku 2, sledt

A8 = |II§ - xgn = 1,40511,

s§ = (0,88782; 0,42054; 0,18689),

xg = m% = x% + ugsg = (26,54727; 11,364543 1,77302).

Prema koraku 3 algoritma nalazimo

ag = max { 1,77947; 0,48115} = 1,77947 = u%.

Podto je

al 82
P__ = 1,32990 > ¢,

¥

AE
sledi da de na slededoj iteraciji (k = 3) bazisnt vektori biti

sg = sg = (0,88782; 0,42054; 0,18689),
sg = sg = (-0,89442; 0,00002; 0,44723).

Dalje, na osnovu Koraka 1, dobijamo

x3 :_xg +-a§s§ = (26,54725; 11,36455; 1,77302), a% = -0,00002,

x§ = (26,54721; 11,36455; 1,77304).
Prema koraku 2 je
A8 = ||xg-xg||: 0, 00008.

Kako je € = 0,0001, sledi da je A% < ¢, Fto zna¥i da je mg optimal-
no redenje sa traienom tadnoddu ¢ = 1074,
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Dakle, primenom projektivme Powell-Zangwill-ove metode dobili smo

x* = (26,54721; 11,364555 1,77304),

b(x*) = -182,5328.
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REZULTATI PROGRAMA NA RACUNARU

Ovde demo izlo3iti resultate dobijene na radunaru IBM 360/44. Pro-
gram. na FORTRAN jeziku za optimizacione algoritme dati su u Prilogu.
. Prvo demo izlo3iti dobijene rezultate kod minimizacije Fletcher-
~Powell-ove funkeije /47/

- 2 - 2 _ 4 _ 4
bl{x) = (mi # 1032) +5(m3 34) +(x2 2x3) +10(31 34) .

Potreban uslov za mintmum funkeije ¢ glasi

¢ _ . 43 -
5z =0, tJ. 2(31+I?32) + 40(x, x4) = 0,
9¢ =0 tJ 20(x_ +10x,) + 4{x -2x )3 =0
0Z o ’ o | 4 2 3 P}
-Ei—‘= 0 tJ 10(x.—x,) = 8{x.~2x )3 = 0

6z ? ) 34 g 4%z 3
aL'_ y - -_— r— o 3-
Tz 0, tJ. IO(xs 34) 40(31 34) = 0.

Reéavqngem ovog sistema dobigamo T, =Ly Xy = 2x3, x, = -10x2,
'x4 = -20x3, odakle sledi da je optimalno redenje x* = (0,0,0,0) 1

min o(z) = ¢(z*) = 0.

x(RY |
Za podetnu talku uzimamo 2’ = (-3,-1,0,1).
Rezultati primene poopdtenog Céa-Goldstein-ovog algoritma:
broj iteracija 55,
broj radunanja vrednosti funkeije 534,
broj radunanja gradijenta 55.
Rezultati primene Céa-Goldstein-ovog algoritma:
u g, 2 0,3 0,4 0,9 0,6 0,7 0,8 0,9
broj iteracija 77 83 75 63 67 64 56 81

br. ra®. vr. funkecije 746 835 825 768 787 861 605 742

br. rad. gradijenta 77 83 75 63 67 64 56 81
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Rezultati dobijeni primenom Nelder—Mead-ovog algoritma (Petrid J.,
/43/, str. 115.)

broj 1teracija 63,

broj radunanja vrednosti funkeije 258.

Uporedjitvanjem reaultata dobijenth primenom tri izloZena optimiza-
etona algoritma, vidimo da najbrZu konvergenciju ima poopSteni Céa-Gold-
steitn-ov algoritam.

Sada dajemo dobijene rezultate kod minimizacije Rosenbrock-ove funk-
ctje (Rosenbrock H.H., Computer J., 3, 174, 1960)

- )2 o 12
$(z) = 100(z, :r:%) + (1-z, )%,

Redavanjem sistema

80 _ _ 2y - o1 -
T = =400z (z, xg) 2(1-z,) =0,

8 bi 1

8¢ el )=
T = 200(32 xz)— 0,

dobijame optimalno redenje x* = (1,1), $(x*) = 0.
Za podetnu tadku uzimamo x0 = (-1,2; 1).
Rezultati primene poopdtenog Céa-Goldstein-ovog algoritma:

broj tteracija 41,

broj radunanja vrednosti funkcije 286,

croj radunanja gradijenta 41.
Rezultati primene Nelder-Mead-ovog algoritma:

broj iteracija 57,
broj radwnanja vrednosti funkeije 231.

Rezultati primene Cda~Goldstein-ovog algoritma:

y 0,4 0,7 0,9
brogj iteracija 51 68 ne postiZe se

br. rad. vr. funketja 591 | 784 traZena taénbst ni
br. rad. gradijenta 51 .68 “u 100 iteracija

Iz i1zloZenog se vidi da poopStenti Cda~Goldstein-ov algoritam obez-

bedjuje najbriu konvergenciju.
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Fortran program za (éa-Goldstein-ov algoritam

IMPLICIT REAL#B{AF,C(-2)
CCMMCON HNEC NF4NINMX
CIVENSION X{2C)

EXTZFNAL F

NC=C

NF=C

REACISsICIN, (X(1)gi=14N)
FCRMATUIZ2,1CFT.C)
REAC(5,2CsENC2ECIXNMISANINX
FCERMAT(FI =~ 12}F3)
WRITE(ESICINGAMI (Lo X(Z)sI=14N)

FCRNMAT(® iBRCJ PRCNMENLJIIVIFE =%,312,"

oM =V ,FE-3/

* PCCCTNT VRECNOSTI'21Xp€(*X{Yy1ly')=?4C14.7,3X))

CALL MINI(NyXgFsKygXNMI)
WRITE(C24C) KygllX({1)gi=1yN)

¢ VYFECNCSTI AFGUNMENA AYY

1Xs€(*X(*sI1g%)=%,C14.%,3X))
FF=F{N,X) '
WRITE(E,50) FF

REZLULTAT LCCBIJEN ¥'yi4,°

i TERACIJAYY

SC FCEMAT(/* VFSCNCST FLNKCIJZ =%,El4ci)

L W
-

KRITE(69552 INF NG

FORMAT(' BERCJ RACUNANJA FUNKCEJS=9,15/% BRCJ RACUNANJA ZRACIJERTA:

$1,.3)

cC TC 15

€C STCP

ENC

FUNCTICHN FIN,X)

FLETCHZF » POWWELL-=CVA FLAKCTJA

IMPLICIT REAL#8({A-},(~7)
COMFON NCyNFNIFX
NF=NF+1

CIMENSION X(N]}

Fs{X({1)41C.2#X02))nez45,8(X{3)=X(4))an2¢ (X(2)=2.2X(Z))nuls

#1Co(X(Ll)-X{4]1)n=4

RETURN
ENC




Oy Oy O

mEnlal

Oy Oy OY

YOO

SUBRCLTINE CEFR(NsXsC)
IMPLICIT REAL#8{A=}F,C-2)
COMNCN NCyNFNIVMX
CINENSION X{N),G(N)
NG=NC+1

C(1)22en(X(1)41CuX{21)44Co{X{1)=X4))wez

C(2)=2Cs{X{1]14+10JeX(2)})44,3(X(2)=-2a.0X(3))=se2

Cl2)=1Ce2(X(21-X(4))-8,2(X{2)=Z ,aX(2)])se3
Cla)==12 2 {X{2)-X(4))-40 4n{X(]}=2X(4) )22

RZTLRA
cn\C

nht
el

SLERCUTINE -_A?rth XsFsC o XMI §ALFA)

CEA- CCLCSTEIN-CV ALGCRITAN

1C
ZC
3¢
4¢

5C

INFLICIT REAL#8(A=F,4C Z)
CIVMZNSION X(RIGCUH}»Y(2C)

CLCGICAL PCC/Z.TIRLEL/

FX=F({NyX)
PRCVIRA POCCCNGETE FPRETHOENOG ALFA

S=0_C

CC 1C I=1,N
S=S4C(I)aG()
IF(S)Z g2 93,
ALFA=C;C B

RETURN

IFCPCC) CO TC &C

CC 4C I=1,N
Y(I)=X(])}~-ALFA=C({%)
FY=F({MN,Y)
IF(FX=FYLT.ALFAxXNM]®S) CC T &

CC EC I=1,N
Y{I)=X(2)-Z.C#ALFA=CI(])

FY=F(N,Y)

IFCFX-FY ;LTeZ2.C2ALFLeSaxMI) PETLALN

e

TRAZENJE ALFA KOJZ ZACCVCLJRAVA FRVL ANEJCECANACIANL

~ ™
\n

Vo

6C
SC

G5

TRAICNJE ALFA KQJUE ZAECVCLJAVﬂ

mLFA=C W5

PCC=,FALS:.,

CC 7C I=1,N

Y{I)}=X{I)ALFA=G(})

FY=F(l«sY)
[F(FX-FY.CELALFAsXNM]I=»S) CC TO E£C
ALFA=ALFA/z..

CC TC 65 '

CC SC I=1,N

Y(I)=X{(I)-2. CiALFA*C(I)

FY'F(N:Y)
IF{FX=FYelTo2s08XMIaSoALFA) RETLRN

A=ALFA
E=2,%ALFA
C=C.5%{A+B)

CC 1CC I=1,N

s CFLCL NEJECNACINU

112.




oy M

™y O

(|

1CC

11C
12C

12C

1C

2C

4C

YII)=X{])=CeG(])

FY=F(NsY)

IF(FX-FY.GE.CoXMIaS) GO 10 11C€
£=2C

¢C TC S5

CC 12C I=1,N
Y{I)=X(I)=-2.CaCaG(])

FY=F(N,Y) :
IF(FX=FYalLTa22.CoCeXFI%S) GC TC 13C
A=C

GC TC S3

ALFA=C

RZTURA

ENC

SLERCUTINE CONVRGUNy X3YsF oGy TFAS)
INPLICIT REALEE (A F40=2)
CIMENSICN X{NJIsY(N)yC(IN)

FTCL=( «.C1

ISPiTATI VRECNOSTE FUAKC1J3
FX=F(I\,X) y

FY=F(N:Y)
TF(CAES(FX~FYI.GT<FICL) €C TC €&C

KRITERIJLVM KCAVEFGZNCYJE JE ZACCVCLJEMN
iPAS=] .
*IGNLTﬁ

RZTURN
KCNVERCINCIJA NIJE F
IPAS=C

SUBRCLTINE MINI{NgX,FyKoxn1)
IMPLIC.T REAL#5(A=F,C~-2)
CCMMEON NCyNFaNIMX

RETLRA

chC

EXTERNAL F

CIMENSION X(NXI;G(2C),Y(2C)

K=0
K=K+1

CALL CEF(NyX,G)
CALL SEARCHF(N#X,F 4G XNMI L ALFA)

IsN

tt 2C I=
(i)-ALFA«G(})

Yyil)=X

CALL CCNVRGINJXsYy¢F,G4IFAS)

IF{IPAS.EQ.1) RETURN
IF(K.LTLNIMX) GO TC 1¢
WRITE(E,4CINIMX

FORFMAT(//* NE POSTIZE SE TACNEST L',13,¢ ITERA '
RETURN 213, ClJar)

ENC

113.



§ MO

CJ FRCMENLJIVIF = 4
STNE VFECNOSTI

}==0.3CCCCCCE €1 X{2)==0.1C, ) y(3)= €.C X(4)= 0.100C000C O

200
TAT CCEBIJEN V 77 ITERACIJA

.CSTI ARCUNMENATA —
w0.4001.11C 00 X{2)= Q.35554260=C1 x(23)=20,1753477C CC X(4)=-C-2184851L

CST FUNKCIJS = €.4455256C~-C1
RACUNANJA FUNKCIJE= 746
RACUNANJA CGFACTIJENTA= 17

+2CC

LTAT CCEIJEN V 82 I[TERACIJA

NCST1 ARGUMENATSA | .

==0400839:C 2 X{2)= L.3E1.23.90=.1 x(2)z=,17074¢3€60 CC X14)==0,219C917L (

NCST FUMNKCIJE = Ce43622C4C-C1
RACUNANJA FUNKCIJE= 835
FACUNANJA CFALIJENTA= E3

-« 400
LTAT CCBIJEN v 75 ITERACIJA
T st cC 17egeEql CCX(41=-C0,2179099L

2-0.3%€6G63CEL CC X(2)= C.36C2774D~-C1 x(2)=-C.

'NCST FUNKCIJE = [ e63216. 2100
| RACUNANJA FURKCIJI= £25 -
i RACUNANJA ;RACIJE&TL= 15

teSCC

JLTAT CCRIJEN V€3 [7EFACIJA
'NCSTI ARGUNENATY
=~Cu4C563C8C CC X( )= Ce3S8S3TEC-Cl X(3)=-C.1ECE3CCT CC X(41=-C.2222953T

'NCST FULAKCIJE = C.45571120-C1
] RACUNANJA FUANKCIJE= | 768
] RACUNANJA CRACIJEINTA= 63

Ce€(C |
_LTAT CCEIJEN V€7 ITERACIJA

“NCSTI ARGUMENATA o o
Co0.4C4BTESC “C x{Z)= J.35746150-C1 X2 ==s 18 2E38T L0 X14)=="15221€556L ¢

"NCST FUMKCIJE = C.4557C32C-Cl
] RACUNANJA FUNKCIJE= 787
1 RACUNANJA GRACIJZNTA= €7

CaTCC

'ULTAT CCRIJEN Vv €4 :TERACILJA

:CACSTI ARGUNMENATA

1)==0942C058CC CCX(2)= 0.4C2€655€60=C1 X(3)=~C, 16566460 ¢ X(4)=-Co2311946C

:CNCST FUNKCIJE = 0.52CE471LC~-C1
:J KACUNANJA FUNKCIJCL= ~T€l
13 RACHANANIA CRAPCY IENTA= A4




»EQO 5

.TAT CCEIJEN V 56& ITERACIJA 115.
'CST1 ARGUNMENATA
:=0.455S37CC CC X(2)= C.4565131D0-C1l ¥({3)=-C.1S556CSC CC X{4)==-C.2568503C C

CST FUNKCIJE = < T72€EL2TC=(1
RACUNANJA FUNKCIJE= £CS5
RACUNANJA CRACIJZNTA= 56

«SCC
LTAT CCEIJEN vV 81 ITERACLJA

NCSTI ARGUMENATS | C me e
c—0.4E78S3CC CC X(Z)= C.4752834C~Cl x(3)==Cec wl145L . X(4)=2=~_.275,85¢C

NCST FUNKCIJE = Cl.EG517C2C-C1
RACUNANJA FUNKCIJL= 742
RACUNANJA CGRACIJENTA= 2.

cp c

Fortran program za poop3teni Céa-Goldstein-ov algoritam

IMPLICIT RIAL#3{A~H,y0=2)
CCYNMON HCohF NINX
CIMINSIUN X(2C)

ZXTERNAL F

Ry

‘;-f

NF=.

RIAD(S, 1CIMNs{X(L)yis1,4)
SRPAT(IZ,10F7.0
BZALLZ 92 298MND2E67 IXPIJNINX
FOONMATIFL12aCe12)
KWRITE(E 50,0 X(L)yI=]14N)
C FOFMAT(YIBFECJS PFOMENLJIIVIH =t,12/
# v POCETNIE VREDNOSTIV/IX,E{ ' X( "3 1ly%)=t4Ela.T,3X))

O WO

CALL MINI(NyXsFsK)

WR.TZ16,340) Kyl e X(1),121,0)
C FOFNMAT(/Z/7/7% FEZULTAT DOBJIJEN Y ',14,% ITEFACIJAY/
= ' VRECNCSTI ARGUMENATAY/
# IX E{'X{YyI1ly%)=,E]1 792X}
FF=F({NsX])
WF_.TZ(6450) FF
C FOANAT(/' VRCOMOST FUNKCIJE =',F1l4e1) e .
WRITE(G6; 55 )INF NG
€ FCFMAT(' BFOJ FACUNANJA FUNKCIJE='915/* BFCJ RACUNANJA GFRACIJENTA=

2v,13)

GQ TC 15 S
g SToP - - - LT - T
- EN D B R U e A PRI C ER - -~ - T L O i




crOY (2 Y

(YO O

OV OO

- =45.00 F2:0mI.N - -
70 Y(1)=X([)-ALFA=G{

. FUNCTIGN F(N,X) e

C T FLETCHER = POWWELE-CVA FUNKCI®A  “577° %
IFPLICIT FEAL®8(A~H,0=Z)

-COMMON MGaNF,NIMX

NF=NF+1

CIMENSIOR X(N1

F=(X({1)4100%X(2) ) %5245 # (X{3)=X{4) ) 5824+ (X(2)-2.2X(3))esds .
21C.#{X{1)-X{4]))%=4q

RLTURI

ENLC

SUBRCUT INE DER(NyX,G) =
IMPLICIT REAL#3(A-F,0-2)

COY¥NMOL G HF g NIMX

CIMZINSION X(N),GIN})

NG=NG+D

(
; {

-y G

G{Z)=1C.®(X({Z)=-X(4)])~-

— l—

- e ——— Aty

G(4)==10.#(X(2)=X{4))-4Co={X{ J=X{4))=s3

RETURL

_NC

SUBROUTINE SE
PCOPSTENG

1C

20C

4C

50

TRAZENJE ALFA KOJE

IMPLICIT REAL#S{A-FH,0-1)
CIMINS IO XUN) 2 GUH) Y 2°0)
JTICAL PUC/.TRLC/

FX=F(.iyX)

ARCH{NyXsFsGsALFA)

SzA-CGLDSTEIN=-OV ALGORITAN

P3UVIRA POGCCHOSTY FRLTHCL'CG ALFA

Vel

12 =1,HM
=S+C{:)=5(1)
8 % I s I
ALFA=C.O
RITURY

(I i”

S
-~
L
e
-

iF(PCC) GO TO 53

CtC 40 =144

Y{I)=X{I)-ALFA=G{1])

FY=F(N,Y)

TF{FX-FY.LT.ALFAsXL) GO TC 6=

CJ 50 I=1lsN

Y{I)=X{I)~2.0%ALFA2G(])

FY=F({li,Y)
IFIFX-FYiLTiZ

60 ALFA=0.5

POC=.FALSE.

FY=F{l oY)

LOsAEFA#XL JRETURN

1

- - U e—m— - - - —n A
s TTE—— e e iRl L A — -

1Jas e (X{1)410.2X(2))44CouiX(1)=X(b)])ws]
S)mo  *(X{114106%X(2) 144 ® (X (2)=2a %X (3] 1453
f.e(X(2)=2.8X({2))eeZ

ZADCVOLJANA PRVU NEJEENACINU

116'



C
C
C

f)

(g

[ I g )

Cr Y

()

TF(FX-FY.GE.ALFA®XL) GO TO 8C

" ALFA=ALFAZ2.u
0 TC 65

TE AZENJZ ALFA KOJE ZADOVCLJAVA EFUEL NEJEBhﬁC:NU

§C €O GC 1=1,N
SC Y(l)= X(I)-Z.O*ALFA*G{II

FY=F('sY)
IF(FX —FYLT.2.08ALFLeXL) RETURA

g
95 =
o0 Liod 1=laN
162 Y(Z)=X{.)=CnG(2)
FY=F{NsY)
F(FX=-FYGheCxXL) GC YO 110
B={
0 TL 65
11C CC 12C i=1,M

120 Y0 )=X(1)- Z-O*Ciﬁ(:l

FY=F(N,Y,
TE(FX=FYolT2.22C#XxL) GC TU 1:C
A=C
23 TC 62
130 ALFA=C
AZTLNN
“NLC

SUSRCUTINT CUMNVRGINgXaYoF Ty IPAT)
TMPLICTYT FSAL®3 (A +,02)
h:P-;\#-J.I Y(l") Y(N,!Gli,

FT CL =0 -Ol:}-l

CCPITATI VO OMOSTI FUNKCIJZ
FX=F(H,X) '

FYy=fliisY)
TFICALS{EX-FYJ.CTAFTOGL) CGC TO &£C

KF.TEFIJLM KOKNVEFGENCIJE JE ZACCVOLJEN
PAC=
R_TURN -
KOOIVERCENCLJA WIJE FCSTICNLUTA
6C IPAS=2
2 TURIL
€L

SUBROUTINZ MaNI(NygX,FsK)
*MPLICIT RIAL®S(A-H,C-2)
COMMCN NGy MF 3 NIMX

“XT=RIKAL F

CIMENSIUN X(N),G(2C),Y(2¢C)

K=0
10 K=¥+1

_ . CALL CEF(N3X16)

CALL SFARCH(M,x.F;c ALFA)

L0 20 I=1,N

“an Vf?\—vf?ﬁﬁitfi:;fti
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CALL CORVRGINJX,Yof+Ci1PASY 1 0 70 116

CC 3C I=1sN -
X(IY=Y(1)

IF(IPAS.SC.1) RETURN
WFZTE(634CINIVX |
+ EDRNMAT(//* NS POSTIZE SE TACNGST U'»I2,' ITERACIJAY)

o

R-TUR.

"
o

>R LI TV IE
1 VRECNOSTI | :
S0e3C0. . 0 1 Xlidm==_.l 2270 01 x3)= e Xta)= ¢l )LD Ol

TAT CCEBIJEN V 55 TERACIJA
ISTI AFGUMENATA
S).45619810 00 X(2)= 0.45122510-Clx(3)=-C.19831CaC CCX(4)=-0.2544402C ¢

ST FUNKCTJE = (o T.420. 201
JACUNANJA FUNKCLIJE= 524
TACUNANJSS GRACIJZNTA= 55

D 0

Fortran program za Nelder-Mead-ov algoritam

IMPLIC.T REAL#8(A~F,C~-2)

MAIN LINE PROCGRAM FCR MNELCER ANC MERC MININMIZATION RCUTIANG,

NX JE BRCJ NZZAVISNIE PFCMZALJIViH

STZP J: POCETNL KOPRAK

x{(2) JZ POCITNI VEKTCR

CATA KARTICE SU SLZCECCC CBLIKS

EF o« KAFTICES PAFANMZTF FCRMAT KOLCMNE
l N X i S 1 CC 5
1 STEP F1C.2 6 CC 15
2 | XN1) Filel - CC

CINMEANSYION X1(3045C8)eX SCI4SUMLEC)
CCMMCAN/C/ XtXIsSTEP,SUP.hxgIN.KI,RF
ANF=C

FCRNMAT(I5,F3i %)

FLACIgNX,STEP

iFINX) GSG5E;45G6%,6G8

9E REALC Z4(X{1),2=1,NX)
FCRMAT(._FlL.5)

ALFA=1.C

BETA=C.5

CANA=Z.C

Cl1FEF=Cq

XANX=NX

A=l

CALL SUMR

PFEINT 1C24SUM{Y1)CX(I),1I=1,NX]
PRINT 1CC2,STEP

PRINT 103

)
o I B

n




CS FCPMAT(4X,18H VREDNCST FLNKCIJE

;& FCRMATI(LF1412X,25EPCCETNA VEECACST FUANKCTJE

2 FCRMAT({12X4*'STCP=,F€.2)

194

L

1.X4=" |
16X, 16FPRONENA PULNKCIJE)

1
1

1/5X31C(EL11.442X)3

Kl=NX+1
Kzg=hAX+_
Ka=lhX+3
K&=NX44
CALL START

“EC 2 i=1,K1

SUMESSUNM{L)

CC 4 J=]1,hX
X{J)=X1{2,J)

aN={

CALL SUMR

CONTINUE

NAZ L NAJVECU VYRECNCST

5 e

INCEX=1
€C 71 1I=2

SULMITI) U SIMFLZIKSL

1K1
TFISUMII),LE_SUMKI CC TC 7
(I}

SUNMF=SUM
NCEX=7]
CCRTINL:

SACLT NAJMANJIU VRECANCST

SUML=SUM(L)
KCUNT =]
L E'I=2'K1

SULM{TI L SIMPLIKSL

TFISUNLLLELSUM(Z)T CC TC &

SUML=SUM (1)

- KCUNT=]

CONTINUE

lFlGJE’I

113.

.15X:3F11=,15!.3HX2=,15X,3HX3=,15X;

KCLCAA X g:=¢

NACE CINTRCID TACAKA KCE KCJIF J:= I RAZLIC.TC L iNLCEKSA

LC G J=1,NX
SUF2=;1

CC 1C 1=1,Kl1
SUMZ2=SUM2+X1(2,J)

CXLUKZyd)=1a/XKXe (SULN2=X1(INDEX 340}
NACZ FEFLIKCIJU GCFNJE TACKE KFCZ CENTECIC
X1(K393) (1 o4ALFAL#XL{KZ,J)~BLFARXL(INCEX, )

X(JI=X1(K3,d)
IN=K3 |
CALL SUMF

IF{SUM{KZ}.LTJSLML) GC T1C 11
NACL CRUCU NAJVECE VRZDNCST L SIMPLEKSL

iFLINCEX.SCal) GO TC 2%

SUMS=SUNMLL)
¢CC 7C 23

SUMS=SUNM{(2)
CC .2 I=),Kl]

IF((INCEX-1),8Q.0)Y CC TC 12
IF(SUMII).LELSUNMST €CC TC 12

SUMS=5UM(])
CCNTINLE

IF(SUM(K2).GTJISLMS) GC T1C 13

CC TC 14




120.

FORMIRAT] EKSRANZEJL NOVCE MIKINLMA AKC JE REFLEKCIJ& CALA JECAN MINIWM
1 EC 15 J=1,AX

X1(K4,J)={1- GAHA)!XI(KZ:J]+GEPA'XIIF"J¥
X{J)=X1{K4,J)

iN=K4

CALL SUMF

IFCSUM{K4 )Y .LTSSULML) GC TC 1lé

CC TC 14

IF{SUMIKS ) .CTaSLMF) CC TC 17

CC 18 J=1,AX |

€ XL{INCEX,Jd)=XI(KZy4J)

‘n

LY |

T CC 1S J=1,AX
X1(K43J)=BETAeXYI(INCEX,J)+(1.=-BFTA)aX1(K2,])
IN=K4
CALL SUMR
FUSUNMHFLCTLSUNMIKGY) CG TC 16
RECUKCVATI SIMPLEKS PCLCVLJEMNIENM AKC JE REFLEKCTJA CALA VECL VFEDNCST (
FAXINULNMA
CC 2C J=1,NX
CC 2C I=]1,Kl

] xltI.J)=,.,u(x (ZgJ)+XLAKCUNT 3d))
LC 29 I1=1,K1
CC 2C J=1,NX

C Xx{J)=x1{1 :J)

IN=l
CALL 3SUMR

S CUONTIWMUE
GCC TC 26

€ LT 21 J=14NX
XLEINCEX 2d )=X1(K4,J)

1 X{J)=X1{INCEXyJ)
iN=INLEX
CALL SUMF
cCTC 26

& [C 22 J=1.NX

Xe LINEEX J)=X1I(KZyJ)

.X{J) XLEINRCEX$J)

N=,NLEX

fALL SUMR

CC 22 J=lshX

X{J)=X1{K2,J)

9 |

Lad

iN=KZ
CALL SUMR
CiIFck="¢

CC 24 I=1,K1 |
1 CIFER=CIFCR4(SUNM{E)-SUM(K2) )2y
CIFZR=24/XNX#CSCRT(CIFZR)
FEINT L1ClySUNML(XIUKCUNTsJ)pJd]l,AX !.EIFFR
L FORMATL 202X 381660 )2 (IXyE16.6)012X,E1€.6)
IF(CIFERLGE.CeCClY CC TC 2¢
WRITE(E,E55)INF |
FOCRMAT(' BROJ RACUNANJA FUNKCYJE=%,15)
CC TC 1cCC
5 CONTINUE
ENC

Wit




(oY)

L Y ]

SUBRCUTINE START

IMPLICIT RCAL#8{A-F,C-2) N
CIFENSION A(5¢,5.K,X1 5C,5C)+X(5C),SLM(5C)
CONVCN/C/ XaX1aSTEP,SUMIAX,INFKLHNF

VN=AX

STEP1=STEP/{VN® SCQRT(Z))=(DSCRT(VA4].)4VA=1,])
STEP2=STEP/(VA® SCFT(2,))1*%(DSCFTIVA+1z)=-1c1)

CC 1 J=1,;hX

ﬂ(l:J)“C-

CC 2 I=24K]
CC 2 J=1.NX

B(1,J)=ST.PZ
=1-1
8{I,L)}=STLCP1

CONTINUE

CC z I=]1,Kl
CC 2 J=L KX

X1(13Jd)=2X(J)+A(],J)

RZTURN

chC

SLERCLTINE SUMR

INPLLICIT REAL#8(A-F,(-2)
CCMNCN/GCZ XaX1sSTEFaSUMMXpIN K gNF

NFahF+l

CIMINSION X1(50,5C)sXL5C),SLFESC)
FLETCHZIR = PORWZILL-CVA FLMKCTIJA

SLMEINI=(X(1)41C aX(2))nu245 a(X(2)=X (L)) ma2s (X(2)-
#l1Cen(X(1)=-X(4])])nnq

FCTUFRN
chi

FCCETNE VFECNCST FUNKC!JEEIICnCCCCC

» X JE
J«30CCLC 01 -0.2CCCC C1

ICCHCST FULAKCIJE

.1356CSC-Cl

STLF= .

ACUNANJA FUNKCIJE= 258

aT CCEIJEN Y

X1%

CoC c.1cccc €l

63 TeRACTJA

~C.261861C CC C.28854¢8C-(1 -nN.169172C CC

21,

2.#X{3) Yends

X 4=

r
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