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PREDGOVOR

Niz godina sam predavao astrodinamiku kao jedan od predmeta na post-
diplomskim studijama mehanike na Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Beogradu.
Smatrao sam da, u vezi sa savremenim kosmickim istraZivanjima i poduhva-
tima, treba, ne samo u specijalistitkim spisima, ve¢ bar u postdiplomskoj
nastavi, ukazati na problematiku astrodinamike i tako pruZiti osnov za dalja
usavr§avanja i istraZivanja.

U tom smislu ja sam ovde izneo uglavnom wuwved, neophodan za dublja
naucna istraZivanja. Prikazani su elementi raketodinamike, astronomije, nebeske
i racionalne mehanike zajedno sa teorijskim opisom niza osnovnih kosmi€kih
manevara i nekim mojim li¢nim prilozima. U neka podrobnija izlaganja teorije
i prakse kosmickih letova ovde nisam ulazio.

Zahvaljujem se MatematiCkom institutu koji je omogucio da ova moja
knjiga bude objavijena i dostupna §irem krugu ditalaca.

Posebno se zahvaljujem prof. dr Draganu Trifunoviéu koji je uCestvovao
u isdavanju ove knjige.

Beograd, juna 1980. Tatomir P. Andeli¢



ASTRODINAMIKA

Astrodinamika, shvaéena kao mehanika kosmiékih letova, razvila se iz tri
glavna izvora: nebeske mehanike, balistike i aerodinamike (mehanike leta u
atmosferi), koriste¢i se njihovim metodama i rezultatima. Pri tome se mora
voditi, naravno, rafuna i o elementima astronomije kzo nauke o sredini u
kojoj se letelice kreéu, o raketodinamici kao nauci o tehnilkom ostvarivanju
kosmickih letova i, najzad, o metodama navigacije i kontrole leta upravljivih
letelica i projektila.

Nebeska mehanika je potrebna astrodinamici stoga §to se slobodni letovi
(oni bez pogona) veitalkih objekata, u gravitacionom polju van atmosfere odvi-
jaju po istim zakonima po kojima se planete kreéu oko Sunca.

Balistika je od znalaja 3to ona proucava slobodni nepogonski let izba-
Cenih projektila u gravitacionom polju i igra posebno znafajnu ulogu pri izba-
civanju veStalkih satelita i ostalih kosmi&kih letelica i posebno u nekim
kosmi¢kim manevrima.

Aerodinamika je potrebna u vezi sa zakonima leta u atmosferi, otporom
vazduha, klasifikacijom profila letelica, pitanjima povratka kosmickih letelica
na Zemlju. ’

IznoSenje nekih potpunijih podataka o razvoju prethodnih nauka ovde
ne dolazi u obzir. Navei¢emo samo da je od tekovina nebeske mehanike
astrodinamika usvojila: re§enje problema dva i tri tela, teoriju putanja i njiho-
vih poremecaja, Laplasovu sferu dejstva, uop$te teoriju kretanja tela u gravi-
tacionom polju itd.

Kao primena i prodirenje se sad postavljaju razna, u odnosu na klasiénu
racionalnu i nebesku mehaniku, sasvim nova pitanja u vezi sa kretanjem ljud-
skom rukom izbacenih objekata u prostor: tzv. kosmiCkih brzina, transfernih
putanja, njihove optimalnosti, njihovog povratka na Zemlju itd.

Najzad, pred kraj XIX veka je do§lo do osnivanja i razvijanja mehanike
tela promenljive mase i razvoja raketodinamike u pravon smislu reci, koja je
omogucila ostvarenje kosmickih letova.




1 OSNOVNI POJMOVI RAKETODINAMIKE

1. Zakon o odrianju kolifine kretanja

Za izufavanje raketodinamike, kao dinamike raketnog leta, potrebno je
prethodno poznavanje zakona dinamike 1 svega onoga §to je s tim u vezi:
pojmova mase i teZine, osnovnog sistema jedinica 1 dimenzija veliina itd. O
kretanju u gravitacionom polju bice ovde govora. Osim toga, kako zakon o
odrzanju kolitine kretanja (odn. zakon o kretanju centra mase tela i sistema)
zauzima u tome posebno mesto izloZiemo ga ukratko i ovde.

Koli¢ina kretanja K tela mase m, koje se kreée brzinom v iznosi
K=mv. )

Ako je masa tela u kretanju konstantna, kako je to usvojeno u Njutnovoj
mehznici, tj. ako se masa uopdte ne menja i u toku kretanja nema ni pripa-
janja ni otpadanja mase, onda vaZi drugi Njutnov zakon (osnovna jednaéina
dinamike — w je ubrzanje tela)

F=mw=m —=—, 2)

gde sila F moZe zavisiti od poloZaja, brzine, vremena i drugih parametara.
Odatle se dobiva zakon koli¢ine kretanja u diferencijalnom obliku

dK=d(mv)=Fdi=dJ, 3)

gde je dJ elementarni impuls sile F i re€ima: diferencijal koli¢ine kretanja jed-
nak je elementarnom impulsu sile.
Najzad, imamo posle integracije od ¢, do ¢
!
K-K,=mv-my,= det=J, “)
fo
tj. kona¢na promena koli¢ine kretanja (v, je poCetna brzina) jednaka je impulsu
sile J u intervalu t,—1t.
Ako je, pri tome, projekcija sile F na neki stalan pravac (e=const) jed-
naka nuli, tj. ako je
_d(my) e_d(mv-e)“
dt dt

F-e 0,
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tada postoji jedan, tzv. prvi integral kolidine kretanja
myv-e=K-e=0=const.

Kad je sila stalnog pravca pa nema projekcije na dva stalna nekolinezrna
vektora e, =const. i e,=const, onda ée jednadine kretanja imati dva prva
integrala kolifine kretanja.

Najzad, ako je spoljainja sila F=0, onda se iz (2) dobiva
K =mv=const. %)

i u tom slucaju se. koli¢ina kretanja ne menja u toku kretanja — ostaje odrZana,
a centar mase tela se kreée po inerciji jednoliko i pravolinijski.

Prema tome samo spoljanje sile mogu menjati putanju centra mase i
unutraSnje sile (sile &iji izvor nije u spoljalnjim masamz) ne utiu na njegovo
kretanje, ve¢ mogu samo pomerati delove tela jedne u odnosu na druge. Tako
u slucaju kretanja tela u polju neke sile na pr. gravitacije, teZiste tela se krece
kao materijalna tacka (sa masom celog tela) i na to kretanje unutra$nje sile
ne mogu uticati. Medutim, s obzirom na zakon o nezavisnosti dcjstva sile moze
se svako sloZeno kretanje zamisliti razloZno na kretanja pod dejstvom posebnih
sila, 1 tako se kretanje napr. balistitkog projektila moZe zamisliti kao sastav-
ljeno uglavnom od kretanja po inerciji, priviaenja od strane nekog centra i
eventualnih otpora sredine.

2. Zakoni reaktivnog pogona

Na telo u kretanju &ija se masa u toku vremena menja m=m(t) (meha-
ni¢kim otpadanjem — odbacivanjem ili pripajanjem, ali ne u smislu teorije
relativnosti) dejstvuje u smislu zakona akcije i reakcije tzv. reaktivna sila. Takvo
kretanje opisuje jednacina Mescerskog za izraz reaktivne sile i obrazac Cjolkovskog
koji odreduje brzinu v kretanja usled takve sile i zavisnosti od brzine ¢ odva-
janje mase u slu€aju odbacivanja mase. U tom sludaju se brzina tela povecava,
dok se ona u slu¢aju dodavanja mase smanjuje.

Izvodenje ovih osnovnih relacija reaktivnog pogona prikaza¢emo ovde u
izvesnoj neophodnoj meri kritiki s obzirom na polazne stavove pri njihovom
izvodenju.

Na pr. vrlo &esto se za izvodenje izraza za reaktivnu silu (uglavnom
sluéaj odvajanja mase od osnovnog tela) koristi prosto zakon akcije i reakcije.

Tako Vertregt (Vertregt) [43] i neki drugi uzimaju kao akciju F — silu
kojom se masa dm izbacuje brzinom ¢ za elementarno vreme dt, tj.

d
F=c,
dt
.. . . : L dv .
a za reakciju R -—— silu koja masi saopitava ubrzanje d—— 1.
t
d
R=m ——1.

de
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Pema tome iz zakona akcije i reakcije (da su suprotne) proisti¢e R= —F,
odnosno

m—=—-¢c —. 6)

.dv . . . . .. .
Kako su vektori :]— 1 ¢ kolinearni, moZe se prethodna relacija napisati
t

u skalarnom obliku

) ™

. . d . .
pri ¢emu je —‘—}' uzeto apsolutno (gd'ﬁ > O). Inade uzeto taéno u obzir, pri sma-
t t

. ., dm . .

njivanju mase tela, bice 7<0 i zove se brzina rashoda mase. Sa druge strane,
t

ako se telo kreée brzinom r u odnosu na neki nepokretni sistem referencije,

1 ako je brzina izbafene &estice u odnosu na taj isti nepokretni sistem wu, tada

Je e=u—v relativna brzina &estice u odnosu na pokretno telo.

Najzad, kretanje ovakvog tela moZe se (kad je re¢ o njegovom progre-
sivnom kretanju) smatrati kao kretanje materijalne 1acke samo pod pretpostav-
kom da je pri smanjenju mase tela pomeranje centra mase (teZifta) u samom
telu zanemarljivo.

Dakle, reaktivna sila F, (jednacina Meséerskog), prema (6) 1 (7), glasi
F, = —c é’f:(u—v)d—m,

’ (8
dt ar )

ili u skalarnom obliky

dm
F=—c—. 9
o )

U sludaju da na uoleno telo osim reaktivne sile F, dejstvuje jo§ neka
spoljainja aktivna sila F vektorska diferencijalna jednatina kretanja tela imaée
oblik

mﬂ=mw=F+F,=F—c @, (10)
dt : dt
. . dm
§to je u skalarnom obliku za 7>0

{4

mi=X-c, ‘—12,

dt

dm

my=Y—-c, —,

Y 2 di

mZ=Z—c,£1—'2.

dt
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Pri tome je
w={% y, 2z}, F={X, Y, Z}, ¢c={c,, ¢,, ¢,}.

Ocigledno je da se, za ¢=0 (relativna brzina Cestice jednaka nuli), jed-
nadina (10) svodi na osnovnu Njutnovu jednadinu dinamike.

MozZe se jof biti u nedoumncn, kako to da ,,reaktivna* sila kao unutra$nja
moZe pokretati telo, a refeno je, s obzirom na zakon o odrZanju kolitine
kretanja, da unutra¥nje sile, bez obzira na njihov mehanizam, ne mogu uticati
na kretanje teZifta. Medutim, unutradnje sile mogu pomerati pojedine delove
tela jedne u odnosu na druge i u nafem sludaju reaktivna sila unutra¥njeg
porekla koja nastaje pri otpadanju mase ustvari pokreée preostali deo tela
posle izbacivanja dela mase.

Jednalina (7) se moZe napisati u obllku

mdve —cdm, odn. dv=—c dTn"j’ ()

odakle se onda integracijom od nekog trenutka ¢, do trenutka ¢ dobiva
t
M
—vy=c| =cln —, 12
v—vy=clinm ¢ln (12)
fo

gde je vy brzina tela u trenutku f,, a v njegova brzina u trenutku ¢, dok je
M masa tela na startu za f=1¢,, a m masa kao funkcija vremena u odredenom
kasnijem trenutku ¢.

Ako je v,=0, onda se prethodni obrazac moZe napisati u obliku
vecin X, (13)
m

i to je obrazac Cjolkovskog za odredivanje brzine tela, kad je brzina otpadanja
mase (isticanja gasova) jednaka c¢. Brzina v je ona brzina koju telo (raketa)
postiZe, ako se ne uzima u obzir gravitacioni ili neki drugi uticaj (napr. otpor
vazduha) i na nju nema uticaja oblik putanje.

Treba samo obratiti paZnju da je prelaz od (11) do (12) odn. (13), tj.
integracija, izvedena pod pretpostavkom da je brzina ¢ u posmatranom inter-
valu t—¢, konstantna ili bar pribliZno konstantna, inade bi se pri nekoj pro-
menljivosti o tome moralo voditi raduna.

Jasno je, da, ako se i prede preko upadljive povrinosti prethodnog izvo-
denja iednaCine MeSderskog (8), ostaje ipak Cinjenica da uopSte mnisu jasno
uolljive pretpostavke koje se pti tome izvodenju ¢ine — od &ega se polazi. To
svakako treba kriti¢ki razmotriti, jer se radi o znafajnim pitanjima koja stoje
u osnovi raketodinamike.

fzvodenju jednacdine Melterskog moZe se stoga, §to se takode nalazi u
literaturi: Kosmodemjanski, Rupe (Ruppe) [32] pristupiti i ovakvim razmislja-
njem. Odbijeni deo mase Am tela i ostatak mase m— Am posmatraju se kao
dva neelasti€na &vrsta (lak kruta) tela pri sudaru. Tada je poznato da su nji-
hove koli¢ine kretanja posle sudara (u trenutku odvajanja) suprotne. Dakle,

(m-Am)Av=—cAm, (14)
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ako je Av promena veliine brzine osnovnog tela a ¢ brzina odvojene mase
(odbijenog tela). Tada se iz (14) sasvim korektno dobiva, zanemarivanjem
malih drugog reda (Am Av), relacija

mAyv=—cAm,

iz koje se deobom sa At i prelazom ka granici (A7—0) odmah izvodi
relacija (11). Pretpostavka od koje se ovde polazi jeste da postoji &vrst dodir
osnovnog i odbadenog tela. To bi znatilo da se ne moZe govoriti o reaktivnoj
sili u ovom smislu, osim ako su osnovno i odbadeno telo prethodno bili u
¢vrstom kontaktu.

Pitanje je sad, da i je hipoteza kontakta osnovnog tela i odbijene mase
1 njihova &vrstina neophodna pri izvodenju izraza za reaktivnuy silu i za jedna-
¢inu kretanja tela promenljive mase, kad je poznato da ona vazi i pri odva-
janju fluida, 3to ukazuje na to da hipoteza ¢&vrstog kontakta nije neophodna.

Stoga ¢emo sad pokazati izvodenje jednacine Med&erskog prema onome
kako je Kosmodemjanski to uradio u vektorskom obliku na osnovu skalarnog
izvodenja Mesterskog (Levi-Civita je izveo kasnije te relacije u vektorskom
obliku) polaze¢i od zakona o odrZanju koli€ine kretanja.

Telo (u Sirem smislu materijalni sistem) mase m neka se kreée izolovano
(ili se tako zamisli) od dejstva spoljasnjih sila i nekim unutra$nim silama
odbije se deo Am mase osnovnog tela. Prema zakonu o odrZanju koli€ine
kretanja bi¢e koli¢ina kretanja tela m—Am, ¢&ija se brzina v (u odnosu na
nepokretni sistem) promenila u v+Av i odbijenog tela Am, koji s¢ u odnosu
na nepokretni sistem kreée brzinom u, biti jednaka onoj pre raspada, tj.

m-Amy(p+Av)+uldm=my.

Ako se ovde mala veli¢ina Am Av drugog reda zanemari u odnosu na
male prvog reda, dobiée se

mAv=—(u—-v)Am,

i kad se stavi u—v=c¢, podeli sa Ar i prede ka granici (Ar—0) dobiva se
relacija (6)
, dy dm
m-—=—c¢c—.
dt dt

Ovde je samo jedno jasno da je dm uzeto pozitivno, ali nekih drugih
pretpostavki o karakteru sistema nema. Prema tome, ove relacije vaZe i onda
kad je u pitanju neki sistem medusobno povezanih Cestica bez neophodnosti
da on bude &vrsto telo.

Jednadina (10) pokazuje da je kretanje tela promenljive mase (rakete) u
stvari sloZeno od kretanja

dv
m—==F, 15
7 (15)
pod dejstvom spoljainjih sila 1 kretanja
L (16)
dt dt
dv, . dv,

1
dt dt

usled dejstva reaktivne sile. Pri tome su odgovarajuéa ubrzanja.
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Medutim, ne treba ispustiti iz vida ni jednu pretpostavku koja se uzima
pri koris¢enju jednaline (10), a to je da se telo promenljive mase posmatra
tako da npr. u gravitacionom polju ono ne priviaéi konacne mase veé samo
biva privlaeno od njih, pa prema tome ono ne izaziva poremecaje u kretanju
okolnih tela kona¢ne mase. BliZe odredbe o redu veli¢éina ovih privlalenja ne
postoje.

Sama jednalina (10) natura i pitanje naina i moguénosti refenja konk-
retnih zadataka, koji mogu biti vrlo vaZni. Treba znati da se, pri tom, u
najopStijem slufaju ima posla sa diferencijalnom jednacinom koja ispisana u
potpunosti eksplicitno ima oblik

m(t) il_v@

=F(@t)-c(t) (17)

dm (1)

d
gde ni ¢ ne mora biti konstanta. Osim toga, ako je spoljainja sila gra-
vitaciona, ona se svakako za vreme aktivnog (upravljivog) leta pri udaljavanju
od Zemlje menja. Medutim i to pitanje je jo§ nedovoljno proudeno.

Najzad, pokazaemo jo§ jedno izvodenje jednaina raketnog leta, koje se
zasniva neposredno na samom zakonu koli¢ine kretanja a ne na njegovoj posle-
dici zakonu o odrZanju kolitine kretanja. Sto je najvaZnije ne uvlade se nikakve
pretpostavke o karakteru promenljivog dinamikog sistema izuzev onih sasvim
opite usvojenih. Osim toga se pri izvodenju jednaline raketnog leta ne razdvaja
reaktivni pogon od kretanja pod dejstvom aktivne sile. Ideja za to poti¢e od
autora Rosera, R. Njutna i Grosa (J. B. Rosser, R. B. Newton, G. L. Gross)
{31] ali je naSe izvodenje originalno.

Zakon koli¢ine kretanja u diferencijainom obliku (3) izvodi se pod pret-
postavkom da je masa m tela u kretanju nepromenljiva i da se kolifina kretanja
menja samo usled promene brzine v. Taj zakon se moZe, kad je re¢ o konad-
nim priradtajima pomocu teoreme o srednjim vrednostima napisati u obliku

K@+AD-K@O=F(+AAs (18)

Odavde se naravno deobom sa A i prelazom ka granici moZe do¢i do osnovne
jednadine dinamike (2) i zakona kolifine kretanja u diferencijalnom obliku (3).

Medutim, ako se masa m tela u toku kretanja menja, onda e se posle
promene vremena A¢, koli¢ina kretanja promeniti ne samo usled promene
brzine kretanja ve¢ i usled promene mase. To znaéi mesto (18) treba napisati

K*(t+A)—-K@)=F*(@t+AnAq, a9,

gde je sad K* nova vrednost koli¢ine kretanja usled dvostruke promene a F*
nova ukupna sila koja pri tom dejstvuje.

Otigledno je da se sad moZe napisati
K*(t+An=K(t+A+AK, (20)

gde je K(t+At) koli¢ina kretanja promenjena samo usled promene brzine,
dok je AK onaj deo promene koliine kretanja koji potie od promene mase.

Udeo promene koligine kretanja usled smanjenja mase — odvajanja mase Am
od osnovnog tela brzinom u bice odreden izrazom
AK=—ulAm, 21

gde je brzina u odredena u odnosu na isti nepokretni sistem kao i brzina
tela v, a Am>0.
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Kad se (21) unese u (20) i to posle stavi u (19) dobice se
K(+AD-K@)~-ulbm=F*t+A1)A1
Deobom ove relacije sa Ar i prelazom ka granici dolazimo do

dm

F—u—=F*, 22
7 (22)
jer je
lim K(t+At)~K(r):F,
At—>0 At
spolja¥nja aktivna sila, a
. Am dm
imu —=u—.
a0 At dt

Sa druge strane deobom relacije (19) neposredno sa At i pielazom ka
granici izvodi se

lim K‘(f_}-At)_K('): lim [mv]l-!-Al—[mv]l :é(_’nﬁ

=F*, (23)
Ar—0 At ar—0 At dt

Kad se izjednate vrednosti (22) i (23) za F* dobice se

dnn) _p, dm o0
di dt
odn. jednac¢ina (10)
md—le-(u~v)@=F~cé—”—!.
dt dt dr

Do rezuitata (23) moZe se dodi i ovakoim razmi$ljanjem. Polazeéi od
K*(t+AnD=(m-Am)(»+A4v), (25)

5to je svakako promena kolifine kretanja usled promene brzine i promene
mase i ako se AmAv zanemari kao mala viieg reda a uzme u obzir da
je K(t)=mv i sve to unese u (19) dobice se

mAv—-vyAm=F*A1

Posle deobe i prelaza ka granici proistiCe jednalina (23)

3. Istorijske primedbe

Krajem XIX i pofetkom XX veka ruski nauénici Jvan Vsevolodovi¢ Mes-
Cerski (1859—1935) 1 Konstantin Eduardovi¢ Cjolkovski (1857—1935) postavili
su osnove mehanike promenljive mase pa time i raketodinamike.
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Osnovni radovi 0 tome su:

H. B. Mewuepcruii — [unamuka mouku nepemenHOl Maccobl.
C. Tletepbypr, 1897.
Ypasnenua geuxenun mouxu nepemeHHOU maccol 8 obwyem
cayuae.
C. Tletepdypr, 1904.

K. 3. Huoaxosckuit — Hceaegosanue mupogbix NpoCMpPaHcme peaxmugHbimu npu-
dopamu. Kanyra, 1903.

Osim ovih prvih publikacija u vezi sa mehanikom tela promenijive mase
i raketodinamikom, koja se podela razvijati tek izmedu dva rata, postoje i neke
publikacije poznatog italijanskog naudnika jevrejskog porela Tulija Levi-Civite
(Tullio Levi-Civita 1873—1941). Njegovi su radovi u vezi sa ovim pitanjem:

T. Levi-Civita: — Sul moto di un corpo di massa variabile. Rendiconti Accad.
dei Lincei, 1928 (6), (8) p. 329-333.
Aggiunta @ la nota precedente, p. 621-622.
Ancora sul moto di un corpo di massa variabile. Rendiconti
Accad. dei Lincei 1930, p. 626-632.

Dakle, iako su osnovne jednadine o kretanju tela promenljive mase
postojale, Levi-Civita ih izvodi ponovo ne pominjuéi ruske nauénike. Cinjenica
dto je Me¥erski svoje jednadine izveo u skalarnom obliku, a Levi-Civita u
vektorskom ne igra pri tom neku naroéitu ulogu.

S obzirom da je Tulio Levi-Civita veliki nau¢nik i da mu se ne moZe
prebaciti nekorektnost plagijata, ovo se moZe objasniti samo kao nepoznavanje
ruskih radova. Ti radovi su bili: 1) objavljeni na ruskom jeziku, a tada ruski
jezik nije bio u nauci toliko poznat kao danas, i 2) o kretanju raketa, tj.
tela promenljive mase podelo se Sire govoriti tek posle prvog svetskog rata!

Prema tome, Levi-Civita je ponovo otkrio osnovne jednaline kretanja
tela promenljive mase nezavisno od Mes€erskog i Cjolkovskog. _

Danas se samo u ruskoj literaturi i literaturama bliskim ruskoj nauci ove
jednadine nazivaju ispravno po imenu Meséerskog i Cjolkovskog, a u tzv.
»»zapadnoj** literaturi se uz ove jednaline obino ne pominje nijedno ime.
Razlog za to je s jedne strane nepoznavanje &injeniénog stanja a s druge mozda
Zelja da se ne citeti ni uspomena na Levi-Civitu, koji je bona fide, istina 31
godinu posle Mesterskog, otkrio iste zakone. Jo§ nesto u tome verovatno igra
neku ulogu a to je savriena jasnost i elementarnost izvodenja ovih zakona i
lesto uverenja da je to gotovo samo po sebi razumljivo i da je u neku ruku
sasvim prirodna posledica poznatih zakona mehanike.

4. Sastav i performanse rakete

Raketa je letelica koja se krece reaktivnim pogonom nastalim odbacivanjem
sopstvene mase pomocu raketnog motora. To je letelica koja za svoj let ne
zahteva prisustvo neke okolne sredine i moZe da se kreée u vodi, vazduhuy,
meduplanetnom prostoru itd. Ponekad se i sam aparat za odbacivanje mase
naziva raketa. Inade re€ raketa se odnosi uglavnom na: 1) one reaktivne lete-
lice koje nose korisni teret u nauéne ili neke druge prakti¢ne svrhe, i 2) na
takve vojne letelice, nazvane i projektili, koje nose eksplozivne glave za razae
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ranje 1 sluZe pretezno u vojne svrhe. Najzad reketom se nazivaju i poznati
predmeti koji sluZe za vatromet a zasnivaju se takode na principu reaktivnog
pogona. .

U sastav rakete unosi se na naroditi natin pogonski materijal spremljen
za odbacivanje i on moZe biti zasad ¢&vrst i tecan. Savremeni tehni¢ki razvoj
koristi uglavnom te¢ni pogonski materijal 1 on se sastoji iz dva dela goriva u
uZem smislu i paljiva (oksidatora) koji sluZi za paljenje i izbacivanje gasova.

Sama raketa se sastoji od ovih osnovnih delova (prikazano shematski po
Vertregtu [43] na sl. 1):

a) Korisni teret, £iju masu ¢emo obeleZiti sa M,
— sastoji se od istraZivatkih instrumenata i osoblja.
Korisni teret obuhvata i masu same kabine u kojoj
su smeS$teni instrumenti i posada i sve ono §to je
neophodno za odrZavanje posade (klimatcki uredaji,

rezerve hrane itd.). >Mp
b) Pogonski materijal, Cija masa neka bude M, M

a obuhvata gorivo i paljivo.

Upravo moZe se reCi da je M, masa svih onih
supstancija koje se izbacuju za vreme leta.

Mo

¢) Ukupna totalna masa, obeleZena sa M.

d) Konstrukciona masa M, dobiva se, kad se od -
celokupne mase M oduzme masa korisnog tereta i Sl 1
masa pogonskog materijala, tj. M,~=M-M,-M,.
Ona predstavlja masu praznih rezervoara, motora, kontejnera u kome je sve
smes$teno, kontrolnih uredaja itd.

Neke razmere ovih masa su karakicristi¢ne za performanse rakete. Tako
razmera ukupne (startne) mase M i mase M, korisnog tereta, tj.

M
k=-—, 26
Y (26)

o
koja se naziva razmera korisnosti, odreduje ukupnu masu rakete za unapred
dati korisni teret. Veli¢ina ove razmere zavisi od visine i brzine koje se mogu
posti¢i, odn. koje treba posti¢i, ali 1 od prirode goriva, konstrukcije rakete
i nekih drugih okolnosti.

Cilj je konstruktora da se velifina ove razmere ulini §to je moguée
manjom, tako da za dati korisni teret celokupna masa bude 3to manja, odn.
da za datu celokupnu masu korisni teret bude 3to veéi.

Druga vaZzna razmera -— strukturna rasmera s — jeste odnos zbira pog-
onske i konstrukcione mase prema konstrukcionoj masi, tj.

s<Mp+ M. @7
M(‘

Ova razmera zavisi od viSe faktora a pre svega od upotrebljenog materijala
1 goriva, konstrukcije rakete itd. Za savremene rakete sa teénim gorivom ova
razmera iznosi ne§to oko 10, dok se pri upotrebi &vrstih goriva odekuje i
dvostruko vie.
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Najzad, za odredivanje performansi raketa karakteristiéna je 1 razmera
masa r, tj. razmera celokupne mase rakete — njenc startne mase i mase rakete
bez pogonske mase, odn. mase korisnog i konstrukcionog dela

M M

e (28)
M-M, M,+M,

r

posto je
M-—M,=M,+M,.

Ulogu razmere r pokaza¢emo najbolje na ovaj nalin. Iz obrasca Cjolk-
ovskog (13) vidi se da se najveéa brzina v,,, rakete moZe posti¢i posle sago-
revanja celokupnog goriva, tj. kad bude

m=M,=M-M,,

pa se stoga obrazac za najvecu brzinu, koja se moZe posti¢i odredenom rake-
tom, mode napisati u obliku

cln ——ﬂ—=clnr. (29)

-~ Mp

Ymax =

Odavde je oligledno da ¢e maksimalna brzina koju neka raketa moZe postiéi
biti veéa od brzine isticanja gasova ¢, tj. v,.>c¢, onda kad je

r>e(=27182),

inate je manja ili izuzetno jednaka.

To pokazuje da je razmera r jedna od najvaZnijih karakteristika rekete.
Izmedu tri prethodne razmere nije te$ko uspostaviti odredenu vezu.
Naime, biée

1*L_I_M,,_M——M,,_M,,+MC*
k M M M
-1
My M Mo (1) (121 0
M M, r s
posto je iz (27)
L 4tl=s, MC= L s
. M, s-1
pa je stoga
M+ M, | M, 1 s
M, M, s—1 s—1
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a odatle je
M _ 1
M r

Iz (30) se onda izvodi

to, najzad, daje traZenu vezu

E2))

Ova relacija sluZi za izratunavanje razmere korisnosti neke rakete, kad su date
strukturna razmera i razmera masa.

5. Potisak. Specifitni impuls

Ako je sagorevanje goriva rakete jednoliko ili bar pribliZzno jednoliko i
ako je vreme trajanja sagorevanja u sekundama t, moZe se, apsolutno uzeto,
napisati

—"TLP — brzina rashoda mase = ‘%’3'- — (32)
1

pri éemu je m=m(t) promenljiva masa rakete u funkciji vremena. Medutim,

korisni teret M, i konstrukcioni elementi M, se po pravilu ne menjaju ili bar
ne u svakom trenutku vremena, pa se¢ moZe napisati

dm dm

¢ 2 (33)

gde je m, masa pogonskog materijala shvacdena kao promenljiva u toku vremena.

Veliéina reaktivne sile (8) odn. skalarna vrednost (9) te sile, uzeta apso-
lutno, zove se potisak P (thrust, maza), pa je

P=mw=mi‘i=c——=cm, (34)

gde je ‘(—jz:w ovde ubrzanje (njegova algebarska vrednost) koje poti¢e od reak-
t

tivne sile. S obzirom na (32) potisak se moZe izraziti o obliku
P=cq=cm=cm,. 35)

Pri tome je u sistemu CGS, dimenzija brzine isticanja ¢ jednaka cm/s,
brzina rashoda mase jednaka g/s, pa je onda dimenzija potiska data u dinima.
Medutim, ako potisak treba izraziti u gramovima teZine, onda treba podeliti
jo$ sa velitinom ubrzanja Zemljine teZe i to po pravilu sa tzv. normalnim
ubrzanjem g,=980,665. Tako se onda za potisak u gram-teZinama dobiva

cm,
)

Jasno je da se veli¢ina potiska u klasiénim kilogram-teZinama (kilopondima)
odavde dobiva deobom jo§ sa 10°.

P= (36)

2 Uvod u astrodinamikn
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Medutim, ako se odmzh Zeli izraziti potisak u savremenoj meri, tj. u
njutnima {N), onda izraz (35) u dinima treba podeliti sa 105.

Da napomenemo uzgred da je jedna komponenta kretanja u slucaju
reaktivnog pogona tzv. pad pritiska pri izlazu iz mlaznice. O njemu, naravno,
moZe biti reCi pri kretanju u vazduhu ili nekoj drugoj otpornoj sredini. To
se mora raCunati kao komponenta potiska i obino je manjeg znacaja a u
vakuumu je nema.

Ta komponenta, kad postoji, odreduje se na naredni nadin. Ako je P,
pritisak u spoljadnjem prostoru 2 P, pritisak mlaza izduvnih gasova pred sam
izlazak iz mlaznice i a jediniéni vektor orijentisan unutra u mlaznicu, biée

p=(P,—P)Sn, (37)>

taj pad potiska, ako je S povr§ina preseka otvora mlaznice. On je aerodina-
mickog karaktera.
Ako se relacija (36) napiSe u obliku

P

4
: IR
mp 8,

(38)

onda leva strana (razmera potiska i brzine rashoda mase) ili desna strana
(razmera brzine isticanja gasova i ubrzanja Zemljine teZe) odreduje tzv. speci-
ficni impuls I, rakete. On se izraZava u sekundama, jer je dimenzija koli¢nika
brzine i ubrzanja vreme, a u izvesnom smislu je takode karakteristian za
performanse rakete.

6. Koeficijent korisnog dejstva rakete

Koeficijent korisnog dejstva v rakete izraZava se razmerom energije, izaz-
vane postignutom brzionm v rakete posle izbacivanja celokupnog goriva M,,

. | . .
t. energue—; M, v?, pri emu je
M =M-M,=M,+M_,
i energije u izbalenom materijalu (izduvnim gasovima) M, brzinom c, tj.
1
—2— Mp Cz.

Prema tome, bice
M, v?

M

p

(39)

c2

Sa druge strane, prema obrascu Cjolkovskog’ (13), bi¢e maksimalna
brzina v,, apsolutno uzeta, na kraju sagorevanja celokupnog pogonskog mate-
rijala, poznata kao karakteristicna ili idealna brzina

vmx=vk=cln—Ai, odn. ~£=ev"/c. (40)
k M,
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Kako je

My=M—M=M, (i’—- 1),
M,

moZe se, s obzirom na prethodni rezultat, napisati

My (evk/C_ L

I 4

Kad se ovo unese u (39) dobiée se najzad

2
In—
_ ey =(_J‘_kl. (41)
T A
M,

Odavde se sad moZe odrediti maksimum koeficijenta korisnog dejstva u
odnosu na razmeru v,/c i tako dobiva

Vmax = 0,647,

za v,/c=1,594, odnosno
M

k

=r=4,93.

Dakle, maksimalna vrednost koeficijenta korisnog dejstva je za v, = 1,594 .
Medutim, ako napr. treba ostvariti v,=35c¢, onda tome odgovara vrlo nepo-
voljna razmera masa. Ona tada iznosi r=149, a koeficijent korisnog dejstva
je samo (,169.

Iz prethodnog se vidi da je teZi§te pitanja kako posti¢i veliku brzinu v
kretanja rakete u brzini ¢ izbacivanja mlaza, tj. u tehni¢ki ostvarljivoj brzini c.

7. Ubrzanje rakete. Predeni put v tokn pogonskog leta
Za ubrzanje reaktivne sile (uzeto apsolutno) moZe se prema (34) napisati

Wa e == — . (42)

1z ove relacije je jasno, da, ako se kao uobifajeno zahteva stalan potisak
(P=const.) pri odbacivanju materijala, onda, poSto se masa rakete u toku
pogonskog leta smanjuje, mora ubrzanje rakete da raste.

Kako je na poletku sagorevanja masa rakete M a po zavrietku sagore-
vanja ona iznosi M — M,, onda je jasno da je najmanje ubrzanje

Whin = 7 (43)

a najvece
Wy = ————— . (44)
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Oba ova ubrzania mogu se izraziti i pomocu karakteristinih razmera za
let rakete. Tako, ako se u (43) unese vrednost P iz (35) i uzme u obzir da
se (28) za ukupnu masu moZe napisati

r

M= M,
r—1
onda iz (43) proistie
Whin =€ “”i‘ r- |
M, r
Medutim, posto je (ako je T vreme sagorevanja)
i'!_l’ =rm, (45)
T
odncsno
m 1
M, <

dobic¢e se, najzad, za najmanje ubrzanje

W =i.f_'_l. (46)
T .

min
r

Na sasvim adekvatan nadin se od (44) dobiva za najveée ubrzanje izraz
Whax = (I‘— 1) (47)

U prethodnim obrascima je ubrzanje izraZeno u cm s—2, ali se u praksi
ova ubrzanja rakete izraZavaju u odnosu na normalno ubrzanje g, Zemljine
teZe i pise

c r-1 c
Wein = —— y Whax = (r—1). (48)

min ~
o7 T 8T

Deobom najveceg i najmanjeg ubrzanja dobiva se

W
max —r, (49)
w

min
odakle jo$ jasnije proistite vaZnost razmere r masa rakete.
Kad je potisak stalan, mora, prema (35), biti m=const., tj. masa m je
linearna funkcija vremena, pa ¢e biti u nekom trenutku ¢
m=M—nm¢,
gde je st koliina izbalenog materijala. Tada se iz (42) dobiva

m m
dv=c —dt=c
m M—mt¢

dt, (50)
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a odatle integracijom od v,=0 do v i od ¢, do ¢ izvodi poznati obrazac Cjol-

kovskog

M
v=cln —,
m

gde je M vrednost od M —rmt za 1=0.

Ako, medutim, u toku pogonskog leta rakete treba iz odredenih razloga
obezbediti konstantno ubrzanje (w=const.) tada se, prema (42), mora u toku
leta zajedno sa opadanjem mase smanjivati i potisak. Tada iz (42) imamo

w=i‘:=c ﬂ=a=const., (51)
dt m
odnosno
dv=adt i v=a, (52)

ako je pofetna brzina jednaka nuli.

Kad se vrednost Z—v za reaktivno ubrzanje iz (51) unete u jednalinu
t

Mes&erskog u obliku (7), dobiée se

dm m
—_— i ———— m’
dt m
ili
am__ " 4,
m m
tj. posto je iz (51)
m a
LARLE (53)
najzad
am__4a dr.
m c

Integracijom levo od M do m a desno od 0 do r dobiée se s obzirom na (52)

m M a2 (54)

m c c

§to daje eksponencijalni zakon opadanja mase

m=Me"r=Me <", (55)

Za vreme radunato od 0, kad je trajanje sagorevanja (odbacivanja) mate-
rijala ~, biCe na kraju sagorevanja dostignuta krajnja brzina, prema (51)

v =ar, (56)
a masa rakete preostala posle sagorevanja bice

a
—-—1

my=Me < - (57

Relacija (53) je u stvari obrazac Cjolkovskog.
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Predeni put u toku pogonskog leta s od poletka kretanja do nekog tre-
nutka ¢ moZe se izvesti iz relacije

B e M, (58)

v —
dt m

Pri tome se predeni put u sludaju stalnog potiska razlikuje od onog
predenog za isto vreme, kad je ubrzanje stalno.

U sluéaju stalnog potiska je m1=const. pa za trenutnu vrednost razmere
masa imamo

M m M—mt mt
In —~=—-p —=—-lpn —=—1In (1 ———),
m M M M

i relacija (58) se moZe napisati u obliku
ds=—cln (1 B t) dt.
M
Integracijom od 0 do s odnosno od O do ¢ dobiée se za traZeni predeni put

s=c%<1-%t) [ln(l—%t)+l]. (59)

Citav put ¢ koji raketa prede za celo vreme 7 pogonskog leta, dobice

se, kad se uzme u obzir, da je u trenutku prestanka rada raketnih motora s
obzirom na (45)

| M, M-M, 1
M M M r’
pa je tako
c:cM-——l—(l—lnr). ~(60)
m r

Za sluaj konstantnog ubrzanja se iz (51) i (52) neposredno dobiva za
konagno postignutu brzinu v, na kraju izbacivanja materijala i predeni put

m
Vy=atT=¢c-—1,

| 61
c =_a1-2=_!_c_’f'_,,z_

2 2 M
Iz (53) se mnoZenjem sa vremenom sagorevanja T izvodi

mr M, atv_v . M ..

14

odakle se dobiva
=M (62)
m
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Uno¥enjem ove vrednosti u (61) dobiva se za predeni put u sluéaju
konstantnog ubrzanja isticanja materijala

c=—]—A~!clnr. (63)

2 m

8. ViSestepena raketa

Najveca brzina koja se¢ moZe posti¢i jednom obiCnom raketom, dostize
se, kako smo videli, na kraju sagorevanja ukupnog pogonskog materijala,
naravno pod pretpostavkom da nema nikakvih gubitaka, 1 iznosi

' v=cln£—=clnr.
k

Ako se uzme da je pre ukljufivanja u rad raketnih motora raketa ve¢ imala
neku brzinu v,, tada je ta najve¢a dostiziva brzina

v=clnr+v,. (64)

Medutim, kako ta podetna brzina ne moZe biti velika, jer neke udarne (nagle)
promene koli¢ine kretanja rakete ne dolaze u obzir, sve zavisi od clnr, tj.
kako je ve¢ refeno, pre svega od brzine isticanja ¢, jer je razumljivo razmera
masa r podloZna izvesnim ogranidenjima u vezi sa prakti€nom ostvarljivo§cu.

Nevolja je u tome §to se ne moZe samo povecéavati koli€ina pogonskog
materijala (goriva i paljiva) M, ve¢ se istovgemeno mora povecavati i konst-
rukcioni materijal M, pa se ubrzanje rakete radi dosuzan_;a §to vede brzine
odnosi i na ubrzanje konstrukcionog materijala.

Ukoliko se ne nade neki takav pogonski materijal koji bi davao veliku
brzinu ¢ isticanja (odvajanja mase od osnovnog tela), jedini izlaz za postizanje
velikih brzina je konstrukcija viSestepenih raketa.

Savremeni te&ni hemijski pogonski materijali ne pruZaju moguénost ostva-
renja velike brzine sa jednom raketom. Tako se sa etil-alkoholom kao gori-
vom i te¢nim kiseonikom kao paljivom dostiZe brzina isticanja ¢ = 2,4 km/s
sa kombinacijom hidrazin-azotna kiselina brzina ¢ =2,7 km/s a sa tecnim vodo-
nikom 1 teénim kiseonikom brzina ¢ = 3,6 km/s.

Napr., ako uvoéimo teorijski idelnu moguénost da je razmera masa r= 5,
§to odgovara optimalnoj vrednosti koeficijenta korisnog dejstva i da je pogonski
materijal teéni vodonik i te¢ni kiseonik dobice se

v, =3,6 km/s-1,6~5,8 km/s,

a to je jo§ uvek manje od prve kosmicke brzine v, =7,19 km/s, o kojoj ¢e
tek biti govora.

Stoga se konstruiSu viSestepene rakete, koje se sastoje od nekoliko delova
(stepena) — dva, tri ili vie, pored korisnog tereta, koji se ukljuCuju u rad
uzastopno i to tako, da kad se potro$i pogonski materijal u jednom od njih,
onda se deo konstrukcije vezan za taj deo odbacuje i smanjuje u daljem letu
celokupna masa rakete. :
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Na sl. 2 je shematski prikazana jedna trostepena reketa. Svaki stepen
rakete sastoji se od raketnog motora, rezervoara pogonskog materijala i naravno
nosefe konstrukcije. Korisni teret (kabina sa posadom i instrumentima) je
posebno (na slici prevufeno). On se
obiéno ne smatra delom stepena rakete.
Pod viSestepenom raketom se onda ra-
rumeju svi stepani rakete zajedno sa
korisnim teretom. Posle odbacivanja
jednog, dva ili vi§e stepena rakete ostaju
tzv. delimi¢ne rakete. Prva delimi¢na
raketa se dobiva posle odbacivanja prvog
J11 stepen stepena rakete.

Odmah treba istaéi da se ni vide-
stepenim raketama ne reava sve, jer se
broj stepena ne moZe neogranieno po-
veéavati. Treba upamtiti da je pravo i
jedino reSenje povecavanje brzine isti-
Il stepen canja materijalne mase.

Naime, maksimalna brzina koja
se moZe posti¢i nekom viSestepenom
raketom dobiva se aritmetickim sabira-
njem brzina ostvarenih pomocu poje-
dinih stepena, dok se ukupna masa ra-
kete pri tome ipak menja i raste geo-
metrijski.

Primera radi, ako imamo prostu
raketu &ije su karakteristine razmere:
r=951is=6, a kod koje je brzina isti-
Sl 2 canja ¢=2,7 km/s, tada se moZe postici
teorijski idealna brzina

-

| stepen

v=2,7 km/s- 1,6 =4,3 km/s.

Razmera korisnosti ove rakete je prema (31)

k=——=r
M, s-—r

tj. da bi se ovom raketom izbacio korisni teret od 1¢ brzinom od 4,3 km/s
potrebna je na startu raketa mase 25t

Medutim, ako se zamisli jo§¥ jedan stepen rakete koji treba da poveta
brzinu za jo§ 4,3 km/s — da je udvostru&i, onda se cela prethodna raketa
mase M mora sad smatrati kao korisni teret koji treba izbaciti brzinom od
4,3 km/s. Pri istim karakteristiénim razmerama to odreduje novu masu M, na
startu prema obrascu

My _25, odn. M,=6251.
M

Dakle, za izbacivanje korisnog tereta od samo 1¢ brzinom od 8,6 km/s
potrebna je, pri prethodnim razmerama, na startu masa od 625 ¢
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Kod vi§estepene (ovde trostepene) rakete obelezimo sa M,, kao obi¢no,
masu korisnog tereta: sa M,=M,+M,,+ M. masu druge delimi¢ne rakete,
koju ¢&ini masa M,,+ M., (pogonska i konstrukciona) treeg stepena rakete
zajedno sa korisnim teretom M,, sa M,=M,+ M,,+M_, masu prve delimicne
rakete, koju sad &ini masa druge delimi¢ne rakete sa pogonskom i konstrnkci-
onom masom rakete drugog stepena; i najzad sa M,=M,+ M, + M, masu
ove Ccitave trostepene rakete na startu, koju ¢ini masa prve delimi¢ne rakete
zajedno sa pogonskom i konstrukcionom masom prvog stepena rakete. Pri
tome se prva delimi¢na reketa dobiva posle odbacivanja drvog stepena viSe-
stepene rakete, druga ostaje posle odbacivanja drugog stepena itd.

Tada imamo od po&etka, prvo, za Citavu raketu, prema definiciji (26),
kao razmeru korisnosti k

M
k=" (65)
M0

Medutim, razmera k, korisnosti za polaznu raketu, kad se cela prva delimi¢na
raketa smatra kao korisni teret, bice

Na slifan natin biée za prvu delimi¢nu raketu ukupni teret M, a korisni
ternt M,, pa prema tome
M

ky=—2%,
. M3
odnosno za drugu delimi¢nu raketu (koristi teret M, a ukupna masa M,)
-y
MO

imamo

odnosno za n stepena
K=k k, -k, (66)
Drugim re¢ima, razmera korisnosti viSestepene rakete je proizvod raz-
mera korisnosti pojedinih delimi¢nih raketa.
Konstrukciona razmera i razmera mase se definidu samo u odnosu na po-
jedine delimi¢ne rakete i iznose za proizvoljni n-ti stepen

Mpn+Mcn ro= Mn
” Mcn ’ ? Mn—Mpn .

Rezultantna karakteristiéna brzina V neke viSestepene rakete bi¢e zbir
karakteristiénih brzina pojedinih delimi¢nih brzina, tj.

V=v+v,+ -+ +v, 67)
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pri emu je
v,=¢; Inr, (i=1,2, ..., n). (68)
To, onda daje
V=c, Inr +c, lnr,+ -+ +4c¢c, Inr, 69)

Ako se uzme, odn. ako se vifestepena raketa tako KonstruiSe, da se u
svim njenim delovima brzine ¢; (i=1,2,..., n) jednake, onda se iz (69) dobiva

Veclnrr,.ry---r,=clnR, (70)

u kom slucaju se
R—:rl.rz...r’” (71)

zove ukupna razmera masa viSestepene rakete, tj. ukupna razmera masa viSe-
stepene rakete je proizvod razmera masa svih sastavnih delova rakete.

Ovo ofigledno vaZi za slu¢aj jednakih brzina isticanja, §to ne mora da
povladi i jednakost svih postignutih brzina kretanja v;.

Iz (70) se moZe izraunati ukupna razmera masa

R =evle, 72)

kad se zna karakteristi¢na brzina V viSestepene rakete i stalna brzina c isti-
canja gasova.
U zavisnosti od uslova postavijenog zadatka moZe se, naravno, zahtevati
{ da sve razmere korisnosti k i delimiénih raketa budu jednake, §to onda s
obzirom na (66) daje .
K=k",

§to je onda ukupna razmera korisnosti.
Najzad, ako su sve pojedinadne razmere r; masa jednake bice ukupna
razmera masa rakete prema (71)
R=r"

Mogu se dalje postaviti razna pitanja u vezi sa optimalno$¢u i drugim
uslovima leta, napr. pitanje optimalnog broja stepena rakete za ostvarenje
odredenih performansi, ali se na tome ovde neéemo zadrZavati.

Dovoljno je samo jo§ jednom naglasiti da se sa savremenim raspoloZivim
pogonskim materijalom praktiéno ne mogu ostvariti danas potrebne velike
brzine, ni konstrukcijom viSestepenih raketa.




II NEKI POJMOVI 1Z ASTRONOMIJE

1. Nebeska sfera

Sfera &iji je centar u centru Zemlje a polupreénik se zamiSlja proizvolj-
no veliki zove se nebeska sfera. Ona je koncentriéna sa Zemljom. U stvari
njen centar je u posmatralevom oku, ali kad se radi o ogromnim kosmickim
udaljenostima, onda je greika usled zamene posmatrafevog oka i centra Zem-
lje beznadajna i zanemarljiva.

Na toj sferi (sl. 3) uofavaju se
odredene osnovne tacke i veliki krugovi.
Takva jedna osnovna tacka je severni
pol nebeske sfere, kratko, nebeski pol.
On se nalazi u onoj tacki P nebeske
sfere u kojoj Zemljina osa, orijentisana
od juZnog ka severnom polu, prodire
nebesku sferu. Posmatrana kao osa kroz
nebeski pol P i centar Zemlje O (odn.
posmatralevo oko) ona se naziva nebes-
ka ili svetska osa. PoloZaj nebeskog
pola P nalazi se danas u konstelaciji
(sazveidu) Malih Kola (Malog Medve-
da) blizu zvezde « ursae minoris, koja
se stoga zove polarna zvezda.

Veliki krug — zamidljeni presek
nebeske sfere i ravni Zemljinog ekva-
tora — zove se nebeski ekvator, ali 1
kratko samo ekvator (EKV). Ekvatorska
ravan je jedna od osnovnih referentnih ravni za posmatranje u kosmosu. Pre-
seci ravni paralelnih sa ekvatorom odreduju na nebeskoj sferi nebeske upored-
nike ili nebeske paralele.

Nebeski horizont ili kratko samo horizont (HOR) odreden je tangentnom
ravni Zemlje zami$ljene kroz posmatraevo oko ili njegovo stajalifte. Pod
horizontom se pri tome razume i sama ta tangentna ravan i veliki krug po
kome ona sete nebesku sferu. S obzirom na veli¢ine posmatranih rastojanja
uzima se ponekad da i ta ravan prolazi kroz centar Zemlje. U tom slu¢aju
se govori o prividnom, odn. astronomskom ili geocentralnom horizontu, dok se
onaj prvi zove pravi. Dostupna posmatranju je samo ona polusfera nebeske
sfere koja se nalazi iznad horizonta. Horizont je takode jedna od osnovnih
referentnih ravni u proudavanju kosmosa I kretanja u njemu.

27
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Presek vertikale na datom mestu (odredene viskom) sa nebeskom sferom
u njenom vidljivom delu je zenit (Z) posmatraa. Njegov antipod, presek ver-
tikale mesta sa nebeskom sferom u njenom nevidljivom delu je nadir (Nd).
Svaki zamiSljeni veliki krug na nebeskoj sferi (odn. Cesto se kao i na Zemlji
pri tome misli samo na odredeni polukrug) kroz pol P zove se nebeski me-
ridijan i\i kratko meridijan (MER). Meridijan PXY kroz neko telo X (prirodno
ili veStacko) na nebu (tj. u prostoru) zove se meridijan tela X. Onaj pak me-
ridijan koji je odreden zenitom posmatrada Z, tj. meridijan ZPN (vidi sliku 3)
zove se¢ posmatralev meridijan, odn. meridijan mesta posmatranja.

Osim pola P i zenita Z ima jo§ Cetiri znadajne referentne talke; to su
tzv. kardinalne tacke ekvatora: sever (N), istok (E), jug (S) i\ zapad (W).

Nihov polozaj u prostoru moZe se utvrditi posmatranjem kretanja ne-
beske sfere. Nebeska sfera, posmatrana sa Zemlje, obrée se od istoka ka za-
padu. To je njeno prividno kretanje i ono je posledica stvarne rotacije Zemlje
oko njene ose od zapada ka istoku. Pri tome se i svako drugo kretanje od
zapada ka istoku zove diriktno, a ono od istoka ka zapadu retrogradno (pri-
vidno). Sad se one dve tatke na ekvatoru, u kojima posmatralev meridijan
sefe ekvator, zovu severna (N) i juZna (S). Pri tome je poloZaj severne tacke
odreden uslovom da prividno kretanje nebeske sfere ide, odatle posmatrano,
od istoka ka zapadu. Nebeski horizont sele pak nebeski ekvator u istocnoj (E)
i zapadnoj (W) tacki. Pri tome je pravac EW upravan na pravcu NS, jer je,
prema definiciji, horizont uvek upravan na posmatraevom meridijanu. Tatka E
se uzima tako da bude na 90° od tatke N pri prividnom kretanju.

Polozaj kardinalnih tadaka zavisi od posmatraca, jer je od tri pomenute
presene ravni samo poloZaj ekvatorske ravni nezavisan od posmatraa. Inage,
od naih praktiénih svakodnevnih pravaca: sever, istok, jug i zapad samo se
pravac istok-zapad uglavnom poklapa sa nebeskim pravcem, dok su ostale dve
tatke sever i jug u stvari u ravni nafeg horizonta (odn. o preseku posmatrade-
vog meridijana i horizonta).

Da bismo upotpunili ova na3a izlaganja o referentnim takama i ravnima
nebeske sfere treba uzeti u obzir i uofiti i Sunce kao nebesko telo. Naime,
dok se nebeska sfera sa zvezdama (nekretnicama) na njoj prividno kreée sa
istoka na zapad kao celina, dotle to nije slufaj sa Suncem. Istina, na prvi
pogled Sunce se kreée svojim dnevnim kretanjem prividno sa istoka na zapad,
kao i Citava nebeska sfera, ali se posmatranjem i merenjem moZe utvrditi da
ono menja poloZaj u odnosu na nebesku sferu. Osim svoga prividnog dnevnog
kretanja oko Zemlje, koje je posledica rotacije Zemlje oko njene ose, Sunce pri-
vidno obilazi oko Zemlje, §to je opet posledica Zemljinog obilaZenja oko Sunca.
Usled toga Sunce menja svoj poloZaj u odnosu na ekvator. Ovde o tome vise
nece biit govora, ali dok Sunce pri dnevnom kretanju prividno obilazi oko
Zemlje za jedan dan (24 &asa) dotle prividno u svom drugom kretanju ono
obide Zemlju za jednu godinu dana.

Nova osnovna referentna ravan Zemljine putanje oko Sunca, odn. ravan
prividne putanje Sunca oko Zemlje koja se zove ekliptika (EKL). Posmatrano
sa Zemlje Sunce u svom privionom kretanju oko Zemlje prolazi kroz 12 kon-
stelacija zvezda, koje obrazuju tzv. zodijak (Zivotinjski krug-zbog imena Zivo-
tinja koje imaju te konstelacije).

Ravan ekliptike je nagnuta prema ekvatorskoj ravni pod uglom e=23°27"
koji se naziva nagib ekliptike. Ono pak mesto na nebeskom ekvatoru gde ga
seCe ekliptika pri prelazu Sunca na severnu polusferu na dan proleéne ravnod-
nevice zove se prolecna tacka i1 obelezava znakom 7. Ovaj znak obeleZava
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konstelaciju ovna (aries) u kojoj se pre 2000 godina nalazilo Sunce u svom
prividnom kretanju oko Zemlje u tom trenutku. Ova se tacka, medutim, po-
mera po ekvatoru u smeru obilaZenja Zemlje i tokom vekova dospela je danas
u konstelaciju riba (pisces), ali je ipak zadrZan znak ovna kao njeno obeleZje.

2. QOdredivanje poloZaja tela u kosmosu. Koordinatni sistemi

PoloZaj tela na nebeskoj sferi odreduje se samo utvrdivanjem pravca prema
nekom referentnom sistemu u odnosu na koji se posmatra telo. Pitanje rasto-
janja od posmatra¢a (odn. od centra Zemlje) se ne mora postavljati i ostaje
uglavnom neodredeno. Ako je re¢ o poloZaju tela u prostoru uopite, onda je
po pravilu pored pravca od znafaja i rastojanje kao 3to je slu€aj kod vedtagkih
satelita, ali i kod planeta.

Rastojanje tela na-nebeskoj sferi se odreduje ugaonom merom, pa su ne-
zavisna od rastojanja posmatraca odn. Zemlje i ne izraZavaju se duZinskom
merom. Tako (sl. 4), ako je M posmatra¢ a
MA i MB pravci prema telima 4 1 B na nebu,
onda se kao rastojanje izmedu A i B smatra
ugao «, tj. razlika uotenih pravaca. Naravno,
za tela u Sundevom sistemu, a pogotovu za
veitacke satelite samo razlika pravaca, tj. ugao
kao rastojanje izmedu dva tela nije dovoljan.

Kad se uzme u obzir da se jedan pun

obrt (o) nebeske sfere odvija za 24 fasa (24%),
bice

242 =360°=4005" =2 =10,

pri &emu se kaZe i 2w rad. Jasno je da se ma koja od tih mera moZe upotre-
biti za merenje uglova. U astronomiji, pa i u teoriji kretanja vestakih satelita,
velidine uglova se izraZavaju obi¢no u stepenima ili ¢asovima i njihovim delo-
vima. Pri tome, otigledno 15° odgovara 1%, a 1° odgovara 4min,

Za odredivanje poloZaja tela kao materijalnih tadaka, uofavanih kao geo-
metrijske tatke u prostoru, koriste se razni prostorni koordinatni sistemi kao
§to je to na pr. Dekartov pravougli koordinatni sistem i to po pravilu tzv. desne
orijentacije. Medutim, u astronomiji, pa i u prou¢avanju kretanja veitackih sa-
telita, koriste se preteZno sferni koordinatni sistemi. Izbor koordinatnog sistema
se prilagodava datom problemu.Pri tome je vaZan izbor podetka O sistema,
njegove osnovne ravni i osnovne ose. Pri prouCavanju kretanja ve§tatkih sate-
lita oko Zemlje koordinatni podetak se uzima u centru Zemlje (geocentralni
sistem) ili u datom mestu, na pr. u mestu posmatraca, (topocentralni). Inade se
prema potrebi, naro€ito pri proufavanju kretanja u Sunfevom sistemu i dalje,
uzima poletak u centru Sunca (heliocentralni sistem). MoZe se, naravno, poletak
uzimati i u centru nekog drugog nebeskog tela, napr. planete (planetocentraini)
ii Meseca (selenocentralni). 1 druge karakteristiéne tacke za telo i sistem tela
mogu se uzimati za po&etak, napr. teZiSte dva tela (baricentralni sistem). Ako se
proudava kretanje u Galaksiji, onda se narotita tatka, definisana na odredeni
nadin, uzme za pocletak (galakticki sistem), ali nas to ovde neée interesovati.

Za osnovnu ravan sfernog koordinatnog sistema se moZe uzeti nebeski
ekvator (ekvatorski sistem koordinata), horizont (horizontski sistem koordinata) i
ekliptika (eklipti¢ki sistem koordinata).
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a. Ekvatorski sistem koordinata. — Osnovna ravan je ekva-
tor, osnovna tatka (koordinatni podetak) O je u centru Zemlje, a prema ori-
jentaciji osnovne x-ose razlikuju se dva ekvatorska sistema koordinata.

Prvi ekvatorski sistem koordinata. U njemu je X-0sa orijentisana prema
prolecnoj tacki v (sl. 5). Koordinate tela X u ovom sistemu su: poteg ili radi-
Jus vektor (rastojanje od Zemljinog centra) r i uglovi « i 3. Pri tome je «
(rektascenzija) ugao-diedar izmedu ravni meridijana kroz proleénu tadku i kroz
posmatrano telo X, odn. ugao u centru O odreden lukom eckvatora 7Y od
prole¢ne tatke do preseka Y meridijana posmatranog tela sa ekvatorom, radu-
natog u smeru direktnog kretanja, a meri se od 0°—360°. Ugao 3 (deklinacija)
je ugao koji obrazuje poteg prema posmatranom telu sa ravni ekvatora, odn.
ugao odreden lukom YX na meridijanu uofenog tela od ekvatora do tela i
meri se od 0°-—90° pozitivno prema nebeskom polu. Mesto deklinacije uzima
se ponekad i komplementni ugao <X POX=p deklinacije (p+3=90°) i zove
polarno rastojanje (distancija). Ove koordinate su nezavisne od dnevnog kretanja
Zemlje.

4z
Pi P
z X
D —— E
P } //'/ ~J
AN B ;
Y
S 3 Y
s/\’y Y kv
? . ey
X b
SIS Sl. 6

Drugi ekvatorski sistem koordinata. U njemu je x-osa orijentisana juZnoj
tacki S ekvatora (sl. 6). Koordinate posmatranog tela X u ovom sludaju bice:
poteg r = 0X, éasovni ugao SPX = H, tj. ugao diedar izmedu ravni posmatracevog
meridijana i meridijana posmatranog tela X, odn. ugao u centru O, odreden
lukom SY ekvatora rafunatim od posmatradevog meridijana retrogradno od
0b—24b tako da se od Ot — 12" telo nalazi na zapadnoj hemisferi nebeske sfere
a od 12"—-24k na istodnoj hemisferi. Treéa koordinata je opet deklinacija
3=YX, -odn. polarno rastojanje p=PX. Deklinacija i polarno rastojanje se
mere kao i u prethodnom sluéaju.

U vezi za ekvatorskim sistemom treba navesti nekoliko primedbi. Prvo,
sam sistem se zbog izvesne nestabilnosti ekvatorske ravni i pomeranja prolecne
tatke donekle menja. Stoga se obi¢no u astronomiji navodi tzv. epoha, tj. ono
vreme, kad je uzet poloZaj ekvatorske ravni za osnovu posmatranja. To je sad
pofetak 1950. godine (1950,0). Medutim, te su promene male i spore pa u
nasem izlaganju, koje je samo naelno, o tome nefemo voditi raduna. Drugo,
ekvatorski sistem je preko ekvatora koji je u vezi sa Zemljom vezan za Zemlju
pa je stoga podesan za upotrebu pri posmatranjima u odnosu na Zemlju. Pri
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odludivanju od koje meridijanske ravni kao polazne po¢i — od one kroz pro-
le¢nu tatku ili one kroz juZnu tafku ekvatora za posmatrata — rukovodi se
ve¢im ili manjim interesom za objektivnos¢u odredbenih clemenata, tj. njiho-
vom nezavisnoS¢u od mesta posmatrata. Tako je prvi ekvatorski sistem koordi-
nata nezavisan od posmatrala a drugi nije.

U vezu sa prvim sistemom ekvatorskih koordinata se dovodi u vezu De-
kartov pravougli sistem koordinata u kome je prva osa veé izabrana x-osa
prema proletnoj taCki, z-osa upravna na ravan ekvatora i usmerena prema Se-
vernom polu P, a y-osa se uzima tako da sa prve dve kao prvom i treéom
obrazuje desni pravougli triedar.

Sa drugim sistemom ekvatorskih koordinata bi se mogao povezati sistem
pravouglih osa: x-osa orijentisana prema juZnoj tacki S, z-osa orijentisana
prema severnom polu P, a y-osa tako da sa ove dve kao prvom i treéom
obrazuje levi pravougli triedar, §to je u ovom sludaju prikladnije, jer se &a-
sovni ugao meri retrogradno.

b. Horizontski sistem koordinata. Osnovna ravan je ili pravi
ili astronomski horizont, osnovna tatka (koordinatni podetak) je ili stajaliite
posmatrata @ ili centar Zemlje O, u
drugom slu¢aju (sl. 7). Ovaj sistem je ya
bitno vezan za posmatrata i prema to-
me je lokalnog karaktera. On se stoga
po pravilu pri proutavanju kretanja ves-
tatkih satelita uzima topocentralno, dok
se u astronomiji uzima geocentralno. Sve
ravni paralelne horizontu su horizontalne
a pol horizonta na nebeskoj sferi je
zenit (Z).

Ravni koje prolaze kroz zenit i
potetak zovu se vertikalne ravnmi, jer
prolaze kroz vertikalu. Svaki veliki krug
nebeske sfere koji prolazi kroz zenit i
nadir zove se vertikalni krug ili samo
vertikal. 1 ovde se obi¢no samo polukrug
obeleZzava kao vertikal kao kod meridi-
jana. Pravac OP od centra Zemlje ka
nebeskom polu poklapa se sa osom
Zemlje a pravac QP’ (sl. 8) od stajalifta dosmatrada prema nebeskom polu je,
zbog praktino beskonatne udaljenosti nebeskog pola paralelan osi Zemlje i
tako se uzima. Vertikal koji prolazi kroz severni pol (odreden tatkama P, Z,
i O) odreduje u preseku sa horizontom u tackama N i1 § severnu i juinu
tatku horizonta, pri ¢emu je na severnoj polusferi severna jatka N ona za
koju je P na luénom rastojanju manjem od 90°. Vertikal upravan na vertikalu
NOZ seCe horizont u istotnoj i zapadnoj talki ekvatora, pa se isto¢na i za-
padna tacka horizonta i ekvatora poklapaju.

Za odredivanje horizontskog sistema koordinata treba pored poletka iza-
brati i neke tri uzajamno upravne ose. Pravac i smer samo jedne se sad pri-
rodno namece, a to je pravac OZ sa smerom prema zenitu i to se uzima za
z-osu. Medutim, izbor pravca i smera osnovne x-ose nije jedinstven pa se pri
koriscenjenju podataka mora talno voditi racuna kako je izabran osnovni sestem,
kad je re¢ o horizontskim koordinatama.

S 7



32 Tatomir P. Andeli¢

Po pravilu se kao prolazni uzima onaj vertikal koji prolazi kroz severnu
i juZnu tacku, tj. POZ, ali se onda za x-osu moZe uze!i pravac ON ili pravac
OS sa smerom od O. Tada se u prvom sludaju y-osa obiéno uzima od O
prema W i tako dobiva desni Dekartov pravougli triedar. U tom sludaju se
poloZaj tela X na nebeskoj sferi odre-
duje (sl. 7) uglovima: azimutom A i
visinom a nad horizontom. Pri tome je
azimut 4 = LNWY (odn. =luku NWY),
visina g = 4L XOY (odn. =luku YX). Ugao
A se meri od 0°—360° u direktnom
smeru, 2 ugao a od 0°-90° od hori-
zonta prema zenitu pozitivnho, a ispod
horizonta negativno. Pri tome se, na-
ravno, mesto ugla ¢ — visine moZe uzeti
i zenitno rastojanje (z) jednako 90°-—a.
Osim azimuta i visine za tafan poloZaj
tela treba jo§ znati i poteg r.

Treba navesti i to da se za x-osu
(narofito u Francuskoj) uzima pravac i
smer od O prema jugu S, ali se pravac
i smer y-ose zadrZava prema zapadu,
pa se tako dobiva levi ortogonalni tri-
jedar osa. Tada se azimut rafuna od
juZne tatke S prema zapadu W retrog-
radno, opet od 0°—360° dok se visina
nad horizontom odreduje na prethodni
nain. Za telo X bife sad azimut odre-

S1. 8 den uglom SOY, odn. lukom SY. Postoji,

na Zalost, i treét nadin ralunanja azi-

muta i to od severne tatke N, ali samo do 180° pozitivno prema zapadu a

negativno prema istoku, ili, od juZne tacke S, ali sad retrogradno prema za-
padu pozitivno a prema istoku negativno. ’

U vezi sa horizontom posmatrada istaét ¢emo jo3 neke veze. Sa sl. 8 se
vidi da, ako je <X BOQ geografska Sirina (latituda) stajalista posmatrata Q, O
centar Zemlje, a B presek posmatralevog meridijana i ekvatora, i < P’° QH
visina nebeskog pola nad horizontom (QH je u pravom horizontu a QP’||OP),
onda imamo

P P4

LBOQ = ¥P'QH,

tj. uvek je visina nebeskog pola nad horizontom jednaka geografskoj Sirini
mesta posmatraca.

Nebeski pol se nalazi u praveu OP, ali s obzirom na malo rastojanje
0Q (poluprednik Zemlje) i na ogromnu udaljenost nebeskog pola, on se na-
lazi i u pravcu QP’ i tako se traZi sa horizonta posmatraa. Pravac OQ se
uzima da je prema zenitu Z, jer se pretpostavlja da se pravac vertikale mesta
tatno poklapa sa pravcem polupreénika Zemljine sfere §to nije sasvim tacno,
jer, prvo Zemlja nije tano sfernog oblika a drugo pravac vertikale je rezul-
tanta gravitacione i centrifugalne sile od rotacije Zemlje oko ose, pa u stvari
ne prolazi tatno kroz centar Zemlje.
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c. Ekliptic¢ki sistem koordinata. — Ovde je osnovna

ravan ekliptika (EKL, sl. 9). Osnovna tatka po pravilu u centru Sunca S
(heliocentralni eklipti¢ki sistem), ali ponekad i u centru Zemlje (geocentralni
sistem). Heliocentralni sistem se ne koristi pri proulavanju kretanja veStatkih
satelita Zemle ve¢ za opisivanje kretanja u Sirem
meduplanetnom prostoru napr. planeta, a kad
je te o veStalki izbaenim objektima onda za
proutavanje kretanja tzv. kosmi¢kih sondii me-
duplanetnih preleta (transfera). Geocentralni ekli-
pti¢ki sistem se koristi u astronomiji za izuda-
vanje kretanja Sunca i Meseca. Osnovna x-osa
orijentisana je od centra Sunca S ka proleé-
noj tagki T, z-osa od S ka severnom polu P
ekliptike (na nebeskoj sferi sa centrom u centru
Sunca) i najzad y-osa od S ka tatki B u ravmi
ekliptike tako da se dobije desni triedar. Ako sl. 9

Jje sistem geocentralni, onda je osnovna Xx-osa

opet orijentisana prema T’, a z-osa prema polu ekliptike ali na nebeskoj sferi
sa centrom u centru Zemlje i najzad y-osa prema ovim dvema da se dobije
desni trijedar.

Eklipticke koordinate su poréd potega r, eklipticka duZina (longituda) A
(bolje Ag) i eklipticka Sirina (latituda) ¢ (bolje @g) pri Cemu je

Ae= < SX’ (odn.=luku T X’),
eg<X'SX (ond = luku X'X),

gde je X’ presek velikog kruga PSX kroz posmatrano telo X sa ekliptikom

Ekliptitka duZina Az se meri od 0°— 360° u smeru suprotnom kretanju
kazaljke na &asovniku posmatrano od P, tj. u smeru prividnog godi¥njeg kre-
tanja Sunca, dok se eklipticka $irina meri u granicama —90°<<90° i to
pozitivno prema severnom polu P ekliptike.

3. Odredivanje vremena

Postoje dva prirodna, prili¢no stalna, vremenska intervala, koji se posta-
vljaju u osnovu merenja vremena, to su: zvezdani (sideralni) dan i Suncev (sola-
rni) dan.

Zvezdani dan je interval vremena izmedu dva prolaza proleéne tadke kroz
odredeni meridijan, napr. kroz meridijan posmatrada. KaZe se struénije izmedu
dve uzastopne istoimene kulminacije proleéne tatke. Pri tome se za neko
nebesko telo (uofeno kao geometriska tacka) ali 1 za ve§tadki satelit kaZe da
se nalazi u kulminaciji (da kulminira) u trenutku prolaza kroz posmatragev
meridijan. Razlikuje se gormja kulminacija —ona za nas na severnoj hemisferi
i donja kulminacija—za nas na juZno) hemisferi. Gornja je vidljiva a donja
nije. Zvezdani dan ima 24b (odn. 1440=ir | 86 400°). Ova vremenska jedinica
nije idealno postojana usled pomeranja proleéne tacke.

Sunéev dan je vreme izmedu dva uzastopna prolaza Sunca kroz odre-
djeni meridijan (napr. meridijan posmatra¢a), drugim refima, izmedu dve uza-
stopne istoimene kulminacije Sunca. To vreme pokazuje Sundev &asovnik, ali
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kako se Sunce ne kree po nebeskom svodu jednoliko, uvodi se tzv. srednje
Sunce 1 srednji Suniev dan, Cije je vreme obilaZenja pravog Sunca, ali se
odvija jednoliko za 24 casa srednjeg Sunfevog vremena i odgovarajuéi broj
minuta i sekunda. Medutim, po§to se osim prole¢ne tatke i samo Sunce po-
mera u odnosu na nebesku sferu, to je srednji sunev dan duzi od zvezdanog
dana za 3@ 56° srednjeg Sundevog vremena.

Sa prividnim kretanjem Sunca oko Zemlje po ekliptici vezana je jo§ je-
dna jedinica merenja vremena —godina. Pri tome se u osnovi razlikuju dve
razne godine: sideralna (zvezdana) i tropska. Zvezdana godina je vreme trajanja
obilaska Sunca oko Zemlje u odnosu na pravac prema odredenoj zvezdi nek-
retnici i njena je duZina 365,2564 srednjih Sunlevih dana. Tropska godina
je vreme izmedu dva uzastopna prolaza Sunca kroz proleénu tatku i ima
365, 2422 srednjih Sunéevih dana. Ove jedinice nisu podesne za prakti¢ni rad
pa se zato uvodi kalendar i kalendarska godina, ali o tome nema potrebe ovde
govoriti.

Svako mesto na Zemlji ima svoju lokalnu donju kulminaciju Sunca (po-
no¢) i svoju gornju kulminaciju (podne). Radi potrebnog odredivanja vremena
na raznim mestima uvedeno je dogovorom tzv. gradansko racunanje vremena
(UT = universal time). Ovo vreme se rafuna od 0" —24" neprekidno od trenu-
tka prolaza zamiSljenog srednjeg Sunca kroz Grini¢ki (Greenwich) meridijan.
To zna&i da je O* UT, kad srednje Sunce ima donju kulminaciju u Grinitu.
Prema tome, svetsko vreme je identiéno gradanskom vremenu odredenom po
Griniu, dok se ostala lokalna vremena moraju odredivati prema njemu Tako
nase srednje evropsko vreme (SEV) odstupa od njega za 1 sat, tj. uvek je
SEV=UT+ 1"

Osim 2zvezdanog i Sundevog vremena u astronomiji se koriste jo§ i efe-
meridno vreme u vezi sa periodom obilaZenja Zemlje oko Sunca i atomsko i
biolosko vreme a u vezi sa atomskim i biolo$kim pojavama, ali o njima ovde
nema potrebe govariti.

IzveS¢éemo samo jo¥ tzv. vremensku relaciju. Neka (sl. 10) PXY bude meri-
dijan neke zvezde X u datom trenutku i neka on sele ekvator u tacki Y.
Ako je pri tom posmatradev meridijan PZS a N7 S ekvator, onda je &asovni

ugao tela X odreden lukom SY=H,
rektascenzija od X bice odredena lukom
l ¥ Y=« a lokalno vreme posmatrada je

</ 8 ST =90. Prema tome vaZi relacija

O0=a+H,
tj. zvezdano vreme uolenog mesta jednako
Jje zbiru rektascenzije uocenog mesta i
N S njegovog fasovnog ugla. Moze se reéi i
da je zvezdano vreme nekog mesta odre-
N0 Y djeno uglom 0, merenim du? ekvatora
? u direknom smeru od proleéne tatke
sl. 10 do posmatradevog meridijana, Tako, ako
se sa O obeleZi zvezdano vreme Gri-
ni¢ke opservatorije a sa A geografska duZina nekog mesta na Zemlji, isto¢no
od Grinifa, onda je njegovo zvezeano vreme

0=05+2.

Veza izmedu O; i UT nalazi se u astronomskim godi¥njacima.
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4. Neke veze medu koordinatama

a. Veza izmedu topocentralnih i geocentralnih ekva-
torskih koordinata.-—-Pri odredivanju poloZaja nekog vestalkog satelita
T (sl. 11) ove dve vrste odredbenih elemenata mogu se dosta razlikovati pa
se stoga mora znati veza medu njima. Naravno, kad je re¢ o telima koja se
nalaze daleko u kosmosu ove razlike su
beznadajne i zanemarljive. : T

Neka mesto posmatranja bude X,

a O centar Zemlje, R vektor poloZaja

mesta posmatranja u odnosu na centar

Zemlje (R~6370km) i neka su vektori )

polozaja satelita T u odnosu na O i X ' ¢

dati sa r i p. Tada odigledno vaZi vek- »
torska relacija

r=¢o+R. (1)
Uzmimo da je vestacki satelit T f
odreden u odnosu na topocentralni ek- N 0 -
vatorski sistem rastojanjem X7 (pote- © e

gom) p=|¢| i uglovima a, i 85 koji od-
reduju pravac od X ka 7. Neka pravac
vektora R bude odreden uglovima 0 r

(odgovara geocentralnoj rektascenziji me- sl. 11

sta posmatranja) i ¢ (geografska Sirina

mesta koja odgovara geocentralnoj deklinaciji mesta posmatranja). Tada, ako
sa Dekartove koordinate veZtatkog satelita T obeleZe sa x, y, s; takve koor-
dinate mesta X sa X, y, z; i najzad koordinate vektora ¢ sa £, %, { dobivamo
projeciranjem vektorske relacije (1) na ose Dekartovog pravouglog koordina-
tnog sistema sa podetkom u tadki O

x=8+ 4%, y=n+3y, z=C+Z. @

Medutim, s obzirom na veze koje postoje izmedu Dekartovih pravouglih
koordinata 1 sfernih koordinata, bice

8/\'1/

&€ =pcos 8ycos ay, X=Rcosgcos 0,
7n=pcosdysinar, ¥y=Rcosgpsin0,
{=psindr; zZ=Rsing.

UnoSenjem ovih vrednosti u relacije (2) bi¢e odredene Dekartove pra-
vougle geocentralne koordinate x, y, z. Zatim se iz relacija

X=rcosdcosa,
y=rcos dsin a,
z=rsin g,
gde su r, o i § geocentralne ekvatorske koordinate vetatkog satelita T, dobiva

r=)x2+y*+2%

sins=—f—, (—90° < 8 < 90°)

d ; cosa = .
rcos 3 rcosd

sin a =

3.
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Jasno je da se ovaj postupak moZe obrnuti, tj. da se mogu odrediti
topocentralne ekvatorske koordinate, ako su date geocentralne.

b. Transformacija ekvatorskih u horizontske koordi-
nate. — Podto su ekvatorske koordinate obiéno geocentralne a horizontske
topocentralne tok ove transformacije se zami¥la ovako. Na pr. prvo se geo-
centralne ekvatorske koordinate pretvore u topocentralne. Ovo se moZe izvesti
prema obrascima za pretvaranje geocentralnih u topocentralne ekvatorske koor-
dinate, poSto su kod veitalkih satelita potrebna rastojanja od Zemlje poznata.

Treba zatim uspostaviti veze izmedu

1 topocentralnih ekvatorskih i horizontskih
koordinata. Radi toga uolimo jedan De-
kartov pravougli sistem koordinata Ox’ y’ 2,
koji odgovara drugom ekvatorskom sis-
temu koordinata, tj. kome je x'-osa ori-
jentisana prema jugu S a osnovna ravan
prolazi kroz stajaliite O posmatra&a (sl. 12).
Neka drugi Dekartov pravougli sistem
koordinata bude Oxyz sa istim podetkom
O, ali kome je osnovna ravan horizont
SI. 12 x-08a orijentisana prema juZnoj talki S’ u

horizontu. Ova dva koordinatna sistema ¢e

nam omoguciti da uspostavimo traZene veze uz pomo¢ Dekartovih koordinata.
Oznadimo jo§ ugao izmedu x-ose i OV sa 6, a ugao ZOP=90°—¢, gde je ¢
geografska Sirina mesta posmatrafa, jer horizont obrazuje sa ekvatorom ugao
90° - (sl. 13). Ako je u Dekartovom sistemu Oxyz, orijentacija y-ose izabrana

o) a \\
ERy -y

SL 13 Sl. 14

tako da sistem bude desni, onda se ose y’ i y ova dva sistema poklapaju i
sistem Ox’'y'z' je samo zaokrenut oko y' = y-ose prema sistemu Oxyz za ugao
90° —¢ (sl. 14). Tada je lako preratunati koordinate jednog pomocu koordinata
onog drugog, tj.

x=x"sing—z cos g,

y=y, M

z=x"cos @+ 2 sing.

Na sli¢an se nadin koordinate &, 7, { Dekartovog koordinatnog sistema,
kome je ekvator osnovna ravan, pretvaraju u koordinate sistema Ox'y’'z’
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(kome je ekvator takode osnovnza ravan a koji je samo u odnosu na prvi
zaokrenut oko ose z' =¥ za ugao 0). Tada je

x'= &cosbB+7sinb,
y' = —Esin B+ cos 6, )
zZ - C.

’

Ako se ove vrednosti za x', }’, 2/ unesu u (1) dobi¢ce se Dekartove
pravougle koordinate u horizontskom sistemu izraZene pomocéu Dekartovih
ekvatorskih topocentralnih koordinata £, n, {. Na taj nadin se dobiva

x=FsingcosB+mnsinpsind—-Lcos g,
y=E8sin8+vcos b, 3)
z=Ecosgpcos 0 +vcosgsinb+{sing.

Azimut A i visina a se sad mogu izratunati iz relacija veza izmedu
Dekartovih i sfernih koordinata koje glase :

X=rCosacos A,
y=rcosasin A,

z--rsina,
gde je -
re0X=Vx¥+y+ 22
Medutim, i neposredno sa sl. 7, gde X obelezava ve§tacki satelit, ako je
Xx-0sa préma jugu a y-osa prema zapadu vidi se da je tada

)

SIN A= — "
rcosa
X
cos A —=-———,
rcosa
. z o o
sing = -, (—-90°< a < 90°).
r

Ove veze izmedu ekvatorskih i horizontskih topocentralnih koordinata
mogu se izvesti i ne§to neposrednije. Tako, neka bude (sl. 15) O — poloZaj po-
posmatrada, T — veStalki satetit, P’ —
pravac prema nebeskom polu od pos-
matrafa, Z — zenit, P’ZS — merdijan
posmatrada, a = <X TOZ' — \visina,
A = < SZT — azimut satelita, ovde
uoten od juZne tatke retrogradno pre-
ma zapadu, ¢ — poteg satelita, « i §
topocentralna rektascenzija i deklinacija
satelita, H — ¢&asovni ugao, 6 — lok-
alno zvezdano vreme (vreme posmatra-
¢a) i najzad ¢ — geografska §irina me-
sta posmatranja.
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Tada se iz sfernog trougla (sl. 16), koji se zove i nauticki trougao zato

Sto se koristi u nautici, dobiva pomoéu sinusne teoreme sferne trigonometrije
naredna veza

sin 4 cos a=cos 8 sin H, W)

a iz kosinusne teoreme za stranicu 90° —g
sin a =sin ¢ sin 3 +cos g cos 3 cos H. (II)

Za taéno odredivanje azimuta u raz-
maku od 0°-360°, koristi se pri ovom pre-
tvaranju jo§ jedan obrazac i to

cos A cos a=cos ¢ sin 8 + sin ¢ cos § cos H (1)

Ovaj se obrazac izvodi tako §to se ¢ (ugao
izmedu meridijana i vertikala kod T) prvo
odredi iz kosinusne teoreme za uglove sfernog
trougla i napise

sl. 16

cos A =cos H cos ¢ —sin H sin ¢ sin 3,

odakle treba eliminisati sin ¢ i cos y. To se moZe posti¢i, ako se iz sinusne
teoreme sfernog trougla napise veza

sin H cos ¢

sin ¢ =
¢ cos a

a iz kosinusne teoreme za uglove veza
cos ¢ =cos H cos A+sin H sin A sin ¢,

pa to unese u izraz za cos A.

U vezama I—1III pojavljuju se sa strane ekvatorskih koordinata sammo
deklinacija 8 i ¢asovni ugao H, ali s obzirom na vremensku relaciju postoji
uvek veza

a=0—-H,

gde je a rektascenzija satelita T, a 0 lokalno zvezdano vreme (vreme posmatraca).

Pretvaranje ekvatorskih topocentrainih koordinata u takve horizontske
koordinate potrebno je na pr. za postavljanje azimutne montaZe usmerene
antene radi prijema od ve$tadkog satelita. Pri tome azimutno montirati neki
instrument znaci podesiti da se moze obrtati oko vertikalne i horizontalne ose.




111 KRETANJE U POLJU NJUTNOVE SILE GRAVITACIJE.
KEPLEROV] ZAKONI

Neka se sila F zove centralna, ako njena osnova (napadna linija) stalno
prolazi kroz odredenu talku prostora — centar sile. Na ovaj nafin je za svaki
poloZaj tagke (izuzev za sam centar) utvrden pravac dejstva sile, a smer i inten-
zitet mogu biti proizvoljni. Centralna sila orijentisana ka centru je priviacna
(atraktivna), a orijentisana od certra je odbojna (repulzivna). Sto se ti¢e inten-
ziteta posebno vazZnu kategoriju centralnih sila ¢ine one, &iji intenzitet zavisi
samo od rastojanja r tacke od centra. Pri tome je

re=lrl=(x24 324 2912, N

ako je koordinatni pocetak Dekartovog koordinatnog sistema u centru sile.

Najvazniji sludaj neke takve centralne sile je Njutnova (Newton) sila
univerzalne gravitacije To je sila kojom se dve mase m i m, uzajamno priviace.
Vektorska diferencijalna jedna¢ina kretanja neke materijalne tacke (tela) mase m
u takvom sluéaju, ako je m, masa tela u centru sile, glasi

. mm mm
F~mr~'—-k2~—’-1r0: —k2? 3‘,‘, @)
r? r
gde je
k?=6,67> 10" %cmig ' 572=6,67 x 107" m3kg~'s572, 3)

. L ro.o. . Y .
tzv. univerzalna konstanta gravitacije, a r,=— jediniéni vektor vektora poloZaja.
r

Vektorska diferencijalna jednacdina (2) se moZe napisati u obliku

. 2
pooKm @)

r3

koji je nezavisan od mase m. 1z (2) se vidi da je intenzitet sile F odreden sa

2
F:{‘_%"ll, '5)
a zakon dejstva (ovde privladenje) sa
mm
S0y =~k T2 ©)

30
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Sila Zemljine teZe je takode centralna privlaéna sila iste prirode kao
sila (2) pa, ako se uzme u obzir Zemljin polupreénik R~6,37 x 10} km, inten-
zitet sile kojom Zemlja privlaéi neku tacku mase m koja se nalazi na visini x
iznad njene povr$i (naravno pretpostavijene kao sfera) bice

mm,

F-kr 20
(R + x)?

(M

gde je m, masa Zemlje. Na samoj povr§i Zemlje je x=0 1 F=mg, pri emu
je g=9,78 ms~2 do 9,83 ms~? ubrzanje Zemljine teZe na njenoj povrsi.

Masa Zemlje m, moZe sad da se izratuna iz obrasca
Rig=k*m,, (8)

koji se dobiva uzimanjem u obzir navedenih podataka, a odatle se za ubr-
zanje g dobiva
k*m,

8=y ©)

Nije tetko pokazati da za kretanje tela u polju gravitacije vaZi zakon
o odrZanju mehani¢ke ensrgije. Jer, ako se pode od mehanickog zakona kine-
ticke energije u difecencijalnom obliku

dT=F-dvr, (10)
gde je

T=L my2, (tn
2

kineti¢ka energija tela mase m, koja se krefe brzinom v, moZe s¢ u naSem
slu€aju s obzirom na (2) napisati

dr— — k2 e = _ 2 " gy, (12)
r3 r2
posto je r-dr=rdr.
Tada se integracijom iz (12) dobiva
T=U+h, 13
ako se sa U obeleZi funkcija sile
U= —k*mm idr=k2ﬂl, (14)
Yo r

i ako je A neodredena konstanta integracije koja se odreduje iz pocetnih
uslova. U je ovde funkcija poloZaja.

Prema tome integral energije (13) se moZe napisati

mt=2k2 M o (15)

r

|
|
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pri &emu je, ako su r, i v, poletni poteg i pofetna brzina

mm,

2h=mvi-2k? (16)

Ty

Osim ovog integrala energije za kretanje tela u polju gravitacije postoji
i integral kinetickog momenta odnosno, integral povrsine.

Naime, iz mehani¢kog zakona momenta koli¢ine kretanja tela (materijalne
tatke) u diferencijalnom obliku koji, za telo mase m i za centar privlatenja
kao pol, glasi :
dm(rxv)]=(rx F)dt, (17)

dobiva se za silu (2) odmah
d[m(rxv)]=0, (18)

poSto je ovde centralna sila F kolinearna sa vektorom r. 1z psethodne relacije
proistie
m (r xv) =TI = const. (19)

Konstantni vektor I' je odreden relacijom
L =m(ryxvy), (20)

gde su r, i v, vektori pocetnog poloZaja i poetne brzine uofene tatke. To

pokazuje da je vektor T stalno upravan na ravni odredenoj vektorima r, 1 v,,

koja se zove invarijabilna (nepromenljiva) ili Laplasova (Laplace) ravan. Odavde

se vidi da je putanja tela koje priviagi neki nepokretni centar ravanska putanja.
Kako je

T
rxv:—ZS;fr—h, 21

ako je § tzv. sektorska brzina, imace taj vektor samo jednu koordinatu S,
onu upravnu na ravan odredenu vektorima r, 1 »,, odn. vektorom I, i to

1 1 1 .
= frxv]:aﬁ [ro X ¥y :.~2—rovosm (v, o) = const. (22)

Poito je utvrdeno da je kretanje uoCene tacke u invarijabilnoj ravni,
mogu se integral energiie (15) i skalarna vrednost S sektorske brzine, na
poznati na¢in (vidi: Andelié, Stojanovi¢ — Racionalna mdhanika) izraziti u
ravanskim polarnim koordinatama p i 8. Ako se pol tog sistema uzme u centru
privlaenja a polarna osa orijentiSe proizvoljno, onda ¢ée se za p=|r| =r, 1.
poteg jednak intenzitetu vektora poloZaja, kad se uzme u obzir (22) dobiti

m(é2+9292)=2U+2h, (23)
2S=p29=pvsin(r, ¥) = po Vo Sin (ry, v) = 4,

gde smo na desnoj strani uveli tzv. konstantu povriine A.
UnoSenjem

97, (24)
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iz druge od jednadina (23) u prvu dobiva se

mA?

PZ

mo2=20U - +2h, (25)

a odatle se moze eliminisati vreme t, kad se poteg p smatra kao funkcija
vremena preko polarnog ugla &, tj. po=p[8(#)). Tada je s obzirom na (24)
. do .
o =—F g A _d_P,

ds p> d¥d

pa kad je funkcija sile U funkcija samo od p, onda se diferencijalna jedna-
¢ina (25) moZe napisati u obliku

doyt_ de _
(ds) = 0(), odn. 2t =ds, (26)

gde je
1
D(E)=——- QU+2h)p*-p2 @27
m A?

Integracijom diferencijalne jednadine (26) dobiva se jednadina trajektorije
_ , p=p® (28)
u polarnim koordinatama.

Konaéne jednaline kretanja onda dobivaju se, kad se ovaj integral unese
u (24), sto daje
s 4
dt o (WP

(29)

tako, da se odatle prvo izrakuna 9=9(¢t) a zatim zameni u (28) i dobiva
p=p ()
U naSem sluaju s obzirom na (14) bice

2
([)(P).—_ 1 M+2h 94_pz,
m A?
i ako se stavi
2
k ml=_l_, (0)
A2 p
i malo uprosti, moZe se napisati
2 2h 1
O()=] —+ ——1e* 31
® [pp 2 92]9 G1)

Uvodenje oznake

’ 2 h A2
= o 32
¢ ! k* mmf ? ( )
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i daljim elementarnim transformacijama izraza (31) dobiée se

i prema tome diferencijalna jednadina (25) postaje

gde je o integraciona konstanta. Prema tome je

4

ep e
odnosno ako se stavi §+a=v

p
pm—E—. (39
l+ecosv

Ovo je, medutim, jednadina ko-
nusnog preseka u polarnim koordi-
natama, &iji je fokus u centru priv-
latenja C (sl. 17), p je poteg a v
polarni ugao izmedu fokusne ose ori-
jentisane prema najbliZoj tacki P ko-
nusnog preseka (pericientru) i potega,
tzv. prava anomalija. Veliina e je
ekscentriénost (numericka) konusnog
preseka, a p je tzv. parametar kon-
nsnog preseka.

33)

Si. 17

Iz (32) se vidi da ¢e putanja biti: elipsa (e<<1), kad je h<O0; parabola

(e=1), za h=0; hiperbola (e>1), za h>0.

Primeti¢éemo jo§ da izbor znaka + ili — ispred kvadratnog korena u (26)
ne menja oblik krive linije putanje veé to uti€e samo na pomeranje faze i zavisi

od poletnih uslova.

Ovakvo kretanje tela zove se keplerovsko 1 tako se priblizno kre¢u planete
1 druga nebeska i veStacka tela, kad se moZe pretpostaviti da na njih dejstvuje
samo jedan relativno nepokretan centar priviaCenja (gravitacije) a ona sama ne
privlae centar, odn. kad je uoteno telo koje se kreée malo u odnosu na telo
u centru privladenja (Sunce za planete, planete za neke svoje pratioce i ve§tatke

satelite itd.).
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Putanje planeta oko Sunca zovu se orbite, ali se termin orbita danas
upotrebljava i Sire za putanje veStalkih satelita Zemlje pa i uopfte za putanje
tela koja ova opisuju oko drugog tela — za sve konusne preseke. Ipak, u
pravom smislu redi, termin orbita se uglavnom koristi, kad je re¢ o putanji
po kojoj se kretanje tela periodiéno ponavlja, $to napr. nije slu¢aj kod para-
boli¢nih i hiperboliénih putanja.

Cinjenicu da su putanje planeta oko Sunca elipse otkrio je Kepler
(Kepler) 1607. godine i ona je poznata kao prvi Keplerov zakon, koji glasi:
Planete opisuju elipse u cijoj se jednoj %i%i nalazi Sunce.

U cmislu na$ih prethodnih izlaganja ovaj se zakon moZe ovako izraziti,
jer nije re¢ samo o planetama i Suncu ve¢ i o ve§takim satelitima uopSte:
Telo cija je masa dovoljno mala u odnosu na telo u centru priviacenja krece se
po nekom konusnom preseku Cija je %iZa u centru priviacenja a oblik mu je
odreden pocetnim uslovima.

Cinjenica da je pri ovakvim kretanjima u polju gravitacije sektorska
brzina (21) konstantna &ini drugi Keplerov zakon (ili zakon jednakih povrSina)
koji u Kaplerevoj formulaciji glasi: Potezi planeta opisuju za jednaka vremena
Jednake povr§ine, odn. potezi opisuju u toku vremena povrSine sektora propor-
cionalne vremenu ¢, jer iz

P =S = const.

proistice
P =S5t

Ovaj zakon ocigledno vazi uopste za sve sluéajeve prirodnih i veStadkih satelita,
a ne samo za planete.

Krug (e=0) takode spada u konusne preseke. Da bi kretanje bilo kruZno

potrebno je prema (16) i (32) i s obzirom da je A=p2%,=p,9,, da bude

2 k‘m?
242k m, Vit 21 -0, (35)
Po Po )

12

a to je bikvadratna jednadina po poletnoj brzini i ima samo jedno reSenje za
kvadrat te brzine

2 km
0 b}
Po
odnosno
Vs kim
L Rudhi N (36)
Po Po
. v . . k*m
PoSto je — centripetalno ubrzanje u poetnom trenutku, a pzl ubr-
Po 0

zanie koje proisiiie od Njutnove sile gravitacije vidi se da u pocetnom tre-
nutku centripetalno ubrzanje mora biti jednako ubrzanju izazvanom Njutnovom
silom gravitacije.

Zamenom v,=p,9, iz (36) se dobiva algebarska vrednost pofetnog uga-
onog ubrzanja
k*m,

37
o2 (37

$,=
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Pogetna brzina po kruZnoj putanji je time potpunoO odredena, jer kako
poletna brzina mora biti tangentna na putanji, radijalna brzina je u ovom
slu¢aju jednaka nuli (p;=0). Za sam uslov je inale irelevantno o kojem je
znaku reé, jer to ukazuje samo na dva moguéa smera kretanja po krugu.

Klasifikaciju putanja prirodnih i veStackih tela oko centra privlatenja
izveli smo malo &as prema ekscentriénosti e i vrednosti konstante & u integ-
ralu energije. Lako se moZe postaviti i klasifikacija u odnosu na brzinu kre-
tanja. Tako, kad se izraz za integral energije (15) podeli masom m pokretnog
tela i stavi

2
k2m]:)\,a=—kmm‘=_f"_l, (38)
2h 2h
on se moZe napisati u obliku
2 1
2 P
vZ=2 (p a)’ 39)

gde je A tzv. karakteristiCna konstanta gravitacije vezana za odredeno telo
(gravitacioni parametar tela).

Elipsa. — 1z prethodnog obrasca, s obzirom da je za elipsu A<O0, vidi
se odmah da ¢ée za sve brzine
v’<z—;‘ , (40)
4
biti
0<a<oo, 41

1 trajektorije elipse (ukljudujuéi tu i krug).

U sludaju elipse veli€ina a predstavlja tzv. srednje rastojanje pokretne
materijalne tacke od privlaénog centra, odn. veliku poluosu elipse po kojoj se
telo kreée. ‘

I zaista, iz jednadine (34) se vidi da ¢e najmanje rastojanje, odredeno
centrom privladenja za v=0 biti

1

1+ e

Pmin =

Pri tome se ona tadka na putanji koja je najbliza centru privlaenja zove
pericentar (perigej, kad je re¢ o Zemlji kao privlatnom telu, a perihel, ako se
radi o Suncu). Najveéi poteg putanje za v=rmx bice

1

Pmax 1—¢

pa je srednje rastojanje (velika poluosa elipse)

] p
a= '2— (Pmin+ Pmax) = 1—e? - (42)

Najudaljenija tatka putanje od centra gravitacionog privladenja zove se
u opitem sluéaju apocentar (apogej za Zemlju kao centralno telo, a afel za

Sunce). Ista vrednost za a dobiva se i izraGunavanjem iz diferencijalne jedna-
Cine (38).
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Brzina proizvoljne tatke na elipsi moZe se uvek lako odrediti poznava-
njem polarnih koordinata (p, v) uolene tacke i ugla < (r, ¥) koji obrazuje
brzina (tangenta) sa potegom na uolenom mestu. I zaista, kad se uzme u
obzir da je, prema (30) i (38)

A=1%p, (43)
moZe se jednalina putanje (34) napisati u obliku
AZ
p=————,
A(l+ecosv)
a posto je prema (23)
A=pvsin(r,v),

dobiva se najzad

pv? .
T sin(r,v)=1+ecosv. (44)

Odavde se onda lako odreduje, napr. brzina v, neke tatke po elipsi u

pericentru, gde je v=0, X (r, v) :—;—f-, §to daje

v,= Pl(we), (45)
p
pri ¢emu je

Pp = Pmin Pa = Pmax »

_p£:l+e
Pr 1—ce¢

Sad se iz ove relacije i relacije (45) moZe eliminacijom e izvesti obrazac

b= \/}_,. v (46)
Pr Polea 1
gde su p, i p, pericentralni i apocentralni poteg.

Za odredivanje vremena T obilaZenja (revolucije) planeta oko Sunca i sate-
lita (prirodnih i veftalkih) oko planeta ili, uopste, obilaZenja tela po elipsi
oko centralnih privlaénih tela postupa se ovako. Iz kvadrata brzine u ravan-
skim polarnim koordinatama p i v (sl. 17)

p2 = ‘52 +o 292
moZe se napisati
dt = _._{P__._ 4
Vs evt @
gde pozitivan znak ispred kvadratnog korena odgovara kretanju od pericentra
ka apocentru, kad p raste.
Na osnovu (29) moZe se sad napisati

dv\t A?
¥ lad RSN 48
P (dt) e’ “8
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i podto je prema (42) i (43)

A’=Ap=2ra(l-¢€), : (49)
dobiée se najzad
Pz(ﬂ)"’: Aa(l -¢?) '

dt p? (°0)

UnoSenjem ove vrednosti i vrednosti za v? iz (39) u diferencijalnu jed-
nadinu (47) dobiée se

dt = de , (51
2a_2 z(ﬂ ’
p a e dt)
1 posle sredivanja
a pdp
B el 52
i \/k V2ap—-p?—a?(1—€?)" ©2)

Po pravilu vreme se ratuna od pericentra, i to od trenutka 7,=1, tzv.
epohe pericentra, 1j. od vremena prolaza tela kroz pericentar, a ne od tre-
nutka 7,=0, pri ¢emu je pericentralni poteg p,=a (1 —e¢). Posle takve integra-
cije dobite se

1 -

e
3 a3 a 1 - p/a\?
t—‘r—\/7 [arccos panid \/1_(__;_.)]. (53)

Ako se jo3 uvede

e = ¢0S E, (54)
[

b - pla\®
\/1 ‘(W‘e‘—‘) =sin E.

Za vreme ? potrebno da telo (materijalna tatka) prede odredeni put od
pericentra P do ma koje tatke M na putanji dobiva se onda obrazac

bi¢e

,_1=\/%3 (E—esin E) (55)
i
FN )
\/E; (t—t)=E—esinE, (56)

a to je Keplerova jednadina.
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U ovoj jednadini je ugao E ekscentricna anomalija, koji je prikazan na
slici (sl. 18) na kojoj se elipsa uporeduje sa krugom polupreinika a sa cen-
trom u centru O elipse. £ je < POM’ §to odgovara i luku PM’ tog kruga.
Tacka M’ kruga koja odgovara talki M
elipse nalazi se na normali polarne ose
kroz ta€ku M. F je Zi%a a ugao v prava
anomalija. Pri tome je OP=a, OF=c

. .o . . ¢
(linearna ekscentriénost elipse) i e=—
(numericka ekscentricnost).

Vreme potrebno da bi telo izvelo
polurevoluciju i doflo iz pericentra u
apocentar, gde je apocentralni poteg
pa=a(l+e) 1 ekscentritna anomalija
E =m, izracunava se iz (56) po obrascu

1 a}
2 T:"\/T’

a to znali za vreme T obilaZenja (pot- SI. 18
pune revoluc’je) iznosi

Y

3 2
T=2x \/_‘;- odn. Tz—%n—aJ (57)

Ovo je matematiki izraz treceg Keplerovog zakona, i tO naravno za slucaj,
kad je centralno privlaéno telo mnogo puta veée mase od posmatranog satelita.

Tre¢i Keplerov zakon se izraZava u obliku
T}:Tl=a}:a) (58)

koji se lako izvodi iz (57) i koji kaZe:

Kvadrati vremena obilafenja (planeta oko Sunca, satelita oko plancta)
odnose se kao kubovi velikih poluosa njihovih elipsnih putanja (srednjih rastojanja
pokretnog tela od centralnog tela).

U ovom zakonu leZi moguénost lakog odredivanja vremena obilaZenja
veitakih satelita po elipsnim putanjama oko Zemlje. Radi toga treba odrediti
samo vreme jednolikog krufenja (obilaZenja po krugu) poluprednika a i to ¢e
onda biti i vreme obilaZenja satelita po svakoj elipsi velike poluose a na
osnovu tre¢eg Keplerovog zakona.

)H/km i T/mn Tablica I — Vreme T obilaZtenja ve§tackog
satelita oko Zemlje pri jednolikom kru-
0 84,4 . A .
100 86,5 2enju na visini H nad Zemljom
200 88,6 . . i . i
300 90,5 Pri tome je o&igledno, ako je R polupreénik
‘5‘38 gig Zemlje bice a=R+ H.
1000 105.1 Za izraz na levoj strani Keplerove jednadine
2000 127,2 56) uvodi se obiéno oznaka
5000 201,3 L
10000 34,7 n
100000 5742,0 M=[—5 (=), (59)
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i zove srednja anomalija eliptitnog kretanja. Keplerova jednadina se onda pise
u obliku transcendentne jednacine

M=FE—esinE. (60)
Smisao naziva srednja anomalija lako je objasniti, ako se definide. srednja

.. X , 27 .
ugaona brzina kretanja po putanji, tzv. srednje kretanje n=—77 1 uzme u obzir

n=\/-a_§, | 61)

M=n(t—1), (62)

(57). Tada se dobiva

pa se moZe napisati

a to onda odgovara uglu koji opisuje poteg pri srednjem jednolikom kretanju.

U sluéaju parabolicne putanje bi¢e u obrascu (39), s obzirom da je sad
h=0

v2=g£—\ 1 a=o, (63)

pa se diferencijalna jednadina svodi na
dp

d1=‘—':———‘ -2—)\———2——‘753, (64)
- (a
$to kad se uzme u obzir i (48) daje
dt =—:—'P_‘ﬁ:__—~? . (65)
V2Ap—A

Za poletni poloZaj u temenu parabole p=g=p/2 u trenutku 7,= 7, dobice
se odavde posle integracije levo od v do ¢, a desno od p/2 do p izraz

Medutim, kako je i za parabolu 42=2p, moZe se napisati

1 —
t~v=5(+p) \/——*29A 2. (66)

To je obrazac za odredivanje vremena ¢ koje protekne dok telo prede put od
pericentra (temena parabole) do poloZaja odredenog nekim potegom p.

Sa druge strane polto je za parabolu e=1, iz jedndine (34) dobiva se
(p=29)

o=~ P _ _ 9 (67)
1+ cosv 2 cos? - cos? —
2 2

gde je g ZiZzno rastojanje od temena parabole.

4 Uvod u astrodinamiku
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Sad se moZe odrediti vreme prelaza odredenog puta po paraboli u
zavisnosti od prave anomalije v na ovaj nacm Prvo se integral povr§ine moZe
za parabolu iziaziti u obliku

A=p*v=Vxp=)21q.

i to uneto u diferencijalnu jednainu (65) s obzirom na (67) posle krace trans-
formacije daje

v
_—7 _
d= 2L 2 (68)
A cos“—v—
2

Integracijom od f=7 i v=0, dobiva se

NP 2 ) 69

a to je Barkerova (Barker) ili Olbersova (Olbecs) jednacdina za odredivanje vre-
mena predenog puta od temena do neke tatke na paraboli u zavisnosti od
prave anomalije.

Za hiperbolu, za koju iz relacije (39) zbog A>0 imamo

n>2h (70)
P
mora sad biti a negativno, tj.

0>a> -,
odnosno
0< —a<oo. an

Sad se u jednainu (52) uvede mesto a vrednost —a (5to oznalava tzv.
realnu poluosu hiperbole i odgovara rafunu za desnu granu hiperbole). Tada

se dobiva
di=y| 2 ede _ (72)
A V2ap+pr+at(l-e?)

Ako se opet vreme rauna od prolaza kroz pericentar, dobi¢e se posle inte-
gracije od t do ¢

1,\/(_ Py [arcosh +ola —e \/(l_%—e_p/a_)z_l]. (73)

1+ pla
e

2
\/(liﬁ/i) 1 —sinh F,
e

=cosh F,

bice
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1 relacija (73) se moZe izraziti u obliku
—a)3
\/,(,,_)\L (1—1)=esinh F—F. (74)

Ovde je sad srednja ugaona brzina kretanja (srednje kretanje)

2r B
”=T=\/(17:—3’ (79)

a kao srednja anomalija pri hiperboli¢nom kretanju uzima se

M=n(z—r)=\/(—_7‘a—)3 (t—1), (76)

pa hiperboli¢ki ekvivalent Keplerove jednacine glasi

M =esinh F-F. an

Geometrijsko znadenje ve- 'Y
li¢éine F definisano prethodnim
relacijama najbolje se uoava
uporedivanjem hiperbole sa jed- W
nakostrani¢nom hiperbolom
(e=2), ¢&ije su poluose po veli- ~
¢ini obe jednake a, kao 3to se ~
znacenje ekscentritke anomalije
kod elipse najbolje sagledava N\
uporedivanjem elipse sa krugom ¢ \
¢iji je polupreénik jednak veli-
koj poluosi elipse. v
Na slici 19 je prikazana F P -4 O
leva grana proizvoljne hiper- /
bole (izvuc¢ena crtasto) sa jed- /
nakostraniénom hiperbolom (ja- e
&e izvudeno). Znadenje velicine F -
sad nije ugao (odno. luk) veé —
povrSina osencena na slici a
koordinirana na pokazani nacin
tatki M hiperbole, a ograniCe-
na, kako se vidi, realnom po-
Juosom, lukom jednakostrani¢ne
hiperbole 1 spojnicom koordi- Sl 19
natnog potetka (centra O) sa )
tatkom M’ na jednakostrani¢noj hiperboli koja odgovara tatki M date hiper-
bole. Pri tome se tatka M’ nalazi na normali na polarnoj osi kroz tatku M.

.
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IV PROBLEM DVA TELA

U prethodnom odeljku govorili smo o kretanju tela smatranih kao ma-
terijalne tafke u polju gravitacije i imali pred olima stalno samo dva tela
jedno kao centar privladenja i drugo pokretno, a inae oba dovoljno izolova-
na od ostalih kosmickih objekata. Pri tome smo kosmicki objekt (prirodni
ili ve§tacki) — pokretno telo-smatrali dovoljno male mase tako da je njegovo
gravitaciono dejstvo na kretanje centralnog tela malo 1 moZe se zanemariti pa
se centralno telo smatra kao nepokretno. Takve pretpostavke su dobro ostva-
rene, kad je re€, na pr. o kretanju ve§tackih satelita Zemlje. Medutim, u op-
§tem slu€aju u prirodi to nije tako. Oba tela, i ono koje smo uzeli kao cen-
tralno, kre¢u se pod dejstvom gravitacije jedno u odnosu na drugo. Veé, na
pr., za dva tela kao Mesec, &ija je masa m i Zemlja &ija je masa m,=81,45m
prethodni uslovi nisu zadovoljeni. Stoga se prethodni proufeni sludaj zove i
ograniceni problem dva tela.

Pravi problem dva tela, u uiem smislu, kad oba tela uti€u na kretanje
. jedno drugog, se mora druké&ije razmatrati i dovodi do nefto druké&ijih rezul-
tata.

Uocimo, dakle, sistem od dva tela (dve slobodne materijalne tacke) M,
i M, &ije su mase m, i m, (na pr. Zemlja i Mesec), a koja se uzajamno pri-

vlaée po Njutnovom zakonu gravitacije
M2 sl. 20).
2 Ako su poloZaji te dve talke odre-
deni u odnosu na neki nepokretni pol O
vektorima poloZaja r, i r,, sila kojom te-

© 2 lo M, dejstvuje na telo M, bice
ri\\
/ Fi=k 2 (r, ), )
Sl. 20
a sila kojom telo M, dejstvuje na telo M, bice
m m
F,=k* 12 (r,—r), 2

gde je r rastojanje izmedu tih tela r= M, M2=|r1—r2|,' a k* kao uvek uni-
verzalna konstanta graviracije. Vektorske diferencijalne jednadine kretanja ta-
c¢aka ovog sistema glase

r =k 'i; r,—r), 3)
r

;:2 =i (r,—r). Q)
0
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Zbir sila F, i F, mora, prema tre¢em Njutnovom zakonu, biti jednak
nuli. 1 zaista je, prema (1) i (2) F,+F,=0. Stoga se sabiranjem jednatina (3)
i (4) pomnoZenih sa m, odn. m?* dobiva

my r +m, ry=0. (5
Medutim, po pravilu za odredivanje centra mase C dinamigkog sistema, biée
myr,+myr,=(m+m)rc=mre, (6)

gde je m=m,+m, ukupna masa oba tela a ro vektor poloZaja centra mase.
Zbog neprcmenljivosti masa diferenciranjem relacije (6) dva puta po vremenu
dobi¢e se s obzirom na (5) da centar mase nema ubrzanja

re=0. )

To znali, centar mase sistema od dva tela kreée se po inerciji jednoliko po pra-
voj liniji, kcja je odredena vektorskom jednadinom

rc=At+B. ®8)
Vektori 4 1 B su integracione konstante i odreduju se iz poetnih uslova ¢,

re, 1 rcy,
A=I'C°, B=rco—rc,, . (9)
Da bismo proudili kretanje uocena dva tela u cdnosa na njihov centar
mase C, uzmimo sam centar mase za pol i tada, ako su vektori poloZaja taé-
ke M, i M, obeleZeni ¢, i ¢, bice
r=rctg,, r=rc+o,. (10)
Vektori ubrzanja ova dva tela u odnosu na centar mase bi¢e zbog (7)
r=9¢,, r,=¢,. (1)

Linearni moment masa za centar mase, kako znamo, jednak je nuli, pa je stoga

m; 9, +m,p,=0, (12)
odakle proistie
m m
91=_‘—292’ 92"'“"191- (13)
m m,

S obzirom na (13) medusobno rastojanje r=M M, tela M, i M, moze se iz-
raziti pomocu samo jednog od dva vektora poloZaja

m, m,
r=lr—rl=lo,=0. =0+, =|——F9,~ 0,
m, m
tako da bude
m m
r=— g, =—9,, (14)
n, m,
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gde je p,=!¢0, 1, p,=|9,]. Kad se relacije (10), (L1), (13) i (14) uzmu u obzir
i odnosne vrednosti unesu u jednadine (3) i (4) ove ¢e postati

. m

LT @5
p1 m

.. v m3

b =kt g, (V :-'_2). | (16)
P3 m

To su jednaline kretanja ova dva tela u odnosu na njihov centar mase.
One pokazuju svojim oblikom da svako od ovih tela opisuje oko centra mase
konusni presek i to telo mase m; kao da je u centru mase privlatno telo
mase p, a telo m, tako kao da je u centru mase privlatno telo mase v.

Ostaje jo§ da se razjasni kretanje jednog od ovih tela u odnosu na drugo.
Ako se radi toga sa r=M, M,=r,—r, obeleZi vektor polozaja jednog tela u
odnosu na drugo, oduzimanjem diferencijalne jednaine kretanja (3) od jed-
nadine (4) i upro$¢avanjam dobiée se diferencijalne jednalina kretanja tela M,
prema telu M, u obliku

PR R b AL (17

r r

Ista takva jednaéina se dobiva i za odredivanje kretanja tela M, u odnosu na
telo M,, $to se odmah vidi zamenom u jednadini (17) vektora r sa —r. Struk-
tura ove jednaline je istovetna sa drugim jednadinama koje opisuju kretanje
oko privladnog centra u gravitacionom polju, pa se, prema tome, dva tela
kreéu jedno oko drugog po konusnim presecima, ali tako kao da je u centru
privialenja celokupna masa sistema.

Dakle, ako se uode dva tela, oba dovoljno velika (na pr. Sunce i pla-
neta ili Zemlja i Mesec), koja su oba pokretna i dovoljno izolovana od dejstva
ostalih tela, tada ta¢na diferencijalna jednaina kretanja tela mase m, oko tela
mase M s obzirom na (17) glasi

P e MEm (s
r3
ako je r vektor poloZaja tela mase m, u odnosu na telo mase M.

Stoga, ako se uole dve planete, &ije su mase m, i m,, koje se krecu
oko Sunca po zakonu (17) po eliptiénim putanjama d&ije su velike poluose a,
i a,, biée s obzirom na (III, 57)

TZA__A4_TE_2 a3’ Tz_:if_z a3 .
VR N 2

Medutim, sad je A =k*(M+m,) i A, =k*(M+m,), ako se na nacin ranije
prikazan vreme obilaZenja odredi na osnovu jednadine (18). Deobom T7 sa T3
dobiva se sad

T Mim, 4 (19)

T: M+m, a}
i to je poboljSani treci Keplerov zakon oji vaZi kad centralno telo nije nepo-
kretno, odn. kad masa jednog tela nije znatno manja od mase drugog tela.
Ocigledno je iz (19), medutim kad su mase m, i m, male i zanemarljive u
u odnosu na masu M, da se ovaj poboljsani zakon svodi na uobicajenu for-
mulaciju tre¢eg Keplerovog zakona.




V PUTANJA. ELEMENTI PUTANIE. POREMECAIJI I KORISCENIJE

1. Astronomski putanjski elementi

Vektorska diferencijalna jednadina kretanja tela u odnosu na nepokretni
cen‘ar ili kretanja oko zajedniC¢kog teZiSta tela u problemu dva tela

'r.=—k2ﬁ3r, H
r

gde je m odgovarajuéa masa, odreduje reSenje
r=r(C,, ..., Cg; ).

Pri tome su konstante C,,...,Cs elementi (parametri) koji odreduju putanju
(trajektoriju) tela po obliku, veii¢ini 1 poloiaju. Za odredivanje integracionih
konstanata C,, ..., Cg, kako znamo, treba znati podetni poloZaj r, = {Xo, ¥, 2o}

1 pocetnu brzinu vo=r'0={>ko,y0, 2,} u nekom ,,pofetnom* trcnutku 7, raduna-
nja vremena — treba, dakle, znati 3est skalarnih podetnih uslova. Naé&in reia-
vanja nau¢nih problema, kao §to je ovo odredivanje kretanja tela u gravita-
cionom polju, gde se poletnim stanjem definife svako kasnije, odreduje tzv.
mehanicki determinizam. .

Medutim, za odredivanje kretanja nije nuZno polaziti od r i r kao pu-
tanjskih elemenata, ve¢ se mogu koristiti 1 nekih drugih S3est skalarnih eleme-
nata, koji uz to imaju odredena geometrijska i mehanicka znacenja 1 stoga su
povoljniji.

a. Eliptic¢ki elementi pu-
tanje. — Eliptiéna putanja (orbita)
odredena je (I1I) uslovima

e<l, h<0, v§<v2~l, 2)
o

gde je e ekscentri¢nost, k& konstanta
energije i p, i v, su intenziteti vektora
poloZaja 1 brzine u poéetnom trenutku
vremena. Za odredivanje putanje po-
trebni su (sl. 21) ovi elementi:

Q — Duzine (longituda) uzlaznog
¢vora (planete, satelita S). Pri tome je
uzlazni ¢vor N ono mesto na kome po-
smatrano telo prelazi osnovnu ravan,
gledano od pola, u direktnom smeru na SL 21
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severnu stranu. Naspramna taCka N’ je silazni évor a prava NN’ linija ¢vorova
uolenog tela.

i — Nagib ravni putanje prema osnovnoj ravni.

Q i i su parametri koji odreduju poloZaj ravni putanje uolenog tela
(planete, asteroida, ve§tatkog satelita itd.). Za osnovnu ravan se uzima u slu-
¢aju posmatranja u odnosu na Zemlju (narolito kad je red o ve§talkim sate-
litima) ekvator, a u slu€aju (uglavnom u astronomiji) posmatranja u odnosu
na Sunce — ekliptika.

© — Argument pericentra putanje, tj. ugaono rastojanje pericentra od
uzlaznog &vora.

a — Velika poluosa (srednje rastojanje) eliptitne putanje.

e — Ekscentri¢nost (numericka), e=—c—, gde je ¢ Ziino udaljenje od cen-
a

tra elipse.

Parametri a 1 e odreduju veli€inu i oblik uolene eliptiC¢ke putanje, a ©
njenu orijentaciju u smislu kako su postavljene njene ose.

v — Vreme (trenutak) prolaza tela kroz pericentar, tzv. epoha pericentra
i taj element sluZi za odredivanje poloZaja tela na putanji.

Prethodnih Sest elemenata su op$ti keplerovski elementi. Mesto prethod-
nih elemenata se kod elipse mogu Koristiti i: parametar elipse p=a(l —e?);
rastojanje q=a(l —e) pericentra od Ziie (perigejno, ako je u Zizi Zemlja, a

perihelno, ako je Sunce itd.); srednje kretanje n=g%r=\/—23— i period obilaZe-

2 .
nja T=~;:—c. Mesto « se ponekad koristi dufina pericentra A=Q+w bez ob-

zira na to ¥to uglovi Q i © ne leZe u istoj ravni.

Otigledno je razmak promene ugaonih veliina elemenata €, i i w od-
reden nejednakostima

0°<Q<360°, 0°<i<180°, 0°<o<360°.

PoloZaj samog tela na putanji odreden je onda potegom p i pravom ano-
malijom v. Z3 odredivanje poloZaja tela na putanji koristi se i tzv. argument
polofaja u, koji meri ugaono rastojanje tela od uzlaznog &vora (u=ow+v).

Izralunavanje elemenata za eliptiénu putanju tee obiéno ovim tokom:

«) Prvo se pomoéu A=k*m i datih a i v izraCuna srednja anomalija M po
obrascu
M=n(t—x), (3)

i to uvek za dati trenutak vremena f, kad je v epoha perihela poznata.

B) Izraduna se ekscentritna anomalija E, kad je dato e i izratunato M, iz Keplerove jed-
nadine (III, 60)

M=E—esinE. 4)

Ova transcendentna jednacina je od velikog znadaja u raznim pitanjima vezanim za
eliptiéne putanje, pa ¢emo se stoga zadriati malo ovde na njoj. Za malo e razlika izmedu
ekscentri¢ne anomalije E i srednje anomalije M je mala. Napr. za Zemljinu putanju oko
Sunca je e=0,0167 pa, prema tome, najveée moguée pozitivno ili negativno odstupanje, kad
se uzme sin E=+1, iznosi manje od 35. Putanje, pak, veStalkih satelita oko Zemlje su
obi¢no priblizno kruine, pa za njih nema razlike izmedu ekscentri®ne i srednje anomalije.
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Jednatina (4) se moZe rediti ma kojom metodom za priblizno re3avanje transcendent-
nih jednadina.

Napr. grafi¢ki, kad se ta jednac¢ina napi¥e u obliku
esinE=E—-M,

i u pravouglom koordinatnom sistemu koordinata (y — ordinata a E apscisa) konstruiu
linije (jedna kriva i jedna prava)

y=esin E, y=E—-M.

Tada je trazeno reSenje za E odredeno apscisom presecne tacke ove dve linije.
Priblizno se moZe ta jedna&ina rediti i metodom sukcesivnih aproksimacija (Pikar — Picard),
kad se za prvu pribliznu vrednost uzme

E =M,
pa dalje na poznati na¢in racuna
E,=M+iesinE,,
E,=M+esinE,

Pri tome se moZe dokazati da E,—E, §to znali da je E,~E, za neko dovoljno veliko n.

Pri kori¥¢enju ratunara (ali i tablica specijalnih funkcija) moze se Keplerova jednagina
(4) redavati i pomoéu Beselovih (Bessel) funkcija na naredni nagin.

Kad se Keplerova jedna¢ina napiSe u diferencijalnom obliku
dE=(1—ecos E)~'dM, (5)
uodi da je
(I—ecos E)~1,

periodi¢na funkcija od E sa periodom 2m i osim toga parna funkcija od M, moZe se razvi
janjem u rrigonometrijski— Furijeov (Fourier) red napisati

] o0
(1—ecos E)—‘=3Ao+ > Axcos (kM).
k=1

Pri tome je
2n
1
Ao=~—f(1-ecos E)-'dM,
T
0

§to, kad se pomocu (5) svede na promenljivu E, daje
Ay=2.
Uopste bice, na poznati nadlin,
2n
Akx];f(l—ecosE)" cos (kM) dM.
0

Ovo se posle svodenja na promenljivu E pomocu (4) i (5) moZe napisati
2n
1
Ay =— |cos(kE—ek sin E)dE
T
0

n

2
=— | cos (ek sin E—kE)dE.
T
0
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Medutim, kako Beselova funkcija reda k od argumenta ek glasi
T
1
Jy (ek)=— | cos (ek sin E— kE) dE,
b
0

moZe se, najzad, refenje Keplerove jednadine napisati u obliku beskrajnog reda po Beselo-
vim funkcijama

o0
1
E_—_M+2Z — J) (ek) sin (kM) (6)
K=ok

Ocigledno je da se z1 e<£ 1, moZe pri radunu uzeti neki podesan konafan broj ¢lanova,

y) Zatim se izrauna pcteg o pomocu E, a i e po obrascu
p=a(l —ecos E), @)
koja se lako izvodi sa sl. 18. Tamo je (OF=c, ON=acos E)
ON=acos E=c+pcosv=ae+pcosv. ®)

Ako se ovde unese vrednost za pcosv iz jednaline (III, 34) i zameni
p=a(l —e?) dobice se gornja relacija (7).

3) Prava anomalija v se izraduna po obrascu
v l+e E
tg7=\/‘—l_e‘g? ©)
Ovaj se obrazac moZe izvesti na naredni nadin. Jednadina
g cosv=a(cos E—e),

koja se dobiva iz (8), podeli se jednalinom (7) pa se tako dobiva

cos E—e
cCosyV=————,
l-ecosE

a odatle se poznatim trigonometrijskim transformacijama izvedi obrazac (9)
polazeéi od

tgzx—= l -cosv .
2 1 +cosv

U izralunavanju elemenata eliptiéne putanje moZe se, naravno, prvo iz-
raunati prava anomalija v pa onda poteg p, jer su ta dva izraunavanja ne-
zavisna jedno od drugog.

Na taj bi naéin poloZaj nekog satelita na elipsi bio odreden u polarnim
koordinatama p i v prema ravanskom sistemu &iji je pol u centru priviaCenja
— ZiZi (napr. Zemlji) a polarna csa orijentisana prema pericentru pokretnog
tela (satelita).

Prema prethcdnoj shemi rada kljuéno pitanje u ovom izralunavanju leZi,
kad je re¢ o eliptiénim putanjama u odredivanju ekscentriéne anomalije E iz
Keplerove jednatine (4), kad se zna M i e odn. n i e. Red je o refavanju
jedne transcendentne jednadine i ona zahteva i paZnje i truda, kako smo po-
kazali, bez obzira na sva savremena pomoéna sredstva (tablice, racunare itd).
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b. Paraboli¢ki elementi putanje. — Parabolitka putanja od-
redena je uslovima
2
F=], h=07 ]'g=‘~’ (lo)
Po

gde je znacenje oznaka poznato.

Paraboli¢na putanja se karakteriSe kao i eliptiéna elementima ), i, o,
e i 7, ¢ija su nam znalenja poznata. Medutim, mesto a, koje kod parabole
nije definisano, uzima se parametar parabole p, koji cdgovara ordinati para-
bole u ZiZi (duZini normale na pclarnoj csi u ZiZi do preseka sa parabolcm).
Mesto parametra se koristi i ¢=p/2, §to opet odgovara rastojanju temena pa-
rabole od ZiZe.

IzraCunavanje potega p | prave anomalije v kcd paraboli¢ne putanje tece
ovim tokom:

Ovde se mozZe, prvo, iz Barkerove (Olbersove) relacije (I1I, 69) odrediti
v u funkciji od ¢ pomoéu p cdn. g i T a zatim iz (III, 34) poteg p, jer je
kod parabole uvek e=1.

c¢) Hiperboli¢kl elementi putanje. — Hiperbolitno kretanje
odredeno je uslovima
2
e>1, h>0, v>"2, (11
Pa

a njegovi su putanjski elementi: Q, i/, w, e 1 7, {ija su znaCenja poznata i
realna osa a hiperbole. Ponekad se, kao kod elipse, koristi parametar p i pe-
ricentralno rastojanje g, pri ¢emu je sad p=a(e?—1) i g=a(e-1).

Treba voditi rauna da veli¢ina a u relaciji (I1I, 39) za klasifikaciju pu-
tanja pri centralom kretanju u gravitacionom polju nije jednaka realnoj osi, veé
je realna osa jednaka —a.

Odredivanje potega p i prave anomalije v postiZe se sad na ovaj nadin:

o) ‘Odredi se, prvo, srednja anomalija M, pomoéu A, a i v i pomoéu n
it (1, 76).

B) Zatim se iz jednacine (III, 77) izraCuna veli€ina F.
y) Sad se moze odrediti poteg iz obrasca

p=a(e cosh F-1), (12)

koji se lako izvodi. Naime, sa slike 19, kad se paZljivo vodi rafuna o znaci-
ma, moZe se napisati

—a cosh F+4 ae=p cos v.

Ako se ovde unese vrednost za pcosv iz (III, 34) i za hiperbolu stavi p=
=a(e?—1) pa uprosti, dobi¢e se relacija (12).

3) Najzad, polarni ugao v dobiva se iz relacije

v e+1 F
tg 5’ X J;—j ‘gh?. (13)
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Ova relacija se dobiva na analogan nadin kao kod elipse. Prvo se sa sl. 19
moZe napisati veza :

s cos v - —a cosh F+ae=a(e—cosh F),

pa kad se ova jednafina podeli jednadinom (12) dobice se

e—cosh F

Cosy = ————
ecosh F—1

Tada se poznatim trigonometrijskim transformacijama dobiva

th_v”_ I —cosv e+ coshF—l
2 l4cosv e—1coshF+1’

i kad se uzme u obzir da je

— F
E.O_S_h_f.___l_ — tghz_ s
cosh F+ 1 2

dolazi posle svodenja do traZenog obrasca (13).
Naravno, da se i ovde prvo moZe izradunati polarni ugao v pa tek onda
poteg p.

2. Poremecdaji

Opste primedbe. — Ako se ima pred olima slucaj kretanja tela mase m
u odoosu na nepokretno telo mase m,, odn. u problemu dva tela slufaj kre-
tanja jednog tela u odnosu na drugo, onda treba imati u vidu da pored os-
novnog privladenja na neko telo mase m dejstvuju i druge sile, koje su istina
obi¢no male i &esto zanemarljive prema dominantnom osnovnom privlaenju,
Dejstva takvih sila zovu se poremecaji i raznovrsnog su porekla. To mogu biti,
napr., dejstva drugih nebeskih tela, mogu poticati od neravnomernog rasporeda
mase u osnovnom telu, od spljoitenosti, kad je Zemlja u pitanju, od otpora
vazduha blize Zemlji, a u meduplanetnom prostoru od pritiska Sunlevog zra-
¢enja itd. Najzad, moZe biti u pitanju i neka mala ve¥tagki stvorena sila kao
§to je pogon nekog jonskog agregata. Tada vektorska diferencijalna jednadina
kretanja tela mase m neée biti ona (III, 4) ve¢

. A
Fe k2T yp= 2, (14)
r’ ri

gde je p=P/m poremecajna sila, odredena na jedinicu mase, odn. to je udeo
ubrzanja tela m koje zavisi od poremecéaja. Treba imati na umu da je p po
pravilu promenljivo, zavisi od r i da se tako mora uzimati u radun.

Ocigledno je da je misaono najprostiji nain refenja ovog problema da
se reSi vektorska diferencijalna jednadina (14), odn. one tri skalarne diferenci-
jalne jednaline koje joj odgovaraju, kad je p poznato kao funkcija poloZaja i
vremena. To odgovara Kauelovoj (Cowell) metodi. Medutim, po pravilu, re¢ je
o takvim: diferencijalnim jednalinama, koje se ne mogu lako integraliti pa se
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moraju koristiti razne pribliZne metode reSavanja, §to ovu direktnu metodu u
vecini sluCajeva ne ¢&ini preporu¢ljivom zbog dugog vremena potrebnog za ra-
¢unanje.

Druga upotrebljivija metoda, koju ¢emo pomenuti, i ovde opisati, samo
u glavnim crtama, jeste Enkeova (Encke) metoda.

Suitina ove metode je u tome §to se stvarno, poremeéeno kretanje upo-
reduje sa neporemeéenim i veé postojece keplerovsko redenje problema dva tela
korististi kao preteZno u ukupnom kretanju.

ObeleZimo sad sa r={x, y, z} vektor stvarnog

poloZaja pokretnog tela mase m u odnosu na

osnovno telo m, u trenutku 7 u sluéaju ne-

A poremeéenog kretanja, koje je odredeno di-

R @ ferencijalnom jednaéinom (111, 4), a sa R=

{X, Y, Z} vektor stvarnog poloZaja tog tela
u istom trenutku, pri femu je sad kretanje
odredeno diferencijalnom jedna¢inom (14),
gde je samo mesto r stavlijeno R. Tada je

m, r odstupanje od keplerovskog kretanja izazvano
si. 22 poremeéejem odredeno relacijom (sl. 22)
' p=R-—r, (15)

gde je ¢={E, », {} vektor poremeéaja. U Dekartovim koordinatama prethodna
vektorska relacija re svodi na naredne tri skalarne jednafine

E=X-x, n=Y-y, {[=Z-z (16)

Diferenciranjem jednatine (15) dva put po vremenu dobiéese poremeéajno
ubrzanje
p=R-r.
Ako se sad na desnoj strani ovde unese za R vrednost iz jednadine poremede-
nog kretanja, a za r izraz iz jednadine neporemecenog kretanja moéi ée se
napisati

§'=7\(’L~£)+p. (17

Ovde sad izraz u zagradi pokazuje odstupanje stvarnog privlacenja centralne
mase od onog ofekivanog poremecenog.

Neka u odredenom trenutku ¢, bude poremedajno odstupanje ¢,=¢(7;),
onda ¢e stvarni poloZaj uo€enog tela u tom trenutku biti odreden relacijom

R(1) =r (1) +9 (1),

gde je r(t,) odgovarajuéi poloZaj tatke u neporemeéenom kretanju. U nekom
narednom bliskom trenutku 7,+A 1, bi¢e uodeno telo na mestu

Rty +ADN=r(t,+A0)+p(1,+ A1) (18)

Da bismo, dakle, odredili stvarni poloZaj R(1,+A ) u tom kasnijem trenutku
treba prvo odrediti r(f,+At). Kako se moZe smatrati da je reSenje r(7) prob-
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lema dva tela bez uradunavanja poremedéajs odredeno, lako je odmah napisati
i vrednost r(f,+ A¢). TeZiSte ove metode je sad u odredivanju promene vek-
tora poremecaje, tj. u odredivanju

plto+ A =0(t)+ Ay,

gde je A¢ promena poremecajnog vektora posle nekog vremena A t, koju treba

izraCunati iz poremecajnog ubrzanja 9, pa se uzimanje u obzir poremecaja u
Enkeovoj metodi svodi na integraciju malih promena ubrzanja koje se javljaju
kod poremecenog kretanja. PoSto je re¢ o malon: intervalu vremena u tom
radunu postoji Citav niz olakSica, iako se ustvari radi o integraciji od ¢, do
to+t. )
[zraCunavanje A podinje od neke tacke za koju je r=R 1| r=R, tj.
¢=0, a to )e tatka u kojoj se pretpostavlja da stvarna putanja dodiruje
(oskulira) osnovnu keplerovsku putanju. U toku daljeg kretanja moZe |Ag|da
dosta naraste i da se viSe ne moZe smatrati malim prema | R|. Tada se izabere

i uodi nova referentna putanja, za koju su opet ostvareni uslovi da su R i R
za stvarnu putanju jednaki sa vektorom poloZaja i vektorom brzine odnosne
neporemecene putanje u trenutku promene referentske putanje. Ovaj postupak
neposrednog pribliZavanja od neporemecene putanje ka pravoj putanji uzastop-
nim koracima zove se 1 ,,rektifikacija putanje‘‘.

Treba jo§ neSto podvuéi. Ova metoda postepenog izradunavanja malih
promena ima jednu nezgodu. Naime, kako s¢ u izrazu u zagradi jednadine (17)
nalaze skoro jednaki vektori, to se veliki broj prvih decimala poniftava i stoga
se mora ralunati sa velikim brojem decimala, $to i pored savremene tehnike
ralunara nije najpodesnije. Da se ta nezoda koliko toliko ublaZi postupa se
ovako. Prvo se u jednalini (17) za r unese vrednost iz (15) pa se onda, posle
transformacije, moZe napisati jednalina

“ A r3 »
oz_ﬁ[(l—ﬁ)k—o]ﬂ;. (19)
Ako se sad uvede velidina v definisana relacijom
P R 2
——=(14+27)7¥ tj. n=- 20
o2 o= (20

moZe se jednacina (19), ako je |27|<1, tj. ako poremecaj nije veliki, napi-
sati u obliku konvergentnog stepenog reda

- A 1-3-5 1-3.5.7
o=*[(3n— 7+ n’—---)R—o]+p, €3]

r3 2! 3!

kad se (1+2%)73/? razvije po binomnom obrascu.

Na taj naéin sad mesto diferencijalne jednacine (17) imamo diferencijalnu
jednadinu (21) za izraCunavanje odstupanja od neporemeéenog kretanja, u kojoj
se ne javljaju razlike skcro jednakih veliina, a koja omoguéuje navedeno
postepeno izraCunavanje.

Varijacija elemenata. — SuStina metcde varijacije orbitnih elemenata u
rafunu pcremedaja sost il se u pretpostavei da poremeéajna sila, u datom
trenutku, mcZe izezvati premenu eliptitkih elemenata (kad je re¢ o elipsi kao
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putanji), koji onda, promenjeni, cdreduju datoj Keplerovoj elipsi drugu osku-
latcrnu elipsu, koja od date ne cdstupa mnogo, ali ne mora biti &k ni u
istoj ravni sa njom uvek, jer se mogu menjati 1 duZina Q uzlaznog &vora i
nagib i. Stvarna putanja je onda cbvcjnica svih ovakvih trenutnih elipsa.

U narednim izlaganjima ime¢emo pred céima, uglavncm, eliptiéne putanje
veStackih satelita 1 njihove pcremecaje. 1 neka bude data poremecajna sila mw,
u poloZaju satelita T na putanji, koji je odreden polarnim koordinatama p i v
(sl. 23). Kad je re¢ o satelitima Zemlje, onda je O u centru Zemlje. Pri tome
m neka bude masa satelita a w, njegovo poremeéajno ubrzanje: Kao obi¢no,
kad je re¢ o ve$tackim satelitima Zemlje bi¢e u osnovu izlaganja postavljen
geocentralni ekvatcrski sistem kocrdinata. Neka u cdnosu na njega ravan
putanje satelita T bude odredena duZinom Q uzlaznog &vora N i nagibom i pu-
tanje prema ekvatoru, a za odredivanje poloZaja satelita na putanji moZe se
mesto p 1 v koristiti i = +v (argument poloZaja).

P

Sl 23 Sl. 24

Obelezimo sa w,, w, i w, koordinate vektora w; poremecajnog ubrzanja,
pa ¢e biti

Wr=W, 05+ W, ¥, +w,n,, (22)

gde su ¢,, v, i n, (sl. 24) jediniCni vektori u smeru potega, normalno na poteg
u ravni putanje i normalno na ravan putanje OPT.

Sa slike se vidi da ée koordinate vektora brzine » u ravni neporemeéene
trajektorije (Keplerove elipse) biti

v,=vcosd, v,=vsind, v,=0, (23)

gde su v,, v, I v, koordinate vektora brzine u smerovima jedini¢nih vektora
9,, ¥, 1 m,, a & ugao koji tangenta na putanju u T cbrazuje sa potegom.

Koordinate vektora brzine v posle poremecaja u tacki T, u trenutku ¢,
dakle u ravni oskulatorne elipse, bice

vo=vcos §+w,dt; vy=vsin & +w,dt; v,=w,dt, (24)
poSto su, posle elementa vremena dr odnosne promene koordinata brzine

dv,=w,dt, dv,=w,dt, dv,=w, dt. (25)
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Zadatak se, prema tome, sastoji u tome da se pomcéu elemenata osncvne
(polazne) keplerovske elipse i poremeéajnog ubrazanja cdrede varijacije (pro-
mene)

dQ, di, da, de, | duw,

cdn. brzine ovih promena, tj.

40 4 de de do
e’ dt’ At A At

Pitanje festog orbitnog elementa, tj. epohe pericentra, znafajno za prou-
tavanje kretanja planeta i asteroida, nije od znalaja za proufavanje kretanja
veitalkih satelita, jer ne dolazi u obzir uzimanje u obzir tzv. vekovnih (seku-
larnih) promena. Prosto se stcga, kao dato pclazno vreme, uzima vreme pro-
laza satelita kroz pericentar f,=0, tj. vreme se raduna od prolaza veStalkog
satelita kroz pericentar. Tada je srednja anomalija (III, 59)

2% \/7
==t
M T t prRd (26)
ako je T vreme obilaZenja vestalkog satelita, a velika poluosa njegove elipsne
putanje (srednje rastojanje satelita), A=k2m,, kad je m, masa centralnog priv-
laénog tela.

Treba uzeti jo§ u obzir da, kad se usled poremeéenog ubrzanja w, brzina

satelita u pravcu potega za elementarno vreme df promeni za w,df, onda se
odnosna promena samog vektora poloZaja moZe dobiti po obrascu

—;—(0+wpdt) dt=~;—w;dt2, 27N

a to se kao mala veli¢ina vifeg reda moZe zanemariti pa p smatreti kao nepro-
menjeno pri prelazu od Keplerove elipse ka oskulatornoj elipsi na uodenom
mestu.

Izraz (27) za promenu vektora poloZaja na uofenom mestu T dobiva se
kao proizvod srednje brzine 1/2(0 +w,dt) u uofenom elementu vremena i sa-
mog elementa vremena dt.

Da bismo odredili promenu velike poluose a elipse kao putanje podéi ée-
mo od izraza (II[, 39) za kvadrat brzine. Diferenciranjem se odatle dobiva,
posto se p ne menja

vdv="da,
a2
odnosno
2
da= —2—:— vav. (28)

Sad se vdv moZe odrediti pomoéu datih podataka iz kvadrata brzine u
ravanskim polarnim kcordinatama

Vgt ety =4, 29)
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pri ¢emu su radijalna v, i transverzalna v, brzina, odredene obrascima

V=g, Vy= p\.l, (30)
i gde je konstanta povriine
A=pv=pv,=Vip, @1
odakle se izraCunava
Vip_4
V== (32)
P 3

Ako se izraz (29) diferencira dobiée se, posto se za diferencijale dv, i
dv, unesu vrednosti iz (25)

vdv=v,dv,+v,dv,=v,w,dt + v, w,dt. (33)
Iz obrazaca (30) — (32) odrede se v, i v, i uzme u obzir da je iz (III, 34)
.

<Pty A .
p="— esinv=— e siny,

p

pa najzad sve to unese u relaciju (33), dobiée se

vdv=A(i w, e sinvdt+iw,dt). 34)
p P

Kad se to unese u (28) dobiée se za varijaciju velike poluose elipse

2
da=2a A(iw,e sinvdt-{-iw,dt), (35)
A V4 p
odnosno
2
da_2a (esinv-wp—f—g—w,). (36)
dt A P

Da bismo dobili brzinu premene ekscentriénosti e pceéi ¢éemo cd
p=a(l —¢€?, pa dobivamo

dp da de
Z=(1—-e))——-2ae—. 37
dr ( )dt dt G7)

Iz ov,=}Ap se diferenciranjem dobiva pri stalnom o

1 [x
mm:—JLd, (38)
4 2 7 ip.

odnosno

dp \/7 _2p4

it LAYl el (39
$to daje brzinu promene parametra p.

S Uvod u astrodinamiku
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Ako se sad ucéi (37) i tamo za d;a_ unese izraz (36) dobiée se
t

" 2
29\/~p~ w,=(1—e? 24 esinv~wp+—1iw, —2ae§f,
A Vrp p dt
odakle je brzina promene ekscentriénosti
ie=£_ w,sinv+(—1—)—.—£—)wv . (40)
dt A4 ep ae

Ravan keplerovske elipse, odredena sa ¢ i v, odn. sa ¢ i v, usled kompo-
nente w,dt obrée se oko ¢ za vreme df za neki elementralni ugao de (sl. 25).
Kako je w, upravno na ravan osnovne elipse bice

w,dt ow.dt ow,dt

v, Vxp 4’

tgde~de= 41)

s obzirom na (31) i (32).

<

SI. 25 SI. 26

Da bismo odredili uticaj obrtanja putanjske ravni za de na elemente i
i Q uodiéemo sferni trougao (sl. 26) koji prikazuje stanje elemenata posle vre-
mena dt pri ¢emu se polczaj &vorne tatke promeni za dQ2 od Q, do Q,. Sa
slike se pomotu sinusne tecreme iz sferne trigonometrije dobivaju naredni re-
zultati
sin(i +di) sinu
sinde sindQ’

tj.
sini cosdi sindQ +cosi sindi sindQ =sinu sinde,

pa, kako su di, de, i dQ mali bie

sinde~de, cosdirsl, sindQadQ, sindirsdi, (42)
pa se dobiva
sinidQ+cosi-di-dQ=sinu-de.

Medutim, drugi &lan s leve strane u ovoj jedna&ini je mali drugog reda, pa se
moZe zanemariti i tako dobiti relacija

sini-dQ=sinu-de.
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Odatle se, s obzirom na (41) dobiva najzad
dQ-= —S—lEE de, (43)
sin i
odnosno
dQ ow, sinu_pw, sinu

dt  Vip sini A sini

(44)

Iz kosinusne teoreme sferne trigonometrije za uglove sa sl. 26 se dobiva

cos (i+di)=cosicosde —sinisindecosu,

cdnosno
cosicosdi—sinisindi=cosicosde—sinisindecosu.

To se s obzirom na (42) moZe izrasiti u obliku
cosi—sini-di=cosi—sini-cosu-de.

Odatle se za varijaciju nagiba putanje i prema ekvatoru dobiva

di=cosu-de, (45)
1 s obzirom na (41)
di_ew cosu=L""cos u. (46)
dt l/)\p

Za odredivanje promene argumenta pericentra (perigeja) w uodi se na
sl. 26 ugao u=ew+v i sa nje po kosinusnoj teoremi za stranice sfernog trougla
odredi

cos (u+ du) =cos ucos d Q+sin u sind Q cos i,

tj.
cos u cos du — sin u sin du=cos u cos d  +sinu sin d Q cos i,
pa onda za malo du (cos dum1, sin dursdu)

cosu—sinu-du=cosu-++sinucosi-dQ.

Sad se moZe odrediti varijacija argumenta poloZaja u

du= —cosidQ, (47)
i brzina njegove promene
du _ —cosiﬂ—s—)z—gﬁ' cosixslnu . (48)
dt dt A sini

Sa druge strane se iz relacije (III,34) moZe posle diferenciranja po

. .dvy . . .
1zradunati d" kad se uzme u obzir da se na mestu dodira neporemeéene 1
t

poremeéene putanje p ne menja. Dakle, prvo

esinv dv_,de cos ?
o oy

P at P

i dr’

5*
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pa cdatle, s obzirom na (39) i (40)
dv_ 1 [pcesy ) (p p)w 2 \/}7
dt e Tsinv[w"svar ep ael | esinv PG
i najzad posle uprc3éavanja
dv 1 \/;[ o P COSY coszv( p) 2 }
— = n 14+ ]fWv— — . 4
dt e x (vecesvE p smv+smv +p sinv (49)

Diferenciranjem relacije ¥ =w+v dobiva se, medutim, za promenu argu-
menta pericentra

do=du—~dv, (50)
odn. za brzinu te promene
do _du_dv (1)
dr Tdt dt’ '

du . dv

gde sad samo treba uneti, ve¢ izradunate vrednosti za -J— 1 ‘-1— da se dobije
t t

traZeni rezultat.

3. Veze izmedu putanjskih i ekvatorskih koordinata

Pri prcucavanju kretanja ve¥takih satelita se dosta koriste putanjske
koordinate satelita. Napr., ako je ravan eliptine (i kruZne) putanje nekog
veitaCkog satelita Zemlje (ili inade nekog drugog nebeskcg tela) utvrdena
prema ekvatcru nagibcm i i duZincm Q uzlaznog &vora, onda se u toj. ravni
uclava, kako smo veé videli, ravanski polarni sistem koordinata kome je
poéetak O u centru Zemlje (odn. centralnog priviadnog tela), gde je ZiZa elipse,
a polarna osa se orijentife prema pericentru P ili prema ulazncm &voru N.
Tada je polcZaj satelita odreden sa dva podatka (dve koordinate): potegom p °
i pravom anomalijom v ili potegom p i argumentom poloZaja u. Izvesna neo-
dredenost moZe nastupiti samo, ako je putanja krug, jer tada nije jednoznaéno
odreden smer polarne ose, pc$to nema pericentra, ili, kad ravan putanje pro-
lazi kroz severni pol poSto to ostavlja smer kretanja po putanji donekle nede-
finisan. Ovo se, medutim, mcZe posebnim dogovorom otkloniti.

Medutim, i kad smo u stanju da ovako odredimo poloZaj satelita na
njegovoj putanji, za neka vaZna pitanja takvo odiedivanje nije dovoljno. Na
pr., ako radi pradenja kretanja satelita u toku vremena treba postaviti tzv.
usmerenu antenu, onda su nam za to potrebne horizontalne koordinate. Da
bismo do njih do$li uspostaviéemo vezu izmedu putanjskih koordinata p i v,
odn. n satelita i njegovih geocentralnih ekvatorskih koordinata rekatascenzlje o
i deklinacije & iz kcjih se posle mogu odrediti azimut i visina.

Ove se veze mcgu nepostedno uspostaviti na ovaj nadin. Prvo poteg
p = OX (rastcjanje satelita od Zemljincg centra) iz putanjskih elemenata ostaje
nepromenjen pri prelazu na ekvatorske koordinate. Ostale potrebne veze izmedu
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traZenih i datih elemenata dobivaju se iz sfernog trougla NXY (sl. 27), koji je
koji je odreden polcZajem N uzlazncg &vora putanje satelita, polcZajem sate-
Itita X na putanji i presekom Y meridijana satelita sa ekvatorom. O je centar
Zemlje (Zemljin centar mase) a ugao Y
je prav, a ostale su oznake na sl. 27 p
poznate od ranije.

Tada se, prvo, iz sinusne teo-
reme za sferni pravougli trougao NXY
za stranice u i & dobiva

sinu 1
sind sini’ 8 XS
odakle se mcZe izraunati deklinacija - 0 UP
. o S Y
sind=sinwusini, (52) 4y ]
pri ¢emu je u dati argument poloZaja r
kao putanjska koordinata, a i je poz- SI. 27
nato kao odredbeni element polcZaja
putanje.
Dalje, iz kosinusne teoreme za uglove sfernog trougla NXY dobiva se
cosi=sin(X NXY)cos 3, (53)
a iz sinsne teoreme proistice
in (@ —Q
sin(ENxy)= SnC=D (54)
sinu

i najzad, iz kosinusne teoreme za stranice istog trougla dobiva se relacija
cosu=cos (e —£2) cos 3.
Deobom jednagina (54) ovom jednadinom i eliminacijom sin (. NXY) dobice se
tg (o — Q) =tgu cosi, (55)

odakle se pri poznatom €, u i nagibu i dobiva rektascenzija a.

Medutim, radi bolje i ta¢nije odredenosti ugla 3, koji smo odredii samo
sinusom, moZe se izvesti drugi obrazac za odredivanje deklinacije 3, koji glasi

tg 8 =sin(a —Q)tgi, (56)

a koji pretpostavlja da je prvo izrafunat ugao o—Q. Prethodni obrazac se
izvodi, kad se iz relacije (52) i obrasca, dobivenog iz sinusne teoreme

sin (SNXY) sin (e — Q)

sin i sin &

elimini¥e sin (X NXY).

Veza izmedu putanjskih koordinata p i v, odn. p i # i ekvatorskih geo-
centralnih koordinata « i & moZe se uspostaviti i preko Dekartovog sistema
koordinata Oxyz (x-osa prema proleénoj tacki 7, z-osa prema severnom ne-
beskom polu P, a y-osa tako da sa njima obrazuje desni trijedar, vid (1I, 4)
vezanog za prvi ekvatorski sistem koordinata.
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Sam tok uspostavljanja veze tee ovim redom. Prvo se ucéi jedan po-
moéni Dekartov sistem pravouglih koordinata, kome je prva csa u pravcu li-
nije &vorova, trefa prema polu P’ putanjske ravni, a druga na odnosni nadin
orijentisana za dopunu do desnog trijedra, tada ie vektor poloZaja uoéene
tatke na putanji odreden na naredni nadin

p={pcosu, psinu, O}.

Obaranjem putanjske ravni, tj. osnovne ravni ovog kocrdinatnog sistema, obr-
tanjem oko linije ¢vorcva N’ N,, ravan ekvatora za ugao i, koordinate vektora
poloZaja postaju

p={pcosu, psinucosi, psinusini}.

[ najzad, obrtanjem Dekartovog koordinatnog sistema iz ovog poloZaja oko
OP (z-0se) za ugao Q) uravni ekvatora, da bi se ovaj sistem preveo u upotrebljeni
Dekartov koordinatni sistem (na csnovu obrazca za obrtanje sistema osa u
ravii za dati ugao) dobiée se

x = p{cosu cos Q —sinu cos i sin £2),
y=p(cosu sin Q+sinu cosi cos (), &)
z=psinu sini.

Ako se ove Dekartove koordinate izraze istovremeno pomcdéu ekvatorskih sfernih
koordinata « i § u obliku

X=c0sd cosa,
y=cosd sina, (58)
zZ=sin g,
onda se uporedivanjem jednih i drugih izraza dobiva odmah
z=sind =sinusin,
a to je ve¢ poznata veza (52). Zatim za odredivanje rektascenzije « imamo

y cosu sin Q + sinu cosi cos Q
——=tango = - — .
x cosu cos  —sinu cos i sin

4. Projekcija putanje satelita na Zemljinu povr§

Pomoéu geocentralnih ekvatorskih koordinata « 1 8 satelita, prvo, treba
odrediti geografske « i ¢ tzv. ,,supsatelitske‘* tacke, tj. one tatke na Zemljinoj
povrsi, koja se u datom trenutku ¢ nalazi ispod satelita, odn. one tatke u &i-
jem je zenitu satelit u tom trenutku. Pri pretpostavci da je Zemlja lopta bila
bi (iz vremenske relacije) geografska duZina

A=a—0g, (59)

gde je O, zvezdano vreme Grinifa (Greenwich) u trenutku ¢ (izraZeno u ugaonoj
meri), a geografska Sirina
¢ =3 (60)
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Spljostenost Zemlje je mala i samo neznatno utie na geografsku Sirinu
pa se stoga zanemaruje, jako je moguce uzeti je u radun, kad se zahteva po-
sebna ta&nost.

Kad se ovako dobiveni podaci o supsatelitskim tatkama unesu u neku
geografsku kartu Zemlje i spoje kiivom linijjom, onda se dobiva oligledna slika
o prostornom i vremenskom toku putanje satelita nad povr$i Zemlje i relativno
prema odredenom mestu na Zemlji.

Do ovakve supsatelitske putanje dolazi se na ovaj nadin. Zamisli se pre-
sek putanjske ravni satelita sa Zemljom, zami§ljenom kao sfera, pa se tako
dobiva veliki krug Zemlje, koji see ekvator u dve naspramne tatke, a &ija je
najsevernija tatka u p= +1i, a najjuZnija u = —i. Medutim, posto se Zemlja
obrée oko svoje ose, supsatelitske tatke za vreme jednog obilaska satelita ne
lee na istom velikom krugu. Tako, ako se uzme da satelit prelazi ekvator sa
juga na sever u vreme f, (vreme prolaza kroz uzlazni ¢vor) i to nad nekim
mestom ¢ija je geografska duZina Ay i u tom trenutku zamisli postavljen pre-
sek satelitske putanje i Zemlje, onda, kad ne bi bilo obrtanja Zemlje, bile bi
geografske koordinate A i ¢ supsatelitske tatke u nekom kasnijem trenutku
1>ty

A=Ay +(@—9Q), 9=3, (61)

gde je o rektascenzija, Q duZina uzlaznog ¢vora, a & deklinacija, jer se geog-
rafska-$irina mesta rotacijom oko ose ne menja.

Zemlja se, medutim, za vreme !—17, obrne za ugao 0°, 2507 (z—1,),
ako je t—t, izrazeno u minutama svetskog vremena. Faktcr 0°, 2507 odreduje
broj stepena ugla koji odgovara jednoj minuti vremena. Kad bi se zvezdani i
srednji Sundev dan poklapali prethodni faktor bi iznosio taéno 0° 25, ali, kako
znamo, zvezdani dan je neSto kraéi. Prema tome, prava geografska duZina
supsatelitske tacke u vreme ¢ iznosiCe

A=Ayt (a— Q)= 0% 2507 (t - ty), 62

jer se tacka sa prvobitnog velikog kruga nelto pomakla. Geografska $irina @
naravno ‘ostaje nepremenjena. Odavde se dobiva ono isto 2 kao i iz relacije (59),
§to nije teSko pokazati. Naime, u trenutku 7, bice a =Q, A=Ay, a 05=0Q-2A,.
Medutim, u kasnijem trenutku 7 -—1?, bice

O =0Q—2y+0° 2507 (1~ ty),

ako se vreme rafuna u minutama svetskog vremena a odredi kao ugao, a to
potvrduje taénost iskaza.

Sprovodenje konkretne kcnstrukcije supsatelitske putanje obavlja se obi¢no
tako 3to se za niz ekvidistantnih vrednosti argumenta poloZaja u satelita odrede
prema prethodnom odeljku (3), prvo, njegove ekvatorske koordinate o i & pa
zatim prema (62) geografske koordinate A 1 @ supsatelitske take na Zemlji i
to unese u neku geografsku kartu, na pr. u Merkatorovoj prejekciji, i najzad
tako dobivene tatke spoje. Ova kriva ¢e u odnosu na trag prvobitnog velikog
kruga biti pomerena u smeru obrtanja i to utoliko vi$e ukoliko je vreme T kruZenja
veStatkcg satelita duZe. Najzgodnije je zbog ovog stalnog pomeranja ove krive
nacrtati je na providnoj hartiji pa postavljati na kartu prema potrebi i prema
odnosnoj vrednosti Xy. Oblik ove krive zavisi pri datoj projekciji geografske
karte uglavnom od 7/ i T i, po§to se nagib 7 i vreme kruZenja T relativno sporo
menjaju, ovakva kriva se moZe koristiti duZe, ali se, naroito pri promeni vre-
mena kruZenja 7, mora crtati nova kriva.



72 Tatomir P. Andelié

Ima puno raznih potrebnih izratunavanja, posebno onih vezanih za pos-
tavljanje instrumenata na Zemlji za pradenje satelita, pa se stoga mora imati
pred ofima &itav splet prostornih odnosa izmedu horizontskih, ekvatorskih i
putanjskih koordinata.

T Tako se izmedu ostalih, na pr.,
moZe postaviti [ pitanje, kako se
moZe odrediti visina (udaljenost)
h vedtatkog satelita T nad Zemljom,
kad je poznata (ili izratunata) njego-
va ugaona visina a4, posmatranog iz
ncke tatke M (sl. 28) i kad se zna
ugaono rastojanje MN= IMON=¢
supsatelitske tacke N od posmatrata
u uofenom trenutku. O je centar
Zemlje i ona se uzima kao lopta, R
je njen poluprednik a r = R + A, rasto-
janje vestaCkog satelita od centra O
Zemlje.

Tada se primenom sinusne tec-
reme na trougao OTM dobiva

r _R+h_ sin(90°+a)
R R inf90°—(a+0)]

cosa

cos (a+c).

Si. 28

Odavde se moZe izratunati h, kad je poznato a i o, ali i obrnuto: moZe se
izralunati a, kad je poznato h. Vrednost o se ili izradunava ili nalazi u tabli-
cama, a vrlo &esto se za to koriste i krive koje pretstavljaju trag satelitske

putanje na Zemlji. Naravno, luk ﬁv, odn. ¢ velikog kruga odreduje se u
pravcu azimuta ve$tatkog satelita posmatranog iz tatke M.

Sa sl. 28 se moZe odrediti i rastojanje pzm' od posmatrada do satelita
pomo¢u obrasca
sino

cos(a+ c)’

koji se lako izvodi, kad se visina trougla OTM prema stranici OT izratuna
jednom pomoéu p a drugi put pomoéu R ili neposredno pomocu sinusne -teo-
reme.



VI PROBLEM N-TELA

1. Opéti integrali

Neka je uoden sistem cd N tela (materijainih tadaka) koja jedno na
drugo dejstvuju Njutnovim silama gravitacije i koji zami§ljamo kao zatvoren
i izolovan od dejstva drugih sila. Neka to budu tela &ije su mase

m,, my, ..., my,
kratko tela m; (i=1, 2,..., N), &ji su uzajamni poloZaji odredeni vektorima
(sl. 29)
9i=r—"r pij=!°ijl’ Pn ™

gde su r; i r, vektori poloZaja tela m; i
m; u odnosu na neki stalan pol O u pro-
storu.

Tada masa m,; dejstvuje na masu m;
stlom

: ¢
Fy=k mi:nj py=k? m,-3m,- (r,=r), (2) Sl. 29

Pij Py
gde je k2 kao uvek univerzalna konstanta gravitacije. Prema tome, na telo m;

dejstvovade svih ostalih N—1 masa i diferencijalna jednagina kretanja tela m;
bice

. N m-
m;r;=k? 2 m,3m, (’j"'ri)’ 3)
i=t Py

pri ¢emu j ne uzima vrednost j=i, §to kad se skrati sa m; daje vektorsku
jednadinu ’
rj'—ri

r;=k? z m;

. 3
j=1 Rij

(i=1,2,..., N) 4)

U odnosu na Dekartov sistem pravouglih osa Oxyz, gde je r,={x;, y;, 2;}
prethodne vektorske diferencijalne jednafine mogu se izraziti u skalarnom
obliku

N xX;—X
x=k22 mj'i‘a""y
j=1 Py
N
. Yi— )i
yi=k? Z m; -_1—3"7 (5)
j=1 Py
N zZ.—2Z.
‘éi:kzz mj-j:,'*,
j=1 Pij
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pri ¢emu treba staviti
Py = V(xj =X+ (¥ —yi) +(z—2)%
Za ovaj sistem (3) odn. (4) od N vektorskih diferencijalnih jednadina drugog
reda, odn. za 3 N skalarnih diferencijalnih jednalina kretanja (5) mogu se u
najopitijern slucaju izvesti samo tri vektorska i jedan skalarni integral (a za
potpuno refenje dinamifkog problema o kretanju N-tela potrebno je 2 N vek-
torskih ili 6 N skalarnih integrala).
U sistemu relacija (2) koje odreduju sile zbcg uzajamnog privladenja po-
javljuju se pored sile F; i sila kojom masa m, privlati telo m;, tj. sila
F. =

Ji

—Fi

ij-

Medutim, kako je p; =gy, bice sile F; i Fj; suprotne, dakle, F;,= —F;, Sto se
slaZe sa tre¢im Njutnovim zakonom, da su akcije t reakcije jednake po veli-
¢ini, pa stoga imamo

FU+Fjl =0

Ako se sad sve sile rastave u takve parove, dobice se sabiranjem svih
N jednaéina (3) po

2. mr,=0. (6)
Odavde se integracijom odmah dobiva
Zm,.r"i-:Zm,.v,.:A. @)

Na levoj strani je koliina kretanja uofenog dinamikog sistema od N-
-tela a desno konstantan vektor, nezavisan od vremena. Ovo je jedan prvi in-
tegral sistema vektorskih diferencijalnih jedna&ina (3), koji kaZe da je kolifina
kretanja uoCenog sistema od N-tela u vremenu nepromenljiva.

Integracijom jednaline (7) dobiva se

2. mr,=At+B, (®)

gde je vektor B konstantan (ne zavisi od vremena). Ovo je drugi vcktorskn
integral problema N-tela koji ima naredno mehani¢ko znadenje.

Kako je
IZmi r,-:mrc,

gde je m=2m, a rc je vektor poloZaja centra mase uolenog sistema, moZe
i
se jednalina (8) napisati u obliku
mre= At + B. 9)

To dokazuje da se centar mase sistema cd N-tela kre¢e pravolinijski u pros-
toru u odnosu na neki nepokretni sistem referenlije.

Diferenciranjem jednadine (9) po vremenu dobiva se

mve=A4 = "CZ%’ (10)
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tj. centar mase sistema od N-tela krec¢e se jednolikom brzinom. Konstante A
i B odreduju se iz pcéetnih uslova i od njih zavisi pravolinijski put centra
mase, odn. njegov poloZaj u prostoru.

Ako se sad jednadine (3) redom pomnoZe vektorski sa r;, na pr. zdesna,
i saberu dobiée se (i#j)

. m; m; m;m;
Sm(rixr)=kt2 2 Pgl(’j—’i)X’i=kZZZ pJ’rjxr,.,
i i P ©7 P

jer je r;xr;=0. Medutim, sad se u zbiru po i na desnc) strani pojavijuju pa-
rovi sabiraka r;xr; i r;xr;, koji se tano potiru, pa se tako dobiva da je

2m(rxr)=2(rxr)-0. )
Odavde se jednom integracijom dobiva

Zmi(r,.xr',-)=2m,.(r,.><v,.)wC, (12)
jer je l
S mrxn) = S r) + S x ) = S mlryx 7).
(A i i i

Vektor C je konstantan u cdncsu na vreme 1 ovo je tre¢i vektorski integral
problema N-tela. Dok su ono pre bili integrali koli¢ine kretanja ovo je sad
integral kinetickog momenta, ali samo prvi, jer drugi u opStem sludaju ne
moZe da se nade.

Ako se stavi
1
- (r; < v) =S8,
2

gde je S; sektorska brzina tela m;, onda se (12) moZe¢ napisati u obhku

22mS,-C, (13)

pa se prvi integral kinetickog momenta zove i integral povrsine problema cd
N-tela.

Ovaj vektor C odreduje, posto je stalan, ravan koja je upravna na nje-
mu 1 koja se uzima da prolazi kroz centar mase uolenog sistema. Ona je
stoga invarijabilna ili Laplasova ravan o kojoj je bilo ranije govora i kod pro-
blema dva tela.

Jednadina te ravni glasi
C-(r—rp) -0, (14)

gde je r vektor pcleZaja ma koje tacke ravni a ro vektcr pclcZaja centra mase.

Najzad, moze se odrediti jc§ jedan, zli skalarni integral problema. Nai-
me, ako se jednacine (3) redcm pomnoZe skelarno sa dr,, dr,, ..., dry i sa-
beru dobiée se

mordr,~ k2SS " (r p) . dr, (15)
i i P
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Ovde se u zbiru na desnoj strani pojavljuju opet parovi sa permutovanim in-

deksima i i j, ali je mym;=m;m; | r,—r;= —(r;—r;), pa stoga imamo, napr.
)2 T ((ry—r)-dri+(r,~r;)-dr]) =k m,:nj (ry—r)- (dr,—dr))
P Py
mm m;m

=k? ‘3 j("j—’i)'d(’/—’i)= —k? 3 jS‘ij‘d?i;

Pij Py

m; m m;m;
= —k? 'ngideij=—k2 '2 Jdpij'

Pij Py

To znadi da se posle sabiranja svih ovakvih proizvoda dobiva

Smrdri=—k*y S
i i J
Leva strana jednadine (15) sa svoje strane moZe se ovako transformisati

.- d .. d
z mi,-‘..dr‘.:;ﬁ(;miri).dri = Et—(zi:m,-v,)-vidt

m;m

dp,;. (16)

2
Py

1
=3 m,-v,-dv,:Zm,v,.-dv‘.:d(z? miv?).
i i i

Desna, pak, strana, kad se uvede (i#j) funkcija sile

U=ikzzz""""f=k2('"""2+m""’+---+'1'i"i" (17)
2 ii Py P12 P13 PN
mymy L My
P23 PN
+ .. +M)
. .. PN-1. N
moZe se izraziti u obliku
mm
i b Py
Na taj nadin se sad jednalina (16) moZe izraziti u obliku
1
d (z Lom, v?)=du,
i 2
odn. posle integracije
Z(—Lm, vf)=U+h,
\2
a to je

. . t . C
Sto je integral energije sistema N-tela, poSto je T=73 ?m,- vi njegova kinetic-
i

ka energija.
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To znadi za problem N-tela postoje 3 vektorska 1 I skalarni integral,
$to nam pruZa moguénost da za 6 N elemenata, potrebnih za potpuno reenje
problema, odredimo samo deser jednadina, a to nije dovoljno ni za refavanje
problema tri tela.

2. Kretanje u odnosu na centar mase. Poremecajne funkcije

PotraZzimo sad obik jednadina kretanja (4) odn. (5) u odnosu na, ne ne-
ki apsolutni sistem referencije, ve¢ u odnosu na centar mase (teZifte) C sa-
mog posmatranog sistema od N tela.

Uzmimo radi toga da su koordinate centra mase C u odnosu na prvo-
bitno dati apsolutni sistem referencije u polu O

re={xc, Ye» ¢}

i neka novi sistem osa CXYZ sa pofetkom u C ima ose paralelne osama sis-
tema Oxyz. Obrazac za prelaz od jednog u drugi koordinatni sistem glasi,
onda, u vektorskom obliku
r,=R;+rc, (19)
odn. u skalarnom obliku
x;=Xi+xc, ¥i=Y+¥y¢, Z=2Z;+zc,

pri ¢emu je R;={X;, Y¥;, Z;} vektor poloZaja tela m, prema novom polu — cen-
tru mase C.

Lako je pokazati da jednadine kretanja (4) odn. (5) transformisane na

nove koordinate zadrZavaju isti oblik (invarijante su u odnosu na ovu trans-
formaciju), tj. izgledaju u vektorskom obliku

d’ R, R,—R
; =k2S m, Lt (20
dr? ; ! H )
odn. u skalarnom obliku
mij;i:kzz mjA,j_3Xi 5
J i
m¥=kes m 22T @1
1 Pij
mfZ.-=kZZ m; Z _32' .
j P

To sledi otuda §to, prvo, sva rastojanja ostaju nepromenjena samo S€ izraZa-
vaju u novim koordinatama

oy =V X=X+ (Y, = Y +(Z,- Z))’

i drugo, §to je s obzirom na veze (19) i relaciju (9)

ri—r=R,—R, i ,=R;.

Prema tome, pofto jednaline kretanja u novim koordinatama zadrZavaju
isti oblik, to ove jednaline relativno u odnosu na centar mase imaju iste prve
integrale kao i one jednadine u odnosu na apsolutni sistem. Samo $to je sad
integral o kretanju centra mase (koli¢ine kretanja), koji naravnmo opet postoji,
identi¢ki zadovoljen, jer se centar mase stalno poklapa sa potetkom i ostaje
u ovom sistemu nepokretan.
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Posmatranje sistema od N tela u odnosu na centar njegove mase je |
od prakticnog interesa. Naime, kako je zbir vektcra poloZaja optereé¢enih ma-
sama nekog sistema u odnosu na njegov centar mase nula, tj.

2.m;R,=0. (22)

odnosno
2m X, =0, 2mY,=0, ZmZ=0, 23)

moZe se izraCunati vektor poloZaja jednog tela, na pr. R, za prvo telo, pa
¢emo dobiti
1
R =-— zmuRu’ (24)

m;

gde se po y sabira od 2 do N. U skalarnom obliku to ¢e biti

1 1 1
Xi=-—~5>mX,, Y =—-—5mY,, le—%—Z mZ,. (25)
m u m ty

Ako se, onda, pomoéu ovih veza iz jednadina (20) odn. (21) eliminiSe
vektor poloZaja R, odn. skalarne koordinate tela m,, dobice se N1 vek-
torska jednadina ili 3 N—3 skalarne diferencijalne jednacine drugog reda po
nepoznatim koordinatama svih tela izuzev fela mase m,, $to znali da za od-
redivanje ostaje 2 N—2 vektorske ili 6 N—6 skalarnih integrala. Tako je pre-
ko odredenog centra mase problem o kretanju N-tela sveden na samo N—1
vektorsku diferencijalnu jednadinu.

Ovih N1 vektorskih diferencijalnih jednadina za relativno kretanje u
odnosu na centar mase C sistema mogu se ovako izraziti (p,,=p,)

d’R k? R,—-R
A:_——S[(m1+m7\)Rx+zmuR“]+k2zmu u3 >, (26)
dr? pa w B Prue
gde se naravno uzima AFp.
Odgovarajuc¢e skalarne jednadine nije te$ko napisati.
Do prethodne vektorske jednaline dolazi se na ovaj nain. Jednadine (20)

se napisu samo za vektore R,, gde je A\=2, 3, ..., N, poi§to se R, eliminige.
Toj jednadini se, kad se izdvoji R, moZe dati oblik
2 R, - -R
dRA:kzml 1 3Rk+kzzmuﬁt__3 )\, (27)
de? oA " P

gde se u zbiru izostavija A=y, ali samo u onim izrazima gde se oba indeksa
javljaju istovremeno. Kad se ovde, na desnoj strani unese za R, njegova vred-
nost (24}, poSto se u tom izrazi izdvoji ¢lan sa indeksom A za sebe i napiSe

m 1
R~—-—"R—-— SmR,
. m, m, u
dobice se

kK2m,[m 1 R,—R
]‘[—-‘ R+R+— 5 m‘,R“]Jrk2 Sm, =5,
gy LMy m, W P

Sto se, onda, lako svodi na (27).
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Ovaj sistem jednadina je nesto sloZeniji cd onog u odnosu na apsolutni
sistem referencije ali ima ona ista tri vektorska integrala 1 jedan skalarni in-
tegral.

Vrlo vazno je sad i pitanje odredivanja kretanja jednog tela sistema od N
tela u odnosu na jedno od njih (na jednu materijalnu tatku, na centar mase
jednog tela).

Na pr., kretanje vef§tatkog satelita u sistemu Sunce, Zemlja, Mesec i
ve§tatki satelit zavisi od toga u odnosu na koje telo cd njih kao osnovno se
sve posmatra. Ako je to Zemlja, onda je to geocentralno kretanje, ako je Sun-
ce, onda heliocentralno. Kad se u prethodnom sistemu uzme za osnovni helio-
centralni sistem, onda nema velike razlike izmedu posmatranja kretanja na
centar mase tog sistema i onog u odnosu na centar mase samog Sunca, po§to
je pomeranje poloZaja teZifta Sunca usled prisustva takvih masa kao $to su
Zemlja, Mesec i sateliti beznadajna.

Novi sistem koordinata uzecemo u centu mase M, tela mase m,, jer to
ni u éemu ne ogranitava opstost razmatranja. Njegove ose M, Exn{ éemo uze-
ti opet paralelno osama apsolutnog sistema Oxyz odn. baricentralnog sistema
CXYZ.

Ako se vektor poloZaja tela mase m, (A=2, 3, ..., N) obelezi M\M, -
o»={&x, M, G}, onda se odmah moZe napisati naredna veza

d 9A=RA“R1:{XA_’X1a YA—YI’ Zl—zl}’ (28)
pa onda
m,p,=m1Rx*m1R1’

i kad se uzme u obzir relacija (24)

(29)

m, ¢,=m, R, + 2 m, R,.
2 N
Medutim, ovde u sumi desno se svakako nalazi i indeks A, pa se nje-
govim izdvajanjem dobiva

m, ¢, =(m; -+ m) R, + Zmu R,. (30)
w

Da bismo sad dobili diferencijalne jednadine kretanja u odnosu na ova-
kav sistem referencije treba jedna&inu (28) dva put diferencirati po vremenu
pa ¢emo dobiti

ZN_% T , 31
dt? dr? dr? D

i ovde sad treba sve izraziti pomoc¢u vektora ¢,. Radi toga se uzme u obzir
da je
R,~—R,=¢,~ . (32)

Desna strana u jednalini (23) moZe se izraziti pomoéu vektora ¢,, ako se
uzme u obzir (28) i1 (32), pa se dobiva

d’R k2 -
b K ke S m, B8
dt Pa u P

Najzad, se relacija (27) napife za R,, pa kako se u zbiru ne nalazi j=1,
moZe se sumacioni indeks oznaliti se p (sabiranje po€inje od 2). Medutim, u
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tom zbiru od 2, ..., N nalazi se i ¢lan sa indeksom A pa ¢emo njega izdvojiti,
jer se inade posle stalno sabira za p#XA. Tako ¢emo dobiti
d*R, k?

1 _ 2 ou
=—mR,+k*3m, —.
dr? P " Pu

Ako se sad ovako izvedene vrednosti unesu u (31) dobi¢e se traZena
vektorska diferencijalna jednaéina u obliku

d: %
d12

_ Vrlo je lako, naravne, sad napisati skalarne jednadine za ove koordinate.
Napisa¢emo u potpunosti samo prvu od njih

(ml-}-m,‘)o;‘-kaZM (u:%—’o_uj)- (33)

Pan Pu

.k
b S e m)E =S m (‘5" E*—%),
2N

" PM& Pu
o k2
Mt M +m)n=--- (34)
P
CA -3 (m +m).) Cl
eA

Pri tome je p,=|¢,| rastojanje tela m, od tela m, (poteg tela m, u od-
nosu na telo m; kao pol)

= VE+ R +8.
Rastojanje izmedu neka dva tela m, i m, bice

ore =V —E)T+ 06, —m)? + (G — G-

Pitanje kretanja jednog tela u problemu N—1 tela u odnosu neko dru-
go telo moZe se interpretirati i na jedan poseban naéin u izvesnim sludajevi-
ma. Naime, ako na neko telo m, osnovno, centralno telo m, ima preteZan
uticaj — deistvo, a dejstva se svih ostalih tela mogu smatrati kao odredeni
poremeéaji, onda se jednaline (33) mogu napisati u drugom obliku koji te &i-
njenice narofito istide.

Tada se izraz za desnu stranu jednadina (33) moZe predstaviti kao par-
cijalni gradijent neke skalarne funkcije poloZaja (u+#A) za vektor

R,=k*2m,R,, (35)
gde je :

Ry=— -t (36)

Pau Pu
I zaista iz
gradg R,=k> 3 m, grady, R,
°

imamo

1 . -
gradp)‘ (__ _ ol 39;4) = Ou 3 Qx _ ﬁl}_ R
Pau Pu Pru Pu
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§to nije tedko pokazati, jer je

-1 -
gradpA — = 9“—-391 )

Pau Pau
a kako je poznato, parcijalni gradijent nekog skalarnog proizvoda po jednom
faktoru jednak je drugom faktoru pa je
9 .
gradg, 2 39“ = gradg, (9l . 9_;) =£‘§ .
Pu Pu Pu

Uvedimo jo3
k*(my +m) = M,,

kao karakteristicnu gravitacionu konstantu za par tela m, 1 m, pa se onda
diferencijalne jednadine (30) mogu napisati u saZetom obliku

a‘o, Mo
7]‘; + T = gradpl R,. 37
U skalarnom obliku prethodne vektorske jednacine izgledaju ovako
- M OR
g)‘ + A3EA =—2 ’
Pa o &
- M, OR
Mt '—As‘m ==, (38)
O
M,%, OR
Lt )‘3 P =2
Pa 0 CA

Funkcije R, zovu se poremelajne (perturbacione) funkcije.

lako je ova teorija od posebnog interesa za proucavanje kretanja veitad-
kih satelita u gravitacionom polju gde ima nekoliko tela, ona je mnastala u
klasiénoj nebeskoj mehanici. Naime. pri proufavanju kretanja planeta uodeno
je da je masa Sunca pretezna i da pri proufavanju kretanja jedne planete os-
talih osam izazivaju &esto samo relativno neznatne poremecaje i odstupanja
njihovih putanja od pravih keplerovskih. Sa druge strane ako neka kometa
dode u blzinu najveée planete Jupitera, onda ¢e naravno glavna privlaéna si-
la biti Jupiter pa njega treba uzeti kao centar u odnosu na koji se kretanje
proucava.

Ne treba zaboraviti da, kad je re¢ o veStatkim satelit:ma, oni mogu da
prelaze iz oblasti preteZne gravitaciie jednog tela o takvu oblast drugog: tela,
pa onda treba u proucavanju kretanja menjati centar referencije.

6 Uvod u astrodinamiku



VII PROBLEM TRI TELA
1. Opste primedbe

Odigledno je dasve ono §to vaZi za N tela vaZi za svako N>2, pa prema
tome, i zZa N=3— za problem tri tela, jer se inafe problem dva tela kao vrlo
vaZan i osoben uvek razmatra posebno.

Medutim, i problem tri tela, zamiSljen naravno kao izolovani sistem,
istile se izvesnim osobenostima i od veéeg je interesa nego opiti problem
N-tela, pa se stoga iz praktinih i istorijskih razloga i on izlaZe posebno.

Ovde ¢e, prvo, za problem tri tela biti izvedene iz opiteg problema
N-tela zajednike osobine, a posebno ée biti istaknuto samo ono §to naroéito
karakterife sam problem tri tela.

Naravno, ne trebg ni naglafavati da se, ponavljanjem opiteg postupka
opisanog pri izvodenju integrala koji va%e za N tela, mogu izvesti i odnosni
integrali tri tela.

Prema tome, ako su data tri tela &ije su
M, mase m,(i=1, 2, 3), vektorima r, u odnosu na
R proizvoljni pol O, tada vektorske diferencijalne
m, jednadine kretanja ta tri tela glase
dr,
dt?

m, =k22m,.m,L’p;—r‘, G j=1,2,3 (1)
i

]
£y gde je, kao i kod problema N tela uopste (sl. 30)

Pu=91i=|’1"i\-

Iz problema N tela proisti¢e da postoje
ova tri vektorska integrala ovog problema

Zmi},=2m, v,= A =const., (2)
r.1 i i

i to je integral kolifine kretanja

Zm‘.r,=At+B, 3

Sl. 30

gde je B=const.. Kad se ovde uzme u obzir da je i sad

d.mr,=(my+my+my)rc=Mrc,
i

82
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moZe se ovaj integral napisati u obliku
Mr.=A4t+B, C)

zbog &ega se zove i integral o kretanju centra mase. On nam kazuje da se
centar mase ova tri tela kree nepromenljivo (jednoliko i pravolinijski) u
prcstoru. Izraz

Zmi(rix v;) = C=const. (5)

je integral kinetickog momenta prcblema tri tela. On se s obzirom na pojam
sektorske (povrSinske) brzine

1
Srz‘z‘ (rixv),

moZe izraziti i u obliku
25mS,=C,
i

u kome je poznat kao integral povrSine.

Konstantni vektor C, odreden integralom povrsine odreduje i ovde jednu
stalnu ravan, recimo, kroz centar mase na$a tri tela, koja se zove kao i kod
problema N-tela i problema dva tela Laplasova invarijabilna ravan.

Osim ova tri vektorska integrala postoji za opSti problem N-tela pa i za
problem tri tela i jedan skalarni integral, tzv. integral energije

3

L S mpp=T=U+h, ©6)
2 =1

gde je h konstanta energije, koja se odreduje iz pocetnih uslova, a

20 e b Q)
iJop

tzv. funkcija gravitacionih sila, pri &emu se u zbiru za i, j=1, 2, 3 svaka
kombinacija pojavljuje samo jedanput, tj. m, m,, ali ne i m,m,.

2. Centar atrakcije

Kako je za svako N
d?r,

i

! dr? i

F,=0.

i
1

m

M=
1Mz

L]

vaZi to i za i=1, 2, 3, pa se onda iz relacije
F1+F2+F3=0’ )

vidi da su sve gravitacione sile u slu€aju tri tela komplanarne (sve su uvek u
ravni trenutnog centra mase).

6*
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Dalje, iz uslova
>rxF,=0,
i

koji takode vaZi za svako N imamo u potpunosti ispisano za i=1, 2, 3
rxFi+r,xF,+r,xF,=0, )

§to uoplte ne zavisi od izbora pola u odnosu na koji se odreduju vektori
polcZaja.

Sa slike 31 koja odgovara proiz-
voljnom rasporedu data tri tela, odmah
je jasno da se dve ma koje od sila koje
dejstvuju na tela m,, m, i my (na pr.
F, i F,) moraju seéi (jer rezultanta te
dve privlaéne sile mora padati u unutra-
njost trougla). Ako, onda za pol uzme-
mo njihovu preseénu tadku A4,a vektore
poloZaja tela u odnosu ba$ na taj pol
obelezimo sa r,, r, i r;, onda mora
biti

ryxF +r,xF,=0,

jer se F, i F, seku u talki 4, a momenti sila u odnosu na neku tatku na
nosalu sile su jednaki nuli. Medutim, kad se to unese u (9) dobiva se
r,xF;=0,

$to znali da ta¥ka A le%i i na treéoj sili F,. Drugim relima, sve tri sile priv-
lacenja (atrakcije) u problemu tri tela prolaze kroz jednu tacku koja se zove
centar atrakcije (po M. Milankoviéu).

Centar atrakcije 4 je odreden si'ama, a centar mase c tri tela raspo-
redom masa i njihovim veli¢inama, pa se moZe postaviti pitanje kad ¢e se
ova dva centra poklapati, tj. kad ée biti

A=C. (10)
U takvom sluéaju, poSto je
m +m,+m,=M,
kad se centar mase C uzme za pol, mora biti ro=0, pa
m r +myr,+myr,=0, am
pa ée zbog poklapanja centra mase C i centra atrakcije A biti
Fi=—-N\r, (*,>0), (12)

jer su vektori poloZaja r,, r,, r, uvek orijentisani od C ka masama, a sile F
su orijentisane suprotno, tj. ka centru atrakcije.

Iz (8) i (11) sledi
Nt n=3Nr=0. (13)
i
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Jedna&ine (11) i (12) proisti€u iz pretpostavke da se 4 i C poklapaju. Ako
se sad jednadine (11) i (13) pomnoZe vektorski prvo, vektorom r,, dobice se

m, (r,xr)+m,(ryxr)=0,

odnosno
A (ryxr)+ 2, (ryxr)=0,

odakle se izvodi deobom druge prvom
2 X
m, my’
Posle vektorskog mnoZenja istih jednalina vektorom r, dobiva se
my(r, xr)+m,(ry;xr,)=0,
A(ryxr)+25(ryxr,)=0,
3to sad posle deobe daje
M
m, m,’
To znadi, ako se u problemu tri tela. centar atrakcije i centar mase
poklapaju, onda vaZi relacija
A A A .
A2 3_p (14)

m, m; m,

gde je n* neka pozitivna skalarna veliina, pa se moZe kratko napisati
p
A=n*m, (i=1, 2, 3) (15)

Nije te¥ko pokazati da ovo rasudivanje vaZi i kad su data tri tela na
istoj pravoj (kolinearna).

3. Egzaktna reSenja problema tri tela

Ako je konstelacija tri data tela takva da se za Citavo vreme kretanja
A 1 C poklapaju, ona se moZe uzeti da je centar mase sistema nepokretan
(jer se inae kreée jednoliko i pravolinijski) i kretanje takva tri tela posmatra
u odnosu na centar mase odn. centar atrakcije. Diferencijalne jednadine kre-
tanja ¢e onda glasiti

d’r, - oy
dr?

m, i (i=1, 2,3) (16)

§to posle deobe sa m; s obzirom na (14) daje

d’r, dv, )
Lol _p2p,. 17
2 di ! a7
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Treba samo imati na umu da, ako se konstelacija uodena tri tela mozZe
menjati, onda n? ne mora biti konstanta veé je funkcija vremena

n?=n(t). (18)

Da bismo dcbili tzv. egzaktna (tacna) refenja naSeg problema podimo cd
onog pocetnog poloZaja koji ispunjava uslov A=C i kad su mase m,, m, i m,
u temenima jednakostraniénog trougla. Pitanje je sad kakve treba da budu
poCetne brzine pa da za celo vreme kretania ostane A=C i konstelacija bude
stalno sliéna pocetnoj. To znadi sistem se ne nmora kretati kao nepromenljivo
kruto telo, ali konstelacija treba da ostane u slinom poloZaju, tj. u prethod-
nom slucaju stalno u temenima jednakostraniénog trougla bilo veceg bilo manjeg.

Taj zahtev ¢e biti ispunjen, ako su:

1/ vektori v, v, i v, poletnih brzina komplanarni i leZe svi u ravni masa
koja je onda nepromenljiva ravan;

2/ vektori brzina svi obrazuju isti ugao sa odnosnim vektorima poloZaja, tj.
X (v, r)=9%=const; (19)

3/ intenziteti v,=|v;| vektora brzina u pofetnom trenutku su proporcionalni
modulima r,=|r;| vektora poloZaja, tj.

Yi_ i = const. , itd. (20)

r, v

Da ¢e, kad su ovi uslovi ispunjeni, postavljeni zahtev biti zadovoljen
moZe se pokazati na naredni geometrijski Laplasov nadin (sl. 32).

Kako su vektori v, v,, v, u po-
detnom poloZaju komplanarni i obra-
zuju isti ugao sa odnosnim vektorima
polozaja, bi¢e poloZaj tri tela posle
elementarnog vremena df odreden vek-
torima polcZaja

r+vde @2n

Tako, ako su m,, m,, m, polo-

Zaji na¥a tri tela u trenutku =0, bice
njihov polozaj u trenutku dr, odreden
vektorima (21) u mi{, mj, m; Medutim,
trougi Cm,mi, Cm,m;, Cm,C; su
St. 32 sli¢ni, jer su na osnovu (19) uglovi

u temenima m,, m,, m, jadnaki a iz

(20) se vidi da su u tim trouglima stranice koje obrazuju te uglove proporcic-
nalne. Otuda se moZe zakljuditi da ¢e radijus vektori koji odreduju ta tri tela
posle vremena df biti zaokrenuti za isti ugao a njihove duZine produZene
proporcionalno. To pokazuje da ée nova konstelacija posle vremena dr biti
sli¢na polaznoj. Nije teSko pokazati da ée sliénost konstelacije ostati oCuvana
i u narednom elementu vremena df, jer su prema (17) izvodi brzina po vre-
menu proporcionalni vektorima poloZaja (potezima). Prema tome, sli¢nost
konstelacije ¢ée biti ouvana u toku kretanja. Uglovi medu vektorima poloZaja
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masa u toku ditavog kretanja ostaju nepromenjeni — isti kao u podetnom
momentu, dok se veliéine vektora polcZaja menjaju, ali ostaju u istoj onoj
razmeri u kojoj su se nalazili u podetku kretanja. To znadi centar mase miruje
(ili se kreée jednoliko i pravolinijski) a konstelacija tri tela se razmesta stalno
taka da ostaje u podetno} konstelaciji, sli€noj konstelaciji.

Dakle, jedna&ine (17) vaZe i posle promene vremena, a razlaganjem
ubrzanja na radijalno i transverzalno, moZe se onda napisati

2 2 2. dr, .
&, (L‘it) rot|r E8 T, (22)
dr? dt dr? dr dt

gde su r, i n, jedinitni vektori u radijalnom i transverzalnom pravcu. Ska-
larnim mnoZenjem jedini€nim vektorima r, i m,, dobivaju se Sest skalarnih
jednadina koje opisuju ovakvo kretanje
2y, do.\?
Ll (—‘P-) -0, (23)
dr? dt

dchi+2d_r’d_£"_

-0. 24
dr? dt dt (24)

1

Kad se, sad, jedna&ina (24) napiSe u obliku

14 G i?_:) _o,
r; dt dt

onda se vidi da za kretanje svakog od ova tri tela vaZi zakon povriina, tj.

do.
r,.z—c&=C,-=const., (25)
dt

gde je C; dvostruka sektorska brzina u poCethom momentu, koja ostaje u
toku kretanja cCuvana.

Utvrdili smo, dakle, da putanje sva tri tela moraju biti sliCne, pa ostaje
samo da se utvrdi kakve su to putanje.

U refavanju ovog zadatka mora se po¢i od neke polazne konstelacije i
LagranZ je utvrdio da se do tacnih (egzakinih) resenja o kretanju tri tela mozZe
doéi, ako su u poletnom poloZaju tri tela:

a) U temenima jednakostranitnog trougla sa stranicama nepromenijive
duzine. To se naziva kruini sluéaj, jer sva tri tela mogu opisivati krugove sa
centrima u C.

b) Na istoj pravoj liniji (kolinearni slucaj).

¢) U homografskom poloZaju, kad je
£ o), 26)
P,-j

(homografski slucaj), tj. kad je razmera rastojanja p, tri tela piema njihovim
rastojanjima pf, u poCetnom poloZaju, neka funkcija vremena. QOvaj sluéaj obuh-
vata prva dva, ali se mi na njemu neéemo zadrZavati.
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Inade u svim drugim sluéajevima je radun vrlo sloZen i ne dovodi do
nekih egzaktnih redenja opsteg sludaja, osim naravno u raznim sluajevima
ogranienog problema tri tela o &emu e kasnije biti redi. ReSenja gornja tri
slufaja poznata su kao Lagranfeva (ili egzaktna) reienja problema tri tela.

KruZni siuéaj tri tela. — Ako se uodi ma koja trouglasta konstelacija
tri tela m,, m,, m, (sl. 33) i stranice obeleZe sa

—_——r ——

a=mymy, b=mym;, c=m;m,, @n

pri éemu je uslov A=C ispunjen, onda se mogu uspostaviti neke veze medu
masama i potezima. Naime, s obzirom da je

m+m,+my=M,
a prema (11) je

mr +myr,+mr,=0,

mogu se iz druge od ovih jednaina, pomoéu
prve, eliminisati redom, prvo m,, pa m, i naj-
zad m; i tako dobiti tri naredne relacije

—Mr =m,(r,—r)+m;(r,—r),

m, —Mr,=m;(ry—r))+m (r,—r,), (28)

SL. 33

~Mr,=m,(r,—ry)+m,(r,—r,).
U kruZnom sluéaju biée
a=b=c=const. (29)

Jednadina (17) se moZe, s obsirom na prvu od jednaéina (28) napisati u obliku

dr, n? n? )
f=—mym,(r,—r)+ I‘W’(msml(’s"’x)' (30)

Fi=m—
ar M

Sa druge strane imamo prema (1)

d*r - 2 k
Fi=m —'=kXSm m Le—m m,(r—r)+—mym (r,—r). (31
1 ldtz Jz 1% p?p C3 1 2( 1 b2 3 l(] i ( )

Ako se napifu jo§ ovakvi izrazi za F, i F,, onda se uporedivanjem koeficije-
nata uz mm,(r,—r), mym(ry—r). i m,m,(r,—r,) dolazi do zaklju¢ka da
mora biti

P , (32)

o, om= (33)
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Ako se )o§ uvedu skracene oznake

2 2
(my+mymy+m3)z
M? S

(m§ +mym, + mf)’/2
E =M,, (34)

2 2
(my +m, m,+ ma)’s
M’ B

onda se, najzad, dobiva

KM, KM, kM,

n? 3 3 T ‘ (35)
L8] ra r
tj. kratko
k*M,
== (36)

ri

Izrazi M, M,, M, imaju dimenziju mase 3to je Jako pokazati, jer je
—=mg 5. 3n

Do ove poslednje veze dolazi se na ovaj nain. Dizanjem svake cd vek-
torskih relacija (28) na kvadrat, uzimanjem u obzir (29) da je a=b =c, dobice
se tri naredne relacije

2 2 2

M?2ri=(my+m,m,+mi)a?
2 2 2. g

M?2ry = (m3+mym, + my) a?,

2 2
M215 = (mi + m, my+m3) @,

a odatle se onda izvode veze (37)
Vrednost (35) za n? uneta u jednacine (17) daje

d*r, r;
;,‘2—:~k2Mi—r?_. (38)

Ova jednacdina pokazuje (vidi cd. III i 1V) da se telo mase m; moZe u
ovakvom slucaju kretati oko centra atrakcije A tako, kao da se u njemu nalazi
masa M;. Prema tome, njegova putanja mora biti neki konusni presek, a koji
(e<0, e=0, e>0) zavisi od pocetnih uslova. Putanje sva tri ova tela su, na-
ravno, sline.
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Kolinearni slu¢aj tri tela, — Neka sad tri data tela m;, m, i m, leZe na

istoj pravoj i neka su tela poredana kao na sl. 34, na pr. sleva nadesno, a
prava orijentisana i odredena jedininim vekto-

e rom i a C neka bude centar mase. Tada ée biti

— —_

. .
za Cm=r;, Cmy=r, 1 Cm,=r,

~.|i | ! ’3_r2=ai’ rl._r}:—-bi=r2—r1=ci_ (39)
ja LE Pri tome su a, b, i ¢ pozitivne veli¢ine (a>0,
Sl 34 b>0, ¢>0) i ne mogu biti jednake, ako se tela

ne poklapaju.
Ako se sad napiSu izrazi za sile F, F, i F,; dobi¢e se prema (30)

n? .
Fl:-;[(mchtm3 bymi,

2
F2=%(m3a—m,c)m2 i (40)

n’ .
F,= —;I-(mlb+m2a)m,t;

a prema (31)
F,:k('ﬁ+ﬂ)m,i,

b
F,=k2(ﬂ3—ﬁ!) mi, @1)
= aZ CZ

e Y LW P
3 bl az v

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuée izraze u ovim jednainama do-
lazi se do naredne tri veze

n? m, m
(myc+mby=-2+-3,
k*M ¢t b
2
n m, m
(mya—m c)y=—2--1, (42)
k2 a2 C2
n? m, m,
(mb+myay=—+—=,
k*M b a
od koiih su samo dve nezavisne, jer se treéa moZe uvek izvesti iz ostale dve.
Stavimo i
a
- = Z, (43)
¢

onda je (vidi 39)
b=a+ec, (44)
pa se moZe napisati
a=cz, b=c(l+2), 4%5)
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pa kad se prva od jednadina (42) podeli trecom dobiva se, u ovim oznakama,
posle krac¢eg racuna

m, 22 [1 — (1 + 2+ m,(1 +2)* (1 =23+ my[(1 + 2)° - 23] =0, (46)

ili kad se ova algebarska jednaCina petog stepena po z razvije i napide urede-
na po opadaju¢im stepenima od z, dobice se
(my+my)22+ (3 m+2my) 24+ (3my+my) 2 — (my+3my) 22 —
47)
-2m,+3m)z—(m,+m)=0.
Ova jednadina cdreduje kako moraju tri kolinearna tela biti rasporedena i u kom
medusobnom polozaju da bi se njihov centar atrakcije poklapao sa centrom mase.

Analizom ove jednadine, poSto znamo da su sve mase pozitivne, dolazi
se do zaklju€ka da ona ima samo jedan realan i to pozitivan koren. Ta vred-
nost z odreduje onda razmeru rastojanja srednje mase od one druge dve krajnje
dok sama apsolutna rastojanja mogu biti proizvoljna.

Uvek je odreden poloZaj srednje mase prema ostalim dvema. pa se za
drugi raspored masa, na pr. m,, my, m, ili my, m,, m, dobivaju druga reienja.

Na pitanje kako se mogu sad kretati ova tri tela, moZe se dati odgovor,
kad se uzme u obzir da je pri rasporedu masa m,, m,, m, sleva nadesno

a=ai, b= —-bi, c¢=ci

(48)

. .

ry=-—nt r==1ni ry=r,t,

pri demu je znak kod r, pozitivan, ako je centar mase sistema izmedu tela
m, 1 m,, a negativan, ako je izmedu m, i m,.
Jednadine (28) pri ovim uslovima postaju (svi vektori su kolinearni)

Mri,=m,c+m,b,
+ Mr,=mya—mc, 49)
Mry=mb+m,a.

Iz ovih jednadina i jedna¢ina (42) dobiva se za masu m, (u prvu od jedna&ina
(42) treba umesto Mr, uneti myc+m,b iz prve od ovih jednalina (49))

k2

mw=_ (’12+ﬁ3) (50)
r, \e?2 b

Kad se odavde na osnovu (45) eliminie b i ¢ | stavi

_my+my (1 +2)] [my (1 +2)* + my]

M , (51)
! M2(1 + 2
gde je M, neka konstanta, koja ima dimenziju mase, dobicée se
2
n = k ?{1, (52)
8]

pa jednadina kretanja tela m, glasi

dzr] _ klei
dr? r13
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i sliéno za ostala dva tela, tj. opet se radi o jednadinama oblika (38)

d*r, r;

One pokazuju da se i u kolinearnom sludaju tela krecu po konusnim preseci-
ma oko zajednikog teZiSta, ostajui stalno na pravoj liniji i prolaze¢i kroz
pericentre 1 apocentre istovremeno.

Za razliku od kruZnog slutaja sad ove ,,fiktivne* mase M; imaju druge
velidine.

Talke libracije. — U onim naroditim sluajevima problema tri tela, kad
postoje egzaktna (partikularna) refenja, moZe se postaviti pitanje poloZaja re-
lativne ravnoteZe jednog od njih u odnosu na ostala dva. Egzaktna reSenja,
medutim, pod pretpostavkom poklapanja centra atrakcije i centra masa, postoje

u slutaju rasporeda tih tela u temenima

m,. L, jednakostraniénog trougla nepromenljive

veli¢éine i u slufaju rasporeda tela na

pravoj liniji pri naroditim razmerama

njihovih rastojanja. Zato, ako se, u tzv.

kruZznom sluéaju, postavi pitanje gde

mora biti telo m;, ako su tela m, i m,

na nckom stalnom rastojanju a, odgo-

a\N vor glasi. Masa m, zauzimace jedan od

dva poloZaja L, i Ly (sl. 35) u teme-

nima jednakostraniénog trougla ija je

stranica a i koji je u invarijabilnoj ravni.

m, m, Ove dve tatke zovu se¢ trougaone tacke

libracije tri tela, a oznaduju se iz isto-

rijskih razloga na pokazani nain prema

imenu Lagrana. Drugim refima, ako

bi se, na pr. neki ve§tacki satelit -na$ao

u odnosu na Zemlju i Mesec kao treée

telo u poloZaju koji odgovara trougao-

noj ta&ki libracije, on bi onda ostao u

nepromenjenom poloZaju prema Zemlji

i Mesecu, tj. teorijski ne bi nikad mo-
gao sti¢i ni na Zemlju ni na Mesec!

L. Pitanie odredivanja tacke libracije

(relativnog poloZaja ravnoteZe) tela m,

u odnosu na tela m, i m,, kad su sva

tri tela na istoj pravoj liniji, zavisi od

rasporeda uofena tri tela. Na pr., ako ih zamislimo rasporedene po i-osi sleva

nadesno, onda ¢emo dobiti jednu talku libracije L,, kad je m, srednje telo. Ako

je telo my levo ispred m, dobice se druga tatka libracije L,. I najzad, ako telo

m, bude krajnje desno — iza m,, dobic¢e se treca tacka libracije L,. Ove tri

tacke libracije zovu se kolinearne, a njihova numeracija, kao i onih dveju trou-

gaonih je uobifajena po dogovoru. Ti polozaji proistiCu iz uslova za poduda-

ranje centra atrakcije i centra mase i otuda se mogu odrediti.

One dve tadke libracije koje mogu postojati u kruZnom sluéaju zovu se
Lagranfeve a ona tri u kolinearnom sluéaju su Ojlerove (Euler).

Nlﬁ

N,p

Si. 35




VIII ASTEROIDNI PROBLEM

Asteroidni problem ili ograniceni problem tri tela je problem u kome tri
tela ispunjavaju narolite uslove, koji omoguéuju da se sam problem uprcsti i
lak3e reSava. Re& je o sluéaju, kad:

a) Dva tela imaju mase M i m, pri ¢emu moZe biti M>m a treée telo
ima, u odnosu na ova dva, malu zanemarljivu, masu p tako da je

MZ>=m>p.

b) Tela M i m se priviate medu sobom i priviate telo po Njutnovom
zakonu gravitacije, ali se uzima da telo zanemarljive mase y. sa svoje strane ne
privia¢i tela M i m i da ne remeti njihovo kretanje. Ovo u izvesnim sludajevi-
ma dobro odgovara stvarnosti, ako se telo . ne pribliZava mnogo osnovnim
ili primarnim telima M i m. U takvom sluaju ¢e se tela M i m kretati pre-
ma Keplerovim zakonima kao dva tela.

¢) Tela M i m se kre¢u oko zajednitkog centra mase pc krugovima je-
dnolikom brzinom (kruni slucaj).

Ovakve uslove priblizno zadovoljavaju asteroidi (planetoidi) u prostoru
izmedu Marsa i Jupitera, kad se njihovo kretanje proudava u odnosu na Sun-
ce 1 Jupiter kao osnovna tela. Stoga se ovakav problem i naziva asteroidni.
Inage je od velikog znacdaja za proudavanje kretanja ve§tatkih satelita u od-
nosu na Zemlju i Mesec kao osnovna tela. Iz op$teg problema tri tela mozZe
se ovaj sludaj izvesti stavljanjem p~0.

Za opisivanje ovog kretanja obino se koristi sistem CXYZ Dekartovih
pravouglih koordinata ¢&iji je pofetak u centru mase C tela M i m (baricen-
tralni sistem koordinata), ali koji se jednoliko obrée ugaonom brzinom n, je-
dnakom srednjoj ugaonoj brzini kretanja tela M i m oko ose CZ.

Dakle,

2
n=—-—-’ ]
- )

ako je T vreme za koje prava kroz M i m izvede punu rotaciju, odn. vreme
za koje jedno od tela M i m obide potpuno oko drugog tela. Pri tome je za

mM=a (sl. 36)
T=27r\/£;—, ?)

93
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gde je univerzalna gravitaciona konstanta h=k2(M +m) (vidi IIl — problem
dva tela). Prema tome je

kY M+m
=
a3/2

)

Ravan CXY se poklapa sa ravni orbita tela M i m, koja se nalaze na
osi CX. orijentisanoj dogovorno cd m ka M. Osa CZ je upravna na ravni
(invarijabilnoj) orbita osnovnih tela i orijentisana je tako da je iz njenog
smera gledana rotacija sistema u direktnom smeru. Osa CY se uzima tako da
sa CX kao prvom i CZ kao treCom osom obrazuje desni sistem. Prema tome,
moZe se pisati

n=nk, 4)

ako su i, j, k kao obino jediniéni vektori ovako uvedenog sistema osa.

b2

sl. 36

Ovaj koordinatni sistem zove se Jakobijev (Jacobi).

Malo telo u se u opitem sludaju nalazi van ravni orbita tela M i m,
ali, ako se nalazi u toj ravni, onda je re¢ o ravanskom asteroidnom problemu.
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Ako se obelezi .
Mu=R, mp=r, Cp=y; (5)
CM—a, Cmi-a,
tada na telo mase p dejstvuju ove sile:

1) Gravitaciona sila od tela mase M

Fo—ieMig
R3
2) Gravitaciona sila od tela mase m
f= —i2TE,
’-3

3) Centrifugalna sila G, usled toga §to se sve posmatra u odnosu na pokretni
Jakobijev sistem, koji se obrée zajedno sa masama M i m oko ose CZ.
Ona iznosi

& n?d?
G=%~ 0=“ d)=pnd,
kad se uzme da je 4 duZina normale spustene iz tela p na osu obrtanja CZ,

d, jedini¢ni vektor te normale, orijentisan od ose CZ ka telu p, V'=nd brzina
(prenosna) obilaZenja tela p zajedno sa sistemom CXYZ oko ose CZ.

4) Koriolisova (Coriolis) sila

K=-2umxy)=2up(vxn),
gde je v= 39 brzina (relativna) tela p prema sistemu CXYZ.
1

Prema tome, vektorska diferencijalna jednadina kretanja tela p, pri
datim uslovima, u odnosu na centar mase C kao pol i sistem referencije
CXYZ glasi

d*y My my,
Y= — kK= R—-k—r+un?d+2u(vxn), 6
-~ . rtuntd+2u(xn) (6)
odn. kad se skrati sa p
2
d—£ = —kZER—rzﬁr+n2d+2(v><n)‘ (7)
dr? R3 r
Medutim, posto je
2
gradk M _ —k2M£ ,
R
2
gradl—‘——'—n= -ksz,
r r

grad —;—nz d*=n%d,
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moZe, kad se stavi

kZM—l—+k2m—l—+~lAn2d2=W, ®
R r 2
da se napise
d?p
— = grad W+2(vxn. 9
dr?

Kad se jo§ uzme u obzir da je

dX dYy dz
={X,Y,Z v={->—, — n={0,0,n
p={ } i dt} { } (10)
W=W(X, Y, Z),

vektorska jednalina (9) moZe se napisati u obliku narednog sistema skalarnih
jednadina

&X_ dY oW
dr? dt 0X’
&£Y . dX oW

+2n== : (1
dr? dt 0Y
@z 0w
dr? 0Z

Sa slike | na osnovu definicije (8) skalara W, posto je
R =(X-a)*+Y2+22, rr=(X+a)+Y+22
bice
wore{Mime L sy, 1Y)
R r 2
Inade, vektorski proizvod v x » moZe se na poznati nacin izraziti pomocu
jediniénih vekora i, j, k osa Jakobijevog sistema i tako odrediti projekcije
tog proizvoda na Jakobijeve ose. Bice

i j k
dX dY dZ dY, dX,
vxn=|{— — —|=n—Ii—-n—1}. (13)
dt dt dt dt dt
0 0 n

Vektorska diferencijalna jednadina (9) ima jedan prvi integral. On se
moZe dobiti skalarnim mnoZenjem obe strane sa

do=vdt

pa se, onda, na levoj strani dobiva

2
do-d-g= vdt-d—!=v-dv=vdv,
dt dt
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poito je
dg dv
d? dt’
Na desnoj strani bice
do- grad W=dW,

jer poslednji &lan otpada poSto je meloviti proizvod sa dva kolinearna vek-
tora uvek jednak nuli.

Na taj nadin se dobiva
vdv=dW,
odnosno

%v2=W+h w-2W+H, (14)

kad se stavi 2h=H.
Iz (14) se vidi da uvek mora biti
2W+ H>0, (15)
posto je v realno pa v:>0.

Medutim, poSto je prema (8) W >0 mora, u sluéaju v=0, konstanta H
biti negativna (H <0). Stoga, ako se konstanta integracije H odredi u tre-
nutku v,=0 i ako skalar W ima tada vrednost W, mora biti

2W,—H,=0=2W,=H,, (16)
ako se uzme H,>0.

Tako se onda, najzad integral (14) moZe napisati u obliku
vi=2W—-H,=2(W-W,). an

Ovaj integral se zove. Jakobijev integral asteroidnog problema, a pozitivna kon-
stanta H, zove se Jakobijeva konstanta. U koordinatnom obliku, s obzirom na
(10), on se moZe napisati

dX\?* (dY\? (dZ\?

— +{— +{—| =2W-H,. 1

(dt) (dt) (dt) ° 1%
Do ovog istog koordinatnog oblika Jakobijevog integrala moZe se doéi

i direktno polszeéi od skalarnih jednadina (11) mnoZeéi ih redom sa d¥X, dY
i dZ i sabiranjem.

U sludaju ravanskog asteroidnog problema moZe se uzeti da se sve od-
vija u ravni CXY (Z=0), koja je onda invarijabilna ravan. Jednaine (11) se
tada svode na

(19)

7 Uvod u astrodinamiku
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pri éemu je sad
R=(X-a)+Y? ri=(X+a)+Y?, W=W(X,Y), (20)
a integral (18) postaje

2 2
(“i":) +(d—Y) _2W-H,. @1
dt dt|
Povr§ nulte relativne brzine tela ¢ u odnosu na sistem referencije CXYZ tj.
2W=H,, : 22
ilt u eksplicitnom obliku
2k? M + = tle@erry-H, (23)
VX ~a)* +Y2+Z2 V(X+a) +Y2+Z2] 2

zove se Hilova (Hill) povrs. To je algebarska povr§ simetriéna u odnosu na
koordinatne ravi CXY i CXZ. Ona deli prostor na oblasti 2W > H,, u kojima
je kretanje tela p moguée i oblasti 2W< H,, u kojima je kretanje tela u ne-
mogucée.

Kad je re€¢ o ravanskom problemu (Z=0) tada nultoj brzini odgovara
Hilova kriva nulte brzine, &ija je jednacina

2%? M PR R YY) H, (24)
VX=ay+7Y: Y(X+a)y+7?] 2

koja je simetri¢na u odnosu na osu CX. U ovom slucaju kriva (24) odreduje
u ravni oblasti mogueg i nemoguceg kretanja tela p.

Polje skalara W, tj. porodica Hilovih povr§i, odn. Hilovih krivih za ra-
zne vrednosti konstante H, nas ovde podrobno ne interesuje pa se na tome
neéemo zadrZavati.

Prema teoriji egzaktnih reSenja u problemu tri tela, u sluaju ravanskog
asteroidnog problema postojace samo kruZno i kolinearno egzaktno re$enje ho-
mografskih refenja nema. U kruZnom sluéaju je raspored tela u temenima
odredenog relativno nepromenljivog jednakostraniénog trougla, pri &emu telo
¢ ne menja svoj poloZaj relativno prema telima M i m (M>m>y). U ko-
linearnom slu¢aju pak re¢ je o odredenom stalnom relativho nepromenljivom
rasporedu na jednoj pravoj liniji.

Prema tome, telo p ¢e biti u kruZnom sluéaju u ravni CXY (C je teZi-
§te tela M i m) u relativnoj ravnoteZi prema M i m u temenima L, i Ly je-
dnakostraniénih trouglova (sl. 37), {ija je stranica Mm=a=a,+a, pri ¢emu
su koordinate tih talaka (v. i sl. 35)

a-a V3
i el O
a,~a V3
X$= 22 l, Y5=——2-—a.

Te dve talke su LagranZeve tafke libracije asteroidnog problema.
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U kolinearnom slutaju, medutim, kako smo videli u problemu tri tela
(i u asteroidnom) mogu postojati jo3 tri relativno ravnoteZna polozaja L,, L,,
L, na pravoj kroz M i m, i to prema orijentaciji X-ose, dobiée se tatka L,,

v L

Si. 37

ako je treée telo p izmedu M i m, ako je nade telo p desno posle m imamo
tatku L,, i najzad, kad je telo p levo ispred M tatku L,.

Ove tri tatke su Ojlerove ta&ke libracije.



IX NEKE OSOBINE GRAVITACIONOG PRIVLACENJA MEPU
TELIMA. SFERA DEJSTVA

1. Njutnova sila kojom homogena sferna ljuska i homogena lopta
priviae materijalnu tatku

Neka je data homogena sferna ljuska sa centrom u O, poh;preénika a
(sferna ljuska je deo lopte izmedu dve koncentri¢ne sfere ne velike razlike

medu polupreénicima) i jedini¢ina masa m=1 u tacki P (sl. 38). Neka AS,
bude tipski element povrine sferne ljuske koja ima stalnu povriinsku gustinu

z

(

sk, 39

sl. 38

(o, =const.). Tada je zakon dejstva elementarne Njutnove sile AF, u tagki P
koja potiée od elementarne mase o;AS; u ta&ki @ kao centra privladenja
k*a,A S,

prema (III, 6)
k*eAS,
a*+z2—2arcosd,

AF'= = -
r?

pri &emu je 8, ugao koji obrazuje poteg OQ sa z-osom, OP=z, PQ=r,. Ova
sila (sl. 39) je orijentisana duZ PQ od P ka Q. Medutim, zbog simetrije raspo-

100
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reda mase, sila kojom sferna ljuska priviagi uvo€enu jediniénu masu ima ak-
tivnu komponentu samo u pravcu normalnom na osu Oz (osu od O ka P)
pa se moZemo ogranifiti samo na elementarnu komponentu AZ,, odn. i na
ukupnu komponentu Z sile u pravcu z-ose. Kako je kosinus ugla OPQ kod
P u trouglu OPQ odreden obrascem

cos({OPQ)z.z_:_a_c_o_s.__sl .

Ty

Ukupna sila privlacenja za celu sfernu ljusku bi¢e onda

Z-ko, j‘f( (acos §—-2)dS . (1
a
K

2 4 z2— 2 ar cos 9)

Radi izraunavanja ovog dvostrukog integrala upotrebi¢emo sferne polarne
koordinate ¢ i & (p=a=const.), pri emu je § ve¢ uvedeni ugao i odgovara
prema uobiCajenoj definicji tzv. polarnom ugaonom rastojanju. Tada se za
element povr§ine dobiva

dS=a’sin%dedd,
pa ¢e biti

n 2n
Z=kzaa2[ (acos & —2)sin 9 dopd9
o (@®+2*~2arcos )
o0

=2k ng azf(aCOSa—z)sin.‘)d«‘)
! (@*+2%2azcos 9): )

Pre_ostglu integraciju najlakSe je izvesti, ako se kao promenljiva uvede r (ra-
stojanje od P do tatke Q na povrsi ljuske) jer je z ovde nepromenljivo, i
napise

r’=a?+42"—2azcos ¥ =(acos 9~ z)?+ (asin 9)?,

odakle je
rdr=azsin9d$
i
’ 2_ 2
acosd—z= _r_’lz__a_’
22

i tada se prethodni integral moZe napisati

© z+a
(acos9—z)sinddy 1 f 1+22—azdr
(a*+ 22 - 2 azcos9)*- 2 gz? ( r )
[ iz—a]

1 [ 22-g¥]ete
2 az? r ‘,_,,’|
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jer za 9=0 imamo r=|z—a|, po§to je r kao rastojanje pozitivna velidina.
Na taj nalin se za z>a (|z—a|=z—ad) dobiva najzad

k*-dnde, _ K'm,

A = . 2
gde je m, =4 na’c, celokupna masa ljuske.
Za z<a (|z—aj=a—z) dobiva se
Z=0. ()

Prema tome, homogena sferna ljuska priviaéi spoljaSnju materijalnu tacku
kao da je Citava njena masa u njenom centru, a uopite ne privladi materijainu
tatku koja se nalazi u njenoj unutrasnjosti.

Njutnova sila, kojom homogena lopta polupreénika a privlali jediniénu
masu na rastojanju z#a od centra lopte moZe se odrediti na naredni nadin,

Neka clementarna masa oAV (o je prostorna gustina lopte) u tacki
0 (p, @, 9) lopte privladi jediniénu masu (m=1) u talki P (z, 0, 0), gde su tatke
odredene u sfernim polarnim koordinatama (za taku P poteg p=2z), pri femu
je z=const., tada je

k*cAV

—pz+zz—2pzcos3’

AF=

klc(z—psin®)AV  k2a(pcos¥—2z)AV

AZ= - .
(p*+22—2pzcos 9)2 (p*+22—2pzcosd)h

Tako se najzad za silu privlaenja dobiva

a ©® 2w

Z=k2“ff (pcos®—2z)p?sinddpdepdd
(e +2*~2pzcos §)*2
0 00

. a n 2r .
=k26fpzdp (pcos&—z)smsdq;d.‘),
(e +22-2pzcos 9)'s
0 0

[
jer je
dV=p?sinSdpdod?¥.
Kad se ovde izvode integracije po ¢ i 9 na slitan nalin kao u prethodnom
zadatku za ljusku, dobiva se

T 2n
f (pcosp—2)sinddodd =~ m v 22— p? ]=+°
(e +2*—29zcos )’ p2? u

4)

120l
gde smo sad, da bismo istakli da je p promenljivo od 0 do a, stavili
wW=p2+22-2pzcos 9.
Za z>a, dakle, |z—p|=z—p, dobiva se

2_ o2 p+e
LG PO =_ﬁ, (5)
pz? u —o 22
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pa ostaje jo§ samo integracija po p Sto daje

2 . 2 4 2
zZ= —k—247wf|p2dp=—£—-na-"c=— Kmy
z
)

2

z22 3 z?

gde je sad m,=—:—na’o celokupna masa lopte.

Prema tome, i masivna homogena lopta priviali spoljadnu materijalnu tadku
kao da je njena celokupna masa smeStena u centru lopte.

Medutim, kad se traZzi Njutnovo privladenje materijalne tatke koja se nalazi
unutra u lopti u ta¢ki P (0< z < a) rastavicemo odredivanje integrala (4),
podto p nije konstantno ve¢ se menja od 0 do a, na dva dela — na integra-
ciju od 0 do z—¢ i na integraciju od z+¢ do a, pri &emu je ¢ proizvoljno
mali pozitivni broj. Tada je za sve vrednosti p<z—e sigurno |z—p|=z—p pa
se za taj deo integrala (4) dobiva opet vrednost (5).

Sa druge strane za p>z+¢ bife |z—p|=p—2z i integral (4) se svodi na
nulu. Prema tome, biée sad

z—t

2 2 4
Z(e)=——k—47wjv pzdp=—£-——1t-(z—e)3c,
z2 z2 3
°
§to za ¢ — 0 daje

2 4 2

R )
z2 3 z?

. 4 .
gde je m,= 3 7t z3 ¢ ‘masa lopte polupreénika z.

To znali, da na neku unutrasnju materijalnu tacku homogene lopte opet
dejstvuje sila iz centra lopte, ali ovoga puta kao da je u njoj koncentrisana masa
samo one unutrasnje lopte koja ne obuhvata datu materijainu tacku.

Kad je masa celokupne homogene lopte polupretnika g, moZe se masa
m, lopte polupreénika z<Ca izraziti obrascem

23
m,=—m,,
a3

pa ¢e Njutnova sila privlatenja unutraSnje tatke homogene lopte biti

k2
Z=—-—mz=1\z, ®)
a3
k? . .
ako se stavi A= - m. Kako je A=const., vidi se¢ da je privladenje homo-

a
gene lopte u unutrasnjoj tacéki proporcionalno rastojanju tacke od centra lopte.

2. Sfera dejstva

Posmatrajmo sistem od tri tela, &ije su mase M, m i p, pri Cemu je
M>m>p a koja su u onoj ravni koju osnovna tela M i m odreduju kao
Laplasovu invarijabilnu ravan (kao u slufaju ravanskog asterordnog problema),
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Kao primer mogao bi posluZiti sistem Sunce, Zemlja i neki Zemljin vestadki
satelit (sl. 40). Pri tome osnovna tela M i m ostaju na stalnom rastojanju

Mm=d (Mm=d).

Na kretanje tela p (veitalkog satelita) u
odnosu na telo m (Zemlju) dejstvuje, onda, ak-
tivna gravitaciona sila F,, tela m

F,- —kZ";—fo, ©)

i kao poremecajna sila P,,:gravitaciono privla-
Cenje Fy, tela p od swrane tela M (Sunca) i
centrifugalna sila G koja dejstvuje na p usled
obrtanja sistema oko centra mase C. Inade cen- sl. 40

tar mase ovog sistema se podudara sa centrom

mase osnovnih tela M i m [zbog malosti mase . To nam, onda, prema
ovde, na sl. 37, uvedenim oznakama, daje

Pm=-kz—M_*‘r+k2%:—‘(r—¢)=—kZMp[L—i]. (10)

r roda

Da je vrednost pomenute centrifugalne sile zaista odredena obrascem
Myu
— k2 ~(r —
G=k 7 (r-o), (11)

moZe se pokazati na ovaj nadin.

Okigledno je da se gravitaciona sila kojom masa M priviadi sistem tela
m i u uravnoteZava centrifugalnom silom koja dejstvuje na ta dva tela usled
njihove zajedni¢ke rotacije oko C.

To znadi mora biti

_kz.gn._%*;)y.(r—o)+(m+g)nz-5r_n’=0, (12)

gde je uzeto da se centar mase tela m i g, s obzirom na neznatnu veliCinu
mase p prema m, ne razlikuje od centra mase samog tela m i gde je n sred-
nja ugaona brzina.

Medutim, zbog nepromenljivosti rastojanja Mm=d izmedu tela M.i m,
centrifugalna sila koja dejstvuje na m, usled rotacije sistema, mora, i za sebe,
biti jednaka po velidini a suprotna po smeru gravitacionoj sili kojom masa M
privia¢i masu m, tj.

= Mm
} 2 -
mn*-Cm=k 3 (r—9).

Kad se to uzme u obzir i unese u (12) dobite se (11) §to je i trebalo po-
kazati.

Prema tome, vidi se da je centrifugalna sila G jednaka sili kojom bt
telo M priviadilo telo p u polozaju m.
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Na slitan natin se zakljuduje za slu¢aj kretanja tela u u odnosu na telo
M, da na naSe telo p dejstvuje, prvo, aktivna sila privialenja od tela M

FM= __k2____," (13)

a zatim i poremecajna sila, odredena i ovde sli¢cno kao i u prethodnom slu-
&ju relacijom

e —kemul . 4 .
Py= kmu[P,de,]- | (14)

Sfera dejstva (1alnije oblast dejstva) ili gravitaciona sfera nekog nebeskog
tela definife se uvek u odnosu na neko drugo nebesko telo i to obi¢no veée
od uolenog tela. Tada se pod sferom dejstva razume ona oblast u kojoj gra-
gravitaciona sila uolenog nebeskog tela prevazilazi poremedajnu silu onog
drugog nebeskog tela. Tako je, na pr., za telo m u odnosu na telo M to
oblast, gde je

P,<F,, odn. fﬂ<l,
m
ako je P, =|P,|, a F,=|F,|. Oblast dejstva tela M u odnosu na telo m bice
odredena relacijama

P
Py<Fy, odn. ~X <1,

M
gde je sad Py =|Py| 1 Fp=|Fyl.
Prema tome, na granici oblasti dejstva tela m i M mora biti

Pu_Pu

s

F, P,
odn. §to je podesnije za raCunanje

P’ _Pu’

, 15
Y (1)

i to odreduje jednainu graniéne povrdi izmedu obe oblasti dejstva.

Da bismo ovu uslovnu relaciju napisali eksplicitno, jer ona nam daje
vezu izmedu r, p=|g|, d, m i M, treba, prvo, uprostiti izraze za poremeéajne sile.

Pri tome je
r dF 1 1 2cosf
ERT -d‘+r‘— d*r?

>

jer je r-d=rdcosp (sl. 40). Sa druge strane biée

¢ dF 1 1 2cosa
St = ==+—+ ,
p dJ d4 p4 dZPZ

jer je p-d=pdcosa,
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Ako se ovo unese u (15) i skrati §to se moZe skratiti, dobice se

2 1 2 1
p‘_Al_ l_+__.2_c9_EE_ =r4.'_n__. ,_1_+__.++2cosa , (16)
m2 d} r‘ d2 92 M2 d4 p‘ dz Pz

. . m .
ito, kad se uvede razmera masa m i M, tj. —A}=v, daje

94(_L+_1__.2_c_oi‘_3_)=r‘v4(_1_.*.—!--{-2008“)_ (17)
d4 r4 dzrz d4 P‘ dz pz

Za odnos masa Zemlja-Sunce bice v=—~—1————w0,000003 a za Mesec-
333000

~Zemlja v= 15m0,0123.

Medutim, kako je p znatno manje od d, tj. udaljene tela p od tela m
mnogo manje od rastojanja dva osnovna tela m i M, §to je po pravilu slu-
-&aj kod vectalkih satelita, bice razmera A=—S—mala po veli¢ini. Stoga je ko-
risno uvesti je u radun, jer se svi njeni stepeni vi§e od prvog mogu u podes-
nom trenutku zanemariti.

Prema tome, moZe se napisati

_l_+_l____2.£°_s;“=_l(1-2Azcosoc+A‘). (18)
d* P‘ dzpz P‘

Osim toga, da se oslobodimo dva ugla « i § i radun svedemo samo na
Jjedan, napr. «, uzeéemo u obzir (sl. 40) da se moZa napisati '

2cosf  2rcosfB _2d+pcosa _21+Acosa

(19)
d*r? d*p d*p’ dr’
'Sa druge strane primenom kosinusne teoreme dobiva se
r’=d*+p*+2dpcosa=d*(1+2Acosa+A?). (20)

“Odavde se, onda, razvijanjem u red po stepenima od A dobiva

3
lj=r-3=d“3(l+2Acosa+A2) 2
r

=d'3[l—3Acosa+—3—A2(5cosza— )--- -];

—1;=r“=d"‘(l +2Acosa+A%)-2
r

=d-*[l -4Acosa+2A%*(6cos’a—1)~ -]
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Da bismo sve ovo uprostili i do$li do nekog preglednog obrasca izvel-
éemo jo¥ neke transformacije. Prvo, leva strana jednagine (17) moZe se s ob-
zirom na (19) i (20) napisati

4 4 3
—p-—[l +d——2 ‘—1—(1+Acosa)]=
d* rt r

=A‘[14+(1+2Acosa+A%)-2—
—~2(1+ +Acosa)(1+2Acosa+ A2)-37].

Kad se izraz u uglastoj zagradi razvije u red po stepenima od A, do-
bice se
A*[(1+3cos?a) A2+ (- --)A3+ -],
odnosno
AS[1 4+ 3cos?a+(--)A+ -]

Ako se sad u uglastoj zagradi zanemare svi ¢lanovi sa A, koji su mali u po-

redenju sa 1+ 3 cos?a, dobie se na levoj strani

AS(1+3cos?a).
Izraz

4.4
,4v4(_1_+i+ 2c°S°‘)='—"—(1 +2A%cos a + A,
‘0 d?p? o

pak na desnoj strani od (17) s obzirom na (18), kad se opet zanemare ¢&la-
4
novi sa A, postaje —}—, odn. posto je po pretpostavci racd, taj izraz se moZe
P

izjednaditi sa

Kad se sve to unese u (17) dobite se

vt ' v2is
AS(1+3cos?a)=—, odn. A=— "
A4 (1 + 3 cos?a)'/?®

Na kraju, kad se sve vrednosti unesu eksplicitno, imamo

p=d$\/@Y(l+3cosza)‘°-’. 21

Jasno je da povr§ odredena i polarnim koordinatama p i a« prethodnom
jednatinom nije sfera. Maksimalna vrednost od 1+3 cos?a je 4 ito sa a=0
i a=mx, pa je tada

4-01-0,8705.

Minimalna pak vrednost od 1+ 3cos?a je 1 ito za a=12t— i a=321:—, pa je

onda
I-%t=1,
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Prema tome, povr§ odredena jednalinom (21) je spoljostena sfera (La-
plasova sfera dejstva), ali je obrtna povr§. Njeno suZenje na praveu Mm iznosi
oko 13% od polupreénika, pa kako se smatra da to nije veliko odstupanje
obi¢no se raluna da je ta povr§ pribliZno sfera i da njen poluprednik iznosi

S _““m \ 2
p=d \/ (—A?) . (22)
Presek te prave povr$i sa ravni
M, m, p pokazuje slika (41) jale izvu-

tenom linijom.
Poluprednik sfere dejstva Zemlje

u odnosu na Sunce izratunat iz jobras-

ca (22), kad se uzme za rastojanje

Sunce-Zemlja (astronomska jedinica AU)

149,5.10°km daje 923000 km. Polu-

prednik sfere dejstva Meseca prema

Zemlji, izralunat iz (22) za srednje ra-

stojanje jednako 384 400 km Meseca od

d Zemlje, iznosi 66000 km. Iz ovih izla-

ganja se vidi da se polupreénik ove

M sfere dejstva nalazi u izvesnim grani-
.41 cama, jer i tako nije re¢ o pravoj sferi.

: Ovde ¢emo stoga zbog aktuelnosti u

savremenim kosmitkim istraZivaniima navesti tablicu najmanjih i najvecih
vrednosti tih poluprednika izrafenih u tzv. astronomskim jedinicama i to za ne-
koliko planeta u odnosu na Sunce i Mesec u odnosu na Zemlju prema Du-

bosinu

Pmia Pmax
Venera 0,00409 0,00415
Zemlja] — Sunce 0,00610 0,00631
Mars 0,00350 0,00422
Mesec — Zemlja| 0,00042 0,00047

Odavde se odmah vidi da poltipreénik sfere dejstva Zemlje u odnosu na
Sunce leZi izmedu 912000 i 942000 km, da polupre¢nik sfere dejstva Meseca
u odnosu na Zemlju leZi izmedu 63000 i 70 000 km.




X KOSMICKE BRZINE

U savremenim kosmi¢kim istraZivanjima se pod pojmom kosmitke brzine
razume:

1) Brzina obletanja oko Zemlje po kruZnoj putanji, tzv. krufna brzina,
poznata i pcd imenom prve kosmicke brzine

2) Brzina kojom treba izbaciti neko telo da bi se ono otrglo od Zemlje,
oslobodilo od njene gravitacije, tzv. brzina oslobodavanja ili karakteristicna br-
zina, poznata i pod imenom druga kosmiéka ili paraboliéna brzina.

3) Brzina kojom treba izbaciti neko telo sa Zemlje da bi se otrglo ne
samo od Zemlje veé i c¢d Sunca i otiflo u na%u Galaksiju. To je treda kosmi-
¢ka ili hiperbolifna brzina.

Nije potrebno posebno naglalavati da sve ovo vazi i za brzine u odnosu
na druge planete kao polazna tela pa i na druga nebeska tela uopste.

Primera radi pokazaéemo odredivanje potrebnih relacija za slu¢aj, kad je
Zemlja polazno telo, iako se to, naravno, mcZe pokazati i za svako drugo telo.

Ako se masa tog centralnog tela, napr., Zemlje, obeleZi sa M, a masa
tela, &ije se kretanje u odnosu na Zemlju posmatra, obeleZi sa m, onda je
Njutnova sila F kojom telo M priviadi telo m odredena izrazom

Mm
F= -k~ (1
P

gde ¢ obelezava vektor poloZaja tela m prema telu M, tj. gde je p=/\7r2. Iz
relacije (1), s obzirom na drugi Njutnov zakon, vidi se da je veli¢éina ubrzanje
w koje izaziva telo M svojim privladenjem tela m odredena sa

kXM A
W= ) =-—, 2)

p?
gde je, kao i ranije, A =k2 M, karakteristicna gravitaciona konstanta tela M.

Neka je M masa Zemlje, ¢&iji je polupreénik R=6370km, tada ¢ée na
povr$i Zemlje (odn. nedaleko od nje) biti

—=g, (3)

gde je g ubrzanje Zemljine tefe na povr$i Zemlje koja se ovde smatra prib-
liZno loptom. ‘

109
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Prva kosmitka brzina. — Do kruZne brzine se moZe doéi ovakvim raz-
mi¥ljanjem. Na telo m koje se kreée brzinom veliine v po krugu polupredni-
ka p dejstvuje centrifugalna sila F, ¢ija je velifina odredena obrascem

mv2
Fe= 4
P

Ako takvo telo m obilazi po krugu oko Zemlje, ali u njenoj blizini, tako
da se moZe smatrati da je polupre€nik putanje dovoljno pribliZzno jednak po-
lupreniku Zemlje R, bice tada

2

v

ako se odnosna brzina kruZenja obeleZi sa v,,.
Na telo m pri tome dejstvuje i Zemljina teZa i telo ima teZinu
Fg=mg. )

Kako pri kruZenju oko Zemlje telo m ostaje stalno na istom rastojanju
od Zemljinog centra moraju se centrifugalna sila 1 Zemljina teZa uravnoteZa-
vati i biti jednake po velidini, a inafe su suprotnih smerova, tj. mora biti

FC FG’
§to, posle skra¢ivanja sa m, s obzirom na (5) i (6) daje
2
k*M
—vg—‘-g = Vm =gR=

R R’

odnosno .
kM A
"ox=m=\/—R—=\/§‘— ¢

Na taj nalin je veli€ina prve kosmike brzine odredena ovim obrascem

Dalje, ako je 0 — ugaona brzina kruZenja tela m bice
voaneo’
pa se, s obzirom na (7), moZe napisati
: k*M
R, EE,
odnosno
: KM
LS @®

Pitanje znaka ispred korena, ako je to potrebno, moZe se utvrditi iz sa-
n:ih uslova zadataka i smera obilaZenja.

Ostaje nam jo§ pitanje odredivanja kruZne brzine na nekom proizvolj-
nom rastojanju p od centra Zemlje. Ako se ubrzanje Zemljine teZe na takvom
rastojanju obeleZi sa y, ono se moZe odrediti na osnovu Njutnovog zakona,
po kome se gravitacione sile (pa i gravitaciona ubrzanja) odnose obrnutc kvad-
ratima rastojanja, tj. bice

T-= > y=E | ©)
g
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Posle toga samo ponavljanjem prethodnog razmilljanja za kruZnu brzinu.
na rastojanju p, dobivamo

Vo, =Vvp = \/% (10)-

Druga kosmitka brzina. — Da bismo odredili drugu kosmi¢ku brzinu v,,
po veli€ini, postavimo prvo pltanje do koje se visine H nad Zemljom (maéc
se isto tako postavlja pitanje i za druga nebeska tela) dospeti telo izbadeno
potetnom brzinom v, vertikalno naviSe (vertikalni hitac) Ovo pitanje se pos-
tavlja i u nastavi fizike u srednjoj 3koli, ali samo za male visine, kad se moZe

smatrati da je ubrzanje Zemljine teZe stalno.

Ovde se postupa na ovaj nafin. Znamo da u polju gravitacione sile po-
stoji integral energije (III), koji kaZe da je promena kinetitke energije jednaka
radu sile koja dejstvuje na odnosnom pomeranju, tj. da vaZi

my? mvg
22 Y 1y

ako je v, brzina izbacivanja, v dost‘gnuta brzina, a U obavljeni rad. Sila X,
koja dejstvuje na izba&eno telo, iznosi na geocentralnom rastojanju x

2

x2
Elementarni rad sile X bi¢e onda

Xdx= —mgR*— dx
x2

Ukupan rad U na putu duZine H od povrsi Zemlje, tj. od R do p(H =p—R)

bige
4 : 1P 1o
=fde= -mgmff’-‘=—mgm BLE g —ngZ(-—-—). (13)
x? X {r R P
R R

Pri dostizanju najveée visine H nad Zemljom brzina postaje jednaka nuli v=0,
pa s obzirom na (11) i (13) imamo

odnosno
2 1 1
y =2gR2(————) 14)
o z ) (

gde je ovde p najveée dostignuto udaljenje raunato od centra Zemlje.
I sad, kad se za p stavi R+ H i sratuna dobiée se
vz _ 2gHR

kao obrazac, koji cdreduje potrebnu brzinu izbac'vanja v, da bi se dostigla
visina H nad Zemliom



112 Tatomir P. Andeli¢

Ako je, medutim, re€ o brzini oslobodavanja, tj. drugoj kosmitkoj, treba
zahtevati moguénost da telo ode u beskonanost (p — ), pa se onda iz (14)
dobiva za brzinu oslobodavanja v,

via=2gR, = v,,=V2gR=}2VgR=v, V2. (16)

To znali, druga kosmicka brzina (paraboli¢na, karakteristi¢na) dobiva se
od prve kosmicke brzine mnoZenjem V2. \
Pitanje odredivanja kruZne i paraboliéne brzine je u potpunosti regulisa-

no teorijom ogranidenog problema dva tela (IV). Tako je, napr., iz (1V, 39)
odmah jasno da ée u sluaju parabole, kad je a= oo biti

2 an

a to je, onda, paraboli¥na brzina za tatku na geocentralnom rastojanju p tj.
brzina dovoljna za oslobodavanje izbadenog tela. Za p =R, dobivamo

p%
v02=\/—R¢=V2gR.

KruZna brzina se iz (III, 39) dobiva, kad se stavi p=a, jer u kategoriji
eliptiénih putanja je i krug, a p oznalava poteg clipse. Tako se za kruZnu
brzinu ma na kom geccentralnom rastojanju a dobiva

=V

3to za a= R daje obrazac (7).
Brzina oslobodavanja tela izbadenog sa Zemlje iznosi 11, 19 km/s, a na-

redna tablica ¢ée nam prikazati ubrzanje Zemljine teZe i brzine v, kruZenja na
raznim visinama H iznad Zemljine povrii.

H/km y/ms—? Vo/kms 1
o | 9810 7,91
100 9,489 7,84
200 9,201 7.78
300 8.947 773
400 8,679 7,67
500 8,419 7,61
1000 7,321 7,35
2000 5682 6.9
5000 3,080 592
10000 1,484 4,93
100000 0,035 1,94

Treéa kosmitka brzina. — Do trece kosmiCke brzine, odn. do hiperboli-
<ne brzine, moZe se doéi narednim razmiiljanjem. Pre svega pitanje odrediva-
nja tre¢e kosmi¢ke brzine nalazi se donekle u okviru ograniéenog problema
tri tela (asteroidnog problema).



Uvod u astrodinamiku 113

Neka sad v,, oznatava brzinu kruZenja Zemlje oko Sunca, a v,z brzinu
oslobodavanja od Sunéeve gravntacne sa putanje oko Zemlje nekog tela koje
inade nije u polju Zemljine gravitacije. Tada je, kako znamo

Vez=29,8km/s; v,;=v,z/2=42,14km/s. (18)

Ako za masu Zemlje zadrZimo oznaku iz ovog odeljka M, a masu Sun-
ca ovde obelezavamo sa M,, pri ¢emu je, kako znamo, M, =333 000 M, onda
ée polupreénik Zemljine sfere dejstva (gravisfere) u odnosu na Sunce biti

5 M 2
=d+/{—) ~923000km, (19)
P M
1

gde je d=149,5.10°km rastojanje Sunce — Zemlja.

Uotimo jo§ i onu brzinu (kao skalarnu vrednost) koju treba dodati br-
zini kruZenja v,, oko Sunca na nivou Zemljine putanje da bi se dostigla br-
zina oslobodavanja od Sunca v,, i obelezimo je v,5, pa ée biti

Vos =Vpz —Viz= iz (V2 — 1)= (42,14 - 29,8) km/s = 12,34 km/s. (20)

Ovo naravno vaZi, ako se pretpostavi da se izbacivanje obavlja ta&no u
pravcu i smeru kretanja uofenog tela, odn. Zemlje oko Sunca, tako da se u
potpunosti iskoristi brzina kretanja oko Sunca kao prenosna brzina.

NapiSimo zakon energije (III, 15) za Zemlju kao centralno privla¢no telo
(ovde m, = M) i skratimo odmah sa masom m projektila — tela koje se izba-
cuje, pa ¢emo dobiti

2k2M
y-= +H,
14
gde je stavljeno 2_’1 =H.
m
Ovaj izraz se moZe doterati lako na naredni oblik
2
v2=g—k——?—p—+H=ZYp+H. @21)
Y

U ovom integralu potrebno je sad odrediti vrednost konstante 1ntegrac1-
je H za odredeno mesto i brzinu na tom mestu. Uc8i¢emo mesto na granici
sfere dejstva Zemlje, gde je brzina radunata u odnosu na Zemlju v, jer se sve
razmatra prema Zemlji, Tako se onda iz (21) mcZe napisati za H

H=vls—2vp. (22)

Kad se uzme vrednost za y iz (9), dobice se

20 = 28R 0,876 k52, (23)

Sad se integral (21) moZe za neku tacku na povr$i Zemlje (p=R), ako
je njena brzina v,,, s obzircm na (22) napisati u obliku

2k*M
V(2)3= R +Vg6_2YP-

8 Uvod u astrodinamiku
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Dalje, polto je
2k*MR

RZ = 2gR=V§2,

gde je v,, brzina oslobodavanja od Zemlje, dobiva se

Vo = vy + Vis — 2 Yo, (24)

odn. s obzirom na (23)
Vs = Vay + vis — 0,876. (25)

Kad se, s obzirom na poznate vrednosti v,, i v,g, ova vrednost izrafuna,
dobiée se za tre¢u kosmicku brzinu

Vo; = 16,62 km/s. (26)

Medutim, s obzirom da je ono 0,876 malo u poredenju sa ostalim veli-
¢inama u obrascu (25), a pogotovu $to se u &itavom toku radunanja, obavlja
niz raznih aproksimacija, obi€no se kao obrazac za odredivanje tre¢e kosmidke
brzine koristi samo

V(2)3 = V(2>2 + st, (27)
i on za trecu kosmi¢ku brzinu daje
vo; = 16,66 km/s. (28)

Ovo pokazuje da ovde drugo decimalno mesto. nije pouzdano.

U sludaju da se brzina v, kruZenja oko Sunca povecava taéno u pravcu
i smeru kretanja po putanji oko Sunca, to povecanje iznosi, kako smo naveli,
12,34 km/s. Medutim, u svim drugim slu¢ajevima potrebno poveéanje mora biti
veée 1 moZe se odrediti.

Ako sve brzine uodimo sad kao vektore, onda se sa gledi§ta mehanike
v,z — brzina kruZenja Zemlje oko Sunca moZe smatrati kao prenosna brzina,
v,s — Dpotrebna promena brzine kruZenja da se
dostigne brzina oslobodavanja v, od Sunca sa
putanje Zemlje — kao relativna brzina, a sama
brzina v,, kao apsolutna brzina (sl. 42). Tada
se sa slike moZe napisati

Vizt Vo5 =Vpz. (29)

Odavde se pedizanjem na kvadrat i reSenjem po
v.z,s dobiva

SL 42

2 2 2
Vos =Vkz+Vpz —2V;zV,z COS «,

gde je a ugao koji obrazuju prenosna i apsolutna brzina, Medttim, posto je
Vpz=Viz V2 prethodni izraz postaje

v§s= v,z‘z(3 -2 ﬁ cos a),
i najzad

Vos =Yg 3 =212 cos a. (30)
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To pokazuje kako veli¢ina v,s relativne brzine v,s zavisi od ugla pod kojim
se obavlja izbacivanje projektila odn. od smera u kome se obavija promena
brzine po kruZnoj putanji. Iz obrasca (30) vidi se da ¢ée v,g imati najmanju
vrednost za «a=0, a to znadi, kad je ta brzina kolinearna i istcsmerna sa br-
zinom v,, kruZenja Zemlje, i to

(Vo5) mip=VkzV3 -2 ﬁ =Yz (Vi =1,

("ns) mjn = 12,34 km/S’

odnosno

§to je veé utvrdeno.

Prema obrascu (30) najveéa vrednost ove promene v, biée za a=r,
ti. pri poveéanju brzine taéno u suprcitnom smeru od onoga u kome se Zem-
lja kreée oko Sunca. Sada ¢e biti

(Vos) max = Viz(V 2+ 1) == 71,94 km/s.

Uzgred da podvuéemo da je v,, najmanja potrebna brzina za oslobodenje od
Sundeve gravitacije pri izbacivanju sa Zemlje i da je u tom slufaju putanja iz-
badenog tela parabola koja dcdiruje putanju Zemlje na mestu izbacivanja. Me-
dutim, moZe se naravno oslobodavanje cd Zundeve gravitacije posti¢i i veéim
brzinama od v,, i onda ¢e putanje biti dodirne hiperbole Zemljine putanje.



XI PRELAZ IZMEPU KOPLANARNIH KRUZNIH ORBITA

1. Uvodna razmatranja

VaZna primena problema dva tela u astrodinamici se odnosi na odredi-
vanje putanje meduplanetnih preleta, ali i prelaza (transfera) vestackih satelita
sa jedne putanje na drugu na vi§em ili nifem nivou. Treba imati pred o&ima
da se prelet zamiSlja tako da projektil (telo) sa jednog nivoa prede na drugi
nivo, odn. ne da dospe npr. na samu drugu planetu odmah, ako je re€ o
meduplanetnom preletu, ve¢ samo da prede na nivo njene putanje. Pitanje
dolaska na samu odredenu drugu planetu zahteva posebno razmatranje.

U ¢&itavoj ovoj stvari mora se voditi raluna o tome da savremena teh-
nika jo§ ne raspolaZe sa raketnim motorima koji bi davali stalnu snagu za pogon,
jer u tom sluéaju bi se letelicama pri ovakvim prelazima moglo upravljati — bi-
la bi moguda navigacija. Tada bi samo pitanje navigacije i optimalnosti uslo-
va pri letu predstavljalo problem. Naprotiv, danas smo upuéeni na bespogon-
ske (slobodne, balisticke) putanje po kcjima se tela u uofenom gravitacionom
polju kre¢u po zakonima nebeske mehanike, a moguée su samo ograniene
promene brzine impulsnog karaktera (trenutne promene) proizvedene kratko-
trajnim ukljudivanjem u rad reketnih motora. Ove promene mogu menjati in-
tenzitet brzine kao 1 njen pravac i smer i tako dopustaju odredene manevre
sa letelicama. Dugotrajni rad ovakvih motora zasad ne dolazi u obzir.

U prvi mah se ne moZe stega uoéiti problem preleta u svoj njegovoj
sloZznosti, npr. prelaz sa jedne trajektorije proizvoljnog konusnog oblika na
drugu takode proizvoljnog oblika u istoj ravni ili u nekoj ravni koja obrazuje
sa polaznom neki ugao. Prema tome, u prvi mah se razmatraju samo slucajevi,
kad su obe putanje kruine (ili se bar sa dovoljnom ta&no$u moZe smatrati da
su kruZne) i kad su komplanarne i koncentricne, a to znadi kad su u istoj rav-
ni. Ovi uslovi su dovcljno dobro ispunjeni za planete Sundevog sistema, jer
ove imaju male brojne ekscentriénosti i kreéu se u Laplasovoj invarijabilnoj
ravai Sunéevog sistema. Jo§ nefto se usvaja, a to je da su poremedaji od tre-
¢éih tela zanemarljivi. Tako su u sludaju prelaza izmedu dve planete Sunceva
gravitacija zanemaruje, a isto tako i kad je re® o veStakim satelitima Zemlje.
Prema tome, uofavamo samo dva tela: Sunce za planete a Zemlju za vedtal-
ke satelite i samo telo &iji se transfer posmatra. Pri tome ée i pitanje preleta
iz oblasti sfere dejstva osnovnog tela u sferu dejstva drugog tela, kad se po-
remeéaji moraju uzimati u obzir, biti odvojeno razmatrano isto tako kao i
prelazi izmedu nekomplaniranih putanja.

Trajektorije tela pri ovakvim preletima, poSto se obrazuju slobodno pod
dejstvom gravitacionog polja, biée konusni preseci (elipsa, parabola i hiper-
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bola a u degenerativnom slu€aju prava linija) ili njihovi delovi. Nekoliko vaZ-
nih moguéih poloZaja i oblika prelaznih putanja prikazuje sl. 43, pozajmljena
od R. H. Gizea (R. H. Giese) [18). U slutajevima a), b), ¢), i d) imamo po-
sla sa poluelipsom ili lucima elipse, u slufaju e) sa lukom parabole a u shu-
faju f) sa lukom hiperbole.

Prvo pitanje na koje ¢emo, u vezi sa ovim potraZiti odgovor jeste: pod
kojim uslovima treba izvesti promenu brzine i posti¢i optimalni efekt takve

e) : f)
SI. 43

promene. Pri tome je jasno da se podizanje veStatkcg satelita Zemlje na visi
nivo, odn. prelaz na putanju udaljenije planete, moZe izvesti samo izvesnim
odredenim poveéanjem brzine, jer se mora proizvesti ekvivalentna kineti¢ka
energija koja ¢e obaviti rad u podizanju satelita, odn. udaljavanju od osnov-
nog tela. To proistide iz &injenice 5to u gravitacionom polju osnovnog tela
vaii zakon energije. Kad je re¢ o spudtanju satelita na niZi nivo, odn. prelaz
ka planeti koja je bliza Suncu, onda se polazna brzina kruZenja satelita, odn.
brzina kruZenja plancte mora ne§to smanjiti.

Naravno, ne treba narodito ni nagladavati da sve ovo vaZi i za druge
sliéne slu¢ajeve u kosmosu a ne samo za Sunce i Zemlju kao osnovna tela.

Dakle, neka polupre¢nik polazne kruZne putanje 1 (sl. 44) bude r, =1,
pa kruZna brzina v, po tom krugu ima intenzitet

kim —
R LY (1)
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gde je m, masa centralnog privladnog tela. Neka masa satelita bude m =1,
a Ay, promena brzine za koju ¢emo kratko pisati samo A. Jedinice duZine
i mase su podesno normirane.

Posle promene kruZne brzine dobiée se rezultantna brzina v, koja je od-
reden relacijama

v2=(;:+z)2=v;+2vlAcosa+A2, @
A sina

sin § = .
v

Pri tome je « ugao koji obrazuje vektori v, i A a B ugao koji promenjena
brzina obrazuie sa pofetnom kruZnom brzinom v,.

Prema zakonu o odrZanju energije bi¢e za masu m=1 u gravitacinom
polju (III) tela mase m, totalna energija

k? A
E=T+n=-21-v2+—i'=—'-v2——, 3

P2 P
kad p odreduje poloZaj satelita prema centralnom telu.

Na kruZnoj orbiti 1 u ta&ki P bite s obzirom na (1) ta ukupna energi-
ja satelita

E,=ix—x=——x, @
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zbog p=r,=1. Posle promene brzine v, za A dobiéemo za satelit jo§ uvek u
tacki P

1
E =—v2_) 5
5 (5

Medutim, kako se uopste prema (111, 39) za satelit u poloZaju odrede-
nom potegom p moZe napisati :

(2o, | ©)
[¢] a
gde je a velika poluosa putanje, kad je promenjena rezultantna brzina v<v, V2,

tj. kad je od kruZne presla u eliptiCnu brzinu. Za p=r,=1, satelit je jo§ u
tacki P na krugu 1, ali sa promenjenom brzinom, dobiée se

A
E=—-—. 7
22 )
Iz (5) 1 (7) proistiée
—-)L-—-—]—vz—)\ > l=2)\—v2, ®)
2a 2 a
i kad se uzme u obzir jo§ (2) dobiva se
-l=2A—0ﬁ+2nAcma+A0. )
a

Konstanta povriine je, kako znamo,

n2a

———
A=|pxv|=pv Sin(—;—ﬂ)=9"00$ﬂ=pv\/1 _é_%—

=p\/v2—Az sinzoz=p\/vf+2vlAcoschz—A2 sin«

=p\/vf+2lecosa+A2cos2a =p(v,+Acosa),
§to u tac¢ki P putanje ovde (p=1) daje
A=v,+Acosa. (10)

Ekscentridnost e ove elipsne putanje moZe se izradunati, kad se pode
od poznate veze (III, 49)
A*=xra(l-¢%,

odakle se, s obzirom na (10) dobiva

1—et=—,
Aa

i kad se za 4 i a unesu vrednosti (9) i (10)
_(n+Acosa)

Aa
_ [1 _(r;+Acos a)z]"l.

el—1=
(11)

Aa
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Sad se moZe za apocentralni (najveéi) poteg elipse napisati

(v, +Acos a)zJ'/I}

Pmax=a(1 +e)=a[l +[l
ha

a za najveéu visinu h (sl. 44) nad nivoom kruga 1

{1 +[1 _(V_ntﬁ’ﬁs_“_)’]"’}_ 1

h= max_l=
P 2h—v? «a

—y? t
- [1+ 122V 4 Acosa)y ]—1 12)
2h—-v? A2

O+

B A [+ l_)\—ZVfAcosa—Az
)\—2I/XAcosa—A2[ a2

_ Yy
+2)x Acosa+A2cosza)] 2]— L.

Da bismo u toku daljeg rada bili u stanju da savladamo radunske pre-
preke, koje su matematiéki obiéne, ali inade vrlo sloZene i da bismo mogli
dati odgovor kako dostignuta visina A iznad polazne putanje 1 zavisi od ugla
«, odn. da li ée dospeti do putanje 2, staviéemo uslovno v, =1. To znadi da
je prema (1)

V= Vr=1.

Stavljanjem r,=1, m=1 i A=1, odn. v,=1 mi normiramo izvesne jedinice i
zanemarujemo trenutno, u interesu racunskih olak3ica, mehanicke (fizicke) di-
menzije ovih veli¢ina, izmedu kojih postoji ova dimenzijska jednadina

(A= [r,] [vi]

Naravno, brzina npr. ne moZe biti nikad jednaka duZini osim <disto brojno,
i ovakvim se zanemarivanjem dimenzije njihovim ukljuivanjem u samu ozna-
ku velidine moZe do¢i do dimenzijskih greSaka, pa treba biti oprezan. Ipak
smo se ovde, da bismo obavili posao, posluzili Rupeovim (Rupe, 32) postupkom
za ovo izralunavanje. .

Ako se, dakle, u (12) unese A=1, dobiée se posle kraéeg paZljivog ra-
¢unanja

he 1
1-2Acosa—A?

{1+A[(1 +Acosa+cos?a)?+sin?a cos?a]l/?} — 1

_A A+2cosa+[(1+Acosa+cos?a)?+sin®a cos? «]'/? 13)
1-2Acosa—A? ’

Ako se sad h smatra kao funkcija od « pri datom A i to preko sin’a,
cosa i cos?a, tj. uoli h=~h(sin?«, cosa, cos’a) moZe se napisati

dh oh

2sina cosa — sina — 2cos a sin «,

da Jsin?« dcosa dcosta

§to oligledno pokazuje da se ekstremna (najveca i najmanja) vrednost za h
_dobiva, kad je sina=0, odn. kad je a=0 i a=m.
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Pri tome je za a=0
2A(A+2)

1-2A-A?’ (14)

h(a=0) =

azaa=Tm
h(a-=1l) = 09

pa se cligledno za «a=0 postie maksimalna visina A_, §to se i geometrijski
vidi sa slike 44.

Drugim re¢ima, za dostizanje optimalne visine pri datom A, treba taj

vektor da bude kolinearan vektoru K, kruZne brzine po polaznoj putanji.

Prema tome, za prelaz sa kruga 1, &iji je polupretnik r,=1 na krug 2
(sl. 44) &iji je polupreénik r,(r,>r,) potrebna je takva promena brzine (takav
impuls) A,, pri «=0, da bude

_28,4,+2)

h=r,— . 15
: 1-2A-A? (15
Odatle se dobiva brojna relacija
h 172
A= L+ -1, 16)
.
2

gde samo ovo jedno redenje kvadratne jednaCine (15) po A, dolazi u obzir,
podto je A, po svom znadenju intenzitet vektora A,.

Na sasvim analogan nadin se postupa i pri prelazu na putanju na niZem
nivou (r,<r,), blizu osnovnom telu m,, samo 3to se tada kruZna brzina mora
smanjiti.

Iz (16) se odmah dobiva kolika promena brzine, u sluaju «a=0, treba
da se postigne pa da na$e telo dostigne h— co. Tada je brojno

1 1/2
—+1
A, =lim — -1|=y2-1, 17)
h—w
"t

pa je, prema tome to potrebno poveéanje brzine izraZeno jedini¢nom kruZnom
brzinom jednako V/2—1, a sama traZena brzina oslobodavanja brojno jednaka
V2, §to odgovara veé poznatom rezultatu.

Ako se radi poredenja uoli vertikalna promena brzine (a =—1t2—) prema

pravcu i smeru kruZenja, onda éemo dobiti iz (13)
A’
"
ako se sa A’ obeleZi sad potrebna promena brzine. Odavde se izvodi
h

A=,
1+h
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Za dostizanje samo visine A=0,1 (§to znadi za dostizanje visine od 640 km
nad Zemljom) dobi¢e se razmera

— a4, (18)
tj. vertikalni impuls je skoro &etiri puta veéi od horizontalnog.

2. Homanovi preleti

Prema savremenim tehnickim moguénostima najinteresantniji je tzv. Ho-
manov (Hohmann) prelet i Homanova trajektorija (sl. 43,a). U tom sluaju je
prelazna putanja (Homanova trajekto-

rija) elipsa koja spaja dve koplanarne

i koncentriéne kruZne putanje (sl. 45).

Ta elipsa ima ZiZu u osnovnom cen-

B tralnom telu m, (Suncu za plancte,

Zemlji za veStaCke satelite), i ako je

prelet sa niZeg na vi§i nivo, onda ta i

takva elipsa dodiruje unutra¥$nji krug u
svom pericentru (A), a spoljadnji krug
u svom apocentru (B). Prema tome, bi-
ée velika poluosa a Homanove elipsne
putanje

a= (. (19)

ako su polupreénici unutradnjeg i spo-
lia¥njeg kruga r, i r,.

Iz izraza za kvadrat bezine (II, 39)
se sad, za proizvoljnu tatku na Homa-
novoj putanji, dobiva

Sl 45

v2=2x(i— : ) (20)

p ntn

kad se sa p obeleZi poteg elipsne putanje u odnosu na ZiZu m, kao pol i kad

se za a, u poznati izraz za kvadrat brzine, unese vrednost (19) (A=k%m,).
Brzina v, u pericentru (p=r,) bice

vf=2x(i— L ) | @
rp ri+r,
A
At
r,oryr,+1
tj.
— ——
v = l\/_E_. @2)
r ryr,+1

Za brzinu u apocentru (p=r,) dobiva se na analogan nalin

A \/ 2
== A — 23
"2 \/r2 L4ryr, 23)
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Kako je kruZna brzina v,, po unutradnjem krugu

A
Vi = 7 (29)
za prelaz na elipsnu Homanovu putanju bi¢e potrebna promena (i to priraitaj)
brzine
Avi=v,—v,, (25)

jer je elipsna brzina v, veéa od kruZne brzine v,,. Prema definiciji Homanove
trajektorije, kao optimalne u smislu naSih izlaganja u prethodnom odeljku,
ova promena mora biti kao vektor tangentna na unutranju putanju i mora
biti usmerena u smeru kretanja po kruZnoj putanji. Osim toga, po3to je re¢ o
bespogonskim putanjama smatra se da je promena brzine obavljena jednokrat-
nim trenutnim impulsom, nrp. kratkotrajnim radom raketnih motora tako da
je trajanje potisncg impulsa zanemarljivo u poredenju sa vremenom preleta po
Homanovom putu. Tako se na osnovu (22) i (24) dobiva

N 2 B [ 2
Avl = JE [J_——-r]/rz-{- 1 - 1]—-",”[ ————'r]/rz—l- ] _ l] . (26)

Medutim, kad nale telo (projektil) dospe do spoljaime putanje kruga r,

u tadki (2), ona se mora poceti vracati po drugom delu elipse, zato §to je

sad elipsna putanjska brzina v, tela manja od potrebne kruZne brzine v,,

po spoljadnjoj trajektoriji. To zna¢i da se brzina tela mora ponovo promeniti

tako da se promena obavi skoro trenutno u poloZaju dodira i da promena Av,,
koja iznosi

Av,=vy—v,, (27)

bude tangentna na spolja$njoj putanji i da je u smeru kretanja po dolaznoj

elipsnoj trajektoriji. Kako je
A

Via = VZ » o (28)

dobiva se, s obzirom na (23)
Ey 2 2
IR N Py T ) LSOV A |
& T [ L+ryr, ] sz[ L4ryr, @9

Za veli¢inu Av ukupne promene brzine, tj. za Av=Av, +Av, moZe se pos'e
krateg rafuna napisati (kad se svede na v,,)

= O B A

Ovaj izraz pokazuje odmah, ono 3to je i inale jasno, da kad r,—r,,
tj. Av—0, da, naravno, nije potrebna nikakva promena brzine, ako telo tre-
ba da ostane na istoj putanji po kojoj se veé krec¢e. Sa druge strane za r,—>
(3to je prakti€no priblizno ostvareno i kad je r,>r,, pa se r,/r, moZe zane-
mariti) iz (30) se dobiva

Avg—v, (V2-1). (31

Ovdc; je bad onaj najmanji priradtaj brzine koji se telu po kruZnoj putanji
poluprednika r, mora dodati da bi se postigla brzina oslobodavanja (vidi X
— trec¢a kosmiCka brzina). :
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e . 1
Zanimljivo je da je Av za razmeru potega 0<r,/r2<?4— veée nego ono

L . . I
potrebno za postizanje brzine oslobodavanja. Napr. konkretno za r,/r2=z- se

iz (30) dobiva
Av=0,45v,,

dok je za oslobodavanje potrebno
A v,, =O,4l4 V“.

Ako je dozvoljeno zanemariti onaj kratkotrajni rad raketnih motora, tj.
smatrati promenu brzine kao trenutni impuls, onda se (I, 40) moZe uzeti da je

M

m‘,=M—mk=mk(—-— 1)=mk(e"k/‘— ), (32)
m

gde je m, gorivo potrodeno do nekog odredenog trenutka a ne do kraja sa-

gorevanja celokupnog goriva, m, odnosna preostala masa i M celokupna masa

na startu.

Kad se utvrdi potro3nja goriva m,, onda se moZe utvrditi i potrebna
kineti¢ka energija -2—mp ¢ (c je brzina isticanja gasova u mlazu) za izvodenje

kosmitkog manevra potrebnog za prelet, odn. za promenu brzine. Pri tome se
promena brzine ratuna od v,, kao poletne do v,, kao krajnje, pa je onda,
prema obrascu Cjolkovskog.

M

v=cln—, (33)

m
jer 1 ranije izvedeni (I, 13) obrazac u stvari pokazuje tu promenu brzine v
samo racunatu od brzine 0 do brzine v.

MoizZe se radunom utvrditi da ¢e za navedeni manevar biti potrebna i
veéa potrcinja goriva i veca energija, kad je o >r,>3,4r, dakle, r, kona¢no,
nego §to nam treba pri izoacivanju radi oslobcdenja od Sunéeve gravitacije i
odlaska izvan Sundevog sistema.

Vreme trajanja preleta T po Homanovoj putanji, moZe se dobiti iz Kep-
lerovog obrasca (III, 57) koji daje vreme za opisivanje cele elipsne putanje sa
velikom poluoscm a u obliku

a*
T= 2 T _7\— . (34)

I .
Aho se ovde unese a=7(rl+rz) isa

3
. ‘,’l
T‘=21t —)\‘, 35)

obeleZi vreme obilaZenja po polaznoj kruZnoj trajektoriji 1 (jer obrazac 34
naravno vaZi i za kruZnu putanju kao naroditi slu¢aj elipse), moZe se najzad

napisati
1 1+r,/r \?
=7 T+ /(_TI[L) . (36)
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Tako za Zemljinu putanju kao polaznu (r,=1 astronomska jedinica
=149,5x 10°km) biée T,=1 godina. pa se za vreme T trajanja preleta po
Homanu sa Zemlje, odn. taénije sa njene putanje, do raznih drugih planeta
dobiva naredna tablica

planeta l Merkur l Venera ’ Mars Jupiter | Saturn I Uran l Neptun | Pluton

~ (godina)] 0,29 0,40 0,71 2,73 6,05 16,1 30,6 45,5

ryfr, 0,387 0,723 1,524 5,203 9,546 19,2 30,1 39,5

Ono $to jo§ treba pomenuti u vezi sa Homanovim preletom to je da su
za ostvarenje preleta potrebna samo dva impulsa, da je to dvoimpulsni prelet,
naravno, kad je re¢ o bespogonskomn preletu.

3. Nehomanovi preleti

Kako su preleti po Homanu izmedu koplanarnih i koncentri¢nih kruZnih
orbita dosta spori, jer se vi§i nivo dostiZe u apccentru, a kako znamo po
Keplerovom zakonu povriina u blizini apocentra kretanje tede sporo, traZe se
br#i preleti (brii transfer). Obino se ostvarenje takvih brZih preleta trazi u
putanjama koje nisu poluelipse ve¢ neki kra¢i luk elipse (ili luk parabole odn.

hiperbole). Na sl. 46 luci elipse /l.i i,32 predstavljaju takve brZe preletne pu-
tanje.

SI. 46 Sl. 47

Ako se pode od poznatcg obrasca (I1I, 39) za kvadrat brzine (cdn. in-
tegral energije za telo mase m=1), pcdseti se da je A=km, i uzme u obzir
da ¢ée ZiZa preletne elipse opet biti u centralnom telu m,, onda se sa sl. 47
moZe napisati brzina v, po preletnoj putanji u tacki 1

v§=l(3_L)=l( _'_1),
rn al n a
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ako su polupreénici unutradnje i spolja3nje putanje opet r, i r,. To daje najzad

Y r r
N 3
t

gde je a kao i uvek velika poluosa elipsne preletne putanje.

Potrebna promena brzine da se telo (letelica) prevede sa kruZne na pre-
letnu (transfernu) putanju biée u vektorskom obliku ’

Av =y —v,,.

Promena brzine se sad mora odredivati vektorski, poSto vektori v, i v, nisu
kolinearni. Osim toga Av ne ispunjava sad nikakve uslove optimalnosti i pre-
ma tome ne mora biti u pravcu i smeru tangente na putanju 1I.

Iz zakona povr$ina imamo
A=|r xv|=rv sin(90°—a)=r v, cosa, (3%)
gde je « ugao izredu brzine v, i kruZne brzine v, i ako se stavi (III, 49)
A=Vra(i-e),
dobiée se s obzirom na (37)
v, r 7\/’1( _%)

_a 1-—e?
r, V2air,—1°

cos o = 39)

Veli¢ina potrebne promene brzine u 1 moZe se cdrediti sa sl. 47 pomo-
¢u kosinusne teoreme

2 2 2
Avi=vi+Vvi—2v, v, cosa.

Kad se ovde unesu vrednosti (37) i (39) i uzme u obzir da jc

A -
V1= \/——, dobiée se

r
lAv1|=Av,=wclV3_r_l‘z\/-a—(l—eZ). (40)
a r,

Odabiranje preletne elipsne trajektorije se svodi na izbor a i e u obras-
cima (39) i (40), 3to onda odreduje ugao « koji putanjska brzina treba da
obrazuje sa tangentom na putanji 1 (odn. sa brzinom kruZenja po putanji 1)
i veliCinu promene brzineAv,.

Iznos Av, promene brzine v, koji je potreban u talki 2, u kojoj pre-
letna elipsa seée putanju 2, da bi letelica pre$la na spolja$nju kruZnu puta-

nju i dostigla brzinu vk2=\/ —:—, moZe se lako dobiti na slitan nafin kao (40).
2
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Dovoljno je, uostalom, u obrascu (40) zameniti svuda indeks 1 sa 2, pa se
tako dobiva

[Av,|=Av,—v,, 3-%—2\/7"_(142)‘ 41y
2

Ovaj se obrazac moZe izraziti pomoc¢u krune brzine v,, na polaznoj kruZnoj
putanji, kad se uzme u obzir da je

Y2 Ty r
PR et & Vo=V 1. 42, 4
Ver \ ;, = V=" . (42, 43y

To znali da se, najzad, moZe napisati

a
Av,=v, -}(3_2\/%.}—(142)_;_'). (44)
2 2 1

U radun se moze uvesti i parametar p=a(l —e?) prelazne elipse, ako je
potrebno i podesno.

Nije sad te3ko odrediti ukupnu potrebnu promenu, odn. karakteristiénu
brzinu preleta

Av=Av,+Av, (45).

Mada, kako samo rekli. brZe preletne putanje mogu biti i paraboli¢ne 1
hiperboli¢ne, ovde se ogranitavamo na i inade najviSe koriSéene eliptitne pu--
tanje. U tom sludaju mora biti e< 1, ali se obiéno uzimaju one elipse (za pre-
laz sa unutrainje na spolja$nju putanju) za koje je pericentar manje udaljen
od Zize u m; nego 3to je r, tj.

Pmin=a(l —e)<r,. 46)

Kad se uzme u obzir maloas navedena vrednost za parametar elipse,
onda se moZe za izabranu elipsu, tj. za dato p i datu kruZnu polaznu putanju
polupre¢nika r,, prethodni uslov, deljenjem jedne i druge strane nejednakosti,.
parametrom p, izraziti u obliku

ad=-9 n Py,
a(l—-e*) p r,
odn.
ex? 1. 47y
r

Sa druge strane, kad je re¢ o elipsi kao preletnoj putanji, onda svakako njen
apocentar mora biti na samoj spolja¥njoj putanji ili van nje, tj. mora biti

Pmlx=a(1 +e)>’2’ (48)
odakle, s obzirom na vrednost parametra p, proistiCe

e>1-L . (49)

7,
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Na taj nadin je za elipsu

l>e>£—l,
r
tj.
P _ <1l = £<2,
r ry
§to, najzad, daje
p<2r ili a(l—-e?)<2r,. (50)

Kad je re¢ o znaku jednakcsti u relacijama (47) i (49), onda se izjedna-
favanjem njihovih desnih strana dobiva
2,

r+r,

i kad se ovo unese u prvu od relacija (r,>r))

e=2"" (52)
rotr,

Na taj nadin se za slufaj znaka jednakosti u (47) i (49), odn. u (46),

i (48), tj. za sluaj kad je pericznsar preletne elipse na unutra§njoj putanji a
izvodi

a=n1th

2

1]

§to je velika poluosa Homanove preletne putanje.

Nave§éemo i to, da se pri analitickom i grafickom proutavanju veza iz-
medu elemenata a i e, odn. a i p preletne elipse i karakteristiéne brzine Av,
ova obi¢no izraZava ((normira) u jedinicama kruZne brzine v,, polazne putanje,
tj. uzima kao jedinica‘za karakteristi¢nu brzinu razmera Av/v,,.

Kako se vidi i za izvodenje manevara potrebnih za brZi prelet sa jedne
kruZne koplanarne putanje na drugu potrebna su dva impulsa (dve promene
brzine) — re¢ je o dvoimpulsnim manevriria. I ovde ne treba ponavljati po-
stupak za prelet sa vife na niZu, sa spolja¥nje na unutra$nju, putaoju, jer je
postupak sasvim analogan samo se brzina sad prvo smanjuje

‘4. Prelazne putanje malog potiska

Tako, kako smo rekli, jo§ nema trajncg raketnog pogona, postoje teorij-
ska istraZivanja, kako bi se mogao ostvariti jedan takav pogonski (upravljani)
prelaz u sluaju da se moZe ostvariti i mali ali trajan potisak. Takvo jedno
reSenje sa jonskim pcgonom, koje istina jo¥ nije tehniCki ostvareno, predlo-
%io je E. Swlinger (E. Stuhling:r) i mi éemo ga ovde prikazati.

Ako se pcde, dakle, od izraza (3) za ukupnu energiju, odredenu za je-
dini¢nu masu m=1 pokretnog tela po krugu polupreCnika p =r,, dobice se

A

E = T T
! 2r, G3)
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gde je za Zemlju A=k?m, =3,989.. 10 ms-2. Neka se sad u kretanje letilice
po krugu obima 2 mr, ukljuéi neka mala potisna sila F (odredena za jediniénu
masu), uvek, tangentna na putanju, onda ¢e rad te sile po obimu krufne pu-
tanje doprineti poveéanju kinetai¢ke energije za veli¢inu tog rada, tj. za

AE =2xrF. (54)

Medutim, prema (53) ukupna energija tela zavisi od polupre¢nika puta-
nje pa se sa promenom energije mora menjati i poluprednik putanje. Naime,
i male potisne sile moraju dovesti do poveéavanja brzine i do postepencg
udaljavanja tela od centralne mase. Promeni polupre¢nika r, za Ar, odgovara
prema (53) prira$taj energije

A
AE1=—‘2—Arla (55)
2)‘1
pcd pretpostavkom, naravno, da se radi o nevelikoj proineni poluprecnika.

Izjednadavanjem vrednosti za AE, iz (54) i (55) dobiée se

A
—5Ar=2xrF
2r|

§to daje

4
Ar, =——i~tr? F, (56)

i cdreduje promenu polupreénika putanje tela za vreme jednog obletanja oko

4 .
centralnog tela. Ako se uzme da bude —;cmonst (tj. F=const.), onda se

iz prethodne relacije vidi da je Ar, proporcionalno treem stepenu od r,.

U pcéetku je pri navedenim uslovima priradtaj po jednom obilasku vrlo
mali. Npr., ako se pusti u rad neki takav jonski motcr u letelici koja obilazi
Zemlju na visini od 600km, a to znai na rastojanju od Zemljincg centra
priblizno r~7000km, onda je ubrzanje g Zemljine teZe na ovoj visini, kako
zZnamo

&= ;; ,
pri emu se moZe uzeti da je zaokruglieno g=10m/s?, pcsto je dovoljno bhi-
zu Zemlje a radi se samo o prcceni promene polupre¢nika. Uzmimo da je
ubrzanje letelice (mali potisak na jedinicu mase) od pcgonskog motora

F=10"14g,

1 unesemo sve to u (56) pa ¢e se dobiti
Ar,=9km,

Drugim reima, posle jednog obilaZenja naSa letelica prelazi na putanju polu-
pre¢nika 7 009 km. ,

Da bi se odredila putanja naSe letelice mora se uzeti u obzir da na nju
pored male potisne sile F dejstvuje i gravitaciona sila centralne mase m, (npr.
Zemlje), jer ona sad usled promene brzine ne biva ponidtena centrifugalnom
silom ve¢ dolazi do izraZaja, dok se dejstvo Sundeve gravitacije mcZe svaka-
ko i1 dalje zanemariti. Prema tome, ako se sa r obeleZi vektor poloZaja naeg

9 Uvod u astrodinamiku
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tela u odnosu na centar mase centralnog tela, onda se u odnosu na jediniénu
masu m=1 moZe napisati naredna vektorska diferencijalna jednadina

r= _r r+F. (57)

r
Iako je i ovde u stvari re€ o problemu dva tela ipak se zbcg one do-
datne sile F ne mcZe smatrati da uvek postcje integrali povrSine i energije
ove diferencijalne jednaline. Stoga éemo, radi proudavanja kretanja u ovom
sludaju, razloZiti sve vektore, koji se pojav-
/ ljuju u prethodnoj jednalini na komponente
u prvacu r, (jedini¢ni vektor potega) i » (je-
diniéni vektor upravan na r;) i cgraniditi se
) samo na ravanski problem (to je realno op-
o\ ravdano, ako potisna sila ostaje neprestano
u ravni putanje kruZenja). Tada ¢e u ravan-
skim polarnim koordinatama r i & (sl. 48)
biti ubrzanje uocencg tela, kako je poznato

-

r w=r=(r—r3)r+(rd+2r$Hn (58)
/ Rastavljanjem potisne sile F u komponente

u pravcima jediniénih vektora r, i # dobiva se
‘4{————-‘— 4 F=F.r,+F,n. (59)

Sl 48 . .
Ako se sad u jednadinu (57) unesu izrazi (58)

i (59), onda se ocdmah dcbivaju dve skalarne jednaline za kretanje nade lete-
lice u pravcu potega i normalno na poteg, prcjiciranjem na jediniéne vektore
r,in ito

;=r92——)\—+F,, (60)
'.2
. r$ F
LA )
r r

Otigledno je da u jednadini (60) prvi ¢lan sa desne strane odgovara
centrifugalnoj sili, drugi gravitaciji a treé¢i radijalnoj komponenti potiska na
jedinicu mase. Sto se ti% jedna&ine (61) i ona se moZe mehanicki interpreti-
rati. Naime, ta jednatina se moZe (§to se lako vidi) napisati u obliku

g? (29 =rF,, (62)

a to znadi da je izvod kinetitkog momenta mase m=1 u odnosu na central-
no telo kao pol, jednak momentu potisne sile u cdnosu na isti pol.

Sad, ako je, kako smo pretpcstavili, potisna sila staino tangentna na
putanju, a to zna&i kolinearna sa v=r, onda se sa sl. 48 dobiva

F=Fsina=F—tfo—, (63)
rr+(r9)?
F,=Foosa~F——to (64)

2+ (r §)2
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Ako se ove vrednosti za F, i F, unesu, najzad, u jednafine (60) i (61) odn.
(62), dobice se sistem obi¢nih diferencijalnih jedna¢ina drugcg reda po r i 9
i one se onda reSavaju. Ipak, treba podvuéi da se iz tih jednadina vrio retko
mogu dobiti konaéna re$enja ucbiajenim matematitkim metcdama, ali se i
za proizvoljne pcéetne uslove i zahteve u vezi sa preletnom: putanjom mogu
numericki (pomcéu ratunara) odredivati trajektorije, koji se onda analiziraju u
pogledu pcdesnosti za refenje postavljenog zadatka.

Radi $to jasnijc predstave ovcg problema razmotriéemo jedan szsvim
odredeni zadatak: kako se mora (ako je tc, naravno, tehni¢ki mcguée) regu-
lisati dati tangenini potisak, d2. bi se kao putanja dobila logaritamska spipala,
¢ija se jednadina u ovde izabranim polarnim koordinatama mecZe napisati u
cbliku

r=ae®lC, (65)
gde je r,=a polupre€nik polazne kruZne putanje a C (C>0) neka konstanta
koja cdreduje brzinu odmotavanja logaritamske spirale, tj. odreduje relativni
prira§taj Ar/, «d r na jedan cbilazak.

ReSenje ovcg zadatka se mcZe dobiti na naredni na&in. Prvo se jedna-
dina (65) dva put diferencira po vremenu, pa ¢e se dobiti

. AV T ‘
r=ir9, r=—rd+—r9. (66)
C C C
UnoSenjem sad vrednosti za # odavde u izraze {63) i (64) dobiée se
1 C
Fy=——F, " =————F. (67)
1+C? Vi+c?

Najzad, kad se u jednadine kretanja tela (60) i (61) unesu vrednosti za #, F,
F, i F,, koje smo dobili u ovom :slutaju, dobiva se, posle eliminacije F

B

- )
- —32 8) —m
9 C\/1+C" ’ 8) =

a s obzirom na prvu od jedna&ina (66)

) A ~1/2
- r-12,
r \/1 ot (69)

Diferenciranje ove poslednje jedna-
¢ine po vremenu daje
- A
r= _1 r-2 (70)
21+4C?

Na kraju, unoSenjem vredncsti
za F,, 9 i r dobi¢e se onaj traZeni
izraz za veli¢inu tangentne potisne
sile F na jedinicu mase, ako preletna
putanja treba da bude lcgaritamska Sl. 49
spirala (sl. 49)

Taj izraz je

F=2" —— . )

To znaéi, da u tom sludaju tangentni potisak na jedinicu mase kosmicke lete-
lice mora opadati sa kvadratom rastojanja r od centralne mase m,.

9e



XII NEKI KOSMICKI MANEVRI

Osim izbacivanja ve§tackih satelita u orbitu oko Zemlje, odn. nekog dru-
gog nebeskog tela i preleta sa jedne kruZne putanje na drugu u istoj ravni
samo na vifem ili niZem nivou, postoji niz tehni¢ki ostvarliivih manevara. Pri
tome je, napr., manevar prelaza sa neke kruZne putanje na Komplanarnu elip-
ti¢nu putaniu &ja je jedna ZiZa u centru polazne kruZne putanje ve¢ obuhva-
&ena teorijom prelaza sa jednog nivoa na drugi i ostvarena onom prelaznom
elipsom.

Osim toga mogu se posmatrati i preleti izmedu komplanarnih elipsnih orbita.
Kako je obino re& o transferu izmedu vesta&kih satelita Zemlje, gde je Zemlja
privlagni centar, ili izmedu planeta, kad je Sunce privlagni centar, takvi pre-
leti su uvek izmedu konfokalnih putanja.

Drugi, takode ostvarljivi manevri, jesu prelazi izmedu nekomplanarnih
orbita, napr. obrtanje orbitne ravni (popularno engleski: doglegging), spust, susret ili
sastanak (BcTpeya, rendevous) u meduplanetnom prostoru, izbacivanje sondi, oble-
tanje i spustanje na Mesec, zatim obletanje i spuStanje na razne druge planete itd.

1. Prelaz izmedu komplanarnih eliptiCnih putanja

Uodimo, dakle, prelaz sa elipsne
putanje (1) na drugu (2) komplanarnu
i konfokalnu (zajednitka ZiZa F) i to
po poluelipsi (¢) koja je tangentna: na
polaznoj u pericentru C i na drugoj
elipsi u apocentru D (sl. 50). @ je
Zemlja. '

Neka ekscentri¢nost prve elipse
bude ¢, a druge e,; njihovi pericentralni
potezi p,, i p,, a apocentralni p,, i
Paz- Za prelaznu (transfernu) putanju
bi¢e onda, prema ovim uslovima p, =

=Ppy i Par = Paz- Sl. 50

132
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Medutin:, pri kretanju po nekoj elipsi (sl. 51) sa ZiZom u F transverzalna
brzina u nekoj tadki, &ije su polarne koordinate p i v, bice

. . A
vycosp=pv=—, )
P
ako je v brzina u toj talki a ¢ uvgao izmedu
vektora brzine v i normale na poteg u tacki P.
Tada se iz (III, 34) s obzirom na (111, 49)
moZe napisati
1 A
— = — (1 +ecosv),
p A

a kako je prema (37)

A2=pz\'o=pvcos<p,

dobiva se za transverzalnu brzinu

vcoscp=\/%(l+e). 2)

S1. 51

1z ovog obrasca se onda za brzinu v,; u
pericentru C prve elipse, &ija je ekscentriCnost
e, dobiva (v=0, p=01i p=p,,)

‘vp,z\/l(l +e). 3

Da bi materijalna tacka od C nastavila da se kre¢e po transfernoj ehps:
(1), koja obuhvata polaznu elipsu (1), treba brzina v,, da se nelto poveca i da
postane brzina

\/a(l +ep), | 4)

jer su karakteristiéna gravitaciona Konstanta A i pericentralni poteg (Ppe=Pp1)
ostali nepromenjeni. Treba samo odrediti ekscentriénost e, pomocu pericent-
ralnog potega p,, polazne elipse i apocentralnog potega p,, druge elipse.

Naime, za transformisanu elipsu () imamo

1
Pal_ Pa2 - +el . (5)

Odavde se odmah sabiranjem korespondentnih &lanova srazmere dobiva

Paz  _ 1+e,
Po1tPaz 2
i najzad
29a2
1+ =—-to2 (6)

Pp1t Paz
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UnoSenjem ove vrednosti za 1+e¢, u (4) izvodi se potrebna brzina u pe-
ricentru C po transfernoj elipsi

2 " [22 /
Vpr = \[——— —-p—l—— = | — .I_P“_Z_?_p_l__ . (7)
Prt Ppl+Paz Po1 +Pa2/Ppl
Prema tome, povecanje brzine v, za prelaz sa polazne na transfernu elipsu iznosi

AV =Vp —Vp,. (8)

Iz obrasca (38) za ¢=0, p=p,, i e=e, dobiva se za brzinu kretanja po
elipsi (2) u apocentru izraz
\/ —(l1-¢). )
a2

i ovo treba ne$to smanjiti da bi se kretanje nastavilo po transfernoj elipsi od
apocentra D i treba da iznosi

A
”“‘:\/E, (1-e), (10)

jer se pri prelazu od jedne do druge elipse menja samo ekscentricitet.
Iz srazmere (5) izvodi se sabiranjem podesnih korespondentnih &lanova i

|—g=— 221 (11)
Pa2 + Ppl
UnoSenjem cvog izraza u (10) dobiée se za traZenu brzinu
V= 2h oo _ 2_2‘__1____ (12)

Paz Po1tPaz  VPaz 1+pazlpp
To znadi da je promena brzine u apocentru D

AVy=Vgy = Va, : (13)
i ukupna potrebna promena brzine za transfer iznosi
Av=Av,+AV,. (14)

: Vreme = trajanja preleta po navedenoj poluelipsi dobiva se iz Keplerovog
obrasca (XI, 34) .

1 / a’
AU

T =

gde je sad za transfernu elipsu

_ Ppl+Pa2
2

a

$to uneto u prethodni obrazac daje

i (Pp1+sz)
T= 21/— \/ (15)

Odredivanje koli¢ine potrofenog pogonskog materijala potrebnog za obav-
ljanje preleta kao i za to potrebne kineti¢ke energije izvodi se za odredano Av i
brzinu isticanja gasova ¢ na isti na&in kao i kod komplanarnih kruZnih putanja.
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2. Prelaz izmedu nekomplanarnih orbita

a. Ako je pri tome re¢ o prelazu izmedu kruZnih orbita jednakih polu-
pre¢nika oko istcg privlaénog centra, onda se prosto radi samo o promeni na-
giba prvobitne orbite prema ekvatorskoj ravni, odn. o obrtanju ravni date
putanje oko linije &vorova (prava preseka obe putanjske ravni) za odredeni
ugao. Tada u jednoj od ¢&vornih tadaka (sl. 52) u kojima se uofene kruZne
putanje seku, napr. u tacki 4, treba promeniti samo pravac vektora brzine »
po putanji (1) za ugao Aa, bez promene intenziteta, da bi se kretanje nasta-
vilo po kruznoj putanji (2).

SI. 52

Kako, u ovom sluéaju, posle promene brzine na polaznoj orbiti, intenzi-
tet brzine treba da ostane nepromenjen, stanje slaganja brzina treba da izgleda
onako kako je to prikazano na sl 53, gde je trougao APQ jednakokrak, tj.

|40 |=|v+ Av.|=|v|=| 4P].

Neka je potrebna promena pravca brzine odredena uglom Aa, onda je, prema
slici, veli¢ina A v te potrebne promene data izrazom

Av,=2vsin—;~Aa, (16)

a ugao o koji obrazuje pravac promene brzine v sa pravcem prvobitne brzine
iznosi ’

c=——2— n—?Aa. (17)

Dakle, iako je ovaj manevar dosta delikatan, jer je neophodna velika
tatnost, ipak, nadelno posmatrano, obrtanje ravni putanje za odredeni ugao
radi prelaza na drugu kruZnu putanju jednakog poluprednika nije sloZeno —-
potreban je samo jedan impuls. Medutim, ako se uoti obrazac (16) onda se
odmah vidi da je ovakav prost manevar neracionalan i pcdesan samo za male
promene uglova nagiba, jer, napr., ako treba preéi na orbitu pcd pravim uglom
prema prvobitnoj, onda to zahteva promenu veli¢ine v prvobitne btrzine za

Voge = ¥ Vi!
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Pitanje prelaza sa jedne kruZne putanje na drugu kruZnu razliéitcg po-
lupre¢nika i nekomplanarnu sa prvom moZe se obaviti na dva nalina. Prvo,
obaviti prelaz sa date kruZne putanje na drugu komplanarnu sa polupreénikom
(ve¢im ili manjim) od prve, pa zatim, obrtanjem oko linije &vorova nove
kruZne orbite i one na koju treba prevesti pokretno telo, reéiti problem na
slican nadin kao u prethodnom sluaju. Medutim, naravno, moZe se prvo oba-
viti obrtanje ravni putanje u ravan traZene putanje za dati ugao pa zatim
izvesti prelaz izmedu komplanarnih kruZnih orbita.

Medutim, ako sa neke kruZne putanje treba preci na nekomplanarnu
eliptiénu putanju (Cija je ZiZa u centru prvobitne kruZne putanje) tada se ma-
nevar moZe izvesti na naredni nafin.

Neka poluprednik polazne kruZne putanje bude r i neka pericentralni i
apocentralni poteg one elipse, komplanarne sa krugom ¢&ija je ZiZa u centru
kruga C, a koja je veli¢ine nove eliptitne putanje, budu p, i p,. Ako tada ta
komplanarna, posredna elips1 (1) dodiruje osnovnu kruZnu orbitu (k) u peri-
centru A4, tada je p,=r, pa mora biti p,>r (naravno, moguce je razmatrati i
siuéaj gde je pomenuti dodir u apocentru B i tada je p,=r, a p,<r).

U sluéaju p,>r mora se u talki 4 povecati kruZna brzina v, (prvi impuls)
z2 Av,, tako da u toj tatki brzina po veliCini postane

Vo=V + AV,

Pri tome je za navedenu elipsu, prema (XI, 26), potrebna promena veli¢ine

’/pa l ’

jer je ovde r,=p,=r, a r,=p, Otuda proistie s obzirom na (XI, 22) da
brzina u pericentru, sa ovim oznakama, treba da ima veliinu

2 \/ A 2
= o= . 19
Y=Yk Jr/p,,%—l rorlp,+1 -9

Kad se brzina po ovoj elipsi u apocentru obeleZi sa v,, onda je s obzi-
rom na (III, 22 — zakon povriina) 1 (III, 39)

VoI =Vgpas (20)
i

v,2,~v§=2)\(—l——i)=2vk(l—-—r—), 1)

r fa Pa
pa se tako za veli¢inu brzine v, u aposentru dobiva se posle kraceg transformisanja

22 r \/ 2

T e — = — —_— 7 . 22
T, T T e e N et 1 22)

Kad se dospe u apocentar B ove prelazne elipse, onda se moZe izvesti
korektura orbitnog nagiba, kao i u slu€aju kruZnih orbita, za veliCinu (drugi
impuls)

Avl=2vasin—;—Aa, 23)
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ako ravan putanje treba obrnuti oko velike ose ove elipse za ugao A a«. Na.
taj nadin se moZe reéi da je obavljen prelaz sa date kruzne putanje na odre-
denu nekoplanarnu eliptiénu putanju, ali takvu &ija je velika osa (pericentar-
-apocentar) u ravni polaznog kruga.

Prethodni mehanizam prelaza sa kruZne na eliptiénu nekoplanarnu putanju
moZe se iskoristiti i za ostvarivanje prelaza sa jedne kruZnec putanje na drugu
kruZnu jednakog polupre¢nika a nekoplanarnu. Naime, u prethcdnom sluéaju,.
letelica se vra¢a u pericentar A4, posle obrtanja u B, sa ram'jom veliéinom
brzine v,. Prema tome, ako se sad brzina v, u perihelu smanji za Av,, onda
¢e se letellca postaviti u kruZnu orbitu u ravni obrnute elipse koja je potpuno
jednaka polaznoj kruZnoj putanji. Na taj se naéin manevrom sa tri impulsa.
postiZe traZeni prelaz.

Pri ovom nadinu kori$¢enja transferne elipse za prelaz sa jedne kruZne
na drugu nekoplanarnu putanju jednakog polupre&nika ukupna potrebna pro--
mena brzine posle tri impulsa, apsolutno uzev iznosi

[AvI=2]Av,|+]Av], (24).

lAV!=2"k [\/7/;;217[1+r/pasm Aa] } (25)

Kako utroSena energija pri transferu uopste zavisi od ukupne promene
brzine pri tome, bie razmera apocentralnog p, i pericentralnog p,=r pri opti--
malnom transferu za dato obrtanje

.1
sin— A a
2
Pa _ — (26):
g 1-2 sin —2‘— A o
I zaista, ako se (25) diferencira po p, dobice se
LI DY (rfpg+ 1) [1 —(r/p, +2) sin— A o @7)-
de,  ea
pa je optimalni transfer u slu¢aju
dlo|
do,

tj. kad je
.1
(r/pa+2)sm—é—Aa=l

odakle se izvodi (26). Lako je pokazati da je ova optimalnost minimum.

Iz obrasca (16) vidi se da potrebna promena brzine pri obrtanju putanj-
ske ravni zavisi, ne samo od ugla obrtanja, ve¢ 1 od brzine na mestu putanje
gde se brzina menja. Ova pak brzina zavisi cd visine letelice nad Zemljom,
odn. od njene udaljenosti od Zcmljinog centra i manja je na veéoj visini.
Stoga se koriSéenjem prelazne putan_]e moZe postaviti pltanje izbora mesta.
obrianja putanjske ravni i na taj nadin i optimalnosti energue potrebne za to.
obrtanje.
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Iz (26) proizlazi da je, za obrtanje A a~39°, g fr=1, i transferna elipsa
identiéna sa polaznim krugom. Kori$éenje ove tehnike je za uglove obrtanja
A «<39° nekerisno, §to se lako vidi, jer tada je p,<<r! Za uglove obrtanja
Aa>60° je ova tehnika neupotrebljiva jer je, za Aa=60° p,/r=00 a trans-
ferna elipsa postaje parabola. Praktiénu vrednost ovaj mechanizam preleta ima
samo u razmaku 39°<A a<60°.

b. Ako treba sa date kruine putanje preéi na drugu krufnu nekoplanarnu ali
razli¢itog polupretnika (veéeg ili manjeg), onda se kori$éenjem transferne elipse
moZe ovako postupiti.

Obe kruZne putanje imace isti centar (centar Zemlje C) i neka su kruZne
brzine po njima v, i v.,, pri éemu je r, polupreénik prvog, polaznog kruga (1)
a r, drugog, kona¢nog kruga (2) i recimo, r,<r,. Tada se postupak razlikuje
od oncg u prethodnom sluaju samo u tome §to se drugi impuls ne ograni-
&eva samo na promenu Av, pravca brzine u apocentru transferne elipse veé
se i sama brzina po elipsi poveéava za Av, tako da se dobiva nova eliptina
putania, u ovom slufaju vece velike ose elipse. Pri tome je ta promena
takva da pericentar te nove elipse leZi na traZenom krugu.

AN
\ L\
\ " f \ 7)
\ N
\ "'"'o
\\ Sa <
g\Jﬂ_ P / / (o]

KruZna brzina v, po datom krugu (1) (Sl. 54) odredena je obrascem

A
‘U“= ’;—.

Da se otpofne sa manevrom treba (prvi impuls) promeniti tu brzinu za

Av, =1, [\/;79.%_1_ - 1] , (28)
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da bi letelica predla na prvu pomoénu eliptitnu putanju &ja je ZiZa u centru
kruga C, a kako apocentralni poteg te elipse treba da bude veéi cd polupreé-
nika kruga (p,>r,), ta promena treba da bude povecanje brzine.

U apocentru A te transferne elipse se zatim pored promene brzine (drugi
impuls) Awv, prema (23) potrebne za obrtanje date putanjske ravni u ravan
traZenog kruga, bsz promene brzine, za ugao A« mora izvesti i promena A v,
veli¢éine brzine u samoj ravni nove putanje.i preSlo na drugu, recimo, veéu
elipti¢nu putanju. Pri tome je

A'v,,=2v,sin—;—Aa,

gde je
2 'U:l

Pl

-9

Vg = P1?

a v, obeleZava brzinu u pericentru prve transferne elipse.

Poveéavanjem A v, brzine kretanja u apocentru po obrnutoj pravoj elipsi,
jer bi inade bez toga letelica prodla ponovo kroz pericentar ranije putanje,
poveéava se velika ose ove elipse i tako prelazi na novu eliptitnu putanju
koja treba da dodiruje traZenu kruZnu putanju tako da njcn pericentar leZi na
toj traZzenoj kruznoj putanji.

Promena Ay, se moZe izvesti kao razlika brzina u apocentru nove
druge elipse i prve elipse, pri {emu je ekscentri€nost druge elipse e,. Imamo,
stoga

N e e B

= \/g [\/ pa/rf-k 1 \/p,,/r?+ 1 } ’ 29)

Pa— 1,
Pa+r2

pri ¢emu je

€,=

Brzina potrebna, medutim, za kretanje po novoj kruZnoj putanji iznosi

A
Y, =) —
h2 ’

r,

ali pri dolasku u pericentar brzina v,, letilice po drugom krugu bice

A 2
'Up2 = _’; rz/pa_*_ 1 ’ (30)

i ako je podeeno da bude p,=> v,,, mora biti v, <v

,2 1 traiena promena
veli¢ine brzine odredena sa

Av,, =74, =Yy
Ukupna promena brzine (Eetiri impulsa) iznosie tako

'AV'=lAvp1]+IAv¢|+IAval+’Avn,’
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odn. eksplicitno

Av=vk,{ r—~f—9—[l+rl/pa(25in—;—Aa— 1)]—1 +
12
2
+'Uk2[Jr—2/—P;—:T[l+fz/Pa]_l}. (31)

Odavde se moZe izvesti analiza uslova optimalnosti i odrediti granice
korisnosti izvodenja ovog manevra ua ovaj nafin, ali po§to je to, istina samo
rafunski, dosta sloZeno neéemo se na tome ovde zadrZavati.

¢.  Za izvodenje transfera (prelaza) izmedu dve nekoplanarne eliptine putanje
Jjednakih veli¢ina, dovoljno je samo u jednoj od preseénih tacaka tih putanja
na liniji &vorova izvesti obrtanje jedne ravni u drugu za dati ugao Ao prema
obrascu (23) kao bez ikakve promene veliéine brzine kao u sluaju dve jednake
kruZne putanje. Medutim, iz istih razloga koje smo tamo naveli u vezi sa pi-
tanjem optimalnosti izvodenja ovakvih prelaza i njihove veée ili manje koris-
nosti, koristi se i ovde mehanizam preleta potpuno analogan onome tamo, jer
je potrebna manja promena brzine, ako se obrtanje prema obrascu (5) obavi
na vecem rastojanju od centra privladenje. Zako u pogledu koriicenja energije
prelaz sa tri impulsa moZe biti racionalniji od cnoga na oko prostijeg sa sa-
mo jednim.

Ovde se postupa na ovaj nain. Prvo se u pericentru (ili apccentru) date
elipticne putanje prede na transfernu elipsu, po pravilu veéu cd date, poveca-
njem brzine. Zatim se u apocentru ove transferne elipse obrne njena ravan za
potrebni ugao Ao promenom brzine za Ao, kao i sludaju kcd kruZnih
putanja. Kad se onda letilica vrati u pericentar transferne elipse, ova se |
novom promenom brzine postavlja u poloZaj druge, traZene putanje. U nafem |
slu€aju se obrnuta transferna elipsa, koja je u cdnosu na polaznu eliptiCnu
putanju povecana, smanjuje do veliCine polazne eliptiéne putanje. Obrtanje je
oko velike ose date elipse.

Dakle, ako su p, i p, potezi u pericentru i apocentru date polazne pu-
tanje, a p, i p,, odnosni potezi transferne elipse (jer se pericentar polazne i
transferne elipse poklapaju) bi¢e brzina u pericentru polazne eliptiCke putanje

prema (19)
A 2
N L (32)
’ Nop pplpatl

a brzina u pericentru transferne elipse prema istom obrascu je -

P 2 '
v = \/~——m, (33)
P 0p PplPart |

tj. potrebni prvi impuls iznosi
Av,=v,—v,.
Kad letilica dospe u apocentar transferne elipse, njena brzina tamo bice
prema (22)
_fo |2 2

——————— (34
Par Pa¢ pp/ Pas+ 1 )

at
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Drugi impuls je sad promena brzine u apocentru prema (16)
Av,,=2v,,sin%Aa

za obrtanje putanjske ravni.

Najzad, posle povratka u zajedniki pericentar polazne i transferne elipse
treba ponovo dati impuls Av,, ali samo suprotnog 'smera od prvog impulsa
radi smanjenja brzine i veli€ine eliptiéne putanje da bi se tako pre§lo na elip-
tiénu putanju veli¢ine jednake polaznoj samo sad u drugoj ravni.

Prema tome, ukupna promena brzine (tri impulsa) iznosi

|Av]=2[Av,|+]Av,],
-odn. eksplicitno

5y 2 .1 Ky 2
A lzzx/ﬁ\/_.___[u oS0 —- A —2\/~\/w~—. )
4] o V Ppleat] Pl arSin 7 A o VY eulpat] (3%)

‘Ovo nije jednako odnosnoj prgmeni u slu€aju transfera izmedu nekoplanarnih
jednakih krugova, jer se polazi od druge brzine u prvom trenutku.

I ovde se mogu odrediti optimalni uslovi i korisnost pojedinih transfera,
ali se to obavlja sli¢no kao kod kruga 1 dobija se za minimum uslov

.1
sin — Aa
Par_ 2

IR TE (36)
pp ]—‘ZSjn ?Aa

.odakle se dobivaju ista ona ogranifenja kao kod kruga, tj.
%:/Pp= 1: i Par/Pp= .

Jo¥ se moZe pokazati da je poletni manevar bolje otpo&eti u pericentru
pego u apocentru polazne putanje, iako bi na prvi pogled bilo racionalnije
podeti u apccentru. Obiénim radunom to nije te§ko dokazati, ali s= u to ovde
neéemo upustati.

3. Susret

U svim slufajevima transfera sa jedne putanje na drugu dosad nije po-
stavljeno pitanje na koje mesto nove putanje i u kom trenutku treba da se stigne
famo. Prema tome, treba prouditi i pitanje tzv. susreta pri &emu se radi o
zadatku da dve letilice dodu na neko odredeno mesto u istom trenutku vre-
mena, tj. da se tamo sretnu, sastanu. Dakle, radi se o manevru prelaza sa
jedne putanje na drugu, o transferu, ali na naroliti nadin. Jer, prelazna
letelica, presretad (dostizal, interceptor) treba da prede s jedne putanje na
drugu, da tamo stigne u trenutku dolaska letilice sa kojom se sre¢e i da sa
njom ima iste karakteristike kretanja. To znali da tamo ne samo dostigne
{presretne) letelicu po putanji koja je cilj ve¢ i da nastavi da se kreée po toj
putanji, da ne§to smanji brzinu, ako bi inade presekla tu putanju ili nedto
‘poveca, ako bi je samo dodirnula i vratila se.
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Mehanizam ostvarenja randevua opisaCemo ovde samo u slufaju dve le-
telice koje se krecu po nekoplanarnim kruinim putanjama, razliitih polupreénika,
pri éemu se letelica koja je cilj susreta, krede na vedoj visini, tj. po putanji
kruga veéeg polupreénika. Svi drugi sluajevi s¢ mogu onda sastaviti pomocu
ovog primera i teorije drugih transfera o kejima je bilo re¢i. Napr. ako su
putanje cilja i presretala koplanarne izostaée prosto impuls potreban za obr-
tanje ravni. Sliéno tome, neophodno prilagodavanje je moguce i u slu€aju da
je putanja presretaa krug a cilja elipsa ili kad su ove eliptiéne.

Tako neka se letelica — neka kosmilka stanica kao napr. ,,Camore,
,.Skylab*¢ itd. krece po kruZnoj putanji polupre¢nika r,, dok se veStatki sate-
lit presretal — dopremaé nalazi izbaen na kruZnu putanju polupreCnika r,,
pri éemu je r,>r, i neka se putanje jedne i druge letelice nalaze pod uglom
od A« Tada se u trenutku kad presreta dostigne liniju ¢vorova (presek ravni
obe putanje) izvede impuls za obaranje putanje presretaca u ravan putanje cilja.

Potrebna promena brzine Av, za to iznosi prema (22)

1
Av1=2vklsin—2~Aa,

\/)\ \/
Vo, =4 /— = __.____v =
k1 k2

r r, n

pri ¢emu je v,, kruZna brzina presretada, a v,, kruZna brzina letelice koja
je cilj.

Zatim se uodi situacija kad se presretad nalazi u nekoj taki 4 na svo-
joj putanji, gde je cilj u talki 4, za ugao 0 ispred presretata u smeru Kkreta-
nja, pri demu se ovaj ugao moZe uglavnom podesno izabrati. Tada se letelica
presretaé impulsom u tom poloZaju prebacuje na Homanovu preletnu putanju,
elipsu koja, recimo, u A dodiruje kruZnu putanju presretata a u B kruZnu putanju
cilja, tako da je duZina putanje poluelipsa AB. Ovaj impuls, obeleZiemo ga
sa Av,, jer je pri ovom izboru A pericentar transferne elipse, iznosi, prema

(X1, 26) i (XII, 7) —r ——
A 2
s (Vo1

Najzad, jednom u taéki B na orbiti cilja treba neSto povecati brzinu
presretada, ako tamo samo dodiruje putanju cilja, da dostigne kruZnu brzinu
cilja, i to, prema (XI, 29) za

Av #\/Z[l—\/ﬁ%/;;] (38)

Pri ovakvom manevru ukupna promena brzine za ostvarenje susreta iz-
nosi (tri impulsa)

gde je

[Av]=]Ave|+|Av,{+[Av,].

Za prelet od A4 do B presretal opisuje poluelipsu velike poluose

a= A—ZB=%(rl+r2), tako da je vreme preleta +, prema (III, 57)
@ o (r o+, e
T, = = V——;\( 3 ] . 39
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Vreme potrebno za prelet cija od 4, do B iznosi

1:—9 3/,
T,=—r, (40
= )
jer treba preéi luk veli¢ine n—0 radijana na krugu polupre¢nika r, brzinom
N .

r
2
1z uslova 1, =1, dobiva se

(')=1r[] —[Zl(lw,/rz)]”’}, @1y

Vk2=

$to odreduje onu vrednost ugla 6, kad treba otpoleti ovaj manevar.

U sluéaju koplanarnih ravni nedostajace, kako smo rekli, impuls Av,,
ali ostala dva ostaju nepromenjeni.

Susret u prethodnom sluaju dve nekoplanarne kruZne putanje moZe se
ostvariti i kori§¢enjem pomo¢nih eliptiénih putanja na sli€an nadin kao u slu-
¢aju obi¢nog transfera izmedu dve nekoplanarne kruine putanje. Naime,
presretau se pri prolazu kroz talku A4 na liniji ¢vorova mcZe poveéati brzina

(prvi impuls) za
Y 2
A‘“:\/-’-:[\/’I/Pa"‘l - 1],

da prede na eliptiénu putanju u ravni presretadevoj, &ija je ZiZa u centru
kruZne putanje presretaa a apocentralni poteg p, svakako veéi od polupreé-
nika r, putanje presretata (p,>r,). U apocentru B te elipse izvodi se obrtanje
ravni putanje presretata (drugi impuls) u ravan putanje cilja za

iy 2 1
Avu—\/—’;;dr—lﬁ::l—‘ sin —2—Aa,

i povec¢avanje veli€ine brzine v, po toj novoj putanji (tre¢i impuls) za

Al 2 2
Ava:\/E[VAF—’a/’z'*‘] —\/Pn/’1+] ],

da bi presretal pre§ao na novu eliptiénu putanju &ji ¢e pericentar biti tano
u tacki B susreta.

Najzad, se ova pomo¢na eliptiéna putanja pretvara u B promenom brzi-
ne (smanjenjem) (Cetvrti impuls) za

A 2
PN il |
r, ry/pat1
u kruZnu putanju cilja.

Vreme potrebno za prelet prve pomocne poluelipse iznosi

1(’1"'90)’/2
Val 2 )’
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.a druge poluelipse obrnute i poveéane bice

_Zr__(r2+pa) M2
Val 2 ’

‘§to ukupno ¢ini vreme preleta presretada od tatke A4 do cilja u B.

T, = __1;_ (rl + Pa)!/2 + (’2 + pa)’/’ i
Val\ 2 2

Vreme preleta letelice — cilja od 4, do susreta u B iznosi

2n4+0 5,
T, = V_X r-,

gde je O ugao koji pokazuje koliko u smeru kretanja (prema slici) cilj za-
ostaje iza presretata u odnosu na pravac od centra privladenja.

Izjednalavanjem vremena T, i 7, §to je uslov za susret dobiva se

0=n (rl + pa)’l2 + (rz + Pa)lh ~-2n,
2 2

veli€ina ugla O pri kojoj treba otpoleti manevar.

Ukupna promena brzine pri ovakvom manevru iznosi
[AV[=[Avy | +[Bv,|+[Avs]+]Av,,].

4. Spust

Jedan od najvaZnijih kosmiCkih manevara je spust (spuStanje) letelice na
Zemlju — prizemljenje (ateriranje).

Kad je re€ o povratku objekata iz kosmosa na Zemlju, onda treba raz-
likovati one objekte koji se moraju spustiti ofuvani na Zemlju — to su one
letelice ili njihovi delovi (kabine, kapsu'e) u kcjima je smeStena posada ili
vazni instrumenti — od onih raznih odbadenih delova letelice koji po pravilu
nekontrolisano ulaze u gu¥ée slojeve atmosfere i tamo izgore. Medutim, iz
humanih i politi¢kih razloga i njihovo spustanje (pad) treba kontrolisati da
ne bi nesagoreli pali na naseljene predele i priCinili $tetu kao $to je to 1979.
godine postojala opasnost od pada ameritke kosmicke stanice ,,Skylab‘‘. Stoga
se i u njih ugraduju neki instrumenti koji dopudtaju izvesno upravljanje sa
njima ili bar omoguéuju njihovo razaranje pre pada.

Trajektorija spujtanja sa orbite kruZenja moZe se uglavnom podeliti na
tri dela.

Prvi, prelazni, deo je putanja od silaska sa orbite do ulaska u gusée
slojeve atmosfere. To je putanja pribliZavanja letelice atmosferi. Pri tome neka
odredena taéna granica atmosfere, odn. njenih gui¢ih slojeva ne postoji. Uo-
stalom gustina atmosfere opada sa visinom ali ne jednoliko i ne u istoj meri
u svim pravcima od Zemlje. Medutim, neophodno je uzeti neku granicu koja
treba da razdvaja guiée slojeve atmosfere, gde se aerodinamilke sile moraju
uz‘mati u obzir, od onih, gde se aerodinamike sile mogu zanemarivati ili
smatrati samo kao poremedajne. Granica izmedu tih slojeva se uzima obi¢no
na visini od 76 km ali ponekad i na visini od 100 km. Objekt koji se spufta
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prema Zemlji kreée se tada od silaska sa orbite do ulaska u gu¥ée slojeve
atmosfere pasivnim (bespogonskim) letom, otprilike kao kosi hitac u bezvazdu-
$nom prostoru promenljive teze. Ono $to jo§ treba istaéi, to je da pri ovak-
vom prelazu, jer se pretpostavija da nema nekih znaajnih otpora, ne dclazi
do rasipanja mehani¢ke energije i zagrevanje objekta ve¢ se samo potencijalna
energija pretvara u kineti¢ku. DinamiCki problem opisivanja ovog kretanja i
odredivanja putanje mo2e se, prema pocetnim uslovima na mestu silaska sa
orbite i osobinama gravitacionog polja u oblasti prelaza, resiti.

Ukoliko se orbita letelice ne nalazi suvile visoko, za prelaz na putanju
pribliZavanja dovoljno je letelici, koja se spusta, saopstiti pomoéu ko&nog ure-
daja raketnog motora mali, ali tatno odredeni impuls (promenu brzine) u smeru
suprotnom letu. Radi toga je neophodna tafna orijentacija letelice u prostoru
da ne bi do8lo do nepotrebne i neZeljene promene ravni putanje letelice. Pro-
mena brzine Av treba da bude ili direktno suprotna kretanju letelice ili da sa
njegovim pravcem kretanja obrazuje tup ugao (sl. 55) tako da se postigne
smanjenje putanjske brzine letelice i izvesna komponenta brzine prema Zen.lji.

SI. 55 Sl 56

Mora se pri tome voditi racuna da ne dode do velikog smanjenja putanjske
brzine §to bi onda pri padanju prema Zemlji moglo dovesti do velikih ubrza-
nja i tako do povecanja teZine astronauta Pri tome se kao grani€ni doputeni
koeficijent preoptere€enosti teZinom smatra broj 10. Predvida se 1 moguénost
ostvarenja silaska sa orbite prirodnim ko&enjem broda usled onih minimalnih
otpora koji postoje i van guéih slojeva atmosfere, napr. kad dode do kvara
uredaja za kofenje, ali se to moZe dozvoliti samo, ako se raduna sa sigurnim
sagorevanjem letelice. Inade ona bi tako pre ulaska u gu3ée slojeve atmosfere
mcgla nekorisno da obilazi oko Zemlje §to bi ometalo tagno prorafunavanje i
odredivanje mesta ulaska letelice u gu$ée slojeve atmosfere. Najracionalniji
sluaj smanjenja impulsa je onaj kad bi se prelazna putanja priblizavala gusl-
¢im s'ojevima ta&no na onoj strani Zemlje koja je suprotna talki silaska (sl
56), tj. kad putanja pribliavanja obrazuje luk od 180°. Medutim, te$ko je
ostvariti tatno taj slu¢aj pa je prelazna trajektorija obi¢no krada i strmija od
navedene. Ipak se, po pravilu, traZi da ugao ulaska u gu¥ée slojeve atmosfere
ne prevazilazi 5°. Velidina samog impulsa za ostvarenje silaska prema dosa-
da¥njoj praksi iznosi oko 150—200 my/s.

10 Uvod v astrodinamike
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Drugi deo putanje spuStanja — ulazak i kretanje u atmosferi (re-entry)
— je glavni. Sad letelica (odn. ono §to se od nje spusta, jer se cele letelice
bar zasad ne spuStaje) trpi aerodinamicki otpor koji usporava objekat koji se
spusta. Stoga je sad i sam oblik objekta od velikog znadaja pa se oblik ka-
bine odn. kapsule naro€ito pode$ava za prolaz kroz atmosferu. Kako letelica
silazi gustina atmosfere raste a ovo dovodi do povefanja aerodinamitkog ot-
pora, ali i do povecavanja teZine u letelici i teZinskog preoptereéenja posade.
Stoga ulaz letelice u guice slojeve atmosfere treba da bude §to usporeniji.
Problem prolaza kroz atmosferu je dalje oteZan Cinjenicom da se izuzetno vi-
soki nivo energije grani¢nog sloja na letelici rasipa u obliku zagrevanja ob-
jekta. Na taj nain je problem ulaska u atmosferu ekvivalentan problemu
usporavanja i kineti¢kog zagrevanja. Kinetitko zagrevanje se ne razmatra u
dinamici, pa se¢ u narednim izlaganjima neée uzimati u obzir pod pretpostav-
kom naravno da ne utife bitno na dinamifke pararietre. Inade u praksi se o
tome obavezno mora voditi raduna.

Posle ulaska u atmosferu, odn. njene guiée slojeve, objekt se krece bez
pogona pod dejstvom gravitacije i aerodinamickog otpora. Ako se aerodina-
micki otpor pri tome sastoji samo od sile deonog otpora, pa nema uzgona,
onda se govori o balistickom spustanju u uZem smislu. Ako se pored ceonog
otpora javlja i uzgon (podizanje) onda je spuStanje planiranje (jedrenje). Koji
sludaj ¢¢ nastupiti zavisi od ulaznih elemenata u atmosferu. Najzad, mogude
je kad je ulaz suvie plitak i putanja nedovoljno povijena a pri velikoj brzini
kretanja moZe do¢i do odbijanja objekta natrag u prostor (ricochet).

U narednim izlaganjima prikaza-
éemo sludaj balistickog spultanja. Po-
smatrajmo stoga neki objekt koji ulazi
u Zemljinu atmcsferu iz prostora, kako
je to shematski prikazano na sl. 57.

Uzmimo da je u nekcj taéki
(x, y) njegova brzina v i da putanja leta
obrazuje ugao ¢ sa lokalnom horizon-
talom. Tada se dinami¢ke jednadine
uofenog ravanskog kretanja mogu na-
pisati u obliku

mi=Pcosg 0 T

(42
my =Psin¢g —mg. ) SI. 57

Aerodinamicka sila otpora P odredena je poznatim obrascem
P=—;—-pv26‘,5, (43)

gde je c, koeficijent ctpora, S referentna potisna povr§ina, karakteristiCna za
objekt koji se spudta, na pr. njegov profil, a p je gustina-atmosfere. Na taj
nacin se posle unodenja vrednosti (2) za P u jednaline (42) dolazi do jednadina

¢ pvicpS cosg)

2m
(44)
9 =pv’c,,.Ssin'(p_

2m
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Resavanje jedna¢ina (44) nuzno zahteva koriS¢enje raunaia, ili, bar, neki
postupk pribliZavanja koraka po korak, jer se koeficijenat ¢, menja sa Maho-
vim (Mach) 1 Rejnoldsovim (Reynolds) brojem, a atmosferska gustina i ubrza-
nje oboje zavise od visine.

Znatno upro$éenje problema, $to je pod izvesnim uslovima moguée bez
unoenja ozbiljnih grefaka, moZe se posti¢i usvajanjem narednih pretpostavki:

1) objekt se spusta vertikalno;

2) koeficijent aerodinamitkog otpora je stalan;

3) gravitaciono ubrzanje je stalno; i

4) gustinz p=p,e?”, gde su p, 1 B konstantne.

U tom sluéaju se moZe dobiti konatno analititko redenje, jer se refava-
nje jednadina (44) mcZe svesti na reSavanje jednadine i to

5 _Po vZep Se~8y

y=- -g. (45)

2m

Ako se ovde stavi v2=Z i uzme u obzir da je
dv

v oy ¥
dy
mcZe se prethcdna jednadina napisati u obliku
Ze~B
f{z_:ﬁqﬁt_s_e_____zg:o’ (46)
dy m

a ta jedna¢ina ima integracioni faktor

exp [ p—"i&ge“’y dy] ) “7)
m

Pomoc¢u ovog integracionog faktcra dobiva se re$enje jednacine (46) u obliku
Z=v=exp|[—p,cpS/Bm)e?] x
§ {35 = [(py cp S/B m)e=>7)"

B a1 n'n

—2gy+ const.] , (48)

tako da se usporenje obrekta (u odnosu na g) moZe dati izrazom.
v _ppcpS

g 2mg

Xlz“g 2 Wpocp Sipm)e—®1"

e ?rexpl(—pocp S/Bm)ye ) x

2

—2gy+ consl.] -1, (49)
n=1 n'n

Posto usporavanje letilice postize vrlo velike vrednosti u poredenju sa g,
jer aerodinami¢ki otpor nadmasa teZu, n:oZe se jo§ Clan sa gravitacionim ubr-
zanjem g u jednalini (45) izostaviti §to neée znatnije uticati na rezultate. Ako
se to 1 ufini jednagina (45) ée postati

2
Q:EQLC—P_S_ e“B}', (50)

—v=v
dy 2m

tako da bude .
v=C exp [~ (pyp S/2mB)e~*7]. (1)

10*
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Konstanta integracije C ovde moZe se odrediti, poSto je na visini ula-
ska u atmosferu

exp [ (po ¢, S/2 B m)e~?"]~s L. (52)
Prema tome, ako je brzina pri ulasku v=v, bie
v=v, exp [—(p, cp S/2p m)e~?, (53)

__"’__ BoCpS¥o_
g 2mg

Ogledi su pokazali da jednaline (49) i (53) daju u sultini dovoljno sag-
lasne rezultate.

Mcguénost da se u jednalini (4) zanemari ¢&lan sa gravitacionim ubrza-
njem g ukazuje na to, da ako ulazni ugao nije suviSe mali, ¢lan sa g moZe
da se izostavi u podetnoj formulaciji (44). Prema tome za objekt koji ulazi ve-
likom brzinom i pod dosta velikim uglom ¢, prema horizontali jednaline kre-
tanja (3) postaju ‘

exp [ - (p, ¢p S/m B) e~*]. (54)

_pvicp Scos g,

X (55)

2m
~ p*vicp Ssin g,
= o
To znadi da je ulazna trajektorija prava linija i usporenje dato relacijom
u pvicp S
2m

Ako se ovde za p uvede, prema pretpostavci 4/ izraz o eksponencijalnoj pro-
meni gustine sa visinom i jo§ uzme u obzir da je

v =V sin @,(dv/dy), L)

(56)

relacija (56) postaje
zjl=poc,S COS @, et dy. . (8)
v 2m
Ova jednalina se moZe onda integraliti i daje
v=v, exp [—(p, ¢p S cosec ¢, /2 B m)e 7],

odakle se za visinu y,,, na kojoj je najveée usporenje dobiva

1
Youue = In Po5PS COSCC By (59)
Bm
Odnosna brzina v,, postaje onda
. ,
Vo =Yo€ _~50,61v, (60)

pa je vrednost maksimalnog usporenja relativno prema g izraZeno relacijom

_(_v_) _Bv%sinq;,.
glmx  2ge
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Znatno sloZeniji, ali zato i savrieniji nadin spusta jeste planiranje (jedre-
nje), kad aerodinamicki otpor ima nezanemerljivu komponentu uzgona. U tom
slutaju vaznu ulogu u odredivanju trajektorije objekta ima tzv. aerodinamicka
karakteristika spusta, a to je razmera P,[P, velitine uzgona P, i veli¢ine P,
deonog otpora. Naime, tada se ukupni aerodinacki otpor P(2) rastavlja u dve
komponente sa razli¢itim koeficijentima otpora ¢, i ¢, — uzgona i &onog
otpora. Tada je

1 1
P,=—pWec,S i Py=—pvic,S,
2P 0= PV Gy

pa je, prema tome aerodinami¢ka karakteristika spusta cdredena sa
P, JPy=c,fco=x,
pri ¢emu je u belistitkom slu€aju ¢,=0 i x=0.

Iako se cvde neéemo zadrZavati na slufaju jedrenja i neéemo ga bliZe
razmatrati, treba ipak napomenuti da se pomoéu njega znatno moZe smanjiti
koeficijent teZinskog opterecenja kabine, koja se spusta, na pr. svesti to na
poveéanja od samo 3 —4 puta prema 8 —10 u &isto balistickom slu¢aju a sma-
njuje se i zagrevanje. Sto jz takode vaZno, postoji veéa moguénost manevri-
sanja pri prizemljenju i to kako po daljini tako i bo¢no pa se tako mcZ. si-
gurnije spustiti na odredeno mesto ili pri prizemljenju izabrati podesnije mesto.

Treéi deo trajektorije spusta je najkraéi. Naime, aerodinamiCki otpor
moz:, nadelno uzev, ako ne dodje do razaranja letelice usled otpora ili do nje-
neg prezagrevanja i sagorevanja, da smanji brzinu spustanja do 150 — 250 mys.
Tada se putanja naglo izvija i pofne strmo da se spusta pri &emu dolazi do
izjednadenja otporne sile i projekcije gravitacione sile na pravac kretanja pa
kretanje postaje jednoliko. Onda se na nekoj desetini kilometara nad Zemljom
radi konad¢nog mekcg spuStanja na kopno ili vodu koriste razni sistemi kode-
nja i upravljanja, padobranski sistemi, katapultiranje iz hermeti€ki zatvorene
kabine, prihvatanje mreZom a u novije vreme se ostvaruje i moguéncst spus-
tanja na pistu. U svakom sludaju da ne dode do $tetnih udara brzina u slu-
¢aju dedira sa tlom treba da bude 2-3 m/s. Veéina ovih postupaka je ekspe-
rimentalho proverena ali ipak ponekad dolazi do prili€nog odstupanja spusta-
nja od mesta koje je predvideno.

Da pomenemo samo jo$ i to da se u slufaju postojanja acrodinamikog
usgona mozZe dogoditi da se letilica (objekt) odbije jednom ili vise puta od
guiéih slojeva atmosfere, da odskale, kao pljosnata kamena plcCica badena
tangentno po povrini mirne vode.

5. Obletanje oko Meseca

Od raznim manevara koji su tehni€ki ostvarljivi i ve¢ se izvcde opisa-
¢emo ovde jedan manevar za obletanje Meseca, izbacivanje kosmitke sonde
prema Mesecu, i naravno u vezi sa tim i spuftanja na Mesec.

Prvo se radi veée sigurnosti i bolje odredenosti izbora pcéetnih uslova
za ostvarenje obletanja oko Meseca letilica izbacuje sa Zemlje u tzv. postajnu
putanju (parking orbit) oko Zemlje i to ne mncgo daleko od nje. Tek posto
se sve proveri pristupa se ukljufivanju raketnih motora i poveéanju brziue le-
tilice za let prema Mesecu. Ovde prikazani mehanizam manevra cdncsi se na
naéin i elemente obletanja ,,Apola 8 1968. oko Meseca.
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U nekoj tacki M, (S. 58) postajne putanje (napr. na visini od 200 km
nad Zemljom) letilica se ubrza do brzine nesto vece cd minimalno potrebne za
dostizanje Meseca po Homanovoj putanji. Neka to bude 10850 m/s. Letelica
se onda krece kao veStalki satelit Zemlje po elipti¢noj putanii €ija je ZiZa u
centru Zemlje. Uzeto je da apogej. 4 ove elipse bude samo ne$to malo iza
Mesedeve putanje oko Zemlje (SL 59).

Sl. 58 |

Sa usvojenim poletnim uslovima moZe se u apogej dosti¢i za 69% 36=n.
Medutim, ako je letilica upuéena prema Mesecu, ona ¢e pre dostizanje apo-
geja, na prilazu orbiti Meseca, preéi granicu Meseéeve gravisfere u poloZaju I
u nekoj tagki M, (Sl 60) i to posle 57"38"™ kod ,,Apola 8¢. Neka je tada
Mesec u tacki L, na svojoj putanji oko Zemilje. U trenutku ulaza u Mesegevu
sferu dejstva (taénije oblast dejstva, jer nije sfera u pravom smislu redi) geo-
centralna (u odnosu na centar Zemlje), brzina letilice v; je oko 600 mys pri

20

M
£5€Cky,

100000 km

200 000k

Sl 59
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datira uslovima. Tada za odredivanje ulazne selenocentralne (u odnosu na cen-
tar Meseca) brzine v, treba uzeti u obzir da sama Mesedeva gravitaciona
oblast nailazi na letelicu brzinom od v, =1020m/s prema Zemlji, pa brzinu
v,; treba odrediti slaganjem. PoSto letilica ude u Mesedevu oblast dejstva, ona
ée se, s obzirom na pocetne uslove ulaska kretati u odnosu na Mesec po
nekom od konusnih preseka u &ijoj je jednej ZiZi Mesec. Medutim, kako se
Mesec zajedno sa svojom sferom dejstva krece oko Zemlje, to kretanje lete-
lice posmatrano sa Zemlje sad neée biti po konusnom preseku veé¢ po nekoj
putanji koja je u opitem slu€aju neka prostorna Kriva linija. Ali, po izlasku
iz Mesedeve sfere dejstva letilica, ako leti kao projektil bez pogona, pod-
vrgava se zakonima gravitacionog priviatenja Zemlje i podinje da se kreée u
odnosu na Zemlju.

Selenocentralna brzina v,, kao relativna brzina prema Mesecu moZe se
odrediti iz geocentialne brzine v, letelice prema Zemlji i brzine krtanja v,
Meseca po putanji kao prenosnog kretanja iz obrasca

Yur=Vz~ "V,

§to je prikazano i slikom 60. Vektor v, je, pri tome, vektor putanjske brzine
Meseca u poloZaju L, kad je njegova gravisfera u poloZaju 7.

Prema ranije navedenim pocetnim uslovima, ulazna selenocentralna brzina
iznosila je 970 m/s. Inade ova brzina nije neka stalna veliina veé se menja
prema veli€ini geccentralne brzine i prema mestu ulaska u Mesedevu sferu
dejstva.

Rastojanje letilice od centra Meseca posle prcdora u Mesedevu sferu
dejstva zavisi naravno od mesta prodora i nalazi se negde izmodu 66 000 km
— duZine najveéeg potega oblasti dejstva i 38 400 km udaljenja tzv. neutralne
tatke — najmanjeg udaljenja. Prema nekim pribliznim proratunima mesto
prodora leterice ,,Apolo 8 u Mesedevu sferu dejsttva moralo je biti na ras-
tojanju oko 55000km i sa veli¢inom brzine od oko 600 mys.

Inaée jednalina ravnog preseka one obrtne povr§i sa osom Zemlja-Mesec
koja ograniava oblast Mesedeve oblasti dejstva glasi (IX, 21) u polarnim ko-
ordinatama sa polom u centru Meseca glasi

5 [rma\2
p=d\/(’—:—) (1+3cos?0)~01,

gde je, kako smo veé ranije videli (IX), d rastojanje Mm Zemlja-Mesec, p
poteg tatke na povrii koja cgranifava oblast dejstva, 0 polarni ugao koji obra-
zuje poteg sa osom Zemlja-Mesec orijentisanom od Zemlje ka Mesecu, m
masa Meseca i M masa Zemlje, pri emu je

1 . .
L Taj presek shematski izgleda kaco

M 81,45
na Sl. 61.

Najveée vrednosti potega p su za 0=m2 §
1 8=3n/2, a najmanje za 6=01 0= a to je MEsec L-%

na pravcu Zemlja-Mesec. Osim toga ova se ob-
last posebno suZava ba§ na pravcu Zemlja-Me-
sec izmedu Zemlje 1 Meseba, -jer se ono mesto,
tzv. neutralna tacka, u kome su geocentralno i
selenocentralno privladenenje jednaki nalazi na
najmanjem udaljenju od Meseca i deli rastojanje ZEMLIA
Zemlja—Mesec u razmeri 10:1. Sl. 61
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Kakav je oblik putanje u odnosu na Mesec nije teSko odrediti, kada se
zna brzina kretanja (prva kosmiCka) v, i brzina oslobodavanja (druga kosmié-
ka) v, za Mesec, pri femu je

vl=k\/-—’:i i v,=vV2,

i gde je univerzalna gravitaciona konstanta k2 =6, 665 10~ cm3 g~1s-2 (I1I, 3),
m=7,338-10%g i r=1736,6 km polupreénik Meseca kao tela uzetog kao sfera.
Tako se dobiva da je brzina kruZenja veStadkcg satelita Meseca na rastojanju
11 —112km od njegove povr§i (sluéaj Apola 8) iznosi oko 1627 m/s i vreme
obilazznja oko Meseca na ovom rastojanju iznosi 1 59™=. Brzina oslobodava-
nja ppi poletanju sa same Mesedeve povrsi iznosi 2,4 km/s, dok je brzina os-
lobodavanja na rastcjanju 55000 km (otprilike ono rastojanje na kojem je
»Apolo 8¢ ufao u Meseevu oblast oejstva) svega 422 mys, dok na rastojanju
od 66 000 km iznosi samo 385 m/s. Prema tome, ulazna selenocentralna brzina
od 970 m/s dalnko prema$a paraboli¢nu brzinu na mestu ulaska u oblast Me
selevog dejstva pa stcga mora biti hiperbolina. Kako nije usmerena prema
Meszcu putanja u odnosu na Mesec mora biti hiperbola i sa dosta velikim
otporom.

Vreme prolaza letelice kroz MeseCevu cblast dejstva moZe se izraCunati
kad su poznati podetni uslovi. Pri navedenim poletnim uslovima to vreme iz-
nosi 33®36™ i to do perilunijuma (periselenijuma, pericintijuma) — najbliZeg
mesta Mesecu — 1624872, Ovo je vreme prolaza u sjufaju da nema nikakvih
naknadnih promena brzine, a pogotovu da nema satelitizacije, §to je inade bio
slutaj kod Apola 8. Drugim reima ovo je situacija, ako posle izbacivanja
prema Mesecu nema drugih impulsa.

Kad letelica prode kroz oblast dejstva Meseca, ona dolazi na granicu
oblasti dejstva u N (sl. 60) i tamo izlazi iz nje. Medutim, za to vreme se i
sama oblast dejstva Meseca premestila i nasla u poloZaju II pri demu je sad
centar Meseca u tatki L, a taCka N se premeSta u tatku M,.

Kako je selenocentralna brzina pri izlasku iz Mesedeve oblastt dejstva,
kad nema nikakvih namernih promena u toku leta, s obzirom na zakon o odr-
Zavanju mehani¢ke energije otprilike ista kao i pri ulasku, ako je izlazno me-
sto na istcm rastojanju od Meseca kao i ulazno i ako se Mesec nije u toku
proletanja letilice kroz njegovu oblast dejstva mnogo udaljio od Zemlje, to
onda u odnosu na Zemlju letelica nastavlja put po elipsi. Ipak, ova elipsa nije
taéno produZenje one doletne elipse veé deo nove elipsne putanje letilice kao
vestakcg satelita Zemlje koja je cdredena podetnim uslovima u trenutku ula-
ska letelice u preteZno Zemljinu oblast dejstva. Od tih poetnih uslova zavisi
hoée li letelica pasti na Zemlju, postati njegov ve§tacki satelit ili &ak izaéi iz
Zemljine oblasti dejstva i oti¢i meduplanetni prostor.

Oblik onog dela putanje projektila (letelice) u oblasti dejstva Meseca, u
odnosu na Mesec, je, kako smo u naSem sluéaju videli, bila hiperbola. Izgled
medutim, ove putanje posmatran sa Zemlje mcZe se konstruisati, kad se po-
smatra kretanje tatke po hiperboli i ZiZa hiperbole pomera po krugu oko
Zemlje sa odnosnim brzinawa. Tako se dobiva petlja (deo osmice) (Sl 62).
Naravno. da se pri tome uproi¢eno uzima da se ravan putanje letelice oko
Meseca poklapa sa ravni Meseéeve putanje oko Zemlje. Ova kriva se moZe
pri ovim uslovima dosta prostor konstruisati (Levantovski, 25) na naredni
nadin.
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Uzme se providni list hartije ($to odgovara pokretnoj oblasti dejstva
Meseca) i kre¢e po nepokretnom listu(3to odgovara sistemu vezanom za Zemlju.
koja se smatra nepokretnom). Po hiperboli nacrtanoj na pokretnom listu, &ija
se Zi7a pomera po krugu nacrtanom na pokretnom listu, pomera po krugu.
nacrtanom na nepokretnom listu, pomera se pokretna tatka i iglom na svakcm:
mestu probija pokretni list da bi ostavio trag na nepokietnom listu Ako se
bar donekle vodi raduna o razmeri kretanja vrha igle po hiperboli i pokretnog
lista po nepokretncm, dobi¢e se dosta dobro refenje za oblik putanje = polu-
osmica. U posmatranom slu¢aju brzine po hiperboli treba da budu jednake
njenim krajevima (na izlasku iz oblasti dejstva Meseca, ali se pri pribliZavanju.
temenu hiperbole pojavljuje ubrzanje, dok je kretanje samog pokretncg lista
jednoliko.

U prethcdnom razmatranju pretpostavili smo (Sl. 60) da letelica ulazi u.
Mesecevu oblast dejstva ispred Meseca u odnosu na smer njegovog kretanja.

Sl 62 Sl. 63

U sludaju da letelica prodire u Meseevu oblast dejstra u tacki K (sl. 63)
iza Meseca, 1 ako se pretpostavi slitna sijuacija kao ranije pri ulazu ispred
Meseca u M|, tj. da je veli¢ina geccentralne brzine letelice v,=600m;s a ve-
li¢ina geccentralne brzine v, — 1020 mys, tada ¢ée ulazna selenccentralna brzina
v,. biti usmerena, kako pokazuje slika, od Meseca pa uopSte nefe do¢i do
obilaZenja (obletanja) Meseca, jer je uostalom Mesedeva geocentralna brzina
ve¢a od geocentralne brzine letelice.

Naravno, sva ova na$a razmatranja bi¢e drukéija, ako se letelica sa postajne
putanje uputi prema Mesecu, ne po Hcmanovoj poluelipsi nego paraboli¢nem
ili hiperbolicnom brzinom, ili ako postoji moguénost da se naknadnim uklju-
tivanjem i radom raketnih motora brzina letelice mena po volji.

Posto na%a letelica ponovo ude u Zemljinu oblast dejstva i postane, re-
cimo, njen ve§taCki satelit, onda se problem povratka svcdi na smanjenje brzine
leta do ispcd krrZne da se letelica polne spultati prema Zemlji i treba izvesti
manevar spusta {prizemljenja).
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Azimut, 32

anomalija, ekscentri¢na, 48
anomalija, prava, 43
anomalija, srednja, 49
apogej, 45

apocentar, 45

argument pericentra, 56
argument poloZaja, 64
ateriranje, v. prizemljenje, 144
afel 45

Balistika, 6

brzina, karakteristi¢na, 18, 109
brzina, karakteristi¢na, preleta,
brzina, kosmicka, druga, 111
brzina, kosmi¢ka, prva, 110
brzina, kosmic¢ka, treca, 112
brzina, kruzZna,

brzina, osiobodavanja, 109
brzina, paraboli¢na, 109
brzina, rashoda mase, 9
brzina, hiperboli¢na, 112

broj, Mahov (Mach), 147
broj, Rejnoldsov (Reynoids), 147

Varijacija elemenata, 62
vektor poremecaja, 61
vertikal, 31

visina (nad horizontom) 32
vreme, atomsko, 34

vreme, biolodko, 34

vreme, gradansko, 34

vreme, efemeridno, 34
vreme, lokalno, zvezdano, 38
vreme, obilaZzenja (revolucije),
vreme, svetsko, 34

vreme, srednje, evropsko, 34

Godina, 34

godina, kalendarska, 34
godina, sideralna (zvezdana), 34
godina, tropska, 34

gorivo, 15

Dan, 28

dan, zvezdani (sideralni), 33
dan, srednji, Sunéev, 34
dan, Sunlev (solarni), 33
deklinacija, 30

duZina, geografska, 71
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duZina, ekliptitka, 33
duZina, pericentra, 56
duzina, uzlaznog &vora, 55

Ekvator, 27

ekvator, nebeski, 27

ekliptika, 28

ckscentri¢nost, linearna, 48
ekscentriénost, numericka, 43, 48
elementi putanje, elipticki, 55
elementi putanje, parabolicki, 59
elementi putanje, hiperboli¢ki, 59
epoha, pericentra, 56

Zakon jednakih povriina, 44

zakon, Keplerov (Kepler), drugi, 44

zakon, Keplerov, prvi, 44
zakon, Keplerov, treéi, 48

zakon, Keplerov, tredi, poboljiani, 54

zapad (W), 28
zvezda, polarna, 27
zenit, 31

zodijak, 28

Impuls, elementarni, 7

impuls, specifi¢ni, 17

integral energije, 83

integral, Jakobijev (Jacobi), 97
integral kinetitkog momenta, 41
integral koli¢ine kretanja, 83
integral kretanja centra mase, 72
integral povriine, 41

stok (E), 28

Jedinica, astronomska, 108
jednacina, Barkerova (Barker), 50
jednalina, Keplerova (Kepler), 47
jednadina, MesCerskog, 9
jednalina, Olbersova (Olbers), 50
jednadina dinamike, osnovna, 7
jedrenje, 146

Kalendar, 34
koeficijent korisnog dejstva, 18
koli¢ina kretanja, 7

konstanta gravitacije, karakteristi¢na, 45
konstanta gravitacije, univerzalna, 39

konstanta, Jakobijeva (Jacobi), 97
koordinate, ekvatorske, 30
koordinate, ekliptitke, 33
koordinate, putanjske, 68
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koordinate, horizontske, 31
kretanje, geocentralno, 79
kretanje, direktno 28
kretanje, keplerovsko, 43
kretanje, prividno, 28
kretanje, retrogradno, 28
kretanje, srednje, 56
kretanje, heliocentralno, 79
krug, vertikalni, 31

krug, Zivotinjski, zodijak , 28
kulminacija, gornja, 33
kulminacija, donja, 33

Latituda, 32, 33

let, bespogonski, 116
let, balisti¢ki, 116
let, pasivni, 145
linija &vorova, 56
Jongituda, 33

Masa, konstrukciona, 15
masa, totalna, 15

materijal, pogonski, 15
meridijan, 28

meridijan mesta, 28
meridijan, nebeski, 28
meridijan, posmatraev, 28
meridijan tela (satelita), 28
metoda, Enkeova (Encke), 61
metoda, Kauelova (Cowell), 60
metoda, Pikarova (Picard), 57

Nagib ekliptike, 28
nagib ravni putanje, 56
nadir, 28

nekretnica, 28

Obrazac Cjolkovskog, 10
osa, nebeska (svetska), 27
otpor, aerodinami¢ki, 146
otpor, &eoni, 146

Paljivo, 15

paralel, nebeski, 27

parametar gravitacionog tela, v. karakteri-
stitna konstanta gravitacije, 45

parametar konusnog preseka, 43

perigej, 45

perihel, 45

pericentar, 45

planiranje, 146

podne, 34

povr3, Hilova (Hill), 98

pol, 28

polozaj tela na nebeskoj sferi, 29

pono¢, 34

poluosa elipse, velika, 42

poluosa hiperbole, realna, 50

potisak, 17

prelaz izmedu komplanarnih putanja, 132

prelaz izmedu nekomplanarnih putanja, 135

prelet, Homanov (Hohmann), 122

prelet, Nehomanov, 125

prizemljenje, 144

problem dva tela, 52

problem dva tela, ograni¢eni, 52

problem, asteroidni, 93

problem, ravanski, 94
projekcija putanje satelita, 70
putanja, balistitka, 146
putanja, bespogonska, 146
putanja, koplanarna, 132
putanja, koncentri¢na, 132
putanja, postajna, 149
putanja pribliavanja, 144

Ravan, invarijabilna (nepromenljiva), 41

ravan, Laplasova (Laplace), 41

razmera korisnosti, 15

razmera masa, 16

razmera masa, ukupna, 26

razmera masa, tsrukturna, 15

raketa, 14

raketa, viSestepena, 23

raketa, trostepena, 24

rastojanje, zenitno, 32

rastgjanje, pericentralno, perigejno, perihelno,
5

rastojanje, polarno, 30

rastojanje, srednje, 56

rastojanje tela na nebeskoj sferi, 29
rektascenzija, 30

revolucija, v. vreme obilaZenja, 46
red, Furijeov (Fourier), 57

relacijam vremenska, 34

refenja problema tri tela, egzaktna, 85
reSenja, LagranZeva (Lagrange), egzaktna, 88
reenje, kolinearno, 90

reenje, kruzno, 88

Rupe, (Ruppe) 120

Sever (N), 28

sila, Njutnova (Newton), 39

sila, odbojna (repulzivna), 39

sila poremeéaja, 60

sila, privlagna (atraktivna), 39

sila, reaktivna, 9

sila univerzalne gravitacije, 39

sila, centralna, 39

sistem koordinata, baricentralni, 29

sistem koordinata, galakti¢ki, 29

sistem koordinata, geocentraini, 29

sistem koordinata, Dekartov(Descartes), pra-
ugli, 29

sistem koordinata, ekvatorski, 59

sistem koordinata, eliptieki, 29

sistem koordinata, Jakobijev (Jacobi), 94

sistem koordinata, planetocentralni, 29

sistem koordinata, selenocentralni, 29

sistem koordinata, sferni, 29

sistem koordinata, topocentralni, 29

sistem koordinata, heliocentralni, 29

sistem koordinata, horizontski, 29

sludaj, kolinearni, 87

slutaj tri tela, kolinearni, 90

sludaj tri tela, kruzni, 88

slutaj, homografski, 87

spust, 144

Sunce, srednje, 34

susret, 141

sfera dejstva, 103

sfera, gravitaciona, 105

sfera, nebeska, 27
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Tacke libracije, 92 Funkcija, Beselova (Bessel), 57
tatke libracije, kolinearne, 92 funkcija, sile, 40
tatke libracije, Lagranzeve, 92, 98 funkcija, poremecajna (perturbaciona), 81

i
tacke libracije, Ojlerove (Euler), 99 . |
tacke libracije, trougaone, 92 horizont, 27 [

]

tatke ekvatora, kardinalne, 28 horizont, astronomski, 27
tadka proleénz; 28 ? horizont, geocentralni, 27

teret, korisni, 15 horizont, nebeski, 227
trajektorija, Homanova, 122 horizont, prividni, 27
trougao, nauti¢ki, 38 Centar atrakcije, 83

Ubrzanje Zemljine teZe, 40
ubrzanje rakete, 19

ugao, asovni, 30

uzgon, 146 Sirina, geografska, 32
uporednik, nebeski, 27 $irina, eklipti¢ka, 33

Cvor, silazni, 56
&vor, uzlazni, 55




