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ПРЕДГОВОР 

Теориска или Матсматичка Физика претставља у lIаше доба скуп 

толиког броја проблема, нОј" се усто стално повеhава, ла је неМОГУћНО 

у једној књизн изложити све теорије из ове области. З ато сам се морао 

ограничити углавном на питања венег -ПРИНЦИПСКОГ зн ачаја, нзводени 

само у _ извесним случајевима посебне проблеме ради бољег схватања 

ОЛШТИХ теорија .• Основи Теориске физике" су предавања која сам држао 

на Београдском универзитету, допуњена и другим одељцимаКЗI<О би се 

добила претстава о овој науци као целини. Ово се односи у првом 

реду на Механику која је изложена врло кратко и ca,)lO у оноликом 
обиму, колико је то било потребно за разумевање питања из других 

грана Теориске физике. 

Математичко Пf)стзвљзње проблема ' заузима, природно , прво место. 

Но тежио сам да дам што јаснију претставу и О полаЗIIИМ чињеницама 

које служе као основе за стварање теорија и ЛОМОhу којих се у ЛО, 

јединим гранама ПОСТУIlНО уводе НОВИ појмови ИЛи НОВИ основни закони. 

Желео сам такође да истакнем како се Теориска физика од тео

рија специјалног карактера развија ка општијим теори ј ама, које обух· 

ватају питања из разних грана. У том циљу дати су и прегледи ра

нијих схватања природе разних појава, из којих би с е могла видети 

еволуција погледа на суштину целог комплекса питања Теориске фи

зике. А водио сам рачуна и о томе да се не добије утисак, да су 

извесна схватања добила веп свој коначан облик, 

Како се претпоста~ља да је читалац упознат са Е, ксперименталном 

фИЗИКОМ, из ове се подробније наводе подаци само у неким случаје 

вима. Исто тако се претпоставља познавање основа Теорије вектора 

из које се у уводу даје известан број података. Због тежње да се смањи 
обим књиге и број слика је мали, а надам се да читаоцу неће бити 

тешко да сам према тексту конструише слику где за њо ." осети потребу. 

По себи се разуме да ову књигу треба сматрати као први корак 

ка упознавању са Теориском физиком, а за дубље упознавање потребно 
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је проучаваље и других дела. Овде наводим она дела КОЈима сам се, , 
поред других, углавном служио при изради ове }(љиге и КОЈа и читао

цима препоручујем: 

1. М. Abraham. Theorie der E1ektrizitat. В.В. 1. П. Вег1јп. 1923. 
2. R. Соигап! а. D. Hilbert, Methodel1 der rr.athematischen Physik. 

В. 1. Berlin. 1924. 
3. Th. de Donder, ТЫогје mathem atique de l·Electricit';. Р. 1. Ра

ri s. 1925. 
4. Р. Frank и. R. Mlses, Оје Differentia1- und IlItegralgleichungen der 

Mechanik und Physik. Braunschweig. 1935. 
5. А. Haas, Atomtheorie. Berlin. 1936. 
6." • Eil1fuhruflg јп die theoretisc he Physik. в.в. 1. 11. Вог-

'јп. 1921. 
7. Handbu ch der Physik. (Н. Geiger и . К. Scheel). Berlin. Низ чла-

нака у В.В . I-XXIV. 
8. Е. Норре, Ges cl1ichte der Physik. Braul1schw eig. 1926. 
9. а. Jaos, Lehrbuch der theoretischen Phy sik. Leipzig. 1934. 

ЈО. Die КаЈ/иг der Gegemvart. Т.Ш. В.I Pl1ysik · (E. Warburg). Вег-
lin . 1915. 

11 . Р. Painlevt!, Cours de Mecanique. Тоте 1. Paris. 1930. 
12. Н. Poillcare, Electricite е! optique_ Paris, 190 1. 
13. СЈ. Schaefer, EinfUhrung ј п die theoreti sc lJe Pl1 ysik. В.В. 1. 11. 

Lei pzig. 1914. 
14. W. Voigi. Kompendium der theoretiscl1en Physik. В .В . 1. 11 . Leip 

zig. 1895. 1896. 

1{. '. Одбору за штампање уџбеника и научних де" а из фонда Задуж 

бине Луке Ћеловиliа Требињца захваљујем за штампање ове l(њиге. А 

нарочиту благодарност дугујем колеги г . Ог Вој иславу МИШКО8ИћУ , 

професору Универзитета, који је прочитао рукопи с и чиј е су примедбе 

допринеле да тенст на више места постане јаснији. МIIОГО труда ула

жили су г. г. коле ге Ог Војислав Мишковиh и Ing Никола О брадо виh , 

професор Универзитета, при читању корентура lIа чему им такође 

изјављујем захвалност. 

В. }Кардецки 
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УВОД 

ОСНОВИ ОПИСИВАЊА ФИЗИЧКИХ ПОЈАВА. 

При проучавању физичких ПОЈава потребна је и ен:спериментатору 

извесна класификација. И први корак ка овој била је подела Физике 

на гране према нашим осеhајима; зато су постали Механикз, Звук. 

Топлота и Оптика. Због електричних и магнетски х појава, које се не 

могу уврстити ни у једну од ових грана, требало је проширити поделу. 

А како се са дубљим проучавањем многих појава ПОI(ЗЗ3Л.о да неко

лике ОД њих припадају разним деловима Физике, то је ова подела 

почела да губи антропоморфни карактер. Иако се 1l0менуrз подела 

формално зздржавз, стварно је она напуштена, а најШ1ше је томе ДO~ 

принело теориско проучавање разних питања КОЈа су се постављала 

при посматрањимз. 

Теориска или Математичка физика тежи да омогуhи схватање 

физичких појава служеtш се п'ри њихову описивању математичком 
анализом. Она бира· из великог експерименталног материјала што мањи 

број основних чињеница које карактеришу, на пр., основне особине ма

терије или групе појава, формулише их математичким језиком и по

казује, путем рачуна, l{aKO се може објаснити низ осталих чињеница. 

Сасвим природно је било да су се испочетка постављале теорије које 

су обухватале само групе појава из неке од поменутих грана, а тек 

доцније је тежња ка синтези доводила до стварања општијих теорија. 

Механика је прва добивала савршенији теориски облик од осталих 

грана. Упоредо са овим појављивала се и жеља да се све остале по

јаве сведу на једну врсту - на механичке појаве. Овај правац мишљења 

довео је до објашњења акустичких ПОЈава И, донекле, ТОПЛОТНИХi за 

светлосне и електричне појаве било је потребно друго тумачење. Тако 

се дошло пред почетак ХХ века до поделе Физике у два дела: Меха-



2 

нику И Електродинамику. У први су се могле уврстити: Акустика и 

t1И3 топлаТНИХ појава, у други Магнетизам, Оптика, - пошто су прво 

теорија а касније и експерименти показали сродну природу светлосних 

и електромагнеТСI<ИХ појава - и, најзад, ТОПЛОТНО зрачење. Но по

знате су многе везе између појава ових двају делова и једна ОПШТИ]3 

теорија, коју будуhноет тек треба да створи, Mopal;e да их споји и 

веже у Једну целину. 



А. ТЕОРИЈА ПОЉА 

Физичке појаве могу се проучавати помоtiу математичких метода, 

ако се З3 нзрактеристику стања уоченог тела, ОДН. средине уведу извесне 

величине, на пр. температура З3 тоriлотно стање, брзина и убрзање - у 

случају кретања. Оваквих величина има разних врста јер су и физичка 

Сl'зња разнолика. Овде ћемо проучити опште особине ОНИХ физичких 

величина чије се вредности мењају ако прелазимо са једног места тела 

на друго. Такав је слуqај, на пр., густине у неком. хетерогеном телу. 

Како вредности величине зависе од положаја, ОД места, то се оне зову 

функције uоложаја и, према томе, оне су функције координата места. 

Наравно, уопште узевши, оне могу бити функције и других променљивих, 

времена на пр., али засада ћемо узети у обзир само њихову везу са 

координатама или, што је исто, са вектором положаја неке уочене тачке. 

Део простора, област, за коју је дефинисана величина, т.ј. за ције 

тачке она има неке одређене вредности зове се иоље. Рец поље упо~ 

требљује се у два смисла. С једне стране, пољем неке функције зовемо 

област у којој се мењају независне променљиве; поље у том случају 

има само геометриски смисао. С друге пак стране, поље се схвата као 

део простора заједно са носиоцем стања које карактерише дата вели

чина. Дакле, при другом схватању у Физици, пољу се даје одређени 

физички смисао. 

Величине које служе за описивање физицких појава можемо поде

лити у групе према томе колико је бројева потребно да се зна вредност 

велицине за неку тацку. Служиhемо се даље величинама које, у троди

мензионалном простору . одређују један, три, шест или девет бројева. 

у прву групу спадају скаларне величине или скалара; то су вели

чине чије су вредности З3 сваку тачку дате једним бројем. Температура, 

густина - су величине ове врсте. Поље скаларне величине зове се 

скаларно uоље. Другу групу чине векшорске величине или векшори. 

Сила, брзина материјалног делиhа - биhе вектори. Јер, lIа пр., у случају 

силе треба да знамо, ОСИМ неке бројне вредности (8 kg), и њен правац. 

А правац се одређује са два броја - са два угла. Њнхова су поља 



4 

веКШОРСКG. Најзад, постоје физицка стзња ноја се lt10ry описати само 

помоћу сложенијих величина, Т.38 . шензора. На пр_, у елаСТИЧIIDМ телу 

стварају се напони, и распоред унутрашњих сила, као IIITO ћемо даље 

видети, караlперише се са шест бројева. Поља таквих величина зову се 

шеНЗ0рска. Уопштавајуiш, можемо добити још сложеније величине кој е 

се одређују са више ОД девет бројева, но за математичку анализу фи

зичких појава биhе засада ДОВОЉНО да уведсмо вепичине трију СПОМ е

нутих врста. 

§ 0.1 Скапарио поље. Нека буде скаnар '1' одређен У огранltченој IIЛII 
неограНиtlеној области D. Дакле, он је у D фУНI{ција координата, на пр_ 

правоуглих Х, у , z, неке тачке М: <р (Х, у, z), IIПИ љеног вектора поло

жаја Т: '{Ј (у). Уопште, у околини тачке Мо, ако преТflостаВI!МО да је ср не

прекидна функциј а , има вредности Beћ~1X, мањих или једн аких (Ро. Ставимо 

(1 ) 

С'13трајмо 'Vo за дату константу. Онда јеЈначина (1) одређује неку 
површину за чије тачке скалар ср има исте вредности ('Рв)' МењајуllИ 
вредности ~o добllhемо у IIОЉУ скалара {Р низ површина, које се зову 

еквuскаларне . AI(O узмемо у D иеку JlРУГУ површину, на пр. раван која 
сече еквискаларне површине, на љој немо имати еквuскаларне линије 

(изотерме, изобаре итд.). Простор између две t:I<вискаларне површин е 

('1'0) и ('1',) зо ве се ламела. 
Проучимо сада промене 

grad<p 
вредности скалара ~ у околини таЧl<:е М. 

Нека буде дат ПО1l0жај иве тачке у односу 

на неку сrаЛi1У тачку (О) (сл. 1), а М, је 

-- -

нека друга Talll<a чијll је положај у односу 
према М дат бескрајно малим векторо,\\ 

dr (dx. dy, dz), Вредност q>J ='1' + d:r у 
новој тачки зависи од љеног положаја и 

(3) 

аl(О 

што 

(4) 

о 

Сл. 1 

. . 

(2) d'" = _дср. dx 7 ,d'l'":- d + д<р 
~ дх ду У dz dz. 

Овај израз је скаларни npOI13BO!l 
вектора dr и веlпора чије су пројекције 

д'l' д'l' д ,!, 
дх' дУ' дz . Ова ј вектор зове се градCl-

јенш скалара и означава OBa l{O : 

_ д:р. Jq>. д·р, 
grad '1' - дх I + ду Ј + д" [" 

су i~ j~ h јеД.1НИЧНИ вектори у правцима координаТНllХ пса Oxyz, 
ћемо увек Jlаље претпостављати , Из једнаЧlIна (2) и (3) следује да ј е 

d'l' = (dr grad '1'). 
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Пројекције gradcp на координатним осама пропорционалне су коси
НУСИМ'а уг лова које образује са координатним осама нормала на повр

ШИНУ (1); дакле, градијент стоји у С8зкој таЧf(И еквискаларне ПО врши не 

управно на овој. Он је усмерен ка страни према којој скалар расте. Доне"!'а, 

из обрасца (4) следује да, за d'{' > О, grad q; мора да образује са dr 
оштар угао. Ако ставимо dr = da 40, где је «о јеДИlIlIЦНИ вектор у 

правцу ММ" доби"е.МО величину 

(5) :: ~ (а. grad ср), 

која се зове извод Сl<алара у правцу вектора а.. Ако вектор dr = dn п 
има правац нормале 1-13 еквискзларну површину, It!t\alieMO, место (5), 

обрасце: 

(б) 
d'{' d'{' I _ I 
dn = (п grad '{') и dn I - grad '{' ј . 

Дакле модуо grad ср даје највену промену скалара 'р , и ова не бити у 

правцу нормале на еКВltскаларну површнну. При померању дуж екви

скаларне површине има."О li:p = О, јер је dr .L grad ср • 
Познато је И3 теОрИЈе вектора да се градијент може дефинисати 

н на овај -начин: 

(*) 

f cp d! 
grad ср = lim V = \7ср , 

v..o 

где се интеграл узима по површини F која обухвата запремину V у 
чијој се унутрашњости налази тачка М, а df је уирављени ilОВрШUНСkU 
елеменш тј. d! = d/n. Оператор nдел· или НатШоп' о в оператор, чија 

је ознака '\1. показује низ ових операинја: 

(7) 
д 
дz I!. 

Израз (") зове се први просторни извод скалара ср. Дефиницију 

и улогу других извода видеh емо доцније. Ако qJ З3ljИ С И И од времена, 

из услова ср = ср (Х, У, z, t) следује (упореди са обрасцима 2 и 4) 

(8) Ј,р ~ ~; dt + (dr grad ср) • 

Обрасци: 

(9) grad ('1' + 1jI) = grad <.р + grad '1'. gr8d <.р'l' = 1jI grad <.р + Ip gтad 'IjI. grad f(or) = f'(qo) gтad t:p; 

v (ср + '41) = V" + r' 'IjI, 'iJ (""') = "f 'Уср + '1' .'\.> <;f(cp) = fI (QI) 'iJ1$'. 
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§ 0.2 Вектор.ко поље. Нека буде вектор D функција положаја тачаl<а 
у области D. Онда је D = D (х, у, г) или о = o(r), а може да зависи 
и од других променљивих величина. Ознацимо ли пројекције \ 1) на 

координатним осама са ", =/, (х, УЈ) , "у = /,(х,у, г), ", = /3 (х, У, г), 
имаhемо заједно са векторским пољем rри скаларна, јер су скалари 

Vx • Vy, Vz у D такође функције положаја. За сваку тачку у D D има , 

уо пште, одређену вредност. Ако пође мо од извесне тачке, можемо по

тражити у пољу линију која задовољава услов да у свакој тачки те 

линије вектор о има правац дирке. линије које имају о ву особину 

зову се вект0рске, а мо гу се н апи помоћу услова 

(1 О) [о ds] = О, 

јер елемент вектор с ке линије ds треба да буде колuнerlран са о. Al<o 
су dx, dy , dz прој екције ds, и з ОВОГ услова следују дифереЈщијалне 

Једнацине 

(11 ) 
dx dy dz 

= - = -

ИЈ када су Vx , Vy , V:t познате функције КООРДИ llата, интеграљењем 

ових једначина наtш l1ем'о фамилију векторских линија. 

Ако кроз сваку таЧ1<У неке затворене криве L 1l0ву чемо векторску 
линију, добива се у пољу цев која се зове солеНОllД . ВеЈ<торске линије. 

соленоиди, дајУ изнесну претставу о распореду вредности D у пољу. 

Друге особине овог распореда одређују се вредности",'. величина iiросшор

, НllХ извода вектора П, који се зову Дивергенција (div о) 11 рошор ( го l р): 

(12) 

(1 З) 

i ) 1\ 
д д д rotu= --
дх ду дz 

I џх џу lJz 

d
' дv, дvу 
ЈУ П = дх - + ду 

дv, 
+ дz ' 

= (дV' _ дVу ) i+ (дV, _ дv, ') ' + ( дVу _ дv. ) 1\ . 
ду дг дг дХ, ) дх ду 

Сl(алар div D Ii вектор го! о такође су фу н кције положаЈа тачке 
у пољу. 

у теор ији оектора даје се 11 оваква дефИНllЦllја т их веЮ['(IIНЗ : 

(14) 
ј(о di) ј [ај о ] 

dlv u = Нт F = vv, {о' о = Нт F 
= [\; " [ . 

у ..... v ,-..... v 

где .су усnови за израчунавање интеграnз ИСТИ ка о 11 коа гра:шјентз. 
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Величине п dl и Јп df зову се uрошuцање векшора п кроз повр
F 

ШИНСt(И елеменат dj, ОДНОСНО кроз површкну F. 

По Гаусовој теореми, ако је F затворена површина која обухвата . 

неку запремину у пољу вектора п, онда је 

(15) Jndl =[diVUdV. 
F • 

По Сшоксовој теореми, ако је L контура која ограни'!ава неку 
незатворену површину S, а њен је лИНИски елеменат (/1, онда је 

(1 б) Ј ndl = Јго! ndl· 
L 5 

Векторска поља деле се у четири врсте, према вредностима диве р

генције и ротора, на овај начин: 1) '"О! п = Q свугде у пољу; (,IjУ D ... . 0 
~., .. 

бар у неким тачкама. - ова поља зову се liО!ffН!L!!iq/!Ш!, ~!!!!Р..Ч!ДР~~~_ 
или ламеларна; 2) го! v .. О бар у неким тачкама, div U = О свугде у 

пољу - с!!.леноuдска поља; З) го! U = О н div о = О свугде у пољу -
Лаiiласова поља';" '4) го[ v .. о и div п ф О У неким таЧЈ(ама поља - сло-

41 --

жена поља. -- - - -.", - ' .. 
Тачке у којима div D има позитивне вредности зову се Ид80РU, 

оне З3 које је div 1) < о - негативни извори ИЛИ понори. 

Пошенцuјална иоља имају карактеристичну особину, по којој су 

и добила овај назив: наиме. ако узмемо вектор v = grad <р, бине 

Vx = 
дс!, 

vy = 
д<р 

Vz = д'Р 
(') дх ' ду , dz 

, 

' И зато Је 

дУ, дУу д'<р д'<р 
=0. 

ду uz дzду дудz 

А на исти се начин доказује да су друга и трена пројекције со! п 

(види обр. 1 З) једнаке нули, - даКЈlе и го! D = О. Обрнуто, ако је 

rot D = О, можемо ставити да је 

(17) п = grad q> , 

и у овом случаЈУ скалар '1' зове се uошенцuјал вектора n. 
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( 18) 

Израз 

Јо dl 
L 

З0ве се )IИНИСКИ ннтеграл (дуж криве [). У потенцијалном пољу, овај 
је израз једнак разлици потенцијала у крајЊЈ.1М тачкама нриве (А и В). 

Доиста, из (17) и (4) следује: 

( 19) 

в в 

Ј D dl =.! dl grad '1' = Ј d'l' = Ч' в 
L А А 

Ако је L затворена крива и ако је <р Ј е : lнознаЧllа функција, 

'9 в = ерл, те Је према томе, 

(20) JUdl = O. 

О 

Израз I(Оји СТОЈИ с леве стране уопште се зо ве цuркулацuја. Из 

услова да постоји потенцијал следи да се , осим веКfОРСКИХ линија, 

у пољу може повуtш фамилија еКВИСК3Ј1ЗРНИХ тј. сквнпотеНЦl1јалних 

површина и прве су управне на другима. Дивергенција всктора D не 

мора уопште да ишчезава у СВИ!\13 тз'шзмз 11 0те НЦIIЈ 3Л II О I ' поља. 

Соленоuдска иоља имају особину да је div D = О У свима таЧК<::tм а 

поља, Тј. у пољу нема извора. Ако узмемо део неког соленоида (сл. 2) 

4} 

СЛ. 2 

секу 11 мењамо смер управљеног 
знак интегралз, те heMO имати 

(21 ) 

између два пресек а ;; и Ј" и на 

ову запремин у применимо Гаусо

ву теарему (1 5), иманемо 

IUdi = I ' liV U dV ~ О. 
r v 

Али је на ошначу 1) ...L df, и зато 

остају ПОВРШl1 l!сюr интеграШi са

мо по пресецll ",а ј; " Ј2' На пре
површинског елемента 11, преА13 томе, 

ТЈ. протнцање вектора I) кроз све пресене једног солеНQида је исто. 

Ако узмемо врло танке соленоиде и нормалне пресеке (Ј! 1I ю) и ак() 
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оэначимо са V1 и V 2 модуле вектора Ю. на пресецима j~ и 12 добиhемо, 
место услова (21): 

(22) У, /, = У, /,. 

Одатле се види да су вредности модула вектора 1> обрнуто про

лорционалне поврwинама нормалних пресекз СQленоида на ДОТИЧНИМ 

местима . И звесну слику распореда вредности . вектора D можемо добити, 

ако у пољу тако "овучемо НИЗ соленоида да протицање буде исто кроз 

све њихове пресеке. Тамо где соленоиди постају ужи модуо вектора D је 

веии, а и правце веКТОРСI<ИХ л инија, такође, ВИДИМ О из обл ика соленоида. 

Само за смер вектора D морамо да знамо где се нал а:~ ~ из вори (и то 
ван поља). 

Лаuласова поља , у l<ојима ишчезавају div D и rot и, имају све оса .. 
бине првих двеју група поља. f{омбинујуhи ове услове добивамо нову 

карактеР ll СТИЧI-IУ особ ин у ови х поља. Имамо 

d
. дУ, дуу 
IУ U = --.:c~ + 

дх ду 

дУ, 
+ дz 

а, диференцирањем по х, добlthемо: 

д +
ду 

дУу д .дУ, 

дх + dz дх = 0 . 

И з услова ro! D = () н (13) следи 

дv, - ду , 
дvz дvх 
дх - дz ' 

дУ, _ дУ, 

ду - дz 

А сменом прва два извода у преТХОДНОЈ ЈеднаЧИIIИ ilобиhемо 

- о - . 

На ИСТИ начин доказује се да, поред V. I И npojef<Ultje Vy и Vz за
довољавају Т.3В. Лаuласову једнацину чtlЈИ је облик 

(23) д'и 
ду' + 

Најзад. четвр:rа група поља, сложених, претставља ОПШТИ случај 
који се може свести на проучавање двају поља: потеНЩlјалног и СQле
НОИДСКQГ . Доиста, К31<0 је сада 
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div D = е '" О " го ! D = Ш "" (1 , 

то ставимо U = 1)1 + U~. и узмимо тако _вехторе 0 1 и 1)2 да буде 

div 1)1 = е, diV»2 = О; rot U1 = 01 rot Ю2 = Ш. 

Поље вектора 1)1 биhе потенцијално, а О2 - солеНDИДСКО. 

у низу проблема везаних за проучавање поља БИће потреб но да 

се уведу И други просторни изводи другога реда. 3ато ћСМО п оказати 

укратко, ПОМОНУ оператора \Ј, како се они израчунзвзју. 

div grad 'Р = \7 \7'Р , 

а због обрасца (3), (\ 2) или (7), и вредности скаларних производа јединичних 

ортогоналних вектора (Н) = (јј) = (ha) = 1, (Щ = (јћ) ~ (hi) = О , БИће 

(24) 

(25) 

БИће 

(2б) 

(27) 

д' 
div grad '1' = д; 

А ко се уведе ознака 

д' 6 = -- + 
дх' 

д'" + _.,- + 
ду· 

(Лапласо. оператор), 

div grad 'Р = 6 '1'. 

Лапласову ЈеДll а чину можемо сада писати у облику 

div grad и = О или 6 u = О . 

Даље је, због образаца (7), (3) и (14), или ( 13), и познате особине 

BCKTopCKor производа колинеарних вектора 

(28) 

(29) 

го! grad '1' = [ \7 \7'1' ] = [\7 \7 ] '1' ~ О . 

3а нектор функцију D имаћемо низ оваквих извода другога реда. 

д'v, д'v, ) . 
+ ду' + dzoy ) (

d' V, 
+ oxoz + 

<I'V, ) . . -- 1+ ozox 

o'Vy + д2.~,-) h 
uydz dz' 

(
d' V, 
дхдУ + 

због образаца (3) и (12). 
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Даље је, због образаца (12) и (13) 

(30) div го!о = (\1 [\10]) = О. 

Најзад, ако се на израз 

го! rot 0= [\1[\1 01] 

примени образац векторсие алгебре [2! [Ђ G:]) = Ђ (Q! G:) - (2! Ђ) G:, и 

стави (\1\1) = L::., би!;е 

(31) го! го! о = grad div о - L::. о 

- вектор чије се пројекције могу израчунати помо!;у обр азаца (29) и (25). 

ГРИIIО8и обрасцu (Огееп). Ако се у Гаусовој теореМ If (15) стави да је 

0= Wgrad И, 

где су И и W два скалара , и ако се израчуна ПОМОМУ образаца (3) и 
(12) израз 

(32) div (W grad иј = grad И grad W + W L::.U, 

добива се први Гринов образац 

(33) Ј W grad И df = Ј grad W grad U d V + Ј W L::. U d V • 
f V V 

Ставимо ли да је о = И grad W и одузмемо ли нови Грино, образац 
од (33), добииемо други Гринов образац 

(34) J(Wgrad U - UgгаdW)df= J(WL::.U- UL::. W)dV. 
f v 

Ако, најзад, скалари И и W задовољавају ЛаПllасову једначину, 
·биИе L::.U = О и L::. W = О и због обрасца (34): 

(35) J"W grad Udf = Ј Ugrad W df 
f F 

тре"и Гринов образац. 

('0) 

Слич.но обрасцу (8) до казуј е се ла је 

до 
do = дt dt + (dr v) о • 
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на основу обрасца (l2) .. - да Је 

(*") div ин = (о grad и) + u div tl или \' (ио) = (о \,и) + u 'УН 

а на основу обрасца (1,'3) - да је 

rot uu = [grad и, пЈ + u rot LJ ИЈ!И [\, ио] = [\1L" "Ј + Ц [170]. 

§ 0.3 Те.зорн. Тв.зоре •• поља. Нека буде Ш(l"" wy, W,) линеарна 
функција вектора v(Vx, Vy, vz ), коју Ћемо означити ооако: 

(35) lD = ФD, 

а то значи да су l(rюрдинате првог вектора линеаrн~ хомогене функције 

координата другог: 

(37) 

3ато, раставимо ли D У компоненте Ю1 и Ю2 , И.'\-lаhемо везу 

(38) 

Af(O уведемо три вектора ај (Пи, Qi2, а!з), i = 1,2, З, .\10жеi\1.0 ставити 

(39) 
ш ~ i (а,ю) + i (а,ю) + {{ (а,о). 

Упоређењем овог израза са (35) добиhемо да Је 

(40) 

ако се десна страна у једнаЧИIIИ (36) схвати као резултат множења 
извесне величине Ф и вектора ю. Ова величина зове се шенsор (или 

афuнор) и израз (40) показује да се она одређује ПОМОhу три вектора 

(аl' а2 • ао), тј. помоhу девет скалара aik. У изразу (40) тензор Ф прет
стављен је као збир трију израза, који се зову дuјаде или дuјадuчкu 

ироиаводи, и помножити дијаду скаларно с десне CTpaJle неким вектором' 1) 

(као што смо учинили) значи написати производ првог вектора у 

дијаДI1 (ј, ј или а) и CI<аларног производа другог (а" а, или а.) са ю,*) 

-) Уопште код дијадс: {21., ~}, производ с десне стране 2( (23 1)) разликује се од 
њена производа са вектором с леве стране (1) 21.) 23. 
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Први вектори у дијади (тензору) зову се претходни, други - следеПи'). 

Ако променимо ред претходних и следених вектора добl1ћемо коњуго

вани тензор 

Ако је Ф, = Ф, теltЗОр се зове СUAl'ШрUЧIШМ; У случају Ф, = - Ф 

он је аншuсuмешрuчнu. Напишимо девет пројекција Gik , које се зову 
комuонеНillе, у облику ехем е 

(42) 
ан а12 ај8 

Ф й2 1 а22 й28 
а8 1 аЗ2 Gз• 

у општем случају бројеви Gfk различити СУ. за Сli .'\1етрични тенэор 

је Gik = Gkl, а за антисиметрични aik = - Gkf И ан = U. Ону везу између · 

комлонената лако је добити, ако се тензори (40) и (41) множе с десне 
стране скаларно са i (односно са ј, В) и ако се даље у пореде добивени 

изрази-. Дакле, симетрични тензор одређен је са шест бројева, антиси

метрични -' само са три броја. 
Помолу израза (40) може се доказати да је зб ир тензора опет 

те нзор. једииичии теНЗ0р је 

(43) ј = {и1 , и,} + {и" и.} + {и" и.}, 
где су U" U2 • Ua ма која три управна јединична веl<ТОРЗ. Произ вод 

ј D = D. ПО дефиницији, тензор је величина којом се множи вектор D 
а добива други вектор ]Ј) (36). Он не зависи од ,<оординатиог си· 

стема, али његов израэ (40) и, дакле, компоненте зависиhе од избора 

OBor. Ако узмемо нов систем координатних оса ll t , и2 , 11в И ставимо 

(44) 
i = 11. . и. + аз и2 + а, UЗ 
i = ~, и, + ~. U, + ~3 и. 
iI = у, и1 + у, U, + у, u. 

у израз (40), и означимо са Ь, некторе 

(45) 

3) '::/опште је теНЗ0р 'У = {ш •. 23 ј } + (2.(2' 23з} + {!uз , 23з 1. Ако раставимо прет
ходне векторе у компоненте 2li = Ан .i + Aij ј + Ај3 1\ и CKYnflMO дијаде са ИСТИМ 

јеАИННЧНИМ оекrорима, добнhемо, СТ30ЈЬзјуhи а, . A1j 23. + А2ј 2)2 + АзЈ 238. да је 

W = {1, а1 } + {ј, ~} + {f~, аз}· Растзвљајуhи C'1eдehe векторе у Компоненте МQжемр 
увек тензору ч.г дати об.'tIIК {Ьн i}+{Ь2 ,ј}+{Ьз ,k}. 
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добинемо да Је 

(46) ф = {u" ь,} + {u" ь,} + {u" b,} 
те ће, према томе, н ове компоненте бити: 

Ь" Ь" Ь' З 
(47) Ф Ь" Ь22 Ь" 

Ь" Ь" Ь" 
Нове компоненте тензора могу се израчунати пом-ону старих и 

косинуса углова «((1 ' ~p У Ј ," 'о У<Ј)' које образују нове осе са стаР.1ма на пр .: 

(48) Ь" = (Ь, Н,) = а, (а, ",) + ~ , (а2 н,) + У , (а, н,). 

Како ОВИ косинуси задовољаваЈУ везе 

(49) : ({ј2 = 1, 2: ~j e = 1, ~ '(ј2 = 1, 2: ај ~i = I: ~j Уј = l: УI Џј = о, 

а због (44) имамо 

(50) U, = u , i + јЈ , ј + у, (t, 1I ~ = . . . 

(49') (( 12 + ~/ + )"1 :': = 1. u./' + ~2.\1 +y~2 = 1, uз2 + ~з2 + YI:I :! = I , 

ТО ће Ь11 611ТИ линеарна функција од Qik . ИСТО важи за све компоненте b ik • 

Али вредности израз а 

SJ = 311 + З 2 :! + ЗЗI , 

а", а" а" а", + а" al ~ 
S . - + ,-

(51 ) а" Uза а" ан a~H а22 

ан а" а" 
S, = й21 й22 а" 

аЗ! а" а" 

не м,ењају се при промени координатног Система. Ово су Т.зи . инварu- _ 

јаllmе тензора. Доказаl;емо на пр. да је S, инваријанта . Сабирањеh\ израза 

(48) и двају сличних за Ь", Ь", добивамо 

Ьи -+ Ь22 + Ьзз = (аЈ, • а1 и1 + ((2 и2 + а :! uз) + ... := (а Ј • i) -+ ... = 

= ан + а22 + аЗд = SJ . 

За различите проблеме Теориске физике ОД важности су симетрични 

теНЗ0РИ, а како су ОНИ одређени са. шест бројева, могу се са ЊИh13 

довести у везу површине другог реда 

(52) аl1 х' + а"у' + а"г' + 2а" уг + ~a .. zx + 2а"ху = 1. 
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Завима ову ПОВРШIJНУ уопште шеНдОРСКU елипсоид, иако ОВО може 

да буде и друга површина. Ако уведемо триједар о са ј * ј* h* који има 
почетак у средишту ове површине, а јединичне векторе узме~о усмерене 

дуж њених главних оса, једначина тензорског елипсоида имане облик 

(53) а, )(2 + а, у' + а. z' = 1 . 

У исти мах теНЗ0р Ф за ове осе и,,,-аhе само три компоненте 

а, О О 

(54) Ф О а., О 

О О а, 

па се његов израз може написати у облику 

(55) Ф = а , {ј*, ј*} + а, {ј*, ј*} + а, {~*, ~*}. 
Но треба имати у виду да морамо имати још три броја па да се 

одреди оријентација О В ИХ главних оса, с обзиром н а дати триједар 

i ј h на . пр. три од девет косинуса .. који су везани са шест услова (49), 
или три Ојлерова угла. . • 

Компоненте тензора Ф могу, У претходним обра С lщма, бити КОН

стантне ИЛИ променљиве величине. Претпоставимо да с у оне функције 

положаја, тј. да је тен зор фУНlщија положаја тач ке у некој области 
п. Ова се област зове поље тензора или тенэорско п оље. У њему је. 
дакле, • 

(56) Gik = gik (х, УЈ z) I 

а може да зависи н, од других величина, на пр. од Bpe,"IteHa. Уопште, 

тензорски елипсоиди за разне тачке поља разпиковаhе се, јер њихове 

полуосе и оријентација главних оса у простору зависе од вредности 

коефицијената g'k. 
Нека је 

(57) 

променљив тензор. Даље, у теорији непрекидних средина, бине нам 

потребан њеГО8 просторни извод, који немо сада дефиннсати као ска

ларни производ оператора V и тензора. Из основних особина оваквог 

множења (обр. 39 и примедба на стр. 12) следи 

VФ = (V~,) i + (V~J ј + (V~.) k 
или 

(58) VФ = i div ~. + ј div~, + k div ~ •. 

Координате овог вектора зависе, према томе, од првих извода компо
нената g'k тензора Ф по координатама. 
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Нека је положај и звесне таЧI(е М у ПРОСтору D одређен вектором 
Т. Ако нектор 

(59) 5 = Фr 

сматрамо вектором положаЈа тачке N у ДРУГО .\1 простору D 1 , ,Ollna, 

свакој тачк и првог - простора одговара тачна другог; другим речима, 

помоћу овог обрасца врши се трансформација про стора D у D, . Ооа 
трансформација има оне особине. 

1. Свака ра ван (Р) у D трансформише се у раоа" (Р,) у D, . Доиста , 

ако је М. (r.J тачка у равни Р, а а и Ь два вектора разних праваца 

у ОВОЈ равни, њена је Једнацина 

(БО) r = r. + ка + IЬ . 
Ставимо овај и зраз за r у једнацину (59) " означим о 

5. = Фr. , 1 = Фа, 111 = ФЬ , 

добинемо 

(бl) 5 = 5. + кI + lln , 

тј. ~aBaH у простору О,. 

2. Паралелне равни у D трансфОрМИШУ се у паралелне равни у О, . 

Раван Р' паралелна са равни Р одређена је ј една ч ином (00), у којој 

треба ставити нову вредност То'. Једнацина трансфнрмисане ра вни Р/ 

бипе (б 1), у "оју не доћ" 5,' = Фr,' на место ве ктора 5 •. Дакле р,' биnе 
паралелна Р •. 

З. Из прве пве особине следи да се паралелн е праве у простору 

D траНСфОРМI1ШУ у паралелне праве у D,. Ооа,, "" трансформација про · 

стара зове се афинз, одакле и потиче назив афивор . 

Ако узмемо . у D лопту 

(rr) = 1 = х' + у' + z', 
добиhемо из образаца (59) " (57) да је 

5 = ($,х + ($,у + ($, z. 

Нека су ~, '), ~ пројекције нектора " . И з Тр ll једнаЧltн е , које дају 

ове пројекције, и зрачунајмо х, у, z, на пр .. х = 1111 ~ + h 12 ,) + hlS~ И 
ставимо у једначину лопте. До б иhемо уопште уз ео једначину ешtnсо 

иМ тј. лопта у D траНСфОРМllше се у елипсоид у П,. 



В. ДИСКРЕТНИ ОБЛИЦИ 

• 
§ 0.4 Та,касти облици. У низу питања Теорис"е физике јавља се 

потреба З3 проучавањем стања врло малих објеката, на пр. њихова 

кретања или електрична стања и др. Због тога се при математичком 

описивању ДОТИЧНИХ пој а ва уводе појмови о разним тачкастим обли

цима, тачкама које су носиаuи извесне физичке особине. У Мехзющи, 

на пр., проучавају се кретања JtlаШ.!l.l!l,!.I!,1!Е..~ __ ~ач_й:,:а.. тј . тацака за које 
су везане масе. Сличн ом апстракцијом долази се до појма електрицне 

тачке, тј. оне за коју ј е везана нека коначна количина електрицитета, 

или до магнетског тзчкастог пола. Усамљени, дискретни облици, за 

које се на првим корацима претпоставља да су тачке, играју улогу и 

у ' стварању поља, тј. одређеног стања у некој средини. Тако, на пр., 

можемо замислити таЧЈ< У, извор, одакле се у некој средини раСПрО4 

стире топлотз, или извор светлости. Тиме _ што се МIIOГИ дискретни 

облиuи своде на тачке, умногоме се олакшава анализа математичких 

проблема. Но, после о вак ве анализе, често је потреб н о, ради дубљег ' 

проучавања питања, даље узимати у обзир коначне димензије ди .. 
скретних облика. На пр., на првом кораку кретање метка проучава се 

као кретање ~атеријаЛIl(! тачке, а затим се прелази на његово кретање 

као тела. 

Даље се у случају дискретних облика претпоставља да они могу 

дејствовати једни на друге. Не прецизирајуhи начин на који се ово 

дејСтво преноси или остварује, формулишемо низ закона којима се ОД4 

ређује узајамно дејство , што је нарочито лако за С,lучај тачкастих 

облика. По Њутнову закону гравитације, 'дес материјалне тачке при· 
влаче се силом сразмерном њиховим масама (т и т') а обрнуто сра

змсрном квадрату растојања (г), и, на пр., она сила 3' која дејствује 

на тачку т' има правац од т' ка m. Означимо ли Је ,'~ИНИЧНИ вектор 
, - ' ,- -, ._, , " -----

правца mm' са , ТО , имаli.емо 
.0' _ 

(62) 
mm' 

{ј = _-- f ,2 То , 

2 
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где је f коефицијент пропорционалности, Исти математички облик 

имају Ј{улоноВИ 331(ОНИ У теорији електрицитета и I'Iтагнетизм а, 

Силе којима се одбијају или привлаче две тачкасте КQЛИ!.Јине елек

трицитета, ОДНОСНО два магнетскз пола. дате СУ оfiрtlсцима 

(63) 
ее' 

'Ј=/, г' То' 

где су е и е' количине елеl(трицитеТ3 Ј р. и ~' jatJljHe полова. у ОВИМ 
случајевима дискретни. облици - тачке, појављују се 1(30 места у простору 

нЗ која дејствују неке силе или која изазивају силе . 

Другу улогу играју оне у .теорији поља када се јављају као извори 

неког стањз у средини. - У теорији B~~!opa извор деф~lнишемо као таЧI<У 
• • - • •• __ • _ __ '''.. , _ _ ,.~ .. . .. .. " _ ... _._" . _ .. оо • ' . • 

у којој диве!,ге,НЦИј," H!~OГ ,вeKTopa Р. НИЈе једнака нули и раЗЛИКУЈемо 

ШfВорГЗ"ii' које је div D > О~и аоноре"или 'негативне изворе: div D < О, 
'Уопште; . ове -TaqKe мбгу бити уса~1Јь'енетаЧf(е ИЛИ ЧИНИТИ непрекидни 
НИ З на линији, површини и у запремини. 

Претпоставимо да је, због тога што постоји један извор у некој 

средини која испуљава простор, изазвано стање КОЈ е се у сваКОЈ тачки 

извора) одређ ује ве"тором 

(66) 

константа, т растојање уоцене тачке М од извора, То - ј е 

у правцу од извора ка тачки М. Ово је матемаТИЧI{И 

а . закониМа (62) и (63), На пр, у случају извора 
'~о,же ' · CMB'i-рати да - је овакво с тање средине и зазвао 

~M Се налази I{оличина електрицитета е. Ставимо с ад 
.' , 

• А 
И= , , 

)H~:a је, због једнакости г' = х' + у' + Z2 И образаца (9) " (1 7), 

D = - grad и, 

ДоказаНем·о да Је у свакој тачки, ОСИМ извора, 

div D = - div grad U = О, 

Доиста, имамо 

d' d' А ,! { 1 1 } ЈУ D = Ј У --.- r. = А dJV - = А ,- Јју l' .;. (! grad _ ) 
Т· r гЗ . ГЗ' 

и према обрасцу ("') § 0,2, а због једнакости div Т = 3 и gradf(,) = 
('(,) grad , = 1'(') го добиhемо 

А div-!',-= A{~ -~} = о 
г т3 т8' 



(67) 

Дакле функција + задовољава Лапласову једна'шну (27): 

{',. -1 = О 
r 
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у свима тачкама, осим извора где она постаје бесконачна (г = О). Извор 
је сингуларна тачка. Према Гаусовој т.ореми (15) протицање кроз 

. неку затворену површину, која обухвата запремину V где нема извора 
(div ю = .0), бипе једнако нули: 

(68) 

Ме ТИМ, ако се у унутрашњости Р-а иалази ~300p. протиц~~.е 

није HY~~ .. овима га ... ~"...:гgЈllI/0СШ. '!i'B9Qa и доКаж~.i!' да ј!;. ~B 
на ка 4лА у СЛУ~~Х ~i!a ."~~~ Об~~~':I~Ј~.=662:_ t:i.е!(аЈI_t: површин~_ 
ЛОЩiL са средиштем у извору , ..-- - ."' ,,, -"-" ~ . , .... -... '. ~-' . .. -

Ј D dl = А Ј :. r. dl ~/ 
F -F / . 

Како је r исто за све тачке површине лопте и (r. dI) = df по

вршински елемент, биhе 
.,.ј -. .... ~- ••. ....,_ •• - .- .,,~-"",.- -., .......--."' ... '- ~ '---" ' -. - • • 

\ ЈЮdl = ~ Jdf= :.. 4лг' = 4 ~А. 
~ r _ ......... ~ f . +.,. ..... _~ _ . ..... _ .•. " " • .• ,,, ,_.' 1 .. _ О , ~ 

(69) 

Ако се извор налази на самој површини F заО I<РУЖИМО га опет 
лоптом полупречника г. Тангенцијална раван на F IЈовучена ·у овој 

тзчки полови површину ове лопте. Протицање пак Bel(TOpa D кроз F 
биhе једнако половини протицања кроз површину лопте. Дакле је 

(69') 
f---r:----.--
i Ј~dl=2ЛА. 
I~-,-f ____ 1 

Протицање кроз сваку другу површину која обухвата усамљени 

извор биhе исто као и кроз лопту (ово следује ИЗ Гаусове теореме). 

А 
Скалар и = r зове се такође потенцијал вектора о (64) и одговара 

случају усамљеног извора. Осим ове функције играј у улогу потенци

јали такозваних изворних парова (би полова). Уочимо извор Ј и понор 

р који се налазе на бесконачна блиском растојању ~s а имају изда

шности т и - т. Велич"!на т 8s = m* зове се момент изворног 

пара, а права која иде од Р ка Ј је његова оса; т* биhе коначно 

2' 
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аl(О се узме да је т бесконачно велико . Израчунај ,\\О потеНЩlјал пара 

у некој тачки М (види слику З). Имамо због ј еднакости т = 4лА 

И* = !!!:-.- _ Пl 
4nг 4л«( .,. ог) 

• 

т ОГ 
. --

4лг(г + ог)' 
Ј r М Али је и з троугла КРј ог = 

~~i~~=;;~::==::=::::=- 6s cos (& + ОО), 11 када се поред ко-
с" e ~~~ e начних занемаре бесконачна мали 

р or f( г+ r сабирци бине 

с.,. 3 (70) и. = m* cos О . 
4лг~ . 

Образац (70) може се написати и у другом Обли" у. Нека је li, = 6s u 

. . Р'ЈЗ' d l I где је 11 Јединични вектор правца . нама да Је gra r = - (2- То , 

но сада ће то бити јединичнн вектор у правцу јМ. Биhе, дакле . 
I I 

cos 6 -;- (ТО Н). Озн ачимо са grad. - = - grad - , па nе први вектор 
( ( 

бити вредност градијента 
I 

скэлара -
( 

када се тацк а М сматра за цен-

.< 
тар еквипотеНЩiЈ3ЛНliХ ПОВРШJlна овог скалара а мења се положај 

тачке ј. Стављајуhи ове изразе у образац (70), ДОUИћемо 

(70') m* ( I ) I U* = 4л 11 grad M г = IН grad',1 " ј.- I 

1 
31(0 се са Јп означи ВСКТОР -4 m* u који можемо такође звати моменй1 

л 

ШЈ80РНОZ uара. 

При овоме доказу искористили смо чињеНlЩУ да Је потеНЦИјал 

збира ве!<Тора једнак збиру потенцијал а, што следуј е из дефинициј е 

(17). На овим примерима ВИДИМО Н3 који се начин liOј ављује веза из · 

међу дискретних облика - извора и поља неких ""кто ра (п) или ска

лара (Иј. Овакве везе играју важну улогу, као што ћемо ниже видети , 
при опи сивању физички х п ојава. 

§ 0.5 Статистика. У основи физичких теори ја УГЈЈавноме лежи 

принцип каузалитетtt, према којем, када је дато стање неког система 

тела, или објеката, у ј едном тренутку време на и када су познати закони 

узајамног дејства елемената тог система , ОНИ потпуно одређују сва 

будуfiз стаља. Претпоставља се усто, наравно, да су спољњи утицаји. 

УКОЛИКО )1Х има, такође познати. С обзиром 11 3 ово постављају се 

једначине које омогунзвају и зрачунавање величи на које карактеришу 

стања. Али постоје проблеми ТеОРИС l(е физ ике где се проучавају Hel(a 
стања, на пр. кретања вели ког броја дискретних обј е ката, у којима мате · 
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мзтичка анализа постnје често неиэводљива када је п отребно, полззеnи 

од стања у неком тренутку времена, наnи стање у друго,,, тренутку. 

у таквим питањима тра,ЖИ се решење другим I1 yreM - методама 
статистике. Уопште, предмет статистике је проучавање распореда обје

ката (индивидуума) не ке вр сте, а математичку основу за то даје теориј а 

вероватноНе. У Физици улогу таквих објеката играј у молекули, елек

трани , фатон". Разликујемо три врсте статистика: клас ична или Болцма

нова, Бозе - Ајнштајнова и Ферми· Диракова. Овде ћемо се зауставити 

само на основним појЛl()вим а које немо доцније- ПРИh\е Jl ИТИ. 

Посматрајмо неки ску п објеката'н неку њихову особину. За ка
рактеристику ове особине УВОДИМО једну или не'(DЛЩ, О величина. Вре

ДНОСТИ ОВИХ величина падају у неке задате интервале. Када се вредност 

сваке од ОВИХ величи на н алази у неком од за њу одређених интервала, 

ОВИМ се карактерише одређено стаље објекта. Стања у опште има више, 

те се основни проблем стаТИС'Ј1ике своди на испитивање : како су распо

ређени објекти према овим стањима. 

Означимо са N YI<Y nHII број објеката, са М бр ој OIlIIX који се нала зе 

у (-том стању. Онда ј е L N, = N. Да бнсмо имали ра според према ста

њима, неопходно је п отребно да знамо колико се објеката налази у 

сваком стању ; не игра улогу који су то од датих објеката . . ЗОВJfМО . 

КОА/илекс одређени рас поред (N
" 

N" .. . ). Ако с ад узм е мо други случај, 

да број објеката у сваком стању остаје исти али да су неки од њих 

променили стања, имаћемо други комплекс. Овај. очевидно, одговара 

истом распореду по стаљима, и број комплекса за који је распоред исти 

зове се сшйшuсшuчка веровйй1НОIю. Означимо је с а W. Она је једнака 

броју пермутација свију N елемената, али отпадај у oll e ({ој е OДГOB~pajy 

промени места двају о бјекта у истом стању, тј.: 

(71 ) w- N! 
- N, !N.I ... N,! ... · 

Ако је N врло вел ики број, као што је то сл учај у питањима 

Теориске физике у којима се примењују стаТИСТИ4"е методе, овај обра

зац није згодан за израчу навзње вредности стаТИСТl l чке вероватноће. 

~ б Н ' N, Зато пемо извест~ при лижну њену вредност. ека Ј е ОО ј = N ; има-

немо ~ ш, = 1. Конструишимо криву У = Iп Х If ",рач унајмо површину 

АМВ ог раничену делом ове криве између тачака А (1, О) и М (11, Iп п), 
отсечкОМ х-осе АВ, В (п , О) и ордниатом ВМ. Ова површина је 

Ј
П п ЈП 

F = lnxdx =[XlnX]- dХ=lllпп-п+l. 
1 1 1 

Претпоставимо да је п цео број; ако је доста велнки, за прибли-
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ЖНУ вредност F узмимо з бир ПОВрШlIна rравоугаоющз ЧИЈе су основе 

једнаке 1 а висине In 2, Iп З ... ; JlМЗЋемо 

Јп 2 + Јп З + ... + Јп п = п Јп п - п + 1. 

Како Је п веЛИI{И број , за немарујуЈlII 1, добl1ћемо: 

Јп(п!) = п Јп п - п. 

И з овог обрасца и (7Ј) следује сада 

Јп W = N Јп N - N - :Е N, Јп N; + ~ N; , 

а због једнакости L: Ni = N, ~Шј = 1 , добивамо 

(72) 

Уколико је број комплекса каји одговарају одређеном .распореду 

веhи утолико је о вај веровйшнuјu према нашем схвата њу. Ако распоред 

R и.ма вероваТНОћУ W, а уочени сну п мења своје стање, онда З3 два 

друга распореда, R, и R" за ~oja је W, < W < .,v, , вероватније је 
да ће R препи у R, . Другим речима, при пром "", распореда скуп 

тежи да пове!;а статистичку вероватно!;у. Највероватнији је онај ра
спореЈ! за који је бр ој могуhних комплекса највеhи. Очевидно је да ста

тистичка вероватнона има горњу границу и ова је ј еднака броју свих 

могуhних к<?мплекс а, тј.} ако има р разних стања, W < pN ј е р сваки 

објект може да се налази у сваком ОД р стања. Ако се дају неки 

накнадни jlСЛОВИ, које ко мплекси треба да задовољавају, бр ој могу!;них 

комплекса се .смањује . 

НаЧRН преброја вања могу!;них Ј(омплщса при распореду (N" N,.": 
N,) који доводи од обрасца (71) лежи у ОСН08l\ "л асичне или Болц

манове статистике . Он Ђе важити- ако се о бјекти уоченог скупа могу 

индивидуализо вати и нумерисати. За два објекта (а и Ь), који се могу 

налазити у једноме од цва извесна стања, }1манемо о вакву схему 

Али, ако се пр о блем поста ви друкчије, наиме, ако се само пита 

КОЛИКО се објеката налази у ие l(ОМ стању, а не који су ту од њих, ре

зултат пребројавања се мења. За исти пример имамо онда схсму 

1- -1 1 1-1-1 Ш· 
Овај случај леж и у основи Бозе - Ајl1штајнове статистике у 

којој се дакле не разликују као засебна о на стања која се добивају 
пермутацијом објеката (место другог и тревег у претходној схеми, у 

овој се појављује сам о једно - средње). Нумеришу се сада само стања, 

а не и објекти. Како се не узима у обзир који се објекти налазе у 
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разним стањима, то се Сваки раСnDред у ДОТИЧНИh' стаљима броји само 

једанпут, тј. броје се комплекси који одговарају одређеном распореду, 

на пр. место ,- 1 ь' 1 ь I - I долази само -ј. 1 • 1· 
За ово пребројав ање може се поставити други, накнадни услов: 

у сваком стању може да се налази највише по један објект. Ако се 

усвоји ова основна претпоставка Ферми· Диракове статистике, онда у 

споменутом примеру имамо само случај I • , • 1 . 
. 

Уопште, број могуhних комплекса је једнак N!, као што то следује 
из обрасца (7(', за N, = I! или О!. Број стања мора сада бити :> броју 
објеката. 

Вратимо се сада на случај класичне статистике и уведимо накнадне 

услове · друге врсте . . НеЈ<а је за сваки објект скупа везана на неки 

начин величина Ик, а З3 цео 'СКУП величина . и. ' Ако се у К-ТОМ стању 
налази Ntr. објеката. не ка је 

(73) и= ~N,u,. 

Можемо даље додати услов да величина ик зависи ОД стања у 

којем се нзлази објект, па не, према томе, она бити функција неких 

параметара (р" р" .. . р,): 

ик = fк (р!, Р21 ... pr ), 

чије вредности зависе ОД стања. 

Претпоставимо, најзад, да се брОј објеката N " величина и не 

мењају прн промени распореда.Статистичка вероватноћа мења се у 

вези са променом распореда па ћемо потражити онај распоред за који 

је она extremum. Како ће у ИСТИ мах и њен логарита."'l имати екстремну 

вредност, то овакав р~според, КОЈИ се зове lШ1iОНllЧ1Щ, морамо напи 

из услова 

(74) 6Ј п W = О, ISN = О, IS и = о 
знајуни да -је N K = N (ск И 2: WI( ----:- ). Из последњег у слова добивамо 

L оф, = О. Из једначине (12) следи 

8Јп W = - N 'i. Iп u.' I( OOCK - N'iw K Ј.... ОШК = - N"i.l !1 фКОШI( = О 
Ф, 

а из (73): 

оИ = L ик 8NK = L UI( N ОШк = О или ~ ик О Ш К = О, 

ј е р се величине и, не мењају. Тражеhи условни екстремум, спајамо у 

један три услова које задовољавају варијације ош, ; стога је потребно 

да уведемо два -МНОЖИТfља )...1 и 1.2 ј имаhемо 

L ( I п <о, + Л, и, + Л,) ош, = О. 
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или 

биkе 

(75) 

(76) 

Одавде следује да м ора бити 

Ставимо лr1 

'П {l)к + )" llк + '-2 = О, 

I • 
Л 1 = О' 

'\' - I/ к _ .-
О 

«':1( = е 

• 

Нађимо сад усло ве за одреljnвање б ројева '1' и ~. Имамо 

_ '\' _"к 

о = I , . е .... ~ 
ТЈ . е = ke 

и, због (73), 

Последње две једначине дају 

"1( 1'" 
(77) И: N = :;: и,е 

- - . • : :;:е - -• 
одакле се може наи , l ' е, јер су И, N и и, познати . г,рој е се зове МОДУО 

расиореда. Ставимо 

(78) 'I' = N,v = - N QJnZe , 

/(ао што то сле.дује ИЗ једна чине (76). Бројеви '" и чr могу се израчу

нати сада Пђмоt у овог усло ва. 

Иэрачунајмо вредност статистичке вероваТНОће КОЈа му одговара. 

Из једначина (72), (75), (73), (78), добивамо 

InW= ·- m 

или 

(79) 
и - \1' 

Јп W = е . 

Како су И и \у. функције параметара Р; (и модула распореда), то и 

статистичка вероваТНОћа зависи ОД ових параметар~ . 

На примену ових података из статистике наиhи ћемо у теорији 

тоnлоте. 



с. ОПШТА НАЧЕJlА 

§ 0.6 Феноменолошко ПрОЈчаваЊ8 и атомистика. Као што је веn 
речено у Уводу , прво се појављују у Физици теорије које могу обја· 

СНИТИ поједине групе п ојава неке врсте, затим општије теорије обухва

тају читаве гране и, tlај зад, долази спајање грана у оквиру једне 

теорије. Тежеnи ка синтези појава теоретичар има за крајњи циљ да 

створи такву теорију која би могла да објасни све познате физичке 

појаве. Али Теориска физика није још постигла овај циљ; у њој има 

теорија ширег или ужег значаја, које се битно раЗШlкују по своме 

карактеру. 

На првоме месту имамо теорије које се развиј ају н а следеhи начин. 

Из посматрања неког с[<уп а појава потиче низ ОСНОВНИХ чињеница. 

Сматрајуhи да оне важе уопште за појаве те врсте , уводимо низ пој

мова и величин а који служе за описивзња појава; дакле , ослањајуни ·с е 

на посматрања постављамо неке основне везе између горњих величина. 

Ове се oe::se формулишу математички, н путем рачунских- операција 

ИЗВОДИ низ закона, Э3l<ључакз, који управљају TOI<0:\1 појава уочене 

области (гране). Као у геометрији, тежи се, 'наравно, lJIТО мањем броју 

основних чињеница (претпоставака), које с е бирају усто по могуnности 
међу најједноставнијима што дају посматрања. Теорије ове врсте служе 

се феноМенолошкuм. начином. \ 
Овај се начин може доследно спроводити у првој грани Теориске . 

физике, у Механици (идеалн ог чврстог тела, система материјалних та

чака и идеалне течности нарочито). *) 
Видеhемо, даље, укол и ко cg: можемо СЛУЖИТI1 феноменолошким. 

начином у другим гранам а. Приметимо само још то да у питањима 

ове врсте игра углавном улогу теорија поља. 

Но има у Теориској физици и теорија 

тежње да се дубље продре у суштину појаве 

• 
КОЈ е 

било 

м ораЈУ, било због 
СНЛОМ околности, 

*) Она је ДОСТНГА8 исто толико савршени облик као и Ма тематика, н зато се 

IIЭ.II,Ваја као РаUИОИ8Ј1на МеХ8 l1ика . ДJlИ, наравно, питањ.а I( ој(\ о в;'! проучава у исти 

мах су основна питања и Теориске физике, и Механика остаје граН !1 ове паСJIеДlье . 
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да у своју основу уграде извесне хипотезе чија таЧIЮСТ не мо ра наhи 

потврду (ослонац) у непосредном "осматрању (КОНТРОЛllсању). Тек за· 

кључке (законе) који се и зводе помону ОВИХ хип отеза можемо упоре

ђивати са резултатима посматрања па, ако Ј1 змеђу њих п остоји сагла

сност, сматрамо да су постављене хипотезе вероватне. Ове врсте је 

аТQМСКЗ теорија. која се развија нарочито јако у таку последњих че 

трдесет година; у њеној ОСНОВИ лежи атомска ХИ!lотеза стара већ 2000 
година. Низ појава, на пр. про.\lенз запремине тела нод дејством спољ

њих - сила, дао је повода старим грчким филозофи' ма да одбаце ПРСТIIО

ставку о непрекидн ости материје и да сматрају да се сва тела састоје 

из врло малих одвојених делиНа. Према овоме с хватању - атомистици, 

атоми, недељиве честице, су I-Iајмањи деЛИЋИ материје. Ова хипотеза, 

одомаllИла се у Хемији и, у XIX веку, хемичари су сматрали да по

стоји 92 различите врсте атома - онолико I<ОЛИ I< О има хемиских еле· 

мената. Почетком истога века рађа се идеја (Wil1iam Prou!) да се атоми 
свију елемената граде од малог броја основних честица, али неког 

експерименталног 9слонца ово гледиште онда још није имало, У низу 

грана Физике, на пр. у теорији еластичних тела al'OMcl<a, ОДНОСНО мо 

леt<уларна, хипоте~а није доводила до жељених резултата, али у неким 

случајевима (Вrоwп-ова кретања, t<инетичка теорија гасова) она је имал~ 

успеха. На пр. резултати проучавања структуре кристала, која су иа: 

рочито напредовала после експеримената Laue (1912 г.) са Рендгено вим 

зрацима, ишли су у прилог молекуларној хипоте :ш. Проширење атом· 

ског схватања на друге области, теорија еnеКТРОllа, у брзо је довело до 

промена основних идеја. Према савременим подацнма, и аТQМИ су КОМ

пликовани системи који се граде од мањих честица: протона , тј, 

језгра водоникова атома, електрона и неутрона (честица које нису 

оптеренене елеКТРИЦlfтетом), о чему немо детаљније говорити у одељку 

о структури материје. Атомско.се схватање прено с и и у теорију све

тлости: према овој претпоставци, то је рој фотона, светлосних честица. 

Но не треба губити из вида да атомска т еорија на свом путу 

наилази и на тешкоhе. Споменуhемо само ову: атомснд хипотеза го· 

вори о структури материје, о процесима које непос ред·но није MoryhHO 
посматрати а контролишу се тек закључци на основи одговарајуhих 

претпоставки. Зато з а општи р аз витак Теорискс фн эике није још ДОШЛО 

време да се коначно одлучимо за један од споменутих двају начина: 

за проучавање појава феноменолошким путем или за онај којим води 

атомска хипотеза. 

ДОК се у атомистици тежило, бар до последњих ГOД~tНa) да се створе 

просте претставе о неВI1ДЉИВI;IМ процесима у микр окосмосу, јер ј е ово 

требало да ола.кша схватање процеса у Mal<poKoc.r.,\Ocy, феноменолошки 

начин ВОДИ ДРУГИМ путем ка синтези ~појава јер ом о гунава постављање 
општих принципа I(оји служе, ~aљe, за Qписивање појава из појединих 
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грана, обухватујуhи их и везујуhи једном општом идеЈ ОМ; са таква 
два принципа упозна"емо се у идуhим параграфима . 

§ 0.7 ПРИНЦИП •• ржања в.вргиЈе. У Механици, при п роучавању кре
Т8ња тела, даје се дефиниција његове енергије, па се раЗЛИI<ује кине

тичка или енергија кретања, потенциЈална ИЛИ енергија положаја тел(] 

и, најзад, тотална која је збир првих двеју (види §§ 2.3 и 4.4). За ове 
вел~чине имамо математичке изразе у кој има и лежи дефиниција. Даље, 
на ОСНОВИ једначина које служе - З3 описивање кретања материјалних 

тела може се доказати теорема да тотална енерги ја система тела 

остаје константна за време кретања (али под извеСIIИМ накнадним 

условима о природи сила које дејствују на тела). Међ утим, уопште у 
Теориској физици прима се и за друге гране извесно уопштаваlЬе ове 

теореме, које се зове принцип 'одржаlЬа енергије. Он се не доказује 

математичким путем, него се поставља као начеЛD које има образло

жеље у резултатима посматраља. Тај принцип је СТВОрСН под утицајем 

чињенице да механички рад може да буде еквивалентан топлоти, а ра

зрађивали су га R. Мауег, Н. Helmholtz, W. Thomson и други , док није 

добио облик који важи за све гране Физике. Потребно је G ило најпре 

уопштити појам енергије за физичке појаве које су џазличите од 

мехзничких. 

Према дефиницији коју је дао W. Thomson: енергијом (или спо

соБНОШhу за обављање рада) материјалног система у вском одређеном 

стању зове се општи износ свих спољњих дејстава )(оја би се могла 
.створити ван система зко он пређе из овог стања у неко uОчешнО 

(нулiiiо) стање. При то"е треба сва спољња дејства и'разити . у меха

НИЧКИМ јединицама рада; прелаз у нулта стаље може да се врши на 

произвољан начин, а и само нулта стање може се бирати произвољно. 

Сада се сам принцип може овако формулисати: 

"Енергија неког машеријалног сисшема у одреi)ено.u сшаљу у иО
гледу на неко друго сшаље, одабрано аа нулiiiо, llА!а јеДНОдначну 

вреднqСlii .• 

Овим речима је изражен принцип одржаља енергије. Јер, ако 

узмемо неки изоловани материјални систем, на који, дакл е, споља ништа 

не дејствује, и ако се само у њему врше било какви процеси, његава 

енергија, имају"и једноз н ачну вредност, остаје. иста тј. одржава се. 

Другим речима, општи износ свих могунних, разних дејстава (ме

ханички:х, топлотних, електричних итд.), који је потребан да се MaTe~ 

ријални систем преведе из једног стаља у друго, бине исти ако се 

И З,'dери механичким јединицама . ДЗl(ле, разне врсте енергије: механичка, 

топлотна, електрична итд. еК8ивалентне су. 

Да бисмо могли тачно карактеризовати стање материјалног система, 

потребно nе бити да се уведу извесне · величине које можемо мерити 
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или израчун ати. Енергија материјалног система би l=iе у том случаЈУ 

функција ових величина. 

§ 0.8 Принцип најмањег дејства. Општији је од принципа одржања 

енергије Т.ЗВ. принцип најмањег дејства. У Механици се овај ПР~IНЦИП 

изводи помону једначина кретања материјалног систе ма (§ 5), па се 
преци зирају услови П ОД којима о н важи. Обрнуто, ако се овај принцип 

положи у основу, и з њега следују једначин е кретања. Дејство се дефи 

нише у Механици као ПРОJfЗВ ОД енергије и вре.\1ена , а у претходном 

параграфу видели смо да је енергија еквивалентна раду. При разним 

формулисањима овога принципа у Механици пре цизираfiе се и појам 

дејства. Овај принци п преноси се на појаве свнј у врсп. За њега су 

везана имена Maupertui s-a, Euler-a, Lagrange·a и Hamilton·a. 
Први облик принципа, који је дао MaupertL1is: " ИЗНОС дејства које 

се употреби при променама у природи увек је нај ... tаљи (тјпјтиl11)" им а 

тај недостатак, што је сувише неодређен . Хамltлтон је дао оно форму· 

nисање принципа, које се показало од ваЖНОСТJI за lt1еханиqю~, елеl(" 

тричне и тоnлотне појаве. Означимо ли са Т КИll СТИЧКУ енергију теЈ IЗ 

или система, п отенцијалну са - и, дејством се зове израз 

• 
Ј<т + И) dt , 

" 
тј. интеграл раЗЛlше к инетичне и потенцијалне е нергије у времену од 

тренутка /0 ДО /. У слу чају ДРУ ГИХ појава сем .~lехаНИЧf<ИХ . н аместо 

мехаНИЧI(е I(инетичке ОДНОСНО потенцијалне енер гије долазе ан алогн е 

врсте других ен ергија. За стварно кретање, или стање, овај интеграл , 

дејство, има најмању вредност према -вредностю.1а I<оје би он имао. ако 

би се узела у о бзир друга "могу!';на" кретања, односно дру га бли ска 

nМОГУћна" стзња у истом размаку времена. А за МОГУћНО ста ње или 

кретање треба сматрати оно, које је , разли кујУЋИ се мало од ства рн о г, 

у складу са свима Н31<над ним условима , ако оне " реба узети у ., обзир 

за појаве уочене IЗРС1'е. 

Улога принципа најмањег дејства у новим теоријама у Физиuи 

постаје све већа, јер он дозвољава да им се у эбиј еном облику да 

основа, а из њега се могу, даље, ИЗБОI\ИТИ јсдначине које у прављају 

током појава. Али п ознато ј е да су појаве у I1рИрОДИ иреверзнб илне. 

Принципом најмањег дејства, међутим, м о гу се оп исати р еверзибилне 

појаве, тј . оне које се могу, бар теОРИСl< И, деШf{Dати са истим правом 

у .ремену и простору унапред или у назад. Дакле , О Н не може да ра

светли питање иревер з ибилности. 



ГЛАВА 1 

МЕХАНИКА 

Механика је наука која се бави проучавањем кретаља материјалних 

тела. Она се дели у два дела: KUlleMamUKY I! КUllеЦl/lКУ. У I{инематици 

се проучавају кретања тела без обзира на њихову су пстанцију и на 

узроке који ОВ3 кретања изазивају; зато се она зове јОIll и Геометријом 
кретањз. У њој ћемо , дакле , посматрати само проме в с положаја датог 

геометриског облика према неком одабраном систем у геометриских 

облина. Ј{инетика, пак. бави се кретањем материјалних тела нспитујуhи 

узроке ових кретања и израчунавајуни дејство ових узрока, I{инетика 

се дели у два дела: Динамику, где се стварно посматра кретањс, . и 

Статику, у којој се проу чавају услови равнотеже (мировања) матери

Јалних система. 

Према објектима чија се кретања испитују разл икујемо Механику 

тачке, система, чврстог тела , еЛ3СТ}lЧНИХ тела, Хидромсханику и Аеро

механику. 

А. МЕХАНИКА ТАЧКЕ 

§ 1. Осноани подаци из Кииа"втинв. Два појма н ал азе се у основи 
I-{инематике: простор и време. У 080"1е што следује претпоставимо да 

је простор (апсолутни ) Еуклидов "родименэионални , да rеометриски 

облик, непроменљив у строгом смислу ове речи, у ње.'\оiУ има особине 

које се одређују Еуклидовом геометријом и , најзад, да је време (апсо · 

лутн о) параметар који служи З3 констатовање посrупни х промена поло

жаја објеката у простору.") 

Лри проучавању померања објеката у простору ,~ожемо уочити 

неко тело Т и положај е осталих објеката према њему. Сматрајмо да 

је одабрано тело непомично. Онда ћемо померања о бјеката према њему 

звати аШ;ОЛУШllа uомерања. Нека је М нека тачка у просто·ру. Њен 
• 

*) Према Каl:ПУ апс. прnстор и апс. време Јесу трансцендентаJl Н Н појмови (узрочност 

се не примењује иа ове појмове него на д.е1l08ање у простору 1\ времену). Пре Кант а, 

а сад у теорltjи ре.,аТИ81Iтет.<I. . 000 су трансцекдентно-реа.,ни појМ ОIIИ. 
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положај потпуно ј е одређе н крајем вектора Т, . чији се почетак налази у 

одабраној тачкн (О) тела Т, и има одређену оријентацију у телу, дакле 

и у простору . (Ово, H~paBHO. важи уз претпоставку да знамо да де· 

финишемо и меримо растојање двеју тачака.) Ка,(О је наш простор тро

димензионалан, ТО за одређивање оријентације ве ктора r МОЖ~МО да 
уведемо триједар ос а Oxyz везан са телом Т. Ов ај lIеiiОМIlЧНЦ триједар 

може потпуно да замени тело Т. 

Нека се положај уоцене тачке М меља. Према наш ој претпоставuи 

постоји параметар t чијој свакој вредности одговара одређени положај 

М, и то само један (обрнуто не важи , јер на пр. пр" "ретању М по кру

жној линији могу датом положају да одговарају више вредности t). 
Овај се параметар мења непрекидно и тачка М О I1Исује путању (тра

јекторију) непрекидн у "ри ву линију у простору. А "о се њен положај 

мења, онда је r одређена функција r(t). Мирује ли М, r = const. 
Уоцимо више п окретних тачака и претпоставимо да за свану 

вредност исШог параметра t, свака од њих има Qдреlјен и положај . Аисо

луiilно време има баш ту особину за све зэмишљсне тацке и њихова 

кретања. Исшовре.'tlенu су положај и тацака кој и одгова р ају истој вред

ности t, тј . истом шренушку. Растојање између двеј у покретних (М и М,) 

тачака је онда растојање између оне две тачке пр остора, непомично 

везан.ог З3 Oxyz, са којима се М и М Ј покла п ају у датом тренутку. 

Триједар Oxyz · одабран је потпуно произвољно. Ако га замени

м о другим' триједр ом 0\ Хl у! Zj, чији положај према првоме знамо , 

можемо наkи положај тачке М према новом триједру. Ако је непо

мицан нови триједар, путања М Heke у њему про м енити свој облик , а 

координате М израчунавају се у новом триједру ПОМОћУ 1l0 знаН1Х 

образаца Аналитицке геометрије. Ове обрасце мож~мо употребити и у 

случају када је триједар О, х, у, z, покретан. но тада пе коефицијенти 

(параметри) који одређују положај нових оса постати фУНl(lщје вре"ена. 

Путања тачке М према покреП1ОМ триједру упште Heh e имати исти 

облик са путањом прем а непомичном. · Ако у Оч и.'\1 0 две покретне тачке, 

нектор који их спаја у датом тренутку не зависи од избора тр"једара, 

110 ово само ОН.1а, када се узима апсолутно иреме одн. исти параметар 

t за разне триједре. После ових примедаба , уочимо кретање најпрости

јег објекта: тачке, н велицине које служе за ОГЩ С l1пање овог кретања 

у односу на триједар Oxyz. 
Покретна тач ка М описује у простору крвну L (путању) њен а 

BeKTop~Ka једна чин а је 

(1 ) r = r(t\, 

у којој са Десне стран е стоји извесна функција времена. Означимо ЛИ 
i, ј, R јединичне векторе координатних оса, биfiе 

(2) r =x i + yj+zh 
веЈ(ТОР положаја, а 



(3) 

. 
о 

Сл. 4 
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х = /, (1) , у = J;(I), z = /, (1) 

L 

скаларне једначине I путање (која може 

бити и само један део Kpl'fBe одређене ОВИМ 

једначинама). Нека буде М положај по· 

кретне тачке у тренутку 1; М, - У тре· 

нутку 1 + b.t; r (1) и r (t + Ь.!) вредно
сти вектора положаја које им одговарају 

и М = r(t + щ) - r(t ) (С1l. 4). ' 

Браuна тачке М је вектор: 

(4) 
. . b.r 

п = r = IЈ tn I 

' t-7{) L\I 

ТЈ, и звод r по времену, и има правац дирке лутаље у уочеllој тач"и 

b.r 
М. I{оnичник ь. t зове се средња брзина између уочеllИХ тренутака . 

• 

Ако је s лук криве L, ~ ММ, = b.s и t јединични ве!(Тор у правцу 

дирке, то ће бити 

b.r b.s ds ds 
(5) . lim - lim .t = dТ t и - ~ v 

М-+О 6 t М-7{) b.I dl 

модуо брзине; 
• т, = (. онда Је 

Координате брзине су 

(6) V, = х' = /,'(1)., vy = у' = 1.'(1), V, = z' = /;(1) ; 
v2 = х'2 + у/Ј +' Z' 2 , 

ако је Oxyz правоуг ли триједар. 

(7) 

Уочимо вредности брз ине у тачкама М и М Ј' ; Ю, DI И ~t1 = Ю! - ю. 

У6раање тачке М ј е в еюор 

. . ь.ю " 
а= ю= Ilm- = r, 

""+о ь. ! . 

Његове координате су 

(8) а, = х" = / ,"(1), ау = у" = /,"(1) , а, = ' " ~ f,"(I) . 

Диференцирајуhи r по времену три, четири итд. пута добили 

бисмо ' убрзање 'вишега реда, но за циљеве Механике ДОUОЉНО , је увести 

само вектор' а, тј, други и звод функције r. 
Из једначина (4) и т ~иди се да су димеН ЗИЈ е б рз ине и у брзања 

L Т-' односно L Т". 
Примери кретања. 1) Ако је t = conSt. кретаље је праВОJJlIИ ИСК U , ако је v = consl. 

кретаље је равномерно. За пра~оликнско кретање : а. = о кретзње је ра вн омерно, 
2) а. = const. н а > О равномерно убрзано. 
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УБРiJања, шанzеНШНQ U нормално, јесу комп оненте убрзања а. у 

правцу дирне, ОДН. , 'лзвне нормале лутање; а = ат + aN. 
!{ако је d dv . 

а = D = dt v t = dt 1 + vt 
. . ds . 

и 1 =1, dt = "I" то Је 
dv 

а = dt t + v2 1, . 
. Ј 

Вектор si = 1, = r~, Је "ривина криве L ; К је љен модуо " R = К 

'. . Ј 
полупреЧIIИК кривине. Дакле . је [, = ~1I = R 11, где Је 11 Ј'ДИllI1ЧНИ 

вектор главне нормале, и зато је 

(9) 

Убрзање а лежи, према томе, у оскулаТОРllој равни путање. 

КРU80лuнuске 1(оординаше олакшавају решење више проблема Меха

нике. Нека су Q1. Q2, qз три lIезависна параме 'сра 11 

(10) x=!,(q"q"q,), y=!,(q"q2' q,), z=!,(q"q"q, ). 

Сваю! од УСЛО1Ја q, = cons!. одређује једну површину; на пр. за 

ql = const., елиминзцијом qи Н qз из једначина (10), llо бинемо F1 (x,y,z) = О. 

Мењајуfiи вредности qi добивамо три фшиилије коордuнаШНlLХ ПОВРШl11Ш. 
Два услова q, = cons!., qj = cons!., i ,. ј, одређују коордuнашне линије 
- пресене координатних ПОВрШИllа; вел}{чине (} ј ЗQве .\10 криволиннске 

координате. 

у неl(ОЈ таЧЈШ простора м (Q" q" q, ) састају се три координатне 
линије и дирке ових одр"ђуј,у триједар 

координатних оса (сл. 5). Вектор r је 

функција , променљивих qi и зато је 
. '. . . 

(11) ' + ' + ' D = r =- f ql ql Tq2 q2 rq з qЗI 

% где су qi f изводи по времену, а rqi 

изводи по ДОТИЧШI М координатама. Оче· 

ВИДНО Је да сваки ОД њих пана у правац 

дирке криве дуж које се мења једна од 

координата . 

Пример: Сферне координате г, о , t. 
Имамо 

Сд. 5 

r = , sin Э cos ср i + r siп \1 sin ср i + r cos Э п. 

f{оординатн. површине су: 1) г = 
cons!. - лопта са средиштем у О, 2) 

е = cons!.- конусна површина са осом Oz, З) t = const. -раван нормална 
на Оху, која пролази кроз Oz. !{оординатне I<риве су: 1) О ~ const., 
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t = const. - права; координата .q, = г, 2) г = cons!., t = cons!. 
кружна линија; координата q, = е; З) г = cons!., е = cons!. - кружна 

линија ј координата q8 + 'V· 
Диференцирањем по времену . израза за f добивамо 

D = Т = ~~ (sin е cos t i + sjn е sјл t ј + cos е [~) + 

+ г ~: ( cos е cos t I + cos е siл t ј - sin 91i) + 

+ гsјлЭ ~;i' (cos t ј - siл t ј) . 
Изрази у заградама су јединични ве!(Тори: То У правцу г, Ь дирке коор

динатне линије е, f координатне линије за t. Дакле је 
dr dЭ .dt 

(12) D = (л То + Г dl Ь + г SIП Э dl ј. 

Коефицијенти јединичних вектора у овој једнач"ни су пројекције 

брзине на осама ортогоналног триједра МтоЬј. Из обрасца (12) добивамо, 
за t = солs!., ТЈ. за случај поларних координата Г, е при кретању 

у равни 

(13) 
dr dG 

D = dl ТО + Г dl Ь. 

Секшорска IJрзuна. Це1/шрално крешање. Ако имамо раванско 
кретање, нектор положа

ја f за време dl лрева

љу је бесконачно мали сек

тор мом" чија је . по-
1 

вршина 2" ,. dЭ, јер је лук 

ММ, једнак г dЭ. Израз 

1 dG "'2 г2 dt зове се секторска 

брзина. Он игра улогу при 

проучавању Т.зв. це1/шрал

ног кретања окарактери

самог особино." да убрза
С ... б 

М, 
/''-

М 

ње покретне тачке М има правац који пролази кроз непомичну тачку О. 

Према ' познатом обрасцу теорије нектора, пројекције убрзања на по
кретним осама О r о и О Ь дате су обрасцима 

Из слике (6) види се да када тачка М пређе у положај М" век
тори ro и Ь заокреНУће за угао dЭ, тако да је dTo = dЭ Ь а db = - dЭ то. 
Зато је, узимајуlш још у обзир образац (13), . 

3 
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(14) 

( 15) 

( . ) d'r (de )' 
о То = d/' - г d/ ' 

(
. ) d (d9) dr da 1 d ( ЈО) 
оЬ =(ff '(ff + (ff(ff=r(ff r' di . 

. 
За централно кретање (о Ь) = О, те је према TO .IIO, 

1 ,d9 t 
2 r dt = cons . , 

1 
где смо увели множитељ ;[ да би смо имали израз за секторску брзину. 

Једначина (15) даје други Кеплеров закон о кретању планета: радијус 

вектор повучен од Сунца до планете преваљује површину пропорци.О

налну времену. Доиста, ако ознаЧИМQ површину у јединици времена -
ону ШТО стоји с леве стране једначине (15) - са С, ОМ У времену 
t прева љу је сектор Q = С/. 

Нека је г = ј(е) једначина путање L. Имамо зб о г (15) 

dr = _dr de = dr 2С = _ 2С ~ (~) 
d/ d9 d/ de г' de г 

и 

d'r -d/' 
Ј' (1) de 4С' d' '1) 2С de' , d/ = - г' de' (г . 

• 
Прва од пројекција (14) (п то) = й, биhе (види обр. 15) 

(16) 
4С' 

а] = - г' 
d' 1 1 
de.(') +, , 

Ова Бине-ова једначина ОМОГУћује да нађемо путању, тј. г = 1(9), 
када је дато убрзање й, и, обрнуто, да нађемо убрзање ако је позната 

путања. Њу задовољавају кретања дуж конусних пресека. 

§ 2 Осиовии поЈмови Динамике, За Механику , као и за друге 

гране Физике. ОД основне је важности принцип узрочности (каузали· 

тета) који се може изразити овако: ' .Ако су услови ПОД којима 

се одигравају два феномена у разним тренуцима и у разним местима 

у простору исти, ова су два феномена само премештена у простору 

и времену". Како се претпоставља да знамо да мери,,,о дужину И 

време, то се ОВОМ принципу може дати, према Painleve·y, овакво ту· 

мачење: MoryhHo је једном за свагда усвојити мере за дужину и време 

тако, да увек принцип узрочности буде остваре". 



Механика је наука о кретању материјалних тела 11 зато треба да се 

прецизира шта се подразумева под условима за феномене о којима 

је реч у принципу узрочности. Као што су показивали многобројни 

експерименти са падо."'" тела, који су положени у о с нове Ме,хаНИl<е, 

важну улогу играју почетни положај и почетна брзина. 3ато иемо 
претпоставит" (и то се показује као довољно) да су UllflЦијални УСЛQ8U 

З3 кретање система тела почетни положаји и ПQчеТllе брзине елеме~ 

ната система. , 
Прецизирајмо још појам апсолутног кретања тела. То је кретање 

у односу на триједар оса који сеЈ према претпоставци, може зами

слити тако да ,кретаље задовољава низ аксиома о I< Ојима ,"е сада бити 
реч. Посматрати, пак, могу се само релативна кретања јер у природи 

немамо таквог триједра. . 

§ 2.1 ОСНОВНИ појмсви Динвмике ТВЧК8. Аксиом е Механике дао је 
НЬутн у облику три принципа или закона. . 

1 Свако тело тежи да задржи стање мировања ИJ/l I равномерног и 

праволиниског кретања све ДОК нека сила не промени ово стање. 

11 Промена кретања пропорционална је дејству силе која креие, и 
дешава се у правцу силе. 

III Дејство (акција) је увек једнако противдејству (реакцији), или 

. дејства два тела једног на друго увек су једнака и супротног смера. 

Ови аксиоми дошли су као резултат не само Њутнова рада, Hero н 
Коперникова, Кеплерова и Галилејева. Помоћу ових аксиома уводе се 

и основни појмови Динамике. 

Претпоставимо, прво, да сваком материјалном теJlУ одговара вели

чина која карактерише· количину материје - маса. Па замислимо неко 

тело Т, које нити губи, нити добива материју, и сматрајмо његову 

масу за јединицу масе. Онда ћемо з~ати масом другога тела Т његову 

рtлативну масу у односу на Т,. 

Према првом аксиом у, или т.зв. UрUlщиuу UHep,!lIje, материјално 
тело има особину да тежи да остане у стању апсолутног мира или 

равномерног праволиниског кретања. ова особина зове се инерција . То 

стање не се одржавати све док се не појави неки спољњи узрок, а 

такав ће се узрок налазити у дејству неког другог TOJ la. Онда се каже 

да на уочено тело Т дејствује сила. Према другом аксиому, снла се 

дефинише као вектор колинеаран са убрзањем а проп орционалан маси. 

Ставимо дакпе 

(1) 3' = та, 

. ако је т маса узетог елемента материје. Даље ћемо rоворити о Т.ЗБ. 

матерuјалној шачкu, ПОЈМУ који се добива апстракциј ом када се уочи 

део hlзтерије толико мали ПО запреминн да је за Оllисивзње његова 

3' 
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кретања ДОВОЉНО да се зна кретање једне његове тачке, а да се обртање 

ОВОГ делића при томе може изоставити из посматрања. Једначина (1) 
~ . 

ваЖИ.10нда за матерИЈалну тачку, 

Смисао је трећег аксиома овај: уочимо само две материјалне тачке 

М и М, и дејство једне на другу; онда је сила којом М, дејствује на М 

супротна сили којом М дејствује на М" тј. В'. = - 3'. 
Даље ћемо усвојити још аксиом о почетним условима, који се 

формулише овако: ако се уоче само две материјалне тачке исте масе, 

љихова Ђе апсолутна убрзања бити једнака ПО величини, истог правца 

но ',супротног смера, и потпуно ће бити одређена у снаком тренутку t 
ако је познато растојање ових тачака и релативна брзина. Најзад имамо 

правило паралелограма: ако је убрзање материјалне тачке под истовре

меним дејством двају тела М1 и М2 једнако а, а било би a1 ИЛИ й2 

да је дејствовало само једно од ових тела (М1 односно М2 ), онда је 

а=а,+а". 

Одавде, и из једначине (1), следи правило за сабирање сила (У1 и ~2 

које дејствују истовремено: 

(2) 3' = 3', + 3'2' 

Маса КОЈУ смо дефинисали зове се још ЩlеРШ1-lQ маса: њу имамо 

у једначини (1) . 

. Према нашој претпоставци постоји триједар оса Oxyz такав да liе 
кретања у односу на њ одговарати горенаведеним аксиомима. Јасно је 

да, ако узмемо неки други триједар непомичан према Oxyz, имаhе кре
тан,:.а и према овом триједру исту особину. Но не само за непомични, 

него и за сваки триједар 01 Х1 у1 Z1, који се креће праволиниски и равно

мерно према Oxyz важи иста особина, тј. и осе 01 Хј У1 Z1 могу се сма
трати за аuсолушне осе.*) Доиста, ако је То вектор положаја 01 у од

носу на О, а t 1 вектор положаја тачке М у односу на Ој, имаћемо 
.... .. 

r = То + Т, И Т = Т, јер је То = О. 

у горњим аксиомима, међутим, говори се само о убрзањима, а ова 

су иста за оба триједра: Oxyz и О, х, у, z,. Основна једначина (1) Меха
нике задржава исти облик за све триједре који се I10мерају један према 

другоме праВОЛИНИСЈ(И и равномерно. У овоме лежи Галилејев принцип 

релативитета. Ако се под дејством силе~, материјална тачка М помера, 

онда се каже да сила врши рад и, означимо ЛИ бескрајно мало поме

рање са dr, израз 

(3) dR = (3' dT) 

*) Ако силе не 3Ј:шисе од t a . 
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зове се рад на бескрајно малом померању. Ако су Х, У, Z пројщције 
силе 3' на правоуглим осама, а dx, dy, dz пројекције 0 .1 Щ, бине 

(4) dR = Xdx + Ydy + Zdz. 

Уочимо ли I(ОН3411О померање тачке М дуж «p~1Вe L. и то ОД тачке 
А дО В, тотални рад на овоме померању бине 

(5) 

в 

R = Ј (3'dr). 
л 

Важну вр.ста сила сачињавају оне КОЈе се могу IIретстзвити као 

градијент неког скалара. Ако је 

(6) 3' = grad И би"е Х = ~~ , У= дИ 
ду 

Z = дИ 
дz ' 

а скалар и (х, у, z) зове се функција силе. Њена негативна вредност 

је UОfiiеl/цијал П = - И, тј. 3' = - grad П . 
Ако постоји функција силе, тотални рад R не зависи од облика 

пута но само од вредности ове . функције у крајњим тачкама: 

в в 

(7) R = Ј grad И dr = Ј dИ = ИВ - Ил, 
л . А 

према обрасцу (19) § 0.2. 
Очевидно је да и функција И + const. задовољава услове (6). 

§ 2,2 Јвдначине .р8тања матернјlllНI тач.е, Једначина (1) која изра· 
жава везу у6рзања и силе 

(1) та= 3' 
основна је у Механици тачке. Ако претпоставимо да је позната сила 

3' која дејствује на материјалну тачку т, може се н ај," вектор поло

жаја r чији је . други извод по времену једнак а, и ово је основни 

проблем Динамике тачке. Функцнја, пак, r (t) одређује потпуно кретање 
уочене материјалне тачке. Бине потребно само -да узме ;\I.О у обзир ШlU

.цuјалnе или по~етне услове, и то uочешнu положај и йочешну брзину 
тачке; видеkемо одмах зашто је то · потребно. 

Имамо диференцијалну једначину другога реда : 

d'r 
т dt' =3'. (8) 

• 
Када се она интеграли, уводе се произвољне константе. За одре-

ђивање њихових вредности потребни су услови за почетак кретања. 

Лако је ово увидети геометриски. Једначина (8) треба да одреди ny-
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тању. Да би смо је потпуно одредили треба да знамо прво једну њену 

тачку, рецимо Мо Ј У тренутку t = to који се сматра З3 п очетни И, 

затнм, оријентацију ове путање у простору; а ОВО Ћемо имати ако 

знамо брзину у почетку, јер она има правац дирке И, према ТО ,\1е, 

одређује у 1=1. оријентацију првог бесконачно Mailor лука. Положај 

Мо дат је вектором ro (хо I Уо Ј zo), ОДНОСНО трима његовим пројеl(ЦИ~ 

јама, почетна ' брзина је вектар оо (Хо', Уо', Zo'); свега и .,\змо шест бројева. 

Уочимо сада три скаларне једначине које одговарају в, кторској 

(8), и то У случају Декартова правоугла триједра: 

(9) 
d'y 

mdf,=Y, 
d'z 

m dt2 = Z. 

. Сила ff ·може да зависи од поло~аја тачке, тј. од њених Ј<ООРДИ

натз, од брзине, дакле ОД првих извода I<оордината, најзад од времена. 

Н'ећемо претпостзољати да {t зависи од виших извода вектора положаја. 

Према томе је уопште 

(1 О) 
х= Х (Х, y,z, x',y',z', (), У= Y(x,y,Z,.'e,y',z'.t), 

Z= Z(x,y,z,x',y',z',I). 

Једначине (9), У којима су Х, У, Z функције дате обрасцима (1 О), 
чине систем ОД три дифереНЦ~1јалне једначине другога реда, и ЊИХОВИМ 

интеграљењем уводе се шест ПРОИ3ВОЉНИХ констаllэrа, чије се вредности 
могу одредити ПОМОћУ горенаведених шест бројева Ха, УО ' ZO' Ха', Уа', zo'· 
На овај начин и фУНlщије 

(11) x = /,(t). у =/,(t) , z = /,(t) 

бине потпуно 

, ријалне тачке. 

( 12) 

одређене*); Ilа и вектор r, а 

Имаhемо, поред (11), да је 

х, = / , (10), у, = /, (1,) , 
xo' = j;'(lo) , уо'= /;Џ,) , 

према ТО .\1е и кретање мате-

z. = Ј, (1,) , 
, ! ,. ) Zо= з Uо' 

Из дuфереНЦllјалнuх једнаЧl/на кретања (9) са датим иницијалним 
условима следују, дакле, коначне јеДначuне крешања (11). 

Основној векторској једначини кретања (8) O ~ГOBapajy уопште три 

скаларне, које се добивају када се вектори лројецирају на неке три осе; 

на пр. на осе неких КРИВОЛИНИСКИХ координата , Згодан избор ових 

олакшава решење појеДИЮ1Х проблема Механике . Овде ћемо навести 

Т.38. Eule'joBe или ирародне јеД1lачuне кретањ(.1 материјалне тачке. 

Уочимо за тачку М, која се крене дуж "ри ве L, триједар оса дуж дирке, 

8) 080 следуј е из основне КОШIl-јеве теореме о инr егр алима дИференцијалних 
једнаЧIIН.а, која се ипак доказује уз из весна ограничеЊi1 за функције Х, у, Z (аиди 

' Р. Paln(eve: Cours de Mec.anique; р. 230) . 
• 
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нормале и бинормале. Нека буду Рт, FN, Р. пројекције силе F на овим оса

ма. Према обрасцима (9)§ 1 пројекције су убрзања на истим осама: :' ~ ,О. 
Дакле, из једначине (8) следу је 

(13). dv 
т dt = Рт, 

mv' 
R = FN , 0 = FJ-j , 

и то су Ојлерове диференцијалне Једначине. 

Досада смо посматрали случај сл060дне м атериј алне тачке. Ако 

<:3 ова мора налазити на датој површини или кри вој линији, њено је 

кретање nесдо60Дн.о. У овоме случају постоје, дакле, извесни I(инемз

тички услови које тре ба да задовољавају координате тачке . Са гледи

шта Динамике појављују се у томе случају силе које про истичу од 

дејства површине или криве . Овакве се силе зову: реакције uовршина 

односно кривих или реакције веза. Ако реакциј а има правац нормале 

на површину или криву, ова се зове идеална веза. Узима ли се · у 

обзир трење, које се може јављати при кретању материјалне тачке на 

површини или кривој , реакција непе више имати п равац нормале. До

дамо ли реакцију везе '2\ сили {1 која дејствује на м атеријалну тачку, 
једначина њена кретања мопи не се написати у . облику: 

(14) 
d'r 

т dt' = {1 + '2\. 

Случај iiовршuне: дата је идеална веза I(х, у, z, /) = О, која уопште 

може мењати облик у току времена . '2\ има правац нормале, Тј. правац од 

gradj = 
дј h 

dz " . 

Ставимо '2\ = А grad j. 

Скаларне једначии е које одговарају (14) је су 

(15) 
d'x дј d'y . дј d' z дј 

т d/' = Х + А дх ' т d/' = У + А ду , т dii = Z + А dz . 

Оне заједно са једначином везе f(x , у, Z, t) = О чи", систем од четири 

једначине са четири неп ознате х, у, z, 1.. Последња величина омогунује 

да изразимо реакцију '2\. 
Случај криве: дате су идеалне везе 1. (х, у, Z, 1) = О и 12 (х, у, z , 1) = О; 

материјална тачка крећ е с е дуж криве која је пресск ових површина. 

Сматрајупи да је функција крнве '2\ збир реакциј а '2\. и '2\, ОDИХ па
В.ршина, имаћемо 

(1 6) '2\ = '2\. + '2\, = А. grad/. + А, grad j , ; 



40 

према томе, добивамо овај систем једначина 

d"x Х , дf, , дј, d'y 
(17) т dl' = + Л'дХ- + Л'ах' т dt' = .. . , 

d' z 
Пl dtZ - "" 

f, (x,y,z,t) = о, f , (x, y,z,t) = о , 

са пет непознатих х, у, Z, )..1' Л2 . Последње две одредиhе величине реак- . 
ција, на пр" R, = I }' 1 gradf, I ' 

Ојлерове једначине (1 З) имају у овоме случ ају облик 

(18) dv _' 
т dt = FT , т р = FN + RN, О = F. + R., 

јер реакција не дај е· пројекцију на дир ци, Ако се место координата 

х, у, Z уочи у првој од једначина . (18) лук криве s , из њс ~ се на!;и 

S = 'р (1) (увек ПОД npel'nOCTaBKoM да је сила ff позната), а остале две 
служине за израчунавање пројекција RN и RB реакције. 

Приметимо да се обично претпоставља у случај у неидеалних веза, 

тј. веза са трењем, да је тангенцијална компонента реакције пропорцио

нална нормалној. 

§ 2.8 Теорема жив. силе. Основну Једначину ј'ретања тачке (1) 
можемо написати у облику: 

(19) 

(20) 

du 
т dl = <у. 

Одавде, скаларним множењем са D добивамо 

du 
то dt = ff u. 

. dv 'S 
А како Је dt 

d du 
= dt (о , о) = 2 о dt ,иманемо 

d mv2 

dl 2 = Ш'v). 

1 
Израз 2 т!'" зове се Жllва сила тачке, а (20) је једначин а живе 

силе. Интеграљењем ове једначине од to до t1 , ДО биh емо 

(21 ) 

где су v. и ", величине брзине у тренуцима 10' одн. t" јер I је према (20) 

(22) mv' 
d =ffdr. 2 
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Теорема: прираштај живе силе при померању dr једнак је раду 
силе при овом померању. Једначина, пак, (21) изражава исту чињеницу 
само за I(оначна помераља . . 

Ако постоји функција сипа, па б' = grad и, бипе (образац (4) § 0.1): 

б' dr == grad иdт = dU. 

Ставимо 

добиhемо 

ли оваЈ диференцијал у Једначину (22) и интегралимо, 

(23) 
1 
-mv'= U + h 
2 ' 

или (види једначину (7», ако интегралимо од t. до t : 

(24) ..!. mv' - ..!.mv· = U -
2 2· 

Д . h 1 .. 
акле Је = "2mv-. ио • 

и •. 

Ј 
Израз "2 mva зва!.е"о кинешичком, а П = - U потеНЦИЈалном 

енерГИЈОМ. 

Једначина (23), која се зове , иншеzрал живе силе, може да се на

пише ЈОШ и у овоме облику 

(25) 
Ј . 
- mv'+П=h 
2 ' 

тј. шошална енергија (збир кинетичке и потенцијалне) тачке је кон

стантна. 

§ 2.4 Центрапн, сипе. Њутнов .акон rравитациј'. Претпоставимо да 
се материјална тачка М крене под дејством централне силе .11', тј. оне 

чији правац стално пролази кроз дату непомичну тач ку О. Нека буде 

ОМ једнако r а ЮО почетна брзина тачке М, Ако помножимо вектор

ски са D једнацину 

d'r 
тdl,=б' 

добиhемо, због колинеарности r и 11', 

[ d"rJ d [Щ 
т r dl' = dt т r .dt 

и, према томе, 

(26) 

Ј = О 
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<1: је константни вектор који је одређен вреДНОШhу вектора положаја 
Т . у почетном тренутку и век"'ОРОМ оо· 

Дакле, раван у којој се "алазе т и 
Јт 

брзина - -
Јf 

тачке М остаје 

стално иста и управна је на вектор G:. ~peTaњe ~!атеријалне тачке ПОД 
дејством централне силе је раванско и зове се ценшрално (види § 1). 
Ако се уведу поларне коорди .. ате тач.ке М: r и G, интензитет с-иле ff 
мора да буде функција Р(г, г', е , Э', t), па се може из вести анализа 
кретан.а за разне о блике ове функције, 

( 
Јг , Јђ ) 

Г' =" (јј' е = dt . 

Код централних сила ва)Кан ј е случај кад О ll е зависе само од р. _ 
стојан.а г = ОМ; тај случај се јавља у проблемима Небеске меха
нике и Математичке " физике. у првој од ЊИХ - када се проучава 
дејство сила гравитације, у д ругој - на пр. у те орији електрицитета и 
магнетизма - када с е уоче силе привлачења и одб ијања елеI<трицитетом 

оптеренених честица, ОДНОСНО магнетских Лолова . 

Зауставимо се на слуцају F = F (г) и УОЧflМО следеlш проблем. 
Две тачке: М, масе т, и М, (т,) дејствују једна на другу. Сила која 
дејствује на М нека је - т "Z'/ (г) То; ако је То једини'IНИ вектор правца 
М, М, онда је сила која дејствује на М,: т т, ј(г)То. Убрзања су: 
- т,ј(г)то • одн. тј(г)То. npe,~a томе је релативно убрзање М у 

односу на М,: - (т, + т)јСГ) то· Означимо т, + т са р.. Дакле, 
релативно кретање М врши се као да је тацка М, непокретна а убр
з ање - fLj(r) т .. тј. сила је 

_ m~j(r)To = grad и , 

(27) u = - р. f/Z f лг) Јг = - р. т ~ (г) . 
Претпостављајуhи сада да је тачка МЈ непомичнз , долазимо ДО 

случаја централног кретања, знаци (једначина (15) § 1): 

(28) 

тета 

1 d6 
2 г'(Гt = const. = с. 

Није тешко доказати да ОВО следује и из Ј{онстантности интензи
вектора <1: (26). 
Даље, постоји интеграл живе силе (23) 

т "' =' - 2 т ,,~(г) + 2 h , 

а из обрасца (13) § 1 следује да је 

"' = (!јј-)' + г' ( ~: )' 
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. .. dr dr dЭ 2 е dr 
УзимаЈуhи у обзир Једначину (28) и dt = dЭ dt = f2 dЭ' имаhемо 

(29) т", = 4 те' [:' ( :;)' + :'] = - 2 т )l 'р (Т) + 2 h . 

Одавде је 

4е2 ( df)' 
r' dЭ = t(r), 

где 

(За) 
4е' 2h 

t(r) = - т2 - 2)l'!'(r) + т • 

Према томе имамо 

dЭ = + 2edr 

r'V t(r) , 

и једначина путање у поларним координатама гласи: 

(З1) 6=+ +ео • Ј
" 2cdr 

- г2 V t(r) 
Осим тога из (28) следује, после смене de, 

~ =±vt(r), 

а -после интеграљења 

(З2) 

Произвољне константе ео и < одређују се условима за почетак 

кретања; једначина (З2) даје г као функцију времена, а (31) после замене 
г = ј (1) даЬе е као функцију времена. Дакле, кретање тачке М је пот
пуно одређено. 

Од нарочите важности је - З3 питање атомске структуре као и за 

Небеску механику _. случај када је ј (Г) = Ј, и, дакле, 'р (г) = - ..!... 
г г 

(види образац (27». Онда из обрасца (29) следује 

• 
где Је 

h 
ћ1 =-, 

т 

V'=2(h,+ i). 
а из обрасца (За): 

2с' ) , . , 
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и 

Ставимо 

Онда је 

• / }l2 
a =V 2ћЈ + 4 с2 ' р = 

t (г) = ,,' - , р' 

dp = _ 2С1' . 
r 

2с " , 

r 

Дакле, према обрасцу (31): 

Ј 
Јр р 

е - ео = +"" Ј :l 2 = arccos - , 
r а - р а 

• 

ако се задржи Један знак. Како је: 
\ 

биhе 

р = u cos (6 - ео), 

2с 
..=...:.. = р + 

r 

2с 

}1. 

2с ' 

r = --;------ -
}1. ' 

Ако уведем о ознаке 

4 с' 

добиkемо 

(33) 

2с + " cos (6 - ео) 

8 с' h, + . -=-u."" "- , , 

г= р , 
1 + е cos(e - ео) 

а то је једнаqина конусних пресека (М, је жижа). Ако је h < О и, 
према томе, е < 1 путања тачке М је елипса; за h = О, е = 1 имамо 
параболу, а за h > О и е > 1 хиперболу, 

За планете које описују елипсе око Сунца, као ШТО то и следује 

из једначине (33), добили смо, дакле, први Кепперов закон, Обрнуто, 

из три Кеплерова закона, а помоhу Вјпе!,овог обрасца (16) § 1, може се 
извести Њутнов закон гравитације 

(34) 

§ 2.5 Рв.не врст. OCI,Mn8Top"MI .РВТ8Њ8. 1) Случај сила пропор· 

ционалних удаљењу од непокретне тачке. Нека на покретну тачку М, 

• 
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чија Је маса т, дејствује сила лривлачења - ar, r ДС је r -вектор поло

. жаја у односу на непокретну тачку О (а> О). Ако још означи мо .!!.. 
т 

са 1<", имаhемо (види (8) § 2.2) једначину кретања 
ОЈ 

(35) d'r . • О 
dt·+ Kr = . 

Општи интеграл ове једначине је 

(36) т = 21 cos К/ + ~ sin К/ , 

где су 21 и Q3 два константна вектора, а то се потврђује непосредно 

заменом r у једнач.ини (35). Ако је почетни положај тачке у тренутку 
I = О дат вектором То *), а почетна брзина је била Ю" из Једиачине 

(36) имамо 

ТО = 2.1 , t)o = K~CJ,. 

Кретање се догађа у равни вектора 21 и ~ и крај оектора r описује 
2" 

затворену путању. Пошто протекне време Т = -, т не имати исту 
К 

вредност; Т се зове иериода, а кретање - периодичко: Ако узмемо 
косоугли координатни систем, и усмеримо осу ОХ, дуж вектора 21, а 

• 
осу Оу, правцем век тора ~, иманемо према (36): . 

Х1 = А cos Kt t Јl = В sin кl Ј 

. а одатле је 

(37) 

Ово је једначина елипсе; 21 и ~ имају правце ко њуговаиих пре

'Iника. Путзљз материјалне тачке М је е.ципсз. 

Ако уочимо случај када је ~ колииеарио са 21, им а l, емо: ~ = n21 и 

те стављајуhи 

добивамо 

(38) 

т = 2!(cosкl + nsinKt) , 

1 n . 
. ~V'Сlё="+=n=.:;- = sin о , ~J"';lё="=-c = cos Е , 

У + n2 

т = v 1 + n' sin (KI + о) 2! . 

Путања је у овоме случају отсечак праве, који тачка М описује пе

риодички. Имамо сада, дакле, случај линеарие осцилације вектор функ-

$) То није сада једИННЧНIf вектор. 
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ције {, ДОК се претходна зове елиптичка осцилација; за А = В ова 

постаје кружна. Уопште, сваки се процес, за чиј е описивање служи 

једначина оБЛИЈ<а 

(39) S = So ,јп(кI + <) 

где је I време а S, = cons!., З 0ве хармонuска осцuлацuја. Њена периода 
2, 

Је т = к' кI + Е је фаsа, а Е је консшанша фазе (тј. вредност аргу-

(0) 1 к Ф ' Е . мента за = ,V = т = 2" З0ве се реквеНЦИја . ЛИПТИЧКОЈ осци-

лiщијИ одговарају две линеарне хармониске осцилацИЈе. 

Силе пропорционалне удаљењу, као што ј е - ат КОЈ У смо овде 

уочили, зову се квааuелаСiIiuчне. Такве су. ва пр . , силе код мало ра

стегнутих еластичних опруга. 

2) Поред квазиеластичне уочи мо још И силу про порционалну брзини 

матерИЈалне тачке. Такве је природе, на пр . , отпор при трењу: 

Ь• dr . . 
- dt' знак минус СМО ставили јер Је смер силе супротан смеру 

Ь' 
брзине. Стављајуhи - = а > О, можемо диференцијалн у Једначину 

т . 
кретања материјалне тачке написати у облику 

(40) 

Раставимu ли ове векторе у компоненте дуж координатних оса 

Oxyz неког непокретног триједра, иманемо три скаларне једнацине истог 
облика, од којих је прва 

(41 ) d'x dx о О 
+ а dl + к-х = . dl' 

Зауставимо се на случају када почетна брзина пада У правац ОМ 

и када ће) према томе, нретање бити праВОЛИНItСКО. Одаберемо ли за 

х осу правац ОМ. имаhемо, место векторс ке ј едначине (40), да реwимо 

само једну скалаРJlУ (41). Ставимо 

х = ае)Ј, 

(а и ).. су константе) и решимо карактеристичну једначину 

(42) ).., + а ).. + к' = О _ 



Добивамо корене 

(43) а. 1 I а' 
л, = - су + v 4" - к' 

. -« 
, - 1..2= - 2-

. r С(' • 
V T - X.~, 

н . разликујемо случајеве р еалних и имагинарних корена. 
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а) а'>4к'; корени с у реални и опште решење једначине (41)биhе 

где су А и В произвољне константе, или 

(44) 
- ; I( (~_ "'1 

х=е Ае 4 

Како су 1.1 И 1.2 негативни, х тежи нули када t тежи бесконачности. 
I<рстања ове врсте зову се uuерuодuчкu. 

б) а.1!I = 4 к!; корени карактеристичне једначине су једнаки, и ОПШТИ 
интеграл има облик 

(45) 
- .!!.- t 

Х = е '( А + В! ) . 

Како први множитељ брже опада него што други расте, х тежи 

нули када t -> оо, и кретање је опетапериодичко. 

в) а' < 4 кО; корени Л, и Л, су имагинарни. Ставимо 

v ~' -к' =; ~ , 

- ;t( рli -РIi) 
х = е А е + Ве . 

Трансформишимо други множитељ, који ће бити 

(А + В) cos ~ t + i (А - В) sin ~ t . 

Вредности произвољних констаната А и В следују из почетних 

услова, а претходни израз прелази у 

Ccos(~t - у). 

и тако општи интеграл једначине (41) има облик 

(46) 
• - """'i" t 

х = Се cos(~t-y), 
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где су вредности констаната С и у израчунате вен помоhу А и В. 
Образац (46) показује да је кретање тачке М осцилаторно. Али ампли-

ХI 

I 

I t ------. ---- ------'-\-----1----,--31-
О 

Сл. 7 

" --1 
туда осцилација, С е 2 , 

бива све мања ШТО t бива 
веЬе и осцилације се гасе. 

На слици (7) претстављена 
ј е крива (46). 

Овакве се осцилације 

зову аМОРШUfJоване. HeI<a 
буде t периода другог мно

житеља. Онда је размера 

двеју вредности х за / и 
t + " као што се ВИДИ 

" -Т 
ИЗ једначине (46): е 2 ,и 
. u. 

{) = -2'!' .зове се логарuш-

мачка декременш. 

З) ПРИIlУДllе осцилације. Претпоставимо да поред сила уочених у 
претходним случајевима дејствује на материјалну тачку још једна сила 

која је периодичка функција времена, и заустав"".о се на случају при 
којем материјална тачка, без нове силе, врши осцилације дуж праве 

ОМ Ј а нека величина нове силе, која пада у ИСТИ правац, буде дата 

изразом К sin 11t. Осцилације ПОД дејством _ нове периодичке Сl;Iле зову 

се ириllУДllе. Место једначине (41), сада немо имати 
d2x / dx 

(47) d/' + а d/ + к'х = Ksin 1'1. 

Као ШТО је познато И3 теорије диференцијалних једначина, ОПШТИ 

интеграл нехомогене линеарне једначине (47) једнак је збиру њеног парти
куларног интеграла и општег интеграла хомогене једнацине (41). 
Како ћемо проучавати случај осцилацијfl, то ћемо овај општи интеграл 

имати у облику (46). 
Треба још да нађемо један партикуларни интеграл једначине (47). 

Како је слободни члан дата периодичка функција покушаhемо да ви

димо да ли функција истог облика, тј. 

(48) х, = D sin (r-/ + о), 
може да буде решење дате једначине. На десној страни једначине (47) 
имамо 

,јп (f'/ + о - о) = sin (РЈ + о) со, о - со, (r-/ + о) ,јп о . 

Ако заменимо sin f'/ овим изразом, и ако ставимо израз (48) у 
једначину (47), добићемо да је 

sin(pJ + о). [- f'2D + K'D - Kcosa] + cos(r-/ + о). [r-(X D + Ksino] = О, 



49 

и то за сваку вредност t . Дакле, изрази што стоје у заградама морају 
бити једнаки нули, тј. 

(к' - р.') D = К cos cr , 

- p.aD= - Ksincr. 

Из ових једначина следује да је 

tg cr = )Ш 
f.1.. - ,,2' 

(49) 
D=- К 

(р.' - к')' + р.'а' 
• 

Као што се види, вредности константних бројева D и cr одређене 
су потпуно овим ' обрасцима, значи: израз (48) је партикуларни инте

грал једначине (47), чији општи интеграл добивамо сад у , облику 

• 
(50) 

- -, 
Х = С е ' cos (~! - у) + D sin (rt + а), 

где су С и у произвољне константе. 

Док се амплитуда првога члана стално смањује, амплитуда другога 

остаје иста. Зато код оваквих осцилација: прва, дата првим чланом, 

који се зо~е сощ;швена осцилацијз, постаје неосетна, ДОК друга, llри

IIYAlla, остаје. 

ИЗ образаца (49) могу се извес'!'и закључци о специјалним случа

јевима који су од велике важности. Амплитуда D постаје све већа 

ако се џ. приближује к, Ако је усто а мала величина, амплитуда ' при

нудне осцилације постаје велика. Ова се појава зове реаОllаllцuја. Када 

р?к и а-+ О, D-+oo. 

z 
В ј 

I 
I 
I 
I 
I 

о ' 

, 

: ,я 
ј- - -- -

А 

Сп, 8. 

~ , , , , 

4) МашеЈКашuчко клаШно. Тако се зове ма· 
теријална тачка која се креЋС по вертикалној 

кружној линији под дејством своје тежине (ку

глица на концу). Њена брзина је (види слику 8) 

D = vt, 

а {ј = т g = grad и = grad (- те ') , 

и = те/ cos'!' . 

Интеграл живе силе (23 § 2.3) даје једна
чину помону које се решава проблем кретања: 

= mg/cos,!, + h. 

4 
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h 
Одавде добивамо. означавајуlш к = • 

mgl 

(51) "," = 2 ~ ( к + со, q> ) • 

Реакција 'R ус.\Iерена је дуж МО и одређује се Једначином (види 

(18) § 2.2) 

"' т т = FN + R. ТЈ · 

(52) "' R = т т + mg СО' '1' = mg (2 /( + 3 с о' '1') 

према једначини (51). 

Разликујемо три случаја кретања. 

1. к> 1. Из једначине (51) следује да <р" никад не постаје нула. 
и зато тачка М описује целу кружну линију. Кретање је uрогреСllВНО. 

Највећа је брзина у тачки А. најмања у В. , 

11. к = 1. Тада је 

<р' = 2 V f cos ~ . 

Одавде следује да је 

d' }I-'= gdt-
cos ...!.. L • 

Интеграљењем добивамо 

Я+'I' logtg = 
4 

dtg~~'}I 

tg ,,~ ... -

ако време бројимо од тренутка када се М налази у тачки А. Када 

tfI~n, tg я;tfI -+ оо. Дакле, клатно се асимитошскu приближава тачки В. 
, 

Овај случај се може замислити, ако се претпостави да је конац ОМ 

чврст. јер из израза за реакцију (52) видимо да је R = О када Је 
2 

2 + 3cos'!'. О, COS 'l' = -3 и '1'= 131'49'. Кад ОМ не би било 

чврсто, тачка би у наредном тренутку почела падати. 
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111. - 1 < " < 1 • У овоме случају ПОСТОЈИ угао ,, ' такав, да је 

" = - со. ср' И зато је 

ср" = 4 ~ (Sjn' ~. - sjn' ~) . 

Угао ср' је највећа вредност коју може . имати ср. Из овог обрасца 

следује да је време, које је потребно да клатно стигне из А у поло

жај који одговара углу ср: 

~ d1. 
2 

. I sin2 ~. -v . 2 

Добивени интеграл зопе се елиптички интеграл прве врсте. 

Ставимо 

sin -~- = sin ~. sin и = х sin и 

Добиhемо 
и 

t = {; {VГ=I=~:;;:=Sј=П'=и=' 
Нека буде Тпериода кnаћења, тј. четвороструки инторва" времена по

требан да М стигне од О(та"ка А) до ср'. Како је заср = ср ', и = ; (види 

горњи Образац), то је 

• 
(53) т = 4 V : {-:Vrl=;;d:~'=sj=n:=' и= • 

Израчунавање ингеграла може се извршити развијањем у ред 

функције 

а 

(1 - .' ,јп' и) 
КЩО је 

I , 

" 

= 1 

,т 

+ _1 xi вјп" и + 
2 

1. 3 4 . ~ 
2.4 х. 5111 [l + .... 

Ј= Ј
, 

s iл u du = 
I.З.5.(2m -:; I ) п , 
2.4.б ... 2in 2 т 

о 

/= • 

• 

Ј• . п 
dU =T ' 

о 

4' 
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то ће бити 

За мале вредности Ч'* можемо ставити . 'Р' ,,* 
Х = 51" 2 = 2 

и 

(55) 

а за бесконачно мале амплитуде (ср*), 

(56) 



В. МЕХАНИКА СИСТЕМА 

§ 8.1 lIаТlрнјаnии систем. Везе. Скуп материјал tlll Х тачака зовемо 
материјални систем ил и систем материјалних тачака, аЈ(О кретање сваке 

ОД њих зависи од положаја или кретања осталих. Број rачаха п система 

. може бити коначан или њих може бити беСl<оначно много. Можемо 

даље посматрати изоловани систем, или систем н а KOjll дејствују и силе 

које потичу од других тела или материјалних тачака које не припадају 

уоченоме систему. Ако тачке уочеиог система могу заузимати у произ

ВОЉНОМ тренутку ма какве положај е и брзине, систем се зове слободан. 

Систем је неСлО(Јодан ако се овај услов не може остоарИти. Свака се 

материјална тачка КРСБе под утицајем сила које на њу дејствују .. Разли
кујемо две врсте снnа; 1. унушрашње тј. оне чији ј е извор у другим 

тачкзма тог система и 2. Сиољње тј. оне које потицу од маса које не 
припадају томе систему . 

Ознацимо са ri вектор положаја таЧf(е МЈ 
буде '1Ij, сила '<ојом маса т, дејствује на тј , 

• • 

чија ј е маса т,. Нека 

а pe3Y~TaHTa ових сила 

'11, = :1: '11,. ('11" = О). Нека је 6',. резултанта спољњих с ила које дејствују 
• 1 

на нсту масу, кретање тачке Мј бине одређено ј~дначином (1) § 2.2 : 

(1) i=J , 2, . . . n. 

Кретање пак уоченог слободног система п матеР llјалних тачака је 

одређено системом п векторских једначина (1). јер, када су познате 

силе {Jr* И 2ti t ннтеграљењем овога система можемо уопште наkи п 
вектора положаја Т, као функције времена. За п = 2, "ко нема спољљих 
сила, имамо то 38. проблем двају тела, и кретање диеју материјалних 

та'!ака, .. ој е се привлаче, одређује се на начин који је изложен у § 2.4. 
Ако претпоставимо да нема спољњих сила и да се п слободних тацака 

привлаче по Њутнову закону гравитациЈе, имапемо Т . ЗО. проблем п тела 

који игра важну улогу у теорији Сl<лопа атома, као и у НебеСl<ој .. е
ханици (п = З). Овде се нећемо зауставити на анали зи ових проблема. 
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Ако је систем неслободан, то значи да постоје неки накнадни 

услови који ограничавају слободу у избору положаја, одн. брзина тача"а 

система. Овакви се услови дају у Механици једначинама или неједна

чинама, и зову веве. Везе изражен е једначинама зовемо sаlфжавајуhе, 
оне пак које су даге неједначинама нису вадржавајуhе. Према природи 

веза врши се класификација система на овај начиrr: 1. за холонамнu 

сuсшем постоји низ једначина у којима је да1'а веза из ,\\еђу неких коорди

ната тачака И, евентуално, времена: 

(2) J~ (хЈ , УЈ , ZJ, () = О, ј=I, .2"., п; г = I,2 . .. к. 

Ово су холаНО},f.не ИЛИ коначне везе. 

На пример, ако се тачка M d мора нзлазити стално на некој nо

кретној површини F(x, у, z, t) = О, њене координате з адовољава"е услов 

F (х., у., z., () = О. 

2. У llеХОЛОIlОМIlОМ систему постоје везе не само између координата 
него и њихових извода. Нехолономне или диференцијалне везе имаЈУ, 

дакле, облик 

(3) ј= 1,2 ... п; s = 1,2 ... 1, 

где су, као и у случају функција ј" '1" задате фУJJlщије. 
За многе проблеме су од важности само ланеарне по извод~tма 

нехолономне везе, тј. једначине облика: 

(4) L (amfl (Х! I Уј, Zi. () Хт' + bmflYm' + CmsZm') + йв (Хј, Уј, гј) = о 
т 

5=1,2, ... 1. 

Из једначина (2) могу се диференцирањем извести једначине обли"а 

(4), али, што је битно за нехолономне везе, претпоставља се да се једна

чине (3) или (4) не могу интегралити, тј. свести на облик (2). Даље се 
разликују системи ОДНОСНО везе склерономне и реономне. Код првих 

време (1) не улази експлицитно у једначине, друге пак имају облик 

(2) или (3). Ако везе нису дадржавајyhе, горње I сдначине прелазе у 

неједначине. 

Ако диференцирамо по времену једначине (2) добиhемо ' /( нових 
услова 

(5) dj, = ~ ( дЈ, х/ + дј, уо' + дј, z/) + _дј, = О. 
dl j ~ J дХЈ ду; дZi дl 

Ако се уведе појам делимичног градијента: gradJ ј, ( ;Ј, • :ј, , :ј, ) 
Хј I)'i ZI 

И вектор а... (ат" Ь,"' , Ст.), онда се једначине (5) и (4) могу написати 
у овом облику: 

(5') 
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и 

(4') L(am,D .. ) + а. =0 . . 
m 

у Qпштем случају, када З3 материјални систем постоје ХQлономне 

и нехолономне везе, брзине тачака треба да задовољавају за време кре

тања к + 1 услова (5) и (4). Сваки скуп брзина Ој (х:, у{, z;') који задо
вољава ове услове зове се скуп .могуliних 6р.ина. Брзине за време 

стварног кретања припадају овом скупу. За слоб одни систем све су 

брзине могуЬне. Ако је Dj могућна брзина, вектор 

(6) 

претставља .могућно /10мерање тачке М,. Разлике двају могyhних по

мерања 

(7) 

чине систем .могућних варијација система. 

Ако диференцирамо по времену једначине (5) и (4) добивамо 
услове: 

(8) j~' ( grad,j" ТЈ) + В, = о, 

(9) 
, da. 

а, = df. . 

у једначини (8) означили смо са В, скуп осталих члаиова. Као 

што се види, убрзања тачака М, треба да · задовољавају услове (8) и 
(9). Ако је то остварено, дотична убрзања зовемо AtOdyћHuMa. 

Ако замислимо убрззња која би имале тачке Мј под дејством само 

сила привлачења, а која би се одређивала из једначине (1) за слободни 
систем, ова убрзања уопште не морају задовољавати услове (8) и (9). 
Да би убрззња таЧ31(3 неког уоченог неслободног lо13тсријалног система 

постала МОГУћна, тј . задовољавала и накнадне УС,1 0ве (8) и (9) сем 

једнацина кретања морамо претпоставити да се у по следњим једначи

нама, тј. у систему (1 ) додају неке силе. Ове нове силе појаВiЬују се 

услед постављених веза (2) и (4). А КаЈ<О, према Њутновим законима, 

извором силе може да буде само маса, то је јасно да се везе могу јан- _ 
љати због присуства маса које не припадају систему, на пр. помоhу 

неких механизама. Зваћемо ове допунске силе реакције вева. Оэначимо са 

'1\1 реакцију веЗе која дејствује на тачку М1 • Пошто ИМ'амо Зn пројекција 

ових вектора на неким координатним осама, то f\ + l допунских услова 
уопште нису довољни за одређивање реакција веза. Зато се заустав-
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љамо на случају_ uдеалнuх вева, З3 које се поставља услов да Је то

тални рад реаКЦИЈа при сваној могућној варијацији Једнак нули, ТЈ . 

(10) z ('1\, ат,) = о , 
(ВИДИ једначину (3) § 2.1). 
У обзир (7) и (6) : 

Из услова (5') и (4') лщо је добити. узимајуhи 

~ (grad,j~, 6г,) = О 
(11) , 

z (а", ОТ,) = О . , 

Множеhи прву групу ових једначина бројеВИ ,\ја - л" а другу са 

- }t. и сабирајуhи једначине (10) и (11) добивамо 

" 1 
L ('1\; - z л, gгаd,h - L р .• а", от ,) = О . 
i т = l s = 1 

Ова једначин а треба да буде задовољена за све могућне вредности 

ве](Тора бг;. Ал'" се из услова (11) види да нису сви бг" одн. све Њlf' 
хаве пројекције ОХ' независне, јер су први вектари у ТИ.М условима 

познате величине. 3ато иемо претпоставити да СМО к + 1 бројева Ar и }1s 

изабрали тако да постану нуле ноефицијенти завис них пројекција ох. у 

претходној једначини . Онда због произвољн ости осталих 311 - k - 1 бро· 
јева ох. морају опет њихови коефицијенти да буду једнаки нули. Зато, 

без обзира да ЛИ је бrј независни или зависни вектар, мора бити 

" 1 
(12) ~i = L Ат gradlfr + L }ls Qis . 

т =1 9 = 1 

Брqјеви Ar и }J-s зову се множuшељu вевй. 

§ 3.2 Lagranga-Ds8 јаАначина. 0значим о ли сада са {\" резултанту 

сила привлачења КОЈе дејствују на тачку Мi , можемо место једначине 

(1) написати 

(13) 

где је '1\1 дато изразом (12). Кретање неслободног материјалног система 
одређено је системом једначина (13) за i = 1,2,,, . п и везама (2) и (4), 
што чини систем од П + К + 1 једначина. Непознатих величин а има сада 

и сти број: п вектора пuложаја TI, .f( бројева л, и s бројева ft , . 
Ознацимо сада координате тачака на други начин, наиме rj (ХЗi_ 2, 

Х3 1 -1, Хад, тј. пређашње Хi са ХЗi- 2, Уј = Х3 Ј _ I , Zi = ХЗi И поставимо 
услов да је mЗi _ '1. = mИ_1 = т2i маса {-те тачке тј. тј; ХЗ i _ 2 , 

Х"_ I , хз , пројекције силе {\" која дејствује на М , . 
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Ако пројецирамо једначине (13) на осе правоуглог координаvног 
система, добиfiемо систем од Зn скаларних једначина: 

(14) 
.. Х .;., д/r .:. 

mIX i = i + ~ f\.r д + ~ ЏoSais 
r=l ХI 8= 1 

• • • • • • • • • , 

које се зову Лагранжове једначине прве врсте. Заједно са везама (2) и 
(4) Оне чине с"истем од З п + " + 1 једначина са истим бројем иепознатих 
величина: координатама Хј, Уј, Zj И множитељимз веза. Одређивање 

кретања материјалио~ система под дејством задатих сила (!Ј.) своди се, 

дакле, на иитеграљење овога система дифереицијалних једначина другога 

реда. Резултат интеграљења би!>.е одређивање 3п координата Х, као 

функција времена уз иницијалне услове, тј. уз задате почетне положаје 

тацака и љихове почетне брзине. 

При решавању различитих проблема Механике згодније је заме

нити координате Х" у случају када постоје између њих везе, другим 

величинама које су независне. Зауставимо се зато на случају холо

помног система КОЈИ за време кретања задовољава к услова 

(15) fr(X J , Х2Ј ••• Хап, t) = О . 

Одавде следује да су само Зп - к координата независних, а оста

лих к координата могу!;но је израчунати ПОМОћу ових једначина. Прет

поставимо да смо увели Зп - к нових независних параметара q, помону 
којих се могу изразити сви ХЈ. Ове немо параметре звати гецера-

. d 
лuсаllе КООРДUllаше, а љихове изводе d~' = qr' геllералuсаllе браUllе. Ве-
личи!!е q, не треба да имају увек димензију дужине, као што је то на пр. 
случај када су ово сферие координате. Имамо дакле 

(16) ХЈ = Х, (q" .•. qp, ђ, р=Зп-к, 

и дефииишемо р као број сшеuеllа слободе уоченог матерИЈалног си

стема (он претставља број независних координата). Ако ставимо функ

ције ХЈ у једначине (15) добиhемо, очевидно, идентитете јер између 

параметара qi не постоје никакве везе. Али биhе не само једначине (15) 
идеНТИЧI(И задовољене, него и услови: 

(17) 

Ако сада множимо редом једначине (14) (где су r, = О) 
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ј = 1,2, ',' р, и сабирамо сваки пут за све вредности i, добиhемо систем 
од р једначина 

"" . ." дХЈ _ L х'. дХЈ 
• 

,L. тј Хl д - 'д' 
ј ~j ~j 

( 18) 

Из (16) слеДУЈе да Је 

( 1 9) ! - L дх; ! + дх; 
Х, - dq, qJ dt' 

Одатле Је 

Зато Је 

!' дх; _ !' дх;' _ .!!.- ( ,дх;') _ ,~( дх;') 
Х, dqj - Х, dq{ - dt Х, dq;' Х, dt dq;' 

d ( ,дХЈ') ,d (дх;) 
= dt Х; dq;' - Х; dt dq, 

d ( ,дх;') '(L д' Х; , д2 Х; ) 
= dt Х; dq;' - Х; h dq, dqh q" + dqj д! 

d ( ,дХ;') , дх;' d ( д х;'2) д х;'2 
= dt Х; dq;' - Х; dqj = dt дч{ --:;: - dqj -:: .. 

Уведимо појам живе силе система (упореди са (20) § 2.3) 

(20) 
1 п 1 

Т= 2. L тј vi'2 = 2 L (тј Di, r>д, 
1= 1 

или 

(20а) 

Помоhу услова (Ј6) овај израз постаје функција генералисаних 

координата и брзина, и лако је увидети да Је 

(21) 
i 

Т=То+Т,+Т" 

где је сваки члан хомогени полином по Qi' степена који одговара индексу. 

Сада се леве стране једначина (18) трансформишу у следеhе изразе 

~ " дх; d ( д 1 ~ ',) д 1 " .:. тј Хј дqј = dt дq!, '2 4t тј Хј - dqj 2' L тј Хј 

Ако су силе функције координата х;, десне стране једначина (18) 
постане функције величина qj И, уопште узев, времена t. 
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(22) ~X, dX' = Qj , 
dqj 
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онда систем (18) добива овај облик: 

(23) d(dT) дТ 
IН dq;' - dqj = Qj , ј=1,2, ... р, 

и о.во су Лагранжове једначине друге врсте. Величине Qj зову се гене
ралuсане силе. Оне не морају имати димензију силе, али је израз 

дх' 
Qj 8qj = ~ Х, ~д '6qj = ~ Х,6х; , 

I qj i 

ако су 8Xf координате ломерања тачакз МЈ , када се меља само ЧЈ, рад 
сила на овоме помераљу. 

Ако су силе конверваШUВlје, тј. ако ПОСТОЈИ потенцијал - и и, 

према томе, услови 

дИ 
x,=~ 

дх, 

бине, због. једначине (22), 

Qj = ~дИ дх,= ди 
дх! dqj dqj' 

где смо у функцији и заменили Х; њиховим изразима (16). 

"и . , . дИ О 
"ако у овоме случаЈУ не зависи од qj, ТЈ· д----' = ,то, 0-qj 

значавајуни Т + и са L можемо место једначина (23) написати ове: 

(24) '!.-(dL ) _ dL _ О 
dt dq{ dqj -

ј=I,2 ... р. 

Функција L зове се Лагранжова функција. Ако осим конзерва

тнвних сила на систем дејствују и друге, тј. ако су 

Q . _дИ Q* 
Ј - dqj + ј, 

иманемо, место једначине (24): 

(25) 

ставе 

§ 3.3 Каноничке Једна. ине. Ако се у израз (20 а) за живу силу Т . 
вредности (19) извода х;" она постаје . полином другога степена у 
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односу на q{, где fiе коефицијенти бити функције генералисаних коор

дината qj _ Према томе биfiе 

(26) дТ " r дq{ = а,ј ql + а2! q2 + _ ... + арј qp + ај = рј . 

Величиие рј које су овом једиачином дефинисане зову се генера

лuсuнU UМUУЛСU. Како су то линеарне функције генералисаних брзина, 

могу се, обрнуто, изразити помону рј : 
о Р 

(27) q{ = L Ь,; р, + Ьј . 
k=] 

Сменимо ли сада у изразу за живу силу генералисане брзине 

овим изразима, она fiе постати полином у односу на pi где пе коефи

цијенти опет бити функције координата qj. Означил1О овај полином са Т*. 
Сматрајмо да је жива сила Т фуикција од q(. Онда је 

dT = L ~~. dq;' = L рј dq{ = d L Р; q;' - L qi dpj . 

Дакле је 

тотални днференцијал функције 

(28) е = LpjQ;'- Т, 

па !Је бити 
• де qj = -

дРј 

ако се у6 смене q{ помо!Ју обрасца (27). Тада је и 

(28а) 6 = k рј q/ - Т* . 

Како су Т, Т' и е такође фующије величина 

трали досада као параметре, то пе бити, према (28), 

дТ де ,_ де др; _ ~ • дРј - + - + ~ - - - ~ qj --
дq, дq, др; дq, Jq, 

я, због горње једнач.ине З3 q/ ' постаје 
• дТ де 

• qj КОЈе смо сма-

Ако сада сменимо у Лагранжовим једначинама одговарајупе изразе 

имапемо прве од једначииа 

(29) 
dp; __ де + Q * 
dt - дqј ј, 

а друге смо малопре извели. 



дИ 
Означимо сада, за случај када су Qj* = О, Qj = - : 

д ч; 

(30) н = е - И=Н(qј, Р;). 

бl 

дН де 
Како и не зависи од рј Ј ТО Је - = - и зато се систем једна· 

др; дрј 

чина (29) може написати у о блику: 

(31) 
dp · дН Ј • 
Л = -дqј ' 

који се зове каноничан, а саме једначине (31) - каноничке. 

Чак и у случају нехолономних веза, када не взже више једначине 

(23), а треба да се уоче једначине (14), могу се ове трансформисати тако 
да добију облик сличан првој групи једначина (29), у којима не још 

бити допунских чланова који зависе од веза . Друга пак једначина (29) 
задржаhе горњи облик. Овако добивене једначине општије су од (31) 
и зову се Хамилтонове. , 

Каноничке једначине (31) претстављају систем диференцијалних 

једначина првога реда, где су непознате функциј е Ч; И рј, и овај 

систем замењује систем Лагранжових ј,едначина кој е с у Apyrora реда. 
Али је у првоме систему број непозна1'ИХ удвостручен , јер у другоме 

има само р непознатих функција qj. 

Ако функција Н, као што се то дешава у неким случајевима, не 

зависи од неке координате qa I онда односна једнацина система (31) по-

стаје 7t. = О и према томе је р. . сопst. 

Координате овакве врсте зову се цu/(.лuчке, на пр. , полар'НИ угао Э У 

централном кретању (§ 2.4). 

Поред наведених облика једначина кретања материјалних система 

постоји низ ДРУГИХ, општијих, који важе и З3 СЛУ'lај нехолономних 

веза. То су једначине Appe ll-ове, Maggi-еве, Воltzm ап п-ове, Натеl-ове, 

Воронецове и БилимовиНеве. 

Ако постоје ХОЛОН Dмне и неХОЛQномне везе, то се П О,,,ОћУ последњих 

не може смањити брОј независних координата . q,. Ал и из једиачина . (4), 

увођењем генералисаних координата и брзина, дОби вамо . 

(32) • ~ ат, (q, , t) qm' + а, = О s = 1, 2, .. . l . 
m= l 

Одавде следује да се р - 1 брзина qm' могу сматрати независним 
или да се Qm' могу изразити као линеарне функције р - L независних 

величина п':, тако да не услови (32) бити идентички задовољени. Ако 

сада сматрамо да су 1(: 113ВОДИ пар~метара Яџ. П~ времену, Тј. ставимо 
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~~. = ,,~, имамо р - 1 кваsuкоордuнаша " •. Одговарајуне диференци
јалне једначине (на броју р - l) имане на левим странама линеарне 

функције израза ШТО стоје у Лагранжовим једначинама друге врсте, на 

десним 6иће линеарне комбинације генералисаних сила, '3 множитељи 

веза биће елиминисани. 

§ 4.1 Закон количине KpeTalЫl. Центар ннерције. Једна чине кретања 

материјалног систе"а имају облик «(13) § 3.2) ; 

(1 ) 

(2) 

т; r; = <3', + 'R; , 

Саберимо све ове једначине; 

.. 
L т; r; = L <3'; + L '1\; . 

i = I, 2 .... n 

Означимо са <3' = L <3'; главни вектор (резултанту) сила , са '1\ = L'1\; 
главни вектор реакција и са 911 = L ml Di Т. З Б. количину крешања ма

теријалног система. Онда једначина (2) добива облИiС 

(3) 

и изражава закон колuчUн.е крешања: ИЗВОД количине кретања матери

јалног система по времену једнак је збиру главних вектора сила и 

реакција. Очевидно је да векторској једначини (3) одговарају скаларне: 

(4) dM. _ F R 
dt - Ж + Х ' 

dMy F 
dl = у + Ry , 

ЈМ, 
-dТ = F, + R,. 

Тачка С. Чltји је положај дат вектором Те који зависи од маса тј . . 
тачака система и љихових вектора положаЈа на оваЈ начин: 

(5) 

где је 
п 

1 п 
т с = .- :r ml Тј , 

т 1= 1 

т = .L тј, зове се цeHйlap инерције. 
1= 1 

'Због (5) и (2) има"емо сад 

(6) т т, = <3' + '1\ , 

ТЈ. центар инерЦИЈе се "ре"е I(ао да су у њему сакупљене све масе и 

да на њ дејствује резултанта сила. и реакција целог система. Ако је 
'1\ = О, остаје 

(6а) mrc =<3'. 
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§ 4.2 закон моменте копкч •• 1 .реп ..... Помножимо једнацину (1) 
векторски са fl : 

m; [r, r;] = [Т, (f,] + [Т, $,] . 

Лева страна је извод ПО времену израза т, [r, ю,] = g" тј. извод 

момента количине кретање mri тачке Мј око тачке О (пола). Вектор 
п 

(7) (\ј = :Е g, = :Е т, [Т; ю,] 
ј=1 

зове се момент колпчuщј крешања. Слично овоме добивамо глаон" мо

мент сила и главни момент реЮ(цИЈЗ 

п 

(8) !] =:Е [r'U'i] = :Е!]" Л = :Е [r,$,] = :ЕЛ • 
1= 1 

Из горњих Једначина следује, онда, да је 
, 

(9) (\ј=!]+Л, 

и ова једнзчина изражава 8акон м.оменша количина Kpetиaњa: извод по 

времену момента количина кретања у односу на неПОl(ретну тачку (О), 

једнак је збиру глзвннх момената сила и реакција система у односу 

на исту тачку. 

Одговарају"е скал арне једначине су: 

(10) dG, L 
dt = I + Л .. , dGy L Л 

dt=Y +" 
dG, 
dt = L, + Л,. 

§ 4.3 3акоо "' •• в СИЛВ. Множе"и сваку од једначина (1) скаларно 

одгооарају"им вектором dт. = f, dt и сабирају"и добивамо: 

п .. . 
:Е т, (rт,) dt =:Е (3', ш,) + :Е ($, dr,) . 
1 

Лева страна је диференцијал: 

ако је VJ модуо брзине иј. Дакле, она је диференцијал живе силе система 

Т= ~ :Е т, ђ'. 

Даље: :Е (3', dr,) је рад свију сила на померањима dr, и, најзад, 

:Е 'R; dr, рад реакција на истим померањима тачака М,. Једначина 

(11 ) 
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КОЈа следује И3 претходних, изражава закон жи8е силе: елементарни 

прираштај живе силе једнак је з бнру елементарних радова сила и 

реакција система. Да бисмо добили коначни прираштај живе силе, који 

ће одговарати прелазу система из једне конфигурације Р, (у тренутку 1, 
к'ада је жива сила била Т,) у другу р (у тренутку 1 када је жива 
сила Т), треба да интегралимо једначину (11): 

р р 

(12) Т - Т, = Ј LIJ,dђ + Ј L'lI;dr;, 
РО РО 

Уопште узев, ови интеграли зависе од начина прелаза И3 РО У Р, 
тј. од положаја брзина и тачака у интервалу (1" 1). 

§ 4.4 Инт.грапи кр.тања. Ако је IJ + 'lI = О, из једначине (3) сле· 
• 

ДУЈе 

(13) '1R = '1R, = const. , 

ОДНОСНО, ако су С1 , С2 • СЗ координате ·овог константног вектора, из (4) 
излази: 

(13а) M, =L m;x;'=C" Му= С" М,= С,. 

Ово су први интегрзли кретања - Шi1Пегралu КОЛЦЧU1-tй крешања. 
Према (6) и (13) имамо сад 

(13б) 

( 14) 

. 1 
r, =- ~n •. 

т 

Одавде интеграљењем добивамо 

. 1 
r, = - '1R.t + <11. , 

т 

" 

где је <11. такође константни вектор. Ако је збир сила и реакција у 

систему једнак нули, центар ииерције налази се у миру ('1R, = О) или 

се креnе праволиниски и равномерно. Једначина (14) је други инте· 

грал кретања. . 
Ако је 52 + л = О, интеграљењем Једиачине (9) добивамо 

(15) (\\ = (\\., 

где је (\\. (С .. С" С, ) константин ве!(Тор, а из једначииа (10) следује 

(1 б) 
ОХ = }';mi (YiZ/ - ZJYi') = с ... , 
Оу = ~ тј (Zi х/ - Xi z/) = С;, , 
Gz = ~ тј (Хј У/ - Уј хn = СВ, 

јер је б) вектор који је дат обрасцем (7), а Хј, Уј , Zj ; xi', Уј', Z/ су Ј..:оорди-
нате вектора ђ, ОДНОСНО Dj . 
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Једиачине (15) и (16) су uншеzралu Jt<оJt<енша количина крешања. 

Како је сваки од израза y,z,' - z,y,' ИТ,I\. једнак двострукој секторској 
' брзини (§ 1), то се (16) зову још Ullшегралu џовршuна, 

Константин вектор ~ одређује фамилију равни кој е стоје нормално 

на њему и ие мењају lIоложај у простору , Свака се од љих зове Лапла

СОВ3 раван И, ако је r* вектор положаја ма КОЈе љене тачке, њена 

једначина може се написати у облину 

( 17) (г'~) = а, 

где је а константа. 

Претпоставимо сад да је рад реакција на ств аР"IИМ померањима 

тачака система једнак нули. Да би ово било MoryhHO "еопходно су по

требни извесни услови које немо одмах видети. Став имо , према (12) § З. I, 
, ' , 

(1 8) :1: 'R, dri = :1:),,(grad'!r,dri) + :1:!",(ai" dri ) = О , 
, 

Због (5') и (4') § 3.1 и dr; = Didl , иманемо у исти мах 

(l8а) :1: 'Ri щј = - :1: лr ft'dl - Lf1,a,dl =O , 

l ' , дј; о 2 
Ако: . I( оначне везе н е зависе од времена, ТЈ· 7Ј{ = • . дифе-

ренцијалне везе (4) су линеарне и хомогене функције 'брзнна , тј. а, = О, 

- једначина (18) бине задовољена и, према (11), 

( 19) dT = :1: 3',dri , 

У ' Ii ' . , . х дИ 
ЧИНИМО н тре у претпоставку: силе имаЈУ потеН ЦИј ал, ТЈ · i = -д . 

Хј 

Онда је L 3'јЩ, = L ддИ dx, = dИ. Сад можемо интег ралити једначину 
. Xi 

(19) и добивамо 

(20) Т=И+h. 

Ставимо ли да је ПОТNlЦllјал (или потенцијална енер , ' ија) П =; - И, 

имамо 

(21 ) Т+П = h, 

где је h константа. У оБЛ IIКУ (20) зовемо ову једначи ну иllшеграл живе 
СUле, у (21) пак - даКОН одржања еllергије; Т се зове кинетич"а 

енергија. Овај закон важи уз горње три претпоставке и гласи , да«ле, 

08а«0: тотална енергиј а материјалног система, тј. З U И Р кинетичке и 

потенцијалне, је константн а. Системи за који важи овај закон зову се 

н: онзервативни. 

§ 4.5 КР8ПЊ8 Ј ОДНОСУ Н8 .'НЈ8' нн,р ... ј'. Доса" з смо проучавали 
особине апсолутног кретања система. Али у више проблема Механике 

5 
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указује се потреба да се проучи релативно кретање, у односу на неки 

покретни ПРОСТОР. неки покретни триједар оса. А ОД нарочитог је инте

реса кретање у oДlIOCY на центар и HepЦltje. 

Ако означимо са Тј* нектар положаја тачке Мј у односу на цен

тар инерције имапемо 

(22) 1 = 1,2, . . . n. 

ПОМНОЖИМО ЛИ ове једначине са тј и саберемо ли их, добиfiемо, 

због (5), 

(23) 

Осим тога ј е 

(24) и 

Помножимо векторски једначине (1) векторима Тј'" и саберимо их. 

Добивамо: 

L т, (т,* јо,) = L [ђ* 1)',) + L [ђ* '2\.) . 

Леву страну ове једначине трансформишим о П ОМО!;У (22-24) на 
следеtш начин: 

L т, [т..т,) = ~ L т, [т" Т ,] - L т, [т,> т,) = ~ L т, [ђ' т,·Ј + ~ [L m,т,* , Т,) 

Израз 

(25) 

је главни момент I<оличина кретања тј ti*. Тј. за релативно кретање 

у простору који се транслаторно помера са центром инерције (С), а у 

односу на ову тачку. Велицине пак 

(26) N = L [т,* 'R;] 

су главни моменти сила и реакција у односу на центар инерције . Да кле 

закон момента I<оличина 

центра инерције 

(27) 

кретаља у односу на релативно кретање око 

d~' 
dl =~' + Л' 

има исти облик са једначином (9), тј. са законом за апсолутно кретање . 

1) једнако је нули због колннеарностн МНОЖ.lтеља у производу_ 



. Како живу силу можемо изразити у облику 

1 . . 1 . • . . 1 ., 
Т= 2 L т, (ТiT;) = 2 L т; (Т, Т,) + (Lm;T;·, Т,) + :2 ~ т, (Т;* Т;·) , 

то је, због (24), 

Први члан је 

1 •. 1 
2 т (т,т,) = 2 mv,', 

други Је пак жива сила релативног кретања 

т. _1 ~ m.v .• ' '-2'<:"11' 

где је Vf* модуо релативне брзине D,* = Тј*. 

Дакле имамо 

(28) Т= ; mv,' + Т,. 

б7 

Ако Функција силе зависи само од разлика нектора положаја, 

можемо у изразу за U сменити тi - т. са Т;' - т," (због (22» и, ако 

је још Vc = 'const., закон живе силе важине за релативно кретање. 

Доиста, из (20) добивамо, з!јог (28), . 

Т. Uh 1 'Uh' , = + - 2 mv, = + , 

где је h' нова константа . 

§ 4.6 Пр ....... о закон •••• or.rpa~.M. иреrаlbll. Три закона: 

количине кретања (3), момента количина кретања (9) 11 живе силе (11) 
јесу опште теореме које се, уз наведене услове, изводе И,3 једначина 

кретања материјалног система. Али обрнуто, из једног од ових закона 

не Mory се извести уопште све ј(щначине кретања сис-гема. Свима ОВИМ 

законима одговарају седам скаларни" једначина (4), (10) и (11) и оче
видно је да у случају броја степена слободе веnег од седам ове једна

чине нису довољне за потпуно решење проблема . 

Даље добили смо три интеграла "ретања (13), (15) и (20), OДHOC~O 
седам скаларних (14), (1 б) и (20) и 10 је највеnи број интеграла који 

се може извести 'у општем случају за материјални систем. Очевидно је 
да и ове једначине могу послужити за дефинитивно решење проблема 
кретања само онда, ако број степена слободе не прел ази седам . У су. 

5' 
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протном случају мора,,,о да попунимо број једначина диференцијални" 

једначина,,,а кретаља. У појединим проблемима, на пр. у случају цикличких 

координата, број познатих инте.грала лако се повећава. 

§ 5 Dпwrи принципи Механике или општа начела Јесу услови И3 

којих се могу извести системи једнаЧИНi:I к:ретања материјалних система, 

али и обрнуто, ОНИ су последица ових. Начела , пзкле, карактеришу 

особине кретз1Ь3 материјалних система, а ПОТПУНО су еКВИ,валентни 

системима једнацина иретања. 

1. Даламберов UРШЩUii. Претпоставимо да је дат систем п матери
јалних тачака, холономне везе (2) § 3.1 и н ехол онамне (4) § 3. Ј. јед"а

чине кретаља имају онда облик (Ј4)§ 3.2 

" Х ~ ) дј, ,~ 
m i Хј = I + .:. - г-д + " ~ts Qis , 

r = 1 Хј s= 1 
11) i = I, 2 •... зn, 

ИЛИ, У оекторском облику , 

( 1*) i=J,2, ... Il. 

Помножимо скаларно С831<У ОД ОВИХ једначина МОГУћНИМ варија 

цијама ађ i-Te тачке и еаберимо. Добивамо да је 

(2) 

(3) 

или 

(3*) 

п о. П К П .. 

L (n1 , Г, - 3', , ОГ,) = L L )",(grad, /О. 6г;) + L ~~, (а;" 6г;). 
i=l ј = l r = l i=1 8 =1 

Али, због услова (11) § 3.1, десна страна је једнака нули. Зато Је 

п " 
L(mIT; - 3'" ат,) = о 

ј=1 

Зn 

~ (mјХ/' - X1, бхд = о . 
i =1 

Доказали смо. да једначина (3) следује из једначина кретања. 

Обрнуто, из овог услова могу се извести једначине (1) ИЛИ (1*) из 

(3*). Ра зликујемо два случаја. Први - систем сло б одних материјалних 

. тачака. ({ако су за ове тачке све варијације произвољне, једначина (3) 
може да постоји само онда, ако је 

i = 1. 2 .... n. 

А ово су једначине кретања слободних тач""а. Други случај -
постоје ХОЛQномне и нехолономне везе. Онда нис у све варијације про~ 

из вољне, јер оне задовољавају услове (11) § 3.1. Множећи прву групу 

<>вих услова бројевима - А" једначине друге групе бројевима -],-, и дода
јуни једначини (3) све ове услове , добинемо једначину (2). У овој једначини 
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располажемо са к + 1 nрОИ3ВОЉНИХ бр~ојева Ar и J1s . Можемо, дакле, 
да им дамо такве вредности) да к + 1 коефицијената зависних варија

ција постану једнаки нули. З50Г услова (11) § 3.1, којих има f{ + 1 на 5роју, 
бине само Зп - к - 1 независних варијацијCi OXI, оу, I ('1Zj. Онда у јед· 

начини (2), где су остале сада само независне варијаЈшје, морају бити 

једнаки нули и остали коефицијенти. На овај начин добивамо 3n јед

иачина (1) , тј. из услова (3) следују једначинс кретања система мате

ријалних тачака. 

Услов (3) изражава Даламберов принцип"): убрзања (r,) матери
јалних тачака треба да 5уду таква да буде задовољен услов (3). 

П. ПРU1ЩUil могУћних иомерања. Претпоставимо д а су везе склеро

номне. Онда нема разлике између могуhних померања и .\югуhних варија-

ц'ија. Имамо, дакле, ~, = О, а, = О, Ођ = 6ђ (ВИдН § 3.1). Нека се 
систем материјалних тачзка налази у равнотежl.1. тј . Т ј = О . 

Тада из једначине (3) следује 

" (4) L (1)'" 6ђ) = О , 
иnи тотални рад сила на могућннм померањима мора б ити једнак нули. 

Услов (4) зове се принцип могуhних помера";а а лежи у основи Статике. 
Наравно, у овом случају силе 1)', не могу да зависе од времена. Ако је 
задовољеи услов (4), систем може да остане у стању рапнотеже. 

III. ГаУСО8 иРШlЦlIи. Једначина кретања неке тачке А, система мате
ријалних тачака има 05лик (l3) § 3.2 

т, f, = 1)', + $,. 

у исти мах имамо две вредности убрзања које одговарају случајеви

ма: 1) да постоје само силе 1)', (тачка иостаје слободна) и 2) да дејствују 
силе 1)', + $,: 

.. 1 
Тј = - ~Ћ ј 

т, 

.. 1 
r, = -(1)', + '21,). 

т, 

Ако развијемо у ред вектор положаја, имамо 

b.t' r (1 -ј- Ы) .- r +. о Ь.I + 2" а + .... 

Када би убрзање било дато првим изразом, тачка А, налазила би се у 

. , Ь./'I", . 
положаЈУ а : r + о 6t + - 2 - о' ; а ако 1е дато другим изразом - у 

тј 

*) За везе које нису задржавајуhе, место знака једнакости тг сба да стојн >. 
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CJ.I' Ј -> 
положаЈУ а : r + D 6 1 + -т m. ({\', + %). Дакле Је Beкrop а'а Једнак . , 
CJ.F Ј.- '1\; = _ ~I' (Ј.- 3', - il) . 
2 тј 2 тј 

Претпоставимо да због неке могунне варијације 8т та'.ка А, дође У 
положај Ь. Из троугла а'Ьа имамо 

-> - -> 
а'Ь == а'а ~ 6r 

-> 
(a'Q)' = (а'а)' + or' + 2 а'а 6r = 

= (а'а)' + 6r' + CJ.I' СС, - ~; 3'" от) 

Одатле сабйрањсм З3 све тачке добивамо 

~ т, (й'Ь)' = ~ т, (а'а)' + ~ т,от' + ~ 6 1' (т,!, - 3'1, От). 

Како је послед";и члан по Даламберову принципу Једнак нули 

или је вени од нуле'), то не бити 

~ тl (а'Ь)' > ~ т; (а'а)'. 
Ако ~ 11/; (й'Ь)' назовемо отступање другог lIоложаја система од 

првог, последња неједнакост каже да се неслоБОДlНi .~атеријални CI"CTe~ 

крене са таквим. убрзањима, да је У сваком тренутку отступање система 

од положаја, кој" би овај имао да је постао у претходном тренутку 

слободан, најмање. . 
Последње отступање је ~ т, (а'а)' и уврсти л и се горња вредност 

-> 
вектора а'а, З3 то отстулање налазимо 

(5) 
СЈ. !" I .. 
- 4 ~ - (3'; - т,т,)' . 

т, 

Према Гаусо ву принципу "ли, како се он ј ош зове, принципу нај

-мањег oTcTynafba овај израз З3 стварно кретање има најмању вредност . **) 

JV. Нат1ltОIl-08 аринции. Уочимо ХОЛОНОМНИ систем на који дејствују 
силе које имају потенцијал (а могу да зависе СНСПЛИЦИТНО од времена). 

дИ 
Због последњег услова генералисане с у силе Qj = дqј' а Лагранжове 

Једначине друге врсте имају облик (23) § 3.2 

!{ дТ, _ д(Т + И) = О 
dl дqј дqј . 

*) 33 везе које нису эадржавајуhе. 
:~*) Као што смо видели у горњим рзэлагањима С3 :'1{"Ј у брзања нарирају. Зато 

треба, приликом извођења јеДНЗ 'lИIIЗ кретања из OBor изра~а, в а рираТI! само у6рзз ња. 
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Означимо са А. положај система у неком тренутку 1., са А. 
у тренутку 1,. Скуп путања тачака кад оне прелазе из А. у А, за

вима дuрекшнu пут систе>!а. Скуп пак кривих пинија које се бес коначно 

мапа разпикују од ових путања, а спајају увек почеТlI1I положај тачке 

у Ао са~рајњим у А1 , назовимо' суседни пут система. Претпоставимо 
да се >!огу одабратибранне тако, да материјални систем пређе суседни>! 

путем И3 Ао У А, за исто време 1, - 1., а да, наравно, везе ј, = о буду 

лри ТОМ задовољене. Уочимо сад израз 

(6) 

<. 

w . f (Т + U)dl . 

" 
Вредности 

• OBQr израза раЗЛИКУЈУ се, према томе да ли узимамо 

генералисане координате qj тачака система за директни пут ИЛИ З3 

суседне путеве. За ове путеве имаhе координате вредности qj + Bqj . 
Израчунајмо сада варијациј у овог израза. В W уз услове да тренуци 

1. и [. остају исти и да координате у положају А., односно А, 

остају исте: 

(7) 

t I (! 

8 W = ђ 1 (Т + U) dt . f (8 Т + ЬИ) iIt . 
10 10 

Међутим је, пошто Т зависи од Чј и q{ , 

(8) 
п дТ п дТ . , 

8Т= };-д i1qj + }; дq' ОЧј ; 
1 qj 'ј 

'и ~ дИ . u =~-д ~qj. 
I Чј 

Како Је опет 
, dqj d 

i1qj = 6 (ј[ = (ј[ 6 Чј , 

то је 

t1 11 '1 11 

f дТ, 1 дТ d . , [дТ ' ] f ,1 -д i ЬЧј dl = д! dt oqj dl = д ,oqj - (Ј! 
Ч, q, qj •• 

10 to 10 • 

Како почетни, ОДНОС НО крајњи положај не варира ,tJиhе 

[ 6qj] = [ 6qj] = о 
'о '.1, 

и члан, где се врши двојна супституција,. отпада. Дакле, стзвљајУћИ 

изразе (8) у (1) и узимајући у обзир последњу трансформаЦију добивамо 

'. ОО • - -

8W =1 i (д(Т+ u) - .!!.. д~) dl Oqj. 
. I дqј . dt dqj 

t, . 
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На директном путу задовољене су Лагравжове једначине, ТЈ. из· 

рази у заградама постају једнаки нули. Према томе за директни пут је 

(9) 
" 

OW= bj (T+U)dl = O , 

" 
и овај услов изражава Ха.\Илтонов принцип. Израз W (6) зове се де)

сшВQ у Хамилшонову смислу и онда овај принцип гласи: дејство у 

Хамилтон ову смислу има ::Ја директни пут СИСТС1l1З екстремну вредност, 

ако се упореди са вредностима З3 суседне путеве, на којима . систем из 

истог почетнаг положаја Ао може да стигн е у исти крајљи пол о жај А 1 

за исто време (1, -. џ . . 
Обрнуто, ако се Хамилтонов принцип у зме као дати услов, могу 

се из једначине (У) и звести Лагранжове једначине друге врсте. 

У. ЛРUНЦllU Lаgrапgе-Маuрегtuis~ов. За кретањс ХОЛОНQМНОГ конзер

вативног система постоји ннтеграл живе с иле (20) § 4.4 

т=и+ћ. 

Ако У једначини (9) сменимо U са Т - h 11 одбацимо члан Ь ћ (1, - 1,), 
КОЈИ сада не варира, добиhемо, означавајуни са 

(10) 
" 

L = 2 ј Tdl, 

" 
да Је 

(1 1) 

Ова једначина изражава Лагранжов ПРИНЦИII или принцип најмањег 

дејства. Израз (10) зове се дејство у Лагранжову смислу. 

Како је 

dSi 
а ", = dl ' то можемо написати једначину (11) у облику 

.~ II А Ј 

(1 2) Ij Ј 2Tdl = ој Lm,v,ds,= O, 
10 Ао 

где смо елиминисали време и зато СМО у границе интеграла увели 

ознаке: Ао за почетни и А1 за ззв·ршни положај с истема. Овај принцип 
поставио је први пут Могеаи de Maupertuis, но Лагранжу припада његово 
тачно формулисање. Као и у Хамилтонову принципу, најмање дејство 

добива се наравно за директни пут. 
, 
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Поред наведених; познати су још у Рационалној механици принци
пи: Jacobj-еп, Helmholtz-ов, Нег!z-ов, Јоurdаiп-ов (внди на пр_ Hand_ d. 
Physik в. У), које ненемо овде наводити. Уопште се, према облику, 

разликују принципи ДИференцијални и интегрални. У прву групу спада 

на пр. Даламберов, у другу - Хамилтоиов. Док дифереНЦllјални принципи 

омогунују да се само изведу диференцијалне једначинс кретања, инте

грални принципи карактеришу н путање система; на пр. Хамилтонов 

принцип даје особину дејства на директном путу. Облик овог принципа 

може да се уопшти тако, да важи и за неХОЛОНDмне .1 рсономне системе. 
за које lie и једначине кретања имати компликованији оБЛltК (уопштене 

Лагранжове или споменуте на крају § З.З). о другим уопштењима 

види Увод § 0.8. 



с. МЕХАНИКА ЧВРСТОГ ТЕЛА 

§ 6 Кине .. ати.а чврстоr теоа. Уочимо део простора који испуњава 
мате рија. Претпоставимо да се за сва могуhнз кретања ОВОГ тела (мате

ријалног) не мењају међусобна растојања његових тачака. Онда ово 

тело зовемо чврсшо (идеално чврсто, јер у природи, у' реалним телима 

ова се особина не остварује). Ако за чврсто тело вежеМD неки триједар, 

чије 'осе пролазе кроз четири некомпланарне тачке, но које не мењају 

положај у телу, онда је за Qдређивање кретања чв рстог тела ДОВОЉНО 

да се нађе кретањс уочеиог· триједра . 

Најпростији је случај померања '{врстог тела "ада су путање свију 

његових тачака исте, тј. када вектори положај а свију тацака З3 исто 

време добивају једнаке прираштаје. Ако, дакле, тачке А, В. С •... пре

лазе у положаје А', В' , С' . ...• бине 

или 

Кретање чврстог тела које задовољава овај услов зове се шранс

лашорНо. Ако претпоставимо да време 6:..t. за које се свака тачка помера 
за вектор а., тежи нули, добиllемо, због 

да Је 

-п А = nв = nс = ... , 

ТЈ. при транслаТОРНОlll 

једнаке , - кретању брзине . свију таIJ (lКЗ чврстог тела су 

Други прост случај кретања чврстог тела је обртање око непокретне 

осе. Свака тачка (М) описаhе кружну линију са средиште м (С) н а овој 

оси (L) а у равни управној на овој оси. Ако п о_"упречник СМ озна
чима са р. а са dЭ угао за који не се он обрнути у времену dt. ЛУК 

d'~ 
КОЈИ опише тачка бине pd&, а модуо (v) љене БРЗlIне (о) би"е v = р dt 

-

• 



• 
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(сл. 9). Све тачке које · леже на јединици растојања ОД осе имају брзине 
. . de 

ЧИЈИ Је модуо UJ = Ј/' Према томе v = р '" . Q 

у очимо сад на оси L вектор О чији је модуо 21"'-'"-.... 
ш, а који је усмерен ка оној страни одакле 

се види да је обртањс у позитивном смеру. 

Овај немо вектор звати угЛО8на брвuна. Нека 
се положај покретне тачке (М) одређује у 

односу на неку непокретну тачку О. Из троу

гла ОСМ је: р = rsjn ~ СОМ, ако је r модуо 
вектора положаја (т). Брзина о стоји нормално 

о 

на равни ОСМ, а њен модуо је 

(1) 

v = шгsјп ~ СОМ = шгsјп ~ (От). 

Лако Је видети -на слици (9) да је онда -
о=[О т]. 

L 

Сп. 9 

Уочимо сада кретање слободног чврстог Т,ела, 11 неl(а оно З3 време 

6/ пређе из положаја 1 у 11 (сл. 10а). Транслаторним померањем може 

се прво тело довести у положај 111; тада не нека његова тачка А1 

величина 

• • 
• • 

1 Ш доспети У поло жај Ај! који она 
4) ,/ заузима и у положају тела 11. · 

д 

. --. . ' . 
• , , 

, Затим, обртањем т~ла ОКО ове та

" в ' : ~ 

чке доводи се 0110 И3 Ш" У 11. 
Уочимо сада другу слику (ЈОЬ). 

Нека услед. ово[' обртања тачка 

В пређе у полож а Ј С, а пређаш

њатачка тела 'С у положај D . 
Имамо A.B=A,C=A.D и, ако 

спустимо нормалу АЕ на 'раван 
BCD, Е не се налазити у среди

шту круга описанuг око троугла 

BCD. Бине према томе ЕВ = ЕС 

= ED и ~ ВЕС = ~ CED, који 
лемо означити са !~в. Очиг леДНD 

је да имамо обртаље око осе АЕ, а 

• 
Ь) 

Сл. 10 

6е . . 
,6/ Је средња угловна брзuна. Ако сада преТilоставимо да су 

положај!1 1, 11, III бесконачно блиски, Тј. да 6! тежи нули," оса обртања 
А 2 Е теЖИЋе неком граничном положају, на којем можемо уочити вектор 

" " Је O'~ - -., ЧИјИ . Је модуо w = dt' ваЈ пемо вектор звати шренушна угловна 

брзина (обртања). Он може за време кретања чврстог тела мењаrи свој 

правац у простору и тслу. а такође и модуо. 
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Узмемо ли ма коју тачку тела М (у положаЈУ М, на ("'<ЦII 1 0а) 

њена ће померање бити 

--~~ ) --7 

М,М,=М,М' +М'М. , 

---+ ---+ 
а усто је м,М' = А,А" Нека буде т' вектор положаја М, у односу на 

тачку .тела А која се н алази у положају А 1 . 

Како је , • , 
l јт М1 М2 = Юм Ј lјт М1 М' = l јm А,А о = Vл • 

6/-+0 6 ! он-о 6! ~f-;l{) 6 ! 

а, ос им тога, , 
= [от*Ј, lјm М'М, 

он-о Ы 

јер последње померање тачке долази због обртања око осе (О), и пре ма 

обрасцу (1) оДговарајУћУ брзину добиhемо ако сменимо r са r*, то ће ,м 

имати 

(2) Юм = Uл + [о r*] . 

Ово је ОСНОВНИ обр'зззц Ј-{инематике чврстог тела, кој и даје брзину 

ма које његове тачке, изражен у помОћу брзине и веlпора положаја т* 

прве у односу на ДРУГУ. Иако НИСМО поставили Н IIКaI<ЗВ услов за и збор 

тачке А, то је оqевидно да се може, место ње, узети ма кој а друга 

TaqKa тела. Може се доказати да ће се онда у обрасцу (2) "роменити 
само вредност вектора r*, а {) остати исто. 

у почетку 'ОВОГ параграфа казали смо да је кретање чврстог тела 

одређено чим се зна кретање за}ь везаног тр иједра. У општем слу 

чају, када је телu слободно, треба дакле да зна>lО у сваком тренутку 

положај почеТl(3 овог триједра и оријентацију ЊСГО8ИХ оса према неком 

другом непокретном триједру (Oxyz). Положај почетка триједра даје 

један нектор, односно три броја - пројекциј е овог вектора . Нека буду 

уочени триједри ортогонални, О ријентација ПОl<ретних о са ех YZ 
даје се помоhу деое,.. углова, но ОВИ нису сви независн и, јер постоје 

познате везе између косинуса. Напишемо ли ових девет косинуса у 

обл ику схеме 

. х у z 
, -

х а, ~, у , 

-
у а. ~2 у. 

Z I п, ~, у, 



имаhемо из Аналитицке геометрије шест познатих веза : 

а/ -+ а22 + (.(з2 = 1 
~,' + р,' + р," = 1 
У/+У22 + уз2 = 1 

а,р, + о .• р, + u,p, ~C О 
~,y, + р,у, + ~.y, ~ о 
У1 СС' + )'2а'2 + '(8 (( <1 = О " 
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те су, прем'З томе, само три ОД ,ОВИХ величина независн е. Али обрасци 

постају много згоднији 31<0 с е уведу т. 38. Ојлеровu угловu као величине 

које одређују положај триједра (слика 11). О) Уочимо зато триједар Cxyz 

• 
Q 

, 
/ 

I 

г 

I 
I 

// 
// 

/, . 1 
/1 

/ I 
. I 

, 
.' \\ 

, , 
. \ 
\ \ 
. \ 

\ \ . \ 

\ \ 

, , , 
\ 

\ , 
\ 
\ 
I 
I 

ЧИЈе су осе паралелне 

осама Oxyz. Обрнимо 

триједар Cxyz око осе z 
за угао ,у (прецесиони), 

затим око линије CN 
(линије чворова) за у. 
гао {} (нутациони) и, 

наЈзад, око осе Z за 

угао q> (ротациони), па 

немо га довести у по

ложај CXYZ. Три Ојле· 
ро.ва угла (,'Ј, 'ЈО,у) одре

ђују дакле оријентацију 

оса. Са три координате 

почетка С ово' чини 

шест бројева, па према 

томе, у општем случај У. 

за одређивање кретања 

/ I 
I / 

_ . I x 
.... :---_. I IУ/ 

У /+-~~ 
'",,/ I 

-.,/. ~ 1 --.:;-1/ " 
. . _/'/ I 
- . . I N :-__ _-

" у- ----.'<... ' .. '. I '. '--. . - ,---' 
Сл. 11 

чврстог тела морамо да нађемо ових шест бројева као функције вре

мена. Слободно чврсто тело има другим речима шесш Сl11еиена слободе. 

У обрасцу (2) стоји вектор О. тренутна угловна брзина. Као што 

Ћемо даље видети, бине потреб но да се његове пројекци ј е на l<оордина· 

тне осе нађу као функције Ојлерових углова и њихових извода по вре

мену. Ове везе можемо лако напи помоhу слике 11. Нека буду UJ. I Ut I н,_ 

Јединицни вектори у правцима Х, У, Z, а I у правцу CN. Ставимо 

(3) 0= PU,+qu.+гu •. 

С друге стране, а1< О ј е 11 јединичии вектор осе Cz . 

о = IjIk+~'I+'P'U8' 

*) А помоhу којих се .\10ГУ нзрззити at ..... Уа • 
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Јер се због обртања триједра CXYZ око осе Q мењају Ојлерови углови. 

Из слике даље имамо 

! = ојп,(> 11, + coo~ 11, , Ь = - соо'!' sinil 11, + ојп~ о јп~ 11, + coo~ 11, , 

и упоређивањем ових образаца добивамо 

р = -,у'соо,!, 5iп,') + Ј' siп,!, , 

(4) q = ,у'ојп,!, ојп,') +Ј' С05'!' , 

§ 6.1 Апсмутно . и реп.тивн •• РВТIЊВ. Уочимu неко тело у простору 
и сматрајмо да је оно непомично. Нека буде Оху' триједар прапоуглих 

оса везан за пво тело. Кре-
z . 

/ 

р 
р' 
, 

тање сваког другог тела пре

ма ОВОМ зовимо ' аuсолуШно. 

УОЧИМ,О ли још неко покретна 
. . 

тело за КОЈе Је везан три-

о / /?p~, једар О,l;ч~, онда ћемо звати 
'\ ..... ,/ / р' 

,/ / релаfii1l8НUАt кретање сваког 
/ / 

,/ t:" / другог тела или неке тачке 
.... / ':о / 

О, K:'~ // према телу Т. 
/' 1 // Н ека се покретна тачка 

/ Р п окл апа у тренутку 1 са 
/ 

I / тачком р тела Т. Њен поло· <"'1 / .---- - - - -' 
/ / 1: жај одређују вектори: r у 

/ / / \ триједру Oxyz, р у триједру 
(/ х O,;~~. Вектор u. = r би!;е 

0 "10------ - - - ---- ---_""""" њена Gllсолуumа брзuна;нека 

Сл. 12 

• 

буде D, - релашцвна брацна. 

УЗМИМО да се Р после време

на L, t налази у положају Р, 

а р у р '. Очевидно је (сл . 12) 

да Је 
--~ - -> -~ 

РР' = Рр' + р'Р . 

РР ,. РР --;-р-" 
Је · апсолутно померање и ,т 6 1 = Џа ; Р Је релативно по-

61+0 , 
. 1· р' р' В 

мерање и зато Је lт ь.! = t)r. ектор 
М-+{} 

. Рр' 
џр = Ilm t 

" '-.() L, 
претста8ља бр-

зину тачке р' тела Т и зове се иреносна 6рвнна. 

следује 

(5) Da=I}r+Upo 

Из горње једначине 
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Према познатом обрасцу Теорије Bel)Topa и збо[' (u u) 0;0= 1 "мама 

Ј, 0;0= ~ т {T'-(UT)'} . 

Из слике 13 је ја сно, да је израз у загра

дама квадрат растојања тачке т од осе u. 

3ато је 

(15*) 
• 

и ОВ3 се величина зове .моменш -инерције шела 
I 
(сuсшема) око осе. Служеlш се претходним 

обрасцем лако немо израчунати моменте инер

ције око координатних оса, на пр. за осу 

Ox:uo;o=i, (јт) 0;0= х, T' =X2 +y'+z' и 
Сл. 13 

(16) · Ј. = ~ Гn'(y' + z'), Ју = L т (z' + х') , Ј. = L т (х' + у') . 

т 

Израз П" (14) зове се uродукш (ирои.вод) ш/ерцuје. Ако га разви

Јемо према обрасцу Теорије вектора, који смо мало пре искористили, 

имаћемо 

( 17) П"' = :>: т { (U5) T'-(\lr) (5r) }. 

Нека буду U и 5 два од јединичних вектора правоуглог координатног 

система Oxyz, на пр.: 11 = ј, 5 = ћ. Онда је (и5) = (j~) = О, (UT) = у, 
(я) = z и 

(18) Пу, = - :>:myz, Пп = -~mzx, п.у = - Lmxy. 

Последња два од ових израза добивају се на исти начин као и 

први. Са супротним знаком имамо Т.ЗВ. ' .моменше девијације. 

Нека буде С центар нне.рције тела. т' вектор положаја тачке т у ..... 
односу на С, т, :.... ос и J~ момент инерције око осе ,<оја пролази кроз С 
а има исти правац: U. Ако У обрасцу (15) ставимо r = r, +- r" и узмемо 
у обзир услов (12), доб""е,,о 

• 

( 19) 

(5tеiпег,ова теорема) где је к растојање између паралелних праваца (u) 
који пролазе кроз тачке О и С. Из једначине (14) лако с е може добити 
одговарајуни образац за продукте инерције. Као што се вид ,., ове величине 

зависе од положаја уочених осз. Израчунајмо момент Иllерuије око осе 

u(cosa, cos~, COS y) која полази из почетка координатн их оса Oxyz, 
- претпоставиhемо да се у овој тачки не налази центар инерције. 

G 
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Узимајуни у обзир обрасце (15), (14) и ц .= cos " i + со, р ј + со, у а, 
имаhемо 

(20) ј" = ј, со, , а + ју С05' ~ + ј, cos' у + 2 Пу, С05 ~C05 У + 
+ 2П1.1соsусоsа + 2ПlуСОS(lС О S ~{ . 

Ако ставимо 

(21) С05« = YjuX, С05 Р = YjuY, COS) ' = yjuZ, 

образац (18) постаје једначина површине другог реда: 

(2~) ј,х' + ЈуУ' + j,z2 + 2Пу,уz + 2П"zх + 2П"ху = 1 • 

Ову површину описаhе крај вектора '11 чији је модуо, према обра-. . 
1 . 

оцима (21), R = уЈ, . Како за материјално телu момент инерције (15*) 

није нула ни за један правац, биhе ова површина (>ЛИПСОИД (или лопта). 

УЗМИМО координатни систем OXYZ, чије се осе поклапају са осама 

овог т. зв. елиiiсоида инерције. Онда, означимо ш. са ј" ј" ј. одгова
рајуне моменте инерције, једначина (22) добива облик 

(2З) ј, Х' + }, У' + },2' = 1 , 

Ове се осе зuву главне осе инерције; 11, Ј2' 18 - главни моменти 
инерције, а продукти инерције за главне осе једнаки су нули. Величине 
(16)' и (18), или коефицијенти у једначини (22) елuuсоида иllерције, 

зависе од положаја тачке О према телу. Дакле за сваку тачку про
стора имаnемо одговарају ни елипсоид инерције. За центар · инерције 

- имамо ценшраЛJiU елuйсоuд инерције, цеllшралне лtOменfIiе U uродукше 
инерције, главне ценшралн.е осе. 

§ 8 Динамика. Основни проблем Динамике чврстог тела је да се 
одреди његово "ретање ПОД дејством эадатих сила. Наравно , треба 

раэлиновати слуцајеве слободног тела It н~~лободног, када су даТе нек...: 

везе, тј. неки накнадни услови, на пр., услов да тело има једну непо

мичну тачку или да оно мора да се котрља по некој поВрШИНИ. Ако 

је чврсто тело слободно, неопходно је потребно ла се зна шест бројева, 

коордиНIlШа, кој" одређују његов положај у сва ком тренутку; другим 

речима, слободно чврсто тело има шест степена слободе. Дко постоје 

везе, број степена слободе се смањује, За коорд"нате чврстог тела могу 

да се узму, као ШТО СМО видели у § 6, три координате неке његове тачке, 
на пр. центра инерције, и три Ојлерова угла, ~оји одређују положај 

триједра оса везаних за тело. За координате чврстог тела могу се 

узимати и друге велицине, - помоliу којих љегов положај може да се 

одреди. Избор најзгоднијих величина зависи од услова ПОЈединих про

блема. 
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§ 8.1 Једиацине крвта .... Како се положај тела одређује са ,шест 

координата, то, да бис;мо ове добили као функције времена, тј. да 

бисмо одредили кретзње слободног чврстог тела, неопходно је ·потребно 
шест скаларних једначина у којима се постав;рз веза између коорди

ната, времена н силе. Ових шест једначина добивају се помоhу закона 

количине кретања (3, §4.1) и момента количина кретања (9,§4.1). 
Зауставимо се, прво, на случају обртања чврстог тела .око непо

мичне тачке (Т). У овом случају, брзина сваке друге тачке тела бипе, 

према обрасцу (2) § 6.1, ако ставимо ОА""'; О И 

(24) 0= [ОТ] . 

---+ 
ТМ =Т , , 

~25) 

Дакле момент количина крета .. а уоченог Тела биhе (7) § 4.2: 

<11 = tm [Т о] = ~m [r [Or]] , 

г де знак L означава интеграљење по запремини тела, а т = р d V, ако 
Је р ГУСТИНа Тела. 

3акон пак (9) § 4.1 имапе облик 

(26) ~=5.! . 

Јер, ако других реакција нема сем у тачки Т, која се одржава lIепо

-мично, биhе момент реакција једнак нули. У нашем проблему довољно 
је да нађемо као функције времена три Ојлерова уг ла, који одређују 

положај триједра оса везаних З3 чврсто 'tело, а ПОМОћУ ОВИХ углова и 

њихових извода ' могу се и зразити пројекције тренутне угловне брзине 

О (§6). Међутим из образаца (26) . и (25) видимо, да не се прво"" од 

ових једнацина поставити веза између тог вектрра и MOMeHTi1 спољњих 
сила 5.!. Пројицнрајуhи ову векторску једначину на координатне осе 

добиhемо три скаларне диференцијалне једначине, које nе послужити за 

израчуиавање Ојлерових углова. Уочимо сада покретни триједар ц, U. U. 

који ce~- заједно са телом, обрhе око тачке Т тренутном угловном брзи-
. -

ном О. Према обрасцу (24) брзина краја јединичног пе"тора бине: . 

(27) 
dUI 
dГ = [OUI) , i=I,2,3 . 

3бо~ познатог обрасца из Теорије вектора: 

. d ' du l 
(<IIUI) = dt«\}U.) - «\} dГ) 

и обрасца (27), иманемо три скапарне једначине: 

(28) i = 1',2, З , 

које одговарају векторској (26), ако су L; пројекције вектора 5.!. 
б* 
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Израчунајмо пројекције вектора б\ на осама 11" "" и, . Из обрасца 
(25), када се вектор О растави у компоненте: 

• 

(29) 

следује 

О, = (б\ и,) --' 'f;т ([Ог] [и , г]).= 'f; т {ш, ([и, г] [и, г]) +- Ш2 ([1I2 гl [и, гЈ) + 

+ '"в ([и . г] [и, г])} . 
А због образаца (14) и (15) добивамо прву од ј едначина 

Ој = 11 Ш1 -+ Пј~ (l) 2 + П1Ј ( ,L'а, 

(30) О, = П,. ш, + ј, '". + П .. 1". , 
Gз = П1s !Ј't+ П2з (l'2 + Јп (l'э, 

где су јј и Љј моменти и продукти инерције за оДговарајУће осе; друг а 

и трећа ОД , ових једначина добивзју се на исти начи н. Даљ.е 11М3МО 

(31) [О 11,] = IU, {и2 и,] + "', [11, и,] = - Ш, и, + Ш, и , . 

Претпоставимо сада да су осе UJ , U2 , ив главне осе инерЦИЈе за 

тачку Т. Онда су продукти инерције Љј = О, а 

(32) 

Узимајуhи у обзир обрасце (31) и (32), првој од једначина (28) 
данемо облик 

dll'l 
ј, dt - И.- ј,) '"'Ш' = L" 

(33) dш. ј 
ј, dt - - И. - ,) "'. '", = L" 

d(L'a 
јв dt - И, -ј')Ш''''2 = L" 

другу и треву добиhемо помоhу образаца сличних (31), где у вентор

СКОМ производу треба сменити и1 са 112' ОДН. са 1I з . I{ако су уочене 

осе везане за чврсто тело, тј. ' не Meli?ajy У њему положај, то не моменти 

инерције ј, ,ј" ј. б ити константни бројеви. Једначин е (3З) ЗОВУ се Ојле· 
рове . Када су познате пројекције момента СПОЉЊI1Х сила ОКО тач ке Т, 

њиховим интеграљењем добивамо (Ј..1 1' Ш2 , WЭ као функције времена, а, 

помоћу нађених вредности, и Ојлерове углове (ВI1ДИ једначине (4) § б, 
У којима су само друкчије означене пројекције угловне брзине). 

Од овог случаја можемо лако да пређемо н" кретање слободног 
чврстог тела. Видели смо у § 4.1 да се центар И llер ције материјалног 

система, сада , дакле центар инерције чврстог тела, креће као материјална 

• 
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тачка, чија је маса једнака маси тела. а ПОД дејством реэултанте СВИХ 

сила које дејствују на тело (једначина ба § 4.1). Остаје према томе да 

ВИДИМО, К31(0 ће се наhи обртање тела 01(0 осе која пролази кроз центар 
инерције (с). Уочимо зато закон (9) § 4.1, где је сада .\ = О, 

(2б) 

и где се моменти узимају у односу на неПОf(ретни пол О. Према по· 

знатом обрасцу из Теорије вектора имамо З3 систем нектора {ii: 

2 = 2' + [т,!УЈ , 
где је ~c момент око тачке С. Слично овоме имаhемо 

<5\ = <5\' + [Т, '111Ј ' 
. . 

ако је '111 = ~ m,ђ = М Т, (М маса тела, види образац 5 § 4.1). Биhе, 
дакле, 

<i\ = ~,+ [Т, '1h] . 
Ставимо ли у (2б) ове изразе и поведемо ли рачуна о закону коли

чина кретања (3 § 4.1, '1\ = О за слободно тело), биhе . 
• 

(34) (§' = 2' , 

тј. З31<ОН момента колцчина кретања у односу на це нтар инерције има 

исти облик као и у случају непокретне тачке. А како с .• о из једначине 
(26) извели једнацине (33), то heMo сада уоцити триједар главних цен

тралних оса инерције, које се обрћу заједно са телом, па не из једначине 

(34) следовати систем једнацина сличних (33). Ознацимо сада пројекције 
{2 на QBe осе са Р, q, т, а главне моменте инеРЦИЈе са А , В и С. Доби-

вамо, дакле 

dp (С ' А dt - В- )qf=L" 

(35) dq С) , В(ј{-( -А rp=L" 

С dr . , 
(ј[ - (А - B)pq = L •. 

Одавде треБЗ,интеграљењем, да се нађу Р. q и г, а з атим Ојлерови 

УГЛОВИ који. одређују положај централних оса инерције пре"а непокретном 

координатном систему. Ако је тело слободно, уз ј е Д ll ачине (35) треба 
уочити оне три скаларне једнаЧllне које следују I1 З закона количина 

кретања (ба) § 4.1 

(36) Мт, = !у , 

а које одређују кретање центра инерције тела ; свега, ДЭI<ле, шест дифе

ренцијалних једначина. Како у једначинама (35) стоје првннзводи вели-
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чина р, q, г, а обрасци (4) § 6 показују да су и ове величине линеарне 

функције првих извода Ојлерових углова, - како, осим тога, из једна

чине (З6) следује да ће се у одговарајућим скаларним једначинама по

јавити други изводи координата центра ннерције, то се решење проблема 

а кретању слободног тела своди на интеграљење система шест обичних 

диференцијалних једначина другог реда_ 

§ 8_2 Опште ПРММ8д6._ Да бисмо сад могли да решимо неки одре
ђени проблем о кретању чврстог тела под дејством задатих сила, треба 

да знамо почетне услове, тј. пачетни положај тел а, који немо дати 

почетн~м координатама центра инерције и почетним вредностима Ојле

равих углова, и почетне брзине, које се могу изразити ПОМОћУ почетних 

вредности извода шест претходних величина по вр емену. Према томе, 
у почетном тренутку (1 = 10) имамо . свега 12 задатих бројева, који ће 
бити пројекције вектора Те. Dc И ОјлеРО8И углови и њихови изводи по 

времену, а помоћу ОВИХ бројева можемо да изразимо 12 ПРОИ380ЉНИХ 
коистаната ,<оје Не се увести при интеграљењу једначина (35) и (36). 

Ако пак тело није слободно, ТЈ, ако су дате неке везе, осим спољ
њих сила појавиfiе се и непознате реакције вез а. Зависи од оваквих 

накнадних услова, колико не степена слободе иматЈ.1 чврсто тело, а од 

самог проблема зависи - ОД каквих је једначина нзјэгодније да се пође, 

јер осим уочених ОЈлерових једнацина можемо написати и друге системе 

једначина кретања. Овакве системе -добивамо, на пр., пројицирањем век

торске једначине (34) на неки други триједар оса; МИ смо међутим уочи
ли триједар главиих оса инерције. 



О. МЕХАНИКА НЕПРЕКИАНЕ СРЕАИНЕ 

§ 9 ДеформациЈа дели!;.. Према дефиницији апсолутно чврстог 
тела, његова основна особина је да се међусобна растојања његових та

чак а не могу мењати. Али, ако замислимо уопште неку мцтерију (масу) 

која је распоређена непрекидно у датој запремини, очевидно је да горњу 

особину, као· специјалан случај, можемо заменити другом особином. Ако 

међусобна растојања тачака уочене масе, ИЛИ, као ШТО ЋСМО је даље звз

ТИ~ непрекидне средине, не морају бlt.ТИ увек иста, имаli.емо општи случај 

при коме "е се делиlш ове средине за време кретања деформисати и њи
ХОВ релативнн положај мењати. ДОК је основна особина чrзрстог. тела била 

довољна да се из ошiпих једначина Механике система добију једначине 
његова кретања, у случају непрекидне средине, као што немо даље ви

дети, потребни су за то још неки услови. А јасно је да се, уопште, МОГУ 

дефинис&ти разне врсте средина, тако да немо, бирајуliИ ове накнадне 

услове, имати извесну класификацију тих средина. Знамо међутим из 

посматрања, да се тела у природи, која се могу деформисати, битно 

разликују, на пр., течност, пластична или еластична тела. Сматрамо ли 

ова тела за непрекидне средине и потражимо ли једначине кретања 

сваке од ових врста тела, морансмо дати дефиниције ових тела исти

чу"и неке њихове карактеристичне особине. Но треба имати у виду 
да не увек предмет проучавања бити кретање извесних uдеаЛIlUХ обје

ката, који се више или мање приближавајустварнима, као што је то 

био случај и нод идеалног, апсолутно чврстог т~ла. 

Пре него што проучимо кретање разних врста средина, морамо узети 

у обзир оне заједничке особине кретања које СЈЈедују из опште претпо
'Ставке о њима, да се оне могу деформисати. Уочимо ЈIИ сада неки де

лин непрекидне средине, постаје јасно да могу ове три промене насту

пити: 1) делиh се може преносити транслзторно без промене об.лИl(а, 

2) дели" може да се обрliе као чврсто тело и З) делиli може да се де

формише. Наравно, ове три промене lI\ОГУ наступити и у исти M~X. 

Уочимо дели" и распоред брзина у њему. Претпоставимо испо-
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четка да се он обрне као чврсто тело углавном брз ином {1 3Ј уједно, 
нека се и помера транслаторно (брзина 1>А) . Према обрасцу (2) § б је 

1)1'1 = 1>д + [Љ*Ј 
I 

.брзина ма које тачке делиhа (М) чији је век тор положаја у односу на 

неку тачку А једнак у". Из ове једначине следује да је 

го! 1)1'1 = го! 1)А + то! [О т'] = го! [О т' Ј ' 

јер Је rot Dл = О, пошто је Dл исто за , све тачке деЛНћа, дакле, не З3-

ВИСIi од координата. Израз ШТО стоји на десној стран и је 

[ '\1 [О т*]] = (т* '\1) О + Odivr* - (О '\1)Т* - т* div О ') , 

Вектор Q ,има исту вредност за све тачке деllиfiз, тј. не зависи 

од координата, те према томе први и последњи чланови отпадају. Да 

бисмо иэрачунали остале, ставимо почетзн координатвог система у тачку 

А (т* = т). Онда he бити 

div т' = div r = 3 . , 

(о '\1)т* = (О';х +Оу ~ + О'Ј:) (хј + уј + Zk)= О, 
ако се узму у обзир познати обрасци (12) и (7) §О.2. Зато из последње 
'/еТИРИ једначине следује 

(1 ) ro(1) = 30 - О = 20, 

где смо изоставили индекс М као сада непотребан . Дакле ротор брзи

не (1)) једнак је двострукој угловној брзини. 

Претпоставимо сад да се наш деПНћ _може деформисати. Онда ће 

свака љегова тачка имати брзину О1 , KOia се разликује од оне и з слу

qaja обртања као чврстог тела. Ознацимо допунску компоненту брзине 
која долази услед деформације са О, претпоставимо да је делнh беско· 

начно мали и зато променимо ознаџ:е: место r* ставимо О! и U место ЮА. 
Онда можемо написати 

(2) 1), = D + [О от] + Ь . 
Разлика О1 - D претставља промену вектора О , кад се из тачке А . 

померимо у М; а према обрасцу (**)§О.2, где треба ставити ~~=O'OHaje: 
1), - 1) = ,~ 1) = (бт '\1) 1) • 

*) Пошто днфеРСНЦllјалнн оператор v треба примеННТlI 113 сваки множитељ ОДво· 
јено, ТЈ . на Q и на [*, 8. ззтим раставити сваки Д80СТРУКН векторски производ према 

обрасцу (21 [~J[[ [ = (2N) 'в - <r (ij'В). 
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Дакле, из једначина (2), (1) и претходне добивамо 

1 
Ь ~ (ог\7) п - 2 [го!n 8г]. 

89 

Ова компонента брзине линеарна је функција вектора 8r, па према 
томе зависи од положаја тачке М у -делиНу. 

Узмимо сада пројекције вентора које улазе у једначину (3) на осе 
неког триједра Oxyz: Ь (D" Dy , D,), 8r (ох, оу, 8г) и D (V" "у , У,). Према 
познатим обрасцима Теорије вектора, а после лаких трансформација 

добиhемо из ове једнач"не вредности пројекција: 

D - дУ, 6 ~(дY, дУу ) о ~(дY' dV,) 6 
,- дх х + 2 ду + дх У + 2 дг + дх z 

(4) D - ~(дY, , дУу) 8 дУу о . _1 (дУ, .сЈуу ) 8 
у - 2 ду 'дх х + .ду У + 2 ду + дг Z 

D - ~(дY' дУ,) 8 ~(дY, дУу ) В дУ, о 
, - 2 cdz + дх х + 2 ду + дг У + дz г. 

Свака од ових пројекција је скаларни производ и то вект'ора 6т и 
Једног од вектора 

• 

(5) 

тј. 

(6) 

у исти 

• 

(7) Ф 

m _ дУ,. 1 (дУ, дУу) . ~ (дУ, дУ,) " 
<>1 - дх 1 + 2 ду + дх Ј + 2 dz + дх . " 

'13 _ ~(dV, дУу ). дуу . ~(дY, дvу ') а 
2 - 2 ду + дх 1 + ду Ј + 2 ду + дг ' 

'13 - ~(dV, дУ,). ~(дY, дУу). i"' k 
, - 2 dz + дх 1 + 2 ду + dz Ј + дz ' 

D, ~ ('131 ог), Dy ~ ('13, ог), D, ~ ('13, '\r) . 

мах, ако уочимо тензор (симетричан) 

дУ, ЧдV, + дУу) ЧдV, + дУ,) 
дх 2 ду дх 2 dz дх 

ЧдУ, дУу ) дуу Ч дVу 
+ дУ, ) 2 ду + дх ду 2 dz ду 

Ч дУ, dV,) Ч дУу дУ,) дУ, 

2 дг + дх 2 dz + ду dz , 

можемо написати линеарну векторску функцију Ь у облику (36 § 0.3) 

(8) ь ,..... (Ф, or) 
и ова је функција компонента брзине ма које тачке делиhа непрекидне 
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средине "оја долази услед саме деформације, тј. када се узимају у 

обзир само промене облика, а не и транслаторно и ротациона кретање. 

Поред горњих образаца, који важе за брзине , би!;е нам потребне 

и везе између бесконачна малих померања тачака . претпоставимо зато 

да се уо.ени дели!; бесконачно мало деформише, и да су му димензије 

толико мале да се I(вадрати p~CTojaњa тацака М ОД А могу занемарити. 

Нека извесна тачка деЛИћа има померање 

(9) 5 = ui + "ј + Wk 

у времену dl. За мале величине и, v и W, које су функције координата, 
. . ди ди дl" 

претпоставиkемо ЈОШ да су СВИ И3ВОДИ дх' ду . о '·· дz - ТОЛИКО мали, да 

се љихови производи могу занемарити. Можемо стзвити 

(Ј О) 5=Ddt, u=vxdt, v =vy dt, w = vzdt. 

Означимо са 8ОТ вектор у I<оји се претвара 8т после деформације. 
Како зајеДНИЧI<О транслаторно померање тачака и обртање треба сада 

изоставити, а због саме деформације "рај . вектора ОТ помера се према 

почетку за Ь dt, то ћемо имати 

(ЈЈ) 

В"Т = аТ + Ь dl . 

Због једначине (8), уводе!;и јединичии тензор Ј, добивамо 

В"r=(Ј+фdl, ат). 

Из услова (7), ако се још изврши замена (Ја), слеДУЈе да тензор 

'v = Ј + Фdt има компоненте написане у <хеми: 
Ј . ди 

+ -
дх 

Чди dV ) 
2 ду + дх 

!.-(ди + dW) 
2 dz дх 

(12) 'v Ј (ди dV ) 
2 ду + дх 

Ј + д. 
ду 

~(д~_ + dW) 
2 dz ду 

Ј (ди dW) 
[2 dz + дх 

Чд1' + dW) 
2 dz ду 

dw 
Ј + dz . 

Помоhу шест различитих компонената тенэора '1' можемо КОН

струисати елипсоид са центром у тачки А. Узмемо ли ову Т34КУ З3 

почетак коорднн,тног система А ~q~, Једначина овог еЛUuсоида дефор

мација бипе: 

(Ј З) 

( 1 + ди)~. -+- ( Ј + dV) ч' + (1 + dW) ~2 + (ди +~) ;'1 + 
. дх ду dz ду дх 

(д. dW) (dW ди ) + dz + ду г,~ + дх + дz ~; = Ј • 
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Његове главне осе зову се "главне осе .дилатзције , Како су кое
фицијенти у једначини (13) ФУНКЦИје координата таЧI« А(х, у, z), то 
ће елипсоиди деформација за разне тачке непрекидне средине бити 
различити. Претпоставимо да су главне осе елипсоида (13) за тацку А 

• о 

у исти мах и координатне осе. Онда се лева страна своди на збир прва 

три члана, као ШТО је познато из Аналитицке г.еометрије. Одговара
о ди 

јуhи коефицијенти имаnе нове вредности 1 + -д ' итд .. а величине 
х, 

(14) Е _ dv, . 0 _ = dw! 
2 - dY1 I ~II dZ

1 

зову се главне дuлашацuје. Разлог З3 овај назив видеFН:МО из геометри

ског тумачења израза који се јављају у компонентама тензора '1'. Нека 
буду 21, ~ и G: вектори који имају координате једнаке компоне\јтама 

тензора ljГ ' из прве, друге, одн. треће врсте ехеме (12) : 

(15) 

(види обрасце 41-42 § 0.3). Уочимо тетраедар са теме на м у А, конструи
сани на векторима 8хј, Ьу ј, 8zh. После деформације, ови ће се вектори 
претворити у 8, т , 8, Т, О, Т, који опет, према обрасцима (11) и (15), постају 

(16) 8,T=(IjГ,oxj)= 21 8x, 8. T-'-~8y, 8,T = G:8z . 
• 

Израчунајмо релативну промену прве ивице тетр аедра. Имаhемо 

18, TI-8x 
8х 

А - l 

1 

пошто се занемарују производи извода померања, а модуо вектора 21 је 

Ј( ди )' (ди)' А = V 1 + дх + ... . = 1 + 2 дх ., = 1 

и квадратни корен се може развити у ред. ,На исти н ачин се доказује 

дУ dw 
да су -д и -д релативне промене дужина ивица оу и iiz. 

У z . 
Како се тетраедар деформише, то ће се уопште но в и углови између 

" горљих ивица разликовати OA:l' али мало. Означимо ЛИ угао између 

О, т и имаhемо, због услова (16), 

со. ( ; - е,,) = (~~) . 

Изра',унавајуhи С!(аларни производ '(21~) помоћУ I1ројекција ових 
вектора (види ехему (12», занемарујемо поново производе извода поме-
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рања; и, како су ОВИ мали~ставимо приближно А::=::::В и 8:::::::1. и тако 
добивамо из претходне једнзчине 

ди д. 
sin 9" "'" Э" = ду + дх . 

ГеомеТРИСЈ<И смисао дијагоналних «омпонената у ехеми (12) Вllдели 
СМО раније, а последња једначина ПОl(азује да свака удвостручена од 

осталих компонената мери промену угла између ранијих ивица, поло· 

жених. дуж координатних оса, а која је наступила због деформације 

тетраедра. 

Уведимо сад ознаке; 

(17) 

д. 
E~2 = ду' 

дw 
Езв = дi ' 

д. дw 
Еgз=Е82 = dz+ ду' 

Прве три веШ1чине зову се дuлаmацuје у праоцима координатних 

осз, остале - «дивања или с.мuцања. Кад су позната померања и, ", w 
можемо израчунаТII ове величине помону образаца (17) О). 

Како је запреми"а тетраедра пре деформације V = ~ bx by 8z, а после 

V, = ~ ('21 ['<3 G:]) 6х 6у 6z, то nемо лако добити 'lOмоћу ехем е (12) да је 

(18) 
V, - V _ ди + д. дw _ d' 

V - д д + - IV5. 
Х У dz 

Ова величина даје запреминску дилатацију (ширење) израчу"ату 

З3 јединицу запремине. Напоменимо да смо горњс величине увели уз 

претпоставку да је деформација бесконачна мала. У случају коначне 

дефор.\1ације ови не о брасци бити l<омпликоваНИјИ.**) 

§ 10 УнутраШЊ8 силе. Опште Једначмне нретања непре.ИДне среАнне. 
у некој непрекидној средини МОГУ дејствоваТl1 силе разних врста. Првu 

имамо ваирем.инске силе; на пр. привлачење делиh<t услед гравитације, 

које је сразмерно њиховим масама. ДРУГО, на зајеДНИЧI{ој граници делиhа 

могу да се појаве с иле као резултат дејства честица с једне стране. ове 

површине на честице с друге стране које је додирују. Резултанта оваквих 

uовршuнски,х сила зависи уопште ОД величине уочене ловршине. Ако 

узмемо граничну вреп ност количника овакве резултанте и површине, 

и ТО 1{3Л3 она теЖ ~1 нули, доБИЋемо ловршинску силу за јединицу по
вршине или Т. ЗВ. наПон. Уопште, овај може стајати косо на неком ПОВр-

*) Решење обрнутог проблема види, ua пр., Ј . ХJltпчијев " Наука О ч врстоhн · сТр. 30. 
Н) види на пр. Р . Арреll. Traite de Mecanique rallonnel! t: Т. Ш. 
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ШИНСКОМ елементу, тако да га можемо раставити у н орм алну компонен· 

ту. нормални наПон (притисак или затезање), и тангенциј З,flНУ - шQнгенф 

цијалnи nаuон (смицаље). Ако у некој тачки средине мељамо положај 
(оријентацију) по вршинско г елемента. јасно је да долазе у обзир дејства 

других честица, па nе се уопште и напони мењати . 

Проучимо зато распоред напона за неку тачку с редине . Кроз иза

брану тачку (М) повуци"о осе ј, ј, . k паралелно координатним осама и 
уочим о тетраедар (сл. 14) чије 

I ,\ 
!. 
I 
I 

• 

~ 

три ивице, КОЈе полазе ИЗ тем ен а 

М, леже на уоченим осама. Нека 

буду: п јединични вектар нор

мале на површинском елементу 

df који је страна тетраедра , 

а .df, , df. , df. - стране на 

којима управно стоје вектар" 

ј, ј и П. Нека буду '11, - '11" 
- 912' · - 218 напони на ТИ ,'I1 стра
нама , који дејствују на деЛИћ 

1 t 

. средине у овом тетраедру. А 

пројекције ОВИХ пектора на исте 

осе ознацимо овако: 21 (Nx , N y , 

. N,), '11 , (Х" Х" Х,), '11. (У" Уу , 
У,) , '11. (Z" Zy', Z,). п ( С 0 5 ", 
С05 ~ , с оо У) " 

Онда имамо 

! 

М )- - - - - --''7---~ 
! 

/ 

• 

• 

Сп . 14 

df, = dfco sc<, df. = dfcos ~. df. = dfco s у . 

Према закону колич""е кретања (б, § 4.1), ако став имо да је маса 
делина једнака pdV(p густина, dVзапремина) и 11 = pd V11. (11. је за

преминска сила израчуната за једнницу масе), иманемо 

р d V Т, = р d V 11. + '!!df - '111 df1 - '11, df. - 'Л' df. , 

Ј е р смо на дe~Hoj страни . узели у обзир све силе «оје дејст вују на дслиh. 

Но ако деЛИћ постаје бесконачна мали, прва два - члана 'шuчеззвају, јер 

су треnега реда , због мн о.житеља dV, ДО/;< су последња четири члана 

само другог а peдa ~ Стога .\Ора бити 

. . ' '11 df = '11, dj; + '11. df. + '11, df 3 , 

илм, због горњих веза између nоВрШИНСКИХ "елемената , 

( 19) '11 = ~!\ СО5 Ц + '11, соо Р + 'l!, соо у . 
Ова једначина казује ца се напон '11, који зави си од положаја по· 

вршинског елемента df. одн. од правц, вектор' П, може у век одредити 
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као пинеарна функција овога правца, ако знамо три напона на епемен

тима паралелним координатним равнима. Из векторске једначине (19) 
спедују скапарно Ј едначине: 

Nx = ХХ cos а + УХ CQS ~ + Zr. cos У , 

(20) Ny = Ху cos а + Уу cos ~ + Zy cos у , 

N, = Х, cos а + У, cos ~ + Z, cos у . 

Лако је видети да су Х1., Уу Ј 'Zz нормални н апони на елементима 
КОЈИ СТОЈе управно на координатним осама, док су ОС1'але величине -
тангенцијални напони. 

Напишимо сада з аконе количине мретања (3, §4, 1) и момента ко
пичина кретања (9, § 4.2) за неку запремину V уочене средине, обепе

жавајуhи са S површину која обухвата овај део. Према једначинама 
оо • 

(2) и (7) истих параграфа, где треба ставити тј = р dV, а и D место Т, и О" 

имаhемо 

(21 ) 

јр [таЈ dV= f p[TfJ.JdV+ flT'l1]df. 
v v S 

При сабирању напона на границама депииа поништиhе се сви 

они који дејствују на унутрашњим · границама, ј ер на . сваком унутра

шњем површинском елементу дејствују два супротна напона (по закону 

о акцији и реакцији). Остаће, дакле, у првој једнацини (21) само они 

напони који дејствују на површи~и S. ИСТО важи и за моменте напона . 
Уочимо сада прву од скапарних једнацина које одговарају (21): 

f р а, dV= f pF, dV+ ј N, df , 
v v S 

и поспедњи површински интеграп претворимо у запреминс~и. Нека буду 

(22) 

<3\, = Х, i + У, ј + Z, !I 

<3\, = Ху i + У, ј + Zy «. 
<3\. = Х, i + У, ј + Z, 1\ . 

Како су cos a, . .. пројекције вектора 11, због прве од једнацина (20), 
а по Гаусовој теоре'~ИЈ имамо 

. ј N, df=j(<3\,II)df= j{<3\Jdf) = f diV <3\,dV. 
~ . ~ , s v 
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Дакле је 

Јра, dV= fPF'dV+ IdiV(f),dV. 
v v v 

• , 
И, пошто .ова јеДllачина важи ма за који део (V) средиие, мора 

бити (прва од следених једначина, друга и трена добивају се на исти 

наqин) , 

(23) 

par; = рFж + div6)J , 

ра,= рР, + div~., 
paz = pFz + diV~8' 

где су Рх , Ру, Fz пројекције [Ј., a~, ау, Qz -- , прој~l{ције убрзања а. 

Узмимо сада прву од скаларних једначина које одговарају другој 

BeKTopcKoj(21) : 

(24) · Јр(уа, -zа,)dV= Јр(УР, ::-'ZF,)dV+ f(YN, - ZN,)d/ 
v . v . S . 

и ' трансформишимо поново површински интеграл. Због друге и трене од 

ј~дначина (20), а по Гаусовој теореми, добивамо 

f (у N,-z N,)dj= fY(f),df- fZ(f),dt = f(diVY!f>, - (liVZ!f>,)dV. 
s 5 S v 

Но према познатом обрасцу Теорије вектора (**') § 0.2 је 
, 

div y(f), = ydiv (f), + (f). grady = у div (f), + У" 

d'ivz(f), = zdivG\, + Z,. 

Ставимо ове изразе у једначнну (24) и скупимо чланове са зајед· 
ничким множитељем у односу на z. Видимо да због друге и трене од 
једначнна (23) ови чланови отпадају и остаје 

0= f(y,-:-z,) dV. 
v 

Хако ова једначина важи ма за КОЈУ запремину V, . ..ора бити 

(25) У,= z,. 
На исти начии докаЗУЈе се да је Z, = Х, и Х, = У,. Дакле је 

о. 

(26) <3\; = '11, i = 1,2, З, 
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и тензор 

(27) 

ХХ У. Zx 
8 Х, Уу Z, 

'1 Х, У, Z, 

је - симетричаи . Сitда можемо да кажемо да нам вредности тензора 8, чије 
се компоненте наравно мењају с'а положајем тачкеЈ карактеришу стање 
деформисане средине. Напон за дати правац 1\ добивамо сад помо!;у 

обрасца (види (22), (19), (20) и (57) § 0 .3) 

(28) 21=118 

ноји потпуно заме ЊУЈе услове (20). Можемо даље IIОМО!;У '<О мпонена та 

тен'зора 8 да конструишемо површину другог реда - елuuсоuд lIauOlla 
(но она не мора увек бити елипсоид) и да узмемо за коордииатне осе 

главне осе овог елипсоида. НЭl10НИ у ОВИМ правцима зову се глаВllU 

наиониЈ а норм ал ни и потенцијални могу се изрази.ТИ ПОМОНУ њих. 

Једначине (2З) у којима се даје веза између убрзања тачака сре

дине, запреминских и унутрашњих сила јесу опште једначине кретања , 

неке непрекидне среDине . - Можемо -их написати у развијеном облику : 

(29) 

F + 
дХ, дУ, OZ, 

р а, = р , дх + ду + дг 

рау = F + дХу + дУ, + oZy 

РУдх ду oz 
дХ, дУ, OZ, 

р а, = рР,+ дх + д~ + д,. 

или, узимају!;и у обзир .ознаке тензорског рачун а (58 § 0.3) : 

(За) \78 = idiv(\\, + jdivG\.+hdiv G>s, 

у облику једне једначине"ј 

(31) р а = р 3' + \78 . 

Симетричност тензора унутрашњих напона доказали смо ПОМОћУ 

закона момента количина кретањз. Обрнуто , и з претпоставке да се 

стање средине карактерише симетричним тензором напона (Болцманов 

аксиом) следује да важи овај закон. 

Једначине (29) или (31) важе за кретање '\акакве непрекидие сре 
'дине, од чијих смо особина ми уочили само: 1) да се ДСЛИћИ њени могу 
индивидуализовати, тј . да се у неком тренутку полож.i:tј сваког од њих 

може одредити са три броја (координате) а, Ь, с тако да , знајуliИ ове, мо

жемо пратити даље њеГОDО кретање; 2) да делини н с пуњавају непрекидно 

• 
*) Э8еэднцу код векторз if отсада избацимо као СУRИ ШНУ . 
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простор (цео или део), тј. морамо мењати непрекидно вредности а, Ь, с 

да бисмо имали све делиhе; З) да се стање .средине карактерише ' симе

тричним тен зором е чије вредности зависе од положаја тачке у њој и 

одређују распоред унутрашњих снла. 

§ 11 Р8InМЧМ'. врсте нвпреии.них ср •• ииа. Расматрање даљих осо

бина непрекидних средина води ка љиховој класификзцији И, ' очевидно. 
ка различитим специјалним облицима једначине (31), као што "емо то 
видети мало даље. А од највеие важности је подела средина у врсте 

према особинама тензора ЕЈ. Но пре него што пређемо на ову поделу , 

осврнуЬемо се на друге, према новим особинама. Пре свега разликујемо 

хомогене и хетерогене средиtlе, и овО има два смисла. Тела могу бити 

хомогена или хетерогена с обзиром на састав (структуру), на пр. - као 
легуре, а друго - с обзиром на густину. Хомогено тело у првом смислу 

може да буде хетерогено у другом. По себн се разуме да је потребна 

јасна дефиниција XOMoretle структуре; зауставиhемо се н а Хелмхолцовој: 
"маса има једнаку структуру, ако је у свима местима всза између де

формације и унутрашњих напона дата ИСТИМ законом'( . Очевидно је да 

густина зависи не само од врсте оваквог закона него и од врсте СУПw 

стан ције н сила које дејствују, Даље се средине деле у нзотропне н 

анизотропне. I:{од 'првих, ма од које тачке пошли, особ~јне су исте у 

свима правuима, код других (кристала) то није случај - има праваца 

нарочито истакнутих по својим особинома. Еластично тело (о којем не 

даље бити реч) би!;е изотропно (према дефиницији), ако је: 1) ма који део 
у облику лопте или коцке, једнако притиснут са свију страна. не де

формише се но остаје једнако смањен са свију стран а и 2) ако код 
оваквог дела, под дејством тангенцијалних сила. настаје чиста деформа

ција (без скупљања или ширења). После ОВИХ претходних примедаба 
можемd да пређемо на специјалне случајеве. 

§ 11.1 И.ваnИ8 ,.ч.ост. Најпростији случаЈ иепреЮ1Дие средине 
која се може деформисати имаhемо. ако претпоставимо да се теНЗ0р 

унутрашњих напона своди на производ јединичног тензора 

(32) 

1 О О 
Ј о 1 О 

О О I 

и скалара КОЈИ "емо означити са - р, Тј, 

(33) 
. -р о о 

e =-рЈ О-р о 
о о -р. 

7 
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у овом случају, унутрашња сила која дејствује на lIеки површински 

елемент има увек правац, нормале на њему. као ШТО се то ВИДИ И3 

образаца (20), г Де треба ставити 

(34) Хх = Yy=Zz=-р, У" = Zy = Xl. = О ; 

а њен интензитет, израчунат за јединицу површине, бине увек р (ово 

такође следује из једначина (20». Средину која има ову осоБИIIУ зовемо 
нде~лна течност, а скалар р - uрuШuсак. Као ШТО је познато, реалне 

течности, поред тога ШТО МОГУ мењати облик, те се њихови делићи 

лако могу раздвојити, указују веви отпор само силама које дејствују 

у правцу унутрашње нормале на површину (притисак), а, осим тога, 

имају н вену или мању BUCK03HOCUI. Последња особина је резултат трења 

које се јавља када делини клизе једни 110 другима, и зато су у овом 

случају унутрашње силе компликованије од оних које смо горе имали. 

Ово вемо узети у обзир у наредном параграфу; засада, дакле, занема· . . 
рујемо вискозност. Дефиниција течности без трења, тј. идеалне течности, 

поред тога ШТО је лагички оправдана, ОД користи је и З3 примену t јер 

су се закључцн - теорије кретања овакве средине показали као врло 

важни за проучавање појава у природи, а и у техници'). Теорија кре· 

тања гасова по~лапа се до извесних граница са ОВОМ теоријом. 

За идеалне течности, једначине кретања непрекид~е средине (29) 
и (31) упрошнавају се. Наиме, у једначннама (29), од извода напона 

остају. због (34), само: -1х, - ~, -: и з ато једначину (31) мо
жемо написати у облику 

1 
а = в' - - grad р . 

. . р 
(35) 

Ово је основна једначина Хидромеханике, која изражава везу између 

убрззња ма које тачке тецне масе, силе израчунате за јединицу масе 

која у тој тачки дејствује. густине И, најзад, притиска на том месту. 

Ако су силе познате, а тражи се да се одреди кретање неке течне масе, 

онда треба водити рачуна о томе да су, поред трију координата ма које 

тачке тецности, које ће бити непознате функције времена, густина течности 

а и притисак. I<оји имају различите вредности у разним тацкама, такође 

непознате функције. Дакле, вектор положаја r (или три координате), 

р и р су три (одн. пет) непознатих функција. Да бисмо их могли нани 

треба поставити осим веЈ<Торске једначине (35), која је еквивалентна 
трима скаларним, још две с"аларне једначине. 

Прву од ових имавемо ако искористимо услов непрекидности. 

уоцимо ли један делиh тецности, који се за време кретања помера и 

1) ВИДИ, на пр., В. Жардецки. Хидроме.ханнка. 
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деформише, - у њему се, дакле, нити појављују нити I'убе нове коли

чине течности, његова маса (1') O~Taje КО\ICтантна, тј. 'z = О, Означимо 
му са w запремину. са (ј површину, биfiе р. = рш и 

Сваки површински елемент у времену dt опише взљак чија ће 

запремина бити (Ddl, df), где је df управљени ПОВРIIIИНСКИ елемент. 
Према томе је 

duc = J(Ddl, df). 
cr 

Одавде је опет према дефиницији div D (14) § 0.2, пошто' Је реч о 

бескрајно малој эапремини, 

1 dw 
---
(1) dt 

JDdf 
cr 
-"--- = div D • 
ш 

Дакле Је 

(36) dp d' О dt + Р IVD = 

или, због (8), (14) и (*") § 0.2 : 

dp др 
,л = дi + (D'i7) Р, 

(37) др d' О 
д! + IVpD = . 

Услов неuреlшдносша (36) или (37) претставља једну везу између 
координата делиfiа и густине. Као специјални случај може се узети да 

је течност несшitшљuва, тј. да се густина не мења З3 време кретања. 
Онда за р = const. добивамо из једначине (36) 

(38) , divD = о, 

- услов несшuшљuвосшu. 

Најзад, као трена узима се Т.3Б. каракшеРUСШUЧf-Ш једнацина, у 

којој се даје веза између притиска и густине, 

(39) р =ј(р) или 'Р(р,р) = о. 

Везе ове врсте познате су ,као експериментални закони, на пр. 

Мариотов, НО у њима се МОГУ појавити и неки нови параметри, на~пр. 

7' 
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температура. Само увођење овакве нове непознате величине захтева 

наравно и допунске једначине. 

Узимајуnи у обзир да је П = u, где је u (v" У" v,) брзина дели"а, 
и да је 

du du 
(ј[ = д! + (u\7) u 

д д д 
(u\7)=v ~д +У'-д +У'-д ' . х у z 

добиnемо три скаларне једначине које се зову Ојлерове и одговарају 

веКТОрСКОЈ (35): 

дџ, + v дУ, + V дУ, + У, дУ, = Х _ ~ др 
д! ' дх ' ду oz р дх' 

(40) ду, + V ду, + V ду, + V ду, = у _ ~ др 
д! 'дх 'ду 'dz рду' 

ду, + vdv, +> ду, + У, дУ, = Z _ ~ др 
д! 'дх 'ду dz poz' 

а (37) можемо написати у облику 

(41 ) 

Најзад је 

(42) 

др + д(ру,) + д(ру,)'+ д(ру,) =0 
д! дх ду dz . 

р = ј(р) или р = cons! .. 

Овај систем од пет Једначина садржи пет непознатих функција 

Vж , VYJ Vz • Р и Р са четири независне променљиве х. у, z, t. Ако се ове 
ФУНКЦИје нађу, стави!;емо 

dx 
dt = У, (х, у, z, t) , 

dy 
dt = У, (х, У, Z, t) , 

dz 
dl = У, (х, у , z, t), 

где су десне стране познате, а, поновним интеграљ~њем, добивамо и 

координате х, у, z сваког дели!;а течности као функције времена. Вред. 

НОСТИ произвољних констаната које се , уводе при интеграљењу треба 

да се одреде ПОЈ\о10hу ПDчетних вредности координата делиhа и почетних 

брзина. Но у овом првом случају кретања непрекидне средине, - која 

се може дефОРМllсати, једначине кретања су парцијалне диференцијалне 

једначине, и за њихово решавање потребни су уопште и накнадни, 

границни услови. 

Разликујемо, према Хелмхолцовој кла СИф'lI<ацији, две врсте кре

тања uашенцuјално и вршложно. Кретање прве Арете задовољава услов 

(43) u = - grad<p 
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и скалар - '1' зове се uошеllцuјал 6рзuна. У ОВОм случ ају је rotn = О 
и, према обрасцу (1) § 9, тренутна угловна брзина макаквог делина Q 

је једнака нули; кретање је безвртложно. у другој врсти кретања по

стоје у течности делиНи за које је Q "" О и који се, прсма томе, обрhу. 
у идеалној течности једна врста кретања не може да нређе у другу'). 

§ 11.2 Висмо. на течност. Реалне течности имају веву или мању 

покретљивост а као узрок ооога сматра се трење које се појављује при 

клиззњу делива једних по другима. Ова се особина зове ВИСКО3НОСТ, 
а течност - вискозна течнос'т. Да бисмо увели силе тре ња треба -ближе 
да формулишемо ооакву особину, јер треба постаоити везу између уну

трашњих сила и релапlВНИХ померања у делнЋу . 

Претпоставиhемо да је тецност нестишљива. Дакле 

"{44) diVD = О, 

а р = const. је карактер и стична једнацина. Случај стишљнве ВИСКОЭliе 

тецности СВОДИ се на врло компликоване једнацине; а ј ош је теже во

ДИТИ рачуна о ТОПЛОТНИМ .појавама које прате трење. 

- Унутрашње су силе компликованије у вискозним течностима него 
ли у идеалним. 3ато I;е .. о стаоити да је тензор (27) § 1 О : 

(45) 0= - рЈ + 6, . . 

Прои члан на десној страни одговара претпостаВЦIf да постоји I1РИ

тисак р у течности, други - да се појављују неке ДОlI у н ске силе. Што 
се тиче ОВИХ последњих, можемо учщшти ..различите претпоставке, аnи 

Немо изабрати најпростију , наиме да је тензор 0" кој и се појављује 

због релатионих померања, сразмеран тензору Ф (7) § 9. Ставимо 

(46) 

и назовимо р. коефuцuјенiП ВUСКОЗIl0сiJ1u. Као образложе ње оое претпо-
. . 

ставке можемо сматрати . 080: ако по Једном СЛОЈУ течности клизи други, 

онда онај који тече брже тежи да убр за кретање другог, 'онај пак који 

тече спорије тежи да успори кретање првог и силе I(oje овде дејствују 
сразмерне су, поред површине додира, још и про,,,ни б рзине у правцу 

нормале на њој . Последње правило, које припада ЊУТНУ, слаже се доста 

добро са посматрањима кретања реалних течности. Тснзор Ф им а пак 

компоненте које зависе ОД промена брзине у разним пра вцима. Но и б t'З 

обзира на ово, могли смо чисто формално увести претпоста вку (49), 
написати једначину кретања оискозне течносrи, због јеll lf ачина (45), (46) 
и (31), у облику (види ј ош 32 - 35) 

(47) ра = р{Ј - grad р + 2", \7ф 

*) Б"нже о томе види у у џ беннцн)(з ХНАроwеханике. 
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и накнадно упоређивати резултате одређивања кретања помоhу ове једна

чине са реЗУЛТ3ћ1ма експеримената. 3ванемо сад ВИСКО3НОМ течношhу 

ону непрекидну средину која одговара нащим претпоставкама, -а чије 

кретање задовољава једначину (47). Она се дефинише дакле помоhу 

услова (45) и (46). 
Због обрасца (58) § 0.3 је 

'Vф ~ t div 'В! + ј div 'В' + h div 'Е. , 

где су вектори 'В' одређени једначинама (5) § 9. Дакле је 

. д (дV,) 1 д ·(дV' дVу) 1 д (дVх дV,) 
dlV 'В' ~ дх дх + 2 ду ду + дх + 2: Jz дz + дх 

_ .!.. ..'!.. (JV' дvу дV,) .!.. (J'V, ~ 
- L дх дх + ду + Jz + 2 дх' . 

а због услова (44) отпада први члан и остаЈе 

div 'В' ~ ; 6 ", . 

Како је div 'Е. ~~ 6vy и div 'Е. ~ ~ 6V,. биhе 
1 

'Vф ~ 260. 

Према томе, 

СКО3НОСТИ), место 

0значавајуhи )1. 
р 

(47), имаhемо 

са v (кинематички коефицијент ви-

. (48) 
1 

а ~ в' - - grad р + v 6 о . 
р ,& 

Место израза 6. п може се написати - rot го! о, јер је 

,о! ,о! о ~ grad div о - 6 о ~ - L о 

због услова (44). 
Скаларне једначине које одговарају BeI<ТOpcKoj (48) претстављају 

Nаviег-Stоkеs-Ове диференцијалне једначине нретања цискозне течности. 

Леве стране њихове можемо написати у ОНОМ облику «ој" имамо -у 

Ојлеровим једнаЧИllама (40), а заједно са условом нестишљивости (44), 
оне ће сачињзвзти систем од четири једначине са четири непознате 
функције Vx , Vy , Vz и р. 

§ 11.3 Еластмчно тело. Апсолутно чврсто тело одредили смо условом 
да се узајамна растојања његових тачзка не могу мењати. Треба сад 

да дефинишемо тело које се може деформисати и које Ье имати особине 

ближе реалним чврстим телима. Какве је природе тело, зависи од везе 
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између деформација делина и унутрашњих сила. Значи, поста.љајуНи 

ове везе, дефиниwемо и тело , јер су онда дате њеГђве н арактеристичне 

особине. 

Како су деформације делина претстављене тензором \jf (12) § 9, а 

унутрашње силе тензором 8 (27) § 10, то би требало у најопштијем 

случају ставити 

\jf = fonct. (8) . 

Међутим, због мзтемаТИЧF{ИХ тешкоhа, морамо да се ограничимо 

на простије случај еве. 3ато ћемо претпоставити да је ова в~за линеарна, 

.а како је реч о тенэорима, ово значи да су компоненте тензора 'v ли
неарне функције компонената тензора е .. Зато немо имати шест услова, 
од којих немо написати само први, служе"и се ознакам а (17) § 9: 

• 

(49) е" = ан Х, + а12 Уу + а" Z, + а,. У, + а,. Z, + G" Ху • 

Ако узмемо да су изрази (17) § 9 вредности величина е,. , значи да 
се заустављамо на случају малих деформација. 

Тело за које взже Y~nOBH (49) зове · се идеално еласшuчно шело, 
а те услове можемо сматрати 1(30 уопштавање Хукова за кона (R. Hooke, 
1676 г .). Према овом експерименталном закону за више тела у природи 

нормални напони сраз."ерни су издужењу (израчунатом оо јединицу ду

жине). Кратко се он формулише oBaKo.ut iensio, sie ујо " . . Коефицијенти 
Q;k (i = 1,2 ... б; к = Ј, 2 ... б) могу да зависе 'од стр уктуре тела и 

уопште су функције положаја делина ' у . телу, но не зависе од деформа

ција и напона. За примену закључака, који се осни в ају на Хукову 

закону, одН. на теорији идеалног еластичног тела постоје и звесне границе; 

на крају § 9 видели смо да се за коначне деформације обра сци компликују. 
Према изразима (49), компоненте тензора деформација хомогене су 

функције компоненатз тензора напона, а ово одговара претпоставци да 

у отеуству унутрашњих сила нема ни деформација, или о Орнуто. Дакле, 
престану ли да дејствују напони у телу, оно се Bpana у неко .природно" 
етање где нема ни деформација. Ово је карактеристи" на особина само 

идеално г еластичног тела. 

Знамо да се непрекидне средине деле у XOMorCHe и хетерогеие, -у 

ИЗ0тропне и анизотропне . Да видимо како се .ове особине могу изразити 

матемаТИЧl(И код идеалног еластичног тела. Ј<оефuцuјенЮU деформације 

Qik зависе од положаја тачке у телу, ако је оно хетерогено . За хомогена 

тела Qlk су константе , . тј . имане свугде у телу исте вредности. Али они 

се мењају ако променимо координатни систем. Коефициј еџата деформа

ције има 36, али се њихов број своди, као што се може доказати, на 

2], ако се претпостави да за кретање идеалног еластичноr теnа важи · 

закон · одржања енергије. Осим тога, разликује се неК«;IЛ Иl{ О врстаанизо

тропних тела, кристала, и, због разних услова симетриј е. опада још број 
• 
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коефицијената а;. који нису једнаки нули. Најпростији је случај ХОМО

гених изотропних тела онај за који се број коефицијената своди само 

иа два. На овом liемо се случају задржати . 

(50) 

Уочимо тен зоре Ф, и е КОЈИ су одређени главним компонентама» 

" о о 
Ф, О " О 

О О " 
, 

Х, О О 

е о х, о 

о о Х, 

УСТО треба Э ll3ТИ положај главних оса одговарајуних елипсоидз. 

ТЈ. на пр. Ојлерове у глове у односу на неки дати триједар оса. 

За иэотропна тела природно је да се претпостави, да се главне осе 

елипсоида деформациј а и иапона поклапају, јер гл ав ни напон, како стоји 
. -

управно на ловршинском елемент у, не даје тангенцијалне компоненте, 

те тако код изотропног тела, услед симетрије особина у овом правцу, 

треба да наступи само или издужење или скраlillвање. 

Дакле, можемо уопште ставити да, место (49), ПОСТОЈе везе 

(51) 

Е, = Ан Х, + . А12 Х. + А1З Ха, 

Е 2 = АВ1 Х1 + Авв Х2 + 'А2а Ха , 

Е, = А" Х, + А .. Х, + А .. Х, , 

и да су коефицијенти А;> за хомогено тело константнн . Нека буде тело 

ИЭОТРОПНО, и нека постоји само напон Х1 • Онда је 

Алн дејство напона Х, мора бити исто у правцима друге и треће 

осе, тј. мора бити [>·2 = Е, те је, дакле, ' А В1 = А 81 ' Над би дејствовао 

само напон Х, = Х" било би "" исто као у првом случају, тј. треба 

да буде А., = АI1 , И сл ично првом случају А" = А". Најзад, за Х, = Х, 

било би А .. = А" , А" = А". Како услови (51) важе ма за I<оје вред
ности нanона, узмимо да је Х, = Х., Ха = О. У сл учају обртног елип
саида напона код изотро пног тела треба да буде о бртни и елипсоид 

деформација. Онда из услова 1::1 = Е2 следује А 12 = А21 I , и на сличан 

начин се доказује да ј е А1В = А о1 , А 28 = Ав2 . О знач имо ли 

А 1 = Ан , А2 = A1k 

услове (51) за изотропно тело имамо у облику · 

" = А, Х, + А2 (Х. + Х,) , 
(52) ' 2 = А,Х. + А.(Х, + Х,), 

" = А,Х, + А,(Х, + Х,). 

i -,:. к, ј, к = 1, .2. З. 

*) теНЗ0р 91 којН има компоненте (17) или (14) § 9 УЭ ll маМ Q место V због' облика 
вез, (49). 



Ставимо 

(53) 
. 1 

А, = 
Е' 

105 

, 

Е ·се зове Уоuпg-ов модуо или модуо еластичносrи, а т је Поа~ 

сонов коефицијент. Ако је само Х, '" О бине Х, = Ео, , тј . величина · 

Е карактерише издужење у правцу прве осе (Е > О) , У исти мах је 
1 f 

' . = ' . = А, Х, = - А. - Х, или, због (53), т = - .2. Издужење дуж 
т t::~ 

прве осе изазива скраliИвање дуж друге и трене ('. < 0 11 '. < О, '. > О) 
и позитиван број т дај е размеру издужења €, и скраh и вања Е, у прав

!ly управном на правцу истезања . 
. И тако имамо ова кав облик услова (52) 

е, = ~ {Х, - ~ (Х, + Ха)} = I;:{ Х, -:- 1 ~ т (Х, + Х, + ХзЈ} , 

(54) ' . = ~ {Х, - ~ (Х" + Х,) } = 1;: { х, - 11 т (Х, + Х, + Х,Ј} , 

.. = ~ {Х. - ~ (Х, + Х,)} = 1;: { Х, - 11 т (Х, + Х, + Х,) }. 

Саберимо једначине (54) и добинемо 

т-2 
е, + Е, + € , = Е т (Х, + Х. + ХаЈ . 

I 

Сваки од ових збирова је инваријанта одговарајунег тензора (§ 0.3) 
и, као што се видн из образаца (9) и (14) § 9, 

(55) Е1 + € 2 + Ез = div 5 • 

Дакле, нађемо ли компоненте Х, из једначина (54) : 

(5б) 
Ет Е т . 

Х, = I + т €; + l + т m_2 d'V5 

и означимо ли са 

(57) Р Е т d' - = - - 'У5 
I + т т -2 ' 

Ет 
l + т = 20 , 

видимо да се тен зар е може претставити каО збир дв ају тензора: 

(58) 8= - РЈ+20Ф,. 

Према томе тензор унутрашњих напона, у случају ИЗ0ТрОПНИХ 

тела, има исти облик као и за вискозну течност (45, 46 § 11 .2) те мо
жемо применити слично расуђивање за извођење вредности величине "6 
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која се јавља у једначини кретања непрекидне средине (31) § 10. Дакле 
бипе (види извођење једначине (48) где се .не сме више ставити да је 

једнак нули члан ~ grad div 5): 

(59) 'i7E>= - gradP+ OL;s + О grad divs, 

јер З3 елзсrИЧНQ тело померање 5 стоји место брзине 1). 

УЗМИМО прво случај равнотеже ИЗ0ТрОПНОГ еластичног тела, а = О. 

Једначину (48) замениле сада ова, због ознака (57): 
/ 

(БО) 

Из векторске једначине (БО) која је основна у Еластостатици, тј. у 
делу теорије еластичних тела где се проучавају њихова стања под деј

ством датих сила кад нема кретања, а = О, МОГУ се лако извести три 

скаларне једначине за пројекције а, v, w· померања S. ОВО су парuи

јалне диференцијалне једначине другога реда, а за њихово решавање 

потребни су још гранични услови. То значи да морамо да знамо вредно

сти померања на граници, тј. на површини тела, а могу бити дате и вред

НОСТИ површинских сила. У овом -случају, и!,,\аhемо на површини тела 

услове (20) § 10 У којима су величине Nx , N y , N, сад задате. Онда 

треба налоне хх, ... изразити помоhу компонената тензора Ф1 и увр

стити те изразе у услове (20) § 10. Добиле се услови који дају везу 

између померања на површини. 

Бројеви 

А= тЕ 
(т+ 1) (т-2) 

и -0- тЕ 
1'- -2(т+l) 

зову се Lame-ове l{OHCTaHTe и оне исто тако карш<:теришу изотропно 

тело као и друга два броја: Јунгов модуо Е и Поасонов КО~фицИјент. 

Потребне претпоставке при извођењу једначине (БО), која важи за 

изотропно еластично тело, биле су: 1) да су дефорыације мале и 2) да 
важи уопштени Хуков закон. Може се развити теорија еластичних те

ла и за коначне деформације (види крај § 9), или за друге функционалне 
везе између тензора напона и деформација, но она he бити много ком
пликованија. 

у Еластокинетици, тј. у теорији кретања елзстичних тела, као што 

се види из једначине (31), треба у једначину (БО) увести члан ра, где 

је а убрзање, одн. други извод 5 по времену. 

Но наша једначина (БО) важи само за мале деформације, тј. мала 

померања. Како ова треба да остану мала за све време кретања, очеви· 
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ДНО је да кретаље може имати само осцилаторни КЗРЗКТt;Р. Означимо ззто 
. д'. 

леву страну једначине (31) са р дl' ' па вемо имати 

(61 ) рl]' + и { 6. + т ~ 2 grad div. } = р ~:~ . 
При решавању проблемА оваквих кретања елзстичних тела, треба. 

опет водити рачуна о граничним површинским условима. На такве про

блеме наи!ш вемо у Акустици. 

§ 11.4 О другим врстама неоренидних материЈадних средииа. Три врсте 
материјалних непрекидних средина, наиме, идеалне и ВИСl(озне течности 

. и идеално елаСТИЧНD тело, не обухватају j~!ll сва могуn'з стаља материје. 
Многе појаве указују на потребу да се створи теорија нових врста не-

о прекидних средина. Ако се зауставимо на течном стању ВИДИМО да, З3 

општији случај, ВИСl(озне течности, унутрс1шње силе одређује тензор 

напона (45, § 11.2) чији је облик сличан облику тензора напона изо· 

тропног еластичног тела (58, § 11.3). Разлика између њих је у томе, 

ШТО су у првом случају компоненте тензора напона везане са изводима 

брзина делива, док су у другом случају - везане са извuдима Ilомерања. 

За течно стање намеће се, дакле, једно уопштавање - случај ЗНПЗ0' 

тропних течности. Теорију ових разрадио је Озен (05ееп). 

Поред споменутих праваца уопштавања теорије идеа;IНИХ елзсrичних 

тела, при којима се могу уочити коначн.е деформације и неки ззко'ни 

који би заменили Хуков, испитују се и други правци. 

Кад се проучавају појаве кретања еластичних тела, утврђују се 

отступања од теорије идеалног елаСТИЧНQГ тела. Ова отступања огледају се 

у томе, на пр., ШТО амортиззције наступају друкчије, а 0130 се сматра 1<30 

резултат дејства унутрашњег трења у телу. На овај начин се уводи, 

дакле, појам виСКОдног чврсшоz тела. Ако се још узме да је тело изо

тропно, онда теНЗ0р унутрашњих иапона, који треба да зависи од беско

начна малих померањз, I(30 идеално еластично тело, и од брзина, као 

вискозна течност, може да се претстави као збир тен:юра (45, § 11.2) 
и (58, § 11.3), тј. може да се стави 

(62) 8= -р*Ј + 2~Ф,(D) + 2GФ,(.), 
• 

где је р* неки скалар, који игра улогу притиска, а поред Ф1 стоји 03Н3КЗ 

(ю) или (.) да се покоже да први пут у Ф, треба увести компоненте 

брзине 1.1Ј а други пут - компоненте померања s:. СрединаЈ одн. тело 

које се нарантерише оваквом особином зове се VOigt-ОВО; у стању равно

теже (1) = О) оно се понаша као идеално еластично. 

Исто тако је од велИ[(е важности т. зв. uласшuчно стање мате

рије. Познато је из експеримената да је при растезању металног штапа 
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његово издужење (срачунато за јединицу дужине) до извесне границе 

сразмерно сили . Али када сила пређе ову границу, издужење нагло 

расте. Овз граница , ОДНОСНО вредност силе, зове се u.очешак раавлачења. 

Метали се развлаче ПОД великим _ притиском, као ШТО су то показали 
Трескини (ТгеБса) е к сп ерименти. Теорија пластичних тела није још до

била коначан облик . Али је Сен·Венан ($1. Vепап!) дао за равнотежу 

без запреминских сила (а = О, В'=О) у случају .. раванских· напона, тј. 
«ада један од глав ни х напана ишчезава, овакве једн ацине 

дХ, + дХу=о 
дх ду , 

Оне следују из (29) § 10. Но за три непознате функције Х, = ј,(х,у) , 

Уу =ј,(х,у) и Ху =Ј.(х,у) треба још једна једначина. Зато се накнад

но уводи услов пдзстичности. Узима се, на пр., да Је Jl3 почетку раз
влачења: 

(Х, - Уу)' + 4X~=4,,·=cons !. 

из разлог:!. на којима се овде ненемо заустављати. За тродимснзионалне 

н апоне, према Мизесовој (Mises) хипотези, треба увести услов 

(Х, - Х,)' + (Х, - Ха)' + (Х. - Х,)' --: cons!. 

којим се одређује почетак развлачења. 

Анализу пластичног стања дали су такође Н. Hencky, L. Prand!1 
и Geiringer. 

Не улазеhи у ову анализу, приметиkемо само да се све више испо

љава чињеница да подела стања материје на чврсто, течно и гасовито 

није довољна. Постоји , и змеђу ОВИХ) читав низ прелазних стањз. 



ГЛАВА" 

АКУСТИКА 

(ЗВУК - ТАЛАСНА КРНАН>А) 

Акустика као наука обухвата све појаве које стој е у вези са зву

ком . Ове појаве можемо поделити у три групе: у прву спадају оне које 

служе као извор звука; другу сачињава простирање з вука у различи

тим >!едијумима; трена се односи на осећај звука . Као грана Теориске 

физике, Акустиi<а се бави појавама првих двеју гру па, трећа група, 

Физиолошка акустика, у коју математичкз анализа не _ може да продре, 

стоји ван њених граница. Откад се успела да се покаже, да тела које 

служи као звучни извор трепери, да се звук преноси кр оз медијум (ваз

дух или друга материјална тела), у којем онда наСТУIlЗ таласно ире .. 
тање, - Акустика је постала део Механике. ПроблеМII Акустике који 

се односе на осцилације материјалних тела у суштини с у проблеми Ме

ханике непрекидне средине која _се може деформисати. Ови последљи 

и~ају ширу област примена, јер се за осцилације које стоје у вези са 

звуком постављају одређене границе, ван којих оне постају нечујне. 

Осим тога, у акустичким појавама играју улогу мале осцилације. Зато 

ћемо овде извести ОПШТУ математичку ;шализу талаСНI1Х кретања. Ова 

теорија може се примељивати и у другим областима Примењене мате .. 
матике; тако на пр_ резултати проучзвзња простирања таласа у мате

ријалним срединама налазе примену у Сеизмологији, где је ово питаље 

једно од основних. Али У овој глави довешвемо таласна кретања у везу 

са специјалним акустичким појавама. 

Но претходно треба да се упознамо са математичким апаратом 

који служи за решавање проблема ове врсте. 

§ 12.1 ПВРИОАИЧИИ процеси. Разне врсте периодичних кретања, која 

с мо проучили у Механици тачке (§ 2.5), претстављају примере периоди
чних "роцеса чија анал иза игра улогу у Теориској физ ици. Специјално 
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акустичке појаве своде се на осцилације материјалних тела. Зато ћемо 

проучити извесне особине периодичних процеса. 

а) ХаРМОllиске осцилације. Са6ирање. Иншерфсреllција. Ле6дење. 
Најпростији је случај т.зв. хармониских осцилација, које улазе у 

низ ЧUСшО uерUОДUЧllUХ процеса, тј. оних где Се у је~Lнаким интервали

ма времена поступно појављују иста стања. Ако, на пр., скалар ·s ка· 
рщтернше ово стање, имамо једнацину (39) § 2.5 иnи другу од ових: 

(1) S = So sin(K/+ Ej, S=80 COS(K/ +,j. 

Бирајуhи поцетни тренутак 10 тако да константа фазе е ишчезне, 

можем о,' увести сем тога , место ТрИГО,нометриских, експонеНЦИЈЗЛНУ 

функцију: ' 

(2) S 
,., 

и=· ое· . 

Овим се у многоме олакшава рачун, но ипак треба, ако проуча~ 

вамо неке физичке појаве, да се на крају вратимо н а реалне величинеЈ 
nOMohy Ојлерова обрасца 

'" / .. к! е = cos к + l S IП . 

Диференцирајуhи двапут функцију (2) видимо одмах да је она 

решење једначине 

(3) d'u • О dt' +ки= , 

. а њен реални (со. К/) или имагинарни (одн. sjn к/ј део бине такође ре· 
шења ове једнацине. У Акустици, случај хармониске осциnације одговара 

ШОIIУ. 

Ако, на ПР., материјална тачка мора да врши истовремено неколи
ко хармониских осцилација, ове се суперпонују тако да се добива 

једна, реэултантна о сцилација. Она може имати разн оврсне облике, јер 

зависи од вредности амплитуда, фреквенција и фаза појединих осци

лација . . 
Узмимо слуцај суnерпозиције двају пери одичних процеса истих 

фреквенција . .појава КОЈа тада наступа зове се UНiIiерференцUја . Нека 

буду 

(4ј Sl=a, COSKI , S,=a,COS(KI+ . j, S =S, + S, . 

Ставимо 

(.о) 

Одавде је 

(6) 
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те Је, према томе: 

(7) S = а cos (кI + 6) . 

Резултантна осцилација је такође хармониска, исте периоде. Њена 

амплитуда има највећУ или најмању вредност за е = 2n1t, одн. за 

"= (2n + I)я 

ако је још а.1 = а2 , ОСЩfЛзције се поништавају. Дакле , ако се супер

пану ју два чиста тона, који имају исте фреквенције (број трептаја у 

секунди "= ~, где је Т периода; а углавна фреквенција је к = 2.v), до
бива се иСти ТОН, који звучи јаче или слабије, што зависи 0 ,1 раЗЛИЈ<С фаза Е, 

Ако су и фреквенције различите, тј. ако је 

(8) S, = а, cos (К, 1 + "'), S. = o.cos (к,1 + С,) , 

резултантно стаље нене бити проста осцилација. У .том е случају имамо 

S = 'S, + S, = а, cos (К, 1 + Е,) + a.cos [к,l + (К, - 1<,) 1 + Е ,Ј . 
И, ако ставимо 

одакле следује 

А, сон, + а. со, [(К. - К,) 1 + Е,Ј = а cos ё , 

а, sjn., + а,.јп [(К, - К,) 1 + 6.Ј = а sjn 6. 

а' = а,' + а," + 20, а.со. [(К, ~ К,) 1 - ", + с .Ј , 
(9) 

tg8 = 

иманемо 

(10) 

о, sjn ", + о. sjn [(К, - К,) 1 + Е,] 
О, сон, + а,со, [(К. - К,) 1 + Е,Ј 

• • 

S = а cos (К, 1 + 6) . 

Но сада су амплитуда а и· .константа" фазе 8 п uстале функције 
времена, и то периодичне, чија је угловна фреквенција К2 - К1 . УЗМИМО 

сад да је ова фреквен ција Ma~a у односу према к" тј . да је периода 

прве осцилације знатно краћа од периоде величина (9). Амплитуда а 
мењаће се пернодички из-међу 01 + а. и 01 - а. I и ова се појава зове 

2я 
леrJдење (дрхшање). Њена периода износи . 

К2 - К1 
На сличан начин може се проучавати супеРПО3Иllllја више од две 

осцилаЦИЈе. 

3адржаhемо се још на случају суперпозиције двеју управнихрсци

лација. Узмимо за координате неке честице: 

(11) х-:, aCOSKI, у = bCOS(K,1 + е) = bCOS(Kt + о), о = (К, - к)1 + 6 . 
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Када је к, = к (б = в), елиминацијом t из једначина (11) добива .. о 

х' 2ху у' 
а'- аЬ cos6 +-ь,=Siп' 6 , 

тј. фамилију елипса. Ако је 6=.=0 или је једнако" добив3No0 две праве 
bx:tay=O (упореди са први .. случај е .. у § 2.5). Али, ако фреквенције 

осцилација (t 1) нису једнаке, место елипсе добивају се ко"пликованије 

криве линије, кој е с е зову Лисажу-ове (Lissajous) фигуре, које се по

казују ПО"Оћу познатих експеримената у Акустици.Оне не бити затв.о

рене криве, ако су периоде Т и ТЈ са .. ерљиве ( на пр. ако се односе 

као 1 : 2 - случај октаве ' у Акустици). 

Ь) Комuликованu uериодични ироцеси. Fоuгiеr-овu редови и иН

iiiегралu. 

Периодичне про .. ене стања, са којима ради мо у Акустици као и 

у другим гранама Физике, МОГУ се свести на ни:'! хармониских осцила

ција помоhу Т. зв. Ф урјеових редова. Нека f(t) буде периоДнчка функ-

ција и Т= 2" њена периода (замено" променљиве t = !.x можемо сваку " . 
периоду 2/ свести на ову); /(ђ некаБЈде, као и њен први извод, непре-
кидна функција у . интервалу (О,2л) сем, .. ожда, за 1{0наЧf!И број вред
дности t. На сваком месту < где функција /(/), и .. а скок узи .. амо за 
њену вредност аритм.еТtlЧКУ сред.нну граничних њеliИХ вредности са леве 

одн. са десне стран-е 

/«)=; [.r(f + О) + /« - О)] , 

/« + О) = limf(f + h) , [« - О) = limf(' - h), h > О. 
h~ h~ 

Онда, као што се доказује у Математичкој анализи, ј (t) може да 
се развије у тригонометриски ред или ред експоненцијалних функција 

~ ~ 

f(t) = L ЬП cos nt + L с. sin п/ 
~ 1 

(12) ао i1lt 
[(/) = L ап е • 

- ~ 

Коефицијенти ових редова израчунавај у се овако: уз .. и .. о прво Оо> 
интегралимо обе стране једначина (12) у интервалу (О,2л) и добинемо 

'Ј" . .. јn! 1 tnt ап i 2 :;;1 а, е d/ = ОП • ~ [е ] = - (е - е") = О 
tn {п ' • • • 
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• 
те Је 

(1 З)' 

2. 

а.=;"ј f(t)dt. 
о 

Да бисмо добили коефицијенте а. и а_п, помножимо једначину (Ј2) 
са е- ј/I !, ОДН. са e'llt, и интегралимо ПОНОВО од О до 2л. На десној страни 

опет ишчезанају СВИ чланови сем 21t'Q4 (или 2м_п), ТЗI(О да је 

(Ј4) 
I -јlll . ј" 

а'=2n ј(!) е dt, 
.0 

,-
Ј ј '" a _ n = 2" f(/)e dt. 

о 

Да бисl't\О нашли коефицијенте bn и СП Ј узмимо эбир чланова са 

индексима П и -п и заменимо, према Ојлерову обрасцу, експоненцијалне 

функције тригонометрискима. Добиkемо 

2. - - 1. · 

,,,' - ,., Ј ј 1 ( 
апе +а_пе = " сооп! f(t)cosntdt +;sjnnt. /(t)sjnntdt. 

(1 5) 

о " 
Дакле је 

,. 
Ь.=а., Ьп = ~ј f(t)cosntd!, 

о 

,. 
СП = ~ ј f(t) " јпп!щ. 

о 

Да смо узе-ли интервал (-", л), онда би то биле границе у горњим 
интегралима. За друге границе интервала променине се сходно овима и 

границе интеграла, које могу да постану -оо и +00 (З3 неку неперио
дичку функцију на пр.). Интеграли овога облика зову се Фурјеови 

интегралн. 

Сваки члан реда (12) претставља хармониску осцилацију. Ако у' 

извесној тачки наступа промена притиска ваздуха, која је фуНКЦија 

времена, и то функција ојп kt, наш осе"ај који јој одговара зове се 

(прости) WOI/. Општија периодичка промена даје сложени ТОН и овај се 

може сматраТИ7 према ономе ШТО СМО доказали, као сложена појава -
као низ тонова који се суперпонују. Тон са најДУЖDМ периодом је ОСНОВ/Ш, 

1 1 1 
а даље иду хармонискн горњи тоцови, са периодама 2 I Ј I 4 итд. ОСИClВ-

ног тона.' Ухо има способност да разликује у СЛDженом тону делимичне 

тонове, тј. поступа на начин сличан ономе који смо пр"менили при ра

стављању сложене периодичке фу~кције у Фурјеов ред. Сваки се ТОН 

одређује са три елемента: амплитудом, која одређује јаЧU1lУ, периодом, 

одн. фреквенцијом, од које зависи ВЙСЙ1lа тона, и фазом. Боја сложеног 

тона зависи само од односа амплитуда тонова који . звуче у исти мах, 

као што то показују е!(сперименти, ма да се за разне фазе при супер· 
• 8 
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позицији добивају разлиqити облици криве и = j(I), ако се ова састоји 
0/1, коначног низа чланова. 

Поред осцилација горње врсте играЈУ У А"устици улогу још И 

амортизоване и принудне осцилацИЈе. 

§ 12.2 Мапа мретан.а смстема ОКО положаја стабипна раенотеЖ8. 

Досада СМО се ::Iадржавали на кинематичком проу ttавању осцилаторних 

појава. Међутим, поред уопште периодичких npOMella стаља, на пр. при

тиска, у Акустицн играју улогу и стварна кретања материјалних тела, 

те стога треба да се осврнемо и на проблеме Динамике у вези с њима. 

А како у акустичким појавама долазе у обзир ма;Је осцилације l.Jестица 

око неког положаја, зауставиhсмо се на т. ЗБ. те uрији малих кретања 

око положаја стабилне рэвнотеже. 

УЗМИМО прво ХОЛQНDМНИ И склерономни систс ,,, п материјалних та

цака, који има к степена слободе. према принципу МОГУПНИХ померања 

(4) § 5, овај -систем ће се налазити у стању равнотеже ако је задовољен 
услов 

:1: 3',6т, = О, 

тј. ако је тотални рад сила на -могуhним помераљима једнак нули. Ако 

су qi генералисане координате, а Qi генералисане силе, овај услов пре
лази (види једн. (22) § 3.2 и даље) у једнаqину 

• 
:1: Q, 6q, = О . 
1 

ди 
Претпоставимо ли још да су силе конзервативне QI = -, прет· 

dq, 
ходну једнацину можемо задовољити, због произвољности МОГУЋНИХ по

мерања 6qi I само онда, ако је 

. {I б) ди - -- = 0 
dq, ' 

ди 
. дq2 '= О, ... I 

ди = 0 . 
dq, 

Ових к једначина су lJ.отребни и ДОВОЉНИ УСЛОВИ равнотеже. Како 

је функција сила и - функција променљивих q" q" .. , q" ИЗ ових усло
ва можемо одредити вредности ових величина које одговарају конфиw 

гурацији равнотеже. Даље је од важности за нас случај стабилне рав

нотеже. Критерију;\1. стаб,IЛНОСТИ равнотеже дао ј е Лагранж. наиме: 

равнотежа неке конфигурације материјалног система је стабилна, ако 

је за њу и максимум. *) 
Увек можемо генералисане координате qi иза брати тако, да у по

ложају равнотеже оне имају вредности q, = q, = ... = q. = О. А како 
је усто - и одређено до адитивне константе (крај § 2.1), ову ћемо иза
брати тако, да за конфигурацију равнотеже буде и = О . 

• ) ДОКЗ3 ове теореме види на пр, Р. АрреlJ. ТсаНе de mecanlque. Т, 11. 
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Конфигурација стабилне равнотеже има ову карш,теристичну осо

бину: ако се тачке CIICTeM3 помере И3 тих OCHOBНlIX положаја на до

ВОЉНО мала растојања па пусте, оне ће се кретати у близини тих 

положаја, тј. координате qi и генералисане брзине остаће мале величи
не (уз наведену претп оставку да су q, = о за ову конфигурацију). Но 

за време ОВИХ малих кретања МОГУ да се појаве и друге силе; зато 

nемо написати Лагранжове једначине ноје одговарају ОВОМ општијем слу

чају (25) § 3.2: 

( 17) 
d д(т+ и) t!(T+lI)_Q .• 
dt t!q{ ~ dqj - I • 

где је QJ * ~ компонента генералисане силе, која се ј авља кад су силе 

неканэервзтивне. Q,* може да зависи од компонензта (јрзина.nри трењу. 
ВИСНQ3НОСТИ ИТД .• Анализа кретања такве врсте упрошkава се када по

стоји извесна функциј а Ф (q. q') чији су изводи по генералисаним бр

зинама једнаки одгов.рајуЂим функцијама Qj*. Ова с е функција зове 

функција расииања. Важан је случај када је Ф квалратична форма 

( 8) I 12 ' 1 '2 , , + ., + 1 Ф=2 cll q, + "2 C" q2 + '" +C12 q, q2 c" q, q. . . . , 

где су коефицијенти CiJ функције координата, а могу бити и константе. 
При холономним и склерономним везама (В. једначине 1 б~21 § 3.2) биnе 
и жива сила квадратич на форма по qj (Ј= ' •... К). јер координате Хј не 
зависе експлицитно од времена, тј. биhе . 

( 19) Т - I ' 2 I _ 12 , , -2Gllq, + 2G .. q, + ... + a12 q, q, -.' . . . • 

где су коефицијенти ај; функције координата. Код ма:IИХ кретања. сваку 

o.~ функција йјј или С' ј можемо развити у Маклоренон ред. Ако се зау

ставимо на малим величинзма другог реда, коефициј е нти у обрасцима 

(18) и (19) БИЂе кон стантни бројеви. Најзад. за мала кретања (qj -
мале величине) растави немо у ред функцију сила 

За конфигурацију равнотеже ишчезавају први чла" и коефицијенти 

код q;. због (16) и nЗљих услова, и тако остаје 

(20) и- 1 ь ' 1 Ь' Ь Ь -2 llq, + 2 .. q, + ... + l~q,q.+ "q,q,+ ...• 

где су коефицијенти Ьјј константин бројеви. Према ономе што Је речено, 

функција сила и (20) имаЂе у близини положаја ста билие равнотеже 
само наативне BpeAH OCTII ; а жива сила (19) остаје уве к позитивна. 

8' 
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Како анализа општег случаја осцилација система са к степена сло

боде наилази на знатне матемаТИ4ке тешкопе, зауставиkемо се на систему 
са два степена слободе. Карактеристичне особине ови х осцилација има

немо и у општем случају. 

Претпоставимо прво да су величине Qj* = О. дllференцирајуli" Т 
" и по односним ПРО>1е нљивима добивамо из једначина (17) систем Ла
гранжових једначина за параметре ЧЈ. и ч'}.: 

ан qt" + а12 q.," - ыl ql ~- Ьа q2 = 0 1 
(21) 

GJ2 11t" + а22 Q2" - ЬЈ 2 ql - Ь22 q2 = О. 

Овај систем од две обичне диференцијалне једн а ч.~llrе са константним 

коефицијентима МQЖf."rtо задовољити стављајуfiи 

(22) q, = А, cos (х! + 'Р), q, = А, cos (х/ + 9), 

где су А1 , А'}., х и tp четири константе. Треба само Н3ћИ одгоsзрајУЋе 

вредности ових констаната . Из једначина (21) И (22) добивамо УСJlове 

(23) 

(24) 

ТЈ· 

(24') 

А, (Ь" + х'ан) + А, (Ь" + х'а,,) = О , 
. 

А, (Ь" + х'а,,) + А, (Ь,. + х'а22) = О . 

Одавде следује да је х корен једначине 

ЬН + х.2ан 
Ь12 + хllа12 

Ь1 ! + x1aa 

Ь22 + xta"!2 
= о, 

(Ь" + х'а,,) (Ь" + х'а,.) -. (Ь" + Х'а,,)' = о. 

Ова једначина llM8 33 х.1 два позитивна корена. Да бисмо 080 дока

зали треба да ВИДИМО, какви услови постоје за коефицијенте ај} и blJ • 

Израз (19) за живу силу мора бити стално позитиван, зато је ан > '0, 
а2, > о· и ан а" - а,,' > О. Како је и < о ма ' за какве вредности Ч, и Ч" 
бине Ь" < о, Ь" < О, Ь" Ь" - Ь,,' > О. Ставимо реда" у једначину (24'), 

на место х9 : О, позитивне бројеве (- ы1) , (- Ь22) И + оо. Према на-
ан а22 

веденим неједначинама, лева страна имаће знакове + ,.-, -, +. Дакле, 
доиста постоје два реална позитивна корена за х.2 , те немо, према томе, 

имати и две позитивне вредности х,1 и ХЗ (сем када је Х1 = xlI). 

Уврстимо сада предности х, и Х, у једначине (23). Јасно је да немо 
ове Јсдначине задовољити, 31<0 ставимо 

(25) V= 1,2, 

гдесу с. произвољне константе (због (24'), друга од једначина (23) по-
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стаје идентична са првом). Због ОВОГ услова можемо написати Опште 
интеграле једначина (21) у облику 

q, = С, (Ь" + х, 'а 12) cos(x,t + '1'1) + с. (Ь,• + х.' а,,) cos (х. t + '1'.), 

(26) q.= _ е'(ы1 + x,'al1)cos(X, t + '1'1) - с'(ы1 + x."al1)cos(x.t + '1'2), 

и четири произвољне константе С1 • С2 • СР1 И <Р2 одредити, У сваком. КОН

кретном случају, из услова у почетку кретаља. 

Ако означимо са Ку и <ру интеграционе констанп:, величине 

(27) "v = К• cos(xv t + 'I'v) v = ] ,2 

зову се нормалне коор;\инате, одговарајуће осцилације - -- главне или соп
сшвеllе, а Ху - соuсшвене фреквенције. Ови резултати I\IOfY се уопштити 
и за произвољни број степена слободе. *) 

• Општији случај имаfiемо, ако узмемо у обзир функцију расипа ља 

(18), која се такође сгюди на збир три члана. Ово l1e uити-змортцзаване 
слободне осцилације. Као што се види из једначина (17), сад треба до
пунити једиачине (21) члановима који се добивају диферонцирањем функ-
ци је Ф. Ако уведемо ознаке: ' 

а12 :а22 . а1 , -Ь12 :а22 = ~1' -Ь22:а22=Ь22,-С12:а22=2Уl1 

(ы1 и Ь22 су негативни), имавемо једначине 

,q/' + 2С1 ч/ + Ь12 ql + a2q2" + 2У2 Q2' + В2 q2 = О , 
(28) 

Ч2" + 2С2 Ч2' + b';!2 Q2 + а1 q,/' + 2Yl q/ + ~lЧl = О . 

Кад бисмо изједначили са нулом ма коју групу од три члана са 

истом координатом q;, добили бисмо једначииу облика (4]) § 2.5, коју 
задовољава функција облика (46) § 2.5, и ово одговараамортизованим 
осцилацијама система са једним атепеном слободе. Меl)утим сад осцила

ције сваке од координата qi нису независне. У овом случају ~MaMO по
јаву која се зове сиревање. Према вредностима коефицијената разлику

јемо три врсте спреззња, наиме: кад је а2 "* О и а Ј *- О - имамо спре· 

зање убрззња, кад је С 1 "* О, c2 ::;t: О, Y2::;t: О, Уl * О - спрезање трења, 

кад је Ь 1 -:::/= 01 Ь2 * О, ~2 *- О, ~1"* О - спрезање СИШI. 

*) Линеарном трансформацијом qli = k ~IiV I1v могу се изрази (19) и (20) свести 

Т ..... 12 и ~ 2 2 2 . 
на облик. = ~ ЧV и = - ~ х.у I1у , где he х.у бити корени Је,;:tначине (24) уопштене 
за одговарајуhи број променљивих (Т. зв. трансформација на гл;нше осе). Лагранжове 

једна чине за llv имаhе облик 

дакле следују решења (27). 
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Елиминацијом једне ОД l{оордината ИЗ једнацина (28) долази се до 

диференцијалне једна чине четвртог реда. Ставимо ЛИ ql = ае'ЈЈ, као ШТО 
смо ТО учинили у § 2.5, добиhемо карактеристичну биквадратну једна
чину. Нека буду њени корени 

(29) 

\{ао и у случају решења (46) § 2.5, добивамо опште интеграле Јед
начИна (28) у облику 

(За) 

- аl! - а2' q, = А,е С05х,I + В,е С05 (х2 1 + '1'), 
-«It -azt 

q,=A,e c05x,I+B,e c05(x,I+'I'), 

а произвољне константе треба, наравно, одредити помоћу почетних услова. 

Периоде појединих осцилација, !Јијом се суперпозицијом доби~ају осци-

лаци)'е (За), Ј'есу Т - 2" и Т -' 2л а због истих коефици)'ената а, И а, 
'-)(..1 2-~' 

У оба израза, амортизација се врши на исти начин. 

Још општији случај - лринудне осцилације имаhемо ако се, сем си

ла које проистичу од функција и и ф, појављују и нове, спољње пе

РИQдичке'силе (в. § 2.5). Појава осцилације такве врсте, чак ако је систем 
само и са два степена слободе, постаје уопште КОМПЛИf(О вана. 

. 
§ 12.3 Звучни и •• ори. Методе са којима смо се упознали у прет-

ХОДНИМ параграфима ОМОГУЋују да анализујемо извесне карактерист~чне 

особине акустич.ких појава. Али ако узмемо у обзи.р 'да у овим .поја

вама играју улогу тела еластична, тецна или гасовита, одговори на 

многобројна питања која се постављају МОГУ се дати само на основи 

Механике ових тела. Како је ова улога двострука, јер, с једне стране, 

тело мож~ да служи као звучни извор. с друге стране, у њему звук 

може се ПРОСТ,ирати, поделићемо и ОДI"оварајуfiа питаља Акустике у две 

групе. Овде ћемо се прво зауставити на постаl-Н<У звука, тј. на осци

лацијама звучних извора. По облику разликоваhемо линеарне изворе 

(жица, шипка), површинске (мембрана, плоча) и запреминске (кубиа 
пиштаљка). 

а) Трансвераалне осцилације жице. Жицом lјСМО звати еластично 

тело врло М:Јла пресека у односу на дужину, које се врло лако савија. 

Нека буде жица дужине 1 затегнута на крајевима. Тада у свакој њеној 
тачки постоји напон. Ако се она Ј1зведе И3 тог положаја на неки начин 

(ударцем или се повуче) па се остави сама себи, настају осцилације. 
ПретпостаВИЋемо да се оне врше у равни. Почетак координатног система 
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Оху ставимо у почетак жице, х-осу дуж саме · жице, у-осу у раван 

осцилација. Отступање (У) сваке тацке жице од положај а у миру бине 

функција алецисе х и "ремека 1: 

(31) Y=Y(X,I), 

која на краЈевима жице треба да задовољава услове : 

(32) У (0,1) = У (1,1)=0. 

Потражимо диференцијалну једнацину коју ће з адовољавати У за 

време кретањз. 3ато уоцимо бесконачно мали лук криве која претстав

ља жицу у деформисащ>,\t стању и претпоставимо да је отступање ОД 

праве толико мало. да се може ставити 

• 

(33) dy t . dx= gа.=sша., 

обележавајуhи са о. угао између дирке у некој таЧЮ1 криве и х- осе. 

у с;вакој тачни жице постоји напон који је, ако се означи са Р ње

гова вредност З3 јединицу површине нормалног пресека, на пресеку q 
једнак qP и усмерен дуж дирке. На лук АВ дејствују , дакле, на кра

јевима А и В, две силе у супротним смеровима (занем арујемо силу те-
. . 

жине КОЈа Је м.ала према напонима, као и промену вели чине напона 

због деформације, која је такође мала величина). Према услову (33), 
пројекција реэултанте ОВИХ сила на осу У је 

р [(dY) _ (dY) 'Ј q dx в dx А • 

И ако је dx пројекција лука АВ на х-оси, занемарују"и при р.з
ВИЈ3ЊУ · У ред првог члана величине другог реда, налазимо да је ова 

. . 
ПрОЈеКЦИЈа 

d'y 
qP dx' dx. 

Маса овога елемента жице је pgdx, р Је 
д'у . . 

густина и д!" Је ЛрОЈекци, 

Ја убрзања. Зато, скративши са qdx, добивамо ЈеднаЧllllУ 

(34) 
д'у р д'у 
dt' =р dr' 

Да бисмо нашли решење ове једнацине која, уз границне услове 

(32), одређује функцију (31), примениhемо Бернулнјеву методу; стави
ћемо наиме 

(35) У = w (x)g{l) =; w (х) е ''11. 



120 

и како, због (32): w (O)g(t) = w (1) g (!) = О, долазимо до услова 

(36, w(O)=O, w(l)=n; 

а, збоr једначине (34), 

(37) 

ако се означи 

(38) к=л{ ~ . 
Једначина (37). слична једначини (3) § 12.1 , има решења е

ј

", одн. 
COSKX и sinKX О). 

Како у мора имати реалну вредност, долазе у обзир само триго

нометриске функције, од којих cos КХ не задовољаl>а први од услова (36). 
Зато, стављајуhи 

(39) w(x)=sinKX, 

видимо да ова функција може да задовољи друrи од услова (36) само 
за дискретни низ вредности броја к: 

(40) кп=лп{~ =nz", 
где је п цео број . 

Ако ставимо лп = Ътvп I имаkемо 

(41 ) 
лп П . IР 
2n Vn = 21 V Р . 

Према томе, одвајајуhи у (35) реални део од имаrинарног, добн, 
вамо да свака од функција 

(42) 

. 2 t· ПП 
У = ап cos Л:Vn SIП т Х I 

Ь '2 .пn 
у = п SIП 1rVrt t SIП Т Х • 

где су ап и Ьп константе, може да буде решење једначине (34) које за
довољава и граничне услове (32). Нађене вредности параметра к (40), 
за које постоје решења диференцијалне једначине складна са граничним 

условима, зову се каракшерисшични бројеви, а функције (42), које слу

же као ОВ31(ва решења и одговарају ОВИМ бројевима ! зову се 1Сара"ше~ 

рисшичне функције дотичне диференцијалне једначине. О') 

, 
'') Функција g (1) задовоља8а једначииу t" + ).tg = О, 1< 30 што се то види непо

средно из (34) и зато СМО директно ставили да је i (1) = е
ј

·М. 
* .. ) С"'У'lзј 08ИХ решења Jl.нферевцИјаnних једначина игра ваЖIlУ улогу у читаВQИ 

низу про6nеыа Теориске физике. 



Но поред граничних услова, О којима СМО вен 110вели рачуна, по

стоје и uочешни услови кретањз. Јер, у почетном трену тку t = О, жицу 

ИЗВОД\МО ИЗ стања равнотеже , тако да добива облик не ке криве у = ч (х) 

у интервалу (01 [), затим је пуштамо, што опет значи да свака тачка 

има почетну брзину у' = р (х), која је функција коорд инате х. 

Како је и збир и зраза (42) са разним вредностима бројева "п , ап , ЬП 
решеље линеарне паРЦllјалне диференцијалне једначине (34), можемо ста-
8ИТИ, у општем случај Уl 

(43) . у = ~ (а. cos 2~vnt + ЬП siп 2~ ".I) sin nl~ х 

и можемо одредити коефицијенте ап и Ьп · тако, да буду задовољени 

услови у почетку кретаља (t = О). За овај тренутак из израза (43) и 

његова И3ВО /1.а по времену, морамо добити 

(44) ~ . П" ( ) 
7апSIП тХ = fJ , х, 

• 

~2 Ь ' ПЛ ' () ~ лvп п SIП Т Х = 1) Х • 

Дакле, константе ап и ЬП треба да буду коефицијенти у ФурјеОВI!М 
редовима у које не се ра ставити фун~ције у = ч (х), у/ = Р (х), (за t = О) 
У интервалу (0,1). У овом интервалу, функције WN = sin nl~ х имају на

рочиту особину, коју немо и извести . Пре свега имам о II'П (О) = W N (1) = О 

за сва~и цео број п, и функција W. је решеље једначин е (37) За Кп = ni~ . 
Дакле је 

wn" + Kn
2 Wn = О и wm" + кш2 Wm = О , 

где је цео број m ::;f; П, тј. Кт * КП. ПОМНОЖИМО прву ОД ОВИХ једначина 
са Wm• другу са Wn• одузмимо И интегралимо у границама ОД О ДО l, и 

добипемо 
I I 

(Кп' - Km') Ј Wn wmdx+ Ј :x(W.'Wm - WпWш') dx = О. 
о о 

Са разлога што су функције W. и Wm на к~аје ви .. а интервала (0.1) 
једнаке нули, други интеграл ишчезава и остаЈе услов 

(45) 

I 

Ј W.Wmф: = О 
о 

за све неједнаке целе вредности п и m. Функције wn које задовољавају 

услове облика (45) зову се оршогоналне.*) Узимају"" у обзир ову осо-

*) Ову особину имај у и НИ30814 ДРУГИХ функција који играју ва жну YJlory У М,н огим 

матеМ8ТИЧКН)( проблемима. 
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бину можемо одреДИТl I вредности коефицијената а, и Ь, из једначина (44). 

б " nл 
Зато тре а да помножимо сваку ОД ових Једнацина с а SlП т Х ,И да иите. 

гралимо у границама од О до 1. Онда ће у редо вима ишчезнути сви 

чланови сем DjiHX са I<оефицијентима ап , одн. bn . И како је 

имаhемо 

(4б) 

1 

f . " пп d 1 
SШ"ух х = ~ 1 

О 

1 • , 

а, =; / 'j(x)Sin п;' xdx, Ь, = 1 I f ~ (х) sin п/л х dx . 
1; VN 

' 0 , 
Једначине (43,46,41 ) дају оецилацију жице за мате почетне и грани

чне у слове, други ,.., ре ч има дају потпуно реш ење по стављеног проблема. 

ОСНОВНИ ТОН добивамо за п = 1, хармониске тонове за п = 2, 3, " . . . 
Али амплитуде зависе, 1<30. ШТО се ВИДИ из једначина (46) од почетних 
услова, - тј . од начин а којим се жица ставља у покрет. Разне БQје тона 

иманемо, дакле, у сл учајевима, када дејствује нека тренутна сила (ударац 

чеки!;а у клавиру или чупање жице), или када деј ствује трајнија сила 

(над се преко жице п ревлачи гудалом или слично). 

В) Лонгиii1удuналне (уздужне) осцилације жuца и шuикu. За шипку 
као и за жицу претпоставља се да је тело једне димензије (разлика је 
у величини нормалн ог пресека: прва има мал и ко н ачни пресек - друга 

је влакнастог оБЈЈика). Код ових тела могу да се изазову не само транс

верэалне Hero и ло нгитудиналне осцилације - уздужним превлачењем по 

њима . Диференцијална једначина осцилација ове врсте може лако да 

ди 
се добије. Узмимо да с у u и u + дх dx померања двају пресека, на ра-

, 

стојању dx један од дру гог. који . с у уједно граllице елемента шипке; 

оса х је, дакле, положена дуж шипке. Дужина ШlIпне је " а њени кра · 

јеви су х=о и x=l. Шипка је иэотропна и има с вугде исти нормални 

прес ек q. Дко занемаримо промене велицине пресеl\3, које не З3 време 

малих осцилација 6ити · мале величине вишег реда, бине напон који деј-

ствује на Пр8И од УО'l е них пресека - E:~q (в. обр асце 52 и даље § 11.3), 

јер модуо еластичности Е карактерише истезање Шl1пке у правцу х-осе, 

а напон је овде негативног смера. У исти мах ћ С на другом пресеку 

(ди д'li ) 
деЈСТВОВ'ТИ на уочени елеменат шипке сила Eq дх + d:i:'dx У ПОЗИТИ8-

д'и 
нам смеру х-осе. Д3I(ле реЗУJlтанта сила је Eq Јх дх" Свака тачка , 
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шипке врши осцилацИје око неког.- средњег положаја х, и има коор-

- . ~x ~ 
динату х=х + И; u=(x,t). Прематоме њено убрзање је щ'. = дl" Ако је 

р густина шипке, а qdx запремински елемент, . биh.е, по другом њут:-

нову закону, 

(47) 

д'и д'и 
pqdx дl' = Eqdx дх' • 

д'и Е д'и 
дl' = Р дх' , 

• 

диференцијална једначина I<ретзња м-а каквог елемента шип.ке, одн. њених 

осцилација. Као што се види, она има исти облик као и једначина (34), 
само ШТО су лонгиту дннално померање ц и Јунгов модуо Е заменили 

транс.ерзално померање у и напон Р. Интеграљење јеДllачине (47) може 
се извести на исти. начин. Треба само повести рачуна о другој природи 

граничних услова у случају шипке. А разликујемо три сл учаја: 1) кад су 
оба краја (као и код жиuе) учвршhена, и = О, дакле, за х = О и х = 1; 
а од решења једнаqине (37) долази у обзир једино функција (39), само 
са другом вредношhу константе к која овде зависи од Е; 2) кад су оба 
краја слободна и на љима нема напона,' те је зато, за х = О и х = ',. 
ди 
дх = О. Косинус је карактеристична функција за овај случај; 3) кад је 

један "рај учвршhен а други - слободан, дакле, на пр. , и = О за х = О 

и ·· дди = О за х =1. Узеhемо да је w (х) = sin кх; тада због другог услова 
х . 

б ПП А . б ди О О О 1 мора ити к = 21' ко Је, U рнуто, дх = за х = ,а и = за х = , 

ПП 
треба ставити w (х) = COS кх И К = 21 • 

у свима овим случајевима осцилације се састоје од основне и 

ни за горњих. Поред ових врста могу да постоје и ШОРSllОllе осцилације. 

Теорија линеарних осцилација проширује се, даље, н а шупље шипке, 

променљива пресекз, саШlјене (на пр. звучна виљушка итд.) 

с) МеМ6раllе и ило че. Мембрана се замишља као орло танак лист 
који, слично жици, задржа ва свој облик (у најПРОСТllјем случају део 

равни) эбоr тога што на њ дејствује нека спољња сила , - на пр. он је 

затегнут дiж свог обода. Код мембране долазе у обзи р, дакле, напони 

који су резултат дејства ОВИХ сила. Нод плоча међутим, као и КОД 

шипке, играју вен улогу величине које зависе од материјала: модуо 

елас.тнчности и торзије и густина. "Мембранаll телефона је према овој 

терминологији, плоча. Мембрана, било цела било један њен део, треба 
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да буде учврш!>ена да би она могла да трепери , о вом чињеницом одре

ђени су гранични услови, који КОД плоче м'огу да се мењају: може да 

буде обад учвршliен (потпуно или делимично) или слободан итд .. Код 

мем6рава и плоча МОГУ да наступе осцилације лонгитудиналне (у ·њихо

вој равии) и трансверзалие (нормално на равни, ОД" . на "овршиии). КОМ

ПЛИКО8а~lИје осцилације имаJ:iемо у случају савијеНIIХ плоча~ на пр_ звона. 

ОграничиJ:iемо се на извођење циференцијалне ,једначине равне мем

бране. H~"a буде Ь њена дебљина свугде иста, а Р !Јапан такође свугде 

исти. Раван мембране, која је дуж обода учвршhена, нека буде раван 

ХУ. а z растојање 1I0ВРШИНС·КОГ елемента dx dy ОД ове равни, када је 

мембрана испупчена. Пустимо ли је затим да осц"лује, би!>е z=z(x, у,/). 
Слично ЖИЦИ, у равни паралелној са равни yz ( п . извођење Једнаци-

d2z I 
не 34) дејствује резултанта РВ dx dy"dy пра вце ,\! z·oce, а у равни 

d'z 
xz : Р б dy дх' dx. Зато је резултанта сила кој е д ејствују на елемент мем-

. бране рб dx dy ( р ј е густина) 

. (d'z d'Z) 
P8dxdy дх' + ду' . 

Његово убрзање у правцу z· осе 
. d'z 
Је д/' И, 110 Њутнову З31<ОИУ. а 

после скраhивања добивамо 

(48) 
d2z д2z Р d2z 
дх' + ду' = Р д/' . 

Тражена функција z, која карактерише м але о сцилације меh\бране, 

треба да буде решење ове парцијалне диференциј алне једначине, уз гра

ничан услов :. Z = О дуж обода мембране (z ј е коначно на слободном 
. . dz 

делу) и уз услове у почетку кретања: за t = О, z = ~ (х,у), д/ = ~ (х, у). 

Као и кад жице решење једначине (48) тражи се у облику производа 

(49) z(x,y,t) = w(x,y)g(/). 

Ставимо ли оваЈ израз у једначину (48), доби~емо да Је 

( d'W d'W). р _g'" (7 _ )..2 
дх' + дУ' . Р w - • ь - - , 

где је заједничка 

Дакле је 

вредност ОВИХ двају КОЛИ4Нl1 ка означена са - :л. 2. 

и 

(50) 

g" + )..'g= о 

јl.l 

g= е . 



• 

125 

Ставимо ли 

(51 ) 
d'w d'w f Iр 
дх' + ду' = 6w, к = А V Р' 

иманемо за функцију w Једначину 

(52) 6 w + K'W = О 

и гранични услов w = о дуж обода мембране. Решења ове једначине 

која задовољавају и гранични услов (карактеристичне фу нкције) постоје. 

НО само за дискретни НИЗ вредности Кп (карактеРИСТИЧНlI бројеви). Врста 

ових функција зависи од облика обода мембране. OnlllTa решења (49) 
добивају се и у овом случају у облику редова у кu ј ш.,а се такођер 
појављују тригонометриске функције времена. 

Осцилације мебране до(5ивају се, дакле, суперпозицијом низ а оеци·· 

лација разних облика. Сличан, но КDмпликованији је слу чај, плоче за 

коју функција z задовољава диференцијалну једначину четвртог реда. 

у оба случаја постоји на површини у сваком тренутну фамилија чвор, 

НИХ линија чије тачке миру ју, а трепере делови мем б р ане и плоче ИЗ~ 

међу њих (Chladni·jene фигуре). 
а неким ЗВУЧНИМ изворима говориfiемо пошто П РОУЧИМО прости· 

рања звука. 

§ 12.4 Т.nасиа Једиачина. Прастира ... ОВЈка. У претходним пара· 

графкма задржали смо се на осцилацијама тела код којllХ играју улогу 

једна или две димензије. а сада немо прени на случај осцилација у не· 

прекидној средини, узимајуl," у обзир све три дим е нэије. Ту I;емо у 

исти мах наnи одговор и на питање о начину простирања звука . 

Мале осцилације у неком еласти'!ном телу су кретања која задо· 
вољавају једначину (61) § 11.3 : 

{ т} д" р 3' + G 65 + т -2 grad div 5 = Р д~~ 

ако је S померање неке тачке. Посматрајмо случај када нема слољњих 

сила. тј. када је 3' = о, и уведимо Ламеове константе (в. § 11.3) 

(53) 

(54) 

А- тЕ 
- (m+ l)(т-2) . 

Тада можемо претходну једначину написати у облику . 

д'5 
Р lJi"= р. 65 + (А+ 1') grad div 5 . 

Нека буду 

div 5 = е . ГО!5 = 2ro . 
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Применимо операције div и rot на једнаЧИIl У (53) и узмимо у об- \ 
зир да се може променити ред парцијалног диференцирања по времену 

и координатама, " да Је div grad е = ~e а го! grad е = о. и доби!;емо 

две једнацине 

(55) 

(56) 

д'е Је + 2р. 
dl' = Р ~e, 

д'w f' 
dl' = 'р 6 w . 

Дакле е и w су решења парцијалне дифереНЦl1 ј алне једначине 'облика 

д'х' 
, дt~ = с2 6х , 

где \ може бити СI( злар е или нектор t1). а МНО ilштељ с2 има РC;l зличите 
вредности у првом , ОДН. у другом случају. 

Уопште је ·\ = X(x,y,z,I). Узмимо спе циј ала н случај да Х зависи 

само од једне ко ордннате, на пр. од х_ Једначина (56) имане онда облик 

(57) д'х д'х - с' . 
dl' - дх" 

Опште решење ове једначине има облИl< 

(58) х =/. (х - cl) + Ј. (х + cl) 

где /1 И /2 могу бити произвољне функције, а тачност ове чињенице 

потврђује се непосредном сменом Х у једначини (56). Најважнија су 

периодичка решења, на пр . 

. x =asinK(x±CI), x =aCOSK(X± cl) . 

Уочимо сад распоред вредности функције Х = ;; (х - сl) у извесном 

тренутку 1=1 •. Вредности Х зависе од х, дакл е мењају се дуж ове 

осе. У исти мах Х имају У којој било равни (х = х,) паралелној Oyz, 
у свима тацкама, исту ону вредност као · н на пресеку са х- осом. З~ 

идуilи тренутак 1, > 1. исту вредност имаllе фун к ција Х на растојању 

Х! > Хо , јер мора бити Х1 - ct1 = ХО - cto. Дакле, померају се вредности 

функције Х дуж х - осе а уједно, према томе. и с једне од поменутих 

Б . .' ~ . 
равни на другу . рзина, ЧИЈИ Је модуо dl = с . ус ,,,ерена Је позитивно. 

Супротни смер овакв"х померања биhе за ФУНКЦl1 ј у Ј.(х + й). Појава 

коју карактерише горњи оБЛИI( функције Х зов е с е раваНСI(И талас. Он 

се простире правцем х-осе а свака ОД помеНУП1Х ра вни зове се таласна 

раван. Таласе других облика проучиhемо доцније. 

Ако се вратимо величинзма е н m и претпоставимо да померање 

5 = иј + vj + wk зави си само од координате х , · има ћемо, ' 

. е = ди 2w = _ dw ·. + д. h 
дх' ох) дх 



Ka~o је сад е решење једначине (57), у специјал"ом случају 

е = а sin к (х - с/) , 

добиkемо интеграљењсм 

(59) и = А со. к (х-с/) , с = ( i' ..,,2'" . 
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Кад би се осцилације у непрекидној средини све :Је само на оваква 

померања паралелна х-оси, тј . у правцу простирања таласа, овај би се 

звао лонгuшудuнаЛllU талас . Ако сам вектор 1)) З3ДQUQЉ3В3 другу од 

једнацина (55), зздовољаване и свака његова компоне tl т а понаособ . Зато 
немо у нашем специјалном случају имати на пр. 

- ~; = Ь' sin f( (х - с, /), ~; = ь sin к (х - с, t). 

Одавде добивамо интеграљењем 

(БО) v = BCOSK(X - с,l), W = B'COS K(X - C, /), С, = {~ . 

Талас у ~ojeM се померања врше у равни нормалној на правцу 

простирања зове се јџрансвервалнu (попречни); брзина његова ПРОСТИ

рања (с, ) разли кује се од брзине простирања JlОНГЮУ диналног таласа. 

До ових закључака дошли смо полазеви од једнацине (53), ноја 
важи З3 еластична тела (чврста). Значи, у средини о ве врсте као и у 

вискозним -теЧИОСТl1ма могуhни су И лонгитудинални и трансверзапнн 

таласи. Ако упоредимо тензоре унутрашњих . напона код идеалне течности 

(33) § 11 ,1 и еnаСтичног тела (58) § 11.3, видимо да се први добива из 

друго г, над се стави да је а = р. = О. А тада ве би т и и с, = О, тј , у 

идеалним течностима могу се простирати само Jlонгитудиналн.и таласи. 

Једначина (5б): 

д'х _ .(д'Х д'Х ' д'Х)' 
(5б) dl' - с дх' + ду' + dz' 

зове се ШQласна једначина*), јер из~есна њена решсња даЈУ таласе, ац 

КОЈИХ смо досада имали само равански талас. 

Да видимо сад дру го' специјално решење, које одговара сферном 

таласу. Претпоставимо да је Х = Х (г, t), где ј.е r = V х' +У' + z' раста· 
Јање од ноординаТНОI ' почетна О и трансформишимо "зраз .с.х : 

.с.х = divgrad x = diV X/ : = х/' + ~ \( ") 
• 

*) једначш{е (34), (-17) JI (48) специјални су спучајеви талаСJlе јеАначине (56). 

**) због div ('Pr) = СР, div r + l' grad ", d!v r = 3, grad х = xr' grad r = х/го. 
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Дакле имамо 

(61) 

Сменом 

(62) 

доби!;емо да је ,') решење једначине 

д',') д'.'} 
(63) д/' = с' дг' . 

Ј{ако је ова истог облика као и једначина (57), мењ?јуhи само озна
ке у обрасцу (58) можемо овако "аписати опште изразе за функ
ције ,') и Х : 

(64) 
• 

,') =/.(г - с/) + I,(г+ с/), 

(65) х =; [.r,(T-СI)+f,(Т+СI)]. 

Функције /1 И /2 могу опет да зависе на произвољан начин од озна
чених аргумената. У сваком тренутку 1 = 1° ма на којој лопти полупреч
H~Ka r = r* са средиштем О, имамо за све њене тачке исте вредности 
функције Х или i1. Видимо уједно да се вредности функције 1. (г-с/) по
мерају у лростору, јер у тренутку 1° + АI оне !;е бити на nопти поnу

пречника г· +. 6.г I ако. ставимо. да је 

(66) Аг = cAI. 

Одавде следује да се сфернu шалас који описује п'ериодичка функ
ција 1, простире брзином с од средишта. О) ОД нарочитог интереса су 

чисто. периодичка решеЊ3ј на пр. 

2~ Г) (1 г\ ,') = а cos к (сl - г) = а cos Т'/ - с = а cos 2л Т - )Ј , 

(67) 

. Х=~СОSf((С/-Г). 

у свакој тачни величине -3 И · Х врше хармони ске осцилације; само, 

док је амплитуда а функције,') свугде иста, амплитуда (~) функције Х 
опада са удаљењем ОД ззједничког средишта лапти . 

1) Функција 1, (, + сЈ) даје таЈЈас који се простире ка средишту. 
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Три израза. које смо написали за функцију It. постају еквивален
тин ако се стави 

(68) 

Т-периода осцилација зове се uерuода шаласа. Ако пођемо од. не

ке тачке М дуж зрака ОМ, имаћемо у извесном тренутку, на расто

јањима п . сТ (п цео ·број), исте вредности за функцију ;; (67). PaCTojaњ~ 
л између две најближе овакве тачке зове се шаласна дужuна. За време 

т простире се, дакле. талас на растојање А. Графички се може талас 
(67) прететавити КОСИНУСОИДОМ У равни (1 • .'}) или у равни (г, .'}). 

Од најпроетијих хармониских осцилација може се преnи на општи 

случај таласа 

(69) ,~= ј. (г - ct) , 

ако се ова периодичка функција растави у Фурјеов ред, према обрасцу 

(12),. где nе се место аргумента t појавити у том случају ct - г (или 

d - х за раван ск и талас). ПРОИЗВОЉIIИ талас настаје, дакле, суперпози

цијом једног, основног, и делимичних (виших) са разним таласним ду

жинамз. 
• 

Поред раванског и сферног таласа лако се може знаЛИЗ0ВЗТИ и 

случај цилиндричног таласа. 

Проучимо још једно решење специјалног облика. "аиме случаЈ ова-
квих раванеких таласа (58): . 

(70) Х = аеоs2л (~- ~) +aeos2"(~+ ~) 

тј. суперпозицију двају таласа исте периоде, једнаких амплитуда, но 

супротних смерова проетирања (закључци ће важити и за функцију i) 

слична облика, в. обр. (64) и (67». По извршеној трансформацији добивамо 

(71 ) 
t х 

Х = 2а ео. 2л т ео. 2л 1:' . 

у тачкама х = ~ (2n-I), где је п цео број, увек је Х = О. Ове тач· 
ке. ЧВ.ОРО8U, не померају се у простору; то је случај т.зв. сшојног таласа. 

Растојаље између чворова једнако је ; . 

Звук се, као таласно кретање, простире у телима разних агрегатних 

стања, а брзина "ростирања зависи од ових стања (В. обр. (59) и (60». 

*) Са ). на почетку параграфа означена ј'е и Lзmе-ова констан.тз, .ЗJlИ исте ознаке 
за ове велнчине свугде су се одомаhиле. 

9 
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Три израза, КОЈе смо написали за функцију Ј , постаЈУ еквивален

тни ако се стави 

(68) 
2" 

кс= Т t , ст=л.*) 

Т-периода осцилација зове се uериода шаласа, Ако пођемо од, не

ке тачке М дуж зрака ОМ, имаl!емо у извесном тренутку, на расто

јањима п, сТ (п цео 'број), исте вредности за функцију i) (67). Растојање 
л између две најближе овакве тачке зове се шалuсна ДУЈКйllа. За време 

т простире се, дакле, талас на растојање л, Графички се може талас 
(67) претставити КОСИНУСОИДОМ У равни (1, ,'t) или У равни (г, Ј). 

Од најпростијих хармониских осцилација може се прени на општи 

случај таласа 

(69) *=/, (г-сI) , 

ако се ова периодичка функција растави у Фурјеов ред, према обрасцу, 

(12)" где не се место аргумента 1 појавити у ТОм случају ct - r (или 
d - х за равански талас) . Произвољни талас настаје , дакле, суперпози

цијом једног, основног, и делимичннх (виших) са разним таласним ду

жинамз. 
• 

Поред раоанског и сферног таласа лако се може знзлизовзти и 

случај ЦИЛИНДРИIJНОГ таласа . 

Проучимо још једно решење специјалног облика, н аиме случај ова

КВИХ раванских таласа (58) : 

(70) ( t Х) (t Х ') Х = а cos 2" Т - л + а со. 2" Т + т: 

тј, суперпозицију двају таласа исте периоде, једнаких амплитуда, но 

СУПрОТНИХ смерова простирања (закључци не важити и за функцију ,'t 

слична облика, в. обр. (64) и (67). По извршеној трансформацији добивамо 

(71 ) 
. t Х 

\ = 2а со. 2" Т со. 2" т: . 

у тачкама ' Х = ~ (2п-l), где је п цео број, увек ј е Х = О. Ове тач
ке, чворови, не померају се у простору; то је случаЈ т.зв . сшојНО2 таласа. 

Растојање између чворова једнако је ~ . 

Звук се, као таласно кретање, простире у телима разних агрегатних 

стања, а брзина I1ростирања зависи од ОВИХ стања (в. обр. (59) и (60» . 

• ) Са "на nоч.етку параграфа означена је н Lame-os! кон стан та, ,8.11Н исте ознаке 

З8 ове величиltе свугде су се одомаhиле. 

9 
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Ако се зауставимо на случајевима течtJости -и гасова, иманемо lIОНГИТУ
ДИl1алне таласе. 

Да бисмо наШШi брзину простирања ових тала с а, напиuIИМО при

ближне једначине за мале осцилације у течности, сматрајуhи да се 

брзине дели"а толико мало мењају да члан (u'V) u У изразу ~~ (види 
извођење Ојлерових једначина (40) § 11.1) можемо за немарити, - и да 

вредност густине р осцилује у свакој тацки око средње вредности Ре. 

Не обазиру"и се ни овде на спољње силе (3' = О), имаhемо место 

Једначине (35) § 11,1 

(72) 
д» 1 
дt = - pgradP , 

Ставимо ли ЈОШ 

(73) р = р,(l + о), 

где је б = О (х, у, z, t) мала величина , и занемаримо ли у једначини (37) 
§ 11.1 чланове вишег реда, добиhемо 

(74) до d ' О 
дl + 'У D , ; 

а из Једнацина (74) и (72) следује 

(75) 
д'о 1 
дt' = div pgradp, 

Густина је функција притиска те, обрнуто, можемо, због услова 

(73), ставити р = q' (о) и gradp = <р' grad б, За изотермичке и адијабат
еке појаве важе закони (§ 14 и (41) § 16) 

р = : : р = р,(1 + о) (Boyle-Магiоttе-ов закон) 

р = р, ( =ЈУ = р,(1 + а)У = р,(1 + уа), 

где смо ,са pr:: означили средњу вредност притиска, а са у = Ср: Су - 1<0-

JlИЧНJtК специфичких ТQплота при сталном прити ску, ОДН. залре,'".ИНН. 

Ови обрасци дају 

, , 
ср = РС или ср = рс у I 

И , ако се у једначини (75) стави Рс место р, добива се таласна једначина 

(76) . ~~ = ,,"div grado = ,,""' о , 
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Брзииа простирања таласа бине 

а = v р, (Њутнов образац), 
. р, 

·a~ ~p, = (Лапласов образац). 
р, 

Први даје брзине које се подударају са експерименти .. а са течно
стима, но ои не важи· за ваздух. Други даје за ваЗJlУХ у = 1,14 и 

а = 333,2 .!!!.. - дакле вредност скоро једнаку експерименталној.") 
sec 

Таласну једначину извели смо из претпоставке да су амплитуде 

осцилација мале. Има међутим појава, на пр. при е кс пл озији, кад овај 

степен апроксимације није довољан. У таквим случај св има треба поtш 

од других, компликованији х једначинз. ИСТО ово важи и када се узимају 

у обзир унутрашње трење у течностима ИЛИ гасови ма, које је иначе 

врло мало, или трење на ЊИХQВИМ заједничким гр"аницама са чврстим 

телима. 

Увођењем нових услова о простирању звука долази се, теориским 

путем, ДО објашњења читавог низа познатих појава: 1) кад се звучни 
извор приближује посматрачу тон се осепа као ."ШII (када се извор 

удаљује - као нижи) - Доuлеров UРU1ЩUU; 2) појава "ilбијања; З) пре
ламзња звука; 4) дифракција. Но на овима се овде нећемо заустављати.··) 

Питање звуцних тродимензионалних извора, као ностанак звука и 

осцилације ваздуха у С8иралама разних облика, сводu се такође на 
• 

решавање таласне једначине, коју треба да задовољи величина која 

служи за описивање појаве, на пр. потенцијал брзина, но при том треба 

узимати у обзир разне граничне услове, као на пр. у слов да нормална 

компонента . брзине на зидовима свирале треба да буде једнака НУЛИ, 

ИЛИ услове на отворима ИТД. ***) 

.. ) треба само имати у виду ' попрзвку због утицаја темпера туре . 
•• ) види на пр. Н. Backhaus: Sсhwiпguпgеп rllumllch аusg~dеhпtеr КопНпца у 

Handbuch d. Physlk В. VШ. Akustik. Berlin 1927 . 
••• ) види .,ланак А. Kaliihne: Schallerzeugung mll mесhl\ пlс!lеп Milteln. Hdb. d. 

Physlk. В. VIII. 

9' 



ГЛАВА !II 

ТОПJlОТД 

у Математичко:-физичкој акустици, са чијим СМО се основама упозна

ли у претходној глави, теорија оперише са појмовима Механны:е полазеhи 

од основне чињеНlще да се постанак звУ.ка (ван б ина које га осена) и 

t?erOBO просrирање своди на осцилаторна кретања . У другим гранама 

Физике _ треба одмах од почетка увести нове појмове и нове з}(сиоме .....:. 
чиљенице карактсристичне за појаве те врсте , појмове које . у прет

ходним rpaHaMa још нису били потребни. 

§ 13 Основне ЧИЊВННЦ8 и В8nИЧИН8. При ДОДIIРУ са разним телима 
можемо осетити разлике у ЊИХО8НМ стањима која кзрактеришемо ' ре

чима: хладно, млако, врупе ИТД. Овз стања Завима fliОUJlошн.а сшања 

а особину тела (ноја, Hapa~HO, не зависи од наших осећаја) - шоuлоiiiо.м. 

Проучавањем ове особине, КЗ0 и закона којима се покоравају · - њене 
промене итд. бави се Теорија топлоте. 

Низ питања из Теорије топлоте налази одговор при феномено~ 

лошком проучавању~ l{ад се из основних чиљеница, без накнадних ХИ~ 

потеза о структури материје, изводе закључци матемзтичким путем . 

Такав је део Теорије топлоте који се зове теорија провођења топлоте. 

Али се велики део Теорије топлоте обрађује на основи атомске хи· 

потезе. 

Прва чuњенuцй. Ако се систем тела ~Hja су топлотна стања била 

различита обухвати покривачем - телом чије се топлотно стање не м.ења 

и које не ироиуиаl1а топлоту, после извесног времена можемо да KOH~ 
статујемо · да се сна тела у унутрашњости налазе у нстом топлотном 

стању. Дакле, топлотна се стања мењају И, под извесним околностима, 

теже изједначењу с обзиром на ону особину која се примену је пр" 

додиру. Ову чињеницу објашњавамо претпостапком да се врши ире

ношење топлоте. 
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Друга чuњенuца. Као што показују експерименти, постоје три 

начина преношења ТОllлоте, који се зову: радијација, конвекцuја и 

ирово&ење. 
Разликујемо тела хомогена и нехомогена •. И30ТРОШl3 И аНИЗ0ТРОПНЗ. 

За низ нехомогених тела важи још и шреАа чиљеница (ако се искључе 
извесне xeM~CKe, радио активне и др. појаве): унушрашње стање тела не 

меља се или се врло мало меља, ако променимо запремину тела или 

његово топлотно стање. Смисао ове чињенице, коју је тешко преци'зи

рати и за коју је тешко поставити све МОГУћне граниuе у којима важи, 

лежи у. томе да скуп особина тела, на пр. механичких, који ЧИНИ ње

ГОВО "унутрашње" стање не губи своје карактеристичне одлике при 

уоченим променама. Н~lже ћемо се упознати и са низом појава чији је 

ток друкчији. 

Ако је дошло до изједначења стања тела У. систему. другим ре

чима, ·ако се овај систем налази у равношежu, и ако ставимо између 

два дела бес коначно танку преграду која такође не пропушта топлоту, 

стање се неће променити ни у једном делу. Дакле, према овој чешвршој 

чuњенuцu можемо, стављајуhи претходно поменуту ·преграду, отстра· 

нити један део, и стање другог се Hehe променити. Приближно стање 

тела у некој тачки зависи само од најближе околине . 

За одређивање топлотног стања потребно је да се уведу величине 

које га могу карактерисати. Промену извесне особине тела која је веЗана 

за промену топлотног стања узимамо прво за основу illерења. Познато 

је из експеримената да се при эагревању тела уопште љегова ззпремина 

повећава (иеши чuњенuци, изузетак: вода у размаку од 0-4'С). Узи

мајуни у обзир прву и пету чињеницу можемо "конструисати" (тео

риски - зам~слити) справу чије Ђе промене запремине послужити за 

карактеристику топлотног стања - термометар. Величина која се јавља 

као резултат оваквог мерења топлотног стања, а која даје извесну по

ступност у стањима зове се шеА/иеришура (по Целзиусу: О' у леду који 

се топи, lOO~ - У води која ври под ваздушним притиском од 760 Г(lт; 
- 2730,2 - тачкз која се зове аuсолушна нула, најзад, аiiСОЛУШllа шем

иерашури је она температура која се мери од ове тачке). При кон, 

струкцији термометра са живо~, и уопште са течностима мери се ду

жина стуба живе; у основи овога лежи, дакле, претпоставка да је та 

дужина пропорционална температури. Међутим, са овим начином је 

скопчана једна тешкоћа, јер запремина тела није линеарна функција 

температуре. Зато се; за тачнија мерења температуре, узима у обзир 

Др}'га особина. која се појављује код гасовитих тел<Ј.: повеЂање при

тиска при константној запреМИНИ Ј које је везано за повиwавање тем

пературе (гас ни, хеllијумов термометар). Притисак није увек иста функ

ција запремине (шесша чuњеlluци, која ће даље играти · улогу при по

стављању т.зи. карактеристичне једначине). Према првој чињеници, два 
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'ела (с"стема) КОЈа су у поцетку имала разне температуре (Т1• Т,), 
I мэfiе после извесног времена, за које се вршило преношење ТОПЛQте, 

,сту температуру Т,. Али температура није сама довољна за карак

'ери стнку iОПЛQТНОГ CTa~a. Ако се неколико ра ЗНI1Х тела ,исте масе, 

: агреј аних до исте температуре, доведу у додир са другим телима јед

Јаких стања (на пр. спуштају се стално у исту I( ОЛИЧИНУ воде, загрс

ану до одређене температуре, различите од њихоое ), после успостав

ьања стзња равнотеже њихове Ђе температуре бити: различите (седма 

lUњеница) . Ако ПЗI( загревамо иеI{У масу, па заТII ."'- ПОД ИСТИМ окол

!Остима загревамо двоструку, троструку итд. масу, видеhемо да је по

'ребно два, три итд. пута више времена него ли у првом случају, да 

ји се ове масе загџејале до ис~емпературе (осма чињенuца). Последње 
~Be чињенице могу се растумачити тиме ШТО се сматра да са једног 

гела на друго прелаз и извесна количина. iliоuлоше. У овоме претпостав

о.амо осим тога да се при ИЗЈеднацавању температу ра двају тела одр

!Кава оuшша каЛUЧUUQ шоилоше (r uрешuосшавка). 
Ознацимо са "Q КОЛИЧИНУ топлоте коју маса т добива када се 

гомпература iI повепава за "iI. Између колицине топлоте t>Q и тем
пературе 6-3 могли бисмо поставити пронзвољну везу, али се пока· 

зу је за многе проблеме Теа'рије топлоте као довољна линеарна веза. 
Ставимо на основи овога и поменуте две чиње нице да је (11 uреш

ilосшавка) 
, 

(1) и.Q=сmи.iI , 

где ј е . коеФИЦИ .iСНТ пропорционаЛНОСТ}I с константа, која зависи ОД врсте 

материје. Тај коефицијент се зове Сilецuфuчка шоПлоша и једнак је ко· 

ЛИЧИНИ топлuте, потребној да се маса од 1 gr. у о\!сне ' супстанције за· 

греје за 10. Та4нија мерења ПОl<азују да је специфичка . топnота функ

ција температуре 11 , с пецијално у случају гасова, зависи и ОД других 

величина, на пр. 0:\ запремине и притиска .. 
Количина топлоте је друга величина потребн а З3 карактеристику 

тоhлотног ста ња тела. За свако тело ј е, дакле, l::Iезана извесна коли

ч.ина ТQплоте . За јединицу количине топnоте узим а се она која је по

требна да се 1 гр. м воде за греје од 14,50 до 1 5.5"С и зове се .мала 

или грам-калорuја (З3 друге температуре количина топлоте која служи 

за загревање исте кол ичине воде за 10 мало се разлинује ОД ове). Ве. 
лика калорија ј е једнака 1000 малих. 

§ 13.1 ПР0801јеЊ8 ТООПОТ8. ОД три начина пр еllошења топлоте про
у'шfiемо прво провођење. које се према енспеР~lмёнтаnним подацима 

констатује у тели,,,а или при додиру разних тела , при чему се види да 

температуре раЗНI-IХ делова Једног тела, одн. раЗIIИХ тела. теже да се 

иЗједначе. Топлота се преноси од места са ВИШОМ температура м ка месту 
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са нижом температуро.м (девеша чuљенuца).·) И како је ова појава слична 

ТОКУ течности, то се ,н ДО данас задржала терминологија која води по

рекло од хипотезе да је топлота нека врста супстаllце, без тежине, 
која се налази у сваком телу. Звали су је флогистон . При провођењу 

она тече из једног тела у друго ", када нема нових извора количина 
топлоте које бисмо могли уочити, она се не ствара и не губи. Зато 

девету ЧИIt!еницу формулишемо овако: топлота тече од топлијег места 

ка хладнијем. Према првој претпоставци љена општа количина остаје иста. 

у сваком телу имамо поље температуре, јер она се . уопште мења 
ОД једне тачке до друге, а зависи наравно и од времена. Дакле темпе

ратура је ~ = ~ (r ,1); ако је r вектор положаја уочене тачке,. или 

~ = ~ (х, у, z, (). Поред еквипотеНЦИЈалних, тј. uзошермних површина 

уочимо вектар 

(2) D = - 'Kgrad~ 

који немо звати шОК ШОllлоше. 3а ' ИЗ0ТРОПНО тело сматраћемо да је 
к скалар, за анизотропно к је симетрични тензор. Нека буде dj повр
щински елемент ма у којој тачки тела и П правац нормале на њему. 

Означи мо управљени површински елемент са df = djn, са ~i. количину 
топлоте која протиче у јединици времена кроз елемент dj, 11 претпо
ставимо да је 

(3) ~; = - K(grad~dj) = (Ddj) 

(заједно са претпоставком о природи величине к - 111 uрешйосшавка). 
у И30ТрОПНОМ телу топлота тече, дакле, у правцу grad -3 ИЈ као ШТО се 

лако види из једначине (3), модуо тока топлоте даје ону количину то
плоте која у јединици времена протече кроз јединицу изотермне повр

шнне. Скалар к зове се коефuцuјенili uроводљивости. 

Нека буде F површина која обухвата запремину 

извољну, у унутрашњости тела. Ако је df усмерено у 
нормале 11. количина топлоте која утиче у 

времена услед провођења бине 

Q, = - Ј Ddj. 
F 

(4) 

запремину 

V, уопште про
правцу спољње 

V за јединицу 

Да бисмо обухватили општији случај, претпоставимо да се у за

премини V може стварати топлота (на пр. хемиским: или електричним 
путем). Означимо ди са q* количину топлоте, израчунату за јединиuу 
---

.. ) Clausius_OB постулат (npBII део) . 

• 
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времена и јединицу запреми~е, која одговара овом начину. Укупна ко

личина толлоте која не се ПОЈавити у эапремини V бмне тада 

Q = Q. + jq'dV, 
v 

или, пошто се израз (4) по Гаусовој теореми може претворити у запре

миНСКИ интеграЛЈ 

(5) Q= J(Q'-diVD)dV. 
v 

Претпоставимо да дов.едена ТОПЛQТ.а иде искључиво на ПО8ишење 

температуре (ЈУ uреШUОСi11авка) и израqунајмо везу између њих. Доводи 

ли се за јединицу времена у елемент запремине d V количина топлоте 
dQ, за време dl она he бити dQdl и, ако је р гycТljHa, а маса тог еле

.мента т = р dV, с специфичка топлота и d~ ОДI'оварајућа промена 

температуре, биhе, према обрасцу (Ј): 

dQdl = cpdVd~. 

д~ 
0знаqимо са д{ промену температуре у Јединици времена, јер се 

положај делиhа при уоченој појави не мењз, па ћемо имати 

Q = Ј dQ"::" Ј ср :~ dV= J(Q'- divu ) dV. 
v , V V 

Како су последња два инт.грала Једнака ма 3а какву запремину, 

мора бити 

(6) 
д~ . 

ср дt = Q* + div (К grad -5) , 

где смо сменили вектар u његовом вредношћу (2). Ако је тело И30ТрОПНО, 

тј. ако је к скалар, можемо написати једначину (6) у облику: 

(7) 
д,~ . 

ср дl = q' + к d,v grad Ј + (grad -5, grad К) . 

Ако је к константно, тело је хомогено и имамо 

(8) 
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Најзад, ако се зауставимо само на .пОЈави провођења, треба да 

ставимо q* = О. Означи мо са а1 =..!!..... Т.З8. коефuцuјеllШ uроводљuвосшu 
ср 

шемuерашуре. Оида немо · добити из једначиие (8) 

(9) 

Температура <1, као функција .положаја и вре .. ена , ,МР а за npoBo
ђење топлоте у И30ТрОПНОМ XOMoreHOM телу, у којем се не ствара и не 

губи топлота, бити решење ове парцијалне диференцијалне једначине 

другог реда. Ова. Фурјеова једначина припаДа врсти параБОЛИЧК~Х јед
начина. 

Али за одређивање функције <1 у сваком конкретном проблему. тј. 
да би се видео начин провођења топлоте у 'неком датом телу, потребни 

су накнадни услови. Очевидно је да, пре свега, треба да знамо почетни 

распоред температура у телу. тј. вредност функције ,~ у свакој тачки . 
за дати тренутак 1 = 1, (1l0чеiiiНu услов): 

(10) {) (х. У. z, 1,) = F(x. У. z) • 

где је F дата функција. А потребни су ОСИМ тога и гранuчнu услови, 

тј. они који владају на површини додира двају тела или на слободној 

површини тела. 

Ако се два тела, разли~итнх температура ""1 и ,,'}2. доведу у додир, 

на заједничкој површини наступи!!е скок температуре. Но после изве

CHor времена, услед провођења, успоставиfiе се непрекидни распоред тем
пературе, и на површини додир~ бине "1 = "31 (У йрешuосшавка и први 
гранични УСЛОВ). Претпо.ставимо да се на површиии додира не ствара 

топлота и конструишимо. на њеном еЈЈементу df бесконачно. мали цилин
дар чије не основе ле;кати у првом, одн. у другом телу. Нека буду: 

п јединични вектор спољње нормале првог тела, h висина цилиндра 

коју можемо узети тако. да буде бесконачна мала веЛlIч:ина· којег било 

8ишег реда, 1,)Ј и 1,)2 ТОI<.о.8И топлоте · у првом, одн. у дру гом телу. l{оли

чина топлоте која истиче из уоченог цилиндра. према о брасцу (4). дата 

је изразом Ј п df а једнака је нули због учињене претп о ставке. Како се 
про.тицање то.ка топлоте кроз омо.тзч цилиндра може занемарити, остане 

само ·протицање кроз основе, Тј. 

(u, df,) + (п, df,) = - (п, п) df + (п, п) d[ = О . 

Ако СУ К1 И К2 коефицијенти проводљивости, им.аhемо, дакле, 

(11 ) ", (grad 3, п) = K,(grad <1, п) или 
д~ , д3 .. 

К1дп =К2дn " 

тј. нормалне ко.мпоненте токо.ва топлоте једнаке су на "овртиии доди

ра (други граиичии услов). 
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На граници тела можемо даље разликовати услове две . врсте: при

родне и С[lецајалне ноји се, на пр., стварају у нароцитим експеримен

тима . За прву врсту, када се уопште топлота кроз границу преноси 

провођењем и зрачењем шта више и конвенцијом, ако се чврсто тело 

н алази у течности ИЛ И гасу. не постоји егзактни ззкон, НО се узима 

приближни - Њутнов. Количина топлоте коју по вршински елемент df 
губи (кад је температура спољњег простора ,~. "нжа од температуре 

тела) за јединицу "ремена дата је изразом a (lJ- ;J , ) d!; а се зове кое

фuцuјенш сиољње uРОВОДЉUВОСШU. Како нормална компонента тока то

плате .даје ону КОЛИЧИНУ ТОnЛQте која се преноси l<рОЗ Јединицу површи

не, можемо ставити -

(12) 
. д3 

U.({)-~.)=-K
аП 

или 

ако се температура мери од тачке IJ. (десеша чuњеН1ща) . Специјалне усло

ве имаhемо, када се температура на граници одрж~ва на неки начин 
као одређена функција положаја и времена, или када се регулише ток 

топлоте, тј. на граници је 

(13) 

(14) 

, . 
д3 

или Ь) к дп =Лх, У, z, t) . а) · ,'I -c- <p(x,y,z,t) 

Ловршинаје адuјабаiiiскu uволовU/1il, ако је 

дIJ 
к - =О. 
дп 

ЗО8ИМО хомогеним условuма оне где сваки члан садржи темпе

ратуру или њен и звод, на пр. (12) и (14); услови облика (13) биkе не
хомогени. 

Докажимо сада да једначина провођења топлоте (9), уз дате по
четне и граничне услове, има једно решење. Дакле за потпуно решење 

проблема провођења топлоте у неком одређеном телу потребно је да 

знамо ове услове, поред, наравно, и ОНИХ ПОД кој има важи једначина 

(9). Слично формулисање проблема имамо и у ДРУГ IIМ гранама Теориске 

физике где се јављају парцијалне диференцијалне једначине. 

Пре свега се лако види да, ако су -31 И ~2 два р азличита решења која, 

поред диференцијал не једначине, задовољавају иехомогене услове (13), њи
хова разлика {ј = ~J - {}Ј! задовољава услов (14), а ОСИМ тога је за по
четии тренутак 1= 0, и ,'1 =0, јер је онда IJ, = ,1, =F(x,y,z) (10). 

У Грииову обрасцу, (33) § 0.2, 

Ј W6UdV+ Jgrad WgradUdV= Ј W (gradUdf) 
v v • 



ставимо 

W = d5 
дl ' 

И= а'~ . 

З бог граничног услова (14) биие 

д ~ . 
grad a'~ df = а' - df = О 

дп 

Дакле Је 

fд Э Ј д~ дl a'6~' d V + grad дl grad а'М V = о 
. v v -

Или, због једначин е (9) и трансформације : 

. дђ I д 
grad д! grad ђ = 2 д! (grad ,';)' , 

имамо 

fe~)'d v + ~'f :t(grad~)'dV=O , 
v v 

з, после интеграљења по времену, 

I 

Ј dt Ј (~~)' dV + a;f(gradiJ)'dV= О 
о у- v 

l{ако су интегранди позитивни бројеви мора бити 

.д!} 
• 

дl 
о , grad iJ = О тј . . дЭ =д,'; = дЭ = 0 

дх ду dz . 
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Дакле ,') = const. и, како је у почетном тренутку она била једнака 

нули, yв~K је "1 = 32 , тј. постоји само једно решење . 

Једначиназа пров ођење топлот.е је линеарна и зато има следеllе 

особине: 1) ак о су ,';, 11 ,'}. два њена решења која задовољавају исте 

хомогене граничне услове, на пр. (14), и функција A{I, + В,'}.' где су 

А и В произвољне константе, решење је једначине (9) уз услов (14) ; 
2) опште решење (интеграл) једначине (9) .за нехомогене гракичне услове 

једнако је збиру њеног партикуларног интеграла за нехомогене грани

чне услове - и општег решења за хомогене граНИ,чне услове. 

До"аз првог става је очигледан;други се доказује овако. Узмимо да је 

u.~, ,. 
дl = а 6v, , д3, = '6ђ 

д! а • и К::'=Ј. 
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Функција ~ задовољава онда једначину (9) уз успов (14). Према 
томе, ако је ђ опште решење једначине (9) уз хомо ге ни гранични усло в, 

и ако СМО нашли лартикуларни интеграл -31 уз нсхомогенн услов, 

""2 = "" + -31 БИће ОПШТИ интеграл уз нехомогени У СЛОВ. 

§ 13.2 Специјапни про.пе .. и nрово1јања топпоте. а) Стацuонарно 
сПiање имаfiсмо 31(0 температура не зависи експлицитно од времена, 

ТЈ. ако је ~~ ~O. Једначина (9) постаје под тим условом ЛаПЈ/асова 

(15) 

и НИЗ проблема про в ођења ТОПЛQ.те решава се уз дате граничне услове 

ПОМОћУ ове једначи нс. Као ШТО hCMO даље видети, - има проблема из 

других области Теор иске физике који се своде на исто математичко 
формулисање. За уп ознавање са заједничким наЧИllOМ решавања овог 

низа ПРОбпема yn ykyjeMo на курсеве Математи""е анапизе (на пр . 

Е. Goursat) где је I1 злагању овога пи.тања .f:J,3TO пите места, 
Овде ћемо се зауставити ca~9 на специјаЛНО,"l решењу једначине 

(15) које смо добили вен у §О.4, образац (65), у ОГlштем обпику. Узима· 

јући у обзир то решеље, можемо .ставити у сл учају једног дзвора 

топлоте у који ћемо сместити координатни почета к 

(16) 
. q 

~ =.,-"--
4""г ' 

где Је q", константа , а к, као и раније. коефицијент нроводљивости . Онда 

добивамо /lз образаца (65-69) § 0.4, а с обзиром на услове (2) и (4), 
где треба променити знак, да ' је q она количина тонлоте коју даје извор 
за јединицу времена, т.зв. U8дашносш И8вора. Изотермне површине 

,'} = const. ипи, према обрасцу (16), r = const. припадају. фамипији кон, 

центричних лопти, а векторске линије у пољу тока топлоте D су зраци 

који попазе од извора. Променом знака q добива се понор . 

Ако имамо Вllше извора чије су издашности qi , вредност темпе
ратуре у некој тач'(и М би"е 

(17) 

где смо са '1 означили њено растојање од ј-тог извора. Још ОПШТИЈа 

решеља једна чине (1 5) можемо наhи ако узмемо непрекидни низ извора 
дуж неке линије, на ловршиии ИЛИ У неком делу простора. 

Ь) Прово~.ње iiiоuлоiiiе "РОд лоuшу. Уочимо испочетка изотропну 
хомогену лопту у којој је температура функција само растојања од сре: 
дишта и времена ~ = ,'} (r,I). Ово би био, .на пр., спучај извора у сре· 

дишту лопте, у. к ојој је испочетка био такав paC Гlopeд температура и. 
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према томе, у свима тачкама на површини била једнака температура, или 

на пр. случај једнаког загреваља ИЛИ хлађења на целој првршини, ако су . . 
усто изотермне површине у поqетном тренутку 'биле лопте концентричне 

са површином тела. Фурјеова једначина (9) упрошhава се у . овом случају 

слично таласној једначини (види обр. б 1-63 § Ј 2.4). Имамо . 

. д'-' 2 д3 
6,~ = dlV grad -' = дг' + r дг 

и сменом 

(18) 
1 . 

-'(г, t) = - ~ (г, t) 
г 

долазимо ДО Једнацине 

(19) де • д'Э 
dt.=a дг" 

Потражимо партикуларни интеграл ове Једначине у облику 

(20) . 9 -:- тЏ) р(г) . 

Из Једначине (19) добивамо 

1 d< ' а' d"p 
т dt = Р dr' ' 

где су изводи постали обични, јер свака од функција < и р зависи само 

од једне променљиве.· Како сваки од два израза у претходној једна

чини може да зависи само ОД једне промеНЉНl~е, и то пева страна од 

t а десна од р, ОВ3 једнацина је могућна само онда, 31<0 се ОВИ изрази 

своде на једну константу. Означи мо је са - )...!а2, па ћемо имати 

(21) 

Одатле је 

(22) 

dr = _ л.'а'dt , 
т 

d"p ,О О 
d

• + л-Р = . 
г-

_1.~aZt 

«1)= е . , 

а друга од једначина (21), која је исте .врсте. као и (3) § 12.1, одређује 
р као експоненцијалну или тригонометриску функцију од г. 

Узмемо ли општији случај, када температура при провођењу то

плоте кроз лопту. зависи од три сферне координате г, '1', t и времена 

(23) 

тада је потребно прво да нађемо израз за 6-' у овим координатама. 

Но ми немо ову трансформацију извести уопште за ортогоналне кри

ВQлиниске координате, 
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Нека буду q" q" q. ортогонапне криволнниске координате (о. обр. 
(10) и даље у § 1) 

(24) х = 1, (q" q" q,), у = ј, (q, , q" q,), Z = 1, (q" q" q,) 

и Qt, QIiP q8 јединични вектори у правцима дирки координатних линија. 
Лук сваке од ових линија dSJ можемо претставити помону управљеног 

вектора dSJ и, како се дуж координатне линије мења само једна коорди

ната q" имаћемо 

(25) 
dSi = dSiq , . 

Да бисмо нашли израз за ~~ = div grad ~ пом ону координата qi, 
израчунајмо пројекције grad" на осе ортогонално , · триједра М q, q,q, 
који мења своју ОРllјентацију у простору са променом положаја тачке 

М за коју узимамо и сам вектор grad ~. Према п ознатом обрасцу (8) 
§ 0.1 за прираштај скалара у неком правцу је: d~ = dsgrad~, а узима

јуни у обзир обрасце (25), иманемо 
• 

(26) д" 1 д" 
(q;grad") = -д = -S -д ' 

Si i qi 
i = 1,2,3. 

Дивергенција неког вектора ID, чије немо ко ординате у триједру 
Mq, q. q, означити са w

" 
W., W" дефинише се обрасцем (14) § 0.2 који 

се, за беско»ачно мали паралелепипед конструисан на векторима dsi , 

може - написати у облику 

JlDdf 
d. F 

I V l.)) = -'-,V'- , v = S, S, S, dq, riч. dq,. 

Израчунајмо протицање ID кроз површину параJlепепипеда Р, тј. кроз 

његове стране за које коордннате имају вредности q, и qJ + dqJ; на пр. кроз 
страну Mds.dsa бине протицање -w, ds, ds.= - (w,S.S,). , dq, dq, , а 

кроз супротну страну (w, S. S,)q, +Оа, dq.dq,. Збир о ва два протицања бине 

d(w,S,S')d d d 
,!q, q, q2 q, 

и зато је израз за дивергенцију у крнволиниским координата.ма: 

(27) . 1 {д д д } d,vtD= S S S д (w,S,S.) + д (w.S, S,) + д (w,S,S,) 
I ~ 8 q1 q~ qз 



143 

Стављају!;и ro = grad iJ и узимају"и у обзир обрасце (26) добивамо 
израз за djv grad iJ: 

(28) 6~ _ 1 {д (8,8з д~)+ д (S.S, д~) +_д_(8,s. д~)} 
- S, S.S, dq, S, dq, dq. S. dq. Ј!ј, S, aq •. . 

у случају сферних координата г, <р, 'It иманемо , пр ема обрасцима 

(24), (25) и (28) 

х = г sjn 'Р cos 'It , у = г sjn 'Р sjn 'It , z = r cos .tp ; 

(29) S8 = r sin ср ; 

611 = - Г-SЈП - + - SIП - + - - . -1 {д ( ". aiJ) д (. diJ) д ( 1 д~ )} 
г' sjn 'Р дг 'р дг o'f' 'Р д'Р д,у s iп'Р оljr 

тако да, после једноставне трансформације, једначину (9) можемо на
писати у облику 

д.'} a'{d'(TiJ) 1 д (. diJ ) 1 д'~ } 
(ЗО) dt =, ог' + r sjn'PO'f' SIП'Рд'Р + rsin' <pd ,j" . 

Потражииемо решење ове једначине у облику пр оизвода 

(31) 11 = T(t)p(r) У('Р, Ijr) . 

. Сменом у једнаЧИIIИ (ЗО) добивамо 

1 dT a'd"(rp} а' { 1 д (. дУ\ 1 д'УI 
. (З2) <Щ .=гр dr' +г'У sјп<рд" SIП 'р дiJ + sin' <р дljr' . 

Претпоставимо да Ј е У = Уп т.зв. сферна ФУНЮ1lЈја КОЈа је инте

грал једначине 

(33) 1 д (. д Уп) . I д' Уп ( ) о . -д SIП 'Р д + ., д,у' + п п + 1 У, = . 
SIП 'р 'р 'Р SIП 'р 

Онда ћемо, место једначине (32), имати 

(34) 
I d' а' d'(rp) а'п(п+ 1) 
:; dt = гр dr 2 r'l 

И, како лева страна може бити функција само времена, док десна 

зависи само од г. сваки ,ОД горња два израза мора бити једнак некој 

константи ноју Ьемо оз начити са - Лiаl • Према томе добивамо ПОНОВО 

прву од једначина (21) и за «1), дакле, израз (22), а други услов ие 

бити сад 

(З5) d'(rp) [Л2 _ п(п+ ')Ј -о 
d "+ ,, 'р- . .. г- ,~ 

• 
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Ако се стави 

(З6) лг=h . , Vhp=j(h) , 

Једначина (35) се трансформише у диференцијалну једначину 

(З7) d'} ~ dl [1 _ (2п + 1)2Јl= О 
dh' + h dh + 4h' 

чија су решења за разне вредности п - Беселове функције 1. где Је 

К= п + ~. ДОбl1hемо, дакле, и за функцију р из једначине (З6) низ вредно
сти р •. у теорији Беселових функција доказује се да једначина p • .(h) ,- О 
има бескрајан низ реалних коренова А.т и онда је Р. (Лnm г) решење 
једначине (З5) . 

у општем случају ставља се да је решење ЈеДll ачине (30) дато редом 

_). 2 _ аЦ 

(З8) ,,= ~~e nт Р.(ЛnmГ) УП 
nт 

и произвољне 'константе које се уводе преко сферних функција треба 
одредити ПОМОI;У почет,юг услова: за 1=0 б"l;е " .позната функција 

координата г, ,/" 1jt. Како за г = 1 , h = л а Р. ()"nт) = О, решење које смо 

нашли задовољава гранични услов да је на ПОВРJllИ~И лопте (чији ћемо 

ПОЈЈупречник узети за јединицу) температура ко нстанта и ова кон

станта једнака нули. 

с) ПРО80!lење шоuлоше КРОВ ШUUКУ. Пробле ." провођења топлоте 

упрошl!ава се у оним случајевима, када се температура може сматрати 

као функција само Једне координате, на пр. Х, Јер онда место једна

чине (9) имамо 

(З9) 

Такав би случај био провођење топлоте у жици или бескрајно 

танкој шипци чија је површина адијабатски изолована *). Ако је шипка 
права х he бити праволиниска координата, но једначина (39) важи"е 
и за случај КрИQе шипке, под условом да се место ~оординате х уве-

де лук криве s. , 
Овде немо детаљније проучити општији случај, када постоји гу

битак топлоте на омотачу шипке. Овај услов узеh емо у обзир при изво

ђењу диференцијалне једначине за провођење топлоте кроз шипну, јер 

ће ОН, у ОВОМ једиодимензионалном. проблему, заменити услов прости-: 

*) Исту (З9) је;щачнну добивамо код провођења таплоте кроз бескрајно рашире

иу хомогену и И30ТРОII НУ п., очу, чије се обе СЈРзне одржавају H~ разним температура

М8 но тако да је 113 истој стра ни свугде ~CTa температура. Истог оБАнка је и јеJlначниа (19). 
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рања топлоте у све три димензије. Сматрајмо, дакле, да је 11 = 11 (х, 1) 
и да је нормални пресек шипке Ј функција координате х, ако је шипка 

права. Уочимо бесконачна мали део шипке ограницен пресецима Ј и Ј, 
који леже на растојању dx. Његова запремина је Jdx, а омотач је ldx 
ако је 1 обим пресекаЈ. Претпоставимо да су густина р, С И К константе. 

I<роз пресеке Ј н Ј, пролазе за време dl, услед "ровођења, КОЈ"'
чине топлоте које СУ, "ре ма обрасцу (3), дате изразима 

д,'} {д,'} д ( дiI) .} -K-Jdl, -К Ј- + - Ј- dx dt 
дх дхдхдх ' 

ако се при развијању у ред другог протицања зауставимо на другом 

члану_ Дакле. у уоченоr.1 елементу запремине остаје I(олнчина топлоте 

д ( дll) 
" дх Ј дх dxdt 

а Један део ове губи се на његову омотачу. Овај he део, према Њутнову 
закону (види извођење једначине (12», бити: 

а (11 - 11.) Их dt . 

Количина топлоте која се ДОВОДИ елементу Шllпке З3 време dt 
једнака је, према обрасцу (1), cpJdxd.'i. 

Изједначимо ли доби вене изразе, нмаћемо 

(40) д,'} __ ...!:... ..i. (Ј д.'i) _ а 1 (,') - 11.) 
д! рсЈ дх дх рсЈ' 

Ако је пресек шипке свугде исти и Ј« свугде истu , мереhи темпе

ратуру од Ьве тачке (11, = О) имаhемо за , постављени проблем једначину 

(41) 

где смо означили 

(42) 

дi) = ,д'i) _ b'i) 
д! а дх' , 

к 
_ = а2 

ср , 
аl = Ь' 
рсј' · • 

Једначина (41), У "ојој је члан. -b'l} заменио два последња ЧЛана 
једначине (9), може се, заменом 

(43) 
_ Ь11 

i) = е е , 

свести на облик 

(44) 

10 
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За «РИВУ ШИПКУ ПОНОво ћемо имати једн аЧ fl НУ истог облика као 
и (41). само у њој треба сменити х луком криве s. Ако је ова крива 
затворена, тј. ако имамо прстен, температура >!ора бити периодичка 

фУИlщија дужине лука. 

( д~ ) . 
За стационарно стање д! = О имаhемо о бичну диференцијалну 

Ј едначину 

(45) a,d'~ _ b'~ = О 
dx' ' 

и означавајуhи 
ь 
а = ~, иманемо општи интегр ал 

" .: - ~.r (46) ~ = С,е + С,е , 

где су С, и С, произвољне констаите које треба одредити из граничних 
услова. Ако почетак лежи у х = О, а шипка с е протеж~ до х = оо 

мора бити С, = О да не бисмо добили бесконачно високу температуру 

С, =,:\ (О) ако са ~ (О) означи.~о температуру у почетку. На растојањ у 
L бине . 

~(L)=':\(О)е-~L . 

ОЩiВде можrм о израчунати Ј(ОЛИЧВИК 

~= а = lп':\ (0)- Iп':\ (L) 
а ~ L ' 

ако мерењем нађемо и ~ (L). Овај образац лежи у основи Депрецове 
методе за мерење релативног коефицијента проводљивости у односу на 

неки материјал, на пр. у односу иа сребро. Од две шипке разиих мате

ријала друга се превуче танким слојем првог м атеријала како би имале 

исти коефицијент спољње проводљивости а. . Ка "о не коефицијенти Ь 

због тога БИТti ИСТИ, мерењем температура добивамо из претходног 
Ь . Ь а . 

обрасца - . - и l<.ОЛИЧНИК, дакле, -. Ова метода не даЈе довољну тач~ 
а й1 й1 

ност, јер је о. уствари променљива величина (она зависи од температуре). 

Променом границних услова долазимо ДО других вредности про из 

вољних констаната: на пр. ако је шилка коначн е дужине L. а на кра
Јевима је ':\(0) = 0 , ':\ (L)=':\', би!;е, место једна чине (46), 

Када температура шипке зависи од растој ања (х) и времена она 

мора бити решење једиачи!!е (41) уз дате почетне и граничне услове. 

Претпоставимо да је у шипци дужине L, у пuчетиом тре"утку t = О, . 

температура 

(47),:\ = Р(х) . 
• 
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Како је шипкз тан ка, може се губитак топлоте на њеним ира· 

јевима занемарити, тј. у тачкзма х = О, х = L неllе бнп. протицзња и, 

због услова (13Ь), имаn емо 

(48) 

за х = о , одн. за x=L . 
Услед провођења температура не се мењати и наш задатак је 

да нађемо функцију ~ (х, t). 
Ставимо 

(49) ~ =AeY'+'x 
. 

и потражи мо оне вредности бројева А, у и 8 З3 I< оје l1е сви постав

љени услови бити задовољени. Сменом функције {} у једначини (41) 
долазимо пре свега до везе између бројева у и 11 

(50) у = а'о' - Ь' . 

Дакле, .само један ОД ових бројева можемо изабра I"И произвољно. 

Да не бисмо добили израз за ~ који неограничено расте са временом, 

јер температура у шипци мора имати коначне 8реднн ~ти, узеllемо у 

обзир само негативне вредности константе у, тј. с rаВИ ~lемо у = - <р2 • 
Из услова (50) следује тада 

(51 ) Ь'- 'I" 
а' - '::-::;f--- а' . 

Уопште може да буде у + Ь'= Ь'-'I" ~ o. До жељеног решења мо
жемо до!;и сматрају!;н да ј е Ь' - '1" < О, и онда пемо ставити 

(52) 

где је О , реалан број. И тако се функција (49) може написати у оБЛНI(У 

(53) 
- ср 2 t 

~ = Ае (cos O,x±isin6,x). 

Лако ј е видети 
ничних услова (48), 
зато 

да коефицијент I(ОД i не задовољав а орви од гра

док реални део израза (53) задо вољава. Ставимо 

(54) 
_,,21 

Ј = Ае cos 5.х 

и одредимо вредност 6, , за коју ве бити задовоље н и други од гранич

них услова, тј . 

(д~) [ -." ] -д = - А В, е ,јп 6, х = О . 
х %" = / . %=L 

10' 
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I1з овог услова следује да постоји бескрајан IIИЗ 
y~ 

вредности Су = Т 

(У = (), 1, .. . , 'ео) и према томе бескрајан низ паРП1 1 (уларних решења јед· 

начине (41) уз задате граничне услове: 

(55) 
а2 оу2 :21;2 

- blt_ t \'11'Х 

-3" = А" е L2 COS L · , 

где ('мо _!f>2 = У сменили 

имамо сад у облику реда 

изразом (50). Опште решење једначине (41) 

(56) 

Како још располажемо произвољним коефицијентима А., изабра

немо их 'тако кано бисмо задовољили почетни у спов. I1з једначина (56), 
(55), (47) за 1 = О , имамо 

ф 

~ А. cos 
о 

vпх 
L = F(x) . 

А да бисмо могли израчунати коефицијенте А., треба да разви

јемо дату функцију F(x) у ФуРјеов ред и да изједначимо коефицијенте 
истих индекса. Из ј едначииа (56) и (55) оиди се да ' сваки члан реда 

опада када t расте и то утолико брже уколико је вене У. Зато је, по

сле извесног времена t = t1 , ДОВОЉНО оставит и само прва два члана. \, 
Ако се тада измере температуре на крајевима wипке, а то ће QИТИ 

вредности ,'1 (О, 11) и ,'I(L, t,), па се напишу изра~и (56) са v = О и v = 1, 
добиле се две једначин~ са две непознате веЛИЧJfне а и Ь.\ У ОВОМ се 

састоји F.Nеumапп-ова метода одређивања коефицијената проводљивости. 

Ако променимо неки ОД услова ПОД којим се врши провођење то· 

плоте у шипци, добинемо наравно друго решење једначине (41). Претпо
ставимо на пр. да се на једном крају х = О веома д уге шипке температура 

периодички мења, услед загревања и хлађења. Онда he се ова промена 

простирати у шипци као ·нека врста температурног таласз. Очевидно је 

да је · у том случају потребно да у обрасцу (49) б уде у имагинаран БРQј, 
јер не температура постати периодичка функциј а "ремена. Стаоимо у = ~I. ' 

Из услооа (50) следује онда да је 8 комплекс ни број: 8 =.л + ~i и 
а2 )..2 + 2а2 Лр.i _ а2 Ј.12 - Ь2 =- ~; . 

Одвајајуhи реални од имагинарног дела, можемо наhи л и l' као 
корене једначина а' (л' - 1") = Ь' , 2а' лl' = ~. Ла би за х .. оо (бе ско
начно дуга шипка) температура ~ остала КО llачна, треба да узмемо 

негативно решење З3 л. Означимо га са - ~У. Онда ће бити и р. нега· 

тионо, ако је ~ позитивно; ста8ИМО р. = - v И 

-кz%+ Ult-у~)i 
~ = Ае 
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"-!1И, ако се зауставимо на реалном делу ОВОГ решењз, 

_lIIt~ 

,~ = Ае cos(~t - ух). 

Амплитуда осцилацИЈа температура бива са удаљењем од почетка 

шипке све мања. 

d) Темuерашура иОUРИlUнског слоја uланеiJiе. Споменунемо као једну 
од важннх примена теорије провuђења топлоте одређивање температуре 

површинског слоја планета које имају цврсту кору. Дко се планета из

лази још у гасовитом или течнам стању. температура по.вршинског слоја 

је резултат: Сунчеве радијације, довођења топлоте из унутрашњости, 

- чију структуру као ни распоред температура у њој не знамо, - н, 

најзад, конвекције. Ако · све ове услове морамо узети у обзир, проблем 

бива и сувише компликован. Међутим, ако планета има ueh Ч8РС~У кору, 
конвекција у њој отпада и остаје само провођење TOIIJI OTe. Осим тога, 

за ДОВОЉНО велике интервале времена топлотно стање се не мења осетно 

услед "ровођења из унутрашњости. За Земљу, на пр., ю,амо на дубини 

од 10 m слој константне температуре. Према томе, промене температуре 
треба проучавати само у танком спољњем слоју коре на чијој унутрашњој 

страни имамо овај прост , гранични услов. На другим планетама је, на· 

равно, дебљи на овог СЈ10ја друкчија. Што се тиче Уl.:лова на , спољњој 

.граници, можемо и.мати: ·1) случај константне инсолацијеј на пр. на 

Меркуру који је стално истом страном окренут .Сунцу и 2) периодичну 
инсолацију - код планета које имају периоде обртања око оса разли· 

чите од периода обилажења око Сунца. По себи се раз уме да морамо 

ВОДИТИ рачуна о томе да ли је планета обавијена атмосфером или не. 

у случају када је ин солација периодичка функција "ре"",на, можемо 

се ограничити прво на питање вертикалног провођења. Ако ознацимо 

са х растојање од спољље површине планете, температура не бити извесна 

функција ~ (х, t), која мора бити решење јеДllачине (39). Услов у почетку 
овде не игра улогу, јер се посматра периоДичка појава која је почела 

одавно, тако да остају само границни услови. Први од ових је ~ = const. 
на извесној дубини х = хо ; облик Apyror услова зависи од природе 

функције која карактерише инсолацију . На првом кораку можемо ста· 
вити да је количина топлоте која се апсорбује З3 једиющу времена на 

спољњој граници проста периодичка функција Ql = Ао + А1 cos 2; t (где 
су Ао и А1 константе). Осим тога до ове границе допире изнутра коли
чина топпоте Q2' Како услед зрачења планета губи количину топлоте 

Q. и при томе се успоставља равнотежа , иманемо Q, = Ql + Q,. 
Q. је дато Стефан-Болцмановим н Кирхофовнм законима и ова једна

чина претставља други гранични услов. Слично претходном случају 

(треба само ставити да је Ь једнако нули) ДОбива се решење као про-
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извод експонеНЦИЈалне функције по х и периодичкс (косинуса) која 

зависи ОД времена t и растојања х. ~peMa томе, у ПОВРШИНСI(ОМ сл'о~ 

ју планете имамо овакво простирање ТОПЛО.те: на свзхој дубини Х < хо 
постоје осцилације температуре; амплитуда осцилациј а опада, кад х расте; 

осцилације задоцњавају, ако х расте, јер и фаза заНIIСИ од х. 

Али је уопште веза између инсолације и BpeMella компликованија 

и зато не и други гранични услов бити компликованији од оних,.. које 

смо paHI1je поменули. Теорију ове појаве дао је М. Миланковин узи

мајуни у обзир атмосферу планете, елиптичност њене путање, затим се

куларне промене астрономских елемената Земљине путање, услед којих 
• 

наступају и секуларне промене климе. 

§ 14 Карактеристична једиачииа. У теорији . к ретања идеалне теч

ности или флуидума потребно је било увести једнаЧl1НУ (39) § 11.1 која 

карактеришс уочено течно тело и даје везу између притиска р и гу· 

стине р. У Теорији топлоте стање тела · карактерише се пом ону три 

величине: притиска р, запремине V и температуре Т (uрешuосшавка VI); 
овде запремина замењује њој обрнуто пропорционалну густину. Оче

ВИДНО је да ова претпоставка важи за она тела чији се ,унутрашњи 

напонн одређују са.\\ о једним скаларом. У случај у гасова, експерименти 

показују да између три наведене величине постојн веза . тј . да се оне 

не могу мењати потпуно независно једна од друге (чuњенuца 11). Зато 
уопште можемо етноити да је 

(1) Р(р, V, Т)=О 

ова веза; звавемо је каракшерuсшuчна једнзчина. У овом облику она 

претставља уопштење једначине (39) § 11.1. Али, наравно, једна'lина 

(1) није најопштији о блик који се може замислиТl •. Јер, с једне стране, 
можемо узети тела за која је тензор унутрашњих IlanOHa компликова
нији од ОНОГ који ItMa идеална течност, с друге СТ ј1зие можемu водити , 
рачуна о неким хсмиским особинама тела и за I{арактеристику ових -

увести у њу неке но ве параметре. Овде ћемо се зауставити на случају . 

карактеристичне једначине (1). Из ње можемо н а ћи коју хоћемо од 

величина р, V, Т као функцију двеју осталих, тј. 

-
(2) p=p(V, Т) , V= V(p, Т) , Т= Т (р, V) . 

За' хомогено тело, за које имамо карактернс г.ичну једначину (1 )., 
промен~ његова стања. одн . промене величина Ј<оје га кар~к:теришу 

везане су условом 

(3)dp = (:~) dv+(;i) dT , 
т v 
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који слеДУЈе из прве ОД једначина (2); индекси т и v Ј<ОД делимичних 

извода ознацавају да се вредности те променљиве сматрају за константе . 

Разликујмо четири врсте промена стања: 1) UдоiIiеРМlIчке: Т = const., 
2) UЗ0хорuчке: V = cons!., 3) ПвО(Јарске: р = соп.!. и 4) адuја(Јашске; 
() ОвИМ послеДЊl1ма биl1. е говора касније. 

у равни можемо 1l0вуhи фамилије кривих које одговараЈУ сваном 

од постављених услова : 

1) uзошерме за ноје је, дакле, dT= О. Запремина постаје функција 
само притиска и њене промене карзктеришу се Т, З Б. модуло/ll. комиресuје 

(4) х = - ~(~J\ , 
где је V запремина. 

2) Пдохоре за које имамо услов dV = О. Притисак 'ј е бити функција 

само . температуре. НаЙОliСКU коефuцuјенш ~ (ИЗОХОРИЧ Ј<И) дефинишемо 
помову једначине 

1 (дР ) 
(5) Р = р дТ v ' 

где је р притиса~. 

3) иЗ0(Јаре за кој е ј е dp -.:. О те је, према томе, з апремина функ

ЦИја само температуре . Коефuцuјеншом исИiевања (изо i> арским) зове се 

величина 

(6) 1 ( дV) 
О. = V дТ •. 

Из једначине (3) следује 

0= (?V)T dV + (~j)v dT = - ;V dV + i1p dT, 

због (4) и (5). Како ј е, з бог константности р, 

биhе 

(7) 

~i=(~~:) =aV, 
р 

u = рхр. 

Дакле између ко ефицијената а, р . И Х постоји Т ",<Ође веза. Досада 

ЈОШ нисмо специјаЛИЗQвали облик функције F у карактеристичној једна 

чини. За гасове имамо Boyle·Mariotte,oB ззкон 

(8) р V = соп.!, за Т = const. , 

који служи као добр а апроксимација када је темпе ратура далеко од 

тачке згушњзвзња. Затим имамо uay .. LussaC·OB закон. Ако са -3- озна· 
чимо температуру (у Целзиусовим степенима), имамо 

, 
pV 

(9) 1 + a~ -,- const. , 
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где коефицијент а има за све гасо ве исту вредност 27; 2' Ако је Т , 
апсолутна температура Т= 273,2 + ~ и једначину (9) добивамо у облику 

(] О) pV=.A Т, 

где је А константа. Гас за који по дефиницији важи оваЈ закон зове 

се идеалан гас. Течности се не покоравају сличном закону и за њих 

се добива еМПИРИЧЈ<ИМ путем услов 

(11 ) 

где су (1* и ~. две константе, ноје за разне супстанције имаЈУ разли

чите вредности. 

Најзад, уап der Waals је дао закон који претставља боље од 

Ге-Лисзкова промене стања реалних гасова, но I{оји се ИЗВОДИ ПОМОћУ 

атомске хипотезе*). УЗМИМО да је v запремина једног мола (грам-моле
кула). Онда Ге-Лисаков закон имамо у облику 

(1 О') pv=RT 

а гаена константа Је R = f;;'2 = 8,315.1 О' erg/grad. ван дер Валсова јед-, 
наЧИllа пак гласи '. 

( 12) 

где су а и Ь две константе. За високе температуре, допунски члаНQВИ' 

којима се лева страна разликује од производа pv \lrpajy незнатну улогу_ 
Љихов утицај долази до изражаја за ниже температуре. у каракте

ристичним једначинама других облика (види спо.\\енути чланак у Hdb. 
d. Phys.) поставља се компликованија веза између притиска, запре

мине и температуре. 

§ 15 два принцмпа ТеРМОАмм.мике. У осно в и општег проучавања 

топлотних појава имамо два принципа. Да бис"о формулисали први, 

који је примена општег принципа одржања енергије (§ 0.7) У Теорији 
топлоте, потребн о је навести H~Ke податке. Уочимо неки затворени ма

теријални систем, тј. систем потпуно изолован од сних спољњих дејстава. 

Његово стање биhе одређено механичким, електричним. хемиским, то

ПЛОТНИМ и др . процесима који се дешавају у њему, а, према принципу· 

одржања енергиј е , општи износ разних облика енергије остаје константан. 

Како смо мехаНItЧКУ енергију Ем дефинисали, а знамо да дефинишем() 

и електричну енергију (види даље § 21.5) Е., увешhемо још једну вели~ 

*) види ва пр. Hdb. d. Phys. В.Х. S. 126. Berlln. 1926. 
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цину Еј Ј коју ћемо звати унушрашња 'енергија система, п а немо ПРЦНЦИП 

одржања енергије М(ЈНИ нг.писати у облику 

( 1 З) Е." + Е. + Е; = const .. 

Ову нову величину уводимо због тога што, како је познато И3 

експеримената, збир само механичке и електричне енергије не остаје 

константан:. (чињеница 12, једна од оних које леже у о бразложењу ОВОг 
принципа). Сматрајмо да унутрашња енергија зависи само од две од 

величина које према § 14 одређују стање система, тј. да је Е; = E,(v, 1)') 
(iiрешuосшавка VIJ). 

Количина топлоте претставља одређени облик е нергије (чиње

ница 13) и између мале калорије и јединице рада, ерга , постоји веза 
1 кал. = 4.1 88.10' ерга.") 

у затвореном систему може, због једначине (13), унутрашња енер
ГИЈа да порасте само на рачун механичке ОДН. електрицне. Али, ако 

систем није затворен, на пр. ако имамо тело које није Т t!рМИЧКИ ИЗОЛО~ 

вана, десна страна ове ј едначине није више константна . Промена уну

трашње енергије . биhе тотални диференцијал променљи вих V и т, тј. 

(14) 

Међутим доведена количина ,ТQплоте споља или извршени рад којим 

се мења стање система не морају бити тотални дифере нцијали. Означа

ваћемо ове вели чине са C!Q, С!А. 

Сада можемо први принцип Термодинамике овако формулисати: 

Ако се неком материјалном си!:тему ДОВОДИ споља бескрајно .мала коли

чина топлоте C!Q а при томе се врши рад С!А, збир ОВIi Х величина биhе 

тотални диференцијал функције Е;, унутрашње енергиј е: 

(15) 

Рад који се систему доводи споља сматраћемо позитивном вели-

ЧИНОМ, онај пак рад који сам систем врши - негативном . . 
Дакле, ако се споља ДОВОДИ тоnnота, ОВИМ се nOBeh aoa унутрашња 

енергија, која инач.е зависи од тренутног стања система . Општије фор~ 

мулисање истог принципа добиhемо, наравно, ако узмемо у обзир евен

туалне промене мехаНиtlке, ОДН. елеt\тричне енергије. Онда ћемо имати: 

(1 б) dE, = C!Q +С!А -..: С!Ем - С!ЕЕ • 

За питања која ћемо даље · проучава.ти од важности је једначина 
(15). Првом принципу Термодинамике даје се још и о вај смисао: не 

.) она зависи н од хемиског састава, али се 080 засада IIзоставља. 

*.) из ове чиљенице 11 ј едначине t 13) следује I претпостав ка. Сматра се такође 

да баш први принuип служи за дефиниuију колнчине ТQплоте . 
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може да ПОСТОЈИ машина у којој би се стално вршио рад, а која не би 

црплаенергију И:Ј другог неког извора, ј ер општи ИЗНОС енергија у 

затвореном систему остаје константан. Другим ре ч има, Т.3 0. perpetuum 
mоЫlе прве врсте није МОГУliан, 

Уочимо специјалан случај. Узмимо да се еЛf l(трична и ме~аничка 

енергија не мењају, тј, да важи једначина (15), У змимо даље да свугде 

ИСТИ притисак споља изазива смањиВ3ње запремиtlе. На површински 

елемент дејствује сила - pdf (df је као и увек усмерено ка спољњој 

страни) и, акО је ds његово померање, 6иliе 

, ЈА = -јРdfdS= -р 1 dfds= - рdV, 
F Р 

Јер поспедњи интеграл даје прираштај запремин е dV. У овом случ ају 

ће једначина (15) имати обпик 

(17) dQ= dE; + pdV , 

Према првом принципу Термодинамике, ако нем'З промена меха· 

ничке и еJlектричне енеРГИЈ.е, рад може вршити неки систем само на 

рачун унутрашње енергије или доведене топпоте. У природи стоје на 

расположењу практички неограничен~ количине унутрашње енергије. 

Кад би се могао неограничено стварати рад на њеll рачун, ово би било 

од огромне важности за примене. Међутим експерц:менти сведоче да се 

овакво стање не може стварно продужит" у бесконацност, јер, на пр., 

услед трења и томе сличних узрока, део механичког рада поново се 

претвара у топпоту (чuљеница 14). НеМО ГУћНОСТ неограниченог претва

рања унутрашње енергије ншог система у рад са чињава суштину дру

ГОГ принципа Термодинамике. _постоји неколико начина формулисања 

овог принципа . 

Навешhемо прво онај који непосредно дај е математички облик 

другом принципу: .Ј{оличник довеДене топлоте dQ и апсолутне темпе
ратуре Т тепа БИће тотални диференцијал извесн е вепичине која зависи 

ОД тренутног стања и која се зове еншроuија (s)" . 

Имамо) дакле, по дефиницији 

( 18) 

па немо даље подробније испитати овај појам и његове особине . 

Други начин формулисања дао је Planck: .Ннје могунно конструи
, сати машину која ради периодичt<и а не прозвоДи ништа сем механич

ког рада и хлађења само једног резервоара топлоте", 
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ОВ1IКО замишљена справа З0ве се perpetuum mobile друге врсте.·) 
Други принцип Термодинамике искључује могу"ност овог perpetuum 
mobile. Оба су принципа, ако стојимо на феноменолошком гледишту, 

апстракција која се оснива на посматраним чињеницама. Но ако се 

усвоји атомска хипотеза и примене статистичке методе, други принцип 

се јавља као нужна, ЛОГИ4ка последица, 

Из низа других формулисања другог принцииа споменимо још 

једно Планково: .Сваки процес · у природи тече у таквом смеру да збир 

ентропија свих тела који суделују у процесу расте." 

О питању који аксиоми леже у основи другог принципа постоји 

опширна литература.··) 

§ 16 Промене СТ8ња. Идвални r8C.' Проучимо сад "еке особиие про
мена стања. Уобичајено је да се расуђИ8ања односе на један мол, па 

ћемо зато вредности Qдговарајуkих величина означавати малим сло

вима, Тј. запремину са 1', доведену количину ТQплате са dq, унутрашњу 
енергију са е,. Обрасцима (15), (17) и (18) дане мо облике: 

(19) dc, = iJq + (Ја , iJq = de, + pdv , 
t1q 

dS = y. 

Специфичком топлотом (за један грам или мол) З 0ве се она коли

чина топлоте која је потребна да се маса једног грам" (одн. мола) за

греје за један степен, тј. 

(20) 

(21) 

t1q 
с= dT' 

Унутрашња енергија уочене јединице масе С, = е, (Т, у). Према томе је 

де, де, 
de,= дт dТ + дУ dv 

ИЈ дакле. 

(20') t1q . де, · (де, ) dv 
c=dT=cIT+ ду+Р dT ' 

О . ~ 
ваЈ израз зависи од коnичника dT' У равни променљивих v и Т 

можемо повуhи неку "р"ву У='I'(Т) и ова веза карактерише извесну 

.) Називи perpefuum moblle прве, .ОДН. дpyг~ врсте пот ичу од Ostwald~a ; појам 

ентропије увео је Clauslus, који је назвао S ....:... фУlfкuнјоы еНТРОШlје, а ентропијои тела 
- вредкост ове функције за одреl)еlrо стање тела. 

_ .... ) ВИДИ на пр. " В. Жардецки: Прилог Пl!тању аксиомаТНЗО fJrlња другог принципа 

"Термодинамике. Глас. Срп. Кр. Ак. CLXXVIlI. " 

• 
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промену стања. од избора ове везе зависе 
dv 

вредности dT и, због усло-

ва (20'), вредности специфичке топлоте. 
Зато уопште треба разликовати неколико случајева према врсти 

промена стања тела. 

Специфичку топлоту при константној запре"шни с, добиЬемо на 

следени начин. 

(22) 

Узимајуlш у обзир да је dv = О, из образаца (20), (19) и (21) добивамо . 

де, 
с. = дТ' 

Ако уопште сматрамо Т и v као независне про менљиве, онда немо, 

због друге од једначина (19), (2\) и (22), имати 

(23) 

(24) 

(25) 

де' de, =c.dT + -д' dv 
. v 

А како је de, тотални диференцијал променљиних Т и У, мора бити 

дс. _ д (де, ) 
дУ - дТ дУ . 

Према ' другом принципу Термодинамике ds је тот"!'ни диферен

цијал, . а из образаца (1\1, трена једначина), (23) " (22), следује 

(26) с, 1 ( де,) 
ds= т dT + Т Р + дУ dv. 

Дакле мора бити 

дс, дl( де,) 
дУ Т = дТ Т Р + дУ • 

Узимајун" у обзир (25) одатле можемо наl", 
• 

(27) 
де, др 
дV"= - p+ Т дТ=p(~T - I). 

због услова (5). Ставимо ли овај израз у (23), имаhемо због услова (22): 

(28) dq = c,dT + ~pTdv , 
тј. везу између доведене топлоте и осталих КОЛlttlИна које СМО увели 

у посматрање. 

Ако се промена стања тела . врши ИЗОХОРИЧJlО, биhе dq = c.dT. 
Ако је промена изотермичка: dT= О и dq = ~pTdv. Из овог обрасца 
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се ВИДИ да, кад запремина расте, тј. кад је dY > О, тело прима топлоту 

(dq > О) или губи, према знаку напонског коефици ј ен та. 

Адијабатске промене дефинишемо условом dq = О. Због једначине 
(28) имамо онда 

(29) ~pTdv = - CydT. 

Ако је ~ ::> О, запремина не расти (dy > О) када температура опада, 
тј. када је dT < О. 

Место v и Т можемо сматрати као независне променљиве ве.ЈЈичине 
температуру и притисак (једн. (2». Онда запремина, унутрашња енергија, 
ентропија постају функције ових величина. Специфичку пак топлоту 

при константном притиску Ср треба да разликујем о пд оне при кОн

стантној запремини, јер се у другом случају не врши рад спољњих сила 

док се врши у првом. 

Како је сада е, = е, (Т, р) те је, према томе, 

(30) 
деј - деј 

de, = дТ dT + dp,dp. 

и у = у (т, р), па не бити 

дУ дУ 
dv = dT dT + др dp, 

имавемо место друге од једначина (19) 

(31) ( де, дУ) (де, дУ ) 
dq = дТ + Р дТ dT + др + Р др dp . 

Специфичка топлота при константном притиску (dp = О) биве кое

фицијент поред dT (в . једначину 20), тј. 

(32) 

где се извод унутрашње енергије узима за р = const . . Како смо про
менљиве Т, у заменили са Т и р, н у = v (Т, р), бн" е 

( де,) (де,) ( де,) (дУ ) ( де, ) ( дУ ) 
дТ р = дТ у + дУ Т d Т р = Су + дУ т дТ р ' 

где индекси означавају која се од променљивих сматра З3 константу. 

Ставимо овај израз у једначину (32). Доби"емо 

(33) 

• 
За гасове, вредност првог члана у эаградама обично. је знатно 

мања од притиска, док КОД чврстих тела овај члан игр а већу улогу ОД 

р (ако притнсак нема неке врло велике вредности) . 
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3бо г израза (З2) можемо једначнну (ЗО) написати у облнку 

( 
дУ) де, 

de;= ср-р dV dT+ др dp 

и, како је ово тотални диференцијал, мора бити 

д ( ди ) д де, 
др CP-РдТ =дТдр . 

Међутим је 

(в. једначине 19, ЗI, З2) такође тотални диференцн ј ал. 3ато . је 

. д Ср _ д 1 (де, ди) 
др Т - дТ Т dp + Р др . 

Ови услови, после лаке т.рансформације, даЈУ 
• 

де; ди Т ди 
-+р-=- -
др др дТ 

или, због једнакости (6), где треба увести озна ке за Један мол, 

(34) де; ди 
др +pop = - аиТ. 

Најзад, због једначина (З2) и (34) израз (31 ) добиl!е облик 

(35) I1q = cpdT- aVTdl\ . 

Ако је промена стања тела, одн. система, изо барска (dp = О) бине · 

I1q = cpdT . 

Изотермичка промена дата је једначином 

I1q= - о.vТdр • 

Ако је коефицијент истезања а негативан, "ри довођењу тоnлоте 

(l1q > О) притисак расте (dp > 0) . 
За адијабатске промене (l1q = О) имамо 

CpdT=o.vTdp. 

Ако притисак расте, наступа загревање у тел има за које је о. > О, 
на пр., код воде f( > О ако је њена температура и знад 40 С и, обрнуто, 

ех < О за температур у испод ове тачке. 
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Веза између специфичких ТОПЛОТ3 Ср и Су може да се да у другом 

облику. Упореди>!о изразе (28) и (35). Сматрајмо да се узимају исте ко
ли чине топлоте. Онда ћеМQ имати 

(Ср - cv) dT = u.vTdp + ~pTdv . 
Због услова (4-6), 

и (7) добиfiе.~о 

(33') 

д" д" dv = дТ dT + др dp = avdT - xvdp , 

а' 
Ср - Су = -vТ. 

х 

ЗауставИfiемо се на случају идеалног гаса. По дефиницији за љега 

важи Ге-Лисаков закон (10"), где п означава број мола 

(10") pV=nRT. 

Као што СМО мало пре видели, ОД велике је важности питање на 

који начин зависи унутрашња енергија од независних променљивих V и ТЈ 
јер OB~ величина и њени ИЗВОДИ долазе у обзир при проучавању про

мена стања. Први одговор на ово питање дао ј е Ге-Jlисаков експе

римент, који се састоји у овоме: гас чија је запремина Vt а притисак 

р, преводи се адијабатски у друго стаље (запремина V" притисак р.) 
и. усто се још не врши никакав механички рад. У ОВОМ експерименту 

није се могла запазити промена температуре, па је Ге-.nисак закључио 

да унутрашља енергија не зависи од запремине. Thomsol1 и joule извели 
су овај експеримент на савршенији начин. Цев која је направљена од 

врло рђавог проводника топлоте преполовљена је порозним зидом (А). 

Између два клипа (К, и К,) налази се 

потпуно изолована маса гаса (сл. 15). 
У почетку експеримента ЮIИП К2 при· 
тискује зид А и гас има: запремину 

V1 , џритисак Рl0 Помоkу врло малог 
притиска на клип К1 гас се преводи, 

веома споро, на другу страну зида А 

потискујуfiи при том клип К,. На овај 

клип врши се притисак Р2. Када сав 

rac пређе на другу страну, он Ье имати 

" 

, 

, 

, , 

, 
, 

К, 
, , 

, , 

, 

Сл. 15. 

К, 
р" v , 

запремину V, и притисак који се врло мало разликује од Р2' при том 

се мери (помоllу ,термоелемента) љегова температура у првом, одн. у 
другом положају. Разлика темпер"атура, иначе веома t.'lзла (делови сте

пена), постаје све маља уколико се температура удаљује ОД тачке згушља

вања (чuњенuца 15). Може се примити да се, за све веве температуре, 
гасани све више приближавају идеалном стању. у коме се при посма-

траном процесу температура више не мења. 
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Из једначине (10") следује онда (због Т = const.) 

Р, V, =p,V,. 

Претпоставимо да се уочени процес врши адијабатски, ТЈ. да је 

dQ = О. Ако рад раставимо у два дела: 1) смањивање запрем~не за V, 
при притиску Р, I 2) повеВ8вање запремине гаса за V2 при притиску 

р" биие јА = р, V, - Р2 V2 (в. извођење обрасца 17). Како је сада 
јА = О, због претходне једначине, бине (в. једначину · 15) 11 јЕ, = О , 
Интеграљењем добивамо да функција Е, (> ,Т) задовољава услов 

E,(v" Т) = E;(v2 , Т) , 

тј. унутрашња 

пературе а 

енергија идеалног гаса зависи С Ј.МО од апсолутне тем-

дЕ, = О 
(З6) дV . 

Из услова (25) следује он.да да и специфичка топлота с• не зависи 
од запремиие. Kat<o је због услова (10') 

р (:~)p =R 

једначина (ЗЗ) не за идеални гас имати облик 

(37) 

(З8) 

Одавде је 

Ср = С• + R. 

с 
у=--".=1 

Су 

Због услова (23) и једначнне 

рј> = d(pv) - _јр = RdT - "Јр 

( 10') има"емо в. једначину п 

(39) I!q = (Су + R)dT - _јр = сујТ +- рј> 
уоцимо сад адијабатске промене стања ицеа.iIНОГ гаса: dq = О, 

р> = RT. ИЗ ових услова и једначине (З9) следу ј е 

јТ + RdV=O. 
Т Су V 

Због (З8) има"емо за произвољну масу гаса 

јТ · dV 
T+(y-1)-V=O. (40) 

Одатле иитеграљењем добивамо 

,у - I 
Ту = const. 
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или, због (1 О'), 

(41) Р у У 
-,--- СОП51 •• 

Крива одређена овом једначином у равни р, V зове се адuја15аша. 

Непосредно из једнацине (10) имам а (за Т= СОП51.) једначину Uдошерме 

(42) · РУ= СОП51 •• 

Како је l ' > 1 (в. образац 38), можемо између из~терме и адијабате 
идеалног гаса повуви фамилију. кривих 

(43) рУ' = consl., 

т.эв.аолuШроuа (сл. 16). Ова фамилија, ако мењамо х од О до оо, про
теже се и ван ове области, и за х = О добивамо једнацину изобаре 

(р = СОП51.), за х = оо једначинуизохоре 

(У = СО051.). Дакле једнацину (43) можемо р 

сматрати као општу, која даје Све досада 

уочене Bp~Te промена стзња идеалног гаса. 

Промене стања тела (процеси) деле 

се још у две врсте:" uоврашне или 'ревер
дuбuлне н нейоврашне или uреверSU6uлне. ' 
Првој BPC~ припадају оне код којих се 

ток промена може обрнути, тј .. ако је неко 
тело или систем тела прешао · из стзња 

а, у а. онда га је, и обрнуто, МОГУIlНО 

превести из 02 У 01' дакле, сва тела 
вравају се у почетно стање . Неповратии 

је процес ако у неким деJlовима система, 

почетно стање, неке промене остају. 

о 

• 
КОЈИ 

v 

Сл. 16 

хонемо да вратимо у 

Од нарочитог су ИlIтереса и важности за примене (на пр. у техници) 

Т.зв. кружни ароцеси или .Циклуси. По дефиницији , на крају оваквог 

процеса враnа се тело ОДН. систем у почетно стаље. Према томе и све 

величине које зависе од тренутног стања добивају по завршетку циклуса 

првобитне вредности. Такве су на пр. унутрашња енергија Е, и ентро

пнја S. Дз.кnе, ако саберемо све довеДене количине топлоте, извршени 

рад итд., морамо добити нз једначине (15) и (18) за КРУЖIIИ процес услове 
• 

(44) ki!Q+kdA=O, ki!~=O. 

Ако имамо систем чије се промене карактеришу вредностима неза

висних променљивих р и У, онда можемо кружни процес графички 

претстзвити затвореном линијом РО Р1 '" РО У равни ОВИХ променљивих 
11 
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(сл. 17). Нарочиту улогу игра Сагпоt-ов кружни ,процес са идеалним 

гасом. ({арноов циклус замишља се на следени начин (сл. 18). Гас у 
неком суду (који на пр. има клип на којем 

р 

р. . 
л.' 

р, 

. лежи тег) доводи се у додир са телом К, 
које има температуру Т" изједначава са 

овом своју температуру и добива запре

мину V1. 1 део циклуса: смањивањем 

спољњег притиска пуштамо да се гас 

изотермички шири до запремине V2 > Vt • 

({ако унутрашња енергија идеалног гаса 

зависи само од температуре, а ова остаје 

V иста Y.dE, = О и како гас врши рад. тј . 
0"..--- --- ----:;..,. ~dA < О. њему се доводи количина то

плоте У. dQ према једначини (15). II део 
Сл. 17 циклуса: прекидамо везу суда са телом 

К1 и пуштамо да се гас шири адијабатс'ки 

до запремине "а • када не његова температура бити Т . .. I1I део: доводимо 
у везу суд са телом К2 које има исту температуру и сабијамо гас до за
премине У" :> Vt , тако да промена стања .буде ПОНОВО и·Зате"рмk'Чка. " Да· 
кпе тело К2 одузима З3 ОВО време извесну -количину топлоте. IV део: 

прекидамовезу суда са К. и адИјаба'r:<:i<и сабијам о гас ' ДО запремине у,. 

Запремина ". бира се тако да 
• 

на краЈУ овог процеса темпера-

тура гаса добије вредност Т,. 

Онда се гас вратио у почетно 

стање. При томе претпостав- , 

љамо да су тела К, и К, дО· 

ВОЉНО велика, да се ЊИХDве 

температуре не мењају осетно. 

Али, када се цела оваква справа, 

({арноова машина, врати у по

лазни положај, телу К1 одузима 
се за време цинлуса извесна 

количина топлоте која се пре

носи на тело К21 а усто се врши 
из~есни механич}{и рад. Цео 

р p.v, 

м , , 
, 

[ 

~: 

Ш, 
I ~ 
i ' , ' v 
~Г~~--~'~" --~~Э 

циклус састоји се према томе c.~ . 18 

из два изотермична (1 И 111) и 

два адијабатска (11 и IV) дела. Означи мо са Q, ((Ј,) количину топлоте 

I(oja се гасу доводи (одн. губи) за време првог (одн. тренег) процеса 

(Q. = Q. = О). Нека буде -А укупан 'рад за време кружиог процеса 
(знак - ставља се због тога што машина врши ра,1). Онда једиачине (44) 
можемо преписати у овом обnИI(У 
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(45) Q, + Q.=A, Q,+QT'O. 
Т, • 

Одавде следује, прво, да је IQ.I <Q" јер је T1 > Та' тј. да пе за 
време кружног процеса тело К, примити мању количину топлоте од 

оне коју је К, изгубило, и другц да · је 

(46) 

тј. да се други 

Копичник 

(47) 

A -Q Т,-Т. -, т. , 
део топлоте Ql · претвара у рад. 

~=~=T,- Т, =1 _ Та 
Q, Т, т, 

зове се термодинамички коефицијеl/т корисног дејства (он не зависи 

од природе тела која учествују у процесу, но само од краЈНИХ темпе

ратура - Карноова теорема). 

Очевидно је да ток Карноова цикпуса можемо обрнути, и на тај 

начин одузети од хладнијег тела К. неку количину топлоrе и дове.сти 

тепу К,; само онда треба утрошити споља извесни рад . 

Ако . ставимо израз (47) за А у прву једначину (45) .. добипемо 

-Q, = (I-~) Q, 

и, према томе, ако Карноова машина ради у обрнуто" смиспу, треба 

споља утрошити рад 

-~ 
А =~Q, = 1 Q,. 

-~ 

Може се доказати да је коефицијент корисног деЈства Кариоове 
машине иајвеПи. 

Претпостави"о да постоји цикпус чији је коефнцијент 1)* > ~ . 
Замислимо да се помону овога циклуса телу К1 одузима колиqина 

топлоте Q*, и да се један део енергије претвори у рад-А* =-~*Q* 
(према дефиницији коефицијента (47» док се телу К, доведе топпота 

- Q. = (I-~" Q* . 
• 

Претпоставимо даље да се помопу обрнутог Кари оова циклуса ова 

количина топлоте одузима од тела К:, И · ПОМОНУ спољњег рада А до

води количина топлоте Q, телу К,. Из горњих образаца следује да је 

I-~* 
Q. . I-~ Q* , 

дакле, Q. < Q*, тј. помо!Ју ова два процеса тело К, се расхлађује. Из 
рачунајмо тоталнн рад . 

- _ ' l-ч* 1)-1). 
-АО + А =-~'Q*+ ~Qo = Q* < о 

I-~ I-~ , 

11' 
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тј. "машинз" је створила рад. Овај процес могли бисмо понављати 
неограницено, стално расхлађујуhи тело К ... а да се при томе ништа 

друго, одн. стање тела К, не мења. Али овакво ста ње ствари у супрот

ности је са др.угим принципом Термодинамике (§ 15) и зато је .немогу
Нно. Дакле не може 1]* бити вене од 1]. 

Зауставимо се на анализи особина ентропије. Као ШТО смо ' видели, 
ова функција се дефинише уопште једначином (Ј8). Но треба даље раз

ликовати, да ли је процес којим се врши довођ ење ТОПЛОТе реверзи

билан или иреверзибилан. Узмимо први случаЈ и рзначимо доведену 

топлоту са d,Q. Онда је ентропија 

(48) S -Јd,Q - т 

или, ако тело (систем) прелази иЗ Једног стања (Ј) ynpyro (2), бине 
. , 

(49) s,-S,=Јd~Q . 
, 

У овом случају интеграл не зависи од пута (на пр, у равни р, V) 
тачније ОД начина прелаза. Доистаl ,ако у~qимо вредности овог израза 

за два различита пута, онда у исти м"ах можемо замислити кружии 

процес I<оји се састоји у превођењу тепа из стања ) . у2 по првом путу, 
а затим , због реверзибилности ово се може остварити, у превођељу из 

2 у Ј дуж другог пута, Узмемо л,и у обзир другу од Једначина (44), 
која сада гnаси 

ВИДИМО да је поменута особина тачна. 

За иреверзибилни процес не M01l<eMO расуђивати на овај начин и 

зато извршимо анализу кружног процеса који има иреверзибилне де

лове. Уочимо кружни процес Р.Р,.,. Р. (сп. 17), Кроз тачке Р., Рр .. . , 
које nеже на 'бескрајно малим растојањима, можемо повуни адијабате 

и ИЗ0терме. У тој мрежи узмимо пресеке А, В, С , ., најб1llff<е контури. 

Сваком луку контуре (Р. Р, ,Р, Р" ... ) одговара процес и за време 

овога доводи се бескрајно мала количина топлоте ItQ при температури 
т која одговара вредностима р и V. Заменимо сад овај кружни процес 
другим, Р. А Р, В Р" ., Ова крива састављена је од лукова адијабата 

и И30термз. Испочетка. од тачке РО мењамо стање тела дуж адијабате 

Р.А, а да бисмо га довели до стања Р, треба да идемо дуж изотерме 

АР,. За ово је потребно да се доведе извесна количина тоnлоте dQ. 
Претпоставимо да се ово остварује помоliу Карноова циклуса, који 
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. 
ДОВОДИ ову КОЛИЧИНУ ТОПЛQте од t:lel(or врло великог реэервоара ЧИЈа 

је температура Т". Означи.~о ли са - i!Q' ону КОЛИЧИIlУ топлоте која 

се одузима од резервоара имаhемо, сходно другој од једначииа (45), 

i!Q' _ i!Q, 
Т"-Т • 

Како исто важи за остале лукове (В Р., . .. ) одн. процесе, то при 

кружиом процесу резервоару се одузи.~~ топлота 

Q' = UQ' = Т' Ј i!~, . 

НО i!Q, разликује се од i!Q за бесконачна мале величиие вишег 

реда. Јер, ако уочимо процес, на пр. Р.А Р, Р" имаhем о . према · првој од 
једначина (44). 

- i!Q + I1Q, .+ i!A = О, 

пошто ве по завршеТl<У овог процеса енергија бити иста, а на. луку 

Р, Р.~уби се Т01lлота IlQ. А рад j~ i!A = '-Ј pdV. ка;:<о је ~B~j инп
грал једнак површини троугла РоА Р1 он ће, када РО р ...... о, тежити 
иули · као· квадрат ове бесконачна мале веЛичине. Дакле i!Q, = i!Q, и 
можемо ставити 

(50) Q' =fi!Q 
т" Т' 

О 

Овај израз мора бити :s; О, јер кад би био позитиван, топлота би 

се за време кружиог процеса претворила у рад, резервоар би се хладио, 

а у другим телима не би се опажала промена стања, што је у супрот

ности са другим принципом . За реверзибилне процесе треба . сада узети 

знак једнакости, јер, ако бисмо обрнули смисао процеса. било би 
i!Q* = - i!Q и израз (50) испао би негативан, што ј е немогуhио: За 
иреверзибнлне процесе бнпе знак <, тј. 

(51 ) Ј i!i~Q < о . 
о 

Сада можемо видети особину ентропије, ако се промена стања тела 
врши помопу иреверзиБИJlНОГ процеса. Узмимо да се мења стање 1 у 2 
помоhу иреверзибилног процеса, а стање 2 у 1 ПОМОIiУ реверзибилног. 
Добивамо кружии про,(ес Н, према условима (51) и (49), 

2 1 ·2 

- fi!i,Q = fi!i,Q + fi!,Q = fi!i,Q - S + S / О 
Т Т · Т т · ·, "-

о 1 2 ' I 
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ТЈ· 

(52) 

(53) 

, 
S-S>Јd;,Q 
'1 Т 

ј 

Ако је процес усто адијабатски (d"Q = О), биhе 

S,> S, 

и имамо теорему: сваки иреверзибилни (адијабатски) процес у затворе

ном систему тежи да повећа његову ентропију. Сматрајупи да је васиона . 
затворени систем, исказао је Clausius чувену теорему: .. Ентропија ваСИQне 
тежи максимум у •. Но јасно је да се његова претпоставка не може ПОТ~ 

пуно образложити. 

§ 17 ТВРМО""Н.М.' •• nOТlHII.jan •. Р ••• о .. ",а. Помоhу два принципа 
Термодинамике уводе се две функције, унутрашња енергија Е, и ентро

nија S, чије вредности зависе од тренутног стањз тела. Али осим ових 
могу се дефинисати и друге функције, које пе такође зависити од тре

нутног стања и бити ОД важностн З3 описивање ТQПЛQТНИХ стања. 

Из једнацина (15) и (18) следује 

(54) dA = dEj - TdS . 

Функција 

(55) Ч!=Е; - ТS 

зове се слободна енергија. *) Ако са (дЧ!) = - S означимо извод од Ч! 
дТ. 

када се остале I1роменљиве (эапремина итд.) сматрају З3 константе, 

иманемо т.зв. Gibbs·Helmholtz·OBY једнацину 

(56) Е; _ Ч! = _ т(дЧ!) 
дТ. 

којом су спојена оба принципа Термодинамике. 

Ако се спољњн рад dA може прететавити изразом -рdV (В. једн. 
17), бине, дакле, за хомогено тело: 

O=dE, - TdS+pdV. 

Уведимо сад функцију 

(57) О=Е,- ТS+рV=Ч!+рV, 

.) Ако узмемо НЗ0терм:ички процес (Т = const.), имаh емо dA = dЧ'. Дакле, ако 

тело врши рад, dA је негативно н ово је скопчано са олздањем слоБОДRе енеРгиЈе. 
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која се зове Џибсов йошенцијал (други). Функције '1: и G зову се 

такође шермодинймичкu iiошенцијалu. Функција 

(58) }= Е, + pV 

зове се Џибсова шоuлошна функција или еншхалuија, а 

(59) - ~ - Планкова функција. 

Досада смо говорили углавном о случају када стањс тела (хомо

геног) одређују вредности два параметра, на пр. Т и V. у општијем слу
чају морамо претпоставити да стање тела (на пр. еластичног) зависи од 

низа других параметара које "ем" означавати са щ (ио = V, i = О, 1,2 ... )_ 
Онда ПО унутрашња енергија, ентропија и друге величине бити функцИје 

ових параметара. Нека рад -dА, који врши тело (систем) када се пара

метри промене за du., , буде Аат изразом 

(60) 

ПреТПGстаВЈ1>fI>\о да су ови џаРa.llетриизабраНiI тако да рромена 

само те.щерату~ Т Не изази.!!а рад. У ОПЦlТем слуцају можемо ЏаВМТм 
да рад завј{СИ од Т и низа других парамеТара. 

Специјално, . ПО аналогији са преТХОД~JlМ случајем , старима .да је 

ИО = р и онда не прои цлан збира бити р dV. Величине И, зову се 
liiермодиltамичке силе (оне немају димензију сила). 

Из једнацине (54) следује 

0 = dE, - TdS + };И,dи, 
и л и, због једнацине (55), 

(61) 0 = d\)f + SdT -+- };И,dи,. 

уоцимо сада функцију 

(62) Ф = \)f + }; И,и, 

КОЈа претставља општи о БЛИ Ј( теРМОДИll3МИЧКОГ п отенцијала. Њен дифе

. ренцијал је 
dф = d'V + };И, dи, + };и,dИ, , 

а. због једнацине (61), 

(63) dф = - SdT + };u,dИ,. 
Термодинамицки потенцијм може да се схвати и као функција 

промеНЉIIВих Т, и" тј. 

(64) Ф = Ф (Т, И,. И" ... ) . 
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Диференцирајуl!и (64) по одговарајуl1им про"енљивим и упоређу
јуhи 'са израЗиМ (63) добипемо везе: 

(65) ~* =-s , ~~,=U', (~:=V; ио = р , Uo =V). 
Како је диференцијал слободне енергије \f дат једна чим ом (61), 

а због (55) 

(66) 'V = 'V(Т,щ) , 

имапемо, диференцирају!;н ОВУ · једначину, 

. (67) 
. дЧГ 
-=-.и, 
диј ' , 

(дЧГ . .. ) 
-=-р' 
д V , . . 

Могу се такође извести· слични обрilсuии за случаје~е када се за 
независне ·прОмеНљиВе " узимају S и U;I. S и " И{. д -н иј; 'Еl и ' Иј ': ' ,' ) 

Низ функциј а које смо увели за· · кЭ:рактериСтику стаља · tел:i .. ли 
система служи и З3 постаВ!Ь3l:Ье .услова рзвнотеже . Зауставимо се _на 

овом појму, јер он у Термодинамици има смисао који треба сада да 

прецнЗирамо. У . Механициимамо за апсолутну: р авнотежу некОг мате

ријалног система услов, · да је убрзаље сваке , његоuе Т3ЧI(е једнако нули 

и нашли смо критеријум-прннцип могуlших померања (§ 5 гл. 1), према 
којем тотални рад сила на сваком MoryhHQM помераљу мора · бити једнак 

нули, да би се систем налазио у равнотежи (потребан и довољан · услов). 

Силе наравно не могу зависити од времена. 

У . Термодинамици, где долазе у обзир н промене топлотног стањз, 

сматраћемо да се тело или систем налази у стању раВНОiiiеже, ако нема 

ни механичких промена НИ топлотних. 

У Механици се ИЗ0стављају све таплотне појаuе. Ако из ње узмемо 

услове равнотеже а при томе B-OД~MO рачуна и о ТОПЛОТНИМ појавама, 

ти услови ће важити у специјалним CJJy~~jeB~Ma, на пр. за иэотермичко 

стање тела, или з а тело или систем чији су_ дело ви · неједнако ззгре· 

јани али не nOCTojlt ток топлоте (савршени непроводник топлоте, де
лови су адијабатски изоловани). Супротии граии',нн · сnучај-промене 

само топлотног стања имали бисмо, кад бисмо занемарили све про

мене у самом телу, сем топлотних одн. лромен3. температуре. Међутим 

за топлотне појаве везане су и механичке, јер при промени темпера

туре наступају промене запремина, деформације !,елиhа тела, промене 

унутрашњих налона и обрнуто, за неке механичке, за трење - везане су 

топлотне појаве. Зато у условима равнотеже у Термодинамици треба да 

буде изражен а и ова веза. Наравно. појаве су у природи компликованије, 

јер су за -топлотне појаве везане н " хемнске . . Ако се, на пр. , доведу у 

додир два тела, између љих може да наступи не само размена топлоте, 

него и процес хемиски Kojl\ је .скопчан са стварањем ИЛИ губитком 



1б9 

извесних количина топлоте. Овакве је појаве. много теже описати мз

тематичким путем и уврстити их у ред досада расматраних појава, . јер 

је за њих немино.вно потребно уводити нове појмове којима не распо

лаже чиста Термодинамика. Међутим услови равнотеже . које немо сада 
поставити, такве су природе да . њихова примена у проБЈЈемима Термо

хемије даје резултате који нису у супротности са посмаl'рањима. 

За сваки реверзибилни процес важи једначина (18) 

(18) 

док за иреверзибилни процес добива(dО неједнакост, и то за бес коначно 
мали прираштај ' ентропије dS = S .. - S, из услова (52), где не онда 
отпасти знак ".нтеграла са десне CTpa~e: 

(68) dS> I!!} 

или 

(б8') I!Q - TdS< О , 

или, најзад, : због ' једнаЧИI{е (15), 

(66) dE, - . TdS - I!A < О • 

Ако се Т · не мења, онда према једнакости (55) можемо овај услов 

написати у облику 

(70) dчr - I!A < О ; 

док за реверзибилни процес имамо 

(71 ) dчr = I!A . 

Ако се систем налази у равнотежи, онда се неће све величине, које 

служе. за карактеристику стања, мењати, -:- у првом реду температура. 

Дакле, бине 

dS=!O , dE,=O и dчr = О • 

За даље формулисање услова равнотеже морамо ис кљ учити из рас

матрања иреверзибилне процесе, јер се они не могу довести у склад са 

овим условима. На пр., ако се систем налази у равнотежи, имамо dS = О : 
Међутим за адијабатеки иреверзибилни процес I!Q = О и из услова (б8) 
следује да је dS > О. Зато у Термодинамици играју реверзибилни проце
си ону исту улогу, коју су у Механици играла могунна померања. СВ.а

ка бесконачна мала промена стања тела ·нека буде ревеРЗ!iбилни процес. 

Сад можемо формулисати услове равнотеже узимајуни у обзир 
ОКОлНОСТИ под којима се налази' систем (допунски ·услоои). 
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Ако имамо адијабатски затеорени систем (dQ = О), због (18) мора 
бити за сеаки могуhни реверзибилни процес (овде означавамо промене 

величина са Ь) 

(72) , 

Али можемо уочити системе које нису затворени (изоло·ваll.Н). Тада 
Ђемо имати друге допунске услове, На пр" ако се систем одржа ва на 

истој темгreратури а не врши се рад, иманемо Ii Т = и, БА = О и, да

кпе, због (71) 
(73) 

Ако је реч о хомогеном тепу, када Је рад М =-рSV, имаЂемо 
успов (73), данле, за изотермно-изохоричке усло ве, тј, б Т = 8 V = О. 

Ако пак одржа вамо систем на истој температури и истом при

тиску, иманемо услове ЬТ = О, Ьр = О али 8А "" О. Дакле из (71) следује 

о ('У -A)~ О 

или, ако је ЬА =- p oV, због једначине . (57), 

(74) S('Y+pV)=ЬG=O. 

Услови (72), (73), (74) показују да, у стању равнотеже .ела ипи 

система, одгоеарајУће функције треба да имају екстремне ередности 

у односу на вредности у блиским стањима, у која би тела могла да 

пређу због реверзибилних процеса. Према врсти екстремума добивавемо 

и врсте равнотеже - стабилне ИЛИ - лабилне; на пр_ ако е~тропија има 

М31<СИМалну вредност - равнотежа је стабилна. 

Све наведене услове можемо сматрати као специјалне случајеве 

општег услова (в . једн . (63) и (БО» 

(75) 

из којег се они изводе када се узму у обзир помену"и допунски услови. 

§ 18 Тер.однн •• н,кн сксте.н. HepHcтo~a тоар ... а. Зауставинемо се 
на подробннјОј анализи особина тела које су потребне за проучавање 

ТОПЛОТниХ стањз. Зваhемо, по дефиницији, хемис ки простим системом, 

хомогеним, онај чије се стање одређује температуром и запремином (или 

притиском). Тј. ОВIIМ двема независним променљи вимз. МИ СМО извели 

једначину (последња од једн, б7) 

д'У 
дV = -р, (76) 

и знамо да слободна енергија 'У простог система зависи такође само 

од дв·е уочене променљиве, тј, да је 

(17) 'У='У(V,Т). 
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Ако извршимо диференцирање, као што се тражи у једна чини (76), 
добиl!емо са леве стране израз у који улазе величине V и Т. Онда ова 
једначина није ништа друго него карактернстична једначина (1) решена 
по р. 3ато и једначину (77) можемо сад сматрати за карактеристнчку, 
која се, по .Планку, зове КQНО/luчка. Слично расуђивање довело би нас 

и до друге Једна чине 

(78) G = G (р, Т) . 

кад бисмо узели у обзир услове (57), (65) и (62). 
Из наведеног ВИДИ се да при карактеристици Једног система игра 

улогу слободна енергија. 

Системом СМО звали уопште скуп материјалних тела која посма-

трамо одвојено од осталих, а фЙдl! су његави делови од којих сваки 

. има одређене физнчке особине, на пр. лед и вода су две различите фазе 
једног хемиски простог система. Ако се неки систем налази у равно
тежи, а има гасовите делове, треба да раЗJlикујемо доа случаја: 1) кад 
су ови делови одвојени неким преградама које спречавају мешање и, 

ако су ОНИ различити ПО хемиском саставу, тада имамо неколико гасо

витих фаза; 2) кад нема пре града а гасови се измешају, биле само једна 
гасовита фаза. 

у једном систему могу бити разне супстанце и опет је важно да 

се разликују два случаја: 1) када су могулне неке хемиске реакције 

и 2) када их нема. У другом слуцају имамо онда, при променама стања, 
прелазе ' извесних количина неке супстанце из једне њене фазе у другу. 

Из услова равнотеже (на пр. 73 или 74) могу се извести специјални 

облици равно:геже када има неколико супстанца (т) у , различитих 

фазаи када се не врше никакве хемискереакције. Из ових услова 

следује, између осталог, т.зв. Џибсово правило о највећем МОГУћНОМ 

броју фаза у једном систему: ,<: т + 2.·) 
Ово правило важи, као што се сматра у применама, и када постоје 

хеМИСl(е ре·акције, ако се за број супстанца узима број прuстих система. 

у овим компликованим случајевима постоји низ појава а , због тога , и 

услова који отежавају засада прецизно матемаТИЧЈ;<О формулисање пи~ 

тања. Зато немо се задржати на оваквој дефиницији: два дела система 

налазе се у истој . фази, ако за њих важе идентичне карактеристичне 

једнацине. Као што следује из оног што је речено у п о цетку овог пара

графа, можемо тврдити да једнаке l(оличине таквих делова, за исте 

температуре и притиске, имају и исте слободне енергије (тј. за њих 

једначина (77) има исти облик, а једнаке су и бројне вредности чг •• ) . 
• 

.) ВИАН на пр. О. Joos. Theoretlsche Pbyslk сТр. 446 . 
• *) два комада истог кристаnа раЗJlИЧИТИХ днмеНЗИја припадају истој фази само 

онда, ако занемаримо разлику 1I0ВРШИНСКИХ сила Н, према томе, површинску енеРгиЈУ. 

ОСНМ ' тога треба водити рачуна о специјалннм kPUWU'lHUJIiI фаэомй. које OJtrOBapaJY 
- -

КрUШU"НО" сшаљу. 
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Систем КОЈИ се саСТОЈИ од неколико фаза з"аnемо хешерогенu. У 

хетерогеним системима МОГУ се дешавати топлотне и механ~чке појаве , 

или, поред ових, и друге, на пр. хемнске. ЗаустаВИћемо се на ОвОМ 

важном случају а пре свега на питању афUlluшеUlа неке хемиске реак

ције, јер је оно одиграло улогу у извесним закључцима у. ТермоДина

мици. Хемиско сродство или аФинитет реакције је тежња неких супстан

ца да врше једињења. Ненемо се заустављати на разним величинама 

које су се раније узимале за .карактеристику ове особине. Сада се прет- · 

поставља (уап'! Hoff-ова идеја) да је опадање сло бодне енергије, одн: 

овоме еквивалентни рад при реверзи6илн,:?м и изотермичком . пр~цесу, 
мера ~финитета. Означи мо ову величину са 

(79) 

сати 

(L>Ч' > О). 
Kal\a се реакција . врши при .коистантној Запрем~ни 

џ'ибс-хелмхолцову једначину (56) у оБДИllУ . . 

. " . (дЧ') 
'v -:- Еј + Т дТ у' 

.' . 

можемо .напи .. 
'. . 

Одатле следује, ако тело прелази из стања 1 у стање 2 при . Т = солs!, 

и .6Чf= 'У2 - '111 1. дЕј ~,EII- Еј1: 

' . (дС> Ч') 
ДЧ'= L>Ej + Т дТ v 

Оз.начимо ли још са Е' .негативнувредност промене унутрашње 
енергије -L>Еi , због услова (7.9), има!!емо једначину 

(80) А - Е' = т(дА) . 
. дТ v 

(истог облика као и (56», коју треба да задо вољава .. афинитет· А. 
За случај пак реакција при константном притиску дефинишемо 

афинитет као негативну промену друг-ог Џибсова потенцијала . О: 

(81 ) А = - L>O. 

Тада морам о једначину (80) заменити другом_ Независне лромен
љиве су сада р и Т. Према првој о'д једначина (65), где треба сменити 

општи израз за теРМОДИJf3МИЧ,КИ потенцијал Ф са О, имамо 

(дО) =_ s 
дТ р I 

а из једначина (57) и (58) следује 

(82) О = Ј - TS = Ј + T(~~)p . 
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. Узимајуkи . опет ' прираштаје ових величина и услов Т = const. 
добивамо 

или , са ознакама (8Ј) и Ј = - 6Ј, 

(83) А -Ј' . T(~) .. 
ТЈ. поново једначину сличну (56) или (80). 

из једначине (80), ако одб~цимо индекс У, тј. 

дА 
Е' = А - Т'-. дТ 

• 
слеДУЈе 

т т т 
. 

Ј Е' Ј ( А Ј дА) . Ј д А .,.dT= Т'- Т дТ dT= - . дтт dТ . 
о -о о 

. . т 

~- - (А) = -Ј Е' dT 
Т Т о т" 

Дакле је 

о 

где индекс о означава вредност написаног израза за 7' ~ о . 

Нека буде Ео' вредност Е' за Т = О. Онда можемо ставити 

т т 

А _ (А ) = _ ЈЕ.' dt-fЕ'-Ео' dT 
Т Т о Т' Т" 

о о . 

и, после интеграљења првог члана и лаке -трансформације, нзлазимо 
т 

(84) А = Ео' - тЈ Е' -;..Ео' dT + (А-/ ). т . 

(85) 

(86) 

о . 

На сличан начин можемо из (83) извести .једначину: 
т • 

А =1.' - тЈ Ј -:;1,' dT + (А --;/), т. 
о 

Ове једначине, збоl' (80) и (83), даЈУ 
т 

А=Е,' - тЈ Е-Е,' dT +( dA) .,. дт V; т ... О 
. , 

т 

А=Јо' - тЈ Ј-/о' dт+(дА) 
т · дТ р, Т .... , 
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Као што следује из једначине (80), А није увек једнако Е. Но експе
риментални подаци за кондензоване системе, тј. за течнз и чврста тела 

(гасови су, дакле, искључени), указују на то да је Ао коначно и да Је 

(87) Ао = Ео' . 

Учинимо ову претпоставку. Тада из једначине (80) имамо 

l' (А - Е') )' (дА) 'm = ,т -
T~O Т Т-+О дТ v 

и за последњи израз добивамо с леве стране неодреlјени облик ~. Дифе
ренцирајмо зато по Т бројитељ и именинљ па ћемо добити 

lјт (дА) =(дА) _ (дЕ) 
т-..о дТ v дТ о дТ " 

Према Неристовој претпоставци постоји једнакост 

(88) 

Онда имамо 

(89) )јт (ддАт) = о . 
T~O V 

Ова једначина изражава Нернстову теорему. Ако се претпостави 

да она важи и за гасове (као што је то учинио и сам Нернст), онда ово 

води промени закона З3 идеалне гасо ве и њихових особина, коју зову 

"дегенерација" гасова. 

Вратимо се појмовима слободне енергије и другог термодинамнчког 

потенцијала. Пре,,,а условима (79) и (80) имамо 

дА дЧГ, 

дТ= дТ 
дЧГ. 

дТ 
или 

дА Од, дО. 
дТ = д 7' - дТ ' 

и при томе ЧГ и G задовољавају једначине (56), одн. (82), сличне (83). 
Место да опеРИluемо са појмом афинитета и једначином (80) или 

(83), које су нас довеле до Нернстове теореме(89), можемо са Планком 
претпоставити да се услов (89) раставља у два, тако да heMo добити 
два услова 

)' (дЧГ,) )' (дЧГ.) О )' (дО,) )' (дО.) О ,т дТ = 'т д7' = или ,т дТ = ,т дТ = . 
Т-+О V Т-.О V Т-+О Р т-.О Р 

Онда, због првог услова из (67), одн. због услова који претходи 

једначини (82), добивамо 
(ОО) . ~=O 

и ова једначина изражава Нернст-Планкову теоре му: 
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Ентропија сваког хемиски чистог, хомогеног чврсто г или течног 

тела је једнаЈ<а О Ј<ада је апсолутна температура Т = О. . 
Из једначине (26) за ИЗОХОРИЧЈ<е промене (dv = О), а из једначина 

(35) и (19) за изобаРСЈ<е (dp = О) следује 

с 
ds=;dT. 

АЈ<О се интеграле ОВ II изрази у границама (О, Т) и узме у обзир 

услов (90), добива се 
• 

т 

s=г;dТ, 
о 

Да би З3 коначне температуре ентроп~ја имал~ коначне вредности, 

потребно је да ови интеграли конвергирају 3, према томе, да Су и Ср до· 

ВОЉ"О брзо теже Ј<а О, када Т .... о. Сматра се да је овај у слов испуњен 
. за конденэовзне супстанце за које оп~ада и разлика И :l,~еђу Су и Ср. 

Међутим за идеадне . гасо ве остају., специфичк.е топлоте коначн~. Ова се 

тешкоћа - заобилзз~ ' 'nOI", eHYTOM .. дегенерацијом" гасова. Постоји жеља · 

да се Нернстовз теорема замени Т.ЗО. принципо·м недосТItЖНОСТИ апсо· 

лутне нуле: 

.HeMory.liНO је Ј<оиструисати справу која би м огла uдузети неком 
телу сву ТОПЛОТУ, тј. расхладитн га до апсолутне нуле" . 

Овај принцип, заједно са претпоставком да специфИЧЈ<е топлоте 

теже ка нули када апсолутна температура тежи ка нули , еквивзлентан 

је по садржају са Нернстовом теоремом, Ј<оја се, поне l< ад, зове и 111 
принцип Термодинамике . 

§ 19. Кинетичи. теDРиЈа матеРиЈе. Други начин пр оучавања топло
ТНИХ појава' разликује се од претходног, феноменолошког, тиме ШТО у 

његовој ОСНОВИ лежи атомскз хипотеза, Претпоставку о непрекидном 

распореду материје замењујемо, дакле, идејом о дискретној структури 

фИЗИЧКИХ тела. Очевидно је да се због тога морају увести и нове прет

поставке, јер треба преци зирати склоп делиhа ОД којих се састоји неко 

тело. Извесне идеје атомске теорије изнели смо вен у § О.б. Идеја о 
најмањим ' честицама материје које се даље не могу делити, о атомима, 

претрпела је З3 последњих неколико деценија знатне из мене, Али ове 

измене стоје у вези са скупом појава које немо проучавати доцније, 

после Теорије електрицитета, маг·нетиэмз ' н светл о сти. Овде немо се 

задржати ~..на оном делу атомске теорије Ј<оји се угл авном развио у 

другој половини Х1Х века, поглавито у радовима Сlаus ius-овим, Мах

wеll , овим и 801tzmапп-овим. 
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Најлакше је било спровести доследно последице аТомске хипотезе 

КОД гасова; за друга два агрегатна стања матеРИЈе, течно и чврсто, ово 

је скопчано са врло великим тешкоћама. Најпростија претпоставка да 

је идеапан гас скуп материјапних тачака међу KojltMa не дејствују ни

какве сипе ствара већ, на пр., могу!;ност, да се изведе Бојл-Мариотов 

закон (наравно уз низ других претпоставака о вероваТНОliама распореда 

брзина тачака). 

Али се убрзо показало да је недовољно сматрати атоме ОДН. моле

куле гасова за материјапне тачке. Зато се у Кинешuчкој шеорији гасова 

узима даље, да се гас састоји од молекула, делиtiа конзчних димензија, 

да се они стално и брзо крећу описујуhи праВОЛlfllиске путање (ако се 

занемарује дејство спољЊих сила), да се често сударају и зато мењају 
своје брзине. Даље се претпоставља да је број молекула врпо веЛИЮl, 

да су њихове димензије врпо мале према међусобним растојањима, да 

су молекули једног гаса . ·истог облика и једнаких маса. Што се тиче 
њихове оеновне фilзичке особине, сматра се да се молеку ли понашају 

као потпуно еластичне лопте. 

Досада побројане претпоставке веli показују КОЛИКИ је њихов низ 

када се ствара теорија на основи атомске хипотезе. А овај се низ још 
допуњује и другим претпоставкама, кад треба да се узму у обзир из

весна стања гасова. Дакле, прецизирање опште идеје о дискретној СТРУК

тури материје повлаци за собом низ претпостава "а које се могу сме

њивати а чију оправданост налазимо, наравно, само у ззкључцима тео

рије, које накнадно можемо упоређивати ' са резултатима , експерим~ната. 
Према досад израженом схватању, сваки гас је механички систем, 

скуп материјалних дели!!а *) и у начелу .може се одредити к·ретање 
сваког делина ПОМОћУ метода Механике. 3ато се I{инетичка теорија 

IjЗСQва " зове још н Attханuчка ИЛИ . ДUНQмuчка,. Али број молекула је, 

чак и у врло малој ззпремини, врло велики и стварно иэрачунавање 
путања и I<ретања Мf.\лекула је немогу'liно. Стога се на лроучавање осо

бина гасова примењују методе Теорије вероваТНОће, методе Статистике 

која оперише са великим бројем објеката. Ниже ћемо видети како се 080 

ИЗВОДИ У појединим питзњима на која се наилази у Теорији топлоте. 

у Кинетичкој теорији гасова се поставља ·прво веза између при

тиска гаса р, масе молекула т, средње вредности квадрата брзине v" и 

броја молекула у јединици запремине N [р = N~ ": ]. Ако Се у . неком 
суду налази неколико гaCOBa~ средња BpeД~OCT f(инетичке енергије мо .. 
леi<ула биhе за све гасове иста. Ова средња вредност }(инетичке енер-

(
mv' ) гије 2' узима се за меру температуре. Даr<ле, уколико Је виша 

температура утоЛl.КО се брже крећу молекули . 

• ) у унутраШЊОС71f сваког .I.елнhа матернја је распореtј ека непрекидно. 
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Ма да се брзине кретања молекула стално мењају (услед судара) 

врло је вероватно да постоје извесни закони распореда брзина. За гас 

који се налази у механичкој равнотежи, тј. кад се не примеllује кре

тање њеГО8ИХ делова, као и термичкој, тј. Кад је у њему свугде иста 

температура, - извео је Максвел закон распореда брзина (уз извесне 

специјалне претпоставке): вероватнона (W) да брзина неког . молекула 

пада у интервал (v., v. + dv.) дата је изразом 

W 
4, 

= .! v.e 
r паЗ 

dv' , 

где Је ct највероватнија брзина молекула гаса. Узимајуliи у обзир деј

ство спољњих сила на молекуле, Boltzmann је уопшТlIO Максвелов ре

зултат. Ако означимо са No број молекула у јединици запремине горњег 

слоја гаса у суду, са N - број молекула које имају брзине у интервалу 

(v., v. + dv.), са Х потенцијал спољњих силз, НОВИ з акон гласи·) 

4N - ~, (y: + .х) 
N = {- о v; е dv • . 

л а' 

На основи претпоставака Кинетичке теорије дао Је Максвел об· 

јашњење унутрашњег трења у гасовима · које, према о вој теорији, не 

зависи од притиска, запремине илигустине гаса, НО зависи ОД тем

пературе. 

Лако се објашњава И провођеље ТОПЛО'Ре. Молекули који долазе 

из топлијих делова гаса доносе у хладније делове велу кинетичку енер' 

гију и доприносе повишењу температуре, док молекули који долазе из, 

хладнијих у топлије делове, са мањам I(инетичком енергијом, смањују 

у њима средњу вредност кинетичkе енергије, дакле и температуру. 

§ 19.1 Прм .. ене IiDлцмаНDее статистике. Према основној идеји Ки

нетичке теорије материје, сматрајмо да се тела састоје од молекула, а 

атоми да су .. једноатомни молекули" хемиских елемената. Сваки MO~ 

лекул је објект у смислу Статистике (§ 0.5). Извесно одређено тело са· 
стоји се из великог али коначног броја молекула, за који немо прет~ 

поставити да се не мења. Свака величина }(оја је пропорционална броју 

молеку ла биhе пропорционална, -дакле, маси тела. 

Сваки молекул има одређену енергиЈу (е.). Нека буде N укупан 
број молекуnа, а N. - број молекула који имају eHeprl1jy е •. Цео скуп 
моnекуnа има онда унушрашњу енергију 

(91 ) Е = :i:.N.e •. 

-) Извођење 08ИХ закона ВИДИ, на пр., у qnЗI1КУ о. J4ger. Ше kllletische Theorle 
der Gase und FJassigkeiten. Hdb. d. Physlk. В.ЈХ. 

12 
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Сматрајмо да су е, и Е оне величине (и, и U), које смо у Стати
стици (§ 0.5) увели I! I<оје су везане за објекте. Оне су функције неких 
параметара р" и њихо ве вредности зависе од стања. Претпоставимо да 

је распоред објеката, молекулз, .канонички, Тј. такав ,'3 његов nогаритам 
статистичке вероваТНОће (W) има екстремну вредност. Као што смо 

видели у § 0.5, између уведених величина и модула распореда е по

стоје везе (75-79) § 0.5; узмимо од ових сада три, замењујуhи U и и, са 
Е и е,,: 

l' - С!" 

(92) 
N, • 

Ф,,= N=e , 

где је (в. једначине (76) и (78) § 0.5) 
• 

(93) 

(94) 

" - -
0/= - е1п ~е • , 

Осим тога је (једначина (79) § 0.5) 

Е-Ч' 
1п W= 6 ' 

су, дакле, параметара р, и е. 

= 1. 

Е, W и W функције 
Извешhемо два закона' који се односе на нзнонички распоред 

енергије. 

. Претпоставимо да се вредности параметара (р,) промене за · ар, . 

Онда }је се променнти и вредност енергије CBal(or молекула за 

~ ,. де, d 
ue'=~-д р, 

р, 

. 
~, према једначини (91), промениhе сен енергиј а Е за 

(95) 
дем . 

dE = ~~N. -д ар,. 
к i р, 

Ову промену означили смо са i!E, јер она није тотални диферен
цијал функције Е која зависи и од величине е. Претпоставимо да је ова 

промена параметара, ОДН. стања · самога скупа, Сl(опчзна једино са радом 

у унутрашњости тела, тј. да се цео овај процес врши као да је скуп 

молекула изолован. Онда nе, на основи принципа о одржању енергије, 

који важи и за овај случај, тај рад битн 

(96) dA = - i!E. 

Због друге од једначнна (92) и (95) можемо написати израз за i!A 
у оБЛIIКу 

дt. 
i!A = - N~dpi Т. -д "' •• 

I 11: 'РI 



или 

Диференцирајуkи трећУ од једначина (92) добивамо 

Зато је сада 

dA = - N'E-~t dp,. 
ир! 

Узмимо тотални диференцијал функције W (93): 

дt dt 
dЧГ = N'E- др, dp, + N д9 d9 , 

и нађимо из једначине (93) извод 
~ .. ~ 

дО/· - -, --, - • 
(јё=-IП'Е-е -('Е-еке ):9"е 
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Због једначина (93) и (92) овај се израз може написати у облику 

(97) 

'У-Е 

N6 • 

Дакле, замењујyhи ове изразе у dA добивамо 

Е-Ч' 
dA = - dW - d9 9 . 

и знамо да dA није уопште тотални дифер"нцијал. 
Топлоту према I{инетичкој теорији материје ехватамо юiо енергију 

мо:nекула тела. Претпоставимо да се телу ДОВОДИ споља количина топлоте, 

тј. енергија, dQ. Она не отипи, делом, на промену вредности параме

тара Р' и тада пе се вршити рад dA, делом, на промену модула распо
реда 9. Означимо са dE промену унутрашње енергије која не бити то
тални диференцијал, јер сад одговара случају када се мењају пара

метри PI и в . 

Према закону о одржању енерГИЈе бине 

или 

(98) 

Ако СА\енимо dA 
ну са 9 добиhемо 

(99) 

dQ=dE+dA 

dE=dQ-dА. 

његовим изразом (97) И подели"о ову једначи-

12* 
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или, због (94) , 

(100) 
dQ 
e=d(ln W). 

Да ВИДИМО улогу I<оју модуо распореда е игра у Термодинамици. 

Зато уочи мо два тела I<оја се додирују. Свако од ЊНХ је скуп моле

кула, И нека W, и W2 буду статистичке вероватноl" распореда енер

гије молекула у првом, одн. у другом телу. Сваl<И од распореда, 1<001-
плексз, у првом телу може да постоји у исто до ба са сваким ОД КОМ

плекса у другом. Према томе, статистичка вероватноliа неког распореда 

у целом систему би"е 

(101 ) W= W, W. ,.) 

као што је познато из Теорије вероваТНОће. Нек а буду е, и е, вред

НОСТН модула распореда I<оје одговарају каноничким распореднма, Када 

W, одн , Iп W има екстремну вреДНОСТ,можемо IIпаl< и у том случају 

замислити промене енергије појединих делова кој е нене мењати његову 
вредност, наиме вредност 

( 102) In W = In W, + In W •. 

Претпоставимо да први део добива количину топлоте (енергију) 

dQ, док је други део губи. И3 једначине (100) следује тада 

( 103) 
dQ -dQ , 
т+ е =dlnW,+dln!+',. 

ј , 

Ако је е, = е" бине, због (102) и (103), d In W = О, тј. Iп W задр
жава своју вредност. У овом случају, дакле, систем се налази у с<иа

шuсшuчкој равношежu. 

Ако -јп W расте, тј. dln W > о, из једначин а (102) и (103) следује 

dQ _ dQ>O 
9, е. 

тј. е, < е" јер сматрамо да је dQ позитивно. Дщле, енергију даје оно 
тело које има веhи модуо распореда, а прима оно I<оје има мањи модуо. 

Из реченог постаје очевидно, да модуо распореда игра улогу тем

пературе. Мог ли бисмо ставити да је е = е (1") , 
Но ми немо узети најпростији оБЛИI< функционалне везе: 

(104) 

где је Т апсолутна температура, а /( т. зв , Болцм анова константа. Њена 
. -16-1 
Је вредност ,, = 1.34.1 О erg grad .' 

*) Ако има више теnа у систему W = W1 Wt, W •. о" . 



Ако још ставимо 

(105) 

доби немо, место (100), 

(10б) 

S=1<10 W 

једначину 

dQ =dS 
Т 

која, као што знамо, изражава други принцип Термодинамике · за ре
верзибилне процесе. Према Болц ... аllОВУ i10сшулашу (105) , ентропнја тепа 
је, дакле, сразмерна логаритму статистичке . вероватноli, каНОIIИЧКОГ ра-. 
спореда ТОплотне енергије. 

Из једначина (105) и (102) следује одмах прва основна особина 

ентропије, да је ентрооија S система некопиких тела једнака збируен
тропија појединих тела SI. 881'" 

Обрасци (94), (93) и (92) показују да је lп W пропорционалан броју 
N молекупа и зато имамо другу основну особину: ентропија је про
порционална броју молекула, тј. маси тела. 

у § 0.5 (в. образац (72) и даље) видели смо да уопште при про

мени расп~еда скуп тежи да повећа статистичку веров атноћу. Из овога 

следује, због једначине (105), раније поменута (стр. 16б) теорема: Сва

ки процес екопчан са прелазом енергије у унутрашњости затвореног 

система (тепа) те>Ки да повена ентропију тела (случај иреверзибилних 
процеса). 

Видепи смо како се у I{инетичкој теорији материје долази до два 
принципа Термодинамике, па ћемо се зауставити још на неким резулта

тима које Јјемо - углавном применити на гасове. 

При извођењу једначине (97) имали смо израз 

dA = - NJ:. ддЧr dp, 
• 'Р' 

који liе, због друге од једначине (93), имати још и облик 

дЧf 
(107) dA=-т,-д dp,. 

'Р' 
Изводе по параметрима слободне енергије (са знаком -) Зовимо 

сшашuсiilUЧl<е силе (упореди са једн. (БО) § 17) а број парам~тара -
сшеuен слободе система. 

• Одредимо средњу вредност енергије (ет) молекула . Да бисмо имали 
општије формулисање, претпоставимо да стање система (тела) каракте

ришу неке независне величине q, (; = 1,2 . . . г). Ове промеН1\>иве могу 

бити статистичке силе, модуо распореда, сами параметри РI или H~Ke 
функције ових. Уочимо низ неких интервала (q,', q,' + t;q,) ., i = Ј, 2 ... г . 

_ Са гледишl'З l{инетичке теорије материје, · стзње СИСТС .\13 је одређено 31(0 

знамо да вредности променљивих qi падају у ове интервале. 
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Испитајмо даље случаЈ кад је енергија молекула квадратна функ

ција s величина и дата изразом 

(108) 
• 

ef.f, = :t йјк qj'll. , 
1=1 

где су GJI( константе. Hap~BHO ~Ha има за разне молекуле различите 

вредности. Претпоставимо да се вредности. величина qз+l, Q.+2, ... qr ме
њају у одређеним границама н нека буде израз 

(109) [) = Ј Ј--Ј dq'+1 ... dq, 

конзчна величина. 

I{оличник 
Е 

(110) ет = N 

назовимо средњо", вредношl!у енергије ",олекула. 

Из прве и трене једначине (92) следује да је о вај нзраз једнак 

(111) em = ( Le, e -~' ) : (Le- ~') . 
Израчунајмо прво именитељ. Због израза (1 08) бине .. - -

е & = € е ... е • 

Збир ових израз а, за сое могућне вредности енергије ех, тј. за све 

могу"не вредности променљивих Ч, добинемо ако п омножимо ову једна

чину са "', = "' ч, "'ч •... "'ч, н ннтегралимо . \{ако су променљиве не
зависне, то ће вншеструкн ннтеграл бити једнак производу појединих 

ннтеграла. И, узмемо ли у обзнр услов (109), им а немо 

- -• J
_ a,~ q, J _a:'q,. 

= [) е dч, .. . е dq, . 

, 

Сваки од ових s интеграла треба узети у границама -оо, + оо 
јер Немо велицине Q1,'" q. мењати у ТИМ границама - како бисмо 

увели урасматрање сва могућна стања. Ако су qj брзине, ненемо на

равно имати бесконачно велике брзине молекула. Али код врло великог 

броја молекула у телу, ове брзине не се мењати у врло широким гра- . 
ницама. 

Онда сваки од ових интеграла има облик 

J
+~ х' 

Ј= е dx · 

и једнак је V п, "ао што је познато из Анализе. 
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Зато је 

и, према томе, 

(112) 

Да бисмо нашли бројитељ у изразу (111), диференцирајмо по О 

обе стране последње једна чине. Имапемо .. " -- ""'j"-l f 
1 • Qs О ~ 
э2 ~ е. е = ь.:с 2 :-;vi'a:=,~, '=а"',,=.=.=. 0"',=, 

и КОЛИЧНИК два посnедња 

тичке) молекула 

збира даје средњу вредност енергије (кине-

(113) 
. . о к. 

ет =5"2 .= ТТ I 

тј. ова средња вредност зависи само од модула распореда, одн. од апсо

лутне температуре тела, и броја величина qj, ОД којих зависе енергије 

појединих молекупа. ~ 

Најпростији је случаЈ Једног степена слободе. Узмимо за параме-

тар р = ~, где је V запремина система, који heMo звати сшашисшички 
хомогени систем, а N број молекула. 

При пове!;ању запремине тела (система) врши се рад, јер на спољњу 

површину дејствује_притисак р. Онда је овај рад, као што смо Beh изра
чунали (§ 15 обр. (15) и (17), где треба променити знак (јер се запре

мина повеhава), једнак 

dA = pdV = Npdp . 

. Упоредимо ли оваЈ израз са (107) добиhемо 

( 114) 
дЧГ 

р = - дV . 

Због констаитности N, можемо за параметар у зети и запремину V, 
а из једначина (93) и (112) следује 

, s 
-т 7 

'V=-NGЈп ОО" _. 
6:r у' йlК'" а,,, 
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'Претпоставимо да су извесни qj координате појединих молекула и 

да њихове промене дају запремину тела:Ј Ј ... Ј dq, . '.' dq, = \!. Онда 
не бити 

0= О, V, 

ако са О, означимо други део интеграла О. Претходни израз за 'V имане 
онда облик 

'V = - N61n V - Чf, , 

ГД~ члан Ч'1 не зависи од У, те је, дакле, 

дЧ' NЭ 
дV= -у' 

Једначина (114) трансформише се у 

pV= N6, 

ИЛИ, због услова Э = к Т, у 

(115) pV = KNT: 

Претпоставимо да је идеални гас овакав статистички хомогени си

стем молекула. Означимо са п - број грам-атома или грам,молекула у 

запремин~ V, са L - ЛОШМИТ08 број, тј. број молекула у једном грам
мОлекулу. Онда је 

N= nL. 

Једначину (115) замењује· сада ова: 

pV= KnLT. 

Назовимо KL = R универзална гасна консшаllшQ. БОЈщманова кон
станта је, дакле, 

(116) 

а 

(117) pV=nRT, 

тј. добили смо Ге-Лисаков закон (10") § 16 . . 
А енерГИЈа идеалног гаса биhе, због (110) и (113), 

(118) . 
. s 

E=·Nem = 2 nRT . 

Авогадров закон, наиме, да: "при истом ПРИТИСКУ (р) и истој тем
ператури (т) једнаке запремине гасова имају једнаке бројеве моле

кула (Нј", и Далтонов ззкон, да је: .притисак мешавине гасова једнак 
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збиру појединих притисака (р" р. .. . )" - очевидне су последице једна
чине (117). 

§ 20 Тоnпоrио ар8Ч8ње. Осиаана МАаЈа иванrн. хНПОr.... Питања 
Термодинамике којима смо се досада бавили односила су се на карзктс· 

ристику ТUПЛОТНИХ стања тела. НО ОВИМ питањимз нису још обухваћене 

све топлотне појаве. Као ШТО СМО видели, постоје три начина преношења 

топлоте. Први, QРовођење топлоте, могли СМО про учити полззени ОД 

претпоставке о непрекиДности материје. У другом, у конвекцији, игра 

улогу и механички процес - струјање, због којега се, при мешању 

течних или гасовитих маса, такође преносе извесне I(ОJlИЧИНС ТQплоте 

од једног дела на други. Међутим, ни феноменолошко схварње ТОПЛОТннх 

појава, ни методе Ј{инетичке теорије материје, у облику са којим СМО 

се упознали, нису били досада довољни за објашњење тренег начина 

преношења ТОПЛQте - зрачења. Из посматрања је поз нзто да извесне 

количине топлотне енеРI' ије преносе зраци који иду од сваког тела, било 

усијаног, било тамног. Очеви дно је да читав низ могуh.них питања о 
• • • 

томе, како се врши ОВ3Ј пренос, СТОЈИ у теСНОЈ вези са эрачењем светлости. 

Зато, уствари, треба ПРОУ'lавати све врсте зрачења заједно. Задржаliемо 

се овде на неким познатим особинама топлотног зрачења. 

у основи садашњег објашњења топлотног зрачења налази се хипо· 

теза коју је 1900 г. поставио М. Planck. Према једн ој од теорија све

тлости, са којима немо се ниже упознати, зрачењс се састоји у томе 

што се од тела које зрачи распростиру електромагнетскн таласи. По

стоје дакле у телу извори у којима се ови таласи иза зивају и, према 

/{инетичкој теорији материје, сваки молекул игра улогу таква извора. 

О самом механизму постанка таласа немамо jo]U података, зато ћемо 
• 

само претпоставити да се молекул понаша ~ao линеарни хармониски 

осцилаТОРЈ што значи да се МОГУ за карактеристику "ром.ена његова 

стања примеиити расуljивања која смо навели у § 2.5 (1). У претходном 
параграфу међутим, говореliи · о енергији мопекула, нисмо постављали 

никакве накнадне услове, другим речима сматрали смо да су лодједнако 

могуliне ма какве вредности енергије. Нека буде v фреквенција осцила
тора. Према Ппанковој хипотези, енергија ових осцltлатора (молекула) 

може да има само одређене вредности, наиме, вредности једнаке целом 

броју величина hV, где је h константа. 
Ова константа, Т.З8. квйнш дејсшвй или ПлаНl.:овй КОнсшQншQ 

износи 

-" h = .6,55.10 erg sec . 

Имамо дакле само дискретни низ могуlших вредности енергије 

осцилатора 

(119) еп = nhv ,. п = 1, 2, ... 
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Из ове једначине види се одмах да h има димензије производа енер

гије и времена, тј; дејства, јер фреквенција v = } (Т - периода осци
-1 

лација) има димензију ,ес . • 
Са периодичким променама стања молекулз, извора таласа; довели 

• • 
СМО У везу линеарне хармониске осцилаЦИЈе матеРИЈалне тачке и сада, 

ради извесноГ ОЛ3l(шзвања претставе, можемо дати 11 геометриску интер
претацију Планков. хипотезе. Нека буде q координат, поменуте мате· 
ријалне тачке, _ а р генерали сан и импулс (в. једначину (26) § 3.3). Кре. 
тање линеарног оецилатора одређено је једнацином (в. (35) § 2.5) 

• 
d'q 
Ј/' + K'q = О, 

а 
к" = 

т ' 

а сила - aq има потенцијал ~ aq'. Кинетичка енергија је једнака ; q". 

Д . " дТ И . h 
акле Је р = тч = дq" зраз за кинетичку енерГИЈУ има е онда 

облик 2~ р'. Претпоставимо да овај осцилатор има тоталну енергију (119), 

тј. да пе, према закону о одржању енергије (§ 2.3 једН. 25), бити 

1 1 -
2 aq"+ 2m P·=nhv. 

у равни променљивих q и р уочимо фигуративну тачку која се 
Kpehe дуж ели псе, одређене ОВОМ једначином, чије ле, дакле, полуосе 

{2Пћ" бити А = , в = v 2mnhv. Простор (дводимензионални у нашем 
а • 

случају) променљивих р и q зовемо ирОСШ0р фааа, а ову елипсу фаанй 

путања; њену пак површину: 
, 

'" , - Ј= јРdq=ПАВ, 

фазнu uншеграл. 
- К 

Како је v = 2п (§ 2.5). имаkемо 

(120) Ј = пћ • 

. Ова једначина даје друго формулисање Планкове хипотезе: Мо· 

гућиа су само таква стања оецилатора, одн. мол екула, за који је фазни 

интеграл једнак целом 6роју елементарних кванта дејства. Зауставимо 

се на последицз!t'3 ове хипотезе. 

у претходном параграфу, приликом израчуна вања израза 

- flK / 1 
:Ее _ , 
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претпостави ли СМО да су могуtше све вредности енерги ј е · ек и зато СМО 
могли претворити овај збир у интеграл. Но сада, пошто смо увели 

квантну хипотезу, имамо дискретни низ вредности енергије (119), а у 

исти мах низ вредности Ј = Iz, 2ћ, ... у равни qp одговарају овим вред
ностима ели псе н ЛОВрLнина прстена између две узастопне ели псе БИ, hе 

увек ћ. Сматрајмо да унутрашњој елипси одговара вредност енергије
нула, првом прстену - h итд .. Онда су ове вредиости енергије подједнако 
вероватне и узенемо их у обзир приликом израчунавања гор.њег израза: 

- vкj8 - ћУ/КТ - 2 hv/xT 
};е = 1 + е + е + ... 

( - ,vJXT) 
= 1: l-e , 

јер смо имали геометриску прогресију; а е = кТ. 

Овај збир стоји у изразу (93) за слободну енергију, али да бисмо 

је израчунали, треба да учинимо извесне претпоставке о природи уочена 

тела . Неко, ОВО тело буде један моn двоатомног гаса . Облик спектра 

таква гаса иде у прилог претпоставци, да у молек улу таква гаса 

атоми врше осцилације око тежишта молекула у пра вцу његове осе. 

Сматрајући овакве молекуле за просте линеарне осцилаrоре н узима

јуни у обзир да у једном молу има L молекула, имаh емо за слободну 

енергију (93) израз 

(121) \ј! = RПп (1 - е - 'У/Хј , 

јер је KL = R (образац II б). 

Сада можемо "ом ону обрасца (5б), нани унутрашњу енергију 

. - ћУјхТ 

Е; = \ј! _ Т д\ј! = Rhv e~---==;; 
дТ к l _e-nV/t:Т 

или 

( 122) 
Rhv ' 1 

Еi = К ЬУјхТ - о ' 
е -1 

За високе температуре, када се последњи колични к развије у ред 

и зауставимо се на другом члану. налазимо 

и 

Е; = RT. 

Ова вредност енергије поклапа Се са (118), јер у нашем случају 
број параметара (р и ч) s = 2, а узели смо један мол, тј. П = 1. Али 
за ниже температуре, вредност енергије према теорији, која се оснива 

• 

• 
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на квантној хипотези, разликује се битно од (118). ЧИМ смо добили 
израз за енергију (122) лако је напи и одговарају ни и ераз за специ

фичку топлоту при константној запремини Cv према обра ецу (22); где 
само треба променити ознаку еј у Е! I јер сад са е, означавамо вредности 

енергије појединих молекула. 

Као други пример споменућемо случај чврстих TeJla. За њих се 
претпоставља да атом.и могу вршити осцилације 01(0 својих положаја 

равнотеже и ТО у сва три правца. 3ато се још узима да се овакав си' 

стем атома може упоредити са системом од троструког броја оецилатора. 

Према томе не се утростручити, на пр., и вредност поменуте специфичке 

топлоте С,. Подробније је обрадио питање специфичке ТОl1лоте чврстих 

тела Debye. 

Иако СМО учинили извесне претпоставке о постанку зрачења, онај 

део Теориске физике са којим смо се упознали није још довољан за 

потпуну анализу овог питања као ни питања апсорПЦl1је. Зато немо 

навести само експерименталне чињенице и законе чије не теориско 

образложење бити могуl,"о тек пошто се будемо упознали са електро

магнетскцм теоријом светлости. 

Постоје доа . основна питања која се тичу зрачења: 1) како се 

може напи потпуно зрачење за јединицу површине неко,' тела и за је

диницу времена, и 2) као<о се распоређује зрачење с обзиром lIа разне 

спектралне обnасти, јер је познато да тела зраче зраке разних тала

сних дужина, одн. шаљу таласе разних фреквенција. 

Прва је чиљеница) која олакшзвз одговор на прво Jlитање, да зра

чење неког тела не зависи од других тела у његовој околини. Друга је 

да зрачење сваког тела можемо- наНи. ,ако знамо зрачење т.за. иотuуног 

раДUјашора или потпуно црног теnа. По дефиницији, п отпуно црно Тело 

апсорбује све зраке који на њега падају и може да зрачи зраке свих 

таласних дужина; а вез у између његова зрачења и зрачења неког другог 

тела даје КUРХОфОВ закон. Означимо са к· зрачење ПОТIIУНОЦРНОГ тела, 

Тј. количину енергије (оја прође «раз јединицу површине за јединицу 

времена, са К). ту величину за извесно тело, са а).' средњу вредност 

коефицијента пропорционалности за зраке којима одговарају таласне 

дужине у интервалу (!с, ), + 6А). Кирхофов заl(ОН претставља Једначина 

(123) К). = а).' к· , 

где се а).' зове аиСОРUЦUОllа сuосо61l0СШ. 

А зрачење потпуно црног тела даје Stеfап-Во1tzmапп-ов закон: 

(124) К= crT'. 

тј. I(оnичина. енергије коју зрачи потпуно црно тело са јединице повр-
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шине, за Јединицу времена, пропорционално је четврто .\\ степену _ апсо
лутне температуре. Коефицијент пропорционалности је константа 

( 1.25) а = О 76 Х 10-10 Ог. kal: . 
I cms Х mш 

Стефан-Болцманов закон може да се изведе на ОСНОВИ План кова 

закона о зрачењу, који даје одговор на друго од поменутих питања. 

Према ОВОМ закону, З3 црно тело эрачење (неполариэовано) таласа, чије 

се фреквенције налазе у интервалу (v, v + dv), дато је обрасцем 

2hv' 
2 Kv dv = "v/~T dv, 

с'(е -1) 
(126) 

где је С брзина распростирања таласа, а остале величине су вен познате. 

§ 20* ЕВОnУllиЈа схватања прира •• топnатв. Схватање природе ТО 
плате, Као и других стаља материјалних тела, меЊ3 ЈЈО се у току веко

ва, а било је и у истим епохама разлике у схватањима појединаца. Фи
лозофи јонске школе сматрали су ватру за четврти елемент (поред зем

ље, воде и ваздуха), који и изазива ТОПЛОТУ - стање тела . Али постојало 

је и мишљење према којем су ватра и ТQплота биле идентификоване. 

Од старог доба развијају се и две претставе о природи топлоти: према 

једној, у стварању ТОПЛQТНОГ стања игра улогу нека врста • тецности·" 

- неки флуидум, према другој - кретање делина материје. Испочетка 

су, код Платона, ове претставе донекле спојене: ако ватра (овај елемент, 

пошто има способност да продире у тело, сматра мо за неку врсту 
"течности") продире у тело, почиње кретање малих честица тела. 

Новија тумачења природе топлоте почињу са Rщ~еr"ом Васоп-ом 
(1214- 1294)*) који види узрок топлоте у тежњама честица тела једних 
ка другима. И за Ј. Кеплера је топлота кретање малих честица, међу

тим Галилеј сматра топлоту за флуидум . . У XVII веку. поред мишљења 

Fr. Васоп-а Веруламског , да се топлота састоји у треперењу честица, 

и R. BoyJe-ова, који стоји на гледишту атомске хипотезе, имамо ЊУТ

ново које се разликује од других. Топлота је по њему <Јсцилација етра. 

Ј Mayow мисли да · се горење састоји у брзом кретању честица; овај 

процес правилно је схватио тек Lavoisier. У ХУIII вщу мишљења остају 
подвојена. о. Bernoulli (1738) сматра топлоту за резултат кретања че

стица. Овом се г ледишту придружује L. Euler (173Н), а, доцније, и Ру

ђер Бошковиh (1758). С друге стране, Chr. Wolff разрађује (172U) хипо-. 

тезу о Топлотном Флуидуму, којем Е. Stahl даје име флогистон. Фло· 

гистон је један од Т.38. impanderabilia, тј. нека врста течности које немају 

теже а могу да продру у тела. Он је свугде УПРI1РОДИ, · и поједина 

*) Е. Норре, ОезсЫсЫе der Physlk. Braunschwelg. 1926. 
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га тела задржавају према својој способности. Lavoisier и Laplace у свом 
делу о топлоти (1784), излажуliи супротна схватања о природи топлот~, 

не одлучују се ни за једно ни за друго. Међутим М. Ломоносов стаје 
(1742 г.) одлучно на механистичко схватање топлоте 11 разрађује подроб, 
није њену механичку теорију као и Кинетичку теорију гасова. Анали· 

•• 
зујуtш три врсте кретања честица тела, н-зиме: транслаЦИЈе, треперења 

и обртања, он долази ДО закључка који се разликује од осталих МИШ
љењз, ОН, наиме, види узрок топлотних појава у обртању делића тела. 

Убрзавање обртања у гасовима, на пр . , изазива п ри сударима по ве

liање и брзина тр"нслаторног кретања. Стварање топлоте при тре- / 
њу или удару било је за Ломоносова један од разлога за одбаци

вање претпоставке о флогистону, ШТО је доцније н авело и Rumford-a 
на исту мисао. Ма да је низом експеримената ЛОМОНОСОВ доказао не

тачност Сталова и Бојлова гледишта, ОВО се З3 извесно време иП,.зк 

одржало. Чак су га заступали и Вјо! (1829) и Poisson (1835). Извесну 
корист је ОНО несумљиво донело, јер је олакшало примену математичке 

анализе на rоплотне појаве. нарочито на проблем провођења топло
те, који је формули~ао Fourier (1812, 1822). А видели смо да је и до 

данас од овог схватања сачувана терминологија. Ј ош и Sadi Сагпо! 

(1824) полази од претставе топлоте као неке СУlJстанције и само 

је у неким примедбама доводи у везу са кретањем молекула. Тек 

под утицајем Румфордових посматрања почиње у ХIХ веку развој ме

ханичке теорије топлоте, у чијој основи лещ:и I<.инетичка теорија гасова. 

Gay-Lussac и Сlареугоп доприносе овоме, а одређениј и облик добива она 

у радовима Кгопig-овим (1856), Сlаusius-овим (1857), v·an ·der Wааls-овим 
(1873), L. Воl!zmапп-овим, Махwеll-овим и др . Упоредо су се развијале 

и п.ретставе о склопу честица. - атома и молекула, са који&\з немо се 

ниже упозна.ти. До каквих резултата доводи примеl13 математицке ана

лизе у мехаliИчкој теорији топлоте видели смо· у претходним парагра

фима. Овде пемо само још ово споменути. Док се, према схватању на 

крају XIX века, у гасовима топлота испољава у тр а нслаторним крета

њима молекула, у чврстим телима, нарочито у кри сталима, за ноје се 

узима решеткаста структура, тј. да се неутрални 3ТО I\l.И или јони налазе 

у теменима праВИЛIIИХ полиедара, она се састоји у .треперењима ових 

честица око њихових положаја равнотеже. Но и на крају ХIХ века 

атомска хипотеза, па, према томе, и ово схватање ТОП1l0те И&lале су 

противника, на пр. Os!wald-a. И у XIX веку почело је играти велику 
улогу феноменолошко схватање топлоте . Виде))и смо како се онда про

учава топлота ~ao извесно стање тела, како се у том циљу дефинише 

низ величина, као што су количина топлоте, ентропија и друге. Болц

ману припада заслуга за начин којим се може поставити веза између 

овог схватања и Кинетичке теорије материје. 



ГЛАВА JV 

ЕЈ1ЕКТРИЦИТЕТ И МдГНЕТИЗАМ 

А. ЕЈ1ЕКТРОСТАТИКА 

§ 21.1 9СНАВНВ претпост.вке.. Велику групу појава које су у наше 

доба постале нарочито взжне сачињавају појаве које зовемо елеf(триq~ _ 
не. Њихово открине везано је не З3 неко нарочито човечје чуло него 
за низ врло ПРОСl'ИХ експеримената. Познато је наиме да НИЗ тела (на 

пр. шипка од стакла или од 'смоле, h.или~аРI грчки . "еJlе~трон", итд.) 
трењем прелазе у извесно стаље које се испољава на тај начин, ШТО та 

тела могу да привлаче разна друга (лака) тела. Ово се стање тела З0ве 

елекшрuчно стање и његова се основна о~собина испољава у појави [iOH

тј. силе која покрепе материјална тела а која се 
прелаза Дотичног тела у ово стање није МОГ ла запазити (чuњенu .. 

ца 1). Даље зкамо да се овакво стање може пренети с једног тела на 

друго путем додира (чињеница 2). Када се оно прено с и на друго тело, 

види се да се тела могу поделити у две врсте: код једних се ОВ3 осо

бина задржава само на месту додир., код других се електрична стање 

распростире по целом телу. Тела прве врсте зовем о : идолашори или 

диеле1<шрици, тела друге врсте - ирО80дници (чињеница З; ова се јо,Ш 

мора прецизирати, јер низ појава сведочи, да свако тел о у природи има 

обе особине само у разној мери). Постоје две врсте електричних стања, 

од ових зовемо uоаuшаВНО1 на ПР'Ј оно ' које се појављује КОД стакла, а 
неzаШU8НО, оно, на пр., - код смапе (чuњенuца 4). Узрок електричног ста

Ј:Ь3 зовемо елеКйlрUlJumеm; ако је неко тело прешло у 080 сТање. kазаFiемо 

да је наелеКii1рuсано. Постоје, даl<ле, лреме садашњем схватању, које 

ВОДИ порекло ОД Symmer-oee хипотезе, две врсте електрицитета. НIiЗ екс
перимената показује да се при стварању електричних стања појављују 
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истовремено обе врсте електрицитета (чuњенuца 5) и да се оне могу 

раздвојити, тј. може се добити ПОЗИТИВНО стање на једном ПРОВОДНИКУ, 

негативно на другом (чuњенuца б). На проводнику се ово ста\Ье одржа

ва трајно, ако је оно створено путем трења или додира _ . и то само у 
случају кад је изолован од земље; чим се споји са земљом, електрично 

стање ишчезава (чuњенuца 7). 
Према првој чињеницн, наеЈЈектрисано тело изазива поље сила, 

јер оно тежи да покрене неко друго материјално тело које се налази 

у његовој околини. Ову пондеромоторну .силу можемо мерити и ре

зултати овог мерења омогунују нам да уведемо величине које служе 

З3 карактеристику електричног стања. Ако узмемо два тела, две мале . . 
лоптице, од којих је једна наелектрисана, можемо, додирујући је неким 

наелектрисаним телом, мењати њено стање. И онда се запажз, ако се 

узајамни положај ло птица не мењз, да се мењз само интензитет силе. 

ИЗ ОВОГ се може закључити, да се извесна. особина електрич~ог стања 

може карактерисати вредношhу једног скалара. Овај скапар зове се 

количина елекшрuцuшеша или оl1ЛiерehеЊf, а механичкз, пондеромо

торна сила је са овим пропорционална. Ову чињеннцу (чuњенuца 8), 
KOJO~ се даје дефиниција оптеренења, можемо израз ити обрасцем 

(Ј) .\'i=e.\'i', 
• 

где је .\'i сила којом наелектрисано тело дејствује на друго тело, а .\'i' 
вектор који зависи ОД положаја и стања другог тела, но не зависи од 

стања првог; сматра.\1.0 да је е ~ О. према врсти електрицитета. 

Количина електрицитета је нова физичка величина И можемо је 

мерити произвољно изабраном јединицом. Она је адитивне природе, тј. две 

спојене количине електрицитета е. и е. дају једну: еЈ + е:а. Ово значи 
да, ако први пут имамо електрично стање прве .лоптице. за које је е е1 , 

~ сила је е1 ј\', други пут е = е2 и е2 ј\', а треhи I1УТ поновимо начин 
на који смо први пут довели до оптеренења е" а затим продужи .. о 
и употребимо начин који доводи до е., на нрају добивамо силу 

.\'i' = (е, + е.) .\'i'., тј. трене стање карактерише вреднuстскалара е=е, +е •. 
Ако место првог тела узмемо два, са оптереl1ењима еЈ и е2 , и спојимо' 

у једно, резултантно оптерећење биliе е, + е, (чuњенuца 8'). 
Оптерећење изолованог наелектрисаног тела остаје I(OHCT3HTHO 

уколико се не мењају спољњи услови (претпоставка - чuњенuца 9). 
СоиlотЬ је, мерени силе којима се привла4е мале лоптице разно

имених оптерећења, одн. одбијају ако су истоимеllИХ оптерећења, извео 

закон: 

(2) '" Јее, оЈ\ = ,2 ro. , 

(чuњенuца 10), који треба да схватимо овано: ано з""ислимо два врло мапа 
тела (у граничном случају две тачке) А и 13, чија су оптеренења е и е" 
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ако означимо са То јединични вектор правца АВ и ЉИХ090 растојаље са 

~ интензиtет силе KotO_M_It_ !teJCТoyje на В ~He ПР"!i?Р.iiiiОiiaJiа.гопт}: 
pelleњ~a ~ ,.~~р~~т_~~р_о~.()еци.()~~_~._~,!а!l!,_а!ХЈ'астоја~аl , пра,!а.!:, ~~. 
п оклапа се са АВ, а смер зависи од врсте електрицитета. У исти M~J> -- .. -." --. -". - .- -- . . .. . , - ~ . ................. -. , . . , - , ---_ ... ~. - _ .... -.-.. _-..... 
тело В дејствује на А силом супротна" С~~Р<l , а истог правца и .инсс;.н; .......... _ -, . ,"',. ,,,", " ,- " ," -,' _. ,-,-_ •.. ,-~ . , . "'" .. , - .,,- ... - . -_.-.... ,'- - ,'-
зитета. 

-- ·--По Гаусову предлогу ставља се f = 1 и Кулоно" закон узима 
облнк: 

(2') 

, 

За наелектрисана тела коначних димензија, може се добити израз 

за силу на основи претходног израза и i1решuосшавке да, ако поделимо_ 

свако тело у бесконачно мале елементе чије су запремине dVl и dVI!;, 
сила којом дејствује један од Тих елемената на други бине бесконачна 

мала, Тј. З3 к~ра1(теристи}(у стања бес коначно малих елемената долазе 

у обзир бесконачно мале вредности оптеренења: de" одн. de •. Снла 

којом прво тело дејствује на друго бине збир сила које дејствују између 
" 

елемената, Тј. 

(3) То , 

где се интеграли узимају по запремини V, првог тела и V. - другог 

тела, а r је растојање двају елемената dVt и d~'2 И То .iедИнични вектор 

правца КОЈИ пролази КРОЗ њих; наравно, r и " rо зависе од положаја 

елемената. 

Образац (2') ,ОМОГУћује да нађемо димензију оптере!-;ења. Ставимо 

е = е,. Интензитет силе који је једнак е' г-' има димензнју M X L X Т-' 
(мцса, дужина, време) и заго је димензија 

(4) 

Осим тога можемо увести јединицу за мерење опте ренења, lIа пр . 
у систему Cas. Ова т. З8. електростатичка јединица дефинише се као 
оно оптереllење које на једнако оптеревење, на растој ању Ј ст, деј

ствује силом од једног дина; Ј кулон = 3.10' електрост. јед .. 
Faraday је запазио да Кулонов закон у облику (2') важи само 

када се наелектрисана тела (лоптице) налазе у 'вакууму, Дко се између 

наепектрисавих тела налази диелектрик, овај утиче на вредност силе 

(чињеница 11). Ставннемо заједио са Фарадејем да је у случају хомо
геног диелектрика (чињеница 11') 

(5) .R =!. ее,т 
е г2 О, 

lЗ 
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где је е Т 'ЗВ'.i!~~~""Ш~ЧlI.ао .!'.онс/Uа~!i!.,:,~.3а ваКУУJl! је она дакл~ једнака 
i~диници, за ваздух и гасове она има вредности блиске r, а уопште је 

она Ве"а од 1; вредности Е < 1 нису познате. Код хетерогених диелеко 
• 

rрикз, Е_ може да зависи од положаЈа и времена, а шта више у . нзве-, --..... ' 1 "' ~ _ . __ _ . ___ _ .. _ -v .. . ___ • • _~ ._. ,_. __ • , 

Сним случајевима ;;: непемо мопи сматрати за скаларну величину (чи

њеница 11 и). 

Досада нисмо никакве претпостаВl(е ЧИНИЛИ о природи електри

цитета. Прво схватање електричних noj<lBa никло је у доба, када су 

у Физици увођени појмови разних Ј:'~о~~аБИ].!,НИ~) флуидума (на пр. 
флогистон у Топлоти); И зато се је и~ел~ктриЩ!те'Г с матрао за неки флу
НДУМ такве врсте. Онда је очевиДно, да се КОЛИЧИНИ електрицитета 

придаје извесни реални смисао, одакле и потиче сам назив, и способ· 

НОСТ да "тече k са једног места на .друго. Осим тога, према овом схвз

тању, количине електрицитета имају способност да дејствују једна на 

другу са даљине (хипотеза actio јп distans, као и код гравитације). 

Међутим Фарадеј ", доцније, Ma".well развијају "ооу конц~пцију елек

тричних појава. Видени улогу диелектрика, ·одн. медијума који се на

лази између "наелектрисаних" тела, они га стављају на прво место за 

објашњење електричних појава. Ако се иЗвесна тела, према првом схва

тању, налазе у наелектрисаном стању, ПО ФаРа;Јеју ово значи да ie 
медијум који их опкољава прешао у нарочито c:г~њ_e. Ово се састоји у 
томе, што се онда у медијуму, И ТО У свима његовим тачкама појав

ЉУЈУ, независно од тога да ли се налазе У њима наелектрнсана тела 

или не, неки напони (слични можда напонима у елаСТИЧНQМ телу). Се--диште целе појаве ј е, дакле, у диелектрику, а једн о тело може да деј-

ствује на друго само помо!iу медијума који их опкољава (хипотеза деј

ства путем непосредног додира). Но познато је да се елект ичне појаве 

М.RГ~.<!l\.и.гр~ља:rи..Jf ~У_.!1раз®м_ прост.~~. ато, да би се могла 

ffi~~Р.н,;;~;з·а: математичку анализу ТИХ пи
да се ова претпоставка преци зира, ТЈ. да се уведу 

неке претпоставке о особинама етра. Као што немо даље видети, нн 

ова претстава о електрицитету није била у науци дефинитивна, но за 

решавање великог броја проблема није још потребно да се везујемо за 

коју било одређену хипотезу о природи електрицитета. 

Досада учињене претпоставке, 'које се састој е у наведеним чиње

Jlицама,- омогуtшhе нам да поставимо и да реши мо низ проблема који 

спадају у Електростатику, тј. у део Теорије електрицитета, где се про

учавају услови стања која се не мењају у току времена. Полазна тач-

*) тј. оннх који не м ају тежине 
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ка биhе Кулонов закон. Али ово · не значи да смо стали на rледиште 

хипотезе actio јп distans. Ми Ьемо сматрати да Кулонов закон (слично 

случају Њутнова закона гравитације) математички одређује пондеро· 

моторну силу која се јавља код електричних стања не llрецидирајући, 

не УдимајУliи у 06дир начuн, механидам, ·/(оји лежи у основи њенйј 

дејсщва. 

§ 
сано тело на друго тело силом 

радејев закон. Образац (5) показује да је, 

Св"ко наелектри
вре,ДНОСТ даје Кулон-Фа

у случају тела коначних ди-

менэија, ова сила дата компликованим изразом, који з ависи не само 

од електричног стаЊ8 тела него и од ПОЛ'ожа,ја једног према другом И 

њихова облика. 3ато пемо ана!lИЗУ проблема Електростатике почети 

са наiпрос~нј~ __ !l'ррбд!~.з ~. Уведимо ззто појам !f!.fL'i~CfCIi/~f. _,!!!.t!;!.w~hel}J!.' 
Замислимо тело толико малих димензија~ да се оне могу занемарити, и 

нека буде његово електрично стање одређено коначном вредношhу е. 

Онда можемо УЧИНИТИ корак даље и замислити да ј е за неку тачку А 

везана вредност скалара е, елеl(ТРИЧНОГ оптереfiења, па немо је звати 

mач/(асmо оиmерeliење. Ако се у некој другој тачки (В) " н алази") опте

реЬење е;:прво оптереliење ће дејствовати на друго СИЛОМ 

(5) 

Ставимо • 
(6) 

Ј ееЈ 
.ћ. = - , 2 t o 6 , 

1 е 
(f= --. То 

е ' 

Овај вектор зависи само од оптереliења е, положаЈ а друге тачке 

В према А и диелектричне константне (6) хомогеног диелектрика који 
испуњава простор . ИМамо, дакле, 

(7) 
'- --:;-т 

i .п = е,.!./ 
. ; ... 
Претпостављају"и да је оптереhење е непомично у простору, можемо 

проучити поље вектора .~.) Овај вектор liемо · звати ~~7е/(m2иЧl/а сила, 
(из обрасца (7) види се да он нема исту димензију са механичком си!'ом) 

............ _ _ - . - .• , • •. , - ..... ,_ о _ . ..-. . , ' -'- . 

и његово поље је ~леКШl!..осmашuч~о uq3'!...i!f!...':!p.? r:и.сЈ.~~асшq~.Е.ЏЈ#ер-e,/f._шд. 
Како константiшмножитељ не игра сад битну улогу, то }јемо у обрасцу 
(6) ставити 6 = 1, тј. уочиt;емо поље тачкастог оптерећења у вакууму. 

Према томе сматраliемо да ј е 

(6') 

*) ова реч опет има само тај смисао да је за в ве38на вреднос т скалзра ,\ . . 

**) с нла ~_~дејСТ808s1~,~?~:" у поље вектора (f унесе _опт~ре_ћ~~ ~l ' Претпоста 
вљамо да су евентуалне промене у пољу збо г тога такве да се могу эанемарити . . _ ... . --.- .. _--... --- ---_ .. - . _- -. ~ -~ ._.--_ .. __ . '- ' .. - -- --- -~._-> 

13· 
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Вектор (ј; има онај облик који смо проучавали у § 0.4 обр. (64). 
Имајуни само у виду да константна величина А у овом обрасцу озна· 

чава електрично Оl1терећење е, можемо непосредно пренети на вектор 

G: све оне закључке до којих смо дошли у § 0.4 за вектор О. 
Према обрасцу (65) § 0.4 постоји скалар 

(8) 
е 

U =-т- , .,. 
који немо звати !!!еjfШllUЧНU iiош.енquјал .или просто .U{l[ЩЈЈНffl!!.л н, због 

једначине (66) § 0.4, биhе 

(9) (јО= - grad и. 
. ' 

Електрични потенцијал Dчевидно нема исте димензије са мехаНИЧI<ИМ 
т 

Исто тако јеочевидно да веза између (f и и остаје иста (9), ако _ . , 
ставимо 

(8') u=~+ С, , 
где је С нека константа. Но ако поставимо накн адни услов да потен

цi1јаЛ у бесконацности ('=00) буде једнак нули, биhе н с=о. Потен
цијал и у тачки А (, =0) имане бесконацно вели ку вредност. 

Даље , у § 0.4 доказали смо да не бити 

(10) div (f = о 

за сваку тачку осим А. И, ако ' ;Јапишемо једначину (67) § 0.4 , узима· 
јуни у обзир услов (8), иманемо 

• 

(11 ) 

тј . U је решење Лапласове 

задољава и усnов 

t:.U = 01 
једнацине. Да осим у слова (10) вектор G: 

( 12) го! (f . о , 
у свакој тачки, можемо се уверити непосредним рацуном . . Доиста 

rot G: = - rot grad и = о 
према обрасцу (2~) § 0.2. Поље електрицне силе ј е, дакле, Лапnасово 

• 

свугде у простору изузимајуни тацку А. У овој тачки div (!; имане 

бесконачна велику вредност. Ово је лако доказати, ако се тацка А 

обухвати лоптом чији је полупречник г. бесконачно мала величина . 

Према дефиницији (види обр. (14) § 0.2) БИће 

Ј G:df 

div '" = lim -,e~,."" y.....~. 
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На површини лопте Р, G' има у свакој тачки исти модуо 

правац исти са df· 
3ато је 

(13) fG'd
' 

= е,{ d/=.!..,. 
'" . '* F 

4пг 2 = 4ле . , 

а 

._' __ О" • 

ДаЈ<ле у тачки А је 

div G' = Зе 'јт.!, =.±. оо. 
r ,.-+0 ' '" 

Ако се у тачки А налази позитивно оптерећење (е > О), Она је 

извор; ако је е < О , она је понор. 
Протицање вектора G' кроз неку затворену ПОВРШИIIУ F бипе, пре

ма обрасцима (б8), (б9) и (б9') § 0.4, 

(14) Ј G'df = О, или = 2 .. , или = 4ле 
f 

према томе да ли оптерећење лежи ван Р, или се налази на њој или 

у унутрашњости ове површине. 

Поље једног тачкастог оптерећења очевидно је симетрично у односу 

на тачку А. Векторске лииије, тј. линије силе (електричне) су зраци 

који иду од ове тачке. У свакој тачки вектор G' (б') усмерен је ка 

тачки А, ако је е < О , а од ње, ако је е> О. Соленоиди пе бити конуси 
са заједничким теменом у тачки А. Еквипотенцијалне површине бине 

концентричне лопте, ј ер из услова и = const. због (8), следује једна

чина , = const .. 

Наведени резултати могу се лако генералисати за већи број тач-

кзстих оптереНења. Претпоставимо да имамо п тзчк аС1ИХ оптереhења 

ер е2 ••• • en, у тачкама А 11 Ag, ..• An и да вредно сти ei не зависе од 
присуства осталих оптерећења. Нека буде М произвољна тачка у про

стору, 1, њен вектор положаја у односу на тачку А, . Електричном 

силом у тачки М зовемо вектор G' који је једнак збиру вектора G'" од 

КОЈИХ је сваки одређен у односу наоптереliење е, помоhу обрасца (6'), тј. 

( 15) 

Свугде у просто ру, сем у таЧКама А " електрична сила има 
~ 
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коначне вредности. 

функција 
""', '" I .. -. 

(16) 

а 

( 17) (f = - grad и . 
Ове величине зависе наравно ОД релативних п оложаја тацака А ј и 

М, а потенцијал мора бити - решење Лапласове ј едначине (11) у свима 
тацкама сем Ai. 

Како за протицање сваког од вектора G:, важи једначина (14), то 
nе, због једначине (15), протицање вектора (f кроз неку затворену по
ВРШИИУ у чијој се унутрашњости имазе оптереhења е., e~, еу'... бити: 

( 18) 

• 

Ј G:dj = 4~Le, , 
F 

где се сабирање односи само на наведена оптерећ е ња.*) 

. - Резултанту механичких сила, које према Кулонову закону деј· 

ствују на пр. на оптерепење еј, добиhемо изостазљајуhи у вектору G: 
компоненту <Ёј , у облику (М се сада поклапа са АЈ) 

'" ,.е" .1\ј = efLI -[' I ·Ј 
- , 

где нндекс ј означава да у збнру нема члана i = ј. 

За два тацкаста оптерећења лако. је нз услова U = [е, + [е, =const. , , 
напи еквипотенцијалне линнје у равни у којој се оне налазе. Зато треба 

да потражимо тачке пресекз, у којима, дакле, и вма исте вредности, 

оних кружних ЛИliија , са средиштима у А, и Ао, од којих је свака -
еквипотенцијална - линија појединих оптерећења. И сто тако је лако кан

струнеа,'Н вектореке лнније, тј. оне у чиј9ј свакој тачки G: има правац 
днрке. Обртањем 'ове равни око праве А,А. добићемо претставу о целом 
пољу вектзра (f које очевидно има осу симетрије. Треба само разли- . 
кавати два случаја , наиме да ли су оптеренења рззноимена или исто

имена. У првом СJlучају, као ШТО је познато, наравно, и из експеримена

та, векторске линије иду од једног оптереhења I<а другом (в. слику 23). 
За истоимена оптереnења добивамо два снопа векторских линија који . 

полазе из тачака А, и В, и не секу се (сл. 19)" ). 
Врло важиу улогу у Теорији електрицитета и магнетизма игра 

- --
*) Лако је видети 1\ ако треба променити десну страну ове ј ед:начнне када се hCKa 

оптереl'lења налазе на самој површини F . 
... } Тање ИЗВУ'lе'liС линије су' еквипотенцијаnне. 
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слецијална комбинација два разнаимена оптеренења, за која се прет
поставља да су једнака по модулу а налазе се ·на бесконачно блиском 
раСтојању. Овај т.зв. ДllUОЛ (електрични) бине извор'''' пар који смо 
споменули у § 0.4. У овом случају су издашности извора е, одн. -е, а 
момент дипола е* = е ђ , ако је ђ растојање између извора. 

Потенцијал И' дипола у не

"ој тачки М која лежи на расто
јању r од извора, према обрасцу 

(70) § 0.4 или (70'), имаНе вред
НОСТ 

(19) 
е* cos е 1 

U*= =e*grad M -
г' г 

ако је е угао измеђУ о се ди пола 

(А,А.) и правца А, М, е*=е*ц; 

множитељ 411' у именитељу отпа
дз, Због_ тога што је сада поте~-

е 
цијал једног пола означен са - . 

г Сл. 19 

§ 21:3 · -hОља' н.прекидно р8СПОР81јВНИI 8птврВЋења (у вакууму). 
У3МИ~О наелек:трисана тела КОН3.ЧНИХ димензија. У вези са посматра

њима можемо учинити две претпоставке: а) електриЧ'но стање тела 

испољава се у томе ШТО се сваки делиh тела налази у овом стању 

(случај диелектрика, чињеница 12), б) електрично стање испољава се 

само на спољњој површини тела, ДОК се у унутрашњости оно не може 

запазити (случај ПРОВОДника, чињеница 13). 

Прву од ових претпоставака тумачимо на следени начин. Ако 

узмемо бесконачно мали делиh наелектрисаног тела, чија је зздремина 

dV, онда се његово стање одређује бесконачно малом вредношhу опте
ренења: de. Како је оптерећење величина адитивне природе (чињеница 

8'), стање целог тела, чија је запремина V, дато је и зразом е = Ј de. 
v 

Ако се елеl<Трицитет схвата као нека врста флуидума, замишља се да 

се у запре~ини d V налази количина електрицитета {је, а у целој за· 

премини - збир свих ових количина. За иас ОВ3 претстава није неоп

ХОДНО потребна, те, и поред тога што се оваква терминологија готово 

редовно употребљује, нећемо за њу, као ни досада, дефинитивно везати 

нашу претставу. 

УводећИ НОВИ појам, гусшине елекшрuцuшеша, (\\ожемо УОПШТИТИ 

низ резултата КОЈе смо добили за тачкаста оптереlјења и за случај 
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у •• ених оптерећења неПрекuдно pacuopeljEHux У UРОСШОРУ. Премадефи
НИЦИЈИ, КОЛИЧНИI< 

(20) de 
р = dV 

зовемо густином електрицитета и претnоставља ,,,о да је она функција 

положаја (у Електростатици само положаја , а, уопште, и времена) не
прекидна, коначна и једнозначна у свима тачкзмз наелектрисаног ·тела. 

Из једначине (20) следује непосредно да је 

(21 ) е= f PdV : 
v 

Електрична сила · биhе у случају оптсреhења непрекидно распо

ређених у простору 

(22) fde . f PdV 
rs; = р.lо = /' 1, 

• • • 
па се овај израз до бива у.општавањем израза (15) , где треба е, · сменити 

са de , 1, - вектором положаја 1 произвољне тачке М, У којој се узима 
вредност If, а у односу на неки депиh d v. При интеграљењу мења 

се очевидно , положај овог деЛИћЗ, а према томе и правац и величина 
вектора 1. . 

ЕлеКТРИ1Јна с ила поново се може претставити изо градијент п о 

тенцијала - и 

(23) . rs; = - grad и 

и ова функ ција постаЈе , због једначине (1 б), 

(24) U _ fde _1-рdV. 
- .-/- -'v / 

Може се нар авно доказати, као што се то ч ини у Теорији потен

цијала, и то непосредно, тј. при дифереицирању и по координатама 

(х, У, z), да се ред овог диференцирања и иитеграљења по V може про
менити, и онда се добивају пројекције вектора rs; на одговарајуnе осе. 

Нека буде v произвољна запремина у којој се налази наелектри

сано тело или његов неки део, F површииа која обухвата ". Протицање 
.ектора G; кроз ову површину биnе, према обращу (18) § 21.2, 

(25) 

Јер Је десна стр а на ове једначине збир оптерећења КОЈа се налазе у 
• 
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УН)lтрашњости F. Ако се у унутрашњости F налази цело тело, бине, 
због услова (21), 

(26) Ј G:dl = 4ле. 
F 

Према Гаусовој теореми (15) § 0.2 можемо површински интеграл 
који стоји у једначиии (25) претворити у запремине"и, тако да не-мо 
добити 

IdiV <fdV = 4"1 pdV: 
" v 

(27) 

I{ако су ова два.интеграла једнака за коју било запремину, мора бllТИ 

div<f = 4"р 

и ова веза између електричне силе и густине електрицитета мора да 

постоји за сваку тачку наелеl<трисаног тела. 

- Сменимо сад вектор G: његовим изразом (23). Место (27) добиhе .~о 
једначину 

(28) . div grad U = - 4лр 

или 

(28') д'И д'И д'И 
дИ = дх' + ду' + дz' = - 4лр _ 

Ова, Poisson,oBa једиачина даје везу између електричног потенци
јала и густине електрицитета. У свакој тачки наелектрисаног тела (р '" О) 
важи ова једначина и потенцијал је њено решење. Ако пређемо границе 

овОГ тела, имаfiемо у тачкама ван њега р = о па he се Поасонова 

једиачина претворити у Лапласову 

ДИ=О. 

Изван граница наелектрисаних тела поље је еле ктричне силе у 

вакууму, дакле, Лапласо во. Сваку тачку тела у којој је електрицитет 

непрекидно распоређен треба, због услова (27), сматрати за извор. Гу
стина р је функција положаја тачке. Ако се тачка помера у унутра ш

њости тела ка његовој грашщи, р не имати одређене коначне вредности, 

различите од нуле. Међутим, ако узмемо тачку изван тела, која се та

кође приближава ка истој тацки на површини F, имаli емо за све њене 

положај е р = О. Дакле, функција р врши на граници F у свима тач
кама скок, те, према томе, бар један од других извода функције И по 

координатама, као што се види И3 једиачиие (28'), ",ора на површини 
F извршити скок. Другим речима, други изводи поте н цијала по коор

динатама су непрекидне функције координата свугде с ем за тачке на 

ПО врши НИ наелектрисаног тела. 
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Сам потенцијал и његови први изводи по коордuнатима бине у 

случају непрекидно распоређеног електрицитета у простору непрекидне 
функциј е, кој е У свакој тачки имају коначне и одређене вредности. 

Као што се види из израза (24), само у случају када се уочи тачка у 

. унутрашњости запремине V, функција + постај е бесконачна. Но и за 
ове тачке важи сада наведена особина потенцијала. Да бисмо се уве

рили, посматрајмо вредност потенцијала у некој тачки Р тела коју nемо 

узети за почетак сферног координатног система: 1 - " ,!" t . . Омотајмо 
је неком површином и нека vбуде запремина к оју ова обухвата. За

премина дела тела која остаје биnе \i - V = \". Тачка Р је ван ове 

1 
запремине и зато 1 не постаје бесконачна. Имам о даље 

јер је 

d V= г'siп ,!, dгd,!, dt , (Ј=г) . 

РаСТавимО оваЈ интеграл у два 

fp ~v = fР ГSiП'!'dГd'!' dt-fР Г SiП '!'dГd'!'dt 
У' V v 

Први интеграл с дссне стране има одређену вредност, која не завнси 

од облика запремине ", други такође има одређену вредност, јер јеинте
гранд р , s iп,!, ограничена функција и у обдасти џ. Последњи интеграл 

тежи ка О кад v-;.O, а V'-;. V. Одатле и следује да је потенцијал непре

кидна функција која има свугде одређене и коначне вредности. На 

сличан начин се доказују и особине првих и други х извода потенцијала. 

Да пређемо на случај који је · наведен у чињеници 13 (на почетку 
овог параграфа) а стоји у вези са особином проводника, да се у њима 

електрично стање јавља на спољњој површини, док се у унутрашљости 

ОНО не може констатовати . Осим 'тога, када ПРОВОДНИК прелази у нае

лектрисано стање, збо г додира са другим телом, онда у врло кратком 

размаку времена наступа изједначење потенцијала у свима тачкама 

·његове површине (чuњењuца 14). За овај случај треба такође дефини

сати величине које служе за описивз.ње појаве. 

Претпоставимо да се електрично стање површинског елемента d/ 
одређује такође бесконачно малом вредношhу скалара de (према схва

тању електрицитета као флуидума каже се: на том елементу "щшази 
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се' количина електрицитета de). А стање целог тела одређује · се вред

ношhу оптерећења: е= Ј de . 

I{оличник 

(29) 

F 

de 
11=dJ 

зовемо iiОВРШUНСКОА/ гусшUНОА/ електрицитета. Стање неког дела повр

шине Р, који ћемо означити са f. одређује . се · вредношИу оптереhења 

(30) е= J 'ld! , одн. е= ЈЧd! 
f F 

• 
за целу 1I0ВРШИНУ Р. 

У.општавајуhи обрасце (15) и (16) § 21.2 налазимо да је 

(31) J
de J 'l d! 

G;= ,,1,,= 1,1, 
F f 

где је 1 вектор положаја тачке М · у простору у којој се посматра вред

ност електричне снле, а почетак му је у елементу d!, н 

(32) И= f'1,d1 . 
F 

Може се доказати да је функција U непрекидна, да има конаЧljе 

и одређене вредности у свима тачкамапростора и на самој површини 

F и послед~а особи·на важи, ако . ова riовршина у свакој Т3Чl(И има 
једну тангенцијалну раван (тј. ако око сваке тачке на F може да се 
узме бар мали део по врши не ! 'Гако да се његова једна чина може напи

сати у об,nику z-Лх,у) И за Ixl< а , IYI< а , где је а довољно мали 

број, бине!, дд! и дд! непрекидне функције х - а и у -а) . . . х у 

Према чињеници 14,на површиии проводника п отенцијал U има 
у свима тачкзма исту вредност, тј . ова је једна од екuипотенцијалних 

површина. Прецизирајмо даље појам проводника и назовимо uошuУНUА/ 
. . . . 

илн савршеНUА/ проводником онаЈ, у ЧИЈОЈ Је унутрашњости елеl<Трична 

сила једнака нули, ако је наступило стање рзвнотеже, ТЈ. 31<0 се елеl(-
• 

трично · стање не мења у току времена (чињеница 14'). 
Како је 

(33) G; = - grad и. 

из услова G; = о у уну:грашњости проводннка следује да је U = const. 
а према Поасоновој једначинн (27) мора бити р = О. Дакле у потпуном 

проводнику имамо само површински .распоред електрицитета. Осим тога 

• 
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И3 услова (33) и И = const. на површиии следује, да електрична сила G: 
стоји управно на површини Р, кад нема промена електричног стањз. 

Ако сад обухватимо део површине проводника ј затворено,,,, бес

крајно блиском површином, један део ове: ј, биnе у унутрашњости 

проводника, док је други: ј, споља. Према обрасцима (18) и (30) бине 

f G:df =4лfЧ d/. 
f 1 f~ f 

Кроз ј, нема протицања јер у унутрашњости Fишчезава (Х, а ј, 

се бескрајно мало разликује од ј. Дакле можемо ставити 

. f G: df = 4л f ч d/ , 
f f 

И, како ова једначина важи за ПРОИЗ.80ЉНУ површину ј, морају инте

гранди да буду једнаки. Означи мо ли са Еn пројекцију G: на спољњу 

нормалу дуж које је управљен вектор df, бине 

(34) 

А, како Је 

Еn = 4,,~ . 

дИ 
Еn = (G:n) = - (ngradU) = - дп ' 

где Је 11 Јединични вектор спољње нормале, бине 

(34') . 
. дИ 
дп -'- - 4л~ . 

Познато је из експеримената да се ИСТИМ количинзма -електрицитета 

разии проводници оптеренују до различитих потенцијала (чuњенuца 15). 
За карактеристику ове особине проводника уводи с е нова величина која 
се ~OBe каuацuшеш проводника, а даЈе се изразом 

(35) с .!!.. 
И' 

ако су ,е оптереfiење проводника, а и - потенцијал, тј. његова вредност 

на површини проводиика. Две последње величине одређене су обрасцима 

(30) и (32) из којих се види да, ако се густина '1 свугде повена или 
смањи а-пута, е и И се повеnавају (одн. смањују) у истој размери 
и равиотежа се Heh.e пореметити. 3ато не њихов КQЛИЧНИК задржати 
исту вредност и. према томе, капацитет С не зависи од оптереНења.. 

Он је величина која зависи од облика проводника. Претходни образац 

.пружа такође МОГУnНОСТ и за друго тумачење. Налазимо, наиме, да је 

е + С = С(И + 1) , 

ТЈ. капацитет је бројно једнак оптеренењу потребном да се потенцијал 
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- ~ 
проводника повиси за јединицу. Како је димензија потенцијала [е] Х L , 
капацитет има димензију дужине. 

Објашњење чињенице (15) видеnемо у § 21.5. 
Испитајмо општији случај, непрекидног распо реда елеl<Трицитета 

по површини S која не мора бити површина ПРОВОДНlIка. За овај случај 
'важе наравно обрасци (29 - 32) и потенцијал И остаје непрекидна функција 
свугде у простору. Но УО'lена површина није више једна од еквипотен

цијалних и електрична сила која сада не мора да стоји управно HaS 
не мења се непрекидн о, као што ћемо доказати, при пролазу кроз опте-

рећену ПОВРШIIНУ. . 
Узмимо линиеки интеграл IlУЖ произвољне затворене контуре L 

која пролази кроз површину у тачкама А и В. Како Је поље потенци

јално, то немо имати 

[(fdl = О. 

Означимо са LJ и L2 делове криве L који се налазе на разним 

странама површине S и нека (f, и G:. буду вредности вектора G: у тач
кама ОВИХ кривих. Раставимо ИХ у нормалне и танг снцијалне КОМПО .. 

ненте у тачкэмз ПОВрШ~1Не: 

(f, = (f" + (f", G:, = (f," + (f" . 

Узмимо сада произвољну криву АВ на површин" S и претпоставимо 
да су криве L, и L. бес к оначно блиске кривој АВ (сл. 20). Како d1'y сва-
кој њиховој тачки пада у додирну раван, произ

води «(f,.d!) и (G: .. d!) отпадају и у линиском ин
тегралу остају само тангенцијаnне компоненте, тј. 

в А 

Ј (f"dl + ј G:"dI = О, 
А • 

или 

в 

ј(СХll - (х", dl) = О. 
А 

& ---- - , ~ 

Сп. 20 

Због произвољности криве АВ I овај услов можемо задовољити 

само ако ставимо (кад није већ (f" = G:" = О) 

(36) G:" = (х" , 

Јер ови вектор" ма у КОЈОЈ тачки површине S не могу да стоје упр.авно 
на ком било елементу dI. Дакле, при пролазу кроз површину оп,ере

пену електрицитетом, таш"енцијаnна компонента вектора <l: мења се 
непрекидно. 



206 

Да бисмо нашли како се мења нормална компонента електричне 

силе при пролазу кроз површину S, узмимо површински. елемент df 
и обухватимо г~ бесконачно малим ваљком (сл. 21). Нека се основе 

овог ваљка на.цззе на разним странама повр

шиНе S, а његова висина (h) нека буде бес

коначна мала величина вишег реда, како би-

2 
• 

s 
смо могли занемарити протицање вектора (f 

кроз омотач ваљка. Остаје према томе од 

протицања кроз целокупну површину ваљка 

само протицање кроз основе, и ово Ђе бити 

(види обр. (I 8» 

Сл. 21 јер се: 1) на елементу Јј налази количина 

електрицитета de = ~ df, 2) скаларни произ

води тангенцијалних компонената са вектором df који има правац нор
мале биfiе једнаки нули и З) на основама управљени површински еле

менти имају супротне смерове. 

Означимо ли пројекције вектора (f, и (f, на нормалу површине S 
са Еtn и Е2П t иманемо после скраliивања са d/, fl1есто претходне јед-

начине, 

(37) Ь. -Е1п=4:rrI1 . 

Овај услов показује да при пролазу кроз оптереhену површину 

нормална компонента електричне силе врши СКОК, што ће .реНи да се 

први ИЗВОДИ потенцијала и не мењају непрекидно. Наравно, из услова 

(37) следује (34), ако се поново узме да је S површина проводника 

која обухвата део простора I (Бл = En, Ел ~ О). 
Може се уочити још компликованији случај I10ВРШИНС·КОГ распо

реда електрицитета. Претпоставимо да се узме бесконачно танки слој 

дуж површине F и да су његове стране оптереhене разноименим 

електрицитетима. AI{O се на површинском елементу dj налази коли-· 

чин а електрицитета ~ df, на супротној страни дуж нормале биhе -~ d{, 
и зато се ова два оптереhена елемента могу сматрати за изворни пар 

(дипол) чија оса има правац нормале. Такав се слој зове елекшрuчна 
двојна uовршuна. У некој тачки М у простору, потенцијал и изазвани 

овом двојном површином бине једнак збиру потенцијала диполова,· тј., 

.како је момент једног ди пола е* = ~ df8s, где је о. растојање страна 

слој а, према обрасцу (19): 

(38) U _J~oscosedf Ј < (df d 1) -. ,2 = fj uS gra м r ' 
F F 
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Э је угао између позитивне нормале, која иде од негативног пола ка 

позитивном, и правца: пол - тачка м; df = dfn, а !I је јединични ве!<Тор 

, 
-----

Сл. 22 

нормале. Ако уочи мо лопту са полупреч· 

ником I и средиштем у тачки М (сл . 22), 
конус са теменом М и основом df исеlщ не 
на њеној површиии елемент dш. у . ИСТИ 

мах ПОВРШИНСКИ елемент df види се из 

тачке М у просторном угл у dш . Осим тога, 

тај конус исени не на лонти, полупречника 

Г, са средиштем у М ПОВРШИНСКИ елемент 

dfco~, па не бити 

(39) 

d", djcos9 (di d 1) I = г' = r gra м г . 

Одатле слеДУЈе да се цела пџвршина F види из Ta'IKe М под углом 

". =Jdi gradM.!. . .. г 
F 

• 
Ако '1 бs = 1)* има исте вредности за све тачке Jlовршин"е F , ло- -

тенцијал (38) не бити 

и = ч* ој . 

ПретпостаВIIМО да је F затворена површина. За тачку М, која се 
налази у унутрашњости, w = 4зт , ако је ПОЗ"ТИВН~ електрицитет на 

унутраШlьој страни, - и ,О = - 4" У супротном случају , јер di й gradM ~ 
затварају онда ТУЛИ угао. БИће", -дзиле, иј -:- ± 41t'l* вредност потенци
јала свугде у унутрашњости. Ако је тачка М споља, биhе ш =0. Јер, 
кад се из М повуче конусна површина која додирује Р, ова се повр

шина дели у два дела, Р, и Р., ОД којих пе једном одго варати вредност 

ц) 1 позитивна, ако је на Р1 позитивни епектрицитет окренут тачки М, 
на другом пак рв, ШЈ = - Шl' 

Према томе, вредност потенцијала ма у којој таЧl(I1 М ван повр

шине F бине и, = О, и зато при пролазу кроз затворену двојну по

вршину потеНЦИЈал U врши скок 

(40) , 
ие - Ui = .±. 4ЛI1* . 

Овај резултат важи и за незатворене двојне површине. Када је 

дата оваква површина Р, можемо замислити неку двојну површину 

Р/, која са F образује затворену Р*. Потенцијал И' при пролазу кроз 
F врши скок (40). Алије И' = U + и/ И и/ ће се мењати непрекидно 
при прелазу кроз F, јер, с обзиром на Р , тачке површине · F су неке 
спољње. Дакле мора U да врши овај скок. 
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§ 21.31 Инфnуенцнја. Електрично стање проводника може да с-е 
створн не само једним од вен поменутих начина (додиром и др.) него 

и онда, када се у његовој близини налази друго, оптеренено тело (ча

њенаца 16). И У овом случају појављују се на проводнику истовремено 
обе врсте електрицитета у складу са чињеницом (5). Електрицитет 

истог знака појављује се на удаљенијим деловима првог проводника, 

док је на страни окренутој другом проводнику он супротиа зиака. На 

површини првог проводиика постоји неутрална линија која је дели у 

два дела, оптерепена, дакле, разним врстама електрицитета. Ова се по· 

јава зове аllфлуенqаја. Електрицитет истог знака са оним иа другом 

ПрО80ДННКУ ишчезава , зко се први проводник споји са земљом, и зове 

се слободна. Елеr<Трицитет супротна знака остаје на проводнику и зове 

се 8еаани. Ако се први провод НИК, где су се створила електрична стања 

обе врсте, удаљи ОД другог, на њему се она више не могу KOHCTaTO~ 

вати, тј. изазвана оптеренења су једнака (Фарад~јев закон). Појавом 

инфлуенције одмах се објашњава привлачење н енаелектрисаних тела: 

на овима се, услед инфлуенциј.е, ствара електрично стање, ИЈ кзко је 

растојање разноимених електрицитета (на првом и другом телу) мање, 

то пе, према I{УЛОНО8У закону, пр"влачење БИТII јаче од одбијања исто· 

имених електрици.тета. 

Сама појава инфлуенције објашњава се на о вај начин. На примеру 

једног тачкаСТQГ огпереh.ења видели . СМО да су линије електрицне силе 

зраци који иду у бешоначност; у случају два разноимена оптерећења, 

оне иду од једиог . ка другом тачкастом оптерећењу. Претпоставимо да 

се у поље једног тачкастог оптереЂења унесе праводник, површина 

лопте, која nе заузети место једне ОД еК8искаларн их површина. Линије 

сила које могу и сада остати зраци који ие се прво эаврwавати на 

унутрашњој страни проводника И, како ие оне стајати управно на њој, 

бине могупна равнотежа. Ово значи, према друг ом од наведених при· 

мера, да се на унутрашњој страни појавило оптер. "ење супротна знака. 

На спољњој страни ствара се истоимеНD оптеренење ИЈ због симетрије, 

линије сила зздржаhе облик зракова који стоје управно на површиии 

лопте. За друге геометриске облике ПРОВОДНИI(а бине компликованија 

сликз распореда линија, сила. 

Систем од два проводника, од којнх је · б ар један изолован од 

земље, зове се конденsаiПор. Ако се неИЗ0ЛОВЗНИ праводник Dптерети, 
на пр. позитивним електрицитетом, на другом се , услед инфлуенције, 

такође појављује електрицитет и слободни не нестати {(ада се овај про· 

водник споји са земљом. I{ондензатори МОГУ бити произвољна облика, · 

а lIајпростији су: раван (проводници у облику две паралелне равни), 

сферии (проводиици у облику две концентричне лопте) и цилиндрички 
(проводници у облику две коаксијалие цилиндричке површине). 
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Уочимо сфери и кондензатор. Нека буде на ун утрашњој nопти 

ПОЗИТИВНО оптеренење е, а полупреЧНИI< лопте Г1 • На спољњој лопти. 

поnупречника г., би!!е на унутрашњој страни оптереliење - е. Ова два 

оптерећења стварају у простору, између две nопте, п оље еnектрнчне 
• 

сиnе КОЈа, очевидно, свугде има правац зракова КОЈИ иду од средишта. 

Површине nопти би!!е еквипотенцијаnне. 

Ставимо да је потенцијал 

и=.!...+а 
г ' 

јер ово решење Лапnасове једначине даје nопте као еl<Випотенцијалне 

површине, и одредимо константу а тако, да њена вредност одговара 

проблему. Нека и, и и, буду вредности потенцијала на лоптама. Дакnе 

е 
Је и2 =- + а и према томе 

г, 

и 

е е 
и =--- +и, 

г г. 

u = e (~-~) + U 
I '1 '. iI • 

• 

Капацитетом кондеt1 ззтора эваt\емо каличник опте рећења и раз

nике потенцијала и,' - и2 : 

( 41) 

Ако претпоставимо да Је полупречник г. = ""', б нпе капацитет . 
усамљене лопте 

(42) 

тј . једнак поnупречнику лопте. Како је г. > Г, - г" образац (41) пока
зује ·да прис уство друге мпте повеЬава капацитет. 

Низ проблема у Еnектростатици који стоје у вези са појавом lIНфлу

енције може да се реши т. зв . мешодом .слика коју је дао W. Thomson. 
Уопште, у ОБИМ се проблемима даје неко оптеренење које изазива еnектри

цитет на неком праводнику ; слободни електрицнтет 1< ој и се појављује 

услед инфлуенције узима се да је нестао" на пр. збо г то г а што је про

ВОДНИК спојен ЖИЦОМ са земљом. Тражи се поље ел ектричне силе и 

распоред електрицитета на површини nРОВОДlIика к оја треба да буде 

једна ОД еквипотенцијаnних , да се не би стзње целог си стема мељало 

у току времена. Према методи епика треба замислити неко друго опте

реЬење с друге стране проводника или у њеГ080ј унутрашњости, отстра

НИТИ проводник и ОВО друго оптереhење сместити тако, како би оно , 

14 
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заједно са првим, дало поље чија не једна од еквипотенцијалних повр
шина имати исти облик и положај које је имао проводник, Поље ле, 

тачније његов део између првог оптерелења и проводника, бити исто 
• 

са траженим пољем, ако се стави да Је густина електрицитета на про-

воднику одређена протицањем електричне силе овог замишљеног поља 

на истом месту. 

Објасиимо ову /leTony на најпростијем примеру. У некој тачки А 
налази се позитивно оптерепење е} а на растојању а лежи равни про

водник (бесконачно раширен), спо

јен са земљом (сл. 23). На овом про
ВОДНИКУ, I<оји nемо звати ЗИД, бине 

услед инфлуенције негативно опте

ренење - е. Зид треба да буде екви

потенцијална ПОВрШИН3, а електрична 

сила G: у некој његовој тачки треба 
да стоји управно на њој. Из при

мера поља двају тачкастих разноиме

ilИХ оптерећења исте величине знамо, 

да раван може да буде једна од А 

еквипотенцијалних ловршина. Зами

СЛИМО сад оптеренење - е у тач~и 

В узетој тако, да А и В леже си

метрично према зиду. Ако зид не 

постоји, електрицна сила у пољу оптеренења 

е е 
И=- - -r - r ' , , 

Сп. 23 

А и В има потеНЦИЈал 

где су " и " растојања неке тачке М од А и В, а_површина F је 
једна од еквипотенцијалних. Електричнесиле (f, и G:, које су изазвала 
тачкаста оптереhења имају исте интензитеТе за коју било тачку N на 
Р, јер је онда ,) = ', = Г, и резултанта (f стоји, HapaBH~, управно на 

зиду. Претпоставимо сад да СМО се вратили условима нашега проблема, 

и да је на зиду F густина електрицитетаIj одређена протицањем по

менутог вектора G:, и то према обрасцу (34') 

дИ 
дn=-4"~. 

Да бисмо израчунали извод потенцијала у правцу нормале, узи

мају"и да је сам потенцијал дат горњим обрасцем, уочимо правоугли 

координатни систем са почетком у тачки О (сл. 23) и осом Х у правцу 

АВ. Онда не на зиду бити 

дИ (дИ) . {~I д', 1 дГ,} 2ае 
all = - дх .ж=О = е '12 ОХ - г2 2 дх " = 0 = га 



јер је ',= '. =, за х = О. Дакле густина електрицитета биhе 

ае 

~=-2~",' 
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Ради контроле израчунајмо оптереhење на зиду. Ако се за по· 

ВРШИNСКИ елемент узме кружнн прстен са средиштем у О , полупречннка 

р и деБЉИllе dp, оптереhење nе бити 

као што је и требало да буде. Овај се интеграл израчуна в а, ако се стави 
претходна вредност 11, затим гl = а2 + р2 И изврши З3.\1.ена промен· 

р' 
љиве: И=-

а' . 

§. 21.4 Поље Ј неlDlllогеНDМ АнелеКТрНКЈ. Према Кулон·Фарадејеву 

закону (5), електрична сила зависи од медијумакоји ОПl<ољава нае· 

лектрисана тела и одређена ј. изразом 

(6) 
1 е 

(f=--r 
1;. ,1 О 

. 
у случају једног тачкастог оптерећења. Зависи од осо б l1на медијума, 

какве је природе величина €. коју СМО назвали диел~ктрична КОН ' 

станта. Можемо, на"име, претпоставити да је медијум, -диелектрик, хо· 

моген ИЛИ нехомоген, изотропан ИЛИ зниэотропан. АI{О је диелектрик 

хомоген и изотропан, Е треба сматрати за праву I(OHCT3HTY, и како 

присуство овог константног множитеља не утиче на рачун, важиfiе за 

овај случај сви обрасци изведени у § 21.2, У које треба само увести 

I 
множитељ - . 

Е 

Међутим, ако је диелектрик нехомоген ('1 изотропан) скалар Е по·. 
стаје функција положаја (координата) и о томе треба в одити рачуна 

при проучавању поља електричне силе. Али се може, упоредо са BeK~ 

ТОРОМ (f, прво проучавати поље друге величине 

(43) Е 
<j)= - (f 

4" 

која се зове ILOмерање дuелекшрuка. Вектор <ј) не -зависи никад ОД ди· 

електричне константе, као што се види nPII упоређивању образаца (6) 
и (43), и разликује се од електричне силе у вакууму са."О константним 

14' 
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1 
множитељем 4л . З ато за овај вектор можемо преписати одговарају"е 

обрасце 

(44) div 'D = О , ro!!D = О обр. (1 0) и (12) , 

тј . поље BeKTOp~ 'D је Лапласово ван оптереПења. 

(45) ['Ddf=O, 
'F 

е 

2 ' е обр. (14) . 

у тачкама области у КОЈОЈ имамо непрекидни просторни распоред 

електрицитета бипе 

(46) div 'D = р обр. (27) . 

На површини проводника нормална компонента врши скок те Је 

, 
(47) D.= ('Dn)= q обр. (34) . 

При пролазу кроз оптереhену површину, тангенцијална компонента 

вектора 'D мења се . непрекидно (обр. (З6», а н ормална врши скок: 

(48) D .. -D.n=q обр. (37) . 

Но претпоставка да је Е скаnар није · довољна у случају анизо

тропних тела, и уоођење вектора 'D за овај сл у чај од нарочите је важ

НОСТИ. 8ектор Ф не зависи ОД' диелектричне константе 3, према дефи

ницији, веза између њега и електричне силе изражена је . обрасцем (43), 
и за анизотропна тела претпоставља се да је с тензор (в. § О. З). 

Вектор 'D увели смо сад чисто формалним путем. Ако узмемо у 

обзир она схватања о природи елеКТРИЦИ"ета која смо споменули у 

§ 21.1, видимо да, када се електрицитет сматра з а неки фnуидум, вектор 

'D има само математички смисао. Али ако се ус воји Фарадејева и Макс

велова концепuија о улози диелектрикз, колич ина електрицитета е до· 

бива чисто ма,е .• атички смисао и она је, прем а обрасцу (45 трена вред
. ност), само протицање вектора Ф. 

Проучиhемо сад подробније случај нехомогеног и изотропног дие

лектрика. У пољу вектора Ф, померања диелектрика, који не зависи од 

диелектричне константе, важе услови: (44) за тачке оних области које 

нису наелектри сане и (46) за о не тачке у којима не ишчезава густина 
електрицитета р. УЗМИМО поље е.ле(стричне силе 

Како у н ехомогеном диелектрику скаnар Е зависи од положаја 



тачке у простору биnе, према обрасцу ("') §0.2 , 

. '" 41r '" 4" d' '" 4 '" d 1 div ... = div - ",=- IVoџ + "oџ gra _ . . 

'у простору 

услова (44) 

е е е 

између оптереkења, где је р = О, 

div (f = 4" 1) grad.!. • 
е 
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имаliемо због 

тј. свака тачка игра улогу извора у ...[!ољу вектора (f у нехомогеном 

диелектрику, јер уопште и зраз с десне стране не мора бити једнак О. 

Ставимо ли 

(49) 

можемо 

(50) 

р' = 1) grad.!. , 
е 

претходну једнацину написати у облику: 

div (f = 4"р' . 

Упоредимо ли ову једнацину са (27) која је истог о блика, можемо 
величини р' дати нарочито тумачење: р' је густина оног електриц'итета 
који би у вакууму изазвао електричну силу једнаку сил и која се сад 

. . 
појављује у нехомогеном диелектрику, када је густин а електрицитета 

(у датим областима) р. Ову величину р зовемо гусшано.., иравог еJt/!КШРU

цuшеша, а р' - гусшuном слободног (замишљеног) елекшрuцuШеша. У' 

хомогеном диелектрику: е = cons!. и р' = о (обр. 49), - нема слободног 
електрицитета. 

• 

Уочимо сада границу двају диелектрика чије су константе разли-

ците Е1 И 62, тј. ону површину на којој вредност диелектричне константе 

врши коначни скок е, - е". Померање диелектрнка 1) које не зависи од 

диелектричне константе мења се при пролазу кроз ову површину непре

кидно, и зато пројекције на нормалу вредности вектора 'D на разним 
странама површине задовољавају услов • 

D ln' - D2П= О. 

Када се уведу у овај услов према обрасцу (43) одговарајУће про

јекције електричне силе добива се 

Не мења се, дакле, непрекидно нормална компонента вектора G:, 
а могу се само изједначити производи њених вредности lIа разним 

странама уочене површине с а одговарајуkим вредностим а е . Како је 

. Е2П ~ Е1П I можемо ставити 

и, као што смо мало пре учинили у случају просторн ог распореда , 
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електрицитета, упоредити ову Једначину са (37) ноја је истог облика. 

Всличину 

зваilемо гусшином слободног uовршинског елекшрицишеша, чије је седи

ште (замишљено) на граници двају диелектрика са разним вредностима 

Е. Величина ~ је густина иравог иовршинског елекшрuцишеша. Из обра

заца (51) и (43) следује да је _ . . 

(52) ~'=Do (-1 _..!..) , 
Е2 € , • 

јер се са Dn може означити број D", = D ... 

Из реченог а видимо да, ако имамо низ оптереliења (распоређених 

у простору и на површинама) а између њих се налази диелектрик, 

поље електричне силе у ОВОМ · диелектрику, нарочито ако је он Hexo~ 

моген, разликује се ОД поља елентричне ~иле истих оптереfiења без 

диелектрика . . Означимо са И, потенцијал у вакууму (Е = 1). Према 

обрасцима (24) И (32), овај је дат изразом 

(53) И =JPdV +J~df 
1 r г' 

где се интеграли узимају по запреминама (први) " површинама (други 
наелектрисаних оБЛ(lСТИ. 

Нека И буде вредност потенцијала када се налази диелектрик 

Како се може ставити да Је 

(54) И=И,+(И-И,) , 

последњи члан треба сматрати као потенцијал који долази услед нарочи

тог стања диелектрикз, као ШТО је то претпоставио Фарадеј. А 080 се 

стање зове uоларизација диелекшрuка. Узмимо да су (Х, и G: вредности 
електричне силе у вакууму, одн. када постоји диелектрик. Разлику 

ових вектора, подељену са 411", назовимо такође поларизација диелеl{

трика и означимо је са 11: 

(55) 4л ll = G:,-G:=4л'D - (f=(Е-IЈG: 

према обрасцу (43). Дакле је 

(56) 
Е -I 

11= G: = x(f 
4л 

и :t се зове електрични сусцеuшu6uлuшеш. 
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Узимајуни у обзир обрасце (50) и (27), који сада треба написати 

у облику div G', = 4"р, иманемо, због једначине (55), 

(57) div '1з = р - р'; 

. у простору где нема правог електрицитета бине, наравно, р = О. 

Поље електричне силе G' у диелектри"у, према тумачењу које смо 
дали обрасцима (50) и (51), ствара се и слободним електрицитет.ом чија 

је запреминскз густин~ pr И површинска '[{. Можемо, дакле; ставити 

да је у свакој тачки диелектрика 

(58) и= f P'~V + f ч':1 , 

где ·се први интеГраЛ узима по запремини диелектрика, а други по 

свима ОНИМ површинама на којима диелектрична константа врши СКОК. 

ОВО не бити границе двају диелектрика, границе диелектрика и 'про

водника и, најзад, границе диелектрика и вакуума. Густина Ч одговара 

случају када се око ОlIтереhених површина налази вакуум, а онда 
• 

место пројекција електричне силе у обрасцу (37) можемо ставити про-
јекције вектора 1) помножене са 4" (види образац (43) за е = 1). Из 
овог обрасца добинемо 

(на граници двају диелектрика Ч =0), а за ч' имамо образац (51). Ако 
пројецирамо једначину (55) на нормалу ", уперену у унутрашњост дие
лектрика добинемо ' 

4л ('1З П,) = 4л D," - Etn • 

А како је у вакууму (е. = 1) '1з = о, што се види и з обрасца (56), 
његова пројекција на нормалу П. уперену у вакуум биhе 

0 = 41CD2n - Е2п Ј 

ТЈ. на граници са вакуум'ом увек је 

4л ('1З П,) = 4" (0," - 0,") + Е" - Е" 
• 

те Је, дакле, 

(59) ч' - ч = ('1З п,) . оо 

Претпоставимо сада, ради олаI<шавзња схвзтања П ОЈаве полари

зације, да се бесконачно танки слој вакуума налази свугде између 

уочених тела. Онда не на свима ПО врши нама бити задовољен услов (59). 
Напишимо разлику 

и-и =fP'dV +fn"dl_fPdV -fЧ d/. 
1 , , г r 

у ЊОЈ можемо сматрати да су границе свих интеграла проши

рене на цео простор који заузимају наелектрисана теnа и диелектрик. 
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у унутрашњости првих може да буде р' = О, У другом Р = О, Исто 

важи и за све уочене површине. И тако имамо 

. u - и, = f р' ~ р dV + f '1'-~ '1 Јl , 

и, према обрасцима (54), (57) и (59), 

(60) u=и _fdiV.$dV+f$dl . 
1 Г Г 

Применимо ли Гринов образац (33 § 0.2 за случај вектора 

имапемо 

1 
D =-$) 

г 

јер треба тачку М, у којој се тражи вредност потенцијала, сматрати 

за непомичну, као што смо ТО учинили при извођењу обрасца (38) за . 
потенцијал двојне површине. Даље ВИДИМО, да израз 

1 . ($ gradM г) 
има облик потеНЦИЈЗла дипола (о бр. (19». Зато се у једначини 

(61) и~ fp~v +Ј'1:1 + f($gradM+) dV, 

коју добивамо из једначина (60) и (53), последњи интеграл може сма

трати као потенцијал диполова распоређених у диелектрику.*) 

§ 21.5 ОСНОВНИ пробnем Еnектростатике. Електрична сила (f има 
увек у случају Кулонова закона потенцијал и зато је њено поље одре

ђено, ако је позната ова функција. Дакле, ако су дата оптереhења и 

њихов положај у пољу, проблем одређивања електростатичког поља 

своди се на тражење потенцијала из услова које смо вен нашли, наиме: 

1) да свугде у простору потенцијал U мора бити решење Поа

сонове једначине 

(28') t>U=-4"р 

(у неким областима р може да буде једнако нули), 

2) да на по врши нама где имаоптерепења (просте и ДВОЈне повр-

.) Овај се резултат тумачи са гледишта атомске хипотезе на разне начине: на ор . 
• молекуnи са позитивним и негативним Dптереhењима могу се сматрати за ди попове. 

Да би објаснио везу диелектричне константе и температуре код течних тела, ОеЬуе 

претпоставља да у диелектрику ТIосшоје одређени ДИПОЈlOви. 
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шине), где ПОСТОЈе скокови вредности електричне силе (f = - gгad И, 

на границама поља, треба да буду задовољени услови: 

(37') дИ дИ 
- - --=-4пq, 
дп, дп. 

који се добиоају из (37), ако се смене пројекције Е," , Ео" н ако се узме 
за позитивну унутрашња нормала поља; 

(40) И. - Ој = +" 4лq'* t 

на ДВОЈНИМ површинама; на површинама проводника Ј е И = const., 
3) да за Кулонов закон, као и за Њутнов закон гравитације, по

тенцијал у бесконачном пољу и његов градије!!! задовољавају услове 

(62) limгИ=А, lјmг2ди= В 
Т ..... ао ОГ • 

где су А и В коначне величине, а r растојање ОД Ј< оординатног по. 
четка. То се непосредно види из образаца (8), (8') и (9). 

Овај Општи проблем упрошhава се, кад имамо само низ ПРОВОД
никв У вакууму: Онда је у свнма тачкама простора р = о и потенцнјал 
је решење Лапласове Једнацине 

(11 ) 6И=О , 

место (28'). На ПОВРШlIнаhlа проводника Л потенцијал треба да има кон
стантне вредности и = С (познате);- може да се да Ј место овог, услов 

Ј qdJ = е, - дата су оптереhења на површинама проводника. Услов пак 
ј, 

(34') . дИ = _ 4п~ 
- дп ., 

непосредно даје одговор, · јер кад је познато '1, потеНЦИЈал Је 

. 
према обрасцу (32) и проблем је решен. 

Најз.до услови (62) остају исти. 
Решавање По~сонове или Лапласове једначине уз остале, граничне, 

услове претставља компликован матемаТИЧI(И проблем из којега се раз-

вила нарочита грана математике - Теорија потенцијала. . 
. Овде иемо навести само један пример - потенциј ал хомогене лопте 

(густина електричног оптереhења р = const.). Ван ове лопте потенцијал 
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u је решење Лапласове једначине (11) и, ако узмемо у обзир симетрију 

лопте, можемо ставити 

А ' 
ие =- . , 

Протицање вектора G: кроз иеку лопту полупречника " која обу

хвата дату лопту чији пемо полупреЧИИI< означити са а, биhе 

Ј G: d j = - f grad и. dj=:' . 4л,'= 4roe , 

а оптерепење 

Дакле имамо 

(63) 

4 
е = зпй'Р . 

4 
А = з лЙ'Р и 

U _ 4ла'р 
е - Зг 

Потенцијал тре ба да се мења непрекидно при пр_олазу кроз повр

шииу оптереhене лопте, И у некој тачкн у унутрашњости треба да 

задовољава Поасонову једиачину . Уочимо тачку у уиутрашњости лопте 

на растојању' < й. Протицање G: кроз лопту пол упречника , бнпе 

f G: dj = 4 .. = 4 • . 4; ' р . 

Ако· са И, означи мо вредност потенцијала у унутрашњости, би!;е 

Ј G: di=-fgrad Иј dј=- ~~' .4л,' , 

јер у сSима тачкама лоптине површиие електричиа сила има правац 

полупреqника и ИСТИ интензитет. Упоређивањем 'ОВИХ једначина добивамо 

дИ, 4" 
д' =з р,· 

Дакле Је 
2. . 

И, = - з р " + cons! .. 

На површинн дате лопте (, = а) треба да буде Иј = И. 

2п 4" - '3 Р а' + cons!. = З а'р . 
• 

Зато Је · 

(64) 
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Лако је видети да ј е функција (64) решење Поасонове једна чине. 

Доиста 

6г' = div grad г' = div2r = 6 
и 

. 2nр 
6И, =- 3 ' 6г'=-4nр 

Решење низа електростатичких проблема добива се помону ве!; по

знатих поља тачкастих оптерећења. УЗМИМО, на пр . , случај .!Хва тачкаста 

оптерећења (види сл. 19) и претпоставимо да се свако од њих обавије 
површином ПРОВОДНИI<3 која има облик неке од еквипотенцијалних по

вршина. УЗМИМО да се на њима налазе оптереhења е и е11 и да је гу
стина електрицитета на сваком месту пропорционална протицању век

тора G: (образац (13»). Онда не слика распореда линија сила и еквипо
тенцијалних површина остати ван праводника и ста као и пре. Само 

солеНQИДИ почиљу сада на површинама проводmlка и стоје на њима 

управно. Раније поменути услови за електростатичко поље биhе задо

вољени, и за ову врсту праводника можемо сматрати да је поље познато. 

Но поставља се само собом питање да ли ј е реlUење електроста

тичког проблема једнозначио, тј. да ли постоји само једиа функција 

И која задовољава низ побројаних услова, - ако је решење уопште 

могућно. Да бисмо доказали да доиста само једно решење постоји, 

претпоставимо да их има два И. и И·. Зауставимо с е на случају про

водника, и сматрајмо да су дате вредности потенцијала на површннама 

или тотална оптеренења проводника. У првом случаЈУ имамо на повр· 

шинама праводника 

(65) и.= С, = и· 

и, према томе, разлика између решења ишчезава на овим површинама: 

(6б) 

(б7) 

ф = и. - ИО=О . 

Осим тога, функција Ф задовољава ЛаШfасо ву ј едначitну (11) 

6Ф = 6и. - 6И· = О . 

Применимо на ову функцију Гринов образац (33) § 0.2, стављајуhи 
U = w = Ф. Како се опет' запремински интегр али узимају по за пре

мини целог поља, а површински дуж. површина про водни.ка И, најзад, 

по површини бесконачно велике лопте за коју н емо претпоставити да 

служи као слољња граница поља имане~о: 

(б8) }; Ј ф (grad Фdј) = Ј(gгаdФ)'dV + Ј Ф6ФdV . 
Последњи интеграл отпада збоr услова (б7). Лева страна бипе 
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такође једнака нули. У овом збиру интеграла узимај у се сви сем једног 

по површинама проводника /Ј и 

пошто је Ф константно на површини, а протицања градијената дају про' 

изводе -4пе. ОДН. -4л~, где су е., е* евентуална оптеренења павр· 

шина (В. извођење обр. (34». Ако су дате вредности потенцијала С; , 
због услова (6б) горњи израз је једнак нули. Ако су задата оптере

нења еј на ПР-ОВОДНИЦИМ3, бине е. = е* = ei и горњи интеграл поновО 

је једнак нули. 

Остаје да испитамо какву вредност има овај интеграл на повр

шини бесконачно ве.1ике лопте. Према условима (62) потенцијал и гра
дијент теже нули кад се полупречник лопте повеhава , и овај површински 

интеграл у обрасцу (б8) отпада. Зато немо имати 

J(grad Ф)'dV =0 

и, како је интегранд позитиван, добивамо 

(б9) 
gгаdФ = о , grad И. = grad И' , 

ф = И. - И' = const . 

Потенцијали И. и И' могу бити једнаки или се могу разликовати 

за неку константу, али електростатичко поље, због услова (69), добива 
се једно . 

у § 4.4 увели смо појам Потенцијалне 'енергије материјалног си
стема. Електрични потенцијал и нема димензију механицког ПОТСtЈЦИ· 

јала. Али, ако се узме у случају двају тачкастих оптеренења функција 

•• w=е,И=-.!... r ' 

она не имати димеНЗИЈУ механичке потенцијалне енергије и 

- grad W = " (!; = si , 

тј. једнак је сили ПО Кулонову закону (в. обрасце (9) , (б') , (2'» . 
Ако имамо поље од п тачкастих оптерећења еј Ј . величина 

1 f=n Ј=l ејеј . 1 tt .... 

W=- k k - = - 'Ее,И, , 
2 1= 1 1=1 ГIj 2 ј=1 

(70) 

где су Т;; раСТОЈања између оптереЬења са одговарајуhим индексима, 
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зове се енергија елекшросшашичког иоља. У Једначини (70) означили 

смо са И. 'збир 

где се, као што показује услов i *- ј, изоставља ј-то оптереnење. Овај 

израз претставља вредност електричноr потенцијала који изазивају у 

тацки еј сва остала о птерећења. При израчунавању двоструког збира 

у изразу (70), свака комбинација индекса i и ј долази два пута и зато 

.треба да се стави коефlщијент ~ . 

Израз за енергијv поља непрекидно распоређених оптеренења до· 

БИВа се уопштавањем (7И), па ћемо добити (е; ~ Р d V) 

(71) W=+ ЈРИdV 
и, ако има ПО врши неких оптереhењз, 

(72) w= +ЈРИdV+ ;Ј~Иdf. 
Зауставимо се на изразу (71). Према Поасоновој једначиии је 

1 
p=--t:.И, 

4" 
и зато Је 

\v = - ;,Ј и t:.И d V . 

Ако У Гринову обрасцу ставимо да је W = И, добинемо 

Ј Иt:.ИdV= -J(grad U)'dV + Ј Иgгаd И df . 

. Узмимо да је поље бесконачна раширено и да не постоје повр

шине прекида вредности електрицне силе. ПОВРШИНСI<И интеграл који 

стоји с десне стране, као ШТО ~ожемо претпоставити, узима се онда 

по површиии бесконачна велике лопте и, како И ~ О и grad И ... О У 

бесконацности, он ће бити једнак нули. Последња два обрасца дају оида 

(73) 

Величина 

(74) 

1 Ј . I Ј W=8, (grad И)'dV=811 ~'dV 

8=_1 ~. 
8.1 

З0ве се гуСi1iина енергије електростатичког поља. Ако се у простору 

налази диелектрик, она се даје изразом 

(75) 



В. ЕJlЕКТРИЧНА СТРУЈА 

§ 22 Основнв .ВЛИЧИИВ. ОМО8 I.КОН. У Електростатици ПРОУЧИЛИ 

СМО услове " равнотеже, тј. услове непроменљивости електричног стања 

тела. Ако ОВИ услови нису задовољени у неком тренутку, наступиhе 

промене стања. На пр., ако спојимо жицом два ПРОВОДlIика оптереhена 

до неједнаких потенцијала, биће УСЛОВИ равнотеже поремећени. Сва три 

тела сачињаваће један проводник и, ,како је за равнотежу потребан 

услов да његовз површина буде једна од еквипотенцијалних поВрШИНЗ, 

промена стања трајаЋе све док се не успостави равнотежа. Са гледишта 

.флуидалне" хипотезе о ПРИРОДИ електрицитета, У овом случају поме

рају се КОличине електрицитета. Према Фарадеј-Максвелову схватању 

промена стања одиграва се у медијуму. Но без обзира на схватања 

суwтине појаве служићемо се истом терминологиј о,", и за ову појаву 

усвоји немо назив елекшрuчне сшрује. Поред ове појаве, наиме промене 

електричног стања у низу везаних проводникА до изједначења потенци

јала, за коју се каже обично да у проводницима Шече сшруја, од места 

са ВИШИм ка месту са нижим потенцијалом, експерименти дају другу 

појаву - галванску струју. "останак галванске струје везан је за изве- ' 

сне хеМИСКt појаве, а проучавање електролизе показује да се у елеl(

тролиту доиста померају честице олтеренене електрицитетом. 

Сада, дакле, можемо учинити две uрешuосшавке: 1 две наведене 
појаве, наиме промена електричног · стања у проводницима наелектри

саним до разних потенцијала и спојеним жицом - И галваиска струја 

исте су природе; 11 електрична оптереl!ења могу се померати у про

водницима. 

Део теорије елеюрицитета у којем се лроучава појава електричне 
струје зове се Елекшродuнамuка. . 

Али еnектрична струја није проста појава која се састоји само у 

померању оптеренења, јер се проводн"к у исто време загрева а маг

нетска игла која се налази у близини скрене. 
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Прво liемо проучити саму појаву електричне СТРУЈе и увести низ 

величина које служе за њену карактеристику, затим - њено топлотно 

дејство. А веза између електричних и магнеТСl{ИХ појава сачињаваhе 

одељак D. 
Уоцимо пресек проводника (на пр. жице) у којем тече струја. Због 

претпоставке 11 можемо говорити о количини електрицитета која про

лази кроз овај пресек (У овом се наша претстава разликује од оне у 

Електростатици, где смо узимали само померања електрицитета на 

површинама проводника). Ознацимо са 6е КОЛИЧИНУ електрицитета која 

прьлази за време 61 и назовимо јачuна сшрује величину 

(1 ) 
. de . 6е 

Ј= dt = 1:~61 . 
Ако је ма 

струја се зове 

у КОМ тренутку Ј исто З3 све пресеке праводника, 

хомогена, а ако се Ј не мења у току времена, она се 

зове сшацuонарна. 

Нека буде df површински елемент пресека, df - управљени повр

ШИНСI<И -елемент. На ОСНОВИ претпоставке 11, постоји на сваком ме

сту одређени правац померања струје. Означимо са ј, јединични ве!<Тор 

ОВОГ правца који има смер помераља ПОЗИТИВНОГ елеlприцитета, и пена 

dJ буде количина елеl<Трицитета која пролази кроз df за јединицу 

времена. 

Величина 

(2) 
. dJ 
1 = (dj io) 

зове се гусшuна струје. Ако узмемо пресек управни на струји, df је ко

линеарно са io-H 

(2') 
. dJ 
1 = df . 

Вектор 

(3) • • • 
1 = 110 

такође зовемо густина струје. Из једначина (2) и (3) следује 
. 

dJ = (! df) , 

а кроз пресек f 'протиче за Јединицу времена 

(4) Ј= Ј(! df) . 
• 

f 

Ако сада узмемо протицање век тора i кроз затворену површину 
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F, која обухвата неки произвољни део проводника, ' и претпост·авимо 

да се у њему не ствара електрицитет, би"е 

Ји!! = Ј divi dV = О 
р v 

а, због произвољности запремине V уоченог дела, иман~мо 

(5) div i = О . 

Електрнчна струја појављује се у ПРОВОДНltцима услед дејства 

различитих узрока, на пр. при додиру тела различитих по свом "е

МИСКОМ саставу, при загревању једног од С!loјеоз разних метала _ итд, 
Елекшромошорном силом зове се узрок стварања једнаких количина 

ПОЗИТИВНОГ и негативног електрицитета и ~ИХОВОГ померања у СУПРОТ

ним смеровима. Како у Електростатици померање електрицитета на

ступа кад су разна места проводника оптеренена до различитих по

тенцијала, то немо, ПО аналогији, појам електромоторне силе прецизи

рати ма следеhи начин. У ПОМfНУТИМ случајевима, површину додира 

двају тела сматрамо као двојну површину, на чијим странама потен

цијал има различите вредности И, и И, (Elрешuосшавка Ш) и електро

моторном силом зовемо разлику 

U, - U, ·"О. 

ХеМИСКОI идн. ТОПЛОТНО дејство стално одржа ва разлику п.отси

цијала. Даље немо сретати појав, за које "емо уводити нове дефини

ције електромоторне силе. Као што и сам назив показује, ову треба 

разликовати од пондеромоторне: прва тежи да ПОl<р_сие сама електрицна 

оптере!!ења, док друга тежи да покрене наелектрисана материјална . тела. 

Најзад, како се у унутрашњости проводника такође стВара поље 

електричне силе, када тече струја, то померање електрицитета на неком 

месту сматрамо као резултат дејства ове снле (uреi.йuосшаВКQ [У). 

Означимо са G: електричну силу (резултанту) која има одређену 

вредност на неком месту проводн"ка. Густииа струје i има према де· 

фин"цији такође одређене вредности на сваком месту провоДиика. Овај 

вектор има правац и смер струје, тј. смер померања позитивних епек

тричних оптереhења. Како се ова померања врше под дејСтвом силе G:, 
између два вектора i и G: постоји веза. Претпоставимо да је ова веза 

најпростијег облика, тј. да су ови вектори колинеарни. Онда можемо 

написати 

(6) i = o(t , 

где је d скалаРt који heMO звати сuеЦUфUЧIlQ ироводљивост или, просто, 
. Elроводљuвосш. Једначина (6) пр ет ставља нову uрешuосшавку (V) у тео
рији електрицитета, коју увек можемо заменити другом (на пр. да је 
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<Ј неки оператор, тензор, тј. да се правци i и (f уопште разликују). 
Али последице ове претпоставке добро се слажу са експерименталним 

подацима, ШТО јој с.лужи као ослонац. I<ао што немо одмах видети, 

по"ону једначине (6) изводи се Ohm,oB закон за линиске проводнике, 

зато се једначина (6) и зове Омов закон у диференцијалном облику. 

ПРО80ДЉИВОСТ а је уопште променљива величина. Она не ' зависи 

од правца по .. ерања струје, ни од облика проводника у случају из 0-

тропних проводникз, ал и њене вредности су различите за различите 

супстанце и зависе од температуре. Код иеких тела примеhује .се веза 

и са другим околностима, на - пр. КОД С.елена - са осветдењем, КОД биз

мута - са магнетским по~ем у којем се овај налази. 

Ове чињенице показују да у Електродина .. ИlЏl играју улогу ма

теријалие особине проводника, док у Електростатици оне и при поме

рању оптеренења нису долазиле у обзир. 

Претпостави"о да стационарна и хомогена струја тече у линиско" 

провоДиику. Овакав проводник одређује се особином да је његов нор

. мални пресек (q) свугде толико .. али, да се део ПРОВQilllика из .. еђу два 
бескрајно блиска npecel<a (на растојању dl) може сматрати за елеменТ 
запре"ине (dv) , тј . 

qdl=dv. 

Дакле q се може сматрати бескрајно .. алом велнчином другог реда. 

Означимо са d1 управљеии лук проводника и, према томе, са ~ јединични 
вектор у правцу дирке. З бог малих димензија q можемо сматрати да 

i има исту вредност у свима тачкама нормалног пресе ка. Кроз омотач 
проводнйка нема протнцања вектора ј, струја тече у проводнику и 

свугде i има исти правац са днрком, одн. нормалом н а пресек q. Управ
љени нор .. ални пресек постаје сад 

и у обрасцу (4), због наведених . димензија пресека, тре ба . изоставити 

интеграл . Онда немо имати . 

(О) J=q ( i~) . 
Сменимо i изразом (б). Доби немо 

Ј dl = (fdl 
oq , 

и, ако интегралимо дуж проводиика од неке тачке А до друге тачке В, 
в в 

f!qdl=f(fdl. 
А • 

15 



K~KO је струја стационарна и хомогена, } = cons!., па се може 

ставити испред интеграпа. Величина 
в 

(7) R=J!!!. 
оч 

• 
зове се ОiIiUОР проводника. Лева страна једначине би"е R}. Десна може 
I!аље да се транс форми ше, ако се претпостави да је поље вектора (\" 

. ' . ' 
потеНЦИЈално, ТЈ. ако Је 

(\" = -с grad и . 
Онда је (в. образац (19) §О.2) 

• в 

Ј (f dl= ~ Ј grad и dl . и. ~ ив . 
л • 

. у општем случају је 

(f = (\"1 + (f,. = ~ grad и + (f, 
где друга компонен та не мора имати потенцијал. 

Због наредених претпоставака имаћемо, дакле, 

(8) R)= и.~ и. 
и ова једначина изражава Омов закон (у интегралном облику) који је 

пронађен експерименталним путем, У случају хом огених И изотропннх 

проводника ; чији се СВИ делови налазе под ИСТИМ физичким условима. 

о' = const. и, ако се узме још ПРОВОДНИК константног пресека q, његов 

отпор бине 

(9) 
. I 
R=- . 

оч 

где је Z дужина проводника између тачака А И В. 

Напоменимо ј ош да смо при ИЗ80ђењу Омова закона, одн. при 

постављању једначине (6), учинили још једну, врло важну uрешuосшавку . . . 

(VI): да кретање самнх проводника не игра никаl<ВУ улогу у појави 

електричне струје, ОДН . да ова једначина важи за непокретне провОднике. 

Ако се проводник у иекој тачки дели у гране које се даље поново 

састају, онда се из једначина (8), (4) и (5) лако мо гу ИЗВеСТИ Кирхо
фова правила: 1) у сваком затвореном колу у мрежи збир производа 

R,}, (на појединим деловима) је једнак збиру електромоторних сила 

(разлика потенцијала), 2) у ·сваКОј тачки гранања з бир јачина струја 
које ути.чу једнак је збиру јачина струја .које истичу. 

. , ', ' 

§ 28 TonnoTHo дејОТВО струјв_ Џ'УПОВ.I.КОН, Проводник у којем 

тече струја загрева се. Јо"Је 'је нашао везу између количине топлоте 

која се ствара у проводнику, јачине струје и отпора_ Његов експери-
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меНТaJlн,и заКОII мОЖе да се, изведе .из чи,.,еиица · које смо веп проучили. 
Претпоставимо, једиоставности ,ради, да' је проводник линиски. За време 

dt прође кроз пресек оптерсhење de, и производ de (5;, према дефиницији 

електричне СЦЈ\е, "ретставља механичку силу, а скаларни производ 

de (~df), где је d! ynрављени елемент лука, .претставља рад који ова Сliла 
ВРШИ на померању d!. 

Зато је величина 

Ј «(5; dl) =';# de «(5; d!) 

рад у јединици ' времена. Узмимо да је ·струја стацио"а!!на и да се за 

јединицу времена ' оптерећења у провоДнику померају ОД тачке М 11.0 
неке тачке N. Онда!;е одговарајуни рад бити 

N N 

ЈлIX dl) Ј [ (5; dI . 

Интеграл с десне стране једнак је разлици потеШ\llјала ' им .- UN 
а према Омову закону - производу RJ.· Дакле за уочени рад имамо 

израз Rl'. -
Количина топлоте пропорционална јеутрошен ом раду и, ако је с 

топлотни еК8иваленr рада, она ћ_е за јединицу времена бити једнака 

(10) 
• 

Q. = cRl'. 

у ннтервалу времена 1, према томе, би!;е 

( 10') Q = cRj't . 

Једначине (10) и (10') изражавају Џаулов закон . 

у бесконачно малом елементу ствара се за јединицу времена ко

личина ТОПJl,оте 

(11) ., dQ.=c dl . q2Iil'=~I'dV=coIX2dv, 
oq о 

као ШТО то следује из образаца: qdl = dv, (6) и ('). 

§ 24 Струја У диелектрику. Права струја. Експерименталне чиње

"ице Које . Су служиле као основа за увођење појма електричне струје, 
величинА помопу којих се описује ова појава, и одговарајуни закони 

ДОШЛИ су као резултат проучавања струје у затвореном колу. Према 

досадањем схватању струја може да тече трајно у проводнициJ\tа, када 

су они повезани у затворено коло. Зваhемо ову струју КОl/дУкшорска. 
Али струја ' при ,пражњењу кондензатора тече у незатвореном колу и 
овоме треба ДQдати~лучај индуковане струје, о којој \;е подробније даље 

бити говора ; а којас. може појавити ' И у незатвореном колу. Ове чи-
15· 
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. њенице стварају велику тешкоhу горњем схватању. Излаз из ' ове тешкоhе 

омогућује Максвелова концепција, којом се доводи ' у везу улога дие

лектрнка са појавом струје у Проводницима. 

Уочимо поново два проводника А и В, оптерећена до различитих 

потенцијала. (Нека се, на пр., на првом налази оптерећење е, на другом 

- е . Спојимо ли их жицом, У њој ће се појавити кондукторска струја 

која тече од А ка В. Али У диелеl!ТРИК'у који опкољава тела А и В -можемо замислити систем векторских линија електричне силе и вектора 

1), померања диелектрика~ које сс, полззеhи од А, завршавају на ПОВРШН
ни тела В. Према Максвемву схватању, померање електрицитета врши 

се од А до В кроз жицу (кондукторска струја) а даље, од В до А, дуж 

ових векторских линија у диелектрику. Ово ПОСЛСАње померање зове 

се сшруја у даелекшрuку и оно постоји када се поље мења у току 
времена (i1решi1Qсшавка УН)·). 

За карактеристику струје ове врсте морамо такође увести неке 

величине. Замислимо зато неку површину F која обухвата тело А . 
.протицање вектора 'D кроз ову површину би!;е 

/" 
/ 

J('Ddf) = е . 
f 

ДОК нису Сl:1ојенз ЖИЦОМ тела А и В, ова веЛl1чина је константна, 

а кад почне да тече СТРЈ']а, њена вредност постаје функција времена, 

те ћемо имати 

- ('Ddf) =- . d! . de 
dJ . dt 

Како се површина F не мења у току времена и _како смо уочили 

промене вектора 'D сам у току времена (он је иначе још и функција 

положаја), то ћемо ставити знак парцијалног извода при диференцирању 

под знаком интеграла и добићемо 

(12) 

Ова једначина 

ћемо величину 

(1 З) 

de = [(д'!) dt) . 
dt dt 

има облик сличан (4) (в. још и Једначину (1 », па 

д'!) 
- =а 
дt 

-) ПоЈава се, дакле, ззм:ишља каояа у проводиицима тече једна течност (елек, 

трнц",ет) која истиче Ааље из В у диe.otектрик, где потискује другу, 8 део ове улази 
у прО60ДННК А. Према Максвеnу, за струју у днелектрнку не важе Омов н Џауnов 

закон. 
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звати гУСШUНОА/ струје у дuелекшрuку. Дакле је 

( 12') Ј! = (аЈI). Је ! 
Сменимо у обрасцу (13) померање диелектрика са електричном 

4" силом G: = - q) и, уз претпоставку да се € не мења у току времена, до
Е 

бинемо 

(14) 

Но Максвелова теорија иде још корак даље; у њој се уводи нова 

ирешиосшавка (УIIl)" да сва тела у природи имају у исти мах особине 
проводника и иэолатора, тако да се у њимз -може истовремено појавити 

кондукторска струја и струја у диелектрИку. Математични ово форму

лишемо на таЈ начин, што уводимо појам ираве сшрује која је збир 

обеју струја, и зовемо гусшUНОА/ ираве сшрује величину 

(15) c=i + а 
• 

Обрасци (6) и (14) дају онда 

( 15') '" Е д<! 
(=а", + 4" дl . 

З . дС!: О 
а стационарна стања Је дl = и, наравно, Једначина (15') пре-

лази у (6). У иошиунuм или савршенUA/ проводницима густина праве 

струје своди се на први члан .у једначини (15'), а за UОlllиуне изолаторс 
на други. За остала тела морамо претпоставити да проводници у веllој 

мери проводе кондукторску струју, изолатори пак - струју у диелек

трику . 



- С. МАГНЕТОСТАТИКА 

§ 25 Основне ЧИЊ8инце. К,.ОН.ОВ IIКОН. Познато је ~з експериме

ната да се нека тела (гвожђе, цеnик и др.) могу налазити у Т.зв . .маг
Ilешно.м стању. СЛИЧНО случају ' електричног стања, магне"'но стање се 

такође .испољава у појави поидеромоторних сила (чuњенuца 1). Ако се 
узму два на.магllешuсана тела (тј. она која се налазе у магнетиом 

стању), механичка сила која не на њих дејствовати може да буде при

влачење или одбијање . Из. тога закључујемо да п остоје две врсте маг

иетних стања (чuњенuца 2). Узрок ових стања Зове мо .магнешuза.м. О 

природи магнетизма чињене су разне претпостаВI{С; једна од ОВИХ је 

била, да постоје две врсте магнетних флуидума, затим - да су моле

кули мајЈИ магнети итд. Држеlш се феномеиолош ког правца, ми се 

ненемо ослањати ни на једну од оваквнх преТllOста sака ни у случају 

магнеТИЗМ3Ј а при описивању :магнеТСКI1Х појава служинемо се с;амо 

НИЗОМ ОСНОВНИХ чињеницз. 

Ако C~ испитају ОСО.бине _- нзмагнетисзноr тела , маzнеша, З3 који 

, немо узети да има облик штапиh.а, ВИДИ се да се углавном његови кра .. 
јеви нзлазе у магнетном стању. 30ВИМО ове крајев е uоловu магнета; 

Они су увек разних врста (чuњенuца З). Један се зове северни, други

јужни, у вези са понашањем магнетне игле на површини Земље. Можемо 

их такође звати позитиван и негативан, јер, ако се разноимени поло· 

ви двају магнета с аставе њихова се стања неутраJlИШУ (чuњенuца 4). 
Рззноимена магнетнз стања не МОГУ се никад раздвојити, тј. деобом 

магнета ма у колико мале деЛИЋе добивају се увек, све маљи и мањи 

магнети са по два пола (чuњеlluца 5). Даље, нису познати никакви про
водници магнеТИЗМЗЈ Тј. магнетно CTaњ~ остаје" увек везано за одређена 

места тела (чuњенuца 6). 

Извесну особину магнетног стања тела можемо такође да одре

димо слично случају електричног стања, помону једног скалара. Ако 

се мери механичка СllлаSi која дејствује између полова двају разних 
магнета, и ако се мења стање првог магнета (било трењем неким трепим 
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lIIагнетом, било на неки други начин) а положај магнета и стање другог 

магнета остају исти, онда се види да се може ставит и 

(1 ) , .R = тм, , 

где нектар 5\1 зависи једино ОД стања другог магнета и његова поло

жаја према првом. Скалар т ' одређује магнетно ' стање пола првог маг
нета (чињеница 7). Он се зове јачина uола ' или магнеlUНО оuшерe/iење. 

у једном магнету апсолутне вредности јачина двају полова су исте (чи

њеница 8). Јачину северног пола можеМQ ,~~начити са + т, јужног са -т. 
Ако су т и т, јачине полова дваЈу магнета; мерења сила КОЈе 

дејствују на ове полове по'казују да је 

(2) '" _Јтт, '" - ,2 То , 

, где је Ј коефицијент пропорционалности, r растојање између уочена 

два пола (разних магнета) и Т. јединични вектор правца који пролази 
кроз њих. ИЗ ОВОГ закона се види да се -истоимени полови одбијају, 

док се разноимени привлаче. Лотпуно тачан је овај израз наравно за 

тачкасте полове. Овај f{УЛОН08 закон у Теорији магнетизма има мате

матички облик сличан закону у Теорији електрицитета. Ло Гаусову 

предлогу, ставимо да је коефицијент Ј = 1 и ако се магнети налазе у 

вакууму, иманемо 

(3) 

Ако . се узму магнетни пало.ви I<оиачних димензија, онда се са 

dm и dm 1 означавају јачине запреминских елемената поло~а, па не бити 

(4) 
.R -Ј Jdm dm, ' - г2 _ То , 

v V, 

где су V и У1 запремине полова, одн. намагнетисзних тела, а r раста
јање између два елемента. 

~улонов закон (3) ОМОГУћује да се одреди димензија вели чин е т. 

Рачун којим смо се послужили и у случају .електричних оптерећења 

«4) § 21 .1) показује да је ' . 

(5) 

Осим тога, служеhи се законом (3), можемо увести јединицу јачине 
пола: у систему cas ОВО , I\е бити јачина пола који исти овакав ' пол, 
на растојању од 1 ст, одбија силом од једног ' дина; ' 

Као и у сnучају електрицитета, Фарадеј је увео поправку због 



232 

утицаја медијума који опкољава магнетне полове. Сила привлачења 

(или одбијања) зависи од природе овог MeAlljYMa па се ставља 

(6) Si=~mm'T 
}l ,2 О 

а li се зове магнешскu uермеа6uлuшеш. У овом Фарадеј - Кулонову за
кону могли бисмо узети у општи јем оБЛИI(У утицај медијума, сматра-

ју"" .!. "" неки оператор (на пр. тензор). Претпо ставка да је р. скалар 
р. . 

даје нам за многа тела задовољавајуне резултате али З3 кристале она 

не важи. За вакуум је, дакле, џ = 1. Материјалне средине разликују 

се у вредностима магнетског пермеабилитета. За тела која се зову ди-

. јамагнешна (антимон, бакар, бизмут,. злато, сребро , цинк) он је < 1 , за 
другу групу тела, uарама'гнеШнuх Ј1 > 1 (хром, паладијум, плати на). Но 
постоји и група тела (гвожђе, НИl(ел и кобалт) з а к·оја Ј1 има велике 
вредности чак и променљиве. Ово су т.зв. феромагнешна · тела. 

§ 26 Магиетс.а паља пер.аИ8ИТИИI магнета, Перманентни магнети, 
тј. магнети КОД којих се јачина полова не мења у току времена, ства

рају у nplJCTopy поље силА. Ово поље постоји према Фарадеј - Максве· 
ловој концепцији 11 онда, кад нигде у простору нема других магнетних 

полова, јер медијум који ОПКОЉ3В3 м.агцет прелази у неко нарqчито 

стање. Са другог гледиштз, сила се на неком мссту појављује само 

ако се на ТОМ месту налази неки магнетни пол. 

I{ако се магнетна оптереkења не могу. раздвојити, то немо почети 
проучааање поља са случајем · Т.за . . елементарних магнета. Елементарни 

N 

А 

магнет замишљамо као ди пол, тј. претпnстав

љамо да се два м.агнетна пола, јачине + т и 
- т, налазе у тачк.ма (А и В) на бес коначно 
блиском растојању. Нека буде dI вектор по
ложаја северног пола прем а јужном. Његов 

правац је оса магнета. 

С,II. 24 Ако се у .тачки N појави пол m1 и ако 

су т, и Т. (в. сл. 24) вектори положаја ове тачке 
у односу на А, одн. В,на овај поп дејствова!!е резултанта сила, која 

Је према Кулонову закону дата изразом 

Ако ставимо да Је m1 = 1, добивемо поље вентора који зависи 
само од елементарног магнета. Али, као што се внди из п·ретходног 

обрасца, поље силе si можемо сматрати као резултат суперпозиције 
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двају. поља. Дакле можемо одвојено проучавати и особине поља вектора 

. 
(7) 

1 т 
.6~- - ! 

}1 г' 

КОЈИ немо звати магнешска сила или магнешскu .векшор. Ако претпо~ 

ставимо да се m не мења у току времена и да је ПОЛ непокретан, ово 
не поље бити ма2llеiilосшашuчко, а део Теорије магнетизма у којем се 

проучавају оваква поља зове се МazнешосшйШUКй . 

За вакуум је 

(8) 
т 

.6~-! 
г' 

и, како је т коистанта, поље овог вектора бине Лапласово (в. § 21.2). 
Можемо, дакле, ставити да Је 

(9) .6 ~ - grad Um , 
т 

Um =,. 
и Ит Је магнетски uошенцијал. 

Када се маг-нетии пол налази у неком медијуму. магнетски BeK~ 

тор .6 за!'иси од његових особина. У обрасцу (7) ова се веза поставља 
1 

множитељем -, и }1 је уопште фуикција координата: Као иу Теорији 
}1 

електрицитета, можемо у вести дpyг~ вектор 

• 

(10) 

који не завиtи од особина медијума. У случају неХомогеног ианизотроп

ног медијума, веза између веюора '2! и .6 не може се дати скаларом }1, 

1 
него множитељ - у обрасцу (7) или fL. у обрасцу (10) треба сматрати 

}1 

за тензор. Овај случај неНемо. засада узети у обзир. 

Вектор '2! зове се .tагнешска индукција; и, према оном што смо 

мало пре казали за век тор (8), бнnе 

(11 ) div '2! ~O, ro! '2! ~ О 

за све тачке поља ОСИМ уоченог усамљеног пола који игра улогу ИЗ~ 

вора или понора. Али, како морамо узети елементарне магнете, то heMO 
имати изворне парове и претпоставиhемо да свака затворена површина 

која обухвата један обухвата и други пол. Нека Ђ, и '2!, буду магнет
еке индукције полова т н - т, а '2! ~'2!, + '2!. - магиете ка индукција 
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елементар!!ог магнета. Протицања 

(према обр. 10 и 69 § 0.4) би"е 

прва два вектора кроз ову површину 

[ 23,df= 4"m , Ј 23,df=-4r.m 
f 

т.е је, дакле, 

[23df=O. 

Према Гаусовој теореми бине онда и Ј div 23 d V = О и, због пронз
v 

вољностн површине ' Р, одн. обухваhене запремине V, иманемо увек 

(12) div 23 = О . 

Поље магнетеке индукције је без изворно и, другим речима, нема 

нигде иравог магнешuв.ма. 3ато, да бисмо .објаснили постанак мЗгнет· 

СКОГ поља, УВОДИМО појам слободног .мазнеШUдма. CMaTp~MO да се овај 

магнетизам појављује на оним местима где се мењају вредности маг

нетског пермеабилитета, тј. у нехомогеннм медијумима: у феромагнет, 

ним телима или. на граtшцама тела која имају различите матнетсне 

пермеабилитете. 

Дефинисанемо uросШОРНУ густину (Рт) слободног ... аzНtшU .... а јед
начином 

(13) 41<Рт = div.6 . 

Ако се стави 
1 .6 = р:- 23, и узме у обзир обр. (11) или (12) добива се 

(1 З') 'Рт = ~ div..!.. 23 = - 1' . (23 grad 1') = - _.~ (.6 ~rad 1') . 
4" l' 41<1' . 4,,1' 

ПОВРUluнску густину ' ('!m) СЛОl10дног ... агнеШuа ... а одређујемо по
мону једначине 

(14) 4"Чm'= Н .. - њ, , 
, 

г:де су H2n И Ht Q интензитети нормалних компанената магнеТСЈ(ОГ век

тора .6 на разним странама границе двају медијума са различитим 
вредностима магнетског пермеабилитета (упореди образац (51) §21.4). 

Зауставимо се на .случају вакуума. Поље вектора.6, који је у 

опомслучају једиак вектору23 (1-' = 1), би!!е потенцијапно (обр.З). Нека 
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сада ј) означава . магнетски нектор елементарног магн ета, - тј. (В. израз 

за силу ji у почетку овог параграфа) 

(15) 

(1 б) 

биhе 

(17) 

S;=т ( r~ _ r~ ) . 
. '2 'Ј 

Означимо ли са 

Јј = - grad ит • 

Ит је потенцијал елементарног магнета. 
\{ао у ~Ј1учају дипола (обр. (19) § 21.2), а према обрасцу (70) или 

(70') § 0.4, можеМQ потенцијалу (16) елементарног магн ета дати облик 

(18) 1 
Ит = т gradM - , r 

ако означимо т = т 6SII, где је 11 јединичнн вектор осе магнета (од 

јужнога пола ка северном) , 6s растојање полова. Вектор т зове се 

магнешнц ЈНо.м.енш . 
. у случају магнета коначних димензија, потенцијал се у некој тачки 

ван магнета може наин на овај начин. Сматрајмо да се у елементу за

премине · dV налази елементарни магнет и 03Н3ЧИМQ величину m8sn са ' 
т d V. Потенцијал овог елементарног магнета бипе, према обрасцу (18), 

d Ит =( т gradM+) dV , а потенцијал целог магнета 

у Гаусову обрасцу (15) § 0.2 ставимо 

т 
о=-г . 

\{ако је div Ј.. т = (т grad Ј..) + -1 div т r r r и како се у нашем слу-

чаЈУ узима вредност градијента у оној тачки простора где се налази 

елементарни магнет. ДОбиhемо 

Из ове једначине следује, да се израз за потенцијал ит , може ' на

писати у облику збира доа потенцијала: 'први даје слој "агнеткзма на 
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по врши ни магнета F са густином а = (m п) јер је df = п df, а други 

даје магнетизам у запремини V чија је густина р" = - div m, тј. 

( 18') Ит=Ја:! +J~:V . 
F V 

Поред наведених распореда магнетизма можемо замислити магнетн у 

двојну површину, тј. плочу бесконачно мале де бљине о која је огра

ничена са две подударне површине. Нека једна страна ове површи"е 

буде оптерепена северним магнетизмом а друга јужним. Ако је п једи-

ничии вектор нормале који J:fде од јужног ка северном магнетизму . а 

Чт ПОВРШИНСК3 густина, основе бесконачна мало[' цилиндра са ОСам 1\ 

можемо сматрати З3 полове елементарног магнета . Њихове јачине биће 

~mdf и -~mdf, а момент овог магнета dm=~mo dfn. Извођење потен
цијала мзгнетне Д80јне површине слично је ОНОМ које СМО већ имали 

за случај еђектричне, па је, према обрасцу (38) § 21 .3, 

( 19) Ит = I~m 8(dfgradM~ ) 
F 

вредност потенцијала у некој тачки М , изазвана овом површином (Р). 

Цела се површина види из тачке М под у·глом <v (39) § 21.3 и, ако је 
Чm О = f)~ ИСТО З3 све тачке површине F t бине 

( 19') 

према наведеним обрасцима. Двојна површина са овом особинам зове 

се магllешllи лисШ. Особине оваквог потенцијала "идели смо у § 21.3. 
Сходно изразима (73), (74) 11 (75) § 21.5, зовемо енергијом магнетског 

поља израз 

(20) Wm = 8~J fj'dV 

(у вакууму), густином енергије магиетског поља 

(21 ) 

а, у случају f' ''' 1 , 

(21') 

, -~ јј' 
<'т -8" 

, . f' 1 
"т = - јј2= -(л'В) . 

8" . ~" 

Видели смо да величине т, јј, 'В' l' играју У М агнетостатици улоге 
.слично улогама величина е, Cf, q), Е У Електростатици. Ова аналогија 

проистице из истог математичког ·облика двају I{УJlОНОВИХ закона. Ме
ђутим постоји и разлика између неких карактеристичних особина . маг

нетског и елеI<ТРИЧНОГ поља:' 1) изоловани магнетни полови не постоје, 



237 

2) не ПОСТоје проводницн магнетизма, 3) )Ј. може имати вредности вене 

и мање ОД јединице, док је Е. :> 1. 
Према хипотези дејства са даљине, реални смисао се даје поново 

скалар.У т, док се векторима .б и ~ - даје математичкн. Према Фа

. радеј - Максвелову схватању, ови вектори карактеришу извесно стање 
. , . . . 

меДИЈума и зато имаЈУ реални смисао, док Јачина пола постаЈе матема-

тички израз, наиме број пропорционалан протицању Бе ктора ~ (види 
обрасце који претходе (12». 

По аналогији са обрасцем (56) § 21.4, можемо увести нову вели

чину магнеШUдuрање коју немо дефинисати једна'ШНОМ 

(22) 

а величину 

(23) 

• 
'1ll = )Ј. .- 1 '" 

4-л; .џ. 

эваhемо магнетски сусцеliшU6uлuшеш. 



О. ЕJlЕЮРОМАГНЕТИЗАМ 

§ 27 МаГМ8ТСКО ПОЉ8 8пеКТРИЧМI стРуЈе. Био-Саваров за~о". Прва 
опажања везе између електрич»их и MarHeTCK!lX појава датирају од пре 

двеста година, али се тек 1820 · појављују Oersted'oBa, чија су посма

трања скретања магнетне игле у близини жице, којом тече електрична 

струја, послужила као основа за нову област науке. Ова област, у којој 

се проучавају везе електричнн.х и магнетских појава, електромагнетизам, 

била је од изванредне важности за технику, а ништа мањи није НИ њен 

значај за Теорије електрицитета и магнетизма. . 
Први I(валитативни резултати показали су да се у простору који 

оп коља. а проводник у којем тече струја ствара магнетско поље. На 
магнет, када се унесе у овај простор, дејствује сила чији правац и смер 

могу да се одреде према познатом Ampere-ову правилу. Убрзо затим, 

још исте 1820 г., Biot и Savart нашли су и квантитативни закон, узи· 

мајуlш испочетка праВОЈ\ИНИСКУ струју. За овај случај Био - Саваров 
закон има прости математички облик, али за произвољни ПРОВОДНИК 

овај облик се знатно компликује, тако да као чињеница која треба да 

буде полазна, није довољно очевидан. Стога немо попи од друге чиње

нице чији се смисао лакше може ех вати ти. 

ф 

L 

р 

С •• 25 

У Експерименталној физици располажемо 

методама за мерење вредности MarHeTcKor вектора 
.6 у свакој тачки поља, а исто таl(О и за мерење 

јачине струје. Дакле, ако кроз проводник Р (сл. 

25) тече струја јачи не Ј, у свакој тачки "еке за· 
.. творене криве L која опкољава проводник мо

жемо нани вредност вектора .п. Можемо даље из· 

рачунати ли ниски интеграл Ј.n dl. Мењајуliи ја· 
с 

чину Ј, видепемо да су ове две величине· пропор-

4" ционалне. Означи мо коефицијент пропорционалности са - {због тога што 
с 
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ћемо онда добити тачан израз за Био-Саваров закон)_ Кака нађена веза. 

важи ма за коју криву L, то ћемо ставити 

(1 ) Ј 4" nd(=-j 
. с 

L . 

(чuњенuца 1). Из ове једначине,која се понекад зове прва главна јед-
. 

Н3'{НН3: електромагнетског поља, може се извеСТIJ нова једначина која 

игра основну улогу у Теорији · електромагнетизма. ' . . 
Лева страна једначине (1) трансформише се према Стоксовој тео-

реми . у израз Jrot ndf. где јеса Ф означена произвољна површина,огра-
,- - . . . 

ничена контуром L. Нека ј буде пресек ове површине са nро1iодии!(ом: 

Р. Према обрасцу (4) § 22, јачина струје Ј је једнака протицаљу гу

стине i кроз Ј; али пошто последљи 'вектор ишчезава на другим де
ловима површине Ф, то nе овај интеграп по f бити JeAllaK инт,грanу 

по. Ф, тј. 

(2) 

Дакпе, сменом ових израза у једначини (l)добивамо 

JrO!n df =~ Ji df . 
ф ф 

. 
Овај успов важи ма за какву површину Ф и. према томе, мора бити 

• 

4" го! .6=-1 . 
с 

Према Омову закону је i = б(i;, а са гпеДишта Фарадеј-Максве

лове теорије у свима та,кама простора вектори п и (i; одређују извесна 

стаља медијума. Једначина 

(2') 
4" го!n = - б (i; 
С 

даје онда везу између епектричне сипе G: и магнетске .6 у свакој та,ки 
поља ових вектора, Т.38. e~leKTpoм.aГHeTCKOГ поља. _ Њу ће l\\О звати прва 

. - . 
r лавна једначина електромагнетског поља. 

Дефинишимо саД. вектор 'U помоhу успова 

(3) го! 'U = п , diy 'Е= О • 
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• 

и 

(4) 

Због једначина (2) и (3) имаПемо 

rot rot '.u = grad div '.u ~ 6Ћ = 4" I 
с 

4" 6Ћ=--I. 
с . 

Ако растави мо сваки ' од вектора у компоненте, пројекције V. и 
ј. (" = 1, 2, 3) на три ортогоналне осе би"е решења једначина 

(5) 4" 6Va =--la • 
с 

А ова једначина је 

решење је функција 

истог облика са По асан овом (28') § 21.3. Њено 

(б) V =~JiadV, 
• с r 

КОЈа се добива из обрасца (24) § 21.3, ако се само , замене ознаке: р 

~ 1 . 
са с' са" - ако се при ТОМ са r означи раСТОЈзње од елемента за-

премине dV до неке тачке поља за коју се узима вредност У.; инте- ' 

грал · се узима по запремини V проводника. 
Врапајуl," се векторима '.u и i видимо дакле, да је 

(7) !D = .!..Ј·I dV , 
с r 

Овај вектор се зове ве"шор-liошенцuјал због сличности са потен- . 
цијалом U који задовољава Поасонову једначину, 

Израз за вектор-потенцијал може да се упрости за ЛИИИСКИ про

водник. Према једначини (.) § 22 и ранији,\! условима, има"емо 

(8) 1 dV -:- 1 ~dl = iqdl = q (1 ~~) dI = jd! 

- услов који карактерише линиске проводнике. Сматрамо ли . да се сад 

интеграљење врши дуж оваквог проводника, то не се израз (7) транс
формисати у 

(9) 

Израчунајмо rot!D, тј. вектор.6, претпостављајуни да је струја 

стационарна и хомогена, тј. да је ј = const .. Онда имамо 

rot!D =[ '1!D]= ~ [yJ~] . 
Вредност овог вектора тражи се у некој тачки М поља, и при про-
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сторном диференцирањ у треба водити рачуна о томе да од координата 

ове тачке зависи само г. Дакле је 

За почетну тацку узимамо овде ону тачку N проводника од које 
Почиње dl; grad г је јединицни B~"TOP правца NM. Ал и, аl(О сматрамо 

да је почетна тачка М, увешliемо вектор супротна смера 

r = гт. = - r grad r . 
И добиhемо, сменом ових израза у пРвоЈ од једначина (3), да у 

тачки М поља вектор .fj има вредност ' 

(10) .fj =~J~ [rdl] , 
О 

где се интеграљење врши дуж копа. Ова једна.ина и зражава Био-Са

варов закон. Диференцирајуhи је, можемо сматрати да сваl(И елемент 

струје Ј dl изазива у тачки М бесконачна мали вектор 

( 11) d.fj = [,.. [Т dl] . 

(види сл. 26). 
Изразу (10) може се дати други облик. Транс-

формишимо зато израз . 

(12) ();Л~ dlJ) = f ([ (); :.Ј dl) , 
о о 

L 

Сл. 26 

где је cr: произвољан али константан вектор. Према Стоксовој теореми 

овај интегрan је једнак површинском интегралу 

где је F нека поврwина оивичена КОЛОМ. Ако Н3пишемо 'v место rot и 

развијемо двоструки векторски производ, добиhемо 

Али Је ~ т d' т О ' v r = IV --;:з = I И зато Је израз (12) једнак 

(13) - (џf(f.-~)) . 
F 

16 
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. Упоређивэње израза (12) и (13), уз напомену да је CS: ПРОИЗВQ

љан вектор, даЈе 

(14) 

ОвДе се за почетну тачку вектора Т сматра тачка М. Узмимо да 

је сад почетна тачка Р lIа површини F. а операција gradM да се односи 

на диференцирање по координатама тачке М. 
онда магнетски вектор.б може да се претстави као граДИЈент , 

скалара (Т је сада РМ) . 

(15) U = JfTdf = J/COS (IIТ) df mera c ,2 ' 

iб = - gradM ит 

ако је П јединични вектор нормаnе на површини Г-. Према томе можемо 

сматрати ' да је магн етско поље, изазвано електричном струјом, екви

валентно пољу магнетне двојне ПОВРШИJ-Iе F, којој коло служи као 

контура (види образац (19) § 26). 
Испитајмо још и ' природу константе с. Одредимо прво димензију 

ове величине. .б је магнетски вектор. који има димензију [~.] = 

. [ddel] -_ (види обр. (5) § 25). Јачина струје Ј има димензију 

Mt L~ т-' (види обр. (4) § 21.1). Према томе и на основи обрасца (10). 

лако је напи да је 
-1 

[сЈ = LT • 

тј. да константа с има димензију брзине. Ко.фаушови и В. Веберови 
експернменти (1856 г .) дали су за с вредност врло блиску брзини свет

ЛОСТИ, ШТО су доцнија испитивања потврдила. 

Сл. 21 

Нека буде Ј = cons! .• 
између праве МО It 

§ 27.1 Пример •. э) Магнешско иоље бес
коначне ilраволuнuске сшрује можемо напн 

пом оп у општег обрасца (10) на овај юiчин. 

Магнетски вектор .б у некој тачки М стоји 

управно на равни која пролази кроз ту 

тачку и праву L дуж које тече струја јер 
сви елемеитн d.б (11) стоје на њој управно. 

МО = а растојање тачке М од праве L. <р угао 

вектора т. 1 - отсечак ON. Како сви вектори 



dS> имају исти правац и исти смер, модуо вектора s> бипе 

-
и 

~ 

Н = ~ f ;. [rdl]. 
-~ 

Из слике 27, види се да је модуо овог векторског производа 

,dl ";п (Т dl) = а dl 

1= atg<p , 
а , = . 

со. ср 

I{ако је 

а 
dl = 2 dcp, 

со. ср . 

бине, после смене променљивих и граница интеграла, 

или 

(16) 

• 
Н = Lf ' со. ср d 

с а ~ 
• , 

Ј 2 
Н=-

с а 
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За све тачке кружног цилиндра, дуж ЧИЈе осе тече струја, модуо 

магнетског вектора има исте вредности. Овај модуо опада када полу-

пречник цилиндра расте. У свакој равни А 

која стоји управно на струји, векторске JI'. 
/ Ј I , 

ЛИНИЈе чине систем кружних концентрич- / I d& 
/ / ' , 

них линија, са средиште", На правој [. / •• • 
/ d-1I'! ' 

, 

в) Магнешс"о uоље "ружне сшрује. I',---;~'-t-____ 
Д . L .. /.. /сј!, 
уж кружне ЛИНИЈе теце СТРУЈа конетант- I I 

не јачине} .. Из неке тачке А ван круга али / / 
у његовој равни повуче не су две дирке АС /., / / 
и AD (в. слику 28). Део струје на венем лу- '/ i 
ку CLD даје резултанту магнетских веЈ(ТО- / / 
ра dS> у тачки А која стоји нормално на / i 
равни слике, а усмерена је ка нама, 1<30 / I 

2 ~ I 

штр следује из обрасца (11) и сл. 28. " 
. Резултанта вектора dS>, које изазивају 

елементи струје Ј dl на мањем луку DC, 
такође стоји управно на равни слике, 

само је супротна смера. Доказанемо да 

је друга резултанта вена од прве. Упо-

Ь8 
I 
I 
I 

Сл, 28 

редимо зато пар елемената dS> које дају елементи струје у ИСТОМ 
16' 

углу 
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d9 У тачкама· 1 и 2. Њихови су МQДУЛИ: 

. Ј J,dl, sjn (T,dl,), Ј J,dl. sjn (T.dt.) 
С'l СГ! 

(в. образац 11). Из слике 28 добивамо 
dl, "јп (Т. dlj) = ds. " dl. sjn (T.dL.) = ds. , 

где су ds, и ds, кружии лукови са средиштем у тачки А и односе се 
као полупречници, тј. ds1 : dSI = '1 : '2. . 

Зато се модули вектора dS. и dS. односе као, 

. ds;: ds:=r. > 1 
'1 Тј '1 

, Како је количник модула већи од 1, то ближи елементи дају 

већу резултанту, и у тачки А магНетски вектор S. усмерЕН је од нас. 
Уочимо ли раван Р, Која пролази «роз тачку Ан средиште круга и стоји 

управно на његовој равни, то, услед симетрије, векторске линије S 
треба да леже у равни Р. У сва«ој тачки В у унутрашњости круга L 
вектор" dS имаће исти правац и исти смер, и (за уочени смер струје) 
биће усмерене ка нама. 

Векторске линије биће затвореllе криве које обухватају L. 

§;28 "ндукцнја. Појава електричне ИИфлу.иције (§ 21 ,31) иавела је 

Фарадеј а на мисао да се у једном проводнику мора појавити . струја ако 

'Ј другом проводнику, у његовој близини, тече струја. Низ експериме

ната довео је до ових резултата (Фарадеј, 1831 г,). 

Појава елекшромагнешске индукције, тј. постанак електричне струје 

у:затвореном колу где чак и нема извора електрицитета, иаступа: 

1) када се мења положај кола према другом колу, у којем T.~e 

стационарна струја (чињеница2); 

2) кад у другом колу тече струја ' променљиве јачине . (чињенuца 

3); овом случају припада прекид IIлипуштање струје; 
3) када се мења положај кола према магнету (чињенuца 4); 
4) када се магнет појачава или слаби (чињеlllща 5). 
у сваком ОД ових .случајева мења се положај кола у магнетском. 

пољу. Знамо израније да постоји веза између електричних и магнетскнх 

нЈ 

• 

Сп. 29 

L 

појава, да електрична струја дејствује на магнет. 

Овај нови низ чињеница служи да се утврди, поред 

Био-Саварова з"зкона и црне главне једначине ел.ек

тромагнетског поља коју смо извели, нова особина 

наведене везе. Lепz (1834 г.) је нашао правило којим 

се одређује смер индуковане, тј. изазване · струје у 

неl(ОМ колу, наиме: смер индуковане струје биhе 

такав да се њено магнетско поље противи кретању (померању) магнет

CKQT поља примарне струје, одн, магнета (појачавање струје или магнета 
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опговара примицању, слабљење - опмицању). Лако је нацртати слике 

које опговарају разним случајевима и зато пајемо само јепну од ЊИХ 

(сл. 29): северни пол магнета примиче се колу L , .бm је магнетски ве« " 

тор који изазива магнет ; смер индуковане струје мора бити онај који 

је означен на слици, јер ће се .онда магнетски векто р .бi који је иза" 

звала струја противити датом померању пола N. 
Закон инду.кције дао је Р. Neumann (1845); ми ћемо га овде извести 

помоћу принципа одржања енергије (§ 0.7) за један т""касти магнетни 
ПОЛ. Добивеии резултат може се лако уопwтиrи за више полова, а та

кође и за мзгнетска поља изазвана примарном струјЮ1. 

УЗМИМО да се у тачки М налази северни магнетни пол јачине т 

(сл. 30). L нека буде затворено коло које се налази у магнетском пољу 
и .б - магнетски вектор у некој тачки К који 

је ИЗазвао пол m. Вектар r одређује положај 
тачке К према М. За појаву инпукције важно 

је релативно померање Н ОJl а и магнета, стога 

ћемо претпоставити да је коло, приближава" 

јућli се магнету, прешло из положаја L у L, 
и да су померања сви х елемената d( иста: dт. 
Површини коју је опи сао елемент dl опговара 
управљени површински елемент: 

df = [dl dr]. 

, , , , , 

м 

К ' 

L [ . 

С •. 30 

Протицање магнетског вектора кроз површину коју описује коло, 

а која има облик тра"е ограничене "онтурама L и L" биhе 

ј.бdf= ј(.б[d(dr]) . 
L L 

. Замислимо сад неку површину F којој коло L служи као контура. 
Онда горње протицање можемо схватити као промену протицања маг
нетског вектора.б кроз површину F за време dt, за које lIе се она 

померити из првог положаја у други. Ова ће промена наступити, јер ће ' 

при померању површина F сени разне векторске ЛИНllје поља вектора .6. 
Дакле можемо ставити 

df .бdf= Ј .бdf· 
Магнетски вектор има према нашој претпоставци вредност (7) § 26 

.б= ~ m; , 
и ми ћемо се задржати на случају .]'- = 1. Ако ]'- '" Ј: можемо сва даља 
расуђивања поновити за вектор '8 = р..б. 
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Са уоченом вредношпу вектора .6, и узимајуhи у обзир да је dr исто 
за све елементе кола, можемо извршити овакву трансформацију: 

Треба само објаснити смисао последњег израза. У след релативног 

померања кола према полу М, у колу се појављује индукована струја, 

која ве, према Ленцову правилу, имати с .. ер означени на слици. Обе
. лежи мо њену јачину са ј. Она ве изазвати ново магнетско поље - век

тора . .6' и дејствоваће на пол т силом 

.Ii = m.6' . 

А према Био·Саварову закону (10) § 27, ако претпоставимо да је 
Ј = const .. биhе . 

. . Ј Ј[ r ] .Ii=m c ,. dl . 

Сменимо линиски интеграл који се добива из ове једна чине у из

разу за промену протицања вектора .6, па помо добити 

~ d Ј.6 df = (.Ii dr) . 
F . 

Овај израз са знаком - претставља рад који би сила .Ii извршила, 
кад би се пол М померио за вектор - dr. Знајуl," да у појави индук
ције игра улогу релативно померање, можемо учинити ову претпоставку. 

Према принципу одржања енергије, . рад који ће се утрошити на Поме

рању магнетног пола мора бити једнак раду који liе обавити струја у 

колу. Према џаулову закону (10') § 23, рад (оји liе струја обавити за 

време dt би"е 

RJ'dt=JdtJ G:dl , 
L 

• 
када се узме у обзир и Омов закон. 

(17) 

Изједначимо ли сада два израза за рад, добиhемо 

! G:df= - + ~! .6df . 

Израз Ј (i; dl који се". узима дуж затворе"ог кола зове се електромо
L 

торна сила индуковане струје, а једначина (17) изражава закон иидукције. 
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За неколико м.агнетних полова или за магнеТС I< О поље примарне 

струје треба у овој једначини сматрати вектор , .б као резултанту свих 

компонената које изазивају поједини полови, одн. ел е меНТ}f примарне 

СТРУЈе. 

у случају константног магнетског пермеабилитета имаhемо 

(17') JCf d1 = - ~ ~Ј.б dl 
с dt ' 

О F 

• 

, а за променљиво. l' има!;емо у једначини (17) Bel<Т0p QJ место .б. 

При извођењу Био - Саварова закона индукциј е претпостављали смо 

да је Ј = const. , тј. да је струја стационарilа и хомо г е на. Међутим за 

појаву индукције неопходно је потребно да се раСil10ТРИ случај про

менљивих струја. Но врло је тешко поставити математичку теорију 

нарочито. З'а брзо променљиве струје, где је јачина периодичка функција 

времена и врше осцилације хиљаду и више пута за секунду. 3ато се 

теорија оснива на појму квавuсшацuонаРIlUХ струја. Ове се дефинишу 

као променљиве струје, чије су периоде довољно велике у односу на 

време које је потребно да електромагнетске промене ст"гну од КОГ било 

места у посматраном систему тела до најудаљенијих његових делова. 

Онда се магнетско поље "зрачунава под претпоставком да је струја ста

ционарна, а помону овог поља одређује се појава инду кције. 

3а струје чије периоде нису мање од хиљаднтог дела секунде, ова ' 

претпоставка даје прихватљиве резултате, за великн број трептаја (као 

што имамо на пр. у бежичној телеграфији) она више не може да важи. 

§ 29 Гдавне једначине еnеКТРОМlГНIТСКОГ поља. У § 27 добили смо 
једначину (2) или (2') која претставља прву везу из м еђу вектора (f и 

.б који истовремено постоје у свакој тачки електромагн етског поља. Но 

може се из закона индукције извести И друга веза. Трансформишимо 

линиски интеграл који стоји на левој > страни једначине (17) према СТО к
савој теореми у поВрШИНсКИ, па немо добити 

Сматрајмо да произвољна површина F не зависи од времена. Онда 
Alожемо променити ред интеграљења и диференцирања по времену, па 

Ье бити 

Узимајуhи у обзир да су стварно у закону инду кције уочене вре

менске промене вектора .б. јер сад сматрамо да је коло а, према томе, 
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' и поврwина F непокреТtiи, променимо 
d д . 

ознаку dt у ot')· Како је F про-

извољна површинз, последња једначнна може да постоји само онда 

када је 

(18) 

(19) 

1 д.6 
rot(f= -- - . 

с dt 

Под претпоставком да је 1' = const. имапемо другу од једначина: 

4" rot.6= - a(f 
С ' 

)l д.6 
rot(f= - с dt 

и, као што се ВИДИ, овим се једначинама изражава веза између век

тора (f и .6. 

Но ове везе добиле су нарочити значај у М~ксвеловој . теорији. 
Уопштавајуliи И.\I смисао, Максвел претпоставља да једначина (2) важи 
не само за кондукторску, стационарну, хомогену и затворену струју . 

него уопште за праву струју. Дакле у њој треба ставити место вектора 
i вектор с (15/) § 24 

8 d(f 
c=a(f+-- . 

41< dl 

На овај начин две главне Једначине електромагнетског поља доби

вају облик 

(20) 

4" е d(f 
rot.6= - a(f+-- , 

с cdl 
. )l дј) 

rot(f = - - - , 
с dl 

и сматра се, према Максвеловој претпоставци, да оне взже и ма за 

какве брзо променљиве струје. 

Овај орлик Максвелових једначииа (20) потиче од Неаvisidе,ових 

и Негlz,ових радо ва, и карактерише електродинамичке појаве за тела 

која се налазе у миру. Херц је дао и систем једначина које важе за 

кретања тела. Пре Максвела развио је другу теорију He1mholtz и Макс
велова је граничии случај његове. Горње једначине се могу написати 

у још симетричнијем облику. Наиме, ако се са g означи израз 

КОЈИ се понекад зове, ло аналогији са густином струје у диелектрику. 

*) у c.IIytJajy nOKpeJBOr KO.ll8 обрасци коЈИ c.tеяују иwаhе C.IIоженнЈи об .. НК • 

• 
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24 

zyсшuна магнешске сшрује, иманемо, место (20), систем једначина 

(21) 41' 
rot.fi = - с , 

с 

4" ro!G: = - - 9 . 
с 

§ 29.1 ПоЈнтммroва теоре.а, У општем случају елсктрична сила G: 
н магнетски вектор ss зависе од места и времена, тј. ел ек.тромагнетско 

поље је променљиво у току времена. У §§ 21.5 и 26 (обрасци 73 - 75 
и 20 - 21') дали смо деф"Иниције енергија електричног, одн. м.гнетског 
поља. Величину , 

(22) W , m = 81" f (EG:' +J'j)')dV, 
зовимо сада енергија електромагнетског поља. Ако је поље променљиво 
и ова не величина зависити од времена, и Poynting је из Максвелових 
једначина извео везу из.~еђу промена енергије електромагнетског поља, 

вектора G:, ј) и Џаулове топлоте. 

Да бисмо добили ову везу, помножимо прву од једначина (20) 
скаларно вектором G: '. а другу - вектором ј). Онда немо добити 

4" 1 д 
(G: го! ј)) - (ј) го! G:) = с o~· + ~C дl (Е ~2 + 1'- ј)') 

(уз претпоставку да Е и 1'- не зависе од времена). . 
Лева страна ове једначине може овако да се трансформише, Уочи мо 

израз 
, 

div 1G:j)) = (V'[G:j))) . 

Како оператор V' треба применити на сваки од вектора G: и .6, то 
ће овај израз бити једнак 

(V' [G: j),ooot.]) + (17 [(f,on,t, ј)1) = (ј) [V' G:I) - «f [V' л)) , 

јер,у случају када се ј) или G: сматрају за константне векторе, можемq 
извршити цикличку пермутацију у одговарајућем члану. Узмемо ли у 

обзир да је [V' G:] = го! (f и [V'.6] = го!.6 и означи мО ли са 

(23) 6=4"[G:j)) , 
с 

видимо да је лева страна наведене једначине једнака 

4" d' 6 - - IV 
С • 

6 зове се Појнтингов вектор. Ако га уведемо у нашу једначину 
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и ако је инт.егралимо по некој запремини у електромагнетском пољу. 

добинемо услов 

(24) - Ј div 6dV = f o(f'dV + 8~J~ (. (f' + Ј1ј)') dV . 

Према Гаусовој теореми, лева страна ове једначине трансформише 

се у ЛОВРШИНСКИ интеграл 

- JdiV 6 dV= -Ј бdј , 
ф 

где је Ф површина ](оја обухвата уочени део простора. 

Претпоставимо ли да не мењамо у току времена уочену запремину, 

можемо у последњем члану пром'еннти ред 'интеграљења по запремини 

и диференцирања по BpeMellY, па lIемо добити, због обрасца (22), 

~ ~J( (f' + j)')dV = дW,m . 
д! 8. Е.}1 дt 

Најзад, као што се види из обрасца (11) § 23, израз Ј о (f' dVбиhе 
механички еквивалент Џаулове топлоте која се ствара у уоченом делу 

простора. Означимо га са А и напишимо једначину (24) у облику: 

(74') -Ј 6 df = А + д :,m 
ф 

и она lIе изражавати Појнтингову теорему која гласи: Протицање век

тора 6 )' унутраlllЊОСТ неке запремине једнако је збиру механичког 

еквивалента Џаулове топлоте која се ' ствара у њој и промене енергије 
електромагнетског поља за јединицу времена у овој запремини. 

§ 30 Прнм,не I.КОI. ННАЈК"И]" Општи м везама између вектора 
ех и ј) у електромагнетском пољу послужиliемо се за проучавање не--колико појава. Примењујуliи закон индукције сматранемо углавном да 
имамо квазистационарне струје и то у случајевима самоиндукције, уза

јамне индукције и пражњења кондензатора . 
• 

§ 30.1 С.моиндукцн]а. Ако у неком затвореном колу Тече промен
љива струја, тј. јачина струје Ј је функција времена, то се коло налази 

у променљивом магнетском пољу које је изазвала сама струја. Онда 

треба да се у њему индукује струја - нова, накнадна, и ова се појава 

зове са/Ноиндукција. 

3адржаhемо се на случају непокретног кола . Означимо са Е елек

тромоторну силу променљиве струје .која је изазвана на неки начин 
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(хемиским путем или др.) и са R - отпор кола. Електромоторна сила 

индуковане СТРУЈе, која се суперпонује првој, биве, према закону ин

дукције (17) § 28, 

Ј
· 

L 

ако 0значимо са 

(25) 

1 d'l' 
(G:dl)= - сЖ" 

'1' = I55df 
F 

протицање магнетског вектора 55 кроз неку површину Р, КОЈОЈ коло 
служи као контура. Осим тога зауставили смо се на случају вакуума]1= 1. 
Узимајуви збир електромоторних сила имавемо, према Ом ову закону, 

Яј = Е _ l d'l' . 
с dt 

Израз (25) може се због обрасца (3) § 27 написати у облику 

'Р = I 55df =Ј rot'!3df , 
F F 

а према Стоксовој теореми и обрасцу (9) § 27 имавемо 

(25') '1' = I '!3 d1 =и I dSrd1 . 

О оо 

У последњем изразу могли смо Ј ставити пред интеграл, 

претпоставили да јачина струје зависи само од времена. 

Величина 

(26) L= f fd~d1 
'ОО 

• 
Јер смо 

зове се коефuцuјенш самоиндукције. Ако се коло не деформише, ОН је 

константна величина, која зависи само од облика кола. Ако претпо

ставимо да се коло налази у средини чији је магнетски пермеабилитет 

}l-= const., овај коефицијент множи се са·"р. па-не зависити и од ове 

величине. 

Сменимо ли ове изразе у наведеној једначини, добивемо Омов 

закон за променљиве струје у облику 

Ldj 
(27) Е = Яј + с' dl . 

Тачно израчунавање коефицијентаL (26) задаје тешкове, и уто

лико веве уколико је компликованијигеометриски облик кола. 
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§ 302 УзаЈамна ИНАукција. Уочимо два кола, S, и S" у којима 
теку струје. Свака од струја изазива ма.гнетско поље и ова се поља 

супеРПОНlују, тј. би!;е у некој тачки магнетски вектnр л = Л, + Л,. Ак() 
су јачи не струја Ј, и Ј, функције времена, поље не бити ·променљиво. 

У сваком од њнх, поред п()стоје"е, .,!ндук,,"а"е се нова струја. Можемо, 

наравно, сматрати да један део промена поља наступа због промена 

вектора Л" лруги - зоог Л., тј. да свака променљива струја изазива 
инзуковану у свом копу (самоиндукција) а, осим тога, и у другом копу. 

Означимо са Е, и Е, еnектромоторне сиnе датих ·променљивих струја, · 
са R, и R. - отпоре кола S, и S •. 

Узимају"и у обзир образац (3) § 27 за сваки од вектора Л, и Л., 
има"емо 

и 

Л = rot $, + rot $, 

$ =-'-ЈЈ,d5' 
'с г 

5, 

$ = -'-ЈЈ. d., . 
• с г 

5, 

Ако јачине СТРУЈа зависе само од времена l можемо их ставитн 

пред знак интеграла, јер се интеграљење врши дуж контуре. УОqИМО 

сада неке површине Р, и Р, чије су контуре S" одн. S,. 
Дакле за протицање кроз површину Р, иманемо, према обрасцу (25'), 

=[($ + $ dl) = Ј'Ј Jd5' df + Ј'Ј JdS. dI . СР. Ј" с r с r 
I 5, 51 :)1 St 

• 

У првом од двоструких ли ниских интеграла г означава растојање 

двају елемената првог кола, у другом ·г је растојање између управље

них еле~ената првог и другог кола. 

На исти начин добивамо за протицање кроз површину Р,: 

=[($ + $ df)=J'J IdS,df +1'Ј JdS.df . Ч'2 1 2, С·. r с , 
2 8: 1 ::; ~ 5 2 

У другом двоструком интегралу г је .растојање између елемената 

другог кола. У изразу за 'Р, означава dI управљен и елемент првог кола, 
у изразу за . 'Р, . - елемент другог. ОД ОВИХ интеграла: 

(28) L, = Ј JdS~dl И 

SI 51 

су коефицијенти самоиндукција у првом, оди. у другом колу, а 

(29) L" --ј [dS; dl [Ј dS; dl 
1 2 Ј 51 

је т.зв. коефuцuјеllШ ysajaмlle Ullдуrщuје. Прве две величине аависе од 
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облика CBaI<O~ кола посебно, а rpeJ:ia од облика кола It њихова рела

тивна положаја. Оне ће бити константне величине само у случају 

када се кола не деформишу и не мењају узајамни положај. 

Дакле добили смо 

(30) 

те, према 

цију (25) 

(31 ) 

. L'J L"J 'Рl=с Ј + с 2' 

Омову закону и обрасцу (17), а узимају!;и у обзир дефини-

величина 'Р1 И <Рг, налазимо једначине 

Е = R Ј + L, dj, + L" dJ. , 
Ј t 1 с2 dt сl dt 

Е = R Ј + L,. dJ. + L. dJ • 
• 2' c?dl c'dl 

• 

које изражавају да је у сваком колу збир електромоторних сила (пр.и

марне струје и индукован е) једнак производу отпора и јачи не струје. 

Када су дате ЕЈ и Е2 , а познати отпори и облици I\ОЛ3, из система 

диференцијалних једначина (31) могу се иа!;и .јачи не струја Ј. иЈ •. 
. . 

§ 30.3 ПраЖlbll1bll нокдекаатара. Значајну улогу у савременој тех

ници игра променљива струја која тече у- колу које је спој ено са кон

дензатором. Стога проучимо прво саму појаву пражњења кондензатора. 

Нека буде К капацитет кондензатора на чијој се унутрашњој облози 

налази количина електрицитета Ео, а чија је спољња облога спојена са 

земљом . Ако са Е означи мо количину електрицитета у неком тренутку, 

потенцијал на првој облози бипе, 
Е 

и=_· 
К 

Ако спојимо облоге жицом, у овој ће теhи струја, и цео ће се 

систем наhи у магнетском пољу које дотада није постојало. Онда "е 

се индуковати струја (чињеница 2 § 28) и појава само индукције утиче, 

као ШТО не то сад показати анализа OBor питања, на ТОК пражњења 

. кондензатора. Нека буде Rотпор система. Према Омову закону за про
менљиве струје (21), јачнна струје Ј задовољава једначину: 

L dJ 
E=U,-Uв=U=RЈ+с'di' 

јер је потенцијал друге облаге једнак нули. Количина електрицитета 

Е постаје функција времена . И, како се кондензатор празни, она ће опа

дати. Стога треба · да ставимо 

. dE 
Ј=-- . 

dl 
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Означимо ли још са L' 
L 

I(ОЛИЧНИК с2 , на ОСНОВИ Ом ова закона и 

претходне једначине имзнемо 

(32) 
,d'E dE Е 

L dl' + R dt + К=О . 

Овде смо применили једначину (27) на случај незатвореног кола 

и треба да имамо у виду да морају бити испуњени услови под којима 

је коефицијент самоиндукције константна величина. 

I{оличину елеюрицитета Е која је функција времена можемо наl," 

интеграљењем једначине (32), која се зове Lord Kelvin· ова једначина, 
водеhи рачуна ·0· почетним условима: у почетном тренутку, t = О, }(о· 

личина електрицитета је Ео а јачи,!а струје [J1t.~o = О . 
Општи интеграл једна чине (32) бине 

• 

(33) 
Ц(! ај 

Е= С, е + С,е , 

где су 

услова 

начине 

С1 И Са произвољне константе, чије вредности треба напи из 

у почетку пражњења, а ((1 и ((2 су корени карактеристичне јед-

1 
L'u? + Rrт. + К = О. 

Дакле је 

(34) (Х",-:-- 2~' + {Д:. -~L' 
и, пошто ове величине зависе само од особина конденззтора и жице, 

ТЈ. од К, L' и R, то од вредности ових зависи и начин пражњења. 
I{ако је, због услова у почетку (1 = О), 

Е, = С, + С, , 

бине 

(35) с _ а. 
1 - Ео , 

"-,-а, 
С - а, 'Е ,- - , . 

а, - ", 

Разликујмо три случаја према томе да ли су корени (х, и а. 
реални, неједнаки или једнзни, ИЛИ имагинарни. 

l ' А . R' > 1 . · ко Је 4е2 KL" корени су реални, неЈеднаки и Ј негативни. 

I{оличина електрицитета Е опада приближавајуни се асимптотски нули, 
када 1 ... оо. Пражњење не бити апериодичко, тј. прогресивно. 

2' А . R' 1 .. · ко Је 4и2 = KL' , корени карактеристичне Једначине су Једнаки. 

Онда у изразу (33) у другом члану, иза С" долази множитељ I и имамо 
• 
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поново апериодичко решење. Ова два случаја нису од интереса за при

мене у ФИЗИЦИ, док је трени од важносТи. 

. R' I 
30. Ако Је 4L" < KL" корени су имагинарни. Означимо ли са 

иманемо 

(34') 

и 

(3З'} 

a=_R+",' 
1_ 2L' t-" 

а. = _!i. -"i 
- 2L' " 

R 
- 2и t fJfi - fШ 

Е = е - (С, е + С. е ). 

Трансформишимо сад израз у заградама, тј. 

(С, + С.) cos ~! + ј (С, - С,) .in ~! . 

Због услова (35) добивамо 

Ео (с о. ~! + а, + ", ј .in ~t) 
а2 - а1 

а због (34') 

Ставимо ли 

(36) 

добиhемо 

(33") 

u. + ((,. R 
1 = , 

'.'. - ", 2L ~ 

1 = а sin у I 
R 

2L'~ =а со.)' , 

R 
-2и t 

Е =а Еое sin(~t+y). 

Дакле функција Е мења своје вредности осцилатор" о_ Периода ових 

осцилација остаје иста, а амплитуде опадају у току времена. На овај 

начин доказали смо, да пражњење кондензатора може да има осцила

торни карактер; ову појаву нашао је Fеddег.еп. Очевидно је да се и 

јачи на струје мења осцилаторно тако да се и њеие вредно сти амортизују. 

Теорија пражњења кондензатора коју смо овде дали важи за кон

стантне величине L, R и К. Али се може остварнти случај када су и 

ове величине променљиве. Појава не бити онда сложенија, но и тада 

се јављају два случаја: апериодичко пражњење и осцилаторно.*) Најзад, 

може се проучити још ОПUlтији случај. кад се под утицајем "а'(вог 

. .) ВИДИ подробније, на пр., м. Пf!ШРО8uf;: Јиан д.иференuнјзлни 8Ј1ГОРНТIМ и ље_ " 
гове примене. београд 1936 стр. ] 99. 

-
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магнетског поља у систему, кондекзатор + жица, индукује нова струја 
по неком познатом закону. Ово би одговарало случају џринудних 

осцилација. 

§ 30.4 Теслина стРУЈе. Помоhу обичних динамомашина стварају се 
променљиве струје чије фреквенЦИје могу достизати 30000 у секунди. 
Искористи ЛИ се појава пражњења кондензатора, могу се добити И 

много веве фрекненције. Тесла је · дао нацин на који се могу добити 

фреквенције и до !о' У сек. и зато се овакве високо фреквентне струје 

зову Теслине. ехем а одговарајуве апарату ре приказана је на сл. 31. 
У генератору D ствара сепроменљива струја која тече кроз калем 

• S, и у калему S. индукује струју. са колом S, S, спојен је конден

'. 

затор К (лајденска боца).који 

може да се празни када из

међу л оптица (прекидач) а и 

.. ь скаче варница. Сваки пут 

када се створи у UBOM дру' 
ГОМ колу разлика потенци

јала, настаје у KOHдe~TOpy 
осцнлаторно пражњење, ако 

су величине отпора, коефи

цијента самоиндукције (у-

ствари је . овде случај уза· 

Сл. 31 јамне IЩl1укције) и капаци-

тета сходно изабране. Према 

томе број осцилаЦИЈа у другом колу бине вени него ЛИ у првом. 

Као што се ·види из обрасца (33"), пернода осцилације је Т = 2i~' а 

_~. /4L'-R'K . 
~-2L'V К 

Ако је отпор R врло мали може"о занемарити R' и онда вемо 
добити 

~={ K~' или 
Наравно овај је образац само приближан. 

Струја која пролази кроз кал ... S. индукује нову струју у ка

лему S. који има веии број завоја. Како је електромоторна сила ин

дуковане струје пропорционална брзини промене протицања магнетског 

вектора кроз завоје S. (образац (17», а ова брзина код високофрек

вентних струја је врло велика, то ве се у калем у S. створити струја 

такође високофреквентна И, ОСИМ тога, ВИСОКОГ напона. Због овога се 

калеми S. и S. налазе у нарочитом суду са у љем од парафина. (Те-



257 

елин трансформатор), како не би скакале варнице између завоја . . Струје 
у калему S, теку чак и онда. кад ОВО кола није затв орено., на пр., ако. 

се један његов крај споји са плочом Р, а други са Р, које висе на из

весној даљини једна од друге. И, ако се између Ових плоча налази 

Гајслерова цев, она Ье светлити. Познато је такође да ове, Теслине 
струје имају врло слабо физиолошко дејство и безопасне су по живот: 

кроз руку може се пустити варница од неколико центиметаРЗ1 а да се 

при томе ништа не осети. Ове струје вероватно се п омерају по повр

шини тела (d' ArsonvaJ'oB експеримент). 

§ 30.5 У"Јамн, .вЈет.о ... ј, СУр,Ј" Ускоро после Ерстедова от
крн"а про}!чио је Ампер пондеромоторно дејство двеј у струја и нашао 

је да се оно може формулисати помо"у четири екс пе риментална пра

вила. Он је дао и аналитички израз за силу која деј ствује између два 

елемента струје. Али је Grassmann, критикују"и извођеље Амперова· за-

ко.на, дошао ДО другог закона. 

Овде ·Немо извести аналитички израз за резулта нту 

једно коло дејствује на дру го (тј. интегрални закон) . 

сила којом 

Нека буду Р, и Р, по вршине за које 

су кола S, и S. контуре и П, и 11 јединични 
вектори нормала. Означимо јачине са /, и 
/., са ds, и ds, управљ"не линиск. еле- . 

менте (сл. 32). 

с".32 

При извођењу обрасца (15) видели смо 
да је магнетско поље које изазива струја 

еквивалентно пољу магнетне двојне површи

не. Дакле магнетски вектор Л1 , који liе 

изазвати прв~ струја у иекој тачки А, бине према о вом обрасцу 

u - /, /cos (п, r) Ј,! 
1- с г! l' 

, . 
(37) .6, = - grad И, и 

Значи, ако се у ОВОЈ таЧЈ(И налази пол ЧИЈа је ј ачина т., струја 

ће на њ деЈСТВО вати силом 

,I'i, = - т, grad И, . 

С друге стране магнетско поље друге струје је 

и = Ј. !cos (п, Т) Ј' 
ј!Ј с Г" / 2 , 

, 
.6, = - grad И, , 

Јер се ово коло МОЖ,е за.\1СНИТИ . ·Ро,*). ма,гнетном ДВОЈНОМ површином 

') 'у ПОС.Аедњем израз)' је r вектор -положаја тачке А у О.iЈЈЮt:У на -ону тачку п'о

BpWHHe F2 за коју се узима елемент dl". 

17 
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Упоређујуlш последњи израз за потенцијал са (19) § 26 видимо да 
треба да ставимо 

'1т& = '1:' = Ј2 . 
С 

Одавде слеДУЈе да позитивни пол У тачки А, за коју вемо прет
поставити сада да се налази на површини F2 • има јачину 

Ј2 . 
т, = '1т Јј = -;; ЈЈ • . . 

CV 
. 

Означимо силу којом дејствује Р, на овај пол са ds;.,: 
• 

. Ј. 
dS{,. -:- с6 Јј, grad И, . 

• 
у исти мах на пол В (- !п.) изворног пара АВ дејствоваllепрва 

површина силом 

dS{, = {~ Јј, grad и,' , 

где је и,' = И, + dИ, вредност потенцијала у О"ОЈ тачки. Дакле на 

изворни пар (ди пол) АВ дејствоваће резултанта 

ds;. = + {~ Јј, grad d И, , 

а на целу површину сила 

(З8) . s;. = grad r {ј; ЈА dИ, . 
'Р, 

Како је dИ, прираштај функције И. када се померамо. из тачке А 
у В, тј. за вектор - п,б, то је 

dИ, = (grad И" - п,б) = (л" 11,0), 

а према обрасцим'а (3) и (9), 

.61 = rot QЗl , 

Дакле је 

'1З, = Ј, JdS' . 
с г 
о, . 

(З9) V· =ЈЈ2 Ј' dИ - Ј'Јго! m Јј =Ј,Ј'Ј JdS,dS. . co :.l l 1 ......... С . .џ. 2 с2 Г . 

Р2 Pz 5 ! 52 

према Стоксовој теореми. Из образаца (З8) и (39) следује да је сила s;., 
којом једно 'коло дејствује на друго, једнака градијенту скалара V', 

. који се зове Нојманов потенцијал двеју струја. 



Е. ЕЛЕКТРОМАГНЕТСКИ ТАЛАСИ 

, 
§ 31 Ј8днаЧМН8 влвКТРDмаГН8ТСКМХ таласа. Према Максвсловој тео-

рији. у .електромагнетском пољу вредности електричне силе (f и маг
нетског вектора .6 везане су у свакој ,:ачки двема је,~начина'ма '(20) § 29: 

(1) 

41' ' • дG: 
го! п = - ,,(f + -- , 

с , с д! 

l' дп 
ro!(f=- -- , 

с д! 

где је с5 проводљивост, Е и }Ј. диелектрична константа и магнетски пер

меа6илитет на истом месту поља. Вектори G: и п су функције времена 
и положаја, и из једначина (1) могу се, уз извесне претпоставке, извести 
једначине " које сваки од ових вектора треба да ЗЗ.'l.ОНQЉИ. Наиме, ако 

се . узму ротори веКТОрд из друге једн.чине, имаhемо 

, го! го! <i = grad div G: - 6(f = _ го! ~ д~ 

Учинимо сада претпоставке: 1) да су а, " и f' константе; 2) да у 
пољу нема извора правог електрицитета и магнетизма: 

(2) div (f = о , div п = о . 

Како се ред го! и ~, као независних операција , може променити, 
а вредност rot п може се сменити због прве од једначина (1) изразом 
у којем се јавља само вектор (f, то lIемо добити прву од једначина: 

(3) 

Ef', д'(f 41'1''' дG: _ «; 

с' dt' + с' дl - 6 ", 

el'tJ'n 41'1''' дп _ п 
с' 01' + с' dt - 6 . 

Друга се Једначина изводи на сличан начин. 

17" 
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у случају поља у потпуном изолатору (хомогеном и изотропном), 

када је ,,= о , '.<ктори If и .6 би!;е решења исте једначине 

(4) 

где Је 

(5) 

(4') 

Ако се узму Декартове координате, једначина (4) има облик 

d'lf _ ,(d'lf d'lf d'lf) 
dt' - о. дх' + ду' + dz' 

и, ако се вектор If растави у компоненте дуж координатних оса, про
јекција Е. (и = х, у, z) бине решење скаларне једначине 

(6) д'Е._ 'ЛЕ = .(д'Е. + д'Е. д"Е.). 
dt' _о. ~ ._0. дХ> ду' + dz' 

За питања која немо овде проучити би"" од важности само нека 
решења парцијалне диференцијалне једначине другог реда (6). Стога 

немо прво учинити о функцијама Е. претпоставку због које "е се 

упростити и облик ове једначине. ' 

Уопште су 

7) Е. = Е. (х, У, z, t). 

Потражимо сад решења једначине (6), која зависе од времена и од 
растојања г од неке дате тачке, коју !;емо сматрати за координатни по

четак. Има!;емо 

(8) r = гт. , г = V r ..L. у' + z' , 

Eu=fu(r,t) . 

. Због последње једна чине, десна страиа једиачине (6) може се транс
формисаТИ , на овај начин: 

с:, Eu = div grad Eu = div!u' (г) grad г = div f' (г) г. = 
даЕ. 2 дЕ. 

= дг' + г дг ' 

ако се примени познати образац div '9 D = D grad '1' + '9 div о. 
Извршим о ли смену 

(9) У. = гЕ. , 
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претходни израз се своди на 

начину 

1 д'V. 
r дг" и из једначине (6) добивамо јед· 

(10) д" V. = ",' д' V. 
дl2 дг' ' 

која служи за одређивање функције V •. 

Опште решење ове једначине бине 

(11 ) v.='I'. (t- :)+'I',(t + ~), 
где су '1'. и '1'. произвољне функције ознаqених аргум ената. Ово је лако 

проверити непосредним рачуном замењујунк у једнацини (10) V. из
разом (11). 

Дакле је 

( 12) 

Од нарочитог су интереса за Теориску ФИЗИКУ периодична решења 

Једначине (6) од којих најпростија можемо написати у облику 

(13) С. [2"( Г) ] Е.=,со, Т t-o: + 8. , 

где је Са произвољна константа, а Т константа чији Ьемо смисао видети 

мало даље, ИЛИ са аргументом t + I- ) или, најзад, узимајући еинус место 
о-

косинуса. Константу фаза В. можемо сад и изостави ти. Очевидно је да 

функција Е. има у сваl(ОМ тренутку, у свима тачкам а површине лопте 
':о= const., исте вредности. А њене вредности у датом тренутку зависе 
само од полупречника r фамилије концентричних лопти. У свакој тачни 

. .. С. 
у току времена Е. врши хармониске осцилације чија је амплитуда - . 

r 
Ова амплитуда опада, аl(О с е удаљујемо од заједничко г центра. Зауста

вимо се на анализи промена фУНl(ције 

(14) v. =C.cos[2;(t-~)] . 
Ако време повећамо за Т, аргументу косинуса додаје се 2". Дакле 

Т је периода осцилација функција V. и Е.. Али, аl(О пођемо ма од 

које тачке М дуж зрака који полази из О у тачку М. на растојању 

Та. , аргумент функције V. (за исти тренутак) по"ена!;е се поново за 

2", тј. У тачки М. иманемо исту вредност функције. Из овог следује 

да у сваком тренутку , на површинама лопти чији се полупречници раз

ликују за П. Та (п це о бр ој), имамо исте вредности функције V. (ово 
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не важи за Ео ). Дуж сваког зрака из О функција ' Vu периодичка је 

функција од г, и отсечак 

(15) 1. = та 

зове се дужина шаласа. 3најуlш распоред вредности Функције Vu у 

сваком тренутку, п.роучиНемо њене промене у току времена. У некој 

тачки М на растојању г од. О, У датом тренутку t, функција Vu има 
вредност (14). Ако се време промени за dt, у овој тачки иманемо нову 
вредност Vu • Али дуж зрака који пролази кроз М можемо нани тачку 

М', у којој не сада V. имати вредност (14). Наиме, у тренутку t + dt 
ову тачку М' треба узети на растојању dr= adt од М, јер је 

, 

t+dt_ r + dr =t-!.... 
а а 

Дакле, у току времена вредности функције Vu померају се дуж 

зракова који полазе из тачке О, и, ако ова функција 'одређује неко 

стање (медијума), можемо казати да се ово стање простире дуж зра

кова. Осим тога на свакој од споменутих лопти бине, у сваком тре

нутку, исто стање у свима тачкама. Промене стања које се одређују 

на овај начин зовемо сфернu шалас, а ове концентричне лопте - таnэ

сне поврwине .. Величина 

(16) 
dr 

а.=-
· dt 

зове се брзина расiiросширања таласа. Из овог и претходног обрасца 

види се да, у случају аргумената t - !..., за dt > о треба узимати dr> О. 
а 

Према томе тачка М' лежи на венем растојању од О него ли М, тј. 
r . 

таЈЈас се распростире од заједничког центра. Аргументу t + - одговарао 
а . 

би случај, када се талас приближује тачки О. 
. 

Ова слика промена функције Vu преноси се и на промене стања 

која карактерише функција Ео , с том разликом што не амплитуде у 

овом СЛУ'lају опада ти, када растојање од О расте. 

Свака од функција Е• (13) је решење једначине (6). Сматрајмо 
произвољне константе С" Су, С, као пројекције вектора (\: и узмимо 
случај када су ОП = О. Онда не век тор , 

(17) (\: [2"(. ')] G:=,cos т t-" 
·бити једно од решења векторске диференцијалне једначине (4)_ 

Из друге од једначина (3) следује да магнетски вектор .fi мора 



бити; У пољу У потпуном изолатору, решење Једнацин е 

(18) д'ј) = ,,'6 '" 
dt 2 .ЈЈ • 

, која је ' истог облика са (4). Дакле, за њега и његове компоненте важи ' 

све ОНО, што' СМО мало пре извели за , вектар (f И, пре .\13 томе, .б Може 
да буде периодичка функција времена и координата, на пр. облика (17). 

Доказали смо МОГУћНОСТ периодицних решења ј е:!начина (4) и (18) 
н, ако претпоставимо да вредности <i , и .fi карактери шу извесно стање, 
.ов.о liе ~e стање распростирати у простору, а. у свакој тачю' оно пе се 

мењати периодички, на пр. на начин који одређује Фу нкц!'ја (17). Ово 

ti~MO променљиво стање звати елекшромаzнешскu шала с који се распро

стире . у потпуном изолатору. Решењу (17) одговара тала с сферног облика. 

Али, наравно, могуhни су таласи и других облика, јер таласна једначи~ 

на (4) Допушта сем наведеног и друга периодична решења. Са њима пемо 
се ' упознати у идупем параграфу. 

На специјалном случају сферног таласа видели смо смисао кан' 

панте а' у једначини (4): а чија је вредност дата обрасцем (5) биhе 

брзина распростирања таласа у потпуном изолатору. У вакууму (Е = 1, 
}l = 1) бине а = С, тј. једнако је брзини распростирања светлости . 

. . Поједини таласи истог облика могу се разликовати периодом (Т), 
фазом (8и) и дужином која је према о брасцима (5) и (15) једнака 

(19) А = сТ 
у E}l 

Резултате : овог параграфа упорелИ1'Н са реЗУJlтатима § 12.4. 

§ 31,1 Два оnучаја аnактромагнвтских таnаС8: равански и ХаРЦО80 РВ
ШВЊ8. Зауставиhемо се на подробнијој анализи: 1) случаја т.зв. раван
ског таласа и 2) Херцова решења таласне једначине. 

1) Потражи мо електромагнетски талас који задовољава услове: а) 

да се у сваком тренутку може у пољу повуnи фамилија паралелних 

равни које имају особину, да 'за све тачке једне равни електричнн век

тор има исте вредности, б) да . ово важи (за исте равни) и за магнетски 

вектор, ,в) да се :галас простире у правцу нормале на овим равнима. 

Због услова а) и б) овај талас се зове равзнски. Докажимо да се 

оваК80 стање у иэотропном хомогеном диелектрику (110ТПУНОМ изола

тару) који се протеже у бесконачност на све стране, може замислити 

у складу са Максвеловим једначинамз, ОДН. са таласном. једначином. 

Нека х-оса буде у смерена у правцу распростирања таласа, а осе 
. . оо 
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у и z нека леже у једној од равни уочене фамилије. Свака од пројек

ција вектора 

биЬе, према према претпоставци функција само од х и (. Дакле, свака 
од ОВИХ величина мора бити решење једначине 

(20) 
д"q> д"", 
дt2 = а" дх" 

која следује из једначине (6), јер ове пројекције не зависе од у и z 
Осим тога из услова (2) добивамо 

(21) div G: = дЕ, = О 
дх ' 

Ставимо ли у једначини (20) да је q> = Е, или q> = Н" због по

следњих једначина имаhемо 

д2Е, 
дt2 =0, 

С друге стране, Максвелове једначине (1), у којнма треба ставити 
cr = о, дају 

Б ,"дЕ, = дН, _ дНу = О 
с д! ду дz ' 

_ i! дН, = дЕ, _ дЕу = О 
с д! ду дz . 

Први изводи по времену функције Е, и Н" као и изводи ових 

величина по х, једнаки су увек нули, тј. Ех - сопst. и Нх = const .. Према 
томе можемо сматрати да уочено електромагнетско поље настаје супер

ПОЗИЦИЈОМ двају поља: константног Е;:а: i и Нх i и променљивог 

Како нам је потребно само друго од ових поља (променљиво), 

можемо. не мењајуlш суштину ствари, прао изоставити из расматрања. 
Дакле, i уоченом случају вектори G: и .6 у свакој тачки поља лежаЬе 
у равним а управним на правцу распростирања таласа. Талас ове врсте 

припада низу шрансверваЛIIUХ. Како се у овом случају осцилације век

тора G: и . .6 не могу вршити у свима могуЬним...правцима у простору, 
но само у равни yz овај талас се зове још раВIIО uолаРUВО8UIIU. Проу
чимо функције Еу, Ez , Ну Ј Hz • 

Четири пројекције Еу, Бz, Ну и Н. треба да буду решења једна

чине (20)_ Но, поред тога, морамо између свих могуЬних решења ове 
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једначине изабрати она, која не у исти мах задовољити и Максвелове 

једначине 
, 

(1') 

за потпуне изолаторе: 

€ d<t rOI.6=-- , 
с д! 

rol <t = _ ... д.6 . 
с д! 

Ако се пак ове пројицирају на осе у и z, добива се систем четири 
скаларне једначине 

-" дЕу дН, l' дН, дЕу 
- --

с dt ОХ 
, 

c-dt ОХ (22) 
f, дЕ, дНу ... дНу дЕ, 

- -- , 
с д: дх 

, 
с dt дх 

јер су остали изводи једнаl(И нули. 

Ове једначине rоказују да постоје везе између функција Еу и 

Н" а исто тако и између Е. и Ну • 
Ако претпоставимо да се талас простире у позитивном смеру осе 

х и упоредимо једначине (20) и (10), виденемода се може ставити 

(23) 

где је 'I't произвољна функција. Кад би се талас простирао у супротном 

смеру, требало би узети аргумент t + ~. Онда је, као што следује из 
а 

прве две Једначине (22) и (5), 

(24) H, = {>,(t-~). 
Ако се стави 

(25) E,=/I(t - ~)" 
где је 11 нека произвољна функција, бине, због трене и четврте од јед
начина (22) и (5), 

(26) 

(27) 

Ове четнри вредности показују да је увек за уочено поље 

(<t.6) = ЕуНу + Е,Н, = О , 

тј. да вектори <t и .6 стоје у свакој тачки управно један на ' другом. 3а 
таласе, наравно, 'Р, и 1, треба да буду периодичке функције. 
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Ако се свани од вектора СВОДИ .само на једну компоненту, на пр. 

G: = Еу ј, S) = Н, h имаhемо Лu/ШСКU i10лаРUЗ0ван талас. Тада сваки 

од вектора врши осцилације дуж одговарајуће осе (када се ове сходно 

изаберу). Као и код решења (14) једначине (10), можемо уочити осци
лаЦИЈе најпростије врсте, на пр. стављајуhи 

Еу = а cos 27< ( ~ - п ' 
(28) . 

Н, = а V :. cos 27< (~ - ~) 
а узимајуhи у обзир образац (15). 

Дакле, у сваком тренутку t = t* крајеви вектора G: = Еу ј за тачке 
х-осе леже на косинусоиди у равни ху, а крајеви S)=H,h на коси-

р 

Сп. 33 

нусоиди у равни xz (сл. 

33). Уочимо ли неку тач.

ку М, У којој G: и S) има

ју вредности означене на 

слици, то ће ма у којој 

тачки М1 равни р, која 

пролази кроз М а стоји 

управно на х- оси, BeKTOi 
ри (ј' и S) имати исте 

вредности. 

Изаберем о ли два тре

ИУТI{а /1 и 12' то ве у тач

ки М (као и у свакој дру

гој) бити уопште разне 

вредности вектора (f и .6, 
но други распоред се разликује од првог само тиме што су косину

сонде померене дуж х- осе. 

Ово непосредно следује из образаца (28), јер, када се мења време, 
мењају се фазе а остају амплитуде и периоде. На извесном месту (на 

пр. М) сваки .од вектора G: и S) врши осцилације између крајњих та-

чака (ај,-ај одн. а (1а, - а {: h). 

2) Херцово решење Максвелових једначина више одговара условима 
• 

под КОЈима се могу остварити електромагнеТСI<И таласи него. ли равански 

талас. Код раванског таласа није било говора о његовом извору, тј. местх 

где се он ствара. Међутим, као ШТО је Херц ПОКЗЗЗ0, ,може се добити 
решење из кога се види како се распростире еле!промагнетски талас

од не«ог извора. 



Зауставимо се на распростирању таласа у ·вакууму (8 = 1, 1'- = 1, 
а = с). Тада су вектор" G: и .б везани једначннама 

(29) 

. 1 д.б 
ro! G: = - с дt ' 

1 dG: 
rol.\1= - - . 

с dt ' 

div (f = О , 

div .fi = О , 

КОЈе су специјалан случај једначина (1') и (2). 
Анализа таласне једначине (4), коју "емо написати у облику 

(30) д'З = с' L;З . 
dt2 

' 
• 

показала је (в. обрасце (1 2), (1 З) и (17» да ће век тор 

(31 ) 

где је " уопште произвољна функција аргумента 
, 

t - - , бити решење 
с 

. П " Z 1 (1') . ове Једначине. рОЈеКЦl1Ја вектора u = r:PII. - с ' где Је Ра нека . 
• 

функција, има исти облик са функцијом (12), ако се изостави послед-
њи члан. 

Да · бисмо задовољили једначине (29) ставимо 

(32) (f = ro! ro! З . 
Из тРеће од ових једначина следује онда да морамо ставитн 

(33) 1 дЗ 1 д 
ј) = с ro! дt = с д! ro! З , 

јер се може мењати ред . д ! 
операЦИЈа д! и ro . 

Друга и четврта од једначина (29) би"е задовољене, јер је 

div G: = div ro! ro! З = О , 

div .б = ~ div ro! ~; = О 

(обр. 30 § 0.2). Остаје да видимо да ли је задовољена и прва од једна

чина (29). Ако ставимо у њу изразе (32) и (33) доби"е ... о 

1 д' 
ro! ro! ro! З = - оо dl' ro! З 

или 

ro! {grad div З - 6З }= - :. ro! д;~ 
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Али је ротор ' градијента увек једнак нули и остаје 

( 
1 д'З ) . 

rot с' dt'- -.с.З = О , 

као што и треба да буде, јер је 3 решење једначине (30). Знајуни вектор 
3 (31), коiи се зове Херцов вектор, можемо израчунати векторе (f и 
.6, тј. нани електромагнетско поље у сваком тренутку помону обра

заца (32) и (33). Трансформишимо изразе 

(f= rot rot ~ Р(! - ~) , 
1 1 '( Г) .\3 = - rot - р t - - , 
с , с 

• 
где смо са р означили извод р по времену који је у исти мах и извод 

по аргументу t - !... . Као И · раније, Г означава растојање од коорди, 
С 

натног почетка, тј. модуо вектора положаја неке тачке r = xi + уј + ZiI . 
Бине уопште за неки нектар 21 (г), чије су пројекције А" Ау, А" 

• 

( дА, дАу) I (' дг ,дГ) . . [\721] = rot 2I(г)= - + ... = А, - - Ау - t + ... = [1.21] 
ду dz ду dz 

ако се индексом ' означе ИЗВОДИ по r. 
Приметимо ли да између извода нектора р по Г и по времену по· 

стоји веза 
• • 1 . 
р.=-ср , 

иманемо 

.6 =.!.. [\7,.!..Р] =.!.. [\7.!.. р] + .!.. [\7Р] 
с r с г' СГ • 

или, због 
1 1 1 \7-= - -grad Г= --1 
г," rtl1 ' 

(33') 1 [ . Ј I [ .. Ј . .6 = СГ. рт. + с'г р1. . 

и вектор (f може се раставити у две компоненте 

(32') 

Друга 

и (3 1). 

. 1 1·· 
(f=grad div-p--.-p. 

г с Г 

од ових компонената има овакав облик због једначина (30) 

Досада смо сматрали да је р произвољан нектор. Али, како нам 
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је потребно решење које одговара електромагнетским таласима узе

ћемо периодична решења, или l1емо ставити 

(34) 
.'- (1 ') .- --l' с . 

р=е .р. Ј 

и према томе 

ј'; е- ;) 
3 = р. е , , (35) 

где је Р. неки константии вектор. Из обрасца . (33') следује да се мо' 
дули првог и другог члана односе као 

c~. 2;: c~, (2;)' = Л: 2", , 
јер је л = с Т. Можемо, дакле, разликовати три области: 1) У непосредној 
близини .извора", координатног почетка одакле се талас, распростире, 

где је 2", < л и ТО толико да је први члан знатно веlш од другог, 

- можемо у изразу за .6 само њега задржати; 2) област где су оба 

члана истог реда и 3) где је 2", > л и то растојање, знатно надма

шује таласну дужину. Онда се може узети у обзир други члан, а први 

се занемарује. Имаhемо, према томе, у првој, одн: трећој области 

(36) 

.6.= -,1 [_ 
с'г 

Слично овоме можемо испитати релативне велицине два члана у 

изразу (32') за (1;, Због другог извода од р по времену, види се не

посредно да је други члан истог реда као и .6" Ако се овај члан у 

близини извора занемари, онда је у првој области 

(37) (1;, = grad и, 
и потенцијал 

(38) и, = - divJ. p = - div.з. 
г 

Израчунајмо оваЈ юраз 

. 7~rj 2'аН 2кН Ј.уј 

div-p=div-e 1 е т р.=е т p.grad-e ' 
. 1 1 -- - -( 1 - - \ 

r r ' г 

ьr ( ј Ьrri 

т ( 1 2"ј) -т · 
= е - г'.- лг е . (Т. Р.) 
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. ' 1 
Ако се овде поново занемари члан са множитељем r 

• • 
КОЈИ Је у пр-

Бој области знатно мзњи од првог, имаhемо З3 приближну вредност 

потенцијала (В. обр. (34» 

(39) 

Изразима за .f.)1 и и, може се дати следеhе тумачење. Упоредимо 

израз' (36) И (11) § 27 .. узимајуhИ у обзир да у последњем r означава 
вектор чији почетак лежи у некој тачки М у простору, ДОК се у првом 

крај вектора r налази у овој тачки за коју се посматра вредност век-
о 211: ~ 

тора .б. Ако не узмемо у обзир множитељ е - l Т, OH~a можемо ставити 

2"и 

(40) 
. 2лi -т 
jdI= T e Р.· 

Ако се узме у обзир реални део дес!!е стране, добива се вектор 

који периодички мења смер, који се дзкле.може протумацити као елемент 

променљиве струје. С друге стране, УОqИМО на крајевима dl изворни 
пар чији је момент периодичка функција времена (В. крај § 21.2), тј. 

на крајевима се налазе колицине електрицитета 

(41) 

и 

тј. 

2'Ј1';и 

Е=Е.е т • 

Онда ће бити модуо AlОAlеНiПа овог дипола 

• 

Edl 

' jdl = dE dl 
dt ' 

dE 
ј=- . 

dt 

Такав дипол зове се линеарни еле/Сшрuчни осцилашор. Што се пак 

тиче изостављеног множитеља, можемо сматрати да ОН долази због ко
начне брзине распростирања 'магнетског таласа, док се при извођењу 

Био· Саварова закона ова није узимала у обзир. 

Исто тако упоређење образаца (39) и (19) § 21.2 показује, да се 
потенцијал и1 може растумачити као"..потенцИјал дипола (41) са истом 
улогом експоненцијалне функције од ,.. . 
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Нађено решење Максвелових једначина је од велике важности за 

теорију бежичне телеграфије, јер се поље .које се ствара око антене, 

одн. електромагнетски таласи који се распростиру могу нави . приближно 
помову њега. Подробније испитивање Херцова решења даје целу слику 

распореда векторских линија електричне силе у неком тренутку З3 спо

менути дипол (в. на пр. О. ЈО05. Theor. Рћ. стр. 294). 

§ 31.2 Распростирање таласа у ПОЛУПРОВОIIннцима и проводницима. 

Да се вредности електричног и магнетског вектора могу мењзти пе

риодички у времену и простору нашли смо решавајуlш једначине (4) и 
(18). Оваква решења дају нам електромагнетски талас који се распро

стире у потпуном изолатору. хомогеном и И30ТрОПНОМ. Сад се поставља 

п~тање, могу ЛИ се распростирати електромагнетски таласи у полу про

водницима и ПрОВОДНИЦИМ3. Како у ОВОМ случају спецнфичка провод

ЉИВОСТ cr није Једнака нули, треба да потражимо одговарајУћа решења 
једнацина 

(3) 

уз услове 

(2) div (f = О , div .6 = О , 

ОД којих Ђе први важити када нема другог електричног поља сем тз

ласног. Интеграљење ОВОГ система парцијалних диференцијалних једна

- чина у општем случају задаје велике теШКОће и зато ћемо изабрати 

најпростији случај - линеарно полаРИЗ0вани талас. 

Претпоставимо да на површину полупроводника (со с· О, р. * О, cr * О), 
која је раван, пада управно линеарно полаРИЗ0вани електромагнетски 

талас. Нека оса х буде усмерена у правцу унутрашње нормале, а осе 

у и Z у правцу електрич:ног, одн. магнетског вектора. Ако се овај талас 

распростире у унутрашњости полупроводника и остаје линеарно пола

ризован, координате Еу и H'l електричног, одн. магнетског вектора БИће 
функције 

(42) 

КОЈе треба да 

(43) 

Е,=Е (х,!) , 

буду решења Једначина 

Н. = Н,(х, t) 

Ер. д'Е, + 4""а дЕ, = д'Еу , 

с" дt' с' д! дх' 

'"1' д' Н, 4"р.а дН, д' Н, . 
С. дt' + с' д! = дх' . 

Ове једначине добивамо, ако пројицирамо једначине (3) на коорди 
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натне осе и узмемо у обзир, да непознате функције не зависе од у и 

z. Диференцијална једначина облика (43) зове се шелezрафска. 
Она је линеарна и зато можемо потражити решење у облику екс по

ненцијалне ФУНКЦИје 

(44) 
.'" • ,,(1- Ьх) 

Е,= ае , 

јер нас интересује питање, постоје ли периодична решења. Од две кон

станте, а и Ь, прва даје амплитуду за х = О, тј. :у равни yz и бине, 
дакле, једнака амплитуди електричног ' таласа који пада на полупро

водник. Другу (Ь) ваља одредити тако да буде задовољена прва од јед

начина (43). Ставимо ли у њу израз (44), после скранивања доби!!емо 

услов 

Ь' = еl1 - 2110 Ti , 
с' . 

који показује да је Ь комплексан брОј. Ставимо 

(45) 
т -ni 

Ь = "'----'С:. 
С 

и израчунајмо бројеве т и 11 помону претходне једнацине. Онда не бити 

дакле, бројеви т' и - п' су корени квадратне једначине 

;' - EI1~ - 11"'" Т' = О , 
ТЈ· 

(46) 
m=Vt(ve'+40'ТO+ €) , 

n=v ~(Y " +40'Т'- E) 
• 

Како знамо е , 11, " и периоду таласа Т који 

цунати т и n. Дакле је (В. образац (44), сТ= ' .) 
пада, можемо изра-

(47) 

_ kltX 7.; (1 _ f1tz) 
. ), т с 

Еу=ае е . 
• 

Одвајајуни реални део ове функције, доб"немо електрицни вектор 

" .. 
(48) '" Е' - --г 2" (1 mх). ... = уl=ае соо-т -"0- 1 . 

. 
ВИЏИМО да не ма на ком месту полупровол.ника ИЛИ ПРО80ДНИК3 

(х = сопо!. , у Ii z такође константне) електрични вектор бити периодичка 
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функција времена. Но оваЈ се талас разликује од таласа у изолатору, 

јер његова амплитуда 1 

--• ае , 

. опада када х, тј. растоја ње од граничие раони расте. Дакле елентро

магнетски талас (за магнетски вектар ј) ИЛИ његову координату Hz 
имамо исту диференцијалн у једначину и, према томе, слично решење) 
амортизује се при распростирању у полупроводнику нли провоДнику. 

Другим речима ови га апсорбују. Број п, коефuчuјенш аuсорuчuје, за
виСИ ОД периоде Т таласа или таласне дужине Л . За метаnе 6 има 
.мале вредности, уопште непознате, и ако се ОНО зане!'.1ЭРИ у изразима 

(46) бине 

т = п = V р.аТ . 

На растојању х = л од граничне равни амплитуда таласа има вред-
- 2.м - 2аn 

ност Ое ,тј. смањује се у размери е : 1 • 

Из друге од једначина (22), јер и у случају полупроводника важи 
друга од једначина (1 ), следује 

дН, с дЕу 
д! =-Р:-дх . 

А ако се узме у обзир' вредност Еу из обрасца (48), би"е 

2:1111J.r 
дН 2л .-,-ot '= р.Т (п со. а - т SIП а) t , 

где смо са а. означили аргумент косикуса. Стављајуни 

." п sш е= Ј ' 
r n2 + m2 

добиhе.МО у заградама - 5 јп (а - ~), _ и само а зависи од времена. Ин

теграље"и претходну једначину, добивамо 

• 2.1U:" 

(49) Н,= ~ {п' + m'ае-'- С05[2;(1 _ m:)_~] , 
и из овог обрасца се види , да су амплитуде вектора (f и .б различите , 

да разлика у фазама ~ завис и, поред величина Е I }1. Н б, И од периоде 

таласа, јер је 

п 
tg~ = - . 

т 

18 
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§ 32 ПоЈаве при '.спр.стир .... у еП8ктромагнеТСКИI тап.с.. Извесна 

аналогија између елеl<тромагнетских таласа и светлости послужила је 

Максвелу као полазна тачка за његову теорију светлости коју иемо 
про учити касније. Овде ћемо се зауставити на ис питивању низа појава 

које се, као што следује из теорије, могу одигравати при распростирању 

електромагнетских таласа. А познати резултати Херцових експеримс· · 

ната (1888 г.) потврђују да се доиста ове појаве могу посматрати. На

равно, теорисно објашњење ових појавэ, одбијања и преламања таласа 

на граници двају медијума, поларизације , као и других не СJlедује у 

потпуности из самих једнацина таласа. Оно се и зводи уз низ накнад

них претпостзвакз, као што ћемо одмах видети. 

§ 32.1 Одбија .... м препаМа .... тапаса на граннци дваЈу дмепе.трика. 
Узмимо, једноставности ради, да је граница двају диелектрика (Е" 1', и 
Ео> )1,) раван. У првом диелектрику распростире се равански линиски по
ларизовани талас у неком правцу и пада на граничну раван. Претпо

ставимо да овај талас изазива два таласа: одбиј ени који се распростире 

у првом диелекТрику . Претпоставимо још да су ови таласи равански 

ли ниски полаРИЗ0вани, код којих такође електрнчни И магнетски век· 

тори врше осцилацИЈе у правцима нормалним на правце својих распро

стирањз. 

Оаначимо ли са (f, tIl , (f., .6, Si.1, .6,2 електричне, одн. магнетске 
векторе, са 1, т . п једнничне векторе праваца распростирања - ара· 

кова, то иеМQ због једначина (28) имати 

(50) 

(51 ) 

.6=' (' Е, [1<1:] , V 1', 
.6, = ' (' Е, [m<l:,1 " 

V 1'. 
.6, = ' (' .. [11<1:.1 . V 1'. 

Ако поново узмемо осцилације најпростије врсте (28) имаhемо 

2"( ' ) G'= 21cos- t --
' т а. I 

где је 21 константии вектор који стоји управно на 1, Т - периода, " -
брзина распростирања таласа (в. обр. 15), а , неко растојање ' дуж 

зрака (овај се сада не поклапа са осом х) којим се одређује фаза осци
лација. За друге електричне векторе ставиhемо слич~е и'зразе: 

(52) '" 2" ( " ) \LJ = Шј cos - t - - , 
Т, а 

'" ' 2" ( '2 ) "'. = 212 со, Т t - -
, , f: a g 

('" =", јер се одбијени талас распростире у истом диелектрику са 
упадним). Имамо у првом диелектрику поље вектора G' + (f,. И, пошто 
су тангенцијал·не компоненте електричних вектор а, које немо означити 
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ИJlдексом ., на граници диелектрика Једнаке (§ 21.3), добипемо услов 

(гранични) 

G:. + G:1I = G:21 

или, због једначина (51) и (52), 

(53) 21. cos 2; (1 - :) + 21" cos~ (1 - ~) = 2121 cos ;: (t - ~:) 

који треба да буде задовољен у свакој тачки граничне равни и у сваком 

тренутку. Време, дакле, не може да остане у овој једначини, тј. ма за 

какво t косинуси треба да ишчезну. А ово је могупно само онда, ако је 

(54) 
Т= Т,= Т, 

• 
а а, 

• 

Онда ве бити 

(55) 21. + 21" = 21" . 
И ако се у гранично] равни повуку осе х и у и уведу пројекције 

горњих вектора, имапемо 

(56) 

Из услова (54) могу се извести закони одбијања и преламања та

ласа. Уочимо зато слику 34 на којој су: АМ - упадни зрак, МВ

одбијени и МС - преломни у из

весном тренутку t. Из разлога 

симеТР"Је сва три зраl<а леже у 

истој равни са нормалом MN на 
граничној равни ОМ. У тренутку 

t, кроз тачку М пролазе три та
ласне равни: мр, мр, и мр" у 

којима леже нектари т, 211' 212' 
Означимо са ср, СР1 И t углове 

AMN, NMB, N,MC. 
Тачка А нека лежи од М на 

растојању " ор' је таласна ра-
ван која пролази кроз ову тачку_ 

я' , ' , , , , , 
, , , , 

р'/ 

, , 
, 

\ I ~ .... 

о' ' .... г-
, L -
,i:--
,р, 
\ , 
\ 
\ 
\ 
\ 

, , 

К, , 

Сл. ,3-1-

м 

, . , , , , 

с 

, 
/ 

в 

ор' стоји управио на АМ као и МР. Усто таласна раван ОР,' одби
јеног зрака стоји управно на ОК 11 МВ. Нека OL буде паралелно са 

МС. За исто време за које таласна раван упадног зрака ор' пређе у 
положај МР, раван ор,' стиви ве у мр" а раван која улази у други 

диелектрик у т ачки О заузеве положај ML. Фазе првог и другог зрака 
18:~ --
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. 
одређују се отсечцима АМ =, = ОК = ',. 3ато из једнаких троуглова 
АОМ и КМО следује 

(57) ,=~, . 
тј. познати закон И3 Оптике, наиме: упадни и одбијени углови су јед

наки. С друге страие, отсечак OL одређује фазу преломног зрака, ТЈ. 
OL =',. Имамо: ',= ОМ sin t и ,= ОМ sin '1'. Дакле, ИЗ последњег 
услова (54) следује 

(58) 
. 

ако се узме још у обзир образац (5). Означавајуни са п индекс пре

ламања и стављају!;и }1Ј = 1'-2 = 1, што се може претпоставити у више 
случајева јер феромагнетни изолатори . нису познати, имаћемо: 

s~n ч' = п = V Е 1 • 
SlПt 6, 

(59) 
-

Ако узмемо да је први диелектрнк вакуум (е , = 1), и са п. озна
чима апсолутни индекс преламања, из $пеllius - ова закона (59) добиhемо 

(60) 6, = Па' • 

Ово је т.зв. Максвелов образац. 3а таласе дуге периоде, у слу

чају гасова, ОН приближно важи. За више врста течности и чврста тела 

отступања су вели ка. 

nређимо на магнетске векторе (50). Због услова: да се и танген
цијалне компоненте магнетских вектора мењају непрекидно при про

лазу кроз граничну површину 

z 

о 

а; 

двају медијумз, имамо', као и 

за електричне векторе, 

ю, + Л" = ю., 

у равни Оху. Из ове једначине 

и из (50) и (59) следује 

(бl) [(G;J, + [m<f,], = п (n<f,I,. 

И овде не се скратити 

скаларни множитељ који зави

СИ од времена, па не бити 

(б2) [121], .,- [т 21,], = л [п 21,], . 

('..л . 35 Да бисмо извели ОДГОВ3-

рајУће две скаnарне једначине 
положимо осу х дуж праве ОМ, . у равни слике (34), осу z У правац 

нормале, у-оса бине усмерена од нас. Растави мо сваки од вектора 21, 
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2.(1. Ш~ који стоје управно на правцима 1, т, одн. п у компоненте 2.1', 
21/, 2.(2' У равни слике и 21", 211'" 21," у правцу у осе. А'. А 1 '. А 2' И 
А", А/' '. А а" нека буду uројекције које одговарају овим компонентама. 
Види се из сл. 35 да јединични вектори имају за пројекције на коорди
натним осама: I(sin 'Р, О, - cos 'Р), m (sin ,!" О, cos 'Р), п (s in ,у, О, ~ cos ,у), 
а пројекције вектора 2t, 21" 21, су: _ 

(63) 

Ах = А' CQS <р • 

АIЖ = - А/ cos (Р I 

An: = А2' COS '*' I 

Ау = А" , 

А1у = At" , 

Азу = А!" , 

Az = А' SIП 'р • 

Al:t. = A/sin q> , 

А" = А,' sin t . 

Пројицирајући векторске производе КОЈИ стоје у једначини (62) на 
осе х и У, добинемо 

Ау cos q> - А" cos 'Р - п А 2У cos,y 

А, cos 'Р + А• sin q> - A"cos'P + А" sin,!, = п(Ао> cos,y + А .. sin tJ . 
Ставимо сад вредности пројекција (63) у једначин е (56) и претходне. 

Добивамо систем од четири једначине, ако још сменимо п изразом (59) 

(64) 

(А' - А,' ) cos q> = А,' cos,y , 

- А" - . , 
(А" А ") - А " sin '!' cos,y 

- 1 COS ср - 2 sin'f ' 

= А./ s~n <р . 
- . stл у 

Дко претпоставимо да знамо ЛИ НИСКИ полаРИЗ0вани талас који 

пада на границу двају диелектрика, тј. вектор 21, а, према томе, А' и 
А". - ове једначине ОМОГУћују да нађемо четири остале веЛl:;Iчин'е А/, 

А,", А,'. А,", јер пе и углови 'Р и ,у (последњи и з обр. 59) бити по

знати. Онда ' можемо израчунати све пројекције ПОМОћУ образаца (63), 
наhи векторе 211 и 212 . тј. одредити електричн~ и м а гнетске векторе 

одбијеног и преломног таласа. Решења претходног система једнацина 

дају четири једначине које следују (а од ових се прв а једначина добива 

из прве и четврте, друга и з друге и трене система (64»: 

А ' = А' tg(q> - tЈ . 
, tg(<p + ,у) 

А "= _ А" sin(q> - 1') , 
, ,јп(<р + ,у) 

(55) 
А ' = A, ?5°S '1' sin;t , 

• sin(<p + ,y)cos('P -.1') 
А "=A,, 2cos 'Psint . 

• ,ј п(ч> +,у) 

Оне се зову Fresll el- ове једначине, и из ЊИХ се НИДИ да вектори _ 

21, и щ. одбијеног и предоо\\ ног таласа зависе од особ"на медијума, јер, 
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кад се да угао ,', преломнн угао'" може се наhи из обрасца (59), у 
којем вредност индекса преламања треба израчунати помону диелек

тричних констаната е1 и Е'·2" Дакле, од ових бројева зависе и пројекције 

(65). Ако је е. > ." бине п > 1 и '1' > "'. у овом случају је 8јп ('1'-"') > О 
и tg ('1'-"') > О. А,Н имане знак супротни пројекцији А". Ако је '1' +"'> 90", 
имане А,' знак такође супротни знаку А', па не, при одбијању, вектор 

2.{, ОДН. електрични вектар извршити СКОК за угао :r у положај 2.{1' Како 

коефицијенти величина А' и А" У треној и четвртој од Френелових 

једначина остају увек позитивни, вектар 2.12 не бити стално управљен 

на исту страну као и 21. 
Из прве од Френелових једначина следује, да ће константа 2.{1' 

ишчезнути a~o Је 

(ба) tg (<р + "') = ОО, 

тј. '1' + '" = ; , А вредност угла <р која одговара овом случају можемо 

нани помону једначине (59), јер је онда'" =; - ,), Означавајуни је са 
'р* имаhемо 

(67) tg '1'* = п , 

Ова се једначина у Оптици зове Brewster-OB BaKOlI, Кад је она 

задовољена, остаје само једна компонента вектора Ш1 , наиме 2.1/' управна 
на равни слике. На овај начин се ствара нарочити правац осцилација 

електричног вектора Qдбијеног таласа, па се ова појава зове uоларuва

ција 'при одбијању, Магнетски вектор који стоји управно на правцу 

простирања као и на електричном вектору, код одбијен ог таласа, вр

шине осцилације у равни. сдике. Ако је електрични вектор упадног 

таласа био линиски поларизован у равни слике (АН = О) ишчезнуне и 

компонента А/'. 

Означимо углове између 21 1121', 21, и 21,', 21, и 21.' са У, У1, У., 
Добиhемо деобом друге са првом, одн. четврте са трећом од Френело

БИХ једначина 

(68) 

Углови '1' и '" не могу 

(69) 

I t I = t С08 (Ч' - "') , 
gy, gy С08('I'+"') 

tg У. = tg У С08 ('1'-"') , 

" бити вени од 2 ' 

tg У. < tg у' - ' 

дакле С08 (ср-"') је позитиван и 

Ова неједнакост показује да раван осцилација еЈН: КТРИЧНОГ вектора. тј. 

раван "оја пролази кроз зрак и веюор 21, образује код преломног таласа 
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са равни слике мањи угао него ли код упадног таласа. Код одбијеног 

таласа имамо обрнути случај, јер из прве од једначина (б8) следује, 

када су коен НУСИ ПОЗИТИВНИ, 
• 

I tg У, I > tg у 

тј. раван осцилација електричног вектора удаљује се од равни слике. 
Френелове једначине не дају одређене вредности за А/, А1", •.• када 
талас пада управно на граничну раван, јер је онда '!' = t = о. Стога 

треба да се вратимо обрасцима (64) и да у . љима заменимо количник 
sјп'f: sјп·t са n. Из њих се могу лако напи вредности А: као и . оне 

друге. 

Досада смо претпостављали да Је п > 1. Ако је 1l < 1, из обрасца 
(59) иманемо 

• ,1. 1. · 
510 't' = - SIП ср , . п 

и, за упадне углове који задовољавају услов sјп 'f > п, добивамо вред
ности sjn t > 1, тј --, имагинарне вредности угла t. Ако се зауставимо 

на елементарном тумачењу. може се рени преломни талас не постоји у 

овом случају и наступа појава потпуног одбијања, 

§ 32.2 ИнтврфВР8нцмја. Ако се распростиру два таласа, може да 

наступи позната појава ' интерференције. Да видимо, следује ли из ре

шења која смо добили да не ова појава наступити и у случају електро

магнеТСI(ИХ таласа. Тражено објашњење добићемо најбрже, ако учинимо 

извесне претпоставке које пе олакшати рачун. Узмимо да у тачку М 

стижу два ЛИНИСl(И поларизована таласа, и нека 

(70) 
G:, = 'и, cos 2" (~- ;) , 

G:, = 'и, cos 2" (~- ~) 
буду њихови електричнн векторн. Претпоставили СМО, дакле. да су тз

о ласи исте периоде (а према томе су и талз(: не дужине исте), али да 

имају различите амплитуде и фi:lзе. ПретпостаВhћемо ј ош једноставности 

ради да су ве«тори G:, и G:2 колинеарни и да се таласи простиру дуж 

исте праве Р, Р2 М_ Растојања '1 и '. која дају фазе одређују на овој 
правој тачке Р, и р. , тако да је Р, М =', и Р, М = ' •. Нека буде 
р ='1 - '2. Због I<олинеарности електричних вектора, талас при су"ер
позицији двају датих таласа одређује вектор 

G: = G:, + G: •• 

Овај вектор има модуо који се , може напи ПОМОћ у једначине 
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Е= Е, + Е, = А1 со. 21( ( ~ - '{) + А . со. 2л( ~-':.) . 

Ако У последњи члан ставимо ',= 'Ј - р, доБИЋемо • 

( 
21(Р ) . 2 (! ,,). А . 2~p . 2 (! ") 

Е = А, + А, cos А. cos 1( т- А - ,slП А slЛ 1( т-т . 
ОзначJ.fМО ЛИ 

(71) 

21(Р 2лR 
А, + А, cos А = А cos А 

2лр . 2"R 
A,sln . А =АslП А ' 

, 

иманомо 

2 ( t " R) Е= Асо. " ---+ -
Т А А 

Дакле , ако ознаЧИМQ са , = Г1 - R, можемо електрични нектор ре

зултантног таласа, који ПО бити колинеаран са два дата вектора', напи

сати у облику 

(72) G:=ШСОS2Л(~- ~) . 
• 

Амплитуда резултантног таласа А биliе, према обрасцима (71): 

А = {А,. + 2А,А. со. 2~p + А,' ;' 

зависи, дакле, од амплитуда датих двају таласа и од Р, тј. од разлике фаза. 

Ако је п цео број и 

А 
Р = (2n + 1) 2 ' 

бине 

А= А, - А • . 
Али, ако Је 

имаhемо 

А = А, + А, . 

Мењају!;и р = ', - '" можемо, према томе, ностиliи да амплитуда 
резултантног таласа буде једнака разлици ИЛИ збиру амплитуда датих 

талас а. Ако су ове амплитуде једнаке (А, = А,) И р једнако непарном 

броју половина таласних дужина, бине А = О, тј. талас nе се угасити. 

Слични закључци МОГУ се извести и за магнетски вектор . 



281 

Херц је посматрао стојно, електромагнетске таласе који су били ре· 

зултат интерференције Р<lванских таласа од којих један пада на метални 

зид а други је одбијени . Клеменчи" и Чермак постигли су интерфе

ренцију електромагнетск их таласа на следени начин. Два паралелна Me~ 

тална огледала била су смештена у правцу 'таласа који се раепростирао 

од једног оецилатора. Како су ова огледала била померена једно према 

другом, наступала је !{од одбијених таласа разлика у фазама. Зато, 

када су таласи при одбијању од огледала резонатора интерферирали, 

могло се посматрати појачавање, ОДН. сJtабљење аМП!llпуда. Како ова 

раЗЈЈика фаза зависи · од р, а р од Ј., као што се види из претходних 

образаца, мерењем растојања између два паралел на огледала која су 

одговарала, на пр. уэастопним слабљењима могла се добити тзласна 

дужина л. 

§ 32.3 Друге поЈаве. У 32.1 проучили смо подробно одбијање и 

преnамање електромагнетских таласа на гр~ници два диелектринз. Ако 

се узме да је друга средина ПРО80ДНИК, на пр . метално огледало, тео

рија појаве се компли!{ује . Анализа показује да се и у овом случају 

можемо послужити Френеловим обрасцима , но треба увести комплексии 

.индекс преламања". Закон одбијања остаје исти и потврђују га много

бројни експ"рименти почев од Херцових. 

Даље се може посматрати и појава двојног преламања, као 'ШТО 

су показали Righi-еви, Масk-ови, Воsе·ови и др. експерименти са про

лазом електромагнетских таласа кроз дрвене блокове који претстављају 

аНИЗ0тррпне средине, кроз минерале ИТД .. 
Исто тако се може кuнстатовати и дифракција. 

§ 33 Распростирање елентромагиетених тапаса у аниаотроп"м сре

динама. Једначине (1) § 31 или (20) § 29 извели смо уз преТПQставку, да 
су диелектрична константа Е и магнетски пермеабилитет р. скала ри. Cpe~ 

диве за које она важи зову се изотропне. Но познате су средине и са 

другим особинама, на пр. неки кристали, и ове се зову анизотропне. 

Одбацимо ли претпоставку да су Е И ~ скалари, мораћемо потражити 

нов облик главних јеДJlзчина електромагнетског поља . 3ато ћСI'10 поhн 

ОД првих веза, I(oje су служиле за извођење ових је..1нач:ина , и у ко

јима су се појавиле Е и Jl. . 
у првој од једначина (1), диелектрична константа се појавила због 

увођења густине праве струје (види §§ 29 и 24) с = j ~; а, а израз (14) 
§ 24 за густину струје у диелектрику добили смо из обрасца (13) § 24, 
претпостављају"и да је (обр . 43 § 21.4) 

" '1)= 4" G: . 

Померање диелектрика 'D увели смо зато да бисмо имали вектор-
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СКУ велицину која не .зависи ОД особ.ина .диелекТр.ика, ДОК електрични 
вектор зависи од е. . Ова веза између вектора q) и G: је најпростија; 

она показује да су вектори q) и G: колинеарни. Међутим за анизотропна 
тела је карактеристично ТО, да су њихове особи не ра~лиqите у ' разним 

правцима који полазе из неке произвољне тачке. Општија ОД Г9рње везе 

је линеарна, тј. случај када је вектор q) лине арна функција од G:. А 
оваква се веза може одредити IIОМОНУ тензора Ф симетричног (у још 

општијем . случају помоllу афинора). Ставимо зато да је (В. § О.З) 

(7З) 4"q) = ФG: 

и проучимо извесне електромагнетске појаве у средннама КОЈе имаЈУ 

овакву особину. Као што показује упоређивање појава са резултатима 

изведеним на ОСIЮВИ ове претпоставке, она је довољна. Напишимо КОМ

поненте е " = е"тензора Ф у виду схеме «42) § О.З) 

(74) 
Ен Ен! €18 

Ф ">. е ..... 
E8~ Е88 Ева. 

у вези са овим тензором стојн површина дру гог реда (обр. (52) § О.З) 

(75) Е" х" + ",", у' + Е •• Zl + 2Е" yz + 2е .. zx + 28" ХУ.= 1 

кој" се зове Френелов елиuсоид. Ако се за координатне осе узму главне 
осе овог елипсоида , његову једначину добивамо у облику 

(76-) 

(77) 

• 
1 

Осе Френелова 

1 
елипсоида бине пропорционалне б . 1 

рОЈевима {ё;'" , 

v· Е2 ' V t:.a . 

у исти 

елuuсоuда 

мах можемо написати Једна чин у и другог, т.зв. индекс· 

• 

( 18) 
Х' У' zt 
- +- + - =1. 
Е1 Ez 8а 

Поларизација ан"зотропног диелектрика одређује се такође по· 

_мо"), тензор"! јер из о бразаца (55) § 21.4 и (73) следује . , 
(79) 4. $ = 4п q) - G: = Ф G: - G: = W G: , 

ако се јединични тензор означи са Ј (о бр. 32 § 11.1 ) и W = Ф - Ј. Обе-



283 

лежимо са Ех, Еу, Ez, Dx , Dy, Dz пројекције вектора <1: и <.1) иа осе 
Х, У, Z. Онда из ехем е (77) и образаца (37) § 0.3 налазимо 

(80) 4"пх = ", Ех, 41tDy = €.зЕу, 4л:Dz = Е з Ez ј 

а како уопште € 1, Е2 • е, з имају неједнаке вредности, вектор" q) и (f НИ,су 

колинеарни. Обрнуто, из једначина (80) добивамо 

(81) 4" Ex=-Dx , 
", 

4" Ez = - Dz 
Св 

б . 1 I I ђ " ф-1 ' -
И рОЈеви - ,-, - одре УЈУ тензор , рецuuрочнu 

€1 €2 Ев 
тензору Ф, ко-

јем одговара елипсоид (78)*). Можемо дакле ставити 

(82) 

јер је G: линеарна функција <.1). 

Заустави"емо се на случају када се диелектричне константе, тј. 
и тензор Ф не мењају у току времена, тако да из обрасца (13) § 24 за 
густину струје у диелеI<ТрИКУ 

(83) 
д<.D 

а=-
dt 

и (73) добивамо 

(84) 

Вектори а 
d<l: . 

и dt имаЈУ исти правац само ако је 61 = Е2 = € B, тј. сре-

дина изотропна. За овај израз густнне струје у диелсктрнку и кад је 

б = О, прва од главних једначина електромагнетског поља (20) § 29 
узима облик 

(85) 
1 d<l: 

гоt.6=-Ф- , 
с д! 

. . 
тако да, оз начавају"и краткоl!е ради 

осе; добивамо три скаnарне једначине 
индексима ПрОЈ еlЩИЈе ротора на 

(86) 
.,дЕх - - =rotx.6 
с д! ' 

Е. дЕу ' 
с д! -,-- roty.6 , 

е. дЕ. 
с д! = rotz.6 . 

Како се резултати ове теорије примењују на она анизотропна тела 

која немај у особине феромагиетних тела, сматра се да је l' = const., 
шта више, ставља се џ. = Ј. А како диелектричне константе не улаз.е у 

----
. ) Сnужеnн се схемом (77) лако је написати , и схему кој а ОДl'овара тепзору . ф - Ј, 
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другу главну једначину електромагнетског поља, она се узима у истом 

облику као и код изотропних тела, тј. 

(87) 1-' д.б 1 д.б rot (f=-- -=---
сдl сдl 

Ако диференцирамо једначину (85) по времену биhе 

1 д'(f д.б 
с ф дl' = rot д! . 

Сменимо извод магнетског вектора помоhу Једначине (87) и при

менимо образац 

rot rot (f = grad div (f - L'>(f 

Онда Ьемо имати 

(88) 
1-' д'G: . 
с' Ф Jl2 = L'>G: - grad div G: 

Овде div (f не ишчезава, јер, чак ако и нема слободног електрици
тета, диелектричне константе су функције положаја, тј. координата 

(в. § 21.4). Једначина (88) и схема (77) дају онда три скаларне једначине, 
у којима се још може ставити 1-' = 1: 

.,1-' д'Ех . д . 'с 
с' д/' = L'>Ex - дХ dJV '" , 

(89) Е,I-' д'Еу д d' ,с 
с' дt' =L'>Ey - дУ ЈУ", , 

"1-' д'Еz д ' 
с' дl' = L'>Ez - дZ dJV (f 

Једначине (88) и (89) замењују за анизотропне средине таласну 

једначину (4), одн. једначине (6). Но и У овом случаЈУ можемо испи

тати услове који Допуштају решење у облику 

(90) 2" ( Т) (f = 21 cos Т t - а ' 

где је r извесно неко растојање у правцу датог јединичног вектора 11. 
Другим речима потражиhемо услове под којима се линиски поларизо

вани талас може у анизотропној средини распростирати брзином а. 

Претпоставинемо још да је талас равански, и то да су, за све тачке равни 

која стоји управно на П, фазе исте. Нека буду cos ср, cos '\r, cos 9 про-
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јекције П на координатним осама Х У Z, а r је вектор у правцу П који 

има координате Х, У, Z и м одуо г. Онда је 

(91) г = (тп) = х cos ср + У cos t + z cos е 

Из једначина (87) и (90) следује 

д.б [2" ( Г ) -=-cl\7(1']=-c \7 COS ~ t-- , 
д! . Т а 

а због (91) 

(92) 2" ( Г ) 2". 2" ( Г) 2~ . 2"( Г ) grad cos~ t-- = ~SIП~ t- - gгаdг= ~slП- t-- п 
Т а Та Т а То. Т ct 

Даl(ле је 

д.б с 2" . 2" ( Г ) ~= - - ~SIП~ t - - [п 2.\] 
д! а Т ' Т ct ' 

и када се оваЈ израз интеграли, биће, с обзиром на једначину (90), 

(93) 
с 

.б = u: [nCf] , 

тј. магнетски вектор треба да стоји управно на електричном и на правцу 

распростирања таласа. 

Сад је лаl(О на!;и израз за вектор q). Из једначина (83-85) следује 

дq) 
4" дt = сгоt.б 

а, због (93), (92), овој претходне и (90), би!;е 

дq) С'[ ] с" [ 2" ( Г)] 4" дi=U: \7 [nCf] =u: \7,[п2.\] cos т t - (..' 

С'[ 2"(.r) ] = u: grad cos т t - u: ,п [п 2.\] 

или 

дq) с' 2" . 2" ( Г) [ Ј 4,,-=~~ slП~ t-- n [п 2.\] 
д! ,,' Т Т а 

Al(o се оваЈ израз !!нтеграли добива се вредност померања дие

лектрика 
• 

(94) 

Из овог обрасца види се непосредно, да се вектор q) налази у 
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равни вектора П и G:. Ако се он помножи скаnарно са П, десна страна 
. постаје једнака нули ", према томе, 

Ј 

-
Сл. 36 

(95) . ('1> п) = О . 
Дакnе померање диелектрика стоји у

правно на правцу распростирања, као н на 

магнетском вектору (в. обр. (93». Раставља
јуни двоструки векторски производ у (94) 
добивамо образац 

,,' 
(96) 4",'1> - G: + (G:n)n=O . 

с . 

Најзад Појнтинго в вектор 
. с 

6 = 4л [Cf.6] 
<-

I је раван осцилација, Il таласна лежи такође у равни вектора (f и П, само 
paBall, 111 раван ПОЈЈllризације, ЈУ није управљен у правцу распростирања та

паса (сл. 36). 
.раван поларизације зрака·. 

Пројицирајмо једначину (96) на координатне осе и узмимо у обзир 
Једначине (80). Онда немо добити 

(97) 

(98) 

(~. - Ј )Ех + (G:II) cos '1' = О , 

(Е ,,' ) ~, - 1 Еу + (G:n) cos V = О 

(Е а') . ~, - 1 Ez + (G:п) cos е = О 

Ставимо 

Из 

с' . 
--а' Е, - 1 , 

с' -=at
2 

Е. 

с' _ ,., 2 
, - - v.З · 

Е, 

претходних једначина добивамо 
, 

Е _ "1 cos '1' ('" ) 
х - в ., ~H • 

" - 0.-1 

Е =",'С05 Э(", ) z 2 2 ~n . 
. ", -о. . 

Помножимо ли ове изразе са cos '1', cos V и cos е " саберемо ли 
их, наћи немо 

a!cosB-tp ~2COSI'-V «2 cosZ f) ', 
1 = 1 + + =' ,.;-:-'-,:' ",'-u! ~2_a2 аа2 _. а2 · 

Додајyl!и " одузимајун" у бројитељима а' cos' '1', добинемо, после 

лаке трансформације, једначину. 

(99) 

КОЈа изражава т.зв. Френелов закон распростирања светлости у кри-
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сталима, а која важи 11 за електромагнеТСЈ<е таласе. На~ишимо ову јед

начину у обпику: 

(100) 
С05' 'р (а,'-а") (a82- a~) + С05',у(а,'-а') (,,;-а') + 

+ со,, е (а,'-а') (а.'-а') = О 

Она је другог степена по ,,' и зато уопште и"амо за Сваки пра· 
вац две вредности брзине распростирања. На пр., за Х осу је С05 t = О, о 

СО 5 е = О и • 

(101 ) 'а -ај!) а" - N • - '"'" , 

уствари добивамо ± (Xg и .±. (1.8' НО смер расnростирања не игра улогу. 

Брзине "" а., ". (97) зову се гпавне брзине распро ст ирања. 
Како су за сваки правац могуние две брзине распростирања, тј. 

две вредности а: а.' и ((", а према обрасцима (98), у I<oje о упази ова 
величина, добивамо две вредности вектора (f: G;' и ~Ir, имаhемо и две 

вредности померања диеле!<Трика 'D: '1)' и 'D" (образац (73», магнет· 
ског вектора .6:.6' и .\)" (обр. (93) '" Појнтингова ве!<Тора 6: 6' и 6". 

Израчунајмо скапарни производ ('1)' 1>") И3 образаца (80), (97) и 
(98), које треба написаТII за оба вектора: о • 

(<ј)' '1)") = 1~' , «(I;'n) «(I;"n) L ( • ~~)5; <Р, оо "') , 

7t а Ј -а а1 -I~ 

где се узима збир три члана (<<" '1'; а., ,у; а" в). Овај збир је једнак 

1 L { С05' '1' _ С05' <Р } = О 
а.'2 _ 0.,,8 0.12 _ а.'1 0.12 _ а": - . 

јер су о' и ,," корени једначине (100), тј. (99) те је , према томе, збир 
чланова са знаном плус, а такође и збир чланова са знаком минус 
једнак нули. 

Дакпе је 

(102) (\1)'\1)")=0. 

Међутим веюори (1;' и (1;" не морају да стоје управно Један на 

другоме. 

Једначина (100), у КОЈОЈ су уопште све три главне б рзине ар а" ({з 
различите, важиhе и за специјалан случај, када су две ОД главних бр
зина једнаке. Ставимо на пр. да је 0:8 = а2 • Онда се_ анизотропна сре

дина (кристал) зове једноосна, и оса Х је ZЛQВНtl Оliiiiuчка оса кристала 
(овде смо навели назив из Оптике, за ноју су ова разлагања од важ

ности). Како је 

cos2 <p + cos2 ,y + cos2 S = I , 

једи.чина (100) ће имаш облик 

(103) С05'<р(а,' - (.(')' + 5јп''!' (а,' - "')(а,' - (1')=0 . 



Постоје два решења ове Једначине: 

(104) 

и прво од њих не зависи од углова 'Р, Чr, е које образује јединични 

вектор 11 са координатним осама. Дакле за сваки правац распрочирања 
имамо два таласа: први «t', ф', fj', е') се распростире брзином која 
не зависи од правца - то је т.зв. обични (редовн«) талас, док је брзина 

другог «t", ф", !б", е") ванредног одређена углом ср између П и осе Х. 
Ако у обрасце (80) унесемо изразе (98) и (97) , добиhемо 

а 2 _ а2 

D x : Dy : Dz =', , cos 'р : cos Чr : cos е . 
а.! - а 

За обични талас има.'liО, 

мора да буде увек Dx' = О. 
Овим питањима немо се 

светлости . 

због (104), ((2 = пf2 = а22 те, према томе, 

још вратити приликом анализе теОрИЈа 

• 

§ 33* Еволуција cxвa~.н.a природ. ел.ктрицитеТ8 • маг •• т.,.8. 
Иако су прве електричне " магнетске појаве . познате ве" више од 2000 
година, тек у току последња три века ДОШЛО се до значајних откриhа, 

а, у вези са њима, и ДО претстава о природи електрицитета и маг

нетизма. Систематско проучавање почиње са W. Gilbert-овим делом Ое . 
magnete (1600 г .). Уочивши . линије сила у близини магнета, Џилберт их је 

сматрао за неке вртлоге. а, уопште, електрицитет и М3'Гнетиззм објаш

њавао неким .струјањима" која поједииа тела I1спуштају. Битна раз

лика између њих је у томе, што су електрична струјања више .мате- · 
ријална" а магнетска више .духовна·. Џилбертова теорија је важила у 

ХУII веку и генијални Њутн није у овој области дао ништа битно. 

Почетком ХVШ века рађа се идеја да је муња појава исте природе као 

и вариица која скаче са наелектрисаног "илибара (WaH). А 1734 г., 

О" Fay долази до закључка да постоје две врсте електрицитета. На

поредо са овом .дуалистичком" теоријом електрицитета, коју је доц

није прихватио R. Symmer, појављује се и .унитаристичка" чији је 

творац Вепјатјп Franklin. Његова је дефиниција : .олујна или елек

трична материја је изванредно фина течност која продире у друга тела 

и у њима се подједнако распоређује". 

Проду бљивању CXBaTa~a електричних и магнетских појава допри
нели су Аерiпus·ови радови, који је поставио и важно питање: имају ЛИ 

магнетске и електричне силе исти или сродне уз роке. Wilke је дошао 

до појма линија сила. које тумачи као резултат напрезања изазваних 

у вазду~у. Овим се први пут придаје извесна улога средини која опко

ља ва наелектрисан а тела. У ИСТО ТО доба било је и других мишљењз 
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о природи електрицитета. М. Ломоносов је, на пр. , уо п ште одбацивао 

претставе о неким флуидумима и сматрао је да се електрицитет састоји 

у обртању делиhа етра. 

Што се тиче начина дејства електрицитета, почињу у то време да 

се развијају две претставе: 1) дејства са даљине и 2) дејства путем 
непосредног додира, у којем главну улогу игра преношење стања у 

средини која се иалази између материјалних тела. У .~pyгoj половини 

ХУIll века, упоредо са квалитативним иде и квантитатив но ПЈ:юучавањс: 

тражи се закон који би дао величину електричнс, ОДН. магнетске силе. 

За овај закон везано је име Кулона који га је коначно извео 1785 г.; 

но он је имао и lfИЗ претходника. У закону се ништа н С претпоставља 

о начину преношења деј ства електричне. ОДН. магнеТСI<С силе од. једног 

на друго тело. 

Када су Оаlуапј и ·Yolta, крајем ХУIII века, нашли начине трајног 
стварања електричне струј е, електрицитет се сматрао веп за неку врсту 

флуидума који припада "imponderabilia"-Ma. Волта је мислио да на месту 
додира различитих супстанција . (у елементу) дејствуј е нека сила која 

тера ПОЗИТИВНИ и негативни СЈЈсктрицитет на супротне с тране. Доцније 

је ова теорија додира (контакта ) уступила место хеМИCl<ој теорији. Испо

четка се појава електричнс струје схвзтала сасвим матери ј алнстички, ДОК 

Фарадеј није устао против тога. По његову схватању, ч3i( . н онда кад се 

каже да је струја нешто импонд.рабилно, не треба ипак сматрати да у 

том случају стварно нешто тече. Почетком ХIХ века наш е знање постаје 

дубље, јер је пронађена веза између електричннх и магнетских појава. 

Oersted, Arago, Gay-Lussac, Атреге, ВјО! и Savart раде на томе. Ампер 

дефинише као смер струје онај у којем се п·Омера позитивни електри

· цитет! док се у cynpOTHO,'I4.., према његову схватању. у проводнику по

мера негативни. ОН даје и теорију магнетизма. Према њој, у молеку

лима тела (од гвожђа, никла и кобалта) постоје електричне струје и 

оне су узрок магнетизмз . Овом идејом с"ојене су магн етске појаве са 

електричнима. 

Током ових година, 1820 - 1821, дошло се до још два важна от
криhа: Араго је први пу т посматрао индукцију, а Seebcck је нашао т.р
моелектрицитет. У овој чињеници откривена је друга страна везе из

међу топлотних и електричних појава, ДОК се прва испољава у ззгре

вању проводника (Џаулов закон 1841 год.). Појаву електромагнетск. 

индукције проучио је затим темељно Фарадеј. Он је н ашао дијам агне

тизам, који му је пока за о да магнетска сила дејствуј е не само КОД 

гвожђа, никпа и кобалта но и код других супстанца. Под утицајем 

свих ОВИХ чињеинца, CTa~ је на гледиште да услед AejcTI::I3 ел.ектричних 

и магнетских сила материја прелази у неко НОВО стање. 3акључивши 

да би се 080 стзње могл о испољавати у дејству материје на свет-

19 
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-ПОСТ, он је д.оиста нашао скретање равни полариз ације светлосног эрзкз 

у магнетс}(ом пољу. 

Пре него што пређемо на даљи развитак Фарадејева . схватања 

природе електрицитета н магнетизма морамо напоменути, да многи од 

истакнутих физичарз" и за његова доба и ДОЦНИје нису напуштали 
гледиште флундалне хипотезе. Тако је Pois.on сматрао да су код тела 
у природном стању обе врсте еnектричних флуидума распоређене под

једнако. Ова се равнотежа ремети ако се тело наелектрише. у провод· 

ницима се електричнн флундуми могу ' кретати ".отпуно слободно, те 

ве се нагомилавати на површинамз, међутим у изолаторима ОВО није 

могу',"о. И Weber, којн наводи четири могуliности за објашњење дија
магнетизма, нанме: 1) да постоје две врсте магнстских флуидума, који 

се могу померати у телима - КУЛОНО80 И ПО8СОНОВО гледиште које се 

не може примити, 2) да се два флуидума могу "ретати само заједно са 
молекулима, а ово се своди на З) Амперово објашњење, 'да постоје мо· 

лекуларне електричне струје које се могу обртати заједно са молеку

лима и, најзад, 4) да постоје два електрична флуидума који се крећу 

без отпора дуж неких путања у молеку лима, када то неки узрок иза· 

зива, - нагиње овој последњој. 

Обнчно се сматра да је претпоставка о сnектричном флуидуму 

скопчана са хипотезом О дејству . са даљине. f{улонов закон и Амперов 

закои, као што смо видели, затим Веберов и Riemann.OB, у којима се 

узима у обзир брзина распростнрања дејства једног оптерећења на 

друго, формулишу се тако да начин дејства не долази у обзир. Clausius . . 
је зато покушавао, 1880 г., да дА нов закон еле ктродинамике према 

којем извесну улогу у узајамном дејству слектричних оптереl!ења игра 
и средина. 

Другим правцем упутио је схватање "еле I\ТРИЧНИХ и м.агнеТСЮ:lХ 

појава Фарадеј. Он је прво расветлио важно питање о природи елек

трицитета, ј ер је у првој половини XIX века б ило вен познато неко

лико начина за добивање електрицитета: путем трења, галванска струја, 

инфлуенција, термоелектрицитет Ii индукција. Снстематским проуча· 

вањем особина електрицитета и његова дејства, Фарадеј је дошао до 

закључка да је природа електрицитета у свнма С:lучајевима иста. Даље 

је узео у обзир улогу диелектрика који опкољава • наелектрисана" (по 
старом схватању) тела и~матра да с.Ам диелектрик прелази у неко на· 

рочито стање. А 1852 г., он доводи у везу са стањем диелектрика 

претставу о линијама елеКТРИ.9ННХ и магнетских сила. W. Thomson је 

затим подвукао сличност између електричних појава и еластичностн, ло 

којој би се стање диелектрика могло схватити та ко да се у свакој њe~ 
говој тачЖl појављују извесни напони. На овај начин премешта се се

диште еnектричних појава из ."наелектрисаних" тела, _где, дакле, нема 

внше никаква флуидума, у медијум - днелектрик који их опкољавз. Фа-
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радејевој прете та ви даје Максвел (1873 г.) коначан облик. Према овој 

теорији, електрицитет и магнетизам се објашњавају I<:30 нарочито стање 

медијума које у свакој његовој тачки карактеришу вредности електричне 

и магнетске силе. Фарадеј је замишљао да линије електричне силе одре

ђују правце напона, а магнетске да су нека врста вртлога. И Максвел 

је полазио ОД извесних механичких модела, но резултати теорије вате 

и ако се сви ОВИ модели изостане. Што се пак суштине овог гледишта 

тиче, МШikаn је потпуно правилно приметио да није било доказано да 

је електрицитет нека врста напетог стања медијума, него је било само 

утврђено да при појави елсктричног оптереfiења на извесном телу сре

дина која га ОПRољава постаје седишт.е НОВИХ сила. Електромаг«етске 

појаве одигравају се и у вакууму, где очевидно недостаје материјални 

носилац стања. Зато је при доследном спровођењу Фарадеј - Мщсвелова 
схватања било потребно, да се уведе хипотеза о нематеријалном ме

дијуму који се налази свугде у простору - етру. У идуној глави немо 

видети како је Максвел са овим у вези створио Т.38. електромагнетску 

теорију светлости._ И када је Hertz низом експеРЉ\1.ената успео да по

каже, да се електром.агнетски таласи покоравају законима Оптике, с 

правом је могао да каже (1889 г.): • Тако се проширује област електри
цитета на сву природу'. Но у исти мах појаВЉУЈУ се и тешконе за 

Фарадеј - Максвелову теорију. Фарадеј је, наиме, вен раније, при проуча

вању електролизе, дошао био до закључка да постоје у природи извесне _ 
одређене елементарне количине електрицитета. А доцније је низ нових 

појава са којима liемо се даље упознати показао да теорији недостаје по

јам електричног оптереhења. И 1881 г. Helmholtz је истакао могунност да 
се уведе појам атома позитивног и негативног електрицитета. Пре њега 

је Varley 1871 г., сматрао, када су били пронађени I{атодни зраци, да 

су они рој материјалних честица оптере'h.ених негативним електрици

тетом. Ово гледиште је више пута оспоравано било, све док Fitzgerald 
(1897 г.) није навео разлоге који су одлучили у ње,'ову корист. И, према 
В. Веберову схватању (1874-75 г.), молекул водоника садржи једну 

негативну честицу електрицитета, док их молекули других супстанца 

имају више. Битна разлика између овог схватања природе електри

цитета и оног првог, према којем је електрицитет неки флуидум, 

састоји се у новој претпоставци о дискретној структури електрицитета. 

Атомска хипотеза почиње и овде да осваја терен. Наравно, "нека дефи

ниција стања слична агрегатном стању ових елементарних честица елек

трицитета тешко се може прецизирати. Испочетка се говори о електри

цитету распоређеном на површини честице, а затим -. о кондеН30ваном 
у његовој запремини. о. Ј. Stoney, полазеhи од Фарадејевих закона елек-

. . 
тролизе, покушава да одреди количину електрицитета везану за ЈОН 

водоникаЈ за коју мисли да остаје иста. 1891 г. уводи ОН назив елек

шрон, да би означио природну јединицу електрицитета, наИ.l,1.е, оно 
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оптерећење које се везује за сваку валеицију у хемиском атому, а 1895 г. 
овај иаЗИВ служи за ознаку атома електрицитета у 8еберову смислу. 

Одређенији облик добива ново cx~aTaњe о природи електрицитета у 
Н. А. Lоге пtz-овој теорији епектрона, о којој l1е бити говора при проу

чавању склопа материје. Овде l1емо само још споменути да је Abraham 
предлагао да се сам електрон схвати као лопта непроменљива облика, 

док је Лоренц допуштао да се она може деформисати. Са ХХ веком, 

дакле, у схватању природе електрицитета, врана с е реални смисао Qпте

рећења, којем се усто приписује способност да се увек састоји од јед

наких коантума електрицитета распоређених дискретно у простору. 

Четрдесет година је скоро реч електрон, поред свега што се одмах од 

почетка стварања теорије говорило и о позитив н им и о негативним 

честицама, везивана за извесни КВЗНТУМ неГЭТf1ВНОГ електрицитета; тек 

1934 г. ДОНОСИ Dткриhе uО8uшона - честице истог реда и ПОЗИТИВНО опте

реnене. 



ГЛАВА V 

СВЕТЛОСТ 

Улога светлости у животу, у продирању у таЈне природе, у развитку 

наШeI: схвзтања космоса оправдавала је од увек важност која је при

давана проучавању свих појава у вези са њом. И скуп појава, прво 

само ОНИХ које се односе на саму светлост. а затим и других које ис

пољавају њене везе са осталим гранама ФИЗИЈ<е , нојава које говоре о 

најбитнијим питањима структуре материје, образује сада врло про· 

страну област. Природно је било да је људски ду х стално тежио да 

створи претставу о томе, шта је светлост. Као резултат ове . тежње 

појавиле су Се различите теорије. Али интеНЗИВНII рад на проучавању 

светлосних појава ДОВОДИО је редовно до све новијих откриti.з, од којих 
, . 

су нека ИЩЛ3 у прилог, друга пак показивала сnао е стране ПОЈединих 

од тих теорија, и због тога се стварале нове. Све старије теорије деле 
• • 

се у две групе: у ПрВОЈ доминира претстава о светлости као РОЈУ неких 

честица - корпускула, друга се ЗЗСННI;I3 на појм у таласа. Ми немо се 

упознати са ОВИМ теоријама. но претходно немо се зауставити на из· 

весним цињеницама које потиЧ.у ИЗ посматрања. Један део светлосних 

појава - оних наиме које се односе на распрости р ање светлости, на 

одбијањс и прелам.ањс, - може се описати без нарочите претпоставке 

о суштини светлости. Овај део науке о светлости , ГеомеТРИСI<а оптика, 

има, поред своје важности као први корак ка у "ознавању светлосних 

појава, и практицну вредност, јер садржи и основе З3 проучавање и 

конструкцију оптиqких инструмената. Стога ћемо Се прво упознати са 

неким подацима из ове гране Оптике. 

§ :и ГIометриска ОПЈика. Најпростији експерим енти показују да се 

светлост у xOMoreНlIM срединама простире право))инис"и (ЧU1Ьеlluца 1); 
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правце простирања зовемо светлосни враци. Средине могу бити ма

тернјалнс, но светлост се распростире и у вакууму (чuњенuца 2), где 
. км 

јој је брзина распростирања 300000 (чuњеница З). Последња чиње· 
сек 

ница не игра улогу у ГеомеТРИСl(ој оптици, јер време у њој уопште не 

долази у обзир, основну улогу игра средина, ОДН .. њене оптичке осо· 
бине. И разликују се - ХОМ(јгене и нехомогене, И З0тропне и аниэотропне 

средине (чињеница 4). Даље, при одбијању светлости важи заl(ОIl; упадни 
угао (~) је једнак одбијеном (чuњеница 5); а при преламању - важи закон 

(1) sin<p; sin"'=n 

(чињенuца б), где је "'преломни yrao, а П константии број, т.зв. индекс 
uреламања за две хомогене средине на чијим гра!Јицама се врши пре· 

лзмзње. У нехомогеној средини светлост се не простире праволиниски. 

И, ако претпоставимо да се осо'бине средине меЊflју непрекидно, да се 
у. њој промене правца врше непрекидно ОД једног до другог дели на, 

индекс преnамања ~e бити непрекидна функција положаја: П = П (х, У, z). 
Но ова претпоставка, којОМ се индекс преламања дефинише као скалар. 

важи само за ИЗ0тропне средине. За аниэотропне треба увести нову 
величину, која спада у тен зоре. Најзад, за Геометриску оптику су од 

важности још две претпоставке. Рз.зличити СНОПОви светлосних зракова 

не зависе један од другога (чињеница 7) и зраку се може променити 

смер, Тј. зко зрак из неке тачке М стиже у М11 ОН.'1а не зрак из тачке 

М1 стиhи у М (чuњенuца 8). По себи се разуме, да се са овим простим 
претпоставкама не може објаснити скуп свих оптичких појава, на пр. 

дифракција. 

у основи Геометриске оптике налазимо два става: Fermat- ОН ирuн

ции и Malus· 08 вако/{. Ови СТаВОВИ стоје у вези са Снелиусовим (1), 
и ако претпоставимо Д~ од ова три става један ва~и, важине и остала два. 

Уочи мо неку изотропну средину. Нека буде уопште нехомогена, 

тако да ' њене оптичне особине буду окарактерисане вредностима ска· 

лара П = 11 (х, у, z), ПОВУЦИ,мо неку криву која спаја тачке М и М1 
И оэначимо са ds лук ове криве. Интеграл 

(2) 

М, 

s= Jn.dS 
1\\ 

зове се ойшичка дужина криве. Према Ферматову принципу: распро

стирање с"етлости "рши се дуж оне криве за коју је оптичка дужина 

extremum (ако се упореди са суседним линијама): 

(3) s = extremum. 
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Дакле, за зрак, линију којом се простире светлост из М у м, , 
мора бити 

(4) 

м, 

6S=БЈndS=О. 
м 

У хомогеном медијуму је п = с·оо.st.; светлост се распростире дуж 
праве мм, и S= ns очевидно је за ову праву м"нимум. . 

У случају једног преламања зрака на граници два хомогена меди

јума имамо S = п. s. + n2 $2. где су П1 н П2 индекс и преламања, S1 и $2 

отсечци · правих мо и ом" ако је О тачка продора. Значи . 

8S = n, l3s, + n.os. = О . 

Узмемо ли граничну p~BaH за раван ху, т.чка продора суседне 
линије о' има!!е координате ох и ОУ. Ако су - х, О , z координате тачке 
м, а х" О, - Z, - тачке м, (оса У стоји управно на равни мом,) бине 

I3s, = {(х + ех)' + ОУ' + z' ~ {Х'+? , 
бs. = v' (х, - Ьх)' + еу' + z," - {x,'+z,' . 

Ако се сваки ОД ових израза развије у ред, 11а занемаре величине 

вишег реда, _ бине 

• хох . • 
us, = .1 = SIП 'р их , 

.x'+z' 
• х,l3х '0'" us2 = - =-slП 'у ох 

v' х,' + 2,' 
Унесемо ли ове изразе у горњу једначину, доби!!емо 

п, _јп 'р - п, sin t = о . 
Ако количник П2 : п. 0значимо са П, ова једначина прелази у (1), и 

тако с.мо из Феrм атовз принципа извели закон преламања светлости. 

Ферматова функција S зависи од координата тачке М (х, у, z) и 
м, (~.~, ~). Да видимо сад којим правцем иде из тачке м; зрак који је 
стигао из М. Бесконачна блиска тзчка М!. у - ноју не зрак преhн из 

Мо лежа'kе на О ТiшUчком растојаљу S + dS од ,"~1, ако М1 лежи !ја 

оптичком растојању S (ово значи да је оптичка дуж"на зрака м, јед-
нака S). Кроз тачке м, и м, пролазе дакле површине . 

(5) S = const. I 

с друге стран е , оптичко растојање м, од м, ј е dS = п ds. И, како 

се у бес коначно малој бли~ини тачке М1 меДИЈУМ може сматрати ~ao 
хомоген, то ће геометриско место тачака чија су оптичка растојања 

од М, једнака бити лопта са полупречником ds. Ова лопта додирује . 
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другу од површина (5), и зато М. лежи у тацки додира, тј. на правцу 
управном на љој. Ако са I ознацимо јединицни вектор у правцу зрака, 
бине ds t = d1, а уопште је dS = grad S dl = п ds. Узимајуlш само у обзир 
да се овде вектор grad S конструише у тацки М,(!;, ~,~) и ознацава
јуни га зато са gradO S, имаkемо 

(6) grad* S= nl; 

овом се једнацином одређује правац зрака у с"аКОЈ тачки медијума, 

кад је позната Ферматова функција. 

Узмимо сада неку површину So. За сваку тачку ове површине 
може се конструисати фамилија . површина чије се тачке налазе на истим 

оптицким растојањима. Ова растојаља од Мо нека буду: S, S" S" ... 
Мењајуни положај тачке М. на So добипемо, с друге стране, фамилију 

површина које одговарају истом оптичком растој ању S (или S" S., . .. ). 
Узмемо ли обвојницу ове фамилије, то пе најкраће оптицко растојање 

љених тацака М (х, у, z) од тачака Мо бити S и исто за све, тј. 

(7) S (х, у, z) = cons!. 

биnе њена једнацина . Ова обвојница се зове iiОВРШUНОЈН аЈконала, а 
2 

ајконал је интеграл f dS, који између тачака две површине 8 = 8, и 
1 

S = S2 има, дакле, вредност 82 - 81. Како зрак који полази из тачке 
Мо стоји управно на површини (5), а обвојница је додирује; то ће он 

стајати управно и на обвојници. Нека буду сад х, у, z координате тацке 
М на обвојници, тј. на површини (7); према томе, мењамо ознаку гради
јента у једнацини (6) на обицну и написаћемо ову једнацину у облику 

(8) grad S = п! . . 

Одавде слеДУЈе 

(9) (grad S)'= (~~)' + (~)' + (~~)'= n'. 
Када је индеис преламаља п позната фУНl(ција координата, ова 

парцијална диференцијална једначина може послужити за одређивање 

фамилије површина ајконала. 

У једнацини (8) лежи суштина другог става Геометриске оптике 

- Малусова закона , према к.ојем светлосни зраци чине СНОП линија 

за које се увек може наhи фамилија ортогонаЛНIIХ површина. Дакле, 

ако је медијум хомоген и зраци праволиниски, овај скуп правих линија · 

ЈЈежи дуж нормала неке површине. Ова се особина не губи, према Ма

лусову закону, ни после одбијања и преламања. Овакав сноп правих 
линија зове се оршОШОМНU. 
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Општи ставови које смо овде навели служе, даље, за образло

жење метода или за ИЗ80ђења правила за конструис ање ликова пред

мета KOi{l се добивају после одбијања или преламања "ракова у разли

читим оптичким апаратима . Али када се израђује Teopllja ових апарата, 
одн. начини I<онструисања . није довољно да се узму у обзир само по
менуте појаве, јер се јавља потреба да се поведе рачуна о днфракцији, 

интерф.ренцији и дис"ерсији. У анализу свих ових питања, од великог 

праКТИ1IНоr 3Ј1зчаја, овде, наравно, ненемо улазити . 

§ 35 Пр •• Т80ријв СВ8ТЛОСТИ. У другој половини XVH века, кад су 
вен били познати закони одбијања и преламања свеТ.l0СТИ (Снелиус и 
Descartes), коначна брзина њеног распростирања (Olaf Romer), дифрак
ција (Grima1di) и двојно преламање у кристалима (8arto1inus), рађају 

се, скоро у исто време) прве две теорије светлости: Њутнова и Хајген

сова, сасвим различитих полазних тачака. Од веПИl<ОГ је интереса чи

њеница да се у даљем развитку основне идеје ов их теорија боре о 

превласт са променљивим успехом. 

Њутн, који је публиковао своју Оптику тек 1704 г., није само 

теорију дао. Он је и сам вршио експерименте и мере њз, н то не ради 

тумачења само поменутих појава, него и других "ао : дисперсије коју 
је он проучавао ПОМОћУ стаклене призме (још су Mar cus (1648) и Гри

малди (1665) знали за појаву дисперсије), интерферснције - Њутнови 

прстенови, боје танких листова (Ноо}(е је дао начин посматрања ОВИХ 

прстенова), и његова теорија била је скицирана мно го пре наведеног 

датума. Он ју је формулисао у облику низа дефиниција, аксиома и 

ставова иоји се доказују експериментима. А прва и основна њена идеја 

је да су зраци ројеви честица (корпус кула), врло м алих, које шаље 

извор светлости. Како имамо рој честица које лете, то се очевидно не 

поставља питање о некој нарочитој средини која би била потребна, 

када се свеrлост· распростире у вакууму. Наравно ДО сама ова идеја 
није довољна да се објасне већ. у оно доба познате о птиqке појаве. Чак 

и за најпростије: одбијање и преламање светлости, била је Њутну по

требна, нова претпоставка, којом би се образложио rl останак, на гра

ничној површини двају медијума, одбијених и преломних зракова. Према 

тој претпоставци, дуж зракова ,.постоје променљиви lIапади" (јури ши, 

fits, Апwалdluпgеп) и то "напади лакшег одбијања" .1 •• напади лакшег 
лреламања"'. Затим Њутн претпоставља да свеТЛОСНt: честице не до

лазе у додир са честицама материје, но ове дејствују на прве са да

љине, и то: при одБИј ању светлости имамо одбојне. при преламању 

привлачне силе. Из' експеримената с.а бојама танких Л!lстова закључио 

је Њутн да је светлост у суштини појава која има периодични караитер 

И, по његову схватању, овај се испољава у поменутим наизменичним 

нападима. Ова идеја, о периодичности, постаје осн о ва З3 све касније 
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теорије. Но и поред тога ШТО је објаwњавала низ светлосних појава, 

Њутнова емцсцона теорија наилазила је и на тешкоНе. Првv тешкону 

је претстављало питање, зашто се сви корпуснули избацују истом 

брзином из извора светлости. Друга т.ешкоНа је лежала у поменутој 

претпоставци о раздвајању упадног зрака. Када се даље са овим ТУ

мачењем про учи преламање светлости следује да уколико је гушна 

средина утолико су јача привлачења честица, и брзина светлосних че

стица у среди~ама треба да расте са индексом прел амања. · Тек средином 

19 века доказао ј е Foucault помону експеРИ.>lената да је овај закључак 

у олреци са посматрањим.а. Тако се Њутнова теОРЈ1ја светлости држала 

више од СТО година и тек тада је УС1упила место Хајгенсовој теорији. 

Ондулациона теорија води порекло од прве Хај генсове идеје о начи

ну распростирања светлости коју је он дао lб7б г. Постоји, наиме, према 

првој претпостаВЦ~1 ове ~еорије израчи'ти медијум, који се налази у ва

кууму и продире у материјална тела, - етар - носилац светлосних по

јава. Светлост се распростире у њему на начин сличан таласима на води 

или звучним таласима у ваздуху, значи конацном брзином (Хук је већ 

имао идеју о етру. али није узимао у обзир коначну брзину распро

стирања). Тачкасти извор светлости даје суседним делиhима етра изве- . 
Сни импулс који у хомогеном медијуму, после извесног времена, стиже 

до тачака на површини лопте са средиштем у извору. Ова површина 

зове се таласна ПО врши на. Али сам начин распростирања налази об

јашњење у Т.зв. Хајгенсову UрIIRЦUUУ, наиме, сваки делиh медијума у 

којем се распростире талас постаје срециште из I{ ојег се шири елемен

тарни талас, јер кретање делина преноси се на све остале који га алко

љаВ<tју; сви се ова кви таласи суперпонују, тј. површина резултантног 

таласа бива обвојница фамилије елементарних. Помону ове претставе 

о едементарним таласима може се извести праволиниско простирање 

СВеТЛОСТИ у хом'огеном медијуму, Qдбијање и преламање на граници 

двају медијума, где тачке постају средишта двеју фамилија елементарних 

таласа. Од нових таласа једни се враВају у први медијум, други, ако 

други медијум има већу густину, распростиру се у њему са мањим 

полупреЧНИЦl!ма. Ондулациона теорија могла је да објасни дифракцнју 

и двојно преламање, али је у оно доба стајала иемоhнз пред појавом 

дисперсије ИЈ уопште, пред свима питањима вез аним за разне боје. 

Последња чињеница имала је за последицу да емисиона теорија буде 

примљена од венине физичара, но ни ,Њутн испочетка није био про~ 

тиван ондулационој теорији. У питању брзине распростирања светлости, 

ондулациона теорија доводила је до резултата супротног од поменутог 

резултата емисионе теорије , Наиме, брзина расnростирања у гушнем 

.>lеднјуму (са веhим индемсом преламања) требало је према њој да буде 

обрнуто пропорционална индексу преламања. Међутим, као што смо 

навели, тек је Фукоов експеримент показао тачност овог закључка. 
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Велика заслуга за даљи развитак ондулационе теорије припада 

Ојлеру који и у њу уводи мисао о периодичном кар а ктеру светлосних 

појава. Према њему, свакој боји одговарају осцилације одређене периоде. 

Када је Young допуиио теорију принципом иитерференције, оиа је била 
у стању да објасии Њутиове прстеиове и неке друге појаве. Али је за 

даљи развитак било потребио да се прецизирају особине хипотетич"ог 

медијума - свеТЛОСНQГ етрз. 

у овом питању, у математичком формулисању измеиа првобитних 

Хајгенсових идеја од највеће су важиости били Fгеsп с l'ови радови, који 

је разрадио механичку теорију светлости. Пре њега етар су сматрали 

за средииу која има о собиие гасова. Међутим за објашњење полариза

ције била је потребиа претпоставка О трансверзалн ом карактеру осци

лацијз, а трансверззлни таласи могућНII су у чgрстим телима, ДОК се у 

гасовитим распростиру · лонгитудинални (в. § 12.4, обр . 59). Полазеhи од 

претпостав.ке да ет ар има особине чврстог тела, Френел разрађује мате

матички оидулациону теорију. Но ни даљи радови, Р. Nеumапп-ови, 

Мас Сullаgh-ови, W. Тhоmsоп-ови и многих других, нису могли довести 
мехзничКО схвзтање СВtТЛОСНИХ појава до · потпуно убедљива облика. 

Један од најважнијих разлога. за то била је вредност брзине распро

стирања таласа која је код трансверззлних таласа испала пропорцио-

нална {: (где је Е Јунгов модуо, а р густина медијума - в. ~бр. (БО) 
§ 12.4 и претходие). Међутим за све врсте таласа, било трансверззлне, 

било лонгитудиналне, добива се само једна брзина кој а зависи једино 

од особина медијума. Дакле, појава дисперсије на овај начин се не може 

објаснити. Cauchy је покушавао да заобиђе ову тешкоћу претпоставком 

да етар има молекуларну структуру, али даљи развитак ове идеје носио 

је у себи са ОТЈ<риh~м нових светлосних појава нове l'ешкоh.е и захте

вао нове претпоставке. 

Много је ОД. ОВИХ теШКОЂЗ нестало, када је Максвел дао електроw 

магнетску теорију светлости, о којој пе бити речи у идуhем параграфу. 

Но овде треба да споменемо и други правац у стварању теорије 

светлости - феноменолошки. Из наведеног прегледа ВИДИ се да су разне 

теорије светлости полазиле ОД одређених хипотеза - претстава о при

роди светлости. Може се рени да се неке од ових IIДеја скоро саме 

собом намећУ, }(ада се проучавају светлосне појаве, због разних ана

логија. С друге стране , у великом броју експерименталних чињеница 

које се односе на светлост било је тешко одабрати оне, које би могле 

да послуже З3 основу феноменолошког схватањз, теже него ли ма у 

којој другој грани Физике. Основне чињенице, као што су право !!иниско 

простирање, закони преламања иодбијања у ТОМ ПОГЛО;lУ не дају скоро 

ништа. Ипак ·се покушавала да се пође и овим правцем и највише је 
разрадио феноменолошко схватање W. Voigt (в. Bd. 2 његовог дела: 

Compendium der theoretischen Physik). 
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§ 36 ЕЛ8ктромагнетс.а теор.Ја светлости. У електромагнетском 

пољу могу се стварати стања која се могу периодички мењати у про

стору и вре,'!ену. Т.ЭВ. електромагнетски таласи које СМО проучиml у 

одељку Е главе IV. У Максвеловим lедначинама (§ 31) које одређују 

везе између величина које карактеришу електромагнетско поље налази 

се и константа с. Као што с'Ј показали Колраушови и Веберови екс-

перименти, њена вредност је 300000 km и она је jeAHal<a брзини којом 
sec 

се распростиру у вакууму електромагнетски таласи. Није могло проlш 

а да не падне уочи да се ови таласи распростиру истом брзином као 

и светлост. Осим тога, видели смо да елеКТРО.\lагнетски таласи Mory 
бити трансверзални, тј. да едектрични и магнетски нектар" врше осци

лације у равни која стоји управно на правцу простнрања. 

Таласни карактер светлости признавале су и друге теорије, поме

нуте у претходном параграфу, и тада се вен сматрало да осцилације 

делина етра морају бити трансверзалне. Слично ст ових чињеница по· 

служила је као повод да Максвел створи електромагнетску теорију 

светлости. Као носилац електромагнетских појава у вакууму сматрао 

се етар. Али и као носилац светлосних појава био је такође потребан 

етар. Но требало је претпоставити да . су ова два етра уствари једна 

иста средина. И када је узет један једини етар за носиоца и електро

мз,'нетских и светлосних појава, могло се казати да су ове исте при

роде, тј. да су електромагнетски и светлосни таласи појаве исте врсте. 

Разлика између њих лежи само у таласним дужинама. Због ове прет

поставке могла би се . Оптика сматрати као специјални део теорије елек

тромагнетизмз, и објашњење свих светлосних пој ава требало би да сле

дује из решења једначина ове теорије. С друге, стране, познате појаве 

из Оптике показују какве особине треба да имају уопште сви електро

магнетски таласи. У ову групу појава улазе: одбијање таласа на грани

ци двају медијума и преламање, интерференција, дифракција, полариза

ција и др .. Зато су резултати Херцових експеримената (1888), којима је 
први пут утврђено да електромагнетски таласи следују при одбијању и 

прсламању законима давно познатим у ОПТИЦИ, м ного допринели Макс

веЛО8У гледишту. Његова хипотеза добила је на тај начин експеримен

талну потврду, а како се теориски могу образложити поменуте појаве 

видели смо вен раније (§§ 32 и 33). 
Овде немо се задржати на објашњењу још нщих појава. Претходно 

морамо указати на теШКОћУ, сличну оној на коју СМО ИЗИШли у мехз

ничкој теорији етра, наиме, да брзина распростирања електромагнетских 

таласа (обр. (5) § ЗI) 
с 

а = v' Е 1'- ' 

где је с брзина светлости у вакууму, Е и 1'- величине које зависе од 

особина медијума, има исту вредност за све могу!;не таласе. 
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Дакле, према Максвеловој теорији брзина распростирања не стоји 

ни у каквој вези са периодом таласа (одн. фреквенцијом ) и зато немамо 

могуhности да објаснимо дисперсију без увођења НОВИХ претпоставака. 

Но није ово једина појава која је тражила извесне промене у Фарадеј

Максвеловој концепцији. Перманентни магнетизам, затим електролиэ~, 

Zееmап-ов ефект и радиоактивне појаве такође нису наШ .1И своја објаш

њења у ОКВИРУ теорије 'електромагнетског поља. За ов у другу групу 

појава недостајао је баш' појам електричног оптереliења који је она била 

одбацила. Овај се доследно уводи у Лоренцовој теорији електрона, са 

којом "емо се подробније упознати у ИДУЋој глави. Међутим је електро, 

мэгнетска теорија светлости наилазила још на тешкоhе и у појавама 

зрачења и апсорпције, у законнма "црног зрачења" који су М. P1anck-y 
дали повода за нову претпоставку разлициту од досаДЗIbИХ. Ове чиње

нице овде само ломињемо; њихову анализу извешfiемо у вези са ПИТЗ

њем структуре материје у идуliој глави. 

А у овом (и идуliе ,~) параграфу проучиliемо још nиа питања за 

КОЈа се, као и за раније наведена, могу наhи одговори у слектромагнет

СКОЈ теорији светлости. 

Вектори (t и Л електромагнетског поља биnе р е шења једначи

на(3)§31: 

(10) • 
<1'- д' Л + 4,1'-" дл = 6л 
с' дl' с' дl ' 

• 

ако су ", е и 1'- константе, а нема у пољу (делу простора) извора, ТЈ. 
ако је div (f = О, div л = О. С друге стране једиаЧИllе (53) § 12.4 

• 

(11 ) 
д'5 

Р дl' = 1'- 6 5 + (л + 1'-) grad div 5 

и (55), од КОЈНХ се прва поклапа са (61) § 11.3, дају распростираfi>е' 

светлости са гледишта мехзничке теорије; у њима је s померање де

липа етра и овај вектор бl1не решење таласне једначин е , що је div 5 = О, 

тј . ако се претпостави да је етар нестишљива средина. Осим тога, у 

. овој теорији је могао за "светлосни вектор", тј. величину која стоји у 

непосредној вези са узроком о сећаја светлости, да се узме било сам век

тор о, и тада би узрок била померања етра, - било његов роторкоји за

довољава сличну једначиtlу, и тада би узрок била обртаља делина етра. 

Ако се узме изолатор (cr = О), обе једначине (10) имане облик (11) 
без последњег члана. Зато СС, природно, поставља питање који од два 

вектора, G: или л, треба сматрати за .светлосни". Према Fresnel- овим 
погледима, по којима су вибрације управне на, равни поларизације, 

вектор G: претставља брзину честица етра, а према Мас Cullagh· овим 

• 
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и Р. Neumann - Овим погледима ова улога припада вектору Л, тј. вибра
ције су паралелне са равни поларизације. Сама теорија поља не даје одго

вор на ово питање, тако да треба да се узму у обзир неке друге појаве. 

_ у Амперовој теорији магнетизма, а ИСТО тако и у модерним теоријама 
. . . 

структуре матеРИЈе, почев од теОрИЈе електрона, даЈе се прва улога елеl{-

тричним појавама. Најзад у Zeeman -овом и Stark - овом ефекту не

поларизована светлост (нека спектрална линија) у магнетском, ОДН. 

електричном пољу претвара се у полаРИЗ0вану (у спектралним лини

јама које се добивају после раздвајања). Све ове чињенице говоре у 

прилог гледишту да се електричном вектору да улога светлосног. 3ато 

смо, при проучавању појава одбијања, преламања и других појава, 

на прво место ставили електрични вектар. имајУЋИ такође у виду не 

само електромагнетске таласе но и свеТЛQсне. Приметимо још да свет

лост коју шаљу природни извори уопште није поларизована. 

Зауставимо се сада подробније на питању поларизације светлости. 

Једначине (10), којима се одређује распростирање светлости, линеарне 

су и хомогене. Стога liе збир два (и више) решења бити такође њихово~ 

решење и овај став зове се UРШlЦUU суuерuозuцuје (ако је реч о осци-, 

лацијама, и то малим, ово је принцип суперпозиц.ије малих кретања). 

Он игра улогу при закључцима о поларизацији и интерференцији. 

При проучавању рав~нских електромагнетCI{ИХ таласа (§ З 1.1) има
ли смо случаЈ ЛИЈЈИСКИ полаРИЗ0ваног таласа КОЈИ, ако се узму осцила

ције најпростије арсте, одређују вектори 

( t Х). 
(f, = а, cos 2л Т - ~ Ј , 

( 12) 

(в. једначине (28) § 31.1). Светлост код 

такође се зове линиски поларизована. 

случаЈ, када је 

. . 
КОЈе су осцилаЦИЈе ове врсте 

Узмимо сад компликованији 

(13) 

и 

( 14) 

био 

( 
t Х .) 

. (f2 = а. cos 2" Т - Је + 1:i 2 N. 

Кад би константе фаза биле исте (6, = 02)' збир ова два вектора 
би увек вектор нонстзнтног правца, тј. суперпозиција оваква два 
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ли ниски поларизована таласа даје поново ЛИ НИСКИ поларизовани талас. 

Ставимо 

• 

• 

Иманемо 

(15 ) G:,=Q, sin y j, G:, = а. cos у h . 

Из једначина (13) и (1 5) следује онда да крај ве ктора G: . описује 

елипсу 

(16) 
'Е 2 Е 2 , 
У z 00 1 - +-= 

а ,~ а 2 , . 
која се за једнаке амплиту де а, = а2 претвара У круг. Светлост код 

које осцилације имају ову особину зове се елаUШUЧКlI, одн. кружно иО

лаРШЈовйnа. Разликује се светлост поларизована у десно ако, гледан 

из смера у коме се распростире талас, електрични вектор описује нруг 

у смеру кретања казаљке на сату, и у лево - ако с е " рај овог век,ора 

крепе у супротном смеру. 

у § 32.2 проу.или с",о интерфереНЦllју елеКТРОМ ",Ћетских таласа 

служеhи се истим принципо", супер позиције. Али з а објашњење ове 

појаве требало ј е узети два таласа који се распрости р у у истом правцу, 

који су ЛИНиСки полариэовани у истом правцу и им ај у исте константе 

фаза. Јасно је да је тешк о наhи два одвојена извора с нотлости за које 

би била испуњена ПОСllедња два услова. Међутим зраl{е који иду од 

једног извора можемо раздвојити у два снопа, као ШТО се то ради у 

поз натом Френелову екс перименту са два, једн о према другом врло 

мало нагнута, равна огледала. Фазе у ОВИМ снопов и ма разликују се за 

извесну ко нстанту у току извесног времена, ДОВОЉI!ОГ да се утисак 

изазове у оку, и тада се може посматрати појав а интерференције. 

Зраци који задовољавају на ведени услов зову се кохерентна. 

Што се распростирања светлости тиче, имамо Ов а да приметимо. 

Са гледишта електромагн етске теорије светлости по стоји увек низ. ПО~ 

вршина таласа које сдедуј у једна другој и "зраци' с у у свакој тачки 

медијума одређени правцима нормала на овим пов ршинама . На овај 

начин, особина ортотомије зракова поменута у Геометриској оптици по

стаје у електромагнетс кој теорији очевидна. Поред електричног и магнет, 

ског вектора увели смо и Појнтингов (§ 29.1 обр. (23» 

(17) 

овај 

Ако уо.имо равно поларизоване таласе (осцилације трансверзалне) 

вектор ве имати пра в ац нормале на површини таласа. За талас 



304 

дат обрасци .... а (28) § 31.1, а КОЈИ се распростире у вакууму (е =)1= 1, 
а = О), бине модуо ОВОГ вектора 

у овом 

а зато је 

(18) 

са' • ( t Х ) S= 4" cos 2. -т- т: . 
случаЈУ бине у обрасцу (24') §29.1 , због а ·=О, н А =0, 

-J6 df = дW.m . 
д! 

ф 

тј. пром ена енергије у некој запремини једнака је протицању Појнтин

гова вектора у унутрашњосl'. Према томе овај вектор претставља ону 

енергију која се распростире са светлосним зрацима. 

Ако . сад уочимо равно поларизовани сферни талас, решење (17) 
§ 31 таласне једначине за вектор G' и одговар ају"е решење за вектор 

ј) према једначин" (18) § 31, видимо да амплитуда сваког од њих опада 
нада растојање од центра таласа расте. Вектор 6 који је једнак век

торском производу (17) имане модуо који је обрнуто пропорционалан 

I<вадрату растојања Г . На овај начин постаје јасан познати " став из 

ОПТИЈ<е, да се интензитет светлости која иде од тачкастог извора мења 

обрнуто ПРQпорционално квадрату растојања од "звора. 

При распростирању светлости у материјалној средини чија спецн- . 
фична проводљивост није једнака нули важи, н а равно, потпуна једна

чина (24') § 29.1 место (18). С друге стране, у § з 1.2 видели смо да се 

елеl<тромагнетскн таласи апсорбују у полупроводницима или провод

ницима. Дакле извес ни део енергије коју носе с ветлосни таласи осло .. 
бађа се у полупроводницима и претвара се у топлоту. 

Међутим извесни закључци које смо добили за електромагнетске 

таласе нису у складу са одговарајуhим експериментима са светлошhу. 

На пр. , према теорији § 31 - сви изолатори треба да буду прозирни, 

сви проводници треба да апсорбују светлост. Међутим, постоје изола

тори (rYMa) који не пропуштају светлост и, обрнуто, постоје прозирни 

проводници. Затим експерименти показују да за прозирне супстанце 

индекси преламања зависе од таласне дужине - први расту, када ове 

опадају. Ову чињеницу. 1(ао и друге вен помен уте чиње нице, електромаг~ 

иетска TeOpl1ja светлости није у стању Д<1. објасни без нових претпоста

вака. Једна од ових је претпоставка о дискретној структури материје. 

Но за П9јаве Qдбијања и преламања. 1<30 и тоталног одбијања 

дошли смо до резултата који ПОТПУНО задовољавај у. ИСТО тако електро· 

магнетска теорија светлости у стању је да објаСНII и појаву дифракције, 

но на овој се ипа к ненемо овде заустављати, јер су та рззлагања скоп

чан з са иэвођ ење,\1 МНОГИХ компликованих образа ца"'). 

*) види на пр . W. Кбпig-ов чланак у Hdb. der Physik В. ХХ. СТр. 173-183. 
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Овде nемо додирнути још једну појаву за чије открине дугујемо 

електромагнетској теорији светлости, наиме, притисак светлости~ Још 
је Максвел закључио да светлост која пада иа неко тело (материјално), 

ако је ово одбија или апсорбује, мора да врши притисак. Овај се при

тисак ИЗВОДИО теорискнм путем на разне начине, а Љеб е девљеви, затим 

Е. Niсhоls-ови и О. Ниll,ови и других експерименти утврдили су ' да 

овај притисак, ма да изванредно мали, постоји. Ми ћемо га извести у 

идуној глави на основи теорије електрона. 

§ 36.1 EneKTpoMaCHeTeMH тапа'си Ј покретним среАинама, , Низ свет
лосних појава стоји у непосредној вези са питањем , нако се распро- , 

стиру електромагнетски таласи у покретним материј алним срединама. 

Доиста, сматрајуfiи да је етар носилац електромагнетскнх и светлосних 

таласа може .~о навести три претпоставке: 1) да етар потпуно мирује" 
што значи, ако се неко материјално тело крене , и етар се у сваком 

тренутку налази и у он ом делу простора који заузима тело, кретање 

овога никако не утиче - на делов~ етра; 2) да понретно материјално 
, ' 

_ тело делимично НОСИ са собом н етар; З) да 'н најмање материјално тело 

носи са " собом потпуно и ет ар који се налази у истој з апремини , 

Свакако је за ово llитање везано и друго: пит & ње О једној од 

основних особина етра, Ha~\ Me, Д3 "ли га треба смат ран! 1\30 нестиwљиву 

или стишљиву средину. У теоријама светлости заступљена су сва три 

гледишта и'зражена у горњим претпоставкама. Максвелоаа теорија, коју 

еу разрађивали Херц, Лоренц и други, допринела је 06 ј а шњењу многи'х 
појава које се односе на тела која миру ју и, "а крају, Лоренц је раз

радио теорију e!leIOpOHa (§ 39.2) на основи ове пр ет ставе етра . као 

средине која мирује у апсолутном простору. Друго гледиште заступ

љено је у Френеловој те-орији. Према њој, ако тело има индекс прела

мања П, етар ће у овом делу простора имати згушња нање у размери 

ЛВ: 1. Тело које се креће 11Oвлачи"" делимично овај ета р, тако да се 

"центар инерције" етра помера брзином која је део бр з ине тела . (Ако 

је друга У, прва не бити V(I- ~2))' Што се тиче етра ван тела ; према 
Френелу он мирује, док према Стоксу настаје струјање ван тела, слично 
струјању течности, за l(oje ПОС,!оји потенцијал брзина. Најзад, последње 

гледиwте - да је етар у истој запремини са телом потп уно за њ везан. 

имамо у Херцовој теорији. 

Које би се од ових гледишта МОГЛО сматрати за тачно, покуша

вали су да ре ше на основи експеримената. 3ато Ђ емо се овде упознати 

летимично са резултатима најважнијих од њих. Поред ових долазе у 

обзир и друге !Тој аве које досада нисмо ПО.~ињали , као аберација свет

лости и Доплеров ефект. 

Једну групу сачиљавају експерименти у који.iа се проучава' рас-
20 ' 
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простирање светлости у покретни-м срединама, то су експерименти: 

FizeaU·OB, Michelson - ов И Sagnac - ОВ. Другој групи припадају експери
менти из Електродинамике који показују · утицај покретних ·средина, 

• 
ОДН. извора на посматрања. 

а) Фи.ООБ ексuерименш. Зраци који иду од и звора светлости S падају 
на стакл,ну плочицу (сл. 37) . Како је ова упола rlOсребрена, то се они 

о раздвајај у и даље иду као два 

снопа, abcde и aedcb, који 
се понов о сједињују у Ј. ОВО 

су такође кохерентни зраци ко

bE/.L-iE::::'§,~:3t----ПС ји у дурбину D дају интерфе-
l' ренцијалне пруге. На своме пу-
~a ту светлосни зраци пролазе 

~~·--\J=-~·==31-----Vad кроз uеви у којима тече вода, 

Сл. 37 

и то за ј сдан од зракова у ње

гову смеру, за други у супрот

ном. Ако се светлост распро

стире у покретној средини (у 
води) другом брзино>! (<<) него 

ли када она мирује, онда би за први зрак наступило повенање брзине 

у унутрашњости цеви, док би за други дошло до успоравања. 
Означимо са а' Н а" те брзине светлости. Ако је п индекс пре~ 

ламања воде, с брзина 'светлости у вакууму I по брзина светлости у 

води, када ова мирује, бине, због образаца (58) и (59) § 32.1, где треба . . 
сиеиити (l са с, а (12 са 0.0. 

(19) 

Брзине а' и а" разликују се врло мало од 

ности брзине воде (v), и затп можемо ставити 

с с 
0.' = - + к v , а" = - - к v , 

п . п 
(20) 

због малих вред-

озн-ачавајуни са к 

то ће други зрак 

константни коефицијент. Ако Је 1 дужина једне цеви, 
задоцнити према првом за 

21 21 
b.1=-- - . 

а" а' 

Ако се ставе вредности 0.' и а" I д«Щивз се 

(21) ЛI · 4Kln'v (1 •• V')- ' '-'= - -nк- . 
с' с2 

Померање интерференцијалних пруга које одговара овом задоцњењу 

може се измерити, па се помоћу њега може израчунати вредност l<оефи· 

цијента к. Овај експеримент изводили су и Micl1elson и Мосlеу, 3еман, 
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а са чврстим телима место течности Zeeman и Snethlage (1920 г.). Вред

ности за к које су они добllвали не слажу се са наведеном вредношliу: 

(1 - ~.), према Фре.нелову гледишту, а ближе су оној која се јавља у 
. . ' 

ЛореНЦОВОЈ теОрИЈИ епектрона. 

Овај дакле резултат Физоова експеримента иде пише у прилог гле

дишту да етар потпуно мирује (односио да у њему може да постоји 

само треперење). 

в) МајкеЛСОНО8 ексuеРUAfенш. Претпоставка да је етар средина која 

потпуно мирује у простору одржавала је наду да се може наhи апсо-

. лутно кретање (према етру) посматрача или извора светлости. Још је 
Максвел дао идеју за експеримент 

чије би извођење имало З3 ЦИЉ да 

ово покаже. Мајкелсон га је извео 

на начин који је приказан на сл. 38. 
Светлосни зраци који иду од извора 

S у план паралелној стакпеној пло

чици Р" која је . упола посребрена, 
растављају се у два снопа. Први иде 

до огледала SI' врана се дО Р1 И од
бија се у дурбин D. Други сноп иде 
у правцу огледала S, и, по сле од- . 

бијања, стиже такође у D. Плочица 
Ps ставља се зато, да би сваки од 

Ј, 

; __ --/';\L-P.-' #_' -.:.$''-11 
v .. 

Сп . 38 

снопова кохереНТIIИХ зракова који интерферирају у D прелазио исти 

број пута кроз стакло . Дужина P,S,=P,S.=I. Овај а парат преноси 

се заједно са Земљом. Дакле, ако се узме у обзир само брзина Земље 

при обилажењу око Сунца, брзина апарата је v = 30 km . Два помену-
. _ . sec . 

та снош"- светлосних зраковз пролаз~ различите путање . УЗМИМО да је 

раван слике хоризонтална (апарат је постављен на плоt!и која плива 

на живи) и да се кре!;е у правцу P,S,. Ако етар мирује , а с је брзина . 
светлости у њему, у односу на апарат зрак P,S, има релативиу брзину . 

с - v а зрак S,P, брзину: с + ". Време за које I;е први СIIОП прева

лити пут P,S,P, бине 

1, = 1 + 1 = 21 (1 + ~ + .. . ) . 
с - v с+ v с с 

Као што је лако видети, брзина којом "е други с ноп превалити 

пут p,S. или S.p, , управни на правцу кретања Земље , би"е {с' - v·. 
Зато путу Р, S, Р, одговара интервал времена 

21 21( 1v' ) 
1, = { - = - 1 + .. с' + ... . 

C~ _\l2 С ~ 

20' 
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Према томе ; са тачнош!iу до другог степена мале величине 

v 
~=- , (22) 

с 

разлика у времеиу, тј. закашњење једног ' снопа према .другом биltе 

(23) 
. . 1 

/::;t=t,-I.=-~· . 
с 

Ако се овај број подели периодом одређеног таласа (зрака одре

ђене боје који се у апарату пушта) добине се број трептаја N. Из обра
заца (15) § 31 и (5) имамо да је с1 = С У вакууму (приближно У ·ваз

А 
духу) и Т= - . Дакле је 

С 

(24) 

(за жути зрак Ј е 
Ако обрнемо апарат за 90', ·зраци Р,8, 11 Р, S, мењају улоге и 

израз (23) за /::;/ мења знак. У дурбину D требало би због тога да се . 
поематра померање интерференцијалних прута, које би одговарало за

кашњењу Једног снопа зракова према другом за .. 

(25) 21 о ' 
А е . 

Резултати првог Мајкелсонова покушаја (1 881 Г,), А. А. Michelson
Е. W. Могlеу-ева (1887) експеримента, Morley - О. С_ Мillег-она (1904, 
1905) испали су негативни, тј. очекивано помераље интерференцијалних · 

пруга није се могло запазити, па, према томе, није се могла одреДИТI;t 

ни брзина кретања Земље према етру. Тачније речено, резултат послед

њег од поменутих експер,имената могао се - протумачити тако да рела

тивна брзина Земље према ,тру није веliа од 3'!, km/sec. Милер' затим, 
на основи експеримената вршеиих 1921'-26 Г . , flOBeltao је ову границу 

до 9 km , ио ип~к је она и сувише мала, јер само при обилажењу око 
sec .-

Сунца Земља ~Ma брзину од 30 km/sec. С друг е стране, ове Милерове 

броЈие податке нису потврдила мереља која с у изводила друга лица. 
Шта више, R. Tomaschek (1924) је експериментално утврдио да не игра 

улогу, да ли се при ТО,ме узима светлост извора на Земљи ИЛИ ' свет-

лос.т звезда. .-
Дакле резултат Мајt<елсонова експеРИlt1ента испао је нс ! ( 13 "љан 

за гледиште ПО коме би етар био средина кој а мирује у ar l ~' O : l) TJ!!I"'\ 

простору. 

с) Сањаков ексПерименШ. Док је Мајl{елсон о в експеримент т рс " ало 
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да покаже померање Земље према етру при транслаторном нретању 

(јер за кратко време за које сео експеримент изводи може се кретање 
. о 

Земље сматрати за транслаторно), помоhу другог експе римента, Сања-

кова (1913), може се узети у обзир ротационо кретање . Да би се ово 

постигло, узмимо да су на покретној плочи постављен а три огледала 

(3 .. S,., S,) и планпаралел н а плоча S - види сл. 39*); сноп зракова који 
иде од извора ј раздваја се у плочи S тако 
да један од снопова иде даље у смеру су

протном кретању казаљке на сату . S 5,5,5. 
5Р, а други у смеру ' казаљке 55.5,5, 5Р. На · 
фотографској плочи Р долази до интерферен-

ције и интерференцијалне пруге могу да се . S, 

сниме: 1) када цео апар ат мирује, 2) и 3) 
када се он обрhе у једном нли другом смеру. 

Ако се претпостави да етар мирује, тј. 

да сс· у њему само расuросшuру светлосни 

тала си, како један од снопо ва иде у смеру 

обртања, а други у супротном мора доhи 

S, 

с., . 39 

до померања интерференцијалних пруга у односу на онај положај у 

коме апарат мирује. Елементарна теорија ове појаве показује да ово 

v 
ломерање зависи од количника с И, ако се са ш о знач и тренутна уг· 

ловна брзина обртања апарата, са А таласна дужина зр а кова, са F по
вршина ПОЛИГQна који не ограничити зраци, ОНО ће ИЗ НОСИТИ 

(26) 
4ш F 

СА 
• 

Ово је померање МОГЛО бити ззпажеНQ у многнм случајевима, у 

којима се експеримент ИЗВОДИО са раз-личитим угловн им брзинама и 
димензијама апарата. 

Сличну Сањаковој идеЈИ налазимо у основи Мај келсон - аа1е-ова 

експеримента (1925 г.), '" п отиче од Мајкелсона (1904 г .). Као систем 
који се обрhе према ет ру уз има се сама Земља, а збuг њеног спорог ' 

обртања, тј. мале вредности Ц' , ПОElеkава се површина F (осим тога онда 

у израз (26) улази и синус географске шири не места посматрања). По- . 

сматрања су и овога пута дала померања интерфеРefщијалних пруга 
која се слажу са теориским . 

Дакле, резултати ових експеримената иду у прилог гледиlUТУ да 

етар мирује, тачније, да по стоји кретање Земље према етру. Осим тога 

Мајкелсон - Галеов експеримент одлучно говори против претпоставке да 
би етар могао да се кр еће заједно са Земљом (у њеној запремини), јер 

*) Ово је упрошhена схем а експеримента - Сањак је УЗ!1~l а о четири огледала. 
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онда не би уопште наступило померање интерференцијалних пруга. Према 

томе отпада и МОГУћНОСТ да се овом претпоставком објасни резултат 
првог Мајкелсонова експеримента. 

d) Аберација. У појаве' које играју УЈ10ГУ при решавању питања 

о природи светлости убраја се и аберација. Она се састоји у привидно~ 
s померању звезда које долази услед кретања 

$' 

Р' Р Ю 

Сп. 40 

одакле добивамо 

И, према томе, 

посматрача и распростирања светлости конач

ном брзином (у вакуу,"У: с). Нека звезда ' шаље 

у извесном тренутку светлост у правцу SP по
сматрачу који се креће брзином 1). Нека буде 

е угао који образују ова два правца. Како је 

потребно извесно време да светлост у ду рб и

ну D стигне од објектива до окулара, мора 

посматрач нагнути дурбин у смеру кретања. 

у троуглу DPI", очевидно, стране РР'н PD 
треба да буду пропорционалне брзинама v и с 
и звезда се види у правцу I"S'. Дакле имамо 
(види сл. 40) 

sin а : sјп (9 - а) = v : с , 

v sjn е ctg а - V cos е = с 

t а = V sjn е . 
g с + v cos е 

Ако 
v 

се занемаре чланови са с са степенима ВИШИМ"ОД првог, . би~е 

(27) tg а =~ sjn е , 
с 

и ово је основни образац. За 9 = 90' добивамо величину 

(28) 
v 

0:. = arctg - = 20",47 
с • 

која се зове консшаНiIiа аберације. Услед аберације, коју је утврдио 

Brad1ey (1126) и која се зове годишња, описуј е свака звезда на небе

ском своду' елипсу, јер се Земља креllе, у току године по .затвореној" 

путањи. Појава аберације може се лако објаснити емисионом теоријом 

светлости, а и на основу претставе о етру који се делимично крене 

заједно са Земљом (Френелово гледиwте). Аберација не би наступила 

да Земља потпуно повлачи етар, тј. не иде у прилог Херцову гледишту. 

Ајгу је нашао да се иста вредност аберационе константе добива и када 

се узме дурбин напуњен водом. Дакле аберација не зависи од индекса 

преламања средине у дурбину. 
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е) ДоилеРО8 ефеКiIi. Померање спектрапних пинија које се посматра 

кад се извор светпосТИ и посматрач крену један према другом прет

ставља једну од најважнијих појава, јер се на њу осnањају многи за

кључци не само у Теориској физици него у и АСТРОфIJЗИЦИ. Допперов 

.фект који важи у Акустици, где се он испољава у повишењу тона 

звучног извора, када се овај прибпижује посматрачу, а снижењу у 
супротном спучају, може да се објасни ~a исти начин као и у Оптици. 

• • 
Само, у Оптици попазимо, наравно, од тапаса који се распростиру у етру. 

Претпоставимо, једноставности ради, да је тапас равански и разпи

кујмо два случаја: 1) кад се посматрач крене и 2) кад посматрач мирује. 
Нека усто буде талас линиски пола риза ван, тако да је дат изразом (28) 
§ 31.1, аl(О је х - оса управљена 'Ј правцу простирања таласа 

.( ( Х) Еу = а cos 2" 1'-);: , 

а А = сТ. Нека се посматрач крепе у истом смеру, тј. узимамо да се 

удаљује од "извора· брзином У. Даl(ле његов положај је увек одређен 

вредношhу х = vt (ако је за (= о било и х = О). Вредност пројекције 

Еу коју не посматрач констатовати ма у ком TpeHYTK~ би!;е, према томе, 

Еу = а cos 2" (~- у() = а cos ~ (1 _.".) ( 
Т сТ Т с' 

Дакле фреквенција коју пе посматрати би!;е 

(29) 

. 
ако је v она фреквенција коју би посматрач нашао када би и он и 

.. извор" светлости мировали. 
у другом случају - када се извор светлости кр епе, а посма.трач 

м.ирује, претпоставићемо да ово не утиче на брз ину распростирања 

светпости: С = const. Нека се сада .извор· удаљује од посматрача бр

зином У, а растојање и зм еђу њих у почетном тренутку (= о нека буде 

једнако х. Талас који у овом тренутку шаље извор стипи пе до посма-

трача у тренутку (, = х. Посnе је~инице времена извор !;е се налазити 
. с 

ве!; на растојању х + v и шаље тапас који пе 

t 1 Х+У Д . . тренутку ,= + с . акле таnаси КОЈе извор 

времена сти>ку посматра чу у интервалу времена 

v 
(. - (, = 1 +-

с 

посм атрач примити у 

шаље у току јединице 
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и, према томе, рн ће констатовати фреквенцију 

(30) 

Вредности фреквенција (29) и (ЗО) поклапај у се са тачноШhу ca .~O . 
~ . . 

до првог степена -КОЛИЧНИI(3 с' ИЗ ОВИХ образаца ВИДИ ~e да се, КОД 

Доплерова ефекта, спектралне линије померају ка црвеном крају спектра 

када растојање између посматрача и извора светло сти расте (у се сма

њује, периода, з, према TQMe, и таласна дужина онда расту), а ка љу# 

бичастом, када се они приближавају један другом. 

Зауставимо с е на другој групи експеримената, наиме на Rowland
ову, Rбпtgеп- ову и Eichenwald - ову, Trouton - ову и Noble - ову експе

рименту који су утицали на схватање електромагн етских појава и играли 

улогу при прецизирању наших погледа на природу светлости . 

а) РоулаllДОU ексuерuмеllШ (187б). Поново га је извео А . . Ајхен
валд на овај начин, На плочицн од ебонита налаЗl1 се трака ОД станијола 

која је прекинута. lIа једном месту. Ова се плочица може обртати. Ако 

се облога ОД станијола опт'ерет.и електрицитетом, и плочица : почне да 

обрне, онда не се .. зстатичка игла у њеној близини окретати за извесан 
угао. Дакле, електрицна оптерснења везана З3 не ко материјално тело, 

које се помера, стварају у околини магнетско поље слично случају 
кондукторске струје. Ако се крајеви траке на м е сту .прекида споје са 

батеријом, па се п усти струја док цео апарат мирује, може се чак ' нани 

она кондукторска струја која има исто магнетско дејство као и обртање 

плоче (са одређеним бројем обрта). Назовемо ли КОlIвекцuоном сшрујом 
покретна оптеренење које се помера заједно са А\атеријалннм телом, 

ВИДИМО да је она, у погледу ствараља магнетског поља, еквивалентна 

ј<ондукторској. 

~) Реllдгеllови u Ајхенвалдовu ексuерuмеllШU са плочицом од изо

латора између плоча равног кондензатора још више потврђују ову 

екви~алентност. На странама плочице појављују се супротна оптере

нења услед поларизације диелектрика, И, ако се она обрhе, две КОН

векционе струје које се на овај начин стварају одговарају кондуктор

СНИМ, тако да пс изазвати магнетска поља. Овде се могу стварати 

разна магнетска поља , ако се sрше различите комбинације - обрhе се 

једна, или више плоча. Од нарочитог је интереса случај када се обрhу 

обе плоче кондеllзатора са диелектриком заједно. Према Херцову гле

дишту да се етар ирене заједно са телима, у ОВОМ систему не би тре

бало да се ствара магнетско поље. Међутим оно се ипак посматра и 

ова је чињеница у противречности са Херцово" теоријом. 

у) Траушон - Ноблов ексuерuменШ. Док се Мајкелсоновим експе

риментом тежило да се нађе утицај на светлосне појаве померања Земље 
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у oд~ocy на етар (уа претп о ставку да овај мирује) , др у ги експеримент, 

који су први пут извели Траутон и Нобл, требало је да открије сличан 

утицај у . области Електродинамике. Да би се ово ПОС ТI'ГЛО узима се 

равни конденззтор који ви си тако, да се може лака об ртати ОКО .осе 

паралелне плочама. Означимо са i} угао који образује нормала на пло

чама конде~затора са његовом брзином у односу на стар (тј .. брзином . 

Земље чији је модуо у). Нека буду + е и - е оптереl; е ља на плочама 

и Е, електростаткчка енергиј а кондензатора. Онда би п ри релативном 

померању апарата у односу на етар дејствовао на ПЛО', е кондензатора 

момент који би тежио да г а доведе у положај у коме су плоче пара

лелне правцу померања у односу на етар. Ако се узме да је покретна 

опт)Орећење еквивалентна струји (кан венци она струја). па се на основу 

Био - Сава ро ва закона израчуна овај момент, доб ива се за његову 
вредност 

у' . 
Ео с' зon 2!} , 

шта би се при савременим осетљивим апаратима свакако. могла конста

товати·). Међутим ни први покушајн, ни усавршени начин извођења 

који је дао. Томашек нису до вели до ПОЗИТИВНОГ резултата - конден

заТQр се није окретао онако како захтева теорија_ . Према томе се сма-
- " ' 

тра да и овај експеримент стоји : у противрецности са претпоставком 

да етар мирује у апсолутном простору_ Наравно, теорија овог експери

мента зависи и од других претпоставака (теорије електрона). 

у .0ВОI>\ параграфу наведени експериментални пода ци стварали су 

за. теорију светлоCIИ нове тешконе поред оних на које је . она . раније 

вен наилазила. Ове теш коh е су се осенале нарочито при даљем развитку 

електром.гнетске теориј е, јер резултати појединих експ еримената стрје 

у опреци са извесним O ~HO BH K\1. претпоставкама. 

Пре свега је искључен а МОГУћНОСТ да се усвој и Х ерцова теорија , 

према којој је етар потпуно везан за материју на они ,~ местима где 

ова постоји и да се преliOС И заједно с њом. Овом хипотезом мQглИ' би· 

смо да објаснимо Мајк елсон - Морлејев, Траутои -Ноблов експеримент, 

но она с е H~ може до вести у склад са Физоовим и Ајхенвалдовим ' 

експериментима. 

Друга претпоставка коју можемо учинити о етру у којем се рас

простиру електромагнетски таласи бипе Стоксова, коју су разрадили 

Планк и Лоренц. Према њој. на . површини Земље ета р је .. потпуло" 
везан за материју, а са све веkим растојањем од ње наступа и све вене 

њено померање према етру. Дакле, у лабораторијумима не може се ни 

запазити релативно померање према етру t и резултат Мајкелсонова 

.) Теорију овог експеримента види КО.l1М. У . Laue. Оје Rе lа ti vшltsthеоrlе Bd.l. 1921. 
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експеримента постаје ј асан. Али на већИМ надморским висинама, као 

ШТО је показао рачун који је извео ЛореНЦЈ ОН О се Beh може конета· 

то вати иако не достиже ону бројну вредност коју даје Милеров е""пе

римент. I{ретањ" етра (ван материје) слично кретању течности не стоји 

у противречносrи (чак ако се етру припишу осоБОlНе стишљиве течно

сти) са Мајкелсоновим и Траутоновим експериментима, али није у складу 

са бројним резултатим а Мајкелсон - Галеова е ксп еримента. 

Изгледа онда као лоследња MoryhHocT да се претпостави да етар 

мирује (није везан за материју). Онда се негативни резултат Мајкел

санона експеримента може објаснити само nOMoliY нове хипотезе, И 

овакву Х>1Потезу увели су Лоренц и Fitzgerald. претпостављајуhи да 

тела која с.е крећу у односу на етар брзином v бивају спљоштена у 

правцу померања. Ако је, наиме, [ дужина тела у стању мира, она не 
се претворити у 

(Зl) [' = [ v' 
1-

с' 

када лежи у правцу померања , а остаје непромењена када стоји управно 

на том правцу . 
. Зато у изразу за ' 1" који претходи обрасцу (2З) и који прет

ставља време за које не први сноп светлости у Мајкелсонову експери

. менту превалити пут Р,8, Р" треба ставити [' место [, па не бити 

/,= . 21'с = 2/ =1 . 
1 c"-vl VC2 _V2 :.. 

(због обр. З·I). Дакле, не ПОС1'оји разлика Ы (23) и не 
• 

морају инт~рфе-

ренцијалне пруге да с е померају. 

Лоренцова претпоставка о контракцији тела има очевидни недо

статак : образац (З I) бирамо унапред (без образложења) тако да испадне 

познати резултат Мајкслсонова експеримента . 

Електродинамика може, као што је показао W. Ritz, да се преради 
на један нови начин, како би се узела у обзир нова могућност, наиме 

да нр-етање извора с ветлости утиче на њено распростирање. Онда се 

ова теорија при ближуј е емисионој па се зове б алltстичка. Према њој се 

електромагнетс ки таласи распростиру тако да се брзина њихова сабира 

оеКТОРСI<И са брзином и звора. Сматра се обично да Ри цова теорија стоји у 

протиоречности са "чињеницом" коју је "доказао" W. de Sitter, са прин
ципом константности брзине светлости о којем не бити речи мало даље. 

Не улазеhи овде дубље у ово питање иапоменуhемо само, да овакви 

докази немају уствари довољно чврсте логичне о снове, ОДН. строгости. 

Нако су се испољавале све нове и новије тешкоhе за довде поме

нуте теорије, појавила се тежња да се нађе нов пут за излаз из стања 

у КОlе су их довели противречин резултати ПОЈ единих експеримената. 
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Овај нови правац дала је т.зв. Теорија релативитета. Иако је она доц

није обухватила и механичке појаве ми немо се у овој глави укратко 

упознати са њеним ОСНОВНИМ идејама, јер она узима за пола~не свет

посне, ОДН. електромагнетске појаве~ Осим тога и Теорија релативитета 

сщда у Теорије поља, а у ИДУПОј глави немо проучавати последице 

атомске хипотезе. -
§ 38.2 Основне идоЈе ТеориЈе репатнвмтета. Начини схватања ме_ 

ханичких и електромагнетских појава разликују се у једном врло важ

нам питању. У ОСНQИ3М3 Механике и Електродинамике налазили су се 

досада појмови апсопутног простора и апсолутног времена (§§ 1-2.1). 
Једначине Механике и"ају такав облик да за њих важи Галилејев прин

цип релативитета, тј. оне важе за триједре оса које миру ју у апсолутном 

простору или се померају једнако и транспаторно. У Механици, оној 

коју смо досада формулисали, . имали смо силе које дејствују између 

Јела са даљине и НИСМО Се заустављали на питању, како се ово дејСТво 

преноси, тј. нисмо .узимали у обзир евентуалну улогу средине. Чиње

кица да је бескрајан низ триједара оса који се померају један у односу 

на други потпуно ~кви валентан оном који мирује у апсолутном про

стору показује да се у односу на њ транспаторно И једнако кретање не 

може посматрати. Међутим у Електромагнетизму и. затим, у Теорији 

светлости прву улогу играо је медијум - етар у којем се ове појаве 

. одигравају и основне једначине ових теорија важе не ма за какве коорди
натне системе но само за онај у односу на који мирује етар. Зато се и 

очекивзпо да ле се МОћН одредити ПОМ ону светлосних, одн. електромаг
нетских појава померање у односу на њ и, дакле, у односу на апсо

)ЈУТНИ простор. Но ове се наде нису испуниле и А. Еiпstеiп предлаже 

(1905) да се физичке теорије измене у том смислу што ће се увести 

Н080 формулисање основних закона, наиме, да се оперише само са ре

лативним просторима и временима, тј. да се закони Електродинамике 

формупишу тако, да важе за све т.зв. .инерцијал не" координатне 

системе. Овај последњи појам УВОДИ се на овај начин: ако за неки 

триједар оса в'аже закони МеХ3iЈи_ке, онда се он, нао и сваки други 
који се у односу на њ помера транслаторно и једнако, зове uнерцuјалнu 

систем. 

Једначина (1) § 2.1 

(32) 3' = та , 

основна у Механици, којом се одређује кретање материјалне тачке, имапе 

исти облик, ако се вектор положаја т ове тачке, у односу на један ' од 

инеРЦИЈЗЛНИХ система, замени другим, r' I који је везан за први условом 

(33) T=r'+ot, 



316 

где Је D константин нектар, а t - време. Доиста , 

.. , 
Q.=r=l • 

а сила & од ових вектора не зависи. Вектор 

(34) .' D=t-r' 
бине константна брзи на којом се 'други инерциј аJlН И систем помера у 

односу на први. OBile смо наравно узели у обзир а псолутно време. тј. 

претпоставили СМО да се: з а све инеРЦliјалне систе .\\с може узети ИСТО 

време. Горњи закљу чак можемо изразити другим речима' овако: једна

чина (32) не мења облик (има инваријантни облИl<) при трансформацији 

(33). Ако. једноставности ради. узмемо х-осу у правцу померања дру гог 
инерцијалног система, а исто тако и х' ~ осу овог система, а оставимо ' 

да осе у' и <' покретног триједра O'x'y'z' буду п аралелне у и z 'осама 
триједра Oxyz, због (33) иманемо прве три једн ачине 

(33') х = х' + vt , у=у'. z = z' I t = /' , 

п о следња изр'ажава да је време у инерцијалним системима ИСТО, Ова 

трансформација координата и времена зове се Галилејева. 

Уочимо другу појаву; распростирање у вакууму сферног таласа 

(светлосног) из координатног почетка О. Ако у о брасцу (16) · § 31 ста
вимо о: = С И интег ралимо добићемо сl = Г. под усл овом да је у почет

ном тренутку t = О и r = О. Дигнемо ли на квадрат ову Једначину 
. . . 

иманемо услов 

(35) х2 + у' + z' .- c'l' = О 

који lIе важити за сферни талас (светлосни). Претп оставимо сад да ПО 

сматрач који је везан за систем O'x'y'z' имз, Тј . мерУ. , с;ю~е време t' 
Кад би се сферии талас распростирао у овом сист ему, за њ би важио ' 
услов сличан (35). Ако се прими т.зв. иранции консшаншносшu 6р,ине 

свешлос.шu, наиме, да без обзира на стање мира и кретања извора бр

зина светлости у вакууму коју извор шаље има у ниверзал ну вредно ст 

с [= 2.998, .10" cm{sec]. и ако се узме да из извора пође светлост у оно,,, 

тренутку када се координатни почеци поклапају . биllе у односу н а 

сваки систем талас сферни, па ћемо ставити 

(36) х' + у' + z' - c'I' = х" + у" + z" - с'/" = О • 

Овај закључак намеllе нам резултат Мајкслсо нова експеримента, 

према којем је брзи"а светлости на покретној 3ем ,ъи у свима правцима 
истаЈ па се овај закључ.ак преноси и на сце инерцијалне системе. 

На основу услова (36) треба да одредимо ону трансформацију 

коор дината и врем ена која liе бити с њим У складу. Уочи мо поново 
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најпростији случај, кад осе У' и z' остају паралелне осама у и Z, тако 

да се, дакле, тачка О' помера дуж осе х. Услов (36) \је се упростити, 
јер добива оБЛИI( 

, ' 

(37) 
Ставимо 

(38) 

" 

х' - с' /' = х' - c'f' 

кх'=х - уl " 

кх =х' + vt' I 

Н _ вредности х' и t': 

(39) 

КОЈе 

t' = !.. + .!.-(К· - 1) 
к KV 

следују из ових у сл ова заменимо у идентитету (37). 
Добинемо 

1 с' [21Х ' х' ] х' - с'l' - - (х' - 2xvt + "' 1' ) + - (, + - (К' - 1) + -" (К' - 1)' _ о ка - ic2 v . \1- , О 

Al<O изједначимо са нуло" коефицијент код l' б и }, е 
• • v2 с!l 

- с' - - + - =О 
к2 к8 

ил и 

(40) к' = 1 "' 
с' ' . ТЈ· 

(в. обр. ' 22). Сада је ла ко видети да са овом вреДНОШ }IУ к ишчезавају 

и коефицијенти код х' и 'х, ТЈ. да не наш УСJlОВ б ити задовољен. ' Из 

ЈеДН,ачина (38-40) следуј е 

у' = У 
" х - VI 
х= -1"1=- ~2 

(41) 

z' =z 

, 

и ова т,зв. Лоренцова шрансформацuја оставља и з р аз (35), адн. (37) 
инваријаитаи (Лоренцова трансформација за једну димензију ; У = У', 

z = z'). Галилејева трансформација, тј, обрасци (33') , б иhе, граничии слу
чај ове, када с -но, . као што се непосредно види ИЈ друге групе јед

начина (41). , 
У ' претходним · рззлагањима искористили см о две претпоставке. 

Прва је- Т. ЗI\. I\РННЦИП релативитета који је М. Laue формулисао на ОВ,ај 

начин: .. Из скупа појава у природи може _се са по вишавањем апрок

е имације одређивати с ве тачније такав систем референ ције (тј. коорди

д н н атие осе х, у, Z;' BpeMe 1), за који пе закони ПРИ Р O,Iе важити у од-
• 

• 
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ређеном, математички једноставном облику. Али овај систем није помоћу 

појава једнознацно одређен. Постоји троструко бесконачна множина так

вих, еКВИв3ЈЈентних система који се померају један у односу на други 
константним брзинама". Друга је претпоставка наведени принцип КОН

стантности брзине светлости. 

Ове две претпоставке нене бнтн у протиоречности, прво, ако се 

Електродинамика осло боди претставе о етру, и друго, ако се служимо 

само појмовима о релативним просторима и временима. Онда преJlаз од 

једног система рефере нције ка другом врши се, као што смо мало пре 

видели, пом ону Лоренцове трансформације . Да видимо само још зашто 

бн ова два принципа била у противречности ако ос танемо при старим 

схватањима. 

Нека буде :1: ј едан инерциј3ЈЈНИ снстем, који сматрамо да се на

лази у мнру, а S неки извор светлости који се једн а ко помера у односу 

на овај систем брзином D. Нека се други инерцијал ни снстем :1:' са ко
ординатним почетком у S помера транслаторно у односу на први. Ако 
важи принцип релативитетз, онда ће се у систему "'f' светлост распро
стирати слично случају извора непокретног у:1:, тј . У свима правцима 

' константном ,брзином у односу на ~'. "Означимо сад вектор·брзину са С. 

Онда посматраци који миру ју у :1: треба да кон статују да се у односу 

на њих, у правцу померања :1:', светлост распрости ре брзином С + D, а 

у супротном правцу брзином с - D. Дакле у ОВО ,\1 систему не важи 

други принцип . Ме~ути ,\\ ови су принципи доведени у склад у о брасцу 

(36) и то - учињеним претпоставкама. 

Део Теорије релативитета који , се ос нива н а ОВИМ принципима зове 

с е Сiiецuјална ilieopuja релаiiiцвuшеша. У њој се , као што се види, 

принцип релаrивнrета ОДНОСИ само на једнака пра волинискз кретања. 

у низу основних питања која се проучавају у овој теорији имамо 

и питање истовремености догађаја и синхроннз,ације чзсовникз. Ако се 

два догађаја дешавају у разним местима, А и В, онда је , при претпо

ставци да постоји ап солутно време, ПОТПУНО јасно шта значи да су они 

истовремени . Требало би да имамо у А и В два синхронизована часовни

ка да бисмо пдредили истовременост. Исти поступак имамо и у другом . 

сnучају (нема апсолутног . времена), само треба да имамо начин да син

хронизујемо часовнике А и В. Према Ајнштајну "Бр еба усвојити следени 

поступак ("ОјИ се оснива на принципу константности брзине светлости): 
нека се растојање А и В не мења; у тренутку 1 = 1., по часовни"у А, 
шаље се светлост из А у В; огледало у В је одбија ка А где свет

лост стиже у тренутку 1. + т. Онда часовнии у В треба нзвити тако, 

да показује 1 = 10 + ; у тренутиу када тамо стиже светлост . 
. 

Сад, пошто смо формулисали основне идеје Специјалне теОрИЈе 

релативитетз, можемо да видимо какви се з аКЉУЧЦfi могу изводити на 



ОСНОВи Лоренцове трансформације која даје везу између посматрања .у 

системима референције ~ и ~'. 
Посматрајмо два догађаја који се у систему 1; сматрају за исто

времене (1, = t.) а дешавају се на разним местима х, "" х,. Онда не се 
она запазити у систему ~' у тренуцима (в. обр. 41) 

(42) 

• 
ТЈ. у овом систему они се не могу сматрати за истовремене. 

(43) 

Истовременост, дакле, је релативан појам. 

Ако је 1, > 1" иманемо 

v 
1, - 1, -. (х, - х,) 

1 ' - 1'- с . 
2 .-

• 

Да би у систему 1;' тренуци 1,' и 1,' имали реалне предности треба 
да буде · ~ < 1, тј. v < С. Према ТО .8е брзина светлости јавља се као 

горња граница могунних брзина материјалних тела при релативним 

кретањима. Из обрасца (43) ВИДИ.но да не бити 1.' - 1,' > О, кад је 
. . Х2 - Х1 
ТЈ· С > 1 1- ' ,- , 

Дакле при поменутом услову за могу!;не брзине, ред којим се 

могу запазити догађаји остаје исти и у систему k' . 
Ако узмемо два догађаја на истом месту (х, ~ х,) у тренуцима 

1, < 1" бине, према другом обрасцу (43), 

(44) (1,' - 1,) v 1 -~' . 1. - 1, , 

тј. интервал времена у си стему 1;' изгледа дужи. Али и обрнуто, ако 

узмемо у систему "'f.' два догађаја на истом месту х/ = х.ј, биhе због 

другог обрасца у средњој групи (41), 

(45) (1, -1,) vl - ~'= t.' - 1,' . 

Дужина интервала времена коју не запазити неки посматрач за

виси од брзине померања (релативног) његова система референције. 

Испитајмо постоји ли нека веза између мерења исте дужи од 

стране посматрача у системима ~ и l:': Нека буде 1 = Х! - х. отсечак 

дуж х-осе који, дакле, одређујемо у 1: тако да у одређеном тренутку 
1 уочимо на лењиру, постављеном дуж отсечка, места која одговарају 

крајевима отсечка. Исти поступак · треба применити и у систему 1:', 
само у тренутку 1'. Али ако прочитамо поделе на лењиру у тренуцима 
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t1• и '.' -и, даље узмемо !/ = ''l,' = '. времена '1 и t. која ИМ одговараЈУ 
не"е бити једнака. Из једначине (43) добивамо за овај случај 

v 
1, - 1, = ... (х, - х,) . с 

А из прве једнач"не (41) слеДУЈе 

(46) 

Стављајуhи претходну вредност разлике 1, - 1" добиhемо после 

скраhивања . 

тј. образац (31) који ч"ни суштину Лоренц·Фицџоралдове хипотезе, по 
којој покретном посматрачу изгледају дужи У правцу померања cKpalteHe. 

Дакле и временски и просторни ннтервали у правцу померања 

зависе од брзине кретања посматрачева (у правцу нормалном они се 

не мењају). Но постоји врста интервала који" према Теорији ре!!ати

ви тета остају инваријантии. Ако претпоставимо ла се из координатног 

почетка распрос·тире сферни талас, и да је за време dt прешао расто
јање dr (dx, dy, dz), одн. за dl' У систему ~' dr' (Јх', dy', dz'), биltе према 

обрасцу (36) 

(48) dx' + dy' + dz' - с' dt' _ dx" + dy" + Јг" - с' dt" . 

Овај образац можемо проверити, наравно, и пом ону низа следеhих 

обрззаца који се добивају диференцирањем образаца (41) 

(49) dx' 
dx - vdt , dy'=dy, dz' = 'dz' , 

v 
.. dl-,dx 

dl'= . с . 
(I - Р' 

-Променимо сад ознаке ' KoopД~HaTa и apei\leH3 стављајуни х = Х.1, 

У = х" z = х, и ict = х •. Простор од четири ДИ;lензије у којем улогу 
четврте координате игра ,време зове се у Теорији релативитетз' свеШ. 
МеТРIIКУ у овом простору одређује израз за линиски елемент ds који 
Је према обрасцу (48) инваријантан и чији је об.""К 

(50) ds' = dx,' + dx.' + dхэ' + dx,' . 

Деобом прве од једначина (49) сапоследњом добивамо ·за вредност 
брзине тачке у правцу х' -осе, у систему ).:', 

и' = dx: ·..:d:.:x.:.....,v:.:d:.:l_ 
dl .. dt - ::'dx 

с' 
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, 

или, ако поделимо бројитељ и именитељ са dt и eTaBIIMO за брзииу 

исте тачке у систему }; 

dx 
и=- , 

dt 

имаliемо 

(5I) 

Одатле Је 

(52) 

и-" и' = --ссс ' 
а. 

1 - с2 

и' + v 
11 = ,. 

1 а v 
t с2 

Ове једначине претстављају Ајнштајнову теорему о сабирању бр

зина која се, оqевидно~ разликује од оне у класнчној Ме ханици, и према 

којој би било а = а' + v. 
Образац који смо добили може одмах да ПОСЛУЖII за објашњење 

ФИЗ00ва експеримента. Узмимо да је вода (течност) у цеви средина 

за коју је везан покретни систем 'Е!. Нека буде п њен индекс прела

м.ања. У ОВОМ систему светлост може да се распростире на све стране 
. , 

брзином" " значl1. у · Физоо ву е'ксперименту у цеви, у l(ojoj се течност 
п . 

помера у истом смеру са свеrлошliу брзином v у односу на непокретни 

-систем L , је 
, с 

и =-. 
11 

Брзина светлости у односу на систем}; биliе, због 

обрасца (52), 

с - + V 
п 

И= . 

1 +~ 
nс 

• 

V 
Када се именитељ раЗБИ Је у ред по степенима мале велицине -, 

с 

и чланови вишег реда занемаре, добива се 

. 

(53) U=~+ V(I -~) 
п п' 

(упореди са почетком § 36.1 ). На овај начин добили смо Френелов израз 

за коефицијент к који смо увели у обр, (20), 
Како смо мапо пре добили образац (47) који даје Лоренцову KOI/

тракцију са гледишта Теорије репативитета, јасно је да смо у исти мах 

нашли и објашњење негативног резултата Мајкелсонова експеримента. 

21 
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ИСТО тако МОГУ се из основних образаца Теорије релативитета 
извести обрасци за аберацију (који се поклапају са онима из елемен

тарне теорије ове појаве, ако се занемаре ~. и виши степени) и за До

плеров ефект. Затим се могу објаснити и резултати Сањакова и других 

експеримената. Овде се ненемо упуштати у подробније излагање ових 

објашњења. Али Ђемо се задржати на увођењу "ојма "света" - четво

родименэионалног простора. 

Још је Лагранж говорио о могуhности проучавања Кинематике као 

геометрије овог "простора" у којем улогу четврте координате игра вре

ме. Како израз (50) за квадрат линиског елемеита .има облик сличан 

изразу у Еуклидовој геометрији, наш четвородимензионални простор 

одговара Еуклидовој множини у којој је једна од димензија (х,) има

гинарна. Овде ћемо дати нови смисао Лоренцове трансформације. Услов 

(36) можемо преписати са новим ознакама, па I-.e.~o имати 

(36') 

што значи да се при Лоренцовој трансформацији не мења квадрат мо

дула вектора положаја. Требало би према томе очекивати да овој транс

формација одговара обртање координатних оса. Да бисмо ово видели 

ставимо 

(54) 

Х '. - ' 
X t ' = - х. sin ср + ХЈ co s ср 

tg <јЈ = - j~ . 

Прве две једначине, као што Је познато, одговарају обртању оса 

ХЈ Х,,- ОКО праве нормалне на ЊИХОВОЈ равни; из треће пак следује 

(55) 
1 

cos q> = 7:='= , -l~ 
sin <јЈ = .r 

r I-~· 
• 

Ставимо ли ове изразе у прве две једна чине (54) и узмемо ли у 

обзир да је х, = је!, х,' = је!', ДОбиhемо одмах једначине (41). Дакле 
прелаз од једног система референције на други, који се релативно у 

односу на први помера, одговара обртању координатних оса у систему 

координата Х1 , ."(21 Ха, х ... Наравно УЗИ,v1а се ортогоналан систем референ~ 

ције, као што се види из облика образаца (36), одн. (36'), и У овом про
стору можемо се служити Теоријом вектора . Само ће у овом случају 

вектори имати уопште четири компоненте дуж координатних асз. Нека 

еј буду јединични вектори ОВИХ ОС3. Услед ортого налности имамо услове 

(56) (еј еЈЈ = О , i, ј = 1, 2, 3, 4 , 

где поново мале заграде означавају скаларни производ. Ова се врста 



32.3 
• 

производа дефинише као и код три димензије. тј .• аl{О су дати векторн 

21 = А, е, + А. е. + А, е. + А, е, • 
(57) . 

'8 = В, е, + В. е, + В. е. + В, е, 
• 

бине 

, 
(58) ('lt '8) = L А, в; . 

1 

Тензор у простору од четири димензије . има уопште 1 б компоне
ната (упореди § 0.3 схема 42). f{одсиметричног тензора иманемо свега 

десет различитих компонената (дуж дијагоиале и с једие њене стране). 

а антиметричан тензор одређују шест компонената. Векторски про

извод за четири димензије не дефинише се на исти начин као у троди

мензноналиом простору. Зато морамо дати другу дефиницију. Да бисмо 

до ње дошли напишимо пројекције двају вектора у облику матрице 

(59) 
• 

А, А. А, А, 

В, В. В, В, 
• 

помону КОЈе можемо н.!јИ шест детерминаната 

(БО) 

бројеве ај} сматрајмо за КQ,,"шоне нте антиметричног тензu ра Ф који ће.\1О 

звати векторски производ и означаваћемо га 

(б 1) ф = (21 '8] *) . 

Појам просторног и звода можемо . наровно уопштити и за случај 

четири димензије. и можемо разне . врсте просторних извода добивати 

помону уопштеног Ха"илтонова оператора: · 

(62) 

(63) 

иJlи 

(б4) 

или 

(65) 

д д д д 
-v=е'-д + е.-+е'-д +е'-д 

Х1 дх. Ха Х4 

Дакле иманемо, ако је <р неки скалар а D (v 1 , V2 , Va, v,) вектар, 

д,!, д :р 

д е, + -;д--'-- е, 
Ха Х" 

Grad 'р • 

Div D, а 

[\7u] = Rot u 

*) у тродиwензнонаnном простору њему одговара вектар - векторски производ. 

_21* 
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је антиметричан тензор ЧИЈе су координате, према обрасцима (62) 
и (60), 

Како Rot 1> није вектор, не може да се тражи дивергенција ротора. 

Но лако је наl," услове које не задовољавати увщ компоненте (66): 

дф,. + дФ .. + дф" = О 
дхз дХ1 дХ2 ' 

дф" + дФ .. + дФ .. = О , 
дх. дх. дх, 

(67) 

траже"и изводе израза (66) и комбинујуни их I(ако је означено. 

После овог УОПШТдвања основних појмова Теорије вектора за случај 

qет~ородимензионалног простора можемо да пређемо на оне појмове који 

су потребни за Кинематику, Дииамику и Електродинамику у оквиру 

Теорије релативитета. 

Нека четири броја Х:I, Х2' Хз , х .. одређују тачку у "с"вету", - ми 

немо је звати фигуративна тачка. Ако се она no,\lepa, може се увести 
појам брзине и убрзања у овом простору (свету), али зато треба да 

сматрамо Х; као функције неког параметра (пете величине, која не играти 

исту улогу као време у класичној КинематиЦи). Имамо, дакле, систем 
}; и тачкуМ која у овом систему има брзину D (v); У "свету" је њен 

вектор положаја (према обрасцу 57) 

(68) 

другим речима - вектор положаја фигуративне тачке Р. Са тачком М 

можемо повезати систем};' у којем она мируј е, тј. и овај се помера 

брзином 1>. Време у овом систему референције :!;' зовемо соuсшвено, 

означзвзмо га са 'i" и сам систем зовемо мирни. А кЬординате у њему 
нека буду х, О , Х20 , ХэО , Х .. О • Сопствено време т узимамо за поменути 

параметар. Применимо ли четврти образац (41), због f = < и Х, 0= const., 
би"е 

(69) 
dt I 
dr = v' 1 - [3' 

• 



Осим тога имамо х4' = јс'С И 

(70) dx.sO=O, dx,o=o. 
Количник 

(71) = Мр = Мр d/ = 1 1: dXJ 
q dT dt dT v' I_~. dt еЈ , 

због једначина (6В) и (69), зовемо брзином 'фигуративне тачке. У си
стему 1:'има овај вектор, због образаца (70), само једну компоненту: 

(72) q = iee. 

ИЈ према томе, квадрат његова модула не зависи од координатног си

стема, а једнак је - са, • 

Убрзање фнгуративне тачке дефинишемо једначином 

(73) 

Како је модуо q константна величина, убрзање СТОЈИ управно на 

. брзини фигуративне тачке 

(74) (qb)=(q dq)=.!.~q' = О 
dT 2 dT . 

Најзад, ако означимо са r вектор положаја тачке М у простору 
(тродимензионалном), имаhемо . 

(75) Гр=Г + ie/e. 
. 

и, после диференцирања по т, а због једначине (69) и дефиниције D =rt 

(76) 
D се 

q- + е - v' I-~' v' I-~' • . 
• 

Према основним идејама Теорије репативитета, законе природе 

треба формулисати у таквом облнку да га они задржавају када прела

зимо од једног система референције на други, а овај прелаз се ПОI(О~ 

рава обрасцима Лоренцове трансформације, јер је само она у складу 

са основним једначинама Електродинамике. 

Да би се и Механика довела у склад са њом, треба основну јед

начину (1) § 2.1 У њој, 

mа=3' , 
заменити Једначином која ће заДО80љавзти постављени услов, место да 

допушта Галилејеву трансформацију. Претходна Њутнова једначина, 



З2б 

пошто се 

у облику 

(77) 

маса . сматра З3 константну велицину. може да се напише 

d 
'df (тю) = {Ј 

која претставља закон количине кретања (в. § 4.1 ). 
Уочи мо материјалну тачку М и означи мо са то вредност њене 

масе коју добива мерењем посматра ч који мирује у односу на М. Ову 

велицину зовимо . мирна" маса. Вектор 

(78) 

имаве .прву компоненту једнаку количини кретања коју смо дефинисали 

у Механици, ако· ставимо 

(79) 
т m= о 

(1 - ~' 

. 308ИМО овај скала р маса. Дефинишимо сад у .свету" 8ектор 

(80) .\\ = {Ј !!.- icmo е 
(1 -13' + d< V 1 _ ~' ' , 

где је {Ј сила која дејствује на тачку М. а t с о пствено време. Онда 

основну једначину Механике можемо написати у облику који одговара 

постављеним принципима Теорије релативитета, тј. да она буде инва

ријантна при Лоренцовој трансформацији: 
• 

(81 ) 3,=.\\ 

или 

(82) 

Из последње једначине следује, наравно, и једначина'(77} ако се 

узму у обзир обрасци (80). (76), (79) и (69) . g можемо сматрати за 

количину кретања фигуративне тачке у "свету", .\\ за четвородимен_ 
зионалну силу која на њу дејствује. Но сад у једначини (7Ј) не сме се 
маса т ставити пред знак диференцирања, јер је и она променљива ' 

величина. 3ато Ђе уопште сила и убрзање (ю) имати разлиците правце. 

Узмемо ли скаларни производ 

d 1 d 
.11 q = q dr то q = ~ dr (то q') = о , 

он је једнак нули због обр.(72), тј. због конста нтности модула вектора 
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Ч. Трансформишимо ова) производ помону образаца (80) и (76), узима" 
јуни у обзир да вектори U и 1Ј стоје управно на е,: 

1 ( "",~I= 1_~·1JO)-..., 

.. ли 

(83) . 

Величина 

(84) Ет =...;;; 

има дим.еНЗИЈУ живе силе: 

mv' 
Т= 2 ' 

Лева страна једна"ине (83) Иj\lа димензију рада у ј единици времена. 

Ако је напишемо у облику 

(83') 
d 
-Ет =1Јо . dt . 

и сматрамо да при дефиницији 8еличине Ет- можемо увести !'IHTerpa
циону константу - то с', онда не израз (84) почињати од другог члана. 
Једначина (83') показује како у Теорији релативитета теорема живе 
силе задржа ва познати облик (20 § 2.3) . .. 

Да видимо какав не облик имати основне једначине Електродина

M~Ke у Теорији релативитета. За полазне узимају се једначине Лорен

цове теорије електрона (В. даље § 39.3) које имају облик 

.. 1 a(f 4~ 
ГО!Л=с д! +сро, div.f.i=O 

(85) 
Ј дј) 

го! (f = - - - div (f= 4,р , 
с д! ' 

du е · 
mdt=Ji=e(f+c[u.f.i) . 

у Теорији релативитета претпоставља се да је електр"чно оптере

tiење е константно, дакле QB3 се величина не мења при ЛореНЦО80ј 

трансформацији. Али ако се запремине мењају и то у размери V 1- ~': 1 
(В. обр. (47) - трансверзалне се димензије не мењају), то не и вредности 

густине за разне посматраче бити: за оног који се крене заједно са 

оптеренењем - Ро (и "варијанта), за оног који се номера релативно: 
Ро 
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Напишимо скаларне једначине које одговарају (85) и спојимо их 

у две групе. Прва !;е бити 

дН. дН. дјЕ, 4" - дх =c PV, дХ2 дх, 
, 

• • 
дН, + дН, _ дiЕ, = 4л о v 
дх, дх, дх. с·, 

, 
(86) 

дН. дН, дјЕ. 4" 
дх, дх. 

- =-p v, , 
дх. с 

дiЕ, + дјЕ, + дјЕ. 
дх, дх, дх, 

=4лiр , 

ако са ЕЈ , Е" Ен , Н1 •••• оэначимо пројекције вектора G:, .6, о на осе 
х, х, х. (в. ознаке после образаца (49). Друга група би!;е 

(87) 

(88) 

дiЕ, _ дiЕ. _ дН, = .0 
дх, · . дх. дх. ' 

дiЕ, _ дiЕ, _ дН, _ О 
сЈХ8 дХ1 ОХ, - , 

дfЕ. дјЕ, 

дх, дх, 

дНа ' 0 
дх.., , 

дН, + дН. + дНа = О . 
дх, дх. дх. 

Узмимо сад тензор (четвородимензионални и антиметрични) 

о Н, ~ На - јЕ, 

-На О Н, - iE, 
чг 

Н, - Н, О - {Ен 

iБ, јЕ, iE. О • 

Упоређујуliи га са једначинама (8б) видимо да liе лева страна сваке 

(1) од ових једначина бити дивергенција (В. обр. (64) вектора 21, чије 
координате стоје у ј - том реду схеме (88). По а налогији са обрасцем 

(58) § 0.3 који важи за тродимензионални простор, можемо онда увести 

велицину 

(89) 

(90) 

• 
vчг = Оју чг = Ze, div 21, . 

1 

Дефинишемо ли вектор "струју у четвороди"ензионалном простору" 

S=P.q=PD + ipce. 
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(в. обр., (7б), можемо четири једначине (8б) СПОЈИТИ У једну 

(91) 4" VW=-s. 
с 

Упоредимо једначине (87) и (б7). Како је, на пр. , Ф" = Н" Ф" . Н., 
Ф •• = Н. видимо да је прва од једначина (б7) идеНТИЧl1а са nocneA"l0M 
у (87) итд. Према томе можемо сматрати да се те нзор W добива као 

резуптат операције Rot ( в. образац (б5) примењене на извесан вектор 

~ - вектор, потенцијал (четвородимензионални). Ставимо зато 

(92) W = Rot 'l) = (V~] . 

На овај начин четири једначине теорије епект ро на (85) с појене 

су у две . (8б) и (87), кој е имају инваријантни обли к с обзиром на Ло

ренцову трансформацију . Н о треба имати у внду да пе једначине епек

тромагнетског поља имати за (покретни) систем референци је~' исти 

облик као и за систем L онда, када се уведе низ нарочитих образаца 

које дају везе између нових в редности (f', х/, р' , п' и старих G: , .б Ј Р, 1); 

Као поспедица ових образаца спедује и израз за силу ji (пета од јед
начина 85). На подробном извођењу овога не можемо се овде заустављати. 
Важно је да се истакн е да се електрично и магнетс ко поље заједно 

карактеришу једним тензором Чf. Растављање у два поља зависи од 

система референције, ј ер не у разним системима W имати · разпичите 

компоненте. У Теорији репатиеитета добива се према томе овај резуптат: 

поље које . је за мирног посматрача магнетско може З3 покретног изгле· 

дати као ел ектромагнетско. 

Систем једна.ина (91) и (92), које у Теорији репативитета одре

ђују епектромагнетско поље, не садржи хипотезу о атомској пр~роди 

епе1<Трицитета о којој немо говорити у идуlюј глави. 

Специјална теорија релативитета, · чије смо основне идеје навепи у 

овом параграфу а коју су угпавном разрадили Ајнштајн и Минковски 

(последњи је увео појам "света"), није могла да обухвати и појаву гра- . 

внтације. Да би ово постигао, Ајнштајн уопштава и звесне идеје и на 

тај начин се ствара т.з в. ОПllJта теорија релати витета . Овде можемо 

само да скицирамо њене ставове. 

у Специјалној теориј и релативитета поставили СМО као принцип 

захтев да једначине Електродинамике и Механике буду инваријантне 

с обзиром ка Лоренцову трансформацију. Важи пи ово, онда споменуте 

једначине задржавају свој о блик ма за који од инерцијалних система; 
тј. оних који се померају један у односу на други ј еднако и трансла

торно. Али онда остаје пита ње, може ли се одредити кретање у односу 

на апсолутни простор, када се кретање неког материј алног тела СВОДИ 

на обртање. Њутнова Механика даје на 080 пнтање позитиван одговор . 
. Међутим Теорија релативите'!'а, одбацују"и и сам пој. " апсолутног про-
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стора,. .тражи да се и проучавање појаве обртања формулише на начин 
како би се горљи -З ЗI{ључак ИСКЉУЧИО. Зато, на пр., у случају обртања 

Земље морамо говорити о обртању не у односу на апсолутни простор 

него у односу на скуп осталих тела у васиони. 

Основне идеје Опште теорије релативитета можемо формулисати 

овако: 1) важи претпоставка Специјалне теорије релатнвитета да, ако 

неки координатни си стем који се поклапа са другим, због убрзања на.

пусти ово стање, онда б." координате и · време у првом систему бити 

везани са координатама и временом у другом систему помону Лорен

цове трансформације; 2) инертна и тешка маса су идентичне: Овај став 
тумачи се овако. Масе појединих тела одређујемо обично мерењем те

жине, јер знамо ·да ј е маса неког' тела сразмерна његовој тежини: Ре
зултат ·овог начина одређивања зовимо шешка маса . Међутим познате 

су нам н силе инерЦИје, на пр. центрифугална сил а . Ове се силе према 

Њутновој Механици појављују услед убрзања у односу на апсолутни 

простор. Вредност масе неког тела која се добива мерењем ове силе зове 

се инершна маса. Према Ајнштајнову гледишту није унапред јасно да 

тешка и инертна масе морају бити једна-ке, па се ОВО мора претпоета 

ВИТИ. А из ове претпоставке може се извести Т.38 . uршщuu еквцвален-

. ције: да је поље инерције еквивалентна пољу гравитације. Он се тумачи 
· "а примеру посматрача који · се налази у н ској затвореној нелнји 

и може да види само оно што се у њој дешава. Ако ова пелија ми

рује у односу на неки инерцијални систем, експерименти које врши 

посматрач давапе исте резултате као и када се све крене сходно осо
бини инерције_ AI<O hелија има убрзано кретање, посматрач ће видети 

како, на ПР. ) слободно материјално тело пада убрзано у односу на зи

дове l!елије. Он може ову појаву протумачити дејством неке силе на 
тело; може 'Iак да закључи да на тело дејствује тежз, јер због ље тела 

падају убрзано. Но може, наравно, да каже да се н сама нелија креће 

убрзано, а тело због инерције. Дакле. за њега је поље сила инерције 

еквивалентна пољу сила грави"'!'зције.*) 

При математичком формулисању Опште теорије релативитета које 

полази од две наведе не претпоставке водило се још рачуна и о томе, 

да се у првој апрокеимацији добију ре зултати Њутнове Механике. 

Бројни резултати кој и се добивају у разним шпањима мало се разли

!<ују међу собом било да се · узме једна или друга теорија . . Према Оп
штој теорији релативитета материја ствара у простору поље гравитације 

а, у исти мах, одређује И особине простора. Н а име, само у б~сконачно 

малим деловима про стора можемо да се служимо ЕУI<ЛИДОВОМ геоме

тријом· (као код криве површине где се само з а један њен бескрајно 

*) ОнаЈ ПОСId <lт рач који се н а ... !з и ван hелије 3 11 а , м еђутим, ла убрзање нма сама 
hелијаl 
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мали део може претпоставити да се поклапа са ДеЛU"1 своје додирне 

равни). Јединице дужине и времена постају функције места у простору. 

А метрику треба у .свету " нзабрати у вези са распоредом материје и 

њениХ брзина и то тако, да би силе инерције у односу на сваки инер

цијални систем излазиле са ме, чисто рачунским путем. у Олштој Teo~ 

рији релативитета говори се о пољу као нечем ШТО има Физичке ОСо

бине и, према томе, у Физику се враnа појам етра који су хтели 
почетком ХХ века да одбаце, 'јер је очевидно да име I( оје се даје овом 
"нече~" не игра улогу. 

На првим корацима Теорије . релативитета изгледало је као нешто 

сигурно, да Ilе се помоll у неколико појава ко.начно решити питање која 
је од теорија тачна, Њутнова или сама Теорија репативитета. Прву од 

ових појава претстављају извесне особине у кретању Сунцу најближе 

планете, Меркура, које Н ебеска механика није могла да објасни помоћу 

Њутнова закона гравитације и распореда тела у Сунчеву систему. Друга 

је појава - повијање зрако ва који иду од Звезда а пролазе у близини 

Сунца; ово се повијање одређује мерењем положаја звезде за време 
помрачења Сунца. Најзад, трећа појава је померање , ка црвеном крају, 

спектралних линија светлости коју шаље нека велика маса, Ha~ пр. 

Сунце, у односу на положај тих лииија у спектру који даје неки извор 

светлости на Земљи . Данас, међутим, знамо да се ниједна од ових поја

ва, и поред Tora ШТО стварно постоје, не може сматрат и као доказ тач- , 
ности Теорије релатнвитета. Ајнштајн (у сараДЊIf са :lРУГИМ научин

цима) као и 'ДРУГИ покушавапи су да створе још ОПШТlJ ју теорију, која 
би обухватила · сва питања, тј. спојила поља rравитације и електромаг· 

нетско у једно. Но овде се не можемо · зауставити ни на анализи ОВИХ 

идеја, као ни на тешконама на које оне наилазе П ОI"лавито у вези са 

развитком Атомистике. 

§ 37 3раЧlње, аПСОРпциЈа, диспеРсиЈа. у оном делу Теорије свет
лости који смо досада анализирали дотакли смо се углаВН9М lIзчина 

расцростирања и појава које стоје са њим у вези. Било корпускуларна 

теорија, билu електрома г н етска, она.кве ~aKBe су бил е изложене, могу 

да растумаче овај низ појава , но не обухватају још саму појаву зра

чења . 06јашњење механи зма, начина на који постаје светлост захтева 

нове претпоставке. 3амишљајући тачкасте изворе, осцилаторе који се 

налазе у некој тачки из које се распростиру ·таласи, зрачење павр. 

шине неког уснјаног тела, знатно упрошllавамо проце с који се уствари 

орши. Питање зрачења стоји у вези са питањем структуре материје. 

Ово nемо . морати подробније проучити у идуllој глави, где немо се 

вратити и на низ питања из Оптике. Овде немо и здвојити извесне чи· 

њенице, а пре свих ону која се · ..uднаси на уло ге разних тела у про· 

цесу эраqења. Једна околност, наиме, која олакшавз ствараље теорије 
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састоји се у томе дз , ако извесно тело зрачи, тел а КОЈа га опкољавају 

нс утичу на његово зрачење. 

Као ШТО нисмо били У стању да објаснимо како се зрачи светлост, 

не можемо још потпуно схватити ни процес апсо рциј е. Тек од дубљег про" 

учавања структуре материје могу се очекивати више или мање прихват" 

љиве слике за овај процес. Проучавајуни ове процесе наилазимо на 

основна пиrања у Физици те је појмљиво. зашто није лако створити 

теорију светлости која би могла објаснити ове појаве. . 
Имали смо прил ике да се вен упознамо са другом једном појавом 

која ствара тешкоhе за елеl<Тромагнетску теорију светлости чак и у 

питању распростирања, са дисперсијомсветлости . У овој теорији нашли 

смо т. зв. Максвелов образац (БО) § 32.1, који немо написати у облику 

п' = Е . 

, По љему, индекс преламања П зависи само од диелектричне кан-

станте медијума у којем се распростире талас. Дакле Максвелове јед-

н~~ине не могу без неких нових претпоставака да даду чињеницу по

знату из Експерименталне оптике, наиме, да постоји веза између ИН

декс.а преламања п и таласне дужине А: 

(93) п =/(1..) . 

И код појаве дисперсије светлости морамо, према томе, да уђемо 
дубље у осо бине материје. 3ато је Коши још у механичкој теорији 

светлости увео претпоставку о молекуларној СТРУ l<Тури материје, те је 

тако могао ближе да одреди претходну функцију . Образац који се до" 

бива у овој проширеној еластичкој теорији 

(94) 
Ь с 

п=а+ л·+ л, + .. ·, 

где су а, Ь, с константе, омогућује, чак ако се узму у обзир само 

прва два члана, да се Il3рачунају довољно тачн о вредности п за нор

малну дисперсију. Теорију дисперсије усавршио је даље W. Sel1meier, 
који је увео претпоставку да честице материје, молекули, врше осци" 

лације заједно са етром. А после развитка електромагнетске теорије 

светлости, обрасци претходне теорије који се одн осе на појаву диспер" 

сије добили су ново тумачење; улогу честица кој е врше осцилације у 

етру добили су електрон" и јони. 

Питање зрачења светлости стоји у уској вези са питзњем . топ

лотног зрачења о које" смо опширније говорили у § 20. Као што смо 
онда видели, закони зрачења се добивају у облику који најбоље за

сада одговара посматрањима тек ако се прими квантна хипотеза, и ако 

се уведу стаТИСТИЧI(е методе. Лритом сматрамо да је, статистицки, сваки 

талас еквивалентан осцилатору, да се у запре"ини тела I(oje зрачи На" 
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лази коначни број ових осципатора и онда добивамо Ппанков закон 

(126) § 20 који даје распоред вредности енергије зрачења потпуног ра

дијатора (црног тела) · по фреквенцијама. Видимо даље да овај распоред, 

ове вредности енергије зависе од апсолутне температуре тепа. На овај 

начин смањен је број величина од којих зависи зрачењс, тј . број ,сте

пена слободе-, Феноменолошким начином З3 решавање ових питања · за 

сада не располажемо, а тешко"е на који су наипазили ранији поку

шаји објашњења . светлосних појава приморале су нас дапотражимо 

нове теорије. Са новим правцем решења проблема светлости упознаliемо 

се у наредном параграфу. 

§ 38 Таласна ... ханмна. Ова нова теорија води по рекпо . од изве
сних аналогија 'које можем'о запазити у принципима Геомстриске оп

тике и Механике. Зато се вратимо подацима које пружа прва од ових. 

Према Ферматову принципу, распростирање светлости у медијуму чији 
индекс препамања П може да буде функција положаја одређује се функ

цијом S. Ова функција мора бити решење једначине (9) § 34 и онда у 
свакој тачки правац зрака (криве линије) одређује услов (8). У 'теорији 
парцијалних диференцијалних једначина дефинише се функција S (х, У, 
Z, <It, «,:, а.) која задовољава ову Једначину 

(9) (aS)' (aS)2 + (aS)2 = n' 
дх + ду az ' 

а зависи ОД три константе аЈ • а2' а. као iloiiiuynu uнйlеграл. Једначина 

(95) 

би!;е, 

(96) 

s (х, У. Z, « 1' а2 t ао) = s = const . . 

наравно, једначина једне од површина ајконала. 

Докажимо да пе једначине 

aS '. 
- = ~I( I 
да, 

где су /ЗК нове константе, одређивати светлосне зраЈ( е, тј. да су оне 

еквивзлентне услову 

(8) grad S = n! . 

у једначини (9), која следује из (8), функција п lI е зависи од а, 

Н зато је 

дп' aS a'S 
д =2д-дд + ... =0. 
ак Х Х ак 

Једначине (96) одређују неку тачку (за одређене вредности кон

станата) на површини (95). Када се мења вредност константе, тј. вред

ности S, ова тачка описнаане криау линију. Нека буде < параметар од 
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КОЈег зависе њене "оординате: х = х (,), у = у (, ), z = z (т). Очевидно је 
да ~j( и С1.к не зависе ОД овог параметра, те не БИТl1 

a~,' д'S dx 
dr =да,дхdт + ... =0 . 

Упоређивањем последњих двеју једначина доби вамо први од услова: 

dx дS 
-=у- , 
dr дх 

dy дS 
dr = у ду , 

dz dS. 
- = )' 
dr dz 

На сличан начин добивају се и друга два у слова. 

Дакле управљени елемент лука уочене криве ds (dx, ау, dz) има у 
свакој тачки правац grad S, па је према томе о н а светлосни зрак. У 

претходним једначинама у је коефицијент пропорционалности који је 

лако наПи . Имамо због услова (8) 

а, dsdt I 
ds = t = dr ds = п grad S 

Према томе Ј е 

1 ds s' 
у=- -- =- , 

п dr п 

и место горње три скаларне једначине добивам о векторску . 

(97) 
ds s' 
-d' =- gгаdS . 

t 11 

. Лук зрака s, а , п рема томе, и оптич"а дужина S су функције па
раметра t и ds = s' d r, јер су О)lе вели чИне ФУНКЦИје координата. I(al<o из 
Једначине (2) § 34 следује 

(98) 

тако да Је 

dS =nds=nydx' + ау' + dz' , 

dS а. 
nds = -d -а ds=S'dr , s 

Ферматов принци п (4) с е може написати у облику 

<, 
(99) 0 j'S'dr = O. 

< 

где су r И " вредности параметра r које од говарају тачкама М и М, . 

Ако упоредимо ову једначину са Хамилтоновим принципом (9) § 5, зна
. јуни да из последњег следују Лагранжове једначине друге врсте (23) 
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~ 3.2, можемо, по аналогији (а по праВИЛJl'Ма рачуна варија ција), написати 

(100) !!.- (дS') _ дS' = О 
dr дх' дх 

као и друге две једначине, за координате у и z. Треба само да узмемо 

у обзир да се стави S', која је функција координата и њихових првих 
",звода по Т, место фун,щије Т, kao и то да је U = О. 

' ЙЗ једначине (98) следује 

и зато се једнач,та (100) трансформише у 

(101 ) '!... (п дS') =д(nS') 
dr дх' дх 

ИЛИ , као што се може .1 ако израчунати помоћу . претход не, 

(102) 

.~(пdх)~s,дП . 
dr ,ds дх 

Напишемо ли остале две једначине, виденемо да је 

d 
-d (пl) = grad 11 , 

S . 

јер 
dx Ју dz . . 

су ds' ds' ds ПрОЈе КЩ'Је вектора 1. 

Параметру т који с мо увели нисмо досада давали ~еки одређен и 

смисао. Сматрајм о да ј е r = I време. А функцију 

(103) q> (х, а, 1)=S(x, а) - ct · 

наЗОВIIМО 'фаза ПОВРШИII" (95); означавајуни на наведени начин укратко 
да функција S (95) зависи од координата х, У, z и параметара а " а., а, . 

Фаза, дакле, зависи ОД ист-их променљивих и врем ена, а с нека буде 

брзина светлости у ваку уму. Уочимо' тачку зрака која се у неком датом, 

почетном тренутку t = О налази на некој површини (95). Онда не вред
ност фазе бити 

f (х, п , t) = S = cons!., 

где је S параметар који смо ставили у једначину (95). После времена 

dt, иста вредност фазе налазине се у другој тачки з рака , одн. на другој 

ПОВРШИНII , и пошто мора бити d", = О, помону услова (Ј03) наl\И немо 

ову тачку из једначине 

(104) dS - с dt ..:. О . 
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Упоређујуl," ову једначину са (98) добивамо 

(105) 
ds с 
di=n=U' 

Т.зв. 6р8ПНУ расi1росiiiuрања фаае, јер је ds лук зрака КОЈИ il.е уочена 
тачка препи за време dl. 

Из једначине (1 ОЗ) следује 

(106) grad 'Р . grad S , 
д:р 
-= -с ' 
дl . 

Ставимо ли ове вредности у једнацину (9), узимајуil.и још у обзир 

услов (105), добићемо 

(107) 1 (д'Р)' (grad 'Р)' - и' д! = О . 

Променимо вредности параметара ctl( З3 бесконачна мале величине 

00. •• Онда ћемо имати нову фамилију површина 

(95') S (х, u + & 0.) = cons!. 

и нове вредности фаза биће 

'Р (х, о. + &0., 1) = S(x, о. + /ј а) - d 
(10З') 

За 

и (10З) 

(108) 

3 дS 
= S(x, а) - сl + ~ д 00. •. 

1 0. . 

неку тацку М (х, У, z) бипе према ТО.~е разлика фаза (10З') 

-о дS(х, а) • . 
~ дак uaN " 

за другу тацку М. (х .. У., z.) она ће бити' 

~ дS(х" а), 
" д . uO:" 

а. 

Ако поставимо услов да у М буде увек иста разлика фаза као и 

у М., због произвољности прираштаја &rx. нмапемо три једнацине 

(109) дS (х, 0.)= дS (х., а) = ~. 
дО:К дО:К • 

Како је десна страна константна, њу смо означили са ~K те смо 

добили једнаци!'е (96), тј. једначине светлосних зракоВа. Дакле, свет

лосни зрак који због (8) стоји управно на пооршинама ајконала (95) 
бипе геометри.ско место тацака за које разлика фаза између фамилије 

површина S (х,« .L. &0.) -: cons!. и фамилије (95) остаје иста. Фаза 'Р 
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«ој у смо увели мора бити решење парцијалне диференцијалне једна

чине првог реда (107). Међутим видели смо улогу коју у теорији свет
лости игра таласна једначина. Напишемо ли сада ову једначину у облику 

(110) 1 д'", 
6,у - u' dt' =0 

(упореди са (56) § 12.4, (11) § 36) u Ье означавати брзину распростирања 
таласа (према електромагнеТСI<ој теорији светлости, електрични и маг· 

нетски су вектари решења ове једначине). ПеРИQдичка решења тзласне 

једначине (за разне величине у разним теоријама) мо['у да се напишу, 

«ао што смо видели, у облику функције 

(111) 

2:n:ilf 

• ,у=Ае , 

где су А и х неке константе, а '1' је фун«ција положаја и времена. 

Ставимо ли израз (111) у таласну једначину, добиhемо да ова функција 
q> (х, у, г, t) мора бити решење друге диференцијалне једначине 

( 1 12) 2i1t [ 1 д"Р] (2i1t)' [ ,1 (д'l' )'ј х 6'1' - и' dt' +- х (grad '1') - а' дТ = о . 

Ова парцијална диференцијална једначина друго!' реда, наравно, 

разли«ује се од једначине (107), Према томе, могли бисмо у изразу 

(111) за функцију '1' узети решење једначине (107) место (112) само у 
~лучају, када је х врло мала величина, тј. када се у једначини (112) 
може занемарити први од сабира«а. 

Осим брзине распростирања фазе, «ој а је, према једначинама (105) 
и (9), једнака 

(105') 
с с 

и=-= , 
п I grad S I 

дефинишимо у вези са функцијом t Т.ЗВ. 6рвиnу расuросшuрања груие. 

Претходно Ьемо учинити још једну претпоставку КОЈОМ се проширује 

област примена резултата теорије. Сматранемо, наиме, да индекс пре

ламања п зависи, поред координата, још и од једног параметра У. Онда' 

не функција S, због једначине (9), и '1', због услова (103), зависити од 

овог параметра. Дакле за сваку вредност у иманемо извесну вредност, 

према услову (111), t =,у (У), те немо и константу А означ.ити са А., 
тј. 'бине 

(113) 
2:n:i I:p 2;сј [s (х. и, ") - cf] 
• • t (У) = А. е = А. е . 

Као што се види непосредно из овог израза, t (У) је. на не«ом 

22 
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месту. З3 дате вредности 

х 
Т= - . С:гавимо 

с 

а, и У, периодичка функција времена периоде 

( 114) 
1 с 

у=-=-

Т • 

Како је 0/ решење диференцијалне једначине (110), вредности ове 

функције распростиру се у простору брзином и. А таласна дужина (в. 

на пр. (15) § 31) бнпе 

(115) 
. u 

А= Ти=
v 

н она зависи, дакле, од у. Посматрајмо сада групу таласа таласних ду

жина које одговарају вредностима параметра v у интервалу (У, v + 6у). 

На основи обрасца (113) имамо 

'IC; ("'/ lIv) [S (x , Н., \ ' -1- 5у) - ("t] 
(116) о/(У + 8 y)=A'+Ьve . 

Функције (11 3) и (116) имају различите фазе. Развијмо У ред функ-
цију S . 

S(x,a,v+ov)=S(x,a,v) + ~~ O\' + ... 

Разлика фаза функција (116) и (lIЗ) бипе сада одређена изразом 

(117) 2"[ dS ] 2Л[д(VS) ] - v - +S...,.c/ 8v=- -с/оу. 
с dv . с дУ 

За неке одређене вредности у и Ву , У неко м тренутку /, бипе у 
свима тзqt<3М3 површине чија је једначина 

( 118) 
d(vS) 
дУ - d = const. 

разлика фаза и ста. Како у једначину (118) улази време, то пе се 

ова површина померати у простору. На исти начин на који смо И3 једна

чине (103) извели (105), добићемо 

( 119) d(YS) ( d(YS») 
[ј ду -со/= 6sgrad ду -сЫ=О 

и, када се тачка површине помера у правцу градијента, ТЈ. кад је, 8~ 

са ОВИМ нолинеарно, израз 

(120) 
в. с 

g= Ы =/ d(YS) 
grad дУ 



зове се брзина расuросширања груие. Даље имамо 

d 
д (YS) 

gra = 
дУ 

дуgгаdS 

дУ 

због (105') и, због (\15) и (120), биhе 

(121) ;=:y(~) . 

=c~(y) 
дУ и 
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Ако поделимо једначину (4) константом с и заменимо израз n:с 

изразом 1 : u онда ће, због једначине (105'), Ферматов принцип добити 
облик 

( 122) 

а његов други облик (99) потсеhа нас на Лагранж- Мопертјуиов принцип 

у Механици (12) § 5. Да бисмо спровели аналогију поменуту на по

четку овог параграфа, трансформисаhемо претходно овај принцип, тј. 

Једнацину 

где је Т ~ива ~ила материјалног система. Претпоставимо да смо узели 

холономни систем, да у овом дејствују само силе које имају потенцијал 

и - функцију само координата, и да систем има р степена слободе. 

Нека буду q, генералисане координате (; = 1 , 2, .,. р). Имаhемо . 

(123) 

а жива сила биhе 

зина коју можемо 

мамо да време 

т неки број који 

цији дати облик 

и = и (q" q., .,. qp) , 

квадратна функција1 извода q{ - генералисаних бр

наhи помоhу образаца .(20а), (16) и (19) § 3.2. '(Узи
·ла.ЗИ експлицитно). Према томе, означавајуl," са 

има димензију масе, можемо овој квадратној функ-

2Т= т 'Z'Zgi j q! q{ . 
i ј 

Коефицијенти g" зависе уопште од q,. Двоструки збир 
У овој Једначини има димензију квадрата брзине и зато ће 

• • 
КОЈИ СТОЈИ 

(124) ds ={ 'Z'Zg"dq,dq; 

имати димензију лука криве. Сматрајмо да је овај израз лук криве у 

22' 
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р - димензиоиалиом неевклидову · простору') и ставимо 

(125) T=~ (~:)' . 
Осим тога, за наш систем важи закон одржања· енергије (20) § 4.4 

(126) Т= U + ћ •. 

Узимајуhи још да се ·фигуративна тачка у р - димензионалном про
стору, у тренутку 10' налази уМ, а у 1, У положају М., можемо у 

Лаграижову прииципу заменити променљиву t са S , r 2 Tdt са гm ds, 

због (125), и { ZT са {2(и + ћ.) због услова (126). Поделимо ли још 
тај израз констзитом - h*Ј имаћемо 

(127) 

Резултати Оптике. · добивају се из Ферматова принципа (1 22) где 

је интегранд : = ~ . Резултати Механике следују међутим из Лаграи
жова принципа (1 27). Изрази 

Jf2m (и + ћ.) 
ћ. 

(128) л 

с 
и 

играју према томе сличну улогу. А основна идеја таласне механике је 

да резултате једне гране Теориске физике, Оптике, можемо преносити у 

другу, замењујуhи само наведене изразе. На пр., из једначине (102) 

*) Обрааац (1 24) претставља уопштење З3 р - димензнаи8./iНИ -2 СИР израза за 

ЛУК криве на некој ПОВР ШН!lН. Нека буде једнаqина ове површнне 

(а) 

где су Чl Н q2 Гаусовн параметри. Вектор 

. . 
(~) dr = rldql+r.dq2 Ј 

. . 
где су rl. [2 и авод и по координатам! qt. одн. Ч2' nеЖil у дадирној равни паврwиие (0.). 
Квадрат његооа модула 03Н8чима са Јв2 , тј . са а, елемент "'у ка ма кОЈе криве на по

вршини (а.Ј к оји Ье наравно лежати у Ј10дирној равни. Имамо ds2 = drZ и. а ко Qзначимо са 

(у) 

из јеДllачине (р) иаhll Ьеыо 

(Ъ) ао' = 1:g
'
ldq, dq. 

1.1 Ј 
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може се извести Њутнова једначина (8) § 2.2 када постоји потенцијал 

(- U): 

(129) 
d'r 

т dl2 = 3' = grad U . 

• 
Доиста, напишимо једнаqину (\02) у облику 

d ds 
dt п! = dt gradn . 

Поделимо је константом С, 
п 

заменимо - другим 
с 

од израза (128) и 

одбацимо константни деЛllТељ ћ. који се појављује и на левој и на 

десној страни. Добивамо 

:1 (1 (2т (и+ћ.») - s' grad (2т(и+ћ.) . 

Због једначина (125) и (126) би!;е десна страна 

1 '. 
. . s' grad ms' = 2т grad (ms')' = grad U , 

а лева 

d ( ,) d <Рг 
dt lms = dt тl1= т dt' ' . 

. . 
тј. лева страна једначине (129), јер је 1 јединични вектор у правцу 

дирке путање, дакле, брзине џ. 

ПОМНОЖИВШИ I(онстантом С, 

цИ П (127) У облику 
доби!;емо Лагранж -Мопертјуиов l1рИН-

- , . ' , 

(130) 

м, 

8 S. = 8 :.Ј V'"'2'""m-с("'U·+'--h'-."") ds = О 
м 

и назовимо функцију 

(131) 

/'0\1 Мј 

S.= :.Ј (2m(U+h.)ds = :.Ј (2mTds 
м м 

• , 

Дl!јсшвоЈК. Ова функција је једнака производу дејства (по Лагранжу, 

(10) § 5) L са с:ћ •. Увођењем функције S. постижемо потпуну аналогију 
са Ферматовом функцијом, па !;е S. бити решење једна'lине 

(132) ( d S )
2 _ 2с'т(и+ћ.) _ с'т 2Т 

gra • - ћ' - h h • • • 
(в. (128) и (9». Фамилија путања стоји управно на површинама кон

стантног дејства S. = const .. Као што смо маЛQ пре говорили , О по.ме-
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рању фазе (Ј 03), можемо и У Механику увести ПОЈам фазе uовршuне 

дејсшва: 

(Ј 33) '1'. = S. - сl 

и брзuне расuростирања ове фазе (упореди једначину (Ј05», због (128): 

(134) 

А Једначина 

(135) 

ћ. h. 
и.= = . 

(2m(U+ћ.) {2mТ 

'1'. = S. - сl = S. о = COtlst. 

даЈе површину дејства која се у току времена ' помера брзином и. (Ј34) . . 
Ако имамо холономни мех~ниql(И сис.тем са р степена слободе, 

онда знамо ?"иву силу (125) и потенцијал (Ј 23) . Тада можемо зами

слити и фигуративну тачку која одговара наш ем систему, и која се "репе 

у р - димензионалном простору, где је метрика дата обрасцем (Ј24). Уоп
штавајуhи досадање резултате, можемо сматрати да наши обрасци изве

дени у почетку овог параграфа Баже не само за три но и за р ди

мензија те немо, дакле, имати координате Ql, · . . qp, константе а1 , ... ар, 

И фун'кцију S ових вели-;'ина. O~дa не једначиttе 

(Ј09') дS(q, ос) = дS(q .. ос) = ~" 
дан . дак 

, 
бити У исти мах, прс~а горе реченом, и једначине зрэкова и једначиие 

лутање фигуративн е тачке мехзничког система . А I(ЗКО СМО дошли до 

закључка, да су светлосни зраци геометрискэ места тзчзкз за које 

разлика фаза између површина S (х, ('. + 1\ ос) = const. и S = const. остаје 
~CTa j то се он пренос и и на путање фигурати вне тачке мехзничког си- . 
стема , одн. на функцију S •. 

Најзад, у Механику уводимо појмощ сличн е онима које смо ра

није надовезали на светлосне зраке, посматрајуhи периодичне функције 

фазе '1' које су решења таласне једначине (Ј 10). Дакле у Механици при 

кретању механичког система, холономног и конзервативног, када је 

жива сила квадратна функција брзина и потенцијал функција једино 

координата, важи"е о брасци од (ЈЈ1) до (121 ), У којима треба само 
водити рачуна о за мени прве од величина (128) другом. Према томе, 

слично случају светлосних појава, УВОДИ се појам шаласа дејtшвй који 

је одређен функцијом Ijr (11J) , где је '1' сад дато обрасцем (133). Дакле 
можемо даље говорити о таласној дужини (ЈЈ5), брзини фаз е (105'), 
функцији Ijr, а уводеh и још функцију (ЈI3), и о б рзини распростирања 

групе (Ј20) или (Ј2Ј). За последњу ћемо добити врло важан резултат, 

наиме, да је брзина гру пе таласа дејства једнака брзини фигуративне 

тачке механичког система. Ову теорему нашао ј е 1924 г. L. de Broglie, 
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и лако немо је доказати, узимајуни у обзир нову, врло важну "рет

щн:тавку таласне механике. На првим корацима ове теорије сматрало 

ее да функција t карактерише неку стварну појаву, тј. да осцилаторна 

појава - таласи дејства имају неки стварни смисао. Онда је била по

стављена веза између претходlI,/IХ резултата И квантне хипотезе. Према 

једначини (113) функција t зависи од "фреквенције" таласа (У) од које 

не зависити онда и брзина распростирања фазе (134) ОИ то преко то

талне енерГИЈе о h. (потенцијал зависи само од координата). Бине, дакле, 

уопште 

(134') 

, 

и. (У) = _ h. (У) 
v2m(U + 'ЏУ» 

• 

Претпоставимо сад, у складу са основном идејом квантне хипотезе 

(в . § 20 обр. (119», да је 

о (136) h. (У) == hv , 

где је h Планкова константа. Имамо, дакле, 

(134") 
U·=V2m(U+hv) 

hv 

и, због (120) и (121), 

g = 1 :.Е.. (:!.) = ,/2(и + hv ) 
дУ а V т 

а, због (126) и (125), бнhе 

(137) е=' /2Т =ds =V V т dt о 

где је V брзина фигуративне тачке. Према томе, доказ али смо де Бро

љиеву теорему. 

Таласна дужина Л БИЂе .према обрасцима (115), Ј'де треба ставити 

а. место а, (134") и (126) 

_ h h 
Ј = =. 
. {2m (U+hv) V2mT 

А, како је због услова (125) 

{2mТ= mv, 

тј. једнак модулу количине кретања, иманемо, означавајуliи га са р, 

(138) 

- де Брољиеву Једначину, 

о h 
Л= -

Р 
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Идеја увођења функције l' у таласну механику припада Е. Sсhгб
dinger-y, другом од стваралаца ове теорије. Ова Шредингерова функција 
мора, према реченом, да буде решење таласне једначине 

( 110') 

где брзина распростирања фазе има ону вредност коју даје израз (134")_ 
Фаза пак 'Р. (133) мора бити уопште решење једначинО' (112) са вред

ношну 'и = и •. 
Ми немо овде навести још iедну врсту формалне трансформације 

којом се служе у таласној механици при прелазу од једначина Геоме

триске оптике ка талаСНОЈ. Напишимо једначину (107) у облику 

(д'Р)' + (дР )' + (д'Р )' _ ..!.. (d'i' )'=0 
дх ду dz и' dt . 

Ако заменимо сваки од извода у њој опер атором према услову: 

(139) место :~ ставимо 

добинемо .операторску једначину· 

х д 
-2' -д итд. 

'" х 

(140) ( Х )' ( д" д' д" 1 д') 
2i~ дх' + дУ'+ dz' ~ и' dt2 =0. 

Примени мо ли ову операцију на функцију 1', добиllемо овим фор-
. малним nyteM таласну једначину ·(110). ", 

Као што смо видели, S nе, а према, обрасцу (113) It функција 1', 
бити функција координата, Како је она усто и експоненцијална функ

ција времена раставинемо је у два множитеља: 

(141 ) 

Први од њих нека 

бирајмо тако да буде 

буде функција само координата, а изложитељ 

. 2i" ћ* 
у=т 

(види обрасце (11 3), (114), (13б». Ставимо ли изразе (141) и (134') У 
једначину (110') добинемо, после скранивања, 

(142) 

Функција 1'. мора бити решење ове, Шредингерове, једначине која 
игра основну улогу у таласној механици. 
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Ми се ненемо овде даље бавити мзтематиЧКQм ан ализом питања 

Механике која се надовезују на решења ове једначине к ојима heMo се 
вратити у идуhој глави. Али heMo се задржати на даљем раэвиткуидеја 

о природи светлости. Тзлзсна теорија светлости, чак у ОНОМ скоро са 

вршеном облику који имамо у електромагнетској теорији . наишла је на 

извесне тешкоhе у низу појава о којима he још бити речи и у идуhој глави, 
пошто су оне послужиле за образложење атомске хипотезе и стоје у 

вези са структуром' материје. Процеси зрачења и апсорп ције довели су 

Планка до квантне хипотезе. И, као извесни развитак ове идеје, појав

љује се Ајнштајнова хипотеза о свешлосн.аж квйnшuма, честицзма које 

полазени ОД' извора светлости носе собом И3Б.еене количине .енергије. 

Ово би значило враhање ка старој емисионој теорији. Међутим улога 

таласне механике била је на првим корацима њена развитка у томе 

да споји два на први поглед противречна гледишта: гледишта емисионе 

и таласне теорије , 7ј. претставе о светлости као роју честица и као .таласа. 

По ономе како се тумаче посматрања, светлосни каанти постоје и 

јесу честице, носиоци извесне енергије и колицине кретања. Роју кванта 

који имају енергију h. = hv одговара према таласној теорији монохро
матски талас. Оцевидно је да су биле потребне неке хипотезе о при

роди свеТЛОСНtlх' честица, јер из Максвелових · једнацина НИТИ оне сле

дују нити се може назрети њихова веза са Планковом константом h. 
Као једна од претпоставака дошла је Шредингерова идеја О .свежњима 

таласа" - како су названа решења једначинс (142) за која '1', као функ
ција координата и времена у извесном тренутку (1'), само у близини 

извесне тачке (М') има доста велику амплитуду, а на веhим растоја

њима од те тачке њена амплитуда постаје незнатна. l{ретање оваквог 

свежња таласа СЛИЧНО ј е кретању материјалне тачке. Али, како пока

зује рачун, овај се свежањ таласа расплине, наиме максимум ампnитуде 

у близини покретне тачке М' нестаје, значи нестаје и сам свежањ тз

ласа. Иако је за то расплитање потребно доста дуго времена, ипак је 

доста тешко схватити свет посне квзите и маliiеријалне чеСliiице као 

свежњеве таласа. 

Због тога се у таласној механици. УСНОРО после почетка њена 

C~Bapaњa, развија статистички правац тумачења величина које служе 

за описивање појава. Функција '1' (141) је комплексна. Ако узмемо и 

-
њену коњуговану функцију 'Ј! 

(143) 'х 
~f = Ae , 

...... -1% 
'Ј!=Ае , 

r де Је изложитељ, краТКОће ради, означе н само Словом Х , бине 

(144) t'J! = А' = 1'1'1' , 
а UНiliеНi1uшеш таласа дефииише. се као величина пропорционална ква._ 
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драту амплитуде. Претпоставља се даље да је веЛИ'!ина (144) мера гу
стине распореда светлосних кванта у простору. Онда је It i' dV про
порционално броју светлосних квзнта у ззлремини d V, одн. веровашНОћй, 
да се у овој запремини налази један К83НТ. Видимо да на тај начин 

величина t престаје да карактерише неко физич «о стањо; поље t H~je 
реално, но , само математичко које .. прати" реалне светлосне кааите '(М. 
Вогп, Р. Jordan, Р.А.М . Ојгас). Али када се светлост тумачи као рој че
стица, треба увек имати у виду и интерференцијалне појаве које се 

лако објашњавају са гледиuJта таласних теорија. 

РаЗЛИ\l.ите тешкоhе, од којих СМО овде само неке поменули, довеле 

су ДО даљих покушаја рпет са тежњом да се постаои' теорија светлости 

која би спојила појмове корпускуларних и таласних теорија. Са њима 
"емо се упознати у идуhој глави . 

38' Евопуција схватања природе светпости. Преглед теорија изло

жених у претходним параграфима даје вен сам ""етставу о томе, како 

су се мењзлз схватања природе светлости. 3ато heMO га овде само до
пунити. Идеје о природи светлости дО XVI1 века толико се одвајају од 

савремених научних ОСНОВ3 да се на њима HtheMO' ни заустављати. У 
оно доба само Геометриска оптика могла се сматрати за научну грану. 

у XVII веку стварају се две теорије светлости. Основне идеје прве, 
емисионе, еманационе или корпускуларне потичу од Gassendi·a и Њутна, 
који је развија од ' lбб6 г. и даје јој завршни облик у својој .Оптици" 
(1704). Прва дефиниција у њој. гласи: .. светлосн е зраке схватам као 

најмање делине светлости и то једне за другима у истим правцима и 

истовремено у раЗJlИЧИТИМ". Пре Њутна, Grimaldi и Ноој(е с 

да је светлост неко таласање, те се и сам Њутн служио спочетка 

претставом о треnерењима етра. Корпускуларна теорија м ла је да 

објасни низ светлосних појав" 1) одбијање, 2) "реламање, ) диспер
сију, 4) поларизацију (донекле) и 5) двојно прела .\\ ање.*) Но, б) интер

ференција и 7) ди фракција остајале су ван њена uквира. И поред тога 

венина научника прихватала је ову теорију у Х У1I1 веку; у Х1Х њене 

присталице су били Ma1us, Lap1ace, Poisson 11 Biot. У хх веку, при 

постанку нових теорија светлости, види се да је у t<орпускуларној било 

језгро идеја које нас приближавају схватању праве природе светлости. 

1690 г., даЮЈе пре још него што је Њутно"а Оптика изашла , даје 
Christian Huygens. у делу Traite de 1а Jum;ere, основе друге, таласне 

или ондулационе теорије светлости. По њој се светлост састоји у тре

перењу честица етра, супСТанце чију чврстоhу треба по Хајгенсу 

С'Јатрати СЈ<ОРО потпуном. Овој теорији створила је тешко"е појава ди-

*) За објашњење двојног прелзмзња нскористир је Malus (l8,IO) ЊУТНО8У ндеју. 
ПО којој се Mory увести IЈретПОСТ88ке о об.'ЈНКУ свеТЛОСКIIХ честица, на пр., да у два 

иnи чак четири правца имај у различите димензије. 



сперсије, а испочетна и двојно преламање. Хајгенс је мислио да је тре::

перење честица лонгитудинално и · зато није успевао да објасни двојно 
преламање. Ме~утим Хук је, још 1672 Г., сматрао да се светлост са· 

стоји у трансверзалним треперењима. Један од присталица таласне тео

рије у XVlll веку био је Ојлер који је за корпус ку ларн у теорију истакао 
ову тешкону: у свакој тачки простора укрштају се зраци који иду од 

различитих нзвора, и због судара честица разних зракова требало би 

да наступе промене праваца њихових кретањз, међутим се тела виде 

без сметњи. Етар, према Ојлеру, има особине течноои, јер се у . њему 

небеска тела крену без отпора. Th. Young је 1801 г. показао да се на 

основи таласне теорије може лако објаснити интерферс нција светлости. 

Да би се схватила поларизација светлости, показала се као потребна 

претпоставка о трансверзалним треперењима честица, коју је ПОНОВО 

увео 1821 г. Fresnel. Но уједно је требало променити и особине етра, 

јер су оваква треперења могуliна у чврстом телу, а друге тешко!iе за 

схвзтање етра, као 'средине која се карактерише механи!.lКИМ особинама, 

споменули смо вен раније (§ 55). 
Ново схватање светлосних појава, у другој ПОЈЈОВ"НИ ХIХ века, у 

облику епектромагнетске теорије, које је заменило пређашњу таласну 

теорију углавном је било од великог значаја. И поред тсшкоhа, које Смо 

видели, основе ове теорије сачувале су извесну важн ост и до данас. Али 

се нада да је постигнута потпуна идентичност појаве свет лости и електро~ 

магнетских таласа није остварила. За доказ њихове идентичности било би 

потребно, као што је то приметио Херц, да можемо из свеТJlОСТИ непо

средно ДОбивати електрична и магнетска дејства. Нова порија .светлости, 

пошто су се мехаНИЧЮl модели етра показали као неприхватљиви, за

хтевала је да се потраже нове претставе о природи етра (Bjerknes, 
Fitzgera1d, Sommerfeld, Larmor, W. Thomson, Когп), но ниједна од њих 

се није у науци одомаhила. Било је покушаја !ta се УО!lштавањем Макс
велових једначина дође до објашњења и оних појава које се нису могле 

довести у склад са првобитним обликом електромагветске теорије. На 

пр., ЕЬег! је на овај начин нашао једно објашњеље дисперсије. У корист 

електромагнетске Teop~lje говориле су углавном, почеп(о м почетком ХХ 

века, ове четири чињенице: 1) она може да објасни щпtрференцију, што 

није у стању да учини I{орпускуларна; 2) према њој је брзина прости

рања таласа у ваздуху вена него ли у води, што се слаже са Физоовим 

експериментом (§ 36.lа); корпускуларна међутим дово:!и до супротног 

закључка; З) брзина простирања таласа не зависи од кретања извора, 

што је такође више у складу са посматрањима, док "рема корпуску

ларној теорији постоји веза између брзина простирања светлости и 

кретања извора и 4) нађени су електромагнетски тала с и, - појава која 

се Не може објаснити са гледишта корпускуларне теорије. 

Потпvна теорија светлости мора да обухвати не само начин про-
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стирања светлости но и појаву зрачења. У Максвеловим једначинама 

није изражена веза између материјалног извора и зрачења светлости, 

и извор се накнадно замишљз, на пр., као нека врста Херцова оеци· 

латора. С друге стране, закони зрачења довели су ДО квантне хипотезе. 

коју је поставио Планк (§ .20). А са њом се враћ а у живот корпуску

ларна теорија, ма да у другом облику: по овој сад од извора лети рој 

дискретних светлосних кванта, или т.зв. фоiiiона. Претпоставка о фото' 

нима. од којих сваки претставља одређену количину енергије, отвара 

ПУТ, као што је ПОI(3330 Ein~tein, за објашњење Т.3 8. фотоелектричног 
ефекта (§ 39,2). Интензитет светлости зависи, према овом новом схва

тању, од броја фотона , а раз'ним бојама одговарају р азличити светлосни 
кванти. Појам енергије замењује пређашњи појам таласне дужине -
црвеној светлости одговарају фотони чија је енергија двапут мања од 

енергије фотона љубичасте светлости. Како је међутим за појаву ин

терференције, а и дифракције, била потребна таласна природа светлости, 

то је у таласној механици учињен покушај да се споје ове две прет

ставе у једну. Ниже, у § 42, бине говора о још новијим претпостав

кама о природи светлости. Изгледа да смо у овом питању дошли до 

закључка о HeI<oj врсти дуализма светлости, која се у извесни~ поја. 

вама испољава као талас, док у другима као рој честица. 



ГЛАВА VJ 

СТРУКТУРА МАТЕРИЈЕ 

Теорије појава из разних грана Физике показале су јасно да уопште 

постој" везе између њих. Док се на првим корацима у свакој од тих 

грана обично проучавају само оне појаве које њој припадају, уколико 

дубље иду наша испитивања у њој, утолико се све више испољавају по

менуте везе. И ову чињеницу можемо сматрати за сасвим природну, јер 

ТОК фиэичких појава и њихова суштина зависе од особина ОНОГ чи

ниоца у којем се оне одигравају, у првом реду дакле од најосновнијих 

особина материје. 

у веhини теорија сз којима СМО се овде упознали, првенствено у 

онима које су се развијале са феноменолошког гледишта, о овим осо

бииама материје водило се рачуиа помону различитих претпоставака о 

величинама које карактеришу једну или другу особину. На пр., коефи

цијент проводљивости био је скаларна величина која карактерише спо

собност извесне материје да ПРОВОДИ топлоту; диелектрична константа 

- скалар у изотропној средини; тензор у анизотропној - одређивала је 

особину материје која је утицала на електричие појаве. Усто смо мате

рију схватали уопште као неку непрекидну средииу. Но многа истражи

вања која су вршена у току последњих деценија везана су била за други 

правац схватања склопа материје - за атомистику (в. § 0.6). Јасно је 

да увођење атомске хипотезе отвара многе нове путеве за стварање 

теорија, јер сама претпоставка о дискретној структури материје није 

још довољна да се . и з ње изведу неки З3КЉУЧЦИ. Осим тога знамо и 

то како се брзо у наше доба, под утицајем нових експерименталних 

чињеница, мењају претставе о честицама од Ј<ојих се, према атомској 

хипотези, састоји материја. 3ато смо издвојили скуп ОНИХ чиљеница 

које сада нзлазе своје тумачење у светлости ове хипотезе, да се са 

• 
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њима упознам!} заједно са променама које оне уносе у схватање струк

туре матерИЈе. 

§ 39 Теорија електрона. Претпоставка о дискретној структури ма
терије, 0 -њеним честицама - атомима и молекулима , уз низ поја~а. где 

она игра улогу, довела је до стварања појма електричних (или наелек

трисаних) честица које су добиле име елекшронu. И као даљи корак у 

развитку наше претставе о природи елеКТРИЦитета и магнетизма, после 

Максвелове теорије, п ојавила се шеорUја елекшрона коју је развио Ло

ренц. Но пре него што пређемо на математичко формулнсање )lдеја ове 

теОрИЈе, морамо да се упознамо са чињеницама које су довеле до идеје 

о електрону. 

§ 39.1 Елемеитарна .а"ичин. 8",нтрицнт.та. а) Елекшролuза. Течности 
постају добри проводници струје. ако су раствори. У раствору се врши 

разлагање хемиског једињења у састојке. Са гледишта молекуларне 

хипотезе, треба да претпоставимо да се у електролиту известан број мо

лекула веn распао у делове који се зову јони (јони носе извесна елек

трична оптереhења : аијон - негативна, катјон - гюзитивна), тј. да је 

наступила дисоцијација . По Фарадеју, ово стање изазива електрична 

струја; по доцнијем схватању (Клаузиус и др . ) дејство струје се своди 

на кретање 8ећ дисоцијираних јона, од којих се аијони крећУ ка аноди 

- на којој се неутралишу, катјони ка катоди [сумпор на киселина 

H.SO, = Н. (катјон) + SO. (анјон») . 
За појаву еле ктролизе важе Фарадејевн заКОНlt, Ј<оји се могу сп о,,:: 

јити у овај став: Потребна је стално иста количина електрицитета да 

се добије грам - еквивалент неке материје; она из н оси 

(1 ) Е. = 2.895.1 О" електрост. јед. = 96490 "улона ; 

грам - еквивалент је маса неке материје .која хемиски може заменити 

1 грам· молекул водоника. Узмимо да јони прен осе извесну количину 

електрицитета, када струја тече кроз електролит, и уочимо случај када 
је јан атом (једнов алентни). Нека буде онда е та количина електрици

тета. Пошто знамо број ато_ма L неке супстанце у једном грам- молекулу, 

можемо ставити да сваки једновалентни атом нос и просечно КQЛИЧИНУ 

електрицитета 

(2) е = Е.: L = 4,77 .10-10 електрост. јед .. 

Овај број игр а и даље важну улогу. Из тока електролизе закљу
чује се обично да се оптереhење јана не ствара IIрИ распадању моле

кула, но да су атоми вев у самом молекулу оптеренени електрицитетом. 

Када се цела појава електролизе замиСли као кретање ројева јона у . 
правцима елекгрода, онда се мора претпоставити да на њих дејствује 



351 

отпор течности. Како се може нани и брзина ЊИХОВ3 помераља, то се И3 

ових података Mory, уз претпоставку да јони имају оБЛИI< лопте, израчу
нати њихове димензије. И како се, на пр. вредност полупречника слаже 

са димензијама атома које следују из КlIнетичке теорије, ови закључци 

се узимају као потврда тачности учињених npeTnOCTaBal<a. Нама нене 

бити потребна детаљнија анализа ових питањз, стога ћемо поменути 

само још једну последицу. 

Како смо узели да јони имају оно електрично оптерећење које су 

имали у молекулима, а нису га добили при дисоцијацијн, ТО молекуле 

уопште треба сматрати за неке врсте диполова (док се нису распали у 

јоне). Ово стоји у непосредној вези са особинама диелентрика, да, на 

пр., положај осе дипола утиче на електрично поље и т. сл. НО јасно је 

да се, због разноликости хемиских супстанца, не може сваки молекул 

схватити као један, прости дипол. 

Ь) Millikan - Ehrenhajl·oBa мешода. Претстава о количини електри
цитета е (2), створена на ОСНОВИ елеКТРОЈ(Изе, допуњује се претпостзв· 

КОМ да је она елемент, дакле одређена количина, т.зв. елеменшарни кванш 

елекшрuцuшеша. Поред тога се претпоставља да се у п рироди јављају 

само оне количине електрицитета, које су једнаке це)]ом .броју ових 

кванта. Прве покушаје да се одреди е на друrи, непосредни начин вр. 

шили су још Townsend и Ј. Ј. Thomsonl897 -98 Г., но тек је у томе 

Millikan успео 1.909 r .. Метода за мерење елементарних кванта електри
цитета, коју је усаврши о Ehrenhaft, састоји се у посм атрању микро- · 

скопом кретања врло ситних капљица уља. Оваl<ве капљице, полу~ 

пречника око 10-< цм, убризгавају се прскалицом у ком ору у којој се 
може створити вертикално електрично поље. Како се капљице образују 

тако се и електришу. Испочетка се посматра, како прио падају, врло 

споро услед трења у ваздуху и њихових малих димензија. Ако озна

чимо са а пnлупреЧНИЈ< I(зпљице, претпостављајуни да ј е она лопта, . са 

~ коефицијент вискозности ваздуха, са "1 брзину пада, биће отпор услед 
трењз, према Стоксову обрасцу у Хидромеханици, БJi 1 1аvt_ Можемо, 

због спорог пада, ставити да је отпор jeДHa~ тежини каl1 .ъице. ТЈ. 

бmlа", = ~" й' (р - р.)е , 

,rде је р - р. разлика густина уља, одн. вазцуха, g јачина убрзања 

Земљине теже. Из ове једначине се обично израч унапа полупречник 

капљице. Када се створи елеl<ТрИЧНО поље, кзпљица почиње да пада. но 

опет споро. Ако је V2 нова брзина, е. оптеренење капљице и Е елек~ 

трична сила, можемо ставити, замењујуhи тежину првим изразом из 

претходне једначине, 



• 

352 

Одавде је 

(3) 
6,,~a (vo - _,) 

е.= Е . 

Вредности посматраних брзина су такве (наравно приближно) да се 
ова једначина може задовољити, ако се узме да је е. -'једнака целом 

броју (малом) количина електрицитета 

(2') е = (4,768 .±. 0,005). 10-10 електрост. јед-

Ова је вредност у складу са горњом (2), те се узима за елемен

тарни 1(8аит електрицитета . 

§ 39.2 ПРD801јвњв МВ.Тр •• ИТВТ8 У <.СDвима б ила је друга појава која 
је ПОСЛУЖИJlа као повод за увођење појма електрона. У Гајслеровим цевима, 

које садрже разређен гас, када се кроз њих пропушта електрична струја 

појављује се тињава светлост. ТОК и особине ове појаве- зависе ОД сте пена 

раз ређе ности гаса. Док је гас умерено разређен (до '/'00 атм . пр.), сноп 
светлости се пружа од знаде ГОТОВО кроз сву цев, И овај сноп се понаша 

као покретан проводник, тј. скреће нада му се принесе магнет или друга 

електрицна струј а. А КОД катоде се јавља Тl1Њ3B3 светлост одвојена 

тамним међупросторима И од овог снопа и од саме катоде. При даље,. 

разређивању, (10- ' атм.), сноп који је ишао од аноде ишчезава (постаје 
невидљив), а од кэтоде се пружа једва видљива светлост. Независно 

од положаја аноде појављује се на зиду цеви супротном каТОIiИ светло 

место где, дакле , стакло флуоресцира. Узрок ове појаве зове се кашодни 

'рачи. Ови имају низ особина из којих треба извести закључак о 

њиховој природи, а специјално да ли их треба сматрати за рој елек

тричних честица или }(аО таласе.·) 

[{атодни зра ци распростиру се праволиниски и управно на по

вршину катоде (Нittorf и Goldstein извели су ово из посматрања сенке 
чврстог тела које се налази на путу зракова) . Последњу чињ~ницу је 

С. Р. Varley (1871) о бјаснио претпоставком, коју су прихватили и Ј· Ј. 
Thomson и Kaufmann, наиме да су катодни зраци ројеви честица који 

носе негативни електрицитет. И 1(30 ТЗКВИ о ни не се повијати у бли

ЗИНИ магнета И)ЈИ у електричном пољу. ШТО се доиста и посматра. ПОВИ

јање кзтодних зракова није , се могло објаснити са гледишта таласне тео

рије. Поставило се затим и питање димензиј а ОВИХ честица и ЊИХОВИХ 

оптерећења. Да ове честице не Moty бити аТQМИ, следовало је из Хер

цових експерим ената у кој има су катодни зраци пролазили кроз ме

талне листиkе. Атом би био .и сувише крупна честица да би могао да кроз 

ове прође. Зато ј е Ленард заменио на извес но м месту на цеви стакло 

листиkем' алуминијума и на тај начин пустио катодне зраке да изиђу 

.} ВНJLИ § 33* 
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из цеви. Wiechert је опет из експеримената закључио, да ове честице 

,.реба да буду ситније од јона. А главну улогу су одиграли џ. џ. Том

-сано ом експерименти, који су подупирали претпоставке да се ове честице 

-крену великим брзинама и да су малих димензија (љихова маса је 

18З~ пута мања од масе водоникова aT~Ma, тј. износи 9,04. 10-28 грама). 
'Узме ЛИ се да оваква честица носи електрични квзит е н ег ативног елек· 

трiщитета, то се на овај начин дефинише т.зв. елеКШРО1/ (Stoney). На
равно, питзње његова геометриског облика, као и питање да ли га треба 

"матрати као неку чврсту честицу, остају отворена. Електрони су по

· стали, откада су уведени, основне ч~стице од којих је и зграђен aTO~. 

Зато lIемо у наредним параграфима анализирати питаље, на који се начин 

QOO може замислити. Имајмо засада само у виду да се ПО схватањима 

у том стадијуму развитка претставе о структури материје сматрало 

да је позитиван електрицитет везан за атоме. 

Још је Gold5tein нашао Т. Зв. кан.алске араке, тј . оне који се по

",,"трају иза пробушене "атоде. По W. Wien-y и .џ. Тощону И ови се 
повијају у магнетском пољу но на супротну страну од I<атодних зра· 

1{ОВ3, и сматра се да су они рој различитих гасних јона II ОЗИТИВНО опте· 

ренених (излази да је маса ових честица знатно вена, а брзина кретања 

мања од брзине катодних зра кова). Још треба да споменемо и анодн.е 

.зраке (Е. Gehrke и D. Reicl1enheim) који се вероватно састоје од пози

ТИВНИХ јона материјала анодз. 

При највећој разређености гаса у цевима електрично се пражњење 

·не врши (а и под обични .>! околностима гасо ви су рђави проводници). 

ми катодни зраци могу да прођу кроз овакав простор, кад на љ наиђу. 

Сличне природе са катоднима су ~ зраци радиоактвв н их супстанца. 

Зато је откриhе ових супстанца (Becquerel, 1896, Р. и М. Curie, 1898) 
било од велике важности за стварање теорије електрона . Но још вени 

је њихов значај био за дубље проучавање структуре материје но што 

је то давала ова теорија". Ми ћемо се OBO~ врстом појана позабавити 

подробније доцније. Овде ћемо само додати да, ако су В зраци ројеви 

електрона, ови се крену великом брзином (10 до 99,8'/ , брзине светло
<:ти). Треба да споменемо још неке појаве у којима се такође назире 

учешhе електрона: 1) елеюрони лете од бело усијаних метала (Richard-
50П, 1903), 2) Т.3в. фотоелектрични ефект. При овој појави метали на које 
падају ултраљубичасти зраци шаљу зраке исте врсте I(ао и катодни 

{Lenard). Најзад, позитиван електрицитет носе т.зв. Н "раци (Mar5den, 
1914) које шаље водоник, када кроза њ пролазе а зраци од радијума С. 

§ 39.3 Је"н.чине и закључци теорије еn8КТРОН8. Појаве са којима 
смо се упознали у претходним параграфима иду у прилог оном схва· 

тању структуре материје које се оснива на атомској хи потези. Улога 

честица електрицитета била је значајна још у теорији едектромагнет-

23 
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ских појава, коју су у првој половини XIX века дали W. Weber и о. 
Fechner. Међутим савремено формулисање теорије електрона припада 

Лоренцу, који је претставу о дискретном склопу материје и електрици
тета повезао са теоријом електромагнетских поља како су је дали Фа

радеј и Максвел . Пре него ШТО напишемо ј едначине ове , теорије, наве

шhемо њене основне претпоставке. 

Материја има дискретну структуру и састоји се од делива и то: 

атома, јона и електрона који лебде у етру . За ове честице су везане 

одређене количине електрицит~та, елементарни I(ванти , јер и електри_ 

цитет има дискретну структуру. По атомс кој хипотези - атоми и мо

лекули стално се крећУ и зато је потребна претпоставка о томе, како

ово њихово кретање утиче на етар. Лоренц претпоставља да ове ситне 

честице не повлаче за собом етар, он чак продире у њих НО ипак га 

оне не покрећу. Очевидно је да онда можемо говорити о пољу .у етру, 
не само ван ових честица него чак и у њиховој унутрашњости. 

Лоренц даље уводи појам КОlIвекцuоне струје. РоулаНД08 експери

мент (§ 36.1) показао је да електрично оптере ће ње које се крене заједно 

са материјалним телом испољава исте особине које запажамо код KOH~ 

дукторске струј е. Ко нвекциона струја , тј. ово по кретно оптеренење, за

мељује појам кондукторске струје. Ову последњу треба сматрати као 
збир конвеl<ЦИОНИХ струја појединих оптереНе ња. Извесна тешкоhа за 

. . . 
ово схватање долази од СТРУЈе у металима, Јер, ако у колу повежемо 

један метал за други, услед кретања честица дуж кола, изгледа да ве · 

наступити хемиско изједначеље. Међутим 080 с е никад не посматра. Но 
џ. џ . Томсон је дао идеју каl<О се може протумачити појава. По њему 

су носиоци струје "слободни" електрони који , дакле, нису везани за јоне , 

и то су честице чије I<ретање ствара конвекциону струју. Скуп ових .. 
слободних електрона у металима чини неку в рсту .електронског гаса", 

чије се помераље проучава статистичким методама (Sommerfeld и др.), 

И поред многих напора, ова хипотеза није м ог ла .дo~aдa пребродити све 
тешкоЬе. 

Тело које СМО звали диелектрик разликуј е се од метала, по Teo~ 

рији електрона, у томе, што су у њему .СВИ електрони везани (нема сло~ 

бодних електрона). Дакле, одбацује се пој ам диелектрика, I<ао средине 

чији се утицај на е.'lектричне поја-ве. ОДН. магнетске, може одредити веди· 

чинама као што су диеnектрична константа или магнетски пермеаби· 

.. литет. Овај утицај се објашњава сад дејство М' електричних оптереhења 

везаних за материјалне делине средине. Ако упоредимо молекуле са ди

половима, онда може бити говора о ЊИХQВИМ електричним, ОДН. магнет, 

ским моментима . Резултантни ~OMeHT за јединицу, запремине би};е по· 

ларизација - вектор ~ (56, § 21.4) или ма Г[Јетизирање - вектор '1то 
(22, § 26), а вектори q) .- померање диелектрика и '8 - магнетска ИН· 

дукција губе смисао. Постанак поларизациј е, одн. магнетизирања мож' 
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се објаснити било тиме, да поље ствара извесни ред у распореду (испо

четка хаотичном) оса ДИПОЛОВ3. било претпоставком да електромагнет

еко поље изазива ПОСТ3НЗК диполова у молекулимз. Правог магнетизмз, 

нема - постоје само Амперове струје. 

у вези са овим новим погледима треба изменитИ дефиницију струје 

у ди.лектрику (в. § 24). Густином .струје померања' зваћСМО сада век тор 

(4) 
I д<l: 

. g~4л дТ 

којизамењује вектор (l (14) § 24. 
Овде претпоставља.МО да се права струја с састој и од две компо

ненте: струје померања етра и конвекционе струје - елекtpичних че

с"!'ица које се крећу. Ак о ове две врсте струја постоје у неком телу и 

ако. је h густина конвекционе струје, о утицају овог тела водиhемо 

рачуна на тај начин што ћемо увести величину Е, КОЈа се дефинише 

Једначином: 

(5) 

За изотропна тела узимамо да су 9 и h колинеа рни вектори, те 

kе е. бити скзларна величина; за аНИЗ0троона - Е је теН 30р. 

Само јеу етру струј а у диелектрику, по Максвелов uј теорији, иден

тична са струјом померања у теорији електрона. А у . диелектрицима" 

се она састоји од струје померања етра и конвекцио"е струје, која 

настаје због померања епектрона прн стварању стања 1l0ларизације у 

медијуму. 

Као нове претпоставке узима још теорија електрона да је р. ~ I 
-за сва тела и да, најзад , важи МЗf<свелов образац 1:. = n9 из теорије 

електромагнетских таласа , 

Једначине теорије електрона добио је Лореiщ делом, )'водеlш нове 

појмове у Максвелове ј едначине (20) § 29. Другим речима у њих треба 
ставити конвекциону струју h место кондукторске G(j;, струју поме

рања (4) место (l у последњем члану у првој једначини , тј. 6 ~ I и р. ~ 1. 
А узмемо ли електрично оптеренење чија је ГYCT~Ha р, које се 

креће брзином Р, б-нhе према дефиницији густина кuнвекционе струје 

(6) ћ~ p D. 

Лореицове једначине имају онда облик 

_ 4" 1 д<l: 
г оt .\) ~ 'C РD+Сдt ' 

rot (ј; ~ _ ..!.. д.б 
с д! 

(7) 

и усто 

(8) di v (\: . 41tp, div .б ~ О . 

• 
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Према последњој једначини У пољу вектора .б не постоје извори 

- тј. магнетске честице. Поље овога вектора је вртложно а .изазива 

га. права струја. У овим једначинама нема уствари аТОМCI(е хипотезе. 

Ако узмемо дивергенцију вектора прве од једначина (7), би!;е 

div гоt.б = О, div дд~ = д;;Р због једначине (8) н, дакле, 

(9) -:: + divpu=O , 

тј. густина електрицитета задовољава једначину континуитета, коју смо 

извели за течности (37) § Н.1. 
Према теорији електрона пондеромоторне силе дејствују на мате

рију само онда, ако је она наелектрисана. Зато систем једначина (7 -8), 
који даје електромагнетско поље, треба допунити једначином кретања 

еnектрона. Означимо са т његову масу, са е његово оптерећење . Он 

се крепе у еnектромагнетском пољу и зато сматрајмо да је механичка 

сила која на њ дејствује резуnтанта двеју сила. Првој компоненти 

одговара електрична сила G:. Ова је компонента, дакле, eG: (обр. (7) 
§ 21.2). Другу, која потиче од магнетс"ог поља, и зрачунаhемо на основи 

Био-Саварова закона. Према једначини (11) § 27 елемент струје Jdl деј-

ствује на неки м агнетни поп силом 

~[Tdl] . 
Обрнуто, овај ПОЛ , КОЈИ ствара поље вектора 

т 
.б= - Т 

г' ' 
дејствовапе по принципу акције и реакције на тај еnемент струје силом 

• 

Узим.јуНи У обзир да се за линеарну струју ставља Jdl, место 

општег израза i d'C, ззмеЊУЈемо претходни израз овим: 

!!...уводимо, место век тора ј, густину конвекционе струје (6). Служепи 
с~; на8еденим разлозима, написанемо другу компоненту механичке силе 

Koja~ дејствује на еnектрон у обnику 

pdr [u.б] . 
. С , 

Најзад, место р d, ставнпемо да је Оllтерећењс еnектрона е и до-

• 



357 

бивамо, на основи другог Њутнова закона, Једначину кретања елек

трона у облику 

(10) 

!(оличник е: т = у зове се сuецuфuчко Оiiшереliење. Ако га уве

демо, претходна једначина добива облик 

Дакле, према теорији електрона проучавање електромагнетских по· 

јава своди се на решавање система једначина (7,8,11). Ако се напишу 
скаларне једначине које одговарају првој, другој и ' петој векторској у 
овом систему добива се 11 једначина. Уопште треба да сматрамо као 

непознате функције: векторе G;, .6, D (одн. девет ЊИХОВIfХ координата); 

а треба да одредимо још и у и р. 

Из једна чин а (7) и (8) можемо извести, као и у Максвеловој тео

рији (§ 31), систем у којем су елек,рични'И магнетски ве!(Тори раздво
јени, тј. у свакој од једначина се јавља само један од њих. 3ато је по- . 
требно само да се узму ротори левих страна једна'!ина (7), и, због 

обрасца то! то! .6 = grad div .6 - /',.6 и једначина (8), добивамо 

lд2 G; 4~д 
LI(f - с' дt2- = 4. grad Р + с' д! (р v) 

. lд'.б 4~ 
LI.б -,' Jt' = - cCOt(PD) . 

(12) 

За решавање овог система МОГУ се поново увести потенцијали: 

вектор потенцијал 'D за .6, ТЈ. може се ставити 

(13) .6 = го! 'D 

и, због друге од једначина (7), 

(14) 
lдЋ 

G; = - с дt - grad <р • 

Градијент произвољног скалара '1' се додаје У општем случају, јер 

када се узме то! (f, одговарајућИ члан то! gTad '1' отпада. 3а потпуно 

одређивање ових потенцијала треба увести накнадне услове, но на ОВОМ 

питању се нећемо дуже заустављати"). Овде немо проучити низ по

следица ове теорије, а пре свега оне које се односе на кретање елек

трона. Ако знамо електромагнетско поље, тј. векторс (f и .б Ј онда се 

кретање електрона одређује једначином (11). Ово можемо применити 

*) види на пр. F. Zttrner· ОВ ЧJlаВ8.к: у Hdb. d. PhySik. В.П. Кар. 2 Г.IIе се даЈе авз

лltЭ3 'Ieophje CJleKTpoa8. 
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на катодне зраЕ<€, ако претпоставимо да су ОНИ рој електронз, а знамо 

да се "ОБијају у електричном ИЛИ магнетском пољу. Уочимо прво C~MO 

константно магнетско поље које узимамо да стоји управно на правцу 

!<ретања епектрона. Онда, место једначине (11), имамо 

( 15) dD У [ ] dt=c о.6 . 

Дакле је .6 1. D а, осим тога, убрзање тщође стоји управно на 

брзини о. Према томе, треба да узмемо само његову нормалну компо-
• • 

ненту (обр.(9) § 1) чији је модуо ~, а R полупречник криви не путање. 

Из једначине (15) добивамо, после скраhивања, 

1 1 у 
-=--Н 
R с v ' ( 16) 

где су v и Н модули вектора D и .6. Тангенцијална компонента убрзања 
је једнака нули, тј. 

dv 
dt ="0, v ' const .. 

, 
Како је, због константности Н, цела десиастрана у једнаqини. (16) 

константа, тј. R = const., путања електрона је кружна линија. Кад бисмо 
из посматрања нашли њен полупречник, из једнаqине (16) могли бисмо 
израчунати количник у:У. 

Претпоставимо сада да се епектрон крене у константном електри

чном пољу; 

(17) 
'\Ј D 
dt = y~ , 

и нека ~ стоји управно на правцу кретања у почетном тренутку. Ова 

је једначина ИСТОГ облика као и једнацина кретања хоризонталног 

хица, те не путања електрона бити парабода. Изведимо њену једна

чину. Нека х-оса има правац почетне брзине, а z-oca неr<абуде усме
рена дуж вектора ~. Her<a се у почетном тренутку t = О епектрон 

налази у координатном почетку. Дакле, за t = О, бине т. = О и ". = ". i. 
Интегралимо једначину (17): 

Јг 
di=n= y~! + по 

и 

(18) 
1 

Т=2 y~t'+n.t 
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и 

(19) 

У= о , 

1 )" z= - - Ex" 
2 V • , 

359 

, 

Ако lIосматрањем одредимо пара болу. тј. Количниt< z:x*, ИЗ ове . ' , . 
Једначине . можемо наlш вредност количника y:V,'. Сматрајмо даје у 

обрасцу (15) v = V" па пемо онда моhи израчуна ти вредности у и v" 
Брзина електрона у катодним зрацима крене се из ,.,.еђу петине и 

трепине брзине светлости, а помопу вредности у = е:m и вредности 

елементарног квантаелектрицитета, добива се у § 39.2 наведена вред
ност масе електрона. 

При овом начину проучавања кретања електрона очевидно се он 

сматра као материјална тачка, јер смо једиачину кретања ове тачке 

усвојили као основу. Ал~, наравно, теорија се може развити и даље, 

наиме, 3\<0 се УЗ'rlу У обзир коначне димензије електрона. О облику 
.електрона немамо наравно никаквих података и зато 

тамо разне претпоставке. Узмемо ли најпро-
можемо да испи

м 

стију - да еnектрон има облик лопте, знамо 

да С)lИЧНО неком чврстом телу он може да се 

помера транслаторно и да се обрне. А претпо

<;тавку, да се електрон понаша као апсолутно 

чврсто тело можемо заменити и компликова

нијом, наиме, да се .елентрон може деформи

еати. · Ови случајеви проучени су подробно у 

7еорији елекr:рона, НО ми се овде њима нећемо 

бавити. Заустави"емо се међутим, прво, на из

__ __ L-..L-+-_ 

Сп. 41 

рачунавању енергије магнетског поља које изазива покретно сферно опте· 

рећење - електрон. Нека буде његов полупречник а и lIека се електрон 

кре"е константном брзином D. 
Како сад, према схватању теорнје електрона, им амо појаву кон

векционе струје (покретно оптерећење), а ова струја је elCвивалентна кон, 

дукторској, тј. њу прате познате друге појаве, то I\емо претпоставити 

да се појавило магнетско поље. Нека буде Н. модуо ,>!агнетског век

тора .6. тог поља. Густину енергије магнетског поља дефинисали смо 

изразом (21') § 26, који Пе постати 

(20) 
• 

јер сад морамо ставити 1'- = 1. Модуо магнеТСј(ОГ вентора, пошто је 



збо 

овај вектор изазвала струја. израчунајмо по Био - Саваровузакону; у 
овом случају помоnу обрасца (II)§ 27 

Н. = jd! sin (rdl) 
сг 

. de dl 
Но овде треба сменити производ jdl= dt dl=de· dt производа ... 

оптерећења електрона ё и модула брзине D. тј. V = ~. Ако са е озна
чима угао (r.dI). сл. 41. израз за модуо магнетског вектора имаltе облик 

(21) 

Дакле је 

(20') 

Н _ е. sin е 
0-

сг' 

а енерГИЈа магнетског поља би"е 

(22) 

Ово поље се протеже од . површине лопте у беСконачноСт. Доби
ве ни интеграл можемо лако израчунати. }{он струиwимо ПОВРШИНСКR 

елемент у поларним координатама dr. г dG (СII. 41) и за запремински 

елемент узмимо прстен који се добива, обртањем овог површинскоr-

елемента око правца кретања електрона. Би nе 
, 

dV= 2"г' sin е de dr . 
Дакле је 

~ « 

W; = . e.v'J· ј. siп' е d de 
m 4с2 - . г' r , 

а О 

или 

(23) 

Ако електрон мирује. V = О и Wm = О. 
Да би се створило уоцено магнетско поље потребно је да се елек

трон крене. одн. да би се створила енергија поља потребно је да се 

утроши исти износ енергије . . I{ако се усамљен електрон кре"е. његова 
се енергија своди на кинетичку. Схватимо сада горњи израз за Wm као 

кинетичку енергију електрона. Како се ова уопште дефинише као израз. 

те V2 
који има облик - 2 Ј где је те маса материјалне тачке, величина , 

(24) 
2 е' 

m·=Заct' 

која се добива помоliу обрасца (23). зове . се елеКШРОJllаzнешска ... аса •. Овај) 
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ПОЈам увео је џ. џ. ТОМСОН И, према томе, на овај начин можемо сма· 

трати да је за лонретно оптерећење везана ПОЗИТ~1Вна величина - елек

тромагнетска маса. Но треба имати у виду да смо се овде ограничили 

само на случај када се електрон крепе KOHctaHTHoM брзином. . 
Ако се епектрон налази у некџм електромагнетском пољу, његово 

кретаље нене бити једнако. Поред дејства овог поља долази у .обзир 

још и дејство поља кој е ствара сам електрон. Али се по следље не убраја 

у низ спољљих, тј. у теорији електрона не сматра се да ОВО поље ствара 

неку резултанту сила 11 MOMeHr, но се узима само да оно утиче на 

вредност сила инерције. Према томе колицина кретања електрона нектар 

<1R и момент количине кретања ~ не дефинишу се више на ИСти начин 

као у Њутновој механици (§§ 4.1 и 4.2); наиме као то, одн. [Г,то]. 

8еЈ<ТОРИ 9R и <13 су овде неке функције брзине, но не линеарне. Прет
поставинемо само д.а је распоред електрицитета у електрону такав, да 

9R има правац и смер кретаља тј. јединицног нщтора о.: 

(25) 9R = Мо. ' M=M(v) , 

где је v модуо брзине . При постављању једнацина опе теорије . узима 

се да је кретање електро на квазистационарно . , По дефиницији, дакле, 
поље при ОВОМ стању може се сматрати као поље I(оје ствара епек

трон при једнаком кретању. 

УзимајУћИ да закони количине кретаља и момента кОличине кре

тања важе и за овакв о кретање електрона, једначине кретања написа

пемо у овом облику: 

(26) 
d 
dl<l3=L. 

Зауставимо се на првој од њих. Диференцирајмо Једначину (25) 

d9R _ dMdv + М do. 
dt - dv dt о. dt' 

На основи образаца (9) § I (о. = 1) имамо за убрзање 

dv v" do dv do. 
(t = dt оо + R п = dt = dt оо + v dt . 

Одавде је 

а, зато Је 

(27) d'1R dM dv М ". 
dt = dv dt о. + v R 11 , 

где је П јединицни век тор главне иормале путање електрона, а R полу-
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"речник криви не. УЗМИМО пројекције прве од Једначина (26) на правце 
дирке и главне нормале путање 

(28) 
dMdv 

FT = dv dt ' 
-

УIiоређујуhи ове једначине са Ојлеровим диференцијалним једна

чинама (IЗ) § 2.2, ВИДИМО да у првој улогу масе игра множитељ ~~ , 

у другој М. Ове две функције зову се у теорији ~лектрона такође 
v 

електромагнетске .'I\ зсе и ТО 

(~9) 
dM 

ml=-
dV 

- лонгUi1lудuнална~ а 

. М 
(ЗО) m,=-

V 

шрансвеРдална. У овоме лежи битна разлика између ЊуТнове механике 

и механике електрона (М. АЬгаЬаm). Вредности лонгитудиналне и транс

верзалне масе зависе ОД претпоставака о облику и ,.агрегатном" стању 

електрона (тј. од претпоставке да ли је он чврст или се може дефор

мисати). /{ако су, ооим тога, изрази (29) и (ЗО) функције. брзина, и ко

личник е: т = у. који смо увели у једначину (11) мора да се мења. А 
из /{ауфманових експеримената следује да у опадо, када брзина елек-

трона расте. . 
Једначине теорије електрона омогунују да се објасни притисак 

светлости који она врши на тела на која пада, као UlТО СМО ТО споме

нули на крају § Зб. Овај' се притисак може израчунати, ако се узме у 

обзир сила којом електромагнетско поље дејствује на електрон а чији 

израз имамо у једначини (10). Оваква сила израчуната ' за јединицу 

оптереЬења бине 

(ЗI) 

, 
Дакле, ако се узме тело коначних димензија, па се са р 03t:13чи 

густина електрицитета у њему, на ОВО ле тело дејство вати резултанта 
• 

(З2) 3' = Ј 3', р dV . 

v 

Интегранд се може трансформисати помоhу других једначина тео

рије електрона (7) и (8). Наиме, због услова (ЗI), добивамо 

3', р = р (f + ~ [РС , Л] 

= 41л {(f div(!: + [гоt .55, .б] - ~ [дд~ ,.б]) . 

• 
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у последњем члану имамо 

или, према дефиницији Појнтингова вектора (23) § 29.1 и према другој 

од једначина (7). 

4" дб . [ ] 'с dt + с G: гоl <f . 
. Осим тога, због друге од једначина (8) можемо у IIнтегранду до

дати члан 1".6 div.6 који је једна'к нули, па немо имати 

(33) [у ,р = ~ {G: div G: - [G: го! G:] + .6 div .6 - [.6 гоl .б]} - ~ ~~ . 
Трансформишимо сад израз 

(34) j{G: div G: - [G: гоl <f]} dV : 

v 

Прво имамо 
. 

[G:rotG:]=[G:['VG:]]=~ 'VG;'-(G;'V)<f , 

па се израз (34) раставља у два 

и 

које , немо трансформисати одвојено. Ако се у Гаусову обрасцу (15) § .О.2 

стави место D: wt, wj и wh добивају се три једначине, од којих је прва 

а S је површина која обухвата запремину V. Помножимо ли ове јед
начине са ј, ј, h и саберимо ли их, добинемо веКТОрСЮI образац 

према којем је 

(35) 1Ј 1Ј - 2 'V(\;2dV=-2 (\;'df· 
v • 
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Исти Гаусо. образац даје 

ј A23df = ! ']з gradA dV + ! А div 23 dV 

- ."-

= !(23'i7) А ЈУ + ! А (\723) dV .. 

, Ако место скалара А напишемо Ах! Ау, AZ1 ПQМНОЖИМО ове три 

једиачиие . са (, 1, н и саберемо, и аl(О још уведе,ю вектор 21 = А• t + 
Ау ј + А.Н, добипемо образ,ац 

(36) 1'1Ј. (23df) = Ј (23\7)21ЈУ + ј2l(\72з) dV , 
s v v 

који омогућује да се израчуна други део израза (34). Треба само ста
вити да је 21 = 23 = (f, па се добива 

(37) 

Сличан рачуи примењујемо и на израз 

(38) Ј {.6 div .6 - [.6 rot.6J } d V , 
v 

па немо, на основи образаца (32-38), добити 
• 

Дакле, ако се тело -коначних ·димензија налази у уоченом електро

магнетском пољу, ово поље дејствује на тело силом I!' (39). Ако, у . 

смислу електромагнетске теОрИЈе светлости, сматрамо да су уочени 

таласи - светло сни таласи. они не бити веома брзи и средња вредност 

Појнтингова ВСI<тора може се приближно узети за константу, тј. став· , 

љамо :~ = О. Онда сила I!' постаје површинска , па се може звати uрu
шuсаt< свешлосшu на површииу тела. Уведемо ли, ради упрошНавања. 

израза, нове претпоставке, наиме, да је 

(G: df) = (.6 df) = О , 

тј. да на равну површину тела пада управно трансверзални равно по-
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ларизовани талас, израз (39) трансформише се у 

(40) • 1\'=- Jo.mdf , 
. ако се означи са 

(41) O.m = 8~ (f' + S)') 
густина енергије електромагнетског поља (в. обр. (74) § 21.5 и (21) § 26). 

Уз извесне нове претпоставке изводи се у теорији елеК'I'рона на· 

рочити образац за дисперсију светлости, образац, наиме, у нојем се ин. 

декс преламања појављује као фуикција фреквенције таласа. Због Макс· 

ведова обрасца Б = NЙ и једначине (5) имамо прво, за изотропна тела, 

(5') п'о=о+ћ, 

где вектор 9 има вредност изражену у обрасцу (4). Ако схватнмо свет· 
лост као електромагнеТСКIt талас, ТО значи да не се електрони налазити 

у периодичном електромагнетском пољу. Они ће се померати из CBOr 

стања .равнотеже"' (претпостављамо да ово стање постоји када кроз 

средину не пролази светлост) па не-Ј због тога, наступити стзње пола· 

риза ције .диелектрина". Онда не на електрон дејствовати, поред сила 

наведених у једначини (11), нека нова сила. Сматраоемо да је ова сила 
квззиеластичнз, тј. пропорционална удаљењу од положаЈ а равнотеже (В. 

§ 2.5). Нека се у пољу налази један електрон. Положимо координатни 
почетак у његов положај равнотеже. једначину његова кретања можемо · 

тада написати у облину 

(11 ') d'r . у[ . ] 
dl' + K'r= yif + с D.б 

(о. (35) § 2.5 и (11». При овим осцилацијама брзина о померања елек, 
трона је мала величина у односу на брзину с.ветлости с, те се последњи 

члан занемарује, тј. добивамо 

(11 и) d'r 
dt2 + к'У = y(f • 

Електрон према томе врши принудие осцилације. Даље упрошНа· 

вамо проблем узимајуhи место ове векторске - ска:,арну једначину 

(11"') d'x 2 Е . . I 
-dt' + к х = у о SIП}l 

коју добивамо, ако означимо са х удаљење слектрона од положаја рав

нотеже у правцу веюора (Х, у којем се врш" осцилације, к ставимо да 

је овај веl(ТОР једнак Ео sin ,"I ifo . 
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Ова једначина за принудне осцилације је специјалан случај једна

чине (47) § 2.5 (,,=0, cr=O в. обр. 48-50 §2.5) а може се и непо

средно проверити да је функција 

уЕ, .iп р.1 
х =... , 

к- - р. 

њен интеграл. На основи овог обрасца можемо добити за брзину елек

трона о образац 

Претпоставимо сада да се електрани у јединици запремине могу 

поделити у групе и да једној групи (1) припадају електрани који имају 
брзине о, које одговарају истој вредности ~" Не ка N, буде њихов број: 
Слично једначини (б) можемо сада ставити да је густина конвекционе струје 

. ћ=~ N,ey д<f . 
к' - !,-,' дl 

Стављајуl," ову вредност вектора h и (4) - вектора 9 у једначину 
(5'), добивамо 

N 
п' = 1 + 4пеу:!: '-«2 _ t1i2 

Ако се узму средине са индексимз - преламања блиским 1, може се 
. место п' - 1 приближно ставити 2 (п - 1). Ознацимо ли са v и ш, фрек
венције сопствених осцилација електронз, ОДН. светлости која пада на 

средину, БИће к = 21tv I J.LI = 2Тt;фј и претходни u б разац добива облик 

који показује да индекс преламања зависи од фреквенције светлоснаг 

таласа. Претходни обрасци за дисперсију светлости, коју су на основи 

теорије електрона објаснили Orude и Voigt, од извесне су користи за 

фреквенције (1)1 које нису сувише блиске У. Као што се ВИДИ, З3 UJi .... У, ' 

добивамо да п -+ CQ, а за (1)1 > v n2 испада шта више негативан. У та

ласној механици llojaBa дисперсије ДОбила је објашњење другим путем 
и ОНО обухвата случај еве нормалне и аномзлне дисперсије. 

• 
у теорији електрона учињен је покушај да се објасни и зрачење 

светлости. Наиме, требало би сматрати да атом осцилира као Херцов 

електрични осцилатор (а у овоме се осцилације стварају због периодич

ког пражњења кондензатора). Но при проучавању зрачења овај модел 

СВеТЛОСНОГ извора доводи ДО вел·иких теШКОћа, те . се њиме нев.емо по

дробније ни бавити. 
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Од важности је било да се испита, да ли је теориј а електрона у 

складу са општим принципима Теориске физике. Може се показати да 

принцип одржања енергије важи за ову теорију, да се закони КО.1ичине 

кретања и момента количина кретања могу, после извесног уопштавања, 

довести у склад са теоријом електроНа. Али принцип акције и . реакције 

аише не важи, јер, ако п остоји сила која у електро,\\згнетском пољу 

дејствује на електрон, другу, љој супротну не видимо. На етар, по тео

рији' електрона, не дејствују никакве силе; у Максвеловој теорији сма 

тра се међутим да се у етру појављују унутрашње силе . Покушај и да 

се овај принцип друкчије формулише, како би се до вео у склад са тео· 

ријом електрона, није успео. Узрок тр,ба тражити у томе, што за ј ед
.начине теорије електрон а не важи више Галилејев ПРИl'ЩИП релативи

тета : оне нису инваријантие за Галилеје ву трансфо рм а цију (§ 36. 2). 

у теорији магнетизма , као што смо видели у § 26 , ,{срао је важну 

улогу појам елементарног магнета. Теорија електрона даје и З3 овај 

појам извесно објашњење. пошто се -могу поставити та кви услови да 

једна група електрона , скупљених у једном молекул у, ствара . само кон

стантно магнетско поље (дакле без електричног) , па lie , према томе, 

,бити еквивалентна елементарном магнету. Ова група е..1е ктрона зове се 

ЈНагнешон. И ·)-1113 електричн их и магнетских особина М';.перијс H3LЏao је 

своје објашљеље у теорији електрона и у облику који је она имала 

у току првих 20-30 година овог века. Но ипак је дошло и до нових 

откриliа која . су, с једне стране, довепа до бољег прецизираља пробпема 

структуре ма~ерије, с друге стране захтевала су увођење честица нових 

врста. Са њима немо се упознати у наредним параграфима. . 

§ 40 "томе"" МDдели. Извесне појаве о којима см о ~ocaдa говорили 

нашле су у теорији електрона своја објашњења. Ови,\\ појавама при

падају повијање катодних зракова (раја епектрона) у електричном и п и 

магиетском пољу. електрична струја и др., но очевидно је да се теорија 

мора проширити, јер досада није бипа прецизирана ве,. између атома 

и електрона. 3рачеље радиоактивних супстанца показује да је седи

ште честица оптеренених електрицитетом негде у унутрашњости ових 

тела. Ако се прими атомска теорија материје, онда је природна прет

поставка да је ово се)Џlште у самом атому. Онда ~ зраци, на пр., прет

стављају скуп ' оних електрона који су се одвојили од атома (услед иеког 

још непознатог узрока). Увођеље хипотезе о седишту епектрона у ун у

траш~ости атома има врло велики значај, јер у исти ,\13X атом. престаје 
да буде l:IeK3 недељива честица. И одмах се поставља питање , где се у 

атому налазе позитивна и негативна електрична оптереНења. Потребно 

је , дакле, да поставимо хипотезу о СЮlопу атома, другим ·речима, да 

замислимо неки модел атома. 
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Први атомски модеn дао је џ. џ. Томсон И он изгnеда овако: атом 

је лопта по чијој је целој·з~премини распоређен позитиван еnектрицитст; 

а осим тога, по његовој унутрашњости круже електрони. Рачун пока

зује да под овим условима на електрон дејствује привлачење ка сре

дишту сразмерно растојању електрона од средишта . Но са другиматом_ 

ским моделом, који припада Реэерфорду, ПОСТИ~<е се објашњење вепег 

броја чињеница, нарочито ако се приме измене које је доцније увео N. 
ВоЬг. По основној Резерфордовој идеји атом са замишља као скуп че

стица сличан Сунчеву систему. Око језгра, у којем је углавном оку

пљена маса атома и које је оптеренено позитивним електрицитетом, 

круже електрони као планете око Сунца. Језгро их привлачи по Ку

лонову закону. Као подлога за ову претпоставку служе резултати по

сматрања "ретања а зракова радиоактивних супстанца који . су у стаљу 

д. прођу кроз дебеле слојеве материје не мењају i1 и при томе сввј пра· 

вац кретања. Кретања роја а честица посматрају се у Вилсоновој комори, 

где се на путу сваке а честице, око јона као језгара за кондензацију, 

образују капљице у засипеној воденој пари, тако да цела њена пута ља 

постаје видљива. Овде наравно ЧИНИМО претпоставку да је ово путања је

дне ct честице . . Маса електрона сувише је мала да би могла утицати 

при судару а честице са електроном. Дакле, ова че стица слободно про

лази кроз простор сваког атома, не приближујуhи се сувише језгру, које 

би могло да утиче на њено кретање. Најзад, претпостављамо да су 

димензије језгра врло мале (реда 10- 12 цм) у поређењу са љеговим ра
стојањима од еnектрона који припадају истом атому (ред његових ди

мензија цени се на 10-8 цм) . .процена ових дименз ија врши се на основи 
података Кинетичке теорије гасова, но у детаље рачуна овде ненемо 

улазити. У Резерфордову моделу није биnо прецизирано, колики је полу

Ilречник атомз, тј. простора наји овај заузима, а, наравно, ни оБЛИR 

језгра, ни електрона. Упоређивање кретања о: чести,Ца у разним мате

ријама пружа извесне разлоге за нове врло важне претпоставке. Наиме, 

досада нисмо одређивали број електрона који кружи 01<0 језгра. Узима 

се да је број ових електрона·планета у атому неког хеМИСКQГ елемента 

једнаl< његову редном броју у периодном систему. А I(ако је атом уоп

ште као целина у погледу електрицитета неутрала н , претпоставља се да 

језгро атома има ОНОЛИКО позитивно оптеренење, колико износи тотално 

оптерећење свих електрона који га прате. Како на првом месту у ле

риодном систему стоји ПОДОНИК, то се он сматра, према горе речено м, 

за систем језгро (са јединичним позитивним оптсрећењем) + један елек
трон. Ово се језгро зове uроШоН (његова маса је разлика између масе 

атома водоника и масе једног електрона). 

Пре него што "роучимо Боров атомски модел, зауставиhемо се ЈОШ 

Једном на низу важних експерименталних чиљеница. 
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§ 40.1 Cn8КYp8JlHI IН8Ј1Н88. Први и најважнији податак, основа 

.спектралне анализе је чињеница да свако тело, сваки хемиски елемент 

шаље, када је у стању да зрачи светлост, карактеристичне по себе зраке . 
н, према томе, даје одређени спектар. Положај линија у спектру одре

ђује се једним бројем: ако се прими таласна теорија свеТ<lОСТИ, тала

сном дужином л која одговара једној линији (одређене боје), или:" фрек-

венцијОм v = ~, тј. бројем трептаја у секунди. Имали смо образац 
л = сТ ((15) § 31, где треба сменити ct брзином светлости с), но у спек

троскопији је уобнчајено да се рачуни изводе са обрнутом вредношhу 

,аласне дужине (~) место са фреквенцијом v = ~, те се И први број 

зове фреквенција (тј. c~)' Означаваliемо га даље са У*. Мерења поло
жаја ЈЈинија у спектри ма ПО/5азаЈЈа су да између фреквенција појединих 

линија у спектру неког еЈЈемента постоје везе, тј. да ове линије обра

зују групе. серије, тако да се фреквенције појединих ЛIIнија у серији 

могу наhи ПОМОћУ врло простих образаца. За водоник имамо образац 
• 

(42) v =R(~-~) , 
'" к2 п2 

где соу п и К цеЈЈИ бројеви, а R = 109678 ст-I јет.зв. RуdЬегg-ова кон

станта. Прву серију ових линија (в. сл. 42) открио је ВаЈтег (1885) који 
је горњи образац писао у облику 

(43) п" . . (Ј Ј ) л.=с-- , ТЈ . v*=R - - - , n2 -4 4 п2 

где броју п треба давати редом вредности З, 4, 5' ... (око 50 линија) . 
.другу серију пронашао је 

Lyman (1914) у ултраљу

бицастом делу спектра са 

К = 1 , п = 2, З, 4, ... Трена 
је Раsсhеп-ова серија (1909) 
у инфрацрвеном делу спек

тра к = З, п = 4,5,... Че

тврта је Вгасkеtt-ова серија 

На; H~ Н1 

IIIIIIIШ I I I 
а"ь" с " " о' л 

Сл. 42. - C.puj~ линија. - о - Бракетова серија, 

Ь - ПаwеНQВ8 , с - Ба"мерова~ Ј- ЛИW8иова (ул~ . . 
траљубичастн део) у спектру атома sодаНИК8. 

(1922) К=4, п=5,6, ... н, најзад 1924 г. нашао је А. Н. P!und једну 
линију која одговара бројевима к = 5, п = б. 

За спектар јонизованог хелијума постоји образац 

{44) 

и познате су серије: 

1 1 1 
' . = R (~)" - (;)"Ј 

Pickering,oBa (К = 4) и Fowler,oBa (К = З) ОД којих 
24 
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је прву нашао Пнкерииг (\897) у спектру звезде ~ Puppis. Прво се 
сматрало да линије ових серија припадају водоиику, али су, \914 г., 

Пашен и Бартелс коначно доказали да оне припадају хелијуму. 

Сличие просте обрасце поставио је Ридберг за серије линија у 

спектри ма алкапннх метала које су пронашли Kayser и Runge. Код ових 
разликују се четири врсте серија: главна, прва споредна (или дифузна), 

друга споредна (оштра) и основна или Bergmann,oBa. 

Но пре свега је требало на!јИ објашњење главној чињеници да по

стоје иарочите серије лииија у спектрима. 

По себи се разуме да је дубље проучавање спектара показало н 

иове особине; И.пр., да у једној серији линије конвергирају према некој. 

одређеној граници, да заједио са сmањивањем таласие дужиие опада 

јачииа и др. 

Нове чињенице у спектроскonији донело је усавршавање спектра·· 

скопа (одн. дифракционе решетке). Од Behe или мање способности ра· 

сипања боја зависи и облик спектра. Прво је утирђено да се неке по

знате усамљене линије у спектрима разних елемената растављају у групе 

линија. 3ато се разликују линије које остају усамљене, Т.ЗВ. сuнглеliiu,. 

од оних које постају двојне, трајне и уопште вишеструке. Ове се зову: 

ду6лешu, шрuuлешu, одн. мулшuuлешu. А у најјацим апаратима посматра 

се НОВО растављање простих ЛИНИЈа у групе, нарочито у спектрима еле

мената са већом атомском теЖИНQМ. 

Познато је, даље, да на облик спектра могу да утичу извесне чи

њенице чији извор лежи ван спектроскопа . Ово ј врсти појава припа-
дају Земанов (Zeeman, 1896 г :) ефект и Штарков (Stark, \913) ефект. 

Ове две појаве доказују да постоје везе између светлосних, с једне; Ii 

магнетских и електричннх lJојава, с друге стране. Код Пр'вог ефекта._ 

неке линије у спектру постају вишеструке када се на путу зракова 

створи јако магнетско, код другог ефекта - Кад се створи електрично 

поље. Но код Земанова ефекта разликују се два случаја: нормални и: 

аномални. У првом се појављују у спектру, поред основне линије, још 

две, симетричне, с десне и леве стране, - и то само за одређене линије .. 
Код аНQмалног ефекта може да се појави и више нових линија. 

Нове податке, који су се показали као врло важни за разумевање

структуре материје и проучавање њених осоБИllа, дала јеиова грана 

спектроскоnије, Т.ЗБ. Рендгенова спектроскопија. 

Ако на неко тело падају Рендгенови зраци (зови мо их uрuяарнu), 

оно испушта, као што је открио Barkla (1905), друге Рендгенове зраке 
(секундарне). У т.зв .• вакуум·спектрографу· пошло је Moseley·y (19\3)· 
за руком да добије спектре секундарних зракова. Досадања проуча

вања 'Ових спектара показала су да се у спектру сваког хемиског еле

мента појављују четири серије линија. Оне се означавају као К, L, М, N-
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серија. Њихов положај зависи од природе тела, иначе ови Рендгенови 

зраци су природе сличне природи светлосних зракова. 

И положај линија у Рендгеновим спектрима покорава се извесним 

правилима. Прво је Мозелеј поставио правило којим се одређује фрек

венција најјаче линије (К.) у К-џрији. Ако означи мо са Z бројеле
мента у периодном си стему, са а константу чија се вредност за , велики 

број тела мало разликује од 1.6, са " •• • фреквенцију" или Т.зв. таласни 

број ове линије, би"е 

(45) 
3 

"К.= 4 R(Z - а)' , 

где је R опет Ридбергова константа. Сличан образац узима се и за 

најјачу линију L-серије, но он важи са мањом тачношhу. Теорија Ренд

геНО8ИХ спектарз, ОВО морам'о одмах напоменути, задаје веЛИ,ке тешкоhе 

чак ако се и прими I{вантна хипотеза. 

За савремено схватање структуре материје од важности је још т.зв. 

Compton - ов ефект (1923). И он је у вези са РендгеН06llМ зрацима. Ако 
м~нохроматски Рендгенов зрак пада Н3 извесно тело (на пр . комад ла

рафина), и ако се испита спектар эракова после одбијања (и растурања), 

онда се сем основне линије појављује још једна чија је фреквенција 

мања. Шта више, положај нове линије зависи од угла између примар

ног зрака и правца тело - посматрач. Ова се појава извесно време сма

трала за поуздан доказ корпускуларне природе светлости, а нliже немо 

видети њено објашњеље. 

Слична је појава и Т.зв. Raman - ов ефект (1928). Он се посматра 

при растурању ВИДЉИВИХ зракова у течностима и гасовима. када се, 

. поред основне линије, појављују у спектру још и нове. Али у овом 

случају фреквенције нових линија не зависе од правца растурања - у 

овом је битна разлика и змеђу Раманова и Комптонова ефекта. 

Најзад, од споменутих спектара који се састоје од светлих линија 

треба разликовати оне који се састоје од широких светлих пруга. Док 

се први јављају КОД хеl'lШСКИХ елемената и зову се 31'QМСКИ спектри. 

друга врста се посматра код тела која се састоје, по атомској хипо

тези, ОД молекула, КОД којих је у сваком поједином везано по ~еколико 

атома. Ова друга врста спектара' је много КО14пликованија а, наравно, 
и њихова теорија. 

§ 40.2 Периоднм систем. Ако се сви хемиски елементи поређају по 
реду све веlшх атомских тежинз, може се, као што је ОТКРИО Менде

лејев, упореЈјивањем карактеристичних физички х и хем.иских особина 

утврдити за њих извесна периодицНост. Ова се изражава у начину пи

сања - приказана у табели стр. 372. У овом чувеном периодном си

стему имамо осам стубаца, и у сваком од њих по две групе. Елементи 

24* 



Периодни систем 

1 ! 111 VIlI 

-
~ н 1 2 Н. I 

1· i 1,0078 . : - 4,0021 

2 1 3 Li 4 В. 5 В 6 С 7 N I 8 О I 9 F 10 N. 
1 _____ 1 6,94 1 9,02 . - 10,82 _ 12,00 14,01 i 1_ ~,OO 1 _ _ __ 19,00 20,18 i 

3 

4 

5 

II Na 1 12Mg 1 3А I 14Si 1 5 Р 16 S I 17СI 18А, 
23,00 __ 1 24,32 26,97 28,06 3 1 Щ 32,06 35,46 39,94 1 

19 К 20 Са 21 Sc 
39,10 40,08 45,10 

29 ru 3О Zп 31 Ga 
63,57 65,38 69,72 

37 Rb 38 S, 39 У 
85,44 87,63 88,92 

22 Т; 
· 47,90 

32 G. 
72,60 

40 Z, 
91,22 

23 V 
50,95 

38 А. 
74,93 

41 Nb 
93,3 

24 С, 
52,01 

34 S. 
79,2 

42М. 
96,0 

25Мп 
54,93 

35 Бг 1 -

79,92 

43Ма 

, 

26 F. 27 Са 28 Ni 
55,84 58,94 58,69 

44 Ru 45 Rh 46ра 
101,7 102,9 106,7 

38 К, 
83,7 

47 Ag 48 са 49/n 5а Sn 51 Sb 52 Т. - 53/ 54 Х 
.... ------ 1 107,8В 122,41 .'_ 114,8 __ 118,7 121,76 _ 127,5_ , 126,93 - 131,3 1 

~Q ~ H. I bl L. 1 72 Ю 73 Th 74W I ~R. 1 7бlli П~ 78 А 
б 

132,81 I 37 , :Њ I 1 ;{Н,90 17R,f) i~I .. 1 I М,() I l RБ,31 190,8 ] 9~ , 1 195,23 

I 79Аu 80Не 81 тl 82РЬ 83В; 84Р. 
1 197,2 200,61 204,39 207,22 209,0 210,0 

87(· 88 Ra 89 А с 90 Th 91 Ра 92 и 

85" 86 Nt 
222 

7 -
1 _' , 225,97 226 2.32, 1 230 _ 238,14 , , - , I 

'Ј 5ВС. 59 Р, 60Nd 6111 62Sm - 63 Еu 64Gd 65ТЬ 66Dy 67Н.68 & 69 Ти 70УЬ 71 Ср 
140,13 140,9 144,3 - 150,0 152 ,4 157,3159,2 162,5 163,5 166,2 169,4 173,5 175,0 

"" ..., 
'" 
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исте групе исписани ~y једни испод других и имају сличне особине. 

Племенити гасо ви (хелијум (2), неон (10), аргон (18), криптон (38), 
ксенон (54), еманација радијума (86) стоје на крају сваке периоде (у 

водоравном правцу); у првој периоди су два елемента (воДоник и хе

лијум), у другој И трећој по осам, у четвртој и петој по осамнаест, 
шести обухвата тридесет и два елемента, а седма је непотпуна (шест 

елемената н завршава се ураном). 

Као што се види, образац (45) може се тумачити I! на овај начин: 
квадратни корен из фре к венције одређене Рендгенове линије раете ли

неарно са бројем хемиског елемента у периодном сист ему. Поређају ли 

се спектри по пол·ожају на пр. К серије"), по њиховим талаСIIНМ ду
жннама, добива се т.зв. uриродни ред елемената. У начелу, овај при

родни ред није донео нових података, разлика која постоји између њега 

и периодног система је мала: у послсдњем стоји аргон пред капијумом, 

кобалт пред никлом, телур пред јодом и торијум пред протактинијумом. 

Атомске тежине елемената које стоје у периоднuм систему нису 

цели бројеви. Међутим према атомском моделу, о кој ем ће бити даље 
речи, требало би да буду изражеие целим бројевима. Зато је било од 

велике важности ОТКРИће да су скоро СВ.И хемиски елементи мешзвине 

. Т.зв. uзошоllа, тј. тела која имају исте хемиске осоБИllе, а разликују 

се атомском тежииом, и која се раније нису могла ра здвајати хемиским 

путем. Прва идеја о томе припада Соди-у (Soddy, 1910), а прву потврду 

је она нашла у џ. џ. Томсоновим експериментима (1913) са неоном. 

Ови експерименти су доказали да се неон (атомске тежине 20,1~) са

стоји од два изотопа, чије су атомске тежине 20 и 22. А од 1919 г., 

када је АетОIl (Aston) увео нарочиту методу за изналажење изотопа, 

број познатих стабилних изотопа попео с. на 250. Од интереса је да . 
за елементе са парниl't1 редним бро~м постоји много више изотопа, на _ 

пр. за елемент Zinn (бр. 50) познато их је 11. Уопште, И30ТОПИ који 

припадају једном елементу имају сви исте хемиске и многе физичке 

особине; само . изотоп водоникз, Т.ЗВ. тешки ВОДОНИК или' · деушерuјум. 

претставља изузетак, Овај елемент, који се означава са D ИЛИ Н", про
нашао је Urey (1932) спектроскопским путем. Језгро атома деутеријума 
зове се деушерон и сматра се да оно има масу 2 (двоструку В9ДОНИ
кову масу). 

§ 40.3 По.мтон м н.утрон. Број хипотетичних честица мора да се 

пове"а због извесних појава које су посматране у току последњих го

дина. Прва од ових пронађена је при проучавању т.зв. ко~мичког зра-

*) Ове серије имају за разне елементе сличан облик. 

**) ВеЬ 1934 Г. МОГJlа се добивзти .тешка ВОАа 8 п2о чија је гуcrииа 1,11 . Она 
мрзне на теипературн + 3 ,8(}С, а кључа на 101,4oc. Hajsehy густину има на темпера· 
тур. 11.6"С. 
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чења. Познато је да се са површине Земље . распростиру радиоактивни 

зраци. Hess II- ·Kolhorster нашли су (1912-14 г.) да јачина овог зрачења 
опада кад се висина над земљом повећава - до висине ОД 400 М.; за 

веће висине ооа јачина почиње да расте. На висини од 7 КМ. ово зра
чење је двадесет пута веће него при тлу. МеђУТIIМ, да ово зра~ење иде 

само од тла, ОНО би се већ изгубило на висини од једног километра. Мно

гобројна испитивања овог необично јаког зрачења чији зраци продиру 

у воду и до дубине од неколико стотина метара, - као што су то нашли 

Millikan и Сатегол, довела су до закључка да се његов извор налази 

негде у васиони. Зато се ,ОНО и зове кос.мuчко. Сматра се да на границу 

Земљине атмосфере стиже из васионе рој честица и то је Т.зв. примарно 

зрачење. Ове честице, продируни у атмосферу, изазивају у њој таласио 

зрачеље. Трени део појаве је - поновно стварање роја честица. 

Проучавајући фотографске СНИМI<е трагова електрона који су се 

појавили у Вилсоновој комори услед космичког з рачења, нашао је Ан

дерсон (Anderson, 1932 г.) један траг који се извијао супротно траго

вима електрона (слично Ј. Curie-F. JOliOt'OBOj слици (43) на којој имамо 

- ~ .. ---- -• '. , -.. 

Сл. 43. 

истовремено два трага). Оставила га је несумњиво 

честица оптеренена позитивним електрицитетом. 

Даља испитивања, при којима су вршени поку

шаји да се нарочитим метода,ма створе овакве 

честице, доказала су да се доиста може говорити 

о .ПОЗИТИВНИМ" еле.ктронима. Ове честице зову 

се сада uоаUШОIIU. Проналазак . позитона био је 

од нарочите важности, јер се у теоријама које 

су се развијале за последљих 40 година претпостављала егзистенција 
само електрона као честица негативног електрицитета. 

Осим три споменуте 'врсте ОСНОВНИХ честица: електрона .. протона 
и позитона, било је потребно да се уведе и четврта т.зв. lIеушронu. Хи· 

потезу о неУТрОIIУ захтевала је ова појава. Ако на елемент берилијум-, 

падају u зраци, они изазивају секундарно зрачење. Ово секундарно зра
чеље необичио је јако и, ако се пусти да прође кроз неку другу мате· 

рију, изазива И080 зрачење. Проучавајући берилијумово зрачење, нашао 

је Chadwick да је оно корпускуларне природе, ма да га прате јак" 

у зраци. Но честице од којих се састоји ово зрачење разликују се од 

а. и 13 честица, ~ оне су неутралне, Тј. немају ни позитивног) нн нега

тивног електрицитета. Зато се зову неутрони. Рачунским путем је про

цењено да је њихова маса нешто вена од масе прото на, а атомска те

жина 1,008. I(ако ови зраци, ројеви неутрона, пролазе слободно кроз 

плачу олова, дебљи не 30 см. (ово показује јацину зрачења!), претпо, 

ставља се да је Њиховз запремина мзња од запремине протона. 

Чињенице наведене у последњим трима параграфима утицале су 

да се измени првобитни аТQМСКИ модел, те ћемо се стога овде упознати 

са новим схватањем које је донела Н. Борова теорија. 
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§ 40.4 БОР088 теорија атомског смопа. У Резерфордову атомском 
.моделу који смо изложили у § 40 треба да се прецизира више претпо· 
.ставака. Имамо, прво, да језгро привлачи електроне силом (по Кула' 

нову закону) коју смо нашли у Електростатици. Затим се претпоставља 

.да епектрон не пада на језгро него кружи ОКО њега, јер, сем привла

'чењз, постоји и друга сила, - центрифугална, чија егзистенција изгледа 

природна, пошто је и електрон материјална честица. Остало је отворено 

питање и о димензијама и облику лутања електрона. Што се димензија 

. ·система тиче, н.пр., полупречника кружне путање електрона у најпро

-стијем систему, Тј. језгро + један електрон, он би уопште могао имати 
ма какву вредност. Међутим треба узети у обзир још једну врло важну 

-чињеницу. Ако се прихвати да негативна честица, елеIПРОН, кружи ока 

језгра оптеренена позитивним електрицитетом, овај систем се мо'же, са 
гледишта Електродинамике, упоредити са малом антеном у којој се 

врше осцилације. Од овог система, дакле, треба да се распростиру елек

тромагнетски таласи, Према томе, зтом зрзчи извесну количину eHep~ 

.тије, коју преносе ови таласи. И тако се појавила потреба да се пре

дизира ОДНОС између самог склопа атома и зрачења. 

Борова теорија покушава 'да дfi одговор на ова питања. Први њен 
{)блик датира из 1913 г., а од 1921 Бор ју је знатно усавршио. Овде 

немо се упознати са првим њеним формулисањем*), следујуни углавном 

излагању Б. Петронијевиhа. , 
Основу теорије сачињавају ови постулати: 

1'. Између свих путања електрона око језгра, које се могу зами
-елити, постоји дискретан НИЗ Т.38. стационарних путања које су ока

рактерисане условом да се за време кретања електрона дуж једне овакве 

llутање не врши ни зрачење ни апсорпција енергије. 

Овим првим Боравим постулатом издвајају се неке нарочито истак

:нуте путање електрона. 

2'. Зрачење (светлости, енергије) врши се онда када електрон пре
лази са удаљеНИЈе стационарне путање на другу стационарну путању, 

ближу језгру, а апсорпција се врши када са ближе електрон скаче на 

удаљеНИЈУ путању. 

у овом другом постулату ништа Се не говори о механизму. Tj~ 

о самом начину зрачења· или апсорпције. Као важан разлог за увођење 

овог 'постулата треба сматрати губитак енергије при испуштању та
ЈЈаса. Овај губитак се надокнађује повеhањем потенцијалне енергије елек

трона услед његова приближавања језгру. 

3'. Зрачење и апсорпција енергије врши се у скоковима (прекидно), 
у квзнтимз. 

*) В. Petronijevics, Expose systematique de 1а premiere IЫшiе alomique de Bohr 
~Revue generale des Sciences. 15 M~c. 1937). 
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Овим постулатом, 1(30 И четвртим и шестим, доводи се 'зтомскн 

модел и процес зрачења у везу са шеаријом /Сваllша. 

40. Ко))ичина енергије 6Е која" се зрачи или апсорбује сразмерна 
. је фреквенцији одговарајуне спектралне линије, и коефицијент пропор
ционалности је План кова константа h. Дакле је 6Е = hv. 

50. Стационарне путање електрона су кружне линије. Овом прет
поставком упрошhава се математичко формулисање теорије. 

60. Производ количине кретања тv електрона и обима путање. 

једнак је производу Планкове константе и неког целог броја.-) Ак() 

означимо са а. полупречник путаље која одговара овом броју п, бине 

(46) тv. 2"а. = hn . 

Овај производ је Једнак фазиом интегралу (120) § 20 

Ј= JPdQ 

за систем језгро + један електрон. Доиста, означимо ЛИ са w МОДУI> 
тренутне угловне брзине електрона, са е поларни угао који игра улогу 

d9 
координате q, биtiе v = ап w и w = dt' Његова жива сила Је 

(47) 
1 1 l' de)' T=-mv2=-тa.2w2=~ma~2( -
2 2 2"Д 

и импулс 

(48) 

Дакле је 

" 
Ј = JPdQ = Ј та,'ш de = 2.тап' w = 2~a.." тv 

о 

На основи ових постулата можемо сад доказати низ теорема. Нека 

буде е елементарни квант електрицитета, тј. отеренеље једног од N 
електрона који круже око језгра атома. Ово у Резерфордову моделу 

има позитивно оптереhеље- Ne (знак -, јер је е негативно) па не, 

према Кулонову закону, интензитет силе која дејствује на електрон 

Ne' 
бити + ,. Како Је стационарна путаља кружна, на љој убрзаље има 

а. 

*) у ОВОМ облику l!реТnОС'IЗвка важи само за кружне путање. Уопште пак треба 

ставити т = t nhro, где је Т средња вредност кинетичке енергије система, ш угловна. 

6РЗИJ;lЗ. 
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увек права,Ц полупречника, тј, постоји само нормално убрзање ;: (9) §,1, 

те образац (1) § 2 даје услов 
mv2 Ne'l 

- . 
оп ОП 

Дакле на стациона,РНDј путањи је 

(49) т = m!!' =Ne' 
. 2 20n 

Нека т буде периода обилажења електрона дуж п утање. Онда је 

ш= 2". Број обилазака путање за јединицу времена (у једној секунди) 
т 

биtiе 

(50) 

(51) 
• 

1 ОЈ 
ШП = -; = 2л' Зато је модуо брзине 

2nOlt -
V = = 2~a" шп . 

т 

Ставимо ли овај израз у једначину (49), добиtiемо услов 

1 З Ne2 

tUп аП =4' " 
лm 

који одговара тренем /{еплерову закону за кретање планета n'a"=const" 
ако п означава средње дневно иретање ПЛ3l;lете. а а велику полуосу 

њене путање. Десна страна једиачине (51) заиста не зависи од димензија 
• 

путање електрона. 

Сад можемо доказати да се полупречници стационарних путања: 

односе као квадрати одговарајуtiих целих бројева. Нека п и k буду . ' 

ови бројеви. Ставимо израз (50) у једначину (46) и добllвамо 

(52) 

Због услова (51) 

(53) 

hn 
П': n = '4~'O::-·· "" . л Qn т 

ИМ3ћемо 

• 
Te~ према томе, 

важиtiе услов 

за полупречнике ап ' И ак двеЈУ стаЦИО llарних путања 

(54) а '0 = n"К' 11' k •• 

За број обилазака може се дати други израз, КОЈИ показује да је 

шn обрнуто пропорционално са п'. Ставимо зато вреДнос'!' о. (53) у 
израз (52), па ћемо добити 

(55) 
4"'m N'e' 1 

h' 
. , 
п' 

где је први множитељ константна величина за дати електрон. И , за 
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живу силу електрона на стационарној путањи имамо други израз, који 

",>казује да је она обрнуто пропорционална са п'. Треба само да сме

нимо у једначини (4g.) ап изразом (53), те liе бити 

(56) 
2л2m N 2ef: 1 

Т= ћ' . п' 

и поново Је први множитељ константан број З3 уочени електрон. 

Сад можемо потражити израз за тоталну енергију електрона 

Еп'= Т+ и, где је U потенцијал, на п-тој стационарној путањи. Лотен
цијал који одговара сили по Кулонову закону биliе 

и=- Ne' + С . 
ап 

Ова константа сада се одређује условом да на путањи п = 1 по
тенцијал буде једнак нули. Онда liе бити 

(57) и= Ne' Ne' 
а1 ап 

Узимајуliи у обзир образац (49) имаliемо 

Ne' Ne' 
Еп = . 

а1 2ап 
(58) 

Због претходног услова З3 С добивамо позитивне вредности тоталне 

енергије, стављајуlш С = О имали бисмо негативне. Ако је II > к, би"е 
ао > ах и Еп > Ех . 

Лрема четвртом постулату 

дЕ = Еп - Ek =ћУ , 

ако електрон прелази са удаљеније лутање ап на ближу ако 
А према обрасцу (58) је 

Е -Е =Ne'(~ __ I). 
п к 2 ак ап 

Онда из претходних образаца и (53) следује вредност фреквенције 
оног таласа који се испушта када електрон СI<аче са путање п на 

другу стационарну путању К, наиме: 

(59) v=2'Л2mN2е4(_1 __ 1) 
hЗ к2 п2 

. . 

Овај образац претставља велики успех Борове теорије, јер, ако га 

упоредимо са обрасцем (42) који су дала спектроскопска мерења, ви

ДИМО да су они истог облика. За ВОДОНИI<, први елемент у периодном 

систему, треба, према Резерфордову моделу, ставити N = 1, јер само 
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један електрон кружи око језгра. Како је број у * = v : С, то, да би се 

обрасци (59) и (42) поклапали, треба ставити 

(60) • 

с десне стране су сви бројеви познати (елементарни квант елек' 

трицитета е = 4.77.1 0-10 ел. јед., маса т = 9.10-28 gr., h = 6,55.10-'" 
erg sec) и зато се добива R = 109678, тј. вредност која следује 'из ме· 

рења спектара. Овај резултат према томе могао би да се сматра доиста 

као најбоља потврда тачиости Борове теорије. Ово је утолико интере· 

сантније, што су постулати ове теорије постављени прилично произ

вољно, без ДОВОЉНО јасне подлоге. 

Иако је маса електрона врло мала може се претходно формули' 

сање теорије усавршити, узимајуhи у обзир да се електрон и језгро 

обрћу око заједничког тежишта. Зауставимо се на случају водоника. 

Нека буду т и М масе електрона И језгра, а и р њихова растојања од 

тежишта. Онда имамо услов 

(6\) Мр=та. 

Претпоставимо да свака од честица описује кружиу ПУl'ању са 

средиштем у тежишту, и да је ш угловна брзина овог обртања. Као и при 

"' v' извођењу једиачине (49), имаhемо само нормална убрзања - , одн. - , те, 
а р 

опет иа основи једиачине (1) § 2, пишемо услове: за језгро (" = рш) 

(62) 

и за електрои (" = а ш) 

(63) 

е2 
М р , ,,' = ( )' = FN 

а+р 

е' 
т а ш2 = .'=-,-", . 

(а + р)' 
Ако са f' означимо Т.З8. редуковану масу, КОЈа се одређује из 

услова 

(64) 
1 1 . 1 
r: =т+M' 

и из ове једначине и (бl) елиминишемо М, добиhемо 

ma=f'(a + р), 
па ће Једиачина (63) имати облик 

(63') е' 
јЈ. (а + р) ш' = (а + р)' . 

• 
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Ова сад замењује једначину која претходи (49). У њој а + р стоји 
место ап , а ~ место m. Ако поновимо цео рачун за Ридбергову кон

станту (60), добиhемо израз где место т стоји редукована маса. Дакле, 
0значимо ли је за ВОДОНИК са }1Н 1 биhе 

(65) 
2~2e4p.H 

RH = ch'i ' 
1 1 1 
~H = т + M~ . 

За хелијум 

(66) 
1 1 1 - = - + - . 

р.Не т МНе 

Само у последњем · случају треба имати у виду да језгро хелијума 

које има двоструко оптереhење (N = 2) прати само један електрои, тј. 

да је реч о јонизован ом хелијуму (Не+). Извесне линије водоника ЦО

клапаhе се са линијама јОНИЗ0ВЗНОГ хелијума. Као ШТО се види и з. 

обрасца (59), серија линија која одговара к = 4 имапе фреквенције 

(67) • 

Добива се, дакле , Пикерингова серија линија и образац (44). 
Спектар водоникова И30ТОП3, деутерона, који смо поменули на

крају § 40.2 добива се, ако се у обращима (б5) узме двострука маса, 

тј. 2Мн место Ми. 

Према Резерфордову моделу, око језгра атома сваког елемента, 

кружи онолико електрона колики је његов редни број. Али можемо· 

уочити и јОНИЗ0ване зтоме ОВИХ елемената, који су дакле изгубиnк 

известан број електрона. Ако узмемо да је остао само један електрон , 

обрасци (59) и (ба) дају за вредност фреквенције спектралних линија 

које не одговарати скоковима овог . електрона с Ј едне стационарне пу

тање на другу: 

(б8) 

I<ао ШТО се ВИДИ , У. расте са квадратом редног броја . елем-еита lV 
и вен за N = 30 фреквенције су толико велике, тј. таласне дужине су 

толико мале да им спектралне линије падају у о бласт Ре\Јдгенових зра

кова. Али за линије у овој области важи Мозелејев закон (45). Да би 
се нашло објашњење овог обрасца треба претходну теорију допунити 

. НОВИМ претпоставкама. 

Стање једног електрона одређује број п, који означава на којој се 

стационарној путањи налази еnектрон; п ћемо даље звати главнu кваНшllU' 
број. О атому са више електрона - сателита може се претпоставити да 
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једној вредности п = 1 или 2, З, 4 одговарају путање неколиких елек-
. . ' . 

трона, ТЈ. да су електрони подељени у групе, од КОЈИХ сваКОЈ одговара 

одређена вредност n. За једну групу каже се да образује слој и, како 
се разликују четири серије Рендгенових линнја, то се и слојеви зову 

К, L, М и N-слој. 
По себи се разуме да присуство ДРУГИХ електрона треба да утиче 

на кретање сваког поједнног. Кретање целог система: језгро + елек
трони претставља проблем сличан познатом проблему /1 тела ' у Небе

ској механици који. због великих математичких теШКОhз, није МОГУћНО 

. решити у општем облику. Зато се и у теорији атомског модела извесна 
питања решавају приближно. Језгро привлачи електрон силом која је 

пропорционалlJа броју N и зато се квадрат овог појављује у обрасцу 

(б8). Али како га други електрани одбијају, претпоставља се, да се и 

за сваки слој може узети број аа тако, да не смањена сила бити про~ 

порционална броју N - ап • Онда би образац имао облик 

(б8') У. = (N - a")'R(~ - ~2) 
и за ОП = 1, к = 1 Ј П = 2 добива се 

тј. Мозелејев закон (45); електрон онда прелази са СЛОЈа L на М. 
Даљи корак ове теорије састоји се у замени петог п остулата 'ком

пликованијим, наиме, да су путање електрона елипсе, ШТО је и општији , 
случај централног кретања (§ 1). Но пре него 'ШТО се зауставимо на овом 

случају, увешkемо са Бором нову претпоставку, Т.зв. i1рuнцuи коре

"иондеНЦUје. 

За водоник даћемо обрасцу (59), због (БО), облик 

Ако је (п - к):n 
ближним 

мали број, оваЈ образац се може заменити при· 

(б9) 
п-к 2Rc 

v = Rc к"n' 2n = n. (п - К) , 

с друге стране, за број обилазака елеКТРQна 

обрасцима (55), (БО) и N = I : 

(70) 
. 2Rc 

о) = . 
п n. 

'" U.'n = 21t имамо, према 
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Кад би се у некој антени вршио овај број ел~ктриqних осцила

ција, онда би <оп била и фреквеиција електромагнетских таласа које 

она шаље у простор . 

Упоређивање>! образаца (69) и (70) долазимо до закључка, да скок 
с једне стационарце путаље п на најближу унутрашњу к = п - I даје 

основну осцилацију (70), скоку електрона на {( = п - 2 одговара прва 
хармониска 2шn итд .. Између механичке фреквенције (70) и оне (69) коју 
смо нашли ПОМОЋУ Бораве теорије, а која се осн ива, дакле, на теорији 

I<вантз, постоји извесна кореспондеi-щија асимптотског карактера, јер 

образац (69) важи за врло велике вредности n . 
Из досада наведених постулата не може се ништа закључити о 

јачини зрачеља или о полаРJlзацији. Јачини одговара у Боровој теорији 

умножавање скокова , ОДН . кванта светлости. Према принципу кореспон· 
ден ције ово умножаваље може се одредити помоl, у амплитуде зрачеља. 

Узмимо да су путање електрона елипсе и сматрајмо да у обрас

цима овог параграфа ап озиачавају велике полу осе путаља место полу
пречника кругова. 

Елипсу би уствари могао да описује елеюрон, кад би се сам кре

тао око језгра (централно кретање). Иако мало, други електрони ипак 

ути чу на кретање једног и путаља постаје компликованнја. У Небеској 

механици овакав утицај планета на путаљу једне од љих спада у т.зв. 

теорију поремеНај а'). У извесном интервалу времена може се лук стварне 

путање сматрати за лук неке елипсе. Овз Т,за. ос/Сулашорна елипса мења . 
услед поремепаја облик и положај у простору, те стварна путаља више 

личи на неку розе ту, јер се оскулаториа елипса обрпе око осе скоро 

управне на равни путаље. од свих поремећаја путаље електрона углав

ном долази у обзир ово обртаље, другим речима помераље перихела. 

Према гледишту квантне теорије, и ово о бртаље треба да карак

терише неки квантни број Х, који се зове сиореДlIи, јер мора И у овом 

случају извесни фазии интеграл (који се односи на сферне углове који 

одређују положај еnектрона) бити пропорционалан Планковој константи: 
j'=xh. 

ПОМОћУ наведених претпоставака а због разних комбинација вред

ности бројева п и <.У Боровој теорији постигло се објашљеље постанка 

четири врсте серија линија у споменутим спеlприма злкалних метала. 

Код појава које се посматрају у спектри ма навели смо Штарков 

и Земанов ефект. У првом игра улогу електростатичко поље које се 

ствара на путу зракова. Очевидно је да постан ак овог поља, тј . нових · 
електричних сила које дејствују на електрон, може да утиче И на ље

гово кретање око језгра . И, уз НИЗ нових претпоставака, Борова тео

, РИја објашљава Штарков ефект. У атому, у слоју где електрони имају 

-) В. Н.Пр. М. Миланковнh. Небеска механика . БеО I "Р :ЈД 1935. 
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једнаке велике лолу осе, њихова енергиј~ Је иста када нема спољњег 

~лектричног поља. НО ЧИМ се 080 створи, оно утиче на разне електране · 
• • •• 

ЧИЈе путање имаЈУ различите ОрИЈентацИЈе и доводи до разних промена 

енергије. У једној групи електрона исте енергије оно доводи до цепања 

групе и, према томе, ДО растављања спектралних линија. Исто тако . и 

стварање спољњег магнетског поља изазива извесне поременаје у кре· 

тању електрона и Larmor је, на основу Бораве теорије, доказао став 

да се, у првој апроксимацији, цео систем електрона у атому обрне у 

. спољњем магнетском . пољу око правца овог поља ("Ларморова преце

сија"). Но поново треба узети у оБЗIlР основну идеју квантне хипотезе 

.н сматрати да нису могуfiни произвољни нагиби путања еnектрона, да 

правац нормале на њеној равни може са правцем поља образовати само 

углове из одређеног дискретног низа. И за карактеристику оваквих мо

гуhни·х оријентаци.iа уводи се НОв квантни број (магнешскu), који се озна
чава са m. Уз нарочита правила за избор могуhних вредности т по
стиже теорија извесни резултат, наиме, објашњење нормалног Земановз 

ефекта. Али аномзлни ЗемаНО8 ефект није се претходним хипотеззма 

могао објаснити. Исти ј е случај био и са растављањем спектралних ли

нија у усавршеним спеЈ<троскопнма и без ствзрања магнетског поља . 

3ато су учињене. нове претпоставке, које овде нећемо наводити, а које 

су скопчане са увођењем новог квантног броја ј, Т.З8. у"ушрашњег чије 

су вредности различите за поједине компоненте у једном мултиплету 

(Sommerfeld). Од велике важности била је међутим претпоставка, коју 

су учинили Goudsmit и Uhlenbeck (1925), да се електрично оптерећење 
у електрону обрне. Момент количине кретања електрона при овом обр
тању зове се "Spin" (вретено). Према овој хипотези, сам слектрон ствара 
у атому магнетско поље. 

Сада, дакле, слика оног што се дешава у атому према Резерфорд

Вараву моделу атома изгледа овако: око позитивног језгра") кружи 
скуп електрона, а сваки од њих обрhе се око неке осе. У овом ску

пу електрона, КОЈИ се назива љуском атома, морамо разликовати неко

ЛИКО група, према вредностима главног квантног броја. Електрони исте 

групе образују један "слој". Знамо да стања електрона зависе од 

вреднос1'И четири поменута квантна броја. Ове вредности, по квантној 

хипотези, не могу бити произвољне. Најзад, као један нарочити услов 

уводи се ово: да се два електрона у једном атому морају разликовати 

вредношну бар једног квантног броја. Да би се објаснила периодичност 

особина елемената, претпоставља се да су у СПQЉЊИМ деловима љуске, 

код атома оних елемената који показују сличне физ ичке и хеМисltе 

особине, електрани раСЈ10ређени на исти начин. 

Ова хипотеза о љусци електрона омогунила је да се развије тео

рија спектара и да се објасни структура молекула и хемиска вален-

*) о љегову Ск.'lOпу rnвориhемо ннже 
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ција. Према гледишту модерне атомиетике. · електрони атомске љуске. 

и то они који су на веним растојањима од језгра, играју улогу у хе
.миским појавама, тако да се хемиско дејСТво СВОДИ H~ тај начин на 

дејство електричних сила међу атомима. 

Било је и таквих појава, међутим, од којих смо неке Bel'. поме
нули, на пр. постанак изотопа, које су захтевале да се Резерфорд- Боров 

.модел допуни новим претпоставкама. 

§ 41 Атомска мехаНИКI. Према Резерфорд - Борову моделу, атом је 
еистем честица чије се кретање може одређивати методама које смо 

проучили у Механици, но уз претпоставку да је реч о нарочитим ста

ционарним путањама. С друге стране, прелази, скокови атома с једне 

од стационарних путаља на' друг.у lIе Допуштају примене ОВЦХ метода. 

А за ове скокове је везан сам постанак светлосних појава, који се ка

рактерише Боравим постулатима. Појаве које служе за проверавање 
ових пре'Гпоставакз, које смо, с друге стране, увели баш за то да се 

ове појаве објасне, IIрцпадају углавном Оптици. Може се одмах по

ставити питање, је ЛИ могућно ТОЛИКО усавршити ме'годе да би се могла 

непосредно посматрати ПО"lенута кретања елеюрона у атому. Но пре 

него ШТО нађемо одговор на ОВО питање, ззуставинемо се на другом 

питаљу, јер од одговора на ОВО зависи донекле и одговор на прво питање. 

На крају анализе теоријА светлости (Гл. У) видели смо да се сада 

служимо двема претставама о њој. С једне стране светлост за нас има 
тапасиу природу, а с друге стране, има особиие роја светлосних че

.стица, светлосних кванта или фотона. Које је од ових схватања тачно? 

Изгледало је у прво време да у прилог последњег схватања иде Комц

ТОнов ефект, који смо поменули у § 40.1. Како је овај од важности it за 
прво од поставље.них питања, ТО немо овде дати објашњење ове појаве. 

Проучиhемо зато судар електрона и фотона (сл. 44) који се дешава, 
када примарни зраци падају иа иеко тело. Претпостављамо: 1) да фотон 
има енергију ћУ, ако је v фреквенција одговарају!" линије у спектру, 

2) да има масу m. која је, према обрасцу (84) § 36.2, једнака') 

(71) 

(72) 

Дакле, он има и количину кретања, чији је модуо 

ћ,' 
т.с=- . 

с 

*) Дакле у OCHOB I1 ово г 06Јашњења наилазимо на претпоставке Теорнје релатн-

8итеТ8. Но још пеhу тешкоhу чини то да за мирну масу то фотона онда треба да се 

узме, због ~ = 1, вредност о. 
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З) р.а при судару елеюроиа и фотона важе закони одржања енер

гије и количина нретања. 

4) да је електрон слободан и његова је енергија поспе судара јед-
1 , 

нака живој СНЛИ ~ mv . 

5) да не се, због тога 

електрону, његова енергија, 

ЊИТИ; нека ова буде у'. 

што је фотон један део своје енергије дао 

а према томе (обр. <7\)) и фреквенција, сма-

Онда је, према закону одржања енергије, 

(73) 
1 . 

ћу = hv' + 2' mv2 
, 

• 

, , 

а према Nнтегралу количина кретања Је 

B=~+B,=const.. ~.44 

hv' 
Но В има модуо (72), а I В,I = - и 1 В.I = mv. Означавају/1И са 

I с 

<р и iI углове које послед~а два вектора образују са правцем В, 

имаnемо 

ћу Izv' , , " 
_.- = - cos <р + т" cos i} , 
с с 

(74) 
О il У'. ' . ~ 

= с SIП ср + ту SIП 

Одавде добивамо, ако још узмемо у обзир једначину (73) . . , - . . 
(75) 

h' . 
т'''' = . с' (у' + у" - 2у у' cos <9) . 2т" (,. - у') 

" фреквенција у' одбијеног зрака доиста је функција угла <р који он 

образује са примарним (Комптонов ефеI<Т). Претходни образац трансфор

M~caћeMO 'даље уз претпоставку, да се у' ~ало раЗЛИl<ује од У, те се 
у КВ!lДР~ТНИМ _ члановима може ставити у' -:-:- У. Онда 1;емо добити 

(76) 

' ИЛИ 

(77) 

• 

- ћ2 у2 

"у = ilу' + ;"с' (1' - cos <р ) 

6.у =",' - У =-
211 у' .• 'f 
mc2 SШ 2 

Таласна дужина ј е 

).. =сТ=:' . ,. 
25 



386 

Ако У образац (71) уведемо промену ове велицине 

с 
61.=- - 6У 

у' 

добилемо 

(78) . 
211 . ср 

6)" = - sm' -
те 2 

2h -Il 
и коефицијент има вредност 24.10 . ЦМ. 

те 

Ма да наведено објашњење полази од појма светлосне честице, у 

њега се увлаче и појмови из таласне теQрије светлости, што је у складу 

са поменутом тежњом. у глави V, да се корпуск.уларна и таласна тео- , 
рије светлости споје у једну. са овим подацима можемо сад присту

ПИТИ анализи првог ОД постављених пнтањз . 

Узмимо да треба одредити посматрањем. место електрона. Како се 

полупречник · атомацени на 10 .... цм, тачност посматрања треба да буде 
веПа. Ако поставимо услов да је потребна у одређивању положаја 

тзчност до 1"1/00' треба да СМО у могуliности' да оценимо отсечак вели-. . 
-11 . 

чине 10 цм. Онда епектрон треба осветлити светлошну тапасне ду-

жине исТоГ реда . А при судару овог фотона са епектроном, услед 

l{омптоиова ефекта, наступа промена таласне дужине .6.л,Ј(оја је, према 
• • • 

обрасцу (78), истог реда, - ако се посматрања врше под углом 1"' у 

исти мах, судар фотона са електроном мења .његову количину кретз

ња. Како је 6)" истог реда· као и л, бипе и 6 v истог реда као и v (упо
реди два обрасца који претходе (78), а промена колицине кретања 

епектрона 6р, као што се то види из обрасца (74), бине реда 

hv h 
6p=mV~c=J: 

Ако, према ономе што смо рекли, попожај епектрона одређујемо 

са тачношну таласне дужине л светлости која на њ пада, другим ре6 

чима ако је грешка у координати 6q реда 1., онда :he, због последње 
једначине. производ грешака 6р и 6q бити при ближно једнак ћ: 

(79) 6p6q~h . 

Овај услов неодреi)еllОСШU посматрања каже да УКОЛИКО се тачније 

измери положај (6 q је мало) утолико је вена нетачност ПрИ одређивању 
уопштеног импупса Р, одн. брзине. од интерес а је то да граница посма

трања зависи од Планкове константе. Дакле, на основи накнадних прет

поставака и путем разних апроксимација, изводи се закључак да је 

немогућно истовремено тачно мерити и положај и брзину електрона, и 
то у принципу а не само због техничких недостатака савремених апарата. 



, , -." 

у те"рiфl Ј(ванта . коју је '~f.~1~rФ.'~tg, овај 
видну . уnoг),, ' јер ~e због ,њег. , ii~ј)~,"-tl!'!' : ~~ . ато,мс] 
1:IОВИ ~~~::.; ',~,,~~," 1': . ' . оо. ,~,. ":.' .. Д" ~~ , -":~~· ,;:i:~;~7.{~ , ;.- . 
. . ПОlirrб ''iilli~ь устању да таЧН(f 1i$~'.Мо;'·itОчетни 

четну брзину електрона , не можемо нн Ре.зултате 
вати за одређивање његова кретања. Како се у ОСно ви 
теnаиличестица коју даје MexaHIIKa ' налази ПРИИЦ"" 
(узрочности), то према новом гледишту треба. напустити и ... ОВ'ф l 

Услов неодређености можемо написаТI! и за друге 
Aq · . 

q праВОЛИl!иска' координата, КОЈ!ИЧНИ« "'-t имаliе дим еНiiмју 

његов прои.звод са др = т" димензију е!lергије. · Да кл е; 
овај 'производ са дЕ, им а hемо 

(80) .... 

тј. лева страна је истог реда као If /1. А како је енергија 
то је АЕ= hAv, те liе за њега важити услов' 

(8Ј) АV·ЩRlI • . 

Овај услов следује очевидно из претпоставке да 

ности мора да ·важи за све врсте ' честица (језгра, ·oT'~H~! ., 
само за електране. " 

. Цео СКУП светлосних појава познатих до данас довео је до изве-
сног двојног схватања природе светлости, до идеје да с ве:тлост 'И-Ма _ две , 
стране, тј. да се у неким појавама испољава као таласање, у другима 

- као рОЈ честица, Полазеhи од овог .г ледишта дошао. је де Брољи на . , . 
идеЈУ .Да · И ПОЈаве у атомим а иду у прилог сличне ДВОЈ не природе ма· 

терије. Другим речима , кретање електрона стоји у ве,и са неком ' вр

стом материјалних ·таласа. На који се начин могу чи сто формалним пу- . 
тем , на основи аналогија , преносити. појмови из OllТl1 Ke у Механику 
видели СМО вен у § 38, Онде смо наломенули да се може ' сматрати да 
м'атеријалну честицу лрати извесни материјални талас, т. зв.· асоцијирани 

талас, И «ада се израчуна њееова таласнадужина за електране (В, једн, 

«(138) § 38), види се да се она мало разликује од таласни х дужина Ренд
генових зракова, 1912 Г. ОТI<РИО 'је Лауе т,з'в , днфракци ј у · у кристалима : 

када сноп Рендгенових зракова пролази кроз кристал , на фотографској 

ллочи иза овог остаје одређени систем тамних лравил но расло'ређених 
мрља. Сличну лојаву прем а реченом треба очеt<иваТI1 и за ројеве e!let<
трона, јер а«о њих прате асоцијирани таласи, могле би наступити интерфе

ренцијалне нли дифракционе појаве . И заиста, ·Davison и · Оегтег ' (1927) 
дошли су до овог резултата лрви пут посматрају!;и Оil бијање снопа од 

кристала никла, а после њих и други, пропуштајуhи рајеве електрона 

КРОЗ врло танке метал не листиl .. , у' којима су криста,l И оријентисани 

. 25' 
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, , -"- - .. ' ." -~ . 
на p~Ae .'fi*qjjlle, Тада се JipcTe . . 
нов". · ~раци,.,а- :rilll9.te . мрље 45, ... ,-

Й.акОсУови· i!кifnерименти • . нi ' . је навела 1) м •• . 
теријалним; асоцијИр8НИМ таласима; У9lели;: ипак је теШlj:оhа у 

. . . схватањуще rфнроде таласа, А о томе како 

Сп, 45 

се мељало схватам.е овог таласа БИЛQ је Beh ГО
вора иакрајуЈ .. ;'!II, Покушај и да с.нађе фи.' . 
ЗИЧl(И -СМИС'а'i:~jlttНјираног таласа · ннсуималii 
успеха.Јlо ". пор!!д .тога су од интеl1fса и важ
ности БIlJlа· )lу.БЫ разумевање и 'образложење 
.Боровихпос:rулаtа која су доiliла као' резул
тат проу"'8.~ особинарешења Шредингеррве 
једна .... !! .• . «!42) . § , ~, 

ОсиМ .Тог,,; Таласна механика 'омогуhила 
. је да се реше нека питања к@ја су стајала ваи . 
оквира Борове теорије атом а, као на пр, про-
блем ДIIсперсије. · . 

Али наВЕдени облик Шредингерове једначине није. био довољан ни 

да објасни Земанов ефект, Зато се она УОПШТ8вала и добила је у Dir.c
овој теорији. у коју је овај увео и претпоставку о обртању електрона, 

врло компликован облик Анализа свих ових питаља захтева примену ' 

врло сложеног математичког апарата. 
, 

§ 42 Склоп атомског jSlrpa. У досадањим теоријама и питањима 

тежили смо да дођемо до објашњења помснутих појава помову изве: 

сних претстава 0 - ОНОМ скупу електрона који сачињава љуску аТОМЗ_0 

Што се тиче његова језгра, претпоставили смо са,,,\о да ОНО носи по

зитивно оптереliење. једнако оноликом броју кванта електрицитета ко-, 
лико износи његов редни број у периодном систему. Но потребно је 

да се прецизира и с"лоп самог језгра, ДОК је од осталих честица било 

одређено само језгро водоникова атома, протон. сматрало се да су језгра 

атома других елемената грађена од протона и епектрона, Ако је А 

атомска тежина неког еlJемента, а N његов реднн број, било би према 

претпоставци у његову језгру А протона и А - N епсктрона, Ближе 

се склоп језгра није могао прецизирати, Као разлог за претпоставку 

да се и у језгру налазе електрани служила је зрачење радиоактивних 

супстанца, ·Ове избацују. осим краткоталасних у зрак ова. рајеве че

стица, јонизоване атоме хелијума - " зракове и рајеве електрона -1; 
зракове, На ову појаву није се могло утицати никаквим хемиским или 
физичким процесом. у којима обично играју улогу, као што смо вен 
казали. електрони у љусци, Према томе електране у ~ зрацима изба-

"') Подробније о томе аидн, ИЗ ПР. , У деnу G .. JD OS, Lchrbuch der theoreti schen 
Physlk . стр. 589 и даље. 



цуlу језгpJt. Али. ако су атоми свију елеме!!ата грађени .Од п~отона н 
електрона, атомске .тежине треба. да., .. б.>:ду . Ц~!I.И бројеви, Ka;\I се .водо- ·; 
никова узме за јединицу (врло >i;IЛе ~el(тpOHCl(e. масе нс играју 'y.f1or.y 
у овом раЧуну). Откриhе изотопа било је 1i0Т/lУНО у складу са. оliи!'l (' 
закључком. Како изотопи једног елемента имају (изузев деутеријум) ' . 
исте хемнске, ист.е и многе фИЗИЧl<е особине, могло се С ."iатрати у ~e

зерфорд - Борову моделу да оне имају исте љуске саста вљене од елек-,-· .. ] 

трона а само се раЗЛИКУЈУ склопом Језгра. 

Када је пронађен иеутрон, изменило се мишљење о саставу језгра/~ 

Наиме, уведена је претпоставка да се језгро сасrоји од ""роТо!!.а и :иtу~ . 
трона: првих има N, друrих А - N. . , . . .. " ':." . 

Ни . овоrа пута нема прецизиијих претпоставака о начи"у Н.:\~Оји · 
. , .. , . "., ',- " ,: 

су ове честице сцојеие, што оиемогуhује .·дал,у . математичку аН.lЩlfзу : 

питања. Склоп језгра постао је према ранијима тежи проБЛеМ ' ~·· Ji;iMY · 
" . 

је посвеЬен сада део Физике I(оји ' се изов~.Физика језrра~/ · ; , ... 
'. '. ~ . 

Овде Ьемо помеиути још неКОДИf«) ЧИњеilllца које " :дају iеilсiЩ>и-. . " '- '" , - - ._,", . , 
менти и КОЈе, према атомско! хипоrези,СТОЈе у ' вези са СI(ЛОnОМ·Језгра. 

у теорији спектара испочетка игра улогу Rретање елеЈ<'rPJlii~.:· 1Iли 
. .., ', '. , 

ако се узме у обзир да се у атому и језгро ' креће, онда ·. ње~?в'}}фе-
. ,.' . ~ . , 

тање, оди. момент количина нретањз) а еоентуал.но и м~г.щ:тнН'·· м.QЈА,нт . . . " ~' 

утичуна структуру спектара, ШТО се , исцољава У ' т.зil.. хиперфi<ј<ој 
структури линија. Но подаци мз ове облаf.ТИ не .могу још 'да .р&СIJетле 

, .. . . . 
склоп језгра. . . 'о, : . 

Од вепе су важност и радиоаl<ТИВ!lе поја8~, нарочито/)!!<ј,оје ; су 
везане за т.зв. распад атома. 1902 г. РеЗеРФОРД и СОДИ .. иt1'аКлli ; су 

хипотезу о распаду атома радиоаКТИВНИХСУПСТЗllца на осио,ЗИ ,!o~",a

траних преображаја једних елемената У' npyre. ·1iaKpajy перИUI\Н'ОГ' tи-
стема постоје три низа: уранрадијумов, актинијумов и торијумов са 

скоро 40 природних елемената који заузимају места бр. 81-92 (еле
менти бр. 85 и 87 нису познати). У сваком од ових низова преображај 
елемената иде уз зрачење (1 и ~ зракова, а поједини елементи имају 

различита времена живота (од 10--9 сек до 10" година ) . 
Само промене' у језгру могу објаснити промене у aTO.~-

ској теж"ни. Процес распада ато",а врши сеу љему 

према поменутој хипотези, јер на њ није могло ути-

цати ни на који начин. Тек 19!9 г. Резерфорд је в а- . ." ,.'.:' 
шао методу .за .вешта tlКО раз6ијање атома" .испочетка. у , ,. ' . . 
случају азота, затим алуминијума и др .. Ако се пуштај у ..... 
а зраци, тј., према ' аТОмској х.ипоrези, a~o ~e аЗQТ 60.\t· СII. 46 .' . 
бардује (1 честицама, ове разбијају језгра атома азота. .. 
Из разбијених језгара постају језгра водоникова зтома, тј. долази ДО . . 
преображаја једног елемента у .други. На овај начин се објашњавају : ре-

зултати експеримената који нам дају сл. · 46 (Blackett-ову), где се.на крају 
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иэгеСllе путање нзлази деБЉИ~!,I~!<, .I\~~" ' ~i~~!:Ье ПРОДУЖetЬe.· ~eo .Сноп 
линија даје путање. tL честица'У ВИЛСОИQВОЈ" . комори. На краЈУ .~Аие 
имамо' судар (l честнце са језtроМ азота ~ дуџчка таЊ$ линија поеле' 

судара је путања протона који је излетеонз језгра, а к!>3ћа и дебља j~ 

путања језгра азота у којем је остала " честица. Ова честица према томе 
постала би језгро изотопа кисеоника 017. За ову појаву, која се зоге' 
вешшачко рагбuјање јевгра, употребљују te сада зраци којll. се састоје 
\Јд протона, неутрона и деутерона (Cockroft и Walton, 1932 г., ВРЩНД.lI. 

Сл. 47 

су разбијање језгара помоkу КllIIал, 
ских зракова, Fermi 1934 г. по .. оllУ' 
неутрона). ,На слици 46, која.прет

ставл.а појаву вешта.ког разБИја ... ао 

језгра, обдик динија разлн«ује се '011. 
обди«а' путања (Ј. эра«ова при њи- . 
хову растурању, на пр., у азоту и . 
ВОДОНИ«У (упореди с,. сл. 47). На 

овај начин испитан је преображај еле
мената тежих од калијума (N = 19) . 
па до циика (N = 30). 1(011. тежих 

елемената дешава се само то, да јез-: 
гро неког елемента само улови неу· 

трон. Због овога мења се. једине 
• 

његова маса, док његово електрична 

оптереhење остаје исто. Према томе 

ствара се НЗ0тап. Ферми ИЗВОДИ из 

експеримената закључак да се на 

овај начин добивају не само И30ТQП 

ура на, него и НОВИ елементи ~ шран· 

сурани (бр. 93 и 94). 
Као нова појава која има да допринесе схватању склопа језгра 

дошла је вештачка радиоактивност. Супрузи Жалио показали су на 

који се начин она може изазвати. Ако а зраци полонијума падају на 

алуминијум, оваЈ почиње да зрачи позитоне. Ово зрачсње траје и~весно 

време, и пошто се обустави бомбардовање о: зрацима. Осим тога овакав 

алуминијум, који зрачи каорадиоактиван елемент, показује особине 

фосфора. Анализа коју су затим извели Ферми и други довела је до 

открива преко 50 оваквих вештачких ради:оактивних тела. Ова тела не , 
подударају се ни са једним, од познатих стабилних ИЗ0топа, а зраче 

позитоне или електране. Према томе разлика између природних и 

вештачких радиоактивних супстанца је велика: код првих не постоји· 

зрачење позитона, а, осим тога, код других се никад није посматрало 

а зрачење. С друге' стране ни једне ни ПDvге не зраче поотоне или 

неутроне. 



Пита",есклопа језгра није овим појавама расветљен о , чак је можда 

оно још више Компликовано новом појавом коју су открили такође су-
прузи Жалио. . . . " . ' . . ; 

. ., . 
· Ако јаки у зраци падају на површину метала, појављују се исто-

времено парови. електрона и позитона чије ие се путање у матнетском 

пољу извиfати l;Iа разне стране (на сп. 43 виде се ове nутање пара: епек-
трон - позитон). . 

.. Резултат ' ових експеримената тумачи се чак као способност фо-

тона да се "материјаnизује". 'С 

Као што СМО ~идели, за позитsше није се нашло место у a:r-OMCKOM . , , 
моделу. Аnи у квантној теорији, коју је дао Дира к, теориски cnедује 

могуиност ' постанка позитона. 

Скуп честнца које се уводе према атомској хипотези допу"'ује се 
саАа још двема: неушршюм и аНfliUнеушрuном_ Ова хипотеза , потиче . . 
из посматра.... ~ зраче",а радиоактивиих супстанца. Посматрана енеР
гија ових ~ честица ' мања је од израчуиате у теорији. да би се овај 

. мањак енергије надокнадио, претпоставља се да атоми радиоакт~вних 

супстанца избацују и друге честице које се зову неутрино. Љихова , 

маса ' је много мања од масе неутрона. Ове честице не носе . елеКТРИ'lНа 

оuтереиења, а њихова енергија је тоnика да заједно са енергиfoм ~ че-

стица даје тачно износ који је потребан. ." 
. Хипотеза о неутрино дала је повода де Брољиу да их доведе у 

везу са фотонима. Он је претпоставио, наиме. да је светлост ~oj !iey
трино ' и других честица - антиНеутрино. Енергија сваке од о!'их че' 
стица бипа би једнака половини енергије једног кванта светлости. Ф.о~ 
тони би били, према томе, само неки привидни објекти који се јављају 

У ' тренуцима узајамног дејства неутрино, антинеутрино· и неки,:, опте
реНења. Р. Jordan, који је прихватио ' и даље развио ову хипотезу, за

менио је претходну процену енерr.ије другом према којој неутрино н 

антинеутрино имају разне количине енергије. 

, . Видимо у ОВИМ новим Хl!потезама тежњу да се по стави веза између 

структуре материје и светлости. Али теорије које смо спомињали, а које 

нисмо овде подробно йзложили због велике компликаваности матема· 

тичке анализе" и поред низа успеха ' у објашњењу раз~IИХ ПОЈава, нису 
• 

успеле да продру у структуру атомских Језгара. 

§ 43* Еволуција СХВ8тањв структуре материје. Основне претпоставке 
атомске теорије навели смо у § 0.6, а у овој гпави проучили смо њен 
савремени облик: Зато' немо сада дати кратак преглед разнихсхватања 
структуре материје. Као почетак атомске теорије сматра се у историји 

Физике идеја Анакеагоре о прамаси; првобитној маси која се састоји 
од најмаљих честица. На њу се надовезује Леукипова претпоставка, коју 

• • 
је развио Демокрит, ца улогу прамасе играЈУ атоми који се у разним 

, 



врстама тела разликују обликом 'и .димензијама,. а између којих се на

лази празаи простор. НаСУПРО1'.iщејl\, о .цискретној структури, појављу је 
се претстава о континууму, непрекидној средини, Аристотел . <iJiбацује 
егзистенцију празног простора, сматрају"и да се све састоји од пет 

ОСНОВЩIХ .елемената; ватре,земље; ваздуха, воде и етра. ·На ове две ,. . . , . 
претставе: о дискреТНОЈ структури и о непреКИДНОЈ средини, надовеЗУЈУ 

се од доба старих грчких филозофа до наших дана ДРуг.е ' идеје којима 
се прецизирају особине материје. Улогу претпоставке да је материја не

прекидио распоређена у телима видели смо при проучавању . т,еорија 

које иду феномеиолошким путем. Увођење иови х вели,ина, · када су до

лазиле у обзир новопронађене појаве, с~жи увек за карактеристику 
иових особина материје, На овај начии ие мења се претстава О сурук, 

чри материје .него се само употпуљује низ њених особина. ';Друкчије 
. .. , 

СТОЈИ ,са атомском хипотезом, Јер се.постављаЈУ питањао . ·приро.ди не-

дељивих честица од којих је . састављена материја. ХVП векдонОсн ,нове 

допунске .претпоставке: BassoH Huygens .'сматрају да се .а'f:oМИ .разЦих 
тела . састоје од различитих врста материје, а ВоуЈе да је материја свугде 
иста, само се атомИ разликују об)lИ"ОМ; димензијама и крета ... е"" .. ' . 

Улогу теорије топлоте у прециэирању особина ових најмаљих че-
. < 

стица видели смо у § 20'. Но и У .исто доба нису често били ·поглед .. 
присталица атомске хипотезе идентични." Нао пример ~ожемо навеСти 
супротна схватања М. Ломоносова и Р. БОшковиhа. Први замишља да 

најмање честице материје имају одређене димензије, облик, масу,и инер

цију .н да се у разним телима оне разликују овим особинама, а ~ ра

споредом и кретањи",а. Као и код Бојла, оне· су чврсте. ,(хватање Бо

шковиhево је више апстрактно, јер су према њему тела изграђена 'од "r.iа
теријалних тачаК,а·, које немају димензија, само су окарактерисане 0(:06и-

1IОМ )lа између њих дејствују силе у правцима што пролазе 'кроз Њ\lХ (на -• • 

врло, малим растојањима ове се силе ,претварају наИЗ ,\1енично из ПРI1f:J.Л,а-

чења у одбијање). Венег прецизнрања ХУIII век није донео. У почетку XIX _ 
века атомска хипотеза развија се у Хемији, и ОаЈtОП}ttтвари даје че- ' 
стицама оне особине које је раније навео Ломоносов. ШТО се облика 

.атома н молекула тиче, њихова агрегатног стања ИТД., венег прецИзи;-· 
рања проучавање хемис}(их . појава није .донело. Али из ове ,о~лас:rи .1;10-

тиче она идеја која је добила важност, као ШТО СМО видели, 'тек уХХ 
веку, наиме W. Prout-овз претпоставка, ~a ' ce сва тела састоје од једног 
елемента, Извесним моделима служила се l{инетичкз теорија гасова, по. 

• • 
КОЈОЈ се атом ззмиwља као еластична .Лопта, двоатомни молекул ка(} 

ђуле за гимнастику н томе слично. У овом погледу, претстава о. струк

тури материје није напредовала с обзиром на идеје ХУIII века,. caMocr 
ове једноставне претпоставке олакшавале математичко формулисање про- ' 

блема,. Велики корак унапред и битне промене у схватању структуре 
матерИЈе донеле су тек оне "Теорије RGje чине садржај претхаднихпа-

. , 

раграфа. 



3акључак 

. -:. ; 

у ОВОЈ глави дали смо преглед еВОЛУЦИЈе атомистичког СХ'1атања 

појава у природи. Видели смо I<al<o се за љихово објашњењеморајууво
дити појмови о !iОВИМ честицама од I<ојих је саграђен атом . . Номодел . 
атома, I<оји би објаснио све појаве, нисмо нашли. Зато су' истражи
вачи 1<30 Хајзенберг, Бор и Јордан почели да заступају мищљење 

I<al<o уопште треба престати са тражењем модела. Анализу појава ваља ,. - . 
· вршити само помоћу оних величина које се могу непосредно м~итн. 

А за процесе у атому, по овој квантној .механацu, долазе у обзир само 

фреквенције и јачина Сl1ектралних линија и различити степени атомске . . . ," 

енерГИЈе I<OJH се могу мерити у оним експериментима, где, према ра-

нијем схватању, постоје судари честица. 
. 

При схватању појава које се тичу структуре материје, неки испо-

љавају чаl< извесни Сl<ептицИзам. Али је вероватно ље"ОВ извор у 'пре
тераним : надама. 

Al<o .ce и прими атомска хипотеза, не треба губити из вида извесне 
начелне тешкоhе Сl(DПЧ8не с ОВИМ " гледиwтем. Атом.. као недељива че

стица имао је без сумње загонетни с}(лоп за стара схватања. Али, ако 

се усвоји неки атомски модел. ИСТО питање преноси се на OH~ честице 

ОД којих је грађен 8ТОМ. Питање облика, стања, особине оваквих честица: 

електрона, протона ИТД. остаје" нерешено. Осим тога, остаје загонетно 

још једно питаље. AI<O замишљамо да атбме или друге честице раздваја 
· '. . · празан простор, онда тек нисмо у стању да схватимо' како оне деЈ-

ствују једна на другу са даљине, јер нисмо могли примити хипотезу 

actjo јп djstans ни у макрокосмосу. А ако примимо хипотезу о етру, 

поставља се питање о вези између ових честица и етра. ПочеТI<ОМОвог· 

Bel<a, I<ада је био уведен само појам слектрона, покушавао је Ми (G. 
Мје, 1912) да објасни процес у атому са унитаРИСТИЧI<ОГ гледишта. 

Полазна тачка ове теорије материје била је мисао да је електрон неко 

језгро са атмосфером, место у етру где се овај налази у нарочитом 

стању које зовемо електрично оптерећење. Ову мис ао налазимо још код , 
Фарадеја, према којем су дели!ш материје неке врсте чворови у етру, 
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За" ово схвзтзње ишчезавају неке од поменутих' 'тешконз, али' откриhе ' , ' ' 

позитонз, неутрона и других честица ствара нове теuш:оhе. 

Ми немамо данас дефинитивних погледа на структуру материје. 

А вероватно је да је разлог томе што је наша жеља била да и сувише 

дубоко продремо у тајне природе, као и када постављамо питање шта 

ј е електрицитет или шта је светлост • 
. Но теорије које стварамо и којима помоhу математичке анализе 

дајемо све савршенији облик воде нас без сумње ка све дубљем схва

тању и ка синтези појава. 
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