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u v о D 

Svaki graf (kako konacan tako i ЬеБкопасап) moze 

bitipredstavljen ротоси matrice susedstva. U vez~ sa ovim pri

гоапо se паmесе sledece pitanje: Kako se inace Уеоmа razvijena 

teorija matrica (konacnib odnosno beskonacnih) moze iskoristiti 

u cilju dobijanja informacija о strukturi grafova? Јеаап оа пај

vaznijih ројтоуа koji se u tu svrhu moze iskoristiti jeste spek

tar grafa, matematicki objekat pridгuzen grafu posredstvom oa~o

varajuce matrice susedstva. 

Роа spektralnom metodom u teoriji c,rafova podrazume

уаmо " s kup postupaka za dobijanje 1. dokazivanje iskaza о struk

turi grafova koji u svojim bitnim tackama koriste spektre gra

fova ll
• Za teoreme koje ааји vezu izmedju ЬГОјеуа koji sacinja

уаји 'spektar grafa а пе sadrze ројтоуе strukturne prirode kaze

то аа opisuju spektralne osobine grafova. Medjutim, u teoriji 

grafova su mnogo znacajnije опе teoreme koje ааји vezu izmedju 

strukturnib osobina grafa i пјети pridruzeno[ spe~tra. Такуе 

teoreme predstavljaju glavno sredstvo spektralne metode i ото

gucuju odredjivanje strukturnih osobine grafova рото6и njihovog 

spektra. 

3-oektralna metoda је уеотв razvijenC1 u teoriji ko

nacnib grafova а zasnovana је па koriscenju spektra С-l matri

се susedstva datog grafa. Опг Брааа u grupu algebarskih metoda 

u teoriji grafova i ао авпаБ iz te oblasti је objavljen veliki 

broj гааоуа. i'1onografiju iz ove oblCl~'ti napisali su 19.3С. БО

dine D. Cvetkovic, М. Doob i Е. Басhs {9]. 
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Spektra1na metoda и teoriji beskonacnih prebro

jivih grafova је и sustini metoda funkciona1ne ana1izei za

sniva эе па koriscenju spektra kompaktnog 1inearnog operato

га u separabi1nom Hi1bertovom prostoru pridruzenog datom gra

fu. Osnovni rad iz ove oblasti objavio је 1981. godine А. Tor

gasev [39]. Isti autor је objavio i1i pripremio za objav1jiva

пје i radove [40Ј, [41], [42], [4зЈ, [44], [45], [46Ј i [47] 

koji se odnose па primenu spektra1ne metode и teoriji besko

nacnih prebrojivih grafova. Na drugaciji nacin је В. МоЬаг и 

radu [24] objav1jenom 1982. godine postavio osnove spektra1ne 

metode loka1no konacnih prebrojivih grafova. 

, Navedeni radovi podstak1i su autora da preduzme 
'О 

istrazivanja iz spektra1ne teorije beskonacnih prebrojivih gra

fova.~Rezu1tati do kojih је dosao iz10zeni эи и prvom de1u ove 

teze (pog1av1ja 1., 2. i 3.). u drugom de1u teze (pog1av1ja 4., 

5. i б.) posmatrani эи эато konacni grafovi i proucavane spek-

tra1ne karakterizacije nekih k1asa ovih grafova. Neki od tih 

rezu1tata mogu эе be~ posebnih teskoca preneti i па beskonacne 

prebrojive grafove. 

Teza је podeljena па uvod, sest pog1av1ja i spisak 

koriscene 1iterature. Pog1av1ja se da1je de1e па izvestaп broj 

ode1jaka. 

Prvo pog1av1je је uvodnog karaktera. Odeljak 1.1 

sadrzi izvesne pojmove i tvrdjenja iz spektra1ne teorije kom

paktnih 1inearnih operatora definisanih па se.parabi1nom Hi1ber

tovom prostoru. U ode1jku 1.2 dati su osnovni pojmovi i defi-

nicije iz spektra1ne teorije beskonacnih prebrojivih grafova а 

и odeljku 1.3 озпоvnе osobine spektra beskonacnog prebrojivog 

grafa .. 
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u drugom pog1av1ju iz10zene su neke re1acije iz

medju spektra1nih i strukturnih osobina beskonacnih prebroji

vih grafova. Re1acije izmedju strukture i spektra digrafova 

iz10zene su и ode1jku 2.1 а re1acije izmedju strukture i.spek

tra grafova и ode1jku 2.2. U ode1jku 2.3 proucava se spektar 

komp1etnih mu1tipartitnih grafova i daje jedna spektra1na ka

rakterizacija takvih grafova. Ode1jak 2.4 sadrzi neke re1aci

је kojima se karakteristicna funkcija beskonacnog prebrojivog 

grafa izrazava рошоси karakteristicnih funkcija nekih njegovih 

indukovanih podgrafova. 

U trecem pog1av1ju proucava se osobina konacnosti 

tipa beskonacnih prebro;.jivih grafova dobijenih nekim operacija

та nad beskonacnim grafovima. Posmatraju se neke ипагпе (ode-

1jak 3.1), zatim neke binarne Codeljak 3.2) i па kraju neke 

n-arne (ode1jak 3.3) operacije nad be9konacnim grafovima. 

U cetvrtom pog1av1ju odredjeni su svi minima1ni 

grafovi sa spektra1nim гa~ponoт vecim od 4 (ode1jak 4.1). Та

kodje su opisani grafovi ciji spektra1ni гаБРОП nije veci od 4. 

U ode1jku 4.2 odredjeni ви svi minimalni grafovi ва osobinom 

da imaju drugi spektra1ni raspon veci od 3/2 а opisani su i 

grafovi ciji drugi spektralni raspon nije veci od 3/2. 

U petom pog1av1ju posmatrani su'grafovi эа ograni

сепоm redukovanom pozitivnom odnosno negativnom energijom. U 

ode1jku 5.1 opisani su grafovi cija redukovana pozitivna епет

gija nije veca od 1/2 а и ode1jku 5.2 grafovi cija redukovana 

negativna energija nije veca od 1'. Pored toga, odredjeni su svi 

minima1ni grafovi sa redukovanom negativnom energijom vecom od 1. 



7 

u sestom pog1av1ju odredjena зи sva stabla sa ta

спо р pozitivnih sopstvenih vrednosti (р=2,3,4) (ode1jak 6.1). 

Takodje зи odredjeni svi povezani grafovi за ma1im Ьгојеш (је

dan, dva i1i tri) kontura i за tacno dve pozitivne sopstvene 

vrednosti Code1jak 6.2). U ode1jku 6.3 iz10zen је ргоЫет opi-

sivanja str.ukture grafova эа tacno dve pozitivne sopstvene vre-
, 

dnosti, koji nije do kraja геБеп. 

Rezu1tati do kojih зат dosao iz10zeni зи u vidu 1е-

та, teorema, posledica i primera. Svako poglav1je ima svoju nи

meraciju iz10zenih definicija, lema, teorema, primera, tabela 

i slika а svaki ode1jak svoju numeraciju formu1a. Izvestan Ьгој 

teorerna odnosno lema drugih autora, koje koristim и, izvodjenju . 
,svojih dokaza, navedene зи bez dokaza. 

Autorovi pri10zi и ovom radu su razlici!e katego

rije: nove teoreme odnosno genera1izacije poznatih teorema. 

Ode1jci 2.1, 2.2 i 2.4 bazirani зи па rezu1tatima 

rada [29] i sadrze ug1avnom genera1izacije poznatih teorema iz 

spektra1ne teorije konacnih grafova. Ode1jak 2.3 i de1imicno 

1.3 zasnovani su па rezu1tatima rada [26Ј. Pog1av1je 3. је nа

sta10 па ~s:Q.ovu radova [27], [28Ј i [ззЈ. Rezu1tati radova [зоЈ 

i [3~ ukljuceni зи u poglav1je 4. а rada [32] и pog1av1je 6. 

Sledeci rezu1tati iz ove teze: Џvоdјепје ројта ka-

rakteristicne funkcije beskonacnog prebrojivog grafa, teoreme 

1.7, 1.8, 2.14, 2.15, 2.16, 2.20, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 

4.3,4.4,4.5,4.6,4.7,5.1,5.2,5.3,5.4, б.'+, б.5, б.б, 6.7, 

1ете 3.1, 3.2, 4.3, б.1, 6.2 i 6.3 rnogu se smatrati osnovnim аи-

torovim origina1nim pri1ozima. 

Koristim ovu priiiku da izrazirn zahva1nost do~ , u 
А~:~\>.$EJ:3::I1Jrл"'i 

Pi1'" ./I~i 
А. Torgasevu koji mi је u svim fazama izrade ovog rada i.1!ОЩ9gао~~ 

\1." ',/ ','"" ~:J 

\~<",:JI 
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svojim 8avetima, idejama i kritikom. 

Zahvaljujem 8е profesorima D. Cvetkovicu i I. Gut

шаnи sto зи procitali vecinu mOJih radova, koji зи posluzili 

kao osnova za izradu ove disertacije, i dali korisne primedbe 

i sugestije. 

А и t о r 



1. OSNOVE SPEКTRALNE TEORIJE BESKONACNIH 

PREBROJIVIH GRAFOVA 

Ovo pog1av1je sadrzi и prvom ode1jku neke pojmove i 

tvrdjenja iz spektra1ne teorije kompaktnih 1inearnih operatora 

koji ви potrebni za zasnivanje spektra1ne ~eorije beskonacnih 

prebrojivih grafova. Pri tome је зато manji Ьгој tvrdjenja 

iz10zen и obliku teorema а ve6i Ьгој и obliku preg1eda spek

tra1nih osobina kompaktnih linearnih operatora i nekih poseb

nih k1asa ovih operatora. 

Osnovni pojmovi i definicije iz spektralne teorije 

beskonacnih prebrojivih grafova i osnovne osobine spektra bes

konacnog prebrojivog grafa izlozeni ви и naredna dva odeljka. 

1.1 Spektra1ne osobine kompaktnih linearnih operatora 

Definicija 1.1 Neka јеН komp1eksan separabi1an Hi1-

bertov prostor. Operator A:H~H zove зе kompaktan 1inearan оре

rator ako је А 1inearan i ako је za svaki ogranicen podskup М 

od Н, А(М) kompaktan skup. о 

Svaki kompaktan linearan operator је ogranicen i пје

gove osobine su veoma bliske osobinama linearnih operatora :па 

konacno-dirnenzionalnim prostorima. 

Spektralna teorija kompaktnih 1inearnih operatora 

је re1ativno jednostavna generalizacija teorije sopstvenih 

vrednosti konacnih matrica i podse6a па mnogo nacina па spek-
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tra1nu teoriju 1inearnih operatora u konacno-dimenziona1nom 

БlиСаји. Ovo moze аа Бе vidi iz sledeceg pregleda nekih spek

tra1nih osobina kompaktnih 1inearnib operatora. 

10 Skup sopstvenih vrednosti operatora А је nај-

vise prebrojiv а moze biti i prazan. 

20 Ako је skup sopstvenih vrednosti operatora А 

prebrojiv tada је л=О jedina tacka nagomi1avanja tog skupa. 

з0 Svaka spektralna vrednost 1\10 је sopstvena vre-

dnost operatora А. 

40 Nu1a је spektralna vrednost operatora А. 

50 Sopstvene vrednosti razlicite оа nule Би ko

nacne.geometrijske i a1gebarske visestrukosti. 

Zbir a1gebarskih visestrukosti svih nе-nи1а sop

stveni~vrednosti kornpaktnog linearnog operatora А oznacimo 

sa ~(A). 

Vaznu k1asu kompaktnih linearnih operatora cine 

kompaktni samoadjungovani linearni operatori. Njihov spektar 

рогеа navedenih ima i sledece osobine: 

1 о Spektar 6(А) operat'ora А је realan. 

20 Sopstveni vektori koji odgovaraju razlicitim 

sopstvenim vrednostirna operatora А su ortogonalni. 

з0 Spektar 6(А) опегаtога А lezi u zatvorenom in

tervalu [m,м] realne ose, gde је 

40 Za 

50 m 

m = inf (Ах,х) 
I\XII=l 

operator А vazi' 

t~ = s ир (Ах, х) • 
IIx\j=l 

НАI\ = rn ах {\ m I , ! м \ } = Бир lџ~X, х)1 • 
\lХI! = 1 

i f'l Би spektralne vrednosti operatora А. 
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60 Rezidua1ni spektar 6г (А) је prazan. 

70 A1gebarska visestrukost sopstvene vrednosti лlо 

jednaka је пјепој geornetrijskoj visestrukosti. 

80 Spektar 6(А) operatora А је konacan tj. 

('Л·IО) 
~ 

ako i samo ako је njegov rang R(A) konacne dimenzije р. Ovde 

~l' ••• 'ЛР mogu biti raz1icite i1i пе a1i njibov ukupan broj је р. 

Uzasnivanju spektra1ne teorije beskonacnih prebro-

jivih grafova posebno vaznu u10gu igra jedna uska k1asa kompa-

ktnih 1inearnih operatora tzv. nuk1earni operatori. 

Ako је А kompaktan 1inearan operator, tada su i оре

ratori А::к. (adjungovani operator od А) i (Af.:A)1/2 kornpaktni 1ine

arni operatori. Sopstvene vrednosti operatora (А::к.А )1/2 zovu se 

s-brojevima operatora А i oznacavaju sa sj(j=1,2, ••• )! 

Definicija 1.2 Kompaktan 1inearan operator А је пи

k1earan ako је 

)s.;(oO .0 
'-- Ј 
ј==l 

Sada сето navesti jednu drugu karakteristiku nuk1e-

arnih operatora, koja dozvo1java da se za takve operatore uvede 

ројаrn matricnog traga. 

Kazemo da ogranicen 1inearan operator А, defini

san па Н ima konacan matricni trag ako za svaki ortonormirani 

bazis {е.} ~ ргоstога,,,.Б red 
Ј оо 

konvergira. 

L (Аеј,е ј ) 
ј=l 

Teorema 1.1 ([14], str. 127) Ogranicen 

O'perator А је--пuklеa.rз.п ako i Бата ako ima konacan 
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trag. Ako је А nuk1earan operator, tada suma 

~ САе .,е.) L- Ј Ј 
ј=l 

пе zavisi od izbora ortonormiranog bazisa {ej1i prostora Н. а 

Оуа suma se oznacava sa trA i naziva matricni trag 

operatora А. 

Navodimo'i jednu уеоmа vaznu teoremu V. В. Lidsko-

ga, koja uop~tava izvesna tvrdjenja iz teorije matrica. 

Теогеmа 1.2 ([14], str. 131) Ako је operator А пи-

k1earan tada se njegov matricni trag poklapa sa njegovim spek-

tra1nim tragom tj. 
У(А) 

trA = Li\j 
ј=l 

• .' . 

Nuk1earnom operatoru А mozemo па jedinstven nacin ... 
pridruziti jednu се1и ana1iticku funkciju Dл(А) па sledeci па-

cin: 

(1) 

»(А) 

DА(л) = det(I-лА) = П (l-ллј ) 
j=l 

gde su ~. ne-nula sopstvene vrednosti operatora А. Funkcija 
Ј 

D~(л) zove se karakt-eristicna determinanta operatora А. 
11. 

Funkcija DА(Л) dopu~ta razvitak u red 
оо 

DA ('Л) = ) . 
п=О 

koji је konvergentan za svako 'Л. 

Као posledica apsolutne konvergencije proizvoda па 

desnoj strani jednakosti (1) lako, moze da se nadje da је 

а = 1, а = (-1) п ~ 'Л. • •• л . (п= 1,2, •.• ) о п L- 1 1 . . 1 п 
lг···,lп 

(i" ••• ,1 - razliciti). _ п 



13 

Na kraju ovog ode1jka istaknimo da ogranicen 1ine-

агап operator definisan па separabi1nom Hi1bertovom prostoru 

dopusta matricno predstav1janje potpuno ana1ogno (iz 1inearne 

a1gebre poznatom) matricnorn predstav1janju 1inearnih operato-

га и konacno-dimenziona1nim prostorima. 

Neka је {ej}~ proizvo1jan огtогпопогmiгац~аzis и 

Н i neka su а .. Furijeovi koeficijenti vektora Ае Ј .. и odnosu па 
lJ 

bazi.s {ej}i tj. 

(Ае ., е .) = а. . 
Ј 1 lЈ 

Tada је za svako ј=1,2, ••• 

(2) Ае ј = L 
i=l 

pri сети је ispunjen us10v 

(3) 

а .. е. 
lЈ 1 

. (i=1,2, ••• ) • 

(ј==1,2, ••• ) • 

u odnosu па ortonormiran bazis {ej1i ogranicenom 1inearnom оре

ratoru А korespondira1i smo beskona.cnu rnatricu 

а11 а12 а1з 
а21 а22 а;:>_ . . . 

(4- ) (а .. ) = ~? 

lJ 
а31 а32 азз '" . . . 

• • • • • • 

ciji e1ementi zadovo1javaju us10v (3). 

Po1azeci od matrice (4-) koja odgovara ogranicenom 

1inearnom operatoru А, mozemo па jedno~nacan nacin rekonstJ.;:.l1-

isati operator А. Zaista, njegove vrednosti и vektorima bazisa 

е1 ,е2 , ••• odredjene su sa (2). Na· osnovu 1inearnosti definisane 

su njegove vrednosti па 1inea1u 1{e1 ,e2 , ••• 1 . No kako је 

д: {е1 , е 2 , ••• 1 =Н, neprekidnoscu su definisane vrednosti орега

tora па citavom prostoru Н. 
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Ako је (а .. ) beskonacna matrica koja predstav1ja 
lJ 

nuk1earan operator А tada је 

trA = L 
ј=l 

а .. 
ЈЈ 

• 

Sledeca teorema predstav1ja tzv. matricni krite

rijum za utvrdjivanje nuk1earnosti ogranicenog 1inearnog оре-

ratora. 

Teorema 1.3 ((14], str. 125) Ogranicen 1inearan 

operator А је nuk1earan ako beskonacna matrica (а .. ) koja ga 
lJ 

predstav1ja u odnosu па dati ortonormirani bazis {еј} i zado-

vo1java us10v 

~ la .. 1 <: ос ~ lJ 
i,j=l 

.0 

Н. von Koch koji је prvi uveo ројаm determinante 

beskonacne matrice (tj. ogranicenog 1inearnog operatora) 1900. 

godine u radu [18] dokazao је izmedju osta1og аа Би koefici

jenti,an (П=1,2, ••• ) karakteristicne determinante DA(~) јеапа

ki zbiru svih glavnih rninora reda п matrice (а .. ) sa znakom 
lJ 

(_l)П tj. 

(5) ап = (_l)П L Dn (i1 ,· •• ,in ) = 
i <···<i 1 п 

• • • • 

а. 
1 1 
П П 

• 
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1.2 Osnovni pojmovi i definicije spektra1ne 

teorije beskonacnih prebrojivih grafova 

Mnogi pojmovi i definicije iz teorije konacnih gra

fova prenose se па beskonacne prebrojive grafove (de1imicni 

graf, indukovani podgraf, put, povezan graf, izomorfni grafo

vi, hromatski Ьгој itd.). Neke druge pojmove kao sto su matri

са susedstva grafa, spektar grafa i karakteristicna funkcija 

grafa potrebno је definisati па nesto drugaciji na~in оа onoga 

kako se ti pojmovi definisu и teoriji konacnih grafova. 

Termino1ogija koriscena u ovom radu oslanja se па 

termino1ogiju koriscenu и monografiji [9]. Znacenje nekih ter-
\ . '. 

mina се ipak biti оЬјаБпјепо' i u ovom гааu. 

Najpre navodimo definicije nekih osnovnih pojmova • 
• 00 

Definicija 1.3 Neka је х={х,у, ••• } prebrojiv skup i 

U skup dvoc1anih podskupova оа Х. Uredjen раг G=(X,U) naziva se 

beskonacan prebrojiv graf. E1ementi skupa Х zovu se cvorovi gra-

fa а e1ementi skupa U grane grafa. о 

Definicija 1.4 Neka је х={х,у, ••• ј prebrojiv skup i 

U skup uredjenih parova elemenata iz Х. Uredjen par G=(X,U) па-

ziva se beskonacan prebro,jiv digraf. E1ementi skupa Х zovu se 

cvorovi а e1ementi skupa U orijentisane grane (kratko grane) 

digrafa. о 

U daljem tekstu beskonacan prebrojiv (di)graf се

то, kratkoce radi, zvati beskonacan (di)graf ili јеdлоstаvпо 

samo (di)graf. Dakle, pod pojmom.grafa podrazumevamo опо sto 

Бе u mnogim radovima iz teorije grafova oznacava kao t:neori-

jentisan gr~'!"'~z petlji i visestrukih grana". Primetimo tako-

аје аа definicija digrafa takodje пе dopusta mogucnost posto-
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јапја visestrukih orijentisanih grana. 

Za beskonacan (di)graf G kazerno da је ~-nurnerisan 

i1i Бато nurnerisan ako је uspostav1jena bijekcija 'e:N-Ј'Х, sku

ра N prirodnih brojeva u skup Х cvorova (di)grafa G. Tada то

zemo pisati Х={Х1 ,х2 , ••• } i УГ10 cesto skup Х identifikujemo 

sa skupom N. 

Numerisan (di)graf G moze biti predstav1jen i је-

dnom beskonacnom N~N matricom. 

Definicija 1.5 Иаtгiса susedstva A=A(G) beskona

cnog (di)grafa G, ciji је skup cvorova Х={х1 ,Х2 , ••• }, је bes

konacna NxN matrica (а .. ) pri сети је 
~J 

а· . 
~J 

а ,Х',Х. f.U.\. _ ~ Ј " 
{ 

i+j-2 ( ) 

- О . , (1t
i

, Хј ) ~ U 

i gde је а fiksirana pozitivna konstanta (о <а <:1). о 

Na оуај nacin jednom beskonacnom (di)grafu G moze

то pridruziti raz1icite rnatrice susedstva u zavisnosti od iz-

vrsene nurneracije njegovih cvorova i u zavisnosti od konstante а. 

Ponekad је podesno identifikovati graf G Ба digra-

fom koji ima istu matricu susedstva. Nesto opstije: svaku пео-
ft 

г 

rijentisanu granu koja povezuje dva raz1icita cvora mozerno ро-

smatrati i kao par orijentisanih grana suprotnih orijentacija 

koje povezuju iste cvorove i obrnuto. 

Neka је {ej}i dati ortonorrnirani bazis u separabil

пот Hilbertovom prostoru Н. Tada matricu susedstva beskonacnog 

(di)grafa G mozemo interpretirati kao ogranicen linearan орега-

tor А definisan па Н па slede6i' nacin: U vektorima bazisa е, 
Ј 

operator А је definisan formulom (2) odeljka 1.1 а zatim роmоси. 

linearnosti .i nenrekidnosti produzen па citav prostor Н. Оуај 
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operator zvacemo operator susedstva beskonacnog (di)grafa G. 

Na osnovu teoreme 1.3 оп је nuk1earan, posto је 
ос=> о<> 

~ ~. i+j-2 1 
L- lа··1 ~ L- а = 2 • 
. . 1 ~J " 1 (1- а) 
~,J= l,J= 

Definicija 1.6 Neka је G beskonacan numerisan (di)

graf i А njegov operator susedstva: Ьреktаг 6(G) (di)grafa G 

jednak је spektru 6(А) operatora А. D 

Kako је operator А kompaktan 1inearan operator, 

njegov spektar se sastoji iz niza ~1'Л2' ••• пе-пи1а sopstvenih 

vrednosti, pri сети se svaka оа njih pojav1juje и nizu ono1iko 

puta kolika је пјепа a1gebarska visestrukost, i nule. Neka su 

ne-nula sopstvene vrednosti poredjane и niz tako аа је ispunjen 

us10v 'Лll~IЛ21~ •••• Niz Л 1 'Л2 ' ••• moze biti i konacan ili pra

zan а ako ј е beskonacan tada ~n"""O kada n~oc>. Dak1e, 

• 

Definicija 1.7 Karakteristicna funkcija f(G,~) bes

konacnog numerisanog (di)grafa G jednaka је karakteristicnoj 

determinanti DА(л) operatora susedstva А (di)grafa G tj. 

v(A) 
оо 

f(G,'Л) = DА('Л) -r.п (1- лл.) = L а лп О - , • ~ п 

, ~=1 п=О 

Jednacina 

(1) f(G,'Л) = о 

zove se karakteristicna jednacina (di)grafa G. 

Njeni koreni su tacno vrednosti 1/~~, gde su~. пе-
.Ј.. ~ 

-nula sopstvene vrednosti (di)grafa G. 

Jednacilla (1) ima uvek beskonacan (iii pak konacan) 
. rJ 

nlZ resenja ~i (i=1,2, ••• ), gde 'Лi~ ос:> kada l-"'OC>, ako је ovaj 

ПlZ beskonacan. Utuda је 
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=} i=1,2, .... lu{ol. 
'Лi Ј Ј 

Ocig1edno је da spektar ~(G) (di)gr~fa G zavisi od 

konstante а (о <: а < 1) i izvrsene numeracij е пј egovih cvorova. 

U opstern Б1исаји оп зе rnепја pri prenumeraciji skupa cvorova. 

Ako је А matrica susedstva ~-numerisanog (di)grafa 

G а Ат matrica susedstva '\l-numerisanog (di)grafa G {>e;a!cv), tada 

postoji matrica Р (permutaciona matrica) takva da је 

A
1 

= р'" АР 

gde smo sa р"Т oznaci1i transponovanu rnatricu matrice p~ 

gde је 'et>\fJ-1 kompozicija bijekcija ~:N~X 

Lako moze da se pokaze da је 

-1 i ~ :X--=,.N. 

, 

2 ('(о 'р - 1) ( 2) - 4 ) 
а , ••• 

4-2(,€o'!--'-1) (1) ) 
, а , ••• 

tako da matrica Р nije ortogona1na (sem u trivija1nom s1ucaju). 

То је glavni raz10g da пе vazi jednakost б(А)=6(А1 ), 
'" 

osobina invarijatnosti spektra pri prenumeraciji sku~a cvorova. 

Uprkos оУот nedostatku, postoji izvestan broj spek-

tralnih osobina grafa G koje пе zavise od k6nstante а i numera-

cije cvorova. Jedna takva osobina је konacnost spektra grafa G. 

Teorerna 1.4 ([42]) Eroj пе- nula sopstvenih vredno-

sti beskonacnog ~afa G пе zavisi ој izbora konstante а i naci-

па obele~avanja njegovih cvorova. о 

Ocigledno је od velikog interesa da se pronadje 

sto veci broj takvih ОБоЫпа. 
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Na kraju ovog ode1jka dajemo definiciju јеапе vaz-

пе k1ase beskonacnih grafova ро osobinama dosta bliske konacnirn 

grafovima. 

Definisimo пајрге и skupu cvorova Х beskonacnog 

grafa G re1aciju ekviva1encije ~ па sledeci nacin: cvorovi х 

i у su ekviva1entni akoi samo ako imaju iste susede (tj. od

govarajuce ko1one matrice susedstva su proporcionalne). Neka 

је X/~ ={X1 ,X2 , ••• } odgovarajuci kolicnik skup. 

Definicija 1.8 Beskonacan graf G је konacnog tipa 

k ako i sarno ako је card(X/~)=k. 

Beskonacan graf G је beskonacnog tipa ako i samo 

ako је card(X/,...)= "" • t:1 
. '\ О 

Podskupovi Х1 ,Х2 , ••• (karakteristicni podskupovi 

grafa ~) imaju sledecu osobinu: svaka dva ~vora iz istog pod

skupa su nesusedna а svaka dva podskupa su komp1etno susedna 

ili kornpletno nesusedna и grafu G. 

Indukovani podgraf g grafa G dobijen izborom ро 

jednog cvora iz svakog karakteristicnog podskupa zove se kano-

nicki graf grafa G. Ako graf G ima konacan tip k, cesto ga ozna

сауаrnо sa G=g(X1, ••• ,Xk ). 

Napomenirno da ispitivanje rnnogih strukturnih oso-

bina beskonacnih grafova konacnog tipa moze.biti svedeno па 

ispitivanje odgovarajucih osobina njihovih kanonickih grafova 

(dakle, konacnih grafova). 
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1.3 Osnovne osobine spektra beskonacnog 

prebrojivog grafa 

u ovom ode1jku posmatra6emo samo grafove l neke 

njihove osnovne spektra1ne osobine. , 

Matrica susedstva А grafa G је simetricna tj. А=АТ • 

Zbog toga је operator susedstva А grafa G samoadjupgovan kom-

paktan 1inearan operator. Njegov spektar је геа1ап i 1ezi и in-

terva1u [-IIАII,IIАIIЈ (videti ode1jak 1.1). 

г=I!АII је maksima1na sopstvena vrednost operatora А 

i zove se indeks grafa G. Sve osta1e sopstvene vrednosti su ро 

apso1utnoj vrednosti manje.i1i jednake IIA!!. 
\ 

" 

Kako matrica ~usedstva grafa G ispunjava us10v а .. =0 
II 

(i=1,2, ••• ) to је matricni trag operatora А jednak nu1i tj • 
. " 

ос> 

trA = L 
i=1 

а·· = О • 
II 

Na osnovu teoreme 1.2 zak1jucujemo da пе---пи1а sop-

stvene vrednosti grafa G zadovoljavaju us10v 

v( А) 

L 'Лј = о • 
ј=l 

Karakteristicna funkcija f(G,л) grafa G ima oblik 
о<::> 

f(G,л) = 1 +L 
п=2 

V(A) 

-L /\.=0. 
Ј 

ј=1 

а 'Лп . 
п 

Теогете koje s1ede opisuju јоs neke spektra1ne oso---

bine grafova. 

Теогеша 1.5 Indeksu r= HA.ll grafa G odgovara Ьаг је-

аап sopstveni vektor sa ne-negativnim koordinatama. 
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Dokaz. Neka је x=(x1 ,x2 , ••• ) proizvoljan sopstveni 

vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti IIAH i za koji је 

IIxll=l. Neka је da1je х+ =( IХ11 , IX21 , ••• ) • Tada је !lХ+Н =1 i vazi 
оо 0.0 

IIAH = (Ах,х) = l' а .. x.X·I.::: \ а .. lx·IIX·1 = L Ј.Ј Ј.. Ј ~ L Ј.Ј 1: Ј 
i,j=l i,j=l 

о.::> 

= ~ а .. x:x~ = (АХ+,х+) ~ \!AI\ • 
~ Ј.Ј Ј. Ј 

i,.j=l 

'Zak1jucujemo da је ilAII=(Ax+,x+), ра па osnovu Svarcove nejedna

kosti sledi da Би Ах+ i х+ 1inearno zavisni i da је Ax+=IIAl\x+, 

cime ј е dokaz zavrsen. о 

Teorema 1.6 Indeks delimicnog grafa G1 grafa G nije 

veci od indeksa grafa G. 

Dokaz. Neka је G
1 

de1imicni graf grafa G а A=(al j ) 

i В=(Ь .. ) matrice susedstva grafova G i G1 , respektivno. Neka 
Ј.Ј 

је х (ltxll=l) sopstveni vektor Ба nenegativnim koordinatama koji 

odgovara indeksu IIВII grafa G1 (teorema 1.5). Kako је a .. ~b .. 
Ј.Ј Ј.Ј 

za sv~o i,jEN, to vazi 
ос:> 

IIБ 11 = (Ех, х) = L 
i,j=l 

Ь .. х·х. ~ 
Ј.Ј Ј. Ј 

i,j=l 

а .. х.х. 
Ј.Ј Ј. Ј 

= (Ах,х) ~ \IA[\ • D 

Neka jeflda1je Go konacan i1i beskonacan indukovani 

podgraf beskonacnog grafa G, Ба skupom cvorova Х ={х. ,Х. , ••• }. 
О Ј. 1 Ј.2 

Tada је njegova matrica susedstva Ао odgovarajuca podmatrica 

(а. . ) 
Ј. Ј. 
Р q 

matrice А, takva da cvorovi od G imaju tezine 
о 

i 1 -1 
а , ••• , respektivno. 

i-c- 1 
а , 

Neka је Н = i{e. ,е.; , ••• ј zatvoreni 1inea1 nad 
о Ј. 1 .Ј..2 

vektorima bazisa е. ,е. , ••• i Р:Н-7Н ortogonalna projekcija 
Ј. 1 Ј. 2 о 

prostora Н па podprostor Но. Tada је operator Ao=PAPIH opera
о 

tor susedstva indukovanog podgrafa Go i spektar 6(Go ) podgrafa 

Go jednak је spektru б(Ао ) operatora Ао. 
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Sledeca teorema daje relacije izmedju spektra gra-

fa G i spektra njegovog indukovanog podgrafa G • 
о 

Теогеша 1.7 Neka su 

nizovi pozitivnih i negativnih sopstvenih vrednosti grafa G, 

respektivno, i neka su 

odgovarajuci nizovi pozitivnih i negativnih sopstvenih vredno-

sti indukovanog podgrafa G • Tada је 
о 

(n=1,2, ••• ) • 

Dokaz. Na osnovu poznate teoreme (videti [34], str. 

256) imamo da је 

[ mах (Ах,х)], 
XEH,IIXI\=>1 

х JL~7".1~4 

Posto је 

шах (Ах, х) ";ј- шах (Ах,х) = 
)(€. Н, \1)(.\\ =-1 )(.~ \\О? t\'k1l=1 

Х .l "ј1.,·.· ") ~"-1 )<'JL~") ••• ,~*J1 

neposredno dobijamo аа је 

min 
~") ••. ?"j1'l-1 t..H 

[ mах (Ах,х)] ~ 
ХЕI-\, I\xt, =1 

min 
.!ј1)" .)~., f. \t 

Х 4. ~1)."} ~n-1 

[ шах (Аох,х)]. 
,c.~ \.\0 1 \\ ~\\'=1 

Х.1 t1'."7~1 

mах СГ1• х,х) 
JC.E.\\o,\\X\l=-1 о 
Х .1 ?Ј11 ... \ ~~YI-I 

[ m ах ( А о х, х)] = ~ ~ • 
X€ ~ , \tx\\= 1 

. х JL.~1}'" ,P~n-1 

Prirnenorn slicnih tvrdjenja koja se odnose па л~ 1 

~n rnozemo pokazati аа је - -
Л П 6 ~n • 

Ovirn је teorema dokazan.a. а 

Neka је sada G beskonacan nepovezan graf sa kornpo-

nentarna povezanosti G1 ,G2 , •••• Svaka komponenta povezanosti Gi 

grafa G је indukovani podgraf grafa G. 
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Teorema 1.8 Spektar beskonacnog nepovezanog grafa 

G jednak је uniji spektara njegovih komponenti povezanosti G. 
l 

uk1jucujuci i nulu tj. 

6(G) = Uб'(G.)U{о} 
. l • 
l 

Dokaz. Neka је х.={х. ,Х. , ••• } skup cvorova kom
l Ј1 Ј2 

ponente povezanosti G. i Н. = 'i{e. ,е. , ••• } odgovarajuci zatvo-
l l Ј1 Ј2 

reni 1ineal nad vektorima bazisa е. ,е. , •••• Tada su Hi(i=l, 
Ј1 Ј2 

2, ••• ) zatvoreni medjusobno ortogona1ni podprostori od Н i 

Н = Н1 G Н2 @ •••• 

Neka је da1je А. odgovarajuci operator susedstva 
1. 

pridruzen komponenti povezanosti Gi grafa G, definisan svuda 

па Н .• 
l 

Podprostor Н. 
~ 1. је invarijantan u odnosu па operator 

А tj. А(Н. ) CH.i АI Н =А. 
l 1. • 1. 

1. 
(i=1,2, ••• ). 

Neka 1\ f:6(G). Tada postoji sopstveni vektor x=~ x i 
1. 

(xitH
i

, i=1,2, ••• ) takav da је xiO i Ax=~. Odavde sledi da је 

Ax.=l\x. 
1. l 

(i=1,2, ••• ). КЭkо postoji iofN, takvo da је x i iO, to је 
о 

А. х. =Ах. =~x .• 
1.0 1.0 lO 1.0 

Dak1e /\ Еб( G
i 

), cime је dokazana ink1uzija 
о 

6(G)CU б.(G.). 
i 1._ 

Dokaz ink1uzije (V 6'(G i ) )И{О~ C6(G) је ocigledan. О 
L-

Na osnovu definicije 1.7 zakljucujemo da је karakte-

risticna funkcija beskonacnog nepovezanog grafa G jednaka pro

izvodu karakteristicnih funkcija njegovih kornponenti povezano-

sti Gi tj. 

(1) f(G,л) = Пf(G.,л) • 
. 1. 
l 

Ako је beskonacan graf G povezan, tada njegov оре-

rator susedstva А ima osobinu"ireducibi1nosti ll tj. пе postoji 

koordinatni podprostor Х= t{e
i1

,e
i2

, ••• }, koji је invarijantan 

za А. 
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Sledeca teorema opisuje neke specificne spektra1ne 

osobine povezanog beskonacnog grafa. 

Teorema 1.9 ([39Ј) Indeksu r= IIА!! beskonacnog pove-

zanog grafa G odgovara bar jedan sopstveni vektor sa pozitivnim 

koordinatama. 

Indeks r jeprosta sopstvena vrednost. 

Ako -r E6(G), tada је -r takodje prosta sopstvena 

vrednost. о 

Za jednu осепи indeksa r beskonacnog povezanog gra-

fa G potrebna је sledeca 1ета. Navodimo је bez dokaza, zbog sli

cnosti sa dokazom u konacnom slucaju е [3], str. 313). 

Lema 1.1 Neka је G beskonacan povezan graf i У pro-
I ., 

izvo1jan pozitivan vektor u separabi1nom Hi1bertovom prostoru 

Н. Tada је 

~
.. (Ay,e i ) 

~ r f:. s ир ( ) . 
У,У '1 ~~~..." y,e i 

." 

, 

gde jednakost vazi ako i samo ako је у=сх ех је pozitivan sop-

stveni vektor koji odgovara indeksu r grafa G). о 

Neposredno iz ove 1еmе stav1jajuci у=(1,а,а2 , ••• ) 

dobijamo sledeci rezu1tat. 

Teorema 1.10 Ako је G beskonacan povezan graf, tada 

је 

ос> 

Cl-a2
) . L 

i,j=l 

? 
а7 . 

Ј..Ј 
~r а? . ) / а 2 ( i-l ) 

Ј..Ј 
.0 



2. RELACIJE IZMEDJU SPEКTRALNIH 1 STRUКTURNIH 

OSOBINA BESKONACNIH PREBROJIVIH GRAFOVA 

Spektri beskonacnih prebrojivih grafova mogu da 

posluze kao korisno sredstvo и analizi raz1icitih problema sa 

grafovima. Dva osnovna pitanja koja se mogu postaviti и vezi 

sa spektra1nom metodom su sledeca: 

(i) Kako se strukturne osobine grafa odrazavaju и 

spektru grafa? 

(ii) Koji ае strukturni deta1ji grafa mogu odre

diti рошоси spektra grafa i па koji nacin? .. 
Ovo pog1av1je posveceno је problemima koji su и 

vezi sa gore postav1jenim pitanjima. Opisane su neke relacije 

izmedju spektra i strukture beskonacnih prebrojivih grafova, 

pri сети mnogi od dobijenih rezultata predstav1jaju generali-

zacije poznatih teorema iz spektralne teorije konacnih grafova. 

2.1 Neke re1acije izmedju spektra1nih i 

strukturnih osobina digrafova 

Koeficijenti karakteristicne funkcije f(G,л) bes-

konacnog digrafa G mogu biti odredjeni iz njegove strukture, 

kaD sto pokazuje sledeca teorema. 
оо 

Теогета 2.1 Akoje f(G,Л)=Lа лп (ао=l) karakte
п=О п 

risticna funkcija beskonacnog digrafa G, tada је 

~1\ \. ) (п=1,2, ••• ) 
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gde је ~ skup svib 1inearnib orijentisanib podgrafova L od G 
п 

sa ta6no п 6уогоуа; p(L) ozna6ava Ьгој komponenti povezanosti 

od L аП(L) oznacava proizvod tezina svib grana koje pripadaju 

( () " i+j-2 L tezina grane х. ,х . Је а" .=а ). 
1 Ј 1J 

Dokaz. Skup '({- mozemo predstaviti па s1edeci na6in: 
п 

gde је ~(i1, ••• ,in) skup svib 1inearnih orijentisanih podgra

fova digrafa G sa skupom 6уогоуа {х. , ••• ,Х. ). 
11 1n J 

Као sto је poznato koeficijenat ап jednak је zbiru 

svib g1avnib minora reda п matrice susedstva А digrafa G sa zna-

korn (_1)П tj. 

ап = (-1) п L D п ( i 1 ' • • • , i n ) 
i ~···..(.i 

1 п 

(videti formu1e (5) ode1jka 1.1). 

Izmedju skupa svih ovih rninora i skupa svih induko

vanih'podgrafova digrafa G sa ta6no п суогоуа postoji bijekcija. 

u sk1adu sa Leibniz-ovorn definicijom determinante 

(2) ( ) nD (. " ) \ ( ) п+ 1 ( Р ) 
-1 11' • • • ,1n = L -1 а! ј ••• а. ј 

п '" р 1 1 1n п 

pri 6еrnи se surniranje УГБ! паа svim permutacijama 

Ovde I(P) ozna6ava parnost perrnutacije Р. Izraz 

("'1 )п+I(Г) 
01) = ( - 1 а " " ••• а . " 
~ 11 J l 1nJn 

sише (2) је razli6it od пи1е ako i samo ako su grane ех. ,Х. ), 
, 11 Jl, . 

• • • , (х. ,ХЈ" ) sadrzane и digrafu G. Permutaci,l а р' moze bi ti ргеа-
1n п 

stav1jena kao proizvod 
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disjunktnih cikli. 

Ocigledno, ako је SplO onda svakoj cikli od Р ?d

govara orijentisana kontura (kratko, kontura) u G; otuda рег

mutaciji Р odgovara linearan orijentisan podgraf L E~(il, ••• ,in). 

Obrnuto: svakom linearnom orijentisanom podgrafu L El(i
1
,.,'!.. ,in ) 

odgovara permutacija Р i izraz Sр=!П(L), gde znak. zavisi 'jedi

по od Ьгоја e(L) parnih kontura (tj. kontura рагпе duzine) -ше-

dju svim konturama od L: 

• 

Ocigledno је 

n+e(L) _ p(L) (mod 2) 

odakle је 

Sumiranjem ро svim glavnim minorima konacno dobijamo da. (1) va-

zi, cime је teorema dokazana. о 

Teorema 2.1 moze se smatrati osnovnom teoremom spek-

tralne teorije beskonacnih digrafova i predstavlja neposrednu 

generalizaciju odgovarajuce teor€me za konacne digrafove (19], 

str. 32). 

Obrnuti ргоЫеm prepoznavanja strukturnih osobina 

digrafa G iz vrednosti koeficijenata ап је mnogo tezi. Рге пе

go sto formu1isemo neke teoreme, паvоdiШђ nekoliko"prostih ci-

njenica. 

1. Suma tezina svih orijentisanih petlji jednaka је 

velicini -a1 • 

2. Ako jeG digraf bez petlji, tada nijedan раг пје-

govill cvorova nije spojen ва dve ьгапе supxotnih orijentacija 

.1 
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ako i samo ako је а2=0. Ova cinjenica moze biti 1ako proverena 

posmatranjem svih glavnih minora drugoga reda matrice susedstva. 

3. Dobro је poznato da је ij-ti clan od Ak jednak sumi 

tezina svih puteva u G duzine k koji spajaju cvorove х. i х. 
Ј. Ј 

(tezina puta u G jednaka је proizvodu tezina svih grana koje 

formiraju ovaj put). Otuda је suma tezina t k svih zatvorenih 

puteva duzine k jednaka tragu od Ak • Koriscenjem osnovne teo-

гете о spektra1nom pres1ikavanju mogu se izracunati sopstvene 

vrednosti operatora Ak ; dobijamo da је 
У( А) 

t k = trAk = ~ I\~ (k=l, 2, ••• ) • L-. Ј 
j=l 

\ Sada navodimo neke teoreme koje se odnose па struk-
• "О 

turu kontura beskonacnog digrafa. Duzina g(G) najkrace konture 

~ digrafu G (ako takva kontura postoji) zove se struk digrafa 

G. Ako G пета kontura, tadaj е g( G )=+ <х> • 

Теогета 2~2 Neka j~ G beskonacan digraf sa karakte-

risticnom funkcijom f(G,л)=~а лп i neka је g=g(G) struk di
п=О п 

grafa G. Ako је п ~2g, tada је -В п jednako sumi tezina svih ko-

ntura duzine п sadrzanih и G. Struk g digrafa G jednak је пај-

тапјет indeksu п za koji је an/O. 

Dokaz. Ocigledno, svaki linearni orijentisani роа-

~raf L od G sa тапје od 2g cvorova је kontura. Na osnovu teore-

те 2.1 dobijamo 

ап = L 
Lf~ 

п 

= - L 
ё CG 
п 

псе) 
п 

сп .( 2g) • о 

Dalje, za Droizvo1jan сео broj d > 1 i di~raf G, 

d-struk gd(G) је по definiciji duzina najkrace konture теоји 

konturama cija duzina nije deljiva sa а. Ako пе postoje takve 

konture, tada ј е gd (G) =+ <>о • 
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Теогеша 2.3 Neka је G beskonacan digraf ва karakte-
ао 

risticnom funkcijom f(G,A)=~an~n i gd(G)=gd8 Neka је dalje 
п=О 

'п < g+g -1 i niO (mod d) 8 Tada је -а jednako sumi tezina svih 
. d п 

kontura duzine п sadrzanih u G. d-struk gd digrafa G jednak је 

пајшanјеm indeksu п koji nije de1jiv ва di za koji је anlO. 

Dokaz. Neka је п ..(g+gd-1 i niO (mod d). Tada је 

svaki 1inearni orijentisani podgraf L od G Ба п cvorova kon-

tura. Iz teoreme 2.1 dobijamo 

ап = L· (_l)p(L) П(L) 
L€dn 

sto komp1etira dokaz teoreme. о 

Pos1edica 2.3.1 Duz~ra g2 najkra6e neparne konture 

и G jednaka је indeksu prvog n~nи1a koeficijenta medju а1 ,аз , 

а5 , ••• ; вита tezina najkracih ne~arnih kontura jednaka је -a
g2

_o 

Ыа osnovu ove posledice 1ako ве moze dokazati вlе-

de6a teorema. 

Teorema 2.4 Beskonacan digraf G пета neparnih kon-

tura ako i вато ako је njegov spektar, posmatran kao skup ta-

caka u ·komp1eksnoj ravni, simetrican и odnosu па пи1и. 

Dokaz. Ako G пета neparnih kontura, tada је ргета 

pos1edici 2.3.1, а1=аз = ••• =о i karakteristicna funkcija digra

fa G ima slede6i oblik 

2 4 
f(G,-Л) = 1 + а2 ?\ + а4 ", + ••• • 

Dakle, spektar 6(G) је O-simetrican. 

Obrnuto, ако је spektar digrafa G C-simetrican, ta-

da је f(G,Л) рагпа funkcija tj. f(G,-Ћ)=f(G,1). Posto је f(G,~) 

се1а analiticka funkcija, tada ви svi koeficijenti neparnog ге-

da а1 ,аз , ... jednaki nuli i digraf G пета neparnih kontura.a 
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2.2 Neke relacije izmedju spektralnih 

1 strukturnih osobina grafova 

Ako digraf Н ima simetricnu matricu susedstva А, ta

da matrica А moze biti shvacena i kao matrica susedstva grafa G. 

Na taj nacin mi mozemo primeniti rezu1tate iz ode1jka 2.1 па 

grafove. Ali sada zahvaljujuci simetricnosti matrice susedstva, 

imamo ne~e da1je rezu1tate. 

Teorema 2.1 za grafove lma specijalan oblik. 

Osnovna figura U grafa G је svaki konacan graf ci-

је sve komponente povezanosti su komp1etni grafovi К2 ili/i kon-

ture C
k 

(k 'l3). Neka је р(и) broj komponenti povezanosti а с(и) 

Ьгој kontura sadrzanih U i neka је 
'. ~ ~ 

u 

П(U) = П (w(u))1'(u,U) , 
ufE(U) 

.0> 

gde је E(U) skup svih grana od и, w(u) је tezina grane и а 

{

1 ako је и sadrzana и konturi od U 
?"(u,U)· = 2 

и suprotnom slucaju. 

Теогета 2.5 Neka је [( G, А )=1+ L а "П karakteristi
п=2 п 

спа funkcij~ beskonacnog grafa G. Tada је 

(1) ап = ~ С_1)рс и ) 2cCU ) ПСU) (п=2,з, ••• ), 

U~u 
п 

gde је ~n skup svih osnovnih figura sa tacno п cvorova. о 

I\leka је dalje bk suma tezina svih osnovnih figura 

koje ае sastoje od tacno k nezavisnih grana grafa G tj. 

bk = L • 
с ир,,, ,uk ) 

Ako је graf G вита, tada sve osnovne figure U koje 

зи kao delimicni Dodgrafovi sadrzane uG imaju osobinu с(IЈ)=О. 
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Prema tome, svaka osnovna figura U вите G odgovara jednom iz-

boru grafova К2 koji ви kao podgrafovi sadrzani и G tj. jednom 

izboru nezavisnih grana и G. Na osnovu toga zak1jucujemo da је 

~2k+1=~' ра је a 2k+1 =O (k=1,2, ••• ) а 
k 

(2) = L (_1)р(и)2с (и) П(U) = L C-1)kП (w(t1.
j
))2 = 

Uf'U..2k С и1,···, uk }· ј =1 

(k=1,2, ••• ) • 

Dak1e, karakteristicna funkcija више G ima sledeci oblik 

о<:> 

(3) f ( G, 'л) = 1 + L (-1) k b
k 

?12k 
• 

k=l 

Dokazimo da (3) пе vazi ako G nije вита. Neka G sa-

drzi konture i neka је по ve1icina пајшапје konture и G. Tada 

koeficijenat karakteristicne funkcije uz ~nc glasi 

- 2 

U оЬа slucaja (3) пе vazi. 

п - перагпо 
о 

по - -оагпо 

• 

Ovim је dokazana sledeca u spektralnoj teoriji sta-

Ьа1а veoma vazna teorema. 

Teorema 2.6 Karakteristicna funkcija beskonacnog 

grafa G ima oblik (3) ako i samo ako је graf G Виша. LJ 

Koristeci re1acije (5) Dde1jka 1.1 i relacije (2) 

ovog ode1jka mozemo izracunati koeficijente karakteristicnih 

funkcija nekih prostih beskonacnih grafova. 

Primer 2.1 Ako је G=K~ kompletan beskonac8....'Yl graf, 

tada Је 
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f(G,'Л) L
C><> ап(п-1) 

= 1 - (п-1) 
( 1 2) (- 2п) - а • •• ..L- а 

п=2 

Primer 2.2 Ako је G=P~ beskonacan jednostrani put· 

O----~O~----~o~--__ ~ 

1 2 3 4 

tada је а2п+ 1=О (П=1,2, ••• ) i 

1 + 

000 

L 
п=1 

a 2n(2n-1) 2п 
4 4п· 'А 

(1-а ) ••• (1-а ) 
-о 

Sada сето posmatrati ргоЫет odredjivanja struka 

grafa. Као kod digrafova, duzina g(G) najkrace konture grafa G 

(ako takva kontura postoji) zove se struk grafa G. Mi izostav-

ljarno dokaz sledece teoreme, s obzirorn па slicnost sa dokazom 

odgovarajuce teorerne za konacne grafove (В5]). 

Теогеmа 2.7 Neka је G beskonacan.graf sa karakte-
<>о 

risticnorn funkcijom f( G, ?\)=1+ L а 'Дп i neka је bk surna tezina 
п=2 п 

svih osnovnih figura koje se sastoje od tacno k nezavisnih gra-

па. Neka је dalje 

{ 
~, 

= .... п 
а -
п 

za neparno п 

za n=2k • 

Tada је g(G) jednak indeksu prvog пе-пи1а broja rnedju а1 ,а2 , •• : 

а surna tezina svih kontura duzine g(G) ,iednaka је - ~ ag(G). а 
Pos1edica2."3.1 moze biti preforrnulisana za grafove. 

Tako dobijamo sledecu teoremu. 

Теогеmа 2.8 Neka је G beskonacan graf sa karakteri-

sticnom funkcijom 

konture u grafu G 

с>о 

f(G,'7\)=l+La 'Лп. Duzina f najkrace neparne 
п=2 D . 

jednaka је ргуоm ne-nula koeficijentu medju 

а1 ,а3 ,а5 , •.••• Биmа tezina najkracih neparnih kontura jedпaka 

1 
је - ~ a f • О 
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Neposredna pos1edica ove teoreme је sledeca teorema. 

Teorema 2.9 Beskonacan graf G koji sadrzi Ьаг jednu 

granu је bipartitan ako i samo ako је njegov spektar, posmatran 

kao skup tacaka rea1ne ose, simetrican и odnosu па пи1u.а 

Sledeci stav daje karakterizaciju povezanih Ьiраг-

titnih grafova. 

Teorema 2.10 Beskonacan povezan graf G.sa najvecom 

sopstvenom vrednoscu r је bipartitan ako i samo ako је -г sop-

stvena vrednost grafa G. 

Dokaz. S obzirom па prethodnu teorernu, dovoljno је 

dokazati da је svaki graf G sa -r ~6(G) bipartitan. 

Neka ~~ -r e.6(G). Tada је Ay=-ry, gde је У=(У1'У2"'.) 

odgovarajuci sopstveni vektor sa rea1nim koordinatama. Ako sta

vimo da је у+ =( 1Yll .. , ТУ21 , ••• ) tada је 

r = /(Ау,у)1 ~ (Ау+,у+) ~ r , 

te sledi da је Ау+=гу+ tj. У+ЕЈ"(А-ЛI). Iz ocig1edne jednakosti 
оо 

~ a ijy ; = ~Y~ Ci=1,2, •• s) 

j=l 

mozemo dokazati da је У;?О za svako j=1,2, •••• Zaista, ako је 

No={iJYi=O} tada iz Dos1ednje jednakosti dobijarno 

L 
j~N 

о 

+ 
а .. V. = о 

lJt.' Ј 
(i E:N ) • 

о 

Odavde sledi da је aij=O (i~No,j4No)' teje rnatrica susedstva А 

grafa G reducibi1na, sto је suprotno pretpostavci teorerne о ро-

vezanosti grafa G. Dakle, у ~-dС, za svako j=1,2, •••• Kako ви pod-

prostori J(A+rI) i J(A-гI) rnејјиБОЬПО ortogonalni dobijarno da је 
оо 

С У у+) = ~ у v+ == ~ (sgnYl,)y2J..' = О , .". L'i"i L ' 
i=l i=l 

odakle sledi ја sve koordinate vektora у nisu istoga znaka. 
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Neka је D=diag(s~nYl,sgnY2' ••• ) beskonacna dijago

па1па matrica. Slicno kao za konacne matrice ([12], str. 358) 

moze зе proveriti jednakost 

(4) А = - DAD • 

Permutacijom odgovarajucih vrsta i ko1ona matrica А 

~ D, dobijamo da D ima sledeci kvazidijagona1ni oblik 

( 5) , 

gde Би 11 i 12 jedinicne matrice. Pisuci А kao blok matricu u 

sk1adu за (5) 

mozemo zameniti (4) sledecim sistemom: 

Odavde је A
11

=O, А22=О, te zak1jucujemo da је graf 

G biparti tan. Ovim ј е teorema dokazana. а . 

Teorema 2.11 Ako indeks r beskonacnog grafa G ima 

mu1tip1icitet р, i ako postoji pozitivan sopstveni vektor koji 

ти odgovara, tada G ima tacno р komponenti povezanosti. 

Dokaz. Matrica susedstva beskonacnog nepovezanog 

grafa G ima Dblik 

A1 
О О · .. l 

о А2 О . . . (б) А = 
О О Аз •·· . 

• 

Ne~a је z pozitivan sopstveni vektor koji odgovara indeksu r 

grafa G. U sk1adu sa (6) vektor z mozemo predstaviti u obliku 

z=(zl,z2, ••• ), odak1e koristeci jednakost Az=rz dobijamo 
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1 i 
А. z - = rz 

l 
(i=1,2, ••• ) • 

Posto је Ai operator susedstva povezanog grafa G
i

, па osnovu 

teorema 1.8 i 1.9 zak1jucujemo аа G ima tacno р komponenti ро-

vezanosti. О 

Rezu1tat koji sledi је neposredna pos1edica teorema 

1.9 i 2.11. 

Теогеша 2.12 Beskonacan graf G је povezan ako i sa-

шо ako је njegov indeks prosta sopstvena vrednost sa odgovara-

jucim pozitivnim sopstvenim vektorom.o 

Neka Би Х1 ,Х2 , ••• karakteristicni podskupovi besko

nacnog grafa G i neka Би njegovi cvorovi nurnerisani tako аа је 

Х1 ={Xi~ ,xi1 , ••• }, Х2= {Xi~ 'Xi1 '···}'··· 

ii, ... } (р=1,2, ••• ) а с zbir kvadrata 
р 

tj. 

• Neka је аа1је N ={if, 
р 

tezina cvorova skupa Х 
р 

(р=1,2, ••• ) • 

Na kraju ovog ode1jka navodirno jednu spektra1nu ka-

rakterizaciju beskonacnih ~rafova konacnog +..' 
,,1.ра. 

Teorema 2.13 ([40]) Beskonacan graf G је konacnog 

tipa ako i эато ako ima konacan Spektar. Ako је G=g(X1 , ••• ,Xk ), 

tada Би ne-nula sopstvene vrednosti ~rafa G odredjene jednacinom 

f(?) = det(b .. - lC. -.) :: О , 
Ј.Ј с. Ј.Ј 1. 

gde је B=[bij] 0-1 rnatrica susedstva kanonickog grafa g а 6ij 

Kronekeroy 6-'sirnbo1. 

Broj ПС G) пе--пи1а sopstvenih vrednosti grafa G је

dnak је Ьгоји n(g) пе-пи1а sODstvenih vrednosti kanonickog gra-

fa g. о 
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2.3 Spektra1na karakterizacija komp1etnih 

mu1tipartitnih grafova 

u ovom odeljku proucavamo spektar beskonacnih kom-

pletnih mu1tipartitnih grafova i dajemo jednu spektra1nu ka-

rakterizaciju takvih grafova. 

Beskonacan graf G zovemo kompletan muItipartitan 

graf ako su svaka dva karakteristicna podskupa Х. i Х. (ilj) 
l Ј 

kompletno susedna u grafu G. 

Kompletan multipartitan graf G koji ima tacno k ka-

rakteristicnih podskupova X1, ••• ,Xk oznacicemo ва КХ Х • 
l' • •• , k 

Kornp1etan multipartitan graf G koji ima beskonacno mnogo kara-

kteristicnih podskupova Х1 'Х2 ' ••• oznacicemo ва Кх Х • 
l' 2'··· 

Ako ви cvorovi kompletnog multipartitnog grafa G 

numerisani tako da је X1= {x.-t ,x.~ , •.• }, Х2={Х.1 ,Х·2 , ••• }, ••• 
l1 II l,\ l2,. 

tada и permutovanorn bazisu {е.", e.-i , ••• } u {е.'1. ,e
l
·l , • •• 1.. U ••. 

l1 II 1.1 1 Ј 

separabilnog Hilbertovog prostora Н matrica susedstva А grafa 

G irna oblik 

(1) 

gde је 

т 
а А =А • qp pq 

А = 

А а = 
p~ 

О ~2 А1з о •• 

A21 О А2з ... , 
A

31 
А32 О • • • 
• 

~ +i~-2 i~ +ii-2 
а а •.. 

• 
• 

;r. 

(p=1,2, ••• ; 

q=p+l,p+2, ••• ) 

Neka је Nk={i~ ,i~, ••• } (k=1,2, ••• ) i 
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(2) (k==1,2, ••• ) • 

Sledece dve teoreme opisuju spektar kompletnih 

multipartitnih grafova. Najpre posmatramo slucaj kada takav 

graf iша beskonacno mnogo karakteristicnih podskupova. 

Теогеmа 2.14 Neka је G=KX Х komp1etan mu1ti-
l' 2'··· 

partitan graf sa beskonacno mnogo karakteristicnih"podskupova. 

Tada је njegov spektar beskonacan i vazi sledece: 

а) Ako је GIKoo (tj. ako svi Х. nisu jednoclani sku-
l 

povi) tada је А=О njegova sopstvena vrednost. Ako је G=K ao , ta-

da л=о nije sopstvena vrednost grafa G; 

Ь) л ==-c i (i=1,2, ••• ) је sopstvena vrednost grafa G ako 
I 

о, 

i sашо ako se broj c i јаУ1ја u nizu c 1 ,c2 ' ••• p-puta (p>l) i 

~ada је пјепа visestrukost p-l; 

С) Postoji tacno jedna pozitivna sopstvena vrednost 

grafa G. Буе sopstvene vrednosti razlicite od О i -с. (i=1,2, ••• ) 
Ј. 

su proste i odredjene jednacinom 

(3) fСл) • 

Dokaz. Neka је л proizvoljna sopstvena vrednost gra-

fa G=K
X 

Х i x=(x1 ,x2 , ••• )T 10 odgovarajuci sovstveni vektor. 
1'···' k 

Tada iz jednakosti Ах=лх irnamo 
ос 

(4) L а .. х. == 1\ х. (i=1,2, ••• ) • lJ Ј l 

j=l Оо 

Red па 1evoj strani jednakosti (4) је apsolutno konvergentan 

(sledi iz nejednakosti Caychy-Schwarz-a). Na osnovu toga i ci-

njenice da matrica susedstva ~rafa G irna oblik (1), jednakosti 

(4) тОћи biti napisane u obliku 
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( 5) 

(i~ENk; k=1,2, ••• ). 

Razmotrimo najpre slucaj ~=o. Iz sistema jednakosti 

(5) dobijamo us10v 

(k=1,2, ••• ) , 

~ .V 2 ос> 
gde је y~ = L- a

l
",- Xit (-У=1,2, ••• ). Kako је red L Yv konver-

i~ E.Nv )Ј =1 
~entan, sledi da 

I ., 

Х·" = о 
1.t 

(V=1,2, ••• ) • 

Ako sa d y oznacimo kardina1ni broj skuva Xv ' tada za d p =l sledi 

da је Х'\1 =0 а za d~ >1 sledi da је vektor ХУ = ~ Х. ).> е. у ortogo-
1.... L- lt 1.1-

• \1 i"t, E:;-I-т~)I-:--____ --=-
па1ап па vektor а'}) 

= ~ a1.~ e.~, gde х У , аУ E:Hv= :t.{e')I, е.у , ••• 1. U L- l;. 1.1 1.2. Ј 
iV GNII 1. 

posle~njern slucaju v~ktori x~ formiraju odgovarajuci zatvoreni 

biperpodprostor H~ prostora Бу. Odavde sledi da је, osirn u slu

са,ји kada је d y =l (V=1,2, ••• ) tj. kada ,је G kompletan graf Коа, 

~=O sopstvena vrednost grafa G а odgovarajuci sopstveni podpro

stor је H~ G) Н~Ф. •• • Dak1e, 1\=0 moze bi ti kako konacne tako i 

beskonacne visestrukosti, sto zavisi оа strukture grafa G. 

Neka је Бааа ~/O. Iz jednakosti ~5) lako na1azimo 

аа је 

(i~f:,Nk; k=1;2, ... ) 

i sistem jednakosti (5) svodi Бе па sledeci sistern jednakosti 

(6) 

оо 

~+ck L 
Оу 

-'- (k=1,2, ••• ) 1.У-- Х' У = --.;-тг- XiK 
а Ij l.., a l ,\ ~1 

\1=1 

Kako је х/О tobar jedan ој xl'~ ,xi1 , ••• тога biti 
1 -1 
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raz1icit OQ пи1е. Neka је X.~ 10. Iz jednakosti (б) na1azimo da 
1.1 

је 

(7) (k==2,3, ••• ) • 

Sada шо~ето da zak1jucimo da ~=-ck (k=1,2, ••• ) nl

је sopstvena vrednost grafa G ako se ck pojav1juje и nizu (2) 

tacno ј edanp,ut. 

Ako se c k и nizu (2) pojav1juj е p-puta. (р '> 1), tada 

је ~=-ck sopstvena vrednost grafa G visestrukosti р-1. Ako је, 

па primer, C 1 =C 2=C3 ' tada је vektor Х (gde su xi~ i X i ; proiz

vo1jni, Х·ч=Х·r= ••• =О а X.~ odredjen iz (б») sopstveni vektor 
l1 11 l1 

koji odgovara sopstvenoj vrednosti ~=-c1. 

Napomenimo da niz (2) пе sadr~i beskonacno rnnogo 
\ . 

jednakih clanova ck jer је svako ck >- О i 

""'" ."... 

L c k L 2i-2 1 = а = 
1_а2 • 

k=l -i=l 

.. 

Za 'ЛI-Сk (k==1,2, ••• ) iz jednakosti (7) dobijamo 

." '-1 
a l1 -11 ('Л+С 1 ) 

1\ +Су 
(V=2,з, ••• ) • 

Zamenom X iV ~Y=2,3, ••• ) и prvoj jednakosti iz (б) dobijamo da 
-1 г 

пе-пи1а sopstvene vrednosti grafa G raz1icite od -ck (k=1,2, ••• ) 

zadovoljavaju jednacinu (3). Kako su odgovarajuci sopstveni vek-

tori jedinstveno odredjeni ove sopstvene vrednosti su proste. 

Lako se rno~e videti i obrnuto tj. ако је ~ proizvo-

ljan koren jednacine (3) tada је л prosta sopstvena vrednost 

grafa G. 

Neka su svi medjusobno razliciti clanovi n1za (2) 

poredjani и opadajucem poretku и niz i пека је 

Iy=(-c. ,-с. ) (V=1,2, ••• ). 
ly' l)Н1 
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Moze se pokazati da је rnoguce diferencirati funkci

ona1ni red па 1evoj strani jednakosti (3) clan ро с1an u svakom 

interva1u (-С>О,-с. ), I v (V=1,2, ••• ), (0,00) i dobija se da је u 
l1 

svim tirn interva1ima 

1 
f('Л) • 

Odavde zak1jucujemo da је funkcija f(~) strogo monqtono opada-

јиса u svim tirn intervalima. 

Takodje se moze pokazati da је za V=1,2, ••• 

1 im f ( ?\ ) = - о<) , 

7\~-СtгО 
1im f(A) = +0.0> i 

?'~-Ct +0 
ј1 

lim f(7t.) = О • 
л -") ±...а 

Ыа osnovu ovoga zakljucujemo da jednacina (3) ima 

tacno jedan koren u intervalima I v (V=1,2, ••• ) i (0,+00). 

Ovim ј е teorema dokazana. о 

Sada сето posmatrati slucaj kada G ima konacno rnпо-

go karakteristicnih podskupova. 

Teorema 2.15 Neka је G=K kompletan multipar-
X1 ,···Xk 

titan graf за konacno mnogo karakteristicnih podskupova. ~ada је 

а) л=О so-pstvena vrednost grafa G; 

Ь) I\=-c i (i=l, •.. ,k~ је sopstvena vrednost grafa G ako 

l samo ako se broj c i pojav;ljuje u nizu c 1 , ••• ,ck p-puta (l<p~k) 

i tada је пјепа visestrukost jednaka р-1; 

с) G ima tacno k пе-пи1а sonstvenih vrednosti, оа kojih 

је tacno jedna pozitivna. Sopstvene vrednosti razlicite оа О i 

-С. (i=l, ••• ,k) su proste l оагеајепе su jednacinom 
l 

k 

f(?\) =L 
i=l 

-С· 
Ј. 

А+с. 
l 

= 1 • 

Dokaz. Graf b=h v у је konacnog tipa k а пје-
A1'·'·'ДOk 

gov kanonicki р;га! [; јА komn1etan f:':re..f sa tacno k cvorova. Ро-
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sto g ima tacno k пе-пи1а sopstvenih vrednosti (uzimajuci u оЬ-

zir njihov mu1tip1icitet, takodje), па osnovu teoreme 2.13 za-

k1jucujemo da graf G ima takodje tacno k пе-пи1а sopstvenih 

vrednosti. 

Posto је spektar kompaktnog samoadjungovanog орега

tora А konacan ako i samo ako njegov rang R(A) је konacne di-

menzije, zak1jucujemo da је ~=O sopstvena vrednost grafa G. 

Preosta1i deo teoreme 2.15 moze se dokazati па isti 

naCln kao odgovarajuci deo teoreme 2.14. о 

Sledeci rezu1tat daje jednu suektralnu karakteriz~ 

ciju beskonacnih komp1etnih mu1tipartitnih grafova. 

Teorema 2.16 Beskonacan graf G ima tacno jednu ро-

zitivnu sopstvenu vrednost ako i sarno ako njegovi neizo1ovani 

cvorovi formiraju komp1etan mu1tipartitan graf. 
, . 

Dokaz. Zahva1jujuci teoremi 1.8 i cinjenici d~ је 

~=O jedina sopstvena vrednost grafa bez grana, пе umanjujuci 

opstos~ dokaza mozemo pretpostaviti da graf G пета izo1ovane 

cvorove. 

Na osnovu teorema 2.14 i 2.15 zakljucujemo da kom-

uletan multipartitan graf G ima tacno jednu pozitivnu sopstvend 
~ , 

vrednost. 

Obrnuto, pretuostavimo da G nije.kompletan mu1ti-

partitan graf. Tada postoje nesusedni cvorovi х i у iz razlici-

tih karakteristicnih podskupova i postoji cvor z koji је, па 
~ .~ 

urimer, susedan cvoru у а nije susedan cvoru х. Dakle, ~raf G 

sadrzi indukovani pod~raf urikazan n~ slici 2.1(а). Posto х ni-

је izo1ovani cvor u G, graf G sadrzi пајmапје jedan graf (Ь), 

(с),(а) sa slike 2.1 kao indukovani Dodgraf. Xoze biti pokazano 

da ва uroizvoljnim tezinama (ai-l,aj-1,ak-1,a~-1) ovi grafovi 
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0-----0 

0-----------0 

(Ь) Се) (d) 

81. 2.1 

imaju tacno dve pozitivne sopstvene :vrednosti. Na ОБпоуи teo-

гете 1.7 zakljucujemo da i graf G ima пајrnапје dve pozitivne 

sopstvene vrednosti, ~to је nernogu6~. 

Ovim је dokaz teoreme za·vr~en. О , 
'о 

Teorema 2.17 Indeks r komp1etnog k-partitnog grafa 

К zadovo1java nejednakost 
o .. X1 , • • • ,Xk 

k-1 1 
Г~-Г·:--2 · 

1-а 

Jednakost u оуој nejednakosti vazi a~o је c 1 = ••• =ck 8 

Dokaz. 1z teoreme 2.15 sledi da ~e in~eks r vrafa 

к jedini poz~tivni koren po1~noma 
·Xl,·~·Xk 

k k 

п сл) = (1 - ~ ~;) п (?\ + С . ) - L 'Л+С. о l 
. 1 li о 1 l=.... ,. l= 

koji је nrost (teore~ 1.9). Z,bo~ tщ:;а је za' л 7 О 

(8) р('Л)"::/О ~ л 7 г • 

Posto 
~ 

,-је L 
i=l 

ос 

~ 2п-2 1 
С· == L-. а ==-----,...- , 

l с!. . п=l 1-а 
posmatrajmo za ). >- О 

izraz 

(9) 

k 

L 
С· 

l 

'Нс. • 
i=l l 

F'retnostayimo za trenutak да с. mОЕ':и uzimati pozitivne realne 
l 

.. _ --_ОО . ___ . _______ ~. ___ _ 
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vrednosti. Tada (9) dostize svoju maksima1nu vrednost kada Би 

svi С 2' јебпаki. Zaista, ako је С .f.c. onda stav1jajuci с'. =с'.= 
2 Ј l Ј 

= ~ (с. +с .) а ostav1jajuci sve dru§!:e vrednosti nepromenjene iz-
с.. 2 Ј 

raz (9) se povecava. Otuda је 

k 1 
2 

p(?\)~(1- ~ k(l-a) ) 
~?\+ 1 
2=1 k(1-a2) 

k 

п(~+сi) 
i=l 

• 

k-l 1 d Ь' . РОБеЬпо za ~= k-· 2 о 2Јаmо p(~)~o. Na osnovu (8) zak1ju-
1-а 

сијето da vazi nejednakost 

k-1 1 
r ~~. ~ , 

1-а 
, 

• "1 

С2rnе је te1)rerna dokazana. а 

Na kraju ovog ode1jka pokazacemo kako Бе hromatski 
... 

b~oj beskonacnog grafa moze oceniti па osnovu indeksa grafa. Na-

ime, dobicemo jednu donju granicu hrornatskog broja grafa. 

Teorerna 2.18 Ako је G beskonacan graf, r nje~ov 2П

deks а ~(G) hromatski broj tada vazi nejednakost 

(10) 1 
~(G)''l- 2. 

1-r( 1-а ) 

Dokaz. Ako је ~(G)=k, tada skup cvorova grafa G то-

ze biti pode1jen па k neuraznih podskupova X
1

, ••• ,Xk , tako аа 

podgraf indukovan svakim оа ovih uodskuDova nе sadrzi grane. 

Dodavanj ет novih grana grafu G moz,emo do.bi ti kornn1etan k-parti

tan ~raf Kv Х • Na osnovu teoreme 1.6 indeks r grafa G nije 
А1 , .•• ., ~K 

veci od indeksa grafa Ку 'Т о Na osnovu teorerne 2.17 irnamo 
'1 ' • .• ,1'-k . 

da је 

k-l 
r ~~. 

1 
--" ... с:. 
.L- а 

, 

odakle Бе nenosredno боЬiја nejednakost (10). о 



2.4 Neki redukcioni postupci za izracunavanje 

karakteristicne funkcije beskonacnog grafa 

U ovom ode1jku dobijene su пеке re1acije kojima је 

karakteristicna -funkcija beskonacno~ grafa izrazena роmоси ка-

rakteristicnih funkc~ja nekih njegovih indukovanih podgrafova. 
, 
Теогеmа 2.19 Neka Би u beskonacnom grafu G cvorovi 

vr i V s spojeni granom ers • Tada је 

(1) f(G,~) = f(G-егs '?\) - a 2 (r+s-2) л 2 f(G-vг-vs,I\) -

- 2L ПСе) 'Лп(е) f(G-С,~) , 

е 
I 

'О 

gde Бе sumiranje vrsi ро svim konturama grafa G koje sadrze 

granu ers ; п(е) oznacava Ьгој cvorova konture е а П~f) пјепи 

tezinu. 

Dokaz. Ideja dokaza је ista као za копаспе grafove 

([36Ј). S obzirom па apso1utnu konvergenciju odgovarajuceg reda, 

karakteristicna funkcija beskonacnog ~rafa G mo~e biti napisana 

и sledecem obliku 

(2) f~G,?t) = L (_l)~(П) 2c (U) П(U) -ЛП(U) = 
u~'Ч( G) 

= L CЏ(U) ~n(U) , 
UE'U( G) 

~de Је ~(G) skup svih osnovnih figur~ ~rafa G (prazan graf је 

takodje ukljucen и osnovn~ figure sa p(~)=c(0)=C, П(~)=l) а nCU) 

је Ьгој cvorova osnovne fiFure п. 

s obzirom па (2), relacija (1) se mo~e napisati и 

sledecem obliku 
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L w(u) 'Лп(U) = 
П~'U(G) 

U€.1L( G-v -v ) r s 

a 2 (r+s-2) w(U) ~П(U)+2 _ 

- 2 L L п(с) w(U) лп(u)+п(с) .• 
с U€.U( G-C) 

Izmedju svih osnovnih figura па levoj strani јеапа

kosti (3) i svih osnovnih figura и јеапој оа suma па desnoj stra

пј, jednakosti (3) postoji bijekci,ja. Naime, svakoj osnovnoj fi

guri П Е 11.( G) odgovara ОSnО,ГIШ figura U\ iz С,-е ,G-v -v i1i G-C rs r s 

па sledeci nacin: 

G-v -у ). 
r s 

10 Ako е ~ U, tada је U'= U .. 
гэ 

20 Ако ers Е. К2 cu, tada је U'= U-K
2 

(kao podgraf оа 

з0 Ако ers f С сл, tada је u'= u-c (kao podgraf od G-C). 

Doprinos оsпоvпе figure U Е 'И( G) koefici,j entu uz л п( U) 

па levoj strani jednakosti (3) јеапак је dovrinosu odgovarajuce 

figure U'koeficijentu uz ?\п(П) па desnoj strani jednakosti (3). 

Zaista, 

1 о Ako је п ' = П, tada ,је w(U)= w(п). 

20 Ako је UI=U-K2 , tada је 

а2(Г+Б-2) <.v(U') = _ a 2 (r+s-2) (_l)P(U') 2C (U ') П(U') = 

= (_l)P(U) 2С (ТЈ) псu) = w(U) 

з0 Ако је u l
: п-с, tada ,је 

- 2 П(С) <vCU') = - 2 П(С) (_l)P(U') 2С (П') П(U') = 

= (_l)Р(П) 2С (П) ПСП) = w(П) • 
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otuda zakljucujemo аа (3) vazi, сiше је teorema 

dokazana. о 

Grafovi za koje vazi jednakost 

mogu biti оа posebnog interesa. 

U vezi sa tim navodimo sledecu definici~u. Grana е ' 
~ rs· 

је most u grafu G ako је ~ers=Hl+H2' gde је Н komponenta nove-

zanosti grafa G koja sadrzi granu e rs • 

Teorema 2.20 Jednakost (4) vazi ako i sашо ako је 

grana ers most u grafu G. 

Dokaz. Ako (4) vazi, tada па osnovu teoreme 2.19 za-

klјuсuјешо аа је 

с 5) L ПСС) ~n(C) f(G-С,'Л) _ О 
С 

• 

Neka је Ср najkraca kontura koja sadrzi granu ers • Тааа је ko

eficijenat uz ~p u (5) 

с 
р 

, 

gde је sumiranje izvrseno ро svim konturama duzine р ko;ie sadr-J" 

ze granu ers • Оуо је u suprotnosti sa (5), odakle zakljucujemo 

аа пе D. ostoji kontura ko~a sadrzi granu е • Dakle, е Ј"е rnost 
- оо :Ј .. rs _ rs . 

и grafu G. 

Obrnuto, ако је ers most u ~rafu G, tada пе nostoji 

kontura и (; ko.ja sadrz.i granu е • Na osnovu teoreme 2.20 zars 

k1,jucujemo аа (4) vazi. о 

Nauomena. Jednakost (4) rnoze biti dokazana direktno 

koriscenjem re1acija (5) odeljka 1.1 za ~rafove za koje је ers 

most. U оуот s1ucaju SkUD суогоуа 1 ~rafa G moze biti uode1jen 
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па d уа podskupa Х1= {у ,v. , v . , ••• } i Х2= {v ,v. ,v. , ••• } tako 
r II l2 s Ј1 Ј2 

аа G-егs=G1+G2 , gde su G1 i G2 podgrafovi indukovani skuuovima 

cvorova Х1 i Х2 ' respektivno. Jednakost (4) sledi tada iz odgo

varajuceg Lap1asovog razvoja determinanti u re1aciji (5) оае1ј-

ka 1.1. t:I 

Koriscenjem jednakosti (4) moze Бе izraziti karakte

risticna funkcija nekih slozenih grafova роmоси karakteristicnih 

funkcija njegovih urostijih indukovanih podgrafova. 

Posmatrajmo niz beskonacnih (i1i konacnih) grafova 

К1 ' ••• Кп • Neka Би v. i w. dva proizvo1jna (пе nuzno raz1ici-
lU Ји 

ta) cvora grafa КТ) (p~l, ••• ~n). Neka је Gn graf dobijen iz gra-

fova К1 ' ••• 'Кп uvodjenjem novih grana koje Брајаји cvorove w. 
,,~ Ј р 

i v. (р=l, ~' •• ,п-1). Оуе grane su rnostovi и G l sledeca te-
lp+1 п 

огеша vazi. 
." 

G 
п 

'I'eorerna 2.21 

(б) 

gde је 

Г·1 = 
р 

f(K ) 
р 

f(K-w. ) 
1) , 
• <Ј р 

2(i,,+i -2) '12 
а ,1. Р-1 '/\ 

, 

f(K -v.) Jl 1) Ј. 
П 

f(K -у. - .... ,. ') 
. п 1 Ј' 

Р Р 

(n=2, ••• ,n) 

Dokaz. Роmоси teorerne 2.20 i relacija (1) odeljka 

1.3 irnamo аа ,је 

2( . . ,,\ " 
f (G ) = f (к ) f (G 1 )- а _,1" + Jr.-1 - С./ гл с f (К - у. ) f (G 1- W . ) 

п п п- п l' Г,- -'- ,Ј.,..,_ 1 ' 
П 11 ~ 
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gde је 

м ::: 
П 

f(K -w. ) 
п Јп 

48 

r
f(G 1) Ј м п-

Јп f( G _l- W ' ) , 

п Ј 1 п-

• 

Prirnenom teoreme 2.20 (n-1)-puta dobija se relacija 

(б), cirne је teorema dokazana. о 

Teorema 2.22 Nekaje u beskonacnom grafu G cvor v .;.\ ,-- r 

susedan cvorovima ws . (j=l,~, •.• ) i neka јеХ kolekcija svih 
Ј 

kontura и G koje sadrze cvor v • Тааа је 
.!' 

(7) f(G, 'Л) = f(G-vг , '1\) - L a2(r+sj -2) 

ј 

'7\2 f(G-Vг-Vls ., ,,) -
Ј 

- 2L ПСе) ?\пСС) f(C,-С, 'А) 
СЕХ 

• с1 

Dokaz ove teorerne izostavljarno, vosto је metod a~ 

kaza isti kao kod teorerne 2.19. 

Pos1edica 2.22.1 Ako је v cvor stevena јеаап и 
r 

beskonacnorn grafu G i ako је оп susedan cvor~ v s ' tada је 

f(G,'Л) = f(G-v ,?I) - a 2 (r+s-2) -л 2 f(G-v -v ,?) 
r r s • а 

Koriscenjem jednakosti (7) rnoze se izraziti karakte-

risticna funkcija nekih slozenih grafova роrnоси kar~~teristicnih 

funkcija njegovih prostijirl indukovani~tl podgrafova. 

Neka su G i Н dva beskonacna korenska grafa. Identi-

fikovanjem njihovih korena dobija se graf GH koji se zove koale-
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scencija grafova G i Н i sledeca teorema vazi. 

Teorema 2.23 Ako зи G i Н dva korenska grafa tada 

је karakteristicna funkcija koa1escencije GH 

gde је уг koa1escentni cvor. 
. 

Dokaz. Primenom teoreme 2.22 па graf GH sa koa1e-

scentnim суогоm v dobijamo da је 
r 

f(GН,л) = f(GH-v ,Л) -
r L 

ј 

а 2 С г+ si - 2) 'л 2 f ( GH- v r - w s " ' А) -
Ј 

- 2 L п ( С) ~ п ( С) f ( GH- С, А) 
СЕХ 

• 

\ .. 
Svaki суог susedan суоги уг је i1i u grafu G i1i u 

grafu Н. Neka su w cvorovi u G susedni cvoru v а w cvorovi 
Sjl r зј" 

и Н susedni cvoru v • Pored toga, svaka kontura која sadrzi суог r 
v је i1i kontura 

r 
u grafu G i1i kontura и grafu Н. Neka је ~' 

ko1ekcija kontura и G koje sadrze сУог уг а х
Р 

ko1ekcija kontu-

га u Н koje sadrze суог vr - Koriscenjem relacija (1) odeljka 1.3 

imamo da је 

fCGH,'A) = f(GH-vг,'Л) - L 
jl 

а2(Г+Бј,-2) "Л 2 f(GH-v -w,?') -
r s", 

2 L п с С) :л п ( С) f С G Н- С, л) = f ( G- V r' 'л) f ( Н- V г' ~) + 

CfJr 

+ f ( Н-уг ,'1t) [- ~ а 2 ( r + Sjl - 2) ?\ 2. f ( G- v - w , л) _ L r S'I ' 
ј' Ј 

- 2L ПСС) л пСС ) f(G-С,~)Ј + 

СЕ 'Ј(' 

Ј 

.. 
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- 2 L п ( С) гл п ( С) f ( Н- С , л) ] 
C€.9\." 

• 

Ponovnom Drimenom teoreme 2.22 konacno dobijamo 

f(GН,'Л) 

. .1< 
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3. BESKONACNI GRAFOVI KONACNOG ТIРА 

1 NEКF. ОРЕНАСIЈЕ SA GRAFOVIMA 

Beskonacni grafovi konacnog tipa definisani su и 

ode1jku 1.2 (definicija 1.8) i cine jednu vaznu k1asu besko

nacnih grafova koji su ро osobinama dosta b1iski konacnim gra

fovima. Naime, ispitivanje mnogih strukturnih osobina ovih gra

fova moze biti svedeno па ispitivanje~dgovarajucih osobina 

njihovih kanonickih grafova (dak1e, konacnih grafova). U toj 

cinjenici na1azi se glavni raz10g za proucavanje beskonacnih 

grafova konacnog tina • 

Sa spektra1ne tacke gledista, glavna motivacija za 

'Огоисауапје beskonacnih grafova konacnog tipa potice ·iz cinje

nice da imaju konacan spektar i da su to tiedini beskonacni ~гa

fovi sa tom osobinom (teorema 2.13). 

U оуоm pog1avlju ргоисауа se osobina konacnosti ti

па beskonacnih grai"ova dobijenih nekim oDeraci.jama nad besko

nacnim grafovima. Posmatraju se neke unarne (odeljak 3.1), za

tirn neke binarne (ode1jak 3.2)i па kraju neke п-агпе Code1jak 

3.3) operacije nad beskonacnim grafovima. Nekim teoremama se 

utvrdjuje da је dobi,jeni graf uvek beskonacnop:- tiP8 а drugim 

se daju potrebni i dovo1jni us10vi za konacnost tina dobijenog 

grafa. 
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3.1 Unarne operacije 

U ovom ode1jku posmatracemo neke grafove koji se 

iz datog beskonacnog grafa G dobijaju dodavanjem novih cvorova 

i1i novih cvorova i novih grana. 

Definicija 3.1 Graf S(G) beskonacnog grafa G је 

graf dobijen dodavanjem novog cvora па svaku granu. grafa G. о 

S(G) је bipartitan graf tj. S(G)=(X,Y,U), gde је 

х skup cvorova grafa G а У skup dodatih cvorova. 

Теогета 3.1 Graf S(G) beskonacnog grafa G koji пе-

та izo1ovane cvorove је uvek beskonacnog tipa. 

Dokaz. Dovo1jno је uociti da nijedna dva cvora 
1 .. 

x,y~y петаји lste susede, posto pripadaju razlicitim granama 

koje mogu imati najvise jedan zajednicki cvor. Dak1e, nijedna 
.0> 

dva cvora х i У iz У nisu ekviva1entna. Kako је skup У besko

пасап, zak1jucujemo da је graf S(G) beskonacnog tipa. о 

Definicija 3.2 Graf R(G) beskonacnog grafa G је 

~raf dobijen dodavanjem novog cvora koji odgovara svakoj grani 

od G ispajanjem svakog novog cvora sa krajnjim tackama grane 

kojoj odgbvara.D 

Teorema 3.2 Graf R(G) beskonacno~ grafa G koji пе-

та izo1ovane cvorove је uvek beskonacnoR, tipa. о 

Ova teorema ве dokazuje slicno kao teorema 3.1, ра 

zbog toga пјеп dokaz izostav1jamo. 

Definicija 3.3 Graf Q(G) beskonaanog grafa G је 

graf dobijen d.odavanjem novog cvora па svako,j grani graIa G i 

spajanjem сгапоm onih narova поvih cvorova koji lez,e па sused.-

nim granama. о 

·Teorema 3.3 Graf Q(G) beskonacnog grafa G koji пе-
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та izolovane cvorove је uvek beskonacnog tipa. Q 

1 dokaz ove teoreme izostavljamo posto је s1ican 

dokazu teoreme 3.1. 

3.2 Binarne oneracije 

U ovom odeljku prvo сето posmatrati grafove koji se . 

dobijaju iz grafova G1 i G
2 

stapanjem (identifikovanjem, pok1a

рапјет) nekih cvorova grafa G1 ва nekim cvorovima grafa G
2

• 

Definicija 3.4 Unija G1 VG
2 

beskonacnih grafova 

G1 =(X1 ,U
1

) i G2=(X2 ,U2 ) је graf G=(X,U), gde је X=X
1

UX
2 

а 

U=U1 V U2 • о 

Definicija 3.5 Raz1ika beskonacnog~afa G=(X,U) 1 

njegovog podgrafa H=(Y,V) је graf G\H=(X,U\V). о 

Definicija 3.6 Beskonacni grafovi G1;(X,U1 ) i 

G2=(X,U2 ) ви konacno dopunjivi grafovi ako i вато ako је mogu

се razbiti skup Х па konacan Ьгој medjusobno dis~ktnih pod-

skupova X1, ••• ,Xn sa s1edecim osobinama: 

10 Nijednadva cvora iz istog podskupa Х. (i=1, ••• ,n) 
1 

nisu susedna ni и grafu G
1 

ni и grafu G20 

ft 20 Таспо jedan od sledecih us10va vazi: 

а) Za svako ХЕХ. ,уеХ. (i!j) (x,y)fU
1 i1i (X,y)EU

2
; 

Ј.' Ј 

Ь) Za svako хеХ. ,y€X. 
l' Ј 

(i!j) (x,Y)~Ul i (x,y)~U2. D 

Теогета 3.4 Ako Би beskonacni grafovi G1=(X,U1 ) i 

G2=(X,U2 ) ~nacnog tipa tada ви oni konacno dopunjivi. 

Dokaz. Neka ви G1 i G
2 

beskonacni grafovi konacnog 

tipa k 1 i k 2 , respektivno, tj. Gi=g1(X~' ••• 'X~1)' G2=g2(X~'."'IX~2). 

Skup Х moze biti razbijen па konacan broj medjusobno 

disjunktnih podskupova x~nxj (i=1, ••• ,k1 ; j=1, ••• ,k2 ) koji za

dov01javaju us10ve 10 i 20 definicije 3.6. То nenosredno s1edi 
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iz cinjenica da је x~ (\ Xl~ ех'., х 1• П х 11. ех I~ i da Би X~ i xl~ ka-
1 Ј 1 1 Ј Ј 1 Ј 

rakteristicni podskupovi grafova G
1 

i G
2

, respektivno. о 

Teorema 3.5 Nek~ Б.и G1=(X1,U1 ) i G2=(X2 ,U2 ) besko

nacni grafovi а H1=(X1 (\ X2 ,V1 ) i H2=(Xl~X2,V2) odgovarajuci 

indukovani podgrafovi grafova G1 i G2 , resuektivno. Unija G
1

VG
2 

је graf konacnog tipa ako i.pamo ako Би grafovi G
1
\H

1 
i G2\H

2 

konacnog tipa а grafovi Hi iH2 konacno dopunjivi •. 

Dokaz. Us10v је potreban. Neka је G
1

VG
2 

graf kona

cnog tipa k tj. G1 V G2=g(X~, ••• ,X~). 

Skup cvorova Х1 grafa G1\H
1 

moze biti razbijen па 

sledece medjusobno disjunktne podsk~pove 

(Х1 \ Х2 ) () X~ 

(Х1 () Х2 ) П x~ 

(i=l, ••• ,k) 

(i=l, ••• ,k) • 

Svaki od ovih podskupova sadrzi и G1\H
1 

аато ekviva1entne cvo

rove. То sledi izcinjenice da је (Xl\X2)()X~c.xi, (X1flX2)n\cxi 

i da Би xi karakteristicni podskupovi grafa G1 VG2. Otuda odgova

rajucih k1asa ekviva1encija пе moze biti vise od 2k, cime је do-

kazano da је G
1
\H

1 
graf konacnog tipa. 

Potpuno analogno dokazuje Бе da је G2\H2 graf kona-

cnog tipa~ 

Skup cvorova X
1 
П Х2 grafova Н1 i Н2 moze bi ti razbi

јеп па konacan broj medjusobno disjunktnih podskupova 

(i=l, ••• ,k) 

koji zadovolj~vaju us10ve 1° i 20 definicije 3.6. Dakle, H1 i Н2 
Би копаспо dopunjivi grafovi. 

Uslov је dovoljan. Neka Би G1\H1 i G2\H2 grafovi ko

nacnog tiPR k 1 i k 2 , respektivno, tj. Gl\Hl=gl(Xl' ••• 'X~l)' 

G \ Ц - (X ll Х!I ). k Н 1· Н." k ~. d ... f 2 """2- g2· 1'···' К2 1 пе а Би 1 ~ ~onacno орип,) 1 Vl gra 0-

vi. Tada је sk1.1p Х1 П Х2 moguce razbiti па konacan broj medjuso-

\ 
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Ьпо disjunktnih podskupova X~, ••• ,X~ koji zadovo1javaju us10ve 

10 i 20 definicije 3.6. 

Skup cvorova X=X-r U Х2 grafa G
1

lJ G2 moguce је razQi-

ti па sledece medjusobno disjunktne podskupove: 

(1) Xi\X2 (i=1, ••• ,k1 ) 

( \Ј ( 2) Хј \ Х1 ј=l, ••• ,k2 ) 

(3) Xj..rlxjnx~ (i=1, ••• ,k1 ; j=1, •••. ,k2 ; k=l,.:.,n). 

Posto је Х'. \Х2 сх'. zakljucujemo da podskup X
1
'· \ Х2 пе 1 1 --

sadrzi susedne СУОГОУе i ima iste susede kako и X1\X2 tako i u 

Х1 nХ2 tj. podskup Xi\X2 sadrzi samo ekvivalentne Суогоуе. 

1z istih raz10ga i podskup X~\X1 sadrzi samo ekvi

valentne cvorove. 

v 'п 11 П IН х lIl I ,1'" 11 111 Posto је Х. Х. Xk С k' podskup Х. Г\ д . ()Xk пе sa-
1 Ј - 1 Ј 

drzi susedne суогоуе i ima iste susede и Х1 nХ2 8 Dalje, posto 

. х' n Х!! "хlII сх l • • t а-- Х \х "t· Је i јl I k i оп 1ma lS е suse е u 1 2 а pos о Је 

xl.nxl!nXklllcxl! iste susede и х2\х1 • Dak1e, i podskup X~rrX'~(\Xklll 
1 Ј • Ј 1 Ј 

sadrzl samo ekvivalentne cvorove. 

Dak1e svaki od navedenih podskupova (1), (2) i (3) 

sadrzi samo ekviva1entne Суогоуе. Posto је njihov Ьгој konacan, 

zakljucujemo аа је graf G1 V G2 konacnog tipa. 

Ovirn је teorema dokazana. о 

Pos1edica 3.5.1 Ako su beskonacni grafovi G1=(X1 ,U1 ) 

i G2 =(X2 , U2 ) takvi da је Х1 (\ X2=~' tada је G1 V G2 graf konacnog 

tipa ako i sarno 'ako ви grafovi G1 i G
2 

konacnog tipa. о 

Pos1edica 3.5.2 LJnija beskonacnih grafova G1=(X,U1 ) 

i G
2

=(X,U
2

) је graf konacnog tipa ako i sarno ako su grafovi G1 

1 G2 konacno dopun~ivi. о 

U nastavku сето posrnatrati grafove koji ве dobijaju 

iz grafova G1 i G~ па taj nacin sto бгапата врајато neke суогоуе 
с:. 
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grafa G1 Ба nekim cvorovima grafa G
2

• 

Definicija 3.7 Neka Би G1=(X1,U1 ) i G2=(X
2

,U
2

) ЬеБ

konacni grafovi, pri сети је x1 П X2=~' i GIIII(X1 'Х2 ' U) bipartitan 

graf. Тааа је 
def 

. 
Teorema 3.6 Graf (G1oG2)G је konacnog tipa ako i 

Бато ako Би grafovi G1 ,G
2 

i G ko-nacnog tipa. 

Dokaz. Uslov је potreban. Neka је (G1oG2)G besko

пасап graf konacnog tipa k tj. (GloG2)G=g(X~, ••• ,X~). 

Beskonacni grafovi G
T 

i G
2

kao indukovani podgra

fovi grafa (G1oG2)G su konacnog tipa. Dalje, skupcvorova gra

fa G rnoze biti razbijen па sledece rnedjusobno disjunktne pod-

skupove 

(i=l, ••• ,k) 

(i=l, ••• ,k) . 

Posto је graf G bipartitan i XlnX~ ех!, X2()X~CX~, zakljucu-
~ l 1 1_ 

јето аа cvorovi navedenih podskupova nisu susedni i irnaju iste 

БиБеае и grafu G tj. sadrze Бато ekvivalentne cvorove. Dakle, 

i graf G је konacnog tipa. 

Uslov је dovoljan. Neka Sll G1 ,G2 i G gra.fovi kona

Gl=gl(X~, ••• ,x~ ), 
1 

biti па rnеајиБОЬПО disjunktne podskupove 

(i=1, ••• ,k1 ; k=l, ••• ,k з ) 

,(j=1, •• o,k2 ; k=l, ••• ,kз ) · 
})osV. to ,; е у/ .• Ј. 1"\ y .. ~~1 ---х 1. , kl' ~. d а' ,Т I 1"\ хl1I 

'Ј 11· м ~ za~_Jucu~emo а по SKUP А,.',. I I k 
1 ~~ 1 

пе sadrzi БиБеапе cvorove i ima iste БиБед.е u Х1 а zbog XinX~ cx~1 

. . t ~. Х D kl d k v I г\ у1\1 d V' k оп lma lS е suseae 1 н 28 a~ е, по s и'О Ai '"k sa rZ,l samo е -
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vivalentne cvorove и grafu (G1oG2)G. 

Sl ' V k' d d k XJ'.I П Хk
Щ d ~. lCno ве ро azUJe а DO s ир ва rZl вато 

ekvivalentne суогоуе и ~rafu (G1oG2)G. 

Kako nepraznih gore navedenih podskupova ima па ј-

vise (k1 +k2 )kз , zakljucujemo da је (G1oG2)G graf konacnog tiva 

-t, pri сети је -€ ~(kl+k2)kз. о 

Na kraju ОУОб odeljka Dosmatracemo pro.izvod д.уа 

beskonacna grafa. 

Definicija 3.8 Proizvod G1G2 beskonacnih grafova 

G1=(X1,U1 ) i G2-(X2 ,U2 ) је graf G=(X,U), gde је X=X
1

VX
2 

а skup 

U је definisan па sledeci nacin. Cvorovi х i У iz Х su spojeni 

granom ako i sarno ako postoj i раг grana С u t
, иН) ва вlеаесоm ово-

\ 
'0 

binom: u'f.U
1

, u HE.U
2 

1 grane'u l i u"irnaju јеаап zajednicki суот 

z razlicit оа х i у а preostala dva cvora su irn х i у. о ... 
Ako је X

1
(\ Х2=0, tada је G

1
G

2 
graf koji nema'nije

апи granu. Ako је X1~X2/0 а grafovi G1 i G2 петаји izolovane 

cvorove, tada graf G
1

G
2 

ima пајтапје jednu granu. 

Ako ви G
1 

i G
2 

grafovi konacnog tipa, tada njihov 

proizvod G
1

G
2 

moze biti kako graf konacnog tipa tako i graf Ьев

konacno~ tipa. Sledeca teorema daje potrebne i dovo1jne uslove 

аа vroizvod ауа grafa konacnog tipa bude бга! konacnog tipa. 

Teorerna 3.7 Neka su G1=(X1,U1 ) i.G2=(Х2 ,п2 ) besko

nacni p:rafovi konacnog tipa. Njihov proizvod G1 G2 је beskona

сап graf konacnog tipa ako i sarno ako grafovi G
1 

i G
2 

irnaju 

najvise konacno rnnogo zajednickih Q:rana. 

Dokaz. Neka ви dati qeskonacni eт,rafovi G
1 

i G2 ko-

паСПОб tipa k1 i k 2 , respektivno, tj. г' (Х' ,-1 '\ 
\-,,=gl\ l'···'Х·К Ј, 

L ~ - ~1 

G - Cyll х ll ) ?-g2 A 1 ,···, 1, • 
~ - ~2 

'U~lov j~ Dot.reban. Neka su _у Ј. 1"\ У 1.1 (. 1 k 
'... 1 1 д 1 = , ••• , --1; 

1 Ј 
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j=1, ••• ,k2 ) preseci odgovarajucih karakteristicnih podskupova 

grafova G
1 

i G2 8 Ako је grana и zajednicka grana grafova G
1 

i 

G2 ta~a njeni krajnji cvorovi х i у mогаји pripadati podskupo

vima х'. nx l! i х'. П х'! , respektivno, pri сети је i11i2 а јl 1ј 2 8 
11 Ј1 12 Ј2 -

Pored toga ovi podskupovi su komp1etno povezani zajednickirn gra-

nama.,.Iz skupa {x~nXjli=1,8 •• ,k1;j=1, ••• ,k2} rnoze se izdvojiti 

ukupno k
1

k
2

(k
1
-1)(k

2
-1)/2 parova podskupova (Xl

. ()x'~ ,XI.(\X'~ ) 
~ .. - 11 ·Ј1 12 Ј2 

takvih аа је i 11i2 а ј11ј28 Bi10 koji par takvih podskupova i1i 

nije povezan nijednom zajednickom granom i1i је komp1etno роуе

zan zajednickim ~гanaтa grafova G1 i G2 8 

Pretpostavimo, suprotno, аа ~rafovi G1 i G
2 

imaju 

beskonacno mnogo zaj ednickih grana. 'l'ааа u skupu parova (Х'. П xl~ , 
.\ 11 Ј1 

х'. П x l! ) (i
1
Ii2 , јl 1ј 2) komp1etno _povezanih za·jednickim granama 

1~ J~ -
с с:. 

postoji пајmапје јеаап par cija bar jedna kошропепtа, recimo 
." 

X~nX~ , sadrzi beskbnacno mnogo cvorova.Tada је indukovani 
11 Ј1 

podgraf G
o 

grafa G1 G2 Ба skupom суогоуа х'. г\ Xl~ komp1etan, па 
l1 Ј1 . 

је оп' beskonacnog tipa8 Na ОБпоуи oyo~a zak1jucujemo аа је i 

graf G
1

G
2 

beskonacno~ tipa. Kontradikcija. 

Us10v је dovo1jan. Skup суогоуа Х grafa G1G2 moze 

biti :oo.zb·ijen па Бlеаесе disjunktne Dodskupove 

(4) 

( 5) 

(б) 

xi \ Х2 
xl~ \ Х1 Ј 

х'. г\ Xl~ 
1 Ј 

(i=1, ••• ,k
1

) 

(j=l, ••• ,К2 ) 

(i=1, ••• ,k1 ; j=1, ••• ,k2 ) 

Naravno neki od ovih podskupova mogu biti i nrazni. U slucaju 

Xl=X~ podskuDovi (4) i (5) su prazni. 
... с 

Dokazimo аа podskupoyi (4), (5) i podskupovi (б) Ба 

~eskonacno mnogo ~vorova sadrze Бато ekvivalentne cvorove. 

Cvorovi х i у nisu susedni po~to пе 

nostoji grana u П2 koja јеаап o~ оуа ауа суога Dovezuje Ба nekim 
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trecim cvorom iz х. Ako је cvor z susedan cvoru х, tada posto-

ji cvor v povezan granom u'EU1 sa х а granom u""U
2 

sa z. Kako 

x,YEX~ to је i cvor у granom uW~Ul povezan sa cvorom v, ра su 

cvorovi у i z takodje susedni. Ргета tome cvorovi х i У imaju 

iste susede. Time srno dokazali da svaki neprazan podskup Xi\X
2 

sadrzi samo ekvivalentne cvorove. 

Na potpuno isti nacin dokazuje se аа svaki ne~razan 

u podskup Xj\X1 takodje sadrzi вато ekvivalentne cvorove. 

I г\ 11 • v v Neka X,YfXi Хј , koji lma beskonacno mnogo cvorova. 

Ako bi cvorovi х i У bili susedni tadabi postojao cvor z pove-

zan р.:гапот и' ~ U1 sa х, па prlmer, а granom U
11 f.U2 sa у. Zbog 

Xl
. г\ XI~ С X l

. i x l
. П хJl• сх ll. cvor z bi bio povezan zajednickom gra-

1 Ј 1 1 Ј Ј 

пот sa svakim cvorom iz х'. г\ х ј!. Dakle, 
1 Ј 

zajednickih grana grafova G1 i G2 , sto 

~ostoji beskonacno rnnogo 

је nernoguce. Ovim је ао-

kazano аа cvorovi х i у nisu susedni. Da cvorovi х i У irnaju 

iste susede dokazuje ве па isti nacin kao kod podskupova (4) i 

(5). Tako ато dokazali da svaki uodskup x~nx~ ва beskonacno 
.. - 1 Ј 

rnnogo elernenata, sadrzi sarno ekvivalentne cvorove. 

Na osnovu recenog zakljucujemo da је Ьгој klasa 

ekvivalencija odf';ovarajuce relacije ekvflivalencije u f';rafu G1 G2 

konacan, odakle sledi da је G1G2 graf. konacnog tipa. 

Ovim је teorema dokazana. о 

3.3 n-агпе o~eracije 

U ovom odeljku uоsшаtгасеmо razlicite п-агпе оnега-

cije kod kojih је skup cvorova rezultirajucer- grafa jednak De-

kartovom proizvoduskunova суогоvэ onih grafova паа kojima је 

орегасiјэ primenjena. Tacnije, nosmatracemo nepotpunu prosirenu 

Bulovu funkci~u i komuoziciju grafova. 
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Definicija 3.9 Neka ви G.=(x.,u.) (i=l, ••• ,n) Ьев-
- - l l l 

konacni grafovi, gde xi i ui oznacavaju odgovarajuce skuvove 

cvorova 1 grana. Dalje, neka је ~ skup n-torki (~l' ••• '~n~ od 

sirnbola О i 1, koji пе sadrzi n-torku (0, ••• ,0). Nevotpuna vro

sirena р- вита В8 ba·zisorr. $ beskonacnih !Z;rafova G
1

, ••• , СП ј е 

graf G=(X,U), gde је X=X1x ••• xXn i и kome ви dva cvora (xl~ ••• ' 

хп ) i (У1' ••• 'УП ) susedna ako i вато ako po.stoji n:-torka (~1' 

••• '~n) и ~ takva da је xi=Yi kad god је ~i=O i x i susedno ва 

у i kad god је (3i =1. с1 

Oznacimo ва ~p skup svih mogucih n-torki ва tacno 

р jedinica. Ako је ~=~ operacija ве naziva n-suma grafova. 
р 

Specijalno, za р=l dobijamo вити G1+ ••• +Gn а za р=п Dekartov 
п 

grafova G1 , ••• , сп • Ako ,је :Р>= U lК operacija 
р=l"'"'Р 

ве naziva jaki proizvod ~rafova. 

Graf ko,ji sadrzi Ьаг jednu ~гanи zove ве netrivi-

jalan graf. 

Теогета 3.8 Neka је G nenotnuna prosirena n-suma 

beskonacnih netrivijalnih grafova G" ••• ,G • Dalje, пека је 
~ п 

{i" ... ,i } вкир svih celih bro,jevatakvih da svaka n-torka iz 
~ D 

:bima jedinicu па iv-tom mestu (V=l, ••• ,p) i {jl, ... ,jq}=~ 

={1, ••• ,n)\{i1, ••• ,ip }. Tada је graf G konacnog t±pa ако i вато 

ako sledefi uslovi vaze: 

_;ЈО 81 з::uр sadrzi sve о- torke od 

simbola С' l 1; 

З° Grafovi С. , ••• ,l~.: ,С. , ••• ,С. (G.iy-kom:olement 
II ~p J 1 J q ~ 

~rafa G.; ) ви konacnof tina. 
,}V 

Ако ,је k(G
1
· )=kv (V=l, ••• ,p) а к(с. )=К. (v=l, ... ,a), . v ,Ју р.}) 

tada је k(G)~kl ••• kn, -ori сети jednakost I.ТClzi ако i вато аКо ви 
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G. (v=l, ••• ,p) grafovi bez iz010vanih cvorova. 
1. у 

Najpre dokazujerno s1edecu 1еmи. 

Lema 3.1 Pod us10vima teorerne 3.8 nepotpuna prosi

rena p-surna G је graf beskonacnog. tipa ako је р=О. 

Dokaz. Prirnetimo па pocetku da postoji bar jedna 

grana (X~,Y~)EUi (i=l, ••• ,n). Raz1ikovacemo sledeca dva slucaja: 

(1) Post.oje dve n-torke (J.1, ••• ,o(n)E~ i ((?>1, ••• ,~n)4Ђ 

takve da је с1.. =0, (3. =1 za tacno jedno i (1 ~i L п) i 0<-=(3. 
1.0 1.0 о 0- 1. 1. 

za iii . 
о 

Pretpostavirno da је (O'~2,···,(Ъn)E~, (1'~2, ••• ,~n)4~. 

Dokazimo da nijedna dva cvora iz skupa Y=1(x1,x~, ••• ,x~)lx1EXIJ 

nisu ekvivalentna. Neka (xl,x~, ••• ,x~)'(Y1,x~, ••• ,X~)EY. Па1је, 
.. \ 

neka је zi=x~'ako је ~i=O а zi=Yf ako је ~i=1. Tada је cvor 

(X1 ,z2' ••• 'zn) susedan ... 
(Y1'x~, ••• ,x~). Dak1e, 

v ( о о) 1. cvoru x 1 ,x2 ' ••• 'x а 1. _ П 

v • ( о о) . cvorov1. х1 ,Х2 ' ••• 'Хп 1. 

nije cvoru 

(Y1'X~' ••• ;x~) 
петаји iste susede, ра nisu ekviva1entni. Zak1jucujemo da је 

graf G beskonacnog tipa. 

(2) Neposto,je n-torke (d1 , ••• ,dп )ЕЂ i ((!>1, ••• ,(.3n)4~ 

sa opisanim osobinama. Tada n-torke koje пе prinadaju skupu ~ 

тОби imati najvise k .ј edinica, gde ј е O.f k -< n-l. Pretpostavirno 

da (1, ••• , 1 , О, ••• , о) ~ р.> • 
L Ј , 

k 

i neka је skup N1 beskonacan. Tada nijedna dva cvora skuna 

Z= {(x~, ••• 'X~_l' хп ) I Y.:nEN 1} пеrnаји iste susede. LJaista ako 

( ~O о ) (О О.,.. ) r t' . р v (о О 
\~l'.··'x 1'Х ,x1'···'x l'~ Ez ааа J~ cvor Yl'···'Yk\.+l' п- п п- п _ 
о о) . ,. (о о ) . ,. 

x k 2' ••• 'Х _l'Х susedan cvoru _,x1' ••• 'x _l'x a1i Пlје суо-+ п п п _ п 

ги (X~, ••• ,x~_l'Yn). Паk1е, пе posto,je ekvivalentni cvorovi u 

Z, ра zakljucujemo da је graf G beskonacnog tipa. 

Ako је Gn graf Ьеskопэспоg tipa tj. Gn =g(N 1 ,N2 , ••• ), 
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ГЈ {с о о i) i } tada nijedna ауа cvora iz skupa.'L.J= х1 , ••• ,х ,,:Х: Ix €:N. пе-
о n-~ п п 1 

о • t d N (о о i) ( о ~~o ...... j) mаЈи J.s е suse е. eka Х1 ' ••• 'ХП_ 1 'Хп ' x 1 ' ••• "-n-l'-'"n EZ 

Ciij). Тааа postoji cvor Y~Xn takav аа (х~,У)f.Пп а (x~,y)~un. 
Ot d о v (о О О о) v 

и а Је суог У1' ••• 'Уk,хk~1, ••• ,хп-1'У susedan cvoru 

( о о i) 10 о о d V ( о о ј) 
х1 , ••• ,ХП_ 1 'Хп а 1 n1Je suse ап cvoru Х1 ' ••• 'Хп_ 1 'Хп • Da-

k1e, ni и оуоm slucaju пе postoje ekviva1entni cvorovi и Z ра 

zak1jucujemo аа је graf G beskonacnog ti:oa. 

Ovim је dokaz 1ете zavrsen. о 

Pos1edica3.8.1 p-suma (1 ~p ..(п) netrivija1nih 

beskonacnih grafova G1 , ••• ,Gn је graf beskonacnog tipa. о 

Pos1edica 3.8.2 Jaki proizvod netrivija1nih besko-

nacnih grafova G1 , ••• ,Gn је gra~ beskonacnog tipa. Q 

оо 

Lema 3.2 РОа us10vima teoreme 3.8 nepotpuna :orosi

rena p-suma G је graf beskonacnog tiva ako је 1 ~:o ~n i ако skup 
." 

{( ~ о , ••• , (З-i ) I f-> б ~ } пе sadrzi sve q-torke оа simbo1a О i 1. о 
Ј 1 'Ј О 

Dokaz ove 1еmе izostav1jamo zbo~ s1icnosti sa doka-

zom leme 3.1. 

Dokaz t~oreme 3.8 Neka је 1:;р ~n i nekR sku:o 

{( ~o , ••• , (З-i ) I f.> Е.Ъ} sadrzi sve q-torke od simbo1a О i 1. :ОО-
Jl 1.10 

kazacemo аа 3е graf G konacnog tipa ako i samo аКо su grafovi 

Go , ••• ,Go ,G. , ••• ,Go konacnog tipa. 
11 1:0 Jl Ја 

"Ne umanjujci6i op~tost тo~eтo nretpostaviti аа је 

iv=Y (У=l, ••• ,р). 

Пslоv ;ј е dovolj.an. Neka su graf ovi G}, ••• , G ,G +1' 
р :о 

~-- ; 
••• ,Gn konacnog tina tj. Gi=~~(Ni, •.• ,H~ ) (i=l, ••• ,n) i 

~ 'i 
-;:; - ( Ni Г i ) (~- 1 ) \'~i-g;-·1' ••• ' ·'k.' .~-D+ , ••• ,п • 

- l 

SkUD cvorova Х grafa G moie biti 'Ооаеlјеп па kl ••• k n 

medjusobno disjunktnih vodskuvova 

(1 ') ,- , у о о 
1, ••• 1 

..:. П 

( ~ -1 1<. -- - , ... , ..... ,.. , 
п . п 

р=1, ••• ,п) • 
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Nijedna dva суога (X1, ••• ,xn ) i (Y1' ••• 'Yn ) iz sku-

ра У. . nisu susedna и grafu G, posto njihovih prvih р ko-
. ll· • • ln 
ordinata nisu parovi sused~ih суогоуа u grafovima Gi (i=l, ••• ,p), 

respektivno. Neka «x1, ••• ,xn),(zl' ••• 'zn))~U. Tada (Xk'Zk)EUk 

(k=l, ••• ,p) i i1i је xk=zk ili (Xk'Zk)EUk (k=p+1, ••• ,n). Sledi 

da (yk,zk)EUk (k=l, ••• ,p), .. posto cvorovi iz N~k imaju iste su

sede. Pored to~a, ili је y~=zk i1i (Yk'Zk)EUk (k=p+1, ••• ,n) s 

obzirom па odgovarajuce osobine skupova N~ • Otuda «Yl' ••• 'Yn )' 
k 

(zl, ••• ,Zn))EU, ра zakljucujemo аа cvorovi (x1, ••• ,xn ) i (Y1 , ••• , 

УП) imaju iste susede. Dak1e, svaki оа skupova (1) sadrzi samo 

ekvivalentne ~yoгoye, te sledi da је ~raf G konacnog tipa k i 

k ~k1 .... k • 
п 

Neka su sada G1, ••• ,G
p 

grafovi bez izolovanih ~YO-

гоуа. Dokazimo da su cvorovi x1 i Yl' ••• ' хп l У ekviva1entni 
п 

- -
и Gl, ••• ,Gp,Gp+1, ••• ,Gn, respektivno, pod pretpostavkom da su 

cvorovi (x1, ••• ,xn ) i (Y1' ••• 'Yn ) ekvivalentni u G. 

Ne umanjujuci opstost, pretuostavimo da је xifYi 

(i=l, ••• ,n) i o.okaZimo da (Хi 'Уј)4Пј (i=l, ••• ,p) i (xi'Yi)EU j 

(i=p+l, ••• ,п). Neka је 

(х.,z.)~П·. (i=l, ••• ,u) 
1. l 1. -

z. uroizvoljan ~yoг u G. takav da l ,.' l 

l xr=zi (i=p+1, ••• ,n). Ako па primer 

(X1,y1)EU1 , tada је ~yoг .(Y1,z2' ••• 'zn) susedan суоги (x1 ' ••• ' 

Х '\ ali ni.l· Р. susedan суоги ( ) v t· ' А 1 ·п) - -,- Y1'···'Yn ' sOJenemoguce ... ко 

па "J:.imer СХ ,У )4Т.1 , tada ,ie суог (z1' ••• 'Z l'X) susedan .. п п п _. п-_ п 

суоги (x1, ••• ,xn ) a1i nije susedan ~yoги (Уl' ••• 'УП )' ~to је 

takodje nemofuce. 

Dalje, rretnostavimo da nostoji СУОГ у. u G· (i=l, 
l 1. 

••• ,п) takay аа ,је v.';'x., v . .:fv., (х. ,v. )е/. i (у.; ,V
l
' )~Пl·. 'Гааа 

l 1 Ј.' " l. ]. l l ..L _ 

је суог (zl, ••• ,zi_l,vi,zli+l' ••• 'zn) susedan ~УОГП (Х1 ' ••• 'ХП ) 

ali пјје вивеаап ~yoги (Y1' ••• 'Yn )' sto је neтo~и6e. Dak1e, 
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~vorovi Х1 i У1 , ••• , хп l уп ви ekviva1entni'u G1 , ••• ,Gp ' 

Gv +1 , ••• ,Gn , respektivno. 

Zak1jucujemo da proizv01jna dva ~vora iz raz1ici-

tih skupova (1) nisu ekviva1entni. Otuda, skupovi (1) ви ka-

rakteristicni podskupovi grafa G i k=k1 ••• kn • 

Ako bar jedan od grafova G1 , ••• ,G
p
.ima iz010vane 

cvorove, tada је 0~ig1edno k" k1 ••• k n • "': 

Us10v је potreban. Neka је Ьаг jedan od grafova 

G1, ••• ,Gp,Gp+1, ••• ,Gn beskona~no~ tipa. Nenotpuna prosirena 

D-suma С О grafova G~, ••• ,G~,Gp+1, ••• ,Gn, ~de је graf G~ dobi

јеп izostav1janjem iz010vanih сУогоуа ~rafa Gi (i=1, ••• ,p), је 

indukovani podgraf grafa G. Као и prethodnom de1u, rnoze se do-

kazati da Dekartov proizvod karakteristicnih podskupova grafo-

о о - - . 
уа G1, ••• ,Gp,Gp+1, ••• ,Gn obrazuJe karakteristicne podskupove 

grafa G
o

• Posto је оуај skup sada beskonacan to је Go graf Ье

skonacnog tipa. Otuda је i graf G beskonacnog tipa, takodje. 

Оуо zajedno sa 1еrnаrnа 3.1 i 3.2 komn1etira dokaz 

teoreme 3.8. о 

Pos1edica 3.8.3 Dekartov nroizvod G1~ ••• xGn netrivi

,ja1nih beskonacnih grafova G
1

, ••• , СП ,ј е graf k.tOnacnog tipa ako 

r, f' k ~ +' i sarno ako su G
1

, ••• , -,ngra ОУl ,-onacnog ",l"O.a. о 

Definicija 3.10 Neka su С.=(Х.,П.) (i=1, ••• ,n) bes-
-- 1 1.1 

konacni grafovi. Ла1је, пеКа ,је f:{O,1}n __ {O,1} nroiz"l!o1jna Ви-

1 f' k " .q;' 1 
оуа _uП,-С1Ја 1 ~ SKUP 

. 
vrednost 1. Ви10уа funkci,jB (;=f(C;1,~ •• ,Gn) f':rafova G1, ••• ,Gn је 

graf (-;.= (х, п), gde ј в Х =X
1 

х. ••• )(. ХП i gde ,ј в LJ definisan па 81 ва.е

ci nacin. (:voroYi (xl' ••• ~xn) 1 (Y1' ••• 'Yn ) su susedni u C~ ако 

i samo ako, za вуаКо i, Xi!Yi 1 postoji n-torka (~1' ••• '~n) u 1 
~. ,. г' ( ~ l.1 (' ~ r 11 _ г: Г' [О Ј - ~ ) о takva da QU cvorOVl Х· 1 v 8USeGn1 U u Ь· -у·о U· -u .• 

~ 1 'i l Ј. J.':L Ј. 
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Teorema 3.9 Neka su G1, ••• ,Gn netrivijalni i пе

kompletni beskonacni grafovi. Bulova funkcija G=f(G
1

, ••• ,Gn ) 

је graf konacnog tipa ako i samo ako 1 sadrzi tacno jednu п

- torku (f.>l' ••• '@n) i Gi~11 , ••• ,G~nJ su grafovi konacnog tipa. 

Ako је k(G~~L.])=ki (i=l, ••• ,n), tada је k(G)~kl ... kn, 

pri сети znak jednakosti vazi ako i samo ako su G~~ (i=l, ••• ,n) 

grafovi bez izolovanih cvorova. 

Dokaz. Ako је 11\ =1, tada G predstav1ja Dekartov 

proizvod ~rafova Gl""], ••• , G~J. Prema posledici 3.8.3 graf G 

ј е konacnog tipa ako i samo ako su Gr1] , ••• , G~~.,J grafovi ko

nacnog tipa. U skladu sa teoremom 3.8 sledi drugi оео teoreme 3.9. 

Neka ј е I1'J /' 1 i (d.. 1 , ••• , oln) , ( ~ , ••• , ~n) Е. у. Da1j е, 
\ 

•• 10С;] [С> 1 'neka је c(li"l. Tada је bar jedan od grafova G1 ,G1 '\ besko-

паспо[, tipa. Zaista, ako је G1 graf konacnog tipa, tada је G
1 ... 

graf beskonacnog tipa, jer sadrzi beskonacan kощр1еtап graf kao 

indukovani pod§;raf. Neka је Gi~"] graf beskonacnog tipa. Posma

trajmo indukovani pod~raf Go=(Y'Z,Uo ) grafa G, gde је Y={(x1'x~, 

••• ,X~)IX}E)(l}' Z={(Xl,y~, ••• ,Y~)Jxl(Xl} i gd8 su cvorovi x~ i 

Y~ susedni и ~rafu Gf~i.-1 (i=2, ••• ,n). Ako (~1'~2, ••• ,f-!n) f. 'f, 

iJ.;de ,је 

{~ ako је {3Ј=О 
f'l = , 

ako је ~ -1 1-

Ь 1 V t' Vt es~onacno~ lU8, ров О sadrzi beskonacno mnogo med~usobno пе-

ekvivalentnih cvorova. п kl . v .• а' f G - k ,. 6~ ~JиcиJAmo а ~e gra - bes .onacnog 

tina, takodje. 

Ovim је dok~z teoreme zavrsen. о 
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Na kraju ovog ode1jka posmatracemo kompoziciju bes-

konacnih grafova. 

Definici~a 3.11 Neka su G.=(X.,U.) (i=l, ••• ,n) bes-
111 

konacni grafovi. Kompozicija G1[G2[ ••• [Gn] •• ~ grafova G1 , ••• , 

G је ~raf G=(X,U), gde је X=X1x ••• ~X i и kome su dva cvora 
п п 

(Х1 ' ••• 'Хп ) i (Уl' ••• 'УП ) susedna ako i samo ako postoji сео 

Ьгој k (1 ~ k ~n) takav da је xi=Yi (i=l, ••• ,k-l) i. (xk,yk)EUk - а 

Теогета 3.10 Kompozicija beskonacnih grafova G1 , ••• , 

G
n 

је f:2:raf konacnog tina ako i samo ako ,је G
1 

graf konacnog tipa 

su grafovi bez grana. 

Dokaz. Neka su G2, ••• ,G grafovi bez grana. Tada su 
п 

dva cvora (x1' ••• ~xn) i (Y1' ••. 'Yn ) grafa G susedna ako i samo 
• оо 

ako su cvorovi Х1 'i У1 susedni u grafu G1 - Dak1e, graf G је ko-

.nacnog tipa ako i sarno ako је graf G1 konacnog 
." 

Gi=g(N1 , ••• ,Nk ) tada је G=g(N~, ••• ,N~), gde је 

(i=l, ••• ,k). 

tipa. Ako је 

Ј 
N . = N . :х Х2 " ••• х Х 1 1 П 

Obrnuto, neka Ј'е G
n 

netrivi.ialan graf tJ' _ (хО,уО)Е.П • 
~ - п ' п п 

Doka~imo da skup Y={(x"xg, ••• ,Xo )\X,EX1 } пе sadr~i ekvivalentne _ _ п..Ј. 

cvorove. Dovoljno је dokazati da svaka dva nesusedna cvora 

( о . О)' ( о о') . ',т ., t d Г7' 
X 1 'X2 ' ••• 'Xn 1 y 1 ,x2 , ••• ,y.nJ 1Z Ј. пета Ј 1.1 lS е suse е. 6а1-

t " ( о о О)' d ~ ( о о) s а, cvor ,x1 ,x2 ., ••• ,xn_ 1 , УП Је suse ап cvoru x 1 ,x2 ' ••• 'Xn 
l' " d V ( о о ) ~) kl V • а ... 1 П1Је suse а.П cvoru Yl'X2 ' ••• 'Xn • Ја е u ovom SlисаЈП 

~raf G је beskonacno~ tipa. 

Ovim је dokaz ~omDletiran. о 



4. GRAFOVI 

u ovom i poslednja dva poglavlja posmatra6emo samo 

konacne neorijentisane grafove bez petlji ili vi.sestrul{ih gra-

па. РОа sopstvenim vrednostima grafa G podrazurnevamo sopstvene 

vrednosti nje§";ove 0-1 rnatrice susedstva. 

Osnovni problern koji ае u OVlm no~lavljima razmatra 

rno~e dase iskaie па slede6i nacin. 

Data је neka spektralna karakteristika grafa. оаге-

di ti sve grafove ko,ji imaju zadatu snektralnu ka.rakteristiku. 

Dakle, r~zmatra se ,mogucnost identi:rikacij~_grai'a 

kao ceJ.ine. Pri tome zadate spektralne karakteristike Би heri-

ditar!le,- sto znaci da аКо graf G ima datu s-oektralnu karakte-

ristiklJ tada i svaki njevov iпд.ukоvапi. potJgraf R imc: tl1 Кагак-

-

metode ~abranjenihgrafova, koju zbog njenih osobina uslovno 
ft 

то7.еrnо nazvati "metodorn sistematskog pretraZivan,ja". 

Istaknimo аа је heriditarnost posmatranih spek-

tralnil'l karakteristika r:rafovc.. posledica slede6e ~оzПС1tе teo

reme (videti па primer [g), str. 19). 

Теогета 4.1 (ТЬе Interlacin[ theorem) Neka је G 

-f' 1 ... i\ "!о - k - '-.' - --к -ега-,-, sa sрекtгоm "} ~ 2 ~ .". ~ /Јп 1 пе _8 Је ": n,Jegov lnC1u .. ovanl 

kosti 

(i=-:1, ••• ,rn) • о 
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Drugi problern koji se razmatra uporedno sa prvlm 

jeste problem odredjivanja tzv. minimalnih grafova. Podsetirno 

аа је graf G minima1an u odnosu па osobinu Р ako оп ima osobi-

пи Р а nijedan nje~ov pravi indukovani podgraf пеrnа tu osobinu. 

Pri re~a~anju postavljenih ргоЫета koristi1i smo 

tabele spektra grafova s~.§est i mапје бvогоvа kao i роrnо6 kom

pjutera za izгабuпаvапје sopstvenih vrednosti nekih grafova sa 

vise od sest cvorova. 

1'1a kraju ovog uvodnog аеlа istaknimo јоз јеаап re-

zultat koji беstо koristimo и nasirn dokazima. 

Nairne, u sktJ.pu бvогоvа V(G) r-;rafa G moz.e аа se de-

finise re1acije. ekvivalenci.je rJ па isti nacin kao kod. besko-

nacnih prebrojivih grafova (odeljak 1.2): cvorovi х i У su ek

vi valentni ako i samo ako, imaju iste susede. Neka ј е {N1,···, Nk } 

od~ovaraju6i kоliбпik skup i INil ~ni (i=l, ••• ,k). Neka је aa~je 

g kапопiбki graf grafa G. Teorema 2.13 moze biti preformu1isa-

па za'konacne grafove. 

гр 4 ?:;( т'' • ~. v т' . k .~eorerna. _ l\!eka ,Је ,7 копгсап gгг.. 1 g nJecov .. 8-

попiбki graf. 1'ааа ј е Ьгој п( G) ne-nula sopstvenih \rrednosti 

grafa G j'ednak Ьгоји п (g) ... пе- пи1а s opstvenih vrednosti пј egove 

kапопiбkеs1ikе Е. 

Ne-nu1e sopstvene vтrednosti r:rafa G ос1геајспе su 

f(l\') = clet(b .. - л 8 .. ) = о , 
, lJ П. lJ 

1 

,р 

tJ ,-. matrica susedstva г а 6.;,-; Eronekerov 
-u 

-si.mbo1. Q 

:КDоkаz teoreme za копаспе ~rafove је slican 
od~ovarajuce teoreme za Ьеskопзспе ~rafove [40}. 

dokazu 

I , о. 

." 
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4.1 О grafovirna ~iji sDektralni rasDon nije ve6i od 4 

Definicije. 4.1 Neka ј е G graf sa spektrorn "1:У Л2 ;;.. 

~ ••• ~~n. Spektralni raspon s(G) grafa G jednak је rasponu s(Л) 

njegove rnatrice susedstva А tj. 

s(G) = s(Л) = A1 (G) - л (G) • о 
п 

Za definiciju i osobine raspona rnatrica moze ве kon

ви1 tovati [23]. П dal ј еrn tekstu сето spektralni raspon, kratko

се radi, jednostavno zvati. газроп. Takodje сето najvecu i па ј

rnапји sopstvenu vrednost grafa G oznacavati sa r(G) i л(G), ге-

spektivno. 

Ј._ Н. Smi th [37] је odredio sve grafove cija пај

veca sopstvena vrednost nije veca od 2; ров1е toga п. Cvetko-

VlC, 1'1. ПооЬ i I. Gutrnan [8Ј su odredi1i sve rninima1ne rrafove 

за osobinorn da imaju najvecu sODstvenu vrednost vecu od 2. U 

ovorn odeljku mi prosirujemo njihove rezu1tate u izvesnom smislu. 

Neka је Н induknV~1Di podf:'raf gre.fa G ..... 
t"J. н сс. 1z 

teorerne 401 slecli аа је r(G)~r(E) i A(C)~A(H), t,j. 8(G)~s(H). 

Otuda za svaki геа1ап Ьгој L70 rno~eтo posmatrati grafove sa 

'"' osobinom s(G»L koji su minimalni u odnosu па ovu osobinu~ U 

ovom odeljku mi сето naci sve takve grafove za L=4. 

г,'jo~e зе takod~e razmatrCJ,ti slede-ce pitan,je: Za геа-

lап ЬГО,ј Т >С пэс;i sve r:rafove за sCc) ~I~. ТЈ О'lот odel.jlcu QT,isu-

. f' 1" /ro)~1J.. П Ь' .' . . Јето sve po'lezane gra~ove ZCl ::О.Је ,Је 8'.\;1 _ '. r.om lnuJuC.l. pvo 

БС:: rezultatima Smitb-R [37Ј, videcemo а;; nosto;i i tRcno pet r:ra-
оО ~ ..' 

fova sa гС G) > 2 i вС G) ~ 4. 

FTVO (;ето oc1redi ti SVE''f'ovez G.ne mlnJ.malne p-:rafoye 

с ва osobinom зСС) >4. 
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Odredj i уаnј е minima1nih staba1a sa rasponom уе-

Clm od 4 ekviva1entno је odredjivanju minima1nih staba1a sa 

nајуесоm sopstvenom vrednoscu vecom od 2. 

Lerna 4.1 ([В]) Postoji ta~no 9 rninirna1nih staba1a 

sa rasponom vecim od 4 i to su grafovi G22-Gзо sa аl. 4.1. о 

Теогеrnа 4.3.Postoji ta~no 30 minima1nih povezanih 

grafova sa raSDonom vecim od 4 i oni su predstav1j~ni па sl. 4.1. 

Sl. 4.1 
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Dokaz. Lako rnoze da se pokaze da su grafovi G1-Gзо 
sa sl. 4.1 minirna1ni и odnosu па osobinu da irnaju raspon veci 

оа 4. 

Doka~irnoda ako је povezan graf G rninima1an u oд~ 

nosu па osobinu s(G)~4, tada је G јеаап оа grafova G1-Gзо за 
81. 4.1. Lerna 4.1 vodi racuna о s1ucaju kada је G stablo. Zbog 

toga је dovoljno posrnatrati заrnо grafove sa kontur.arna. 

Neka је G povezan minirnalan graf sa rasponorn vecim 

оа 4 i neka је п duzina najkrace konture ~afa G. Oznncirno суо-

гоуе proizvo1jne konture С grafa G sa v1' ••• 'v , tako аа su 
п ~ п 

cvorovi v i i v i +1 (i=l, ••• ,n-l), v1 l уп susedni. Neka је 

Т. .. (16i1 < ••• ~ik {,.п; 1 ~k~n) skup cvorova iz V(G)\V(Cn ) 
Ј.1 • • !' J.k ~ .. \ -

koji su susedni tacno cvorovlrna v. , ••• ,у. konture Сп. Neka је 
, l1 J.k 

Т skup cvorova J.Z V(G)\V(C ) koji nisu susedni nijednom cvoru 
о-п. 

konture С • 
п 

Ако је П99, tada graf G sadrzi pravi indukovani 

podgraf G29 , sto је suprotno us10vu rninimalnosti. Ргета tome 

mozemo raz1ikovati sledece slucajeve: 

Slё1сај 1. п=3 

Ако је bar jedan оа skupova Ti -; (1~i<,j~3) перга-
(Ј 

zan, tada је ~raf G1 indukovani pod~raf ~rafa G i otuda је G=G1 • 

Neka ,ie Tij =Q1 (1 ~ i ..r.(j ~ 3). ~ada ако ,је 1 Т123 , ~ 2 i ni,iedna ауа 

суога skupa Т12З nisu Бизеапа, graf G sadrzi pravi indukovani 

podgraf G1 , sto је suprotno из1оуи minimalnosti. Dakle, ako је 

I Т12з 1 ~2, tada је graf G2 sadrzan u G i otuda је G=G2e Ако је 

I Т12з ,=1, tada је G=Gз • Neka је ~123=~. АКо neki оа skupova T
i 

(1 ~ i ~ 3) sadrzi vise оа jednog cvora, tada је G=G4 ili G=G
5

• 

Neka је I Til ~ 1 (1 ~ i ~ 3). Vodeci racuna о simetricnosti, raz

likovacemo sledece pods1ucajeve: 
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10 IТ1' =1, Т2=ТЗ=~. Ako skup То sadrzi Ьаг dva СУО

га susedna cvorи x€T1 , tada је G=G6 i1i G=G
7

• Ako То sadrzi Ба

то jedan cvor susedan cvoru x~T_l' tada је G=G p • 
,-, 

20 IT1 J =IT2 '=1, тз=~. Ako sи cvorovi хеТ1 i УЕТ2 
st.1sedni, tada ,4е G=Go • Ako cvorovi у i -у nisu sиsedni, tаdд је 

.' 

30 IГflI=fm l=tT 1=' -С1 .С2 "?-'-. 
- ? 

Ako Би bar dva cvora izmedju 

cvorova хеТ1 , УЕТ2 i Z6Тз susedna, tada graf G sadrzi pravi in

dukovani podgraf G9 , sto је sиprotno uslovu minima1nosti. Otl1da 

је G=G12• 

<:'1 v .? 4 
>...'.1-исаЈ ~. п= 

Т. (1f.i~4) 
l ' 

neprazan, tada је G=G1з • Neka је Ti =95 (1 ~i ~4)e 
." 

Ako је Т1з /95 а Т24=95, tada ,је G=G14 e Ako је Т1з/~ i 'I'24f~, ta-

da (} sadrzi DraVl. indukovani podgraf G14, sto је suprotno иБ1о

vu. minimalnosti. 

п ostalim Б1 иса;ј evime. (5 ~ п ~8) imamo да ,ј е Т. . = 
ll··· l k 

_п. (1 L. . '. ~J 4К 4 , v . го" f G d У' k t -у. -l1 <, е •• < lk ~ п, с.. - • _ п), posto ,_"ra пе sa rZl ~on иге 

cijaj~ duziпа rnапја од п. Ako Ьаг jedar: од. skuDova Ti (l~i~n) 

5adrzi vise од. jednog cvora, tada graf G 5adr!i pravi indukovani 

\)оd.г.гаf G2З 5uprotno 11510уи minimaln05ti. 

(l~i~n). 

~l v • ~ 
,ј исао ...Је п=5 

Neka ј е I Т.' ~ 1 
l 

Ako 51) Ьаг d Ve ос 1)ос,-skuтюvг т l (1 ~ i 65) neprazna, 

graf G је јейап од .г.гаfоvа G15,Glб,G178 Ako је tacno једап од. 

род_зкироуа Т.; (1 ~i :::5) пергаz,ап, tad.a. ,јЕ.7 G=oG 1pe 
L ~ 

(~l'u с'· а -; 4 Е, <. п L.. Р "--' с f',.) • ~ --- -- _ .. ' 
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drzani ви и (i otuda jednaki) grafu G. 

Ovim је dokaz teoreme 4.1 kompletiran. а 

lJ nastavku сето odrediti SVf.: povezane grafove ci

јј, raSDOn nije veci od 4. U dokazu teoreme 4.4 koristimo sle-

decu 1ети. 

Ilerna 4.2 ([37]) Neka је G g:paf sa пајуесот sopstve-
, 

пот vrednoscu rC G). Tada је rC G) ~ 2 ako i samo ako је svaka 

komponenta povezanosti grafa G indukovani pod~raf jednog od 

~rafova Нб-Н11 8а 81. 4.2. а 

rl'eorema 4.4 Neka је G povezan graf 8а rasponom sC G). 

Tada је s(G) 64 ako i 8ато ako је G indukovani podgraf jednog 

od f,rafova sa sl. 4.2. 

H
1 Н2 Нз Н4 Н5 

~ ... ~ о <:Ј 

Г 
б О О О 

Н7 нв Н9 
ft 

Х 
H

10 H11 

Sl. 4.2 

Doka~. Lerna 4.2 vodi, rac1J.na о sluce,ju kada је G 8ta-

Ыо. Naime, odredjivanje 8tabala 80 ras-conom manjirn i1i .jedna-

kirn 4 ekvivalentno је odredjivanju stabala cija пајуе6а sODstve-

па vrednost ni.j Е: yecc~ оо 2. Ct"uda је доуоlјпо posmatrati вато 
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grafove sa konturarna. 

Lako је pokazati da grafovi H
1
-H11 imaju raspon mа

nji i1i jednak 4. Otuda, svaki ind.ukovani podgraf ovih grafova 

ima raSDOn koji је manji i1i jednak 4. 

Obrnuto, neka је G Dovezan graf sa konturama, ciji 

rasponnije veci od 4. Da bi opisa1i ~raf G, koristicemo ~~tod 

zabranjenih grafova. Primetimo da graf G пе sadrzi nijedari od 

grafova G1-Gзо -sa s1. 4.1 kao indukovani pod~raf, posto је nji

hov raspon veci od 4. 

Neka Ј'е С пајтапја kontura u ~rafu G i neka Т, , 
п - 1i oOlk 

i То imaju isto znacenje kan u teoremi 4.3. Paz1ikovacemo s1ede-

1 ~ . 
се s.LucaJeve. 

Б1исај 1. п=3 

iJ.'ada је Т, ,=И (1 ~i ~j f.3) posto u suprotnom s1uca-
1J 

ји G sadrzi indukovani podr:raf G
1

• Pored toga skupovi Ti (1 ~ i ~ 

~3) rnogu sadr~ati najvi~e jedan суог (inace G sadr~i G
4 

i1i G
5 

kao indukovani pod.~raf); dak1e, I Ti I ~ 1 (1 ~ i ~ 3). Takodj е i skup 

Т12З т07,Е; sadr7.ati na.lvise једап cvor (inace је G
1 

с. G i1i С2 СС). 

Neposrednim proveravanjem utvrdju,iemo re1acije (ро-

yezanost g:ranama) izmed.iu :оо ,ј edinih sku!юvа. Ыајрге, cvorovi 

SkUDOVE:! т 'Т (1L.' , 7.' Ь'+'" d '(' ~ , J i 1 ј - _1 L:.J ~j) пе тоьи 1,,1 suse n1 \.lnace, Је 

Ј) , , k -; ГТI 'Гf1 l' t .... ' ( t аЈ.Ј е, s.upov ~ .... i 1 -123 еи пе :oer:Z1S еп L..n2. ,и Бирго -

пот Б1исаји је G1 ~G i1i C:z. СС). 

sunrotnom 

~ ./ 

Uzimaju6i u obzir sve ~o~иce kornbinaci~e i vode6i 

raz1ikQva6emo slede6e nodslucajeve: 

гр _ ГI1 _ ГТl - r;. 
О. ") - .1. 7. - .'. 1 ');;; - \<: .• 
с ) _:.. -' .. -,' 

~e.dp 

еlисаји graf G sadrzi bar 

је '~j I ~1, no?:';to u 
о 

г:гз.fоvа 
г' г' г' 

U,c, I·'ГJ , 138 
С) .r } 

kao indukovani pod~rQf. Dak1e, С=Н, i1i С~:'П'). 
'-о 

1 
\ 



ГЈе 
,ј 

з0 Irr1 /-1 m _т -fТ1 -~ ТЈ ovom slucaiu Ј'е Т =9-i ~123 - ..... , ..L 1-.L2--'-3- • ~ ''.. . О 

(inace је Gз S G) i G=H4 -

40 ITl , =(T2 !=1, ТЗ=Т123=~. Tada је To=~, po~to је 

u suprotnom G
10 

f;.G ili G11 sG. Dakle, G=Б3 9 

Primetimo da kombinacija I'T11 = IТ2 1 = IТз l =1, T123=~ 

nije mogu6a. Zaista, u suprotnom slucaju G sadrzi G12 kao indu

kovani podgraf. 

sto је 

toga, 

Slucaj 2. n=4-

Tada је Ti=~ (1~i~4), nosto је 11 suprotnom G1зС.G, 

Р д t ~ m -fТ1 _п. ' ~ , r> С G D kl 
nemo~иce. оге. ogc:;,., 1.., -z- -'-?4-){)' lnace Ј е \.Ј 14 -. а е, 

Slucaj 3. п=5 
, ., 

Тааа ј е I Т.' ~ 1 
l 

-.-l - , ~ 

( 1 L.'L5) . ~. , ,... c.G -р d -l - ,lnace Је \.т,):.<:, _ • _ оге 
с../ 

skun.ovi Т, i Т, (1 ~i <Ј' ~5) 
. l Ј 

su пеkоеgzistепtпi (и suuro-
... 

tnom slucaju G sadrzi Ьаг jedan од. grafova G15,G16,G17 kao; in

dul:ovani podgraf, sto ,ј е nemoguCe). Dak1e, imamo samo dve то-

gucnop>ti: 

10 T;=~ (1~i~5). Тада је G=C
5

• 

20 IT1 ' =1, ~\=tZ (2 ~i ~5). ТЈ ovom sluc!'l,ju је 'l'o=tZ, 

inace , l' cr. Т' 1<1 r.-h' Ј е \.'18 - v - .I)а._ е, .7-"·.5-

'е r.. C\.~ ,) '~lO - " 
/ 

Sluca:i 4. г, ~ 6 ----"---

Tada ј е Т. =~ (] ~:: ~ п). Zaista, u suprotl1oI!' зl нсаји 
l 

G20~G i G21 CG Z.!'l п=6,7,8, resnektivno, а (~29CC; 

n~9, ~to је nemoruce. Dak1e, G=C
r

• 

"" 

Fosledica 4.3.1 Postoji tacno Det Dovezanih vrafova ----- , . 

, +-
Ј_ .... 0 s1. 4.2. о 

Na kr~~u ovor odeljka odrpdicemo вуе neDovezan~ тl-

nimalne ~rafove ЗР rasvonom ve(ir од 4. 
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Neka је СП kontura duzine п, Р put duzine n-1, 8 
п п 

zvezda аа п+ 1 cvorom а V ш, п i Wn grafovi predstavljeni па sl. 4.3. 

m m-l 2 1 1 2 n-1n 
~ ... 
~ 

. .. ~ r ... ~ 
v Wn ш,п 

81. 4.3 

Teorema 4.5 Postoji tacno 17 nepovezanih minimal

nih grafova ва rasponom vecim od 4. То su 

Н1+С4 , Н1+С6 , Н1+Р7 , Н1+У1 ,2' H1+S4 , Н2+Р6 , 

(1) НЗ+Р5' Нз~8з, Н4+РЗ~~Н5~С4' Н5+С6 , Н5+-СВ , 

Н5+Р9' H5+V 1,3' Н5+У 2,2' H5+W2 , H5+S4 • 

Dokaz. Lako ве proverava da ви grafovi (1) minima1-

ni,~afovi u odnosu па osobinu da imaju raspon veci оа 4. 

Neka је G proizvoljan nepovezan minima1an graf ва 

гавропот vecim оа 4. Тааа graf G пета izo1ovanih cvorova i za

dovo1java sledece us1ove: 

1) Graf G ima tacno dve komponente povezanosti tj. 

G=G1+G
2

, pri сети је r(G1 ) f r(G2) i Л(G1 )IЛ(G2 ). Pretpostavlja

juci аа је r(G1 )? r(G2 ), imamo da је I\(G1 ).,. 'Л(G2 ). 

2) Svaka komponenta povezanosti ima osobinu 

s (G.) = г( G. ) - л (G.) L. 4 
~ ~ ~ 

(i=1,2) • 

Ргеmа teoremi 4.4 zak1jucujemo аа је svaka komponenta poveza-

nosti indukovani podgraf jednog оа grafova sa sl. 4.2. 

3) Ыајтапје јеапа komponenta povezanosti ima najvecu 

sopstvenu vrednost vecu оа 2. 

4) Komponenta povezanosti G1 је јеаап оа grafova H1-H5 

\ 
I 
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ва вl. 4.2, posto ви to jedini povezani grafovi koji zadovolja

vaju istovremeno us10ve2) i 3) (posledica 4.3.1). 

5) Komponenta povezanosti G2 је minima1ni graf u odno

ви па osobinu 

Raz1ikovacemo sledecih pet slucajeva: 
, 

10 G1=H1• Tada је G2 jedan od grafova С4'Сб 'Р7,V1 ,2 
i 54' posto ви to jedini grafovi koji zadovo1javaju uslove 2) i 

5). 
20 G1=H28 J>osto је H1 pravi indukovani podgraf gra

fa Б2 , graf G2 pored us10va 2) i 5) mora da zadovo1java i вlе

deci us10v 

(2) 

Gra.f Рб је jedini graf koji zadovoljava sve gore pomenute ив1ох-е. 

з0 G1~НЗ. 1 и ovom вlисаји H1 је pravi indukovani 

podgra.f grafa Б2 , ра graf G2 mora zadovo1javati pored uslova 2) 

i 5) i us10v (2). Grafovi Р5 i 5з ви jedini takvi grafovi. 

о 4 G1 =H4 8 Graf Р3 је jedini graf koji zadovoljava 

us10ve 2) i 5). 

50 G1=H5• ~ada је graf G2 jedan od gra.fova С4'Сб 'СS ' 

Р9,v1 ,з,V2 ,2'W2 i 54' posto ви to jedini grafovi koji u ovom вlи

саји zadovoljavaju uslove 2) i 5). 

Ovim је kompletiran dokaz teoreme 4.3. о 
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4.2 О. grafovima ciji drugi suektralni. 

raspon nije veci od 3/2 

u оуош ode1jku posmatracemo "grafove koji imaju пај

шапје cetiri cvora. 

Definicija 4.2 Neka је G graf ва spektrom 'Л 1 ~ Л2 ~ 

~ .•• ~ лп (п ~ 4). Drugi spektralni гаВР~nБ2 (G) grafa G ј ednak 

је razlici druge najvece i druge пајшапје sopstvene vred.nosti 

grafa G tj. 

U daljem tekstu сето drugi spektralni гавроп, krat-

koce radi, jednostavno zvati drugi raspon. 

U оуош odeljku odredicemo Буе minimalne grafove эа 

оsоЬiпош da imaju drugi гавроп veci od ~ а takodje i вуе grafove 

ciji drugi гавроп nije veci Od~. Qva poslednja osobina grafova 

је heriditarna, sto ве lako pokazuje kогisсепјеш teoreme 4.1. 

Najpre сешо dokazati neko1iko pomocnih lema рошоси 

kojih'su u nekim posebnim k1asama grafova odredjeni oni grafovi 

koji iшајu osobinu В2( G) 6. 3/2. 

Lema 4.3 Kompletan mu1tipartitan graf G=K 
" n1'···'nk 

ima osobinu s2(G)~3/2 ако i заmо ако je~G jedan od sledecih 

grafova: 

Dokaz. Karakteristicni po1inom kompletnog mu1tipar-

titnog grafa G glasi 

k 

р('Л) = 'Лп-k(l_ L 
i=l 

п· п
k 

__ 1._) СЛ +п . ') • 
71 +n. Ј' 

1. . ., 
J=.l 
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Ako је G kошр1еtаn bipartitan graf К п' tada оп 
n1 , 2 

ima tacno ауе ne-nu1a sopstvene vrednosti (tеоrеша 4.2) i s2(G)=O. 

Neka је k ~3. Rаz1ikоvасешо sledeca cetiri slucaja: 

1) Svi karakteristicni podskupovi grafa G ви jednoclani 

tj. G=Kn • Tada је л2= i1n-1 = -1 i В2 ( G )=0. 

2) Тасnо jedankarakteristicni podskup grafa G sadrzi 

vise od jednog cvora. Neka је n1 ~ 2, n2= ••• =nk=l. Tada је 

р('Л) = -лn-k (1\+ 1)k-2 (?\2 - (k-2)7\-n
1 
(k-l») , 

ра zаklјuсuјешо da је ~2=O, ~n-1=- 1 i s2(G)=1. 

3) Тасnо dva karakteristicna podskupa grafa G sadrze 

vise od jednog cvora. Neka је n1 « n2 >".2, nз= ••• =nk=l. Tada је 

р (л) = 11 п- k (А + 1) k- 3 р 1 (~) , 

gde је 

Pl(~) = ~3_ (k-з)'Л2 - (n1n2+(k-2)(n1+n2 »)л - (k-l)n1n 2 • 

Posto је 'Л2=О, to је В2( G) 6 3/2 ako i sашо ako је лn-l ~ - 3/2 • 

Kako је К2 ,2,1 ~G sledi da је An(G) ~ "5(К2 ,2,1)= -2. Posto је 

Pl(O)=-(k-1)n1n2 <о to је 'Лn-l~-3/2аkо i sашо ako је Pl(-~)~O 

tj. ako i вашо ako vazi sledeca nejednakost 

(12-8(k-1) )n1 n2+12(k-2) Сn1 +n2 ) - (18(k- 3)+27) ~ О • 

Pos1ednja nejednakost је ispunjena ako i sашо ako је G jedan od 

grafova з0, 40 i1i 50. 

4) Najmanje tri karakteristicna podskupa grafa G зааг-

ze vise оа jednog cvora. Tada је К2 ,2,2 f;G i s2(G) ~ B2(K2~2,2»~. 
Ovim је 1еша и potpunosti dokazana. о 

Oznacimo ва ~ graf ва п cvorova koji nеша grane. 

Dalje, oznacimo ва ~ kornpletan graf Кш 8 Linija izmedju dva 

kruga oznacava аа postoje вуе шоgисе grane izшеdји odgovaraju-

cih grafova. Neka ви ва Ао i В oznaceni sledeci grafovi: 
-{',Ш,n ш,n 
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А .t, ш, п 

Lеша 4.4 Graf G=A # ({ 9 2) iша oso.binu s2(G) ~ 3 
1..,Ш,п "2' 

ako i вашо ako јеаan оа sledecih uslova vazi: 

1°-t=2, m~l, n~2; 

2 о. .Е=з, ш~l,п=l; 
о· 3 -t =4, m = 1, п = 1 • 

Dokaz. Ako је f ~ 2, tada рrеша tеоrешi 4.2 imашо аа 

su ne-nula Bopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom 
\ 

• оо .f-l 
f(/\) = (-1) ~~1) ('A 3-([-1)i\2-m(n+.t')-1+('€-1)mn) = О • 

оаауае zаk1јъсuјеmо da је Лn-1= -1 а 1\2 ~ ~ ako i вато ako jedan 

са us10va 10., 20 i з0 vazi. о 

LeIIUi 4.5 Graf G=Вш,п ima osobinu s2(G) ~~ ako i ва
ше ake јеаап оа sledecih uslova vazi: 

lCm=l,n~l; 

20. ш=2, п = 2 • 

Dokaz. Рошесu tеоrеше 4.2 dcbijame аа ви n'e-nula 

sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom 

'f(l\) = ~ (1\4_(mП+ш+п)7\2 + шп) =' О • 
тп 

Odavde mоzешо аа zakljucime аа је ?\2= l'Л п_ 1 ' ~ i ako i samo МО 

је m=l, п ~ 1 i1i m=п=2. о 

Oznacimo dalje sa :ОП СП q 3) graf debijen iz kemple

tneg grafa К izostavljanjem dve susedne grane. 
п 

Lema 4.6 Graf G=Dn ima osobinu S2CG)~~ za svako 

Dokaz. Lake moze da se pokaze da karakteristicni 
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po1inom grafa G glasi 

р(?\) = (л+1)n- 3 (??-(n-з)~2_(2n-5)А+(n-3)) • 

Odavde .sledi da је ~n-l= -1 а ~2.f 1/2 za svako п ~/4. о 

U dokazima teorema koje slede koristicemo i slede

си 1еши, koja је neposredna posledica rezu1tata Ј. Н. Smith-a 

[37] • 
Lema 4.7 Povezan graf G nije komp1etan multiparti-

tan graf ako i вашо ako sadrzi kao indukovani podgraf ј edan оа 

grafova sa sl. 4.4. [:3 

2П
3 

1 4 

Н2 
Sl. 4.4 

... 
Sad~~-",6emo odrediti sve minima1ne grafove эа Qs;obi-

пош s2( G) :> 3/2. 

Теогета 4.6 Postoji tacno 22 minima1na grafa ва dru

gim spektralnim rasponom vecim оа 3/2. То su kompletni multipar-

ti~i grafovi К2 2 2'К6 4 l'К5 5 l'КЗ 3 1 1,K~ 2 1 1 " 
" " " '" .?,"'~ 

К2 2 1 1 1 1 i grafovi predstavljeni па sl. 4.5. 
",r." 

Dokaz. Koristeci se rezu1tatima 1еше 4.3, pokazuje 

se da su grafovi К2 2 2'К5 5 "К6 4 l'КЗ 3 1 l'КЗ 2 1 1 1 i 
" " - " "., "" 

К2 2 1 1 1 1 jedini minimalni grafovi и klasi kompletnih multi-, , , , , 
partitnih grafova и odnosu па osobinu s2(G)~ 3/2. 

Takodje, lako moze da se proveri da ви grafovi G1-G16 

sa sl. 4.5 minima1ni u odnosu па osobinu S2(G);;. 3/2. 

Neka је sada G proizvoljan minimalni graf sa osobi

пот ""62 (G) > 3/2, koji nije kompletan multipartitan graf. Dokazi

то da је G јеаап оа grafova sa 81. 4.5. 
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G 
5 

Ocigledno graf G nе sadrzi izo10vane cvorove. Ako 

је G nepovezan graf, tada је G
1 

с. G i otuda:" jeG=G1 • 

Neka је dalje G povezan graf. Ыа osnovu leme 4.7 

zak1jucujemo аа graf G sadrzi јеааn оа grafova sa вl. 4.4 kao 

indukovani podgraf. Razlikova6emo sledeca ауа slucaja. 

Slucaj 1. Graf G sadrzi Н1 kao indukovani podgraf. 

Neka је Т. .~ (1 ~il.( ••• -« ik~ 4; 1 ~k ~4) skup 
~1···~ 

суогоуа iz V(G)\V(H1 ) koji su susedni tacno cvorovima i1, ••• ,ik 

grafa Н1 • Da1je, neka је То skup суогоуа iz Y(G)\V(H1 ) koji ni

зи susedni nijednorn cvoru grafa Н1 • 

Isk1jucujuci simetricne slucajeve, raz1ikovacemo 

sledece podslucajeve: 

10 T11~. Tada је G2 f;G i otuda је G=G28 

20 T41~. Тааа је G1 pravi indukovani podgraf grafa 

G tj. G1 С G, sto је suprotno uslovu minima1nos"ti. 

з0 T121~. Тааа је Gз CG i otuda је G=G38 

\ 

"' 
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40 T13"~. Tada је G
4 

c.G i otuda је G=G4 • 

50 T14F )о. Tada је G5CG i otuda је G=G5• 

БО т 34" у;. Tada је G1 CG, sto је suprotno uslovu mi-

nimalnosti. 

70 Т1з4" У;. Tada је G6 c.G i otuda је G=G6 • 

вО To-l У;. Tada graf G sadrzi pravi indukovani pOd-: 

graf Н ва osobinom В2(Н»3/2, sto је suprotno us10vu minima1-

nosti. 

90 r Тз ' >- 1. Tada је G=G9• 

100 IТзl =1, Т12З'~. Тада је G=G10• 

11 о I Тзl = 1, Т124" У;. Tada i1i је G=A2 ,m,2 (i prema 

lemi 4.4 је s2(G)~3/2), ili graf G sadrzi pravi indukovani pod

graf Н sa osobinom s2(H) > 3/2, . ,~to је nemogu6e. 

120 I Тз ' = 1, T1234-1~. Tada је G=G11• 

Neka је da1je i тз=~. 

1з0 Ј Т12з 1 >- 2. Tada је G=G14• 

14 о I Т12з I = 2, T1241~. Tada је G=G158 

150 I Т12з' = 2, T1234t~. Tada postoji gra:f Н С G ва 
ft 

osobinom s2(H) > 3/2, sto је suprotno us10vu minima1nosti. 

160 I Т12з1 = 1, Т124 i У;. Tada ili је G=Аз , ш~ 1 (i pre

ша 1emi 4.4 ј е В2( G) ~ 3/2) i1i postoji graf -Н с G sa osobinom 

s2(H) ;> 3/2, sto је nemoguce. 

170 I Т12з1 = 1, Т12з4'-i У;. Tada је G=G12• 

Neka је da1je i T123=~. 

180 IT1241 >1. Tadaili је G=A2 ,m,1 (i prema 1emi 4.4 

је s2( G) ~ 3/2) i1i је G=H; (takodje јеs2(Нз) ~3/2~,' i1i graf G 

, Q • 

~Graf Нз је predstav1jen па 81. 4.6. 
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sadrzi pravi indukovani podgraf Н эа osobinom В2(Н)"> 3/2, sto 
, 

је пешоguсе. 

190 IT1241 = 1, T1234=~8 Tada је G=G138 

Копаспо neka је i Т124=Ф. Tada је ocigledno ~=G138 

Slucaj 28 Graf G sadrzi Н2 а пе sadrzi Н1 kao indu

kovani podgraf. 

Neka Т. . i То imaju isto znacenje. kao u prvom 
~1888~k 

slucaju, sашо sada u odnosu па podgraf Н2 8 Tada је Т12=Т2З=Т34= 

=Т12З=Т124=Т134=Т234=Т1234=~. Pored toga skupovi Т1 ,Т2 ,ТЗ ,Т4 , 

Т1З 'Т14 i Т24 шоgu da sadrze sашо izolovane Суогоуе. 

РОПОУО isklјuсuјuбi siшеtгiспе slucajeve, шоzеmо 

razlikovati slеdебе podslucajeve: 
\ ., 

nimalnosti • ... 

nimalnosti. 

1 о Tl/~. Tada је G1 с G, sto је suprotno uslovu mi-

20 T2"~. Tada је G8 S G i otuda је G=G8 • 

з0 T14 f У1. Tada је G7 ~G i otuda jeG=G
7

8 

40 То f~. Tada је G1 с G, sto је suprotno usloV1l mi-

Neka је dalje Тl=Т2=ТЗ=Т4=Т14=ТО=~. 

50 Т1З f~, Т24==У1. Tada је G=B1,n i ргета lemi 4.5 

је s2(G) ~ 3/2, sto је nemoguce. 

Б О ТlзF~, Т24" У1. Tada је G=G1б 8 

Ovim је dokaz teoreme kornpletiran. О 

U nastavku сето odrediti sve grafove ciji drugi 

гавроп nije veci оа 3/2. 

Теогеша 4.7 Neka је G graf bez izolovanih Суогоуа. 

Drugi spektralni гаБРОП grafa G· nije veci оа 3/2 ako i эато ako 

је G jedan оа sledecih grafova: 
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(i) G=K (k=2'nl~ n2
q 1; k q 3,n1 Q 1,п2= ••• =nk=l; 

n1 '···'nk 
k=3'n1 ~ n2 , 2 ~n2 L:. з,Пз=l; k=3,4 6П1 ~ 5,П2'4,Пз=1; 
k=4'n1 Q 2,п2=2,пз=п4=1 ili k=5'n1 =п2=2,пз=п4=п5=1); 

(ii) G=A" (.t=2,m l- 1,п ~ 2; .( =3, m ~ 1,п=1 i1i [=4, ш=п=l) ; -v,m,n 
(iii) G=B (m=l,n~l i1i ш=п=2); 

т,п 

(iv) G=D (п ~ 5); 
п 

(v) G=Нз (81. 4.6) • 

Dokaz. Рошоси 1еше 4.3 odredjeni 

8и komp1etni mu1tipartitni grafovi ci

ji drugi raspon nije veci od '3/2. 

Neka је G proizvo1jan graf koji 

nije komp1etan mu1tipartitan i koji ima 
.'. 

osobinu ,s~(G) ~ 3/2. Da bi opisa1i graf 

G, ponovo сешо koristiti metod zabranjenih grafova. Рошоси teo-
," 

геше 4.1 zakljucujemo da graf G пе sadrzi kao indukovani podgraf 

nijedan od grafova G1-G16 sa вl. 4.5, posto oni imaju drugi ras

роп veci оа 3/2. 

Graf G је povezan, posto је u suprotnom slucaju 

G1S;G, sto.je nemoguce. Iz 1ете 4.7 sledi da.G sad.rzi jedan od 

ft numerisanih grafova sa sl. 4.4 kao indukovani podgraf. Raz1iko-

vacemo sledeca dva slucaja: 

Slucaj 1. Graf G sadrzi H1 kao ~ndukovani podgraf. 

Neka Т. . i Т imaju isto znacenje kao u sluca-
~l ••• ~k о . 

јеviша teoreme 4.6. 

Tada је Т1 =~, inace је G2 ~G. Slicno imamo da је 

Т2=Т4=Т12=ТlЗ=Т14=Т2З=Т24=Т34=Т1}4=Т234=~' jer u suprotnom graf 

G sadrzi kao indukovani podgraf јеаап оа grafova G2,G1,Gз,G4,G5' 

G4,G5,Gl,G6,G6' respektivno. Pored toga је i To=~ (inace је Ьаг 

jedan оа grafova G1 ,G2 ,Gз i G4 sadrzan u grafu G kao indukovani 
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podgraf 8 Dakle, svi ovi skupovi, вет eventualno ТЗ'Т12З'Т124 i 

Т12З4 , ви prazni. Da1je сето razlikovati sledecih pet pods1uca

јеуа: 

'0 
1 ТЗ=Т12З=Т124=Т1234=~. Tada је G=H1=A2,1,18 

20 Тз -I~, Т12З=Т124=Т1234=~. U оуот slucaju imamo 

da је I Тз l =l~ inace је G1 S G ili G9 с G. Dak1e, G=A2 , 1, 28 

'~o Т12з f.~, ТЗ=Т124=Т1234=~. Tada вкuр Т12з пе аа
drzi nesusedne суогоуе, јег је и suprotnom slucaju G4~G8 Posto 

Т12З пе sadrzi ni trouglove (inace је G14 CG), to imamo da је 

/'1'123' ~2 i G=A.e,l,l (3 ~! ~4). 

4 о T124 I ~, ТЗ=Т12З=Т1234 =~. Tada ј е podgraf Н gra

fa G indukovan skupom cvorova Т124 i1i graf К2 ili graf bez gra-
\ 

па. Zaista, и suprotnom slucaju graf G sadrzi Ьаг је'аап od gra-

fova G4 ,G12 i G1з kao indukovani podgraf, sto је nemoguce. Da-

kle, G=H ili G=A2 1 (т ~ 2). 
.0> 

3 ,т, 

50 T1234 -1 ~, ТЗ=Т12З=Т124=~· Podgraf grafa G indu-

kovan,skupom cvorova T1234 је kompletan graf, inace је G1з~G. 

Otuda је G=Dn (п;;:- 5). 

Sada сето odrediti relacije (povezanost granama) iz-

medju skupov~ ТЗ'Т12З'Т124 i Т1234 и grafu G i predstaviti ih 

ротоси tabele 4.1. Ako su odgovarajuci skupovi komp1etno susedni 

komp1etno nesusedni ili nekoegzistentni upotrebicemo simbo1e 1,0 

i1i ~, respektivno. Na primer, skupovi Тз i Т12З зи nekoegzistan

tni, posto је u suprotnom slucaju G4 SG ili G11 cG .. 

Т12З T124 T1234 

Тз ~ 1 ~ 

ГТ1 1 ~ :'-123 

T124 о 

Tabe1a 4.1 
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Uzimajuci и obzir sve moguce kombinacije ва skupo-

vima ТЗ'Т12З'Т124 i T1234 mozemo razlikovati sledeca tri pod

вlисаја: 

60 Тз -I~, T124 -1 У1, Т12З=Т1234=У1. Tada, uzimajuci u 

obzir 20 i 40, mozemo da zak1jucimo da је G=A2 2 Ст ~ 2). Za-
,Ш, 

ista, u suprotnom вluсајu је G11 cG, sto j~ nemoguce. 

70 Т12З ~~, T124 " у;, ТЗ=Т1234';У;. Ako је podgraf in

dukovan skupom cvorova T124 graf К2 , tada је G1З cG, sto је nе

moguce. Neka 8е T124 sa8toji od п ~ 1 izolovanih cvorova. Tada, 

ako је I Т12З / =2 ima6emo da је G15 ~ G, sto је nemogu6e. Ako је 

IТ12з l=1, dobijamo da је G=Аз ,m,l Ст42). 
80 T124 I У1, T1234 I у;, тз=т12з=у;. Ako је podgraf in

dukovan skupom cvorova T124 graf К2 , imamo da је G1cG, sto је 

nemoguce. Ako se skup Т124 8astoji od п ~ 1 izo1ovanih cvorova, 

tada је G
5 
с G ili G12 cG, pod pretpostavkom аа је I Т124 1 ';> 1 ili 

I T1234 I >" 1, sto је nemoguce. U preostalom slucaju ocigledno ima

шо da' је G=Нз . 

Slucaj 2. Graf G sadrzi Н2 а nе sadrzi Н1 kao indu

kovani podgraf. 

Tada је ocigledno Т12=Т2З=Т34=:Г12З=Т124=~'134=Т234= 

=Т12з4=У;. Pored toga је T1=T4=Y;, posto је u suprotnom slucaju 

G1 cG. Takodje је Т2=ТЗ=~ (inace је G8 <;;G) ~ T14=~ (inace је 

G
7 

<;; G). Dakle, svi skupovi вет eventua1no Т1З i Т24 moraju bi

ti prazni. 

Skupovi Т1З i Т24 mogu da sadrze вато izo1ovane 

cvorove, s obzirom da H1 4=G. Dalje, svaki cvor iz Т1З mora bi

ti susedan sa svakim cvorom iz skupa Т24 (inace ј е G
1 
~ G). 

Na ovaj nacin odredili smo strukturu posmatranog 

grafa. Uzimajuci u obzir sve mogu6e kombinacije i vodeci racu-
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па о simetricnosti, raz1ikovacemo sledece pods1ucajeve: 

10 Т1З=Т24=~· Tada је G=H2=B1 , 1· 

20 Т1З f. ~, T24=~· Tada је G=B 1,n (п ~ 2). 

з0 Т1З ~~, Т24 ~~. Ako је I Т1з 1 = IТ24' =1, imamo da 

sto је nemoguce. . ' 
Ovo zajedno ва 1ешаша 4.4-4.6 komp1etira dokaz t~ 

oreme. Q 



5. GRAFOVI SA OGRANICENIf<1 RЕDUКОVАNП1 ENERGIJAHA 

Energija E(G) grafa G jednaka је zbiru apsolutnih 

vrednosti Bvih sopstvenih vrednosti grafa G. Neki rezu1tati ko

ji se odnose па energiju grafa izneti su и radovima [15] i [49]. 

u ОУоm pog1av1ju definisu se dve spektra1ne karakte

ristike posredstvom velicine E(G). 

5.1 О gra~ovima cija redukovana pozitivna 

energija nije уеса od 1/2 

Defin{'cija 5.1 Redukovana pozitivna energija RE+(G) 

grafa G ро definiciji је jednaka 

+ + + gde su 7\1(G)~Л2(G)'l лз(G)~ ••• pozitivne sopstvene vrednosti 

grafa G. о 

Neka ј е Н indukovani podgraf grafa G tj. Н C:G. U 

skladu sa teoremom 4.1, sledi da је l.~(Н)~'Л~(G), j\;(H)~::\;(G), .•• 

tj. RE+(H)~RE+(G). Otuda Бе za proizvoljan.rea1an Ьгој L>O то

ze postaviti problem opisivanja onih grafova za koje је RE+(G)~L. 

U оуот ode1jku naci сето БУе takve grafove za L = 1/2. 

Najpre navodimo tri jednostavne 1ете koje сето kori-

stiti и dokazu glavne t~oreme. 

Neka је V graf dobijen spajanjem izo1o-
m'n1'···'nk 

vanog суога х sa tacno jednim karakteristicnim podskupom (reda 

т) komp1etnog (k+l)-partitnog grafa 

~. 
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ako i samo ako vazi sledeca nejednakost 

k 
2п. 

(1) r ~ ~ 4т-1 
2n.+l - 2m-1 • 

i=1 ~ 

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.2 dobijamo da graf 

G=V ima tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti i da 
rn'n1 '···'nk 

је RE+(G) L.1/2 ako i sашо ako је A~(G) L.1/2. Pored" toga, imашо 

da su ne-nula sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom 

k ? k 
f ( 'л ) = п (2.. + 1) {( I\~ - 1) + (1- 'А (>' + 1 » \ n i } = О • 

п. m m L- Л+n. 
i=1 ~ i=1 ~ 

Posto је л~(G) q 1 а f(0)=k-1;> О sledi da је л~(G) ~1/2 ako i sa-

то ako ј е f( 1/2).:f о. Odavde dokaz teoreme s1edi neposred.no. о 

Vodeci racuna о simetricnosti zak1jucujemo da пеје-

dnakost (1) vazi ako i samo ако је is~unjen jedan od us10va: 

1 о k= 1, m ~ 1, П1 ~ 1 

20 k=2, m ~ 1, П1 ~ 1, П2 ~ 1 

з0 k=3, m = 1, n1 ~ 1, n2~ 1, Пз 9 1 

4 о k= 3, m = 2, П1 = 1, П2 = 1, пз ~ 1 

50 k=3, ш= 2, П1 = 1, П2 = 2, 2G.Dз L.3 
б о k= 3, m = 3, n 1 = 1, П2 = 1, 1 ~ П3 ~ 3 

70 k=3, т= 4, П1 ="1, П2 = 1, 1~пз~2 

8 о К= 3, m 4- 5, П1 = 1, П2 = 1, П3 ="1 

П..,. = 1, 
? 

100 k=4, ш=1, n1 =1, п2 =1, Пз =2, 2~n4~3. 
Neka је da1je W graf dobijen spaja-

" ш1 ,ш 2 ,п1 ,···,Пk 
пјет izolovanog cvora х sa tacno k (k:r 2) karakteristicnih роа-

skupova (геаа п1 , ••• ,пк ) kompletnog (k+2)-partitnog grafa 

, 
! 
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Lema 5.2 Graf G=vJ . (k ~ 2) ima oso-
ш1 ,m2 'n1 '.··'nk 

binu R~(G)~1/2 ako i sашо ako vazi sledeca nejednakost 

k 

L 
2n. 4-ш, ш2-1 ~..c. -

~2-n-i";;;+""1 - 4ш1ш2-2(ш1+ш2 )-3 i=l 

(2) оо 

Dokaz. Ponovo па osnovu tеогеше 4.2 dоЬiјашо аа 

graf G=\v iша ta'c'no dve pozitivne sopstvene vre-
Ш1 'Ш2 'n1 ': •• 'nk ~ 

dnosti i da је RE' (G) ~1/2 аКо i вашо ako је 'Л~( G) ~ 1/2. Tako-

dje imашо da ви nе-nи1а sopstvene vrednosti grafa G odredjene 

јеdnасinош 
k 

f(-;\ ) О (;. + 1) g (1\) = 
~ 

о , 

gde је 

i=l 

Posto је л~(G) ~ 1 а ·'g(0)=ш1ш2k >0, to sledi аа је ?\~(G) ~;1/2 ako 

i sашо ako је g(1/2) =::;0. OdaJ/de nероагеаnо dоЬiјашо da је ров1е

dnji '1.ls-1ov zadovo1jen аКо i sашо ako vazi nejednakost (2). о 

Da1je, oznacimo аа Zn sledeci graf 

Lema 5.3 Graf G=Zn iша osobinu БЕ+ (G) ~ 1/2 za sva-

ko п. t:1 

Dokaz ov~· leme је 81ican dоkаziша prethodnih lema 

ра ga zbog toga izostavljamo. 

Sada сето navestig1avnu teoremu ovog odeljka. 

Teorema 5.1 Graf G bez izo1ovanih cvorova ima 080-

binu RE+(G)'::; 1/2 ako i аато ако vazi jedan оа sledecih us1ova: 

(i) G је kompletan multipartitan graf; 
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(ii) G = Z ; 
п 

(iii) G = V (k~ 2 i vazi nejednakost (1)); 
m,n1,···,Dk 

(iv) G= W (Ш1~Ш , k~2) i .jedan od sle-
ш1 ,ш2 ,п1 , •.• ,Пk 2 

ае6а dva us10va vazi 

а) Ш1 = 1, Ш2 ~ 2; 

Ь) Ш1 > 1 i1i Ш2 > 2, i vazi nejednakost (2). 

Dokaz. Ako је G nepovezan graf bez izolovanih cvo

rova, tada је RE+(G)~71~(G)~ 1. Dak1e, svaki graf ва оsоЬiпош 

RE+(G)~1/2 mora biti povezan. 

Neka је G povezan graf cija redukovana pozitivna 

energija nije уе6а оа 1/2. Da opisemo graf G koristicemo metod 

zabranjenih grafova. Рошоси teoreme 4.1 zаklјuсuјешо da G пе 

sadrzi nijedan od grafova G1-G10 sa sl. 5.1 (kao indukovani роа

graf) posto oni imaju redukovanu pozitivnu energiju уеси оа 1/2. 

81. 5.1 

Ako graf G ima tacno јеапи pozitivnu sopstvenu vred

nost tada је оп kompletan multipartitan graf i RE+(G)=O. 

Ako G ima bar ауе pozitivne sopstvene vrednosti, па 

osnovu leme 4.7 zakljucujemo аа G sadrzi indukovani podgraf H1 
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sa sl. 4.4~. Neka је Т. i (1~i14. ••• ~ik~4; 1~k~4) skup 
Ј.. 1 ••• k 

cvorova iz V(G)\V(H1 ) koji su susedni tacno сvоrоviша i 1 , ••• ,ik 

grafa Н1 • Da1je, neka је То skup cvorova iz V(G)\V(H1 ) koji ni

ви susedni nijednom cvoru grafa Н1 • 

Tada је Т1=Т2=Т4=Т12=Т14=Т24=Т134=Т234=И' T34=~ i 

To=~, posto и sиргоtпош в1исаји graf G sadrzi G1 ,G2 i G1 i1i Gз 
kao indukovani podgraf, respektivno. 

Da1je је IТз ' ~ 1, inace graf G sadrzi G2 i1i G4 kao 

indukovani podgraf. Skupovi Т1З ,Т2З i Т124 sadrze sашо izo1ova

пе cvorove, posto је u suprotnom в1исаји Gз С:G i1i G5C:G. 

Skup Т1234 пе sadrzi indukovani podgraf dat па sl. 

5.2 Са) (inace је G5C:G) i re1acija nesusednosti cvorova skupa 
, 

Т1234 mora biti tranzitivna. Otuda је graf indukovan skuрош cvo-

rova Т1234 i1i graf bez grana i1i komp1etan mu1tipartitan graf • 

• 00 

о 

81·. 5.2 

о 

Са) (Ь) 

Pored toga, skup Т12З пе sadrzi grafove Са) i (Ь) sa вl. 5.2 

kao indukovane podgrafove (inace је GзСG i1i G10CG).Zbog to

ga је graf indukovan skupom cvorova Т12З i1i graf bez grana i1i 

kompletan bipartitan graf. 

Sada .Сето odrediti re1acije izmedju skupova ТЗ ,Т1З , 

Т2З'Т12З'Т124 i Т1234 и grafu G i predstaviti ih рошоси tabele 

5.1. Ako su odgovaraJuci skupovi komp1etno susedni, kompletno 

nesusedni i1i nekoegzistentni upotrebicemo sirnbo1e 1,0 ili ~, 

respekti vnо. Na primer., skupovi Тз i Т1З su nekoegzistentni, 

posto је u suprotnom slucaju G1 с. G i1i G6 cG. 

~Graf G пе moze da sadrzi graf Б2 sa sl. 4.4 (kao in
dukovani podgraf), posto је НЕ+(Н2 ) > 1/2. 
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Т1З Т2З Т12З Т124 Т1?34 
Тз ~ ~ ~ 1 ~ 

Т1З 1 1 1 1 

Т2З 1 1 1 

Т12З 1 ~ 

T124 1 

ТаЬе1а 5.1 

Pomocu оуе tabele zakljucujemo da је 1"-'Т2з , 2r--Т1з, 

3'"'-'T124 i 4I'vТЗ , роа pretpostavkom аа su skupovi Т2З'ТlЗ'Т124 i 

Тз neprazni. Рогеа toga imamo da је V(G)\V(H1 ) podskup jednog 
\ 

оа sledecih skupova: ТзU T124, Т1з U Т2з V Т12З V T124 i Т1З V Т2З U 

UT124UT1234. Otuda sledi da је G јеаап оа grafova Zn' 
.. ~ 

V Ck~2) i W Сш ~Ш , k~2). 
m'n1 ' ••• 'nk m1 ,ш2 ,п1 , ••• ,Пk 1 2 

Оуо zajedno sa lешаша 5.1- 5.3 kompletira dokaz 

teoreme. о 

5.2 Q grafovima cija redukovana negativna 

energija nije уеса оа 1 

Definicija 5.2 Redukovana negativna energija RE-CG) 

grafa G ро definiciji је jednaka 

, 

gde 81.1 'л -: (G) ~ 'Л-;С G) 6, • •• negativne 8op8tvene vrednosti grafa G. о 
Ј.. '--

u оуот odeljku odredicemo 8уе miпiшаlпе grafove sa 

osobinom da imaju redukovanu negativnu energiju уесu оа 1. :Pored 

toga, odredicemo sve grafove cija је redukovana negativna епег-

gija тапја i1i .jednaka 1. Оуа poslednja osobina grafova је heri-
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ditarna, sto ве рошоси teoreme 4.1 1ako pokazuje. 

Na pocetku navodimo bez dokaza dve jednostavne 1еше. 

Lema 5~4 ( [50]) Graf koji sadrzi bar jednu granu је 

komp1etan bipartitan ako i samo ako ima tacno jednu negativnu 

sopstvenu vrednost. о 

Lema 2 .. 5 ([50]) Povezan graf G iша bar dve negativ

nе sopstvene vrednosti ako i вашо ako sadrzi jedan od grafova 

Кз i Р4 kao indukovani podgraf (sl. 5.3). с1 

1еша. 

fove: 

п ~1. 

1 

81. 5.3 

2.0----..03 . 

. \ 

U nastavku сешо dokazati јов neko1iko jednostavnih 

R 
п 

.. 

Lеmа5.б Graf G=Ln ima osobinu RE-(G) ~1 za svako 

. 
Dokaz. Na osnovu teoreme 4.2 dobijamo da su nе-nи1а 

sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom 

() '/.+1 I 2 ) f А = - \. 'л - л - 2n = 
п 

о • 

Odavde zakljucujemo da graf G ima tacno dve negativne sopstvene 

vrednosti i da је ЛЈ:.сG)~-l, 'Л'2(G)=-l za svako n~l. Dakle, 

RE-(G) = 1. о 

Lema 5.7 Graf G=Qm ,п ima osobinu RE-( G) ~ 1 za svako 

m~l i n?l.o 



Lema 5.8 Graf G=Rn ima osobinu RE-(G)::::::'l za svako 

n~l. о 

Dokazi pos1ednje dve 1еше su slicni dokazu 1еше 5.6 

ра su zbog toga izostav1jeni. 

Lema 5.9 Graf G=S ima osobinu RE-(G) ~l 
n1 'n2 'n3'n4 

ako i samo ako vazi nejednakost 

(1) 

Dokaz. Рошоси teoreme 4.2 dobijamo da su пе-пи1а 

sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom 

f(~) 

оаауае zak1jucujemo da graf G ima tacno ауе negativne sopstvene 

vrednosti i аа ј е RE-( G) ~ 1 ako i samo ako пеј ednakost (1) vazi. 

Vodeci racuna о simetricnosti moze se pokazati da 

nejednakost (1) vazi ako ~ samo ako је ispunjen jedan od us10va: 

1 о П1 :1 1, П4 = 1, П2 ~ 1, пз ~ 1 

20 П1 = 1, n4~ 2, П2 = 1, 

30 1 2 2 П1 = , П4 = , П2 = , 

4 0 1 2 3 П1 = , П4 = , П2 = , 

50 П1 = 1, П4 = 2, П2 ~ 4, 

пз ~ 1 

пз~ 1 

пз~ 2 

Р3 = 1 

60 П1 = 1, П4 = 3, П2 = г, пз = 1 

70 П1 = 2, П4 = 2, П2 = 1, пз = 1 • СЈ 

Sada сешо odrediti sve povezane minimalne grafove 

sa 08obinom RE-( G) /" 1. 

Teorema 5.2 P08toji tacno 24 povezanih minimalnih 

grafova sa redukovanom negativnom energijom уесот оа 1. То ви 

grafovi sa 81. 5.4 i grafovi iz 8kupa S[= {G=G I 
- n1 'n2 'n3'n4 

(п1 ,п2 ,пз ,п4 ) f{(1,2,1,4),(1,2,2,з),(1,з,1,з), (1,3,3,2), 

(1,4у2~2),(2,1,1,з),(2,2,1,2)}} • 
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Бl. 5.4 

Dokaz. Lako moze da 8е pokaze da ви grafovi G1-G1? 

ва 81. 5.4 i grafovi iz skupa S' minima1ni и odnosu па osobinu 

Obrnuto, neka је G povezan minima1an graf за RE-(G» 

>1. Dokazacemo аа је G јеаап оа grafova ва sl. 5.4 i1i jedan 

оа grafova iz skupa s'. 
Graf G ima Ьаг ауе negativne sopstvene vrednosti i 

па овпоуи 1еше 5.5 sadrzi jedan оа grafova за Бl. 5.3 као indu

kovani podgraf. Raz1ikovacemo sledeca dva slucaja: 

Slucaj 1. Graf G sadrzi Кз kao indukovani podgraf. 

Neka је Т. . ( ) 
1.1 • • • ~k 1 ~ i 1.-.:: ••• < i k ~ 3, 1 ~ k ~3 skup 

cvorova iz V(G)\V(Кз ) koji ви susedni tacno cVDrovima i 1 , ••• ,ik 

grafa Кз . Dalje, neka је То skup .cvorova iz V(G)\V(Кз ) koji ni

ви susedni nijednom cvoru grafa КЗ • 

Iskljucujuci simetricne вlисајеуе, raz1ikovacemo 

sledece podslucajeve: 
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1 о Т12з-1~. Tada је G1 с G i otuda је G=G1 • 

20 То -I~. Тааа је G2 <;; G i1i GзС G i G је jedan оа 

graf'ova G2 ,Gз . 

Da1je, neka је Т12З=ТО=~. Ako neki od skupova Tij 

(1~i<j~3) sadrzi dva .susedna cvora, tada је G
1 

pravi indи

kovani podgraf grafa G, sto је suprotno uslovu minimalnosti. 

з0 Neki od skupova Т. (1 ~ i~ 3) sadrzi ауа susedna 
~ 

cvora. Тааа је G4 ~ G i otuda је G=G4 • 

Neka skupovi Т. (l~i ~3) i т .. (1E;i<j~3) sadrze 
~ ~J 

sашо nesusedne cvorove. Ako је tacnp jedan оа ovih skupova пе-

prazan, tada је G=Ln i1i G=~ n. Prеша 1еташа 5.6 i 5.7 tada је , 
RE-(G) 61, sto је nешоguСе. , ., 

Neka ви bar dva оа ovih skup~va neprazni. 

4° T1 i~, T2f ~. Tada ji3 G
5 

f; G ili G6 ~ G i G је је-... 
dan od grafova G

5
,G68 

5° T1 f fO, Т12 i~. Tada је G
7 

с. G i1i G
8 

с::. G i G је је-

dan о'а grafova G7 ,G8 • " 

60 Т} i fO, Т2:? ~~. Tada је G=Gз · 

7° Т12 i~, Т2З i~. Tada; је G=G8 ili G=G
9

• 

Slucaj 2. Graf G sadrzi:P4 а nе sadrzi Кз kao iп-

dukovani podgraf. 

Neka Т. . i То imajv isto zџасеnје kao и prvom 
ll···~k 

slucaju, samo sada u odnosu па podgraf Р4. Tada је Т12=Т2З=Т34= 

=Т12З=Т124=Т134=Т234=-Т1234=~. Poredtoga, skupovi т1 'т2 'тз 'т4 ' 

Т1З 'Т14 i Т24 mogu da sadrze вато izolovane cvorove. 

Ропоуо iskljucujuci sirnetricne slucajeve, mozemo 

razlikovati sledece podslucajeve: 

1 о T14 1- fд. Tada је G=G10• 

20 То i~. Tada је G јеаап od grafova G11 ,G12 ili G1З • 
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Dalje, neka је T14=To=~. 

з0 

40 

50 

lТ11 ~ 2. 

IT11 = 1, 

IT11 = 1, 

Tadaje G=G14• 

Т2 -1 ~. Tada је 

Тз i~. Tada је 

G=G12 i1i G=G
15

8 

G=G14• 

60 IT11 = 1, T4~~. Tada је G=G11 i1i G=G16-

70 IT1, = 1, T241~. Tada је G=G15 i1i G=G17• 

Ako је IT1' =1, Т1З f.~, tada је i1i G=Rn (i prema 1е

Ш~ 5.В је RE-(G) ~ 1) i1i G nije minima1an graf, sto је nemoguce. 

Neka је T1=T4=~. Ako је tacno jedan od skupova Р2' 

ТЗ ,Т1З i Т24 neprazan, tada је G=Sn
1

,1,1,1 ili G=Sl,n
2
,1,1 (i 

prema 1emi 5.9 је RE-(G) ~1}, sto је nemoguce. 

Dak1e, neka ви bar dva od\skupova Т2 ,ТЗ ,Т1З i Т24 
neprazna. 

вО Т2 ~ уј' Тз ~ ~ i ova dva skttpa nisu kompletno nе-

~usedna. Tada је G=G1з • 
.. 

90 Тгl~, Т1З f. ~ i ova dva 8kupa nisu kompletno 8U

sedna. Tada је G=G1з • 

100 Т1З f.~, Т24 ~ ~ i ova dva skupa nisu komp1etno 81.1-

sedna. Tada је G=G
17

• 

Ako nijeda~ od slucajeva 80,90 i 100 nе vazi, tada 

ви jedine moguce relacije izmedju skupova Т2,Тз ,Т1з i Т24 pred

stav1jene tabe10m 5.2. 

Т2 Т1З Т24 
Т2 О 1 О 

Тз I о 1 

T12 
, 

1 

Tabela 5.2 

Ротоси ove tabele zakljucujemo аа је 1 "'Р2' 2 Г"ЈТ1з ' 
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3 "-'Т24 i 4"-'Тз , te s1edi da је G=S • 
п1 ,П2 'nз ,П4 

Odredjivanje minima1nih grafova iz k1ase grafova 

S п ekviva1entno је odredjivanju grafova koji zadovo-
п1 , 2,Пз ,П4 . 

1javaju nejednakost 

i ciji svaki pravi indukovani podgraf zadovo1java nejednakost 

(1). Koriscenjem 1еше 5.9 mozemo da zak1jucimo аа је u оуош slu

саји G jedan od grafova iz k1ase SI. 

Ovim ј е dokaz teoreme zavrsen. о 

Sada сешо odrediti sve nepovezane minima1ne grafove 

sa redukovanom negativnom energijom vecom оа 1. 

Теогеша 5.3 Postoje tacno cetiri nepovezan~ mini

malna grafa sa osobinom RE-(G) > 1. То su s1edeci graf.ovi: 

РЗ;Р3' К2~КЗ' К2;Р4' K2~K2~K2 • ~ 
''''-' ".,.- ""1"':' 

Dokaz. Lako ве pokazuje аа su grafovi Рз;Рз,к2+кз , 

K2+P4,K2~K2;K2 minima1ni u оаnоэи па osobinu RE-(G) > 1. 

Neka је G proizvo1jan nepovezan minimalan graf sa 

osobinom RE-( G) /" 1. 'Гааа G пе sadrzi izo10vane Суогоуе. 

Ako graf G ima vise od dve komponente povezanosti, 
1" 

tada је K2+K2+K2C.G i otuda је G=K2+K2+K2 • 

Neka graf G ima tacno dve komponente povezanosti tj. 

G=G1 +G2 • Ako оЬа grafa G1 i G2 nisu komp1etni bipartitni grafo

vi, tada G nije minima1an graf, sto је nemoguce. На osnovu toga 

mozemo raz1ikovati sledeca dva вlисаја: 

10 G1 i G2 su kompletni bipartitni grafovi. Tada је 

(i=1,2). Рогеа toga, za svaki суог Vf.V(G.),·· G.-v је i1i 
~ ~ 

graf К2 i1i graf bez grana. Dakle, G1=G2=Рз . 

20 G1 је komp1etan bipartitan graf а G2 nije. Na 08-

novu 1еша 5.4 i 5.5 graf G2 sadrzi јеаап оа grafova Кз i Р4 kao 
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indukovani podgraf. Pored toga, za svaki cvor v~V(G2)' G2-v је 

kompletan bipartitan graf а za svaki cvor vbV(G
1
), G1-v је graf 

bez grana. Dakle, G1 =K2 а G2 је i1i graf Кз ili graf P~. 

Ovo kompletira dokaz.a 

Na krајuсешо odrediti sve grafove cija redukovana 

negativna energija nije veca оа 1. 

Teorema 5.~ Graf G bez izo1ovanih cvorova ima ово

binu RE-(G) ~ 1 ako i sашо ako јеаап оа sledecih us10va vazi: 

(i) G је kошр1еtап bipartitan graf tj. G=K . 
ш,n' 

Cii) G=L ; 
п 

(iii) G=Q . 
ш,n' 

(iv) G=R ; 
п 

СУ) G=Snl'n2'n3'n~ (pri сешu nejednakost (1) vazi); 

С vi) G=K
2

+K • 
Ш,n "\ 

Dokaz. Lako шоzе аа se pokaze аа grafovi (i)-(vi) 

iшајu рошeиutu osobinu. 

Neka је G proizvo1jan povezan graf sa osobinom 

RE-(G) ~ 1. Ako G ima tacno јеаnи negativnu sopstvenu vrednost, 

tada је оп komp1etan bipartitan graf i RE-(G)=O. 

Heka G ima bar dve negati'VIle sopstvene vrednosti. 

Тааа graf G sadrzi јеааn оа ~rafova Кз i p~ (sl~ 5.3) kao in

dukovani podgraf. Da bismo opisa1i graf G iskoristicemo metodu 

zabranjenib graf6va. Ыа osnovu teoreme 4.1 zak1jucujemo аа graf 

G nе sadrzi nijedan оа grafova G1~G17 аа вl. 5.4 (·kao iIldukova

ni podgraf), po~to oni imaju osobinu RE-(G»l. Razlikovacemo 

sledeca dva вlисаја: 

Бlисај 1. Graf G sadrzi Кз као indukovani podgraf. 

Ыека Т. . i То imaju ±~to znacenje kao u вlиса-
з"l ···з"k 

jevima teoreme 5.2. 
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Tada је Т12З "; fO, posto u suprotnom slucaju graf G 

sadrzi G1 kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. Pored toga 

је To=~, inace је G2 C;;G i1i GзСG. Skupovi Ti (16.i~3) i Tij 

(1 ~ i < ј ~ 3) nе sadrze susedne cvorove (inace ј е G
1 

S G ili 

G4~G). 

Sada сето odrediti relacije izmedju skupova T1 ,T2 , 

ТЗ'Т12'Т13 i Т2З u grafu G i predstaviti ih рото6и tabele 5.3. 

Т2 Тз Т12 Т1З Т2З 
rn so ~ ~ ~ 1 ..... 1 

Т2 so ~ 1 ~ 

Тз 1 ~ ~ 

T12 ~ ~ 

Т1з ~ 

Tabela 5.3 

Tako, па primer, skupovi T1 i Т2 nisu koegzistentni, posto је 

u suprotnom sl uсајu G
5 

о;;;; G i1i Gб ~ G. 

Na osnovu ove tabe1e imamo da ј е 1"-' Т2З , 2 f'-'Т1з i 

3f'JT12• Dak1e, zak1jucujemo da је G=Ln i1i G=Qm,n. 

Slucaj 2. Graf G sadrzi Р4 а пе sadrzi Кз kao indu

kovani роdgrэ.f. 

Tada је Т12=Т2З=Т34=Т12З=Т124=Т134=Т234=Т1234=~ а 

skupovi Т1'Т2'ТЗ'Т4'Т1З'Т14 iT24 mogu sadrzati samo izo1ovane 

cvorove. 

Da1je jeT14=~' inace је G10 S G. Pored toga је i 

To=~, posto је u suprotnom G11 cG, G12<;;G ili G1З c.G. Takodje 

је I Т1' ~ 1 i IТ41 ~ 1, inace је G14 cG. 

Slicno kao u prvom slucaju utvrdjivanjem odnosa 
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Т2 Тз Т4 Т1з Т24 
Т1 ~ ~ I ~ О ~ 

Т2 О ~ 1 О 

Тз ~ о 1 

Т4 ~ О 

Т1З 1 

ТаЬе1а 5.4 

Ротосu ove tabe1e zak1jucujemo da је 1 """Т2 , 2 I"IТ1з ' 

3r-.JT24 i 4 rv Тз te sledi'.\,d а је G=R i1i G=S • D D1 ,n2,Dз ,D4 
Ovo zajedDo ва 1еташа 5.6-5.9 komp1etira dokaz teo-

reme za povezane grafov~~ 

Neka је dalje G nepovezan graf ва osobiDom RE-(G) ~ 1. 

Tada graf G mora imati taqDO dve komponente povezanosti od kojih 

је svaka komp1etan bipartitan graf. Pored toga, bar jedna kompo

nenta mora biti graf К2 • 

Ovim ј е dokaz ·teoreme 5.4 zavrsen. о 



б. NEКE КLАБЕ GRAFOV А БА МАLIИ ВНОЈЕМ 

POZITIVNIH SOPSTVENIH VREDNOSTI 

Као sto је poznato Ј. Н. Smith [37Ј је dao komp1e

tnu karakterizaciju grafova koji imaju tacno jednu pozitivnu 

sopstvenu vrednost. Slicna karakterizacija grafova koji imaju 

tacno р pozitivnih sopstvenib vrednosti Cp:r 2) је jos uvek nе-

resen ргоЫеш. U ovom pog1avlju odredicemo sve povezane grafo-
, 

уе ва tacno р pozitivnih sopstvenib vred~osti Ср=2,3,4) u nekim 

k1asama grafova (stabla i grafovi ва tacno јеdnош, dve i1i tri 
,ОО 

konture). Овугnисешо ве i па ргоЫеш opisivanja strukture gra-

fova sa tacno ауе pozitivne sopstvene vrednosti. 

Najpre сешо dokazati јеаnи jednostavnu lemu koja је 

оа znacaja za razmatranje postavljenih problema. Neka Би n+(G) 

i n-(G) brojevi pozitivnih i negativnib sopstvenih vrednosti 

~afa G, respektivno. 

Lema 6.1 Neka је G konacan graf i g njegov kanoni

cki graf. Тааа је 

• 

Dokaz. Dokaz је laka pos1edica teoreme 4.1 i cinje-

nice da se dodavanjem ebliva1entnog cvore nekom оа karakteri

sticnih podskupova grafa G mu1tip1icitet nи1е роуесауа za је-

dinicu. о 

, 
, 
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6.1 Stabla 

u ovom ode1jku odredicemo 6va stabla ва tacno р ро

zitivnih sopstvenih vrednosti (р=2,3,4). 

Neka () oznacava graf bez grana. Linija izmedju ta

cke (odgovara cvoru) i kruga oznacava grane izmedju ovog cvora 

i svih cvorova odgovarajuceg grafa blredstav1jenog krugom. 

Lema 6.2 Stablo G ima шаnје od 5 pozitivnih 6opstVe

nih vrednosti ako i вашо ako pripada jednoj od klasa grafova 

predstav1jenih па sl. 6.1. 

D=1,2 02.1(1) О D=3 ~ 
3.1(2) 

1 О о О 

D=4 { 

о 

4.1(2) 4.2(3) 

~ 
4.5(4) 

О о .2 1) о о о 22 о о 

! 
5.1(3) 5.2(3) 5.3(4) 

D=5 

6.1(3) 6.2(3) 
.Q---> •• 2 

6.3(4) 
00 

cr · уу 
6.5(4) 

600aa6~ 
6.6(4) 

D=6 

6.10(4) 



D=7 

D=8 
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7.1(4) 7.3(4) 

8.1(4) 8.2(4) 

81. 6.1 

Dokaz. Рошоси leme 6.1 i tabe1e spektra staba1a iz 

[9Ј, 1ako moze аа se pokaze аа svaka k1asa grafova sa sl. 6.1 

ima шаnје оа 5 pozitivnih sopstvenih vrednosti. Odgovarajuci 

broj pozitivnih sopstvenih vrednosti је prikazan za svaku ро

jedinacnu k1asu grafova sa sl. 6.1 u zagradi. 

Neka је sada G proizvo1jno stablo sa шаnје оа 5 ро

zitivnih sops'tvenih vrednosti. Dokazimo da graf G pripada је

аnој оа klasa аа 81. 6.1. Posto је n+CGi)=5 za svaki graf Gi sa 

sl. б.2, па osnovu teoreme 4.1 zakljucujemo аа graf G nе sadrzi 

nijedan takav graf kao indukovani podgraf. 

Oznacimo sa D(G) dijametar grafa G ~ raz1ikujmo 81е-

аесе slucajeve: 

1 о D( G) ~ 2. Tada graf G pripada klasi 2.1. 

20 D(G) = 3. Тааа graf G pripada _k1asi 3.1. 

з0 D( G) = 4. Ako graf G nе pripada nij еаnОј оа k1a-

sa 4.1-4.5, tada је G
1 
с G, sto је nemoguce. 

40 D(G) = 5. Ako graf G nе pripada nijednoj оа k1a

эа 5.1-5.6, tada је Ьаг јеааn od.grafova G2 ,Gз i G4 sa sl. 6.2 

indukovani podgraf grafa G, sto је nетОбиСе. 

50 D(G)=6. Ako graf G nе pripada nijedn0j оа kla

sa 6.1-6.11, tada оп sadrzi bar jedan оа grafova G2 ,G5 ,G6 ,G7 i 
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с":Ј 1 D О 

." 
G8 sa 81. 6.2 kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. 

60 D(G)= 7. Ako graf G ne pripada nijednoj od k1asa 

7.1-7~5, tada је nајтаnје jedan od grafova G9,G10,G11 i G12 за 

sl. 6.2 indukovani podgraf grafa G, sto је nemoguce. 

70 D( G) = 8. Ako graf G nе pripada nij еаnој оа k1asa 

. 8.1-8.3, ~ada оп sadrzi bar.jedan od grafova G11,G12,G13 i G14 

kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. 

ВО D(G) ~ 9. Тааа је G
15 

cG, sto је nemogu6e. 

Ovim је dokaz 1ете zavrsen. о 

Sledece tri teoreme neposredno slede iz 1еше 6.2. 

Teorema 6.1 Stablo G ima tacno dve pozitivne sopst-

vene vrednosti ako i вато ako pripada jednoj od k1asa 3.1 i1i 

4.1. о 

Teorema 6.2 Stablo G ima tacno tri pozitivne sopst

vene vrednosti ako i samo ako pripada јеаnој оа sledecih 6 k1a

sa: 4.2,4.3,5.1,5.2,6.1 i 6.2. D 
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Teorema 6.3 Stablo G ima tacno cetiri pozitivne вор

stvene vrednosti ako i вашо ako pripada јеdnој od sledecih 23 

k1asa: 4.4,4.5,5.3-5.6,6.3-6.11,7.1-7.5 i 8.1-8.3. о 

6.~ Grafovi за ma1im bro,jem k'ontura 

u ovom ode1jku odredicemo sve povezane grafove G ва 

ma1im brojem (jedna, dve i1i tri) kontura i osobinom n+(G)=2. 

Neka је G graf ва o8obinom n+(G)=2. Posto svi gra

fovi ва вl. 6.3 imaju tacno 3 pozitivne sopstvene vrednosti, iz 

tеогеше 4.1 sledi da G пе sadrzi nijedan takav graf kao induko

vani podgraf. Posebno, graf G пе sadrzi konture duzine vece od 4. 

I , -, 

н 11.:: 

81. 6.3 

Теогетг 6.4 Povezan graf G sa tacno јеапош konturom 

ima tacno dve pozitivne so~stvene vrednosti ~~o i samo ako ~ri-_. -
рааа јеапој оа k1asa ва sl. 6.4. 
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(а) (е) Cd) Се) Cf) 

81. 6.4 

Dokaz. Рошо6и leme 6.1 i tabe1e spektra grafova iz 

19] lako proveravamo da је n+(G)=2 za 8vaki graf G 8а 81. 6.4. 

Dokazimo аа эи ovi grafovi jedini grafovi эа tacno jednom kon

turom i o8obinom n+(G)=2. 

Neka је G proizvo1jan takav graf i neka оп 8adrzi 

trougao kao konturu. Ako G nе pripada nijednoj od k1asa (а),(Ь) 
\ 

i Се) за эl. 6.4, tada оп sadrzi Ьаг јеааn od grafova НЗ 'Н4'Н5 
i Нб эа 81. 6.3 kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. ~ 

Da1je, neka G sadrzi kvadrat kao konturu. Ako G nе 

pripada nijednoj od k1asa (d),(e) i (f) sa эl. 6.4, tada је Ьаг 

jedan' оа grafova Н1 'Н2 i Н7 sa 81. 6.3 indukovani podgraf grafa 

G, sto је nemogu6e. 

Ovim је dokaz zavrsen. СЈ 

Teorema 6.5 Grafovi sa 81. 6.5 8и jedini grafovi iz 

k1ase grafova эа tacno dve konture koji imaju tacno ауе pozitiv-

nе sopstvene vrednosti. 

81. 6.5 

Dokaz. Svi grafovi Ба 81. 6.5 imaju tacno ауе pozi-

tivne sop8tvene vrednosti. 
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Neka је G proizvoljan graf ва dve konture C
1 

i С2 i 

8а О8оЬiпош n+(G)=2. Tada konture С1 i С2 шоgu biti вашо trou

glovi i1i cetvorouglovi i mogu imati najvise jedan zajednicki 

cvor. 

Ako G nije nijedan od grafova ва 81. 6.5, tada оп 

sadrzi bar jedan od grafova Н1'Н2'НЗ!Н4'Н5'Н10 i Н11 ва э1. б.3 
kao indukovani podgraf, sto је nemoguce. О 

Теоrеша б.б Povezan graf G sa tacno tri konture iша 

tacno dve pozitivne sopstvene vredno5ti ako i sашо ako pripada 

jednoj od k1a5a ва 51. б.б. 

(g) , (Ь) (ј) (k) 

Б1. б.б 

.ft 

Dokaz. Рошосu lеше б.1 ir.tabe1e spektra grafova эа 

pet i se5t cvorova, 1ako se vidi d'a svaka k1asa grafova sa 51. 

б.б ima tacno dve pozitivne 50pstvene vredno5ti. Dokazimo dasu 

to jedine kla5e grafova sa tacno tri konture i tacno ауе pozi-

tivne sopstvene vredno5ti. 

Neka је G proizv01jan graf sa tacno tri konture С1 , 

С2 i СЗ i osobinom n+(G)=2. Raz1ikovacemo s1edeca ауа э1исаја: 

10 Svake dve konture imaju najvise јеаап zajednicki 

cvor. Tada graf G sadrzi bar јеаan оа grafova Н1'Н2,НЗ'ПlРН5'Н10 

эа 51. б.3 kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. 
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20 Konture С1 'С2 i С3 imaju neke zajednicke grane. 

Tada G sadrzi jedan od grafova 8а 81. б.7 kao indukovani pod

graf. Primetimo da graf H16 sa 81. б.3 nе moze biti indukovani 

podgraf grafa G. Dalje сешо raz1ikovati sledeca tri pods1ucaja: 

(а) (Ь) Се) 

81. б.7 

2.10 G 8adrzi graf Са) sa sl. б.7 kao indukovani 

.~ podgraf. Ako G пе pripada nijednoj оа k1asa Ca),(b),Ce),(d) i 

(е) sa sl. б.б, tada оп sadrzi bar jedan оа grafova Н1 ,Н2,НЗ , 

, 
nemoguce. 

2.20 G sadrzv ; graf (Ь) 1 6 7 k . d k . ~ sa 8. • ао ~n u oyan~ 

podgraf. Ako G пе pripada nijednoj оа k1a8a Cf) i (g) 8а 81. 

б.б, tada је пајтanје јеаап оа grafova Н1'Н2'Н5'Н14 i Н15 sa 

81. б.3 8adrzan u G kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. 

2.з0 G 8adrzi graf Се) 8а 81. 6.7 kao indukovani 

podgraf. Ako· G-ne pripada nijednoj оа klasa (h),(i),(j),(k) i 

({) 8а 81. 6.6, tada оп 8adrzi пајшапје jedan od grafova Н1 'Н2 
i Н7 8а sl. 6.3 kao indukovani podgraf, sto је nemogu6e. 

Ovim је dokaz teoreme zavrsen. о 
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6.3 о strukturi grafova sa tacno dve 

pozitivne sopstvene vrednosti 

u ovom ode1jku osvrnucemo эе па ргоЫеш opisivanja 

strukture grafova ва tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti. 

Napominjemo da taj ргоЫеш u ovoj tezi nije do kraja гe~en. 

Na osnovu 1еше 6.1 zakljucujemo da postojanjeekvi

va1entnih cvorova u grafu пе utice па Ьгој pozitivnih оdnовпо 

Ьгој negativnih sopstvenih vrednosti grafa. 

Neka је G proizvaljan povezan graf bez ekvivalen-

tnih счогоча koji ima tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti. 

Iz tabe1e spektara grafova ва ~est i шапје cvorova dobijamo da .. \ 
postoji tacno 34 takvih grafova koji imaju vise od dve pozitiv

nе sopst~ene vrednoBti. То ви grafovi G1-G34 predstav1jeni па 

sl. 6.7. Na osnovu teoreme 4.1 zakljucujemo da graf G пе sadrzi 

nijedan od ovih grafova kao indukovani podgraf. 

о 

0_----00 Г\Р\ 
C>G с> 

4 

G
7 

G8 G9 
,., 

G11 G12 lт10 

U 
G1З G14 G15 G1б 

r. G18 lт17 
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G2б 

S druge strane,· kako ви komp1etni ши1 tipartitni gra-

fovi jedini grafovi эа tacno јеdnош роzitivnЪm sopstvenom vred

nовси [37Ј, iz 1еше 4.7 sledi da graf G sadrzi bar jedan od gra

fova ~l i Н2 (вl. 4.4) kao indukovani podgraf. Dak1e, mozemo ra

zlikovati sledeca dva вlиСаја. 

Slucaj 1. Graf G sadrzi Н1 kao indukovani podgraf. 

Neka је Т. i· (1 ~i1 .( ••• .(ik~ 4; 1 ~k ~4) skup 
. ~1··· k . 

сvоrбvа iz-V(G)\V(R1 ) koji эи susedni tacno cvorovima i1, ••• ,ik 

grafa H1 • Neka је dalje То skup cvorova iz V(G)\V(H1 ) koji nisu 

susedni nijednom cvoru grafa Н1 8 

Lema 6.3 Skupovi Т1'Т2'ТЗ'Т4'Т12'Т1З'Т14'Т2З'Т24'Т34' 

Т12З'Т124'Т134'Т234'Т1234 i"To imaju slede6e osobine: 

а) То = Тз = Т1з = Т2З = Т124 = у5 ; 

Ь) IT1l ~ 1, IT2 1 :; 1, IT14\ ~ 1, IT241 ~ 1 ; 

с) IТ41 =n1 ~ О, IТ12 1 =n2 ~ О, IТз41 =nз ;r О, \Т12з l =n49 О, 

! Т1з4 1 =n5 ~ О, I Т2з4 1 =n6 ~ О, !tr12341 =n7 ? О; 
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Podgrafovi indukovani skupom cvorova Т4'Т12'Т34'Т12З'Т134'Т234 i 

Т12З4 , respektivno, ви komp1etni grafovi. 

Dokaz. S~up То је prazan. Zaista, и suprotnom вlиса

ји graf G sadrzi пајшanје jedan od grafova Gs,Glo,G11,G14,G15,G16' 

G19,G21,G22,G25 i G27 kao indukovani podgraf, sto је nemoguce. 

Neposred~~m proveravanjem zak1jucujemo kakav moze bi

ti medjusobni odnos (povezanost granama) skupova T1,T2, ••• ,T1234 

u grafu G. Odgovarajuce re1acije predstav1jene ви tabe10m 6.1. 

Ako ви odgovarajuci skupovi komp1etno susedni, kошр1еtпо пеэи

sedni i1i nekoegzistentni upotrebljeni ви simbo1i 1,0 i1i ~, res

pektivno. Ako cvorovi ауа skupa mogu medjusobno biti i susedni i 

nesusedni upotrebljen је simbo1 *. Na primer skupovi Т1 i Т2 ,эи 
• '0 

Т2 Т2 Т4 Т12 Т1З Т14 Т2З 
m Т34 Т12З Т124 Т124 Т234 Т1234 .1.24 ... 

Т1 1 О ~ 1 О у5 1 О ~ 1 О ~ .-- О О 

Т2 О ~ 1 1 О О ~ ~ 1 О О ~ О 

Т 1 О О 1 О 1 I 1 О 1 1 1 1 
3 :. 

Т4 О О 1 О 1 1 ~ О ~ ~ ;и: 

Т12 1 ~ 1 ~ I о ~ о ~ ~ ~ 

Т1З о 1 1 О 1 1 О 1 1 
fl 

r 

I m 1 1 ~ О О 1 ~ 1 .Ј..14-

m О О 1 1 1 О 1 .Ј..23 

m ~ О О ~ 1 1 .Ј..24-
I 

Т34- * I ~ 1 1 ;и: 

, 

I Т12зl I I 1 I * ;и: I ;и: 

! 
T124 1 1 1 1 

T134 1 ;и: 

Т234 * 

Tabela 6.1 
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komp1etno susedni, inace је G12 S;G, sto је nemoguce. 

Рошоси ove tabe1e zak1jucujemo da ј е 1 "" Т2З , 2 rv Т1З , 

3rvT124i 4 rv Тз , kad god su.akupovi Т2З'Т1З'Т124 i Тз neprazni. 

Kako graf G пета ekviva1entnih cvorova, to-s1edi da је Тз=Т1з= 

=Т2ЗС:Т124=~· 

Dalje, nijedan od ~reostalih skupova Т1 'Т2 'Т4;Т12 ' 

Т14'Т24'Т34'Т12З'Т124'Т134'Т234 i Т1234 пе sadrzi "dva nesusedna 

cvora. Za skupove Т1 'Т2 'Т14 i Т24 to sledi nepospedno iz tabe1e 

6.1. Ako ви па prilIier х i У nesusedni cvorovi skupa Т1 tada је 

x~y, sto је nemoguce. 

Neka su х i у dva nesusedna cvora skupa Т4• Ako ро

stoji cvor z susedan ва tacno jednim оа ova dva cvora, tada graf 

G sadrzi bar jedan оа grafova G8 ,G10 i G14 kao indukovani роа

graf, sto је nemoguce. Dakle, cvorovi х i у imaju iste вивеае ра 

је x~y. Kako је ovo u kontradikciji ва pretpostavkom da graf G 

пе sadrzi ekvivalentne cvorove, sledi аа skup Т4 пе sadrzi певи

веапе cvorove. Na isti nacin moze ве dokazati аа skupovi т12 ,Тз4 , 

Т12З'Т134'Т234 i T1234 takodje пе sadrze nesusedne cvorove. 

Skupovi T1 ,T2 ,T14 i Т24 пе sadrze takodje susedne 
.r. 

cvorove. Zaista, и suprotnom вlисаји је G14 S;;G i1i G28 <:;G, sto 

је nemoguce. Na osnovu ovoga i napred recenog sledi iskaz leme 

pod Ь). 

Stavljajuci da је IТ4 , =nl~ 1 а da su svi ostali sku

povi prazni, mozemo naci karakteristicni polinom grafa G, cijim 

ispitivanjem utvrdjujerno da graf G ima tacno dve pozitivne БОР

stvene vrednosti. Postupajuci па isti nacin i sa skupovima Т12 , 

ТЗ4 , Т12З , Т1З4 , Т234 i Т12з4 ," respektivno, d,йаzimо do istog za

k1jucka. 

Ovim је dokazana lema pod с). о 
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Da bi struktura grafa G bi1a komp1etno utvrdjena, 

potrebno је ustanoviti medjusobne relacije izmedju onih skupo

va ciji cvorovi mogu biti kako susedni tako i nesusedni. Takvih 

neodredjenih slucajeva (iskljucujuci simetricne) ima ukupno 11. 

Kod nekih od njih lako se utvrdjuje medjusobna povezanost cvo-

rova. То ви s1edeci slucajevi: Т4-Т12З'Т4-Т134'Т12-Т12З'Т12-Т134 

i Т134-Т1234. 

Svaki cvor skupa Т4 moze biti susedan ва najvise је-

dnim cvorom skupa Т12З i obrnuto. Zaista, u suprotnom slucaju је 

G28 CG i1i Gзз С: G, sto је nemoguce. Slicno moze da ве pokaze da 

svaki cvor skupa Т4 moze biti nesusedan за najvise jednim ёvогоm 

skupa Т134 i obrnuto, s~aki cvor skupa Т12 moze biti nesusedan 

sa najvise jednim суогош skupa Т12З i obrnuto, svaki cvor skupa 

.О' Т12 moze bi ti susedan sa najvise jednim cvorom skupa T134 i obr-

nuto, i svaki cvor skupa Т134 moze biti nesusedan sa najvise је

dnim cvorom skupa Т1234 i obrnuto. 

U preostalih sest neodredjenih slucajeva T~T1234' 

Т12-Т1234'Т34-Т12З'Т34-Т1234'Т12З-Т134 i Т12З-Т1234 autor nije 

иврео da utvrdi relacije medjusobne роvеzџпоsti cvorova. Stav-

ljajuci da је IT41 =n1 ~ 1, I Т12З4! =П7 9- 1 а da su svi ostali skupo

vi prazni, testirani ви svi grafovi za koje је (п1 ,п?) f {(1,2), 

(2,1),(1,з),(2,2),(з,1),(1,4),(2,з),(з,2),(~,1)} i koji nе ва-

drze nijedan оа grafova ва 51. 6.7 kao indukovani podgraf. 1 и 

osta1ih pet slucajeva prav1jeni su isti testovi i nisu pronadje

ni zabranjeni grafovi sa 7,8 i 9 cvorova. Neodredjen slucaj Т4-

-T1234 testiran је i sa (п1 ,п7 ) Е{С1,5),(2,4),(з,з),(4,2),(5,1), 

(1,б),(2,5),(з,4),(5,2),(б,1)} i pronadjena su ауа поуа z~bra

пјеnа grafa sa 11 cvorova. коа svih ovih neresenih slucajeva УВ

zno је primetiti аа је graf G komp1ement bipartitnog grafa i sto-
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ga је svrsishodno postaviti sledeci ргоЫеш. 

РгоЫеш. U k1asi komplemenata bipartitnih grafova 

okarakterisati опе grafove koji imaju tacno dve pozitivne вор-

stvene vrednosti. о 

Resavanjem ovog problema bila bi utvrdjena struk

tura proizvoljnog grafa G ва tacno dve pozitivne sopstvene vred

nosti, cime bi problem и орstеш slucaju bio resiv. 

Slucaj 2. Graf G sadrzi Н2 а пе sadrzi Н1 kao indu

kovani podgraf. 

Neka Т. . i То imaju isto znacenje kao и prvom 
~l···~k 

вlисаји, sашо u odnosu па graf Н2 • Tada је ocigledno Т12=Т2з= 

Т34=Т12З=Т124=Т134=Т234=Т~е34=~. Рогеа toga skupovi Т1 ,Т2,ТЗ ,Т4 , 

Т1З i Т24 mogu da sadrze,samo izolovane cvorove. 

Takodje је Т =~, јег и suprotnom slucaju graf G sa-
о ... 

drzi bar jedan od grafova G5,G6 i G9 kao indukovani podgraf, sto 

је nemoguce. 1 skup T14 је prazan, inace је Gl~G, sto је пешо

gu6e. 

Re1acije izmedju skupova Т1'Т2'ТЗ'Т4'Т13 i Т24 u 

grafu G predstavljene эи tabelom 6.2. Na ргiшег skupovi T1 i Т2 
эи komple·tno susedni u grafu G, inace је G5 ~G, sto је nemogu6e. 

Т2 Тз Т4 Т1з Т24 
Т1 1 О ~ О О 

Т2 О О 1 О 

Т2 1 о 1 

Т4 О О 

Т1з 1 

ТаЬеlа 6.2 
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Рошоси ove tabele zak1jucujemo da је 1'" Т2 , 2 rvТ1з , 

З""'Т24 i 4,..., ТЗ ' kad god su skupovi Т2 , ТЗ ' Т1З i Т24 J:J.eprazni. Ка

ko gra! G nеша ekviva1entnih cvorova to је Т2=ТЗ=ТlЗ=Т24=~. 12; 

istih razloga skupovi T1 i Т4 nе mogu da sadrze nesusedne cvo

гоуе, ра sledi da је IT1, ~ 1 i IТ4' ~ 1. Kako skupovi T1 i Т4 ni

ви koegzistentni, mozemo razlikovati зато s1edeca dva podslucaja: 

1 о Т1 = Т4 =~. Tada је G = Р4 • 

20 Tl';~' Т4 = ~ • Tada је G = Р5 • 
Rezultati dobijeni u ovom drugom slucaju mogu ве iz

neti и Bledecoj teoremi. 

Теогета 6.7 Neka је G graf koji sadrzi Н 2 а nе sa

drzi H1 (s1. 4.4) kao indukovani podgraf. Tada graf G ima ta

спо dve pozitivne sopstvene vrednosti ako ~\samo ako pripada 

jednoj od sledece dve klase grafova 

." 
.0 
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