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UuvoD

Svaki graf (kako konaCan tako i beskonadan) moZe
biti predstavljen pomoéu matrice susedstva. U vezi sa ovim pri-
rodno se namecCe sledeCe pitanje: Kako se inale veoma razvijena
teorija matrica (konacnih odnosno beskonadnih) moZe iskoristiti
u cilju dobijanja informacija o strukturi grafova? Jedan od naj-
vaznijih pojmova koji se u tu svrhu woze iskoristiti jeste spek-
tar grafa, matematidki objekat pridruieh grafu posredstvom odgo-
varajuée matrice susedstva.

Pod spektralnom metodom u teoriji grafova podrazume-
vamo "skup postupaka za dobijanje i dokazivanje iskaza o struk-
turi grafova koji u svojim bitnim tackama koriste spektre gra-
fovat., Za teoreme koje daju vezu izmedju brojeva koji sadinja-
vaju spektar grafa a ne sadrie pojmove strukturﬁe prirode kaze-
mo da opisuju spektralne osobine grafove. Medjutim, u teoriji
grafova su mnogo znacajnije one teoreme koje daju vezu izmedju
strukturﬁih Qsobingmgrafa 1 njemu pridruzenog speﬁtré. Takve
teoreme predstavljaju glavno sredstvo Spektralne metode i1 omo-
guéuju odredjiivanje strukturnih osobins grafova pomocu njihovog
spektra,

Spektralna metoda Jje veoma Tazvijena u ﬁeoriji ko-
naénih grafova a zasnovana Jje na koriZcenju spektra (-1 matri-
ce susedstva datog grafa. One spada u grupu algebarskih metoda
u teoriji grafova i do danas iz te oblasti je objavljen veliki
troj radova. Monografiju iz ove oblasti napisali su 198C. go-

dine D, Cvetkovié, M., Doob i H, Sachs [9].




Spektralna metoda u teoriji beskonacnih prebro-
jivih grafova je u sustini metoda funkcionalne analize i za-
sniva se na koridéenju spektra kompaktnog linearnog operato-
ra u separabilnom Hilbertovom prostoru pridruzenog datom gra-
fu. Osnovni rad iz ove oblasti objavio Jje 198l1. godine A. Tor-
gasev [39]. Isti autor je objavio ili pripremio za objavljiva-
nje i radove [40], [41], [42], (43}, [44], [45], [#6)i [47]
koji se odnose na primenu spektralne metode u teoriji besko-
nadénih prebrojivih grafova. Na drugac¢iji nadin je B. Mohar u
radu [24] objavljenom 1982. godine postavio osnove spektralne
metode lokalno konaénih prebrojivih grafova.

" Navedeni radovi podstakli su autora da preduzme
istrééivanja iz spektralne teorije beskonacnih prebrojivih gra-
fova. Rezultati do kojih je doSao izloZeni su u prvom delu ove
teze (poglavlja 1., 2. i 3.). U drugom delu teze (poglavlja 4.,
5. i 6.) posmatrani su samo konadéni grafovi i proulavane spek-
tralne karakterizacije nekih klasa ovih grafova. Neki od tih
rezultata mogu se bec posebnih tedkola preneti 1 na beskonacne
prebrojive grafove.

. Teza je podeljena na uvod, Sest poglavlja i spisak
koriscene literature. Poglavlja se dalje dele na izvestan broj
odeljaka.

Prvo poglavlje Jje uvodnog karaktera. Odeljak 1.1
sadrzi izvesne pojmove i tvrdjenja iz spektralne teorije kom—
paktnih linearnih operatora definisanih na separabilnom Hilber-
tovom prostoru. U odeljku 1.2 dati su osnovni pojmovi i defi-
nicije iz spektralne teorije beskonacnih prebrojivikh grafova a
u odeljku 1.% osnovne osobine spektra beskonadnog prebrojivog

grafa.



U drugom poglavlju izlo¥ene su neke relacije iz-
medju spektralnih i strukturnih osobina beskonacnih prebroji-
vih grafova., Relacije izmedju strukture i spektra digrafova
izloZene su u odeljku 2.1 a relacije izmedju strukture i . spek-
tra grafova u odeljku 2.2. U odeljku 2.3 proucava se spektar
kompletnih multipartitnih grafova i daje jedna spektralna ka-

rakterizacija takvih grafova. Odeljak 2.4 sadrZi neke relaci-

je kojima se karakteristicéna funkcija beskonacnog prebrojivog
grafa izraZzava pomoéu karakteristicénih funkcija nekih njegovih
- indukovanih podgrafova.

U tretem poglavlju proucava se osobina konadénosti

tipa beskonacnih prebrojivih grafova dobijenih nekim operacija-

ma nad beskonéénim grafévima. Posmatraju se neke unarne (ode-
ljak %.1), zatim neke binarne (odeljak 3.2) i na kraju neke
n-arne (odeljak 3.3) operacije nad beskonadénim grafovima,

U Cetvrtom poglavlju odredjeni su svi minimalni
grafoéi sa spektralnim rasponom velim od 4 (odeljak 4.1). Ta-
kodje su opisani grafovi &iji spektralni raspon nije veli od 4.
U odeljku 4.2 odredjeni su svi minimalni grafovi sa osobinom
da imaju drugi spektralni raspon ve¢i od 3/2 a opisani su i
grafovi ¢iji drugi spektralni raspon nije veci od 3/2.

U petom poglavlju posmatrani su-grafovi sa ograni-
~ Cenom redukovanom pozitivnom odnosno negativnom energijom. U
odeljku 5.1 opisani su grafovi ¢ija redukovana pozitivna ener-
gija nije veta od i/2 a u odeljku 5.2 grafovi ¢ija redukovana
negativna energije nije vea od 1. Pored toga, odredjeni su svi

minimalni grafovi sa redukovanom negativnom energijom vecom od 1.




U Sestom poglavlju odredjena su sva stabla sa ta-
&no p pozitivnih sopstvenih vrednosti (p=2,3,4) (odeljak 6.1).
Takodje su odredjeni svi povezani grafovi sa malim brojem (je-
dan, dva ili tri) kontura i sa tacno dve pozitivmne sopstvene
vrednosti (odeljak 6.2). U odeljku 6.3 izloZen je problem opi-
sivanja strukture grafova sa tacno dve pozitivne sopstvene vre-
dnosti, kOji nije do kraja reSen.

Rezultati do kojih sam dosao izlozeni su u vidu le-
ma, teorema, posledica i primera. Svako poglavlje ima svoju nu-
meraciju izlozenih definicija, lema, teorema, primera, tabela
1 slika a svaki odeljak svoju numeraciju formula. Izvestan‘broj
teorema odnosno lema drugih autora, kojé koristim u izvodjenju
_.svojih dokaza, navedene su bez dokaza, ﬂ

Autorovi prilozi u ovom radu su razlicite katego-
rije: nove teoreme odnosno generalizacije poznatih teorema.

Odeljci 2.1, 2.2 i 2.4 bazirani su na rezultatima
rada ]?9] i sadrze uglavnom generalizacije poznatih teorema iz
spektralne teorije konacdnih grafova. Odeljak 2.3 i delimicno
l.3 zasnovani su na rezultatima rada‘[26]. Poglavlje 3. Jje na~-
stalo na osfiovu radova [27], [28] i [33]. Rezultati radova [30]
i [31] ukljuCeni su u poglavlje 4. a rada [32] u poglavlje 6.

Sledecil rezultati iz ove teze: Uvodjenje pojma ka-
rakteristicne funkcije beskonacnog prebrojivog grafa, teoreme
1.7, 1.8, 2.14, 2,15, 2.16, 2.20, 5:5,EZ,6, 3.7y 3.8, 5.9,55,10,
4.3, 4.4, 4,5, 4.6, 4.7, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7,
leme 3.1, 3.2, 4.5, 6.1, 6.2 1 6.3 mogu se smatrati osnovnim au-

torovim originalnim prilozima.

A. Torgasevu koji mi je u svim fazama izrade ovog radaiﬁ%mag




svojim savetima, idejama i kritikom.

Zahvaljujem se profesorima D. Cvetkovicu i I. Gut-
manu Sto su procitali veéinu mojih radova, koji su posluzili
kao osnova za izradu ove disertacije, 1 dali korisne primedbe

i sugestije.

Autor




1. OSNOVE SPEKTRALNE TEORIJE BESKONACNIH
PREBRGJIVIH GRAFOVA

Ovo poglavlje sadrzi u prvom odeljku neke pojmove i )
tvrdjenja iz spektralne teorije kompaktnih linearnih operatora
koji su potrebni za zasnivanje spektralne ‘teorije beskonacnih
prebrojivih grafova. Pri tome je samo manjl broj tvrdjenja
izlozen u obliku teorema a veli broj u obliku pregleda spek-
tralnih osobina kompaktnih linearnih operatora i nekih poseb-
nih klasa ovih operatora.

Osnovni pojmovi i definicije iz spektralne teorije
beskonacnih prebrojivih grafova i1 osnovne osobine spektra bes-

konaénog prebrojivog grafa izlozeni su u naredna dva odeljka.

1.1 Spektralne osobine kompaktnih linearnih operatora

Definicija 1.1 Neka je H kompleksan separabilan Hil-

bertov prostor. Operator A:H—>H zove se kompaktan linearan ope- .

rator ako je A linearan i ako je za svaki ogranicen podskup M
od H, A(M) kompaktan skup. 3

Svakl kompaktan linearan operator Jje ogranicen 1 nje-
‘gove osobline su veoma bliske osobinama linearnih operatora na
konacno-dimenzionalnim prostorima.

Spektralna teorija kompaktnih linearnih operatora
Je relativno jednostavna generalizacija teorije sopstvenih

vrednosti konacnih matrica i podseca na mnogo nacina na spek-



tralnu teoriju linearnih operatora u konacno-dimenzionalnom

sludaju. Ovo moZe da se vidi iz sledeceg pregleda nekih spek-

tralnih osobina kompaktnih linearnih operatora.

10

Skup sopstvenih vrednosti operatora A je naj-
vise prebrojiv a moze biti i prazan.

2° Ako je skup sopstvenih vrednosti operatora A
prebrojiv tada je A=0 jedina tacka nagomilavanja tog skupa.

2% gvaka spektralna vrednost A#0 je sopstvena vre-

dnost operatora A.

4° Nula je spektralna vrednost operatora A,

50 Sopstvene vrednosti razlilite od nule su ko~
nacne .geometrijske i algebarske viSestrukosti,

| Zbir algebarskih visestrukosti svih ne-nula sop-
stvenih. vrednosti kompaktnog linearnog operatora A oznadimo
sa V(A);

VaZznu klasu kompaktnih linearnih operatora cine
kompaktni samoadjungovani 1ineérni operatori. Njihov spektar
pored navedenih ima 1 sledele osobine:

10 Spektar 6(A) operatora A je realan.

2° Sopstveni vektori koji odgovaraju razliditim
sopstvenim vrednostima operatora A su ortogonalni.

30 Spektar G(A) operatora A lezi u zatvorenom in-
tervalu [m,M] realne ose, gde je

”

‘m = inf (Ax,x) , M = sup (hx,x) .
Hxi=1 ixi=1

4° 7a operator A vazi

WAl = max-@m;,lM!} = suleAx,x)l .
Wxit=

5 m i M su spektralne vrednosti operatora A.
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6° Rezidualni spektar ér(A) je prazan.

70 Algebarska videstrukost sopstvene vrednosti A#0
jednaka je njenoj geometrijskoj visestrukosti.

8° Spektar 8(A) operatora A je konadan tj.

g(a) = {Al,...,y\p;o} (A4#0)

LA

ako i samo ako je njegov rang R(A) konalne dimenzije p. Ovde
Al,...,zp mogu biti razliéite.ili ne ali njihov ukﬁpan broj Jje pe.
U zasnivanju spektralne teorije beskonacnih prebro-
jivih grafova posebno vaznu ulogu igra Jjedna uska klasa kompa-
ktnih linearnih operatora tzv. nuklearni operatori.
Ako je A kompaktan linearan operator, tada su i ope-

4y1/2

ratori Ex(adjungovani operator od A) i (a¥ kompaktni line-

AXA)l/a zZ0oVu se

arni operatori. Sopstvene vrednosti operatora (
s-brojevima operatora A i oznacavaju sa s§(j=l,2,...).

Definicija 1.2 Kompaktan linearan operator A Jje nu-

klearan ako Je

o

; S, L oo . 0O

e J

J=1

Sada Cemo navesti jednu drugu karakteristiku nukle-~
7~ : .
afnih operatora, koja dozvoljava da se za takve operatore uvede
‘pojam matrilnog traga.
Kazemo da ogranicen linearan operator A, defini-

san na H ima konacan matricni trag ako za svaki ortonormirani

bazis {e3}3°prostoramﬁ;zed
(he.,e.)
Z‘ Sl

J=1

konvergira,

Teorema l.1 ([14], str. 127) Ogranicen lineapan

‘ “in
operator A je nuklearan ako i samo ako ima konadan matricnd
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trag. Ako je A nuklearan operator, tada suma

o

> (hespe)

j=1 |
ne zavisi od izbora ortonormiranog bazisa {QJYT prostora H.
Ova suma se oznacava sa trA 1 naziva matricni trag
operatora A,
Navodiﬁ&ii jednu veoma vaznu teoremu V. B, Lidsko-

ga, koja uopstava izvesna tvrdjenja iz teorije matrica.

Teorema 1.2 ([14], str. 131) Ako Jje operator A nu-

klearan tada se njegov matricéni trag poklapa sa njegovim spek-

tralnim tragom tj.

Y(4i)

Nuklearnom operatoru A mozemo na jedinstven nacin

pridruziti jednu celu analiticku funkciju DA(R) na sledeli na-

v .

cin: ' ))(A)
(1) D,(A) = det(I-24) = r[l (-2
J=

gde su 33 ne-nula sopstvene vrednosti operatora A, Funkcija
DA(Z) zove se karakteristidéna determinanta operatora 4.

Funkcija DA(Z) dopusta razvitak u red

o0

i = a I
D,(%) = L 2
n=_0

koji je konvergentan za svako A,
Kao posledica apsolutne konvergencije proizvoda na

desnoj strani jednakosti (1) lako moze da se nadje da jJe

n —
a,=1, a,= (-1) E “il"‘“i (n=1,2,...)
. . n
117...,ln

(j_-] ,c-o,in - TaZliéitj.).
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Na kraju ovog odeljka istaknimo da ogranicen line-
aran operator definisan na separabilnom Hilbertovom proétoru
dopusta matridéno predstavljanje potpuno analogno (igz linearne
algebre poznatom) matricnom predstavljanju linearnih operato—
ra u konaéno-dimenzionalnim prostorima.

Neka je {ejyi proizvoljan.ortornonormirag,bazis u
H i neka su aij Furijeovi koeficijenti vektora Aej_u bdnosu na

bazis {ejyi ti.

(Aej,ei) = aij ,_'(i=1,2’.¢0) .
Tada Jje za svako j=l,2,...
(2) Aej = E 25585
i=1

pri Cemu Jje ispunjen uslov

(3) ) lagylfe =~ (371,2,..0)
i=1

U odnosu na ortonormiran bazis {erT ogranicenom linearnom ope-

ratoru A korespondirali smo beskonacnu matricu

—

)
8.11 812 <'5‘.15 ...*
a a aT PP

() (e = | B
: 851 852 855 cae .

L] . L4

¢iji elementi zadovoljavaju uslov (3).

Polaze¢i od matrice (4) koja odgovara ogranicenom
-linearnom operatoru A, mozZemo na jednognacan nalin rekonstru-
isati operator A, Zaista, njegove vrednosti u vektorima bazisa
€15€5y+.. odredjene su sa (2). Na osnovu linearnosti definisane

su njegove vrednosti na linealu i{e],eg,...} . No kako je

f{e1se5,...}=H, neprekidno$éu su definisane vrednosti opera-

tora na ¢itavom prostoru H.
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Ako je (aij) beskonaéna matrica koja predstavlja
nuklearan operator A tada je

trA = a.. .
Jd
=1
Sledeta teorema predstavlja tzv. matriéni krite-
rijum za utvrdjivanje nuklearnosti ogranicenog linearnog ope-

ratora.

Teorema 1.3 ([14], str. 125) Ogranilen linearan

operator A je nuklearan ako beskonadna matrica (aij) koja ga
predstavlja u odnosu na dati ortonormirani bazis {ej}i’zado—

voljava uslov

o

i,J=1
H. von Koch koji je prvi uveo pojam determinante
beskonadne matrice (tj. ogranidenog linearnog operatora) 1900.
godine u radu [18] dokazao je izmedju ostalog da su koefici-
jenti,an (n=1,2,...) karakteristicne determinante DA(Z) Jjedna~

ki zbiru svih glavnih minora reda n matrice (aij> sa znakom

-1 tj.
— - 11 E 1 | =
(5) . an - < l) Dn(ll,ooo’ln)
11<---<1n
a1lil ailig... ailin
a. . - esoe a_; .
_ )P E S| tetr tete *otn|
11<~-<1n ; . ; o ;
1nt1 lle 1ntn




1.2 Osnovni pojmovi i definicije spektralne

teorije beskonacnih prebrojivih grafova

Mnogi pojmovi i definicije iz teorije konacénih gra-
fova prenose se na beskonadéne prebrojive grafove (delimidni
graf, indukovani podgraf, put, povezan graf, izomorfni grafo-
vi, hromatski broj itd.). Neke druge pojmove kao 8to su matri-
ca susedstva grafa, spektar grafa 1 karakteristicna funkecija
grafa potrebno je definisati na neéto drugac¢iji naéin od onoga
kako se ti pojmovi definidu u teoriji konacnih grafova.

Terminologija koriscena u ovom radu oslanja se na
terminologiju koriséenu u monografiji [9]. Znalenje nekih ter-
mina ¢e ipak biti objaénjeﬁg i u ovom radu.

Najpre navodiﬁo aefinicije nekih osnovnih pojmova,

Definicija 1.3 Neka je X={x,y,...} prebrojiv skup i

U skup dvollanih podskupova od X. Uredjen par G=(X,U) naziva se
beskonadan prebrojiv graf. Elementi skupa X zovu se Cvorovi gra-
fa a elementi skupa U grane grafa. o

Definicija 1.4 Neka je X={x,y,...} prebrojiv skup i

U skup uredjenih parova elemenata iz X. Uredjen par G=(X,U) na-
ziva se beskonacan prebrojiv digraf. Elementi skupa X zovu se
vorovi a elementi skupa U orijentisane grane (kratko grane)
digrafa. ¢

U daljem tekstu beskonalan prebrojiv (di)graf Ce-
mo, kratkole radi, zvati beskonacan (di)graf ili:jedhbs%évno
samo (di)graf. Dakle, pod pojmom‘gréfa podrazumevamo ono Sto
se u mpnogim radovima iz teorijé grafova oznacava kao “neori-
jentisan gra? ez petlji i visestrukih grané”. Primetimo tako-

dje da definicija digrafa takodje ne dopudta moguénost posto-
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janja visestrukih orijentisanih grana.
Za beskonacan (di)graf G kazemo da je ¥-numerisan
111 samo numerisan ako je uspostavljena bijekcija ©:N—*X, sku-
pa N prirodnih brojeva u skup X évqrova (di)grafa G. Tada mo-
remo pisati X={x1,X2,...} i vrlo Cesto skup X identifikujemo
sa skuapom N,
B Numerisan (di)graf G moZe biti predstavljen i je~

dnom beskonac¢nom NXN matricom.

Definicija 1.5 Matrica susedstva A=A(G) beskona-

¢nog (di)grafa G, ¢iji Jje skup ¢vorova X={xl,x2,...}, Jje bes-

konacna NxN matrica (aij) pri Cemu je

gitd-2 : (xi’xj> e[}{

a. . .
iJ 0  , (Xi,xj)¢ll
i gde je a fiksirana pozitivna konstanta (0<acl). o

Na ovaj nadin jednom beskonacnom (di)grafu G moZe-
mo pridruziti razlidite matrice susedstva u zavisnosti od iz~
vrsene numeracije njégovih ¢vorova 1 u zavisnosti od konstante a.

Ponekad Jje podesno identifikovati graf G éa digra-
fom kgji ima istu matricu susedstva. NeSto opsStije: svaku neo-
rijenfisanu granu koja povezuje dva razlicdita cvora moZemo po—
smaffati i kao par orijentisanih grana suprotnih orijentacija
koje povezuju iste cvorove 1 obrnuto.

Neka je {ej}T dati ortonormirani bazis u separabil-
nomn Hilberﬁovom prostoru H. Tada matricu susedstva beskonacnog
(di)grafa G moZemo interpretirati kao ogranicen linearan opera-
tor A definisan na H na sledeéi'ﬂaéin: U vektorima bazisa ej
operator A je definisan formulom (2) odeljka 1.1 a zatim pomocdu.

linearncosti .1 neprekidnosti produZzen na citav prostor H. Ovaj
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operator zvactemo operator susedstva beskonalnog (di)grafa G.

Na osnovu teoreme 1.3 on je nuklearan, posSto je

oo o>
) la | & y ettt l 1
i,5-1 i,3-1 (i-a)

Definicija 1.6 Neka je G beskonadan numerisan (di)-

graf i A ngegov operator susedstva. Spektar 6(G) (di)grafa G
jednak jJje spektru 8(A) operatora A. ¢

Kako je operator A kompaktan linearan operator,
njegov spektar se sastoji iz niza’hl,ﬂe,... ne-nula sopstvenih
vrednosti, pri cemu se svaka od njih pojavljuje u nizu onoliko
puta kolika je njena algebarska visestrukost, i nule. Neka su
ne-nula sopstvene vrednosti poredjane u niz tako da je ispunjen
uslov 121h3122|z... . Niz 21,22,... moze biti i konadan ili pra-

zan a ako je beskonacan tada 21,~>0 kada n-ee. Dakle,

3(G) = {21,22,...;0}

Definicija 1.7 Karakteristicéna funkcija £(G,2) bes-

konaénog numerisanog (di)grafa G jednaka je karakteristidnoj

determinanti Dp()) operatora susedstva A (di)grafa G tj.
(L)

£(¢,%) = ﬂ (1-22,) = Z .o

Jednacina

(1) £(G,A)

zove se karakteristicna jednalina (di)grafa G. ‘
Ijeni koreni su tac¢no vrednosti 1/ki, gde su A, ne-
-nula sopstvene vrednosti (di)grafa G.
Jednadéina (1) ima uvek beskonacan (ili pak konacan)
. ~ . ~’ . g . - .
niz resenja %i (i=1,2,...), gde ﬂfécx>'kada 1-»ce , ako je ova]

niz beskonacan., Ctuda je
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3(G) = {1i - ,-7%-1- i=1,2,...5U {0} .

O&igledno je da spektar 6(G) (di)grafa G éavisi od
konstante a (0 <a<1l) i izvrZene numeracije njegovih &vorova.
U opStem sludaju on se menja pri prenumeraciji skupa é&vorova,

Ako je A matrica Susedstva %—nuﬁerisanog (di)grafa
G a A, matrica susedstva V-numerisanog (di)grafa G (¥#¢), tada

- postoji matrica P (permutaciona matrica) takva da je

T
A1 = P AP

gde smo sa P’ oznadili transponovanu matricu matrice P,

Za matricu P=(pij) biée

| 1y iy

{a(w WD teov (1)

Pis = | Sl

oo , JECeVTH (1)

gde je vow—lAkompozicija bijekcija € :N—»X 1 yrl:X—aN.

Lako moZze da se pokaze da je

PPT= diag(82<\€0\l’—l)(l>—2 , 82<€0\P—1><2>_4,...)

PP - diag(a2_2<€ap—10<l) , 34'2(€b¥71)<l),...}

tako da matrica P nije ortogonalna (sem u trivijalnom sludaju).
To je glavni razlog da ne vazi jednakost é(A)zé(Al),

4 -
osobina invarijatnostli spektra prli prenumeraciji skupa cvorova,
 Uprkos ovom nedostatku, postoji izvestan broj spek-
tralnih osobina grafa G koje ne zavise od konstante a 1 numera-
cije &vorova. Jedna takva osobina je konaclnost spektra grafa G.

Teorema 1.4 6[42]) Broj ne-nula sopstvenih vredno-

sti beskonacCnog grafa G ne zavisi od izbora konstante a i naci-
na obeleZavanja njegovih cvorova. o
O¢éigledno je od velikog interesa da se pronadje

§to veli broj takvih osobina.



- 19 -

Na kraju ovog odeljka dajemo definiciju jedne vaz-
ne klase beskonac¢nih grafova po oscbinama dosta bliske konacnim
grafovima.,

ﬁefiniéimo najpre u skupu ¢vorova X beskonacnog
grafa G relaciju ekvivalencije ~ na sledeé¢i nacin: c¢vorovi x
i y su ekvivalentni ako i samo ako imaju iste susede (tj. od-
govarajute kolone matrice susedstva su proporcionalne); Neka
je X/~ ={X1,X2,...} odgovarajué¢i kolidnik skup.

Definicija 1.8 Beskonalan graf G je konacnog tipa

k ako i samo ako je card(X/~)=k.

Beskonacan graf G je beskonacnog tipa ako i samo

ako j'ej‘l card(X/~)= 7\40. o

; Podskupovi Xl’XZ"" (karakteristiéni podskupovi
grafa i) imaju sledeéu osobinu: svaka dva évora iz istog pod-
‘skupa su nesusedna a svaka dva podskupa su kompletno susedna
ili kompletno nesusedna u grafu G.

Indukovani podgraf g grafa G dobijen izborom po
jednog Cvora iz svakog karakteristicnog podskupa zove se kano-
nicki graf grafa G. Ako graf G ima konacan tip k, Cesto ga ozna-
davamo sa'G=g(Xl,...,Xk).

Napomenimo da ispitivanje mnogih strukturnih oso-
bina beskonaénih grafova konacnog tipa moze biti svedeno na
ispitivanje odgovarajuc¢ih osobina njihovih kanonicékih grafova

(dakle, konacénih grafova).



1.3 Osnovne osobine spektra beskonalnog

prebrojivog grafa

U ovom odeljku posmatraéemo samo grafove i neke

njihove osnovne spektralne osobine.
Matrica susedstva A grafa G je simetricna tj. A=A,

Zbog toga je operator susedstva A grafa G samoadjungovan kom-
paktan linearan operator. Njegov spektar je realan i lezi u in-
tervalu [-llAll, lAll] (videti odeljak 1.1).
r=]|Al] je maksimalna sopstvena vrednost operatora A
1 zove se ihdeks grafé G, Sve ostale sopstvene vrednosti su po
apsolutnoj vrednosti manjg4ili jednake llAll.
- Kako matricgtgusedstva grafa G ispunjava uslov aii=O

(i=1,2,...) to je matridni trag operatora A jednak nuli tj.

oo

i=1
Na osnovu teoreme 1.2 zakljucCujemo da ne-nula sop-

stvene vrednosti grafa G zadovoljavaju uslov
V(A)

E AJ =0 .
J=1
Karakteristiéna funkcija £(G,A) grafa G ima oblik

£(G,2) = 1 + E ‘aﬁmn'
n=2
y(A)

posto je aozl a ays - E %j=0.
j=1

Teoreme koje slede opisuju Jjos neke spektralne 0so—-

bine grafova.

Teorema 1.5 Indeksu r=lAll grafa G odgovara bar Jje-

dan sopstveni vektor sa ne-negativnim koordinatama.
Y



Dokaz. Neka je x=(x1,x2,...) proizvoljan sopstveni
vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti ||All 1 za koJi je

ixi=1l., Neka je dalje x+=(|x1y,1x21,...) . Tada je uxﬂ1=l i vazi

HAlL = (Ax,x) = [.E' aijxileé .E aijlelxj' =
i,4=1 1,d=1
_ o+ + _+
= é, a;4%5Xy = (Ax ,x ) < UAL .
i,3=1

~Zakljulujemo da Je “Aﬂ=(AX+,X+), pe na osnovu Svarcove nejedna-
kosti sledi da su Ax' i x' linearno zavisni i da Je Ax+=HAHx+,

cime je dokaz zavrden.

Teorema 1.6 Indeks delimicnog grafa G, grafa G nije
vell od indeksa grafa G.

Dokaz. Neka je G, delimiéni graf grafa G a A=(a£j)
1 B=(bij) matrice susedstva grafova G 1 Gl’ respektivno. Neka
je x (uxn=1) sopstveni vektor sa nenegativnim koordinatama koji
odgovara indeksu IBl grafa G, (teorema 1.5). Kako je aij;;bij
za svako i,JjeN, to vazi

Bl = (Bx,x) ="E bijxixj é:.E 3 X Xy = (Ax,x) £ WAl .o
1,3=1 1,3=1

Neka je dalje G0 konadan ili beskonadan indukovani
podgraf beskonacnog érafa G, sa skupom Cvorova X ={x- X ,...}.
‘ o 1,774,

Tada je njegova matrica susedstva AO odgovarajuta podmatrica
. , o . o - i,-
(ai 5 ) matrice A, takva da Cvorovi od G, imaju teZine a™ 1,
) qu
a*2™+, ..., respektivno.

Neka je Hozbg{eil’eiﬁ"'eb zatvoreni lineal nad
<
vektorima bazisa €5 1€ se.n i P:H-?HO ortogonalna projekcija
‘ 1 2
prostora H na podprostor HO. Tada Je operator AO=PAP[H opera-
o

tor susedstva indukovanog podgrafa GO i spektar 5(G0) podgrafa

Go jednak je spektru 6YAO) operatora Ao'
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Sledeta teorema daje relacije izmedju spektra gra-
fa G 1 spektra njegovog indukovanog podgrafa GO.

Teorema 1.7 Neka su

AI1ZAS 7. > 05 AT £A54... 40

nizovi pozitivnih i negativnih sopstvenih vrednosti grafa G,

respektivno, 1 neka su

~

+ + - -
Nlbugz...>0; yléagé...éo

odgovaraju¢i nizovi pozitivnih i negativnih sopstvenih vredno-

sti indukovanog podgrafa Go. Tada je
+ + - - ‘
Az g 3 A LM, (n=1,2,0.4)

Dokaz. Na osnovu poznate teoreme (videti [34], str.

256) imamo da je

+ . 3 + .
A, = min »[ max (Ax,x)], G, = ®in max (on,x)}.
gﬁ”.7gwﬂeﬂ xeH hxi=4 24,0201 ERp x&Ho NXii=1
X .L"'A.,'T...,‘Z,"_q X,l_iq.)...7br~4
Posto jJe
max (Ax,x) » max (Ax,x) = max (4 x,x)
XEH, UX|=1 X£ Ho, UXUt=1 X€Mo  Nxit=1
X L4450 sYn X L4, ma S x Py Py

neposredno dobijamo da je

Lo +
3; = min max (Ax,x)] > min [ max (on,x)]= My, -
Yy g1 eH X€H, Wxit =1 Yy, et el XQBA‘\D(“=4 1
X434y Yt XLy P

Primenom sliénih tvrdjenja koja se odnose na ); i

@; mozemo pokazati da je x;:sy;.

Ovim je teorema dOkazana;::

Neka je sada G beskonacan nepovezan graf sa kompo-
nentama povezanosti Gl’G29"'v' Svaka komponenta éovezanosti Gi
grafa G je indukovani podgraf grafa G.



Teorema 1,8 Spektar beskonacnog nepovezanog grafa

G jednak Jje uniji spektara njegovih komponenti povezanosti Gi
ukljucujuéi i nulu tj.

8(6) = Ud(a ) U{o} .
1

Dokaz. Neka.je Xi={le,x32,...} skup cvorova kom-

ponente povezanosti Gi i Hi= X&%hfejz""} odgovayaguc1 zatvo-

reni lineal nad vektorima bazisa ej ,e'j

1 2
2,...) zatvoreni medjusobno ortogonalni podprostori od H i
H=H1®H2@oooo

Neka je dalje Ai odgovarajuéi operator susedstva

yo+s o Tada su Hi(i=l,

pridruzen komponenti povezanosti Gi grafa G, definisan svuda
na H..
i
Podprostor Hi je invarijantan u odnosu na operator
A t3. A(Hi)C:Hi i AlHizAi (i=1,2,000¢)0 |
Neka 2 €6(G). Tada postoji sopstveni vektor x=§;: Xy
i
(xieHi, i=1,2,...) takav da je x#0 i Ax=72x. Odavde sledi da je
Axi;axi (i=1,2,;..). Kako postoji ioéN, takvo da je xiofo, to Je

A. x. =Ax. =A%x. . Dakle ne6(G. ), Sime je dokazana inkluzija
i 7 i i, i,

Lo Jio) o}
3(G)cU 8(G,).
l -
Dokaz inkluzije (L}g(Gi))U{O}C:d(G) je oligledan.
[

Na osnovu definicije 1.7 zakljulujemo da Jje karakte-
ristic¢na funkcija beskonacnog nepovezanog gfafa G jednaka pro-
izvodu karakteristicnih funkcija njegovih komponenti povezano-
sti Gi t3. .

(1) a6, = [ e, .

1

Ako je beskonacan graf G povezan, tada njegov ope-

rator susedstva A ima osobinu-"ireducibilnosti" tj. ne postoji

koordinatni podprostor %= f{eil,eig,...}, koji je invarijantan

za A,
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SledeCa teorema opisuje neke specifilne spektralne
osobine povezanog beskonacnog grafa.

Teorema 1.9 ([39]) Indeksu r=|lAll beskona&nog pove-

zanog grafa G odgovara bar jedan sopstveni vektor sa pozitivnim
koordinatama,

Indeks r je prosta sopstvena vrednost.

Ako -r €3(G), tada je -r takodje prosta sopstvena
vrednost., O

Za jednu ocenu indeksa r beskonalnog povezanog gra-
fa G potrebna je sledeta lema. Navodimo je bez dokaza, zbog sli-
nosti sa dokazom u kohaénom sludaju ([3], str. 313).

Lema 1.1 Neka je G beskonacan povezan graf i y pro-

izvoljan pozitivan vektor u separabilnom Hilbertovom prostoru

H., Tada Jje

(Ay,e.)
i%i;i% £T £ sup 1 .
Y¥ f2ito (Tee5)

gde jednakost vazi ako i samo ako je y=cXx (x je pozitivan sop-
stveni vektor koji odgovara indeksu r grafa G). O

Neposredno iz ove leme stavljajuli y=(1,a,a2,...)
dobijamo sledeéi rezultat.

Teorema 1.10 Ako je G beskonacan povezan graf, tada

Jje
5 Z"" > Z 2 \,.2(i-1)



2. RELACIJE IZMEDJU SPEKTRALNIH I STRUKTURNIH

OSOBINA BESKONACNIH PREBROJIVIH GRAFOVA

Spektri beskonacnih prebrojivih grafova mogu da
posluze kao korisno sredstvo u analizi razlicditih problema sa
grafovima., Dva osnovna pitanja koja se mogu postaviti u vezi
sa spektralnom metodom su sledeca:

(i) Kako se strukturne osobine grafa odrazavaju u
spektru grafa? ‘

(ii) Koji se strukturni detalji grafé mogu odre-
diti pomoéu spektra grafa i na koji naéin? .

Ovo poglavlje posveleno je prOblémima koji su u
vezl sa gore postavljenim pitanjima. Oplsane su neke relacije
izmedju spektra i strukture beskonacnih prebrojivih grafova,

pri ¢emu mnogi od dobijenih rezultata predstavljaju generali-

zaclje poznatih teorema iz spektralne teorije konacénih grafova.

Iﬁ’

.

2.1 Neke relacije izmedju spektralnih 1

strukturnih osobina digrafova

Koeficijenti karakteristicéne funkcije f£(G,A) bes-
konacnog digrafa G mogu biti odredjeni iz njegove strukture,

kap &to pokazuje sledeta teorema.

[ &)
Teorema 2.1 Ako je f(G,))=g;%anln (a0=1) karakte-
risticna funkcija beskonacnog digrafa G, tada Je
(1) s, = > CDPPIM@ (ne1,2,..0)

n -
Leg
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gde je Xn skup svih linearnih orijentisanih podgrafova I od G
sa tadno n &vorova; p(L) oznadava broj komponenti povezanosti

od L a[W(L) oznacava proizvod tezina svih grana koje pripadaju

v . . _i+j-2
L (teZina grane (Xi’xj> je a; ;=a ).

Dokaz. Skup Xﬁ‘moiemo predstaviti na sledeé¢i nadin:

Xn =" U ,_FX(il,".’in)
114~-<1ﬁ

gde je X(il,...,in) skup svih linearnih orijentisanih podgra-
fova digrafa G sa skupom &vorova {x; yeeeyx; }.
iq i,
Kao $to je poznato koeficijenat a, jednak je zbiru

fal

svih glavnih minora reda n matrice susedstva A digrafa G sa zna-
kom (-1)" tj.
- (- n . .
a = (-1) E Dn(ll,...,ln)

L 2]

i€ 4i
(videti formule (5) odeljka 1.1).

Izmedju skupa svih ovih minora i skupa svih induko-

vanih podgrafova digrafa G sa tadno n &vorova postoji bijekcija.

U skladu sa Leibniz-ovom definicijom determinante

np (s Ly - +1(P)
() Vi) -é:(—l)n* STPIRRELE

pri cemu se sumiranje vr3i nad svim permutaciljama
/ ili2..‘in )
L ]

an

P =

Ovde I(P) oznalava parnost permutacije F. Ilzraz

> : oooa' 3
i i
_ 191 ndn
sume (2) je razlicit od nule ako 1 samo ako su grane <Xi ,Xj )
, 1 1.
,¥X. ) sadrzane u digrafu G. Permutacija P moze bitli pred-
stavljena kao proizvod

(-1,

[
SO =
ES

-oo,(}ki
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P = (iljl...)(...)...(...)
disjunktnih cikli,

Oc¢igledno, ako je SP#O onda svakoj cikli od P pd-
govara orijentisana kontura (kratko, kontura) u G; otuda per-
mutaciji P odgovara linearan orijentisan podgraf L éf(il,...,in).
Obrnuto: svakom linearnom orijentisanom podgrafu L éx(il’i%”in>
odgovara permutacija P i izraz SP=1T1(L), gde znak zavisi jedi-
no od broja e(L) parnih kontura (tj. kontura parne duZine) me-

dju svim konturama od L:

s, = (™M)

P
Oéigledno je
n+e(L) = p(L) (mod 2)

odakle je

SEPL WETNINEIOE o N PP

LeR(dqyeaiy)

Sumiranjem po svim glavnim minorima konaCno dobijamo da (1) va-
zi, ¢ime je teorema dokazana. nd

Teorema 2.1 moze se smatrati osnovnom teoremom spek-
tralne teorije beskonacnih digrafova i predstavlja neposrednu
generalizéciju odgovarajucte teoreme za konaéne digrafove (19],
str. 32).

Obrnuti problem prepoznavanja strukturnih osobina
digrafa G iz vrednosti koeficijenata a, je mnogo tezi. Pre ne-
go sto formulisemo neke teoreme, navodimo nekoliko prostih ci-
njenica.

1. Suma tezina svih orijentisanih petlji jednaka je
velicéini —3y.
2. Ako je G digraf bez petlji, tada nijedan par nje-

rovih ¢vorova nije spojen sa dve grane suprotnih orijentacija
, dJ 2 I J
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ako 1 samo ako Jje a2=O. Ova ¢injenica moZe biti lako proverena
posmatranjem svih glavnih wminora drugoga reda matrice susedstva.
%. Dobro Jje poznato da je ij-ti ¢lan od Ak jednak sumi
tezina svih puteya u G duzine k koJi spajaju Cvorove X5 i Xj
(te?ina puta u G jednaké je proizvodu tezina svih grana koje
formiraju ovaj put). Otuda je suma teZina t, svih zatvorenih
puteva duzine k jednaka tragu od Ak. KoriS¢enjem osnovne teo-

reme 0 spektralnom preslikavanju mogu se izralunati sopstvene

vrednosti operatora Ak; dobijamo da Je

6, = trAS = > zla? (k=1,2,...) .

= Sada navodimo neke teoreme koje se odnose na struk-
furu kontura beskonacnog digrafa. DuZina g(G) najkrace konture
g digrafu G (ako takva kontura postoji) zove se struk digrafa
G. Ako G nema kontura, tada‘je'g(G)=+u>.

Teorema 2,2 Neka je G beskonalan digraf sa karakte-

ristidnom funkcijom f(G,%)sz:anAn i neka je g=g(G) struk di-
grafa G. Ako Jje n £2g, tadangg -8, jednéko sumi tezina svih ko-
ntura dufine n sadrianih u G. Struk g digrafa G jednak je ﬁaj—
manjem indeksu n za koji je an%O.

Dokaz. OCigledno, svaki linearni orijentisani pod-

graf L od G sa manje od 2g Cvorova je kontura. Na osnovu teore-

me 2.1 dobijamo

en =2 GUOPIN@ -~ > NE) ez .o
Léfn CACG
Dalje, za vproizvoljan ceé broj d >1 i digraf G,
d-struk gd(G) je po definiciji duZina najkrate konture medju
kbnturama éijé_dﬁiina nije deljivawéa d. Ako ﬁerpostoje takve

konture, tada je g3(G)=+e-o.
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Teorema 2.3 Neka je G beskonacan digraf sa karakte-
ristiénom funkcijom f(G,%)=§z;an7P i gd(G)=gd. Neka je dalje
n<gtgg-l 1 nZ0 (mod d). Tada je -a_ jednako sumi tezina svih
kontura duZine n sadrzanih u G. d-struk g4 digrafa G jednak Jje
najmenjem indeksu n koji nije deljiv sa d 1 za koji je an#O.

Dokaz. Neka je n«<g+gy-1 1 nZ0 (mod d4), Tada je
svaki linearni orijentisani podgraf L od G sa n ¢vorova kon-
turé. Iz teoreme 2.1 dobijamo

-5 - 1>P<”>H<L> - > NEY
Lei CncG

gto kompletira dokaz teoreme. O

Posledica 2.3%.1 Duzina o najkraCe neparne konture
u G jednaka Jje indeksu prvog ne—hula koeficijenta medju a],aB,
a5,...; suma tezina najkraé¢ih neparnih kontura jednaka je -a_ .0O
Na osnovu ove posledice lako se moZe dokazati sle-

deca teorema.

Teorema 2.4 Beskonacan digraf G nema neparnih kon-

tura ako 1 samo ako je njegov spektar, posmatran kao skup ta-
¢aka u ‘kompleksnoj ravni, simetrican u odnosu na nulu.

Dokaz. Ako G nema neparnih kontura, tada je vrema
posledici 2.3.1, ay=az=. ..=0 i karakteristidna funkcija digra-
fa G ima sledecCi oblik

£(G,2) = 1+ 2,2 + a,n + e .
5 |

Dakle, spektar 6(G) je O-simetridan.

| Obrnuto, ako je spektar digrafa G C-simetridan, ta-
da je f(G,A) parna funkcija tj. £{G,-N)=f(G,A). Podto je f(G,n)
cela analiticka funkcija, tada su svifkoeficijenti neparnog re-

da aw,aB,... jednaki nuli i digraf G nema neparnih kontura.no
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2.2 Neke relacije izmedju spektralnih

1 strukturnih osobina grafova

'Ako digraf H ima simetricnu matricu susedstva A, ta-
da matrica A moZe biti shvacena i kao matrica susedstva grafa G,
Na taj nacin mi moZemo primeniti rezultate iz odeljka 2.1 na
grafove. Ali sada zahvaljujuéi simetriénosti matrice susedstva,
imamo neke dalje rezultate. | |

Teorema 2.1 za grafove ima specijalan oblik,

Osnovna figura U grafa G je svaki konacan grafvéi—
je sve komponente povezanosti su kompletni grafovi K2 ili/i kon-
ture C, (k 23). Néka je p(U) broj komponenti povezanosti a c¢(U)

broj kontura sadrZanih u U i neka je
U
M = [] )T
ueE(U)
gde je E(U) skup svih grana od U, w(u) je teZina grane u a
| 1l ako je u sadrzana u konturi od U
(u,U) =

2 u suprotnom siucaju.

Teorema 2.5 Neka je f(G,%)=1+E::anmn karakteristi-
' n=2
¢na funkcije, beskonacnog grafa G. Tada je

W a2y PP 2w (=230,
. i, |

gde je’u,I~ skup svih osnovnih figura sa taénd n cvorova. o
i
Neka je dalje bk suma tezins svih osnovnih figura
koje se sastoje od tacno k nezavisnih grana grafa G tj.
v | " .
¢ [
= W Uu. .
b=y [ wa,))
(ulf‘“uk) j=1
Ako je graf G Zuma, tada sve osnovne figure U koje

su kao delimiéni podgrafovi sadrZane u G imaju osobinu c(U)=C.
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Prema tome, svaka osnovna figura U sume G odgovara jednom iz-
boru grafova K2 koji su kao podgrafovi sadrzani u G tj. Jjednom

izboru nezavisnih grana u G. Na osnovu toga zakljulujemo da Je

Usy 1%, Pa je ay, =0 (k=1,2,...) a

k
@ ey =y PPN = ) CDF]] (ww? -

UﬂL (uP“"uk}a j=1

~

-DE b (k=1,2,0..) .

k

Dakle, karakteristié¢na funkcija 3ume G ime sledeci oblik
(%) £(G,2) = 1 + E é—l)k b, A2E

Dokazimo da (3) ne vaZzi ako G nije Suma. Neka G sa-
drzi konture i neka je ng velic¢ina najmanje konture u G. Tada

koeficijenat karakteristidne funkcije uz AP® glasi

(-1)Pe/2 b /2 - 2% Tlic, ), n, - parno

€ <G %o
a_ .= By
Iy
-2 E [T(C ) n - neparno .
C G
Iy
U oba slucaja (3) ne vazi. ”

.

Ovim je dokazana sledela u spektralnoj teoriji sta-

bala veoma vazna teorema,

Teorema 2.6 Karakteristicna funkcija beskonacnog

grafa G ima oblik (3) ako i samo ako je graf G Suma. O

Koristecti relacije \7) ode73ka 1.1 i relacije (9)
ovog odeljka moZemo izracunati koeficijente karakteristicnih
funkecija nekih prostih beskonadnih grafova,

rimer 2.1 Ako je G=K_ kompletan beskonacan graf,

tada jJe
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> n(n-1)
£(Gy2) = 1 - (n-1) & Al

Primer 2.2 Ako je G=P.. beskonadan jednostrani put

o- O — o
1 2 5 4
tada je a,_ =0 (n=l,2,f..) i
st 2n(2n-1) s
£(G,2) = 1 + Z (-1 34 TR AR e
(l—a ).o-(l-a )

n=1

Sada Cemo posmatrati problem odredjivanja struka
grafa. Kao kod digrafova, duZina g(G) najkraée konture grafa G
(ako takva kontura postoji) zove se struk grafa G. Mi izostav-
ljamo dokaz slédéée tedreée, S obziromvna slicénost sa dokazom
odgovarajute teoreme za konadne grafove ( [35]).

Teorema 2.7 Neka je G beskonacan graf sa karakte-

ristiénom funkcijom f(G,?\)=l+Zan7\n i neka je b, suma teZina
n=2
svih osnovnih figura koje se sastoje od tacno k nezavisnih gra-

na, Neka je dalje
{&n Za Nneparno n
k -
a, - (-1)" b, za n=2k .

~

Tada je g(G) jednak indeksu prvog ne-nula broja medju 31,52,..2
a suma terina svih kontura duZine g(G) jednaka je '%?gg(G)"j

Posledica 2.%.1 moze biti preformulisana za grafove.

Tako dobijamo sledetu teoremu.

Teorema 2.8 Neka Jje G beskonadan graf sa karakteri-

. L. - n .. : ,
sticnom funkcijom f(G,%)=l+§ an% . Duzina f najkrace neparne
n:2 ) .
konture u grafu G Jjednaka Jje prvom ne-nula koeficijentu med;ju
31’35’a5’”" . Suma tezina najkracih neparnih kontura jednaka

Jje —%ar .0



- 33 -

Neposredna posledica ove teoreme je sledeCa teorema,

Teorema 2.9 Beskonadan graf G koji sadrzi bar jednu

granu je bipartitan ako 1 samo ako je njegov spektar, posmatran
kao skup tacaka realne ose, simetrican u odnosu na nulu.n
Sledeti stav daje karakterizaciju povezanih bipar—

titnih grafova.

Teorema 2.10 Beskonacan povezan graf G sa najvelom

sopstvenom vrednosSéu r Jje bipartitan ako i samo ako je -r sop-
stvena vrednost grafa G.

Dokaz. S obzirom na prethodnu teoremu, dovoljno je
dokazati da je svaki graf G sa -r €6(G) bipartitan.

Neka je -T €6(G). Tada je Ay=-ry, gde je y=(yl,y2,.”)
odgovarajucti sopsg;eni vektor sa realnim koordinatama. Ako sta-

vimo da Jje y+=(1ylL,ry21,...) tada je

Z‘C' = I(AyQY>’ = (Ay+9y+> £ T,

te sledi da je Ay+=ry+ ti. y+é‘r(A-ZI). Iz oligledne jednakosti

oo

+ + .
2:: 85475 = Ay 5 (i=1,2,..4)
Jj=1

mozemo dokazati da je y;:>0 za svako j=1,2,... . Zaista, ako jJe
No={i]yi=0} tada iz poslednje jednakosti dobijamo

E:: a..y. =0 (ieN) .

i3v3 o

3 v

jén
Odavde sledi da Je aij=0 (ieNO,jéNo), te Jje matrica susedstva A
grafa G reducibilna, Sto Jje suprotno pretpostavcl teoreme o po;
vezanosti grafa G. Dakle, y{ﬁﬁ za svako j=1,2,... « Kako su pod-

prostori S (A+rI) i S(A-rI) medjusobno ortogonalni dobijamo da je

oo oo

+ + - 2 _
(vo7") =Y w51 =3  (senyydys =0,
. =1 i=1

odakle sledi da sve koordinate vektora y nisu istoga znaka.
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Neka je D=diag(sgnyl,sgny2,...) beskonacna dijago-
nalna matrica. Slino kao za konadne matrice ([12], str. 358)
moze se proveriti jednakost
(4) A = - DAD .,
Permutacijom odgovarajutih vrsta i kolona matrica A
i D, dobijamo da D ima sledeCi kvazidijagonalni oblik

I 0
(5) D= 1 .
0 - I2

gde su 'I.1 i 12 jediniCne matrice. Pisuéi A kao blok matricu u

skladu sa (5)

All Al2

A1 A2,

A =

o

-

mozemo zameniti (4) sledelim sistemom:

Ajy = =Ry Ajp = Aoy Ay = Ay, Ay = -AS,

Odavde je A,.=0, A,,=0, te zakljucujemo da je graf

11 22
G bipartitan., Ovim je teorema dokazana, O

Teorema 2,11 Ako indeks r beskonacnog grafa G ima

multiplicitet p, 1 ako postoji pozitivan sopstveni vektor koji
mu odgovara, tada G ima tacno p komponenti povezanosti.

Dokaz. Matrica susedstva beskonacnog nepovezanog

grafa G ima oblik

() A =

e O O >
ess O e (@]
s e > O O

L. J

Neka je z pozitivan sopstveni vektor koji odgovara indeksu r
grafa G. U skladu sa (©6) vektor z mozemo predstaviti u obliku

z=(z1,22,...), odakle koristecéi jednakost Az=rz dobijamo
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,;

AiZ‘ = I‘Zl (i=l,2,.uo) .

Posto Jje Ai operator susedstva povezanog grafa Gi’ na osnovu
teorema 1.8 i 1.9 zakljucujemo da G ima tadno p komponenti po-
vezanosti. O

Rezultat koji sledi je neposredna posledica teorema
1.9 i 2.11. ’ .

Teorema 2.12 Beskonadan graf G je povezan ako i sa-

mo ako je njegov indeks prosta sopstvena vrednost sa odgovara-
juéim pozitivnim sopstvenim vektorom. o

Neka su Xl’X2"" karakteristic¢ni podskupovi besko-
nacnog grafa G i neka su njegovi ¢vorovi numerisani tako da je
Xl={xi:,xi;,...}, X2={xi%,xi§,...},... . Neka je dalje Np:{ig,
iz,...} (p=1,24¢0.) @ °5 zbir kvadrata teiina &vorova skupa Xp
tJ.

cy =;§:: ag(i;—l) (p=1,24¢¢.) .
itéNp

Na kraju ovog odeljka navodimo Jjednu spektralnu ka-

rakterizaciju beskonacnih grafova konacnog tipa.

Teorema 2.13 ( [40]) Beskonadan graf G je konadnog

tipa ako i samo ako ima konalan spektar. Ako je G=g (X yeeeyXy ),

tada su ne-nula sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednadinom

- A RS N o
£(a) = aet(bij "o Sij) =0,

gde je Bz[bij] O-1 matrica susedstva kanonickog grafa g a é;j
Kronekerov S-simbol.
Broj n(G) ne-nula sopstvenih vrednosti grafa G je-

dnak je broju n(g) ne-nula scpstvenih vrednosti kanonidkog gra-

fa g. 3 -



2.5 Spektralna karakterizacija kompletnih

multipartitnih grafova

U ovom odeljku proucavamo spektar beskonaénih kom-
pletnih multipartitnih grafova i dajemo Jjednu spektralnu ka-
rakterizaciju takvih grafova.

Beskonacan graf G zovemo kompletan multipartitan
graf ako su svaka dva karakteristidéna podskupa Xi i Xj (i#3)
kompletno susedna u grafu G.

Kompletan multipartitan graf G koji ima tacéno k ka-
rakteristicnih podskupova X, ,...,X oznadiéemo sa K .

- 1 k Xl,.'.,Xk
Kompletan multipartitan graf G koji ima beskonacno mnogo kara-
kteristicnih podskupova X, ,X5ys.. oznadiéemo sa K - .
l 2 Xl’x2,l.0

Ako su Cvorovi kompletrog multipartitnog grafa G
numerisani takO da je Xl'_‘ {Xi11 ,Xi;- T '} 5 X2= {Xi?; ,Xi%_ g0 .} 9300
tada u permutovanom bazisu {ei:,eia,...}k){eiz,eié,...ﬁtj...

separabilnog Hilbertovog prostora H matrica susedstva A grafa

G ima oblik

0 A12 AlB'n"
- Ay O A, ... | .
(1) A= o =2 .
Aﬁl A52 0 s e
gde Jje
Pai§+14—2 Jir+it-2
. . (p=1,2 ;
A =] ih+it-2 _a%+i%-2 (p=1,2,.005
pq a . 4 Va . e 0 q=p+l,p+2,oot>
E : ]
aA'-:AT.
ap” "pgq

Neka je N ={i},ij,...} (k=1,2,...) 1



]
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K
(2) ¢y = E a2ig -2 (k=1,2,...) .
K
l%éNk

Sledece dve teoreme opisuju spektar kompletnih
multipartitnih grafova. Najpre posmatramo slucaj kada takav
graf ima beskonaclno mnogo karakteristiénih podskupova.

Teorema 2.14 Neka je G=K kompletan multi-

Xl’X2,. LN J
partitan graf sa beskonacno mnogo karakteristiénih podskupova.

Tada je njegov spektar beskonacan i vazi sledece:

a) Ako je G#Kes (tj. ako svi X; nisu jednoClani sku-
povi) tada je A=0 njegova sopstvena vrednost. Ako je G=Keo , ta-
da A=0 nije sopstvena vrednost grafa G; |
b) 2=—ci(i=l,2,...) je sopstvena vrednost grafa G ako
i samo ako se broj c; javlja u nizu SELPTERY p-puta (p>1) i
tada je njena visSestrukost p-1;

c) Postoji tadéno jedna pozitivna sopstvena vrednoét
grafa G. Sve sopstvene vrednosti razlicite od O 1 -Cs (i=1,2,...)

su proste i odredjene jednacinom

= c
(3) £(2) =Z 7\+1; =i .
: k=1

Dokaz, Neka je A proizvcljna sopstvena vrednost gra-

. . T . s .
fa G=K y 1 x=(xl,x2,...) #0 odgovarajuéi sopstveni vektor.

Xl""’ k
Tada iz Jjednakosti Ax=Ax imamo

O

(L{.) Z aijxj = nxi (lzl,g’.-o> e
3=1 I

ked na levoc]j strani jednakosti (4) je apsolutno konvergentan
(sledi iz nejednakosti Caychv-Schwarz-a). Na osnovu toga i &i-
njenice da matrica susedstva grafa G ima oblik (1), Jjednakosti

(4) mogu biti napisane u obliku



A -K-4 K44
E ig-2 E i =2 E i
(5) a % Xeatoesodt Aa_L?' Xik_4+ a % 2X \(+4+o.¢ =
1g,

. K1 L LKk
1g €Ny 1g €Ny 1 1g €Ny 4

= ——2——- X.P (1P€Nk, k=l,2,.oo) .

Razmotrimo najpre slucaj A=C, Iz sistema jednakosti

(5) dobijamo uslov

oo

Eb Yy = Yk (kzl,g,ooo) 3

y=1

Y il
gde je Y, = E ali-zxii (v=1,2,...). Kako je red E::YV konver—
ik €Ny | y=1

gentan, sledi da je Y1=Y2=..;=O ti.

T .y
E 1
ai‘xi\é\'= C <v=1’2,ooo) .

e,

Ako sa dy oznaéimo‘kardinalni broj skuva X, tada za d,=1 sledi

da je‘xiv=0 a za dy>1 sledi da je vektor x”=zg:: Xiv €4y ortogo-

o o, i e, t Ot

nalan na vektor a =j£:: 1ela, gde xY,a" eHy= g{ely,e v,...}. U
iq €Ny

poslednjem sluaju vektori ¥’ formiraju odgovarajuCi zatvoreni

hiperpodprostor H; proétora Hy. Odavde sledl da je, osim u slu-
daju kada je d,=1 (V=1,2,...) tj. kada je G kompletan graf Ko,
A=0 sopstvena vrednost grafa G a odgovafajuéi sopstveni podpro-
stor je HiC)H'C)... . Dakle, A=0 moZe biti kako konacne tako i
beskonaéne visSestrukosti, Sto zavisi od strukture grafa G.

Neka je sada A#0. 1z jednakosti‘(S) lako nalazimo
da je |

- K - K
= at? My, (iXel

ll‘ 3 k=l,ﬁ’2,...)

XiR 3
1p k

i sistem Jjednakosti (5) svodi se na sledeli sistem Jjednakosti

: %+Ck
(6) E Ty y "‘—“TK:"XK (k=1,2,...) .
y=1 a a -1

Kako je x#0 to bar jedan od Xiﬁ’xiﬁ"" mora biti
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razlic¢it oG nule. Neka je xiifo. Iz jednakosti (6) nalazimo da

Je KA
(?7) (A+e dxiw = al‘—14(7\+cl)xiq (k=2,3,v00) W

1
Sada moZemo da zakljuéimo da A=-c, (k=1,2,...) ni-
Jje sopstvena vrednost grafa G ako se ¢, pojavljuje u nizu (2)
taCno jedanput.
 Ako se ¢, U nizu (2) pojavljuje p-puta.(p>1), tada
Jje %=—ck sopstvena vrednost grafa G visestrukosti p-1. Ako je,
na primer, cl=02=05, tada je vektor x (gde su Xi% 1 Xi3 proiz-
voljni, xiq=xi§=...=0 a x;4 odredjen iz (6)) sopstveni vektor
1 1 )
koji odgovara sopstvenoj vrednosti ﬂ=—cl.
Napomenimo da niz (2) ne sadrZi beskonadno mnogo
jednakih clanova Cy jer Jje svako ck:>o i ‘
= _ N Leie2 |1 .
2 o2 s
k=1 -i=1
Za Af-cy (k=1,2,...) iz jednakosti (7) dobijamo

.y <4

ij-1i

at 4(7\+cl)

X.y = X
iy A+cy, i3

(Y=2,3,000) &

Zamenomw X,y (¥=2,%,...) u prvoj jednakosti iz (6) dobijamo da

4 ; .
ne-nula sopstvene'vrednosti grafa G razlicite od -Cy (k=1,2,4..)
zadovoljavaju jednadinu (3). Kako su odgovarajuéi sopstveni vek-

tori jedinstveno odredjenli ove sopstvene vrednosti su proste.

Lzko se moze videti i obrnuto tj. ako je A proizvo-

l1jan koren jednaline (3) tada je A prosta sopstvena vrednost

~

grafa G,
Neka su svi medjusobno razlic¢iti ¢élanovi niza (2)
- poredjani u opadajucem poretku u niz Ci 9C5 seeo 1 neka je
1 2

—»:(‘—' . — . =
Iy=( Cy, 0 Clw4) (v=1,24004).



Moze se pokazati da je moguce diferencirati funkci-
onalni red na levoj strani jedhakosti (3) ¢lan po &lan u svakom
intervalu (- oo, ~cy ), Iy(V=1,2,...), (0,) i dobija se da je u

svim tim intervallma

’7\+c

£(n) __Z———_?w .

Odavde zakljulujemo da je fnﬁkcija f(2) strogo monotono opada-
juca u svim tim intervalima.

Takodje se moZe pokazati da je za ¥V=1,2,...

lim f(A) = ~eo, lim f{(A) = +eoe i lim £(A) =
A —Cy - O A>—~Cy,+0 ‘ N> koo

Na osnovu ovoga zakljudujemo da jednacina (3) ima
tadno jedan koren u intervalima I, (¥V=1,2,...) i (0,+°2),

Ovim Je teorema dokazana, O

Sada cemo posmatrativsluéaj kada G ima konaéno mno-
go karakteristicénih podskupova.

Teorema 2.15 Neka je G=K X kompletan multipar-

X e & 0
B k
titan graf sa konacdno mnogo karakteristicnih podskupova, Tada je

a) A=0 sopstvena vrednost grafa G;
B) ﬁ=-c (1= l,...,k)«ge sopstvena VreanSu grafa G ako
1 samo ako se brog Cs pogavlauae u nizu ci,...,ck p-puta (1<pgk)
i tada Jje njena vigestrukost jednaka p-1;
¢) G ima taéno k ne-nula sopstvenih vrednosti, od kojih
je taéno jedna pozitivna. Sopstvene vrednosti razlicite od O i
~¢. (i=1l,...,k) su pfoste i odredjene su jednalinom

1
O )
7 _ 4 _
£ = zz: A+C. =1 .

i=1

Dokaz. Graf G=k.. -~ Je konacnog tipa k & nje-
m—————— A.-‘,cco,.u;L -

gov kanonicki graf g Je komnloran craf sa taéno k cvorova. Fo-



§to g ima tadno k ne-nula sopstvenih vrednosti (uzimajuéi u ob-
zir njihov multiplicitet, takodje), na osnovu teoreme 2,13 za-
kljuCujemo da graf G ima takodje tacno k ne-nula sopstvenih
vrednosti.

Posto je spektar kompaktnog samoadjungovanog opera-
tora A konadan ako i samo ako njegov rang R(A) je konadne di- ,-
menzije, zakljucujemo da je A=0 sopstvena vrednost grafa G, )

Preostali deo teoreme 2.15 moze se dokazati na isti
nacin kaoc odgovarajuéi deo teoreme 2.14. D

Sledec¢i rezultat daje jednu spektralnu karakteriza-
ciju beskonacnih kompletnih multipartitnih grafova.

Teorema 2.16 Beskonacan graf G ima tacno jednu po-

zitivnu sopstvenu vrednost ako 1 samo ako njegovi neizolovani
¢vorovi formiraju kompletan multivartitan graf.

Dokaz. Zahvaljujuéi teoremi 1.8 i &injenici da je
A=0 jedina sopstvena vrednost grafa bez grana, ne umanjujuci
op3tost dokaza moremo pretpostaviti da graf G nema izolovane
¢vorove,

Na osnovu teorema 2.14 i 2.15 zakljucCujemo da kom-
vletan multipartitan gfaf G ima tacno jednu pozitivnu sopstvend
vrednost.

Obrnuto, pretvostavimo da G nije kompletan multi-
partitan graf. Tada postoje neéusedni ¢vorovi ¥ i y iz razlidi-

tih karakteristicnih podskupova 1 postoji <vor z koii je, na

. 7 ' 4
primer, susedan ¢voru y a nije susedan cvoru x. Dakle, graf G
sadrzi indukovani podgraf prikazan nz slici 2.1(a). Posdto x ni-
je izolovani ¢vor u G, graf G sédréi najmanje jedan graf (b),
(¢),(d) sa slike 2.1 kao indukovani podgraf. MoZe biti pokazano

- - -1
a9 l,ak l’ég 1

. .. . i-1 . .
da sa proizvol;nim teZinama (a , ) ovi grafovi



o O- —) o- o
o O (o2 O o-
Yy Z

(a) (b) (¢) (a)

Sl. 2.1

imaju tacno dve pozitivne SOpstveneivreanSti. Na osnovu teo-
reme 1.7 zakljucujemo da i graf G ida najmanje dve pozitivne
sopstvene vrednosti, sto je nemoguéé.

Ovim je dokaz teoreme zavrien. O

Teorema 2.17 Indeks r kompletnog k-partitnog grafa

K

B

X e zadovoljava nejednakost

l’...’ k
k-1, 1

T £ X Z:;é .

Jednakost u ovoj nejednakosti vazi ako je Cy=eee=Cype

Dokaz. 1z teoreme 2.15 cledil da Jje indeks r grafa

KXl";'XP jedini pozitivni koren pol?noma
°i
o(A) = (1- ) s [ ]asey)
i=1 Ti=1
koji je prost (teorem@.1.9). Zbog tega Jje za A7ZO0
(8) _ p(M) >0 & Aazr .
X 2 55 1
Posto je 2. ¢c. = E::a““"é=-—§, posmatrajmo za 2>0
i=1 1 p=1 1-a
izraz '
k
i
i=1 +

Fretpostavimo za trenutak da c¢. mogu uzimatl pozitivne realne
. L
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vrednosti. Tada (9) dostiZe svoju maksimalnu vrednost kada su

svi c. jednaki. Zaista, ako je c;#c. onda stavljajuéi cg=c%=

<

=m%(ci+cj) a ostavljajuéi sve druge vrednosti nepromenjene iz-

raz (9) se povecCava. Otuda je

k k
p(A) % EZ: fq (A+cs) .

- k(l—a ) i=l

k-1 _ 1

Posebno za A= =" dobijamo p(A)>2 O. Na osnovu (8) zaklju-

S .2

1-a
Cujemo da vazi nejednakost
r < k;l 1 s
- 1-a

cime Jje teorema dokazana. g -
Na kraju ovog odeljka pokazacemo kako se hromatski

s

broj beskonacnog grafa moZe oceniti na osnovu indeksa grafa. Na-
ime, dobicemo Jjednu donju granicu hromatskog broja grafa.

Teorema 2.18 Ako je G beskonacan graf, r njegov in-

deks a X(G) hromatski broj tada vaZi nejednakost

(10) *(G) 7 —“~—;*“§— .
‘ 1-r(1-a%)

Dokaz. Ako je x(G)=k, tada skup ¢évorova grafa G mo-
ze biti podeljen na k nepraznih podskupova Xl""’Xk’ tako da
podgraf indukovan svakim od ovih podskupova ne sadr¥i grane.

Dodavanjem novih grana grafu G mozemo dobiti kompletan k-parti-

tan graf hr X Na osnovu teoreme 1.6 indeks r grafa G nije
10 kK ‘
veti od 1ndeksa grafa Ky + « Na osnovu teoreme 2.17 imamo
L e s
da je
k-1 1
TSI TTE
1-a

odakle se neposredno dobija nejednakost (10). OO



2.4 Neki redukcioni postupci za izracunavanje

karakteristiine funkcije beskonaclnog grafa

U ovom odeljku dobijene su neke relacije kojima je
karakteristicna funkcija beskonacnog grafa izrazena pomocu ka—
rakteristic¢nih funkcija nekih njegovih indukovanih podgrafova.

‘Teorema 2.19 Neka su u beskonacnom grafu G ¢vorovi

iv. s jeni ano . Tada je
V. g Spojeni granom e J

(1) £(6,2) = £(G-e__,2) - a2(rrs-2) 52 £(G-v v ,2) -

- 2> [ A0 eigeg,n)
c

-
gde se sumiranje vrsi po svim konturama grafa G koje sadrze

granu e, ; n(C) oznacCava broj Cvorova konture C a f](g) njenu
tezinu.

Dokaz. Ideja dokaza je ista kao za konacne grafove
([56]). S obzirom na apsolutnu konvergenciju odegovarajuleg reda,

karakteristicna funkcija beskonacnog srafa G moZe biti napisana

u sledeéem obliku

(2 tle,m = » (1P 220 gy W)
' UeU(G) .

\
-S> wy AU
UeU(G)
gde je UW(G) skup svih osnovnih figura grafa G (prazan graf je
takodje ukljuéen u osnovne figure sa p{¥)=c(¢)=C, [1(g)=1) a n(U)

je broj c¢vorova osnovne figure U.

S obzirom na (2), relacija (1) se moZe napisati u

sledecem obliku
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(3) Sowm ™D o ST o a2
UeU(G) UG-U(G-erS)

_ S G2(x+8-2) ey An(U)+2 _
U€U(G—vr-vs)

-2 2 > ‘ ﬂ(C) w(U) “H(U)-FH(C)’ .
C UU(G-C) )

Izmedju svih osnovnih figura na levoj strani jedna-
kosti (3) i svih osnovnih figura u JjednoJ od suma na desnoj stra-
ni jednakosti (%) postoji bijekcija. Naime, svakoj osnovnoj fi-
guri U €Y(G) odgovara osnovna figura U'iz G-ers, G—vr—vS ili G-C
na sledeéi nacin: |

1° Ako e ¢ U, tada je U'= U,

2% Ako e.s €K, CU, tada je U‘::U—K2 (kao podgraf od

2
G-v_-v_).
r S
2% Ako e  €CCU, tada je U'= U-C (kao podgraf od G-C).

Doprinos osnovne figure U € U(G) koeficijentu uz an(U)

na levo]j strani ;jednakosti (3) jednak je doorinosu odgovarajuée

%n(U)

figure U'koeficijentu uz na desnoj strani jednakosti (3).

Zaista, .
1° iko je U'=U, tada je w(U)= w(U).
2° Ako je U'=U-K,, tada je

g2(rrs=2) gty o 4R(r¥s-2) (_1>p(U') 2c(U‘) M =
- 0P 2D ) < ww) . |

5° Ako je U'= U-C, tade je
- 210) w0 = - 2 1) (-1 22y

- 0P 22 ey = (o)
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Otuda zakljucujemo da (%) vaZi, Cime je teorema
dokazana., 0

Grafovi za koje vazi jednakost

(4) £(G,2) = £(G-e A) - a2(r+s—2) A2 f(G_vr_VS,R)

rs?

mogu biti od posebnog interesa.

U vezi sa tim navodimo sledec¢u definiciju. Grana €Ly

Jje most u grafu G ako Jje H-ers=H14H2, gde je H komponenta vove-

zanosti grafa G koja sadrzi granu e

TS
Teorema 2.20 Jednakost (4) vazi ako i samo ako je

grana e most u grafu G.
Dokaz. Ako (4) vazi, tada na osnovu teoreme 2.19 za-

kljucujemo da je

(5) S a9 2(e-c,n)
C

]|
@)

Neka je Cp najkraca kontura koja sadrzi granu €rg* Tada je ko-

eficijenat uz AP u (5)

> Me) #o0
.

gde Jje sumiranje 1lzvrseno po svim konturama duzZine p koje sadr- -

pn

ze granu € hg® Ovo je u suprotnosti sa (5), odakle zakljucujemo

da ne postoji kontura koja sadrzi granu ers._Dakle, € g Jje most

u grafu G. '
Cbrnuto, ako e € s most u grafu G, tada ne pqgtoji

R0

kontura u G koja sadrzi granu € g Na osnovu teoreme .20 za-
kljucCujemo da (4) vaZi. o
Napomena. Jednakost (4) moZe biti dokazanz direktno

korisScenjem relacija (5) odeljka 1.1 za grafove za koje Jje €.

v I

most. U ovom slucaju skup cvorova ¥ grafa G moze biti podeljen
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na dva podskupa k1={vr,vil,vi2,...} i X2={Vs’vj , ,...} tako

V.
: . P9I .
da G—erS=G1+G2, gde su G1 i G2 podgrafovi indukovani skuvpovima

¢vorova X, 1 X2, respektivno, Jednakost (4) sledi tada iz odgo-

1
varajuleg Laplasovog razvoja determinanti u relaciji (5) odelj~
ka 1.1.0

Kori&cenjem jednakosti (4) moZe se izraziti karakte-
risticna funkcija nekih sloZenih grafova pomocu karakteristicénih
funkcija njegovih prostijih indukovanih podgrafova,

Posmatrajmo niz beskonaénih {ili konadnih) grafova

Kyse..K . Neka su vy 1 w. dva proizvoljna (ne nuzno razlidi-
D D

ta) ¢vora grafa Kn (p¥1,...;n). Neka je Gn graf dobijen iz gra-
fova Kl,...,Kn uvodjenjem novih grana koje spajaju ¢vorove wj
i v, (p=l,3..,n—l). Ove grane su mostovi u Gn i sledeta te-

i
ptl
orema vazi.

G
n
Teorema 2,21
£(G) £(¥,)
(6) n } = M.l H, 1 ,
(G -w. f(K,-w.
(6, Jn)J (X Jl)
gde e
£CK) s 22033472 22 px vy, ) ]
1Y D o1
MD = . . \ ! (p=2,.--,1}) .
) K ~w, ) - ag(}P+3%4-2’ %2 f(KD—Vﬁ —-w. ) .
p IJD = "‘p J_D

Dokaz. PomoCu teoreme 2,20 i relacija (1) odeljka

1.3 imamo da Je

71 —-(-:- +.. —2 e >
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_ _ _ _o2(imtde,=2) 02 ¢ -
f(Gn wjn) f(Kn wjn)f(Gn—l) a 1 A fmﬁ’vin-wjn)*(Gn-l_wjmz
ti.

£(6_) . (I
= | 5
£(G_~w. ) TG —w. )
n g, L n-1 Jp-1
gde Je »
ﬂ NI
f(Kn) —-a (lh+Jn_1 2) “2 f(Kn-Vl )
M= 4 7 .
4 2(1h+j _1--2) 2 >
f(hn—wjn) -a n A f(kn—vin—wjn)

Primenom teoreme 2.20 (n-1)-puta dobija se relacija

(6), ¢ime je teorema dokazana. O

T

Teorema 2,22 Neka je u beskonacnom grafu G Cvor v
susedan Cvorovima W (j=1,2ﬁ;1.) i neka je K kolekcija svih

kontura u G koje sadrfe &vor Ve Tada je

(7) £(G,2) = £(G-v,,2) - Z g2(T+s;=2) 52 £(Gv v, ,A) -
J

J
- 2> ey a*% ge-c,m . o
CeX

Dokaz ove teoreme izostavljamo, posto je metod do-

kaza isti'kao kod teoreme 2.19.

Posledica 2.22.1 Ako je V. cvor stepena jedan u

beskonacnom grafu G i ako je on susedan c¢voru Vo tada je

£(6,%) = £(G-v_,a) - 22752 02 rev v %) .o

KoriStenjem jednakosti (7) moZie se izraziti karakte-
ristic¢na funkcija nekih sloZzenih grafova pomoéu karakteristicnih
funkcija njegovih prostijih indﬁkovanih podgrafova.

Neka su G 1 H dva beskonac¢na korenska grafa, Identi-

fikovanjem njihovih korena dobija se graf GH koji se zove keoale-
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scencija grafova G 1 H i sledeCa teorema vazi,

Teorema 2.25 Ako su G i H dva korenska grafa tada

je karakteristicéna funkcija koalescencije GH
f(GH,A) = f(G,’A)f(H—vr,?\) + f(G-vr,'A)f(H,?:) - f(G-vr,z)f(H-vr,z) ,

gde je v, koalescentni ¢vor.

Dokaz., Primenom teoreme 2.22 na graf GH sa koale-
scentnim ¢vorom Vo dobijamo da je

£(GH,2) = £(GH-v_,2) - Z a2(r+s;-2) 52 £(GH-v_~w_ 4A) -
3 J
-2 E Nee) a2 scam-c,n .
CeX
Svaki c¢vor susedan ¢évoru v, Jje ili u grafu G ili u

T
grafu H. Neka su ws"évorovi u G susedni &voru v, a ws.“évorovi _
u H susedni évoru Ve Pored toga, svaka kontura koja sadrzi cCvor
V. je 1ili kontura u grafu G ili kontura u grafu H. Neka je K
kolekcija kontura u G koje sadrie Cvor v, a K" kolekcija kontu-

ra u H koje sadrze cvor V. Koriséenjem relacija (1) odeljka 1.3

imamo da je

B : = 2 oy
£(6H,N) = £(6H-v ) - Y a8 TR A2 (v mwg ,A) -

d

!
- 2> M)A g(e-c,a) - Z g2(rrsp=2) 2 £(GH-v ~w  ,A) -
ceR' .j" J"
- 25 )™ ©) s(eB-c,2) = £(c-v_,2) T(E-v_,2) +
Cex! |

-+

£(H-v_ M) [- > a2(T+sy-2) AZ f(G—-vr—wsﬁl,’A) _
J! ¢

-2) [© An(0) f(G—CJ\)]#
Cex
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+ f(G‘Vrv%>[}—:E::ag(r+s?_2) n° £(H-vmwg 42) -

23

s ’
- gzi:lj(c)'zn(c) f(H—C,%)] .
CE-:K.“
Ponovnom primenom teoreme 2.22 konacno dobijamo
£(GH,A) = £(G-v_, A E(B-v,A) + £(H-v_, ) [f(G,R) - f(q-vr,z)] +

4

£(G-v,2) [f(H,A) - f(H-vr,z)] = f(G,a)f(H-vr,A) +

+

f(G—vr,%)f(H,K) -~ f(G—vr,%)f(H-vr,Z) . 0O

»




%, BESKONACNI GRAFOVI KONACNOG TIPA
I NEKF OPERACIJE SA GRAFOVIMA

Beskonacéni grafovi konacnog tipa definisani su u
odeljku 1.2 (definicija 1.8) i ¢ine jednu vaznu klasu besko-
nac¢nih grafova koji su po osobinama dosta bliski konacnim gra-
fovima. Naime, ispitivanje mnogih strukturnih osobina ovih gra-
fova moze biti svedeno na ispitivanje=~odgovarajuéih osobina
njihovih kanonidkih grafova (dakle, konaCnih grafova). U toj
¢injenici nalazi se glavni razlog za proucavanje beskonacénih
grafova konacnog tipa.

Sa spektralne talke glediSta, glavna motivacija za
proucavanje beskonacénih grafova konacnog tipa potice ‘iz d¢inje-
nice da imaju konacan spektar i da su to jedini beskonacéni gra-
fovi sa tom osobinom (teorema 2.13).

U ovém poglavlju proucava se osobina konacnosti ti-
pa beskonaénih grafova dobijenih nekim overacijama nad besko-
nadnim grafovima. Posmatraju se neke unarne (odeljak 3.1), za-
tim neke binarne (odeljak %.2)i na kraju neke n-arne (odeljak
3.3) operacije nad beskonadénim grafovima. Nekim teoremama se
utvrdjuje da Jje dobijeni graf uvek beskonacnog tipa a drugim
se daju potrebni i dovolini uslovi za konaénost tiva dcbijenog

grafa.



3.1 Unarne operacije

U ovom odeljku posmatracemo neke grafove koji se
iz datog beskonadénog grafa G dobijaju dodavanjem novih Cvorova
ili novih c¢vorova i novih grana.

Definicija 3.1 Graf S(G) beskonalnog grafa G je

graf dobijen dodavanjem novog ¢vora na svaku granu grafa G. O
S(G) je bipartitan graf tj. S(G)=(X,Y,U), gde je

X skup ¢vorova grafa G a Y skup dodatih c¢vorova.

Teorema 3.1 Graf S(G) beskonalénog grafa G koji ne-

ma izolovane cvorove Jje uvek beskonalnog tipa.

Dokaz. Dovoljno je uociti da nijedna dva cvora
X,yeY nemajucgéte susede, poSto pripadaju razliditim granama
koje mogu iméti najviSe jedan zajednicki ¢vor. Dakle, nijedna
dva ¢vora x i ; iz Y nisu ekvivalentna. Kako je skup Y besko-
nadan, zakljudujemo da je graf S(G) beskonalnog tipa.n

Definicija %.2 Graf R(G) beskonadnog grafa G je

eraf dobijen dodavanjem novog c¢vora koJji odgovara svakoj grani
" od G i spajanjem svakog novog &vora sa krajnjim tadkama grane
kojoj odgovara. O

Teorema 3.2 Graf R(G) beskonacCnog grafa G koji ne-

ma izolovane cvorove je uvek beskonacénog tiva. O
Ova teorema se dokazuje slicno kao teorema 3.1, pa
zbog toga njen dokaz izostavljamo,

Definicija 3.3 Graf Q(G) beskonadnog grafa G je

graf dobijen dodavanjem novog ¢vora na svakoj grani grafa G i
spajanjem granon onih parova novih ¢vorova kojli leZe na sused-

nim granama. O

‘Teorema 3%,3% Graf Q(G) beskonadnog grafa G koji ne-




- 5% -

ma izolovane Cvorove je uvek beskonacénog tipa. o3

I dokaz ove teoreme izostavljamo posSto je slican

dokazu tgoreme Yele

5.2 Binarne operacigje

U ovom odeljku prvo ¢emo posmatrati grafove koji se
dobijaju iz grafova G1 1 G2 stapanjem (identifikovanjem, pokla—
panjem) nekih ¢vorova grafa G1 sa nekim &vorovima grafa G2.

Definicija %.4 Unija GlUG2 beskonac¢nih grafova

Gl=(Xl,Ul) i G2=(X2,U2) je graf G=(X,U), gde je X=X1UX2 a

Definicija 3.5 Razlika beskonacnog grafa G=(X,U) i

njegovog podgrafa H=(Y,V) je graf G\H=(X,U\V). 3

Definicija %.6 Beskonaéni grafovi Glg(X,Ul) i

G2=(X,U2) su konadno dopunjivi grafovi ako i samo ako je mogu-
¢e razbiti skup X na konadan broj medjusobno disjwnktnih pod-
skupdva Xl""’Xn sa sledeéim osobinama:

1° Nijedna dva &vora iz istog podskupa X; (i=1,...,n)
nisu susedna ni u grafu G1 ni u grafu G2°

P 2° Tadno jedan od sledec¢ih uslova vaZi:

a) Za svako xeXi,yer (i#3) (x,y)éUl ili (x,y)eUe;
b) Za svako xeXi,yer (i#3) (x,y)éUl i (x,y)¢U2.c3

Teorema 3.4 Ako su beskonacni grafovi Gl=(X,Ul) i

G2=(X,U2) konacnog tipa tada su oni konacno dopunjivi.
. Dokaz, Neka su Gy 1 G, beskonacni grafovi konacnog
tipa ky i ks, respektivno, tj. Gi=gl(Xi,...,X£1), G2=g2(Xg,"wX£2).
Skup X moze biti razbijen na konacan broj medjusobno
disjunktnih podskupova Xéf\Xg (i=1,...,kl; 3=1,...,k;) koji za-

dovoljavaju uslove 19 3 2° definicije 3.6. To neposredno sledi
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. v . . . . ) i 1 t H . 1 . 1

{ . . CX. { . . . . -
iz ¢injenica da je Ylf\XJ Xl7 Ylf\XJC:XJ i da su Xl i Xj ka
rakteristicéni podskupovi grafova Gl i G2, respektivno. o

Teorema 3.5 Neka su G1=(X1,Ul) i G2=(X2,U2) besko-

nacni grafovi a H1=(Xlﬂ X2,V1) i H2=(le\X2,V2) odgovarajuéi
indukovani podgrafovi grafova Gl i G?, respektivno. Unija GlUG2
Je graf konacnog tipa ako i samo ako su grafovi Gl\Hl i G2\H2
konacnog tipa a grafovi Hi i-H2 konaéno dopunjivi. |

Dokaz. Uslov je potreban. Neka je C—lUG2 graf kona-

¢nog tipa k tj. Gl&fG2=g(Xi,...,XL).

Skup &vorova X, grafa G,\H, moZe biti razbijen na

1
sledece medjusobno disjunktne podskupove
(X \ Xg)nx'i (i=1,4..,Kk)
(Xlﬂx2)nx'i (i=1,...,k)
Svaki od ovih podskupova sadrzi u‘Gl\H1 samo ekvivalentne Cvo-
rove. To sledi iz ¢injenice da je (Xl\XZ)(\Xic:Xg, (leﬁXZ)ﬂX%:Xi
i da su Xi karakteristic¢ni podskupovi grafa GlL}Gz. Otuda odgova-
rajucih klasa ekvivalencija ne moze biti vise od 2k, Cime je do-
kazano da je Gl\Hl graf konacnog tipa,
Potpuno analogno dokazuje ée da Jje G2\H2 graf kona-
¢nog tipa. s |
Skup ¢évorova X;NX, grafova H, i H, moZe biti razbi- )
jen na konacan broj medjusobno disjunktnih §odskupova
(X, NX)NX] (i=1,...,k)
koji zadovoljzvaju uslove 1° 1 2° definicije 3%.6. Dakle, Hl i Hé
su konacno dbpunjivi grafovi.

Uslov je dovoljan. Neka su Gl\H1 i G2\H2 grafovi ko-

na¢nog tipa k, i k,, respektivno, tj. Gl\H1=gl(Xi,...,X£l),
G2\52=g2(X{,...,X£2) i neka su Hl i H2 konacno dopunjivi grafo-
vi. Tada je skup le\Xg moguce razbiti na konacan broj medjuso-
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bno disjunktnih podskupova XY,...,Xg koji zadovoljavaju uslove

1° i 2° definicije 3.6.
Skup cvorova X=XIL)X2 grafa GIUG2 mogucCe Je razbi-
ti na sledeée medjusobno disjunktne podskupove:

(1) LIV X (i=1,0004kq)

2
(2) o Xg\ X, (3=1ye0n,ky)
(3) x;f\ng\x; (i=1yeeuyky5 §=1y0e0yky; k=l,00.,n).

Posto je X;\X CX; zakljuCujemo da podskup X;\X, ne

2
sadrzi susedne ¢évorove i ima iste susede kako u Xl\X2 tako 1 u

X1F1X2 tj. podskup X;.L\X2 sadrzi samo ekvivalentne c¢vorove,
Iz istih razloga 1 podskup Xg\Xl sadrzi samo ekvi-

valentne d¢vorove,

1
k k)
drzi susedne ¢vorove i ima iste susede u le\Xz. Dalje, posto

{1}

¥ - ! i ni 1
Posto je Xif\XJFWXkciX podskup Xi[\Aj{\Xk ne sa-

je Xé(\XS(\Xﬂ¢:Xi on ima iste susedé u X;\X, a podto je

{ Hi it | - . ] i 1
Xif\Xj{\Xkczxj iste susede u X2\Xl. Dakle, 1 podskup Xiflxj(\Xk

sadrzi samo ekvivalentne &vorove.
Dakle svaki od navedenih podskupova (1), (2) i (3)

sadrzi samo ekvivalentne ¢vorove. PosSto je njihov broj konadan,

zakljudujemo da je graf G1L1G2 konacnog tipa. .

-

Ovim je teorema dokazana. O

Posledica 3.5.1 Ako su beskonacni grafovi G1=(X1,Ul)
7 = { 1 3 3 = 3 + L P
i6G, (XZ’UZ) takvi da je )le\X2 g, tada je G,V G, graf konalnog
tipa ako i samo ako su grafovi Gl i G? konac¢nog tipa. o

Posledica %,5.2 Unija beskonadénih grafovea G1=(X,U1)

i G,=(X,U,) je graf konalnog tipa ako i samo ako su grafovi G,
i G, konac¢no dopunjivi. |
U nastavku ¢emo posmatrati grafove koji se deobijaju

iz grafova Gl i G, na taj nalin Sto granama spajamo neke cvorove

N
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grafa G, sa nekim ¢vorovima grafa G?.

1

Definicija 3,7 Neka su Glz(XT’Ul) i G2=(X2,U2) bes-
konaldni grafovi, pri demu je le\X2=¢, i Gu(Xl,X2,U) bipartitan
graf, Tada Jje

def
(GléGg)G — &,UG,UG .o

Teorema 3.6 Graf (GleZ)G je kénaénog tipa ako i

samo ako su'grafovi Gl’G2 i G konacnog tipa.

Dokaz. Uslov je potreban. Neka je (G °G2)G besko-
nacan graf konalnog tipa k tj. (GlOG?)G=g(Xi,...,X£)
‘ Beskonacéni grafovi GIvl G2~kao indukovani podgra~
fovi grafa (G1°G2)G su konadnog tipa. Dalje, skup &vorova gra-

fa G moZe biti razbijen na sledele medjusobno disjunktne pod-

skupove
Xlnx'i (i=1,...,k)

ng\xg (i=1,...,k) .
Posto je graf G bipartitan i X;N X‘iCX:!L, xznxicxi, zakljudu-
jemo da ¢vorovi navedenih podskupova nisu susedni i imaju iste
susede u grafu G tj. sadrze samo ekvivalentne ¢vorove, Dakle,
i graf G je konacénog tipa.

Uslov Jje dovoljan. Neka su Gl’G2 i1 G grafovi kona-

énog tiva ky,k, i k;, respektivno, tj. Gy=g,(¥Xy,..., ]‘Kl),

G gz(xl"“’xllclg) i G=gy(Xy,..., ig ).

Skup ¢vorova Xlklkz grafa (G‘°G2)G moguée je raz-

biti na medjusobno disjunktne podskupove
X m:“‘ (i=1,...,ky5 E=lyu..,ky)
Xj(\:{:}‘g ,<,j=l,ono,k2; k:J.’o..’RB) [

v . 3l < .- - - 71 W
Posto jje Xif\Xkc:K%, zakljucujemo da podskup K (\X

v . « .. . . \ Y 3
ne sadrzi susedne cvorove 1 ima 1ste susede u X a zbog X ﬂYi@:Yk

. . L. , 1
on ima iste susede 1 u X,. Dakle, podskun A‘F\fi Sad”zl samo ek-
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vivalentne évorove u grafu (G1°G2>G’

Slicno se pokazuje da podskup ng\Xg sadrzi samo
ekvivalentne ¢vorove u grafu (G1°G2)G’

Kako nepraznih gore‘navedenih podskupova ima naj-
vise (k1+k2)k5, zakljucujemo da je <G1°G2)G graf konacnog tipa
£, pri &emu je £<$(kl+k2)k5.c3

Na kraju ovog odeljka posmatralemo proizvod dva

beskonacna grafa,

Definicija 3%.8 Proizvod G1G9 beskonac¢nih grafova

G1=(X1,Ul) i Gan(Xg,Ug) je graf G=(X,U), gde je X=X,V X, a skup
U je definisan na sledeéi nadin. Cvorovi x i y iz ¥ su spojeni
granom ako 1 samo ako postoji par grana (u,u") sa sledeéom oso-
binom: u'eU,, u”eU2 i grahgiu‘i u'imaju jedan zajednilki &vor

z razlic¢it od x 1 y a preéstala dva ¢vora su im x i y. &

Ako je Xlﬂ X2=¢; tada je G1G2 graf koji nema nije-
dnu granu. Ako Je X1(\X2#¢ a grafovi G1 i G2 nemaju izolovane
évorove, tada graf Gle ima najmanje Jjednu granu.

Ako su G1 i G2 grafovi konacnog tipa, tada njihov
proizvod G1G2 moze biti kako graf konacnog tipa tako i graf bes-
konacnog tipa. Sledeéa teorema daje potrebne i dovoljne uslove

da proizved dva grafa konacnog tipa bude graf konalnog tipa.

Teorema 5.7 Neka su Glz<XPU1> i-G2=(X2,H2) besko—

nacéni grafovi konacnog tipa. Njihov proizvod G1G2 je beskona-
can graf konalnog tipa ako i samo ako grafovi Gl 1 G, imaju
najvise konacno mnogo zajednickih erana.

Dokaz. Neka su dati beskonacni grafovi Gy i G5 ko-
nacnog tipa kg i k,, respektivno, tj. G =g1(Xi,...,X£1\
Gg=u2(Xg,...,X£2). |

‘Uslov je potreban. Neka su X;f\Xg (i=1,...,kl;
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j=1,...,k2) preseci odgovarajucih karakteristiénih podskupova

grafova‘G1 i G2. Ako je grana u zajednicka grana grafova G, i

G2 tada njeni krajnji ¢vorovi x i y moraju pripadati podskupo-

’ ~r) i1 . |} It . . ~ . . . . .
vima Ki{\le i Xig\ng, respektivno, pri Cemu je 11#12 a 31¥32.
Pored toga ovi podskupovi su kompletno povezani zajednickim gra-

nama. Iz skupa {Xif\Xgli=1,...,k1;j=1,...,k2} moze se izdvojiti

' . 1 - il i i
ukupnd klkg(kl—l)(kg—l)/2 parova podskupova (Xi{\kdl,Xig\ng)
takvih da je i1%12 a 31#32. Bilo koji par takvih podskupova ili

nije povezan nijednom zajednickom granom ili je kompletno pove-
zan zajednickim granama grafova G1 i G,
Pretpostavimo, suprotno, da grafovi G, i G, imaju

beskonalno mnogo zajednickih grana. Tada u skupu parova (X&(\XE .
X;f\XU ) (il%ig,j1%j2) kompletno .povezanih zajednickim granama
2 2 - :
postoji najmanje jedan par ¢ija bar jedna komponenta, recimo
Xif\Xg , sadrzi beskonalno mnogo ¢vorova, Tada je indukovani
1 1
podgraf G_ egrafa G,G, sa skupom &vorova X.NX"
: o) 172 : 11 73,
je on' beskonacCnog tipa. Na osnovu ovoga zakljucujemo da je i

kompletan, va

eraf G,G, beskonalnog tipa. Kontradikeija.

Uslov je dovoljan. Skup cvorova X grafa G1G2 moze

biti pazbijen na sledele disjunktne podskupove

! T .
() XNV I, (i=1,..0,kq)
(5) X’J‘. \ Xy (3=1,...,k5)
(&) xinxd (i=1,...,ky5 J=l,0..,k,) .

v

Naravno neki od ovih podskuvova mogu bitl 1 nrazni. U>éluéaju
Xlzj-‘:g podskupovi (4) 1 (5) su prazni.

DokaZimo da podskupovi (#), (5) i podskupovi (6) sa
veskonadno mnocgo ¢vorova sadrie samo ekvivalentne Cvorove,

Neka X,yeXg\Xg. Cvorovi ¥ i ¥y nisu susedni posto ne

nosteji grana u U2 koja jedan od ova dva Cvora povezuje sa nekim




treéim ¢vorom iz X. Ako je ¢vor z susedan ¢voru x, tada posto-

ji évor v povezan granom u'EUl sa X a granom u“eU2 sa z., Kako
' 3 - e . ~

x,yeXi to je i ¢vor y granom u‘"éU1 povezan sa cvorom v, pa Su

évorovi y i z takodje susedni. Prema tome ¢vorovi x i y imaju

(%

iste susede. Time smo dokazalli da svakili neprazan podskup X;\X2

sadrzi samo ekvivalentne cvorove,

a
¥

Na potpunc isti nacin dokazuje se da svaki neprazan
podskup XS\Xl takodje sadrzi samo ekvivalentne Cvorove.

Neka X,yeng\Xg, koji ima beskonacno mnogo cvorova.
Ako bi évorovi x i y bili susedni tada bi postojao cvor z pove-
zan granom u‘G.U1 sa x, na primer, a granom u“_é.U2 sa y. Zbog
X;niXQCng i X&F\XQCIXS évor z bi bio povezan zajednickom gra-

e [#

nom sa svakim &vorom iz X;(\Xﬁ. Dakle, postoji beskonadno mnogo
J
zajednickih grana grafova G1 i GE’ $to je nemogule., Ovim je do-
kazano da ¢évorovi x i y nisu susedni, Da ¢vorovi x i y imaju
iste susede dokazuje se na isti nacin kao kod podskupova (4) i
(5). Tako smo dokazali da svaki podskup Xif\Xg sa beskonacno
mnogo elemenata, sadréi samo ekvivalentne cvorove,

Na osnovu recenog zakljucujemo da je broj klasa

ekvivalencija odgovarajuée relacije ekvivalencije u grafu G1G2

-

konacan, odakle sledi da je G1G2 graf konacnog tipa.

Ovim je teorema dokazana. o

3.% p—arne operacljie

U ovom odeljku posmatralemo razlilite n-arne opera-
cije kod kojih je skup cvorova rezultirajuceg grafa jednak De-
kartovom proizvodu skunova ¢vorova cnih grafova nad keojima je

operacija primenjena. Tacénije, posmatratemo nevotpunu prosirenu

~

N,

p-sumu (kratko NEPS), Bulovu funkeciiu i kompoziciju grafova.
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Definicija 3.9 Neka su Gi=(Xi,Ui) (i=1,...,n) bes-

konacni grafovi, gde Xi i Ui oznacavaju odgovarajute skupove
¢vorova i grana. Dalje, neka je B skup n-torki (Byseeerp,) od
simbola O i 1, koji ne sadrzi n-torku (C,...,0). Nevpotpuna pro-

irena p-suma sa bazisom P beskonadnih grafova G.,...,GC_ je
+ ” 17 ‘)nt

graf G=(¥,U), gde je X=X %¥...xX 1 u kome su dva &vora (Xlﬁ.-.,
x ) i (yl,...,yn) susedna ako i samo ako postoji n-torka Cﬁl,
...,@n) u B takva da je x;=y; kad god je p;=0 1 x; susedno sa
‘yi kad god je @i=l.c3

Oznalimo sa 95 skup svih moguc¢ih n-torki sa tadéno
p jedinica. Ako je %=f% oéeracija se nazi&a p—suma grafova.
Svecijalno, za p=1 dobijamo sumu Gl+...+Gn a za p=n Dekartov

n
prolzvod G x...xGn grafova Gl""’Gn' Ako jef%zéJl@p cperacija

1
se naziva jaki proizvod grafova.

Graf koji sadrzi bar jednu granu zove se netrivi-
jalan graf.

Teorema 3.8 Neka je G nevotpuna prosirena n-suma

beskonacnih netrivijalnih grafova aj,...,GP. Dalje, neka je

{iT”"’io} skup svih celih brojeva takvih da svaka n-torka iz

® ima jedinicu na i,-tom mestg (V=1,...,0) 1 {31""’30 = s

:{1,...,n}\{i1,...,ip}. Tada je graf G konacnog tipa ako 1 samo

ako sledeé¢i uslovi vaze:

,...,ﬁj'ﬂ(be%} sadrzi sve o-torke od

simbola C 1 1;

O

S

Grafovi G. ,...,G. ,6. ,...,G; (G. -komplement

5 .
l1 ' 3 Jl o dy

grafa G. ) su konacénog tipa.
Sy

Ako je k(eiy)=kp (v=1,e..,0) a (G, )=k (y=1,u00),

JV Dty

tada je k(ijgkw...kn, pri Cemu Jjednakost vazi ako 1 samo ako su
L
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Gy (v=1,...,p) grafovi bez izolovanih Cvorova.
y

Najpre dokazujemo sledecu lemu.

Lema 3.1 Pod uslovima teoreme 3.8 nepotpuna prodi-
rena p-suma G je graf beskonacnog tipa ako je p=0.

Dokaz. Primetimo na pocetku da postoji bar jedna
grana (xg,yg)EUi (i=1,¢..,n). Razlikovalemo sledeCa dva sludaja:

(1) Postoje dve n-torke (&l,...,dh)eﬁ i (@l,...,ﬁn)éﬁ

takve da je dio=0, ¢i0=1 za tacno jedno i (1 éiogén) 1 di=0;
za i%io.

Pretpostavimo da je (O,ﬁg,...,@n)€@>, (1,62,...,@n)¢TL
Dokazimo da nijedna dva cvora iz Skupa Y={(x1,xg,...,xg)lxleXl}
nisu ekvivalentna., Neka (xl,xg,...,XS),(YI,XS,...,XE)EY. Dalje,

A
" O . [e] . - ~
.= . L= L= N a =1,
neka je z;=%5 ako je B 0 a z;=v; ko je @l 1., Tada je cvor
( ) d_ v ( O O) l. . . “
X13Z59see,%,) Susedan Cvoru (X,,X5y...,X ) all nije cvoru
5

(yl,xg,...,xg). Dakle, Cvorovi (X1’XS’°-°sX§) i (yl,xg,...ﬁxg)
nemaju iste susede, pa nisu ekvivalentni. Zakljulujemo da je
graf G beskonacnog tipa.

sa opisanim osobinama. Tada n-torke koje ne pripadaju skupu s

mogu imati najvide k jedinica, gde je O £k <n-1. Pretpostavimo

da (1,0.0,1,0,...,0)¢9,
(‘)~”? 9)¢

K . . . . o .
Neka je G graf konacCnog tipa tJ; Gn—g(Nl,...,hk)

i neka Jje skup Nl beskonacan. Tada nijedna dva ¢vora skupa

Z={(Xg,...,xg_l,xn)lxneNl} nemaju iste susede. Zaista ako

(L0 o} o o - - a e o e
(xl,...,Xn_l,xn),(xl,...,xn_l,;n)ez tada je Evor (Fpyeeces¥y 7o

O

11%,) ali nije cvo-

o) o ; « 0
eensX S dan ¢voru ( I 4
Xy o9 . n—l’xn) usedan ¢vo $3 R
o o) N X . . .
ru (xl,...,xn_l,yn). Dakle, ne postoje ekvivalentni cvorovi u
Z, pa zakljuCujemo da je graf G beskonalnog tipa,

Ako je G graf beskonalnog tipa tj. Gn=€(N19N2"")’
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tada nijedna dva Cvora iz skupa_Z={(x§,...,xg 1,xl)lxieN.} ne-

maju iste susede. Neka (X17°"’X§ l’X ) (Xl,...,“g T,AJ)egz

(i#j). Tada postoji ¢&vor yeX  takav da (xn,y)éUn a (xa,v)éU .

. o o _o 0 y
Otuda je &vor <yl”"’yk’xk+1""’xn—1’y) susedan ¢voru

o i C e ' - 0 o} 3
X alil nije susedan Ccv e X 25 ) -
e1° n) 1i nije edan ¢évoru (xl,. , n—l’yn) Da

(%3 5000yx
kle, ni u ovom slucaju ne postoje ekvivalentni cvorovi u Z pa
zakljucujemo da je graf G beskonacCnog tipa.

Ovim je dokaz leme zavrsSen. O

Posledica 3.8.1 p-suma (1 £p «n) netrivijalnih

beskonaénih grafova Gl""’Gn je graf beskonalnog tipa. o

Posledica %,8,2 Jaki proizvod netrivijalnih besko-

naénih grafova Gl,...,Gn Jje graf beskonalnog tipa. o

Lema 3.2 Pod uslovima teoreme 3,8 nepotpuna profi-
rena p-suma G je graf beskonacénog tipa ako je 1 £p <n i ako skup
3

{(@ ,...,ﬂ )l@eﬁ%}-ne sadr?zi sve o-torke od simbola 0 i l.nm

Dokaz ove leme izostavljamo zbog slicnosti sa doka-

zom leme .1,

Dokaz teoreme 5.8 Neka je 1 <p <n 1 neka skup

{(@jl,,..,@j )l@;e@} sadrzi sve qg-torke od simbola O i 1., Do-

kazaéemo da je graf G konalnog tipa ako i samo ako su grafovi

Gi ,...,Gi 4G. 5e..,G. konacnog tipa.
1 p 91 dg
‘Ne umanjujuci ovstost mozemo pretpostaviti da je

iy=V (V=1,...,D).

Uslov je dovoljan. Neka su grafovi Gl”"’Gp’6p+1’

~ - 7i 3 = 3
f"fGn konalnog tive tj. G,=g; (Rl,...,PF Y (i=1l,...,p) 1

ooy i) Goord ),

. .

Skup ¢vorova ¥ grafa G moZe biti vodeljen na kl"‘kn

medjusobno disjunktnih podskupova

7 1 n .
1 = e T. = v . =7 \'
qu...i hihx...xkl <1D l,...,uh,'p leeeaysn) o

= n L n : .

TN
§mrd
S
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Nijedna dva ¢&vora (Xl,...,Xn) i (yl,...,yn) iz sku-

pa Yi i nisu susedna u grafu G, poS$to njihovih prvih p ko-
l.‘. n

ordinata nisu parovi susednih ¢vorova u grafovima Gi (i=1,00e,D),

respektivno. Neka ((Xl""’xn)’(ZW""’zn>)éU‘ Tada <Xk’zk)€Uk

(k=lys..,p) 1 ili je x=z) ili (x,,2, )€U, (k=p+l,...,n). Sledi
da (yk,z )éU (k=1,...,p),lpo§to ¢vorovi iz Nk imaju iste su-

k
sede. Pored toga, ili je Ti=2y 111 (Fp02) Ve, (k=p+l,4..40) S

obzirom na odgovarajute osobine skupova N? . Otuda ((yl,...,yn),
k _
(zl,...,zn))eU, pa zakljudujemo da d&vorovi (xl,...,xn) i (yl""’

yn) imaju iste susede. Dakle, svaki od skupova (1) sadrzi samo
ekvivalentne ¢vorove, te sledi da je graf G konadnog tipa k i

k <k k

l.'. n‘
Neka su sada Gl""’Gp grafovi bez izolovanih ¢vo-

rova., DokaZimo da su Cvorovi x4 i Yyseees X 1 Y ekvivalentni

u Gl""’G ’@p+1""’6n’ respektivno, pod pretpostavkon da su

D
Evorovi (x XyyeeesX ) i (Vl,...,y ) ekvivalentni u G.

Ne umanjujuéi opStost, pretpostavimo da je Xi%yi

.>¢{]j (izl,-a.’p) i <yi’37i>€Uj

(i=l,...,0) i dokaZimo da (Xi’y1,

(i=p+l,...,n). Neka je z; proizvoljan ¢vor u Gi takav da
(Xi’zi)éUi (i=1,...,0) i Xf- (i=p+l,...,0). Ako na primer
(xl,yl)eUl, tada Jg cvorl(yl,zg,...,zn) susedan cvoru (Xl,...,
Xn) ali nije susedan cvoru (yl,...,yn), $to je nemogule. Ako

s )éUn, tada je ¢vor (z4,...,%

ime b
na primer ( 07

no1°%n) susedan

¢voru (xl,...,xn) 2li nije susedan &voru (yl,...,yn), sto je
takodje nemogute,

Dalje, rretpostavimo da postoji ¢vor v. u G, (i=1
S} ! U 1 1 ’

e..,n) takav da je vi%xi, vi¥yi, (x gh i (yi,vi)éUi. Tada

je ¢vor (zl""’zi—T’Vi’zi+l""’zn> susedan ¢voru (Xl,...,xn)

ali nije susedan ¢voru (v, 19eeey¥ ), Sto Je nemoguce. Dakle,



¢vorovi X4 i V99 eeey X1 Y, su ekvivalentni 'u Giyees,G

n p’

Gp+1""’Gn’ respektivno.

Zakljucujemo da proizvoljna dva ¢vora iz razlidi-
tih skupova (1) nisu ekvivalentni. Otuda, skupovi (1) su ka-

rakteristicéni podskupovi grafa G i k=kq.o.k .

Ako bar jedan od grafova G1,...,Gp,ima izolovane

¢vorove, tada je oligledno k<kqao.k . R

Uslov je potreban, Neka je bar jedan od grafova

—

p’GD+1""’Gn beskonacnog tipa. Nevotpuna prosirena

Gl""’G
D—suma Go grafova Gg,...,Gg,GD+l,...,Gn, cde je graf Gg dobi-
jen izostavljanjem izolovanih ¢vorova grafa Gi (i=1y...,p), Je
indukovani podgraf grafa G. Kao u prethodnom delu, mozZe se do-
kazati da Dekartov proizvod karakteristicnih podskupova grafo-
va Gi”"’Gg’§§+l""’§n obrazuje karakteristicéne podskupove
grafa Go' Posto je ovaj skup sada beskonacan to je G0 graf be-
skonaénog tipa. Otuda je 1 graf G beskonacnog tipa, takodje.
Ovo zajedno sa lemama 3.1 i 3.2 kompletira dokaz

teoreme %.83. 13

Posledica 3,8.3% Dekartov nroizvod Glx...xGn netrivi-

jalnih beskonadnih grafova Gl”"’Gp je eraf konacnog tipa ako

1 samo ako su G},...,Gn'grafovi konacnog tiva. o

Definicija %.10 Neka su Gi=<Xi’Ui> (i=1,...,n) bes-
konadéni grafovi. Dalje, neka je f:{O,l}n—7{Q,l} proizvoljina Bu-

lova funkcija 1 J skup svih n-torki (Ql,...,@n) za koje f uzima

~ Pl

vrednost 1. Bulova funkcije G=f(d],;;.,Gn) grafova Gl""’bn Jje
graf G=(X,U), gde je Z=X.x...x¥ 1 gde je U definisan na slede-

¢i nadin. Cvorovi (Xy,...,¥ ) i (¥y,...,v ) su susedni u G ako

i samo ako, za svako 1, Xi#Vi i postojl n-torka (@1,...,ﬂn) u ¥
el 4113 ~ L0 _=
i . 3 . =\u.
Gy (G Vi 1)

1C SN
L

]

takva da su Cvorovi X5 1 ¥, susedni u
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Teorema 3,9 Neka su Gl""’Gn netrivijalni i ne-

kompletni beskonaéni grafovi. Bulova funkcija G=f(Gl,...,Gn)

je graf konadnog tipa ako i samo ako ¥ sadr?i tacno jednu n-

[61] G [(5 D]
n

~-torku (@1,...,@n) 1 Gy yenny su grafovi konacdnog tipa.

. [ocd . .
Ako je k(Gi° )=k; (i=1,...,n), tada je k(G)eky..k,

pri cemu znak jednakosti vazi ako i samo ako su Gg“] (i=lyee.,n)
grafovi bez izolovanih cvorova. _

Dokaz. Ako je IF| =1, tada G predstavlja Dekartov
proizvod grafova G{m],...ﬁgfa. Prema posledici %.8.3 graf G

glend
n

je konacnog tipa ako i samo ako su G&“J,..., grafovi ko-

nac¢nog tipa. U skladu sa teoremom 3.8 sledi drugi deo teoreme 3,9.

Neka je |¥]>1 i (0(1,...,o(n),((zl,...,ﬁn)e?. Dalje,

“neka Jje dl#@l. Tada je bar jedan od grafova Gyﬂ R G%ﬂ besko-

naénog tipa. Zaista, ako je G, graf konacnog tipa, tada je 51

graf beskonacnog tipa, Jjer sadrzi beskonacan kompletan graf kao
indukovani podgraf. Neka Je Gi“l graf beskonalnog tipa. Posma-
trajmé indukovani podgraf Go=(Y,Z,UO) grafa G, gde je Y={(Xl,xg,
...,xg)]xngl}, Z={(X1,yg,...,yg)1xleXl} i sde su &vorovi xg i
yg susedni u grafu GE&J (1=2y440.,0). Ako (Ei’@2""’ﬁn> €T,

gde je ,

B _ 1 ako je (3,=0

1 O ako je @1=l
#71, tade (( ), ))€u. ako (§

__ 1-‘7-1, P? yl,‘?,oc-,}& Vl,YD,ono, O (3-',@2,0003
pn>¢37, tada ((Yv,tg,...,x ), ( Yqs3 ?,..., )3€U ako i1 samo ako su
¢vorovi X, 1 7q susedni u grafu Ggﬁ]. U oba sluéajs GO je rraf
beskonacnog tipa, pofto sadrzi beskonacno mnogo mediusobno ne-
ekvivalentnih ¢veorova. Zakljucujemo da je graf G beskonalnog

tipa, takodje.

Ovim je dokaz teoreme zavrien, [



Na kraju ovog odeljka posmatracemo kompoziciju bes-
konacnih grafova.

Definicija 3.11 Neka su Gﬁ=(Xi,Ui) (i=1,...,n) bes-

konaéni grafovi., Kompozicija Gl[G2[...[Gn]..J grafova Gi,...,
G, je graf 6=(X,U), ede je X=,

(Xl,...,xn) i (yl,...,yn) susedna ako 1 samo ako postoji ceo

x...xXn i u kome su dva J&vora

proj k (1 £k 4n) takav da je x =y, (i=1,...,k-1) i (%,7,)€e0,. 0

Teorema %.10 Kompozicija beskonalnih grafova Gl,.;.,

Gn je graf konacnog tipa ako i samo ako je Gl graf konacnog tiva
a Gg""’Gn su grafovi bez grana.

Dokaz,. Neka su G2,...,Gn grafovl bez grana. Tada su
dva &vora (Xl”"ﬂXn> i (yl,...,yn) grafe G susedna ako i samo
ako su ¢vorovi xiai 71 susedni u grafu Gl’ Dakle, grafAG Jje ko-
.nacnog tipa ako:i samo ako je graf G1 konacnog tipa. Ako je |
Gy=g(Ny,eeey ) tada je 6=g(Nj,...,N), gde je N£=Ni%X2#...xXn
(i=1,4..,Kk). |

Obrnuto, neka je G netrivijalan graf tj. (xg,yg)EUn.

5 o ; - :
Dokazimo da skup Y={(X1?Xg’°"’xn>‘xwekl} ne sadrzl ekvivalentne

¢vorove. Dovoljno je dokazati da svaka dva nesusedna ¢vora
o . _Oy = o O\ . v o oo

(Xl’XE""’xn) i (yl,xg,...,xn) iz Y nemaju iste susede, Zai-
sta, &évor (%, ,xo %9 v2) je susedan &voru ( 2 %y

L] O \xl, \2,..., xn—l, un J r Xl’}-2’llo,xn

- . . T o] O - w -
ali nije susedan ¢vorvu (yl’XZ""’Xn)' Dakle u ovom sludaju

i .

craf G je beskonacnos tipa,

Ovim Je dokaz kompletiran.



4, GRAFOVI o4 CGRANICENINM SPEKTRALNIM RASPONINA

. U ovom 1 poélednja dva voglavlja posmatralemo samo
konalne neorijentisane grafove bez Deul 1 ili vis estruklh ora-
na. Pod sopstvenim vrednostima grafa G podrazumevamo sopstvene
vrednosti njegove O-1 matrice susedstva.

Osnovni problem koji se u ovim poglavljima razmatra
mo¥e da ‘se iskaZe na sledeli nadin,

Data je neka spektralna karakteristika grafa. Cdre-
diti sve grafove koji imaju zadatu spektralnu kasrakteristiku.

Dakle, razmatra se moguinost identifikacijgmgrafa
kao celine, Pri tome zadate spektralne karakteristike su heri-
ditarpe,léto znaCi da ako graf G ima datu svektralnu karakte-
ristiku tada 1 svaki njegov indukovani podgraf H ime tu karak-
teristiku. Ovakav probler refavacemo jednom varijantom vpoznate
metode zacran;en*h grafova, koju zbog njenlh osobina uslovno

”~
ozZemo nézvati "metodom sistematskog pretrazivanja'.

Istaknimo da Jje heriditarnost posmatranih Spek-

tralnih karakteristika grafova posledica sledele poznate teo-

reme (videti ne primer [9], str. 19).

craf sa spektron 212'393/...32T)1 neke Jde F njegov indukovani
. -
podgraf sa spektrom M, Z M, > ...3» . . Tada vaze sledeCe nejedna-
L [t il
Fosti

. £
n-m+i



Drugi problem koji se razmatra uporedno sz prvim
Jjeste problem odredjivanjajtzv. minimalnih grafova. Podsetimo
da je graf G minimalan u pdnosu na osobinu P ako on 1ma osobi-
nu P a nijedan njegov pravi indukovani podgraf nema tu osobinu.

Pri refavanju postavljenih problema koristili smo
tabele spektra grafova sa ,Sest i manje cvorova kao i pomo¢ kom~
pjutera za izradunavanje Sopstvenih vrednosti nekih grafova sa
vise od Sest c¢vorova.

Na kraju ovog uvodnog dela istaknimo jo$ jedan re-
zultat koji Cesto koristimo u nasim dokazima.

Naime, u skupu ¢vorove V(G) grafa G moZe dz se de-
fini3e relacije ekvivalencije ~ na isti nacdin kao kod besko-
"nadnih prebrojivih grafova {odeljak 1.,2): ¢évorovi x i1 y su ek-
vivalentni ako 1 samo ako imaju 1iste susede. Neka Je {Nl"”’Nk}4
odrovarajuéi koli¢nik skup i [Nil=n; (i=1,...,k). Neka je dalje
g kanbniéki graf grafa G, Teorema 2.13% moZe biti preformulisa—

na za' konacCne grafove.

¢

Teorema 4,27 Neka Jje konacan graf i g njecov ka-

]

nonicki graf. Tadz je broj n(G) ne-nula sopstvenih vrednosti
grafa G jednak broju n(g)sne-nula sopstvenih vrednosti njegove
kanonicke slike g.

Ne-nule sopstvene vrednosti grafa G odredjene su
jednadinom N |

f(A) = det(b.. - §~ S,

.+

gde Je Bz[b4j] metrica susedstva grafa £ a 6;. Kronekerov &-
.
L&

Ca

*Dokaz teoreme za konadne sraf
odzovarajucCe teoreme za besk e T



4,1 © grafovima ¢iji spektralni rasvon nije veli od 4

Definicija 4,1 Neka je G graf sa spektrom MZA7
> ... >Ny Spektralni raspon s(G) grafa G jednak je rasponu s(4)
t

njegove matrice susedstva A t].

s(6) = s(4) = 2,(6) - A_(0) .o

~

Za definiciju 1 oscbine raspona matrica mozZe se kon-
sultovati [23]. U daljem tekstu ¢emo spektralni raspon, kratko-
¢e radi, jednostavno zvati raspon. Takodje ¢emo najveéu i naj-
manju sopstvenu vrednost grafa G oznadavati sa r(G) i A(G), re-
spektivno.

Jd.. H. Smith [57] je odredio sve grafove éija naj-
veta sopstvena vrednost nije veta od 2; posle toga D. Cvetko-
vi¢, M. Doob i I. Gutman [8] su odredili sve minimalne grafove
sa osobinom da imaju najvedu éOpstvenﬁ vrednost veéu od 2. U
ovom odeljku mi proSirujemo njihove rezultate u izvesnom smislu.

| Neka je E indukovani podgraf grafa G tj. H&G., Iz
teoreme 4,1 sledi da je r(G)»r(H) i A(G)<LA(H), tj. s(G)% s(H).
tuda za svaki realan broj L >0 moiémo posmatrati grafove sa
osobinom s(G)> L koji su minimalni u odnosu na ovu osobinu: U
ovom odeljku mi ¢emo nali sve takve grafove za I1=4,

Moze se takodje razmatrati sledece pitanje: Za Tea-
lan broj 1. >0 nad¢i sve graféve sa s(G)<£L. U ovom odeljku srisu-
. iemo sve povezane grafove za koje je s7G) L4, Kombinujuéi ovo

L5 (¥4 . B

sa rezultatima Smith-a [3?], videtemo dz vostoji tadno pet gra-

s - . . .

Frvo Cemo odrediti sve wmovezane minimalne grafove
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Odredjivanje minimalnih stabala sa rasponom ve-
¢im od 4 ekvivalentno Jje odredjivanju minimalnih stabala sa
najvecom sopstvenom vrednoscéu vecom od 2.

Lema 4.1 ([8]) Postoji tadno 9 minimalnih stabala
sa rasponom velim od 4 i to su grafovi GZQ_GBO sa sl, 4.1l. D

Teorema 4.% Postoji tac¢no 30 minimalnih povezanih

grafova sa rasponom velim od 4 i oni su predstavljeni na sl. &4.1.

Gl Cé 3 4 5 6
G Gg Gq 10 G11 G1o
Gz Giy G5 G16 Gin 18

G19 Gop Goy Goo Goz

Ggq G25 G26 “GB7
Gog Gog G20
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Dokaz, Lako moZe da se pokaze da su grafovi Gl—G5O
sa sl,., 4,1 minimalni u odnosu na osobinu da imaju raspon veci
od 4.

Dokazimo da ako je vpovezan graf G minimalan u od-~
nosu na osobinu s(G)>» 4, tada je G jedan od grafova Gl-GBO sa
sl., 4.1. Lema 4.1 vodi raduna o slucCaju kada je G stablo. Zbog
toga Jje dovoljno posmatrati samo grafove sa konturama.

Neka je G povezan minimalan graf sa rasponom veéim
od 4 i neka je n duZina najkracte konture grafa G. Oznalimo J&vo-
rove proizvoljne konture Cn grafa G sa Viseoes Vo, tako da su
gvorovi v, i v, (i=lye0.,p=1), v, 1 v, susedni. Neka je

T, . (144i,<...41, 4n; 14k <n) skup &vorova iz V(G\V(C_)
lloo_.lk 1 k . ~ n
koji su susedni tadno &vorovima Vi 4eee,V; Kkonture C . Neka je
: 1 k
T skup ¢vorova iz V(G)\V(Cn) koji nisu susedni nijednom cvoru

o8

konture Cn.

Ako je n 29, tada graf G sadrZi pravi indukovani
podgrafl 629, Sto Jje suprotno uslovu minimalnosti. Prema tome
mozemo razlikovati sledeée slulajeve:

Slucaj 1., n=3

Ako je bar jedan od skupova Tij (1<i<j<3%) nepra-
zan, tada je graf G1 indukovanl podgraf grafa G 1 otuda je G;Gl.
lieka e Tij:ﬁ (1£3i<j<£3), Bada ako je {T125[2-2 i nijedna dva
¢évora skupa T125 nisu susedna, graf G sadrii pravi indukovani
podgraf Gl’ Sto je suprotno uslovu minimalnosti., Dakle, ako je
IT125|;=2, tada je graf G2 sadrzan u G i otuda je G=G2. Ako je
IT1531=1, tada je G=G;. Neka je T,,z=@. Ako neki od skupova T,
(1<1i<3) sadrii viSe od jednog Cvora, tada je G=G, ili G=Gg.

Neka je !Tilé:l (1<i<3). Vode¢i raluna o simetridnosti, raz-

likovacemo sledeCe podsluajeve:



1° lTll=1, T2=T5=¢. Ako skup T sadrzi bar dva &vo-
ra susedna &voru xeTy, tada je G=G; ili G=G7. Ako T sadrzi sa-

mo jedan c¢vor susedan cvoru xe¢T,, tada Jje G=Gg.
. = (9

i M

1 1 vel,

susedni, tada je G=Gy. Ako cvorovi ¥ i ¥ nisu susedni, tada je

0 v .
2 IT1|=IT2l=1, T;=¢. Ako su Cvorovi xeT

G=G,, ili G=6

10 11

0 y . .
i 37 1Ty =17, =1T,1 =1, Ako su bar dva &vora izmedju

¢vorova xeTl, yeT2 i zeT5 susedna, tada graf G sadrZi pravi in-

dukovani podgraf Gq, Sto Jje suprotno uslovu minimalnosti. Otuda

je G=G12o

- AN

posdto graf G ne sadrzi trouglove. Ako je bar Jedan od skupova

T, (14i44) neprazan, tada je G=G.,. lNeka je T.=0 (1 <i<4).

5

o

Ako je T13%¢ i T24%¢, ta- -

=

. _ . A
Ako je 113%¢ a T24-¢, tada je G—ul
da ¢ sadrzi pravi indukovani podgraf G14, sto je suprotno uslo-

vu nminimalnosti.

U ostalim sludajevima (5 <n £8) imamo da jJe T ey =
17 iy

=¢ (1£1i; <... <i, ¢n; 2 <k 4n), podto mraf G ne sadrii konture

¢ija je duzina manja od n. Ako bar jedar od skupova T, (1<1i<n)
sadr?i vise od jednog c¢vora, tada graf G sadrfi pravi indukovani

Dpodrraf G25 suprotno uslovu minimalnosti. Neka je |T.] &1

graf G je Jjedan od grafova “]%’G1A?GW7' Ako Jje tacno jedan od
podskupova T, (1 <1 £5) neprazan, tade je G=Gyp.
Slucal 4. 6 &£n 48

Za n=6,7,8 grafovi ”lQ’GQO 1 Goqs resnektivno, sa-
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drrani su u (i otuda jednaki) grafu G,
Ovim je dokaz teoreme 4.1 kompletiran. o
U nastavku ¢emo odrediti sve povezane grafove Ci-

ji raspon nije vec¢i od 4. U dokazu teoreme 4.4 koristimo sle-
deéu lemu.

Lema 4,2 ([57]).Neka je G graf sa najveCom sopstve-
nom vrednosSc¢u r(G). Tada je r(G) <42 ako i samo ako je svaka
komponenta povezanosti grafa G indukovani podgraf jednog od

~ I S
Cl'f. ‘..a.6 }'Ill sa Slo 4‘02- a]

Teorema 4.4 Neka Jje G povezan graf sa rasponom s(G).

Tada je s(G) 44 ako i samo ako je G indukovani podgraf jednog

od grafova sa sl. 4.2.

RO

n

i

CAx

S1. 4.2

Dokaz, Lema 4,2 vodi.racuna o slucaju kada je G sta-
blo. Naime, odredjivanje stabala sa rasponom manjim ilil Jjedna-
kim 4 ekvivalentno je odredjivanju stabala Zija najvedéa sopstve-

na vrodnoqt nije veta od 2. Ctuda je dovoljno posmatrati samo



grafove sz konturama.

Lako je pokazati da grafovi Hl_Hll imaju raspon:mar
nji ili jednak 4. Otuda, svaki indukovani podgraf ovih grgfova
ima raspon koji je wmanji ili Jjednak 4.

Obrnuto, neka je G povezan graf sa konturama, ¢iji
raspon nije veéi od 4. Da bi opisali graf G, koristicemo metod
zabranjenih grafova. Primetimo da graf G ne sadrzi nijedan od
grafova Gl—GBO‘sa sl. 4.1 kao indukovani podgraf, posto je nji-
hov raspon veli od 4.

Neka je C_ najmanja kontura u grafu G i neka’TiI.rik

i T imaju isto znacenje kao u teoremi 4.3, Pazlikovactemo slede-

o)

e slucdajeve,

Slucaj l. n=3

Tada je Tij=¢ (1 <143 43) posSto u suprotnom sluda-
ju G sadr?i indukovani podgraf Gl' Pored toga skupovi Ti (1<£1 ¢
4£3) mogu sadrzati najvide jedan Cvor (inade G sadrii G, ili C-5
kao indukovani podgraf); dakle,|T.] €1 (1 <i<3). Takodje i skup
T125 moze sadriati nzjvise jedan &vor (inace je Glé;G 11i 6255G>o

leposrednim proveravanjem uwtvrdjuiemo relacije (po-
vezanost pranama) izmedju vpojedinih skupova. Najpre, &vorovi
skupova T. 1 Tj (1€i<«3j£3%) ne mogu biti susedni (inace je
J

<G). Dalje, skupovi T, 1 Ty,z su nekoegzistentni (u suprot-
! - ol ‘/‘ o " . -

nom sluéaju je G, &G ili G, €G).

I
.

raduna o simetrilnosti, razlikovacemo sledeCe podslucajeve:

o Mmoo ,
1 T1=12=J%=312%=¢. Tada je G=C;.

0 —J H —m e ¢ im - [y} 1
2 )Tll~i, T2=TZ—¢12§~y. Tada je 1,0[544 posto u

kac indukovani podgraf, DNakle, G=i, 1li G=i.,



A ik <=1, T,=T.,=T,=¢, U ovom slucaju je TO=¢

4.9 T =1T,0=1, T3=T),5=¢. Tada je T =¢, poito je
u suprotnom GIOQG 111 GllsG. Dakle, G=H5.

Primetimo da kombinacija lTlI=lT21=lT5l=l, Tl25=¢
nije moguca. Zaista, u suprotnom sluéaju G sadrzi G12 kao indu-
kovani podgraf,

Slucaj 2. n=4

Tada je Ti=Q (1 <£1i<4), podto je u suprotnom GIBS;G

&§to je nemoguce. Pored toga, T, =T94=¢, inace Jje G14££G. Dakle,

\H

G=C,,.
Sludad 3. n=5
\

Tada je IT;1 €1 (1 £1 £5), inace G,z £ G. Pored

.
D

toga, skupovi T, i Tj (141 <j<£5) su nekoegzistentni (u supro-
K3

tnom slucaju G sadrzi bar jedan od grafova G15,G16,G17 kao: in~

dukovani podgraf, &toc je nemogule), Dakle, imamo samo dve mo-

guénosti:

" -

~0 lTll =1, ’T.‘i=® (241 £5). U ovom slucaju je jozg,
inace Jje %18s§q. Dakle G=H5.

Slucaj 4. r>6

Teda je T.=¢ (1<% <n). Zaista, u suprotnom slucaju
J€ alC}EG, Gonsh 1 \;215:_(} za2 n=6,7,8, resvektivno, a GQC_}EG za
nZ9, 3to je nemosuée., Nakle, G=C_.

Gvim Je dokaz teorems zavrien. g

Fosledica 4.3.1 Postoji tacno pet povezanih grafova

6]

a r(3)>77T s(6)< L i to su grafovi H,-Y. sa sl, 4.2. o
lia kraju ovog odeljiks odredilemo sve nepovezane mi-

nimalne rafove sz rasponom vedinm od 4,
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Neka je Cn kontura duZine n, P, put duzine n-1, S,

zvezda sa n+l ¢vorom a Vm nj.wn grafovi predstavljeni na sl. 4.3,
]

n o1 2 1 1 2 n-1n 1 2 3 n-1n
c&———-—o—-o--—O—o—I-——-cv—-o---.—-o-—-o ) e .

Vm,n _ o

Sl. 4.3

Teorema 4.5 Postoji tacno 17 nepovezanih minimai-

nih grafova sa rasponom veéim od 4. To su

Hy+Cy, Hy+Cg, H1+P7, Hl+vl,2’ Hy+8,, Hy+Pg,
(1 H54P5, H54sa, H4;P5,JH5%04, H5;C6, H5408,
H5+P9, h5+Vl,5, H5fv2,2’ H5+w2, H5+S4.

Dokaz. Lako se proverava da su grafovi (1) minimal-

ﬁiwgrafovi u odnosu na osobinu da imaju raspon veli od 4.

Neka je G proizvocljan nepovezan minimalan graf sa
rasponom velim od 4. Tada graf G nema izolovanih ¢vorova i za-
dovoljava sledece uslove:

1) Graf G ima talno dve komponente povezanosti tj.
G=G15G2, pri demu je r(Gl);ér(Gz) i Z(Gl)#h(Ga). Pretpostavlja-
juéi da je r(G1)7>r(G2), imamo da je a(Gl)7>%(G2).

2) Svaka komponenta povezanosti ima osobinu
= - £ (1=]1.2
s(Gi) r(G;) - A(6y) £ 4 (i=1,2) .
Prema teoremi 4.4 zakljucdujemo da Jje svaka kowmponenta poveza-
nosti indukovani podgraf jednog od grafova sa sl. &4.Z,
3) Najmanje jedna komponenta povezanosti ima najvecéu

sopstvenu vrednost vecu od 2.

4) Komponenta povezanosti Gy Jje jedan od grafova Hl—HS
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sa sl. 4.2, posto su to jedini povezani grafovi koji zadovolja-
vaju istovremeno uslove 2) i 3) (posledica 4.3.1).
5) Komponenta povezanosti G, je minimalni graf u odno-

gu na osobinu

%(G2) <.r(Gl) -4 .,

Razlikovaéemo sledec¢ih pet slulajeva:
O r _u 3 ) .
1 Gl—Hl. Tada je G2 jedan od grafova 04’06’P7’V1,2
i 8, posto su to jedini grafovi koji zadovoljavaju uslove 2) i

5)e
2° G1=H2.'Poéto je H, pravi indukovani podgraf gra-

fa H,, graf G, pored uslova 2) i 5) mora da zadovoljava i sle-

deéi uslov

(2) AG,) > w(E) - 4 .

Graf P6 Jje jedini graf koji zadovoljava sve gore pomenute usloye.
%9 G1=H3. I u ovom slucaju H1 je pravi indukovani
podgraf grafa H,, pa graf G, mora zadovoljavati pored uslova 2)
i 5) i uslov (2). Grafovi Pg i S; su jedini takvi grafovi.
4°_G1=H4. Graf P3 Je jedihi graf koji zadovoljava
uslove 2) i 5). |
- 5° G1=H5. Tada je graf G, jedan od grafova C,,C.,Cg,
P9,V1,3,V2’2,W2 i S,, poSto su to jedini grafovi koji u ovom slu-
daju zadovoljavaju uslove 2) i 5).

Ovim je kompletiran dokaz teoreme 4.3. 3
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4,2 O grafovima ¢iji drugi spektralni.

raspon nije veéi od %/2

U ovom odeljku posmatraemo grafove koji imaju naj-
manje c¢etiri c¢vora.

Definicija 4.2 Neka je G graf sa spektrom “1>7Q2?

Zeee2Mp (n24). Drugi spektralni raspén 'SB(G) grafa G jednak
je razlici druge najveée i druge najmanje sopstvene vrednosti

grafa G tj.
sz(G) = %2(G) - %Drl(G> .

U daljem tekstu ¢emo drugi spektralni raspon, krat-

koée radi, jednostavno zvati drugi raspon.
| U ovom odeljku odredicemo sve minimalne grafove sa

osobinom da imaju drugi raspon veci od % a takodje i sve grafove
¢iji drugi raspon nije vecti od g. Ova poslednja osobina grafova
je heriditarna, Sto se lako pokazuje koriééenjem teoreme 4,1,

Najpre ¢emo dokazati nekoliko pomoénih lema pomolu
kojih su u nekim posebnim klasasma grafova odredjeni oni grafovi
koji imaju osobinu SZ(G)éQB/Z.

Lema 4.% Kompletan mult%partitan graf Ganl""’nk
ima osobinu SZ(G)fQB/Z ako i samo ako jefG jedan od sledeéih

grafova: o 3
17 G=K_ (nl>/ ngzl);

Dyyny
O =K (k=3 >1)3

8] _ s 3 = .
3 G_Knl,ng,l (nlahng, 2¢n,43 ili 4<n <5, n, 4y
O ~_ .

4 G—Knl,z,l,l (nq2 2);

50 G=K |

2,2,1,1,1 °
Dokaz. Karakteristiéni polinom kompletnog multipar-

titnog grafa G glasi

k n e
_ D=k i ‘
) = A ao [ ey
a=1

i1=4
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Ako Jje G kompletan bipartitan graf K tada on

n,,n,’
ima tadno dve ne-nula sopstvene vrednosti (teoremi,4?2) i sg(G)=O.
Neka je k »3. Razlikovaéemo sledeta cdetiri sludaja:
1) Svi karakteristiéni podskupovi grafa G su jednodlani
tj. G=K . Tada je A=A _,=-11 5,(G)=C.
2) Talno jedan karakteristicni podskup grafa G sadrzi
vise od Jjednog c¢vora. Neka je ng > 2, Do=...=n=1. Tada je
p(2) = 2™ (A+ 1)¥72 (9% - (k-2)A-n, (k-1))
pa zakljudujemo da je A,=0, A _,=-11s (G) 1.
3) Taéno dva karakterlstlcna podskupa grafa G sadrze
vise od jednog &vora. Neka je D, 7 22.2 n5 cee=Dy = 1. Tada je
p() = A% F (ar 1)E3 p (2)
gde je
p, (M) = A= (-3) K- (nyny+(k-2)(ny+0,))A - (k=1)nyn, -
Posto je 12=O, to je sg(G)££5/2 ako i samo ako je ln_lz-3/2.
Kako je K2,2’1_§Gvsledi da je ﬁn(G):éﬁs(K2,2,l)=-22. Posto je
p1(0)=—(kel)n1n2<:o to je Zn_lz-5/2ako i samo ako je pl(-gyzo
tj. ako i samo ako vaZi sledela nejednakost
(12—8(k—1))nln2+l2(k—2)(nl+n2)— (18(k-3)+27) =0
Poslednja nejednakost je ispunjena ako i samo ako Jje G Jjedan od
grafova 50, 4° j1i 5°,
4) Najmanje tri karakteristicna podskupa grafa G sadr-
Ze viSe od jednog &vora. Tada je hz 2, 2C_1(; is (G) > s (h2,2 2)>?.
Ovim Je lema u potpunosti dokazana.
Oznacimo sa <:> graf sa n Cvorova koji nema grane.
Dalje, oznacdimo sa {¢m) koumpletan graf Km‘ Linija izmedju dva
kruga oznacava da postoje sve mogule grane izumedju odgo#araju—

¢ih grafova. Neka su sa A iB oznaceni sledeli grafovi:
£,0,n m,1N



H—O—0O —O—O—
A!&,m,n o,n

Lema 4.4 Graf G=A (¢ z2) ima osobinu sz(G)é%

{,m,n
ako i samo ako jedan od sledeéih’uslova vazis:

1°£=2, m>»1, n<2;

2°£=5, mzl, n=1;

2°f =4, m=1, n=1 . |

Dokaz. Akd je £>2, tada prema teoremi 4,2 imamo da

su ne-nula sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom

R \)

£-1
£(a) = L2 Q) 7 (53 (p1)2% m(ar)A+(f-1)am) = O .

Odavde zeakljucujemo da- je A =~1 arﬂgé%- ako i samo ako jedan

n-1 2

O . (o]0 v -
od uslova 10, 27 1 37 vazi. g

| Lema 4.5 Graf G=Bm,n ima osobinu sz(G)é% ako i sa-
mo ako jedan od sledelih uslova vazi:

1° m=1l, nzl;

2° n=2, n=2 ,

Dokaz. Pomocu teoreme 4.2 dobijamo da su ne-nula

sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom

() = 2o

Odavde moZemo da zakljuclimo da Jje %éziﬂn—l' é& ako 1 samo ako

( 7\4—(mn+m~t~n)?\2 +mn) = 0 .

je m=1, n>1 ili m=n=2., O
Oznacimo dalje sa Dn (n>3) graf dobijen iz Xkomple-
tnog grafa Kn izostavljanjem dve susedne grane.

Lema 4.6 Graf G=D_ ima osobinu sg(G)é% za svako

n 4.
Dokaz, Lako moZe da se pokaze da karakteristidéni



polinom grafa G glasi
p(A) = (1) 2 (F-(2-3)2% (2n-5)2+(n-3)) .
Odavde .sledi da je2 q=-1la 7\251/2 za svako n> 4., o
U dokazima teorema koje slede koristitemo i slede-

¢u lemu, koja je neposredna posledica rezultata J. H, Smith-a

[371.

N Lema 4.7 Povezan graf G nije kompletan multiparti-
tan graf ako i samo ako sadrzi kao indukovani podgiaf Jjedan od

grafova sa sl. 4.4. 0

2 2 >
i ::5 4 ! !
1 1 4

Hl H2
S1. 4.4

s - - L3 - ol 3
Sada Cemo odrediti sve minimalne grafove sa osobi-

nom sa(G) >3/2.

Teorema 4.6 Postoji tadno 22 minimalna grafa sa dru-
gim spektralnim rasponom veéim od 3/2. To su kompletni multipar-
titai grafovi K2 2, 2’K6 4 l,K5 S,I’KB 3,1 1,K5,2 1,1,1°

2 2,1,1,1,1 i grafovi predstavljeni na sl. 4.5.
”
Dokaz. Koristeéi se rezultatima leme 4. 3%, pokazuje

' i K K K i
se da su grafovi K, 5 5,K5 5 1385 4 19835 3.7 193 57911

K 1 jedini minimalni grafovi u klasi kompletnih multi-

29251,1,1,
partltnlh grafova u odnosu na osobinu s (G)> 3/2.

Takodje, lako moZe da se proveri da su grafovi Gl—G16
sa sl. 4.5 minimalni u odnosu na osobi.nu sg(G)>5/2.
Neka Jje sada G proizvoljan minimalni graf sa osobi-

nom 452((}) >3%/2, koji nije kompletan multipartitan graf. DokaZi-

mo da je G jedan od grafova sa sl. 4.5.



Gy 6 c
%10 11 612
G15 G16

Sl. 4.5

Ocigledno graf G ne sadrii izolovane Cvorove. Ako
je G nepovezan graf, tada Je Gl‘"G i otuda je G= Gl

Neka je dalje Grpovezan graf, Na osnovu leme 4.7
zakljucujemo da graf G sadrzi jedan od grafova sa sl. 4.4 kao
indukovani podgraf. Razlikovaéemo sledeca dva slucaja.

Sludaj 1. Graf G sadrzi H1 kao indukovani podgraf,

Neka je T; (1 £i, <0 2ip S45 1<k £4) skup
¢vorova iz V(G)\V(ql) koji su susedni talno Cvorovima ij,...,ip
grafa Hl.
su susedni nijednom Cvoru grafa Hl‘

Dalje, neka je T skup &vorova 1z’V(G)\V(hl)‘k031 ni-

IskljuCujuéi simetriéne sludlajeve, razlikovacemo
sledete podslulajeve:
o :
1 Tl#ﬁ. Tada je G,SG i otuda je G=G,.
2° TQ#Q. Tada je G, pravi indukovani podgraf grafa

G tj. G, <G, Sto je suprotno uslovu minimalnosti.

1
5 T 27‘(2‘ Tada Jje Gz G i otuda je G=G5.

e
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’I‘lafﬁ. Tada je G, <G i otuda je G=G,.

50
6° T547=’¢. Tada Je GlCG, sto Je suprotno uslovu pi—

5° T)4# 9. Tada je G5 SG i otuda je G=G

nimalnosti.

7

g° TO#Q‘. Tada graf G sadrZi pravi indukovani pod-

T154;! @. Tada je G, <G i otuda je G=Gg.

graf H sa osobinom 52(H)> 3/2, Sto je suprotno uslovu minimal-

nosti.

Neka je dalje T1=T2=T4=T12=T15=T14=T23=T24=T34=T134=

=Tozy=Ty=F.

~0 . N _
9 [T5l > 1l. Tada Je G—Gg.
o] . _

11° |51 =1, 1 g. Tada ili je G=A, . , (i prema

1247
lemi 4.4 je sz(G)55/2), ili graf G sadrZi pravi indukovani pod-
graf H sa osobinom s,(H)>3/2, %o je nemogule.

12° 110 =1, Ty,5,#%. Teda je G=G

3 123 11

Neka Jje dalje i T5=Qf.

o .
13 ]T125[ > 2. Tada Jje G=Gl4.

O m — .4 -
14 ll_125] =2, leqyfg. Tada je G G15'

o : -
15 lT125; =2, T12547{ ¢. Tada postoji graf H € G sa

Y]

osobinomnm sg(H) >3/2, 5to je suprotno uslovu minimalnosti. g
o 'm g _ cas _ . .

16 '*125! =1, Ty,,#@. Tada ili je G"AB,m,l (i pre-
ma lemi 4.4 je 82(G)$5/2) ili postoji graf H<G sa osobinom
82(H)>5/2, Sto je nemoguce,

179 17550 =1, T 55, % 9. Tada je G=G

Neka je dalje i T125=¢‘.

12°

0 s s . .
18" [Tyl > 1. Tada ili je u-AZ,m,l (i prema lemi 4.4
je s,(G) £3/2) ili je G=H5* (takodje je-s2(H5)£~5/2), ili graf G

*Graf H5 Jje predstavljen na sl. 4.6.
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sadrzi pravi indukovani podgraf H sa osobinom s2(H)7>5/2, sto
je nemogucle.
197 11y 1 = 1, Ty 53,=0. Tada je G=G,;.
Konacno neka je i T124=¢. Tada je ocligledno G=Gl3.
Slucaj 2. Graf G sadrzii H2‘a ne sadrzi Hl kao indu-
kovani podgraf.
Neka T, i To imaju isto znacdenje kao u prvom

l ...l
1 k
sluéaju, samo sada u odnosu na podgraf H2. Tada je T12=T25=T34=

=T125=T124=T134=T254=T1254=¢. Pored toga skupovi Tl’T2’T3’T4’
TlB’Tl# i ’I'24 mogu da sadrze sawmo izolovane c¢vorove,

Ponovo iskljucdujuéi simetricéne slucajeve, moZemo
~razlikovati sledete podsludajeve:
: 1° Tl;fg. Tada je G, <G, Sto je suprotno uslovu mi-

-

q}malnosti.
| 2° T,#@. Tada je GgSG i otuda je G=Gg.

30 qu_;!ﬂ. Tada je G,7.C_G i otuda je' .G=G7.

4° To;éﬁ. Tada je G CG, sto je suprotno uslovu mi-
nimalnosti.

Neka je dalje T1=T2=T3=T4= 14=To=¢‘

50 TlB?ég’ T24=¢- Tada je GzBl,n 1 prema leml 4.5
je s2(G):§5/2, &to je nemoguce.

6° T 5 # 9, 224}!95. Tada je G=Gy.

Ovim Jje dokaz teoreme kompletiran. O

U nastavku Cemo odrediti sve grafove ¢iji drugi
raspon nije veci od 3/2. o

Teorema 4.7 Neka je G graf bez izolovanih Cvorova.

Drugi spektralni raspon grafa G nije veéi od 3/2 ako i samo ako

je G jedan od sledetih grafova:
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(1) G=Kn1’“.’nk (k=2,ny2 0,715 k73,0,% 1,n5=...=n,=1;
k=3,n >/n2,2 é_n243,n3=1; k=5,4énlé5,n§=4,n5=l;
k=4,nl 2 2,0,= 2,n5=n4=1 ili k=5,nl=n2=2,n5=n4=n5=l);

(ii) G=A£’m n
(iii) G=B_ (m l,n21 ili m=n=2);
(iv) 6=D (n7/5);

(v) G=H5 (sl. 4.6).

({=2,mz1,n<s2; £=3,m2z1,n=1 ili £=4 ,m=n=1);

Dokaz., Pomoéu leme 4,3 odredjeni

su kompletni multipartitni grafovi &i-

ji drugi raspon nije veci od 3/2.
Neka je G proizvoljan graf koji

H
5 nije kompletan multipartitan i koji ima

Sl. 4.6
osobinu s, (G)<15/2 Da bi opisali graf
G, ponovo Cemo koristiti metod zabrangenlh grafova, Pomolu teo-
reme 4.1 zakljucujemo da graf G newsadrﬁi kao indukovani podgraf
nijedan od grafova GI—G16 sa sl. 4,5, posto oni imaju drugi ras-
pon veCi od 3%/2.
Graf G je povezan, posSto je u suprotnom slucaju
G,CG, 3to.je nemoguée. Iz leme 4.7 sledi da G sadrii jedan od

1 |
numerisanih grafova sa sl. 4.4 kao indukovani podgraf, Razliko-

vaCemo sledeca dva sludaja:
Slucaj 1. Graf G sadrzii Hl kao indukovani podgraf.
Neka T, . 1 T, imaju isto znalenje kao u sluca-

l.-.lk
gev1ma teoreme 4.6.

.
E]

Tada je Ty =g, inale Je Gg‘:v Slic¢no imamo da je
T,=Ty= T12'T15=T14=T23=L24=*54=T134=T234=¢’ jer u suprotnom graf
G sadrZi kao indukovani podgraf jedan od grafova GZ’GI’GB’G4’GR’
G, GS’G G.,Gg, respektivno, Pored toga je i T =¢ (inale je bar

Jedan od grafova GHG2,G5 i G, sadrzan u grafu G kao indukovani
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podgraf, Dakle, svi ovi skupovi, sem eventualno TB’T123’T124 i
T1254, su prazni, Dalje Cemo razlikovati sledeé¢ih pet podsluda-
Jjeva:

1% T30 55=T) 54 =T1 03 174 1,1°

20 Tai‘ﬁ, T125=T124=T1254=¢. U ovom slucaju imamo

4=¢0 Tada je G=H

da je IT3!=1: inace Jje GIEEG ili G9££G. Dakle, G=A2,l,2’
30 T) 05 # 9, T5=T124=T1254=¢. Tada skup Tj,5 ne sa-
drzi nesusedne évorove, jer je u suprotnom slucaju G4EEG. Posto
T125 ne sadr?i ni trouglove (inade je G14§2G), to imamo da je
T3l €24 G=hAp g 5 (3 <4 <), |
4°'T124;!g25, 75=T1 53=T) 53,=¢. Tada je podgraf H gra-
fa G indukovan skupom ¢vorova Tl24 ili graf K2 11i graf bez gra-
na, Zaista, u suprotnom slucdaju graf G sadrzi bar jédan od gra-
fova GpysGyo i G15 kao indukovani podgraf, 3to je nemogule. Da-

..

kle, G=H; ili G=A2,m,1 (mz2).

5 . .
o = = = i o
5 Tl234’£¢’ T3—T125 le4 ¢. Podgraf grafa G indu
» . Dy -
kovan skupom cvorova T1234 je kompletan graf, inale Jje Gl}"G'
Otuda je G=D_ (nz5).
Sada Cemo odrediti relacije (povezanost granama) iz-
- m - ‘ - - - 3 -
med ju skupqvg LB,TIEB,T124 1 Tl234 u grafu G i1 predstaviti ih
pomocu tabele 4.1, Ako su odgovarajuéi skupovi kompletno susedni
kompletno hesusedni ili nekoegzistentni upotrebitemo simbole 1,0
414 @, respektivno. Na primer, skupovi T5 i T125 su nekoegzistan-

tni, posSto je u suprotnom slucaju G, G ili GllééG.

Ti03 | T1on (T1034
T, g | 1 @
T13] . 4
Tyon 0

Tabela 4,1
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Uzimajuéi u obzir sve mogule kombinacije sa skupo-
vima T§,Tl23,T124 1 T1254 mozemo razlikovati sledeCa tri pod-
slucaja: ‘

[s] m - = . . s

6 TB#Q, ¢124;1 Z, T123 T1234 @#. Tada, uzimajuéi u
obzir 2° i 40, mozemo da zakljucimo da je G=A2 m.2 (m>2), Za-

b R ]
ista, u suprotnom slucaju je GllEZG, Sto je nemoguée,

] N . .
dukovan skupom cvorova T124 graf K2, tada je G13§;G’ sto je ne-
- mogule. Neka se le# sastoji od n>»1 izolovanih ¢&vorova. Tada,
ako je lT1231=2 imacemo da je G15§;G, Sto je nemogute. Ako je
lTl23l=1, dobijamo da je G=A5,m,l (m>2).

0 mo_ _ , .

8 Tl2/+"¢’ T1254#¢, ;5-T125—¢. Ako je podgraf in-
dukovan skupom ¢vorova T,,, eraf K2, imamo da Jje GlégG, sto je
nemogucte., Ako se skup T124 sastoji od nz» 1l izolovanih évorova,
tada Je Gsé;G ili G12§;G, pod pretpostavkom da je lT124{>-1 ili
1T12541:>1, $to je nemogule. U preostalom sludaju oéigledno ima-
mo da' Je G=H5.

Slucéaj 2. Graf G sadrizi H, a ne sadrzi H, kao indu-
kovani podgraf.

m 3 &3 = = =4 = = = =

Tada je ocigledno T12—T23 T54~?123 T124 T154 T234
=T1234=¢' Pored toga Je T1=T4=¢, posto je u suprotmom slucaju
GISEG. Takodje je T2=T3=¢ (inale je G8€§G) ; T14=¢ (inade Je
G7€5G). Dakle, svi skupovi sem eventualno Tl3 i T24 moraju bi-

ti prazni.
Skupovi Ty 3 i T,, mogu da sadrZe samo izolovane

évorove, s obzirom da Hj}#G. Dalje, svaki &vor iz ’.I‘l3 mora bi-
ti susedan sa svakim C¢vorom iz skupa qu (inade je GISQG).
Na ovaj nacin odredili smo strukturu posmatranog

grafa, Uzimajuci u obzir sve mogule kombinacije i vodeéi racu-
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na o simetricénosti, razlikovacemo sledecle podslulajeve:

o _m i O=H =
1 T13'T24_¢‘ Tada je G"H2'Bl,l'

2 Ty5# P, Tpy=f. Tada je G=B) , (nz2). |
30 Ty5# @, Ty #@. Ako Je ITy5]=IT,,(=1, imamo da

je G=B Ako je IT131> 1 ili (T24l>-1,-dobijamo da je G,.<G,

242°
$to je nemoguce.
Ovo. zajedno sa lemama 4,4-4,6 kompletira dokaz te-

oreme,



- 5. GRAFOVI SA OGRANICENIM REDUKOVANIM ENERGIJAMA

Energija E(G) grafa G jednaka je zbiru apsolutnih
vrednosti svih sopstvenih vrednosti grafa G. Neki rezultati ko-
ji se odnose na energiju grafa izneti su u radovima [15] i [49].

U ovom poglavliju definisu se dve spektralne karakte-

ristike posredstvom velidine E(G).

5.1 0 grafovima ¢ija redukovana pozitivna

energija nije veéa od 1/2

Definicija 5.1 Redukovana pozitivna energija RE+(G)

grafa G po definiciji je Jjednaka

RE*(6) = 3 B(6) - 27(6) = A5(6) + A3(6) + ... ,
gde su AI(G)2>%;(G)2:2;(G)3-... pozitivne sopstvene vrednosti
grafa G.
- Néka je H indukovani podgraf grafa G tj. HEG. U
skladu sa teoremom 4.1, sledi da je QI(H)ggﬁz(G), ﬁ;(H)égﬂ;(G),."
tj; RE+(H):§RE+(G). Otuda se za proizvoljah,realan broj L >0 mo-
ze postaviti problem copisivanja onih grafova za koje je RET(G)<L.
U ovom odeljku nati Cemo sve takve grafove za L=1/2.

Najpre navodimo tri jednostavne leme koje Cemo kori-
stitli u dokazu glavne teoreme.

Neka jJje Vm’nl"”’nk graf dobiljen spajanjem izolo-
vanog ¢vora X sa tacno jednim karakteristicnim podskupom (reda

m) kompletnog (k+l)-partitnog grafa X .
m’nl,otc,nk
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Lema 5.1 Graf G= Vm nl”"’nk

ako i samo ako vazi sledela nejednakost
k

ima osobinu RE+(G)4%

2n.
i 4m-1
(1) 5neT o1
i=1 %

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.2 dobijamo da graf
G=V ima taénb dve pozitivne sopstvene vrednosti i da
m’nl’...,nk
je RE'(G) £1/2 ako i samo ako je ?\2(G)41/2 Pored toga, imamo
da su ne-nula 30pstvene vrednosti grafa G odredgene jednacinom

£(2) = ﬂ (24 1) {(-—-— 1>+(1-a<"\+1))Z % } 0.

l

PosSto je 'Al(G) /1 a £(0)=k-1>0 sledi da je ’)\2(G)£~l/2 ako i sa-
mo ako je £(1/2)£0. Odavde dokaz tec\_reme sledi neposredno. O

| Vodec¢i racuna o simetriéﬁosti zakljucujemo da neje-
dnakost (1) vazi ako i samo ako je ispunjen Ajedan od uslova:

1° k=1, m>1, n, =1

17
2° k=2, m» 1, n;7 1, 0> 1
%0 k=%, m=1, nz 1, z 1, nB_,zl
4° k=3, m= 2, nl=1, n2=l, riBZl
5° k=3, m= 2, nl=l, n2=2, 241}5
6° k=3, m=3, ny =1, n,=1, 14nz<3
‘7° k=3, m=4, n;=1, ny=1, l4ny<2
g° k=3, mz 5, nl=l, n2=l, n5,=l
9° k=4, m=1, n,=1, ny=1, ny=1, n,>1
10° k=4, m=1, n =1, n,=1, ny=2, 24n, <3 .
Neka je dalje W graf dobijen spaja-

m'| ,m2,nl,t.a’nk
njem 1zolovanog dvora x sa tadéno k (kz 2) karakteristicnih pod-

skupova (reda nl,...,nk) kompletnog (k+2)-partitnog grafa

1-

My gWsyNygeesyly
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Lema 5.2 Graf G=Wm1,h2,nl,..-,nk (k= 2) ima oso-
binu RE-(G) £1/2 ako i samo ako vazi sledeéa nejednakost

k 2n. . 4m.m—1
s 2ni+ mlm2—2(ml+m2):3

Dokaz. Ponovo na osnovu teoreme 4.2 dobijamo da
graf G=W ima tadno dve pozitivme sopstvene vre-
B19Mpatysecerlly S
dnosti i da je RE (G) £1/2 ako i samo ako je %ECG)551/2. Tako—
dje imamo da su ne-nula sopstvene vrednosti grafa G odredjene
jednacinom

' k
k-1
£(2) = (_'E]l%__ l ! (X+1)g(a) =0,
' 172 44 7

gde je .
.
g2) = (X-mm) - (W+(my+ur ) mn-m,) Z 7”’;1 .
i=]1

Posto je A7(G)>1 a g(0)=mm k>0, to sledi da je AL(G)£1/2 ako

172
i samo ako je g(1/2) £0. Odavde neposredno dobijamo da je posle-
dnji uslov zadovoljén ako i samo ako vazi nejednakost (2). &

Dalje, oznalimo sa 2, sledeéi graf

Lema 5.5 Graf G=Z_ ima osobinu RE'(G) £1/2 za sva-
ko n. 13 A
Dokaz ove leme je slican dokazima prethodnih lema

pa ga zbog toga izostavljamo.

Sada Cemo navesti glavnu teoremu ovog odeljka.

Teorema 5,1 Graf G bez izolovanih c¢vorova ima oso-
binu RE (G) £1/2 sko i samo sko vazi jedan od sledeé¢ih uslova:

(i) G je kompletan multipartitan graf;



(ii) G= Zn; '
(1ii) G==Vm’n1""’nk (k>2 i va?i nejednakost (1))
(iv) Gz:wml’mZ’nl""’nk (mlégmg, k>»2) i .jedan od sle-

de¢a dva uslova vazZi

a) m, =1, m2é2;

1

b) my > 1 i1i m2:>25 i vaZi nejednakost (2).

Dokaz. Ako je G nepovezan graf bez igolovanih évo-
rova, tada je RE+(G);ﬁn5(G)2=l. Dekle, svaki graf sa osobinom
RE+(G):51/2 mora‘biti povezan,

Neka je G povezan graf Cija redukovana pozitivna
energija nije vela od 1/2. Da opiSemo graf G koristicemo metod
zabranjenih grafova. Pomolu teoreme 4,1 zakljucujemo da G ne

sadrzli nijedan od grafova Gl—G10 sa sl. 5.1 (kao indukovani pod-

graf) posSto oni imaju redukovanu pozitivnu energiju veéu od 1/2.

& W @
SSead

S1l. 5.1

Ako graf G ima tacno jednu pozitivnu sopstvenu vred-
nost tada Jje on kompletan multipartitan graf i RET(G)=0.
Ako G ima bar dve pozitivne sopstvene vrednosti, na

osnovu leme 4.7 zakljucujemo da G sadréi‘indukovani podgraf Hl
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sa sl. 4.4%, Neka je Til"'ik (1£ij<...<i <l; 1<k <4) skup
dvorova iz V(G)\V(Hl) koji su susedni tacno Cvorovima ijy...,dy
grafa H,. Dalje, neka je T skup &vorova iz V(G)\V(Hl) koji ni-
su susedni nijednom &voru grafa Hl'

Tada je Ty=To=Ty=Ty,=T,=Tpy=T134=Tp34~¥) T54=¢ 1
To=¢, posto u suprotnom sluéaju graf G sadrzii Gl’G2 i Gl ili G5
kao indukovani podgraf, respektivno.

Dalje je lTalfél, inacCe graf G sadrii-G2vili G,+ kso
indukovani podgraf. Skupovi TlB’T23 i T124 sadrze samo izolova~
ne ¢vorove, posto je u suprotnom slucaju GBS;G ili G5é;G.

Skup T1234 ne sadrzi indukovani podgraf dat na sl.
5.2 (a) (inacle je G5£;G) i relacija nesusednosti &vorova skupa

T 5ﬁ mora biti tranzitivna., Otuda je graf indukovan skupom &vo-

12
Tova T1234 ili graf bez grana ili kompletan multipartitan graf.

K
(]

Sl'o 5. 2

- —
(a) (b)

Pored toga, skup T123 ne sadrii grafove (a) i (b) sa sl. 5.2

kao indukovane podgrafove (inale je GBQ;G ili G;4E6).Zbog to-

ga je graf indukovan skupom &vorova Tl25 ili graf bez grana 1ili

kompletan bipartitan graf.

Sada Gemo odrediti relacije izmedju skupova LU,
TBB’TlZB’T124 i T1254 u grafu G i predstaviti ih pomocCu tabele
S.1. Ako su odgovarajuéi skupovi kompletno susedni, kompletno
nesusedni ili nekoegzistentni upotrebicemo simbole 1,0 ili @,
respektivno. Na primerj skupovi T5 i Tl3 su nekoegzistentni,

posSto je u suprotnom slucaju Glg;G 111 G <G,

¥Graf G ne mode da sadr’i graf H, sa sl. 4.4 (kao in~
dukovani podgraf), pogto je RE*(H2)2>1/2.



T13 | Toz | T1o3 | Tion | Tioms
T3 @ g @ 1 z
T, 1 1 1 1
T, 1 1 1
T, o 1 g
Tyon 1
Tabela 5.1

Pomocu ove tabele zakljulujemo da je lAuTzB, 2ﬁvT13,
5n9T124 i 4an3, pod pretpostavkom da su skupovi TEB’TIB’T124 i
T5 neprazni. Pored toga imamo da je V(G)\V(Hl) podskup Jednog
s . R ':‘-l v m
od sledecih skupova.-T3k1T124,T15U’I‘25UT123L1T124 i TlBL}*25L)
\jT124L}T1254. Otuda sledi da je G jedan od grafova Zn'

k»2) i W < k3 2).
WyTlygeee,yly (k22) 1 Wy gMoylygessyhy (ml Doy z2)

Ovo zajedno sa lemama 5.1- 5.% kompletira dokaz

teoreme., O

5.2 0 grafovima ¢ija redukovana negativna

energija nije vefa od 1

Definicije 5.2 Redukovana hegétivna energija RE (G)

grafa G po definieciji Jje Jjednaka
RET(G) =3 E (6) +A7(6) = 123(®)] + (W36 + et

gde su QE(G)ssqé(G)s;... negativne sopstvene vrednosti grafa G.mo
U ovom odeljku odredicemo sve miniwalne grafove sa

osobinonm da imaju redukovanu negativnu energiju veéu od 1. Pored

toga, odredilemo sve grafove &ija Jje redukovana negativma ener-

gija manja 1li jednaka 1. Ova poslednja osobina grafova je heri-



- 95_

ditarna, Sto se pomocu teoreme 4.1 lako pokazuje.

Na pocetku navodimo bez dokaza dve jednostavne leme,
Lema 5.4 ([50] ) Graf koji sadrZi bar jednu granu je
kompletan bipartitan ako i samo ako ima tacno jednu negativnu

sopstvenu vrednost. o
Lema 5.5 ( [50] ) Povezan graf G ima bar dve negativ-
ne sopstvene vrednosti ako i samo ako sadrzi jedan od grafova

Kz i P, kao indukovani podgraf (sl. 5.3). o

2 le
A I I o
1 3 2 3 -
K5 P4

U nastavku ¢cemo dokazati joS nekoliko jednostavnih

£ 4

lema.
Oznacimo sa Ln’Qm,n’Rn i Snl’n2’n3’n4 sledeCe gra—-
fove:
B G 06O
L ' R s
n : Qm,? n nl,nz,n},nLL
Lema-5.6 Graf G=Ln ima osobinu RE7(G) £1 za svako
nzl.

Dokaz. Na osnovu teoreme 4,2 doﬁijamo da su ne-nula

sopstvene vrednostl grafa G odredjene jednacinom
;D
£(n) =22 (- a-2n) =0 .
Odavde zakljucCujemo da graf G ima tacno dve negativne sopstvene
vrednosti i da je‘kz(G):é—l, %5(6)=—1,za svako n>1l. Dakle,

Lema 5,7 Graf G=Qm,n ima osobinu RE“(G}:&I za svako

=1l 1in=l.0m0
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Lema 5.8 Graf G=Rn ima osobinu RET(G)<£ 1 za svako
nzl. o :

Dokazi poslednje dve leme su slidni dokazu leme 5.6
pa su zbog toga izostavljeni.

.9 G =3 i i B <

Lema 5.9 Graf G ny,n,,05,0, ima osobinu RE(G) £1

ako i samo ako vazi nejednakost
(L) DiDoDzN, - Dy, = Dolz = Dgny + lféO .
Dokaz. Pomolu teoreme 4.2 dobijamo da su ne-nula

e

sopstvene vrednosti grafa G odredjene jednacinom
£(A) = 1 (ﬁ%— (nyn,*+n n,+n,n )%2-’n n,n,n,) = O
n,n,0.n 172772733y 1727374 :
1727374 :
Odavde zakljucujemo da graf G ima tacno dve negativne sopstvene
vrednosti i da je RET(G) £1 ako i samo ako nejednakost (1) vaZi.
Vodeli raduna o simetriénosti moZe se pokazati da

nejednakost (1) vazi ako i samo ako je ispunjen jedan od uslova:

1° n;=1, n,=1, n,>1, n 57

2° nl=1, n,> 2, ny=1, ny>
3°n=1, n,=2, ny=2, n ny>

4° ny=1, ny=2, n,=3, 54,2

5° ny =1, 0y =2, ny74, "-p5=1

6% n) =1, my =3, ny=2, 515:1

7° n =2, n, =2, n,=1, nz3=1 . @

Sada ¢emo odrediti sve povezane minimalne grafove
sa osobinom RET(G) > 1.

Teorema 5.2 Postoji tacno 24 povezanih minimalnih

grafova sa redukovanom negativnom energijom veéom od 1., To su

grafovi sa sl. 5.4 i grafovi iz skupa S[=={G='”n ST, T |
1722734

(ny,00,05,m,) €4(1,2,1,4),(1,2,2,3),(1,5,1,3), (1,3,5,2),
(1,4,252),(2,1,1,3),(2,2,1,2)}] .



- 97 -

Hedeoo
OO
30

Sl. 504

)
~J
8¢}

Dokaz. Lako moze da se pokaZe da su grafovi G 17

sa sl. 5.4 i grafovi iz skupa S minimalni u odnosu na osobinu

RE(G) >1.
Obrnuto, neka je G povezan minimalan graf sa RE7(G)>

> 1. Dokazaéemo da Jje G jedan od grafova sa sl. 5.4 ili jedan
od grafova iz skupa s'.

Graf G ima bar dve negativne sopstvene vrednosti i
na osnovu leme 5.5 sadrzi jedan od grafova sa sl. 5.3 kao indu-
kovani podgraf. Razlikovacemo sledela dva sludaja: “

Slucaj 1. Graf G sadrzi K5 kao indukovani podgraf.

Neka Jje T. . .
igeeedy (lél1

vorova iz V(G)\V(KB) koji su susedni tacCno ¢vorovima iq99eeeyiy

L ...<ik53, 1<k 55)_ skup

grafa K5. Dalje, neka je T, skup Cvorova iz V(G)\V(Ka) koji ni-
su susedni nijednom ¢voru grafa K5.
Iskljucujuéi simetricne slucajeve, razlikovacéemo

sledele podsludajeve:

s
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o . . i
1 Tl25;1¢. Tada je G,< G i otuda je G=G,.

&G ili G, €G i G je jedan od

) .
2 To%(Z. Tada je G, 3S

2G50

Dalje, neka je T125=TO=¢. Ako neki od skupova Tij

(1<i<j<?) sadr¥i dva susedna &vora, tada je Gl pravi indu-

grafova G

kovani podgraf grafa G, &to Jje supgotno uslovu minimalnosti.
2% Neki od skupova Ti (lgsis;B) sadrzi dva susedna

¢vora., Tada je G4§;G i otuda je G=G,.
Neka skupovi Ti (1<1 45) i Ti,j (1£i<j<3) sadrie
samo nesusedne ¢vorove. Ako je taéno jedan od ovih skupova ne-

prazan, tada Jje G=Ln ili Gsz

’

n* Préma lemama 5.6 i 5.7 tada je
RE“KG)é&l, Sto je nemoguce. .

; Neka su bar dva od ovih skupova neprazni.

; 40 T, # 9, T,#¢. Tada je G5SG ili G SG i G je Je-
dan od grafoVa G5’G6' |

59 T, £, Ty,#¢. Tada je G, <G ili Gg=G i G je je-
dan od grafova G7,G8; f

6° T, #¢, T,5 # #. Tada Je G=G.

70 10?0 Tz 0. Tada%je G=Gg 1li G=Gg.

Sluéaj 2. Graf G sadréi=P4 a ne sadrzi K5 kao in~-
dukovani podgraf. | :

Neka Til“‘ik i TO imaj@ isto znacenje kao u prvom
sluéaju, samo sada u odnosu na podgraf P,. Tada je Tl2=T25=T54=
=T 55711 =T 34" To34 =Ty 054 =P- Poreditoga, Skupovi TyyT,yTs, Ty,
TlB’T14 i T,, mogu da sadrze samo izolovane cvorove,

Ponovo iskljucujuéi simetricne sludlajeve, wozZemo
razlikovati sledeCe podslulajeve:

1° Tyy # #. Tada je G=Gjg.

2° Toyég. Tada je G jedan od grafova Gy,,G,, ili GlB'
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Dalje, neka je T,,=T_=@.
3° |7yl > 2. Teda je G=G

14°
4° 1Tyl =1, T,#@. Tada je G=G , ili G=Gy.
5° 17yl =1, T, #§. Tada je G=Gy,.
6° IT,1 =1, T,#¢. Tada je G=Gy; ili G=Gy..
7° 11yl = 1, Ty, #@. Tada je G=Gyg ili G=G,,.

Ako Je lT! =1, T 7!¢, tada je ili G=R_ (i prema le-
mi 5 8 je RET(G)<1) ili G nije minimalan graf, sSto je nemogude.
Neka je Tl 5= =g. Ako je tacno jedan od skupova L2

TB’T13 i T,, neprazan, tada je G=85_ ,1,1,1 ili G=Sl,n2,l,l (i
‘prema lemi 5,9 je RE™(G) <1), Sto je nemoguée.

Dekle, neka su bar dva od skupova T2,’I‘3,Tl3 iT
Aneprazna. "
8° T2;£¢, T3;é¢ i ova dva skupa nisu kompletno ne-

susedna, Tada Jje G=G15. "
90 Tz‘;é 2z, TlB;!QS i ova dva skupa nisu kompletno su-
m 2 =
sednar Tada je G_GlB'
10° TlB#Qf, ;!¢ i ova dva skupa nisu kompletno su-
sedna. Tada je G= G17
Ako nijedan od slucageva 8° ,9 i 10° ne vazi, tada
su jedine moguée relacije izmedju skupova T2,T5,Tl5 i qu pred-

stavljene tabelom 5.2.

T3 | Tyz | Toy
r, | 0 1 0
T, 0 1
Ty, 1
Tabela 5.2

Pomolu ove tabele zakljudujemo da je 1~T,, 2rle5,
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5 ~T i1 4~T7

te sledi da je G=S .
24 3 J nl,n2,n§,nLL
Odredjivanje minimalnih grafova iz klase grafova
ekvivalentno je odredjivanju grafova koji zadovo-

ljavaju nejednakost
nln2n5n4 - Dyh, - ngn5 - nzn, +1 >0
i éigi svaki pravi indukovani podgraf zadovoljava nejednakost
(1). Koriééenjé; leme 5.9 moZemo da zakljulimo da je u 6vom slu-
daju G jedan od grafova iz klase S',
Ovim je dokaz teoremé zavrsen, o3
Sada cemo odrediti sve nepovezane minimalne grafove

sa redukovanom negativnom energijom velom od 1.

Teorema 5.3 Postoje tacdno Eetiri nepovezana mini-

malna grafa sa osobinom RE™(G) > 1l. To su sledeéi grafo#i:

P5+P5, K2+K3, K2£,Pq", K2+K2+Kv2 . -

Dokaz. Lako se pokazuje da su grafovi P34P5,K24K3,
K2+P4,K2+K2+K2.m1nlmaln1 u odnosu na osobinu Rm (G)>1.
Neka je G proizvoljan nepovezan minimalan graf sa

osobinom RET(G)>1. Tada G ne sadrZi izolovane d¢vorove.

Ako graf G ima vise od dve komponente povezanosti,

tada je K

2+K2+K'C1G 1 otuda jJe G=K2+K2+K2.

=
Neka graf G ima tadno dve komponente povezanosti tj.

G=G14G2. Ako oba grafa G; i G, nisu kompletni bipartitni grafo-

vi, tada G nije minimalan graf, Sto je nemogute. Na osnovu toga
moZemo razlikovati sledeéa dva slucaja:

1° G, i G2 su kompletni bipartitni grafovi, Tada je

1
Gi7!K2 (i=1,2). Pored toga, za svaki ¢&vor veV(Gi),"Gi—v je ili
graf K2 ili graf bez grana, Dakle, G1=G2=P5. )

2° G, je kompletan bipartitan graf a G, nije. Na os-

novu lema 5.4 1 5.5 gref G2 sadrzi jedan od grafova KB i P4 kao
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indukovani podgraf. Pored toga, za svaki &vor véV(G2), G-V Je
kompletan bipartitan graf a za svaki cvor veV(Gl), G,-v je graf
bez grana, Dakle, G1=K2 a G2 je ili graf K5 ili graf P4.

Ovo kompletira dokaz. o

Na kraju ¢emo odrediti sve grafove ¢ija redukovana
negativna energija nije vela od 1.

Teorema 5.4 Graf G bez izolovanih d&vorova ima oso-

binu RE7(G) <1 ako i samo ako jedan od sledelih uslova vazi:

(i) G je kompletan bipartitan graf tj. G=K_ _;

Qn’
(ii) G=L_;
(iii) G=Qy,n’
(iv) G=R_;
(v) G=Snl,n2,n3,n4 (pri demu nejednakost (1) vaZi);
(ﬁJGdﬁmmn' N

Dokaz. Lako moZe da se pokaié da«grafbvi (i)—(ﬁi)

imaju pomemutu osobinu,
| Neka je G proizvoljan povezan graf sé osobinom
RE™(G) £1. Ako G ima tadno jednu negativnu sopstvenu vrednost,
tada je on kompletan bipartitan graf i RE(G)=0C. '
| Neka G ima bar dve negativne 50pstveng vrednosti.

Tada graf G sédréi jedan od grafova K3 i P4 (sls 5.3) kao in-
dukovani podgraf. Da bismo oﬁisali graf G iskoristicéemo metodu
zabranjenih grafova. Na osnovu teoreme 4.1 zakljuclujemo da graf
G ne sadrzi nijedan od grafova Gl’G17 sa sl. 5.4 (kao indukova-
ni podgraf), podtoc oni imaju osobinu RET(G)>1. Razlikovacemo
sledeca dva sludaja:

Siuéaj 1. Graf G sadrii K5 kao indukovani podgraf.

Neka Til“’ik i TO imaju isto znaéenjevkao u sluca-
jevima teoreme 5,2.
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Tada je T123=¥¢, posto u suprdtnom slucaju graf G
sadrzi G1 kao indukovani podgraf, 3to je nemogule. Pored toga

je T =¢, inale je G, <G ili Gz<G. Skupovi Ty (1=2i<g3) 1 Ty
(1<i<j<3) ne sadrie susedne &vorove (inade je G, SG ili

G, =G).

4 -
Sada cemo odrediti relacije izmedju skupova Tl,T2,

TB’T12’T15 i T25 u grafu“G i predstaviti ih pomolu tabele 5.3.

T, T, T1o | Tys | Tos
T g g 7 1
T, 1 ¢
T3 1 Y/ ¢
T2 B
)5 g

Tabela 5.3

Tako, na primer, skupovi Tl i T2 nisu koegzistentni, posto Jje
u suprotnom slucaju GsézG 1li Gg=G.
lNa osnovu ove tabele imamo da je lruT25, 2~T15 1

Bnule. Dakle, zakljucéujemo da je G=Ln ili G=Qm,n'

Sludaj 2. Graf G sadrzi P, a ne sadrzi K5 kao indu-
kovani podgraf.

Tada Je Typ=Toz=T34=T153=T ou =T34 Tozu~ T 03477 2
skupovi Tl’T2’T5’T4’T13’T14 iAqu mogu sadfia?ilgamo izolovane

évorove,
Dalje je.T14=¢, inaég je GlOSEG. Pored toga je i

TO=Q, podto Jje u suprotnom GllEQG, G12§;G ili GlBEEG. Takodje
je 1Ty =1 1 17,1 =1, inace Je Gy 4 SGe

- S1iéno kao u prvom slucaju utvrdjivanjem odnosa
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izmedju skupova Tl,T2,T3,T4,T13 i '1121+ dobijamo tabelu 5.4.

T, Ty T, | T3 | Tou
T, ¢ g g 0 g
T, @ 1 0
T3 ¢ 0 1
Ty, @ 0
T3 1

Tabela 5.4

PomoCu ove tabele zakljulujemo da je lr~T2, 2n«Tl5,
BAVT24 i 4~vT3 te sledi:@a je G=Rn ili G=Sn1,n2,n3,n4' |
Ovo zajedno sa lemama 5,6-5.9 kompletira dokaz teo—-
reme za povezane grafove, |
) Neka je dalje G nepovezan graf sa osobinom RE"(GSf&l.
Tada graf G mora imati tac¢no dve komponente povezanosti od kojih
je svaka kompletan bipartitan graf. Pored toga, bar jedna kompo—

nenta mora biti graf K2.

Ovim je dokaz -teoreme 5.4 zavrsen., o



©. NEKE KLASE GRAFOVA SA4 MALIM BRCJEM
POZITIVNIH SOPSTVENIH VREDNOSTI

Kao sto je poznato J. H. Smith [57] jebdao komple-
tnu karakterizaciju grafova koji imaju tacno jednu pozitivau
sopstvenu vrednost. Slidna karakterizacija grafova koji imaju
tacno p pbzitivnih sopstvenih vrednosti (p>» 2) je jo$ uvek ne-
resen problem.rU ovom poglavlju odredicemo sve povezane grafo-
ve sa tadno p pozitivnih sopstvenih vredrosti (p=2,3,4) u nekim
klasama grafova (stabla i grafovi sa tadno jednom, dve ili tri
konture). Osvrnuéémo se 1 na problem opisivanja strukture gra-
fova sa tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti.

Najpre ¢emo dokazati jednu Jjednostavnu lemu koja je
od znadsja za razmatranje postavlijenih problema. Neka su n*(G)
i n (G) brojévi pozitivnih i negativnih sopstvenih vrednosti
grafa G, respektivno.

] Lema 6.1 Neka je G konacan graf i g njegov kanoni-
‘éki graf, Tada jJe

n*(G) = n'(g), n (G) = n (g) .
Dokaz., Dokaz je laka posledica teoreme 4.1 1 Cinje-
nice dé se dodavanjem ekvivalentnog Cvore nekom od karakteri-
stiénih podskupova grafa G multiplicitet nule povecCava za je-

dinicu. O3
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6.1 Stabla

U ovom odeljku odreditemo sva stabla sa taéno p po—
zitivnih sopstvenih vredmosti (p=2,3,4).

Neka (:)oznaéava graf bez grana. Linija izmedju ta-
ke (odgovara ¢voru) i kruga oznadava grane izmedju ovog évofa
i svih &vorova odgovarajuleg grafa predstavljenog krugom.

Lema 6.2 Stablo G ima manje od 5 pozitivmnih sopstve-
nih vrednosti ako i samo ako pripada jednoj od klasa grafova

predstavljenih na sl. 6.1.

D=l,2 2.1(1) C D=5 O

3, 1(2)

O F.102) O O—; 2(3) O 3(5)
O 4.4(4) ) 4, 5(4)
5. 1<9) T C 5.2(3) O 5. 5(4)
D=5 . SE fi
O—=5 ' O— 5;554:) ::, é 5.600)
:: 6.1(3) : :: 6.2(3) : 6.5(4) :
1O 6. 4(4) O C 6.5(4) 2 C 6.6(4)

D=6 f ? ff? E} f Z
6.7(4) 6.8(4) .9(4)

L10(4) 6.11(4)

P -,

o
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7.2(4) 7.3(4)
D=7 ££
7.4(4) 7.5(4)
© 8.1(4) 8.2(4) 8.3
S1. 6.1 |

Dokaz. Pomolu leme 6,1 1 tabele'spektra stabala iz
[9], lako moZe da se pokaZe da svaka klasa grafova sa sl. 6.1
ima manje od 5 pozitivnih sopstvenih vrednosti. Qdgovarajuli
broj pozitivnih sopstvenih vrednosti je prikazan za svaku po-
jedinacnu klasu grafova sa sl. 6.1 u zagradi.

Neka je sada G proizvoljno stablo sa manje od 5 po-
zitivnih sopstvenih vrednosti. DokaZimo da graf G pripada je-
dnoj od klasa sa sl. 6.1. Podto je n+(Gi)=5 za svaki graf G; sa
sl. 6.2, na osnovu teoreme 4.1 zakljudujemo da graf G ne sadrii
nijedan takav graf kao indukovani podgraf.

Oznadimo sa D(G) dijametar grafa G i razlikujmo sle-

~

deée slulajeve: » .

1° D(G) £2. Tada graf G pripada klasi 2.1,

2° D(G) = 3, Tada graf G pripada klasi %.1.

3° D(G) = 4. Ako graf G ne pripada nijednoj od kla—
sa 4.1-4.5, tada je G =G, §to je nemoguce.

4° D(G) = 5. Ako graf G ne pripada nijednoj od kla-
sa 5.1-5.6, tada je bar jedan od.grafova GB’G5 i Gq sa sl. 6.2
indukovani podgraf grafa G, Sto je nemogutle. |

5% D(G) = 6. Ako graf G ne pripada nijednoj od kla-

sa 6.1~-6.11, tada on sadrzi bar jedan od grafova G2,G5,G6,G7 i
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Gy | G2 Gz
N S 6 S N S
G, Gs Gg
AN U D S S G
G, Gg Gq
R 0 SN SN PP
Gy G 1o
AN S S SO oo oooocroo
. C13 Gyg 615
S1. 6.2

Gg sa sl. 6.2 kao indukovani podgraf, $to je nemoguée.

6° D(G)=7. Ako graf G ne pripada nijednoj od klasa
7.1-7.5, tada je najmanje jédan od grafova G9’G10’Gll i G12 sa
sl. 6.2 indukovani podgraf grafa G, sto je nemoguce.

7° D(G) = 8. Ako graf G ne pripeda nijednoj od klasa
' 8.1-8.3, tada on sadrzi bar jedan od grafova Gll’GIE’G15fi G14
kao indukovani podgraf, Sto je nemogule.

8° D(G) »9. Tada je G,5 <G, Sto je nemogute.

Ovim je dokaz leme zavrsen. o |

Sledeée tri teoreme neposredno slede iz leme 6,2,

Teorema 6.1 Stablo G ima tadno dve pozitivne sopst-

vene vrednosti ako i samo ako pripada jednoj od klasa 3.1 ili

4,1. o
Teorema 6.2 Stablo G ima tacno tri pozitivne sopst-

vene vrednosti ako i samo ako pripada jednoj od sledeéih 6 kla-

sa: 4,2,4,%,5.1,5.2,6.1 i 6.2. O
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Teorema 6.3 Stablo G ima tacno cetiri pozitivne sop-

stvene vrednosti sko i samo ako pripada jednoj od sledeéih 23

k1asa: 4.4,4.5,5.35.6,6.3-6.11,7.1-7.5 i 8.1-8.3. O

6.2 Grafovi sa malim brojem kbntura

U ovom odeljku odrediéemo sve povezane grafove G sa
malim brojem (jedna, dve ili tri) kontura i osobinom nt(¢)=2.

Neka je G graf sa osobinom n*(G)=2, Po¥to svi gra-
fovi sa sl. 6.% imaju tadno 3 pozitivne sopstvene vrednosti, iz
teoreme 4.1 sledi da G ne sadrzi nijedanvtakav graf kao induko-

vani podgraf. Posebno, graf G ne sadrii konture duZine vele od 4.

OQOCL

1
H g By 10 Bp 1o
- Hiz iy His B

Sl. 6.3

Teoreme 6.4 Povezan graf G sa taéno Jednom konturom

ima tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti ako i samo ako pri-

pada jednoj od klasa sa sl., 6.
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(a) (b)z (e) () O (e) (1)

Sl. 6.4

Dokaz, Pomo¢u leme 6.1 i tabele spektra grafova iz
[9] lako proveravamo da je n+(G)=2 za svaki graf G sa sl. 6.%4.
DokaZimo da su ovi grafovi jedini grafovi sa tacno jednom kon-
turom i osobinom n+(G)=2.
| Neka je G proizvoljan takav graf i neka on sadrzi
trougao kao konturu. Ako G ne pripada nijednoj od klasa (a)x(b)
i (e¢) sa sl. 6.4, tada on sadrii-bar jedan od grafova HE,H4;ﬁ5
i H sa sl. 6.3 kao indukovani podgraf, Sto je nemoguce. N
' Dalje, neka G sadrzi kvadrat kao konturu. Ako G ne
pripada nijednoj od klasa (d),(e) i (f) sa sl. 6.4, tada je bar
jedan od grafove Hl,Hg'i H7 sa sl. 6.3 indukovani podgraf grafa
G, Sto je nemoguce.
Ovim Jje dokaz zavrien.

Teorema 6.5 Grafovi sa sl. 6.5 su jedini grafovi iz

klase grafova sa tacno dve konture koji imaju tacno dve pozitiv-

ne sopstvene vrednosti.

- MIH AW

81. 6.5

Dokaz. Svi grafovi sa sl. 6.5 imaju taéno dve pozi-~

tivne sopstvene vrednosti,
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Neka je G proizvoljan graf sa dve konture C1 i 02 i
sa osobinom n'(G)=2, Tada konture C; i C, mogu biti samo trou-
glovi ili éetvorouglovi i mogu imati najvise jedan zajednicki

évor.
Ako G nije nijedan od grafova sa sl, 6.5, tada on

sadrzi bar jedan od grafova Hl’H2’H3’H4’H5’H10 i Hll sa s8l. 6.3
kao indukovani podgraf, Sto je nemogule. O

Teorema 6.6 Povezan graf G sa tacno tri konture ima

tadno dve pozitivne sopstvene vrednosti ako i samo ako pripada

jednoj od klasa sa sl. 6.6.

NN T
LR L

(3
Sl. 6.6

(8)

Dokaz, Pomolu leme 6.1 i tabele spektra grafova sa
pet 1 Sest Cvorova, lako se vidi da svaka klasa grafova sa sl.
6.6 ima tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti. DokaZimo da su
to jedine klase grafova sa tacno tri konture i tadno dve pozi-
tivne sopstvene vrednosti. |

Neka je G proizvoljan graf sa tacno tri konture Cl’
C, i C, i osobinom n+(G)=2. Razlikovacemo sledeéa dva slulaja:

2 5

1° Svake dve konture imaju najvide jedan zajednidki
¢vor. Tada graf G sadrzi bar jedag od grafova Hl’H2’H5’H4’H5’HlO

i Hyy sa sl. 6.3 kao indukovani podgraf, $to je nemogule.
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2° Konture 01,02 i C3 imaju neke zajednicke grane.
Tada G sadrzi Jjedan od grafova sa sl. 6.7 kao indukovani pod-
graf, Primetimo da graf H16 sa s8l. ©6.% ne moze biti indukovani

podgraf grafa G. Dalje ¢emo razlikovati sledeca tri podslucaja:

(a) - (b) (e

Sl. 6.7

2.1° G sadrii graf (a) sa sl. 6.7 kao indukovani
podgraf. Ako G ne pripada nijednoj od klasa (a),(b),(c),(d) i
(e) sa sl. 6.6, tada on sadrzi bar jedan od grafova Hl’HE’HB’
H#’HB’H6’H12 i Hl5 sa sl, 6.3 kao indukovani podgraf, Sto je
nemoguce.

2.2° G sadr#i graf (b) sa sl. 6.7 kao indukovani
podgraf. Ako G ne pripada nijednoj od klasa (f) i (g) sa sl.
6.6, tada je najmanje jedan od grafova HI’H2’H5’H14 i HlS sa
sl., 6.3 sadréan 1 G kao indukovani podgraf, Sto je nemogule.

2.3° G sadr#i graf (c) sa sl. 6.7 kao indukovani
podgraf. Ako Gene pripada nijednoj od klasa (h),(i),(J),(k) i
(£) sa sl. 6.6, tada on sadrzi najmanje jedan od grafova Hl’H2
1 H7 sa sl. 6.5 kao indukovani podgraf, $to je nemogule.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen, O



- 112 -

6.3 O étrukturi grafova sa tadno dve

pozitivne sopstvene vrednosti

U ovom pdeljku osvrnu¢emo se na problem opisivanja
strukture grafova sa tacno dve pozitivne sopstvene vrednosti.
Napominjemo da taj problem u ovoj tezi nije do kraja resen.

Na oénovu leme 6.1 zakljucujemo da postojanje ekvi-
valentnih c¢vorova u grafu nevutiée na broj pozitivnih odnosno
broj negativnih sopstvenih vrednosti grafa.

Neka je G proisgveljan povezan graf bez‘ekvivalen—
tnih ¢évorova koji ima tadno dve pozitivne sopstvene vrednosti.
1z tabele spektara grafova sa Sest i manje ¢vorova dobijamo da
postoji %aéno 34 takvih grafova koji imaju vise od dve pozitiv-
ne sopstvene vrednosti. To su grafovi Gl—G34 predstavljeni na
sl. 6.7, Na osnovu teoreme 4.1 zakljuéujemo da graf G ne sadrzi

nijedan od ovih gfafova kao indukovani podgraf.

Q A2

ONGONT

oLe



VA2

G

20
26 Gan Gog Go9 G20
Gz1 Gz Gz3 G2y
S1. 6.7

S druge strane, kako su kompletni multipartitni gra-
fovi jedini grafovi sa tacno jednom pozitivnOm sopstvenom vred-

no3éu [37], iz leme 4.7 sledi da graf G sadrZi bar jedan od gra-

fova ﬂi

zlikovati sledec¢a dva slucdaja.

iH, (sl. 4.4) kao indukovani podgraf. Dakle, moZemo ra-

Slucaj 1. Graf G sadrzi Hl kao indukovani podgraf.

Neka je T. . (1<i
= - ll...lk l

cvorova 1z“V(G)\V(H ) koji su susedni taéno dvorovima ll""’lk

Lues <iké4- 1<k <4) skup

grafa H,. Neka je dalje T, skup ¢vorova iz V(G)\V(Hl) koji nisu

susedni nijednom ¢voru grafa Hl.
Lema 6,3 Skupovi Tl,T2,T5,T4,Tl2,T13,Tl4,T25,T24,T54,
T123,T124,T134,T254,T1254 i.TO imaju sledecCe osobine: ‘
8) To=Ty=Ty5=Tr5=Typ,=0;
b) 1Tyl €1, IT51 €1, 11,1 <1, 1,1 =13
c) !Tbj =n, 20, IT

O’ !T nq_z O,

54] =n57/ O, ‘Tl23\ =
20, |7 0;

12/ =0o =

IT134! =52 0, ITo341 =06 2 0, 17 534] =07 2

pl
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Podgrafovi indukovani skupom ¢&vorova TQ,TlQ,T54,T125,T134,T254 i
T1254, respektivno, su'kompletni grafovi,

Dokaz. Skup To Jje prazan, Zaista, u suprotnom sluda-
G

Jju graf G sadrzi najmanje Jjedan od grafova GgsG G

1029112%141615:G165

G19’G21’G22’G25 i G27 kao indukovani podgraf, Sto je nemogucle.
Neposrednim proveravanjem zakljuCujemo kakav moZe bi-

ti medjusobni oanos'Cpovezanost granama) skgpova Tl,T2,...,T1234

u grafu G, Odgovarajue relacije predstavljene su tabelom 6.1.

Ako su odgovaraju¢i skupovi kompletno susedni, kompletno nesu-

sedni ili nekoegzistentni upotrebljeni su simboli 1,0 ili ¢, res-

pektivno. Ako Cvorovi dva skupa mogu medjusobno biti i susedni i

nesusedni upotrebljen je simbol x. Na primer skupovi Tl i T2~su

1
1

o1 T2 Tyl P10 %15 | Tral Tos| Tou| Tau] T103| T1ou| P13 T254AT1§34
r, |1|olgl1fo|@g|1]olg| 1|0 | g |oO 0
T, olgji1|1|ololg|g| 1| o0 | 0| @ 0
Ty 1jofoj1joj1f1)o |1 |1 1
T4 0 0 1 C 1 1 * G * * o
_le 1 @ 11 1 0 x 0] x X x
T, lolrjz1]lofl 1|1 o]1 1
T ’ 11/ ¢l 0] o0 | 1] ¢ 1
T, oo} 1 |1 |11} o0 1
Toy g| ol o | ¢g |1 1
T54 X 7} 1 1 H
T125 1 X ¥ X
Ty oy ‘ L
T154 1 *
T254 E's

Tabela 6.1
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kompletno susedni, inace je G125;G’ §to je nemoguce.

Pomoéu ove tabele zakljucujemo da je 1 ~T 2~T

25? 1%
5nuT124.i 4nuT5, kad god su .skupovi TZB’TIB’T124 i T3 neprazni.
Kako graf G nema ekvivalentnih Cvorova, to=sledi da je T3=T15=
=Tp3=Ty o=+

Dalje, nijedan od preostalih skupova Tl’TZ’Té;TIZ’
‘I‘14,T24,T34,Tl25,T124,T134,T234 i le-54 ne sadrii dva neéusedna .
¢vora. Za skupove Tl’T2’Tl4 i Ty, to sledi neposredno iz tabele
6.1. Ako su na primer x i y nesusedni &vorovi skupa Tl tada je
x~Yy, Sto je nemoguce,

Neka su x i y dva nesusedpna ¢vora skupa T4. Ako po-
stoji ¢vor z susedan sa tacno jednim od ova dva ¢vora, tada graf
G sadrzi bar jedan od grafova GgyGyp i G4 kao indukovani pod-
graf, Sto je nemogute. Dakle, ¢vorovi x i y imaju iste susede pa
je Xx~y. Kako je ovo u kontradikciji sa pretposfavkom da graf G
ne sadrzi ekvivalentne EVQrove, sledi da skup T, ne sadrzi nesu-
sedne &vorove, Na isti padin moZe se dokazati da skupovi Tl2’T54’
T123,T154,T234 i T1254 takodje ne sadrie nesusedne cvorove.

Skupovi Tl’TE’Tl4 i T24 ne sadrze takodje susedne
évorove..Zaista, u suprotnom slucaju je Gl4§;G ili G28€;G; Sto
je nemogute. Na osnovu ovoga i napred recenog sledi iskaz leme

pod b). ,
Stavljajuéi da je ITyl=ny> 1 a da su svi ostali sku-

povi prazni, moZemo naci karakteristiéni polinom grafa G, ¢ijim
ispitivanjem utvrdjujemo da graf G ima tacno dve pozitivne sop-
stvene vrednosti. Postupajué¢i na isti nadin i sa skupovima Tl2’
154,513125,’1‘134,’.[‘254 i TIEBA;“respektlvno, delazimo do istog za-
k1jucka,

'Ovim je dokazana lema pod c), O
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Da bi struktura grafa G bila kowmpletno utvrdjena,
potrebno je ustanoviti medjusobne relacije izmedju onih skupo-
va ¢iji ¢vorovi mogu 5iti kako susedni tako i nesusedni. Takvih
neodredjenih sludajeva (iskljudujuéi simetricne) ima ukupno 11.
Kod nekih od njih lako se utvrdjuje medjusobna povezanost &vo-
rova. To su sledeéi sludajevi: T4-T123’T4fT134’T12_T125’T12_T134
T Tz Ty omye

Svaki évor skupa T4 moze biti susedan sa najvide je~
dnim ¢vorom skupsa T125 i obrnuto. Zaista, u suprotnom slucaju je
G28E;G ili G3555G’ $to je newmoguce. S;iéno moze da se pokaZe da
svaki ¢vor skupa Ty, moZe biti nesusedan sa najvise jednim &vorom
skupa T134 1 obrnuto, syaki évor skupa le moze biti nesusedan
sa najvise jednim cvorom skupa T125 i obrnuto, svaki Cvor skupa
Tl2 moze biti susedan sa najvise jednim cvorom skupa T134 i obr-
nuto, i svaki ¢vor skupa Tl54 moze biti nesusedan sa najvise jJe-
dnim ¢vorom skupa T1254 i obrnuto.

U preostalih Sest neodredjenih sludajeva T4—T1234,
Py T1034 T34~ Ty 030 T34~ Ty o340 Ty o3 Ty 3y 3 T1p3-Typ3y Butor nije
uspeo da utvrdi relacije medjusobne povezanosti ¢vorova. Stav-
1jajuéi da je IT4l=n12>l,|T1234[=n72>1 a da su svi ostali skupo-
vi prazni, testirani su svi grafovi za koje je (nl,n7) é{(l,Z),
(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)] i koji ne sa-
drZe nijedan od grafova sa sl. 6.7 kao indukovani podgraf. I u
ostalih pet slucéajeva pravljeni su isti testovi i nisu pronadje-
ni zabranjeni grafovi sa 7,8 i 9 ¢vorova. Neodredjen slucaj T,-
_T12§4 testiran je i sa (nl,n7) E{(l,5),(2,4),(5,5),(4,2),(5,1),
(1,6),(2,5),(5,4),(5,2),(6,1)} i pronadjena su dva nova zabra-
njena grafa sa 11 ¢vorova, Kod svih ovih nereSenih slucajeva va-

zno je primetiti da je graf G komplement bipartitnog grafa i sto-
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ga je svrsishodno postaviti sledec¢i problem,

Problem. U klasi komplemenata bipartitnih grafova
okarakterisati one grafove koji imaju tacno dve pozitivmne sop-
stvene vrednosti. o |

ReSavanjem ovog problema bila bi utvrdjena struk-
tura proizvoljnog grafa G sa tacno dve pozitivmne sopstvene vred-
nosti, ¢ime bi problem u opitem sludaju bio rediv.,.

Slucaj 2. Graf G sadrii H, a ne sadrzi Hl kao indu-
kovani podgraf.

Neka Til"'ik i To‘imaju isto znalenje kao u prvom
slucaju, samo u odnosu na graf H2' Tada je ocigledno T12=T25=
T54=T125=T124=T154=T234=Tl234=¢. Pored toga skupovi Tl’Ta'T3’T4’
Tl5 i T24 mogu da sadrze samo izolovane cvorove.

Takodje je To=g, jer u suprotnom slucaju graf G sa-
drzi bar jedan od grafova GS’G6 i G9 kao indukovani podgraf, 3to
je nemoguce., I skup T,, Je prazan, inacle je Glé;G, 8to je nemo-

guce,’ .
Relacije izmedju skupova Tl’TZ’TB’T4’T13 1 T24 u

grafu G predstavljene su tabelom 6.2. Na primer skupovi Tl i T2

su kompletno susedni u grafu G, inace jJe GSEEG, sto je nemoguce.

T2 T5 Ty T13 T24
Tl 1 O ¢ 0 0
T2 0 1 0
T3 1 O 1 !
T4 0 0]
T15 1

Tabela 6.2
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Pomolu ove tabele zakljudujemo da je 1~Ts, 2rvT13,
3~T 4 i 4~JT3, kad god su skupovi T2,T3,T13 i T,, neprazni. Ka-
ko graf G nema ekvivalentnih Cvorova to je T,y= 3 15 24=¢. Iz
istih razloga skupovi Ty i T, ne mogu da sadrie nesusedne c¢vo-
rove, pa sledi da je ITj} €1 i IT,] 1. Kako skupovi T i T, ni-
su koegzlstentnl, moZemo razlikovati samo sledela dva podsludaja:

1° o, Q Tada je G=P

s 1= 4 -
o = - s
2 T1¥¢Q 4"¢0 Tada Je G—-Pso
Rezultati dobijeni u ovom drugom sludaju mogu se iz-

netl u sledecog teoremi,

Teorema 6.7 Neka je G graf koji sadrzi H2 a ne sa-

drZzi Hy (sl. 4.4) kao indukovani podgraf. Tada graf G ima ta-

éno dve pozitivne sopstvene vrednosti ako i'samo ako pripada

jednoj od sledete dve klase grafova

o—0O0—_0——~0 O—C}—O—O——O-D
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