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L UVOD 

Interesovanje za matemat1~ke metode 1 modele naqlo је ро­

raslo posle dru909 svetsk09 rata, а naro~1to ва razvojem 11near­

П09 pr09ram1ranja, koje је omoqu6110 reAavanje slo!en1hekonom -

sk1h problema. Razvoj 11nearn09 pr09ram1ranja vezan је za 1те 

~uven09 matemat1~ara с. Dantz19a koj1 је ВУОјiш fundamentalnim 

radom Maksim1z1ranje 11nearne forme podvr9nute oqran1~enjima u 

v1du s1stema 11nearn1h jedna~1na (nejedna~1na) postav10 osnove 

savremen09 pr09ram1ranjal) • 

~ta је 11nearno pr09ram1ranje 1 kakva је nje90va primena 

u ekonom1j1? L1nearno pr09ram1ranje predstavlja matemat1~ku апа-

11zu problema optimuma, odnosno ana11zu problema u ko.e ве tra!1 

maksimalna (m1n1malna) vrednost 11nearne forme, pr1 unapred da -

t1m 09ran1~avaju61m uslovima, koj1 su 1zra!en1 s1stemom 11near -

п1Ь (ne11nearn1h) jedna~1na. Dru91m re~ima, опо obuhvata i 1вр1-

tuje 11nearne sisteme kojima su izra!en1 odredjen1 uslovi, за с1-

ljem da ве nadju ona re!enja koja 6е odredjene zahteve u~1n1t1 

maks1maln1m (minimaln1m). Pr1 razmatranju ekonomskih problema 

11nearni з1stemi 1zra!avaju uslove u koj1ma зе odv1jaju еkопоmзki 

proces1, а 1inearna forma odredjeni zahtev (kriterijum,cilj)koji 

зе u dat1m us10vima !е11 posti6i. Da Ы зе postav1jen1 zahtev шо-

9ао ostvariti potrebno је obuhvatiti 1 1sp1tat1 de10vanje svih 

faktora koji rezult1raju iz raspo10!ivih, а11 09ran1~en1h resur 

sa. То ве post1!e formiranjem od90varaju6ih s1stema 1z koj1h ве 

kasn1je specija1nim metodama do1azi do opt1maln1h re!enja. 

1) Dantz19 С.В. мaxim1zat10n of а L1near Function of Variables 
Subject to L1near Inequa11ties, Т.С.Коортапз "Act1vity Ana1y­
sis of Production and Al10cat1on" John W11ey 1951. 
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Razvoj 11nearnoq proqram1ranja povezan је за ројmoт 11nе­

arlzacije slstema, odnosno ва moqu6nost1ma da зе mеdјuzаviзnоsti 

u ekonomSk1m slsteтiтa izra~avaju linearnim vezaтa koje relativ­

по dobro prikazuju stvarne odnозе izmedju razli~itih ve1i~1na. 

тахуа aproksimat1vna izra~avanja mеdјuzаv1зnоsti pokaza1a зu зе 

u praktiCn1m razmatranj1ma sasv1m prihvatljivim 1 omoqu6i1a зu 

relativno brz i uspeAan razvoj таtemati~kо-теdоdо10Аkih istra~l­

vanja. Medju prv1m pokuAajima takve vrste treba pomenut1 radove 

Leont1jeva tridesetih qod1na, koj1 је па baz1 druAtvenih bllansa 

radjen1h u Sovjetskom Savezu, ро uzoru па Мarksove зете proste 1 

proA1rene druitv,enereprodukc1je, pokusao da 1zvrlH genera1iza -

clju па уе61 Ьсој prlvredn1h oblastl, odnosno <Јсаnа, 1 da тateтa 

tlck1m puteт u vidu slsteтa 1inearnlh jednaclna uspostavi odnose 

u raspodeli bruto druзtvеnоq proizvoda, uspostavljaju6i vezu iz­

medju ukupne prolzvodnje i [1na1nе potro§nje (tra~nje) ро рс1У -

redn1m чсаnama. Pri toтe, osnovna pretpostavka ticala ае konstan­

tnih tehnickih koeficijenata sisteтa, odnosno konstantnih odnosa 

u okviru reprodukcione potroAnje izmedju privrednih grana. Takva 

tеоriјзkа orijentacija, а kasnije, за razvojeт е1еktrОnЗkih ra -

cunara i prakticna primena otvori1i su put novom тateтaticko-meto· 

d01oAkom razvoju, nasuprot dotada iskljucivoj pr1meni k1asicnoq 

mateтatickoq inзtrumеntаriја koji зе zasnivao па 1nfinitezima1nom 

racunu i d1ferenc1ja1nim jednac1nama. Razvoj teorije skupova,1i­

nearne a1gebre i drugih novih mateтatickih discip1ina uporedo за 

prihvatanjeт pretpostavke о linearizac1j1 s1зtета omogu6io је st­

varanje teorije 11nearnoq proqramiranja, koja је da1a zana~ajan 

dорrinоз teorijskim i prakt1cni.IiI razmatranjima u ekonomiji а naro 

c1to razvoju таtетаtiсkо-mеtоd010Аkog 1strai1vanja. 

Specifican znacaj 11nearnoq proqramiranja u ekonomijl pro-

1z11az1 1z c1njenice da је priroda рсоЫета koj1 зе tеоr1јзk1 ca~ 

тatraju vr10 bliska 111 identicna, prakticnim problemima koj1 

зе vrlo cesto postavljaju u razlicitul domenima. Naime, 

рсоЫет! u ekonomij1 najces6e su izra~en1 odredjen1m zahtev1ma 

za post1zanje odredjen1h c11jeva, kao §to su: ostvarivanje таkз~ 

ша1nе pro1zvodnje, dohotka, dobit1, maksiтаlnееfеkti.vnов-ti ula­

qanja, тaks1malnog kori§6enja raspolo~1v1h resursa 111 minima1 -

n1h troskova pro1zvodnje, m1niтa1n1h za11ha, m1nlma1n1h transpo~ 

tn1h troskova, ltd. Medjut1m, svaki od postav1jen1h zahteva ne 
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mo!е 8е posmatrat1 1zo10vano od us10va u kojima ае !е11 njegova 

rea11zac1ja. Drug1m re~ima, us10v1 u kojima 8е postav1jaju odre­

djen1 zahtev1 imaju od1u~ujut1 zna~aj pr1 rea11zac1j1 takv1h с1-

1jeva, s obz1rom па to da 8е оп1 uvek pojav1juju kao ogran1~ava­

jut1 faktor1 u vr10 з10!епот 1 simu1tanom de10vanju. ~ 1 u jed­

nostavn1m s1u~ajev1ma pr1 razmatranju relativno ma11h .pr1vredn1h 

or9an1zac1ja за та11т оЫтот 1 asortimanom pr01zvodnje ov1 uslo­

v1 mo9u bit1 810!еп1. U prvom redu оп1 ае 1zra!avaju 09ran1~en1m 

kapac1tet1ma pojed1n1h таА1па, postrojenja 111 poqona, dalje 

зпаЬdеуапја s1rov1nama 1 reprodukc1onim mater1jalom,raapoloI1v1m 

sredstv1ma, neophodnom kva11f1kac10nom strukturom radne snage , 

09ran1~en1m m09utnost1ma р1азтапа pro1zvoda,or9an1zac1onim p1ta­

пјiшa u po91edu pro1zvodnje, razmeitanja 1 pomo6n1h slulbi, skla 

d1ita, transportn1h troikova, sv1h v1dova za11ha (s1rov1na, mate 

r1ja1a, po1upr01zvoda 1 f1na1n1h pr01zvoda) 1td. Svl naveden1 

element1 1 mn091 dru91 javljaju ве simultano 1 de1uju kao 09ra­

nl~avajut1 faktor1 svakog pr01zvodn09 procesa, tako da su pr111-

kom postavljanja ma kakvo9 zahteva оп1 pr1sutn1, bez obz1ra па 

to da 11 ае u posmatranom momentu роаеЬпо 1stl~u 111 пе. 

L1nearno pr09ram1ranje u зуот teor1jskom konceptu polaz1 

od takv1h predpostavk1, 1st1~ut1 па jednoj stran1 zahtev ( c11j, 

kr1ter1jum) koj1 зе ~e11 ostvarit1, а па dru90jm mo9u6nost1 da 

se eksp1ic1tno 1zraze зу1 09rani~avajut1 faktor1 u v1du s1stema 

1inearn1h nejedna~1na (jedna~1na) 1 па taj па~1п opiiu uslovi 

u kojima зе takav zahtev postav1ja.Iz ov09a зе v1d1 da 11nearno 

programlranje odgovara ekonomsklm us10vlma 1 da zЬog t09a ima 

розеЬап znacaj u odgovarajutim 1stra!1vanj1ma. Опо ае razllkuje 

oddrug1h matematlck1h metoda, а naro~1to k1as1~n1h, u prvom 

redu ро tome ito jasno d1ferenclra с11јеуе 1 zahteve od opit1h 

us10va razmatranja, omogutavajut1 tako da зе ekonomsk1 problem 

јазпо def1n1se 1 matemat1~k1 formu11ie u pog1edu zahteva 1 od90-

varajut1h u81ova. Sem t09a zna~ajno је pr1met1t1 da је broj 09ra 

п1~епја (jedna~1na, nejedna~1na) nezav1san od broja nepoznat1h 

sto zna~1 da su ogran1cavajut1 us10v1 dat1 s1stemom od m jedna­

с1па (nejednac1na) ва п nepoznat1h ( m ~ п). OVа okolnost uka­

zuje ћД to da ne postoje nikakve ograde u pog1edu obuhvatanja re-

1evantnih faktora koj1 mogu bit1 od ut1caja u procesu рrоlzvеЮ­

nje, n1t1 pak broja pro1zvoda"odnosno akt1vnost1 znacajn1h u 
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odqovarajucem razтatranju. Najzad, za prakti~na razтatranja је 

od zna~aja ~lnjenlca da su ograni~avajucl uslovl lzra!enl slste 

moт nejedna~lna kojl omogucuju realno postavljanje odgovaraju -

61Ь uslova, naroclto kada ве radl о mogucnostl korl~6enja rазро­

lo!ivih resursa koji зе u realnosti ро pravl1u пе koriste u pot 

punostl, ра i onda kada зе imaju u vldu optlmalna re~enja. Na 

kraju, u svakom problemu linearnog programiranja, ро pravilu, 

flquriraju tzv. uslovl neneqatlvnosti koji lsklju~uju moguспозt 

dobijanja neqatlvnih reAenja, sto је s obzlrom па konkretna eko 

nomska znacenja pojedlnlh vellclna vrlo znacajan uslov. 

На 08nOVU navedenlh karakteristika vidimo da linearno рсо 

qramiranje u metodoloskom smislu doprinosi razmatranju i reAava­

nju ekonomskih problema vise по i jedan do sada poznati matema­

tlckl metod 1 da su пјечоуе mogucnostl вуе уе6е pri resavanju 

prakticnlh i teorijskih problema. 

Prolz11azl, dakle, da linearno proqramiranje obuhvata i 

сеАауа relativno veliki broj ekonomskih problema.U prvom redu 

probleme optimalnih proizvodnih proqrama u slo!enim i razllci -

t1m uslov1ma, koji prakti~no mogu bitl sveobuhvatni u okviru 

privredne organizacije. Оп! зе, kao sto зmo уео napomenuli, то· 

qu ticati tеhпiсkо-tеhnоlоАkih uslova proizvodnje sirovina, za­

liha, tr!ista, ponude i tra!nje, uvoza, izvoza i dr. Formulisa­

пје pomenutih uslova pomocu matematickih relacija (jednacina 

nejednacina) i formiranje odgovarajucih sistema medjuzavisnosti 

omogucava postizanje onih resenja koja proizilaze iz simultanog 

delovanja obuhvacenih faktora. Takvi sistemi ва posrednim 1 пе­

posrednim dejstvima predstavljaju realnu sllku medjuzavisnosti 

koja postoji u privrednoj organizaciji. Linearno prograтiranje 

polazi od takvih sistema i па bazi unapred utvrdjenih kriteriju­

та, koji mogu biti razliciti u zavisnostl od problema, lspituje 

uslove optlmalnosti,odredjujuci опа resenja koja su u datlm us­

lov1ma najbolja (opt1malna). Drugim re~lma, ako se za krlterl­

јuш uzme dohodak privredne organizacije, kojl зе ostvaruje od 

proizvodnje razlicitlh proizvoda, tada је pri unapred poznatim 

ogranl~avajucim uslovima moquce odrediti опај proizvodnl рсоч -

сат koji omogucava ostvarivanje maksimalnoq ukupnog dohotka.Ta­

kav proqraт nazivamo optimalnim u odnosu па postavljani kriter~ 

;"m. Mediutim. ос! lstim oQranicavajuclm uslovima, kriterljum 
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mo~e bit1 razl1~1t, ito zna~1 da ве mogu nа61 odgovaraju~l optl~ 

maln1 pro1zvodn1 programl. Pr1mena l1nearnog program1ranja је 

vrlo razl1~1ta u ek~nomsk1m lstra!1vanj1ma. Tako ве pri11kam ra­

zmatranja 1nvest1c1onih ulaganja mogu tra!1ti opt1malna reienja 

за maks1rnalnom efekt1vno§~u 1nvest1c1ja. zat1m opt1malni odnoa1 

akumulac1je 1 potro§nje u strukturnom smislu. Takodje је mogu~e 

razmatrat1 probleme trii§ta, pr1 raz11~it1m pretpostavka.a, pro­

Ыете spoljnotrgovinske razmene, problema kooperaclje 1 integra­

cije, probleme potro§nje, probleme ishrane, probleme opt1malnih 

me§avina, u poljoprivred1 probleme opt1maln1h ulaganja 1 selek­

tivne proizvodnje, probleme transporta u razli~itim vаrlјаntашА, 

probleme lokacije, азlчnаСlје, rasporeda itd. Najzad, ШО9u~е је 

re§avatl sloiene probleme koordinacije i uskladjivanja рrogrаша 

razli~itih slstema po~ey od preduze~a, ра preko integrac1on1h 

zajedn1ca do programiranja proizvodnih planova pr1vre~nih grana 

u okv1ru се1е pr1vrede, pom06u metoda dekampozic1je. Skala prob­

lema koji зе mogu reiavat1 pomo6u 11nearnog programlranja је vr-

10 ve11ka 1 nemogu~e 1Ь је sve nabrojat1. Prakt1~no, svaki pro~ 

lem strukturne prirode u kome ве postav1ja zahtev da ве 1zmedju 

ve1ikog broja mogu~1h alternatlvnlh reienja odredl оnо koje је 

prema unapred postavljenlm zahtevlma najbolje prlpada grupl рrоь­

lema 11nearnog programlranja. 
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11. PROBLEM LINEARNOG PROGRAМlRANjA 

Opstl obllk problema prograтlranja moze se izraziti па sl~ 

де6! nacin: пас! vrednosti promenljivih X
1

,X2 ••• x
k 

koje zadovo­

ljavaju ogranicavajuce us1ove, 1zra~ene sistemom jednac1na (nе -

jednacina) , 

Fr (X1 ,X2 ,···xk ) ~ b r 
tako да funkcija kriter1ja 

f = Q(x1 ,x2 , ••• xk ) 

r = 1,2 ••• т 

dostigne makзima1nu (minima1nu) vrеdnозt. 

( 1 ) 

( 2 ) 

U sistemu ogranicavajucih uslova 5vakom us10vu odgovara 

зато jedan znak jednakost1 111 nejednako5ti. Slstem moze bitl iz­

razen једnас1nата i n~jeдnac1naтa razlicitog smis1a, а broj us1o­

уа т moze biti vecl, manj1 111 jednak broju promen1jlvih К. 

Us10vl 5U specificirani odredjen1m funkc1jama koje mogu 1mati 

11nearan 111 nelinearan karakter, за unapred poznatim kons'tant -

nlm vrednost1ma br(r = 1,2, ••• т) 

Ako su ogranicavajucl us10vl 1 funkclja kr1terlja lzrazeni 

11nearn1m re1ac1jama, tj. 
k 

= ~ a rs Xs (r 
5=1 

k ,,-
L- с з X s ' 

s=1 

1,2, ••• т), 

tada se razmatranje svodl па problem Linearnog programlranja КО­

ј1 зе moze jav1t1 u jednom од dvaju standardnih obllka,kao prob-

1ет maks1muma 111 problem m1nimuma. Uko11ko зе uzme u obz1r из -
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10v nenegativnosti х в ~ о, s = 1,2, ••• k, tj. us10v da ви sve pro­

men1j1ve nenegat1vne, problem ве moze 1zraz1t1 па slеdеб1 na~1n: 

nаб1 nenegat1vne vrednost1 promen1j1v1h x 1 ,x2 , ••• ,xk tako da fun­

kc1ja kriter1ja 
k 

f = L с х (3) 
s=l з s 

dost1gne maksima1nu (minima1nu) vrednost pr1 оgrаn1~аvајuбim us-

10vima 
k 
"\ а х, Ь, r = 1,2 ••• m, 
L. rs s ~ r 

(4) 

в=1 

gde зu cs,ars i b r date konstante. 

u razvijenom obliku, opst1 problem 11nearnog programiranja 

u kome se traz1 mаkзima1па vrednost funkc1je kriter1ja mozemo 1z­

raz1t1: 

(max)f=c1X
1 

+ С 2Х 2 + ••• + ckxk 

pr1 оgrап1~аvајuбim us10v1ma 

a11x1 + a 12x 2 + 

a 21 x 1 + а 22Х 2 + 
+ a1kxk ~ Ь 1 
+ a 2kx k ~ Ь 2 

am1x 1 + а 2Х2 + ... + а Х ~ Ь rn mk k m 
Х 1 ~ о, Х 2 ~ о, ... Лk ~ о. 

(5) 

(6) 

Као sto se v1di, u opstem obl1ku problema figur1ra zahtev 

(с11ј) koji је izrazen funkc1jom kr1ter1juma, 1 uslov1 u koji­

та se takav zahtev postav1ja, а koj1 su dati tzv. ogranicavaju -

бimus10vimа u vidu sistema 1inearnih nejednacin~ (jednacina).Na 

s1ican nacin moze se postaviti problem m1nimuma, koji se u stan­

dardnoj formulaciji razlikuje suprotnim smislom nejednakosti og­

rапiсаvајuбih us1ova. Medjutim, 1 u jednom i u drugom problemu 

uopste uzev mogu f1gur1rat1 us10v1 raz11citog sm1s1a nejednako­

sti. Imајuб1 u v1du da izmedju problema maksimuma i problema mi­

nimuma u linearnom programiranju postoj1, ро definiciji duala, 

utvrdjen odnos, razmatracemo u оуоm деlи iskljucivo problem mak­

simuma. 

Ogranicavajuci us10v1 (6) mogu se napisat1 u у1ди sistema 

jednacina uvodjenjem, tzv. dopunskih promenljivih x
k

+
1

' X
k
+

2
' ••• 
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+ 

(7 ) 

Х1 , Х 2 ,··· xk , Xk+1 ,··· xk+m ~ О, 

tako da ве problem 11nearno9 pro9ramlranja mo!е lzrazltl u оЫl-

ku 

А11Х1 + а12 Х2 + ••• + a 1n xn = Ь1 
а 21Х1 + а22Х 2 + ••• + a 2nx n = Ь 2 

•. 8 ••••••• 

9de вто Btavl1l k + m = п 

а u funkcljl krlterljuma 

1 a rk+1= {1 za 
О za 

koeflcljentl kojl 

klm promen1jlv1m jednaki su nu11. 

(8) 

(9 ) 

i=r 
lJ1r t 

od90varaju dopuns-

Лkо sa с= {с1 , с2 , ••• c n } ozna~1mo n-d1menzlonalnl vektor 

koeflcljenata u funkcljl krlterljuma, sa 

X=(X1 'X2 ' ••• Xn } promen1jlvl vektor n-to9 reda, 

ва ь={ь1 ,ь2 , ••• ьт } , m-dlmenzlona1ni vektor s1obodnlh ~1anova, 
а ва 

а11 а12 ••• a 1n 

а21 а22 ••• a 2n 
(10) 

А ........ . . . . . . . . 
ат1ат2 ••• аmn 

matrlcu koeflcljenata slstema (m,n)-to9 reda, problem ве mo!е na­

рlваН 

, 1 ". 1 2 
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(max)f"'c'x 

Ах .. Ь 

111 u obl1ku п 

(тах) f- L СзХs 
з-1 

п 

! А х =Ь 
з-1 s s 

Х ~ о 

X
s 
~ о , з-1 ,2 ••• п 

13 

(11) 

(12) 

gde зmо sa As '" {a1S,a2S, ••• ams) ozna~111 ko1one matr1ce А, koje 

зu u ekonomsko-metodo1oik~ razmatranjima poznate pod ~enom уе­

ktor1 akt1vnost1 111 prosto akt1vnost1. 

Resenje problema 11nearnog program1ranja post1!e ве s~p -

1ех metodom па s1ede~1 na~1n. 

Neka prv1h m 11nearno nezav1sn1h vektora akt1vnost1 

Ar (r=1,2 ••• m) matr1ce s1stema А ~1ne bazu B-(А1 ,А2 , ••• Ат), tako 

да se vektor Ь то!е 1zrazit1 kao 1inearna kombinac1ja bazi~nih 

vektora, 

m 

r=1 
L А Х =Ь r r (13) 

Takodje, u оdnозu па datu bazu mo!emo izrazit1 та koji ne­

bazi~n1 vektor As (s=m+1,m+2, ••• n) 

m 

L (14) 

r=1 

Лkо заdа radi promene vektorske baze dodaтo 1 oduzmemo 1е-

уој stran1 jedna~ine (13) nebazi~n1 vektor A
s 

pomno!en за neod-

redjenom kоnзtаntоm е, imamo 

m 

2: А Х + еА - еА = ь 
r=1 r r з s 

111, s obzirom па (14), 

m rn 
2: Arxr - е L: Arxrs + еАз ь 

r=1 r=l 

odnosno 
m 

2: (Х -еХ ) A r + еА = Ь. 
r=1 r rs s (15) 
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Odredimo sada е , tako da za r=i odgovarajuci c1an postane 

jednak nu1i, tj. 

odnosno 

Х! Х 

е =-Х = min( __ r_), Х > О (16) 
is r xrs rs 

gde је uzet min~a1ni ko1icnik resenja za vektor Ь i Аэ , za 

xrs > О, tako da јее > О. 

Prema us10vu (16) moguce је izvrsiti promenu vektorske Ьа­

ze. Ispitajmo kakvog uticaja ova promena ima па vrednost funkci­

је krlterijuma. Pre svega, funkcija kriterijuma za bazu В ima 

vrednost 

f 
m 

L crXr ' 
r=1 

(17) 

а za novu bazu izrazenu jednacinom (15), uzimajuci u obzir us10v 

(16) 
m 

f'= L с (Xr--Bx ) + Вс r 'rs s 
rel 

gde је C s koeficijent u funkcij~ kriterijuma koji odgovara neba­

zicnom faktoru As ' odnosno 
m m 

f' = '" с Х L. r r + е (cs 
r=l 

i1i s obzirom па to da је 

m 
f s = L с х 

r rs 
r=1 

vrednost funkcije kriterijuma za nebazicni vektor А , i jednaci­
s 

ne (17), imamo : 

f' = f + е{с - f } s s (18) 

Re1acija (18) pokazuje da uko1iko је В>О i (c
s 

- f
s

) >0 za 

jedan i1i vise nebazicnih vektora, vrednost funkcije kriterijuma 

za novu bazu moze se povecati u odnosu па staru. 

Dak1e, ako se za promenu vektorske baze podje od kriteriju-
ma 
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с. - f. тах(с - f ) > О 
) ) в в в 

(19 ) 

е = 
Х! = min(~ ), >0 
xij r xrj 

xrj 

tada зе u хоnасnот broju iteracija mo~e дo~! do optima1ne baze, 

tj. do re§enja хоје ~e vrednost funkcije kriterijuma uciniti та­

ksima1nom. Reienje зе uvek тo~e posti~i jer је moqu~i broj baza 

хоnасаn, а imaju~i u vidu us10ve (19), vrednoBt funkcije kriteri­

јumз зе u svakoj narednoj iteraciji mo~e pove~ati (i8k1jucuju~i 

s1ucaj deqeneracije). Prema tome, simp1ex metodom ве" mo!е uvek 

do~i do resenja problema linearnoq proqramiranja. 

Razmotrimo va~nije teoreme па kojima eqzistira resenje 

problema 1inearnoq proqramiranja. 

ТеоrеП1а 1. Skup svih moqu~ih resenja cini konveksan Bkup 

К. 

1 Ј 1 1 1 I 
Dokaz: Neka Х ~ 1 Х1 ' Х 2 ,"'Хn (! 

х2 I x~,x~, •.• x~1 predstavljaju dva moqu~a raz1icita reienja. 

Tada imamo, 

Ax l 
= Ь i Ах2 

= Ь 

х1 >0 2 
х 30 

Konveksna kombinacija reienja x1 i 
2 tj. х , 

1 2 
х = Л х + (l -л) х , 

predstav1ja takodje moqu~e reienje, jer је х ~O i 

Ах=А [лх 1 + (1-Л) х 2 Ј = ЛАх1+ (1-), )'Ах 2 = ЛЬ+ (1-),)Ь=Ь 
Оак1е, ахо mogu~a resenja x l i х2 pripadaju Bkupu К, tada 

i svaka konveksna kombinacija pripada skupu. Prema tome, skup 

mogucih resenja је konveksan. 

Ахо skup mogucih re§enja ima хоnасаn broj ekstremnih taca­

ха, tada К predstav1ja konveksan po1iedar. Мogu~a resenja prob -

1ета 1inearnog programiranja predstav1jaju tacke konveksnog ро-

1iedra. 

ТеоrеП1а 2. Funkcija kriterijuma f=c'x defin~sana па хоn -

уехзnот skupu moqu~ih re§enja к dostize maksima1nu vrednost u 

ekstremnoj tacki skupa. 

Pretpostavimo да х nije ekstremna tacka skupa К, а funkci­

ја f(x) ima maksima1nu vrednost. Тада зе х тo~e izraziti, хао 
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konveksna kombinac1ja ekstremn1h tacaka x1 ,x
2

, ••• x
p
,t j • 

р 

х=2: ЛrХr' 
r=1 

~ лr = 1 
r 

tako da ве mo~e p1sati 

р 

(тах) f=f [L:> Х Ј = 2: л f (Х ), 
r=l r r r r r 

s obzirom па to da је f 11nearna funkc1ja. Ako, sada, izmedju 

avih ekstremnih tacaka xr (r=1,2 ••• p) uzmemo onu za koju је f 

maksima1no, recimo f(xp )' tada posto је Л r ~ О, imamo 

(тах) f f L Л r f (Хр ) 
r 

odak1e proizi1azi da је 

(тах) f (Х) = f (Хр ) , 

odnosno da funkcija kriterijuma dosti~e maksimalnu vrednost u 

ekstremnoj tacki Хр skupa К. 

Dokaz је slican za minima1nu vrednost funkcije kr1ter1ju-

та. 

Ukoliko funkc1ja kriterijuma dosti~e maksiтalnu vrednost 

za dve i11 v1se ekstremn1h tacaka konveksnoq skupa К, 

tada се ona imati maksimalnu vrednost za svako Х konveksne 

komb1nac1je ekstremnih 
р 

Х = L ).r xr 
r=l 

tacaka x1 ' Х2 , ••• ,Хр , tj. 

л r ~ о, 2: лr=l 
r 

dak1e, р р 

f(x) = 2: лr f(xr ) = L лrМ=М 
r=l r=l 

Teorema 3. Tacka Х = {x1 ,x2 , ••• Хр'О,о ••• о} 
је ekstremna tacka konveksnoq skupa k ako, 1 вата ako, 1zmedju 

svih vektora akt1vnosti А (в=1,2 ••• n) тo~e biti odredjen skup . s 
1inearno nezavisnih Al,A2, ••• Ap(~m), tako da је 

р 

L XsAs = Ь 
s=1 

i хз~ О za svako s. 
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Pos1ednjih (п-р) komponenata od Х jednako је nu1i. 

Pretpostavimo suprotno, да Х nije ekstremna ta~ka skupa К. 

Tada se Х mo!е izraziti kao 1inearna konveksna kombinacija dru­

gih dveju ta~aka Х1 i Х2 skupa К., tj. 

Х = лх1 +(1-л) Х2 о < л < 1 

Pos1ednjih (п-р) komponenata od x 1 i Х2 takodje је jednako 

nu1i. 

Poito ta~ke Х1 i Х2 pripadaju skupu К, to ае шо!е pisati 

р р 

L: Х1зАз '" Ь i L: X 2BA s '" Ь 
s=1 в-1 

Medjutim, ро pretpostavci, vektori А1 , А2 , ••• Ар su linear­

по nezavisni, tako da izra!avanje vektora Ь u kombinaciji ров -

matranlh vektora mora bitl jednozna~no, odakle proizi1azi да шо­

ra biti Х = Х1 • Х2 za svako в. Dak1e, 
в в s Х ne mo!е biti izra-

ieno kao konveksna kombinacija drugih dveju ta~aka, odak1e zak -

lju~ujemo da је ekstremna ta~ka skupa К. 

Teorema 4. Ako је Х '" { x1 ,Х 2 ' •• 'Хп } ekstremna ta~ka skupa 

К, tada vektor1 ва pozitivn1m mno!itelj1ma Xs obrazuju 11nearno 

nezav1san skup, tako da је najvise р od X s mno~ite1ja pozi -

t1vno. 

Ako је prvih р mno~ite1ja pozitivno, pisemo: 

р 

~ XsAs '" Ь, s"'1,2 ••• p 

s=1 

Pretpostav1mo suprotno да su vektori А1 ,А2 , ••• Ар 1inearno 

zavisni, tako da је 

gde svi Ils nisu jednaki nu1i. 

Neka је za relativno rnаН broj С 

X
s + cIJs >0 i х Сџ 5 >0 

5 

za svako s=1,2 ••• p, tako да se rnoze pisati 

р р 

~ (Хв + CIJs) А Ь i L: (х - Сџ 5) А ь 5 5 5 
5=1 5=1 
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Лkо ва џ ozna~imo vektor kojl 1mA pos1ednjih (п-р) komponenata 

jednako nu11, tada ~o 

Х1 • Х + ЕЏ 1 Х2 = х - ЕЏ 

dva шоqutа re§enja koja zadovo1javaju postav1jene us1ove, tako 

da је 
1 1 

х· 2 x1+~ Х2 
Меdјutlш, to је suprotno pretpostavcl da је Х ekstremna 

ta~ka skupa k. Prema tome, pretpostavka da su vektorl аа pozi-

tlvnlш mno!lte1jima 11nearno zavlsnl ne шо!е ае prlhvatltl ра 

zak1ju~ujemo da su vektorl А1 ,А2 , ••• Ар 11nearno nezavlsnl. 

Po§to su vektorl Аа m - dimenzlona1ni ne то!е postojati 

vi§e od т 1inearno nezavisnih vektora аа роzitlvпlш mno!lte -

1јiшa ха (а=1,2 ••• т), isk1ju~ujuti slu~aj deqeneracije. 

Pos1ednjim dvema tеоremaшa pokazano је da u problemu 1ine­

arnoq proqramlranja svako bazl~no шоqutе re§enje predstav1ja 

ekstremnu ta~ku konveksnoq skupa шоqutih reienja 1 druqo svakoj 

ekstremnoj ta~ki skupa шоqutlh reienja odqovara bazi~no moqute 

reienje. 

Dualni problem 

Va!na оаоЫna 1inearnoq proqramiranja lzra!ena је ~lnjeni­

сош da svakom problemu proqramiranja (primarnom problemu) odqo­

vara dua1ni problem. Nalше, ako је primarnl problem dat u obliku 

(max)f=<: 'х 

Х ~O 

tada је.ро deflnlclji,dua1ni problem dat u obllku 

(min)v - Ь'у 

(1) 

(2) 

(3) 

A'y~c y~O (4) 

qde је у vektor dua1nlh promenljivlh. 

Primetujemo da ako је krlterljum u pr1marnom problemu lz­

ra!en u vidu maksima1nlh zahteva u dua1nom problemu је оп lzra­

!en u vidu mlnimuma. Takodje, matrica sistema oqranl~avajutih 

uslova u dualnom problemu је transponovana matrlca prlmarnoq 

problema, а koeflcijentl u funkcljl krlterljuma 1 raspolo!lvi 

nivol oqrani~enja u primarnom i dua1nom problemu su zamenjeni. 

Neke va!nije teoreme dualiteta ukauzuju па vezu koja роа­

toji lzmedju pr1marnoq i dualnoq problema u linearnom proqrami­

ranju. 
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Teorema 1. Dua1 dua1nog рrоblеша daje priJnarn1 probl_. 

P081e mno!епја 8а (-1) re1ac1je (3) 1 (4) imamo: 

(шах) (-v) .. -Ь'у 

-А'у ,,- С, У ~ О 

gde је - (m1n)v = (шах) (-v) 

(5) 

(6) 

Problem (5) 1 (6) pred8tav1ja 8tandardn1 pr1marn1 рrоЫеш 

Uzmimo dua1 od (5) 1 (6) , tj. 

(т1п) (-f) = - с'х 

-Ax~-Ь, х .. О 

Р081е mnо!епја 8а (-1), iJnamO priJnarn1 problem 

(мах) f .. с'х 

А х .$ Ь , 

gde је - (т1п) (-f) 

х .. а 

(тах) f 

V1d1mo, dak1e, da dua1 dua1nog рrоblеша daje pr1marn1 pro 

Ыет, s t1m ito п1је od zna~aja koj1 ае problem ozna~ava kao 

pr1marn1, а koj1 kao dua1n1. 

TeoreID8 2. Za зvаkо mogu~e reienje х pr1marnog prob1eaa 

(1) i (2) i odgovarajuce rnogu~e reienje у dua1a (3) 1 (4), 

vrеdпозt funkcije kriterijuma primarnog problema тапја је 111 

najvise jednaka vrednosti funkcije kriterijuma dua1a, tj. 

с'х ~ Ь'у (7) 

Pos1e шпо!епја (2) sa у ~O, imamo 

у' А х.$ у' Ь, (8) , 
оdпозпо, роа1е mnо!епја (4) за х ~ О, 1mamo 

х'Д'у ~x' с 

Роз1е trапзропоvапја 1 зrеdј1vапја, 1zraz1 (8) 1 (9) mogu 

зе пар1заt1 

у'А х,Ь'у 1 у' А х ~ с'х 

ito daje 

с'х, Ь'у 

TeoreID8 3. Лkо је хо mogu~e reienje primarnog probleJ1lA, а 

уо mogu~e resenje dua1nog problema tako da је 

с'х = Ь'у 
о о' 

(10) 

tada је Ха optima1no reienje pr1marnog, а уо оtрiшa1по relenje 

dua1nog problema. 

Podjimo od рrеtрозtavkе da је za хо 1 Уо' С'Хо - Ь'Уо. 

Medjut1m, prema (7) za зvаkо mogu~e relenje Х 1mamo: 
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с'х<Ь'у .. С' х 
о о' 

odak1e pro1z11az1 da је хо optima1no reienje ва (тax)fDc'xo • 

Na 1st1 na~1n, za та koje mogu6e reienje dua1a, 1таmo: 

Ь'у = с'х ,Ь'у 
о о ' 

odak1e zak1ju~ujemo da је у optima1no reienje dua1a ва 
о 

(min) v .. Ь'Уо ' 

Prema tome, ako za neko reienje хо 1 уо primarnog 1 dua1-

nog problema va!1 re1ac1ja (10), tada su хо 1 Уо optima1na rese 

nja primarnog 1 dua1nog problema ва 

(тах) f - (m1n) v 

Teorerna ~ Ako primarni problem ima optiтa1no resenje,ta­

da 1 dua1 ima optima1no resenje. 

Uspostavimo vezu lzmedju primarnog 1 dua1nog problema ta­

ko da pomo6u s1mp1ex krlterljuma konstrulsemo opt1ma1no resenje 

dua1a lz optlma1nog resenja primarnog problema. Pretpostavimo 

da је pos1e uvodjenja dopunsklh promen1jlvlh u problemu (1) 1 

(2) odredjena optima1na baza В pr1marnog problema ва орtima1n1м 

baz1~n1m resenjem 

В х = Ь , odnosno х .. B-1 Ь 
1 resenjem za nebazl~nl vektor А 

в 

хв .. B-1A
s 

(в" m + 1, m + 2, ••• n) 

Vrednostl funkclje krlter1juma za х 1 х jesu 
-1 в 

(тax)f = с'х = с'в Ь 

f = 
5 

с'х = с,в- 1А , 
s s 

gde је с' m-d1menzlona1nl vektor, kojl sadr!l koeflcljente 'lz 

funkc1je kriterljuma koj1 odgovaraju bazl~n1m promen1j1v1m. Za 

optlmalno resenje, 51mplex krlterijum С5 - fs~ О za svako в(5= 

1,2. •• п) 

Po5matrajmo sada s1mp1ex kriterljum podvojeno za efektlvne 

1 dopunske promen1jlve. Za vektore koj1 odgovaraju efekt1vnlm 

promen1jlv1m, iшamo: 

odnosno 

111 

св - ё' в- 1 As ' О, (5 = 1,2 ••• n) 

C'B- 1 (A1 , A2 ···An ) ~ (С 1 ,С 2 ' ••• сп) 

с' 6-1 А ~c' 
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Ako stavimo у' - с,в- 1 , imamo: 

у' А ~ с', osnosno А 'у ~ с (11) 

Uporedjuju6i dobiveni rezu1tat аа (4), vidimo da ае iz 

simp1ex kriterijuma za efektivne promen1jive (аа optimalnom Ьа­

zom) odredjuju oqrani~avaju6i ua10vi duala. Takodje, vidimo da 

је у - с,в- 1 reienje dua1noq problema (3), (4). 

Uzimaju6i аiшрlех kriterijum za dopunske promenljive, iшa_ 

ju6i u vidu da su odqovaraju6i koeficijenti u funkciji kriteri­

јuшa jednaki nuli, imamo: 

о - (k - 1,2 ••• т) 

odnosno 

с' в-1 e
k 
~ О 

ili za sve jedini~ne vektore koji odqovaraju dopunakim promen -

1jivim 

i11 

с' в -1 1 ~ О, odnosno с' в -1 ~ О 
-1 Poito је у'= с' В , vidimo da је zadovoljen us10v neneqa-

tivnoati у ~O , рв reienje predatav1ja шоqu6е reienje dualnoq 

problema. 

Poka!imo da у'- C'B- 1 predstavlja optimalno reAenje dual­

noq problema. Podjimo od funkclje krlterijuma dua1a 

v = Ь'у = у'Ь = C'B-1b 

Kako је optimalno reAenje priтarnoq problema х - в-1ь, to imamo 

-1 
v = Ь'у = с'В Ь = с'х = (тах) f ( 12) 

Iz (12) proizi1az·i da је Ь' у • с' х, ра prema teoremi 3. 

1 ~1njen1ci da su х i У moqu6a reAenja primarnoq i dua1noq 

problema s1edi аа је у optima1no reienje dua1noq problema, sa 

(min) v = Ь'у - с'х, - (тах) f 

Ovim је dokazan stav da ako pr1тarni problem ima optima1-

по resenje, tada i dua1ni problem 1та optima1no resenje. 

Nadalje ае то!е pokazat1 da ako је р - to oqrani~enje 

primarnoq problema dato u v1du jedna~1ne, tada је odqovaraju6a 

dua1na promen1j1va Ур neodredjena u znaku, i obratno. 

ПI. METODOLO~KA RAZМA ТRANJA 1 FORМULACIjA MODELA 

u problematici preduze6a, 11nearno proqramiranje iaa raz-
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1i~itu primenu, Ato zаviзi od vrste preduzeca, karaktera prolz­

vodnje 111 predmeta 1strai1vanja. Опо ае аа 1stom ef1kasno§cu 

korlstl prl razmatranju prolzvodnih procesa unutar preduzeca , 

kao i odnosa izmedju prlvrednih organizacija u okvlru zdru!enlh 

preduzeca, kooperacije, integracije i drugih oblika udru!ivanja. 

Pr1aena 1inearnog programiranja u privrednim organizacijama је 

zna~ajna kako zbog toqa Ito ае njome relavaju s1o!enl i raz1i~1-

ti problemi tako i zbog ~injenice da вц pristup i izra!avanje 

odgovarajucim problemima adekvatni ekonomskim zahtevima.Standar­

dn! oblik primene ti~e ае odredjivanja optima1nog programa pro­

izvodnje, i to u pravom redu onih programa koji зu povezani за 

ostvarivanjem maksima1nog dohotka (proizvodnje, dobiti) u uslo­

v1ma raspolo!lvih kapaciteta pojedlnih pogona, i drugih faktora 

prolzvodnje kojl su od vltalnog zna~aja za prlvrednu organizaci­

ju i procese prolzvodnje. Razmatranje takvih problema predstav-

1ја zna~ajan korak u nau~nom prl1azu re1ativno sloienim praktl­

~nim problemima, u kojima ве na egzaktan na~in obuhvataju teh -

n1~ko-tehnololke uslove proizvodnje, nasuprot opltim 1 verbal -

nim razmatranjima s1o!en1h sistema medjuzav1snosti. 

Pretpostavimo da preduzece proizvod1 k proizvoda Pk , kojl 

u procesu proizvodnje prolaze kroz m raz11~ltih pogona (ша§l­

па), аа poznatim tehni~ko-tehnololkim us10v1ma pro1zvodnje i 

raspo10!ivim kapacitetima pojedin1h pOgona u posmatranom per1-

odu. Takodje, pretpostavimo da postojl odredjenl zahtev (cilj ) 

koji је lzra!en odgovaraju60m funkcijom krlterljuma. 

Osnovni e1ementi mogu зе tabe1arno iskazati па sledecl па-

~1п: 

An~a!ov.kapac.po jed.proizv. Ukupno ra-

Poqon P1 Р 2 Pk 
spolo!ivi . · · · · · kapaciteti 

1 а11 а12 • · · · · · a 1k 
Ь1 

2 а21 а 22 • · · · · · a 2k Ь2 · · · · · . . . . · · · · . . . . · · m аш1 аш2 ашk Ь m 

nde koeficijent а (r = 1,2 ••• ш, з= 1,2 ••• k) ozna~ava anga!ova-." rs 
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nје kapac1teta r-tog pogona ро jed1n1c1 8 = tog pro1zvoda, а 

Ь (r = 1,2 ••• ш) ukupno raspo1o!1ve kapac1tete r -tog pogona 
r 

u posmatranom per10du (koef1c1jent1 su 1zra!en1 vremenskim је -

d1n1cama u ap8i1utn~ 1znoslma 111 procentlma). 

Лkо за Х1 , Х2 , ••• xk ozna~1mo ob~e pro1zvodnje pro1zvoda 

Р1 , Р 2 , ••• P
k

, respekt1vno, tada su ukupno 1skоr1§беn1 kapaci­

tet1 r-tog pogona 

a r1 Х1 + a r2 Х2 + ••• + a rk X k ' 

koj1, 8 obz1rom па ra8po1o!1ve kapac1tete, nе шоgu рrебi nazna­

~en1 n1vo b r , te piAemo 

a r1 Х1 + a r2 Х2 + ••• + a rk ~ <Ii b r • 

Uzeto preko sv1h pogona ~ s1stem оgrаn1~аvајuбih u81o-

va k 

L a rs Хз " br , 
8=1 

r= 1,2 ••• Ш, (1) 

koj1 1zra!ava tеhni~kо-tеhnо1оАkе us10ve proizvodnje u vez1 ra8 

po1o!1v1h kapac1teta. Prema unapred postav1jenom zahtevu, odno­

зnо datoj funkc1j1 kr1ter1juma, шоguбе је tra!1t1 optiмa1no re­

§enje problema (optimA1ni pro1zvodn1 program) koj1 ~1n! funkci­

ju kr1ter1juma makзima1nоm, Лkо за, с1 ' с 2 ' ••• c k ozria~1mo do -

hotke ро jed1nic1 pro1zvoda, tada зе funkc1ja kr1tеr1јuшa mo!е 

p1sat1 kao 

111 
f ; С1Х1 + С2Х2 + •••• + ckxk 

k 

f= .Е СsХ з 
з=1 

(2) 

gde f ozna~ava ukupan dohodak. Ovako розtаv1јеnе problema omogu-

баvа nа1а!еnје optlma1nog programa pro1zvodnje koj1 ~1n1 ukupan 

dohodak makзima1n~. Medjutim, u okviru 18t1h оgrаn1~аvајuбih 

uз1оvа, krlter1jum mo!е bit1 raz11~1t, 1 odno8it1 зе па maksiмa1-

n1 оЫш pro1zvodnje, maksima1nu dobit, maks1ma1no kоr1Абеnје ka­

pac1teta 1td., 1 tada tra!1t1 odgоvаrајuба optlma1na reAenja. 

Suprotno tome, kr1ter1jum mo!е ostat1 nepromenlj1v, а ograni~a -

vaju~i uз1оv1 зе mogu menjat1, odnosno uk1ju~it1 druge е1ешеn~е 

koj1 зu od zna~aja u 1зр1t1vаnјu, i tada зе opt1ma1ni pro1zvodn1 

program takodje шеnја. Kada зе govori о promeni kr1ter1ja onda 

зе u metodo1oAkom smi81u nе vrAe bitne transformacije, u funkc1-

ј1 kr1ter1juma jer оna zadr!ava standardn1 obl1k 11nearne forme, 
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а prema vrsti zahteva koeficijent1 1maju spec1f1cna znacenja, 

koja kao sto ато napomenu11 mogu biti raz11c1ta. Medjutim, kada 

ае govor1 о promeni ogran1cavaju61h us10va tada se, ро prav11u, 

1та u v1du njihovo pros1renje u smis1u potpun1jeg obuhvatanja 

faktora pro1zvodnje 1 sto egzatn1jeg izra!avanja stvarn1h us1o­

va pr1vredj1vanja. Tada, s1stem ogran1cavaju61h us1ova, koj1 se 

t1ce raspo1o!iv1h kapac1teta pojed1nih pogona(orudja za rad,ma­

i1na itd) predstav1ja аamo deo opstih 1 posebnih us10va koji su 

nedovo1jn1 da potpuno obuhvate re1evantne faktore pro1zvodnje, 

1 da tako ito rea1n1je 1zraze stvarne odnose u proizvodnim pro­

ces1ma pr1vredn1h organizacija. Zbog toga 6ето pristupiti formu 

1ас1ј1 i drugih ogran1cenja koja su cesto predmet razmatranja u 

problemat1c1 proqramiranja. Naravno, druga dopunska oqran1cenja 

6е imat1, takodje, 1inearn1 karakter i pros1renje sistema u 

ovom smis1u ne znaci da 6е se ovim putem obuhvat1ti apso1utno 

sv1 faktor1, jer је to prakticno nemoqu6e posti6i, ve6 6е takva 

nastojanja imati za сl1ј da sto potpunlje 1 rea1nlje obuhvate 

odnose u preduze6u, kako Ы ogranlcavaju61 us10vi Ы1! sto Ьо -

1ја aproksimaclja stvarnog stanja. 

U tom smls1u razmotrimo dodatne us10ve koj1 ае t1cu raspo-

1o!ivlh slrovlna. Pretpostavimo, uopste uzev, da se za prolzvod 

nju k pro1zvoda korlstl р raz11citih sirov1na. АКо sa Qis 

oznacimo исей6е 1 - te sirov1ne ро jedinici s - toq pro1zvo­

da, а за 51 ukupno raspo1oz1v1 obim 1 - te slrovine u posmatra­

nom perlodu, tada ае oqranicavaju6i us1ov1 mogu pisati u vidu 

sistema 

k 

2:: Qls X s ~ 5i , 
8=1 

i = 1,2 ••• р (3) 

АКо ве postavi us10v u vezi radne snage, odnosno potrebnih 

radnika prema odqovaraju6im kva1ifikacijama za pojedine proizvo­

de i ako sa d. oznacimo potreban fond casova j-te kva1ifika -
JS 

cione strukture za proizvodnju jedinice s-tog proizvoda, а sa R. 
Ј 

radne snage, odgovaraju-oznacimo ukupan raspo1ozivi fond casova 

ее kva11fikacije u posmatranom periodu, 

uslovi moчи napisati 

k 

tada se ogranicavaju6i 

L ј= 1,2 .•• Ј (4) 

s=1 

1 "1 •• "$ 
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Da1je, ako је u~eA~e repro-materija1 iz uvoza,uopAte uzev 

neophodno za proizvodnju svakog prolzvoda, tada ае kao oqran1 -

~avaju6i faktor javljaju raspolo!lva devlzna sred8tva. Лkо, prl 

tome, u procesu pro1zvodnje postoje (f1gur1raju) raz11~1ti де-

1ov1 repro-ma~erijala iz uvoza i za svaki од njih postojl роаеЬ 

по ogran1~enje deviznlh sredstava, i ako ва uts ozna~1mo u -

~e~6e uvoznog materijala (u do1arima) ро jedinlci s -tog pro1z­

voda, а аа и., ukupna raspolo!1va dev1zna sredstva· za L -tu vr -

stu mater1jala, tada ае ogran1~avaju61 us10vl шоgu izraz1tl а1е­

de6im slstemom 

L: ul. S Xa~ Ue, 
а-1 

1- 1,2 ••• L (5) 

U pogledu sklad1Anog prostora шоgu postojat1 ogranl~enja 

raz11~lte vrste, bilo да је re~ о sirov1nama, reprodukc1onom 

materijalu 111 gotovim prolzvod1ma - f1nalnoj prolzvodnjl.Pret­

postav1mo da postoj1 vl§e skladi§ta (magacina, hlaдnja~a ltd) u 

koj1ma је, uopAte uzev, шоgu6е vrs1t1 ra~estaj svakog od proiz­

voda. Tada, ako аа zv.s оzпа~iпю potreb;n prostor u V-tОIll sk1a­

distu ро jedinici з-tоg proizvoda (u m >, а за Z ukupno raspo-
З v 

lozivi prostor v-tog skladiAta u m , ogranl~avaju6i us10vi ве 

mogu 1zraz1t1 u obliku 

v= 1,2 ••• V (6) 

Ovа ograni~enja шоgu flgur1rati u okviru ovako opsteg ra~ 

matranja, а11 опа u raz11~ltim s1tuacijama predstavljaju роаеЬ­

ne probleme 1 1maju svoj specif1~an tretman, posebno u dinami~­

kom aspektu, о ~emu 6emо govoriti naknadno kada Ьиде bilo re~i 

о mode11ma zaliha. Medjutim, kоristiшо priliku da kazemo да i 

sva dosadasnja ograni~enja u vezi raz1i~1tih uslova mogu biti 

predmet posebnlh razmatranja. 

Ukupno raspoloziva finansljska sredstva mogu takodje biti 

ogran~avaju6i faktor proizvodnje. Tako па primer, ako su u per~ 

odu posmatranja raspoloziva fiпапзiј5kа sredstva Р, а troskovi 

s1rovina, materija1a, radne вnaче (varijabi1ne troskove) ро је-

dinlcl t s ' tada зе .uзlоv moze pisatl 
k 
L tsxs ~ F 
5=1 
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Uko11ko ве rad1 о v.6iJIL pogonillLa koј1 predBtav1jaju аamo­

sta1ne radne organ1zac1je ва sopstveniJIL sredBtvillLa (111 u okv1-

ru zdrulen1h preduze6a 1 1ntegrac1oniJIL zajedn1caaa) tada зе u 

okv1ru Bvak09 pogona IILOgu postav1jat1 B11~na ogran1~enja. OVо 

naravno В&80 оnd& ako ве rad1 о BiJlLu1tanOllL u~e!6u BredBtava u 

okv1ru pQ9ona, te tada 09ran1~avaju6e us10ve IILOlemo p1Bat1 

k 

r • 1,2 ••• 11L (7) 

gde t rB oana~aya var1jabi1ne troikove pro1zvodnje u r-tоllL pogo­

nu ро jed1n1c1 s-tog pro1zvoda, а F r raBpo1011va Bredstva r-tog 

pQ90na. 

S .. naveden1h ogran1~enja, pr111kollL razmatranja standard­

n1Ь probl8llL& postoje 1 drug1 uB1ov1 koj1 BU zna~ajn1 za rea1-

n1j. 1zralavanje Btvarn1b us10va pr1vredj1vanja pr1vredn1h orga 

n1аас1ја. PoDLеnu6ешо dva, re1at1vno jednostavna а11 уаlna us1o­

уа koj1 ве t1~u ogran1~enja u уеа1 1IL1n1шА1nоg ob1llLa pro1zvodnje 

аа odredjen. pro1zvode 1 ogran1~enja koje ае ti~u lILogu6nosti 

р1ааааna pro1zvoda na trliitu. Лkо jeprivredna organ1zacija za-

1nteresovana аа pro1zvodnju ву1Ь pro1zvoda 1. poBtoje6eg progra­

.. tada ве poBtav1jaju 09ran1~enja za Bvak1 pro1zvod, 

в - 1,2 ••• k (8) 

gde 9в ~ О ozna~ava donju gran1cu оЬ1шА proizvodnje s-tog pro1z­

voda. OVа ogran1~enja obezbedjuju pr1sustvo ву1Ь pro1zvoda u ор­

tillLa1noJ1L progr&IILu, а11 ве pr111kam nj1hov09 poBtav1janja mora 

vod1t1 ra~una о konz1Btentnost1 zahteva 1 raspo1o!1v1h resursa, 

~ak 1 u ua10villLa 1IL1nillLa1n1h zahteva. Nj1hovo pr1sustvo obezbe -

djuje postoje61 progr&IIL pro1zvodnje, s tiJIL Ato u gran1cama шоgu-

6nOBt1 dopuita ostvarenje opt1llLa1nog prograaa. Nepostojanje ov1h 

us10va ~esto dovod1 do pro1zvodn1h programa koj1 u opttma1nom 

relenju obubvataju re1at1vno та11 broj pro1zvoda, §to u odredje 

niJIL us1ov18a n1je pr1hvat1j1vo. Nasuprot оуоте, kada ве lе11 зе-

1ekc1ja pro1zvoda, pr8llL& unapred postav1jenollL kr1ter1jumu ov1 

uB10vA n1BU potrebn1. 

l'&a drugoj Btrani, IILOgu ве poBtav1t1 us1ov1 koj1 1illL1t1raju 

ob1llL p(61zvodnje, ау1Ь 111 pojed1n1h pro1zvoda, prema zahtevtma 

tr!11t«) On1 1zra!avaju gornje gran1ce оЫша proizvodnje prema 
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unapred ocenjenom obimu tra!nje Ьа u datom perlodu, tj. 

Х , h 
s s s - 1,2 ••• k 

Iz u810va (8) 1 (9) pro1z11azl 

98' Ха ' Ьа 
odnoano 

9 а ~ Ьа а - 1,2 ••• k 
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(9 ) 

Pokaz11 ашо da a1atem o9ran1~avaju~lh u810va obrazuje kon­

vekaan akup ta~aka tako da au ауа D09u~a reienja obиbya~eпa РО8-

tav1jen~ us1ovimA. Ogran1~enja (8) 1 (9) koja 8е tl~u donjlh 1 

90rnj1b 1~1ta prolzvodnje mogu, u odredjen~ u81ov1ma,bitl аna­

~ajna 1 utlcatl па korli~enje raspo1o!1vlb faktora (re8ur8a),lto 

zna~l da Ы skup ШО9uб1h reienja D09ао bit1 sadr!an u 8kupu re­

ienja kojl rezu1tlra 1. raspo1o!lv1h resursa. Мedjutt" оуо пе 

mora uvek bit1 a1u~aj tako da po8tav1jena o9ranl~enja' (8) 1 (9) 

mo9и sadr!at1 skup D09U~lh reienja u vezl po.tav1jen~ ua10va • 

Tada, takva o9ranl~enja ne Ы treba10 uz1m4tl u obzlr uko11ko 

Ы Ы10 D09uбnо 1zvri1tl ta~ne procene. А11, kada 8е radl о уе­

бem broju pro1zvoda 1 brojn~ o9ranl~enj1ma, takve procene n1au 

а pr1or1 ШО9uбе, ра је neopbodno uzetl u obz1r 1 оуа o9ran1~e -

nja, Ьеа obz1ra па to ito neka od nj1h пебе 1matl.utlcaja па ор­

timA1no reienje, а ote!avaju reiavanje рrоblеша jer ne8raZD8rno 

роvебаvајu broj operac1ja. 

Као ito sшо rek11 avak1 od razmatran1h а18tеша o9ranl~ava­

јuб1h и81оуа, pr1 datom kr1terljumu шо!е predstav1jatl problem 

zasebe. А11 uzetl ву1 zajedno on1 1maju poseban zna~aj аа raz­

matranje opt1ma1n1h pro1zvodn1h programa. Dak1e, uz1maјuб1 fun­

kc1ju kr1ter1ja (2) 1 09rап1~аvајuбе us10ve 1zra!ene re1ac1jama 

(1), (3), (4), (5), (6), (7) 1 (8), DO!eJIIO po8tav1t1 slede~l 

problem: паб1 nenegat1vne vrednost1 promen1j1vlh Х1 , Х2 ' ••• X k ' 

tako da ае ostvar1 ukupan maka1ma1an dohodak, tj. 
k 

(шах) f~ Е Са Ха 
8=1 

rеsреktuјuб1 09rапl~аvајuбе us10ve u vez1 

k 

kapac1teta L a r8 ха ~ b r , 
8=1 

r = 1,2 ••• ш 
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81rov1na 

k 

radne 8паСЈе L: 
8-1 

uvoza 

zalika 

finans1j8k1h 
sred8tAva 

donje CJran1ce 
ob1ma pro1zvod. 

tralnje 

d jS Х s 

и1 а Х s 

zvs Ха 

1"1,2 ... 1 

( ај , ј - 1,2 ••• Ј 

, U1 , 1. • 1,2 ••• L 

~ Zv , v - 1,2, •• V 

r • 1,2 ••• ш 

s .. 1,2 ••• k 

s .. 1,2 ••• k 

V1dimo da u problemu f1CJur1ra k pro.men1j1v1h (nepoznat1h) 

1 2(ш + k) + 1 + Ј + L + V nejedna~1na. Роа1е uvodjenja dopun -

sk1h promen1jiv1h u svaku od nejedna~1na s18tema, problem ~e 

1mat1 2m + 3k + 1 + Ј + L + V pro.men1j1v1h. 

Primera rad1 posmatrajmo s1stem OCJran1~avaju~1h us10va ko-

ј1 ае t1~e kapac1teta РОСЈоnа 1 CJornj1h 1 donj1h CJran1ca оЬiшa 

pro1zvodnje posmatran1h pro1zvoda 

k 

1: a rs Xs' b r 
r .. 1,2 ••• ш 

8 .. 1,2 ••• k 

X8~ СЈ а 
111 po81e uvodjenja dopunsk1h promen1j1v1h 

~+r+2s , imamo: 

k 

1: а rs Х8 + ~+r .. Ь 
r' 

r .. 1,2 ••• Ш 

8=1 
Ха + Xk+r +s " h 

а' 
8 .. 1,2 ••• k 
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gde је broj efekt1vn1h рrошеп1ј1v1h k, а dopunak1b • ~ 2k • 

U шаtr1с10поm obl1ku, s1stem ogran1~avaju61h u810va аоlе 

ве nap1Bat1 

а11 a 12 ···a1k 

а21 a 22 ···a2k 

1 О о 

о 1 о 

о о 1 
, , _ ... _____ ... _______ .. __ .. __ ... __ .... ________ 1_ .. _____________ ... 1_ ..... ___ .. ________ _ 

1 О 

О 1 

о о 

о 

о 

1 

, ' 

, ' 

1 О 

О 1 

о о 

о 

о 

..•. 1 
-- --- ............ --------1.: -Оо- ... - .. --- .. -----:----------- ------;-- ---- ...... - ... -- ----

1 О 

О 1 

о о 

о 

О 

1 

, , 
-1 О 

О 1 

о о 

о 

о 

-1 

V1d1mo da u оуom s1u~aju шаtr1са з1stеша 1ша 3k + ш vek -

tora akt1vnost1 od koj1h је зvаk1 reda 2k + m. Рrеша tоше baza 

з1stema је reda 2k 

(3k + т) 
2k + m 

+ m. Broj baz1~n1h 

(3k + т) 1 
-п (2k +т) 1 k 1 

з1зtеша је 

Nарошепu11 аmo da зе zahtev odnoзno kr1tеr1јuш molе розta­

v1t1 u raz11~1toj fоrш1. U razmatranom mode1u uze11 smo kr1te -

r1jum makз1ma1п1 dohodak. 

k 

f ... L: СВ хз 
з .. 1 

gde аmo ва Са oZn~~11i dohodak ро jed1n1c1 koj1 ае o8tvaruje od 

pro1zvoda РВ. 

Лkо зе postav1 kr1ter1jum maks1ma1ne vrednost1 pro1zvod -

пје tada то!emo p1sati 

k 

f 1 " L РВ X s 
а=1 
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чде р. ozna~ava сепи s-toq proizvoda а f 1 ukupnu vrednost pro-

1zvodnje. 

АКо 8а д. ozna~imo dobit ро једlпlСl S -toq prolzvoda оп­

да 8е kriterljum mo!е lzrazlt1 u obliku 

k 
f 2 • ~ d х .-1 s s 

чде f 2 ozna~ava ukupnu dobit. 

U 81и~ajи kriterija u vezl maksima1noq korl!6enja kapacl­

teta, koef1c1jenti 8е odredjuju tako !to se posmatra ukupno pot 

rebno vreae anqalovan~a kapaciteta u вуiш рочоп1та па једlпlси 

а-toч proizvoda, tj. k a rs ' ра funkc1ja krlterljuma 1ma obllk 
r=l 

m 

~ а х 
r=l rs s 

I u druqim 81u~ajev1ma funkclja krlterijma se па sll~an 

па~1п mole postaviti. Опо Ato је bitno u poq1edu kriterijuma 

je8te da svakom krlterljuтu, uop§te uzev, odqovara drugi opti -

та1п! proqram pri i8t~ 111 promenjenim ograni~avaju6im us1ovi-

та. 

Dinamicki model programiranja 

Jedan speclja1an slu~aj dlnam1~koq proqramiranja mo!е se 

razmatratl preko 1inearnoq proqramiranja. Pretpostav1mo da u 

vrешепskom interva1u (О,Т) preduze6e ima raspo1o!ive kapacltete 

Ь' - (Ь1 , ь2 , ••• Ьт) за matricom tehni~ko-tehno1o§kih из1оуа pro­

izvodnje А reda (т,п) i datom funkcijom krlterljuma f. Ako vre -

menski interval pode1imo па k jednakih perioda, tada pod пер­

romenljiv1m tehni~kim uslovima proizvodnje i srazmernim smanje­

пјеш raspo1o!ivih kapaciteta u pojedin1m periodima iшато k isto­

vetnih proqrama. Medjutim ako ве pretpostavi da postoje dopun­

ska o9rani~enja Хзј ~ Чзј (ј - 1,2 ••• k) u vezi plasmana proizvo­

da na tr!iAtu u pojedinim periodima, tada зе problem то!е posta­

viti i re§avat1 dvojako: 111 kao u predhodnom зlи~аји u v1du k 

nezavisnlh problema 111 sImu1tano preko svih perioda u dinam1~­

kom 8mis1u. Prv1 .lu~aj је jednostavn1ji а11 пе i sasvim prlh -

vatljiv zboq toqa §to u zavisnosti od tr!i§nih oqranl~enja,koja 

moчи varirati u raz11~1tim per1odima, dovod1 do toqa da u jedncm 
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per10du kad је tra!nja re1at1vno ша1а dodje do nepotpunog kori~ 

6еnја kapac1teta, а u drugош kad је уе6а do nешоgu6nоsti ostva­

renja odgovaraju6eg оЫша pro1zvodnje 1 zadovoljenja tr!1Anih 

zahteva. Zbog toga је 1spravn1je simultano posmatranje odgovara­

ju61h programa preko ву1Ь per10da u sm1s1u d1naa1~kog prograai­

ranja. Ako ае јо! pretpostav1 da u odgovaraju6im per10dima рое­

toj1 1 donja ogran1~enja obl1ka Xsj~ Ьај , kao 1 to da su tehni­

~kо-tеhnо1оАk1 us1ov1 pro1zvodnje u raz11~1tim реr10diшa razli­

~1t1, tj. ako је matr1ca s1stema u j-tom perlodu Aj (j-l,2 ••• k), 

tada ае slstem u dlnaml~kom obllku ао!е lzrazlti. 

А1 А2 •••• ~ l' 

gde А1 , A2' ••• ~ ozna~avaju matr1ce tehn1~klh uslova prolzvodnje 

u odgovaraju6im per1od1ma, 11' 12 , ••• 1k jed1nl~ne matrlce n-tog 

reda, koje odgovaraju donj1m 1 gornj1m ogranl~enj1ma оЬiшa pro-

1zvodnje prema unapred postav1jen1m zahtev1ma а l' jedna~1na 

matr1ca m-tog reda. Postav1jena struktura slstema ne mora zavl­

slt1 od raz11~1t1h tehn1~k1h us10va prolzvodnje u pojedln1m ре­

r1od1ma jer Ы 1 u slu~aju A1 = А2 = ••• = ~ ostala nepromenje­

па. Ako је u p1tanju п pro1zvoda 1 m ogran1~enja u k raz-

11~1tlh per1oda, аа dodatn1m ogran1~enj1ma u pojed1nim perlodi­

ma onda је red matr1ce s1stema (ш + 2kn; 3kn + ш). Drug1m re~l­

ma s1stem 6е 1matl m + 2kn jedna~lna аа kn efektlvnih 1 2kn+ш 

dopunsklh promenljlv1h. 

U daljem razmatranju, шо!е ае pretpostav1t1 da u okviru 

svakog pogona postojl У1Ае ogranl~enja koja ае tl~u 1 druglh 

uslova а nе saтo tehnl~klh, tako da u okvlru 1-tog pogona u 

j-tom per10du razmatramo slede61 s1stem 
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1 = 1,2 ••• q 

ј .. 1,2 ••• k 

а а •.. а 
m11, М1 2 mln 

gde amo koeflcijente matrlce iz tehni~kih raz10ga ozna~i1i ва 

ars(r • 1,2 ••• шi ; s=1,2 ••• n) umesto a~~. Broj ko1ona matr1ce 

u svakom per10du је п, а broj vrsta zavisi od ogran1~enja u 

pojedinim pogonlma, tako da је za 1 -ti pogon red matr1ce (m i ; 

п). 

Мatrica s1stema preko svih perioda, ima oblik 

Ан А12 A1k 

А21 А22 A2k ........ . . . . . . . . 
Ач1 Ач2'" Aqk 

odnosno, ров1е uvodjenja dopunsk1h promen1j1vih 

. l' 
q 

gde је 1! (1 = 1,2 ••• ч) jedini~na matr1ca шi-tоg reda i odgovara 

dopunskim promen1j1vim 1-tog pogona. 

U slu~aju ogran1~enja u vez1 tra!nje i donjih 1im1ta pro-

1zvodnje u svim per1odima.sistem postaje 

А11 ••••• A1k 1'1 

Ач1 Aqk 
l' 

q 

11 11 
1

k 1k 
11 -11 

1k -1
k ", 

gde је, ПО §to вmo rek1i l' i jed1n1~na matrica mt':-tog reda, а 

I ••• r I 
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I
j

(j=1,2 ••• k) jedna~1na matr1ca n-tog reda. S1stem imA ~Ш1+2nk 
jedna~1na за ~ ш1+3пk promen1j1v1h od koj1h nk efekt1vn1h 1 

~ m1 + 2nk dopunsk1h. 
i 

Мodеl p1aniranja proizvodnje 

u preduzecu ае ~esto postav1jaju problem1 u vez1 1zvrie -

пја р1апа pro1zvodnje, odnosno mogucnost1ma rea11zac1je odredje-

nog оЬiшa pro1zvodnje u posmatranom per1odu, 111 zadac1 koj1 

pro1z11aze 1z ugovorn1h obaveza аа utvrdjen1m rokom 1sporuke. 

Ovakv1 1 з11~п1 zadac1 spadaju u grupu problema 11nearnog prog­

ram1ranja 1 karakter1st1~n1 зи ро tome §to se odredjena pro1z -

vodnja ze11 ostvar1t1 u predv1djenom roku. U takv1m а1и~ајеуiшa 

radna organ1zac1ja 1sp1tuje mogucnost ito potpun1jeg kor1icenja 

kapac1teta 1 ito Ьо1је raspode1e pos1ova. 

Prepostav1mo da preduzece pro1zvod1 k raz11~1t1h pro1z­

voda па m raz11~1t1h mаА1па, pr1 ~emи svaka таА1па moze proiz­

voditi Ы10 koj1 od pro1zvoda за raz1i~it1m utro!ko~ уrещепа ро 

jedin1c1. Neka koef1c1jent ars(r = 1,2 ••• m; s = 1, 2 ••• k) 

ozna~ava utroiak vremena па r-toj mаА1п1 ро jed1n1c1 з-tоg pro-

1zvoda. Ozna~1mo за br ukupno raspo1oz1v1 fond ~азоуа r-te та -

А1пе, а sa qs ukupnu zahtevanu ko11~1nu s-tog pro1zvoda u datom 

per1odu. Neka. xrs ozna~ava оЫm pro1zvodnje s-tog pro1zvoda па 

r-toj mаА1п1. 

Problem se sastoj1 u odredj1vanju programa pro1zvodnje 

(raspode1e pos1ova па pojed1ne таА1пе) tako da ukupno raspo1oz1-

v1 kapac1tet1 budu maksima1no 1skor1icen1, pri ~eти treba uzet1 

u obz1r i zahtev u vez1 p1an1ranog оЫmа pro1zvodnje. POBtavlja­

пје problema neito је drugoja~1ja u odnoBu па probleme kod ko -

jih ве traz1 maks1ma1no kor1icenje kapac1teta. OVа raz11ka pro-

1zi1azi iz dvojakog karaktera ograni~avajucih us1ova, tj.us1ova 

u pog1edu utroika vremena pojedinih таА1па za jedinicu proizvo­

da i us10va u pogledu p1aniranog оЫmа proizvodnje u datom ре -

riodu. 

Mode1 se u opstem obliku moze izraziti па s1edecl 

пас! maksima1nu vrednost funkcije kriterlja 
m k 

(тах) f =L L: а x rs ' 
r=1 в=1 rs 

natin: 
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kOja 1zralava ukupan fond ~азоvа kojl preduzecu stoji па сазро-

1aqanju u datoDl periodu, рс! oqrani~avajucim uslovima 

111 

k 

2: a rs xrs ' Ь 
з-1 r r .. 1,2 ••• DI 

DI 

I: х rs 
r-1 

u razv1jenODl 

. . . . 

.. qз в = 1,2 ••• k 

ХrЗ ) О 

obl1ku 

, b
1 

а21 x 21 + а22 Х22+ ••• + a 2k x 2k ~ Ь 2 

+ x 2k + ••• 

Oqranl~avajuc1 us1ov1 рrеdзtаv1јеni за m prvih nejedna­

~1na 1zraiavaju uslove proizvodnje а oqranl~avajuc1 us10vi dati 

за k pos1ednj1h jedna~ina izraiavaju р1аn proizvodnje koji 

treba ostvariti u posmatranom perlodu. 

Problem се imati re!enje, ako su zahtevi u poq1edu р1а­

па pro1zvodnje konzlstentnl за tehnl~ko-tehno1o!kim us10vlma pr, 

lzvodnje. 

Мodеl investicija 

Pretpostav1mo da preduzece prolzvodl DI prolzvoda u п 

raz11~ltlh poqona, 111 raz11~1t1h pro1zvodn1h procesa. P1anlra­

no је povecanje r-tog prolzvoda za Р nov~anih jedinica(apso -
r 6 

1utno lzraieno) u odredjenom periodu. Ozna~imo ва k = Pr pr! 
rs J s 

ra§taj proizvodnje r-tog proizvoda па jedinicu u1aqanja u s-tc 

pogonu. Prlra§taj prolzvodnje i u1aganja izra!ena su vrednosno. 



Ekonomsko-matematil:ki modeli lineamog programiranja 3-5 

m 
Лkо аа св = ~ kra ozna~1mo koeflcljent u funkcljl krlterlja 

r 
kojl lzra!ava ukupan prlraitaj prolzvodnje raz11~ltlh prolzvoda 

па jedinlcu u1aqanja u s-tom poqonu, problem ае mo!е aveati па 

tra!enje optima1nog programa u1aganja, tako da p1anlrano роуе -

6anje prolzvodnje posmatranlh prolzvoda bude maka1ma1no. 

Funkclja krlterlja 1 ogranl~avaju61 ua10vl moqu ае naрlаа-

tl 
п п ( » ] (тах) f = L са Ја ... L: L:k Ј 
8~1 а-l .r-1 rs s 

п 

L: krs Ј ~Pr r .. 1,2 ••• ш 
8-1 8 

Sem navedenlh ograni~enja u poq1edu u1aqanja, moqu6no је 

postavltl dopunska ogranl~enja u vezl ukupno raspo1oilvlh sred-

8tava 5, tj. 

п 

L: Ја =.5, 
а=l 

а takodje 1 oqranl~enja u pog1edu gornjlh i donjlh 1imlta u1ag~ 

nja ро poqonlma u obllku 

а= 1,2 ••• n 

511~nl modе1! mogu ве korlstltl prl11kom udruilvanja (ln­

tegraclja) lstorodnih preduze6a koja lmaju s11~ne proizvodne 

programe i p1aniraju udru!eno pove6anje proizvodnje. 

Мodеl uvoza 

5polj.no trgovinsko preduze6e uvozi m vrsta reprodukcio­

nog materljala Rr(r = 1,2 ••• m) iz п zema1ja Zs (s=1,2 ••• n), 

prema razli~ltim uslov1ma, kojl se ti~u cena, transportnih i 

drugih trskova. Postoje ogranl~enja deviznlh sredstava prema vr-

sti proizvoda, а takodje i ograni~enja u poq1edu оЫmа 

Tabela i1ustruje odgovaraju6e uslove. 
uvoza. 
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vr8ta Troskovi uvoza ро jedinici Raspo1oiiva repro-
materij Zl Z2 · ....... Z devizna 

п sredstva 

R1 Рll P12· ......• Рlm 51 

R2 Р21 Р22· •.•.•.. P2n 52 . . . . . · . . . . . . · . 
Rm Рт1 Рт2··· ...•.• Рmn 5 

т 

Лkо ва u1 ' u 2 ' ••• un ozna~1mo оЬ1те uvoza iz pojedinih 

zema1ja, tada 8е problem sastoj1 u tra!enju opt1malnog programa 

uvoza 1z odgovaraju6ih zema1ja tako da se postigne maks1ma1an 

ukupan uvoz, tj. 

п 

(max)U = L и з , 
8=1 

pri ogran1~avaju61m U810vima 

Рmn 

. . , . 
5 
т 

Ров1е uvodjenja dopunsk1h promen1jiv1h matrica sistema postaje 

Рmn 
111 

{Аmn I m} 

1 О 

о 1 

о 

о 

о о. . . • .• 1 

gde је Аmn matr1ca s1stema 

reda. 

jed1n1~na matrica m-tog 

Uko1iko postoje ograni~enja u pog1edu maksimalnog 

uvoza iz pojed1nih zema1ja tada matr1ca s1stema postaje 

оЫта 
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{ 

Аmn 1ш 
1 О 
п nm 

Najzad, ukol1ko postoje ogranl~enja u poqledu makS1шаlпog 

1 mlnlmalnoq uvoza matrlca slstema 1ma obllk 

i А1ШD 1ш Оmn °omn ] 

п Оnm 1n пп 

l n Оnm 0nn -1n 

qde su 1 1 1 jedlnl~ne matrlce m-toq 1 n-toq reda, а Оmn nula m п 

matrlca (m,n) tog reda. 

u slu~aju dva prolzvoda 1 trl zemlje, imamo 

Pll u 1 + Р12 u2 +Р13 u з 
, 

81 

Р21 u 1 + Р22 u 2 + Р2З u з ~ 82 

u
1 

~ Ь1 

u 2 " ~ uз , hз 
u 1 > ql 

u
2 > q2 

u з > qз 
Розlе uvodjenja dopunsklh promenljlvlh, 1mamo 

Pll u
1 + Р12 u 2 + ђз UЗ + u

4 = 51 

Р21 u
1 + Р22 u 2 + Р2з UЗ + U s 82 

u
1 

+ U б = h 
1 

u
2 

+ u
7 = Ь2 

UЗ + us - hз 
u

1 
- U 

9 ql 

u2 
-u 

10 q2 

u з -u
ll = qз 

Odnosno sa matrlcom slstema reda (8,11) 
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А -

gde 1ndeks1 pokazuju red matr1ca, 111 u razv1jenom obl1ku 

Рll Р12 Ри 

Р Р Р 
21 22 23 

1 О О 

О 1 О 

о о 1 

1 

О 

О 

о 

1 

О 

о 

о 

1 

1 О 

о 1 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о 

о о о 

о о о 

1 О О 

О 1 О 

о о 1 

о о о 

о о о 

о о о 

Model zaliha 

о о о 

о о о 

о о о 

о о о 

о о о 

-1 О О 

О -1 О 

О 0-1 

Razmatranje problema za11ha metodama 11nearnog program1 -

ranja obuhvata оnе aspekte problema koj1ma ве 1sp1tuju us1ov1 za 

usk1adj1vanje pro1zvodn1h p1anova preduze6a ва zahtev1ma tr!1§ta. 

Imaju61 u v1du promene tra!nje u raz11~1tim vremenskim per1odima, 

koje IUOgu bit1 sezonskog .1.11 drugog karaoktera, 1 mogu6nost da se 

one rea1no ocene, name6u potrebu pr1vrednim organ1zac1jama da 

pr1stupe program1ranju pro1zvodnje. U takvim us1ov1ma postoj1 

potreba za uSk1adj1vanjem pro1zvodn1h kapac1teta 1 drugih resur­

ва аа stvarnim zahtevima tr!i§ta, izbegavaju61 nepotrebna 1 pre­

vremena anga!ovanja sredstava kada ве radi о jednoj grupi proiz­

voda, а nedovo1jna u drugimos1u~ajevima za koje postoji rea1no 

ve6e potrebe. Na taj na~in do1azi do smanjenja za1iha i odgovara 

ju6ih tro§kova. Qvo је nаrобitо zna~ajno pri razmatranju slo!e -

nih proizvodnih programa koji simu1tano obuhvataju tеhniбkо-tеh­

no1o§ke us10ve pro1zvodnje 1 tr!1§ne us10ve za re1ativno ve11ki 

broj pro1zvoda i u rаz11б1tim vremenskim 1nterva1ima. Takva raz­

matranja poznata su јо§ pod iшеnош mеsебnоg i11 ka1endarskog pro 

gram1ranja zbog toga §to ве ovakvim pr1stupom mogu vr§1ti isp1 -

t1vanja mеsебn1h (tromese~nih 111 nede1jnih)pro1zvodn1h programa. 
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Мode1 koj1 бemо ovde razmatrat1 оmoguбаvа da 8е odre­

de takv1 pro1zvodn1 proqram1 koj1 бе pokazat1 ko11ko 1 u kom ре 

r10du treba pro1zvod1t1 8vak1 od posmatran1h pro1zvoda da Ы 8е 

post1q11 najve61 efekt1, odnosno da Ы ае troikov1 za11ha ауе11 

na najmanju moqu6u meru. Ovde troikov1 za11ha (sk1ad1itenja)kao 

kr1ter1juв ~esto 1maju sekundarn1 karakter, jer su on1 re1at1v­

по та11 u odnosu na anqa!ovana sredstva па za11haaa. Medjut1m, 

оn1 su vr10 dobar pokazate1j d1rektn1h 1 1nd1rektn1h efekata 

zboq toqa ito 1zmedju nј1Ь 1 osta11h troAkova ро jed1n1ci P08to­

ј1 vr10 v1soka kore1ac1ja. Оn1 па 1ndirektan na~ln lzra!avaju 

odnose u proizvodnj1 1 rea11zacljl. 

Pretpostav1mo da preduze6e pro1zvod1 п pro1zvoda Р s 

(а = 1, 2 ••• п) па m 

jednak1h perlod~ qt 

raz11~1tlh таА1nа 

( t .. 1,2 ••• k) • 

Uved1mo s1еdебе oznake: 

Mr (r • 1,2 ••• ш) u k 

a
rs 

- utroAak vremena na r-toj шаАlnl za jedln1cu s-tog prolzvo­

da (u ~авоуiшa). 

b
rt 

- ukupno raspo1o!1vl kapacltet r-te таАlnе u per10du t 

(u ~авоуiшa). 

C s - troikov1 stok1ranja (sk1ad1itenja) jedlnice 8-toq prolzvo­

da (jednak1 za Ы10 koj1 per1od) 

xst - ob1m pro1zvodnje s-toq pro1zvoda u per10du t. 

Pst - obim tra!nje pro1zvoda s u periodu t. 

t 
~ Р kumu1at1v tra!nje s-toq pro1zvoda za prv1h 
L. а1-
1=1 t-per1oda 

t 
X
st

" ~ Ха1 - kumu1at1v pro1zvodnje s-toq pro1zvoda za prv1h 

1=1 t-per1oda 

Problem је odredit1 шlniшa1nе troikove za11ha 

п k 

С == 1: 1: са (Xst - р st) 
а-1 t=1 

za sve prolzvode preko вуlЬ per1oda, pod us1ovom da kumu1atlv 

pro1zvodnje nlје manji od kumu1at1va tra!nje, tj. 

s .. 1,2 ••• n 

t == 1,2 ••• k 
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а pri dat1m tehni~ko-tehno1o§k1m us1ov1ma proizvodnje 

п 

L a rs xst ~ brt 
в;'1 

кor1Acenjem re1ac1ja 

r = 1,2 ••• т 

t - 1,2 ••• k 

t 

Р st • t Ра1 1 Xst = L Ха1 
в=1 1-1 

problem 8е moie 1zraz1t1 1 па s1edec1 na~in: naci neneqat1vne 

promen1j1ve x
st

( s· 1,2 ••• п; t = 1,2 ••• k) tj. оЬiше pro1zvod­

nje raz11c1t1h pro1zvoda u raz11~1t1m per1od1ma, tako da ukup -

n1 tro§kov1 sto.k1ranja budu ш1п1та1п1, tj. 

п k t 

(ш1п)С = L L L: C s (х 1 - Рв1) 
а=1 t=1 1=1 s 

pr1 oqran1~avajuc1m us10vima 

t 

L (Хв1 - Рв1) ~ о s = 1,2 ••• п 
1=1 t 1,2 ••• k 

п 

L а xst ~ brt r = 1,2 ••• m 
8=1 rs 

t = 1,2 ••• k 

xst ~ О za svako s 1 t. 

Problem ве jav1ja u re1at1vno s1oienom obl1ku zboq toqa 

§to је neophodno povez1vanje proqrama u raz11~ltlm perlodlma . 
Druq1m re~1ma, ovde је re~ о jednom ~pec1ja1nom s1u~aju dlnaml­

~koq proqram1ranja. U ovakv1m 1 s11~nlm s1u~ajevima nlje dovolj­

по odred1tl k nezav1snlh proqrama, kojl ве odnose па razli~i­

te periode, уес је potrebno njihovo nedjusobno uskladjivanje , 

sto zahteva simultano resavanje slstema oqranl~avajucih us10va 

uz postavljenl kr1terljum. Broj promen1jlvlh 1 broj nejedna~ina 

u ovakv1m problemima ро prav11u је velik1. Za п prolzvoda, k 

per10da 1 m таА1па, broj promenljlv1h је nk, а broj nejedna -

~1na (т + п) k. Ako зе јоА uzmu u obz1r dopunske promen1jive za 

svaku nejedna~inu, onda је ukupan broj promenljivih (т+ 2n)k • 

Model ishrane 

Preduzece prehranbene 1ndustrlje proizvodi odredjenu vrs­

tu hrane, upotrebljavajuci pri tome k osnovnih artikala sa m 

rr r , 
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hranljivih sAstojaka. 

Ozna~imo 8а ars(r • 1,2 ••• ш, s - 1,2 ••• k)ko1i~inu r-tog 

hranljlvog 8Astojka па jedinicu s-tog artikla, аа br min1malnu, 

unapred propisanu koli~inu r-tog sastojka па jedlnicu prlprema­

nе hrane, аа са cenu ро jedinicl s-tog artlkla. 

Problem је odrediti optimalnu kombinaciju utrойеnih arti­

kala tako da troikovi budu minlmalnl, tj. 

(min) С = С 1 Х1 + С 2 Х2 + ••• + c k xk 

respektuju~l uslove u vezi proplsanlh mlnimalnlh lznosa hranljl­

vih sastojaka, tj. 

k 
L: a rs хв ~ b r , (r & l,2 ••• т) 

а=l 

Оualni model 

Posmatrajmo standardnl oblik problema u kаще o9rani~avaju­

~! us10vi izra~avaju tehni~ko-tehno1o§ke uslove proizvodnje m 

razll~ltlh faktora, а funkclja krlterljuma doblt koja ае ostva­

ruje од k proizvoda, tj. 

gde је f 

с' (С 1 ' 
х' (Х} , 

Ь' = (b
1

, 

(тах) f = с'х 

Ах 'Ь, х ~O, 

ukupna dobit 

С2 ... C
k

) - vektor dobit1 ро jedlnlcl prolzvoda 

x2 '····xk ) - vektor оЬiша proizvodnje 

Ь2 ,· .. bm ) - vektor raspolo~lvih faktora, 

А 

aml Ат2 ••• аПIk 
matrica tehni~ko-tehnoloskih uslova proizvodnje. 

Dualni problem ima oblik 
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(min) v = ь'у 
А' У :,. с 

gde је v vrednost funkcije kriterijuma duala, а У vektor du­

alnlh promen1jivih. 

Postoji mogu~nost da зе u оdrеdјеniш uslоviшa pru!1 adek­

vatna ekonomska interpretacija dua1noq problema, а posebno dual 

nih promen1jivih. 

P08matrajmo r-to ograni~enje primarnog problema, pretpos­

tav1jajuci da је odgovarajuca dopunska promen1jiva jednaka nuli, 

odno8no da је ra8po1o!ivi iznos r-tog faktora u potpunosti isko­

riAcen za odredjeni proizvodni program, tj. 

k 
1; азх =Ь, 

8=1 r s r 

gde,kao §to зmо rekli a rs ozna~ava uбе§~е (оЫт) r-tog faktora 

па jedinicu s-tog proizvoda, а b r ukupno raspolo!ivi izno5 r-tog 

faktora. 

Posmatrajmo, sada, s-to ograni~enje duala koje, ро defini­

ciji, odgovara r-tom оgrаniбеnјu primarnog problama, tj. 

m 
L ars Yr ~ Сз' 

r=l 

gde сз ozna~ava dobit ро jedin1c1 s-tog proizvoda (izrazena vre­

dnosno). Interpretacija dualne promenljive У u sklopu posmatra­
r 

ne re1acije moze biti data па sledeci nабin. 

Po§to с ozna~ava dobit ро jedinici s-tog proizvoda, koja 
s 

је izra!ena vrednosno (recimo u dinar!тa) to оnо !та dimenziju 

dinar ро jedinici s-tog proizvodao Istu dimenziju mora imati 

izraz a rs Yro Ali kako a rs iша dimenziju r-tog faktora па jedi­

nicu s-tog proizvoda, to У mora iшati dimenziju vrednost1 ( u 
r 

dinarima) ро jedinici r-tog faktora. Drugim re~ima, dualna pro-

menljiva У predstavlja vrednost (tro§ak, cenu) jedne jedinice r . 
r-tog faktora anga!ovanoq u proizvodnji jedinice s-tog proizvo-

da od koje зе ostvaruje dobit Cs' Kako u procesu pro1zvodnje su­

deluje т faktora, to dua1ne promenljive Y1 , У2"" Ут ozna~a­

vaju troAkove (сеnе, u~e§~a, vrednosti itd. zavisno od problema) 

pojedinih faktora (uzetih ро jedinici faktora) za proizvodnju 

jedne jedinice s-tog proizvoda, od koje зе ostvaruje dobit Cs' 

Ov1 tro§kovi ne 1zra!avaju rea1ne troskove pro1zvodnje, vec re-
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1at1vna u~e§C!a tro§kova posmatran1h faktora. On1 зu poznat1 јо§ 

pod 1menom shadow pr1ces, 111 1nput-trоАkоvа, 111 obra~unsk1h 

troAkova. UopAte uzev, dua1ne promen1j1ve 1zkazuju 

u~esC!e faktora u procesu pro1zvodnje. 

re1at1vno 

Po§to 1eva strana s-tog ogran1~enja dua1a, tj. L а У r rs r 
predstav1ja troAkove (vrednost1) anga!ovan1h faktora za pro1z -

vodnju jedne jed1n1ce з-tоg pro1zvoda ona је, з obz1rom па re -

1ac1ju 
m 
L а Yr ~ сз r-1 r S 

veC!a 111 najviAe jednaka dobit1 ро jedinici s-tog pro1zvoda. 

lmajuC!1 u vidu funkc1ju kr1ter1juma v R ь'у , koja predstav1ja 

ukupne troAkove raspo1o!iv1h faktora, proЫem зе sastoji u па -

1a!en.j.u takv1h vrednost1 dua1n1h promen1j1v1h da ukupni troAko­

v1 pro1zvodnje budu m1nima1ni. 

U drugim s1u~ajev1ma interpretac1je dua1a шоgu biti raz -

11~1te u zav1snost1 od proЫema, а11 smatramo da jedan pr1stup 

то!е biti od posebnoq teor1jskog 1 prakt1~nog zna~aja. Лkо pret 

postav1mo da koeficijent1 u funkc1ji kr1ter1juma ozna~avaju do­

hotke ро jed1n1c1 pro1zvoda, а ogran1~enja зе ti~uraspo1o!iv1h 

kapac1teta pojed1n1h pogona, tada зе pod odredjenim us1ov1ma ko 

ј1 зе t1~u pr1Ы1!no 1ste produkt1vnost1 sredstava rada, konsta 

ntn1h gran1~nih dohodaka ро jed1nic1 i u us10vima s1obodnog tr­

f1sta preko dua1nog proЫema то!е doC!1 do osnove za raspode1u 

dohotka. 

Prema onome sto зmо ma10pre rek1i u vez1 dua1n1h promen -

1jivih pro1z11azi da one imaju znacenje u1o!enog !ivoq rada 1z­

ra!"enog vrеdnозnо ро jednom casu anga!ovanog kapac1 teta r-tog 

pogona. Jer 1sp1tujuC!i d1menz1je pojed1nih ve11c1na, 1mamo а 
rs 

-~азоv1 r-tog pogona ро jed1n1c1 s-tog proizvoda, У -vrednost 
r 

u1ozenog !1vog rada ро casu u r-tom pogonu а с - dohodak ро је 
з 

dinici s-tog pro1zvoda. Dak1e, 

casov1 r -tog pogona • vrednost !ivog rada = dohodak 
jed.s-tog proizvoda 8азоv1 r-tog pogona јеd.з-tоg 

proizvoda 
v1d1mo da dua1na promen1j1va Yr oznacava jednocasovnu vrednost 

f1vog rada u r-tom pogonu za ostvarenje dohotka ро jed1n1ci 

s-tog proizvoda. Drugim recima, ona рrеdзtаv1ја udeo zivog rada 

u okviru r-tog pogona za ostvarenje jedinicnog dohotka s-tog 
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proizvoda. Prema tome, izraz L а У 
r rs r 

ozna~ava anqa~ovani ~iv1 

rad preko sv1h poqona potreban da se ostvar1 jed1n1~n1 dohodak 

s-toq proizvoda. Оп је уе61 i1i jednak dohotku Cs' tj. 

m 
L a rs Yr ~ с 
r-l s 

Ovakvo objasnjenje mo~е biti uzeto u obzir jer ukoliko se ostVa­

ruje opt1ma1an proqram proizvodnje, odnosno uko1iko su У (r-l,2 
r 

••• т) opt1ma1ne vrednosti, ulo~eni ~iv1 rad Ы6е jednak dohot-

ku (novostvorenoj vrednosti) а ukoliko resenje nije optimalno 

tada је оп уе6! od dohotka. 

Funkcija kriterijuma duala у= ь'у izkazuje ukupan ~ivi 

rad potreban u procesu proizvodnje za ostvarenje odredjenoq pro­

qrama proizvodnje. Va~no је primetiti da је za ma koje moqu6e 

resenje primarnoq i odqovaraju6e resenje dua1noq problema uku~ 

раn dohodak шаnј! i1i najvise jednak ukupno anqa~ovanom ~ivom 

radu, tj. f ~ у. Samo u slu~aju kada se ostvaruje optima1an pro-

qram proizvodnje postoji jednakost, (шах) f= ~in) у, izmedju 

ukupnoq dohotka i ukupnoq аnча~оуаnоч ~ivoq rada. 

Оа оуо poka~emo podjimo od optima1ne baze primarnoq prob­

lema i prepostavimo da su kapaciteti svih рочоnа u potpunosti 

iskoris6eni. Лkо sa В ozna~imo optimalnu bazu, tada је opt1ma1-

по resenje 
- -1 
х = В Ь IBI ~ о 

qde smo ва х ozna~i1i vektor optimalnoq resenja koji sadr~i kom­

ponente koje odqovaraju aktivnostima u bazi. Za optima1no rese­

nje posti~e se maksima1an dohodak 

(шах) f= ё' B-1b 

qde је ё' vektor dohodaka ро jedinici proizvoda koji se nalaze 

u optimalnoj bazi. 

Odredimo sada dohodak koji se post1!e anqa!ovanjem jedne 

jed1nice kapaciteta r-toq poqona. Tada iшашо 

х = в-1 1 
r r 

qde је I
r 

jedini~ni vektor, odak1e pos1e zamene u funkciji kri-

terijuma imamo 

Kako је ё' B-11
r 

= Yr' to vidimo da је dohodak koji se 

ostvaruje anqa!ovanjem jedne jedinice kapaciteta r-toq poqona 

... , а , 
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jednak jedno~asovnom u~ei6u !1vog rada r-tog pogona, tj.f
r 

- Y
r

• 

Uzeto па s11~an na~1n preko ву1Ь pogona 1mamo: 

(f1, f 2,··· 'fm) .. (У1 'У2 ' •.. Уш ) .. ё'в-1I 

odnosno 

(1) 

111 роз1е mno!enja за в доЬ1јamo 

у'В .. ё' odnosno В'у .. С , 

odak1e у1дimo да је в optimA1na ь.zа диа1а 1 да је У' opt1ma1no 

reienje dua1nog problema. РО81е mnoienja jedna~1ne (1) 8а Ь, 1-

mamo 
- -1 - -

у'Ь = с'В Ь = с'х, 

odak1e У1дiшо да је za optima1nu bazu maks1ma1n1 dohodak jednak 

m1nima1no anga!ovanom !1уош radu, tj. 

(тах) f '" (m1n) v 

Pr1me6ujemo да za akt1vnost1 koje n1su u opt1ma1noj baz1 

Аз (s m + 1, m + 2, ••• k) 

1maшо: 

Kako је 

С - f s s 

prema simp1ex kr1ter1jumu za sve nebaz1~ne akt1vnost1 

~ О, odnosno f s ~ Cs' 111 ё,в-1 Аз ~ Сз1 
У = ё,в- 1 , 1mamo: 

odnosno 

m 

~ 
r:01 

ito pokazuje да је za one akt1vnost1 koje su van optima1ne baze 

од dohotka. Medjutim, za sve akt1vnost1 u u1ozen1 z1v1 rad уе61 

opt1ma1noj baz1 imamo Cs - f 
s 

О, odnosno f s = Cs' 111 

Сз' za s = 1,2 ••• ш, 

odakle se У1д1 да је za optima1no reienje У1 , У 2 ••• Уш ulozen1 

z1vi rad jednak dohotku. 
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IV. MODELI KOOPERACI)E 1 INТEGRACIJE 

Pri1ikom razmatranja problema kooperacije ogranl~avaju61 

us10vi ае ~esto jav1jaju u vidu slo!enih sistema madjuzavlsnos­

ti. Tako па primer ako u kooperaciji sude1uje k preduze6a па 

prolzvodnji п proizvoda, tada ве ograni~avaju61 us10vi svih 

kooperanata jav1jaju simu1tano u okviru slo!enog sistema. Neka 

su ograni~avaju6i uslovi j-tog preduze6a 

п 

S~l a rsj ХВј ~ brj 

sa matricom sistema 

а11ј а12ј ••• a1nj 

а21ј а 22ј ••• a 2nj 

ат1ј ат2ј ••• аmnј 

r" 1,2 ••• Шј 
ј = 1,2 ... k 

ј = 1,2 ... k 

gde a rsj ozna~ava anga!ovanje r-tog pogona па jedinicu s-tog pro 

izvoda u j-tom preduze6u. 

Роа1е uvodjenja dopunskih promen1jivih matrica sistema ро-

вије 

1 О • о 

о 1 • о 

a m1j ••••• аmnј О О ••• 1 

Iz tehni~klh raz10ga stavl1l вто amsj umesto am(j)s, s=1,2 ••. n. 

Лkо pretpostav1mo da svi kooperantl u~estvuju u prolzvod­

njl п prolzvoda tako da jes-ta aktlvnost j-tog preduze6a pove -

zana ва s-t1m finaln1m prolzvodom onda su matrice sistema роје­

dinlh preduze6a reda (тј , п), j=1,2 ... k, ра matricu sistema 

svlh kooperanata то!еmo plsati. 

Am1 I m1 

Ат2 I m2 
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gde smo sa А . ozna~i11 matricu s1stema j-tog preduze~a, а за 
тЈ 

1 .jedini~nu matricu mj-tog reda (ј = 1,2 ••• k). 
тЈ 

47 

Sistem зе moze posmatrati u neAto druga~ijem оblikџ ахо 

fina1ista postavi ograni~enja u vezi donje i1i gornje granice 

оЫта proizvodnje. Uko1iko зе rad1 о gornjoj granici, kooperan-

ti зе mogu na~i u situacij1 da njihovi kapaciteti ne budu u 

potpunosti iskoriA~eni te u takvim us10vima moraju tra!iti opti­

malna re§enja, za deo neangazovan1h kapaciteta. Medjutim, situa­

cija moze postati s10zenjija ako fina1ista postavi uslov da оЬiш 

proizvodnje gotovih proizvoda ne bude ispod unapred p1aniranog 

оЫта proizvodnje u posmatranom periodu, odnosno ako зе postavi 

us10v da је хз ~ qs' za svako в. Тiше зе odmah postavlja pita -

nje raspo1ozivih kapaciteta (resursa) fina1iste, а takodje u 

јо§ zna~ajnijem vidu za osta1e kooperante. Ako pretpostav1mo da 

preduze~e koje fina1izira proizvodnju moze da zadovo1ji po8tav-

1jene uslove, za kooperante зе takav zahtev povezuje за mogu~ -

no§~u pove~anja proizvodnje u okv1ru postoje~ih ~apaci~eta,od -

nosno за mogu~no§~u pove~anja pro1zvodn1h kapaciteta хоје је 

pra~eno dodatnim u1aganjima. 

Pretpostavimo da је k-to preduze~e fina1ist. Tada pri 

datim pretpostavkama iшamо s1ede~i sistem 

a12k • · . а1nk 1 О О 

a 22k • · a 2nk О 1 О 

. . · · . . · · 
am2k • а mnk О О 1 

О О - 1 О О 

1 · · . о о -1 . О 

о о 1 о о -1 

odnosno 

i1i u okviru celokupnog sistema, respektuju~i ograni~enja osta­

lih kooperanata, imamo 
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I mIt 

- 1 nk 

qde matrica Imj odqovara dopunskim promen1jivim u okviru ј- toq 

preduzeca, а I nk jedini~na matrica хоја odqovara oqrani~enjima 

u vezi donje qranice obima proizvodnje а - I
nk 

jedini~na matri­

са хоја odqovara dopunskim nepoznatim. 

Nada1je ае mo!е posmatrati шоdе1 u хоте preduzeca хооре -

riraju jednim de10m proizvodnje, korlstecl saтa de1iml~no ras -

po1o!lve kapacitete рочоna (resursa), dok druqim de10m imaju 

proqrame proizvodnje nezavisne od pomenutih kooperantskih odno­

за. Ovakvi slu~ajevi su naј~езс! u praksi te su interesantni za 

razmatranje i matemati~ku formu1aciju mode1a. Pretpostavimo хао 

i ranije da su oqrani~avajuci us10vi j-tog preduzeca u okviru 

kooperacije za п proizvoda dati sledecim sistemom 

п 

~ а . х . , 1 . 
s=l rSJ sJ rJ 

r = 1,2 ••• тј 
ј = 1,2 ... k 

s tim sto raspo1o!ivi kapaclteti I rj predstav1jaju deo ukupno 

raspo1o!lvih kapaciteta r-toq рочоnа u j-tom preduzecu,koji iz­

nose 

K
rJ

. = 1 .+ V . 
rJ rJ 

u odredjenom periodu posmatranja. 

Pretpostavimo da је preosta1i deo kapaciteta Vrj 
van za prolzvodnju р. proizvoda van kooperacije, i da 

Ј 
odqovarajuci oqrani~avajucl us10vl 

рј 

L r = 1,2 ••• Шј 
i=l 

ј = 1,2 ... k 
qde br1j ozna~ava anqazovanje r-tog рочоnа (resursa) ро 

с! l-toq proizvoda van kooperacije u j-tom preduzecu, а 

prolzvodnje l-toq prolzvoda u j-tom preduzecu. Ovde smo 

angazo -

postoje 

jedinl­

у lј оЫт 

pretpos-

tavl11 da preduzeca korlste lstl broj ogranl~enja u kooperacljl 

1 van nje. Ovo nije posebno ogranl~enje jer se uvek то!е uzetl 

u obzlr raz11clti broj us1ova, ахо stavimo da је r= 1,2 •.• qj' 

I , , r ~ 
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Prema оnomе !to smo rek11 sada poatoje dva 818tema tehni~­

К1Ь koeflcljenta, jedan кој1 ае odnoa1 па pro1zvode u okv1ru ко­

operaclje 1 druql кој1 ве t1~e f1nalne pro1zvodnje вуаК09 pre­

duze6a nezav1san od оdno8а u kooperac1j1. Dakle iшamo slede6e 

s1stema. 

allj a 12j . . • a 1nj b llj b12j 

a 21j а22ј • а2nј b 21j Ь22ј 

Ај = · . · . Вј = · · . . . 
am1j ат2ј • . • аmnј bm1j Ьт2ј Ьтрј 

Ako posmatramo celov.lt s1stem u okv1ru J-toq preduze6a poale u­

vodjenja dOPUn8k1h promenlj1v1h, imamo: 

a llj a 12j · a1nj bllj b12j ••• b1pj 1 О . . о 
a 21j а22ј · . . а2nј b 21j Ь22ј ••• Ь2рј О 1 . . о 
. . . · . . . . . · · , . . . · . . . . . · · 
am1j аш2ј аmnј bm1j Ьт2ј · . ь шрј О О 1 

odnosno 

qde је 

{ Ај Вј I} , 

jedin1~na matr1ca mj-toq reda, 111 za ауа preduze6a u ok-

v1ru kooperaclje: 

Ј 

qde вmo ва Атј i Втј (ј = 1,2 ••• k) ozna~11i matr1ce sistema teh­

nl~klh koef1c1jenata u okviru kooperacije i van nје, j-tog pre -

duze6a, а sa 1 ј jedini~nu matr1cu m.-toq reda. Pr1me6ujemo da 
Q m ~ 

sistem 1ma 2,; т(ј) jedna~1na ва п + ~ рј + k ~ m(j)nepoznatih 
1=1 . Ј 

od kOjih su п + ~ р. efektivnih а к J~ тј dopunsk1h. Izmedju 
ј ) ј 

evektivnih nepoznatih, n-njih t1~e ве proizvoda u kooperaclji , 

а ~ р. prolzvoda van kooperaclje. 
Ј Ј 

Ако sada pretpostavimo da struktura s1stema u okv1ru кооре-
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САсlје ostaje nepromenjena u du!em vremenskom 1nterva1u, а11 ве 

tehnl~kl odnosl u odredjenim per10dima toq 1ntervala тепјаји 1 

ako 8а C
1

, С2 ••• Ct ozna~1mo odqovaraju6e slstema u pojedlnim 

perlod1ma, 8а ukupno raspolo!ivim kapacl~etima u posmatranom 

vrеш.еП8kоm interva1u 

t Krjt -

т т 

~ I rjt + ~ Vrjt , 
t-l t .. l t=l 

s18tеш. 8е u d1nam1~kom amis1u moie izrazit1 

{ С1 С 2 •• . . • C t } 

PoAto rаZШАtrапје pro1zvodn1h proqrama u усетепи obuhva-

ta precizno odgovaraju6e per1ode, Ato ва svoje strane imp11c1ra 

очсапlсепја raspo1o!1v1h kapac1teta, 1 drug1h resursa, kao 1 

oqranlcenja u pog1edu trainje 1 moqu6nost1 plasmana to је pot -

rebno obuhvat1tl 1 druqe us1ove. 

Лkо te us1ove,kojl пlзu obuhva6en1 oqran1cenj1ma u okv1ru 

potslstema Amj 1 Bmj,oznactmo за Rt(t = 1,2 ••• Т), tada ве 818-

tem mo!е 1zrazitl 

R
T 

Vld1mo da d1nam1ck1 aspekt рсоЫета kooperac1je vod1 ka 

s1stеш.ima. koj1 su u 11nearnom program1ranju poznat1 kao proЫe 

т1 dekompozlclje. Vlde6emo da ве 1 drug1 ekonomskl probleml вуо 

de па sllcne s1steme. 

Posmatrajmo op~tlj1 slucaj kooperaclje - lntegraclje,qde 

uop~te uzev, 8vako od preduze6a mo!е b1tl nos11ac flna1ne pro1z­

vodnje, spec1ja11zovano za odredjene чсире pro1zvoda, а 1stov -

remeno 1 kooperant u d1Uqim preduze61ma 

Лkо 8а А1ј -{a~~ , (r = 1,2 ••• mp ' s = 1,2"'nq 1, 

ј ~ 1,2 ••• n) ozna~1mo matrlcu tehnlcklh us10va prolzvodnje l-toq 

preduze6a (kooperanta) u okv1ru j-toq preduze6a (flnallste),sls­

tem ве mo!е nap1satl 
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Лkо аа Ь1 , Ь2 , ••• bn ozna~1mo vektore raspo1o!lvlh kapaCl-

teta (resursa) mp-tog reda, а аа Х1 , Х2 "" xn 

prolzvodnje od90varaju~lh preduze~a п -tog reda, 
q 

plsatl 

ь 
п 

vektore ob1ma 

tada 

S1stem lша Lm jedna~1na за L п nepoznatlh,odnosno prolzvoda. 
р р q q 

Као sto зе vidi, postoji п raz11~itlh pro1zvodnlh programa 

kojl od90varaju pojedln1m preduze~1ma. Ostvarenje svakog pro -

lzvodnog programa ne zаvlзi samo od tehni~kih uslova proizvod -

nje розmatrапоg preduzeca Aii vec i od uз1оvа prolzvodnje osta-

11Ь preduzeca. 

Pr11ikom razmatranja ovakv1h з1зtema nu!na su dopunska 

ogran1~enja koja se t1~u posebn1h 11i opstlh us10va u pog1edu 

ob1ma proizvodnje i koris~enja rазроlо!1vih kapaciteta (resursa) 

u okv1ru fina1ne i reprodukcione potrosnje. Tako па pr1mer ako 

је utvrdjeno da i-to preduze~e u okviru зvоg fina1n09 progra­

ma proizvodnje anga!uje raspo1o!ive kapacitete u odredjenom оЫ 

mu, onda preosta1i deo"raspo1o!lvih kapaclteta treba da bude 

rasporedjen tako da zadov01ji potrebe osta1ih preduze~a.OVi ро­

зеЬпi uslovi naj~es~e su izra!eni maks1ma1nim i minima1n1m zah­

tev1ma u pogledu ob1ma proizvodnje pojedinih proizvoda u okv1ru 

pojedin1h preduze~a. Tako зе slstem шо!е рlзаtl u obllku 
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Ан A12 

A21 А22 
. . . . 

An1 An2 

11 

12 

· 
· 
. . 
· 
. . 
. 

Dragila Stojanovic 

-1 
1 

qde I 1 (i-l,2 ••• n) predstavljaju jed1ni~ne шаtr1се ni-toq reda 

koje lzra~avaju uslove u poqledu m1nimAlnoq оЬiшa proizvodnje • 

Sli~no ве шоqu po8taviti uslov1 u poqledu шаks1ma1поq obima pro­

izvodnje. Medjutim, 8ет ovih po8ebnih us1ova, koj1 moqц biti ra­

z11~itl, postoje 1 op§t1 uslovl u okv1ru 1ntegracionih sistema 

kao ito su ukupna raspo1o!1va finansiska sredstva, raspolo!1v1 

lzn081 Blrovlna, uvoza, 1zvoza 1 opit1h p1anova, razvoja.Ako te 

us10ve lzrаziшо matrlcama Ao1 ' Ао2 , ••• Aon,81stem то!emo pisat1 

АО1 А02 · · · AOn 

Ан A12 · · · A1n 

А21 А22 · · · A2n 

. . . . · S .. 

An1 An2 · Ann 

I 1 - I 1 

I 2 -12 
1n 

-! 
п 

Najzad, preko ovako 1ntegr1sanlh s1stema, uz dodatna pro§1renja 

111 posebne spec1f1kacije, mo!ето posmatrat1 velike sistema u 

okv1ru се1е pr1vrede. Лkо sa 51' 52"" Sm ozna~imo sisteme svih 

1ntegraclonih се11na u pr1vred1, а sa 510' 520"" 5mo odqovara­

ju6a centralna ogranl~enja koja 8е ti~u op§tih prlvrednlh c11je-

уа tada ве op§tl privrednl sistem moze lskazatl u vldu matrica 
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501 502 . · . . 50ш 

51 

52 , 

5ш 
uko11ko su 1ntegrac1on1 s1stem1 medjusobno nezav1sn1 •. Uko11ko 

postoj1 de11Dd~na zav1snost, s1stem ае mo!е nap1sat1 u obl1ku 

501 502 503 • . . . 50ш 
511 512 

521 523 . . 
5ш1 5 

JIIID 

gde su vеrtJ.ka1пODt-~ауЈ.sпоА~u povezan1 de1ov1 1ntegrac1on1h в1-

stema koj1 ве u procesu reprodukc1je s1mu1tano 1zra!avaju. 

на kraju, uko11ko ае pretpostav1 postojanje opAte medju­

zav1snost1 1ntegrac1on1h s1stema tada ве pr1vreda mo!е posmatra 

t1 u v1du s1ede~eg sistema 

• 5
0m 

511 512 · р = . . . . . . . . . . 
5ш1 5ш2 · • • • • Sl1l1D 

gde 5ав , а,В = 1,2 ••• , m ozna~avaju 1ntegracione ce1ine koje 

su medjusobno povezane u okviru се1е privrede. 

Vid1mo, dak1e, da po1aze~1 od pr1vredne organ1zac1je kao 

s1stema шо!emo u okv1ru 1ntegrac1on1h zajedn1~a posmatrat1 odgo 

varaju~a preduze~a kao pods1steme ye~1b s1stema. Posebn1m gru -

р1запјет 1ntegrac1on1h s1stema u okv1ru pr1vredn1h grana 1 оЬ -

1ast1 kao 1 u!1h 1 A1r1h reg10na do1az1mo do ve11k1h ekonomsk1h 

s1stema koj1 obuhvataju pr1vredu u ce11n1. Ovde је Ы10 re~1 о 

s1stem1ma baz1ran1m па 11nearnom program1ranju 1 mogu~nostima 

da se'u okv1ru takv1h razmatranja dodje do odredjen1h teor1jsk1h 
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aspekata koj i ukazuju па re1at1vno ii1roke mogu6nost1 primene 

program1ranja. Pr1 tome treba 1sta61 da razmatranja u sv1m fa -

zama po~ev od preduze6a do pr1vrede u се11n1 pokazuju spec1f1~­

nu strukturu koja ве 1zra~ava dekompoz1bi1noii6u sistema. Drugim 

re~ima, Ы10 da ве rad1 о vert1ka1nim 111 hor1zonta1nim povez1-

vanjem podB1stema u okv1ru ve61h s1stema uvek postoje dodatn1 

Qs1ovi, specif1~n1 za odgovaraju6e podsisteme koj1 sistem ~1ne 

dвkoapoz1b11nim. Qva овоЫпа је lzraiena u statl~kim 1 d1nam1~­

k1m uslovima. Jer ako s1stem Р za koj1 pretpostav1jamo da 1zra­

iava uslove u okvlru cele pr1vrede possatramo kao stat1~k1 в1в­

tem, onda bez obz1ra па opiit1 obllk medjuzav1snost1 pods1stema 

uvek postoja6e dopunska ogran1~enja koja slstem u се11n1 1zra -

~avaju u form1 dekompoz1c1je, kao па pr1mer 

•• Som 

• ••• • • Sl.m 

ат 
gde амо ва а1 , а2 , ••• ат ozna~111 odgovaraju6e spec1f1~ne us10ve 

vert1ka1no povezan1h sistema. 

Ist1 је slu~aj 1 pr1 d1nam1~kom aspektu sistema. Лkо sa 

Р1 , Р 2 , ••• P
k 

ozпa~imo s1steme u odgovaraju61m per10d1ma vremen 

skog 1nterva1a (О,Т), а ва а'l' Ri, R'k odgovaraju6e врес1 

f1~ne us1ove, tada Btruktura s1stema iша obl1k 

R' 
1 

R' 
2 ........ . . . . . . . . 

ОвоЫna dekompoz1c1je ogleda ве u tome iito omogu6ava da 

ве raspo1o~iv1 kapac1tet1 (resurs1) pojed1n1h preduze6a 111 аво­

с1јас1ја jednovremeno anga~uju u dvojak1m us10vima vert1ka1n1h 
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1 hor1zontaln1h procesa, ito odgovara povez1vanju podsistema u 

okv1ru vеб1h s18tama. Za 11nearno programiranje, оna је od izu­

zetnog zna~aja, zbog ~1njen1ce da 1ako ви tehnl~ko-tehnoloik1 

uslov1 u razll~1tim procesima sp.clfl~nl оn1 moraju bitl jednov­

remeno povezan1 аа raspoloz1v1m kapac1tet1ma. Ovо ае najbolje 

11ustruje razmatranjima kada pr1vredna organ1zaclja jedan deo 

вуој1Ь kapac1teta angazuje u okv1ru kooperac1je, odnosno repro­

dukclje pro1zvodnje, а drug1 deo u okvlru programa prolzvodnje 

koj1 је nezavlsan od prethodnog. 1 upravo ta okolnost lstovre -

шеnе zav1snostl u jednom 1 nezav::'snostl u drugom slu~aju lzra -

zava prav1 zna~aj prlnc1pa deke'mpoz1clje • .кad govor1mo о оуош 

prlnclpu onda ш1а11mo па a1и~aj dekompozlclje lzrazen matrlcom 

obl1ka 

Ak B
k 

а11, uopite uzev, 1 па s1u~aj transponovane matrlce slstema 

A1 А2 •••·•••••• Ак 
B

1 

Bk 
Pr111kom оу1Ь razmatranja, а naro~lto slo!enlh slstema • 

n1аmo posebno lst1ca11 с11јеуе 1 krlterljume, nezbog toga ito 

on1 n1su dovoljno zna~ajn1 u ovakv1m lsplt1vanj1ma, vеб zbog ~1-

njen1ce da је postav1janje cl1jeva relat1vno jednostavno 1 da за­

mo ро веЫ 1mp11c1ra оdgоvаrајuбе zahteve koj1 ви skoro uvek 

1zrazen1 оdgоvаrајuбоm еfеkt1vnоiбu u vldu makslma1nog оЬiшa pro 

1zvodnje, maks1malnog dohotka, dobit1 ltd. Ono ito predstav1ja 

centraln1 1 najvazn1j1 deo problema 11nearnog programlranja, u 

matemat1~kom 1 metodo1oikom smislu, tj. pr111kom postav1janja 

modela, t1~e ве pre svega оgrаn1~аvајuб1h uslova koj1 зu ро pra­

v11u 1zrazenl s10zenim s1stemima. Medjutim, оуа s1ozenost uslov-

1јауа reiavanje problema te su potrebne оdgоvаrајuбе transforma-
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сlје poznate pod iaenom princlp dekompozlcije. Stoqa poamatraj­

мо opltl obllk problema dekompozlclje 
k 

(тах) f - ~. c~ Ха (1) 
а-l 

prl 09ranl~enj1ma 

k 

~A8X8-b 
8-1 о 

(2) 

8 х - Ь 
а 8 а 

s - 1,2 ••• k 

Ха ~ О 

qde је А. matrlca reda (то, па) ; Ха 1 Са vektorl na-toq reda, 

Ьо , vektor Mo-toq reda 1 Ьа vektor Ma-toq reda (В = 1,2 ••• k). 

Problem ае mo!е lzrazltl u matri~nom obliku 

k. 
(тах) f· ~ 

в"l 

А1 A2········~ 
81 О •••••••• 0 

О 82 ••••••• о 

о о 

с' Х 
S а 

ь 
о 

s = 1,2 ••••• k 

Prime6ujemo da ako је As=o,za svako в, problem зе svodi 

па relavanje k nezavlanih problema oblika (тах) f = с' Х , 
S S S 

Бsхs = Ьз ' х• ~ о. Druqim re~ima vidimo da oplt1 us1ov1, 1zra-

!епl matrlcama A1'A2 ••••• ~, objed1njavaju poaebne us10ve pre -

duze~a u okv1ru lnteqraclonlh a1atema 1 па taj na~1n omoqucava­

ju na1atenje optima1nih relenja. 

Као Itoamo napomenu1i, prakt1~no razmatranje 1 re§avanje 

problema u okvlru u kome је dat n1je moquce zboq re1at1vno ve11-

k1h dimenz1ja. 8az1~na matrica a1stema је reda ~ т , te prime­
s~o s 

пот pr1nc1pa dekompozlcije problem poataje relat1vno jednostav-
n1j1. 

Pretpoatavimo da је akup ta~aka Хв' koj1 zadovo1java 

1 1 
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в х - Ь o9ran1~en ХоnуеК.ош skup Кз' за kona~nla brojem ek.t-
з з з 

remn1h ta~aka (хоnуехзаn po11edar). Лkо за Xr • (r • 1,2 ••• 9.) 

оznа~iшо ekstremne ta~ke Кз' tada ве зуаха ta~ka зkuра, оdnoзnо 

svako ШО9u6е rейеnје хз mole 1zraz1t1 хао konveksna komb1nac1ja 

еkзtremn1h ta~aka 

Роз1е 

9. 

хз = 2: VrЗ Хrз ' 
r-1 

zamene хз u (1) i 

(шах) f - 2:1: 
s r 

V ~ О, rs 

(2), dobijamo: 

VrЗ с' з xrs 

1:2: VrЗ А• xrs - Ьо 
8 r 

r 

V .. 1, 
rs s '" 1,2 ••• К 

r 
Лkо uvedemo slede6e oznake 

V - 1 rs 

аrз - c~ xrs 1 UrS - AsXrs ' za svako r 1 в, problem 

molemo 1zraz1ti 

(шах) f - 1: 2: а V 
r s rз rз 

LL: 
r s 

L Vrs " 1, 
r 

VrЗ U '"' Ь rs о 

з '" 1,2 •••• К 

Najzad, ако stav1mo Zrs = {Urз ' ез } , gde је ез jed1n1~ni 
vektor k-to9 reda, а за Ь = {Ьо ' 1'} ozna~1mo vektor slobod­

n1h ~lanova, gde је l' зuшa vektor k-tog reda, problem ве 

mole p1sati 

(шах) f = L 2: а v 
s r rs rs 

V ~ о za svako r i з. rS 

V1dimo da ае problem mole svesti па sistem od то + k jed-

na~ina, §to predstav1ja znatno uproA6avanje u odnosu па broj 
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ogran1~enja. Istovremeno, broj promen1j1v1h v је znatno ро-
rs 

raBtao, в obz1rom na to da је broj ekBtremnih ta~aka skupa Ks 
ve61 od dimenzije vektora Хв • Мedjutim, pove6an1 broj promen -

1ј1у1Ь ne mora da bude od zna~aja pr111kom resavanja problema , 

jer u baz1 f1gur1ra najv1se то + k promen1j1v1h, а gener1ra -

nјет vektora pomo6u вiшр1ех kr1ter1juma koj1 u1aze u bazu ve11-

k1 broj nе6е do61 u obz1r za razmatranje. Na taj na~1n ве prob-

1ет dekompoz1c1je mole upro8t1t1, mada оп 1 ров1е оУ1Ь transfo­

rшaс1ја ostaje re1at1vno B1olen. 

Мodel kooperaciJe ва gledilta me4usektorske anaIizе 

Jedan врес1ја1аn pr1stup problemu koperaclje 1 lntegrac1-

је mole ве u~ln1t1 аа gledlsta medјuзektоrзkе ana1ize. Pretpos­

tavimo da п preduze6a u~езtvuје u kooperacljl за jednim 111 

у1§е pro1zvoda. Ozna~imo ва Х (r - 1,2 ••• п) vrеdnозt prolzvod-
r 

nje r-tog preduze6a u odredjenom per1odu. PretpoBtavimo da od 

ukupne pro1zvodnje deo pro1zvodnje xrr озtaје preduze6u, 

x
rs 

( з .. 1,2 ••• n) od1az1 kooperantimA, а deo proizvodnje 

od1az1 па trl1ste u v1du f1na1nog pro1zvoda. 

Raspode1a зе mole 1zraz1t1 na slede61 na~1n 

х = I: Х + b r ' 
r в"l rs 

(r - 1,2 •••• n) 

Оdnовnо 

Е 
а=l 

Х - ь rs r 

deo 

Ь 
r 

Pretpostavimo da 1zmedju 1nputa koje s-to preduze6e dobi­

ја od drug1h kooperanata 1 ukupne vrednost1 pro1zvodnje Хв toga 

preduze6a postoj1 sta1an OdnoB, tj. 

111 

X rs = a rs Ха' za svako r 1 в, 

0dn08nO, РО81е zamene u jednalHn1 raspode1e imamo 
_п. 

Xr - L а Х Ь (r = 1,2 •••• п) 
в=l 

rs s r 
111 

( 1 - А ) Х ,. Ь 
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gde је А matrica sistema tehni~kih koeficijenata 

А • 

an1 ап2 ••••••• ann 

1 jedini~na 

vodnje i 

sno vektor 

matrica, Х, с (X
1

, Х2 , 

Ь' - (b1 , Ь2 ••• ьп ) vektor 

proizvodnje koja od1azi па 

хп ) vektor ukupne proiz 

fina1ne proizvodnje, odno 

tr!iAte уап kooperacije u 

vidu fina1nog proizvoda. 

Рrоblеш koji se u okviru ovakvog sistema po8tav1ja 8a8to­

ј! ае u odredjivanju vektora ukupne proizvodnje, pri unapred 

p1aniranom оЬ1Шu fina1ne proizvodnje pojedin1h kooperanata. Dru 

чiш re~ima, svako pove~anje f1na1ne proizvodnje kooperanata U8-

1ovljeno је оdnоаiшa koj1 postoje u kooperac1ji, а ko~i 8О 1zra 

!еп! matricom reprodukcione potroAnje. Лkо је matrica 8istema 

(1 - А) regu1arna, tj. 11 - А 1 ~ О, tada је relenje ai8teaa 

х = (1 - А)-1 Ь 
odnosno п 

х - 1 
r - ""'1 1=-'-"'=А-ТI- L: А Ьв , (r оо: 1,2 ••• п), 

8-1 sr 

gde Asr predstav1jaju kofaktore matr1ce (1 - А). 

Pokazana analiza medjuzavisnosti preduze~a u kooperac1j1 

s1i~na је medjusektorskoj ana1izi koja је poznata kao lnput-out­

put ana11za pri razmatranju medjugranskih odnosa u okviru се1е 

pr1vrede. Njena genera1izac1ja u pravcu 11nearnog programiranja 

mo!е biti u~injena u v11e pravaca, ako зе ume8to ukupnih u~el6a 

vrednosno izra!enih za pojed1na preduze~a, 1zvrli k1asifikac1ja 

prema vrsti pro1zvoda, 111 ako se, kao Ato 8mo u~ini11 u pret -

hodnim razmatranjima uzmu u obzir odn08i raspo1o!1vih kapacite­

ta i drugih resursa. 

Linearno programiranje i Input-output sistem 

Isto tako, 1nteresantno је posmatrat1 neke 8iu~ajeve medju 

sektorske ana11ze sa aspekta 1inearnog programiranja, kada ае, 

umesto jednozna~n1h gransk1h 1nputa posmatraju vektori akt1vno­

st1 raz1i~1t1h procesa u okviru pr1vrednih qrana. Tada matr1ca 
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tehnl~ko-tehnoloikih uslova proizvodnje u okviru input- output 

sistema nе sadr~i isti broj aktivnosti koliki је broj privred­

nih qrana, s obzirom па to da se u okviru svake qrane то!е pret 

postav1t1 ve61 broj raz11~1t1h procesa. U takv1m slu~ajev1ma 

matrlca tehn1~k1h koef1c1jenata је reda (п; п p(r) ), qde је п 

broj privrednih qrana, а p(r) broj aktivnosti u okviru r - te 

pr1vredne qrane. U takvim uslov1ma medjusektorsk1 problem је nе 

poaredno povezan аа problematikom proqram1ranja i mo!е ае 1zra­

z1ti u obliku 
п 

(тах) f = L 
p(r) 

L: с xrs а-1 rs 

Xrs ~ о 

gde f ozna~ava ukupnu efektivnost razli~itih aktivnosti, с rs 

koeficljent efektivnostl s-te aktlvnostl u okviru r-te grane,Ars 
vektor aktlvnost1 koji odgovara s-tam proceau u okviru r-te qra 

ne,Ir jedna~lni vektor r-te qrane, 1 Ь vektor f1nalnog prolzvo 

da. Problem је odredltl optimalnl skup aktlvnost1 tako da funk­

cija kr1ter1juma dost1gne maks1ma1nu vrednost. U opt1malnoj Ьа­

z1 mo!е figurirati najviAe п akt1vnost1, s obzirom па to da 

su one n-tog reda, dok su nlvol nebazi~nih aktivnosti jednaki 

nuli. Medjut1m,u ovakv1m slu~ajev1ma mo!е ае desitl da akt1v -

nostiu opt1malnom reAenju ne bude rasporedjene tako da 1z svake 

privredne qrane fiqurlra аamo јеdna. U tom slu~aju potrebno је 

uvestl dopunska ogranl~enja koja obezbedjuju ove uslove. 

U jednom drugom sm1s1u, lnput-ontput s1steт mo!е bitl ln­

terpretiran за gledlita 11nearnog programiranja. OVај aspekt se 

ti~e dualiteta i odgovaraju6ih cena. Као i ranije pretpostavimo 

da је pr1vreda podeljena па п prlvrednlh grana, ва poznatom 

matrlcom tehn1~kih koeflcljenata А. Tehn1~k1 koeflcljenti izra­

!еn! su u fizickim jedlnlcama. 

Uved1mo slede6e oznake 

х - vektor ukupne proizvodnje 

Ь - vektor finalne proizvodnje 

р - vektor сеna 
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r - vektor u~eA~a radne sDage 

w - vektor troAkova radne snage ро jed. pro1zvoda. 

Лkо su dat1 prose~n1 troAkov1 radne sDage w , tada 1zшe-

dju vektora r 1 w postoj1 s1ede~a veza 

Vektor1 Х, Ь, 1 r 1zra!en1 su u f1z1~k1ш jed1n1caDA. 

1maju61 u v1du standardn1 mode1 1nput-ontput s1stema 

(1-А)Х-Ь 

mogu6e је, kao spec1ja1an s1u~aj 11nearnog program1ranja, роа -

matrat1 slede61 problem 

(m1n) V =о w'X 

pr1 ogran1~enj1ma 

(1 - А ) .х .. ь х > о 

u kome ве tra!1 opt1maln1 program pro1zvodnje Х, koj1 ~1n1 f~ 

c1ju kr1ter1juma m1n1ma1nom, odnosno koji miniФizirа ukupne tro­

skove radne snage У. 

Dua1 primarnog problema daje 

(шах) f ... Ь' Р 

(I-A)'p=w р ~ о 

gde ве, kao sto v1dimo, tra!1 opt1ma1na struktura cena odgovara­

ju~1h pro1zvoda tako da зе ostavar1 maks1ma1n1 nac1ona1n1 doho­

dak (vrednosno 1zra!en). 

Imaju61 u v1du da зе u ovom з1uсајu rad1 о spec1ja1nom 

з1uсајu 11nearnog program1ranja, gde su u pr1marnom 1 dua1nom 

problemu оgrаn1саvајuб1 us1ov1 1zra!en1 s1stemom od п jednac1-

па за п nepoznat1h, resenje је jednoznacno 1 zajedn1~ko za 

оЬа problema. Drug1m rec1ma, шоguбе resenje problema је ujedno 

1 opt1ma1no tako da зе u ovom s1ucaju ne postav1ja 'p1tanje 1zbo­

ra najpovo1jn1je komb1nac1je аkt1vnозt1. Prema tome, reAenja pr~ 

marnog 1 dua1nog problema језu: 

Х = (1 - А ) -1 Ь 
-1 

р' = w' (1 - А) , 
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а prema u810vu jednako8tl vrednostl funkcija krlterijuma pri -

marnoq 1 dualnoq problema za opt1malna reAenja, tmamo 

(~n) V • ы' (1 - A)-l Ь 

(DI4x) f • р' ь - 1.1)' ( I - А) -1 Ь' 
§to dokazuje tvrdjenje (min) V - (шах) [. 

Оinamiа;. model Input-output sistema 

Genera11zaclja Input-output slstema u dlnaml~kom smls1u 

vodl ka slolenl;jliJn slstem1ma medjuzavlsnostl i moqu6noatl raz -

matranja takvlh modela metodama 11nearnoq proqramlranja.Umeato 

atatl~k09 odnoaa u raapodell, Leontljev razmatra 1 druqe medju­

zavlanostl, а u prv08 redu one kojl obuhvataju dlnaml~ke aspek­

te problema, Sem dinami~kih elemenata, u modelu flqurlraju rep­

rodukciona 1 lnvestlclona potro§nja, Ato је аа qledlAta bilansa 

prolzvodnje 1 potroinje zna~ajno u ualov1ma dU90ro~no9 razvoja 

i planiranja. 

Pretpoatavke u vezl tehnl~klh koeficljenata u okvlru rep­

rodukcione potroinje 18te 8U kao i u ualov1ma atatl~klh razmat-

ranja, odn08nO deflnlsanl su kao konstantnl odnosl, nezavlsno 

od piiloda poa.atranja, tj. 

- Xrs(t) 

X(t) 

t ... 1,2 •••• Т, 

za avako r 1 а. 

Koeflcljentl u vezl lnvestlclone potro§nje deflnlaanl au 

kao odnos kapltalnih dobara r-te qrane па jedlnlcu prolzvoda а­

te qrane, tj. 

, za 8vako r, а 1 t 

Ukupna kaplta1na dobra r-te qrane u okvlru cele prlvrede 

u perlodu t, data su alede60m relacljom 

а priraAtaj kapitalnlh doЬara u t-om periodu је 
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Лkо 8а br(t) ozna~imo flnalnu tralnju r-tog prolzvoda, 

periodu t, tada ве ra8podela шоlе lzrazltl 
D 

Xr(t) - ~ arBXs(t) + lIKr (t) + br(t) 
в=l 

(r ... 1,2 ••• n) 

odnosno u vldu dlnaa1~kog шodеlа 

(I-А)Х(t) - O[X(t + 1)- )((t)] + b(t)d, 

63 

u 

gde BU А 1 О matrice odgovaraju61h tehni~klh.koeflcljenata 

reprodukcione i lnve8ticlo~e potroinje, а Х (t) i b(t) vektorl 

ukupne i finalne prolzvodnje u periodu t. 

Sem datih jednakoBtl postoji relacija 

К (t) - D Х (t) , 

koja ае ti~e odno8a priraitaja kapitalnlh dobara 1 vredno8tl pro­

izvodnje u periodu t. 

Za poznate inicijalne vredno8ti kapitala, оЬiшa proizvod­

nје i unapred datu finalnu proizvodnju, DЮ9u6е је po8t16i reie­

nje sistema diferencnih jedna~lna koje је dato шodеl0m 

X(t+l)=X(t) +0-1 (I-А)Х(t) -o-l b (t}, 

gde је 0-1 inverzna matrlca od о. 
Prilikom razmatranja dlnami~klh modela оvoч tlpa, mnОчl 

slu~ajev1 ае svode па probleme llnearnog programlranjao Tako se 

pod odredjenim pretpo8tavkama, koje 8е ti~u krlterljuma i ogra­

nl~enja, mole po8matrati 81ede6i model 

D!!'l 
(max)f = с 1; r (в) I 

8-1 

pr1 ograni~avaju6im u810vima 

(I-А)Х(t) = K(t) - K(t-l) + Dr(t)+b(t) 

x(t) ~ q + 
о 

x(t) ~ О, 

t-l 
~ r(s) 
8-1 

r(t) ~ О, 

t .. 1,2. о о оп 

kojim se lel1 ostvariti maksimalna efektivnoBt proizvodnih kapa­

c1teta u n-tog godiinjem periodu, pri ograni~enjima koja ве ti-

~u tehni~ko-tehnoloikih uslova proizvodnje, novlh ulaganja i 

pretpostavke о ograni~enom obimu proizvodnje u pojedinim perlo-
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d1ша. Vektor с 1zratava efekt1vnost nov1h pro1zvodn1h kapac1-

teta u pojed1n1m per1odima, ~ vektor 1n1с1ја1n1Ь pro1zvodnih 

kapac1teta, а r(t) vektor novih pro1zvodnih kapaciteta na8ta1ih 

u pet:ioru t. 

Najzad, preko 1inearnog programiranja шоgu6е је po8тatra­

t1 1 druqe dinam1~ke modе1е od kojih је zna~ajno pomenuti jedan 

koj1 8е svod1 па problem dekompoz1cije, tj. 

т 

(тах) f ... :r с' Х 
t-1 t .t 

X t ~ О, t = 1, 2. •• т, 

qde su uzete oпake 

C t - vektor koef1c1jenata fuhkc1je kriterijuma u periodu t 

X t - vektor nivoa aktivnosti u periodu t 

At - matr1ca tehni~kih koeficijenata inputa u periodu t 

Bt - тatrica tehni~kih koef1c1jenata outputa u peri1du t 

bt - vektor f1na1nog pro1zvoda u per10du t 

Ako ае kao in1c1ja1na vrednost uzme da је za t-1, Bt - 1 = O,tada 

ае ograni~avaju6i us10vi mogu napisati: 

-В1 Х1 + А2 К2 ~ Ь2 
- В2 Х2 + Аз Кз ~ Ьз 

аа тatr1com sistema 

А1 О О . · о 
-В1 А2О . · О 
О -В2Аз • · О . . . . . . . ... . . . 

Treba pr1metit1 da svaka od тatrica At i B
t

-
1 

sadr~1 п ve-

ktora aktivnost1 m-tog reda А =(а а а) st . lst' 2st,···· mst 
Bst =(b1st , b 2st ••••• t mst ) 
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tako da 11nearne kom1b1nac1je koje pro1z11aze 1z odqovaraju~1h 

1nputa 1 outputa moчи uopite uzev b1t1 vr10 s1o!ene. 

V. ТRANSPORТNI MODEL 

Jedno od zna~ajn1h podru~ja 11nearnoq рroqrаш1rаnја posve­

~eno је tzv. transportnom problemu, koj1 ае jav1ja kao арес1ја1-

an s1u~aj орАНЬ razmatranja. Razmatranja u оуom domenu zna~aj.­

па su kako zboq аamoч transportnoq problema u k1as1~nom aai81u 

tako 1 zboq re1at1vno i1roke p1rmene u druq1m problem1ma koj1 

nemaju n1~eq zajedn1~koq sa poznat1m problemom. МnОч1 se.,froble­

т1 forma1no 1zra!avaju па 1st1 na~1n а metodoloik1 po8tupel za 

nj1hovo resavanje 1dent1~n1 su sa postupc1ma koj1 se pr1menjuju 

za reiavanje standardnoq transportnoq problema. U preduze~u 8е 

шоqu postav1t1 p1tanja opt1malnoq ra~eitaja objekata, 'шаА1na 

postrojenja, razmestaja sk~ad1§n1h mesta 1td. u с11ји post1zanja 

ye~1b efekata. Takodje, najpovo1jn1j1 1zbor radn1ka za оЬаУ1ја­

nje odredjen1h pos1ova 111 najpovo1jn1j1 1zbor mas1na za оЬау -

1janje odredjen1h operac1ja 111 1okac1ja odredjen1h objekata 1 

s1u!bi u qradsk1m nase1j1ma 111 razmatranje spec1ja1n1h proble­

та pro1zvodnje 1 za11ha spadaju u qrupu problema koj1 se шoqu 

podvest1 pod tzv. transportni problem. Ukaza~emo, takodje, па 

neko11ko mode1a 1z oblasti tr!iita i snabdevanja, 1nvest1c1ja 1 

proizvodnje, kaoi~itav niz druq1h specija1n1h s1u~ajeva 1ntere­

santnih za matemati~ku primenu u ekonomiji. 

Specifi~nost transportnoq problema u odnosu па opsti prob-

1ет 11nearnoq proqram1ranja oq1eda se u oqran1~avaju~im us1ovi­

та koji su u оуош s1u~aju dati trouq1astom тatr1com sa e1ementl­

та jednak1m О i 1. ма da se transportni problem то!е resava­

ti istlm siшр1ех a1qoritmom kao 1 standardni problem proqraai­

ranja ipak zboq specifi~nosti problema postoje odqovaraju~i ро­

stupci koj1 u mnО90те upros~avaju dobijanje optlma1no9 reienja. 

Medju prv1m zapa!enlm razmatranjlma transportno9 problema treba 

pomenuti radove sovjetsko9 nau~nlka Kantorov1~a (1939) 1 Hltche­

ocka (1941) kojl је prvl postavl0 1 res10 problem nezav1sno od 

11nearno9 pro9ram1ranja. Kasnije је pokazana veza problema аа 

linearnlm pro9ramiranjem 1 od tada postojl ve11ki broj raz11~1-
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tih а1qоritаша i metoda medj.u kojima treba pomenuti Stepping 

stone metod i Мodi metod koji је dat od Btrane Dantziga 1 koji 

ве pokazao kao najefikasn1ji za re§avanje transportnog problema. 

Razшоtrimo transportni problem u B1ede6em obliku. Postoji 

m razlicitih centara (preduze6a) Р (r-1,2 ••• n) proizvo1jno 10-
r 

ciran1h 1z koj1h ве snabdeva п razlic1t1h meBta (tr~1§ta) Ма 
( 8- 1,2 ••• n). Ozпacimo 8а а > О оЫш proizvodnje centra Р, r r 
а 8а Ь > О tra!nju me8ta М • Sa с oznacimo tranBportne trоз-

8 s rS 
kove ро jed1nici, а ва XrS оЫш tranBporta (broj jedin1ca) od 

r-toq centra do а-toч II1esta. 

Problem је: па6! tran8portni proqram X rS > О tako da ukup 

ni transportni trозkоv1 budu шiniшA1n1, tj. 

JI1 
(lI1in) С '" ~ 

r"'l 

п 

~. с Х 
S-l rs rB 

(1) 

pri oqranicenjima daje ukupan оЫш transporta 1z centra Pr do 

raz11citih mesta Ив jednak obill1u pro1zvodnje a r , tj. 

п 

~ Xr8 '" а 
8-1 r 

( r - 1,2 ••• ш) (2) 

i d4 је оЫш koji prill1i me8to МВ 1z raz11c1tih centara jednak 

ukupnoj tia!nj i toч 1I1e8ta, tj. 

(а '" 1,2 ••• n) (3) 

i xrs > О za svako r i в. 

Pored d4tih u810va postoji јоз jedan koji implic1tno ·fiqu­

r1ra u problemu 1 koji 1zra~ava zahtev da је ukupan оЫш proiz­

vodnje u svim preduze6ima jednak ukupnoj tra!nj1 sv1h mesta, tj. 

D 
~b 
в=l в 

u problemu f1qur1ra m + п jednac1na ва mn nepoznat1h. 

Medjut1m u problemu postoji sveqa m + п - 1 nezav1sn1h jedna­

cina 8а 1stimbrojem baz1cnih promenljivih. 

Dua1ni problem tran8portnoq problema ima obl1k 
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ш п 

(JDaX) с' - L а ur + L Ьа Уа а-1 r з-1 

за ogran1~avaju6im ua1ov1ma 

r - 1,2 .•• Ш 

s .. 1,2 ••• n 

gde au u
r 

1 

1ј1. 

Уа dua1ne рrошеnlј1vе 111 tzv. B~p1ex mnolite -

ReAenje transportnoq probleJDa posti!e ае relativno jednos 

tavno preko dua1nog problemг., .odredjuju6i pre SV8qa po~etno Ьа­

zl~no reAenje заstаv1јеnо .od m + п - 1 bazi~nlh nepoznatih • 

U zаvlзnозtl od stepena рr11аqоdјеnозt1 po~etno9 reienja trans­

portnim troikovima crs ' reiavanje 6е ае izvest1 аа шаnјiш 111 

уе61ш brojem iterac1ja. Uko1iko је 1zbor po~etn1h bazl~nlh pro­

men1j1v1h takav da оnе u1aze u bazu premг. m1nlma1n1m troikov1JDa 

ро jed1n1c1, 111 prete!no prema ovom kr1ter1jumu, tada 6е broj 

iteracija do kona~noq opt1ma1nog resenja blt1 шаnј1, 1 obratno. 

кr1terljum za lzbor pocetno9 transportno9 progxaJDA је 

r .,. 1,2 •••• ш 

s '"' 1,2 •••• n 

gde је indeks1ma (1,ј) oznacena baz1cna promen1jlva. Prema ovom 

postupku pro1z11az1 da зu baz1~ne proJDenlj1ve jednake raz11c1 

parcija1n1h zbirova tabe1a L a r 1 L ь 
r S з 

аек11 зmo da u baz1cnom reAenju f19ur1ra m + п - 1 promen­

ljivih. Qvo pro1z11azi otuda ito u problemu postoj1 m + п - 1 

nezav1sn1h jednac1na, sto znac1 da је jedna od jedna~lna s1ate­

ma pos1ed1ca озtа1ih. OVо ве mo!e pokazati ахо ве (zbi,r prv1h ) 

(ш - 1) jednac1na oduzme od zbira pos1ednj1h п jedna~ina.Tada 

ве doblje m-ta jednac1na slstema. 

ReAenje dua1nog problema postilemo па s1ede61 na~in. АКо 

svaku jednaclnu pr1marnog problema pomno!imo odqovaraju6oJD dua1 

пот promen1j1vom ur ' 

о jednac1n1 s1stema 

dobijamo 

odnosno Уз ' zav1snood toga da 1! ае radi 

(2) i11 (3) 1 dodamo funkcljl krlterljuma 

т п 

L 
r,з 

(СrЗ + ur + vз ) xrs = f + L 
r=1 

а u + L Ьа v
a r r а-1 
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Poale Btavljanja 

r - 1,2 ••• m 
а .. 1,2 ••• n 

i odredjivanja u
r 

i Уа tako da је za baz1~ne promen1jive X rS 

C rB + Ur + V s - О, 

а iшAјu6i u vidu da BU nebazi~ne promen1jive jednake null,Lmamo: 

m 
(III4X) с .. -f - ~ а u + 

r-1 r r 

п. 

~ ь v , 
в-1 s s 

odakle proizi1azi u810v optimalnosti 

С;з - Cr8 + Ur + vз ~ О 

za nebazi~ne promen1j1ve. 

Ukoliko је С;в ,О za јеdnи 111 v1§e nebazi~n1h promen -

1jiv1h, tada зе nova baz1~na promenlj1va Xpq uvodi prema uslo­

vu 

с' pq - min ( СrЗ + ur + vз ) , о 
r,s 

za nebazi~ne promen1jive. Na taj na~in u kona~nom broju iteracl- , 

ја mo!е ве odrediti opt1ma1no reAenje, odnosno optlma1nl trans­

portn.l proqram koji ~1п1 ukupne tro~kove m1n1maln1m. 

Pri razmatranju var1janata transportnoq problema moqu6na 

зu dva alu~aja, tj. slu~ajevi u koj1ma п1је ispunjen us10v jed­

nakostl ponude 1 tra!nje. АКо pretpostav1mo da је ukupna tra~ -

nja уе6а od ukupne ponude (prolzvodnje), tada зе problem јаУ1ја 

u obliku 

(min) 
I!!. ,П 

f .. 1; ~ C rS r=l а=l 
Х rs. 

pri oqrani~avaju6im us10vima 

CJde је 

r .. 1,2 ••• ш) 

m. 
1; X rs ' Ьв ( S = 1,2 ••• n), 
r-l 

~a 
r r 

Postav1jeni problem svodi ве па standardni trasportnl pro-
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Ыет 

пјет 

1mamO 

па taj na~ln Ito зе slstem nejedna~lna lzbi1anslra uvodje­

п nene9atlvnlh dopunsklh promen1jlvlh Хт+1 ,з, tako da 

m 

L x rs + Хт+1 ,в - Ьз , (з .. 1,2 ••• n) 
r=1 

odak1e зе sumlranjem 09rапl~аvајuбlh us10va u vezl ponude 1 

tra!nje dobija 

~ ЬЗ - ~ a r .. ~ xID+1 S • аш+1 • 9de аш+1 oz-
s r s ' 

na~ava raz11ku lzmedju ukupne tra!nje 1 ponude. Praktl~no, ovo 

zna~l da зе u ovakv1m s1u~ajev1ma uvodl jedno flktlvno preduze­

~e (odnosno dopuna lz uvoza) koje Ы 1ma10 funkclju da lzjedna­

~! ponudu за tra!njom. Druqim re~1ma, u810v jednakostl ponude 1 

tra!nje u standardnom problemu nе predstav1ja smetnju za rela -

vanje 1 опlЬ problema u koj1ma оп fakt1~kl пlје zadovo1jan.Uvek 

зе od90varaju~om transformacijom ovaj u810v forma1no molе zado­

v01jlti. 

u suprotnom s1u~aju, tj. kada је ponuda ve~a od tra!nje 

problem 1ma obllk 
m п 

(min) f .. L L с 
r-l зс1 r S 

Х 
rs • 

prl 09rапl~аvајuб1m us10v1ma 

D 
~X 
з-1 rs 

, а r ( r оо 1,2 ••• ш) 

JII 
~X = Ь з' r=1 rS 

( s = 1,2 ••• т) 

Х rs ~ О • 
odakle proizilazi 

п 

~. ~ Ь , а ..... 
з=1 

s r=1 r 

S1i~no ranijem postupku, pos1e uvodjenja dopunsklh promen-

1jivlh Х +1' slstem nejedna~lna postaje r,n 

п 

L xrs + xr ,n+1 
з=1 

odnosno razllka 

(r 1,2 •• • т) 
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- ~ ь = 
в • 

qde amo ва bn+1 ozna~111 ukupan v1Aak ponude nad trafnjom.OV1m 

postupkom prakt1~no uvod1mo f1kt1vno mesto (sk1ad1§te) koje 

apsorbuje v1iak pro1zvodnje (ponude) nad trafnjom. 

Мnоч1 druq1 problem1 moqu b1t1 predmet s1i~nih razmatra -

nja. Na pr1mer, preduze6e ima уе61 broj sk1ad1Ata, lociran1h u 

raz11~1tim mest1ma. Tada pod pretpo8tavkom jednakost1 kapacite­

ta 8k1ad1Anoq prostora ва оЫтom trafnje, problem ве јаУ1ја u 

18tom obllku kao 1 prethodni zadatak. 

Posmatraj80 8ada druq1 mode1 koj1 ве t1~e problema ав1ч -
nac1je. Pretpostavimo da u preduze6u po8toj1 п raz11~1tih та­

i1na Mr(r .. 1,2 ••• n) od koj1h svaka mofe da pro1zvod1 п raz-

11~1t1h pro1zvoda, Р (8 .. 1,2 ••• n), а11 ва razl1~1tim utroAkom 
8 

vremena (raz11~1t1m troAkovima) ро jed1nlc1. Ozna~1mo ва c rs ut-

roiak vremena r-te maA1ne za 1zradu jed1n1ce s-toq prolzvoda, а 

8а х promen1j1vu koja ozna~ava оЬiш prolzvodnje r-te mallne 
rs 

8-toq pro1zvoda. 

Problem је na61 proqram pro1zvodnje, odnosno raspored pro-

1zvoda па pojed1ne maA1ne tako da ukupn1 troAkovi (u vremenu i11 

nov~ano izrafen1) budu m1nima1n1. Druq1m re~ima, treba odredlti 

m1n1ma1ne troikove 

А љ-
(mln) С = ~ ~ с х 

r-1 в-1 rs rs 1 

pr1 oqran1~avaju61m us1ov1ma 

п 

~ Х ... 1 
rS 

(8 1,2 ••• п) 

r=l 

п 

L xrs = 1 
в=l 

(r ... 1,2 ... п) 

xrs 
~ О za svako r 1 8. 

Problem predatav1ja specija1an в1~~aj transportnoq proble­

та, prvo zboq toqa Ato је ovde broj maA1na jednak broju pro1zvo­

da (ш = п) 1 druqo, oqran1~avaju6i us1ov1 imaju desne strane 

jednake 1. Prv1 us10v predstav1ja anqafovanje r-te masine па 
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s-tom pr01zvodu, а druq1 da је a-t1 pr01zvod dode1jen r-toj ~­

A1n1. Spec1f1~noat ua10va oq1eda ае јо! u tome !to promen1j1ve 

xrs uz1maju ааша се1е brojeve, odnoano Ato ауахој та!1.1 pr1pa­

da ааша jedan odredjen роаао. кахо vredn08t1 proMen1j1v1h ne 

шоqu bit1 уе6е od jed1n1ce, а шоrајu bit1 се11 brojev1, to pro-

1z11az1 da one moqu bit1 ааша 1 111 о. U a1olen1j1m a1u~ajev1ma 

шоqu6е је posmatrat1 problem qde ае jedna аА1na anqaluje za 

pr01zvodnju У1!е raz11~1t1h pr01zvoda. 

U problemu f1qur1ra n2 proMen1j1v1h od хој1Ь је 2n - 1 

baz1~n1h. S obz1roM na to da proMen1j1ve uziuju vrednoat1 О 

111 1, to n-1 od nj1h 1ma vrednoat О, а п vrednost 1. 

Ne!to op!t1je razaatranje то!е ае 1zvest1 kada ае poaaat­

ra vreme t ra potrebno za pr01zvodnju jed1n1ce pr01zvoda 8 па 

r-toj ma!1n1, а kada је poznat broj raspo1011v1h mai1nа"ш na 

kojiu ве pr01zvod1 п pr01zvoda. Tada pod s11~n1m U810V1ша 

хао 1 u prethodnim razmatranj1ma 1mamo modе1 u хоше а, tral1 

optiu1n1 proqram pr01zvodnje xra ~O 

budu m1n1ma1n1, tj 
м п 

(m1n) С ,. f ~ с xra ' r"1 8-1 r8 

pr1 oqran1~avaju6im ua10v1ma 

д 

tako da ukupn~ tro!kov1 
i 

(1) 

L t r8 Xra ~ а (r .. 1,2 ••• М) (2) 
r 

а-1 

.1D 
L xra = Ь ( 8 .. 1,2 ••• n) (3) 

r-1 а 

Оуахо formu11aan1 Mode1 raz11kuje ае od 8tandardnoq prob-

1ета 1 poznat је хао qenera11san1 оЫ1к tran8portnoq problema • 

А11 re1at1vno jednostavnoM tranaformac1joM оп 8е таlе 8veat1 па 

standardn1 оЫ1к ахо ае pretpostav1 da је odn08 vremena potreban 

za pr01zvodnju jed1n1ce pro1zvoda па Ы10 хоје dve raz11~1te та­

!1ne 1at1 za ауак1 pr01zvod. Druq1m re~1ma, ахо је 

qde је k f1ks1rano 1 odnos1 se па ~ ~~j ..... 1188,188-

та: 
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t rs t х .. _-t 
rs rs tks ks 

gde вmo stavili 

х;в = t ks ХrЗ 
Tada ograni~avaju6i ив1оу! (2) postaju 

п 

~ х' ,а' 
в=l rs r 

gde је 

х' rs' 

а' = а r r 
-,т; 

Ograni~avaju6i из1ОУl (3) , роз1е mno!enja за t
ks

, posta-

ји 

staje 

х' rs .. ь' s gde је 

с 

Najzad, ako stavimo с' rs rs=~ , funkclja krlterija ро-

Prema tome, vldimo da је genera1isanl problem transformi­

san na standardni oblik transportnog problema i тo~e зе istim 

metodo1oikim postupkom resiti. 

Model programiranJa proizvodnJe 

Razmotrimo problem programiranja proizvodnje odredjenog 

proizvoda prema poznatoj traznji u datom perlodu. Рrеtрозtаvimо 

da је perlod (О,Т) pode1jen па п jednakih vremenskih interva-

1а (nede1ja, mезесi, trоmезесја ltd) i da је za svakl od tlh 

lnterva1a poznata traznja b
r 

kao 1 оьiш prolzvodnje Xr (r=1,2 •. n) 

Pretpostavimo, takodje, da u svakom od tlh lnterva1a moze posto­

jatl dopunska proizvodnja х' prolzvedena prekovremeno u сl1ји 
r 

zadovo1jenja pove6ane traznje. Oznaclmo за с 1 с' troskove pro-r r 
lzvodnje ро jedinici u redovnoj i dopunskoj proizvodnji u r-tom 

periodu, а за а r troskove drzanja jedne jed1nice proizvoda па 

za1ihama u r-tom periodu. Najzad sa Х i х' oznacimo оЫт 
rз rs 

proizvodnje (broj jedinica) prolzveden u r-tom а rea1izovan u 

s-tom periodu u redovnoj i dopunskoj (prekovremenoj) proizvodnji. 

Tada, posto svaka jedinica proizvedena u r-tom periodu то­

ze biti prodata u r-tom 111 nekom kasn1jem per1odu, ogran1cenja 

koja se ticu ponude lтаји oblik 
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п 

:Ех ~ Xr r - 1,2 ••• n .- rs 
s"r 

п 

L 
, 

~ Х' r -1,2 ••• n 
B-r 

X rS r 

Na drugoj Btranl, o9ranl~enja koja ае tl~u tralnje t.aju 

obllk 

s • 
~ Х + ~ Х;8 - ь r-l rs r-l 8 

8 • 1,2 ••• n 

Оуош relacljoa је lzra!en u810v da 8vaka једlnlса prodata u • -

tom perlodu mo!е bitl prolzvedena u rаnlјiш perlodt.a pofev од 

prvo9, u redovnoj 1 dopunskoj prolzvodnjl. 

Da1je, pretpoBtav1mo da је ukupna tra!nja шаnја од ukupne 

prolzvodnje, tj. 

в 

~b 
ј-1 ј 

+ X~ 
Ј 

za svako в. 

Ukupnl troikovl obuhvataju troJkove u redovnoj 1 dOPUn8k­

skoj proizvodnjl, kao i troikove Btoklranja, te mo!emo piBatl 

п п п п 

С .. t 2: c r xrs + ~ 2: с' 
, 

r-l s-r r-1 s-r r xrs 

п в-1 5-1 

+ L L L а. (х + х' ) 
s·r r-1 r=j Ј rs rs 

Problem је: na61 optlma1nl prolzvodnl program 

XrB ~ О, X;B~ О, tako da ukupnl troikovi Ьиди mintma1ni, 

respektuju61 postavljena ograni~enja u vezl ва ponudom 1 tral -

njom. 

Posle uvodjenja dopunskih promen1jlvih u o9ranl~enja koja 

ве tl~u 

postojl 

postojl 

ponude, problem ве svodi па tranBportni problem u kome 

2n centara ва п + 1 mеsи (odredlsta), odnosno u kome 

Зn +1 jedna~ina. Treba pr1metlti dalako postoji уе6! 

broj o9rani~enja, problem је strukturno pro8tlji оо standardnog 

oblika zb09 ~injenlce da dlnamll:ko ptograalranje prolzvodnje i 

rea1izaclje obuhvata аато us10ve za s ~r, r, s = 1,2 ••• n. 
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Лkо 8е pretpostavl da su troAkovl Cr , С; i Br konstantni 

u ay~ period~, tada 8е funkclja ukupnlh troAkova moie izrazl­

ti 

п п п п 8-1 
C~ .}; }; ~ 

п 

С - xr8 + с' Х' + В }; ~ (s-r) (х + х' ) 
r-1 8-r r-1 s-r rs 

а-2 r-1 rs rs 

Najzad 811~an Шodе1 ае molе po8m&trat1 u 81u~aju Уllе pro-

1zvoda, s tom raz1ikom Ito 8U e1ement1 u уеа1 pro1zvodnje (ponu­

de) 1 tra!nje 1zra!en1 odqovaraju61m vremensk1m jedin1cama, kako 

Ы ве jedn08tavn1je 1zvrl11o aqreq1ranje pojedlnlh ve1i~lna. 

Dak1e, akopreduze6e pro1zvod1 k prollvode tada pri 15 -

t1m u81ov1ma цо 1 u prethodnom modelu 1mamo sledecS1 problem 

.k ~ .п. .k п. п 

(Ja1n) С - ~ ~ ~ + ~ ~ ~ , , 
С1 X r81 . С i х r81 

1-1r-l 8ах' 1-1 r-1 5-r 

k п 8-1 

+ 1: 0,1 Е Е (8 - r) ( xrs1 - х' re1)' 
1-1 8-2 r-1 

pr1 09ran1~enjima 

.k. А 

~ ~ X ra1 ~ Х r • 1,2 •••• n 
1-1 8ах' 

r 

.k. п. 

~ ~ x'r81 ' Х' 
1-1 8ах' 

r 

Ј 1 • 1,2 ••• k 
~ (xrs1 + х' rs1) = Ь 
r-1 а1 8 :1 1,2 ••• n 

X r81 ~ О, x'rs1 ~ О 

аа 8vako r, 8, 1. zna~enje pojed1n1h oznaka је slede6e: 

X
r 

- Ukupno ra8po1o!1v1 fond vremena u r-tom per1odu. 

х' - Dodatnl fond vremena u r-tom perlodu. r 
X

r81 
- anqalovano vreme za 1-taj pro1zvod u r-tom 

per1odu, а za rea11zac1ju pto1zvoda u s-tom perlodu 

Ь81 - Ukupno anqalovano vreme аа 1-t1 pro1zvod аа koj1 

postoji tra!nja u s-tom per1odu. 
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u ovom slu~aju postoji 2n centara i mn+1 mesta (odrediita),ito 

ukupno daje (m+2)n+1 jedna~inu. 

Model robnЊ kua. 

u okviru problematike program1ranja razmotrimo tzv. prob-

1eпI robnih kuca (ТЬе WarehouseProblem) koji u dinamiekom а8ре­

ktu obuhvata neka prakti~na p1tanja povezan4 8а programom naЬ -

avke, prodaje i za1iha. Оп predstav1ja зрес1ја1аn slu~aj pret -

hodnih razmatranja, а11 је 1ntere8antan zbog toga ito зе re1a -

tivno ~esto jav1ja u praks1 1 ito 8е re1at1vno jednostavna reie 

nја шоqu korist1ti i u druqim slu~ajevima. 

Pretpostav1mo da robna kuca ra8pola!e ukupnim sklad1inim 

рrозtоrоm kapac1teta К jed1n1ca 1 da 8е u trenutku t - О, па 

za1ihama nalaz1 Z jedinica. Ozna~1mo за х Э 1znоз narud!bi-
а-

nе u periodu з-е, qde је в period vremena koji protekne od tre-

nutka kada је upucena narud!bina do trenutka prijema robe. Oz -

na~imo, dalje, за Св cenu proizYodja~a uklju~ujuci i trolkove 

narud!bine ро jedinici, за уз 1znos prodaje, а ва рз proda­

jnu cenu u periodu в. Neka је vremenski interva1 posmatranja 

pode1jen па п perioda tako da posmatrane ve1i~ine uz1mamo kon 

зtаntnim unutar pojed1nih perioda. Рrеtрозtаviсemo da је в • 1. 

Raz1iku izmedju prihoda рз уз i troAkova сз Хз' 
preko svih perioda, ozna~icemo kao ukupnu dobit 

п 

f = L: (рз уз - сз Хз) s=l 

uzeta 

Oqrani~avajuci uзlоvi зе ti~u rазро1о!ivih kapaciteta,od­

nозnо mogucnosti nabavke i prodaje proizvoda u odqovarajuc!m ре 

riodima. Као prvo, uzimamo u obzir da zbir inicija1nih za1iha Z 

i odqovarajuceg dodatnoq iznosa (х - у ) kroz з - ti period nе 
в з 

то!е biti veci od raspo1o!ivih kapaciteta, tj. 

r 
z + L r=1,2 ••• n 

з=1 

Takodje, oqranicenja koja зе ticu prodaje moraju zadovo -

1jiti us10v da iznоз prodaje u periodu з ne mo!е biti vec1 od 

raspo1o!iv1h za1iha па kraju prethodnoq perioda, tj 
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+ r = 1,2 •••• n 

Uz1maju61 u obz1r us10ve nenegat1vnost1 Xa~ О, Ya~ О v1-

d1mo da ае problem svod1 па tra!enje opt1mA1nog programa nabav -

ke 1 prodaje u pojed1n1m per1od1ma, tako da ае ostvar1 maks1ma1-

па ukupпa dobit u 1nterva1u posmatranja. 

Роа1е sredj1vanja, problem ае mo!е p1sat1 

п 

(max) f .. 1': (ра Уа - Са ха) 
а-l 

pr1 ogran1~avaju61m us1ov1ma 

r r 

Е Ха 1': Уа 
, 

К - Z 
а-l a-r 

l;~1 ~ 

Ех + Е Уа ~ Z r = 1,2 •••• n 
.-1 а .-1 

Dua1n1 problem 1ma obl1k 

D п 

(Ju1n) V - (К - Z) ~ u + К ~ V 

r-1 r r .. 1 r 

ва ogran1~enj1ma 

п п 

~ u - ~ v ~ - с. 

r-j r r-J+l r Ј 

п п 

-2: ur + Е V r ~ Рј 
r=j r .. j 

ј = 1,2 .... n 

qde ви ur 1 v r dua1ne promen1j1ve. U pr1marnom problemu ро­

atoj1 2n nejedпa~1пa, а u dua1nom 2n promen1j1v1h. Problem ае 

mo!е reiavat1 transportnom metodom 111 tzv. pr1nc1pom regrup1 -

sanja podataka koj1 ви da11 Charnes 1 cooper. 1 ) 

l)Charnes А and. W.Cooper: Dua11ty, Regroup1ng and Warehous -

lџч. ONR. Research мemo, P1ttsburgh 1954. 
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Model lоЬсјЈе 

Razmotr1mo jedan specijalan 81u~aj problema lokacije koji 

ае 8vodi па tran8portnl problem. 

Pretpo8tavimo da 8е k preduze6a Р! ( 1-1,2 •••• k) loci -

ranlh u razli~it1m mestima 8nabdeva jednom vrstom 8irovine iz m 

lzvora I
r 

( r- 1,2 ••• m). Posle prerade, finalni proizvodi pre -

duze6a pla8iraju ве па п razli~itih trli§ta Та (s-1,2 •••• n) • 

Ozna~imo ва a r kapacitet lzvora I r • Neka Xri ozna~ava 

оЬiш transporta, а c ri transportne tro§kove ро jedinici od iz­

vora I r ао preduze6a Pi • Ozna~1mo 8а Ь8 tralnju trl1ita Т8 ' 1 

neka Yis ozna~ava оЬiш tran8porta, а c'iS transportne tro§ko­

ve ро jedinici finalnog proizvoda оа preduze6a Р! ао tr!lita 

Та • Sem toga neka Zi ozna~ava оЬiш prolzvodnje preduze6a Pi • 

Prema uslovu tran8portnog problema proiz11azi, 

~ a r = Е Ьв ' 
r s 

da оЫт slrovlne svlh izvora bude jednak оЬiшu trainje f1n,ln~ 

prolzvoda па BV1m tr!1§tima. Pretpostavka ве mole prihvatiti u 

sресiјаlпiш slu~ajev1ma, kada је и~el6e slrovina u finalnom pro-

1zvodu relativno vel1ko 1 kada је odnos stalan, tako da ве apro­

kslmatlvnomole jedlnica flnalnog proizvoda izra!avatl jedinicom 

sirovine. 

Рod ovim pretpostavkama problem зе то!е izrazlti па slede-

61 na~1n: па61 transportn1 program xr1 ~ О, Yrs 
ukupn1 transportn1 troskov1 budu m1n1maln1, tj 

(тlп) С =}: L c r1 xr1 +1.: 1: с' 
r 1 1 s 18 

pr1 ogranl~avaju61m uslov1ma 

Е X ri = а (r = 1,2 ••• • т) 
1 r 

Е 
r 

Xri Z1 i = 1,2 .•• k) 

L Yis = Z1 ( s = 1,2 ••• п) 
s 

L Yis = Ь в' i 

gde prv1 uslov izra!ava jednakost kapaciteta а 
r 

~ О, tako da 

Yis 

1 ukupnog оы-
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та tran8porta s1rov1ne upu6ene вуiш preduze6ima 1z 1zvora 1r ; 

druq1 jednako8t pr01zvodnje 91 preduze6a Р1 оЬiшA s1rov1ne dob1-

vene 1z 8уlЬ 1zvora, tre61, jednakost prolzvodnje 9 i preduze6a 

Р1 1 po81atoq lzn08a f1na1nog pr01zvoda вуiш tr!l!tima 1 najzad 

~etvrtl jednak08t tra!nje Ь• tr!lAta Т• 1 pr1m1jenlh 1znos 

flna~noq prolzvoda od 8уlЬ preduze6a. 

Iz prvoq 1 druqoq u810va odnosno tre6eq 1 ~etvrtog prolzl­

laz1 da 8е po8tavljen1 problem sastoj1 1z dva s1mu1tana transpo­

rtnoq problesakoj1 B~ na 811~an na~in шоgu po8tav1t1 1 reiit1 

kao 1 8tandardn1 tran8portn1 prob1em. Роа1е e11mlnaclje 91 lz 

druqoq 1 tre6eq u810va, oqran1~avaju6e uslove mo!emo p18atl 

L xr1 - а (r - 1,2 ••• п) 
1 r 

~ xr1 - LY1S - О 1 - 1,2 ••• k) 
r 8 

L: Х1а • Ь ( s - 1,2 ••• n) 
1 s 

u problemu f1qur1ra m + п + k jedna~~a, аа ~k)n promen1j1 

У1Ь od koj1h је m+n+k-l baz1~n1h, s obz1rom па to da је broj 

nezav1snlh jedna~1na ш+n+k-1. Ovај mode1 formu11sao је B.Korda: 

·к problesat1c1 razm1sten1 vyroby· Praha 1963. Takodje vldet1 

Ljubom1r Мart16, Мatemat1~ke шеtоdе za еkоnощskе ana11ze, 11 , 

Zaqreb, 1966. god. 

Model mesavine 

Рrеtроstaviшo da preduze6e prolzvod1 п var1jantL jednog 

111 У1Ае pr01zvoda, u vldu шеАаvlnе, upotrebljavaju61 m osnov­

nlh s1rov1na. Oqranl~enja u pog1edu raspo10!1vih s1rovlna 1 od­

govaraju6ih u~eA6a u svakoj varijantl unapred su data. Takodje, 

postoje ograni~enja u pog1edu оЬiша proizvodnje pojedlnlh уа -

rljanata. 

Лkо аа xrs ozna~imo оЫт r-te s1rovine u s-toj var1 -

jantl proizvoda, tada је ukupan оЬiш proizvodnje s-te varljante 

а ukupna ra8po10!lva ko11~lna r-te sirovine 
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- L:x • r8 

АХо 8а рв ozna~1mo cenu B-te varijante proizvoda, а 

cenu r-te 8irovine, tada 8е ukupan pribod DOle izrazitl 

ва 

р' r 
obl1ku 

а ukupnl troAkovl 81rovlna kao 

~ ~;p~ xrB ' 

odak1e је ukupna dobit 

f - t 
• 

Е(р -р') 
з r 

8 

u 

АХо 8а ЬВ ~ Х8 оаna~18о obi8 prolzYOdnje 8-te varljante, 

ograni~avaju6i u810vi u уеа! оЬ18а proizvodnje шoqu .е naрlзаtl 

~ xr8 ~ Ь8 а - 1,2 •••• n 

Na 811~an na~1n-,ako ва br ~ Xr ozna~1DO rазроlоlivе ko-

1i~ine r-te Birovine, ogranl~avaju6i ua10vi P08tajU 

1: r - 1,2 •••• n 
в 

Najzad, ako је 8aatav u raz1i~itiм vаriјапtaшa unapred 

propisan, tj. ako В& 

ozna~1mo u~eA6e r-te airovine u B-tОј varijanti, tada роз1е 

z~ene u o9rani~avaju6~ u81ov1m4, ~ 

1: k - 1 аа в- 1,2 •••• n 
r rs 

1: xr8 -1: krB Х s • s 8 

odnosno 

r - 1,2 •••• ш 

Problem је odrediti opt1m41ne vrednosti promen1j1vlli 

X
rs 

~ о (r = 1,2 ••• Шi а .. 1,2 ... n), а tше i optiJDa1ni izbor 
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varijanti tako da funkcija kriterijuma dostiqne maksimalnu vre~ 

nost, tj. 

1: L: 
s r 

(шах) (р - р' ) s r 

pri oqrani~avaju~tm uslovima 

1: Xrs < Ьа s • 1,2 ••• n 
r 

1: x rs < Ь r - 1,2 ••• ш 
s r 

L: 
8 

х -rS Х - о rs 

xrs > о za svako r i 
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