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L UVOD

Interesovanje za matematilke metode i modele naglo je po-
raslo posle drugog svetskog rata, a narodito sa razvojem linear-
nog programiranja, koje je omoguéilo reSavanje sloZfenih -ekonom -
skih problema. Razvoj linearnog programiranja vezan je za ime
Zuvenog matemati®ara G. Dantziga koji je svojim fundamentalnim
radom Maksimiziranje linearne forme podvrgnute ogranifenjima u
vidu sistema linearnih jednalina (nejedna&ina) postavio osnove
savremenog programiranja’) .

$ta je linearno programiranje i kakva je njegova primena
u ekonomiji? Linearno programiranje predstavlja matematiéku ana-
lizu problema optimuma, odnosno analizu problema u kome se traZi
maksimalna (minimalna) vrednost linearne forme, pri unapred da -
tim ograniavajuéim uslovima, koji su izraZeni sistemom linear -
nih (nelinearnih) jedna¢ina. Drugim re&ima, ono obuhvata i ispi-
tuje linearne sisteme kojima su izraZeni odredjeni uslovi, sa ci-
ljem da se nadju ona reSenja koja de odredjene zahteve u&initi
maksimalnim (minimalnim). Pri razmatranju ekonomskih problema
linearni sistemi izraZavaju uslove u kojima se odvijaju ekonomski
pfocesi, a linearna forma odredjeni zahtev (kriterijum,cilj)koji
se u datim uslovima Zeli postiéi. Da bi se postavljeni zahtev mo-
gao ostvariti potrebno je obuhvatiti i ispitati delovanje svih
faktora koji rezultiraju iz raspoloZivih, ali ograni&enih resur
sa. To se postife formiranjem odgovarajuéih sistema iz kojih se
kasnije specijalnim metodama dolazi do optimalnih re3enja.

') pantzig G.B. Maximization of a Linear Function of Variables
Subject to Linear Inequalities, T.C.Koopmans “Activity Analy-
sis of Production and Allocation" John Wiley 1951,
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Razvoj linearnog programiranja povezan je sa pojmom line-
arizacije sistema, odnosno sa moguénostima da se medjuzavisnosti
u ekonomskim sistemima izra%favaju linearnim vezama koje relativ-
no dobro prikazuju stvarne odnose izmedju razliéitih veli&ina.
Takva aproksimativna izrafavanja medjuzavisnosti pokazala su se
u praktiénim razmatranjima sasvim prihvatljivim i omoguéila su
relativno brz i uspesan razvoj matematifko-medodolodkih istra%i-
vanja. Medju prvim pokufajima takve vrste treba pomenuti radove
Leontijeva tridesetih godina, koji je na bazi dru3tvenih bilansa
radjenih u Sovjetskom Savezu, po uzoru na Marksove Seme proste i
proSirene druftvene reprodukcije, pokuSao da izvrii generaliza -
ciju na veéi broj privrednih oblasti, odnosno grana, i da matema
ti¢kim putem u vidu sistema linearnih jedna&ina uspostavi odnose
u raspodeli bruto drustvenog proizvoda, uspostavljajuéi vezu iz-
medju ukupne proizvodnje i finalne potro3nje (traZnje) po priv -
rednim granama. Pri tome, osnovna pretpostavka ticala se konstan-~
tnih tehnifkih koeficijenata sistema, odnosno konstantnih odnosa
u okviru reprodukcione potro3nje izmedju privrednih grana. Takva
teorijska orijentacija, a kasnije, sa razvojem elektronskih ra -

¢unara i prakti&na primena otvorili su put novom matematilko-meto-

doloikom razvoju, nasuprot dotada iskljulivoj primeni klasi&nog
matematidkog instrumentarija koji se zasnivao na infinitezimalnom
radunu i diferencijalnim jedna&inama. Razvoj teorije skupova,li-
nearne algebre i drugih novih matematidkih disciplina uporedo sa
prihvatanjem pretpostavke o linearizaciji sistema omoguéio je st-
varanje teorije linearnog programiranja, koja je dala zana&ajan
doprinos teorijskim i prakti&nim razmatranjima u ekonomiji a naro
&ito razvoju matematidko-metodoloikog istra%ivanja.

Specifi¥an znaZaj linearnog programiranja u ekonomiji pro-
izilazi iz €injenice da je priroda problema koji se teorijski ra=z
matraju vrlo bliska ili identifna, praktiZnim problemima koji
se vrlo desto postavljaju u razlid¢itim domenima. Naime,
problemi u ekonomiji naj&e3ce su izra%feni odredjenim zahtevima
za postizanje odredjenih ciljeva, kao ¥to su: ostvarivanje maksi-
malne proizvodnje, dohotka, dobiti, maksimalne efektivnosti ula-
ganja, maksimalnog koriZéenja raspoloZivih resursa ili minimal -
nih tro3kova proizvodnje, minimalnih zaliha, minimalnih transpor-
tnih troskova, itd. Medjutim, svaki od postavljenih zahteva ne
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moZe se posmatrati izolovano od uslova u kojima se ¥eli njegova
realizacija. Drugim re&ima, uslovi u kojima se postavljaju odre-
djeni zahtevi imaju odlufujuéi znafaj pri realizaciji takvih ci-
ljeva, s obzirom na to da se oni uvek pojavljuju kao ogranifava-
juéi faktori u vrlo sloZenom i simultanom delovanju. Cak i u jed~
nostavnim sludajevima pri razmatranju relativno malih privrednih
organizacija sa malim obimom i asortimanom proizvodnje ovi uslo-
vi mogu biti sloZeni. U prvom redu oni se izraZavaju ogranidenim
kapacitetima pojedinih ma3ina, postrojenja ili pogona, dalje
snabdevanja sirovinama i reprodukcionim materijalom,raspolofivim
sredstvima, neophodnom kvalifikacionom strukturom radne snage ,
ogranilenim moguénostima plasmana proizvoda,organizacionim pita-
njima u pogledu proizvodnje, razmeStanja i pomoénih sluZbi, skla
di3ta, transportnih tro3kova, svih vidova zaliha (sirovina, mate
rijala, poluproizvoda i finalnih proizvoda) itd. Svi navedeni
elementi i mnogi drugi javljaju se simultano i deluju kao ogra-
nigavajuéi faktori svakog proizvodnog procesa, tako da su prili-
kom postavljanja ma kakvog zahteva oni prisutni, bez obzira na
to da 11 se u posmatranom momentu posebno isti¢u ili ne.
Linearno programiranje u svom teorijskom konceptu polazi
od takvih predpostavki, istituéi na jednoj strani zahtev ({ cilj,
kriterijum) koji se Zeli ostvariti, a na drugojm moguénosti da
se eksplicitno izraze svi ogranifavajuéi faktori u vidu sistema
linearnih nejednaina (jedna&ina) i na taj na&in opi%u uslovi
u kojima se takav zahtev postavlja.Iz ovoga se vidi da linearno
programiranje odgovara ekonomskim uslovima i da zbog toga ima
poseban znalaj u odgovarajuéim istraZivanjima. Ono se razlikuje
od drugih matemati¥kih metoda, a naroZito klasi®nih, u prvom
redu po tome ¥to jasno diferencira ciljeve i zahteve od op3tih
uslova razmatranja, omogucavajuéi tako da se ekonomski problem
jasno definiSe i matematilki formuliSe u pogledu zahteva i odgo-
varaju¢ih uslova. Sem toga znafajno je primetiti da je broj ogra
nienja (jednalina, nejednalina) nezavisan od broja nepoznatih
8to znali da su ogranifavajuéi uslovi dati sistemom od m jedna-
¢ina (nejedna&ina) sa n nepozhatih (m # n). Ova okolnost uka-
zuje ha to da ne postoje nikakve ograde u pogledu obuhvatanja re-
levantnih faktora koji mogu biti od uticaja u procesu.proizvod-
nje, niti pak broja proizvoda, odnosno aktivnosti znaéajnih u
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odgovarajudem razmatranju. Najzad, za prakti&na razmatranja je
od znafaja &injenica da su ogranilavajuéi uslovi izraZeni siste
mom nejedna&ina koji omoguéuju realno postavljanje odgovaraju -
¢ih uslova, naro&ito kada se radi o moguénosti kori%denja raspo-
loZivih resursa koji se u realnosti po pravilu ne koriste u pot
punosti, pa i onda kada se imaju u vidu optimalna reSenja. Na
kraju, u svakom problemu linearnog programiranja, po pravilu,
figuriraju tzv. uslovi nenegativnosti koji isklju€uju moguénost
dobijanja negativnih reSenja, 3to je s obzirom na konkretna eko
nomska znafenja pojedinih veli&ina vrlo znafajan uslov.

Na osnovu navedenih karakteristika vidimo da linearno pro
gramiranje u metodolofkom smislu doprinosi razmatranju i re3ava-
nju ekonomskih problema vi%e no i jedan do sada poznati matema-
ti%ki metod i da su njegove moguénosti sve vefe pri reSavanju
prakti&nih i teorijskih problema.

Proizilazi, dakle, da linearno programiranje obuhvata i
resava relativno veliki broj ekonomskih problema.U prvom redu
probleme optimalnih proizvodnih programa u slofenim i razlici -
tim uslovima, koji prakti&no mogu biti sveobuhvatni u okviru
privredne organizacije. Oni se, kao 3to smo veé napomenuli, mo=
gu ticati tehni&ko-tehnolo3kih uslova proizvodnje sirovina, za-
liha, tr¥ista, ponude i traZnje, uvoza, izvoza i dr. Formulisa-
nje pomenutih uslova pomodu matematidkih relacija (jednalina
nejedna&ina) i formiranje odgovarajuéih sistema medjuzavisnosti
omogudava postizanje onih reSenja koja proizilaze iz simultanog
delovanja obuhvaéenih faktora. Takvi sistemi sa posrednim i ne-
posrednim dejstvima predstavljaju realnu sliku medjuzavisnosti
koja postoji u privrednoj organizaciji. Linearno programiranje
polazi od takvih sistema i na bazi unapred utvrdjenih kriteriju-
ma, koji mogu biti razliditi u zavisnosti od problema, ispituje
uslove optimalnosti,odredjujuéi ona refenja koja su u datim us-
lovima najbolja (optimalna). Drugim refima, ako se za kriteri -
jum uzme dohodak privredne organizacije, koji se ostvaruje od
proizvodnje razliditih proizvoda, tada je pri unapred poznatim
ogranidavajuéim uslovima mogufe odrediti onaj proizvodni prog -
ram koji omoguéava ostvarivanje maksimalnog ukupnog dochotka.Ta-
kav program nazivamo optimalnim u odnosu na postavljani kriteri-
inm. Mediutim. ori istim oqranifavajuéim uslovima, kriterijum




Ekonomsko-matematitki modeli linearnog programiranja 9

mo%e biti razli¥it, Sto znali da se mogu naéi odgovarajuéi opti-
malni proizvodni programi. Primena linearnog programiranja je
vrlo razlitita u ekonomskim istraZivanjima. Tako se prilikom ra-
zmatranja investicionih ulaganja mogu traZiti optimalna re3enja
sa maksimalnom efektivnoZcu investicija, zatim optimalni odnosi
akumulacije i potro3nje u strukturnom smislu. Takodje je mogude
razmatrati probleme trZiZta, pri razli&itim pretpostavkama, pro-
bleme spoljnotrgovinske razmene, problema kooperacije i integra-
cije, probleme potro#nje, probleme ishrane, probleme optimalnih
meSavina, u poljoprivredi probleme optimalnih ulaganja i selek-
tivne proizvodnje, probleme transporta u razli&itim varijantama,
probleme lokacije, asignacije, rasporeda itd. Najzad, mogude je
reSavati slofene probleme koordinacije i uskladjivanja programa
razli&itih sistema polev od preduzeca, pa preko integracionih
zajednica do programiranja proizvodnih planova privrednih grana
u okviru cele privrede, pomoc¢u metoda dekompozicije. ékala prob-~
lema koji se mogu reSavati pomodu linearnog programiranja je vr-
lo velika i nemoguée ih je sve nabrojati. Prakti&no, svaki prob-
lem strukturne prirode u kome se postavlja zahtev da se izmedju
velikog broja moguc¢ih alternativnih reZenja odredi ono koje je
prema unapred postavljenim zahtevima najbolje pripada grupi prob-
lema linearnog programiranija.
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II. PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Op3ti oblik problema programiranja mofe se izraziti na sle.
deél nadin: naéi vrednosti promenljivih KyeXgaos Xy koje zadovo-
ljavaju ograniavajuce uslove, izraZfene sistemom jednadina (ne -
jedna&ina),

Fr(xl,xz,...xk) < by r=1,2...m (1)
tako da funkcija kriterija

f = Q(xl,xz,...xk) ( 2)
dostigne maksimalnu (minimalnu) vrednost.

U sistemu ogranidavajuéih uslova svakom uslovu odgovara
samo jedan znak jednakosti ili nejednakosti. Sistem moZe biti iz
raZen jedna&inama i nejednalinama razli&itog smisla, a broj uslo-
va m moZe biti veéi, manji ili jednak broju promenljivih k .
Uslovi su specificirani odredjenim funkcijama koje mogu imati
linearan ili nelinearan karakter, sa unapred poznatim konstant -
nip vrednostima b _(r = 1,2,...m)

Ako su ogranidavajuéi uslovi i funkcija kriterija izraZeni

linearnim relacijama, tj.

k
Fr(xl,xz,...xk) = Z: a x (r=1,2,...nm),

& s s

k

<
QUxyxy0.0exy) = 0 Cg Xg

tada se razmatranje svodi na problem linearnog programiranja ko-
ji se moZe javiti u jednom od dvaju standardnih oblika,kao prob-

lem maksimuma ili problem minimuma. Ukoliko se uzme u obzir us -
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lov nenegativnosti xs) 0, s=1,2,...k, tj. uslov da su sve pro-
menljive nenegativne, problem se mo%e izraziti na sledeéi na&in:
naéi nenegativne vrednosti promenljivih xl,xz,...,xk tako da fun-
kcija kriterija

k
= (3)
£ ;zl Cg Xg

dostigne maksimalnu (minimalnu) vrednost pri ograniavajuéim us-
lovima

k

E:ars x, § b, r= 1,2... m, (4)

s=1

gde su cs,ar i br date konstante.

s

U razvijenom obliku, opiti problem linearnog programiranja
u kome se tra¥i maksimalna vrednost funkcije kriterija moZemo iz-
raziti:

(max)f=clx1 + CcyX, + ooo. + CpXp (5)

pri ograniZavajuc¢im uslovima

a11%) * A%y *oees FaX by

a21%1 T A% * e Ay € by (6)
amlxl + amzx2 + ... + amkxk ' bm

Xy > 0, x2 20,... xk 2 0.

Kao $to se vidi, u ops$tem obliku problema figurira zahtev
(cilj) koji je izraZen funkcijom kriterijuma, i uslovi u koji-
ma se takav zahtev postavlja, a koji su dati tzv. ogranicavaju -
¢éim uslovima u vidu sistema linearnih nejednatina (jedna&ina).Na
slidan na&in moZe se postaviti problem minimuma, koji se u stan-
dardnoj formulaciji razlikuje suprotnim smislom nejednakosti og-
rani¢avajué¢ih uslova. Medjutim, i u jednom i u drugom problemu
uopSte uzev mogu figurirati uslovi razliditog smisla nejednako-
sti. Imajuéi u vidu da izmedju problema maksimuma i problema mi-
nimuma u linearnom programiranju postoji, po definiciji duala,
utvrdjen odnos, razmatracdemo u ovom delu iskljudivo problem mak-
simuma.

Ogranicavajuci uslovi (6) mogu se napisati u vidu sistema

 ednad s . . S
jedna¢ina uvodjenjem, tzv. dopunskih promenljivih Xpe1r Xgegreee
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eee X

k+m’

allxl + alzx2 + ... + alkxk + xk+l = b1

a5%) * aXy ..o tanx  +x o=b (7)
amlxl + an2¥2 tooot nk Xk +xk+m = bm

xl' xZ'... xk, xk+1’... Xem > 0,

tako da se problem linearnog programiranja moZe izraziti u obli-
ku

n
(max) f= ;gi CyXg (8)
a X)) +a; X, +o..ta X =

AaqX

In“n bl
211t A%y *e.. +vag X, =Db,

® o » o080 s (9)

m1*1 + 32Xy te.ot qman*n © bm
X) 1%y ,...,xnz»o
gde smo stavili k +m=n { a =1 za i=r
rk+l 0 za i#r'’

a u funkciji kriterijuma koeficijenti koji odgovaraju dopuns-
kim promenljivim jednaki su nuli.

Ako sa c= [cl' °2, ...cn} oznalimo n-dimenzionalni vek?or
koeficijenata u funkciji kriterijuma, sa

x=[xl,x2,...xn} promenljivi vektor n-tog reda,

sa b={b1 b2 ...bm} , m~dimenzionalni vektor slobodnih élanova,
r ’
a sa

31 %12 *?2)

a,; a,, ...a
A - 21 22 2n (10)

LRI N S R Y

amlamz cee amn

matricu koeficijenata sistema (m,n)-tog reda, problem se mo¥e na-
pisati
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(max)f=c’x
Ax = b , X220 (11)
11i u obliku n

(max) f= Z c . x
s=]1

D Ax.= (12)

Xg »0, s=1,2...n

gde smo sa As= [als'aZS""ams] ozna¢ili kolone matrice A, koje
su u ekonomsko-metodoloZkim razmatranjima poznate pod imenom ve-
ktori aktivnosti ili prosto aktivnosti.

ReSenje problema linearnog programiranja postife se simp -
lex metodom na sledeéi nal&in.

Neka prvih m 1linearno nezavisnih vektora aktivnosti
A (r=1,2...m) matrice sistema A ¢ine bazu B-(AI,A . ), tako
da se vektor b moZe izraziti kao linearna kombinacija baziénih
vektora,

z A x. =b (xr> 0) (13)
r=1

Takodje, u odnosu na datu bazu moZemo izraziti ma koji ne-
baziéni vektor As(s=m+l,m+2,...n)

m

Z Arxrs= AS (14)

r=1

Ako sada radi promene vektorske baze dodamo i oduzmemo le-
voj strani jedna&ine (13) nebazi&ni vektor As pomnoZen sa neod-
redjenom konstantom © , imamo

ZAx+eA—eA=b
=1 s s
ili, s obzirom na (14),

Zhrxr-GZAx +As=b
r=1

odnosno
m

:z(x -Bx s) AL+ OA =b. (15)
r=]1
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Odredimo sada O , tako da za r=i odgovarajuéi &lan postane

jednak nuli, tj.

Xy = Gxis =0
odnosno
Xy X
0 = — =mi ) (16)
Xis rn( rs ! *rs 7 0

gde je uzet minimalni koli¥nik reZenja za vektor b i As' za

X > 0, tako da jeo > 0.

Prema uslovu (16) moguée je izvrSiti promenu vektorske ba-
Ze. Ispitajmo kakvog uticaja ova promena ima na vrednost funkci-
je kriterijuma. Pre svega, funkcija kriterijuma za bazu B ima

vrednost

m
f = :S Cr¥io (17)
r=1

a za novu bazu izraZenu jedna&inom (15), uzimajuéi u obzir uslov

(16)
m

= -
f :S cr(xryexrs) + ecs
=l
gde je Cg koeficijent u funkciji kriterijuma koji odgovara neba-
zi&nom faktoru As' odnosno
m m
X+ - N
rr e(cs 21 crxrs)
r=1 r=1

f! =

ili s obzirom na to da je

vrednost funkcije kriterijuma za nebazi&ni vektor As' i jednadi-
ne (17), imamo:

£' = £ + e(cs - fs) (18)

Relacija (18) pokazuje da ukoliko je 6>0 i (cS - fs) >0 za
jedan ili viSe nebazi&nih vektora, vrednost funkcije kriterijuma
za novu bazu moZe se povedati u odnosu na staru.

Dakle, ako se za promenu vektorske baze podje od kriteriju-
ma
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A . = - >
cJ fJ m:x(cs fs) 0
(19)
Xi *r
o = = min( X ), xr. >0
xij r rj J

tada se u konadnom broju iteracija moZe doéi do optimalne baze,
tj. do reZenja koje ¢€e vrednost funkcije kriterijuma u&initi ma-
ksimalnom. ReZenje se uvek moZe postiéi jer je moguéi broj baza
konatan, a imaju¢i u vidu uslove (19), vrednost funkcije kriteri-
juma se u svakoj narednoj iteraciji moZe povedati (isklju¥ujuéi
slutaj degeneracije). Prema tome, simplex metodom se moZe uvek
do¢i do reSenja problema linearnog programiranja.

Razmotrimo vaZnije teoreme na kojima egzistira reZenje
problema linearnog programiranja.

Teorema 1. Skup svih moguéih resdenja &ini konveksan skup

pDokaz: Neka x1 = {xi, xi ...xi} i
’

x2 = {xi xg ...xi; predstavljaju dva mogucda razliita resSenja.
’ ’

Tada imamo,
Axl =b i sz =b

xl>0 ngo

Konveksna kombinacija reS$enja Xt x2, tj.

x = A x4+ (1 -2)x2, 0 A<l

predstavlja takodje moguée reSenje, jer je x >0 i
Ax=A [Ax1+ (1-1 ) x? ]= ARxY +(1-2 ) Aax? = Ab+ (1-A)b=b

1 i x2 pripadaju skupu K, tada

Dakle, ako moguda reSenja x
i svaka konveksna kombinacija pripada skupu. Prema tome, skup
moguéih reSenja je konveksan.

Ako skup moguéih reSenja ima kona&an broj ekstremnih tada-
ka, tada K predstavlja konveksan poliedar. Moguca resenja prob -
lema linearnog programiranja predstavljaju talke konveksnog po-
liedra.

Teorema 2. Funkcija kriterijuma f=c’x definisana na kon =
veksnom skupu mogué¢ih reSenja K dostiZe maksimalnu vrednost u
ekstremnoj tac¢ki skupa.

Pretpostavimo da x nije ekstremna tacka skupa K, a funkci-

ja f(x) ima maksimalnu vrednost. Tada se x moZe izraziti, kao
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konveksna kombinacija ekstremnih tadaka xl,xz,...xp,tj.

1%
x=Z>‘r"r' Ar > 0, Z Ar = 1
r=1 r

tako da se moZe pisati

p
(max) £=£ [rzglxrxr]= ; A E(x ),
8 obzirom na to da je f linearna funkcija. Ako, sada, izmedju
svih ekstremnih tafaka xr(r=l,2...p) uzmemo onu za koju je f
maksimalno, recimo f(xp), tada po3to je Ar 3 0, imamo

(max) fsgxr £(x,) = f(xp)g Ay = Elxy),
odakle proizilazi da je

(max) £(x) = £(x ),
odnosno da funkcija kriterijuma dostiZfe maksimalnu vrednost u
ekstremnoj ta&ki x5 skupa K,
Dokaz je slian za minimalnu vrednost funkcije kriteriju-

Ukoliko funkcija kriterijuma dostife maksimalnu vrednost
za dve ili viSe ekstremnih taaka konveksnog skupa K,
X)o Xpr o eee Xy tj. £x)) = flxy) = ... = f(xp) =M
tada ¢e ona imati maksimalnu vrednost za svako x konveksne
kombinacije ekstremnih tacaka Xy Xy pecesXy g ti.

P P
x = > Ar x, AL 3 0, > ar=l
r=1 r
dakle, p P
£(x) = D Ar f(x) = > ArM=M
r=1 r=1

Teorema 3. Ta&ka x =[x1,x2,...xp,0,0...0}
je ekstremna tafka konveksnog skupa k ako, i samo ako, izmedju
svih vektora aktivnosti As(s=1,2...n) mofe biti odredjen skup
linearno nezavisnih Al,Az,...Ap(p¢m), tako da je

P
:zlxshs = b i Xz 0 za svako s.
s=
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Poslednjih (n-p) komponenata od x jednako je nuli,.

Pretpostavimo suprotno, da x nije ekstremna tatka skupa K.
Tada se x moZe izraziti kao linearna konveksna kombinacija dru-~
gih dveju tadaka Xy i X, skupa K., tj.

X = Ax1+(1—k) x, 0 <A< 1
Poslednjih (n-p) komponenata od x
nuli.

Posto tadke x) i Xy pripadaju skupu K, to se moZe pisati

1 i x, takodje je jednako

p P
Z xl.s»‘s =b 1 Z XZSAs =b
=] s=1

Medjutim, po pretpostavci, vektori Al, Az'...A su linear-
no nezavisni, tako da izrafavanje vektora b u kombinaciji pos -
matranih vektora mora biti jednozna&no, odakle proizilazi da mo-
ra biti Xg = X = X, za svako s. Dakle, x ne moZe biti izra-
Zeno kao konveksna kombinacija drugih dveju taaka, odakle zak -
ljutujemo da je ekstremna talka skupa K .

Teorema 4. Ako je x = {xl,xz,...xn} ekstremna tacdka skupa
K, tada vektori sa pozitivnim mnoZiteljima X obrazuju linearno
nezavisan skup, tako da je najvisSe p od Ag mno%fitelja pozi -
tivno.

Ako je prvih p mnoZitelja pozitivno, pi¥emo:

p

2 xA, =D, x>0, s=1,2...p

s=1

Pretpostavimo suprotno da su vektori Al,Az,...Ap linearno
zavisni, tako da je

p

L Mg =0

s=1
gde svi Mg nisu jednaki nuli,
Neka je za relativno mali broj €

x_ + > - >
s eus 0 i xs eus 0

za svako s=1,2...p, tako da se moZie pisati

P P
2: (xs + Eus) As =b 1 2: (xs - Eus) As =b
s=1 s=1
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Ako sa u ozna&imo vektor koji ima poslednjih (n-p) komponenata
jednako nuli, tada imamo

X3 =X +eu 4 X, =x - €y
dva moguéa resenja koja zadovoljavaju postavljene uslove, tako
da je

1 1
x= TN x1+-5— Xy

Medjutim, to je suprotno pretpostavci da je x ekstremna
ta¥ka skupa k . Prema tome, pretpostavka da su vektori sa pozi-
tivnim mnofiteljima linearno zavisni ne moZfe se prihvatiti pa
zakljudujemo da su vektori Al,Az,...Ap linearno nezavisni,

Posto su vektori A, m- dimenzionalni ne moZfe postojati
viSe od m 1linearno nezavisnih vektora sa pozitivnim mnoZite -
ljima xs(s=l,2...m), isklju&ujuéi slu¥aj degeneracije.

Poslednjim dvema teoremama pokazano je da u problemu line-
arnog programiranja svako bazi&no moguée reZenje predstavlja
ekstremnu talku konveksnog skupa mogucih reSenja i drugo svakoj
ekstremnoj taZki skupa moguéih relenja odgovara baziéno mogudée
resenije.

Dualni problem

Va%ina osobina linearnog programiranja izra%¥ena je &injeni-
com da svakom problemu programiranja (primarnom problemu) odgo-
vara dualni problem. Naime, ako je primarni problem dat u obliku

(max)f=c’'x 1)
Ax < b, x 30 (2)
tada je,po definiciji,dualni problem dat u obliku
(min)v = b’y (3)
A'yc r Y20 (4)

gde je y vektor dualnih promenljivih,

Primedujemo da ako je kriterijum u primarnom problemu iz-
rafen u vidu maksimalnih zahteva u dualnom problemu je on izra-
%fen u vidu minimuma. Takodje, matrica sistema ograniavajuéih
uslova u dualnom problemu je transponovana matrica primarnog
problema, a koeficijenti u funkciji kriterijuma i raspoloZivi
nivoi ogranifenja u primarnom i dualnom problemu su zamenjeni.

Neke va%nije teoreme dualiteta ukauzuju na vezu koja pos-
toji izmedju primarnog i dualnog problema u linearnom programi-
ranju.
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Teorema 1. Dual dualnog problema daje primarni problen,

Posle mnoZenja sa (-1) relacije (3) { (4) imamo:

{max) (-v) = -b’y (5)

-A'y €- ¢, yz> o (6)
gde je - (min)v = (max) (-v)

Problem (5) i (6) predstavlja standardni primarni problem
Uzmimo dual od (5) 1 (6) , tj.

(min) (-f) = - ¢c'x

-A x>»-b, x >0

Posle mnoZenja sa (-1), imamo primarni problem

(max) f = ¢c'x

A x ¢<b , x 30
gde je -(min) (-f) = (max) f

Vidimo, dakle, da dual dualnog problema daje primarni pro
blem, s tim 3to nije od znalaja koji se problem oznafava kao
primarni, a koji kao dualni.

Teorema 2. Za svako moguce reSenje x primarnog problema
(1) i (2) i odgovarajude moguce reSenje vy duala (3) i (4),
vrednost funkcije kriterijuma primarnog problema manja Je ili
najvi%e jednaka vrednosti funkcije kriterijuma duala, tj.

c’'x¢b’y . (7)
Posle mnoZenja (2) sa y >0, imamo

Y' Axg y’' b, (8)

’

odnosno, posle mnoZenja (4) sa x 3 0, imamo
x'A’'y »x' ¢
Posle transponovanja i sredjivanja, izrazi (8) i (9) mogu
se napisati
' y’'A x&b'y i vy'Ax3y c'x
Sto daje
e’xg b'y
Teorema 3. Ako je x, moguée reZenje primarnog problema, a
Yo mogue reSenje dualnog problema tako da je
c'x, = b'yo, {10)
tada je X9 optimalno reSenje primarnog, a Y, otpimalno resenje
dualnog problema.
Podjimo od pretpostavke da je za x,
Medjutim, prema (7) za svako mogude reSenje x imamo:

’ = h’
b 8 Yor €'x byo.

(<]
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c'x<b'yo = ¢! Xy
odakle proizilazi da je X, optimalno resenje sa (max)f=c’x°.
Na isti na&in, za ma koje moguée relenje duala, imamo:

b'yo = c'xo‘ b'y,
odakle zakljulujemo da je Yo optimalno reSenje duala sa
(min) v = b'yo.

Prema tome, ako za neko reSenje X, i Yo primarnog i dual-

nog problema va¥i relacija (10), tada su x_ i Yo optimalna rese

o
nja primarnog i dualnog problema sa
(max) £ = (min) v

Teorema 4. Ako primarni problem ima optimalno re3enje,ta-
da i dual ima optimalno re3enje.

Uspostavimo vezu izmedju primarnog i dualnog problema ta-
ko da pomoéu simplex kriterijuma konstruiZemo optimalno reZenje
duala iz optimalnog resenja primarnog problema. Pretpostavimo
da je posle uvodjenja dopunskih promenljivih u problemu (1) 1§
(2) odredjena optimalna baza B primarnog problema sa optimalnim
baziénim refenjem

Bx=b, odnosno x = Bl p
i reSenjem za nebazi&ni vektor As
x_ = B'lAs (s =m+1, m+ 2,...n)

s
Vrednosti funkcije kriterijuma za x i xg jesu
(max)f = c’'x = c'B~1b
-1
pu - ’
fs— c’xs =c’'B "Ag,

gde je c’ m-dimenzionalni vektor, koji sadrZi koeficijente iz
funkcije kriterijuma koji odgovaraju bazi&nim promenljivim. Za
optimalno reSenje, simplex kriterijum cg - fs‘ 0 za svako s(s=
=1,2... n)

Posmatrajmo sada simplex kriterijum podvojeno za efektivne
i dopunske promenljive. Za vektore koji odgovaraju efektivnim

promenljivim, imamo:

c,-c' B A_¢0 , (s=1,2...n)

odnosno

i1
c'sla, A

-1

2...A ) >(c1,c2, e cn)
c'"B A Zc

n 7
’
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Ako stavimo y' = c's™! , imamo:
y’A>c’, osnosno A’'yjc (11)

Uporedjujuéi dobiveni rezultat sa (4), vidimo da se iz
simplex kriterijuma za efektivne promenljive (sa optimalnom ba-~
zom) odredjuju ogranitavajuéi uslovi duala. Takodje, vidimo da
je y = c'pl reSenje dualnog problema (3), (4).

Uzimajuéi simplex kriterijum za dopunske promenljive, ima-
juéi u vidu da su odgovarajuci koeficijenti u funkciji kriteri-
juma jednaki nuli, imamo:

0 ~-c’ b’lek €0 , (k =1,2,.. m)
odnosno

c' 871 e >0
il14 za sve jedini&ne vektore koji odgovaraju dopunskim promen -
ljivim

c’ B-l(el, €y reee g )2 0

ili

¢’ B 1 >0, odnosno ¢’ B 1 0

Posto je y'= c’ B-l, vidimo da je zadovoljen uslov nenega-
tivnosti y >0 , pa refenje predstavlja mogufe reSenje dualnog
problema.

PokaZimo da y’= c'B'l predstavlja optimalno reienje dual-
nog problema. Podjimo 6d funkcije kriterijuma duala ‘

v=>b'y =y'b=c's b
Kako je optimalno reSenje primarnog problema x = B 1lb, to imamo

v = b’y = c’B-1 b=c¢'x = (max) f (12)

Iz (12) proizilazi da je b’ y = ¢’ x, pa prema teoremi 3.
i &injenici da su x 1 y moguca refenja primarnog i dualnog
problema sledi da je y optimalno reSenje dualnog problema, sa

(min) v = b’y = ¢'x, = (max) £

Ovim je dokazan stav da ako primarni problem ima optimal-
no reSenje, tada i dualni problem ima optimalno re3enje.

Nadalje se mofe pokazati da ako je p - to ograni&enje
primarnog problema dato u vidu jednalZine, tada je odgovaraju€a
dualna promenljiva yp neodredjena u znaku, i obratno.

IIl. METODOLOSKA RAZMATRANJA 1 FORMULACIJA MODELA

U problematici preduzeda, linearno programiranje ima raz-
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1i&itu primenu, 3to zavisi od vrste preduzeda, karaktera proiz-
vodnje 1l1i predmeta istraZivanja. Ono se sa istom efikasnoZcéu
koristi pri razmatranju proizvodnih procesa unutar preduzeda ,
kac i odnosa izmedju privrednih organizacija u okviru zdruZenih
preduzeda, kooperacije, integracije i drugih oblika udru¥ivanja.
Primena linearnog programiranja u privrednim organizacijama je
znatajna kako zbog toga Bto se njome relavaju slofeni i razli&i-
ti problemi tako i zbog &injenice da su pristup i izraZavanje
odgovarajuéim problemima adekvatni ekonomskim zahtevima.Standar-
dni oblik primene tie se odredjivanja optimalnog programa pro-
izvodnje, 1 to u pravom redu onih programa koji su povezani sa
ostvarivanjem maksimalnog dohotka (proizvodnje, dobiti) u uslo-
vima raspolo¥ivih kapaciteta pojedinih pogona, i drugih faktora
proizvodnje koji su od vitalnog znafaja za privrednu organizaci-
ju i procese proizvodnje. Razmatranje takvih problema predstav-
lja zna%ajan korak u naunom prilazu relativno slofenim prakti-
&nim problemima, u kojima se na egzaktan na&in obuhvataju teh -~
nifko-tehnolofke uslove proizvodnje, nasuprot opStim i verbal -~
nim razmatranjima sloZenih sistema medjuzavisnosti.

Pretpostavimo da preduzede proizvodi k proizvoda Py, koji
u procesu proizvodnje prolaze kroz m razli&itih pogona (maZi-
na), sa poznatim tehniZko-tehnoloXkim uslovima proizvodnje it
raspolofivim kapacitetima pojedinih pogona u posmatranom peri-
odu, Takodje, pretpostavimo da postoji odredjeni zahtev (cilj )
koji je izra¥en odgovarajudom funkcijom kriterijuma.

Osnovni elementi mogu se tabelarno iskazati na sledeéi na-
&in:

Angafov.kapac.po jed.proizv.|Ukupno ra-

P p P. P spoloZivi

ogont ¥y 2 Tk kapaciteti
1 an, Agge o v e . a bl
? ay Bpge o o s e s Bnyy b‘2
m a a2 amk bln

gde koeficijent ars(r =1,2...m, s= 1,2...k) oznafava angafova-
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nje kapaciteta r-tog pogona po jedinici s = tog proizvoda, a
br (r=1,2.., m) ukupno raspolofive kapacitete r -tog pogona
u posmatranom periodu (koeficijenti su izraZeni vremenskim je -
dinicama u apsdlutnim iznosima ili procentima).

Ako sa Xyr Xyo eoe Xy ozna&imo obime proizvodnje proizvoda
Pl' P2 goes Pk' respektivno, tada su ukupno iskori3ceni kapaci-
teti r-tog pogona

a ) X, +a,x, oo A X,

koji, s obzirom na raspoloZive kapacitete, ne mogu preéi nazna-
¢eni nivo b, te piSemo

a ) ¥ tap, x, oo ta L X < br-
Uzeto preko svih pogona imamo sistem ograniavajuéih uslo-
va k

3 a g X € b, r=1,2... m, (1)

s=1
koji izraZava tehnilko-tehnolo3ke uslove proizvodnje u vezi ras
poloZivih kapaciteta. Prema unapred postavljenom zahtevu, odno-
sno datoj funkciji kriterijuma, mogucde je traZiti optimalno re-
Zenje problema (optimalni proizvodni program) koji &ini funkci-
ju kriterijuma maksimalnom, Ako sa, Cys Corens Cy ozna&imo do -
hotke po jedinici proizvoda, tada se funkcija kriterijuma moZe
pisati kao

f = C1X) + CyX, + ..+ Xy
ili X
f= Y c x (2)
s=1

gde f oznadava ukupan dohodak. Ovako postavljene problema omogu-
¢ava nalaZenje optimalnog programa proizvodnje koji &ini ukupan
dohodak maksimalnim. Medjutim, u okviru istih ograni&avajuéih
uslova, kriterijum moZe biti razli&it, i odnositi se na maksimal-
ni obim proizvodnje, maksimalnu dobit, maksimalno kori3éenje ka-
paciteta itd., i tada traZiti odgovarajuéa optimalna refenja.
Suprotno tome, kriterijum moZe ostati nepromenljiv, a ogranila -
vajuéi uslovi se mogu menjati, odnosno uklju&iti druge elemente
koji su od znataja u ispitivanju, i tada se optimalni proizvodni
program takodje menja. Kada se govori o promeni kriterija onda
se u metodolodkom smislu ne vr3e bitne transformacije, u funkei-

ji kriterijuma jer ona zadrZava standardni oblik linearne forme,
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a prema vrsti zahteva koeficijenti imaju specifina znalenja,
koja kao ito smo napomenuli mogu biti razii&ita. Medjutim, kada
se govori o promeni ogranifavajuéih uslova tada se, po pravilu,
ima u vidu njihovo proZirenje u smislu potpunijeg obuhvatanja
faktora proizvodnje i 3to egzatnijeg izraZavanja stvarnih uslo-
va privredjivanja. Tada, sistem ogranifavajuéih uslova, koji se
tide raspoloiivih kapaciteta pojedinih pogona(orudja za rad,ma-
8ina itd) predstavlja samo deo op3tih i posebnih uslova koji su
nedovoljni da potpuno obuhvate relevantne faktore proizvodnje,
i da tako 3to realnije izraze stvarne odnose u proizvodnim pro-
cesima privrednih organizacija. Zbog toga €emo pristupiti formu
laciji { drugih ograniZenja koja su &esto predmet razmatranija u
problematici programiranja. Naravno, druga dopunska ogranidenja
ée imati, takodje, linearni karakter 1 proSirenje sistema u
ovom smislu ne zna&i da ée se ovim putem obuhvatiti apsolutno
svi faktori, jer je to praktilno nemoguée postiéi, veé ée takva
nastojanja imati za cilj da 3to potpunije i realnije obuhvate
odnose u preduzeéu, kako bi ograniavajuéi uslovi bili &to bo -
lja aproksimacija stvarnog stanja.

U tom smislu razmotrimo dodatne uslove koji se ti&u raspo-
loZivih sirovina. Pretpostavimo, uopite uzev, da se za proizvod
nju k proizvoda koristi p razli&itih sirovina. Ako sa 45
oznalimo uleSfe i - te sirovine po jedinici s - tog proizvo-
da, a sa Si ukupno raspoloZivi obim i - te sirovine u posmatra-
nom periodu, tada se ograniavajuéi uslovi mogu pisati u vidu
sistema ’

k
Z i xs‘< Si' i =1,2...p (3)
s=1

Ako se postavi uslov u vezi radne snage, odnosno potrebnih
radnika prema odgovarajuéim kvalifikacijama za pojedine proizvo-
de i1 ako sa djs oznatimo potreban fond &asova j-te kvalifika -
cione strukture za proizvodnju jedinice s-tog proizvoda, a sa R.
oznatimo ukupan raspolofivi fond &asova radne snage, odgovaraju-
de kvalifikacije u posmatranom periodu, tada se ogranidavajuci
uslovi mogu napisati

M=
foN
b
[
A
o

j* j= 1,2...J (4)

©n
it
—
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Dalje, ako je ulelce repro-materijal iz uvoza,uopite uzev
neophodno za proizvodnju svakog proizvoda, tada se kao ograni -~
tavajuéi faktor javljaju raspoloZiva devizna sredstva., Ako, pri
tome, u procesu proizvodnje postoje (figuriraju) razlifiti de-
lovi repro-materijala iz uvoza i za svakl od njih postoji poseb
ts oznadimo u -
tedée uvoznog materijala (u dolarima) po jedinici s -tog proiz-

no ogranidenje deviznih sredstava, { ako sa U

voda, a sa Ug ukupna raspolofiva devizna sredstva za £ -tu vr -
stu materijala, tada se ograniavajuci uslovi mogu izraziti sle-
deéim sistemom

Z Upg X5 € UE t=1,2... L (5)

g=l

U pogledu skladisnog prostora mogu postojati ogranilenja
razlidite vrste, bilo da je ref o sirovinama, reprodukcionom
materijalu ili'gotovim proizvodima -~ finalnoj proizvodnji.Pret-
postavimo da postoji viZe skladiSta (magacina, hladnja&a itd) u
kojima je, uopite uzev, mogufe vr¥iti razme3taj svakog od proiz-
voda. Tada, ako sa 2yg oznadimo potreb;n prostor u v-tom skla-
distu po jedinici s-tog proizvoda (u m™), a sa 2,, ukupno raspo-
loZivi prostor v-tog skladifta u m3, ogranidavajuéi uslovi se
mogu izraziti u obliku

k
Z,g ¥g € zv p v=1,2,.. V (6)
s=1

Ova ogranilenja mogu figurirati u okviru ovako opiteg raz
matranja, ali ona u razlifitim sitvacijama predstavljaju poseb-
ne probleme i imaju svoj specifilan tretman, posebno u dinamid-
kom aspektu, o Cemu €femo govoriti naknadno kada bude bilo re&i
0 modelima zaliha. Medjutim, koristimo priliku da ka¥emo da i
sva dosadasnja ogranilenja u vezi razli&itih uslova mogu biti
predmet posebnih razmatranja.

Ukupno raspolofiva finansijska sredstva mogu takodje biti
ogranfavajuc¢i faktor proizvodnje. Tako na primer, ako su u pery
odu posmatranja raspoloZiva finansijska sredstva F, a troZkovi
sirovina, materijala, radne snage (varijabilne troZkove) po je-~
dinici t,, tada se uslov moie pisati

k
2: tgxg € F
s=]
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Ukoliko se radli o veéim pogonima koji predstavljaju samo-
stalne radne organizacije sa sopstvenim sredstvima (ili u okvi-
ru zdrulenih preduzeda i integracionim zajednicama) tada se u
okviru svakog pogona mogu postavljati sli&na ogranilenijia. Ovo
naravno samo onda ako se radi o simultanom uZe3éu sredstava u
okviru pogona, te tada ogranifavajucée uslove moZemo pisati

k
2: t;s xg £ Fr' r=1,2...m (7)
g=1

gde tes oznalava varijabilne trodkove proizvodnje u r-tom pogo-

nu po jedinici s-tog proizvoda, a F, raspolofiva sredstva r-tog
pogona,

Sem navedenih ogranilenja, prilikom razmatranja standard-
nih problema postoje i drugi uslovi koji su znafajni za real -
nije izra%avanje stvarnih uslova privredjivanja privrednih orga
nizacija. Pomenudemo dva, relativno jednostavna ali vaZina uslo-
va koji se tifu ogranienja u vezi minimalnog obima proizvodnje
za odredjene proizvode 1 ograniZenja koje gse ti%u moguénosti
plasmana proizvoda na tr%iftu. Ako je privredna organizacija za-
interesovana za proizvodnju svih proizvoda iz postojefeg progra-
ma tada se postavljaju ogranifenja za svaki proizved,

X_>9

5 > s = 1,2...k (8)

8 ’
gde gsZ»o oznafava donju granicu obima proizvodnje s-tog proiz-
voda. Ova ogranifenja obezbedjuju prisustvo svih proizvoda u op-
timalnom programu, ali se prilikom njihovog postavljanja = mora
voditi rafuna o konzistentnosti zahteva i raspolo%fivih resursa,
tak i u uslovima minimalnih zahteva. Njihovo prisustvo obezbe -
djuje postojedéi program proizvodnje, 8 tim 3to u granicama mogu-
¢nosti dopuita ostvarenje optimalnog programa. Nepostojanje ovih
uslova Zesto dovodi do proizvodnih programa koji u optimalnom
refienju obuhvataju relativno mali broj proizvoda, %to u odredje
nim uslovima nije prihvatljivo. Nasuprot ovome, kada se %ell se-
lekcija proizvoda, prema unapred postavljenom kriterijumu ovi
uslovd nisu potrebni.

Ma drugoj strani, mogu se postaviti uslovi koji limitiraju
obim pyéizvodnje, svih ili pojedinih proizvoda, prema zahtevima
triidtay, Oni izraiavaju gornje granice obima proizvodnje prema
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unapred ocenjenom obimu traZnje hs u datom periodu, tj.

xs< l’ls 8 =1,2...k (9)
Iz uslova (8) i (9) proizilazi
gs< xg € hs
odnosno
9g £ hs s =1,2,..k

Pokazli smo da sistem ogranifavajuéih uslova obrazuje kon-
veksan skup tafaka tako da su sva moguda reSenja obuhvadena pos-
tavljenim uslovima. OgraniZenja (8) i (9) koja se ti¥u donjih i
gornjih limita proizvodnje mogu, u odredjenim uslovima,biti zna-
dajna 1 uticati na kori3éenje raspoloZivih faktora (resursa),sto
zna%i da bi skup moguéih redenja mogao biti sadr¥an u skupu re-
Zenja koji rezultira iz raspoloZivih resursa. Medjutimp, ovo ne
mora uvek biti slu&aj tako da postavljena ograniZenja® (8) 1 (9)
mogu sa#irfatli skup moguéih reSenja u vezi postavljenih uslova .
Tada, takva ogranifenja ne bi trebalo uzimati u obzir ukoliko
bi bilo moguéno izvrSiti ta&ne procene, Ali, kada se radi o ve-
¢em broju proizvoda i brojnim ogranifenjima, takve procene nisu
a priori moguée, pa je neophodno uzeti u obzir i ova ogranile -
nja, bez obzira na to #to neka od njih nece imati. uticaja na op-
timalno refenje, a oteXavaju reSavanje problema jer nesrazmerno
povedavaju broj operacija.

Kao #to smo rekli svaki od razmatranih sistema ograniava-
juéih uslova, pri datom kriterijumu moZe predstavljati problem
za sebe. All uzeti svi zajedno oni imaju poseban znalaj za raz-
matranje optimalnih proizvodnih programa. Dakle, uzimajuéi fun-
kciju kriterija (2) i ogranifavajuce uslove izraZene relacijama
(1), (3), (4), (5), (6), (7) i (8), moZemo postaviti sledeéi
problem: naéi nenegativne vrednosti pronenljivih X1r Xgreee Xy,
tako da se ostvari ukupan maksi:alan dohodak, tj.

(max) f= 2: cg Xg
s=1
respektujuéi ogranitavajuce uslove u vezi

k
kapaciteta 251 a.s Xg & br' r=1,2...m
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k
sirovina 2: q . Xg € Sy, i=1,2...1
g=1
k
radne snage 2: djs x, € Rj . j =1,2...J
g=1
uvoza > utg X5 § UL, L= 1,2...L
8=]1 -
zalika 2: Z,g Xg € 2y, va=1,2,,.V
s=l
k
finansijskih t_x_ £F r=1,2...m
sredstava z: rs s r’ '
s=1
donje granice
obima preizvod. X3 2 9g « s =1,2...k
tralnje xs < hs ’ 8 = 1'2~0-k

Vidimo da u problemu figurira k promenljivih (nepoznatih)
1 2(m +k) + I +J + L +V nejednadina. Posle uvodjenja dopun -
skih promenljivih u svaku od nejednalina sistema, problem ée
imati 2m + 3k + I + J + L + V promenliivih,

Primera radi posmatrajmo sistem ograniavajucéih uslova ko-
ji se tile kapaciteta pogona i gornjih i donjih granica obima
proizvodnje posmatranih proizvoda

k
La g x € b, r=12...m
g=1
xs( hs s = 1,2...k
xs> 98
ili posle uvodjenja dopunskih promenljivih
x
er k+r+s Xg+r+2s , imamo:
k
2: a g Xg X = br' r=1,2,..m
s=1
Xg + xk+r+s= hs' s =1,2...k

Xg Xx+r+2s = 9g
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gde je broj efektivnih promenljivih k, a dopunskih m + 2k .
U matricionom obliku, sistem ograniavajuéih uslova moZe
se napisati

-
aj; a3---33y ves 0

a

(=T

a

21 222°°-3

00 -1

Vidimo da u ovom sludaju matrica sistema ima 3k + m vek ~
tora aktivnosti od kojih je svaki reda 2k + m, Prema tome baza
sistema je reda 2k + m. Broj bazi&nih sistema je

(3k + m) - {3k +m) }
2k + m/ n(2k ) I k!

Napomenuli smo da se zahtev odnosno kriterijum moZe posta-
viti u razli&itoj formi. U razmatranom modelu uzeli smo krite -
rijum maksimalni dohodak.

k
£ =2: cg Xg
s=1
gde smo sa g ozntéili dohodak po jedinici koji se ostvaruje od
proizvoda Ps’
- Ako se postavl kriterijum maksimalne vrednosti proizvod -
nje tada moZemo pisati

k
fl = E: Pg Xg
s=1
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gde Py oznafava cenu s-tog proizvoda a fl ukupnu vrednost pro-
izvodnje.

Ako sa ds oznalimo dobit po jedinici S -tog proizvoda on-
da se kriterijum moZfe izraziti u obliku

k
f2 = gglds Xs
gde fz oznadava ukupnu dobit.

U slufaju kriterija u vezi maksimalnog kori3cenja kapaci-
teta, koeficijenti se odredjuju tako 3to se posmatra ukupno pot
rebno vreme anqa!ovanla kapaciteta u svim pogonima na jedinicu
s~tog proizvoda, tj.gglars s pa funkcija kriterijuma ima oblik

k m
f3 = E: 2: Ars¥s
g=1 r=l
I u drugim sluajevima funkcija kriterijma se na slian
naéin moZe postaviti. Ono 8to je bitno u pogledu kriterijuma
jeste da svakom kriterijumu, uvop3te uzev, odgovara drugi opti -~
malni program pri istim i{1{ promenjenim ogranidavajuéim uslovi-

Dinami¢ki model programiranja

Jedan specijalan slulaj dinami&kog programiranja moZe se
razmatrati preko linearnog programiranja. Pretpostavimo da u
vremenskom intervalu {(0,T) preduzede ima raspolofive kapacitete
b’ = (bl, bz,...bm) sa matricom tehni&ko-tehnoloskih uslova pro-
izvodnje A reda (m,n) i datom funkcijom kriterijuma f. Ako vre -
menski interval podelimo na k jednakih perioda, tada pod nep-
romenljivim tehni&kim uslovima proizvodnje I srazmernim smanje-
njem raspolofivih kapaciteta u pojedinim periodima imamo k isto-
vetnih programa. Medjutim ako se pretpostavi da postoje dopun-
ska ogranilenja Xgy £ 9s4 (3 = 1,2...k) u vezi plasmana proizvo-
da na trfiitu u pojedinim periodima, tada se problem mofe posta-
viti i reSavati dvojako: ili kao u predhodnom sluéajh u vidu k
nezavisnih problema ili simultano preko svih perioda u dinamid&-
kom smislu. Prvi sludaj je jednostavniji ali ne i sasvim prih -
vatljiv zbog toga ¥$to u zavisnosti od trZilnih ogranilenja,koja
mogu varirati u razlifitim periodima, dovodi do toga da u jednom
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periodu kad je tra%inja relativno mala dodje do nepotpunog koris-

éenja kapaciteta, a u drugom kad je veda do nemoguénosti ostva-
renja odgovarajuéeg obima proizvodnje i zadovoljenja tr¥i¥nih
zahteva. Zbog toga je ispravnije simultano posmatranje odgovara-
juéih programa preko svih perioda u smislu dinamilkog programi-
ranja. Ako se jo3 pretpostavi da u odgovarajuéim periodima pos-
toji i donja ogranilenja oblika xsjz hsj' kao 1 to da su tehni-
&ko-tehnolo¥ki uslovi proizvodnje u razlilitim periodima razli-
&iti, tj. ako je matrica sistema u j-tom periodu Aj(j-1,2...k),
tada se sistem u dinamiZkom obliku moZe izraziti.

- ’ =
Al Az.... Ak 1
I
1l I1
12 12
>
4 I, 1,
11 -Il
12 12
Ik 'Ik
. A

gde A,, Ayr..ohy oznatavaju matrice tehni&kih uslova proizvodnije
u odgovarajuéim periodima, Il' 12,...1k jedini&ne matrice n-tog
reda, koje odgovaraju donjim i gornjim ogranifenjima obima pro-
izvodnje prema unapred postavljenim zahtevima a I’ jednaé&ina
matrica m-tog reda. Postavljena struktura sistema ne mora zavi-
siti od razli&itih tehnilkih uslova proizvodnje u pojedinim pe-
riodima jer bi i u sludaju Al = A2 = .. = Ak ostala nepromenje-
na. Ako je u pitanju n proizvoda i m ogranilenja u k raz-
li¢itih perioda, sa dodatnim ogranifenjima u pojedinim periodi-
ma onda je red matrice sistema (m + 2kn; 3kn + m). Drugim re&i-
ma sistem e imati m + 2kn jedna&ina sa kn efektivnih i 2kn+m
dopunskih promenljivih.

U daljem razmatranju, moZe se pretpostaviti da u okviru
svakog pogona postoji vi¥e ogranilenja koja se ti%u i drugih
uslova a ne samo tehnilkih, tako da u okviru I-tog pogona u
j-tom periodu razmatramo sledeéi sistem
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~

( a)) 8,5 -0 . i=1,2... 9
. ay) 855 cee Ay, L j =1,2.., k
13

BT TPRA 1Y
gde smo koeficijente matrice iz tehni&kih razloga oznaé&ili sa
ars(r = 1,2...m1; 8=1,2...n) umesto aig . Broj kolona matrice
u svakom periodu je n , a broj vrsta zavisi od ograni&enja u
pojedinim pogonima, tako da je za i -ti pogon red matrice (mi;
n).
Matrica sistema preko svih perioda, ima oblik

' b
All A12 oo Alk

A21 A22 e A2k L
4 cecccece

Rgy Aayeee Agy
odnosno, posle uvodjenja dopunskih promenljivih

r

A '
11 oo Ay I
AR
A, ...A, ...T1
L ql qk q

gde je Ii (£ = 1,2...q) jedini&na matrica m1~tog reda i1 odgovara
dopunskim promenljivim i-tog pogona.

U sludaju ogranifenja u vezi traZfnje i donjih limita pro-
izvodnje u svim periodima, sistem postaje

'All..... A 1Y) h
J gl +eeee Ay T4
L L T
Iy Iy
I L
L I Iy )

-3

gde je, kao 5to smo rekli I'1 jediniéna matrica mt:tog reda, a
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I.(j=1,2...k) jednaZina matrica n-tog reda. Sistem ima mi+2nk
jedna&ina sa §;m1+3nk promenljivih od kojih nk efektivnih i

¥ mg + 2nk dopunskih.
i

Model planiranja proizvodnje

U preduzedu se festo postavljaju problemi u vezi izvrSe -
nja plana proizvodnje, odnosno moguénostima realizacije odredje-
nog obima proizvodnje u posmatranom periodu, ili zadaci koji
proizilaze iz ugovornih obaveza sa utvrdjenim rokom isporuke.
Ovakvi i sli&ni zadaci spadaju u grupu problema linearnog prog-
ramiranja i karakteristi®ni su po tome 3to se odredjena proiz -
vodnja Zeli ostvariti u predvidjenom roku. U takvim sluajevima
radna organizacija ispituje moguénost 3to potpunijeg koriZéenja
kapaciteta i %to bolje raspodele poslova.

Prepostavimo da preduzede proizvodi k razli&itih proiz-
voda na m razli&itih ma3ina, pri &emu svaka maZina moZe proiz-
voditi bilo koji od proizvoda sa razlilitim utro3kom yremena po
jedinici. Neka koeficijent ars(r =1,2,...m; s8s=1, 2 ... k)
oznafava utroZak vremena na r-toj masini po jedinici s-tog pro-
izvoda. Ozna&imo sa br ukupno raspoloZivi fond &asova r-te ma -
Sine, a sa qg ukupnu zahtevanu koli&inu s-tog proizvoda u datom
periodu. Nekaﬁxrs oznatava obim proizvodnje s-tog proizvoda na
r~toj masini.

Problem se sastoji u odredjivanju programa proizvodnje
(raspodele poslova na pojedine maSine) tako da ukupno raspolo¥i-
vi kapaciteti budu maksimalno iskori3ceni, pri ¥emu treba uzeti
u obzir i zahtev u vezi planiranog obima proizvodnje. Postavlja-
nje problema ne3to je drugoja&ija u odnosu na probleme kod ko -
jih se tra%¥i maksimalno koriScenje kapaciteta. Ova razlika pro-
izilazi iz dvojakog karaktera ograni&avajuéih uslova, tj.uslova
u pogledu utro$ka vremena pojedinih ma%ina za jedinicu proizvo-
da i uslova u pogledu planiranog obima proizvodnje u datom pe -
riodu.

Model se u op3tem obliku moZe izraziti na sledeé&i na&in.
na¢i maksimalnu vrednost funkcije kriterija

m ok
(max) f =Z Z a,

X
s ’
r=1 s=l rs
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koja izraZava ukupan fond Zasova koji preduzedu stoji na raspo-
laganju u datom periodu, pri ogranidavajuéim uslovima

k
z: a x € b r=1,2,..m
g=] 8 'rs r '
m
2: X.o = 4 g8 =1,2...k
r=1
xrs »> 0
114 u razvijenom obliku
ap1 X311 Y35 Xy e tA Xy b
az1 X1 * 333 Xyt e * Ay X € by
aml a1 + am2 *n2 ool ¥ Ak *mx € bm
xll + x21..... + xhl - ql
X2 +x22 rrr +xm2 =q,
X1k Xkt Xk = 9k

Ograniavajuéi uslovi predstavljeni sa m prvih nejedna-
¢ina izraZfavaju uslove proizvodnje a ogranifavajuéi uslovi dati
sa k poslednjih jedna&ina izraZavaju plan proizvodnje koji
treba ostvariti u posmatranom periodu.

Problem ¢e imati reSenje, ako su zahtevi u pogledu pla-

na proizvodnje konzistentni sa tehni&ko-tehnolo3kim uslovima pr

izvodnje.

Model investicija

Pretpostavimo da preduzefe proizvodi m proizvoda u n
razli&itih pogona, ili razli&itih proizvodnih procesa. Planira-
no je povedanje r-tog proizvoda za Pr nov&anih jedinica(apso -

lutno izra%feno) u odredjenom periodu. Ozna&imo sa krs=§££ pri

s

ra¥taj proizvodnje r-tog proizvoda na jedinicu ulaganja u s-tc
pogonu., Priraitaj proizvodnje i ulaganja izraZ%ena su vrednosno.
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Ako sa cg = jg krs oznaéimo koeficijent u funkciji kriterija
koji izraZava ukupan prira3taj proizvodnje razli&itih proizvoda
na jedinicu ulaganja u s-tom pogonu, problem se moZe svesti na
traZenje optimalnog programa ulaganja, tako da planirano pove -
¢anje proizvodnje posmatranih proizvoda bude maksimalno,

Funkcija kriterija i ogranidavajuéi uslovi mogu se napisa-

ti n n{m
(max)f=z:chs=Z Zkrs J8
s=] g=]| r=1
n
szsl kg Jg P . r=1,2,..m
Js >0

Sem navedenih ogranienja u pogledu ulaganja, moguéno je
postaviti dopunska ogranifenja u vezi ukupno raspoloZivih sred-
stava S, tj.

n

2: J =S

s=1 S - ’

a takodje i ogranifenja u pogledu gornjih i donjih limita ulaga-
nja po pogonima u obliku

Jg € 9 Jg» hg, g s h, s=1,2...n

S1i&ni modeli mogu se koristiti prilikom udruZivanja (in-
tegracija) istorodnih preduzeca koja imaju sli&ne proizvodne
programe i planiraju udruZeno povecanje proizvodnje.

Model uvoza

Spoljno trgovinsko preduzede uvozi m vrsta reprodukcio-
nog materijala Rr(r =1,2...m) iz n zemalja zs (s=1,2...n),
prema razliZitim uslovima, koji se ti¥u cena, transportnih i
drugih tr3kova. Postoje ogranienja deviznih sredstava prema vr-
sti proizvoda, a takodje i ogranienja u pogledu obima
Tabela ilustruje odgovarajudée uslove.

uvoza,
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::;::_ Troskovi uvoza po jedinici|Raspolofiva
3 Z, eevcsese 2Z d
materij4 "1 2 n siléiﬁia
Ry Py Ppperee:s Pip 51
Ry Py Pppecececcs Py 52
Rn Ppi Pp2eccer* Ppp *n

Ako sa Uy Upreee up ozna¥imo obime uvoza iz pojedinih
zemalja, tada se problem sastoji u traZenju optimalnog programa
uvoza iz odgovarajuéih zemalja tako da se postigne maksimalan
ukupan uvoz, tj.

n
(max)U = 2%.us,
8=

pri ogranifavajuéim uslovima

' N hY { h
911 p12 esees pln (ul Sl
Pa1 Pz +-+++ Py 1921 (52

€ e e e e e > <..*<1.L

L pml me sesve pmn un L?m

S - J J

Posle uvodjenja dopunskih promenljivih matrica sistema postaje

e -
Pll plz sesee Pln 1 0 ...... 0

4 p21 P22 EEEE PZn 0 1 ...... 0

Pml Pm2 .... p 0 0 vevean 1
.~ mn o
i14
(*an ")
mn “m
gde je Amn matrica sistema a Im jedini&na matrica m-tog
reda.

Ukoliko postoje ograniéenja u pogledu maksimalnog obinma
uvoza iz pojedinih zemalja tada matrica sistema postaje
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Ann Im Onn

In onm In

Najzad, ukoliko postoje ograni&enja u pogledu maksimalnog
i minimalnog uvoza matrica sistema ima oblik

Amn Im omn omn
In onm In onn
In onm onn -In

gde su Im i In jedini&ne matrice m-tog i n-tog reda, a 0mn nula
matrica (m,n) tog reda.
U sludaju dva proizvoda i tri zemlje, imamo

£
Pj; U3 * Pjp Uy *Pj3u3" S

1
Py Y3 * Py U2 * Pz u3¢ S,
u, N hl

u, $ h2

uy ¢ h3

"1 >

Y2 > 92

U3 293

Posle uvodjenja dopunskih promenljivih, imamo
Pip U * P Ut P33t Yy =S
Py1 Yy ¥ Ppp Uy * P53 Y3 5 S
uy + ue = h
h
h

us Ui = 9,

odnosno sa matricom sistema reda (8,11)
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Raz Taz 03 Ppy

A = I33 033 I33 044

I 0 0 -I

33 32 "33 "33
gde indeksi pokazuju red matrica, ili u razvijenom obliku

.
Py PipgPy3 1 0 0 00 0 0 0 W
P P P 01 0 0 O 0 0 0
21 22 23
1 0 o0 0 0 1 0 0 0 0 o0
1 0 0o 0 o ] 0 0 L
<
0o o0 1 0 0 o0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -1
1 0 0 0 O 0-1 0
0 0 0 0 O 0 0-1
\ J
Model zaliha

Razmatranje problema zaliha metodama linearnog programi -
ranja obuhvata one aspekte problema kojima se ispituju uslovi za
uskladjivanje proizvodnih planova preduzeda sa zahtevima trZilta.
Imajuéi u vidu promene traZfnje u razliditim vremenskim periodima,
koje mogu biti sezonskog ili drugog karaktera, i moguénost da se
one realno ocene, nameéu potrebu privrédnim organiz;cijama da
pristupe programiranju proizvodnje. U takvim uslovima postoji
potreba za uskladjivanjem proizvodnih kapaciteta i drugih resur-
sa sa stvarnim zahtevima trZista, izbeqavajuéi nepotrebna i pre-
vremena angaZovanja sredstava kada se radi o jednoj grupi proiz-
voda, a nedovoljna u drugim. sluZfajevima za koje postoji realno
vede potrebe. Na taj na&in dolazi do smanjenja zaliha i odgovara
juéin troSkova. Ovo je naroZito zna&ajno pri razmatranju sloZe -
nih proizvodnih programa koji simultano obuhvataju tehni&ko-teh-
nolofke uslove proizvodnje i trZiine uslove za relativno veliki
broj proizvoda i u razli&itim vremenskim intervalima. Takva raz-
matranja poznata su jo3 pod imenom mesenog ili kalendarskog pro
gramiranja zbog toga 5to se ovakvim pristupom mogu vr3iti ispi -
tivanja mesefnih (tromese¥nih ili nedeljnih)proizvodnih programa.
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Model koji femo ovde razmatrati omogudava da se odre-
de takvi proizvodni programi koji €e pokazati koliko i u kom pe
riodu treba proizvoditi svaki od posmatranih proizvoda da bi se
postigli najveéi efekti, odnosno da bi se tro3kovi zaliha sveli
na najmanju moguéu meru. Ovde tro3kovi zaliha (skladistenja)kao
kriterijum Zesto imaju sekundarni karakter, jer su oni relativ-
no mali u odnosu na angaZovana sredstva na zalihama. Medjutim,
oni su vrlo dobar pokazatelj direktnih i indirektnih efekata
zbog toga 3to izmedju njih i ostalih tro3kova po jedinici posto-
ji vrlo visoka korelacija. Onl na indirektan na&in izraZavaju
odnose u proizvodnji i realizaciji.

Pretpostavimo da preduzece broizvodi n proizvoda P s

(8 =1, 2... n) na m razli€¢itih ma3ina Mr (r =1,2,..m) uk
jednakih perioda 9 (t=1,2...k).

Uvedimo sledeée oznake:

as” utroak vremena na r-toj maSini za jedinicu s-tog proizvo-
da (u &asovima).

brt - ukupno raspolofivi kapacitet r-te maZine u periodu t
(u &asovima).

g " tro3kovi stokiranja (skladiftenja) jedinice s-tog proizvo-
da (jednaki za bilo koji period)

Xgp obim proizvodnje s-tog proizvoda u periodu t.

Pgy = obim trainje proizvoda s u periodu t.

Pst = fi Pgy ~ kumulativ tra¥nje s-tog proizvoda za prvih
i=1 t-perioda

‘xst = ii Xgq kumulativ proizvodnje s-tog proizvoda za prvih
i=1 t-perioda

Problem je odrediti minimalne troZkove zaliha

n k
c= sgl tz=:1 cg (Xgp = Pgy)

za sve proizvode preko svih perioda, pod uslovom da kumulativ
proizvodnje nije manji od kumulativa traZnje, tj.

s =1,2,...n
t=1,2...k

X )Ps

st t
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a pri datim tehnifko-tehnolo3kim uslovima proizvodnje

n
Z:ars xst‘ brt r=1,2...m
s=1 t=1,2...k

XKorisdenjem relacija

t

2 x

i= 8t

problem se moZfe izraziti i na sledec¢i nalin: naéi nenegativne

Pst = tpsi i xst =
s=1

promenljive xst( s=1,2,.. n; t =1,2,,.k) tj. obime proizvod-
nje razli&itih proizvoda u razli&itim periodima, tako da ukup -
ni tro3kovi stokiranja budu minimalni, tj.

n k t

pri ogranidavajuéim uslovima

£ .
42: (xsi - psi) >0 s =1,2,..n
=1 =1,2... k
n
Egi a g Xgp € brt r=1,2,...m
t=1,2... k
X >0 za svako s 1 ¢t.

st

Problem se javlja u relativno sloZenom obliku zbog toga
5to je neophodno povezivanje programa u razli&itim periodima .
Drugim re¢ima, ovde je re& o jednom specijalnom sluaju dinami-
&kog programiranja., U ovakvim i sliénim slufajevima nije dovolij-
no odrediti Kk nezavisnih programa, koji se odnose na razli&i-
te periode, veé je potrebno njihovo nedjusobno uskladjivanje ,
5to zahteva simultano re3avanje sistema ograniZavajuéih uslova
uz postavljeni kriterijum. Broj promenljivih i broj nejednalina
u ovakvim problemima po pravilu je veliki. Za n proizvoda, k
perioda i m ma¥ina, broj promenljivih je nk, a broj nejedna -
€ina (m + n) k. Ako se jo¥ uzmu u obzir dopunske promenljive za
svaku nejednatinu, onda je ukupan broj promenljivih (m+ 2n)k .

Model ishrane

Preduzefe prehranbene industrije proizvodi odredjenu vrs-
tu hrane, upotrebljavajuéi pri tome k osnovnih artikala sa m
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hranljivih sastojaka.

Oznatimo sa ars(r =1,2,.. m, s =1,2,,.k)koliinu r-tog
hranljivog sastojka na jedinicu s-tog artikla, sa br minimalnu,
unapred propisanu kolifinu r-tog sastojka na jedinicu priprema-
ne hrane, sa cg cenu po jedinicl s-tog artikla.

Problem je odrediti optimalnu kombinaciju utrofenih arti-
kala tako da trolkovi budu minimalni, tj.

{min) C = ¢ + ...+t ¢C

1%t % x Xx
respektujuéi uslove u vezi propisanih minimalnih iznosa hranlji-
vih sastojaka, tj.

k
2: a g Xg > br' (r =1,2... m)
s=]1

xsz o

Dualni model

Posmatrajmo standardni oblik problema u kome ograniZavaju-
¢1i uslovi izraZavaju tehnilko-tehnoloZke uslove proizvodnje m
razli¢itih faktora, a funkcija kriterijuma dobit koja se ostva-
ruje od k proizvoda, tji.

(max) £ = ¢'x
Ax <b, x >0,
gde je f ukupna dobit

cl

(cl, Cy e ck) ~ vektor dobiti po jedinici proizvoda

’

b4 (xl, xz,....xk) - vektor obima proizvodnje

b’ = (bl, bz,...bm )} - vektor raspoloZivih faktora,

r 3
all 312 e v alk

22 *+¢ A &

aml am2 “eos amk

. J
matrica tehnilko-tehnoloSkih uslova proizvodnje.

Duvalni problem ima oblik
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(min) v = b’y
A'y » ¢
gde je v vrednost funkcije kriterijuma duala, a y vektor du-
alnih promenljivih.

Postoji moguc¢nost da se u odredjenim uslovima prufi adek-
vatna ekonomska interpretacija dualnog problema, a posebno dual
nih promenljivih;

' Posmatrajmo r-to ogranilenje primarnog problema, pretpos-
tavljajuéi da je odgovarajuéa dopunska promenljiva jednaka nuli,
odnosno da je raspolofivi iznos r-tog faktora u potpunosti isko-

ri¥¢en za odredjeni proizvodni program, tj.
k

s§1 Arg g T br'
gde,kao #to smo rekli a g oznatava uleSce (obim) r-tog faktora
na jedinicu s-tog proizvoda, a bt ukupno raspoloZivi iznos r-tog
faktora.

Posmatrajmo, sada, s-to ogranilenje duvala koje, po defini-

ciji, odgovara r-tom ogranienju primarnog problema, tj.

m
3;?1 ag ¥r ¥ Cgr

gde Cg oznalava dobit po jedinici s-tog proizvoda (izraZena vre-
dnosno)} . Interpretacija dualne promenljive y, u sklopu posmatra-
ne relacije moZe biti data na sledeéi naé&in.

Posto cg ozna&ava dobit po jedinici s-tog proizvoda, koja
je izraZena vrednosno (recimo u dinarima) to ono ima dimenziju
dinar po jedinici s-tog preoizvoda. Istu dimenziju mora imati
izraz ag Y- Ali kako a e ima dimenziju r-tog faktora na jedi-
nicu s-tog proizvoda, to Y, mora imati dimenziju vrednosti ( u
dinarima) po jedinici r-tog faktora. Drugim refima, dualna pro-
menljiva Y, ﬁredstavlja vrednost (troSak, cenu) jedne jedinice
r-tog faktora angaZovanog u proizvodnji jedinice s-tog proizvo-
da od koje se ostvaruje dobit Cge Kako u procesu prolzvodnje su-
deluje m faktora, to dualne promenljive Yyr Yorees Yy oznadta-
vaju troskove (cene, udelca, vrednosti itd. zavisno od problema)

pojedinih faktora (uzetih po jedinici faktora) za proizvodniju

jedne jedinice s-tog proizvoda, od koje se ostvaruje dobit Cg+
Ovi tro3kovi ne izraZfavaju realne tro3kove proizvodnje, veé re-
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lativna uZe¥ca trofkova posmatranih faktora. Oni su poznati jo¥
pod imenom shadow prices, ili input-troZ¥kova, ili obra&unskih
tro3kova. Uopite uzev, dualne promenljive izkazuju relativno
u&escée faktora u procesu proizvodnje.

Podto leva strana s-tog ogranifenja duala, tj. X a.g Y,
predstavlja troskove (vrednosti) angaZovanih faktora za proiz -
vodnju jedne jedinice s-tog proizvoda ona je, s obzirom na re -

laciju
m

gglars yr > cs

veda ili najvise jednaka dobiti po jedinici s-tog proizvoda.
Imajuéi u vidu funkciju kriterijuma v = b’y , koja predstavlja
ukupne tro¥kove raspoloZfivih faktora, problem se sastoji u na -
laZenju takvih vrednosti dualnih promenljivih da ukupni tro3ko-
vi proizvodnje budu minimalni.

U drugim sludajevima interpretacije dvala mogu biti raz -
li¢ite u zavisnosti od problema, ali smatramo da jedan pristup
moZe biti od posebnog teorijskog i prakti&nog znalaja. Ako pret
postavimo da koeficijenti u funkciji kriterijuma oznaZavaju do-
hotke po jedinici proizvoda, a ogranilenja se ti&u raspolofivih
kapaciteta pojedinih pogona, tada se pod odredjenim uslovima ko
ji se ti&u pribliZno iste produktivnosti sredstava rada, konsta
ntnih grani¢nih dohodaka po jedinici i u uslovima slobodnog tr-
Zi5ta preko dualnog problema moZfe doéi do osnove za raspodelu
dohotka.

Prema onome 3to smo malopre rekli u vezi dualnih promen -
ljivih proizilazi da one imaju znalenje ulofenog ¥*ivog rada iz-
raZenog vrednosno po jednom &asu angaZovanog kapaciteta r-tog
pogona. Jer ispitujucéi dimenzije pojedinih veli&ina, imamo as
~Casovi r-tog pogona po jedinici s-tog proizvoda, yr-vrednost
uloZenog Zivog rada po &asu u r-tom pogonu a cg -~ dohodak po Jje
dinici s-tog proizvoda. Dakle,

Casovi r -tog pogona . vrednost Zivog rada = dohodak

jed.s-tog proizvoda casovi r-tog pogona jed.s-tog

proizvoda
vidimo da dualna promenljiva Y, oznafava jednodasovnu vrednost

%2ivog rada u r-tom pogonu za ostvarenje dohotka po jedinici
s-tog proizvoda. Drugim reima, ona predstavlja udeo %ivog rada
u okviru r-tog pogona za ostvarenje jedini&nog dohotka s-tog
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proizvoda. Prema tome, izraz Y a
r

y oznatava angaZovani #ivi

rs°r

rad preko svih pogona potreban da se ostvari jedini&ni dohodak
s-tog proizvoda. On je veéi ili jednak dohotku Cgr tj.

m

;21 2rs Yy ? G4

Ovakvo objainjenje mo%e biti uzeto u obzir jer ukoliko se ostva-
ruje optimalan program proizvodnje, odnosno ukoliko su yr(t=1,2
%.. m) optimalne vrednosti, ulofeni %ivi rad biée jednak dohot-
ku (novostvorenoj vrednosti) a ukoliko re$enje nije optimalno
tada je on veéi od dohotka.

Funkcija kriterijuma duala v= b’y izkazuje ukupan 2ivi
rad potreban u procesu proizvodnje za ostvarenje odredjenog pro-
grama proizvodnje. VaZno je primetiti da je za ma koje mogule
reSenje primarnog i odgovarajuée relenje dualnog problema uku-
pan dohodak manji ili najviSe jednak ukupno angaZovanom Zivom
radu, tj. £ € v. Samo u slu&aju kada se ostvaruje optimalan pro-
gram proizvodnje postoji jednakost, (max) £= (min) v, izmedju
ukupnog dohotka i ukupnog angaZovanog #Zivog rada.

Da ovo pokaZfemo podjimo od optimalne baze primarnog prob-
lema i prepostavimo da su kapaciteti svih pogona u potpunosti
iskoriSéeni. Ako sa B ozna&imo optimalnu bazu, tada je optimal-
no resenje

x=81b |B| # 0
gde smo sa x oznadili vektor optimalnog reSenja koji sadrZfi kom-
ponente koje odgovaraju aktivnostima u bazi. Za optimalno rese-
nje postife se maksimalan dohodak

(max) f= ¢’B b
gde je ¢’ vektor dohodaka po jedinici proizvoda koji se nalaze
u optimalnoj bazi.
Odredimo sada dohodak koji se postife angaZovanjem jedne
jedinice kapaciteta r-tog pogona. Tada imamo
x_ = B-llr
gde je Ir jedini&ni vektor, odakle posle zamene u funkciji kri-

terijuma imamo
£ =c'B 1
r r

Kako je E’B-lxr =y , to vidimo da je dohodak koji se

ostvaruje angaZovanjem jedne jedinice kapaciteta r-tog pogona
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jednak jednotasovnom uledéu Zivog rada r-tog pogona, tj.fr =Y,
Uzeto na slidan naéin preko svih pogona imamo:

(fl, fz,... fm) = (yl,yz,...ym) =c'p iz

odnosno

y' = o] (1)

ili posle mnoZenja sa B dobijamo
y’'B = ¢’ odnosno B’y = ¢ ,
odakle vidimo da je B optimalna baza duala i da je y’ optimalno
reSenje dualnog problema. Posle mnofenja jedna&ine (1) sa b, i-
mamo
y'b = &' b = &',
odakle vidimo da je za optimalnu bazu maksimalni dohodak jednak
minimalno angaZovanom %fivom radu, tj.
(max)f = (min)v
Primedujemo da za aktivnosti koje nisu u optimalnoj bazi
As (s=m+ 1, m+ 2, ...k)
imamo:
% =B"la_ ,odnosno £_ = &’ 'a
s s s s

Kako je prema simplex kriterijumu za sve nebazi&ne aktivnosti
1

cg - £, € 0, odnosno £_ 3 c_, 1ili c’B A 3 c
y = ¢'s™! , imamo:
Y Ag 3 cg,
odnosno
m
ré& ars Yr > G4

$to pokazuje da je za one aktivnosti koje su van optimalne baze
uloZeni 2ivi rad veéi od dohotka. Medjutim, za sve aktivnosti u
optimalnoj bazi imamo cg fs = 0, odnosno fs = Cgq» i1i

m

> a

r=1

=c za 8 =1,2... m
rs ¥r s’ ’ ’

odakle se vidi da je za optimalno re3enje Yyr ¥y e Yo uloZeni
2ivi rad jednak dohotku.



46

Dragisa Stojanovic

IV. MODELI KOOPERACIJE 1 INTEGRACIJE

Prilikom razmatranja problema kooperacije ograniavajuéi
uslovi se Zesto javljaju u vidu slo¥enih sistema madjuzavisnos-
ti. Tako na primer ako u kooperaciji sudeluje k preduzeca na
proizvodnji n proizvoda, tada se ogranifavajuéi uslovi svih
kooperanata javljaju simultano u okviru sloZenog sistema. Neka
su ogranilavajuéi uslovi j-tog preduzeéa

n
r=1,2,.. m
;21 35 ¥sq € brj i
j =1,2...k
sa matricom sistema
. N
2115 ®125°°° %1nj
3215 3223°** 22nj j =1,2... %k
A, =< >
3 e e s e e e
i amlj aij"‘ amnj )
gde arsj oznalava anga¥ovanje r-tog pogona na jedinicu s-tog pro

izvoda u j-tom preduzedu,
Posle uvodjenja dopunskih promenljivih matrica sistema po-
staje g

a 1 0...0 W

115 %125 *** 21nj

0O 0. . .1

hamlj . e e e ‘amnj
Iz tehni&kih razloga stavili smo amsj umesto a

m(j;s, s=1,2...n,
Ako pretpostavimo da svi kooperanti uestvuju u proizvod- J

nji n proizvoda tako da jes-ta aktivnost j-tog preduzeéa pove -

zana sa s-tim finalnim proizvodom onda su matrice sistema poje- ?

dinih preduzeca reda (mj, n), j=1,2... k, pa matricu  sistema

svih kooperanata moZemo pisati.
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gde smo sa Am' ozna&ili matricu sistema j-tog preduzeda, a sa
Imjjediniénu matricu mj-tog reda (j = 1,2... k).

Sistem se moZe posmatrati u nedto drugaZijem oblikuy ako
finalista postavi ogranienja u vezi donje ili gornje granice
obima proizvodnje. Ukoliko se radi o gornjoj granici, kooperan-
ti se mogu naé¢i u situwaciji da njihovi kapaciteti ne budu u
potpunosti iskoriZéeni te u takvim uslovima moraju traZiti opti-
malna re3enja, za deo neangaZovanih kapaciteta. Medjutim, situa-
cija moZfe postati sloZenjija ako finalista postavi uslov da obim
proizvodnje gotovih proizvoda ne bude ispod unapred planiranog
obima proizvodnje u posmatranom periodu, odnosno ako se postavi
uslov da je x, ? qg, 2a svako s. Time se odmah postavlja pita -
nje raspoloZivih kapaciteta (resursa) finaliste, a takodje u
jo$ znadajnijem vidu za ostale kooperante. Ako pretpostavimo da
preduzecde koje finalizira proizvodnju moZfe da zadovolji postav-
ljene uslove, za kooperante se takav zahtev povezuje sa mogué -
noiéu povedanja proizvodnje u okviru postojedih kapaciteta,od -
nosno sa moguénodcu povecanja proizvodnih kapaciteta koje je
pradeno dodatnim ulaganjima.

Pretpostavimo da je k-to preduzece finalist. Tada pri
datim pretpostavkama imamo slede¢i sistem

-
1% a2k * * 3k 1 6. .0 w
a5k 322k° * * a5k 0 1 ... 0
J amlk amzk’ . . amnk 0 0 1 r
1 . o . -1 0..0
e e . 0-1..0
LO 0 1 o 0 -1 J
odnosno
Amk Imk 0mk

Ink Onk -Ink

ili u okviru celokupnog sistema, respektujuéi ograni&enja osta-
1ih kooperanata, imamo
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-
Al Imy W
A'm2 IImZ
RSP >
A L
Ink - InkJ

gde Q;trlca Imj odgovara dopunskim promenljivim u okviru j- tog
preduzeca, a Ik jedinitna matrica koja odgovara ogranifenjima
u vezi donje granice obima proizvodnje a - I
ca koja odgovara dopunskim nepoznatim.
Nadalje se moZe posmatrati model u kome preduzeéa koope -~
riraju jednim delom proizvodnje, koristeéi samo delimi&no ras -
poloZive kapacitete pogona (resursa), dok drugim delom imaju
programe proizvodnje nezavisne od pomenutih kooperantskih odno-
sa, Ovakvi sluajevi su najée3éi u praksi te su interesantni za
razmatranje i matematifku formulaciju modela. Pretpostavimo kao

nk jedini¢na matri-

i ranije da su ograni&avajuéi uslovi j-tog preduzea u okviru
kooperacije za n proizvoda dati sledecim sistemom

n

szaarsj xsj < Irj f l.2...mj

j =1,2... k

8 tim 3to raspoloZivi kapaciteti Irj predstavljaju deo ukupno
raspoloZivih kapaciteta r~tog pogona u j-tom preduzeéu,koji iz-
nose

Krj = Irj+ Vrj

u odredjenom periodu posmatranja.

Pretpostavimo da je preostali deo kapaciteta Vrj angaZo -
van za proizvodnju pj proizvoda van kooperacije, i da postoje
odgovaraju¢i ograni&avajuéi uslovi

P -
r=1,2... m
j_§1 brij Yij ¢ Vrj ]
j=1,2... k
gde brij oznaldava angaZovanje r-tog pogona (resursa) po jedini-

ci i-tog proizvoda van kooperacije u j-tom preduzeéu, a yij obim
proizvodnje i-tog proizvoda u j~tom preduzefu. Ovde smo pretpos-
tavili da preduzeca koriste isti broj ograni&enja u kooperaciji
i van nje. Ovo nije posebno ogranienje jer se uvek mo%e uzeti
u obzir razli€iti broj uslova, ako stavimo da je r= 1,2 ... qj.




Ekonomsko-matemati¢ki modeli linearnog programirania 49

Prema onome 3to smo rekli sada postoje dva sistema tehni&-
kih koeficijenta, jedan koji se odnosi na proizvode u okviru ko-
operacije i drugi koji se tie finalne proizvodnje svakog pre-
duzeda nezavisan od odnosa u kooperaciji. Dakle imamo sledede
sistema.

- =
rallj ale .« v alnj rbllj b12j see o b1pj
aZIj 322j .« o0 aan , b21j bZZj . o e b2pj
AyyL e N [
Lamlj aij . s e amnj bmlj mej . e bmpj

s J
Ako posmatramo celovit sistem u okviru J-tog preduzedéa posle u-
vodjenja dopunskih promenljivih, imamo:

allj ale e o alnj bllj b12j"‘ blpj 1 0. .0
a21j azzj « s e aan b21j b22j"‘ b2pj o 1. .0
» - » » 'Y [ L) - - - - - L] - & ’
amlj am2j .« e amnj bmlj bm2j . bmpj 0 0 1

o
odnosno

{Aj By 1} ,

gde je jedini&na matrica mj-tog reda, 1ili za sva preduzeéa u ok-
viru kooperacije:
r

j
Aml Bml Iml
Am2 Bm2 1m2
S >
Amk BmkImk

gde smo sa Am; i ij (3 = 1,2...k) oznadili maf;ice sistema teh-
nitkih koeficijenata u okviru kooperacije i van nje, j-tog pre -
duzeda, a sa Imj jedini&nu matricu m,-tog reda. Primedujemo da
sistem 5.xuai==1 m(j) jednalina sa n + ¥ pj + k ¥ m(j)nepoznatih
od kojth sa'n + ¥ p, efektivnih a k s my dopinskih. Izmedju
evektivnih nepozégtih, n~njih tide se ;roizvoda u kooperaciji

a g: Py proizvoda van kooperacije.

Ako sada pretpostavimo da struktura sistema u okviru koope-
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racije ostaje nepromenjena u du¥em vremenskom intervalu, ali se
tehni&ki odnosi u odredjenim periodima tog intervala menjaju 1
ako sa Cl, C2"‘ ct oznaéimo odgovarajude sistema u pojedinim
periodima, sa ukupno raspolofivim kapacitetima u posmatranom
vremenskom intervalu

25 T T,
K = I . +
&1 rjt i§l rjt tgl vrjt ’

gistem se u dinamifkom smislu mo%fe izraziti
% C] €5 oo o o ¢ ct}

Po#to razmatranje proizvodnih programa u vremenu obuhva-
ta precizno odgovarajude periode, Eto sa svoje strane implicira
ogranienja raspoloiivih kapaciteta, i drugih resursa, kao i
ogranifenja u pogledu trafnje i moguénosti plasmana to je pot -
rebno obuhvatiti i druge uslove.

Ako te uslove.koji nisu obuhvaéeni ogranifenjima u okviru
potsistema Amj i ij.oznaéimo sa Rt(t =1,2... T), tada se sis-
tem mofe izraziti

\ Br

Vidimo da dinamidki aspekt problema kooperacije vodli - ka
sistemima koji su u linearnom programiranju poznati kao proble
mi dekompozicije. Videfemo da se i drugi ekonomski problemi svo
de na sli€ne sisteme.

Posmatrajmo op3tiji slu¥aj kooperacije - integracije,gde
uopste uzev, svako od preduzeda mofe biti nosilac finalne proiz-
vodnje, specijalizovano za odredjene grupe proizvoda, a istov -
remeno 1 kooperant u drugim preduzeéima

Ako sa Aij = atg , (r = 1,2...mp, s = 1,2...nq i,

j =1,2...n) oznaéimo matricu tehni¥kih uslova proizvodnije i-tog
preduzeca (kooperanta) u okviru j-tog preduzeda (finaliste),sis-
tem se moZe napisati
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(AllAn...Aln N
Ayp By vee v By
D >
AnlAnZ"'Ann
. J
Ako sa bl' b2,... bn oznadimo vektore raspolo%fivih kapaci-

teta (resursa) mp-tog reda, a sa Xyr Xypees x vektore obima

proizvodnje odgovarajuéih preduzeda nq-tog reda, tada moZemo
pisati

All “ e v e s o Aln Xy b1
e s 4 e s e Xy » = b2 .
nl * v Ann xn n

Sistem ima z:mp jedna&ina sa Y,
p q
Kao 3to se vidi, postoji n razlifitih proizvodnih programa
koji odgovaraju pojedinim preduzefima. Ostvarenje svakog pro -
izvodnog programa ne zavisi samo od tehni&kih uslova proizvod -

nq nepoznatih,odnosno proizvoda.

nje posmatranog preduzeca A11 ve¢ 1 od uslova proizvodnje osta-
lih preduzeca.

Prilikom razmatranja ovakvih sistema nuZna su dopunska
ogranilenja koja se ti&u posebnih ili op3tih uslova u pogledu
obima proizvodnje i kori3cenja raspoloZivih kapaciteta (resursa)
u okviru finalne i reprodukcione potro3nje. Tako na primer ako
je utvrdjeno da i-to preduzece u okviru svog finalnog progra-
ma proizvodnje angaZuje raspoloZive kapacitete u odredjenom obi
mu, onda preostali deo raspoloZivih kapaciteta treba da bude
rasporedjen tako da zadovolji potrebe ostalih preduzeda.Ovi po-
sebni uslovi naj&e8c¢e su izraZeni maksimalnim i minimalnim zah-
tevima u pogledu obima proizvodnje pojedinih proizvoda u okviru
pojedinih preduzeda. Tako se sistem moZe pisati u obliku
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« A

Ay Bpg e - e oo+ Al
Ayp Byy e o e o o AL
"Anl LS W r’
I, -1
I, -1,
\. In -InJ

gde I1 (i=1,2,..n) predstavljaju jedini&ne matrice ni-tog reda
koje izraZavaju uslove u pogledu minimalnog obima proizvodnje .
Sli¢no se mogu postaviti uslovi u pogledu maksimalnog obima pro-
izvodnje. Medjutim, sem ovih posebnih uslova, koji mogu biti ra-
z1i&iti, postoje i op3ti uslovi u okviru integracionih sistema
kao ¥to su ukupna raspolofiva finansiska sredstva, raspolo¥ivi
iznosi sirovina, uvoza, izvoza i op3tih planova, razvoja.Ako te
uslove izrazimo matricama Aol' Aoz,... Aon,sistem moZemo pisati

- 3
Ao1 P02 * Ron
A1 Ao « A
A 222 * A
s =< \
Anl Anz o o o Ann
I, -1
" In -InJ

Najzad, preko ovako integrisanih sistema, uz dodatna profirenja
111 posebne specifikacije, moZemo posmatrati velike sistema u

okviru cele privrede. Ako sa Sl, 52"" Sm oznalimo sisteme svih
integracionih celina u privredi, a sa Slo, 820,... Smo odgovara-
juéa centralna ogranifenja koja se ti&u op3tih privrednih cilje-
va tada se op$ti privredni sistem moZe iskazati u vidu matrica
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r ~

501 802 v e e e Som

*n
ukoliko su integracionl sistemi medjusobno nezavisni.. Ukoliko
postoji delimina zavisnost, sistem se moZe napisati u obliku

- \
So1 o2 S03 * + -+ Som
$11 S12
< Sy 523 > )
sml Smm J
-

gde su vertikalnom zavisno3éu povezani delovi integracionih si-~
stema koji se u procesu reprodukcije simultano izraZavaju.

Na kraju, ukoliko se pretpostavi postojanje opite medju-
zavisnosti integracionih sistema tada se privreda moZe posmatra
ti u vidu sledefeg sistema

s ~
So1 S02 e s e e 0 e Som
S S e s s s ¢« s+ o 8
p =4 11 12 nm ( ,
L Sml sz ® o s e o o Sm J

gde SGB, a,8 =1,2..., m oznatavaju integracione celine koje
su medjusobno povezane u okviru cele privrede.

vidimo, dakle, da polaze¢i od privredne organizacije kao
sistema moZemo u okviru integracionih zajedni&a posmatrati odgo
varajuéa preduzeéa kao podsisteme vecih sistema. Posebnim gru -
pisanjem integracionih sistema u okviru privrednih grana i ob -
lasti kao i uZih i 3irih regiona dolazimo do velikih ekonomskih
sistema koji obuhvataju privredu u celini. Ovde je bilo re&t o
sistemima baziranim na linearnom programiranju i moguénostima
da se 'u okviru takvih razmatranja dodje do odredjenih teorijskih
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aspekata koji ukazuju na relativno 3iroke moguénosti primene
programiranja. Pri tome treba istacdi da razmatranja u svim fa -
zama polev od preduzeda do privrede u celini pokazuju specifil-
nu strukturu koja se izrafava dekompozibilno3¢u sistema. Drugim
retima, bilo da se radi o vertikalnim ili horizontalnim povezi-
vanjem podsistema u okviru veéih sistema uvek postoje dodatni
uslovi, specifilni za odgovarajuce podsisteme kojli sistem ¢&ine
dekompozibilnim. Ova osobina je izraZena u statifkim i dinami&-
kim uslovima. Jer ako sistem P za koji pretpostavljamo da izra-
fava uslove u okviru cele privrede posmatramo kao statilki sis-
tem, onda bez obzira na op#%ti oblik medjuzavisnosti podsistema
uvek postojade dopunska ogranienja koja sistem u celini izra -
¥avaju u formi dekompozicije, kao na primer

( : N
301 P SOm

P
1=
" Spp * ¢+ ¢+ ¢+« Sop >
R
R,
. 7 Rm J

gde smo sa Rl' Rz,...Rm ozna&ili odgovarajuée specifi&ne uslove

vertikalno povezanih sistema.
Isti je sludaj i pri dinamifkom aspektu sistema. Ako sa
oznatimo sisteme u odgovarajuéim periodima vremen

Pis Pooeee By
odgovarajuée speci

skog intervala (0,T), a sa R'l, R, «u. R'k

fi&ne uslove, tada struktura sistema ima oblik

r -
Pl PZ reeee Pk

Rl

Ry
J
Osobina dekompozicije ogleda se u tome 5to omogucava  da

se raspolofivi kapaciteti (resursi) pojedinih preduzeda ili aso-
jednovremenoc angaZuju u dvojakim uslovima vertikalnih

-

cijacija
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i horizontalnih procesa, 5to odgovara povezivanju podsistema. u
okviru veéih sistema. 2a linearno programiranje, ona je od izu-
zetnog zna&aja, zbog &injenice da iako su tehnifko-tehnoloski
uslovi u razli&itim procesima specifi®ni oni moraju biti jednov-
remeno povezani sa raspoloZivim kapacitetima. Ovo se najbolje
ilustruje razmatranjima kada privredna organizacija jedan deo
svojih kapaciteta angaZuje u okviru kooperacije, odnosno repro-
dukcije proizvodnje, a drugi deo u okviru programa proizvodnje
koji je nezavisan od prethodnog. I upravo ta okolnost istovre -
mene zavisnosti u jednom i nezavisnosti u drugom sludaju izra -
fava pravi znadaj principa dekohpozicijé. Kad govorimo o ovom
principu onda mislimo na slulaj dekompozicije izra¥en matricom
oblika

Al Bl w

A
Lk By J
ali, uopSte uzev, i na sludaj transponovane matrice sistema

rAl S 7

B
Priilkom ovih razmatranga; a naroéito sloZenih sistema
nismo posebno isticali ciljeve i kriterijume, nezbog toga &to
oni nisu dovoljno zna&ajni u ovakvim ispitivanjima, veé zbog &i-
njenice da je postavljanje ciljeva relativno jednostavno i da sa-
mo po sebi implicira odgovarajuce zahteve koji su skoro uvek
izraZeni odgovarajudom efektivnoZéu u vidu maksimalnog obima pro
izvodnje, maksimalnog dohotka, dobiti itd. Ono 3to predstavlja
centralni i najvaZniji deo problema linearnog programiranja, u
matematikom i metodoloskom smislu, tj. prilikom postavljanja
modela, tie se pre svega ograniavajuéih uslova koji su po pra-
vilu izra%eni sloZenim sistemima. Medjutim, ova slofenost uslov-

r

ljava re3avanje problema te su potrebne odgovarajuce transforma-
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cije poznate pod imenom princip dekompozicije. Stoga posmatraj-
mo opéti oblik problema dekompozicije

k
{max) f = ;%i c; Xy (1)
pri ogranifenjima
k
s}zlas x, = b, (2)
Bs x, = bs ' g =1,2,..k
xg; ? 0
gde je Aa matrica reda (mo, ns) i Xg i Cg vektori ns-tog reda,

bo' vektor mo—tog reda 1 bs vektor ms-tog reda (s = 1,2...k).

Problem se mofe izraziti u matri&nom obliku

k
(max) £ = sé; c; fs

r \rwfw
A1 Az........Ak x h

Bl 0 ceeeaees X, b

< 0 Bzcocooct 0 >ﬁ . P-"{ . L—

e ess 080 e . .

0 0 B X, b
L SRSy

Py \ J

x, >0, s =1,2.....k

Primedujemo da ako je A8=o,za svako s, problem se svodi
na resSavanje k nezavisnih problema oblika (max) fs = c; X o
Byx, = b, x. » 0. Drugim re¥ima vidimo da op3ti uslovi, izra-
feni matricama Al,Az.....Ak, objedinjavaju posebne uslove pre -
duzeca u okviru integracionih sistema i na taj na¥in omogucava-
ju nalaZenje optimalnih re3enja.
Kao Ztosmo napomenuli, praktiéno razmatranje i reZavanje
problema u okviru u kome je dat nije moguée zbog relativno veli-

kih dimenzija. Bazifna matrica sistema je reda f m, te prime-
s=0

nom principa dekompozicije problem postaje relativno jednostav-

niji.

Pretpostavimo da je skup tadaka X koji zadovoljava
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B, xg = b, ograni&en konveksom skup K;, sa kona&énim brojem ekst-

remnih tafaka (konveksan poliedar). Ako sa ;rs (r =1,2 ... gs)
oznalimo ekstremne tadke Ks. tada se svaka taZka skupa, odnosno
svako moguée resenje Xg moXe izraziti kao konveksna kombinacija
ekstremnih talaka
Is - .
X = rgl Ves *rs’ vrs > 9, Er: Ves = 1

Posle zamene X, U (1) 1 (2), dobijamo:

(max) f = Z P Vs €4 ;rs

S r
DD Vis Bg %rs = Po
s b o
X V=l 8 =1,2...k

Ako uvedemo sledece oznake

, -
“rsscsxrsiur'tA

s s Xrg ¢ 28 svakor i 8, problem

moZemo izraziti
(max) £ = Z zu v
= & rs ‘rs
XY v_u_=b
- rs rs o
Y v _ =1, s =1,2....%k
<~ 'rs
Najzad, ako stavimo 2z_. = {st' e } s gde je e, jedini&ni
vektor k-tog reda, a sa b = {b_, 1'} oznatimo vektor slobod-

nih ¢lanova, gde je 1’ suma vektor k-tog reda, problem se
mofe pisati

{max) £ =zs: };urs vrs
Es: 2; zrsvrs ~b

Vrs> 0 2a svakor i s,

Vidimo da se problem mofe svesti na sistem od m, + k jed-
na&ina, 3to predstavlja znatno upro¥cavanje u odnosu na broj
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ogranifenja. Istovremeno, broj promenljivih vrs je znatno po-
rastao, 8 obzirom na to da je broj ekstremnih tafaka skupa Ks

veéi od dimenzije vektora Xg o Medjutim, poveéani broj promen -
1jivih ne mora da bude od znaaja prilikom resavanja problema ,
jer u bazi figurira najvise L + k promenljivih, a generira -
njem vektora pomoéu simplex kriterijuma koji ulaze u bazu veli-
ki broj neée doéi u obzir za razmatranje., Na taj na&in se prob-
lem dekompozicije mo¥e uprostiti, mada on i posle ovih transfo-
rmacija ostaje relativno slofen,

Model kooperacije sa gledita medusektorske analize

Jedan specijalan pristup problemu koperacije i integraci-
je moZe se ufiniti sa gledista medjusektorske analize. Pretpos-
tavimo da n preduzeda ulestvuje u kooperaciji sa jednim ili
vide proizvoda. Ozna&imo sa xr(r = 1,2... n) vrednost proizvod-
nje r-tog preduzeca u odredjenom periodu. Pretpostavimo da od
ukupne proizvcdnje deo proizvodnije X, ostaje preduzedu, deo
X g (s =1,2...n) odlazi kooperan;ima, a deo proizvodnje b
odlazi na trZifte u vidu finalnog proizvoda.

Raspodela se moZfe izraziti na slededi na&in

r

xr = 2: X.g + bt R (r = 1,2....0)
g=]
odnosno
X - z: x = b
r g=] IS r

Pretpostavimo da izmedju inputa koje s-to preduzede dobi-
ja od drugih kooperanata i ukupne vrednosti proizvodnje xs toga
preduzeéa postoji stalan odnos, tj.

xIS'

rs Xg
i1i

X = a X za svak
rs rs "8’ svako r 1 s,

odnosno, posle zamene u jedna&ini raspodele imamo
.n
xr-:{,l a X  =b_  (r=1,2....n)
ili
(I1-A)X=0D
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gde je A matrica sistema tehnilkih koeficijenata
' N\
a1] Ay ceeeees Ay,

au 322 csssens azn

\anl L . ]
I jedini&na matrica, X = (xl, Xgr eeee X ) vektor ukupne proiz
vodnje { b’ = (bl' b2... b ) vektor finalne proizvodnje, odno
sno vektor proizvodnje koja odlazi na tr¥iXte van kooperacije u
vidu finalnog proizvoda.

Problem koji se u okviru ovakvog sistema postavlja sasto-
ji se u odredjivanju vektora ukupne proizvodnje, pri unapred
planiranom obimu finalne proizvodnje pojedinih kooperanata. Dru
gim relima, svako povecdanje finalne proizvodnje kooperanata us-
lovljeno je odnosima koji postoje u kooperaciji, a koji su izra
%2eni matricom reprodukcione potrosnje. Ako je matrica sistema
(I - A) regularna, tj. |I - A | # 0 , tada je re¥enje sistema

x=(-a1hb

odnosno

-l-i-—A-‘—- EA bs, (I’ = 1,2.'-11),

s=1
gde Asr predstavljaju kofaktore matrice (I ~ a),

Pokazana analiza medjuzavisnosti preduzeéa u kooperaciji
sli¢na je medjusektorskoj analizi koja je poznata kao Input-out-
put analiza pri razmatranju medjugranskih odnosa u okviru cele
privrede. Njena generalizacija u pravcu linearnog programiranja
moZe biti u&injena u vife pravaca, ako se umesto ukupnih u&e3céa
vrednosno izraZenih za pojedina preduzeca, izvr#i klasifikacija
prema vrsti proizvoda, ili ako se, kao 5to smo u&inili u pret -
hodnim razmatranjima uzmu u obzir odnosi raspoloZivih kapacite-
ta i drugih resursa.

Linearno programiranje i Input-output sistem

Isto tako, interesantno je posmatrati neke siudajeve medju
sektorske analize sa aspekta linearnog programiranja, kada se.
umesto jednozna&nih granskih inputa posmatraju vektori aktivno-
sti razli&itih procesa u okviru privrednih grana. Tada matrica
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tehniko-tehnolo$kih uslova proizvodnje u okviru input- output
sistema ne sadrZi isti broj aktivnosti koliki je broj privred-
nih grana, s obzirom na to da se u okviru svake grane moZe pret
postaviti vedi broj razli&itih procesa. U takvim slu¥ajevima

matrica tehni&kih koeficijenata je reda (n; n p(r) ), gde je n
bro} privrednih grana, a p(r) broj aktivnosti u okviru r - te
privredne grane. U takvim uslovima medjusektorski problem je ne
posredno povezan sa problematikom programiranja i mo%e se izra-

ziti u obliku n plr)

(max) £ = E: 2:(: X

r=l g=)] ¥8 T8
n plr)
=1 321 (Ir - Ars) Xps b
xrs * 0

gde f oznafava ukupnu efektivnost razlilitih aktivnosti, c cs

koeficijent efektivnosti s-te aktivnosti u okviru r-te grane,Ars
vektor aktivnosti koji odgovara s-tom procesu u okviru r-te gra
ne.Ir jednalini vektor r-te gtane,bi b vektor finalnog proizvo
da. Problem je odrediti optimalni skup aktivnosti tako da funk-
cija kriterijumavdostiqne maksimalnu vrednost. U optimalnoj ba-
zi mofe figurirati najviSe n aktivnosti, s obzirom na to da
su one n-tog reda, dok su nivoi nebaziénih aktivnosti jednaki
nuli. Medjutim, u ovakvim sludajevima moZe se desiti da aktiv -~
nosti u optimalnom resfenju ne bude rasporedjene tako da iz svake
privredne grane figurira samo jedna. U tom slufaju potrebno je
uvestl dopunska ogranifenja koja obezbedjuju ove uslove.

U jednom drugom smislu, input-ontput sistem moZe biti in~
terpretiran sa gledista linearnog programiranja. Ovaj aspekt se
tite dualiteta i odgovarajuc¢ih cena. Kao i ranije pretpostavimo
da je privreda podeljena na n privrednih grana, sa poznatom
matricom tehnifkih koeficijenata A. Tehnilki koeficijenti izra-
Zeni su u fizidkim jedinicama.

Uvedimo sledede oznake

X - vektor ukupne proizvodnje
b - vektor finalne proizvodnje
p - vektor cena
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r - vektor uleica radne snage
w - vektor troXkova radne snage po jed. proizvoda.

Ako su dati prose&ni trodkovi radne snage w , tada izme-
dju vektora r 1 w postoji sledeca veza

w=wr

Vektori X, b, i r izraZeni su u fizi¢kim jedinicama.
Imajuéi u vidu standardni model input-ontput sistema

(I ~-A)X=5DL

moguée je, kao specijalan sluZaj linearnog programiranja, pos -
matrati sledecéi problem

(min) Vv = w’X
pri ograni&enjima
(I-A)X=0D X >0

u kome se tra¥i optimalni program proizvodnje X, koji &ini funk-
ciju kriterijuma minimalnom, odnosno koji minimizira ukupne tro-
$kove radne snage V.

Dual primarnog problema daje

(max) £ = b’ p
(I-A)' p=uw p>»0

gde se, kao 5to vidimo, tra%i optimalna struktura cena odgovara-
ju¢ih proizvoda tako da se ostavari maksimalni nacionalni doho-
dak (vrednosno izraZen).

Imajuéi u vidu da se u ovom sludaju radi o specijalnom
slu¢aju linearnog programiranja, gde su u primarnom i dualnom
problemu ogranidavajuéi uslovi izraZeni sistemom od n jednaci-
na sa n nepoznatih, redenje je jednoznano i zajedni&ko za
oba problema. Drugim redima, moguée reSenje problema je ujedno
i optimalno tako da se u ovom sludaju ne postavlja pitanje izbo-
ra najpovoljnije kombinacije aktivnosti. Prema tome, re3enja pri-
marnog i dualnog problema jesu:

X =(1-a)1tp

p’ = w (I - A)'l,
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a prema uslovu jednakosti vrednosti funkcija kriterijuma pri -

marnog i dualnog problema za optimalna relenja, imamo

1

(min) V = 4’ (I - A) ~ b

max) £ = p’ b =w’ (I-a)tb,

8to dokazuje tvrdjenje (min) V = (max) f.

Dinamifki model Input-output sistema

Generalizacija Input-output sistema u dinamilkom smislu
vodi ka sloZfenijim sistemima medjuzavisnosti i moguénosti raz -
matranja takvih modela metodama linearnog programiranja.Umesto
statitkog odnosa u raspodeli, Leontijev razmatra i druge medju-
zavisnosti, a u prvom redu one koji obuhvataju dinamilke aspek-
te problema, Sem dinamifkih elemenata, u modelu figuriraju rep-
rodukciona i investiciona potro%nja, 3to je sa gledilta bilansa
proizvodnje i potroinje znaZajno u uslovima dugoroZnog razvoja
i planiranja.

Pretpostavke u vezi tehniZkih koeficijenata u okviru rep-
rodukcione potrofnje iste su kao i u uslovima statitkih razmat-~
ranja, odnosno definisani su kao konstantni odnosi, nezavisno

od perioda posmatranja, tj.

a = —xsl® € = 1,2....T,
rs X(t) za svako r { 8.

Koeficijenti u vezi investicione potrodnje definisani su
kao odnos kapitalnih dobara r-te grane na jedinicu proizvoda s-
te grane, tj.
K_g(t)
rs
k o za svakor, s 1 t
rs Xg(t). 4 '
Ukupna kapitalna dobra r-te grane u okviru cele privrede

u periodu t, data su slededom relacijom

K(t)=£;x (t) :iik X (t)
r o= rs o= rs’'s !

a prira3taj kapitalnih dobara u t-om periodu je

AKr(t) = Kr( t+ 1 - Kr(t)
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Ako sa br(t) ozna&imo finalnu traZnju r-tog proizvoda u
periodu t, tada se raspodela moZe lzraziti

X_(t) = 2 a X (t) + 8K (t) + b _(t)

(r = 1,2...n)
odnosno u vidu dinamilkog modela

(1-A)X(t) = D[ x(t + 1)- x(t)] + b(t)a,

gde su A 1 D matrice odgovarajué¢ih tehnilkih koeficijenata
reprodukcione i investicione potrosnje, a X (t) i b(t) vektori
ukupne i finalne proizvodnje u periodu t.

Sem datih jednakosti postoji relacija

K(t) = D X(t)

koja se tife odnosa priraZtaja kapitalnih dobara i vrednosti pro-
izvodnje u periodu ¢t.

Za poznate inicijalne vrednosti kapitala, obima proizvod-
nje i unapred datu finalnu proizvodnju, moguce je postiéi refe-
nje sistema diferencnih jedna&ina koje je dato modelom

X(t +1) =x(t) +D 1 (I-a)x(t) - p~! b(t),

gde je D-1 inverzna matrica od D.

Prilikom razmatranja dinamifkih modela ovog tipa, mnogi
slutajevi se svode na probleme linearnog programiranja. Tako se
pod odredjenim pretpostavkama, koje se ti&u kriterijuma i ogra-
ni¢enja, moZe posmatrati sledeéi model

n=1
(max)f = ¢ Y r(s),
s=]

pri ograniZavajuéim uslovima

(I-A)X{t) = K(t) - K(t-1) + Dr(t)+b(t)
t-1
x(t) ¢ q  + > r(s) t =1,2....n
gs=]
x(t) » O, r(t) » o,

kojim se Zell ostvariti maksimalna efektivnost proizvodnih kapa-
citeta u n-tog godi3njem periodu, pri ograni&enjima koja se ti-
&u tehnilko-tehnolo3kih uslova proizvodnje, novih ulaganja i

pretpostavke o ogranifenom obimu proizvodnje u pojedinim perio-
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dima. Vektor c 1izrafava efektivnost novih proizvodnih kapaci-
teta u pojedinim periodima, 9, vektor inicijalnih proizvodnih
kapaciteta, a r(t) vektor novih proizvodnih kapaciteta nastalih
u perioru t,

Najzad, preko linearnog programiranja moguée je posmatra-
ti i druge dinamilke modele od kojih je znalajno pomenuti jedan
koji se svodi na problem dekompozicije, tj.

T
(max) £ = z c! x
t=s1 ¢t

gde su uzete onake

S vektor koeficijenata funkcije kriterijuma u periodu t
- vektor nivoa aktivnosti u periodu t

A_ - matrica tehnifkih koeficijenata inputa u periqdu t

B, - matrica tehnikih koeficijenata outputa u periidu t

b, - vektor finalnog proizvoda u periodu ¢t

Ako se kao inicijalna vrednost uzme da je za t-1, Bt-l = 0,tada
se ograniZavajuéi uslovi mogu napisati:
Alxl . < b1
-B1 x) + Az Xy € b2
- B2 x, + A3 X4 £ b3
sa matricom sistema
Al 6oo0o.....0
-BlAzo.....O
] -BZAB‘ T
Treba primetiti da svaka od matrica A i B,y sadr¥i n ve-
ktora aktivnosti m-tog reda Ast =(alst, aZSt, cene amst)
Bst =(blst, bZSt e tmst)
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tako da linearne komibinacije koje proizilaze iz odgovarajuéih
inputa 1 outputa mogu uop3te uzev biti vrlo slo¥ene.

V. TRANSPORTNI MODEL

Jedno od znafajnih podru¢ja linearnog programiranja posve-
éeno je tzv. transportnom problemu, koji se javlja kao specijal-
an sluaj opstih razmatranja. Razmatranja u ovom domenu znadaj-
na su kako zbog samog transportnog problema u klasilnom smislu
tako i zbog relativno 3iroke pirmene u drugim problemima koji
nenaju nifeg zajedni&kog sa poznatim problemom. Mnogi ser?roble-
mi formalno izra%avaju na isti na¥in a metodolo¥ki postupei za
njihovo reSavanje identi®ni su sa postupcima koji se primenjuju
za re3avanje standardnog transportnog problema. U preduyzecu se
mogu postaviti pitanja optimalnog razmeltaja objekata, ‘maZina
postrojenja, razmeitaja skladi3nih mesta itd. u cilju postizanja
veéih efekata. Takodje, najpovoljniji izbor radnika za obavlja-
nje odredjenih poslova ili najpovoljniji izbor maZina za obav -
ljanje odredjenih operacija ili lokacija odredjenih objekata i
sluZbi u gradskim naseljima ili razmatranje specijalnih proble-
ma proizvodnje i zaliha spadaju u grupu problema koji se mogu
podvesti pod tzv. transportni problem. Ukazaéemo, takodje, na
nekoliko modela iz oblasti trZi3ta i snabdevanja, investicija i
proizvodnje, kaoi&itav niz drugih gpecijalnih slufajeva intere-
santnih za matemati&ku primenu u ekonomiji.

Specifiénost transportnog problema u odnosu na op$ti prob-
lem linearnog programiranja ogleda se u ogranifavajucéim uslovi-
ma koji su u ovom slufaju dati trouglastom matricom sa elementi-
ma jednakim 0 i 1, Ma da se transportni problem moZe reZava-
ti istim simplex algoritmom kao i standardni problem programi-
ranja ipak zbog specifi&nosti problema postoje odgovarajuéi po-
stupci koji u mnogome upro¥cavaju dobijanje optimalnog re3enja.
Medju prvim zapaZenim razmatranjima transportnog problema treba
pomenuti radove sovjetskog nau&nika Kantorovi&a (1939) i Hitche-
ocka (1941) koji je prvi postavio i refio problem nezavisno od
linearnog programiranja. Kasnije je pokazana veza problema sa
linearnim programiranjem i od tada postoji veliki broj razli&i-
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tih algoritama i metoda medju kojima treba pomenuti Stepping
stone metod i Modi metod koji je dat od strane Dantziga i koji
se pokazao kao najefikasniji za reSavanje transportnog problema.
Razmotrimo transportni problem u slededem obliku. Postoji
m razli&itih centara (preduzedéa) Pr(r-l,z...n) proizvoljno lo-
ciranih 1z kojih se snabdeva n razli&itih mesta (trZista) Ms
( 8= 1,2,..n). Ozna&imo sa a. > 0 obim proizvodnje centra Pr'
a sa bs > 0 traZnju mesta M. Sa s ozna¥imo transportne tros-
kove po jedinici, a sa X g obim transporta (broj jedinica) od
r-tog centra do s-tog mesta.

Problem je: nadéi transportni program X.g? 0 tako da ukup
ni transportni trofkovi budu minimalni, tj.

m n
(min) C = 21 s§1 CLg Xpq )

pri ogranienjima da je ukupan obim transporta iz centra Pr do
razli&itih mesta L jednak obimu proizvodnje a., tj.

Exm,--ar (r=1,2... m) (2)

i da je obim koji primi mesto Ms iz razli&itih centara jednak
ukupnoj tra¥fnji tog mesta, tj.

n
S X.g = b, (s = 1,2...n) (3
r=]1

i x >0 za svako r 1 s.
rs

Pored datih uslova postoji jo% jedan koji implicitno figu-
rira u problemu i koji izraZava zahtev da je ukupan obim proiz-
vodnje u svim preduzeéima jednak ukupnoj tra¥nji svih mesta, tj.

n
> a_ = ¥b
r=1 T s=1 8

U problemu figurira m + n jedna&ina sa mn nepoznatih .

Medjutim u problemu postoji svega m + n - 1 nezavisnih jedna-

&ina sa istim brojem bazi®nih promenljivih.
Dualni problem transportnog problema ima oblik
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m n
{max) C’ = Ya u +2 b v
gel ¥ T g1 8 8

sa ogranidavajuéim uslovima

. )
u, + Ve € Crg r=1,2
s =1,2,..n

gde su u, i Ve dualne promenljive ili tzv. simplex mnoZiite -
1j1.

Re3enje transportnog problema postiZfe se relativno jednos
tavno preko duvalnog problema, odredjujuéi pre svega podetno ba-
zi&no reSenje sastavlijeno od m + n - 1 bazi&nih nepoznatih .
U zavisnosti od stepena prilagodjenosti poletnog reSenja trans-
portnim trofkovima Crg’ reSavanje ¢e se izvesti sa manjim i1i
veéim brojem iteracija. Ukoliko je izbor pofetnih bazi&nih pro-
menljivih takav da one ulaze u bazu prema minimalnim troZkovima
po jedinici, ili prete¥no prema ovom kriterijumu, tada e broj
iteracija do kona¥nog optimalnog refenja biti manji, i obratno.

Kriterijum za izbor podetnog trangportnog programa je

xij = min (ar, bs) r=1,2....m
8 = 1,2....0
gde je indeksima (i,j) oznalena bazi&na promenljiva. Prema ovom
postupku proizilazi da su bazifne promenljive jednake razlici
parcijalnih zbirova tabela gar i Es:bs

Rekli smo da u bazi&nom refenju figurira m + n - 1 promen-—
ljivih, Ovo proizilazi otuda 3to u problemu postoji m + n - 1
nezavisnih jedna&ina, 3to zna¢i da je jedna od jednadina siste~
ma posledica ostalih. Ovo se moZe pokazati ako se (zbir prvih )
{(m - 1) jednafina oduzme od zbira poslednjih n jedna¥ina.Tada
se dobije m-ta jednadina sistema.

Redfenje dualnog problema postif¥emo na sledeéi na&in. Ako
svaku jednadinu primarnog problema pomno%imo odgovarajudom dual
nom promenljivom u, odnosno Ve zavisho‘od toga da 1i se radi

o jednalini sistema (2) ili (3) i dodamo funkciji kriterijuma
dob{i jamo

m n
Y (e _tu +v)x_=£f+ ¥ 4 +
£,s rs r s rs a5 ur ;21 bs vs
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Posle stavljanja

, .
c = +u_+v r=1J1,2...m
ba s d

rs rs
8 = 1,2...n

i odredjivanja u. i \A tako da je za bazi&ne promenljive X,.g

c +u +vs-0,

rs T
a imajuéi u vidu da su nebazi&ne promenljive jednake nuli,imamo:
o n
max) C=-~f = Ya u + Y bv_,
ml T X ga] S S

odakle proizilazi uslov optimalnosti

¢! =¢ + u_ + 0
r vs ?

rs rs
za nebazilne promenljive,

Ukoliko je c;s € 0 za jednu ili viSe nebazi&énih promen -
ljivih, tada se nova bazi&na promenljiva qu uvodi prema uslo-
vu

’ -
cpq min crs + ur + vs) €0
r,s

za nebazi&ne promenljive, Na taj na&in u kona&nom broju iteraci-%

ja moZe se odrediti optimalno relenje, odnosno optimalni trans-~
portni program Xoji ¢ini ukupne troXkove minimalnim.

Pri razmatranju varijanata transportnog problema mogquéna
su dva slulaja, tj. slufajevi u kojima nije ispunjen uslov jed-
nakosti ponude i traZnje. Ako pretpostavimo da je ukupna traZ -
nja veda od ukupne ponude (proizvodnje), tada se problem javlja
u obliku

m n
(min) £ =Y ¥ ¢ _ x

r=1 s=1 rs rso
pri ogranifavajuéim uslovima
n
> x._. =a {r=1,2,..m)

ga] TS r

n
El xts € bs ( 8 = l,Z...n),
r=

gde je

%ar ’6 %bs v xrs)o

Postavljeni problem svodi se na standardni trasportni pro-

|
|
]
|
!
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blem na taj nalin 5to se sistem nejedna&ina izbilansira uvodje-

njem n nenegativnih dopunskih promenljivih X +l,8 tako da
’ ’
imamo m
éé; g t Xn+l,8 bs’ (s =1,2...n)
odakle se sumiranjem ogranilavajué¢ih uslova u vezi ponude i
traZnje dobilja
Ebs - %ar = 28: xm+1,s = 3410 gde An+1 ©F°

natava razliku izmedju ukupne traZnje i ponude. Prakti&no, ovo
zna&i da se u ovakvim sludajevima uvodi jedno fiktivno preduze-
¢e (odnosno dopuna iz uvoza) koje bi imalo funkciju da izjedna-
¢i ponudu sa traZnjom. Drugim relima, uslov jednakosti ponude i
traZnje u standardnom problemu ne predstavlja smetnju za rela -
vanje i onih problema u kojima on fakti&ki nije -zadovoljan.Uvek
se odgovarajucom transformacijom ovaj uslov formalno mo¥e zado-
voljiti,
U suprotnom sludaju, tj. kada je ponuda veca od trainje

problem ima oblik
m n

(min) £ =Z Zc x

r=1 s=1 ¥S I3
pri ograni&avajuéim uslovima

n

Zaxrs <a_ , (r=1,2...m
s=

n
}__‘,lxrs =b_, (s =1,2...m)
r=

xrs >0,
odakle proizilazi

n n

Y b« p) a

g=1 r=1

S1i¥no ranijem postupku, posle uvodjenja dopunskih promen-
1jivih x 1+ Sistem nejednalina postaje

’

r,n+

X

L Yrs T Xena T 2 r=1,2...m)

rl

T M

odnosno razlika
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%‘ar - %bs = X Xetnel Phel

gde smo sa bn+1 ozna&ili ukupan visak ponude nad traZnjom.Ovim
postupkom prakti¥no uvodimo fiktivno mesto (skladiite) koje
apsorbuje viBak proizvodnje (ponude) nad traZnjom.

Mnogi drugi problemi mogu biti predmet sliénih razmatra -
nja. Na primer, preduzede ima veél broj skladista, lociranih u
razlifitim mestima. Tada pod pretpostavkom jednakosti kapacite-
ta skladisnog prostora sa obimom tra¥nje, problem se javlja u
istom obliku kao i prethodni zadatak.

Posmatrajmo sada drugi model koji se tife problema asig -
nacije. Pretpostavimo da u preduzeéu postoji n razliditih ma-
8ina Mr(r = 1,2...n) od kojih svaka moZe da proizvodi n raz -
1i&itih proizvoda, Ps(s =1,2...n), ali sa razliéitim utrodkom
vremena (razlifitim troikovima) po jedinici. Ozna&imo sa Cpg Ut-
rofak vremena r-te maSine za izradu jedinice s-tog proizveda, a
sa x o promenljivu koja oznadava obim proizvodnje r-te ma¥ine
s-tog proizvoda.

Problem je naéi program proizvodnje, odnosno raspored pro-
izvoda na pojedine ma%ine tako da ukupni trofkovi (u vremenu ili
novtano izra%eni) budu minimalni. Drugim redima, treba odrediti
minimalne troZkove

n n
(min) C =é§1 sg;cra X o)

pri ograniavajuéim uslovima

n
x =1 (s = 1,2...n)
E rs
r=1
n
21 x g =1 (r = 1,2,..n)
8=
X g 20 za svako r i s.

Problem predstavlja specijalan sluaj transportnog proble-
ma, prvo zbog toga 3to je ovde broj ma3ina jednak broju proizvo-
da (m = n) i drugo, ogranifavajuéi uslovi imaju desne strane
jednake 1. Prvi uslov predstavlja angaZovanje r-te maSine na
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s-tom proizvodu, a drugi da je s-ti proizvod dodeljen r-toj ma-
8ini. Specifilnost uslova ogleda se jo3 u tome %to promenljive

X g uzimaju samo cele brojeve, odnosno Zto svakoj maZini pripa-
da samo jedan odredjen posao. Kako vrednosti promenljivih ne

mogu biti vefe od jedinice, a moraju biti celi brojevi, to pro-
izilazi da one mogu biti samo 1 ili 0. U slofenijim sludajevima
mogucée je posmatrati problem gde se jedna maZina anga¥uje za

proizvodnju viSe razli&itih proizvoda.

U problemu figurira n? promenljivih od kojih je 2n -1
bazi&nih. S obzirom na to da promenljive uzimaju vrednosti 0
i1t 1, to n-1 od njih ima vrednost 0, a n vrednost 1.

Ne3to opdtije razmatranje moZe se izvesti kada se posmat-
ra vreme trs potrebno za proizvodnju jedinice proizvoda s na
r~-toj ma¥ini, a kada je poznat broj} raspolofivih ma¥ina m na
kojima se proizvodi n proizvoda. Tada pod sli¥nim uslovima
kao i u prethodnim razmatranjima imamo model u kome se traZki
optimalni program proizvodnje x > 0 tako da ukupnl trodkovi
budu minimalni, tj ‘

rs

h n
(min) C = 31 Elc"” X g (1)
pri ograniavajucdim uslovima
a
égatrs X.g € 3, (r =1,2...m) (2)
m
Eaxrs = b, {8 =1,2,..n) (3)
Ir=

Ovako formulisani model razlikuje se od standardnog prob-
leﬁa i poznat je kao generalisani oblik transportnog problema .
Ali relativno jednostavnom transformacijom on se mofe svesti na
standardni oblik ako se pretpostavi da je odnos vremena potreban
za proizvodnju jedinice proizvoda na bilo koje dve razli&ite ma-
Sine isti za svaki proizvod. Drugim reéima, ako je

trs

tks
gde je k fiksirano i odnosi se na jednu wW¥rdjenu meXinu,ima-

mo:

=p!"
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t X B e

rs 'rs g, tks *¥ps = Py ks *rs T Pr Xpg»
gde smo stavili

14 = ¢t

X
rs ks xrs

Tada ogranilavajuéi uslovi (2) postaju

n
- a
x! ¢ a’ de a’ =
s§1 rs r ' g Je r f_

Ogranifavajuéi uslovi (3) , posle mnoZfenja sa t, g posta-

ju
m
’ = ’ ’ =
;El Xle by . gde je b] tes Pg
c
Najzad, ako stavimo c;s = tts , funkcija kriterija po-
staje ks

m n
C = 2: Z:cés x;s
r=1 8=]
Prema tome, vidimo da je generalisani problem transformi-
san na standardni oblik transportnog prohlema i moZe se istim
metodoloskim postupkom resiti.

Model programiranja proizvodnje

Razmotrimo problem programiranja proizvodnje odredjenog
proizvoda prema poznatoj trafnji u datom periodu. Pretpostavimo
da je period (0,T) podeljen na n jednakih vremenskih interva-
la (nedelja, meseci, tromesel&ja itd) i da je za svaki od - tih
intervala poznata traZnja br kao i obim proizvodnje Xr(r=l,2..n)
Pretpostavimo, takodje, da u svakom od tih intervala mofe posto-
jati dopunska proizvodnja x; proizvedena prekovremeno u cilju
zadovoljenja povedane trainje. Oznalimo sa c. i c; tro$kove pro-
izvodnje po jedinici u redovnoj i dopunskoj proizvodnji u r-tom
periodu, a sa &, trofkove drZanja jedne jedinice proizvoda na
zalihama u r-~tom periodu, Najzad sa X.g i x;S ozna&imo obim
proizvodnje (broj jedinica) proizveden u r-tom a realizovan u
s-tom periodu u redovnoj i dopunskoj (prekovremenoj) proizvodnji.

Tada, posto svaka jedinica proizvedena u r-~tom periodu mo-

%Ze biti prodata u r-tom ili nekom kasnijem periodu, ogranicenja

koja se ti&u ponude imaju oblik
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Zx \ r = 1,2.0."
s=x r
}E x! g X! r=1,2...n
s=r rs r

Na drugoj strani, ograniZenja koja se tidu trainje imaju
oblik

s -
» = I
lers r§l x g = by 8 ‘- 1,2...n

Ovom relacijom je izra%en uslov da svaka jedinica prodata u s -
tom periodu moZe biti proizvedena u ranijim periodima polev od
prvog, u redovnoj i dopunskoj proizvodnji.

Dalje, pretpostavimo da je ukupna traZnja manja od ukupne
proizvodnije, tj.

Zb < Z(X * X5

za svako 8.
Ukupni tro3kovi obuhvataju tro3kove u redovnoj i dopunsk~
skoj proizvodnji, kao i tro3kove stokiranja, te moZemo pisati

n n
2: 2: €, x 2: Z: c! x!
r=1 s=y rs r=1 s=r T *rs

8-l s-1

+ 23 2: 2: o + x! )

s=r r=1 r=j *rs rs

‘Problem je: naci optimalni proizvodni program

X g 39, x;83 0, tako da ukupni troSkovi budu minimalni,
respektujuéi postavljena ograniZenja u vezi sa ponudom i tra%f -
njom,

Posle uvodjenja dopunskih promenljivih u ograni&enja koja
se tidu ponude, problem se svodi na transportni problem u kome
postoji 2n centara sa n + 1 mesta (odredista), odnosno u kome
postoji 3n +1 jednalina. Treba primetiti da iako postoji vedi
broj ogranifenja, problem je strukturno prostiji od standardnog
oblika zbog &injenice da dinamitko programiranje proizvodnje i
realizacije obuhvata samo uslove za 8 »r, r, 8 = 1,2... D,
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Ako se pretpostavi da su trodkovi Cpe c; i a, konstantni
u svim periodima, tada se funkcija ukupnih troskova moZfe izrazi-
ti

non n n n s-1
C=cX X x_+c'" 2 2 x' _+ a Y T (s-r)(x__ + x')
r=] g=r T8 r=l s=r rs g=2 r=) rs rs

Najzad siiéan model se moZe posmatrati u slufaju vife pro-
izvoda, s tom razlikom #to su elementi u vezi proizvodnje (ponu-
de) i tra¥nje izraZeni odgovarajuéim vremenskim jedinicama, kako
bi se jednostavnije izvr#ilo agregiranje pojedinih veli&ina.

Dakle, ako preduzefe proizvodi k proizvode tada pri is -
tim uslovima kao i u prethodnom modelu imamo sledeéi problem

Xk n n Kk n n
min) ¢ = ¥ ¥ ¥ ¢, x  * >y ¥y ¥ e’y x' oy

{=lr=] ger T+ T8 i=1 r=1 s=r
j& n s-l
T ) - - ’
+Z°‘1 Z Z (8 = x) (X.gy = X'pgyy
i=1 g=2 r=1
pri ograniterijima
kK n ~
£§1 sg; X o1 € xr r=1,2....n

Xk n ,
h [ 4
) z xrsi‘xr

i=] sg=r
& i =1,2,..k
> (x__, +x'__.)=b 1o
r=l rsi rsi si g =21,2...n
»
Xrsi o, x'rsi 30

za svako r, s, i. ZnaZenje pojedinih oznaka je sledece:
xr - Ukupno raspolofivi fond vremena u r-tom periodu.
x; - Dodatni fond vremena u r-tom periodu.

-~ angaZovano vreme za i-taj proizvod u r-tom
periodu, a za realizaciju proizvoda u s~tom periodu

~ Ukupno angafovano vreme za i-ti proizvod za koji
postoji trainja u s-tom periodu.

xrsi

bsi
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U ovom sluZaju postoji 2n centara i mn+l mesta (odrediEta),ﬁto
ukupno daje (m+2)n+l jedna&inu.

Model robnih kuéa

U okviru problematike programiranja razmotrimo tzv. prob-
lem robnih kuda (The Warehouse Problem) koji u dinamifkom aspe-
ktu obuhvata neka prakti&na pitanja povezara sa programom nab -
avke, prodaje i zaliha. On predstavlja specijalan slufaj pret -~
hodnih razmatranja, ali je interesantan zbog toga Xto se rela -
tivno &esto javlja u praksi i 3to se relativno jednostavna reie
nja mogu koristiti i u drugim sludajevima.

Pretpostavimo da robna kuca raspolaZe ukupnim skladisnim
prostorom kapaciteta K jedinica 1 da se u trenutku t = 0, na
zalihama nalazi 2 jedinica. Oznalimo sa X,_g 1znos narud%bi-
ne u periodu s-0, gde je 8 period vremena koji protekne od tre-
nutka kada je upudena narudZbina 4o trenutka prijema robe. 0z -
na&imo, dalje, sa cg cenu prolzyodjada ukljudujuéi i trodkove
narudZbine po jedinici, sa Yg iznos prodaje, a sa Pg proda-
jnu cenu u periodu s. Neka je vremenski interval posmatranja
podeljen na n perioda tako da posmatrane veli&ine uzimamo kon
stantnim unutar pojedinih perioda. Pretpostavidemo da je 6 = 1.

Razliku izmedju prihoda Pg Yg i troikova Cg Xgr uzeta
preko svih perioda, ozna&icemo kao ukupnu dobit

n

f = }: (ps Yg ~ ¢

x )
s=1 8

8

Ograni&avajuc€i uslovi se ti&u raspoloiivih kapaciteta,od-~
nosno mogucnosti nabavke i prodaje proizvoda u odgovarajuéim pe
riodima. Kao prvo, uzimamo u obzir da zbir inicijalnih zaliha 2
i odgovarajuéeg dodatnog iznosa (xs - ys) kroz s - ti period ne
moZe biti veci od raspolofivih kapaciteta, tj.

Z + 55 (xs - ys) < Kk, r=1,2...n
s=]
Takodje, ogranifenja koja se ti&u prodaje moraju zadovo -
1jiti uslov da iznos prodaje u periodu s ne mofe biti veéi od
raspoloZivih zaliha na kfaju prethodnog perioda, tj
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r-1

Yg §€ K + E: (xs - ys) y r=1,2....0n
g=1

Uzimajuéi u obzir uslove nenegativnosti x 3 0, ysz 0 vi-
dimo da se problem svodi na traZenje optimalnog programa nabav -
ke i prodaje u pojedinim periodima, tako da se ostvari maksimal-
na ukupna dobit u intervalu posmatranja.

Posle sredjivanja, problem se mo%fe pisati

n

max) £ = 2 (B ¥y = 4 %)
8=

pri ogranilavajuéim uslovima
r

r
Z - X € K-12
s=]1 *s s=y ys
-1 r
- Z =1,2....
sglxs ! _sz-:l s ¢ P ReSeee?

Dualni problem ima oblik

n n
(min) V.= (K- 2) ¥ u +K 3 v,
r=1 F r=1
sa ogranilenjima
> >
2 u - 2 v » ~ C.
r=§j ¥ r=j#a1 F J
n n
—2: u_ + 2: v P j=1,2....n
=y F gy T *» Py

gde su u. i v dualne promenljive. U primarnom problemu po-
stoji 2n nejedna&ina, a u dualnom 2n promenljivih. Problem se
mofe reSavati transportnom metodom ili tzv. principom regrupi -
sanja podataka koji su dali Charnes i Cooper.l)

I’Charnes A and. W.Cooper : Duality, Regrouping and Warehous -
ing, ONR. Research Memo, Pittsburgh 1954.
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Model lokacije

Razmotrimo jedan specijalan slufaj problema lokacije koiji
se svodi na transportni problem.

Pretpostavimo da se k preduzeda P1 ( i=1,2....k) loci -
ranih u razli&itim mestima snabdeva jednom vrstom sirovine iz m
izvora It ( r= 1,2...m). Posle prerade, finalni proizvodi pre -
duzeda plasiraju se na n razlifitih tr¥ista Tg (8=1,2....n) .

Ozna&imo sa L kapacitet izvora Ir' Neka x4 oznatava
obim transporta, a €, transportne troSkove po jedinici od iz-
vora 1. do preduzeca P,. Oznadimo sa bs trainju trZikta Tgo i
neka Yig oznatava obim transporta, a c’18 transportne trosko-
ve po jedinici finalnog proizvoda od preduzeéa P, do triista
T,. Sem toga neka Z, oznalava obim proizvodnje preduzeda P

Prema uslovu transportnog problema proizilazi,

1°

da obim sirovine svih izvora bude jednak obimu tra%nje finalnih
proizvoda na svim trZi¥tima. Pretpostavka se moZe prihvatiti u
specijalnim slutajevima, kada je ulelie sirovina u finalnom pro-
izvodu relativno veliko i kada je odnos stalan, tako da se apro-
ksimativno mo%Ze jedinica finalnog proizvoda izraZavati jedinicom
sirovine.

Pod ovim pretpostavkama problem se moZe izraziti na slede-
¢i na&in: naéi transportni program X4 > 0, vy > 0, tako da
ukupni transportni troskovi budu minimalni, tj

rs

(min) C=Z Z Cri *ri +Z Z ci Yy
xr i i s 8 s
pri ograniavajuéim uslovima
; X, =a, (r =1,2....m)
2 %y =2 (1 =1,2...%)

(s =1,2...n)

™
(%3
S
]
t
N
[

gde prvi uslov izraZava jednakost kapaciteta a_ i ukupnog obi-
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ma transporta sirovine upudene svim preduzeéima iz izvora I
drugi jednakost proizvodnje 51 preduzeda P1 obima sirovine dobi-
vene iz svih izvora; treéi, jednakost proizvodnje Bt preduzeda
P1 i poslatog iznosa finalnog proizvoda svim tr#iftima i najzad
Zetvrti jednakost tra%inje bs triisca Tg i primljenih iznos
finalnog proizvoda od svih preduzeéa.

Iz prvog i drugog uslova odnosno tredeg i &etvrtog proizi-
lazi da se postavljeni problem sastoji iz dva simultana transpo-
rtnog problema koji se na slilan na&in mogu postaviti i re3iti
kao 1 standardni transportni problem. Posle eliminacije 51 iz
drugog i trefeg uslova, ogranifavajucde uslove mofemo pisati

2: X4 =a, (r =1,2,..n)

Z x Zyis =0 (1=1,2...k

E X, = (s =1,2...n)

U problemu tigurira m+n+ k jedna&ina, sa (w+k)n promenlji
vih od kojih jé ménik-1 bazléniﬁ, 8 obzirom na to da je broj
nezavisnih jedna&ina mén+k-1l. Ovaj model formulisao je B.Korda:
“K problematici razmisteni vyroby" Praha 1963. Takodje videti
Ljubomir Martié, Matematilke metode za ekonomske analize, II ,
Zagreb, 1966. god.

Model mes$avine

Pretpostavimo da preduzede proizvodi n varijanti jednog
il4 vige proizvoda, u vidu me3avine, upotrebljavajuéi m osnov-
nih sirovina. Ogranilenja u pogledu raspoloZfivih sirovina i od-
govarajuéih ulesda u svakoj varijanti unapred su data. Takodje,
postoje ograni¥enja u pogledu obima proizvodnje pojedinih va -
rijanata.

Ako sa x oznadimo obim r-te sirovine u s-toj vari -

rs
janti proizvoda, tada je ukupan obim proizvodnje s-te varijante

=rfx

a ukupna raspoloZiva koli¥ina r-te sirovine
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xr = z': xrs

Ako sa Pg oznalimo cenu s-te varijante proizvoda, a sa
p'r cenu r-te sirovine, tada se ukupan prihod mo%e izraziti u

obliku

ZZP X ot
s T 8 s

a ukupnl trod3kovi sirovina kao
ZZ‘P'XD
s T r'rs
odakle je ukupna dobit
£ =)
s
Ako sa hs £ xs oznalimo obim proizvodnje s-te varijante,
ogranidavajuéi uslovi u veszi obima proizvodnje mogu se napisati

(pl - p!") :rs

Ny

Z xrs‘hs 8 =1]1,2,...n
r
Na sli&an na&in, -ako sa br € Xr oznalimo raspoloZiive ko-
li¢ine r-te sirovine, ogranifavajuéi uslovi postaju
3 x o €b, r=1,2....n
s
Najzad, ako je sastav u razlifitim varijantama unapred
propisan, tj. ako sa

X xrs

oznadimo u¥e3de r-te sirovine u s~toj varijanti, tada posle
zamene u ogranifavajuéim uslovima, imamo

2; krs =] za s8=1,2....n

f X 'fk X
s rs S rs s
odnosno
Tx.. -3k, L x_ =0, r=1,2....m
5 rs 5 T8 ¢ xs
Problem je odrediti optimalne vrednosti promenljivih

X,.g 20 (r =1,2,..m; 8 =1,2...n), a time i optimalni izbor
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varijanti tako da funkcija kriterijuma dostigne maksimalnu vred
nost, tj.

max) £= 3 3 (p, - pL) X,
s r
pri ogranifavaju&im uslovima

%; xrs < hs s = 1,2...n

é; X g < br r=1,2,..m

28: xrs— Zs:kl‘s Zt x!'S'0

b 4 >0 za svako r i s,
rs :
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