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P R ED G OV OR

Ovaj rad je usmeren na izucavanje veze izmedju pojedinih algebars-
kih struktura, sa topoloskom ili bitopoloskom strukturom, datom
na istom skupu. Dat je pregled dosadasSnjih rezultata i dokazano

je postojenje nekih osobina koje do sada nisu bile proulene.

Pojedine oblasti obuhvaéene ovim radom su bile ili maelo izulavane
ili nisu izudavane pa ovde ima dosta nereSenih pitanja pri &emu
su neka i istsknuta kao otvorena.

U vezi sa algebarskim rezultatima koji se ovde koriste, znaiajno

je napomenuti da je dobar deo tih rezultata dat od nasih matemati-
dara. Ti rezultati su navedeni, uglavnom oni noviji i1 oni koji
nisu opste poznati, u uvodnom delu bez dokaza.

Topolo8ki rezultati koriséeni ovde (koji nisu opSte poznati ili
su noviji) su navedeni uz odgovarajule poglavlje isto bez dokaza.
Dokazi su dati samo za originalne rezultate.

Na kraju éu istaeéi da neobicnu zahvalnost dugujem profesoru D.
Adnad jeviéu pod &éijim rukovodstvom je radjen ovaj rad za savete

i sugestije i stalno praéenje u toku rada, profesoru G. éuponi za
pomoé u toku rada i profesoru J. USsnu za pomoé na podetku rada

i podsticaje u toku rada.



1.U vV 0 D

1.1. Osnovne oznake i pojmovi o algebarskim sistemima

Pod pojmom n-arne (n€ N) algebarske operacije % (n-operativa) na
skupu G, koji nije prazan, podrazumeva se preslikavanje

% : GP——G

odnosno podrazumeva se Jjednoznaéno pridruZivanje svakoJj uredjenoj
n-torci (al, Boy eeey an)GGn, elementa iz G.

U sludaju n = 2 kaZe se da je re¢ o binarnoj operaciji odnosno
operaciji a za n = 1 operacija se zove unarnom i ovde Jje re¢ o
preslikavanju skupa G u sama sebe.

Pored ovog, pod O-arnom operacijom podrazumeva se fiksiranje odre-
djenog elementa iz skupa G.

Napomenimo da ¢éemo ¢esto umesto (al, ey an) pisati a? odnosno
opstije da éemo koristiti sledeéi dogovor

aﬁ def (am, ceey an) u sludaju m<n,
8 u sludéaju m= n
¢ u sludaju m>n

Niz (a, a, ..., 8)(m puta) éemo oznalavati sa B. Pritom 8 ée pre-
tstavljati prazan simbol.

Pod algenarskim sistemom podrazumeva se skup G zajedno sa nekim
sistemom operacija-l na njemu zadatih. Algebarski sistem se nazi-
va joS i univerzalnom algebrom ili kraée algebrom. Skup simbola
operacija iz skupa {2 naziva se signaturom algebérskog sistema.
Cinjenica da je operacijatwe {2 n~arna éemo ozndavati 8a |w|= n
ili wel n.

Po jmovi bomomorfizma, kongruencije, generatornog skupa itd su uze-
te u obidajenom amislu[#O],[65],[66],[11], itd.



1.2. Pojsm n-polugrupe, n-grupe, n-kvazigrupe i neka njihova svojstva

— - ——— - — —— -

S s o e o S — -~

(1€ i< j& n) ako je ispunjena jednakost

i-1 i+n-1 2n-1
A (xl v A (xi ) Xi+n ) =

AGdTh oA GdTTh, D L L 0 s )

en-1

Za svako X

-fn'le Q

1.2.3. Def. n-grupoid Q(A) koji je (i, j) - asocijativan za svako

—— i o Kt ot b pu " iy on

14 i< j&n, naziva se n-polugrupom.

i n
A (al y X, 8i+l) = b . . . » . . (2)

jednoznadno resSiva za svako ie& &}, 2y eaey g} i za proizvoljne

al’ l‘., ai, ai+l, t.!’ Bn, be Q‘

neziva se n—-grupom.
n-rupoide, n-polugrupe, n-kvazigrune i n-grupe 7za n=2 zovemo

grupoidima, polugrupama, kvazigrupama i grupamae

1.2.6. Def. Element e€ Q naziva se jedinicom operativa Q(A) ako
je A (lél, X, nél) =x za svakoi =1, 2, ..., n i svako x € Q.

- — . S "

Napomenimo da n-grupa (n > 2) ne mora imati jedinidmi element za
rarliku od grupe.

0d raznih operacija definisanih na nekom skupu moZe se doéi do no-
vih operacija tzv. superpozicijom:

Neka su na skupu Q date operacije A i B arnosti m odnosno n. Buper-
pozicija ovih operacija Jje operacija C arnosti m+n-l dobijene na



sledeéi nadin

-1 i-1 i+n-1 +n=1
¢ (YY) m oA (X7 BOG ), x Y

Pri tome na Q moZemo dobiti m, m+n-l arnih operacija u zavisnosti
od pozicije gde se u prvoj nalazi druga operacija, (u ovom sluda-~
ju ta pozicija je i), a da bi smo to istakli mi piSemo

C= A+ B
Napomenimo da Je superpozicija kvazigrupa kvazigrupa, polugrupa
polupgrupa. Isto tako je znacajno napomenuti da postoje kvazigrupe

arnosti veée od 2 koje se ne mogu dobiti od binarnih kvazigrupa.

Cesto puta ¢e biti upotrebljene i sledeée oznake radi kratkoée

pisanja
k 1 1 1
A=A+A+00000+AJ
k-puta

Ovde ¢e biti istaknut jo§ jedan nacin dobijanja operacija od da-
tih (manje arnosti od date):

Neka je A operpcija arnosti m, ako fiksiramo n - od m promenljivih
tj. promenljive X1 0y Xyp zamenimo sa fiksiranim Biy e0ey 8

n
tada A (xT) dobija oblik

kl~l k2-l kn-l m

tJj dobijamo operaciju

1
B(xy ™ s Xy g0 vees xk:+l)

1

¢ijs je arnost m-n. Pri tom zamenu X, , ..., X, 58 (a?) Z0OVemo

retrakcijom a operaciju B retraktom 1 operacijg A.

Napomenimo da je retrakt kvazigrupe kvazigrupa, polugrupe polugrupn,

Specijalno retrakti n-kvazigrupa dobijeni fiksiranjem n-l-elementa
zovu se translacijama. Ovde éemo posebno istaéi translacije kvazi
grupe W(A;)



Tgt)x = A (K, e.on Ky Xy Ky aee k)
(t-1)

gde je k - fiksirani element iz Q. U opsStem sludaju translacigju
kvazigrupe Q(A) pri fiksiqa.nom al, ceey B, 1 8 B8 promenl jivom
Na mestu t éemo oznadavati sa

p (t) (x) = A(at—l, X, agfl)

(

Kada je kvazigrupa binarna moguée Jje dobiti dve translacije (levn
i desnu) za odredjeno k i tada é&emo koristiti oznake Ix = A(k.x)
odnosno Rx = A(x,k).

. -~ — — -

Q(A) ako postoji niz T = (A,?+l) permutacija skupa Q takav da je
ny _|-1 n
Blx)) =dgyy A ¢ {Gtixi} 1)
Za svako x?EEQn. Niz T nazivamo izotopigjom.

Jasno u slucaju da Jje d’l = &,2 = L., = d’n+l pojam izotopije se
poklapa sa pojmom izomorfizma.

U slucdaju kvazigrupa vaze sledeéa tvrdnja:

i e i K o o oot 2 oty i e ot o

e ———— - —— —— — s —

elementom, Q(A), onda je Q(L) izomorna sa Q(A).

Zadnja teorema Jje poznata pod nazivom Albertova teorema. Kod binn-
rnog sludaja nije potrebno naglaSavati postojanje neutralnog ele-~
menta Jjer on uvek postoji, ali bez tog ogranicenje u slucaju n> 3
teorema ne vazi Jer postoje kvazigrupe koje su izotopne n-grupnma
a nisu sa njima izomorfne.

Kod kvazigrupa od date kvazigrupe mogu se definisati i nove kvazi~
grupe - inverzne datoj kvazigrupi na sledeéi nadin: Neka je Q(4)



n ~ kvazigrupa, tada po definiciji u jednakostima
n n+l
A (xl) =KL e e e e e e (3)
svakih n elemenata jednoznadno odredjuju (n+l) - i element.

i L yom - L L i-1 n
Fiksirajmo broj i (1= i=n). Tada X] ) X510 X9

odredjuju element X, . Dobijamo na taj nac¢in novu operaciju:

Jjednoznacno

1 n

-
(k77 Xppgs Xjyq ) —— %y
. i :
koJju oznacavamo sa A tj.
6 . “
i i-1 n /

Jasno je da su relacije (3) i (4) ekvivalentne.

- - —— -t

i-tom inverznom operacijom operaciji A. i-ta inverzna operati.in
kvazigrupe Jje kvazigrupa iste arnosti (44].

Sada ¢emo dati jos jednu definiciju n-grupe zapravo date d« "ini-
cija n-grupe (n)3) Jje analogan definiciije grupe kao esocijntivne
kvazigrupe, a ova definicija ¢e biti analogon grupe kao asocijntiv-
ne operacije sa neutralnim elementom i sa inverznim elementom %n
svaki element iz Q.

i
1.2.12. Def. Neka je Q(A) n-kvazigrupe. ReSenje jednadine Atn |
x. 87%) = a nazivamo i-tom kosim elementom za a i oznadavimo, ow
a”. Ako je a i~ti kosi element za svako i = 1, 2, +.., n ondu gn
zovemo kosim elementom elementa a.

U sluCaju n-grupa vaze sledeli stavovi:

- i-ti kosi element a, elementa a, je kosi element elemento ¢ i
svako 1 = 1, 2, eea, N.

- Ako je a kosi element elementa a, tada

i-2 _ n-1 n-1 _ i
Xa aa ) =(a aa x)=2x



Za svako X € Q i svako 1 =1, 2, ¢e., N,

tvo omoguéava da se da nova definicija n-grupe (n > 3):

naziva se n-grupa, ako je svako x € Q postoji element x'e Q takav
do vaZe Jjednakosti
n-2 n-1
(x*x y)=(yx x) =y

n-3 n-3%
(xx*x y)=(yx x*x) =y

S svako y & Q.

Ova definicija je ekvivalentna prethodnoj. O ovome se moZe viSe
videti u [11].

1.5. Reprezentacije n-grupa grupama. Potapanje n-grupe u grupu

Slidno keo i ze n-kvazigrupe postoje i n-grupe koJje nije moguce
dobiti superpozicijama binarnih grupa. Medjutim proizvoljnu n-gru-
pu Q( ) moZemo smestiti (potopiti) u opseZniju binarnu grupu G (.)
(G 2Q) tako da je Q generatorni skup za G i da je (x?) = Xg X5
ceees X, 28 svako Xy eees x, € Q. Preciznije vazi sledela:

1.3.1. Teorema. Ako je Q( ) n-grupa, tada postoji jedinstvena

(sa tadno8éu do izomorfizma) grupa G takva da je

6 =QuUQU . . . uve®t . . . oW

( V‘xl, ceey X E Q)(xl, cens xn) = XpeX, eeeX)

l—éiéj‘-n, Xy o ykéQzﬁ{xl cee X5 = ¥y oeee yj@

[i=jz\(:}zl, eoey 2y 1€ Q(2), weny 2y X eeaXg)s

= (2] ver 2y 1 Ty .o yi{y A &)

e
Grupu G u prethodnoj teoremfeiove slobodnim pokrivacdem n-grupe Q.
Prethodna teorema je poznata kao Postova teorema [ll],[34].



Pored potapanja n-grupe u grupu moguée su i sledele reprezentacije
n-grupa:

o o T s e e it St S SOt e i T S

zigrupa Q(o) tako da vaZi
n
(x7) = \f(xl 0 X5 0 toveess 0 X))
pri cemu je\f neka permutacija skupa Q a

X; O -reee O X = (oue ((xl o x2) o xB) oo, xn)

Q(.) sa automorfizmom © tako da za svako Xis eoey X € Q vazi je-
dnakost

ny _ 2 n-2 n-1 /
(x) =% 0%, 0 Xz eee 00 Txy 107 TxC n)
gde je £ - odredjeni element iz Q i pri tom su ispunjeni uslovi

ol x=poxpot =L (x€Q)

Ova teorema je poznata pod imenom Hosu~Gluskinova teorema. Ova
teorema ima sledec¢u zanimljivu posledicu:

obliku (x?) = X] 0 X5 0 veee O X, gde je Qo) odredjena bin:tna
grupa.
1.32.5. Def. Za elemenat a Q kaZemo da pripada centru n-operntiva

Q(A) ako za svako X,, ..., X _; € Q i svako 1& it j& n vadi iedno-
kost -

i-1_ .n-1y _ 3-1_ _n-1
A (x7 "a 9 ) = A (xl 8 X )
Naveséemo joS Jjednu teoremu koja daje odgovor na pitanje kad: se
n-grupa sa Jjedinicom moZe pretstaviti preko binarne grupe:

1.5.6. Teorema. n-grupa sa Jjedinicom tada i samo tada je inve-

dena od binarne grupe kada Jjedinica pripada centru n-grupe.



Ovaj rezultat je "stariji" od prethodnog i pokazan je u opitijem
slu¢aju za n-polugrupe od na$ih matematidara G. Cupone i B. Trpe-

novskog u {59] 1961 dok su Hosu i Gluskin nezavisno Jjedsn od dru-~

gog do teoreme 1.%.%. i njenih posledica dosli 1963. odnosno 196/

[95)-

Zaniml jivo je postaviti pitanje kada se zna da postoji jedna jedi-

nica n-grupe da 1li ih ima Jjos i koJje su? Odgovor na ovo pitenje
dat je sledeéim stavom:

ooy A S R e

je pretstavljena Q(A) sa elementom e kao jedinicom. Element x 7# o
iz Q Jje Jjedinica n-grupe Q(A) tada i samo tada kada je x permuta-
bilan sa svim elementima u grupi Q(B) i kada je red elementn » u
Q(B), r, takav da Jje zadovoljena sledeéa Jjednakost:

n=kr + 1
pde je k € N,

Dokaz. Neka je x # e jedinica iz Q(A) tada Jje A(x, ¥y, X, <o =)

My, X, +.. X) za svako Yy € Q, tJ, B(B( ... B(B(x,y)%), ... =! XD

= B(B( ... Bly x) X), ... x)Xx) odakle sledi da je

B(x,y) = B(y,x)

Takodje Ay, X,eee,%x) = B(B( vee B(y X)), eoe, X).v)=
B(y,x" 1) =y tj., L = e
Odnosno kr = n-1 odnosno n = kr + 1

Obratno, neka je x # e permutabilan sa svim elementima iz Q(B) i
neka je n = kr + 1, tada Jje
i n-i-1

Alx, v, x ) = B(B(eso(B(B(B «ou B(B(r,7} xj..

...xlylx),... NX) = ¢ v v v o o=

= B(B(...B(B(x,X), X) «v., X), 3) = B(x" ' y)



= B(xkr, y) = B(e,y) = y za svako y € Q i svako
i=0, 1, e 0wy n"lt

-t W S S ——— -

1. U sludaju da je n-grupa Q(A) komutativna u prethodnom stavu ni-
je potrebna pretpostavka o permutabilnosti.

2. U sludaju komutativne n-grupe (i samo u tom sludaju) mopu svi
elementi biti Jjedinice ako i samo ako M-najmanji zajednidli
sadrZilac redova elemenata grupe Q(B) zadovoljava Jednakost

n==%kM+ 1, ke N,

3. Ako Jje grupa Q(B) prostog reda tada su svi elementi n-grupe
Q(A) jedinice ili samo Jjedinica grupe Q(B).

1.4, Potapanje n-polugrupe u polugrupu

———— o ——— - —— "

grupe Q( ) ako je QES, (x?) = X} » Xp eeesee X 28 5VAKO Xy, ..
ceeey X € Q, Q@ Jje generatorni skup za polugrupu S.

Svaku polugrupu izomorfnu sa S smatramo takodje pokrivadem za Q( ).

——-—_— - o~ Y M - - o -

Q( ) indukovan identidkim preslikvanjem Q na Q (ako postoji) rewe
se @ = homomorfizmom.

2§J Pokrivad P iz skupa pokrivada za n-polugrnpe G( )

—————— it T ——— W >’

se zove maksimalan ako moZe Q -~ homomorfno da se preslika n=n
svaki pokrivad iz 7 . Pokrivad T je minimalan ako svaki Q - ho-
momorfizam od T na neki drugi &lan iz ) je izomorfizsm.

8] [25} je prikazano da maksimalni pokrivad (ako postoji) o .iedno-
znacno odredjen do izomorfizma a da to ne vaZi za minimalne po-
krivace.

NaveSéemo sada dve teoreme date u [25}.

l.4.4. Teorema. Klasa pokrivala n-polugrupe nije prazna, u n,joj



pogtoje maksimalni i minimalni élanovi, Neka je M maksimalni pok-
ivaé n-polugrupe ¢ i neka Jje N = {aL} familija svih konpgruencija
. polugrupe M takvih da x, yeQ i xd y=> x = y. Polugrupa 9

Jo pokrivaé od ¢ ako i samo ako je izomorfna sa nekom polugrupom

b bila N/ w{QJQ. Svaka od l«:ong:x?uenci;jaO(C‘?—LL se sadrul u nekoj
walesimalnod kongruenciji/bQ_Q.za koju je M/ﬂ)minimalni pokrivac,

1.4.5, Teorema, LZﬁl Neka je w( ) n-polugrupa i neka su (Xl’ ceey
h) i (yl, sesy yk) dve k-torke elemenata iz 4, k& n-l. Ako posto-

J@ alementi 819 8oy sesy abé?Q i brojevi Tis By takvi da Je

ry rl(n~l)+l r, (rl+r2)(n~l)+2
xl = A al ’ x2 = A &rl (n"'l)f'l [ o v oy
r
k
X = A at
8 sl(n—1)+l 8, (sl+52)(n-l)+2
yl = A &l . y2 = A asl(n“])+l [ o0y
8
k
Ve = A at

(sl + e + sk_l)(n—l) +k-1
pri cemu Jje
t -k = (rl + eee + rk)(n-l) = (sl+ ces + sk)(n—l),

Lada pisemo

(xl, veesy xk)Yo (yl, ooy yk) Neka Je f tranziti-
viio prodirenje od % tj. neka je

x¥ye= xYo v¥o 2z Yo ... Yo w}oo Y za neke
I torke U, By oee, W.

licka je M maksimalni pokrivaé¢ od @ i neka Xys eooy Xy Ty seey

yrétg, r, k= n-1. Tada Je jednakost Xq see Xp = Y9 eee ¥V, tacna
u M ako i samo ako je k = », i

(xla soey Xk)‘f (yl’ seny Yk)



1.5, Potapanje algebri u polugrupe

foobitem je uraktno sledeéi: Neka je data polugrupa (G,.) i neka
do na G definisana n-operscija @ na sledeéi nadin

Lol SU 81y eeey 8y 9 elementi polugrupe G (neki od njih mogu biti
i ;razni simboli). Zadav3i na polugripi G neki sistem operacija
ovog, oblika dobijamo algebru (G, (2).

5o algebru (Q,42) kaZemo da je potopljena u polugrupu (G,.) ako
oitoji bar jedan monomorfizam algebre (Q,/2) u algebru (G,L2).

rroblem da li postoji takva pokrivajuéa polugrupa za proizvljinu
alpebru je potvrdno resen u najopStijem obliku u [25] i [78] a
lenda su 85y eeepy A9 prazni simboli u [EO] (elementaran dokaz po-
sicdnjeg stava mozZe se naéi u [§d]i[4d] .

iitunja u vezi sa potapanjem univerzalne algebre u polugrupu iz
odredjene klase su resavana u[78],[79] 1[25_.

Hoapomenimo da Je algebru moguée potopiti i u grupoide sa odredje-

niw zakonima [76] i [77].
wvde ¢emo izneti pojam kompatibilnosti dat u [5@].

1.5.1. Def. Za klasu algebri Z k«* ..o da je kompatibilna sa kla-
sow polugrupa ako svaka algebra A(J2) iz ove klase ima pokrivad
(i3,.) takav da je algebra S(42) iz iste klase.

Hapomenimo da algebru S(J2) dobijamo tako Sto stavljamo

(V‘wgﬂ) ('bel, "oy XUDGS)&DXl... }{I} = dw Xl...X

w n

U:29] je pokazano da klasa prstena, grupoida entropijskih (G(=),

je entropijski grupoid akko (¥ x,y,u,v G)(x x#y) x (uxv) =

= (x # u) ® (y = v)), idempotentnih grupoida ((G, %) je idempotentan
grupoid akko #$xe6G x % x = x), komutativnih grupoida, mreza i
ggrupa shvacenih kao algebri sa tri operacije (G, ., -1, e), nisu



kompatabilne sa klasom polugrupa. Pritom je klasa grupa (keo 8l-
gebra sa jednom operacijom) kompatabilna sa klasom polugrupa.

U L56130 prikazano da je klasa .l - asocijativa (vidi [56]) odnogano
slabih 2 - asocijativa kompatabilna sa klasom polugrupa.

1.5.2. Def. Za algebru A = (A,-2) kaZemo da je algebra sa krade-

e s S e e oot Q- D" — ot m—

njem operacija akko

i i
fl + go = f + __>f o=
i i
1 fo + gl = o * P >gl =

Za svako fy) e (2. i svako i € N tako da je

)
> fe
i ,
fy, + g/, definisano.

1.5.3. Primer. Neka je dat neprazan skup A i neka je 2 skup n+ih
kvazigrupnih operacija definisanih na skupu A. (A,42) je algohon
s kradenjem operacije (videti [lletr. 98) (podrazumevamo da po -

stoji ud2 bar jedna operacija duZine 2> 2.

1.5.4. Teorema. Algebra (A,d2) je algebra sa kracdenjem operaci,in

ot et Ce g . o g2 -~ o o T -

ako i samo ako postoji polugrupa S koja sadrzi skup

C= {?fl feSl} takav da je za svako xe€S i svako

) cf?;g(/ XCy o:c =;>(~ ';; 1 ci.x==c$x:;>cfzcg,
iopri tom je A&H i wa svzw.ko el vazi
f(Xl""’Xn):cfxl ses X (y’ )

Ne

Dolknzi<E= Ako je (Sf) polugrupa u kojoj je C = {CfulféJQ}gvuV“nn
ko,ji madovoljava uslov teoreme tada je algebra definisana od « o

polugrupe pomoéu (2), (8,42 ) algebra se kraéenjem operaci.i«

Jje 1 njena proizvoljna podlsgebra algebra sa kraenjem opcraci .

—=>: Neka Jje (A,f2) algebra sa kracenjem operacija i (%') Kon -
Rebanecova polugrupa u koju je ova potopljena tako da vazi (7)
Dokazimo da su elementi skupa C = {Cf l f@.ﬂ% kancelativni.



Neka Jje X,Cp = xocg, Xyr Cpo cge S.

Pretpostavimo prvo da je x € ‘A. Neka je Ly € C proizvoljni elem-
ent takav da jel?j>>l, tada zbog monotonije va%i da je

C\f xocf = CY xocg

i za proizvoljne
Xy ooy X, € A, (0= Y] +] £]- 2) vazi da je

c\]o xocfxl cesn xn = c\f; xochl cee xn odnosno

cy + Cp (xg) =cy +cg (xg) ili

2 2
cy + Cp = cCy + cg a odakle sledi

Cf = Cg

Ako Jje po pretpostavci X, = cy € C tada iz istih razloga kao pret-
hodno vazi

c\Pcfxo eve X, = CyC .;. n DPa je opet

\10 + T (xg) Y'+ g (xf)l) ili

1
Yvr =Y+ g odakle Je
f = g

Ukoliko Jje element x é S takav da ne pripada skupu A odnosno C
tada je on prema konstrkc:l,jl Kon-Rebaneove polugrupe S [34| iredu~
cibilan proizvod elemenata iz A i C pa se kombinovanjem dokaza iz
prethodna dva slucaja ponovo dokazuje da

(0]

X Cp = xocg—-=>cf = cg
Da bi smo kompletirali dokaz ovoga dela napomenimo da relacija
XoCp = X,C, De moZe biti ispunjena ako Je ]fl;! ] g| jer ako Je
na primer |f|<|g| tada je na primer u sludaju x, € A (a analogno
i u ostalim sludajevima).



Cgf Xocfxl s s s Xn = C\e Xochl s 80 Xn

Sto za n =Pf}+ Ef[ - 2 pokazuje da leva strana pripada skupu A
a desna ne pripada, S3to je nemoguce. Dokaz da iz CpXy = C,X =%>

g o
AEf = Cg je u potpunosti analogan pa ga ne treba ponavljati.

1.6. O nekim vrstama n-kvazigrupa i njihovim osobinama

—— W S-S V- - —————

jednkost

n n n ny _
(Xll, ‘le, Xal, = o & » s @ nl) -

n n
(xxfl, Xl2, «a e o o e = [} Xln) . . . (1)

Za svako X1y seeey X € Q naziva se medijalnom kvazigrupom.

Za medijalne kvazigrupe vazi Tejdova teorema:

e ——— S - Y o Yo T — - -

Tada na Q moZemo definisati Abelovu grupu Q(+) takvu da vaZi jed-
nakost:

(x?) = gii ‘Li X, +d . . . . . (2

gde su dLi (i =1, ..., n) uzajamnno komutativni automorfizmi te
grupe a, b odredjeni fiksirani elemenat skupa Q.

. Y - —-— . - —— e - W

kvazigrupom ako je u Q( ) ispunjena jednkost

2n-1 2n-1 2n-
((x?) xnr-:l ) = (Xl’ X2 xn?l } XE Xn&ll’ ety
x x22Ly o L L L L (3

n “n+l

za thfn—l € Qn—l

Napomenimo da jednakost (3) se zove jednakp3éu Mengera a zajedno
sa tom JjednakosScéu Cesto puta se posmatra i takozvana i-ta jedna-
kost Mengera:



1.6.4. Def. £;i]i-tom jednakoséu Mengera zovemo Jjednakost

i-1 n
(xl (yl) x1+l) (xl ylx1+1’ et

1 -1 i-1 n
1 Ji-1% +1’ Ii» xi islXi41r oo
i-lynxiizl> 4 & » & ® €& & & » & e s e » '3 (4‘)

Za i = 1 dobijamo jednakost (3)

1.6.5. Def. [11] Ka%emo da su u n-kvazigrupi ispunjeni uslovi

Di,.j (1=i= j=n), ako iz jednakosti

(xl ~ uJ 3+1) = ( T J 3+1)
sledi

37t wd v 8 = Gt gt
za svako s sees Vi1 yj+l’ evay ynezQ.

1.6.6. Lema. [li]Ako su u n-kvazigrupama Q( ) ispunjeni uslovi

Dy 3 tada postoje kvazigrupe Q(A) i Q(B) arnosti n=j+i i j-i+l
A4
takve da je

- .
(1) = & (™7 B (), x50p)

1l.6.7. Lema. [ll]Mengerova n-kvazigrupa Q( ) zadovoljava uslove
De,n‘

1.6.8. Teorema.[ll]Ako je Q( ) Mengerova n-kvazigrupa tada je

n n
(xl) =% 0C (xa)
gde je Q(o) grupa a Q(C) n-1 kvazigrupa.
1.6.9. Teorema. L11] Neka je u n-kvazigrupi Q( ) ispunjena i-ta

jednakost Mengera 2za svako i = 1, 2, ..., n, tada postaju komuta-
tivne grupe Q(.) stepena n-2 takvda da je

(xﬁ) = X1p Xpg eosy X,



Nap. nimo da se u pojedinim &lancima Mengerove kvazigrupe naziva-
ju i Dikerovim kvazigrupama (vidi [14]).

Sada ¢emo navesti nekoliko rezultata koje je dao J. USan (neke
zajedno sa saradnicima).

- T s WS G W Wt U e . M W W e

1.6.10. Teorema. £88. Ako su n-arne kvazigrupe Q(Ai) ie {l, 2,.
oue 2n} def N2n povezane opStim asocijativnim zakonom

A(hy (af7h, o), o271, W2201) o

J n+l °? aj+n
J-1 J+n-1 ’n-1
Azj_l(al Agj(aj ) e o - (3

Za svako JE€ {2, ...,11} tada Je

1° Svaka Q(Ai) i€ N, izotopna jednoj i samo jednoj n-grupi Q(A)
sa jedinicom.

2° Postoji binarna grupa Q(B) takva da je

n ——
A(al) - B<B(-'°(B(alsag) 335)-' ') san_l) san>
Za n = 2 ovu teoremu Je dokazao Belousov i zato je ova teorema
poznata pod imenom n-arni analogan teoreme Belousova o fetiri kva-
zigrupe.

8) [9£] je data karakterizacija izotopiJja kvazigrupd Q(Ai) u odnosu
na n-grupu Q(A) iz prethodne teoreme tj. dokazana je sledeéa

1.6.11 Teorema. Ako n-kvazigrupe Q(Ai) i N2n zadovoljavaju Jjed-

- ——— - T oy S — - -

nadine (5) onda vaZe sledeée jednakosti:

Azj_l(a?) = A(T&l)Tél)al, ceos
-1 (1 (3
T35 1)1 T2(321) 851> ngzl a

(J+1§ (n)
Tol5+13-1 Ta(s1) Bje1r coe

K nm) e ). . . . . . . (6)



=1 . .
, n (3) (3) (3)

2 2
RN IR R ON I
ngéi ngn) T T €2

Za svako je{}, 2y eeay n}

Ovi rezultati su omoguéili da se dobije ¢itav niz zanimljivih i
vaznih rezultata:

U [97]je dokazana sledeca:

1.6.12, Teorema. Ako kvazigrupe Q(4;) (arnosti n za i = 2j - 1

i arnosti m = n + d, d&eNU {o} za i = 2j), i N2n’ zadovoljavaju
sistem Jjednakosti

n+d 2n+d-1 - J=1 J+n+d-1
A (holay™) a1 ) = Agyoi(ay™™s Apy(ay )s
2n+d-1
aj*f'n'l-d ) . . - . . . . - . . . (8)

Za svako jEENn\{l} tada vaze sledeée jednakosti

, -1
hogea(e) = 5 a{Paflay, 2,0, Dy, L,

RIS (3)
70310 T3y Bp TSl 8y

j+1) n+d§
T2§3+1)n1 T2§j+1 TS RERLRE

§n+d> ) N C))

=1 n-1 .
n+d (3) (J)
ApsCap ™) = Tpsty B (Tpily ags

(n)
TEn—l T2

g+l 1) %n-lg El)
T2£3+1§~1 T2§j+1) 821 +e0r Totn-19-1T2(n"1) 2n-j°

(1) p (o273l (2) o (ned)
1 n=g+l 773 4 n-j+d+2° *°°?

(3) pln+d)
T2j"‘1 Tg'j an+d> . . . . [ . . * (lo)



Za svako jEN , gde je B binarna grupa (kao u 1.6.11.T) a D kva-
zigrupa arnosti d + 1 definisana sa

n—-1
D ( n+d) = A, (k , aﬁ+d) k - odredjeni element Q.
au Pﬁﬂ sledeca

1.6.15. Teorecma.

Ako kvazigrupe Q(Ai)(arnosti n za i parno 1 ar-
nosti n + 4 za i neparno) iegNg(n+d)zadovoljavaju sistem jednakos-
ti

2n+d-—l
Ay (ap(a]), aZ1%7) =

(a3+n—l)’ 2n+d-l) . . (ll)

AEJ l(al ’ AEJ 85+n

Za svako 36{2,..., n+d} tada vaZze Jjednakosti

Agj(al) -1, (3) A (T2<3) ?éé) 8ys cees

1 2
2§n) S ) 4~ J+1? Té ) T&n)an ~j+a2r ***?

e N ¢ £

(% = T (2{He{Pay, ...,

m (n*d) (l> (J)
Tai-1)21 To(s=1) 35-10 To3si 25

Aoy

(J+1) (n)
Tocivyar o) 25410

d
E(gﬁg)zl ngﬁid) U B

. (12)
Za gsvako a'é:{l, 2y eeey n+d} gde Je

A =B (ad)

T ( n+d) n+d—l( §+d)

a Q(B) Jje binarna grupa.



n~-t
Translacije Tgt) su definisane sa Tgt)x = A, ).

t-1
i X

(k, x, t

n-arni analogan Belousovljeve teoreme omoguéio Jje stvaranje teorije o
asocijativnim sistemima n-arnih kvazigrupal94] analognu Belousov=-
1jevoj{;2] kao i dokaz n-arnog analogne Sauflerove teoreme{éB].

kvazigrupnih operacija definisanih na Q. Sistem 7. nazivamo slabo
1 asocijativnim u celom, kratko iA - sistemom, ako za svako Am+l’
AmeaZ , sde je m fiksiran broj oblika m = 2i - 1, i€ [l, 2y aee, n},
& At+1éJZ, za svako t & {25 -ZL]S £ i, sé{l, 2,

ey 1{8 da va%i Jjednakost (5).

postoje takvi A

ziprupaih operacija definisanih na Q. Sistem nazivamo i-asocija-
tivnim u celom (iA - sistemu) ako za svako Am,,Am+lé;JZ , gde je m
fiksirani broj oblika m = 2i-1, iéfl, 2y ey n} s postoje takve
At’ AtFle,zfda za‘svako te {25—1 { s £1i, s€ {1, 2y esey n}} da
vari jednakost (&).

1.6.16. Def. [94] Neka jeJc ), gde je 2 skup svih n-arnih kvazi-

grupa definiseanih na Q. 7 nazivamo A-sistemom ako Jje on iA-sistenm
za svako 1€ {]4 2y eeey n} .

kvazigrupa. Tada na Q moZemo definisati grupu B takvu, da svaka
operacija Aééi ima oblik:
n-1 . .
ny _ % i-1 _i-1 n n
AGD) =B (AT T, g, R X))
gde su &’i - automorfizam grupe B a dat,i;e Nn\{i} odredjene per-
nmutacije skupa Q.

st L i “vipluatpumnyimanghy

me mozemo dobiti kao kompoziciju odredjenih tramnslacija kvazigru-
pa iz sistema 7 prema teoremi 1l.6.11.

o e omt s Kt e s e o e e

zigrupa. Tada na skupu Q moZemo definisati grupu B takvu da svaka
operacija CEZ ima oblik:



n n-1
C(x;) = B (B (@lxl, (I)2x2, cens (I)nxn), k)
gde su (pi automorfizni grupe B, a k odredjeni elemenat iz Q.
Napomenimo da prethodnu teoremu moZemo oditati i kao teoremu Hosu -
Gluskina (1.%.3.) kada je 7 = {A} tj. 7 Jje Jjednoelementni skup
od jedne n-grupe.
Xao primer 1A ~ sistema moZe nam posluziti skup

-1
Sp={A]4 GD) =B (B (Ppxys weer T ox ), 00,

nxn
keq, Y.eky oo oL L L L L a3

pde Je B grupa na Q a %EB - skup automorfizma grupe B.

MoZe se videti da je:ZB iA-sistem i za svako drugo i = 2, ..., n,
tj. da Jje A ~ sisten.

1.6.19. Teorema. [94] iA - sistem 2 iz (13) je maksimalan .
ne woze se ukljuciti u siri iA - sistem.

1.7. 0O algcbrama smeStaja

Odnosi medju finitarnim operacijama koJi su izudeni u [éi] mogu
biti dati i preko odredjenih apstraktnih karakteristika kako je
to udingjeno u [31], [35], i[13].

Ovde ée biti izlo¥ene definisije i rezultati dati u |31].

Neka je{}\n.l n=20,1, 2, ...,} disjunktna familija skupova i
neka Jje

do
AU,
i
Ako fe& A.n’ tada Cemo pisati lf( = n. Osim toga, neka je £+, 1=
1, 2, ...} familija binarnih parcijalno definisanih operacija u
/\ sa sledeéim osobinama:



dah = f * g je jednoznadno definisan elemenat iz A (za i > T,
f % g nema smisla).

1.7.1. Ako f, ge/\ i i je prirodan broj takav da je i< | f|, ta-
i

i
Pri tome |£ +g| = F lgl -1

1.7.2. Ako £, g, h€A i ako i< |£], < |g|tada

i i i .
f+ (g+h)=(f+ g>1¢g—1 h

i

1.7:3. Ako f, g, heA,|n] p, §<i< | £], tada
i+p-1

h=(f+h) + g

i
(f+ g

+ <

i
Ako je sve to ispunjeno kaZemo da je N (+, i =1, 2, ...) algebra

smietaja.
Kao primer algebre smestaja imamo neprazni skup A zajedno sa svin
n—-arnim operacijama u A pri Cemu je~ﬁlo(A) = A af .i‘g Jje super-

pozicija operacija.

70 algebru smestaja koja je podalgebra algebre iz prethodnih pri-
nera kazemo da je konkretna.

Nopomenimo da su pojmovi homomorfizma, kongruencije, faktoralgeb-
re, podalgebre definisani na uobicajeni nacin.

Za algebre smeStaja u LBO] je dokazana sledeca:

L.7.4. Teorema. Svaka algebra smeStaja Jje konkretna.

e S e o e ——— . —



2. TOPOLOSKE n - GRUPE

2.1. Uvod

Zadnjih godina je, nekoliko autora (vidi npr. ¢, [34]), izulava-
juéi topoloske n-grupe, do$lo do niza osobina slicnih onima koje
poscduju topoloske grupe. Ovde ¢e biti razmotren odnos topolosikih

~rapa u odnosu na topoloske grupe sa ciljem da se pokaZe da jJe
taj odnos slican odnosu n-grupa u odnosu na grupe. Specijalno
ovde ée biti prikazan rezultat G. Cupone [}4]0 potapanju topolog-
ke n-grupe u topolosku grupu (njen pokrivad, (vidi 1.5), je topo-
lofka grupa) i bile pokazan topoloski analogan Hosu - Gluskinove
seoreme (vid. 1.3.).

2.2. Osnovne definicije

——— —— . o oty o R W 0 B b

naziva se topoloska n-grupa, ako vazi

. . n .
1/ vreslikavanje g; : Q@ —Q : (xl, ceey Xn)“"xl’ cesy X, Je
neprekidno po svim promenljivima istovremeno

2/ Preslikavanje g, : Q—=— Q : ¥——X Je neprekidno.

Mije tedko videti da se pojam topoloske n-grupe za slucaj n = 2
poklapa sa pojmom topoloske grupe [?5],[5{].

2.2.2. Def.[ﬁ@] Topoloski prostor Q, koji je takodje i kvazigrupa
naziva se topoloskom kvazigrupom ako su kvazigrupne operacije i
njoj inverzne operacije neprekidne po obema promenljivima.

Hapomenimo da je topoloska kvazigrupa koja Je grupa topoloska gru-

pa.

2.3, Potapanje topolofke n-grupe u topoloSku grupu

Poznato Jje, (t. l.%.1.), da proizvoljna n-grupa moze biti potoplje-

na u grupu, tj., da svaka n-grupa ima slobodni pokrivacé, pa takodje



i proizvoljna topoloska n-grupa ima slobodni pokrivad. S tim u
vezl Jje prirodno postavlijeno pitenje, da 1li je taj pokrival u ne-
koJ topologiji topoloska grupa, ali takva, da indukovana topolo-
sija na skupu Q bude data topologija topoloske n-grupe. Odgovor
ns ovo pitanje dao Jje G. Cupona u BM] sledeéom teoremom:

2.%.1. Teorema. Neka Je Q topoloska n-grupa, a G slobodan pokriva
n-;rupe Q. Neka Je Tb kolekeija podskupova grupe G definisane ne
sledeéi nacin:

A

= {Al oo A | 15 kE D=1, Ay, ..., A U

otvoreni skupovi u g}
Lada je:

1/ Poasa topologije 7 na G,

n~/ Dostojeéa topologija na § Jje indukovana topologijom na Q, q
je obtvoren 1 zatvoren podskup od G,

5/ G je Ltopoloska grupa,

4/ hko je Q kompaktna (Hauzdorfova) n-grupa onda je G kompaktna
(Hauzdorfova) grupa.

ored ovih osobina koje se prenose iz prostora @ na prostor slo-
bodnof; pokrivada postoje i druge osobine koje se takodje prenose,
ovde Cemo dati neke od njih:

D.5h.2. Stav. Ako je § normalan topoloski prostor onda je i G nor-

malan topoloski prostor.

Dokaz. Neka je F zatvoren podskup prostora G i neka je F& Q.
Newa je O(I') proizvoljma okolina zatvorenog skupa I'. Pri tom ncln
| 2} T“ = n ¥ LN ] 1“ 7 3 e @ @ ’ i S 7\ i
JLAL £ Ll& . lkd, gde su Ehi , , de’ zatvoreni skupovi
u Q (jer iz prethodne teoreme proizilazi da Jje baza zatvorenih
sikupova sastavljena od elemenata oblika Fl .o Fk)’ a 0 = %iolﬁ

N 3 41 C
ceaen Okb tako da Jje F <« O.

Pokazimo da Jje u tom sludaju E = g} c L} Ol&' = Oi' Pretposto-
vimo da to nije tj. neka postogl ae‘q F. i takva da a#‘J()i odno-
sno tada Je za proizvoljne a.€ F. J A i 14-3-k s (al, oo
as_q Biqs oo ak)é F‘lo(, cons de’ a séO(ﬂ) sto je supro
pretpostavei

a



da je ' & o(¥).

Kako Je Q po pretpostavei norinalan pa po maloj Urisonovo, lewmi
. . T » vy . 7 Ty R - . s
postoji otvoren skup O (ri) ) ¥, takav da Je

F. — 0. < O.
< 0. ¢

i i
oiekle je F g 0] ... 00 < 0] ....0 =
0] +... 0} = 0] .... 0,
odnosno aledi da je prostor malan prostor pa Jje 1 proslor

G norsialan.

C.h.5. bbave Ako je prostor G |, :spuno nepovezan onda Jje 1 prostor

G polpuno nepovezan.

boikuz. Neka Jje H = H:1 oo Hk proizvoljan bar dvocélan podskup od

mmmmmm
e

¢ « Iz ove pretpostavke sledi da Jje za bar Jjedno i His; Q bar dvo-
clan skup. Po prebpostavel @ je potpuno nepovezan prostor pa po-
stoJje obvoreni skupovi Ui,'Vig;CQtakvi da Jje

(B, N VDU, N V) = H td.
LN (U, U v, = EH,
i (B, N )N NV v) = ¢ 6.

Hiﬂ (Uif\ vi) = ¢

-UznacCimo pri tom sa
U=1U, ... 0,

V=V ....V

Utvorene skupove u prostoru Qk takve da je

Ujggfﬂr ngglﬂj za proizvoljno j # i «

Ui i Vi su otvoreni skupovi sa gornjom pretpostavkom. Tada je



(HNWUHENYV) =T i HN@UNV) = ¢
Jer je UNV = ¢ po konsvrukeiji. Dakle prostor Qk Jje pobpuno ne-
povezan za proizvoljno 1& k&n-1 pa je i1 G potpuno nepovezan.

s e o e~ —— . Y 2o g

= 0) onda Jje dim G = O.

2.2.5. Stav. Ako je dim § = O onda je dim G = O.

. \ <. s n2 ; ) . . L
Vuioaz. Dokaziwmo da je dinm @ = 0. Neka je W proizvoljni pokrivac

f‘) .
prostora Q7. Neka je w krivad pokrivada W sastavljen od
bazniin elemenata.

[
VAN

pri tom {L&}&_je poxrivad proscora @ a takodje i {U&hb. Pri prei-

posbavel da je dim @ = O prestaji konadni podpokrivad L= {Gl, .

i
ey US} ¢ija je kratnost 1 (svaka talka pripada tadno Jednon
Slonn pokrivads) i V= {Vl’ .oey Vi} krotnosti 1. Pri tome jo
'
W= v, 1&£i&g, 143541 xonadan podpokri-
vac powrivada [Q& WJ&& takav da Je njegova kratnost 1.
snista za proizvoljno ab € (7 nexa su Ui e U i Vjé V taitvi da

= Uj 1 b E Vi a odavde ab&e U.V., 1 ni u Jjednom vise.
A g

L \ C 2 .
Vaavde sledi dim € = O.

é=ké=n-—l a odavde sloedl

: . . . . — n-1 .y S =
¢o je dim G = 0 Jer Je G = QU ... W pri Cemu SU Q, ee., 4

Luwlogno se pokazuje ca Jje dim Qk =0 %
satvoreni nuladimenzionalni podskupovi prostora G.

.7.5. Posledica. Ind Q=0=>Ind G = O.
Gieduje iz ¢injenice da Jje dim X = 0<&=>Ind X = O za proizvol j:.
nrostor X.

2.2.6. Stav. Ako Jje ind Q = O onda je ind G = O.

'

. c e . . . k . . s
boknz, Neka je ind @ = O i neka je p € Q proizvoljna Lacdks iz G.

towa Je 0(g

p
Vo O.i = @

proizvoljna okolina tadke p. Ako O(p) > QY tada sta-
i imamo da Jje ind r (Ol) = ind v (QF) = ind ¥ = - 1,



oguisle je ind T G = 0. Axo 0(p) P Q° tada postoji okolime V,(p)
1 i
S Qf takva da je V(p) = 0(p) F\Qk. Pri tom je

Vip) =&EA VLL VE& ceeee Voo
PTalke p€V(p) pa pri tom postoji&O@Atakvo da je
oy ¥
neka je ay & Vld’o s ey ak:€ Vk o o takvo da Jje
P = ay eee.. ay
Iz pretpostavke da je ind Q = O sledl da postoje

v,* (a)), -.., V(8 ) takvi da je

ind T (le) = =1, veu, ind T (ka) = - 1

GUTIO B0 T (Vlﬁ) =@, eee, T (ka) =

0d1105N0 ;EE\VIK = @, eee, ;EE \ ka =

vunikle je ;;% = le, . ;;; = VkBE

ogavde je le ces Vk}E = ;1% e ;;% = le VZX e Vhﬁ
i r (V,* ... V) = ¢ ild dnd r (VL) -
odakle Je ind pG = 0

Koko ovo vazi za svako p G sledi da Je

ind G = 0O

dao sllicean nacin se moZe dokazatil Jod nekoliko slidénih stavova o
osobinama koje se prenose sa prostora  topolosSke n-arne grupe i
prostor slobodnog pokrivada grupe G, kao na primer razne vrsie
wowpakbnosti itd.



“ e onoloSki analorsan Josu - Gluskinove teoreme

’

Jre dokaza osnovnop rezualtata prikazalemo sledece dve leme:

poloéka svazigrupsa (G(o),T) takva da je (Xl’ ceey X ) W (x 0

cee ) gpde Je ¥ homeomorfizam topoloskog pfostora (G, ) i
¢

X 0 aee O X = (...((xloxg)oxa)o - xn).

dozuz. Tmajuél u vida algebarsiki analogon ove leme ([’i].J abr. H05)

\ v . . . .\ .

Govolgno Je dokozabi dua je Y homeomorlizim topoloSkog prosiors
o . n—.i., -

G. Kuko Je Vi) = (Patx) = ¥y to sa obzirom na neprekidnost ope-—
racide () postoje d (a), «o., U 1\Q) D (x) Gakvi da jJe (U], .

cey U ST 2a pr01zvoldno 15 (y) Odavde ue\f(U )< U, 35, \f-n*n
Je noprekidna‘f je takodje neprekidno Jer % —L(x) (T, A,

A4, x). Da je kvazigrupa G(o) topolodka sledi iz sledeée reprerncin-

LaCh e
ni—-1 -1
o (X’.V) = (a ’ \f va)

; -1
O 1 (Xsy> = (\{) Xka) lX’ ay :Y)

n- 5

’ \ L -
-1, (eyy) = P(a X, y ¥ )

2.4 bewu.  Ako su A, B, C, D Cetiri topoloske kvazigrupe oo -

nin Gosa Ltopolopijom 7" na Koje vaui
A(B(x,v), z) = C{x, D{y,2z)) za svako x,y,n & (.

UnGa nsu one izobopne Jednoj grupi koja Je topoloska sa bLopolopii-

O f/l odprovarsjuée ivotopije su howmeomoriizmi.

dero. leagjuél u ovidu da su translacije topolodke kvahiprnwn Brome-

oo Lzml prostora 1 da Jje x .y = Al (d Jx L -1 L7‘ v) | abi-
5
o Gaje Ay topoloSka kvazigrupa sledi ua Jje i G( ) uopoluﬁkn

avasiprupa koja je ujedno i grupa.

4 - . v - P o
7 4.5, Ycoremuz. Neka je (G(~),q¢ ) topolodka n-prupa. Postoji Lo-

. e o s e

~

poloftika grupa (G(.), T9) i automorfizam © topolofke grupe (H(.),O’)



tuxo da vazi

n 2 ~n—2 -1
i = Q @ Y ess & 2 Q

%) = 10 %507 x4 X1 X ¢
Gde Je ¢ odredjeni element iz G.

- o s o, o

N . . . 1 [N
Lolkan. Po lemi 2.4.1. imamo da Je (x}) = kf(::lo .o oxﬂ) pri. Semu
{ s ) . . - . "
e (G(o), J ) topolofiku xvazigrupa i Y hondhorfizam rostori. U

a-preupi vari (1, 2) - asocijativnost, pa imamo da je
V%xlo .o oan) 0%, .1 =

o
0 fb(xz‘ 0%y, 1)

nako Je Ax = xob (b je prc 51jni fiksirani element iz G) howco-
soriizam topoloSke kvazigrupe G(o) imamo da je

Kfﬁan-l (2, 0 %) 0%, =

*1 b ’\nﬁzxz ° Xy,7)

OUnouno Gobijamo Setiri topolodke kvaziprupe
A, ) =92 %t xo0y
B(x,y) =x0Yy
C(X.,y)=x0\fy
D (x, y) = APug xXoy

Z0ge zadovoljavaju uslove leue 2.4.2. tj. one su ivotopue topolo-

Skod prupi G(.) a odgovarajuée izotopije su homeomoriizmi
oy:O(/;C,/by

radolje makijucujemo da su homeomorfizmi NC, ﬁ’i W kvaziauwtomoriti--
~wi topolodike grupe G(.), tj. postoje automorfizmi topolosie -

e CK-L, trnkvi da Je



LA <
(J’;l) = Ole-l- LU DLandn

dobljumo odavde

. - . -1 -1 ,
(a.l 62 s e Cin_.l d’nkﬂ'}n—‘l " al )(&1 .. r]“.)

U T,
[SIVRYIe R TRt

pil Comu su %}i automoriizmi topoloske grupe G(.) i ¢ odredjeni

. I . T . (R
aloment iz G. Zdakljucak da Je qql =§£ i va = 7’5 Je st dno
iou ddagebarskon slucaju [ll].

214.&;”§§QQQQQQ; Na ognovu ove bteorene modeno makljudihi di v
nulbnel kojl vare ma topoloiske grupe (koji se odnose na copoloiiin
sbrvukturu) vaZe i za vopologke n~grupe. Ha primer ak dome aopaiie-
clje su kod topoloSkih n-grupa ekvivolentne isto kao 1 kod to,pn-

LONULLL poupa.



3, TOPOLOSKE n-POLUGRUPE
3.1, Uvod

Ako je datu topoloSku n-polugrupu Q( ) moguée prikazati proeko
polugrupe (.) tj. ako je

n
(Xl) = Xl . X2 see xn

tada Je Jasno da Jje i data polugrupa topoloska u istoj topologiji.
Medjutim poznato je da postoje n-polugrupe koje ne mogu da se
prika?u na gornji nacin, 8li Jje svaku moguée prekriti slobodnim
pokrivaden (vid. 1.4).

Ovde je razmatran vrlo prirodan problem koji je postavljao G. (u-
pona [54}~ da 1i se moze konstruisati topologija na nekom slo-
bodnom pokrivacu topolosSke n-polugrupe tako da pokrivajudéa polu-
prupa bude topologka i da indukovana topologija na prostoru n-po-
lugrupe bude data topologija?

Ovde Je dato delimicéno reSenje problema tj. ukazano je na odredje-
ne klase tovolodkih n-semigrupa ¢iji odredjeni pokrivad (pre svih
maksimalni) poseduje odredjenu osobinu.

5+2e Topologija pokrivada topolodke n-polugrupe

3.2.1, Jef, lﬁ&} Topoloski prostor Q koji je ujedno i n-polugrupa
naziva ge topoloskom n-polugrupom ako je preslikavanje

n
g:G—-—-—-—G:(Xl se J{n)-——m—xl so s 3&1
neprekidno po svakoj promenljivoj.

3:2:2. Stav. Neka je Q topoloSka n-palugrupa sa tppolog&jom i
Q" univerzalni pokrivad od Q. Sistem poadskupova od Q (l‘*ké=n~1)

definigsan na sledeéi nadin

r

%k :{Al s AkIAlx “e XAk L

£31 (A oo A, ACT}



(gde JQ fk : Qx LI ) XQ_“"Qk tjo,
k
.fk (Xl, ooy Xk) = xl LN xk)

je baza topologijez;k na Qk.

Dokaz. Pretpostavlijamo da je A; ... A, NB; ... B £ @ i da su

Al oo Ak’ B1 ees B é;ﬂbk. Prima definieciji pr01zvoda Ay oee Ak
na osnovu osobina funkecije f imamo da je

-1
f (Al se e Akn Bl se Bk) -
-1 -1
f (Al L 2X 3 ] Ak)nf (Bl 'X X ] Bk) -

Ax.OOXAknBlXQO.xB

1 k ~

(Alr\Bl) X ooo x (A, NB)

pa ako (xl, coey xk)es (Alr\Bl) X eee X (Akf\Bk)
i Xy eoe X = F7 oo Vi

sledi da i (Fqs eeer T) € (440 B)) x eoe x (A NB))
t3. (Alf\Bl) X ees X (Akf\Bk) =

g1 ((A{NB)) «vv (4, NBY))

Sa c1naenlcom da Q e’b kompletiramo dokaz da je jb Kk baza topolo-
Fgije ?; na Q .

2.2.4, Stav, Ako Jje data topologija na Q kompaktna onda je Dekartor
proizvod {x ... x¥Q, kompaktan prostor i Q je kompaktan prostor
zato 8to Je presllkavanje fk neprekidno,

3.2+.5, Pogledica, Familija {5 r} lJ...LJrB Jo baga tOpologlje

??\na Q i sko je datag topologija na Q kompaktna onda Je i Q
kompaktan prostor.




3,2,6., Primeri. Neka je Q = {1, 2, 3,} i

1 ako je (xl,xa,xB) ¥ (2,2,2), (3,3,3)
Exlxgxilc 2 ako je (xl,xg,xa) = (2,2,2)
5 ako je (xlyx29x3) - (53393)

onda je Q[ ] ternarna polugrupa.
Univerzalni pokrivad ternarne polugrupe Q Jje QAn {l, 2, 3, p, 4,

r} sa polugrupnom operacijom definisanom sledeéom Kelijevom ta-
blicom.

s
!

- g gy
R AV I o o R~ B v
W e H "Dy
Lol - B o B o A
H X O W H -

LB =R e BN o AV

Ako je T]_ - {{1’ 2, 3} ’{3} ﬂ} i
TQ = {{1$ 2, 3_} ’{19 2}9{_5} ’ ﬁ}
tada su (Q,{ri) i (Q, Té) topoloske ternarne polugrupe.

Pri tom

) - Q{123 (a3} 4 @ @ L [50r) (3]
{2} , ¢} |

i B - {Q’,‘ (1s2,00a,7}5{1,2,3,2] 4 {2,p50,7 ]
Pl (2 () o0 9]

su_topologije universalnog pokrivada definisane od topologige | 4

112.

. . A A ’ o~
Pri tom (Q", @rl) Je topolodka polugrupa a (Q", 6‘;) nije topolo-
Ska polugrupa.



Napomenimo uz to da kolekcija'Q7= [Ble! B, i B2 su otv. u Gv}
nije ni baza topologije te da se ovde ne moZe pristupiti na
isti nadin kao pri topologim¥ifpokrivada topoloskih n-grupa.

Sledeéi stav ¢e dati dovoljne uslove pri kojima je univerzalni
pokrivaé topoloske n-grupe sa topologijom definisanom, visSe, topo-
loska polugrupa.

3427+ Stav, (QA ,Q;A) Jje topoloska polugrupa ako je ispunjen us-
lov:

Za svako alﬂaﬁ"’ 8 € Q i Ajy oeey Akeypfakvo da & A;, postoje
Ajy oo Alc] teko da Je @a;€ Al i Al,eees AL S Ay seo A i

A
Ai see Al’celjb za gvako k = 2, see D=1, (x)

Pre dokaza ovog stava dokaZimo sledeéu lemu.

. A
3,2.8. Lema. Ako je Al see Akégb tada

Ar P Armésﬁb za svako 1= rz-=r+s-[==k.

i Xp ¢ Xpyg = Ip 0 i i

Al coe Ake M tada za proizvoljno

aie Ai ie {1, seey r"l’ I‘+8+l, seey k}

al oy ar__l xl‘ XY xr+sar+s+1 ves ak -

P-4 _r+s_k
81 Jp ®pi54l

a prema definiciji baze topologije

r-l _r+8 _k
(al s yr . a]’.‘+8+l> & Alx so e IAk tJe

(yr, ceny yr+s) [} Arx e XAI"*'S
Dokaz stava 3.2.7. Neka su s = 8y see 85, t = bl vee bd (i, j&

n-1; ay , gpetq) dva elementa iz Q™ i neka je g = s.t. Neka je
AI -
0633) i neka g€ C. Ako je C = Gl ces (}k (kénn-l) tada postoje




01, seey Ckthak\fi d.a. je C/Le Cx 1 ig-cl L2 Ck tjl
al se s aibl X bj = cl s Gk

Ako je i + j&n-1 tada je i + j = k i prema 2.7, C® = Cy eve Oy
i C" = Cipq »oe Ck su okoline od 8 1 t takve da je C'C" = C,

Ako je i + j>n-1 tada stavivii a = ay +e» a3b) 400 b 4 dobijamo
da Jje

odbn_i+l L bj -Cl s Ck (k-i""j"n"‘l)

Zbog neprekidnosti n-semigrupne operacije i pretpostavke stava
imamo da Jje

Cl(a) Ca(bn_i+l) ese C (bd) 2
[ 6yCay) wer Olay) (o) wee OyCoy ) |
Gy (by_5,) +-+ Cylby) =
((G1(8)) oer C1(80)(C1(b1) ue C(B)) 2
(V(al) XX V(ai))(VCbl) XX V(bj)) SdQ su
‘ ' %A
Vl(al) fo‘o v(ai)’ VCbl) cee V(bj)& | ’

3.,2.9., Stav., Ako Ha&zdorfova n~-polugrupa gadovoljava uslov ()
tada Je t0pologijaqg univerzalnog pokrivala Hauzdorfova.

Dokaz. Pretpostavimo da je Q Hauzdorfov prostor i neka su s =
8y vee 8y it = bl voe bd dva razlidita elementa iz Q”‘.

Ago je i £ J tada su Qi i Qd okoline od g i t i pritom je Qir\
Q) = 4.

Ako je i1 = j, tada imamo da Jje



al ‘o0 ai‘ bl oo bi pa jei

(85 evs 85) £ (Byy eeny D))

Zato 8to je prostor Hauzdorfov postoje
Al(al), s 00y Ai(ai), B].(bl)’ ®0 0y Bi(bi)éT/

tako da je AiX oo xAif\le voo XB; = @ a odavde sledi da je
Al [ X N ] Aif\Bl 'YX Bi = ¢

Prema uslovu (x) postoje

AJCay)y wevy Al (ay)y BI(B)y ey B;L(bi)eT’
tako da Je A]’- e e e AJ?, Q.Al o e e Ai i B]’- [ 3 N BigBl [ N ] Bi
i pri tome A} «.. A, B ... B{eﬁ)/‘.

3.,2,10. Primedbe.

1. Cinjenicy da je pokrivad Q maksimalni pokrivad nismo koristili

u dokazima pa svi rezultati vaZe za proizvalJjne pokrivade topolos-

ke n-polugrupe kod kojih je za svaka i, J, |
1Libiln1 Qhngd - p

2. Kao neposredna posledica ovih rezultata Jje topoloski analogen

Postove teoreme pa su ovi rezultati direktna poopstenja jiste.

3, Ovaj nadin topologiziranja nije jedini (da topologija ispunjava
iste uslove kao kod topaloskog analogona Ppstqve teoreme za topo=
loske n-grupe), jer topolpgija

@”{:QA. QE'Q, {1’2’2onQ]’{1'2‘3'r}’{1,3pP'Q}v
{ 1,2,r},{},2,p,q,r},{3,p,q,$},{?.p’9}
{3,§],[p,q},{r},{l,a],{B}, ﬂ} .
ispunjava uslove topoloskog analogona fostove teoreme prema topo-

logiji 742 u nafSem primeru. Zato bi trebalo istrazivati i druge
nadine topologizacije pokyivala topoleske n-pqlugrupe.



4, O TOPOLOSKIM n-KVAZIGRUPAMA

4,1, Uvod

Izuavanjem binarnih topoloskih kvazigrupa bavili su se A.I. Malj=-
cev[?O], G.F. Lojbel[68], K.Hofman [SIK§5]i drugi, i pronasli

su da niz vaZnih osobina topoloskih grupa se prenosi na topolo&-
ke kvazigrupe a izmedju ostalih i da Je proizvoljna topologka
kvazigrupa regularan prostor. Medjutim, pitanje potpune regular-
nosti topoloskih kvazigrupa je ostalo nereSeno.

DelimicCan odgovor na ovo pitanje dao je N.M. Suvorov[B&]sledeéom
teoremom.

4.1.1. Teorema. Prostor topoloske grupe Jje patpuno regularan
ako Je ispunjen sledeci uslov:

Za svake tri okoline Jjedinice U‘V,W skupa Q pastojl okolina Jedi-
nice W' takva da Jje

V(W) 2 (U)W,

Nije tesko videti da se slidapn stav moZe iskazati i za topoloske
n-kvazigrupe a pojmu potpune yegularnosti topnloékih n~kvazigrupa
ovde prilazimo na drugi nadini

Ukazactemo na neke klase topolpskih n-kvazigpupa koje su homeomorf-
ne prostorima tépoloSkih grupa. Jasna Je da éa takve topolodke
n-kvazigrupe biti potpuno regularne. Ujedpo maZemo postaviti ovde
i slede®i problem: ‘ |

4,1.2. Problem. Da 1li na prostorw projevoljna tapaloske n-kvazi~
grupe postoji grupa koja je u istoj topelegiji topaloska?

U slucdaju negativnog odgovora na ovo pitanje mogao bi se posta-
viti problem odredjivanja svih takvih n~kvagzigrupa,



4,2, Osnovne definicije i stavovi

4.2,1. Def, TopoloSki prostor Q, koji je takodje i n-arna kvazi-
grupa zove se polutopoloskom n-kvazigrupom, ako je kvazigrupna
operacija neprekidna po svim promenljivima i ako su leve i desne
translacije homeomorfizmi prostora.

4.,2.2. Def. TopoloSki prostor Q, koji je takodje i n-kvazigrupa
zove se topoloskom kvazigrupom ako je on polutopolosSka n-kvazi-
grupa i ako su sve inverzne operacije neprekidne po svim promen-
l17ivima. | |

Na osnovu definicije neposredno sledi

4,2.3 Lema. Retrakt topoloSke (polutopoloske) n-kvazigrupe je

topoloska (polutopolodka) kvazigrupa.

Vazt 1 slededa

4,2,4, Lema, Superpozicija polutopoloske n-kvazigrupe (Q(A)), i

polutopologike m-kvazigrupe (Q(B),qd) Je polutopologka kvazigrupa
arnosti m+n=1l.

Dokaz. Neprekidnost kvazigrupne operacije Q(C) je ogledna po

definiciji a da Jje proizvoljna translacija homeomorfizam prostora
sledi iz sledecCe relacije:

p (3) x = 0 (ad™h, x, a“_‘;‘“n"a ) =
Oam+n—2
1l

i .
A+ B (ag-l, X , a§+n-2 ) =



// A (ai-l, B (ag“l, X, a@+n~2)’ am+?"2) .

J m+i-1
m (J) P (j"‘i) x, (1L Lm+1-—l)
i-1 a It -2 m+i-1
Aay " ap,3.y  Bay
A (aj?_-ls X,y 33-11 B (aglhl-*l) aﬁ:?:i )
r (3) X, (i& j&i-1)
== i-1 m+n=—2
Aal k ®mei
A ( al l, B (a m+1 l) m+1 . x, a?+n-2) -
T J X, (m+i-1& & men-1)
i-1 J-1 _m+n-2
Aal k iy aj

ik = B (al"371)),

2.5. Lema. Superpozicija topoloske n-kvazigrupe (Q(A),qv) i
topoloske m-kvazigrupe (Q(B),T) je topolofka m+n-4 kvazigrupa
), H.

e s i e 2o

slede ih relaclaa
Tsg ( xxiwn-l) -x, >
= TR lnetl) L xS
> B B -

odnosno rA(x B(:s:'j -1 m+n'x?:i~l) xﬁ:ﬁ l) (1‘-3£~m+i—1)

+n—1) (léj[_: i=1)

X: =] A(xl ’xm+n’xj+l’B<xm+i~1)xh+1

LG5 BGE gl 1T (eibglmen-)



odnosno Xy = A+ J-i+l g i& 536 mei-1
. 1
Wiy 5 B 1€ 554
. i
J-m+l, U p m+ifs j& men-1

4,2,6. Lema. Topoloska n~kvazigrupa koja je n-grupa Jje topoloska
n—-grupa.

Dokaz. Potrebno je dokazati neprekidnost operacije X —=—X .

Kako je A (Xe 3590 Xy X) = X dimamo da je
- L
an (Xy veey X) = x,a iz nepr. oper. Np sledi
oy ()t}n (It)n PR
U(X) = UC "PA(x 00 eyX) =2 TA(V(X) yooe, V(X)) = V(x)

e + o (\/ »
4,2,7. Lema. Ako je topoloSka n-kvazigrupa (Q(A), 1 izotopna
n-kvazigrupi 4(B) a izotopije su homeomorfizmi prostora onda je i
(Q(B),qj) topoloska n-kvazigrupa.

Dokaz. Neka:mz{&a}n+l izotopije topolodke n-kvazigrupe (Q(A),QJ)
TTTTT i=1

u kvazigrupy Q(B) homeomorfizmi prostora (Q.qJ). Neka Je U okolina
od B(x]) tada je

v (36 = wbyaa (b1 mf] ) 2
S daa? @ {4 D odpar [l P ) 1) =
daer & AT 0] =B oD
(\l
pa je operacija B neprekidna. Neprekidnost operacije kiB se doka-

zuje Cinjenicom da su 1B jzotopne sa& iy koje pu neprekidne, a
izotopije {_ol,i"l OLn +1 2 +1 d’i} su homeomorfizmi prostora.



4,3, Asocijativni sistem topoloskih n-kvazigrupa

Pre definicije asocijativnih sistema dokazaéemo sledeéu teoremu.

4,%,1. Teorema. Ako polutopoloSke kvazigrupe Q(Ai), i€ N, , od
kojih je bar jedna topoloska zadovoljavaju ops8ti asocijativni
zakon ((5) str. 16) onda :

1. n-grupa Q(A) izotopna n-kvazigrupama Q(Ai) je topologka
' n-1
2. Grupa Q(B) takva da je A(xg) = B (x?) je topoloska

3. Sve kvazigrupe su topoloske

Dokaz. 1. Neka je topoloska kvazigrupa Ai i neka Jje i=2j~1

tada iz ((6) str. 16) nalazimo da je

-1 -1
A(ail) = Agj—l(Tgl) T&l) al, ey

-1 -1
SO SUNMES

()
i
homeomorfizm prostom po lemi 4.2.7. a ona je ujedno i n-grupa pa

pa je A topoloska n-kvazigrupa s obzirom da su translacije T

je po lemi 4.2.6. topoloska n-grupa.
Analogno se dokazuje i u slucaju i=2J koristeéi se relacijom

((7) str. 17).

2. Neka je e jedinica grupe Q(B), tada grupu Q(B) moZemo prikae
zati kao retrakt n-grupe Q(A) tJ,

A (x, 5, e, veey e) = B (x’y)
pa je grupa Q(B) topoloska po lemi #,2.3.

3. Imajuéi u vidu relacije ((6) i (?) str, 16, i 17) i &injenicu
da je Q(A) topolosSka n-grupa zakljudujemo da s obzirom da su tran-
slacije T E homeomorfizmi prostora po lemi 4,2.7. da sy ave n-kva-
zigrupe Q(4) iée N,, topoloske.

Napomenimo da je ova teorema analogon teoreme, 1.6,10 i napome-
nimo da se na potpuno iati nadin mogu dokazati analogoni teorema
1.6.12. i 1.6.13,



o a—— W o

loskih n-kvazigrupa definisanih na skupu Q. iA - sistem 3 u skupu
’/
N'nazivamo topolokim ako 2 sadrfi bar jednu topolofku n-kvazigrupu.

4.3.%3, Def., Neka je Q topoloski prostor a 2" skup svih polutopolod-
kih kvazigrupa definisanih na skupu Q. iA - sistmnzfxlskupu £
nazivamo topoloskim iA - sistemomako 2 'sadrii bar jednu topolosku

n-kvazigrupu.

. £ o iy T s Y i

u skupu {2’ nazivamo topoloski: sistemom ako X' sadr?i bar jednu
topolosku kvazigrupu.

koristeli se teoremom 4.3.1., dokazaaéemo slededu:

7 P
4,%,5, Teorema. Neka je Q topoloSki prostor a Z topoloski iA-sis-
tem n-arnih kvazigrupa definisanih na Q tada je

1. Svaka od kvazigrupa iz 2"t0poloéka
2. Sve kvazigrupe iz Z'su izotopne topolagkoj n-grupi

. o . W . » ? .
a izotopije su homeomorfisane. Stavise i kvazigrupe iz L2 koje
udestvuju u gradnji iA - sistema su topolosdke.

— . e s S S

tada za svaku dokazujemo da je topoloSka uzimajuéi je u paru sa
njom i pridrufujuéi joj (2n-2) opoloske n~kvagigrupe iz -2’ tako
da sve zadovoljavaju opSti asocijativni zakon, tada po teoremi
4.3.1. sleduje da su sve topoloSke i da Je n~grupa kojoj su izo-
topne topoloske.

Analogno se moze dokazati i teorema o0 iA ~ pistemima:

h.3.6. Teorema., Neka je Q topoloski prostor, Z’ topoloski iA - sis-
tem n-arnih definisanih na skupu Q tada

)
1. Sve kvazigrupe iz Z su topoloske

2. Sve kvazigrupe su izotopne topolodko] n-grupi i te idzotoptlje
su homeomorfizmi prostora. ‘



Prethodna teorema se moZe ocitati i kao poopsStenje Hosu-Gluski-
nove teoreme tj. nje: ~polodkog analogona (teorema 4.2.3. str.
27).

Topoloski analogon Hosu-Gluskinove teoreme u terminima iA - siste-
ma se mo%e iskazati na sledeéi nadin.

h.%2.7. Teorema. Ako jeZ=={A}topoloéki iA - sistem n-arnih kvazi-
prupa onda postoji topoloska grupa B takva da je

A(x?) = B [ nél (xl, oL xa,dLgxa, ceey J,n_lxh),c}

rde je d,— automarfizam topoloske grupe B, a ¢ odredjeni element
skupa Q, pri Cemu su ispunjeni uslovi

o[,n-lx =B [c’ B (x, c-.l) },Oz/c = C

lHa ovaj nac¢in teoremu 4.3%.6. moZemo smatrati jednim uopsStenjem
topolofkog analogona Hosu-Gluskinove teoreme.

U vezi sa asocijativnim sistemima prirodno je postaviti pitanje:
da 1i je proizvoljna kvazigrupa element nekog asocijativnog sis-
temn?

Odgovor na ovo pitanje Jje negativan 8to se da lako zakljuditi na
osnovu gledefeg razmisljanja: Ako Jje svaka kvazigrupa element ne-
kog, asocijativnog sistema onda je i proizvoljna lupa ¢lan nekog
asocijativnog sistema pa na osnovu toga izotopna nekoj grupi, a
odavde na osnovu Albertove teoreme bi sledilo da je proizvoljna
lupn izomorfna Ba nekom grupom a 8to Jje netaéno.

N4, Medijalne topoloske nmkvaziggupe

44,1, Def. Topoloska (polutopoloska) n-kvazigrupa koja zadovolja-

va zakon medijalnostinaziva se topoloska (polutopoloska) medija-
Inn kvazigrupa.

44,2, Teorema. Ako je Q( ) medijalna topoloska n-kvazigrupa, tada
na Q postoji topolofka Abelova grupa Q(+) takva da jJe

n
(i%)'HZ:(kaﬁ + b

iel



gde su dJi (i=1, ¢+., n) uzajamno komutativni automorfizmi topo-
loske grupe Q(+) a b odredjeni element iz Q.

Dokaz., Teoremu dokazujemo indukcijom po arnosti:

Za n=2, neka je Q binarna medijalna topoloska kvazigrupa, tada
postoji Abelova topoloska grupa takva da je A(x,y) = ‘Y (x)+YV (y)+
* c, gde su Y i YV komutativni automorfizmi topoloske grupe 1 (+)

a ¢ odredjeni element iz Q.

Zaista glavni izotop (+) topolodke kvazigrupe Q(A) definissn na
sledeéi nacin

-1 -
X+y = A(Ra X, Lbl v)

je oligledno topoloSka kvazigrupa (s obzirom da su translocije

R, i Ly homeomorfizmi topolofke kvazigrupe), a istovremeno je i
Abelova grupa pa Jje i1 topoloska Abelova grupa. Da su Y 1 ﬁj aubtbo~
morfizmi topoloske grupe sledi neposredno iz dinjenice da jc‘f (x)=

=Rx+ (<k) 1 L (x) = h +V¥ (x)
Pretpostavljamo da teorema vazi svaki prirodni bro,manji od n.

Iz pretpostavke da je kvazigrupa Q( ) topolodka i leme l.1l. sledi
da su

Alu,v) = (b,u,v,bn'a) i
B(x5) = (a, x3)

binarna odnosno (n-1l)-arne medijalnsd topolo8ka8 kvazigrupé, dobi-
jene stavljanjem u medijalni zakon

yi=(§)-b za i A 2,3
Yo = (xq, 1) - d,xl
¥5 = (ay, x3)
i 7 = (ax,"8°) =fhx;
Zi = (gxin53) = Y’xi za svako i # 1



(Iz navedenih definicija Jje Jjasno da suo{,, /’), 7", homeomorfizmi

prostora).

Imajudé¢i u vidu induktivnu pretpostavku imamo da je
AMu,v) =VYuefve a
B(ug) ==}\,2u2 +° /1_311.5 +° eee T /Lnun +°

pde su @ 1 +° topoloske Abelove grupe a/l_i, 'X’lS automorfizni
odpgovarajuéih topolos8kih grupa, ¢ i d odredjeni elementi iz Q

“/l-i’l‘,j""/l'

Na osnovu medijalnog zakona sledi da je

R CORNCENUEAL (1)
odnosno ‘X’ol,xl @ S (xpx2 +° eee +° /Lnxn +° c)® d =
({\Jxl, {Tx } Grupu +° zamenjujemo sa prupom +

koja je izomorfna sa njom jer Jje (+° ) = (+) ad homeomoriizam
prostora. Iz (1) dobijamo

(xl) ﬂlx1®(/12x2+...+/unn+5 lyea (2)
rde su /(4i=5_1kiq’-l za 1 # 1
. -1
* /41"%“5
homeomorfizmi prostora.

Retrakt medijalne topoloske kvazigrupe (xn'la) je (n=1)-arna med-
ijalna topologka kvazigrupa pa prema 1ndukc1askoa pretpostavei
vaii da postoji Abelova topolesSka grupa Q(T) takva da je

n-1
(x a) = ))lxl T ))23(2 T oo T \)n_l%_l Th

rde su \)i automorfizmi topoloske grupe Q(T) a h fiksirani eleme-
nt iz Q.



Stavljajucd da je x = a u (2) dolazimo do jednakosti

9 ? -
gde su ) X = X® d
M 1
i ' X = X + [j.a +Cf—lc
) /Jn—l /Unvl /Un
i kao takvi/ui il .1 su homeomorfizam prostora pa korisbei se
dinjenicom da su grupe (Q, @) i (§,T) i (Q +) glavno izotopne

dobijamo iz (2) koristeéi se relacijom

u®v = ulvll,
i wiv = u + v + 1?

dn je (xxll) =//le +/L/2x2 + eee + /Unxn + L]

4.5, Hengerove topoloSke kvazigrupe

4.5,). Def. Topolodka n-kvazigrupa W( ) naziva se Henperovom to-
poloskom n-kvazigrupom ako je Mengerova n-kvazigrupa (def.l.6.%.).

've nego Sto formuligemo glavno tvrdjenje dokazalemo Jedvu vowndynuy
PTemu koja ¢e nam koristiti pri dokazu glavnog redultata:

N1.5,2. Lema., Ako su u topoloskoj n-kvazigrupi Q( ) ispunjeni us—
lovi Di’j tada postoje topoloske kvazigrupe Q(A) i w(B) arnogti
n-j+i, J-i+l takve da jJe

i-1

(xlil) = A(xl ) B(xg) x= )

J+1

Uoknz. Ako je Q( ) topolodka n-kvazigrups tada je i Q(A) topolofi-
tn n-j+i - kvazigrupa jer je Q(A) retrakt topoloske kvazigrupe

W ) £,

~5+ly _ od=l -1 n-j+i
A(xl ) (xl oy Tx; )

a kada su Q( ) i Q(A) topoloske kvazigrupe tj.,



i
() =A+3B

gledi da i Q(B) mora biti topoloska kvazigrupa (jer je Q(B) ret-
rakt topologke kvazigrupe Q (qUiA Q).

4.5.%3, Teorema. Ako je Q( ) topolofka lMenpgerova kvazigrupa tada

postoji topoloska grupa (o) i topolodka n-l-kvazigrupa C, takva
da Je

(xg) =X, © C(xg)

Doknz. Kako Mengerova n-kvazigrupa Q( ) ispunjava uslove b, = a
b
usto Je ova po pretpostavci topoloska, to postoje topolofika binarna

i topoloska n-l-arna kvazigrupa Q(A) i Q(B) takva da je
(x1) = A (xy, B(x3)).

licka je Q(o) - topolofka lupa takva da je
A(x,y) = Rx o Ly

e su R 1 L neki homeomorfizmi topoloskog prostora Q tada woZe-
mo dokazati da je Q(o) takodje i grupa pa Jje i topolodka grupa.

horiste’i se prethodnim rezultatima i odgovarajudim
rezultatima mi moZemo dokazati i slededéu teoremu:

4.5.,4. Teorema. Ako je u topoloskoj n-kvazigrupi ispunjen i-ta

Jednakost liengera za svako i=l, 2, ..., n tada postoji topoloska
grupa Q(.) stepena n-2 takva da je

n
(Xl) = xl’ xzt so9y xn
5.6. Zakljucak

lin osnovu napred izloZenog moZemo kao posledicu gzakljuditi da gu
topoloski prostori n~kvazigrupa koje pripadaju nekim asocijntiviom
sistenu, koje zadovoljavaju neki od topoloskih asocijativnilh zako-
na kao 1 zakone medijalnosti i Mengerove zakone potpuno repuiarni
Jer je na tim prostorima dobijena grupa koja je topolofika ¢iji jo
prostor kao §to je poznato potpuno regularan.



5. TOPOLOSKE ALGEBRE SMESTAJA
5.1. Uvod

Poznati odnosi koJji va’e za finitarne operacije mopgu bibi doti i
proeko oredjenih apstraktnih karakteristika (wvid. @ﬂ ,[}ﬂ i{?ﬂ R

Ovde ¢e biti pokazano da se isto moze uciniti i sa topolodiinm
finitarnim operacijama tj. topoloske algebre &e biti date preko

apstraktnih karakteristika.

5.7, Topologke algebre smeStaja (A Z)

5.2.1. Dbef. Za albooru smesStaja (1.7.) ka¥emo da je topoloika

w oznaci (A,7Z, /) ako je na skupu A _ # @ data Ltopolo

o
tolva da za svako ﬁfA,}fl = ny0 i za svako By eoes anéy4o
1
f}‘a i-..-i-anﬂa(:?UéOJ
o
. 0~
poastoje Ul(al), ceey Un(an)éJ
) 1 1 1
tokvy da Je T + Uo + see + Uh;;U.

PRt o i

jo42 (A) skup svih n-arnih operacija definisanih na skupu A
(n=l, 2, «.ey ) koje su neprekidne u topologiji / tada, ako oznn-
iﬁmquZO (A) = A i definiSemo

i
£frg (x +n l) = f (X ’ g(xm+l l> $:§-1>

dobijamo da Jje (L2(4i), 2 ,f73 topologka algebra smefitaja.

sn topolosku algebru smeStaja kaZemo da Je konrektna ako e pod-
alpebra topoloske algebre definisane ovako (analogon konrekliio;]
nlpebri smeStaja (vid. G. Cupona ] ).

i ~emo ovde pokazati da Jje svaka topoloska algebra smeStaja kon-
retna.



5.7.3. Teorema, Svaka topoloska algebra Jje konrektna.

Doknz. Topolofka algebra smeftaja je i algebra smesdtaja pn pos-

toji algebra operac:.aa—Q (A) ¢ija je ona podalgebra takva dn je

/\ ogA-

Kopstruisimo na skupu A topologijufff na sledeti nacin:
U< A je otvoren ako i samo ako Ue‘-%ili U=A.

Loka#imo da je ({2(A),Z ,Q/) topoloska algebra smeitaja iz princ
ra 5.2.2.

Neltn je Te L2 (A),}' ! =n>0 1 ncka su ay, ag, .- LE A L neka e
L= a; F oees 41- a, = a& U€/é Pri tom mogu nastaii slede i
slucajevis

(n) fé/\n, (1). ae/\ talln postoje, po pretpostavei dn e (1,353,777
'l‘.opolgf?éka zilp"ebrd sme: 'Ld,]cl, Uy (al), ceey Uy (a )ey/t:kvn (o

dJe '5.'+U1+...+U ,

v “]U:&[TJU da Uel?/(aqono je da i U, SL) U slucaju da Jje U=A tado

de L + A+ o0 + AcCA.

s
() Iz ag/A,, a€U, sledi U=A po definiciji topologijeZ pn je

1 1 1
f+A+ .0 +A < A

1 1 1
(B) fgz!/\n, fe L2(A) tada £ + B + eeo + B, = ag‘fﬂ pa dokaz sledi

Jno u (A2).

Odavde sledi da je (L2(4A),Z ,52’) topoloska algebra smeditoja.
Jdarsno je da(}?//\o =7), da Je dakle algebra (/\,j,T) konrektan.

Nije tesko zakljuciti da je topologija 7(; dosta gruba i da ne zn-
dovoljava ni Jjednu od ’l‘i aksioma bez obzira na to kakva Je Lopoio-

o (/ .

5.%. Deke osobine topoloskih algebri smeStaja

4 _ (\,I
5.%.1. Def. Neka su (A,Z, ) i (A,Z, ) dve topolodke nlirebre sue

Lot v S e o . s . e e M



4
tajn, za preslikavanje LID : A=A kasemo da Jje hom_omorfizaom topo-
lodke algebre smeStaja ako je

1.%?@/\1Lf)<f)l - ,i‘)
2. (¥r, ge A, ié]flmﬂ(f : g) = f () e

3. \M = o Jje neprekidno pregliksvanje topolofi-
/

ko prostora (/\0,7") u topoloski prostor ( /\'0,/ ).

5licno se mogu uvesti i osnovni poJjmovi monomorfizma, epimoriis-
ma i izomorfizma topolodk lgebre smestaja (u zadnjem sludnju
se zohteva da Je \P homeomorfizam prostora).

.5.2. liapomena. Klasa topologkih algebri smestaja je kabtesorijn

&

i;ji su objekti topoloske algebre smestaja a morfizmi hom_ moriisz.-

L
¢
ma topoloskih algebri smestaja.

Hiie tesko proveriti da vaze sledeli stavovi:

5.5.%. Btav. Ako Je (/\ / ) topolodka algebra smes taaa i /\ algeb--

ra smestaja a ‘() epimorfizam algebre /\ na algebru A tada:
' e

a (/\',(T) topoloska algebra smestaja

Je topologija na /\‘ o
2 “f Jje epimorfizam topoloske algebre (/\ )
na topolosku algebru (/\ (/V)

Nokaz., Jedino treba pokazati da Je igpunjen uslov iz definicije

i s s oy

topolotkih algebri smestaja.

1 1 l
keka e £ + Xi + e EU’ \f (U)
pri bome }f, Xpy ooy X takvi da Je

Pee) = 20y P () = x], weey T (x) = x)

1 1 1
odnosno \P(f) + \P<Xl) * oeee * \ID(Xn) =



1 1 1
=L+ %, + eee + %€ Y (u) =>

1 1 1 ‘
f+Xl+---+XnéU ——-->’——

}Ul (Xl)’ ceny U <Xn)

1 1 1
takvi da Je f+U1+ cee +Unc_:U =
1 1 1
C
Pevuy + oee +uDET(D) =
1 1 1

£f2 + U + ... + UI;S:.. g?

{“,de S04 Ui = \€<Ul)’ ¢ ooy U].:l = \f(Un)

51i¢no se dokazuje i sledede tvrdjenje:

Tuia o S o ——— o Ty 020 W W oo

re smeftaja a \P epimorfizam algebre N u alpgebru A badas
1,(T/= {Ugl\o ) Lf (U) = U’éq'} je topologija na A o’

2. (A ,OJ) je topolodka algebra smestaja a ¥ epi-
morfizam topoloSke algebre (A ,(/\’) u topolosku
algebru (/\‘,Q"),

5.7.5. Stav. Ako je (A \1¥) topoloska algebra smeitaja AsN, i

(A~Ao)U A,Z ) podalgebra algebre (A ,Z2) onda je i((AY /\O)U A,0)
nodnlgebra algebre (A ,T).

s s oo, e —

ispunjeni trivijalno i treba jedino proveriti uslov I (za sludaj

dwtine O):

Dolnz. Uslovi IT i IIT (vid. 1.7.) su za podalgebru ((A*A9U &, T )

eka 8U Xy eeey X6 A d |:£‘l- n pokazimo da Je

1 1 1 _
f+xl+...+xnc—:A

pretpostavimo da

f+x1+...+xn¢A



: . - (f/ -
odavde kako je A 4 A = U otvoren u topolomiji / , a (A, 2,7 )
topoloska algebra smeftaja sledi da Je
1 1 1
i’+x:L + eee + xneU
i poastoje Uy (Xl), ceey Uy (xn)

1 1 1
‘tako da Je (3t)

Knko Jje UiﬂK # ﬁ"—?UiﬂA A @ a odavde sledi da posioje

xj’_eAﬂ U; tako da s obzirom da vaii (=)
1 1
vari i f + xi +

1
vee + Xz’lé A 8to Jje suprotno proipos-
tuved da je A podalgebra algebre (A,Z).



6. POTAPANJE TOPULOSKIH ALGEBRI U TOPOLOLKE POLUGRUL.

6.1. Jedna topologija vprekrivajuée polugrupe topolofke nlrchre

6G.1l.1. Def. Za algebru (A(JZ),?J) kaze se da Je topolotkn ako

A vy e . . . . .

(A,q ) topoloiki prostor u kome su sve operacije meprokidune (.
‘ /\/ x * . -

za svako UoeL2 | ico(al, ooy an} = be Ue’/, postoje okoline ul(nl),

ceeey Uy (an) takva da je

‘.5{}

¢t

w(Ul y T oewy Un)g..U
svika algebra pa 1 tropoloska moZe da se potopi u poluprunon (vid.
1.5.). G. Cupona je u [55]da0 Jedan prirodan nacdin topolopyinaci e
dednogr pokrivaca topoloske algebre takav da je prekrive juds polu-
rrupa topoloska.

Ua bismo formulisali tad rezultat opisimo taj pokrivac (wesulb:i
4. Cupone [30] ).

ileka Jje A (42) univerzalna algebra i neka svaka Opgsfcijn(x)duﬁim
ne n » 1 ima pridruZen simbol d, takav da jew #O6=>d # dgp i
neln je sxup D takvih simbola disjunktan sa A. Neka Je S polugrupa

renerirana od AUD takva da zadovoljava uslove

W agy «oey an) = a, u A(QL)=> depady +ee @, =aus
Zev proizvod by .. by, b;& AUD kaZemo da je reducibilan ako posto-
Ji i takav da Je bi = d,» bi+l’ veey bi+né:A i pritom je w n-
sina operacija u L2 . U protivnom se kazZe da Je proizvod reduciran.
iokazuje se da svaki elemenat s& S moZe na jedinstven nadin da se
nrikaze kao reduciran proizvod s = Cq ese C

.

m

o dobijenu polugrupu 8 kaZemo da Jje slobodno generirana od algebre
AL,

.1.2, Teorema.[33] Neka je A(S2) topoloska algebra, a S polugrupa

alobodno penerirana od ove algebre, Pri tom pretpostavljamo da je
A ¥ ¥ a da ud postoji bar jedan n-arna operacijaw takva da je

1);>]J



eka e ﬁbiﬁn&lija od svih podskupova B u 8 oblik B = n

oo AN
L i?
cde e Bi otvoren skup datog topoloskog prostora A ili palk By o=
{(J}gﬂ. Ogim topa nretpostavlijamo da je Bl PN Bk reducirnn pro-

izvod t3, da Jjesvakli proizvod bl oo by, biéQBi reduciran,

Tada: 1. ﬂbje baza topologije L na 5,
2. Polugrupa & je topoloska u dobijenoj topolepi;ji,
3. A Jje otvoren i zatvoren podprostor od i3,
G, Ako Je (A(LL), g\/) ‘J}‘P proglhor onda Jje i polupru-
pa (S,%f) T, prostof,
5. Prostor (S,Qf) nije kompaktan.

h.7. Ive osobine Cuponine topolosiiije

]

6201, Bbuv. Ako je (A,Qv5 lokalro kompaktan topolosiki prosbor
o je i (S,Qf) lokalno kompaktan topologki pr

Holoag,, lleka je pes proizvoljna tacka i pri tom je p = h b, P TN

?
i A lokalno kompaktan prostor to za svako b.,&€ A noatoji kompaking
olnlina Bi,a i za bjé D postoji komapktna okolina jer je B~i = {b,i

L8
v tom giucaju otvoren pa je jasno B = BlB2 coe Bk kompaktna okoli-
na tacke p.

e s s reng e g o S oS

Vokaze lieka je H = U; <.« H, proizvoljan bar dvodlan skup tada je
v bar jedan broj i Hi dvoc¢lan. Ako jJe {a,p}S;HiQ;A tada po pref-
poatavel da Je A potpuno nepovezan postoje otvoreni skupovi Ui(a)
iV (b):

(M, N UV (FuN V) = H

(HNUINENV) = @

tvo vazi za sve bar dvoélane skupove Hic A, Ako je Hi=D tada je on
rolouno nepovezan po konstrukeiji a i u sludaju da Hef\A ¥ i
Hmfﬁh # ¥ opet Je He potpuno nepovezan zbog potpune nepovezanosti
prostora A i podprostora D, Odavde sledi da za proizvoljne dve

roazlicdite tacke p, q& H postoje

U(p)iVv(p)



HN(UNAV) =@ i HNUUYV) = H

Hapomenimo da je ovde dovoljno za dokaz koristiti nepovemanogt
jednop od  skupova dok se za ostale moZe uzeti S.



7. Ro = TOPOLUsSKE ALGEBRE

7.1. Ro = Mopoloski prostori

Y.1.1. Def, Topoloski prostor (X,?J) je Ro=prostor aklo nn gvako

o woe . vt ot e

X, YEX, x £y je ili ¢l {x} = ¢l {y} ili ¢l {x}ﬂcl {y} = 4.

Tonolofilki to prostori su proudavani od niza autorn (vid. @”HL h'i
r/q1 ). lzmedju ostalih osobina koje vaze za Ro topolotke vroslor:

rnbaknimo na primer da Je sveki repularan topolofiki prosio

inbaltnimo slededfu teo ([]9] i [’U!—]}:

o ) . O~ o - .
Yol.7, Teorema,  Hek X, 1) Ro=topolofki prostor.  Jiels o
roincijn ekvivalenci,, skupu ¥ delinisana na slede”i 1o iu:

(v7,7) &R ako i samo ako ol {x} = cl {q% Prostor (X/Rygﬁ;)-h“"“”
T~ vrostor,

3

.. Bo = Topoloske almebre

i
'

/.01, Def. Heka e (X,42,77) topoloiika algebra. Komgrnenciin

~1iebre (X,42) se zove kongruencijom topoloske alpgebre (X,JZ,Q“}

nito je za svako xe 0€& Q/,%/(X)SEO.

V0.0, eorema, Heka je (X,IZ,?J)'RO ~ topoloska algebra,

KT 1. Relacija R iz teoreme 7.1.7. je relaciis len-
Fgruencije topoloske alpebre

2 (X/R,Jl’ R) je T] topoloska alpebra.

Molag, 1. Pretpostavimo da Jeld proizvoljna opericiin iwn

{)ldudine n i da su

3y a{é‘G i=21, 2, eeey n
Falvd da je aiRai =1, 2, veey, 1

cdnonno el {ai§= cl {ai} ili &to je ekvivalentno SafferJﬂie (1<
(i“’t,\’ “’j’_éo i = l, 2’ LI Y n



Nekn je W (al’ ooy an)é oe()’, zbop, neprekidnosti operancije uo
sledi da postoje OJ g e ey One/)" takvi da Je alé Ol, vesy O & On

‘ n
i da Je
W (0, vevy 0) =0
Knlko iz aié Oi sledi aié Di proizilazi da i
W (ay e« aI’])éw( Ol eeny 0,) =0
0dNosNo w (aj’_, ceey ar’l)é.O za proizvoljno ()é/)jko,j‘;o e A

LL’) (ﬂl [ s 0y E’Ln)
adnoano

w (al, ceey an) Ruo(aly wevy a2)

poodimagjuéi n vidu da je R relacija ekvivalencije dobijamo da je
I konpruencija topolodke algebre.

2. 1z ¢injenice da vazi Teorema 7.l.7., i precthodno
dolaznanop dela neposredno sledi,

Prothodna teorema ima i ovu vadnu posledicu:

]
(.

N5, Posledica.  Ako je (G,_Q,{)J) regularna topolofika nliebrn
onda Je (G/R,.Q,(/VR) T5 topolosSki prostor.

Sbopy ove ogobine topoloskih algebri je Jjasno da nema interenn nn

invitivanje topoloSkih grupa i topoloskih kvazigrupa koje niau
W proastori.



8. UZAJAMNO R (PR ) TOPOLOSKE ALGEBRE

2.1, O umajamno R topoloskim prostorima

ilavadimo prvo sledete oznake i definici Je koje ¢cemo koviastiasti u
dnljem rarm,u bitopoloskom prostoru (X, / &},)

P(x,¥) ={73—c]_{x}ﬂa7,—cl{y}, D(x) =(Q cl{x},
R(x) =[Pcl {x}

. A - P2y s 1
DLl Definicija. Bitopoloski prostor (X, d) je R, m odno-
TN o? ako i samo ako Jje za svaki @otvoren skup GE€X i svalo
e, G’ {g "Q‘!. {X%QGQ

s . - P 9y . . :
i,1.2. Definicijn. Bitopolofki proator (X,/”,n ) je uznaiammo I

. . - 7 .0 (1>
~lra 9 samo ako  jje ) Ry u odnosu na & i ¢ RO u odnosn nn J .

: . s P2y s : o
DLl 5. lepa,  Bitopoloski prostor (X,f yO. ) Je uzajammo i akod

N

aamo ato e za svako x,y&X, xfy P(x,y) = ¢ ili {x,y < {=,v).

Holng. Dovoljnost: Prebpostavimo da je P(x,y) # ¢ 1 {}C,.‘y’} }‘Z v ).
Celn e ZGJ<“” v) i }'C/ k(*{,y) 10 dnje xél)(v) iowe Cn(y). sy
Ch(y) e otvoven u toanorx;l o, a xecn(y) ; wrximm n(v)u e
dcr de 7€ 0(y). Dakle bitopolof k:L prostor (X, / 02) nije /{7 l&’n u

adnns na 73 tij. bitopoloski prostor nije uzajanno R Aantopnn
dolan ae izvodi pri pretpostavei da je ze€ P(x,y) i Ygf k‘(‘-,,)

tunost,  Neka je G potvoren gskup 1 x€ G. Fretpostaviwo (in ;iﬂ
H20(x) a odakle proizilazi da postoji ye D(x) talvo dn je ¥ G .
i tom e R(z) NG = ¢ jer je R(y) < CG a CG je / - Evorven albnp,
coble aakljudujemo da

P(X,y)fﬁ{x,x} i P(y,x) # @



Odnvde zakljuéujemo da je GRD(x) za
prostor (X,OD,;Z) i~

Tofli

Mualvno se dokazuje da Jje bitopolos

na 73

odnonn

el d.

alko 1 osamo

JPefindcdja.

R
o

ti. da Jje bitopolofki prostor (X,

svako x€ G tj. da je bitopo-~

u odnosu na AZ

,~‘) p
ki prostor (X,V Ng

&
N

|

i
0

u

3 '
qqu ) uzniammo T

Bitopoloski prostor (X, /’ &2) Je uan oo 4

ako za svako x,y € X, x #y (postoji

//)

obvoren

tkurn

Uy i £,otv0ron skup V2 x tako da YG/U i yg{V) ili (poateii “

ovoren skup U3y 1,€ otvoren skup V3 y tako da x¢¥U 3

NS f
el

5._Weorema [100]

J§€(J).

U bitopoloskom prostoru (X, / ,A,) ohn Lopolo-

pije su Tj ako i samo ako Jje bitopoloski prostor (x,] ”L ) nmaiom-

no A
)

.

Polnag .
SR

bitbonolodlki

P

o odnosu nia

clodi iz neka Jje

e olement iz

(- l}(}()

dom

78 oVnko

Loopost: lela su

o )koline tactke

Dovoljnost:

uznajanno RO.

, (da je @2 R
G proimvoljon /D

Oc¢igledno je da ako

u odnosu na

tvoren skup i

nelka

. . “q ', . .

die bitopolofiki prostor (X,,/Vz ) uzajamno Ty 2 i da
) . i . .

prostor (X, 7,0 ) uzajamno Ry Jer naprimer do

{ /3

Je

r
o\

su obe topolomiie 'l

} b

i o
NN

aimebricin),

Pl s

G, Uu(x) ={X} jer Jje Az Tl topolopija odalkle

x € (.

p)
za proizvoljno x,y ¢ X, x £y, U 1 V 7’odnnnno
SIR

x tako da ygz/U i nglV Kako je bitopol

NP or--

o (K,fp a,) usto i uznjamno R imamo dn je U=2D(x) i V= i(x)

clolde e CD(x) 2y i CR(x) oy td. za proizvoljno x, ye X,

ot

oje

P otvoren skup Usx i Upy i

otvoren

ALY,

skup CR(x) oy i

:;#aﬂ( 2) kAo i Q, otvoren skup V3 x, V;éy i C(x)>y 1'x¢(7

i) t3j. obe tomol

NG hapomena.

Ll D 7 v n ot warm Yo s

Jedare druei nadin,

el

hinn (L) ako i samo ako

Velinicdja.

ogije su El.

Ova teorema Jje dokazana i u [72] 1966 a4 na

Bitopoloski
'V"x,y e X.

prostor (x,q7,£,) poseduje oso-



2(x,y) = == P(y,x) = ¢

GelaB. lefinicija. Bitopolofki prostor je slabo uza'j amno T oko

. : . Cas ,
i samo alko za svako x,y€ X, x # y postoji bar Jjedna J 11i ol oko-

ijjn jedne tacdke kojn ne sadrii drugu tacku.

S - . ( N L
2.1.9, Yeorema. U bitopoloskom prostoru (X, P AQ) obe topelogije

l'll

eu Wy alkko i sawo ako je on uzajamno RO, poseduje osobinu (i) i
alabo e uzajamno ‘i‘o

" . . . 1 _
Holng,  Heka Je x #y 1 neka je V J obvorena okolina tacke x

fakva da ygé V. Pri tom mora biti prema lemi 8.1.3%.

P(x,y) = ¢ jer ygj @cl{x}

(0 0 :
halto van (P) sledi da Jje ¥(y,x) = ¥. Iz ' cl[x}ﬂol cfi.{yj 3
aledi da C (.‘ clix = je J7 otvoren i yevV a x<;{V iC& el 1’;-.;} =

Je ((\) otvoren i xe U, yg‘ZU.
'y, (f‘)oii, i},’}mlzcl L}'} = ¥ sledi

vy

]

C o(l cl{x} je D?J otvoren i xéVj, yev, i

8]

1]

0]
1 =C @c]_{y} je J otvoren i ygﬁUl, xe Uy

aodnonno obe Lopolopije su Tl.

(i
o1 10, Definicija. (1001 Bitopoloski prostor (X, } (Q) 3‘0 VA
drimo ity ako i samo ako je za svako x,ye X, x # y, [X,y]= ((u,¥)
i ((x,y) = ¥ 1 postoji £ otvoren skup U2 i(x) i P o!,rwn;*sm

2rup V2 D(y) tako da Je UNV = ¢).

Froene definicije sledi da Je uzajamno Ry bitopoloski prostor
nindno i uzajamno Ro bitopoloski prostor.



1. Delfinicija. Bitopologki prostor (x, ,&a) de uzmajonue 1.,

g R » 3 K3 / g
nlo 7n svoko x,ye X, ¥ # ¥y postoje T)otvorenl gkup U i ﬁlotvnr@u
aiup V otoko da xe Uy, yeV i UNV = ¢,

Dl lle Teoggmg;llgg] Bitopolosdki prostor (X dl) deuzajonno

", progtor ako i samo ako Jje uzajamno Rl i uzajamno To.

¥ Q » » g “ N » 4 f\ A
dolom,  Dovolinost: Ako je bitopolocki prostor (X,J ¢g,)lwqumnm

t
R

.. . . N TR RS
Dudn au obe topologije Tl pa Jje bitopoloski proator (A,W ,ﬁ:)

Pocbroso uzajamno TO. Analogno ako je uzajamno TP onda Jje s ava-

7

. - . .. . D
to wy,ye X, x # 5y, (x,y) = ¥ i postoji & otvoren skup U x i
ofhvoven skup V3 y takvi da je U2R(x) i V20(y) 1 UNV = ¢, .

pitopoloski prostor (X,QD,&l) Je uzajmno Rl.

fuenont: Ako je bitopolofiki prostor (K,(ﬁ,&Z) uzaionne 1o
doon ugndanno RO kako je 1 uzajanmo stropo TO ondn su aho frpo—
Toei e Tl. Lnlto su obe topologije Tl’ Rix) = W(x) = x} s rrunlion
€4, Ldnvde Jje za svako x,ye X, x # ¥y, P(x,y) = ¥, i pnmknjt(g-
clhyoren U x i g) oivnron skup Vo y tako da je UNV = ¢ Lj. bilo-
polollki prostor (X, {P Du) Je uzajamno TP'

Gull1A, dapowena. U 72] Jje data druga definicija uzajmno i,
bitonolofidh prostora pomofu koje nije bilo mogude dskazohi i

dobogati prethodnu teoremu,

voelinieija uzaiamno Rl bitopoloskih prostora ekvivalentra ovn)
Aot ge 1976 u[ﬁl] 1 na ognovu nje Jje iskazana i dokazann dialn

oua Teorema,

aho i aamo gko je on uzajamno Rl, slabo uzajamno To i zadovol inun
ooy (.P) .

AR -:>held Je xelU gde je U J otvoren, i neka yng pa obodn
~fffn?{y} ndnkle 8 obzirom da je (X, 2 Q,) uzajamno Ry sleds
iUy eT) = A pOﬂtOJeCQ otvoreni skup V1 i otvoreni skup U1 Calivi,

“’ﬁﬂU10V1=’¢j°er1*er1‘

wnlo ie u prostoru zadovoljena osobina P iz P(y,x) = @ sledi



P(x,y) = ¥ pa postoji 02 otvoren skup V2 i otvoren skup U, ..

Uy NV, = ¢

L xevg, yEU2

Analormo prio ostalim pretpostavkama za uzajanno ’.DO bitonol odki
neostor«ES= : Ltrivijalno.

e w1 o (P
c1.15. befinicija. Ditopoloski prostor ()( I 4{),)

e LR e e e it ot s A s e

Jje 1{ )'r‘r);;n'l A
11 adnosu na («2/ ako za svnko x&e X 1 svaki f zatvoren aploup B2

(l;‘{ 1" postoje 7 otvoren akup U(x) 1 A otvoren skn: (1) talkvi
dn G0 UNV = ¥,

NPT ot APl oo teored

rulnran ako e j> remﬂaran u odnogu nax. i />2 re ful.'n an o odnog

f
nn 5‘) .

S.l. 7. Hapomena. Uc¢igledno je da ako je bit., :loski prostor un,

Fa, s e s v W —

’m';"nl,!w‘r?:‘m ondn Jje oun i uzajamno R] 1 uzajamno RO.

O. befinicija. DBitopoloski prostor (X,v/ /) e wmoiomino P,

Helal

ko i samo ako je uzajanmo regularan i ako su obe topolopije "IH .

e . : o /o . :
1.9, TPogledica. Bitopoloski prostor (X, / ,&2) de ugaiomme

. i.
20 h o e, s 4% e s s i e P W - Y

.
'

Sk o

)

amo ako je uzajamno regularan iouzajamnno 'l@‘o.

\ r
G.lev, sosledica. Bitopologki prostor (X, C%) Jje uzajonmno 1
| .

o i samo ako je uzajauno regularan, slabo uzajamno ‘.i.‘o 1 postedu.

Je osobinu D,

(,‘v_‘, .21, Frimer. (R ‘/)) Jje uzajamno rogulamm ali ne ',v,.:rmvu‘l Jdova
sobipu (P). (R je skup realnih brojeva a(\J [;zf} U {(--yv )r)/ res }
v\ {5( 1y {(x, +>o)/ x€ Rj '

L1.22. Gtav.  Bitopoloski prostor (X, / AQ) ima osobinu (i) ako

e > 2(ry0 48 x, v, o),

) }1;’0 Mx,y) # U

¥ auerne

HM"'JE"“ Ako bitopoloski prostor (X, f), &) poseduje osobinu i’ pretpog--
avimo da ne vazi osobina (NP) onda jL X, yeX {Lakve c{aje



P(x,y) # Bil(y,x) = ¥ a to je suprobno prebpnginved
(B)jer iz ©(y,x) = P=) (x,5) = @ no osnovu (P), sli€no  nko
vasi osobina (NI') mora biti ispunjena osobina (Lil).

8.1.2%. ptav. Ako je bitopoloski prostor (X, ,02) uzajamio kg

i ako je jedan od prostora R, onda  bitopoloski prostor (X, P,
i, ) posedije osobinu (P).

Doknu. Heka je (X ) R, prostor i noh je i(y,x) £ @ tadn

i(y,x)2 g—x,y ti. Vo1 Zyjﬂozol {'{%:: “ v} . Tz x& el ¥ oledi
yc~1<,1 lxi jer je (X,’V) R, prostor odakle Je )

2
ye /el {x}ﬂ,ch {yf = P(x,y) odakle sledi da o

P(x,y) # ¢

3.2, 0 _dednog relaciji ekvivalencije u bitopeloSkim prosborima

2.2.1. Definicija. Bitopolofki prostor (X,/fa,oe,) Je slabo nzajom-
1 '_4_‘1 ako 1 samo ako za svako X, yEX, X # ¥, post;;jir}) atveren ok-
up Usx ioz otvoren skup V>3y, takvi da ygﬁU i xév (i34 postogi”
(f’, otvoren skup U3x i P otvoren skup V3>y takvi da ygé'U i }{7{\!).

Be2.2, Definicija. Bitopolofiki prostor (X, f GZ) Jje slabo uzajam-

s b o e - A S e U

1o ’.82 ako 1 samo ako za svako x, YE€X, x # y (postoji 7 otvoren
aliup U2 X 102 otvoren skup V®y takvi da Je UNV = @) ili (posto-

Ji. KP otvoren skup U2y i o?/ otvoren skup Vo x takvi da je UNV =
i)

.. 5. Dbefinicija. Neka je (X, P 02) bitopoloski prostor i R rrls
cijia ekvivalencije na skupu X a (X/R,? {) i (X/R, &, ) odgovarajn-

. s s . . . R
i koliénik topoloski prostori onda bitopoloski prastor (i, /

/ - - ’ ~ e L *
(\}/ ;) Cemo zvati bitopoloSki koliénik prostor: .

a2, Definicija.  Neka je (X, P <QJ) bitopolodki prostor. Ma cle-
wente x, y&€X, kaZemo da su u relaciji R ako i samo ako je P(x,y)

A A P(y.x) # 9.

> s ey s Bt e s S, gt Y s S

CadeD. Btave Ako Jje bitopoloski prostor (X,//),OZ) uzajamno Ro on-



1. binarna relacija R relacija ekvivalencije slunps o

2. ako Je a klasa ekvivalencije skupa X tada e

zo svako x€a, aSR(x) i as<b(x)

1- ¥Potrebno je dokazati jedino ftronzitivnost jer

b}

su reflekgivnost i simetricnont relacije R
oc¢igledni,
Heokn e > sz to Jjest P(x,y) A @ i P(y,x) £ & 3 P(y,») 7 3
(uyy) A .

Boobrirom na Jewu 2 1,3, 1 gornju pretpostavku dmamo dn e e G(x),
veilx), yeR(z) 1 ,ed(z) odakle je Xx,7) # @ i ¥(z,x) # i 1.

Y

2. Yretpostavimo suprotno da poskii yea i vyef R(x)
a oodavde na ommevu leme 8.1.3. R(x,v) = ¥ &lLo je suprobno an preod..
vostaviom da x 1y pripadaju isto] klaai ekvivalencije. nnniopno

se dokanuje i drugli deo.

, oo : . (]2 . . AZ v
D.0.60. Pogledica. Bvaki J” zatvoren skup G 1 & zatvoren shkup ¥

[ O AN A S i

au unigje klasa ekvivalencije.

N C s o oS
e 7. Teorema,  lieka je bitopoloski prostor (x,] ,oZ)

s e

3_!
-

uzajamno R

O,
2. uzajamno,Rl,
3. uzajamno regularan,
4. uzajamno R, sa osohinom (v),
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U=0(y), takvi dn je UNV = ¢) ili (pontoii

. obvoren skup V2 R(y) i postoji i/ ) olvoron abun
H2h(x) takvi da je UNV = @, #to znjedno oo
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da {U:f F/Re Jdasno Je anNii = @ 1 pri tom o oon g o
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a,b € (1) neb, postnii U(e) takva da je za svakonali(e)

—

b ”z1<n<9—1b il n'laml

b, b la 1400

-] ~1

b 'ecn, 2 'bln 14 n<a-]’n, b "alln

Baln=.  Halkn e n<b, n nredienie samlosno an topojorijonm, tade

}‘”!”3’),:‘@ T'TT],(P) 5. ”p(h)»’hﬁl(\fi da ,JP
(7-!.1) (a=y §1i nlly =n svako y & U,)

i (?,'P) (x=b ili x b zg evoko XGUI)
Coheirom de je erupa po pretpostavei polutopolofiba postoje Ul(rf)

P (e) takve da e
Ui(ﬂ) = n Ul(n} i U?(h) = b U2 ()

Heba e T(e) = U,}<Q) N U?(e) i iz relocije (3‘}) i (3=,) nepasredno
RN . : .

cladd de omn oruabko naell veri ().
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L, e ) P - - e -1 -1, P
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, ] . : “

b, b alln na svako neU(e) tada okoline a U i b U odigledno

Cdnvaldisvein definiciju 8 - saglasnosti. [

Der.c. Posledica. U T, polutopoloskom telu G uredjenje je & - sap-

>

oo an polopijom eako 1 semo ako za svako a,b € G, a<b vazi:
1. Poetnii okolina U(o) takve da za svako ne& U(o)

a - bensh - a8

P a - ben, nllb - a
Dl n<b - a, njla = b
Dl nfla = b, nflb - a ili

Petngi V(1) takve da za svako ve V(1)

-1 1

b “a<n<a b

b"1a<n, nlla~1p
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- . o, . - . ) \
Pobva o h ""_ V(e) poatoji Vi(e) < “1e) takve da an b o i Vi(e)
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natormo lran o prebhodnom alndsdn mose ge jokazobi 1 opltov oo A
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Poved ovih polrebnih i dovoljjnih stnvova mopu ae pokanald 3 alede-
STomen e nmitd abavovids
CLruhL Mhov., Ako jedinics delimidéno uredjenje T, = polutopnlogke

tere Goime fandamentelni sistem konveksnih okolina onda je ure-
dionie A - aoplagno sa topologijom.

Dolan, Heke gn 2,b& G takvi da je a # b tada mo%emo razlikoveti
dlededn dya sindaja a<b (b<a) i allb. Neka je a<b i nekn b ép/ U(a).
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,JJVK“)"
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v lopno e dokaznje egzistencija uredjajno: udalene okoline tol-

Lo b odnosu nag tadku a.

Mele je all b i neka U(a)éb. Neka je U®(e) konveksna okolins dedi-
niee toakva da Je Ux(e) = a—lU(a). Doka%imo da su U (a) = nl1"(e) i

houradicgno udaljeni. Pretpostavimo da nisu tJj. neka postoin



a3 . . .
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SENREE U(ﬁ"v'"‘]‘h) < P takva da e ;&/ U(a-lb) tj. da je za svakn n e 1,
> . ki Fom je 1ako videti da je U* = a.-U (‘amlb) okolins tac-
b el e e 7 svoako ¥y & UB{, a € ¥y. Zaista ako Jjro 0o > y nn

et e T L,y = g ¢ n opde je né U(ahlb) sledi da je rn» rn L.



o s oo S de enneobno prebpontovel stava. Do dobodemo e e

okaline V(o) Gndlre a tokva do jo mn cvalro xeV, Xw<h’pannpnmp

malosna g doe gndi v vidn da e uslovn "z svoko pe P opante ]

Loyin no sedasti jedinien ekvivalentbon usiov "ra syako n e Il poco

Loji H(n) < 1 koje ne ondrii jodinien,

o s nceon nodin koo 1 0 prethndnom shavn mole co doloveti

f

i

!}(‘i.._\} <

i

Do e, e, Ale o Ao e ”"'(‘(},'!!‘,H(\(':! 'l‘,] ';)n’]H?,(\Iu\‘lugf;k(,'} iy
av ol pog Pooponbodl U(P) < P Eolvo dn e §_é H(‘;-"\ ond e nred jo-
L S AR 1 SIS B o e topal o jom.,

ledodi vano Lol odnone ne na apclosnoal bopoloeiie 1 nved jonis

Tros

Fonote s veed jonih n-—prapn,

Yy .

L0, Taarenn, Hodelinidnog nyedienn "!_‘1 polnbonaladkod neo vopi

need Genge e 5o anciarmo o Lopoloridom oln 3 some b o

H

el s hett b o a<h o oproicvolineg fikene po& G opaabogi e

de de e ayala oy & I(p) deponieno:

N4 N5 )

(b h momeneln oopb) dli

(h o ooden, nlf(R o p b) d0d

-9 n-%

n[(h b pa), nk(a & pb) §li

2

n-=5
apbh)

n (B n; )p a), nll (7

Db, ==>t U delimi¢no uredjenoj T, - topolodko, n-propl S

Fnepact tepologije i uredjenja za proizvoljne a,b& G, a<b povlin-

‘i pnoboiionje obtvorenih skupova Ul(a) i Ug(b) takvih da je
(n¢y ili ally =za svako ye& Up) (1)

(x<b 1ili x| b =za sveko xéUl) (”)

~dnannn postojangje U](p) i Ue(p) (za proizvoljno p & G) tskvn dn

Pe

_ n=3
Us(b) = (b D p Uy(p))

-

e



. =5 .
U () = (np p , (p))

Hola e Bn) = U1(p)f3 Us(p) tada 2a proizvol jno ne H(p) vati do

Jde
_n=5 _ n=%
hp opoa)dli oallb p opon)
_n=3 _ n=7
iy (:}\ 8] n U)(T') it b ” {ﬂ D r ﬂ>
ordett e cledl dn e
_ n=5 _ n-3 _ n-3
(.'D h T n) < (p b d (b PP n)> =
_ n-=3%
V] (p b b ) “ n
_n=3 . _ n=7%
P d n<(i apb) iti nll(F aph)

1

Y n§v 1 o H'}"'”’:‘f",'}"}‘wi(f) Q'}ed —i (ﬁ ) .
‘ mn

]

<$x: : flooen o dgpumjeni uslovi (¥n) onda neposrrvedno sledi da an

N

7
11w ) B

Cn T T ) i (e p oY U(p)) tratene okoline badaka b rdnos-
neos Cog ) boje dispunjgavau uslove S - papglasnosti.

velhadnn teorema se mo%e shvatiti kao poopStenje odgovarajjnie
ieorome 7n binarne prupe pa se na isti nadin mofe iskazati i do-
basnti adsovarainéa teorema za A - saglasnost:

.0.10, Teorema. U delimicéno uredjenoj polutopoloSko] n-grnni
neod jenye Jje A~ gapglasno sa topologijom ako 1 samo nko zn nvako
whe=s Goor b i proizvoljno fiksirano p € G i proizvoljne 1(p),

VO tabve o de (p B PB%a) ¢ U(p), (p B "A2 D& V(p) posio e

U(p) =« U(p) i V(p)= V(p)

_ n-3
Felvioda s (pb ba)iU(p)

- n=3
adnagnn (pa ab) i V'(p) uredjajno udaljeni.



0.3, 0 nredjajnim aksiomama separacije topoloSkih uredjenih

aliebarskih sistema

9.%.1. Btav. PolutopoloSka, uredjena grupa G je Tl - uredjen pro-

ator ako 1 samo ako za proizvoljnu tacku ae G postoji okolina je-
dinice V(e) tnkva da su a i V(e) uredjajno udaljeni.

Pre dokarn. staova dokaZimo slededu

9.35.2. Lenn, Ako su tadka a i skup V uredjajno udaljeni n delimic-
no uredjenni polutopolodkoj grupi onda su i tadks xa (ax) i skup

%V (Vx) uredjajno udaljeni.

Dokaz.  Pretpostavimo da tvrdjenje leme nije tacno tj. pretpos-
stevimo da postoje Vis Vo € V takvi da je XV, <Xa<XV, odakle bi
“ledilo Ty <N <V, @ igsto je nemopguée jer su a i V nredjnino udn-

Firni.

Dokazn _gstovo. Weka je a # b. DokaZimo da postoje otvoreni akupovi

V(a) 4 U(h) takvi da su a i U(b) uredjsjno udaljeni i b i V(n)

nredjnino ndaljeni. Po pretpostavei stava postoji ofvoren rlup

H(e) fokey dn sy {?”lb i V(e) uredjajno udaljeni i V(e) taknv dn

a i V(e) uredjejno udaljeni.

o
'rems prethodnni lemi b i a U(e) = U(a) su uredjajno udsljeni i
n i b V(e) = V(b) su uredjajno udaljeni.

= : ofipledno.

Dobro de nocnata ¢injenica da je T, topolodka grupa ujedno i T

0
Ty, T, = tonolofksa grupa. Za topo]oske uredaene g;rupe moprn e

1.€

dalkkn nti alededi stavovi:

9:3:7._Tearemn. ‘topolodka uredjena grupa je T, uredjen prostor
nka i gemo alto je To uredjen prostor. '

Pre daka=a Leoreme dokazimo slededu lemu:

O.7.4. Tema. U uredjenoj grupi uredjajna udaljenost tadke a bd

e e

“tupn V povlacdi uredjajnu udaljenost tadke = -1 od skupa V_ -1



Dokaoz. Pretpostavimo da za svako xeV vaZzi da je x&£a ili

(analopno v obrnutom sludaju), tada ée zbog zakona uredjene rrupe

v . -1 -1 ... =1 -1 . .
vaiiti dn je a «x ili a 7| x za proizvoljno x€& V odnosno

eyt pa su al

; vl uredjajno udaljeni.

Dokaz teoreme. Koo je po pretpostavei topolofka uredjenn (ruva

TO nred,jen prostor to ¢e za proizvoljno a # e postojati okolinn
V(n) tolvn da ou o i V(e) uredjajno udaljeni ili én postojoli

V(n) takva do cu V(o) i e uredjnjno udaljeni. Prema 9.%.1. da hi
topoloska vredjens grupa bila Tl uredjen prostor treba da bnde
oherzbhedjena erzistencija okoline jedinice za proizvoljnu Lotku aeG
tako do su ta okolina i tacdka vredjajno vdaljeni. Po nnfoj preb-
pestovei 2o proizvol jnu tadku takva okolina postoji ili ponlogjd
okolinn te tadke koja je uredjajno udaljena sa jedinicom. Dnlkn-—
“imo da i ou drougonm sincaju postoJi okolina koja zadovol javo ng--
Tove ir7 9,%3.1.. Prema 9.3.2. a7l 4 V(e) = a”l V(a) su uredinino ndna-
1irni i pri tom je V(e) okolina jedinice a prema 9.3.4. n i vl (o)
n nredjajno vdaljeni, pri tome Jje (jer je u pitanjun topnlotka rin-

pe) V~](c) okolina tadke e, pa je prema 9.3.1. prostor " nredjen ]

Pornota je da postoje T1 uredjeni prostori ujedno i T? proatori
2 kodi nisu istovremeno T2 uredjeni prostori. Za topolofla nred jo-
ne e vari elededd

0.2.5. _blav. Topolofks uredjena grupa G je T,

ie WO nredjen prostor i ake postoji fundamentalni sistem konvebo-

ured;jen prostor oko

t

nih okolinn jedinicn.

Dokon, Weka o a,be G, a # b toda prema 9.%.3. postoje olaline

”1(u), Vl(b> talkve da su Ul(a) i b odnosno Vl(b) i n uredinine ndo-
iemi o Felo jerdati topolofiki prostor Hauzdorfov to postoie T ()

i V() tekvd dn Je U(A)NV (D) = . Oznadimo sa U, = Uln e

VQ - VIF)V’.S obzirom na pretpostavku teoreme o postojrnin fundge-

menteInn oiclema konveksnih okolina Jjedinice postoje konvel mne
nkaline 114 V tadaks a odnosno b takve da je U(n)eU, i V(b aV...
[ 8 — .

Nolafimo da su U 1 V uredjajno razdvojeni skupovi: pretpostovime
49 to nije tactno tj. ili neka postoje xe U i Y70 & V tobvi dn jje

X <y 1 Yo X



ili neko postoje X1y xeé Uiye V tekvi da je

~r 3 Y
¥<*y 1 3 2< v
Akn bi to bilo taéno to bi znacilo da u prvom sludaju x&€V o n
drugsom ve U 7hog konveksnosti skupova U i V a to je nemormce jer
an on'd r‘*ifﬁ:jnﬁkftnj_.D
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