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PREDGOVYOR

Istrazivanja u Opstoj topologiji povezans asa viSeznad-
nim preslikavanjima sapoleta su veé dosta davno , ali su
tek poslednjih desetak godina , sa redovima V.I.Ponomareva,
ponovo postala aktuelna. Odredjivanje klasa viSeznadnih
presl:l.kaﬂn;h pri ko;jim; se Suvaju razlidite topolodke in-
verijante, istrafivanje svojstava odredjenih klasa viZezn-
aénih preslikavanja fiksiranih Xlasa topoloSkih prostora
predstavljaju , svﬁhko » Deke od osnovnih problema teori-
Je viSeznaénih preslikavanja topolodkih prostora.
Uvidjajuéi znadaj koji ovi i drugi problemi povezani sa
vifeznadnim preslikavanjima imaju za dalji razvoj Opste
topologije Dr. M. :Marjanovié mi je predloZio da ti probl-
eni budu predmet moje Doktorske disertacije.
od noi:rocend ive vrednosti bila ai jJe pomoé Dr. M. Marjano..
viéa, ksko u razgovorima o pojedinim otvorenim pitanjima i
problemima teorije viseznainih l;reslikava.n;la topoloskih
prostora, tako i u izboru literature.

Posebno mi je zadovoljstvo da ae Dr. M. " Marjanoviéu mogu
najtoplije da zahvalinm, |

Profesoru Dr. P, Kurepl, Zefu Katedre za matematiku Priro-
dno -~ matematicdkog falmliteta u Beogradu, srdadnc se zahva-
ljujem na pomoéi i podrZfeci prilikom izrade ove Disertacije.

Kragujevac, juni 1971 g, - Miodrag MiZié




VISEZNAGNA PRESLIKAVANJA TCPOLOSKIH
PROSTORA

UVCD. Kao i u drugim matematilkim disciplinama, tako i u
topologiji, osnovna sredstva istraZivanja su _runkci;]e ili
preslikavanja. Ali us svako preslikavanje nekog skupa ili to-
polodkog prostora u drugl desto je neophodno péamatrati i in-
verzno preslikavanje datog preslikavanja. No za mnoga presli-
xavanja njima inverzna preslikavanja ne postoje, Jer nisu
jednoznadno odredjena. Takva preslikavanja ¢ija inverzna pre-
slikavanja nisu jednoznadna, ne .samo u topologiji, veé i u
ostalim oblestima matematike prirodno se pojavlijuju.Tako su
u teoriji kompleksnih funkcija poznati odavno primeri vaznih
viseznadnih funkcija, kso na primer funkcije w=In z. U vezi
8 tim treba spomenuti i Riemann-ove povrii tih funkeija koje
se dobijaju pri odredjivanju odvojenih grana videznadnih fun-
ksija. p

Zato se i interescvanje za viSeznadna preslikavanja vr-
lo reno pojavilo, jer se uvodjenjem takvih preslikavanja obo-
gaduje instrumentarij za istraZivanja. Istovremeno, uvodjenje
viSeznadnih preslikavanja omoguéuje da se za ava viSeznadna
preslikavanja posmatraju i njima odredjena kopreslikavanja
koja su takodje viSeznadna, a odgovaraju inverznim preslika-
vanjima u sludaju jednoznadnih preslikavanja.Time se ostvaru-
je simetrija izmedju preslikavanja i kopreslikavanja i onsa
omoguéuje da se sve definicije i mmnoga tvrdjenja koja se od-
nose na viseznadna msliﬁmja
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prenesu i1 na kopreslikavanja. Osim toga, sve definicije i
tvrdjenja koja vaze za viSeznadéna preslikavanja, takodje
vaZe 1 za jednoznacna preslikavanja, jer se ova mogu shva-~
titi kao poseban siudsj viSeznadnih preslikavanja. Ali na
taj se nacin dobijaju ne samo poznati rezultati, koji se
odnose na jednoznacna preslikavanja, vec 1 novi,
Prvaistrazivanje u topologiji koja se odnose na
viseznadna preslikavanjs uéinjera su od E.Habn-z i C.Kurs-
towskog 1/ oa kojih potidu i prve definicije neprekidnosti
viSeznadinih preslikavanja, Od tada su viéeznséna preslika-
vanjs istraZivana i koriScena u op3toj topologiji od mnogih
autors od kojih ée se poemenuti: G.Bouligand /Ens. Math.l932,
14/; S.Banach i S.Mazur /Uber Meheredentlige, stetige Abbi-
ldungen, Studia Mathematcae, vol.6, 1936, 174-178/; A. D.
Walace /Pixed point for trees, Bul. of Amer, Math. Soc.vol.
47, 1941, 757; Ciclic Inveriance under mnultivalued maps,
Bul. of Amer. Math. Soc., vol., 55, 1949, 57/; S.Kakutani /A
generalisation of Brower's fixed point Theorem, Duke Math.
J, vol.8, 1941, 57/; S.Eilenberg i D.Montgomery /Fixed po-
int Theorem for multivalued Transformstion, Amer, Math, J.
vol 68, 194€, 214/; G.Choquet /Convergences, Ann. Univ.Gre-
noble, 1947, t. 23, 57/; L.Ratner /Multivalued Transforma-
tion, Univ. of California, 1949/; C.Berge /Mémorial Sc.Math.
158; Espsces topologiques, fonctionsmultivoques, Dunod,1959;
G.T. Whyburn /Continuity of multifunctions, Proc.Nat, Acad.
Sci. USaA, vol. 54, 1965, N26/; R.E.Smithscn /Some general
properties of multivalued functions, Pacific J.Msth.vol 15,
1965, H22, 681/; W.L.Strother /Continuosus miltivalued fun-
ctions, Boll, da Scc, de S.Paulo, 10, 1958, 87/; E. Michsel
/A. theorem on semi-continuos set valued functiomns, Duke
Math., J. 26, N2, 1959, 647/; A. Arhangelskij /Ob odnom kla-
se progtranstvy soderzaséim vse metriceskie i vse lokaljno
bikompaktnie prostrsnstva, Mat. sb. 67,/109/, 1, 1965, 55-88/
i drugi.
I7_E:E:;;:_E§elle Funtionen I, leipzig, 1932,
C.Kuratowski: Fund. kath, 18, 1972, p.l48,.
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Ipsk, posebno znadajno mesto u istrafivanjima u
op3toj topologiji koja su povezana sa viseznzCnim preslika-
vanjina ima V.I. Ponomarev / [1], [2] i O prodolzeniji mno-
goznainih otobraZenij..., Mat. sb. 1960, 52 /%4/, NE3/,

Istrazivanja u opstoj topologiji koja su u vezi
sa viSeznadnim ﬁreslikavanjima grupisana su oko nekih osno-
vnih problema, kao na primer:

odredjivanja f£iksnih skupova tsdaka viseznadnih
preslikavanja;

odredjivanja klasa viSeznadnih preslikavanja ko-
Ja duvaju pojedine invarijante topoloZkih prostora;

istraZzivanjas svojstava viSeznadnih preslikavanja
za date klase topoloskih prostora, itd.

Najopdtije govoredi, ova teza pretstavlja istra-
Zivenja viSeznalnih preslikavanja pri kojima se duvaju neka
odredjens svojstve topoloskih prostora i istrasiivanje osobi-
ng izvesnih klasa viSeznaénih preslikavanja izmedju odredje-
nih klasa topoloskih prostora. Inade, sva preslikwvanja ko-
Ja se ovde razmatraju imaju svojstvo da tadke prosliktvaju
u zatvorene skupove. ’

Rezultati koji su dobijeni izloZeni su u pet ode-
ljeka ~ paragrafa, od kojih je prvi uvedni i deje najvaznije,
vise ili manje poznate, informacije o elementarnim svojstvi-
ma viseznacnih preslikavanja i najvainije definicije sa nji-
ma u vezi,
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1. OSNOVNE DEPINICIJE I FORMALNA SVOJSTVA
VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

Ova] odeljsk ssdrii osnovne definicije i Einjeni-
ce o formalnim svojstvima videsnainib presliikavanja koje ée
se dalje Cesto koristiti, obilno ne navodeéi ih eksplicipmo.
Isto tako, ovde su date najvaZnije definicije razliditih ti-
pova neprekidnosti viZeznacnih preslikavanja, kao i njihovi
ekvivalenti. Dokazi u ovom edeljku nisu, po pravilu, dati,
iguzev, ako nisu novi. .

Definicija l.1. Neka su X i Y proizvoljni skupovi. Ako Jje
svakom elementu x ¢ X pridruZen odredjeni, neprazoi podskup
Px < Y, tada je pridruiivenjem x --+ Px, za svako x e¢ X,
odredjeno jednoznadno preslikavanje

F : X~ P(Y),
gde Jje sa P(Y) oznaden partitivni skup skupa Y.
Jednoznacno preslikavanje P : X «—p P(Y) zvade se viZezna-
¢no _preslikavanie ili transformacija skupa X u skup Y, a
podskup Fx slika elementa x ¢ X pri preslikavanju F.
Skup X zvade se domen./oblgst definisanosti/ preslikavanja
P, askup {7: 3xeX;y5eFx C Y}kodomen /oblast vre-
dnosti/ istog preslikavanja. Ako je kodomen preslikavanja
P jedank skupu Y, reéi ée se da je P preslikavanje skupa X

na skup Y. .

Uobidajeno je da se viZeznadno preslikavanje
F : X = P(Y) oz2nadava i sa P : X - Y, Medjutim, ova
ozneka ne ukazuje ni sa ¢éim da je ¥ viZeznadno preslikava-
nje. Zato ée se uzeti da oznaka F : X —~--» P(Y) bude stan-
dardno obeleZavanie za viZeznadna preslikavanja i time ée
biti istaknuto da se elementi skupa X preslikavain u pod-
skupove skupa Y,

Ipak, ukoliko, to ne dovodi do zabune, koristi-
ce gse cesto i tradicionalna oznaka P : X ——-p Y za viZezna-




&no preslikavanje.

Prethodnom definicijom nije odredjeno sta je slika proizvo-
ljnog skupa ACX pri preslikavanju F, Ali definisanjem sli-
ke svakog podskupe 4 skupa X pri preslikavanju F biée odre-
djeno jednoznacdno preslikavanje:

P (F) : P{X)-—> P(Y)
partitivnog skupa P{(X) u partitivni skup P(Y).

Pre nego s8toc se odredi sliks skupa ACX, pri vise-
znadnom preslikavanju F, pogodno je uvesti jednoznadéno pre-
slikavanje

~ A '

F: X - P(Y)

koji odgovara svekom viSeznainom preslikavanju F : X --» P(Y}.

Preslikavande F ée se uvesti uslovom da - di-
jagram preslikavanja

bude komutativan, tj. da za svako x ¢ X bude

M
(F oi) {x}=Fx. Pri tome je i ~ identidko preslika-
vanje skupa X na X, CP(X),tj. tskvo preslikavanje da je, za

svako x ¢ X,
A,

Iz uslova komutativnosti dijsgrama se dobija
~

o)
te je preslikavanje F potpuno odredjero,

ol

ol
Definicija 1.2. Preslikevanje F : X, --+ P(Y), odredjeno
uslovom/2/ zvaée se prvo jednoznadno preslikavanje koje odgo-

vara visSeznadnom presliksvanju F.
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Napednom definicijom biée cdredjena sliks proiz-
voljnog skupa ACX pri pres11£avanﬂu F, a istovreneno i
jedno procduZenje presiikavanja ? sa skupe Ai_na ¢itav par—
titivni skup P{X) /skupa X/.

Definicija 1.3. Heka je F : L = P(7} videznadno presli-

kovanie sxupa X u skup { i ACX proizvoljasn, neprazan skup.

g Tada ée se skup

P(AlA={y: IxecAjye Fx} e P(Y) /37
nazveti /velika/ slika skups 4 pri preslikavanju ¥,

Jednskoiéu /3/ definisanc Jje za svako videznaé¢no preslika-~
ranje ¥ jednoznacéno preslikavanje

P(P) : P{X)—> P{Y).

rena jednakosti /3/ za svaki Jédnoélani podskup {x} skupa
. dobijs se

P(F){x] = {y T 5 e Fx} , & poSto je i
Px ={y :Jye Fx}, sledi da je
P(F){x} = FPx = F {x}. o,

Yia taj nféin 3e preslikavanje P(F) Jedno produZenje presli-
kavanja ¥, tj. '

P(F)/X, = 7.

Napomena. Ponegde se u literaturi preslikavanje P(F} obesle-
Zava sa Fi, a 8ko to ne izaziva nejasnoée i istim slovom ¥
kao i polazno viZeznadno preslikavanje. Na isti nacin ¢s

se i ovde postupiti, te ée se, jednostsvno, za gVakKl fkup
A C X, pisati FA umesto P(F}A, & tskodje i Fx umesto F { x}=
P{F){x}.

Inale, keo sto ¢8 se videti feorems 1,2,/, preslikavanje
P{F) odredjeno jednsakodliu /3/ &uva tecretvsko skupovng svoj-
stva paertitivnih skupova, te zbog tega i ima poseban zZna-
éaj.
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Dalje je neophodna sledeca propozicija, koja da-
je u druginm terminima sliku skupa A pri preslikavanju F,

propozicija 1l.1. Neka je ¥ : X —» P{Y) viSeznadno presli-
kavanje skups X u skup Y. Tada je za svaki skup AC X

FA:U{Fz:xeA}. 5/

Dokez Jje ocigledan.

Pomoéu prvogjednoznacnog preslikavanja F : X =
P{Y) kxoje odgovara viSeznadnom preslikavanju moguce Jje odre-
diti jo3 i sledede jedmoznalno preslikavanje

P(F) : P(X) —> P(Y), sko se za svaki skup A ¢ P(X]
stavi

P(F)A= {f {x} = P {x} e P(Y}, x e A}Q'PR(Y) . /6/

A 1
Definicija 1.4, Preslikavanje P(F) : P(X)-~> P(Y) odredje-
no jednako3éu /6/ zvadée se hiperpreslikavanje koje odgova-
ra viSeznaénom preslikavanju ¥.

Odnos hiperpreslikavangja Pl?) /koje ée se dalje obeleZavati
jednostavno aa P/, viSeznadnog preslikavanja F : X ~—» P(Y)
i prvog jednozalnog preslikavanja ¥ vidi se iz sledefeg di-~
Jagrama preslikavanja '

X —fea  P(Y)
!
LD
) A rd
it P 7 : wxtl
l ‘/// \_) }
A S 2
XC BX) === P (Y)
p | A

ol gyt kL, A e . B . . e A [,

= . Bieighalal el b N
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koji je komutativan po trouglovima i u celini. Napomenuée
ge najpre da su iy i iy identilka preslikavanja. Tada je
gornji trougao preslikavanja komutativan prema defmlci,ji
l.2., a donji prema definiciji 1. f&., Jer je,za {x} e X,

P(F) {x} /= F {x} /= F {x}= :.p(p {x)=
(1pe ?) {x}
Za sveko x ¢ X, Jje dalje:

(Feig) x=F {x}=ip (F {x)) = ip (Px)=(4p°F) x ,

pa je dokazano da &itav prethodni dijagram preslikavanja ko-
gutativan,

Odnos izmedju preslikavanja P(F)i P(F) 86 moze
videti 1z narednog dijagrama preslikavanja |
A
I P(Y)

) ,#",x ?

{

He
*——-—- H)

\
=
]
C

P(X) “ -—-—-ﬂ:- P”(I)
Fz= P(F) '

koji Je komutativan. U ovom dijsgremu je i' inkluzijs, a
preslikavanje u : P(Y)——+ P(Y) je unija skupova, kojom se
svako] familiji skupova Ll e FlY) pridruzuje telo te fami-
lije 1.l | t3.lal=u{0M) = U{a : A cQ}. Gornji trougao
preslikavanja Jje kmutativan, Jer jJe za svako x e X :
P(F)e i‘{x} P(F){x}.—P {x} , prema jednakosti /4/ definici~
Je 1l.5. Za skup A ¢ P(X), preme definiciji 1.2. i jednakos-—
ti /48/ iz definicije 1.3, dobija se

A A |
P(?)A:{?{z} 1 X e A}:{E‘x P x e A} » Na
osnovu propozicije l.1l. bide:
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uo P(i’)A-‘-’-n{Fx 3 - A}= U{Fx: xe¢ A} = FA ¢ P(Y)
i buduéi da je FA=P{F)A, dokazana je jednakost

ucP(P)A = P(F)A, tj. komutativnost donjeg trougla.
Najzad, za {X} e ii, e biti:

ao P(¥F)e i*{x}= uo P(F) {x}= ucP{x}=F{x} , pa je
dokazana komutativnost ¢itavog dijagrame.

Sledeca teorema ima opsti karakter i pokazuje da
Je produzenje P(F)/‘i‘F) » Proizveljnog viSeznadnog preslikava-
nja F : X ——» P(Y) odredjeno definicijom 1.3., uvedeno ns
prirodan nadin i da se njime Suva teoretsko—akupma struk-
tura psxrtitivnih skupova.

Teorema l.2., Z2a svako jednoznaéno preslikavanje G : P(X)~—»
P(Y) partitivnog skupa P(X) u partitivni skup P(Y)sledeéi

iskazi su ekvivalentni.
a/ Za svaki neprazan skup A ¢ P({X) Je
GA=U{Gx : xe¢ A}

b/ Za svaku nepraznu familiju . ={A : A C X} podskupova
skupa X Jje

G(U{A : Ae })= Ul : A el}.

Dokaz. Neka vazi tvrdjenje a/. Tada je prema njemu
6 (U{A:h ed})=U{G{x} : xeU{ 4 :AcA}} .
Posto je dalje odigledno |
U{G{x} : x eU{A : A 'e".a}}=- U{U{G{x} i A}:
A cﬂ} y bonovo je prema uslovu s/
Viv{eix} : xe 4} : A eaj=U{ca : a e A} i time
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je dokazano da iz tvrdjenja a/ proizilazi tvrdjenje b/.

Obrnuto, neks vazi uslov b/. Buduéi da je svaki
neprazan skup A X unijs svojih jednoélanih podskupova, tJ.
A = U {{x} : x e A} biée prema uslovu b/

GA= G (U{{x} 1 X e A})':'- U{G {x} : x e A} i
dokazeno je da tvrdjenje b/ implicira tvrdjenje 8/,

U dsljem tekstu de se operacija komplementiranja,
bez obzirs u odnosu na koji se skup vrsi obelezavati sa C.
Treba napomenuti da se ova operaclija moZze shvatiti i kao
jednoznadno preslikavanje

C : P(X) —> P(X)
partitivnog skupa P(X) na sebe, 2 odredjenc je uslovom da
je za svaki skup A ¢ P(X) |

CA = XNA.

 Neka je G : P(X) ——» P(Y) proizvoljno /jednoznal-
no/ preslikavanje partitivnog skups P{X) u partitivni skup
P(Y), Teda je pomoéu preslikavanja G moguce uvek moguée odre-
diti preslikavanje
¢*: P(X) — P(Y)

zahtevom da sledeéi dijagram preslikavanja

*
P(X) ~-32-» P(Y)

| |
¢
J

P(X) ~==~»  P(Y)
G

S

bude komutativan. Za svaki skup A e P X , iz uslova komuta-
tivnosti:
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C‘G A = GoCA sledil da je

GTA = CoGoCA. /%
Ako g8 G = P(F) : P(X) -~ P(Y), gde je F : X ~— P(Y)
viSeznadno preslikavanje, bide ocdredjeno jednako$éu /*/
jednoznadno preslikavanje

P : P(X) ==» P(Y), i z& svaki skup A e P(X)je

F ¥4 = CoFoCA, /ot

Definicija 1.5. Preslikavanje F*¥ : P(X) ——» P(Y)odredje-
no jednakoZéu /2/ zveée se malo /direktno/ preslikavanje
preslikavanja F, a skup E‘*A mals (direkt:nagsllka skupa A

pri preslikavanju P,

Posledica definicije 1.5. Za svﬁki skup A C X Je PPA C FA,

/ako je F : X —~» Y preslikavanje na/.

Dokaz. Buduéi da je F™A =C¥oCA, dovoljnc je dokazati in-
kluziju CFA < FCA. Neka ¥y e CFA, tada y ¢ FA, tj. za svako
x e A, y¢ Fx, Bududi da Je y ¢ Y=PFX, sledi da postoji
x,6 X da ye Fx, . No x,¢ A, tj. x. e CA, dekle y @ Fx.C
FCA 1 time j= dokaz zavrSen.

Napomeng. Navedens inkluzija opravdava uvedeni naziv za
preslikavanje Fr

Definicije 1,6. Neka je F : X —~~w» P({Y} viZeznadno presli-
kavanje skupa X na skup Y. ViZezpadno preslikavanje

F' + Y -=» P(X) skupa Y na skup X nazvade se Xo-
preslikavanije preslikavanja F, ako se svakom elementu ye 1,
pridruzi skup F'y ={x : ye Fx} e P(X).

Skup ,

P(?)B:{x :dy e B; y e Fx}e P(X) /7/
koji se moZe pridruZiti svakom nepraznom skupu BCY tads
Ce se zvati /velika/ koslika skupa B pri preslikavanju F.
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Jednako3éu/7/ je na isti nalin kao i jednakoséu
/3/, viSeznsdnim - preslikavanjem F odredjeno jednozna&no

preslikavanje

P(F): P(Y)——=> P(X), koje ima svojstvoc da je za
aveki jednoClani podskup {y} skups Y

P(?%) {y}:{x t1 X e FI} =Py, /8/

Na taj nadin se preslikavanje P{F'} moZe shvatiti
i kao produfenje preslikavanja P' : Y,--s P(X) /odredjenog
kopreslikavanjem FP': Y'eeer P(X) , analogno keo i preslika-
vanje F definicijom 1.2./.

Preslikavanje P(F') Zesto se obeleZavs sa F’t a
zbog jednakosti /8/ ovo preslikavanje ée se, takodje, obele-
Zavati slovom kao i kopreslikavanje P’ i pisati F'B umesto
P(F)B. Treba ovde napomenuti da se koslika F'B skupa BCY
odredjena jednakodéu /7/ moZe, kao i slika FA skupa ACX,
dobiti i na sledeéi nadin

F'B=V{r'y : y e B} . /77

Posledice definicije 1.6.

8/ Neka je F : X ——p P(Y) viseznaéno preslikavenje skupa X
na skup Y. Tada je za svaki skup ACX

FA={y: Fyna=zg} /9/

i 2za svaki skup BCY
P'B ={x : Px N B’r"ﬁ'}:-' /10/

Dokaz. Dokazade se jednakost /9/; jednakost /10/ se dokazu -
Je na isti nacin, Neka ye ¥A; tada postoji x e A da y ¢ Fx.
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Ali tada x ¢ P'y, tj. x e F'yN4i, pa je F'yNnA P i ye {y:
p'yNA £ @ }. Obrouto, eko je F'yNa # @, postoji x e F'y N4,
tj. y € Fx i zato y ¢ F A. Time je dokazana inkluzija FAD
{y : F'gNA % P} i jednakost /9/.

b/ Ako su A 1 A, podskupovi skupa X i ACA, tada sledi da
je FACFA . Isto tako, ako su 3 i B, podskupovi skupa ¥ i
ako je BCB sledi da je FBCFB . Dokaz sledi neposredno iz
definicije 1l.6. 1 propozicije 1l.1l.

¢/ Za svako vi¥eznadno preslikavanje F uvek je Fg ¥,

Zaista, kako ni za koji element y ¢ Y nije F'y N g # ¢, pre-
ma /9/ sledi F/g =4g.

Na isti nalin kao #to produienje P /= P(F) / viBe-
znadnog preslikavanja F odredjuje malo preslikavanje F’, ta-
ko je i produZfenjem ¥’ /= P(F')/ koprealikavanja F' odredjenoc
preslikavanje F?: P(Y)=—or P(X) koje ée se zvati malc kopre-
slikavanie preslikavanja F.

Ao se u dijagramu preslikavanja iz definicije
1.5. pres:ikavanje F zameni njegovim kopreslikavanjem P' /i
promeni smer strelica/ dobija se dijagram presliksvanja

.
P (X)}eE—~P(Y)

5

1

C ) I ¢
}

;);

P{I)J-F-P(Y) .

Uslovom da ovaj dijagram bude kcmutaﬁivan odredjeno je pre-
slikavanje -

F’: P(Y)—> P(I}.
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rada Je za svaki skup B e P({I)

CsF'B = PC B i zato
FPB=CoFYC B. /11/

Skup F'BCX zvade se mala koslika skupe B pri preslikavanjn
F.

Propozicija 1.3, Neka je F : X —> P(Y} viSezzadno presli-
kavarje siupe X na skup Y. Tada je za svaki skuy ACX

FA={y : F'lyca } | /12/

i1 2s3 svaki skup BCY Je

‘.-?T'B:{x : FxCB }. /127

Dokaz. Dovoljno je dokazati samo jednu od jednaicosti /i2/
1li /12'/ s Jer se drugs, dualna, ns isti nadin dokxaznje. Ne-
ka y 2 FYA = CeFe( A; pokszade se da P'yc A, Ako bi posto-
jala talka x e F'y\A, tj. x ¢ CA, tada D1 7 ¢ FCA, supro-
tno pretpostavei da y ¢ CFCA. Sledi das mora diti FlycgA.
Obrauto, ako za neko y ¢ 7 vaZi inkluzije FfyC4i, tada ni
za koje x e CA, ne mofe biti y e¢ Fx, buduéi da je F'y={x :
y ¢ Fx} . Sledi da y ¢ FCA, tj. y e C+F°CA = F"A, i propo-
zicija Je dokazana,

Propozicija l.4%. Neka Je P : X =—a P(Y) viSeznadno presli-
xavanje skupa X na skup Y. Tads vazi '

(?')=p.
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pokaz. Neka y e(P)x, tada x ¢ P'y, te y ¢ Px i dokazana je
inkluzija (P'}'xCPx. Obrnuto, ako y ¢ Fx, bite x ¢ F'y i
aalje y e(?")'x, tj. PxC(P')x i propozicija dokazana.

Definicija 1,7. Za viSeznadno preslikavanje P : X --+ P(Y)
rec¢i ce se da je injektivmo, ako za x, x'¢ X iz x#x' sle~
di PxN¥Fx'= @,

Viseznaéno preslikavanje F je polujednoznaino /semiunivoko/,
ako z8 x, x'e X iz

!

PxNPx'#F sledi Px = ¥x’'. 1)

Posledice definicije 1.7. Svako Jednoznadmo ili injektivno
preslikavanje je polujednoznadno.

Ako je wviSeznacno preslikavanje F injektiwvno, ta-
da je njegovo kopreslikavanje F' jednoznaino. Ako je F Jedno~
znacéno preslikavanje, tada je kopreslikavanje F' injektivno.

Ako je preslikavanje P polujednoznaéno, tada Je i
njegovo kopreslikavanje F! takodje polujednoznaZno.

I 4

Propozicifa 1,5. Neka je P : X -+ Hf)viSeznadno preslikava-
nje skupa X na skup Y.

8/ Za svaki skup ACX, komplement slike skupa A sadrian je u
slici komplimenta skupa A, &J.

CeF ACF-CA

b/ 4ko je F injektiwmo preslikavsnje, tada je i samo tada,
zs svaki skup ACX o

CoPA = Fo(CA,
H¥,: c.Berge [1]
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pDokaz. inkluzija CPACPFCA Je /ekvivalentna inkluziji FAD
CrCA=P%A, koja je/ veé dokazana,

b/ Neka Je ¥ injekxtivno preslikavanje; da se dokaie jedna-
kost CFA=FCA, dovoljno Je dokazati inkluziju CFADFCA 111
njoj ekvivalentnu FACF¥i, Ako bi postojalo y e FAN PEa,
tada postoji x ¢ A: y ¢ Fx, Buduéi da y ¢§ F*A, nije F'yCA,
t3. P'yNCA # @, pa postoji x'e CANF'y, tj. x'e CA i1 y e Px.
Ali tada Je x#x', i y e FxNPx'# ¢, suprotno pretpostavei
da je preslikavanje P'injektivno. Sledi da vaZi inkluzija
PACF*A, |

Obrnuto, neka vaii inkluzija CFADFCA, 1 neka su
x, x'¢e X i x#x’'. Teda x’e Cx i prema inkluziji bide Px'cC
FCxCCPx, tj. FxNPx'=§¢, pa je preslikavanje F injektivno.

Posledice propoziciie 1.5.

a/ Neka je F : X ——p» P(Y) viSeznaéno preslikavanje, Tada Je
PA=F*A za svaki skup AC X, ako i samo ako je preslikavanje
F injektivno. |

b/ Za svako kopreslikavanje F' preslikavanja F uvek vaii

F'B=PF"B, za avaki skup BCY, ako i samo ako je F jednoznaX-
no preslikavanie.

Sledeéa teorema daje vaiZne relacije o vileznadnim
prealikavanjima. One se mogu izdvojiti u parove, tako da se
avaka relacija u Jjednom paru moZs dobiti iz druge iz istog
para ako se P zameni sa F' i F* sa F' i obrnuto, a istovre-
meno se umesto skupa ACI stavlja BCY i obrnuto.

Teorema 1,6, Neka je F : X —~=s P(Y) proizvo ljno viSezna-
%no preslikavanje skupa X na skup Y, Tada vaZe sledadée du-
alre relacile:

Za bilo koja dva podskupa A i A, iz X1 BiB,
iz Y, iz
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AnA, =@ sledi FANF*, =@, i iz

n BNB, =@ sledi P'BNF'B =4, 1)
Za bilo koji podskmp ACX, ili BCY je <)
PPPACP' PFACACF'FACPF'FA i
e/ F***BCF FPBCBCP*fBCF F'B.
FA=CoFeCA i
/3/

P'B=CeFsCB.

Ao sull={4 : ACX)}4iB%={B : B€Y} proizvoljne familije
skupova is X, odnosno iz Y, tada ée biti

P(U{a : a aa})=d{r; : Aed},

il P(U{B : BeB})=U{Fr'B: Bend} .
P(N{A : & e d))=N{F*2r : 4 ¢ O,
>/ P(N{B:BeBPY=N{"B: Be0}.
| F(N{a: aceAl)<nN{ra: 1 eal,
i P(N{B: BeP}) C/{F'B : B eB} .
F{U{A : A e A})DU{F"1 : A e .0},

/7/

P(U{B : BeB}) DU{Fr'B: BeB}.

1) Treba napomenuti da iz FAﬂF*Af—‘-ﬁ ne sledi ANA, = #, kao
8to to prosti primeri pokazuju.
2) Ve: Voi. Ponomarev [1], Pe 5i6.
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Posledice tecreme 1l,6.

a/ Viseznacéno preslikavanje F : X «—» P(Y) Je injektiwn
ako i samo ako je za svaku femiliju X ={A : ACX} podgku..

pova iz X:

// F(N{A:Aed}) =N{FA: A ¢ X} 111 ekvivalentno.
/7' / PHU{A : A e A} sV{F*A : a c )}
Doksz. Prema posledici a/ propozicije 1.5. biée FA=F*A ako

i samo sko je ¥ injektivno preslikavanje, a prema /5/ je da-
lje

Fin{a:Aed=F(N{4a:aeal)=n{r :
Ael)=N{FA: A eqr}

Sli&no je
FHU{a:2cl))= P(U{2: 2 eqa})=U{mn :
Aed}=U{p"r: 1 el}.

r

b/ Ako Je preslikavanje P injektivno, tada je i samo tada za
svaki skup ACX

A=PF'FA,

Dokaz, Prema /2/ Jje

| P'F*AcACP'FA, o prema posled:.ci /8/ propozicije 1.5.
Je F¥A=PA, te sledi -

P'FACACP'FA.




- 19 -

c/ Ako je preslikavanje F jednozneduno, tada je kopreslikava-
nje P' injektivno, pa prema prethodnoj posledici za svaki

gku BCY bdide

B=F F'B.

d/ Za svako viSeznadno preslikavanje F : X ——» P(Y)i pro-
izvoljen skup ACX ¢e biti

PPA=U{Px : Fx = Fx e M} , gde je W =FI\F(X\4)C
P(Y) 1 sliéno,'za svaki skup BCY je

PB=U{r'y : Piy=F'y e My}, ede JoMI=F T\ F¥s\

" \B)C P(X),a F'; Y ——» P(X) jednoznaino presliks-
vanje koje odgovars kopreslikavanju F’ preslikavanja F.

Dokaz. Buduéi da iz AN(X\A) = § sledi /1/

F“Ar\F'(I\ A) =@, ako y ¢ F#A; tada i samo tada

y ¢ F(X\A) , tj. ¥ ¢ Px=Tx,niza koje x ¢ X\ 4, te sledi
da y e Px =Fx, ako i samo ako

Fx efil,= F X\F(X\14) .

e/ Ako Je ACX i BCY , tada Je i samo tada

ANF'B=¢ kada je FANB= g

Dokaz. Iz ANF'B=¢ sledi F#;QF# P B= ¢, a buduéi da Je
BCF¥F'B dobija se FANB = &.
Omuto, akoc Jje

FANB= @ sledi F'FANF'B=g i poSto je ACF'FA,
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odmah proizilezi da je ANF'B= #.

¢/ Za svaki skup ACX i1 svaki skup BCY Je

FF'PA =FA i P'?¥e'B =p'3,

Dokaz. Prema /2/ iz prethodne teordme je
FF'(FA) C FA 1 AcPF'rA.
Iz druge od ovih dveju inkluzija proizilazi
FA CF.‘F'FL, pa je dokazana prva Jednakost /8/ «

Drugs se¢ na isti nadin dokazuje.

Propozicija 1,7. Vifezna&no preslikavanje F : X -9 P(Y)

skupa X na skup Y Je polujednoznadno, ako i samo sko je
FF'P=F, ili ekvivaslenino -

FP'FFP'= P,
Tada Jje, takodje, za svaki :I.nverzanl) skup ACX

¥ i

P'PA = A i za svaki direktan skup B<Y

FF'B = B.°)

Definicija 1.8. Neka je F : X —+ P(Y) viZeznaino preslika-
venje skupa X na skup Y. Tada se skup Zp ..-..{(x,y) : x e X,

Y e FXCY} C XxY 3z0ve grafik /graf/ preslikavanja F.

1) Skup A Je inverzan u odnosu na preslikavanje F, ako Jje
A=F'B, za neki skup B, a skup B je direktan, ako je B=FA
za neki skup A,

2) Ve: GTy Whyburn, Continuity of multifunctions, Proc. Acoed.
Sci. USA, vol, 54, 1965. N%5,




Buduéi da Je graf Zs preslikavanja F podskup De-
xartoveg proizvods X x Y, restrikcije projekcija

Tx ¢ XXY — Y, gde je Tx {x, y) = x i
Ny : LY e Y, gde je Ny (x, )= 7, 2z
(x,y) ¢ X xY, odredjuju redox presiikavanja
Px ¢ Zp ~—> X i.
Py Z,; —— Y 1':iL pri tome je, z® svako x e X;
x = p),op"";:L (x) 1 za svako y e Y,

*»

-4
Fy= pepr (7).

Propozicija 1.8, Neka je F,: X ———» P(Y) videznaino presli-
kavanje skupa X na skup Y, & F,: Y ~—+ P(Z) viSeznaino pre-
slikavanje skupa Y na skup Z.

Tada je F,»PFy ¢ X ——» P(Z) viZezrelno preslikavanje skupa X
na skup Z 1

o/ (FoF )= Fe¥; : 2 —» P(X)
preslikavanje preslikavanja F,° ¥, .
b/ Za svaki skup AC X Je

(Fzﬂ Fi)#A = FﬁFf A, 8 z2 svaki skup C € Z Je
(F, o F,.)b C= FEGFE_ C.

! :
Dokaz. &/ Neks x e (F,o F, )z ; tada2e F,o F, x 1 posto-
J1yeF, x dazeFy.AllskoyeF, x, tadaxeF,y i
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: |
y ¢ F,z . Dalje je F, ycF,{ F,z }=F,°F;z , te x ¢ F,*F;z.

1 dokazena je inkluzija
I ! 7

obronuto, sko x e FioFz3 = P/ (F,5)}, postoji y e F,z da
xe P, ¥. Oda¥de se dalje dobija da ze F,7 i yeF,x i
zat0 se B, yCFy{ F x)= (Fo ¥, ) x,te je inkluzija FoF,
c(FsR)z i jednakost. dokazana,

¥

b/ Dokazadée se prva od dualnih jednakosti. | doksz druge
ide na isti nalin, jer Je FbﬂF')*.

Ah
Neka je ACX proizvoljsn skup, tada je (F,oF,] A .= Co
off o F; )oCA = CF,° F,o CA = C*F, ( F;0CA) =CoF,0CoCo F0eCA=
'=( CesFye C)o CoFp C) A =FyeFFA,

—

Napomena. U vezi sa nazivims kopreslikavanje i malo kopre-
slikevanje treba primetiti sledede:

Preslikavanje F', koje se ovde naziva kopreslikevanje datog
preslikavanja F, a kod nekih autora inverzno preslikavanje
preslikavanja ¥, odiglednonema sve oscbine koje obi¥mno ima-
ju iaverzna preslikavanja; napr. u opsStem sluc¢aju ne vazZi

- PFP'y=x. Ovo svojstvo bitno karakterife inverzas preslikava-
nja /jednoznaénibh x preslikavanjs/. Zato se ovde termin "Iin-
verzno preslikavanje® zadrzawa ssmo za Jjednoznadna preslika-
vanja i ssmo u tom slucaju kopreslikavenje datog preslikava-
nja je inverzno preslikavanje.

Termini mala slika skupa A i mala koslika skups B uvedeni su
zbog toga 3to Jje, za svski skup ACX, FPACPA u FbBCF‘B,
za svaki skup BCY, a dati su prewa V.l.Ponomarevu /1/.
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Rapomenule se jo3 da se kopreslikavanje F' zove kod C.Berge-a
jower invers /inverse inférieur/ i obelezava sa F~, a presli-
kavanje F° zove upper invers /inverse superienr/ i obelefava
sa F¥. Oznaka P, r¥# 4 pb uveo je ¥.I. Ponemsrev u [1] .

Definicije neprekidnosti wiSeznadnih presli-
kavanja i veza sa hivertonologijama za datn

tonologian

4

Definicija 1.9. ViZeznadno preslikavanje F : X wman P(Y)to=-
polodkog prostora X na topolodki prostor Y Je zatvoreno
/otvoreno/, ako je za svaki zatvoreni /otvoreni/ skup ACX,
velika slika ®A CY zatvoreni /6tvoreni/ skup u Y.

Zbog relacija 1.6, /3/, ako je F zatvoreno /otvoreno/ pre-
slikavanje, tada je preslikavanje ?¥ otvoreno /zatvoreno/ i
cbrnuto.

Progozicija 1.8,

a/ Videznatro preslikavanje F : X ——» P(Y) jeo zatvoreno,
ako i samo ako je FACPA za gvaki skup A <X,

b/ Vigeznadno preslikavanje F je otvoreno ako i samo ako je
FFACF¥A za svaki skup ACX, ili a%o i samo ako je F'BCPF’'B
z8 svaki skup BCY,

Definicijs 1.10.

a/ ViSeznadno preslikavanje F .: -X ——o P(Y) topoloskog pro-
stora X na topoloski prostor Y Je semineprekidne odozgo ako
Je kopreslikavanje F’ pPreslikavanja F - zatvoreno, ili ekvi-
valentno, ako je malo kopreslikavanje PP preslikavanja F -
otvoreno,
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p/ ViSeznalno preslikavanje F je semineprekidno odozdo, ako
je kopreslikavanje P’ preslikavanja F - otvoreno, ili ekvi-
valentno, ako je malo kopreslikavanje FP preslikavanja P -

zatvoIrono.

¢/ ViSeznacno preslikavanje F je neprekidno, ako je semine-
prekidno odozgo 1 semineprekidno odozdo, ili ekvivalentno,
ako su kopreslikavanje F' i malo presiikavanje PP preslika-
vanja F napovremeno otvoreno - zatvorena preslikavanja.

Slededa propozicija daje ekvivalente prethodnim definicija-
ma semineprekidnosti i’ Jako se dokazuje.

Propozicijs 1.9

s/ ViSeznacno preslikavanje P : X -—o P(Y) Je sémineprol:i-
dno odozgo, ako i samo ako za svaku ta¢ku x ¢ X i svakm otvo-
renu u Y okolinu V skupa Fx, postoji otvorena u X okolina U

tadke x, takva da je F UCV.

b/ Vi3eznacno preslikavanje F je semineprekidno odozdo, ako
i samo ako za svaku tadku x ¢ X 1 svaki otvoreni u Y skup V
takav da je FxNV3# P, postoji otvorena u X okolina U tag-
ke x, takva da Je, za svako x‘e¢ U, XNV F+ &,

Pomenuée se Jjos dve poznate i1 Eeste korisdene.

Definicija 1.11.

8/ ViZeznaino preslikavenje P : X ——» P(¥}je X - /bi/ kom-
paktno, /I- /bi/ kxompsktno/, ako je, za sveko y ¢ Y, skup
F'y /vi/ kompaktun/ za svako x ¢ X, skup Fx - /bi/ kompak-
tan/.

b/ ViSeznaeino preslikavanje F je savrieno, ako je seminepre-
kidno odozgo, zatvoreno i X i Y - bikompaktno.
{V.: V.I Ponomarevil], p. 517. }
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U vezi sa ovom definicijom vaZni su slededi re-~
zultatl koji najveéim delom poticéu od J.,M.Smirnova, koji
se daju u slededo]

Teoremi 1,10, Neka su X i Y topolodki prostori i F : X ==
P(Y) viseznaéno presliksvanje. Tada je /a/ preslikavanje F
gemineprekidno odozgo i ¥ -~ bikompsktno, ako i samo ako Jje
preslikavanje p, ~ savrieno;/b/ presliksvanje F je zatvo-
reno 1 X - bikompaktno ako i samo ako Je preslikavanje p, -
savrseno; /c/ preslikavanje P je savr3enoc, 2o i samo ako
su preslikavanja py - i' p, savrsena.

Definicija l.12./hiperprostoraxE,AE iV E/,
Neka je E proizvoljni topoloZki proastor. Sa 2F ge se obele-~
Ziti kolekcija svih zatvorenih nepraznih skupova GCE. Na

skupu 2“'«1 znacsja su slededi hiperto;mlpsije:

Hipertopologija xE, ¢iju otvorenu bazu &ine sve kolskcije
2_",={G : Ge ?_E, GCU}=(U) s gde Je U otvoreni skup pro-
stora E,

Hipertopologija A E, éiju zatvorenu podbazu &ine sve kolek-~

cije 2= {6 :6 ¢ 25, GND # g}=(E~ U, gde je U otvo-
reni skup prostora E.

Hipertopologija VE /konaéna topologija, eksponencijalna

tO'POé-OSig%/ &iju otvorenu podbazu &ine sve kolekcije Z'={0U)
i 2°\2 \ {G : G e 2_5, GﬂU:ﬁﬂ}:)U( y £ds je U otvoreni
skup prostora E,

Potrebro Je naglasiti da je relativna topologija
a:oju asvaka od hipertoplogijaoE, AE i¥E inducira na skupu
Ey={x} : x e E} hom@omorfna sa prvobitnom topologijom
ng £, pa se zato &eato skupovi E 1 E)] kao i njihove topolo-
¥.31 £.J.Borges: Astudy of multivaltted functions, Pacific J.
of Matk. vol. 23. N®3, 1967, p. 453. /Theorem 2,6/.
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| R

zije identificirsju. Teko je na pr. skup {U)NE;= U=
{x} : x ¢ U} otvoren u relativmoj x topologiji na Ej i

slika je otvorenog skupa U pri identic¢nom preslikavanju

A
i : E «=» E; odredjenom uslovom

i(x)={x} e P(E).
{Ve: C. Kuratovski(l], p.183, V.I.Ponomarevi2],p.191.}

Napomena. Dalje é&e se posmatrati samo ona viSeznadna presli-
xavenja F : X --» P(Y) topolodkog prostora X na topoloaki
prostor Y, pri kojima je slika FxCY svake tatke x ¢ X za-
tvoreni skup u Y. Takodje ée se uzimati da au topoloski
prostori X i Y . . T3 ~ prostori. Ako je preslikavanje F
neprekidno, tada je kosliks F'y svake tadke y ¢ T ~ zatvoren
u X skup. _

Na osnovu prethodnih definicijs wmoguce je obe
semineprekidnosti i neprekidnost viseznaénih preslikavanja
F : X -~ P(Y) izrsditi u terminime koji sadrie jednoznad-
no preslikavanje

- A .
F: Xyj=——r ‘2}. koje se svakom viSeznalnom preslika-
vanju F moZe korespondirati prema definiciji 1.4.

Pri tome se uzime da je skup il topologiziran
relativnon topologijom koju na njemu induciraju svaka od to-
pologija>, X 1V na2X. Ova topologija je homeomorfna pr-
vobitnoj topoleogiji na X.

Propozicija 1.11.

a/ ViSezna&no preslikavanje ¥ : X —» P Y Jje seminepreki-
dno odozgo, akohi samo ako je odgovarajucée Jednoznadno pre-
slikavanje F : Xy = %Y neprekidnoe /u uobidajenom smislu/.
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p/ ViSeznadno preslikavenje ¥ je semineprekidno odozdo, alfo

i samo ake je odgovarajuce Jjednoznaéno preslikavanje F : Iy
- X Y neprekidno,

e/ Videznacéno presllkavanae ¥ Jje neprekidno, ako i samo ako
je preslikavanje F xl ~—+ ¥ T neprekidno.

Pokazade se ekvivalentnost navedenih iskazeg sa
odgovarajucim definicijama 1,10,

8/ Ako je neprekidmc jednoznaino preslikavanje F : Xj--»
Y, tada je za svaki otvoreni skup V<Y, skup (V) elenent
otvorene baze prostora ®oY, pa je ctvoren u Illskup

: ((M))={{x} : xe X, Fix}= FxCV}C';l.

No buduéi da su prostori X i Il homeomorfni, pri homeofor-
mizou i : X --.-xl, gde Je i -~ identiéno preslikavanje:
i(x) ={x} , bice

7T () = Py

otvoren skup u X. Tako je preslikavanje PP otvoreno, pa je
preslikavanje F semineprekidno odozgo. Obrnuto, neks je

F : X —> P(Y) semineprekidno odozgo, x e X; - proizvolj-
ng tvacka, a V otvoreni skup prostora Y za koju Jje F {(x} ¢
(V} s tj. FxCV. Tada, posto je FPV atvareh u X skup, biée
otvoren 1 skup fﬂi((v )) =1 (F":V) i preslikavanje ¥ je ne-
prekidno. .

b/ Neka je neprekidno jednoznaéno preslikavanje F : El—--r
AY, Tadas je za svaki otvoreni skup VCY, skup >V{ ealement
otvorene podbaze u toplogiji prostora )Y, pa je otvoren i
skup ¥ ‘t(}U() { {x} : xe I, F{x} e )V(} Buduéi da Jje

F {x} e »V{ ekvivalentno uslovu da je Fx N\ V#g, to je

{H(F* ey~ 27 W)= Ix : PxOVE gl= ?'y
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4 zato Je otvoren i skup P'Vv, tj. kopreslikavanje ¥’ je otvo-
reno, dakle,preslikavanje ¥ jes senmineprekidno odozdo.Obrnuto,
ako se pretpostavi da je preslikavenje ¥ seminsprekidno odoz-
do, tada Je 2a svaki otvoreni skup VC7Y, otvoreni i skup }V{
xoji je element podbaze topologije hiperproatora AY. Posto
je, takodje, i(P'Vv)= F*()v{) i skup F'V otvoren, otvoren
je i skup F*()V(} , tj. preslikavanje F je neprekidno.

{(v.: J. Kelley: General Topology, th.l. (c) p.86. }

£

¢/ Na kraju, neka Jje 'f:il -3 V¥ Y nepreittdno pres}ikavande.
Tada su za svaki otvoreni skup VCY, otvoreni u Xy 1 skupo-
vi FOV) L TAHY)) , dor au YW =2 \EV i vy =2
elementi otvorene podbaze prostors yY. |

gako Jo 1 (F*(HV)) = »'vi 1F*({)))= FbV viée i ovi
skupovi otvoreni, pa Je na taj nadin preslikavanje F - ne-
prekidno, )

Ako je, obrnuto, preslikavanje F neprekidno, bice za svaki
otvoreni skup VC Y, otvoreni skupovi P!V i FPV., Posto Jeo

1(F'V)= FPOV) 1 i(mov) = FHG))

A ' e
i ovi su skupovi otvoreni u X,. Sledi da je preslikavanje ¥

neprekidno.

Osnovne definicije aeninaprekidnésti, neprekidnosti, zatvo-
renosti i otvorenosti preslikavanja i njihovih kepreslikava-
nja, kao i formule koje su sa njima u vezi pregledno su dsa-
te sledeéom tabelom. Pri tome su iskazi o preslikavanjims
P, ', P* P® xao i odgovarajuée formule u prvoj tabeli u
/Yy /2/y /3/ i /4/ ekvivalentne. |
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2. SKORO-JEDNOZNACNA /VISEZNACNA/ I

S~PRESLIKAVANJA

Skoro-jednoznacna preslikavanja uveo je V.I Pono-
29 Irev u [l] Pe554. Ona se, ukratko redeno, odlikuju svoj-
stvem da je mala koslika bilo kojeg otvorenog skupa pri tak-
vim presliksavanjima neprazan skup.

Druge osobine takvih preslikavanja /koja su jos
i 8 obe strane silno neprekidna/ daje teorema 2.1.

Ingée, jedan deo ove teoreme dini sadrZaj tri le-
me V.I. Ponomareva, koje tek zajedno, u ovoj teoremi, dobi-
jaju puni znaCaj za klasu skoro-jednoznadnih preslikavanja.

Dalje se u ovom parsgrafu definisu S-preslikava-
nsja /koja su na izvestan nadin generalizacija s-preslikava-
nja o.M, Smirnova/ i pokazuje da se pri viSeznadnim Sy-pre-
slikavanjima koja su semineprekidna odozdo &uva separabil-
nost, /propozicija 2.3./, a sko su 8 obe strane neprekidna
1 skoro-jednoznadna, duva se prva sksioma prebrojivosti, tad-
kasto prebrojiva i prebrojiva topolodka baza /propozicija _
2.4./. U drugom delu ovog paragrafa koji je takodje posveden
lspitivanjima svojstava viSeznadnih preslikavanja koja su se-
nineprekidna odozgo i zatvorena, osnovna je teorema 2.5. Tom
se veoremom pokazuje da su oscbine pomenutih presiikavanja
zavisne od topoloskih prostora izmedju kojih uspostavljaju
vezu,

U sluéaju kada se viSeznadna semineprekidna odoz-
Tc 1 zatvorena preslikavanja svode na jednoznacdna, bteorema
2.5. daje rezultst K.Morita i S.Hanai /1] , 1lems 1, p.10/.

vefinicija 2.1. ViSeznad&no preslikavanje F : X «-» Y topo-
Lo3keg prostora X na topolodki prostor ¥ je skoro-jedncznacd-
10 preslikavanje, sko je za sveaki otvoreni skup V C Y, nje-~
Z0va mala, koslika FbV neprazan skup,




-

Drugadije se uslov da preslikavanje bude skoro-jednc-
=naéno moZe iskazati i ovako. ViSeznadno preslikavanje ¥ Jje
skoro-jednoznacno, 8koc je skup FX= {f‘x s X e I} svuda

gust u ®l.
| Ekvivalentnost oba ova iskaza proizlazi neposredno iz

definicije »~topologije za proator Y i definicije jednozrnacd-
pog preslikavanja F : X —» Y koje se svakom vileznalnonm
preslikavanju moZe pridruziti.

Napomena, Kako je svaki Tr-proator Y svuda gust podprostor
u hiperprostoru »Y , bile svako Jjednoznadno preslikavanje
£ : £ ~—» Y topolofkog prostora X na T,-prostor I skoro-
jednoznadno, jer je £X = fX < Y. Tako su skoro-jednoznadna
presliksvanja prirodno uopstenje Jjednoznadénih preslikavanja.

Za klasu skoro-jednoznadénih preslikavanja osnovail
znadaj ima slededa

Teorems 2.1.
Neka jJe P : X «=9 Y viSeznacCno preslikavanje prostora X na

regularan prostor Y. -
a/ Ako je preslikavanje F semineprekidno odozdo, zatvoreno

i skoro-jednoznadno, tada je 2za svaku tadku y ¢ T i svaiu
njenu okolinu VC X

YV NR'y # 8.
b/ Ako je preslikavanje F jod i Z-bikompaktno, tada posto-
Ji podskup X, = U{Fby : § e Y}C X, takav da je restrikei-

Ja B/X = F,: X,~~» T preslikavanja F na podskupu X,,Jjedno-
zna;éno, neprekidno preslikavanje podproators X na 1,

Dokaz, 8/ Prvi deo teorsme' Jo sadrZan u dve leme V.I.Ponoma.




4
= r . - - >y :: - -
ora Y, po3tojsla okolina V, talke y da 7 e Vi & vy & Ve o
v Hada bl Takodlie biio
T, N ! v z 3 b P .. g
PUY. Y Tl o &, Bududi da Je § senlinepraLidnd
L 3 m - - wr P, T e W vy Ebey
rezdo, SKup F‘Vl d8 zabtvorem w i ova JJe skup U = ANETY,
_ - - - . I om ) P S x Y 7y v .
wvoren 1 ofigledno P'y € U, Podto ¢ presliikavanis ¥ zatyo-

.1 Tﬁ-ﬂ

P

[ ‘ - oy * . % -l:
s Vi, ¥ Jde semineprekidao odozyo, pogtaldl cotvorena 0Xoli-
' — e O
» Vo talke y da F V,C'U = X b

. daviae sledi da je
¥5 N FPY, =@, jer je FPVy C FO¥,. ali gkup ¥ = Vp N Vy Je

:0iine tafke y i poBto Je ¥V C Vs bide P'VIF'Y

A I ’Jl e se dobiti PPY o GV‘-a, Lbog toega 1%
s= dobija F'V N FPV

el

ca druge Jje surane Fo¢ < F ¥, L poidto de preslika-

Jje Foskore Jednoznadno, mora bitl POV £ g, pa se dcbijsa
7N pby = why 7 $. Dobiisna Je take protivrednns®, te sle-

. da mora biti FPV A P v = B,

¢ H e ey e G g
b/ Neka je “f:-f‘?; giglen zalveorenlh okolina Tuli-
7. Wakay sistewm nosinii, Jer je ¥ Th-~rezulernl nrostor,
- - f"“‘ . om e -
JE f*’-"‘:ﬁ{‘! : ¥ ooy f, fads jo Fly Ry = L 0Dy £ d,

1, b - - ] 2 + - S — L, "
ASucw pedprostoru F oyl ¥ 1 ims osobinu keoaslnus preseis=,
3

AL, " " - » e - -

aucl da je P oskoro-jednoznaine presiiXawaris, Tada je sva~
tatka = ¢ ?”y céigliadnoe rtacka Jjednoznuinosii presiikwava-
- P, X )

+ F, pa ge moZ2 uzeti da 3o X, =L/ ¥y« v a2 ¥,

Z8 SVAKO ¥ e Fby, odigledne je Fz =¥, pa je re-
Treija Fo vreslikavanja P ns X. jednoznaing nresl
< Togn, buduél dz je ¥ azeminepreokidno cdozdo, a prostor ¥
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p—

~l.-prostor i, za svako y € Y, ?by CF y, %0 3¢ Fb'y zatvoren
tikompekian podskuy.

Dokazaée se jos jednakxost

-1 1
Falf ?G?ﬁFvnxq,zaVCYn

Po3to je za y # 37 uvek ¥Ry N ry'=p i, za svako

e Y, FPyC F'y, to Je Fiv = U{Fby : y e V}. Zato eko

< € ?'ﬂ' Vv, postoji y e Y3da x ¢ Fby c Py, te je X 2 Py X

F L
L

'V N X, i dokazana je inkluzija
FiVve P’V NX,.

ohrnuko, ako x ¢ F'VNX, , tada poatoji y e V da x e F'y.
Ali, bududi da x e X, , To X € p'ly N X, = FPy, tJ. X e U{Fby:
; e }=FsV, pa je dokszana inkluzija

F'VNA X, = F,'V i potredna jednakoat.

Ng ognovu dobijene jednskosti /e/ gledi de je preslikavanje
P~ neprekidno, Jer Je preslikavanje ¥ gemineprekidno odozdo
i za gvaki otvoreni skup V<Y otvoren ;jé skup P'V, dakle i
skup Po V.

Svojstva topolodkih prostora koja su u vezl sa
topoloskiz bazema 1 1okalnim topoloskim bazams duvaju se I
ori vigeznadnim preslikavanjima koja su iz klease skxoro~]jedno-
znaénih presliksvanje, kao Zto de se iw sledefih propoziclis
videti,

Propozicijs 2.2. Neka je #F : X ——+ Y viSeznadno, s obe sira-
ne neprekidno 1 skoro-jednoznacno preslikavanje prostora X
sa prvom aksiomom prebrojévesti na regularan prostor .
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Ako z& svako y ¢ Y, skup P'y sadrii svuds gust
prebrojiv skup Ay, tsda i preostor Y zadovoljava prvi aksiom
prebrojivosti,

Dokaz. Podte je preslikavanje ¥ semineprekidno odozdo, zatvo-
reno 1 skoro-jednoznadno, a prostor Y regularan, biée prema
teoremi 2.1. /a/ 2a svako y € Y i svaku okolinu H taike ¥
Fly N ®oR # 8. No skup PPHC X Je otvoren, Jjer Jje preslikava-
nje F semineprekidno odozgo, pa postoji tadka x e F'y N FPAit,
koja pripsda predbrojivom, svuda gustom skupu Ay C F y. Tsako-
dje postoli okolina Uie1ﬂkiJ iz prebrojive otvorene lokalne
baze tacke x3, takva da je xje Uic I‘bH; . - Odavde sledi da
¥y e ¥Fxi C FU3 C FFbECH. Skup FU; je otvoren, jer Jjeé presli-~
kavanje F otvoreno i okolina je tadke Y. Zbog toga Be za pre-
brojivu lokalnu bazu prostora Y u tadki Y, moZe uzeti famili-
Ja {FUi : Uge 'U{Ii) ' Xj€ Ay} y 8%0 znadi da prostor Y zado-
voljava prvi aksiom prebrojivosti.

Jednoznadno preslikavanje £ : X ——a Y koje ima
svojstvo da inverzna slikas fdy, svake tacke y ¢ Y, ima u svo-
Joj relativnoj topologiji predbrojivu bazu, zove se, po J. M.
Smirnovu, s-preslikavanje,

fJ.H.Smirnov (1], p.255 }

No, ako podprostor P'yC X ima prebrojiva topologku bazu u
8vojoj relativnoj topologiji, on je separabilan, tskodje,u
svojoJ relativnoj topologiji.,

Prirodno je definiciju J.M,Smirnova prosiriti i.

Da viseznaina preslikavanja, No, to ée se ovde udiniti u sle-
dedem smislu,

Derinicija 2.2,

Vi3ezna&no Preslikavanje F : X ——o9 Y topoloskog prostora X
28 Topolodki prostor ¥ Je Sy~preslikavanje /Syrpreslikavanda/
ako je, za svako y e Y, P'y-separabilan podprostor prostora X,
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/za 8veko X ¢ X, Fx - separabilan podprostor prostecrs Y/.
Koristedi ovako uvedena S-preslikavanja mogués
je pokazatl da se i pri viZeznadnim preslikavaniima Zuva

separabilnost topolofkih prostora, kao 340 to pokazuje sle-

deca

Propozicija 2.3.

Neka je topolodki Prostor I separabilan, a preslikavanje
F: X —+ Y senineprekidno odozdo i Sy-prealikavanje prosto-

ra £ na prostor Y, Tada je i prostor Y separabilan,

Dokaz. U prostoru X postoji prebrojiv, svuda gust skup X.,
Jjer je X separabilan proastor. Podto Je preslikavanje F Syp
preslikavanje, za svako x ¢ X, skﬁp FxC Y sadrii svuda guét-
U Px prebrojiv skup By. No, prebrojiv ée biti i skup B =
UiBy : x eilq-, a pokazaée se da je ovaej skup i svuda gust u
Y. Neka je VC Y proizveoljen otvoren skup. Otvoren Je‘tada i
skup P'VCX, jer je P seninpprekidno odozdo preslikavanje.
4ato postoji tadka x,e X,NP'V, te jo Fx. NV # P. Ali skup
Vi=Fx, NV je otvoren u rela*ivnoj topologiji podprostorsa
Fx,, pa kako je Bx, svuds gust u Fx,, postoji y,e Bx,Fsvl .
Na taj nadin y, e V"1=Fx,NVCViye Bx,C B, tj. BNV ;'-'ﬁ
Time je pokszano da Je prebrojiv skup B svuda gust u Y i da

Je prostor Y separabilan,

Posledica 23

Neprekidna i jednoznadna 8lika separabilnog prostora je se-

Parabilan prostor,
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S ‘obzirom na definiciju 2.2. prethodna ss propozici-

jama 2.3, meze,nesto progirena, iskezati na nadin kako sledi.

propozicija 2.4,

Neka je F : £ -— ¥ visSeznacnc s obe strane neprekidno, sko-
ro-jednozraéno i Sx-preslikavanje tcpibékog prostora £ na re-
gulsren prostor Y., Ako prostor X

a/ zadovoljave prwvu aksiomu prebrojivosti, ili

b/ ima tackasto prebrojivu topoloZku bazu 1/, ili

¢/ ima prebrojivu topolodku bazu,

tacs 1 prostor Y ime isto odgovarajudée svojstvo.

Dokaz. Treba dokazati jedine tvrdjenje b/, jer tvrdjenje c/,
aledl 1z tvrdjenja b/, podto je svaki prostor sa prebrojivom
vazom -~ prostor sa tadkasto prebrojivom bazon.,

Neka je By = {U] talkasto prebrojiva bsza prostora X
ti. tekva baza da svaka talka x e X le3i u nsjviZe prebrojive
anogo elemenata U e'ﬁx; tada Jje 'ﬁx-:{l?t! : U e‘ﬁx} tackasto
prebrojivs baza prostora Y. Zaista, neka je ¥ e Y proizvoljna
tacka 1 V¢ Y njena preoizvoljna okolina, Podto je preslikava-
aje F gemineprekidno odozdo, zatvoreno i skoro-dédnoznaéno, a
>rostor Y regularan, bide P’y N FPV # &. Neka je x e F'ly N FbY
Prolzvoljna tadka. Skup FPy Je tade neka njena otvorena okoli-

% Jer je F i semineprekidno odozgo preslikavanje. Zato posto~

Ji element U iz bagze B - takav da je x ¢ U~C‘?bV. Ali zbog to-~

-\"-—-—-—-—.—__.

1

/g Za prostore sa talkasto prebrojlvom bazom videti, na pr
A.3.MISCENXO: O prostranstvah s tocdednosiotnoj bazoj, DAN

134, 1962, 985-988,
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ga je ¥ © Px € FU € FFPV © ¥V, pa Je dokazano da je b;? baza
prostora I. Treba jod pokszati da je]3y tadkasto predbrociiva
beza prostora Y. Akoc je UN F'y = @, tada FUN F#F'y = @, pa
Kksko Jje uvex y e F#F'y, siedi da y ¢ FU, Tako y e FU za avski
skup UeB za koji je UNPF'y # @, pa treba joi samo pokazati

da je familija -a={'ﬂ : Ueﬂl, UNF'y £ ﬁ} rajvise predbrojivs.
Po3to Je preslikavanje F Sx+prealikavaﬁje, postoji prebrojiv,
svuda gust u P’y skup Ay. Pokazade se da je familija_ffistova#—
na sa familijom /I svih onth elemenata U baze P x k0ji sadrie ne-
ko ajcAy. C&igledno je & C-& s e treba dokaza;ci sano obrautu
inkluziju. Neka Uea,l teda F'yNnU # 9, pa poéito je Ay svuda
gust u F'y, postoji ajeAy da ajeU. Ali tada Ue L3 ihkluzijn

acao Je dokazana, & time i propozicija.

Posledicas 2.4.1.

Neka je P : X ——v Y viZeznadno, s obe strane neprekidmo i sko-
ro-jednozna¢no preslikavanje topoloZkog prostora X sa prebro-
jJivom bazom na regularan prostor Y, Tada i prostor Y iﬁa Jeaad B

brojivu bazu i metrizabilan je.

Dokaz. Ako prostor ima prebrojiwvu bazu, tada i svaki njegov
podprostor ima prebrojivu bazu. Zato ée i zsa svako yeX skub
F'ycX imati prebrojivu topiodku bazu u svojoj relativnoj topo-
logiji i svuda gust podskup Ay. Sledi da Je F Sx—preslikavu—
Rje. Prema prethodnoj propoziciji prostor Y ima prebrojivu to-
pologku bazu, a poito je regularan on Je po teoremi o metriza-
¢iji P.S. Urisona - metrizsbilan, Takodje nije te3ko videti da

Breslikagvanje P tada i Ay-~preslikavanje,
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Svojstva viZeznalnib preslikavsnja, kaso, wostalonm,
i Jednoznscnih, nisu pezavisna od prestora izmedju kojih

uspostavrljajn vezu, Siedséa teorera to pckazuje,

Tgorema 2,5.

Neka je ¥ : X ~== Y viZeznalno, samineprekidno odozgo i za-
‘tvoreno presliikavanje normalrog Tl-prostora X na Tl—prostor
Y sa prvom sksiomom prebrojivosti, Tada je prub p(F'y) in-~

verzne slike F'y svake teike y e Y - kompaktan.

Dokez. Ako skup p(F'yi<PF'y ne bi bio kompéktan, postojao
bi prebrojivi niz {x:n : neN}cp(F'y) Xoji ne bi i&ao tadku
nagomilavanje u p(F'y,, tj. za svaku tadku xeb(F'y) postoja~
la bl otvorena okolina Uy, koja sadrii samo konadno MNOLO
taleka niza {x : meN}. Zato za svako X, s B=1,2,4..
pestoji otvoreni skup Gy, da x, e Gy i GiNGy = @ za 1 £ J,
Jex Je X normalan prostor. Bududi ds xpeB(F'y) postoji taX-
ka x eX, takva da xﬁﬁ'p(F'y) i zﬁ“e an\F'E& gde je V, neka
otvorena okolina prebrojive lokalrnas baze 1&3} tacke v & Y.

Tako Jje dobijen nigz {x, : ne H} X0ji Je lokalno ko-
nacan, jer x/, e G za neN, a familija { G, : neﬂ} je familija
disjunktnih otvorenih skupova. Zato je skup A={x; ¢+ n e N}
zatvoren u prostoru X. Bududi da Jje presliksvanje F zatvore-
no, zatvoren je u Y i skup FA,

Podto je A N p(F'y) C-;Al n F'y= @, bidée PFANFF y=¢
i zato y'f FA, jer uvek y ¢ F*F'y; Tako y e TN\FA=H i B je
otvorena okolina tadke y, No, xeko prostor Y zadovoljava prvi

aksiom prebrojivosti, pestoji skup Vi eﬂﬁb) takav da y e V3 CH,
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! 2y : F 1y, ale Y.
Ali X5 e F ‘uiﬂGi, Tie. Ii e F ‘11, odsile ?Iin vy 7 ﬂ.
S druge strane, vodto x; ¢ 4, bife FxycFA=MEC
v
Y ~7;, D2 je FXjNV, = ¢. Dobijena protivrelnost dokazuje

?rgpt??i ':.31,3 Ue

ieks je F t X -~ ¥ videunadno, semineprekidno cdozgo i za-
rvoreno preslikavsnje psarakompaktnog prostora X ne prostor Y
ja prvom aksiomom prebréjivosti. Tada je xud p{#' vy} inverzne
slike sveke tackes y ¢ Y bikompaktan.

Uva posledica proizilazi iz toga 3to je svaki psra-
<ompalktan kompsxtan prestor -~ bikompaktan 1/ i 8tc je rud

3vakog skupa zatvoren skup, te zato parskompaktan,

‘osledica 2.5.2,

i2ka je FlX ---» T viseznedno, s obe strane neprekidno, skoro-

ednoznacno i Sx-presiiksvanje normalnog proasbora I sa nrvom
kgicnox prebrojiveosti na regularan prostor Y. Tada je rud

{F' 7! inverzne slike svake tadke x e Y kompaitan.

wX8z2. Prema propoziciji 2.4. prostar Y zadovsljave prvTu ake
-iemu prebrojivosti, bududi da je rreslikavanjz F s obe atfau
* ngprekidne, skoro~jednoznadne i Sx~presiixavanis, a prb-
tor Y regularan., No, preslikavanje 7 je i semineprekidno
dozgo i1 zatvoreno, te po tecremi 2.5. slsdi da ie rub 5 (F' 7

vake tacke y e Y koempakban skup.

R.Arenz, I.Dugandiji: Remark on the corcept of compactaess,

T-I"i?i.lg ' 3 Mﬁth @ 9 3 1950 3 P » lul_lj"‘f’ .
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Posledicd 2.5.3,

Roka je ¥ : X «—o I preslikevanje kao u prethodnoj posle-
dici i neka Jje prostor I parakompaxtan sa prvom saksiomom

predbrojivosti, a prostor Y regularsn. Tada Jje i prestor ¥
prostor xoji zadovoljava prvu aksiomu prebrojivesti i rub

B (¥ y)koalike svake tadks ¥y ¢ I jo bikompaktan.




5. VISEZNACNA PRESLIKAVANJA SEPARABILNIH

METRIZABIINIH, METRIZABILNIE I LOKAINO
METRIZABILNIH TOPOLOSKIE PROSTORA

Ova)j je paragraf posvelen viSeznsénixm preslikeva-
njima topolodkih prostora koji su separababilni metrizabilrni,
metrizabilni 1 lokalno metrizadbilni. Pokazuje se da svs nave-
desna svojstva ostaju pri s obe strane neprekidnim i skoro -
jednoznaénim, viSeznaénim prealikavanjima kéja su, u siucaju
metrizabilnosti i lokalne metrizabilmosti, jo8 i X-bikompak-
tos. Za takva preslikavanja kao 3%o je tecoremom 2.1. pokazano
postoji podprostor X metrizabilnog prostora X na kome se vi-~
Soznaéno preslikavanje ¥ : X === Y svodi na jednoznaéno koje
jo neprekidno i bikompaktno i koje preslikave = podpresator X
na &itav proster Y. Inade, o visSezracnim preslikavanjima me-
trizabilnih /metridkih/ prostors ima malo rezultata. 04 njih
treba apomenuti rezultat C. Borgeéa {1],(teorems 3,2. p.455)
koji pokazuje da se metrizabiiﬁoat é¢uva pri savrsenim viseznad-
nin preslikavanjima F : X === 7Y, ukoliko su oba prostora X i
Y Ty-prostori sa G,-dijagonalama l/i bar jedan od prostora X
11i Y metrizabilan.

Rezultati koji su ovde dobijeni ne pretpostavlijsju,
medjutim, za prostore X i ¥ osim regularnosti, nista drugo.

Takodje treba pcmenu#i i rezultat A.Arbangelskog da

se Xlass parakompaktnih p-prostora podudara sa klascm nepreki-

v Aomp— .

opolodki prostor X ima G; -dijagonalu, ako je skup {x,x :
x e I} Ge -skup u XxX.
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dnih, otvorenih, zatvorsnih ¥ i ¥-bikompaktnin viSeznsdnih
s8lika metrilkih prostorsa. /A.Arhangelskii, [2] y{teorema 5,7,
D.671,

Bududi da svaki separsbilni metrizadilni’ prostor ims pre-
orejivu topolelku bazu i da svaki podprostor prostora sa pre-—
brojivom bazom ima prebrojivu bazu, biée sveki pod?roéter se-
parabilnog metrizabilnog prostora separabilan. Zato je svako
viseznadno preslikavenie F : X wes Y separablilnog metrizsbil-
nog prostoras X na drugi'prostor Y Sy~preslikavanje. Zbog toga
sada iz posledice 2.5.1. neposredne sledi naredna propozicijs

¢ lnvarjantnosti separavilne metrizgbilnosti,

Pragozicija .14

Neka jo F : X weu ¥ viSeznaéno, s obe strane neprekidno i
skoro jednoznadno preslikavanjs separabilnog metrizabilnog
/metridkog,/ prostora na regularsn prostor Y. Tada je i prog—~

tor Y separabilan metrizabilni /metridki/ prostor.

Ako metrizabilan /metridki/ prostor nije separabi-
lan, metrizabilnost se duva tek pri tskvim viZeznadnim pre-
glikavanjima koja pripadaju jednoj podklagi. klases 38 obe stra-

2¢ neprekidnih i skoro jednoznadnih preslikavanja, kao %to ge

vidi iz sledede

Eeoreme.é.Z.

‘eka Je F : X w—a Y visezradno, sa obe stirane neprekidno,
skero jednoznadno i LZ-bikompsaktno preslikavenje metrizabil-

108 prostora X na regularan prostor Y. Tada Je i prostor Y

tetrizabilan,
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Dokaz. Yo osnovnoj teoremi o metrizaciji Nagata-Smirnova,
prostor X ima ¢ - lokslno konsdnu otverenu bazu (X =Q{ai ’
gde su "ai lokalno konaine familije otvorenih skupova prosto-
ra X.

Pokazale se da uz nevedene pretpostavke o presliks—
vanju ¥ 1 prostor Y ima é -~ lokalno konadnu otvorenu bazu P=

=.‘L=Jif)i ida suP;={v:v=rp0, Ue L} (1 =1,2,...) lo-
xalno konalne familije otvorenih skupova prostors Y.

Zaista, akupo;'i V = FU su otvoreni, jer je preslika-
vanje F-otvoreno. Da su familije ﬁi (i=1,2,...) lckalno ko-
nac¢pe proizilazi iz slede§og Tazmatranja. Neka je y ¢ Y pro-
izvoljna tadka, |

Zs svako x ¢ F'y, postoji otvorena okolina Oy tal-
Xe x, koja sele konadno INOgOo skﬁpwa Ue -@_. Famili;ja { Ox :
X e F'y} pokriva bikompaktan skup F'y, pa se moZe redukovati
28 konaénu podfamiliju Ox,, » Op. 9e0ey O, 1+ koja takodje pokri-
va Fly, tj. P'y Cg".,oxi = 0.1 akup O sede samo konadno RNOZO
sikupova U e.ai, te zato i otvoreni skup F’O =H, koji Je
>tvoren& okoline talke y, sele kone3no mnogo skupova V e P;.
‘er, ako Je 28 neki skup U efly, UNO =@, bise FUNF¥0 = g,
iJe VNH =@, pa B gede najvise one skupove V = FU, za koje
e UNO £ @. '

Treba joi dokazati ds Je familija Y - baza prosto-
® Y. Neka y ¢ Y i neka je HCY otvoreni skup, tskav da y ¢ H.
o8%to je prostor Y regulsran, = preslikavaenje F zatvoreno, se-

ineprekidno odozdo i skoro-jednoznaino bite prema teoremi 2.l.

/: Py N FbH * #. Skup FbH_ Je otvoren, jer Je preslikavanje F
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neprekidno, a sko x ¢ P'y N PPH postoji za neko i otvoreni
skup Uef; Tl ds xe UC PPH, Zato &e biti e Fx<c FU=
vV < FFPE CH, tJ. e VCH, za neki skup V e'ﬁiC]@. Time
je dokazano da je familija P - baza prostora Y i da Jje prd—

stor ¥ metrizabilan.

Posledicsa 3e2+1.

Neka je £ : X === Y savrdeno, otvoreno i jednoznadno presli-
kavanje metrizabilnog prostora X na regularsn prostor Y. Tada

je i prostor Y metrizabilsn.

Rapomena. Prethodna teorema 3.2, mogla bi se dokazati i uz

pomoé teoreme Morits - Stone-~Hanai, de se metrizabilnost to-
poloskih prostora duva pri jednoznadrim savrienim preslika-
vanjima. Takvo je presliksvenje ¥, = F/X_, - restrikcija sva-
kog viseznadnog, s obe strane neprekidnog, X-bikompsktnog i
skoro jednoznadnog preslikavanja proizvoljnog metrizabilnog
proatbra X na regularan prostor Y. To sledi ns osnovu teore-
me 2.1. b/, ako se doksie da je X, zatvoren u X skup i da Je

za zatvoreni skup A <X ;
Fo A = FA.

Zaista, ako je x e X\ X,, tada Jje c:ard{Fx}‘:rl, to skup Fx
ssdrZi bar dve tadke. Neka je VC 7 takav otvoreni skup da je
yeV, ali y'f vV, gde Y, Y e Fi. .Tada je {Y;V , Y7 ) otvo-
reni skup i okoline "tadke” Fx W Y. Zbog neprekidnosti
preslikavanja P, postoji okolina U tadke x, takva da Je

FU <{y; v, Y\"f} . To znadi da Je.za svsko x e U, FxNV # ¢
i FxN(INY) #£ 8, tj. za sveko x e U je card {Fx} > 1. Budu-
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¢i da Je, za svako x ¢ X,, card {Fx} = 1, dokazanc je ds
UNX=g, tj. da je X, zatvoren u X skup. Zatc je svaki za-
tvorsn u X, skup A, zatvoren i u X akup.

Posto Jje ofigledno F:‘: P2 i za sveko y ¢ ¥ Jje
F:iy:: Fby =F'yNIX,, jer Je za 3, y¢ Y i y# v uvek
F yNFPy'= @. Dalje e biti:

FA={y:Eyna#g)={y (5N )N A #g}=
= { JZ(F’J(\FJHA #ﬁ}:{y; F'yﬂa #ﬁj:FA,

Jer je AcCI,. Buduii da je P zatvoreno preslikgvanje zatvoren
Je skup FA = F,A, tj. Fo je takodje zatvoreno presliksvanje.

Pri istim veSeznalnim preslikavanjima kac u pret-
hodnoj teoremi, mogude je pokazati da se Suva i lokslna me-
Urizabilnost prostora u klasi regulernih prostora. No pret-

hodno je potrebna slededa

Lema 5.3. Neka su Ay, / i =1,2,..., n/ zatvorsni podskupovi
topoloskog prostors X, metrizgbilni u svojim relativnim topo-
o
logijama. Tada je i unija A=U A; metrizadilna u svojoj rels-

t=y

tivnoj topologiji podprostora prostoras X.

Dokaz leme proizilazi neposredno iz slededeg poznatog stava:
Ako je 5 unija lokslno konadrog sistema zatvorenih metrizabil-
nih podprostora S, tsda je S metrizabilan prosior.

/Ve: A.H.Stone: Metrizabilityof union of spaces, Proc.Am.Math.
scc.1l0, p.361, 1959./. Tako se sada moZe dokazati




Taorems S.4.

Neka je F : ¥ —=»Y 8 ohbe strane neurekidno, sikcro jedno-
znacuo 1 X-bikompaktns presliksvanjs lokalno metrizabilnog
reguilarnog prostore X na regularan prostor Y. Tsda Jje 1 vro-

ster Y lokalno metrizabilan.

Dckaz., Neka Je y e Y proizvoljina tacks; treba pokazati da

postoji otvorena okolina G tacke y, metrizsbilna u svojoj re-
lativnoj topologiji. Poste je prostor X lokalnc meSrizabilan,
i sKxup F‘gﬁtz bikompaktan, postoji xonacno mnoge ctvorenih,

metrizabilonih okolina Uy., tadake x; ¢ 'Y, , / i = 1,2,...,0/

Eoje pokrivaju skup ¥'y, No Xako je prostor X regularan moze
se uzeti da su i zatvorenja’ﬁxiovih skupova metrizabilna u
avojim relstivnim topclogijams, Tada je prema lemi 3.3, i
unija =y {ﬁxi v 1= 1,2,...,11:} metrazabilan podprecstor,
pa je, dakle, metrizabilar i njegov podskup I =U{Ux:i=
1,2“.,11} D F'y.

Pokazade sa dsxlje da jé sxup G==Fﬁ“metrizabilﬁa,
otvorena okolina tadke y,. Podto je F'y, <, to je y,¢ F#l'.,a
F zatvoreno preslikavanje, skup F*[I js otvorena ckolins tal-
K2 ¥, »

Prelazi se ssda na dokaz metrizabilrnosti skupa G.
Kako Je presiikavanje F semineprekidro odozdo, zatvoreno i
skoro~jednoznacro, prostor Y regularan, za s?ako y e G i sva-
ki otvoreni skup H<G, za kcji je y,¢ H bide Py N PYH = 4,

Ali y e G =37, te F'lycl, pa je (F'yN FPE)NT #¢2 i po-

stoji x ¢ P

g

Fﬁ(Fbeﬁr}. Skup FbH j2 otvoren u X, jer je
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preslikavanje F senineprekidno odozgo, zato je otvoren i
axup PPHN G i otvorera je okolina tadke x.

UAa,

1=4 <

No skup I” je metrizabilan, i ako je (1 =
nexa njegova & ~ lokalno konadna otvorena baza, postoji
obvoreni skup U} e.al da x e ILi -l Fbﬁﬁr . Iz ovogs sledl
ds y ¢ FX<F U € P (FPENT) < FPPECE. . SV,
Zato se za otvorenu, é-lokalnc konalnu bezu pedprosiora
G = P*r moZe uzeti familija ﬁv:}ziﬁi’ gde jePy ={v : v=
=FU, U ed;} za svako i e N. Prema/1/ sledi da ée familija P
biti baza /u relatiwvnoj topologiji/ podprostora G. Ostaje jo3
da se dokaZe da je svaka familijaV; 1dkslno konaéna. Za sva-
kc ye G < HP':&:lf i posto je SA; lokalno konadna famili-
ja otvorenih skupova, za svako xe 'y postbji otvorena oko-
lina Oy tdﬁke x /sadrZans ul / Xoja sede samo konsino mnogo
skupova U ¢ f5. Fanilija {Og : x € F'y} ovako odredjenih otvo-
renih skupova, moZe se redukovati na konadrnu podfamiliju Ox,,
Ox, s»-» Ox, koaa pokriva F'y, jer je P’y bikompaktan skup.
Zato sxup O = 3101‘ sefe samo -konainc mnogo skupova U ¢
i kako F'yCOCT toye F'0o c ¥'HE £6¢. Skup F*0 je tada otvo-
rena okolina tacdke y, koja sede sﬁmo konadno mnogo skupova
U e, Joer, ako za neko U e, ONT = g, bige #*0 N rHE = g
tj. rfonvy = P. Ovim je dokazano da je famili;jnﬂi lokalno
konaina, & time i da Je G podprostor metrizabilan u svojog

relativnej topologiji.

Posledica 3.4.1.

Neka je f 3+ X —-—» T savrsenc, otverenc i jednoznadno presli-

ksvanje lokalno metrizabilnog prostora X na regularan prostor
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Tads je 1 Y lokalpo metrizabilsn prostor,

Posledica 3.4,2.

Neka je F : { —->» Y neprekxidno s obe strane, skoro-jedno-
znaéno i X~bikompakitno preslikavanje lokalno metrizabilnog
prostora X na parsxompuktan prostor Y. Tada je prostor Y
metrizabilan,

Tvrdjenje posiedics 3,%.2.8ledi iz teoreme 3.4, i
iz poznatog kritarijumnE

da Je lokalno metrizabilan prostor - metrizsbilan

skc 1 samo sko Je parakompsktan.

Pogledica 3.4,3,

Neka je £ : X w~-» Y savrieno, otvoreno i Jjednoznacéno presgli-
kavanje lokalno-metrihabilnog prostora X na parakompsaktan
prostor Y. Tada je prostor Y .-metrizabilan.

fako propozicija 3.1. i teorema 3.2. i 3.4, daju
tek dovoline uslove za viéezngéné preslikavanja pri kojima
se duvaju svojstva a/ separsbilne metrizsbilnosti,

b/ metrizabilnosti, i

¢/ lokalne metrizabilrosti,

ipak sva tri ova iskaza imaju zavrSni karakter u tom smislu
sto omogucuju da se dobiju potrebni i dovoljni nslovi pri

kojima se sva fri navedena svojstva duvaju.

1/ Ako je P : X —~ Y 8 obe strane neprekidnoc preslikava-
nje separabilnog metrizabilnog prestera X na separabilan me-

trizabilan prostor Y, tada postoji visSeznadno s obe strane
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neprexidno preslikavanje AR Y T, nekog separabilncg
matrizabilnog prostora X X na prostor Y koje je skoro -
jednoznacno, i ¢ija Jje restrikcija na prostoru X preslika-
vanje F, tj. F”i X =F. Za dokaz dovoljirno je uzati da X7
bude topoioska unijs separabilnih metrizsbiinih prostora X
Y, tj. dsa X" = 1UY, Oc¢igledno Jje prostor Xfttakodje se~
parabilan metrizabilan prostor, jer se uvek mozie uzeiti d4de su
prostori X 1 Y disjunktni.

Ao ge prealii&vanje Fﬁ*definiée,tako de e za sva—
ko xe X7

]?:tﬁ: {‘:Ex,'x*

=xe X
Y, Xx*=y e ¥

s
bife ovo preslikavanje ﬁ obe strane neprekidnoc 1 skoro-je-
dnoznadno, & njegova restrikeija F | I&je jednaka preslikava-
nju F.

Obrnuto, sko svako s obe strane neprekidnc presii-
kavanje P : X ==a Y separabilnog metrizabilnog prostdra X

N

na regularan prostcer Y ima prcduZenje Fs X e Y, gde je

2 . . .

X 2 X neki separsbilan metrizsbilen nedprostor prostora X,

a preslikevanje F*je 8 obe gtrane neprekidno i skorc Jjednc-
znacno, tada ée prema propoziciji 3.1. prostor Y biti separa-

bilsn, metrizabilan prostor.

Na taj nadin je dokazana,

Teorema 5.2.

Nexa je P : X --+ T vigeznadno, s obe strane nepreskidno pre-

slikeavanje separabilnog metrizsbilnog prostora X na regulsaran
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prostor Y. Da bi preostor Y bio separabilsn, metrizadbilan
prostor, potrebne je i doveljno da se preslikavanje ¥ mozZe
proeduziti u a8 obe strana.neprekidno i skoro-jednoznaéno pre-
slikavanje F*: X e Y nekog separabilnog metrizabilnog nad-
prostora X prestora X ns prostor Y.

Na isti nadin se mozZe dokazati i analogna teorems
za slulaj metrizadbilnih i lokalno metrizabilnih prostora,
podto je viseznadno preslikavanje F : X ~—+ Y i tada 3 obe
atrane neprekidno, X-bikompaktno i skoro jednoznaino, a za
prostor X moZe ée uzeti takodje topoloska unije X U Y koja
je, kako je lako videti,metrizabilan, odn. lokalno metriza-
bilan prostor, ako su joj takve komponente.

Tako vazi

Teorema 3,6.
Neka je F : X ==+ Y viSeznelno, s obe strane neprekidno i |
X-bikompaktno preslikavanje metrizabilnog /lokalno metriza~
bilnog/ prostora X na regularsn prostor Y.

Da bi prostor Y bic metrizabilan /lokalno metriza-
bilan/, potrebno je i dovoljno da se preslikavanje F mo3e
produZiti u s obe strane neprekidno, X-bikompaktno i skoro

jednoznacno preslikavanie

Fi 2 X e ¥ nekog metrizabilnog /lokalno metriza—

bilnog/ nadprostora.x’bprostora X na prostor Y.
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4. VISEZNACNA PRESLIXKAVANJA ®X-BIXCMPAXDNIE I
7 «PARAKOMPAKTNIH® TOPDLOSKIT PROSTCRA

Osnowni rezultat ovog parsgrafs Jje weoremz 4.1.
kcjs daje dovoijne uvicve za viseznalna preslikavanja pri
kojima se éuva w-bikompakitnost topoloékih_proatora i teo-
rema 4.4, koja takodje daje dovoljine uslove pri kocjima se
cuvajinu razne vrste sn-parakompaktnosti,

Obe ove teorems pretstavljaju na izvestan naéin
krajnji rezultat, jer omoguéuju da se dobiju potrebni 1 do-
voljni uslovi ze vijeznadna preslikavenjs pri kojima se na-
vedena svojstva ¢uvaju. |

rreslikavanja koja pripadaju podklasi klase 8 obe
strane neprekidnih i skoro jednoznainib preslikavanja, kojs
su Y-bikompaktna imaju svojstvo da éuvaju i m-dikcmpaktnosat,

kako to pokazuje

Teorema 4.1, Neka jo F : X ——e Y 8 Obe strane neprekidno,
skoro jednoznaé¢no i Y - bikompaktno preslikavanje - bikom-
paktnog prostora X na regularan prostor Y. Tada Je i pro-

stor ¥ - bikompaktan.

Dokaz. Treba pokezati da za svaku tedku vye T 1 svaku otvo~
renu okolinu V postoji okolina W ss bikompakﬁnim rubom, Pre-
ma teoremi 2.2./8/ ée biti F'y N ¥Oy % # i postoji x e Flyn
FPY tako da je y e Fx CV, No kako je F semineprekidro cdoz-

g0 preslikavanje biée skup FbV'::U otvoren i1 okolina talke

X . Buduéi da Je prostor X s- bikompaktan, postoji otvore-
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na okolina E tadke x 8 bikompakinizm rubom p{H), da je x eHC
FbV. ¥o P je zatvoreno presiikavanje, pa &e biti
/1/ FR CFH i ofigledno y e Fx C FE C FE,

Skup FH = W je otvoren po3tc je F 1 otvoreno pre-
sliksvanje i zato otvorena okclina tadke y . Iz /1/, dalje,
sledi da je FE U (FE) = FE < PE = F(H U pl)) = FHUF(pE).
Skupovi FH i p(FH) su disjunktni, pa ¢e biti

n(FE) < F p(H).

Ali skup Fp(H)je bikompaktan, jer je presliksvanje F nepre-
kidno i Y—bikgmp#ktno. Po3to je skup p(FH) zatvoren podskup
bikompaktnog skupa ng(H) bide 1 sam bikompaktan. |

Posledica #.1.1. Neka je £ : X <= Y jednoznacno, nepreki-

dno otvoreno-zatvoreno preslikavanje T bikompaktnog pro-
stora X ns regularan prostor Y. Tada je i ¥ s-bikompaktan
prestor.

Ova posledica proizilszi iz toga Eto je avako je-

dncznadino preslikavanje skoro-jednoznadéno i Y-bikcmpsktno.

I iskaz teoreme 4.1. isto kao i iskazi u propoziciji 3.1l.
i téoremama 3.2. 1 3.4, ima zavrsnil kargkter 1 na osrpovu
njegs se dobijaju na potpuno jednak nadin kao i u teoremi
3.2. potrebni i dovoljni uslovi za viSeznadnc preslikavanje

pri Xojima se duva N ~bikompaktnost.

Teorema 4.2. Neka je F : X ———» Y videznac¢no s cbhe 3traae

neprekidno i Y-bikompsktne preslikavanje ~-bikompakinog pro-




|
N
AW

t

stopa I na reguisrni proster Y. Da i prostor I bic W-pikom-
paktan, potrebno je doveljino ds se presiiksvanje meze pro-
du?iti ¢ 8 obe strane neprekiduo, Y-tikompakinoe i1 3xoro-
droznaltne preslikavanje Pt e X nekog W-bikompartnog
nadprostora X© prostora X ns prostor Y.

Preslikavanje T se definife kao i u teoremi 2.5,
i nije tesko videti ds je ono s cbe strane neprekidne, I-
tikxompaktno i skoro-jednoznaino.

Inkluzija p{PH) € Fp(B)iz prethodne teorsme 4.1.
oxognéuje da se pri viSeznadnim preslikavanjims vrlo bliskim
onim iz pomenute teoreme oluvaju i drugs svojstvs topoloZkih
prostora siicéna :rt—bikompaktnosti, kg0 w~parakompaktnogst, -
pretrojive psrakompsknost, W-zvezdasta parakompaktznost. No
prethcdno ¢e se dati definicije prostora sa navedenim svoj-

stvima.lf

Defipicija #.,1. Reéi ée se da je prostor X periferijski ps-
raxcmpaktan /periferijski prebrojiva parakompaktan, perife-
rijiski zvezdasto parakompaktan/, ili krace w-parakompaxztan
7/ fr-prebroiive parakompaktan, n-zvezdasto parskczpaktan/,
akc z8 svaku Hadku x e X 1 svaku okolinu U tacke x, postoji
okolirna Hc U tadke x, &iji Je rud n(d) rvarakompsktan /pre~

brojive parakompsktan, zvezdsste parakompakian/.

Kao 3to je pokazo C.Borges [1],/tecrems 5.5. p.
256/, parakompaktnost, prebrejiva parskcmpsktnost i zvezda-
sta parakompaktnost se duvaju pri savrSenim viseznacnio pre-
slikavenjima u klasi regularnih prostora. Zbog toga ce ge

I7 0 gitne na

C 31lno parskompaktnim prestorims videti J.M.Smirno T
e ] ™ - u'-':" mlrn v. -
A.N,Z88R, a.mat.20 /1656/ 253274, ZY
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dalje pretpostaviti da su prostori ¢ kojims ¢e biti red -

regularni.

Posle ovih nmapomena mcZe se iskazati

Teorens 4,3. Neka je F : Z -—> Y 8 obe strsne neprekidno,
skxoro jednoznadno, X i Y-bikompaktno /tj. savrieno/ presli-
kavanje s-parskompaktnog/ mn-prebrojivo parskoupaktnog,
x—-zvezdasto parakompaktnog/ prostora X na prestor Y. Tada
je i prostor Y w-parskompaktan / w-prebrojivo parakompak-

tan, n-zvezdasto psrskompaktan/.

Dokaz. Prema dokazu teoreme 4,1, za proizvoljnu okolinu ¥
taike y e Y postoji okolina E tadke x e F'yn F'V, da x e BC
FbV sa parskompaktnim rubom p(Hi..Poéto Jje preslikavanje F
8 obe strane neprekidno i skoro-jednoznaéno bice rs(FH} <

Fp(d) i ye FHCV, takodje prema dckazu teoreme 4.1.

| Skup p(H) je satvoren podskup prostora X, koji je
parskompaktan u svojod relatiwvnod topologiji. XKao 8to Ca se
dalje pokazati, restrikcija presliksvanje F na zatvorenom
skupu p(H) Je ssvrdeno presiikavanje. Tads Je, prema pome-
nutoj teoremi C.Borgesa podprostor ¥ p(HlCY parakompaktan
u svojoJ relativnoj topologiji, = podto je np(FH) njegov za-
tvoreni podakup i on je parskompaktan, tj. prostor Y jew -
pavakompaktan. Isto tako se pokazulje invarijantnost 7t-pre-
brojive i TW-zvezdaste parakompaktnosti.

Oetaje jod Cda se dokaZe da Jje restrikcijes F, savr-

jenog presliksvanja F : X —— Y na zatvorenom skupu AC X -




e -r}.l-:'- g
sayvrienc preslikavanjie.
reiste, badse je presliksvanje ¥, ! & FAL T,
Y 3 ¥-bikompgktro, poste je zZa X € A ¢ F.x = ¥Fx, & z& ye F&
- - ] - - - - - - - ar
je Fly = FyiNA, te je oV0 zauvorat 1 cikounpakian »odsgup Di-

Fa. Isto tako je zatvorenc 1 nreglikavanie 7, , jeT ;2 Zatvo-

rag 1 FA podskup L<FA, zatvoren L u Y, &

- L]

taj padin je zavrsSen dokaz Lsoreme .5,

» ove teoreme proizilszzi ofigledna posiedica

Posledica 4,3,1, Neka je £ ¢+ X = I Sedrioznadne, nepreki-

Tih Y

T

dns,otvoTene -~ Zatvorano i Z-bikcomoaktnoe presligsy

3
¥
fIi

nOg/

i“l"

parakompaktnog / w—-prebrejive, w-zvezdssto parax oMPAK

prostors X ne proshor I. Tada je i prostor 1 7-naralonpak-

tan/ w-prebrojive, w-zvendasio psxakcmpaktan/.

Tz tecreme 4.3, dobija sSe napedna Ledrena koja 1ma L3T0 zna-~

Zenje za teorsmu 4.3, Xa9 i reorsas %.2. o2 fsoremu 4.l. 1

T . - - : . uF ¥ T T T . S Y LT
Teorema &.,5. Neka j& § 1 A —=— =& sijannainoe, # oLIT SUTENS

nepreiidno, X i ¥-bikowpakino sresliliiavan
tnog / W-prebrojivo, W -zvexdasio paraxompakinog/ prostors

¥ na rrostor T. Da i DXrOS LT Y oL T-?g:akgrn:ag"an £ G

L]

prabrejive parskompaiisn, ™ -2vez iasto parskompaktzn/ 20%red
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ao je i dovoljno da se preslikavanje ¥ moZe produziti u s
obe strane reprekidno, X i Y-bikompaktno i skoro-jedneznad-

»

no preslikavanje ¥ : X~

-~ ¥ nekog w-pavrsxompaktrog
/ #t=-predbrojivo, nw-zvezdasto parskompaktnoeg/nad prostors X~

prostora X na prostor Y.

Na kraju ovog odeljka ¢e biti deta nekoliko pri-
pera viSeznadnih preslikavanja, koji su u vezi sa teoremom
8,1, Oni poka#uju da sﬁ*uslovi koje treba da zadovcljavaju
viSeznadna preslikavanja iz teoreme 4,1, medjusobno nezavi-

sni i samo

Prvi primer, Za prostor X uzeée se skup svih iracianalnih
brojevs iz intervela (0, 1) sa relativnom topologijom iz 7
a za prostor Y intervel (O, 1) € R*, takodje sa relativnom
topologijom iz r*. Prostor X je w-bikompaktan, jer za sva-
ku talku xeX i svaku njenu otvorenu okolinu V< X, posto-
ji okolina U=(x~e, x+e} N X, (¢e >C), sadrZsns u V, &iji
se rub pB{U) sastoji od dve taﬁke; Sliéno se pokazuje'da je’
i prostor ¥ ®-bikompaktan., ViZeznadno preslikavanje F : X

-~ Y definisade se da zs svako x e X bude
4bx, x€(0,1/4) N X

[g" s % xT %] , xe (1/4, 3/8)N X

[g X %x-r -]8-'-] U ~[(x—-1)-%, l“-% x] .y .

x e {3/4, 1)1 X.

W=
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Ovako definisano preslilikavanje F Jje neprekidno /1/, I-dbikom-~
pektno /3/ i skoro jednoznadno /2/, ali ni otvoreno ni ze-
tvorens /tj. P nije neprekidno/, Zaista, ako Je AL (C, 1/4)
N X neki otvoreni /zatvoreni,/ skup, njegova siika FA nije
otvoren /zatvoren/ skxup u Y. Ovaj primer pokazuje ¢z uslc-

vi /2/ i /3/ ne impliciraju uslsév /1/.

Drugi primer. U ovom primeru ée se uzeti dz Je X=Y=10,1]c

1

R® ss relativnom topologijom iz R*, a preslikavanje F : X

~~> Y neka bude, za .. ‘X, definissno da je

Fx::l:lz-x,'lizx+;L]..
1€ 16 16

I.ako se vidi da je presliksvanje ¥ s obe siranse
neprekidno /1/ i Y-bikompaktno, alii nije skoro jednoznaéno,

jer ne postoji ni jedno x€X da ?xC\r:(%Z- X, %% xf%—e-) .

Dati primer pokszuje da uslov /2/ iz teoreme nije posledica

uslova /1/ i /3/. - * ,

Tredi primer. Neka su prostori X i Y jednakil 1 neka se sssto-
je iz svih iracionalnih brojeva iﬁ (O,IJCZRi, sa relativnom
topologijom iz Ri, & viseznadno preslikagvanje P : X —== Y

neka bude Jdefinissano tako da za svako xe X bude

5x, Iﬁ@, 1/3Jﬂ X,

= 1 {
Fx ‘l-gx-fl-é’gxﬁ'%]nx, xeki’/ﬁ, l)n X,

Preslikavanje P je s obe strane neprekidno /1/ i

skoro-jednoznadno. Ko ksko ni jedan od skupova oblika
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'a, bINTC(0, 1) nije bikompaktan, preslikavanje F nije

Y-bikompsktno, tj. nije ispunjsn usiov /3/ iz tecreme,

Cetvrti primer. Opet fe se uzeti da je X=Y ={g, 1},CR"‘
sa relativiom topologijom iz re,
Ako se presliikavanje F : X —--—-» T definide da

budse
3x, xe¢ [0, 1:/3]
rxal [ . 4]+ xe (13, 23)
x, xe[2/3, 1] ,

tacda je ono semineprekidno odozdo zatvorenc, Y-bikompaktno
/3/ i skoro jednoznadno /2/. Preslikavanje F nije seminepre-

kidno odozgo ni otvoreno, Jjer je na pr.

P’ [%* Z] =[1/6, 5/18] U (1/3, 2/3}, = F(1/3, 2/3)=

= [1/51 2/313.

Ako s8 ovo preslikavarje modificirs takto da za x< X bude

x, X € [O| 1/3)
Fx={ [1/3, 2/3), x e [1/3, 2/3]
Xy X€ (2/3t 1] ’

tads je preslikavanje ¥ semineprekidno cdozgo, zatvoreno,
Y-bikompaktno /3/ i skoro jedroznadno /2/, ali nijs ni otvyo~

renc ni semineprekidno odozdo, 5to se vidl iz slededeg:

F{1/3, 2/3) = [1/3, 2/3] i ¥'{1/2, 5/6) = {1/6, 5/18)U
Uf1/3, 2/3].
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5., q~-PROSTORI I VISEZNACHA PRESLIKAVARJA
q~PROSTORA

Klssu q—prostora uveo Je Emﬂichael(fll, p.173).

Po je veoma obimna klasa topolodkih prostora koja sadrii sve
prostore sa prvom sksiomom prebrojivosti, save lokalnb Xom-
paktne /i bikﬁmpaktna/'prostdfe, p-prostore A.Arhangelskog
i M-prostore K.,Morite.

U ovonm paragﬁ;ru ée se pokazatl da js moguée, ko-
risteéi viSeznadna preslikavanja, uspostaviti izvesne veze
izmedju podklasa prostors sadrisnib u klasi g-prostora /pro-
pozicijs 5.1, teorems 5.2, 1 péﬁledica S5e2el/e

Dalje ée pokazati da osobine viSeznadnih preslika-
venja © xojim se govorilo u teorﬁmi 2.5. vaze i ako se kle~
88 viﬁoznaénih.prealikuvinja ograniii na neprekidna i zatvo-
rena preslikavanjs, & klasa prostora Y pro3iri na klssu g-
prostors /tecrema 5.3, i poaledipe koje sleds/.

Na kraju su deti dovoljni uslovi za viseznaina pre-~
slikaveanja pri kojima se &uvaju gq-prostori.

Klasu g-~prostora odredio je B.Micheel u {1] sle-
deéom definicijom. Topolo8ki proestor X je g-prostor, ako sa
svaku tadku x e X postoji prebrojiv sistem okolina QU ={Upn:
ne N]rtaéko x da birsjucéi u svskoj okolini U, proizvoljnu
tadku x,, tako de sve ovako izabrsne tadka Eudu raziidite,
tada niz tih tedaxa { x; : n ¢ N} ime tadku neg~—ilsvanja
x e X.

Izvesne informacije o odnosu nekih klasa prostors

koje su sadriane 1 klasi q-prostora mogusée Jje dobiti i pcmo-~
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zu viSeznadnih preslikavanjs kako ¢= ge iz asledecds propozi-

2

ije i teoreme wvideti.

Propozicija 5.1, Neka je F : X —eer ¥ viSeznsino seminepre-
kidno odozgo, otvoreno i Y-kompaktne presliksvanje prostors
X sa prvom skxsiomom prebrojivosti na T, -prostor Y., Tada 1

prostor Y zadovoljava prvu aksicmu prebrojivosti.

Dokaz. Neka je P : X ——= Y vileznacno, neprekidnoc, otvore-
no i Y-kompsktno preslikevanje prostors I sa prvom sksiomom
prebrojivosti Tl-prostor Yiyeld proizvoidna tadka,. Neka
je x e F'y takodje L‘proizvol.jna tadks, & Ux -T{Un": n e H}
neks prebrojivs baza talke x u prostoru I.

Mole se uzeti da elementi baze U, zadovoljavaju
uslov monotonosti: Up,.1<U, 2za svako n e N,

Familija U, odredjuje u proatoru I prosredsivom
preslikavanja F koje je otvoreno, familiju ‘Vy = {Vn : V=

FUn, U, © ‘ux} otvorenih okolina talke y. Pokazade s da
fm:::i.tl.:‘L:)a""if,r zadovoljava uslov definicije g-prostora, ¥j. 4da
jo Vx q-familija okolina tadke y.

Neka je dalje {¥, : n e N} proizvoljan niz medju-
scﬁno rezligitih tadaka, izabrsnih tako da ¥ e V,» 28 sVa-
Xo n ¢ N, Za tadke ovog niza mogucde gu sledede dve pretpo-
stavke,

Ili postoji beskonadno manogo tacaka ovog niza ko-

1/ A.Arhangelskij: Ob cdnom klase prostranstiv,..., Mat.sb.1965
t.67 /109/, N21, 55-88 , |

K.Morita: Products of normal spaces with metric spaces,
Math.Ann, 154, 1964, 365-382.
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je le¥e u skupu¥x- slici tadke xe F'y,

ili ovs] skup sadrii tih ta&ska samo konaéno mnogo,., U prvom
sludsju, posto je skup Px prebrojivo kompaktan u svojoj re-
lstivnoj topologiji, postoji tadka ¥ ¢ Fx koja js tacka na-
gomilavanja onih tadaks niza {‘fy.n: n e N} koje leie u Fx,

pa dakle i &itavog niza. | | '

I u sludsju kads samo konadan broj talaks niza {Un tne N} -'
leii u Fx, skup B svih onih tadaks ovog niza koje ne lezes u
Px ima taiku nagomilavenjs § ¢ Y. '
Jer, ako skup B ne bi i@nao tadku nagonmilavanja svaki -n;jegov
podskup /pa i sam skup B/ bio 'b::L zatvoren n Y, podto Je Y I
T, -prostor. No, preslikavanje je semineprekidno 0dozgo, pa
je, zatvoren i skup F'B CX, Kako je PxMNB =g, bide FPFxN
F'B=g., Ali x ¢ Il'bf'x, te sledi da x ¢ 'B, tj. x ¢ INF'B=
=0 i . U Jje otvorena okoiina tactke x. Zbog togs postoji in-
' deks n,e N da za svako lP7Ne, X € UnCUr-I\F'B, pa Je Unﬂ

4

F'B=2 za npn,.
| Medjutim, podto y, eVn = FUp za sveko n ¢ N, biée
F'ynNUy 7 @ 28 sveko n & N. Ako je, dalje, m)n, takav in-

deks za koji je y, e B, bice

g # Py Uy P BNT,.

LY

Dobijena protivrednost pokazuje da akup B mora da ims bar jJe—
dnu taéku nggomilavanja u X i time je propozicijs dokazans.

Naredna teorema odnoal se na regularne g-proatore

i uspostavlija vezu tih prostora sa metridkim prostorima.
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Teorema 5.2. Svaki regulsran g-prostor ,ja' viseznalna, semi-
neprekidna odozge, otvorena, i Y-kompakina sliks nekog me-

tridkog prostorsa.

Dokez. Neka je Y regularsn g-prostor. Tada za svaku tadku
y ¢ Y postoji prebrojiv sistem /q—sitem/ okolina {Vn tne l‘i}
ga svojstvom da& birajuéi u svakom skupu V, tacku yp, takxo da
sve na ove] nadin dobijene,tacke budu rezliZite, tada niz
{J'n rne H} ima tadku ?agomilﬂ'an.ja y ¢ Y. Podto je prostor
Y regularan, mofe se uzeti ds skupovi V¥, zsdovoljavaju uslov
"v"'ndc Vs 22 8Vako n & N. |
Neka Je, dalje K =--r\{vn :n e 1*_?}. Tada svaki prebrojivi niz
tadaka {711 t ¥ypecK,ne H} ima tadiku nagomilavanjs ¥ ¢ K,
jer y, ¢ KC ¥V, z& svako n ¢ N, a skup K je zatvoren. Zato Je
skup X inribro;jivo kompsktan, 2 sietamrvk ={?n :ne N| Zine
prebrojivu bazu skupa K u Y, te skup K ima prebrojiv karak-
ter u prostoru Y /u smislu A.Arhangelskoeg, (def.3.5. iz tlfu
Zaists, ako za neki otvoreni skup HDK ne bi postojao sxup
Vnecvk da KCV, CH, tsda bi za svaki skup V, e’\& bilo V,N
(Y \B] # @#. Zbog monotonoati sistemavk tada bi bilo

@ -7'—'15&?1; ﬁ(Y\H)] = [i?’n] N(T\E)=K N Y\H , suproino
pretpostavei da HCK,
Skupovi 3 koji su na c¢pisani nacdin dobijani ¢ine pokrivaé pro-
stora Y i podfemiliju ¥ familije J ={K«: m e A} svib kom-
paktnih skupova prebrojivog k:ér:ai:'tera prostoras Y.

Neka je dalje ’W:{Up : pe B} neka familija otvo-

renih skupova prostora Y, sa svojstvom da zs sveki skup E;Peﬂ(
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i svaki otvoreni skup HDK, postoji skup Wy e W da X gwcH
Za fmili:ju'w mozZe se, na primer, uzeti unijs svih famili-
Ja V&;nc A, Dalje éeo se formirati topoloski proizvod P =

=11 B, gde je B,=B, za svako n e N.

nmi

Skup B ¢e se topologizirati diskretnom topologijom. Tada je
topoloﬁﬁ proizvod P metrizsbilan prostor /Berov prostor/ i
28t0 slabo sepsrabilan. U prostoru P ée se dalje odrediti |
njegov podprostor X na gledeéi nadin, Tadka xz{'mpn e Bp=138
n e K} e P pripadade skupu X, ako odgoverajuéi sistem {Wpﬂ:
ne H} skupova rmilijew obrazule prebrojivu bazu nekog sk
paKeXnul,

Na skupu X se sada na prirodan nadin moze definisati vise-
znaéno preslikavanje F : X =+ Y stavlijajuéi za x ¢ X, Fx=
Ky gde Je K,GI ona] skup kome Jje sisten {Hp“: n e N}, Ko--
ji odgovara tacki x, prebrojiva baza. Preslikavanje ¥ je na
ta] nedin potpuno definisanc na podprostoru I i preslikava
I na c.‘_.itnr prostor T i pri tome su svi skupovi Fx=XK *riatvo
renl 1 kompaktni, ps je preslikavanje F Y-kompsktno. Treba
jos ds= ad pokaie da je preslikavanje F semineprekidno odoz-
go 1 otvoreno,

Neks je x ¢ ;' 1 HCY proizvoljan otvoreni skup, takav da
Px=K,C H. PoSto je {'Iﬂn :ne H} baza skupa K, u Y, posto-
Jin.e Nda Fx, =K, C W, C H. No svaki od prostors B Je
diskretan i svaka njegova tafks je otvoren skup, te &a zato
igkup Uy ) =: {x: X ={Bp} ¢ P, Pn=Pn, | biti otvoren
u P, Ovaj skup odredju:je otvoren u X skup U(x,)=Un ( x,)N X.
Preslikavanje F ce biti semineprekidno odozgo ako se pokaZe
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da B
FU(X)CEH .o» | /1/

[~

Neka x ¢ U(x,), teada Jje prp x= pn:‘- B3 . = Pn,X, i zato

HP,., = Um’ « No tada Je Fx:-"-E,CU%_: Wpe CH, pa Je doksza~
na inkluzija /1/ i da je presliksvanje F semineprekidno
cd0Zg0. I

Cstaje da se pokaZe da je presliikavanje P i otvorenoc. Neks
Je UCX otvoren skup i ye Ky =Fx'CFU, gde x’'e U, Posdto

je skup U utvoren, postdji element U' baze prostora P, ta-
kav dax e U'NI=U, |

MoZe ge uzeti de Je skup U'= {x T X e. P, PI;n.-L x=13m== 1311{-'
Py, x’,:a i= 1,2,...,m}. Tada je Hp;;‘: Wg, 2za i=1,2...,m.
Skup W =£1Hp:‘;
i time da je preslikavanje ¥ otvoreno.

Je otvoren u Y 1 K .CVW. Pokszaie se da WCFU

Neka Je y ¢ W; tada zbog regularncsti prostors I
poatoji ottoren skup V da Ty € VC VC W, Pomodu skupa VY odre-
djen je skup K_ e K, takav da je v, ¢ K, » na sledeéi na¥in.

- - y -

Reka Je K1=ﬁ{ Vp ¢ ?n e’vh, ne H}, gde Je FV;&

q-sistem okoline talke ¥ . Tada je X,= K; NV. Podto je Kd,_C

;|

WC Wy , 28 1=1,2,...,n mofe se prebrojiva baza { Wy, } sku-
pa K'& izabrati da bude Hp;-%r- ¥p, zal=1,2,...,m. Tada
je x;={ Byt 0 e N}e U, & kako je {Hpt} prebrojiva baza
skupa K‘,,1 y tO X; € X, dakle X; € Tnx=v, Iz ovoga s8ladi da
y; € K,&: Fx,C FU, te poito y e _’d_‘, dokazana je inkluzija WCFU
i teorema,

Buduéi da svaki metrickl prostor zadoveljavs prvu

gksiomu prebrojivosti, na osnovu propozicije 5.1. i pretho-~

dne teoreme proizilazi
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Poslaedica 5.2.1. Da bi regulsran prostor I bio g-prostor
potrebno je i dovoljno da postoji viSeznadno, seminepreki-

dno odozgo, otvoreno i Y-kompaktno preslikavsnje F : X —> I

nekcg prostora X sa prvom aksiomom prebrojivosti na prosto T.

Sladedéa teoroma i posledice koje iz njs proizilaze
ukazuju na znadaj q-prostors u odnosu na svojstva vifeznal-

zih preslikavanjas.

Teoréma 5.3, Neka Je ¥ t X === Y viSeznadno, neprekidno i
zatvoreno preslikavanje . Tl-prostora ¥ ns regularsn g-proator
Y. Tada Je za proizvoljnu taiku.y ¢ Y, rub p(F’'y) inverzne
slike F'y pseudokompaktan skup, tj. svaka neprekidna i real-
na jednoznaéna funkcija na p{F'y) Jje ogranidena.

Dokaz, Nekes, naprotiv, postoji realna funkcija h : X —-= g*
koja je neogranidena na p(Fy). Tada postoji prebrojiv niz fa-
daka X={ Xp : X e B(Py), n e N} da Je |h{xy, ;)| > |n{xy)i+1
i moZe se odrediti familija u_={Un : n ¢ N} otvore,ih skupova
Up= {x : x e X, |h(x]-h(xn)l <%}za gvako n e N,
Nije tesko dokezati da Je familijsa U diskretna u X, ¥j. aa
svaka dacka x ¢ X ima okolinu 0;‘koj¢ sede 380 jecsn skmp
U, ¢ U. Ako se u svakom skupu Uy ¢ 1 izabere neka talksa z,
n ¢ N, dobija se skup A=f2zy : n e N} koji je zatvoren u X.
Zaista, ako x ¢ A, tadas sveka okolina Cx tacke x sede A5 no
postoji, zbog diskretnosti femilije U v prostoru X, okolina
03 koja sele samo Jedan skup Uy e U. Zato 3y & Oy, jer bi u

suprotnem sludaju bilo O;t"\ A=, Ali takodje mora biti x =z,
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jer skec bi bilo x # Zys tada otvorera okolins C‘%;—- G;\{zk}
tacke x ne sadrii ni Jjednu tadku skupa A. TakXo Je dokazana
inkluzijs ECA, 8 time i zatvorenost skupe A. Isto tsko sa
dokazuje da je i svaki podskup A;C A zatvoren u X. Posts =
preslikavanjs P sesmipeprekidno odozdo, zs svsku otvoren:
okolinu W tacdks y, bide otvoren i skup P'¥W i PyCP'y. Ali

| skup P'y Jje zatvoren u X, jer je presliksvanje Fi seminspro-
kidno odozgo, & prostor Y T -prostor. Zato je n(Fy) CFycr'y
i za sveki skup Uy e) l;iée (PPYNUN\FP'y £ £.

Posto Je prostor Y q-prostor i v ¢ ¥, prostoji prebrojiv riz
okolina -Vy ={Vn ! ye Vyyne II} tadke y,s82 svolsivorm da
svakl niz medjusobno razliZitih tedeka {y, : 75 ¢ Vn, n e N}
ira tadku nagomilasvanja ¥ e Y.

Staviée se sada V;= Wi 1 po¥to je V; okolina tadke y, bide
(F'w N UN\F! y#@ 1mo¥e se izabrati z,e (F'w,N Uy NP'y. Tada

2, ¢ Fy i sledi da y ¢ ¥z .

Eako Je prostor Y regularan, postoji otvoreni skup H, da
. ) _

Fz, < H]_CEI iye I §1= Gy
No z e r'uln UICF'U]_, te Jje leﬂ Wy 9 1 nofe se
izabrati y, e Pz, N W, = Fz, NV,
Dalje Ce se ataviti N=V,NGy i iéabrati tacks zaa{;ﬁ"‘d;ﬂ
T =g

f_'

U, J\E'y i otvoreni skup H, da FzzCH,,CEz, ayei~

Takodje se moZe naéi y e Fzzﬂ*}l y Jer Fz, N4, # &.
Opisani postupak se mbé& na isti nalin produiisi i

kada su veé odredjene tadke Zyy Zpy esey Ty i Tacke Tis T

ess Uy, te otvoreni skupovi H;, Hz, ..., Hy,(Fz;CHy, i=1,2,

«»es X)i pomoéu njih drugi niz otvorenih SKUPOVE Gy 4y Gy «2e9 Ok
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koji su okoline talke y, stavide se wk+i=‘{‘(}{{}§i} i iz2g-
brati taika ixaq e(F’h‘k',,"inUk,r;)\F'y. Zatim je moguée nadi
otvvoreni skup Hy o da Pox, CHy 4y iy e Y\Ek.,1=Gk 41+ Da-
lje se moZe naéi talka yy .1 € Pzyp yN W, 3C V.3, Jer je
Zpay € Bl
Teako se ze svaki prirodan broj n mofs naéi tatka zy, skup
HyoFz, i tadka y, ¢ F2,NV CV .
Prems izboru telska niza {yn : n e N}, vidi se da su sve
tagke razlidite i da y,'e V,. Polto je Y q-prostor postoji
talka ¥ ¢ YT koja je talka nagomilavenje niza {yn : n e H}.
Zbog toga ¥y ¢ f, gde Je B=U{yn :ne N}. )
Esko zp ¢ U,, skup A=U{ s, : ne H} Je zatvoren u X, pa Je
zatvoren i skup FA u Y, jJer je preslikavanje F -~ zatvoreno.
Dalje iz uslova da y, ¢ an, 8ledi da BC FPA i otuda

¥ ¢ BCFA=FA, Tako vy e Fa=gi!'sn i poatoji z2.C A
da y e Fzp, « All Otvoreni skup H, sadrii Fg . te i 57, a
ne sadrii ni jednu talku skupa B osim Jp, » P& 8ledi da ¥ ne
woZzetadka nsgomilavanja niza {3,, ine H}. ’ |
Dobijena protivrednost pokazuje da je nemoguéa pretpostavks
da postoji realns i neprekidns, jednoznadna funkcija h : X

-~ R'koja nije ogranidens na rubu g (F'y) skupa F'y.

Posledica 5.3.1. AXo jJe prostor I iz prethcdne teoreme nor-
malan, tada je rub p(F'y) skups Fy kompasktan 'akup.

Dokaz, Neka u p(P'y) postoji prebrojiv niz tadaka A={x,,

X23ecey Xirs ...} koji u n(¥'y) nems taleka nsgomilavanja,Ta-
da ta] niz nemsa tacdaka nagomilovanja ni u X, ';;er Je skup
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t(®'y) Je zatvoren u X, pa je A zatvoren u X skup.
Definisade se dalje jednoznadna i realns funkcija
g : A ~—3 R stavlijajuéi G(xp) = n. Tada je g neprakidna fun-
keija na zatvorenom skupu A i postc Je X normalan prostor,
funkciju g mogule je neprekidno produiiti na ¢itav prostor.
Nexa je h : I —» F takvo produfenje funkcije g.
Ali bk je neogranifena funkcija na p(®'y), jer je 1 (x,)=

g(xpl= n, Eto'Je ¥Xontradikcija sa prethodnom teorenmom,

Posledica 5.3.2, Neks jé P X e ¥ viéezniﬁno, neprekxidno
i zatvoreno preslikavanje parakompaktnog prostors X na regu—
larsn g-prostor Y. Tada je zs svako y ¢ Y rub ¢(F'y) inver-

zne alike F'y bikompaktan.

Dbkaz. Prema posledici 5.3.1., zatvoreni skup# (P'y) je /pre~
brojivo/ kompaktan, a tekodje i parakompaktan. Ali svaki pa-
rakanptktﬁp, prebrojivo kempektar prostor Jj¢ bikompaktan ’
pa sledi da je p (Fy) bikompektan za svako y e Y.

Tvrdjenje teoreme 5.3. ostaje u vaZnosti i kadag se pretpo-
stavke o prostaru Y i preslikavanju F delimidno izmene kako

¢e 38 videti iz sledede

Propozicije 5.4. Neka je F : X - Y viZeznalno, .~ ne-
prekidnoe i zatvoreﬁo praslikavénje T;-prostora X ﬁa Ty -
prostor Y. Ako je preslikavsnje P Y~bikompaktno ili ssmo ima
svojatvo da je rub f3{Fx) slike Fx svake talke x ¢ X bikom-

paktan, tada je svaks neprekidna, realna i jednozna®na fun-
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xcija ne I ogranicens na rubur?{F’y} inverzae slike P’ 7,

avake %tacke y e 1.

Dokaz. propozicije je isti kso i doksz teoreme 5.5, sem u
delu gde se odredjuje cokolins H; svakog skupa Fs;, i=1,2,
cesy te se taj deo ovde daje.
Pokto za svako i e N, y ¢ Fz;, a Fx je zatvoren skup za sva-
xoxe X, toy e n{Pz;) . Zbog pretpostavke da js Y T, -pro-
stor, a F(in) bikmpnk:!:an skup, postoje okoline Qy 1 0D
in koje su dsjunktne. Pri tome se okolina Oy uvsk moZe
izabrati da bude Oy Nint in-:ﬁ‘. Ako se stevi H;=OU int¥a,,
. tsda je OyNHy=@ i zato ¥y f ﬁi' te Be moze uzeti da
Je G4 = I\Ei, za sveko i & N, Time je propozicija dokazana,
Takodje mm pomenute izmene vaZe 1 posledice 5.3.1,

5.3.2, te ée se one,modificirane ovde samo navesti.

Poslgdict 5.4.1. Ako je prostor X iz propozicije 5.6. nor-
malan, tada je rub p(Fy) skupa F'y kompaktsn skup.

Posledica 5.4.2. Neka je F : X ~~- Y vifeznacno, neprekidno
i zatvoreno preslikavanje parskompsktnog prostora X na T,-
q-proétor Y. Ako Je preslikavanje P Y-bikompaktno, 1li Je
rub p{Fx) slike Fx svake taike x ¢ X ~bikompaktan, tada je
bikompakten i rub 53 {Fy) inverzne slike F'y svaie talke y e .

U vezi sa gq-prostorima postavljs se problem da se
odred# potrebni i dovoljni-uslovi za viSeznacna preslikave-

nja pri kojima se &uvaju q-prosteri.
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Jelimidéno ovej problem reSava sledola teorems koja dnje do-
70ljne uslove zs vikeznalna preslikavanja pri kojima se Zu-

raju g-prostori.

lsorsma 5.5, Neke Je F : X =~ Y viZsznadnc, seminspreaki-
inc odozgo, otvoreno 1 Y.bikompaktno preslikavanie g3-prosto-
*a X na T;-prostor Y. Tada je i ¥ g-prostor.

- L - -
' - ha [ 3

-

Jokaz. Nekz jeo y ¢ Y proizvoljna taika, a x e Fy takod]e
>roizvoljne tedka, &iji je q-sistem okolina U, =({T, (x) :
1 ¢ N} . Tada svaki otvoreni akup U,(x) sele akup F'y, pa
7 @ B'Un(:)z{y : F'ynUn (x):hﬁ}:‘fn. Skup ¥V, je otvoren i
kolina je tafke y. Pokezade se da je sistem V ={V; : V.=
FU,(x), n e N} q~Bisten uitolina tecke y, tj. da svaki niz
F-_-.-.{ Tn © Yns B € N{ medjusobno razli¥itih talaka ims tad-
u nagomilavanjs ¥ e Y. | ’ |
‘03t0 su talke niza ¥ medjusobno razlidite, bige F¥y #%m,
‘im Je k # m. No kako y, e Vy=FU,(x), bide F'y NU,(x) #¢
‘a svako n e N. Zato se moZe, za svako n e N, izebrati tad-
& Xy © F'yn('} Un(x). Na taj nadin dobijen js niz x ::.{xn :

‘m © Up(x), n cnﬂj. Ako se pretpostavi da sistem U, Iine
ikupovi Uy (x)= Q;ﬂ;_ (x), &de skupovi Ui‘:(it) pripadsju prvobi-
nom g-~sistemu okolina talke x, ‘tada su za tadke nizz ¥ mo-

;uéa dve sludaja.

/ Poatodi podniz Ef:{xni: i e I‘; niza X 8ije su ~ %ille

iedjusobno jednake, tJj. Xn;=X 32& svako i e N, Tada odgova-
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rajudi niz {;rn: ie B} cine tacke koje mve pripadalu vikome
paktnom skupu Fx C Y, jer iz xni:: 2 F' Tn; aledi » Tn: © ¢ ¥x,zs
svake 1 ¢ N.NHo tada postoji talks 7 e Px kojz je ta%ka ns-

gomilavanja niza ¥ '{7111‘ ieN 3 .

b/ Postoji podnig { n;_ le H}—-x nn.za x ¢ije pu avs talks

razlidite. Tada, poito X ® [1] (:)"Dflk(x), moZe fo ugeti
da xnic Ui(x) ’ Jar Je i-fsni za aveko i e M. All X Jo g-pro-
stoxr , ax ¢X , te postoji tacka X ¢ X , koja js %adks na-
gomilavanje niza X'. No tada i odgovarajuéi niz ¥ ={y,:
ioﬂ} ima teaiku nagomilavanja 7 ¢ Fx . Jer,ako ni jedaa
tadka y e FX né bi dila tafka nagomilavanja niza v’ , posto-
Jala bi ékolina O tadke y koja sadrii samo kozaino mnogo
taXaka niza y’'. Falilida. 0= {Oy . eh}pokriva bikompalk-
tan skup ¥x , pa se moZe redukovati na konadnu podramiliju
l‘.’)7 OJ’.: yeoesyO - koja takodje pokriva skup Fx ,tJ. ha?_?y-,_o‘
Posdto Je preslikavanje F semineprekidno odozgo, Bkup U-Fbo
je otvorena okolina talke X , takva da Jje FUCO. Ali okolina
U sadrii beakonadnro mmogo tadaks ’n niza ¥, pa ¢e i skup
02 FU takodje sadriavati beskonadno mmogo podskupora F-xn
Kako 7111 ¢ Pxn sy 8kup O sadrZavaée beskonadno mmogo tadaka ¥
aiza ¥'.

Medjutia, skup O Jje unije konadno mnogo skupova Oy 30, yeees
33:: » koji svaki sadrii samo konadno mnogo tadaka n;i.;a ;’ y So
sato i skup O sadrii ssmo konaino mnogo tafaka niza ¥ , Do-

sijena protivrednost pekazuje d4a Je bar jedna tadka ¥ 2 Fx

"n,.

salka nagomilavanja niza { Jo: B e N} . Time je doke~-—- -
je tacka y ¢ ¥ q-talka , ti. da Je Y g-vruswor.




- 7] -

Posledica 5.5.1l. Neprekidna, otvorena i jednoznalna slika

gq-prostora je q-prostor.

Napomens. Tsorema 5.5. i jedna teorema A.Arhangelskog omogu-
éuju da se dopune informacije o g-prostorims, koji su kom-
pletno regularni. Naime, prema teoremi A,Arhangelskog, pro-
stori tadkasto prebrojivog tipa i samo oni au seminepreki-
dne odozgo, otvorene i Y-bikompaktne viseznalne slike met-
ridkih prostora. |

Pri tome se pod proatoriﬁn.taékasto prebroejiveg tipa podrszu-
mevaju takvi prostori koji se mogu pokriti bikompaktima pre-
brojiveg karaktara u X, tj. da za sveki bikompakt P pokrivae-
&a postoji familijs njegovih otvorenih okolina Y={Uj : i e N}
sa svojstvom ds za proizvoljni oﬁvoreni skup 02 P, postoji
Uy ey des FCTUpCO.,

[V.: Teoremu 3.14, p.#l i definicije 3.5. i 3.8. p.p.33, 34
iz élanka A.Arhangelskog: Bikompaktniec, mnoZestva..., Trudi
Mosk.Mat. ob3&. 1965, t.13]. .

Prema teoremi 5.5, bice svaka semineprekidna odozgo, otvore-
na i Y-bikompaktna viseznadna slika metridkog prostora Q-
prostor, tj. svaki tadkasto prebrojivi prostor biée g~pro-

gstor, jer je svaki metriéki prostor q-prostor.
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Posledica 5.5.1, Neprekidna, otvorena 1 Jednoznadénz sliika

q-prostora je q-prostor.

Napomena. Teoxrems 5.5. 1 jedna teorema A.Arhangelskog omogu-
éuju da se dopune informacije o q-prostorima, xcji su kom~
pietno regularni. Naime, prema teoremi A.Arhangelskog, pro~
stori tadkasto prebrojivog tipsa i samo oni su seminepreki-
dne odozgo, otvorene i Y-bikompektne viseznalne slike met-
ridkih prostors. |

Pri tome se pod prostoriﬁa tadkasto prebrojivog tipa podrazu-
mevaju takvi prostori xoji se mogu pokriti bikompaktims pre-
brojivog karsktera u X, tj. da za svski bikxompakt ¥ pokrive-
Za postoji familijs njegovih otvorenih okolina Y={Uj : i e K}
sa svojstvom da za proizioljni oﬁvoreni skup OO F, postoji
Uy ey da FCUp <O,

[V.: Teoremu 3.1%, p.&#1 i definicije 3.5. i 3.8. p.p.33, 3%
iz &lanks A.Arhangelskog: Bikompaktn:e mnoiestva..., Trudi
Mosk.Mat. ob3&. 1965, t.13}. .

Prema teoremi 5.5, bile svaka semineprekidna odozgo, otvore-
na i Y-bikompaktna viseznadna slika metridkog prcstora gq-
prostor, tj. svaki tadkasto prebrojivi prostor bice g-pro-

stor, Jer Jje svaki metridki prostor gq-prostor.
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Zakljuéne primedbe
Kao 3to se vidi prvi deo ovog rada predstavlja pokusaj ds

se teorija viZeznadnih preslikavanje zasnuje uzimajudi
kao primarni pojem Jjednoznadéna preslikavanja.

Takav metodolodki pristup omoguéuje da se uvidi znaca]
svojstva aditivnosti vileznalnih / i jednoznalnib/presli-
kavanja kao i njegovu povezanost sa definisanjem slika
podskupova pri viSeznaénim preslikavanjima. Rezultati do-
bijeni takwim pristupgm mogu da predstavljaju osnov za
dalja istraZivanja.

Druga istraZivanja u ovom radu , takodje predstavijaju
poku3aj da se,sledeéi ideje V,I.Ponomareva,rede neki pro-
blemi o éuvanju izvesnih invarjanti topoloskih prostora

. pri vileznadnim preslikavanjima uvodeéi u razmatranje 1
nove klase viSeznacnih preslikavanja. Veliki deo ovog ra-
da,posvelen istraiivenjima svojstava viseznadnih preslik-
avanja odredjenih klasa topolodkih preslikavanja,sadrzi
nove rezultate,od kojih su neki u;péton.ja ved poznatih
dobi,jenih za jednoznadna preslikavanja od raznih autora.
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