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Teorija jednolisnih funketja zauzima znacajno mesto u te-
oriji funkecija kompleksne promenljive, kako raznovrsnosdéu i du-
binom svojih rezultata, tako i mnosStvom razvijenih metoda, koje
se mogu uspesno primeniti i u drugim cblastima kompleksne ana-
lize.

Prvo pitanje, koje se javlja u vezi sa proucCavanjem jed-
nolisnih konformnih preslikavanija, Jje pitanje o mogucnosti jed-
nolisnog preslikavanja jedne oblasti na drugu. Poznata teorema
Riemann=-a {(1851) predstavlja prvi znacajniji rezultat koji je
dao odgovor na takvo pitanje. Prvi precizniji rezultati javi-
li su se 1907. god. (Roebe) i 1914-1916., god. (Gronwall, Bie-
berbach): Oni su se odnosili na klasu regularnih i jednolisnih
funkcija u }z|<1, koje su oblika f(z)==z-%§ anzn (k%fsa S), i
klasu jednolisnih funkcija u |z|>1, oblika g(z) = z +n§'—o b,z 8
(klasa Z). To su, uglavnom, bili razni ekstremalni problemi ve-
zani za klase S 1 £, od kojih treba spomenuti hipotezu Bieber-
bach—-a (1916), koja tvrdi da je za svaku funkciju fe S ispunje-
no: Ian|€r1, n=2,3,... Zahvaljujuéi hipotezi Bieberbach-a raz-
vile su se mnoge nove metode u teoriji jednolisnih funkcija, ko-
je su je, sa manje ili visSe uspeha, samo delimi&no refavale. Re-
cimo, rezultati koji su dobijeni parametarskom metodom (LOwner,
1923) predstavljaju dobar primer re8avanja geometrijskih zadata-
ka ¢isto analitidkim putem. Kasnija izu&avanja jednolisnih fun-
kcija obuhvatala su isPitivanja nekih familija funkcija, regula—
rnih (ili meromorfnih) i jednolisnih u datim prosto povezanim
i1i viSestruko povezanim oblastima. IstraZivanja su se kretala
u dva pravca: ili su se izufavale specijalne potklase klase je-
dnolisnih funkcija, ili se teZilo razvijanju op3tijih metoda ko-
je su se mogle primeniti na éitavu klasu jednolisnih funkcija.




Osnovne metode koje se primenjuju u teoriji jednolisnih
funkcija su: princip povrsSine i konturne integracije, parame-
tarska metoda, metoda ekstremalnih metrika, varijaciona meto-
da, metoda simetrizacije, metoda integralnih predstavljanja,
metoda subordinacije, itd. Sve ove metode su svojim rezultati-
ma dale znadajan doprinos izucavanju jednolisnih funkcija.

Teorija jednolisnih funkcija se proZima i sa drugim teo-
rijama funkcija kompleksne promenljive. Recimo, sa teorijom HP-
prostora (naime, ScHP za svako p<C%-,[12]), ili teorijom kvazi-
konformnih preslikavanja i sl.

Rad se sastoji iz tri glave.

U prvoj glavi dati su osnovni rezultati teorije jednolis-
nih funkcija. Na podetku se daju osnovni pojmovi 1 elementarna
svojstva jednolisnih funkcija. %Zatim slede klasicéni rezultati
ove teorije, sa neophodnim istorijskim napomenama. O0d metoda,
koje su napred navedene, spominju se samo neke. Posebna paznja
posvedena je metodi subordinacije, koja se koristi u daljem iz-
laganju. U odeljku 1.5 navede se specijalne klase jednolisnih
funkcija: zvezdolike (S*), kanveksne (K}, blisko-konveksne (C),
zvezdolike u odnosu na simetriéne tacke (§*) i funkcije Bazile-
vida (B{a,R) B(a),Bl(a)). Kako se o funkcijama takvog tipa ug-
lavnom i govori u ovom radu,to je ukazano na njihova osnovna
svojstva, uzajamne odnose i druge vaZnije rezultate. Sve nave-
dene teoreme u ovoj glavi date su uglavnom bez dokaza, ali su

komentarisani njihov znac¢aj i posledice.

U drugoj i tredoj glavi su izloZeni rezultati do kojih sam
do%ao u svom radu.

U drugoj glavi su dati rezultati koji se odnose na subor-
dinaciju pomoéu jednolisnih funkcija. Naime, korisScenjem prin-
cipa subordinacije i poznatih rezultata (Robertson, [46]), daiu
se dovoljni uslovi da funkcija £, regularna u |z] <1 i za koju
je £(o) =f’ (o) -1 = 0, pripada klasi zvezdolikih funkcija reda
¢ (0<a<l), klasi konveksnih funkcija reda « (0<a<1), klasi
funkcija zvezdolikih u odnosu na simetricne tacke reda «

(O<a< %), ili, pak, klasi funkcija Bl(a), a>0, koje su tipa
Razilevida (teoreme 2.1-2.4). Ako u teoremama 2.1, 2.2 i 2.3

jzaberemo a =0, dobifemo ranije rezultate Robertson-a [46] . Kao




posledica teoreme 2.4, dobija se jedan novi kriterijum za jedno-

lisnost.

Treda glava se sastoji iz dva dela. U prvom delu su data
uopstenja nekih rezultata u klasama S*, K, B{a) 1 Bl(a). Nave-
dimo ovde vaZnije rezultate. R.Singh je dokazao slededi rezul-
tats

Ako feS* (ili B(a)), tada i funkcija

F(z)% = -?i'-l-f £(t)%dt, aeN,

O

takodje pripada S* (B{a)).

Ovaj rezultat je uopften za proizvoljno a >0 (teoreme 3.1
i 3.3). Teoreme 3.1" i 3.3’ su generalizacije teorema 3.1 i 3.3,
dok su preostale teoreme, izuzev teoreme 3.7, posledice dobije-
nih prethodnih uopstenja i odgovarajuéih rezultata Singh~a [53].
U teoremi 3.7 dat je drugacdiji dokaz generalizacije rezultata
Bernardi—-a (5], nego sto je dat u [40].

U drugom delu glave III daju se ocene realnog dela funk-

f(z)
1 Z
2J§G<:1, ili klasama B (1) i B (2}, ko;e su tipa Bazilevica. (te-
oreme 3.8, 3.11 i 3. 12) Takodje je dokazano da je Re(f(z))“>0,_

gde feB (a), a>0, 8to je takodje uopsStenje rezultata Slngh—a

[55] . Za oO<a<x ; ovaj rezultat je poboljSan: Re(féz))azrij

feBl(a) (teorema 3.10).

gde

Napomenimo da su rezultati II i III glave publikovani u
radovima [36], ([37], [38 i [39].

Na kraju je dat i spisak literature koja je koriSdena pri-
likom pisanja oveg rada. |

Zahvaljujem se mentoru profesoru V. Mididu na korisnim
primedbama prilikom pisanja ove disertacije.
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0 JEDNOLISNIM FUNKCIJAMA

1.1, DEFINICIJA JEDNOLISNIH FUNKCIJA
I NJIHOVA ELEMENTARNA SVOJSTVA

Na pocetku ove glave navodimo definiciju jednolisnih fun-
kcija i njihova osnovna svojstva,.a zatim uvodimo odredjene oz-

nake koje ¢emo koristiti u daljem izlaganju.

Definicija 1.1. Neka je D oblast u € = C U {=}. Za funk-

ciju f kaZemo da je jednolisna u oblasti D ako i samo ako je

meromorfna i1 obostrano jednoznac¢na u D,

Drugim redima, funkcija f je jednolisna u D ako i samo
ako je regularna u D, izuzev u najvisSe jednom polu, i ako je
ispunjen uslov

zl-r‘ Zy => f(zl) #f(zz), Vzl,zza D.

Na primer, funkciije oblika

az +b
cz +d

£(z) = (a,b,c,deC, ad=-bc #0)

su jednolisne u C.

Navedimo osnovna svojstva jednolisnih funkcija pretposta-
vlijajuéi pri tome da je funkcija f jednolisna u nekoj oblasti D.

(2a) Ako je funkcija g jednolisna u nekoj oblasti G i
f (D)&G, tada je kompozicija gef jednolisna u D.

(b) Poznato je iz teorije da je neka regularna funkcija




jednolisna u nekoj okolini tadke Z ako i samo ako je f'(zo)
# 0 (11]). Dakle, za jednolisnu funkciju £ imamo da jJe
£’ (z) # O, zeD.

(c) £ je homeomorfno preslikavanje iz D na £(D). Prema to-
me, sve topoloske invarijante se oCuvavaju pri Jjednolisnim pre-
gslikavanjima. Kombinujudi sa (b), zakljudujemoc da jednolisna

preslikavanja predstavlijaju konformni homeomorfizam,

(d) ako je D,
¢i pol funkcije f, tada je euklidska mera slike

kompaktan podskup od D, koji ne sadrzi mogu-

area £(D,) = JJ £'l{z) lzdw,
Dy

gde je d® element povrsEi.

Zahvaljujuéi poznatoj teoremi Riemann-a, koja kazuje da
se svaka prosto povezana cblast koja ima bar dve granic¢ne tacke
mo¥e jednolisno preslikati na jedni®ni krug |z{<1, to se, bez
umanijenja opstosti, moZe jedinidéni krug uzeti za domen jednoli-
snih preslikavanja. U tom. smislu, uvesSfemo odredjene oznake i

definicije odredjenih klasa funkcija koje ¢emo c¢esto koristiti.
Uvedimo oznake:
E = {z:]|z]<1}, E’'={z:|z{>1} .
Neka je f£(z) = ao-kalz-+a222-+... jednolisna u E. Kako je
f'(o)==a1750 (prema (b)), to moZemo formirati funkciiju

f(zjn-ao

= e f 2
fl(z) A, = z-+a22 + ... .

Lako se pokazuje da je funkcija £, takodje jednolisna u E, pa

se, stoga, mogu posmatrati funkcije oblika f£(z) =2z + a zz-+... .

Ovakvom normalizacijom (£(o) =0, £’ {0} =1) eliminisu ze mnogi
nepotrebni parametri, dok iskazivanje velikog broja rezultata
dobija jednostavnd i prikladﬁu formu. Zbog toga, neka S ozna-
cava klasu funkciia

f(z) = z+a 22+...

2




koje su regularne i jednolisne u E.

. Na primer, funkcija Koebe-a

f{z) = - Z 5 = Elnzn, ZzeE,
n=

{1-2)

pripada klasi S i u mnogim slud¢ajevima je "ekstremalna" funkci-
ja u S (o &emu ¢e kasnije biti viSe redi). Prethodnu funkeiju

mo¥emo pisati i u obliku

£(z) = -—-{(1—*-2-)2- 1] ,

‘pa, posto presllkava E na poluravan {Rew>0}, to lako zak-

1i-z
ljudujemo da je f(E) = C\ (=»,~- —] Napcmenimo da i funkcije

nf(n) = Z 5 = z nnn_lzn; In] =
{(1l=-nz) n=1

pripadaju klasi S i da se nazivaju rotaeijama funkeije Koebe=a.

Besto je potrebno posmatrati prost povezan domen DC C, gde
weD (pri tome iskljudujemo sludaj D=C\{a} . U tom slucaju se
-a domen D uzima oblast E’, dok se sa = oznafava klasa funkcija
oblika

-1

(1) g(z)=z+b0+bz +oaeey zeE’ ,

1

i koje su jednolisne u E’.

Ako f(2)==z-ka222-+... pripada klasi S, tada funkcija

g(z) =Z—az+..., ZEE' r

Z
£ () 1+a'2-;-+...
pripada £ i zadovoljava g{(z) # O, posto funkcija = £ nema pol.
Obrnuto, ako geX i ako ce CAg(k’) , tada funkcija

1

- _ 7 2
. £(z) = —3 = mz+..-=z+(c—bo)z_+..., zeE ,
g(-z-)—-c o




pripada klasi S. Prethodne relacije izmedju § i ¥ se Cesto ko-

riste kod dokazivanja raznih tvrdjenja.

1.2. ISTORIJSKI OSVRT. KLASICNI REZULTATI.

Prvi vazniji rezultati u teoriji jednolisnih funkcija bi-
li su dati od strane Koebe-a, 1907. godine. Oni se mogu formu-

lisati u obliku sledecde teoreme ([10]):

TEOREMA 1.1,

(a) Postoji apsolutna konstanta k>0, takva da vaZi impli-

kacija
(V£) feS = {w:lw] <klcf(E) ,

pri &emu je k najvedi od brojeva za koje to svojstvo vaZi.

(b) Postoje pozitivni brojevi_ml(r), Ml(r), koji zavise
samo. od r, takvi da za feS,

ml(r)<[f(z) ]ﬁMl(r) ’

gde je |z| = r.

(c) Postoji broj M(r), koji zavisi samo od r, takav da za
fes i [z,], ]22]<1: vaZi

£ (z.)

1 1l
M(r) ’

£ (zz)

Interesantno je napomenuti da je i na% matematidar J.Ple-
melj 1913. god. medju prvima objavioc rezultate iz teorije jed-
nolisnih funkc1ja (kakc Jje to navedeno u [10]).

Precizniji rezultati nego $to su dati u teoremi 1. poja-
vili su se nesSto kasnije zahvaljujudéi jednoj teoremi Gronwall-a

(1914), poznatoj pod imenom "spoljna teorema o povrdini". U os-




novi te teoreme leZi tzv. prinetp povrdine Koji izrazZava pros-
tu geometrijsku €injenicu da je povrsina neke povrdi u ravni
nenegativna, Preciznije, imamo sledecu teorem €iji se dokaz
moZe nac¢i u (17}, [22], [43].

TEOREMA 1.2.
Neka geZ i ima oblik dat u (1). Tada je

v

(2) area(C\g(E’)) = n{(1 -3

2
n=ln]bn| )

Iz (2) se neposredno dobija slededa posledica.
Posledica 1.1. Ako geZ, tada je

(a) = n]bn|2€1 .
n=1

(b) |b,;|<1 , gde jednakost vaZi ako i samo ako

je g(z) = z#b+e’™B2™l (b _cc, genr).

Koristeli se rezultatom ove posledice i vezom izmedju kla-
sa S 1 %, koje su date u 1.1, Bieberbach je 1916. god. do%ao do
sledec¢ih 2znacajnih rezultata (uporediti sa teoremom 1.1).

TEOREMA 1.3.

Ako je £(z) = 2+a222+... i feS, tada je ]a2]€2. Jednakost

vazi ako i samo ako je f rotacija Koebe-ove funkcije.

Iz prethodne teoreme, korifcenjem &injenice
feS > ——=r ¢S , gde w¢ f(E),

dolazi se do tzv. teoreme o “%":




TEOREMA 1.4, |
(1 £(E) = {w:|w[<i-l1-}.
feS

Neka feS i neka je

f(l Ak )-f£(2)

glg) = —122
£f(z) (1-|z1"%)

(ovo je tzv. transformacija Koebe-a). Tada se lako pokazuje da

i geS, pa se primenom teoreme 1.3. dobija sledeca teorema.

TEOREMA 1.5.
Ako £ S, tada je

o .12 |
g £-42) _ 2] 2] 2[% 1z , zZeBE .
£’ (2) 1-]z| 1-|z

Iz teoreme 1.5. se izvodi Koebe-ova teorema o deformaciji:

TECREMA 1.6,
Ako feS 1 zeE, tada ije

1-]z] <[’ (2)] < 1+ |z]

(a)
1+]z]) (1-]z]) >
2] =]
(b) —l =< |£f(2)]< -
(1+]2])?2 (1-12])%

£z, 1t lz] .
-<
SO R TP

(c)

bt | 4
+1i

Znak jednakosti u svim slucajevima vaZzi ako i samo ako je f ro-

tacija Koebe-~ove funkcije.
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Dokazi teorema 1.3~1.6 dati su, recimo, u [17], [43] , [44],
[51] .

Posledica 1.2. Klasa S je kompaktan skup.

To sledi iz Eiﬂjenice da je, zbog (b) iz teoreme 1.6,

|f(z)]@(13“')2 , |zl <r, fes ,
-1

tj. da je klasa S lokalno uniformno ograniena u E, pa dakle 1
normalna prema teoremi Montel-a. Dalje, grani¢na funkcija loka-
lno uniformno konvergentnog niza jednolisnih funkcija je jed-
nolisna funkcija ili konstanta. Druga mogucnost otpada zbog

£’ (o) = 1. Dakle, S je zatvoren, pa i kompaktan skup.

Napomena_l.l. Hipoteza Bieberbacha tvrdi da je za sve

anzn, zeE, koje su iz 8, ispunjen usloV

I
N
+
t4

funkcije £(z)

lan]=€ n, n = 2,3,cce,

tj. da je funkcija Koebe-a ekstremala.. u tom sludaju. Mnoge od me-
toda u teoriji jednolisnih funkcija su bile razvijene da bi se
re3ila ova hipoteza. I danas, iako nereSena, Cesto sluzZzi kao do-

bra test-proba za primenljivost i efikasnost mnogih metoda.

Prvi rezultat |a,| <2, dokazao je sam Bieberbach 1916.
god. (videti teoremu 1.3). Ldwner je 1923.god. dokazao ]a3[ﬁ£3,
uvodeéi parametarsku metodu i diferencijalne jednacine. Koriste-
&i se varijacionom metodom, Schaeffer i Spencer su 1943, god.
dali dokaz istog tvrdjenja, dok je Jenkins dokaz 1zveo korisce~-
njem kvadratnih diferencijala (1960). Garabedian i Schiffer su
ustanovili pomoéu varijacione metode da je ]a4]$:4 (1955) - dok
su Pederson (1968) i Ozawa (1969), koristedi nejednakost Grun-
sky-a pokazali da je |a6]=£6 Na kraju, Pederson i Schiffer

(1972) su dokazali da je ]a5]=£5 koristedi Garabedlan—Schlffer—
ovu_nejednakost.
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Prvulocenu za sve koeficijente dao je Littlewood (1925):
la_| <en. Kasnije je (1965) bolju procenu dao Milin,]anhﬁq243rh
G.FitzGerald je 1971. poboljZao rezultat Milina, ustanovivsi da
je ]an]<: -%r1< 1,081 n za sve neN [15]. JoS bolji rezultat,

[an]*<1,0657 n, dobio je Horowitz 1976. god.

Hayman je pokazao ([17], 1955) da za svaku funkciju feS

postoji granicéna vrednost.

la

n <1,

B8 = lim
I1-+-0 n
i gde je B = 1 samo za rotacije funkcije Koebe-a. Ova asimptot-

ska forma hipoteze Bieberbacha kazuje da je
la,i<n za n>n_(f).

Napomenimo da je hipoteza Bieberbacha dokazana za mnoge
potklase jednolisnih funkcija, o Eemu e viSe reCi biti kasnije.

O hipotezi Bieberbacha se detaljnije moZe videti u {21} i
[43]. |

1.3. OSNOVNE METODE I PRAVCI U TEORIJI
JEDNOLISNIH FUNKCIJA

Osnovnim metodama savremene geametrijske teorije funkcija
kompleksne promenlijive smatraju se sledede metode: princip po-
vrS8ine i konturne integracije, parametarska metoda, metoda eks-
tremalnih metrika, varijaciona metoda, metoda simetrizacije, me-
toda integralnih predstavljanja, metoda subordinacije... Sve
ove metode su se pojavile povodom raznih ekstremalnih problema
koji u to vreme nisu bili reSeni. Red je zaista o moénim sred-
stvima koja su nasSla primenu i u teoriji jednolisnih funkcija
i doveli do zna&ajnih rezultata. NaveZdemo cvde samo neke od
metoda, bilo zbog toga &to ih zbog njihove vaZnosti ne moZemo
zaobiéi, bilo zato Sto femo ih spominjati i u narednim glavama.
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l. O principu povrdine bilo je re&i u poglavlju 1.2 Kao
Sto je spomenuto, prvi ga je primenio Gronwall (1914). Kasnije
su taj princip koristili i drugi, medju kojima treba istadi
Grunsky-a koji je kori&éenjem i metode konturne integracije us-
pesno resavao ekstremalne zadatke.vezane za viSestruko povezane
oblasti. Koriscenjem takve metode, 1939. god. Grunsky je dosao
do sledecde nejednakosti:

Ako za funkciju geZ stavimo da je

glz)—g(z) __ 3 3 bklz"k?;-1 , Z,[eB’,

tada za proizvoljne Akem, k=1,2,..., vazZi

Kasnije su date i odredjene generalizacije ove nejednakosti (Go-
ﬂuﬁﬁl,Miiin,FitzGerald,...) 1 njihove primene. Mnogi prethodni
rezultati su poboljsSani (videti i nap. 1.1), a dobijeni su i no-
vi rezultati. Nedostatak ove metode je u tome %to se koeficije- |
nti b, ,(k,1=1,2,...) veoma komplikovano izraZavaju preko koe-
ficijenta by, funkcije g, i Sto nije jednostavno da se utvrdi
pod kojim uslovima vaZi znak jednakosti kod odgovarajucéih nejed-
nakosti. O ovoj metodi viZe se moZe nadi u [22] i [43].

2. Parametarska metoda je uvedena od strane Ldwner-a
(1923). Ideja je u tome da se slika domena utopi u neprekidnu
familiju oblasti i da se familija jednolisnih funkcija, koje os-
tvaruju preslikavanije domena na pomenutu familiju oblasti, moZe
opisati diferencijalnom jedna&inom. Osnovni rezultat teorije
Léwner~a se mo¥e iskazati slededom teoremom.

TEOREMA 1.7.

Pretpostavimo da je t03>0 i 8(t) neprekidna kompleksna
funkcija od t, definisana za O<ts<t_ , pri &emu je [o(t)]| =1,
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Neka je w=f(z,t) resenje diferencijalne jednacine

[

3t 1-8 {(t)w

t

takvo da je f(z,0) z. Tada funkcija e £(z,t,) za sve t5 1 6 (t)

cbrazuju gust podskup od S.

Metod Lowner-a se uglavnom primenjuje kod funkcija feS kod
kojih je |f(z)] <1, a slika £(E) je jedinicni krug sa zasekom
%iji jedan kraj pripada granici od E. Sam Lowner je resio hipo-
tezu Bieberbach-a za n=3, dok su dobijeni i mnogi drugi rezul-
tati koji se odnose na precizne-procene velidina vezanih za Je-
dnolisne funkcije. Na primer, ako feS, tada vazi sledecda nejed-
nakost Goluzina (teorema_ o rotaciji)
darcsin|z}, |z]< =
largf’ (z) ]@{ . V2

. T+log 1—72]2 ’ -ﬁ%—<|z[<]. '

i ova ocena je najbolja moguéna ([16]).

ovu metodu su kasnije razvijali Kufarev, Pommerenke, Good-
man, Videti [2], [3], [16], [17], [41]1, [43].

3. Metoda ekstremalnih metrika je naSla svoje prve prime-
ne u zadacima teorije funkcija i konformnih preslikavanja, ko-
4i nisu bili direktno vezani za centralne probleme teorije jed-
nolisnih funkcija. U svojoj najprostijo] formi ta metoda uklju-
¢uje odredjene ocene duZina nekih porodica krivih i povr$ine ob-
lasti kojima one pripadaju. Kao metodu jednolisnih funkcija, pr-
vi ju je koristio Grdtzsch (1938). Operisuci sa karakteristicé-
nim konformnim invarijantama dvostruko povezanih oblasti i Cet-
vorouglova, on je dobio veliku veéinu do tada dobijenih rezul-
tata, ali i nove rezultate. Metoda je primenljiva kako na pro-
sto povezane, tako i na visestruko povezané oblasti. Slededi
veliki korak u&inio je Teichmiiller (1939), koji je povezao ovu
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metodu sa diferencijalnom geometrijom i otkrio bitnu ulogu ko-
ju pri tome imaju tzv. kvadratnt diferencijali. Kasnije su Ah-
l1fors i Beurling razvijali ovu metodu primenjujuci je visSe na

Riemann-ove povr$i i kvazikonformna preslikavanja.O -svemu ovo-

me vife se mo¥e videti u (21, [10], [43],

4. Varijaciona metoda primenjuje se kod ekstremalnih pro-
blema za koje je, na drugi na&in (recimo pomocéu teorije norma-
1nih familija), ustanovljena egzistencija ekstremalne funkcije.
7atim se uvodi varijacija takve funkcije u klasi S (ili neko]
potklasi od S) i ekstremalno svojstvo funkcije dovodi do odre-
djenih jednadina ili nejednakosti. MoZe se dogoditi da se pomo-
éu takvih karakterizacija odredi ekstremalna funkcija ili, pak,
spoznaju neka njena svojstva. Nedostatak metode je Cesto u tome
%to je put do iznalaZenja ekstremalne funkcije dosta sloZen. Sa
uspehom su ovu metodu razvijali i primenjivalil Schiffer, Golu-
zin, Schaeffer, Spencer, Garabedian i dr. Metoda je pokazala do-
bre rezultate kod ta®nih ocena modula koeficijenta u S i Z. Vise

o ovoj metodi se moZe saznati u [16] , [(43] .

5. Metodi subordinactje pomoéu jednolisnih funkcija posve-

tidemo vise pazZnije.

Definicija 1.2, ©Neka je ¢ regularna u E, £ regularna 1

jednolisna u E i neka je ¢ (o) =f(o). Ako je ispunjeno ¢ (E)cf (E),
tada se funkcija ¢ naziva subordinatom funkcije f u krugu E. Tu

injenicu simboli&ki zapisujemo u obliku ¢ <f.

Iz prethodne definicije imamo da je funkcija w(z) =£ (¢ (2))
regularna u E, w(0) =0 i |w(z)]|<|z], z¢E. Otuda sledi da se skup
svih funkcija ¢, koja su subordinate date funkcije f u krugu E,
odredjuju po formuli |

(2) ¢ (z) = £(u((z)),

gde je w(z) proizvoljna funkcija koja ispunjava uslove leme Sch-

warz-a u E, tj. w(0o) =0, |w(z)]| <1, zeE.
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U prethodnom smislu se pojam subordinacije prenosi i na
slucaj kada f nije jednolisna u E. Zahteva se samo da ¢ ispu-

njava uslov (2).

Pored veé spomenute relacije (2), navodimo osnovne posle-

dice ovog principa.

TEOREMA 1.8.

Neka su ¢ i f regularne u E, £ jednolisna u E i ¢ < f. Ta-

da je

(a) 16/ (o) | <|E" ()] 3

(b) ¢ (|z] <r)c £(|z|<r) za sve r,0<r<l1

(prinecip subordinacije).

S.uétina primene metode subordinacije je uslededam:. ako znanmo
da je ¢ <f i znamo karakteristike funkcije £, Sta mozemo zaklju-
¢iti o svojstvima subordinate 4. Recimo, iz samog principa sub-

ordinacije je jasno da je

max|¢ (z) |<max {£(z)], tj. M_(r,¢)sM_(r,f) .
lzj<r |z|<x

Sta viSe, vaZi opStiji rezultat Littlewooda {(dokaz se moZe nadi u
[16] 1 [43]):

TEOREMA 1,9,

= f(o) = 0, tada je

Ako su ¢ i f regularne u E i ¢<£f i pri tome je ¢ (o) =

ML.(r,¢)€'Mp(r,f), o<p<=, Osr<1,

gde je
2T 1

M (r,£) ={f |£(re®?)]asiP .
P O
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TEOREMA 1.10.

— - n X — - n »
Ako su ¢(z) —nglbnz i £(z) —nilanz regularne u E i
s < £, tada vaZi
n n
- 2 2
T |b < X |a n=1,2,...
k=1| k! k=1[ k™ '

Ovaj rezultat je daoc Rogosinski (111] ,[16],(43])). Iz te-

oreme imamo da ¢ € £ ne povlaédi [bnlélan : na primer 22<z.

Napomena 1.2, Ako'fes, a ¢(z) ima oblik kao u teoremi

1.9, onda generalisana hipoteza Bieberbach-a tvrdi da je'bnlﬂn.

I ova hipoteza je dokazana za neke potklase iz 5.

TEQOREMA 1.11.
Ako je ¢ (z)} regularna u E, ¢ (o)

il

0, fes i ¢<£f, tada je

( )gl'l'le , (z) |< |z ]
l47(=) (1-]z])° (2] (1-1z )%

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako Je

6 (z) = —2—, |n]=]e] = 1.
(1-€2) |

(Uporediti sa rezultatom tereme 1.6).

Druge pojedinosti i interesantni rezultati mogu se nac¢i u
(51, [11], [16),[21), (28], [36],(38],[41],143], [46],[47]. O nekim
primenama ove metode bide reci u glavi II.

Navodimo na kraju ovog poglavlja jo$ jedan primer primene
subordinacije, ili, bolje redeno, tesnu vezu izmedju principa
subordinacije i funkeija sa pozitivnim realnim delom. Ove fun-
kcije imaju veoma znadajnu ulogu u teoriji jednolisnih funkci-~
ja, &to fe se pokazati u toku daljeg izlaganja.
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Ozna¥imo sa ® klasu funkcija p koje su regularne u E 1 za
koje je plo) =1 i Rep(z) >0, zeE. Drugim recima, pe? ako i samo
ako je

1+z
l-2

Zahvaljujuéi takvom zakljudku, neposredno sledi naredna teorema.

TEOREMA 1,12,
Ako je pe?, tada je

1+| 2z ]| 1-]z]|
, ' 2
(b) ip’ (z)] < — zeE ,
(1-]z}])

gde jednakost u oba sludaja vaZi ako i samo ako Je

p(z) = 2202 |n]= 1.

l - nz

U slededem poglavliju videdemo da se mnoge potklase od S
uspedno karakterifu preko funkcija sa pozitivnim realnim delom,

pa je otuda znafajno navesti i tvrdjenje sledece teoreme.

TEOREMA 1.13,

Neka funkecija p(z) = 1+2 c

2! ¢®. Tada
n=1 I

(a) postoji rastuéa funkcija y(t) (O<t<2r) tako da'je

e 1+e-itz
pl(z) =/ = — d«y(t), y(2n)=-~v{0) = 1.

0 l-e ltz

Obrnuto tkdj. vazi.

(b} ]Cn]€2 , neN .
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Dokaz ove teoreme se moZe naci u [43].

1.4. O NEKIM OPSTIM KRITERIJUMIMA ZA
JEDNOLISNOST

Zahvaljujuéi Lowner-ovoj teoriji i drugim karakterizaci-
jama jednolisnosti pomocu diferencijalnih jednacdina (Nehari 1949,
[43] ), dobijeni su dosta korisni kriterijumi za jednolisnost re-
~gularnih (meromorfnih) funkcija u E.

Za fegularni sluCaj kriterijum su dali Duren, Shapiro i
Shields 1966, Becker 1972.

TEQOREMA 1.14. |
Neka je f regularna u E 1 £’ (o) # 0. ako je

(1-]z]% )z 82 <1, zeE,
£’ (z}

tada je é Jjednolisna u E. Obrnuto, ako je f jednolisna u E, tada

je

(1-1z]2y] £ 1<,  zeE .
£ (z)

Nije peoznato da li je konstanta 1 u prvom uslovu najbolija
moguéna. U [43] je pokazano da se ona ne moZe zameniti brojem ko-
ji je vedi od & V3r ~ 1,21.

Navodimo analogni kriterijum za klasu Z (Becker 1973).

TEOREMA 1,165,

Ako je g(z)==z-+boﬂ-blz-1-¥... regularna u E’ i ako ije

(|z]2~-1)]z 9B ) <1,  zeE’
g’ {z)

r

tada geZX,
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Zza meromorfne funkcije u E odgovarajuéi zahtevi su nesto
drugac¢iji. Stavimo da je

f"'(z))Z

(3) -~ 1,2y L L1
£’ (z) £’ (z)

Izraz {f,z} se naziva Schwarz-ov izvod.

TEOREMA 1.16. |
Neka je f meromorfna u E i {f,z} definisano kao u (3). Ako

je

2 ~ ZEE F

| {f,z}] <
(1-]z|%) 2

tada je £ jednolisna u E. Obrnuto, -ako je f jednolisna u E, ta-

da je

6
(l—[z]z)2

{£,2}] < , zeE

U oba slucaja konstante 2 i 6 su najbolje mogucne.

Dokazi ovih teorema su dati u [43].

1.5. NEKE SPECIJALNE KLASE JEDNO-
LISNIH FUNKCIJA

Iz prethodnog izlaganja zakljudujeme da su problemi veza-
ni za klasu S, generalno,'vrlo sloZeni, ali su zato u potpunosti
re3eni za neke potklase od S.Mnioge od tih klasa se definisu pros-
tim geometrijskim svojstvima. Pokazuje se da i njihova analiti-
¢ka karakterizacija mozZe biti data preko jednostavnih nejednakos-
ti. Spomenudemo samo one potklase koje femo koristiti u narednim
poglavlijima.
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Prethodno, oznacimo sa A klasu funkcija koje su regularne
u E i za koje je f(o) =0, £’ (o)'-l tj. koje su oblika

f(z) = z+a222+... , zeBE .
a) Zvezdolike funkcije.

Definicija 1.3. £eS se naziva zvezdolikom u E ako 1 samo

ako je oblast £(E) zvezdolika u odnosu na nulu, tj. ako je

(wef(B), Ost<1l)=>twef(E).

(Alexander, 1915).

Geometrijski posmatrano to znaci da je . argf(reie) rastu-

€i za 0<6<27. Klasu takvih funkcija oznacdimo sa S*.

Ova geometriijska definicija za S* moZe biti izraZena i

analitidkim putem.Slededa teorema govori o tome.

TEOREMA 1.17.
Ako feA, tada su slededi uslovi ekvivalentni:

(a) fes* ;
(b) F_=f(|z|<r) je zvezdolika u odnosu na koordi-

t natni pocdetaks;
7 ' —_y
(c) Re Zg(z(?) >0, zeE, tj. z§ e® (videti 1.3).

Zahvaljuju€i predstavljanju funkcija iz klase ? i tvrdje-
nja (c¢) iz prethodne teoreme, imamo sledecfe svojstvo.

TEOREMA 1.18. 211' .
| feS*es £(z) =ze "";1“’9“"9 ) g

gde je y{t) rastucla funkcijasm.y(zn)Ff(o) =1,
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Primer. Funkcije £(z) = Z 5 In] =1, pripadaju S* i
{(1-n2) -

nazivaiju se funkcijamﬁ Roebe-a (videti 1.1). One preslikavaju E

na komplement poluprave sa krajevima u - %ﬁ? 1 » (videti sliku).

TEQREMA 1.19.
Ako je feS*, tada je

]ftn)(z)lﬁin! (1an;?i+2l' zeE , n=0,1,2,...
-1z
Specijalno, ]an]ﬁin, n=2,3,...
Jednakost u oba slucaja vazi za £(z) = Z , In]=1.
(1-nz)

Dokazi prethodnih teorema se mbgu naci u [43] i ([51].

b) Konveksne funkeije

| - Definicija 1.4. Funkeciju feS nazivamo konveksnom ako i
samo ako je f(E) konveksna oblast (Study, 1913).

Klasu konveksnih funkcija oznadimo sa K.

1+2
1=z

Na primer, funkcije T%E'. 1og
Sledeca teorema daje vige informacija o prirodi konveks-

nih, funkcija.

su konveksne u E.

TECOREMA 1.20, .
Ako feA, tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

- {a) feK ;

(b) F_=£(]|z]<r) je konveksna za svako r, O<r<1 ;

i a mma  p  , —— — —— -
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(c) Re(i+ ZE22Ny 506 2R, ty. 1+ ZE
£!(z) £

(d) zf’e S* ,

e? ;

Navedimo i sledecde rezultate o konveksnim funkcijama.

TEOREMA 1.21.
Ako feK, tada je

zf’ (2)
£(z)-£(c)

Re {

S S N &
z-;}> 5 + 2a sve Z,LecE.

TEOREMA 1.22.
Ako feK, tada je

2f (z)>%_ i Re-—">-%~, zeE .

f(z) Z

Re

Napomenimo 1. to da su ekstremne tacke preslikavanja

l_izl: In]=1, koja preslikavaju E u pqluravni Eija_gu rastoja-
nja 5 od poCetka (videti sliku).

e
-
Rl

1

- -

Zahvaljujuéi prethodnoj &injenicl o ekstremnim tacdkama, ne-

posredno se dobija slededi rezultat.

TEOREMA 1.238.
Ako feK, onda je

£z <2, g™ (2] <—BL ., zer, n>1.
1-|z] | (1~]z]) | :
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Specijalno je Ian|$21. U svim sludajevima jednakost vaZi

A
l-nz’ in| =1.

ako i samo ako je f(z) =

Dokazi napred navedenih tvrdjenja dati su, recimo u [43] i
[51] . |

Na kraju navodimo rezultat,koji je ustvari hipoteza Pdlya
i Schoenberg—-a (1958), a koju su dokazali Ruscheweyh i Sheil-Smal
(1973, [48]).

TEOREMA 1.24.
Hadamard-ov proizvod konveksnih funkcija je konveksna fun-
kcija, tj. £,9eK 3> £xgeK, gde je

(f£*xg) (z) =

It ™48
o
U’
(S

o
N
o]
t=1

c) Blisko-konveksne funkecije

" Definicija 1.5. Funkciju feA nazivamo blisko-konveksnom

ako i samo-akec postoji konveksna funkcija g , tako da je

£7 (z)
g’ (z)

Re

>0 . zeE ,

ili, ekvivalentno,

£'(2)) 1

larg .
g’ (z) °

Za ovako definisanu klasu funkcija upotrebicdemo oznaku C.
Ovu klasu funkcija prvi je uveo Kaplan, 1952. ({19]). Ispostavlja
se da su mnoge klase jednolisnih funkcija potklase od C. Da blis-
ko-kovenksne funkcije pripadaju i klasi S, sledi iz narednog tvr-
djenja.
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TEOREMA 1.25. -
Neka je f regularna u G, gde je G konveksan skup. Ako je
Ref’ (z) 20, zeG, tada je f jednolisna u G.

Dokaz. Pretpostavimo da za neke zl,zsz, Zy # Zo o vazi
F(zl)==F(zz). Kako je G konveksan skup, to (l-t)zl+tz25G, te [0,1],

pa je

. f(z.z.).—f(.z.l) 1 Z9 1 )
O=Re — —— = Re f £ (z)Ydz=f (Ref’)dt>0 ,
22"21 22"21 Zl &)

Sto bi bila kontradikcija.-

-
Ako sada imamo da feA i da ije Ref (2) >0, gde geK, tada je

- g’ (z)
F==figrl regularna u oblasti G=g(E), koja je konveksan skup. Ka-

ko je ReF’ (z) = Re 17(z)
g’ (2)

da je funkcija F jednolisna, pa dakle i funkcija Feg = f.

>0, to prema prethodnoj teoremi dobijamo

TEOREMA 1,26,
vazi tvrdjenje: KeS*e C.

Prva inkluzija ije jasna iz geometrijskih interpretacija
funkcija iz klasa K i S* (ili bolje redi iz definicije istih).

S*« C, jer za f£€S* imamo da je Ré_zg':>0, sto bi se moglo pisa-
ey Z o4

ti u cbliku Re £ (z):>0. gde je g{z) = Eiﬁl.d; konveksna u E
g’ (z) o &

(5to se lako pokazuje).

Specijalno birajuéi konveksne funkcije g, moZemo dobiti
razne klase funkcija,kao %to su Schwarz-Christoffel-ova presli-
kavanja i sl. (videti ({[19}]). |

Slededa teorema daje karakterizaciju klase C, nezavisnu
od funkecija g ([19]).

TEOREMA 1.27. 5

feCe> f 2Re 1 + z (2

Bl £f(z)

]de > ~-n,
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gde je 61<‘82, zZ = rélq 1 rel.

Lewandowski [43] je dao geometrijsku karakterizaciju kla-

se C.

TEOREMA 1.28.
Neka fe¢S. Tada £eC ako i samo ako je €\ £(E) unija zatvo-
renih polupravih takvih da su odgovarajude otvorene poluprave

disjunktne.

Napcomenimo da je za klasu C tacdna hipoteza Bieberbach-a,
tj. da je ]anFSn , n=2,3,... (Reade, [45]).

Posmatracdemo sada jednu specijalnu potklasu od C.

Definicija 1.6. 2Za funkciju feA kaZemo da je zvezdolika

u odnosu na simetridne tadke u E ako i samo ako je ispunjen us-

lov

zf’ (z)
£f(z)~f(-2)

Re > Q, ZEE.

Klasu takvih funkcija oznafimo sa S*.

Sakaguchi [50] je dao druga&iju definiciju klase S§*, ali
je zatim pokazao da je takva definicija ekvivalentna uslovu koji
je dat u ovde navedenoj definiciji. Na primer, neparne zvezdoli- -
ke funkcije pripadaju klasi S*. U radu [50] je pokazano, tako-
dje, da je S*c C, tj. da su funkcije zvezdolike u odnosu na sime-
tricne tacke tkdj. jednolisne u E. Za klasu S* va¥i i slededa &i-
njenica (' [50]).: |

TEOREMA 1,29,

Neka f(z) =z + X anzncg*. Tada je ]an] <1, n=22, i znak
n=2

jednakosti vaZi ako i samo ako je f(z) = ; In] =1,

1+n2z
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Generalizacija ove klase funkcija data je takodje u [50].

4. Funkecije Bazilevila

Oslanjajuéi se na diferencijalne jednacine Kufareva

af(z,t)
vy (z,t)p ! )
afa(irt) _zfl’ (Z;t)P(Z;t);

gde je p(u,t) = l+a, (Ljut... regularna u |u| <1, koja ima pozitivan re-
alni deo i deo po deo je neprekidna po parametru t, Bazilevi¢ [3]
je doZao do dosta Siroke klase jednolisnih funkcija koja sadrzi

u sebi mnoge klase jednolisnih funkcija, kao §to su konveksne,
zvezdolike, blisko-konveksne, itd. Tu klasu mogli bismo defini-

sati na sleded¢i nadin:

Definicija 1.7. B(d,B,g,P) je klasa funkcijg feA koje

imaju sledede predstavljanje
7 C 1
(4) f£(z2) = [(a+iB)fP(t)g(t) tlB 13 o+ie
e

gde Pe?, geS*, a,feR, ﬁ:ro, i gde su uzete glavne vrednosti u (4);

~ Posto Je formula (4) dosta sloZena, to se i generalno o
ovoj klasi vrlo malo zna. Uglavnom se ispituju potklase takvih
funkcija za razne vrednosti o 1 8.

Tako za 8=0, a>0 i geS*, imamo iz (4):
. "1
Z “1.,.3
£f(z) = [of PCt)g(L)Pt "atl~ ,
o
Sto je ekvivalentno s tim da feA i da jé ispunjeno

(5) re ZE° (z)f(z)"’l =1

g(Z)

> 0, zeE.

Klasu funkcija feA koja zadovoljava uslov (5) oznacavacemo sa




27

B{a) i nazivati je klasom Bazilevida tipa o, u odnosu na funkei-
ju geS* (kao u [55]). Ako u (5) izaberemo g(z) = 2z, dobidemo re-
laciiu |

-1 |
- >0, ZEE i

. zf’ (z) £(z)®

a

(6) R

2

dok ¢cemo klasu funkcija feA koje zadovoljavaju (6) oznacdavati sa
Bl(a).

Iz (5) i (6) je jasno da je B(1) =C, B(o) =B, (0} = S* i
Bl(l)==9', gde je Q%S i za &ije je funkcije Ref'(z) >0, ze¢E.

T.Sheil-Small [53] je dokazao slededi rezultat koji je, u
odredjenom smisliu, analogan rezultatu (tj. karakterizaciji) Kap-

lana [19] (videti i teoreumu 1.27) za blisko-konveksne funkcije

TEOREMA 1.31.
Neka je f funkcija Bazilevida tipa («,8). Tada, za svako
r (0<r<1l) wvazi

8 o die_,,  i6 | ie_,, _i6
(7)  f%{1+Re £& £ ;ge L+ (a-1)Re &% ;ge L
04 £/ (re™") f({re™")

relef'(re

. iB) .
-8Im ie) } dg > -m,

f(re

za 823*91 . |
Obrnuto, ako je f regularna u E, sa f£(o) =0, £(2z) #0

(0< ]z| <1), £'(z) # O (zeE) i ako f zadovoljava uslov (7) za

O <r <1, gde_je &;ao, BeR, tada je £ jednolisna u E 1 tipa je

Bazilevi&a (a,B8) za o> 0,

J.Zamorski [61] je pokazao da je hipoteza Bieberbacha u
klasi Bf(a) tacna u sludaju a = % , gde je negN,

U svom radu [59] D.Thomas posvecuje vise paznije funkcija-
ma Bazilevica koje su ograniCene u E, dok R.London [27] razmatra
poredak rasta veli€ine M(r,f) = sup|f(z) |,|z] = r,za funkciju
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feB(a). Neki drugi aspekti proudavanja funkcija ovog tipa dati su
u [14], [20], {301, (31], [33]}.
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GLAVA II

SUBORDINACIJA 1 JEDNOLISNE FUNKCIJE

2.1. UVODNI POJMOVI I REZULTATI

O metodi subordinacije,osnovnim svojstvima i primenama,
bilo je rei u poglavlju 1.3. glave I. Ova glava bic¢e posvecena
primeni principa subordinacije na neke klase jednolisnih funk-
cija. Preciznije, koriScéenjem takvog postupka, bice dati dovo-
ljni uslovi da funkcije £, regularne u E, pripadaju odredjenim
klasama jednolisnih funkcija.

U svom radu {[46] Robertson je posmatrao za datu jednolis-
nu funkciju £ u E, odgovarajucu relaciju subordinacije (videti
(2) u 1.2): |

(1) F(z,t) =}(w(z,t)),

gde funkcije F(z,t) i w(z,t) zavise od realnog parametra t, i‘
gde funkcija w(z,t) zadovoljava uslove leme Schwarz-a. Koriste-
¢i se svojstvima funkcija iz relacije (1), Robertson je doSao
do metode koja je jednostavna i dosta generalna. I sam Robert-
son ju je uspesno primenio ([46]) u teoriji'jednolisnih funkci-
ja, kako pri dobijanju veé poznatih rezultata, tako i kod dobi-
janja novih (recimo, odnos sredina de la Vallée Poussin~a i ko-
nveksnh funkcija, itd.).

Glavni rezultati pomenutog rada Robertsona sadrZani su u.
slededim dvema teoremama.
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TEOREMA AI.
Neka je

—

w(z,t) =
o n

H 48

b (t)z"
1 n

regularna u E za O<t<1 i neka je
lw(z,t) | <1 za =zeE, O<t<1l, w(z,0)=z .

Neka je, zatim, p pozitivan realan broj za koji postoji granié-

na vrednost

w(z) = lim-{m(z,t)—z}

t->+0 ztp

Tada je
Rew (z) < O, zeE
Ako je w(z) takodje regularna u E 1 Rew (o) # O, tada je

Rew(z) <0, 2zeE .

Dokaz teoreme Al‘bazira na_lemi Schwérz—a. Na osnovu te-

oreme A, i relacije (1), izvodi se opstija teorema.

1
TEOREMA A,. _ | B

Neka feS. Za 0<t<1 neka je F(z,t) regularna u E, neka
je F(z,0) = £(z) i F(o,t) = 0. Neka je zatim, p pozitivan realan
broj za koji postoji granicna vrednost

t->++0 ztp
Ako ije F(z,t) €f({z) u E za Oﬁtgl-, tada je

- .

Re { F‘(z)}ﬁfo, zeE
£ (2)
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Ako je F(z) takodje regularna u E i Re F(o) # 0, tada je

(3) rRe { EL2)} < 0, zeE .

O nekim primenama prethodne teoreme Robertsona moZe se vi-
deti u [5)] i [57].

2.2. SUBORDINACIJA I JEDNOLISNE FUNKCIJE

Slededéi rezultati, koji se odnose na zvezdolike funkcije
reda o« (0 <o <1), konveksne funkcije reda a(OiEﬁ*il), funkcije
~zvezdolike u odnosu na simetriéne tacke reda d(0*£a<:%) i fun-
kcije Bazilevi€a iz klase Bl(a), a > 0, dati su u radovima {[36] i
[38] .

Definicija 2.1. Za funkciju feA kaZemo da je zvezdolika

reda a, 0<a<1l, u E ako 1 samo ako je

2E7(2)
£(z)}

(4) Re >a, zeE.

Klasu funkcija koje zadovoljavaju (4) obeleZicemo sa S*(a).
O¢igledno je da je za 0<oa<l, S*(a)c S* 1 S*¥(0) = S*,

Sledeca teorema daje dovoljan uslov da feA pripada i kla-
su S*(a), 0O0<a<l.

TEOREMA 2.1. |
Neka feA i neka funkciija

f(s)

S ds] = z +...

. o
(5) g(z) =2 (£(2) =
0O

1=-a

pripada klasi S, za fiksirano d, 0¥:ﬁ<il. Ako je

1

- | 2, % £(s)
(6) G(z,t)= - [(1-t)£(z) - a(1-t") S S ds] € g(z), zeE,

G
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za O0<t<1, 0<d<l, tada feS*{a).

Dokaz. U teoremi A, izaberimo p=1 i neka funkecija F(z,t)
bude funkcija G(z,t) iz (6). Neposredno se proverava da je
G(z,0) =g(z), G{o,t) =0. Takodje se dobija

G(z)==1im1 G(z,t)-G(z,0) _ limj'asz!t)/Bt -
| t++o zt t++0 z
Z £(s)
- =f{z)+2taf ——=ds o7
_ , o S 1 £f(z)
* ta+to z . z
Kako iz (5) imamo
g’ (z) = 1= [ {(2)-a - 1,
i kako je funkcija G(z) regularna u E iReG(o) == === # O, to us-

lov (3) iz teoreme A, daje

Re < 0<» Re %—'(.0, zek,
gr (z) G(z)

Sto je u nasem slucCaju, na osnovu dobijenih vrednosti za g’ i G,
ekvivalentna sa
- 2f7 (z)

f{z)

Re

> o, zZecE,

tj. feS* (a) .

¥ ) L &R ¢ N _§ § "% "N ¥ |

Napomena 2.1. Ako je ﬁ=#0, tada uslov subordinacije (6)
ima oblik | | |
(1-t)f(z) <f(z), O<t< 1

sto je dobro poznata karakteristika zvezdolikih funkcija (vide-
ti i poglavlije 1.5). | | |
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Definicija 2.2. 2Za funkciju fe€A reci cemo da je konveks-
na reda a, 0<e< 1, u E ako i1 samo ako je

(7) Re (1+ 2582)y 5 2eE.
£’ (z)

. Klasu funkcija koje zadovoljavaju (7) oznacicemo sa K{a).
Evidentno je [K(o)c K za 0<a<1 i K{o) K.

ni

Naredna teorema daje dovoljan uslov da funkcija f iz klase
S pripada i klasi K(a),

TEOREMA 2, 2,
Neka feS i neka je

(8)  F(z,t)= 1==I% (£(ze'®)+£(2e™ ) )-at((1-t2) 20 <£(2), zcE,

1

gde je O<t< 1 i 0<a< 1. Tada feK(a).

Dokaz. U ovom sluaju u teoremi A, izabrac¢emo p=2, a za
funkciju F(z,t) uzeéemo funkeiju iz (8). Tada je, oligledno,
F(z,0) = £(2) 1 F(o,t) = 0. Ako stavimo da je

1

Filz,t) = 5=y [£(ze') + £(ze™1H)]
i

Folz,t) = 5 (et 2,
ﬁada je

F(z,t) = Fl(z,t)-Fz(z,t).
Primenom L'Hospital-ovih pfavila neposredno se proverava da je

F(z) = 1lim 'F(z,t)-iF(z,o)
t-++0 zt
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L ﬁFl(z,t)-Fl(z,o) | .inz,t)—Fz(z,o)
= lim -— 5 - lim 5

++40 zt +++0 zt

2_ 2 |
3 F.(z,t)/ot 3P _(z,t)/ot

— [ 3 1 * * 2
= lim - 1im

t++0 2z t>+0 2zt

l " F a r —_— 1 — L1 — - ’
wo=l-z£"(2) - £7 (2)] + y=5 £7(2) =yzl-2t (z)-(1=-a) £’ (2)] .

Poito je Re F(o) = -1 # O, to prema tecremi A, i uslovu
(3), imamo Re %é%%7~<0, $to je u naSem slulaju ekvivalentno sa

ZE" (2)
£ (z)

Re {1+ }>a, 2ZeE,

tj. feK(a).

- il Sy AN PR T v e e

da je
2 1£(ze™®) + £(ze7MH)] <£(2)

dovoljan uslov da feK. To je raniji rezultat Robertsona [46] .

L N ] sl il el sk S SV S L, S

kodje dobili dovoljan uslov za feS da bi pripadala klasi K(a),
a koji je razli&it od uslova datog u teoremi 2.2,

Definiciija 2.3. Funkciju feA zvademo zvezdolikom u odno-

su na Simetridne tadéke reda o, Oﬂ:uQL%, u E ako i samo ako je is-

punjen uslov

zf’ (z)
f(z)-£(-2)

(9) Re >a, zeE,

Klasu funkciija koje zadovljavaju uslove prethodne defini-
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~nicije oznac¢icemo sa §*(&). Za o= 0 dobija se klasa funkciija
S*, tj. klasa funkcija zvezdolikih u odnosu na simetri&ne tadke
u E, definisana u poglavliju 1.5.

Sli%no teoremama 2.1 i 2.2 i ovde dajemo dovoljan uslov za

funkciju feA da bi pripadala i klasi §*(a), O<&<3 .

TEOREMA 2. 3.
Neka feA i neka je funkcija

. A
1‘2 [£(z) & 2480 =£(=S) 474, .., oO<a<l
L O s

(10) g(z) =

l- 2 !

jednolisna u E. 2ko je

oL - ' A
(11)  Glz,t) = w2 (1-t) £(2) ) +E (~2) ~a (1~t) ! f‘S);f‘“S’ dsl,

gde je O0st<«<]}, O€a<-:2L- , 1 ako je' G(z,t) <g(z) za svako Ost<],
tada feS*(a).

Dokaz. U teoremi A, izaberimo p=1, a za funkciju F(z,t)
uzmimo funkciju G(z,t) iz (11). Neposredno se proverava da je
G(z,0) =g(z}), Gl(o,t) = 0. Takodje iz (2) i {(11) dobijamo da je

G(z) =1im Sl2:/81=G(z,0) _ 4, "3G(z,8)/ 3 _
t'-)"l‘o zt t->+0 A
| _ CZ v e
= lim 5o« 2 [-£(2) +£ (-z) +2at § SEL=E(Z8) 4
t>+o >z | o S
_ . 1. f(2)=f (=2)
1-21:1 Z *
Kako iz (10) imamo
; _ 1. | - f(z)-F(-2)
g’ (2) = 35—[f' (2) = - ]
i kako je Re G(o)==—'i£%;'# O, to na osnovu teoreme A2 (uslov (3))

dobijamo

————— e ————— et e e e e
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g’ (z)

Re Glz)

<0 , zeE,

$to je, prema prethodno dobijenim vrednostima za funkcije g’ i
G, ekviﬁalentno uslovu

Re

zff(z) .
£{z)- (~2) > oy

tj. funkcija f pripada klasi S5*(a).

Napomena 2.4. Za o= 0, iz tvrdjenja teoreme 2.3 dobija

gsae da subordinantni uslov ima oblik
(1-t)f(2)+tf(-2) <£f(z), Os<ts1l ,

i da on povladi da funkcija feS*, 5to je rezultat koji je dat u
[46] . |

Na kraju ove glave navodimo teoremu koja daje dovoljan us-
lov da fuykcija feA pripada i klasi Bl(&), a>0, tj. specijalnoj
potklasi funkcija tipa Bazilevida (kao 3to je to definisano u po-
glavlju 1.5). Da podsetimo, za funkciju felA kaZemo da pripada
klasi B, (), a>0 , ako i samo ako je

a=-1,

zf' (z) £ (z)

a
Z

Re >0, zeE.

TEOREMA 2.4, B
Neka feA i neka je o> 0. 2ko funkeija

f(s)

(12)  g(z) =s% (EEL 17 gs

O

pripada klasi S i ako je

(13)  Glz,t) = £((1-0)2)-£ (1t 2+ (-t 1 EEY 1 as<g(2), z¢E,
O

1 gde je OSt< 1, tada fs-Blta) :
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Dokaz. Ako postupimo kao u dokazu prethodne teoreme, bi-

rajucéi 1 teoremi Az, p=1, a za funkciju F(z,t) funkciju G(z,t},

tada je, oc¢igledno, G(z,0) =g(z) i G{o,t) 0. Takodje, imamo

G(z) = 1lim G(Z,t)—g(zr_Q.L:lim aG(Z-;t)/at

£>+40 zt t++0 z

= 2 lim [£7 ((1-t)z) (~z)-£' ((1~£°)2) (~2tz) -

t=>+0
Z . £(s),1~a
- 2t [ ( ) ds] = £’ (2),
o s
dok je iz (13)
g’ (z) = (£lgl)1-e
z
Kako je Re G{o) = -f’(0) =-1 # O, to primenjujuci teoremu A
iz (3) nalazimo da Ije
Re ——-j;- (_z) <0& Re 2f (z_)_sz) >0, zekE,
(fTZ))l-a z®

z -
tj. feBl(a).
Posledica 2.1. Neka za funkciju feA vazZi

(14) ]f((l-t)z)—f((1-t2)2)+(1-t2)z]<1 , zeE, O0st<1,

Tada je f jednolisna u E.

Dokaz. Ako u teoremi 2.4 izaberemo d==1, dobicfemo da

{1

odgovarajucda funkcija g iz uslova (12): g(z)
S, dok odgovarajuéi uslov (13) ima oblik

2!

je

z, zaista iz klase
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Fl(1-t)z)-£((1tD)2) +(1-t%)z €z, O<t<1,

Yto je ekvivalentno sa uslovom (14). Prema teoremi 2.4 imamo da

fe Bl(l), tj. £ Jje jednolisna u E,.

Bilo bi od interesa razmatrati i druge specijalne klase
jednolisnih funkcija, pogotovu one koje se mogu definisati pre-
ko izraza &iji je realni deo pozitivan. 0d posebnog su intere-
sa i funkcije koje jo¥ nisu dovoljno proucene (kao $to su fun-
'kcije Bazileviga). Moguce je da se pri tome dobiju i neki novi,
dosta jednostavni, kriterijumi za jednolisnost (videti posledi~-

cu 2.1).

OCHOBYA 0PrANIIAYYIA YAPYIHENOT PAAA

A MATEMATHIY, MIXAHZRY H ACTPOHOMALY
PUBABUTERA

Bpoj: - N .
JAaryw I
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GLAVA III

DIFERENCIJALNE NEJEDNAKOSTI I FUNKCIJE KLASE P
3.1, UVODNI POJMOVI I REZULTATI

U ovo] glavi bide govora o diferencijalnim nejednakosti-
ma dosta opsSteg tipa iz kojih proizilazi da funkcije f koje ih
zadovoliavaju imaju svojstvo da je.za njih Ref(z) >0, ze¢E, tj.
da fe $ . Zatim se daju primene takvih nejednakosti na razne
probleme u teoriji jednolisnih funkecija.

S.S.Miller je u [32] daoc definicije odredjenih klasa fun-

kcija koje generalisu mnoge potklase veé poznatih klasa jednolis-
nih funkcija (videti i [23]).

Prethodno, prema [32], navodimo odredjene definicije.

Definicija 3.1. Neka Je u==ul+iu2, v==Vl+iV2; gde U, u2{
VirV,e R i neka je Y skup funkcija ¥(u,v) koje zadovoljavaju
sledecfe uslove:

(a) ¥(u,v) je neprekidna u D CxC;
(b)Y {(1,0)e D 1 Rev¥(1l,0) > 0O

(¢) Re¥(u,i,v,) <0 kada (Ulv)eDlvlm'—-—(l—l’ é)

Oznadidemo sa ¢ podskup od ¥ koji zadovoljava (a),(b) 1

(c’) Rew(uzi,vl)ﬂio, kada (uzi,vl)e D i v1=50.

e

Primerti [32] . Lako se pokazuje da sledede funkcije pripa-
daju VY.

»
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Tl(u,v) = u+&%, ¢« ¢ R, D= (C\ {0} xC;
Wz(u,v) =z u2+v, D = (CxC;

l1’3(uJ,.v) = ut+av, &?0, D =CxC;

?4(u,v) = u- i%-, D= (C\ {0}) X C;

Yo (w,v) = -1n (3-v), D=Cx {(vw,)|v, <3} .

Napomenimo da funkcije L EVAPYA YA pripadaju tkdj. i sku-
pu §, dok ¥ ¢ ¢, pa je ¢ pravi podskup od ¥.

- Definicija 3.2. Neka je p(z) = 1+plz+p222+. .. regularna

u E i neka ¥Ye ¥ ima odgovarajuéi domen D. ozna&imo sa P(¥) one

funkcije p koje zadovoljavaju uslove:

(a) (p(z), zp’(2))e D ;

(b) Re ¥(p(z), zp’(2))>0, =zeE.

Napominjemo da P(¥) nije prazan skup, jer za sve ¥Ye ¥
je tacno éa p(z)==1+plze P(¥) za dovoljno malo Py koje zavisi
od ¥ (to sledi iz neprekidnosti funkcije ¥ i uslova b) iz defi-
nicije 3.1).

U vezi sa definisanim klasama funkcija, znacajan je sle-
defi rezultat S.Millera [32].

TEOREMA B,.
za svaku funkciju ve ¥ vazi P(v)c 2.

Drugim refima, teorema B. tvrdi da ako Ye ¥, sa odgovara-

1
ju€im domenom D, i ako (p(z),zp’(z2))e D, tada je tacna implikacija

(1) Re Y (p(z),zp’(2))>0 :-;>Rep.(z) >0, ze E.

Kako §c ¥, to je tac¢na i slededa implikacija
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(1) ve & =2 Py 9.

U osnovi dokaza teoreme B1 leZi sledeca lema.

LEMA (I.S.JACK, [18]). Neka je £ regularna u E 1 f(o) =0.
Ako |f]| dostiZe maksimalnu vrednost na krugu |[z| =r u tadki z

1!
tada je

zlf'(zl)==kf(zl) /

gde je k=1 realan broj.

 Ako se teorema B1 primeni na razne Ye V¥ dobidemo razlidi-

te uslove za pripadnost funkcije p klasi ? u obliku diferencija-
lnih nejednakosti. Ona ima mnoge primene kod ogranic¢enih funkci-
ja, kod harmonijskih funkcija i u teoriji Jjednolisnih funkciia
:2121)
oremi, videdemo iz uslova (1) da svaka Ye ¥ generi3e potklasu

zvezdolikih funkecija, ili, pak, ako je p(z) = L’ (=) , gde ge K,

g’ (z) -

([23]1,133]). Ako,recimo, stavimo p(z) = z u prethodnoj te-

potklasu blisko-konveksnih funkciija.

U [33] su data uopStenia teoreme B, u smislu da se cdre-

de uslovi koje treba da zadovoliji funkcij; h(r,s,t) tako da

Re h(p(z),zp’'(2),Zp" (z))> 0 povladi da je Re p(z) >0, ze E. Zatim
su date i primene u teoriji jednolisnih funkcija, koje su u vezi
sa zvezdolikim i konveksnim funkcijama. Izdvojicemo slededu teore-
mu koju €emo primeniti u narednom poglavlju; Kao Sto je receno

u 1.4 postoje kriterijumi koji su u vezi sa Schwarz-ovim izvo-

dom

ff'(z))" '_%_ ‘(f"iz;)Z
£ff(z

i jednolisnosScu. Teorema B, odnosi se na {f,z} i konveksnost fun-
kcije £ (pa, dakle, i jednolisnost).
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TEOREMA B,.

Neka je u==u}+iu2, v=v,+iv, 1 neka je p(u,v) kompleksna

1 2

funkcija koja zadovoljava uslove:
(a) p(u,v) je neprekidna u nekom domenu Dc Cx C;
(b) (l,0)e D i Reep(l,0)>0;

(¢c) Rep.(uzi,vl) <0 kada je v, €0,

1

Neka je fe A, neka je f’(z) # 0, ze E i neka

(BE22) 4 1 2%0(¢,2})eD kada ze E.
£7(2)
Ako je
N S § 2
Rep (Z f'gg"'l’ z"{f,z})>0, =ze¢ E,
tada je
gn o
Re (z fffig + 1)>0, 2ze E,
tj. £feK.

U poglavljima 3.1 i 3.2 primenjivacemo prethodno izloZe-

no na razne probleme u teoriji jednolisnih funkcija.

3.2. UOPSTENJA NEKIH REZULTATA U
KLASAMA S*, B(a) I B, (a)

U svom radu [55] R.Singh je dao rezultate koji se odnose
na klase funkcija S5*,B(a) i Bl(a) i gde je, uglavnom, o iz sku-
pa prirodnih brojeva. U ovom poglavlju bide pokazano da se mno-
gi od tih rezultata mogu generalisati na proizvoljno &> 0. Pri
tome je koriscena tehnika navedena na podetku glave III. Na kra-
ju poglavlja dajemo dockaz uop3tenja rezultata Bernardi-a [6] i
Libera {24], korisSc¢enjem rezultata teoreme B,.
TEOREMA 3.1,

Ako fe S*, tada i funkcija F definisana sa

— . . z - _ . .
(2) F(z)%= 221§ £(t)% ¢, a>o0,
o

Z

takodje pripada klasi S*.
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Dokaz. Prema definiciji klase S* (videti 1.5), trebalo bi
dokazati da je tacna implikabija

zf?' {(z)
£(z)

zF’' (z)
F(z)

Re >0 =% Re >0 , ze B,

Iz (2) imamo (2ZF(z)%)’'= (a+l)£f(z)®, odakle je
F(z)* L IF(2)+azF’ (2)] = (a+l)f(z)®

Ako obe strane poslednje jednakosti logaritmujemo, diferencira-

mo, a zatim pomnozZimo sa z, dobidemo

2
zF’ (z) z"F" (z)
(3) (a-1)z L4214 o) TF) 0 TFTG) L zEl (2)
F(z) 1+ zF' (z) £f(z) °
a
F(z)
Ako uvedemo smenu Zglé?)==p(z), tada je pl(o) =1 i
zF’' (z) = p(z)F(z), pa bi se diferenciranjem dobilo

Z2F" (z) = p’ (z)F(2) + (p(z)~1)F' (z) ,
ocdakle je

(4) 2

il

zp’ (z) + (p(z)=-1)p(2).

.
Zamenom vrednosti zfg(é?) iz (4) u (3), dobiijamo

zp' {(z) _ z£' (z)
Pl2) * Toaptz) = Tz
a odavde, zbog fe S*, imamo

zp’ (z)
1+ p(z)

(5) Re [p(z) + ] > 0, =ze E.

Stavimo u=p i v=zp'hi formirajmo odgovarajucu funkciju
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v

l+au '’ a >0,

y(u,v) =u+

Pri tome se lako pokazuje da ¥:D+C, gde je D= (C\{- é})}cm, da
je ¥(u,v) neprekidna u D, da (1,0)e D, da je Re¥(l,0) = 12>0,
dok je

<0 za vlﬁo.

vy
Re¥ (u,i,v,) = -
2 1 l+a2u2
2
Time su ispunjeni uslovi (a), (b) i (e¢') iz definicije 3.1, te
Ye §, odakle iz teoreme Bl-i (5), imamo da vazi
zF’ (z)
F(z)

Rep(z)>0, ze E, tj. Re >0, zekE.

Dakle, Fe S*.

Napomena 3.1. 32a a e N (N~skup prirodnih brojeva) dobi-

— ey Sl Sl e S S B el . s—

ja se rezultat R.Sing-a [55]}.

MoZe se dokazati i generalniji rezultat nego sto je dat u

teoremi 3.1.

TEQREMA 3.1%.
Ako su a, ¢>0 i fe S*, tada i funkcija F definisana po-

modéu

A
(6) F(z)% =222 g £S71e (£) %at
A O

takodije pripada S*,

Dokaz. Ako bi se primenio postupak kao u teoremi 3.1 i

z?’ (z)
F(z)

stavilo =p(z), umesto relacije (5) dobila bi se relaci-

ja

zp’ (2) |
Re[p(z)4-c+ap(z)]:>0 , 2¢eE,
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dok bi odgovarajuéa funkcija ¥(u,v)=u+ zadovolijava uslove te-

c+au
pa bi iz iste teoreme i (7) dobili da je Rep(z) >0,

- 2F’ (z) . *
F (2 >0, ze E, ili Fe S*,

Jasno je da se zna ¢ =1 dobija tvrdjenje teoreme 3.1.

oreme B,,
zeE, tj. Re

Napomena 3.2. Za aeN, iz tvrdjenja teoreme 3.1. dobija

se rezultat Singh-a dat u [55}.

Napomena 3.3. Koristedi rezultat teoreme 3.1 i dokaz od-

govarajuceqg rezultata iz [55], dobija se slededi rezultat:

TEOREMA 3. 2.
Ako Fe S* i ako je o >0, tada_je funkcija f definisana po-

moéu {(2) zvezdolika u

2] <r_(a) = [a+1=v2(@+1)]/ (a=1)

). Ovaj rezultat je najbolji moguéi.

N[ s

(za a=1 je [z]<r0(1) =

Za drugi deo tvrdjenja teoreme treba uzeti funkciju f ko-
Z

(1+2)

ja je odgovarajuda funkciji F({z) = € S*, a to Jje funkcija

2

a+l-(a=1)z . 1/a

Z
5 o

(1+2)

f£f(z) =

(kao u [551).

Iz teoreme 3.1’ sledi i generalniji rezultat nego sSto je
u teoremi 3.2.

TEOREMA 3.2",
Ako su a, ¢>0 i Fe S*, tada je funkcija f definisana po-
modu (2) zvezdolika u krugu

]z|<:ro(a,c) = [—(a+1)+v£2+2a+1]/(c—a).
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Taj rezultat je najbolji moguéd.

Za a 1 ¢ iz skupa N dobija se rezultat iz ([55].

TEOREMA 3.3.
Ako fe B{a), a>0, tada i funkcija F definisana pomocu

. Z
(2) F(z)® = 2L ¢ Fe)%at
2 0

takodje pripada B(a).

Dokaz. Prema definiciiji klase B{a) (videti 1.5), ako
feB{o), o> 0, tada posteoji funkcija‘ge S* takva da je ispunjen

uslov

ZE7 (z) £(z)* L

g(z)*

Re

>0, 2z2e E,

koji se moZe pisati i u obliku

zfl(2) f(z)]c1

(8) Re £(z) [g(z)

>0, ze E.

7a funkciju ge S*, prema teoremi 3,1, imamo da i funkcija G(z)
definisana sa |
A

f gtt)®at
O

| a _ o+l
(9) G(z) = -

takodje'pripada klasi S*. Za tako definisane funkcije F i G do-
kaZimo da vaZi relacija '

(10) Re

tj. da Fe B{a). U tom cilju uvedimo smenu
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' 'zF‘I"('z) | F('z)] a

= p(z).

Iz relacija (2) i (9), diferenciranjem dobijamo

(zF (z) %)’ (a+1) £7(2) i

(zG(2)%) " = (a+1) g (z) .

odakle je
zF' (z)
l+a'2G'(z) G(z) g(z)

G(z)

I

Iz relacije (zF’'(z)%)' (a+1) £%(2) se diferenciranjem, logaritmo-
vanjem, pa ponovnim diferenciranjem i manjim transformacijama
(kac &to je mnoZenje obeju strana sa z, deoba brojioca i imenioca

sa F(z), itd.), dobija da je

zF’' (z) zF"(z) , zF' (z)
(a_l) ZF’ (Z) N (Cl'-"l*'l) F(Z) +G‘ F;(z) __-F-(z) B (u+1) b o (Z)
F(z) l+¢‘zF’Yz) £yz) !
F{z)
odakle je
_ zF' (z) , zF"(z)

g ZEe) 2T TEGyt FTGEY () 2El)

- F(z) 1+ ﬁ'ZF‘(z) £(z) :

F(z)

MnoZenjem odgovarajudih strana relacija (12) i (13), imamo

C2F'(z) . 2F"(z)

2+ (a=1) _~Z)
(14) zF?! (z) . [F(z)] a " F(z) F(z) _
F(Zj G Z) )
1 +q 26 (2)
G(z)
_ zf' (z) £(2),a
= ) Ty By

Logaritmovanjem i diferenciranjem relacije (11); dobija se
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zZzF" (z2) - 2F’(z) 2G’ (z) _ zp'(z)

S L £ B £ I 1 ¢ B Y 3 R
a odavde je
zF’ (z) . zP"(z) _ zG’ (2) zp! (z)
2+(a=1) =Ty YT - Yt e "g—(z)_ '

-

- Zamenom poslednje vrednosti u relaciji (14), imamo

1 ' . zf’ (z)
(15) pl{z) + zG7 (zy 2P (z) = (a+1) 2] |

l+a & (z)

f(zl]a
g(z) )

Sada, zbog feB(a) i uslova (8), iz (15) imamo da Je isPunjeha
nejednakost

1——-
zG’ (z)
G(z)

(16) Relp(z) + zp' (z)] >0, ze E.

1+q

Uodimo funkeciju ¥(u,v) =u+av, gde ae € i Re a >0. Tada ¥:D-»C,
gde je D=CxC, V¥ je'neprekidna na D, (1,0)e D, Re¥(l,0) =1 >0,
dok je

Re‘i’(uzl,vl) =(Rea)v1$0 za vléo ;

pa ¥Y(u,v) zadovoljava uslove (a), (b} i (c¢’) iz definicije 3.1,
tj. Ye &.

Ako uvedemo smenu

1
zGY (z) !
G(z)

a = a(z) _
l+qa

§>1, te je 0O<Rea<1. Sada
iz relacije (16) i tvrdjenja teoreme Bl' imamo da je Rep(z) > O,

imademo da je, zbog Ge S* i o> C, Re

ze¢ E, pa je, s obzirom na (11), i relacija (10) dokazana, tj.
Fe B{a).
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Napomena_3.4. Za ae N dobija se iz teoreme 3.3 rezultat

e wmilly wun whilk sl S0 S DN N T

Napomena_ 3.5. Koristedi isti postupak kao kod prethodne

—— e Sl Al e ey SR B

teoreme, lako se dokazuje da vaZi generalniji rezultat.

TEOREMA 3.3°%.,
2Ako su a 1 ¢>0 i fe B(a), tada 1 funkcija F, definisana
pomodu (6), takodje pripada klasi B{a).

I ova teorema je generalizacija odgovarajufe teoreme iz

[55]. Za c¢c=1, jasno, dobija se tvrdjenje teoreme 3.3.

Napomena_3.6. SledeCe teoreme su sli&ne teoremama 3.2 i
3.2'. Naime, ovde pretpostavljamo da Fe¢ B(a), «>0, a2 zatim na-
lazimo polupreénik kruga u kome je funkcija f definisana pomo-

éu (2), odnosno (6), takodje pripada klasi B{a).

TEOREMA 3.4. .

Ako Fe B{a), «>0, tada f£ definisana sa (2) pripada B(a)
za |z| <r_(e), gde je veliZina r (a) ista kao u teoremi 3.2. Taj
rezultat je najbolji mogud.

Zza a ¢ N dobija se rezultat R.Singha [553], a dokaz je, iz
odredjene modifikacije, isti kao kod Livingstona [25] .

vazZzi i generalnija forma prethodne teoreme.

TEOREMA 3.4°.

Ako je o, ¢> 0 i Fe,B(d). tada funkcija f definisana pomo-
cu (6) takodje pripada B{a) za [z]<:r0(a,c), gde Jje ro(a,c) isti
kao u teoremi 3.2’. Taj rezultat je najbolji mogud.

Na sli¢an nadin, vaZe i slededfe teoreme:

TEQOREMA &.4. |
Ako Fe Bl(a), a> 0, tada‘i_definisana pomoéu (2) pripada
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klasi Bl(u) za

1 .

o+l

Taj rezultet je najbolji moguc.

Za o, ce N dobijaju se rezultati iz [55].

TEOREMA 3.6.
Ako fe'Bl(a), a >0, tada funkcija ¥, definisana sa

1
F (z)“"'B::zBf(z)u Pripada klasi Bl(u+3), za svako B = 0.

1

Dokaz. Iz definicije funkcije F logaritmovanjem i di-

ll’
ferenciranjem, dobijamo
F) (z) .
1 o 1 £7 (2)
(at+g) F(z) =8z % Ty !
odakle je,
.
ov) BB E@) e, _2f (2)
- -k iy ?
Fl(z)l (a+8)za+8 Z f(z)l e

a odavde, zbog f¢ Bl(d) i rezultata teoreme 3.9, imamo da .-

Fle Bl(u+8).

Za ae N dobija se rezultat R.Singha {[55].

Prethodno navedena uopStenja (teoreme 3.1-3.6) data su u
“[37].

Sledeca teorema je generalizacija rezultate Bernardi-a
([51, ea=n) i Libera ({24], a=1). N.Pascu je u [40] dokazao tu

teoremu. Ovde dajemo drugi dokaz, oslanjajuéi se na teoremu B,.
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i
i
i.
TEOREMA 3.7. g
Ako fe K (K - skup konveksnih funkcija) to i funkcija g
(17) g(z) ='a:1 / ta-lf(t)dt §
Z O

pripada klasi K za svako a¢ sa oscbinom: Rea>0.

et e B - F e Sy 1l e TRt S, I

Dokaz. Iz {(17) sledi

rules eyl e Ml S 3

(z%g(z) ' = (a+1)z“_lf(z) ’

odakle je

- ol :-1-:-

Czg'(z) + ag(z) = (a+l)f(z).
Diferenciranjem poslednje jednakosti, imamo
(18) (a+1)g’ (2) +2g" (z2) = (a+l) £’ (2) .
Ako jednakost (18) logaritmujémo,a zatim diferenciramo dobidemo

(a+2)g" (2) +zg" (z) _ £"(2)
(a+1)g’ (z2) + 2g" (2) £’ (z)

!

ili
.g.n._(z) . "'('z)
(19) ler2)e g (zy " E g’ (z) £" (z)
(a41) + 2z L (2) £7 (z) °
" (z)

Posle eredjenih transformacija, iz (19) dobijamo

2 3 "{z),2 _ "{(z), _ 1
20) s Z {g,z}+~§(1+z z)).+(a.})(l+z 37 (2 ) ~ {o+ 2) .
o + (1+z "(E;)
. f"(Z)
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gde je

_g™z),, 1,g"(2),2_g"(2) |3 (g"(2),2
(9,02} = (grezp) ' = 3lgrey) =@ 7 G

.'f_".(.z)
£7(z)

Kako je fe K= Re(l+z

y>0, ze E,

to je, zbog (20)

2 314, 97(=2),2 g'{z),_ 1
Z {g,z}-+2(1+z gf(z)) +a {(1+2 glr(.z)) 3

(21) Re{ } >0, ze E.

d+(l+2 g:(§))

Ako stavimo u= l+z g,z;; ' v==zz{g,z} i posmatramo funkciju
V-i_-%uz +o u"-':zL-
o{u,v) =
o + 1
_ i{_ . +'d2-1_¥'2v -
ot~ a+1 at+u '’

o(u,v) je funkcija koja preslikava D = (Cx{-c¢}) xC u C, neprekid—
na je u D, (1,0)e D, Rep(l,0) = 1~>0, dok je

| leed;n%ﬂRea(ugrkl)
Rep (u,i,v,) = . - <O za v, <0,
2 1 | a+u i[z 1
2

pa prema teoremi B, i iz (21) imamo da Jje

. ..".(_z)
RE(-].'I"Z {;er)}o, ZBE,

tj. ge K, Cime je teorema dokazana.

Prethodna uop8tenja ukazuju ne samo na moguénosti odre-
djene tehnike, veé i na &injenicu da se putem integrala nekih
kombinacija'jednolisnih funkcija (koje pripadaju odredjenim kla-
sama) dobijaju nove jednolisne funkcije odredjene klase. Time se

saznaje nefto visSe o prirodi samih funkcija.
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£(z)

y* ZA NE-
z I

3.3. OCENE REALNOG DELA FUNKCIJE (
KE KLASE JEDNOLISNIH FUNKCIJA

U ovom delu daﬁu se ocene realnog dela funkcije (féz))a,
ae R, ili funkcije féz)’ za zvezdolike funkcije reda o,
%a§a¢i]., ili pak za funkcije klase Bl(a), a> 0, (funkcije tipa

Bazilevi&a). Neke procene su nove, druge su uopstenja vel pozna-

tih ocena ili njihova poboljsanija.

Napomenimo da iz teoreme 1.22 imamo da je za Konveksne fu-

nkcije Remféz)3>% , z¢€ E, dok je u [51] pokazano da se zatvore-
nje konveksnog omotacda skupa K sastoji od funkcija f eA za koje
- £{z) 1

je Re - > 5 Zbog toga je pitanje pomenutih ocena vrlo znaca-

jno.

TEOREMA 3.8,

Neka f € S*(d), %€£G<J” Tada je
Re'f(z)> '1.

2 3=2a °

Dokaz. Ako uvedemo zamenu

3~20 £{(z) 1

(22) 2(l-qa) Z T 2(1ay p(z) .

imademo da je funkcija p regularna u E i p(o) =1. Iz (22) moZe-~

mo izraziti £, odakle, posle diferenciranja, imamo

(23)  £7(2) =g+ 2252 (2p’(2) + pl2) .

Sada, iz (22) i (23), dobijamo da je

zf’ (z) _

2(l-a)zp’ (2)
£(z)

(24) T32(1-a)p(2)

= l-a+
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!
i po3to je fe S*(a;=>Re zg(é?)3>a,ze E {(videti def. 2.1), to iz

(24) sledi da je

2(1-a)zp’ (2)

1+2 {1-a)p(2z) 1>0, zeE.

(25) Re [l1-a+

Ako posmatramo funkciju

2(1l-a)v
1+2(1-a)u

¥y (u,v) =1-a+

(stavljeno je u=p(z), v==zp'sz, tada nije tesko pokazati da

funkcija ¥ (u,v) zadovoljava uslove (a), (b) i {c¢) definiciije 3.1,

ti. da ve ¥. Zaista, u ovom sludaju je D = (Q\ {- Z(i—a)}}{m’ a

takodje je ¥ (u,v) neprekidna u D.

Dalje, (1,0)e¢ D, Re¥(1,0) =1-a>0, dok za sve (uzi,vl)e D
i takve da je vlﬁé- % (l+u§), imamo

2(l—u)vl
1+2(1—a)u2i

Re?(uzi,vl)==1—a+Re

Z(leujvl

1-o+

N

1+4(l~a)2u

2(1-a)f 5 (1+ul)]
1+4(1-u)2u§

< -+

__(l—u)(1—23)53-2a) u% <o .
1+4 (1-a) u,

Zbog toga, iz nejednakosti (25), primenjujucéi teoremu B,, imamo
da je Rep(z) >0, ze E, sto je, s obzirom na (23), ekvivalentno

sSa
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T rasgenaerar vy W 3% N F N ]

% , 1lmamo Ref;Z)i>l 3to je dobro poznati rezultat (Marx, Stroh-
h

Napomena_3.7. 4a a==% , tj. za zvezdolike funkcije reda

2!’
Scker [331, [431).

TEOREMA 3.9.
Neka fe Bl(u), gde je a>0. tada je

Re (féz)

)¢ > O, =ze E.

'f(z)

Dokaz. BAko stavimo da je ( )a==p(z)r tada je funkcija
p regularna u E, p(o) =1, dok se logaritmovanjem 1 diferencira-

njem dobija

% zp' (z) + p(z) = Z§1é?) [ﬁéflfir
odakle je, zbog fe Bl(a);‘t» Re Z?}é?) [fz('z)]’:i} O, ze E {(videti (6)
iz 1.5).
(26) Re [= zp’ (z) + p(z)] >0, zeE.
Uoéimo funkciju W(u,v)'= é v+u (stavljeno je u=p{z), v=2zp’'(2)h

Lako se proverava da Y:CxC-C, da je ¥ neprekidna u €x¢C i-da
je Rev(l,0) = 1>0, dok Je

Re‘i’(uzi,vl) =% v,.<0, za v,<0 ,

1 1

pa je, zbog (26) i tvrdjenja teoreme B,, tadna nejednakost

£f(z)

- }*>0, ze E.

Rep(z) >0, ze E, tj. Re(




56

Napomena 3.8, Za aeN dobija_se rezultat R.Sing-a [595].

MozZe se pokaiati da za 0<:ﬂ*£%-va§i precizniji rezultat.

TEQOREMA 3.10,

Ako je 0<®<- i feB) (a), tada je

f(z))a>}_ , zek,

Re { - 5

Dokaz. Ustvari, trebalo bi dokazati da je tacna nejedna-

kost

f(z)
<

(27) Re [2 ( )%-1] >0, ze E.

Ako uvodimo smenu

f(z)
—

2 ( )¢ -1 = p(z),

tada je p(z) regularna u E i p(o) =1, kao 1

f(z) o _plz)+1

(— 5 .

Logaritmovanjem i diferenciranjem poslednjeg izraza, dobija se

odgovarajuda relacija kao u teoremi 3.8:

(28)  Rel> zp’(2) +p(z) + 11>0.

Ako, sada uocimo funkciju

w(u,v)==§-v+u+1, Oﬂiaé-%',

lako zakljudujemo da je neprekidna na €xC, da je Re¥(l,0) =2>0,

dok je za 0<0< & i v

1 2
5 Q—ftl-l-uz).

1




57

2 _,_ 1 1 2
(1+u2)+1—*l T uzﬂio,

1 1
ReY (uzi,vl) ==v, + 1< T

te, zbog (28) i teoreme B+ vazi Rep(z)>0, ze¢ E, tj. i nejedna-
kost (27). '

Za klasu Bl(l), tj. za funkcije fe¢ A za koje je

Ref’ (2)>0. z¢ E, vaZi precizniiji rezultat nego sSto se dobija iz

teoreme 3.9 za o =1,

TEOREMA 3.11.
Ta¢na je slededa implikacija

f 1
fE Bl(l)¢'Re (ZZ) >‘§ I ZEE-

Dokaz. Ako uvedemo smenu

(29) 5 =2 - 3 = pla),

tada je funkcija p regularna u E i p(o) =1. Iz relacije (29) mo-~

zemo izraziti £, pa, posle diferenciranja, imamo

£’ (z) #%4-% (p(z) +zp' (2)) ,

a kako je Ref’ (z2)>0, ze E, to je

(30) Re{%”Fg-(p(z)—kzp’(z))]3>0, 2¢ E.

Lako se pokazuje da odgovarajuéa funkcija

— T s e e e My i e Hame chee g e -
ey ey = s — - It gmrerim Mmoo meee— s eem N .o . - . ame . —- -

(u+v) i

W 80

¥ (u,v) =-§—+

zadovolijava uslove (a) i (b) definicije 3.1 i da je
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- - _1 2y1= -yl <
Rew(uzl,vl)-l+2vlél+2[ 2(l+u2)]— u2~a0,

za sve (uzi,vl) za koje je'vl€§-~%(1+u§). Otuda, primenjujuci
17 iz (30) dobijamo da je Rep(z) >0, ze E, sto, zbog

(29), konaténo daje

teoremu B

f£(z) S 1

Re — 3

y 2€¢ E.

Slidno kao u teoremi 3.11, i za klasu B1(2), tj. za koju

je Re f(z)g {z)3>0, ze E (videti 1.5) imamo sledece tvrdjenje,

TEOREMA 3.12,
Neka fe B, (2), tada je

If(z)3>l , 2e E.

Re 7 3

Dokaz. BAko izaberemo smenu kao u (29), i sledimo isti po-

stupak kao kod dokaza teoreme 3.11, dobidemo da je

31y  HELE ) oL op(z)+1) %+ § (2p(z)+l)zp’ (2).

!
.f(z)z (2)3’0, ze E,

Kako je za funkciije fe.Bl(Z) ispunijeno Re

to iz (31) imamo da je
1 2. 2 '
(32) Re[§(2p(z)+1) + g(Zp(z)+l)2p (z)}>0, ze E.

U ovom sludaju odgovarajuéa funkcija ima oblik
T(u,v)==% (2u+1)2+ % (Zu+l)v.

Neposredno se proverava da ¥ (u,v) zadovoljava uslove (a) 1 (b)

def. 3.1, dok za sve (uzi,vl) za koje je vlé-% (l+u§), imamo

o e ————— e ———_—— —_————- Iy p— -
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: A2 2 _ 1 2.7 _ g2
Re?(uzl,vl)- 4u2+1+2v144u2+1+2[ 2(1+u2)] SuZ*EO.

Dakle, iz teoreme B, i (32) dobijamo da Je Rep (z2)>0, z ¢ E,

%to je, zbog (29) ekivalentno sa

Cf(z) 1

time je dokaz zavrsen,

Napomenimo da su rezultati ovog poglavlja dati v (371 i

[39] . : - |
Interesantno bi bilo proceniti realni dec funkcije (fgf))a
i za neke druge klase jednolisnih funkcija,

e su ovde date najbolje moguce.

kao i wvideti da 1li

Ostaje takodje ot-

su procene Koj
pitanje procene.realnog dela funkcije fE:), gde fe B(a)

vorendo

(o # 1, a#2).

GEATSYY CATANNZANNIN YPWRIENOr PAAA
TN MATZHATEKY, NMIXAREGY ¥ ACTPOHOMA)Y
PUBJABEHOTERA

Bpoj: S
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