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Миодраг ТОМИЋ, Слободан АЉАНЧИЋ 

РАдИВОЈЕ КАШАНИН КАО МАТЕМАТИЧАР" 

Од математичара Срба који су предавали математику на Београдском уни­
верзитету између два рата, Радивоје Кашанин (1892-1989) једИНИ није био ђак 
Михаила Петровиhа (1868-1943). Он је истина тезу одбранио код Петровиhа, али 
избор тезе, њен облик и резултати су Кашаниново дело. То се исто може реhи и 
за тезе Јована Карамате (1902-1967) и Милоша Радојчиhа (1903-1975). Кашанин 
је започео студије у Бечу, наставио у Загребу и Пешти, а завршио их у Паризу. 

Са сваког од тих универзитета он је понео нешто знања. Благодареhи изузетном 

памhењу, он је тако увећао своје велико енциклопедијско знање Опште мате­

матике. У Бечу код Виртингера (W. Wirtinger), он се упознао са принципима 
савремене Анализе. Јуриј Мајцен у Загребу указао му је на токове оновремене 

Геометрије. Када је после свих страдања, које му је донео први светски рат, 
одлучио да заврши СТУдИје, он се нашао на Сорбони у Паризу. Курсеве Гурса 

(Е. Goursat), Пикара (Е. Picard) као и Рационалну механику Апела (Р. AppelI) 
он је темељно проучио. Али љегов радознали дух привукла је и Астрономија. 

По љеговим речима, он се чак и колебао да ли да посвети више пажње и.вре­

мена и Астрономији. Кашанин је стварно имао оно знање Опште математике 
које се сматрало основом математичких наука почетком двадесетог века. О 

многим проблемима он је могао да говори критички и са разумеваљем, али и 

• Радивоје Каmaнин рођен је у Белом Манастиру 21. маја 1892. године (по старом кален­
дару). Прва три разреда учио је у класичној гимназији у Осијеку, а осталих пет у Српској 
православној великој гимназији у Новом Саду, где је матурирао јуна 1910. Студирао је Матем­
атику и АстрономИју у Бечу (1910/1 1), Загребу (1911/13) и Будимпеmти (1913114). Као студент 
у Загребу био је 1912/13. асистент на Катедри Г~метрије. По избијању првог светског рата 
1914. године мобилисан је од стране аустро-угарских власти и улућен на фронт у Галицију, 
где је одмах прешао Русима и пријавио се за добровољца у српску војску. Када је у Одеси 
формирана Српска добровољачка дивизија, упућен је почетком 1916. у ову дивизију У којој-је, 
У чину резервног пешадијског потпоручника, постављен за ађутанта 1 пешадијског пука. У том 
чину и звању био је 1916. на фронту у Добруџи, 1917. У Бесарабији, 1918. на Солунском фронту. 
Студије математике завршио је на Сорбони у Паризу 1921. (Licence ~s Sciences math6matiques). 
Докторирао је код Михаила Петровића (1924). На Техничком факултету у ~гpaдy постављен 
је за асистента 1922, за доцента 1926, за ванредног професора 1930. и за редовног професора 
1939. године. Двапут је био биран за ректора Техничке велике школе (1950151 и 195111952). 
Био је управник Математичког института у периоду 1951-1958, а затим председник љеговог 
Савета (1958-1961). За дописног члана Српске академије наука изабран је 2. щрта 1946, а за 
редовног члана 10. јуна 1955. године. Радивоје Кашанин преминуо је 30. октобра 1989. године 
у Београду. 
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да оцени суштину проблема. Старији учесници на седницама Математичког 

института, одмах по Ослобођењу, cehajy се његових многобројних примедаба 
и коментара. Очигледно је било, да су те примедбе биле оправдане, да су 

питања ишла у срж проблема, да је он лако одвајао суштину рада од спољне 

конструкције. Нешто од тог општег и широког знања пренело се и на његов 

истраживачки рад на пољу математичких наука. Његови радови нису бројни, 
али су по областима разноврсни. Кашанин је радио у теорији Диференцијалних 
једначина, Функција комплексне променљиве, Анализе, Геометрије, Интер по­

лације и апроксимације, Механике па, чак и Астрономије. У његове последње 

радове долази покушај математичке интерпретације космогоничне теорије 

Павла Савиhа. 

Проблем, који Кашанин посматра у својим математичким радовима, је на 

први поглед једноставан. Тај проблем је скоро увек изворан. он није последица 

неких других резултата, а најмање уопштење познатих ставова. Његов исказ 
је прост, али пут до његова решења није једноставан. Кашанин је полазеhи од 

најједноставнијих елемената, дедуктивним путем тежио да проблем раствори и 

да објасни његову генезу. он је у истраживачком раду био скоро самоук, боље 

речено није припадао некој школи, а није имао ни неког посебног узора ни у 

избору области ни у начину обраде. Он је пре прихватао аксиоматски приступ 
научном истраживању него формализам, а још мање суптилне анализе, где су 
резултати често неочекиване последице неких духовитих математичких досетки. 

Како се ти његови радови не настављају на нечија ранија истраживања, и у 

њима се не преузимају Beh раније утврђене чињенице, у њима скоро и да нема 
позива на друге ауторе. Проблем се често посматра у крајње специјалном, али 

карактеристичном случају, и тада иде ка општем али дотле, док то основни 

елементи, претпостављени у почетку рада Допуштају. На тај начин, рад пред­

ставља једну затворену целину. Основне претпоставке су одредиле и крајњи 

домет рада. То се можда најбоље види и у његовим првим радовима, где се 

истражују аналитички облици мултиформних функција. 

Та група радова садржи и његову тезу (1924), а ти радови су објављени у 
ГЛАСУ (СХУII (1926), 11-49, 54-64; СХХ (1926), 35-66; СХХУII (1927), 69-
86). У ова четири рада он уводи један нов појам - закон .мултифор.мности 

око изоловане критичке тачке. То је функционална веза F(x, УО, УЈ) = о која 
постоји између две детерминације УО и УЈ мултиформне аналитичке функције 

у(х) у тачки х ако се детерминација УЈ добива из детерминације УО једним оби­

ласком око изоловане критичке тачке хо у позитивном смеру ПО једноставној 

затвореној кривој линији. Кашанин у тим радовима као два основна проблема 

истиче: Прво. да ли за дати закон мултиформности постоји мултиформна 

аналитичка функција и који је њен аналитички облик? друго. За дату мул­

тиформну аналитичку функцију, дату директно или преко диференцијалне јед­

начине, наhи закон мултиформности, а преко њега истраживати особине саме 

функције. Најрепрезентативнији, а и најсадржајнији од тих радова је онај 

из ГЛАСА (СХХ-1926), 35-66): О .мултифор.мни.м интеграли.ма Рикатијеве 
диференцијалне једначине. Расмотримо ближе резултате тога рада и пут којим 
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он долази до тих резултата. Садржина рада је у исказу: 

Нека су А} В} и С аналитичке функције које су у домену D униформне 
и једна од њих или више заједно} имају једну сингуларну тачку ХО} тада 

Рикатијева диференцијална једначина 

(1) у' = Ау2 +Ву +С, 

има у D један униформан интеграл ТЈ или два ТЈ) и 1/2 или три. У првом случају 
закон мултиформности општег интеграла у( х) око тачке хо је 

(а) 
1 1 -- = -- +,8(х), 

у) -ТЈ УО - ТЈ 

а у другом 

1 а 
-- = -- +,8(х), 
у) - ТЈ уо - ТЈ 

(Ь) 

где је а константа :f:. 1} а ТЈ(х) и ,8(х) униформне аналитичке функције у 
D. Ови закони мултиформности не зависе од интеграционих констаната и 

карактеристика су једначине (]). 

С друге стране} ако је хо у D једина критичка тачка мултиформне анали­
тичке функције у(х) и ако је око хо њен закон мултиформности дат са (Ь) где 

је а = const} а ТЈ и,8 у D униформне аналитичке функције} тада свакој тачки 
х из D одговара једна двојна логаритамска спирала (или круг ако је 'аl = ]) 
на којој леже све детерминације функције у(х) добивене циркулацијом око кри­

тичке тачке ХО. Према томе у у-равни за разно х Е D добијамо један систем 
двојних логаритамских спирала. Ако су испуњене извесне особине тога система 

спирала} тада тим системом је потпуно одређена Рикатијева диференцијална 

једначина (1) чији општи интеграл је дат функцијом у(х). У случају а = 1 
систем тих спирала прелази у систем кругова. 

За доказ ових тврђења Кашанин полази од линеарне хомогене дИфе-
ренцијалне једначине другог реда 

(2) z"+Pz'+Qz=O, 

на коју се (1) своди сменом у = -А . z' / z. 

Познато је које тачке могу бити критичке тачке интеграла једначине (2). 
То могу бити само сингуларне тачке од Р и Q. Ако једна од функција Р 

или Q (или обе заједно) имају једну сингуларну тачку (пол или есенцијални 
сингуларитет) онда према познатој теореми Фукса (L. Fu~hs) једначина (2) има 
два линеарно независна партикуларна интеz:рала облика 

(3) 
~ = (х - хо)т<р(х) 

~) = (х - хо)n[ф(х) +r<p(x)] 10g(x - хо), 
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где су т, п и r константе, а <р(х) и ф(х) униформне функције у D. Бројеви т 
и п нису потпуно одређени. Може им се додати ма какав цео позитиван или 

негативан број у ком случају су функције <р и Ф само помножене са степеном 

од (х - хо) али се аналитички облик од ~ и~) не мења'. Ставимо С..Ј) = e211'iт, 
с..Ј2 = e211'in; тада ако је О = С..Ј /С..Ј) =1= 1, као што је из теорије познато, мора бити 
r = О. Ако је О = 1 тј. с..Ј1 = с..Ј2, r може, али не мора бити нула. На тај начин 
разликују се три случаја: 10 О = С r = О, 20 О =1= 1, 30 О = 1, r =1= О. у првом 

случају из (3) користеhи основну смену између У и z налази се облик општег 
интеграла од (1) тј. у(х), и он је униформна функција у D. У другом случају, 
кад је О =1= с према (3) и основне везе између У и z налазе се партикуларни 
интеграли 1] и 1]1 од (1). Orуда следИ и веза између 1], 1]1 и општег интеграла 

у(х), а из те релације и једноставни однос изнеђу две узастопне циркулације 

УО и У1 од у(х): 

(т) 
У1 - 1]) Уо - 1]) 
---=0---, 
У1 -1] УО - 1] 

и то је закон мултиформности општег интеграла у овом случају. Он се може 

написати и у облику 

(а) 
1 О -- = -- + {3(х), 

У1 -1] УО - 1] 

где О, {3 и 1] имају напред наведене вредности. Најзад у трећем случају кад је 

О = 1 и r =1= о основни проблем је да се покаже да има само један униформан 

партикуларни интеграл и то онај који одговара интегралу ~ из (3). Исто тако у 
овом слУчају није једноставно одредити закон мултиформности. Он се одређује, 
будуhи да се у овом случају познаје један партикуларни интеграл једначине 

(1), трансформацијом ове једначине у линеарну једначину и дискусијом њеног 
општег интеграла. Одатле излази да је закон мултиформности опет облика (а) 

са 0=1 тј. 

(Ь) 
1 1 -- = -- + {3(х), 

У) -1] Уо - 1] 

где је {3 униформна функција у D. Овај резултат не би био потпун да Кашанин 
није показао да у околини тачке у бесконачности имамо исте законе мултиформ­

ности и да шта више закон мултиформности (Ь) претставља гранични случај 

закона мултиформности (а). 

да би могао да разматра инверзан проблем, тј. да из закона мултиформ­

ности нађе под извесним условима и саму функцију, он детаљно анализира тај 

закон, а то је образац (т) где за п-ту циркулацију он узима облик 

Уп - 1]) = ОП Уо - 1]) . 

УП -1] Уа-1] 
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Ако се У овом изразу стави (} = ae i
"', то све вредности уп за п = О, 1, ... , које 

има функција у(х) при разниам циркулацијама око хо леже на кривој линији 
'ПIjи афшси задовољавају једначине 

1
11- '11 1 = а I уо - '11 1, 
11-'1 уо-ТЈ 

arg у - '11 == n,,-, + arg уо - '11 + 2k1Г. 
у-ТЈ уо-ТЈ 

Последњс једначине се могу написати и у облику 

(3') I ~ ~ ~ I = м ехр { m ( arg ~ ~ ~ + 2k1Г) }, 
м = 'УО -ТЈII ехр{-т arg уо - '11 }, m = 10g(}. 

Уо-'1 Уо-ТЈ "-' 

Користеhи биполарни координатни систем Кашанин проналази параметарски 
облик једначина (3'). То је крива линија позната под именом двојна логари­
тамска спирала, која за (} = 1 прелази у круг. 

За m > О та спирала је приказана на слици, где су '1 и ТЈ1 асимптотске 

тачке те спирале. Разни случајеви претстављени на слици јављају се када је 

ордината у почетку већа, мања од нуле или бесконачна. 

Дискусијом параметарских једначина спирале налази се још једна основна 

особина разних детерминација. Поред тога што се налазе на овој спирали оне 

се налазе и у пресецима ортогоналних кругова одређених центара који пролазе 

кроз тачке ТЈ и '11. Ти кругови секу спиралу под сталним углом. Она је њихова 
изогонална трајекторија. Са променом тачке х у у-равни, добијамо један систем 

двојних логаритамских спирала. Сада су у једначинама (3') ТЈ и '11 односно М 
функције од t и т (х = t + iT). За '1 и '11 налази се да су униформне аналитичке 
функције у D, док је log М униформна хармонијска функција која у D нема 
вртлога и у хо има извор одређене јачи не. 

Инверзни проблем који Кашанин посматра и решава у другом делу овога 

рада може се сада дефинисати на следеhи начин. 

Ако је хо у D једина критичка тачка мултиформне аналитичке функције 
у(х) И ако је око ње закон мултиформности дат са (Ь) односно (т) где је (} :1 1 а 
'1( х) и fЗ( х) у D униформне аналитичке функције, тада свакој тачки у D одговара 
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једна двојна логаритамска спирала (или круг за о: = 1). Угао под којим спирала 
сече систем ортогоналних кругова кроз ТЈ и ТЈ} је сталан. Нека је log М у обрасцу 
(3')) који претставља закон мултифомности) униформна хармонијска функција 
без вртлога и са датим извором одређене јачине у D) тада постоји аналитилчка 
функција са једином критичком тачком ХО чије све детерминације леже на тим 

спиралама и она је јеДН03начно одређена као решење Рикатијеве једначине (l) 
где су А) В и С одређене униформне функције у D. 

* 
Рикатијевој једНачини али у реалном) Кашанин се вратио неколико година 

касније. Двадесетих година) Петровиh се доста занимао са диференцијалним 

једначинама које се могу интегрисати помоhу квадратура) као и са трансфор­

мацијама које своде диференцијалне једначине на одређене типове. делом су се 

тим проблемом занимали Тадија Пејовиh (1892-1980) и нешто касније Драгослав 
Митриновиh. Кашанин има један рад из тог круга проблема) али општијег об­

лика) са различитим погледом на тај проблем. У раду О уnрошhавању дифе­

ренцијалних једначина првога реда nо.моћу њихових партикуларних инте­

гралd (ГЛАС) 1929)) он поставља проблем: да ли постоји смена у = F(y}, У)) 
где је У} партикуларни интеграл диференцијалне једначине првога реда 

(А) 

која десну страну ове диференцијалне једначине своди на полином нижег сте-

пена 

У' = N}Ynl +N2Ynz + ... + NpYnp (п} > П2 > ... > nk), 

тј. где је т} > ПЈ И показује да је то у општем случају могуће само код Рикатијеве 
једначИне. другим речима) партикуларни интеграл УЈ не може се искористити 
у општем случају за снижење степена диференцијалне једначине (А) као што је 

то случај код линеарне хомогене једначине. 

* 
Међу последње Кашанинове радове из Анализе долазе два његова рада из 

Апроксимације и Интерполације (Publications math. de l'Universite de Вelgrade, 
Т. VI, VП) 1937-39; Publications de l'Inst. math. Т. 1) 1947). Све поменуте 

особине његовог научног рада које се огледају често у једноставном проблему 

и где се затим испитују везе између различитих познатих резултата да би се 

на основу тога вршила даља истраживања налазе се можда најбоље исказана у 

првом од наведена два рада. 

Проблем интерполације функције Ј(х) полиномом (п-l )-ог степена Рn-}(Х) 

(п = 1,2, ... ) који са њом има п заједничких тачака (Xi,Yi) (Xi f Хј (i f ј), 
Yi = J(Xi)) своди се на решавање система 

(4) (i = О, 1, ... , п - 1). 

Практично решавање овог система битно зависи од тога у ком облику је написан 

полином Рn-Ј(Х). Ако га) не опредељујуhи се) засад) за неки конкретан облик) 
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напишемо као линеарну комбинацију п полинома РО( Х), РI (Х), ... , Рn-I (Х) који 
су сви степена ~ п - 1, тј. 

n-I 

(5) Pn-I(X) = L АА:РА:(Х), 
А:=О 

линеарни систем (4) по п непознат!'IХ Ао,АI, ... ,Аn-I имаhе детерминанту 

(6) 

Pn-I(XO) 
Рn-I(ХI) 

Означимо са D(x) детерминанту која настаје из детерминанте (6) када у овој 
у првом реду ХО заменимо са Х. Како је D( Х) полином по Х највише (п - 1 )-ог 
степена, а анулира се већ за Х = XI, Х2"" ,Хn_l, он се може анулирати и за 
Х = ХО само ако је идентички једнак нули. Дакле, детерминанта (6) система 
(4) може бити једнака нули само ако је D(x) == О. Развијајуhи детерминанту 

D(x) по првом реду, то би значило да су полиноми Ро,РI,· .. ,Рn-I линеарно 
зависни. Према томе, ако су полиноми Ро,РI,. " ,Рn-I линеарно независни (тј. 
ако образују базу), детерминанта (6) биhе различита од нуле па ће систем (4) 
има ти јединствено решење. 

у пракси се користе различите базе: 

10 Степени: РА:(Х) = ХА: (k = 0,1, ... ,П - 1). Тада полином Рn_I(Х) има 
врло једноставан облик, али се у систему (4) у свакој једначини јављају све 
непознате АА:. Овај недостатак, с практичне тачке гледишта, отклања база коју 

формирају. 

20 Lаgrапgе-ови полиноми: 

Ови имају особину 

{ -о заi#k 
РА:(Хј) __ 1 

за i = k, 

на основу које се систем (4) своди на 

(4') PI(Xj)A j = Уј (i = о, 1, ... ,П -.1), 

где свака од једначина садржи само по једну непознату Ај. База Lagrange­
-ових полинома је, дакле, идеална у погледу решавања система (4), али су 
зато Lagrапgе-ови полиноми прилично компликованог облика. Трећа једна 
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база некако лежи између ове две: није много компликована а њој одговарајуhи 

систем (4) је ипак погодан за решавање. Њу чине 
30 Nеwtoп-ови ПОJlИНОМИ: 

ро(ж) = 1, 

Ови имају особину 

Pk(Zi){ : ~ за i < k 

за i =k 
(k=O,I, ... ,п-l), 

па се систем (4) своди на 

i 

(4") L: AkPk(Zi) = У, (i = О, 1, ... ,п - 1), 
k=O 

те прва једначина садржи само Ао, друга само Ао и Аl, тpeha само Ао, А 1 и А2 , 
итд., па се непознате Ао, А1 , ••• ,Аn- 1 сукцесивно одређују помоhу претходно 
Beh израчунатих. 

у овом раду Кашанин се не опредељује ни за један од наведених конкретних 

база, вeh покушава да у општем случају систем (4) замени системом истог броја 
једначина али таквих да у свакој једначини фигурише само једна од непознатих 

Ak. Општа метода састоји се у томе да једначине система (4) помножимо редом 
са т~") (ј = 0,1, ... ,п - 1) и све тако добивене једначине саберемо. Тако heMo 
добити 

n-l n-l n-l 

L т~") L AkPk(X,) = L т~")y, 
а=О k=O а=О 

односно 

n-l n-l n-l 

(7) L Ak L m~")Pk(X,) = L т~")Ya. 
k=l ,=0 ј=О 

Учинимо ли то п пута за 11 = 0,1, ... ,п - 1. (7) he за тај скуп вредности 
11 представљати систем од п једначина линеарних по Ak са п2 неодређених 
коефицијената т~"). Ове heMo одредити тако да буде 

(8) (11, k = О, 1, ... ,П - 1). 

из ових п система с п једначина, коефицијенти т~") одређени су за свако i и 
11. Уврстимо ли њихове вредности у (7) добиhемо 

n-l n-l 

(7') Ak L m~k)Pk(Xi) = L: m~i:)Yi' 
,=0 ,=О 
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што смо и хтели постиhи. 

РаШl интерпретадије и формулације резултата до којих је 1<ашанин дошао, 

он уводи неке допунске ознаке и појмове. Он означава са qv( Х) полином степена 
:s п -1 који У тачкама Хј има вредности т~v) за i = О, 1, ... ,П -1. Тада се (8) 
може писати у облику 

(8') 

Уведе ли се, краткоЬе писања ради, 03нака 

може се, дакле, реhи: 

за сваку базу (РА:) nолинома степена :s п - 1 постоје nолиноми (qA:) 
степена :S п - 1, тако да важи 

(8') 

Yвoдehu 06е, систем (4) је, према (7'), еквивалентан систему 

(7") (k = О, 1, ... ,П - 1) 

који је непосредно решив по АА:. 

за базу (qA:) каже се да је коњугована бази (РА:). За прелазак од система (4) 
написаног за базу (РА:), на систем облика (7') неопходно је, дакле, одређивање 
базе (qA:) коњуговане бази (РА:). Тог посла Ьемо се ослободити ако једноставно 
претпоставимо да је база (РА:) коњугована сама себи (самокоњугована), тј. да 
има особину 

(9) 

Све у свему, важи овај исказ: 

за сваки скуп вредности ХО,Х1, •.. ,Хn -1 (Х; ::f Хј за i ::f ј) nосmoЈи база 
Ро,Р1"" ,Рn-1 nолинома која је самокоњугована и таква да је [РА:,РА:] = 1. За 
ту. mзв. Legend ге-ову tЮзу. важи 

(10) 
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Уз овај став о егзистенцији Legendre-ове базеЈ Кашанин је дао и рекурентни 
образац за њено поступно израчунавање: 

РО(Х) = 1, Pk(X) = x
k 

- E~:J[Pv,xk]pv(X) 1/2 (k = 1,2, ... ,П - 1). 
{[xk, xk] - E~:J[Pv, xk]2} 

Примедба. Ради поре~ња Legendre-ове базе са Langrange-овом и Newton­
овом баЗОМЈ није на одмеТЈ уз карактеристике последње двеЈ напи~ати само­
коњугованост Legendre-ове у експлицитном облику 

Ако Legendre-ову базу упоредимо са Newton-овоМЈ видимо да је ова друга 
једноставнијаЈ али је зато код ње израчунавање коефицијената Ak знатно ком­
пликованије. Ове две базе СУЈ У извесном СМИСЛУЈ супротстављене једна другој: 
формирање Legendre-ове базе слично је одређивању коефицијената код Newton­
-ове (у оба случаја је реч о рекурентним обрасцима). 

Уочимо сада т + 1 (О ~ т ~ П - 1) првих чланова интерполационог поли­
нома Pn-I(X) по бази (Pk): 

8т(Х) := Аоро(х) + AIPI(x) + ... + АтРт(Х). 

Од интереса је једино случај т < п - 1 јер је 8n_I(X) = Pn_I(X) за свако Х. 
8т (Х) називамо т-тим одсечком полинома Pn-I(X) по бази (Pk). Поставља се 
питање односа одсечка 8т(Х) према интерпqлационом полиному Pn_I(X) а тиме 
и према функцији I(х) мја се интерполира. Тај однос битно зависи од усвојене 
базе: 

10 За базу степена (x k) одсечак 8т (Х) је полином степена т који у тачки 
Х = ОЈ У = Pn-I(O) има додир реда т са Pn_I(X) (а са функцијом I(Х)Ј У општем 
случајУЈ не мора имати ничег заједничкОг). 

20 За Lagrange-ову базу (Pk) одсечак 8т(Х) је полином степена П - 1 који 
са Pn_I(X) (а тиме и са /(Х» ИVlа заједничке тачке (Xi,Yi) за i = 0,1, ... ,т 
(У; = Pn-I(Хi) = /(х;»). ЗаистаЈ за i = 0,1, ... ,т је због карактеристичне 
особине Lagrange-ове базе и према (4') 

m 

8т (Х;) = L AkPk(Xi) = AiPi(Xi) = Yi. 
k=O 

30 За Newton-ову базу (Pk) одсечак 8т (Х) је полином степена т који са 
Pn-I(X) (а тиме и са I(х) има заједничке тачке (Xi,Yi) за i = 0,1, ... ,т. 
Заиста, за i = 0,1, ... ,т је 

m i 

8m(Xi) = L:: AkPk(Xi) = L AkPk(Xi) = Yi, 
k=O k=O 



Радивоје Каmанин као математичар 19 

користеhи прво карактеристичну особину Newton-ове базе а затим (4'). 

40 За Legendre-ову базу (РА:) одсечак Вт(Ж) је полином степена т. Међутим, 
што се тиче односа између Вт(Ж) И Pn-l(Ж) (а преко Pn-l(Х) И са !(х» ту на 
први поглед ништа није видљиво. У општем случају нити је Вт(Хј) = Pn-l(Хј) 
за нека Жј (као код Lagrange-ове и Newton-oвe базе) нити има додира између 

Вт(Ж) И Pn-l(Ж) (као код степене базе), сем у тривијалном случају када је /(ж) 
полином степена :::; п - 1 и т = п - 1. тј. када су /, Рn-l И 8т идентични 
полиноми. 

да бисмо утврдили везу која постоји између Ј, Рn-l И 8т када је у питаљу 
Legendre-ова база (РА:), означимо са rm(z) произвољан полином степена т и 
уредимо га по Legendre-oвoj бази: 

rm(z) = Воро(ж) +В1Рl(Х) + ... + ВтРт(Ж). 

Варирајуhи Во, Вl , ... Вт добиhемо све Moryhe полиноме степена :::; т, па 
међу љима и одсечак 8т (Ж). Ако су задате тачке (Хј,/(Жј», i = 0,1, ... ,п - 1 и 
тачкама (Жј) одговарајуha Legendre-ова база, израз 

n-l 
Ф:= ~)J(Xj) - rm(zi)f 

ј=О 

је функција променљивих Во, В1 , ... ,Вт . Како је Ф ~ о, ф има ненегативан 
минимум, тј. међу полиномима степена:::; т постоји један за који Ф постиже 

тај минимум. Потребан услов за то је 

(11 ) 
дФ 

дВо = о, 

Како је за Је = о, 1, . .. ,т 

дФ 

дВl' 
••• f 

дФ 
дВт =0. 

то је на основу карактеристичне особине (9) Legendre-oвe базе 

дФ {n-l } дВ = -2 LYiPA:(Zi) - ПВА: . 
А: ј=О 

Услови (11) своде се, дакле, на 

(Је =0, 1, ... ,т), 
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те је, према (10), Bk = Ak, тј. rm(x) = Sm(X). Значи: између свих могуhих 
полинома rm(x) степена т, одсечак Sm(X) по Lеgепdrе-овој бази је тај који 
минимизира израз L:7=</U(Xi) - rm (Xi)]2. 

Ваљаност апроксимације функције Лх) одсечцима Sm(X) можемо повеhати, 
у принципу, на два начина: при фиксираном броју uнтерnолачuонuх тачака, 

смањивањем размака у коме оне морају лежати, све док се тај размак не 

сведе на једну једину тачку, или, при фuксuраном размаку, неограниченим 

увећавањем броја интерполационих тачака које у њему леже. Први поступак 

може се спровести са Nеwtоп-овом базом и тако добити Taylor-ов образац, а 

други, када је у питању размак (-1, + 1), са Legепdrе-овом базом и тако добити 
ортогонални развитак по Legепdrе-овим полиномима. 

* 
Кашанин је студирао Математику у Паризу у време када је Рационална 

механика била још увек састаJ;lНИ део математичких студија. У раду: Les 
equations generales du mouvements d'un systeme de points materiels аих liaisons 
donnees (РиЫ. de l'Inst. math. Тоmе II, 1948) он посматра проблем: кад су дате 
спољне и унутрашње силе са везама између генералисаних координата, које се 

нове везе могу увести које he омогуhити кретање система материјалних тачака 
у сагласности са датим везама. ОН издваја и карактерише такозване идеалне 
везе, које чине језгро сила веза и увек се морају узети у обзир. дато је њихово 
механичко обележје. Циљ рада је да п~каже које су везе саставни део принципа 

механике а које су условне. 

Ових неколико примера показују разноврсност и област математике, а и 

проблема којима се Кашанин занимао, а пре свега карактер проблема који је 

њега привлачио. 

Може се реhи, посматрајуhи његов научни рад, да је он начинио неколико 

пропуста који су га одвукли од интезивног рада на математичкој науци. Негде 

почетком тридесетих година он је започео да пише уџбеник Вишу математику. 

Професори Пејовиh и Карамата су причали како је он савесно, скоро опседнут, 

данима размишљао о свакој глави, сваком параграфу своје књиге. То је преки­

нуло оне нити које су га повезивале са научним истраживањем. И није забадава 

Харди (а. Н. Hal'dy) говорио да уџбенике треба писати на крају своје каријере. 
С друге стране, велики број области, и њихова ширина није му дозвољавала 

да дубље понире у неки проблем и да га месецима носи и решава. Он је ишао 
у ширину а не у дубину. 

Најзад, у његовој природи је било и сувише индивидуалности и самостал­
ности. Он је био врло дружељубив, али научне контакте није успостављао. И 

у томе се он тако разликовао од Карамате који је био у кореспонденцији са са 

свима математичарима из области у којој је делао. Кашанин је био усамљен. 

Он није волео ни конгресе ни студијска путовања. После Париза, он се скоро 
није ни кретао по иностранству. Научну кореспонденцију није ни одржавао. 

Али он није напустио Математику. У рукописима нађеним после њeгo~e 

смрти, он је изгледа написао низ обимних расправа - научно-историјског 
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карактера. Можда се у тим радовима поред рефлексија, налазе и неки погледи 
на научне проблеме, како то, бар по садржају тих радова изгледа. 

Све у свему, Кашанин претставља једног даровитог математичара широке 

научне културе и то не само на пољу чисте Математике. Једног од оних матема­

тичара са почетка овога века, чије је обимно знање служило млађима за ослонац 

на првим корацима. Јер изнад свега његово схватање Математике било је ис­

правно. он је правилно ценио значај резултата, разликовао суштину проблема 

од његове форме, раздвајао тривијално и површно ОД дубоког и оригиналног. И 

можда је зато рано престао са радом, кад је видео да оно што жели не може да 

достигне. Строг критеријум према научном раду је имао пре свега према себи.· 

Али зато је ценио и без зависти признавао вредност других, а царочито млађих. 

Можемо реhи да су не само млађи математичари, веЬ и бројни инжењери, који 

су желели да се посвете теоријском раду, имали његову подршку и помоh, и 

то не само кроз његов уџбеник из Више математике који је одиграо битну 
улогу у издизању нивоа, како Математике, тако и других егзактних наука на 

техничким факултетима. Но, треба имати на уму да се он у нашој Матема­

тици појавио онда када се једна епоха завршавала - Петровиhево време -
и почињало ново доба. Можда је зато његов пут и био такав. Пут ка новим 

обалама са свим лутањима у тражњу новог. 

Miodrag ТОМlс, Slobodan ALJAN(;IC 

RADIVOJ KASANIN AS А MATHEMAТICIAN 

During his studies in Vienna, Zagreb, Budapest and Paris Radivoj Ka~anin 
acquired а broad mathematica1 culture. Тhat can Ье seen in his creative work through 
the diversity of mathematica1 fie1ds in which Ье worked: theory of differentia1 
equations, theory of functions of сотр1ех variables, ana1ysis, geometry, interpolation 
and approximation, mechanics, even astronomy - which attracted him from his 
ear1y days. Нis last works were devoted to the mathematica1 interpretation of 
the cosmogonical theory of Рау1е Savic. As а professor of the Technica1 university 
Кa~anin brought back before the Wor1d war 11 the teaching of mathematics to а high 
leve1, what has considerably infl.uenced the progress of the engineering specialities 
оп the Technica1 university. Through his who1e Ше Ье was a1ways ready to Ье1р 
the young scientists. 



ОБЈАВЉЕНИ РАДОВИ АКАДЕМИКА РАДИВОЈА КАШАНИНА 

1. О аналитицким облицима мултиформних функција, Београд 1925, стр. 
(4)+36+(1). (Докторска дисертација примљена за докторски испит на седници 
Филозофског факултета Универзитета у Београду 9. маја 1924, према реферату 
члана испитног одбора г.г. др Михаила Петровиhа и др Антона Билимовиhа 

редовних професора Универзитета) 

2. О аналитицким облицима мултиформних функција (Sur les jormes 
analytiques des jonctions multiformes), Српска краљевска академија, Глас СХУII, 
Први разред, књ. 53, Београд 1926, стр. 11-49. 

3. О међусобном утицају критицних тацака (InJluence mutue/le des points 
critiques), Српска краљевска академија, Глас СХУII, Први разред, књ. 53, 
Београд 1926, стр. 51-{ј4. 

4. О мултиформним инт(!гралима Рикатијеве диференцијалне једнацине 
(Sur les integrales т и ltiformes de l'equation de Riccati), Српска краљевска академија, 
Глас СХХ, Први разред, књ. 55, Београд 1926, стр. 35-{i6. 

5. О једној класи мултиформних аналитицких функција (Sur иnе classe des 
jonctions analytiques multiformes), Српска краљевска академија, Глас СХХУII, 
Први разред, књ. 58, Београд 1927, стр. 67-86. 

6. О уnрошhавању диферен Ц ијалн их једнацина првога реда nомоћу њихових 
партикуларних интеграла (Sur la simplijication des equations di.fferentielles d l'aide 
des leurs integrales particulieres), Српска краљевска академија, Глас СХХХIУ, 
Први разред, књ. 63, Београд 1929, стр. 159-174. 

7. Sur la periodicitedes oppositions d'une petite planete, Memoire de 1 'Observatoire 
astronomique de l'Universite de Вelgrade, t. 1, Belgrade 1932, рр. 13-22. 

8. Обвојнuце кривих линија у равни (Sur les enveloppes des courbes planes), 
Српска краљевска академија, Глас CXLVI, Први разред, књ. 72, Београд 1932, 
стр. 69-83. 

9. Виша математика 1, Графички завод "Славија", св. 1, Београд 1932, 
стр. 80. 

10. Sur иn ргосМе de calcul direct des oppositions intermediaires des petites 
planetes, Memoire de l'Observatoire astronomique de l'Universite de Вelgrade, t. 
11, Belgrade 1933, рр. 18-38. 

11. Виша .математика 1, св. Ј, Издавач ка књижарница Геце Кона, Београд 
1933, стр. 160. 

23 



24 д. Трифуновић 

12. Виша .мате.матика 1, Београд 1934, стр. 627. 

lз. Sur les positions relatives de deux asteroides, Memoire de l'Observatoire 
astronomique de l'Universite de Вelgrade, t. III, Вelgrade 1936, рр. 5-9. 

14. Sur les divers procedes d'interpolation, Publications matMmatiques de 
l'Universite de Вelgrade t. VI-VП, Вelgrade 1938, рр. 240-266. 

15. Sur les erreurs des observations, Memoire de l'Observatoire astronomique de 
l'Universite de Вelgrade, t. IV, Вelgrade 1939, рр. 1-48. 

16. Виша .мате.матика 1, Централно удружење студената технике, Београд 
1946, стр. ХП+791 (2. прер. и доп. издање). 

17. др Богдан Гавриловиh (1864-1947), Glasnik matematicko-fizicki i 
astronomski t. 2, Zagreb 1947, str. 201-204. 

18. Le cof4ficient d'approximation тоуеnnе et lе cof4ficient de corre/ation, Publi­
cations de l'Institut matMmatique, Academie Serbe des Sciences, t. 1, Belgrade 1947, 
рр. 71-87. 

19. Увоl)eње угла, тригоно.метријских функција и броја 1г У apиm.мeтици 
(L'introduction еn arithmetique de l'angle, desfonctions trigonometriques et du nombre 
1Г), Српска академија наука, Глас CXCI, Први разред, књ. 96, Београд 1948, стр. 
149-161. 

20. Les equations generales du mouvement d'un systeme de points materiels аих 
liaisons donnees, Publications de l'Institut matMmatique, Academie Serbe des Sci­
ences, t. II, Вelgrad 1948, рр. 116-130. 

21. Виша .мате.матика 1, Београд 1949, стр. 847 (3. издање). 

22. Виша .мате.матика 1I, књ. С Београд 1949, стр. 624+УIII. 

23. Виша .мате.матика 1I, књ. 2, Београд 1950, стр. 679+VПI. 

24. Опште једначине кретања систе.ма .материјалних тачака (Les equa­
tions generales du mouvement d'un systeme de points materiels), Српска академија 
наука, Зборник радова књ. VП, Математички институт књ. С Београд 1951, 
стр. 17-57. 

25. Гео.метриска интерпретација Банахјевичеве схе.ме (lnterpretation geo­
metrique du scMma de Banachiewicz), Српска академија наука, Зборник радова књ. 
УНС Математички институт књ. 2, Београд 1952, 'Стр. 93-96. 

26. Збирка решен их задатака више .мате.матике 1, књ. 2, Географски ин­
ститут ЈНА Београд 1952, стр. 526. 

27. Интеграли диференцијабилних функција. (ш integrales des fonctions 
di.fferentiables), Српска академија наука, Зборник радова књ. ХХХУ, Матема­
тички институт књ. 3, Београд 1953, стр. 29-44. 

28. Аnрокси.мација nроизвољног кретања .материјалне тачке noMohy 
кретања по конусно.м пресеку (Approximation du mouvement arbitraire d'un point 
materiel ра, lе mouvement sur tme section conique), Српска академија наука, 
Зборник радова, књ. XLII, Астрономско-нумерички институт, књ. 1, Београд 
1954, стр. 13-52. 



Објављени радови академика Радивоја Кашанина 25 

~ АНАЛНIН~КНМ ~~ЛН~НМ~ 
МјЛIНФ~~МННХ фјНК~НЈ~ 

TK:.IA 

I'Аl\IIRОЈТ;;IСАIIIАIIIIIIЛ 

.... _К ... :u. AU.rnнч'п " •• 1' 

м. er,;UI .... .uck~lIOr ...... · .. 'n ... w .... roW818' ... ао 1NIOr]0AAJ' • ".Н, 1"':" 
.. _ ........ 1', .... 80.& ·КIIМ' .... WoOI'6 r. r. . 

• 1.tol. МIIХ.\IIЛА ПКТf'tЈIIIIТ.А " .......... "."""11'8' •• д .... AlI'rllllA 
ItlUtIIMQOIIT.A ....... 11' .......... II .... NI11aт •• 

c ..... ~'·AJt·a.:W)·11 1·' ....... :k8lV, ........ ,..Ј.· .\. Ј1,. 

1!1:!f1. 

., '0' I I~' 

_ ,ј -=~.-'---:';""'~.~--.==--=-=- .. ,-=: ~." "'::.~_~ .-":~-';;:=':.'-=- Ь--:. 

" 

МА ТF.МАТИЧКИ ЛИСТ 
ЗА 

СРЕдЊУ ШНОЛУ 

УРЕ,цник 

Р KAUIAHY~. 
..... ' • ..:o;Iy'.-.. , .•. 

) !~."",IAA • 

:lРЕЪИ8АЧНИ ОДБОР 

.. 3УПАНЧИЧ. 8 ВАРИ"","", 

."" .... )-."."." . • .. ,.".0, ''f'''~ ;':'~'::" ~ '.' ":'f ~ - L ••••• ", 

fI МИ!.UКОUИh "" 111/1'" 
..... , ..... "._... ,'~ .. ·t· •• _ .. , ........ , 

, J~ •• ", У б. "' •• ~.,~ 

....... , 1- .. ,,~ ..... ,. '''''1' .,., ......... . 1" " ....... А ......... ' 
Ј 1<, ... : .. , 

~'t~,.-·._··· " ~ . . ,. 

.. = iFli, ...... =======··=='=="··=· 

1931-1932 

r 

11 

ii 

.~ 
-~:'-

професор Радивој Кашанин полагао је докторски испит 1924. године пред комисијом профе­
сора: др Михаило Петровић и др Антон Билимовић. - Изглед насловне стране објављене 
дисертације. 

професор Радивој Кашанин са младим Јованом Караматом покреће 19ЗI. године часопис 
Математички лист за ученике средњих школа. 

29. Збирка решен.их задатака више математике 1, књ. 1, Географски ин­
ститут ЈНА, Београд 1956, сТр. 588+(4). 

30. Rejraction astronomique mоуеnnе, Academie Serbe des Sciences, Notes et 
travaux de lа Section d'astronomie de L'Institut mathematique, Уоl. 11, No. 10-20, 
Вelgrade 1958, рр. 11-20. 

31. :Збирка решен.их задатака више математике 1, кљ З, Географски ИН­
ститут ЈНЛ Београд 1959, сТр. 164+(4). 

32. Земљин.и слојеви и њихове карактеристике (The Earth's layers and their 
characteristics), Српска академија наука и уметности, Глас CCXLIV, Одељење 
природно-математичких наука, књ. 21 (н. серија), Београд 1960, стр. 73-84. 

33. The Earth's layers and their characteristics, Academie Serbe des Sciences et 
des Arts, Bulletin 1. ХХУI (Nouvelle serie), Classe des Sciences mathematique et 
naturelles, 1. 8, Вelgrade 1961, рр. 127-138. 
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3АОСТАВШТИНА 

Професор Радивој Кашанин стварао је све до пред крај живота. У његовој 
радној соби остала су у рукопису следеhа дела: 

1. О бројевима и мерењу, 1 фасцикла 

2. Микрокосмос, 2 свежња 
3. Основе теоријске механике, 2 свежња 
4. Удар, 1 фасцикла 

5. Лоренцове трансформације и Ајнштајнова теорија релативитета, 1 
фасцикла 

Следеhи радови су у једној фасцикли: 

6. Ариm.метичка средина мерења 

7. Ан.тиномије идеала у континууму 

8. Мерења nомоћу часовника и курира 

.9. Кардинални и ординални бројеви 
]0. О маmeматици 

11. Хемијски састав nлаuеma и њихова аm.мосфера, ] фасцикла 

12. Понашање материјала nод високим притисцима, 2 свежња 

13. Виша матемаmика, 1 свежаљ 

]4. Теоријр кривих nоврши, 1 фасцикла 

Ови се рукописи налазе у Архиву Српске академије наука и уметности. 

Д. Т. 



ПРОФЕСОР КАШАНИН О СЕБИ 

Ја сам пореклом из крајње сиротиње сељачке, што је, вероватно, и био 

повод да и ја и мој млађи брат Милан одемо у гимназију, јер на селу не бисмо 

имали од чега живети. Рођен сам у Барањи, у Белом Манастиру, и одатле 
сам отишао у Осијек, у класичну гимназију, први из свога села откад се за 

село зна! Три године сам се мучио, никад нисам имао довољно средстава, али 

сам био одличан ђак. После трећег разреда отишао сам у Нови Сад, у Српску 

православну велику гимназију - тачно се тако звала. Уредио је то, због чега сам 

му вечито благодаран, наш сеоски учитељ Јован Славковиh. Тамо ме је свесрдно 
прихватио директор Васа Пушибрк. Тако сам догурао до матуре 1910. године, 
без материјалних брига, увек с добром стипенцијом, коју сам заслуживао не по 

пореклу, већ по - оценама. 
Ниједан професор из ове две гимназије није ми остао у рђавој успомени. 

Што се тиче моје струке, за коју сам се потом определио, велики утицај имао 

је на мене Стеван Милованов, мој новосадски професор математике. А што 

сам отишао баш на студије математике, постоје два ,разлога: прво - био сам 

заљубљен у астрономију. Тако сам отишао на студије, најпре у Беч, па у 

Загреб. У Бечу је на мене пресудан утицај извршио онда још млади професор 

Вилхелм Виртингер. Он ме је на својим предавањима и колоквијумима упутио 

у најмодернија логичка расуђивања. 

Другу и трећу годину провео сам у Загребу. Два професора остала су ми у 

најлепшој успомени, а за свој даљи развој лично сам им захвалан, не само за оно 

што сам од њих научио већ и за њихов лични однос према мени, за поверење које 

су ми указивали. То су били професор анализе Владимир Вариhак и професор 

геометрије Јурај Мајцен. На трећој години био сам им, У ствари, већ асистент. 

Последњу годину школовања провео сам у Будимпешти, признајем: са 

слабим пословањем у математици. Била је то она година између балканских 

ратова и првог светског рата када су нас - природно - много више од струке 

занимале друге ствари. Баш тада сам био председник омладинског удружења у 

Будимпешти које се звало "Коло младих Срба". Имао сам двадесет две године 

када сам био мобилисан и упуhен у Галицију. Имао сам равно двадесет седам 

година када сам био демобилисан. За тих пет година, ни новине нисам читао, 

а камоли математику. Предао сам се Русима чим сам могао, и као добровољац 
у српској војсци био борац у Добруџи и на Солунском фронту. Било нас је у 

том добровољачком корпусу из свих наших крајева, свих занимања ... 

Као и из школе, тако су ми и из рата остали у најлепшој успомени моји 
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'IOИaНдaНТИ, Стојан Поповиh, Владимир Ковачевиh, Петар Радивојевиh, Петар 

Мартиновиh, као и, у Београду још жив, Војислав Анђелковиh. Може се реhи 
да је тих пет година за моје студије и за мој научни рад било пет изгубљеНИХ 

година, али, кад би се историја поновила, опет бих исто учинио. 

После рата отишао сам у Париз, на Сорбону, ту сам дипломирао из мате­

матике, механике и астрономије. Предавали су тада чувени професори Адамар, 
Пикар, Гурса, Лебег, Монтел, Андоаје. Имао сам тако cpehy да прођем кроз 
две математичке школе овог времена: немачку и француску. Имале су своје осо­
бености и своје квалитете, који су ми много користили. Вратио сам се у Београд 

и постао асистент професора Богдана Гавриловиhа на Техничком факултету. На 
Катедри су били и Михаило Петровиh Алас и Милутин Миланковиh, професори 

и академици. У њиховом пријатељском друштву био сам од 1922. године па 
до смрти сваког од љих. Ту сам и докторирао и напредовао од асистента до 

редовног професора, шефа Катедре и ректора Техничке велике школе. 

Поред високе стручне спреме и оригиналних научних радова, сва тројица 

су се одликовала нечим што највише ценим, што сматрам за људску вредност 

највишег ранга: љубав према младим генерацијама, разумевање МЛадиХ ЉУДИ, 

несебичност и искрена помоh младим, талентованим људима у љиховом напре­

довању. Умели су да се радују и да уживају кад се млади људи уздижу. Имао сам 

cpehy да се развијам и радим поред њих, велИКИХ ауторитета науке и морала. 
да се поносим њиховим пријатељством. Не верујем да је игде постојао такав 

амбијент какав су створили Гавриловиh, Петровиh и Миланковиh. 

Наравно, моји другови и ја морали смо, током времена, да уносимо неке 

нове ствари да бисмо држали корак с науком у свету. Оно што посебно xohy 
да истакнем јесте: никад се томе нису противили, напротив, прихватали су, 

помагали нам у томе, храбрили да не станемо, да идемо даље. 

Три су пресудна момента била у мом формирању. Прво што је на мене 

утицало у смислу развијања мог начина мишљења била је мала сеоска основна 

школа где смо се више васпитавали у духу него у знању. У ДУХУ националном, 
природно, јер смо ми тада живели под аустроугарском окупацијом. Друго: 

завршио сам класичну гимназију. Класика је, уопште, на мене учинила велики 

утицај. Tpehe: у оно доба када сам ступао на Универзитет, књижевност и 

историја мога народа развијале су у мени идеје и љубав према књизи уопште. 

Знао сам тада напамет све наше песме и песнике, све наше писце и критичаре. 
То што јесам, имам да захвалим управо томе: без тога бих био само робот. 

Стварале су ме школе, од основне до универзитета, и уживам у томе што то 

знам и што могу то да признам. 

Ниједна наука није непопуларнија од математике, науке о бројевима и 

геометријским облицима, иако се они појављују одмах, на граници несвесног 

и свесног, одмах на почетку човековог мишљења и размишљања. Тој чудној 

појави непопуларности математике главни је узрок то што је у математици 

дилетантизам мање Moryh него у било којој другој науци или уметности. 

Дилетантиэам је врло примамљив, али - математика се не учи из брошура . 
..,Нема краљевског пута у геометрији", прича се да је одговорио Еуклид краљу 
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Птоломеју Филаделфу када је овај зажелео да на неки лак начин дође до ге­

ометријских знања. 

Дилетанте треба разликовати од аматера: ови су благородни, корисни и 

сваке пажње и похвале достојни људи. Аматер-песник крије своје стихове и чита 

их понеком само пријатељу; дилетант засипа све редакције и листове својим 

стиховима и огорчен је што их не штампају. Аматер-сликар веша своје слике 

у свом стану, дилетант непрекидно прави изложбе и љут је што нису посеhене 

и што не пишу добро о њему. Аматер-музичар свира у својој собици, дилетант 

приређује јавне концерте и срдит је што на њима нема публике. Аматер за своје 
слабости и неуспехе криви себе, дилетанту су увек криви други, пријатељи, 

средина, прилике, цело друштво. Дилетант не зна Конфучијеву изреку, коју 

стручњаци И аматери поштују: ,.право је знање знати шта знаш и знати шта не 

знаш". 

Што се у једној струци, свеједно каквој, више употребљава обичан језик 

којим свако говори, тим је веЬа могуЬност за дилетанте: говореhи општеП03нате 

речи, имају утисак да знају и саму суштину ствари. У таквим струкама, свако је 

помало и дилетант, зато су оне и популарне. Математика има свој језик и своје 

посебности; њих прво треба научити, а зато је потребан истрајан и смишљен 

рад. Но, ко то научи, тај веЬ није дилетант: може се бавити математиком и 
као науком и као средством при изучавању других наука. Ако није баш прави 

стручњак, он је аматер. Ако ништа друго, зна да је боље прочитати једну добру 
књигу него написати две рђаве. Тешко је са онима који тај језик и то писмо 

не науче, а уобразе да су их научили, али - ређи су него у другим струкама 

и брзо се уоче. Мада спорије, примете се на крају и у другим струкама, јер -
"све се може измислити осим талента и све се може скрити осим незнања". 

Има и стручњака који оду странпутицом. То су уски специјалисти који у 

једном исувише скученом подручју своје струке достижу перверзну виртуозност 

у разним специјалним и непотребним детаљима и чињеницама, не осеhајуhи 
своју науку и своју струку као целину; не виде њену везу са осталим наукама и 

струкама, нити знају њихов положај и значај међу осталим манифестацијама 

људског духа, о којима редовно немају ни појма. Они раде као роботи: хоризонт 
им је врло узак, а душа пуста. Такви никад не значе ништа, они никоме не 

могу бити пример. Имао сам среЬу што сам се у свом развоју, од сеоске школе 
у Белом Манастиру до београдске универзитетске катедре, сусретао с правим 

људима који су могли да ми помогну. Познато је да као професор нисам био 

благ, али сам задовољан што никад нисам чуо да је о мени неко понео рђав 
утисак. Трудио сам се да на своје ђаке утичем онако како су на мене утицали 
моји васпитачи, моји професори. 

(Из књиге Драгослава Адамовиhа, Разговори са савременицима, Београд 

1982, стр. 131-134 (у редакцији и са предговором академика Радована Самар­
џиhа). - Академик Радивој Кашанин саопштио је овај текст ·аутору књиге 1974. 
године). 



НАД 
УСПОМЕНАМА 

Радивој Кашанин као ученик 1 разреда гимназије у Осијеку (1902. г. 
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Испит зрелости и крај школовања у гимназији у Новом Саду) 17. јуна 1910. 
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На лични захтев) матурант Р. Кашанин је полагао и грчки језик) како би могао 
да студира »на ма којем факултету универзитета". 
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Радивој Кашанин на почетку студија, Беч )9)0. година. 



Успомене 
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Изглед уверења о Р. l<aшаниновим студијама на Свеучилишту у Загребу "Фрање 
Јосифа. 1" од 1911. до 1913. године. 
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Професор Кашанин је одлично знао латински) грчки) мађарски) немачки) фран­

цуски) па и енглески језик. Л знање црквенословенског језика помогло му је 

да на почетку рата пребегне Русима. - У друштву једног руског војника трећег 

позива (1915. г.). 



Успомене 39 

са вереницом Катарином -:- својим животним сапутником (Русија, крајем 1917. г.) 

Као ађутант команданта пука на Солунском фронту (1918. г.). 
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Рат је завршен. Смирен и достојанствен изглед ратника. 



Успомене 41 

Шездесети рођендан професора Михаила Петровиhа, Београд 1928. година. 



42 Успомене 

Студенте математике од Загреба дочекао је у Београду 
професор Радивој Кашанин (1925. г.). 

Фрушка ГораЈ 1928. г. Комисија за одређивање локације за астроном­

ску опсерваторију; слева: Радивој КашаНИНЈ Јеленко МихаиловиhЈ Михаило 
ПетровиhЈ Павле ПоповиhЈ Антон Билимовиh, Милутин Миланковиh, Војислав 
В. Мишковиh. 



Успомене 

Са часа на Архитектонском факултету у Београду; 
демонстраnија Мебијусов~ површи (око 1951. г.). 
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1илутин Миланковиh и Радивој Кашанин у кабинету председника Српске 

кадемије наука; Београд 1951. године. 
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1928. годин~ 1969. година 

1951. година 1974. година 
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1980. година 



Успомене 47 

1984. година 
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Altадемик Мирко СТОјаковиl'l (1915-1985) 
овако је видео лице Радиюја Каmанина. 



Драган ТРИФУНОВИЋ 

МАТЕМАТИЧКИ МОllFJIИ КОСТЕ СГОЈАНОВИЋА 

- Прилог интелектуалној биографији научника -

По нашем мишл.ењу Коста - Стојановиh је после Михаила Петровиhа 

најизразитији испитивач аналогних појава и математичких модела у наУЦИЈ 

природи и друштву у нашем 19. веку. Студирајуhи у исто време и у истој гене­
рацији са ПетровиhеМЈ Стојановиh је претрпео исти утицај у смислу стицаља 
универзалног знаља и налажеља ј е Д и н с т в а међу природним и математичким 

наукамаЈ а што се наставним планом на Великој школи и предвиђало.1 Иако 
се доцније изјашљавао против слабе научне организованости и знаља које даје 

Велика школа,2 Стојановиh је као и Михаило ПетровиhЈ на Великој школи добио 
почетне импулсе за ИСТР,аживаља природе. 

у првој деценији овог века Стојановиh је Beh потпуно заокружио овакве 
П0гледе. Он је веЬ објавио своја два основна дела Тумачење фuзиllких и 
социјалних појава 3 и Основи теорије економских вредностu4 која су за студију 
математичке феноменологије у љеговом делу најобухватнија и изворна. Било 
нам је доступно да еволуционо пратимо ова истраживања код СтојановиhаS . 

- При OBa~OM раду дознали смо два основаЈ кључна тренутка у развитку ових 
проблема у Стојановиhевом делу: 

(i) Коста Стојановиh се проблемима моделовања природних и друштвених 
процеса и математичког описивања економских појава бавио још на 

студијама на Великој школи (1885-1890) и С1")Јџif'.Т-:ОМ боравку у Паризу 
(189З); 

Ј д. Трифуновиh: Летопис живота и рада Михаила Петровића, Београд 1969, стр. 629 
(даље у тексту Летопис)." . 

2у својој аутобиографији Стојановиh је писао: "Слободно се може реhи да је мало ђака 
прошло кроз нашу велику школу и незнајуhи ни суштину питаља, којима се наука бави, које 
су они слушали, а као добри познаваоци исти оцењени" (3аоставштина К с., фас. L/l2). -

3Београд 1910, стр. 283. 

4Београд 1910, стр. 193. 

53ахваљујуhи академику Павлу Савићу аутор ове студије добио је сву научну заостав­
штину Косте Стојановића од породице Стојановиh. Ова заоставштина садржи око 4000 листова 
објављених и необјављених текстова Касте Стојановиha. Овај дар породице Стојановиh аутор 
ове студије је поклонио Музеју града Београда и тако је настала 3аоставштина К С. 
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(н) Дошколовавање, односно даље специјалистичко учење ван земље било је 
кобна препрека од које се Коста Стојановиh до краја живота није могао да 

ослободи. 

Образложимо ова два уочена момента у де.латности Косте Стојановиhа. 

Програм истраживања 

у Паризу (1893) Стојановиh је изузетно много окупиран основама мате­
матике, филозофијом математике и општим жељама да различите појаве и 
процесе опише математичким језиком. Рецимо, он детаљно проучава oceha ња 
код човека и после општих разматрања о осеhању прелази на изналажење 

математичког модела за ocehaњe. Излагање Стојановиhево занимљиво је из 

више разлога, антиципативно у смислу неких данашњих радова, а пре свега у 

примени функционалних односа међу појавама које одређују ocehaњe. "Нека су 

ХI, Х2, Хз, ... ,Хn количине које одређују ма коју природну појаву, која акцијом 
својом производи у нама ма какав ocehaj, преко чула. Битност саме појаве у 
природи условљена је нарочитим односом између тих количина. Обележимо 
тај однос знаком 

А: !f'(ХI,Х2,:l:З, ... ,хn)=0. 

Овај нам знак обележава буди какав однос буди које физичке појаве. ми знамо 
да од тог односа зависи сама појава, њене особине и квалитет. А квалитет је 

њен условљен квантитетом и релацијом квантитета тих количина. 

Нека сада физичка појава, која је изражена односом !f'(ХI,Х2,ХЗ,'" ,Хn ) и 
коју heMo Kpahe звати од сада !f' или А, изазове какву психичку појаву, преко 
наших чула - извесно ocehaњe В. Ocehaњe В зависи такође од извесних узрока. 

Обележимо те узроке УI, У2, УЗ, ... ,Уп. Означимо зависност тих узрока једном 
функцијом 

В: 'Ф(УI,У2,УЗ, ... ,Уп) =0. 

Узроци УI,У2,УЗ, ... ,Уп зависе на извесан начин од !f'(ХI,Х2,ХЗ, ... ,:l:n ), јер се 
ocehaj производи физичком појавом. Између УI, У2, Уз, ... ,Уп и!f' мора постојати 
извесан однос, који heMo обележити са 

С: Ф(УI, У2, Уз,··· ,yn,!f') или 

Ф[ХI, Х2, :1:3, ... ,Хn ]. 

Последња функција природом својом прецизира нам ocehaj произведен физич­
ком појавом !f', а У исто време нам каже, да је Ф ocehaj зависан од количина 
ХI,Х2,ХЗ,." ,Хn . Однос тих количина је овде измењен неком природом, то је 
оно субјективно што се на самом осеhању опажа, док у главноме опет постоји 
однос количина, од чега зависи квалитет ocehaњa".6 

Овакав начин математичког описивања које излаже Стојановиh јесте та­
козвано непотпуно моделовање појаве на изабраном језику математичке сим­

болике. И поред незавршеног моделовања, ово што је Стојановиh започео још 

(ЗаQсmавшmин.а К. С, фас. -1, 1893. 
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1893. године у виду студентских бележака, оваплоhује се данас у радовима из 
математике уметности, где се за доживљај једног уметничког дела користи нека 

од алгебарских структура.' 

На истом месту грађе, где је био и рукопи.кс о осеЬању, налазимо и 

Стојановиhев п р о г р а м рада. 

»Питања која хоЬемо да решимо своде се на ово: 

1. да ли су основи математич.ки различити или не; 
2. Који су то основи: тачка (ПРОСТОР), време, однос, број; 
3. Радље анализе математичке, доводе ли до нових односа или не; 

4. Математика у служби физичких наука може ли поhи од различитих 
елемената или од елемената идентичких; 

S. да ли се крајљи резултат математичке анализе може неком логичком 
дедукцијом да изведе или не; 

6. Принципи механички и основи математички; 
7. Где је могуЬа математика и шта јој даје могуЬност да уђе у извесну 

грану науке; 

8. да ли се добија у појмовима анализом матема(тике) или не; 
9. Математика сама за се. Примељена. 
10. Разлика између елем(ентарне) мат(ематике) и више; 

11. Прогрес у свести људској појавом . .. ; 
12. Шта се не може да реши без инфинитез(ималног) рачуна. 

То су тачке на које Ьемо и одговорити". 

Изложени програм из 1893. године важан је не само стога што открива 
Стојановиhева хтења у париском периоду, веЬ наговештава будуhи рад. Ово је 

прави и стварни програм Стојановиhевог кретаља у науци. Ова питаља задиру 

у суштину основа математичке феноменологије. Рецимо, када Стојановиh 

поставља питаље »Математика у служби физичких наука може ли поhи од 

различитих елемената или од елемената идентичних" ОН тиме наслуhује да 

м о р а постојати »нешто" чиме би се у физичким нау", .. ;.,.. r.ojaBe ослободиле 
материјалног значеља и тако проучавале. он то »нешто" у програму назива 

"различито" и .,идентично". Као што је познато, и Михаило Петровиh је 
поставио ово питаље и свео га на два основна феноменолошка појма: меха­

низам појаве и аналошко језгро (закон активитета). Ово Ьемо доцније и код 

Стојановиhа наhи када испиту је економске појаве доводеhи их у сличност' са 
термодинамичким појавама.9 

7Консултован часопис Бит 1(1968)-8/9(1972), Загреб. 

ЗаосmaвштиЖl К. с., Фас. 2, 1893, 2. 

'На истом месту где је изложен овај програм,.'~чувањ·Је,·ру,х.ОIJ»~,..дР. .4..\!.,,2Д.~Hoв~ . 
.мате.матиЧlCи различити Шlи не хао одговор на прву таЧkУ прог~~; Оеа.ј,руходи~иэ,r89З. 
године је веома ахтуелан, заНИМЉИВ и заслужујеЈда буде'даНJt,ql~~FЦ':,; ;;,"!". " .... "';'.,, 

,. "-'", .. ' 'ји,;: '!Ii~::'~/,. '/U~.!A_1ff';, ',:'/ , 
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Овај програм Стојановиh Ье до краја свога века успети да испуни и за 

собом да остави још доста отворених питања. 

Као студент IV године Велике школе ради на проблему социолоrије, где као 
метод проучавања социјалних појава уводи начела физике, тачније механике 

са одговарајуhим математичким описивањима. Тако, 12. септембра 1888. у 
Алексинцу наилазимо на његов рукопис Социологија као наука, 10 где образлаже 
горе наведени метод излажуhи ,,одношај друштвених наука према осталим 

наукама, претрес елемената социјалне науке, неколико важнијих пробле~а из 
друштвених наука". са становишта наших истраживања, у овом рукопису је 

посебно карактеристично место, где Стојановиh увиђа да се социјалне појаве 

могу проучавати путем сличности са физичким појавама. он у одељку 

Сличност из.ыеђу физ(ичких) појава и социјалних дословно пише: ЈЈ • •• Сваки 
човек у друштву је атом, друштво је маreрија, закони по којима бивају процеси 
социјални под уплив . .. сила, слични су са законом по којима бивају процеси 

између материје и силе у физичком свету".)] 

На крају студија у Београду Коста Стојановиh ради на обимном рукопису 

О важности .мате.матике у васnитању, где део о математичким средствима 

(помагалима) има значење анологних модела.12 

у времену приправничког стажа на Великој школи код професора Косте 

Алковиhа (1889/90 - асистент за физику),13 Коста Стојановиh спрема профе­
сорски испит,14 интензивно ради на проучавању литературе. Овде је сачуван 
један рад из линеарних диференцијалних једначина Ln(y) = О, а оно што је за 
садржај наше теме битно, он и даље не напушта своју основну преокупацију 

у налажењу математичких модела за друштвене и економске појаве. 1S У 
рукопису О .меmoда.ма излаже потпун математички модел економског тжишта 

које обухвата богата и сиромашна подруч~lS. Изложено моделовање је потпуно, 
а формални језик на коме моделу је тржиште не излази из оквира математичке 

анализе. Овде спроведена анализа моделу јуhих параметара потпуно открива 

Стојановиhево велико познавање економске науке. Овај рад из 1890. године 
дефинитивно је одлучио да се Стојановиh у доцнијем раду определи за овакве 

проблеме које he и успешно решавати. 
Са неколико изложених примера покушали смо да докажемо да се проблем 

моделовања, као и аналогно посматрање појава у природи и друштву, јављају 

код Косте Стојановиhа још у школском периоду. Сва доцнија Стојановиhева 

опредељења у науци и економији резултат су интезивног рада и изузетне 

10 Заоставштиnа К. с., фас. 2, 1888. 

11 Исто, фас. З, 1888. 

НИсто, фас. 14, 1889. 

13 Летопис, стр. 78; АС, вш, 1889, 126 (2. октобар 1889). 

"Октобра 6, 1890. Стојановић је поста·вљен за профеroра приправника у Нишкој гимназији 
и убрзо полаже професорски испит. за овај испит обрадио је тему Теорија аnведоnа коо кривих 
лиnија и nовршиnа (Наставник 1 (1890), З08). 

15Заоставштиltа К. с., фас. л6, 1890; фас. 5З, 1890. 
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обдарености још из студентских дана. 

Однос према математичким наукама 

Име Касте Стојановиhа било је, и Данас је познато нашој јавности али је 

то ипак био и остао математичар о коме се најмање зна. На неки начин његов 

научни живот остао је обавијен тамом тако да је требало доста времена да се он 

реконструише у детаљнијим цртама које бом објашњавају и његово научно дело. 

Може се реhи да у овом тренутку остаје још понешто неразјашњено, особито из 

времена школовања и студија, али да касније године, поготово после повратка 

. из Лајпцига, могу да се прате у континуитету и данас не представљају проблем 
за историју наука . 

.,Одличан успех на студијама у Београду (]889), амбициозно и темељно 
изучавање литературе, асистентура на Великој школи (1889/90), професорски 

испит (] 890) стварају жељу код Стојановиhа ка даљем усавршавању ван земље . 
.,Кад сам све завршио, што се је у Србији имало завршити, - писао је Стојановиh 
- осећао сам све своје недостатке и оцене повољне мојих наставника нису 

ме збуњивале нити утврђивале у својем веровању, да ли изнова ваља 'почети 
студије, баш из моје струке, из које сам професорски испит положио. 3а овакво 

моје веровање, био ми је главни повод тај, што су често моји напори безус­

пешни били да разумем расправе из чисте математике или примењене, које 

сам на француском или немачком језику хтео да разумем.,,16 

После три године рада у Нишкој гимназији Стојановиh одлази у Париз (јун 

]893) на једногодишње школовање. "Редовно сам посеhивао часове из више ма­
тематике, астрономије, механике и физике - писао је Стојановиh. Поред ових 

наука, ради језика и општег образовања слушао сам, кад год сам за то времена 

имао, предавања на Сорбони и Колеж де Франсу из филозофије, књижевности и 
историје. У Паризу сам добио праве и прве основе из математичких наука и 
видео да је све оно, што сам на нашој великој школи учио само један недовољан 

увод био за озбиљније студије."17 

Из једног писма оцу Трифуну по доласку у Париз запажају се п р в а 

разочарења, чудни Стојановиhеви погледи на даља усавршавања у матема­

тичким наукама. 18 У том писму од ]6. октобра 1893. пише: ...,Из вашег писма 
видим да ће и Мика доhи овамо и ја му се од ~Beг срца надам, јер ма да 

овде имам доста познаника ипак ми је најмилије друштво са својим старим 
друговима. Мој школски друг за кога вам је Тихомир казао да је у Паризу 

за сада није, а по свој ће прилици доhи кроз који дан. То је један од мојих 

пријатеља врло добрих а после заједно се бавимо једном струком те ће ми он 
бити много од помоhи. Њему се као и Мики много надам.19 

·'А.уmобuографuја, наведено, стр. 6 (ЗаосmавшmuШl К. С., фае. ЦI2). 

·'Исто, стр. 7. 

·'ЗаосmавшmuШl К. с., фае. П.а. 

·'Овде Стојановић мисли на Михаила Петровића који је у Паризу већ С',екао лисане 
математичких и лисане физичких наука. О Петровићу Стојановић је у евојој аутобиографији 
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Видим да сте ствари донели из Ниша. За оне књиге, о којима ми пишете, 

немојте ништа сумњати, јер сам их дао на послугу једном своме колеги. 

Као што сам вам пређе писао школа није још отпочела, а почеhе l-ог 

Новембра. Ја се редовно Hehy уписивати нигде, јер за ГОдИну дана не могу 
ништа да свршим. После, и када бих и хтео што да свршим било би излишно 
јер сам ја веЬ професор и не могу бити ништа више. Оно што сам вeh једанпут 

полагао морао бих још једанпут полагати изново. То је само губити време и 
ништа више. Све што бих могао учинити то је да се ПОТРУдИм да будем доктор из 

своје струке, но ја то сматрам, као што јесте у самој ствари, за голу титулу, која 
нигде као и овде нема никакве вредности. Посеhиваhу само чувеније професоре 

из своје струке И то из оних партија, које сам мало или ни мало слушао и то 

је све". 

Једно доцније писмо оцу (5. март 1894) показује да поред самосталног ис­
траживања литературе у Париским библиотекама, Стојановиh прижељно похађа 

предавања на Париском универзитету. "Од l-ог марта је овде почео други 

семестар. Кроз који Ьемо се дан распустити за овдашњи Ускрс. 

О Паризу за сада немам шта особито да вам пишем до то да је од 5-0Г. 
Марта почео предавање један професор, који спада у најстарије професоре у 

Европи. Тај се професор зове Hermit, и има близу 80 ГОдИна. Врло је чувен 

математичар и веома се радујем што сам га могао чути. Истог је професора 
наша влада ове ГОдИне одликовала орденом Св. Саве П-ОГ степена, мислим, да 

се cehaTe ако вам је то пало онда у очи. Што је чудновато то је, што је овај 
старац врло свеж и паметан, а то је реткост у овим годинама. Ко зна можда 
му је ово последња година професоровања."20 

Незадовољан што мора да напусти даље усавршавање, Стојановиh у писму 

свом стрицу Ристи (24. јун 1894) износи ставове према Великој школи.21 "Из 
вашег писма видим да су расписане извесне катедре на Великој школи, но све то 

за мене нема никаквог интереса22 . Катедру из математике, на коју бих могао 
аспирирати, не интересује ме за сада. Ја налазим да би са моје стране било 

и сувише дрско и нескромно да се јављам за једну катедру, на коју ће већ да 

забележио: »Ту сам се нашао (у Паризу - п.п.Д.Т.) са својим другом Мих. Петровићем, који је 
вell свршио . .. и спремао за докторску тезу из математике и разговор са њим и упућивање са 
његове стране много су допринели моме комплетном улажењу у предмет ради кога сам дошао 

у Париз" (стр. 7). 

2О3аоставштина К. С., фа.с. П.б. - Знаменити математичар, велико име француске науке 
Ермит (Charles Hermite, 1822-1901) изузетно је волео Србе, српску историју. Код професора 
Ермита у Паризу студирало је више наших математичара, рецимо Мијалко Ћирић (1862-1916) 
и Михаило Петровиll (1868-1943). На докторском испиту Михаила Петровиllа (Париз, 1894) 
професор Ермит је био председник испитне комисије. У 1896. години професор Ермит је уредно 
сакупио све своје објављене радове (сепарате) и књиге и поклонио их ФИЛооофсхом фа.хултету 
у Београду. На сахрани професора Ермита 15. јануара 1901. у Паризу Михаило Петровиll је 
имао запажено место заступајуllи српску науку. 

1] 3аоставштина К. С., фас. П.д. 

110вај хонкурс за професора математике на Великој школи објавили смо у Летопису стр. 
125 и хао што је познато, добио га је Михаило Петровић. 
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аспирирају најмаље два доктора математике.2З Знам сигурно да сам у своје 
време дошао овамо, да бих и ја могао са истом жомпетенцијом сад да се јавим, 
али кад ·то није био случај, за сада се задовољавам само тиме што ћу моhи 
на страни да проучим темељно он .. ј предмет, за жоји сам се толико година 
спремао, а то је математика. 

Што се Велике школе тиче, ја на њу ни најмање не помишљам нити се 

спремам да на њу дођем. Као ШТО вам рекох, имам пред очима само темељну 
спрему, а уверен сам да се до спреме може доhи и немајуhи прописне законске 

титуле. 

Ј авио сам вам да сам намеран да поново тражим још једну годину одсуства. 

Молбу сам већ упутио Министарству и надам се да је већ у Београду. У молби 

сам тражио Беч, и ако ми буде одобрено биhу идуhе године ближе Србији, те 

ће мо се моhи чешhе виђати. Тражио сам да ми се што је могуће пре пошаље 

путни трошак од Париза до Беча, јер сам намеран да ферије проведем у Бечу, 
и да се спремим за предавања идуhе године". 

По доласку у Београд са студија у Паризу (1894), Стојановиh ради као 
професор математике у II београдској гимназији. Жеља да не напусти даљи рад 
у математичким наукама, одвела је 1897. године Стојановиhа у Лајпциг, али 
сада са циљем стицања највишег научног степена . ...,Био сам већ код професора и 
разговарао да ли ћу моhи за годину дана да положим докторат и он ми је рекао 

да ће ту ствар изнети у седници и да ће ми позитивно одговорити у четвртак. 

Надам се да ћу на ово имати право, према ранијим примерима".24 Убрзо у 
Лајпцигу долази у меланхолично стање, резигнацију, пун гнева и размишљања 

о својој даљој судбини. У Лајпцигу се разболео и после три месеца морао је 
да се врати у земљу. Из овог периода сачувано је једно Стојановиhево писмо 

рођаку Паји (9. фебруара 1897) које поmуно одређује његове погледе на живот 
и науку. доносимо ово писмо у целости.2S 

...,Драги мој Пајо. Чудиhеш се што ти овако често пишем, али морам, јер 
немам ским овамо разговарати, нарочито о овоме о чему 'Ти мислим писати. 

Док сам у Срб. био бојао сам се да ме не снађу ове мисли, које су ме од 

јуче спопале, и које ће ме извесно бацити у апатију крајњу. А то је шта ћу 

добити ако баш и положим докторат па се мораднем вратити у Србију. Опет 

да будем професор, ах та ме мисао до лудила доводи, јер и сам знаш да је то 

ужасни положај, као и сви што су чиновнички положаји. Па баш и професор В. 

Школе, што је врло сумњива ствар јер има већ двојица за математику, који могу 
данас сутра то да постану, а ја опет у гимназију, не би била за мене бог зна 

каква утеха, нити то ласка имало мојој сујети. Ја сад као и увек, чезнем само 

за независан положај, за положај где ћу ја моhи радити, што ми се свиди, где 

230вде Стојановиl'!. мисли на Петра Вукићевиfla. који је у Берлину за.овршавао докторску 
дисертацију, 'ћорђа Петковиl'!.а који је спремао докторски испит У Бе'lУ И на Михаила 
Петровиl'!.а. 

24 Заостаештuн.а К. с., фас. П.е. 

2SИсто, фас. П.ж. 
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hy довољно забаве наhи и уживања у послу. Но како да будем неэависан, како 
да се оспособим, да могу независно живети, то је питање које ми се ставља и о 

коме ћу ти говорити. На ово бих питање знао одговорити врло лако да ми се 
је ставило пре ]0 година, кад сам се имао решити које hy эанимање иэабрати, 
али је данас, у овим приликама, врло тешко на њега одговорити. 

Мој живот прошли требао ме је научити да не рачунам на эаблуде, али ми 
изгледа да ја по мало још у њима живим. Ја полаэим од онога што је било и ОД 

оног ocehaњa у коме сам се у Србији налаэио и питам се шта треба да урадим 

па да се то више не поврати. Ево како сам се решио. 

ВepoBaTHoha је Beha да се морам вратити у Србију но иначе. Ове hy 
године уложити огроман труд и xohy да имам успеха. Ако тај труд уложим на 
изучавање математике уверен сам да оног успеха, који ја од рада захтевам Hehy 
имати. Баш и да све постигнем, што ми је измакло за тако дуги низ година, 

из математичке богате литературе и да постанем чувени светски математичар, 

опет те чека судбина професора, а она је горка ма где. Овде ме нарочито положај 
S. Lie баца у ове идеје.25' То је један од најгенијалнијих математичара овог 
века, па и он је према ономе што ја тражим од уложеног рада, у мизерном 

положају. Сем славе никакве више утехе. Њега слуша један малени број, доиста 

изабраних слушалаца, а ја бих хтео да их имам на милионе. Ја не презам од 

борбе, од рада, од патњи ни од чега, али xohy душ~вног спокојства, ако ничега 
другог немам од науке, а то ми математичка симболика логике Hehe дати. 
Наука тиха, спора, мртвих идеја, пуна проблема могуhих и немогуhих да се 
реше, али то нису проблеми живота, стварности, рада и борбе, Beh проблеми 
куриозни и интересантни за мирна човека, за човека не рањеног, за онога који 

није прекидан у раду, и који бар није таквог склопа да је другојачије свет 

осетити могао, можда и у врло малим и ништавним неуспесима, какав сам ја 

био. 

Ако се вратим у Србију и будем могао бити проф. В. Школе, решио сам се 

да будем професор чисте философије, математике никако. На философији сам 

радио много и несумњам у успех, као што несумњам у успех ни у математици, 

али рачунам да нема смисла уложити један огроман труд, па на крају крајева 

бити незадовољан. Филозофију волим и с тога што hy имати више слушалаца, 
што hy моhи говорити и што hy У њој наhи оне утехе, које ми математика не 
може дати. На ово сам се решио и стога, што има више изгледа да hy бити 
професор Бел. Школе но иначе, а то није илузија, са којом не треба рачунати. 

Ако философију не узмем, онда hy бар физику узети као главни предмет али 
математику као главни свакако искључујем. 

Друга је комбинација решења овога питања да слушам права. Не знам још 

колико ми семестар а треба па да могу полагати докторат правни, али ако ми 

треба више од 3-4, на ово hy се прво решити. Кад свршим права и у Србији 
постанем адвокат, онда сам тим Beh добио ону самосталност, коју ми ниједно 
друго занимање не осигурава. Као адвокат имам и много Behe поље рада и 

15'Познати норвешки математичар Софу~ Ли (Sophus Marius Lie, 1842-1899). 
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много више борбе и кад све апсорбујем што ми наши мали заплети друштвени у 

Србији могу као храна пружити у томе послу, биhу ПО свој прилици задовољ­
нији но иначе. С тога премишљам и ако повољни услови буду за права, 

тамо hy прво отиhи. 

То су две комбинације. ни једну ни другу не бих изабрао да сам раније 
. имао могуhности да бирам. У своје бих време изабрао технику или медицину 
и са тим бих постигао оно за чим жудим. Пут би ми био отворен на све четири 

стране света и ја се не бих премишљао да ли да се вратим у Србију. Али то 

више није случај. Ја немам средстава да једно од тога сада ДОВРШИМ, ма да су 
и године прошле, и морам престати да мислим о ономе што је требало бити, 

Beh преhи на оно што може бити. 

Ето то су те мисли о њима ти пишем јер ме ти познајеш добро и моhиhеш 

ме разумети, свакоме би другом изгледале смешне, и за то hеш ово чувати као 

велику тајну, јер би ми могло много нашкодити кад би се сазнало. Ти разумеш 

и моју узрујаност и од куда ова промена у гледишту предмета, јер није нова 

тема за нас, и ми смо о њој и раније говорили, и питали смо се чешhе чим би 

се могло избеhи професорски монотони положај. 

Ако се ниједна од ових комбинација не оствари, ако све одлети у ваздух, 

јер је све под питањем, онда кад се у Србију вратим морам дати оставку на 

свој положај и бацити се на политику, као последњи терен мог дејствовања где 

hy и завршити каријеру. Чак и ту, мислим, да hy наhи у оној глупој борби, 
више душевног спокојства, но у макојој грани науке као професор. 

О остајању на западу нема могуhности. Највише што би се могло бити 

за првих 5-10 година то је доцент, а то је слаба утеха. Међутим самога себе 
без узрока, а то би морало бити кад бих и дању и Hohy радио над књигом, и 
борио се са формулама, па бити сиромах доцент, па чак и професор у својој 

50 години, знам да би ми се отимали, чешhе и чешhе уздисаји неспокојства 
душевног, јер не бих никада био задовољан, пошто бити професор ма где, није 
за мене утеха. А и то је све под питањем, ако се не постигну најповољнија 

очекивања онда болови и удари, којима би човек морао пре времена подлеhи. 

На западу бих могао остати кад бих се могао подухватити каквог посла, који 

би ме материјално осигурао и донео какве приходе, а то са нашим занатом 
никако не бива. Мало час сам ти рекао за S. Lie да он улива само решпекта и 
дивљења али не и завист његовог положаја. 

Одговори ми на ово писмо да видим шта ти мислиш о мојим комби­
нацијама. 

(Кажи Ј еленку да му немам шта ново писа.ти о киб. физ. НО што сам 
Недељковиhу писао. Ако он отидне на страну нека иде у Грац или Ерланген 
тамо he за њега по најзгодније бити. Васовиhу кажи да за њега овде нема 
ништа а може наhи оно што тражи у ма коме месту где има технике. Ја сам 
непрестано тражио књигу где hy наhи уређење свих немачких универ. па да 
им пошаљем, али не могох наhи, ако нађем послаhу им одмах.) 

драги Пајо, мислим да hеш све оно што ти рекох разумети, кад и ти пођеш 
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од тога да човек није рођен да се целога века пати, или када пати да бар у 

изгледу има да ће се кад тад задовољити. До потпуног задовољства се долази 

смрћу, и то релативног пак што се са мање заблуда човек бори и рачуна. 

Кроз кратко ћу ти време послати једну расправу о моралниам заблудама 

за »Дело". 

9/11 -97 У Лајпцигу Твој Коста 

и поред овакве ситуације у коју је Коста Стојановиh запао, париски и 

лајпцишки период студија изузетно су важни баш за ове теме које пратимо 

у овом раду. Са знањем које је понео из Београда и Ниша, Стојановиh је 

на изворима механичког погледа на свет с краја 19. века потпуно изградио 
погледе о јединству међу разнородним наукама. У овим погледима и самим 

резултатима Стојановиh се знатно приближио математичкој феноменологији 

Михаила Петровиha, у појединим деловима је превазишао. 

ФеноменолOlJlКИ СИСТеми 

Најјачи Стојановиhев резултат у феноменологији јесте његово дело Основи 

теорије економских вредности.26 Из писма секретару Академије2'1 сазнајемо 
да је ово Стојановиhево дело Академији доставио лично Михаило Петровиh: 
,,(Универзитет - Математички кабинет, Београд, 10. окт. 1909) Господине 
Ковачевиhу, Ако буде седнице у понедељак 12. ов. м. (Акад. прир. наука), 

молио бих Вас да се на дневни ред стави и ово: 1. Расправа Мих. Петровиhа: 
Једна опшma особина коефицијената Маклоренoвuх радова, који задооољавају 

алгебарске диференцијалне једнацине;28 2. Расправа Косте Стојановиhа: Основи 
теориЈе економских вредности; З. Расправа Д-ра Милорада Поповиhа: О завис­
ности електрицне провооности тецних диелектрика оо температуре.29 Ваш 
поштовалац Мих. Петровиh".ЗО Према реферату М. ПетровИhа и Б. Гавриловиhа 
на седници Академије природних наука од 18. XI 1909. одлучено је да се 

Стојановиhев рад објави као посебно издање.З1 

Према архивској грађи утврђен интензивни рад на испитивању узајамних 
односа наука, природно је било очекивати да Стојановиh објави једно обимније 
дело из економије, чије ће појаве повезати са физичким појавама. Ова хтења, 

~Српска краљевска академија, Посебно издање XXXI, Природњачки и математички 
списи, књ. 7, Београд 1!НО, стр. IV+193. 

27 Секретар Српске краљевске академије Љубомир Ковачевић, професор универзитета. 

28Објављено, Глас LXXIX, 32 (1909). 

2'Објављено, Глас LXXIX, 32 (1909). 

30 АСАНУ, Фонд СКА, 3аписници скупова АПН за 1909. 

31СТОјановићева књига објављена је из фонда 3адужбине Пере К. Јанковића. У записнику 
скупа АПН од 14. V 1910. дословно стоји: ,,3адужбини пок. Пере К. Јанковића није се јавио 
нико на расп. стечај. Задужбина је одлучила да награди дело К. Стојановића Основи теорије 
економских вредности, пошто је дело г. Стојановића оценила ова Академија као одличну 
расправу" (АСАН У, Фонд СКА, 1910). 
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веома блиска Стојановиhевим погледима на свеТ, остварују се увођењем термо­
динамичких процеса који ће бити доведени у изоморфне односе са економским 

појавама. За израду ове студије Стојановиh је проучио ширу литературу из 
СЈ:ономије где наводи и радове Маркса,а из термодинамике радове Апела, 

Поенкареа, Бринеа и др.32 Како нам је било омогућено да пратимо стварање овог 
дела упоређујуhи објављену кљигу са рукописом, утврдили смо да Стојановиh 

унео пуно оних размишљаља која је забележио још као студент у Београду и 
Паризу. Рецимо, приближно читав уводни део кљиге налази се у студентским 

белешкама. На пример, када на стр. 15 пише: »дРУШТВО узето као физичка 
средина, где људи играју улогу атома и молекила, ... " то у потпуности 
налазимо и у рукопису СQциологија као наука, 1888. године}3 итд. 

Оно што посебно желимо да истакнемо јесте потпуно јасна Стојановиhева 
представа улоге математичких модела у оваквим случајевима истраживаља. 

Једно математичко моделовање које он назива »добијање једначина" биhе 

эадовољавајуhе само ако се пошло од доброг становишта у описиваљу процеса, а 

што све не искључује могуhности промене модела у корист другог. Математички 

модел по Стојановиhу само тумачи појаве а не одговара и разрешава основне 

догађаје и збиваља у појави. пСИМВОЛИСТИЧКУ математику ваља разумети по 

вредности коју она има - писао је К. Стојановиh. Она у себи не садржи основе 
тумачеља појава већ гарантује метод тумачеља, ако су поставке одакле се полази 

тачне. Символистика даје могуhности доhи до једначина, које служе за одредбу 

извесних количина, ако су друге познате, које искуство и опажање може да да".34 
Примељујуhи ова начела у својој кљизи, Стојановиh одмах наставља: ..,Суштина 
је ове расправе да се покажу извесне промене у економији, које су по све аналоге 

топлотним променама у физици и кад се утврди, ако не идентичност оно бар 

аналогија између температуре, притиска и запремине с једне стране и тражње, 

понуде и вредности с друге и покажу могуЬе аналогије у два разна домена 

појава, да се пређе на оне велике дедукције у примени два већ поменута става 

о енергији и ентропији".35 

Оваква Стојановиhева опаска почетком овог века веома је присутна и у 
данашњаиам феноменолошким истраживаљима. 

Рецимо, у основној структури сложеног система (математичко моделовање 
- критеријум управљаља - скуп ограничеља) од математичког модела не 

може се захтевати да изрази све узрочности система, тј. ових појава на које се 

примељује феноменолошки третман. 

Зашто је Коста Стојановиh изабрао термодинамику као модел науке преко 
чијих ће процеса и моделно објашљавати, мерити и раэрешавати економске 

појаве, односно како каже Стојановиh»апсолутну и релативну, прометну или 

економску вредност мериhемо увек истим јединицама физичким, јединицама 

31к. Стојановић: наведено, стр. 3-4. 
33В. белеmху 10. 

34к. Стојановиl'l: наведено, стр. 14. 
35Исто, стр. 15. 
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рада или топлоте"?3б По нашем мишљењу Стојановиhу је било У то време 
имплиците позната и прихватљива чиљеница да је термодинамика наука у 

којој се микроструктура - хаотuчно стање термодинамичког система са свим 

одредбама отВореног/затвореног система може репрезентовати двојако: 1) при­
меном једНе статистике која he ..,да уреди" ово термодинамичко хаотично стаље 
у једну законитост и 2) макроскопске величине (р, t, v) које се мере и које су 
сврстане у основне законе термодинамике потпуно задовољавају репрезентацију 
једног термодинамичког система. Овоме бисмо и додали, а што heMo нешто 
доцније и доказати, да је Стојановиh наслутио право, значеље термодинамике 

у објашљавању појава у природи и друштву са феноменолошког (кибернетичког) 

становишта уводеhи и анализирајуhи појам ентропије у једном феноменолошком 

систему са посебним освртом на жива биhа.37 

Како се у економском систему појаве понашају ..,слично" као у термоди­

намичком систему, а што је Стојановиh образложио, онс правом успоставља 

моделне ОдНосе између појава термодинамике и економије. Ово је веома битно 

код Стојановиhа. он моделне ОдНосе ових наука не успоставља на основама 
једноставног закључиваља о јединствености аналошког језгра, тј. не користи се 

функционалним аналогија ма где запажа да се две диспаратне појаве понашају 

по истом математичком моделу (закону). Напротив. Стојановиh детаљно 
и веома прецизно образлажс; у з р о ч н о с т ових аналогија и тек после ус­

тановљеног узрока за феноменолошке односе Стојановиh закључује И усваја једно 

исто аналошко језгро (у овом случају то је једначина стаља термодинамичког 

система). Стојановиh пише: »Пређимо сад на прве побуде да смо имали довољно 

разлога, што смо смели поhи од аналогије између физичких и економских појава 

и на резултате, до којих су нас аналогије довеле, што смемо помишљати на 

велику BepoBaTHohy, да се истине из области физичких наука морају поклапа­
ти са истинама аналогим економских наука".38 Ово је Стојановиh урадио 
и доказао. И поред тога, што не наводи Петровиhево изграђене ставове у 

оваквим случајевима, јер су они Beh били објављени, Стојановиh се користио 
истим поступком као и Петровиh. Стојановиhева испитиваља узрочности међу 

појавама у смислу да се оне подвргну феноменолошком испитивању, одговарају 

Петровиhевом проучавању механизма појава. Илуструјемо ово једним елемен­

тарним Стојановиhевим примером. "Рад је у економији што и у физичкој 
природи. Као што радом добијамо разне процесе, тако исто рад даје разне 

вредНОСТИ. под капиталом се у природи разумеју сви извори из којих се може 

ик. Стојановић: наведено, стр. 3. М. Петровић, на себи својствен начин са решењима из 
техничке феноменологије, за ова мереља у економији најављује примену ,..уопmтеног термоме­
тра". »3а љено је мереље (економске вредности - пр.д.Т.), шта више, могућно удесити и једну 
конвенционалну скалу, потпуно аналогу оној за температуру, и где би н.пр. апсолутна нула 
одговарала економском стању у коме су вредности нуле, где нема никаквих размена, и где 

се, као што је случај у почецима јављаља културе економска средина изједначује са обичном, 
физичком средином" (Елементи, стр. 734). 

37 Овде се по први пут пише о овим антиципативним елементима кибернетике у 
СтојановИћевом делу, а које ћемо нешто доцније повезати са истраживањима Драгомира 
Малића, професора универзитета. 

38 К Стојановић: наведено, стр. 7. 
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доhи до топлоте, електрицитета,магнетизма и других сила у које се рад може 

трансформисати. 

Једначина, којом би се окарактерисало стање социјално, механизам који 

ради јесте: 

R +Q = Е = Vr + Vq = Er +Eq , 

R = рад, Q = капитал, Е = сума вредности или енергија средине, Vr = вредност 
консума, Vq = вредност за јачање капитала, Er и Eq су слични ирази за 

економску енергију". 

Михаило Петровиh је Стојановиhеве резултате аналогија прихватио као 

врсту математичких аналогија и сврстава их у ону феноменолошку групу 

код које је аналошко језгро представљено једначином стања Ј(р, Т, v) = 0.39 

На пет страница Петровиh описује резултате као пример његове потврде у 

класификацији аналошких група. При овоме, Петровиh излаже и таблицу 
хомологних елемената коју доносимо у нашем облику. 

Појам 1 2 
Симбол Економија Термодинамика 

р понуда притисак 

т тражња температура 

V вредност запремина 

Q капитал количина топлоте 

Е енергија богатство 

R економски рад механички рад 

Наиме, по Петровиhу овде је реч о феноменолошкој групи двеју појава 
(1 - економска и 2 - термодинамичка) 

при чему је јединствено аналошко језгро Ај за целу групу. Ако ове појаве 
искажемо на следеhи начин 

где су Ај (ј = 1,2) п-димензионални вектори параметара феноменолошке групе 

Ај_{ј i i ј} - аl,а2,аз,··· ,аn , 

тада се хомологни елементи изједначавају 

Х 1 -х2 
k - " Vk,s Е N, 

3' Еле.меnтu, стр. 732-736. 
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а компоненте вектора А су у феноменолошком односу, што пишемо 

т= 1,2,3 ... ,п. 

Применимо ово на реалну једначину стања као аналошког језгра у Стојанови­

hевим посматрањима. Имамо 

tRtTt t _ t t t _ П 
Р - Ај(Т , V , А ) - vt _ Ь ! ' 

где је 

Како се обично компоненте вектора А приказују као маштабни коефицијенти, 

тј. 

m = 1, 2, 3, ... , п, 

то се економске појаве могу изразити помоhу термодинамичких 

ktk2n2R2T 
р = v - kзЬ2 ' 

где хомологи елементи р, Т, V имају значеље из наведене таблице. 

Ово би била наша интерпретација СтојановИhевог феноменолошког поља 
проиэашла из Петровиhеве дефиниције аналошког језгра. 

Михаило Петровиh и Коста Стојановиh нису удружили снаге у раду на 
феномеНОЛQшкимсистемима. Радили су одвојено. Једино је познат случај 

заједничког рада када су математички обрадили п р о б л е м п о б е д н и к а у јед­

ном дефинисаном систему игре или изборног система.40 И поред тога, Петровиh 
и Стојановиh радеhи на сличним проблемима још са студија гајили су пуно 
поштовање један за другог;4! они су остали, некако, притајено повезани у науци. 
Све расправе које је Стојановиh објавио у Српској Краљевској академији прошле 
су кроз Петровиhеву рецензију.42 А кад се дефинитивно увидела неспособност 

40 Представнички систе.м U3f50рни, Дело 17 (1906); О nроnoр~ионално.м nредставни штву , 
Гласник Југ. проф. друштва, 16 (1936), 8. 

4IНпр., када се Петровиh припремао за математичка такмичења на Великој школи 
интересовао се и за учешће Косте Стојановићу. У писму од 16. ХI 1889. свом другу Павлу 
Павловиhу Петровиh је писао: »Какав је тачан наслов темата, који је крајњи рок за израду, 
јеси ли чуо да га још ко ради - а нарочито Коста Cтojaн.cвuћ, и још шта будеш знао о томе" 
(Летопис, стр. 84). Мишљење Стојановићево о Петровићу изнели смо у белешци 12. 

42 Пот.!Н~ијал отnoра, Глас LXVII, 26 (1903); О )'СЛавима интегра6uлитета извесне 
6йлистичкеједначине, Глас LXVII, 26 (1903); О једној генералuза~ији Бертрановог nр06ле.ма, 
Глас LXIX, 27 (1905); 06ртање једног тела око утврђене тачке у релативно.м кретаљу, Глас 
LXXI, 28 (1906). 
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професора механике Мијалка Ћириhа,43 Петровиh уочи претварања Велике 
1IIX000е у Универзитет, предлаже Косту Стојановиhа за предавача механике.44 

Нешто IDТO остаје отворено и што не може овде бити разрешено, јер не 

располажемо потрсбffОМ грађом, то је питаље - зашто Коста Стојановиh није 

изабран за члана АЈ:адемије? Његови веома добри и оригинални резултати у 

Гласу СКА}5 расправе у Југославенској академији знаности и умјетности,4б 
истраживања феноменолошких система, први преводи и истраживања дела 

Руђера Ј. Бошковиhа47 и нееуклидске геометрије,48 напредне идеје и углед 
јавног радника политичког и културног живота, - нису били ДОВОЉНИ за 

признање у науци. АЈ:о је Стојановиh из чисто економских прилика и клаузуса 

за стипендисте у младости доживео разочарање о чему смо писали, а, што га није 

поколебало Beh узвисило да стално ради, истражује и проверава своје механичке 
погледе на свет, - тада је у овом периоду када је огласио веома јак резултат 

у феноменолошким системима могао да добије признање за тако користан и 

плодан рад. 

У Архиву САНУ наишли смо на документ који излаже кандидатуру Косте 

Стојановиhа за редовног члана академије. Из Париза, 15. децембра 1919. Јован 
М. Жујовиh предлаже Српској академији да бира за редовног члана Косту 

Стојановиhа, а за дописне чланове познате француске математичаре Апела, 

Лакроа и Пенлевеа. Жујовиhев предлог је по много чему занимљив, те га 

доносимо у целости. ЈЈСматрајуhи да прве године по ослобођењу Србије Српска 
Краљевска Академија треба да бира себи за чланове у првоме реду оне домаhе 

и стране научнике, који су се одликовали и радом за нашу општу ствар -
предлажем: да се за редовнога члана Академије природних наука изабере г. 

Коста CтojaHoвuh а за дописне чланове исте Академије г.г. R. Appel, А. Lacroix 

4ЭВидети Т. П. Анђелиh: Катедра за механику, Ста еодина Филозофског фаКJlllтета 
у Београду, Београд 1963, 507-518; Д. ТрИфуновић: Први професор рационалне механике, 
ДијалеЈ(Тша 10 (1975), 3, 95-117. 

44За доцента ВелИЈСе ШЈСоле К. Стојановић је изабран почетком школске 1903/04. године. 
Децембра 20, ]903. доцент К. Стојановиh одржао је приступно предавање на Великој ШЈСОЛИ 
О мате.м.атичкој физици (објављено у Просветном гласниЈСУ за 1904. годину, стр. 14). При 
претвараљу Велше ШЈСоле у Универзитет СТОјановић је изабран за ванредног професора уни­
верзитета (март 1905). Од ШЈСОЛСЈСе 1903/04. до 1906/07. године предавао је механику и делове 
матемаТИЧЈСе физше на Филозофском 'фаЈСултету. У то време постао је већ ПОЛИТИЧЈСИ радНИЈС (од 
1901. године ЈСада је изабран за посланиЈСа у ОЈСРУГУ НИШЈСом). Универзитет напушта 19О6.тодине 
ЈСада постаје министар привреде. Објавио је нешто доцније уџбеник Механика, Београд 1912, 
стр. 469. Ово је први наш уџбеник механике ЈСоји излаже теорију веЈСтора и механичке принципе. 
Према изгледу рукописа овог уџбеника можемо закључити да је Стојановић припремао и друго 
издање Механике (Заоставштина К. С., ЈС.Т. 3047). 

4sT. П. Анђелић: Механика у оквиру Српске академије наука, Глас ССХХХIХ, 36 (1974), 
189-'245. 

4fK Стојановиh: Генерализација Гриноее теореме и Поасоноее једначине, Рад ЈА3У 161 
(1905), lI4-Ш. 

47Стојановић је објавио 13 расправа о Руђеру Бошковићу и једну посебну кљигу (видети 
OU1rages, Etudes е! Articles de Costa Stoyano,itch, Paris 1919). У Заоставштини К С. налази се 
веhи број писама и необјављених рукописа о Руђеру БоШЈСовићу. 

4'К Стојановић: Принципи нове геометрије (Метагеометрија), НаставниЈС 12 (1901). 
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и Р. PainIeve. 

у прилогу је списак свију књига} студија и чланака г. Косте Стојановиhа 

наштампаних од 1890 до 1919 год. на српском} француском италијанском 

језику. 

Врло темељни научни радови г.г. Апела} Лакроа и Пенлевеа добро су 

познати стручним члановима наше Академије. Сва тројица су врсни чланови 

Француске Академије и многих страних учених друштава. Г. А Лакроа је уз то 

и вечити секретар Француске Академије Наука. Сва су тројица за време Рата 
чинили непосредне услуге или допринели да се учине велике помоhи српској 

школској омладини} која је у Француску била избегла. - Ако би се из којих 

разлога нашло да сва тројица сада не могу бити бирани} онда мислим да из 

кандидације може изостати прво г. Пенлеве} јер је он за услуге које нам је 

учинио као Министар Просвете Beh одликован орденом Светога Саве". 

Ентропија система 

Прилажење економским и социјалним системима са становишта термо­

динамичких процеса довели су до тога} да Стојановиh о ентропији система 

не пише спорадично} Beh детаљно анализира своје погледе на ову термоди­
намичку карактеристику и то са пуно елемената савремене науке. Његова 

друга књига Ту.мачење фuзичкt{х и социјалних појава која је објављена 1910. 
године у Београду (стр. 283) уствари је дело о закону ентропије са становишта 
међудисциплинарних наука. У Стојановиhевој књизи наилазимо потпунао 

одређено излагање о систему са околином који може бити изолован и отворен} са 

реверзибилним И иреверзибилним процесима} у равнотежном и неравнотежном 

стању. У различитим случајевима система} а које је Стојановиh све анализирао} 

њему је потпуно јасно било} да се за оцену ваљаности неког процеса може 

усвојити ентропија као термодинамичка величина стања. Он на око 300 страна 
о овоме расправља (!). Стојановиh не уводи ентропију као категорију теорије 

информација} а што је за оно време било и HeMoryhe тражити} али зато ентропију 
расправља за различите случајеве система (економски) социјални} оптички} 

културни} психички И др.). Посебно истичемо Стојановиhев рад на анализи 

ентропије код живих биhа а која се јавља у веома сложеном И вишеструком 

облику. У живом биhу по Стојановиhу обављају се они процеси који доводе 

до опадања} па и повеhања радне способности. он дословно вели: "Мотори се 
анимални разликују привидно до термичких. Енергија} коју даје организам 

при раду} велика је} она је пети или шести део целе енергије} коју организам 

има. Ако би се утрошком хране загрејао термички мотор} рад би био незнатан 

који би се из те топлоте добио. У организму нема поред казана и рефригатор 

(кондензатор). Међу разним тачкама нашег организма нема ни 2-30 разлике} 
што је услов да се добије известан p~д из топлоте по Карнотовом принципу. 

Ово не значи да се принцип Карнотов не да применити} само има нечег 

што нам се измиче од нашег опажања за потпуну примену закона ентропије. 

Аналогих органа рефригатору мора бити} и топлота околине има утицаја на 
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температурне разлике".49 О овом "измицању" примене налазимо и код Винера 
у следеhем облику: "Када упоређујемо жив организам са таквом машином, ни 
за тренутак не помишља м да кажем да су специфични физички, хемијски и 

душевни процеси живота који познајемо исти као и код машина које опонашају 

живот. Хоћу једноставно да кажем да и једни и други представљају примере 

локалних антиентропијских процеса, који се вероватно могу испољити и у 

многим другим видовима, а које свакако не можемо означити као биолошке ни 
као механичке".SО . 

у вези Клаузиусовог утврђивања да ентропија у иреверзибилним системима 

расте и његове 'Грешке да "ентропија васионе" тежи својој највећој вредности, 

Стојановиh даје лепо објашњење и оповргава HajBehy вредност "ентропије ва­
сионе": "Ентропија у иреверзибилних појава, ма какви они били, расте. доказ 
је за ово лак, и као што смо рекли, закључак је овог става: да је мир крајња 

фаза свих промена. Овде Hehy много на овоме инсистирати, поменуhу једну 
појаву, поред изнетих разлога, који говори о томе да појаве све скупа сматране 

нису иреверзибилне и да није став ентропије исказан неједначинама општи. 

Појаве ритмичности и пролази кроз прошла равнотежна стања, као и осцилације 
у свима променама, говоре у прилог реверзибилности и у прилог тога да је 

ентропија васионе ритмичке природе, која кроз своје максимумеи минимуме 

мора пролащти аналогно енергији у њеном кружењу кроз процесе и промене.".SI 

За економске системе по Стојановиhу, рашhење ентропије система значи 

рашhење капитала на рачун рада или вредности. "Како се на крају, у свима 
процесима природним, енергија не мења, јер је равна капиталу више раду, 
рачунајуhи у капитал све резервоаре снага природних, то овај последњи за­

кон казује - пише К. Стојановиh, да је тенденција економских промена у 

социјалним срединама, да се енергија економска у крајњој фази, после свих 
трансформација, огледа само у створеном капиталу. Кад нестану социјалне 

средине у место њих he доhи капитали њима створени, вратиhе се материја, 
из које се ти капитали састоје, по деструкцији њихових форми, енергији 

природној, која he даље на основу истог закона, закона ентропије, после свих 
фаза трансформационих да д~ топлоту, топлотне појаве униформне температуре. 
ВepoBaTHohe су врло мале, да се из једне среДИI- .,т!)тне униформне, без 

утицаја спољњих, могу изазвати процеси рада и топлоте и обновити прошла 

стања. Но, како су Moryhe обнове по закону промена фазастих сва је вероватноћа, 
да he будуhа стања из униформних, поводом спољњих узрока, или каквих 
промена по начину демона Максвеловог, довести будуhи процес до аналогих 

природних и социјалних процеса садашњости."S2 

На крају наведимо потпун Стојановиhев текст о начину како је дошао до 
могуhности да ентропију једног термодинамичког система доведе у аналогију 

НК СТОјановИћ: Тумачење физичких и социјалних појава, БеограД, 1910, стр. 44. 

sOH. Винер: Ки6ернетика и друштво, БеограД, 1964, стр. 49. 

SIK СтојановИћ: наведено, стр. 103. 

s1K Стоја новић: Осноои теорије економских вредности, Београд 1910, стр. 175. 
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са једним социјалним системом . ..,Ако се нађе математпчки облик за социјалну 
енергију и капитал) за Е и Q тј. ако се згодним параметрима изразе ове две 
количине а стање се ма какво социјално одреди параметрима) који дају нивовске 
разлике у разним стаљима једне појаве социјалне) онда се може доhи и до облика 
једначине у којој се принцип деградације јавља - односно принцип ентропије. 

Ако је Т параметар за ниво какве социјалне појаве) као што је Т температура 
за ТОЛЛОТУ Q у термодинамици) онда је једначина ентропије: 

dQ 
de=-. 

т 

Једначина (*) би у економији била однос између капитала Q и параметра Т) 
којим се детерминише ниво једне социјалне појаве) ниво културни (религиозни) 

морални, естетички). О овом смо параметру говорили веЬ у глави седмој. 

за појаве реверзибилне из (*) би дошли до односа 

што казује, да је за све процесе, где су почетна стаља једнака са крајњима 

ентропија нула, биле те појаве социјалне ИЛИ физичке. за иреверзибилне појаве 

је 

Ј 
d8 

е = т < О, 

што значи да ентропија· расте у процесима иреверзибилним, па били они 

социјални ИЛИ физички. Овакви су готово сви природни процеси, где се губи 

велики део капитала и рада, управо ишчезава и нема значаја за нове процесе 

социјалне и економске. докази су за ове неједначине, као и у термодинацими. 

ваља само топлоту сменити капиталом, а температуру оним параметром, који 
је еквивалентан брзини за дотичну појаву економску или социјалну, а све 
остало задржати, па Ьемо имати исти начин доказиваља који и у топлоти. 

Код економских појава Т је траШbli, код социјалних, како код којих ваља наhи 
шта значи Т и нарочито обратити пажљу на одредбу мереља тог параметра. 

За социјалне средине је Т функција оних количина, које одређују ниво стаља 
социјалног. Те су количине еквивалентне или аналоге количинама, којима се 
брзини код физичких кретаља детерминише".S3 

О Стојановиhевом коришhењу термодинамике за тумачење социјалних и 
природних појава, овде треба указати на две глобалне чиљенице. 

1 о Користеhи се термодинамиком као моделом науке за објашљавање 
економских појава, Стојановиhеви резултати ушли су у феноменолошке сис­

теме са свим закономерностима које је Петровиh успоставио. са формалног 
становишта Стојановиhева истраживања су се потпуно уклопила у пропозиције 

53к. Стојановиfl: наведено, стр. 161-162. 
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Петровиhевих математичких аналогија и то за случај када је међу појавама 

успостављено једно аналошко језгро (математички модел). Међутим, ова 
Стојановиhева истраживања имају вehy научну тежину стога, што је формалним 
уоченим аналогијама успео да д! објашњење, тј. да тачно утврди узрочне 

везе ових аналогија. Значи, Стојановиh се не користи туђим примерима 

аналогија да би изнео и доказао важност феноменолошког третмана. Код љега 

је п р и р о Д н о формирано мишљеље о сличности са доказима да су процесу 

у еЈ:ОНОМИји ·И термодинамици изоморфни Ј:аЈ:О у макроскопском посматрању 

(мерељу), таЈ:О и у испитивању хаотичних СТРУЈ:тура ових система. 

20 Примена теРМОдИНамиЈ:е на тако широке области људских делатности 
код Стојановиha није била случајност. Вероватно да су велике могуhности 
термодинамике за успостављање реда у хаотичним системима дале основну 

покретаЧЈ:У идеју. Стојановиh чита Гибса, МаЈ:свела, Оствалда, Дантека и др.; 

обузет је стаТИСТИЧЈ:ИМ посматрањем интераЈ:ције међу молеЈ:улима; фасцини­

ран је налажењем реда. 

На овај начин Стојановиh је почетком овог века потпуно био у домену 

Ј:ибернеТИЧЈ:ОГ разматраља појава и то феноменолошком методом. Ако се данас, 

последље деценије развијене Ј:ибернетике (1979-1989), говори о термодинамици 
Ј:ао основној мултидисциплинарној науци, одржавају научни скупови о ен­

тропији са различитих становишта и научних области,S4 тада резултати Косте 
Стојановиha публиковани 1910. године, а до којих је дошао још 1886. године 
за време студија у Београду, - морају добити одређено место у историји ових 
проблема Ј:ибернетике и то у групи старих резултата који су ишли испред свог 

времена - антиципирали савремене резултате и погледе на свет. Ако се дана« 

пише о термодинамичЈ:ој кибернетици или излаже организациона наука на 

основу аналогија са термодинамиком}S где су сви закони и принципи термо­
дИНамиЈ:е примењени на један било који организациони систем, тада се може 

без ИЈ:аЈ:ВИХ претензија И МИСТИфИЈ:ација, уводити величина Стојановиhевих 

аналогија, појава еКОНОМСЈ:ИХ, социјалних, естетичких, биолоmких... са онима 
у термодинамици.S6 

О Кости Стојановиhу (2.10.1867, Алексинац - 4.1.1921, Београд) као науч­
нику и државнику Ha~љe је навести речи професора Милутина Миланковиhа 

Ј:оје су изговорене на погребу Косте Стојановиhа. са Оалкона Капетан-Мишиног 
здаља професор Миланковиh је дословно реЈ:ао: 

»У овај храм наув:е ушао је пре три деценије Коста Стојановиh као побожни 
хаџија да у њему чу је речи истине и упозна законе који управљају васиону. 
Ушао је у тај храм жедан наУЈ:е а обдарен мат~матичким талентом и лакоhом 

"Нпр., Inеег. Cong. qfCybernetics, Namur (1967); Inter. С6nс. o/Cybernetics, London (1969); 
итд. 

"д. Малиh: Е1е.менmи кuбeрнеmике Ј cвe1nlly mер.АСОдuНD.мuчких .меmода, Београд 1973, 
стр. 168. 

5'у обимном РУЈ:ОПИСУ О животу И делу Кооте Стојановиha Ј:оји је написао аутор ове студије 
на основу заоставштине, дају се прецизније анализе не само термодинаМИЧЈ:ИХ појава, већ и 
свих Стојановиl'J.евих резултата у науци. Овај РУЈ:ОПИС не може бити објављен пре 1994. године. 
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схватања какве је тешко наhи. Но ондашња наша Велика школа није могла да 
му пружи све оно што је он тражио, што би угасило његову жеђ и задовољило све 
његове способности. Зато је продужио свој хаџилук и на запад и дошао оданде 

да као свештеник науке у овоме храму проповеда велике истине које се дотле 

овде још нису чуле. Његовим доласком на Универзитет за професора Примењене 
Математике почиње у математичким дисциплина,ма наше школе нова епоха. он 

је први наставник математичке физике, те сјајне буктиње у егзактним наукама 

која дотле код нас није засветлела. Ту је буктињу Коста Стојановиh унео у 

овај храм, запалио ју и одржавао јој пламен. Његова предавања и његови 
научни радови учили су наш подмладак како се природне појаве могу описивати 

савршеним језиком математичке анализе: како се крећу небеска тела, како 

трепери електрицитет, како се шире светлосне зраке, каква је веза између тих 
природних појава. Низ научних радова Косте Стојановиhа, публикованих. у 
"Гласу" наше, у »Radu" југословенске Академије, у .. Наставнику", .. Српском 
књижевном гласнику" и другде, бави се овим питањима. Са великом љубави 
и патриотским поносом упознавао је наш свет са научним радовима Руђера 

Бошков~hа и са проналасцима Николе Тесле. 

Но његов пут водио је даље. Математичка физика бави се мртвом ПРИРОДОМ, 

а то је било мало за живи дух Косте Стојановиhа. Њега је интересовао цео свет, 

»>ега је интересовао, у ПРВОl1 реду живот. И зато је Катедра Приме»>ене Мате­
матике била сувише уска за његов рад. Велики државни проблеми пред којима 

се је наша држава нашла, одвели су га на шире поприште рада. Универзитет 
га је изгубио као наставника, али се је научник оличавао у њему и даље у 

свима бурама јавнога живота. Корачајуhи кроз тај живот његов радознали 

и проницљиви поглед тражио је у тој новој средини проблеме на којима би 

могао да огледа свој математски таленат. И он је те проблеме нашао. Нашао 
их је у појавама социјалног живота и у механиЗму нашега друштва. Њега 
је привукла она жива машина са милионима точкова коју је звао друштво и 

на њу је применио законе термодинамике и ову увео у једну грану науке о 

економским појавама. Резултате тога свога рада изложио је у своме главноме 

раду Осн.ови теорије екон.о.мскихвредн.ости којим је сазидао први мост између 

теоријске физике и социјалних појава. То је био велик и снажан скок. Лако је 
физичару испитивати природне законе када он може у својим експериментима да 

корача корак по корак, да у њима дозвољава само ограничен број променљивих 

величина, да те експерименте постепено варира и прозвољно понавља. Са 

живом друштвеном машином не да се експериментисати као са физичким 

апаратима. Само велике пертурбације друштвене мењају њен ход и дају нам 
њен квантитативан механизам. Оне су велики експеримент на таквој машини. 

Коста Стојановиh доживео је такав експеримент и био је његов посматрач у току 

светског рата. Својим положајем, ,искуством, познавањем физикалних закона 
и математичким талентом, он је био међу најпозванијим у целом научном 

свету да великим искуствима овога рата даје облик математичких закона. Са 

најсавршенијим алатом у руци он нам је отргнут када је требао да заврши 

величанствену зграду којој је положио темеље. 
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Његова је смрт тежак ударац за нашу науку којој је он остао веран целога 

свога живота. Поред свих великих и тешких ДУжности државника којима се 

он предано посветио, доспео Је он, благодареhи своме богоданоме таленту и 

ненадмашној лахоhи схватања да прати свахи прогрес егзактних науха. Свахи 

такав прогрес био је за њега предмет радости и он је о свима веhима напретцима 
наухе био обично пре информисан него ми који нисмо имали да подносимо 

бриге његовога државног положаја. Тако је он често пута долазио хао гласнИЈ( 
овамо да нам донесе радосне вести о на овим победама на пољу науке. Но није 

он само пратио велике скокове које је наука чинила, него је са љубави пратио 

и наш схромни рад и од срца се радовао свахом нашем успеху. У свахо доба 

био је спреман да нас помогне. Када Beh није више био у нашој средИНИ, он 
је издао свој уџбених "Механика(( и нехолико недеља пред своју смрт ОН ми 

саопштио да he радо учествовати у издавању уџбеНИЈ(а за теоријску физику. Тахо 
је он остао наш веран друг и онда хада је Катедру заменио са министарсхом 

столицом. Наш је Универзитет данас завијен у црнину И ја се са болом у души 

У име његово опраштам са Костом Стојановиhем, свештеником овога нашега 

просветнога храма и нашим верним и незаборавним другом. Лаха му црна 

земља и вечан му спомен међу HaMa.((S7 

Dragan TRIFUNOVIC 

MATHEMATICAL MODELS IN ТНЕ WORK ОР KOSTA SТOJANOVIt 

- А Contribution to the Intelectual Biography оС the Scientist -

In the fie1d оС mathematical phenomenology, where Ьу use оС analogy between 
disparate phenomena mathematical models асе constructed, mathematician Kosta 
Stojanovic (1867-1921) obtained distinguished results. Не established ana10gies 
between the economic concepts and thermodynamical quantities and in that way 
сате upon the most modern Сост оС economic theories. Тhese resu1ts line up Kosta 
Stojanovic among the world scientists who anticipated the modern cybernetical 
concepts оС the economic theory. 

In this рарес асе given some contributions to the intellectua1 biography оС Kosta 
Stojanovic as а distinguished po1itician оС our country and an eminent proCessor оС 
the Faculty оС Philosophy in Вelgrade. 

57 Заостаештин.а академика МШlутина МШlанкоеића , Архив САНУ, бр. 10.1 З 1, •. ут. 9/1 З 1. 





Boris PAVKOVlt 

STANKO BILINSKI 

- Povodom 80. godiSnjice Zivota-

Dugi niz godina u na~oj sredini zivi i djeluje jedan vrstan znanstvenik i pedagog, 
koji је odgojio desetke generacija nastavnika i znanstvenika. Cinjenica је da је оп 
u nas manje poznat nego u svijetu, ра smatramo da је sada trenutak i da је 80. 
obljetnica njegovog zivota pri1ika da se to ispravi, jer njegov rad i djel0 to i te kako 
zasluzuje. 

Stanko Bi1inski rod'en је 1909. godine u Na~icama. Юаsiспu gimnaziju polazio је 
u Vinkovcima iZagrebu. Diplomirao је 1932. g. па Fi1ozofskom fakultetu u Zagrebu 
па grupi za teorijsku matematiku. Na istom је fakultetu stekao 1943. i doktorat iz 
fi1ozofije iz podrucja matematickih nauka. Као srednjo~kolski profesor sluzio је od 
1934. do 1940. g. па Franjevackoj klasicnoj gimnaziji u VaraZdinu i па gimnazijama 
u Skopju i Su~ku, а od 1940. g. do 1946. g. kao asistent па Geofizickom zavodu 
u Zagrebu. 1946. g. izabran је па novo osnovanom Prirodoslovno-matematickom 
fakultetu u Zagrebu u svojstvu asistenta Geometrijskog zavoda. тu је 1948. g. 
postao docent, 1952. g. izvanredni, а 1956. g. redovni profesor. Tokom trideset 
godina оЬаУlјао је duznost predstojnika Geometrijskog zavoda, dvije godine duznost 
dekana fakulteta i osam godina duznost direktora Instituta za matematiku Sveuciblta 
u Zagrebu. Godine 1963. izabran је za dopisnog (izvanrednog) clana Jugoslovenske 
akademije znanosti i umjetnosti, а 1985. g. za redovnog clana. od 1980. g. је 

dopisni clan Мatematicko-prirodoslovnog Razreda Austrijske akademije nauka u 
ВеСџ. Godine 1965. odlikovan је Ordenom rada sa zlatnim vij~ncem, а 1970. 
Spomen medaljom Sabora grada Zagreba .za dugogodi~nji samoprijegorni rad па 
socijalistickom razvitku grada". Dobitnik је i dviju naucnih nagrada i to nagrade 
.Rud'er Вo~kovic« za znanstveni rad iz podrucja prirodnih znanosti, а 1980. g. 
dodijeljena тџ је .Nagrada za zivotno djelo". od njegovih drшtvеnih djelatnosti 
svakako treba istaci da је Ыо jedan od osnivaea Drшtvа matematicara, fizicara i 
astronoma Hrvatlske i prvi tajnik tog Dru~tva, а 1961. il962. g. i njegov predsjednik. 
od 1952. do 1968. g. Ыо је clan upravnog odbora Saveza drшtаvа matematicara 

. i fizicara Jugoslavije. Godine 1954. i 1961. Ыо је jedan od clanova dvoclane 
jugoslovenske delegacijeu Internacionalnoj matematickoj uniji (drugi је clan Ыо 
profesor Duro Kurepa), а 1964. g. clan jugoslovenske delegacije u Uniji matenlaticara 
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Вa1kana. Stanko Bilinski Ъio је i dugоgосШпјi glavni i odgovorni urednik ~asopisa 
.G1asnik matemati~ki, fizi~ki i astronomski". Tokom 1967. i 1968. В. Ъio је ~lan 
Republi~kog Savjeta za nau~ni rad SRH. Svojim је radom i neposredno i posredno 
dao vidan doprinos razvoju i organizaciji znanstvenih dje1atnosti i institucija u SRH 
i SFRJ. 

Nakon ~to је 1946. В. Ыо izaЪran za asistenta Geometrijskog иУodа па kojem 
tada nije Ы10 popunjeno ni jedno radno mjesto, kao jedini nastavnik tog Zavoda 
vr~io је sve du~nosti kako asistenata tako i predava~a. Tako' је u prvo vrijeme drho 
predavanja i vodio Yje~Ъe iz svih geometrijskih ko1egija sve dok nisu Ыli izabrani 
novi asistenti, а kasnije i nastavnici. Njegovi ва se u~enici sje6aju kao odШSпоg 
predavalSa, koji se isticao ne samo minuciozno~6u iz1aganja, sistemati~no~6u уе6 i 
odaЪirom interesantnih sadr~aja svojih ko1egija, koje је u ono vrijeme morao sam 
formirati. Ти је do1azila do izra~aja njegova originalnost ikreativne sposobnosti. 
Uvijek је nastajao Ъiti ~to razumljiviji, а posebno su njegove slШа~е fascinira1e 
njegove ilustracije i crte~i па p1~j. То је Ъi1a prava ~kola zorne nastave. KaSnije 
su mnogi od njegovih шепikа tvrdili da su па predavanjima Bilinskog пашili yj~e 
nego па predavanjima iz Metodike nastave matematike. То је i raz10g da је тес1и 
njegovim u~enicima veliki broj onih koji su odlilSni predava~i, tako da se тo~e govoriti 
о pravoj ~koli. Njegova predavanja su za mnoge njegove u~enike м1а raz10g ~to su 
zavo1jeli geometriju i od1ulSili se za znanstveni rad Ъa~ u tom роdrШјu. Bilinski је 
predavao i па onda~njem postdip1omskom studiju, ра је kod njega magistrirao уе6ј 
Ъсој postdip1omanada, а doktorira10 је i ~est doktoranada kojima је Ъio mentor. 

Nemogu6e је naЪrojiti sve znanstvene skupove па kojima је Bilinski sudje1ovao 
kao aktivni predava~. Мес1и inim sudjelovao је referatima па Internaciona1nim 
kongresima matemati~ara u Amsterdamu (1954), EdinЪourghu (1958), Stockho1mu 
(1962), Moskvi (1966) i Nici (1970). Osim toga Ыо је redoviti u~esnik Austrijskih 
kongresa matemati~ara, koji uvijek јтаји internaciona1ni karakter, te nacional­
nih matemati~kih kongresa pojedinih zemalja kao i mnogoЪrojnih simpozija u 
.Matemati~kom istra~iva~kom institutu OЪerwolfach". Dakako da је od 1948. В. 
i redoviti u~snik Kongresa matemati~ra, fizi~ara i astronoma Jugoslavije. Као 
predava~ gostovao је па mnogim evropskim i doma6im univerzitetima. 

Do sada је S. Bi1inski oЪjavio oko pedesetak nau~nih radova u doma6im 
i inozemnim puыkacijama,' а о njegovim radovima objavljeno је preko stotinu 
referativnih prikaza u svim najva~nijim referativnim ~urnalima. U tim prikazima 
njegovi su radovi vrlo povoljno ocjenjivani i u mnogima od njih su recenzenti 
isticali njihov znacaj za razvoj geometrije i па osnovi njih је S. Bi1inski stekao 
visoka internacionalna priznanja. 

Рсета tematici njegovi se radovi тови svrstati u ovih sedam skupina: 

1 Teorija mre~a i poliedara 

2 Primjene kinemati~ko";geometrijskih razmatranja па fizi~ke i geofizi~ke ројауе. 

З Elementarna geometrija i primjena Ptolemejskih matrica u elementarnoj 
geometriji. 

4 Neeuklidska geometrija 
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5 Diferencijalna geometrija 

6 Linijska geometrija 
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7 Primjene funkcionalnih jednad~Ъi i teorije invarijanata na geometrijske pro­
Ыете. 

Iz navedenog је o~ito da је ovako bogatu znanstvenu aktivnost S. Bilinskog па 
оуот mjestu nemogute analiazirati. Ne radi se ovdje samo о bogatstvu njegovog 
opusa vet i о duЪini ideja prisutnih u njegovim radovima. 

1. Ртуој skupini pripadaju radovi [21 [3], [6], [7], [20]. Ne тo~e se ovdje 
govoriti о svakom оо tih radova. Stoga ka~imo ne~to vi!e о radovima [3] i [21]. 

Rad [3] је doktorska disertacija S. Bilinskog. U njemu se istra~uju homogene 
mre~e ravnine. Treba svakako istati da su do tada problemi homogenih razdioba 
ravnine s metri~ko-euklidskog i kristalografskog stanovi!ta Ъili rije!eni, ali u drugiщ 
metri~kim ravninama i s opteg topolo!kog stanovi!ta, koje u sam problem dublje 
ulazi, rje!enje nije Ыl0 potpuno ра zapravo ni zapoeeto. U dotada!njim radovima 
Ьili su postavljeni samo neki nшni uvjeti egzistencije, а dovoljnih uvjeta kao i 
dokaza egzistencije nije Ъil0. Ovaj rad је prilog kona~nom rje~enju tog problema. 
Tu se mogutnostima egzistencije homogenih mre~a pristupa s jednog jedinstvenog i 
optenitijeg stanovi!ta. Pri tome је autor aksiomatizacijom i aritmetizacijom proble'­
та razvio jednu optu metodu, koja зе pokazala primjenjivomu svim neeuklidskim 
geometrijama ра i u kombinatornoj geometriji рlоЬа, ра tako i u generaliziranoj 
teoriji poliedara. Та је metoda dakle dozvoli1a da se odrede sve pravilne homogene . 
mre~e metri~kih ravnina kao i sve komЪinatori~ki pravilne homogene шrе~е. 

Svakako уаlја ista6 da iz rezultata u оуој disertaciji izlazi da postoji svega 
14 polupravi1nih (Arhimedovih) poliedara. Na~alost, S. Bi1inski је mislio da је 
to уес davno poznati rezultat i nije ga jasno istakao. Stoga se danas postojanje 
~etrnaestog Arhimedovog poliedra nepravedri.o pripisuje sovjetskom matemati~aru 
У. G. Mkinuzeu. L. А. Ljusternik u svojoj monogra.fiji Выnуклые фuгуры и 
мн.огогран.н.uкu, ГИТТЛ, Москва, 1956. па str. 184 pi!e: .Zna~jno је da је u teoriji 
polupravilnih poliedara vi!e od 2000 gOOina postojao defekt kojeg је tek nedavno 
uoCio sovjetski matematil!ari У. G. Mkinuze, tj. da postoji I!etrnaesti polupravilni 
poliedar, koji se razlikuje оо rombokubooktaedra samo time da mu је gornji dio koji 
se sastoji оо 5 kvadrata i 4 jednakostranil!na trokuta zaokrenut za 1r/4. Upravo to 
је i Ъio razlog da ta dva polupravilna poIiedra geometri nisu razlikovali". 

S. Bilinski је o~ito dakle Ыо prvi, koji је na!ao I!etrnaesti polupravilni poliedar 
i ne samo to уес је dao i strogi dokaz da su to svi takvi poliedri. 

Iz оуе skupine svakako posebno treba istati rad [2] о rombskim izoedrima. То је 
jedan оо najva~nijih radova S. Bilinskog: Objasnimo potanje о I!emu se ovdje radi. 
Naime izoedri su poliedri kojima su sve stranice me4usobno kongruentni poligoni. 
U оуот se radu rje!ava problem odre4enja svih rombskih izoedara. Smatramo da 
dobiveni rezultat zaslu~uje da skiciramo ideju koja је dovela do rje!enja рсоblета. 

Da Ы rije!io taj problem S. Bilinski promatra poliedre jedne !ire klase tzv. 
paralelogramske poliedre. То su oni poliedri kOO kojih su plohe bilo kakvi para­
lelogrami. oni pripadaju јо! jednoj !iroj klasi, koju је istra~ivao ruski geometar i 
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kristalograf Е. S: Fedorov i nazvao ih zonoedrima, jer su im plohe rasporedene u 
zone. 

Kontrakcijom ili dilatacijom pojedinih zona mogu~ је svaki paralelogramski 
poliedar pretvoriti u njemu izomorfni rombski poliedar i obrnuto. Prema tome da 
se OOrede svi rombski izoedri potrebno је najprije odrediti sve izogonalne sisteme 
pravaca, tj. takve skupove pravaca istog snopa kod kojih svaki pravac sa svakim 
drugim pravcem tog snopa zatvara jednaki kut. Pokazuje se da u euklidskom 3-
dimenzionalnom prostoru postoje tri potpuna izogonalna sistema pravaca, tj. takvih 
sistema, kojima nije mogu~e dodati jo~ jedan daljnji pravac, а da se izogonalnost 
ne nаrШi. Na ovim potpuno izogonalnim sistemima Za.sniva se egzistencija triju 
porOOica rombskih izoedara. U &vakoj оо tih porOOica, po!av~i оо poliedra s najve~im 
brojem ploha, svaki daljnji potledar se doЪiya iz pretpodnoga eliminacijom pojedine 
zone. OCito је da su па taj na~in nadeni svi mogu~i rombski izoedri. Ne treba 
posebno ista~i da је ovaj rezultat odmah Ъio zapa~en u svijetu geometara, jer se 70 
godina mislilo da su kod Fedorova navedeni svi rombski izoedri ~to је i оп sam tvrdio. 
Тај rad S. Bilinskog 'је pokazao da osim ye~ davno poznatog rombskog dodekaedra 
postoji jo~ jedan, koji је оо prvog metri~ki Ъitno razli~it i ne samo to, уес је tu i 
dokazano da drugih rombskih izoedara nemo~e Ъiti. 

Da se ilustrira va~nost ovog rada Ъit се najbolje da se poslu~imo nekim citatima. 
U predgovoru Coxetera monografiji М. Ј. Wenninger, Polyhedron Models, Cambridge 
Univ. Press, 1978, u kojem se ukratko skiciraju osnovne ideje klasi~t'le teorije poliedara 
stoji (и slobodnom prijevodu): .Od vremena Descartesa mnogi veliki matemati~ari 
doprinijeli su razvoju ovog podru~ja. Euler је otkrio i dokazao ~uvenu formulu, 
koja povezuje broj vrhova, bridova i stranica konveksnog poliedra. Gauss је koristio 
nepravilni sferni peterokut (pentagrama mirificum) da objasni Napierovo pravil0 iz 
sferne trigonometrije. Cauchy је dokazao da је svaki konveksni poliedar sa krutim 
stranicama, koji је giыivv du~ bridova, i sam krut. Hamilton је otkrio ikosijansku 
igru. Von Staudt је dao novi dokaz Eulerove formule. SсhНШi је роорсјо teoriju 
poliedara па n-dimenzionalni prostor. Кlein је napisao monografiju Vorlesungen 
uЬет das Ikosaeder, koja је Ъila оо Ъitnog utjecaja па daljnji razvoj teorije poliedara. 
Fedorov se vratio Keplerovom proыmuu odredivanja izozonoedara otkriv~i jedan 
~udan spljo~teni rombski ikozaedar, а tek nedavno је Bilinski (1960 g.) kompletirao 
spisak nйSауШ drugi rombski dodekaedar. ' 

Ovaj nam citat pokazuje u kakvom se .dobrom drшtvu" nailazi па јте profesora 
Bilinskog. 

Evo citata i iz poznate monografije Н. S. М. Coxeter, Regular Polytopes, (New 
York, 1973, str. 31): 

.Rombski dodekaedar i triakontaedar otkrio је Kepier oko 1911~ g. Prvi оо ovih 
poliedara pojavljuje se u prirodi kao kristal granata. Tocnije re~no trebalo ъi ga 
zvati .prvi rombski dodekaedar" jer је 1960. g. Bilinski oktiro da se jedan .drugi 
rombski dodekaedar" (~jje stranice su istog oыkaa kao i one rombskog triakontaedra) 
тo~e izvesti iz rombskog ikozaedra". 

U ~Ianku К. Мiyazaki-I. Takada., Uniform Ant-hills "" the World оЈ Golden 
Isozonohedra, Structural Topology 4 (1980), 21-30, su tzv .• zlatni izozonoedri" (kako 
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ih је nazvao Coxeter (а otkrili su ih Bilinski, Fedorov i Керlет, u njihovu ~ast ozna~eni 
redom su ВЈ2, ћо i Кзо. 

Ovaj isti rad profesora Bilinskog citiran је i u poznatoj monografiji В. GrUnЬаuщ 
Соnуех Polytopes, Interscience Publ., London, New York, Sydney, 1967. 

Nema danas monografije о poliedrima, gdje se ne spominju rezultati s. Bi1inskog. 

U ostalim radovima iz ovog podru~ja S. Bilinski se bavi problemima morfoloskih 
tipova Eulerovih роНедата. Daje jedno urectenje Eulerovih klasa tih poliedara i to 
dovOOi u vezu s ртоЫетот bojenja ploha. 

U novijim radovima [46], [47], [48], iz ove skupine koji su publicirani u 
zadnjih nekoliko gOOina, S. Bi1inski daje afino i topolosko prosirenje klasi~ne 
ekviformne teorije poliedara ра se tako u tim radovima razmatraju neke va~nije 
klase tih poliedara, tako napose klase kvaziregularnih i klase vitoperih genera­
liziranih arhimedovih poliedara, а radi se па izu~avanju јо! nekih drugih klasa 
takvih poliedara. No ci1j svih ovih razmatranja је rjesavanje .Osnovnog ртоЫета 
arhimedovih poliedaralt, koji se тo~e ovako formulirati. Кој su dovoljni uvjeti za 
ciklus С i za тОО р da bi рат {С;р} OOrectivao Ьатет jedan Arhimedov poliedarlt . Do 
sada su nactena dva nu~na uvjeta egzistencije Arhimedovog poliedra {С;р}, по јо! 
nije dokazana slutnja da ta dva nu~na uvjeta zajedno ~ine i dovoljni uvjet njegove 
egzistencije. 

2. U ovuskupinu pripadaju radovi [4]i [5]. U radu[4]dano је jedno dinami~ko 
tuma~enje neobi~nog oblika krivulje tlaka kOO ртоlаи kumulonimbusa. 

U radu [5] se daje kinemati~ko objaSnjenje pojave frontogeneze. 

3. U ovu skupinu pripadaju radovi [8], [9], [15], [23], [25], [35], [36] i 
[37]. Najzna~jniji u ovoj skupini је svakako rad [35]. Dobiveni lijepi rezultati 
zaslu~uju da se sadr~aj ovog rada таl0 detaljnije razmotri. U radu se promatra п­
dimenzionalni prostor РП sa pripadnom grupom transformacija ап . Neka је dalje 
Qm m-dimenzionalna mnogostrukost, to~aka, krivulja, ploha itd. smjestena u рп . 
Dakako da Qm тo~e Ъiti i ~ita v prostor рп • Ozna~imo sa Г m grupu transformacija 
оо Qm induciranu grupom ап . 

Svaki kona~an skup {е Ј, .•• ,e r } elemenata (.to~akalt) skupa Qm zove se figura. 
Uvode se dvije vrste figura, tzv .• D-figurelt i .S-figurelt. D-figura Ф[i,ј], 0:$ i :$ 
ј :$ Ь dobije se iz osnovne figure G = {иЈ, и2, . .. ,и6}, Ь 2: 4 tako da se iz G isklju~i 
рат {Ui, иј}, tj. 

Ф[i,ј] = G \ {gi,gj}. 

S-figura ф[i,ј], i < ј dobije se polazeci од osnovne figure G tako da se njezine to~ke 
rastave u dva podskupa 

kojega se elementi smatraju fiksnim i podskup 
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koji se sastoji iz varijabilnih elemenata. Dakle је, 

ф[i,ј] = F U {9i,9j}. 

Dalje se uvodi ројат Ptolomejske fUnkcije kao realne funkcije aij = Ј( ј, ј) definirane 
na skupu N) х N), gdje је N) = {1,2, ... ,Ь}, Ь ~ 4, takve da и sve i,j,k,l Е N) 
vrijedi tzv. Ptolomejska relaci~ 

i koja u svojem podr\Юјu definicije ne jJ~ya identi~ki. 

Svaki element оо Qm OOrel1en је sa m nehomogenih koordinata, ра је D-figura 
Ф[i, ј] odrel1ena nizom 

svojih koordinata. Dakako da u оуот nizu пета koordinata kojiтa је jedan od 
gornjih indeksa i i1i ј. Ako је osnovna figura fiksirana onda је taj niz posve odrel1en. 
Neka је 

rea1na funkcija. za aij se kau da је Ptolomejska funkcija ako su zadovoljeni ovi 
uvjeti 

а) aij је invarijanta grupe transforтacija Г т, 

Ь) aij је relativna invarijanta permutacije gornjih indeksa 1,2, ... ,ј - 1, 
i + 1, ... ,ј - 1, ј + 1, ... ,Ь, 

с) aij је Ptolemejska relacija. 

Analogno se (за nekim mOOifikacijaтa) definira Ptolomejska funkcija S-figure 
ф[i, ј]. Dokazuje se ako је aijPtolemejska funkcija neke D-figure, onda је ona 
takol1e Ptolemejska funkcija figure koja se dobije kada se оna shvati kao S-figura i 
obratno. :ГО onda omogu~uje da se naprosto govori о Ptolemejskoj fUnkciji figure. 
Kososimetri~ne тatrice ranga 2 zovu se Ptolomejske тatrice. 

Уеи izmel1u Ptolemejskih matrice i funkcija dana је оујт teoremom: 

Realna funkcija aij = f(i,j) definirana па skupu N) х N), gdje је N) = 
{1, 2, ... ,Ь}, Ь ~ 4 је Ptolemejska funkcija onda i samo onda ako је matrica (aij) 
kososimetri<!na i ima rang 2. 

Razvija se teorija takvih matrica i bitno koristi u daljnjem toku rada. 

Relativni volumen simpleksa euklidskog i1i ekviafinog prostora dimenzije п ~ 1 
је Ptolemejska funkcija figure koja se sastoji iz njegovih vrhova. 

Iz оуо! teorema i njegovih ekvivalenata и D-figure i S-figure sada se kao 
specijalni slu<!ajevi dobivaju mnogi ye~ prije poznati teoremi elementarne geometrije. 

za п = 1 dobiva se da za l:etiri tocke А, Б, С, D orijentiranog pravca vrijedi 

АБ ·СD+АС·БD+АD ·БС=О, 
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а to је dobro poznati Eulerov teorem. 

za п = 2 dobiva se оуај teorem Mongea: 

Мо za pet tocaka ТЈ, Т2, ... ,Ts ravnine oznacimo sa ћј orijentiranu povr~inu 
trokuta 711jTs, i,j Е {1, 2, 3, 4}, onda vrijedi 

za п = 3 dobiva se poznati М(5ЫUSOУ teorem: 

Мо za ~eSt toeaka А, В, С, D, Е i Р, trodimenzionalnog prostora, oznacimo sa 
ABCD orijentirani volumen tetraedra razapetog toekama А, В, С i D, onda vrijedi 

АВЕР· CDEF + АСЕР . DBEF +ADEF· ВСЕР = о. 

za п ::: 4 dobiva se pro~irenje i роорсепје jednog teorema Laptjeve. 

Svakl teorem u kojemu se govori о postojanju neke Ptolemejske funkcije zovemo 
Ptolemejskim teoremom. 

Prvi u povijesti poznati Ptolemejski' teorem је sigurno Ptolemejev teorem 
о tetivnom cetverokutu. Мо naime za osnovnu figuru uzmemo cetiri toeke 
Ml, М2, МЗ, М4 kru~nice u izvjesnom ciklickom poretku i promotrimo D-figuru 
ф[ v, ј], onda је relati упа udaljepost ајј (щ ~ о za i ~ ј) toeaka Мј , Мј Ptolemejska 
funkcija. Оуај pristup onda omogucuje еГа se tеоёеm Ptolemeja generalizira па 
tetivni n-terokut, ~to је i ucinjeno u radu [15]. 

Iz svega ~to је re~eno slijedi da је tu izgrac1ena jedna opcenita Ptolemejska 
teorija u kojoj su mnogi, prividno posve neovisni teoremi, podrec1eni jednom vrl0 
opcenitom stanovi~tu. 

Na taj se rad nadovezuju rad [2] u kojem se dokazuje jedan teorem о specijalnim 
Ptolemejskim matricama ротоеи kojeg se dobivaju novi Ptolemejski teoremi. U radu 
[37] razmatraju se Ptolemejski teoremi u prostoru Мinkowskoga. 

U radovima [23] i [25] govori se о stavku о ~etiri tjemena U svojoj klasi~noj 
formulaciji to је stavak globalne diferencijabilne geometrije. U поујје vrijeme је 
pokazano da је bit tog teorema mnogo dublja jer је to teorem topolo~kog karaktera. 
U ovim radovima dana је diferencijalno-geometrijska primitivizacija tog teorema 
па konveksne poligone i tako је ukazano па njegovu sШtiпu. 

4. Radovi оуе skupine jesu [1], [17], [18], [27], [28], [29], [30], [31] i [33]. 
U radu [IJsu dane neke primjene polarnog koordinatnog sistema hiperboli~ke 

ravnine па probIeme diferencijalne geometrije u toj ravnini. Diskutirana је i 
prednost tog sistema pred mnogim drugim koordinatnim sistemima. 

U radu [18] promatraju se evolute, krivulja u hiperbolickoj ravnini i pokazano 
је da se па standarni па~јп evoluta тo~e definirati samo za опе krivulje kojima 
је zakrivljenost уеса od 1. Мо је ta zakrivljenost тапја onda u standarnom 
smislu evoluta пе postoji. No tada је moguce uspostaviti jedno drugo pridru~enje 
dviju krivulja koje vodi do ројтоуа bazoide i ekvidistantoide i u оуот se radu 
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detaljno istra~uje to рrШirеnје. Те krivulje koje su ovdje prvi put definirane kasnije 
se istra~uju 'i u radu G. М. М. KallenЪerg, Aequidistantoids artd Вasoids in plane 
hyperbolic Geometry, Nieuf МсЫеС voor Wiskunde (3) 10 (1962), 165-169. 

u radu [30] S. Bilinski uvodi nove prav~aste koordinate u hiperboli~koj ravnini. 
Najbolje da sc poslu~imo citatom W. Szmielew iz Мath. Rev. 37 (1969), No 3, 
str. 63; .In term оС Bilinski's coordinates the fundamental analytic formulas of 
hyperЪolic geometry assume а simple elegant form which is uniform with respect 
to Ъoth coordinates. Тhe connections Ъetween Bilinski's coordinates and Hesse's or 
Hi1Ъert's coordinates one established precisely". 

U radu [31] daje se jedan novi modеl hi perЪoli~ke geometrije u torusnoj ra vnini. 
Тај је model izgra4en na slijedeei na~in. Poznato је da је euklidsku ravninu 
mogu6e па vi~e razli~itih na~ina nadopuniti nepravim elementima. Ako se оna 
upotpuni nepravim elementima tako da se dobije suvislost torusa, onda nastaje 
torusna ravnina. U toj torusnoj ravnini definira se Н -geometrija za koju se pokazuje 
da је izomorfna geometriji hiperЪoli~ke ravnine. Osnovni elementi ove Н -geometrije 
jesu orijentirani H-pravci, koji su pred~ni onim t~kama torusne ravnine, koje 
le~e izvan jednog istaknutog fundamentalnog pravca. Pri tome је Н -t~ka takva 
jednakostrana hiperЪola, kojoj је fundamentalni pravac imaginarna os. Definiraju 
se i ostali osnovni pojmovi Н -geometrije u torusnoj ravnini i uvodi metrika u tako 
definiranu ge6metriju. Izvode se neki teoremi i neke osnovne konstrukcije u Н­
geometriji. 

Na ovaj rad nadovezuje sc rad Б. А Рооенфельд, О С8Я3u .моделu Бuлuн.ского 
nлоскосmu Лобачевского на mоровой nлоскосmu с двoЙн.ьucы чucла.мu, Glasnik 
matemati~ki 5 (1970), 307-308. U tom se radu pokazuje interesna veza modela 
Bilinskog i interpretacije trodimenzionalnog hiperЪoli~kog prostora па pro~irenoj 
ravnini dvojne varijable а +Ье, е2 = +1. 

Na rad Bilinskog nadovezuje sc i istra~ivanje tog modela u radu W. Wunderlich, 
tJьe, das Вilinskische Modell der hyperbolischen ЕЬеnе, Glasnik matemati~ki 7 (1972). 

U ovom radu је izmec1'u тodеlа Bi1inskog i konformnog modela Poincar~ 
uspostavljena veza posredstvom ciklografskog preslikavanja. Time su doЪivena i 
karakteristi~na svojstva cikala, horicikala i hipercikala u ravnini Bilinskog. 

Spomenimo jo~ i ~lanak О. Giering, Eine Variante des Bilinski Modells der 
еЬеnеn hyperbolischen Geometrie, Journal of Geometry, 31 (1988). 79-88, u kojem 
је konstruirana jedna varijanta modela Bi1inskog pomoeu kongruencije Ъisekanata 
prostorne krivulje 3. re'da. Та sc varijanta pokazala pl0d0tvornom za rje~avanja 
izvjesnih problema hiperЪoli~ke geometrije. 

Мodеl Bilinskog nшо је odjeka i u suvremenim monografijama о neeuklidskim 
geometrijama. Tako ga па primjer nalazimo citiranog i u monografiji. Neumann­
Sa1l6-Tor6, А semmibb'l ею иј vildgot teremtettem, FACLA, Temesvar 1974. 

Rad [33] sadr~i strogo aksiomatsko zasnivanje' teorije mjerenja povr~ina u 
hiperЪoli~koj ravnini kakvo do tada jo~ nije Ъil0 poznato. 

s. R!l-dovi ove skupine jesu [101 [12], [13], [14], [14a], [19], [26], [32]. Iz ove 
skupiD.e radova па najvi~e odjeka nаШi su radovi [141 [14a] i [26]. 
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Osnovna ideja u ovim radovima sastoji se u tome da se krivulji u trodimenzio­
nalnom prostoru osim fleksije tc i torzije т pridru~e dva niza skalarnih invarija­
nata "1, ТЈ, i = 1,2, ... rekurzivnim formulama 

ТЈ = Т, tci+1 = Jtc1 +ТГ, 

Invarijante Ki, Ti zovu se redom На fleksija, i-ta torzija krivulje. Nadalje se 
svakoj t<Юki krivulje osim Frenetovog trobrida D == {t: п, Ь} рridrшuје niz trobrida 
Di == {t:, Пi';;д rekurzivnim formulama 

Pri tome derivacione formule glase 

dakle опе su sasvim iste kao i Frenetove formule. 

Odavde onda slijedi da се svaki teorem teorije krivulja koji se тои dokazati 
samo pomocu Frenetovih formula vrijediti a.ko u njemu elemente D, к, т zamijenimo 
elementima Di, Ki, Ti. 

Tako na primjer ako је С zatvorena prostorna krivulja, onda za nju vrijedi 
]acoЪijey teorem koji ka~e da njezina sferna slika glavnih normala п dijeli sferu па 
kojoj опа le!i па dva dijela iste povr~ine. Iz svega r~enog odmah slijedi da to niје 
istina samo za sfernu sliku glavnih normala, уес i za sferne slike svih vektora ni, 
i = 1,2, .... Dakle postoji ~itav niz vektora za koje је to istina. 

U radu [26] S. BiIinski dalje razra<tuje tu ideju i generalizira ројат Вertrandovih 
krivulja, ра B2-krivuljama zove one,krivulje koje u korespondentilim to~kama imaju 
iste druge normale "2 i detaljno istra~uje svojstva tih krivulja. 

Upravo ovi radovi su dali poticaj i ideje mnogim drugim geometri~arima koji ih 
plOOotvorno koriste, dalje razvijaju i prenose па druge prostore. Spomenimo samo 
neke оо tih radova: ]. Hoschek, Ејnе Erweiterung аег natflrlichen Geometrie аег 
Strah!f/tichen, Osterr. Akad. Wiss. МаЉ. Naturw. Ю. S. В. 11, 176 (1967), 73-92. 

Еуо ~to К. Strubecker, referent u Мath.Rev. о оуот radu Hoscheka me<tu 
ostalim pi~e: .8. Bilinski ... hat durch eine rekursive Definition einer Folge уоп 
begleitenden Dreibeinen eine sehr bemerkenswerte Erweiterung der Тheorie der 
Raumkurven aufgestellt ... " 

1 
Na kraju rada: Ј. Hoschek, Ејnе Verallgemeinerung аег Bb'schungsjllichen, 

Math. Ann. 179 (1969), 275-284, Hoschek kak .Abschliessend k~\Пп bemerkt 
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werden, dass sich durch die hier aufgezeigten Ergebnisse wieder erwiesen hat, 
дам die уоп Вilinsю angegebene Erweiterung der Kurventheorie sehr sinnvol1 und 
weitreichend ist. Allgemein gesehen, lамеп sichgemКss (5&) zweifach unendlich 
viele Erweiterungssysteme (А) ableiten. Das уоп Вi1inski angegebene kinematisch 
begrUndete System scheint aber das bei weitem ergiebigste zu sein". Daljni radovi 
Hoscheka na tu temu jesu: 1. Hoschek, Ејnе Verallgemeineruпg der Cesdro Kurven, 
Osterr. Лkад. Wiss. Мath. Naturw. ю. S. В. 11, 177 (1969), 481-490, 1. Hoschek, 
Ејnе Verallgeтeineruпg der Вertrand und Mannheim Kurven, Osterr. Лkад. Wiss., 
Math. Naturw. ю. S. В. 11, 177 (1969), 79-93; 1. Hoschek, Шnе Erweiteruпg der 
Streifentheorie und Verallgemeineruпg von Cesdroвtreifen, ЛfсЬ. Мath. 20 (1969), 
88-93; СЬ. LUbbert, Verallgemeinerte Вegleittetraeder 1IOn Regelfliichen und Kurven 
јт elliptischen Raum, Osterr. Лkад. Wiss., Мath. NatUl'w. ю. S. В. 11, 185 (1976), 
153-166. . . 

u ovim se radovima 1. Hoscheka ideja S. Bilinskog Mtno koristi i dovodi до 
роорбепја prirodne geometrije prav~stih рlоЬа i do роор~пја zavojnih рlоЬа, 
Вertrandovih, Mannheimovih i Cesarovih krivulja i рl0Ьа. U radu СЬ. LUbberta 
ta se ideja prenosi па prav~ste рl0Ье e1ipti~kog prostora. 

Ova ideja S. Bilinskog koristi sc i u radovima sovjetskog geometri~ara У. о. 
Корра. Tako оп u radu В. г. Копn, об одНОАС обобщенuu лuнuй откоса, Уч. 
3an гос. Пед. Ин-та 10 (1955), 137-154, uvodi i ројат .ссјКЮkа Bi1inskogo". on 
је takod'er te ideje prenio i па prav~ste рl0Ье. 

Na оуа tri raдa S. Вilinskog nadovezuju se i mnogi radovi njegovih ~enika. 

6. U оуој је skupini za sada samo rad [34Ј. U оуот se radu па osnovi ројта 
Ptolemejske matrice izgra4uje anaHtiC5ki тodel једпе teorije za koju se pokazuje да 
је izomorfna projektivnoj 1inijskoj geometriji. . 

7. Ovoj skupini pripadaju radovi [38]-{45]. U оуiш se radovima promatraju 
. izvjesni tipovi funkcionalnih jeдnaд~Ы i u nekima од njih primijenjuju па ge­

ometrijske probleme i generaliziraju neki vеб од prije poznatih teorema. 

No S. Bilinski nikada niје zaboravljao i па nastavnike srednjih !kola i autor је 
vi!e C51anaka iz podr~ja metodike elementarne geometrije, koji su Ыli publicirani 
u .Nastavnom vjesniku", .Nastavi matematike i fizike" i .MatematiC5koj C5itanci", 
Nakladni иуod Нrvatske, Zagreb, 1947, koja је iza!la u redakciji М. Sevdiба. 

Na kraju ka~imo да је profesor Bilinski Ыо omiljen me4u svojim u~nicima i 
suradnicima jer је uvijek Ыо smiren i imao vremena za njih i njihove probleme. 
Uvijek је Ыо spreman да pomogne savjetom i podstakne svoje suradnike koji su 
se ЬауШ problematikom iz njegovog djelokruga raдa. Stoga smo zahvalni da је 
оуаоу oovjek i znanstveni radnik toliki niz godina дјеlоуао me4u nama, а i sada 
iako u mirovini djeluje preko svojih znanstvene aktivnosti u kojoj јо! uvijek пе 
posustaje. Smatramo да је njegov jubilej prilika да mu se ovim osvrtom па njegovo 
дјеl0 иЬуаliто.2:еНто profesoru Bilinskom јо! mnogo zdravlja kako Ы mogao 
realizirati sve svoje ideje kojih ima јо! puni ko!. 
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POPIS RADOVA S. BILINSKOG: 
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2. О Еи/егоујm poliedarskim ге/асјјаmа, Nastavni Vjesnik Sl, (1943). 

3. Homogene mге!е гауnјnе, .Rad" Jugosl. Akad. 271, (1948), 7-119. . . 
3а. Homogene Netze der ЕЬеnе, Bull. Inter. Acad. Jugoslave, 2, (1949), 63-111-. 

4. Prilog dinamici lrumu/onimbusa, Glasnik mat. :fiz. i astr., 3, (1948), 29-51. 
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б, (1952), 59-75. 

8. О jednom (еогеmи G. Mongea, Glasnik mat. :fiz. i astr., 5, (1950), 49-55. 

9. Generalizacija jednog Mongeovog (еогеmа, Glasnik mat. :fiz. i astr., S, (1950), 
175-177. 
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16. О osnovama aksiomatike, Nastava matematike i :fizike 5, (1956), 83-87. 

17. Einige Anwendungen der Polarkoordinaten јn der hyperbolischen Geometrie, 
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18. аЬег ејnе gewisse Kurvenzuordnung in der hyperbolischen ЕЬеnе, Commentarii 
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29. Einige Betrachtungen iJber Koordinatensysteme und Modelle der Lobatschew­
skischen Geometrie, GlasniJc matemati~ki, 1 (21), (1966), 177-198. 

30. Einige Betrachtungen iJber Geradenkoordinaten in der hyperbolischen ЕЬеnе, 
Glasnik matematicki, 2 (22), (1967), 179-190. 

31. Vber ein Modell der zweidimensionalen hyperbolischen Geometrie in der Torus­
еЬеnе, Glasnik matemati~ki, 2 (22), (1967), 191-200. 

32. Vber einen kurventheoretischen Satz vorl N. Abramescu, Glasnik matemati~ki, 3, 
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33. Zur BegrUndung der elementaren Inhaltslehre in der hyperbolisch ЕЬеnе, 
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34. Ein analytisches Model der projektiven Liniengeometrie, Monatshefte fUr 
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ematical Structures - Computational Mathemtics - Mathematical Modelling, 
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38. Ein Satz уоn Brahmagupta und seine Veral1gemeinerungen, .Rad" ЈЛZЦ 370, 
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.Rad" JAZu, 403, (1983),69-75. 
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Wiss, Math. - naturw. Кl., АЫ II, 194 (1985), 1-18. 
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Boris РАУКОУIС 

STANKO BILINSKI 

оп the occasion of the 80th Ъirthday of Stanko Bi1inski the wealth of his work 
and the depth of the ideas involved in Ыз раретв. 

Тhe рарет [21] about TboтЪic isohedrons is опе of the most important papers 
of Stanko Bi1inski.,In the рарет [35] (and аlЗ0 in [3], [15], [23], [25], [37]) а general 
Ptolemaic theory is developed. Јп this theory тапу apparently independent Љеотешs 
ате subordinated to а уету general principle. Јп [18] evolutes of the curves in the 
ЬуретЬоНс рlапе ате considered, јп [30] пеw recti1inear coordinates ате introduced, 
and in [31Ј а пеw model of the ЬуретЬоНс geometry is given. А great есЬо had the 
раретв [14Ј, [14аЈ and [26]. Тhe main idea in these раретв consists in associating, 
Ьу теаns of certain reccurent relations, two sequences of scalar invariants and 
orthogonal coordinate systems to а сщуе in the thl cc-uilнеnsiопаl space. Тhe 
connection between the two sequences ressembles the Frenet formu1as. 





]()(Ј(ЈН Д КЕЧКИЋ 

о НЕКИМ ЗАБОРАВЉЕНИМ РЕ3УЈПАТИМА 
из МАГИСТАРСКЕ дИСЕРТAII.ИЈЕ Ј. В. СОХОЦКОГ 

1. YВOJI, У овом чланку изнеhемо неке чињенице у вези са магистарским 

радом Ј. В. Сохоцког1 • Тај рад је објављен под насловом: 

Теор;я uнтегральныХ'Ь 8ычетовъ съ н'&которы.м.и nРUIlО3lCeН;я.м.u. 
Разсуждснiс Ю. Сохоцкаго написанное на степенъ магистра матема­

тики. С.-Пстербургъ 1868, УIII+135 стр.2 

У веома поузданој кљизи [1, стр. 256] пише: Магистарска дисертација 

Сохоцког била је први научни рад на руском језику из теорије функција ком­

плексне променљиве.З Вeh сама ова чиљеница даје известан значај дисертацији 
Сохоцког, па је заиста чудно да руски математичари (који су иначе прилично 
склони да важне резултате везују за руске ауторе) нису обратили више пажње 

на овај рад Сохоцког. Тек је 1950. године Маркушевич [3] дао кратак приказ 
магистарске и докторске дисертације Сохоцког, а на почетку свог рада је навео: 
Јулијан Васиљевич Сохоцки поделио је судбину многих руских научника чија 

су откриhа ушла у науку, али неоправдано повезана са туђим именима. 

Током рада на кљизи [4], односно [5], професор Д. С. Митриновиh се упознао 
са цитираном реченицом из кљиге [1], као и са чланком [3], и одмах је предузео 
све мере да дође до магистарске дисертације Сохоцког. То није било нимало 

лако, али се упорност коначно исплатила, па су, после силних перипетија, 

у Београд стигле (скоро истовремено) две копије те дисертације - једна од 

Гос. библиотеке СССР имена В. И Ленина у Москви, а друга од Механичко­
-математичког факултета Московског универзитета. Доста детаљан приказ ове 
магистарске дисертације биhе објављен у другом издаљу кљиге [4] које треба 
да буде штампано ове године, а у овом чланку сконцентрисаhемо се само на 

два интересантна питаља из тезе. 

Јl>лиaн Василъевич Сохоцкий (1842-1927) 

2у 1'0 доба. важио је стари правопис, са словима ;, '&, ..• којих у данашњем руском 
правопису нема. 

3Сохоцки није први руски математичар који се бавио теоријом функција комплексне 
променљиве. Још Коши [2Ј помиње радове Остроградског и Бунја.ковског. Међутим, љихови 
радови нису писани на руском језику, вeh на француском. 
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2. Кратки биографски по.wщи.4 Ј. В. Сохоцки рођен је у Варшави 
5. фебруара 1842. Гимназију је завршио у Варшави, а 1866. дипломирао је 
на Универзитету у Петрограду. Две године касније, 12. јуна 1868. СоХОII,Ки 
је одбранио већ поменуту магистарску дисертацију. Од 28. септембра 1868. 
Сохоцки је приват-доцент на Универзитету у Петрограду, где је држао курсеве из 

теорије функција имагинарне променљиве и верижних разломака са применама 

на интеграљење. Докторску дисертацију5 СоХОII,Ки је одбранио 25. новембра 1873. 
Ванредни професор Универзитета у Петрограду постао је 29. децембра 1873, а 
редовни 1. јануара 1882. Поред своје магистарске и докторске дисертације које се 
односе на комплексне функције, СоХОII,Ки је објавио више радова из елиnтичких 

функција, али је био најпознатији по својим радовима из више алгебре и теорије 

бројева. Умро је 14. децембра 1927. у Лењинграду (преименованом Петрограду). 

3. Теорема о понашаљу аналитичке ФУНlЩИје у околини е<:еlЩИјалног 
сингуларитета. Теорема о понашаљу аналитичке функције у околини изоло­
ваног есенцијалног сингуларитета добро је позната и присутна је у скоро свим 

уџбеницима комплексне аналиэеб. Она се, у данашње време, најчешhе исказу је 
у једном од следеhиx облика. 

Варијанта 1. Нека је а есенцијални сингуларитет функције 1. Ако су gJ 

б било који позитивни бројевиЈ и ако је А било какав ко~плексан број (или 
А = оо) постоји тачка z у кругу Iz - а' < б у којој је I/(z) - А' < g (или 
I/(z)1 > g). 

Варијанта 2. Нека је а есенцијадни сингуларитет функције 1. Тада 
за сваки комплексан број А (коначан или бесконачан) постоји низ (zn) који 
конвергира ка аЈ такав да је liП1n_оо I(zn) = А. 

У математичкој литератури ова теорема је позната као Вајерштрасова 
теорема (тако пише, рецимо у [7], [8] где је заступљена Варијанта 1, или у [9] где је 
наведена Варијанта 2), при чему се наводи да је доказана 1876. у раду [10], што је 
тачно. Међутим, ова теорема се налази и у магистарском раду CoXOII,Кoг из 1868, 
а поред тога и у књиэи италијанског математичара Каэоратија7 (11], такође из 
1868. Према томе, СОХОII,Ки и Каэорати су (очигледно независно један од другог) 
објавили ову теорему осам година пре Вајерштраса8 , и теорема би требало да се 

·Ови подаци су узети из чланка [3]. 

5Теза је објављена под насловом (на савременом руском): (}(Ј onpeдel!i!Н.н.ыx ин.тегралох 
и фУll.lщиях, уnoтpel5Jlяе.мых при разложен.иях в ряды. С.-Петербург 1873, 1l+IV+129 стр. 

'Ова теорема се није налазила у првих пет издаља нашег стандардног уџбеника (6~ 
Пропуст је отклоњен у шестом издаљу (стр. 368-369), где су наведене обе варијанте теореме, а 
дати су и корисни историјски подаци. 

7р. Casorati (1835-1890). 

'У чланку (12) наведено је миmљeње да има основа да, се претпостави да је Вajepmтpac 
доказао ову теорему пре 1868. Сматрамо да приликом утврђиваља приоритета (бар Кад се 
ради о резултатима из 19. и 20. века) треба узимати у обзир искључиво годину објављиваља 
резултата (можда годину када је чланак стигао у редакцију часописа). да ли је аутор резултат 
доказао раније, па га онда држао у фиоци (јер, рецимо, није био сигуран у свој резултат) не 
може бити од значаја у оваквим питаљима. 
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зове теорема Казорати-Сохоцког. До објављивања Маркушевичевог чланка [3] и 
у руској, односно совјетској, литератури ова теорема се називала Вајерштрасова 

теорема - то је чинио и Маркушевич, у књиэи [9] - али од тада, дакле у другој 
половини овог века, она се назива тeopeMfl Сохоцког (рецимо у кљизи [1 3Љ с тим 
што се понекад каже да је теорема позната и под именом Каэорати-Вајерштрас 

(нпр. у [14]), а понекад се назива теорема Сохоцrи-Вајерштрас (нпр. у [15]f. 
У западној литератури теорема и даље носи име Вајерштраса. 

Наводимо формулацију Сохоцког из љегове магистарске дисертације. 

Ако дата функција J(z) у некој тачки Zo постаје оо бесконачног реда, 

тада у тој тачки функција J(z) обавезно мора узети све MozyhHe вредности. 

Извесна објашњења су овде неопходна. На првом месту, тврђење: »Ако 

функција J(z) у тачки Zo постаје оо, онда она у тој тачки узима све Moгyhнe 
вредности" звучи нам данас контрадикторно. Међутим, реч је само о неподесној 

терминологији. Наиме, кад Сохоцки разматра функцију f у околини изолованог 
сингуларитета, он уводи следеhе појмове. Ако се функција f може приказати 
у облику 

п +оо 

f(z) = LA_k(Z - zогk + LAk(Z - zo)k, 
k=l k=O 

тада за функцију f Сохоцки f<аже да у тачки zo постаје оо реда п, а ако је 

+00 

f(z) = L Ak(Z - ZO)k, 
k=-oo 

онда каже да функција Ј у тачки Zo постај~ оо бесконачног реда. Другим речима, 
термин »функција f у тачки zo постаје оо" не значи да је limz _ zo J(z) = оо, веЬ 
имамо два случаја: 

(i) ако »функција постаје оо реда п", то значи да је zo пол реда п функ­
ције Ј; 

(Н) ако ..функција постаје оо бескона~ног реда" то значи да је Zo есенцијални 
сингуларитет функције Ј. 

Дакле, није реч о контрадикцији, веЬ заиста само о неподесној терми­

нологији. 

Други термин који треба објаснити јесте »функција f(z) у тачки Zo мора 
узети све могуЬне вредности". То наравно не значи да f(zo) може бити било 
који број, веЬ да limz _ zo J(z) може бити било који број. То се види како 

из Сохоцкијевог доказа теореме (који би, уз мале интервенције, био и данас 

'Изгледа да у руској преводилачкој литератури није тахо. Рецимо у хњизи (16], а то 
је превод са немачког у редакцији угледног стручњака М. А Јевграфова, на стр. 105 пише 
.... теорема Вајерштраса", и нигде се, у фусноти или некој напомени, не помиње Сохоцки. Руси 
иначе често у преводима иностраних хњига на тахав начин исправљају .... неправде" нанете 
њиховим математичарима (па чах знају у томе и да претерају!) 
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прихватљив) тако и из примера да "функција sin ~ь у тачки z = Ь узима све 
z-

могуЬне вредности". 

Интересантно је да сам Сохоцки не даје неки нарочит значај овој теореми. У 

предговору своје магистарске дисертације он истиче разне друге своје резултате, 

али овај не помиЊе. Но и поред тога, теорема о понашаљу аналиТИ'lке функције 
у околини есенцијалног сингуларитета треба да носи име 1(азорати-Сохоцки, 

а не Вajepmтpac10• 

4. Особине збира ос:татака. Основна тема магистарске тезе Сохоцког 

јесу остаци и љихове примене. СоХОЦКИ је прво навео стандардну (Кошијеву) 
дефиницију остатка у тачки, а затим је, у петнаест теорема, формулисао на веома 

орШ'иналан начин основне особине остатака. С обзиром да особине остатака 
нису, колико нам је познато, на такав начин навођене у литератури, навешhемо 
свих петнаест теорема из магистарске дисертације Сохоцког, али у модернијем 

облшу. Претпостављамо да су / и 9 аналитичке фунщије са коначно много 
сингуларитета. 

Теорема 1. Важи једнакост 

п п п 

2:oI~~(J(z)+g(z») = 2:z~~~f(z)+ 2:z~~g(z). 
1:=1 1:=1 1:=1 

Теорема 2. Ако а Е С, тада је 

п п 

L OI~~ (af(z») = а L z~~ !(z). 
1:=1 1:=1 

Теорема 3. Ако је z = zo сингуларитет фУН1щије две променљиве (z, w) 1-+ 

/(z,w), при чему zo не зависи оо wJ тада ва:ЈЮе једнакости 

d dJ(z w) 
- Resf(z,w) = Res ' ; 
dw 01=010 01=010 dw 

Ј (!~ /(z, w») dw = !~ Ј /(z, w) dw. 

Теорема 4. Ако функција две nро.менљиве (z, w) 1-+ /(z, w) у тачкама z = а 
и w = Ь u.мa uзоловане сингуларитетеЈ тада је 

10у чланку [12) пише да је Казоратијева књига [11) 06јављена неколико месеци пре 
Сохоцкијеве магистарске дисертације. 
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Теорема 5. Ако је z = а uзoловани сингулариmeт функчије I~ тада је 

Res/'(z) = о . 
.1=0 

Теорема 6. Ако је z = а сингулариmeт функчије I~ тада је 

Res/(z)g'(z) = - Res/'(z)g(z) . 
.1=0 "=О 

Теорема 7. Ако тачка z = а није сингуларитет функчuje I~ тада је 

I(а) = Res I(z) . 
.1=0 Z - а 

Теорема 8. Ако тачка z = а није сингуларитет фунщије I~ тада је 

I(n)(а) = п! Res I(z) . 
"=О (z - а)n+1 

Теорема 9. Ако је z = а пол реда п Функчије I~ тада је 

1 ( (/1-1 ) 
~::I(z) = (п _ 1)! dzn-1 (z - а)n I(z) .1=0' 

Теорема 10. Ако је z = а пол или есенчијални сингуларитет функчије I~ 
тада главни део Лорановог развоја у околини тацке z = а гласи: 

Res I(t) . 
'=о z - t 

Теорема 11. Ако је z = а нула или пол Функчије 1 реда n~ тада је 

Res dlog/(z) = ±n; 
.1=0 dz 

уколико је 9 Функчија која је у тачки z = а коначна~ тада је 

dlog/(z) 
~:: dz g(z) = ±ng(a). 

УзW«l се знак + кад је z = а нула~ а знак - кад је z = а пол функчије 1. 
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Теорема 12. Ако функција f има коначно .много сингуларитета ZI, ... , 

ZnJ тада је 

Теорема 13. Ако функција f има У тачки z = а сингуларитетЈ и ако је 
функција 9 аналитичка У околини тачке w = ЬЈ при че.му је g(b) = аЈ тада је 

1 
Res f(z) = - Res f(g(w»g'(w), 
z=a m ш=ь 

где је m ред нуле z = а функције w t-+ g( w) - g( а). 

Теорема 14. Ако за аналитичку функцију f важи limz_ oo zf(z) = ОЈ тада 
је 

Res f(z) = О. 
z=oo 

Теорема 15. Ако функција f и.ма коначно .много cuнгуларитета ZI, . .. , 

znJ тада је 
n' 

f(z) = L Res f(w) + Res f(l/w) . 
W=Zk z - W ш=о w(l - zw) 

k=1 

Прокоментарисаhемо укратко ове теореме. Теореме 1 и 2 значе да је 

ResJ односно L.: ResJ линеаран оператор (Ьоље речено, линеарна функционела). 

Теореме 3 и 4 односе се на комутативност оператора ~ и Res, Ј и Res, односно 
Res и Res. Теореме 7,8,9 и 14 су стандардне теореме за израчунавање остатака, 
z=a ш=ь 
док су Теореме 11 и 12 такође стандардне теореме у вези са тзв. принципом аргу-
мента. Теореме 1 О и 15 потичу од Кошија који их је често користио. Посебно су 
интересантне Теореме 6 и 13, јер одговарају парцијалној интеграцији, односно 
смени, код одређеног интеграла. С обзиром да се остатак дефинише ПОМОhу 

интеграла, природно је очекивати да овакве теореме постоје, али њих нема по 

стандардним уџбеницима 11. Те су теореме иначе веома корисне. Илустрације 
ради, извешhемо, уз помоh Теореме 6, рекурентну формулу12 за Лежандрове 
полиноме. Овај доказ је такође узет из магистарске дИсертације Сохоцког. 

Лежандров полином Рn степена п дефинише се као коефицијент уз tn у 

развоју функције 

IIЈедна варијакга (може се рећи специјалан случај) Теореме 13 доказана је у чланку [17], 
скоро 100 roдина после Сохоцког. 

11тзв. Бонеову формулу 
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у Тејлоров ред у околини тачке t = О. Према томе, ако је 

онда је 

па је 

+00 

(1- 2xt +t2)-1/2 = 2:l\(x)tk , 

1:=0 

1 2:+00 Р ( )tk-n-I 
--:~;::==:===:;;: = k Х , 
tn+1v'1 - 2xt +t2 

1:=0 

1 
Рn(х) = Res. 

с=О tn+1v'1- 2xt +t2 

Ако сада применимо Теорему 6 и приметимо да је 

d V t-x - 1 - 2xt + t2 = , 
dt v'1-2xt+t2 

добијамо 

п Res _1_1 Јl- 2xt +t2 = - Res Јl- 2xt +t2
d

d (гn) 
с=О t n+ с=О t ' 

= Res ~!!.. V,.....I---2-xt-+-t~2 
с=О t n dt ' 

тј. 

п Res _1_У1 _ 2xt + t2 = Res _1_ t(t - х) 
с=О t n+1 с=О t n+1 -v'Гоl=_=2===xt~+=t::;r2' 

одакле излази 

R 
1 n(l-t2 -2xt)-t2 +tx О 

es- -
с=О tn+1 уl - 2xt +t2 -, 

или 

1 
п Res - (2n - l)х Res ::--;::====7:'=;=~ 

с=О t n +1Yl - 2xt +t2 с=О tnv'1 - 2xt +t2 

1 
+(n -1)~;J tn - 1yl- 2xt +t2 = О, 

тј. 

nРn(:С) - (2n - 1):cPn_I(X) +(n - I)Рn-2(:С) = О (п = 1,2, ... ) 

и то је Бонеова рекурентна формула за ЛежаНдРове полиноме. 
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Сохоцки је у својој магистарској дисертацији извео и друге особине 

Лежандрових полинома (Родригезову формулу, Лагранжеву диференцијалну 

једначину и др.) уз помоh рачуна остатака. Он је био први који је применио 
остатке на ту класу специјалних функција, али му ни за то није одато признаље 
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у литератури. Наиме, Лоран13 је у раду [18] такође применио рачун остатака 
на Лежандрове полиноме и тај поступак је приписан њему (видети, нпр. [19]) 
иако је Лоранов чланак објављен седам година после магистарске дисертације 
Сохоцког14 • 

s. Формуле СоХОЦICог-Племел.а. Предмет овог чланка били су резултати 
Сохоцког из љегове магистарске дисертације који су годинама приписивани 

другим ауторима. Напоменимо да је такође један важан резултат из докторске 

дисертације Сохоцког имао сличну судбину. Реч је о формулама које су 

годинама у литератури називане Племељеве формуле, иако их је Племељ доказао 
1908. године - дакле 35 година после Сохоцког - додуше у нешто општијем 
облику. После објављиваља Маркушевичевог чланка [3] у коме каже да су 

те формуле "неправедно приписане Племељу", у совјетској литератури се оне 

називају формуле Сохоцког-Племеља.1S 
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lоуаn D. K~ki6 

ON SOME FORGOnEN RESUL тs FROM ТНЕ МASTER'S 
THESIS ОР Ј. У. SOHOCKII 

Master's thesis of Ј. У. Sohockii was the first research paper оп сотрlех analysis 
published in Russian. It contains many important results which were later ascribed 
to other mathematicians. First of аН, there is the famous theorem оп the behaviuor 
of an analytic function in а neighbourhood of an esscntial singularity. Тhis theorem 
was published Ьу Sohockii (in his mastcr's thesis) and Ьу Casorati in 1868, whereas 
Weierstrass published it eight years later - in 1876. 
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Furthermore, Sohockii was the first to apply calculus оС residues to Legendre 
polynomials. Тhe credit Cor this procedure is usually given to Н. Laurent. 

Finally the so-called Рlетеlј Cormulas are also due to Sohockii who published 
them in his doctor's thesis in 1873, that is to say ЗS years before Plemelj. 



Zvonimir SIKlt 

PRIRODNI LOGARITМI 

8to su prirodni logaritmi? Suvremeni odgovor nalazimo u definicijama logari­
tamske junkcije ln z. Tipi~ne su dvije alterativne definicije. 

De1inicija 1. Funkcija Inz inverzna jefunkcija eksponencijalne funkcije е'1:. 
Eksponencijalna funkcija е'1: neprekinuto је realno upotpunjenje funkcije em/n = 
(у'ё)т, koja је definirana za т Е Z i п Е N, tj. za svaki racionalni eksponent. 

пе4: • •• 2 1 1'1: dt 
.u.ШСIЈа . NZ = -. 

I t 

za onoga koji prihvati definiciju 1. definicija 2. се biti vaun teorem; obratno, 
definicija 1. oot се vazan teorem onome koji krene od definicije 2. Svaki odabir ima 
svojih prednosti i svojih nedostataka. Definicijom 1. jasno је istaknuta veza ekspo­
nencijalne realne funkcije s elementarnim (~kolskim) eksponenciranjem racionalnim 
eksponentom. S druge strane, definicija 2. moZe biti i definicijom kompleksne 
funkcije Inz, dok definicija 1. to nije i ne IilOze biti. (Neprekinutih kompleksnih 
pro!irenja funkcije е'1: ima mnogo; jedinstveno је semo analiti~ko pro~irenje, шр. 
[8].) 

Medutim, prirodni logaritmi nisu otkriveni niti tako !to је otkrivena definicija 
1, niti tako !to је otkrivena definicija 2. Otkricem logaritama drzimo BUrgijevo i 

. Napierovo otkrice .Iogaritamskog kanona", tj. postupak za izracunavanje logaritma. 
Pri tome logaritmi ne pretpostavljaju ројат realne logaritamske junkcije, cije su oni 
vrijednosti, jer za opci ројат realne funkcije matematika BUrgijevog i Napierovog 
vremena ne zna. Naprotiv, u tom је vremenu otkrice logaritama tek vazan korak 
za buduce formiranje opceg ројта realne funkcije. Jasno је da su definicije 1. i 2. 
otkrica tog budueeg vremena. 

Povijesno, dakle, otkricu logaritamske funkcije prethodi otkriee logaritamskog 
kanona, koje danas zovemo otkricem"logaritama. Ono se iznjedrilo iz poknSaja da 
se precizno numericki istrazi korespondencija koja veze dva niza brojeva, jedan !to 
raste (ili opada) ро aritmetickom zakonu, а + nq, s druge !to raste ро geometrijskom 
zakonu А х Qn, kada п prima cjelobrojne vrijednosti. Takve su korespondencije 
уес od 14. stoljeca upotrebljavane u poknSajima da se matematicki modeliraju 
prirodni fenomeni. Posebno је vazna njihova upotreba u poknSajima nalazenja 
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zakona gibanja. Aristotelijansk:i sko1asti~ki zakon gibanja tvrdio је da је brzina 
(V) proporcionalna omjeru pokreta~kesile (М) i otpora (R), V,... M/R. Thomas 
Bradwardine predlo:lio је izmjenu ovog zakona, za koju se ~inilo da se Ъоlје uklapa 
u fizi~ke ~injenice: .Omjeri brzina u gibanju slijede omjere omjera pokreta~ke 
sile i otpora." Dakle, za korespondentne vrijednosti, koje odgovaraju cjelobrojnim 
п, vrijedi, ako po~tna brzina Vl korespondira po~tkom omjeru Мl/ R, onda п 
puta veta brzina п V1 korespondira sa (М 1/ Rl)n. Вez obzira па pitanje fizikalne 
korektnosti Bradwardineovog zakona, za nas је va:lno da taj tip korespondencije уес 
u to doba postaje predmetom matemati~kih razmatranja. Zakon u modernoj jormi 
mo:lemo iskazati kao proporcionalnost V ,... log(M / R), аН, naravno, takve mogucnosti 
u doЪа njegove formulacije пета (шр. (W] u kojem se jasno iznosi da se takva 
formulacija ne mo:le naci nigdje prije 17. stoljeea, iako mnogi suvremeni tekstovi, koji 
se Ьауе ovim povijesnim problemom nekriti~ki taj zakon citiraju u modernoj formi). 
Ovakve su korespondencije tipi~ne za srednjovjekovna istra:livanja. Numeri~ke 
karakteristike dvaju razтatranih fenomena tabeliraju se, ра se s vjerom u temeljni 
princip jednostavnosti prirode, pretpostavlja da се se уеи razmatranih fenomena 
jasno ~itovati pri usporedbi numeri~kih vrijednosti me4usobno korespondentnih 
primjeraka razmatranih fenomena. 

Уеи aritmeti~ke progresije а +nq, s geometrijskom progresijom А х Qn postaje, 
zbog jednog specifi~nog razloga, posebno zanimljiva u 16. sto1jecu. Naime, zbroju 
primjeraka prve progresije odgovara umno!ak primjeraka druge, !to omogutuje da 
se pre1azom iz jedne u drugu s1o:leno mno:lenje zamijeni jednostavnim zbrajanjem. 
Veliki razvoj astronomije 16. sto1jeea su~ava istra:liva~e s gloтaznim ra~unima !to 
ih nu:lno usmjerava па ostvaranje te mogucnosti. Na primjer, uzmemo Н а = О, 
А = q = 1 i Q = 2 dolazimo do tablice cjelobrojnih potencija s bazom 2. 

ona jasno pokazuje kako se mno:lenje mo:le svesti na zbrajanje. Dva broja 
x-retka mo:lemo pomno!iti tako da zbrojimo odgovarajuce brojeve y-retka. Ovi 
.odgovarajuci brojevi", koji se zbrajaju kada se njima odgovarajuci brojevi mno:le, 
zovu se logaritmima. Naime, ako је хl ·х) = хз onda је Уl +У2 = уз. Ipak, prakti~na 
vrijednost ovakve tablice је zanemariva' zbog velikih razlika me4u raspolo:livim х­
eviтa. Pitanje је: kako dobiti finiju razdiobu х-еуа? Ovo su si pitanje 1590-tih 
istovremeno i nezavisno postavili BUrgi i Napier. 

Napierov odgovor pokazuje znakove dub1jeg i ma!tovitijeg rаzmiЩапја о 
prob1emu, uz ротос geometrijskog modela, u koji unosi e1ement gibanja, i tako posti:le 
kontinuiranu razdiobu korespondentnih х-еуа i у-а (neka vrsta kinemati~kog suro­
gata za ројат realne funkcije). No njegove su konstrukcije prili~no dvosmislene ра 
povijesni~ari i danas nude razli~ite rekonstrukcije njegove teorije. BUrgijev odgovor 
neusporedivo је jednostavniji jer оп ni ne poku!ava doei do finiје razdiobe х-еуа 
finijom razdiobom у-а; !to bismo danas rekli razumijevanjem х-а kao kontinuirane 
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(rea1ne) funkcije kontinuiranog (rea1nog) argumenta У (npr. kao Napier uz ротос 
gore sропiепutоg surogata). BUrgi nije matemati~r Napierovog formata, оп тo~e 
naci samo jedilostavno ra~unsko rjeSenje, koje ne tra~i otk1one оо jednostavnog 
potenciranja cje1obrojnim pozitivnim eksponentom. Tako ga i na1azi. 

Dakle, neka varijaыa У prima cje1obrojne pozitivne vrijednosti. Kako сето 
potenciranjem z = 61/ doei до fine razdiobe ж-еуа? .Najfiniju" razdiobu дoЪijaтo 
kada za bazu uzmemo 6 = 1. Тада зе z-evi stapaju. ООlе, fina razdioЪa зе дoЪiya 
za 6 ~ 1. BUrgi је odabrao bazu 6 = 1.0001. za. У = 0,1,2,3, ... OOgovarajuce ж-еуе 
дoЪiyaтo potenciranjem z = 1.00011/. Mectutim, BUrgi nece potencirati 1.0001131 
tako da broj 1.0001 pomno~i 131 puta зат sa sobom. Тko ъi па taka.v na~in ikada 
zgotovio taыcuu logaritama? on tra~i jednostavni algoritam: logaritamski kanon. 
Sigurno nam рада па pamet ideja да pri ra~unanju vrijednosti 1.0001131 iskoristimo 
prethodno izra~unatu vrijednost 1.0001130. Dakle, 1.0001131 = (1.0001 13О). 1.0001. 
То је уес mudrije. АН Burgi је jo~ mudriji. on naprosto ne ~eH mnо!Ш. Naravno, 
iskoristiti се prethOOno izra~unati ж, аН ne u ra~unanju slijedeeeg ж-а nego u 
ra~unanju prirasta до slijedeCeg ж-а. Dakle, ako је 

z = 1.00011/, 

onda оп tra~i ~ taka v да је 

Dak1e, 

~ = (ж + .6ж) - z = 1.00011/+1 - 1.00011/ = 1.00011/(1.0001 - 1) = 1~00' 

Kako se dakle ra~una taыcaa logaritama? Ovako! 

У z .6z 
О 1 0.0001 
1 1.0001 0.00010001 
2 1.00020001 0.000 1 0(' ra'Mt) ~ --3 1.00030003000 1 itd. 

Sve u svemu: pomakni zarez za ~tiri mjesta uIijevo ра pribroji dobivenu 
vrijednoвt pooetnoj vrijednosti, u tako doЪivenoj vrijednosti opet pomakni zarez 
~tiri mjesta ulijevo ра opet pribroji tako doЪivenu vrijednost itd. Naravno, .6z i z 
се u stvamom ra~unu Ъiti zaokru~eni па neki broj decimala. lednostavan algo­
ritam. То је BUrgijev kanon. 

Uooimo да је upravo Burgijeva nemogucnost da se odmakne од diskret­
nih progresija (aritmeti~ke У = 0,1,2,... i odgovarajuce geometrijske z = 
1, 1.0001, 1.00020001, ... ), prema kontinuiranoj realnoj funkciji z koja ovisi о kon­
tinuiranom realnom argumentu У, mogla Ъiti prirodni izvor njegove kljucne ideje да 
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se umjesto ra~unanja vrijednosti z-ova usredsredi па ra~unanje vrijednosti prirasta 
Ах. Diskretne progresije Ъa~ nastaju diskretnim prirastima, ~jja jednostavnost 
omogulava да se na4e jednostavni logaritamski kanon. Dapa~e, sada i korak ka 
kontinuiranoj logaritamskoj funkciji postaje lakJi. 

Naime, nakon ~to је stvorena gornja taыca logaritama slijedi lagani korak 
ka fi.nijoj razdioЪi у-а. Усl0 је jednostavan. Svi y-i se proporcionalno umanje. 

BUrgijev faktor је 1~4' Tako nastaje nova taыca:: 

у z 
0.0000 1.0000 
0.0001 1.0001 
0.0002 1.00020001 
0.0003 1.000300030001 

Da li је i оуа taыca,. taыcaa logaritama? Da li i u njoj mno~enje z-eva odgovara 
zbrajanje у-а? Naravno да odgovara. Ozna~imo у-е stare taыce sa У, а novi neka 

i даlје budu ozna~eni sa у. Тада је у = 1~' Лkо је' zl . z2 = zз onda је, vidjeli 

- - - l' d . . У1 Јћ iiз. 1 D kl . smo, У1 +У2 = Уз, а 1 оп а Је 1 104 + 104 = 104' tJ. у + +У2 = Уз· а е 1 nova 
taыcaa је logaritamska taЫica. Prednost nove taыce је ta да таНт promjenama 
z-a odgovaraju таlе promjene у-а, i obrnuto, ра vezu z-a i у-а тоито lakJe 
shvatiti kao kontinuiranu funkciju. BUrgi, tako daleko nije oti!ao. Uostalom gla­
vna korist za ra~unanje, а to је svo4enje mno~enja па zbrajanje, nije ni!ta vi!e 
sadr~ana u novoj tablici по !to је u staroj. 

Ipak, pogledajmo u svjetlu dana!njega razumijevanja tablice, kao izvatka iz 
kontinuuma funkcijskih vrijednosti, о kakvom potenciranju i kakvim prirastima se 
radi u novoj tablici. za staru tablicu (tj. za stare logaritme) vrijedi 

z = l.oo0lg, 

д · . - О 1 2 З . л - 1 08' d . л z. Ау lif g ЈеЈеу= , , , , ... tJ·IJ>.Y=-=· lmtogaznamo аЈе IJ>.Z = 104 tJ. Az =---;-. 

Buduli је u novQj tablici у = 1~4 onda za nove logaritme vrijedi 

1nnnn'. Ау· 1 
z = 1.0001 V~ i Ах =;. 

Uo($imo li да је 
1.0001 10ОООу = (1.0oo011~)Y , 

vidimo да nova logaritamska tablica ima bazu 

104 

Ь = 1.000110000 = (1 + 1~ ) RI е. 
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Dakle, поуа tablica је tablica funkcija у = logb Z za Ь ~ е tj. у = lпх. Nova tablica 
даје pribli~ne vrijednosti funkcije у = lп z i u tom smislu је Btirgi otkrio prirodne 

logaritme. Da је u staroj tablici odabrao bazu jo~ ЬЫи broju 1, npr. Ь = 1 + .!.., 
п 

gdje је п = 10100, i да је potom pre~ao па поуи tabIicu dijeljenjem у-а sa п = 10100 
доЫо Ы jo~ finiju razdiobu х-еуа, Ща Ы tablica, kao tabIica funkcije 

10100 

У = logb Z gdje је Ь = (1 + 10~00 ) , 

jo~ Ьоlје aproksimirala funkciju у = lп х. 
No vratimo se povijesti. Btirgi је па~ао nakon za izracunavanje tablice једпе 

diskretne progresije, racunski уеота korisne, пе misleci о toj tabiIici kao diskretnom 
izvatku iz kontinuuma vrrijednosti па~е {еа1пе kontinuirane logaritamske funkcije. 
Napier је ndao u Ъiti isti kanon, odabrav~i umjesto Btirgijeve baze Ь = 1.0001, 
bazu Ь = 0.9999999, povezujuci је s gometrijsko kinematickim modelom, koji jest 
.konkretni" model па~е apstraktne {еаlпе funkcije lп х. Utoliko је оп bli~i otkricu 
funkcije lпх. Naravno, razumijevanje {еаlпе funkcije u дапа!пјет apstraktnom 
smislu pretpostavlja razumijevanje realnog kontinuuma а опо је rezultat dugog 
razvoja sve до sredine 19. stoljeca. Jedini analogon tom ndem apstraktnom 
ројти, koji mozemo naci u 17. stoljecu, jest kontinuirana krivulja koja utjelovljuje 
kontinuirane veze uz пји vezanih kontinuiranih velicina: apcisa, ordinata, povr~ina, 
tangenti, suptangenti itd. Ро toj bismo analogiji otkricem logaritamske funkcije 
trebali locirati kao otkrice hiperbolnih logaritama tj. kao otkrice cinjenice да su 
povr~ine ispod hiperbole logaritmi odgoval1ajucih ordinata hiperbole (и tom smislu 
да se povr!ine hiperbole zbrajaju kad se пјепе ordinate mnoze). Prelaz od Btirgijevih 
logaritama па tako shvacenu logaritamsku funkciju danas је оЫспа stvar, iako је 
пеоЫспо да se taj prelaz (koliko је autoru poznato) nigdje u udzbenicima пе koristi 
kao izvanredan metodicki pristup logaritamskoj funkciji. 

81. 1 
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Vratimo зе dakle BUrgijevim algoritmima i interpretirajmo ih geometrijski. 
Sjetimo se да је 

!::t.y 1. 1 А_ 
А_ = - tJ. !::t.y = -Q;I;, 
Q;I; :r: :r: 

odakle s1ijedi да зе prirast !::t.y (koji је uvijek jednak 1/104) тo~e geometrijski 
1 

prikazati kao pravokutnik s visinom v = i takvom osnovicom l1z koja даје 
:r: 

povr~inu pravokutnika ~11z = 1~4 
Naravno, зат у је suma prirasta !::t.y 

koja se geometrijski тo~e prikazati kao suma pravokutnika, koji se prote~u оо 1 

до ж, kojima se visina prote~e оо osi :r: до grafa funkcije v = .!. i kojima је ро­
:r: 

Х. 1 
vr~ша 104. 

81.2 

1 
Мо је (stara) Ьаи bli~a jedinici од Вtirgijeve, npr. ako је Ь = 1 + 10100 опда 

dobivamo pravokutnike manjih povr~ina (u па~ет primjeru pravokutnike povr~ine 
1/10100), Щi је zbroj јо! bbli povr!ini ispod hiperbole. Dakle, gledano geometrijski, 
grani~ni prijelaz па prirodne 10garitme је prijelaz па povr!inu ispod hiperbole. 

Napierov kinemati~ki model 10garitama jest neka vrsta onovremenog surogata 
za ројат realne logaritamske funkcije, koji ipak nije tako jednostavan kao hiperbolni 
logaritam. Koiiko је Napier svojim mOOelom. 000 blizu hiperbolnom logaritmu 
pokazao је Whiteside u [W]. Ipak vezu logaritama (koji se zbrajaju kada se njima 
odgovarajuce vrijedno~i mпо~е) s hiperbolnim povr!inama tek је pola stoljeca kasnije 
otkrio gotovo nepoznati belgijski isusovac А. де Sarasa, citajuci opus geometricum 
svojeg prijatelja Gregoryja St. Vincenta. U stvari, u Gregoryjevom djelu mo~emo 



Рrirodni logaritmi 101 

1 
V= -

3: 

11 = Р(3:) 

3: 

Sl.3 

na6i sve osim samog iskaza da hiperbolne povr~ine imaju svojstvo logaritama. on је 
dokazao da za tai5ke А, в, С i D koje le:le па pravokutnoj hiperboli s asimptotama 
01 i ОЈ vrijedi: 

Ako је АА' : вв' = (л : р)т i СС' : DD' = (л : р)п, onda је Pov(AA' в' в) : 
Pov(CC' D' D) = т : п. 

Ј 

о А' В' С' D' 1 

Sl.4 

А. de Sarasa prvi је istaknuo da to znai5i da su hiperbolne povdine logaritmi 
odgovaraju6ih vrijednosti па asimptoti. No iako је Gregory jev ориs geometricum Ъio 
poznat i i5itan (naji5e~6e zbog njegovog .dokaza" о nemogu6nosti kvadrature kruga) 
hiperbolni se modellogaritama mec1l1 matematii5arima ~irio veoma sporo. Vjerojatno 
stoga !to se osnovni problem nala~enja logaritamskog kanona tim modelom svodi па 
jednako tdki problem nala~enja hiperbolnih povr!ina. Ipak, Ъа! је taj problem, koji 
је postavljen 1650-tih а оо tada se sve preciznije poi5eo i rjdavati, Ъio proЫem koji 
је doveo do elementamih razvoja logaritama u beskonai5ne redove. 

Mectu prvitn poku!ajima da se hiperbolne povr!ine sistematski izra~'lnaju 

najva~niji је Brounckerov iz sredine 1650-tih. John WaI1is, koji је imao OOrec:1enih 
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шрјеЬа u racunanju kvadrature kruga, upotreыavajucii jednad~bu у = v'R2 - х2, 
роkшао је iste tehnike primijeniti i па kvadraturu ЫресЬоlе preko jednad~be 
у = v' R2 + х2 • Ne postigav!i neki шрјеЬ predlo~io је рсоЫет Brounckeru, koji ga је 
rije!io spretnim disekcijama. Razmatrajuci hiperbolnu povr!inu ABCD Brouncker 
је sijece kao па slici. 

у 

о А III 11 III 1 III 11 III Вх 

81. S 

Najprije је iza hiperbolne povr!ine АВС D izdvojen pravokutnik АВС Е. 
Zatim slijedi 1 bisekcija intervala АВ i izdvajanje odgovarajueeg pravokutnika 1 
(1. korak). Тоте slijede dvije. bisekcije 11 i izdvajanje dva odgovarajuCa pravokut­
nika II (2. korak). Zatim slijede cetiri bisekcije ПI i izdvajanje cetiri odgova­
сајиса pravokutnika III (3. korak). 1 tako dalje. Sve u svemu: 

Pov(ABCD) = РоУ(АВСЕ) + 1 + II + ПI + .... 

Uzmemo li jednakostranicnu ЫресЬоlи у = !, te ОА = 1 i ОВ = 2 nalazimo: 
х 

1 1[2 2] 1[(4 4) (4 4)] Pov(ABCD) = 1 . - + - - - - + - - - - + - - - + 
2234478 56 

+! [(~ - ~) + (~ - ~) + (~_ ~) + (~_ ~)] +оо. 
8 15 16 13 14 11 12 9 10 

= ! + [! - !] + [! - ! + ! - !] + 
2345678 

+ [~- /0 + 1\ - 112 + /3 - 114 + 115'- 116] +оо. 
11111 1 1 1 

=-+-+-+-+--+--+--+--+оо. 1·2 3·4 5·6 7·8 9·10 11·12 13·14 15·16 . 



Рпгоdni logaritmi 103 

~to је poznati "Mercatorov" razvoj od lп2. Naravno, metoda је sasvim opcenita i 
Brouncker је uistinu na~ao razvoj za mjeru svake povr~ine koju bismo danas ozna~ili 
saln(l+z). 

Do analognih је razvoja Brouncker do~ao polazeci i od trapeza ABCD, kojem 
је oduzimao niz u hiperbolu upisanih trokuta, kao па slici. 

у 

о А 11 11 в 

81.6 

Tako је do~ao do sljedeceg zanimljivog razvoja od ln2: 

U isto vrijeme, do sli~ne је metode d~ao i Pietro Mengoli. Njegova metoda, kao 
i prva Brounckerova, daje .Mercatorov" razvoj od lп 2, по опа је zanimljiva iz jednog 
drugog razloga. Mengoli poku~ava razviti jednu ~istu analiticku teoriju logaritama, 
naravno inspiriranu geometrijskim modelom, ali logicki neovisnu о tom modelu. 
Оп krece od dva komplementarna ројта па koje ga navode njegova izra~unavanja 
hiperbolnih povr~ina. То su hiperlogaritam 

r(:)r = L (~) 
rn~А~rm-l л 

i hipologaritam 

1(:)r С) = L Х· 
rn+l~A~rm 

~ito је 

Нт (у(т) -l!..(~) ) = О, 
п-оо п r ј. П r / 
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i МеngоН dejinira logaritam од ~ kao vrijednost koja је za svaki r smje§tena izmec1u 

r(:)r iL(:)r' п 
1 Brounckerovi i Mengolijevi razvoji glomazni su i nespretni, ра је i даlје ostao 

otvoren problem nala~enja metode kojom Ы se preko hiperbolnih povr§ina brzo i 
lako ra~unale aproksimacije logaritama. Тај је problem, naravno, rije§en skorMnjim 
razvojem infinitezimalnog ra~una i njegovih tehnika integriranja, uz ротое kojih 
su otkriveni mnogi relativno jednostavni i brzo konvergentni razvoji za logaritme. 
Takav је razvoj matematike, pomakom interesa s pojedina~nih geometrijskih metoda 
па opeenitije analiti~ke теtodе, dodatno јасао interes za iznalaunjem potpuno 
analiti~ke definicije logaritama, posebno takve koja Ы prirodno i lako vodila до уес 
poznatih razvoja za logaritme. U tom је smislu Наllеујеуа definicija logaritma iz 
1695, koju bismo danas zapisali ovako 

ln(1 ± х) = ± Нт (1 ± ~~l/n - 1 
п-оо п 

(а koju је оп дао verbalno, zbog odsustva mnogih ројтоуа iz gornjeg zapisa u to 
доЬа) veliki napredak u odnosu па Mengolijevu. 

Mo~eтo zaklju~iti да su krajem 17. st. logaritmi prestali biti tek sredstvo 
za ra~unanje, koje su otkri1i BUrgi i Napier, nego su preko hiperbolnih povrsina 
inkorporirani u geometrijski ројат logaritamske funkcije, §to је ucinio Sarasa ili 
donekle уес Napier (?). Када se u Eulerovom 18. st. geometrijski temelj racuna росео 
nаршtаti u korist cistog analitickog racuna, takozvanom algebraizacijom analize, i 
kada se ројат funkcije odvojio од .geometrijske krivulje i vezao uz analiticke izraze, 
kao prototip tom razvoju poslu~ila је ЬМ logaritamska funkcija koja је taj razvoj 
уес prosla (шр. Mengolijevu i Наllеујеуи definiciju). 

Uoeimo па kraju. да i danasnji student matematike u svojim susretima s 
logaritmima prolazi sve te faze. U srednjoj se §ko1i susrece s BUrgijevom tablicom . 
logaritama, koji mno~enje svode па zbrajanje. U prvom kursu racuna susrece se 
s geometrijskim тодеlот logaritama, kao hiperbolnih povr§ina, u obliku formule 

lnx = јЖ ~, ЬидиЫ да па tom nivou integral funkcije i~tuitivno razumije 

kao povrsinu ispod grafa podintegralne funkcije. U kursu analize oslobac1a se 
geometrijskih intuicija racuna, ра izmec1u ostalog savladava Riemannovu cisto 

analiticku definiciju integrala, sto ga dovodi до toga да formulu ln х = [Ж dt cita 
ЈI t 

kao cisto analiticku definiciju prirodnog logaritma. Nara vno, tu se otvara mogucnost 
za nala~enje mnogih ekvivalentnih definicija poput Наllеујеуе i МеngоНјеуе, па 
primjer. Upozoravamo pritom да је prelaz од geometrijskog тодеlа u prvom kursu 
racuna па analiticki u kursu analize (eesto su to faze istog kursa) орсе mjesto 
matematicke visokoskolske nasta уе, dok se prelaz од srednjo§kolske ta blice logaritama 
Щ\. geometrijski тоде1 prvog kursa racuna u matematickoj nastavi ignorira iako је, 
vic1eli smo, vrl0 jednostavan i povijesno opravdan. Zelje1i bismo да se оуај clanak 
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shvati i kao prijedlog za uvo4enje tog prelaza u na~u nastavu, tim vi~e ~to је to Нјер 
primjer premo~~ivanja ponora koji dijeli srednjo~kolsku nastavu od visoko~kolske. 
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Zvonimir Siki6 

NATURAL LOGARIТHМS 

BUrgi and Napier discovered natural logarithms, but they did not discover the 
real continuous logarithmic function. At that time the very notion оС real function 
di.d not exist. 

BUrgi found the logarithmic canon, i.e. the algorithm for computation оС 
logarithmically corresponding values оС arithmetic and geometric progressions. Не 
did not conceive these values оС а continuous function, and that even helped Ыт to 
find а very simple algorithm. Napier considered the logarithms as values оС а concrete 
geometric continuous correspondence, but we had to wait for Sarasa to conceive 
the logarithmic correspondence as the correspondence between ordinates and areas 
оС the hyperbola. Не discovered these hyperbolic logarithms in Gregory's Opus 
geometricum. Analytical definition оС logarithms, which is logically independent 
оС geometry, arose from infinite expansions оС logarithms in works оС Brouncker, 
Mercator, Mengoli, Наllеу and others. Аll this was happening at the end оС 16th 
century and during 17th century. In 18th century Euler and others dispense.d with 
geometric bases оС calculus and tried to create а pure analytic саlсиlш. ТЬеу tried 
to divorce the analytic notion оС function from the geometric notion оС curve, and 
they were аЫе to do that Ьесаше they already had an ехатрlе оС the notion which 
started as а discrete numerical correspondence, turned to а geometric correspondence 
and finally Ьесате an analytically defined notion: the naturallogarithm. 

We remark, at the end, that еасЬ student оС саlсиlш repeats this whole history. 
In high school Ье works with logarithms оп BUrgi's lеуеl. In his first calculus course 
Ье works with the geometric model оС hyperbolic logarithms. In the analysis course 
Ье works with the analytic (geometry-:-independent) definition оС logarithms. Тhe 
gap between high schoollogarithms and first саlсиlш course logarithms is шиаllу 
тисЬ wider than the one between саlсиlш and analysis logarithms. 

Тhis history can teach us how to narrow this gap. 
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COLORED SYММETRY 

О. Ornamenta1 art - the prehistory of colored symmetry 

~ an intuitive concept, antisymmetry is present from the very beginning of 
ornamental art, appearing with Neolithic ttblack"-ttwhite" ceramics (Figure 1) [73, 
74,259,260,261]. In ornamental art the color change mentioned introduces а зрасе 
component, а suggestion of relations "in front"-"behind", ttup"_"down", "аЬоуе"­
"below", or even а time component ("day"-ttnight"). From the artistic point of view, 
it introduces the contrast between repeating congruent figures and specific visual 
equivalence of the "figure" and "bacground". In а symbolical зеnsе it expresses the 
dynamic confiict, balance of opposites and duality. 

Figure 1. Antisymmetry groups оС ornaments јп Neolithic art: (а) р2/рl. Hacilar. ::::s 5200 В.С .• 
(Ь) р2/рl. RahmanL ::::s 4000 В.С.; (с) РШI/РI. Hacilar. (d) p4m/p41. Најјј Mohammed. ::::s 5000 В.С. 

From Neolithic art originate examples of the most of antisymmetry friezes and 
ornaments, to Ье probably completely exhausted Ьу the ancient and some lather 
civilizations and cultures (e.g. Moorish). realizing the 17 antisymmetry friezes and 
46 antisymmetry ornaments. 

Every antisymmetry ornament can Ье considered as а regular desymmetrization 
of some symmetrical (generating) ornamental motif with the symmetry group а, 
resu1ting in its subgroup Н of index 2. 

Regarded from the point of view of the general N -colored symmetry, anti­
symmetry is its simples case (N = 2). Вeginning from polychromatic ceramics. 
during· the history of colored symmetry (N ~ 3), only а few possibilities are 
empirically investigated Ьу artists and artisans, mostly that with а restricted number 
of colors (N = 3,4) [58] (Figure 2). In such а colored symmetry group (or colored 

107 



108 S. V. Jablan 

desymmetrization) we сап simply visually disttnguish the generating symmetry group 
С, its color-preserving subgroup Н} of index N and the symmetry subgroup Н -
the final result of this colored desymmetrization. Jf Н} is а normal subgroup of С, 
then Н = Н}. 

Figure 2. А three-colored Moorish ornament (Toledo, Spain), with the colored symmetry group 
р6ш/сшm/р2. 

Вesides regular colorings with ап еуеп use of colors, in ornamental art also 
occur multicolored decorations with а proportional use of colors in а given ratio 
(e.g. 2: 1 : 1,4: 2 : 1 : 1) (Figure 3). Тhey are the result of the different values of 
colors used, or symbolic role they Ьауе in art. 

Figure 3. (а) А Cour-colored Moorish ornament (Alhambra, Granada) with the proportional use 
оС colors in ratio 3 : 1 : 1 : 1. ЈС the white tiles are considered on1y as а "background", it is example 
оС the three-colored symmetry group рЗ/рl; (Ь) а Cour-colored ti1ing (Alhambra, Granada) with 
the proportional use оС colors in ratio 4 : 2 : 1 : 1. 

1. Шstоrу of &ntisymmetry 

For denoting symmetry group categories, the ВоЬт symbols Cr . .. are used 
[15]. Every category of symmetry groups of the space Er is defined Ьу the sequence 
r ... of maximal invariant (sub)spaces inserted into опе another in succession. Тhe 
corresponding categories of simple (1 = 1) and multiple (1 ~ 2) antisymmetry groups 
are denoted Ьу а superscript 1. 
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As а scientific concept, the theory of antisymmetry is the achievement of the 
20th century mathematics (or, more precisely, of the mathematical crysta1lography). 
It is the result of а practical need for the visual interpretation of 3-D symmetry 
groups (of bands а321 or layers а32) in а 2-D plane [250, 262] (Figure 4). ТЬе 
idea of а more sophisticated dimensional transition (from Gзо l to а430; from Gз l to 
а43) arises naturally [65, 66] and resulted in one of the first and most remarkable 
pioneeric results of Н. НеезсЬ - in the approximated number of G4з (less then 
2000). Their correct number (1651 а43) is obtained for the first time, more than 30 
years later, Ьу А. М. Zamorzaev in 1953 [274]. Hence, so-ca1led Shubnikov groups 
Gз l are partly derived Ьу Н. Heesch in 1930 (lower singonies) [66], completely Ьу А. 
М. Zamorzaev in 1953 [274], and somewhat later Ьу N. V. Веlоу, N. N. Neronova, 
Т. S. Smirnova in 1955 [10], but never Ьу А. V. Shubnikov . 

.... ~ .. d р111/р111 Р11В ~ Pl92/p1g1 р12/а1 
..... ..... ~ 

""'1 '<:t р1 В1/Р111 р2,11 ~ Jlll92/p112 р2,22 

~ ~ 
<::::r 

v v' р112/р111 р1 

---• <:Ј?" 
188211811 р2,/.11 

~, ~ р112/р112 р112/е ~~ J8II2/p112 . р222 -i7 
4"> А>-. Р1111/р111 р121 

<:t>Ф- 118!/1811 р2/1111 

.--. ............ Р1111/Ј11111 ра2а 
~€> pвmt/p'.' р2/." 

<1~<!!4!I Р'.'/р"1 р211 
<$~ 

1812/P192 р2,22 

JOI!!!I~~ Р'.'/р1а' р2ее • Ф 18821.-2 PIМ 

~~~~ р1.'/р'.' р21119 

Figure 4. ТЬе seventeen junior antisymmetry groups о! triezes а21 1 and the corresponding 
symmetry groups о! bands Gш. ТЬе remaining ]4 symmetry groups о! bands correspond to 
the 7 generating and 7 senior antisymmetry groups о! triezes. 

ТЬе mathematical approach to antisymetry Ьауе made possible the exact 
treatment of 7000 years old ornamental heritage covering a1most complete history 
of civilization, its classification and ana1ysis [74, 259, 261], and the future non­
empirica1 use of antisymmetry in ornamental art and design [26, 139, 267] (Figure 
5,6). 

Let а symmetry group G and the permutation group Р = С2 generated Ьу the 
antiidentity transformation е) = (О 1) satisfying the relation e~ = Е and commuting 
with аН elements of the group С, Ье given. Jf В Е а, вI = еlВ = Ве) is the 
antisymmetry transformation derived from В. Every group аI derived from С, 
which contains at least one antisymmetry transformation is called the antisymmetry 
group, and the group G is ca1led its generating group. АН antisymmetry groups 
derived from а, consisting of а family, can Ье divided into the two types: senior 
groups of the form G х С2 and junior groups а) ~ а. Every junior antisymmetry 
group аI is uniquely defined Ьу its group/subgroup symbol Сј Н, where Н is the 
symmetry subgroup of с1 , Сј Н ~ С2 and [С : Н] = 2. 
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Figure s. "Black"-"white" patterns о! Н. 1. Woods with the antisymmetry groups р1/р1, р2/р1, 
р2/р2, pm/p1m, pm/pg, pm/pM, pmlcm, pg/pl, Pg/PII [26, 267]. 

Figure 6. Antisymmetry ornament о! М. с. Escher with the antisymmetry group р2/р2 [176). 

Тhe antiidentity transformation е Ј gives different possibilities for its inte<rpre­
tation. Тhe first and most natural is а color-change ttысk''-ttwhitе'',. introducing а 
space component mentioned before: visual representation of з-D symmetry groups 
in а 2-D plane. Its mathematical generalization, the estaыshedd relation between 
the antisymmetry groups G r •.. Ј and symmetry groups G(r+J)r ... of the (r + 1)­
dimensional space, introduced Ъу Н. Heesch for the derivation of 4-D symmetry 
groups was the origin of the theory of aptisymmetry. In that case е Ј is identified 
with а hyperplane refl.ection in invariant З-D hyperplane: 

1 О О О 

О 1 О О 

О О 1 О 
О О О -1 

In а general sense, the antiidentity transformation еЈ can Ъе interpreted as а change 
of any Ъivalent geometrical or non-geometrical (e.g. physical) property commuting 

I 

I 
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Figure 7. Curvi1inear tilings derived using antisymmetry [83]. 

with symmetries оС the generating symmetry group G (e.g. (+ -), (8 N), (yes по), 
(convex concave), ... ) [34,35,83] (Figure 7). 

Тhe natural extension оС the (simple) antisymmetry is the multiple antisymme­
try, introduced Ьу А. М. Zamorzaev in 1957 [304]. Besides а generating symmetry 
group G there is the permutation group Р = c~ generated Ьу 1 antiidentity 
transCormations еј (ј = 1,2, ... ,1) satisCying the relations е? = Е, commuting 
between themselves and with аН elements оС с. In а similar way, we Ьауе the senior 
(81:-), middle (81: мт_) and junior (Mm-type) multiple antisymmetry groups, where 
only the last ones, isomorphic to С, are non-trivial in the sense оС derivation. IС 
the groups С2 (the components оС Р) are considered as the зате group, we Ьауе 
compound groups introduced Ьу А. L. Мackay in 1957 [140]. For denoting both, 
the extended group/subgroup зутЬоlз can Ье used .. 

Multiple antisymmetry groups and compound groups well illustrate the different 
equality criterions Cor antisymmetry (or colored symmetry) groups. For ехашрlе, iC 
еl = (О 1) and е2 = ( ~), Cor the Criezes (Figure 8) we тау Ьауе three different equality 
criterions: (1) ttstrong" criterion in the sense оС multiple antisymmetry, this means 
С/(Нl,Н2)/Н '" С/(Н2,Нl)/Н (Нl '" Н2); (2) ttmiddleJJ criterion in the sense оС 
Mackay compound groups, this means С/(Нl,Н2)/Н =С/(Н2,Н1 )/Н; (3) ttweakJJ 

criterion С/Н. According to (1) аН Criezes (Figure 8) are mutuaHy different; in 
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line with (2) friezes (а), (Ъ) are еqшl, but different from (е); and according to (3) 
аН of them are equal. Тhis is more evident for а latger value of 1. For ехатрlе, 
aeeording to (1), (2) or (3), there are, respectively, 10080 G321 4, 444 G321 4, or the 
only one G32I 4 . 

Figure 8. (а) (1) pIDD12/(plml,p1l2)/pl11 f pmm2/(p1l2,plml)1plll, 
(2) pmm2/(p1l2,plml)/pl11 = pmm2/(p1l2,plml)/pl11, (3) рmш2/рl11; 

(Ь) (1) pmm2/(p112,plml)/pll1 f pmm2/(plml,p112)1pl11. 
(2) pmm2/(p1l2,plml)/pll1 = pmm2/(plml,p112)/pll1. (3) pmm2/plll; 

(с) (1) pmm2/(p1l2,pmll)/pl11 f pmm2/(pmll,pl12)/pl11. 
(2) pmm2/(p1l2,pml1)/p111 = рmш2/(ршll,р112)/рl11, (3) рmш2/рl11. 

If Р, denotes the number of аН I-multiple antisymmetry groups of а eertain 
category, and Nm (15 m 5 1) the number of junior multiple antisymmetry groups 
of the Mm-type, belonging to the same eategory, the foHowing ralationship holds 
[279]: 

, '-т 
Р, = L: L: {C(l, k,m)}Nm , 

т=О 1:=0 

where 

(2' - 1)(2'-1 - 1)· .... ci-l:-m+1 - 1) 
C(/, k, т) = lс lс 1 1· (2 - 1)(2 - - 1) ..... (2 - 1 )(2т - 1 )(~- - 1) ..... (2 - 1) 

During the 30 years, mostly Ъу the eontriЪution of Кishinev sehool, the theory of 
multiple antisymmetry has Ъесоте an integral part of mathematical crystaHog·raphy 
and acquired the status of а complete theory extended to аН categories of isometric 
symmetry groups of the space E r (r $ 3), di1ferent kinds of non-isometrie symmetry 
groups (of simi1arity symmetry, eonformal symmetry, ... ) and P-symmetry groups 
«р)-, (р')-, (p2)-symmetry groups) [287, 290, 293, 301] (see Chapter 3). Тhe most 
important results from that period are: the derivation of 1191 junior Gз 1 , 9511 Gз2, 
G2' and GЗ2'. However, some problems (e.g. the derivation of Gз' at 1 ~ 3), Ъесаше 
of а large number of the multiple antisymmetry groups exeeeding even possiЪilities 
of eomputers [1], remain unsolved. 

Тhis and many other problems are solved using antisymmetrie characteristie 
(АС) of а discrete symmetry group G introduced Ъу s. у. Jaыnn in 1984 [75]. Let 
а (generating) discrete symmetry group G Ъе given Ъу its presentation [25]. Тhe 
groups of simple and multiple аntiSУIЩDеtrу can Ъе derived from it Ъу applying the 
general method of Shubnikov-Zamorzaev, i.e. Ъу replacing the generators of the 
group G with antigenerators of one or several independent kinds of antisymmetry. 

De.finition 1. Let аН products of generators of а group G, within which every 
generator participates once at the most, Ъе formed and then subsets of transformations 
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equivalent with regard to symmetry, Ье separated. Тhe resulting system is caHed 
the antisymmetric characteristic of the group G (AC(G». 

А majority of АС permit the reduction, i.e. а transformation into the simplest 
from. Тhe method for obtaining АС апд reduced АС сап Ье illustrated Ьу ехатрlе of 
the symmetry group of ornaments рт. given Ьу the set of generators {а, Ь}( т), with 
the АС(рш) = {т, та}{Ь}{тЬ, таЬ}{а}{аЬ} and reduced АС(рш) = {т,та}{Ь}. 

ТheoTem 1. Тwo groups of simple or multiple antisymmetry а' апд а" of the 
Mm-type, for fixed т, with common generating group а, are equal iff they possess 
equal АС. 

Every AC(G) completely defines the series Nm(G), where Ьу Nm(G) is denoted 
the number of groups of the Mm-type derived from а, at fi.'.ed т (1 :5 т :5 1). For 
ехатрlе, Nl(pm) = 5, N2(pm) = 24, Nз(рm) = 84. 

ТheoTem 2. Symmetry groups possessing isomorphic АС generate the same 
number оС simple апд multiple antisymmetry groups оС the Mm-type for every 
fixed т (1 :5 т :5 1), which correspond to each other with regard to structure. 

Corol/ary. Тhe derivation of аН simple and multiple antisymmetry groups сап 
Ье completely reduced to the construction of аН non-isomorphic АС апд derivation 
оС simple апд multiple antisymmetry groups of the Mm-type from these АС. 

Using the AC-method and the notion of the AC-type, the 109139 GзЗ , 1640955 
Gз4, 28331520 Gзs and 419973120 Gэб multiple antisymmetry groups of the мт­
type, are derived апд given in а partial catalogue [80, 312]. 

Тhe AC-method can Ье also used for а derivation of (P,/)-symmetry groups 
from P-symmetry groups (see Chapter 2). Let аР Ье а junior group оС P-symmetry 
derived from G [290, 293]. Ву replacing in Definition 1 the term "transformations 
equivalent with regard to symmetry" with а more general notion "transformations 
equivalent with regard to P-sуmmеtгуЈЈ, the transition from G to аР induces the 
transition from Ас(а) to Ас(аР), making possible the derivation of groups of 
(P,/)-symmetry of the Mm-type using the AC-method. 

Тhe derivation оС (P,/)-symmetry groups of the Mm-type from P-symmetry 
groups Ьу ше оС the AC-method can Ье reduced to а :; .... ~~:. ;)~ successive transitions 

and induced transitions . 

Every induced АС consists of the зате number of generators. Since every transition 
GP,k-l _ аР," (1 :5 k :5 1), is а derivation of simple antisymmetry groups using 
AC(GP,k-l), for the d~rivation of аН multiple antisymmetry groups we пеед опlу the 
catalogue оС аН ПОП-isЬmогрhiс АС formed Ьу 1 generators апд simple antisymmetry 
groups derived from these АС [84, 87,313]. 
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Certain new antisymmetric characteristics with а larger number оС generators 
апд the corresponding numbers Nm сап Ъе obtained using а direct product оС 
antisymmetric characteristics [87, 313]. 

Dejinition 2. Let АС' апд АС" with disjoint sets оС generators Ъе given. Тhe 
new АС = АС' АС" oЪtained Ъу adding in writing АС" to АС' is саНед the direct 
product .оС АС' апд АС". -

Тheorem 3. Let Nm , N:n, N::a Ъе, respectively, thc scries оС numbers деfinед Ъу 
АС, АС', АС". Тhеп holds the relationship: 

Nm = L: jm-kХm-I)С(т,т - k, т -1)N~N::а. 
k+'>m 

т~(·'~o 

Some оС the most important results, оЪшјпед jointly with А. F. Palistrant, are the 
number оС non-enantiomorphic Gз', а31' [190], апд the derivation оС the junior мт-
type groups Gз',р Crom the groups GзР (р = 3,4,6): 4840(4134) Gз 1 ,р, 40996(29731) 
Gз2,р, 453881 (260 114) Gз 3,Р, 5706960(2048760) Gз 4,р апд 59996160( 1249920) Gз 5,р, 
where the numbers оС complete (P,/)-symmetry are given in parenthescs. 

Finally, the ше оС such а genera1ized АС makes poS$ible the reduction оС the 
theory оС multiple antisymrnetry to the theory оС simple antisymmetry. Тhe basis оС 
this reduction is the transition G -+ аР апд induced transition Ас(а) -+ Ас(аР), 
where Ас(а) апд Ас(аР) consist оС the same number оС generators. Тhis теаns 
that every step in the derivation оС multiple antisymmetry groups: G -+ а1 -+ 

а2 -+ ... -+ Gk-l -+ аЈ: -+ ... а', ј.е. the transition Gk-l -+ Gk, (1 ::; Је ::; 1), is а 
derivation оС simple antisymrnetry groups using AC(Gk- 1), Collowed Ьу the induced 
transition AC(Gk-l) -+ AC(Gk), (1 ::; k ::; 1 - 1). АН АС оС the induced series 
consist оС Ље same number оС generators. 

Тhe said сап Ье i1lustrated Ьу ехатрlе оС the derivation оС multiple antisym­
metry groups Crom the symmetry group оС ornaments рт: {а,Ь}(т) with th« АС: . 
{т,тЬ}{Ь} ~ {А,В}{С}. At т = 1, the five junior simple antisymmetry groups, 
are oЪtained: 

{А,В}{С} {Е,Е}{еl} --.{А,В}{С} 

{еl,еl}{Е} -- {А,В}{С} 

{еl,еl}{еl} -- {А,В}{С} 

{Е,е]}{Е} -- {А}{В}{С} 

{Е,еl}{е]} -- {А}{В}{С} 

In the first three cases АС remains unchanged, but in two other cases АС is 
transCormed into the new АС: {А}{В}{С}. То continue the derivation оС 
multiple antisymmetry groups ос the Mm-type Crom the symmetry group рщ 
опlу the derivation оС simple antisymrnetry groups Crom the АС: {А}{В}{С} is 
indispensable. Тhis АС is trivial апд gives the seven groups оС simple antisymmetry. 
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Jf the АС: {А,В}{С} is denoted Ьу З.2 and АС: {А}{В}{С} Ьу З.l, then the 
result obtained can Ье denoted in а symbolic form Ьу З.2 -+ 2(З.1) +З(З.2). Knowing 
that Nl(pm) = Nl(З.2) = 5, Nl(З.1) = 7, we can simply conclude that N2(pm) = 24 
and Nэ(рm) = 84 [84,87, ЗIЗ]. 

80, after the ЗО years we are coming back to the roots of the theory of multiple 
antisymmetry - to the simple antisymmetry, but knowing today some more about 
the first. 

Вesides its geometrical ше analyzed in detail Ьу А. М. Zamorzaev, А. F. 
Palistrant [ЗОIЈ or applications in physics [З08Ј, some possible applications of multiple 
antisymmetry (e.g. in art) still await development (Figure 9). 

о - ~ ~ 
о з l' - 2' 

Figure 9. "Blackn -"whiten tШngs derived Crom зјх protiles using GzZ. 

А historical survey of the theory of simple and multiple antisymmetry and their 
applications is given in ТаЫе 1. Ву an asterisk are denoted certain more general . 
results, referring to the theory of colored symmetry as О' 

-Таblе 1. 

1927 А. Speiser [250Ј 
the idea of black-white plane diagrams for lnterpreting GЭ21. 

1929 L. Weber [262Ј 
Weber black-white diagrams of bands GЭ21. 

1929-ЗО Н. Heesch [65, 66Ј 
antisymmetry - the possiЪility for а dimensional transition: G21 (GЭ2), 
Gэо 1 (G4ЭО), Gэ 1 (lower singonies), the approximated number of Gэ 1 (G4Э) 
< 2000. 
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1936 Н. Ј. Woods [26, 267] 
46 а2 1 . 

1945-51 А. У. Shubnikov [234, 235, 236, 237] 
physical interpretation of antisymmetry; 31 а320 1 , continuous Gзо 1 . 

1952 W. Cochran [19, 20] 
а2 1 (а32). 

1953 А. М. Zamorzaev [274] 
1191 Gз 1 • 

1955 N. У. Веlоу, N. N. Neronova, Т. S. Smirnova [10] 
1191Gз 1 • 

1956 N. У. Веlоу [5] 
117 G21 1• 

1957 Н. S. М. Coxeter, W. О. Ј. Moser [25]* 
monograph "Generators and Relations for Discrete Groups". 
W. О. Ј. Moser [147]* . 
presentations of plane symmetry groups, their group-subgroup relations 
and the minimal indexes. 
А. L. Мackay [140] 
compound groups. 
А. М. Zamorzaev, Е. 1. Sokolov [304] 
multiple antisymmetry; Gзо', 

1958-59 А. У. Shub~kov [239, 240] 
antisymmetry of continuous groups and textures. 

1959 А. Niggli [153] 
the group-theorethical approach to antisymmetry. 
Т. Roman [204] 
а321 1 (ат1). 
У. L. Idenbom [71] 
antisymmetry and l-di.~ensional representations of symmetry groups. 

1960 W. Nowacki [158] 
а20 1 , аЗ20 1 . 
А. М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [296] 
а2', 

1961 W. Т. Holser [69]; N. N. Neronova. N. У. Веlоу [151]; А. У. Shubnikov 
[241] 
classification of antisymmetry groups. 
А. М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [297] 
mosaics of а22. 

1962 N. У. Веlоу, Т. S. Kuntsevich, N. N. Neronova [9]; А. Pabst [160]; А. У. 
Shubnikov [243] 
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GЭ21 1 • 
Е. 1. Galyarskij, А. М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [55] 
Gэ2 • 
Т. Roman [205] 
friezes of (п + 1)-dimensional space. 
А. У. Shubnikov [242] 
GЭ2101 • 
L. А. Shuvalov [249] 
continuous Gэо2 • 

196З Е. 1. Galyarskij, А. М. Zamorzaev [53] 
simple and multiple antisymmetry of similarity. 
А. F. Pa1istrant [1631 А. F. Palistrant, А. М. Zamorzaev [194] 
GЭ2" 
А. М. Zamorzaev [279] 
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relationship betWten the number о! а11 (Р,) and junior (Nm ) mu1tiple 
antisym.metry groups. 

1964 А. F. Palistrant, А. М. Zamorzaev [195] 
G]', G2]', GЭ2]" 
А. М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [298] 
Gэ2 , Gэб • 

1965 С. Н. Мacgi1lavry [139]* 
monograph "Symmetry Aspects о! М. С. Escher's Periodic Drawings". 
Е. Ascher, А. Janner [2] 
subgroups of Gэоl . 

Е. 1. Galyarskij, А. М. Zamorzaev [54] 
GЭI" 
А. F. Pa1istrant [164] 
G20" 

1966 Ј. Воhш. К. Dornberger-Schi1f [15Ј* 
pomenclature о! crystallographic groups. 
У. А. Koptsik [102Ј 
monograph "Shubnikovskie gruppy". 

1967 Е. 1. Galyarskij'[44] 
conical simple and multiple antisymmetry groups. 
У. А. Koptsik [103]* 
history о! symmetry generalizations. 
N. N. Neronova [150]* 
classification о! symmetry groups. 
А. F. Pa1istrant [155] 
space and p1ane multiple antisymmetry groups. 

1970 Р. L. Dubov [34,35]* 
curvi1inear symmetry. 
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.Е. 1. Galyarskij [47]* 
,cneralized similarity symmctry. 
А. М. Zamorzacv [284]* 
bistory о! generalized symmetry. 

1971 А М. Za.morzacv [285] 
gcneral thcory оС simplc and multiple antisymmetry. 

1973 8. У. Artem'cv [1] 
corrcctions for some classes о! Gз2 • 
Р. А Zabolotnyj [268] 
simple and multiple antihomology. 

1974 А М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [299] 
relationsbip bctween multiple antisymmetry and Мackay compound sym­
metry groups. 

1976 А М. Zamorzaev [287] 
monograph "Teoriya prostoj i kratnoj antisymmetrii". 

1977 D. К. Washburn [259]* 
monograph "А 8ymmetry Analysis оС Upper Gi1a Area Ceramic Design". 
К. Ј. Ю5hlеr [117]* 
subgroups о! crystallographic groups. 

1978 Е. Н. Lockwood, R. Н. Macmillan [126] 
monograph "Geometric Symmetry" 

1979 В. К. Vajnshtejn [2Sб} 
"8ovremennaya kristallografiya". 

1980 S. У. Jablan [73] 
antisymmetry in ornamental art. 
А. М. Zamorzaev, А. F. Palistrant [301] 
geometrical application of antisymmetry. 

1984 8. У. Jablan [74]* 
monograph "Teorija simetrije i ornament". 
8. У. Jablan [75] 
method о! antisymmetric characteristics. 

1985 S. У. Jablan [76] 
conformal simple and multiple antisymmetry groups. 

1986 8, У. Jablan (8. У. Yablan) [77, 78, 79, 310, 311] 
simple and multiple antisymmetry о! similarity, а2', GЗ2', 
antisymmetry enantiomorphism, Gз'. 
[43]* 
monograph "М. С. Escher: Art and Science". 
L. К. Мagalyas [142] 
some antisymmetry groups о! Lobachevsky space. 
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[26, 144, 220, 260]* 
"Symmetry: Unifying Human Understanding". 

1987 G. GrUnbaum, G. С. Shephard Г60]* 
monograph "Tilings and Patterns". 
S. У. Jablan [80, 312] 
partial eataloguation of 0з', 032)" 

1988 Ј. 1 .. Вurekhardt [16]* 
monograph "Die Symmetrie der Kristalle". 
S. У. Jablan [82] 
antisymmetry and group presentations. 
S. У. Yablan (S. У. Jablan) [313] 
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algebra of antisymmetrie eharaeteristics, reduetion of multiple to simple 
antisymmetry. 
D. К. Washburn, D. W. Crowe [216]* 
monograph "Symmetries of Culture". 

1989 [38,40,84,202,213]* 
symposia "Symmetry of Strueture", Budapest. 

хххх S. У. 1ablan [89] 
040' without erystallographie restrietion. 
А. Р. Palistrant, S. У. 1ablan [190] 
enantiomorphism of 0з',031" 

2. Шstоrу of colored symmetry 

Тhe idea of colored (polyvalent) symmetry is а natural extension of antisymmetry 
(bivalent symmetry). Sinee its first results obtained Ьу N. У. Веlоу, Е. N. Веlоуа, 
Т. N. Tarhova in 1956-1957 [4, 6, 7, 12, 13] - the plane eolored groups 0-;' 
(р = 3,4,6) with а cyclie permutation of colors - are derived as the generalized 
projections of зрасе groups 0з with 31-,32-,4)-,4з-, 6)-, ~-, 64-, 6s-screw ахез, 
the crystallographic restriction (р = 3,4,6) оп the number of colors is а natural 
eonsequenee. Unfortunately, in spite of the fact that the same authors diseerned its 
mathematical unnecesity diseussing non-crystal1ographie colored symmetries [12], 
this restriction remains to Ье а eonstant of the Soviet theory of eolored symmetry. 
on other hand, this restriction has made possible its orientation to the more eonerete 
problems to Ье solved. 

In the next ten years, besides the already existing simple and multiple an­
tisymmetry and Вelov (р )-sym:metry mentioned, зоте new colored symmetries are 
introdueed: simple and multiple eryptosymmetry Ьу А. Niggli, Н. Wondratsehek, О. 
Wittke [154, 156,264], (р, 1)-colored antisymmetry by'N. N. Neronova, N. У. Веlоу 
[1521 Pawley (p')-symmetry [201], needing for an ехае! theoretical background and 
classifieation. It is announced Ьу В. L. Van der Waerden, 1. 1. Burekhardt in 1961 
[254], to Ье developed in the general theory of P-symmetry Ьу А. М. Za.morzaev 
in 1967 [280, 281,290, 293]. 
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Тhe concept of P-symmetry (permutation sуmщеtrу) introduced Ъу А. М. 
Zamorzaev, is defined as follows. If Р is а subgroup of the symmetric permutation 
group of р indices, and G is а discrete symmetry group, every transformation С = 
сВ = Вс, с е Р, В Е G is а P-symmetry transformation. Every group сР derived 
from G Ьу such а substitution of symmetries Ъу P-symmetries is а P-symmetry 
group. If the substitutions included in сР exhaust the group Р, сР is а complete 
P-symmetry group. Every complete P-symmetry group сР can ье derived from its 
generating group G Ьу means of searching in G and Р for normal subgroups Н and Q 
foс which the isomorphismG/ Н ~ P/Q holds, Ъу paired multiplication of the cosets 
corresponding in this isomorphism and Ъу the unification of the products obtained. 
Тhe groups of complete P-symmetry faB into senior (С = Н and сР = G х Р), 
junior (С/ Н ~ Р and сР ~ С) and middle groups for Q = Р, Q = 1 and 1 С Q с Р, 
respectively. 

Certainly, аН the colored symmetries mentioned before асе included in the 
general theory of P-symmetry. If Р = С2' we have the siщрlе (1 = 1) and multiple 
(1 ;:::' 2) antisymmetry groups. In the case of the Вelov (p)-symmetry (ос (Ср )­
symmetry), the group Р = Ср is generated Ъу the permutation СЈ = (12 .. , р) 
satisfying the relations: 

ВеС. 

In the case of the Pawley (p')-symmetry (ос (Dp(2p»-symmetry), the group Р = Dp(2p) 

is the regular dihedral per~utation group generated Ъу the permutations СЈ and 
еЈ = (1 1') satisfying the relations: 

ВеС. 

In the case of the (p2)-symmetry (ос (Dp)-symmetry), the group Р = Dp is the 
irregular dihedral permutation group generated Ьу the permutations СЈ and е 1 = (1 2) 
satisfying the relations: 

ВеС, 

etc. 

Тhece тау Ъе some di1ferent criterions for the equality of junior P-symmetry 
groups: "strong", "middle" ос "weak". The most rafined "strong" criterion is the 
following: let the color-permutation group Р Ье decomposed in the direct product 
of di1ferent irreducible groups Р = Р:I '" Р::", where НЈ , ... ,На (а = аЈ + .. ·+аn ) 
асе the subgroups of G such that С/Н! ~ РЈ, ... , С/На! ~ РЈ, ... , С/На ~ Рn , 
and Н is their section (С / Н ~ Р). In that case every P-symmetry· group can Ъе 
uniquely defined as С/(НЈ, ... ,На)/Н. If the order of subroups which result in 
the same factor group is not considered, ос if we consider only the reduced symbols 
С/Н, the "middle" ос "weak" (sub)criterion can ье obtained. 

In the case of irregular permutation groups instead group/subgroup symbols 
С/ Н, the extended symbols С/ Н1 / Н will Ье used, where Н) is the stationary 

1I1 
l' 
l' 
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subgroup keeping invariant one index (color-preserving subgroup), and Н is the 
symmetry subgroup оС GP. Воhш symbols with additional P-superscripts will Ье 
шед to denote the corresponding categories оС isometric P-symmetry groups. 

Тhe indices ascribed to the points оС а figure with the' P-symmetry group 
have an extrageometric sense with respect to the space in which the figure is 
considered. In additional дјтеnsјоns such index permutations can Ье geometrically 
interpreted, making possiЪJe the investigation оС multi -dimensional symmetry groups 
Ьу means оС P-symmetry groups. This is refiected in the classification оС Р­
symmetries [182, 293, 302], which goes Crom the abstract-group, through the 
concrete-group, to the geometrical classification in which to every symmetry 
group Gro corresponds one P':'symmetry. Such а connection between P-sym­
metry (р = 3,4,6) and multidimensional crystallography is abundantly шед Ьу 
А. Р. Palistrant, А. М. Zamorzaev [174, 183, 187,293, 300], Cor the derivation оС 
multidimensional subperiodic crystallographic groups. 

During the twenty years P-symmetry (р = 3,4,6) is extended to аll categories 
оС two- and three-dimensiona1 isometric crysta110grapahic groups (е.г. Gr ... p·l. 

r = 2,3; Gr ... p'·l, Gr ... p2.1, r = 2), simi1arity symmetry and conformal symmetry 
groups [290, 293]. _ 

Further genera1izations оС the theory оС colored symmetry, W - and Q­
symmetry, are introduced Ьу А. У. Koptsik, 1. N. Kotsev, Z. Kozukeev in 1974 
[109, 111], and discussed Ьу А. Р. Lungu [127, 130, 132, 133,293]. Оеаling with the 
most general concept оС colored symmetry: аll possible colorings оС а symmetrical 
figure, W -symmetry тау Ье шед Cor analyzing some structures (е.г. deCect crystals, 
or colored ornamenta1 motiCs with the uneven use оС colors) ехсеедјng the domain 
оС P-symmetry (Figure 1 О). 

Figure 10. W-antisymmetry groups derived trom the symmetry group О,. 

After В. L. Van der Waerden, Ј. Ј. Burckhardt [254], the first results оС the 
Western school оС colored sутпiеtrу, monographs pub1ished Ьу С. Н. Macgil1avry 
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in 1965 [139] апд Ьу А. L. Leob in 1971 [125], in а certain measure are infiuenced 
Ьу "Colored Symmetry" of А. V. Shubnikov, N. V. Вelov et аl. [246]. 

Representative works Ьу S. О. Macdonald, Р. О. Street оп N -colored friezes G21 

апд оспашепи G2 [137,138], Ј. D. Jarratt, R. L. Е. Schwarzenberger оп N-colored 
ornaments G2 (N ~ 15) [92], D. Harker оп 3-col0red зрасе groups Оз [64] (ј.е. ОзЗ 
and Gз32 Ссот [183,288]) апд monograph Ьу Т. W. Wieting оп N -colored ornaments 
(Н S 60) [263] point out their соmшоп theorethical background resulting in the 
characterization of соlосед symmetry groups Ьу the (restricted) number of colors N, 
using the "weak" criterion апд without discussing the structure of quotient-groups 
G/H. ву taking as а basis of the classification the number of colors N, some very 
distinct cOlored symmetry groups are included in the заше сlзsз, апд certain similar 
groups in difl'erent classes. For ехашрlе, in the class о! four-colored groups of 
ornaments are included P-symmetry groups with Р ~ С4, С22, D4, А4. оп other 
hand, each N -colored symmetry group рl/рl ~ СН Ьеlопgз to the difl'erent class 
(Figure 11). 

Figure 11. Colored symmetry ornaments with the symmetry group (а) pl/pl ~ сз ; (Ь) pl/pl ~ С.; 
(с) рl/рl ~ С22 • In tbe c]assilcation according оо tbe number о! col0rsN, colored symmetry groups 
(а), (Ь) Ьеlong оо the сшrеrent сlasseз, аОО (Ь), (с) to the зате cJass. 

Тhe first investigation of group/subgroup relationships bet~en the symmetry 
groups оС ornaments Gz, rea1ized Ьу W. О. Ј. Мозег in 1957 [147] resulted in the 
table оС minimal indexes оС the subgroups in groups [25], needing for some small 
corrections ([сш:сш] = 3, [рша:рта] = 2, [сmш:сmш] = 3). Analogous results for 
the symmetry groups of friezes а21 are oЪtained Ьу S. V. ЈаЫап [74] апд Н. З. М. 
Coxeter [221 апд generalized Ьу Н. S. М. Coxeter [24]. Тhe further analysis о! group-
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subgroup relations proceeded Ьу К. Ј. Ю:!hlеr [117, 118, 119] and М. Senechal [225, 
226] Ьауе opened some promising perspectives for а Cuture development оС colored 
symmetry theory, Ьу discovering its connections with the theory of numbers. Using 
the "weakJJ criterion, N -colored symmetry groups оС ornaments а2 are enumerated 
Cor ceratin classes of N (e.g. if N is а product of distinct primes) [225], giving а 
reason to Ьеliеуе in possible generalization. For ехаmрlе, if N = 24p~J ..... Р:", 
where Р), ... ,Рn are distinct primes greater than 2, from the symmetry group of 
ornaments р1 can Ье derived ([а/2] + lХ[а)/2] + 1)· .... ([аn/2] + 1), and Crom р2 
(а + 1 )([а)/2] + 1) ..... ([аn/2] + 1) colored symmetry groups. For N = p~1 ..... Р:", 
where Р), ... ,Рn are distinct odd primes, Crom the symmetry groups сщ рщ pg can 
Ье derived (а) + 1) ..... (аn + 1) colored symmetry grups (in accordance with the 
"weakJJ criterion), etc. 

Тhe derivation оС colored symmetry groups, completed only Cor the Criezes а2) 
Ьу Ј. D. Jarratt, R. L. Е. Schwarzenberger [93], is supplemented with а group­
theorethical comment Ьу Н. S. М. Coxeter [24], using the "weakJJ criterion and 
considering the stucture оС quotient groups G / н for the classification оС colored 
symmetry groups obtained. 

Тhe main characteristics оС the Western theory оС colored symmetry - the 
classification оС colored symmetry groups according to the number оС colors N, and 
Ьу using exclusively the "weakJJ criterion, the connection established between the 
colored symmetry and the number theory, etc. - are pointed out in а concise history 
of colored symmetry Ьу R. L. Е. Schwarzenberger [223]. 

One ofthe recent results is the derivation оС а11 colored symmetry groups of 
bands Gз2Ј, in the sense of P-symmetry without any restriction to the number оС 
colors N, and their classification using the .strong" criterion [86]. 

Considering the isomorphism, the 31 symmetry group of bands can Ье distri­
buted in six classes 

1) {р111}, {р1аl, р11а, р2)11} оС structure Соо ; 

2) {рш11 , р112, р121, pi}, {рша2, р121 а1, pm2a, р112/а, р2)/ш11 , 2)11} оС 
structure Doo ; 

3) {рlШl,р11щр211}, {р21ша,р21ащр2аа} оС structure СОО х D); 

4) {рmш2, рl2/шl, рш2ш, р112/ш, р2/ш11 , р222}, {ршша, ршаш, 22а} оС 
structure Doo х D); 

5) {р2mш} оС structure СОО х D)2; 

6) {рmmш} оС structure Doo х D)2. 

From their structure, we can conclude that the color-permutation group Р, as 
а finite quotient group оС the symmetry group in question, can Ье, respectively: 

1) CI:; 

2) DI:, DI:(21:); 

3) CI:, СI: Х D); 

4) DI:, DI:(21:), DI: Х Dl, DЩI:) Х Dl, D 21:_)(4k - 2) х D)2; 
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5) С1с, С1с Х D), С1с Х D)2; 

6) D1c, D lc(2lc), Dlc Х D), D lc(2lc) Х D), Dlc Х D)2, D lc(2lc) Х D)2, D2lc-)(4lc-2) Х D)З. 
Hence, the color-symmetry groups of bands admit the fol1owing P-symmetries: 

Р = Clc,·Clc Х D), Clc Х D)2, Dlc, Dlc(2lc), D1c Х D), D1c(2lc) Х D), Dlc Х D)2, Dlc(2lc) Х Dl 2, 

D2lc-)(4lc-2) Х D)З. 

Dejinition 3. Let the set of elements of а symmetry group G Ье divided in the 
equivalency c1asses consisting оС the e1ements equiva1ent with regard to symmetry. 
Тhe system oЪtained is cal1ed the co1or-symmetry characteristic сс(а) of the group 
а. 

Тheorem 4. From two symmetry groups G and а' which розsезs isomorphic 
co1or-symmetry characteristics сс(а) ~ сс(а') the same number. оС co1ored­
symmetry (P-symmetry) groups can Ъе derived. Тhe groups oЪtained, are corre­
sponding to еасЬ other in this CC-isomorphism. 

With regard to the CC-isomorphism, the symmetry groups of the сlазsез 1)-6) 
are distributed in the subc1asses, denoted Ъу {}. Consequent1y, the derivation of аН 
the P-symmetry groups оС bands is red\1ced to the derivation оС the P-symmetry 
groups Crom on1y 10 symmetry groups - the representatives оС the subc1asses 
mentioned. Ву this means, аН the co1ored symmetry groups оС bands (according 
to the .strongtt criterion and its subcriterions) are derived, giving as а particu1ar 
resu1t the comp1ete taыe of the.group/subgroup re1ationsrups and the corresponding 
indexes. 

А historical survey of the theory of colored symmetry and јtз applications јз 
given in Taыe 2. 

ТаЪ1е 2. 

1956 N. У. Be10v [4]; N. У. Бе1оv, Т. N. Tarhova [12, 13] 
co1ored symmetry: а! (р = 3, 4,6). 
В. А. Tavger, У. М. Zajtsev [252] 
magnetic symmetry. 

1957 N. У. Be1ov, Е. N. Вe10va [6] 
co1ored mosaics оС а2' (р = 3,4,6). 

1959 О. Wittke, Ј. Garrido [265] 
co1ored po1yhedra. 
А. Niggli [153] 
Gзol' СР = 3,4,6). 

1960 У. L. Idenbom, N. У. Вelov, N. N. Neronova [72] 
Gзо' СР = 3,4,6). 
А. Niggli [154]; А. Niggli, Н. Wondratschek [156] 
зјmр1е and multiple cryptosymmetry. 

1961 N. N. Neronova, N. У. Вe10v [152] 
co1ored antisymmetry а2") . 

, r 1 ' ; ! 
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а. S. Poli (а. S. Paw1ey) [201Ј 
(p')-symmetry а7!' . 
В. L. Van der Waerden, Ј. Ј. Вurckhardt [254] 
Farbgruppen. 

1962 А. Biennenstock, Р. Р. Ewa1d [14] 
complex symmetry. 
О. Wittke [264] 
cryptosymmetry of Gзо. 

1963 У. Е. Najsh [148] 
magnetic symmetry. 
В. К. Vajnshtejn, В. В. Zvyagin [257] 
сотр1ех symmetry. 

1964 А. У. Shubnikov, N. У. Belov et а1. [264] 
monograph "Co1ored Symmetry". 

1 966 А. F. PaIistrant [156] 
а2Р (р = 3, 4,6). 

1967 Е. 1. Ga1yarskij [45] 
simiIarity (р, l)-symmetry (р = 3,4,6). 
А. F. Palistrant [167] 
Gз7! (р = 3,4,6). 
А. F. PaIistrant [168Ј 
(p,l)-symmetry groups with invariant plane. 
А. М. Zamorzaev [280,281] 
P-symmetry (permutation symmetry). 

1968 А. F. PaIistrant [169] 
G2Qp,l. 

А. М. Zamorzaev [280] 
GзоР", 

1969 Е. 1. Galyarskij [46] 
GЗl р ,1 (р = 3,4,6). 
А. М. Zamorzaev [282, 283] 
GзР (р = 3, 4,6). 

1971 N. У. Вelov, Т. S. Kuntsevich [8] 
GзР (р = 3,4,6). 
А. L. LoeЬ [125] 
monograph "Color and Symmetry". 
А. F. Palistrant [171], А. F. PaIistrant, А. М. Zamorzaev [196] 
а7!, Gз7! (р:=З,4,6). 
Т. Roman [2II] 
GЗI 1 without crystaIlographic restriction. 
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126 s. V. Ja.bla.n 

1972 V. А. Koptsik, Z. Kozukeev [112] 
Gз' СР = 3, 4,6). 
А. F. Palistrant [172] 
021,,',а321'" (р = 3, 4,6). 
А. V. Shubnikov, V. А. Koptsik [247] 
monograph "Simmetriya v nauke i iskusstve". 

1974 Е. 1. Galyarskij [49] 
(p,')-symmetry of similarity (р = 3,4,6). 
А. V. Koptsik, 1. N. Kotsev [109] 
W -symmetry. 
А. V. Koptsik, 1. N. Kotsev, Z. Kozukeev [111] 
Q-symmetry. 
А. F. Palistrant [173] 
01", Gзl" СР = 3,4,6). 

1975 М. Senecha1 [224] 
co1ored Gэо groups. 
А. М. Zamorzaev, А. F. Pa1istrant [300] 
P-symmetry and mu1tidimensiona1 crysta110graphy. 

1976 А. М. Zamorzaev [288] 
history of co1ored symmetry. 

1977 В. GrUпЪаuщ а. С. Shephard [59] 
co1ored ti1ings and patterns. 

1978 D. Нarker [62, 63] 
co1ored 1attices. 
R. Hubbard [70] 
co1ored 0з groups. 
А. Р. Lungu [127] 
iJ(Q)-sуmmеtrу. 
S. О. Macdonald, А. Р. Street [136] 
four-co1ored а2. 
S. О. Мacdona1d, А. Р. Street [137] 
some c1asses of co1ored symmetry groups а21. 
А. F. Palistrant [174] 
P-symmetry and mu1tidimensional crystall0graphy. 
А. М. Zamorzaev, Е. 1. Ga1yarskij, А. F. Pa1istrant [290] 
monograph "Tsvetnaya simmetriya, еуо oЪobscheniya i pri10zeniya". 

1979 А. F. Palistrant [175] 
(р')- and (р' ,l)-symmetry groups with invariant p1ane (р = 3,4,6). 
Т. Roman [212] 
generalized symmetry оп torus. 
М. Senecha1 [225] 
some c1asses of co1ored symmetry groups а2 without crystallographic 
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restriction. 
Е. А. Zamorzaeva [305Ј 
supercrystallographic P-symmetry. 

1980 Ј. D. Jarrat, R. L. Е. Schwarzenberger [92] 
N -colored plane symmetry groups (N < 16). 
Yu. S. Karpova [95, 96, 97], А. М. Zamorzaev, Yu. S. Karpova [292] 
GзР2 , cubical GзР . 
А. Р. Lungu [130] 
j5(~)-symmetry. 
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А. Р. Palistrant [176, 177, 178, 179, 180] 
GзР', di1ferent categories of (р')- and (p2)-symmetry groups (р = 3,4,6). 
R. L. Е. Schwarzenberger [222] 
monograph tt N -dimensional Crystallography". 
М. Senechal [226] 
subgroups of space groups. 

1981 D. Harker [64] 
three-colored Gз. 
Ј. D. Jarratt, R. L. Е. Schwarzenberger [93] 
N -coloredsymmetry groups of friezes. 
А. Р. Palistrant [182]; А. М. Zamorzaev, А. F. PaIistrant [302] 
geometrical classification of P-symmetries. 
А. Р. PaIistrant [183] 
general P-symmetry (р = 3, 4,6). 

1982 R. L. Roth [215Ј 
color symmetry ащl group theory. 
Т. W. Wieting [263] 
monograph ((Тhe Mathematical Тheory of Chromatic Plane Ornaments". 

1983 Yu. S. Chubarova [18Ј 
GзР (р = 3,4,6). 
М. А. Jaswon, М. А. Rose [94Ј 
monograph "Crystal Symmetry. Тheory of Colour Crystallography". 
А. Р. Lungu [I32J 
W -symmetry. 
R. L. Roth [216] 
compound colored symmetry. 
М. Senechal[227, 228Ј 
colored polyhedra. 

1984 R. L. Roth [217] 
local colored symmetry. 
R. L. Е. Schwarzenberger [223] 
complete history of colored symmetry. 

1985 А. Р. Palistrant [I87J 
P-symmetry and multidimensional crystaIlography. 
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1986 Р. L. Dubov [36] 
language of symmetry. 
В. GrUnbaum, Z. GrUnbaum, G. С. Shephard [58] 
colored symmetry in ornamental art. 
А. Р. Lungu [133] 
colorings of symmetrical figures. 
А. М. Zamorzaev, Yu. S. Karpova, А. Р. Lungu, А. F. Palistrant [293] 
monograph lt P-symmetriya i еуо dal'nejshee razvitie". 

1987 Н. S. М. Coxeter [24] 
introduction in colored symmetry. 

1989 S. У. Jablan [86] 
colored symmetry characteristic, colored symmetry of bands GЗ21Р ' 

хххх Р. Engel, М. Senechal [41] 
equivalency criterions. 
S. У. Jablan [91, 92] 
corrections of Gi ,1, GЗ2Р ',I, G 2p2,I, GЗ2р2,I (р = 3,4,6). 

(Тhe complete bibliography wi11 Ье published in the next issue.) 

Славuк В ЈАБЛАН 

КОЛОРНА СИМЕТРИЈА 

Присутна као интуитивни концепт почев од неолита, антисиметрија 

("црноlt-"белаlt или двовалентна симетрија) постаје објекат научних студија 
тридесетих ГОдИна овог века. Спектар њених разноврсних примена у домену 

кристалографије, вишедимензионе геометрије, теорије група, итд., бива значајно 

проширен увођењем вишеструке антисиметрије И различитИх видова колорне 
(поливалентне) симетрије (Р-, Q-, W-симетрије ... ). Садашњи тренутак у 
развоју колорне ,симетрије карактерише потреба за синтезом индивидуалних 

приступа развијаних претежно у оквиру тзв. "Источнеlt и "Западне школеlt . Поред 
табеларних хронолошких прегледа најзначајнијих резултата и веома богате 

листе референци (преко 300 наслова), у раду су истакнути актуелни проблеми 
теорије колорне симетрије и наговештени потенцијални путеви њеног будуhег 

развоја. 



&јuслав ТРБУХОВИЋ 

ГЕОМЕТРИЈА У ПРЕдНАУЧНОМ ПЕРИОДУ 

1. На једној изложби (март-јуни) 1984. у Музеју савремене уметности 
(Тhe Museum of Contemporary Art) у Los Angeles-y била је изложена слика 
Мicbael Heizer-a под насловом Геометријске ексmракције, која са геометријом 
као појмом а поготово као науком, нема ама баш никакве везе). у овом 
свом саоцштењу Hehy говорити о таквим примерима са неодговорно уэетим 
називима за један озбиљан појам као што је геометрија, него hy покушати да 
реконструишем основне и праве почетке математике, а нарочито геометрије са 

посебним освртом на археолошке налазе у нашој земљи и ближем или даљем 
суседству. 

2. У целини узето човек, чим је то постао (Ното sapiens) морао се помирити 
са чињеНИЦОМ да има по .пЕТ прстију на сваком од ЧЕТИРИ екстремитета 

и сигурно је у том пребројавању и први корен математичких радњи почео да 
напаја све Behe дрво са бројним грањем велике крошње са много лишhа. 

З. Припремајуhи овај рад у једној енциклопедији о развоју људске културе2 
нашао сам упоредну табелу по којој је уреэан или нацртан знак само једну 

степеницу пре почетка говора. Као последица разматрања података са ове табеле 
дошла су, само по себи а на основу материјалних доказа које је открила моја 

матична наука - Археологија - и друга размишљања о почецима и путевима 

развоја математичких дисциплина у тим давним праисторијским временима. 

Још од палеолита је човек почео да бележи неке симболе по зидовима пеhина, 
по неком камењу или по својим коштаним алаткам . о ".,~~. магијске тако и у 

практичне сврхе. 

4. Још тада су носиоци палеолитских цивилизација које су нам оставиле 
бројне цртеже по пеhинама, међу овима састављали и такве симболе од једне 
или више дужи које су могле бити послеДИТl,а горе поменутог пребројавања. 

Овакви симболи сами или у комбинацијама са деловима (или целим сижеом) 
криволинијских мотива изгледа да нам указују на почетке геометрије3 . 

I На слици је да би била убедЈЬивија у погледу наслова исписано и неколико бесловесних 
формула које су требале да задовоље .. horror vacui" сликара и гледаоца. 

}Werner Stein, Der,.grosse Ku1tu1j'ahrplan, Herbig - MUnchen 1979, табела на стр. 14-15. 

3Maria Pilar Casado Lopez, Los signOs еn еl агСе paleolitico de lа Peninsula, IЬегјса, Zaragoza 
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Сл. 1. Први покуmаји геом:етриза.ције у палеолиту Шпаније - Casti10. 

s. Даљом еволуцијом сапиентности у средњем палеолиту (а то је око 

20-тог миленија старе ере!) у Украјини се на појединим налазиштима почињу 
на костима убијених животиља - нарочито мамута, јављати геометријски 
правилии цртежи, вероватно магијске намене.4 То је оно исто време када на 
западу Европе имамо Алтамиру и Ласко. Ту нису само обични паралелни 

цик-цак мотиви веЬ и прве појаве меандроидних мотива што нам указу је на 

дубљу старост овог у односу на спиралу. 

6. Почетак мезолита (средљега каменог доба) био је обележен у Европи 
топљењем великих ледених маса које су у палеолиту покривале како венце 

Алпа, Татри и Карпата, тако и целу северну Европу. Промена климе која је 

изазвана тим топљењем доводи до изумирања неких врста животиља (мa~yт и· 
др.) а уводи у људску исхрану веЬу количину намирница биљног порекла. За 
љихово прикупљање појавила се потреба за другим врстама алатки па је човек 
почео да израђује од камена и врло правилне геометријске облике који су лако 
могли да се уклапају у композитне форме узуалиог карактера (сл. 2). Њиховим 
углављивањем у дубоки урез у грани или кости (рогу!) добијао се практичан 

срп код кога је било могуЬе замењивати поједине делове, а ни отпаци нису 

били неупотребљиви. 

7. са неолитском револуцијом, изазваном почетком земљорадничке 

производње долази и до веЬег еволуционог скока како у геометрији тако и 

у математици уопште. Начин мишљења неолитског човека се у великој мери 

изменио у односу на претходне епохе јер он више није само сакупљао оно што 

је у природи нашао него је почео сам свесно да производи оно што је сматрао 

да може да му користи. Њему су У његовом размишљању све више и више биле 

потребне бројке а за њихово обележавање он је почео од дужи.· У том смислу 

нам је врло информативан податак који добијамо анализом представа на неким 

1977,62 ftg. 36. из Gasti10 (Puente Viesgo Santander). 

·и. г. Шовкопляя, Мезunская стояnка, Киев 1965. 

1, 



Геометрија у предна)"lНОМ периоду 

Сл. 2. Начин добијаља правилних reoметријских облика у мезолиту. 

Сл. 3 а-Ь. Судови облика зарубљене четворостране пирамиде са цртежима 
људи и животиља - Тордош. 
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судовима из ТордошаS (сл. З а И Ъ). На једном од њих види се поред представе 
човека, још један цртеж животиње са 6 рогова (јелен!) и 5 ногу (односно 4 ноге 
и реп или уд који одређује мушку припадност) поред кога је у два реда дат низ 

дужи (први ред 6 а други 5), који вероватно означавају број таквих животиња. 
На другом цртежу истог суда дата је поре,: представе човека једна фигура 

животиње са два дупла, али наниже оборена рога (вероватно увијени рогови као 

код муфлона или дивојарца) и 6 доњих екстремитета при чему су 4 сигурно ноге 
а преостала 2 вероватно пар сиса на вимену козе. Изнад животињске представе 
налазе се 5 урезаних краhих, а поред ње на десну страну су три нешто дуже 
дужи које можда ооначавају десетице или друге вредности. Целу ову сцену би 

требало тумачити као: 5 људи чува или лови ЗО дивоко3а. 

SMarton Roska, Szofia v. Torma Sammlung ... Koloszvar 1942, Т. ХУIII, 12. 
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Други суд са истог локалитета има на једној страни цртеж сличне животиље 

са 6 доњих екстремитета, за какву смо веЬ утврдили да је највероватније кооа или 
овца али су код ље рогови подигнути (чиме се желела сигурно направити нека 

разлика између претходне и ове фигуре!), док је на другом цртежу ситуаu.ија још 
компликованија. Овде је испод фигуре која вероватно представља човека урезано 

6 дужи што би вероватно ооначавало 6 људи који чувају животиње (којих је према 
броју дужи поред ље било 15) са два нормална рога али са 8 доњих екстремитета 
у чему треба видети 4 ноге и 4 сисе крављег вимена. Све ово упозорава на начин 
размишљања неолитског човека и његово гледиште да основне карактеристике 

појединих врста животиња треба гледати кроо бројчано одредиве компоненте. 

Ту се геометрија веЬ измешала у много чему са аритметиком, јер је дуж сада 

постала број а изгледа да и дужина дужи ооначава неке нове вредности. 

Сл. 4. Разни видови спирале и начин 
њиховог добијања, суд из Бутмира. 

PerмQHa.mte оБАаcnc етаРиЈеr иеQJIМ". вamc.aнcкo, ПОЛУОСТРDа; 
1. ПресссJtJlо И протосеC&JIо; кмпресо керамика; а. к.р.ново 1. 11 i 
t. Ст.рче ... ; L Кеpew·Криш; L _РИО керlUDUtL 

Сл. S. Судови комnоновани од правилних 
геометријских облика у старијем неолиту 
Балкана по културама. 

8. У орнаментици средњоевропсог културног круга »линеарне керамике" 
раног неолита (око 5 миленија старе ере) налазимо елементе који су код 
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аналитичара изазвали велико интересовањеб. Ту је на првом месту тзв. тeKyha 
спирала. Њен· настанак је могао бити и једноставан: простим померањем 
КОНIJ,ентричних полукругова за неколико места у страну; при чему постоје 

разне варијанте зависне углавном од тог'" да ли се центар полукруга подудара 

са линијом неког супротно постављеног или се налази између две линије 

супротнога па љима чини завршетак, својим најмаљим полукругом. Њихове 

комбинације у троугласте и четвороугласте TeKyhe спирале какве су познате код 
нас у неолитском насељу Бутмир (код Сарајева)' имају своју даљу еволуцију на 
керамици и камену на Малти, Криту и у МикениВ. да се не бисмо понављали, 
само дајем преглед неких од раније вршених анализа (сл. 4), где се види начин 
добијања ових орнаменталних мотива. 

9. Све ово напред изнето припадало би домену планиметрије. Поменута 

неолитска револуција увела је у употребу геометријске облике и у другом 

СТЕРЕОМЕТРИЈСКОМ смислу. Ако анализирамо облике судова нарочито 
код рано неолитских култура Балканског полуострва и Средљег Подунавља, 
видеhемо да су вeh тада (5 милениум старе ере!) били познати потпуно правилни 
геометријски облици кугле (алтернативно полукугле), цилиндра, купе да би 

им се нешто касније (у 4 миленијуму ст. е.) придружила и зарубљена пирамида. 
Њиховим комбинацијама, најчешhе зарубљена купа (као нога) - полукугла (као 
трбух) и цилиндар (као врат посуде) добијане су основне форме веhине судова 

периода раног неолита у разним регијама како Балканског полуострва (сл. 5) 
тако и шире у Европи и на Блиском Истоку. Наравно да су и друге комбинације 
најчешhе са куглом биле такође у употреби у ранонеолитској керамографији.9 

10. Од раних почетака неолитске револуције били су у употреби за архитек­
тонска остварења конструктивни елементи који су добијани према мерама 
човечијег тела на шта је Beh указано у радовима арх.' Предрага Ристиha 10. Но 
овде не можемо прehи ни преко чињенице да се Beh у том раном периоду 
cpeheMo са основама грађевина добијених на основу размере 5 : 12 : 1 З 
једнаких модула, што нам указује на познаваље ..,питагорејских бројева" још 

у архитектури носилаца линеарне керамике крајем 5. и 4. миленија старе ере 
како се то јасно види на сл. 6. Код овога је вредно напоменути да се овакве 

грађевине јављају на потесу од Лијежа у Белгији до Кијева у Украјини у готово 

идентичној конструкцији и са готово идентичном материјалном и духовном 
културом. 

11. Оно што нас у овом тренутку ипак највише задивљује свакако је при­
мена ГЕО-МЕТРИЈЕ у правом смислу ..,премеравања земље" у сврху извођеља 

'о. Wi1ke. Spira/e јn Bandkeramik; Н. Wolf. Spira/e und Vo/ute јn antiker We/t и многи 
други. 

7Piala-Radimsky-Hoernes. Neolithische Station ,оп Вuсmјг l-П Wien 1896-1899. 

·Wilke. ор. cit .• Wolf. ор. cit. 

'в. Јовановиh, Неолum ченmралн.ог Балкана, Народни муз~ј, Београд 19?? 
ЈОпредраг Ристић, Леneнскu Вир (Реконструкција) СКЦ Београд 1972. 
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Сп. б. Основа ЈСуЈ'Ј.е раног неолита из Hi1trop-a и начин добијаља правог 
угла помоЈ'Ј.у бројева 5, 12 и 13.) 

мелиорационих радова у том истом неолиту код нас. Поред самог начина 
примене закона спојених судова, застали смо и пред поонавањем осталих закона 

ХИДРОмеханш:е и начином њихове примене у изградњи канала задивљени и до 

те мере изненађени да смо морали искуство стечено у Мачви11 да проверимо 
и на другим местима. Резултати овог су још видљивији у нашем нецосредНОМ 

суседству у Глогоњском риту на каналу ..,Визељ", о чему he бити говора неком 
другом приликом. 

12. Мора се подвуhи и чињеница да сва орнаментш:а на керамици 

и накиту бронзаног доба како у Европи тако и шире на подручју источног 
Медитерана зависи од геометриских мотива у најразноврснијим комбинацијама 
и са врло далекосежним последицама по развој људског ума како у правцу даљег 

унапређења математике као науке у целини тако и Уметности а нарочито у њеној 
примењеној зони деловаља. Јер стално сукобљен са геометријским цртежима 

човек је био приморан да о њима размишља и да тражи нова решења (упор. 

сл. 7). 

13. Много пре него што је Еуклид сео да пише своја Стоихеиа и Питагора 
пришао стварању својих закона геометрије ,,да је квадрат над хипотенузом 
једНак ... " Египhани су још 1920. год. старе ере конструисали прав угао према 
конопцу са чворовима на 3,4 и 5 једНаких мера (о чему пишу Вавилоанци још 
1770. године старе ере у једНОМ клинастом натпису!). Примењу јуhи искуства 

IJТрбуховиЈ'Ј.-ВасиљевиЈ'Ј., Најстарије земљорадницке културе у Подриљу, Шабац 1983, 
12-14; Тp<Syховиh, Најстарији .мE!ilиОlхщиони paiJoви у Подриљу, Истраживаља 2, Ваљево 
1985, I07-1lS. 
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Сл. 7. Преглед орнамената на судовима и наЈ(ИТУ металног доба. 

неолитских градитеља архитекти хетитског царства су изгледа већ око 21 оо. 
године ст. ере тај угао добијали применом ..,питагориних бројева" 5 : 12 : 13 о 
којим је већ било говора. 

14. Са великом сеобом »народа С мора" завршен је на широком простору 
залеђа медитеранских обала праисторијски и почиње протоисторијски период 

обележен грчком просвеhеношhу која започиње свој развој у »геометријском 
стилу" постмикенског периода. ова просвеhеност је много тога преузела од 
претходних цивилизација, али је то све развијала са великим успехом и 

несебично делила свима са којима је дошла у додир. 

Vojislav TRBUHOVIC 

GEOMETRY IN ТНЕ PRESCIENТIFIC PERIOD 

Тhe author presents an analysis of several archaeological objects containing 
the earliest mathematical concepts: the numЪer, the geometric figures and their 
properties in the plane and space, theorem of Pythagoras etc. 
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Milo!CANAК 

МATНEМATICAL ANAL YSIS OF PYTНAGOREANJ DIАТИОNIС 
AND EQUAL TEМPERING ТONAL SYSTEM IN ТИЕОRУ OF МUSIC 

One of the basic prob1ems of mathematical theory of music which occupied 
mathematicians, acusticians, music theoreticians and musica1 instrument-makers 
from ancient times till nowadays is the problem of arrangement of tones, equalization 
and the tempering of зсаlез, and determining Ље exact position of еасЬ tone in them 
(зее [1]). Pythagoras (582-492 Ь .с.), the famous ancient phi1osopher, mathematician 
and music theoretician was the first who realised, experimenting оп monochord, 
mathematica1 nature and essence of this problem. 

Monochord (Gr. monos - sing1e; chord - string) is instrument consisting of 
wooden sounding Ьох with the sIngle stretched string and а тоуаЬ1е bridge set оп the 
graduated scale. It's used for determining musica1 intervals Ьу dividing the string 
into separate parts, whose vibrations тау Ье measured, ј.е. Ьу moving the bridge 
and changing the lenght. А sing1e stretched string vibrating аз а whole produces а 
ground tone. Тhe string divided into exactly two parts p1ays the tone which, re1ated 
to Ље ground tone, is in proportion 1 : 2, and interva1 obtained in that way is, in the 
theory of music, called the octa уе. Furthermore, Pythagoreans moved the bridge зо 
that two thirds of the string were vibrating. Тhat produced the tone which with 
ground tone created the chord pleasing to the ear and the interval which јз called 
the fifth. Finally, vibration of the three fourths of the string 1enght produced the 
tone which with ground tone created still bearable chord representing the interval 
of fourth. 

Generally speaking, addition of two tone interva1s, one after another, corre­
sponds to multiplication of their numerica1 ratios, е.в. 

fifth + fourth = octave 

3/2· 4/3 = 2/1 . 

Similarly, а keyboard of piano тау Ье, in some sense, compared with the principal 
of а slide rule. Jf two intervals are co.nnected Ьу the тоуаЬ1е part of the slide ru1e 
and then compared to the sca1e va1ues, then sum of interva1s corresponds to the 
sca1e va1ue с = аЬ. Тherefore, substracting the fourth from the fifth we get 

137 
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fifth - fourth = whole tone 

(3/2)/(4/3) = 9/8. 

Нowever, from the mathematical point of view, it's more convenient to consider 
intervals between two tones, not through the ratio of the lenghts of vibrating parts 
of the string, but, through reciprocals, i.e. frequency ratio. It's well-known, that if 
1 is the lenght of thevibrating string and f corresponding frequency, then 1 = k/ ј, 
where k is appropriately chosen coefficient of proportion. In that сме, we тау 
consider two intervals equal if their frequences are in the same ratio. 

Pythagoreans established the scale with systematically developed .perfect" 
chords of the fifths and Courths. Considering the basic C-major scale, i.e. С­
D-E-F-O-A-H-C', Ъу already mentioned experiments that Pythagoreans made оп 
monochord, it is possiыe to fill Cour empty spaces withcorresponding relative numbers 
in the Collowing way: 

tone signs С F G С 
relative numbers 1 4/3 3/2 2 
intervals prime Courth fiCth octave 

ТаЫе 1 

However, complete Pythagorean scale contains 5 whole-tone distances and 2 half­
tone distances in the pitch between two tones (seconds), Whole-tone distance (C-D, 
D-E, F-G. О-А. А-Н) is oЪtained Ьу substracting the Courth and the fifth. i.e. Crom 
ql = 3/2 and q2 = 4/3 follows q = ql/q2 = 9/8. Relative number for half-tone 
distance, i.e. minor seconde (E-F, Н-С'). оп the basis of previous considerations, 
will Ьауе the value 256/243. Вesides the Cact that it is the ratio of two irreducable 
three-digit numbers, which is. somehow. оС а different nature comparing to the other 
relative numbers, this relative number corresponds to minor second which Cor ear 
has unpleasant dissonant character. 

Now, it is possiыe to make а clear table оС Pythagorean tonal system where 
relative numbers are determined according to basic С tone and adjacent tone below. 

tone signs С D Е F G а h с' 
number оС vibrations 

1 9/8 81/64 413 3/2 27/16 243/128 2 with respect to С 
with respect to 

9/8 9/8 256/243 9/8 9/8 9/8 256/243 
adjacent tone below 

ТаЫе 2 

Тhis tonal scale can also Ъе deduced with Ьеlр of the Circle of the Fifths (зее 
Fig. 1). Circle should Ъе divided into 7 parts and the tone signs should Ъе written in 
clockwise direction. Тhen. in the same direction, beginning with С overlaps of the 
fifths are made. Ву overlapping every three dividing points we get the sequence С, 
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2 1 
с' с 

Fig. l 
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G, D, А. Е and Н. Вesides that, after every overlap, the previously deduced number 
should ье multipIied Ьу 3/2, but јп case that С (or С') is overlapped instead of 3/2 
factor 3/4 should Ье used. (Тhe exception is the tone F which is obtained from the 
tone С Ьу counting the fi.fth јп the anti-clockwise direction.) 

But, јп that way, neither the Circle of Fifths тау Ье exactly closed, nor number 
2, which corresponds to tone С' тау Ье reached. Actually, if еасЬ of the 5 major 
seconds of Pythagorean scale is divided into two subintervals, then octave С-С' 
is divided into 12 tone distances (minor seconds). Тhis insertion тау Ье easily 
noticed оп instruments with keyboards observing black and white keys. Now, if 
опе makes 12 fi.fthoverlaps јп clockwise direction, beginning with С, and takes care 
that multipIication јз done, after the crossing over С mark, Ьу factor 3/4, and Ьу 
3/2 otherwise, the result is 

(3/2)12 t- (1/2)' = 531441/524288 = 1.0136 .... 

Jf Тhe Circle of Fifths, after 12 overlaps, i.e. 7 turns closes exactly, we should 
get again number опе. In the theory of music, this deviation characterized Ьу the 
fraction 531441/524288 is called • Тhe Pythagorean сота". Тhis coeffi.cient is the 
numerical representation of the interval between 12th fi.fth and 7th octave, with 
respect to some сотт<?п key tone. Тhis principle, discussed аЬоуе, Ьу which аll 
tones тау Ье deduced from опе sequence of fi.fths, јз called Тhe Pythagorean tonal 
system or Pythagorean tuning. 

Тhiз tonal system, besides theoretical, Ьы the great practical signifi.cance. First 
of all,artists usualy prefer to uзе Pythagorean tonal system јп orchestral or so10 
performance оп string instruments, since the strings are tuned оп fi.fth distances. оп 
the other hand, trained ear, јп the multitude оС diJferent tones and intervals, еазНу 
recognises octave and fi.fth and then the other intervals. Finally, the temperer јп 
his work, fi.rst settles, beginning with С, the octaves and fi.fths as а Ьыјс orientation, 
and then the other intervals, taking into account the specifi.c fi.ne corrections with 
respect to, so called, the tempered tuning. 

Opposite to Pythagorean system оС fi.fths, it is possible, taking the third as the 
basic interval, to create а пеw scale which is оС fundamental importance Сос the 
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theory of music and which is саllед the diatonic scale. For that purpose monochord 
bridge is moved so that 4/5 lenght of the string are vibrating. In that way, with 
respect to fundamental tone С we obtain the new tone Е, which with ground tone 
forms the interval of the third with 5/4 as the corresponding relative number. 
Introducing this number in the шЫе 1 we get the table 3 

I ~ I 
ТаЫе 3 

which is base for forming the diatonic scale. While the distance between F and G 
is the same as in the Pythagorean scale, the distance between Е and F is half -tone 
interval fixed Ъу the fraction 16/15. As the key progresses from С to О, for one 
Pythagorean whole-tone distance, i.e. 9/8, for transition from D to Е remains the 
free factor 10/9. Moving from tone Е а fifth above we get the tone Н with relative 
number 15/8 refering to the ground tone С. In the same time, for the halftone 
interval Н-С' we get relative number 16/15 which is the same as for interval E-F. 
Finally, still open interval between G and Н represents major third corresponding to 
the fraction 5/4. Since, 5/4 = 9/8·10/9, obviously tone А should Ъе interpolated in 
such way that interval G-A (9/8) corresponds to 10nger, and А-Н (10/9) to shorter 
whole-tone distance. Тhш, аll empty spaces Ъу fractions 9/8, 10/9 and 16/15 is 
finished. АН aforesaid тау Ъе presented Ъу following synoptical taЪ1e of numeric 
ratios in diatonic C-major scale: . 

tone signs С D Е F G А Н С 
number of vibrations 

1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2/1 with respect to С 
with respect to 9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15 
adjacent tone Ъelow 

ТаЫе 4 

Relative number of tonic chord C-E-G тау Ъе (едисед to proportion 4 : 5 : 6. 
Тhe same proportion stands for the dominant chord G-H-D' and subdominant chord 
Р-А-С'. For Pythagorean scale this proportion is more сотрlех, and is 64: 81 : 96. 
Тhe advantage of the diatonic scale over ТЬе Pythagorean is not on1y in the fact 
that it's easier to деаl with simplier proportions, but it also optimal1y satisfies the 
demand f01" harmonic chord. on the other hand, in Pythagorean scale the minor 
second corresponds to awkward three-digits numbers. ratio 236/243 while in the 
diatonic scale this ratio is 16/15. Generally speaking, tonal intervals with smaler 
relative numbers and good chord give to the di~tonic tuning advantage over. Тhe 
Pythagorean, where can Ъе noticed some sort of poverty of chord sound, Ъесаше of 
Ъiы of giving the preference to the fifths. It can Ъе easi1y noticed when polyphonic 
music is performed. 

Finally, оп the basis of taыe 4, relative numbers for frequences of the diatonic 
C-major scale тау Ъе written in the form of the following prolonged proportion: 
24 : 27 : 30 : 32 : 36 : 40 : 45 : 48. 
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During the period while we are in one tonality (e.g. C-major) diatonic scale 
can satisfy аН demands, but if we try to begin tonic scale with some other tone, and 
not from octave that leads us to the unlimited multiplication оС tones and fractions. 
Тhe problem оС the diatonic tonal system is in the fact that, to the more numerical 
rations, i.e. more relative numbers, corresponds only one interval. Frequency оС the 
same tone is, in the ditrerent tonalities, ditrerent, which makes things worse, so that 
the modulation can't Ье done in this system~ 

For ехатрlе, let's begin from D-major scale which has two sharps. 8eventh 
оС the tone D is tone C-sharp, and, according to previous explanations, number 
that corresponds to it is I1 = 27· 15/8 = 50,625. From the tone C-sharp obtained 
in this way, let's try to construct the major scale, not atrecting previous tonal 
structures. Вegining with C-sharp major third brings us to the tone F' which 
relative number, according to previously constructed diatonic scale, is 64. But, 
if 11 is multiplied Ьу the relative number, which corresponds to the major third, 
then we get 405/8.5/4 = 63,28125 instead оС 64. Тhat means that tone C-sharp, 
wich we introduded, can't Ье postulated as the key note оС the major scale without 
cotradiction with the prevously estemed relative numbers. 

In order to solve this problem we must keep the ground interval оС "perfect 
octave", which in Тhe Pythagorean and the diatonic scale is made of 5 whole-tone 
and 2 half -tone intervals. Dividing each tone interval in two parts we obtain 12 
half -tones оС one octave. In order to take each оС these halftones as the key-tone 
оС а scale it's neccessary to give, to аН half -tone intervals, somehow, unique уаlие. 

Any of two tonal intervals must Ье equal if and only јС the coeflicients оС their 
frequences are equal. on the other hand, frequency, which is uniformly distributed 
оп 12 intervals, should Ье doubled, in case of transition from the keytone to octave. 
Вoth requests wiH Ье fulfiHed if the coeflicient оС the number оС vibrations any оС 
two succeeding tones is q = 21/12. 80, if we begin with some tone with frequency 
1, for one whole-tone аЬоуе, the new frequency will Ье I q2, while, in case оС half­
tone аЬоуе, it will Ье 1 q. If the alteration оС whole-tones and half -tones from 
Pythagorean and diatonic scale is overtaken in one new tempered scale, we'H have 
the following solution for tone frequency ratios: 

С D 
1 21/6 

С' 

2 

Now, if we make the parallel table оС relative numbers оС frequences оС Тhe 

Pythagorean, diatonic and tempering tonal system (see ТаЫе 5). 
We notice that the last, somehow, is intermediate between :fir5t two. Ab50lute 

advantage of equal temperament is in fact thatit enables making fixed-pitch 
instruments with optimal opportunities оС modulation. Keyboard оС the instrument 
tuned in that way has arrangement оС black and white keys which enables technical 
performance оС every type of tones. 

If, one Ьу one, аН piano keys sound, from below аЬоуе, we'll have, 50 called, 
chromatic scale. Interval between two succeding tones is expr~ssed Ьу coeflicient 
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Pythagorean diatonic tempered 
tuning tuning tuning 

С 1 1 1 
D 1.12500 1.12500 1.12246 
Е 1.26563 1.25000 1.25992 
F 1.33333 1.33333 1.33484 
G 1.50000 1.50000 1.49831 
А 1.68750 1.66667 1.68179 
Н 1.89844 1.87500 1.88775 
С' 2 2 2 

ТаЫе 5 

q = 21/12 = 1.0594630944. Such keyboard satisfies the requsts that sach ауаНаЫе 
tone оп the instrument тау Ъе Ље keytone of а scale. It's also important that, 
in equal temperament, are identified C-sharp and D-fl.at, D-sharp and E-fl.at, F­
sharp and G-fl.at, G-sharp and A-fl.at, A-sharp and В, which represents so called 
enharmonic alteration. If we let the sequence of half -tones of equaly tempered scale, 
sound again, we'll find that if corresponds to the aforesaid sequence of numbers 

... , 

Тhis sequence is, acctually, 10garithmic system with the base 21/12 where 
10garithms are the exponents О, 1,2, ... , 12, .... Тhe sequence of tones of chromatic 
scale has arithmetical mirror image in the 10garithms. Ernest Bindel, in his book 
.Grundlagen der Mathematik" (see [3]), says that forming of the 10garithmic taыss 
and successful evaluation of logarithms, has the same meaning as the equal tempering 
of musical instruments. In the first half of the 17th century theory of logarithms 
was being intensively developed, and in the same century appeared forerunners of 
equally tempered tonal system, Halberstadt's organist, music theoretician Andreas 
Werckmeister, whose name is connected with modern tempered organs, and Johann 
Sebastian ВасЬ. ВасЬ tempered his instruments, clavichord and spinet, in corre­
sponding, new way, and then wrote his famous 48 preludes and fugues for • ТЬе Well 
Tempered Clavier" (Wohltemperierte Юаviеr), where .the well tempered clavier" 
means any keyboard instrument used in that times, like clavichord, spinet or organ. 
Ву that, the intended to point out that оп equaly tempered instruments тау Ье 
played аН types of tones without any dissonances in chords. 

In spite of resistence and oppositions to new tonal system, which continued 
till the middle of last century, it was finaly accepted in almost аН countries of 
the world and Ьесате very important for instrument making. It can Ье said that 
from mathematical, accoustical and technical point of view, the equal tempering 
enaыdd apperance of great piano composers and virtuosos in 18th, 19th and 20th 
century. Equal tempering used today for performing in аН concert hal1s of the world 
is the achievement and result of research and carefull examination, through many 
centuries, while different nations Ьауе given their precious contribution. Although, 
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оп Ље end оС this 10ng developing process, јз one non-Pythagorean зоl ution, that can't 
diminish merits оС Pythagoreans and their first systematical research оС mathematical 
theory оС тuзјс. 
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Мuлош ЧАНАК 

МАТЕМАТИЧКА АНАЛИЗА ПИТАГОРЕЈСКОГ, ДИЈАТОНСКОГ И 
ТЕМПЕРОВАНОГ ТОНСКОГ СИСТЕМА У ТЕОРИЈИ МУЗИКЕ 

У овом раду аутор даје компаративну математичку анализу питагорејског, 

дијатонског и темперованог тонског система у теорији музике и показује да 

је овај проблем могао бити решен тек са појавом ирационалних бројева и 

логаритама. 





Радмила ЖАРКОВИЋ 

МАРИН ГЕТАЛШ:IЋ, 
РЕСТИТУТОР АПОЛОНИЈЕВОГ ДЕЛА О ДОДИРИМА 

Марин Геталдиh (Дубровник, ]568-]626) је био и још увек је један од 

познатијих математичара како у нас тако и широм Европе, математичар који 

својим радовима стоји уз бок Франсоа Вијету и Галилео Галилеју. Појавио се у 

европској научној мисли на прелазу шеснаестог у седамнаести век у време када 

је Дубровник био У пуном замаху свог културног просперитета. 

Појава Марина Геталдиhа није била случајна, постојали су врло повољни 

услови у којима је он могао изграђивати свој научни поглед на свет и постати не 

само један од најистакнутијих стваралаца величине и славе старог Дубровника 
веЬ и знаменити математичар свога времена скоро целе Европе: Наиме, док 
су се све југословенске земље налазиле под влашhу туђина, маЛа Дубровачка 
република, налазеhи се између Млетачке Републике с једне стране и Турског 

царства с друге, тргу јуhи интензивно са обома, остварила је врло чврсту 

материјалну основу и MoгyhнocT за развитак науке и уметности. Посебна пажња 

у Дубровнику посвеhује се школи. Тако је Геталдиh имао могуhности да од ]575. 
до ] 588. године стекне у Дубровнику врло широко знаље које му је омогуhило 
да се укључи у савремене токове, тадашње европске научне мисли. 

у жељи да продуби и прошири своје знање Геталдиh је кренуо на студијско 

путовање по западној Европи. Боравио је у Италији, Енглеској, Белгији, 

Холандији, Немачкој и Француској, упознао се са многим познатим мате­

матичарима тога времена Вијетом (Francois Vie о. 1('4.0-]603), Клавијем 

(Christiphorus C]avius, ]538-]6]2), Гринбергером (Christiphorus Crinberge­
rus, ]564-]636), Куањеом (МјсЬаеl Coignetus, 1549-1623), Галилејом (ааШеј 
ааlјlео 1564-1642) спријатељио са њима и наставио сарадњу по повратку у 
Дубровник. Пријатељство и сарадља са Вијетом, најпознатијим математичарем 

тога времена битно су утицали на Геталдиhа. Геталдиh је снагом свога ума 

одмах схватио могуhности које су пружале Вијетова дела за даљи развитак 

математике. Такав научни сензибилитет какав је имао Геталдиh привилегија 

је изузетно обдарених учених ЉУДИЈ јер је у одређеним случајевима разумевање 
одређених научних мисли, њихова даља надградња и продубљивање гледања 

са ширег становишта научне користи, равна и њиховој самој формулацији. 

Геталдиh се упознао и са Вијетовим радовима у области реституције. 

145 
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Наиме, у то време појавило се велико интересоваље многих математичара за 

дела Еуклида, Архимеда и Аполонија. 

Како су многа њихова дела била изгубљена, то су они покушавали да 

их реституишу ослањајуhи се на наводе у сачуваним делима других античких 

математичара Папа (Раррш, 250-300), Серена (Serenus, IV век), Хипатије (Ну­
patia, 370-415) и каснијим преводима неких од тих дела. Папов Математицки 
Зборник излази на латинском језику средином XVI века у Италији у редакцији 
и с коментарима Командина (Federigo Commandino, 1509-1575) а крајем ХУI 
века у Енглеској у редакцији и с коментарима Халеја (Edmund Наllеу, 1656-
1742). 

У седмој књизи Паповог Математицког Зборника налази се формулација 
проблема Аполонијевог дела О дoдиpu.мa (De Tactionibus). На основу те форму­
лације проблема Вијет је успео да реституише Аполонијево дело О дoдиpu.мa . 
Реституцију је изложио у делу Аnолоније Галски или Оживела геометрија 

додира Аnолонија Пергејског (Apollonius Gallщ seu ехиsсјЕаеа Apollonii Pergaei 
tactionum geometri, Paris, 1600). Вијет је реституисао десет проблема који се на 
савремен начин могу изразити: Конструисати круг који пролази кроз m тачака, 
додирује п кругова и р правих али тако да је m +n +р = 3 а т, n,р Е {О, 1,2, 3}. 
Најпознатији је проблем: Конструисати круг који додирује три дата круга. То 
је и најопштији проблем из те групе проблема а у литератури је познат као 

Аполонијев проблем. он је био предмет интересовања многих каснијих аутора. 

Решавали су га Адрија Ромен, Рене Декарт (Rene Descartes 1596-1650) и његова 
ученица принцеза Елизабета и Исак Њутн (Isaak Newton 1642-1727). 

Вијетова реституција дела Oдoдupu.мa изашла је из штампе 1600. године. Те 
исте године у Париз је стигао Марин Геталдиh. Геталдиh се упознао са Вијетом 
и љеговим радом у области математике. Проучивши Вијетову реституцију 

Геталдиh је показао и шири интерес за Аполонијево дело О дoдиpu.мa. УвИдео 
је да се неки проблеми које је реституисао Вијет могу и једноставније решити, 

па је то и учинио. Наиме, Вијетов осми проблем је решио на свој начин. Али 

проучивши и Командинијев превод Паповог Mam.e.мaтиЦKoг Зборника открио 

је да се Аполонијево дело О дoдиpu.мa састојало из две књиге, а да су се у једној 

обрађивале неке врсте додира I:оји могу да се обухвате ставом "за било која 
два задата елемента од тачака, правих и кругова, описати круг дате величине, 

који пролази кроз дату тачку или дате тачке а,. додирује сваку од појединих 

датих линија." Овај став садржи шест проблема. Геталдиh се заинтересовао за 
те проблеме. Успео је да их реституише. Реституцију је изложио у делу: Допуна 

Аполонију Галском или Оживели преостали део геметрије додира Аnолонија 

Пергејског (Marini Ghetaldi, fatritii Ragusini, Supplementum Apollonii ОаШ sue 
exuscitata Apollonii Pergaei еасејоnиm geometriae pars reliques, Venetiis 1607). 

у уводу дела Геталдиh се обраhа читаоцу: »десет проблема великог ге­

ометричара Аполонија Пергејског сретно је реституисао не мањи геометричар 

Франсоа Вијет или Аполоније Галски. Али у књизи О дqдирима Аполонија 
Пергејског било је шеснаест проблема како каже Папос Александринац у седмој 

књизи Математичког зборника. Према томе Аполоније Галски није оживео сву 
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геометрију додира Аполонија Пергејског. Али ми heмo то допунити и тако 

Anолоније Галски Hehe без Anолонија Илирског (како је себе називао) оживети 
Аполонија Пергејског, који је лежао угаснувши неправдом времена или покопан 

од варвара". 

дело је посветио Маркизу Павлу Емилију Ћезијуl. У посвети Геталдиh се 
захваљује Ћезију за доброчинства које је учинио за њега: ,,допуна Аполонија 

Галског желим да буде сведок твојих заслуга према мени. Много је споменика 
племенитости, мудрости и других твојих врлина, а нарочито сусретљивости, 

којом грлиш учене људе. Што ја пишем твоје је." 

Проблеми које је реституисао Геталдиh могу се на савремен начин изра­
зити: :Конструисати круг датог полупречника који пролази кроз т тачака, до­

дирује п правих и р кругова али тако да је т +п +р = 2 а т,П,р Е {О, 1,2}. 
Проблем 1. :Конструисати круг датог полупречника који садржи две дате 

тачке. 

ПроБЈЈем 2. :Конструисати круг датог полупречника који додирује две дате 
праве. 

ПроБЈЈем З. :Конструисати круг датог полупречника који додирује два дата 

круга. 

ПроБЈЈем 4. :Конструисати круг датог полупречника који садржи дату тачку 
и додирује дату праву. 

ПроБЈЈем S. :Конструисати круг датог полупречника који садржи дату тачку 
и додирује дати круг. 

Проблем б. :Конструисати круг датог полупречника који додирује дату 

праву и дати круг. 

Геталдиhево дело садржи на крају још један проблем. То је Вијетов осми 
проблем. Геталдиh није био задовољан његовом реституцијом, па га је решавао 

сам и изложио у свом делу. То је проблем: :Конструисати круг који садржи две 
дате тачке и додирује дати круг. 

Геталдиh је дело писао у оквиру старогрчке геометријске методе. Желео је 

да реституција буде што вернија оригиналу, па је и If }.!~Т[)ДI)ЛОШКОМ погледу, 

угледајуhи се на Вијета, успео да погоди дух и стил Аполонијеве геометрије О 
дoдиpu.мa. 

Геталдиh прво формулише проблем. Затим, како се у многим случајевима 

може десити да се на основу датих елемената не може конструисати тражени 

круг, он уводи ограничења. Ограничења уводи и због начина конструисања 
траженог круга. Наиме, он разликује случајеве када дати круг додирује тражени 

круг споља И када га додирује изнутра. За све случајеве конструише само 

по један тражени круг. Дакле, њега интересује само једно решење што је 
карактеристика времена у којем је живео. Међутим, он је отишао и даље. Он 

I Ћези је била чувена римска ллемићха породица у чијем се друштву Геталдиn. налазио 
хада је боравио У Риму. Фредерихо Ћези (Federico Cesi) је основао Ахадемију наука у Риму 
- Ахадемију dei Lincei. 
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уводи ограничења да не би дошло до немогуhности решења проблема, а из њих 

се експлицитно може закључити да има случајева када проблем има и више 

решења. 

Геталдиhева ограничења за све проблеме се могу искористити да се изврши 

дискусија проблема. Покаэahемо то на проблему 3.: Констрyuсати круг датог 
полупречника који додирује два дата круга. 

Прва три ограничења која Геталдиh уводи код овог проблема односе се на 

случај када су кругови спољашњи и немају заједничких тачака. 

Ограничење првог случаја: да би дати кругови додиривали споља круг 

који треба конструисати, потребно је да пречник траженог круга не буде мањи ' 
од одсечка на правој која спаја средишта датих кругова, а који лежи између 

конвексне ободниде једног и другог датог круга (сл. 1). 

Сл. 1 

Ограничење другог случаја: да би дати кругови додиривали изнутра круг 
који треба .конструисати, потребно је да пречник траженог круга не буде мањи 

од оне дужине која, спајајуhи средишта датих кругова, лежи између конкавне 
ободниu.е једног и другог датог круга (сл. 2). 

Сл. 2 Сл. 3 

Ограничење mpehee случаја: да би један дати круг додиривао круг који 
треба конструисати споља, а други дати круг изнутра, потребно је да пречник 
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траженог круга не буде мањи од одсечка праве која спаја средишта датих 
кругова, а који лежи између конвексне ободнице једног датог круга и конкавне 

ободнице другог датог круга (сл. 3). 

Како је сваки круг полупречника који додирује дате кругове решење 

постављеног проблема, помоhу Геталдиhевих ограничења првог, другог и 
Tpeher случаја може се извршити дискусија проблема за случај кад су дати 
кругови спољашњи и без заједничких тачака. Геталдиh у ограничењима првог, 

другог и тpeher случаја посматра различита растојања, али их исто обележава 

са CD. Ако CD У ограничењу првог случаја обележимо са АВ, а у ограни­
чењу тpeher случаја са AD и ВС (сл. 4) дискусија проблема се може приказати 
датом табелом. 

Сл. 4 

2R> CD 8 реш. 
2R =CD 7 реш. 
2R<CD 2R>BC 2R > tA.D 6 реш. 

2R =AD 5 реш. 
2R < AD 4 реш. 

2R=BC 2R> AD 5 реш. 
2R =AD 4 реш. 
2R< AD 3 реш. 

2R<BC 2R> AD 4 реш. 
2R =AD 3 реш. 
2R<AD 2R > АВ 2 реш. 

2Я=АВ 1 реш. 
2R < АВ нема реш. 

Најинтересантнији је случај када је 2R > CD, тј. када проблем има 8 
решења (сл. S). 

Ограничења четвртог и петог случаја односе се на случај када се један да ти 
круг налази у области другог датог круга. 

Огранuчење четвртог случаја: Ако је један дати круг у области другог 
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Сл. S 

датог кругаЈ да би они додиривали круг који треба конструисати споља Ј 

потребно је да пречник траженог круга не буде ни веhи од већег одсечка на правој 

која спаја средишта двају датих круговаЈ а који лежи између конкавне ободнице 
једног и конвексне ободнице другог кругаЈ нити мањи од мањег одсечка 
(сл. 6). 

Ограницеље nетог случаја: Ако је један дати круг у области другог датог 

кругаЈ да би један дати круг додиривао круг који треба конструисати спољаЈ а 
други изнутраЈ потребно је да пречник траженог круга не буде ни веhи од већег 
одсечка на првој која спаја средишта двају датих круговаЈ који лежи одсечен 
између конкавне ободнице једног и другог датог кругаЈ нити мањи од мањег 
одсечка (сл. 7). 

Ограницеље шестог слуцаја: Ако се дати кругови међусобно сеКУЈ да би 

оба додиривала круг који треба конструисаТИЈ а који се налази и у једном и у 
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Сл. 6 Сл. 7 

другом кругу, потребно је да пречник траженог круга не буде веhи од осечка 

на правој која спаја средишта датих кругова, а који лежи између конкавне 

ободниде једног и другог датог круга (сл. 8). 

Сл. 8 

Ограничења четвртог, петог и шестог случаја, на сличан начин као 

претходни, могу се искористити да се изврши дискусија проблема за остале 

међусобне односе датих кругова. 

Ограничења и других проблема такође се могу искористити да се изврши 

дискусија и да се проблеми реше на савремен начин. 

Заслугом двојице врхунских математичара Франсоа Вијета и Марина 
Геталдиhа Anолонијево дело О дoдupиMa отргнуто је од заборава. Дело је врло 
брзо постало врло актуелно. Неки математичари као Камерер (1. W. Camerer), 
Данијел Швентер (Daniel Schwenter) и Пјер Еригон (Pierre Herigone) уносе га 
у своје курсеве математике док се други Ферма (Pierre Fermat), Торичели 
(Е. Torricelli), Симеон (Тhomas Simson), Лосон (John Lawson) и Њутн (Isaac 
Newton) баве шире проблемима додира. 

Геталдиhева реституција Anолонијевог дела О додирима актуелна је још 

увек и инспирише и савремене математичаре да се баве проблемима геометрије 

додира. 

Проблеми које је реституисао Геталдиh обухваhени су програмом средње 

школе. Због тога су они предмет проучавања многих аутора и : нети су у 
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поједине уџбенике. Међутим, у свим тим уџбеницима или проблеми нису 
формулисани на исправан начин или решења не одговарају постављеном проб­
лему. Геталдиhева реституција се може искористити да се проблеми реше 

на савремен начин а Геталдиhева ограничења да се дискусија проблема у 

потпуности правилно изведе. 

Radmila ZARKOVIC 

MARIN GETALDIC, RESTIТUTOR OF APOLLONIUS WORK OF CONTACТS 

Мarin Getaldic а ppeared in the world of the European scientific mind, especially 
in the field of mathematice, in the late ХУI and the early ХУН century; that was 
the time when cultural prosperity :Ilourished over Dubrovnik. 

Mathematicians а11 around Europe were, at that time, greatly interested in the 
works of antique mathematicians like Euclid, Archimedes and Apollonius. 

Since many of their works were lost they were making e1fort to restitute thещ 
relying upon some quotations in the works of other antique mathematicians. 

Fran~ois Viete and Мarin Getaldic dealt with the restitution of the lost 
Apollonius workof contacts. French mathematician, Fran~ois Viete, was the first to 
get down to work оп the Apollonius work of contacts. Не restituted the problems 
which, in modern terms, could Ье expressed in this way: lto draw а circle which 
falls through т points, it touches п lines and р circles so that т + п + р = 3 and 
т,п,р Е {О, 1,2,3}. 

Marin Getaldic, а citizen of Dubrovnik, showed some greater interest for the 
work of contacts. Не had solved one of Viete's problems in the most convenient way 
and discovered that the work of contacts contained also the problems which could Ье 
expressed, in modern terms, as following: to draw а circle of the given radius which 
falls through т points, it touches п lines and р circles in the way that т +п +р+ = 2 
and т, п,р Е {О, 1, 2}. There are six problems. ТЬе most interesting among them is 
this one: to draw а circle of the given radius that touches two other given circles. 
Тhe restitution of these problems was expressed in the work of Мarini Ghetaldi, 
patritii Ragusini, Supplementum Apolloniii Galli seu exucitata Apollonii pergaei 
tactionum geometriae pars reliqua, Venetiis apud Vencentium Fiorinam MDCVH. 

Ву solving problems Getaldic first formulated а problem in his restitution. Тhen 
Ье introduced limitations, as in many cases can happen that уои cannot draw а circle 
оп the basis of some given elements. Не introduced those limitations because of 
di1ferent ways of drawing the circle. Getaldic's limitations are im.portant Ьесаше 
they Ьеlр to do the discussion of the problem. Getaldic, Ьу his restitution, showed 
himself as an extraodinary geometrician. Не wanted his restitution to Ье true to the 
original and Ье succeeded in guessing the spirit and style of Apo11onius geometry 
of contacts. 

Тhаnks to two top mathematicians, Francois Viete and Мarin Getaldic, Apol-
10nius work of contacts cannot Ье forgotten. Тhe work has soon Ьесоте very 
up-to-date. Some mathematicians (Camerer, Schwenter) ше it in their courses 
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of mathematics whereas others inspired Ьу their works (Fermat, Toricelli, Simson, 
Lawson and Newton) deal more with the contact problerns. 

Тhe problerns which were restituted Ьу Marin Getaldic do not go over elementary 
geometry in current sense of the subject, and are included in the program of the 
secondary school so that the same problems Ьауе been studied Ьу many authors. 
Тhey are included into some textbooks but very incomplete. In fact, the problems 
are given mainly for some special examples. 

Getaldic's restitution can contribute to adequate solutions to problerns in some 
current way and the problerns could Ье discussed thoroughly. 



: i 



Зоран croКИЋ 

ПРИНЦИП НАЈМАЊЕГ D.EJCfBA 
ИЛИ ЛАГРАНЖ - ЊУТН 18. ВЕКА 

Ово саопштење има за циљ да обележи двестогодишњицу изласка из штампе 

ЛагранжеВе Аналитичке .механике, а жеља самог Лагранжа је била да том 
својом кљигом увелича прославу стогодишњице појављивања Њутновог револу­
ционарног дела, Мате.матичких npUHl.!Juna nриродне фило:юфије. 

Питање које се одмах на почетку намеЬе јесте о самом наслов)' овог 

пригодног Саопштења. Зашто, дакле, баш ПриНl.!Jиn нај.мањег дејства, а не, 
рецимо, Ан.алитичка .механика? - Једноставно зато што ја ту књигу желим 

да посматрам најпре из пер~пективе данашњег физичара, да истакнем посебно 

месот које тај принцип има у савременој физици. 

Принцип најмањег дејства сажима читаве области старе и нове физике. 
Резултати добијени у једној области могу се аналогијама пренети у друге, од 

класичне механике, ХИДРОдИНамике, електромагнетизма, теорије релативитета 

- до квантне механике. 

да би физика започела свој ход, на самом љеном изворишту стоји име­
новање, у којем су се процесу појавили физичк~ објекти; они се међусобно 

разликују мером и бројем. Запремина, температура, напон, притисак, ... 
одређени су скупом карактеристичних бројних вредности. Баш ти бројеви, 

помоhу којих се врши редукција стварности на математичке ентитете, оштро 

раздвајају тај нови свет физике од »света по себи". Сами физички објекти, 

тако уведени, јесу почетак и крај моhи тога новог, физичког, јеэика. Јер, без 

одељености физичких објеката не би било могуЬе конституисати ни језик физике, 
али, истовремено, баш та одељеност јесте и препрека у досеэању свеобухвата, 

тј. јединства свега, чему физичари а priori стреме. Осетљивост наших чула 

замењена је осетљивошhу наших инструмената. Наше беСконачне чулне пред­
ставе физика је редуковала на мерне вредности, а затим је те вредности сврстала 

у одређене класе, што је све водило гомилању емпиријских закона. Ти закони 

представљају исказе о одређеним конкретним феноменима. Али основни задатак 

физике јесте да генерализу је наше искуство. У том циљу створени су принципи 
који је требало да у себе сажму читава подручја стварности. Принципи су 
замишљени као матрице И3 којих Ье се производити нови природни закони. 

у својој ранијој расправи Раст знања и Исак Њутн показао сам да је Њутн 
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у Принципима дао концепт изградње аксиоматских теорија физике, и то у 

виду трокорака: хипотеза (постављаље принципа) - дедукција (дедуктивно 

извођеље опажајних чиљеница из принципа) - експеримент (експериментално 

провераваље опажајних чиљеница). И Лагранжева аналитичка механика, као 

и све касније аксиоматске теорије физике, изграђена је по том методолошком 

рецепту. Штавише, поред методологије, Лагранж је дИректно преузео и саме 

основне појмове Њутнове рационалне механике: тачку, праву, раван, масу, 

силу и време. 

Користеhи се углавном апаратом синтетичке геометрије, Њутн је у Прин­
циnи.ма изложио прву аксиоматску теорију природе - механику. Цветаље 

нових аналитичких метода у првој половини 18. века природно је наметало 
питање реинтерпретације Њутнове механике. Прави почетак аналитичког 

приказивања механике јесте Ојлерова књига из 1736. године. Баш те, за 

механику важне године, родиhе се и Жозеф-Луј Лагранж, који ће у својој чувеној 

Аналитичкој .механици тај започети развој аналитичких метода довести до 

врхунца. 

Лагранж, »величанствена пирамида математичких наука", како је за њега 

уобичавао да кажеЯаполеон, живео је у доба када су се француски просветитељи 

латили свога највећег подухвата, састављања колективне Енциклопедије, /по 

узору на Циклоnедију или универзални речник Енглеза Е. Чемберса (објављено 

у Лондону 1728. године), као "сређеног речника науке, уметности и вештина". 
То велико дело покренуло је сумњу у до тада владајуhе догме, те је тако постало 
Библијом француске револуције из 1789. Поред ове, Лагранж је био сведок још 
две велике револуције: индустријске (за коју се може сматрати да је почела 

1760.) и америчке (из 1775.); с друге стране, био је савременик и Фридриха 

Великог, Катарине Велике, али и Волтера, Русоа, Канта, Фихтеа, Хјума, Рамоа, 

Моцарта, Кулона, Ламарка, Адама Смита, Ломоносова, па и нашег Руђера 
Бошковиhа, те је, на своју велику несрећу, присуствовао и гиљотинирању своје 

велике заштитнице Марије Антоанете и свог оданог пријатеља Лавоазјеа; а на 
крају, да би иронија била потпуна, он ће постати идол тог истог народа који 

се показао крвником оно двоје! 

па ипак, било је то доба просветитељства и романтизма, тачније доба у коме 

су влаали култ разума и култ осеhајности. Та својеврсна мешавина разума и 

осећања дала је низ великих научних откриhа. Највећа научна забава тог доба 

био је електрицитет. О томе шта је електрицитет први је Франклин изнео своје 
мишљење; 1752. је показао да је и муња облик електрицитета, а 1760. конструисао 
је громобран. Галвани је опазио, а Волта успео да прецизно измери, то чаробно 
врело електрицитета, те је тако започела убрзана градња апарата за производњу 

и чување електрицитета. Конструисањем сталних извора електричне струје, 

после 1800. године, широм су била отворена врата науци о електрицитету. Даље, 
из алхемије, фармације и металургије прецизним аналитичким мерењима 

кондензована је хемија гасова. Стара анrичка идеја да је природа састављена 
од четири елемента ко~ачно је била напуштена. Кевендиш одређује специфичну 
теж:ину воДоника. Откривајуhи кисеоник, Пристли побија алхемијско поимање 
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ватре и oMoryhyje Лавоазијеу да дође до принципа коюервације масе], а баш 
he тај принцип УЧШlИТи да се и хемија почне сматрати егзактном науком. 

Напуштани су и стари занати, техника је кретала новим путевима. 
Рационалност 18. веха увелико је била стављена У службу исnyњаван.а људских 
жеља. Водена пара, коју је још и Херон користио за покретаље Необичних 
играчака, сада је почела покретати огромне механизме, бродове, локомотиве. 

Савремена технш:а рађала се тако из савеза капитала са експерименталном 
науком. Људи су коначно схватили да је HeMoryhe конструисати идеалну 
машину (перпетуум мобиле), тј. спознали су да је HeMoryhe добити рад ни 
из чега. Тачна мерења су почела бистрити људске умове, те су се тако 

приближавали закону о одржању енергије. Али како из природе извуhи енергију? 
Како она прелази из једног у други облш:? - Тим питаљима нису се бавили 
само научници и техничари, вch и уметници, филозофи; Блејк пева: ..,Енергија 

је вечни ужитакtt • Енергија и знаље су полако постајали Moh. 
Енглеска, која је због своје специфичне историје прва раскрстила са ре­

лигијским истинама и феудализмом, била је у вођству. Да не би заостали, Фран­
цузи су се почели користити свим идејама зассјаним у Енглеској. Централна 

личност француског просветитељства, Волтер, који је у Енглеској видео земљу 

истинских политичких и верских слОбода, залагао се за потискиваље Декартових 
и Лајбницових идеја и свесрдно је помагао ширење енглеске филозофије и 

културе у Француској. он никада није заборавио сусрет са Њутном, као ни 
његову свечану погребну церемонију у Вестминстерској опатији 1727. године. 
Том Волтеру2 дугује И Лагранж своје повезивање са Њутновим генијем. 

У школи у свом родном Торину, после упознавања са Еуклидовим и Архиме­
довим радовима, Лагранж случајно долази до есеја Њутновог колеге Халеја, у 
коме се износи предност диференцијалног рачуна над синтетичким методама 
геометрије. Управо том раду имају да захвале математика и физика што су у 
своје редове сврстале још једног генија. Са само шеснаест година Лагранж је 
постао професор математике у краљевској артиљеријској школи у Торину. Тада и 

почиње са објављивањем својих научних радова - од примене диференцијалног 

рачуна у вероватноhи, преко варијационог рачуна, до проблема вибрације жице. 
Ферма и Декарт су увођењем координата тра.сирали пут појму функционалне 
везе између две променљиве величине. Преко Грегорија, Њутна, Лајбница и 

Бернулијевих појам функције је полако стицао своју легитимност. Једнакост 

као што је у = Ј(ж) дефинише криву повезивањем координата сваке тачке на 
њој. У веку аналитичких метода постављало се nитaње како аналитички појам 
функције ослободити од геометријске представе. 

Некако паралелно са развојем појма функције формирао се и знаменити 

интегро-диференцијални рачун. Њутн је први приметио да се многи физички 
закони могу једноставније изразити nOMohy диференцијалних симбола него 

I Antoine Lavoiвier, Tгaje~ ~1~meneajгe de сћјmје, Pariв, 1789. 

2Године 1734. Волтер је објавио Пuc..4CQ о Ен.елезuм.Q, а 1759. Волтерова пријатељица, мадам 
ди Шател, превела је Прuн.чunе на францусr:и јеэиr:. 
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на ма који други начин. На тој идеји, али и на Лајбницовој симболици, 

саэдали су своје .. краљевство" Ојлер, Даламбер и Лагранж. Диференцијалне 
једначине не везују променљиве У и Z директно; оне се служе потпуно другом 

методом Диференцијална једначина дефинише криву каэивањем правца у коме 

она пролази кроз сваку од својих тачака. 

Али говорити о реалитету математичким симболима није ни мало лако. 
Убрзо се показало да је, на пример, осциловање жице или плоче немогуЬе 

представити обичним диференцијалним једначинама. Зато је 1715. године 
Тејлор поставио, а Даламбер први решио, такозвану .. једначину са диференци­
јом", данас познату као naрцијалну једначину. Скоро даје сувишно напомиљати 

да су Ојлер и Лагранж били ти који су изнашли опште методе за интеграцију 

ових једначина. 

И сам варијациони рачун, који у правом аналитичком облику започиње 
тек са Ојлером, био је једна од метода која је требало да помогне при реша­

вању практичних проблема, као што су, на пример, проблем димензионисања 
грађевинских елемената, греде и стуба, или проблем одређивања облика тела 

тако да момент инерције при ротацији буде минималан. Ти су проблеми били 
искриста.лисани у три практична задатка: брахистохроне, геодеэијске линије 
и изопериметријски задатак. Док код проблема брахистохроне одређујемо 
минимално време, код проблема геодезијске линије одређује се минимална 

дужина линије која лежи на задатој површи (проблем решио Н. Бернули 1697), а 
код изопериметријског проблема одређујемо криву која задовољава два услова: 
један се односи на њену дужину, а друm на екстремалност обухваhене површине. 

Није тешко закључити да је заједничко за ова три задатка, али и за сваки 

будуhи варијациони задатак, то што је потребно одредити KPIЦlY (функцију) 

тако да она минимиэира или максимизира неки дати интеграл; тај интеграл, 

по Адамаровом предлогу, данас називамо функционал. Тај је задатак изузетно 
сложен зато што ту више није реч о максимуму или минимуму (апсолутном или 
релативном) неке функције једне или више реално променљивих, тј. оно што 

се мења под интегралом није више број. веЬ функција У = Y(Z), која пролази 
одређен скуп функција G. Природно, и овде се захтева да важи неједнакост типа 
I(у) > «) 1(110) за свако У из неке околине УО. Проблем је, само, шта је сада 
околина тачке у овом апстраЈ:ТНОМ СЈ:УnY функција G. Шта је то околина било 
које функције? Ојлеровом је варијационом рачуну недостајала математичка 
строгост. По самом Ојлеровом сведочењу, тек је са Лагранжевим радовима, 
који су у перИQЩ од 1759. до 1761. године публиковани у аналима Торинске 
академије наука, варијациони рачун стекао свој да}lашњи аналитички облик. 

Тако је веЬ у двадесет четвртој години Лагранж постао признат и познат у 
Европи као један од највеhиx математичара. Године 1764. за реinење проблема 
три тела (Земља, Месец, Сунце) он добија велику награду Француске академије 
наука. Док се проблем два тела могао решити у коначном облику, дотле је то 
са проблемом три тела било немогуЬе. Луцидни Лагранж решава проблем 
у два специјална случаја: када се тела налазе у теменима једнакостраничног 

троугла, као и када су на правој линији, којом приликом су међусобна растојања 
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дата унапред. Осим овога, Лагранж је касније дао и решење проблема три 

тела у тзв. ,>ужем смислу", тј. када је маса једног од тела занемарљиво мала, 
што у данашње ..,сателитско доба" нарочито добија на важности. Године 1766. 
награда се поновила, јер је овог пута на сасвим коректан начин приближно 

решио проблем шест тела (четири Јупитерова сателита, Јупитер, Сунце). 

Чувши за такве Лагранжеве успехе, Фридрих Велики га позива да, после 
Мопертуија и Ојлера, он буде директор физичко-математичког одељења Бер­

линске академије наука, на којој је својевремено боравио и Волтер. Пуних 

двадесет година Лагранж је непрестано публиковао радове у зборницима 
Берлинске академије. И баш у њој он he се уздиhи до персонификације новог 
типа научника, који he постати узор каснијим покољењима. он је то постигао 
не само својим математичким генијем, јер су исту такву генијалност поседовали 

и љегови велики претходници - Даламбер и Ојлер - него и зато што у 
његовим радовима није било никаквих метафизичких и теолошких расправа. 
Од ренесансе вековима припремана аутономија науке у односу на теологију 

и метафизику, која је - непримеhено - засијала још код Њутна, поново се, 
тако, појавила у Лагранжевим радовима. Лагранж је Европом пронео славу 

првог ..,чистог" научника. Јер, физичко искуство испреплетано са математичким 

расуђивањем - једино је што се може наhи у његовим радовима, без икаквих 

примеса у стилу Ојлерових Писама немачкој принцези. Као ни Њутн, тако ни 
Лагранж није научне истине c}.faтpao апсолутним и категоричким истинама, Beh 
је науку доживљавао као путоказ - као радна упутства сугерисана искуством, 

а створена у светлу разума. 

Након смрти Фридриха Великог, Лагранж прихвата позив Луја ХУI да 
настави свој рад у Париској академији наука. Године 1787. Марија Антоанета 
му у Паризу приређује величанствен ДО'lек. То је била година у којој је још 
дотеривао своје ремек-дело започето у Торину - своју механику која he бити 
искључиво заснована на симболичком језику алгебре и анализе. ..,Онај ко воли 
математичку анализу, са задовољством he увидети да механика постаје новим 
делом анализе и биhе ми захвалан за такво проширење подручја њене примене." 

И додаје: ..,Ја xohy свести теорију механике и вештину решеља која се односи 
на љене задатке на опште формуле из којих следе све једначине, неопходне за 

решаваље било ког љеног задатка." 

По узору на Њутна, који је на исти онтолошки ниво довео мироваље и 
кретаље, Лагранж у својој ..,Аналитичкој механици" на аналитички начин 
обухвата статичке и динамичке законе. Критички расправљао о локалним 

принципима и законима статике својих претходника: Архимеда (закон полуге), 

Стевина (равнотежа на стрмој равни), Галилеја (закон котураче), затим Декарта, 

Торичелија, Бернулијевих, Варињона, да би тек потом дао основни принцип 

статике, који данас обично називамо принципом могуhих померања, по коме 
је, у случају равнотеже система материјалних тачака, збир радова спољашњих и 
унутрашњих сила, за Moryhe померање које задржавајуhе везе Допуштају, једнак 
НУЛИ,уз претпоставку да су почетне брзине свих тачака система једнаке нули. 

Основна предност овако уведеног принципа огледа се у примени на сложене сис-
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теме, а састоји се у томе што се равнотежа система може одредити без растављања 

система на основне елементе, како се иначе у статици чинило. Спајајуhи 
принцип могуhиx помераља са Даламберовим принципом, Лагранж уводи 
оnшту једначину динамике, данас поонату под именом Даламбер-Лагранжев 
принцип, који гласи: при проuзвољно.м кретању .материјалног систе.м.а са 

идеално задp3ltXlвајуhu.м. веза.м.а, у свако.м тренутку збир радова 3 свих активних 
сила и свих условно придодатих сила инерчије на свако.м .могуhе.м. по.мерању 

система једнак је нули. 

Овај диференцијални принцип, као својевремено и Њутнове аксиоме, није 
НИICаква индуктивна генерализација, нити исказ о ономе што се стварно дешава; 

то је једна појмовна а priori дата шема из које се, као и из Њутнових аксиома, 
могу . извести експериментални закони кретаља. Значај овог принципа за 

филозофију науке био је, пре свега, у томе што је коначно постало очигледно 

да једно опажено кретање тела не пропису је само по себи ни један посебан 
начин оnисиваља тог процеса. Onажена кретаља могу се анализирати на 

различите начине. Критички посматрано, Њутнова и Лагранжева механика 

се нису разликовале у својој бити, јер су и једна и друга из тренутног стања 

система изводиле еволуцију посматраног динамичког система. Повезу ју их 
истоветна реверзибилност и узрочност. 

Поред диференцијалног принципа који се формира локално, за одређени 

тренутак времена, Лагранж формира и један интегрални принцип, којим 
упоређује коначна помераља за коначне временске размаке, а који је данас 

углавном познат као Мопертуи-Лагранжев принцип најмањег дејства. 

Предисторија овог принципа налази се још у митовима и легендама. Тако 

је, у легенди о осниваљу Картагине, Мутон, тирски краљ, оставио престо 

својој деци, Дидони и Пигмалиону, али је народ за владара поставио мушког 

наследника. Незадовољна Дидона лута морима и у Африци купује земљу, 

склоnивши лукав уговор да њена величина одговара величини коже бика. Она 

кажу исеца на танке каишеве, које наставља један на други и тако успева 

да обухвати максимум земљишта, на коме гради своје краљевство, прелепи 
град Картагину. Уместо да крајеве састави, она их је отавила отвореним, 

јер су пали на обале мора. Тако је Дидона решила, ми бисмо данас рекли, 

изопериметријски варијациони задатак: дата је једна крива (морска обала), а 

знајуhи конфигурацију терена, треба повуhи нову криву дате дужине (дужина 

спојених каишева од коже) тако да површина обухваhеног земљишта унутар ове 
криве и оне задате буде максимална. 

Сама историја принципа најмањег дејства, међутим, започиње Хероновом 

поставком принципа Hajкpaher пута светлости. Проблем се појавио онда када је 

уочено да при преламању, тј. при преласку светлости из једне у другу средину, 

она не следи најкраhи пут. После спора са Декартом, критички се односеhи 

према Аристотеловој филооофији, по којој природа увек бира најкраhи пут, 

Фер ма уочава да најкраhи пут не мора нужно да буде и најбржи, те формулише 

3Лагра.нж под Галилејевим утицајем рад назива ..4!O..4!el!тo..4!. 
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свој приНlI,ИП најкраЬег времена, по коме, ако светлосни зрак, полазеhи из тачке 
А у некој средИНИ, стигне до тачке В у другој средини, варијација интеграла 

ЈВ ds 

ЈА V' 
( при чему је ~ = V) 

јесте једнаЈ:а нули. ово је, наравно, савремени запис овог принципа, јер у 

Фермаово време варијаu,иони рачун још није био конструисан. При градљи свог 

принципа, Ферма је користио Снелов емпиријски закон преламања, констру­
ишуhи истовремено, за разлику од Декарта, хипотезу да се светлост спорије 

креЬе у гушhој средини. Године ] 682. Лајбниц публику је своја размиmљaња 
о проблему преламања светлости и Фермаовом принu,ипу. он формулише 
прини.ип ..,најлакшег" пута. Али, то је био поновни повратак Декартовим 
изворним идејама; тако Лајбниц сасвим погрешно закључује да се, због маљег 

расејавања, светлосни зраци брже креЬу у стаклу, него у ваздуху. Све до 

Њутна екстремалност је тражена само у оптичким појавама. То никако није 
изненађујуhе, јер је теорија светлости у то време била пре свега упрошhена 
геометријска оптика. Пренети задатак екстремалности у механику значило је 
сударити се са појмом дејства. " 

Њутн, који је У много чему веЬ био први, био је то и на овом пољу делат­
ности. он је први успео тачно да реши три екстремална задатка у динамиu,и. 

Сасвим неоправдано историчари науке су потпуно запоставили ова три тако 
важна задатка за развој варијационог рачуна. Подсетимо да је тек девет година 

после објављивања ПриН'!Јиnа Јохан Бернули поставио проблем брахистохроне, 
који се својом атрактивношhу наметнуо као темељ почетка развоја варијаu,ионог 

рачуна, упркос чиљеници да је Њутн веЬ у то време владао елементима који 

чак прелазе оквире тог к.асније развијеног рачуна. 

у другој кљизи ПРUН'!Јunа, која заједно са првом сачињава целину »De 
то/и corporurrf', тј. О кретању тела, у пропозицији ХХХУ Њутн даје теорему 
28: Ако се, у реткој средини коју чuне једнаке честU'!Је слободно распоређене 
на међусобно jeдHaKu.м. pacтojaњu.м.a, кугла и '!Јuлuндар, једнаких nречнuка, 
крећу једнаким брзuнама, у nрав!.V' осе '!Јuлиндра, О'1nоо кугле бuhе два пута 
мањи ад отпора '!Јuлиндра. Затим Њутн дефинише ретку средину, па доказује 
теорему. И сада као круна следи заборављени схолијум, кога због важности 

преносим у целини из првог издања ПриН'!Јunа, уз оригиналне Њутнове скице: 

.Еадет methodo figurae аllае inter se quoad resistentiam comparari possunt, 
eseque inveniri quae od motus suos in Mediis resistentibus continuandos aptiores 
sunt. Ut si base circulari СЕВН, quae centro О, radio ОС describitur, et altitudine 
OD, construendum sit frustrum coni CBGF, quod omnium eadem basi et altitudine 
constructorum et secundum plagam axis sui versus D progredientium frustorum 
тјпјте resistatur: viseca altitudinem OD јп Q et produc OQ ад S ut sit QS 
aequalis QC, et erit S vertex coni cuius frustum quaeritur. 

Unde obiter cum ang1us СВВ semper sit acutus, consequens est, quod si solidum 
ADBE convolutione figurae Ellipticae vel Ovalis ADBE circa ахетАВ facta 
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с о 

Ar---------~~--~ 

в 

Скица 1 Скица 2 

generetur, et tangatur figura generanx а rectis tribus FG, СН, Н I in punctis F, 
В et Ј, еа lege ut ОН sit perpendicularis ad ахет in puncto contactus В, et FG, 
Н! cum aedem ОН contineant angulos рав, ВН! graduum 135: solidum, qoud 
convolutione figurae ADFGH Ј Е circa ахеm eundem СВ genertur, minus resistitur 
quam solidum prius; зј modО utrumque secundum plagant ахјз sui АВ progrediatur, 
et utriusque terminus В praecedat. Quam quidem propo.iitionem in constuenndis 
Navibus поп inutilem futuram esse сеnsео. 

Quod si figura DN FG eiusmodi sit ut, зј аЬ eius puncto quovis N ad ахеm 
АВ demittature perpendiculum N М, et а puncto date G ducatur recta ОЯ quase 
parallela sit rectas figuram tangenti in N, et ахет productum secet in Я, fuerit М N 
ad ая ut GRcub. ad 4BRxGBq: Solidumquod figurae huius revolutione circa ахет 
АВ facta describitur, in Medio raro et Elastico аЬ А versus В velocissime movendo, 
minus resistetur quam a1iud quodvis eadem longitudine et latitudine descriptum 
Solidum circulare." 

у својој СУШТИНИЈ У овом се схолијуму поставља проблем екстремалности 
и дају тачна решеља која су заснована на услову минималности силе отпора. 

Укратко ту се ради о три варијациона задатка: 

ОД свих зарубљених праВ.ilХ конуца једнаких кружних основа С Е В Н и 

једНаких висина OD (погледати скицу l)Ј најмаљи отпор кретању у реткој и 
еластичној средини имаhе онајЈ чије су изводнице одређене тачком S Ј која се 
добија када се у тачки QJ средини висине ODJ нанесе дуж ОВЈ једнака дужини 
CQ. 

- Ако У тачкама F Ј В И Ј (погледати скицу 2), елиптичне или овалне 
фигуреЈ повучемо тангенте дужи РО Ј G Н Ј Н 1 тако да је '4.ра В = '4. В Н 1 = 1350 Ј 
тело које се добија обртањем фигуре ADFGH ЈЕ око 'осе АВ, имаhе мањи отпор 
кретаљу у реткој и еластичној среДИНИЈ у правцу осе АВ Ј него тело настало 
обртањем фигуре ADBE. 

- Ако је DN РО (погледати скицу 2) таква крива даЈ када из произвољне 
тачке N повучемо нормалу N М на осу АВ и из дате tачке G повучемо дуж 
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G R паралелно тангенти накривој у тачки N, важи пропорција: 

м N : GR = GR3 : 4(BR)(GB)2 

она тело, које се добија обртаљем равне фигуре око осе АБ, трпи најмаљи отпор 

кретања у реткој и еластичној средини у поређењу са било каквим другим телом 

исте ширине и дужине. 

Како се, данас, уз помоh принципа максимума Понтрјагина могу решити 

ови задаци може се прегледно наhи у раду Јосифа Вуковиhа под насловом О 

једном Њутновом проблему оnтuмалностu. Њутнови резултати тј. решења која 
су везана за проблем екстремалности чекају и данас на своје потпуно признаље. 

Хајгенс, који је био врсни експериментатор, анализирајуhи резултате својих 

експеримената који су или везани за кретаље материјалне тачке у пољу силе 

Земљине теже по циклоиди, закључио је да та крива има особину ИЗ0ХРОНОСТИ 

(тј. особину по којој период осциловања не зависи од почетних услова, веЬ 
само од полупречника генератрисе круга генератора циклоиде) и таутохроности 

(тј. особину материјалне тачке да пуштена низ циклоиду без почетlIе брзине 

из било које тачке стиже у своју најнижу тачку за исто време). Баш ти су 
резултати потакли Бернулијеве да, изучавајуhи проблем брахистохроне, између 

свих кривих посебну пажљу обр,ате на циклоиду. Године 1696. Јохан Бернули 
је европским математичарима поставио следеhи задатак: да кроз две случајно 

изабране тачке у вертикалној равни која се налази у хомогеном 'пољу силе 
Земљине теже одреде облик оне криве по којој Ье тачка, креhуhи се без трења, 

преhи задати пут за најкраЬе време. Проблем брахистохроне решили су тада 

Њутн, Ј. Бернули, Лопитал. 

Да би се кренуло даље од проблема брахистохроне, било је потребно 

увести концепт дејства. Основна метафизичка поставка "принципа најмаљег 
дејства" у механици припада "великом спљоштивачу", Французу Мопертуију. 

Наиме, једно од базичних питања које су себи постављали научници 18. века 
било је и оно о облику Земље. Картезијанци су тврдили да је Земља на 
половима издужена, а из Њутнове космолошке теорије следило да је Земља 

баш на половима спљоштена. У периоду од 1735. до 1737. спор је требало да 
разреше две експедиције - у Перу и Лапонију (на ":"('. .... : ("Је друге налазио се 

лично Пјер Мопертуи) - да би се измерила величина једног степена географске 

дужине. То је била само још једна од многих потврда надмоhности Њутнових 

теорија над Декартовим. На тај догађај Мопертију је остала успомена у виду 

надимка "велики спљоштивач". Према Мопертију "једноставност тера природу 
да делује на такав начин, да се деловаље своди на најмању могуЬу меру." 

Али, шта је дејство? - Мопертуи му не даје прецизно квантитативно одређеље. 

Тек у Ојлеровим радовима Мопертуијеве замисли су, уз помоh новоразвијених 

аналитичких метода, добиле егзактан физички смисао. Изопериметријски 

задатак који је поставио Јакоб Бернули решио је Ојлер 1740. године, држеhи се 
идеје Јохана Бернулија да ако нека крива линија има максимум или минимум, 
онда и сваки љен бесконачно мали део има иста својства. На крају расправе 

о изопериметрима, која је штампана у Лозани 1744. године, Ојлер показује да 
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се, од свих могуhих трајекторија, кретање материјалне тачке у пољу централне 

силе одвија по оној за коју је варијација интеграла 

М;;;: Ј vds, 

једнака нули. 

Развијајуhи, са своје стране, варијациони рачун, уводеhи посебну ознаку 

за оператор могућег померања, Лагранж своди принцип најмањег дејства на 
варирање интеграла између две фиксне границе. за разлику од Ојлера, Лагранж 

под интеграл уводи кинетичку енергију ("живу силу"), тако да му време постаје 

независно променљива величина, те се функционал, тј. интеграл дејства, може 

писати у облику: 

l
t(P1) 

В;;;: zrdt. 
t(ђ) 

Тако принцип најмањег дејства гласи: од свих кривих С које пролазе кроз 
тачке ћ и Р2, а за које потпуна енергија има једну те исту вредност, линија 

путање (директан пут) је она крива за коју дејство В има стационарну вредност. 

Питање када дејство В на директном путу има најмању вредност данас се 

решава помоhу кинетичких фокуса. Из ове формулације принципа, међутим, 
очигледно произилази неадекватност његовог општеусвојеног назива. Свакако 

би много адекватнији назив био: принцип стационарног дејства. 

Овај Лагранжев интегрални принцип еквивалентан је Њутновој рацио­
налној механици, али само када су везе холономне. Иако данас много ко­

ришhен, он је у почетку дуго чекао на своју легитимност; тако је још 1837. 
Поасон говорио да је то "само једно некорисно правило". У 19. веку, када су 
установљене конверзије између механичког кретања, топлоте, електрицитета иа 

магнетизма, закони одржања енергије почели су се чинити погоднијим за опште 

генерализације у физичким теоријама. Паралелно са тим новим токовима, 

несметано се наставља и развој принципа најмањег дејства. Хамилтон га 

трансформише тако што под интеграл уводи функцију L ;;;: Т - V, такозвани 
лагранжијан, а затим следе ДО~lРИНОСИ Јакобија и Дирихлеа. Хелмхолц је 

у неколико радова, а нарочито у свом академском саопштењу ,.о физичком 

значењу принципа најмањег дејства" из 1886. године, том принципу удахнуо 
нови живот. он из принципа најмањег дејства изводи закон одржања енергије 

и одатле закључу је да тај принцип превазилази границе класичне механике. 

Теорија релативност и и квантна механика потврдиле су велика "хеуристичка" 
очекивања која је Хелмхолц везао за овај принцип. Шредингер је изградио 

мост између Фермаовог и Хамилтоновог принципа. Данас, Фејнманов интеграл 
путање обеhава јединствен математички приступ у оквирима нове физике. Али 

данас више нема места веровању да било какав математички принцип може 

надиhи искуство. Без обзира на сву његову универзалност, ни принцип најмањег 

дејства, као уосталом ни било који други принцип, не сме се апсолутизовати -
он нам не говори директно о природи, већ је део теоријски моделираних система. 
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Проблем дефинисаља самог дејства, тј, његово вечито апостериорно увођење, 

битно умаљује његову вредност у конституисаљу нових фИЗИ'lких теорија. А 
апсолутизовање принципа најмањег дејства, у жељи да се љиме опише све, у 
пракси га постепено трансформише у ~еоперативну и неразумљиву метафору. 

у свом капиталном делу Лагранж је са крајљмом строгошhу, мудрошhу и 

конзеквентношhу спровео Њутнов став о томе да предмет спознаје могу бити 
само чињенице, тј. да се могу спознати само односи између појава, али не и 

љихова бит, и да предмет спознаје не може бити ни питање о првим узроцима. 

Захваљујуhи свом таленту да добро размисли пре него што било шта каже, 

Лагранж је успео да безбедно преброди недаhе револуције. Тако је најскромнији 

и највеhи математичар ХУНЈ века постао миљеник и Наполеона, који је од 
њега начинио сенатора, грофа и великог официра Легије части. 

у ] 8. веку искуство и практично знање у новооснованим инжењерским 

школама рационално је анализирано. за време француске револуције настава је 
у високим школама била прекинута из превентивних разлога. Монж је успео да 

издејствује код револуционарне владе да се организује једна инжењерска школа 

сасвим новог типа. У љој су све повластице при упису биле укинуте; уведен је 

пријемни испит; тежиште рада је било на математици, теоријској механици и 
физици. Та је школа отпочела са радом крајем ]794. године, а гласовито име 
Есо]е Normal добила је ]795. У љој су предавали најистакнутији француски 
научници тог доба: Лагранж, Монж, Лазар Карно, Фурије, ... Када је 1797. 
отворена велика париска техничка школа, Есоlе Po]ytechnique, Лагранж је у 
љој пред очима својих ђака развијао нове математичке методе.4 Тамо где је 
он застао продужио је његов наследник на катедри, Луј Коши, чију је будуhу 
велИ'lину Лагранж луцидно предвидео. У развоју наука које су се проучавале 
у тој новој великој школи, поред Лагранжа и Лапласа, учествовао је поново и 

Монж, зачетник нацртне геометрије (која је читавих петхаеет година чувана 

као велика војна тајна!) - а затим и љихови ђаци: Кориолис, један од твораца 

техничке механике, Навије и Сен Венан, пионири теорије еластичности, Пон­
селе, антипод Лагранжев, који је желео да "ослободи геометрију од хијероглифа 
анализе", те је тако стигао до пројективне геометрије, затим Поаеон, Малис, 

Френел, Ампер, Н. Карно, Био, Геј-Лисак, .... Иако је био скептичан према 
даљем развоју математике (прогрес је видео искључиво у развоју природних 

наука), Лагранж је и последље године свога живота провео дивеhи се другима, 
бодреhи их, али и директно их помажуhи, мада су они често имали сасвим 

другачије визије од његових - Фурије, Лежандр, Гауе, Пфаф, .. , . 

Последљи пројекат на коме је Лагранж радио био је везан за увођење 
једнообраэног система мерних јединица. Умро је ]813. године и сахраљен 
у монументалној згради париског Пантеона. Иза њега остало је његово ве­
лико дело, а врх Лагранжеве "величанствене пирамиде" краси његов принцип 

најмаљег дејства, који нам отвара могуhности да гледамо и испред себе и за 
собом. Тај нас принцип учи да пронађемо правац у коме heMo се даље кретати. 

4На пр. ТМогје des/onctions ana1ytiques, Paris, 1797. 
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он нам сугерише да се непрестано морамо уздизати изнад равни опажања, па 

чак и изнад равни експерименталних података и појединих закона, не бисмо 

ли онда, унутар свих тих равни, поново стали на чврсто тло. Превазилажење и 
уэдиэање које се овде предлаже служи пре свега изградењи и учвршhењу искуства. 
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Zoran STOKlt 

LAGRANGES OR ТНЕ PRINCJPLE ОР LEAST ACTJON 

Тhis paper is written in commemoration of the 200th anniversary of Lagrange's 
Analytical Mechanics. 

Јп his Ртјnсјрја Mathematica Philosophiae Naturalis, Newton for the first time 
exhiЪited mechanics in the form of an axiomatic theory of nature using mainly the 
apparatus of synthetic geometry. Тhe development of the new analytical methods 
which began in the· first half of the ХУЈII century naturally posed а question of 
reinterpretation of Newtonian mechanics and culminated in Lagrange's Analytical 
Mechanics. Тhe essence of this monumental book is the Lagrange's formulation of 
the principle of least action and this essay is centered upon this principle. 



Радмило ПЕШИЋ 

ЕКОНОМСКИ СПИСИ КОСТЕ СЮЈАНОВИЋА 

Име Косте Стојановиhа није непознато ИСТОРИ'lарима. Зна се да је био 

један од угледних српских ПОЛИТИ'lара из првих деценија овог века, успешан 

министар народне привреде и фнансија Краљевине Србије за време и после 

царинског рата, те председник економско-финансијске секције у делегацији 

СХС на мировној конференцији у Паризу 1918. ИСТОРИ'lарима математике 
и природНих наука познато је да је био један од ванредних професора на 

новооснованом Универзитету у Београду 1905. године, да је предавао примењену 
математику (рационалну механику, небеску механику и математи'lКУ физику) 

и да је био савременик Михаила Петровиhа. Нажалост, међу исторИ'lарима и 
познаваоцима економске науке Коста Стојановиh је недовољно познат) упркос 
'1ињеници да је највеhи део радова посветио баш економским проблемима. Мада 

по примарном образовању није био економиста, завршио је Природно-матема­
ТИ'lКИ одсек Филозофског факултета у Београду 1889. Стојановиh се радовима 
на пољу теорије вредности сврстао међу најзанимљивије економске писце наше 

прошлости. Овај домен његовог рада представља је.дан од упе'lатљивих, али и 

многобројних примера доприноса неекономиста економској науци.2 

За Косту Стојановиhа може се реhи да је ТИПИ'lан представник српских 

интелектуалаца стасалих у другој половини 19. века. Рођен је преломне 1867. 
године у Алексинцу, у скромној тргова'lкој породици досељеника из околине 

Битоља. Био је један од најбољих ђака нишке гимназије, матурирао је 1885. 
и уписао студије на Природно-математичком одсеку Велике школе у Београду. 

Заједно са њим те године на исти одсек се уписао и Михаило Петровиh који 

he му доцније више пута бити од помоhи. Занимљиво је да је Стојановиh био 
најбољи студент у тој иначе доброј генерацији талентованих и самосвесних 
будуhих научника. Вредан и амбициозан, 1889. је дипломирао, а професор ск и 

·0 економском делу Косте Стојановића писали су: Блаroјевић Обрен, Екон.омска мисао 
у Србији да другог светског рата Београд 1980. стр. 459-467. Пејић Лазар, Развој eKoltOМCKe 
мисли у југословен.ским Зe..wљQма да nрвог и у Југославији између два светска рата, Београд 
1986. стр. 217-219. 

1Мало која дисциплина може толико да захвали доприносима истраживача са других 
подручја науке (од медицине, преко математике и технике до философије и теологије) као 
економска наука. Могуће разлоге за то треба сагледати са више аспеката: в. Ј. А. Schumpeter. 
PoYijest ekonoтske analize. Zagreb. 1975. 
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испит положио 1890. године. Неко време службовао је у нишкој гимназии као 
професор математике. Ускоро) 1893. године добија стипендију и одлази у Париз 
где проводи школску годину) слушајуhи тада познате професоре) Поенкареа) 
Пикара) Апела) Кенига итд. Ту се поново сусреЬе са Михаилом Петровиhем који 

је приводио крају рад на докторској дисертацији.3 Петровиhева подршка била је 
драгоцена за Косту Стојановиhа) који је прекратко боравио у Паризу да би могао 

докторирати. Ипак) контакт са водеhим именима француске науке оставио 

је дубок утисак на њега. Упознао се са гледиштима француских научника с 

краја 19. века) као и са идејама о јединству међу разнородним појавама у 
природи и друштву. Сазревајуhи у истој интелектуалној средини са Михаилом 
Петровиhем) како у току студија на Великој школи) тако и за време боравка у 

Паризу) Стојановиh је дошао у контакт са истим научним погледима) што је 

условило да се и Стојановиh и Петровиh касније посвете истим истраживањима 
на пољу математичке феноменологије. 

Коста Стојановиh се још једном нашао у иностранству за време кратко­

трајног боравка у Лајпцигу 1897. где је слушао познатог професора Софус Лиа. 
По повратку у Србију) неколико година је провео у Београду) као прОфесор у 11 
мушкој гимназији. Искључиво захваљујуhи научним квалитетима) 1903. постао 
је хонорарни наставник Велике школе. Исте године са њим на Велику школу 

ступају Јован Жујовиh и Милоје Васиh) касније угледни и признати научници) 

сваки у свом домену) Жујовиh као геолог) а Васиh као археолог. 

Одмах по отварању Универзитета Коста Стојановиh је изабран за ванредног 

професора примењене математике на Филозофском факултету. И овом послу 

се предао са много жара трудеhи се да наставу подигне на европски ниво. 

Нажалост) период његовог универзитетског рада нагло се прекида. Априла 

месеца 1906. постао је министар народне привреде) те се пуном снагом окренуо 
другим проблемима. Може се реhи да је овај мандат пао у време најтежих 

привредних сукоба Београда и Беча) за време царинског рата. Привредном 

успеху Србије у преломним годинама до 1908.) нема сумња значајно је допринео 
и К Стојановиh. Ако се има у виду чињеница да се још као млад професор 

у Ниmу бавио проблемима економске експлоатације Србије4 и да је годинама 
самостално проучавао економску теорију) не изненађује што се у критичном 

тренутку нашао на одговорном и деликатном послу. Штета је једино што 

се дефинитивно одвојио од Универзитета и природних наука) те се посветио 

политици. СреЬна је околност била да је 1909. године катедру примењене 
математике прихватио) тада веЬ реномирани инжењер и научник) Милутин 

Миланковиh.S 

3в. Драган В. Трифуновић, Летопис жuвoта и рада Михаила Петровића , Београд 1969. 

·Каста Стојановић О увоЗУ и uзооз Cpt5uje, питање третирано Hoвu.м .методо.м .мате.ма­
тички.м, Београд 1902. Повод за ову расправу биле су дилеме у вези са завршетком трајања 
аустро-српског трговинског уговора, закљученог 1981. године. Овај по много чему неповољан 
уговор за Србију, навео је К. Стојановића да покуша прецизно квантификовати његове штетне 
последице по привреду Србије. Тако је настала прва математичко-економска расправа код 
нас. Иако је објављена тек 1902. аутор је на њој радио од 1889. са nрекидима. 

51. П. Анђелић, Катедра за .механику у споменици Сто година Филозофског фаКУ/lтета 
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По истеку мандата, Коста Стојановиh приводи крају рад на два најзначај­

нија дела, Основама теорије економских вредности и Тумачењу физичких 
и С(щијалних nоја8а 6 • Успех којим је окончан царински рат истакао је К 
Стојановиhа, те је он од августа 1912. до априла 1913. био поново министар 
народне привреде; овог пута у условима и балканског рата. Избијаље првог 

светског рата затекао га је као посланика у радикалској влади. Као човек од 
међународног угледа и бивши професор Универзитета од почетка је био укључен 

у политичке акције за одбрану Србије и оствареље љених ратних циљева? У 
току рата Стојановиh је био председник клуба посланика у Ници. Време је, 

углавном, проводио пишуhи бројне студије, радове и новинске чланке посвеhене 

привреди Србије.8 Тако је сачинио и један од првих прорачуна националног 
богатства Србије за период до 1914., као и прецизну естимацију износа ратних 
mтeтa. 

По завршетку рата био је ангажован у раду мировне конференције. Потом се 

враЬа у Београд и поново бива министар, овог пута финансија у новооснованој 

Краљевини схс. Изненада је почетком 1921. умро, у зениту политичке каријере. 
Поред мноштва политичких и привредних говора и расправа, оставио је веhи 

број научних радова из математике, механике и филозофије. Посебно заслужује 

пажљу покушај аутора да се бави економско-теоријским проблемима, уводеhи 

математички начин изражавања и истраживања економских појава. Нажалост, 
ови радови данас су готово заборављени. Не налазеhи ни на какав одјек, нити 
плодно тло за развој, идеје изнете у њима остале су непознате ширим круговима. 

Разлози су били вишеструки. На првом месту релативно низак теоријски ниво 

и непознаваље математике, условило је да представници академске економске 

науке у Србији тог доба, а и доцније, нису могли да разумеју студију Основи 

теорије економских вредности. Други узрок пада у заборав лежи у томе што 
ова књига није преведена ни на један страни језик, те је светској науци остала 
недоступна. На крају неповољан историјски сплет околности, изазван ратовима 
од 1912. до 1918. и прерана ауторова смрт, дефинитивно су довели до губитка 
интересовања за њу. 

Основи теорије економских вредности, најзрелије економско дело Косте 
Стојановиhа, настало је као плод вишегодишњих истраживања на пољу ма­
тематичке феноменологије. Иако је ова књига објављена пре Петровиhевих 
Елемената мате.матичке феноменолоzије, примат у овој области, код нас, 

несумљиво припада Михаилу Петровиhу, чија су истраживања не само по 

у Београду, Београд 1963. 

'К. Стојановиh, Ocн.oвu теорије екон.о.мских вредности, Београд 1910. К. Стојановиh, 
ТJ.МDчење фuзичких и СО'4ијалних noјава. Београд. 1910. Иаr;о су Основе теорије eKO/UJAl­
ских вpeдн.ocmи лублю;оване 1910. у оr;виру посебних издаља Ахадемије науи r;ao једно од 
награђених дела из фондова АЈсадемије, ова r;њига брзо је лала у заборав, што је велю;а mтeгa. 

7в. др Љубинr;а Трговчевиh, Научни'4и Србије и стварање јуеословенске државе 19/4-
1920, Београд, 1986. 

'Stoyanovitch, Costa, Есоnотјс Problems qf Serbia, Paris 1919. Stoyanovitch, Costa, La Serbie 
economique а la ,eille de lа Catastrophe de 1915, Paris, 1919. Stoyanovitch Costa, Тће Commerce 
qf Serbia; а Historical Sketch and Surrey, Rome 1919. 
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предмету шира, Beh и раније започета. Док се Михаило Петровиh бавио 

откривањем функционалних аналогија између појава из електицитета, маг­
нетизма, кинетике гасова, хемије, биологије итд. Коста 'Стојановиh се задржао 
само на успостављању везе између теорије вредноти и термодинамике, сма­

трајуhи да се истим обликом функција могу описати процеси у науци о топлоти 

и економији.9 Резултати до којих је дошао имали су различит домет и научну 
вредност. Детерминистички, на моменте вулгарни физикализам, уз мноштво 
исфорсираних, чак нетачних аналогија између физичког света и друштвено­

-економских појава, основни су недостаци његових теоријских погледа. Често 

занемаривање специфичности и суштине економских појава и процеса, учинило 

је неке од ауторових закључака или чистим таутологијама, или економски 

бесмисленим тврђењима. Ипак, треба истаhи оне вредне, валидне констатације 
и гледишта која су овом раду дала пионирски карактер. на првом месту то је 

сам покушај успостављања веза између економских процеса и термодинамике. 

Стојановиh се опредељује за топлотне појаве као најадекватније за успостављање 
аналогија са економским процесима, при чему појединачни привредни субјекти 

играју улогу која се може упоредити са кретањем молекула у науци о топлоти. 

Ова полазна поставка значајно утиче на резултате до којих је аутор дошао. 

Она пружа основе за критику, али у исто време открива низ занимљивих и 

оригиналних резултата. 

Погрешна је претпоставка и намера Косте Стојановиhэ, да економску теорију 

прикаже као једно поглавље из термодинамике. Наиме, он једноставно замењује 
у изразима 1 и 11 закона термодинамике, физичке величине, економским; 

притисак замењује понудом, температуру тражњом, запремину вредношhу робе, 

количину топлоте капиталом, енергију богатством, а механички рад економ­

ским радом.1О Овакав поступак мора се прихватити са великом резервом, јер 
ни Стојановиh, ни Петровиh, који је коментарисао Стојановиhеве резултате, не 
дају образложеље зашто се баш притисак изједначује са понудом, температура 

са тражњом, капитал са топлотом итд. на О.lIај начин многи од успостављених 

односа и из њих изведени закључци имају апсурдан садржај што пружа основе 

за критику. Међутима, неки Стојановиhеви резултати имају вредност са 

аспекта данашње науке. На првом месту то је концепт ентропије економских 
система који је Стојановиh изнео у својим радовима, више од пет деценија пре 

савремених економиста. 

Седамдесетих година овог века продире утицај термодинамике у економску 

'Ради се о функцији Ј(Р, т, v) = О која представља једначину стаља у термодинамици, при 
чему р означава притисак, Т температуру, а v запремину (Геј-Лисак). Стојановић је сматрао 
да иста једначина стаља важи и у економији при чему р означава понуду, Т тра.жњу, а v 
вредност роба. Детаљније о овом види: Драган Трифуновић, Коста Стојан.овић - претходник 
и савре.меник .мате.матичке фено.меНOIIогије Михаила Петровuћа. Дијалектика 3-4, 1979, 
Београд, стр. 219-221. 

IОМихаило Петровић у Еле.ментu.мa ... интерпретира и коментариmе Стојановићеве 
резултате из Основа теорије еконо.мскux вредности дајући таблицу хомологних елемената 
за СтојаНОВИћево аналоmко језгро економија - термодинамика. В. 'Михаило Петровић, Еле­
.мен.ти .математичке фен.о.мен.ологuје, Београд, 1911, стр. 733. 
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анализуll и науку о организацији.12 Појам ентропије, изворно везан за науку 
о топлоти, добија нов смисао, те постаје незаобилазан у овим дисциплинама. 

Захваљу јуhи нарочито радовима угледног америчког економисте румун­

ског порекла Николаеа Ђорђеску-Роегенаl3 и његових следбеника, на челу са 
Џереми рифкиномI4 економска наука бива обогаhена новим гледиштима на 
привредни развој, гледиштем у коме централно место имају неповратни процеси 

искоришhавања ограничених природних ресурса које човечанство немилоср­

дно троши, смањујуhи шансе за буДУhност. Економску стварност данашњег 

човечанства одлику ју све ограниченији извори енергије, загађено окружење, 
све мање резерве сировина, као и растуhи процеси деградације природе. У 
оваквим условима, када економска активност доводи до неповратних процеса 

и непоправљивих стања, поставља се питање оправданости и осмишљености 

привредног развоја који све више постаје сам себи циљ. Ђорђескуово везивање 

привредне и друштвене историје, али и будуhности човечанства за коришhење 

ниске ентр~>пије из природе, делу је као снажна опомена. 

Значајно је реhи да је сличну идеју почетком века изнео Коста Стојановиh. 

Замењујуhи физичке величине економским (конкретно, количину топлоте -
Q капиталом - k, а температуру - Т тражњом - ()), Стојановиh у форми 
Клаузијусовог интеграла добија израз за ентропију економских система. IS 

Н = Ј d~ " Клаузијусов интеграл 
Н = Ј d()k , Стојановиhев интеграл за 

ентропију економских система 

Суштина овог израза је да је ентропија у економији заправо мера деграда­
ције фактора производње коју једна средина доживљава у току привредног и 
културног развоја. 1б Другачије речено, ентропија економских система одражава 
промене у једној средини током времена. 

Са пуно основа се може реhи да је Коста Стојановиh, претходио закључцима 
Ђорђескуа и осталих заступника савремене теоријске економије ресурса. Наиме, 

11 Fransoa Peru, Zasnoyanost ekonomske nauke па termodinam i~koj inspiraciji, Економски 
анали 70-71/1981. 

11D. Ма1i6, Elementi kibernetike и syetlu termodinami~kih metoda, Београд 1973. D. Маli6. 
Drugi princip termodinamike и syetlu zakona odг!ауаnјЈ organizacije. Zbornik radova sa skupa .100 
godina ma§instva". Beograd 1973. 

13 Georgescu-Roegen Nicholas. The Entropy Law the Economic Process. Cambridge. Mass. 1971. 
Georgescu-Roegen Nicho1as. Еnегю and Economic Myths. Southern Economic Journa141 (January 
1975). Georgescu-Roegen Nicholas. Inequality. Limits and Growth /гот а Bioeconotnic Viewpoint. 
Rew. оС Social Есоnоmу 35 (December 1977). 

I4Јесеmу RiCkin. Entropy - а New World View. New York. 1980. 

ISK Стојановић, Осн.ови теорије екон.о.мских вредн.ости, стр. 152-182. 

l' да би то било јасније подсетимо се да К. Стојановић нию привредног и дpymтвeHoг 
развитка једне срдине поистовећује са ниюом укупне тражње у њој (k), а да капитал (Q) 
посматра као "најнижи", боље речено, последњи или дефинитивни облик трансформације 
економске енергије тј. друштвеног богатства једне средине. 
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полазеhи од 1 принципа термодинамике (закона консервације енергије)) за-. 
мењу јуhи физичке аналогним економским дошао је до једначине промена друш­

твеног богатства у зависности од промена у укупној количини капитала и рада 

и назвао је Ј)ПРВИ eKOHOMCKO-дИнамички закон".!7 

Е - економска енергија - богатство 
dE =dk +AdT о 

k - капитал; т - рад 

Овај )..закон" није ништа друго до добро познат економски принцип) овог 

пута изложен нао специфичан начин) да промена друштвеног богатства зависи 

од промена у минулом и ЖИВОМ раду) са којима једно друштво располаже. Оно 
чиме Стојановиh претходИ ставовима Ђорђескуа и следбеника јесте тврђеље 

»да У економији Е) k) и т расту или опадају на рачун истих природних 
количина"}8 тј. да се економска енергија (синоним за друштвено богатство) 
повеhaва на рачун природне енергије. Сличну идеју Коста Стојановиh је више 

пута поновио у кљизи Ту.мачење физичких и социјалних појава!9 опомињуhи 
да се паралелно са процесом ствараља економских вредности одвија процес 
деградације природе. Тиме се значајно приближио савременим погледима 

теоријске економске ресурса. 

Не маље занимљиво је Стојановиhево поимаље економских закона. он 
добро уочава стохастички карактер веза између економских појава и процеса.2О 

Чиљеница да економски закони нису детерминистичког карактера) веЬ да се 

испољавају у маси случајева) као преовлађу јуЬе тенденције) уз одређен степен 
вероватноЬе) оправдава повезиваље термодинамике и економике. 

Крајем прошлог и почетком овог века у физику продиру схватања о стохас­

тичком карахтеру топлотних процеса. Радовима Болцмана и Џибса дефини­

тивно се решава супротност између термодинамике и механике) увођељем 

вероватноЬе. Стохастички приступ физици апстрахује кретаља појединачних 

молекула) он изражава понашаље мноштва честица) даје опште црте појава) 

бришуhи ИндИвидуалне карактеристике делова. Отуда стохастички приступ 
налази примену уповезивању микро и макро структура у науци о топлоти. 

Исто тако за економску науку својствено је стохастичко повезиваље микро и 

макро структуре. Оно што одређује стаље макроекономског система јесте просек 

стаља мирко-субјеката) а не стаље сваког микро-субјекта понаособ. Овакво 

гледиште приближава науку о топлоти и економску теорију) те даје за право 

Кости Стојановиhу што је покушао да успостави везу између економских и појава 

и теРМОдИнамике. 

Познато је да су природне науке често и на разне начине) дИректно или 

не) методима и резултатима инспирисале и опредељивале развитак друштвених 

"Исто) стр. 107-108. 

Ј'Исто, стр. 183. 

Ј'Коста Стојановић, о ТУ.AШllење физицких и социјалн.их појава, БеограД, 1910, стр. 89-122. 

020Шари Жид И Шари Рист, Историја екон.о.м.ских доктрин.а ад физuократа до н.аших 
дан.а. Свеска прва, Београд, 1921. Предговор написао Коста Стојановић, стр. ХУIII-Х. 
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наУЈСа. То важи и за однос ехономсхе теорије и њутновсхе механихе.21 Теорије 
привредниХ цихлуса, пример су заснивања ехономсхих сазнања на феномену 
периодичног хретања. Међутим, један продубљен поглед на ехономсхе 

појаве отхрива бројне недостатхе њутновсхе механихе, хао логичхог охвира 
за објашњавање друштвено-ехономсхих феномена. Ехономиха ресурса, хао део 

глобалне махроехономије, допринела је стварању слихе о привредним про­

цесима хао иреверзибилним у времену. Тпвој слици далехо више одговара 

термодинамшса као охвир научне анализе. Наиме, у Њутновој механици смер 
протока времена је споредан, а процеси реверзибилни. Омиљен и у литератури 
често примењиван поступах прихазивања економсхих процеса у виду хружних 

тохова плод је њутновског гледишта. На другој страни, у науци о топлоти 

проток времена има далеко веhи значај. Усмереност енергетских тохова и њихова 
иреверзибилност везани су за време. Овакво гледиште је далеко ближе економсхој 
стварности ограничених ресурса, загађеност охружења, деградиране природе, те 

битно умањених могуhности за експанзију. Огуда термодинамичхи принципи 

постају данас релевантни и за ехономсху науху хоја је традиционално везана за 
проблем најповољније алтернативе употребе осхудних ресурса. За Стојановиhа 

се слободно може pehи да је пионир термодинамичке оријентације у ехономсхој 

науци. 

У оквирима наше науке, Кости Стојановиhу припада примат и као писцу 

прве економсхо-математичке расправе. Повезујуhи знања из математихе и 
политичке економије, од 1889. са прекидима до 1902. радио је на расправи О 
увазу и uзвaзу Србuје.22 Ипо се примењени метод у овом раду нашао потпуно у 
фую:цији захтева да се научно објасни и квантитативно одреди ехсплоатација 
у трговинсхим односима Србије и Аустро-Уагрсхе, његова оригиналност лежи 

у теоријском концету. 

за разлиху од савремениха усмерених на анализу равнотеже, Стојановиhев 

теоријехи ослонац је био у нечему што веома налихује на опортунитетне трош­
хове. Конкретно, аутор је покушао да прецизно одреди холико Србија губи T~Me 

што извози сировине, уместо да их прерађене у финалне производе извезе, или 

другачије речено, шта би све привреда Србије могла да оствари, ухолихо би се 

определила за прераду сопствених сировина. 

У оригиналном моделу, ефекти спољнотрговинске размене исхазани су· не 
само глобално, вeh подељени на главне учеснихе у привреди: произвођаче 

сировина, прерађиваче - индустрију, посреднике - трговину и државу, хоја 
прехо пореза и царина учествује у расподели »добити" или ..,губитпа" од 
размене. 

21 О утицају ЫIaCичне њутновсже механиже на ежономску теорију особито на жонцеnције 
опште равнотеже nИсано је пуно. Осим Шумпетера, о овоме су писали Волд, Дебре, I<yене, 
Kynмaнc итд. Издвајамо гледиmтe Тинтнера и CeHгynтe из 1972. не само због жритиже овог 
утицаја, већ због захтева за употребом стохастичжог приступа ежономсжој анализи. В. Gerhard 
Tintner.lati К. Senaupta. Stochastic Ecanamics. London 1972. 

22Коста Стојановић, О уеозу и U380зу Србије; nитане третиран.а н.овшс АСетоООАС АСа­
те.матицкшс, Београд, 1902. Ова расправа је објављена у нежолижо наставажа и у часопису 
Финансијсжи преглед св. ХIII. XIV. ХУ, Београд, 1902. 
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На крају, Стојановиh је покушао да квантификује ефекте нееквивалентне 

размене, . уводеhи конкретне величине у модел, што представља 'најслабији 
део расправе јер се у недостатку адекватних статистичких података послужио 

произвољним проценама. У доба настанка ова расправа прихваhена је више 
као програмски текст у борби Србије за економску еманципацију, него као 

теоријска новина. 

Осим ових радова са подручја економске теорије, Коста Стојановиh је 
оставио мноштво списа из домена економске политике, философије, природних 
наука, кљижевности и преводилаштва. Између осталог, преводио је и писао о 

Руђеру Бошковиhу. Све што је објавио за живота и много шта што је остало 

у рукописима23 сведочи да се ради о личности која је значајно надмашила не 
само средину него и време у ком је Стварала. . 

Radтilo РеВј6 

ТНЕ ECONOMIC WORKS OF KOSTA SТOJANOVlt 

Тhe article deals with the little-known economic research оС Kosta Stojanovi~, а 
prominent Serbian politician and scientist Crom the beginning оС this century. Kosta 
Stojanovi~ not only was а contemporary оС but also held the same views as МibaHo 
Petrovi~. Infl.uences Ьу the same intellectual environments, bbth during their studies 
at Вelgradle's Нigh School and while at Есоlе Normale Superieure, these two scien­
tists сате into contact with the same ideas, which accounts Cor the Cact that later they 
devoted themselves to the same research in the field оС mathematical phenomenol0gy. 
Unlike МibaHo Petrovi~, whose research in mathematical phenomenology covered 
а Car wider area and who established CunctiQnal analogies between various nastural 
phenomena, Stojanovi~ linked thermodynamic and economic processes in his most 
important work The Foundations о! the ТheoTY о! Есоnотјс Values. 

Тhe results Ье had are оС varying significance and acientific value. ТЬе 
deterministic, sometimes oversimplified physicalism, along with а large number оС 
erroneous analogies between the physical world and socioeconomic phenomena, is 
the basic deCect оС his economic theory. Нis Crequent overlooking оС the specific 
character оС economic phenomena made some оС his conclusions either tautologies 
or meaningless statements as Car as economics is concerned. However, there are 
valuable and valid observations and views, which give this work its pioneer character. 
ОС the greatest importance is the effort to discover links between economics and 
thermodynamics, whereby Stojanovi~ largely Coreshadowed some оС the views held 
Ьу economic theory today (F."Peru and associates). Relates to this are Stojanovi~'s 
study оС the second principle оС thermodynamics, its application to economic 

23Према речима проф. др Д Трифуновиfla., седамдесетих година, породица, на наговор 
академика Павла Савиfla, даје сву заоставштину К. СТОјаНОВиJia проф. др Д Трифуновиhу, ради 
писања монографије о К. Стојановићу. По употреби ове заоставштине, проф. др д. Трифуновиh 
предао ју је Музеју града Београда, као ПОIOIОН породице и свој лични. Тиме је обухваhено охо 
три стотине јединица рухописа, бележака, писама и остале грађе. Нешто маље грађе налази 
се у Архиву САНУ, а нехолиm писама и у Народној библиотеци Србије. Монографију О кости 
Стојановиhу проф. др Трифуновић је написао и она he се објавити.тех после 1994. године. 
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processes and the introduction of the concept of entropy of economic systems. In 
this way Kosta Stojanovic antedated Ьу more than five decades the views of the 
distinguished American economist Nicholas Georgescu-Regen and his followers, the 
most prominent of whom is Jeremy Rifkin. 

In the context of Yugoslav science, Kosta Stojanovic is important аз author of 
the first economic-mathematic~1 trfatise among the Serbs. Relating his knowledge 
of mathematics to that of political economy, Ье worked,with interruptions, from 
1889 til1 1902 оп the treatise Оп lmрот! аnа Ехрот! јn Serbia: with (ће Application 
оја New Mathematical Model. This treatise was not only something new Ьесаше of 
the application of mathematics to economic analysis but also theoretically based оп 
something very much resembling the concept of opportune expenses. Unfortunately, 
these works were forgotten soon after they were published. Experiencing по reaction 
whatever in an atmosphere unfavorable for their further development, the ideas put 
forward in them Ьауе remained unknown to the general scientific public. When 
they are analyzed in view of the modern achievements of economics, they reveal 
that their author greatly surpassed not only his esvironment but also the time in 
which Ье worked. 

~ ... , ..... 
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