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- PREDGOVOR

Prosle godine navrsilo se 120 godina od Hilbertovog rodenja i
40 godina od Hilbertove smrti. Seminar za matematicku logiku koji
se odrzava na Matematickom institutu odlucio je da obeleZi ove go-
disnjice serijom predavanja namenjenih Siroj matematickoj publici. Ta
predavanja odrzali smo aprila 1983. godine, i ona su se odnosila na
prvi, drugi, deseti i sedamnaesti Hilbertov problem, tj. na one Hil-
bertove probleme koji se ticu matematicke logike.

Posle tih predavanja odlucili smo da napisemo ovu knjigu. U
njoj se prikazuju gore navedeni Hilbertovi problemi, koji su svi veoma
znacajni za matematicku logiku. Preko njih ditalac se moZe upoznati
sa teorijama Kkoje se nalaze u osnovama ove nauke i sa nekim od nje-
nih najlepsih rezultata. Ali, we samo to. Ovi problemi se odnose i na
druge grane matematike: teoriju skupova, aritmetiku, algebru, teoriju
brojeva, ... Tako d{italac moZe kroz ove probleme da sazna nesto i o
primenama logike u drugim oblastima matematike. Osim toga, kroz
ove probleme mogu se upoznati i neka veoma vaina pitanja iz filozo-
Jfije matematike. Najzad, ova knjiga bi trebalo da omogudi Citaocu da
sazna nesto i o Davidu Hilbertu, jednom od najveéih matematicara
svin vremena, o kome se kod nas relativno malo pisalo.

Posle wvodnog poglavlja o zmacaju Hilbertovih problema i o
Hilbertovom Zivotu i radu, i jednog dodatka u kojem lemo dati spi-
sak Hilbertovih problema, slede poglavlja o pryvom, drugom, desetom
i sedamnaestom Hilbertovom problemu. Svako poglavlje podeljeno je
na dva dela. U prvom delu se daje analiza problema sa tacke gle-
dista istorije logike i matematike, i neformalno se govori o njegovom
resavanju. Taj deo treba da omogudi Citaocu da shvati znacaj proble-
ma o kojem je reC i da stekne neku predstavu o njemu. Drugi deo
svakog poglavlja se sastoji od jednog ili dva dodatka koji su vise teh-
nicke prirode. U njima se daje ili skica reSenja, ili potpuno resenje,



ili su prikazani oni rezultati matematicke logike koji se ticu datog
problema. Najzad, na kraju svakog poglavlja nalaze se bibliografske
beleSke, u kojima su data uputstva za dalje ditanje.

Poglavije o prvom Hilbertovom problemu napisao je Zoran Mar-
kovi¢, poglavlje o drugom Hilbertovom problemu Kosta Dosen, a po-
glavlja o desetom i sedamnaestom Hilbertovom problemu Zarko Mi-
jajlovié. Uvodno poglavije napisali su Kosta Dosen i Zarko Mijajlovic.
Posto ova Ccetiri poglavija obraduju Cetiri relativno nezavisne teme,
nismo pokusavali da ujednacimo stil izlaganja vise nego S$to je to udi-
njeno. Osim toga, sa nekim gledistima koja se ticu filozofske inter-
pretacije svi autori se ne bi nuzZno svuda sloZili. Zato napominjemo da
svaki autor odgovara samo za poglavlje koje je pisao.

Ova knjiga ne pretpostavlja neko veliko poznavanje matematicke
logike, ali ipak nesto pretpostavija. U principu, dovolino je zrati ono-
liko matematike i logike koliko se moZe nauciti u srednjoj Skoli (tamo
gde se ti predmeti jos predaju). Ovu knjigu bi onda, pogotovu, trebalo
da razumeju oni koji su ucili matematicku logiku na univerzitetu, i
nisu je sasvim zaboravili. Tako bi, osim matematicara koji Zele da
saznaju nesto vise o matematickoj logici, ovu knjigu mogli da Citaju i
Jilozofi koje zanima filozofija malematike.

Zelimo da se zahvalimo svim kolegama koji su slusali nasa pre-
davanja o Hilbertovim problemima i Cije nas je interesovanje navelo
da se odlucimo na pisanje ove kwjige. Zahvaljujemo se prof. dr Sla-
visi Presicu na korisnim primedbama koje je dao Citajuéi rukopis ove
knjige. Zahvaljujemo se i mr Draganu Blagojevicu, mr Miodragu Ka-
petanovicu, prof. dr Aleksandru Kronu i dr Slobodanu VujoSevidu Sto
su procitali delove rukopisa i pomogli nam svojim savetima. Prof. dr
Draganu Trifunovicu se zahvaljujemo Sto se zauzeo oko izdavanja ove
knjige.

Ova knjiga se verovatno ne bi pojavila da ne postoji Seminar
za matematicku logiku na Matematickom institutu. NasSe kolege logi-
cari sa semingra znaju koliko dugujemo njihovoj saradnji, i njima se
od sveg srca zahvaljujemo. |

u Beogradu, okiobra 1984.
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Neki matematicki problemi su samo postavljeni. Matematicari
su pokuSavali da ih refe, nisu umeli, i dalje ne umeju, 1to je sve.
Takav je, na primer, problem da li ima neparnih savrSenih bro-
jeva, koji,izgleda, stoji otvoren jo§ od Euklidovog doba.

Neki drugi matematicki problemi su reSeni, ali bez po-
sledica. Znadi, pojavi se matematitar koji re$i neki takav problem,
veoma oStroumno i dosetljivo, i tu se stane. Ne ide se dalje od
toga. Evo jednog takvog problema: ,,Koliko se taCaka mozZe pPos-
taviti u krugu polupreénika 2, pod uslovom da je jedna taCka u
centru i da je rastojanje izmedu svake dve taCke vece od 17°
Ovaj problem je, kao i mnoge druge takve probleme, resio Erdos.
Odgovor je: 20. |

Zatim, postoji moguénost da se reSavanjem nekog matematic-
kog problema otkrije neki metod. Jedan matematicar resSi problem,
i vidi se da sredstva koja je upotrebio mogu da posluze za resa-
vanje &itave klase drugih problema. Metod se moze rafinirati, raz-
oranavati, poboljSavati, ... ali sve to jo§ ne znali da tacno znamo
Sta se deSava. Imamo metod, ali jo§ nemamo opStu teoriju u koju
bi se taj metod uklopio. Probleme koji se reSavaju takvim meto-
dima d&esto nalazimo u elementarnoj teoriji brojeva 1 konacnoj
kombinatorici. | |

Najzad, dolazimo do problema iz kojih su potekle ideje koje
se uopSte viSe ne mogu meriti sa pocetnim problemom. Ne radi
se viSe samo o dosetkama i metodima, nego o tome da se zahva-
ljujuéi tim novim idejama najzad razume Sta se deSava. Polazec
od ovih ideja, dugim i napornim radom, koji esto obuhvata vise
generacija, matematiari postaju svesni novih struktura, novih ma-
temati¢kih objekata, i tako nastaju velike matematiCke teorije. Tako
je, na primer, nastala teorija grupa. Grupe je uveo Galois, da bl
re$io dugo otvoremi problem re3avanja u radikalima algebarskih
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jednadina stepena veceg od 4. Vremenom pojam grupe je postao
jedan od klju¢nih pojmova matematike.!

Ako Hilbertovi problemi nisu svi ove poslednje vrste, onda su
joj 1zgieda gotovo svi veoma blizu, a nek1 sasvim sigurno daju najbolje
primere problema iz kojih se radaju velike teorije. Cetiri Hilber-
tova problema koja ¢e biti obradena u ovoj] kmnjizi tiCu se mate-
maticke logike. U vezi sa tim problemima iznikle su teorije koje
s¢ nalaze u osnovama ne samo logike nego 1 drugih grana mate-
matike.

Prvi problem odnosi se na teoriju skupova. Njegovo re3ava-
nje, u okviru formalne teorije skupova, omogucilo je da se razvije
ne samo teorija skupova nego i opSta (skupovna) topologija. Ovaj
problem je veoma zanimljiv 1 za filozofiju matematike. PoSto jJe
on reSen u okviru jedne formalne’ teorije, tj.. Zermelo-Fraenkelove
teorije skupova, status njegovog reSenja nije za sve matematiCare
1sti. Za nekog ko ima formalistiCko glediSte, kao Sto ga je donekle
imao Hilbert, problem znadi da li aksiome teorije skupova povlace
hipotezu kontinuuma ili njenu negaciju. Posto su Godel 1 Cohen
utvrdili da ni jedno ni drugo nije slucaj, za formalistickog mate-
matiCara problem je reSen. S druge strane, za matematiara koji kao
Godel veruje da aksiome samo u veéoj ili manjoj mert opisuju neku
matemati¢ku stvarnost, problem hipoteze kontinuuma ostaje otvo-
ren 1 posle Godelovog 1 Cohenovog resenja.

Drugi problem se ti€e neprotivrecnosti matematickih teorna.
Jedna od osnovnih disciplina matemati¢ke logike, teoriyja dokaza,
razvila se direktno iz pokuSaja da se reSi ovaj problem. Ovaj pro-
blem je isto tako vaZan za filozofiju matematike. On se vezuje za
pitanje da li se beskonaénost moZe eliminisati iz matematike, tj.
da li se dokazi koji se pozivaju na beskonaCnost mogu zamenitl
dokazima koji se pozivaju samo na konadne matematiCke objekte.
Kad br odgovor na ovo pitanje bio potvrdan, onda b1 se isposta-
vilo da beskonacnost ne mora biti kao kod Cantora deo matema-
tickog sveta, nego se moZe smatrati kao neSto prisutno samo u
jeziku. | | | |
Deseti 1 sedamnaesti Hilbertov problem su neSto drukcijeg
karaktera od prva dva problema. Hilbert ih je formulisao u okviru
ve¢ postojecih, razvijenih teorija, tako da su oni delovali mnogo

' Ova mala tipologija matemati¢kih problema inspirisana je ¢&lankom
[Dieudonné 1876]. ; .
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konkretmje. Medutim, da bi deseti problem bio reSen bilo - je po-
trebno da se u logici fazvije jedna veoma znaajna nova disciplina:
teorija efektivne izradunljivosti, tj. teorija rekurzivnih funkcija. Re-
senje desetog Hilbertovog problema, na koje .se ¢ekalo 70 godina,
omoguféilo Je da se reSe mnogi drugi znaajni problemi u logici,
teorijl brojeva, algebri 1 analizi. ReSenje: ovog problema bilo je
naroCito znacajno za teoriju modela formalne aritmetike. Preko te
teorije ovaj) problem je u vezi sa drugim Hiibertovim problemom.

Prvo resenje sedamnaestog Hilbertovog problema, koje je dao
Artin, bilo je sasvim algebarskog karaktera: u njemu nije bilo ni
tragova logickih metoda. Kada je Robinson dao svoje reSenje meto-
dima matematicke logike, problem je bio veé¢ odavno reSen. Ovo
logi¢ko reSenje Je, zato, znaCajno zbog metoda: ono predstavija
jednu od prvih ozbiljnih primena teorije modela u algebri. Danas
je modelsko-teoretska algebra jedna zasebna disciplina, koja zajedno
sa nestandardnom analizom, predstavlja najvaZniju konkretnu pri-
menu logike u drugim oblastima matematike.

*
* %

Kada je Hilbert formulisao svoje probleme na svetskom
matemati¢kom kongresu 1900. godine on je hteo da ti problemi
pokazu put matematiarima u dvadesetom veku. Njegova reputa-
cija, koja je ve¢ u doba kongresa bila velika, uéinila je da ti pro-
blemi odigraju tu ulogu. Pokusademo da skiciramo kako je Hilbert
stekao tu reputaciju.?

David Hilbert je roden 1862. godine u Kenigsbergu u istodnoj
Pruskoj. U tom gradu je i studirao, osim $to je proveo jedan se-
mestar u Hajdelbergu. Njegova disertacija, koju je odbranio 1884,
posvecena Je jednom problemu iz teorije algebarskih invarijanti,
1 do 1892. godine Hilbert je uglavnom radio na toj teoriji. Tokom
tth istraZivanja dolao je do mnogih znadajnih rezultata, od koijih
neki nose njegovo ime (Hilbertcv Nulistellensatz, Hilbertova teo-
rema o nesvodljivosti polinoma). Sa metodima koje je koristio u
tim istrazivanjima pocinje apstraktno tretiranje algebre, koje odonda
dominira tom oblaséu matematike.

Godine 1886. Hilbert postaje Privatdozent, a 1892. vanredni
profesor na Univerzitetu u Kenigsbergu. Sledeée godine on nasle-

-

? Slede¢i biografski podaci preuzeti su .iz ¢lanaka |Bernays 1967] i
[Weyl 1944]. . o
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duje svog uditelja Felixa Lindemanna kao redovni profesor u Kenigs-
bergu. Godine 1895. Hilbert prihvata poziv Felixa Kleina da prede
na Univerzitet u Getingenu, gde ée ostati do kraja Zivota, 1ako su
ga pozivali jo§ na mnoge druge univerzitete. Hilbert je uspeo da
njegov drug iz studentskih dana u Kenigsbergu, Hermann Min-
kowski, prede u Getingen, 1 moguénost da zajedno rade je bila
obojict od velikog znacaja.

Od 1892. do 1898. godine Hilbert e se uglavnom bavitl te-
orijom polja algebarskih brojeva. Njegova istraZivanja 1z te oblasti
presudno Ce uticati na dalji razvoj ove discipline. Od 1898. godine
on podinje da radi na osnovama matematike, a naroCito na osno-
vama geometrije. Ali ove oblasti ne iscrpljuju ni 1zdaleka sve ono
$to ga je tada interesovalo u matematici. Hilbertovi problemi naj-
bolje pokazuju u koliko je matematiCkih oblasti Hilbert radio.

U leto 1900. godine odrzade se u Parizu Drugi medunarodni
kongres matematiCara. Hilbert je bio pozvan da odrZzi jedno od
glavnih predavanja na kongresu. U jednom pismu Minkowskom s
pocetka 1900. godine on piSe kako ne zna taCno o Cemu bi govo-
rio. Razmislja da li da, posto je na prethodnom kongresu Poincaré
odr?ao jedno predavanje o odnosu analize i fizike, on sada ustane
u odbranu d&iste matematike. Ili da mozda govori o pravcu kojim
matematika treba da krene u dvadesetom veku, da kaZze kojim pro-
blemima matematiéari trebd da se bave u buducnosti. Minkowski
mu je odgovorio da mu se ova druga ideja Cini privlaénijom, 1 na-
pisao mu je: ,,Sa takvom temom moZe se desiti da ljudi deceni-
jama govore o tom predavanju.‘

Predavanje s naslovom Matematicki problemi [Hilbert 1900]
Hilbert je koncipirao ovako. U prvom delu govori se o vaz-
nosti problema za odredivanje pravca razvoja u naucl. Onda se
razmatraju neki veliki plodni problemi u matematici, 1 govort se o
zahtevima koje reSenja moraju da zadovolje. Tu Hilbert insistira
na rigoroznosti. Zatim slede 23 problema sa komentarima.* Prvih
nekoliko problema ti¢u se osnova matematike 1 sugerisani su onim
sto je Hilbert smatrao velikim dostignuéima veka koji se zavrSio;
ta dostignuéa su razjaSnjavanje osnovnih pojmova vezanih za realne
brojeve 1 otkri¢e neeuklidskih geometrija. Ovi problemi pokazuju
uticaj njegovog rada na osnovama matematike 1 njegov entuzijazam

3 v. Hilbertovu biografiju od Constance Reid [1970], str. 69.
¢ Spisak ovih problema dat je u dodatku ovog poglavija.
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»a aksiomatski metod. Drugi problemi su viSe specijalizovani —
neki su stari, neki novi, ali svi su iz oblasti kojima se Hilbert
ili veé bavio, ili ¢e se bavitl. -

Syvoje predavanje Hilbert je na kongresu odrZzao na nemackom,
, skraéenoj verziji. Utisak moZda nij¢ odmah bio kao da se desava
neéto epohalno (sudeéi po jednom, inace priliéno duhovitom izves-
taju sa kongresa, koji je objavljen iste godine [Angus Scott 1900}).
Kao §to to Cesto biva na kongresima, pogotovu velikim, diskusija
posle Hilbertovog predavanja nije bila ni naroc€ito sredena, ni na-
rodito precizna. Osim toga, postojali su izgleda u to doba 1 problemi
u komuniciranju, i taj isti kongres u Parizu ozbiljno se bavio pita-
njem na kom jeziku matematicari treba da komuniciraju (kongresu
je prisustvovalo oko 230 matematiéara, 1 to 90 1z Francuske, 25 1z
Nematke, 17 iz Sjedinjenth Drzava, 15 iz Italije, 13 iz Belgie, 9
iz Rusije, 8 iz Austrije, 8 iz Svajcarske, 7 iz Engleske, 7 iz Svedske,
4 iz Danske. 3 iz Holandije, 3 iz Spanije, 3 i1z Rumunye, 2 iz
Srbije, 2 1z Portugala, 4 1z JuZzne Amerike, 1 po jedan 1z Grcke,
Norvedke, Turske, Kanade, Japana 1 Meksika).

Posle 1900. godine Hilbert ¢e se jo$S oko dve godine baviti
osnovama geometrije, a zatim ée uglavnom raditi na teoriji inte-
gralnih jednalina. Izmedu 1892.1 1909. Hilbert je dao svoje verovat-
no najveée doprinose matematici. Tu spadaju njegovi rezultati iz
osnova geometrije, koji su zahvaljuju¢i knpzi Osnove geometrije
[Hilbert 1899] postali veoma poznati. Osim toga, u to doba on je
pojednostavio postojeCe dokaze za transcendentnost brojeva e 1 .
Zatim je pokazao kako se moZe opravdati Dirichletov princip da
postojanje jednog konformnog preslikavanja sledi iz postojanja mi-
nimuma Dirichletovog integrala. Metod koji je tom prilikom upo-
trebio Hilbert pokazao se izvanredno uspeSnim kada su ga razra-
dili Courant 1 Weyl. Hilbertov doprinos radunu varijacija, a naro-
Sito njegov ,.aksiom nezavisnosti‘‘, predstavljali su veliko razjas-
njavanje pojmova u ovoj oblasti. Bave¢i se integralnim jednacinama,
Hilbert je uveo analizu sa beskonalno mnogo promenljivih, iz koje
ée se razviti ono Sto se danas naziva teorijom Hilbertovih prostora.
Te Hilbertove ideje su se pokazale veoma plodne u topologiji i
fizici — mnaroCito kvantnoj mehanici. Najzad, 1909. godine Hil-
bert je re$io Waringov problem o predstavljanju prirodnih bro-
jeva pomoc¢u suma n-tih stepena. Te godine umro je Minkowski, I
to je bio veliki udarac za Hilberta.

Posle smrti Minkowskog Hilbert se uglavnom bavio proble-
mima teorijske fizike, sve do 1922. godine. Primenio jJe teoriju
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integralnih jednadina na kinetiCku teoriju gasova .i- na teoriju zra-
cenja. Neposredno posie pojave Einsteinove opSte teorije relativ-
nosti, objavio je prvi pokusaj da se u;edme grawtacwna teorija 1
elektrodinamika. ~ | -

Posle 1916, a naroéito od 1922. do 1930 Hilbert ¢e se opet
baviti ospovama matematike. Ta istraZivanja, iz kojih je proistekla
knjiga Principi teorijske logike [Hilbert, Ackermann 1928} i en-
ciklopedijska rasprava Osnove matematike [Hilbert, Bernays 1934],
doves¢e do stvaranja teorije dokaza, o kojoj ¢e biti reci u poglaviju
o drugom Hilbertovom problemu. U starosti Hilbert je drZao pre-
davanja koja bi davala detaljan pregled matematike, kao §to su ona
skupljena u knjizi Intuitivna geometrija [Hilbert, Cohn—Vossen
1932]. Isto tako, drzao bi popularna predavanja iz filozofije ma-
tematike. Hilbert je umro 1943. godine u Getingenu.

Ako se pogleda ko su bili Hilbertovi daci, vidi se da su to
sve sami velikani matematike dvadesetog veka. Pomenuc¢emo neke
od njth, one koji su poznati u logici 1 osnovama matematike. Hil-
bertov mladi kolega u Getingentt je bio FErnst Zermelo, a Hil-
bertovi daci su Wilhelm Ackermann, Paul Bernays, Gerhard Gen-
tzen 1 Hermann Weyl. Sa Hilbertom je isto tako tesno saradivao
John von Neumann. Hilbertovi daci i saradnici Emmy Noether i
Emil Artin, iako nisu dali doprinosa logici i osnovama matematike,
radili su u oblastima koje se tiCu logike, kao §to &e se videti u
poslednjem poglavlju ove knjige.

Hilbertov utica) na matematiku je 1 danas veoma veliki. Deo.
tog uticaja se prenosi preko njegovih problema. U ovoj knjizi po-
kusacemo da pokaZemo kako taj deo Hilbertovog uticaja osecaju
logicCari. |



SPISAK HILBERTOVIH PROBLEMA 13

' SPISAK HILBERTOVIH PROBLEMA

. Cantorov problem kardinalnog bmja kontinuuma;

2. Nepronvrecnost aritmetickih aksioma;.

. Jednakost zapremina dva tetraedra jednakz/z baza { jednakzh vising
_(naéi dva tetraedra Jednakih baza i jednakih visina koja se ni
na koji naCin ne mogu rastaviti na kongruentne tetraedre, i kOJa
se ne mogu kombinovati sa kongruentnim poliedrima da bi nadi-
nili dva pohedra kcua S€ mogu rastaviti na kongruentne tetraedre);

. Problem prave linije kao najkmceg rastojanja. izmedu dve tacke
(ispitati status teoreme o pravoj liniji kao najkraéem rastojanju
izmedu. dve tacke u neeukhdsklm geometrijama);

. Liev pojam neprek:dne grupe tranyarmacya bez pretpasmvke dife-
| 'rencyabzlno.s*tz funkczja koje Cine grupu;

. Matematicko ispitivanje aksioma Jizike (13p1tat1 aksmmatskl one
- grane fizike u kquma matematika igra vaznu ulogu — pre svega,
teoriju verovatnoce i mehaniku); . - |

. [racionalnost i transcendentnost odredenih brcyeva (dokazatl da ako
je u jednakokrakom trouglu odnos ugla na osnovVICl 1 ugla pri vrhu
algebarski ali ne racionalan, onda je odnos osnovice i kraka uvek
~‘transcendentan; dokazati da je «°, za algebarski broj « 1 iraci-

onalan algebarski broj 8, npr. broj 2V li em — -2 ‘uvek tran-
scendentan, ili bar iracionalan broj);

. Problemi koji se tiéu prostih brojeva (dokazati da, izuzevii
- poznate negativne celobrojne ‘realne nule, sve nule funkcue Z(s)
definisane redom

Z(S)——l 21 313,“1- L.

imaju realni deo 1/2 ; utvrdltl da razllka 1zmedu broja: prostih
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9.

10.

I1.

1 2f

13.

14.

brojeva manjih od nekog broja x i celobrojnog logaritma od x
postaje beskonana reda ne veeg od 1/2 u x; utvrditi da i po-
vremeno zgusnjavanje prostib brojeva, koje je uoCeno njihovim
prebrojavanjem, zaista nastaje zbog onih Clanova Riemannove
formule koji zavise od prve kompleksne nule funkcije C(s); re-
§iti Goldbachov problem, tj. da 11 se svaki celi broj moZe izra-
ziti kao suma dva pozitivna prosta broja; resiti problem da li
postoji beskonatno mnogo parova prostih brojeva sa razlikom
2; rediti problem da li linearna diofantovska jednalina

ax+by+c=0

X celobrojnim medusobno prostim koeficijentima, uvek 1ma
resen_]a u prostim brojevima x i y; primeniti rezultate koji se
tiCu distribucije racionalnih prostih brojeva na teoriju distribucije
idealnih prostih brojeva u datom polju brojeva k);

Dokaz najopitijeg zakona reciprociteta u prmzvobnom polju bro-
jeva (za proizvoljno polje brojeva, dokazati zakon reciprociteta
za reziduale /tog stepena, gde / oznaCava neki neparan prost
broj, 11 stepen od 2, ili stepen nekog neparnog prostog bmJa)

Odredivanje resivosti neke diofantovske jednadine;

Kvadratne forme sa prmzvoljmm. algebarskim numerickim koefici-
jentima (naéi reSenja neke date kvadratne jednacine sa algebar-
skim numeriCkim koeficijentima 1 proizvoljnim brojem promen-

~ ljivih u celim brojevima ili razlomcima koji pripadaju algebar-

skoj oblasti racionalnosti koja je odredena tim k()efl(:ljentlma)

Prosirenje Kroneckerove teoreme o abelovskzm po(;zma na proiz-

voljnu algebarsku oblast raczonalnosrz

Nemogucnost resenja opste jednacline sedmo g stepena. pam@cu funk-
cija sa samo dva argumema (dokazatl da Jednaclna sedmog

stepena -
f”+xf3+yf2+fzf+ 1=0

‘ne moZe da se rem pomocu neprekldmh funkcua sa samo dva

argumenta);

Dokaz konaclnosti odredenih sistema funkcija (naéi kbnaéan sis-
tem relativno celobrojnih funkcija pomoéu kojih se moZe raci-
onalno 1 celobrojno predstaviti svaka relativno celobrojna

funkcija);
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15.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Rigorozno zasnivanje Schubertovog enmumerativnog racuna;
Problem topologije algebarskih krivih i algebarskih povrSi (1spi-
tati odnose grana algebarskih krivih kada je njithov broj mak-
simalan, 1 analogno tome ispitati broj, oblik 1 poloZaj slojeva
algebarskih povrii u prostoru);

Predstavijanje definitnih formi pomocu kvadrata;

Gradenje prostora od kongruentnih poliedara (da L u n-dimen-
zionalnom euklidskom prostoru ima samo konatno mnogo esen-
cijalno razli¢itth grupa kretanja sa fundamentalnom oblaséu;
da li postoje poliedri koji nisu fundamentalne oblasti neke gru-
pe kretanja, a pomocu &ijih s kongruentmh kOlea ipak mozZe
ispuniti prostor'?)

Da li su reSenja regularnih problema u racunu varyacya nuzno
analiticka? (da li svaka Lagrangeova parcijalna diferencijalna
jednalina regularnog variacionog problema ima iskljudivo ana-
liti¢ke integrale?);

Opsti problem granicnih vrednosti (da I svaki regularni variaci-
oni problem ima reSenje, pod uslovom da su zadovoljene neke
pretpostavke ko_]e se tiu datih grani¢nih uslova, npr. funkcije
sa datim graniénim uslovima su neprekidne i imaju jedan ili
vise izvoda u nekim delovima, i pod uslovom da se, ako je
to potrebno, pojam reSenja moZe na odredeni nacin prosiriti?);
Dokaz postojanja linearnih diferencijalnih jednacina sa zadatom
monodromskom grupom,

Uniformizacija analitickih relacija pomocu automorfnih Junkcija
(reSiti probleme koji se javljaju u vezi sa Poincaréovim doka-
zom moguénosti uniformizacije proizvoljnih anahtlcklh relamjd
sa dve promenljive; resiti problem umformlzacue algebarsklh 1
drugih analiti¢kih relacua sa tri 111 viSe kompleksmh _promen-
ljivih); | -

Razvijanje metodd racuna varijacija.
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Cantorov problem kardinalnog broja kontinuama

s» - - » Cantorova istraZivanja takvih skupova tadaka su-
geriSu jednu vrlo verovatnu teoremu, koju medutim,
uprkos najupornijim naporima, niko nije uspeo da do-
. kaze. Ovo je teorema: - S

o Svaki sistem od beskonadno mnogo realnih brojeva,

- to jest, svaki skup brojeva (ili tadaka), je ekvivalentan
it skupu prirodnih brojeva, 1,2, 3, ... ili skupu svih
realnih brojeva i prema tome kontinuumu, to jest, skupu
svih tafaka na pravoj; §to se tite ekvivalencije postoje,
- dakle, samo dva skupa brojeva, prebrojivi skup 1 kon-
tinuum.! S . : I

Uvod

- Sta je to problem kontinuuma? Navedimo prvo dve jed-
nostavne formulacije. Koliko ima razliéitih podskupova skupa pri-
rodnih brojeva? Ili, najjednostavnije: koliko ima realnih brojeva,
odnosno talaka na pravoj u euklidskom prostoru?- |

Ove formulacije podrazumevaju da umemo da prebrojavamo
beskonacne skupove, to jest, da pojam ,,brojanja* (odnosno ,,broja*
ili ,,prebrojavanja®) moZemo proSiriti na sasvim odreden, jedno-
znacan, nacin sa konacnih na beskonaéne skupove. Upravo to je,
medutim, pokazao Cantor krajem XIX veka. On je smatrao da po-
jam broja, odnosno kardinalnog broja nekog skupa, dobijamo dvo-
strukom apstrakcijom: zanemarujuéi, prvo, prirodu elemenata tog
skupa, a zatim i njihove medusobne odnose (poredak, na primer).
Na osnovu toga, prirodna je sledeéa definicija jednakosti kardi-

! [Hilbert 1900]
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nalnih brojeva: dva skupa imaju isti kardinalni broj ako se njihovi
elementi mogu dovesti u jednoznanu korespondenciju, odnosno,
koristeé¢i savremenu terminologiju, ako postoji 1—1 funkcija koja
slika jedan na drugi. Slicno se definiSe i kada je kardinalni broj
'A| skupa A4 manj ili jednak od kardinalnog broja |B| skupa B,
naime |A4|<|B| ako 1 samo ako postoji funkcija f:4— B koja je
1—1 (ali ne mora biti ng)°. Odatle prirodno proizilazi i definicija
za ,strogo manje‘‘: |4|<|B| akko |A|<|B|i |A|#|B|. Jedan od
prvih rezultata koje je Cantor dobio u ovoj novoj teoriji jeste da
je broj podskupova nekog skupa uvek veéi od broja njegovih ele-
menata, to jest, |X|<[P(X)|. Odatle odmah sledi, da osim prirod-
nih brojeva, koji su kardinalni brojevi konalnih skupova, postoji i
beskonatno mnogo razliCitih beskonalnih kardinalnih brojeva. Ta-
kode, pokazalo se da se aritmetiCke operacije (ukljudujuéii besko-
nane sume 1 proizvode) mogu na potpuno prirodan nadin produ-
Ziti na beskonacne brojeve, ofuvavajuéi pri tom uobifajena pravila
ratunanja (uglavnom).

Uz pomo¢ aksiome izbora dobija se jedna sistematska (ka-
nonska) reprezentacija svih beskonalnih kardinalnih brojeva (nalik
na dekadnu reprezentaciju celih\brojeva):

No: Np Nz: s ooy gm: Nm.”,

gde Je N, kardinalni broj prebrojivog skupa, &, najmanji neprebro-
jiv kardinal (prvi kardinal koji je veéi od N,), N, je najmanji kar-
dinalni broj ve¢i od \,, i sliéno dalje. | |

Sada se naS problem moZe preciznije izredi: kome od alefa
je Jednak kardinalni broj kontinuuma? Odnosno, kom alefu je jed-
nako 2Ne (2No=|P(N)|=|R|). (Tako se ovaj problem pojavljuje i
kao elementaran problem kardinalne aritmetike.) Cantorova hipo-
teza kontinuuma jeste da je:

(CH) 2R=R,.
Prirodno uopStenje se zove Generalisana hipoteza kontinuuma:

(GCH) 2Ry = Ny g (za svaki redni broj a).

—

2 Cantorova notacija za kardinalni broj skupa A bila je 4, gde dvostru-
ka crta treba da asocira na- dvostruku apstrakciju. o |

2 Hilbertovi problemi
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Hilbertov prvi problem onda glasi: dokazati Cantorovu hi-
potezu kontmuuma.

Treba naglasiti da je Hilbert ofekivao pozitivno resenje ovog
problema, §to se vidi ve¢ iz njegove formulacije. On je 1 sam kas-
nije pokuSavao da ga resl. Cak je jednom prilikom (1925. godine,
na kongresu Vestfalskog matematiC¢kog druStva) izjavio da poseduje
dokaz hipoteze kontinuuma i dao jednu skicu dokaza koja, medu-
tim, nikad nije realizovana. Prvi korak trebalo Je da bude dokaz
da je svaki matemati¢ki problem (u principu) resiv, a to je trebalo
da proizade iz Hilbertovog tadalnjeg velikog projekta — teorije
dokaza (vidi sledede poglavlje, o drugom problemu). Izvodljivost
tog prvog koraka postala je sasvim sumnjiva nekoliko godina kas-
nije, posle Gddelovih rezultata o esencijalnoj nepotpunostj formalne
aritmetike (i svih jagih formalnih sistema).

Osim Hilberta veéi broj vrsnih matematiara je radio na re-
savanju ovog problema, ali su rezultati bili slabi. PraktiCno jedini
konkretan doprinos, iako sasvim ograni¢enog dometa, bio je KO-
nigov rezultat jo§ iz 1904: kontinuum ne moZe biti granicna vred-
nost prebrojivog niza manjih kardinalnih brojeva. (To, na primer,
iskljutuje N, kao mogucu kardinalnost kontinuuma.)

Interesantan, i u podetku dosta obecavajuéi, bio je razvoj
stvari u takozvanoj deskriptivnoj teoriji skupova, koja izuCava ,,lepo
opisane* podskupove skupa realnih brojeva shvacenog kao topo-
loski prostor. Jo§ je Cantor primetio da hipoteza kontinuuma vazi
za zatvorene skupove: oni su ili prebrojivi ili mo¢i kontinuuma.
Hausdorff i Aleksandrov su pokazali da isto vaZi 1 za Borelove
skupove’, a Suslin je to proSirio dalje i na analitiCke skupove?.
Ovakva progresija rezultata mogla je da deluje kao ,,empirijska‘
potpora hipoteze kontinuuma. Medutim, analitickih skupova 1ma
jako malo u odnosu na ukupan broj podskupova kontinuuma -
to su sasvim specijalni i jo§ uvek relativno pravilni podskupovi.
Veé kod komplemenata analitiCkih skupova stvar je stala — uprkos
velikim naporima, za njih kao ni za druge projektivne skupove
(koji se dobijaju od analititkih primenom operacija komplement 1

3 Familija Borelovih skupova se dobija zatvaranjem familije zatvorenih
skupova za operacije komplement i prebrojiva unija.

¢ Analititki skupovi se dobijaju od Borelovih kada dozvolimo izvesne
neprebrojive unije (operacija ,,fuzije*‘), ilt ekvivalentno, analiticki skupovi na
pravoj su ortogonalne projekcije dvodimenzionalnih Borelovih skupova.
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ortogonalna projekcija) nije bilo moguce dokazati vaZzenje hipoteze
ontinuuma. Kao $to e se pokazati kasnije to je bio krajnji do-
met opste prihvacenih principa teorije skupova. Ova Skola proiz-
vela je i veliki broj hipoteza koje su ekvivalentne hipotezi konti-
nuuma, slede iz nje ili je povlale. Tu treba spomenuti joS i Sier-
pinskog kao i naSeg matematiara Duru Kurepu.

U meduvremenu, od kako je prvi Hilbertov problem postav-
lien pa do 30-tih godina, doSlo je do velikog rada na osnovama
matematike. U vreme kada ga je Hilbert postavio, ovo je bio pro-
blem intuitivne, kako se danas kaZe ,,naivne‘‘, teorije skupova.
Isti smisao problem zadrZava jedino ako se prihvati pristup osno-
vama matematike koji se naziva realizam, odnosno, u ekstremnom
obliku, platonizam. Prema takvom glediftu, beskonacni skupovi
objektivno postoje pa 1 hipoteza kontinuuma ima sasvim jasan
smisao: ili je kardinalnost kontinuuma jednaka §; 1l nije, hipoteza
je ili istinita ili laZna. Iako ovakvo shvatanje sasvim odgovara na-
ginu na koji veéina matematiCara dozivljava svoj predmet, rea-
lizam je ve¢ pofetkom veka bio dosta diskreditovan, jer takva
filozofska pozicija ima ozbiljne epistemoloske probleme.

U okviru koncepcije o oshovama matematike koju je razvio
Brouwer, koja se zove intuicionizam, problem kontinuuma u veli-
koj meri gubi smisao. Prema intuicionistickom shvatanju, matema-
ticki objekti postoje samo kao konstrukcije ljudskog uma, pa prema
tome teorija alefa veé¢ih od N, nema nikakvo znacCenje, a razliCite,
klasi¢no ekvivalentne, formulacije hipoteze kontinuuma postaju sa-
syim razli¢ite tvrdnje od kojih je na neke odgovoreno pozitivho a
na neke negativno.

Prema Hilbertovoj koncepciji, razvijenoj dvadesetih godina,
koja se, ne sasvim adekvatno, naziva formalizam®, beskonalni sku-
povi su idealni objekti, pa se onda, strogo posmatrano, ne bi mo-
glo govoriti o istinitosti (ili laZnosti) hipoteze kontinuuma. Problem
kontinuuma razume se ostaje, ali kao pitanje da 11 je hipoteza
kontinuuma izvodljiva u okviru formalne teorije skupova. Cinjenica

S Taj naziv zanemaruje drugi, filozofski moZda vaZniji, aspekt Hilbertove
koncepcije — finitizam. Prema toj koncepciji, ukratko, samo konacni objektl
(kao prirodni brojevi) su realni i tvrdnje o njima su realni iskazi koji mogu
biti istiniti ili laZni. Beskona¢&ni objekti su idealni i sluZe samo za lakSe ispiti-
vanje realnih objekata (kao §to se, na primer, u teoriji brojeva sluZzimo kom-
pleksnom analizom). Za detalje videti poglavlje o drugom problemu. -

2#
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je, ipak, da je u to vreme Hilbert i dalje pridavao izuzetan znacaj
problemu kontinuuma. Moglo bi se mozda cak tvrditi da, za raz-
liku od Brouwera, Hilbert u ovom sluéaju nije bio sasvim dosle-
dan svojoj koncepciji i da je hipotezu kontinuuma ipak shvatao u
izvesnom smislu kao realan (a ne idealan) iskaz. Naime, u vec
pomenutom govoru na kongresu Vestfalskog matematiCkog drustva
on problem kontinuuma formuliSe kao problem prebrojavanja ta-
daka nekog intervala. Treba znati, pri tom, da na drugom mestu
on insistira da je pojam geometrijskog kontinuuma pojam za sebe,
nezavisan od pojma broja, $to znaCi da on moZe biti shvacen kao
realan objekt za razliku od beskonadnog skupa realpih brojeva,
koji je prema njegovoj koncepciji nuZno jedan idealan objekat. Pro-
izilazi da je Hilbert problem prebrojavanja elemenata tog realnog
objekta mozda ipak smatrao realnim problemom. Posebno je ovde
indikativno s kakvom se on oSftrinom u Vestfalskom predavanju
obara na ,, ... matematiare koji su mislili da mogu da se otarase

(4

ovog problema pori¢uéi njegovo postojanje... <.

U toku dvadesetih i tridesetih godina do8lo je do joS jednog
razvoja, vrlo relevantnog za problem kontinuuma a posebno za
ovakve dileme o njegovom smislu — razvijene su aksiomatske te-
orije skupova: Zermelo—Fraenkel (ZF) 1 Godel—Bernays (GB).
Ove teorije su rezultat logitke analize pojma skupa izvedenog iz
predstave o kumulativnoj hijerarhiji (za razliku od teorija Fregea
i Russella i Whiteheada koje polaze od ideje o podeli univerzuma
u dve kategorije). Aksiome ZF-a i GB-a su sasvim precizne 1 do-
pustaju potpunu formalizaciju. Tako je problem kontinuuma dobio
i formalni — kombinatorni aspekt. Naime, ‘postavlja se pitanje da
i se formula, kojom je zapisana hipoteza kontinuuma, moZe iz-
vesti u okviru formalnog sistema ZF (ili GB), a to je jedan Ccisto
kombinatorni problem, koji se tie manipulacije simbolima. Ova)
aspekt problema zadrZava svoje znalenje nezavisno od filozofske
pozicije. Cak i za intuicioniste ovo je sasvim punopravan problem
(iako, moZda, ne mnogo interesantan).

Neprotivrecnost

To je istorijska situacija u kojoj se pojavio prvi deo odgo-
vora na Hilbertov prvi problem. Godine 1938. K. Godel je dokazao
neprotivreCnost genperalisane hipoteze kontinuuma sa aksiomama
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teorije GB, odnosno pokazao je da ako je teorja GB neprotiv-
retna, onda se iz njenih aksioma ne moZe izvesti negacyja GCH.
S obzirom da su sistemi GB 1 ZF ekvivalentni®, isti rezultat auto-
matski vaZzi i za ZF. Godelov dokaz ima dva ravnopravna 1 neza-
visna aspekta: semanticki i sintaktiCki. Cela stvar se moZe ispricati
kao da se radi o konstrukciji modela i dokazivanju njegovih svoj-
stava ili kao da se radi o manipulaciji sa formulama 1 o odrede-
nim transformacijama formalnih dokaza. Radi boljeg razumevanja
sudtine dokaza, prikaza¢emo ukratko oba aspekta. NeSto vise teh-
ni¢kih detalja moZe se nacit u Dodatku.

Semanticki posmatrano, dokaz je izveden metodom unutrasnjih
modela. Ta metoda je ve¢ u XIX veku koriS¢ena u geometriji —
za dokazivanje neprotivreénosti neeuklidskih geometrija, a takode
i u samoj teoriji skupova — prilikom izgradnje sistema ZF 1 GB.
Osnovna ideja te metode, kojom se dokazuje relativna neprotivrec-
nost, je sledea: pretpostavi se da je neki skup aksioma neprotiv-
recan, odnosno da ima model; onda se u tom modelu (1li u sva-
kom takvom modelu) definife neka struktura koja ¢e biti model
kako za polazni skup aksioma tako i za neku dodatnu aksiomu ¢ija
se neprotivreénost sa polaznim' skupom ispituje. Osnovna novost
koju je uveo Godel je pojam konstruktibilnog skupa — kolekcya
svih konstruktibilnih skupova u datom modelu Cini, sa relacijom
pripadanja (&), unutra$nji-model u kome vaZi GCH, a takode 1
aksioma izbora (4C). Ideja konstruktibilnih skupova jJe, inace, u
vezi sa idejom predikativnih definicija, koja je dosta koris¢ena po-
tetkom veka u pokuSajima da se eliminiSu paradoksi iz teorije sku-
pova. Predikativna definicija nekog objekta je takva definicija u
kojoj se pominju samo objekti koji su ve¢ prethodno definisani.
Impredikativna bi, na primer, bila definicija nekog podskupa pri-
rodnih brojeva u kojoj se izmedu ostalog pominju svi podskupovi
prirodnih brojeva. Dosta radireno misljenje bilo je da je upravo
slobodna upotreba impredikativnih definicija izvor paradoksa u teo-
riji skupova. Ideja je onda bila da se teorija skupova (1 matema-
tika uop$te) moZe dobro zasnovati tako Sto bi se odbacila pretpos-

s Teorija ZF ima promenljive samo za skupove, dok GB ima promenljive 1 za
skupove i za klase. Precizna formulacija ove ekvivalencije glasi: GB je konzerva-
tivno prosirenje ZF, tj. teoreme GB u kojima se pominju samo skupovi su iste
kao teoreme ZF. Takode, pokazano je da je pretpostavka o neprotivrecnosti
teorije ZF ekvivalentna sa pretpostavkom o neprotivrecnosti teorije GB.
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tavka da totalitet svih skupova postoji sam po sebi’ ve¢ bi se
tvrdila egzistencija samo onih skupova koji se mogu predikativno
definisati. PokuSaji takvog zasnivanja matematike (na primer
H. Weyl) dali su, medutim, samo delimi¢no zadovoljavajuce rezultate.
Ideja Godela, koji nije prihvatao takvo ontolosko stanoviste, bila
je drukéija. On je pokazao da se u svakom modelu teorije GB (il
u univerzumu svih skupova) transfinitnim ponavljanjem (preko svih
ordinala) predikativnih definicija moZe konstruisati podmodel L
u kome osim aksioma GB vazi 1 vrlo jaka aksioma Kkonstrukti-
bilnosti (V=L), koja tvrdi da su svi skupovi konstruktibilni.
Pokazuje se onda da u teoriji GB 1z V=L sledi ne samo (GCH)
i (AC), ve¢ 1 neki jaki stavovi deskriptivne teorije skupova®. U radu
iz 1938. Gdodel je definisao ramifikovanu hijerarhiju konstruktibil-
nih skupova na slede¢i nadin. Ako je skup M zadat, skup M’ &ine
podskupovi ¥y od M koji se mogu definisati kao

y={x& M:op(x)}

za neku formulu ¢ koja od nelogickih simbola sadrzi relacijski
znak € 1 konadno mnogo imena (konstanti) za elemente iz M, a svi
kvantifikatori su ogranideni na M. Hiyerarhija je onda definisana
sa M, ={@}, M, ,=M, za proizvoljan ordinal «, 1 za granicne
ordinale «, M,=\JM,. Za skup x se onda kaZe da je konstrukti-

<o
bilan ako postoji ordinal « takav da je x&M,. Zatim se pokazuje
da klasa svih konstruktibilnith skupova L zadovoljava aksiome teo-
rije skupova, kao i aksiomu V=L, a takode 1 GCH 1 AC. Godel
u stvari u radu iz 1938. pokazuje da je za Zermelove aksiome
(uobifajene aksiome ali bez aksiome zamene, odnosno aksiome sup-
stitucije) dovoljno posmatrati veé¢ M, . Sledeta shema (str. 23) je

dosta ilustrativna. Moze se reéi, da su konstruktibilni oni skupovi koji
su sadrzani u svakom modelu koji sadrzi sve ordinale, odnosno,
ako neki model sadrzi ordinal « onda on mora sadrzati 1ceo M.
Odigledno je da konstruktibilni skupovi nisu predikativnt v pravom
smislu re€i, jer je egzistencija ordinala pretpostavljena unapred.

7 Takva pretpostavka omogucéava slobodnu upotrebu impredikativiith definicija.

8 Na prirrer: postoji dobro uredenje kontinuuma koje je relativno jednostavno
— raime, odgovaraju¢i skup uredenih parova je projekcna komplementa

analitickog skupa (E ;1,)
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- Sintakti¢ki posmatrano, Godelov rezultat se moze opisati ova-
o pokazano je da ako postoji (formalan) dokaz kontradikcije iz
GB+ V=L onda se taj dokaz moZe preraditi u dokaz kontradlkcge
kojl ‘koristi samo aksiome iz GB. Drugadije refeno, ako GB nije
protivreCna, ne moze ni GB+}V =L biti protivrena, pa onda ni
GB+ GCH (s obzirom da GB+V=LI-GCH). Takav pristup preo-
vladu;e u Godelovo] monografiji [1940] koja je nastala na osnovu
njegovih predavanja u Princetonu, u jesen 1938. »Vazenje u mo-
delu“ ovde postaje samo govorna figura kojom se opisuju relati-
Vizitane formule. Naime, prvo se opisuje formula sa jednom pro-
ménljivom L (x), ¢ija interpretaciyja treba da bude ,,x je konstruk-
txbﬂan“, a zatim se definiSe relativizacija formula na L kO_]a Se
sastoji- u ograniCavanju kvantifikatora: Jx¢ se zamenjuje sa
Ix(L(x)Ad),a Vxy se zamenjuje sa V x (L (x)— ¢). Pokazuje se
da su relatmzacue aksioma GB kao i reenica V=L, teoreme u GB,
tj, umesto o vaZenju neke aksiome u konstrukt1b1lnom univerzu-
mu, ‘ovde govorimo o dokazivosti njene relativizacije u formalnoj
teoriji GB. Sada se vidi kako se formalni dokaz kontradikcije (kao
konalan niz formula) iz GB+V =L moZe preraditi. Prvo se sve
formule zamene njihovim relativizacijama. Aksiome koje se javljaju
u dokazu postaju sada teoreme, pa je potrebno dodati njihovo iz-
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vodenje iz GB. Isto vaZi i za V=L. Kontradikcija, medutim, os-
taje i dalje kontradikcija, pa je na ovakav nadin dobijen dokaz
kontradikcije koji koristi samo aksiome GB. S obzirom da GB--
V=L 1-GCH, sledi da ni hipoteza kontinuuma ne donosi protiv-

?

reénost ako ona nije veé prisutna u GB. Sve isto vaZi, razume se,

1 za ZF.

Dok semanticki pristup uvodi vaZan nov pojam konstrukti-
bilnog skupa, sintakti¢ki pristup uvodi podjednako zpacajne poj-
move relativizacije i apsolutnosti® formula. Takode, u sintaktiCkom
pristupu vidljiva je dalja razrada metoda kodiranja metateorije 1
semantike u objekt teoriji, metoda koji je uveden u dokazu nepot-
punosti aritmetike.

lako je Godelov dokaz uveo znacajne nove pojmove i mocne
tehnike, sasvim u skiladu sa Hilbertovim olekivanjem da je tako
ne§to neophodno za reSavanje problema kontinuuma, on nije doveo
do ¥ivlieg rada na teoriji skupova — pre bi se moglo Teci sup-
rotno. Razlozi za to su verovatno, bar delimi¢no, psiholoski. Ve-
liki rad obavljen u deskriptivnoj teoriji skupova proizveo je 1Zves-
tan broj vrlo neugodnih, kontraintuitivnih posledica hipoteze kon-
t{inuuma, tako da je polelo da preovladuje misljenje da je hipoteza
kontinuuma moZda, ipak, laZna. Moglo b1 se reéi, da je rad na
analitickim i projektivnim skupovima bio usmeren, bar delimicno,
na konstruisanje kontraprimera za CH. Godel je medutim pokazao
da je tako neSto nemoguce, da se negacija CH ne moZe dokazati.
Tako je postala sasvim realna mogu¢nost da je hipoteza kontinu-
uma neodlutiva na osnovu postoje¢ih aksioma teorije skupova —
$to uopste nije bilo ofekivano (bez obzira na Godelove rezultate o
postojanju neodlucivih stavova u aritmetici). Godel je vec 1947.
izneo neke indikacije za koje je smatrao da ukazuju da je problem
continuuma nerediv na osnovu prihvadenih aksioma. Takode, poja-
vila se sumnja da bi i neki od otvorenih problema deskriptivne
teorije skupova, koji su ve¢ godinama odolevali svim mnaporima,
mogli da budu u istom smislu neresivi.

S druge strane, nije se ni naslu¢ivalo kako bi mogao da izgleda
dokaz nezavisnosti. Postoje tvrdnje da je Godel veé krajem Cetr-
desetih godina imao dokaz nezavisnosti aksiome izbora ali ta) do-
kaz nikad nije objavljen. 1953. Shepherdson je dokazao da se po-

~ ° Apsolutne su, grubo reGeno, one formule &ije se vaZenje 1e mcnja
relativizacijom. Neapsolutna je, npr. formula 3 x (1L (x)).
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mocu uobilajene metode unutras$njih modela ne moZe dokazati ne-
zavisnost hipoteze kontinuuma (kao ni bilo koje druge hipoteze
¢ija Je neprotivrecnost dokaziva pomocu unutra$njih modela). Znadi,
smanjujuci neki model za ZF nemogude je dobiti model za ZF u
kome b1 vazilo 7 CH. Prema tome, jedini nacin koji je preostao je
da se proSiruju modeli.

Nezavisnost

Godine 1963, P. Cohen je uspeo da dokaZe nezavisnost CH
prosirujuci prebrojiv model za ZF-+V =L do takozvanog generickog
modela za ZFC u kome vaZi 28>=§,. To proirenje je izvedeno
na vrlo ekonomifan nafin, potpuno novom metodom ,,iznudi-
vanja‘ (forcing) — dodaju se-samo oni novi skupovi &ja je
egzistencija ,,iznudena aksiomama i takozvanim ,,uslovima* (vise
detalja 0 ovoj metodi, kao i o dokazu nezavisnosti, dato je u do-
datku). Ukratko, pode se od skupa koji u polaznom modely M
predstavlja kardinal §§, (spolja gledano, taj skup je razume se pre-
brojiv, kao i ceo model M). Za svaki element tog skupa u model
se doda po jedan nov podskup’ prirodnih brojeva — znaéi, iz mo-
dela M gledano — N, novih podskupova. Osim njih u novi model
se dodaju joS samo oni skupovi &ija je egzistencija ,,iznudena:‘.
Zahvaljujuéi tako Stedljivom-i kontrolisanom dodavanju kardinali os-
taju isti, pa u novom modelu skup prirodnih brojeva ima bar N,
podskupova. Potpuno ista konstrukcija prolazi i za proizvoljan
N« (x=>2), osim, razume se, za one iskljuene K&nigovim rezultatom
(vidi stranu 18). Razume se i ovi rezultati su, kao i dokaz nepro-
tivreCnosti CH, relativni, tj. polazi se od pretpostavke da teorija
ZF ima model, odnosno da je neprotivreéna.

Koliko je metoda iznudivanja bila revolucionarna vidi se, pre
svega, po tome Sto je vrlo mali broj specijalista koji su uspeli od-
mah da ovladaju metodom, za nekoliko godina dobio izvanredno
mnogo rezuitata — doslo je do prave eksplozije znanja. S druge stra-
ne bile su potrebne godine da neto Siri krug logiara i matematicara
shvati tehniCke detalje i suStinu nove metode, da razume jedan
potputto nov nacin misljenja, donekle nalik na situactju sa Gdédel-
ovim dokazom nepotpunosti aritmetike, koji je za celu generaciju,
uz retke izuzetke, do kraja ostao misteriozan i sumnjiv.

Ovo Ce svakako biti interesantan slu¢aj za neku bududu is-
toriju ideja. Uprkos svoj neobinosti i neodekivanosti metode iz-
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nudivanja, glavne ideje su ipak ve¢ praktiCno visile u vazduhu.
Razni 1judi, radeéi u raziiCitim oblastima, doSli su do ideja koje
su u suStini vrlo sliéne, ali su ih primenjivali u strogo ogranifenim
kontekstima. Jo§ krajem pedesetih godina Beth 1 Kripke razvili su
semantike za intuicionisti¢ku i1 modalnu logiku koje su bazirane na
relacijama sasvim nalik na Cohenovu relaciju iznudivamja. Kripke
je piSuéi svoj rad 1963., u kome prilagodava svoju semantiku sa
modalne logike (za koju je ona prvobitno bila definisana) na intu-
icionisti¢ku logiku, veé znao za Cohenove rezultate 1 dodao je deo
u kome pokazuje kako se Cohenova relacija iznudivanja moZe do-
biti kao specijalan sluaj njegove. Neke ideje sasvim mnalik na
iznudivanje skicirao je 1 Kreisel jo§ 1959, ali one nisu nikada
razvijene. Zna¢i metoda je postojala bar nekoliko godina pre Co-
hena ali nikome nije na pamet padalo da bi se modeli teorije sku-
pova mogli proSirivati koristeéi intuicionistiCku logiku (tj. njen frag-
ment — bez implikacije i univerzalnog kvantifikatora). Ipak, treba
istaci, da su i Kripkeovi rezultati bili sa svoje strane, u svojoj ob-
lasti, revolucionarni (bar u modalnoj logici, gde je problem potpune
semantike za neke modalne sisteme ve¢ dugo bio otvoren), tako da
je rad na njihovom punom iskoris¢avanju tek pocinjao.

Osim toga, interesantan je razvoj bulovsko-vrednosnih modela’®.
Veé 1965. R. Solovay je pokazao da se u bulovskom modelu moze
jednostavno opisati relacija iznudivanja. Solovay i D. Scott (koji je
prvi primetio vezu izmedu Cohenove relacije i intuicionisti¢ke lo-
gike) razvili su zatim teoriju bulovskih modela teorije skupova 1
pokazali da su bulovski modeli 1 Cohenov metod dva alternativna
(ekvivalentna) pristupa koji dovode do istih rezultata, iako meto-
didki gledano, svaki ima svoje prednosti i mane''. Medutim, bu-

10 7Za razliku od uobi€ajenih dvovrednosnih modela, u kojima reka rece-
nica vazi ili ne vazi (ima jednu od dve istinosne vrednosti), u bulovsko-vred-
nosnom modelu re¢enica kao istinosnu vrednost moZe da ima bilo koj1 element
zadate Booleove algebre. __ . |

11 Standardno, model teorije: skupova — kumulativna hijerarhija — 1iz-
graduje se, polazeéi od praznog skupa, sukcesivnom primenom operacija parti-
tivai skup i unija — wu grani¢nim koracima (Vy;=9; Vat1=Ve U P (Va); a za
grani¢ne ordinale «, Vi = U Vg). Ako posmatramo podskupove nekog skupa x,
svakom yCx odgovara njegova karakteristi¢na funkcija x,:x.— {0, 1} (za z&x
Xy (z)=1 ako je z&y.1 ¥, (z2)=0 ako z4£ y), 1 obrnuto svakoj funkciji fix — {0, 1}
odgovara neki podskup od x. Jasno je da se konstrukcija ~modela moZe izvesti
1 koristeéi karakteristi¢ne funkcije umesto podskupova. Bulovsko-vrednosni model
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lovski modeli potiéu jo§ iz ranih pedesetih godina. A. Church je
predloZio konstrukciju bulovskih modela za teoryju tipova ali je ta]
predlog ostao potpuno zanemaren. Mostowski je uveo bulovske, od-
nosno hajtingovske modele (sa istinosnim vrednostima u Heytingovoj
algebri), kao semantiku za intuicionistiCki predikatski racun — dosta
prirodno uopitenje algebarskih semantika za iskazne raCune. Taj
pristup je dosta razvijala tokom pedesetih godina poljska logiCka
ikola, a narodito (pored Mostowskog) Rasiowa i Sikorski. Oni su
sistematski izudavali modele sa vrednostima u Booleovo) 11 Hey-
tingovoj algebri- kao i1 u raznim mreZama. Bulovskim modelima
bavila se i $kola algebarske logike (Tarski, Henkin 1 drugn. Me-
dutim, svi oni su izudavali uglavnom valjanost re€enica prvog reda,
to jest zadovoljenost u svim modelima, a ne zadovoljenost u jed-
nom konkretnom modelu, pogotovo ne u modelu teorije skupova.
Treba pomenuti i razvoj univerzalne algebre (Birkhoff 1 drugi), jer
konstrukcija generi¢kih modela metodom iznudivanja dosta podseca
na konstrukciju slobodne algebre terma po modulu neke klase
zakona.

Koliko je poznato Cohen se nije koristio tim raznorodnim
rezultatima, i svoj metod je razVvio potpuno nezavisno. To jo§ vise
potvrduje da je ovde u pitanju tipi€an primer situacije kad, posle
jednog perioda stagnacije u nekoj oblasti nauke, potpuno nov na-
¢in miSkenja istovremeno sazreva u glavama najkreativnijih istra-
Z1vaca. -

Pored nezavisnosti CH, Cohen je dokazao, istim metodom, 1
nezavisnost aksiome izbora i aksiome konstruktibilnosti (V'=L1).
On je, takode, pokazao i da kardinalnost kontinuuma moZe bitl
ne samo proizvoljno velika (Sto se tiCe aksioma ZF), ve¢ 1 da se
moZe sasvim proizvoljno izabrati. Naime, za svaki zadati kardinal'?
& moZe se konstruisati model u kome je kardinalnost kontinu-

uma bas k.

se dobija ako se kao karakteristicne funkcije koriste funkcije koje slikaju u datu
Booleovu algebru B (umesto u Booleovu algebru {0, 1}). U takvom modelu re-
Cenice imaju kao istinosne vrednosti — elemente algebre B. Od bulovskog mo-
dela moze se dobiti uobiéajen model uvodenjem nekcg ultrafiltera u ‘algebru B.
U novom modelu neka re®enica vaZi (je zadovoljena) ako, i samo ako, joj je
bulovska vrednost u ultrafilteru. Sada se vidi da izborom pogodne Booleove
algebre i ultrafiltera u njoj, moZemo kontrolisati koje ¢e reCenice vaziti u kraj-
njem modelu. ' | |

12 Jedina ogranitenja su veé klasigna — Cantorovo: da je k>N, 1 Ko-
nigovo: da k& nije prebrojiva unija manjih kardinala. - "
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Vrlo brzo, primenom iznudivanja 1 bulovskih modela, razre-
$en je status velikog broja starih otvorenih problema, 1zmedu os-
talog i Suslinove i Kurepine hipoteze, 1 pokazani njithovi medu-
sobni odnosi. Sto se ti¢e problema kontinuuma, najinteresantniji
su rezultati Eastona, koji je uopstio Cohenove rezultate sa CH na
GCH, i u potpunosti razrefio status regularnih kardinala'>. On je
pokazao da kada je W, regularan 28« moZe biti praktiéno proiz-
voljno'4. Sta vife, neprotivreéno je istovremeno pretpostaviti razne
takve tvrdnje (na primer, postoji model u kome je: 280 =N, 281 =
— N7 -..). Drugim reCima, stepena funkcija ¥,—> 28+ moZe se
ponasSati sasvim haoti¢no na regularnim kardinalima. Iako se oce-
kivalo da sliéno mora vaZiti i za singularne kardinale, taj problem
je ostao jo$ duZe vremena otvoren. Tek 1973, na opSte 1znena-
denje, Silver je dokazao suprotno, da vrednost stepene funkcije na
singularnom kardinalu zavisi od vrednosti na manjim kardinalima,
i da to sledi ve¢ iz ZFC (ZF + AC). Na primer, ako je N, singu-
laran kardinal, kofinalnostil’® veée od N, i ako CH vaZi za vecinu
manjih kardinala'®, onda CH vazi i za 8, (4. 28 =N+, -

Zakljucak 1 perspektive

Na kraju, moZemo se pitati kakav je sada status Hilbertovog
prvog problema? Interesantno je da posle svega joS uvek ostaju
dva pitanja:

(i) da li je problem resen?
(ii) da li je to uopSte matematiCki problem?

13 Kardiaal & je regularan ako se ne moZe predstaviti kao unija {supre-
mum) familije od manje od k kardinala, od kojih je svaki <k. Obrnuto, £ je
singularan ako se moZe predstaviti kao jedna takva unija, tj. postojl ~<<k i
familija kardinala {u,:a<<2} takva da je za svako a<i, pu<k a ipak Ufue:
o <<A}=k. Na primer: 8o=U{N,:n<c} je singularan.

14 K o6nigova teorema u opstem sludaju tvrdi da 2Ny 1€ moZe biti uniyja
od <N, kardinala koji su <<2N,.

15 Kofinalnost kardinalnog broja &, ¢f (k), je najmanji A takav da j¢ &k
suma od A kardinala manjih od k. :

16 Preciznije {Na:B<a 1 2Np =§:{3+1} je stacionaran skup.
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Sto se tiGe prvog pitanja, jasno je da ako Hilbertov prvi pro-
blem shvatimo u najuZem smislu (kao na str. 20), kao formalno-
_kombinatorni problem izvodljivosti CH iz aksioma ZF (ili GB),
onda je odgovor nedvosmisleno potvrdan. Sta vise, ne samo da je
dokazana neodludivost CH na osnovu aksioma ZF, ve€ je i status
GCH detaljno ispitan 1 sve mogudénosti su odredene, izuzimajucdi
jedino problem singularnih kardinala prebrojive kofinalnosti.

Medutim, Go6del je, anticipirajuéi Cohenov rezultat, smatrao
da je ipak odgovor na oba ova pitanja — ne. Kao mozda jedini
veliki matematicar dvadesetog veka koji je otvoreno zastupao kon-
cepciju realizma u filozofiji matematike, on je smatrao da problem
kontinuuma 1ma smisla i nezavisno od trenutno prihvacenih aksi-
oma. To §to je hipoteza kontinuuma neodluciva na osnovu aksio-

ma samo pokazuje da su one preslabe.

Razume se, odmah se postavlja pitanje u kom smislu su ak-
siome preslabe, i za $ta? Platonisticki odgovor, da one treba da
opiSu jednu objektivno postojecu realnost, je filozofski neprikladan
zbog epistemoloSkih problema. Na prirodno sledece pitanje, kako
1i dolazimo do saznanja o toj realnosti, platonizam nije u stanju
da pruZi zadovoljavajuéi odgovor. Godel svoju poziciju gradi na
jednoj umerenijoj realisti¢koj koncepciji. Po njemu, mi imamo sa-
svim jasnu intuiciju o skupovima, ali to ne mora da znadi ni da
bas skupovi objektivno postoje (to bi vodilo u platonizam), ni da
je intuicija sposobnost neposrednog saznavanja cinjenica o mate-
mati¢kim objektima. Pre je u pitanju neSto sasvim posredno — kao
$to u nad$im empirijskim idejama postoje i neki apstraktni element..

| Bez obzira koliko nam njegovi filozofski argumenti izgledal:
ubedljivi, Ginjenica da je GOdel smatrao da je aksiomama teorije
skupova neophodna dopuna ne moZe se olako zanemariti. Pogotovu,
s obzirom da je on kao i mnogt drugi dao 1 neke mnogo kon-

kretnije argumente.

' Pre svega, ne moZe se smatrati zadovoljavajuéom teorija koja
ostavlja neodluenim neke relativno elementarne probleme, kao sto
to svakako jeste problem kardinalnosti kontinuuma, pogotovu ako
je neodredenost tako drastiCna kao sto proizilazi iz Eastonovih re-
zultata. I sam pojam kardinalnog broja postaje onda dosta relati-
van. Cinjenica je i da je CH odluiva u teoriji skupova drugog
reda (teoriji koja osim o skupovima govori i o svojstvima skupova),
iako ne znamo kako, da li je dokaziva ona ili njena negacija.
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Kako bi mogla izgledati eventualna prosSirenja sistema ZF?

Prvi izvor eventualnih novih aksioma su takozvani veliki kardinali.
Najmanji od njih se zovu nedostizni kardinali'’. Oni su nedostiZni
u smislu da se ne mogu dosti¢i ni sumama nl1 proizvodima, kao
ni stepenima manjih kardinala. Prvi nedostizan kardinal je N;.
Ako na ZF dodamo aksiomu koja tvrdi da postoji neprebrojiv ne-
dostiZan kardinal (NK), dobijamo znaCajno proSirenje polazne teo-
rije. Kao 8to je poznato iz Godelovih teorema o nepotpunosti, ni-
jedna teorija koja sadrZi aritmetiku (Sto podrazumeva i1 ZF) ne
moze dokazati svoju neprotivreCnost. Medutim, ako je k najmanji
nedostizni kardinal, onda (V,, &) (V. je k-ti nivo kumulativne hi-
jerarhije) &ini model za ZF. Znadi, 1z ZF+ NK sledi neprotivrecnost
ZF, pa prema tome NK ne moZe biti teorema ZF. Posebno je in-
teresantna asimetrija izmedu NK i 1NK. Ve¢ pomenuti V, je mcdel
ne samo za ZF veé¢ 1 za 7NK (jer ofigledno u ¥V, nema nedcstiz-
nih kardinala), i to je dokazivo ve¢ u ZF. Ako pretpostavimo,
medutim, da ne postoje nedostiZzni kardinali, ne dobijamo nikakve
interesantne posledice, iako je i to jedno prciirenje ZF. Sta vise,
za razliku od 1 NK, NK ima pcsledice i u aritmeticli. Zahvaljuju-
¢ Godelovom kodiranju (vidi Dodatak A slededeg poglavlja) tvrd-
nja konzistencije ZF, Congz,, je jedan aritmeticki iskaz vrlo jedno-
stavnog oblika: V x4 (x), gde je A(n) odlufivo svojstvo prirodnih
brojeva ¢&ije se vaZenje za dati broj n moZe proveriti raCunanjem.
Iznad nedosti¥nib kardinala definisana je, 1 izucavana, Citava
progresija sve vec¢ih iveéih velikih kardinala. Svi oni proizvode efekte
nalik na efekte nedostiznih kardinala: dodavanjem aksiome o egzisten-
ciji nekog od njih, dobija se dokaz neprotivreCnosti teorije ZF prosi-
rene pretpostavkama o egzistenciji velikih kardinala manjih od tog
koji je u pitanju, kao i odgovarajuce nove aritmeticke teoreme.
Takode, zadr?ava se i asimetrija izmedu aksiome koja tvrdi egzisten-
ciju velikog kardinala i njene negacije. Medu najviSe 1zuCavane ve-
like kardinale spadaju merljivi kardinali. Kardinal £ je merljiv ako
se na P (k) moZe definisati dvovrednosna (0—1) mera y, koja osim
uobidajenih svojstava mere ima i sledece: ako je w(4;)=0 za svako
il 1 |I|l<k, onda 1 p.(L)I A)=0. I ovde je prvi primer §,, a
ic | |

pravo pitanje je da li postoji neprebrojiv merljiv kardinal. Aksioma

. 17 Kardinal k£ je nedostizan ako je regularan 1 ako za svako A<k
vazl 2*<k. - o
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koja to tvrdi oznaCava se sa MK. Iako ne spadaju u najvele ve-
like kardinale, merljivi kardinah su toliko veliki da je bilo vrlo
ozbiljinih pokusSaja da se dokaze da oni ne postoje. Pre nekoliko
godina je Cak Jensen, jedan od najveih autoriteta u teoriji sku-
pova, najavio da ima dokaz da merljivi kardinali ne postoje. Sre-
com po 1zvestan broj matematicara kojt su sagradili karijere na
pretpostavel da merljivi kardinali postoje, ubrzo se pokazalo da je
dokaz pogresan.

Kardinali jo§ veéi od merljivih, uglavnom gube bilo kakav
intuitivni smisao 1 aksiome o njihovom postojanju mogu se prav-
dati jedino uticajem koji imaju na otvorene probleme (kao i1 time
{to dodaju nove aritmetiCke teoreme). Sto se tife GCH, medutim,
efekat takvih aksioma je vrlo mali jer one, kao Sto se pokazalo, ne
mogu da odlue GCH 1 1maju samo 1zvesnog posrednog uticaja.
MK je recimo, protivreCna sa V=1L, a u deskriptivnoj teoriji sku-
pova ima za posledicu da se vaZenje hipoteze kontinuuma proSi-
ruje za jo$ jednu stepenicu — na Z;_ skupove (projekcije kom-
plemenata analitickih skupova; vidi fusnote ° 1 4). Magidor je
nedavno dokazao, koriste¢i aksiome o egzistenciji velikih kardinala,
da Silverova teorema ne vaZi za singularne kardinale prebrojive

kofinalnosti.

Drugi vaZan izvor novih aksioma su istraZzivanja u deskrip-
tivnoj teoriji skupova, koja je u -poslednjih dvadesetak godina do-
yivela pravu renesansu. Do te renesanse doSlo je zahvaljujuéi, u
velikoj meri, proZimanju sa dve znatno mlade oblasti logike, teo-
rijom rekurzije 1 teorijom igara — takozvanih beskonacnih igara
savrSene informacije. Upravo u terminima teorije igara formulisana
je tvrdnja koja je danas verovatno najozbiljniji kandidat za novu
aksiomu teoriyje skupova — aksioma projektivne determinisanosti
(PD). Za proizvoljan AC “ '8, definiSe se igra G, na slede¢i nadin:
igraCi I 1 II redom biraju po jedan prirodan broj. Rezultat igre
je jedan beskonaCan niz brojeva, element iz “w. Igra¢ I pobeduje
ako je taj niz u A, a II pobeduje ako niz nije u 4. KaZe se da
je igra determinisana ako jedan od igrata 1ma strategiju kojom
uvek moze da pobedi, pri Cemu strategija 1ma sasvim intuitivno
znaCenje. Pokazano je da ako je A otvoren, zatvoren, pa cak i
Borelov skup, G, je determinisano, 1 to je krajnji domet ZF. Iz

_ '* U novije vreme, u deskriptivnoj teoriji skupova umesto realnog kon-
tinuuma R, posmatra se Baireov prostor @w koji je pogodniji za rad.
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V=1L sledi da postoji analitiCka igra koja nije determinisana, dok
iz MK sledi da su sve analitiCke 1gre determinisane. Aksioma PD
tvrdi da su 1 sve projektivne igre (kada je skup A projektivan)
determinisane. PD ima vrio ugodne posledice u deskriptivnoj te-
oriji skupova 1 to je osnovni razlog zaSto jJe mnogi smatraju pri-
hvatljivom. Dok je s jedne strane PD protivreCna sa V=L, s druge
strane, sve pravilnostt koje se za projektivne skupove mogu doka-
zati uz pomo¢ MK slede 1 iz PD, kao 1 neke druge (recimo: svaki
projektivan skup je Lebesgue—merljiv 1 ima Baireovo svo;stvo)
Te pravilnosti, medutim, ne idu u prilog hipotezi kontinuuma 1
oni koji smatraju PD prihvatljivom aksiomom, uglavnom, takode,
smatraju 1 da je CH laZna.

Ova dva pravca su najvaznija 1 na njima Se najviSe radi, ali
postoje razmiSljanja o proSiravanju spiska aksioma teorije skupova
u drugim praveima. U svakom sludaju, posle prvog Soka, izazvanog
Cohenovim 1 Eastonovim rezultatima, kada su se pojavila 1 neka,
verovatno prenagljena, miSljenja o teoriyi skupova kao sholastici
XX veka, postepeno je preovladalo uverenje, zahvaljujuéi verovatno
1 pojavi novih 1deja 1 pristupa, da u teoriji skupova ipak moZe, I
treba, 1 dalje da se radi, 1zmedu ostalog 1 na pronalazenju novih
aksioma.

Sto se ti¢e Hilbertovog prvog problema, iako on nije reen
na nacin 1 u smuslu koji j¢ Hilbert o&ekivao, 1ako moZda, po ne-
kim glediStima, uopSte nije ni reSen, ipak on je vrlo uspeSno odi-
grao ulogu koju mu je Hilbert namenio. U toku viSe od Sezdeset
godma ovog veka, on je usmeravao (bar delimicno) razvoj teorije
skupova 1 neki od Ila]V&ZIlljlh po_]mova i metoda teorije skupova
razw_]enl su upravo za njegovo resSavanje. Cak i danas, iako moZda
viSe nijje u prvom planu, problem kontinuuma ostaje jedan od
najvaznijih kriterijuma za testiranje eventualnih novih aksioma
teoryje skupova.
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DODATAK: GODELOV I COHENOV DOKAZ

§ 1. Zermelo-Fraenkelova teorija skupova. Nasuprot dosta raSire-
nom shvatanju, teorija ZF nije rezultat ad hoc pokusaja da se 1Z
teorije skupova eliminiSu paradoksi. Ona je nastala kao rezultat
logi¢ke analize jedne intuitivno jasne koncepcije o kumulativno)
hijerarhiji skupova (iterativna koncepcija skupa). U ovom delu iz-
loZiéemo prvo tu koncepciju i istoriske okolnosti njenog nastanka,
4 zatim opisati ukratko samu teoriju ZF, odnosno razvoj osnovnih
pojmova teorije skupova u njoj. |

Krajem devetnaestog veka (uglavnom izmedu 1874. 1 1857.
godine) Georg Cantor je razvio. osnovne pojmove nove matema-
ficke discipline — teorije skupova. Pojam skupa, odnosno Kklase,
kao i osnovne operacije: unija, presek i komplement bili su poznati
i pre Cantora — na primer, Boole je uveo raCun klasa jo§ 1847.
Glavna novina Cantorove teorije je omogucavanje preciznog rada
sa beskonaénim skupovima — prvenstveno razlikovanje po velicini
razliditih beskonaénih skupova, odnosno uvodenje jedne rastuce
hijerarhije razli¢itih beskonacnosti. | |

Prvi poku$aj aksiomatskog zasnivanja teorije skupova potice
od Gottloba Fregea. Frege je Zeleo da pokaZe da se aritmetika,
kao 1 analiza, moZe izvesti 1Z logike, to jest da su teoreme arit-
metike analititke a priori istine. U svom Zivotnom delu Osnovni
zakoni aritmetike [1893], Frege definiSe prirodne brojeve kao, u
sultini, kardinalne brojeve izvesnih kona&nih skupova, i pokazuje
kako se teoreme aritmetike mogu izvesti iz nekih osnovnih osobina
skupova. S druge strane, skup definise kao obim (ekstenziju) pojma, tako
da sve potrebne osobine skupova slede iz osnovnib principa logike
formulisanih u pet postulata (,,osnovnih zakona‘). MoZe se reci
da je ta koncepcija skupa zasnovana na intuiciji o podeli univerzuma
na dve klase: skup svih moguéih objekata koji spadaju u obim datog
pojma (tj. koji imaju neko zadato svojstvo) i skup svih omnih ob--
jekata koji ne spadaju u obim fog pojma.

3 Hilbertovi problemi
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Medutim, 1902. godine, neposredno pred izlazak iz stampe
drugog toma Fregeovih Osnovnih zakona aritmetike, Bertrand Russell
je pokazao da je Fregeov sistem protivredan (Suveni Russellov pa-
radoks). U meduvremenu, ve¢ 1895. Cantor je uvodio da se u nje-
oovoj intuitivno formulisanoj teoriji pojavljuje paradoks (takozvani
Burali-Forti paradoks). Tokom slede¢ih desetak godina otkriven je
veliki broj razliitih paradoksa.

S obzirom na znafaj u zasnivanju matematike, kojt je teorija
skupova veé bila stekla, pojava paradoksa je izazvala velike ras-
prave. Javile su se razlidite teze o poreklu paradoksa i nacinima
za njihovu eliminaciju. Kao problematiéni su oznaceni: nepredika-
tivne definicije, suviSe veliki skupovi (kao skup svih skupova, skup
svih ordinala i sl.), aktualna beskonaénost, pa <ak, i cela teorija
skupova. | |

U takvoj situaciji javio se Ernst Zermelo 1908. godine jednim
novim pristupom. Sustina njegove ideje je da skupovi koji se jav-
lijaju u matematici nisu zasnovani na intuicyl o podeli univerzuma
svih moguéih objekata na dva dela (skup svih objekata koji imaju
zadato svojstvo i skup svih onih Koji ga nemaju), ve¢ na predstavi
o postepenoj, kumulativnoj izgradnji skupova polazeéi od nekib
unapred zadatih objekata — urelemenata (praelemenata), pri cemu
neki skup moZe kao elemente sadrZati samo skupove koji su izgra-
deni pre njega. Znali na. prvom stupnju skupovi se grade kao
sve moguée kolekcije urelemenata (na nuitom, polaznom, stupnju
imamo samo urelemente). Na drugom stupnju se grade skupovi
koji su kolekcije urelemenata 1 skupova prvog stupnja 1itd. Zerme-
love aksiome predstavljaju, u stvari, opis svojstava ovako izgrade-
nih skupova (doprinos Fraenkela je prvenstveno u.dodavanju aksi-
ome zamene). Russellova teorija tipova, koja se prvi put pojavila
iste 1908. godine, zasnovana je na vrlo sli€noj koncepciji, S tim
$to kod Russella hijerarhija igra vaZpu ulogu u teori)i, dok se u
Zermelovoj jednostavnoj teoriji hijerarhija gubi a ostaju samo sku-
povi dobijeni pomocu hijerarhije. | |

Ubrzo se pokazalo da urelementi nisu neophodni 1 da se svi
skupovi koji se javljaju u matematici mogu izgraditi polaze¢i od
praznog skupa. Prema tome, predstava o kumulativnoj hijerarhijt
skupova koja odgovara teoriji ZF moZe se opisati ovako.

Skupovi se izgraduju u stupnjevima. Medu stupnjevima pos-
toji poredak i za svaki stupanj postoji stupanj koji je neposredno
posle njega. Na polaznom, nultom, stupnju ilmamo Ssamo prazan
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skup. Na stupnju S5, od svake kolekcije: skupova koji ‘su ‘nmaprav-
Jjeni pre S pravimo skup. Ovo je dovoljno za izgradnju konacCnih
skupova, ali postavlja se pitanje: ako je x neka Kolekcija skupova,
. S kolekcija odgovarajudih stupnjeva, tj. svaki skup y iz kolekcije x
napravljen je na nekom stupnju Sy iz kolekcije S, da li" postoji
stupanj kojl je posle svih stupnjeva iz .S? Shoenfield, kao i mnogt
drugi, smatra da je odgovor da, ukoliko moZemo zamislitl situaciju
u kojoj su svi stupnjevi iz §' ve¢ zavrSeni. Jedan takav slucaj je
kada je kolekcija S neki beskonalan miz Sy, 5, . ... Onda, na
stupnju koji dolazi posle svih tih stupnjeva, od kolekcije x mozemo
napravitl skup. Ovo je dovoljno za Zermelove aksiome. Medutim,
za opravdanje aksiome zamene neophodno je prihvatiti i sludaj kada
je S kolekcija ;stupnjeva indeksirana nekim skupom, tj. postoji neki
skup z 1 za svaki y&z stupanj Sy, tako da je S baS kolekcija svih
stupnjeva Sy za yE€z. Mora se priznati da se ovde ve¢ pomalo
gubi neposredna intuitivna jasnost, ali dosta Cvrsta motivacija ipak
postoji. Ako je z skup, znaci da je formiran na nekom stupnju i
taj stupanj dolazi posle svih stupnjeva na kojima su pravljeni ele-
menti od z, tj. svi ti stupnjevi su zavrieni. Analogno tome, mo-
semo, onda, zamisliti situaciju u kojoj su svi stupnjevi Sy (za y
iz z) ve¢ zavrSeni 1 onda je prirodno ofekivati jedan -stupaj koji
dolazi posle svih njih — analogno stupnju na kome je z napravljen.

§ 2. Aksiome ZF. Teorija ZF (Zermelo-Fraenkel) je formulisana u
predikatskom racunu prvog reda sa jednako$¢u. Od nelogickih simbola
ova teorija ima samo binarni . relacijski simbol €. Aksiome su uni-
verzalna zatvorenja slede¢ih formula: |

Al. _aksioma ekstenzionalnosti | |
xX=y <> Vz(zei > ZFG..J’);"
intuitivno, dya skupé su jednaka akko su i1m jednaki'elemelnti;
' A2. aksioma praznog skupa (&) .
f 1xVy(lyex);
A3 aksioma neuredén'og. para ({J?,' y})
- 3zV u(uEz +—>u=x\/u=y),

¥
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A4. aksioma unije (\JX)
3zVu(uc-z & Io(EvAvEXx));

AS5. aksioma partitivnog skupa (P (x))

JzVu@ucz « Vo(veu > VE X));

~ A6. aksioma beskonacnosti (©)
1x(2 €XAVY(PE x> yU{ER);
A7. aksioma regularnosti o
V'x(xz gVIiy(pexA "IEIz(zEx/\zEy)));
A8 sﬁema aksioma zamene
VxIyo(x, y)>VuloVy(yEo < Ix(xcule(x, )

(ako je f(x)=y funkcija definisana formulom ¢, onda za svaki
skup u#, {f(x):xZu} je skup);

A9. aksiomq izbora
Vx3y(y:x>UXAVzEX(2# 2 —»y(z)ez)).

- Sa ZF oznadavamo teoriju koja ukljuduje aksiome Al1—AS,
a sa ZFC teoriju koja ukljuduje i aksiomu izbora.
Aksioma izbora je jedina aksioma teorije skupova koju su
i nelogitari od podetka zvali aksiomom (ostale aksiome su valjda
smatrane ,,stinama o skupovima®). Ona je bila sumnjiva zbog svog
izrazito nekonstruktivnog karaktera. Dok ostale aksiome (osim A7
koja je tehmic¢kog karaktera — obezbeduje da uredenje ordinala
bude dobro zasnovano) tvrde egzistenciju skupova za koje je oci-
gledno' kako se mogu konstruisati, polazeéi od nekih vec zadatih
skupova, aksioma izbora tvrdi egzistenciju izbornih funkcija za koje
u mnogim konkretnim sluCajevima uopSte nije jasno kako (i da li)
se mogu konstruisati. Klasi€an primer je dobro uredenje skupa re-
alnih brojeva. Medutim, veliki delovi savremene matematike izgle-
dali bi sasvim drugalije bez aksiome izbora, naroCito u topologiji,
algebri, funkcionalnoj analizi i teoriji mere. Cak i tako elementarna
stvar kao §to je ekvivalencija, u realnoj analizi, dveju definicija
graniéne tatke (preko nizova i preko okolina) neposredno zavisi od
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aksiome izbora. Konstruisan je i model teorije skupova u kome
aksioma izbora ne vaZi i u kome te dve definicije : graniCne tacke
nisu ekvivalentne.

Aksioma izbora se najée$ée koristi u nekom. od sledeclh ek-
vivalentnih oblika:

Multiplikativna aksioma

Direktan proizvod nepraznih skupova je neprazan.

Zermelova teorema o dobrom uredenju

Svaki skup se moZe dobro urediti.

(Dobro uredenje skupa X Jc linearno uredenje u kOJem svakl nepra-
zan podskup od X ima najmanji element.)

Z OrnOva lema

Ako u parcijalno uredenom skupu (P, <) svaki lanac (line-
arno ureden podskup) ima gornju medu, onda skup P ima maksi-
malan element (neki x& P takav da za svako PE P (1x<p))

Neki primeri poznatljlh teorema koje se dokazuju uz pomo¢é
aksiome 1zbora su: |

u topologiji: Tihonovljeva (Tychonoff) teorema, Stone- Eech kom-
paktifikacija, Radoova lema selekcije; |

u funkcionalnoj analizi: Hahn-Banachova teorema o produZenju
linearnih funkcionala;

u algebri: teoreme o egzistenciji maksimalnih 1deala (ultrafiltera) u
bulovima algebrama, teorema o egzistenciji baze vektor-

~ skog prostora;
u logici: teorema kompaktnosti;

u teoriji mere: osnovna svojstva Borelovih skupova 1 Lebesgueove
mere.

U samoj teonjl skupova, teorija kardinalnih bro_]eva bi, na
primer, bila sasvim haotina bez aksiome izbora. Izmedu ostalog,
ne bi se moglo. dokazati ¢ak ni da kontinuum nije prebrojiva unija
prebro_uwh skupova. Za naSu temu, prvi Hilbertov problem, po-
sebno je interesantno da su i Cantor i Hilbert smatrali da bi vaZzan
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korak u dokazu hipoteze kontinuuma mogla da bude konstrukcija
nekog dobrog uredenja realnih brojeva.

Uobidajene operacije, svojstva 1 relacije skupova mogu se
definisati formulama u ZFC. Na primer, ordinali su tranzitivnoi
skupovi (x je tranzitivan ako y&x povlaCt y_ x) kop su - potpuno
uredeni relacijom <=. Odgovarajuda formula On(x) je:

Vy(yex —>yCx)AVYy, z (yEx/\ZEx-—tryEz\/y-ézvze V)

pri éemu je yCx zamena za formulu Vz(zgy—>zE€X). Mozemo
definicijama uvesti 1 konstante:

0=g, 1={z), 2={0,1}, 3={0, 1,2}, ..., ©={0, 1,2, ...},
wt+l=0U{e}, ..., « a+1,... |
U stvari, o se uvodi definicijom:
x=0 Sy [ EXAVYYEX—yU DAV (B €2 A
AV y (yEz—>yU (M < 2)) »z=xVxCZ],

a da je bas w={0, 1,2, ...} se dokazuje.

Poredak ordinala je definisan sa a<<f} «» a&B. Zahvaljujuci
aksiomi regularnosti (A7) to je jedno dobro uredenje.

Ordinal « je nasledni ako zadovoljava IB& « (x=RU {B8}), a
o« je graniCni ordinal ako zadovoljava:

Lim(a) &4 On(@)AaFzOAV xza(xUixtcn).
Biti funkcija, F,(f), je opisano sledeCom formuiom:
Vx(@xef—3u v(x={, o))AVu, v, w({u, )EfNU w)ef—
»v=w) (4 v)=g4 {{4, & 0}})

Sliéno se definiSu i pojmovi ,,biti 1—1 funkecija‘, ,,b1t1 funkcija 1z
A u (na) B¢ itd. Na primer:

AV xEATYEBEx YYES)
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Ordinal « je kardinal ako se ne moZe preslikati 1—1 funkcijom u
manji ordinal: | | | i

Kard(«) <4 On()A 13f3B(OnBABZaAFr(f)A
Asfje 1—19AL fla—B%).

Za dalju izgradnju pojmova teorije skupova u okviru ZFC
veoma je znadajna sledea matateorema koja se naziva teorema re-
kurzije ili teorema transfinitne indukcije. Intuitivna ideja, zasnovana
na kumulativnoj hijerarhiji, je da analogno definiciji pomocu re-
kurzije u aritmetici, definiSemo funkciju F na ordinalima tako Sto
F(«) odredujemo uz pomo¢ vrednosti F(B) za B<<a 1 neke ve¢ po-
znate funkciye G. |

Teorema rekurzije

Ako je G neka funkcija, postoji jedinstvena funkcija F defi-
nisana na ordinalima, takva da je

F(&)=G (F } ),
gde je F }a={(B, F(B):BE}.

Ovo je najjednostavnija formulacija teoreme. U najopstijem
obliku, i formalizovana u okviru ZFC, teorema glasi:

Za svaku formulu ¢ (x, x,, ..., X,, ¥) postoji formula ¢ (x,,
., x,, y) takva da je sledee dokazivo u ZFC

vaxl"‘ Vxna!y."p(x! xl: '.-- ] xu:y)_}'.
[Vx,...Vx, 3 yo(x;, -..r X5 VIA
Vx,...¥x,Vy@(, ... X ) > b, o o0u X5 )0

X EXy s X EXL Y EY, 0 (X5 o XLV X,
xn’ y))]

Pomoéu ove teoreme, moZemo sada rekonstruisati kumulativ-
nu hijerarhiju u okviru ZFC. Naime, definiSemo funkciju

V.= U{P(Vp):.BEal.
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Sada ordinale moZemo posmatrati kao stupnjeve a za skup x ka-
Zemo da je formiran na stupnju « ako je xCV,. -
Koristeéi teoremu rekurzije mogu se definisati i alefi — kac)
funkcije koje slikaju ordinale u kardinale. Prvo se dokaZe da za
svaki kardinal % postoji najmanji kardinal k* veéi od njega, od-
nosno da je funkcija k* dobro definisana. Onda se definise:

N(0)=o ,
N (@t 1) = (8 (@)

NPB)=U{(Nax):a<f}  ako je P graniCni ordinal, -
s tim Sto obino pifemo N, umesto

N ().

Model teorije ZFC je par (M, E), gde je M neki skup ifi
klasa a EC M? (interpretacija simbola &), takav da su u njemu
zadovoljene sve aksiome ZFC. Pri tom se relacija zadovoljenja (k)
definiSe na uobiajeni nalin. Recimo, za a, b& M:

(M, E)rach akko (a,b)cE
(M, EYea=b akko. anM=bNM
itd.

- Model (M, E) se zove standardni model ako je E ba§ rela-
cija pripadanja ogranicena na M((a, ))&k akko a, b&M 1 acbh.
Uglavnom se izuCavaju samo standardni modeli i onda umesto
(M, E) piSemo M. Ukoliko je M tranzitivan skup ili klasa, onda se
model zove tranzitivoim.

Primetimo da ako je klasa M definabilna, tj. ako za neku
formulu ¢ (x) teorija skupova vaZi: x& M akko ¢ (x), onda se rela-
cija ME{ moze predstaviti formulom teorije skupova. Na primer:

MEVx3y(x€y) 5 Vx(@&)— 3y Axcy)).

Uopste, ,,M ¢ se dobija od ¢ ograniavanjem svih kvantifikatora -
na M (tj. na definicionu formulu @ (x)). Prema tome, ako je ¢ og-
rani¢ena formula (svi kvantifikatori su veé ogramcem) 1 ako je M
tranzitivna klasa, onda za svako x,, ..., x,& M vaz

*) - (MEY(x, ... x)) 4;-(::1, cos %)
(to jest, to je teorema ZFC)
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Za proizvoljnu formulu ¢, ako (*) vaZi, kaZe se da je | ap-
solutna za M. Pokazuje se da su A, formule apsolutne za tranzi-
tivne modele ZFC. ¢ je A, ako postoje formule Ix@(x) i V xy (x),
gde su o i y ogranilene formule, takve da ZFC |- ¢ <> dxo(x) i
ZFC ¢ «>V xy (x). Na primer, formule On(x), Tran(x) (x je tran-
zitivan), Fn(x), Lim(x) su A, formule. Formule Kard(x), y= P (x),
,,X je prebrojive (to jest formula If(Fn(f)A.fio—>x“A,f je
1—1¢9)) nisu A,. Kard(x) je II, formula (tj. ekvivalentna je, u ZFC,
nekoj formuli oblika Vyy(»); gde je y ograniCena formula), a za
te formule vazi: o —(ME o).

,,x je prebrojive je X, formula (tj. ekvivalentna je nekoj for-
muli 3y ¢ (p), gde je ¢ ograniCena), a za njih vaZi

M) >e
§ 3. Neprotivretnost. Za svaki skup M definiSemo skup svih
podskupova od M koji se mogu ,,predikativno* defmisati polazei
od M: | . |
| - M"={y: za neku formulu ¢ i neko x;, ... x,&EM, =~

y={xEM: MEQ(X, %, ..., X}

Brzo se vidi da ako je M tranzitivan, onda je MC M’ (jer x&M
povladi x={zEM . MEz&x}&EM').

Konstruktibilna hijerarhija:

Ly=g
LaH 1= (La)
' Lm= ULB ako ,]e ordinal'-oc graniéni
BEa - |

L=U {L,:0n()}.
Aksioma konstruktibilnosti V=L).

Vx3da(x&L,).
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.. oy I

~ Osobine hijerarhije L,:

1) a<B->L,CL,:

2) svaki Lu je tranzitivan skup;

3) L,&L,,,;

4) ol L,;

5) « je najmanji ordinal koji nije u L_;
6) [Losil=|Ls] za aZe;

7) ako je « granini ordinal, |{L,|={«]|.

Da je L, jedna funkcija definisana na ordinalima i da se moZe
predstaviti formulom u ZFC, dokazuje se uz pomoé teoreme re-
kurzije. Zna¢i da je za svaku formulu ¢, ,,LFo“ jedna formula
koja se dobija relat:vxzovanjem svih kvantifikatora u ¢ na formulu
Ja (x& L,) (to ¢emo krace pisati L(x)) Sta vise, koristeéi kodiranje
formula konacnim skupovima, sasvim nalik na Gédelovo kodiranje
u aritmetici (vidi Dodatak A poglavl_]a 0 drugom Hilbertovom pro-
blemu), moZe se pokazati da je formula (x&L,) jedna A, formula,
pa je znaci apsolutna za tranzltlvne modele ZFC.

Teorema.
(1) LEZF
(1) LEAC
(1) LEV=L
(iv) LEGCH.

Dokaz. (i) se dokazuje neposrednom proverom. Za primer pokazu-
jemo LF A3. Treba pokazati:

VxVy(xEL/\yEL—-:» zeLVuELuUSz > u=x\Vu=y)).

Neka su x, yizL. Sledi da postoje ordinali « i § takvi da xeL
1 yeLl,. Neka je «<f. Onda x, y&L,. Onda je :

{.I_, ,V} — {ZELQ-:LB'!:(Z:-X:vz‘:y)}eLﬁ-t“l'
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(i) se dokazuje tako Sto se dobro uredi cela klasa L. S ob-
zirom na dobro uredenje ordinala, prvo se svaki element 1z L,
proglasi manjim od svakog elementa iz Ls—L, za B>«. Zatim se,
induktivno, dobro ureduju elementi iz L,., koristeéi pretpostavku
da su elementi iz L, veé dobro uredeni. Po definiciji je L,,, =(L,),
pa je znaéi svaki yeL,,, —L, oblika y={xCSL, L, F @ (X, X;5 ..., X,)}
za neku formulu ¢ i neke x,, ..., x,&EL,. S obzirom da se sve
formule mogu dobro urediti kao i n-torke elemenata 1z L, , nepos-
redno dobijamo dobro uredenje elemenata 1z L, +1— Ly Za stare
elemente, iz L,, zadrzavamo staro uredenje.

(iii) Treba pokazati LEV x3a(x&L,), to jest
Vx&L 1acL(LEOn() NxEL,).

Veé smo istakli da je formula x& L, apsolutna za tranzitivne mo-
dele ZFC, $to L jeste na osnovu (i) i (ii). I formula On(a) je ap-
solutna za L jer je, kao $to smo videli, ograniCena. Takode, L sa-
dr¥i sve ordinale pa onda otigledno za x& L postoji ordinal « & L,
tako da LEx&L,.

(iv) Treba pokazati da za _svaki' ordinal o, LE 28« =N, .. Ko-
risti se slede¢a lema: ako LE Kard(k) i ako za neki a<k xCL,,
onda x&L,.

Pretpostavimo sad LE xCa,. PoSto je w,C Ly, sledi xC_ L, .
Lako je proveriti da Kard (k) - (Lk Kard(k)), pa prema tome
LEKard(w,,,). Na osnovu leme, sledi onda x&Lg, -

Znati LEP(Lo,)CL, . - Medutim, Lo, =]y =Nais
pa prema tome LE2%«=N,.;. |

§ 4. Nezavisnost. Su$tina Cohenovog metoda je da se polaze¢i od
jednog prebrojivog tranzitivnog modela MEZFC konstruise njegovo
prodirenje N, takode model za ZFC, koji uz to ima jo$ neke po-
Zeljne osobine (recimo, u njemu ne vazi GCH). Ta konstrukcija, u
opStem sludaju, ima dva kljuéna momenta: S

(1) Konstrukcija je izvodljiva u okviru polaznog modela M.
Svi novi elementi su kodirani nekim imenima. Prvo uvedemo imena
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(simbole konstanti) za neke nove skupove koji su nam potrebni da
bi obezbedili da novi model ima poZeljne osobine. Medutim, ako
smo dodali neki novi skup a, novi model N mora sadr¥ati i sve
skupove koji se, na osnovu aksioma, mogu konstruisati od a —
recimo {a}, U a, P(@) itd. Takode, ako je x&M, u N moraju biti
i alUx, anx, {a, x}, {(a, x), axx i sli¢no. Kao imena tih skupova
koristiée se kddovi definicionih formula. Opiti pristup je da, osim
tih skupova koje je neophodno dodan (da b1 N blO model za ZFC)
ne dodajemo nista drugo |

(2) Osobine novog modela se U napred odreduju pomocu
uslova (konacnlh skupova atomskih i negiranih atomskih
reCenica) 1 relacije iznudivanja \\— (forcing), koja je rela-
cija 1zmedu uslova 1 reCenica.

Relacija iznudivanja je nalik na relacije | (,,sintakti¢ka posledica*)
1 F (,,semantiCka posledica®), relacije izmedu nekog skupa hipoteza
1 nphowh logic¢kih pos]edlca Medutim, za relaciju 1znudwan_]a ne
vaZi klasi¢na logika veé jedna vrsta intuicionisti¢ke loglke To je u
vezi sa StedljivoS¢u u dodavanju novih skupova — na primer, egzi-
stencijalna recenica Ix ¢ (x) je iznudena samo ako je ¢ (¢) iznudeno
za neko ¢, gde je ¢ jedno od imena pomenutih pod (1). Uslove
posmatramo kao fragmentarne konalne informacije o novim objek-
tima (koji stari objekti, elementi polaznog modela M, jesu elementi
novog skupa a, i koji nisu).Relaciju p|—o (p je uslov, ® recenlca)
mozemo intuitivno shvatiti kao: ,,informacije sadrZane u p iznu-
dwju da u novom, generitkom, modelu vaZi ¢“. Ova relacija
se, takode, definiSe u polaznom modelu M — zahvaljujuci kodi-
ranju.

Sam novi model N dobua SE konstrukcuom koja je sasvim
nalik na neke konstrukcije u algebri, kao $to je konstrukcija slo-
bodne algebre terma nad nekim skupom generatora po modulu
neke klase zakona, ili specijalnije, konstrukcija prstena polinoma
nad datim poljem. Umesto, skupa terma, napravljenih. od genera-
tora i operam_]sklh smlbola ovde imamo skup deflmclomh formula
napravljenih od imena za elemente polaznog modela i novih kon- |
stantt. Umesto relacije ekvivalencije medu termima koja prmstlce
iz zakona, ovde je relacija ekvivalencije odredena relacijom iznu-
divanja: dva ,terma* (konstante ili definicione formule) odreduju
1sti skup u novom modelu ako je to iznudeno uslovima i aksw—-
mama ZF, - -
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Odnos izmedu polaznog modela M, novog modela N, klase
ordinala Orn 1 univerzuma skupova V ilustrovan je slede¢im crteZom:

e -‘\}}\‘\»\
NN

..-#“‘
N
NN

]
iy,

\ e

Imena

Skup imena S sadrZi imena za nove elemente koje dodajemo,
imena za stare elemente (iz M), kao 1 imena za nove elemente
koji na osnovu aksioma mogu od njih da se konstruiSu. Kao imena
ovih poslednjih moZemo uzeti, na primer, kddove (u Godelovom
smislu) formula kojima su eni definisani. Ako je o, najmanji or-
dinal koji nije u M (x,=MN\On), S moZemo definisati induktivno
u «, koraka, imitirajuéi definiciju konstruktibilne hijerarhije, s tim
§to polazimo od skupa imena za nove elemente 1 imena za ele-

mente 1z M. P

Uslovi

Uslovi su, kao $to smo rekli, kona¢ni skupovi refenica. U
primerima koje éemo ovde razmatrati, to su reCenice oblika (n< a)
i (n£a), gde je a ime za novi podskup od ®, a nCw. Odmah vi-
dimo da se uslovi mogu kodirati kona¢nim funkcijama p:w — {0, 1},
tj. p je konacan podskup od «wx {0, 1}. Na taj nacin je p& M.
Sta vife, i skup svih uslova P je element modela M, pa i relacija
poretka C na P (za p, g&P, pCq se shvata bukvalno kao sku-
povna inkluzija a p i g kao skupovi uredenih parova). Znaci
{P, C)YEM. U opstem sludaju, kao skup uslova moze se uzeti pro-

—t ol

1zvoljan neprazan parcijalno ureden skup (P, <))& M.
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P o - re— - e

74 skup - DCP kaZe se da je gust u P ako za svaki p&P
pOStOjl qg< D tako da je p<{q (u odgovarajudoj uredajno_] topologiji
(bazni otvoreni skupovi su 0,={g:p<q}) — D je stvarno gust).

Neprazan skup [C P je jdeal u P ako:
(i) pEl, g<p poviadi g€,
(ii) p, g&1I poviaéi da postop rEI tako da je p<r 1
qs;r | _. |
Ideal GC P se zove genericki skup uslova nad M ako za svaki
D& M koji je gust podskup od P vaZi GND# &.

Kao Sto ce se videtl, generitki skup uslova u potpunosti od-
reduje nove elemente modela N, tako da se N obelezava i sa M [G].

Relacija iznudivanja -

Ako je p uslov, a ¢ reCenica koja moZe da sadrzi konstante
1z : S, relaciju plt @ definiSemo indukcijom po sloZenosti reCenice o.

1) a) Ako je p=(n&a) gde je a ime novog (generickog) ele-
| menta, a n 1me nekog elementa iz M (u naSem slucaju
prirodnog broja), onda
pltnca akko (nea)Ep (preciznije, pn)=1).

b) Ako je cp—-cEd gde su ¢ i d imena elemenata iz M,
onda plc&Ed akko MEc&d |

c) Ako je p=c&Ed gde je ¢ ime nekog eclementa iz M a
d kdd deﬂmcxone formule ¢(x) (za neki skup kon-
struktibilan od novih ¢lemenata), onda ]
ptccd akko pli—tb(c)

2) pi-Ixd(x) akko za neko cES pl}—tp(c)

3)  phVy akko pl¢ ili ply.
4) pkW akko 2za svako q&EP za koje je p<q, nije
g1t ¢. -

S obzirom da su ostali 10g1ck1 veznicl (/\ V -, «) defini-
nisani pomocu I, A, 1, ove kiauzule su dovoljne. Deﬁmcua za
plkc=d sledi iz akszome _ekstenzionalnosti. |
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Razmotricemo prvo jedan jednostavniji primer — dodavanje
jednog novog skupa prirodnih brojeva u polazni model. Znadi,
neka je MEZFC jedan prebrojiv tranzitivan model. Dodademo mu
neki skup aC o takav da e M. Uslovi ¢e biti sve konadne funk-
cije iz M koje slikaju prirodne brojeve u skup {0, 1}, to jest p= P
ako je pCwx {0, 1} konafan 1 p&EM i MEFn(p). Uslove moZemo
shvatiti kao konalne parCi¢e karakteristicnih funkcija. Odmah se
vidi da je (P, C)& M. S obzirom da je M prebrojiv, postoji ge-
neriCki skup uslova GCP. (U opstem sluaju potrebno je doka-
zati da za dati skup uslova (P, <) postoji generi¢ki skup. Takode,
u opStem sluCaju, ne mora biti GE M, ali je uvek GEM[G]=N.)

Lako se pokazuje da svaki generi¢ki skup G odreduje jedan
novi podskup od w, onaj ¢ija je karakteristiCna funkcija f=|JG:

(1) fio— {0, 1}.
Za svaki n€w, D,={p&P:n&dom(p)} je jedan gust podskup od
P (1 D,&c M), jer za proizvoljan p& P, ako ndom(p), onda pC
CrU{n, 0D, (dom(p)={nCw:{n, 0>cp ili {(n, 1>Ep}). Sledi
GMD,#* @, pa prema tome dom(f)=w. Da je skup uredenih pa-
rova f jedna funkcija, sledi iz definicije ideala. -
Neka je a={n: (n, 1)Ef}. OCigledno aCw ali

(i1) aE M.
Jer, ako je b& M proizvoljan podskup od o u M, postoji u M
gust skup Dy={p&EP:p{y,} (x» je karakteristina funkcija za b).
D, je gust jer za proizvoljan p& P, ako pCy,, s obzirom da je p
konacan, postoji n< e tako da ndom (p). Ako je y,(n)=0, onda
pCpU{{n, 1)}&D,. Sledi GND,# @, to jest, postoji n<Sw tako
da je f(n)s%y,(n). Znali azb. o | |

Sada je jasno kako bi mogao da ide dokaz nezavisnosti GCH.
Treba samo istovremeno dodati bar §§, ovakvih novih podskupova
od w. Ovde je, razume se, N, ono §to model M ,misli“ da je N,;
spolja gledano, to je jedan prebrojiv ordinal, kao $to je i sam M
prebrojiv.

Neka je sada k jedan kardinal u M vedi od §,, to jest, za neki

«>2, MEKard(J)Nfe=N.\

KonstruiSemo model M[G] takav da MC M[G],
. | MGl EZFC,

M[G]E 28> L.
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Neka je P skup svih konacnih funkcija p takvih da je
o (i) dom(p)Ckxw
(i) p(x, )& {0, 1} za svako a €k, nCo.

(P, C) ée nam biti skup uslova. Jasno je da (P, L)& M. Neka je
G jedan generi€ki skup uslova. Pokazujemo da G potpuno odre-
duje k razlid¢itih podskupova od . Neka je f=UG. SliCno kao
ranije, pokazuje se da je f funkcija i da je dom(f)=k x o (Jjedino
sada posmatramo guste podskupove D, ,={pEP (a, n)Sdom(p)},
za o Sk, nC w). Za svako a €k definiSemo funkciju f,: @ — {0, 1} sa

fa(m)=£(x, n).
Ocigledno je f, karakteristicna funkcija nekog skupa
a,={nc o f,(n)=1}

Potpuno isto kao u prethodnom slu€aju, pokazuje se da a,& M.
Sta viSe, ako su «, BELk 1 %P, onda a,#4ag. To vazl jer v M
postoji gust podskup od P: D go={p&cP: za neko ncw je
ple, B)Fp (B, n)}. Znadt GND, 7% &, pa prema tome, za neko
n= o, f,(n)#f W), to jest a,#a;,. |

Sada je jasno kako treba definisati skup imena S. Neka je
{c.:x&E M} skup imena za elemente iz M, 1 neka je o, najmanji
ordinal koji nije u M. Neka je za formule definisano neko kodi-
ranje u M: ¢ — (o1, gde je ol & M.

Sp = {auZaEk}U{cx:xEM},

Ser1={Tp(xX)1:0(x) je formula sa jednom slobodnom
promenljivom na jeziku S,},

S, = US,, ako je « granini ordinal,
<o

s= U S,.
o << g

Elemente novog modela M[G] dobijamo induktivno od elemenata
iz S. Ako je a,&S5, onda a,={n&w: za neko pcG, p(«, n)=1}.
Za x&M je c,= x. |

Ako je ro(x)1E€S,, onda re(x)7={C:cES, za neko B<«
i postoji p&G tako da pl— @(c)}. DefiniSe se na kraju: M[G]=

={s:5€8}.
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Odmah vidimo da je MCM [G] 1
a,&cM[G] za svako aEk

Posto model M [G] treba da bude standardan, deflmse se
JM[G]Izc:lEc2 akko c1€(:2 |

Medutim, pokazuje se da to vaZi ako, 1 samo ako, postoji neki
p&G tako da plc co,. Sta viSe, za svaku reCenicu ¢ (sa kon-
stantama iz S) pokazuje se mdukcuom po sloZenosti ¢ da vazi

M[G]Eo akko za neko p&G, pl—o.

Vidimo da je na taj nadin, s obzirom da su uslovi p u M,
vaZzenje u novom modelu M [G] kontrolisano 1z starog modela M.

Onaj ko poznaje teoriju modela primetie da je teorija 7T =
—{o:.¢@ je reCenica na jeziku S 1 za neko p&G, pl—eo}, u stvari
jedna henkinovska teorija (potpuna, sa skupom svedoka .S). Model
M [G] je ba§ njen kanonski model, napravljen od konstanti iz S.

Jednostavno se proverava.da M [G] !=ZFC Dokaz je sasvim
nalik na dokaz da Lk ZFC.

Odigledno je da M[G]F a, Cm 1
M[GIEV a; BEL (a#B — a,#ay).

(Pretpostavimo M [GlFa, BCkAa#B. Neka je p& G D, q. Onda
pirTa,=ag.) |

Prema tome, ostaje joS da pokazemo da je k 1 dalje isti
kardinal koji je bio u M, to jest,

M[GEKard () Nk =R,

To sledi iz dve leme koje navodimo bez dokaza.
Definicija. Dva elementa p i g parcijalno uredenog skupa (P, <)
su inkompatibilna ako ne postoji r& P takav da je p<r 1 g<r.
Skup WC P je inkompatibilan ako su mu svaka dva elementa
inkompatibilna. |

Lema 1. Ako je P definisan kao gore (skup_ svih konaCnih funkcija
koje slikaju A x o u {0, 1}), onda je svaki inkompatibilan podskup
ad (P, () najviSe prebrojiv.

4 Hilbertovi problem
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L

Lema 2. Ako skup uslova P ne sadrZi neprebrojiv inkompatibilan
podskup, onda modeli M i M[G] imaju iste kardinale.

Znaci da na$ model M[G] ima bar N, razliitih skupova pri-
rodnih brojeva (x>>2), pa prema tome u njemu ne vadi hipoteza
kKontinuuma. Jedino ogranienje za k je ono koje proistie iz K&-
nigovog rezultata, £ nije prebrojive kofinalnosti. Tako onda, istim
metodom, moZemo konstrujsati modele u kojima je kontinuum
proizvoljno veliki. ¥ -'

BIBLIOGRAFSKE BELESKE

Detaljniji prikaz konstruktibilnih skupova mo%e se naéi u
svakoj savremenoj knjizi (udZbeniku) iz teorije skupova. Na srpsko-
hrvatskom postoji prevod jedne takve knjige [Krivine 1972].

Cohenov metod iznudivanja (forcing) i dokazi nezavisnosti
prikazuju se u udZbenicima ne§to viSeg nivoa, kao $to je [Kunen
1980]. Knjiga [Jech 1978] predstavlja enciklopediju rezultata i teh-
nika, ukljucujuéi i najnovije. ; |

Na ruskom jeziku postoji prevod knjige [Shoenfield 1967] koji
ukljuCuje 1 prevod Shoenfieldovog rada [1971] koji je izvor savre-
menth (slegnutih) prikaza metode iznudivanja.

Knjiga [Bell 1977] predstavlja najpristupacniji uvod u bulovske
modele, ukljuCujuéi i dokaze nezavisnosti GCH i AC __

SaZeti 1 jasni prikazi novijih rezultata mogu se nadi u knjizi
[Barwise 1977]. Posebno skreéemo paZznju na ¢lanke J. Shoenfielda
(Axioms of Set Theory), J. P. Burgessa (Forcing) 1 D. Martina
(Descriptive Set Theory). "

Prikaz intuitivnih predstava na kojima je zasnovana teorya
Z1C dat je u [Boolos 1971]. Sto se tige filozofskih problema, pre-
porucujemo zbornik [Benacerraf, Putnam 1964], gde je preftampan
veci broj ,klasiénih* tekstova, ukljuCuyjuclt 1 Godelov What is
Cantor’s Continuum Problem, kao i Hilbertovo saopsStenje na kon-
gresu Vestfalskog matematiCkog drutva, pod naslovom On the
Infinite (ovo predavanje je preS§tampano u engleskom prevodu i
u [van Heijenoort 1967]). |
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- Neprotivrecnost aritmetike

Uvod

Drugi problem koji je postavio na svetskom matematickom
kongresu 1900. godine Hilbert je formulisao ovako: |

,Dokazati da [aksiome aritmetike] nisu protivre¢ne, tj. da se
polazem od njih u konaCnom broju logic¢kih koraka ne moZe
do¢i do rezultata koji protivree jedan drugom.‘!

Aksiome koje je Hilbert imao u vidu na kongresu odnose se na
aritmetiku realnih brojeva: to su aksiome polja, aksiome uredenja,
Arhimedova aksioma, i Jedna dosta neobifna aksioma koja garan-
tuje da s€ sistem ne moZe dalje Siriti (v. [Hilbert 1899], § 13).
Kasm]e, a narocito pocev3i od dvadesetith godina ovog veka, prob-
lem je shvacen kao da se odnosi, pre svega, na aritmetiku u
pravom smislu te reCi, tj. na teoriju prirodnih brojeva i Peanove.
aksiome. Tek posto b1 problem bio reSen za tu arltmenku, preslo
bl se na teorije realnih brojeva i1 analizu.

‘Kada je formulisao ovaj problem Hilbert je 1zg1eda imao sle-
deéu motivacju. U devetnaestom veku izvrSena je aritmetizacija
matematike, tj. analiza je svedena na aritmetiku sa nedto teorije
skupova Tako se pitanje konzistentnosti (neprotivreénosti) &itave
matematike svodi na pltan_]e konzistentnosti aritmetike. A pitanje
konmstentnostl matematike je za Hilberta vaZno zato Sto je on, po-
cetkom veka, verovao da je u matematici tvrditi da je neka teorija
istinita isto Sto 1 tvrditi da je neprotivrena. Odatle dobijamo da
je dovoljno da utvrdimo neprotivreCnost neke matemati¢ke teorije
da bismo mogli da tvrdimo da objekti o kojima govori ta teorija
posto_]e G]edlste slicho ovom imao je 1 Pomcare ~

1 [Hilbert 1900]

‘#



52 11 DRUGI HILBERTOV PROBLEM

Problem konzistentnosti aritmetike bio je posebno teZak, 1 zato
ga je Hilbert izdvojio na kongresu, jer nije bilo jasno kako prici
tom problemu. Hilbert ne ofekuje za aritmetiku dokaz konzistent-
nosti dobijen pomoéu interpretacije u nekoj drugoj teoriji, za koju
verujemo da je neprotivreCna, onako kao §to se konzistentnost ge-
ometrije moZe utvrditi interpretacijom u teoriji realnih brojeva. Za
aritmetiku, koja je osnovna matematiCka teorija, trazi se direktan
dokaz. Cetiri godine posle kongresa, Hilbert je u jednom radu dao
indikacije kako bi se taj direktan dokaz mogao sprovesti. Da bismo
dokazali da sve formule u klasi aritmetiCkih teorema imaju neko
svojstvo, treba da utvrdimo da aksiome imaju to svojstvo 1 da
pravila zakljuéivanja &uvaju to svojstvo. Kada se radi o dokazu
konzistentnosti, svojstvo koje ispitujemo je, na primer, da formula
nema oblik 1=0. Uz klasi®nu logiku, ako je neka protivrenost
dokaziva, dokaziva je i bilo koja formula, pa prema tome 1 1=0
(u kiasi®nom iskaznom racunu vaZi ako p i ne p, onda ¢); 1 obr-
nuto, ako je 1=0 dokazivo, dobijamo protivrenost, jer je doka-
zivo 1 1540,

Ovaj nacin dokazivanja konzistentnosti aritmetike je prototip
buduéih pokuSaja da se reSi drugi Hilbertov problem. On pretpos-
tavlja da je izvrSena izvesna formalizacija aritmetike, tj. da je arit-
metika data kao formalni sistem. To zna¢i da se jezik aritmetike
svodi na efektivno dat skup formula, a teoreme aritmetike se do-
bijaju tako $to je efektivno dat skup aksioma i1 pravila zakljudivanja.
Ovaj pojam efektivnosti je sasvim precizno odreden u teorifi rekur-
zivnih funkcija (v. Dodatak B poglavlja o desetom Hilbertovom
problemu). Da je neki skup efektivno dat znali intuitivho da pos-
toji procedura, algoritam, kojim se u kona¢no mnogo koraka moZe
odluditi da li neSto pripada tom skupu ili ne pripada. Skup formulia
obiéno nije konadan, a ni skup aksioma i pravila zakljuCivanja ne
mora biti konadan, ali mora biti odluéivo (u konaCno mnogo koraka)
da li je neSto element tih skupova. Teoreme formalnog sistema su
sve formule do kojih se moZe doé¢i, polazeéi od aksioma, konaCnim
brojem primena pravila zakljucivanja, tj. sve formule za koje pos-
toji dokaz u tom formalnom sistemu. o

NajvaZniji sistem koji formalizuje aritmetiku naziva se Peanova
aritmetika prvog reda, ili formalna Peanova aritmetika, 1li jednostavno
formalna aritmetika. On je dobijen prosirivanjem klasi¢nog raluna
predikata prvog reda Peanovim aksiomama (detaljniji opis ovog
sistema dat je u §1 Dodatka A ovog poglavlja). Tu formalizaciju
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aritmetike, ko_;a se zasniva na formalizaciji loglke koju je zapoleo
Frege, Hilbert ¢e detalino izvesti tek dvadesetih godina ovog veka.
Ali tada se Hilbertovo glediSte o osnovama matematike neSto pro-
meniio (dellmlcno zbog kritike Brouwera i intuicionista), 1 mada se
on ni§ta manje .ne interesuje za konzistentnost aritmetike, ovaj
problem dobija posebno mesto u jednoj sloZenijoj teoriji koja se
naziva Hilbertovim programom, ili Hilbertovom teorijom dokaza, ili _]os
metamatemat:kam

Hilbertov program

Mada u radovlma u ko_]lma formuliSe svoj program Hilbert,
tu i tamo, 1 dalje izjavljuje da je istinitost u matematici isto §to i
neprotwrecnost 1zgleda da ova teza nema viSe smisla sama za sebe,
Sada je treba shvatiti v kontekstu drugih, slozem_uh glediSta, a ta
gledlsta se mogu 1zre¢i 1 bez te teze.

Da bismo bolje razumeli mesto Hllbertovog programa medu
filozofijama matematike, daéemo prvo jednu klasifikaciju tih filozo-
fija. Ova klasifikacija, ko_]a se zhsniva na kriterijima teorije znacenja,
moZda nije jedina moguéa klasifikacija filozofija matematike, ali je
pogodna da se odredi mesto Hilbertovog programa.

Ako na pitanje da li‘se matematiki iskazi odnose na nesto,
da li im kao jeziCkim objektima odgovara neSto 3to oni ~opisuju,
odgovorimo sa ne, dobijamo glediSte koje se moZe nazvati distim
formalizmom. Ovo glediSte je dosledno zastupao Curry, jedan od
tvoraca kombinatorne logike. Inace je izgleda &eSéa situacija u kojoj
se neko glediSte samo donekle pribliZava istom formalizmu. Tako
mu je po nekim svojim idejama blizak Hilbert, a osim njega, na
primer, Poincaré, ili Bourbaki. Cisti formalist ée prirodno 'biti skion
tvrdenju da se ‘za matemati¢ke iskaze ne postavlja tohko pltanje
njihove ‘istinitosti koliko pitanje njihove korismosti, -

Ako na pitanje da li se matematicki iskazi odnose na nesto
odgovorlmo sa da, moguce je dal_]e tvrditi da je ono Sto ti iskazi
opisuju nesto Cije postojanje zavisi od ljudskog uma, nesto Sto taj
um konstruise. Ovde se pretpostavlja da ljudski um moZe konstrui-
sati samo ne§to konano. Prema tome, beskonadnost u matematict
Je samo potencyalna, a ne aktualna, kao $to to pretpostavlja kla-
sifna matematika. Ovo glediSte se naziva konstruktivizmont,” i pod
njega potpadaju ne samo intuicionisti, nego i druge. §kole koje su



54 11 DRUGI HILBERTOV PROBLEM

htele da inalije ili vi§e ogranife sredstva klasi¢ne matematike. Kon-
struktivisti ée prirodno zameniti interesovanje za istinitost matema—
tickih iskaza interesovanjem za njithovu dokazivost,

Ako, medutim, tvrdimo da postojanje onog §to OPISUJU mate-
maticki iskazi ne zavist od ljudskog uma, da je to neSto Sto ljudski
um ne konstruiSe, nego samo saznaje, manje ili viSe dobro, i ako
uz to tyrdimo da je beskonaénost u matematici aktualna, onda do-
bijamo glediSte koje se naziva platonizmom. Takvo je glediSte, na
primer, zastupao Godel. To nije glediSte oko kojeg postoji neka
orgamzovana Skola, kao oko intuicionizma — to je glediSte na koje
je upucena velika veéina matematiCara, buduéi da prihvata klasi¢nu
logiku 1 1zvesna nekonstruktivna sredstva klasi¢ne matematike, a u
isto vreme smatra da se za matematiGke iskaze .postavlja pltan_]e
njihove istinitosti ili neistinitosti, Osim toga, vecina logiara je upu-
¢ena na platonizam zato $to je teorija modela dominantna logicka
disciplina, a ta disciplina je po mnogo ¢emu u duhu platonizma.
Samo se platonista u pravom smislu redi interesuje za istinitost
'matematiCkih iskaza, a ne za neko drugo svojstvo tih iskaza.

Shika koju dobijamo je znati sledeca:

cist formalizam

konstruktivizam | P!atonizam

Logicizam, glediSte koje tvrdi da se matematika svodi na lo-
giku, nije obuhvacen ovom klasifikacijom. Istorijski gledano, logi-
cisti Frege 1 Russell su bili platonisti. Medutim, moguée je zamisliti
i formalistic¢ki logicizam, koji bi tvrdio da je logika Cista sintaksa.
Na prvi pogled, Cist formalizam pre odgovara logici nego matematici.

Formalizam koji Hilbert zastupa u svom programu je negde
izmedu cistog formalizma 1 konstruktivizma, a s druge strane on se
slaZe s platonizmom u prihvatanju sredstava klasine matematike.
(MoZda ga je izmedu ostalog 1 ovakva solomonska pomcua cmﬂa
primamljivim.) - -

Cilj H1lbertovog programa je da eliminiSe beskonacnost 1z ma-
tematike. Kao §to je Weierstrass eliminisao beskonadno male i
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beskonacno velike iz analize, Hilbert ée eliminisati ono §to ostaje
od beskonatnosti kad npr. govorimo o beskonalnim nizovims ili
kvantlflkmemo preko svih pl‘ll‘OdIllh brojeva. Eliminisati beskona&nost
ne zna¢l zabraniti pozivanje na nju, nego samo pokazati da je ona
korisna fikcija. Eliminisanje beskonaCnosti nije odbacwanje ‘metoda
klasiéne matematke, nego njihovo opravdavanje. -

MatematiCke izkaze koji se ne pozivaju na beskonaCnost Hilbert
naziva finitarnima, a matéematiku u kojoj se javljaju samo takvi iskazi
finitistickom. Ti pojmovi su kod Hilberta obja$njeni samo intuitivno.
Ako se traZi precizna kodifikacija, onda je finitisticku matematiku
najbolje zamisljati kao Skolemovu primitivno rekurzivnu aritmetiku,
1li nesto veoma sliCno tome. (To je implicirano 1 u Hilbertovim i
Bernaysovim Osnovama matematike, u 1 tomu [1934], kada se ras-
pravlja o' primitivno rekurzivnoj aritmetici.) U primitivno rekurzivno;
aritmetici nemamo kvantifikatorai, 1 teoreme su samo formule formalne
aritmetike sa slobodnim promenljivima ili bez promenljivih. Doz-
voljeno je koriS¢enje primitivno rekurzivnih definicija za uvodenje
novih funkcyja ili predikata (v. §3 Dodatka B treCeg poglavlja), i
koris¢enje pravila matematiCke. indukcije. OgraniCeni kvantifikatori
se mogu uvesti kao skraéenice za konjunkcije i dlS_]llIlkCI_]e Primi-
tivno rekurzivna aritmetika ima znatno slabiju 1zraza_]nu moé od
Peanove aritmetike prvog reda; ona je ne samo pravi podsistem
Peanove aritmetike, nego 1 pravi podsistem Heytingove (intuicio-
nisticke) aritmetike- (za ovu poslednju aritmetiku v. § 1 Dodatka A
ovog-poglavlja). Za Hilberta se jedino finitisticka matematika odnosi
na neSto: njen predmet su konacni graficki konstrukti judskog uma,
kao, na primer, ¢lanovi niza : - - |

> s s - -

U tome se Hilbert slaze sa konstruktivizmom, i tu je on Cak strikt-
niji od intuicionista. Finitizam je veoma striktni konstruktivizam,
u kojem se matematicki objekti zamiSljaju kao da postoje u prostoru
1 vremenu, tako da su njihova svojstva proverljiva direktnim opaZza-
njem. Ono §to te objekte Cini matematiCkim je to Sto kod njih nas
um apstrahuje sve osim G&injenice da su ti objekti jednaki ili razli-
Citi. ~

Ali ograniiti matematiku na finitistiCku bilo bi za Hilberta
sakaCenje. Zato, kao Sto u geometriji, radi jednostavnosti 1 lakoce,
uvodimo tacke u beskonacnosti, tako 1 finitisticku matematiku Si-
rimo idealnim iskazima koji se pozivaju na beskonacnost. Ti iskazi,

-
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sa kojima unosimo i &tavu klasicnu matematiku, se u stvari ne
odnose ni na §ta, i zbog toga je Hilbert formalista. Sa Hilbertovim
programom se dobija neSto Sto umnogome podseca na interpretacije
‘nau¢nih teorija u kojima se razlikuju empirijski (kod Hilberta fini-
tarni) od teorijskih (kod Hilberta idealnih) iskaza, pri ¢emu teo-
rijski iskazi sluZe samo kao instrumenti za dedukovanje empirijskih.

Uvodenje idealnih iskaza Hilbert je nameravao da opravda u
dva koraka. Pretpostavimo da se radi o idealnim iskazima aritme-
tike, tj. teorije prirodnih brojeva. U prvom koraku treba formal:-
zovati aritmetiku: svakom intuitivnom aritmetiCkom dokazu, bez
obzira da li se poziva na beskonacnost ili ne, sada treba da odgo-
vara dokaz u formalnoj Peanovoj aritmetici. Sam taj dokaz je je-
dan konadan grafiki objekt koji se moZe ispitivati u finitisti¢koj
matematici. Medu formulama formalne aritmetike, one koje su for-
mule primitivno rekurzivne aritmetike (i1li neCeg veoma sliCnog) na-
zivaée se finitarnima, a ostale idealnima. Primitivno rekurzivna
aritmetika predstavlja finitisti¢ki deo formalne aritmetike. Taj deo
formalne aritmetike kodifikuje celu finitistiCku matematiku. :

MoZe se dogoditi da u dokazu neke finitarne formule u for-
malnoj aritmetici koristimo i neke idealne formule. U drugom ko-
raku treba da pokaZemo da se takvi dokazi mogu eliminisati i za-
meniti dokazima istih teorema u primitivno rekurzivnoj aritmetici.
Drugim refima, treba da pokaZemo da je formalna aritmetika
konzervativna ekstenzija svog finitistickog dela. Ako to uspemo, po-
kazaéemo da svakoj finitarnoj formuli dokazivoj u formalnoj arit-
metici odgovara iskaz koji je finitistiCki taCan. Taj dokaz konzerva-
tivnosti odvija se u metajeziku formalne aritmetike, 1 treba 1 sam
da bude finitisticki da bi bio potpuno uverljiv: inafe bismo u oprav-
davanju uvodenja idealnih iskaza veC pretpostavljali da je opravdano
uvesti te iskaze. Tako treba da pokaZemo da je dodavanje idealnih
iskaza finitistickoj matematici opravdano jer je bezopasno: ono ne
daje nove istine na jeziku finitisticke matematike. A nemamo razloga
da ne prihvatimo nesSto Sto daje odliCne rezultate, a bezopasno je.

Neka ¢ bude formula finitistickog dela formalne aritmetike,
neka }—,o znadi da je o dokazivo u tom delu, a neka |—¢ znali da
je @ dokazivo u formalnoj aritmetici. Onda se teorema konzerva-
tivnosti koju traZimo u drugom koraku gore moZe zapisati na sle-
dec¢i nadin: * | T |

(Cnsr) f—q; => I———Fcp |
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—’-d______—__.--.-—-'"_
Hilbert, medutim, ne preporuCuje da se direktno utvrdi (Cnsr),
aego amesto toga traZi da se utvrdi konzistentnost formalne aritme-

t'ke: tJ' )
| (Cnst) ne (-9 i —Te).

(posto iz 4 i =14 sledi da je bilo koja formula dokaziva u
hformalnoj_arl_tmetl_CI, (Cnst) je ekvivalentno sa ne (¢ i —14¢),
gde 1€ ¢ proizvoljna formula formalne aritmetike, a ne nuZno fini-
tarna.) 10 Hilbert &ini izvestan skok 1 ne razlikuje utvrdivanje (Cnsr)
od utvrdivanja (Cnst). Da bi se taj skok opravdao mora se nekako
cekonstruisatl Hilbertovo rezonovanje. (U prikazima Hilbertovog
pmgrama_ovaj skok Cesto nije sasvim jasan.) PokuSademo da poka-
jemo da je uz neke pretpostavke, za koje je moguce da 1h je Hil-
pert 1mao ana umd, (Cnsr) ekvivalentno sa (Cnst).
o U sledeéim pret‘gostavkama @ ¢e biti neka formula dobijena
jz @ zamenom slobodnih promenljivih konstantama, ili sdmo ¢ ako
p nema promenljivih: ; |

(1) ne (FF9 f_l—F'—l P);

(2) ne -r@ = rp o'y za neko ¢;

3) F9 = e B

4 Fre=tFe _ |

pretpostavka (1) tvrdi da je finitisticki - deo formalne aritmetike
konzistentan, a pretpostavka (2) tvrdi da je taj deo na izvestan

nacin potpun. Pretpostavka (3) je prirodna logicka pretpostavka.
pretpostavka (4) tvrdi da formalna aritmetika sadrZi svoj finitisticki

hﬂlﬁaru S . o - o
U pretpostavimo da vaZi (Cnsr); onda (Cnst) moZemo dokazati

L]

Lo ledeéi natin:

f—fp => —Fcp | _(_C"_n_sr)
= ne -rle (1)
= ne —1¢  (Cnsr).

Sadﬁ pretpostavimo da vaZi (Cnst); onda (Cnsr) moZemo do-
_lgazati._n,.a slede¢i nacin: | o . | |
e ne -rp@ = -9 i Frle (@)

S

=> I—"PI d —_{,CP’ -4
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poito uz (Cnst) —¢ i ne —p¢ implicira protivre¢nost, sledi

o = —ro.

(Jedino u poslednjem koraku koristimo jedan princip klasiéne iskazne
loglke koji ne vaZi intuicionistiki u opStem $luCaju, ali ‘mozda vazi
u ovom finitisti¢kom rezonovanju u metajeziku formalne aritmetike.
Primetimo jo§ da u ovom dokazu ekvivalencije (Cnsr) i (Cnst) ne
koristimo nikakva 3pecija]na syojstva formalne aritmetike, tako da
se ta ekvivalencija moZe dokazati i za bilo kO_]l sistem kO]l sadrzi
jedan konzistentan i potpun podsistem.) '

Bez obzira da li je rezonovao ovako ili nekako drukdije, tek,
Hilbert je u drugom koraku opravdavanja uvodenja idealnih iskaza
zamenio problem konzervativnosti problemom konzistentnosti. Pri
tome, dokaz konzistentnosti treba da bude finitistiCki, kao S3to je
to trebalo da bude dokaz konzervativnosti. Znadi, da bi se 1zveo
Hilbertov program, onako kako ga je on zamislio, potrebno je ura-
diti dve stvari: dati potpunu formalizaciju intuitivne klasine ma-
tematike i finitisti¢ki dokazati konzistentnost dobijenog formalnog
sistema. To pre svega treba uraditi za aritmetiku, a posle 1 za
njena prosirenja koja obuhvataju analizu. (Ekvivalentnost konzerva-
tivnosti sa konzistentno$éu se za ova proSirenja pokazuje analogno
onome 3$to imamo za formalnu aritmetiku.) Poznati Godelovi re-
zultati s poCetka tridesetih godina pokazali su da se ni za aritme-
tiku ni za njena prolirenja ne moZe uraditi ni jedno ni drugo..

Prva Godelova teorema o nepotpunosti pokazuje da nema
formalnog sistema koji bi kodifikovao sve dokaze intuitivne aritme-
tike. Tacdnije reCeno, iz te teoreme sledi da u svakom konzistentnom
formalnom sistemu &iji je podsistem formalna Peanova aritmetika,
postoji finitarna formula ¢ bez slobodnih promenljivih tako da ni
¢ ni ¢ nisu dokazivi u tom sistemu, a iskaz koji odgovara for-
muli ¢ vaZi u intuitivnoj finitistiCkoj aritmetici. (To dovodi u pi-
tanje pretpostavku (2).) Znali, nema formalnog sistema za celu ma-
tematiku, nego svaki formalni sistem pokriva samo deo matematlke

Druga Godelova teorema o nepotpunosu pokazu_]e da se kon-
zistentnost nekog kon21stentnog formalnog sistema ¢iji je podsistem
formalna aritmetika ne moZe dokazati sredstvima koja 'su kodifi-
kovana u formalnoj aritmetici; pogotovu se onda ta konzistentnost
ne moZe dokazati finitistickim sredstvima koja su kodifikovana u
formalnoj aritmetici. Medutim, nije iskljuCeno da se ta konzistent-



GENTZENOVI REZULTATI 59

-II.-'-’--'—_

nost moZe dokazati sredstvima koja su bar u nefem jaa od pri-
mitivno rekurzivne aritmetike sadrZane u formalno) aritmetici, a
ipak se mogu smatrati finitistickim u nekom smislu te reéi. (U Do-
datku A ovog poglavija razmotri¢emo nesto detaljnije Gdédelove

teoreme O nepotpunostl.)

Gentzenovi rezultati u teoriji dokaza

Hilbertov program viSe pogada prva Gdodelova teorema o ne-
potpunosti nego druga. Pored toga Sto poriCe moguénost potpune
formalizacije matematike, prva teorema dovodi u pitanje 1 ekviva-
lentnost konzistentnosti i konzervativnosti. Drugu teoremu je, kao
%to smo na kraju proSlog odeljka primetili, moguée zaobici. Naime,
moZe se oCekivati da je konzistentnost formalne aritmetike, 1 kon-
zistentnost nekih formalnih sistema za analizu, dokaziva sredstvima
‘koja su bar u nekom smislu te re¢i finitistiCka. Tako se i posle Gdde-
lovih teorema o nepotpunosti nastavilo da radi na reSavanju drugog
Hilbertovog problema, i dobijeni su dokazi konzistentnosti za for-
malnu aritmetiku i formalne sisteme. koji pokrivaju delove analize.
Tj rezultati eventualno omoguéuju da se sprovede i neka okrnjena
i modifikovana verzija Hilbertovog programa. Od tih rezultata spo-
menuéemo one koji potidu od Gentzena, i koji spadaju medu neke
od najlepSih rezultata matematiCke logike. |

U prvoj polovini tridesetih godina Godel i Gentzen su poka-
zali, nezavisno jedan od drugoga, da se klasina formalna Peanova
aritmetika moZe potopiti u Heytingovu intuicionistiCku aritmetiku.
Ako se pretpostavi konzistentnost ove druge, dobijamo i1zvesno re-
“$enje drugog Hilbertovog problema. | |

| Medutim, prvi pravi dokaz konzistentnosti formalne aritmetike
— dokaz onog tipa koji je Hilbert predlozio 1904. godine — dao je
Gentzen sredinom tridesetih godina (iz. tog dokaza proizilazi 1 do-
kaz za izvestan oblik (Cnsr)). PokuSaéemo da ukratko predstavimo
taj dokaz (detaljniji prikaz ovog dokaza dat je u Dodatku B ovog
‘poglavlja). |

- QGentzenov dokaz koristi transfinitnu indukciju preko jednog
inicijalnog segmenta ordinala. Iza konaCnih ordinala 0, 1, 2, 3, ...
slede prebrojivi transfinitni ordinali iz Cantorove druge klase brojeva:

w, (:,H—‘l, m+2,'... , -2, cd~2+1, .‘..:, w-3 ...,
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w?, 241, ..., +w, ..., @P+t0-2, ..., (oz?Z,J.... ,
m3,.w3+1,---:
-
w®, w+1, ...,
-
®”, itd.

U transfinitnoj indukciji do «, tj. po inicijalnom segmentu ordinala
manjih od ordinala «, pokazujemo da za svaki ordinal B<«, ako
svi ordinali y<p imaju neko svojstvo, onda 1 8 ima to svojstvo;
odatle zakljucmemo da svi ordinali manji od o imaju to svojstvo.
To se moZe ovako zapisati: ' *

(VB<a) ((VY<B)F(Y) = F(B)) = (V3<0t)F(3)

(Ovde se koristi saZeti oblik mdukcue u kojem su baza 1 induktivni
korak dati zajedno; s]u&‘:aj B=0, gde je skup ordinald y prazan, se,
ukoliko to Zelimo, moZe tretirati posebno kao baza indukcije.)

- Transfinitnu indukciju imamo ve¢ kad 8provod1m0 obi¢nu
mdukcuu do ® preko dve promen]pve tako $té u toku indukcije
PO PIvVO] promenl_uVOJ sprovodimo indukeiju po drugoj. Takvu dvos-
truku mdukcuu moZemo predstawtl kao Jednostruku indukciju do
ordinala w?. Ordinali manji od ®® s¢ mogu p