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OZNAKE 1 NAPOMENE

Rr" | n- dimenzionalni euklidski prostor

n _ n
R, = {xeR Ixi>n}

Xt
: T, J_
X{lxn] L] x (XI,.--' xn) ' Ei (0,-.-,1,111,0)

4

{x,y>= X, ¥, skalarni proizvod vektora x,y €eR®
=1

Ix!|=y <x,%> euklidska norma vektora x
S konveksan skup

int$ unutrainjost skupa S

coA konveksni omota¢ skupa A

AtB={atblacAAbeB}, x+B={x}+B
A° komplement skupa A

A\B=AB®
[x,yI={dx+(1-A)yl X elo,1}}

K(xo,dl={xl le-xollﬁd} zatvorena kugla polupre¢nika d, sa centrom u X .
H(a,a)={xetRnl(a,x)=oc} hiperravan u rR"

H+(a,a)={x€!l5ln|<a,x>2a} zatvoren poluprostor

N a:’N(X) | nivoski skupovi
0'S recesivini konus skupa S

Fpif ={{x,t)|x¢cS, teR, f(x)<t} nadgraf funkcije f:S>R

1 jedini¢na matrica

VEix) gradijent funkcije f u tacki x

H(x) hesijan( matrica drugih parcijalnih izvoda) funkcije f u x
cl(s) klasa neprekidno diferencijabilnih funkcija na S

c(s) klasa funkcija iz cl(s) &iji gradijent zadovoljava uslov

Lipschitz-a sa konstantom L20

Kad kazemo da je f diferencijabilna na S podrazumijevamo da je S otvoren
skup, ili je f diferencijabilna na otvorenom skupu Sl i SCS .

£7t, fog inverzna funkcija, kompozicija funkcija




1. UvobD

Poznato je da u matematickom programiranju veliki znaCaj ima konve-
ksnost, skupova i funkcija. Uop§tavanja su vriena tako da se odrede klase
funkcija koje sadrze konveksne funkcije, a na snazi ostanu fundamentalne
tecreme optimizacije. Ovdje se misli na uslove optimalnosti Kuhn-Tucker,
teoreme dualnosti (slaba, jaka) i veze optimalnog rjeenja sa sedlastim ta-

¢kama.
Tako se doslo do mnogih klasa funkcija, od kojih ¢emo neke navesti, sli-

jede¢i rad 09).

Funkcija f definisana na konveksnom skupu S C R® je kvazikonveksna
ako za svaki x, y € S i svaki A€ [0,1] vrijedi

f(ox+(1-2\)y) < max {f(x),f(y)}.

Ako je prethodna nejednakost stroga uz x#y i Ae(o, ), onda je f strogo kvazi
konveksna.

Diferencijabilna funkcija f je pseudokonveksna ako za svaki x,y€S
{VEf(x),y-x>2z0 =) fly) =z f(x).
Funkcija f je strogo pseudokonveksna ako je na desnoj strani implikacije
znak > , uz x¥¥y.

Diferencijabilna funkcija f je inveksna ako za svaki x,y€S i neku funkciju
h:SxS>R?™ vrijedi

fly)-f(x) 2 < hix,y), Vf(x)>.

Ako u implikaciji kojom se definife pseudokonveksnost, umjesto y-x stoji
h(x,y) onda funkcija f je pseudoinveksna.

8iru klasu od inveksnih funkcija ¢ine funkcije koje,za svaki x,y zadovoljavaju

fiy)-f(x) = E, (VD) ,

gdje je F neki sublinearan funkcional (za svaki x,y i «=0 je F(x+y)<F(x)+F(y) i
Flax)=oaF(x).




Nije tesko pokazati da je svaka konveksna funkcija kvazikonveksna, svaka
pseudokonveksna kvazikonveksna, a diferencijabilna konveksna je pseudo-
konveksna. Takode, svaka diferencijabilna konveksna funkcija je inveksna,

uz hix,y)=y-x.

Pseudokonveksne i kvazikonveksne funkcije su dobro izuc¢ene. Posvecen
im je veliki broj radova, medu kojima nekoliko disertacija { Crouzeix, Fer-
land, Schaible, Zang...),i monografija (npr. {11,{4] ). Date su karakterizacije

i inveksnih funkcija.

Medutim, pri rjeavanju problema matemati¢kog programiranja, u algo-
ritmima, teoremama o konvergenciji i procjenama brzine konvergencije
cesto se namedéu uslovi koji su ispunjeni za mnogo uze klase funkcija.
Takvi su, na primjer, uslov da je nivoski skup

N(y)={ xeS|f(x) < £y }
omeden za pocetnu talku algoritma y=x,,ili uslov da je za svaki X,y €R™

milyl? < <CH(x)y,y> < Miyl?,

gdje je H(x) hesijan funkcije f, Mxm>o0 Funkcije definisane posljednjom
formulom su ograniteno konveksne. Njima su najblize jako konveksne
funkcije, definisane u [20].

Funkcija f definisana na konveksnom skupu S C R je jako konveksna
ako postoji realan broj r>o takav da za svaki x,y€S i A€lo,1] vrijedi

FOx+ (1~-2)y) < AFlx)+ (1-0) Fly)-A1-N el x-y2.

Ove funkcije istrazivane su u vise radova ([121, [201, (211, [27], [281],[(31]1).
Prirodnom uopitenju ove klase funkcija, jako kvazikonveksnim funkcijama,
posvedeno je manje paZnje, premda cuvaju neke bitne osobine.

Definicija 1. ([131) Funkcija f je jako kvazikonveksna na konveksnom skupu

ScR", ako postoji realan broj s >0 takav da za svaki x,y€S i Aelo,1] vazi

fOx+(1-2)y) < max{ fx),f{y}}- A {1-2)slx-yli*. 1)

Takode, na osnovu same definicije nije lako utvrditi da li je neka
funkcija jako kvazikonveksna, ili to nije. Stoga je ovdje ucinjen pokusaj
da se izvrsi karakterizacija ovih funkcija, da poredenje sa srodnim kla-
sama i ispitaju neke osobine, od znactaja za kvazikonveksno programiranje.

Prvih pet glava ovog rada posvec¢eno je jako kvazikonveksnim funkcijama.
Osim kriterijuma za jaku kvazikonveksnost dato je poredenje sa sli¢cnim funkci-
jama. Za ovo su potrebni jo8 neki pojmovi i teoreme, koje ¢emo sada navesti.
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Funkcija f je lokalno uniformno kvazikonveksna [16] na konveksnom
skupu S ako za x€S i €>0 postoji 8(x,e)>0 tako da za svaki yeS vrijedi

lx-yllze => f(}%z-)i max { f(x),f{y)}-8(x,s) (2)

Ako § zavisi samo od & kazemo da je f uniformno kvazikonveksna.

Diferencijabilna funkcija f je jako pseudokonveksna {11 na otvorenom ko-
nveksnom skupu S ako je strogo pseudokonveksna i za Xx¢€S, Ivli=t i
{v,Vf({x)> =0 postoje pozitivni brojevi € 1 o takvi da je x*eveS i za
It|<e vrijedi flx+tv)zf(x)+4 at?, (3)

Funkcija f definisana na konveksnom skupu S je ravmomjerno kvazi-
konveksna na skupu S [30], ako postoji nenegativna funkcija 3(t), $(o)=o,
5(tg) >0 pri nekom tgy>0, takva da za svaki x,y€S i svaki A€lo,1] vrijedi

f(oAx+{1 -A)y) < max {f{x),f(y)}-8(lIx-yl). (4)

Broj s je modul jake kvazikonveksnosti, funkcija 5(t) je modul ravno-
mjerne kvazikonveksnosti, a ta¢ni moduli su

;o ¢ max{fO) FN}-FOx+WNY @)= inf in“mﬁﬁ%f(p} .

so= inf
9 oer<«t x,Y€S Ml—l)ﬂx—y]lz o<i<l %x,¥ES
| Hx-yli=t

_ fOx+0-Ny),
Za-x)

Kazemo da realna funkcija f definisana na otvorenom intervalu
IcR ima jaki lokalni minimum u t, , ako postoje pozitivni brojevi € i «
takvi da jet_ e€l, i za svaki |ti<e vrijedi

fltg) < Flt)- - alt-ty)2.

Teorema 1. [S] Neka je f dva puta diferencijabilna na otvorenom konveks-
nom skupu SC R™ takva da je
xeS, Vf{x)=0 =) {H{x)v,vD>>0 za svaki v#0,

x€S,veR®, <Vf(x),v =0 ===> {H(x)v,vD 20,
tada je f kvazikonveksna.

Teorema 2. [10] Neka je S konveksno tijelo u R™ i f dva puta diferenci-
jabilna na S, tada je f pseudokonveksna u svakoj tacki x’€S u kojoj je

VE(x')#o0.




Teorema 3. [18]1 Dovoljan uslov da je f pseudokonveksna na konveksnom
skupu S C R™ je da postoji realan broj « 2 0, takav da za svaki x¢8§ je
matrica H{x)+a Vf(x) Vi) T pozitivho semidefinitna.

Teorema 4. [16] Ako je f strogo kvazikonveksna i neprekidna na konveks-
nom kompaktnom skupu, onda je uniformno kvazikonveksna.

Teorema 5. [l.,str. 441 Neka je f realna diferencijabilna funkcija na otvore-

nom konveksnom skupu SCR®. Tada je f (strogo) pseudokonveksna ako i
samo ako za x€8 i veR™ takve da je lvlil=1, {(V f(x),v> =0 funkcija
¢(t)=f{x+tv) ima (strogi) lokalni minimum u t=o0.

Teorema 6. [1.,str. 46] Diferencijabilna funkcija f definisana na otvorenom
konveksnom skupu S je jako pseudokonveksna ako i samo iz x€8, |v] =t
i <Vf(x),v>=0 slijedi da ®(t) ima u t=0 jaki lokalni minimum.

Teorema 7. [7.,str 141 Neka je SC R® otvoren. konveksan skup i fEC2(S),
tada je f jako pseudokonveksna funkcija ako i samo ako vrijedi

x€S, lIvil=1, <Vf(x),vd>=0 ==> <{(Hx)v,v>>o0. (3)

U drugoj glavi dati su odnosi medu navedenim funkcijama, 5to je
predstavljeno grafic¢ki (uz pretpostavku diferencijabilnosti).

PSEUDOKONVEKSNE

I JAKOQ

KIONVE|KSNE

JAKO
KVAZI
KONYV.

JAKO PSEUDOKONYV.

KVAZIKONVEKSNE

U ovoj glavi su dati kriterijumi za jaku kvazikonveksnost.
Osnovni rezultat glave 3. je Teorema 44. Pokazano je da za ograni¢enost ni-
voskih skupova nisu potrebne dodatne pretpostavke ( neprekidnost, ili uslov
Lipschitz-a) ako je f jako kvazikonveksna, dakle i jako konveksna. Prema tome
odozdo poluneprekidna jako konveksna funkcija dostize minimum na zatvo-
renom konveksnom skupu.




U glavi 4. pokazano je da J(ensen)- jako kvazikonveksna neprekidna
funkcija ne mora biti jako kvazikonveksna. Diskutovane su nejednakosti znacajne
za ocjenu brzine konvergencije relaksacionih metoda minimizacije. Neke od tih
nejednakosti su poboljsane. Dokazana je teorema o korektnosti zadatka mini-
mizacije u slu¢aju da je funkcija cilja jako kvazikonveksna i data priblizno.

U glavi 5. je teorema ]J-P. Vial-a o vezi jake konveksnosti funkcije f i jake
konveksnosti njenog nadgrafa prenesena na jako kvazikonveksne funkcije,

s tim &to je prethodno definisan jako kvazikonveksan skup.

Glava 6. U razmatranju problema optimizacije

f(x) > inf , x€F(y,)

gdje je F: X>n(Y) viseznacna funkcija, a2 X, Y normirani linearni prostori.
doglo se do pojma parakonveksnosti i Y- parakonveksnosti. Kako navodi
S. Rolewicz (241 ovdje je restriktivnho to Sto je kod navedenih funkcija vri-
jednost F(y) konveksan skup. Stoga je definisao graf y- parakonveksnost.
U ovom radu je restriktivnost izbjegnuta tim 8to se definiSe 8ira klasa
vitseznacnih funkcija, od konveksnih.

Funkcija F: X >n(Y) je konveksna ako za svaki x, X, €X i A€lo,1] je
AF(x,)+{1-X)F(x)}C F(Ax,+(1-2)x,}. (6)

Definicija 2. ViteznaZna funkcija F: X >n{Y) je kvazikonveksna ako za svaki
X,.X € X i h€lo,1] vrijedi |

F(x,) ) F{x,) CFOx,+(1-X)x,). (7)

Data su uopitenja , u istom smislu, i ostalih funkcija, njihove osobine
i odnosi. Pokazano je da graf 2-parakonveksne i parakvazikonveksne funkci- |
je nisu uporedive. Na kraju je ,u izvjesnom smislu, uopstena teorema o pri-
marnoj funkciji {251, i data njena varijanta za parakvazikonveksne funkcije.




2. JAKO KVAZIKONVEKSNE FUNKCIJE

2.1 Klasifikacija

Osnovno je slijede¢e. Svaka jako konveksna funkcija je jako kvazikonvek-
sna. To je zbog toga sto je A f{x)+{1-X)f(y)<max{f(x).f(y)}, pa u (1)
mozemo uzeti da je s=r. Obratno ne vrijedi , f{x)=- x*-x je jako kvazikonve-
ksna na [o0,1] sa s=1, ali ¢ak nije ni konveksna. Ako je f jako kvazikonve-

ksna | diferencijabilna, ona je strogo pseudokonveksna (Teorema 8.). Funk-
cija f(x)= x® je strogo pseudokonveksna na [0,11, ali nije jako kvazikonveksna.

Zaista, uzimajuéi u (1) da je x=0, y=1i A = vidi se da je € (0,1). Sada,
izbor x=0,y =3 i A=3 vodi u protivrjetnost. Dalje, svaka jako kvazikonveksna
funkcija je uniformno kvazikonveksna. Dovoljno je uzeti 3(x, €)=~ €2, pa iz

(1), uz )\==% i lx-yll 2¢e slijedi (2). Koriste¢i ¢injenicu da je svaka jako kvazi-
konveksna funkcija strogo kvazikonveksna i Teoremu 4. vidimo da uniformno
kvazikonveksna funkcija ne mora biti jako kvazikonveksna { opet je kontrapri-

mjer f(x)=x3 ). Sada ¢emo ustanoviti vezu izmedu jako kvazikonveksnih i
jako pseudokonveksnih funkcija.

Teorema 8. Neka je f diferencijabilna funkcija na otvorenom konveksnom
skupu S C R™. Ako je f jako kvazikonveksna, onda je f jako pseudokonveksna.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je f strogo pseudokonveksna. Neka je x #y,
fix)< f{y) i ) €{0,1). Tada je prema (1)

f[X"')\(Y";X))“f(X) < -(1')\-)5"){'yu2-

Odavde je, kada A > +0, < Vf(x),y-x> < -slix-yll®<o, za x #y. y

Dakle, { Vf{x),y-x> 20 => f(x)>f(y), ako je x£y.

Neka su , sada, x€S i veR™ takvi da je lvli=1, < Vf(x},v> =0. Prema
Teoremi 5. postoji e>0 takav da je x*ev €S i za svaki t takav da je |ti<e

d(t)=f(x+tv)>f(x)=® (o). Sada je za |t]|<¢

Flx)< fx+Ev)=f(EIEIEY) ¢ max {f(x),f(x+tv)}— Fllevi?

odnosno, @(0)=f(x)<flx+tv)-St2=d(t)—L2(t-0)2

Uzimajuc¢i da je a=L, iz Teoreme 6. slijedi da je f jako pseudokonveksna.




Obratno ne vrijedi. Funkcija f(x)=arctgx je jako pseudokonveksna na R jer

je f{x)#o0, ali nije jako kvazikonveksna na R (Teorema 13.). Medutim, ova fu-
nkcija je jako kvazikonveksna na svakom ogranicenom intervalu. Ipak, ograni-
zenost domena nije dovoljna da jako pseudokonveksna funkcija bude jako kvazi-
konveksna. To pokazuje primjer 2.

2.2 Jako kvazikonveksne funkcije u R

Potrebno je posebno posmatrati funkcije jedne promjenljive jer neke teoreme,
koje ¢emo dokazati, ne vrijede ve¢ za f: RZ->R.
Pos&to postoje uslovi kvazikonveksnosti koje, bar za funkcije jedne promijenljive,
nije tesko provijeriti, utvrdicemo neke dodatne uslove za jaku kvazionveksnost.
Prema teoremi E. Deak-a [17.,str.50] funkcija f je kvazikonveksna na S C rR"
ako i samo ako se svaki interval [x,y] CS moze razbiti na dva podintervala
( bar jedan je zatvoren, a jedan moze biti prazan ili jedno¢lan) tako da f
opada na prvom i raste na drugom.
Dakle, grubo re¢eno, ove funkcije su po dijelovima monotone, tako da je i
slijedec¢a teorema vezana za monotonost.

Teorema 9. Neka je fecl([a,b]) i za svaki xela,bl je f'(x)#o0. Tada je
f jako kvazikonveksna.

Dokaz. Pretpostavimo da f nije jako kvazikonveksna. Tada, za svaki n€lN
postoje X Yn iz [a,bl i ).ne (0,1) takvi da je X < yni

02 f(z ) - max{f(x ),f(y )} > -2 (=% JFlx -y )~
Ovdje je z_= knxn*i-(l- Rn) Y+ 8 lijee nejednakost je zbog monotonosti f.

f
Uzmimo da je f (xn)i fly ). pa vrijedi
nhf{zn)-f(ynl:‘» hn(ln-l ]_11'1(xn— yn}"", odakle je za neki cn'e(;_"n ,yn)

0 2f'(cn) (zn-yn} > )\n()\n-t )_:i( xn—yn)z . Sada je

b-a

0xf(c Mx -y )> (xn—;)-‘ﬁ(xn—yn)z, odakle je o< flc )<

b-: . Dakle, postoji broj

U slucaju da je f(x )= f(ynl, izlazi o0 2 f'(cnl
cef a, bl takav da je f’(c)=o.

Primjadba. Na osnovu Teoreme 2., iz kvazikonveksnosti i uslova VxeS

Vf(x)#o slijedi pseudokonveksnost funkcije f na S. Odgovarajuci uslovi
za funkciju jedne promijenljive daju i vise, jaku kvazikonveksnost. Medutim,
ovo ne vrijedi ve¢ u siucaju SC RZ, kao &to pokazuje slijeded¢i primjer.

-7 -




Primjer 1. Neka f: R*> R, f(xl,x2)= X, +X, i S=[o0,11xfo0,1].

Vrijedi slijedece: f je kvazikonveksna jer je
Fix)<fly)=> X +X,2¥, *Y, =) f(lx+(1—ky)=k(x1+x2]+( 1- M(y1+y2} <

sy1+yz=f(y), dalje ona je pseudokonveksna, jer je kvazikonveksna

t

i Vf(x)=[ ]# 0, ali nije jako kvazikonveksna. Uzimajuci da je x={0,1),

1
y=(1,0) imali bismo f(2{0,0)+(1-2){(1,0))=1-A+A < 1- % (1- 2} s2, odakle

je s<o. Primjetimo da ova funkcija nije ni strogo pseudokonveksna, jer za
gore izabrane tacke je x#Ay, {Vf(x),y-x>20, i f(x)=f(y).

Navedimo nuzan uslov za jaku kvazikonveksnost dva puta diferencijabilne
funkcije.

Teorema 10. Neka je f dva puta diferencijabilna, jako kvazionveksna
na [a,bl, tada za svaki x€la, bl vrijedi

£ (x)=0 =>f (x)>o0. (8)

Dokaz. Neka je f(x)=0, tada je, zbog pseudokonveksnosti f, za svaki

x €fa, bl fi(x)<f(y). Dalje, zbog jake kvazikonveksnosti, kao u dokazu Teore-
me 8. je £(y)ly-x)2s(x-y)> (9)
Ako je x#b, tada za ye(x,b] (9) postaje

Fiiy)-f {x) 2 s
y-X '

Dakle, kako je s>o0 slijedi da je f'(x)>o0. Neka je x=b. Za svaki yela,b) je
f'(y)<s(y-b), odnosno, za svaki y#b vrijedi y

£(b)-f(y)
by Y! :s.

Zakljucak je kao i u prethodnom slucaju.

Primjedba. Na ovaj nacin tvrdenje se moze dokazati za bilo kakav interval,
a za otvoreni je specijalan slu¢aj Teoreme 7. Navedeni uslov je i dovoljan za
jaku pseudokonveksnost, ali ne i za jaku kvazikonveksnost.

Primjer 2. Funkcija f(x)=—-} |x|x +% x> jeste jako pseudokonveksna, ali ne
i jako kvazikonveksna na (-1,1). Zaista, uslov (5) je ispunjen jer je f (o)=0

{ f"(0)=1. Pokazimo da f nije jako kvazikonveksna. Uzmimo da je
x=-)/-/;-1 , Y = g i , AS L gdje je neiN.

n an 2n-x-1
Vrijedi da je f (x)=i—>f {y n)' Ako je f jako kvazikonveksna postoji s>0 takav

da za svaki nelN vrijedi




f(1x+(1—)\)yn)sf(x)*)\{r-)\)s|1- ‘;':'E -x|%, ili

1 1
f(1- Llil——#— 1~ —-%x)s, odnosno
( n 4 zn( n )s,

1 1 1 i 1
— — e — S — — — — 5 .
2 (1 x)s 7 " 3’ odakle je (1- x)s<o

Za dva puta diferencijabilne monotone funkcije imamo nuzan i dovoljan
uslov jake kvazikonveksnosti.

Teorema 11. Neka je f dva puta diferencijabilna, rastuca funkcija na [a,bl.
Tada je f jako kvazikonveksna ako i samo ako vrijedi

¥ xe{a,b) fi{x)>0 i (f'(a)=0 =) f"(a)}o).

Dokaz. Neka je f jako kvazikonveksna. Za svaki xe{a,bl je fla)<f(x), pa
je, prema formuli (9], f (x)(x-a)z s(x—a)z, te mora biti £ (x)>o0. Drugi
dio uslova daje Teorema 10.

Obratno, ako je f (a) #0, tada je f jako kvazikonveksna, preme Teoremi 9.
Neka je f'(a)=0, i f nije jako kvazikonveksna. Kao u dokazu Teoreme 9. posto-

je X » ¥ Zy G A n takvi da je cne[zn,yn] i

b-a
n )

, 1
o<f (c )< (-A Do (y X<
Vrijedi ¢ >cela,blif '(c)=0. Prema uslovu teoreme mora biti c=a. Sada je

£ Cn)-F@) (-2n)0n"Xn) _Zn Xn 3

- _—
c - a n{c -a) nic -~a) “n°’
n n n

odakle je £ (a)=o0, suprotno pretpostavci. Dakle, f je jako kvazikonveksna.
4

U slucaju da f opada na [a,b], ulogu tatke a preuzima tacka b.

Primjer 3. Funkcija f (x)=x", nelN, je jako konveksna na intervalu [o,1]

samo za n=2, dok je jako kvazikonveksna za nef{1,2}.
Navedimo jedan dovoljan uslov za jaku kvazikonveksnost.

Teorema 12. Neka f:[a,b]l> R, i postoji tacka c €(a,b)takva da vrijedi
£(x)<o na [a,c), f{x)>0 na (c,bl, f'lc)=0 , f(c)>0 i za svaki

xelc-a,b-cl je flc-x)=f{c+x), tada ja f jako kvazikonveksna.

Dokaz. Neka je y proizvoljan broj iz (c,bl. Analogno se posmatra [a,c).
Neka je x €[a,bl takav da je f(x)<f(y). Zbog simetriCnosti grafa f u odno-
su na pravu x=c, postoji y €la,c) takav da je f(y)=f (y*). Zbog prethodne
teoreme dosta je uzeti xely",c). Funkcija

-9 -




p(x)= -ﬂy—) dostize na [y,cJ minimum, my:*o u y}? Neka je inf{my]ye(c,b]}=

=9, Postoji niz (yn) takav da f'(ynl->0=f'(c). Iz uslova tecreme slijedi da je

» -
-> >C
yn s yn 1

£ (Y )-f(c) Y —C .
0< yn'f_ . }':‘*J’; >0. S druge strane jer je }'n—c=z(yn-y;)

slijedi da je f (c)=0. Dakle posmatrani infimum,npr m  je veci od o. Analogno se

dobije za yefa,c) sa m,. Posmatrana funkcija je jako kvazikonveksna na {c,bl,
sa modulom npr. S, i na [a,b) sa s;1. Sada je f jako kvazikonveksna na [a,bl],

25 25}

sa modulom s=min{m m,,2s,

Primjer 4. Funkcija f(x)=sinx nije jako konveksna na [-m,0], [27,str.1901 ali
je jako kvazikonveksna.

Na intervalu [a,+=) opadajuéa funkcija nije jako kvazikonveksna.
Isto vaZi za rastuéu, odozgo ograni¢enu funkciju. Dokazi su dati kasnije jer
ovo vrijedi i za f: R™>R. Za rastuce funkcije vrijedi i vise.

=0, tada

Teorema 13. Neka je f rastuda funkcija na [a,+=)} i lim f;"}

XK~>+eoo
f nije jako kvazikonveksna.

Dokaz. Neka postoji s>0, takav da (1) vazi za svaki x,y 2a i A€lo,1].

Uzmimo da je x=a, y=n>a+t i A= nnaat , Bdje je nelN. Vidimo da je ie€(o,1),

ra+(1- A)n=a+1i Al- A)(x-y)*=n-a-1, tako da nejednakost (1) postaje

fla+1)<f{n)-(n-a-1)s, odakle je , za svaki n>a+i1 ’

f(n)

> 01 S=0.

0<8 %

fitn) 1; - Hlat1) 55 je nemoguce, jer 12

n-a-—-i n-a-i’

Primjedba. U slucaju deerenciJabzlnosti funkcije f, ako je limf (x)=o0,
onda f nije jako kvazikonveksna. Tako npr. f{x)}=Inx nije x>

jako kvazikonveksna na [a,+), ali je jako kvazikonveksna na svakom
intervalu [a,b}, a>0. MoZe se pomisiti da osim jako konveksnih nema
drugih funkcija koje su jako kvazkonveksne na neograni¢enom intervalu.
Da nije tako pokazuje slijedec¢i primjer.

Primjer 5, Funkcija f (x)=x2--l£ je jako kvazikonveksna na [1,+«), sa modu-

lom s=1 (Teorema 16.), ali nije jako konveksna. Funkcija koja ima drugi izvod
je jako konveksna na intervalu ako i samo ako postoji broj r>o0 , takav da je
za svaki x £ (x)2r,[27,str.190). U ovom sluéaju f (1)=0.

- 10 -




Navedimo, na kraju, jo3 jedan kriterijum, koji je poboljsanje Teoreme 9., a
dokazuje se na isti nacin.

Teorema 14. Neka je f monotona na [a,bl , diferencijabilna na (a,b). Ako
za svaki niz (xn) iz (a,b) f'(xn)#u, onda je f jako kvazikonveksna na [a,bl.

Primjer 6. Funkcija f(x)=7x je jako kvazikonveksna na [0,1]. Takode, gornp
uslov je samo dovoljan, npr. f{x)= =x? je jako kvazikonveksna na [o,1], ali f (-)-Brn.

2.3. Jako kvazikonveksne funkcije na rR"

U dokazu Teoreme 8. vidjeli smo da je nuZan uslov za jaku kvazikonve-
ksnost diferencijabilne funkcije f:S>R , gdje je SC R™ konveksan skup

(3s>0){vx,yeS) Flx)<f{y)=> < Vf(y),y-x>2slx-yl (10)
J-P. Vial je u [28] dokazao i vise.

Teurema 15. Neka f:R™> R je lokalno Lipschitz neprekidna i jako kvazikonve-
ksna. Tada, za svaki x,y vrijedi

fix)sfly)==><{g,y-x>2s ||x-y||2, Ygeofly).

Primjedba, Funkcija je lokalno Lipschitz neprekidna ako na svakom ograni¢enom
skupu ispunjava uslov Lipschitz-a. Ovdje je of(x)= { gﬂR“l(g,v)iD (x;v),V veR"™}

uopiteni skup gradijenata, pri ¢emu je

fly+tv)-fly)
t

Do {(x;v)=lim sup

uopiteni izvod u pravcu, u smislu
tvo y- >x .

Clarke-a. Vrijedi af(x)=co{z| z=}an_3me(xn), xn-)x}.

Uslov (10) je i dovoljan za jaku kvazikonveksnost.

n
Teorema 16. Neprekodno diferencijabilna funkcija f:S>R, gdje je SCR konve-

ksan skup, je jako kvazikonveksna ako i samo ako je ispunjen uslov (10).

Prvo ¢emo dokazati slijedecu lemu.

- Y -




Lema 1. Neka je g:[0,al>R diferencijabilna, g’ integrabilna i vrijedi:

a) glo)=o02gla),

b) (Is>0)(¥x,y<lo,al) gix)<gly)==> g'(y)(y-—x}l s ( x_y)z,

Tada za svaki A €(o,1)vrijedi g(ka)s—k{l—k)é—- sa’,

Dokaz. Iz (b) slijedi da je g strogo pseudokonveksna, pa se prema teoremi
Deak-a, interval [0,a] mozZe razbiti na [o,cl, i [c,a) tako da g strogo opada
na prvom i strogo raste na drugom, s tim 5to postoje i mogucnosti c=o,

ili c=a. Zbog uslova (a) otpada slucaj c=o.
Neka je c=a. Tada je g(a)<g{x) za svaki x¢lo,al, pa je

g'(x)(x-a)hs(x-a)z, odnosno g (x)<s(x-a). Odavde je za o<x<a

x 2
[gtt)dt<s—-at)[} , odnosne
D

g(x)-g(o)ﬁs(-;g—axh—:-(xzﬂzax)s% (x%-ax).
Neka je ce{o,a). Iz stroge pseudokonveksnosti izlazi da g ima u
tacki ¢ jedinstven minimum. Uzmimo , prvo, da je o‘cig‘—. Za x€lc,al je

glc)<g (x}), odakle g (x){x-c)zs (x-c),ili g’ (x)2s({x-c). Sada je
a a
[erwrde=s f(t-crd.
p 4 x

odnosno, g(a)—g(x)25(—32-m)-s(§2-ax). Kako je cz:%, vrijedi afa-2¢)2

2 2
2x(a-2c) ili cx-t-g‘- —ac22  tako da je gla)-gi{x)= -s—:f + 5% x. Dakle.

g{x)< g(a)% (xz-ax’)i%(xzﬁax). Zbog neprekidnosti funkcije g, postoji
a’ e{o,c) tako da je g(a')=g(%). Za svaki o<x<a’ je g'(x)ss(x——:-), odakle
je g(x}ﬂf (x®-ax). Na kraju, ako bi postojala tacka x*e(a*,c) takva da rp

vrijedi prethodna nejednakost, g bi imala na (a*,c) lokalni maksimum, &to

je nemoguce.
Slutaj ;;-f-c se analogno razmatra. Nejednakost direktno izlazi za xe€lo,cl.

Stvar je jasna ako je g(%)‘«"g(a). U protivhnom postoji a €(c,a) da je g(§)=
& a

=gla”), te je za xela) al , g(@)<g(x) i [g'(t)dt=s [(t%;)dt. odnosno
X x

g(x)sf(xz-ax). Dakle, posljednja nejednakost vrijedi za svaki x€lo,al. Za
proizjfoljan broj Aecfo,il} je g(ka)i-k(1-k)-§a2.

Primjedba. Za interval (a*,c) moZemo i ovako zakljuciti: g je kvazikonve-

ksna, pa za svaki x iz tog intervala vrijedi

g(x)<max{g (a'),g{c)}=g (g)i___s;_a_ i% (x%-ax).




Dokaz Teoreme 16. Dokazimo da je uslov (10) dovoljan. Neka je x,y€S,
fF(x)<fly) i Ix-yll=a. Definisimo na [o,al funkciju

= X~y -

Ispunjeni su uslovi Leme 1.: g{o)=0, gla)=Ff(x)-f(y)<o, prema {10) je

glt)<glt,) =D fly+t LY )<fly+t 2E)=>< VEly+t X1, (¢ -t )T >
X- 2 5. ’ _ _ 2

>s ] (tz-tl)_—ax 12 <=>g"(t Mt -t )2s(t, -t )"

Imamo, sada
FOx+(1-2)y)-max{f(x),f(y)}=fly+X !fx—yl[ﬁ"} -fly)=

=g(Mlx-yID<- 2 -0 2 x-yl%,

Dobijeni uslov je specijalan slu¢aj odgovarajuceg uslova za ravnhomjernu kva-
zikonveksnost, koji je dat u [30]). Isto vazi i za Lemu 1. i odgovarajuéu lemu
iz [30,str. 22-251. Dokaz je , ovdje dat, jer je jednostavniji i ne oslanja se na
posmatranje inverznih grana funkcije g.

Navedimo sada uslov za uniformnu kvazikonveksnost.

Teorema 17. [301 Neka je f neprekidno diferencijabilna na konveksnom skupu
S, i neka za svaki x,yeS, f(x)<f(y) vrijedi nejednakost ‘

(Tf(y),y-x>2ylllx-yl},

gdje je v(t) pozitivna, sumabilna funkcija. Tada f je ravmomjerno kvazikonve?-
ksna na S, sa modulom kvazikonveksnosti

t
a(t)=6[—“f—§§—’ dx.

,
U nekim sluajevima se dovoljnost uslova (10) dokazuje sasvim jednostavno,
cak uz blaze uslove.

Teorema 18. Neka je f diferencijabilna, konkavna na konveksnom skupu S,
tada je f jako kvazikonveksna, ako i samo ako vrijedi (10).

Dokaz. Neka je ispunjen uslov (10), x,y €S tako da je fix)<f{y) i za pro-
izvoljan X €lo,1] neka je xn=).x+(1-)x)y. Sada je f(xn)-f(y)=k(7f(z),x-y>,

gdie je z=y+t({x -y)=y+it{x-y), uz o<i,t<t. Dalje je
f(xo)—f(yl=)\< VE(z)-VEly)+VEly),x-y>=-AL{V{ly),y-x>+

- +A{VE(z)-Vfiy),x-y>=-r( 'i?f(y),y—x)+-::_*(‘?f(z)—‘?f(yhz-y> <
<-2 (-2 six-yli2.

Zna se da je kolitnik nenegativne konveksne i pozitivne konkavne
je kvazikonveksna funkcija [17,str.62]. Sli¢no vrijedi:
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Teorema 19. Neka je f nenegativna jako konveksna, g konkavna, odozgo |

omedena na konveksnom skupu S, tada je funkcija h(xl=—g(3;—]] jako kvazikon-

veksna na skupu Q={xeS|g(x)>o}.

Dokaz. Prvo, Q je konveksan skup, jer je g konkavna funkcija. Neka su x,yE€S,
relond 1 x =Ax+{1-X)y. Sada je

fi{x) . _ fly) ;.. 2
()< AEFU-NEG) G- Mrlx-y|f g (x) gy - Nelylor) - Ma-Mrix-yl
hix Xg (0 +li-XIg(y) g T - Tg ()

F(x) fFiy)1 AlL-Mrlix-ylf oy 2
Smax{g(x) 'g(y)} g (x)+(1- Mg{y)smax{h(x),h(y)} A=A slix-yli<,

gdje je s=?r[, M=sup{g(x)|xeS}, a r modul jake konveksnosti funkcije f.

U slucaju linearnosti funkcije g nije potrebno pretpostaviti nenegativno-
st funkcije f.

Posljedica 1. Neka je f jako konveksna i g(x)=<{c,x>+v, ceR? , yeR, tada
je h jako kvazikonveksna na svakom skupu

QM={xESID¢g(X)5M} . M>0.

Primjedba. U prethodnoj teoremi umjesto konkavne funkcije g ne moze se
uzeti kvazikonkavna funkcija koja nije konkavha. Na primjer, f(x}=g{x)= =e*
je jako konveksna, kvazikonkavna (¢ak pseudokonkavna) na S=[0,1] i vrijedi
o<g(x)<e, ali h(x)=1 nije jako kvazikonveksna na S.

Od sesnaest moguc¢nosti kada su f i g, iz skupa konveksnih ili konka-
vnih funkcija koje su pozitivne ili negativne, bitne su Cetiri, jer se ostale
promjenom znaka svode na njih. Na primjer iz

_f(x) f{x)
h(x)-g(x)<—) ~h(x)= =Zg(x)

slijedi da je koli¢nik konveksne nenegativne i konveksne negativne funkcije
kvazikonkavna.

4

Cetiri osnovna slucaja data su tabelom:

A B C D

£ konveksna konveksna konkavna konkavna
=0 <0 20 <0

konkavna konveksna konveksna konveksna
g >0 >0 >0 <o

h KVAZIKONVEKSNA

- 14 -
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U 171 B. Martos je analkzirao prva dva slucaja i njihove varijante (str.63.
tabela 3.4.). U ostalim slucajevima funkcija h nije ni kvazikonveksna ni

kvazikonkavna.

Primjer 6. Funkcije f (x)=x>, g{x}=ex ispunjavaju uslove (C}, medutim

vrijedi h(o)<min{h(-1),h{(1}}, i h(2)>max{h(o),h(3)}.

Za sluéaj (D), uzmimo prvo f(x)=x>-1, g(x)=-1 i §=(-1,1). Funkcija h{x)=1-x?
nije kvazikonveksna na S. Zamjenjujuci f i g dobijamo h koja nije kvazikon-
kavna.

Prema Teoremi 19. ako u (A) f je jako konveksna, g odozgo ograniena, uz
ostale uslove, onda je h jako kvazikonveksna. Odgovarajuce za sludaj (B)
ne vrijedi.

Primjer 7. Funkcija f(x)=x?-1 je nepozitivna na [-1,1], g(x}=x2+1 je konvek-
sna i ogranicena na [-1,11, ali h nije jako kvazikonveksna. Da se ovo pokaze
dovoljno je, slitno primjeru 2, izabrati :

x=-1+::2, y=1i l=%:—:ﬁ , pa se dobije da je s< za svaki nelN\{1}.

2n-2

Dakle, preostaje Teorema 19. i tri njene varijante:

£ jako konveksna j.konkavna j.konkavna j. konveksna

20 <0 <0 =0
konkavna konveksna konkavna konveksna
B M2 >0 -M< <0 M2 >0 -M< <0

h JAKO KVAZIKONVEKSNA J.KVAZIKONVEKSNA

p

I
Primjer 8. Funkcija f(x)= Z xfi je jako konveksna na svakom skupu Q=

i=1
=fm,+o )nCIRl_: , ako je za svaki i€{1,....n} aiEIR\ [0,1]. Ako je x=2, onda je f
jako konveksna na R™.

n k
Funkcija g(x)iﬂx?l je konkavna na skupu [Rl:, uz uslov Bi:w i ZBi< 1, za
=3

1=1

svaki 1<ik<n. Prema Teoremi 19. njihov koli¢nik je jako kvazikonveksna
funkcija na skupu [Im,M1"C [Rf‘

Specijalno, neka je za neki neN\ {1} i svaki prirodan i<n, x=n i Bi 11-1 Koli¢
nik sredina A(xl;...,xl:l) i G(xi,...,xn) h: [lm, MI®> R,

n
2. X
= !
I
n N
(T1x)"

f=1

h(x) =

je jako kvazikonveksna.
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7a utvrdivanje kvazikonveksnosti {kvazikonkavnosti) proizvoda dovoljno je
razmotriti slucajeve: f i g su nepozitivne konveksne, odnosno nenegativne
konveksne. U drugom sludaju h(x)=f(x)-g(x) ne mora biti ni kvazikonveksna
ni kvazikonkavna (npr. h(x)=x%e *). U prvom slucaju h je kvazikonkavna.
Ovom je ekvivalentno slijedece:

Ako su f i g nenegativne i konkavne, h je kvazikonkavna, a ako je f konve-
ksna nepozitivnha i g konkavna nenegativna, h je kvazikonveksna.

Medutim, kod proizvoda, ne mozemo donositi zakljucke o jakoj kvazikonve-
ksnosti (konkavnosti), na ovaj na¢in. Dovoljno je vidjeti slijedece: ako je f
jako konkavna, nenegativna i g konkavma, pozitivna i ako bi h bila jako ko-
nveksna (konkavna), takva bi bila it funkcija f/(1/g) , 8to ne mora biti jer je
1/g pozitivha i konveksna funkcija. |

Neka f:S>R i g:R>R, SC R™ je konveksan skup i h:S>R kompozi-
cija gof. Poznato je da ako je f konveksna a g konveksna neopadajuca, onda
je h konveksna. Ako je f kvazikonveksna, g neopadajuca, onda je h kvazikon-
veksna. Takode, ako je f pseudokonveksna, g diferencijabilna i g'(x)>o0, tada
je h pseudokonveksna. Vrijedi

Teorema 20. Neka je f diferencijabilna, jako kvazikonveksna na konveksnom
skupu S, a g diferencijabilna na f(S)CR 1 za svaki xef(S) je g'{x)2m>o,
tada je funkcija h jako kvazikonveksna na S.

Dokaz. Za svaki x,y€S vrijedi, | ,
hix)<h{y) => g '(h(xDsg  hixN=> f(x)<fly)=><Vfly),y-x>zslx-yl’
=> g (FlyNVE(y),y-xD2g (FlyVsllx-ylI? => <Vh(y),y-x>2mslx~-y 12,

Primjedba. Ako se rije¢c kvazikonveksna zamijeni sa konveksna, tvrdenje ne
ostaje na snazi. Na primjer, f (x)=x? je jako konveksna na S=[1,2], 2{x)=vx
ispunjava uslove prethodne teoreme, ali h(x)=x nije jako konveksna. Dovo-
ljno je jos pretpostaviti da je g konveksna [291

Navedimo nekoliko nuznih uslova za jaku kvazikonveksnost, u slu-
¢aju da je domen funkcije negraniCen.

Teorema 21. Neka je S cR™ konveksan, neograni¢en zatvoren skup i f:S>R
odozgo ogranitena funkcija, tada f nije jako kvazikonveksna na S.

Dokaz. Postoji bar jedna poluprava P={zeRn|z=kzo.l20}. z,#0 je fiksiran
vektor, tako da vrijedl xe€P => x+PCS.

Neka je x&€S i X =X+nz nelN. Ako je f jako kvazikonveksna postoji s>0

0 r

tako da je f(x,)<max{f(x),flxy)}- xn(:—mnlsllxn—xllz, uz 1=%

(x1.=x+zu={14-lﬁ}x+’;(x+nzol). Dalje je |
s(n-1) Iz I? < max { £ (x), f(x+nz ) }-Flx+z )< M- Flx+zy)

za svaki n>t, 8to je u suprotnosti sa s>o0.
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Primjedba. Dovoljno je pretpostaviti da je f odozgo ograni¢ena na x+PCS.

Posljedica 2. Funkcija f:S->R koja opada du2 neke poluprave PC S nije
jako kvazikonveksna na 5. |

Analogno Teoremil3., vrijedi slijedece:

Teorema 22. Neka postoje tacke x€S, zoeIRn takve da je za svaki Azo

im fix+izo) tada f nije jako kvazikonveksna na S.

x+kzoes i )!++m b

Dokaz. Neka f(x+kzo) nije ograniCena za A>0, uzmimo, bez umanjenja opsto-
sti,» da f(x+nzn)-> +o. Kao u dokazu prethodne teoreme, izlazi da je

f(x+kzg) jix+kz fix+zo)
0<8 < v kz Rt - DR - 2 keKCN

Ovo je zato &to {f (x+nzo)} ima rastuéi podniz (npr. za n€K). Kako vrijedi

f(K"‘kZo")_ = f(xikqu 1 >0, slijedi da je s=o.

k
[z ] =zl | ke, I + 2

Sada ¢emo razmotriti problem kada se utvrdivanje kvazikonveksno-
sti funkcije viSe promjenljivih svodi na ispitivanje funkcije jedne promjenljive.
Poznata je slijedeca ¢&injenica:

Teorema 23 [7.str.471 Funkcija f je kvazikonveksna (konveksna) na konve-
ksnom skupu SC R®, ako i samo ako za svaki x,y €S funkcija

@(h}=f(y+k(x-fn
je kvazikonveksna (konveksna) na [o,1].

U [6,str.192]) postavljen je zadatak:

Dokazati da je funkcija f jako konveksna na konveksnom skupu S, ako i samo
ako je ¢{X) jako konveksna na lo,:], sa istim modulom jake konveksnosti za
svaki x,y€S.

Medutim, naredni primjer pokazuje da ovo tvrdenje nije tatno.

Primjer 9. Funkcija f(x)=x, jeste jako konveksna na S=R, sa ta¢nim modulom
r =t Uzmimo da je x=0 i y=%, tada c|::('.>\)=l='131--2 22, relo,1) jeste jako konveksna

sa rn(n) -i,. Neka je r isti modul jake konveksnosti. za svaki ne€lN. Mora biti za

za svaki nelN o<r iiﬁ,, jer su ro(n} ta¢ni (najve¢i)} moduli, pa je r=o.

Uz neke dodatne pretpostavke vrijedi dio navedenog tvrdenja.

Teorema 24. Neka je S ograni¢en, konveksan skup i za svaki x,y €S je @{(X)
jako konveksna na [o0,1], sa istim modulom, tada je i f jako konveksna na S.
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Dokaz. Neka su x,y€S i A€fo.1). Iz uslova slijedi da je

Fly +2(x-y) =@ (W)= {(1-No+ X 1)< (1-A}p (o) +X @ (1) - X (1-2)r fo-1l".

Poito je S ograni¢en skup, postoji d>0 takav da za svaki x,y€S je Ix-yll<d.
Odavde je -1£—ﬁ5llx-y!lz, tako da desna strana polazne nejednakosti se ma-

jorira sa (1-A)f(x)+) f[y)-arz—llx-~y 112,

Isto tvrdenje ostaje na snazi ako je f jako kvazikonveksna. Medutim ovaj
kriterijum je bez prakti¢ne vrijednosti. Vidjeli smo da na osnovu njega ne mo-
semo utvrditi ¢ak ni jaku konveksnost za f (x)=x7.

Funkciji f:S»R pridruzicemo funkciju F :S=>R,
Fs(x)=f{x)-sllxliz, s €R.

Postoji veza izmedu kvazikonveksnosti funkcije f (Fs) i jake kvazikonveksno-
sti funkcije F (f). U uspostavljanju te veze vazno mjesto imaju slijedeci

pojam i lema.

Definicija 3. Funkcija f:S>R je saglasna sa normom na skupu S ako za
svaki x,y €S vrijedi Ixli<llyll ==> f(x)< f(y).

Za ovakve funkcije kazemo da || |- rastu. Analogno imamo pojmove | |-
- opada, strogo || |ll-raste ( ako je u implikaciji < umjesto < ) i strogo
| l-opada.

Lema 2. Za svaki x,yean, X €lo,1]1 vrijedi
Iax+a-NyI2= Mixl®+ G-yl - xa- 0 lix-y i3 ,

Dokaz. Vrijedi lly 2 =llx+y-x®=lIx [F+2<x,y-x> +lly-xll®, odnosno 2{x,y>=
= Ixli2-lly % +]ly ~ x 2. Dalje je y+1(x-y)ll2=(1*zl) lIy[Iz+zl<x,y)+k2 llx-yllz.
Iz ove dvije jednakosti slijedi tvrdenje.

Primjedba. Ovim je dokazano da je f (x)=lix)*> jako konveksna na R", sa r=1.
Takode na ovoj lemi je zasnovano vaino tvrdenje, koje je dao R. Reckafellar.

Teorema 251211 Funkcija f je jako konveksna ako i samo ako postoji r>o
takav da je funkcija f(x)-r|x||* konveksna.

Iz ove teoreme, neposredno, izlaze nuzni i dovoljni uslovi za jaku konvek-
snost, kao 3to je:

Dva puta diferencijabilna funkcija je jako konveksna na otvorenom skupu S,
ako i samo ako je, za svaki x€S pozitivno semidefinitna matrica

H(x)-rl
Koriste¢i ideju iz prethodne teoreme dobijamo:
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Teorema 26: Neka je f:S>R strogo i ll-opadaju¢a i jako kvazikonveksna
na S, sa modulom s. Tada je funkcija Fs kvazikonveksna na S.

Dokaz. Neka su x,y €5, he€lo,1l i x =ax+{1-))y, tada je
f(x, y+ 2 (1-As || x-y |2 < max{f(x),f(y)}. Prema Lemi 2. je f(x)- siix 12 + Aslixii®+
+{1- l)s!|yllzs max {f(x).fly)}, ili f{x)-slix, 12< max{f(x),fly)}-rsllx I*-

-(1-—)\)sliyll . Neka je f(x)<f(y), tada, jer f strogo |i [I- opada, je y i < llx |l.
Slijedi, fix)-slix, i < fly)-sliyli>. Dakle, F_(x,)< max{F_(x),F (y)}.

Teorema 27. Neka postoji s>o, takav da je funkcija F_ strogo | |- rastuca
i kvazikonveksna na konveksnom skupu §, tada je f jako kvazikonveksna na S.

Dokaz. Neka x,ye€S i X e€lo,1]. Koristeci kvazikonveksnost funkcije Fs i Lemu 2.
dobijamo fi{ix +{1-A}y)< max{Fs(x),Fs(y)}Jrs(k||x||2+(1~klllyI|2-M1-)L)le-yllzl.
Neka je Fs(x)SFs(y), odnosno s{lly - x> < fly)-fix). Kako F_ strogo -

- raste, izlazi da je lxli<llyll. Sada je f(x)<f(y), pa dobijamo
FOx+0-2y)<f(y -2 0- N slix-y %, uz fx)<fly).

Primjer 10. Funkcija f(x)=[x]l nije jako konveksna ni na jednom konveksnom

skupu SC R® sa nepraznim interiorom. Definiciona nejednakost za jako konvek-
sne funkcije nije talna za r>o, X €intS, y=tx€S, t>o0 i 1=;—, jer tada je

|22 || lx I+ by Il
2 2

Takode, f nije jako kvazikonveksna na R™. Stavljajuc¢i u (1), x=0, y=%v,

Hvll=1, }L=—;- dobija se da je s<o.

| y
Medutim, pokazacemo da nije tako, ako je skup S ogranicCen.

Posljedica 3. Neka je S c RP konveksan i ograni¢en, tada je funkcija f:S>R,
f(x)=]lx]| jako kvazikonveksna na S.

Dokaz. Postoje d>o, r>0 tako da je SCK (0,d) i r<—213-. Za x,y€S vrijedi
rUx I +lly D <1. Neka je lixli<llyll, stijedi rUllxli+lylDly -1 <ily I-lx |,
odakle je F.(x)<F.(y). Dakle, F  strogo il ll~raste. Pokazimo da je ova fun-
kcija kvazikonveksna. Neka su x,y €S, A €lo,1] i Fr(x)sFr{y}, tada je lix|<ilyli.
Jer je norma kvazikonveksna, vrijedi Iax+(1-A)yli<lyli. Za ve¢ odabrano r,
zbog konveksnosti S je rllly I+iax+(1- 2}y ) <1. Iz posljednje dvije nejednako-
sti slijedi Fr{lx+(1-k)y)£Fr(y). Koriste¢i Teoremu 27. dobijamo da je f jako

kvazikonveksna sa modulom r.
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Primjedba. Na isti naCin se utvrduje jaka kvazikonveksnost funkcije f (x)=1xl%,
«>1, na ogranitenom konveksnom skupu S. Ako 0 ¢ S, tada mozemo koristiti

prethodni rezultat i Teoremu 20, uzimajuci da je g x)=x".

Navedimo neke uslove za || |l-monotonost, u sluc¢aju da je f diferencijabilna.

Neka je H+(x,o)={VE1RnI(x.v)zu}, a intH_(x.n)=!Rn\ H (x,0). Vrijedi

Teorema 28. Neka je f diferencijabilna na otvorenom, konveksnom skupu S.
Ako f || l-raste, onda za svaki x¢S vrijedi

{Vf(x),v>>0=> vEH+{x,o) ,

veH (x,0) => <Vf({x),v>3o0. (i)

Dokaz. Neka je veH (x,0), tada je Ixll<ix+xv] za svaki A>0. Odakle je
Fix+iav)-fi(x)

o 20, pa kad A= +o slijedi (Vf{x),v>=zo0.

Neka sada v £ H (x,0). Tada je v€int H_(x,0), pa postoji X >0, takav da za
svaki Ae(o,) ) je x +Av e K (0,]x1]), odakle je lIx +xvii<lixll i f(x+iv)-f(x)<o.
Sada slijedi da je <Vf{x),v><o.

Naravno, uzeli smo A tako da x+love5 . 8to je moguce jer je x€intS. Jer je

S konveksan, za )LG(B,I\O) je X+AVES.

Posljedica 4. Neka je f diferencijabilna na konveksnom skupu S, intS# 0.
Ako f || ll-raste, onda za x€intS je {Vf(x),x>=o0.

Posljedica 5. Neka je f diferencijabilna na konveksnom skupu S, intS#Z Q.
Ako postoji s>o, takav da F_ || |l-raste, tada za svaki x€in*S vrijedi

KVf(x),v>>28<x,v> => veH (x,v) => (VFf(x),v>z25<{x,v>. (12)

Teorema 29. Neka je f dva ﬁuta diferencijabilna funkcija na otvorenom
konveksnom skupu S, i neka vrijedi (11). Ako vrijedi

{H(z)v,v>>0 {=> veH (x,0), (13)

za svaki xeS i ze{x+tveS|ost<i}, tada f strogo || l|-raste na S.

Dokaz. Neka su x,y €S i v=y-x. Pokazimo da [ix|l<llyll=> f{x)<f(y).

Prvo, uzmimo da je veH_(x,0). Na osnovu Tejlorovog razvoja f{y)-f(x)=
=<Vf(x],v)+é—(l—l(x+tﬂv,v) -gdje teo,1), i formula (11),(13) slijedi da je
f(x)<f(y). Neka, sada, je veint H_(x,0), kako je (Vf(x),v><o i za telo,1)

CHix+tvlv,v><o0 to je fly)<f(x). Ako bi bilo [ixli<lly]l imali bismo 0< 2{x,vD+
+v )%, 5to sa <x, vD<o daje o<- (x,v){(x,v)+llvllz=(x+v,v). Odavde je

veH (x+v,0), pa je f(x+v)=f (y)>f(x). Kontradikcija. Dakle, f(y)<f{x) povlaci
iyli<lixll. Zna¢i, u oba slucaja Kxli<llyll ==> f{x)}<fly).
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Posljedica 6. Neka je f dva puta diferencijabilna na otvorenom, konveksnom
skupu S i neka vrijedi {12}. Ako vrijedi

(H(z)v,v)bzsllvllz {=> veH [(x,0) |
za svaki x€S i ze{x+tviost<1} i neki s>o0, onda Fs strogo || ll-raste.

Primijenimo poznate teoreme, koje daju uslove kvazikonveksnosti, na FS.

Teorema 30. Neka je f dva puta diferencijabilna na konveksnom skupu S,
ako je Fs kvazikonveksna, tada vrijedi

CTF(x),v>=28<x,v> => <HX)v,v>22slivl® (14)

Teorema 31. Neka je f cC?(S), S otvoren, konveksan i neka postoji s> o,
takav da je Vf(x)#2sx. Tada F < Je kvazikonveksna ako i samo ako za svaki

xeS, veR™, livli=1 vrijedi (14)

Dokaz. Tvrdenje neposredno slijedi iz [7,str.91.

Teorema 32. Neka je f cC2%(8), S konveksan i postoji s>0 takav da je
(14) 1 VFf(x)=2sx povlaéi da je H(x)-2sl pozitivno definitna, tada je

F < kvazikonveksna.

Dokaz slijedi iz [S1.

Teorema 33. Neka je f dva puta diferencijabilna na konveksnom skupu S i
i postoje konstante s>0, q>0, tako da za svaki x €S matrica

H(x)+q(Vf(x)-zsx](Vf(x)-?.sx)T-zsl

je pozitivho semidefinitna, tada F 5 e kvazikonveksna.
s

Dokaz. Ovo tvrdenje je poslijedica Teoreme 3.
Teorema 34. Neka je f dva puta diferencijabilna na konveksnom skupu S
{ postoji s>o0 takav da za svaki x,y €S, telo,1) vrijedi
fix)<f(y) ==> (H{y+t{x-yMy-x),y-x>=zsflx-y 12,
tada je f jako kvazikonveksna na S.

Dokaz ide na osnovu Tejlorove formule, uz uslov (10).

Na kraju ¢emo utvrditi kada je linearna funkcija jako kvazikonveksna. Po-
znato je da nije nikad jako konveksna, a prema Teoremi9. svaka linearna
funkcija f:R>R, f{x)=cx , c#o, je jako kvazikonveksna na svakom ograniCe-
nom intervalu. Medutim, imamo slijedec¢i primjer

Primjer 11. Funkcija f: SR, f(x)=<c,x>, § je konveksan podskup od R",
intS # @ , nije jako kvazikonveksna ako je nzz2.
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Nuzan i dovoljan uslov, (10), za jaku kvazikonveksnost, uovom slucaju je

0<{c,v> => {c,vD>2slv II2,

za neki s>o0 i svaki veS-S. Skup S-S je konveksan, simetri¢an i 0€int(S-8S).

Jer je nz2, postoji vZ0 tako da je veH(c,0)}(1{S-S). Sada, ako f j jako kvazi-
konveksna, vrijedi <c,vD>=02slv[%, i s<o.
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3. OGRANICENOST NIVOSKIH SKUPOVA
Neka f:S=>R, SeR", y €S i acR. Nivoski skup je

Nm={xES| f(x)<al.

Ako «= f(y), odgovarajuci nivoski skup oznacavamo sa N(y).
U algoritmima minimizacije koji generidu niz {x, }, k eNU{o}, takav da {f {xk)}
opada, vaznu ulogu ima ogranicenost skupa N{xo). Ona je, uz neprekidnost
funkcije f, dovoljna da niz {x,} ima konvergentan podniz.
Za utvrdivanje ograniCenosti zatvorenih, konveksnih skupova mogu koristiti
recesivni konusi. Recesivni konus 0" S, konveksnog skupa S je skup

{veRM|x+tveS,V xe8 At20l
Vrijedi,

Teorema 35. [22,str.811 Zatvoren konveksan skup je ogranicen, ako i samo
ako 07S={0}.

Takode, vrijedi ako je S zatvoren konveksan, H1 i H, paralelne hiperravnine

i SﬁHl neprazan ograni¢en skup, onda je SﬂHz ogranicen.

Iz &injenice da je 0+Na’ 0+(Epif ﬂH(enﬂ,a)), slijedi

Teorema 36. [9,str 831 Neka je f:S>R, SC R® konveksan, je odozdo zatvorena,
(Epif=clEpif), konveksna. Ako postoji «¢€R takav da je N, neprazan i ograni-

cen skup, tada je za svaki BER NB ogranicen.

Uslov da je f odozdo zatvorena moze se zamijeniti uslovom da je f neprekidna
na zatvorenom konveksnom skupu S. p

Medutim, ovakav postupak ne moze se primjeniti na kvazikonveksne funkcije,
jer Epif ne mora biti konveksan skup.

U (1l je, bez dokaza navedena teorema Gould-Evans-a(1970).

Teorema 37. Neka je f kvazikonveksna i neka postoji a€R takav da je N
neprazan i ogranicen, tada postoji >« takav da je Nﬂ ogranicen.

Dokaz. Pretpostavimo da je za svaki £>0 skup N yte neogranicen. Posto vrije-

. : n .
di Nu:-chr.-l-e i g <g, =) Noz-l-si-g No:+ez postoje xOENQ'. i veR", takvi da za

svaki t20 1 €>0 je xo+tveNa+E. Sada je f(xu+tv)=f(-§~° +5-°-§2—ti)£

ﬂmax{f(xn),flxoﬂtv)}sﬁ-bs za svaki £>0 1 tzo, pa je N_ neograniCen.

Za jako konveksne funkcije nije potrebno pretpostaviti ogranit¢enost jednog
nivoskog skupa.
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Teorema 38. [12,str.41] Neka je f jako konveksna , klase c! na zatvorenom
konveksnom skupu S, tada za svaku tacku x€S skup N(x) je ogranicen.

U [27,str.186] je pokazano da tvrdenje ostaje na snazi, ako je f odozdo polu-
neprekidna.

Slijede¢e teoreme su date u [30].

Teorema 39. Neka je f ravnomjerno konveksna, poluneprekidna odozdo na
konveksnom zatvorenom skupu S. Ako je

inff(x)=f* >-w, (15)
xeS

tada, skup N{x) je konveksan, zatvoren i ograniCen za svaki x€S.

Teorema 40. Neka je f diferencijabilna, ravnomjerno kvazikonveksna na kon-
veksnom skupu S, Ako postoji tacka x,¢S takva da je
5(t)
sup—y 2| VE(x ),

tada je N{x) ograni¢en za svaki x&€S.

Teorema 41. Neka je f diferencijabilna, ravnomjerno kvazikokonveksna na
konveksnom skupu S i postoji tacka x €S takva da za svaki xe€S vrijedi

< Vf(xo),x-xo)kﬁ.

Tada je N(x) ograniten za svaki x€8.

Specijalno, dobijamo uslove za ograni¢enost nivoskih skupova, ako je f jako
kvazikonveksna funkcija. Medutim, u tom slu¢aju navedeni uslovi mogu se
oslabiti. J-P. Vial 28], je dokazao da je svaki nivoski skup ograniten ako

f:R?> R je lokalno Lipschitz neprekidna, jako ’kvazikonveksna.

Mi ¢emo pokazati da za ograni¢enost nivoskih skupova jako kvazikonveksne
funkcije nisu potrebni dodatni uslovi.

: 0, X=0
Primjer 12. Uslov (15) nije ispunjen za funkciju f{x)= {_ 1 o<x<; - Ova fu-
x!

nkcija je jako kvazikonveksna, sa s=1 (odnosno 3(t)=t2), a naravno, svaki N{x)
je ograni¢en. Primjetimo da f nije poluneprekidna na [0,1], niti je lokalno Lip-
schitz neprekidna.

Navedimo jo& dva stava koji ¢e biti iskoristeni za dokaz glavnog rezultata.

Lema 3. [301 Neka je f ravnomjerno kvazikonveksna na konveksnom skupu
S, N(xﬂ) je ograniten za neki x €S, tada je N{x) ograni¢en za svaki x€S.

Teorema 42.[17,str.551 Ako je f kvazikonveksna na konveksnom skupu SC RD
tada je ona gotovo svuda neprekidna na S.
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Primjedba. U beskonatno dimenzionalnom normiranom prostoru postoji line-
aran, dakle i kvazikonveksan funkcional koji je prekidan u svakoj tacCki. Inace,
pojam "gotovo svuda” je u smislu Lebegove mjere.

Teorema 43. Neka je f jako kvazikonveksna na konveksnom skupu S, i ne-
ka postoji x, €S i d>o, tako da je f odozdo omedena na skupu Kix ,d)S.

Tada je N(x) ogranicen za svaki xeS.

Dokaz. Na osnovu Leme 3. dovoljno je dokazati da je N{xo) ograni¢en. Neka
xeN(xol\ K(x,,d). Tatka y=2, x+01- X Xq pripada skupu K(xo,d}ﬂs ako je
N

o~ X~ X Ii

Kako je f jako kvazikonveksna, postoji s>0 takav da vrijedi
f(y)<max {f(x),f(x )}}- lu(1~ku)sllx—xullz, odakle je

f(yl-f(xo)isd(d— le*xoll).
Postoji broj m>o takav da je f(y)-f(x)>-m, za svaki yeK(xo,d)ﬂ S. Sada je
m
za svaki x€N(x )} ﬂx-xol|f-d+3d.

Primjedba. U slucaju da je f ravnomjerno kvazikonveksna, ali ne i jako kvaziko-
nveksna uslov (15) se ne moze izostaviti, kao u Teoremi 43. Funkcija f{x)=x
je ravnomjerno kvazikonveksna na R (s(t)=]t]), omedena je na Kfo,1), ali N(o)=

s (- wo,0).
Teorema 44. Neka je f kvazikonveksna na konveksnom skupu S i neprekidna
u tacki zcint S#0, tada je f omedena odozdo na nekoj kugli K(xﬂ,d]c S.

Dokaz. Neka je K(z,p) takva kugla da je intK(z,p)CS. Odaberimo tacke

u, veS i kugle Kan(u,-ﬁ%) . Ln=1.{v,-ﬁ%), za svaki néeN, tako da je 2z=
=u+v i lz-ull= Ilz-vll=%. Ako f nije odozdo om,2dena ni na jednoj od kugli
Kn’ L, postoje tacke unel(n, vnELn tako da je f(un)f:—n, f (vn)<-n za svaki

neN. Jer je f kvazikonveksna, slijedi

f( un-;vn )imax{f(un),f(vn)}{-n.
Odavde, jer u_->u, v >V, zbog neprekidnosti f u z, slijedi da je f(z)<-.
Dakle, xoe{u,?} i d=% za neki nza.

Sada, koristeéi teoreme 42, 44 i 43. neposredno slijedi

Teorema 45. Neka je f jako kvazikonveksna na konveksnom skupu S, takvom
da je intS# @, tada je N(x) ograniten za svaki x€S.

Primjedba. Ova teorema se moze dokazati pomocu Teoreme 40. i rezultata
J-P. Crouzeix-a 41, da je svaka kvazikonveksna funkcija skoro svuda diferen-
cijabilna.
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Razmotrimo opstiji slu¢aj nivoskih skupova, th gdje je acR.

Posljedica 8. Neka je f jako kvazikonveksna na konveksnom skupu S,
intS#0Q, tada je ch ograni¢en za svaki o €R.

Dokaz. Neka za svaki o €R postoji x¢S takav da je f(x)>a. U protivnhom bi
f bila odozgo omedena na S, pa prema Teoremi 21. slijedi da je S, a tim i
svaki N, ograni¢en. Dakle, za svaki «€R postoji x€§ takav da je N & Nix),

a N(x) je ogranicen.

Primjedba. Da¢emo i neposredan dokaz Teoreme 45.
Neka postoji a€R takav da je N, neogranicen, tada postoje X, €8 i veRD,

ivil=1 takvi da za svaki t2o vrijedi x0+tvENa i f(x0+tv)£ max{f(xn),f(xuﬂtv)}—

-—f—llztvllz, odnosno f(xu+tv)£ «- st®. Za svaki m>o0 i svaki pozitivan t takav da
je t2> m;nc

je f(xo+tv)£-m. Slijedi da je f omedena na neograni¢enom skupu

pa ne moz2e biti jako kvazikonveksna.

Navedimo neke primjene ove teoreme.

Posljedica 9. Neka je f jako kvazikonveksna, odozdo poluneprekidna na konve-
ksnom, zatvorenom skupu S. Tada, problem

min f(x}, xS
- ima jedinstveno rje&enje.

Dokaz. Za neki x €S vrijedi min f(x)=minf(x), a N(x_) je kompaktan skup.
xES xeN{xg)
Jedinstvenost slijedi iz stroge pseudokonveksnosti f.

Posljedica 10. Svaka tatka xeR" ima jedinstvenu projekciju na konveksan

zatvoren skup. s

Dokaz. Funkcija f(z)=ljz—x||* je jako kvazikonveksna i ima na S jedinstven
minimum y. Vrijedi, za svaki z€S da je l|ly-xli</lz-x|l, pa je lly-xll=infllz-x|,

ZES
odnosno y= 1"_[S (x).

-zitat u Beograda

L F;}":&-ih
[P
Pr:rodno-matematiﬂhi fazultetl

EMATICKI FAXULTET
Ml BLIOTEKA

Datvm

g R
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4. NEJEDNAKOSTI 1 PRIMJENE

4.1. Jaka J- kvazikonveksnost i jaka kvazikonveksnost

Funkcija f:S>R je J- konveksna ako za svaki x, y€S vrijedi

x+y 1 flx)+£ly)
£(XY) ¢ DXL

Teorema 46.[14,str.1491 Neka S CR® je konveksan i otvoren skup. Funkci-
ja f je J-konveksna i neprekidna ako i samo ako je konveksna.

Primjer funkcije koja je J-—konveksi a nije konveksna dat je u, npr. [2,str.119].

Teorema 47.[151 Neprekidna funkcija f na konveksnom skupu § je kvazi-
konveksna ako i samo je J-kvazikonveksna, tj.

f(—"—‘;i-)smax{f{x),f(y)}.

Analogno tvrdenje vrijedi i za jako konveksne funkcije. Taj teorem je dat u
[6,str.511, a dokaz se moze na¢i u B1]l. Mi ¢emo prvo dokazati slijedecu
femu.

Lema 4. Neka postoji r>o takav da za svaki X,» X, €S, S konveksan, vrijedi

Y x1;x2 )< f(xﬂ;f(xz)_%"xl#xz 12 (16)
tada, za svaki neN je g
1< 1 s r
ﬂn;xi)sn (glf(xi))" Ty l(xi,....xz;n) {17}

) ’ 2 ) 2 . ___(n ,n nepar.
gdje je l(xl,...,xn,n)-“xl x, 1" +iix, x, "+ +“xi(n)-1 Xl * i(m-{n-i,n paran-

k

Dokaz. Prvo, neka je n=2". Za k=t nejednakost {17) je tatna po pretpostavci.

'Indukcijski korak:

2k+1 k 2k+1 ok
(3 xp=f 5 Yk e FRE Y-
2 fmq 2 i=1 2 _k 2 1=1
i=2 +1
2k+l zk 2k+1
Py 11 I Xyl e 1 _r Ky
R X D ) g Mo 2 4 kZif(xi) 10 x 52D
=2+ - 2 0%, 22 +1 A

- 97 -




k+
-—-—Zf(x)- e 0 27,

k

Neka je neN proizvoljan, a k i m takvi prirodni brojevi da je 2"=n+m. Uz
n
IZx mjech f(—in} f( ! (;x +ma)£-—-(Zf[x }+mfla))-
i=1 ™
X8, a'zk) Kako je I(x,...,x _,a a-zk)zl(x x_;n}, nakon
nrorer e . rres i Ao i RN b ,

221‘

jednostavnih transformacija, slijedi tvrdenje.

Teorema 48 . Ako je f neprekidna na R™ i za neki r>o0 i svaki x, yeR" vrijedi

fYy o FH) ey,

tada f je jako konveksna, i obratno.

Dokaz. Pokazimo da, ako vrijedi {16) onda je f jako konveksna. Neka je
X=qEE(0,1) racionalan broj. Ako je p<q-p, stavljaju¢i u (17) x (=X X,=¥5uees

x_=x, x_, ==y slijedi da je 1(x,,. Hn)-pllx—yll i FOx+(1-A)y)=

=f(J”‘*§!'P”)s é(pf(x)+(q-p)f(y)}-;—qp|lx*ﬂ|z= AF(x)+(1- M)y )-

- Exlx-y 122 M)+ (- W (y) - Tra-Wlx-y [P,

Ako je px q-p, sli¢cno slijedi l(xl,...,xn;n)=(q-p)llx-}'llz i fOx+{(-A)yls<
- /

<A flx)+ (-2 f(y) --_,5— (1-A) lIx~-y 12 <2 £(x) + (- )\)f(y]-% A=A ix-y 12,

Kako je f neprekidna funkcija, slijedi da je jako konveksna, sa modulom E

Obratno se dobije jednostavno, uzimajuc¢i da je k=— , a ako je S otvoren

skup, onda je f neprekidna funkcija, jer je konveksna.

Iz prethodnog se moze oclekivati da analogno tvrdenje vrijedi i za
jako kvazikonveksne funkcije. Da nije tako pokazuje slijede¢i kontraprimjer.

Primjer 13. Funkcija fix)=-x° je jako J- kvazikonveksna, tj. vrijedi
L) < max {£(x), f(y)}-Slx-y I,

za svaki x, yeS=[lo,+) i s=1, ali nije jako kvazikonveksna na 5.
Neka je 0<x<y, tada posljednja nejednakost postaje
_(__..’{.)2‘ - x° 8(x y)2,
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Uzmimo da je s=1. Sada je (x+y) Z4X +(x-y)2 odnosno 4Xxyz sx>. Primjetimo

da je f neprekidna kvazikonveksna, ali nije jako kvazikonveksna (Posljedica 2.)

4.2. Nejednakosti. Brzina konvergencije.

U radovima 121, [13], date su nejednakosti za jako konveksne, odnosno

za jako kvazikonveksne funkcije, koje su iskoriStene u procjenjivanju brzine

konvergencije vecine metoda minimizacije. Navedimo te nejednakosti.

Lema 5. [12,str.42]1 Neka je feCl(S) jako konveksna na zatvorenom konve-

ksnom skupu S, tada za svaki x eN(y), y€S vrijedi
Hx- ylli 1V £y 2. (18)

Lema 6. [12,5tr.421  Neka je f

skupu S, f(x *)=min f(x), tada
X€S

jako konveksna na konveksnom,zatvorenom

a) za svaki x€S vrijedi nejednakost

x-x" |2 s-;fi- (Fx)-F(x*)) (19)
Ako je pri tom feC'(S), to je
b) Ix-x" <= IV €6 (20)
o< f(x)- f(x*):-‘r- 1V £x) 2. (21)

7

Lema 7. [12,str.431 Ako jako konveksna funkcija f je klase cb4(S) na zatvo-

renom konveksnom skupu S, sa konstantom Lipschitz-a L, tada za svaki y€S i

xeL{y) vrijedi

IE) <y ze12 L IVEG L (22)

-

3
Kako ¢e biti data poboljsanja ove nejednakosti, navescemo njen dokazu cjeli-

ni,slijedec¢i [12].
Dokaz. Ako je Vf(y)=o, onda j

e it Vi(y)=o. Neka je Vfly)#o i za neke X, y€S

1VEx)I2> CIVERI®, € 1/2-'-12—-2 Na osnovu nejednakosti 17Ex)IZ-IVEIIZ s

< |FFy 2+ 2l VE(x) - -VE )P, izlazi (Cz-—l)IIVf(y)IlzﬁllVf(x)ll 2_|7f(yM*<
£ll‘G5'i"(]»')ll2+2L2 i~ 3rl|2 Dalje, koristedi nejednakosti (19)- (22) imamo

Ly I? < llx-x"I? +ly-x"I° <2 (£(x)- flx N2 IVE) I < (Fly)-flx "N VeI
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2
<2, 1VEly) 17 + LIVERI? =3, IVE(y) || Dakle, {C*l)HVf(y)||2<(2+12%)H‘Ff(y)llz. Jer

2
je §Vfly)li#0 dolazimo do nejednakosti Cz*ﬁzﬂzl‘t;-z—. Kontradikcija.

Primjedba. Umjesto nejednakosti le-yllzﬁ%lt'i?f(y]llz mogla se direktno kori-

stiti nejednakost (18). Na taj nacin se dobija implikacija

fix)<fly) => [VEx) </ m{-; 7). (23)

Lema8. 1131 Neka je f jako kvazikonveksna funkcija na konveksnom skupu S,
tada za svaki x€S vrijedi

- x 12 < & (F(x)- Fx ™). (24)
Ako je joi f eC»(S), S otvoren konveksan skup, onda za svaki x€S vrijedi
0<fix)-flx*) < ?l;"ﬁ 172, (25)

Za jako kvazikonveksne funkcije vrijedi preciznija nejednakost nego 3to je
(18) za jako konveksne funkcije.

Teorema 49. Neka je S konveksan skup i feC!(S) jako kvazikonveksna, tada
za svaki y€S i xeL(y) vrijedi

Ix-y s IVE(yI. (26)

Dokaz. Vrijedi f{x)<fly) == (Vfly),y-x>2slx-y | Sada je s llx-y %<
<KVfly),y-x><||IVfiy )l llx-yl. MoZemo uzeti (}a je x#y, jer u protivhom (26)
je trivijalna.

Primjedba. Na skupu jako kvazikonveksnih funkcija ova nejednakost se ne mo-
2e poboljsati, 5to se vidi iz primjera f(x)=x, S=lo0,1] i s=1.
Specijalno, i za jako kvazikonveksne funkcije vrijedi nejednakost (20).

Naredna teorema daje novo poboljsanje nejednakosti (22).

Teorema 50. Neka je f jako kvazikonveksna funkcija klase ¢! na konve-

ksnom skupu S. Tada za svaki yeS i xeL{y) vrijedi

IVEG i< /2o 2 LF IVEGI. 27)

Dokaz. Na osnovu nejednakosti 2 ullllvll< ffull® + v i?

mo slijedece:
IVEx) 12 < | VEx)- VE) 12 + 2l VEix)- VEHIEVEQ) I+ V) 1Ps

< 2([[VE(x)-ZEly) |12+ | VEly %)<

i nejednakosti trougla ima-
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< 2 (L [ix-y 12+ I[Vf(y)I*) <, prema (26),
2
<2(L2 L5 |VE) 12+ IVE(y) 12)=2(1 +-Ig‘r WVEG)IZ.

U slucaju da skup S nije otvoren nejednakost (25) ne vrijedi, kao asto poka-
zuje primjer funkcije f: [0,s1>R, f(x)=x, sa L=s=1. Preciznije, ta nejednakost
ne mora biti tadna ako x’£intS. Od nje je grublja slijede¢a procjena. ali je
korisnija u uslovnoj optimizaciji jer vrijedi i za zatvorene skupove.

Teorema 51. Neka feC!"'(S) je jako kvazikonveksna na konveksnom skupu
S, tada za svaki x€S vrijedi

o<fix)~fix*)< L”/”‘:*“‘z IVF(x) 2. (28)
28

Dokaz. Na osnovu nejednakosti [27,str.1001 slijedi

0<£(x)- flx* )= V"), x-x" > + 2 lIx-x" I <

»

< VR Ix- "l + o2 1 F) <

<2425 IVEGOILIVEGOI+ Ly 17602

=-§(L +/ 252 +2 L2 VEx) 12,

Primjedba. Ako je f pseudokonveksna na konveksnom skupu §, tada

f(x*)=milsl fix) <=> <Vflx").x-x"> 20 za svaki x€S.
XE

.Ako je x"eintS$, tada Vf(x")=0, tako da je f(x)—f(x")s%||x-x*||2z;‘;—21|vf(x)u"i
7
sto je (25). Takode, f dostize minimum na zatvorenom skupu 8.

Predimo na analizu nekih metoda minimizacije funkcije f na skupu S. Metod
je relaksacioni ako generie niz {xk} takav da je za svaki keNU{o}

xkES i f(xkﬂ)if(xk}.

Takav niz je relaksacioni. Niz je minimiziraju¢i za funkciju f na skupu 3
ako f(xk)-!’inf {f(x)IxeS}). Ako je f odozdo poluneprekidna, jako kvazikonve-

ksna, a S kompaktan, tada je svaki minimiziraju¢i niz konvergentan.

U [012,str.136] date su procjene za f(xk)-f(x*) i Ika-x‘Ilz ako je S=R™, f jako
konveksna diferencijabilna, i {xk} relaksacioni niz. Isto je uc¢injeno u [13]

ako je f jako kvazikonveksna, klase c'! na otvorenom konveksnom skupu.

Mi ¢emo dokazati slicnu teoremu, bez ograni¢enja za konveksan skup S.

Dokaz je zasnovan na slijedecoj lemi.
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Lema 9. [12,5tr.1331 Neka su {ak}, {bk} takvi nizovi realnih brojeva da vrijedi

za i€Nt{o} a,>0, b,

20 |1 a.,—a, =a,b., tada je za svaki kelN
it i i+t 1

k-1

- b,
a, <a e i=o ®
k™ o

Teorema 52. {12,136] Neka je S=R™, f diferencijabilna jako konveksna i niz {xk}
relaksacioni, tada za svaki k€N vrijedi

Ic—
i rzl Fxg) - FX5e4)
fx)- £ < (Flx )-fxN e Fo VIO

! Fxg)- Flxiag)

-r
lxy = %1% <2 (Flx )-F(x Ne ; IVECxpliz

Teorema 53.[131 Neka je feC"!(S) jako kvazikonveksna, S otvoren konveksan
skup. Ako je {kk} relaksacioni niz, tada za svaki kelN vrijedi

k._
252 X Fixi)~ f(Xgas)

flx, )- Flx*)< (F(x )-£(x"Ne L o Ivfixplz |

-
25> Zl fix))}-fxi+4)

||Kk-x*!|2£-§-(f(xu)—f(x*))e L & |IVExyliz |

Teorema 54. Neka je f jako kvazikonveksna, klase C!! na konveksnom skupu
S. Ako je {x,} relaksacioni niz, onda za svaki k €N vrijedi

__ ps? E* Flox) - F(x544)
fix, )- £lx") = (F(x )- flx*Ne 177257727 =5 IVEGIZ

k-1

_ 25> Z Fixg-f(xy+,)
Iy - x"H2 <2 (6(x )- Fix™)) e L+y2sz+2L2 & IVE(xy)llz
252 fFlx;)-f{xgay)

. o _
Dokaz. Uzmimo da je a, f(xi) fix), i bi_L+1/2sz+2L2 IFx]2 -

Ako je za neki ieN a.=0 ili Vf(xi)"-'O onda je relaksacioni niz kona¢an i po-
sljedni ¢lan je rje3enje problema. U protivnom je a,> 0 i bizo, a zbog nejedna-
kosti (28) vrijedi

a.-a =f(x1)—f(xg+,)
i 7in 17 £(x) |2

IVEx)Ii* 2 a,b,, tako da su ispunjeni

uslovi Leme 9., tako da prva nejednakost slijedi iz nje. Druga nejednakost
se dobije pomoc¢u prve i nejednakosti (24).
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Prethodnu teoremu iskoristicemo za ocjenu brzine konvergencije meto-
de konjugovanih pravaca za bezuslovnu minimizaciju.

Algoritam glasi:
n -
an[R . so-Vf(xD)

flxy- :xksk)= min f(x, - sy ), keNU {o}

x>0
 STTLD STl W JHp keNU{o}
5k=Vﬂxk]"ﬂ'k5k ’ kelN

Varijante ove metode se odlikuju razlicitim izborom parametra Bk- Mi ¢emo

posmatrati varijantu, koju je predloZio B.T. Monsx (1970}, a za koju je

8 7 Flxi)?
k- IvEtx, _ W2 -

Vrijede slijede¢e osobine metode [12,str.146-1501].
Lema 10. Za svaki keN{o} je (Vf(xkﬂ),sk)% i (Vf(xk),sk)=li\7f(xk)ﬂ :
Lema 11. Neka za svaki k€N je Yk=l+ﬂk+ BkBk_lim- +Bkﬂk-1'"ai’ tada je
|V Eixk)]
P s s 17T

Za razliku od navedenog rada narednu lemu dacemo za jako kvazikonveksne
funkcije.

L4

Lema 12. Neka je f€C LYRD) je jako kvazikonveksna sa modulom s, i

(3=-1/z+2——:":2 ., tada vrijedi nejednakost

. ovp Tl
Is I
Dokaz. Prema nejednakosti (27), iz f(xm)ﬁﬂxn) , mzn slijedi da je
k-1

. B 2 1 2

Ivtx, Ms<CIVEx ). Dalje je, yy=1+IVfix; )l ;llVf(xi}llzsl+C k.
||Vf (x5 ) |lVf (x3 )|

akle, { _
D — skl CTE:
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Teorema 55. Za uzastopne aproksimacije konstruisane metodom konjugova-

nih pravaca, ako je f ectH(RM) jako kvazikonveksna funkcija vrijede ocjene

s, flxo)-Fi{x*)
f(xk)—-f(x )< o7

2(f(xq)-F(x")
sk’

I - x"lls :

4

s
za 8Svaki o<y < i kelN.
¥ 2L%(s%+1%)

Dokaz. Za svaki a >0 i kelN vrijedi

L (Vf(xk),sk>=

o2 Ilskllz. Za o=

f(xk)— f(xkﬂ)zf(xk)-f(xk*ask)z a(Vf(xk),sk?— s Llst I
I\ {c3R ] N L IVEGa® IV a1
Lhsxlz & FOad 102 or s e = 20 TOFGaIZ 8 swlz -
1 IV E(xy)* _ 1 TFxe) |2 1 T ) 12
* 2L N7 Fix, M2+ VF(xx)l2C2k 2L(1+C3k)" Gac) > 2L (1+k) C2 IVEGI®.
Xk
k-1 k-1
. fixy ) flxp+q) 1 1 1
Odavde jo . TFaollz chzZi >ice Ink. .
= i=1 _2s” Ink
Iz Teoreme 335. slijedi da je f(xk}- fix") < (f(xo)-f(x*))e L 2LCZ
F(xo)-f(x*) . st
oY , Zza svaki o<y < L2417}

Primjedba. U [12,str.1511, pomoc¢u (22) i Teoreme 52, za jaku konveksnost je

3 3

r . . 7 : r
L (Z+eL2) ° Ako iskoristimo nejednakost (23} imamo D{Y£4L(r3+4L2)'

o{'\ri

Medutim, kako nejednakost (27) vazi i za jako konveksne funkcije, uz s=r,

r3

aL{r2+12})°

dobijamo da je o<y<

43. Jedna teorema korektnosti zadatka matemati¢kog programiranja

Neka funkcije f, gi preslikavaju R® u R, za svaki i€{1,...,m}.

Posmatracemo problem:

(P) minfix) , S={xeR"|g(x)<0},
, X €S

gdje je gT(x)=(gl(x)....,gm(x)).




Neka je fE:ERn-)!R takva funkcija da za svaki xeR"® vrijedi If(x.}-fE(x)IsE_

Priblizan problem sa ta¢nim ograni¢enjima, problema (P) je

(PE) minfs(x), x €8.
Dalje, neka su S*={x"| f(x*}=minf(x),xeS} i S:={x:IfE(x:)=minfE(x],xES} ne-
prazni skupovi. Zadatak (P) je korektan ako je za [I=S“"USé‘F

limsup flu-vi.
g0 u,vell

Pretpostavimo da je za svaki e>0 odredena tacka x EES takva da je
¥
fe(xs)ﬂfE(xEHh(E), h{s}>o.

U [12,str.108] dokazana je teorema korektnosti problema (P), ako je f jako

konveksna funkcija. To tvrdenje ostaje na snazi i za jako kvazikonveksne
funkcije,

Teorema 56. Neka je

a) funkcija f jako kvazikonveksna na konveksnom zatvorenom skupu S,
b) fE je neprekidna na S i !fe(x)- f(x)i<s, za svaki x€S,

c) limh(e)=o0, tada je limx = x , a problem (P) je korektan.
g0 g=>0

Dokaz. Ova teorema se dokazuje kao u [12] (izdanje iz 1986), samo Sto se
umjesto nejednakosti (21) za jako konvek.ne koristi (24) za jako kvazikonve-

ksne funkcije.




5. KYAZIKONVEKSNI SKUPOVI I FUNKCIJE

Ovdje ¢emo navesti pojam kvazikonveksnog skupa, uopitenje konveksnog
skupa, i to iskoristiti za karakterizaciju kvazikonveksnih i jako kvazikonveksnih

funkcija.

Definicija 3. Tacke x, yeERn su istog nivoa ako i samo ako je X =¥,

Jasno je da vrijedi slijedece. Tacke x, ye!Rn su istog nivoa ako i samo ako je
x-y eR** @ {o}.

Definicija 4. Skup ScR™ je kvazikonveksan ako i samo ako za svake dvije
tacke istog nivoa x,y €S i svaki Ae€lo,1] je Ax+{1-A)y&S.

Neposredno slijedi da je svaki konveksan skup kvazikonveksan, te da je pre-
sjek kvazikonveksnih skupova kvazikonveksan skup.

Teorema 57. [3] Funkcija f je kvazikonveksna, na konveksnom skupu S ako
i samo ako je Epif kvazikonveksan skup.

Takode, iz prethodnog slijedi da, ako je {fiIiEI} familija kvazikonveksnih
funkcija, to je 1 f(x)=sup{f A (x)}iel} kvazikonveksna funkcija, jer je Epif=

=\ Epif..
[&FPLf;

Ako je {Siliel} rastuce filtrirana familija kvazikonveksnih skupova, tada

je 8= Hsi kvazikonveksan skup. Zaista, Neka su x,y€S istog nivoa. Postoje

b4
skupovi Si' Sj’ Sk takvi da je xeSi, yESj i SiUSjQ Sk' Kako je Sk kvaziko-
konveksan, to za svaki A€lo,1] je kx+(1—l)yESkC S.

Teorema 58. Ako je {f iIifil} kona¢na familija padajuce filtriranih kvazikon-
veksnih funkcija, na konveksnom skupu S. Tada je funkcija f(x)=inf {fi(x)liel}

kvazikonveksna na S.

Dokaz. Iz uslova slijedi da za svake dvije funkcije f ! fj postoji funkcija
fk takva, da za svaki xe€S je fk(x)ﬂmax{fi(x),fj(xl}, pa je EpifiUEpif]C

CEpifk. Sada je {Epi filiel} rastude filtrirana familija kvazikonveksnih skupova,

i %Epi f.=Epif je kvazikonveksan skup.

Primjedba. Tvrdenje je tatno i u slucaju da I nije konacan, 3to je dokazano
u [31.
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Jako konveksne skupove definisali su E.C. Nesnrun i B.T. Nonnk (1963).

Definicija 4. Skup SC R™ je jako konveksan ako postoji d>o takav da za

svaki x,ye€S presjek svih kugli polupreénika d, koje sadrze x i y je podskup
od S. |

Slijedec¢e teoreme dao je J-P. Vial.

Teorema 59. 28] Neka je f: R2>R jako konveksna, tada svi njeni nivoski
skupovi su jako konveksni.

Teorema 60. [28]1 Neka je f R®>R jako kvazikonveksna, lokaino Lipschitz
neprekidna i ot°=inf f(x). Ako za svaki a>a, postoji M, takav da iz x¢eN_

i geofix) slijedi ligh<M_, tada su svi nivoski skupovi jako konveksni sa

Mo
25

d= . Jo§ vise, I‘or. su ogranic¢eni, i f dostize minimum u jedinstvenoj tacki.

Primjedba. Posljednjoj retenici posvecena je ‘Teorema 44.

U istom radu razvijena je lokalna koncepcija jake konveksnosti. Funkcija f
je lokalno jako konveksna u onIRn ako postoje e>0 i r >0 tako da definici-

ona nejednakost za jako konveksne funkcije vaZi za svaki x,yEK(xo,a), pri
r=r,. Funkcija f je lokaino jako konveksna na S ako je takva u svakoj tacki
onS. Skup SC R® je lokalno jako konveksan u xOES ako za neki £>0 postoji

d_>o takav da je K(xo,e)ﬂS jako konveksan skup sa d=d_.

Teorema 61. [28]1 Funkcija f:R">R je lokalno jako konveksna ako i samo ako
;4
je Epif lokalno jako konveksan skup.

Navedene pojmove prenijecemo na kvazikonveksnost.

Neka je Kdﬂ{K{x,d)leRn} i za svake dvije tacke x,y takve da je [Ix-yll<2d

definisimo skup D d(x,y)= K.
KEKd
x,yekK

Definicija 5. Skup SC rR® je jako kvazikonveksan ako postoji d>o takav da
za svake dvije tatke istog nivoa X,y€S je D d(x,y)g S.

Svaki jako konveksan skup je jako kvazikonveksan, a ovi su kvazikonveksni.
Takode, svaki jako konveksan skup je ograniten, jer vrijedi diamS<2. Ako
je SC R? jako kvazikonveksan tada je skup SN H(en,m) ograniCen za svaki

x€R.
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Lema 13. Ako je SC R" jako kvazikonveksan skup sa konstantom d, tada
za svake dvije tacke istog nivoa x,y€S i svaki r¢lo,] vrijedi

KOwx+(1- Ay, o M= N fix-y 1%)c s.

Dokaz. Neka su x,y€S istog nivoa, kugla KeK d takva da x,yebd K. Neka je

z=ix+{1-2)y i Aelo,>-] (zbog odredenosti). Dalje, uzmimo da je w=]1(z)
2 iR ~-intK

lz-wll=p i lIx-yll=1. Vrijedi K(z,p)CK, llz-xll=(-}]], (d-p)i=d%+

2
+[a-01-11%- )%, odnosno  2dp=p” +X1-2)1%, odakle je o> 2A) 25

Dakle, K(z.8)CK, pa je K{z,8)C Dd(x,y). Zakljucno,
| x,yeS == K(z,8)C S.

Primjedba. Vrijedi i obratno tvrdenje. Na nacin Vial-a [28,5tr.196], moZe se
pokazati da je za svaki >0

¢ UK(Ox+(1- l)y,—l(x—l)llx— ).

+
uﬁlﬂt

Dy

Definicija 6. Funkcija f je lokalno jako kvazikonveksna u xoe{[.{n ako posto-
je e>0 i s _>0 tako da nejednakost (1) vazi za svaki x,y €K (xo,e), uz s=s_.

Teorema 62. Neka je f .R2>R lokalno Lipschitz neprekidna. Ako je Epif
lokalno jako kvazikonveksan skup, onda je f lokalno jako kvazikonveksna

funkcija, i obratno.

Dokaz. Neka su zo=(x0,f(xo)], >0 i de>u takvi da je K(zu,E}ﬂEpif jako
4
kvazikonveksan skup. Iz uslova slijedi da je f neprekidna na Kz O,E}, pa po-

stoji ne(n,—s--] takav da vrijedi xeK(xu.n) ==> (x.f{x}}EK{zo,%).
Neka su XX, eK{x ,n) takvi da je f{xi)ﬂf(xz). Vrijedi slijedece
{(xl,f(xzih {x,.f(x,N}c K(zo,e)ﬂEpi f.

Prema Lemi 13. je I((Mxl,f{xz))*-(i— M(xz,f(lel,—zﬁ—s )\(1-).)ll(xl,f(xz))-(xz,f(xz})llz) =

"K((}LK +(1- ).)x flx, ), A_3(-MMx -x I2)cKlz_,e)Epif. Odavde je
‘ede 1 2 0

fx +(1-X)x, )< f(xz)—m;lh-lﬂlxl*leiz, pa je f lokalno jako kvazikonveksna

S5a 5 =T
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Neka je sada, f lokalno jako kvazikonveksna i (x, t)cEpi f. Bez umanjenja
opstosti, uzmimo da je t=f(xu). Postoje €>0, s >0 takvi da za svaki XX, €
EK(xo,e), t.zmax{f(xi), f(xz)} i relo,1] je f()\xl+{1—1)xz)£ t—)\(l-l}sallxl—lel?‘.
Neka (xl,t),(xz,t)eEpiFﬂK((xu,f(xu)),E). Vrijedi
K(l(xl,t)+(1-k)(x2,t),seMt-l) lel-xzflz)c Epif i , jer je kugla jako konveksna

K(l(xl,t)i-(l-k)(xz,t),ﬁ 1(1—l)|lxl-x2|lz)cK((xo,f(xo)),s). Sada je skup

K((x,,F(x,),e)\Epif jako kvazikonveksan sa d =5 mrsry ., pa je Epif loka-

Ino jako kvazikonveksan.

Yalverzitel U Beograduu "
Prlrodno-maiematic.’;i fakrulle
EMATICE] FAKXULTET

RIBLIOTEKA
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6. KVAZIKONVEKSNE VISEZNACNE FUNKCIJE

Neka su X i Y normirani prostori, n{Y) familija svih nepraznih podsku-
pova od Y i F:X>n(Y). Op&ti problem optimizacije

f(y)>inf , yeF(x ) (29)

su Dolecki i Kurcyusz [B81 doveli u vezu sa

L{y,p xn)—}inf (30)

gdje je Lagranzijan L(y,cp,'xn)=f{y)— sup ¢ (x) +<p(x0),
x€F "l(y)

a ¢ pripada klasi funkcija ® koja je invarijantna na sabiranje sa konstantom.

U [8] je dokazano da su problemi (29) i (30} ekvivalentni ako je primarni

funkcional L
fF(x)=inf{f(y)|yeF(x)} {31)
&- subdiferencijalan u Xg» ti. postoji cpﬁed.‘) tako da je

FF(x)-fF(x )2 (x)-plx,).

Slucaj familije O={plp(x)=k-cllx-X 1%, keR,c>0,%€X} posmatrao je S.Rolewicz

u [23] i do%ao do pojmova parakonveksnosti i y-parakonveksnosti. Medutim,
parakonveksnost (y-parakonveksnost) visezna¢ne funkcije F povla¢i da ona
ima konveksne vrijednosti, §to je ogranitavajuce. Stoga je definisana graf

v- parakonveksnost. Ovdje ¢emo uopititi ove pojmove i pokazati da su osno-

vne osobine saduvane.
!

6.1. Konveksne viSeznatne funkcije
Poznato je da je F konveksna, tj. vrijedi (6) ako i samo ako njen graf

T{F)={(x,y)eXXY |yeF{x}}
je konveksan skup.

Dokazacdemo dvije inkluzije za konveksne visezna¢ne funkcije i dati neke poslje-
dice

Lema 14. Neka je F:X->n{(Y) konveksna, tada za svaki x€X i neN vrijedi

F(nx)C nF(x)-(n-1)}F(0). (32)

Dokaz. Dovoljno je u (6) staviti X, = nx, x2=0, )w-*-% i iskoristiti &injenicu

da za skupove vrijedi A+BCC => ACC-B.
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Teorema 63. Neka je F:[o,+)}>n(Y) konveksna, tada za svaki x g X >0

vrijedi F(x1+---+xn) C F(x1)+-"+F(xn) - {n-1)F(o). (33)

Dokaz. Indukcija. Neka je n=2. Vrijedi za x,,X,>0, zbog konveksnosti F

X1 Xo X2 . Xy
i FOX X, )+ Flo)CF(x) i =% Fx +x,)+3 5« Flo)C Fx,).

1 72 1 2 1 72 1 2
Kako je za svaki x skup F(x) konveksan slijedi

l'*'(:i:1 +X, }+F(o)C F(x1)+F(x2).

Dokaz je kompletiran sa |
F(x1+---+xn+xn+1)c F(x1+u-+xn)+F(xn+1)-F[u)c F(x1)+---+F(xn}+

+F(xn+l)-nl=(o).

Primjedba. Mogli smo dokazati

F(x1+m+xn)+nF(o) CF(x1)+---+F(xn), (34)

pa nF{o) prebaciti na desnu stranu inkluzije.

Posljedica 11. [14,str.197]1 Neka je f.[0,a)>R konveksna funkcija. Tada za

svaki neN i svaki xl,...,xne[o,a) tako da x1+~-+xne[u,a) vrijedi

f(x1+"-+xn)2f(x1]+--- +f(xn)-(n-1)f(u).

Ovo je nejednakost M. Petrovica (1932).

Dokaz. Neka F:{o0,a)>n(R), F(x)={t|t=f(x)}. Posto je f konveksna, to je i

F viteznac¢na konveksna funkcija. Na nsnovu?posljednje inkluzije vrijedi
(n—1)f(o)+f(x1+---+xn)eF(x1)+---F(xn)={t.|t2f(xl)+---+f(xn)}, odakle slijedi nejedna-
kost.

Posljedica 12. [26,str.15]1 Ako je F:[o0,+®)>n(Y) konveksna, i 0¢F(o) tada je F
je subaditivna tj. za svaki x, xze[o,+m) vrijedi F{x1+x2)C F( x1)+F(x2).

Dokaz. Koristeé¢i (34) za n=2 imamo

F(x1+x2)={o}+l=(xl+xz)c Flo)+F(x +x,) CF(x )+F(x,).

Napomenimo da je skup SCX ograniCen ako za svaku okolinu U nule u X
postoji broj t>o takav da je tSCU. Viseznadna funkcija F je ograniCena na

skupu SCX ako je skup F(S)=U{F(x)|x¢S} ograni¢en u Y. Funkcija F je
ograni¢ena ako za svaki ograniCen skup ScX, skup F(S)je ograniCen u Y.
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F je poluneprekidna odozgo u smislu Berge-a, u 0€X ako za svaki otvoren
skup GCY takav da F(0)CG postoji okolina U nule u X takva da vrijedi

xell ==> F{x)CG.

Od znacaja je ogranicenost viseznatnih funkcija.

Teorema 64. [26,5tr.397 Neka je F:X->n(Y) odozgo poluneprekidna u smislu
Berge-a, u nuli, F(0) ogranicen, X i Y linearni topoloski prostori i za svaki

neN vrijedi F{nx)CnF(x), tada je F ograniCena.

Primjedba. Funkcija F:R>n(R), F(x)={1} je ograni¢ena, a ne ispunjava uslove

teoreme.

Za konveksne vitezna¢ne funkcije F:X->n(Y), gdje je X linearan topoloski, a

Y lokalno konveksan prostor vrijedi:

Teorema 65. Neka je F konveksna, odozgo poluneprekidna u nuli, F(0) ograni-

¢en u Y, tada je F ograni¢ena.

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina nule u Y, WCYV konveksna, uravnotezena
(kWCW za svaki |x|<t) okolina nule. Postoji t>0 takav da je tF(O)CW. Jer je
F poluneprekidna postoji uravnotezena okolina U nule u X za koju

je F(H)C%W. Neka je S ograni¢en podskup od X. Izaberimo takav ne¢lN da je
ScnU. Jer je F konveksna, koriste¢i (32) dobijamo, za svaki x&€8§

Fix)=F(nX)c nF(X)- (n-1)F(0) CnF(U)-tn-0) FO) CEW- T W 22w,

Primjedba. U knjizi 5.H. Muennunsill, Buinyknuil ananua n IxcTpeMansHuie 3anaus,

Hayxa, Mocxsa, 1980. na str. 97. ova teorema je dokazana u slucaju da su
X i Y kona¢no dimenzionalni euklidski prostori, a F konveksna, zatvorena

( F(F) je zatvoren skup) vitezna¢na funkcija.

6.2. Kvazikonveksne viieznatne funkcije

§
Definiciju ovih funkcija, datu u uvodu (str..7), mozemo krace zapisati kao:

F je kvazikonveksna ako za svaki X, X, €X vrijedi
F(xI)ﬂF(xz)C ﬂ{F()\xl+(1-).}xz)| A €lo,11}.
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Definicija 7. Visezna¢na funkcija G:X->n(Y) je kvazikonkavna ako je
GC(x)=Y\ G{x)

kvazikonveksna.
Lako se vidi da je -G kvazikonkavna ako i samo ako za svaki x..X, eX, alol e

GOx, +1-X)x,))C G(xl)UG(xz).
Definicija 8. Skup SCXXY je kvazikonveksan ako za svaki par taCaka istog
nivoa (xl,y)ES, (xz,y)es i svaki helo,1] je (kx1+(1—llx2,y)es.

Naravno, svaki konveksan skup je kvazikonveksan.

Teorema 66. Funkcija F:X->nl(Y) je kvazikonveksna ako i samo ako je graf
T(F)c XXY kvazikonveksan skup.

Dokaz. Neka je F kvazikonveksna i (xl,y)EF(F) i (xz,y)el"(F). Tada je
yeF(xll i yeF(xz), pa je yeF(kxi-l-(l-l)xz), za svaki X €[0.1), odnosno, vrijedi

(lx1+(1-1)x2,y)€r(F). Dakle, ['(F) je kvazikonveksan skup.
Obratno, neka yeF(xl)ﬂF(xz). Sada (xl,y) i (xz,y) pripadaju I'(F} pa i

()uxl+(1-l}x2,y)€1"(l=), odakle je yeF(lxl+(1-l)x2), za svaki A €lo,], te je F
kvazikonveksna.

Teorema 67. Svaka konveksna viséznaCna funkcija je kvazikonveksna.

Dokaz. Iz inkluzije (6), uzimajuc¢i da je x =X, dobija se za svaki A¢€fo,1]

kF(xll+(1-k)F(x2)C F(xl),

pa je za svaki xIEX, skup F(xll konveksan. Sada je za svaki A€lo,1]

Flx )NFlx, )= MFlx, ) F(x,))+(1-2) (F(x,)NFOx, ) C AFlx,) +{1-A)F(x,)C FOux, +{1-2)x,)).

Primjedba. Mogli smo iskoristiti Teoremu 66. Dakle, ako je F konveksna tada
je T(F) konveksan skup, a tim i kvazikonveksan, pa je F kvazikonveksna.

Navedimo nekoliko vaznih primjera funkcija koje su kvazikonveksne, ali ni-
su konveksne. -

Primjer 14. Konstantna funkcija F:X>n(Y), F(x)=SCY je konveksna ako i

samo ako je S konveksan skup.
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Ovo je zato §to vrijedi I'(F}=XX8. Medutim, ona je uvijek kvazikonveksna jer

je F(xl)ﬂF(x2)=F(hx1+(1-J\)x2)=S.

Primjer 15. Neka f:X>R, S={a€[RINa#@}. Funkcija N:S->n(X), Nla)=N_
je kvazikonveksna, jer iz xEN(al)ﬂN(rxz) slijedi f(x)fmin{al.a2}£1m1+(1—k)a2,

pa je xEN(lulﬂl-)\}az).

Bez dodatnih uslova za f, N ne mora biti konveksna. Na primjer, neka je
X=R i f(x)=1-—x2, tada je N{o)={-«,-11{J([t,+) nekonveksan skup, pa N nije
konveksna.

Medutim, ako je f konveksna funkcija, tada je N konveksna vi§ezna¢na fu-

nkcija. Zaista, neka je x=)\xl+(1*-)t)x2 EkN(a1)+(1-k)N(a2). Vrijedi, za svaki
xelo,1] f(x)f-lf(xilﬂl-—k)f{xz)ﬂlmf(rl)uz, pa je xeN(lczIHt—)x}az}.

Primjer 16. Neka je SCR™ je konveksan skup, i f:S>R konveksna funkcija.

Funkcija A:S->n(R™) koja svakoj tatki x€S pridruzuje subdiferencijal
Ax)={x" | fly)-f(x)2<{x",y-xD, YyeS} je kvazikonveksna, ali ne mora biti

konveksna, kao u slucaju f:R>R, fix)={x]|.

Teorema 68. Neka su F,G:X->n(Y) kvazikonveksne, a H:X->n(Y) konkavna
viSeznatna funkcija. Tada su F()G, F\H kvazikonveksne funkcije, ako je

(FAIGHx)=F(x)(Gx) i (F\HXx)=F({x)\H(x). Ako jos vrijedi implikacija
Fi

X, £X, =) F(xllﬂG(x2)=0, onda je FlUG kvazikonveksna funkcija.

Dokaz. Jer je I'(F(NG)=T(F}I'(G), a presjek kvazikonveksnih skupova je
kvazikonveksan skup slijedi da je F( )G kvazikonveksna. F\H je kvazikonvek-
jer je H® kvazikonveksna i F\H=FHC.

Na kraju, za x #x, je (F{x JUG{x NN (Flx JUG(x )=(Filx }NF(x NU(G(x NG(x))
CF()\xl+(1-l)xz)UGO\xiHl—MXZ). Za x =x, implikacija je trivijalna.

Za vi8ezna¢nu funkciju koja je kvazikonveksna i kvazikonkavna kazemo da je
kvazimonotona. U tom slucaju za svaki X,, X,€X i Aelo,1] vrijedi

F{xllﬂF(xz) CF(Xxli-(i—l )_xz) C F(xl)UF(xz).

Pored konstantne, takva je i funkcija x>N(x) (Primjer 15.). Pokazimo da je
kvazikonkavna. Neka je xEN(lal+{1-l)m2), tada je f(x)i)uxlﬂi- l)mz, pa nije
f(x)?*utl i f(x)?nr.z, odakle je xEN(or.l)UN(ocz).
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Neka F:X->n(Y) i G:Y=>n{Z), gdje je i Z vektorski prostor. Kompozi-

cija ovih funkcija H:X->n(Z) data je sa

H(x)=(Go F){x)=U{G(y)|yeF(x) }.

Teorema 69. Neka je F konveksna, G kvazikonveksna, tada je GoF kvazi-

konveksna viseznacna funkcija.

Dokaz. Neka je zEH(xl)ﬂH(xZ), tada za neke y €F(x ) i y €F(x ) je ispunje
no zeG(yi) i zEG(yzl. Vrijedi za svaki Ae€lo,11,

Ay +1-Ny, eAF(x }+(1- JF(x, ) CFOx +{1-) ¥x,) i

zeGly JNGly,)c GOy +(1-2)y,).
Dakle, zEG(ly1+(1—)L)y2) i ly1+(1*k)y2€F(kxl+(1—)\)xz), pa je

zeU{G{y)lyeFOux +(1-2)x ) l=HAx +(1-X)x,).

Primjedba. Ako je F kvazikonveksna, nekonveksna, onda H ne mora biti
kvazikonveksna funkcija, kao ito pokazuje slijeded¢i primjer.

{o,x}, xelR\{%}
1

Primjer 17. Neka je X=Y=Z=R, G=N iz primjera 15., a F(x)={{0} x=t
' e

F je nekonveksna i kvazikonveksna:
-;-F(OD%FHM{o,;—}¢{n}=F{%l), i za svaki Aelo,1] vrijedi
F(xl)ﬂF(xz)={n}CF()\xl+(1~l)xz). Kompozidija H=GoF nije kvazikonveksna,

jer za k=§ vrijedi H(i")ﬂH(i)=((—m,'g)U{j?sﬁm})ﬂRQ’(*m,-l)U(l,+m]=H(é).

Neka f:X->R. Definisimo funkciju Ef na slijedec¢i nacin:
Ep:X>n(R), Ep(x)={teR|f(x)<t}. Vrijedi

Teorema 70. Visezna¢na funkcija l’-.lf je kvazikonveksna ako i samo ako je
f kvazikonveksna funkcija.

Dokaz. Neka je f()\x1+(1-X)leimax{f(xl),f(xz)} i teEg(x JNEp(x,), slijedi

t.:f(xl) i tzf(xz), odakle za svaki A¢€lo,1] je thf()uxl*'{l-)\)xz), odnosno
tEEf(lxl'l'(l"}.)xz).
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Obratno, neka je Ef kvazikonveksna visezna¢na, a f nije kvazikonveksna fu

nkcija. Postoje tacke Xgr Xy X xoetxl,le takve da je f(xu):-max{-f(xi),f(xz)}.

Neka je f{xl)if(le, tada je E(xz)EEf(xl)ﬂEf(xz)CEf(lxl+(1—k)x2} za svaki

x€lo,1]. Specijalno, odavde je f(xz)EEf(xo} ili f{xolﬂf(xz). Kontradikcija.

Analogno se dokazuje da je E¢ kvazikonkavna ako i samo ako je f kvazikon-
kavna funkcija tj. za svaki X, xzex i xelo,1] vrijedi

min{f(xl),f(xz)}if(}.xl+(1—)\)x2).
Iz ovog slijedi da je Ef kvazimonotona ako i samo ako je f kvazimonoctona

funkcija (kvazikonveksna i kvazikonkavna).

_La,x)+u
f(x)= <b.x>*h

Sc{xeR™<b,x>#-B}.

Na primjer, je kvazimonotona na konveksnom skupu S,

Na kraju primjetimo da je problem matemati¢kog programiranja (P)
inf f(x), xeS={xeR"™|g(x)<0}

poseban slucaj problema (29), kada F=N:x>N_, acR™. Rjesenje problema je

FN(0), gdje saglasno sa (31) Tﬁ(a)=inf{f(x)leNm}.
Vidjeli smo da je F kvazikonveksna bez obzira na prirodu funkcije f ( Pri-

mjer 15. , Teorema 68.i Teorema 69.).

i
6.3. Parakonveksne i parakvazikonveksne funkcije

Neka su X i Y normirani prostori.

Definicija 9. [23] F:X->n({Y) je parakonveksna ako postoji r>o takav da za
svaki X,» xzex i A€lo,1] vrijedi

AF(x )+ (1- M) F(x,) CFOx + (- Mx ) +rllx -x, P K o (35)

gdje je Ky jedini¢na kugla u Y.

Oc¢igledno je da je svaka konveksna vitezna¢na funkcija parakonveksna, sa
proizvoljnim r>o0. Takode, svaka vrijednost F(x) je konveksan skup.
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Teorema 71. [23]1 Neka je X hilbertov prostor i f:X->R. Viseznacna funkci-

ja E ¢ e parakonveksna ako i samo ako postoji konveksna funkcija g takva

da je 2
fix)=g{x)-riix{® , r>o0. (36)

Drugim rije¢cima f je slabo konveksna funkcija. Kazemo da je f slabo konve-
ksna ako postoji r>o takav da za svaki x,, x,€X i A efo,1] vrijedi

FOx + - )X ) SAElx - NG - -x, 15 37)

Primjedba. Za r=0 f je konveksna, a za r<o jako konveksna. Zajedni¢ki naziv

za ove funkcije je r-konveksne.
Dokaz ekvivalentnosti uslova (36} i (37) moze se nac¢i u [23] ili [29).

Na desnoj strani nejednakosti (37) moze se izostaviti A{1-2) jer vrijedi:

Teorema 72. Funkcija f je slabo konveksna ako postoji r;>0 takav da za
svaki X,» xz'EX i A€lo,1] je

FOX +(=X)x ) <Al J+(- D flx, i, - x2||3. (38)

Dokaz. Iz nejednakosti (37) slijedi (38) sa r1=% jer je 4A(1-A)<t.

Neka vrijedi (38) i neka je tEkEf(x1)+(1-l)Ef(x2). Sada je t=',\t.1+(1- l)tz, gdje
— 2 - — —
je f(xl)itl i f(xz)itz. Kako je Ef(lx1+{1-l)x2)+r11|xl lel KY-{tltzf{)\xl-l-h k)xz)
—rlllxi-xzﬂz} i fax +(t-2)x) ﬁhti+(1-)t)t2+rlllx1-—-x2I|2=t+rlllxl-x2Hz slijedi da je
Fd

teEf()\xlﬂi-l)x2)+rlllx1—x2||2KY.

Zaklju¢no, prema prethodnoj teoremi, E¢ je parakonveksna, pa se f mo2e pre-
dstaviti u obliku (36}, te vrijedi (37).

Kazemo da F:X-n(Y) ispunjava uslov Lipschitz-a, [231, ako postoji broj
L>o0, takav da vrijedi

AC B+de ===>» F(A)C F(B)+dey.

Teorema 73. [23]1 Neka je F parakonveksna, G konveksna vitezna¢na funkcija
koja ispunjava uslov Lipschitz-a, tada je GoF parakonveksna.
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Sada ¢emo uopstiti pojam parakonveksnosti i pokazati da se navedene osobine
cuvaju.

Definicija 10. Funkcija F:X->n(Y) je parakvazikonveksna ako postoji s>o0

takay da za svaki X xzex, i Aelo,1] vrijedi

| F(:m:l )f‘IF{xz)c:F()n\:v;1 +(1——?\)x2)+sflx1—lel 2 Ky. (39)

Svaka kvazikonveksna vitezna¢na funkcija je para kvazikonveksna. Isto kao i
Teorema 67. dokazuje se slijede¢a tecrema.

Teorema 74. Svaka parakonveksna funkcija je parakvazikonveksna.

Teorema 75. Visezna¢na funkcija E g le parakvazikonveksna ako i samo po

stoji s>0 takav da za svaki X, xzex i A€lo,1] vrijedi

FOux +(1-A)x,) <max{f(x ), fx ) bslix,-x, |1, (40)
Dokaz. Neka je Ef parakvazikonveksna i xl,xzex, Aefo] i f(xl)ﬁf(le.
Tada je fix,)€Ec(x NE(x )CE.Oux +(i-2)x )+sllx -x 2K,
Postoji t> f().xl+(1-l)xz) i kel-1,1] tako da je f(:-r.z)=t.+:r'.llxl-:utzll2 k. Sada je
f(lezf()ux!+(1—)u)x2)—sllxl- lelz, pa vrijedi (40).
Obratno, neka je (40) i teEf(xl)ﬂEf(xz). Imamo da je tzf'[lx1+(1-—k)xz)-
*sllxl—lelz, odnosno t+ s]lxl-—lelzeEf(lxl+(1—l)x2). Posto je Ky =[-1,1] to je
-.?-H:I:{i-:i:‘,zll2 esllxl-lelzKY, pa sa prethodnim je

teE . Oux +{1-X)x, J+s'x +x, !IZKY.

Teorema 76. Neka je F parakonveksna, G kvazikonveksna visezna¢na funkci-
ja koja ispunjava uslov Lipschitz-a, tada je GoF parakvazikonveksna.

Dokaz. Jer je G kvazikonveksna, vrijedi za svaki Ae€lo,1] i X xze}(
G(F(xl))ﬂG(F(xz))CG(lF(le(l-l)F(xz)).

Dalje, jer je G lip8iceva i F zadovoljava (35) slijedi
2
G(lF(xll-i-(t—}dF(xz)]CG(F(kxl+(1-k)x2))+Lrllxl-—lel K,

te je GoF parakvazikonveksna sa s=Lr.
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6.4. y- Parakonveksnost i Y- parakvazikonveksnost

Pojam parakonveksnosti S. Rolewicz je uopstio na slijede¢i nacin.

Definicija 11. [24] F:X-=>n(Y) je v-parakonveksna, v>0 ako za svaki xl,xzex
i svaki Ae€lo,1) vrijedi
)\F{xl)+(1—).]F(x2)C F()\xl+(1-—)\3x2)+rllxl—x2HTKY . (41)

Vidimo da je 2-parakonveksna funkcija parakonveksna. U navedenom radu
dokazana je teorema analogna Teoremi 73. Jkao i slijedeca.

Teorema 77. Neka je F y-parakonveksna visezna¢na funkcija. Ako je yv>2

tada je F konveksna.
Dokaz je zasnmovan na narednoj lemi.

‘Lema 15. [24] Neka je f:R>R apsolutno neprekidna i za svaki xl,xzﬁtR, nelo,1]
vrijedi f(kx;l:—k)leﬂf(xlnu_x)f(xz)ﬂ]xl-xzrf_
Ako je y>z onda je f konveksna funkcija.

Sada ¢emo definisati y- parakvazikonveksne funkcije i postaviti odgovarajuce
pitanje.

Definicija 12. F je v- parakvazikonveksna ako je (41} zamijenjen sa
- - Y
F[xl)ﬂF(leCF(hxi+(1 7\):«:2)+s||3-;1 lel Ky (42}

Odgovor na pitanje ako za svaki x 1,},zﬁ:ZEIR i Aelo,1] i neki y>2, vrijedi
fux + (1- l)leimax{f(xi),f(lehs l:-cl-:-v:2 1
da 1i je f kvazikonveksna, je negativan.

Primjer 18. f:R>R, f(x)=-x? nije kvazikonveksna, a prethodna nejednakost
vrijedi za y=4 i 5=1.

Zaista, Neka su x xZEER i xelo,1). Ekvivalentno je slijedece

l'l
-()tx1+(1- )lez)‘ﬁ max{- x:.-x; }+(x!*x2)4,
min{x:, x;}i (x2+ )L(xl-xz))‘+ (xl— xz)"'.

4 .
Dalje, neka je X ix; i xlfxz_i xiiﬂ' 0. Slijedi da je (x2>0 /\XIGE*XZ.KZJ)\/

4 4 4
V(x2<ﬂf\x1€[x2," le) i x ﬁ(x2+l(xl—xz)) +(xl—x2) :
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Neka je p{A)= (x2+)\(x1-x2))4, relo,11. Zbog @' (A)=0 {==> )‘=xx-2x , ako je
2 1
X x,<0, slijedi da je o< x;;:’ t, pa je mjncp().)e{cp(u),cp(l),cp(x:fx11}={x:,x;,n}.

Dakle, cp()\)+(x1-x2)42 (xi-x2)42x‘:. Za x x,>0 je minq:(l)e{x:,x;}, odakle je

x:snump()\)+(x1-x2)*mpu)+(xl-xzr‘.

Zbog ¢&injenice da i y- parakonveksnost povlaci da F ima konveksne slike
definisane su graf y-parakonveksne viseznacne funkcije.

Definicija 12. [25] F je graf y-parakonveksna , 1<y<2, ako postoji c>0
takav da za svaki par (x,y }, (x,.y,), ¥, eF{x,), y,€F(x,) i svaki Xelo,1] po-

stoji y, takav da vrijedi
ykeF(lxtﬂi—— k}xz)) , (43)

lyy -y +-2y, e Uix ~x I +lly -y, I (44)
Tu je dokazana vazina teorema o primarnoj funkciji.

Teorema 78. [251 Neka su X, Y Hilbertovi prostori, S konveksan podskup
od Y, f:S>R, ispunjava uslov Lipschitz-a sa L>o0, uniformno strogo konve-

ksna je: postoji k>0 tako da

£l Y:t;}'z)‘ f(]fl};ﬂ]fz) _

klly,-y,1I°.

Ako je S(\F graf 2-parakonveksna :a konstantom c i

cL<k
tada primarna funkcija ﬁs(x)ﬂnf{f(y)lyeﬂx}, yeS} je oblika ﬁ*‘s (x)=wix)-

~c|lx|i?, gdje je wix) konveksna funkcija.

Primjedba. Na osnovu Teoreme 48. vidimo da je f jako konveksna funkcija.
U sustini imamo, uz dodatne uslove da, ako je f jako konveksna onda je

FFS slabo konveksna funkcija.

Primjer 19. Kvazikonveksna videznaéna funkcija ne mora ispunjavati uslove

-{43), (44), a vrijednosti ne moraju biti konveksni skupovi.

Neka je F:R>n(R), F(x)={o,x}. F je kvazikonveksna. Neka za -:-{eF(—lﬁ),

oeF(-—:;) i l=§- postoji ylEF(o) takav da vrijedi (44). Mora biti Y, =0 i

Y
-2 [<c (Z)Y+()Y), odakle je 3r<ci—y ili

1 |

£ c—=y , nemogude jer je y-t1>0.
2(2Y+1) n!? guce jer je Y
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Definicija 13. Funkcija F je graf y-parakvazikonveksna, y>o ako uslovi
(43) i (44) vrijede za svaki par istog nivoa, tj. za koje je y =v,.

Sada ¢emo vidjeti da nismo dobili novu klasu viSezna¢nih funkcija.

Teorema 79. F je graf y-parakvazikonveksna ako i samo ako je y-para-
kvazikonveksna.

Dokaz. Neka je F graf y-parakvazikonveksna i {x,y), (x,¥) takvi da je
yeF(xl) i yEF(le. Za svaki Ac€lo,1] postoji ykeF()uxlﬂi—l}xz)' za koji je
Ily)‘-yllicllx;xzil"r. Odavde je yeF()\xl-r(i-k)xz)+cllxl—leli" Ky: pa vrijedi (42)
i F je y-parakvazikonveksna sa s=c.

Obratno, neka yEF(xl) i yEF(xz). Iz (42) slijedi da postoje yleF(kxl-l-(l-)g)xz}
ik Ky takvi da je y=y)t+sllxl—x2||~rkl , za svaki Xelo,1].

Dakle, Ily-ylllisllxl—lelY, pa su ispunjeni (43) i {44), uz y =y,=y.
Analogno Teoremi 78. imamo

Teorema 80. Neka su X,Y Hilbertovi prostori, SCY konveksan skup ,
J- jako kvazikonveksna funkcija f:S>R zadovoljava uslov Lipschitz-a, S/ \F je
graf 2- parakonveksna i 4cL<s, tada je funkcija fFg J- slabo kvazikonveksna.

Dokaz. Neka su x, X, takvi da je SﬂF(xi)#G, ie{1,2}. Za svaki >0 uzmimo
y,€F(x ) i y,€F(x,) takve da vrijedi za icf1,2}

fly )<FFglx )ve.
Za svaki Xelo,1] postoji ykeSﬂF(lx1+(1-l)xz) takav da je
llyy - Ox +a-X)x ) li<edllx, -x, ||2+||Yl'}’z 1%,
Dalje je If(yk)-f();yli-h—)\]yzlli cL(lel*lelz+Ilyl-yzIIZ), odakle je za l=%
fly,)<max{f(y ),f(y,) -2 Iy -y, 13 +cLlx - x, I*+lly -y, I*).
Zbog uslova scL<s vrijedi
f(y_%)ﬁm{ﬁs(xl),ﬁstxz)}+cLIle—x2H2+e.

Xi+X2
2

Jer je s>0 proizvoljan i y, ¢F(
2

) to je

+ -
Tl—fs (x12x2 }<max {?T"S{xl),st (xz)}+cL||xl-x2Ilz,

tako da je fFg J- jako kvazikonveksna sa modulom 4cL.

- 51 -




Na kraju navedimo jo3 jednu teoremu ovog tipa, uz S=Y.

Teorema B1. Neka su X, Y normirani prostori, f:Y>R kvazikonveksna i za-
dovoljava uslov Lipschitz-a. Ako je F:X->n(Y) parakvazikonveksna, sa osobi-
nom [yl,yE]ﬂF(xl)ﬂF(leiﬁ@, (453)

za svaki par {x,y), (x,,y,) iz I'(F), tada je primarna funkcija

FFR(x)=inf{f(y}yeF{x)}

slabo kvazikonveksna.

Dokaz. Neka su X, X, eX i >0 prioizvoljni. Neka yiEF{xi] takvi da je
f(yi)ﬁﬁ(xil-!-e za ie{1,2}. Prema (45) postoji ye[yl,yzl takav da je yEF(xl)ﬂF(xz).

Sada je ﬂy)ﬂmax{f(}'l),f(}'z)} i yeF{lxl+(1—llx2))+siixl- lelz za svaki Xelo,tl.

Postoje yoeF{)xx1+(1-k)xz)) i kEKY takvi da je y=y0+sl|xl-lelzk. Dalje je
f(y.:,)ii"(}f)*rsLllzﬂqr{-:nc2 IIZimax{f(yl),f(yzl}+sl.llxi- X, 12 ili

ﬁf(mx;u-mxzisf(yu)smax{'f“ﬁ(xl).ﬁ(xz)}+sL||x1—x2 12 +e.

Primjedba. Vi%ezna¢na funkcija F:R>n(R%), F(x)=T(x)UT(-x) gdie je

T(x)=co{{0,0), (x,0),(x,x)} je parakvazikonveksna, ispunjava uslov (43), ali

nije graf 2- parakonveksna. Uzmimo y,= L -!—)eF(%),y;(u,o)eF(-I;) i ).=-’-‘£-.

n’'n
Samo je yij=(o0,0)eF(o). Uslov (44) nije ispunjen za y=2, jer je

lyy = =55 leg= < cUlly -y, I*+ix,~x, I*)=cy, . Nemoguce.

14

Primjedba. Uslov (45) mo2e se oslabiti na slijedec¢i nacin: Postoji broj k>o
takav da za svaki (x,y ), (x,,y,} iz T(F) postoje y ely,y, 1 i yaeF(xl)ﬂF(xz),
uz lly - Yallfkllxl-xz"z- (46)
Naravno, uslov (45) povla¢i (46) sa Yo=Y,

Takode, zahtjev da je Fix !)ﬂF(xz)#G za svaki X)X, moZe se izbjec¢i tako da
se posmatraju funkcije F:X->n(Y) takve da je

a) Fix JNF(x,)60 ==> F(xi)ﬂF(xz)CF(kxlﬂ1—l)x2}+sllx1-lelz,
b) F(xl}ﬂF(xz)r-'G == lF(le(l—MF(xz]CF(lx1+(1-l}le+r|lxl-x2[12.
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