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4 марта 1954 преминуо је у Београду у својој 79 години 

академик 

Д-р БРАНИСЛАВ' ПЕТРОНИЈЕВИЋ, 

професор Универзитета У Београду 

у њему Математички институт Српске академије наука губи 

и искреног пријатеља и вредног сарадника, који је, поред своје 

обимне и плодне научне делатности у областима филозофије, 

палеонтологије и биологије, са одушевљењем и успехом радио 

и у разним областима математичких дисциплина. 
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Instltut Mathematique .N1 4, 1955 

АНРИ ПОЕНКАРЕ 
(1854-1912) 

(Предавање одржано у Математичком институту 
Српске академије наука 23 јуна 1953) 

Захваљујуhи се на иницијативи Управног одбора Мате
Ifатичког института САН и Друштва математичара и физичара 
НРС! преузео сам задатак, који није НI1М~ЛО лак, наиме да у 
једном предавању прикажем научне радове Поенкареа. 

Његова истраживања обухватају обиман број питања, и у 
IfCTO време постављају многе нове проблеме из области матема
гичких и филозофских наука. 

Сутрадан, после Поенкареове смрти, Емил Борел је писао: 
nL'inteligence humaine est еп deuil; Heпri Poincare n'est plus. 

Son Oeuvre de geant subsiste ... " 
Француска је дала свету велики број генијалних математи

Qapa. Међу њима су чувени Декарт, Лагранж и Коши, који се 
fIалазе на највишем месту читаве плејаде чувених твораца модерне 
математике. 

Исто тако, захваљујуhи својим проналасцима, Поенкаре зау
зима изузетан положај у историји развитка математичке културе 
човечанства. 

* * * Наведимо, укратко, биографске податке о Поенкареу. 

Рођен је пре 100 година у Нансију 29 априла 1854 године. 
а умро у Паризу 17 јула 1912 године. 

ОН је веома лако, без икаквог напора, савладао основна 
знања у породици и у школи; успе9 је да се истакне и на школ
ским конкурсима,. и као ученик "Ecole. Polytechnique", коју је 
изабрао место' ,;Ecole Normale Superieure" ,где је такође био 
примљен. 

Поенкаре је био веома питоме нарави од раног детињства, 
па све за читавог свог живота, како према својим колегама тако 
и према другим научницима. Али он је био непоколебљив у пита
њима за које је имао одређено мишљење из оправданих разлога. 
Тада је он био одлучан. 
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Усвајајуhи моментано csa знања, он је тачно па~тио садр-: 
жину свих књига које би прочитао; на питања школских другова 
одмах би исцрпно одговорио, чиме је увек изазивао њихово
дивљење. Исте особине је испољавао и у научном друштву, каД. 
би га запитали о његовом мишљењу. 

Увек уду6љен у своје мисли, Поенкаре је веn као дечак 
показивао знаке расејаности. Кад му је било 7-8 година, прича 
се као забавни случај, да је у шетњи улицом дуж неког потока 
са својом мајком и сестром остао на једној страни, док су његови 
прешли преко мостиnа на CYI1POTHY страну потока. Чим је то· 
Поенкаре приметио директно tеупутио на другу страну газеhњ 
воду до појаса. 

По завршетку Политехничке школе; а затим Рударске школе~ 
Поенкаре је ступио на дужност рударског инжењера. Али у исто. 
време, 1875. кад је прешао у Рударску школу, он се одлучио да 
студира и математику. Идуnе' године веn је положио испит -
liсепсе es Sciences mathematiques, а 1878 поднео је тезу за степен· 
доктора математичких наука. Неколико месеци доцније~ 1 децем:.' 
бра 1879 године, Поенкаре је отпочео своју професорску кари-
јеру предавањем курса Анализе на Универзитету у Саеп-у. После: 
две године он је преузео иста предавањана Сорбони, а после
четири године њему је поверено предавање курсаФизичке ·н: 
Експерименталне механике. Године 1886 Поенкаре преузима кате
дру Математичке физике са Теоријом вероватноће. Најзад, 1896· 
године, прешао је на катедру Математичке .астрономије. 

Дарбу сведочи да се брзо напредовање Поенкареа у ака-
демској каријери: објашњава вредношhу његовихнаучних пронз..':: 
лазака. Наше математичко одељење Академије наука, вели Дарбу;. 
састоји се од пет секција, наиме: Геометрија, Механика, ACTPO~ 
номија, Физика, Географија и Навигација. Поенкаре је имао сва 
права да буде заступљен у свакој ОД четири прве секције. Meђy~
тим, његова истражнвања О плими и осеци мора дали су му- ква"· 

лификације да БУ.де члан и пете секције." 

Поен ка ре је био први пут предложен за члана Академије-
1881, када је имао 27 година,а ·пос.ле тога његова 'кандидација је 
поновљена у 1884, 1885 и 1886 години и; најзад; он је био
изабран за члана Академије 1887 године kад је имао 32 ГQдине· 
старости . 

. Други веЛИl{иуспех дожи~ео је Поенкаре 18R9 године,. кад. 
му је била додељена награда inведског краља, OC1€apa Il. ('.' 

Од тога момента популарност Поенкареа достигла је 'врхунце 
славе. За 'десет наредних- 'година он добија пет златних меЈ{аља,. 
ч'етири премије, десет почасних доктората, и ~кадеМСКJ:lХ звања.'· 

Поенкаре је. објавио3Q томова· засебних дела и скоро ·.50(). 
мемоара из различитих области математичких наука. . 
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Mittag-Leffler је штампао биографију Поенкареа,као његов 
Сl1пiculum vitae, а који сачињава само списак његових' одлико
вања, награда,постављења и по часних наименовања,.и који зау
зима УКУШi'O ~CTpaHejn ...,. 160. 

* *. * 
Преl}имо сад на преглед поменутих радова у .појединим 

обласrимаматематичких наука, које је он обрађивао. 
Приказујуhи суштину својих радова у области математичке 

анализе Поенкаре вели: п Чим су били утврђени основи инфини
тезималнщ рачуна, пред математичарима су искрсла три про

блема: решењеалгебарских једначина, интеграљење алгебарских 
диференцијала и интеr'раљење диференцијалних једначина. Исто
рија напретка ових трију проблема је била слична. после дупц: 
и УЗ8луднихпокушаја за њихово свођење на прости је проблеме 
математичари су се одлучили, да их проучавају непосредно, и 
за то су били награђени успехом. 

Дуго времена узалудно се надало да се алгебарске једна
чине могу решити помоЬу корен:а. Кад су од овог покушаја 
одустали, почели су проучавати алгебарске функције, које су 
сад добро познате као и корени. Исто тако интеграли алгебар
ских диференциЈала, које су желели свести на логаритамске и 
тригонометриске функције, сад се изражавају помоЬу нових тран
сцендентних функција . 

. Број диференцијалних једначина решљивих помоЬу" квадра
тура веома је ограничен. Зато се морало приступити непосредном' 
проучавању особина интеграла, при чему се ограничавало њихово 
испитивање само у околини дате тачке, а не за. све вредности 

променљивих величина. Одмах' сусе појавили проблеми обичних 
и сингуларних тачаКа првог и вишег реда. Ова испитиваља почео 
је Коши"... ' 

Први рад Поенкареа од 1878 године усавршава о је резул
тате Puiseux-a, Briot и Bouquet·a, који су наставили Кошијеву 
теорију функција комплексне променљиве величине за случај син
гуларне тачке првог реда· У својој Докторској тези Поенкаре 
проширујесвоја испитивања на парцијалне једначине. 

у првом реду проучавају се вишезначне функције у око
лини дате тачке и доказује се следеhа лема: Уочимо Једначину 
F (z, ХI ,!. " ,Хn) = о која одређује .имплицитну функцију z од п неза
висно nроме~љивих Х1' Х2 , ••• , Хn , у околини вредности нуле свих 

п + 1 посматраних величина. Ако је функција F ХОЈlOморфна у 
односу на њих И њени парцијални изводи по z се анулирају, од 
првог до m. - 1 реда, у почетној тачки, та функција z задовољава 
алгебарску једначину т-ог реда. чији су коефицијенти холоморф
не фу~tщије независно променљивих величина. Овај се резултат 
rенералише такође, даље, и на више функција које се одређују 
ОНОЛИКим бројем' једначина, колико йма функција. 
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Даље аутор ко нс.татује две врсте сингуларних тачака, које 
Ј:о~азе у обзир. JeДH~ припадају пар~1fкуларним инт,егра,llИМ~, који 
задовољавају алгебарске једначине са холоморФним Ј(оефицијен~ 
тима. Међутим друге сингуларне тачке су есенцијалне и зависе 
од самих једначнна са парцијалним изводима. Поенкаре проучава 
услове, када посматране једначине имају или немају холоморфних 
интеграла. 

У току својих испитивања Поенкаре уводндва појма о лаку
нарннм Функцијама "fonctions а espaces lacunaires", н о алгебро
идним функцијама. 

Почев од 1880 године Поенкаре обрађује теорију диферен
цијалних једначина са другачијег гледишта реалних променљивих 
величина. Он испитује интеграле диференцијалвих једначина првог 
реда које изражавају извод непознате функције у облику колич
ника дваполинома. Њихове интегралне криве изражавају се помоhу 
ЗCiтворених кривих линија или кривих у облику спирала. Ове 
криве могу да имају четири врсте сингуларних тачака: 

1 о Грла (cols). кроз које пролазе само две криве; 
20 Чворове (noeuds), где се секу безбројне интегралне криве; 
30 Жиже (foyers). око којих се обавијају интегралне криве 

линије, приближавајуhи им се као спирале; 

40 Средишта (centres), као изузетне тачке, око којих се оку
пљају интегралне криве линије, при чему се узајамно умотавају., 

Успоставља се веза између бројева дотичних сннгуларних 
Т8чака. 

Најзад, ова истраживања проширују се на диференцијалне 
једначине првог реда општег облика, на једна чине другог и вишег 
реда и стављају се у везу са проблемом стабилности њихових 
решења. 

Прелазеhи затим на испитивање диференцијалних јеДllачина 
са сингуларнимтачкама вишег реда Поенкаре проучава линеарне 
једначине, којим севећ бавио Фукс, и поставља проблем налажења 
њихових интеграла у облику нових трансцеидентиих функција, 
које се одређују помоhу конвергентних редова не само у околини 
једне тачке, него и у читавој равни. Да бн успео, да реши овај 
проблем, Поенкаре се најпре ограиичава на посматрање перио
.а;ичииХ решења лииеарних једнач~на са рациоиалними алгебарским 
коефицијентима. ' 

Аутор се руководи аналогијом са елиптичним фУИIщијама и 
редовима елиптичних функција и Абелових функција које служе 
за изналажење интеграла алгебарских диференцијала. 

,Елиптичне су функц"ј,е, униформне, а ,у ИСЈО време перио
дичие, те према "томе задржаваЈУ' своју ,вредност када се неза~ 
висно променљива величина: повеhава за известан број периода., 
Према томе, Поенкаре тежи њиховој генерализацији. Он зато 
тражи униформне функције независно пром~нљиве величине,које 
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задржа~ају своју. вредност при њеној трансформацији. Међутим, 
дотичне трансформацији не смеју бити произвољне, него морају 
да сачињавају групу, која мора да буде и прекидна; иначе, једно
значна функција би постала стална величина. 

Проблем се своди, дакле, на изналажење прекидних група 
трансформација. То исто се дешава и код елиптичних функција 
са њиховим паралелогј>аМ:·иМа периода. Сада, посматрајуhи сложе
није прекидне групе трансформација за дефиницију компликованих 
трансцентентних функција, поставља се питање· замене паралело
грама елиптичних функција са сложенијим полигонима у вези са 
специјалним типом прекидиих група, које се уводе. 

Слично са проблемом инверзије елiпiтичних функција, Поен
каре загенерализацију појма о инверзији узима линеарну дифе
ренцијалну. једначину другог реда, сматра сада независно' промен
њиву величину као инверзну функцију не интеграла (као што је 
случај код елиптичних функција) него количника z двају интеграла 
посматране једначине. На овакав начин дефинисана функција бива 
у извесним случајевимауниформна и неће се мењати за бескрајан 
број линеарних трансформација, које мењају z у љен хомографски 
облик. у ту' сврху наведени криволиниски ПОЈЦiГОНИ ОГР,аничрвају 
се луковима· кругова. Аутор, најпре, претпоставља да су коефи
цијенти трянсформације реални, при чему се показује да наведене 
трансформације не мењају извесни круг који се зове основни. 
Тада су лукови кругова, који служе као стране Поенкареових 
полигона, ортогонални на основни круг. 

Писац наводи да је он могао да реши проблем за одређИ
вање посматране мреже само служеhи се не-еуклидовом геоме
тријом. "Ову геометрију не треба сматрати, вели Поенкаре, као 
игру маште, која интересује само једног филозофа и да је без 
икакве вредности за математичаре. Напротив, теореме геометрије 
Лобачевског су исто. тако истините као· и Еуклидове геометрије, 
по себи се разуме, . под условом да· ове теореме буду правилно 
тумачене". На овај начин Поенкаре је створио групе прекидних 
трансформација које је назвао ФУIlСОВU.м, а одговарајуЬе уни
формне функције, такође је назвао Фунсовu.м. Он је исто тако 
пронашао и конвергентне редове, који изражавају Фуксове функ
ције у облику количника двеју трансцендентних коначни х и уни
формних функција. Оне су добиле назив i11еi11аФУIlСОВUХ функција. 

Ако коефицијенти линеарних 'трансформација нису реални, 
него ма какви, дотичне трансформације сачињавају исте прекидне 
групе, које је Поенкаре назвао Клајновu.м. За доказ егзистенције 
ових група он је искористио исто he-еуклиДову геометрију само 
не у равни, него у тродимензионом простору. На пређашњи начин 
оне су послужиле за проналазак функција новог типа названих 
Клајновu.м функцијама, аналогно Фуксовим функцијама. 

МеђУТИМ, за решење проблема интеграљења посматраних 
линеарних једначина, било је још потребно генералиеати поступак 
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:х:еорије елиптичних функцијзза инверзију функција. друге, и треЬе 
врсте, помоhу функција ~(x).,y ту сврху Поенкаре је:увео нове 
функције, које је назвао ДзеШафунсовu.м ФУнкциЈ~ма." " 

На овај начин Поенкаре је успео да иsрззи инrегрзлелине
,арних једначина, са алгебарским коефицијентима; помоhу својих 
н,ових трансцендентних функција." ' 

МеђУТИМ, уизвесним ,посебним слуtiајеsимз' интеграљење 
посматраних линеарних једначина 'може се извршlfТИ' и помоЬу 
простијих фУllкција алгебарских; елилтичних ИЛИ АбеловИ·х. Поен
каре је показао и главне особине група' одгоgарајуhих једнаtНiна; 

Интересантно је iюдвуhи да' је noeHKape испитивао" таКОђе 
и проблем интеграљења диференцијалних 'једначина, које нису 
ЛИliеарне. Фукс је проучавао неопходне и довољне услове егзи
~тенције коначног, броја сингуларних тачакаових јеДЮiчина. 
Међутим Поенкзре је показаО,.nа се одговарајуtlE~ једначине своде 
на веЬ познате облике интеграбилних јеДначина. ' 

Поменутим истраживањима Поенкареје посветио веhи број 
значајних радова, који су га истакли у' прве редове научника. 

, " , Интересантно је овим поводом навести мишљења других 
математичара о изложеним проналаСЦИМ!l Цоенкареа. Тако, Вито 
Волтера изјављује: " Више пута се питала, да ли Фуксове фун
кције имају ма какве примене? На та питање могло би се, реhи: 
пащта то значи да нека теорија има примене? Да' ли се вреднос?-, 
неке теорије састоји у томе што се она може' применити у меха
liици или физици? Грци су подигли теорију конусних пресека на 
највећу висину усавршавања. Међутим да ли је ова теорија заузела 
ЈЈочасни положај у геометрији тек онда, кади се свет уверио, да 
ове криве служе' као путање планета? Да ли теорија конусних 
пресек е не претставља дивно уметничко дело, чија вредност не 
стоји у вези ни са каквом њиховом практичном применом." 

Наводимо сада и друго сведочанство, које је изнео С. Jordan 
поводом кандидовања Поенкареа за члана Академије, где, вели: 
"Његов рад заслужује више од обичних похвала и потсеhа нас 
на оно што је писао Јакоби о 'Абелу, да је он решио проблем, 
који нико пре њега, није смео ни да замисли. Морамо заиста 
признати да ми сад присуствујемо једној револуцији у Матема· 
тици, која се може свакако упоредити са оном, пре' пола века, 
при стварању теорије елиптичних функција". . 

* * * 
Поред наведеюtх реsултата дугујемо ПоеНkзреу више открипа 

у области теорије функција, алгебре и теорије бројева. Он се 
бави прОблемом униформисања алгебаРСi(ИХ функција; уводи по
сматрање Римжових-, површина са бесконаqним бројем Ј1истиhа. 
Са теориског гледишта испитивање вишезначних ФУНkција се 
своди на проучавање-униформних функција. 



Анри Поёвкаре 7 

, 'Поенкаре проширује Кошијеву reop!-ljy функциЈа. 'у ту сврху 
.()н " даје, 'Најпре" прецизну , дефиницију' двоструког интеграла анали
'Тичке функЦије двеју комплексних ПРОМе'нљивих величина у дво
мерном континууму и проучава услове 'под којима при трансфор
'мацији континуума, интеграљења, двоструки интегралзаДРЖ;lва 
,своју вредност. ПроучавајУ',',се р~зидиуми двоструких, интеграла. 
,Најзад, проучавају се усJIови,под којима унифьрмна функција од 
две независне променљиве величине, може да се изрази' као 

количник две целе функције. У ту сврху писац са великим иску
етвом и{:коришhава четири диференцијалне. једначине, које задо
вољавају реални делови аналитичких функција. 

у области' Аритметике Поенкаре је испитивао геометриску 
'Теорију облика и увео је, појам њихових аритметичких инварија
вата. ове инваријанте служе за одређивање најмањих вредности 
квадратних бинарних облика и за проучавање услова еквивалент
ности облика. 

у вези са аритметичким испитивањима Поенкареа стоје и 
његови алгебарски радови о линеарним трансформацијама и љихо
вим прИменама. Проширујуhи оваиспитивања на изналажење непре
кидних група и одговарајуhих хомогених облика лако се добијају 
lЦотпуни системи линеарних парцијалних једначина, а такођеизна
лазе се извесни комплексни бројеви. 

Ове резултате је аутор искористио за одређивање извесног 
бројаП03ИТИВI:IИХ корена полинома. Исто тако Поенкаре се бавио 
и Декартовим правилом знакова. 

Најзад,Поенкаре је створио прецизну методу за генерали
зацију детерминаната и линеарних једначина, чији се број бескрајно 
повеhава. Овакав плоблем се поставља при изнзлажењу количника 
два ТРИГОl:tометриска реда, а такође и при интеграљењу обичне 
линеарне диференцијалне једна чине, чији су коефицијенти И::Јра
жени помоhу тригонометриских редова, па се траже њихова 
решења у облику других тригонометриских редова. 

Дотични проблеми појављују се и у Небеској механиЦи. 
Аритметичка и алгебарска истраживања, вели Дарбу, дали су 
повод да Поенкаре буде предложен први пут 1881 голине за 
члана Академије наука, кад му је било 27 година. 

* * * 
Напоменуо сам горе да је шведски краљ Оскар Н, поводом 

<:воје шездесетогодишњице, објавио. наградуза најбоља истражи
вања из области Математичке анализе· Одбор од три најпозна
тија математичара, Ермита, Вајерщтраса и Митаг-Лефлера, био је 
овлашhен да објави темате и да досуди награде. Поенкаре је 
поднео са девизом nNuпquаm praescriptos trапsibuпt sidera fiпеs" 
рад: .,0 проблему трију тела и једначинама динамике". У реферату 
поводом овог рада Вајерштрас је написао, у име одбора, мада рад 
и.не .решава у потпуности постављени проблем, ипак он заслу-



\ . 

8 Н. СаЛТИКОВ 

жује пуну награду, јер је он такве вредности да Ье његово 
објављиваље отворити нову еру у историји Небеске механике. 
Поенкаре је примио награду, а његов рад објављен. Аnи се десио 
неочекивани догађај, који претставља занимљиву страяицу у исто
рији математике. Показаnо се да су погрешиnи и Поенкаре у своме 
раду, и Вајерштрас у својој оцени. Број часописа Actamathematica, 
где је рад објављен, и његови сепарати одмах су биnи .повучени, 
осим некоnикопримерака који су. се веЬ нашnи'у неким антиквар
ницама и продавзnи су се као. неке бибnиографске реткости. Поен
каре је понудио да врати добијену награду, аnи краљ је то одбио 
одговарајуhи даје Поенкаре свакако засnужан научник. 

Сви Поенкареови биографи сведоче да је он састављао своје 
мемоаре на веома брзи начин, и чим би нашао доказ траженог 
става, није се бринуо да потанко преrnеда своју редакцију " ... 11 у а 
dans ses memoires, rарidеmепt eerits, пише Picard, d'assez nombreuses 
erreurs de detai1 mais sans importance, s'auf de· rares exceptions, sur 
les resultats essentiels. Ppineare etait de ees rares savants pour qui 
n'est pas faite la devise-.pauea, sed matura ... " 

Ствар на томе ниЈе'-остаnа. Поенкаре је израдио нови рад, 
где је доказао ставове,' који су' биnи супротни онима из првог 
рада; и наредни број Acta mathematica изашао је са поправљеним 
резу nтатима. 

Ново деnо је биnо заиста изванредно. У овој редакцији Поен
кареова истраживања оправдаnа су мишљење Вајерштраса, да су 
оствариnа нову еру у области Небеске механике. 

Најпре, је Поенкаре утврдио да за проблем трију_ тела не 
постоје други анаnитички. интеграли, поред познатих десет ин'те
грала, наиме: интеграn8 живих сипа, интеграла површина и инте

грала кретања тежишта; за доказ овог резултата требало је иско
ристили теорију 'периодичних решења и карактеристичних експо
нената. 

'Решења диференцијаnних једначИ.юi пробnема Небеске меха
нике претстављају се у облику бескрајних редова и зато одре
ђују прибnижна решења у извесним границама. У овим решењима 
фигурише време не само у аргументима тригонометриских функ,. 
ција, него и ван њих. Ова је чињеница довољна да би се показало 
да дотичнз решења В8же само у ограниченом размаку времена. 

Зато је настаnз тежња за решењима, која би била И3Iрајјена 
само помоhу тригонометриских функција. Проучавајуhи решења 
Gylden-a, где уnазе еnиптичке функције, и Lindstedt-a са тригоно
метриским функцијама, Поенкаре долази до закључка да посма
трани редови, ако су апсолутно конвергентни за извесне вредности 

времена, остају увек апсолутно конвергентни; и да иста функција 
не може да буде претстављена помоhу два различита апсолутно 
конвергентна реда. 

Продужујуhи ова посматрања Поенкаре примеhује да се 
обично мисnи да функција, претстављена тригономеТРИСКИМ,апсо-
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лутно конвергентним редом, не може бескрајно да расте. Међутим, 
то може да буде, ако конвергенција није униформна:: .. 

На. основу изложених расуђивања, Поенкаре"долази до 
закључка да се једини начин З8 проучавање проблема стабилности 
Сунчевог система мора заснивilти на истим принципима, које је 
он искористио 38 проучаRање кривих линија одреljених помоћу 
диференцијалних једначина. 

Истраживања о периодичким решеЊ-има проблема трију тела 
претставља велику заслугу Поенкареа. Од Лагранжа су била 
позната два случаја периоДичких решења, кад три тела заузимају 
темена равностраног троугла или се налазе на једној правој. 
Најзад, НШ је пронашао још један случај, који се може приме
нити на Сунце, Земљу и Месец. Поред периоДичких решења, 
Поенкаре проучава асимптотска и двоструко асимптотска решења 
према пеРИGДИЧКИМ решењимз. 

Овим проблемима Поенкаре се потанко бавио и у две прве 
свеске свог дела: п N ouvelles methodes de lа Mecanique Celeste" , 
t. t. I-II. 

Ист~м питањима били су П9.~веhени радови.~ другог чувеног 
математичара, академика А. М. Љапунова. О његовим делима имао 
сам прилику, пре извесног времена, да I10днесем реферат у нашем 
Институту.Његово дело "Об устойчивости движения", т. ј. О ста
билности кретања, објављено 1892 године, било је штампано и 
на француском језику, као и друга његова испитивања, делом 
преведена а делом објављена на француском језику. 

Поменута Поенкареова дела. "NouveI1es methodes" била су 
објављена, када је Поенкаре заузимао још Катедру Математичке 
физике. Али после смрти Tisserand-a факултет је умолио Поен
кареа да прими Катедру Математичке астрономије, јер је факултет 
налазио да нема бољег кандидата за K~Teдpy од њега. 

у својој предратној библиотеци имао сам литографисану 
примерак кратког кур\:а Лоенкареових предавања Астрономије 
на Политехничкој школи у Паризу. Она претстављају ремекдело 
које мора да послужи као узор за сваког предавача ма ког мате
матичког предмета. 

Трећа свеска дела "NouveIIes methodes de lа Mecanique Celeste" 
изашла је 1899 године и садржи два нова,<појМ8, о Иfi.тегралним 
инваријантама 'и о једначинама са варијацијама, које претстављају 
линеарне диференцијалне једна чине за одреljивање решења про
блема, бескрајно блиских датом решењу. Поред поменутог дела 
Поенкаре је објавио три свеске својих предавања на Сорбони из 
Небеске механике, чије су две прве свескедопуњавале претходна 
издања, а треЬа свеска била је посвеЬена теорији плиме и. осеке 
мора. 

Поенкаре је многО радио и на другом проблему, нарочито о 
форми небеских тела, који се састоји у истраживању форми рела-
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тив~ равнотеже течности, . која се .0креЬеоко: осе' и ;ЧИји,; се еле
менти привдаче, по Њутновом закону. Маклорен и Јак06ису / 
.џронашли Ф9р:ме ра~но.теже посматране rечности у облику елип-

. с'оидаобр;тања,а . исто И. трооснрг" елипсоида И,, то:; у заВ1fСН;ОСТИ 
од границ~ у којим се Н8J,Iазџ величина угаоне брз.ине ill обр-rања 
течности. Посматрајуhи ,један било који из мноштва поменутих 
елипсоида, који одговара једној одређеној вреЩJQСТИ угао не брзине 

. (1), Поен ка ре је; 1885 rодинепоставио с-,!едеhи IJро~лем. Ако се (1) 

дода мали прираштај 1), да . .iIи угаоној, брзини (1) + Ij .одговарају 
'форме равнотеже, различите' од елищ:оида, . које, мењајуhи се 
непрекидно са прираштајем Ч, теже ~a Ч 0= О полаз~о.м елипсоидУ. 
Поенкаре, је џронашао бескра јно многонових форми равн()теже, 
а,'ли се при .'i:oMe ограничио на посматрање само" прве апроксима
ције. добијене форме равнот.еже биле су.,.лабилне; .. ОСИМ једне 
чувене форме' п пириформе", тј. у облику крушке, која одг()вара 
најмањој од вредности угаоне брзине О.Ј З8 стабилне форме Јако-
6ијевогелипсоида. За ову пириформнуфигуру било је сумње да 
она мора да буде стабилна. За дотичне форме се нарочито "нте
реСОВ80 George Darvin, при стварању своје космогониске теорије. 
Он је сматрао да су крушкасте форме равнотеже течности ста
билне,и. мислио је да при ,хлађењу. оне' издвајају нове пратиоце. 
Тако се можда Месец одвојио од Земље. Тим поводом је Picatd 
у свом чланку, објављеном .после Поенкареовеtмрти.у nAnnales 
de l'Ecole Normale Superieure" , 3е Serie, t. ХХХ, р. 463, писао да 
не би требало заборављат.и, у применамана ''i{осмогонију,да се 
изложена истраживања односе на хомогену материју, те да се тако 
може далеко отиhи од реалног стања ствари. У истом чланку. 
Picard каже : ... "I1 semble Ыеп, d'apres les dernieres recherches de М. 
Liapounoff qui а etudie de, 80П .. cote, ауес 'une grande rig!1eurles 
problemes precendents раС' d'autres methoctes, que lа figure piriforme 
est instable". 

. , 

Најзад, засебна Лоенкареовакњига nHypotheses cosmogoni
ques" претставља његова; предавања: У љима се проучавају, са 
космогониског гледишта, . различите хипотезе о формирању Сун
чевог система, почев од хипотезе Канта и Лапласа све до· модер
нијих теорија које обухватају читаву васиОну. 

* * * 
Поенкаре је посветио много пажње проучавању проблема 

Метематичке астрономије и Математичке физике. Нико до њега није 
улазио дубље у СУW.тину физичких појава и њиховИх особина у 
исто врема када је обрађивао и математичку страну посматравог 
ПРО,блема. Проучавајуhи га· са.,критичког;,г.цеД~iIIта··ЛоеJ:lкаре .је 
тежио да\разјасни тешкоhе и противречности,којеби при томе 
искрсле. ЊеГОВ8 предавања, када је заузимао Катедру матемз
тичке -физике, обухватала су разноврсне физичке теорије светлости, 
електрицитета, еЛ8СТИЧНОСТИ, хидродинамике, ТQплоте, термодина-
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мике"капи~арности.Наведена грађа .ifзложена јеу 20wтаitПаних 
свеза ка љегових предавања на Сорбони и у з.асебним мемоарима~ 
у којима су расправљана различита математичка питања. 

Нарочито наводимо Поенкареве радове о интеграљењу дифе
ренцијалних једначина Математичке' физике. Порекло ове 'дисци
плине је француско. D'Alembert је проинтегралио прву nарцијалну 
једначину жице која ,трепери, Коши је дао опште методе за 
решавање линеарних паРциЈалних једначина Математичке физике; 
а Fourier је створио аналитичку теорију топлоте. Чувена преда
вања Римана су пренела дотичну дисциплину ван Француске. Но 
и даље су у Фракцуској ге~ерације славних математичара: Lapl~ce, 
Poisson, Lame, Mathieu, Picard, Brussinesque, Ј . .Наdаmагd и' мнщи 
други рззрађивали и проучавали теорије диференцијалних једна
чинаМатематичке физике. Пре 60 година је издавачко предуаеће 
Gauthier-Villars позивало Ii~ претплату 4 свеске, Picard-овог Т,raite 
d'Analyse. Тада сеочекиваЛО"са пуно наде, да ће четврта свеска 
,како се наглашавала дати синтезу читаве поменуте обимне грађе. 
Али до тога није дошло и после три прве свеске четврта ниЈе 
изишла. Picard је само објавио делимично неколико одломака 
,својих, предавања из дотичне области знања. Међутим, нова бога;г
ства су се нагомилавала, нарочито захваљујуhи проналасцима 
Поенкаревих нових решења веп раније постављених проблема, 
нових теорија и нових метода истраживања деференцијалних јеДl:lа-
чина Математичке физике. ' , 

Напомињемо у ту ~BPXY љегов значајан рад "Sur les equations 
de lа Physique mathematique", где је потанко решен проблем 
вибрације мембране, такозвану методу "du balayage" за решавање 
парцијалних једначина са извесним граничним условима. Најзад, 
увођење ин:гегралних једначина ФреДХОJtма омогуhил'О му је да 
потпуно реши проблем плиме и осеке мора, који није био решен 
од када га је поставио Laplace. Истина је да практично искори
шЬавање датог решења изазива велике тешкопе у вези са ком
пликованошhу конфигурације морске обале и са морском дубином 
дуж ове обале. 

* * * 
, " Прелазимо сада на новушироку грану Поенкареових истра
живања из области Фил.озофије природе и популаризације ових 
знања. 

"Филозофија је објављена, вели Галилеј, у тој великој књизи 
која се увек налази пред нашим очима (желим да кажем васиони) 
али је њу немогуће схватити, ако се претходно не научи језик и 
ае познају слова, којим је ова књига написана. Она је написана 
математичким Језиком, а слова су троуглови, кругови И друге 
rеометриске фигуре, без којих је немогупе човеку схватити 
иједну реч ... 1. 
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УпретхоДно'м<иэ~агању. наведене-су идеје ,И реЗУJlтат.и, које 
је Лоенкаре дао да би: допринео познавању тог математичког' 
језика који је потребан за проучавање п;ироде. _ 

Шта више, он је учествовао на продубљивању основних 
појмова о броју, простору, времену, с тим да се објасни њихов 
постанаК· и природа. . 

Суштина. Поенкареове филозофије је изложена у његове 
четири књиге, наиме: Science et Hypothese (1902), La Valeur de ~a 
Science (1905), Science et methode (1908), Dernieres pensees (1913). 

Ове књиге; које увек И3ЈЈ8зе у новим издаљима и у прево
дима на страним језицима, створили 'су велику популарllОСТ 
Поенкареу и служе за ширење математичких. знања. 

Напоменимо да је не-еуклидова геометрија највише ПРУЖИЛ8 
материјала за расправљање о принц~пима геометР.ије. Џоенкаре 
им је посветио више расправа'и дискусија. ,,3а њега, пише Дарбу, 
аксиоме не претстављају ништа друго, него "договор" (convention), 
ја бих волео пре да кажем дефиниције, више или мање потпуне, 
идеалних елемената што наша машта изграђује на основу огледа." 
Навео сам нарочито дотичне речи Дарбуа. који је изврстан гео
метар. 'Ове Дарбуове< речи· .изазивају многа размишљања. Поен
каре, који није припадао некој специјалној филозофској школи, 
волео је да критикује и расправља филозофске проБЈЈеме. Неки 
су сматраЈЈИ Поенкареа као припадника ШКОЈЈе номинаЈЈиста. АЈЈИ 
је он то увек негирао. Например, поводом тврђења LeRoy-а: 
"Научник ствара факат", ПоеНЈ(аре каже да научник не ствара 
факат, него ствара језик, којим објашњава чињенице. Не би тре
баЈЈО улазити овде у фИЈЈозофске диску~ије, које изискују дугачка 
и прецизна објашњења становишта ПРИП8Дника различитих фИЈЈО
зофских гледишта. 3ато би требало Пј:iепоручити проучавање 
радова, који су били изазвани Поенкареовим горе поменутим 
издањима. Например, наведимо књигу Louis Rougier-a nLa рЫlо
sophie geometrique de Неnr! Poincare", објављену 1920 године. 

Као што су основи геометрије тако исто су и основни закони 
механике БИЈЈИ предмет потанке дискусије Поенкареа, на. фило
зофском конгресу 1900 године у Паризу. Тежње је БИЈЈа да се 
Њутнове дефиниције што више ослободе од трагова схолзстич
«их утицаја, које оне носе. Са друге стране, Поенкаре је био у 
центру дискусије нових идеја у механици, створених истражива
њима Ајнштајна, Лоренца ·:и Г1лаВКа. Интересантно је у том 
пог ЈЈеду напоменути Поенкареова два предавања "О новој меха
ници" на Универзитету у Гетингену и на Лилском конгресу 1909 
године ,за унапређење наука (As~ociation francaise pour }'Avance-' 
ment des Sсiепсеs). Ово друго предавање завршава се речима: 
nМеђутим, мислим да Ье ова КЈЈ8сична механика, ако би и била 
потцењена, ипак бити исто тако потребна као и досада и да онај 
који је не би темељито познавао, не би могао схвзтити нову 
механику". 
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у свим својим радовима Поенкаре тражи истину. Увод у 
Поенкареову књигу .La valeur de lа Science· претставља праву 
химну истини. Читав свој живот он је посветио проучавању мате
матике, суделујуhи на њеном напретку у свим својим издањима 
н I1редавањима, која је он одржавао. 

у његовии радовимв се налази велики број резултата и 
идеја, који ће пружати још дуго времена грађу за проучавања и 
за испитивања. 

HENRI POINCARE 
(1854-1912) 

par 
N. SALТYKOW 

Conference faite а lа seance commemorative du centenaire de 
naissance d'Henri Poincare, organisee рас l'lnstitut Mathematique de 
l'Academie des Sciences serbe. 

Apres avoir retrace lа vie de l'i1lustre mathematicien,le соп
ferencier а passe еп сеуие lа vaste activite de Poincare dans les 
domaines les plus varies des Mathematiques theoriques et appliquees, 
et de lа philosophie. 

Dans tous ses travaux Poincare avait toujours recherche lа 
verite. La preface de son 1ivre nLa valeur de lа Science" est ип 
vrai hymne passionne а lа verite чие Poincare avait servi toute sa vie. 

Il se trouve dans ses Oeuvres tant de nouvelles idees et de 
поиуеаих resultats que l'оп admirera et etudiera pendant des longues 
annees епсосе. 
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Зборнuк радова С.А.н.ХЦП,~ МаЩе.ftаi1luч1tu:,цн.Сi1lui1lуi1l С.А.н. КНЈ. 4,1955 
Recuei!destravaux.def Academle' Serbedes Sclences XLl/l 

lnstltut Mathemattque .NJ 4, 1955 

С. АЉАНЧИЋ, Р. БОЈАНИЋ и М. ТОМИЂ 

ДВА СТАВА О АСИМПТОТСКОМ ПОНАШАЊУ 
ТРИГОНОМЕТРИСКИХРЕДОВА 

Асимптотско повашање триговометриског реда ~ а" sin v х 
за Х-1-+0, када су коефицијеити ау оБJlикаау=v-аL(v), О:Е:;;а<2, 
ГЈ1е је L (t) споро променљива функција. 

1. Асимптотско понашање тригонометриског реда 
",' 

f (х) = ~. ау sin v х 
1'-1 

кад х ~ + О, У слуqају када су коефицијенти ау монотони и задо
вољавају услов 

аn '" п-а, П -+ ОО, О < а < 1, 

испитивао је Н 8 r d у [1, 2]; Између осталог он је показао да је 

1t f (х) '" . ха-1 , Х -+ + О. 
2 Г (а) эјп ri 1tj2 

Н е у w о о d [3Ј је показао да оваасимптотска релација важи за 
О<а: < 2. 

Овде ћемо дати два става који проширују класу тригономе
триских редова за које важе сличне асимптотске ралације. Та про
ширења добијају се УВОђењем класе споро променљивих функција. 

За функцију L(t) кажемо да је споро променљива ако је 
дефинисана за t:> О, позитивна и 

L (лt) -+ 1 
L (t) , 

t-+ оо, 

за свако утврђено l > О [4]. 

СТАВ 1. Нека је О < а < 2 и неuа је L џ) Проuзвод две .моно
тоне споро променљиве фующаје. Тада ШрuгономеШрисuu ред 

'" f(x)= ~ L (v)v-asin vx 
,=1 



16 С. Аљавчиh; Р. БоЈаииh и М. Томиh 

KOfJIJeprUpa за О < Х < 2.1t.u. 

f (х) '" 1t ;«-1 L ( x
1 

), х ... + О. 
2 Г (<Х) sin <Х 1t/2 

СТАВ 2. Нека је L (t) конвексна сПоро Променљива фуюсцuја 
која ~ О кад t ~ оо. Тада је 

а: 1 (1 L L (и) sin v х rO.J - L -), х -+ + О. 
џ=1 . Х Х 

Из става 2, например, следи за l~ (t) = log t 

'"' siп v х 1 . О 
~--,....., , Х-+т , 
У;=2 log V х log(llx) 

док код Z у g m u п d-a [5, сТр. 116] постоји само 

А '"' sin их В ---< ~ --< , х ... + О, О < А < В. 
х log (l/х) v=2 log v xlog (1/х) 

Аналогни резултати за ред 

.., 
1/2 ао + .L ау cos v Х 

v=1 

следе из чињенице де је за Х i= о 
ф 1'" 

1/2 ао + ~ ау cos v х = -.- ~ (аЏ - 1 -. аун) sin v Х. 
v=1 2 S1П Х у-1 

2. Најважније особине споро променљивих функција које ће 
аам бити потребне за доказ наведених ставова су следеhе: 

(i) Ако је О < а <; л<; ь < оо, ll1ада 

. L (лt) ... 1 t .... оо, 
L (t) I 

унuформно По л. 

(н) А «о је L * (ђ ........ L (t), t -+ оо, шада је и L * (t) сПоро Промен-
љива фующuја. . 

(Ш) A!'q је у> О,. тада 

. tYL(t) ... оо, t-YLџ)-+ О, t-+oo. 

(ју) Нека је ct > О и 
L(I) (t);= t-a Мах {Хо; f.. (х)}, L(2) (t);= t a Мах {x-аL (Х)}. 

O..;;x~f . ''''''Х< оо 
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Тада је L(k) (t) (" L (ђ,., t~ оо (k = 1,2), II Према (Щ, L(k> (t),k = 1,2, 
су таКОђе сПоро иро.м.енљиве Функциiе. Функција t а. L (1) (!) очевuдно 
.монотоно расте, док t -а. L (2) (t) M01t0i1101tO, оПада. 

(у) Ако је L (п) Проuзвод две сиоро Про.м.енљиве функције и 
УЈ> О тада је 

01) 

(1) ~ Iv-'1 L (v) - (v + 1}-'1 L (v + 1) 1 < -м (I1) п-'1 L (п). 
1/= П 

Све особине споро променљивих функција које смо навели 
познате су (В. [4]), осим последње, и због тога ћемо овде дати 
њен доказ. 

Нека је L (п) = a~ ЬN и нека оп t , а Ьn "'. Ставимо Ln = L (п). 
Тада је 

т 

~ I v-1I L II - (v + 1)-'1 L V +1 1 < 
lI=n 

mm 

< ~ Lv {v- 1I - (v + 1)-'1} + 1Ј (v + 1)-'1ILv - LI/+11 < 
1I=n lI=n 

т т < ~ L, {v-'1 - (v + 1)-'1} + ~ (v + 1)-'1 Ьу {a v+1 - аџ} + 
,,=n v=n 

т 

+ ~,(v + 1)-'1 all+1 {b v - Ьџ + 1 } = 81 + 82 + 8з, 
lI=n ' 

. ОцениЬемо сваку од ових cy~a посебно. Најпре је 

81 '-' i v-q12 Lv v-1I/2 {1 - (1 + ~ ) -1Ј} < 
оо ' 

< Мах {v- qi2 Lv} Ј t-1I/2{1- (1 +--t
1 )-IJ}dt<' 

n~џ<oo 
n-I 

< м (rj) lг1l·'2 L~) (п - 1) -'1/2, 

тде је L~) r-w Ln , п-+ оо. Према To~e је 

(2) 

:<) Константе М које се Јављају у разним неједааЧRRама не морају бити 
увек исте. 

:2 ЗБОРJlИК 
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Како Ьn -1., '1:0 је даље 

, т , 

S2 <; Ьn ~ (v + l)-q (а..,+! ~. q..,) = 
v==n .. 

т 

<; Ьn ~ {v-q - (v + 1)-q} а.., + Ьn {m-qaт - n-q аn} < 
~n . 

т < Ьn ~ {v-q - (v+ 1)-q) av + m-q'am Ьn , 
v=n 

па је према (2) 

(3) 

Најзад је 

т 

Ss <; ~ (v + l)-q а.., + 1 {bv - Ь..,+l} <; 
v-n 

ао 

<; Мах { v - ч а..,} ~ {Ь.., - bv + 1} = 
, n~v<~ v';'"n. 

/' п (2)ь ""'" n--' аn п, 

• (2) . • 
где ]е Џn '""""' аn, n-. оо, па ]е 

(4) Ss <; м (ч) n-q Ln • 

На, основу процена (2), (3) и (4) добијамо да је . 
т , 
~ I v- q L.., -:- (v + 1 )-ч L..,+!I, <; м (ч) п-ч Ln + пz-Ча.т kn. 

v=n " ',.,. ',." .. 

Одавде коначно следи ~~једначина (1) кад пустимо да т -. оо. 
;' . . ~ .' 

I _ 

3. Д о к а з става 1. (ј) На основу особине (v) споро промен
љивих функција, конвергенција тригонометриског реда којим је 
дефинисанафувкција t (х) СЛ,еди из 

(5) 

I f L (v) v-O;sin v х I <; 
lI-n+l 

<; . 1 {f I v-O; L (v) - (v + п-о; L (v + 1) I ~ .. 
510 х/2 lI=n+l .,... " , 

+ (п + l)-о;L (п + l)-r(m + 1)-0; L(m + 1)}<; 

М 
<;. {(п + 1)-0; L (п + 1) + (т + 1)-0; L (т + 1)}, 

Sln х /2" '.. . .. .. ' " ".. " с ./. '.' " ,":: "., • 

..... ' ... - . 
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јер на основу особине (Ш) споро пром~нљивих функција, десна 
страна неједнаЧине· (5) тежи нули када п и т -+ ао независно један 
од другог. 

(Н) за доказ става 1 потребна нам је следеЬа Н а r d y~eBa [2] 
процена 

оо Я 

~ v-аsiпvх= ха-1 + о (ха-1 ), х-+О, 0<0:<2. 
"",,1 2 Г (а) sin IXтс/2 

Нека је q = [1/хЈ. Како је L (q) ",L (ljx), х -+ О, и како је 

х1-а: оо 'I'C 
~ ~ L (v) v-a: sin vx - ------
L (q) \1-1 'о 2 r (о:) sin ех тc/2 

ао {L (v) } = х1-а: ~ -- - 1 v-cx sin vx + о (1) = 
11-1 L (q) 

= s (х, 0:) + О (1), х -+ О, 

то је довољно показати да 

s (х, 0:) -+ О, Х -+ О, О < а < 2. 

Нека је 0< l3 < 1 < д < ао. Ставимо р = [8/хЈ и r = [Д/хЈ. 
Тада је 

( Р r ОО) {L (v) } S (х, 0:) = х1-а: ~ + ~ + ~ -- - 1 v-a:sin vx, 
_1 џ=р+! lI=г+1 L (q) 

па је 
-, 

I s (х, а) 1< -- ~ L (v) V-a: sin v х + х1-а: 1: V-a: sin vx ;рј-х
1

-а: I р I I ,. I 
L (q) .=1 11=1 

+ х1-а: I ± {L (V) - 1} V-:-a: siri v х I + 
--,.+1 L (q) 

+ -- 1: L (V) V-a: sin v х + X1-a: 1: V-cx sin vx = х
1

-
а I ао I I '" I 

L (q) lI=т+1 У=т+1 

Процениhемо сваку од сУма' :ki посебно. 
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Нека јеа < ~ < 2. Водеhи· рачуна о томе да . је·. sin х < х, 
х>= О и о особини (iv) споро .. ·променљивих функција,· налазимо 

(7) 

(8) 

па је 

х2-а р 

k1 < -- ~v1-аL (v) = 
. L (q) v=l 

х2-а р < -- ~ VI'-аL(v).v1-Р~ 
L (q) v-1 . . 

х2-а " < -- Мах {vl'-a L (v)} . ~ v1- P < 
L (q) l~v~p _1·. 

~ м х2-а рр-а L (1) (р) р2-Р ~ 
~ L (q). ~ 

~ м (р х)2-а L (р) . 
~ L(q) 

За ~2 лако добијамо процену 

р . 
~2 < х2-а. ~ v1- a < М (р х)2-а. 

v=l 

Даље је 

k ~ х1-а. Мах I L (v) - 11· ± v-a. < 
8~ p+l~v~r L(q) v ... p+l 

r 

< х1-а Мах I L (v) - 11· Ј га. dt, 
р+ l~v~r L (q) 

" 

I . 

--L-....:-__ ~:.:..--'-_ • Мах -- - 1 , «-::ј:. 1, (г х)l-а; - (р х)l-а; ! L (v) I 
1 - « р+ lE;;;v~r L (q) 

(9) k s < 
log~. Мах jL(V),-ll, «,=1. 

р p+kv~r L (q) 

Када у (5) пустимо да т ~ оо, добиhемо неједначину 

I f L (v) v-a; sin v х I < . м ·(n + l)-а L (п + 1) 
. v=n+1 slO х/2 . 

па је према томе 

(10) k ~ м ,Х (г х)-а L (г + 1) . 
4 ~ sin x/2 L (q) 
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Најза.ц~ щ!рцијални~ сабирањем добијамо ',' 

: x l - a ' " ,',' < 2. (гх)-а. ", 
S1Л хј2 

Користеhи процене (7-11) неједначина (6) постаЈе 

I s (х, а) 1< м {rp x)~a ~ r» + (р х)2-а + 
.q 

+ х:: (г хј-а L(r+ l) + х (г х)-а } + 
sin х/2 ' L (q) siп х/2 

(г x)J-:-а - (р x)l-a. Мах 1 L (v) - 11, а:ј:. 1, 
1 - ех p+I~v~r L (q) 

+ 
log-. 'Мах -. - -1 , ех= 1. r '. IL(V) " 

р p+I~v~r L (q) , 

Ако овде пустимо да х ~ 9 и водимо рачуна о значењу величина 
р, q, r добиhемо;" ,', ',' , ' 

(12) Нт sup I S (Х:, ц) 1< м {8~a + А-а}, 
.%=0, ':, ' 

јер, према особини (i) c~opo; пром~нљ~вих функција 

. ;,.\' ..•. ' Мах, " -,-, - -'1 -+0 када х -+ О . , IL (V)' I ,", 
p+I-i;;;,v~г L(q) 

, ,'.:. 

Како величине8 и L1 подлежу једино ограничењу да је 0<8 <1 
и 1, < L1 < оо" тО kада у (12) пустимо да 8 -+ О и А-+ оо, дОбијамО' 
коначно 

Нт sup I S (х, ех) I ~ О, о < ех < 2 , 
Х=О " ' 

тј. 
S (х, 0;) -+ О, ,Х -+ О, О < ех < 2. 

Тиме је став 1 доказан. 
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4. Доказ става 2. Нека је 0< д < 1 и р = [д/х], q = [n/24 
Тада је _ 

ао 

f (х) = ~ L (v) sjn v х = 
1'=1 

(13) = (~: + ~p + V~+1)L(V)Sin vx = 

= ~1 (х) + 82 (х) + .s:~(x). 
Нека је даље О < 1) < 1. Прво је 

;'-1 
81 (х) = ~ L (v)sin vx< 

1'=1 

р -< Мах {v1)L (v)} ~ v-r, < 
l~v~p __ 1" 

р-

-<,р1) L(l) (р) f t-q dt:: 
о ' 

1 -< __ , р иl) (р). 
. 1- 1) 

Како је L(1) (р) '" L (1/х), х .... О, то је 

тј. 

(14) 

'1 (1 81 (х) -< д М,(1) х L х), 

јер о'можемо изабрати произвољно мало. 

Следеhа сума 82 (х) даје уствари асимптотско понашање 
функције / (х) кад х .... О. Да би смо то доказали приметимо 
најпре да је ' 

. 1 (1) 1 1 (1)' 1 {q } 8,,(х) - х L х = -XIL (q) - х L -х + х L (q) х ~ sin РХ ~ 1 , + 
(15) 

q , 

+ ~ {L (v) - L (q)} sin vx. 

Како је 

__ р 

х t sin v х - 1 = {cos (р - 1/2) х - cos (q - 1/2) х:"'- ~ sin .!....}ј ~ sin ~ 
р=р 2 2 
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и 

I ± {L (v) - L (q)} 5iп vX r < {L (р) -'L (~)} (q --р + lј = '. 
11=., 1, 

I , .' {L '(Р'1 } < -L (q) ----.--- - 1 fq -,р + 1) х < 
х ~'L (q) "}, ' . 

1 (1) {L (р) } (' ~ ) <-L - --' -1-, - 8+2х , 
х х, L (q) 2 

ТО је према (15) 

I 
S. (х) - 11 ~ 1 _ L (q) + 

l/х L (Ј/х) "'" L (1/х) 

1 2.Х (- 1) (1)1 + х 510"2 - соз Р, - '2 х + cos q - 2" х 

2 . х 
-sш-
х 2-

+ (~ - 8 + 2 х) {L (р) ~ l}, 
2 ' L{'q) 

па је с обзиром на особину (ј) ,. споро' променљивих функција 

limsupl S2(X) -11<1-С058. 
х=о 1/х L (l/x) . ' __ ' 

То значи да је 

(16) , S2(X) = ~L(;) +Q{~L(:)}, х .. о, 
. 

јер у претходној неједначини 8 можемо изабрати произвољно мало. 
Код процене последње суме долази до изражаја претпоставка 

о конвексности функције L (п). Најпре Је ' 
.СХ> 

Sa(x) = ~ L (v)siп vx = 

(17) 
v=Q+1-' 

сх> сх> 

= C05qx .1; L (q + v) siп v х + sin q х ~ L (q + v) cos v Х. 
_1 v=1 

-Парцијалним саби'рањем добијамо ' 
• сх> 

SЗ (х) = ~ L (q + v) sin v х = 
11=1 

.1 i:{L(q+V)-L(q+v+tnsiп(V+l)~siпv~. 
S1П хЈ2 v=l 2 2 
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Одавде следи 

* 1 CI> I Sз (х) I <: '. ,',~{L (q '+ v) -:-;L.(q +v '+ 1)} =-- ' 
S1П хј2 11=1 

(18) < . 1 ·2 "(q t 1) < 
S1П хј2 . ' 

јер је sin х > 2 хј'ЈС за О < х < 1СЈ2: 
Два узастопна делимична сабирhња дају 

. CI> .. 

:Sr(x) = ~' L(q + р) cos 'v х = 
,v=l ' 

~" :'.:' .. " .... 
- ... 

\~ , 

= .12 i;{L(q+V)-'2L(Q+v+1)+L(q+v+2)}siП2 (v+ 1/2)х. 
4s1П х/2 11==1 . ", 

. ." " ; .} 

Због конвексности функције :L (п) је' 
.. .' 'i CI> . : ' ' , • .:' ," 

I SЗ (х) 1:< , . ~ {L Q + v) - 2 L (q + ~ + 1) + L (q + v + 2)} ,." 
4sш2х/211=1' ";! ' .. 

;'." _. о О' • ; ", ; 

./ L (q) ~ L (q + 1) 
~ о 

4 sin2 хј2, 

За монотоно 'ОflадајуЬи'" cnop.~ 'пром~нљив низ· је' за довољ'но 
велико р 

" . ,.'.' , о ~ L (q) ::... L' (2q) <;·8·L,(q). " " 
ЊakO ~je" ... ~,<.': ,', 

L (q) - L (2 q) = {L;(q),~ L (q + 1}} + ' ,: .; .. ~' 
+ {L (q + 1) - L (q + 2)} +0; оо .,r{L.(2.q ~ .. 1) - L,(2.q)}, 

. t ој о '".. • ..... '. о' 

и како је за свако v ~ О, 1,2, о о о због КОНВEi)КСНОСТИ 'Функције L «(1) 

". ",~ i L (q,+ v)":;-L-(q +'v +'1);> L(q) -'- 1. (Ч, + 1); 
то је ,'" .' ; 

q {L (q) - L (q + l)}:<L (4)'~ L (2q)-<; eL (q); '. 
, ' 

.. {-

па је за довољно мало 'Х :': ,О 

** 1 1 ' "'., 1[2 1 ,< ,( 1 ), 
, . f Sз(х) I'~ 8 4 .! 2 12'- L (q):< 8':--4' "'х ,! х . " S1П Х q . q'x ':":,', ," " 

, '0 •• ' .... 1. 
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...... : .... ' ~'" • ~' • f - - . N -,'. • • • • \ ' 

тј. ... \ -,- ", ~ .' ! '. ~ , \', 

(19)':-"':":" :'sf'(х):'д{: 'L'(~)Г,~ X~O. 
:; ..... 

Из (17), (18) и.·(1~9)добијамо да је 

(20)'~ SЗ{Х);;';.СО$qх;s;~х),+'S~?q·хS~(х~==д(.~ L(~))., X~O 
јер је cosqx=o(l), x~o. . 

Коначно из (13), (14), (16) и' (20) следи 

(СйоflШШецо наседnици МqШ. 'Щlсm .. . /3-Љ·/953) 
1",··.1, 

. :,·НА В, О .lJi'И· 
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ОЕОХ THEOREмES RELA TIFS АО COMPORTEMENT 
ASYMPTOTIQUE ПЕS SERIES TRIGPNOMETRIQUES 

, ,. 0-

раг 

S. Atjanci~; [B~ja;iit et M~T~~I't 

~oit, L (t) tine fonction а croissance lente [4Ј, c.-a.-d~ uле fonction 
definie pour t >,0; positive, ettell.e qu~on ait ' , " 

L (1.t) -+ 1 ј t -+ оо, 
L (t) 

pour chaque 1. > О fixe. , 

Dans 1а presente note sont demontres les deux thedremes 
suivants: 

THEOREME 1. Soit 0<. а< 2 et 'L (t) Је produit de deux fonctions 
monotones а croissance lente. Alors lа serie trigonometrique 

ао 

f (х) = ~ L (v) V""'-O: sin v х 
. ",11,-1 

converge роиr О < х < 2 ~ et оп а 

, f (х) "', . Я;,' ,"ia":'i L (1.. \ 'х -+ + О. 
" 2 Г (а) sin а: 'It/~,~:··'.· Х Ј ' 

. • .• 1' :! ~. ОО • 

THEOREME 2. L,(t) etant UПе' fonction јј croissance lепЏ, conv~xe! 
qui tend vers zero avec t -+ оо, alors оп а· ',:' 

i: L (v) sin v х ~ 1.. L(1..), х ~ + О. 
v=l Х Х 
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ВОЈИСЛАВ МАРИЋ 

О АСИМПТОТСКОМ ПОНАШАЊУ ИН1ЋГРАЛА јЕДНЕ 
КЛАСЕ НЕЛИНЕАРНИХ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ 

ЈЕДНА ЧИН А ДРУГОГ РЕДА 

у овом се раду испитује асимптотско понашање интеграJl8 
једне класе д!lфе~нц~ј~JlИИХ ЈеАиачииа •. к!)ја гев~р~лише Т h о m а s
F е r Щ l-es дИференцИјаани задатак теориске физике.· .., . 

1. Диференцијални задатак 

(1) y"(x)=f(x)yA(x); у(О)=l, Iiтy(x)~o; са л>l, 
"'-+00 

који ·генералишепознати Thoтas"F·~r.mi"eB диференцијални зада
так теориске физике,био. је предмет испитивања више аутора који 
су доказали, за поједине класе функција f (х), егзистенцију инте
грала у = у (х) који задовољава услове, ~aдaTKa и дали, било нуме
рички поступак· за приближно израчунавање горњег интеграла, 
било његов асимптотски образац. 

. Најопштије резултате ове врсте ~ДQБИО .је . Ав а.к у м О ви h 
р, 2}. Он је не ·само доказао [2] да једн·ачина, (1) има свега један 
интеграл који задовољава услове диференцијалног задатка (Н, 
ако функција f (х) задовољава услове 

,(х) = о -, х -+ оо; ,(х) > -, х -+ оо са е < 1; ( 
1 ) 1. 

х1-Э .r,l-Э 

веЬ је И ИС\lитао [I} аСимптотско понашање. тог интеграда под 
претпоставком да је f (х) '""'" р (х), х -+ оо, при чему је р (х) ';= р (х; а) 
функција која задовољава услов 

(11) Р (xt)-+ to:, х -+ оо, 
р (х) 

З8 свако t > О; осим тога показао је. да је под претпоставком 
ех> - 2, 

1 1. 

~ (х)"..., {(l -1- л + v) (2 + V)}A-l {х2 Р (х)}l-А. 
(1 - л)2 
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Као што -Је 'познато': [3], <Wнкција р (-х)-ама -каИQНИЧКИ' облик 

р (х) = ха L (х), 

где је L (х) СПQРО променљива фУНКЩlја, тј. функција која задо-
вољава услов ,. 

(Па) L (xt) -+ 1 
L (х) , 

х -+ оо за свако t>O, 

и има ,канон~чки .облик 

(1II) 

\, '. '.' \ ',: 
,', - .. 'је""" -

, 'Ј 8 (t) d' t ' , t •. 
L (х)'= с (х) еа ,С (х) -+ С, 8 (t) -+ О, х -+ ОО. 

" . . .'. . 

Овде ИУ'ПОК,азати да се метод који" је АваКУМQвиh УПQтреБИQ 
може применити на' испитивање асимIiТQТСКОГ понашања интеграла 
'једне општије класе диференцијалних једначина. 

Да бисмо .ову класу диференцијалних једначина лаКlI;lе дефи-
насали,увешћемоне-кескр'аh,енице. ,~- ' ,,'. ;,,' " 

, ,!"a~o,Ln (х) = LIi,(X;,~1. !~2j,OO' ~n) обележ~а, фун~ције jeд~e 
спеЦИЈалне класе споро, ПРQменљивих ФУНКДИЈа .. Ове ФУНКЦИЈе 
имају облик "'." ',,' -: ' " \,,' - " 
.' о. " ••... ,О. • 

,:;,': ";' ,;:";Lп(Х)'r.,\П lQg;V Х, 
v=l 

Где.су~v ПРОИЗВОЉНИ,QРQјеви, укључи~шии, нулу, а lQgk х k-Ta 
итерацијалогаритма: Приметимо да фунrщија L n-'-1 (х), ,која Ье нам 
касније бити потребна,' има,. дрема ГQРЊQј дефиницији,., .облик 

. ' 
п-l 

Ln - 1 (х) = П log~ х . 
v=l ' 

,;; са Рk(х)обележиhемофункцију p,(eX1/k ),;.. р (eX11k ; а) са 0;>0. 
у.' OBO~ раду':испитаhемо аСl:lМПТQТСКQ понаша~е :интеграла у == у (х) 
дифереНlJ;ијаЛНQГ задатка :, .' '. 

(IV) у" (х) = р,,(х} y~(x) Ln -~'-"'" 1im у (х) = О, ( 
1 ) , 

У (х) , Х-+СО 

Напоменимо .одмах да, на основи напред СПQменуте теореме 
.о егзистенцији, }lн:г~гр.алазадатка :(1), услов' а,> О ,9сигурава ре-
шење задатка (1V).1 " ,:' , 
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(*) 

СТАВ 1. Ако је у = у (х) неко реше1tJе диференцијалне једначи'!е 

у" (х) -. p~ (х) у1.(х) Ln (_1_) 
. . . у (х) 

са л > 1, а> О, ?(. > 1, које задовољава услов 

(**) у (х) -+ О, х -+ OQ, 

1 

р" (х) Ln - 1 (х) -. } 1Т 

Потребно је овде посебно иетаhн да само функција. (log X)S1 
утиче на брзину којом инrеграJl у (х) тежи нули као степен, док 

све остале функције (log~ x)Sv, (v =2, 3, ... ,п)утичу само као 
различити чланови логаритамске скале. Т а ч и њ е н и Ц а п о к а з у ј е 
да је вероватно много теже одговорити на питање 
како се асимптотски понаша интегрзл у=у(х) задатка 
(*) где уместо функције Ln(x) стоји ма каква L-функција. 

Прво приметимо да једначина (*) сменом 

у (х) = р (х) Z {q> (х)}, 

где је q> (х) решење Bernoulli-јеве једна чине 

(1) р (х) ср" (х) + 2 р' (х) ср' (х) + ct Р (х) ср'2 (х) = О, а > О, 
прелази у једначину 

(2) Z • - ct Z = Х {о рn (pz) - 1} 
qtcp q> z рn (р) 

где је 

рn (х) = ХА Ln ( х
1 ) , х = р" z, Q = р" (х) рn (у) • 

р fft~ р" 

При томе смо q>.(x) одредили тако да је ср (О) = О, q>' (О) = l/а: 
ове почетне вредности изабрали смо због лакше процене израза 

р (х) еа q> (Х), што Ье нам бити IIотребно у Jlеми 2. 

Сада се проблем свео на испитивање асимптотског понашања 
интеграла једначине (2), за што нам је, међутим, потребно да 
повољно изаберемо функцију р (х). 

Доказ ~TaBa lс..nеди Н~flоередно ИЗ0ВИХ'помоnнихстаnoва: 

ЛЕМА 1. 10 Нека је а> О и нека су Q (х), Х (х), q> (х и р (х) 
QозиlП.авне функције за х.>- О које задовољавају услове 

(ј) O~l, x':'OQ; (Н, X>c1z(cp), X-+OQ; (Ш) р (Х)-+.9· x~oc 
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20 А К,О је Z (!р) ОНО решеН1е диференцијалне једначине 

(3) z ~аz,=Х{QР(РZ)~l} 
1рср ср zp(p) 

које задовољава услове 

(iv) z (ср) > о за све х;>О; (у) 

онда 

z (ср)-+1, ср-+оо. 

Ова лема,. као што се види, упореljујуhи једначине (2) и (3), 
има нешто општијиоблик него што је то поtrребноза сам 
доказ става 1. . . . 

ЛЕМ~ 2. Нека је р (х) неарекидна конвексна функција која 
оПада u задовољава услове 

(4) р (х) -+ О, х -+ оо , 

(5) 

(6) 
1 

р" (х) ,,-2 
-->сах 
р (х) . 

(7) р" (х) '"" р" (х) Рn (у), Х -+ оо, 

тада су услови (i), (н) u (у) леме 1. задовољени. 

ЛЕМА 3. 1 о Функција 

..0 1 ао -- ао 2 "1.-21.+~1· 1 

{ ~1 ')(.21.-1(1 .. ':"1)21.-~1}·1-1.f ј{" }l-А 
(8) Р (х) ~ . a21.-~1'" .... d!.'t'. Px!x)L n- 1 (х) dx 

х t 

са }.. > 1 задовољава услове (4); (5), (6) и' (7) леме 2. 

20 

'" 1 2~2+~1 1 

(9) р (х) '""{ ~1' ')(. (~2~!~)2~;! Г -1. {х " р" (х) Ьn _ 1(Х)}Ц, Х -+ оо 

l' $ 'ј 
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Заиста, како према дем и 3, функција р (х) задовољава услове 
(4), (5), (6) и (7), то су; према леми 2,8 услови '(1) -.::. (v)леме 1 
задовољени, која са тако изабраном функцијом р (х), даје 

(10) 

Како смо ставили 

у (х) = р (x}z {ср (х)}, 

то је, због (10), 

у (х) "-' р (х), х -НЮ , 

што је према (9), еквивалентно са тврдњом става. 

Преостало је још да се докажу леме 1-3 што ћемо учинити 
у сле.з.еhа три одељка. 

2.1. Д о к а 3 л е м е 1. Мет,од који_ се, овде користи познат 
је од раније [1] и само j~ унеколико модифициран. 

Qзначим() са ср* горњу границунула(уколико их нема, за 
~. се може узети ма који коначан број) једначине 

(11) Q Р (pz) _ 1 = О, 
zp(p) 

Тада је или ср. < оо или <р* = оо. 

1. Нека је прво <р* < оо. Тада је или 

а) Q Р (pz) _ 1_> О за све ср> <р*, 
zp(p)· ',', 

или 

Ь) Q Р (pz) _ 1 < О З8 све ср > qJ*. 
• zp(p.)- , -

у ,случају'неј,едн~;чине а) и~(3), (јј) и (iv) следи 

Zqэ<р - ct z<p > О за све ср> ср. 

или, ако двапут интегришемо; 

,; . . .. -. ~'. ' 

што је у контрадикцији са (V,)i значи да у случају <p~ < оо Hejeд~a-
чина а) не може постојати. ~' ,- " "! 
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Ако,. У случају ~једначине Ь) функцију Р,(х) напишемо у 
каноничком облику, следи да је . \. . 

(12) 

'pz , Ј 6 (t) dt 

z1.-1 е р t < С (р) 
с (pz) {} 

Како је - 8 < 8 (t) < 8 чим је ср. > СРо, где је СРо неки довољно 
велики број, то због (i)' из (12) добивамо 

zl.-1H < 1 +~, 8> О, за све ср> СРо, 

односно 

(13) lim sup Z (ср) < 1, ср ~ сх>, 

Како из, (2), због Ь) сл.еди 

(14) z'fJ'P - а z'fJ < О за све ср > СРо , 
то функција Z (ср) или стално расте или стално опада почев од 

.. неког. ср" > ср-,. Јер, уkОЛИКО. би' постојало. неко .;р> ср- такво да, 
је Z'fJ (ср) = О, та би екстремна вредност због (14) била једина и 
то максимум.' Постојало би, према томе, неко ср" > ср. тако да 
би z (ср) стално опадало за све ср> ср". Из те чињенице, из (iv) 
и из (13) добивамо да је 

(15) Нт z(cp)=", 
!р -t со 

где је 
0<:;,,<1. 

Сада ~eMO показати да је " = 1. 
Из (14) и (15), према једном Tauber-ову ставу који· потиче 

од Landau-a, следи да 

(16) 

Претпоставимо прво да је 't == О. Тада је Z (ср) функција која 
опада, тј. Z'fJ < О за све ср> ср" .. у том случају је, према (14), 
z<p<p < О, па је Z (ср) конкавна функција почев од неког ср; то је, 
међутим, немогуЬе, због (15). 

Претпоставимо затим да је 

(17) О < 't < 1 . 

Ако р (р) напишемо у каноничком· облику, тада из (3) због 
. (15) и због - 8 < 8 (t) < 8, ср> СРО ДОБИВ,амо да је 

(18) . Z >x{z1.- 1+I> c(pz) {}~1}. 
!р!р с (р) . 
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Како је, међутим, због '(i), (ii)и, (17) 

Нт 5ирх{гЈ..-1+8 :(r~) 0-,-1 }<-8, 8>0, 

то из (18) следи 
, lim sup гс:рс:р < - 8. 

(fI~CO 

Ако горњи израз двапут интегришеио, добиhемо 

односно 

( ) е' 2 , 
Z q> < - - ср + Св q> + С? , 8 > е, q> > СРо, 

2 

lim sup z (ср) = - ОО, 
(fI~CO 

што је у контрадикцији са (15). Следи према томе да je't = 1. 

2. Нека је најзад ср. = оо и, нека .су ср", СР"+1 две узастопне 
нуле једначиие (11). Тада је 

(19) р(г" р") -1 = О, 
г" р (Р") , 

тј. 

(20) 

pnZn 8 (t) 
- Ј -t- dt , 

,,-1 Ф Zn "'" п е Р" 

После логаритиовања (20) постаје, 

pnzne(t) , 
(). - 1) log г" = - .Ј - dt+ log фп, 

Р" t 
односно, с обзиром на једначину - д <:: - 8 (t) < & која важи за 
све t > Р" чим је р" тј. П довољно велико, рецимо веЬе ,од по' 

log фп- 8log г" < (А -1) 10g г" < 8l0g г" + log Фп, п> по. 

Како фп ~ 1, ТО, чим буде В < А < 1, горње неједначине могу 
важити само, ако је 

(21) г" < 1 + е, П> по, 
с друге стране је 

p"Zn 8 џ) 
Ј -dt 

r.. с(р"г,,) Р t 1 < с(рпгп) Q ,,+8-1 1 
~ ~--'-e п - г" -. 

с (р) с (р") 

3 Збориик 
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Како је лева страна ове неједна~ине (јер је то у ствари друкчије 
написана лева страна једначине (19) једнака нули, то је , 

}..+& 1 ,'." 
Zn - > Фп > 1 - е, п > ПО .: 

што заједно с'а (21) даје 

zn-+1, П-+ОО. 

Претпоставимо сада да z стално расте или опада у размаку 
{СРП, СРП+1}' Тада је 

1 - е < zn < z < Zn+1 < 1 + е, П> по, 
или 

одакле непосредно следи да 

? (ср) -+ 1, ср -+ оо, 

ако ср стално расте или опада у размаку {СРП, СРП+l}' 

Ако, напротив, у размаку {СРП, СРП,Н} постоји неко ср такво 
да је Zcp ( ср) = О, та екстремна вредност је минимум ако је 

с) г\ р (pz) _ 1 ......... О, < < 
~~ ./ СРП ср СРП+l' 
, zp (р) 

односно максимум ако је 

d) г\ р (pz) _ l' < О, < < 
~ .СРп ср "ФП+l,' 
, zp (р) 

Претпоставимо да је минимум; тада из с) следи 

ј s(t) dt 
t , 

Z}..-lr! >ф за све СРП<СР<СРП+l' П>Ло • 

односно 

(22) Z}..-l+& > 1 - е, П > ПО • 
Поред тога је 

(23) z < Min {Zn. Zn+1} < 1 + е, q>n < ср < СРП+l' П >по · 

Из (22) и (27) следи да 
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Сличним резоновањем добива се за случај d) 

и 

г1.-1+8 < 1 + 6, П> по· 

z,>Max{zn,zn+1},>1-s, СРП <tp<CPn+1' n>nО , 

што заједно даје 
г(ср) 7+ 1, cp~OC), 

чиме је лема 1 доказана. 
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2.2. Д о к а з л е м е 2. 1. На првом месту услов (ј). следи 
непосредно из (7). 

2. Како је 
х 

. р" (х) z {'Р (х)} { 1 f dt }З 
х= - + а --, 

р (х) а; р2 (х) 
о 

односно 
х 

Х > ~2 Z {ср {х)ј р" (х) х2 {р2 (х) f ~}З, 
р (х) х р" (х) 

а 

то је због (5) и (6) услов (јј) задовољен. 

3. Из (**) следи да и 

(23) р (х) z {ср (х)} ~ О. 

Како је с друге стране решење ВеrпоuШ-јеве једна чине (1) дато 
изразом 

где је 

то имамо 

·1· 
ср (х) =-lоgР(х), 

а 

х 

р (х) = 1 + --, f dt 

. р% (х) 
О 

х 

( f dt ' p(x)ezCP(x)~p(x) 1 + --) 
р2(!) 

О 

. х 

Х р2(х) f .dt 
/ D (х) -х- р2 (х)' х>хо , 

. о 
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ОДНОСНО, С обзиром на (5), 

р(х)еО:СР(Х»С2 х х>хо , 
р (х) xli~ , 

што заједно са (24) даје УСЛОВ (v), чиме је лема 2 доказана. 

2.3. Д о к а з л е м е 3. КраткоЬе ради, у обрасцима (8) и (9) 
ставимо 

(25) 
2')(. - 2 +е1 = 8-

')(. (1 - 1.)' 

2 ')(.:Ј... -2 1. + ~~ _ е 
- l' 

')(.(1 - 1.) 

1. Покажимо прво да је (10) тачно. 

Ако У ТУ ckpxy извршимо У И1:lтегрзлу 

смену 

он постаје 

,-Ф - 1 " 

Ј (t) = Ј {р,,'(,,) Ln- 1 ('t)P-1. "&ld,, 
t 

-" =log"il, d"r = ~lOgх-l и-du, 
II 

Ф 1 

Ј (t) = 'х. Ј {иСС L (и) Ln - 1 (logX и)Р-1.и-1 (logu)xe1+x-l du. 

etlftt. 

Ставимо даље 

u = et I.fx V, du = et 1/х dv; 

тако добивамо 

1 'К-1 "" сс " 

Ј (t) = 'х/ {Р" (t) LtI - t (t)} i~). /1 + --;--Ј· v1-:-).-1 'lr (v; t) dv, 

1 

, р 
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ГАе је 

qr (v' t) = L (e'l/x v) Ln- 1 .(log" et1 /
x v) (1og ef ~/" v) х 81+,,-1 

, L(e'l/") Ln-
1
(log" efl/x) (Iogetl{X)X81+x-l ' 

одакле, на основи особине (II) функције L (х) (види [3]), следи 

. 1 6 х-l 

Ј (t) '" 'х (1. - 1) (рх џ) L п -1 (t)} 1 - 1. t 1 + х, t -ню. 
а 

Ако сада овај поступак поновимо на интегралу 

~ 1 ,,-1 
'х (1. - 1) f п 61 + -

р (х) '"" А1 а . {рх и) L n - 1 (t)} - t х dt, x~ ОО, 

х 

добивамо релацију (9), што је требало и показати. 

2. Покажимо затим да функција р (х) задовољава услов (5). 

С обзиром на (9), УСЈЩfl .15) MQ~eMo писати у облику 
. х .Lf _2_ t;1 
и1 (х) == А х26-1 {р" (х) Ln- 1 (х)} 1::"'1. . (рх (t) Ln- 1 (t)1.-1 t-26 dt> х 1/х • 

а 

Ако у интегралу на левој страни горњенеједначине извршимо 
смене као и мало пре, добиhемо 

А с2 . 
И, (х) ~ х 1/х >х 11Х ' :: x'~ 09. 

3. ~CДOB (6) може&fО због (9) и због. 
1 

р" (х) = А1 xl'h {Рх (х) Ln _ 1 (x)P-1., 

што непосредно следи из (8), писати овако 

1 

_ А1 {рх(х) L n - 1 (х)}1-1. х6,+2 2/х 
И2 (х) = . .1 > СЗ Х • 

А {рх (х) Ln - 1 (x)J1-1. х6 

Како из леве стране горње неједначине следи одмах да је 

. А 

И2 (х) """' -. _1 х 2/Х < са х 2/Х , 
А 

то је услов (6) испуњен. 
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4. У слов (7), према обрасцу (9) и уведеним ознакама (25) 
и с обзиром да је 

( 
1 ) ~ ( а: )~1 п-1 . L - . .........,.....!. -_.. x~J'" П log;vx 

п р Х 1.-1 v ' . v=1 

можемо писати у облику 

Како је, очевидно, 
1. 1 

1+--=--, 
1-1. .1-1. 

~1 
ле + - = 91' 

')(. 

то је услов (7) задовољен. 

5. Како, због а: > О 

{ 
2.,.-2+;1 } 

А х " р.,. (х) Ln - 1 (х) -+ оо, х-+оо, 

то је, с обзиром на 1. > 1, и услов (4), односно (Ш), задовоље н , 
па је лема доказана. 

(Сао/lштено на седници Мат. Иllст. 14-Х-1953) 

ЛИТЕРАТУРА 

{1] V. О. А v а k u m о v i С. - Surl'Equation Differentielle de Thomas-Fermi. Риbl. 
de l'Jnst. Math. de l' Acad. Serbe de Scl. 1 (1947), сТр. 101-113. . 

(2] В. Г. А в а к у м о в и ћ. - О диферевцијаJlНИМ Једвачинама Thomas-Fеrmi-еВ8 
типа. ЕгзистенциЈа интеграла. Глас САН, сХсЈ (1948), стр. 163-185. 

[3] Ј. К а r а m а t а. - Si1r un Mode de Croissance Reguliere. Bull. de lа Soc. 
Math. de Рrаnсе, LXI (1953), стр. 55-:-62. 



о ·аскмптотском ·понзшању.иитеграJl3 ... ••••••••••• ' ••••••• 0 -39 

ON ТНЕ ASYMPTOТIC ВЕНА VIOUR OF INTEGRALS 
OF А CLASS OF NONLINEAR DIFFERENТIAL 

EQUATIONS OF SECOND ORDER 
. ь'у,' 

V; Maric 

The differential equation 

where Pr.(x) = p(e xI!"), and р(х), Ln(x) are defined Ьу (II) and 
(ЈIIа), has а unique solution у = у (х) satisfying Ље conditions 

(2) у (О) = 1, lim у (х) "'" О. 

(This foIlows at опсе from [21, Theor. Il and ш.) 

We proved Ља!, under stated conditions 

. (~1Х(Л_l)2-~t}1~А{ 2,,-2+~1 }l~A 
(3) У (х) '" a 2- S1 х " р" (х) L n - 1 (х) , Х-.оо. 

Putting 

(4) . у (х) -= р(х) Z {Ч> (х)}, 

(1) becomes 

[ р" (pz) Ј zcpcp - а гср = Х Q - 1 , 
z р" (р) 

where 
р" z '""" р,,(х) Рп (х) _ А 

Х = Р q>12' Q р" (х) ,р" (х) - Х Ln (1/х) 

зпd q> (х) is Ље solution of ВеrпоuШ's differential eqi.tation 

(5) р q>" + 2 р' q>' + а. р q>'2 = О, а > О , 
with q> (О) '"" О, q>' (О) = l/a.. 

Choosing conveniently р (х), i. е. putting 

2А-61 1 ЈСО ЈСО 2XA-2A-St . 1 

Р (х) =r{ е1 х (~;~61--} l-A Х dt х (Т х р,,(Т) Ln - 1 (-r)} l- Л d-r, 
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we proved that 
',;" 

(6) z {ср (х)Ј ~ ~, 

when х and. эо, according to (5), ср (х) tends to infinity. ТЬе method 
is similar to that first used Ьу Avakumovic (эее [1]) . 

. ћоm (2) and (4) we have 

(7) у (х) "" р (х). 

Now, it is not difficult to prove, using the well-known properties 
of L-fun~tions (эее [3]), that 

and эо, .according to (7), (3) is еstаЬШshеd. 
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СТАНИМИР ФЕмhл 

О ЈЕДНОМ УОПШТЕЊУ LEGENDRE-OBE РЕЛАЦИЈЕ 

у овом се раду изводи једна траllсформациона једначина која 
у себи кондензује два позната обрасца за трансформацију потпуних 
нормалних елиптичких интеграла 111 врсте и . даје, геомеrpиску при
мену тога. 

1. Означимо са Р и Е потпуне нормалне елиптичне интеграле 
1 и 11 в.рсте са модулом k, са Р (k', \}II и Е (k', \}I) нормалне елип
тичне, интеграле 1 и II врсте са комплементарним модулом 

k' = '11- k2 

и са амплитудом \}I. Legendre је показао [1, t. Ј,стр. 133Ј да је 

. :t/2 

S1П t cos 0/ v 1 - k'" S1П2 0/ . - - = 
. ' , . ..,.---=-' -:с.-= .. ...".. Ј cos2 Э , d Э ., 

, 1 - cos2 0/ соs2 ,Э у1 '-' k2 sin2 Э 

и 

о 

= ~ - [РЕ ~k', 0/) + ЕР (k', О/ј - РР (k', \}I)] 
2 ' 

= ~ - [РЕ (k', \}I) + ЕР (k', 0/) - РР (k', \}I)]. 
2 

(Ј) 

Ако се први разломци подинтегралних функција напишу у облику 

, cos2 е 1 , 1 1 

1 - соз~ 0/ cos2 Э , sin2 \}I cos2 0/ 1 + ctg2 0/ sin2 Э 
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'," '0' 

једначине (1) и (2) дају· обрасце помоhу којих се потпуни нор
малниелиптични интеграл III врсте 

n/2 

ПО (п) = f d9. .. 
(1 + п sin~ е) v 1 - k3 sin2 е 

о . • . 

може изразити комбинацијама нормалних елиптичних интеграла 
1 и 1 врсте. Из' прве, наиме~' једна"tине следи 

ПО (.ctg2'\1r) ~ /јП ~2СО.S; '['~: +Р tg ~~ '1- k'2 si~:! t - L'(k, Чг)], (3) 
, .... ~ ,--: k S1П t 2 . .. . ' . . 

; '., О, •• ' • . • " : :" : 

док издруге следи 

< ПО ( -:, 1 ~ k'2sin2 ,'1') ~ ,1,;~~~ s:~:t [; - L (k~'1r)] + Р, (4) 

где је обележено 

L(k, Чг) = РЕ (k', '1') + ЕР (k', '1') - РР (k', '1'). (5) 

Кад величина t непрекидно расте од О до ~/2, параметар 

ri ~ ctg2 t у интегралу П~ једначине (3) непрекидно опада од -i- оо 
до О, док за случај (4) параметар п = - 1 + k,2 sin2 t непрекидно 
расте од - 1 ДQ -: k2• За t ,= тс/2,интеграли Р (k', '0/) и Е џ~, t) 
постају потпуни интеграли са комплементарним модулом. Ако их 
обележимо' са Р' И E~, добива се за t = 1(/2 познат.а L е g е п d r е
ова релација [1 Ј 

. '. те 

РЕ' + ЕР' - F Р' = -
2 

(6) 

која, уосталом, следи и из (1) или (2) за ту ~peДHOCT Чг. Стога 
се релација (5) може сматрати као једно уопштеље Legendce~oBe 
релације па је' , 

L (k, 3:..) = ~ . 
, 2 2. 

(7) 

Као што се видело, обрасци за изражаваље интеграла III' 
врсте помоћу. оних 1 и II врсте Важе З,а позитивнепараме1:ре и ~a 
оне који се налазе изм'еђУ - l' и ..:.. k2• Напоменимо још да изрази 

(5) не долазе у обзир кад је параметар п интеграл~ ПО маљи од 

- 1 јер, у таквом случају, за е = асс sin '. 1 подин:rегра.1lна функ-
"Ј-п ' 

ција има дисконтинуитет, а како сета вредност налази.у инте-

гралним границама, интеграл Пci је У. таквом' случају. диверген
тав. Што се,тиче случаја - k2 < П < О, за таквеп'8раметре постоји 
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формула [2, § 49 и § 50] 

ПО (-k2'sin2 О/У = р' + v tgo/.. [РЕ (k, 0/) -' ЕР (k, 0/)] 
. 1 - k2 sш2 0/ 

и у том случају израз L (k, 'У)не би био реалан, тј. не би довео 
до интеграла IПврсте за .чији је параметар -:-:- k2 < П < о. 

Показало се да није оправдано дати једној извесној форми 
елиптичких интеграла ПI врсте неку нарочи:гу предност, а с тим 
у вези и једно нарочито функционално обележје, јер постоје још 
многе друге равноправне форме. При истраживањима веза између 
Э-функција и елиптичких интеграла Ш врсте, редукције на Legen
dге-ов нормални тип изискивала су многа рачунања, често и врло 
компликована. И, на основу ЈасоЫ-ева става [2, § 49] да се 
Lеgепdrе-овнормални тип елиптичног интеграла Ш врсте, а коЈи 
садржи три аргумента; своди на функције у којима се појављују 
само два аргумента, ови интеграли би изгубили своју актуелност. 
Но, . у великом броју случај ева, нарочито у геометриским приме
нама и када се ради о једноставнијим трансформацијама, узимање 
Legendre-Bor типа за норму има своје оправдање, тим пре што 
се Lеgепdге-оваметода одликује својим нарочито елементарним 
карактером. С друге стране, баш ове Lеgепdrе-ове методе инспи
рисале су Abel-а за његова класична откриhа. Стога И надаље могу 
бити актуелна ИСП,итивања Lеgепdrе-овог нормалног типа. 

Чињеница да потпуни интеграли III врсте, и они са пози
тивним параметром као и они чији 'се параметар· налази између 

- 1 и - k2 воде на исти израз L (k, 'lt), указује да' би и испити
вање таквог израза било од интереса. 

у овом раду, у т. 2 поставиhу једну једноставну трансфор
мациону једначину за изразе облика L (k, 'lt), која у себи кО н
дензује два позната обрасца за трансформацију потпуних нор
малних елиптичких интегра.1lа Ш врсте. У т. 3 показаhу да обрасци 
(3) и (4) добивају једноставнији облик кад се употреби трансфор
мисан израз L, и даЬу једну геометриску примену у том смислу. 
у T~' 4 испитаhу израз L ипоставиhу доњу и горњу границу' за 
такав израз.' У т. 5 указаhу на геометриско значење уоIiштене 
Lеgепdге--ове релације. На крају, у т. 6 даЬу неколико специ-

јалних вредности за израз L. 

2. Из адиционих теорема за нормалне елиптичне интеграле 
1 и II врсте [3, стр. 330-345] 

Р (k, ср) + Р (k, 'lt) = F (k, а), 

Е (k, ср) +Е (k, '1') = Е (k, а) + k2 sincpsin 0/ sin а, 
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при чему је 

соэ а = СО$ ср cos 't - sin ср sin t 'Јl - "-2 sin2 (Ј., 

за а = 1С/2 и за комплементаран моду л "-' следи 

р (k', <:р) + Е (k', 't) = Е', 

Е (k', ср) + Е (k', 't) = Е' + "-'2 sin ср sin "', 
при чему j~ 

tg ср tg~ 't = ~ • 

(8) 

(9) 

Множењем једначине (8) са Е, једначиие (9) са F и саби
рањем, добија се . 

[РЕ (k', ср) + ЕР (k', ср)] + [РЕ (k', 't) + ЕР (k', "')] .. 

= (РЕ' + ЕЕ') + F "-'2 sin ср sin Чi. 

Како на основу једн.аttине (5) нзраз у првој загради· има 

вредност L (k, ср) + РР (k', ср), израз у другој загради има вредност 
L (k, 'У) + РР (k~, Чr); како на-основу Lеgепdге-ове релације (6) израз 
у загради на десној страни има вредност 1С/2 + F Р', то следи 

L (k, ср) + L (k, 't) + Р (Р (k\ ср) + F I_k', 't)]
= ~ + рр' + F "-'2 sin ср sin 't, 

2·' 
а због једначине (8), 

L (k, ср) + L (k,'t),.. ~ + Pki2 sincpsin "', (10) 
. 2 

при чему је 
1 

tg ср tg 'l' = - . 
. ' k 

(11) 

Једначина (10) даје могуЬ.ност да се израз L (k,'\t) Tpall~
формиmе у други израз L (k, ср), riри чему су величяне ср и 'l' 
везане једначином (11) . 

. '- Помоhу горње једuачине м,огу се добити два позната обрасца 
И3 теорије елиптичних интеграла. 

Ставимо у једначини (3) 

ctg2 't = п. 
Ова Ье постати 

По(п)= ~ 1)~n,+k2) [; +FVn~n++k~) -L(k,'t)], 
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при чему је 

'1' = arc ctg Уn , 
а одавде следи 

L (k '1') =!:. + р 11 п + k2 
_ l} (п + 1) ~n + k2

) П (п). (12) 
, 2 V п (п + 1) V п о 

Ако овде уведемо величину ср на основи једна чине (11), биЬе 

k2 

ctg2 ср = ->0, 
п 

па Ье зато и за нови Ilараметар N = k2jn важити једначина (12), 
тј. биhе 

L(k )=..:: р\1 N+k
2 

_ 1/(N+l) (N+k2) П (N) 
,ср 2 + V N (N + 1) V N о, 

при чему је ср = асс ctg 1/ N; дакле, 

(13) 

при чему је ср = arc ctg kj1/n. Сабираљем једначина (12) и (13), а 
на основу једначине (10), добива се 

ПО (п) + По( ~2) = ; V (п + 1) ~n + k2) + Р. (14) 

Ово 'је лоз:н.зtа фОРМ'ула за збир два потпуна нормална 
елиптична интеграла III врсте истог модула, а са различитим пара
метрима [4Ј. Ова формула изведена је уз претпоставку да су 
параметри п и kZ/n позитивни. Но она важи И з"3 случај кад се 
параметри налазе између- 1 и ~ k"2; јер када се у једначини (4) 
стави - 1 + k'2 sin2 0/ = п и примени исти поступак као изложени, 
опет резул~ује једначина (14). Но ово је и разумљиво, јер и 

једначина (3) и једначина (4) вод'е на исти израз L (k, '1'). 

Узмимо опет 
п = ctg2 '1'. 

Тада ,важи,јед:начин13 (12). Узимајући за BeJilf'J!JiН'y"q> вредност на 
-основи једн.зЧ'Иiне (Н), види се да ће се вели'чина 

1 k,· -. 2 k2(n + 1) - + ~ sш ср = ~ ~~-'--~ 
п +k2 
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налазити између - 1 и - k2 • Стога за величину ср важи једн.ачин/I. 
(4) у којој, сада, стоји ср место \Ir,. у којој је нови параметар 

N= _ k2 (п + 1) 

п +k2 

и која се, сада, због N == - l' + kf2 sin2 ср' своди на облик 

тј. 

L (k, ср) = .~ - k'2 V-;::l/~n + Јс2) {ПО [ -
при чему је 

<n =,'arc sin 11 п 
т . V n+k2' 

Сабирањемовог израза L (k, ср )са једначином (12) и водеhи 
рачуна о једначини (10), добива се после краћег рачуна 

. ПО (п; = ; V (п + l)n(n + k2 ) + 

F +--
п + 1 

. п k12 . П [~. k2 (п + 1 )]' . 
(п + 1) (п + k'') (ј п + kD 

• 

(15) 

Ово је позната форму~а на основи које се потпу~и нормални 
елиптични интеграл III BPCT~ са позитивним параметром може· 
изразити таквим интегралом, но у коме параметар има вредност 

која се налази између - 1 и - k'.!.. Ова формула се обично даје
у облику 

П (k2 tg2) ~ siп а: 
о (1; =2"' '/1 +k:.tg2a: + 

F . k'2 sin2 6: . 
+ .' .. . п f -. (cos2 а: + k2 sin2 а:)] 

1 + k2 tg2 а. 1 + k2 tg2 а: о . ' 

на основи смене n= k2 tg2 ct [4]. 

з. Ако се на једначину (4) примени образац (10), тј. ако се· 
место израза у средњој загради те једначине стави вредност

L (k, ср) - F ki2 sin ср siп \Ir, то на .основивезе (11) следи једначина 

. . . . . '/ 1 - krJ. sin2 ср L 
ПО (- 1 +~/2 sш2 \Ir) = k''l. sin ср cos ср (k, ср), (lб} 



при ч~му је 

о једио~ уоцште,ЊУ· Legendre-ове релације 

1 . 
tg rn - -

т - ktg'o/' 

и која је једноставнија од једначине (4). 

Примељујуhи исти поступак на једначину (3), добива се 

и овде је i· , 
tg ср == - ctg '0/ . 

k 
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Једначина (17) таКОђе је riодеснија од једначине '(3), јер даје 
могућност да се израз L (k,~) ограничи, што ћу касније показати. -

у . обрасцу за омотач косе кружне купе [5] . 

.м":' 2г VS1 S2(E-P sin2 ~) + 2г2 [Е1 ? - (? - Е)Р1] 
.2 . . 

је r полупречник основе купе, S1 и S2 веЬа и маља изводница 
карактеристичног пресека, а а угао тога пресека наспрам пречника. 
Ако се још углови наспрам страна $1 и S2 означе са ~ и у, модул 
потпуних елиптичних интеграла је ' 

. 13-'-, 
k =SШ--. 

2 

Амплитуда непотпуних интегра.ла Е1 и Р1 је 

2г '0/ == arc sin ---

и њихов модул је· 

$1+ S2 

k' = cos !3 - , . 
2 

Из горњег обрасца за омотач види се да израз у средљој загради 

претставља величину L (k, '0/). Ако се, сада, уведе трансформисан 
израз L (k, ср) на основу ј~дначине (10),. због једначине (11) биhе 

. cos '0/ 
Sln rn,.. . • 

т У1 :.:.: kf2 sin2 '0/ 
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Водеhи рачуна о релацијама између страна и углqвакарактери
стичног троугла . 

cos!3 - у 
2 

- . , 8 
810-

2 

81 82'· 5јп ~ 5јп у - ., - = --'---'-
2г .2г sin2 8 

израз k,2 sin q> 5јп '1' у једначини (10) добива, после краћег рачуна, 
облик \ 

k,2 sin W соs,Чг = tg.i ~ "' I k'2- С052 ~ + у = 
'/1 -«12 Sin2'1t.2 У2 

" 8 81 82' у81 82 '" 8 8 ~ ,,---
= tg 2"' V81O{3S1Oy"",tg 2 ; .. , 2г '2г 51О28 = -,-51022' 

Ако се вредност унесе у једначину (10), а тако добивени израз 
за L (k, Чг) из те једначине у израз за омотач купе, добива се 
једноставнији из.раз за омотач 

М =-= г2 тс + 2r1/s1 S2E - 2t2 LJk,q», 
при чему је 

S - 8 
q> = асс cos 1 2, 

S1 + 82 

што се лако увиђа после краћег рачуна. 

4. Стављајуhи у једначини (17) п =ctg2 Чг, из ове следи 

ПО (п) ~ п ~k2 ,р+ ~ (п + l)П(п + k2) I .. (k, ср), 
одакле је 

L(k ) = "' I (п + 1) (п + k2
) [п (п) _ ~ • Р] 

,Сј> v п о n+k2 . ' 

а при .ч.е.м.у ,је 

тј, 

.ctg '1'= k tgqJ == Vn , 
-..Јп 

:~= arc t.g т . 

(18) 

(19) 

(~O) 
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AK~ се,' сада, интеграли ИЈ- ~,:r"с.к!~:е~~,~б~.nа':С~' 
• : -, < ( 

n/2 -:--~--.,--=-r 
L (k ") ~.1ln(n + l)f: V 1 "::'k2 sin2 6· dэ . ' ср . v п + k 2 ',' l' +'д sin2 & .. , . . о . 

(21) 

или 
'n12 . '. ' ' 

L(k,1')"=Si~CPVl +k2tg~~ f lVlk:::d2Sin~e29de. (22) . . + g ср S1П 
.' ()' " . 

Из једначине (22) се види да је L (k, ср) позитивна величина. 
Сам интеграл сматран као функција од l' је позитиван имоно
тоно расте, јер подинтегрална функција остаје позитивна. То исто 
је случај и са изразом испред интеграла. Услед тога и израз 

L (k,:p) 'монотоно расте. Ако тај израз, уз стално k, обележимо 
-са L (1'), услед L (1') = РЕ (k'; 1') + ЕР (k', ср) - рр (k', ср), 

L' (ср) = Е - F k,2 sin2 l' 
1/1 ~ k'2 sin2 ср , 

L" (1') = _k_r2_s_iП-=.ср_с_о_s_'Р_ (Е + F k'2 sin2 ср - 2 Р) = 
(1 - k'2 sin2 ср )3/2 

n/2 
= _ kr2 sin ср coscp Ј' 1 + k2 sin2 э- k'2 sin2 ср d Э 

(1 - k'2 sin2 Ч')3/Z "11 - k2 sin2 е 
о 

, 

види' се да је L'" (Ч') < О, па је функција L (ср) конвексна. Њена 
најмања вредност у размаку (О, тtJ2) jeL (k, О) = О, а највећа 
вредност, на основу једначине (7), је nL2. 

Од интереса је неједначина 

L (k,.!'3...).~~, 
, 4 . 4 

која излази на основи Јепsеп-ове в~једначине за конвексне функ-
ције [6} .-

8 доња граница је ,постигнут.а .за k= 1" јер је 

L (1, ср) = Р(1) Е (O~ ~)"~ Е (1) F (О, ср) '- P(1)E(O,~) ~:E (1) Р(О,ср) = ср. 
-4 Зборннк 
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Ако се изр~з L (k,.g» . по~матра K~O функциј~ одk; Ј:lаоснови 
познатих образаца [7, стр. 226-227] . . 

дP~~ 'Р:+'У_ . дЕ Е - F 
ak.:; k kk,2" ak='-k-'" 

aF(k',cp) = kF(k', ~) _ E(k', ср) + siп ср cos ср 
д k k'2' k k'2 : k V 1 - k,2 sin2 ср 

aE(k',~) 

ak 

k [Р (k', ср) - Е (k', ср)]! 
k''J. 

добива се, према (5), 

или 

aL . (E-F)sincpcoscp 
. дk = k" 1 - k,2 sin2 ср- = 

1t/2 
k sin ср cos ср f sin2 'Э d Э 

"1 - k,2 sin2 ср . v 1 -k2 sin2 е 
о 

aL= _ у (k) Ј (k), 
ak 

где је у (k) коефицијент уз' интеграл Ј (k). Тај коефицијент је· 
позитиван и лако се можемо уверити да он монотоно расте. Како 
је сам интеграл позитиван и монотоно расте, то је 

a2L (дУ .. дЈ)' . 
. ' . ak2 = -'-: Ј д k + У д k < О, 

па је фун~ција L (k) КQнвекснз и монотоно опада од L (О, ср) до. 
[(1. ср), ТЈ. од l/з1t вјп ср до (ј>, јер је 

L(o, ср) = F (о) Е (1, ср) + Е (О)Р(1, ((') - Р(О)Р (l,~) 

= Р(О) Е (1, ср) = 1/з1t sin~; 
За функцију L (k, (р) лако се изна'лазе границе 

треби облик (21), и то иа' следеhи начин. У след 

. "Јl- k2 <,·Vl- k2 sin2 Э < 1, 

ако се упо-

dЭ 
множењем ове двоструке неједначине са. 1 + п sin2 э' после инте-

гралења у границама О и 1(/2 добиsа се 

"12 
k'1C < Ј' "Ј1 ~ k2 

sin
2 Э'd~< 1с ~. 

2 V п + 1 '. 1 + п s~n2 Э 2 V п + 1 
Q . 
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.' .. ·1!n(тi+l) 
а после множења сау п + k:t. ' 

или, због (20), 

51 

.. , , , 

(23) 

. До IfСТИХ ее Р~ЩУJI'J:~та, р.азум,љивр, ДQЩi31f ~KP се· ПQђе ~A 
ј~дначине (16). ИСТО тако, лако се увиђа да ';Fр~н.~ФQРМИ~~lIцј 
израз L (k, '1» даје једноставније границе од израза L (k, 0/), јер j~ 
облик интеграла за овај други случај компликованији, а то је, 
онда, случај и са границама за тај израз. 

5 . . Познато· Је да уСправна· миптJfчн~ купа са осно~ним o~p~ 
винама а и Ь и и са. висином Н има омотач [8, стр. 305-306] 

2n' 

М = а2Ь Ј Y~2 cos2'lt + ~ sin2 \}f + 1 d'lt, 
о 

при чему величина 0/ претставља ексцентричну аномалију елипсе. 
Ако се отвор омотачеве мреже обеJIежи са а, а ма која изводница 
купе са р, тада мора бити I 

а NЗ ове ј.еднаЧИJIе, услед симетрије купе,сле~и 

'.'. 

тј. 
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где е =-= е/а претставља нумерички ексцентрицитет елиПсе. Обе
лежимо ли са r полупречник основе који одговара изводници. 
~ биhе . -

p'l.= fi2 + г2 = fi2 + (a2 cos2 0/ + Ь2 sin2 0/) = (Ь2 + ff2)(1 +~COS20/), 
. Ь2 +ЈР I 

а уношењем ове вредности за р добиџа се 

V 
Н2е,2 

1 
11/2 1 - lP . Ь2 cos2 \jr 

-0= а f + d\jr. 
4 V H'I. + Ь2 1 + е2 cos2 '\t 

О Н2 + Ь2 
Због е -< 1, коефицијент уз cos2 t у бројиоцу мањи је од једи
нице. Обележимо га са k2• Коефицијент уз cos2 \jr У имениоцу 
вбелеЖИЈ4,О са n. Тада је 

а 1/.n(n+l) 
1/ Н2 + ь2 = V п +k2 

• 

Ако се још изврши смена "':ОС 1Т./2 - В, отвор омотача ће бити 
11/2 . 

Q = 4 11 п (п + 1) f v 1 - k2 sin2 е d е 
V n+k2 1+nsin2 e ' 

о 

тј., према једначини(21), 

а 
q; = arc tg -. 

Н. 

Ако са а обележимо у rao осовинског пресека који пролази кроз 
велику осовину ели псе и који лежи наспрам те осовине, биhе 

а а: 

Н =tg 2 , 
па је зато 

а 

q;="2' (24) 

Из горњег излагања јасно се види геометриско значење 

израза L (k, '1'). Тај израз претставља четвртину отвора омотачеве 
. мреже усправне елиптичне купе, При то.м.е,величинаq> има зна
чење (24), а величи.~а .. k може се још' изразиrи~.и у' облику 

k = Не е cos а/2 (25) 
1/ Н2+ Ь2 1/1 - е2 sin2 а:/2 
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Истакнимо. још геометрие.ко .значење, неједначине (23). Тога 
ради, означимо са ~ угао ОСО8ИНСКОГ nрееека који· пролази кроз 
малу ОСО8ИНУ елипсе и који лежи наспрам те мале осовине. Тада 
Ье, према једначини (25), бити 

k = 8 cos ~/2 , k' ==> "1.1 - 82 eos2 ~/2 

и 

. ех а а siп~/2 
SlП- = = = _ , 

2 V Н2 + а2 V а2 -г Ь2 etg2 ~/2 "11, - 82 eos:! ~/2 
па је 

k' . ех • ~ 
ЫП-=SID-. 

2 2 

Услед тога, из неједначине (23) следи 

2 1t siп l. < Q < 2 1t siп ~ , 
:г . 2 

па нам ова неједначина 'изражава да се отвор' омотачеве мреже 
усправне елиптичне купе налази између отвора двеју кружних 
купа чији су преч ници основа мала и велика осовина елипсе. 

За случај кружне купе (~= а), због 8 = О следи k' = 1, па се 
у том случју границе поклапају и добива тачна вредност за О: 

О =2fi'sin~, 
2 

што, уосталом, следи и из израза за Q (k = О), а' што се и могло 
очекивати. 

6. Из обрасца (14) следи за п = k: 

fi" 1 
по(k) = +-р 

4{1+k) 2 ' 

а на основу једна чине (18) следи 

, . k' . 1 
ПО (k) = -- F + --L (k, fP), . 

l+k k+~ 
при чему је 

Vn . -
ср = arc tg т = arc ctg "1 k . 

Стога је 

L . - 1t 1-k 
{k,arcctg "Vk)'=4 + -2- Р ' 
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Кае шftl ее liiUliИ, оаде се фуi:tкuија L изражаsa само пот
fiУним И8Тt:!l'ра.llБМ 1 врсте, Но hоеtоји ЧИ1'I!В низ вре.1\ноttи за ~ 
Шi осноi:lИ kоји1t је могуЬе tакtЩ, иgражавање. У једi:tUМtвоМ 
ранијем раду [9] указао сам на једну методу дОбийања, йеSЕ! lfэмеl)У 
пара метра и модула потпуног нормалног елиптичног интеграла III 
врсте, чијОМПРИМIНitJМ С@ такав интеГј)I'iJl изражава помоЬу пот
пуног нормалног елиптичног интеграла 1 врсте. 3амењујуhи такве 
вредности l једначине (16) или (19), И3 њих следе поменуте Bpe~.; 
ности за (k, 19). ' 

Примера ради, ако је Ф корен једначиье 

k'2 sin. ~ - 2 k,2 sins ~ + 2 sin ~ - 1 = О , (26) 

показао сам да ова једнаqина даје само једну реалну вредност 
38 ср и да је 

По(k2tg2ср)=~"2siп<р-l - : (sin2~ - sin<p -2). 
6k' v 

Како је, на основи једначине (19), 

L' , , "1 -' kt2 sin2
, (П ' " 2 ) 

(k,~) = '. фttl ' 0-;- Fcos ср, ' ~П ,scp , 

то је , ',' " " , 

L(k,cp)= Vl;.-;.kt2 SiП2 <р[611k· ,V2siпф-l +- Fз (2SIЬ2ф +slп Ф -1Ј]' 
Sln <р COS ср " 

Ако се извуче пред заграду V 2 sih~' - 1, а на основи (26) је 
2 sit1 ср - 1 = 2 kt2 sin8 ср - kt2 sin· срј 

биhе 

1{(1 - k'zsin2 cp)(2sincp - 1) = k'''(1-k'2 Siп2 ,q>)(2SiПР.,7 sin2 cp) '-
sin ср cos ср cas ijS 

k' ~(k'2 sin· ср - 2 k'2 sins р + 2 sin ф) - sin2 <р = ' , =~ 
сдs ср , 

па је 
~ '1 ' . 

L (k, ср) = - + -:;- F k' (1 + sin ср) "2 sin ср - 1. 
6 .э 

Напоменимо само да је [9] 

sincp = 1/2(1 - "11 +А +- "2 -А+ 21/1 - А + А2), 

где је 
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Разу~љ~во је да би се и овде доБИО'ИС1'ирезултат да се 
пошло од једначине (16). 

Лако се добива још једна .вредност за Ly наведеном сми
слу, ако се употребе једначине (10) и (11). Из .(11), наиме, следи 

па је 
t = агс cfg{k tg СјУ)", (27) 

. ' . 

L (k, t) ='; + F k'2 sin f sin t - L (k, ср) = 
, 

__ О _.те. F k'2sin ср CQS ср ..:.. L (k .)' . . +. .'. ,ср. 
2 V 1 - k'2 sin2 q> . 

Водеhи рачуна о једначини (26), други члан десне страве може 
се писати у облику 

F k,2 sin ср cos ср "2 sin 11- sin2 :р 

= F k' 1/2 k'2 sins ср - k'2 sin· (р = Fk' "2 sin q> - 1, 

па ако се за L (k;~) стави Ma.f,lonpe доБI:fцена Вр~ДIJЩ:Т, биЬ.е 
~] ... " " . . 

L(k,t) = 3+ зFk'(2-siпср)V:.!sinср ~1, 

при чему важе једначине (26) и (27). 

(Саопштено на седници Мат. инсЩ. Ј8-ХI-195З) 
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G~NERALISATION:O'UNE ,RELATION ,DE LEGENDRE 

" ~ " , 

par 

'-Starilmlr РетрI 

L'auteur etudie 1'expression' 

L (k, Чr) = F Е (k', Чr) + Е F (k', Чr) - F F (k', Чr) , 
, '<, 

011 F е! Е sont 1es integra1es eliiptiques riorma1es ~omp1etes de 1 'et 
11 esp~ces аи modu1e k et ,? (k', Чr), Е (k',,y) les integra1es elliptiques 
normales аи module complementairek' =Ј1- k2 е! amplitude t. 

Cette expression represente ипе gепеrаПsаtiоп de lа re1ation 
d~ Legendre 

F Е' + Е р' - F р' = ~ , 
2 . 

ои р' е! Е' sont 1es integrales еЩрtiquеs' normales compIetes аи 

module complementaire~ " 

L' auteur etablit ипе equation de transformation (equations (10) 
et (11) ,renfermanHes·deux formules connues detransformation des 
integra1es elliptiques normales соПlрIetеs de.III espece (formules (14) 
et (15». Puis Н, montre que les 'formu1es, а l'aide desquelles les 
integra1es el1iptiques norma1es completes de III espece аих parame
tres п > О ои - 1 < п < - k2, S'~expi'ime'nt' par des' combinaisons des 
integrales el1iptiques normales de 1 ~t IIespeces, se simplifient si 
1'оп app1ique l'equation precedente (formules (16)et (17» et donne 
еп шеше temps les limite~de 1'expr~s~ion L. 
. De )'iпtеrрrеt~tiоп~А?mеtriquе ~ de)'.expressipn L i1 ressprt que ' 

4 L represente l'angle аи sommet de lа surface developpee d'un 
со.пееШрtiquе droit. А "lа fin,1'auteur 'donne·quelques yaleurs speci~ 
ales de L. ' '." ' 

.\" .. : 

.: .~. 
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О ЈЕДНОМ СТ АБУ Н. ОБРЕШКОБА 
. ~ .:: " .• :') " ,.~. "1 (.1 ; ~.;:., I 

Ако постоји f<n -1) (х) за свако х, тада из t<n -1) (х) ~ 81 (х ~+ оо) 
и из t<n-l)(Х)~~2(Х-+,....,0о),слеДIl /..(х)/хn l 1 :"8iфi"...1)! (х-++оо) и 
f (х)/хn - 1 -+ c'lзI(n-l)! (х -+ -- оо). Рдавде, fл.еJt!i .јеМНПО;iнати став 
Н. Обрешкова. " , 

1. У овоме раду извешhемо просту l3езу између п пута дифе
ренцијабилне функције и граничних вредности њених извода. 
Затим Ьемо показати да из те I везе, егзистенције п-тог извода 
једне функције и одређеног понапiање те функције у бесконачном, 
произлази да та функција мо.ще;. qи.ти , (:а,..о ,Л{)ЈЈиномодреljеног 
степена. ' , , . 

У ту сврху навешhу" пре СВ'ега, један став Н. О б Р е ш к о в а 
[1]. Тај став, чак и у нешто опщтијем 'облику, следи из једног 
става који сам извео из врло корисне, али и мало употребљаване 
теореме Штолца, која гласи: 

Ако је функција Ф (х) реална и 

онда је 

, lim ф (х) = OQ , 
, x~oo 

1· Р(х) l' F' (х) 
IШ--= IШ--

x-too Ф (Х)" x-too :Ф' (х) 

йод услов да граница на десној страни йостоји. 1 ) 

Овај став је општији одЛопиrаловог утолико што не води 
рачуна о понашаљу функције F (х). ~з 'То овај став не захтева 
непрекидност извода Р' (х) и ф' (х). 

, Значај Штолц<>ве ~еореме,. ист.акнут је нарочито у познатом 
П е р о н о во м раду [2Ј. ' ,; 

2. Поменути став Н. qбрешковз_ гласи: 

Нека је f (х) реална фуiшцuја таква даје 
f~n)(x»'O за -OQ<X<+OQ. (1) 

1) Штолцов став :'важи такође и Ta~a юiд је граница на ,десllој стравиу 
овом изразу ос). 



б8. В. ПоnовНh 

Претпоставимо да Посшоји низ ћ.' неограничен са обе сшране, тако 
да је 

lim УА = '-ОО, Нт ћ. = + ОО 
А~-Ф А~+Ф 

и цео број m'< п iiial(aB да је 

Нт Нђ.) = О. 
A-t±Ф y~1 

(2) 

Тада је функција 1 (х) i10лином стеиена < т - 1. 
. . 

Ми Ьемо доказати следеhи став: 

. СТАВ i, Ако је' t (х) реална . функција, и аКО за свако х И0стоји 
/<П-l) (Х), и аМд.и0сmОје границе 

.' lim . l<п- 1 ) (х) = 01 , (3) 
х4+«> ' 

' .. iim '<.~-1) (х) = 02 , (4) 
Х~-ф 

f' де 81 li 82 'не морају бlif11и к()наЧНll; онда је 

')" Нх) 01 
lffi --.-= , 

Х-НО:> xn~l (n- 1)1 
(5) 

1· '(х) о" 
lт -- = ---"--

~-t-ф хп - 1 (11 ~ 1)! 
(6) 

Из овог става следи мепосредно hзведени став Н. Обрешкова 
ако још узмемо у обзир услове (1) и (2); јер ако (5) и (6) щщи
шема сада у облику 

Нт '1 ',' .Ј (х) = 01 , 
X~+OO х<п- 1)-тхт (п - 1)1 

(5а) 

• 1 /(х) .82 
llт .' .. ' --= , 

Х-+-Ф х(п-1Нп хт (п ~ 1)1 
(6а) 

онД.а за т :< п - 1 И.З уСJIOва (2) сле.дм,. узиыајуЬи за х = Ул (л» ± оо ), 
да Је 81 = 82 = О. С 'Обзиром ва (1), ФУНКЦИЈа {(n ~3) (х) м()н'Отоао 
расте за све х, и то, према (3) и (4), између граница 81 и 82' 

. Стога, из '81 = 82 ~ О, тј .. ' кад се границе поклопе, след~ да је 

l<n-1 ) (х) = О З8 сџе х, 

одаi<ле заКJhучујемо да је ФУНIщија 1 (х) ПQДИН'ОМ степер.· <;: п ~ Z, 
Тј. < т - 1. . . . .. '. . . , ." 



О једном ставу Н. Обрешкова 5.9 

з. Д о к а 3 става 1. И3 услова (3), по Штолцовој теореми 
слеци да је 

Нт 

х 

Ј {<n-l) (х) dx 
о 

х 

f 1. dx 
о 

. {<n-1) Јх). . 
]lт 1 = ~1 , 

х-++"" 
(7) 

јер написани интеграли имају {<n.-l) (х) и 1 као изводе по горњој 
граници х; Кад те интеграле израчунамо, И3 (7) добивамо да је: 

тј. 

. {<n-2) (х) - «n-2) (О) (8) 1im ... = 01 . 
x~+"" Х 

На исти начин, по Штолцовој теореми, И3 (8) следи 

х . f [{<n"'-2) (х) - {<n-2) (О)] dx 
Нт -,O---~x ------ = 61 , 

х-Н"" f xdx 
о 

{<П-З) (х) - х{<n.-2) (О) - {<n-8) (О) 
Нт 2 = 81' 

x-t+"" Х 

2! 

Кад овај поступак применимо укупно (п - 1) пут добивамо 

{(х) - {Х(n -2) {<n-2) (О) + хn

-
8 

{<П - В) (О) + .... + х{' (О) + {(О)} 
]. (п -2)1 (п -3)! . '" 
lт xn-'-i' = U1, 

x-t+"" .-

(п -1)1 (9) 

а одавде, како је израз у великој загради у (9) полином степена 
(п - 2), доБИВI:IМО: 

Нт {(х) = 61 (10) 
x,"*+bi:I хlt'-:I. (п = 1)1 

На анnлt:lгаl:l нзttkНј Н3 услова (4) добивамо да је: 

Нт {(х) = 02 (11) 
x-t-"" хn-1 (п - 1)1 

3.1. И3 овог нашег става следи да став Н. Обрешкова можемо 
дати у нешта општијем облику: 

И3· услова (1) користимо само чињеницу да је функција 
{<n-l) (х) монотона; стога тај услов можемо заменити нешто општи
јим условом да је функција «П) (х) монотона за - оо < Х < + ОО, 
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UITO према ставовима повл~чиегзисtенцију n-тогизвода '<n) (х) 
скоро свугде. 

Број т не мора бити увек цео број. 

У услову (2) десна страва може бити и константна разли
чита од о, тј.' да је 

Из једначина (5а) и (ба) следи да је функција f (х): 
. а) полином степена п - 1 за С,* О и· притом т ~ п - 1; 

~) полином степена < п - 1 ако је или С.= о или m< п - 1. 

Уместо виза {УА }±: мож~мо' узете' низ {y1.}~' 'али онда 
претпоставци f<n) (х) >.0 морамо додати на пр. 

/<n + 1) (х) > о . 
Тада функција /(n-1) (х) не само да је монотона, веЬ и кон

кавна, а ово је немогуЬе због услова 

iim / (y't-) = 'о , 
х-++ао у} 

из којег следи, према претходном ставу, да је ФУНlщ"ја /<n- 1
) (х) 

конвек.сна. 

Дакле: 
/<n-1) (х) == О за све х . 

. (СаОilшil1ено на сеДници Мат. инст. 31-/ll-1954) 
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SUR UN THEOREME DE N. OBRECHKOFF 

par 

v. Popovic 

Dans [1Ј N. Obrechkoff а donne lе Љеосеше suivant: 
de (1) et de l'existence d'une suite а deux сбtеs {УА }2::: I ауес 

Нш ћ. = - оо , Нт ћ. = + оо 
А~+Ф А~+Ф 

et telle qu'on ait (2), ауес ип entier т < п, resulte que f (х) est ип 
роlупоше de degre <, т - 1. 

Оп montre dans cet article que се theoreme est ипе consequance 
de lа proposition suivante: 

de (3) et (4)resulte (5) et (6). 

Оп obtient cette proposition aisement du theoreme Ыеп connu 
de I'Hospital-Stolz. De plus, оп еп deduit qu'on peut сетрlасес, dans 
lа theoreme de Obrechkoff, т рас un потЬсе quelconque « п), ou, 
рас ехетрlе, Ia condition (2) рас 1а condition: 

. {YA}~' УА ~ оо, Л ~ оо, 

mais ауес l'hypothese suppler.l1entaire 

I(П+1) (х);> о. 
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АНТОН БИЛИМОВИЋ 

О ДЕВИЈАЦИОНОМ ЦЕНТРУ 

, .. 
у сдучају кретања чврстог теда око непомичне тачке. писац 

уводи појам BeKTo~a Rодожаја девијационог центра OflTepeheHor деви
јационим оптереhењем; помоЬу њега успоставља ВРдО једноставну везу 
између тренутне угаоне брзине и гдавног момента количине Iфетања. 

~ . 

Садржај ОВО,г члан ка се односи на неке појмове који стоје 
у вези са механиком чврсто}:' те,.а. При томе је за третирање тих 
појмова довољно ако се зауставимо на специјалном случају кре
тања чврстог тела, наиме на обртању тог тела око ие-n:омич'не 
тачке. у кинематиЦИ и динамици таквог кретања основну улогу 
играју .nва вектора: {. тренутна угаона брзина обртања тела око 
непомичне тачке и 2. главни момент количина кретања у односу 

~ ~. 

на исту тачку. Први вектор означимо са ОО, други са а. 

Ако за осе чврсто везан~ са телом УЗМfМО главне осе инер
~ 

ције за непомичну rачку О и координате Bel(TOpa W щначloJМО са 
~ 

р, q, г, координате вектора а имају вредности Ap,Bq, Сг, где су 
А, В, С главни моменти инерције. Према томе у иаа6раном ~истему 

. ~ ~. 

координатних оса између координата вектора W и а постоји врл,о 
.' . . ~ 

једноставна веза. У општем случају произвољних оса вектор .а 
~ 

је производ тензора инерције тела за тачку О и угаоне брзине ООј 

Наведена једноставно изражена веза између координата 
~'~ . ." .. . I 

в-ектора W и G ипак не дајеја.сне Г.еометрие«е п-<meзан:о:сти тз 
два .вектора. Циљ ових редова је поставити не'f.lос:редну ['еоме· 

, . --+ --+ 
триску везу измеђУ вентора W и a~ . '! 

~ 

Ако са Гј означимо вектор положаја масе m; тачке тела у 
.~ 

односу на тачку О, а са Vj брзину те тачке, онда можемо написати 

; " 
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где је збир проширен на све материјалне тачке тела. Заграде 
означавају векторски производ. 

Како у нашем случају за чврсто тело имамо 
~ ~~ 

Vj = [(1), ГI]' 

добивамо ову вредност момента: 

~ ~ ~ ~ 

G -= ~ тј (Гј [ш, Гј]]. 
-+ 

Раставимо сад вектор Тј у две компоџенте: у правцу угаоне 
~ 

брзине w и у правцу нормалном на ту брзину. Прву компоненту 
. -+ -+ 

означимо са hl , а другу са dj , тј. ставимо 

-+ ~ ~ 

г, = hl + dj • 

-+~ ~~ 

Узимајуhи у о?зир .,да је .[00, hi ] = о, «(1), dд = О, односно 
~ ~ . 

(h i , dt> = О, где мале заграде означавају скала рни производ, можемо 
овако рачунати: 

-+ -+ -+ ~-+ ~ 

G = ~ щ [hj + d" [ш, hj + dj]j = 
-+-+ ~ ~ 

== ~ тј [ћ, + d j , [ш, daJ = 
~~ 2 ~ ~ -+ ~. 

= (1),kJ тј di - ,kJ щ «(1), hj ) dl • 

Како је ~ m; tft момент инерције ЈО) тела у односу на осу 
~ ~ ~ 

вектора (1) и (ш, ht ) == (1) hj , где смо са h, означили алгебарску 
вредност растојања тачке Щ од равни ~ која пролази кроз тачку 

-+ 
О и стоји управно на правац ш, претходни рачун доводи до 
резултата 

(1) 
-+ ~ -+ 
G = Ј о) w - (1) ~ тј hj ' dl • 

Први члан написане разлике, који Ьемо звати инерциони део 
момента, једнак је производу момента инерције тела око осе 
обртања и угаоне брзине као вектора. Други члан те разлике 
зваhемодевUјацuонu део моменШа. Тај члаи има Bpe-ДHO~T ПрОИЗ7 
вода интензитета угаоне;·б.рзине .. ·оо и израза' 

-+ 
у том збиру вектор d, можемо сматрати као вектор поло

жаја у погледу иа тачку О пројекције тачке тела са Maco~ тј 
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~ 

на раннје наведену раван 1t, управну на ш. Сваки. од ових век
тора је оптереhен у збиру скаларом тј ћ/. Слично случају УВО
ђења центра маса можемо и овде збир претставити овако: 

~ ~ 

(2) ~mjhjdl = т hdD , 

где смо ставили 

т = ~ml' тћ = ~mlhl' 
-+ 

Тачку D са вектором положаја dD дефинисаним једначином 
~. 

(2) зваће.мо девијациони центар тела за дати Правац ш. Скалар 
mћ је његово девијационо оптерehеНЈе. Према томе је вектор 

~ -+ 
mhd= SD 

вектор Положаја девијационог центра оuШерehен девијациони.м 
QптерећеНЈе.м. Тај вектор има димензију производа масе и ква
драта дужине. Тачка D се налази у равни 1t, а исто тако н крај 

-+ 
вектора SD. 

-+ 
На тај начин моменту О можемо дати овај облик 

-+ -+-+ 
(3) О=ЈwШ -SDШ, 

при чему је 
.... .... 

(SD, ш) = О. 
, ~ ~ 

Приметимо да скаларни производ О и ш даје 

.... -+ 
(О, ш) = Јш 002 = 2 Т, 

где је Т жива сила чврстог тела. 
. ~ 

Није тешко израчунати координате вектора SD у односу на 
главне осе тела за тачку О. Ако . те координате означимо са Х, 
у, z, имамо из (3), рецимо, за х: 

хш =Јшр - Ар, 

одакле за Х и слично за друге координате имамо 

Х = ( * - cv2 + bw2) и, 
(4) . у = (си2 * - aw2 ) V, 

z = (- Ьи2 + av2 * ) w, 

где су и = р/ш, v = q/ш, w = г/ш косинуси правца 
Према томе је 

(5) 
и 

а-=8-С, Ь=С-·А, с=А -8, 

5 Зборник 

.... 
вектора ш, 
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и . на тај начин 
(6) а + ь + с = О. 

Према' једначинама (4), сваком правцу (а, v, w) одговара једна 
-+ 

тачка, крај вектора SD. Са променом тог правца ова тачка опи-
сује површину. Ј~дначине (4) су параметарске једначине те повр
шине са везом (5) измеђУ параметара а, v, w. Константе а, Ь,с' 
задовољавају услов (6). Нисам проучавао у детаљима ту површину 
у опште м случају. Да је у некој мери карактеришемо, узмимо. 

, ~ 

на тој површиии криву чије тачке одговарају правцу ш, који лежњ 
у равни Oyz. За такве правце а = Ои једначине (4) дају 

х = О, У = - aw2 v, z = av~ w; 

према томе, наша крива у равни Оу% има једначину 

, (у2 + Z2)S = а2 у2 Z2 
',. 

из које у поларним координатама следује једначина 

а . 2 
р = 2"S1П rp, 

а она не претставља ништа друговеЬ познати четворолисник. 

Било аналитички помоhу једначина (4), било геомеТРИСКИi 
помоhу тачке одговарајуЬе површине, можемо за сваки правац: 

'~ 

вектора ш према обрасцу (3) конструисати, прво, инерциони, а 
~ 

затим и девијациони део момента О. На тај начин образац (3) 
заиста УТВРђује врло једноставну геометриску везу' измеђУ век-

~ ~ 

тора ш и О. 
(СаОl1штено на седници Мат. инст. 16- VI-1954) 

SUR LE CENTRE DEDEVIATION 
par 

А. Billmovic 
~ 

Епtrеlеs сооrdоппееs du vecteur de lа vitesse апgulаirе ш et 
'-+ 

du moment des quantites de mouvement G d'un corps solide оп а uпе 
relation analytique simple. L'au1eur etablit uпе relation geometrique 
directe епtrе ces vecteurs, а savoir 

~ ~ ~ ~ ~ 

G=ЈroШ - Ш~Щhtdi=ЈroШ-SDШ' 
Аи second membre de cette relation figurent les parties iner-, 

tiale et deviationnelle du moment. La partie deviaHonnelle s'interprete 
еп introduisant ип point special, lе centre de deviation pour ипе 
direction determinee et avec ипе charge deviationnelle determinee .. 
Puis, l'auteur etudi,e les changements de positions du centre de devia-

-+ 
Ноп relatifs аих сhапgеmепts de directions du vecteur ш. 
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АНТОН БИШiМОВИЋ 

О НЕКИМ СТАВОВИМА ШЕСТЕ КЊИГЕ 

ЕУКЛИДОВИХ ЕЛЕМЕНАТА 

Писац анализира са исrориског гледишrа 'Теорему 27 и задатке 
28, 29 и 30 из књиге шесте Еуклидових елемената. 

Пета и шеста књига Еуклидових елемената посвеhене су 
теорији пропорционалних дужи и површина. У петој књизи углав
ном је постављена општа теорија размера и пропорција и наведене 
су неке примене те теорије; теорија сличности и они геометриски 
ставови који се оснивају на тој теорији чине садржај шесте књиге. 
Шеста књига садржи пет дефиниција, двадесет три теореме и 
десет конструктивних задатака. Веhина тих теорема и задатака 
је ушла у стандардну елементарну геометрију, а и. сад улази и у 
најкраЬе уџбенике. Али има и таквих теорема које не улазе у 
обичан школски материјал. Има таквих теорема чији материјал 
не садржи битних нових елемената; ове теореме се лако могу 
укључити у вежбе из одговарајупег уобичајеног материјала. У 
ову категорију спадају, на пример, теореме о паралелограмима 

/ / '------ЈВ 
А 

(', С 

/ 77 
А В, в 

I 
А в В2 

Сл. 1 

на дијагонали паралелограма. Али у шестој 
књизи постоји једна теорема и два конструк
тивна задатка, који не.улазе у обичан курс, 
и још један уобичајен '-конструктивни зада
так, који Еуклид решава на основу претход
ног неуобичајеног задатка. Пошто је тај 
неуобичајен материјал нарочито интересан
тан са 'историског гледишта у овим редо

вима вршим анализу неких особина тог 
материјала. , 

Претходно Ьемо навести неколико пој
мова, које Еуклид Dскоришhава у том мате
ријалу, а који су сад испали из материјала 
школске геометрије. 

Нека је дата дуж АВ (сл. 1). У Еукли
довом тексту се каже да је неки парале

лограм конструисан на дужи АВ, ито без обзира на то да ли 
је страна паралелограма која лежи на правој дужи АВ једнака, 
мања или веЬа од те дужи. Према томе су паралелограми АС, 
АС1 И АС2 на дужи АВ. 
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Ако је основица АВ1 паралелограма АС1 мања .од АВ, пара7 
лелограм ВС1 на В1В је eMet7tQV (мањак) паралелограма АС1 кон
струисаног на АВ са страном АВ1 • Другим речима, паралелограм 
ВС1 недостаје паралелограму АС! дО паралелограма АС, пара ле
лограм ВС1 служи као допуна паралелограму А С1 дО АС. 

Ако је основица АВ2 паралелограма ACs већа од АВ, nара
лелограм ВС! је 07tВРЏЛЛОV (сувишак) паралелограма АС1 конструи-

. саног на АВ са страном АВ!. . 
Од та два назива постали су и називи ели псе и хиперБОле. 
Сад ћемо навести теорему која нас интересује: 

ТЕ()РЕМА 27. Од свих паралелограма тако конструисаних на 
датој дужи .ца им недостају паралелограми слични и у сличном 

а 

и 

м 

D ВJS в 

Сл. 2 

положају са паралелограr-tОМ конструи
саним на другој половини дужи онај је 
највеhи који је конструисан на првој 
половини и сличан паралелограму који 
му недостаје. 
. Нека је АВ дата дуж (сл .. 2),тачка 
D је средина АВ и ВЕ је паралелограм на 
DB. Треба доказати да је паралелограм 
АС! коме недостаје паралелограм ВС1, 
сличан и у сличном положају са парале· 
лограмом ВЕ, мањи од· паралелограма 
АЕ који је сличан паралелограму ВЕ. 

Эциста, како је . 
ОАС1 =ОАК + о DC1, 

ОАЕ = ОАК + ОКМ, 

ODC1 = (:JCL 

QCL<OKM, 

можемо закључити да је 

OAC1 <ODM. 

Сем тога је' очигледно да је паралелограм АЕ сличан пара
лелограму . ВЕ. 

Овај став Еуклидове шесте књиге је једини став, који се 
односи на проблем екстремума једне променљиве величине. Али 
без обзира на то што у овом ставу очевидно фигурише једна 
променљива величина у вези са померањем тачке С1 ~o дужи ВЕ, 
ни У Еуклидовом формулисању ове теореме ни, у доказу нема 
ни трага о појму променљивости, што. нам сад изrледа неперо. 
ватно, а још, мање о фУНКЦИ.онаЛНОј вези између променљивих. 
Ова теорема јасно наглашује нарочиту особину Еуклидове геоме
трије као геометрије смрзнутих облика и l<Оliстантних величина. 
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Приметимо да се Еуклидов доказ ове теореме оснива на 
једнакости ПОБри1ине паралелограма АС1 са површином гномона 
C1KDBNLC2 кратко означеног на СЛIЩИ помоhу кружног лука. Са 
функционалног гледишта је јасно да је површина гномона највећа 
кад се тачка С1 поклопи са тачком Е. 

у вези са наведеном теоремом стоје ови задаци. 

ЗадаlПа" 28. На датој дужи .консТруисати такав'паралелограи, 
једнак датој праволиниској слици, да паралелограм који му недо
стаје буде сличан датом паралелограму; при томе је неопходно 
да дата праволиниска слика (којој треба конструисати једнаки 
паралелограм) не буде већа од паралелограма конструисаног на 
половини дате дуж и и сличног парзлелограму који му недостаје, 

'. Према томе, на дужи АВ (сл. 2) треба конструисати парале. 
лограм АС2 , једнак' датој "праволиниској слици, рецимо, Р, тако 
да паралелограм ВС1 који недостаје паралелограму АС1 бу де сличан 
датом паралелограму, рецимо, Q~ . 
.... ЕУКJIИДОВ поступак при ре,шавању овог задатка углавном је овај . 
. ~. 'На DB, као на страни, конструише се паралелограм ВЕ сличан 
датом паралелограму Q= ST. Тиме се одређује и површина R 
парзлелограма ВЕ. Како је iia слици означени гномон једнак пара
.лелограму АС1 • чија је цоврщин& једнака површини Р дате право
ли ниске слике; позната је и Р,эз"ли'ка тих површина R - Р: међутим 
је та' повј:>шина једнака површ'ини паралелограма С1Е. Према томе 
је за 'одређивање положаја тачкеС2 потребно конструисати код 
тачке Е паралелограм ЕС1 једнак 'датој површини R - р и сличан 
датом паралелограмуQ, а тојерещено у задатку ~5 исте шесте 
књиге. Тако се одређује тачка С1 и 'траже ни паралелоrрам АС1 • 

Како Еуклид не искоришhава променљиве вели чине и функ
циовалне везе, одмах се показује. ре-
зултат тога. Чак и у овом врло Једно- l 
ставном задатку Еу кл ид је покЗ,з'ао да 1Г7~-r---
кад се не узме у обзир област пјюмен
љивости третираних величина лако се 

долази до грубог пропуста у решењу 
проблема. Заиста, ако је поврIiIина Р 
дате праволиниске слике мања од повр· 

шине R. параралелограма АБ, онда при 
кретању тачке С1 од В У правцу тачке' 
Е површина паралелограма АС,. прво 
расте од нуле до R и према томе'про
лази кроз тражену вредност Р < R.' ~~-.L.-_--lI 
Имамо тачку С1 на дужи ВЕ, која одго- А .D В 
вара првом решењу проблему. Ако 
сад тачка С1 продужи своје кретање Сл. 3 
у правцу продужења дијагонале ВЕ, 
површина одговарајућег паралелограма почне да опада и на том 
продужењу постоји тачка С'l (сл. 3) за коју пОново паралелоrрам 
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АС'1 има дату вредност Р < R. Ова тачкаС', oAroBapa. другом 
решењу истог проблема. Конструкција ,те тачке се врши из услова 
да' је ПОВРЏIина паралелограма ЕС'! позна,та. Заиста, та ПQвршина 
је једнака разлици ,R - Р ПОВРlllине' BL 11 ПОВРШИllе о~наченог 
гномона која је једнака датој површини Р. ' 

Наредни Еуклидов задатак је аналоган претходном задатку 
и одговара случају кад је дата површина Р већа од R. Задатак гласи. 

Задатак 29. На датој' дужи .. констр,уисати паралелограм са 
сувишком сличним датом паралелограму,.а једнак датој праволи-
ниској слици. . 

При решавању овог.задатка улогупаралелограма ВС! односно 
ЕС'1 претходног задатка игра паралелограм ЕС2 (сл. 4). Површина 

Е ТОГ паралелограма једнака је збиру 
ПОВРЏIине R паралелограма ВЕ и 
површине озиаченог гномона; а, по
ВРШИНii тог гномона је једна"ка датој 
.површию~ Р. Конструкција пара ле
лограма ЕС2 код тачке Е се врши 
на исти начин као и у претходном 

задатку. Пара.лелограм БС2 игра 
улогусувишка за паралеЩ),грам кон
струисан са страном АВ. " .. 

С;л.4 . ДРУI;'о решење тог задатка се 
св()дн, како се то лако' утврђује 

ащiЛИТИЧКИ, на конструкцију истог сувишка БС2 са леве стране 
од тачке А.' . 

Природно је . поставити питање: защто је Еуклиду била 
потребна наведена теорема и. ова 
два задатка, који се сами ПО' себи .. 
могу сматрати као другостечени. 

Непосредни одговор на ово F. 
питање, С једне стране, даје нар~Дни. 

. задатак. . 

Задатак 30. Дату ограничену 
праву (дуж) поделити у крајњој и 
средљој размери(тј. непрекидно). А 

'""" '\ 
\ 
:Јм 

Еу кл ид решава овај задатак Сл. 5 
овако. На основу претходног задатка 

D 

С 

В Е 

на датој дужи АБ =а конструише се правоугаоник АС (сл. 5) 
једнак ква.црату AD са.СУВИШКОм ВС исто тако у облику квадрата. 

Ако страну квадрата сувишка означимо сах, тада из једна-
кости површина ВС и FD имамо ' 

х2 = а (а - х), 
одакле следује 

а:х=х:(а ..... х) 

и према томе тачка М (са АМ =.= АР = х) дели дуж непрекидно. 
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Са друге стране, треба обратити пажњу на то да и наве
дена теорема и три конструктивна задатка стоје у вези са 
функционалним везама, које се изражавају квадратном једначином. 
Конструктивни ,задаци служе у суштини као графичка метода за 
peЦlaBaњe квадратне једначине. Не располажуhи апаратом једна
чина Еуклид је ипак разуме~ 11рироду постављених задатака и, 
као и његови претходници, оценио, можда и недовољно свесно, 

те задатке као важан математички апарат и издвојио их на крају 
-своје планиметрије која се завршава у шестој књизи Елемената. 

(Саоuщliiено на седници МаlП. инсlП. 24-ХЈ-1954) 

SUR QUELQUES РRОРОSIТЮNS DU SIХГЕМЕ LIVRE 
D'ELEMENTS D'EUCLIDE 

par 

Anton Bilimovic 

Dапs 1а presente ,note l'auteur anaJyse, d'abord, 1е ТМосете 
27 du sixieme livre d'Elements d'EucJide qui est аiпsi епопсе: 

De tous les paralleJogrammes, construits sur ипе расНе de droite 
donneeet amoindris des paralleIogrammes semblabIes et sembIable
ment situes sur l'autre partie du segrnent, le plus grand est celui qui 
est construit sur lа prerniere et semblabIe аи paralle10gramme dont 
il est amoindri. 

Puis, il analyse les probIemes de construction se rattachant аи 
Љеосеmе precedent. 

Dans le theoreme cite E>.1clide cherche а resoudre ип рroblете 
des extrema, mais соmте le montre l'analyse, п'у parvient pas сот-

- pletement, пе disposant pas de l'apparei1 mathematique approprie. 
L'importance deces probIemes. est а сЬессЬес dans lеис 1ien avec 
les methodes geometriques qu'Euclide app1ique роис resoudre certaines 
equations du second degre. 
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Inst/tut Mathematlque М 4, 1955 

ПРИМЕДБА О НУ ЛАМА ЈЕДНЕ КЛАСЕ 

МЕРОМОРФНИХ ФУНКЦИЈА 

Показано је у три става, да уз извесне услове о половима 
и коефицијентим~. мероморфнафункцИја (1) нема комплексних нула. 

1. У овом раду даћемо три става која. се односе на распо~ 
ред HYlla QHe ~,IIace .. мероморфuих. функција t (z) која допушта 
развијање (на основу познатоr . Mittag.LeЏIer.oBor става) об,llика 

(1)" ' .. t (z) = niQ) (z ~:n + Лn). 
и. где бројеви Аn , ЛN и аn задовољавају низ услова. Ставови о 
којима је реч тврде, да под извесним условима о Аn';Лn и аn , 
мероморфна' функција (1) или нема уопшше комПлексних нула, или 
нема комПлексних нула са iiОЗДШЏВiщм реалним делом. 3а доказ 
сличних ставова у литератури користе' се различити помоhни 
ставови. Тако, например, код доказа прве групе ставова, на низ 
рационалних функција 

tk (z) = ±. (~ + лn) 
n=-k Z -аn 

примењује се кл:асичан Hurwitz-ов став [1]: ако у об,llасти а 
z-равни низ рациона,llНИХ функција 

t1 (z), t2 (z), ... , А. (z), ... 

има за униформну границу ФУН'кцију t(z), тада су нуле од t(z) 
тачке JfаГОМИJlавања нула низа функција tk (z). 

Циљ овога рада је да да једноставан геометриски доказ 
неких ставова о распореду нула мероморфних фуНlщија об,llика 
(1), не корисШehи ниlCаlCве ЙОМОћне сШавове. На тај начин добива 
се и прост ДQкаэ за низ познатих реЗУ,llтата, који су садржани у _ 
QВИМ ставовима. Докази се оснивају на елементарним својствима 
трансформације l/z. 
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2. СТАВ 1. Нека је 

(1) 
• "" А 

f(z) = n~"" С _nаn + 1.n) , 

где су А n , аn и 1.n реални бројеви такви да је 

(i) 

(н) 

(Ш) 

..• а_2 -< а-1 -< ао -< а1 -< а:: < ... . 
Ai>O, i=k-l, k-2, k-3, ... · 

А 1< О, 1 = k, k -+- 1; k + 2, . о. 

1.n >О, п==О, ;±:1, ±2, ,±3 .... 

Тада (1) нема К9мilлексних НJlла.l> 

Д о к а З. Доказапемо да је f (z) i= О за свако i за које је 
arc z::f=. О (mod ~). Нека је z макакав комплексан број у rорњој полу
равни (0:< arc z <'~). Због (i) бројеви (z~ аn ) (п=О, ± 1, ±2, ... ) 
налазе се на правој М М' щралелној са реалном осом на ОТСТО
јању 3z (сл, 1), а уређени су по индексима бројева av • 

Сл. 1 

Комплексни бројеви l/{z - аn) добивају се једном инверзијом 
из (z - аn) и затим једним огледањем на реалној оси тако доби
вених тачака. Како се тачке (z - аn) налазе на правој М М', то се 
ова права трансформацијом l/z пресликава у круг К. Комплек
ени бројевиl/(z - аn) су тачке периферије круга К. Ти' бројеви 

1) У (2) (11, стр. 41, задатак 26) доказан је сличан став за мероморфну 
. п . 

функцију L Akl(z - ak). Доказ тамо наведен не може се применити у случају 
k=1 

бес коначно много полова који се овде третира. 
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помножени са .A i > О (i = k - 1, k - 2, k - 3, ... ) остају «а зрацима 
који полазе из О, тј. леже у. углу х () L, али ни један не лежи 
на О L за свако коначно а; 2). Бројеви l/(z - ад помножени са 
Al<O (l=k, k+ 1, k +2' ... ) падају сви у yrao х ои (и ceMl/(z- ak)) 
ни један други не лежи на О L'. Према томе, сви комплексни бро
јеви A;/(z - а;} налазе се десно, тј. с једне стране праве L и. 
Због (Ш) [An/(Z - ап) + /...п] лежи таКОђе у полуравнk десно од 
L1', и зато њихов збир никад не може бити нула, ако је макар 
и једно А п :/=0' и ап коначно. Из симетрије следи исти закључак,. 
ако је z у доњо ј полуравни (1t < arc z < 2 ""), 

2.1. ПРИМЕНА. Фующија 

1 
cotg z - - ,с >. 1 

cz 
нема комПлексних нула {1]. 

у овом случају t(z) из става 1, на основу познатог развитка 
функција cotg z узима облик 

1 1 1 -'- l/с 1 1 
... + +--+ +--+ + 

z+21t Z+1t Z Z-1t z-21t 

па су очевидно сви услови става 1 испуњени. 

Специјално, једначина, 

tg z - z = О 

има само реалне корене [2] (П, стр. 69). 

2.2. ПРИМЕДБА. Претходна расматрања могу се проширити 
и, на инверзију у простору, где место праве М М' долази раван 
паралелна са х О у - равни. Она се инверзијом преслика,ва у куглу, 
која пролази кроз почетак. Огледањем на равни х О У, добивамо 
понова куглу која додирује раван х О У У координатном почетку. 
Добива се тако аналогон става 1 З8 мероморфну функцију ква
терниона. 

3. СТАВ 2. Мероморфна фУlllщија 

(2) 
А2 А 1 Ао А 1 А 2 ... + -- + -- - - + --+ --+ "', 

z + а.2 z + а! Z z - а1 z - а2 

где је 0< а1 <а2 < аз < ... , А; ilозиlliивни и Шакви да је Ао> А ј , 
i = 1,2, ... , нема комПлексних нула изузев чисто имагинарних. 

2) Права OL је одређена тако да на њој лежи l/(z-ak). са оним иидексом 
k, за који је Al<O, l=k, k+l, k+2, ... 
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д () к а з. 'Узеhемо да је z у квадранту х Оу (сл. 2). Остала 
три случаја следе из ·симетрије . 

, Како је А i < Ао 'и уг·ао (l/{г + а1), О, 1/г) маљи од угла 
(Ј/г, О, 1/(г - at »), то из простих планиметриских особина следи 

у 

х 

Сл. 2 

да вектор А 1 [1/(г - а1) + l/(г + а1)] не може да ДОђе до праве О и, 
на којој лежи вектор Ao/i. Исто следи и за све остале збирове 
А 2 [1/(г - а2) + l/(г + а2)] ••• ; другим реqима збир 

2 z 'f' А n 
п=-<ю г2 - a~ 

(где' означава да у збиру нема члана са индексом n= О); лежи 
JXeI\o од LL' (сл. 2). Вектор - Ао/г де?ки ·на OL; отуда следи да 
(2) никад није нула докле год се z налази у квадранту х О у (и не 
лежи на О х ни ца О у). .. . . . 

3.1. ПРИМЕНА. Посматраhемо целу парну Функцију F (г) која 
задовољава услове 

(3) F (О) > I F (k ~) I ; 
и 

(4) р [2 (т + 1)~] < О, F (2 т~) > О, 
и којадопушта развитак 

(5) ~(г) = f (- 1)n F (п ~) , [2] (Ј, стр. 117). 
sш z П=-CXI z - n~. . , 
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Применом става 2 следи да F (z) може да има само реалне 
или чисто имагинарне нуле. 

Специјал·но, ако f (!) има Први и други извод f (t) > О, " (t) < О, 
ј" (t) <, О, 0<, t <, 1, тада цела Парна функц .. ја 

1 

(6) F (z) = f f (t)cos zt dt 

. о 
има само реалне нуле [2] (П, стр. 69). 

Овде је 

Р[(2m -l)n]>О, F(2mn)<0, 
и затим је 

F(z) = ... _ F(-n) + Р(О) + F(n) _ F(2nl_ .... 
sinz z+n z z-n z-2n 

Очевидно у овом случају је 

Ао = Р(О) >Р (kn) = A k , 

одакле следи према ставу 2, да нуле могу бити само реалне или 
чисто имагинарне. Међутим из (6) следи да ни ово последње 
није могупе (12] П, стр. ~59). 

4. СТАВ 3, Мероморфна функцијq облuка 

(1) f (z) = n~jz~:n + лn), 
Г де је А п > О и лn ;> О, и г де се сви uоловиаn налазе на једној 
Правој која није Паралелна са реалном осом нема нула у полу равни 
десно од ове uраве. . 

Д о к а з. Нека се, например, сви полови аn налазе на правој 
А А' (сл. 3) и нека је z у десноЈ ·полуравни ове праве. 

Тада се тачке (z - ak) налазе на правој В В'. Инверзијом на 
јединичном кругу Е, права ВВ' прелази у круг К, који има за 
тангенту у почетку праву Т Т1 , паралелну са правом А А' на којој 
су полови. Огледањем: на реалној оси, круг К прелази у К', а 
права ТТ1 у Т'Т'l' Ова последња права је тангента на круг К', 
у О. Одатле С/Iеди тврђење, будуhи да је ЛN > О, тако да се сваки 
члан у збиру (1) налази десно од т' Т'l' 

4.1. ПРИМЕНА. У [3] Н. Goldenberg је показао. да корени
трансцепдентне једна чине 

с 
соЉ z = - - /Ј, с< 1, ~ > О 

z 
(7) 

немају позитиван реални део. 
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. Водеhи рачуна' о 

cothz = 2. + 2z(_1 __ + 1. + ... ), 
z 1t2 +z2 41t2 +Z2 ' 

следи да се (7) може написати у облику 
1 1 l-с 1 . 1 ---+--+--+---+. +···+ь=о, 

z-21ti Z-1ti z z-1ti z+21ti 
па се види да се сви полови налазе на имагинарној оси. У овом 
случају је даље Аn > О и Аn = Ь > о, па се може 'применити став 3; 
Права 1" Т'1 прелази у имагинарну осу, а К' је сада круг који 

.",,,,,,,,,-- --. ... , 
Дј В "', , , , , 

./Ј'т 

, r 
~~~ \ , 

I 
I , 
Ј 

----~-+--~~~7-~~~--~--~'~J.r 

т; 

Сл. 3 

додирује имагинарну осу у почетку и чији је центар на реалној 
оси. Одатле следи одмах тврђење (сл. 4), ако се води рачуна о 
чињеницама Ь > о, 1 - с> о, тако да су сви комплексни бројеви 
у последњем збиру десно од имагинарне осе. 

4.2. Претходни став 3, односно његова примена наведена 
у 4.1.' може се употребити и у низу проблема, где се траже 
,услови да трансцендентна једначина облика 

z az + Ь ' 
е =---, 

с Z + d 

нема комплексних нула са позитивним реалним делом. Тако, напри. 
мер, стављајуhи у ~ 

(8) eZ + 1 = coth ~ :::, р z + q, 
eZ -l 2 rz+s 
1 1 1 

r = - s= - -(а1 + а2)' q = -(а1 - 02)' . 
22' . 2 



добива се 

(9) 

(9) 

(8') 

r(z):az&- a1 eZ - й2=О. 

се може, због (8), наRисати ка,О 

. coth~ + z- (а1 - йз) = О. 
. 2 Z-(Йl+0:) 

2.ЈП / 
Z+-J[i 

z 

Z-ЈП 
O~~--------~~~-----~X 

-ЈП 
Z-2.ЈП 

-2Л! 

Сл. 4 

Како је према претходном примеру (4.' 1, сл. 4) 

9t{coth ~}>o за 9t{ ~}>o, 

то једначина (8') сигурно нема нула са позитивним реалним делом 
ако је још 

тј. ако је 

[х - 9l (аЈ]2 + [у .:... 9l (а2)]2 - 9t2 (аз)- 32 (аз);;> О. 

Ово је очевидно испуњено за свако 9t (z) > О, ако је 
9t (а!) < О 

и 

, (10) . -

а ово је један познати резултат [4], добивен на други начин~ 
употребом јачих аналитичких средстава: 
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REMARQUE SUR LES ZEROS D'UNE CLASSE DES 
FОNСТЮNS MEROMORPHES . 

раг 

М. Тотјс 

Le but de cette note· est de donner, еп s'appuyant sur des 
proprietes elementaires de lа transformation reciproque 1/z et п'иН
lisant аисип autre mоуеп analytique (tel que lе theoreme classique 
de Hurwitz [1], р. 25-31, etc) uпе demonstration· geometrique des 
propositions suivantes. 

THEOREME 1. La јопсиоп meromorphe (1), ой Ап , ап et l.п satis
jont аих сопdЩопs (i) - (Иi), п'а ра$ de zeros complexes. 

А р р 1 i с а ti о п. La fonction cotg z- 1/с z (с> 1) п'а pas de 
zero complexes [1]. 

THEORf;ME 2~· La jonction щегоmогрlzе (2), ой ai et A i satisjont 
аuх conditions 0< а1 < а2 < аз < ... ; 0< A i <Ао (ј = 1,2, ... ),. п'а 
pas de zeros complexes, а l'ехсериоп des zeros pures iтaginaires. 

А р Р 1 i с а t i о п. [2] Т. В, р. 69, probleme NQ 173 е. t. с. 

THEOREME 3. [.а јопспоп meroтorphe (1), avec Ап;>:О et l.п ;>:О, 
et dont tous les poles ап se trouvent sur ипе dго.ие А А', qui n'esl pas 
para/lele а ['ахе гее! п'а pas de zeros dans [е demi-plan Q droite de 
А А' (fig. 3). 

А р р 1i с а t i о п. а) L'equation (7) ([3] р. 161) п'а pas de zeros 
ауес lа partie reelle positive.· Ь) Оп а lа mеmе conclusion рощ 
l'equation (9) si les conditions (10) sont remp1ies ([4] р. 364.) 
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Б. СТ АНКОВИ ћ 

О ЈЕДНОЈ КЛАСИ СИНГУЛАРНИХ 

ИНТЕГРАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА 

-ТЕ3А-

Увод 

I. Решење интегралне једначине Ј; e-sx КЈЈ.,р (x,t) dx=s)J. e- tsV 

11. Трансформација P v (а, f) 

Ш. Решење хомогене ннтегралне једна чине 

dt 
f (х) =АЈоФ Fv (x/t1/v) f (t)-;t 

IV. Примена добивених резултата 

У. Основне особине Wright-ових функцнја и функција које се 
правилно понашају. 

УВОД 

1. Теорија интегралних једначина претставља релативно младу 
грану Математичке анализе. Истина, сматра се да је прву инте
гралну једначину решио још АЬеl 1826 године, али њихово систе
матско испитивање започело је тек радовима V. Volterra 1~96 
године и Fredholm-a ] 900 године. Иако су ова два математичара 
радила на различитим класама једначина, које су по њима добиле 
и име, идеје су им у суштини исте. Почев од 1904 године Hilbert 
је у низу радова, заједно са својим ученицима, од којих су сва
како најзначајнији Е. Schmidt и Н. WeyI, разрадио теорију инте
гралих једначина са симетрвчним јаЗГРИМ8. ова имена су свакако 
најзначајннја у класичној теорији интегралних једначина. Даљи 
корак био је увођење Lebesgue-ова интеграла који омогупава да 
се у оквиру једне одређене класе функција поједноставе докази 
и реше још извесна п~тања која су остала отворена. 

Оне интегралне једна чине . које се не поко'равају условима 
класичне теорије називају се сингуларне. Треба напоменути да се 
у литератури, понеКJlД, под сингуларном интегралном једначином 
подразумева једна много ужа класа интегралних једначина, наиме, 
код које се интеграл јавља као Cauchy-ева главна вредност. На 

6 Зборник 
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тим једначинама данас највише раде совјетски математичари. Према 
томе, да би било јасно, сингуларност има напред наведени смисао, 
а интеграли су у смислу Riemann-a. 

Теориска разрада интегралних трансформација која је исто
времено дала и теориску основу симболичком рачуну,омогуhила 
је да се ове трансформације употребе за решавање најразно
врснијих проблема математичке анализе, па и за решавање инте
гралних једначина. У пракси највише употребљавана, у различитим 
видовима, је свакако Laplace-ова и Fourier-ова трансформација. 
Оне омогућују не само да се добију сама решења, већ се може 
дискутовати и проблем јединствености и егзистенције. 

Нас ће овде интересовати Laplace-ова трансформација. Низ 
појединачних случајева различитих интегралних једначина реша
вано је помоћу Laplace-ове трансформације, било чисто формално, 
симболичким рачуном, било да је вршена квалитативна интегра
ција. Али постоје и читаве класе интегралних једначина које се 
могу решавати Laplace-овом трансформацијом. Најпознатији облик 
такве интегралне једначине је свакако онај када се у њој јавља 
композиција облика 

х 

Ј к (х - -с) f(t)d't 

О 

или 

а> . 

Ј к (x-'t)f(t)dc 

-а> 

Таква интегрална једначина може се свести на обичну алгебарску. 
Методу за решавање ове последње једначине разрадио је 
D о е t sc h [5, с] употпуњујуhи резултате В о с h п е r-a [4]. . 

Исто тако је у литератури позната W i е п е r -Н о р f"oBa 
[20] метода за решавање хомогене интегралне једначине . 

а> 

f (х) = л f к (х - t:}f ('с) d {, 

О 

која претпоставља да к (х) тежи нули експоненцијалном брзином~ 
када се х увећава по апсолутној вредности. 

Најзад М. Р а r о d i је у низу ·радова које је објединио касније 
у једну монографију[15], користеhи се :симБОJlИЧКИМ рачуном~ 
сводио извесне интегралне једначине на;' функционалне и на тај 
Начин неке и решио. Истина, симболички рачун не води рачуна 
о прецизности, тј. не даје услове под којима све то важи, али. 
свакако ти његови радови претстављају допринос теорији инте-
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гралних једначина. 3а.беnежимо још да Э. я. Р и е к с т ы н ь ш 
[17] напомиње сличне резултате А. М. Э Ф р о с-а [6]; до ове књиге 
нисам могао да дођем. 

М. Parodi је покушао да уведе и извесну систематичност, 
наиме, да укаже на класе интегралних једначина које се могу на 
овај начин интегралити. ОН посматра интегралну једначину 

оо 

f (х) + л Ј к (х, t) f (t) dt = g (х), 
о 

где k(x, t) има особине да је 
оо 

Ј e-sx к (х, t) dx = р (8) e-t1јг (S). 
о 

(У, 1) 

(У, 2) 

Ова се једначина, под извесним допунским условима, Laplace-овом 
трансформацијом своди на функционалну . 

~ ($) + л р (8) ~ [0/ (8)] ==. у (8), (У, 3) 

где су ~ (8) И У (8) Laplace-ове трансформације функције f (х) 
односно g (х). Али М. Раrоdiрешава, углавном, оне случајеве 
када је 0/ [0/ (8)] = 8, тј. када итерација функције 0/ (8) даје аргу
менат s и даље проширује на случајеве када k-Ta итерација функ
ције 0/ (8) даје аргуменат 8. 

Он је такође покушао да да и аналитички израз за језгро 
К (х, t) које задовољава интегралну једначину (У, 2). Ти његови 
резултати могли би се уобличити у следеhи став: 

СТАВ А. Не1Са су задовољен.и следehи услови: 

1. а (х) и Ь (х) су L-фун.1Сције *> 
2. Ред 

где је 
:t 

а (х) * Ь (х) = Ј а (х - ") ь (r:) dT , 

о --, 
а {х) .. Ь (х) -= а (х) .. Ь (х) .. Ь (х) ... .. Ь (х) , 

.. ... ; 

i пута 

1Сон.вергира и може се тран.сформисати Lap/ace-OBOM тран.сформа
цијом члан. По члан.. 

*) Види деФинициЈу L-функције о. D О е t s с Ь-а [5аЈ. 
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3. р (s) и 'f(s) везане су са а (х) и Ь (х) релацијама 

Тада је 

оо 

р (s) = f e-st а (t) dtj 

О 

оо 

Чr (s)= Ј e- st Ь (t) dt. 

О 

к (х, t) = f (-: 1)1 t i а (х) * ь (xi 
;=0 11 . 

решење, и то једино, imшегралне једна чине (У, 2). 

(У, 4) 

У слов 3. овог ста:ва прави велико ограничење, пошто· захтева 
да р (s) и 'f (s) буду [-функције *), тако да и неке једначине које 
сам расправља нису обухваhене овим ставом. . 

Према томе, ту постоје дsа проблема. Први, како изгледа 
језгро интегралне једначине (У, 1) која допушта ову методу. Тај 
проблем је интересантан како са становишта теорије интегралних 
једначина тако и са становишта Laplace-ове трансформације. Други 
проблем,решити .такву интегралну једначину. 

У овом раду решавана су оба питања углавном за једну 
одређену класу интегралних једначина. 

2. Прва глава овог рада односи се на први проблем, наиме, 
у њој се расправља један специјалан случај једначина (У, 2), када 
су р (s) и t (s) степени од s,Tj. једначина 

оо f e-SX К{х, t) dt =. sJ3. e- tsV 

О 

(У, 5) 

Показано је за које р. и v ова једначина има решење у класи 
L-функција, решења су дата помоћу Wright-овог уопштења 
Веssеl-ових функција и најзад из. самог облика једначине (У, 5) 
следи и услов је.цинствености тог ,решења. Осим тога испитиване 
су, колико је потребно за даљи рад, и извесне особине решења 
једначине (У, 5), а која се односе.· на ПОl!_ашање У нули и за 
велике вредности аргумента, о нулама тих функција и неки одре
ђени интеграли у којима фигуришу та решења. Нађене особине 
пр ет стављају извесно проширец>е резултата Н. Pollard-a, Ј. Miku-
sinskog и L.· WlOdarskog. '. 

*} Види дефиницију l-функциј~ О. Ь о e.ts cb~a [Ба}. 
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У другој глави дефинисана је извесна интегрална трансфор
мација чије је језгро функција која задовољава интегралну једна
чину (У, 5) 0< v < 1. Затим су дати ставови који се односе на 
конвергенцију, Laplace-ову трансформацију овако дефинисан~ 
интегралне трансформације као и ставови Abel-овеи Tauber-ове 
природе. 

Користеhи се методом М. Parodi~a, да се интегрална Једна
чина с;веде Laplace-овом трансформацијом на фуН/щионалну једна
чину, као и резултатима прве и друге главе, у треiюј глави 
решава се једна класа хомогених интегралних једначина која не 
спада у оне које решавао М. Parodi, наиме ,код којих се итерацијом 
не може добити агруменат s. 

За ову класу интегралних једначина показано је да је спектар 
сопствених вредности континуиран, дати су услови егзистенције 
и јединствености решења, када ова припадају одређеној класи 
функција. Најзад, дата су и сама решења. Осим тога, у овој гщ!ви 
дато је И' опште решење једног специјалног случаја, Sсhrбdег-ове 
функционалне једна чине, нзиме једна чине 

rp(S)=A~(Sn), 

на коју се своди посматрана XOMoгeH~ интегрална једначина. 

У четвртој глави дате су примене добивених резултата: 
прво, решен је један проблем ИЗПРОВОђења ТОПJlоте, дате су неке 
интегралне везе за Wгighi-ове функције и најзад дата је и допуна 
за таблицу LapIace-ове трансформације. 

, На крају, у петој глави, изнесене су функције које претста-
вљају Wright-ову генерализацијуВеssеI-ових функција као и 
основни резултати о функцијама које се правилно понашају. Ова 
г лава треба да омогупи лакше читање претходних. 

Ј. РЕШЕЊЕ ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

со 

f t;Sл К].1, v (х ,t) dx = sP- e-ts~ (1,1) 
о . 

'1.1. У увоДУ' смо видели да секао први проблем поставља: 
решити интегралну је'дначину(У,2). Напоменули смо да је тај 
проблем захватио и М. Parodi, али да је то он радио чисто сим
боличким рачуном, да су претпоставке сувише јаке и најзад да 
је аналитички израз за решење непогодан у том смислу што се 
из њега тешко в.иди веза са елементарним или веп познатим 
функцијама. 

У овој глави расправљаhемо интегралну једначину (1,1) која 
претставља специјалан случај једначине' (У, 2), наиме када су р (s) 
и 0/ (s) степени од S и доказаhемо следеhи став: 
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СТАВ 1.1. Ин[Дегрална једначuна (т ,1) има реше1Ьа у класи L-Функ
ција само за 0< v < 1, а Ј1. макакво или v ~ О, (-L < О. Једино 
реше1Ье за [Де вредности v и Ј1. је: 

Кр.,у (x,t),~ х...:.р.-l Ф (~ Ј1., :..-- v; - tx-v), 

где је Ф (~, р; z) Wright-ова генерализација Bessel-ове функције. 

Решења интегралне једнаqине (1,1) везана СУЈ како се· види, 
са Wright-овом генерализацијом Веssе1-0ВИХ функција. Због тога 
смо' 'у посебној глави (пета глава)' изнели резултате о овим функ
цијама, па Ьемо се у даљем раду на њих lI(~зивати. 

Напоменимо да Ьемо у даљем радупuд SV сматрати само 
главну врдност. 

До К а з става 1,1. Познато је, на основу понашања l~функ
ције за велике вредности s, да мора бити v< 1. Из истог разлога 

када је v ~ О, мора да је и Ј1. < О. 
Према томе, интегрална једнаqина 

Uртеж 1 

(1,1) може имати решење у класи 
, L'функцИја само за - оо < v < 1. 

Да би дошли и до самог 
реш~ња једнаqине (1,1), пођимо 
од интеграла 

Ј sp. ехр (xs - sV)ds ~ о; (1,2) 

с . 

где' је. С 'контура са' цртежа 1. 
Параметри Ј1. и v 'који улазе у 
овај интегаал могу узимати сле
деЬе вредности: 

.~, . 
1. 0< v < 1, а јЗ. макакво, 

2. v < О и Ј1. < О. 
ИнтеГР8Л (1,2) једнак је нули, 

пошто је подинтегрална функција регуларна у области коју затвара 
KOHrYP:i., Сем тога, подинтегралНаФУнкдиi~ Hf!. гоРњој и доњој 
четвртини i<pyra тежи нули када R"1 оо, тј. ., ",' 

. ," 

lini ,RP. eP-е1 ёхRеЭI,-RV еvЭ.l -. О 
: . "о." ., 

R .... aI • 

а исто тако је и 

R~maв (~'±~i)Р.еХ(~±RI)-(~±Ri)V .... Q" O~~~X61 \ 

све под претпоставком да v и Ј1. узимају вредности под l':или 2. 
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На основу познатог става ([5,а] страна 224) и интеграли дуж 
одговарајуhих контура једнаки су нули, па је 

f s'" ezs-sV ds= 
с, 

"O+i о> 

= f s'" ezs-sV ds,' (1,3) 

"0- i Q) 

где је С' дато на цртежу 2. 
Како је s'" е- SV за посматране 
v и р. [-функција, ·то нађена 
релација (1,3) даје инверзију 
Laplace-овог интеграла из јед
начине (1,1) за t = ], па је 

K""v (х, 1) = f s'" exs-
sv ds. 

С' 

Цртеж 2 

Извршимо У овом интегралу смену xs = U~. ds = (Јцјх Ii 
добиhемо 

К"" v (х, 1) = х'-Р-l -. -. U1Ј. ехр и - - (Ја = . 1 Ј (. UV

) 

21tl' tv 
С' 

= х-ј1-1 Ф (- р., _. v; - x-v) , 

где Ф (~, р; z) претставља Wright-o&y, тенерализзцију BesseI-ове 
функције (види (5,2) и (5,5». . . 

Да би добили К 11, v (х, ђ, користиhемо се познатом везом за 
Laplace-OB интеграл, наиме: а1(О је 

шада је 

о> 

f e-st f (!) dt = ~ (s), 

о 

о> f. e- st f (tja),,:~t= а ~ (as) . 

о 

у нашем случају добивамо да је 

о> I e-SX х-Р-l Ф ( - р., - V;,- tjxv) 4х = sl1 e-,tsV 
, 

о 



88 Б. Станковиh 

па је 
Кр., v (х, t) = х-р.-l Ф (- 11, - v; - tx""V). 

Јединственост нађеног решења следи из јединственостиинвер~ 
зије Laplace-овог интеграла. 

Тиме је доказан став 1,1. 

Примедба 1. Напоменимо да се решење једначине (1,1) када. 
је v < О, џ. < о може добити на основу става А; Наиме, у том 
случају р (s) и 'lt (s) су [-функције 

о:> 

Р (s) = sp. = e-sx ах, р. < О, . . Ј х-ЈЈ.-l 

. Г ( - р.) 
о 

оо 

'lt (s)=sv = e- sx d.(, v < О, Ј 
X-v-l 

Г( - v) 
о 

х-р.-l x-v- 1 . _/ x-:-p.-V;.·.l 
па је а (х) = , а Ь (х) = --- и а (х) * ь (х) = ----

Г(-р.) f(-v) f(-p.-vi) 
Решење је тада дато редом: 

... (- Ј)I . х-р.-l x-vi 
К (х t) - ,...., t l '. 

р.,у , - (~ ГЏ + 1) Г( -p.-vi) 

(види (5,1». 

= х-р.-l ~( - tx-v)i :: 
1=0 Г(ё + 1) Г( - p.~ vi) 

= х-р.-l Ф (- р., - Vj - tx-V)j 

Када је v> О резултати М. Parodi-a' не могу се искористити 
јер тада 'lt (s) = SV није [-функција. 

Овај став А, који обухвата резултате М. Parodi-a, може се 
нешто уопштити. 

СТАВ Б. Нека су задовољени следеhи услови: 

1. Дат је низ функција 'l (t)u то такав да је 

оо 

Ј e- st ft (t) dt = Р (s) чг ! (s) e-ht ($). (1,4) 

О 

2. Ред 
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где је h константа:> о, конвергира u нека се може 
сати Laplace-OBOM трансформацијом члан По члан. 

Тада је 
со (-1)1 , 

К (х,!) = ~-.-(t- h)l 1; (х) 
i=Ol' 

решење, и то једино, интегралне једначuне (У. 2). 

Доказ. 

= р (s) e-h"'(S):f ( ~ ,1 )f (t - h)i\}li (s) 
{=О 1. 

89 

траНСфQрми-

(1,5) 

Ако функција \}I(s) и p(s) задовољавају услове И3 става А. 
тада је h = О и 10 (х) = а (х), li (х) ~ а (х) • Ь (х)ј • ' 

ПоказаЬемо да овај став обухвата и примере који не задо
вољавају услове става А, а које сам М. Parodi користи. 

Први пример, к (x,i) = e- t l o(2 Vxt) (види [15] страна 59) задо-
Ј,юљава једначину' (У,2), тј. 

ЈСО e-SX е- ' 10 (2 V х t) dx = 2-е-tS~~ ; 
. s . 

О 

0/ (s) ~ s - 1 није l-функција, па не задовољава услов 3. става А. 
s 

Међутим, према познатој вези измеђУ Веssеl-ових фу'нкција. и 
Lаguеrrе-ових полинома· L 1 (х) ([12] страна 109) имамо: 

e-t 10 (2vxt) = f (-.t~LI (х) .. 
{=О l! 

(1,6) 

Ред на десној страни је облика (1,5) за h = О и l; (х) = L j (х). 
Како је 

ЈСО 1 (S-1)1 е-ВХ L j (х) dx = -; -s- , 
О 

то Iј (х) = L1 (х) задовољава релацију оБЈЈика' (1,4). 
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.. " " . '. " ,.~ ,." .', ,; . ';' 8-1"" ,:. .. 

Развијмо сцда још функцију, l/s e-t
. т у р.ед .. п() ~тепеQима 

од t .. 

1 _t
S
-

1 
1 01> (- t)i{S - ,l)i 

-е s F-~ ----
S .' 's, ј=О ils 

и видимо да се у реду (1,6) може извршити Laplace-ова транс
формација члан по члан. ' .. 

Други пример је функција К (х,ђ = l/'Ix e-t2/4x која такође 
задовољава једначину (У,2) . 

01> 

е-··х е 4 ,." -t r s. f '.:.-~ dx У-:;;,I-С , 
"Х-== -е. '. . v х S 

о ' 

а t (s) = У; није [-функција. М:еђутим, .~оже се показати на основу 
познате везе 

1._~ - ~1..OI>(l-t)1 (1) _i+l 
'"7==.е 4",,= .'12 е. '8х Е'. ' "О, ~ (2х) 2 
'i х . . {=О iI у2х 

(1,7) 

да ОВО· јеЗГРО'задовољавауtлове става Б. 

Овде смо са D v (z) обележилl:t Weber·Hermite~oBY 
која је решење диференцијалне јеДJiачине 

функцију 

, d2 'U" 1 '. 1 2" 

,-. ,- + (v -+- 1., - /4Z) и = о. ,. dz2 ... ~ . 

Примедба 2. Случај v > О који се не може уклопити у став 
А или Б може се, користеhи серелацијом (1,3), добити директно 
из формуле· за инверзију Laplace-ове трансформације 

,~ . 

= f' (-I)k t- r'k+IЧ 1) 

k=or(k+l) r(-:vk~p.) 

= t-јЗ--l ф (- р., - v; - 1Itv). 

1.2. СПЕЦИЈАЛНИ:"слУЧАЈЕВИ ЈЕДНА ЧИНЕ' (1,1). 

Неки специјални случајеви једначине (1,1) већ су познати у 
литератури и имају велику примену. Ми ћемо као први специ
јалан случај посматрати .. када је р. >.....: 110< v < 1. 
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Показаhемо да се може, у овом специјалном случају, решење 
ннтегралне једнаЧliне (1,1) написати у облику Laplace-овог инте
грала. Тиме истовремено показујемо да се одговарајуhаWright-ова 
функција може написати у том облику. 

Поhиhемо од већ познатог интеграла 

Ј sp. ехр (ts ....., sv) ds = О, t> О, Ј1 > - 1 , 

с 

где је С контура са цртежа 1. Када пустимо да R ~ оо и 8""* О, 
добиhемо 

xo+ioo оо 

_1_ f sp. ехр (ts - sv) ds = _1_. Ј хЈ1 ехр ( - !-L1t - tx _. XV e-lI1tl) dx 
2 'It i 2'1t1 . . 

xo-lоО О 

оо 

-~ Ј хЈ1 ехр (J1'1t i - tx - хџ ell%l) dx 
2~1 

О -

оо 

= ~ f e- tx xJ1e-~УсоSIl%siп(хУsiп V~- ~)dx, 
~ .. 

о 

одакле следи да је 
оо· 

Кр.,у(Х, 1) == КЈ1,У (х) = ~ Ј е-их иЈ1е-иУсозу:п- sin (и!' sinv~ - J1'1t) du, 

\> (1,8) 
O<v<l, Ј1>-I. 

МеђУТИМ још специјалнији случај када је 11 = О је највише 
ИСJlитиван и има велики значај за примену симболичког рачуна 
на парцијалне једна чине. И нас ће у овом раду тај случај највише 
интересовати те ћемо се нешто више задржати на . особинама оне 
непрекидне функције која припада класи L-функција и која задо
вољава интегралну једначину (1,1) за 0< v < 1 и }1 = О. 'i " '. ~ . , " . , 

,.н. р о 11 а r d [16Јје покащlO да функција КО, у(х, 1) има· ана-
литички израз у. облику· интеграла ' 

оо 

Ко. у (х, 1) == Ку (х) = ~ Ј e-xu'e--,-avcosv% sin (аџ sin V1t) da, - (1,9) 

о 

или у облику реда \ . 

Кџ(х)== ...L~·f (:- l)k SШ1tlXk Г (аk + 1) 
Я:k~О T(k+ 1) X«k+l 

(1,1О) 
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до кога је Н u m Ь е r t [9] дошао чисто формалним рачуном. Ако 
упоредимо релације (1,8) и (1,9) видимо да резултат Н. PolIard-а 
следи из (1,8) за 11= О. Осим тога, Н. Pol1ard показује дафунк
ција K v (х) има следеhе особине: 

а. да је. скоро свуда позитивна, 
оо 

ь. Ј Kv (x)dx < оо . 

О 

L. W 1 о d а r s ki [21]. на основу једне теореме L. Post-a, пока
зује да је непрекидно решење K v (х) > О, х> О. 

Ј. М i k u s i п s k i [13], поред неких веЬ наведених резултата, 
показује да је за л реално и позитивно K~n) (О) = О, п = 1~ 2 ... као 
и K v (О) = О. 

Функције Kv (х) за извесне вредности v своде .се на познате 
функције; тако је за v = 1/2 

1 ЈОО о 1_1.. 
К1 /2 (х) = -;- е-ХU sin u1/2 du = 2 Vtt хВ е 4Х, 

О 

а за v = 2/9 оо 

К2(.Ј (х) =е-27 ,\2 W -1(.1 -1/6 - - , -1 ~ (4) 
о 2 (3tt)1/2x о '27х 

где је W)1, v (х) Whittaker-ова функција која задовољава диферен
цијалну једначину 

d2 W о • 

- + (- 1/4 + р.јх + v2/(4 х2» W = О. 
dx2 . 

Поред ових познатих особина показаhемо још неке које 
ћемо користити у даљем раду: 

1. 
" . r(v+l) 

Kv (х) '" s1П V '1t , Х --+ оо. 
xv+ 1 

Ова особина следи И::~ релације (1,8) на основу става Abel
ове природе за Laplace-ову трансформаЦИју. Наиме, подинтегрална 
функција у релацији (1,8) понаша, се као UV sin V'1t када и --+ О, па 
отуда следи особина 1. 

2. Понашање K v (х) за х --+ О. 
Видели смо у ставу 1,1 да је 

Kg,v (х, 1):Е Kv(x) = l/х Ф (О, - v; - x-v) 

•. ~ уl(.1 е-:-У{ f Ат у-т + О (У-М)} , 
т-О 

- --_._~_._---
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где је у';"{l- v)[vv(x-v)]1Ј(l-v), а Ф(~,р;z)в ећ поменута Wright-ова 
генерализација Веssеl-ових функција (види 5. глава). .. '.. 

Овим смо добили прецизнији резултат од Микушинског који 
смо навели на почетку овог дела. 

3. К,,(х»О за оо>х>О. 

Као што смо видели, L. Wlodarski је показао да је Ки (х) > О 
х> О. Да би побољшали ову релацију, користиhемо се ставом 
L. Post-a који глаСI:I: 

.. 
Ако је функција f (х) неирекиДllа за х> О и иllfIlеграл 

оо 

F(s) = f e-st i(t) dt 

о 

конвергuра за R {s} > хо , тада је . 

1(!) = Нт -_. - F (k} - • .. ( - l)k ( k )k + 1.. ( k ) 
k~oo k I t t 

Обележимо са L" (s) == e-sv , па је 

'" f e-SХКу(х)dх=Lу(s). 
о 

Одмах се види да је 

ИСТО тако лако се види да је и (-l)k Чk) (х), k = О, 1 ... моно
тоно .опадајyhа функција и већа од нуле за х> О. Та особина 
следи директно из интегралз 

CIC • 

(....: l)k Чk) (s) = f e-sx хјЈ. Kv (х) dx, 

о 

када се узме у обзир да је Ку (х»О, х >0. 

Формираhемо сада помоћну функцију . 

. t 

Фр (t) = e-t f К" ('t') dt 
(t - '()" .. о 
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за коју сигурно знамо да је већа од нуле, t> О, јер је према 
Wlodarskom Ку (х) > О, х> О. Ова функција има Laplace-ову трарс
формацију 

оо 

!e-st Фv(t)dt=Г(1- v)(s+ 1)V-1Lv (s+1). 
о 

Користеhи се особином (1,11) добиhемо, према POst-ОВОј 
теореми, зафункциј:r Фv (t): 

фv и:= Г(1 - v) Нт ~ (.!)k+l (_ 1)Н 1 Uk+l) (!:..'+ 1). 
v k~oo k! t 11 t 

Сада је лако. показати особину 3. функције К, (х), наиме, 
Ку (х) > О, оо > Х > О. Треба само применити POst-ОВУ теорему 
на функцију х Ку (х) и добивени резултат упоредити. са одгова
рајуhим за функцију фv и), тј. 

Г(1 - v) t Ку (t) = Г(1 - v) Нт -.!.: (~)Hl (_ 1)k+l Чk+1) (Е) 
. v v Ноо kl t t 

> Г(1 - v) Нт (- 1 )Н1 (!!...)Н 1 Чk+l) (Е + 1) 
v k~oo k I t t ' 

>Фv(t»О,оо>t>О. 

Одакле следи тражена особина. 

у основи даљих расматрања лежи функција х Ку (х) коју 
ћемо обележити са Ру (х), тј. х Ку (х) = Р, (х). Она, према до са
дашњем излагању, има следеhе особине: . 

1. 

односно 

2. 

оо 

~ f e-S! Ру (t) dt = sv-1e-SV , 
v . 

о 

оо 

f e-S! Ру (tjx lfv) dt = sv-l е-ХВУ , 
vx 

о 

1. r(v+1) 
Pv(x)",-s1ПV~. , x~oo, 

~ х' 

3. Ру (х) = а1(2 х -2(1~Y) e~aX-l~y.{1:1 Ат а-т xl~j, + О (а-М x~-'y)}, 
т=О 

v 

а = (1 - V)l-v 



о једној класи сингулэрних Нlfтегралннх једвачива 95· 

4.. FJi(x»Oj о<х<со. 

Најзад JIоказаhемо да·. је и 

"" 
f р (~) ~ = Г( а + 1) = с а > ~ 1. 

v t t1-va. r(va + 1) - а.,у. 
5. 

О 

Доказ особине 5. На основу предњих особина види се 
да овај интеграл конвергира. Уведимо параметар х помоhу смене. 
t= т:јх, па Ьемо 'добити: 

оо f Ру (х/т:) "уа.-l dr: = Са.,ухуа.. 
О 

Извршимо формално нешто модифицирану Laplace-ову транс
формацију леве и десне стране ове релације користеhи се осо-
бином 1. функције Ру (ђ . 

с Г(а v + 2) 
а,У Sa.'+2 

оо оо 

= Ј tva.-l dt Ј e-sx хРу ( ~) dx 

о о 

"" " 

= VSv-2 !tV(a.+l)-l(l_v+vSV lV)е-SV tV dt. 

о ' 

Ако још извршимо смену sv-1 tv = и, добиЬемо 
оо 

r(av + 2) f Са•у Sa.v+2 =sa(l-v)-l e-SU [vsu«+l+(I-v)uа ]du 

одакле следи да је 

О. 

= Sa.(l-V)-l (VS Г (а+ 2) + (1- v) Г(а + 1 ») 
sa+2 S«+1 

(av + 1) Г(а. + 1) 
sa.v+ 2 

С _ Г(а+2) 

а,У == Г (va + 1) 
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Остало нам је да покажемо исправност извршене размене 
реда интеграљења. Зато ћемо показати, прво да је функција 
.e-sххFv(х/t) (У«-l, R{s}>O, апсолутно интеграбилна у размаку 
()< t< оо, а за свако х ;;::0. 

Из особина функције Р, (f) следи да је 

према томе је 

х 
->0; 
t 

()дакле следи ТВРђење, о апсолутној интеграбилности. 

Исто тако лако је показати да је и 

оо 

(у«-l fe-;sххFv(~)dХ, R{s}>O 

о 

'зпсолутно янтеграбилнафункција у размаку 0< t < оо, за свакО" 
(1) > О, наиме, 

(1), CD 

(У«-1 f е-ВХ хР, ( ~) dx < tv«-l I е-ВХ х ру (:) dx 
о ' о 

<ve-sV t V sv-2 (У (<<+l)-l (1- v+ vsy tv), 

.одакле следи апсолутна интеграбилност по t у наведеном интер
валу независно од Ф. 

Сада је лако показати исправност размене реда интеграљења, 
наиме, 

(l) ж ао W 

f e-sxxdx f Р, (~) tV«~l dt= f (уа-1 dt f е-ВХ х Ру ( ~ )dX. 
о о о о 

ова размена дозвољена је јер'смо показали да је е-ВХ х Fv (x/t) tva- 1 

.апсолутно интеграбилна у датом интервалу, а за свако х;;:: О. 

, Даље је 
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Овде смо смели унети знак за лимес по g интеграЛј јер је 

tva.-lf~ х Ру (xlt) dx такође апсолутно интеграбилна 'функција за 
свако (1»0. 

11. ТРАНСФОРМАUИЈА Ру (а,п 

2.]. ДЕФИНИЦИЈА ТРАНСФОРМАЦИЈЕ Ру(а,!) 

Трансформацију P1, (с, f) функције t (х) дефинисаhемо на 
следеhи начин: 

о 

где за хну узимамо главну вредност, а о функцији f (х) претпо
стављамо: 

а. f (х) је дефинисано за свако О < х < оо сем можда у "золо
ваним тачкама које не могу у коначном имати тачку нагомилавања. 

Ь. f џ:) је интеграбилна функција у сваком коначном размаку, 
сем можда у коначно много тачака у којима несвојствен ннте
грал апсолутно конвергира. 

Језгро ове трансформације је нормирано, тј. 

Г
ОО 

dx 
Ру (crlx1Iv) - = 1 . 

. vx 
о 

Да би то видели треба само увести смену х11У = cr Z и горња рела
ција се своди на 

Ј
ОО dz 
Р. (1Iz) -; = 1 

о 

која је исправна на основу особине 5. функције Fv (z) (в. 1 глава)· 

Упоредиhемо ову трансформацију са веЬ познатим сличним 
трансформацијама. Видели смо да је 

Ру (t) = ф (О, -: v; - lltv) , 0< v < 1. 

Према томе, у основи Ру «($, f)' трансформације лежи WrigЫ-оез 
генерализација Веssеl-ових функција. ВеЬ су R. Р. А g а r w а 1 [2] 
и Gu,p t а [8] користиди Wright-ову генерализацију за језгро, 
извесне интегралне трансформације. Agarwal уопштава Напkеl-ову 
7 Зборник 
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rрансформац~ју, узи~ајуhи,:,за језгро ,YMecro, Bessel-ове· функ.ције 
.\Vright-ову-,фУНКIщју. ф (p.,:V; z), али за V,> О" I-Џеговатрансфор
Maц~ja Тa,ZI',а има облик 

ж 22 

g (р) - (1/2)1'- f (pt)p:+lta Ф (1 + џ;,.V;,-.р 4t
, ) t (t) dt. 

о 

За V = 1 она се своди' Иа·'·Напkеl-оВу. 11 Н,'С, GupfIi*) ради са 
• Мичном- т.раясфОрмацијом, " 

Пошто је наш случај различит, то се РЈЈ (а, f) трансформација 
може схватити као нека врста генерал.изације Gauss~oBe транс-
формације, јер је ' . . ' ' 

ж 

1 _~ 

ђ/2 (а, f)= У1(G! в: 4rJ!(~}.;dx~,;, 
о 

, ". 

"2.2. СТАВОВИ О РЈЈ (о,!) ТР АНСФОРМАllИЈИ: 

, .' . СТАВ 2,1. A~o трансформација. РЈЈ {a,пKOH~epгиpa . за ' HeK~ 
a=='a~',' онда она конвергиј)(ј за свако 'О < d <a~'" Ако је још f (х) == О 
за O~ х < ч, i11ада: је . . . '.' '.,' . . -

1 

Ру (а,!) ='0 (e~C(; Y~JI), с < (1 ~ а) al~a. 
Пре него што преlj~мо на доказ овог става, доказаhемо сле

деhи помоhни став: 

ЛОМОЋНИ СТАК За функцију 
. " . . r 

Dv (х) == РЈЈ (а/х1/У) р;l (ao/x1/v) -
.. V2 X2 

/Сада је а =1= О, важе следеhе релације: 

X'~ оо (2,1) 
.и :. 

, . . 1 [ l' 

-Ь _~,.-1=V l_«(J/~l':"V' -

I О'. (х) I <: в е( '" ), ], (2,2) 

11 

где, је ь-.< (1 -v) Vl..-~ • 

" .*) Рад Н., С:. Gupta-e познзјем само Нз·:Рефератз-у'Маfh. Rew.V, 10(1949), 
р. 374. .- . 
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д о к азпо __ оhног става. Како је 

то је 

1 
, = - ф (- v + 1, - v; - x/aV) , 

аи 

D
v 
(Х) = (ао)и Ф ( - v + 1, - V; - х/аи) • 

о Ф(....:v+l,-v;-х/аv) 

На основу теореме, за Wright~oBe функције, наведене у 5. 
глави, следи релација (2,1). 

Ако сада искористи __ о' и другу релацију (5,3) за Wright-овf" 
функције, добиhемо за д'у (Х) 

D'v(x) , " -- ф -2v+l,-- Ф -v+l,-- + ',(ao/cr)V {( 1) ( Х) ( Х) 
ф2 ( _ V + 1, - x/a~) аи (Ји a~ , 

+ ~ ф (- v + 1, - .!:..) ф (- 2 V + 1, - \)}', 
ао аи ао 

где смо, краткоће ради, функцију Ф (}1, - v; z) бележили са 
Ф (fL; z). 

На основу исте теореме као и за Dv (Х) добивамо да је 
исправна и релација (2,2), па је тиме и помоhни став доказан. 

Д о к а 3 става 2,1. Докззаhемо да се 38, свако, унапред дато 
8 > О може наhи такво 0)1 и 0)2' 0)1 < 0)2' да је . 

за свако О < а < 0'0 • 

Обележимо зато са t (оо, Х): 

х 

t (ао, Х) == ЈРУ (ao/f1Iv)f(t) dt . 
vf , ~ о 

Ова функција остаје ограничена када х '"7 оо,.јер Ри(ао ,/) конвергира. 
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Користеhи се парцијалном интеграцијом и доказаним помоh
ВИМ ставом, добиhемо: 

. (1)2 ' 

< 1'\1 (ао , Х) Dv(X) 1::+ Iј '\1Сао,х) D'V (Х) dx I 

, _ ь ( (1)1 ) 1 ~џ [1 """ (а/ао) 1 ~џJ 
< се а

џ <8 
за подесио изабрано (1)1 и 002> (1)1' а за 0< G < ао. 

Тиме смо доказали први и други део, става 2,1. -' 

СТАВ 2,1I. А"о Laplace-ова I1lрансфор.мацuја фун"цuје f (Х) "онвер
гира за не"о s = so> О, онда Ру (0', f) l1lр'ансфор.мацuја "онвергира 
унuфор.мно за свако О < 0'1 < а < ао < оо. 

Д О К а з. Претпоставимо да је 

оо 

'\11 (so, оо)=ј e- SоJt f (Х) dx < М1 ; 
о 

треба доказати да је ,и 
оо 

за 0<а1 <а<ао . 

Изаберимо (1)1 тако да је за Х >= (1)1' _Ь - Х l~Џ > S1 Х, S1 > so; 
аџ/(I-џ) 

тада је 
(1)2 

I Јџ (а) 1= I f Ру (а/х1/Џ) eSoJt e- SoJt f (Х) ~~ I 

(1), 

+ N Ј I :х [у1х Ру (о/х1/Џ) eso- ] IdX. 
(1)1 
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) 

Како је за О < ~l <а<ао < оо 

и 

1 
!!.- [..!.. Ру (t1/x1/v) esoz ] 1 < 1_1_ Ф ( - 2v + 1, - V; - Х/<1У) eSox I 
dx VX <12У . 

+ /soesoz s~ Ф(- V + 1, -·v; - Х/<1У) I 
11 < с e80Z е-Ь (,,1/11/<1)1-11 

< С е-81 (1-- 80/S1) , 

то се I Ју (О') I може, за подесно изабрано 001' учинити произвољно 
мало за свако 0<<11<<1<<10< оо; 

СТАВ 2,1lI. Не«аје f(t) L-фУll«цuја u не«а је 

"" 
Ј e- st f (1) (ј! = ~ (s); 

о 

тада је 
оо оо 

Ј e--st dt Ј Ру (//.1/11) f Се) ~: == SIl-1 Ф (sv) 

О о 

Д О к а з. Треба доказати да је 

J""e-s1df ЈООРуЩТ:1IУ)НС)~: = If('r)d'l:Ie-stРII(ti'l:I/II)~:, 
о о о о 

одакле, на основу особине 1. функције Fv џ) (види 1. глава), следи 
релација коју тврди став 2,II1. 

Очигледко је да интеграл 

"" 
Ј 

dt 
Ј (О, оо:) == e--st F 11 Џ/с1/У) -

V'l: 
О 

)'ниформно конвергира у сваком коначном размаку 0< '1:1 < 't' < < '1:2 < оо што се види када се, стављајуhи t 'f1/1I на место f у 
горњи интеграл, он напише као Laplace-ова трансформација функ
ције Ру (t). 
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Сада ћемо показати да је 

ГН'С) d-C ј e-st Fv(tJc1IV) :: ,.,; 

't"1 О 

оо 't"a, '" ' 

r e-st dtf Ру (t/'C1Iv) f ('С) d'C. 
. V't 
О 't"1 

На основу става О. Fublni-a ова је релација тачна кад год је f (ос) 
ограничено у размаку 'С1 < 'С< 'С2' Како f ('С) може имати само 
коначан' број тачака у којима она' није коначна, али је апсолутно 
интеграбилна, то је очигледно да ова релација важи уопште. 

Остаје још да покажемо да је 

~ со t'2 . (Ј) со . 
'о: , 

Нт f e-st dt f f'v(t/'C 1IV)f ('С) d'C = fe...:...st dt 'Ј' 'Ру (t/'C1/v)f ('С) d'C . 
't"1-+0. 't"2-+ ao V,'t , V't 

О 't"1 ' 'о о 

За то је довољно да покажемо д~ је 

оо 't"1 

Нт 11 = Нт f e-st dt f Ру (t/'C1Iv) f (t') d't =-0 
't"1-+0 't"1-+0 ~ V't 

О О 

и 

оо оо 

Нт 12= Нт fe-·stdtfFv(tit'IIV)f('t)d'С==.о. 
't"2-+ao 't"2-+ao V't 

О ''t"2 ' 

Покажимо, прво, да се 111 ('C~)- 11 ('t~) I може учиНити произвољно, 
мало за падесно "забрана _~' И _~" _~ >'t;'; 

со 1'1' 

1/1 ('t;) - 11 (t'?) I ~ If e'-st dt! Ру (t/'CiIV)}('t)~: 1. 
о 't"1" 

't"1' 

= 1 sv"""~ f e-sv't" f(t)d'C I 

't"1" 

't"1' 

<SV"':"'l e-S
v't"li , f lHc) id'C., 

't"1" 
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Ви 1Ј.имод~, се за свако унапред дато 8> О може наhи T~ > т;~ >_ О 
даје I/l(or~)-/l(т~/)1<8, па према томе је и Hтl1(TI)=0,'TI~:0; 

На исти начин, Mo~ece показати иза 12 

, Q) '1:2' 

I 12 (T~) - 12 (~;) I = I f e-st dt f Fv Щт:1/р) t (Т) :: I 
О '1:2" . 

'1:2' 

= 1, sv-l f e-'(SV t (Т) dT 1 :< 8 

'1:2'" 

на основу основног става о Lарlасе-овим интегралима, одакле 
следи да је Нт 12 (.2) = о, Т2-+ оо. Тиме смо доказали став 2,1II. 

Ј • 

СТАВ 2,IV. Нека трансформација. 

Q) 

-Рv(б,f) ~ !Рv(б/х1Iv)!(х)dХ' 
vx 

О 

t (х) 
конвергира за б = бо и нека а> - 1, осцилира измеђУ 

хО; L (х1IР) , 

коначних граница када' х -+ О; тада је 

Нт inf 
",-.0 

< Нт sup Pv (б, f) ~ lim sup -.L~. 
а-+О Со;.v(5VО;L(б) """ ~-+O. xO;;L{xlf"Y' 

Доказаhемо, прво, следеhе помоhне ставове: 

ПОМОЋНИ СТАВ' 1. Нека је L (z) сliороiiроменљuва функциЈа;. 
а> - 1, тада је 

где је 

со'' .: ,.' '. 

'Ј Fv (бјх1Iv) хо; L (хци) C!.~ ~ Co;.v БVО; L (о), о' -+ О, 
vx 

,О 
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ДО I< а З. помоhног става 1. Нека Је а> О и О < У < а + 1; 
тада је 

• се 

= L ~cj) Ј Fv (ljz) zva:-l L (zcr) dz 

О 

а· 

= _._1 _ f Ру (1/z) zva:-l-Y (z О')У L (z 0") dz + 
cr)L(cr) . 

О 

оо 

+ '.1 fр~(l/Z)zvа:-l+У(оz/-УL(zcr)dz. 
а-) L (а) .' . 

а 

На основу особине с. 1. функција које се правилно понашају 
(види 5. глава) 

а 

Ј(а) ~ 1 F (ljz) zva:-l-Y dz + р (аа) Ј 
"'" crYL(a) v . 

О 

оо 

+ Р2.(аа) fFv(ljz)zva:-l+Уdz, 
<гј L (О") .. 

О 

па је 
а оо 

1imsup Ј(а) < аУЈ Ру (ljz) zva:-l-Y + a-УfFv (1jz)zva:-l+У dz. 
а-+О 

О а 

Како ово важи за произвољно мало у, то се може пустити да 
у-+ О, па је . 

оо 

Нт sup Ј (О") <: Ј Ру (1jz) zva:-l dz = Г(а + 1) . 
а=О . [(уа + 1) 

О 

Сличним поступком из особине с. 2. (5. глава) следи 

1· . f Ј ( ).......... г (а + 1) lm ш a?-~--=-
а-О . Г(уа + 1) 

и тиме је доказан помоhни став 1. 
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ПОМОЋНИ СТАВ 11. Нека Р v (ао, € (t) ta L (t1/
p» конвергuра и нека 

€(x)~O када х ~ О, тада је 

ф • 

f Р, (a/t1/v) € (t) ftX L (t1/p
) dt = о (аР L (а». 

vt 
о 

д о к а 3 . помоhног става П. Изаберимо 6> О И I) > о тако 
да буде 

16 (t I < € Г ( v а + 1) .. о ~ t ~ 
) . Г(а + 1) , """:"" IJ 

Ако поред тога користимо још други део става 2,1, добиhемо: 

ф • ~. 

I f Ру (alt I/P
) € (t) t" L (t1/ p

) :~ I < Ј Ру (a/t1/
V

) 16 и) I t"L џ) :~ + 
о о 

ф • 

+ I f Рр (а/!llр) € (t) ftX L (t1/p) :; I 
~ 

ф 

~€F(va + 1) f Ру (a/t1/p) ta L (fЏp) dt + 
. Г(а+l) vt 

о 

+ о (ауа L (а» 

<6 ара L (а) + 'о (ара L (а». 

Тиме је и помоhни став II доказан. 

д о к а 3 става 2,IV. На основу претпоставке о функцији 
f (х) можемо ставити: 

f (х) < а ха L (х1Iр) + е (х) ха L (х1IР) , 

где € (х) ~ О када х ~ О, а а је Iimes sup ~L када х -+ О. Тада 
ха L (х 1/Р) 

важи релација 
ф 

р v (а, f) <: а Ј F 11 (a/t1Iv) ta L иllр) dt + 
vt 

о 

ф 

+. f Рр (ai t1/p) 8 (t) ftX L (t1/p) dt , 
. vt 
о 

"::.:: 
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или на основу' 'помоhних ставова' I:и 11 

Нт sup Pv (а, f) < Нт sup f (х) 
еНО Са. уауа L (а) х-+О xaL (x!/v) 

На исти начин се доказује да је и 

Нт inf Р (а, f) :> Нт inf .,.-,-.;-"fc'--(x-,-)_ 
еНО Ca.vaVaL(a) X~O xa'L(x1/V)" 

За овај став важи дуаЛан. који се у принципу исто доказује. 
Тај став гласи: 

f (х) 
СТАВ 2.1V*. А1l0 , а> - 1 осцилира изме&у 1l0начних 

ха L Ix!/v) 
граница llада х 4 ОО, ШаДа је 

Нт inf f (х) < Нт inf 
Ру(а,!) < х-+ 60 ха L (x1tv) O~a> Са.у.ауа L (а) 

< Нт sup Ру (а, f) < Нт sup f (х) 
О-+а> Са.уауа L (а) x~a> ха L (x!/v) 

Из ова два става могу се извести низ других који прет
стављају њихове специјалне слу~ајеве. Пошто Ьемо се у даљем 
раду позивати на њих, то Ьемо их посебно и формулисати, 

СТАВ 2,V. НеllаРу (ао, f) 1l0HBeprupa и f (х) осцилира измеђ}' 
«оначнuх rpaHuqa «ада х -+ О (х -->ј; оо); тада је 

Нт inf f (х) < Нт inf Ру (а, f) <; Нт sup p~ (а; п< Шп ~tip '{ (х), 
Х-+О 0-+0 G~O х-+О' 

«'-+а». (О-+а» (о ~a» (х-+",,) '. 

СТАВ 2,Vl. А1l0 Ру (ао, f) 1l0нвергира и 

t (х) ""' xaL (х IIУ) , x~ О (х -+ оо) , 
lдaдa је u 

Pv (0', f)";" Ca.v ауа L (0'), а ~ О (а -+ оо), 

СТАВ 2,Vll. Нека Р у (ао, f> IlOI:lBeprupa и 

Шада је u 

. . . . ,~ , 

Нт ((х) = А ; 
х-+О 

(Х-+а» 

. Нт P~"(a, 1) = А . 
а -+ О . 

(0-+"") 
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Најзад, користеhи се општим ставом Tauber-ове природе. 
N. Wiener-a, доказаhемо за нашу трансформацију Р v (($, f) инверзан 
став претходним ставовима. ћlј .<;тав N. W i е п е r-a ([5, а] страна 
521) гласи: . 

Нека Кј (t) йрийада класи и (О, оо) и н.ека и.ма особин.у да је 

"" . f к 1 (t) tiy dt =1 О, ,- оо < у < оо . 
О 

Ако је за н.еку Ј-фун.кцију ff (t) која је огран.ичен.а у (О, оо) 

. "" . "" . 

. .Iim s Ј'К1 (st)'ff (t) dt = А f Кј (t) dt, 
S~O 

О О 

то је за свако друго језгро К2 и) које llриаада и (О, оо) такоЬе 

"" "" 
.!~SJK2(tS)ff(t)dt=A !K2 (t)dt. 

. о о 

Став који Ьемо ми доказати гласи: 

.. ' СТАВ ·2,vш. Нека је ff (t) = t
av 

[Ojt
v
) огран.иЧен.а фун.кција у ин.тер

L (1/!) 
волу (О, оо); тада из чи1tJен.ице 

следи 

Pv(cr, f) '"" г (а + 1) (Јџа L «($), cr ~ О 
F(va + 1) . 

:. t 

2..Ј· ~f(1јт:v) dТ:,",,1, t-:,oo. 
t L(lјт:) 
о 

Ако је још ff (t) .монотон.о растУliа за t> О, следи да је 
Iim 'ff (/) = 1, 

t ~ "" 
одн.осно 

f(t) ~ t';.L (t1/ v), t 4 О. 

Доказаhемо претходно следеhи помоhни став: 

ПОМОЋНИ СТАВ. Нека је ff(t) огран.ичен.а функција у (О, оо); 
тада из . 
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следи 

о 

д о к а з помоhног става. 

оо 

Ј 
L(a~ d~ 

Fv (ljt') ~<XV -- ~(a~) - = 
L (а) t' 

о 

"" 
= [1 + е (б, 1'\, Т)] Ј Fv (1j-r) ~<XV~ (б 'с) ~t' 

О 

IJ оо 

+ Ј + f p~ (lM t'v<X L (бt') ff (бt') dt' 
L (б) l' 

О Т 

" "" 
:- [1 + е (б, 1'\, Т)] (Ј + Ј Fv(lj~) t'<XV ff (стс) d~t'), 

О Т 

где е (а, р., т) -+ о, а -+ О за свако 0< 1'\ < Т. 

Треба сада. још само показати да се интеграли 

IJ 

Ј1 = Ј Fv (ljt') t'<XV L (б~) ff(cтc) dt' , 
L(a) '(. 

О 

оо 

.. Јз = f Fv(1j~)t'<xv~(at)dt't' '. 

т 

по апсолутној вредности могу учинити мањи од унапред датог 

е> О за погодно изабрано 1'\ и Т када а -+ о. 

; / 
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Прво Ьемо показати за Ја и Ј. 

" 
' Ј I<:'MJ d. 

8 ~ т1- (СХ+l)Р 
О 

< м I1\СХ+!)Р < е/4, 
v(a+l) . 

Ј"" l~P I Ј4 1<М е-С"; _ 

т 

l' 

М l-Р 
<_e-СТ <е/4, 

с 

Користеhи се особинама функције које се правилно пона
шају (5 глава) може се лако показати и за Ј1 и Ј2 • 

па је 
'1jJl(CX+1) 

Нт I Ј1 I < м· < 8/4. 
еН О V (а + 1) -у 

Исто тако је 

"" . 

I Ј 1<" м Ј F (1/7:) тСХ'+! (ar)-Y L (ат) . dT 
11 ~ V . r:rYL(a). 

т 

па је 
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П рема томе је 
ф ф 

I Ј Fv (l/t) 'С<ХЏ L (0'1') ff (0'1') d l' - ЈРџ (1 l't) 't<XV ff (0'1') d't 1< 
LM. l' l' 

.0 О. 
ф 

< е + I е (0',.1), Т) Ј Рџ РМ 1'<ХЏ ff (O''t) d1'1' I 
. о . 

и тиме је доказан помоhни став. 

Д о к а з става 2, УIlI. По претпоставци је 
ф 

1 JFv(0'/t1/V)t(t)dt r-.J Г(а + 1)', O'~O. 
О'Џ<Х L (О') vt r(v + 1) 

о 

Извршимо ли У овом интегралу трансформацију t1/v = l/t, добиhемо 
оо 

О' fFv(O'1')~t(~) dtr-.J Г(а+ 1) , ~~O. 
О'Џ<Х L (О') . 0'1" tv . r(va + 1)' 

о 

што се може написати 

'ф' . 

_1_ f F (0'1') _1_ tv<Xt(t-v) dt,....., Г(а + 1) O'~O. 
L (О') . v ( O't) <хџ t Г (v ct + 1) , 

о . 

Овај се интеграл сменом G t;"" с1 своди на. интеграл из помоhног 
t<Xv ., 

става за ff (t) = --- t и-џ). Према доказаном помоhном ставу 
L(1/t) 

следи да и 

О'fФ F (O't) 1 ·~t(rV)dt"" Г(а+l) , O'~O. 
v (O't)VIX+l L(1/t) f(va + 1) 

о 

ПримеНИМ9 наведени Wiener-OB став на последњу релацију. 
у овом случају је К 1 (t) == Fv(t) l/til<X+l, па је ' 

ф . f Рџ (t) tIV-l-vа dt = г (1- (ју -:- va)/v) =F О, . - оо < у < ос. 
Г(l+vа;-iу) , 

о 

Ако још изаберемо К2 (st) такво да је 

K
2
(st) = Ј 1, 0< t< l/s, 

.. \ о, t> l/s, . 

то из Wiепеr-овог става следи тврђење става -2, VШ. 
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НС Р;ЕШЕЊЕ ХОМОГЕНЕ ИНТЕГР АЛНЕ, ЈЕДНА ЧИf;l.Е 

. ~ '... ф 

!(х)=).. Ј FII(X/tl{II)!(t)~: (3,1) 
о 

'ф:унiДиЈл:в,~ННЕJl!Дff%~йн§ПЕЦИЈАЛНОГ СЛ~ЧАЈА SСНRОDЕR-ОIЩ 
, ,. :' ,. ".,'. ' 

Видели смо да је основна идеја, коју користи М.' Parodi: 
свести интегралну једнацину на функционалну И, уколико знамо 
решење ове једначине, инверзијом Lap1ace-08or интеграла 'допи 
до решења дате интегра,llне једнаЧИfiе. Пошто ћемо се и ми 
служити истом идејом, то је потребно да, претходно добијемо 
решење извесне функционалне једначине." " ' 

'Општи облик .SchrOder-ове функционалне једначине је: 

<р la (х)] = л ср (х) (3,2) 
!: /', 
из које се лако прелази на Abe1-ову функционалну једначину 

0/ [о: (х)] = 0/ (х) + C~· 
само ако се стави да је 

lп <р (х) = 0/ (х) , lп}., '= с. 
, ,1 "\ 

(3,3) 

АЬеl је приметио да, ако познајемо једно партикуларно 
решење 0/1 (х) једначине (3,3),тада,ј~,опште решење: 0/] (х)+оо(х), 
где је w (х) функција која је' 'инваријантна у односу на ех (х), тј. 

: ,.' 

.. ,-

Као специјалан случај посматрао је једначину 

0/ (х п) = 0/ (х) + 1 

и показао да' је љено партикуларне ~реше~е 

,',),' ( ) _ 1п 1п х. ' 
" '1'1 Х - " • 

" 1п п : 

){ласичан резултат о МОГУПНОСТli решења Sфrбdеr-ове функ
ционалне једна чине (3,2) даје став О. Konigs-a. Међутим решење 
је дато у облику једног лимеса и у ТОМ облику није подесно за 
наш рад. 

Напоменимо још само рад Р. А Р Р е.! lca [3] у коме се као 
пример решава један специјалан случај који нас овде интер'есује. 
Qи посматра функционалну једнаqюiу 

,Р (а (х)) = F (х): . 
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као уопштење једнаqине' која дефинише пеРИОДl~qие ФункциЈе. 
Решење ове једнацине даје у облику реда 

оо 

F (х) = ~ t [аn (Х)] , 

где је а.n (х) п-та итерација функције а (х), а f (х) тако изабр~на 
рационална функција да горњи ред има област' конвергенције. 
За специјалан случај а. (х) = х2 добива решење облика . 

ОЈ . I ~ 

F (х) = ~ х2n + 1 (1 - х2n )2 1 

n=-оо 

где ред конвергира за I Х 1< 1, 

Нас ће у овом раду интересовати онај специјалан случај 
једначине (3,2) када је а. (х) -= хn , тј. једнацина 

(3,4) 

Свешhемо прво ову једначину на облик (? ,3) који је посматрао 
АЬе1. Уведимо зато нову Функцију 1п q> (х) = СЧt (х), с = 1п Ј,. 1= о, 
и добиhемо 

'1t (хn) = t (х) + 1 . 

Према Abe1-у је једно партикуларно решење ове једначине 

.1. ( ) _ lп lп х 
'У1 х - . 

1п п 

Нека је сада w (х) ПРОИЗ80љна периодицна функција периоде 
1, тј. задовољава релацију 

w (х + 1) = w (Х), 

w ( lп 'П х ) инваријанта у односу на XR t 
lп п . 

онда је функција наиме 

w ( lп lп хn ) = W ( lп lп х ), 
lп п lп п 

па је, према томе,' опште решење једначине (3!3) за а. (х}==- Хп 

Чt(Х)=С Јпlпх' +соо(·lПlПХ), 
Јп п lп п . 

а опште решење једнацине (3,4) заЈ,. i= 1 је 

101п у (1 1 )' 
( ) _ ~.1iIiI . п п х 

ср х -1\, W 1 . 
пп 

(3,5) 
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Ако је л = 1 опште решење једначине (3,4) је 

qJ (х) = щ ( ln 1п х ). 
ln п 

·3.2. ЕГЗИСТЕНЦИЈА И ЈЕДИНСТВЕНОСТ РЕШЕЊА ЈЕДНА ЧИНЕ· 
(3,1) . 

. Користеhи се доказаним ставовима о трансформацији Ру (0', f) 
из 2. главе као и општим решењем функционалне једна чине (3,4), 
расправљаћемо проблем сопствених функција и сопствених вред
ности једначине (3,1). 

Прво Ьемо доказати следеhи став: 

СТАВ 3,1. Једначина (3,1) .може и.мати решење t (х) такво да: 

t (х) 1. -~~-, ct > - 1, осцилира између коначних истознач-
ха L (х1/Р) 

JtUx граница, 

2.· e-SX f (х) интеграбuлно за S = So у интервалу (О, оо), 
~a.мo ако је ct = О, ).. = Ojv)!1. . . 

Доказ. Пођимо од једна чине (3,1) написане помоh,у ознаке 
за трансформацију Рџ{О'Ј) 

или 

ха (l-v) L (x1/V) 

L (х) 

t (х) = А Pv (х,!) 

f(x) =АСаџ Pv(x,f,. 
ха L (ХlJџ) . ' Са, v хџа L (х) 

Ако сада искористимо став 2.IV или став 2,IV·, доби~емо: 
xa(l-v)L (x 1/V) 

Нт inf а ~ л с а 

где је 

.c-tО 
(х -t се) 

L.(x) ._r' а,Р_ 

Xa(l-v) L (x 1/V) 
Нт sup· а < А Са v 11 , 

.c-tО [(х) "" 
(.c~ се) 

Ове две релације могуЬе су само ако је ct = О, па следи да је 

. L (х1IУ) 
llm ---- = А. 
z-tО L (х) 
(ж -t се) 

8 ЗБОРИIIК 
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Ако се сада стави х =е-У иR1 (у) = L (е-..У) онда је 

liш ' R1 (y/v) = л. 
У-+ОО R1 (у) 

На основу особине А., ,функција ~oje се правилно ПQнашају 
(5. глава) закључујемо да је R1 (у) = уР- С (у), па према томе је 

,L (х) = 11n х IP- C'(.I1n хЈ), 

а }.. = (1/v)P- .на исти начин, ако изврiiiимо смену х"';" еУ, добиЬемо 
за о<хо«х , 

L (х) = (ln х)Р- L$O (ln х). 

, ' . 
СТ АВ 3,11. Неllа је 

1'. (1)1 (х)uерuодuчна фУНllција Периода 1, тј. (Јј1 (х + 1)= (1). (х); 
2. f (х) таllва фУНllција 1l0ја задовољава релацију 

,ОО 

Ј e-sx f (х) dx = 1/s (1n S)~(1)1 C~:~ S). 

о 

Тада је f (х) решеНЈе интегралне једначине (3,1) за л = (1/v)P-. 

СТАВ 3,lI1, Једино решеНЈе f (х) једна чине (3,1) 1l0је има осо
бине да је 

1. f (х) Nxи:L (х1/У) , х-+О (х-+оо), 0;> -1, 

2. e'"7~~ f{ х) интеграбил.но за s = So у интервалу (О, оо), је 
f (х):::> 1/s (ln s)l1. 

Д О К а з ставова З,П иЗ,IlI. Извршимо Laplace-ову трансфор
мацију леве и десне стране једначине (3,1): 

ао оо а:ј. ао 

Ј e-Sх'f(Х)dХ;;;'~Ј e-sxdx f Fv(X/tt1v)f(t)~:. 
о о о 

На основу става 2,IlI добијамо 

ср (s) = л sv-1 ср (sv) , 

где је 

ОО 

ср (s)= .Ј'е:-в ! f(t) dt. 
о . 

.':'0'-:'.' 
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Обележимо са К (s)== s q> (s) па се добивена функционална 
једначина своди на веп расправљени случај Sсhrбdеr-ове функ
ционалне јеДНIi чине 

, К(s)~ЛК(sv). 

Видели смо да је опште решење ове функционалне једна чине 

~ (InlnS) K(s) = л Јп J/v W тri"v."" ' 

па према томе је и 

~ (10IПS) q> (s) = l/s (1п s)Jn J/v оо 1Il1J . 

Када је л =с 1, q> (s) се своди на 

q> (s) ~ ~оо(IПlПS). 
s lп v 

Тиме је став 3Д доказан. 

Ако још захтевамо да се q> (s) правилно понаша када s ~ О 
или s~ оо, следи, на основу особине функције оо Щ, да је то 
могупе само ако је оо (f)==c, па према томе следи тврђење става 3,ПI. 

Нитересанfно је приметити, прво, да је спектар' сопствених 
вредности континуиран. Друго, да скуп функција коме припадају 
сопствене функције једначине (3,1) остаје непромењен са променом 
V. Промена настаје само у томе што nе сада једна сопствена 
функција да одговара другој сопственој вредности. 

3.3. НАЛАЖЕЊЕ РЕШЕЊА ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ (3,1) КОЈА 
СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ. 

Пока~имо како се може наnи функција t (х) :::Ј ОП s)P-, тј. 
функција која је oд~eђeHa, једначином 

оо 

Ј e-st f (t) df = l/s (1п s)P-. 

О 

3.3.1. Р. = k ,цео број> О. 

S 

Да би у овом случају нашли L·функцију t (х) која одговара 
, . " (lп s)P- . 
l~функцијиq> (s) = -- , пођимо од интеграла 

s ' 

, 1 Ј'" . s-" = __ О e-st [,,-1 dt· 
.. , Г(х) , 

о 
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k-ти извод леве и десне стране ове релације за х = 1 даје 

. = 
( - l)k (lп S)k = f ( ~ ) [_1_11) Ј fГst (1п t)kdt, 

s 1=0 1 Г (x)Jz=l 
О 

тако да је тражена функција f (t) 

k. ( k) fk (t) = (- l)k L . У; (1п t)k-t, 
1=0 1 

где смо ставили 

1 се хј 

Г--(I-+-х-) = ~o Уј it . 
3.3.2. Р. <; О. 
Ставимо р. = - ')(., ')(.)?; О и користимо следеhу везу за Laplace-

ову трансформацију . 
= 
Ј _t_x Г---,(,-,х),- dX:J l/s g (ln s), 
Г(х+l) . 

о 
. -1 

где г (t):J g(s). У нашем случају је g (s) = s-",. па је г (t) = i(')(.) 

а одатле следи да је 

= . 1 Ј tX ,,-11 
f(t) = Г(')(.) Г(:+ 1) dX:J s (lп s)-" 

о . 

3.3.3. Р. > О. 
у случају 3.3.1. р. = k цео број > О имали смо 

(Ins)k k. (k) 
--с(-l)k L . Yi(lnt)k-i""'fk(t), 

s [=0 1 

а у случају 3.3.2. р. = - ')(. < о 
= 1 1 Ј F х,,-1 

--=--:-- С -- dx = т (t). s(lns)k Г(')(.) Г(х+l) т" . 
О 

Нека је сада џ. > О. Ставимоk;'" [јЗ. - ОЈ +: 1, k -'')(. =р. > О и 
образујмо композицију од fk (t) И Ч»" (t), тј. 

t 

fk (t) • ср" (t) = Ј <р" (t - т)А (t) __ On_s_)k __ 1_ 
.' s s~lns)" 

о 
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одакле следи 

~ (lп s)}l C!k и) * ~x (t). 
S S 

Према томе је тражена функција 

дата изразом 

1 
!(t) ::Ј - (ln s)P-, }1 > о 

s 

f(t)= !!..{~X(t)*fk(t)}. 
. dt· 

, 

3.4. РЕШЕЊА КОЈА СЕ НЕ ПОНАШАЈУ ПРАВИЛН() У БЛИЗИНИ 
t -о ИЛИ t =~ 

Ј. К а р а м а т а дао ми је, у вези мог недавно објављеног 
рада [18], такав пример који претставља решење интегралне 
једна чине (3,1) за v = 1/2' а не понаша са правилно за t = О или 
t = оо. Међутим то се може уопштити. Наиме, треба само попи 
од релације С. (страна 120) 

оо 

--- = А Fv (x/t1iv) ----хи f fU
/
V dt 

. F(I + и) F(l + u/v) vt 
о 

па је помножити са u}l-l w ( lп и) и интегралити по и у гран~щама 
. lп v 

од О до оо И добиhемо да је 

f (х) = (ОО хи 
u}l-I!1.) (IП и) du 

. Г(1 + и) lп v 
о . 

решење интегралне једначине (3.1) за А ~ (1Iv)}l. 
Ако пак претходну релацију (3,6) диференцирамо довољан 

б . .. . ф . Р- 1 (IП и) 
РОЈ пута по и, а затим помножимо са истом УНКЦИЈОМ и - w -

. ·~v 
и интегришемо као у претходномо случају, добиhемо решење 
једюrчине (3,1) за произвољно А> О. 

JV. ПРИМЕНА ДОБИВЕНИХ РЕЗУЛТАТА 

4.1. ЈЕДАН ПРОБЛЕМ ИЗ ФИЗИКЕ 

У раду који је недавно штампан [I.8}, посматрао сам специ
јалан случај интегралне једна чине (3,1). Тада језгро има облик 

2. F (/t2) 1 - J~ - 1/2 Х ~ ,,_ е 4"" 
t . y1tX 
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~ .. ~-=-~-=_.~_.~-=---=._~--~ .. ~. ----------~~--------------------------, 

па се интегрална једначина (3,1) своди на: 

(4,1) 

која има следеhе значење: 

Распоред топлоте у линеарном проводнику дат је једна
чином 

де д2 Э 

д t -= д х2 ' 

Нека је проводник неограничен са оба краја и нека-задовољава 
почетне услове: 

9 (х,о) = {' (х),х """'~, 
О , .X<Or 

Решење парцијалне једначин'е провођења топлоте',са датим почетним 
условом је -

со ' 
1 f -(%-и)2 , 

е (x,t) = -== e4t '.(и) du. . 2" 1с t 
о 

Нека је поред почетног услова дат и гранични 

л· 
9(0,t)=-/(t)" 

2 

. (4,2) 

где је л произвољан параметар. Питање. је која функција 1 (х) 
може, на основу релације (4.2), да задовољи ове услове. Нала
жење функције Нх) своди се на решење интегралне једначине (4,1). 

Ову једначину М. Parodi решаваоје симболичким рачуном. 
Он је показао да су за л = 1 .и л = 2 'решења интегралне једначине 
(4,1) 1 (х)=: 1 односно '(х) = lп х + С где је С Euler-ова константа. 

Ако искористимо резултате из претходних глава Добијам.о 
знатно више но- што је добио М. Parodi. Тако се став 3.111 у овом 
-случају, када је v = 1/2, своди на следеhи: 

СТАВ 4.1. Једино решеНЈе uншегралне једна'!.ине (4,1) за л = 2Ј1 
које има особине: . . : . ,. 

1. f(x)"-'хР L(х2), ~> -1, x-tО (x-too)j 

2. e-SX f (х) uншеграбuлно у размаICУ (0,00') за неICО S = So је 

f (х) ;:) (lп s)J1 • 
S 

На исти начин могу се пренети и сви остали ставови. 
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Како' се скуп функциЈа коме припадају сопствене Функције 
интегралнејеДffачине .(3,1)'He мења"са v, то и: сама решења дата 
за једначину (3,1) остају и за интегралну једна чину (4,1). 

4.2. ДОПУНА ТАБЛИЦА ЗА L.4.PLACE-OBY ТРАНСФОРМАЦИЈУ И 
НЕКЕ ИНТЕfРАЛНЕ }јЕЗЕ ЗА WRJGH1-0BE ФУНКЦИЈЕ. 

Резултати претходних глава могу се користити да би добили 
извесне нове везе за Laplace-ову трансформацију и њима ,допу
нили таблице ове тако много коришЬене трансформације. 

Из досадашН:,>ег рада можемо начинити следеhу таблицу 

L-функција одговараЈуЬа [-функција 

I 
"" 

1 
f Fv (x/t1/V

) f (t) dt sv-1 ср ($") 
vt 

О 

f (t) ср (s) 

'2 tPH ф (р., v; - xty
) 

s-Jl е-х/В" 
V>O, р.>О 

3 tJl - 1 ф (р., - v; - x/t") 
s-Jl е-хэ" 

O<v<1 
' , 

" 

4 
.!. tJl e-tV cosvnsin [t" sin V'lt ~ p.'It] 

i S-Jl-l Ф ( - р., ~ v; - l/s") 'It 
O<v<l, р.>-1 

, " 

5 tll/2- 1 Ф (~, - р; - l/tP/2) y"1i ' (~ + 1 '" ) 
~s-II/2ф -- _1/2P'-2РsР12 

О<р<1 2~ 2" 

6 tll12-1 Ф (~, р; - (Р/2) Уп (~+ 1 1 ) 
~>O, р>О :lll ~-!II2 Ф Т' 1/2. р; - 2Р SP/2 

7 1 -.!..cosvn ( SinVIt) 
-t-Jle tV sin p.'It - -у- , SJl-l Ф (}1, v; - Sv) 'It, t 

O<V<1/2 

Б.езе 1-,4 следе из досадашњег рада. Треба још "уI(ззати 
на важност прве везе за примену Laplace-ове трансформације; 
нарочито може корисно да послужи при тражењу L-функције 
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када је по;зната [-функција. Исто тако она ,ltaM омогуЬава да 
дођемо лако до неких интегралних веза за Wright-ове функције 
као што су: 

оо 

, dt 
а. Ј ф (О, v;- tjav) Ф (~, р; - tP)fj3-1 ~ = 

о 

= бv (ј3-1) Ф [v (~ - 1) + 1, р v;' ~ БVР] , 

~>O, р>О, O<v< 1 ; 

специјалан случај ове релације је 

ј Ф (О, - v; - t/БV) t~~ Јј3-1 (2 'УЈ) d; = 
о 

= ау (ј3-1) Ф [v(~ - 1) + 1, v; - БV]; 

Ь. ЈОО Ф (О, - v; - iјБV ) Ф (~, _ р; _ 1/iP) [ј3-1 dt= 
vt 

о 

оо 

'-= бv (ј3-1) Ф (v (~ - 1) + 1, - р v; - 1јБVР]; 

0<v<1,0<p<1 

с. ЈФ(о,-v;-t/аV)fрdt= Г(р+l) аУР. 
vt r(vp + 1). 

о ' 
O<v<l, р>-1 

На основу последњих релација а. и с., а узимајуhи у обзир 

да Ј'е Ftl2 (t),= ,1, e-l{(4t) добили смо везе под 5 и 6. Исправност 
2V~t ' 

последње везе из таблица може се показати на следеhи начин: 

Пођимо од веЬ познате релације 

t)1-1 ф (tt,' V· - '~) = _1_ Ј etz z-P-e- 1/zv dz 
г' '2~i " 

С, 

где је С' дато на цртежу 2. Раставимо овај интеграл на три 
следеhа 

С' -оо 

п -оо 

+ 6i ЈеtегеСlгvг-vеi~ + f еЧе-оI/;rVг-2Vniе--2Ј1nldх. 
, еР- еЈ1е i " хР-

-.n О 
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ПУСТlJМО 8 ~ О И добиhемо 

О -оо 

r et% e-1/zv d z = Ј е1Х -l/"v dx + Ј etx-1/"v e-2v:ri e-211:ri dx . 
• zl1 хl1 хl1 

С, -оо О 

Изврmимо смену х = - ~ у горњим интегралима, па Ьемо 
добити: 

1 ' 
fl1-1 Ф (џ., v; - tv) = 21t i Ј etz z-11 е- l/z

V dz 
С, 

ао, ао 

= -1-ј е- t~-ГV evni ds __ 1_Ј" е-t!;-гv e-vni ds 
21t i ~11 e-l1n'l 21t i ~J1 eJ1ni 

О О 

оо ,(SiD vn' р.) i (SlD vn' Ј1) 1 

= -1-Ј e-t;~ e-;-Vcos vn, {е- v- п' -е !;v-- п' }d~ 
21t i sl1 

О 
оо , 

= - е- S - 'e-S CQS Vn' s1П }1:Л -d ~ . 1 Ј t 1: 1 1:_ V • ( sin v л ) 
'1t ~ Р. , , \ ~v 

О 

Тиме смо показали rачност и ове последње релације. 

V. ОСНОВНЕ ОСОБИНЕ WRЮНТ -ОВИХ ФУНКЦИЈА И Ф~НКЦИЈА" КОЈЕ 
СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ 

5.1. WRIGHT-OBA ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈА ВЕSSЕL-ОВИХ ФУНКЦИЈА 
И ЊИХОВЕ ОСОБИНЕ 

Е. W r i g h t [21, аЈ посматра следеhу целу функцију 

Ф(~,р;z) = f гс 1)~(:. ~y; (5,1) 
1=0 [+ pl+ 

Р је реалан и позитиван број, ј3 број реалан или комп,цексан. Када 
је р = 1 тада је ' 

ЈР-l (t) = (1/2 ()Р-I Ф (~, 1; -'1/4 (2), 

где је Јр (ђ Bessel-ова функција. 
Ову класу функција Wright је искористио када је тражио 

асимптотски развитак коефицијената степеног реда функције 

, {сс} оо (1 - х)-Р ехр = L СП хn • 
(1 - х)Р n=о 

tде СУ ct и ј3 макакви комплексни бројеви ct i- о. 
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Функција Ф (~, р; z) може се изразити и помоhу инте'грзла. 
Нека је и-раван пресецена по правој arg и = 1t И нека је I arg и 1< 1t 

У пресеценој равни, тада је 

Ф (~, р; z) = _1_. Ј и-Р ехр (и + !..) du. (5,2) 
21t 1 иР 

, с' 
где је С' контура која полази од - оо обилази почетак у пози- , 
тивном смеру и враћа се до .:.. оо обавијајуh~ пресек (цртеж 2.). 

Даље Wright показује у којој ,се' мери извесне nсобине 
Bessel-ове функције преносе на функције Ф (~, р; z). Тако је 

или 

р z Ф (~ + р, Р; z) = Ф (~-1, р; z) + (1 - ~) ф (р,р; z) , 

d 
- Ф (~, р; z) = Ф (~ + р, р; z) 
dz 

р z ~ Ф(~,р; z) = Ф (~- 1, р; z)+(l - ~) Ф (~, p;z). 
dz 

(5,3) 

Када је р = p/q, р и q цели бројеви, функција Ф (~, р; z) задо
вољава диференцијалну једначину реда р + q: 

/'; 1 Ф (~, р; z) = (р ZI"':t/ P'dd
z

( z 11+;-:1 (~)q Ф (~, р; z) (5,4) 

к:оја претставља уопwтење Веssеl"о~еДИфереНЦИјалне једначине 
када је р>О. . 

, За,. ову функцију Wright, показуЈе следеhу теорему: 

АIlО j~ arg <-;- z) =~, ! ~ ! ~ 1t, 
тада је 

ф (~, р; z)-= Н (Z1) + н (Z2)' 

где смо са Н (z), Zt, и Z2 обележuлu 

H[Z)=ZIJ2-ре(I~I/р)z{'f (-l)m ат+о( 1 )}'," 
т:=О z" ,! z ! М+1 

1 ~+п _1_ ~ - 1t i 

zl=(p!z\)p+l е'Р+ 1 ; z2=(plzl)P+l~P.+~ 

Коефuцuјентu' ат су дате ФУНllције од' р и р . 
.1 • , " 

у једном каснијем раду W r i g h t [21, с] проширује ову класу 
функција на случај када је - 1 < р < О. и тада је 

~ ~ " 

ф (Г-!, - а' z) = ~ , р= -а, О<а < 1 . .. (5.0) 
t" , ~OГ(n+ 1) [(~ .:..nа) , ' ,." ' о' • 'о' ,,', ' 



о једној класи СИНГУJl'ариих интегралних Ј.едначина 123 
. I 

и 

Ф(~, - a;z) = _1_. !U-fJ ехр (и +zua) du, (5,6) 
21t 1 
-С' 

где је С' контура веn дата цртежом 2. Према TOM~ интеграл (5,2) 
важи за свако р> - 1. . 

И за овај случај Wright даје теорему о асимптотском пона
шању функциј~ Ф (~, - a;z), О < о' <1.· 

Ако је larg( - zH< тјп {3/21t(1 - а), 1t} --в, Шада је 

Ф (~, - а; z) = 1 (у), 

г де смо са 1 (у) и у ооележили 

1 (у)= yl/2-fJ е-У {10 Ат у-т + О (y-~)}, 
у - (1 - о) [аа ( - z»)1/(1-a), 

а A i су дате константе које зависе од ~ u а. 

у случају р = p/q, р и q цели позитивни бројеви Wright је, 
као што смо видели, показао да функција Ф (~, p;z) задовољава 
диференцијалну једначину реда р + q, наиме једначину (5,4). Пока
заhемо да се и када је р = - pjq и р < q, р и q цели позитивни 
бројеџи, може лако наhи диференцијална једначина коју та функ-
ција задовољава, а која је реда q. , 

За доказ послужиhемо се са три релације (5,3) које уопшта
вају особине Веssеl-ових функција, а које важе и З2 р = - а, 
О < а < 1. Искористиhемо прву и другу од њих 

ф ({3 - р, - а; z) = Ф (~ - q а, - а; z) = (:z)q ф (~, - а; z). 

Из треЬе, пак, добивамо 

l-fJ+р ( l+.!.. d)P l-fJ 
Z а Ф (~ - р, - а; z) = - а z а dz Za Ф (~, - 0'; z). 

Према томе је 

l-fJ+р ( l+.!.. d)P l-fJ 
Z а Ф (~ - р, - а; z) = - о' Z а dz z а Ф (~, - 0'; z). (5,7) 

На тај ~ачин добили смо диференцијалну једначину реда q 
која претставља уопштење Bessel-ове диференцијалне једначине 
за- - I<р<О. . . 
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5.2~ О ФУНКЦИЈАМА КОЈЕ СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ. 

Пошто су дефиниције потпуно аналогне за t = оо и t = О, 
то ћемо их дати само эа t. = оо. 

За функцијуq (ђ казаћемо да се правилно понаша за t = оо 
ако она задовољава релацију 

q (t) "Ј ta L (t), 

кад t-+ оо, где је L (t) позитивна и непрекидна функција за свако 
t> О, а која припада класи споро променљивих функција, тј. задо
вољава релацију 

L (и t) -+ 1 t -+ оо 
L (t) , 

за свако и> О (види [10]). 

Наведимо овде само оне особине овако дефинисане класе 
функција q (t) = ta L (ђ које ћемо користити у даљем раду. 

А. q (tu)-+ tJ.a , U > О, t-+oo, 
q (t) 

В. . q (t) -+ оо, а > О, t -+ оо, 

q (t)-+O, а < О, t-+ оо. 

с. Обележимо са Р1 (х), Р2 (х), Р1 (х) И Р2 (х) следеhе функције 

тада је: 

Р1 (х)= mах {fYL(t)}, 
O~t~x 

Р1 (х) = тiп {tY L (t)}, 
1;;;' х 

Р2 (х) = miп {t-:YL (t)}; 
O~t~x 

Р1 (х),...., Х1 L (х), Х-+ оо 

Р2 (х) "Ј х-У L (х), х -+ оо 

Р1 (х) ,...., хУ L (х), х -+ оо 

Р2 (х) '"'" х-у L (х), х -+ оо 

Према томе су Рј (х) и рј (х), i = 1,2 функције које сетакође пра
вилно понашају за х -+ оо,. а при томе су обе функције монщо.не. 
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SUR UNE CLASSE D'ЕQUАТЮNS INTEGRALES SINGULIERES 
par 

Bogoljub Statlkovic 

, Les 'transformations integra1es. еп particulier eelles de Laplace 
et de Fourier, se sont averees j>articulierement appropriees а 1а 
solution de certaines classes d'equations integrales. C'est, се que 
montrent les travaux de В о е h п е r [4], de О. D ое t sc h [5е], de 
W i е це r et Н о р f, [20] et,en ces dеrпiщs te~ps, de М. Р a,r о d,i [15]. 

М. Parodi. considere l'equation integrale 
оо 

f (х) + л f к (х, t)f и) at = g(x)~ (1) 

о 

оu к (х, t) est caraeterise par 

QO . • ' f е~зх к (х. t) dx = p(s) e~t Чr (s) , (2) 

О 

se reduisant,' sous certaines eonditions supplementaires, а l'aide ,de 
1а transformation de 'Lap1ace, а l'еquзtiоп forictionne'l1e 

ср (s) + л p(s) ср [Чt (s)] = у (s),: (3) 

оu ср (s) et у (s) sont les transformations 'de Laplaee d'e fonetions 
f (х). et g (х)., 

L'idee de М .. Parodi, dopne Неи а deuxproplemes. Le premier 
est lа fOrmedu поуiш satisfaisant а l'equation (2). Lesecond est lа 
s.o~uii~n de сеНе е,quаti<;ш.Lаргеsепtе поtе tl'Зitе 1es deux probtern,es 
poi1r ипе сеrћiiпе' elasse d'еqцаtiоцs in~egrales. ':. ,', ,", ' 
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Аu рсетјес. chapitre оп considere d'abord. ип .casspecial de 
l'equation (2), а savoir сеlиј lorsque р (s) et t (s) sont de puissances 
de s, c'est-a-dire l'equation 

со 

Ј e-sx К (х, t) dx = sJ? e- tsv , (4) 

о 

et l'оп .demontrela proposition 'suivante: 

Р r о р о s it i оп 1.1. L'equation integra1e (1) п'а de solutions dans 
lа classede fonctions L 1) que роис О < v. < 1 et р. quelconque, ои 
роис v < О, р. < О. L'unique' solution роис ces va.leurs de v et p.est 

-)1-1 '-р) 
К)1, v (х, t) = х Ф ( - 11, - v; - tx , 

ои ф (13, р; Z) est 1а gепеrа1isаtiоп de Wright des fonctions de 
Bessel [22]. 

Роuс certaines valeurs Speciales de v et р. l'eq uation (4) аррас
tien а uпе classe d'equations traitees раг М. Parodi, а savoir, lа classe 
des equations (2) ой р (s) et t (8) etant supposees des fonctions Ј.1) 
Ос, lе fait que р (s) et t (s) doivent etre des fonctions 1 est ипе 
restriction sensibIe, а се point чие les exemp1es donnees раг" Parodi 
lиј тете пе satisfont pas а ces conditions. La proposition В,чие 
ј'ај demontree јсј, s'etend aussi а ces exemples. 

Dans lа . seconde partie du рсетјес chapitre оп faH connaitre 
certaines proprietes de 1а fonction К)1, v (х, t), solution, de l'equation 
(4), роис des va1eurs speciales dep. et v, се чиј completecertains 
resu1tats de Н. Po11ard [16Ј, de Ј. Mikusinski РЗ] et de 
L. W 10 d а'с· s ki [21]. Ainsi оп 'а· еtзыi les relaiionssuivantes 

. со 

К (х 1) = ~ f е-ха аl1 e-аУ cos v л; sin (аУ sin v те-- р. те) da 
I1,Р' те 

о 

O<p<I,I1'>-I, 

, . F(v+l) , 
Ко, v (х, 1) ,....., sш v п: , х -+ оо, 

~У+ 1 . 

ой 
.. 1 

У = (1 - v) [vv (x- v»)1:-v 
Е1, enfin 

Ко. у (х, 1) > 0,00 > х > О. 
1) У. lа dеfiпШоп de fonstion L е! / о: Doetsch [5а]. 
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.. Au second .chapitre оп а defini et traite lа transforrnation јп!е
grale suivante 

се 

Рv(б,f)- Ј Fv (б/х 1!V) ,(х) dX, 
vx . 

. о 

оп Fv (х) = х Ко, v (х, 1). 

Pour cettetransformation оп а· demontre les propositions de . 
convergence suivantes: 

Р r о р о s i ti о п 2, 1. La transformation Pv (б, f) etant conver
gente. роис un б = бо , еllе est convergente pour tout О < б < бо , 
Si, еп outre, f (х) = О pour О < х < ч, alors 

a10rs 

о 

с«1-б)б!-0. 

Р r о р о s it i оп 2, 111. 1 (t) etant une fonction U>et 
се f e- st 1 (t) dt = ср (s), 

о 

се се 

f e-st dt f Fv (t,'t1!V) 1 (t) ~ = sll-! ср (sv). 
V·,( 

о о . 

Puis опа demontre lа prop.osltion de nature аЬеНеппе suivante 

Proposition 2, lV. La transformation Pv (б, f) etant 'convergen~e 

роurб = бо et 1 (х) ,а> - 1, oscillant entre des Jimites finies 
хО; L (х!!II) 

10rsque х .... О, aJors 

Нт inf __ 1 ~ < Нт inf Pv (б, f) ~ 
11 .... О хО; L (x!/lI) О .... О Со;, 11 бll о; L (s) ....", 

<: Нт sup Pv (,б f) <: Нт sup 1 (х) 
0 .... 0 Со;, 11 бll О; L (б) х .... О хО; L (х!!II) 

Et, епНп, lа proposition de nature tauberienne suivante: 
to;lI 1 (t-v) 

Р r о р о s i t i о п 2, VIII. F (t) =. etant une' fonction 
~ L (1/t) 

bornee dans, l'intervalle (О, оо), a1ors, de 

Ру(а,!)"" Г(а + 1) allctL(a), а .... О, 
r(va+l) . 
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resu1te 
t 

~ f та> f,(l/Tv) d't '"" 1, 
f L (l/т) . 

f-+ оо. 

О 

Si, еп outre, F и) est а croissance monotone pour t> О, iI 
s'ensuit 

Нт F(t) = 1, 
t~<7> 

ои que 
f (t) '"" ta. L (/1/'), t -+ О. 

Еп partant des resultats obtenus аuх deux premiers chapitres,Ie 
troisieme chapitre est consacre а Ia soIution dећ~quаtiоп integrale 
homogene 

<7> 

f(х)=лf F.(х/tltV)f(f)df. 
. vt 

(5) 

о 

Et оп а demontre Ies propositions suivantes: 

р r о р о s i t i о п З, 1. I}equation (5) пе peut ауојс pour soIution 
f (х) teIIe que 

1) f (х) ,а> - 1 oscille entre des Iimites finies de 
ха. L (х 1/ ') 

тете signe; 

2) e-SX f (х) integrable роuс .S = Sc dans I'intervaIIe (О, оо) 
que si а = О, л = (l/v)P-. 

Р r о р о s i t i о п З, 11. Soient 

1) Ш1 (х) ипе fозсtiоп periodique, de periode 1, c'est-a-dire 
ш1 (х+ 1) =ш1 (х); 

2) f (х) ипе fonction telIe que 
<7> 

f 1 ( In In S ), e-sХf(х)dх= ~(Iпs)Р-wЈ In v 
о 

alors f(x) est ипе soIution de l'equation integrale (5) роur л = (1/v)P- • 

Р r о р о s i t i о п З, III. L'unique soIution f (х) de l'equation (5) 
teHe que , 

. ~. 

1) f (х) r..I xu.L (x 1IV), х -+ O~{x -+ оо), а> - 1, 

2) e-SX f (х) soit integrable pour S = So dans l'intervalle (О, оо ), 
1 . 

est f (х) -::Ј - (In s)P- . 
S 

9 Зборник 
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Dans се chapitre оп donne egalement lа solution generale de 
ћ~quаtiоп fonctionnelle 

<р (х) -= 1 <р (хn). 

Enfin оп а donne aussi les solutions m~mes f (t) d'equation 
(5) qui se comportent regu1ierement. 

Рас ип contie-exemple оп а fait уојс qtie, lorsque Ја solution 
пе se comporte pas regulierement аи voisinage de zero ои de l'infini, 
оп а alors ип потЬсе i11imite de solutions. 

Аи sixieme chapitre оп а app1ique les resultats obtenus а ип 
рсоЫеmе de physique et оп а donne certaines relations nouvelles 
роис lа transformation de Laplace et les fonctions de Wright. 

;, 
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БОГДАН БАЈШАНСКИ 

О НУЛАМА ИЗВОДА РАЦИОНАЛНЕ ФУНКЦИЈЕ 

Одреljивање области У којима се налазе нуле извода једне 
класе рационалних функција. 

У геометрији полинома класичан је Gauss-Lucas-OB став, који 
тврди да се нуле извода једног полинома налазе у најмањем 
конвексном полигону описаном око нула тог полинома. У овоме 
раду даје се следеhе уопwтење тога става за једну класу раци
оналних функција. 

СТАВ. Ако нај.мањи конвексан iiолигон оиисан 01&0 нула једне 
рационалне фующије не задире у нйјмањи конвексйн iiолигон оиисаn 
око Полова ucii1e функције, ii1адй се све нуле извода ii1e функције 
налазе у двема обласii1има, од којих се свака добива као iiолусенка 
KOHii1ype једног од Поменуii1их Полигона кад је KOHii1ypa другог 
извор свеii1лосii1и. . 

Доказ. Нека су z/ и==1,2, ... ,ј) нуле и p,(i=1,2, ... k) 
полови рационалне функције f (z). Тада је 

fr(z - zaтj 
f (z) = _1=_1 __ _ 

k 
П (z - Pi)n i 

Узимајуhи логаритамски извод функције f (z), одређивање области 
нула функције /'( z) своди се на одреljивање области нула функције 

ј А- п А 
g(z)= ~ _,_1_ + ~ _1_, 

i>;=lz-aj (=ј+l aj-Z 
(1) 

где су А ј позитивни бројеви. 

Поетпоставиhемо да су област нула и област полова функције 
f (z) раздвојене, односно да најмањи конвексав: полигон Р описан 
око тачака ај (ј = 1,2, ... ј) не задире у аналоган полигонQ око 
тачака ој (i = ј + 1, ј + 2, ... п). 
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Нека је z нула функције g (z). Ставимо 

Тада из (1) следи да је 

па је О у. унутрашњости најмањег конвексног полигона описаног 
око тачака ~j. Стога Ье она бити и у унутрашњости најмањег 
конвексног полигона описаног око тачака l/~j. Зато постоје пози
тивни бројеви В1 (i = 1, 2, ... п), такви да је 

" 1· 
~ 8/-=0, 
1-1 ~ 

тј. 
. i п 

~ Вј (z - ај) - ~ Вј (z - ад == О, 
1-1 l=ј+1 

одакле следи 

z( t В1 ~j; В1 ) = ± Вј ај - f· Вј ај. 
1= 1 I-Ј+l 1-1 /-/+1 

Не може бити 

± Вј - t В,=О, 
1=1 I=ј+l 

јер би тада на ОСН08У .последње везе следило 

ј п 

~ Вј йј - ~ Вј аl = О, 
1-1 ј=l+l 

одакле би се добило 

; п 

-~ Вјај ~ Вјај 
i~ 1 =1=Ј+l 

± Вј п 

~ Вј 
1= 1 '=Ј+l 

зто би, због позитивности Вј, значило да постоји тачка која је исто
времено унутрашња тачка и ПОЛliгона Р и полигон а Q. Међутим, то 
противречи претпоставци да ти ПОЛИГQНИ не задиру један у други., 



о нулама из-вода рационалне Функције 

€Toгa се може написати 

тј. 

где је 

ј п 

. ~ В;- ~ 
(=1 ;=1+1 

z = ..:.P_Z-=1,--_q,---,Z2=-

ј,.., 
р= ~ 

i= 1 

р.- q 

ј п I 

~ В, ај ~ Вј а; 
-Ci'-=-=I=---__. _i =~J,-' +'-.' _1 __ Zl = - , -ZII= 

ј п 

~ В; ~ В1 
1=1 i=j+1 
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Како су Z1 и Z2 унутрашље тачке полигона -Р и Q, то се 
свака нула функције g (z) налази на правој која спаја неке две 

rc---------..,.------'----------- , 

~ 

Сл. 1 

унутрашње тачке полигона Р и Q, али ван дужи која спаја те 
две тачке. Дакле све нуле g (z) су у двема областима, од којих 
је свака полусенка контуре једног полигона кад је контура другог 
извор светлости' (области- D 1 и O~, шрафиране на цртежу). Тиме 
је став доказан. 

П о с л е д и Ц а. Ако се сви ПОЛОви функције g (Z), дефинисане 
у (1), налазе на правој р, и ако најмањи интервал који садржи 
тачке ај (i = 1,2, ... ј) не задире у најмањи интервал који садржи 
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тачке а; (i = ј + 1, ј + 2, ... , п), тада се и све нуле функције g (z) 
налазе на правој р. Специјално, када је права р реална оса, тада 
су све нуле функције g Iz) реалне. 

Н а п о м е н а. Не постоји став сличне природе кад полигони 
р и Q имају заједничку унутрашњу тачку. Тада се, наиме, може 
лако показати, резонујуhи као у доказу, само обрнутим путем, 
да се бројеви А; могу одредити тако да добивена функција g (z) 
има нулу у произвољној, унапред датој тачки z-равни. 

(Саоilшшено на седници МаШ. инсШ. 2-ТI-1955) 

SUR LES ZEROS ОЕ LA DERIVEE 
D'UNE FОNСТЮN RA ТЮNNЕLLЕ 

par 

Bogdan Baj§anski 

Dans cette note est' demontre Је theoreme suivant: 
Si les pIus petits poIygones convexes circonscrits autour des 

zeros ainsi que des рбlеs d'une fonction rationnel1e n'empietent pas 
Ј'ип sur l'autre, alors tous les zeros de lа derivee de cette fonction 
se trouvent dans deux regions, сЬасипе desquelles etant lа penombre 
d'un polygone lorsque I'autre est considere соmmе ипе source 
de lumiere. 

Оп obtient ainsi ,'ипе generalisation du theoreme Ыеп соппи de 
Gauss-Lucas sur tes zeros de lа derlvee d'un роlупбmе. 

; ј; 
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М. ПРВАНОВИЋ 

О ЈЕДНОМ ПОЉУ ВЕКТОРА ДУЖ КРИВЕ ПОТПРОСТОРА 

РИМАНОВА ПРОСТОРА 

у овом раду се успоставља и испитује релзција између вектора 
8а x i 82 хј 82x k 8xi 

vi = -- + gjk - - - криве С пот простора Риманова простора 
883 88288288 

И вектора који одговара вектору vi у ОКОJlНОМ простору. 

1. ОЗНАКЕ И ПОТРЕБНЕ ЈЕДНАКОСТИ. Нека су уо:(о; ~ 1,2, ... ,m) 
координате а ао:р dyO: dyP прва основна форма Риманова простора 
Ут' Нека је VN потпростор простора Vm И нека су х

ј (; = 1,2, ... , п) 
координате а g/j dx i dx j прва. основна форма тог потпростора. 

Претпоставимо да су метрике простора ут т И VN позитивно 
дефинитне. Тада имамо релације 

gij = ао:р уО: ,i уР ,ј , 

при чему запета испред индекса означава коваријантно дифе
ренцирање. 

у току излагања латински индекси узимају вредности 1,2, ... ,n; 
први грчки индекси (o;,~, у) узимају- вредности 1,2, ... , т а задњи 
грчки индекси (О', Т) вредности од п -t- 1 до m. Индекси испред 
којих се налази вертикална црта не означавају ко-варијантни или 
контраваријантни карактер величине, него служе за обележавање. 

Ако са NajO: обележимо систем од т - п јединичних, узајамно 
ортогоналних, вектора простора V т, нормалних на потпростор 
Vn , постоје једнакости 

(1.1) ao:pNajO:NTjP=8ar; 

(1.2) ао:р NajO: уР, i = О. 

Гаусове једначине потпростор~ _ Vn гласе ([1Ј с. 163, јед. 5) 

(1.3) уО:;јј = LQaJtjNajO:, 
а 

при чему су Оај/ј компоненте тензора друге основне форме пот
простора V п, а тачка и за пета (;) означава генерали сано ковари
јантно диференцирање. 
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Генералисани коваријантни извод .је4~НИЧНОГ вектора нор
мале на потпростор дат је изразом ((l]c;; 170, јед. 30) 

(1.4) 

где је 

Noja.;i = - OOjikgk1ya.,1 + ~6t'OjiNt'ja., 
t' 

6t'Oji = аЩI Noja.; i Nt'j fI == aa.fI Nrj fI Noja., i + (ЈЗ- v,(3]a. ур. ,i Nojv Nt'j fI • 

. Нека је С: х ! = xi (s) (s је лук) крива потпростора VN • Обе
лежимо· са &I&s апсолутно диференцирање дуж криве. Тада су 

~~j_ == dxi И 8уа. = dya. 
8s ds· &s - ds 

(1.5) 

компоненте јединичногвектора тангенте криве С респективно у 
односу на VN И на Vm, а 

(1.6) - =-+ . -- и -=-+ --. 02хј <Рх ! {i} dxi dxk 8~ya. d2ya. { а} dyfl dyY 
. . 8s2 ds2 / k ds ds 8s2 ds2 ~I ds ds 

су компоненте вектора прве кривине·; криве С у односу, респек
тивно, на потпростор VN И на околни ~простор V т' Ови вектори су 
везани релацијом ([1] с. 1 Ы, јед. 12') . . 

(1.7) 
82уа. &2хј. dtm dxn 
__ =_уа. '+~Oj --NЈа. 

!! 2 .!! 2· , I kJ t' тn d d t'. 
us uS t' S S 

Криве потпростора Vn Риманова простора Vm за које је, у 
свакој тачки, задовољен услов 

. &qa. 
aa.jS- Nojfl = О, 

8s 

d2ya. { ех } dyfl dyY 
при чему је qa. = -.- + (.! - -, су Дарбуове линије пот-

ds2 1"1 ds ds 
простора уn [31. ДифереНЦИ!~:'Iне једна чине Дарбуових линија пот-
простора VN су [3]· . 

(1.8) 

О &2х! 8хј дО:1и · Јх ! dx j dxk 2 О d2x.i dxJ . 

oji.i 8s2 &s + дхk' ds ds ds + 010 ds2 ds + 

dxm dxn dx j .. 
+ ~ O-r'mn 60'&'јј---··= О. 

t' ds ds 'ds . 
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2. ГЕОДЕЗИСКИ КРУГ. Крива потпростора Vn ' чија је прва 
кривина константна, а друга једнака нули, зове се геодезиски 
круг. Из Френеов.Их. формула следи да су 

ВЗхi В2хј 62xk 6xi 
-+gjk-----=O 
oss - BS 2 6s2 Bs 

(2.1 ) 

диференцијалне једна чине ових кривих.; У низу радова К. У а п о 
[2Ј испитује 'ове криве простора и оне величине простора које' 
су инваријантне у односу на коциркуларну трансформацију, тј. 
ону конформну трансформацију при којој се геодезиски круг 
трансформише у геодезиски круг. Између осталог он, дуж кри
вих за које услов (2.1) није задовољен, дефинише вектор чије 
су контраваријантне компоненте 

(2.2) 

Компоненте вектора, који у околном простору V т оДгов'ара 
вектору vl криве С, су 

(2.3) 

У, оаом·р.аду успос.тављамо релацију између вект()ра р.<Х и vi 

И испитујемо неке њене последице. 

3. РЕЛАЦИЈА ИЗМЕЂУ ВЕКТОРА /L<X И vi КРИВЕ С, КОЈА ПРИ
ПАДА ПОТПРОСТОРУ VN Ако применимо генералисани ковари
јантни извод на једнакост (1.7), имамо 

После замене величина у<х; ij И NT'<X;J њиховим вредностима из 
(1.3) и (1.4), добивамо 
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или после множења са dxj jds и сумирања по ј 

(3.1) 

Ако caeh,1 обележимо компоненте јединичних вектора неке 
епирlе потпростора уn , где h = 1,2, ... ,П означава вектор 8 

i = 1,2, ... ,п компоненту, онда је ([1] с. 46, јед. 27) 

Како ова једнакост не зависи од избора П узајамно орто
гоналних вектора eh,l, то Ьемо их изабрати тако да вектор са 
компонентама еl1 1 буде TaHreHTaH на криву, тј. ' 

Стога је 

. dx l 
е1 1 1 =-'-. 

ds 

dxm dxn dxj . dxт dxn dxj dxk dxl 

:L0t'lrnnOt'lik ___ gkly<X,1 = ~Оt'lтnО'Е'IЈk-'----у<Х,1 + 
'Е' ds ds ds 'Е'; ds ds ds ds ds 

t3.2) 

Из релације (1Ђ следи 

+ ~ Oailt--NаIУ , dx l dx t 
] 

а ds ds 

одакле, с обзиром на (1.1) и (1.2), доБИВ,амо 
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На основу (3.1), (3.2) и (3.3), можемо написати 

(3.4) 

Једнакост (3.4) је тражена релација измеljу вектора р.СС И vi 

криве С у односу, респективно, на околни простор V т И на 
потпростор Vn • 

Из релације (3.4), с обзиром на (1.8), следи: 

1) А ко је крива С геодезиски круг у односу на околни Просшор 
и у односу на пошПросшор, онда је она и Дарбуова линија ПошПро
сшоро и дуж НЈе је 

2) Ако је крива С геодезиски круг у односу на околни Просшор, 
онда је она Дарбуова линија пошПросшора, а векшор vi криве С у 
односу на ПошПросшiJр и.ма вредносш 

(3.5) 

тј. вектор чије су компонен'те vi изражава се помоhу тензора 
друге основне форме потпростора VN ,и П јединичних, узајамно 
ортоrоналних вектора од којих је један тангентан на криву С. 

3) Ако је крива С Дарбуова лuнија пошПросшора Уnи шо У 
односу на сваку од т - п нор.мала на Пошйросшор, онда је вектор ]з. СС 

. криве, у односу на околни простор, тангенцијалан на ПошПросlliор VN • 

Другим речима: 

Дуж Дарбуове линије ПошпроСlliора V п Ри.маноВа простора V т, 
вектор р.СС криве је нор.маЛ(lfl на нор.мали Поlliпросlliора. 
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Зв.иста, ако релација (3.4) помножимо са аар Np,P и сумирамо 
по а, с обзиром на (1.1) и (1.2), добивамо 

',' ' 82 хl 8хј d ( dxm dxn ) 
аар р.<Х Np:P = 0РI'} ---- + - 0РI11n - - + 

8s2 8s ds ds ds ' 

, ' dxm dxn dxi 
+ ~ O'flmn вРТЈј ,-' - -- -- • 

l' ds ds ds 

Према томе, кад је КРИЕ!а С Дарбуова линија потпростора Vh , 

задовољен је услов 

(3.6) 

4) Ако је потпростор Уn , пот простор неодређених линија 
кривине, онда је 

п.- 01'1 
~~1'1 ii = -- g/i I 

П . 

па је 

2, ••. ,n . dxm dxft dxi., ' 2' .. "11(_ Q'fl )2 k dxi : 
1Ј ~ O1'lmnOTJjkehlkehll __ - = ~ ~ -- gjkehl -- ehl l = О, 
Т h ds ds ds 'f h П ds 

јер су, по претпоставци, јединични вектори ehl l (h = 2, ... , п) нор
мални на тангенти криве. Стога се, у овом случају, релација (3.4) 
може написати у облику 

8З у<х 8~yfl82yY оу!Х (8 З ;(,1' 82 xi 82 xk 8X1 )' 

8SS + ан 8s2 8s~ & = ВsЗ + gjk 8s2 8s2 8s уа, I + 
(3) 

[ 
82 x l 8хј d ( dxm dx n ') dxm dxn dX i ] . + ~ ООlи --;;--;- s;- + -d ОоЈт., -d -d + ~OTlтn вОТЈј --d -d' NoJ<x, 

О US uS S О' S S Т ' dS.'i S 

тј.: ве/СШор р.а, у односу на о/Солнu просшор, /Сриве с, /Соја ПриПада 
i10ШПРОСШору неодреЬених линија /Српвине, може се расшавиШп на 
две /СомПоненШе; једну /Соја је нор:мална на ПОШПросшор и другу 
/Соја је mангенцијална на пошпросmор, а /Соја је ве/СШор vl , у односу 
на ПоШПросшор, /Сриве с. 

5) Ако је потпростор V п тотално геодезиски потпростор 
околна Риманова простора, тј. ако је 

,.ОТЈ(] = О, ,.,за. ~.1:'>e ' t' = т + 1, ... , п 
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одаЈ(ле следи: 

за сваку криву lПоlПално геодезиског ПоlППроСlПора 'Ри.манова, 
просlПора, векlПОР p.1X криве, У односу ни околни ПросlПор, једнак је 
векlПору vi криве, У ОДНОСУ ~наПоlПllросlПор,кад се овај Последљи 
пос.маlПра из околна ПросlПора; и 

. \ 

геодезиски круг lПоlПално геоде:шског поlППросlПора је и геоде-
зиС1Щ круг околна ПРОСlПор'а и обвнуlПо.· . . 

4. ОДНОС ИЗМЕЋУ ВЕКТОРА Ј11X И vi КРИВЕ С, КАД КРИВА 
ПРИПАДА I/ОТПРОСТОРУ НЕОДРЕЋЕНИХ ЛИНИЈА КРИВИНЕ. - Задр
жимо се сада на случају кад је Vn потпростор нео.цређених линија 
кривине. Тада је, с обзиром на услов Ot'/iJ= 0.;./ Си/n -

О ,,--+- О -- + о е ._--~ 
6

2
x i 8хј d ( dxm dxn

) dxm dxn dx j 

O/I} 8s2 8s ds о/mn ds ds ~ '['/mn ot'/} ds ds ds 

+ L Ot'/ Сmn dx
m 

dx
n 

60t'/J _dx
j =!!...( 00/) + ~ Ot'/ ЭOt'/ј dx

j 
• 

t' П ds ds ds ds п t' П ds 

Стога се јџнач~не (3.7) 'MO~y напис.зти у облику 

где је 

p.1X ~ v( у'Х ,i + ~ Ао/ No/IX, 
О 

А d (00/) ~. 0t'/11' dx
j 

, 
о/ = - - + k.J- ~Ot'/j-, 

ds п t' П ds 

или, ако ставимо 

у облику 

(4.1) , p.1X = vi ylX ,ј + ~IX 

Обележимо са w, v· и D интензит~те вектора p.IX" ј,ј И ~IX, тј., 
ставимо 

v2 
"" Со vi vj 

, , 



142 М, Првановиh 

Тада из (4.1) следи да су, за криву која припада потпростору 
неодређених линија криви не, интензитети B~KTopa р.0;, vl И ~O;, тј. 
величине W, v и D, везане релацијом 

(4.2) 

па се, ако су две од њих дате, треЬа увек може израчунати. 

Једначине (4.1) се такође могу написати у облику· 

(4.3) 

при чему су сада р.оО; и SOO; компоненте јединичног вектора у 

одговарајуhим пра.вцима а ;00; су компоненте јединичног .вектора 
vi, кад се овај посматра у односу на околни простор, 

Ако са о; обележимо угао који образују једИНИЧНИ вектори 
\100; и еоо; и једначине (4.3) помножимоса аО;!! ~/, добивамо 

тј. 

(4.4) 

w аО;!! р.о о; ~!! = D ао;!! ~o О; ~/ , 

, 
w cosci = D. 

Множењем једначина (4.3) са .. йо;!! ;о!! и сумирањем по а, 
·добивимо 

што, с обзиром да вектори р.0;, ;0; и ~o; припадају истој дводи. 
мензионој геодезиској површини, можемо написати у облику 

(4.5) w sin а= v. 

Релација (4.4) даје везу између интензитета вектора р.0; и ~O;, 
а релација (4.5) везу између интензитета вектора р.0; и vl • 

Из једначина (3.7) следе теореме: 

Ако је крива С, која приПада поiiШросi110РУ Heoдpe~eHиx линија 
кривина, геодезиски круг у ОйНОСУ на Оllолни ПроСi110Р, онда је она 
и геодеЗUСllи круг у ОДНОСУ на tiоi11i1росшор и Дарбуова линија т0Г· 
ПОi11Просшора. 

Ако је крива С, која ПриПада поi11ilросшору неодређених линија 
«ривина, геодезис«и круг у ОДНОСУ на Пошйросшор, онда је Belli110p 
р.0; те IlpUBe, у ОДНОСу на околни Пр ОС т0Р, нормалан на поШПросi110Р . 

. Ва«шор vl криве С, «оја Припада ПОШПРОСi110РУ неодређених 
линија н.ривина, и «оја је Дарбуова линија Пошпросшора у односу на 
сва«у од т - п нормала пошпросmора, Посмаi11раниз околна про
сшора, је ве«Шор р.0; ше «риве. 

(Саоl1шiliеitо на седници МаiП. инсiП. 2-11I-1955) 
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А FIELD OF VECTORS ALONG А CURVE 
OF SUB-SPACE OF А ЮЕМАNNIАN SPACE 

Ьу 

Мi1еуа Prvanovitch 

Let V п Ье а sub-space of а Riemannian space V m' уО: Ље coordi
nates јп V т and х

ј the coordinates јп Vn' Latin ipdices take the 
values 1,2, ... , п and Qreek ones 1,2, ... , т except '[", d and р wbich 
take the values п + 1; ~ .. ,т. (1. 6) асе Ље components of Ље vectors 
of the first curvature, in respect to V п and V т, of the сисуе С, which 
belongs to Ље sub-sрасе Vn' The сисуе С, whose first curvature is 
constant and Ље sесопd is zero, is Ље geodesic circle of Vn' (2.1) асе 
Ље differential equations of such curves. К. У а п о [2] introduced Ље 
vector whose components vi асе given Ьу Ље relation (2.2). This 
vector is equal to zero along Ље geodesic circle of Vn' (2.3) асе Ље 
components of the vector }10:, wblch corresponds, јп {Ье enveloping 
space V т, to the vector vi of сисуе С of sub-space, Уn' 

ТЬе object of this рарес is to restitute and {о investigate Ље 
equations (3.4). Those equations give Ље relation between the vector }10:, 
јп respect to the enveloping space Ут зпd. Ље vector vi , јп respect 
to Ље sub-space Vn , of the curve С of Vn.' 

Among the numerous consequences о! Ље сеlаНоп (3.4), we 
quote these: . . . 

If Ље curve С of Vn is the geodesic circle јп respect to Ље enve
loping space Vm. ј! is а Darboux line {(3]; eq. (l.8)} of thesub.space, 
and Ље vector vi of С, јп respect to Ље sub-space, has the value (3.5). 

Along the Darboux line of thr. sub-space Vn. the vector }10: of Ље 
сисуе satisfies Ље condition (3.6), ј. е. it is normals of Ље sub-space Vn' 

If Ље curve С of Ље sub-sрасе with ii1deferminate lines of curva
ture is Ље Darboux Iiпе of Ље sub-space јп respect of аН т-п normals 
to the sub-space, Ље vector vi of сисуе, observed јп Ље епvеlорiпg 
space, is Ље vector }10: of the curve. . 

ТЬе geodesic сјссlе of Ље totaIly geodesic sub-space is the 
.' geodesic circle also ofthe. enveloping space. 
. ТЬе magnitudes of Ље vectors Ј10:, vi and ~o: of Ље curve С, 

which belongs to the sub- space with indeterminate, Iinies of curva
ture, асе bound Ьу the relations (4.2), (4.4) and (4.5). 
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CORRIGENDA УЗ РАД 
,.0 ЈЕДНОЈ ПРАВОЈ И ЈЕДНОЈ КАРАКТЕРИСТИЧНОЈ ДУЖИ 

У ПОЛИГОНИМА НУЛА ПОЛИНОМА;' *) 

Приликом штампања, у уводу је омашком испуштена рела-
ција (10). . 

Наиме, почетак другог пасуса треба овако да гласи: 
"Очигледно је да је Гаусово тежиште (3) полинома Рn (z) 

идентично са геометријским тежиwтем (4) само у случају кад је 

(10) 

на пр., ·кад све нуле тога полинома имају исти ред вишеструкости, 
тј. кад је 

m1 = ln2 = ... = mр > 1." 
Учињена омашка не утиче на тачностставова 1 и 2. 

*) Овај Зборник, књ. 3., сТр. 90. 
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