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i

Sa�etak

Modeli maxinskog uqe�a konstruisani za probleme klasifikacije su-

oqeni su sa mnogim izazovima. U situaciji kada raspodela kategorija za-

visne promen	ive na skupu za obuqava�e nije ravnomerna, veliki broj

modela ima tendenciju da ne uspostavi vezu izme�u nezavisnih i zavisne

promen	ive onih taqaka qija kategorija nije dovo	no zastup	ena. Zbog

toga ova pojava ima za posledicu velike grexke u klasifikaciji takvih

taqaka.

Klasifikacija nebalansiranih podataka zavredela je veliku pa��u

poqetkom dvehi	aditih godina. Metode predlo�ene za efikasniji pri-

stup ovom problemu nastajale su sukcesivno i danas se mogu razvrstati u

tri grupe: metode reuzorkova�a, metode oset	ive na cenu grexke i metode

zasnovane na ansamblima. U ovom radu ilustrovana je opisana pojava i dat

je pregled metoda za rexava�e ovog problema.

Rad se sastoji iz qetiri poglav	a i zak	uqka. U prvom poglav	u uve-

deni su osnovni pojmovi koji se sre�u u ovoj oblasti i predstav	en je

problem nebalansiranosti. U drugom poglav	u dat je pregled pojedinih

modela koji su oset	ivi na nebalansiranost i opisani su mogu�i uzroqni-

ci koji do �e dovode. Tre�e poglav	e je posve�eno metodama za rexava�e

problema nebalansiranosti, a qetvrto eksperimentalnim rezultatima ko-

ji su dobijeni korix�e�em programskog jezika R.
Na samom kraju rada data je zak	uqna req i mogu�i pravac da	eg is-

tra�iva�a.
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Poglav	e 1

Uvod

S porastom popularnosti maxinskog odnosno statistiqkog uqe�a rasla

je i potreba za �egovim teorijskim uteme	e�em. U tom procesu pred�aqi-

le su mahom matematiqke discipline poput linearne algebre, matematiqke

analize, statistike sa teorijom verovatno�a i sl. Stoga ovo poglav	e poc-

hi�emo definisa�em osnovnih pojmova koji se sre�u u oblasti maxinskog

uqe�a, sa posebnim osvrtom na zadatak klasifikacije.

1.1 Teorijski osnovi klasifikacije

Zadatak klasifikacije jeste predvi�a�e vrednosti kategoriqke pro-

men	ive na osnovu datog skupa tzv. nezavisnih promen	ivih, pri qemu pod

kategoriqkom promen	ivom podrazumevamo onu veliqinu koja mo�e uzeti

jednu od konaqno mnogo unapred poznatih vrednosti. Kako bi se ovakav ci	

postigao, problemu se pristupa na slede�i naqin.

Pretpostavimo da nam je dostupan uzorak od n parova taqaka (xi, yi)
n
i=1,

pri qemu xi predstav	a vektor
1 vrednosti nezavisnih promen	ivih (nada-

	e atributa) i−te taqke uzorka, a yi vrednost �ene zavisne, odnosno ci	-
ne kategoriqke promen	ive. Iako kategoriqka promen	iva ne mora nu�no

biti numeriqke prirode, zarad lakxe postavke raquna podrazumeva�emo

da je yi dato u numeriqkom zapisu. Dati uzorak mo�emo iskoristiti za

opisiva�e veze izme�u xi i yi na osnovu koje �emo u budu�nosti davati

predikcije, xto nas dovodi do prve definicije.

1 Premda postoje situacije kada se atributi ne moraju prikazati vektorski, u ovom
radu �emo podrazumevati isk	uqivo takav zapis.
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Definicija 1.1.1. Funkcija koja izra�ava vezu izme�u atributa

i ci	ne promen	ive naziva se model.

Odabir odgovaraju�eg modela predstav	a jedan od najve�ih izazova u

maxinskom uqe�u iz vixe razloga. Ne samo da ne postoji konaqan broj mo-

dela koji se mogu razmotriti, ve� je i jako texko prona�i onaj koji �e na

�e	eni naqin opisati odnos izme�u promen	ivih. Postupak identifika-

cije modela na osnovu datog skupa taqaka (xi, yi)
n
i=1 naziva se trenira�e

ili obuqava�e modela, a pomenuti skup se naziva skup za trenira�e, odno-

sno obuqava�e (modela). Elemente skupa za trenira�e (testira�e) kra�e

�emo nazivati trena�nim (testnim) taqkama ili instancama. Pre no xto

dub	e zaronimo u sam postupak obuqava�a modela, osvrnu�emo se na par

osnovnih termina iz teorije verovatno�a.

Neka je X sluqajan vektor dimenzije p ≥ 1 definisan na prostoru

verovatno�a (Ω,A,P).

Definicija 1.1.2. Funkcija PX definisana na Borelovoj sigma-

algebri Bp sa:

PX(E) := P(X−1(E)), ∀E ∈ Bp,

naziva se verovatno�a indukovana sluqajnim vektorom X.

Definicija 1.1.3. Funkcija F definisana na Rp sa:

F (a) := PX((−∞, a1]× · · · × (−∞, ap]), ∀a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp,

naziva se funkcija raspodele sluqajnog vektora X.

Definicija 1.1.4. Funkcija p definisana na Rp za koju postoji

mera µ definisana na Bp takva da va�i:

PX(E) =

∫
E

p dµ, ∀E ∈ Bp,

naziva se funkcija gustine (ili samo gustina) raspodele sluqajnog

vektora X.

Kako �e gustina raspodele biti centralni pojam u nastavku ovog ode	-

ka, navodimo nekoliko va�nih primera funkcije gustine.

Primer 1.1.1. Neka je sluqajan vektor X diskretnog tipa, S skup

svih mogu�ih vrednosti koje X mo�e uzeti i neka je p funkcija na Rp
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definisana sa:

p(x) = P{X = x}, x ∈ Rp.

Oznaqimo sa δ brojaqku meru na Bp, koja je definisana na slede�i naqin:

δ(E) =

{
|E|, E je konaqan

+∞, E je beskonaqan
(1.1)

Tada je p gustina2 raspodele sluqajnog vektora X.

Dokaz:

PX(E) = P(X−1(E)) =
∑

xk∈S∩E

P{X = xk} =
∑
xk∈S

p(xk)δ({xk} ∩ E)

=

∫
E

p dδ, ∀E ∈ Bp.

■

Primer 1.1.2. Neka je sluqajan vektor X apsolutno neprekidnog

tipa i neka je mp Lebegova mera na Bp. Tada postoji jedinstvena (do na

skup Lebegove mere 0) nenegativna funkcija f takva da va�i:

PX(E) =

∫
E

f dmp, ∀E ∈ Bp.

Dokaz o egzistenciji i jedinstvenosti funkcije f mo�e se na�i u [1].

Primer 1.1.3. Neka su X i Y sluqajne veliqine definisane na istom

prostoru verovatno�a (Ω,A,P), pri qemu je X diskretnog, a Y apsolutno

neprekidnog tipa i neka je S skup svih mogu�ih vrednosti koje X mo�e

uzeti. Gustina sluqajnog vektora (X, Y ) je definisana sa:

f(x, y) =

{
fY |X=x(y) · P{X = x}, x ∈ S, y ∈ R

0, x /∈ S, y ∈ R,
(1.2)

gde je fY |X=x uslovna gustina raspodele Y pri uslovu X = x.

Dokaz:

P(X,Y )(E) = P{(X, Y ) ∈ E} =
∑
xk∈S

P{X = xk, Y ∈ Exk
},

2 Kada je req o diskretnim raspodelama, termin koji qex�e koristimo je zakon

raspodele.
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gde je

Ex := {y ∈ R : (x, y) ∈ E}.

Da	e,∑
xk∈S

P{X = xk, Y ∈ Exk
} =

∑
xk∈S

P{Y ∈ Exk
|X = xk} · P{X = xk}

=
∑
xk∈S

∫
Exk

fY |X=xk
(y) dm(y) · P{X = xk}

=

∫
S

∫
Ex

fY |X=x(y) dm(y) · P{X = x} dδ(x)

=

∫
S

∫
Ex

fY |X=x(y) · P{X = x} dm(y) dδ(x),

xto je po teoremi Fubinija jednako

=

∫
E

fY |X=x(y) · P{X = x} d(δ ×m)(x, y), ∀E ∈ B2,

gde pod δ ×m podrazumevamo proizvod mera δ i m.

■

Suxtina gustine raspodele ogleda se u razumeva�u pojma te�ine

taqaka. Naime, ve�a vrednost gustine u proizvo	noj taqki x ∈ Rp znaqi

i ve�u verovatno�u, odnosno ve�u te�inu u smislu mere P , skupa taqaka
koje se nalaze u �enoj okolini. Recimo, na primeru 1.1.1. se jasno vidi da

najve�u gustinu ima ono x ∈ S za koje je verovatno�a doga�aja {X = x}
najve�a, dok �emo kod apsolutno neprekidnih raspodela posmatrati vero-

vatno�u doga�aja {X ∈ (x,x+ h)}, za koju va�i:

P(x,x+ h) =

∫
(x,x+h)

f dmp ≈ f(x) · ∥h∥, x,h ∈ Rp, h→ 0,

gde pod 0 podrazumevamo p−torku (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
p

.

Kao xto smo ve� istakli, prvi korak u obuqava�u modela jeste odabir

uzorka (x1, y1), . . . , (xn, yn). Stoga je prirodno posmatrati raspodelu iz ko-

je ove taqke dolaze.

Neka suX i Y , redom, sluqajan vektor koji odgovara vrednostima atri-

buta i sluqajna veliqina koja odgovara vrednostima zavisne promen	ive,

definisani na zajedniqkom prostoru verovatno�a (Ω,A,P), i neka je p gu-
stina raspodele od (X, Y ).
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Za odgovaraju�i model bismo mogli izabrati ono f za koje je f(X) na

neki naqin blisko Y . Formalno, potrebno je precizirati metriku kojom

�emo meriti razliku izme�u f(X) i Y .

Definicija 1.1.5. Funkcija L : R2 7→ R+ koja opisuje razliku

izme�u f(X) i Y sa

L(f(X), Y ),

naziva se funkcija grexke ili funkcija gubitaka.

Od suxtinskog znaqaja su oni modeli koji xto ma�e grexe, odnosno

oni za koje funkcija L uzima xto ma�e vrednosti. Me�utim, kako nije

prirodno oqekivati da model f savrxeno opixe one najma�e verovatne

parove taqaka (x, y), te�i�emo ka tome da odabir f bude takav da L bude

xto ma�e u xto verovatnijim parovima (x, y), odnosno u onim parovima

(x, y) za koje je vrednost p(x, y) velika. S tim ci	em, posmatra�emo ko-

liko f u proseku grexi, jer �e najvixe uticaja na prosek imati bax one

najzastup	enije taqke.

Dakle, pogodnim modelom mo�emo smatrati ono f za koje je oqekiva�e

EL(f(X), Y ) malo.

Definicija 1.1.6. Funkcija R definisana sa

R(f) := EL(f(X), Y ) =

∫
Ω

L(f(x), y)p(x, y) dP(X,Y )(x, y)

naziva se funkcional rizika, odnosno stvarni rizik (nada	e samo rizik).

Radi jednostavnosti zapisa, ubudu�e �emo izostav	ati skup po kome se

integrali (ukoliko je to ceo prostor), a umesto dP(X,Y ) pisati samo dP .

Sada je jasno da se proces tra�e�a f mo�e svesti na slede�i optimi-

zacioni problem:

min
f

R(f).

Me�utim, ovakav problem je texko rexiti iz vixe razloga. Prvi je taj

xto nam je gustina p neretko nepoznata, te ne mo�emo eksplicitno zadati

R, a drugi je qi�enica da je ukupan broj modela koji se mogu razmotriti

neograniqen. Jedan naqin na koji mo�emo premostiti drugu prepreku jeste

da odabir potencijalnih modela ograniqimo na nexto u�i skup. Modeli

koji �e se na�i u tom skupu obiqno �e zavisiti od nepoznatog parametra ω

(koji mo�e biti i vixedimenzionalan), te �e se potraga za odgovaraju�im
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modelom svesti na potragu za odgovaraju�im parametrom ω. U tom sluqaju,

novi optimizacioni problem se svodi na:

min
ω

R(fω).

No, nedostupnost p predstav	a nexto ve�i izazov. Iako se p mo�e mo-

delovati na osnovu izvuqenog uzorka, radi jednostavnosti se pristupa mo-

delova�u samog rizika.

Definicija 1.1.7. Sluqajna veliqina E(ω, n) definisana sa

E(ω, n) =
1

n

n∑
i=1

L(fω(X i), Yi)

naziva se empirijski rizik.

Dakle, obuqava�e modela na skupu za trenira�e se mo�e posmatrati

kao rexava�e minimizacionog problema

min
ω

E(ω, n),

odnosno kao minimizacija empirijskog rizika.

Napomenimo da ovakav pristup nije teorijski opravdan, jer iako po

zakonu velikih brojeva va�i3:

E(ω, n)
P→ R(fω), n→ +∞,

to ne implicira

argmin
ω

E(ω, n)→ argmin
ω

R(fω), n→ +∞

Da li �e do�i do prethodne konvergencije s porastom obima uzorka,

zavisi�e kako od osobina skupa funkcija po kojima radimo minimizaciju,

tako i od izbora funkcije grexke. Mo�e se pokazati da za posebne kla-

se modela minimizacija empirijskog rizika zaista mo�e verno zameniti

minimizaciju stvarnog rizika. Vixe o tome mo�e se na�i u [2].

Kada je req o klasifikaciji, qest primer funkcije grexke dat je sa

L(u, v) := I{u ̸= v}, ∀(u, v) ∈ R2,

3 za pogodno izabrano L
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gde je I indikatorska funkcija. Mana ove funkcije le�i u nedostatku in-

formacija o tome koliko se razlikuju u i v, jer je za svaki par razliqitih

taqaka vrednost L jednaka 1. Naroqito u naxoj problematici ovakav iz-

bor funkcije grexke ne bi bio koristan, jer zbog svoje simetriqnosti L

pridaje isti znaqaj razliqitim grexkama klasifikacije. U nastavku rada

izme�u ostalog �emo videti i kako odgovaraju�i izbor L mo�e doprineti

�e	enom ponaxa�u modela.

Konaqno, kada smo obuqili model f , mo�emo izvrxiti klasifikaciju

novih taqaka.

Definicija 1.1.8. Funkcija r koja preslikava prostor atributa X
u skup {1, 2, . . . , K}, gde je K ukupan broj kategorija zavisne promen	ive,

definisana sa

r(x) = k ⇐⇒ f(x) ∈ Sk, ∀x ∈ X ,

naziva se klasifikaciona funkcija ili klasifikator.

Skup Sk naziva se klasifikaciono pravilo.

1.2 Nebalansiranost podataka

Nebalansiranost podataka je u mnogim problemima sveprisutna poja-

va, koja se mo�e definisati na razliqite naqine. U kontekstu modelira�a

mo�emo govoriti o nebalansiranosti nezavisnih ili zavisne promen	ive

i o nebalansiranosti numeriqkih ili kategoriqkih podataka. Kao sino-

nim za neuravnote�enost, nebalansiranost se mo�e ticati i nereprezen-

tativnosti samog uzorka.

Motivisani zadatom temom, stavi�emo akcenat na pojavu nebalansira-

nosti koja se sre�e u klasifikaciji. Tom prilikom razlikova�emo:

1. me�uklasnu nebalansiranost − pojavu koja se jav	a kada je raspodela

zavisne promen	ive u skupu za obuqava�e neravnomerna;

2. unutarklasnu nebalansiranost − pojavu koja nastaje kada skup za

obuqava�e ne pati od me�uklasne nebalansiranosti, ali je unutar

neke od kategorija nereprezentativan u pojedinim regionima.

Skica pomenutih tipova nebalansiranosti data je na slici 1.1. U ovom

radu opse�nije �emo se baviti problemom me�uklasne nebalansiranosti,
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sa nadom da �emo postaviti teme	 i za budu�a istra�iva�a na po	u ne-

balansiranosti drugog tipa.

Ukoliko ne bude naglaxeno drugaqije, pod pojmom nebalansiranosti

podrazumeva�emo isk	uqivo me�uklasnu nebalansiranost.

a)

b)

Slika 1.1 : a) me�uklasna i b) unutarklasna nebalan-
siranost

1.3 Poreklo problema

Jox od samog nastanka i primene prvih klasifikacionih modela pri-

me�en je pad �ihovih performansi onda kada u skupu za obuqava�e postoje

znaqajne razlike u uqestalosti kategorija. Kao xto smo videli u pret-

hodnom ode	ku, u ovakvim situacijama bili bismo suoqeni sa problemom

klasifikacije nebalansiranih podataka.

Degradiraju�i performans modela ogleda se u te��i da ve�ini novih

taqaka dodele onu kategoriju koja je prilikom �ihovog obuqava�a bila

najbrojnija. Stoga bi one taqke koje odgovaraju najma�e zastup	enim kate-

gorijama bile neretko pogrexno klasifikovane.

Iz potrage za uzrokom zagonetne pristrasnosti modela ka najzastup	e-

nijoj kategoriji, koju �emo kra�e nazivati ve�inskom kategorijom, rodilo

se uvere�e da su za opisano ponaxa�e modela odgovorne kako specifiqno-

sti skupa za trenira�e tako i naqin na koji se model obuqava. Ne samo da
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mali broj instanci najma�e zastup	ene, odnosno ma�inske kategorije nije

dovo	an da model nauqi reprezentaciju celokupnog skupa taqaka kojima

ova kategorija odgovara, ve� i raspodela �ihovih atributa u karakteri-

stiqnim situacijama ne utiqe na model na �e	eni naqin. Qesti primeri

ovakvih scenarija su slede�i (slika 1.2):

• prisustvo malih klastera ma�inske kategorije

naime, kako ve�ina modela particionixe prostor atributa na skupo-

ve taqaka koji odgovaraju svakoj od kategorija, ovakvi klasteri mogu

biti prepoznati kao autlajeri, xto implicira �ihovo svrstava�e u

skup koji odgovara kategoriji okolnih taqaka. Stoga �e svaka taq-

ka ma�inske kategorije koja se nalazi u blizini pomenutog klastera

biti pogrexno klasifikovana;

• prisustvo izolovanih taqaka ma�inske kategorije

sliqno kao u prethodnom sluqaju, izolovane taqke qesto dobijaju sta-

tus autlajera i pogrexnu kategoriju;

• preklapa�e kategorija

ovaj scenario nastaje kada se instance razliqitih kategorija na�u u

zajedniqkom prostoru. U takvim regijama modeli qesto imaju polo-

viqnu uspexnost u dava�u predikcija.

Slika 1.2 : Primer nebalansiranog skupa sa 4 kate-
gorije.

Sa druge strane, ukoliko se prilikom obuqava�a modela podjednako

vrednuju informacije koje potiqu od svih kategorija, uticaj taqaka ma-

�inske kategorije biva zamaskiran uticajem preostalih taqaka, te se na

taj naqin dodatno ote�ava �ihovo prepoznava�e.
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Jasno je da ukoliko prona�emo naqin za prevazila�e�e ovakvih prepreka,

mo�emo znaqajno unaprediti predikcionu mo� modela koji se obuqavaju na

nebalansiranom skupu.

Me�utim, problem se utoliko komplikuje kada se uz nebalansiranost

jave i druge nepogodnosti, usled kojih nam mo�e ponestati rexe�a. Re-

cimo, model koji se obuqava na skupu male kardinalnosti qesto ima po-

texko�a sa uqe�em reprezentacije i drugih kategorija. Jox ekstremniji

scenario od pomenutog jeste onaj kada je uzorak trena�nih taqaka potpu-

no nereprezentativan, jer se o �ihovoj raspodeli mogu izvu�i pogrexni

zak	uqci. Dakle, nekada �emo se na�i i u situaciji kada neoqekivani re-

zultati potiqu od uzroqnika nezavisnih od nebalansiranosti, xto nam

govori da �emo na putu do ci	a biti izlo�eni brojnim izazovima.

1.4 Evaluacija modela

Slede�e pita�e koje se postav	a jeste kako vrednovati model koji je

obuqavan na nebalansiranom skupu.

Kako �elimo da se uverimo da �e model u budu�nosti biti dovo	no po-

uzdan u dava�u prognoza, provera �egovog kvaliteta na skupu za trenira�e

nije od velikog znaqaja. Takvim postupkom bismo dobili informaciju sa-

mo o tome koliko model dobro razlikuje taqke na kojima je obuqavan, ali ne

i kolika je �egova generalizaciona mo�. Stoga je ideja da ispitiva�e mo-

dela izvrximo na skupu novih taqaka koje model nije video prilikom svog

obuqava�a. Takav skup taqaka �emo zvati skup za testira�e (modela).

Kada novim taqkama dodelimo kategorije predvi�ene modelom i upore-

dimo ih sa pravim kategorijama, mo�emo formirati slede�u matricu.

Definicija 1.4.1. Neka je K broj kategorija koje mo�e imati

zavisna promen	iva. Matrica M = [mij] iz MK(R) takva da mij pred-

stav	a broj instanci i−te kategorije klasifikovanih kao j, naziva se

matrica konfuzije.

Matrica konfuzije je jedan od centralnih pojmova u klasifikaciji

jer se iz �enog izgleda mo�e mnogo zak	uqiti o kvalitetu modela. Naime,

xto je matrica bli�a dijagonalnoj, odnosno xto su vrednosti mij za raz-

liqite i i j ma�e, to je model uspexnije obavio klasifikaciju. Konkretno,

uspexnost modela u prepoznava�u i-te kategorije ogleda se u xto ma�im

vrednostima matrice konfuzije u i-toj vrsti i koloni, sa izuzetkom po	a

mii.
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Imaju�i navedeno u vidu, izM mo�emo izvesti razne metrike za evalu-

aciju modela. Primer najxire korix�ene evaluacione metrike jeste taq-

nost:

Accuracy :=
tr(M)

σ(M)
,

gde je sa tr(·) oznaqen trag matrice, a sa σ(·) zbir svih �enih elemenata.

Dakle, ova metrika predstav	a udeo taqno klasifikovanih taqaka u celom

skupu.

Me�utim, taqnost nije po�e	no koristiti kada se model obuqava na

nebalansiranom skupu, a naroqito ne ukoliko je takav i skup za testira-

�e4. Razlog je taj xto instanci ma�inske kategorije ima znatno ma�e od

ostalih, te grexka klasifikacije na �ima ne mo�e znaqajno doprineti

sma�e�u ove metrike. Zbog toga se mo�e dogoditi da vrednost Accuracy

bude bliska jedinici, a da sa druge strane nijedna instanca ma�inske ka-

tegorije ne bude taqno klasifikovana.

Dakle, izbor odgovaraju�e metrike umnogome �e zavisiti od same pri-

rode problema. Adekvatna metrika bi�e ona koja mo�e ustanoviti onu

grexku koja je u posmatranoj problematici od najve�e va�nosti. U pri-

sustvu nebalansiranosti podataka, takve metrike bi bile one koje daju na

znaqaju grexkama klasifikacije ma�inske kategorije. Da bismo naveli

primere istih, uvedimo najpre slede�e oznake.

Neka je i ma�inska kategorija. Nazovimo je za trenutak pozitivnom5

kategorijom, a sve ostale kategorije negativnim. Tada je:

• TPi − broj instanci i-te kategorije klasifikovanih kao i.

Va�i:

TPi = mii.

• FPi − broj instanci negativnih kategorija klasifikovanih kao i.

Va�i:

FPi =
K∑
j=1
j ̸=i

mji.

4 Kako uzorak trena�nih i testnih taqaka obiqno dolazi iz iste raspodele, pri-
rodno je oqekivati da �e skup za testira�e imati sliqne karakteristike kao i skup za
trenira�e.

5 Termini pozitivna i negativna kategorija nastali su kada se u binarnoj klasi-
fikaciji ustalio zapis kategorija kao 1 i −1 ili 1 i 0.
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• FNi − broj instanci i-te kategorije koje nisu klasifikovane kao i.

Va�i:

FNi =
K∑
j=1
j ̸=i

mij.

• TNi − broj instanci negativnih kategorija koje nisu klasifikovane

kao i. Va�i:

TNi = σ(M)− TPi − FPi − FNi.

Ukoliko je jasno na koju kategoriju se odnose navedene oznake, nada	e

�emo zbog jednostavnosti zapisa izostav	ati �en indeks. Kada je req o bi-

narnoj klasifikaciji, matrica konfuzije se mo�e predstaviti na slede�i

naqin (slika 1.3):

Slika 1.3 : Matrica konfuzije u binarnoj klasifi-
kaciji.

Na osnovu dosadax�eg izlaga�a zak	uqujemo da je va�no obratiti po-

sebnu pa��u na taqnost klasifikacije me�u instancama pozitivne katego-

rije, koju �emo zvati odziv (eng. Recall, Sensitivity) i oznaqavati sa TPR:

TPR :=
TP

TP + FN
.

Nixta ma�e va�na je i metrika koja pokazuje taqnost klasiikacije

me�u instancama koje su klasifikovane kao i, poznatija kao preciznost

(eng. Precision) i oznaqavati sa PPV :

PPV :=
TP

FP + TP
.
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U binarnoj klasifikaciji mo�emo analogno posmatrati i taqnost me-

�u instancama negativne kategorije (eng. Specificity):

TNR :=
TN

TN + FP
.

Kako za K > 2 ova metrika ne govori mnogo o klasifikaciji preostalih

kategorija ponaosob, ova metrika se u tim situacijama re�e koristi.

Jasno je da bismo �eleli da sve do sad izlo�ene metrike budu xto

bli�e jedinici, odnosno da FP i FN budu xto ma�i. S tim ci	em mo�emo

definisati i metrike koje nastaju kombinacijom drugih metrika, kao xto

je F mera:

F :=
(1 + β2)(PPV · TPR)

β2PPV + TPR
.

Podexava�em parametra β2 mo�emo uticati na pristrasnost F mere

ka PPV , odnosno TPR. Za β2 = 1 F je isto xto i harmonijska sredina

PPV i TPR i pridaje podjednaku va�nost istima. Kada je β2 blisko 0,

F ≈ PPV , dok za velike vrednosti β2 va�i F ≈ TPR.

Za kraj ovog poglav	a predstavi�emo i vizuelni metod evaluacije korix-

�en u binarnoj klasifikaciji, koji pokazuje kako se s promenom klasifi-

kacionog pravila me�a i taqnost klasifikacije me�u obema kategorijama.

Ovaj metod je zasnovan na grafiqkom prikazu parova taqaka

(1−TNR(t), TPR(t)) za sve mogu�e vrednosti pomenutog parametra t, koji

se naziva ROC kriva (eng. receiver operating characteristic curve).

Poqetak i kraj krive su, redom, u taqkama (0, 0) i (1, 1), xto odgovara

izboru onog t za koje se sve taqke klasifikuju kao negativna, odnosno kao

pozitivna kategorija. Da	e, pretpostavimo bez uma�e�a opxtosti da s

opada�em t raste broj instanci klasifikovanih pozitivno. �e	eni sce-

nario je onaj u kome TPR(t) sve vixe raste, a TNR(t) ne opada prebrzo,

qemu odgovara konkavni oblik krive, sa xto ve�im 'ispupqe�em' ka taq-

ki (0, 1). Stoga je korisno definisati metriku koja �e evaluirati model

kroz oblik ROC krive, a to je upravo metrika AUC, koja predstav	a po-

vrxinu ispod grafika krive. Jasno je da je model utoliko bo	i xto je

vrednost AUC bli�a jedinici. Me�utim, AUC ne govori o performansu

modela pri klasifikaciji za fiksno t, zbog qega mo�e biti nepouzdan

kriterijum evaluacije (slika 1.4).
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Slika 1.4 : ROC kriva za model logistiqke regresije
obuqavan na nebalansiranom skupu (odnos kategorija je 10:1).
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Poglav	e 2

Modeli oset	ivi na

nebalansiranost podataka

U ode	ku 1.3 govorili smo o mogu�im uzrocima problema nebalansira-

nosti, sa napomenom da se do iznetih zak	uqaka doxlo empirijskim putem.

Sada je trenutak da priqu formalizujemo na primerima konkretnih mode-

la, gde �emo se najpre upoznati sa arhitekturom modela, a potom na osnovu

iste opravdati zaxto bi nax problem mogao nastati.

2.1 Logistiqka regresija

Iako je u opxtem sluqaju texko minimizovati stvarni rizik iz ranije

pomenutih razloga, postoje situacije kada se oblik rexe�a optimizaci-

onog problema minf R(f) mo�e donekle precizirati. Uzmimo za primer

slede�u funkciju grexke:

L(f(X), Y ) := (Y − f(X))2.

Teorema 2.1.1. Za svaku funkciju f za koju postoji konaqno oqekiva�e

na desnoj strani nejednakosti, va�i:

E(Y − E(Y |X))2 ≤ E(Y − f(X))2.

Dokaz:

E(Y − f(X))2 = E(Y − E(Y |X) + E(Y |X)− f(X))2

= E(Y−E(Y |X))2+2E
[
(Y−E(Y |X))·(E(Y |X)−f(X)

]
+E(E(Y |X)−f(X))2.
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Posmatrajmo sred�i qlan prethodnog izraza:

E
[
(Y−E(Y |X))·(E(Y |X)−f(X)

]
= E(E

[
(Y−E(Y |X))·(E(Y |X)−f(X)

]
|X)

= E((E(Y |X)− f(X)) · E(Y − E(Y |X)|X)).

Kako je

E(Y − E(Y |X)|X) = E(Y |X)− E(E(Y |X)|X) = E(Y |X)− E(Y |X) = 0,

sledi

E(Y −f(X))2 = E(Y −E(Y |X))2+E(E(Y |X)−f(X))2 ≥ E(Y −E(Y |X))2.

■

Dakle, model koji minimizuje rizik zadat ovom funkcijom grexke jeste

uslovno oqkiva�e E(Y |X) i naziva se regresiona funkcija. Ukoliko bi Y

bila binarna kategoriqka promen	iva, qije bismo kategorije oznaqili sa

0 i 1, model bi glasio

E(Y |X) = P{Y = 1|X}.

Modeli kojima se modeluje verovatno�a π(X) := P{Y = 1|X} qine klasu
tzv. probabilistiqkih diskriminativnih modela. Primer takvog modela

na koji �emo se fokusirati u ovom radu jeste logistiqki regresioni model.

Definicija 2.1.1. Model π zadat sa

π(X) :=
eβ0+βTX

1 + eβ0+βTX

naziva se (binarni) logistiqki regresioni model.

Ocene parametara β0 ∈ R i β ∈ Rp standardno se dobijaju metodom

maksimalne verodostojnosti.

Neka se skup za trenira�e sastoji iz parova taqaka (x1, y1), . . . , (xn, yn).

Ako pretpostavimo nezavisnost uslovnih raspodela Yi|X i, funkcija vero-

dostojnosti glasi

L(β0,β) =
n∏

i=1

π(xi)
yi · (1− π(xi))

1−yi ,
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dok je �en logaritam jednak

l(β0,β) = log(L(β0,β))

=
n∑

i=1

[
yi log π(xi) + (1− yi) log(1− π(xi))

]
=

n∑
i=1

[
yi(β0 + βTxi − log(1 + eβ0+βTxi))− (1− yi) log(1 + eβ0+βTxi)

]
=

n∑
i=1

yi(β0 + βTxi)−
n∑

i=1

log(1 + eβ0+βTxi).

Dakle, ocene parametara logistiqkog modela glase:

(β̂0, β̂) = argmax
β0,β

l(β0,β).

Problemom egzistencije i jedinstvenosti rexe�a ovog optimizacionog

problema deta	no se bavio M. J. Silvapul, o qemu se vixe mo�e videti u

[3].

Nakon kreiranog modela π mo�emo izvrxiti klasifikaciju nove taqke

x u zavisnosti od slede�eg pravila:

r(x) = 1 ⇐⇒ π(x) > t, t ∈ (0, 1)

Za vrednost praga t najqex�e se uzima 1
2
, mada su mogu�e i varijacije.

K	uqna pretpostavka modela logistiqke regresije jeste linearna raz-

dvojivost kategorija, odnosno postoja�e hiperravni koja razdvaja taqke

koje ne pripadaju istoj kategoriji. Naime, kako je

π(x) > t ⇐⇒ β0 + βTx > log
( t

1− t

)
,

klasifikacija taqaka zavisi od �ihovog polo�aja u odnosu na hiperravan

α : β0 − log
(

t
1−t

)
+ βTx = 0.

Xto raspodela po kategorijama vixe odstupa od ovakve postavke, a

upravo takve su situacije navedene u ode	ku 1.3, kvalitet logistiqke re-

gresije postaje upitan.
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2.1.1 Vixeklasna klasifikacija

Do sada smo analizirali problematiqnost logistiqke regresije is-

k	uqivo u sluqaju binarne klasifikacije. Kako se ne bismo ograniqili

isk	uqivo na sluqaj kada je K = 2, opisa�emo kako se na sliqan naqin

mo�e definisati i multinomni logistiqki regresioni model, koji se

koristi kada zavisna promen	iva uzima vixe od 2 vrednosti.

Kako je verovatno�a pripadnosti taqke x negativnoj kategoriji u sluqaju

binarne klasifikacije jednoznaqno odre�ena sa 1−π(x), nije texko poka-

zati da va�i

log
P{Y = 1|X}
P{Y = 0|X}

= β0 + βTX.

Data relacija nam govori da se logistiqkom regresijom uspostav	a

linearna veza izme�u nezavisne promen	ive i logaritma kvota, gde kvo-

ta predstav	a koliqnik verovatno�a dva disjunktna doga�aja. Na sliqan

naqin vrximo uopxte�e logistiqke regresije u sluqaju vixeklasne kla-

sifikacije.

Definicija 2.1.2. Neka je K > 2 i neka je C jedna od mogu�ih

kategorija iz skupa {1, . . . , K}. Model koji opisuje verovatno�u

P{Y = k|X} tako da va�i

log
P{Y = k|X}
P{Y = C|X}

= β
(k)
0 + β(k)TX, ∀k ∈ {1, . . . , K} \ C,

naziva se (multinomni) logistiqki regresioni model.

Kategorija C naziva se referentna kategorija.

Kako se verovatno�e pripadnosti svakoj od kategorija moraju sumirati

u 1, izvodimo slede�e relacije:

P{Y = C|X} = 1

1 +
∑K

j=1
j ̸=C

eβ
(j)
0 +β(j)TX

,

P{Y = k|X} = eβ
(k)
0 +β(k)TX

1 +
∑K

j=1
j ̸=C

eβ
(j)
0 +β(j)TX

.

Parametri multinomne logistiqke regresije se tako�e mogu dobiti me-

todom maksimalne verodostojnosti, a klasifikacija nove taqke x odvija
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se po principu najve�e oce�ene verovatno�e:

r(x) = k ⇐⇒ P{Y = k|x} = max{P{Y = j|x}, j ∈ {1, . . . , K}}.

Dakle, multinomna logistiqka regresija tako�e particionixe prostor

atributa na linearno razdvojive podskupove. Recimo, skupu taqaka kla-

sifikovanih kao C odgovara skup {x : β
(j)
0 +β(j)Tx < 0, ∀j ̸= C}, dok je

skup taqaka klasifikovanih kao k dat sa

{x : β
(k)
0 + β(k)Tx > 0, β

(k)
0 − β

(j)
0 + (β(k) − β(j))Tx > 0, ∀j ̸= k}.

Stoga kao i do sada mo�emo naslutiti da �e prepoznat	ivost ma�inske

kategorije biti utoliko loxija xto su izra�enija preklapa�a sa taqkama

drugih kategorija.

2.2 Model potpornih vektora

U ovom ode	ku predstavi�emo jox jedan model koji poqiva na pretpo-

stavci o linearnoj razdvojivosti kategorija, ali koji primenom naprednih

tehnika mo�e biti prilago�en i drugaqijim scenarijima. Req je o modelu

potpornih vektora, koji �emo kra�e oslov	avati sa SVM1.

Za razliku od modela logistiqke regresije, SVM je algebarske prirode

i ne svrstava se u probabilistiqke modele. Taqnije, ovaj model pripada

klasi modela zasnovanih na xirokom pojasu, koji su dizajnirani sa ci	em

postav	a�a najpouzdanijih granica me�u kategorijama.

Kao i u prethodnom primeru opisa�emo arhitekturu modela kada je

pred nama zadatak binarne klasifikacije, a potom izvrxiti i uopxte�e

na vixeklasni sluqaj.

Neka su x1, . . . ,xn taqke trena�nog skupa i neka je sa yi oznaqena katego-

rija i−te taqke, pri qemu �e negativna kategorija biti oznaqena sa −1, a
pozitivna sa 1. Premda dimenzija nezavisnih promen	ivih mo�e biti pro-

izvo	na, radi lakxe interpretacije dexava�a koja slede, sve ilustracije

da�emo u prostoru male dimenzije.

Kako pretpostav	amo linearnu razdvojivost kategorija, nax trenutni

ci	 je da kategorije razdvojimo hiperravni koja je na najve�oj mogu�oj

uda	enosti od �oj najbli�e taqke obeju kategorija.

1 eng. support vector machine
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Slika 2.1 : Skica linearno razdvojivog skupa.

Pomenute taqke nazivaju se potpornim vektorima, a rastoja�e izme�u

hiperravni odre�ene �ima, a koje su paralelne optimalnoj hiperravni,

naziva se margina (slika 2.1).

Neka je optimalna hiperravan data jednaqinom ωTx + b = 0. Tada su

�oj paralelne hiperravni koje prolaze kroz potporne vektore pozitivne

i negativne kategorije, redom, date sa ωTx + b = c i ωTx + b = −c. Zarad
raqunskih olakxica podrazumeva�emo da je c = 1. Pri ovakvoj konfigura-

ciji ispu�eno je:

• za sve taqke van margine va�i ωTx + b > 1 (pozitivna kategorija)

ili ωTx + b < −1 (negativna kategorija); ωTx + b = ±1 ako i samo

ako je x potporni vektor;

• za svaku taqku iz skupa za trenira�e i �enu kategoriju va�i

yi(ω
Txi + b) ≥ 1.

Uz navedene oznake mo�emo i formalno definisati posmatrani model.

Definicija 2.2.1. Model fω,b definisan sa

fω,b(X) = ωTX + b

naziva se model potpornih vektora.

Tako�e, vidimo i da se iza pomenute definicije optimalne hiperravni

krije minimizacija empirijskog rizika zadatog funkcijom grexke:

L(u, v) = max(0, 1− uv).
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Naime, za sve vrednosti X van margine i u delu prostora odgovaraju�e

kategorije grexka je jednaka 0. Sliqno, za vrednosti X u delu prostora

odgovaraju�e kategorije, ali unutar margine, grexka je u rasponu (0, 1),

dok je za svaku vrednost X u delu prostora suprotne kategorije grexka

ve�a od 1. Iako postoji vixe hiperravni za koje je empirijski rizik jed-

nak 0, odluqili smo se za onu sa najxirom marginom, osla�aju�i se na

pretpostavku da je trena�ni uzorak reprezentativan, te da smo tako raz-

graniqili kategorije na najpouzdaniji naqin.

Odredimo sada xirinu margine koju �elimo maksimizovati. Neka je p

proizvo	na taqka za koju va�i ωTp+ b = −1. �oj najbli�a taqka q takva

da je ωTq + b = 1 je oblika q = p + λω, pa je rastoja�e izme�u p i q

jednako |λ|∥ω∥. Uz malo raquna dobijamo da je ωTq + b = ωTp + λ∥ω∥2 + b,

odnosno 1 = λ∥ω∥2 − 1, iz qega sledi λ∥ω∥ = 2
∥ω∥ . Dakle, parametri b i

ω koji odre�uju optimalnu hiperravan dobijaju se kao rexe�a slede�eg

optimizacionog problema:

min
ω,b

∥ω∥
2

,

pri uslovu yi(ω
Txi + b) ≥ 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Dodatni uslov obezbe�uje odsustvo trena�nih taqaka unutar margine, a ra-

zlog zbog kog umesto maksimizacije radimo minimizaciju reciproqne vred-

nosti je taj xto su mnogi optimizacioni algoritmi konstruisani upravo

za probleme minimizacije.

Dakle, klasifikacija nove taqke x glasi:

r(x) = sign(ωTx+ b).

2.2.1 Regularizacija

Pored qi�enice da se pomenuta hiperravan ne mo�e uvek konstruisa-

ti, jox jedan nedostatak ovog metoda jeste velika oset	ivost na autlajere.

Naime, pojedine taqke mogu drastiqno uticati na polo�aj hiperravni i

tako razdvojiti kategorije na nereprezentativan naqin. Ova pojava je po-

znata pod nazivom preprilago�ava�e podacima iz skupa za trenira�e.

Da bismo nadomestili ovaj nedostatak, dopusti�emo nekim taqkama da

se na�u sa pogrexne strane hiperravni odre�ene potpornim vektorima svo-

je klase. U tu svrhu uvex�emo novu promen	ivu ξi ≥ 0, i ∈ {1, . . . n} koja �e
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kontrolisati odstupa�e taqke xi od pomenute hiperravni. Da bismo odre-

dili i optimalno ξ = (ξi, . . . , ξn), osloni�emo se na tehniku regulariza-

cije. Pod regularizacijom podrazumevamo modifikaciju optimizacionog

problema dodava�em novog regularizacionog parametra, koji ima ulogu u

ograniqava�u grexaka koje dopuxtamo. U naxem sluqaju to �e biti para-

metar C > 0, a novi optimizacioni problem �e glasiti:

min
ω,b,ξ

∥ω∥2

2
+ C

n∑
i=1

ξi, (2.1)

pri uslovu yi(ω
Txi + b) ≥ 1− ξi, ξi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Dakle, ako je ξi = 0, taqka xi se nalazi u odgovaraju�em delu prostora, a

xto je ξi ve�e, to se xi dozvo	ava da pravi ve�e odstupa�e. Za ξi > 1 se

qak mo�e dogoditi da se xi na�e u delu prostora kome odgovara suprot-

na kategorija od yi. Napomenimo da je norma vektora ω kvadrirana radi

jednostavnije optimizacije koja �e uskoro uslediti.

Vrednosti parametra C bliske 0 nemaju veliki uticaj na ξi, te su u

tom sluqaju mogu�e velike grexke, a xto je C ve�e, to �e suma
∑n

i=1 ξi u

prethodnom izrazu biti dominatnija, zbog qega �e optimalni ξi biti sve

bli�i 0. Vidimo da drugi sluqaj zapravo odgovara prvobitnoj ideji u kojoj

nisu bile dopustive grexke, odnosno u kojoj smo se potpuno bili prilago-

dili podacima. Kako bismo procenili �e	eni prag tolerancije grexaka,

predlo�eno je da se vrednost parametra C odredi unakrsnom validacijom,

koja se odvija u slede�im koracima:

1. definisa�e opsega mogu�ih vrednosti parametra C;

2. podela trena�nog skupa na K podskupova;

3. za svako C definisano u prvom koraku:

3.1. za svaki od K podskupova definisanih u drugom koraku:

3.1.1. optimizacija parametara modela za izabrano C na osnovu

taqaka iz unije preostalih K − 1 podskupova;

3.1.2. klasifikacija taqaka iz izdvojenog podskupa na osnovu kre-

iranog modela;

3.2. evaluacija modela na trena�nom skupu na osnovu predikcija do-

bijenih u koraku 3.1;

4. odabir onog C za koje su dobijeni najbo	i rezultati u koraku 3.2.
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Zapiximo sada lagran�ijan koji odgovara naxem optimizacionom pro-

blemu:

L(ω, b, ξ, α, β) = ∥ω∥
2

2
+ C

n∑
i=1

ξi +
n∑

i=1

αi(1− ξi − yi(ω
Txi + b)) +

n∑
i=1

βiξi,

gde su αi ≥ 0, βi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Sada �emu ekvivalentan optimizacioni problem glasi:

min
ω,b,ξ

max
αi≥0, βi≥0

L(ω, b, ξ, α, β).

Zahva	uju�i tehnikama matematiqke optimizacije mo�e se pokazati da

funkcija L zadovo	ava uslove usled kojih je mogu�a zamena redosleda mi-

numuma i maksimuma, te da nova formulacija optimizacije glasi:

max
αi≥0, βi≥0

min
ω,b,ξ
L(ω, b, ξ, α, β).

Za vixe deta	a o istom konsultovati [4].

Da	e, za fiksne α i β taqka minimuma funkcije L zadovo	ava ∂L
∂ω

= 0,
∂L
∂b

= 0 i ∂L
∂ξ

= 0, xto je ekvivalentno sa

ω −
n∑

i=1

αiyixi = 0,
n∑

i=1

αiyi = 0, C + βi − αi = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n},

te eksplicitan izraz optimalnog parametra ω tra�ene hiperravni glasi:

ω̂ =
n∑

i=1

αiyixi,

a optimizacioni problem postaje:

max
αi≥0

n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj,

pri uslovu
∑n

i=1 αiyi = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Konaqno, kada posle izvrxene optimizacije dobijemo α̂ i b̂, spremni

smo da izvrximo klasifikaciju taqke x:

r(x) = sign
( n∑

i=1

α̂iyix
T
i x+ b̂

)
.
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2.2.2 Kernelizovani model potpornih vektora

Iako smo regularizacijom spreqili nastanak preprilago�ava�a, pro-

blem koji predstav	a potencijalna linearna nerazdvojivost i da	e ostaje

nerexen. Premda je regularizacijom mogu�e ubla�iti efekat linearne

nerazdvojivosti u sluqaju kada do �e dolazi zbog svega par trena�nih

taqaka, u praksi su qex�e znatno komplikovanije situacije. Kako mo� li-

nearnih klasifikatora ne bi tada ostala neiskorix�ena, doxlo se na

ideju da se prostor nezavisnih promen	ivih preslika u prostor u kome

�e promen	ive biti linearno razdvojive i na tako preslikanim taqkama

izvrxiti obuqava�e modela.

Ukoliko sa ϕ oznaqimo pomenuto preslikava�e, klasifikacija taqke

x data je sa:

r(x) = sign
( n∑

i=1

α̂iyiϕ(xi)
Tϕ(x) + b̂

)
.

Me�utim, odgovaraju�e preslikava�e je generalno texko na�i. Iskustvo je

pokazalo da u karakteristiqnim situacijama pojedina preslikava�a mogu

biti korisna, ali je samo prepoznava�e tih situacija u prostoru velike

dimenzije gotovo nemogu�e. Da bismo to postigli, iskoristi�emo rezultat

slede�e teoreme.

Teorema 2.2.1. Neka je X neprazan skup. Za svaku funkciju k : X×X 7→
R koja je simetriqna po svojim argumentima i koja je takva da je za

svako n ∈ N i proizvo	ne x1, . . . , xn ∈ X matrica sa elementima k(xi, xj)

semidefinitna, postoji preslikava�e ϕk iz X u prostor sa skalarnim

proizvodom takvo da va�i

k(x, y) = ϕk(x)
Tϕk(y), ∀x, y ∈ X .

Funkcija k koja zadovo	ava uslove iz teoreme, naziva se (Mercerov)

kernel ili jezgro.

Stoga je korisno adekvatno preslikava�e nezavisnih promen	ivih po-

tra�iti me�u preslikava�ima indukovanim pomenutim kernelima. Pri-

meri qesto korix�enih kernela dati su u tabeli 2.1.
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linearni k(x, y) = xTy

polinomni k(x, y) = (γxTy + c)d

radijalni k(x, y) = e(−γ∥x−y∥)

sigmoidni k(x, y) = tanh(γxTy + c)

Tabela 2.1

Ukoliko kernel zavisi od dodatnih parametara, �ihove vrednosti se

tako�e mogu izabrati unakrsnom validacijom.

Kada govorimo o performansama modela obuqavanog na nebalansiranim

podacima, SVM spada u modele umereno oset	ive na nebalansiranost. Je-

dan od mogu�ih razloga slabijeg prepoznava�a ma�inske kategorije je ve�

pomenuta nereprezentativnost �enih taqaka u skupu za trenira�e.

Vu i Qeng su u [5] pokazali da nebalansiranost trena�nih taqaka povlaqi

i nebalansiranost potpornih vektora, te da se u okolini graniqnih ta-

qaka nalazi vixe potpornih vektora ve�inske nego ma�inske kategorije.

Isti autori su pretpostavili da stoga graniqne taqke potpadaju pod uti-

caj ve�inske kategorije i bivaju klasifikovane na isti naqin.

Me�utim, prime�eno je da u sluqaju umerene nebalansiranosti SVM poka-

zuje izvesnu robusnost. Veruje se da tome delom doprinose ve�e2 vrednosti

parametara α̂i, za one i koji odgovaraju ma�inskoj kategoriji, qime vrxe

uticaj na klasifikaciono pravilo u korist ma�inske kategorije.

2.2.3 Vixeklasna klasifikacija

Klasifikacija primenom modela koji su poput SVM specifikovani

za probleme binarne klasifikacije mo�e se proxiriti na vixeklasni

sluqaj na dva naqina.

Prvi se sastoji u kreira�u granica izme�u kategorija dobijenih na

osnovu K(K−1)
2

modela koji se obuqavaju na osnovu svih mogu�ih parova ka-

tegorija. Druga opcija jeste razdvaja�e kategorija primenom K modela

koji za svaku od K kategorija posmatraju uniju preostalih kategorija kao

�oj suprotnu.

Kako je u drugom sluqaju za K > 3 potrebno obuqiti ma�e modela, isti

pristup je raqunski jednostavniji. Me�utim, qi�enica da unira�em K−1

2 pokazali smo da za α̂i va�i
∑n

i=1 α̂iyi = 0, xto implicira da oni parametri koji
odgovaraju ma�inskoj kategoriji imaju ve�u vrednost
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kategorija dolazi do izra�ene nebalansiranosti, a polazni model poka-

zuje znake loxijeg performansa u takvim okolnostima, qini ovaj pristup

izuzetno nepouzdanim.

2.3 Model k najbli�ih suseda

Model k najbli�ih suseda, kra�e samo kNN3, jedan je od najintui-

tivnijih modela maxinskog uqe�a. Zasniva se na pretpostavci da taqke

sliqnih vrednosti atributa s velikom verovatno�om pripadaju istoj ka-

tegoriji, pri qemu se sliqnost dve taqke mo�e izmeriti odgovaraju�om

metrikom d.

Za razliku od prethodnih modela s kojima smo se upoznali, kNN se

ravnopravno koristi kako pri binarnoj tako i pri vixeklasnoj klasifi-

kaciji. Formalno, ovaj model za unapred zadato k modeluje verovatno�u

pripadnosti taqke x svakoj od K ∈ N kategorija na osnovu �enih k naj-

bli�ih suseda.

Definicija 2.3.1. Neka se skup za obuqava�e sastoji iz n taqaka

x1, . . . ,xn i neka je sa yi ∈ {1, . . . , K} oznaqena kategorija i-te taqke.

Oznaqimo sa Bk(x) skup k najbli�ih trena�nih taqaka taqki x. Model

definisan sa

P{Y = j|X} =
∑

xi∈Bk(X) I{yi = j}
k

, ∀j ∈ {1, . . . , K}

naziva se model k najbli�ih suseda.

Klasifikacija novih taqaka obiqno se odvija po principu najve�e oce-

�ene verovatno�e, odnosno:

r(x) = argmax
j∈{1,...,K}

P{Y = j|x}. (2.2)

Dakle, obuqava�e modela kNN svodi se na pronala�e�e odgovaraju�e

metrike d i optimalnog k ∈ N.
Ukoliko se model obuqava na nebalansiranom skupu, prevelike vrednosti

k uzrokuju dode	iva�e ve�inske kategorije velikom broju taqaka, xto po-

ve�ava verovatno�u neprepoznava�a ma�inske kategorije, naroqito u �e-

nim izolovanim klasterima. Sa druge strane, premalo k ote�ava modelu

3 eng. k nearest neighbors
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da se prilagodi podacima i nauqi �ihovu reprezentaciju, te lako mo�e

do�i do takozvanog potprilago�ava�a.

2.4 Stabla odluqiva�a

Za kraj ovog poglav	a dajemo jox jedan primer vrlo intuitivnog i in-

terpretabilnog modela, qija je upotreba vi�ena i van okvira maxinskog

uqe�a, naroqito u disciplinama koje se osla�aju na optimalno donoxe�e

odluka. Req je o stablima odluqiva�a4, modelu predstav	enim hijerarhij-

skom strukturom drveta. Stabla se sastoje iz jednog ulaznog qvora, odnosno

korena stabla, koji se grana na jedan ili vixe qvorova, koje nazivamo �ego-

vim potomcima. Svaki od tih qvorova mo�e se da	e granati na isti naqin

ili sadr�ati rezultat, odnosnu odluku donetu ovim modelom. Rezultuju�e

qvorove stabala naziva�emo listovima (slika 2.2).

Slika 2.2 : Struktura stabla odluqiva�a.

Kreta�e kroz stablo odvija se od korena prema listovima, pri qemu se

u svakom qvoru vrxi test kojim se odre�uje da	a puta�a. Svakom ishodu

testa odgovara taqno jedna grana koja polazi iz posmatranog qvora.

Kada je req o problemima nadgledanog uqe�a, stabla odluqiva�a se

ravnopravno koriste kako pri regresiji tako i pri klasifikaciji. Zbog

prirode zadate teme, u da	em izlaga�u specifiqnosti stabala podrazu-

meva�emo da se ista koriste za zadatak klasifikacije, xto �e re�i da se

u �ihovim listovima nalaze kategorije predvi�ene datim modelom.

4 eng. decision trees
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Jedna od glavnih karakteristika stabala odluqiva�a jeste postoja�e

velikog broja algoritama na osnovu kojih se ona mogu izgraditi. Varija-

cije se mahom tiqu metrika korix�enih pri odabiru optimalnog krite-

rijuma po kome se grana teku�i qvor. Premda su mogu�a sitna odstupa�a,

pseudokod algoritma izrade modela je slede�i [6]:

Algoritam 1 : Kreira�e stabla odluqiva�a (S,A, y)

Ulaz: S - skup za trenira�e, A - vektor atributa, y - vektor ci	nih

promen	ivih instanci iz S

Izlaz: T - stablo odluqiva�a

T ← stablo koje se sastoji iz jednog qvora - korena stabla;

if Postignut je jedan od kriterijuma zaustav	a�a izrade stabla:
Koren stabla T postaje list sa najuqestalijom kategorijom u S;

else
Prona�i diskretno preslikava�e f skupa vrednosti A u skupu S,

na osnovu qijih je slika postignuto optimalno particionisa�e

skupa S na S1, . . . , Sm;

if Particionisa�e skupa S na osnovu f je adekvatno:

for i ∈ {1, . . . ,m}
Si ← i -ti element particije;

yi ← vektor ci	nih promen	ivih instanci iz Si;

Subtreei ← Kreira�e stabla odluqiva�a (Si, A, yi);

Subtreei postaje podstablo stabla T ;

end

else
Koren stabla T postaje list sa najuqestalijom kategorijom u S;

end

end

Iako jednostavna za razumeva�e, stabla odluqiva�a su veoma sklona

preprilago�ava�u. Preprilago�ava�e je utoliko verovatnije xto je sta-

blo dub	e, te se ova pojava mo�e spreqiti pooxtrava�em kriterijuma

zaustav	a�a izrade stabla kako bi se dobila stabla jednostavnije struk-

ture. Me�utim, na ovaj naqin se model lako mo�e potprilagoditi, xto

je dovelo do nastanka tehnike oreziva�a stabala (eng. pruning). Oreziva-

�e podrazumeva ukla�a�e podstabala koja nastaju iz pojedinih grana, a

koja ispu�avaju odre�ene kriterijume. Mo�e se sprovesti po dobija�u ko-

naqnog modela (eng. post-pruning) ili inkorporirati u sam proces �egove

izgrad�e (eng. pre-pruning).

Deta	niju analizu gor�eg pseudokoda sprovex�emo kroz dva primera
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najkorix�enijih algoritama za izgrad�u stabala odluqiva�a, CART i

C4.5 algoritam.

2.4.1 Algoritam CART

Algoritam CART (eng. classification and regression trees) je prvi put

opisan 1984. godine od strane L. Brajmana i drugih autora [7].

CART predstav	a algoritam izrade binarnih stabala odluqiva�a, xto

podrazumeva da se svaki qvor stabla mo�e granati na taqno dva qvora.

Pri odabiru optimalnog kriterijuma po kome �e se qvor granati, odno-

sno pri pronala�e�u preslikava�a f pomenutog u algoritmu 1, algoritam

CART uzima u obzir meru neqisto�e uzorka datu slede�om definicijom.

Definicija 2.4.1. Neka je S = {x1, . . . ,xn} i neka je yi ∈ {1, . . . , K}
vrednost kategoriqke promen	ive Y taqke xi. �inijev indeks je mera

neqisto�e skupa S u odnosu na promen	ivu Y , definisana sa

Gini = 1−
K∑
i=1

p2i ,

gde je pi udeo taqaka i-te kategorije u skupu S.

Da bismo bo	e razumeli motivaciju koja se krije iza definicije �i-

nijevog indeksa, dokaza�emo slede�u lemu.

Lema 2.4.1.

a) min
p1,...,pK

(
1−

K∑
i=1

p2i

)
pri uslovima

K∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , K},

se dosti�e za pi = 1, pj = 0, j ̸= i;

b) max
p1,...,pK

(
1−

K∑
i=1

p2i

)
pri uslovima

K∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , K},

se dosti�e za p1 = · · · = pK =
1

K
.

Dokaz: a) Kako je

1 =
K∑
i=1

pi =
( K∑

i=1

pi
)2

=
K∑
i=1

p2i + 2
∑
i<j

pipj ≥
K∑
i=1

p2i ,
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sledi da je pri datim uslovima uvek ispu�eno 1−
∑K

i=1 p
2
i ≥ 0.

Jednakost se dosti�e akko je za neko i ispu�eno pi = 1 i pj = 0, j ̸= i.

b) Neka je g funkcija definisana sa

g(p1, . . . , pK) = 1−
K∑
i=1

p2i , za pi > 0,∀i ∈ {1, . . . , K}. (2.3)

Posmatrajmo slede�i optimizacioni problem

max
p1,...,pK

g(p1, . . . , pK) pri uslovu
K∑
i=1

pi = 1

i zapiximo �emu odgovaraju�u Lagran�ovu funkciju:

L(p1, . . . , pK , λ) = 1−
K∑
i=1

p2i − λ(
K∑
i=1

pi − 1).

Kako je ∂L
∂pi

= −2pi − λ i ∂L
∂λ

= 1−
∑K

i=1 pi, sledi

∂L
∂pi

= 0,
∂L
∂λ

= 0 ⇐⇒ λ = − 2

K
, pi =

1

K
,

qime zak	uqujemo da je p = ( 1
K
, . . . , 1

K
) stacionarna taqka funkcije

L. Kako je ∂2L
∂pi∂pj

≡ 0 za i ̸= j i ∂2L
∂p2i
≡ −2, sledi

K∑
i,j=1

∂2L
∂pi∂pj

(p)hihj = −2h1 − · · · − 2hK ,

xto je ma�e od 0 kad god je
∑K

i=1 h
2
i > 0, te je ova kvadratna forma

negativno definitna, a taqka p je rexe�e optimizacionog problema

(2.3).

Preostaje nam jox da poka�emo da je p uslovni maksimum i kada

proxirimo domen od g tako da va�i pi ≥ 0,∀i ∈ {1, . . . , K}. Neka je
onda p′ = (p′1, . . . , p

′
K) taqka takva da je �enih 0 < L < K koordinata

strogo pozitivno i za koju va�i
∑K

i=1 p
′
i = 1. Neka je bez uma�e�a

opxtosti p′L+1 = · · · = p′K = 0. Kako je tada
∑L

i=1 p
′
i = 1, prema upravo

pokazanom sledi:

g(p′) = 1−
L∑
i=1

p′2i ≤ 1−
L∑
i=1

1

L2
< 1−

K∑
i=1

1

K2
= g(p).
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■

Dakle, xto se jedna kategorija vixe istiqe nad ostalim, to je vrednost

�inijevog indeksa ma�a, i obrnuto, xto je ma�a razlika u uqestalostima

svih kategorija, to je vrednost �inijevog indeksa ve�a. Stoga je prirodno

za optimalno f izabrati ono preslikava�e za koje se dobijaju particije

polaznog skupa sa xto ma�im �inijevim indeksima. Kako u binarnom sta-

blu f mo�e indukovati samo dve particije, SL(f) i SR(f), optimalno f

izabra�emo kao

arg min
f∈Dom

[ |SL(f)|
|SL(f)|+ |SR(f)|

GiniSL(f) +
|SR(f)|

|SL(f)|+ |SR(f)|
GiniSR(f)

]
,

gde je Dom skup dopustivih preslikava�a, a GiniSL(f) i GiniSR(f) vredno-

sti �inijevog indeksa na SL(f) i SR(f), redom. Ovakvo particionisa�e je

adekvatno ukoliko je vrednost gor�eg izraza ma�a od �inijevog indeksa

sraqunatog na polaznom skupu S.

Algoritam CART podrazumeva da se u Dom mogu na�i samo ona pre-

slikava�a koja na osnovu neprekidnih atributa Xcon indukuju particije

oblika S|Xcon<t i S|Xcon≥t, kao i preslikava�a koja na osnovu kategoriqkih

atributa Xcat indukuju particije oblika S|Xcat=c i S|Xcat ̸=c.

Oreziva�e stabala se vrxi nakon �ihove izgrad�e, xto ne zahteva

upotrebu preterano strogih kriterijuma zaustav	a�a. Neretko se sa iz-

grad�om stabla staje tek kada se u qvoru na�u samo instance iste katego-

rije.

Prvi korak u oreziva�u stabla sastoji se u kreira�u niza stabala

T0, . . . , Tk, gde je T0 polazno stablo, a Tk stablo koje se sastoji samo iz kore-

na. Stablo Ti+1 je dobijeno zamenom jednog ili vixe podstabala stabla Ti

odgovaraju�im listom, tj. listom sa najuqestalijom kategorijom u korenu

posmatranog podstabla. Podstabla koja se orezuju su ona kod kojih je doxlo

do najma�eg pove�a�a grexke po orezanom listu, odnosno:

α =
ε(pruned(T, t), S)− ε(T, S)

|leaves(T )| − |leaves(pruned(T, t))|
,

gde je pruned(T, t) stablo nastalo oreziva�em podstabla koje polazi iz qvo-

ra t, |leaves(T )| broj listova u stablu T i ε(T, S) udeo netaqno klasifiko-

vanih instanci u skupu za trenira�e S na osnovu modela T .

U slede�em koraku svako do stabala T0, . . . , Tk se evaluira na skupu za
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testira�e, ili eventualno unakrsnom validacijom ukoliko je skup za tre-

nira�e mali, nakon qega se za konaqan model bira ono stablo sa najbo	im

performansom.

2.4.2 Algoritam C4.5

Nedugo nakon pojave CART algoritma R. Kvinlen [8] opisuje algoritam

ID3, koji se zasniva na konceptima teorije informacije. Stoga �emo najpre

definisati slede�i pojam.

Definicija 2.4.2. Neka va�e oznake iz definicije 2.4.1. Neodre-

�enost ili entropija promen	ive Y u skupu S je veliqina definisana

sa

H(Y ) = −
K∑
i=j

pi log2(pi),

pri qemu podrazumevamo da je pi log2(pi) = 0 kada je pi = 0.

Sliqno kao i �inijev indeks, entropija dosti�e maksimum kada je Y

ravnomerno raspode	ena i minimum ukoliko je degenerisana.

Kako �emo u nastavku podrazumevati da je Y uvek ci	na promen	iva, en-

tropiju �emo oznaqavati sa H(S), gde je S skup na kome se ona raquna.

Za razliku od algoritma CART , Kvinlen predla�e da se grana�e qvo-

ra vrxi na osnovu onog atributa za koje se posti�e takozvani najve�i

dobitak informacije. Za svaku particiju polaznog skupa S na S1, . . . , Sm

definisa�emo dobitak informacije kao razliku entropije u skupu S i

te�inske sredine entropija u skupovima S1, . . . , Sm:

Gain = H(S)−
m∑
i=1

|Si|∑m
j=1 |Sj|

H(Si).

Ovakvo particionisa�e je adekvatno ukoliko je Gain > 0.

U svom originalnom obliku ID3 podrazumeva da se grana�e qvorova

mo�e vrxiti samo na osnovu kategoriqkih atributa Xcat i da su �ima

indukovana particionisa�a oblika S|Xcat=c1 , . . . , S|Xcat=cl . Na taj naqin se

za razliku od CART algoritma mogu kreirati i stabla koja nisu binar-

na. Me�utim, na ovaj naqin se favorizuju oni atributi sa velikim brojem

mogu�ih kategorija [9]. Iz tog razloga isti autor 1993. godine opisuje al-

goritam C4.5 [10] koji umesto dobitka informacije koristi normirani
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dobitak kako bi dobio optimalno particionisa�e, koji se definixe kao:

GainRatio =
Gain

HchildNodes

,

gde je HchildNodes entropija raspodele taqaka po S1, . . . , Sm. S uvo�e�em C4.5

tako�e poqi�e i upotreba neprekidnih atributa, koji particionixu S na

isti naqin kao i CART algoritam.

C4.5 tako�e podrazumeva oreziva�e stabala po �ihovoj izgrad�i, pri

qemu se osla�a na statistiqku znaqajnost grexke klasifikacije. Kako

proseqna grexka modela evaluiranog na trening skupu S nije dovo	no

pouzdana, C4.5 grexku oce�uje gor�om granicom �ene intervalne ocene.

Drugim reqima, kako |S| · ε(T, S) ima binomnu raspodelu, posmatra�emo

εUB(T, S) = ε(T, S) + z1−α
2

√
ε(T, S)(1− ε(T, S))

|S|
,

gde je z1−α
2
= Φ(1− α

2
) za �e	eni prag α.

Postupak oreziva�a se sprovodi od listova ka korenu stabla , pri qemu

se za svaki qvor t posmatraju slede�e vrednosti:

1. ε(subtree(T, t), St)

2. ε(pruned(subtree(T, t)), St)

3. ε(subtree(T,maxchild(T, t)), Smaxchild(T,t)),

gde je maxchild(T, t) potomak qvora t u koji dospeva najvixe instanci iz S

od svih potomaka t, a St skup svih instanci iz S koje dospevaju u qvor t.

U zavisnosti od najma�e od ovih vrednosti, 1. stablo se ne orezuje, 2. stablo

se orezuje u qvoru t, 3. qvor t se me�a stablom sa korenom u maxchild(T, t).

Iako je do danas nastao veliki broj algoritama za izgrad�u staba-

la odluqiva�a, CART i C4.5 su ostali vode�i konkurenti u praktiqnoj

primeni. Svoju popularnost duguju vrlo fleksibilnoj arhitekturi, zahva-

	uju�i kojoj mogu biti lako modifikovani za konkretne zadatke.

Obuqavana na nebalansiranom skupu, stabla odluqiva�a su tako�e sklo-

na favorizova�u ve�inske kategorije. Inicijalna pretpostavka o uzroq-

niku ove pojave ticala se neadekvatnosti kriterijuma grana�a qvorova, o

qemu je konkretne rezultate izlo�io P.A. Flah u radu [11].
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Flah je posmatrao binarni klasifikacioni model stabla koje se sa-

stoji iz korena i dva lista na koje se grana u odnosu na zadati kriterijum.

Osla�aju�i se na termine koje smo uveli u poglav	u 1.4, mo�emo re�i da

se takvim modelom u jedan list raspore�uju instance oznaqene kao TP i

FP , a u drugi instance oznaqene kao TN i FN . Zatim bi za unapred za-

dat odnos pozitivnih i negativnih kategorija u korenu stabla predstavio

skup svih mogu�ih parova (FPR, TPR) koji generixu konkretnu vrednost

kriterijuma grana�a. Pomenuti skup �emo nada	e nazivati izometrijskom

linijom. Na slikama 2.3 i 2.4 mogu se videti skice izometrijskih linija

za �inijev indeks i entropiju na balansiranom i nebalansiranom skupu

(odnos kategorija je 10 : 1) [12].

Slika 2.3 : Izometrijske linije za �inijev indeks
na balansiranom (levo) i nebalansiranom skupu (desno).

Slika 2.4 : Izometrijske linije za entropiju na
balansiranom (levo) i nebalansiranom skupu (desno).

Sa gor�ih grafika mo�emo primetiti da u sluqaju izra�ene nebalan-

siranosti izometrijske linije postaju sve vixe zarav�ene, xto odgovara-

ju�i kriterijum grana�a qini nestabilnijim.
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Poglav	e 3

Prevazila�e�e problema

U dosadax�em radu upoznali smo se sa problemom klasifikacije ne-

balansiranih podataka i opisali situacije usled kojih pojedini modeli

mogu biti skloni neprepoznava�u ma�inske kategorije. Osla�aju�i se na

dobijene zak	uqke, ovo poglav	e posve�ujemo metodama ubla�ava�a efekta

nebalansiranosti, sa osvrtom na �ihove prednosti i nedostatke.

3.1 Selekcija prediktora

Nezaobilazan korak pre izgrad�e svakog modela jeste priprema poda-

taka na kojima �e se on obuqavati. Priprema podataka se odnosi na upra-

v	a�e nedostaju�im vrednostima, detekciju i uprav	e�e autlajerima, kao

i na razne transformacije poput skalira�a i sliqno. Svaki oblik pri-

preme podataka nada	e �emo zvati pretprocesira�e.

Po obav	enom pretprocesira�u neophodno je izabrati odgovaraju�e

atribute koji �e biti korix�eni u modelu, a koje �emo nazivati predik-

torima. Selekcija prediktora je k	uqan korak u izgrad�i kvalitetnog

modela jer ne samo da ne nose svi atributi podjednako va�ne informacije,

ve� i prisustvo velikog broja prediktora znaqajno ote�ava optimizaciju

�egovih parametara.1

Jedan naqin na koji se prediktori mogu izabrati jeste ispitiva�em

kvaliteta modela izgra�enih na osnovu svake mogu�e kombinacije atribu-

ta. Ovakav postupak poznat je kao metod grube sile. Me�utim, kako je tako

potrebno ispitati 2p kombinacija, gde je p ukupan broj atributa, metod

grube sile postaje isuvixe raqunski zahtevan kada je p veliko. Stoga je

preporuqeno da se skup polaznih atributa najpre redukuje eliminisa�em

onih atributa koji ne ispu�avaju odre�eni kriterijum, te da se da	a se-

lekcija vrxi na skupu preostalih atributa.

1 Negativan uticaj velike dimenzije u maxinskom uqe�u poznat je i kao proklet-

stvo dimenzionalnosti.
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Eliminisa�e atributa se mo�e sprovesti na razne naqine, zavisno

od specifiqnosti modela. Neretko zapoqi�e analizom modela sa jednim

prediktorom, kojom se znaqajnost svakog atributa ispituje nezavisno od

ostalih.

Specijalno, u modelu logistiqke regresije ispitiva�e znaqajnosti atri-

buta se mo�e sprovesti testira�em statistiqke znaqajnosti parametra mo-

dela koji istom odgovara. Kako su ocene parametara logistiqke regresije

dobijene metodom maksimalne verodostojnosti asimptotski nepristrasne

i normalno raspode	ene, va�i

β̂i − βi

SE(β̂i)
∼ N (0, 1),

gde je β̂i ocena parametra βi u modelu izgra�enom na osnovu i-tog atributa,

a SE(β̂i) �eno standardno odstupa�e. Sada mo�emo testirati hipotezu

H0 : βi = 0 protiv H1 : βi ̸= 0 korix�e�em Valdove test statistike:

W =
β̂i

SE(β̂i)

i uz qi�enicu da WH0 ∼ N (0, 1) formirati odgovaraju�e kritiqne obla-

sti. Ukoliko odbacimo H0, mo�emo razmotriti uk	uqiva�e i-tog atributa

u konaqni model.

Pored Valdovog testa na sve xiru primenu nailaze i neparametar-

ske metode kojima se oce�uje diskriminantna mo� atributa u odnosu na

ci	nu promen	ivu. Na taj naqin se atributi mogu rangirati prema svom

kvalitetu, nakon qega �e m najbo	e rangiranih atributa pro�i u slede�i

krug selekcije. Me�utim, pouzdanost pojedinih metrika korix�enih u me-

todama ovog tipa umnogome zavisi od balansiranosti zavisne promen	ive,

poput Fixerovog skora i uzajamne informacije.

Definicija 3.1.1. Neka zavisna promen	iva Y mo�e uzeti jednu od

K mogu�ih kategorija. Neka je (Xi1, . . . , Xin)
T vektor vrednosti atributa

Xi, a (Y1, . . . , Yn)
T vektor vrednosti promen	ive Y na skupu za trenira�e.

Oznaqimo sa Xk
i sred�u vrednost Xi na skupu instanci obele�enih k-tom

kategorijom, a sa nk �egovu kardinalnost.

Fixerov skor atributa Xi je veliqina definisana sa

F (Xi) =
SBetween(i)

SWithin(i)
,
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pri qemu je

SBetween(i) =
K∑
k=1

nk(Xk
i −Xi)

2,

SWithin(i) =
K∑
k=1

∑
l:Yl=k

(Xil −Xk
i )

2.

(3.1)

Mo�e se pokazati da je ukupna disperzija STotal(i) =
∑n

k=1(Xik−Xi)
2 jedna-

ka zbiru SBetween(i) i SWithin(i), gde jeXi sred�a vrednostXi na celokupnom

skupu za trenira�e, iz qega sledi da Fixerov skor meri koliko ukupne

disperzije potiqe od varijacija izme�u kategorija u odnosu na ukupnu di-

sperziju unutar svake od �ih.

Dokaz: Kako je

SBetween(i) =
K∑
k=1

nkXk
i

2
− 2Xi

K∑
k=1

nkXk
i +Xk

i

2
K∑
k=1

nk

=
K∑
k=1

nkXk
i

2
− 2Xi · nXi + nXi

2

=
K∑
k=1

nkXk
i

2
− nXi

2
,

a

SWithin(i) =
K∑
k=1

( ∑
l:Yl=k

X2
il − 2Xk

i

∑
l:Yl=k

Xil + nkXk
i

2
)

=
K∑
k=1

( ∑
l:Yl=k

X2
il − 2Xk

i · nkXk
i + nkXk

i

2

=
K∑
k=1

( ∑
l:Yl=k

X2
il − nkXk

i

2
)
,
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sledi:

SWithin(i) + SBetween(i) =
K∑
k=1

∑
l:Yl=k

X2
il − nXi

2

=
n∑

k=1

(Xik −Xi)
2

= STotal(i).

■

Iz izlo�enog zak	uqujemo da u prilog kvalitetuXi ide xto ve�a vred-

nost F (Xi), jer je ista pokazate	 da se vrednosti Xi mogu klasterovati po

kategorijama tako da se unutar jednog klastera nalaze me�usobno sliqne

vrednosti, dok se vrednosti iz razliqitih klastera znaqajno razlikuju.

Me�utim, kako malobrojne kategorije povlaqe i malu disperziju, SWithin

potpada pod uticaj disperzije brojnijih kategorija, xto znaqi da u pri-

sustvu nebalansiranih podataka ovaj kriterijum postaje nestabilniji.

Definicija 3.1.2. Neka su X i Y diskretne sluqajne veliqine sa

vrednostima iz X i Y, redom. Tada je sa

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

P(X,Y )(x, y) log
( P(X,Y )(x, y)

PX(x)PY (y)

)
,

gde je P zakon raspodele odgovaraju�e sluqajne veliqine, odnosno sluqajnog

vektora, definisana uzajamna informacija sluqajnih veliqina X i Y .

Kako su X i Y nezavisne akko je P(X,Y )(x, y) = PX(x)PY (y), ∀(x, y) ∈
X × Y , tj. akko je I(X;Y ) = 0, uzajamnu informaciju mo�emo videti kao

meru zavisnosti dveju veliqina. Imaju�i to u vidu, rangira�e atributa se

mo�e izvrxi na osnovu �ihove uzajamne informacije sa zavisnom promen-

	ivom, pri qemu se P(Xi,Y )(x, y), PXi
(x) i PY (y) mogu oceniti relativnim

frekvencijama fx,y, fx i fy u skupu za obuqava�e. Rang atributa Xi bi�e

utoliko bo	i xto je I(Xi;Y ) ve�e. Kada su u pita�u atributi neprekidnog

tipa, preporuqeno je prethodno izvrxiti diskretizaciju �ihovih vredno-

sti kako ne bi doxlo do sumira�a velikog broja sabiraka. Sliqno kao i

kod Fixerovog skora, doprinos malobrojnih kategorija u uzajamnoj infor-

maciji biva te�e prepoznat, xto je posledica niskofrekventnih doga�aja
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koji tu kategoriju uk	uquju:

fx,y log
( fx,y
fxfy

)
< fx,y log

( 1

fx,y

)
fx,y→0−−−−→ 0.

Kako bi nadomestili nedostatke metoda zasnovanih na pomenutim kri-

terijumima, L. Jin i dr. [13] predla�u razbija�e ve�inske kategorije na

vixe 'privremenih' kategorija, nakon qega bi se atribut vrednovao u od-

nosu na novodobijene kategorije na isti naqin kao i ranije. Razbija�e

se vrxi klasterova�em instanci ve�inske kategorije prema vrednostima

posmatranog atributa, nakon qega svaka instanca dobija kategoriju koja

odgovara �enom klasteru. Na slici 3.1 mo�e se videti kako razbija�e

atributa ve�inske kategorije utiqe na vrednosti Fixerovog skora i uza-

jamne informacije.

Slika 3.1 : Fixerov skor i uzajamna informacija
pre i nakon razbija�a ve�inske kategorije.

Konaqno, predstav	amo i kriterijum koji pokazuje izvesnu robusnost

na nebalansiranost kategorija, a koji je prime�iv u zadacima binarne

klasifikacije. Sa tim ci	em, vrati�emo se upotrebi termina pozitivna

i negativna kategorija.

Definicija 3.1.3. Neka su X i Y sluqajne veliqine sa istim skupom

vrednosti i sa zakonom raspodele P = (p1, . . . , pm) i Q = (q1, . . . , qm). Mera

divergencije raspodela P i Q definisana sa

H(P,Q) =
1√
2

√√√√ m∑
i=1

(
√
pi −
√
qi)2

naziva se Helingerovo rastoja�e.
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Helingerovo rastoja�e se mo�e iskoristiti kao mera razlike raspode-

la pozitivne i negativne kategorije, X+
i i X−

i , po vrednostima kategoriq-

kog, odnosno po diskretizovanim vrednostima neprekidnog atributa Xi.

Dakle, ako Xi na skupu za trenira�e uzima n (diskretizovanih) vredno-

sti i ako sa f j
+ i f j

− oznaqimo relativne frekvencije pozitivne, odnosno

negativne kategorije u skupu instanci sa j-om vrednox-�u Xi, a sa f+ i

f− relativnu frekvenciju pozitivne, odnono negativne kategorije u celo-

kupnom skupu za trenira�e, Helingerovo rastoja�e raspodela X+
i i X−

i

mo�emo izraqunati kao:

H(X+
i , X

−
i ) =

√√√√√√
n∑

j=1

√f j
+

f+
−

√
f j
−

f−

2

.

Ve�e vrednosti H(X+
i , X

−
i ) su pokazate	 znaqajne razlike izme�u X+

i

i X−
i , xto povlaqi i bo	i rang atributa Xi.

Robusnost Helingerovog rastoja�a na nebalansiranost kategorija se

mo�e opravdati Flahovim modelom (slika 3.2), jer je u terminima FPR i

TPR ono jednako:

√√√√(√TP

P
−
√

FP

N

)2

+

(√
FN

P
−
√

TN

N

)2

=

√(√
TPR−

√
FPR

)2
+
(√

1− TPR−
√
1− FPR

)2
,

xto je u potpunosti nezavisno od odnosa pozitivne i negativne kategorije.

Slika 3.2 : Izometrijske linije Helingerovog rasto-
ja�a [12].
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Specijalno, kako se u modelu stabla odluqiva�a selekcija prediktora

vrxi prilikom grana�a qvorova, u [12] je predlo�en modifikovani algo-

ritam C4.5, kod kog se grana�e qvora vrxi tako da Helingerovo rastoja�e

zavisne promen	ive sraqunato na qvorovima potomcima bude maksimalno.

3.2 Metode reuzorkova�a

Me�u prvim predlozima za pobo	xa�e kvaliteta modela naxla se ide-

ja o eliminisa�u uticaja nebalansiranosti na uzoraqkom nivou. Ovakav

pristup podrazumeva obuqava�e modela na novom balansiranom skupu, koji

je nastao od polaznog primenom odgovaraju�ih metoda reuzorkova�a.

Metode reuzorkova�a mogu se grubo podeliti na dve grupe: metode sma-

�iva�a (eng. downsampling ili undersampling) i metode uve�ava�a (eng.

upsampling ili oversampling).

Prvu grupu qine metode koje vrxe eliminaciju instanci ve�inske kate-

gorije sve dok se �ihov broj u preostalom skupu ne pribli�i broju instan-

ci ma�inske kategorije. Iako vrlo intuitivno i lako za implementaciju,

ovakvo reuzorkova�e mo�e rezultirati gubitkom va�nih informacija o

ve�inskoj kategoriji, naroqito u sluqaju izra�ene nebalansiranosti. Pri-

meri qesto korix�enih metoda sma�iva�a su slede�i:

• metoda sluqajnog izbora [14]

najjednostavnija metoda kojom se instance ve�inske kategorije biraju

na sluqajan naqin. Kako sluqajno izabrane instance mogu stvoriti

pogrexnu sliku o raspodeli unutar ve�inske kategorije, ova metoda

retko daje zavidne rezultate;

• metoda zasnovana na klasterova�u [15]

metoda koja ima za ci	 oquva�e raspodele atributa unutar ve�inske

kategorije; u sluqaju binarne klasifikacije, skup za trenira�e se

najpre particionixe na L klastera, a potom se iz svakog klastera

bira odgovaraju�i broj instanci ve�inske kategorije. Ukoliko sa pos

oznaqimo ukupan broj instanci ma�inske kategorije, a sa posi i negi

broj instanci ma�inske, odnosno ve�inske kategorije i-tog klastera,

preporuqeni broj izabranih instanci iz i-tog klastera je pribli�no

jednak:

pos ·
negi
posi∑L

j=1
negj
posj

.
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Specijalno, ukoliko u i-tom klasteru nema instanci ma�inske ka-

tegorije, podrazumevana vrednost posi je 1. Uopxte�e ove metode u

vixeklasnom sluqaju se vrxi na slede�i naqin:

1. neka je S = ∅ skup izabranih instanci;

2. kategorije se sortiraju rastu�e po veliqini;

3. S postaje skup svih instanci najma�e kategorije po veliqini;

4. za svaku kategoriju poqevxi od druge najma�e vrxi se reuzorko-

va�e odgovaraju�om metodom, pri qemu se posmatrana kategorija

smatra ve�inskom, a najma�a po veliqini ma�inskom. Izabrane

instance ve�inske kategorije se potom dodaju u S.

U ovom radu je, za potrebe posmatrane metode, klasterova�e skupa za

trenira�e izvrxeno pomo�u algoritma DBSCAN2, koji pronalazi

regije gusto nase	enih taqaka i svrstava ih u jedan klaster. Na taj

naqin broj rezultuju�ih klastera nije unapred poznat, ve� se dobija

kao izlaz iz algoritma.

Ka�emo da je ε okolina taqke x gusta ukoliko se u �oj nalazi ba-

rem minPts taqaka iz skupa za trenira�e, pri qemu je odgovaraju�a

okolina odre�ena na osnovu metrike d. Dr�e�i se navedenih oznaka,

skica DBSCAN algoritma je slede�a [16]:

2 eng. density-based spatial clustering of applications with noise
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Algoritam 2 : DBSCAN(S, d, ε,minPts)

Ulaz: S - skup za trenira�e, d - metrika, ε - polupreqnik okoline,

minPts - najma�i broj suseda u ε okolini taqke neophodan

da bi se okolina proglasila gustom

Izlaz: labeled(S) - skup instanci iz S sa oznakom rednog broja

klastera

labeled(S)← skup instanci iz S bez oznaka klastera;

C ← 0;

for x ∈ S :

if x je oznaqena:
continue;

end
neighbours ← ε okolina taqke x;

if |neighbours| < minPts:
label(x)← −1;
continue;

end
C ← C + 1;

label(x)← C;

Stmp ← neighbours \ {x};
for y ∈ Stmp :

if label(y) = −1 :
label(y) = C;

end
if y je oznaqena:

continue;
end
label(y)← C;

neighbours ← ε okolina taqke y;

if |neighbours| ≥ minPts :
Stmp ← Stmp ∪ neighbours;

end

end

end

Instance oznaqene sa −1 predstav	aju odudaraju�e taqke i ne pripa-
daju nijednom klasteru, zbog qega algoritam ispo	ava izvesnu robu-

snost na prisustvo autlajera. Parametri ε i minPts se mogu oceniti

empirijski ili pomo�u k − dist grafa opisanog u [17].
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Suprotno sma�iva�u, metodama uve�ava�a se balansiranost posti�e

ponav	a�em ili vextaqkim generisa�em novih instanci ma�inske kate-

gorije po odre�enom xablonu. U prvom sluqaju se iz ma�inske kategorije

izvlaqi uzorak sa ponav	a�em, xto je neretko raqunski jednostavnije, ali

i slabije po performansama u odnosu na pristup generisa�a novih instan-

ci.

Me�u najxire korix�enim metodama uve�ava�a istiqu se slede�e:

• metoda sluqajnog izbora [14]

sliqno poput metode sma�iva�a sluqajnim izborom, ovom metodom se

ma�inska kategorija proxiruje instancama izabranim iz iste kate-

gorije na sluqajan naqin. Veliki nedostatak sluqajnog izbora pono-

v	enih instanci proistiqe iz qi�enice da se tako u novodobijenom

skupu mogu vixe puta na�i ma�e informativne instance, xto se ne-

gativno odra�ava na obuqava�e modela;

• SMOTE3 metoda [18]

jedna od najpoznatijih metoda zasnovanih na generisa�u novih in-

stanci; metoda ima za ci	 da novodobijene instance budu bliske

stvarnim instancama ma�inske kategorije u smislu odgovaraju�e me-

trike, te se one generixu na slede�i naqin:

1. za svaku instancu ma�inske kategorije xi posmatramo �enih k

najbli�ih suseda iz iste kategorije;

2. na osnovu sluqajno izabranog suseda xneighbour
i generixe se nova

instanca kao konveksna kombinacija tog suseda i date instance:

xnew
i = xi + α(xneighbour

i − xi),

gde je α sluqajno izabran broj iz intervala (0, 1).

Drugi korak se ponav	a onoliko puta koliko je potrebno da se po-

stigne pribli�na balansiranost klasa.

3 eng. syntetic minority oversampling technique
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• metoda zasnovana na klasterova�u [19]

ova metoda podrazumeva primenu metode uve�ava�a sluqajnim izbo-

rom iz klastera taqaka prisutnih u svim kategorijama, qime se eli-

minixe uticaj me�uklasterske i unutarklasterske nebalansirano-

sti. Uzorkova�e, odnosno generisa�e novih instanci iz svakog kla-

stera vrxi se dok se kardinalnost posmatranog klastera ne izjednaqi

sa kardinalnox�u najve�eg klastera u ve�inskoj kategoriji.

3.3 Metode oset	ive na cenu grexke

U mnogim situacijama grexka klasifikacije nad taqkama odre�enih

kategorija nosi znatno ve�i rizik od ostalih tipova grexaka. Kako tradi-

cionalne metode obuqava�a modela pridaju podjednaki znaqaj svakom tipu

grexke, nije za oqekivati da �e dobijeni model ma�e grexiti nad najkri-

tiqnijim taqkama. Imaju�i to u vidu, nastala je nova podoblast maxin-

skog uqe�a - uqe�e oset	ivo na cenu grexke, qije metode modifikacijom

optimizacionog izraza posti�u zadati ci	. Takva modifikacija obiqno

podrazumeva dodava�e umno�aka grexaka modela nad odabranim taqkama

i odgovaraju�ih te�ina, pri qemu je te�ina utoliko ve�a xto je ve�a i

cena grexke.

Ove metode naxle su primenu i u naxoj problematici, kako bi dodelom

ve�ih te�ina naznaqile grexke modela nad ma�inskim kategorijama, jer

iste te�e dolaze do izra�aja zbog ma�e kardinalnosti unutar skupa za

trenira�e.

• Model te�inske logistiqke regresije [20]

Ocene parametara ovog modela dobijaju se kao taqka maksimuma mo-

difikovanog logaritma funkcije verodostojnosti, koji glasi:

ω1

∑
{i: yi=1}

log π(xi) + ω0

∑
{i: yi=0}

log(1− π(xi)).

Odgovaraju�e te�ine se mogu odrediti na isti naqin kao i svi hi-

perparametri koje smo do sada opisali, dok [20] predla�u slede�i

izbor:

ωi =
veliqina trening skupa

broj kategorija · broj instanci i-te kategorije
.

Na slici 3.3 prikazane su hiperravni modela logistiqke i te�inske
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logistiqke regresije obuqavanih na nebalanisranom skupu. Mo�emo

primetiti da dodava�e te�ina u model jeste rezultiralo bo	im pre-

poznava�em ma�inske kategorije.

Slika 3.3 : Pore�e�e logistiqke regresije (puna
linija) i te�inske logistiqke regresije (isprekidana li-

nija).

• Te�insko glasa�e u modelu kNN [21]

Jox jedan naqin na koji se mo�e suzbiti uticaj ve�inskih kategorija

u modelu kNN , tiqe se zamene klasifikatora (2.2) slede�im:

r(x) = argmax
j∈{1,...,K}

∑
xi∈Bk(x)

ωiI{yi = j}
k

,

gde je ωi = K
(

d(x,xi)
d(x,xk+1)

)
, xk+1 je najbli�i sused taqki x koji nije u

Bk(x), a funkcija K(·) zadovo	ava:

– K(t) ≥ 0, ∀t ∈ R

– K dosti�e maksimum za t = 0

– K opada na R+
0

Dakle, donoxe�e konaqne odluke pri ovakvoj klasifikaciji umno-

gome zavisi i od rastoja�a izme�u suseda i ci	ne instance, jer �e

oni susedi koji su na najma�em rastoja�u od ci	ne instance dobiti

najve�u te�inu.

• Model SVM sa te�inskim odstupa�ima [5]

Kontrolisa�e uticaja odre�enih instanci na model SVM mo�e se
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posti�i dode	iva�em te�ina promen	ivim ξi, xto dovodi do novog

regularizacionog izraza:

∥ω∥2

2
+ C

n∑
i=1

ωiξi.

Pri ovakvom pristupu dozvo	eno odstupa�e taqaka od hiperravni

odre�enih potpornim vektorima odgovaraju�ih kategorija zavisi od

va�nosti samih taqaka, za razliku od prvobitnog izraza (2.1) u kome

je odstupa�e uniformno kontrolisano samo jednim hiperparametrom.

3.4 Metode zasnovane na ansamblima

Upotreba maxinskog uqe�a u najrazliqitijim oblastima do danas je

iznedrila veliki broj modela. Kako su svi modeli skloni grexkama, ali

ne u istoj meri i nad istim podskupovima prostora u kome le�e instance

nad kojima se modeli obuqavaju, nastala je ideja o upotrebi ansambala, koji

kombinova�em vixe tzv. baznih modela posti�u bo	i rezultat nego xto

bi postigli modeli obuqavani pojedinaqno.

Algoritmi za izgrad�u ansambala u nadgledanom uqe�u mogu se ugrubo

razvrstati u dve velike familije: algoritmi proste agregacije (eng. bag-
ging) i algoritmi pojaqava�a (eng. boosting).
Pod prostom agregacijom podrazumevamo poduqava�e vixe modela koji ne

uzimaju u obzir grexke onih drugih, nakon qega se �ihovim usred�ava�em

(regresija), odnosno preglasava�em (klasifikacija) dobija predikcija an-

sambla. Pojaqava�em je svaki slede�i model konstruisan tako da nadome-

sti nedostatke prethodnog.

Specijalno, u kombinaciji sa prethodno opisanim metodama ansambli

igraju znaqajnu ulogu i u klasifikaciji nebalansiranih podataka.

3.4.1 Prosta agregacija

Najpoznatiji predstavnik algoritama proste agregacije jesu sluqajne

xume (eng. random forest) [22]. Modeli na osnovu kojih se donosi predik-

cija sluqajnih xuma su stabla odluqiva�a konstruisana CART algorit-

mom. Svako stablo je obuqavano na butstrep uzorku4 iz celokupnog skupa za

trenira�e i koristi sluqajno izabran podskup svih dostupnih atributa,

4 prost sluqajan uzorak sa ponav	a�em iste veliqine kao i populacija iz koje se
izvlaqi
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kako bi grexke koje stabla prave bile xto ma�e korelisane i lakxe se

ponixtile pri agregaciji.

Kako bi se unapredio performans sluqajnih xuma pri nebalansiranoj

klasifikaciji, [23] predla�u slede�u modifikaciju:

• balansirane sluqajne xume

kako butstrep uzorak iz nebalansiranog skupa te�i da zadr�i to

svojstvo, ova modifikacija podrazumeva balansira�e skupa za treni-

ra�e na osnovu kog se svako stablo obuqava: novodobijeni trena�ni

skup se sastoji iz unije butstrep uzorka izvuqenog iz ma�inske ka-

tegorije i prostih sluqajnih uzoraka sa ponav	a�em iste veliqine

izvuqenih iz preostalih kategorija;

Pored modifikovanih sluqajnih xuma ista�i �emo i slede�e algorit-

me:

• SMOTEBagging algoritam [24]

bazni modeli se obuqavaju na balansiranim skupovima koji su na-

stali kombinacijom SMOTE metode i metode uve�ava�a sluqajnim

izborom;

• UnderBagging algoritam [25]

sliqno, bazni modeli se obuqavaju na balansiranim skupovima koji

su nastali metodom sma�iva�a sluqajnim izborom.

3.4.2 Pojaqava�e

Za razliku od proste agregacije kod koje se modeli obuqavaju nezavi-

sno jedni od drugih, algoritmi pojaqava�a nastoje da pri obuqava�u sva-

kog slede�eg modela uzmu u obzir ponaxa�e prethodnog kako bi se vixe

usmerili na one instance na kojima prethodnik grexi. Najpoznatiji pred-

stavnik ove familije jeste algoritam binarne klasifikacije AdaBoost

(eng. adaptive boosting).
AdaBoost je iterativni algoritam qija predikcija zavisi od kombi-

nacije modela obuqavanih u svakoj iteraciji. Premda to nije neophodno,

AdaBoost u najve�em broju sluqajeva tako�e kombinuje stabla odluqiva�a.

U svrhu opisa algoritma oznaqi�emo mogu�e kategorije ci	ne promen	ive

sa −1 i 1.
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Neka je Ft ansambl konstruisan u koraku t. Kako je ci	 da Ft grexi

ma�e na onim instancama na kojim grexi Ft−1, Ft mo�emo zapisati kao:

Ft = Ft−1 + αtft,

gde su αt > 0, a ft ∈ {−1, 1} predikcija baznog modela izabrani tako da

αtft minimizuje grexku ansambla Ft−1. Kako je predikcija ansambla jed-

naka sign(Ft(x)), pogodno je koristiti eskponencijalnu funkciju grexke

L(u, v) = e−uv, uz qiju upotrebu αt i ft mo�emo dobiti rexava�em slede�eg

optimizacionog problema:

min
α,f

n∑
i=1

e−yi(Ft−1(xi)+αf(xi)) = min
α,f

n∑
i=1

ωt
ie

−yiαf(xi)

= min
α,f

[
e−α

∑
i|f(xi)=yi

ωt
i + eα

∑
i|f(xi) ̸=yi

ωt
i

]
,

gde je {(xi, yi) : yi ∈ {−1, 1}}ni=1 skup za trenira�e, a ω
t
i = e−yiFt−1(xi) te�ina

i-te instance.

Kako je gor�i izraz jednak

min
α,f

[
(eα − e−α)

n∑
i=1

ωt
iI{f(xi) ̸= yi}+ e−α

n∑
i=1

ωt
i

]
,

za fiksno α > 0 rexe�e po f se dobija kao

argmin
f

n∑
i=1

ωt
iI{f(xi) ̸= yi}.

Da	e, zamenom poznatog ft u polazni problem dobijamo αt kao

argmin
α

[
e−α

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i + eα

∑
i|ft(xi )̸=yi

ωt
i

]
.

Lema 3.4.1.

argmin
α

[
e−α

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i + eα

∑
i|ft(xi) ̸=yi

ωt
i

]
=

1

2
log

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i∑

i|ft(xi) ̸=yi
ωt
i

.

Dokaz: Neka je Lft(α) = e−α
∑

i|ft(xi)=yi
ωt
i + eα

∑
i|ft(xi) ̸=yi

ωt
i .
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Va�i:

L′
ft(α) = 0 ⇐⇒ e−α

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i + eα

∑
i|ft(xi )̸=yi

ωt
i = 0

⇐⇒ e2α
∑

i|ft(xi) ̸=yi

ωt
i =

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i

⇐⇒ α =
1

2
log

∑
i|ft(xi)=yi

ωt
i∑

i|ft(xi) ̸=yi
ωt
i

Tako�e, L′
ft
(α) < 0 levo, a L′

ft
(α) > 0 desno od taqke ekstremuma, qime

je dokaz zavrxen. ■

Specijalno, kako bi se stavio akcenat na netaqno klasifikovane in-

stance u prethodnoj iteraciji, vrxi se adaptacija te�ina:

ωt+1
i = ωt

ie
−αtyift(xi),

odnosno ωt+1
i = ωt

ie
−αt za taqno, a ωt+1

i = ωt
ie

αt za netaqno klasifikovane

instance. Ceo algoritam AdaBoost, kao i �egova vixeklasna uopxte�a

AdaBoost.M1 i AdaBoost.M2, mogu se videti u [26].

AdaBoost se tako�e mo�e nadograditi tako da se pri izgrad�i baznih

modela pored taqnosti klasifikacije posmatra i balansiranost klasa:

• SMOTEBoost algoritam [27]

algoritam koji u svakoj iteraciji za izgrad�u baznih modela koristi

balansirani skup nastao primenom SMOTE metode; pri odre�iva�u

koeficijenata koji stoje uz dobijene modele koristi se originalni

skup za trenira�e.

• RUSBoost algoritam [28]

sliqno kao i kod prethodnog algoritma, bazni modeli se grade na ba-

lansiranom skupu nastalom primenom metode sma�iva�a sluqajnim

izborom.
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Poglav	e 4

Primeri

U prethodnim poglav	ima dat je pregled modela oset	ivih na neba-

lansiranost podataka kao i predloga za �ihovo unapre�e�e. Izlo�ene hi-

poteze su eksperimentalno testirane na primerima binarne i vixekla-

sne klasifikacije, a svi kodovi korix�eni za dobija�e rezultata koji

slede mogu se videti na linku https://github.com/Nadja1997/Imbalanced-
Classification/tree/master.

4.1 Binarna klasifikacija

Default of Credit Card Clients [29] je skup podataka o neizmire�u

obaveza korisnika tajvanskih kreditnih kartica. Sastoji se od 23 atributa

i binarne ci	ne promen	ive koja oznaqava da li je doxlo do neizmire�a

obaveza narednog meseca (tabela 4.1).

Naziv promen	ive Tip Opis

ID
LIMIT_BAL numeriqki iznos kredita u TWD

SEX kategoriqki pol: 1 = muxki; 2 = �enski

EDUCATION kategoriqki

obrazova�e:
1 = postdiplomsko;
2 = fakultetsko;

3 = sred�oxkolsko;
4 = ostalo

MARRIAGE kategoriqki

braqni status:
1 = u braku;

2 = nije u braku;
3 = ostalo

AGE numeriqki godine starosti

PAY_0 - PAY_6 numeriqki
meseqno kax�e�e u pla�a�u u periodu od aprila

do septembra 2005. godine:

BILL_AMT0 - BILL_AMT6 numeriqki
izvod sa raquna u TWD u periodu od aprila

do septembra 2005. godine:

PAY_AMT1 - PAY_AMT16 numeriqki
prethodno pla�a�e u TWD u periodu od aprila

do septembra 2005. godine:

default payment next month kategoriqki
zavisna promen	iva:

1 = da;
0 = ne;

Tabela 4.1 : Opis skupa Default of Credit Card Clients

Korisnika sa statusom neizmire�a obaveza ima pribli�no 3.5 puta

ma�e, xto ovaj skup qini nebalansiranim. Na skupu za trenira�e koji

https://github.com/Nadja1997/Imbalanced-Classification/tree/master
https://github.com/Nadja1997/Imbalanced-Classification/tree/master
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qini oko 80% celokupnog skupa podataka utrenirani su modeli o kojima je

bilo reqi u ovom radu, kao i modeli na koje su prime�ene metode navedene

u tre�em poglav	u. Testira�e modela sprovedeno je na skupu za testira�e

koji qini preostalih 20% polaznog skupa.

Accuracy AUC F1 Precision Sensitivity Specificity

LR 0.817 0.754 0.361 0.799 0.233 0.983

kNN(k = 5) 0.751 0.605 0.207 0.352 0.147 0.923

kNN(k = 10) 0.772 0.611 0.132 0.426 0.078 0.97

kNN(k = 20) 0.781 0.621 0.083 0.575 0.045 0.991

kNN(k = 50) 0.777 0.624 0.008 0.286 0.004 0.997

SVM_linear 0.778 NA NA NA 0 1

SVM_radial 0.815 NA 0.427 0.679 0.311 0.958

SVM_sigmoid 0.751 NA 0.403 0.429 0.38 0.856

SVM_poly 0.818 NA 0.459 0.674 0.348 0.952

CART 0.824 0.652 0.451 0.726 0.327 0.965

C4.5 0.814 0.644 0.45 0.649 0.344 0.947

Hellinger 0.727 NA 0.391 0.387 0.395 0.822

downSample_LR 0.683 0.751 0.49 0.38 0.687 0.681

downSample_kNN(k = 5) 0.582 0.605 0.365 0.275 0.542 0.593

downSample_kNN(k = 10) 0.627 0.608 0.342 0.281 0.436 0.682

downSample_kNN(k = 20) 0.616 0.613 0.373 0.292 0.517 0.644

downSample_kNN(k = 50) 0.59 0.618 0.375 0.283 0.556 0.6

downSample_SVM_linear 0.801 NA 0.551 0.55 0.552 0.871

downSample_SVM_radial 0.744 NA 0.535 0.447 0.665 0.766

downSample_SVM_sigmoid 0.575 NA 0.379 0.28 0.585 0.572

downSample_SVM_poly 0.788 NA 0.547 0.52 0.577 0.848

downSample_CART 0.796 0.711 0.548 0.538 0.56 0.863

downSample_C4.5 0.67 0.677 0.492 0.373 0.72 0.656

downSample_Hellinger 0.727 NA 0.391 0.387 0.395 0.822

downCluster_LR 0.678 0.753 0.492 0.378 0.705 0.67

downCluster_kNN(k = 5) 0.583 0.598 0.367 0.277 0.546 0.593

downCluster_kNN(k = 10) 0.625 0.608 0.349 0.284 0.454 0.674

downCluster_kNN(k = 20) 0.621 0.614 0.362 0.289 0.485 0.66

downCluster_kNN(k = 50) 0.611 0.621 0.37 0.288 0.515 0.638

downCluster_SVM_linear 0.789 NA 0.521 0.524 0.519 0.866

downCluster_SVM_radial 0.708 NA 0.511 0.406 0.689 0.713

downCluster_SVM_sigmoid 0.605 NA 0.399 0.301 0.593 0.608

downCluster_SVM_poly 0.788 NA 0.55 0.518 0.585 0.845

downCluster_CART 0.796 0.711 0.548 0.538 0.56 0.863

downCluster_C4.5 0.679 0.662 0.475 0.373 0.656 0.686

downCluster_Hellinger 0.727 NA 0.391 0.387 0.395 0.822

upSample_LR 0.68 0.753 0.492 0.38 0.701 0.674

upSample_kNN(k = 5) 0.562 0.605 0.377 0.275 0.599 0.552

upSample_kNN(k = 10) 0.589 0.614 0.371 0.281 0.548 0.601

upSample_kNN(k = 20) 0.594 0.617 0.377 0.286 0.556 0.604

upSample_kNN(k = 50) 0.605 0.632 0.386 0.294 0.562 0.617

upSample_SVM_linear 0.621 NA 0.452 0.332 0.705 0.597

upSample_SVM_radial 0.762 NA 0.537 0.473 0.622 0.802

upSample_SVM_sigmoid 0.419 NA 0.257 0.179 0.454 0.409

upSample_SVM_poly 0.761 NA 0.509 0.467 0.56 0.818

upSample_CART 0.796 0.711 0.548 0.538 0.56 0.863

upSample_C4.5 0.703 0.614 0.408 0.366 0.462 0.772

upSample_Hellinger 0.727 NA 0.391 0.387 0.395 0.822
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Accuracy AUC F1 Precision Sensitivity Specificity

SMOTE_LR 0.776 0.702 0.51 0.495 0.526 0.847

SMOTE_kNN(k = 5) 0.639 0.606 0.353 0.293 0.444 0.695

SMOTE_kNN(k = 10) 0.679 0.624 0.358 0.321 0.403 0.758

SMOTE_kNN(k = 20) 0.666 0.633 0.375 0.32 0.452 0.727

SMOTE_kNN(k = 50) 0.661 0.642 0.391 0.325 0.491 0.71

SMOTE_SVM_linear 0.8 NA 0.512 0.558 0.474 0.893

SMOTE_SVM_radial 0.74 NA 0.48 0.431 0.542 0.797

SMOTE_SVM_sigmoid 0.605 NA 0.385 0.294 0.56 0.617

SMOTE_SVM_poly 0.775 NA 0.488 0.492 0.483 0.858

SMOTE_CART 0.763 0.72 0.483 0.468 0.499 0.838

SMOTE_C4.5 0.755 0.699 0.442 0.447 0.436 0.846

SMOTE_Hellinger 0.731 NA 0.387 0.39 0.384 0.83

upCluster_LR 0.689 0.71 0.469 0.377 0.62 0.709

upCluster_kNN(k = 5) 0.573 0.608 0.377 0.279 0.583 0.57

upCluster_kNN(k = 10) 0.61 0.628 0.393 0.3 0.569 0.621

upCluster_kNN(k = 20) 0.605 0.64 0.391 0.297 0.571 0.614

upCluster_kNN(k = 50) 0.609 0.634 0.398 0.302 0.583 0.617

upCluster_SVM_linear 0.675 NA 0.453 0.361 0.609 0.694

upCluster_SVM_radial 0.783 NA 0.516 0.511 0.521 0.858

upCluster_SVM_sigmoid 0.65 NA 0.44 0.34 0.62 0.658

upCluster_SVM_poly 0.795 NA 0.513 0.541 0.487 0.882

upCluster_CART 0.768 0.699 0.522 0.48 0.573 0.823

upCluster_C4.5 0.683 0.607 0.407 0.348 0.491 0.738

upCluster_Hellinger 0.731 NA 0.387 0.39 0.384 0.83

Weighted_LR 0.686 0.711 0.471 0.376 0.632 0.701

Weighted_SVM_linear 0.793 NA 0.512 0.535 0.491 0.879

Weighted_SVM_radial 0.774 NA 0.52 0.49 0.554 0.836

Weighted_SVM_sigmoid 0.506 NA 0.318 0.229 0.521 0.502

Weighted_SVM_poly 0.805 NA 0.501 0.578 0.442 0.908

Weighted_kNN(k = 5) 0.761 NA 0.378 0.446 0.329 0.884

Weighted_kNN(k = 10) 0.785 NA 0.404 0.523 0.329 0.915

Weighted_kNN(k = 20) 0.797 NA 0.415 0.574 0.325 0.931

Weighted_kNN(k = 50) 0.808 NA 0.445 0.621 0.346 0.94

RF 0.795 0.755 0.401 0.57 0.309 0.934

Balanced RF 0.768 0.766 0.513 0.479 0.552 0.829

SMOTEBagging 0.772 0.733 0.493 0.487 0.499 0.85

UnderBagging 0.804 0.712 0.388 0.63 0.28 0.953

AdaBoost 0.804 0.756 0.391 0.63 0.284 0.953

SmoteBoost 0.801 0.767 0.508 0.562 0.464 0.897

RUSBoost 0.806 0.753 0.428 0.619 0.327 0.943

Tabela 4.2 : Evaluacija modela.
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Slika 4.1 : Prikaz evaluacionih metrika po modelima.
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Slika 4.2 : Prikaz modela sa najve�im vrednostima
odgovaraju�e metrike.
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Evaluacija modela prikazana je u tabeli 4.2. Mo�emo primetiti da je

pre primene metoda odziv ma�inske kategorije bio znatno loxiji, a da je

taqnost klasifikacije me�u instancama ve�inske kategorije (specificity)

bila velika, xto potvr�uje problematiku izlo�enu u ovom radu. Velike

vrednosti taqnosti i AUC potvr�uju da ove metrike nisu pouzdani poka-

zate	i kvaliteta modela kada je prisutna nebalansiranost, o qemu je i

ranije bilo reqi.

Na slici 4.1 data je vizuelna interpretacija rezultata za svaki model

i �egova unapre�e�a. Vidimo da su skoro sve metode dovele do pove�a�a

odziva, ali i do blagog sma�e�a preciznosti. Izuzetak predstav	aju sta-

blo odluqiva�a sa Helingerovim rastoja�em kao kriterijumom grana�a,

kod kog promena veliqine skupa za trenira�e nije znaqajno uticala na pre-

poznava�e obeju kategorija, kao i algoritmi UnderBagging i RUSBoost.

Na slici 4.2 prikazano je prvih 20 modela sa najve�im vrednostima

preciznosti, odziva i F1 mere. Najve�u preciznost imali su modeli pre

primene metoda, xto mo�e biti posledica dava�a malog broja predikcija

ma�inske kategorije. Najve�i odziv je prime�en nakon primene metoda re-

uzorkova�a, a najve�a F1 mera kod modela koji su poloviqno prepoznali

obe kategorije.

4.2 Vixeklasna klasifikacija

Glass [30] je skup podataka o sastavu stakla i �egovom tipu. Sastoji

se isk	uqivo od numeriqkih atributa i ci	ne promen	ive koja mo�e uzeti

jednu od 6 mogu�ih kategorija (tabela 4.3).

Naziv promen	ive Tip Opis

RI numeriqki indeks prelama�a
Na numeriqki procenat natrijuma
Mg numeriqki procenat magnezijuma
Al numeriqki procenat aluminijuma
Si numeriqki procenat silicijuma
K numeriqki procenat kalijuma
Ca numeriqki procenat kalcijuma
Ba numeriqki procenat barijuma
Fe numeriqki procenat gvo��a

Type kategoriqki

zavisna promen	iva:
1 = building windows float processed;
2 = building windows float processed;

3 = building windows non float processed;
5 = containers;
6 = tableware;
7 = headlamps;

Tabela 4.3 : Opis skupa Glass

Raspodela kategorija zavisne promen	ive je slede�a:
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tip 1 tip 2 tip 3 tip 5 tip 6 tip 7

33% 36% 8% 6% 4% 14%

pa �emo kategorije 1 i 2 smatrati ve�inskim, a ostale ma�inskim. Kao

i u prethodnom primeru celokupni skup podataka je pode	en na skup za

trenira�e (80%) i skup za testira�e (20%). Evaluacija modela je izvrxena

za svaku kategoriju spram ostalih. Rezultati se mogu videti u tabeli 4.4.

Zbog male zastup	enosti kategorija 3, 5 i 6 u skupu za testira�e ne

mo�emo pouzdano tumaqiti �ihove rezultate. Kategorija 7 je uspexno pre-

poznata pre primene metoda, qak uspexnije i od ve�inskih kateogrija 1 i 2

koje modeli logistiqke regresije i kNN nisu prepoznali, dok su je pojedi-

ne metode reuzorkova�a i te�insko galsa�e u modelu kNN u potpunosti

zamaskirale. Ovakvi rezultati mogu ukazivati na grupisa�e kategorije 7

u prostoru prediktora, kao i na to da je za ispo	ava�e uticaja nebalan-

siranosti u vixeklasnom sluqaju potreban skup podataka velikog obima.
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Type 1 vs others Type 2 vs others Type 3 vs others
F1 Precision Sensitivity F1 Precision Sensitivity F1 Precision Sensitivity

LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SVM_linear 0.56 0.636 0.5 0.5 0.471 0.533 0.25 0.2 0.333

SVM_radial 0.714 0.714 0.714 0.706 0.632 0.8 NA 0 0

SVM_sigmoid 0.621 0.6 0.643 0.581 0.562 0.6 NA NA 0

SVM_poly 0.5 0.6 0.429 0.485 0.444 0.533 0.25 0.2 0.333

CART 0.72 0.818 0.643 0.688 0.647 0.733 0.286 0.25 0.333

C4.5 0.815 0.846 0.786 0.667 0.611 0.733 NA NA 0

downSample_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_SVM_linear NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_SVM_radial NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

downSample_SVM_sigmoid NA 0 0 NA 0 0 NA NA 0

downSample_SVM_poly NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_CART NA NA 0 NA NA 0 0.158 0.086 1

downSample_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_linear NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_radial NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_sigmoid NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_poly 0.519 0.35 1 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_CART NA NA 0 NA NA 0 0.158 0.086 1

downClusterMulti_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_SVM_linear NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_SVM_radial NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

upSample_SVM_sigmoid NA NA 0 0.541 0.455 0.667 NA NA 0

upSample_SVM_poly NA NA 0 0.558 0.429 0.8 0.133 0.083 0.333

upSample_CART 0.609 0.438 1 NA NA 0 NA NA 0

upSample_C4.5 0.24 0.273 0.214 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_linear NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_radial NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_sigmoid NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_poly NA NA 0 0.549 0.389 0.933 0.286 0.25 0.333

SMOTEMulti_CART 0.609 0.438 1 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_C4.5 0.622 0.452 1 0.167 0.222 0.133 NA NA 0

upClusterMulti_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_linear NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_radial NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_sigmoid 0.5 0.385 0.714 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_poly 0.562 0.5 0.643 NA NA 0 0.08 0.045 0.333

upClusterMulti_CART NA NA 0 NA NA 0 0.14 0.075 1

upClusterMulti_C4.5 NA NA 0 0.545 0.375 1 NA NA 0

Weighted_LR NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

Weighted_SVM_linear 0.64 0.727 0.571 0.552 0.571 0.533 0.2 0.143 0.333

Weighted_SVM_radial 0.769 0.833 0.714 0.722 0.619 0.867 NA 0 0

Weighted_SVM_sigmoid 0.444 0.462 0.429 0.148 0.167 0.133 0.167 0.111 0.333

Weighted_SVM_poly 0.759 0.733 0.786 0.615 0.727 0.533 NA 0 0

Weighted_kNN(k = 5) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

Weighted_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

Weighted_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

RF NA NA 0 0.56 0.4 0.933 NA NA 0

Balanced RF 0.622 0.452 1 NA NA 0 NA NA 0

AdaBoost 0.774 0.706 0.857 0.593 0.667 0.533 NA 0 0
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Type 5 vs others Type 6 vs others Type 7 vs others
F1 Precision Sensitivity F1 Precision Sensitivity F1 Precision Sensitivity

LR NA NA 0 0.059 0.03 1 0.667 0.571 0.8

kNN(k = 5) NA NA 0 NA 0 0 0.24 0.15 0.6

kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

SVM_linear 0.4 0.333 0.5 NA NA 0 0.889 1 0.8

SVM_radial 0.667 1 0.5 NA NA 0 0.889 1 0.8

SVM_sigmoid NA NA 0 NA NA 0 0.714 0.556 1

SVM_poly 0.4 0.333 0.5 NA NA 0 0.889 1 0.8

CART 0.8 0.667 1 NA NA 0 0.8 0.8 0.8

C4.5 0.8 0.667 1 1 1 1 0.8 0.8 0.8

downSample_LR NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

downSample_kNN(k = 5) NA 0 0 NA 0 0 NA NA 0

downSample_kNN(k = 10) NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

downSample_kNN(k = 20) NA NA 0 0.286 0.167 1 0.051 0.029 0.2

downSample_SVM_linear NA 0 0 0.061 0.031 1 0.667 0.571 0.8

downSample_SVM_radial NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_SVM_sigmoid NA 0 0 NA NA 0 NA NA 0

downSample_SVM_poly NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

downSample_CART NA NA 0 NA NA 0 0.8 0.8 0.8

downSample_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

downClusterMulti_LR NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

downClusterMulti_kNN(k = 5) NA 0 0 NA 0 0 NA NA 0

downClusterMulti_kNN(k = 10) NA 0 0 NA NA 0 0.227 0.128 1

downClusterMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

downClusterMulti_SVM_linear NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_radial NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_sigmoid NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

downClusterMulti_SVM_poly NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

downClusterMulti_CART NA NA 0 NA NA 0 0.8 0.8 0.8

downClusterMulti_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

upSample_LR NA NA 0 0.061 0.031 1 0.615 0.5 0.8

upSample_kNN(k = 5) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upSample_kNN(k = 10) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upSample_kNN(k = 20) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upSample_SVM_linear NA NA 0 0.05 0.026 1 NA 0 0

upSample_SVM_radial NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_SVM_sigmoid NA NA 0 0.105 0.056 1 NA NA 0

upSample_SVM_poly NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upSample_CART 0.2 0.125 0.5 NA NA 0 NA NA 0

upSample_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 0.059 0.034 0.2

SMOTEMulti_LR NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

SMOTEMulti_kNN(k = 5) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

SMOTEMulti_kNN(k = 10) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

SMOTEMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_linear NA NA 0 0.056 0.029 1 0.8 0.8 0.8

SMOTEMulti_SVM_radial NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_SVM_sigmoid NA 0 0 0.4 0.25 1 0.205 0.118 0.8

SMOTEMulti_SVM_poly NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_CART 0.2 0.125 0.5 NA NA 0 NA NA 0

SMOTEMulti_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_LR NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

upClusterMulti_kNN(k = 5) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upClusterMulti_kNN(k = 10) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upClusterMulti_kNN(k = 20) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_linear NA 0 0 0.051 0.026 1 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_radial NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_sigmoid 0.25 0.167 0.5 0.222 0.125 1 NA NA 0

upClusterMulti_SVM_poly NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_CART NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

upClusterMulti_C4.5 NA NA 0 NA NA 0 NA NA 0

Weighted_LR NA NA 0 NA NA 0 0.222 0.125 1

Weighted_SVM_linear 0.4 0.333 0.5 1 1 1 0.889 1 0.8

Weighted_SVM_radial 0.667 1 0.5 NA NA 0 0.889 1 0.8

Weighted_SVM_sigmoid NA 0 0 0.667 0.5 1 0.333 1 0.2

Weighted_SVM_poly 0.667 0.5 1 1 1 1 0.889 1 0.8

Weighted_kNN(k = 5) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

Weighted_kNN(k = 10) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

Weighted_kNN(k = 20) NA NA 0 0.049 0.025 1 NA NA 0

RF NA NA 0 NA NA 0 0.8 0.8 0.8

Balanced RF 0.667 0.5 1 NA NA 0 0.8 0.8 0.8

AdaBoost 0.333 0.25 0.5 1 1 1 0.8 0.8 0.8

Tabela 4.4 : Evaluacija modela.
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Zak	uqak

U ovom radu predstav	en je problem klasifikacije nebalansiranih

podataka. Pod nebalansiranox�u podataka podrazumevali smo me�uklasnu

nebalansiranost, koja se odnosi na neravnomernu raspodelu zavisne kate-

goriqke promen	ive na skupu za trenira�e.

Izlo�ene su hipoteze o uzrocima slabijeg raspoznava�a najma�e zastu-

p	enih, odnosno ma�inskih kategorija i predlo�eno je kako pristupiti

evaluaciji modela obuqavanog u prisustvu nebalansiranosti.

U drugom poglav	u dat je pregled modela koji pokazuju oset	ivost

na nebalansiranost podataka. Opisana je �ihova arhitektura, proces obu-

qava�a i klasifikaciono pravilo koje se koristi u dava�u predikcija.

Istakli smo da modeli pri qijem obuqava�u funkcija gubitaka pridaje

podjednak znaqaj svim kategorijama slabije uqe reprezentaciju onih naj-

ma�e zastup	enih, xto jeste jedan od uzroqnika �ihovog neraspoznava�a.

U takve modele spadaju logistiqka regresija i model potpornih vektora.

Da	e, istakli smo kako preveliko k u modelu k najbli�ih suseda ima za

posledicu favorizova�e najzastup	enijih kategorija i pokazali kako se

Flahovim modelom mo�e proceniti uticaj nebalansiranosti na pouzda-

nost kriterijuma grana�a qvora u stablu odluqiva�a.

U tre�em poglav	u pokazali smo kako pojedine metode za selekciju

prediktora tako�e mogu biti pod uticajem nebalansiranosti i dali pri-

mer metode koja pokazuje robusnost u takvoj situaciji, a to je Helingerovo

rastoja�e. Potom su izlo�ene 3 velike grupe metoda za prevazila�e�e

problema: metode reuzorkova�a, metode oset	ive na cenu grexke i metode

zasnovane na ansamblima. Za svaku grupu metoda opisane su �ihove pred-

nosti i nedostaci.

Predlo�ene metode testirane su na primerima binarne i vixeklasne
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klasifikacije. U binarnoj klasifikaciji ve�inom je doxlo do pobo	-

xa�a odziva u odnosu na poqetni model, ali i do blagog sma�e�a preci-

znosti. Tako�e vidimo i da na stablo odluqiva�a s Helingerovim rasto-

ja�em kao kriterijumom grana�a nije znaqajno uticao odnos kategorija.

Da	e unapre�e�e metoda podrazumevalo bi spreqava�e pogorxa�a pre-

ciznosti, odnosno neraspoznava�a drugih kategorija zarad pobo	xa�a od-

ziva ma�inskih. Jedan naqin da se to postigne jeste drugaqiji odabir te-

�ina u metodama oset	ivim na cenu grexke i obima novodobijenog skupa

za trenira�e u metodama reuzorkova�a. [31] predla�u klasifikacioni

algoritam kojim se nezavisno za svaku od kategorija konstruixe prostor

vrednosti prediktora koji joj odgovara, qime se pobo	xava uqe�e repre-

zentacije svih kategorija u odnosu na modele u qijem obuqava�u kategori-

je uqestvuju simultano. Jox jedan pravac da	eg istra�iva�a mo�e biti

razvoj metoda za rad sa podacima koji nisu predstav	eni u vektorskom za-

pisu, poput slika, zvuka, teksta i sliqno. Iako bi se metode reuzorkova�a

mogle primeniti i u toj situaciji, postav	a se pita�e �ihove uqinkovi-

tosti uzevxi u obzir nedostatke opisane u ovom radu.
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