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I'maBa 1

YBOI

BramkeoBu nmpou3Bou cy Ha3BaHU 1O ayCTPUjCKOM MaTeMaTudapy Buixenmy
Buamxkeyf] koju je 1915. romune yBeo Geckonaune Biramkeose nponssoje. Konaunu
BramkeoBr mpon3Bou cy ce m3ydaBaJjiu U IPe TOra Kao CIeIHjaJIHa, Kiaca Paliu-
onananx dyukmja [L]. Koncrpyucanu cy tako ja 6y1y orpanudeHe XoaoMopdHe
dyHKIMje HA jeIMHUIHOM JIMCKY Ca HyJaMa y yHaIpes 3aJaTOM, KOHAYHOM WJIU
OECKOHAYHOM, CKYILy TadKakKa 21, 23,.... Kao Mpom3BOIAM ayToMopdusama jejiu-
HUYIHOI' JUCKa OHMU CY Ha HEKH Ha4YMH aHaJIOI'HU ITOJIMHOMHUMA KOjI/I Cy IIPOU3BO/
ayToMopduzama KOMIIJIEKCHE paBHU. 300r TOra, Kao u 300r joIr HEKUX ocobuHa

Koje he OUTH onmMcaHe OHU Ce HEKaJl HA3UBAJY TUNEPOOAUMKUM NOAUHOMUMG.

1.1 AyromopdusmMm jeIMHUIHOT AUCKA

BramkeoBu nponsBoin cy KOHa4aH WM OECKOHAYAH ITPOM3BO/L ayTOMOpdU3a-
Ma jepuaUYIHOT qucka. Jla 6ucmo nx nedunncanu norpebHo je npso ja nponahemo
cBe ayToMOpdu3Me je IMHUIHOT JTUCKA. Y OBOj CEKIHju heMo yBeCTH 1mojaM KOH(POP-
MHOT m30MOpdu3Ma, Kao 1 KoHPOpMHOT ayTomopdusma. /lokazahemo I_T_IBapLLOByﬁi
JieMy, 1 TIOMONy e OJIPEJINTU CBE ayTOMOP@U3ME jeIUHUIHOT JucKa. KOoHA4YHO,

JokazaheMo Heke ocobuHe OBUX ayToMopdusama Koje he OUTHU KOpHUCHE 3a Jla/bu

paZ.

*Wilhelm Blaschke (1885 - 1962) — aycrpujckn MaTemaTmaap
TKarl Schwarz (1843 - 1921) — memauku MaTeMaTHIAD



I'VTABA 1. YBOJ

KondopmHua npeciimkaBama M ayToMopdu3Mu

Hedbununuja 1.1. Hexa je 2 obaacm. Ilpecauxasare f: Q) — C je xougpopmmo

na Q axo je f zoromoppro na Q u f'(z) # 0 3a cearo z € SQ.

CBako KOH(MOPMHO IpecJauKaBame je JJoKaJHO ,,1-17. IIpenusauje, mmamMo cJie-
bl 9

nehe TBpheme.

Cras 1.2. Hexa je ) obaacm, u wexa je f: Q — C xougopmro npecaurasarve.
Tada 3a ceaxo zy € 2 nocmoju okoauna U mauke zy maxeo da je dynkuyuja f

unjexmuena Ha U.

Zloxas. IlpernocraBumo cympotHo. [TocToju 2y € ) TakBO 118 3a cBako r > 0 pyHK-
muja [ Huje wHjekTHBHA Ha TUCKY B,.(z)) = {z € Q| |z — 2| < r}. Taga mocroje

HU30BU KOMIUIEKCHUX 0pojeBa (hy)nen 7 (tn)nen TAKBHU Ja 3a cBako n € N Baxu

o h, # ly;
1
o |h,l, [ta] < —;
n

o f(zo+ hy) = f(z0+tn).

f(z0 +tz) : £(2’o ) f'(z0). Hexa je y(t) =

20+ hn+t(t,—hy), t € [0,1] nyx Koja cnaja Tauke zo+ h, u 2o+ t, 1 HocMaTpajmMo

[Tokazkumo tpBo ga je lim
n—oo

pa3IuKy

. f/(zo)’ _ fryn f/(z) C:Z :‘Z/(Zo) f_y” dz
S 1) = 1ol

< max [ () = f'(20)].

f(20+hn) - f(ZO+tn)
h, —t,

1
Kaxko je |hy|, |t,] < —, nmamo ga je
n

max |f'(7,(t)) = f'(2)] < max |f'(z) — f'(20)].

t€(0,1] |z—20|<1/n

Heka je caga ¢ > 0 nmpousBosbHO. OyHKIHja [ je xomomopdHa, ma je n PyHKIIIja
f' menpekuzHa, mro 3ua4u Ja nocroju ny € N takso ga je |f'(z) — f'(z0)] < € 3a

CBAKO 2 € Bi/p,(20).
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OpmocHo, 3a cBako € > () moctoju ny € N TakBo j1a je

f(z0+ hn) — f(20+ tn)
h, —t,

hn - tn
Haxe, umamMo ma je lim f(z0 + ha) = f(20 + tn)

n—00 hn —tn

je f(z0 + hn) = f(z0 + tn) 3a cBe n € N, nobujamo na je f'(z) = 0 mro je

— f(20)| <&, xamromjen > ng.

= f'(29). Ca mpyre crpane, Kako

KOHTPAIUKITA]a.
To 3uaum na 3a cBako zy € {2 mocroju r > 0 takBo ga je f ,1-1"wa U = B,(2),

IITO je W TpebaJso MOKa3aTHU. ]

Koudopwmuo npeciukasame, mehyrum, ne mopa outn ,,1-17. Ilocmarpajmo, Ha
npumep, byukiujy f : C — C medunucany ca f(z) = e*. sog oe dyukmuje je
f'(z) =e* #0,3acBe z € C, na je f koudopmua byurnuja. Meljyrum, 3a cako
z € C u 3a cako k € Z Baxu jegnaxoct f(z) = f(z + 2kmi), ma dyakumja f Huje
H1-17.

UNnak, ako je dynkmumja f : 2 — C xonomopdHa M WHjeKTUBHA Ha IEJIOM

JIOMEHY TaJa je oHa U KOH(OpPMHA.

CraB 1.3. Hexa je f : Q0 — C zoaomoppra u unjexkmusna dpynrkuuja. Tada je f

KOHPOPMHA.

Jloxas. TlpernocraBuMoO CympoTHO — Ja mocToju zy € ) takso ma je f'(z) = 0.
Bes ymamerma OnImrocTu MOXKeMO MpeTnoctaButu ja je zo = 0, u ga je f(0) = 0.

[Tocroju £ > 0 TakBu Ja 3a |z| < € BaXKU jeIHAKOCT
f(2) = az" + 2"y(2),

npu gemy cy 1(z) xomomopdua byukumja va B, = {2z | |z| <e}, a € Cu k € N,
k> 2.

Veequmo dymrkmuje F(z) = azf —w n G(2) = 2*14(2). Ilokazahemo ma 3a
noBosbHO Madie z, w € C Baxku mejeanakocr |F(z)| > |G(z)|. 3a mpoussospro w € C
je

|[F(2) = 1G(2)| = |az" —w| = [ 9(2)]

> Jaz¥] — Jw| — [" 1 ()]

= o (1= A — .
9(2)

z—
a

1
< =

Uszabepumo ¢; € (0,¢) TakBo ma 3a cBaKo |z| < &1 BaxKu 5
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Cana je |F(2)] — |G(2)| > 0 axo je |az*|/2 — |w| > 0, na je 3a cBako w 3a Koje
Baxku |w| < 5’{% ucymeHa HejeqHakoct |F(z)| > |G(2)].

k= w uma Tagno k

Ba w jgoBosbHO Osincko Hymu jenHauuHa F(z) = 0, 1j. az
pemema y B, .

Hakiie, 3a TakBo w Baxku na je|F(z)| > |G(2)| 3a |z| = ¢; u F(z) uma tagdso k
nHysna 'y B.,. Ucnymenu cy ycsioBu Pyieose Teopeme, mma 3akspyuyjemo na u F'+ G
nMa TadHO k Hyna y B.,.

Konauno, nobumm cmo jga dyrakmmja f(z) = w uma k > 2 perema y OKOJIUHUI
tauke 0, ma f Huje ,,1-17.

Hakite, ako je f : 2 — C xomomopdua nmbeKTHBHA (DYHKIHja Taja je OHA U

KOH(OPMHA. ]

Hedbununuja 1.4. Hexa cy 2,y obaacmu y C. Ilpecaurasare f : 2y — (o
je xondopmru uzomoppusam obaacmu 2y Ha obaacm Sy axo je npecaurasarve f

KOHPOPMHO U OUjERUUJA.

Ckyn cBux kondopMHIX n3omopduzama obsactu {2y Ha obact (s 0O3HAYABA-
Mo ca Isom(§2y, ). Crnenumjaino, ckyn cBux KOH(OPMHUX IPECTUKABaa 00/1aCTH
) na cebe (Isom(4,$4)) osnagasamo ca Aut({);) u HA3UBAMO ra CKyIl CBUX KOH-
dopmuEX ayTomopduzama obsactu €.

Ykoauko mnocroju koudopMmuE m3omopduzam obgactu (1) Ha objact )y, 3a
oburactu 21 u {2y Kaxkemo Jia cy nzomopdue u nuiremo {2y ~ €2y, la 6Gucmo onpas-
JIAJTM OBaj HA3WB, MTOKAXKUMO JIa je OBAKO Jie(pUHUCAHA PeJlallija ~ peJialiija eKBU-

BaJICHITH]E.
CraB 1.5. Peaauuja ~ je pesauuja exsusarenyuje wa ckyny ceux obaacmu 2 C C.

Zoxas. Ilokaxkumo Hajupe ma je pesarnuja ~ pedirekcuna. Heka je mara mpou-
3BoJbHa obstacT 2 C C. YounMo mIeHTHYIKO mpeciankaBame 1g : ) — ) nedunn-
cano ca 1g(2) = z. Ono je ounrnento 6ujexnuja, a Kako je 1 (z) = 1 # 0 3a cBako
z € Q) Bupumo j1a je 1o kondopmau mzomopduzam odiactu {2 na obdsact €.

Jla 6ucmo JToKa3asm Ja je pesaiuja ~ CAMEeTPUIHA, TPETIIOCTABUMO J1a CY JIaTe
nse obmactu (21, )y C C TakBe ma mocroju koHdpoOpMHEU n3omopduzam f : 2 —
Q) obnactu {2 mHa obsact (2. IlpeciimkaBame f je Oujekiuja, 1ma MOCTOJU HEMY
MHBEp3HO HpecimKasame f ! : (y — ) koje je Takobe 6ujexknuja. Ilokazahemo
na je mpecamkaBame f 1 Takohe KoH(OPMHO Ha OCHOBY dWera hemo mobmTm ma je

Q9 ~ . OgHOCHO, Ha je ~ cCUMeTpHYHa PesIallnja.
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ITpecukaBame 1 je xo10MOpdHO Kao MHBEP3 X0J0MOP(HOTL I1a je J0BOJHHO
nokazatu ja je (f1) (w) # 03a w € Q. Kaxo je f~! 6ujekuuja, oHo je crienujaano
u ,,1-1”. Oparie, 6yxyhu na je f~! xomomopdno zakmyuyjemo ga je (f~1) (w) # 0
3a cBako w € {)y. Jlakiie, penamuja ~ je ¥ CHMETPUIHA.

Hexka cy €21,§2 u (23 Tpu 0bJacTH y KOMILJIEKCHO] PABHU TaKBe J1a Cy IIPEC/IU-
kaBama f : 0 — Qo u g : Qy — Q3 xoudopmun nzomopdusmu. [lokazahemo ma
je m mpeciukaBame g o f : )y — ()3 Takohe Kondopmuu nsomoppuszam. Kako cy
npec/jimKaBama f U g XxosoMopdHa u OMjeKTUBHA U TIpec/mKaBame g o [ je Takohe

xoJIoMOpdHA OHjeKIrja. Y3 TO, UMaMO Ja je 3a CBaKo z € ()

(g0 f)(2) =g (f(2))f'(z) #0.

Haxme, go f je koudopmuu nzomopduzam obactu (2 Ha obact (3. OBume cmo
oKa3aJju Jia je pesaruja ~ TpansutuBHa. Konadno, ~ je pedJiekcuBHa, cuMe-

TpUYHA W TPAH3UTHUBHA 114 je ~ peJsialiija eKBUBAJIEHITH]E. ]

Y [moKa3y mpeTXo/IHOT CTaBa CMO 3aIpaBO JOKA3AJM U BUIIE OJ TOTA Jia je ~
penanuja ekBuBaJieHIuje. Hanme, kajga cMO IOKa3uBaJIM Ja je ~ CUMETPUYHA pe-
Janmja, J0Ka3aJau cMo 1a je f~ 1 kordopMun nzomopdusam obaactu §)y Ha 061acT
O kax rox je f xoudopmam mzomopduzam obsactu ); Ha obgact )y. Ilopen
TOra, MPUJINKOM JOKA3WBalba TPAH3UTUBHOCTHU peJaldje ~ I0Ka3aJii CMO Jia je
KOMITIO3UIIHja KOH(POPMHUX n3oMopdusama Takohe koHpopmun nzomopduszam. Ta

TBphema HaMm oMmoryhaBajy ma mokaxkemo cieqehn cras.

Cras 1.6. Hexa je Q) obaacm y C. Tada je cxyn Aut(S2) ca onepavyujom xomnodu-

yuje npecaurasarba 2pynda.

Jloxas. Heka cy f,g npousBosbau eementu ckymna Aut(f)). Kako cy f u g xon-
dopmaEN ayromopduzmu obactu {2 oaMax 3aKbyIyjeMo Ja je u g o f KOH(MOPMHHI
ayromopduzam obJactu §2.

Komnozunmja npecimkaBama je aconujaTuBHA, 14 je CHEeINNjaJTHO M KOMITO3UIIH-
ja kordopMHEX ayToMopduzama aconujaruBHa. Anrebapcka cTpykrypa (Aut(€), o)
CaJIpXKU HEYTPAJI jep je UIEHTUIKO MpPecInKaBame 1q jean KOHPOPMHU ayTOMOP-
duzam obsractu ).

Ykonuko je f jeman kondopMun ayTomMopduzam obsactu ), Ha OCHOBY IIpeT-
XOHOT CTaBa 3aK/bydyjeMo 1a je Tama f ! xKoHdopMHE ayToMopdu3aM 00IaCTH

), ma cBaku ejieMeHT ckyna Aut({)) uma mweMy WHBEP3HU €JIEMEHT. O]



I'VTABA 1. YBOJ

IIpecaukaBame p,(z) = 17;;_(1
—az

Kopucho je na ysegemo caenehe oznaxe

o Jeyuumann quck —~ D ={z € C| |z| < 1};

e Jemuununa kpyxuuna — T = {z € C | |z| = 1};
e IIpommpena kommiekcHa pasan — C = C U {oco}.

[In/p HAM je oxmpemuTu cBe ayToMopdusMe jeuHUIHOT aucka. /la Oucmo To
ypaJuiin, OJpeuMo Hajupe OuinHeapHa (JmHeapHa (DPaKIMOHA, Me6njyc03aﬂ)

IIpec/IMKaBaba Koja CANKA]y jeIMHUYHU IUCK Ha jeTUHUIHU JIACK.
zZ—a

ITpeo hemo mokazaru Ja 3a mpousBosbHO @ € ) mpeciaukaBame p,(z) = -
— az
ciimka D ma D). Kako je

1 —az| = [2[[1/> — @]

3a |z| = 1 umamo 1a je

1 —az|=z—a|l=|z—al

Haxuge, no6mmu cmo na je ¢.(T) = T. Kako je y3 10 ¢,(a) = 0 € D, rauka u3s
YHYTPAIIOCTH JucKa D ce ciimKka y yHyTpalimbocT aucka D, mma 3ak/bydyjemMo J1a
npecankKaBame ¢, cimka D una D.

[Tokaxkumo J71a je mpeciuKaBame , jeJIMTHO OUJINHEAPHO ITPECIUKABAIHE KOje

ciuka D wHa D ;10 HA MHOXKEHEe KOHCTAaHTOM MOJIy/Ia, 1.

CraB 1.7. Hexa je 6uauneapno npecauxasare f : C — C maxso da je

a) f(D) = D; 6) f(a)=0; 6) f(1)=1.

Tada je f(2) = pa(2)e?, 2de je 0 = 2arg(1 — a).

2iarg(l—a)

/loxas. Jlako je mpoBepuTH J1a MIPECTUKABALE € (p UCIIyHbaBa CBE HABE/IE-

ue ycqose. [IperrioctaBumo na je f OuanHeapHO MPECIUKABAHE KOje UCITYhaBa CBe

Pa-
Osnaunmo ca | mpaBy Koja cajpxku Tadke a u 0, u ca k KPyKHUILY KOja CaIpKu

yCJIOBE U3 MCKA3a CTaBa M JOKAKUMO ja je f = eZe(l=a)

tauke o 1 1 u oproronasina je va T. [IpaBa [ nponasu kpo3 nearap kpyxuuie T,
ma je [ L T. Cama, momro ouinHeapHoO IpecnKaBame [ dyBa yrjoBe, Kopuctehn

yeaos a), umamo ga ga je f(I) L T. Kako je f(a) = 0, 3aksmyuayjemo ma je f(I)

*August Ferdinand Mébius (1790 - 1868) — HeMaukn MaTeMaTHIAD W TEOPETCKU ACTPOHOM )
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3aIpaBo MpaBa Koja CaJpKU KOOPIMHATHU MOYeTaK. 3a CJIUKY KPYXKHUIE k BaXKu
0,1 € f(k), ma je u f(k) rakobe nmpasa. Konaano, mmamo na je oo € f(I)N f(k), ma
je [l (o0) =1NE.

Kaxko je bunmneapHo IpecinKaBambe jeJMHCTBEHO ojipeheHo cJIMKOM Tpujy Ta-
gaka, 1 umamo aa je f(a) = 0, f(1) = 1 u f(INk) = oo, 3ak/bydyjeMO na je
f = ediagli—a), ]

[IpeciiikaBame p, he urpatn 3HaYajHy yJIOTYy y HaCTaBKYy TEKCTa, ma he ouTw

M3JI03KEeHEe HEeKe 0COOMHE OBOT IIpecjJanKaBaba.

CraB 1.8. Hexa je a € D npoussonno. Tada 3a npecaurasare @, sasice caedeha

mepherva:

a) pq je xoaromoppro na D;

6) ¢a(T) =T;
o) Fule) = [
o I |90a(Z)|2 .

) o) = -l
9) i '(2) = ¢-a(2);
B) v, € Aut(D).

Jloxas. a) Kaxko je ¢, KomuuHUK jiBe (DYHKIUje KOje Cy OYUIIIeIHO XOJIOMOpdHE,
u ¢, je xomoMopdHa QyHKIMja y CBaKOj TauKu z # 1/a. Y3 To, nMeHual je HyJa
camo y Tauku 1/a, na kako je |a| < 1 o je u |1/a| > 1, na je ¢, xonomopdHua Ha
D.

6) @, je OuIMHEeAPHO MPeCIMKaBabe, [a 3HAMO Ja OHO CJIMKA YOIIITEeHe KPY-

JKHUTIE Ha yoIlTeHe Kpyxkuuie. /lape, Kako je

o) = 00 el o gl —ae”
“ 1 — aet 1 — ae® 1 —aet®’
UMaMo J1a je
. y ‘1 — aet?
7 _ [ J—
‘9061(6 )l = |e } 1—ae?|

Onnocuo, ¢, (T) C T, na mopa 6utn p,(T) = T.
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B) VY nuramy je M3BOJ KOJIMYHUKA. JIMPEKTHUM padyHOM J06ujaMo

o (2) = (z—a)’:(l—az)+a(z—a)_ 1 — |af?

1—az N

(1—az)? (1—az)*

r) ITocmarpajmo |@q(2)]* = (z|—1a_)(azz|—2a). Nmamo 1a je

2P+ a)? —az —az

jea(e) = L
11 —a@z? + |2]* + |a* — az — @z — (1 —az)(1 — a@z)
B 11 —az|?
_ L aP =[P+ [2Pal?
11— az|? ’

na daxropucamem Gpojuona 1 — |al? — |2]? +|z*|al* = (1 — |a*)(1 — |z|*), umajyhu
1—|al?
(1—az)?

[a(2)* =1 = (1= |2")lpu(2)].

y Buay na je ¢'(z) = sobujamo sia je

UspazkaBameM |¢! (z)| 13 mpeTxoane jeHAKOCTH JOOUjaMO TParKeHy jeIHAKOCT

1— |a(2)]”
/ —
|90a(z)| - 1 — |Z|2 .

1) IMokazahemo ja je p,0¢_, AEHTHUIKO pecinkasae. [lomrro je, kao KomMIio-
3ulrja OMJIMHEAPHUX TIPECTUKaBaba, U IMPECInKaBambe , 0 Y_, Takohe OuInHeap-
HO, J1a OMCMO JOKAa3aJ/Id /12 je OHO MJIEHTUYIKO MPECTNKABAbe JIOBOJBHO je TOKA3aTh
Ja (puKcupa TPpHU TadKe.

3aMeHOM O/IroBapajyhux BPeIHOCTH JI00HMjaMo Jia je
* 0a(p-a(0)) = @ala) = 0,

* Yu(¢-a(=0a)) = ¢a(0) = —a,

® pa(p-a(00)) = wa(1/a) = oo,

na je ¢, ' = ¢_q.

h) IlpeciukaBame ¢, je OuimHeapHO NpeciuKaBamwe, na u ,,1-17. Ha ocHoBy
ocobure a) ¢, je xomomopdro Ha D, ma npumenomM crasa MOKEMO 3aKJby INTU
2 je ¢, KoHGOpPMHO mpecirnkaBame. ¥3 1o umamo na je ¢,(T) = T, ma ce Ha
OCHOBY TPHUHIIATIA OYyBama obsactu obsact [ ciimka Ha 0OJACT UHja je rpaHura

T. Kako je jour u ¢,(0) = —a € D, 3akspyayjemo na je bam ¢, (D) = D. O
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IITBapiioBa jJema

[lokazanm cMo fa cy mpecamKaBama ¢, ayTOMOPMU3MH jeTMHUIHOT JHCKA, a

0

jacuHo je ma cy m porammje z — ez Takohe ayromMopdu3MM jeIMHIYHOT JHCKA.

Jlake, cBa npec/imKaBama 00JIUKa

02— a
z el T —

1—az
cy ayroMmopdusmu jeuHUIHOT JaucKa. VcmocraBuhe ce ma cy TO M jeIUHH ayTO-
MOp(MU3MHU jeIMHUYHOT JIUCKA, aJi Jla OMCMO TO JoKa3aju Omhe HaM morpedHA

cieneha Teopema.

Teopema 1.9 (IlIBapuosa sema). Hexa je f: 1D — D zoromoppra dymnruuja sa
wojy je f(0) = 0. Tada je [f(2)] < [2| w [f'(0)] < 1.
Jlodammno, axo je |f'(0)| = 1 uau nocmoju zy € D\{0} maxso da je |f(20)| = |z0l,

mada je f(z) = e“z, sa nexo 6 € R.

Zloxas. TlocmaTpajmo dpyHKIM]Y

ELCH
o ={ = 70

f(0), z=0.
JacHo je na je ona xosomopdua Ha D\ {0}. Mehyrum, kako je

im £ — #0),

z—0 z

BUJINMO J1a je cuHTyaaputeT z = () oBe PpyHKIIMje OTKJIOILUB, I1a je Ha OCHOBY T€O-
peMe 0 OTKJIObMBOM CHHTYJIapuTeTy (byHKIHja g Xosomopdua u y 2z = 0. Hake,
g : D — C je xomomopdua dyukimja.

Heka je B, = {z € C| |z| < r} auck nonxynpednuka r ca nearpom y 0. 3a cBako
r < 1 umamo 72 je dbyskmuja g xoaoMmopdHa Ha B, u menpexumHa Ha B,, 11a je Ha

OCHOBY IIPUHIIMIIA MaKCUMyMa MO/JLyJIa

£2)|

max |g(z)| = max[g(z)| = max
z

2€B; |2|=r |z|=r

[Momrro f: D — D umamo ga je |f(2)] < 1 3a cBako |z| < 1, na je

S |-

max |g(z)] <
ZGBT

Heka je cana zp € D\ {0} npoussossro. Taza 3a cBako r > |zy| nmMamo HejetHAKOCT

9



I'VTABA 1. YBOJ

1
|9(20)| < max|g(2)] < —,
ZGBT r
na mymrameM ga r — 1— gobujamo |g(zo)| = ‘f(z()) <1, 1j.
20

|/ (20)] < |20l

Ba zp = 0 Ha uctu Hayun gobujamo |f'(0)| < 1, mok mejeamaxocr 0 = [f(0)] < 0
TPUBHUjAJITHO BaXKU.
Jokazkumo cana u apyru geo tephema. IIpeTnocTaBuMo 3aT0 1a je HCIyHCH

jeman o cieneha aBa ycaoBa
1) TIocroju zp € D\ {0} rakso na je |f(20)| = |20l;
2) [1'(0)f = 1.

Y oba ciyuaja mocroju zp € D TakBo ma je |g(z9)| = 1. omrro je zy € D 3namo na
noctoju 1 > r > 0 TakBO Ja je 2o € B,. IlpumennMo mpuHIAI MakCUMyMa, MOJTYJIa
Ha pyHKIIUjy g u obsiact B,.. /[lobujamo j1a pyHKIIMja g JOCTUZKE MAKCUMYM MOJLYJIa

Y YHYTpaIImocTH oBe obsactu, 1a je g(z) = e 3a nexo 0 € R. OamnocHo,
f(z) =€z, 3ameko f € R,

IITO je W TpebaJso JTOKA3aTHU. ]

CBu ayroMmopdu3Mu jeIJUHUIHOT AUCKA

Konauno moxkemo j1a omapeanmo cBe ayToMOpdu3Me jeIMHUIHOD JucKa. Kao
mTo cMO Beh Buenu, ma PyHKIHje 00IKa

1—az’

Zr>e aceD, R

cy ayromopduszmu jeaunnaror gucka. Cama hemo mokasartu u jia Cy CBU ayTOMOP-

du3MU jeIMHUIHOT JTUCKA OBOI' ODJIMKA.

Teopema 1.10. Qynuxyuja f : D — D je aymomoppuszam jeduruurnoz ducka axo u

camo axo nocmoje 0 € R u a € D maxsu da je
0 Z—a
flz)=¢"

1—az’

3a ceaxo z € D.

10



I'VTABA 1. YBOJ

Jloxas. Tlpernocrasumo na je f € Aut(D) npousBospan ayromopduszam jeauHud-
Hor sucka. I[locmarpajmo dyuxuujy g(z) = f o ¢_4(2), npu wemy je a = f~1(0).
DyHKIKja ¢ je KOMIIO3UIja ayToMopdu3amMa jeIMHUIHOT JIUCKA, 1A je OHA XOJIO-

MopdHa u ciauka D vHa D. V3 To, BuguMo 1a je u
9(0) = f o 9_a(0) = f(a) = 0.
[Tpumenom IIBaprioBe jieme Ha PyHKIM]Y ¢ JT0OHjaMO Ja je
lg(2)| < |z|, 3a cmako z € D. (1.1)

OyukIimja g je ayroMopdu3aM je JMHUTHOT JUCKA KAO KOMIIO3UIMja TAKBUX, 114

je n ¢! Taxohe ayTomopduzam jequHryaHOr Aucka. Ilopem Tora, Kaxo je

u Ha g~ moxkemo npumenuTu IlIsapiosy semy. Caza umamo 1a je
-1
lg7(2)] < |z], 3acBako z € D.

Byayhu na je g € Aut(D), ono je u ,HA”, na npoussospHo z € D MoxkeMO HanucaT
y obsuky z = ¢((), 3a Hero ¢ € D. Cazma, npuMeHOM IPETXO/IHE HEjeHAKOCTH Ha

¢ = g(z) mobujamo na je
lz| <lg(2)], 3a cBako z € D. (1.2)

U3 nejemnakocTn () u (@) nobujamo na je |g(z)| = |z| 3a cBako z € D, na

0

na ocuoBy IIIBaprose jleme umamo u na je g(z) = €z 3a csako z € D. OgnocH,

nMmajyhu y Buiy geduHUIN]Y IIpec/mKaBamba ¢ J1001ujaMo J1a je 3a cBako z € D
fow_a(z)=e"2.
KomnonoBameM ca jrecae crpatne GYHKIJOM @, (2) 1061ujaMo TpaxKeHy jeIHAKOCT
f(2) = e“pq(2), 3a cBako z € D.
]

IMocaemuna 1.11. Axo cy ¢1, p2 € Aut(D) dsa aymomoppuszma ca ucmom nyiom

a € D mada je p1(2) = €?py(2) 3a nexo 6 € R.

11



I'VTABA 1. YBOJ

IHIBapi-IlukoBa jJema

[IpermocraBumo caga ma je f : D — D npowsBospHa xomoMopdHa (hyHKIHTja 1

dukcupajmo z € D. Pynnmja

F(Q) = ¢pe) 0 fop-:(0)

je xonomopdua Ha D, cimka D va D u Baxku 1a je F'(0) = 0, na oHa uciyrmasa CBe

yciose [IBaprose jneme. [Ipumenom IIIBapriose jeme mHa dyukmnujy F' modujamo

[prz 0 fop=(Q <IC], 3acsako ¢ €D.

Bamenom ( = ¢, (w) mobujamo

P17z 0 F(w)] < fe=(w)],

OJTHOCHO
flw) = 1) | ‘ i (1.3)
L@ w)| T [T=7w
Honarno, kako je F'(C) = ¢, (f(@*Z(C)))f,(sofz(C))SOLz(C)? Gymyhn sia je
4O =1-laf u ) ==
craB/bambeM ( = 0 mmamo
F'(0) = @iy (f(2)) f(2)9L.(0)
L,
= Wf (2)(1 = [2]?).
[Tommro je va ocuomy IlIsaprose sieme |F'(0)] < 1 mobujamo u
_ 2
() < B0 7CIE (1.4)

1— [z
HHonaTHo, aKO IOCTOje Pa3JIUIUTA KOMILIEKCHU OpojeBu z,w € [ TakBuM Ha y
HeKoj o7 Hejemnakoctu ([L.3) mu (@) BarkKu jeJHAKOCT TaJa IOCToje U zg, (g € D,
20 # (o TaxBu ja je |F,, ((o)| = |(o| ma je ma ocroy IllBapiose neme F, (z) = ¢(2),
3a Hekn aytomopdusam mucka ¢ € Aut(D). Taga je
P(z0) © f 0 p-z(2) = 0(2),

na je u f = p_yz) 0 P o, € AutD ayromopdusam jeqummanor amcka. ITo

gua4n ga nocroje a € D u 6 € R Ttaksu 1a je

f(z) =

OBuwme je mokaszana ciejeha Teopema.

29
1—az
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Teopema 1.12 (IlIsapu-Ilukosa sema). Hexa je f: D — D zoaomoppra Pyrx-
yuja. Tada je

a) f(z);f(w) < : —_w ,  3aceez,w €D,
1= flw)f(z)| ~ [1—wz
6) |f(2)] < %‘ﬂjgp, 3a cearo z € D.

IIpumom, axo nocmoje z,w € D maxsu da ce y mejednarocmu a) docmuoice jeo-

. n 2 — A .
nakocm, mada je f(z) = e’el —. Caunnro, axo nocmoju z € D maxso da ce y
— az
. . . 9 Z—a
nejednarocmu 6) docmuotce jednaxocm, mada je maxohe f(z) = e“’l —. /[odam-
—az

0 Z— Q . .
= mada ce y obe nejednaxocmu docmusice jednaxocm 3a
az

Ho, axo je f(z) =e -

ceaxa dea z,w € D.

1.2 Xwunepbom4yKka reoMeTpurja Ha jeIMHUIHOM

JUCKY

Y 0BOj ceknuju hemo yBecTu ICeyI0XUIepOOJIMIKO U XUIIEPOOJIMYKO PACTOjAhe
Ha jeuHUYIHOM JucKy. /ledunncahemo ocHOBHE 1MOjMOBE Kao MITO Cy XUIIEPOOIAd-
Ka Jy’KWHA KPUBE, XUIEPOOINYIKa yIa/beHOCT Tadaka u candno. Popmysmmcahemo
[MIapi—IlukoBy jemy y Tepmunuma xunepbosinake merpuke. [lokazahemo ma cy
XUIIEPOOJINIKY JINCKOBU YIPABO €YKJIMJICKU JIMCKOBU (HAPABHO, Ca JPYTUM IEH-

TPOM U TIOJIyTIPETHUKOM ).

Ilceymoxunep06b0o/in4Ko pacrojame
Yeogumo dbyukuujy 6 : D x D — [0, 00) ca
6(z, w) = |p(w)]. (1.5)

Huje Temko BugeTn 1a je nata pyHKIMja HHBAPUJAHTHA Y OJIHOCY Ha ayTOMOPQU-

3Me jeIMHuYHOr JucKa. [Iperusnauje, Baxku cieqehu cras.

CraB 1.13. Hexa je ¢ € Aut(D) npoussowno u nexa cy z,w € D. Tada je

0(z,w) = 0(p(2), p(w)).

13
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Joxas. Tpeba nmokasaru 1a je |g0<p(z)(g0(w))| = |¢.(w)|. Ayromopdusmu ¢, .)(¢) u
©.(¢) nmajy ucry Hymy, Taduky z. Ha ocHOBY mocsenure 3aKJbydyjeMo Jia je

o) (C) = e"%z(g‘), 3a cBako ( € D.
Opaszie nobujamo u ja je |pu.)(p(w))| = [@=(w)] . O
[Ipe mero mro j0KaxkeMo 1a je d pactojame Ha [, mokaxkumMo ciegehy Jiemy.

Jlema 1.14. Hexa cy z1, 2o € D npoussorne mawxe. Tada je
6(|21l, |22]) < 0(21, 22) < 0(—21], |22])-
ZLlodammno, eastcu u

0(|z1], |22]) = 0(21,22)  axo u camo axo  argz; = —arg zs,

d(—l|z1l, |22]) = 0(z1,22)  axo u camo axo  argz; = arg zs.

Jokas. Heka je z; = r1e' u 2y = e 3a 7y, > 0 u 61,0, € [0,27). Ha ocroBy

IIPETXOJIHOT CTaBa UMaMoO Jia je

i(01—02) _
i01 2 i(01—62) _ |rie T
d(re”t, ree’?) = §(rie ,Tg) = N o)

Onpemnhemo najmamy un HajBehy BpemHocT oBe (DYHKIMMjE y 3aBUCHOCTH O/T

01,05 € [0,27). Ilocmarpajmo 3aro dyukimjy f: R — R nedunucany ca

i0 i0
e T9 e T9
f(0) —if —if
1 —1rirqe 1 —1rirqe

B 72 + 12 — iy + e71)
14 rir3 —rirg(e? + =)

r? — 2ryrycosf + ra

1 —2rrycosf +rirs
Ona ¢dyukmuja je mudepennujabuiana Ha R 1 meH U3BOI je

(1 —72)(1 —r2)sinb
(r?r2 — 2ryry cos 6 + 1)2’

f/(9> = 27”17"2

Ia cy cBe Tavuke obnuka z = km, k € Z wene cranmonapue tauke. Kako je f oun-
[JIeJTHO TIEPUOJINIHA, Ca TIEPUOJIOM 27 JIOBOJHHO j€ UCIUTATHU CTAIIMOHAPHE TadKe Ha
uaTepsady [0, 27). Mimamo na je sgn(f'(0)) = sgn(sin ), ma nodbujamo na dbyHKIHja

f pacre 3a 0 € (0,7) u onaga 3a 0 € (m,2m). Hakie, 1Be eKCTpeMHE BPEJIHOCTH

14
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dbyukuumje f na maTepBasy [0,27) cy crporu MuHUMYM y Tadku § = 0 u crporu
MaKCUMyM y Ta49Ku 0 = 7.

[Tomro je §(z1,290)? = f(6; — 03), u3 HejeanakocTn

F(0) < f(by = b2) < f(m)
J001jaMo HejeIHaKOCT
d(ry,m2) < 0(21,22) < 8(—ry,12),
Tj.

0(|z1, [z2]) < (21, 22) < 6(—|21], |22]).-

Axo je §(| 21, [22]) = 6(21, 22), saKsmyuyjemo ga je f(0) = f(61—02). Kako je f(0)
crporu MuHUMYM (byHKIHje [ 3akbydyjemo u 61 — 0y = 0, OIHOCHO arg z; = arg 2.
Camrano mocTynamo u 'y caydajy o(z1, z2) = 0(—|z1],|22|), u mobujamo — arg z; =

arg 2. ]
CraB 1.15. Ilpecaurasare § je pacmojarve Ha ckyny D.
/loxas. Heka cy z,w € D npou3BoJbHMU.

e JacHuo je na je 6(z,w) = |p.(w)| > 0 3a cBako z,w € D.

e Tpeba nokazaru na je 6(z,w) = 0 aKo U caMo ako je z = w.

ITpernocraBumo mpBo 1a je 0(z,w) = 0. umamo 1a je |p.(w)| = 0, a momro
je v, bujeknuja u ¢,(z) = 0 modbujamo z = w. C mpyre crpane, ako je z = w

umamo Ja je d(z, w) = |p,(2)| = 0.

e [lomro je mceymoxunepbonyka yaa/5eHOCT MHBAPUJAHTHA Y OJHOCY HA (¢ €

Aut(D), na 6ucmo mokazanu ma je d(z,w) = §(w, z) JOBOJBHO je JOKA3ATH

(5((,02(2’), sz(w)) =
6(0, . (w)) =

TO jecT, JIOBOJLHO je TIOKa3aTh Jia 338 CBaKO z € ) BaXKu jeITHAKOCT
5(0,2) = d(z,0),

mro je tagno Oyayhu ga je 6(0,2) = 6(—p.(0), —p.(2)) = (%, 0).

15
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e Jlokaxkmmo jorn HejeiHakocT Tpoyria. Heka cy z,w,a € D Tpu nmpousBosbHe
tauke. [lomro je 0 mHBapWjaHTHO y OZHOCY Ha ayTOMOpPdU3IMe jeIMHUIHOD
JIUCKa, MOXKeMo TperrnoctaBuTu ja je a = 0 xkao m ga je w > 0. [lakie,

JIOBOJHHO je JIOKa3aTu Jia je
d(z,w) <6(z,0) + 6(w,0).

Ha ocnoBy Js1teme “MaMo J1a je

_ 2wl

0(z,w) < 6(—|2], [w]) = T+ [l

[Towrro je |z||w| > 0, u3 nocsenme HejeaHAKOCTH J00MjaMO 1
iz, w) < |z + |wl.

Konauno, kako je §(0,z) = |z| tBpheme je 1oKka3aHo.

[IpecukaBame § ce 30Be MCEYIOXUIEPOOTITIKO PACTO]AHE.
[MIsapi-1TukoBy aemy MmoxkeMo POPMYIUCATH Y TEPMUHUMA XUTIEPOOTUIKE T€0-

MeTpuje Ha cienehn Hayun.

Teopema 1.16. Hexa je f : D — D zoaomoppro npecaurasarve. Tada 3a ceaxo

z,w € D saotcu
o(f(2), f(w)) < d(z, w). (1.6)

IIpumom, yrxoaukro nocmoje 06a pazsuxuma Komniekcra 6poja zo, wy € D maxsa

da y npemzodnoj nejednarocmu sasrcu jednarocm, mada je f € Aut(D).
Jloxas. Cnenn TUPEKTHO U3 Jeja a) TeopeMe (IIsapr-ITukoBa mema). ]

Y1pkoc ToMe, pacTojame 0 HHje WHIYKOBAHO JyKWHOM. Pacrojame Huje aju-
TUBHO jep HU 3a Koje Tpu MeDyCOOHO pa3juduTe Tadke 21, 29,23 € 1) He BaxKu
d(z1,29) + 0(29,23) = (21, 23). Apyrum peuamma, 3a Tpu mMehycobHO pazmmante

TaYKe BayKM CTPOra HejeTHAKOCT Tpoyryia y cienehem cmuciy.

CraB 1.17. Hexka cy z1, 29, 23 € D mehycobro padauvume mavke. Tada je

0(21, 23) < 6(21, 22) + 0(22, 23).
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Jlokas. Ilosmarpajmo npBo caydaj kazga je zo = 0. Taga je 6(z1,0) = |z1], 0(0, 23) =

| 23], Ta. je TOBOJBHO mOKA3ATH HEjeTHAKOCT
0(z1, 23) < |z1] + | 22|
Kako ocuoBy Jsteme nMaMo J1a je

|21] + | 23]
4] <
B3 S Tl
U 21, 29 ¥ z3 Cy MeljycOOHO pasimauTe Tadke y jeMHUTHOM JUCKY, UMaMo 21, 23 7 0,
mna je

|21] + |23]
0(z1,23) < ——————
(21,25) < 1+ |21]| 23]

Jla 6ucmo 3aBpHIMIN JIOKA3, HEKA Cy CaJld 21, 2o U 23 IPOU3BOJbHE Taduke y D u

< |21’ + ’23’

yBEIUMO O3HaKe (1 = p,,(21) u (3 = ¢,,(23). Taga je jemnakocr
5(21, 23) = 5(21, ZQ) + 5(22, 23)
eKBUBAJIEHTHA Ca jeaHakorhy

0(C1,C3) = 0(¢1,0) +6(0,¢C3)

KOja ce He MOxKe joctuhu 3a Melycobno pasmaure (i, (3 # 0. ]

XurepOooJnYIKO pacTojame

Ha 6ucmo ce peruian OBOI 1IpobjeMa, YBOIAUMO XUIIEPOOJINIKY METPUKY Ca
2|dz|
2)dz| = —————, ze€D.
Pz =

Xunepbosnmuka jyxkuna C! kpuse 7 : [0,1] — D unjgyKoBaHa OBOM METPUKOM je

I(y) = / p(2) |dz],

a xurepbosmIKo pacrojame usmehy nse tauke d(z,w) = in£ [(y), npu uemy je I'
~e

davmmja ceux C! KpuBux Koje crajajy z u w.

UcnocraBuhe ce fa d 3amcra jecte pacTojame, Kao U JIa je OHO aIUTHBHO JIy2K
onpehbennx kpuBux kKoje hemo 3BaTu h-tipaBe. Mozxke ce moka3aTu jia ce METPUKA P
npupojiuo jaBiba y [loenkaepoBom muck mogesny. Bumeru riaBy 5 y mucepranuju
[2].

[Tpuinkom nokaszuBama Ja je 0 : D x D — [0, 00) pacTojarme IpBO CMO TIOKa3a-
JI 13 je 0 MHBApUjaHTHO Ha ayTomMopdusme jeauuuaaor jaucka. OBor myrta hemo

JIOKa3aTU U BUIIe — Ja ayToMOpPMU3MI IUCKa He Memajy myxkuny Cl kpuse.

17



I'VTABA 1. YBOJ

CraB 1.18. Hexa je f : D — D xoaomopgpro, u neka je v : [0, 1] — D npoussonta
C' xpusa. Tada je
[(for) <1(v).

Axo je f aymomopgusam y npemrodnoj nejedHarocmu 8axHcy JeOHAKOCM.

/oxas. Xunepboamdka jIyKuHa KpuBe f o7y jeHaKa je

l(fov)z/f P(z)|dz|:/0 o oy (ENI(F oY) de
1 5 / |
:/0 Wlf(v(t)mv (t)] dt.

Kako je f xosomopdno, na ocuoBy llIBapi-Ilukose jsieme nmamo 1a je

) < L@
7)< =

npu yemy 3a f € Aut(D) Baxku jemnaxocr. lakie, mmamo na je
! 2
e < [ —r sl @l
o 1= ()]

— [ ot2)la
=1(7).

Y cayuajy na je f € Aut(D) mocnenma HejemHAKOCT TIOCTaje jeJAKOCT TIa je y TOM
cyaajy I(f o) = 1(7). O

Onpeaumo cana ekcrmunuTHy dhopmylry 3a d(z, w). [Ipumernmo j1a je Ha OCHOBY
IIPETXOJTHOT CTaBa U JIe(DUHUIIM]E TIPECTUKABAba d TJOBOJHHO OJIPETUTH €KCILIAITUT-
uy dopmyny 3a d(0,a), a > 0. Heka je v(t) = a(t) + i3(t) npoussosna C! kpusa
rakBa 1a je 7(0) = 0 u y(1) = a, a o, : [0,1] — R dyuxnuje nedunucane ca
a(t) = Re(y(t)) u B(t) = Im((t)). Jacuo je na cy « u 8 takohe C' dbynxuuje, ma

nMaMo J1a je
L oal(n) i)
0= [ POETEGE

[
- 1_0552@ ‘”‘
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Hake, 3a a > () BaXXu HejeHAKOCT

1+a
In
1

< d(0,a).

—a

[Tormro 3a kpuBy 7(t) = at cBe HEjeJIHAKOCTHU Y MPETXOIHOM Pa3MaTParby MMOCTA]Y

1
jemmakoctn, nmamo Ja je u d(0,a) <l(y) =In 1 i a, na je
1+a
d(0,a) =1n [ sacseac 0, 1).
—a

[Tomrro je mpecnukaBarme d MHBAPUJAHTHO y OJHOCY Ha ayTomMopdusme jemau-
HUIHOT JucKa uMamo d(z,w) = d(0, . (w)) = d(0, |p,(w)]). Jakmre, ekcrmmuraa

dopmysia 3a nmpecauKaBambe d je

1+ 6(z,w)

d(Z,lU) =In T(Z’u}),

3a z,w € D. (1.7)

[Ipe mero mro nokazkeMo ja je d pacrojame GpopMyaumuMo ciegehy Jjiemy.

Jlema 1.19. Hexa 3y z,w € D npoussonru. Tada je

I 1+ z| +1n1+|w\ :ln1+5(|z|,—]w|)'
L=z 1—w] 1 —6(z], =[wl)
/loxasz. Kaxo je
1 1 1 1
il g Lkl (A A+ fwl)
T e ey e G T
L+ [zw| + |2 + [w]
1+ [zw] —[2] = |w]’

JIeJbEHeM UMEHHONA 1 Gpojuora yHyTap JoraputMma ca 1 + |zw| mobujamo

|2|+|w]
1+ |z| 1+ |wl 1+ Tl
In + In =ln——.
1—|z| 1 —|w| 1 _ Lzl
14| zw|
2 A fw| B .
Cana, oynyhn na je T+ Ll i d(|z], —|w|), mobujamo TparkeHo TBphere. ]
2w

CraB 1.20. Ilpecauxasarse d je pacmojarve na D.

Zlokas.

14 6(z,w)
1—0(z,w)

e Kaxo je > 1, jacHo je ma je d(z,w) > 0 3a cBe z,w € D.
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1+ 6(z,w)
1—0(z,w)
J1a y TOM cry4ajy Mmopa 6utu §(z, w) = 0. [Tomrro je d pacrojame 3aKyby ayjeMo

e Imamo jga je d(z,w) = 0 ako u camo ako je = 1 omakJe 1obujamo

na je d(z,w) =0 ako u camMo aKo je z = w.
e Byayhu na je §(z,w) = d(w, 2), jacuo je na je u d(z,w) = d(w, z).

e Ocraje ma ce JOKaXke HejeTHAKOCT Tpoyria. Kao m /10 cajga, MOXKEMO IpeT-
IOCTaBUTH Ja je jeana Tadka y 0 m mocMmarpatu camo z,w € . /loBospHO je
JIOKa3aTu J1a je

d(z,w) < d(z,0)+d(0,w),

OIHOCHO

14 6(z,w) Slnl—l—\z| +ln1+|w|.
1—0(z,w) 1—|z| 1 —|w|

Ha ocnoBy sneme AMaMoO J1a je IPeTXOoJHa HejeJJHAKOCT €KBUBaJICHTHA Ca

In

HejeIHaKoIIhy
1+ d(z,w) <1 L+ 4(]z], —|w|)

1 N 7
TS5z w) = 1= 6(2], —Jw])’

. . 1
a Kako je pyHKIHja © — In ]

na je

x .
pacryha 3a z € [0, 1), 10BOJBHO je moKa3aTH
x

0(z, w) < o(|z], —[wl). (1.8)

MebyTum, oBo je yripaBo TBpheme jeme , 1ma uMaMo Jia 3a ce z,w, & € D

BayK! HEjeTHAKOCT

d(z,w) < d(2,€) + d(, w).
Konauno, mobuan cmo 1a je d : D x D — R pacrojame. ]

OBo pacrojambe HazuBaMo xuiiepbosnakumM pactojarmbem Ha . ITokazahemo ma
3a hera BazK¥ aJIMTUBHOCT J1y2K ofpehennx kpuBux. 13 1oka3a Heje ITHAKOCTH TPOY-
rja y caydajy XuiepOoJIMIKor pacTojama d MOXKEMO IIPUMETUTH JIa y HejeTHAKOCTU
TPOYTJIa BayK! jeTHAKOCT BaXKM aKO M CaMO aKO y HejeTHAKOCTHU () BaxKW jeHa-
kocT. Ha ocHoBy Jteme , Ta jeJIHAKOCT BaXKM aKO U CAMO aKo je arg z = — arg w.
OprOCHO, aKo cy Tadke z, (0 1 w KOJMHeapHe u TakBe Ja ce Tadka () Hajgasn uamehy

Tavgaka z M W, Taja je

d(z,0) + d(0,w) = d(z,w).

Hpyrum pedmma, XurepbOJIUIKO pacTojarbe je aJIUTUBHO JIy?K CBaKe IpaBe Koja

IIpoJia3u KpPo3 KOOpAWHATHH ToveTak. HapaBHO, 1TocToje M KpuBe KOje He cajp:Ke
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KOOP/IMHATHH IMOYETaK JIy?K KOjUX je XUIepOOJUIKO pacTojambe ajautuHO. To he

OuTH ynpaBo XUIepOOIUIKe ITPaBe.

l'eonpe3ujcke JuHUje y AUCK MOIEJLY

[Tpuiukom usBoherma dopmysie 3a XUIEPOOIMUIKY yIa/beHOCT d(2, w) TOKa3aIu
CMO JIa je KpHBa HajMambe Xulepbosmuke JTy:KuHe Koja cnaja tadke 0 u a € [0, 1)
yupaso ayx [0, a]. [Tormro kondopmun n3oMopdu3MI He MEHAjy PACTOjAbe M3Me-
by rauaka, 3a npousBosban ayromopduzam ¢ umamo ja kpusa ([0, a]) npencra-
BJ/ba Hajkpahe xunepbosmuke pacrojame uamely Tadaka ¢(0) u ¢(a) y ogHOCy Ha
MeTpuKy p(z)|dz|. 36or Tora, y uHTEpecy HaM je /1a OAPEUMO CJINKY HHTEDPBAJIA
0, a] npu npecnukaBamwy .

BHaMo 112 je ¢ OuIMHeapHO PECIMKaBarhe, 114 OHO CJIMKA YOIIIIITeHe KPY KHUIE
HA YOIINTEHe KPYKHUIE U dyBa yryiose. O3HAYMMO peasHy ocy ca | u ofpeaumo
ciuky ¢(l). Homrro je I L T, umamo na je ¢(l) L ¢(T) = T. V3 10, mmamo ja je
©([0,a]) C D, na je majkpaha kpusa koja cnaja tauke ¢(0) u p(a) MOACKyI yorI-
mITeHe KpyzKHuUIE Koja caapxku tadke ¢(0), ¢(a) u oproronanua je Ha T. CxomHO

ToMe, JiebuHUIIIEME XUTIEPOOJIMIKE IIPAaBe U XUMEPOOJINIKE Iy KA.

Hedbununmmja 1.21. IHodckyn | C D je zunepboruura npasa (h-npasa) arxo no-
cmoju yonwmena xpyotcnuya C Koja je opmozonasna na jedurnuuwny kpyscruyy T

maxea da je | = C' N D.
Hedurumumo cajia u XuepooJmIKy Iy K.

Hedbuaunmja 1.22. Hexa cy z,w € D dse pasauuume mauke, u nexa je @ €
Aut(D) maxae da je p(z) =0 u p(w) = a > 0. Cryn ¢~ ([0, a]) 306emo Tunepbo-

AUYNKG OYotc 00pelena maukama z U W U 03HAYABAMO CG [Z, W]p.

Ucrocrasiba ce a Ha oBaj HaumH xobujamo yupaso Iloenkaeposf] muck mo-
nest. ObjekTe m pesamyje U3 alcoyTHE T€OMETPHje Yy OBOM MOJiesly heMo 3BaTu
h-objekTrMma u h-pesnarujama.

Heka je [ xuniepbosintka paBa u 21, 29 U 23 TPU PA3JIMIATE TadKe ca Te ITpaBe.

Beh cmo Buiesn f1a je XunepOoJImaKo pacTojarbe aJIMTUBHO JIyK CBAaKe IpaBe Koja

*Henri Poincaré(1854 - 1912) — ¢dbpaHIycKn MaTeMaTnaap, TEOPETCKA (PU3NHIAp, UHKUHED W
dumozod Hayxke.

21



I'VTABA 1. YBOJ

poJia3u Kpo3 KOoopJAuHaTHU moderak. lIpermocraBumMo caja jia ce zo Haymasu h-

usmely z; u 23 ( Tj. 29 € |21, 23]5). Homrro je [21, 2o]n + [22, 23] = [zl,zg]hﬁ WMAaMO

Ja je
dev) = [ pldl= [ g+ [ )l
[21,23]n [21,22]n [22,23]n
= d(21, 22) + d(22, 23).

Haro pazmarpame hemo dopmynucaru y ciegaehoj Teopemu

Teopema 1.23. Hexa je | C D h-npasa u wexa cy 21, 22, 23 € | mpu mauxe Ha |

maxee da je zy € [z1, z3]n. Tada je
d(Zl, 2’3) = d(Zl, ZQ) + d(Zg, 23).

odammno, axo 3a mpu mauwke z1,2o U 23 8aHCU 20pHa jedwarocm owe cy h-

KOAUHEAPHE.

Jlokas. Ocrato je na ce qokaxe ga jeqnaxkoct d(zy, z3) = d(z1, 22) + d(22, 23) Baxku
caMoO aKoO Cy Tadke 21,2y U 23 h-KosmHeapHe. Kao u 110 caja, MOXKEMO IPEeTIOCTa-

BUTH Ja je 2o =0 u 23 =a > 0. Y ToM ciaydajy moja3Ha jeJHAKOCT IIOCTaje

14 6(z1,0a) :1n1+]21| _Hnl—l—a

nl—é(zl,a) 1— |z l—a

1

l'opmwa jemnaxocT je, Ha OCHOBY JieMe €KBHUBAJICHTHA Ca

I+ (5(21,CL) —1In I+ 5<_|Zl|7a)

e~ BT s(Cmla)

onakye jobujamo ma je 0(z;,a) = 6(—|z1],a), ma HA OCHOBY JieMe UMaMO

arg z; = — arg a, ojakJe je z; < 0. Konauno, rauke z1, 2o u 23 cy h-kosimaeapue. [

XurnepooJanvIKn JUCKOBU

Hedununnmja 1.24. Omeopen xunepbosuuru duck (omeopen h-duck) ca h-uenmpom
y 2o € D u h-noaynpeurnurom r > 0 je cxyn ceur mavara jedunuvwroz Jucka “uje

je h-pacmojarve 00 mauke zg marbe 00 1.

Dp(zo;r) ={z €D | d(z0,2) <7}.

*Ako ¢y 1,72 : [0,1] — C nBe xpmBe, ¥ = 71 + Y2 je kpuBa jgedwunucana ca
o e, 0<t<1/2
| e@t-1), 1/2<i<1.
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3ameopen h-duck ca h-uenmpom y 2o € D u h-noaynpeunurom r > 0 je
{z€D|d(z,2) <r}.

Huje Temko npumerntu na je 3aTBOpere orBopeHor h-mucka Dy (2o; 1) ynpaso
h-3arBOpen h-muck ca h-tieHTpoM 2y u h-niosiynpeanukoM r. OBO onrpaB/iaBa O3HAKY
Dy (z0;7) KOjy hiemo kopucTuTn 3a 3aTBOpeH h-JIUCK.

Ucnocrasiba ce fa je TOMoJIOrnja HHIYKOBaHa METPUKOM d jeJTHaKa TOIOJIOTH)H
nacsiehenoj on crammapmae Tomosoruje Ha C. OBo je mocimemuiia duibEHHUIE A
ayToMOp(MU3MU jeIMHUIHOT JTUCKA CJIMKajy KpyKHUIE cagapxkane y ) y KpyKHuUIe

canp:kane y D u jeqHakocTH CKynoBa
Dy (0,7) = {z € D | 2artanh(|z|) < r} = D(0, tanh(r/2)).

Y naspem pagy he Ham KopucTuTH eKcimnuTHe dhopmysie 3a Dy (a; ), ma hemo

dopmynucatu ciaenehu cras.

CraB 1.25. Hexa je Dy(a;r) zunepboruwku duck y D wuju je zunepbosuuru
yenmap mavwka a u zrunepbosuuryu noaynpeunur r. Tada je Dp(a;r) eyxaudcku
duck wuju je eyraudcru YeHmap mavka ¢ u eyxiudcku noanypevnukx R, npu wemy
Jje )
C:a(l—tanhzg) w R
1 — |a|?tanh” §

(1 —|al?) tanh %

1—|a|?tanh®Z

Zloxas. Bunemu cmo J1a je
Dy (0;7) = D(0, tanh(r/2)),

na je Dy (0;r) 3ancra eyKIMACKH IUCK ca MEHTPpoM ¢ = () ¥ moJynpedHuKoM R =
tanh 3.

[TocmaTpajmo casia npousBosban h-guck Dy (a;r). Umamo na je
Dy(a,r) ={ze€D|d(a,z) <}
={2€D|d(0,pa.(2)) <r}
={p-a(€) [ d(0,0) <7, €D} = o(Dr(0,r)).
Onarne, xunep6osmaku quck Dp(a;r) ce Moxke J0OUTH KAO JUPEKTHA CJIUKA
xunepbosmakor gucka Dy, (0;7) npu npecimkaBamwy . 1lomro je ¢_, XxoMmeoMop-

duzam mucka D va D, rpanuna xunepbosumakor gucka 0Dy (a;r) je ciuka Kpy-

xuune 0Dy (0;7). Tlopen Tora, ¢, je GUIMHEAPHO NMPECIUKABAKE 1A je U CIUKA
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kpyxuune dDy(0;r) yormrena kpyzxuuia caapxkana y D. dakne, ¢_, (0D (0;r))
Mopa OouTu Galr eykJuJcKa KpykHuia. Ha ocHOBY NpuHIUIIA OYyBarka 00JIacTH,
oyayhu na je ¢_o(Dy(0;7)) C D obiact yuja je rpaHuia eyKIUICKA KPYKHUIIA,
3aKJbydyjeMo jia je @_q(Dp(0;7)) eyKamacku JucK.

Haluwmo cazia eykmIcku eHTap u oIy lIpevHuK Xuepboamakor qucka Dy, (a; ).
[Tocmarpajmo eykmauicky mupaBy | omapebeny taukama 0 u a. Ilpasa [ mposiazu
Kpo3 eykJnzcku nenrap gucka Dy (0;7), ma je [ L 9D,(0;r). Kako je ¢_, KOH-
dbopmuO mpecaukaBamwe, uMamo na je u @_,(1) L o_o(0DR(0;7)), 1j. ¢_a(l) L
0o_a(Dp(0;1)).

[Tocmarpajmo Tauke —a,0,a € [. Umamo na je ¢_q(—a) = 0,0_4,(0) = a u
v_ala) = #C\LGP’ na je ¢, (1) = [. Hakse, npaBa | je HOpMaJIHA HA TPAHUILY XUIED-
6osmukor jucka 0Dy (a,r), na OHA CANPKYU EYKIUJICKH [EHTAP ¢ XUIEePOOJINIKOD
mucka Dp(a,r) = ¢_o(Dy(0,7)).

Osmaunmo ca z; U 2y Tadke Ipeceka npase | u xunepbosmakor gucka D(0, 7).
Nmamo na je

. r . r
z1 = €'*®%tanh 3 29 = —e' &% tanh —.

Cama numamo ma je

©a(21) + Pal22) u R— |a(21) —@a(22)|‘

CcC =

2 2
OnanocHo,
z1+a + z2+a 2 — 2 —
 Txan T iram A tatlalfz +anz + 2 +aHlalfz + a2z
2 2(1 4 az + @2y + 0%z 29) ’
ma Kako je z1 = —2y, JaJbe je
a—az? a—ae*®Eitanh®L (1 —tanh’ )
CcC = — g — - g .
1-a°2f 1-—a’asatanh®L  1— |a|?tanh®Z
Oxpenumo caga R = MQ%(ZZ)'. Kaxko je
zita _ z2+ta
Ltaz  1taz| |z — 2|(]1 —af?)
- )
2 2|(1 — |a|? tanh? )l

u tanhx < 1 3a cBe z € R, mobujamo

_ tanh fle’®8® 4 etB|(1 — a|*) (1 —|al?)tanh §

R = = .
2(1 — |a[? tanh® %) 1 — |a|? tanh® %
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1.3 XwumnepboJmmm4ike ejulice

Hedbununmja 1.26. Hexa cy dame dse mauxe f1, fo € D, u nexa je R > 0. Xu-
nepboauyka esunca (h-eaunca) ca goxycuma fi, fo u seaurom ocom R > d(fy, f2)
je cxyn

E={zeD|d(f,2) +d(z f2) = R}.

[Tpumernmo na je, 6yayhn na cy npeciankasama ¢ € Aut(D) usomerpuje, au-
pekTHa ciuKa h-ejmrce ayromopdusMoM ¢ Takohe h-enurca. omarHo, mUXOBE
BEJIMKE OCe Cy jeJHaKe, 1 ako cy fi, fo dokycu h-esmrmce £ ouma cy ¢(f1), o(f2) bo-
kycu h-enmnce ¢(€). Ha ocHoBY OBOr pa3marpara BUIMMO Ja Ce CBaKa h-eJurca
MO2Ke M30METPUIHO IpecauKaTu Ha h-eiurcy auju cy ¢okycu 0 u a > 0, a BeJuKa

oca R > 0.

1

AN f/
fi fa U

2

~

Cnuka 1.1: /IBe xunepbosinyke eurice duju cy pokycu tadke f; u fo.

Jla 6bucmo nckaszaju HEKa CBOjCTBa h-ejurice Ouhe HaM OTpPeOHA HHEHA TAHTCH-

Ta.

Hedbunnmmja 1.27. Xunepbosuura maneenma (h-manzenma) na h-eauncy € y
mauku a € £ je h-npasa | xoja cadpotcu mauky a u He cadporcu Hu jedny dpyey

mauky h-eaunce £.

Kao mTo hemo BusieTn y HACTaBKy, HEKE OJI HAj3HAYUAJHUJUX OCOOMHA EJIUIICE Ce
MOTY Jl0Ka3aTu kopucrtehu camo akcmome arcosiytae reomerpuje. CamMmum TUM, T€
0oCcOOMHE BaxkKe 1 3a OBaKoO JedwurHMCcaHy h-enunicy y [loeHKaepoBoM AUCK MOJIEIy.

[Toxkaxkumo 1pBO J1a y MPOU3BOJHHOj Taduku ejuiice £ KOja Cce HAJIA3U Y allCo-

JIYTHOj paBHU IIOCTOjU IpaBa KOja je Ha by TAHTE€HTHA.
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Cruka 1.2: Koncrpykimja TaHTeHTE HA €JIUTICY .

CrasB 1.28. Hexa je £ eaunca ca poxycuma Fy u Fy, seaurom ocom R > 0 u nexa je
A € & npouseonra mauka na eauncu. Tada nocmoju npasa ty xoja cadpotcu mavky
A u ne cadpotcu wu jedny dpyey mauxy eaunce €. Oy npasy 306eM0 MaAH2EHMOM

Ha eauncy € Yy mavku A.

Jloxas. Heka je F) mauka na mosynpasoj F1A maksa na je AF; = AF,, u Baxu
pactiopen B(Fy, A, F}). Heka je F' cpenuinre nyxu FyFy, u t 4 npasa koja oapehena
raukama A u F'.

Jla 6ucmo jokasasu Ja je mpaBa t, TaHTeHTHa Ha euncy £ y Tadku A, mper-

[MOCTABUMO CYIIPOTHO: Jia IMOCTOju jorr jemqra tauka X € t4, X # A taksa ja je
X+ XF,=R.

Kako je X € ta, a Tpoyrnosu AFFA u AF)FA cy nogynapau Ha OCHOBY
craa CCC, umamo u jemnakoct yrinosa LFyFA = /ZF,FA. Caga cy, HA OCHOBY
craBa CYC tpoyrimosu AFFX u AF,FX nonynapun.

[Tpumermmo na je F1F) < F1 X + X F} jep X # A. Mebhyruwm, cana je n

R = F1F2/ < F1X+XF2/ = F1X+XF2,
na X He npuraja ejurcu £. L

Casa, Kaja CMO MMOKa3aJIu [MOCTOjalhbeé TAHTEHTE Ha EJINICY MOKAXKUMO U Jia je

OHa jeIMHCTBEHA.
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CraB 1.29. Hexa je dama eaunca € u maura A wa woj. Tada nocmoju jedurcmeena

maneenma Ha € y mauku A.

Cimmka 1.3: JeIuHCTBEHOCT TaHTEeHTE.

Jlokxas. Heka je t; nmpomsBosbHa Tanrenta ejmmce £ y tauku A. Heka cy Fi, Fy
doxkycu ose enunice, R > 0 mwena BeJMKa Ooca U HEKa je t4 Tanrenta Ha £ y TaYKU
A KOHCTpyHCaHa Ka0 y MPETXOTHOM CTaBY.

Hexka je Iy tauka cumerpuana tauku Fy y ogHOCy Ha mpasy ti, a G cpeaumiTe
nyxu Fo Y. Ilpasa t) ceue nyx FhFy y tauku GG, na mo Ilamosoj akcnomu mpasa
t1 cede u jemuy on myxu FyFy wmu FyF). TlpernocraBumo npBo na npasa t; cede
nyx FyFY y Taukn X # A.

Tpoyrnosu AXFo,G u AXFJYG cy nogymapun no craBy CYC, ma je XF) =
X Fy. Tasbe je

X+ X =FRX+XF <A+ AF],

na Kako je u AAFG = AAF) G, nobujamo na je AF) = AF,, na u
FIX+ KX < FlA + FQA

Jlakye, mpaBa t; caJpKu TaUKy U3 YHYTPAIIHOCTH €JINICe, I1a HUje TAHTeHTA.
Axo mpasa t; ceue ayx FiFy y taukm X, taga je F1X + XFy = 1 F, < R, na

OIEeT JOJIA3UMO JI0 3aKJbydKa fa je X y YHYTPaIIHhOCTU €JIATICE. O
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Teopema 1.30 (Ouruuko csojcrso esmnce). Heka je dama eaunca € ca dokycuma
Fi u Fy u nexa je A mauwka na eauncu £, a t npasa xpoz mauky A. Tada je

L(F1At) = Z(t, FA) axo u camo axo je t manzenma Ha eauncy.

/loxas. Heka je mpBo t = 14 TaHTeHTa Ha €JUIICY, U HEKa Cy CBe O3HAKEe Kao y
cTaBy . Bugemn cmo nma cy tpoyriosu AAFEF uw AAF)F nonynapau, ma je
cuenujanuo u Z(FAF)) = Z(FAF,). Kako cy jout yrinosu Z(Fi1 A, ta) u Z(ta, AF})
YHaKpCHH, JTOOMjaMO TparKeHO TBpheme.

[Tpermocrasumo cana ma cy yruosu Z(F1 A, t) u L(FyA,t) jennaku. Heka je [y
mpaBa Koja caap:xkm Tadke F; m A, a h mpaBa Koja je HOpMaJHA Ha MpaBy ti u
caapxku tauky F,. Ozmaummo ca Y mpecek ose jgse mpase. [lomro je Z(ly,t) =
Z(F>yA,t), nobujamo na cy yriosu Z(t, AY) u Z(FyA,t) jennaku. O3nadumo ca F
npecek npasux h u t. Ha ocnoBy craBa YCVY mobujamo na cy tpoyriosu AAF F, u
NAFY nonynapuu, na je F' cpeaurire qy3xu FoY . Ha nctu Haunn Kao u y J10Ka3y

cTaBa 3aKJbydyjemMo Ja je t; TanrenTta Ha euncy £ y Tadkn A. L

CraB 1.31. Hexa je dama eaunca € u mawka A ean eaunce €. Tada nocmoje dee

manzenme eaunce £ xoje cadporce mauxky A.

Zloxas. Heka cy Fi, Fy, dokycu mare enunce £, a R myXuHa mbeHe BeJUKe OCe.
Hexka cy ki kpyxuuiia ca neaTpom y A u nogynpeaaukom AF), a ko KpyKHUIIA ca
1eHTpoM y Fy u mosrynpednukom K.

Kako je FhbA < 1A+ F1F, < F1A+ R u Fy, # A, xpyxuune ky u ko umajy
Ta4HO JBe npeceune Tauke [ u F”.

Heka je t cumerpana yrima ZF'AF). Ilokaxkumo ma je t tanrenta esmrce E.
Heka je X mpecek npase t u gyxu F'Fy. Kako je F'A = F1 A, jep F' u F} npuna-
najy kpyxuuim ki, Z(F'A t) = Z(t, AF}) jep je t cumerpasia yria ZF'AF; u XA
zajequaka Ay TpoyrioBa AF1AX u AF'AX, noobujamo AF1AX = AF'AX.
Hakne, yrnosu ZF1 XA u ZF'X A cy jennaxku, ma cy U lbuMa CYIJIEMEHTHH YTJIOBA
Z(F1 X, t) m L(t, X F') jemnaku. Mehyrum, yromosu Z(t, X F') u Z(F>X,t) cy yna-
KpcHU T1a jobujamo na je Z(F1X,t) = Z(FyX,t). Ha ocHOBY OITHYKOr CBOjCTBA

eJINTICE 3aKJbydyjeMo J1a je t TaHreHTa Ha euncy . [

CraB 1.32. Hexa je dama eaunca £ ca gporxycuma Fi u Fy u mauka A y cno-

mawrocmu eaunce. Hexa cy ti,ts maneenme na eauncy € u3 mauxe A. Tada je

L(F1A 1) = Z(FLA 1),
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L
Fll

Cauka 1.4: KoHcTpyKIuja TaHI€HTEe Ha €JIMIICY U3 CIIOJballlibe Tadke A.

Cnuka 1.5: TanrenTa Ha eUIICYy U3 CHOJbAIHEe Tadke A.

Zloxas. Oznauumo ca G1,Gy Tauke y KojuMa Ipase ti,ts momupyjy emuicy &, u
Heka cy Tauke F|, I}y nobujene pedaekcujom rauaka Fi, Fy y omHocy Ha ty, ty pesiom,
a K, Ky cpenummra crpanuna FyF| u FyF).

Hoxaxknmo npso ja cy Tpoyriosu AF FiA u AFyF| A nonynapun.

Kako je F1Gy = F|Gy, Tauke F|, G| u Fy cy xosiuneapue u G € £ 3aK/bydyjeMo
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na je FIFy, = R, tie je R Benmka oca esmnce €. Ha netn HadnH 3ak/bydyjemMo ma

je FiF, = R, na je F1F) = F|F,. Ilopen Tora, nmamo u 1a je F1A = F|A, kao u

FyA = FJA. Ha ocroBy craBa CCC 3akspyuyjemo ga je A(F1AF)) = A(FAF).
Cana je, 6ynyhu na je Z(FLAF)) = Z(F{AF,),

/FIAF, = /(FIAFR) + /(F,AF})
— L(FIAF,) + Z(F|AF).

Ounrnenuo je ma Baxu Z(F{AF)) = Z(F|AF,) + Z(F,AF)), na u3 nperxonme
JiBe jefHAKOCTH 3akibydyjemo L(F{AF)) = Z(F5AF,). Ilpase tq,ty cy cumerpade

yIJIOBa U3 MPETXOJIHE jeTHAKOCTU PEJIOM, Ta JIO0MjaMO TParxKeHO TBPherbe. O

XunepboamdIKn KOHBEKCAH OMOTAY

Hedbununuja 1.33. 3a nodckyn ancoaymmne pasnu 2 C A xaosrcemo da je xon-

sexcar axo 3a ceaxe dee mauwke A, B € ) u C xoje npunada dyoscu AB easicu

C e Q.

Hedbununuja 1.34. Kousekcrhu omomay cxyna 2 C A je najmaru xonsexcan

cxyn xoju cadporcu ckyn 2. Osaj ckyn oznauasamo ca co(A).
Cras 1.35. Yuympawmrocm eaunce je Konsekcar ckyn.

Joxas. Tlocmarpajmo emuncy € ca dokycuma Fy; u Fo u BeJmKOM 10JiyocoMm R.
Hexka cy 7, Z5 y yHyTapIImOoCTn OBe eJiuIce, n Heka je Fj pedurekcuja Tadxe Fy y
OJTHOCY Ha MpaBy | Koja caJp:ku Tavuke Z; u Zo. Heka je jorn Fj pedurekcuja tauke
F, y omaocy na tpaBy (.

[Tocmarpajmo npoussosbHy Tauky W € [Z1, Zs]p, u younmo mpaBy p Koja cajp-
xu Tauke F} u W. OBa npasa ceue crpanuity Tpoyrina AZy Z,Fy y tadku w, na
Ha ocuoBy [lamoBe akcuome mpaBa p MMa 3ajeITHUYKY TadKy Ca HEKOM OJI JIy¥KU
Z1\Fy mma Z, F). IlpernocraBumo, 6€3 yMmarbera OIIITOCTH & 3aj¢THIIKA TadKa
Y npunaga nyxu Z1Fj. Ilocmarpajmo senwauny FiW + F»W. Tomrro Tauka W
npunaa yxKu 7y Zs umamo ja je oW = FoW, na je n

Cana je, oyayhu nma cy Fy, W u Y KonuHeapHe Tauke MMaMO

AW+ WY +YF, = FY + YF}, (1.9)
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I'VIABA 1. YBOJ

Cruka 1.6: YHYTpaIIHOCT eJTUICE jé KOHBEKCAH CKYII.

a MPpUMEHOM HejeTHAKOCTH Tpoyria Ha Tpoyrao AF1Y Z; nobujamo
Y +YF, < 17, + 7)Y +YFy = F\Z, + Z, F,,
na Kako je Z; € l, Baxu na je Z1Fy = Z1 F». Konauno, nobumum cmMo
EW 4+ W < FiZ, + FyZ; < R,

ma ce Tauka W Hajasum y yHyTpalrmocTu euice £.
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I'maBa 2

Konaunu BbJiamikeoBu nmpomn3Boan

VY oB0j ryiaBu heMo yBecTH I0ojaM KOHAYHUX BJIalkeoBuX MPOU3BOIA U JTOKa-
3aTH Heke mbuxoBe ocobune. Belinna oBux ocobuna ce moxke nahu y pauy [3| koju
JIaje mperJiell pe3yTaTta Be3aHux 3a KoHadHe Bjarmkeose mpoussoje. Kao mro he
OUTH MCTAKHYTO, MHOTe TBpDhema Be3aHa 3a bBJaiikeoBe mpousBojie Cy aHAJIOTHA

HeKuM TBphemuMa 3a mnosmHoMe. JletasbaH Mpukas oBe aHajoruje Moxe ce Hahwu

y pazay [4].

2.1 JledmHuinuja m oCHOBHE OCODUHE

Konagan BiamkeoB mponsBoj je mpou3BO/, KOHAYHO MHOT'O ayToMopdusama
jemumHUIHOT jucka. llomro cy ayroMopdusMu jeIUHUIHOT IUCKa XOJIOMOp(dHE
dyuknuje na D, n Biamkeou npousBou cy xosiomopdue dynkiuje Ha . Bia-
IIIKEOBE TIPOU3BO/Ie KAPAKTEPUIIIe TUEHEHUTIA /18 Cy TO XOJIOMOPGHA MPEeCTUKABAbHA

JUCKa y JUCK Ca HyJ/JaMa y YHalIpel 3aJaThUM TadKaMa.

Hedbununmja 2.1. Hexa cy ¢1,9,...,¢0n aymomoppudmu jeduruyroe Oucka.
Dynryugy

B(z) = ¢1(2) - a(2) - - on(2) (2.1)
nasusamo Bacwreosum npoussodom n—moe peda. Cneyujarro, Koncmarnwmmy dymr-

uujy z — €, 2de je 6 € R nasusamo Baawweosum npouscodom ryamoe peda.

Tauka a € D je myna BuamkeoBor npoussoja B ako um camMo ako je OHa HyJa
Hekor of ayromopdusama ¢;(z). Kako cBu oHm nmmajy TadHO jenHy Hymlty yHYy-
Tap jeIMHUYIHOT JHCKa, U DJamkeoB Ipou3Bo peja n UMa TadHO 1 HyJIa YHyTap

JEIMHUYHOT JIUCKA padyHajyhu v BUIIECTPYKOCTU. ¥ HACTABKY TEKCTa, aKO HIUje
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

JIpyradnje HarJalleHo, MoapasyMeBa ce Ja OpOjuMOo HyJle ca HUXOBUM BHIIIECTDY-
KOCTUMA.
Csaku o1 ayToMopduzama u3 (@) MO2KEMO Ha JeJIMHCTBEH HAUYUH IIPEJICTaBUTH

Kao
(o) — it 2 F
#i(z) =€ 1—7%2

i6;

rne je z; = ¢; '(0) myna osor ayromopdusma, a e = —p;(0)/z;. Hakne, cBaku

BramkeoB mpom3Bo ce MOXKe IPEJICTABUTH Y OOJIHKY
_ 629 H Z — Zk
1 —7Zp2’

3a 0 = i@-.
k=1

Jacmno je 5a myse, pauynajyhu u mBUXOBY BUIIECTPYKOCT, oipeDyjy Biamikeon
daKTOp /10 HA KOHCTAHTY JeIMHUIHOT MOJIysa. decTo hemo, jeIHOCTaBHOCTH PaJiu,

M30CTaBJ/bATH Taj KOHCTAHTAH (PaKTOP U MOCMATpaTu bJjiankeoB TpOU3BO/I

B(z) =[] =~

1—Z2
k=1 k

Buzenu cmo (ocobuna 2) crasa @) Jla 3a IIPON3BOJbaH ayToMopdusam Jucka ¢(2)

BayK! JeJTHAKOCT

L—Je(=)|* _
B ' (2)]. (2.2)

Ompenumo cajia u3pa3 3a MOJIYyO KOHAIHOT BJralkeoBor mpousBo/ia.

1-7%2
amu ducka, a B = @1ps -+ - @, Baawkeos npoussod. Tada 3a cearo z € C\'T sasrcu

Cras 2.2. Heka cy 21,22, ..., 2, € D npoussownu, ¢;(z) = aymomopgu-

jednaxocm

1;'_—]7;3‘120% |H|% )

k=1

Aoxas. Hokas nzBomgummo unaykimjom 1o n. Ciayuaj n = 1 je ciayqaj kaga je Bira-
IITKEOB TIPOU3BO] 3AITPaBO ayTOMOPMU3AM JIUCKA, U TO je yrnpaso jeaHakoct (2.2).
IIpernocraBumo ma TBphemwe Baku 3a Biammkeose nmponsBojie pema n — 1 u moka-

JKMMO JIa OHO BaxkKd U 3a DBJjanrkeoBe mpousBojie pejia n.

*CwmarpaheMo 1a je mpazaH Ipou3BOJL jenHak 1, Tj. H?:1 loj(2)|* = 1.
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

[Ipumerumo 1a je

o112 — o102 onl? |12 —1+1— |12 .. 0

e - e
B S (21 N Sl (U SRR 2
1|z L—[z* 7
Tj.
1—|901902"'80n|2:1—|¢ﬂ1| i 1 — |pogps .- onl?
1—zf? — |2? 1—|zf?

Cajia, TpUMEHOM jeTHAKOCTH (@) U UHJYKTUBHE XUIIOTe3e J00MjaMo
1— |p1pz- - ol . =
N o10n - o
e Al i (Iwﬁcl 11 !%‘!2)

k=2 =2

n k—1
=> (I%I 11 |s0j|2> :

k=1 j=1

ITo je u Tpebdasio JIoKa3aTH. O

CraB 2.3. Hexa je B : C — C Baawxeos npouseod. Tada 3a |z| < 1 umamo
|B(2)| <1, 3a|z| =1 umamo |B(z)| =1 u 3a |z| > 1 umamo |B(2)| > 1.

Zloxas. Kaxo je

n
| i0 Z — Zk Z — Zk
iR (=
1 -7,z P 1—72z2
. Z— 2k — Zk
U IIOIITO je <1l3za|z| <1, —|=13a|zl=1mu — | >13a
|z| > 1 mobujamo TpaykeHU 3aKJbyUaK. O

CraB 2.4. Hexa je B xonauan Baawkeos npoussod. Axo je z € C\ {0} maxso da

je B(z) € C\ {0} mada je u B(1/z) € C\ {0} u saoicu jednarocm

B(z)B(1/7) = 1.

Zodammno, umamo da je

B(0) lim B(1/Z) = 1.

z—0

n
Jloxas. Tlocmarpajmo konauan Biiamkeos mpousson B(z) = H
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

Heka je z € C\ {0} rakBo na je B(z) # 0. U3 ycaosa B(z) € C 3akmpydyjemo
na je z # 1/z; 3a cee j € 1,n, 10k m3 ycaosa B(z) # 0 3akpydyjeMo 1a je z # z;
3a cBe j € 1,n. Jlajpe mMaMo Ja je
b -z (1/2) —
B (1 P —
(2)B(1/7) = <H1 zkz> (H1—z—k(1/z)
k=1 k=1

ﬁ Z— Zk 1—zkz _ 1
l—Z 22—z, )

k=1

Hpyru neo TBphema nobujamo mymrameM Ja 2z — 0y jennakocru B(z)B(1/z) = 1.
O

Axko je tauka a € C nymna pega m € N Biamkeosor npoussoma B, tajga je

B(2) = (Z‘f‘ )m&(z),

1—az

rie je B; Bramkeos npousson takas ga je Bi(a) € C\ {0}. Umamo ma je

BE = 1/56) - (o) 5

1—az (2)

-(50) 5e

npu yemy je Bi(z) # 0 3a moBosbHO Masy okonuny U rtauke a. [lakie, mobwim

cMo Jia je Tadka a nos pexa m dyukmuje B(1/Z), na je rauka 1/a mon pema m
dbyukumje B(z). Ha caumuan Hayws ce Jokasyje u Ja je Tadka 1/a wyiaa dbyHKIuje

B ako je Tayka @ HEeH IIOJI.

ITocaenuma 2.5. Axo je z € C\ {0} nyaa(non) peda m Baawreosoz npouszeoda

B mada je 1/Z noa(nyaa) peda m Baawkeosoe npoussoda B.

Buamkeos mpousBo

MO2KEMO ITOCMATpaTU W KaO KOJINYHUK JIBa IIOJIMHOMA CTEIICHa 7

BE) =g

n n 1
emy je P,(z) = z2—2z1),a Qn (1—Zz) = 2" — —Z; | . Ilomro
o ey je B2 = T2 a0 = [T -5 = ] (- ) - ows
Cy HyJie TIOJIMHOMA (), yIpaBo 1/z1,1/z2,...,1/zn uMaMo J1a je

Qn(z) = 2"P(1/2),

35



I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

TO ject, (), je Gal KOHjyroBaHO PEnuIIpovaH moJauHoM nojmHoMmy P,. Jlakie, ako

je B BuamkeoB mpousBoj ca HyJIaMa 21, 29, . .., 2, PAadyHajyhu U BUIIECTPYKOCTH
Taga je
o P
B(z) = elf’#i, (2.3)
2"P(1/Z)
. = . o Pu(2)
rue je P(z) = H(z — zx). Jemmaunna B(z) = w, T1j. jegnaumna €¥— = w
k=1 @n(2)

€KBUBAJIEHTHA j€ jeITHAYNHI
e¥P,(2) —wQ,(z) =0, (2.4)

3a z ¢ {1/z1,1/Z3,...,1/Z,}. Ca neBe crpane oOBe jeHAYNHE Ce HAJIA3U TOJIMHOM
creriena He Beher oj1 n, a Kako je KoeUInjeHT y3 YaaH 2" TOr MOJMHOMA je/IHAK
e —w(z1 29 -+ 2,), M KaKoO je |2z;] < 1 zaksbyuyjemo na 3a |w| < 1 jeqnaduna (@)
MMa TadgHO N pemiema. Jlakie, 3a ceako w € D jemmaumna B(z) = w mMa TauHO
n pemema. Ha ocHoBy crasa @ umamo na 3a cako w € C\ {0} rakso ma je

B(0) # w BaxKu eKBUBaJICHIHja
B(z) =w akowu camo ako B(1/z) = 1/w.

Mozkemo 3ak/byunTH Ja jeaHadnHa B(z) = w uMa TadHO n pemema u 3a |w| > 1,

w # 1/B(0).
Honaruo, B(z) = 0o ako u camo ako je (Q,,(z) = 0, 0JHOCHO aKO U camo aKo je
z =1/z;, 3aneko j € 1,n. Kopucrelin cras @ 1 TIPETXOJIHO Pa3MaTparbe JoOjaMo

¥ HEIIITO Tpelu3Huje TBphermbe

Teopema 2.6. Hexa je w € C\ {1/8(0)} npouseosto u neka je B Baawkeos
npouseod peda n. Tada jednavwuna B(z) = w uma mawno n pewerva pavyrajyhu u
suwecmpykocm. Axo je w € D, ma pewersa ce nanrase yD. Axo je w € T, ona ce

naaase y T u axo je w € C\ D, pewera ce nanraze y C\ D.

Bunenu cmo na BaanikeoBu mpou3Boiu UMajy jeIMHUYHE MOJTYJT HA KPY2KHUITH
T. UcnocraBiba ce ja Cy OHM jeJiMHa XOJIOMOPQHA IIPECIUKaBamba JUCKA Ca TOM

OCOOMHOM.

Teopema 2.7. Hexa je f xosomoppra dynxuuja na D maxsa da easrcu

lim |f(2)] = 1.

|z]—1

Tada je f Baawkeos npousdsod.
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

Jloxas. Kaxko je |li‘gll |f(2)| = 1, To mocroju 6 > 0 TakBo 1a je |f(z)| > 0 kaz rogx
je |z| > 1 —o. ﬂzperM peunma, dyHKIMja f HeMa HyJIa BaH 3aTBOPEHOT JIHCKA,
By_5(0) = {zeD]|z| <1—46}. Tux nHyna uMa HajBHIle KOHAYHO MHOTO jep Gu
y CYIPOTHOM CKym HyJaa (dyHKIHUje f UMa0 TAYKy HATOMUJIABAKHA Yy KOMIAKTY
m C D, na 6ucmo Ha OCHOBY TeopeMe jemaumHocTH UMasu fa je f = 0.

Heka cy 21, 29, ..., 2, nyne dyukiuje f yHyTap jeIMHAYHOT AUCKa padyHajyhu

U IbUXOBE BHUIIECTPYKOCTHU, U yOUNMO DBJIaIIKeoB mTpou3Bo/I

B(z) = 0:(2)@z(2) - - ¢, (2)

quje cy HyJie yIpaBo 21, 23 . . . , Z,. Llocmarpajmo dyukiwmje f(z)/B(z) u B(2)/f(2).
Omne cy xonomopdue uva D u umamo 1a je

B(z)
f(z)

[TpermocraBumo Ja mocroju ¢y € D rakso ma je |f(¢o)/B((o)| > 1, u Heka je

=2 (faerl )

Kako je |1'1‘m1 |f(2)/B(z)| = 1, mocrojur € (0,1) rtakBoma (p € rD = {z € C | |z| < r}
z|—

u 3a |z| > r Baxu ||f(2)/B(z)| — 1| <e.

Cana je dynxmuja f(z)/B(z) anammTuuka ua rl), menpexuama na rD u 3a

|z]—1

z € OrD nmamo |f(2)/B(z)| < 1+ . Ha ocHOBY npuHnInma MakCuMyMa MOJLyJIa 3a

dbyukuumjy f/B ua obsactu rD gobujamo

£(6) 11 f(@)
‘B(CO) <”5‘2+2'B<<o> ’
OIIHOCHO Q)
’B(@) <

IITO je KOHTPaJWKIHja ca npernocraBkoM na je | f((y)/B(()| > 1, na 3akibyayjemo
na je 3a ceako z € D | f(2)/B(2)| < 1. Ilpumerom ucror nocrynka u Ha MOyHKIHU]Y
|B(2)/f(2)| nobujamo na je |f(z)/B(z)| = 1 3a cBako z € D. Ha ocHoBy tipuHImna

— it

MaKCUMyMa MOJLyJla 3aKJbydyjeMo Jia je 3a Heko 0 € R, ma je

B(z)
f(2) = €’ B(2).
To jecr, f je BnamkeoB mpousBoI. ]
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

OBa Teopema je anaJsioraa ciesiehoj TeopeMu 3a TMOJUHOME.

Teopema. Heka je f ueaa dpynxyuja maksa da je

lim |f(2)] = oo.

|z]—o0

Tada je f nosurom.

IMocnenuna 2.8. Hexa je B Baawkeos npou3sod peda n u @ aymomopphudam

jedunuyunoe ducka. Tada cy B o ¢ u ¢ o B makohe Baawkeosu npoussodu peda n.

Jlokas. Bumumo na cy B o ¢ u o B menpexuaae dyaknuje Ha D ca jeIHHITHIM
MojtysioMm Ha Kpyzkuuim T. Jlakie, kako cy B o ¢ u ¢ o B xosomopdue dyHKIHI]je

ma ) Koje cy menpekmiHe Ha D), mMaMo a je
lim [Bog(z)] = [By(e”)] = 1,
|z]—1

Kao 7 Ja je
B = (86) = () =1

Haxne, dyuknuje B o ¢ u ¢ o B cy Biamkeosu nmpoussosiu.

[TokaxkmuMo jomr ma cy OHM WCTOT pejla Kao M IOJIa3HW DBJralmkeoB TPOM3BOI,
B. Ilpumerunmo 1a je B o ¢(z) = 0 ako m camo ako je ¢(z) myma Buamkeosor
npousBoga B. Ilomro je ¢ ayromopdusam mucka, ma u OHjeKInja, 3aKJbydyjeMO
na u B o uma uctu 6poj Hysna kKao u B, na je B o ¢ Takohe BiamkeoB mponsBo/i
pena n.

[Tocmarpajmo cana Biammkeos mpousBon ¢ o B. Jennaunna ¢ o B(z) = 0 ekBu-
BaJIEHTHA j€ jeTHAYNHU

B(z) = ¢7'(0)

KOja MMa, TaYHO N PeIllerha Ha OCHOBY TeopeMe @ Haxne, u BiamkeoB mpousBo/i

¢ o B mMa TavHO N HyJIA. [

YKOJIMKO Y TeopeMu @ JIO3BOJIMMO J1a (pyHKIMja [’ mMa 1moJioBe yHyTap JHUCKa

D nobujamo ciienehe TBpheme.

Teopema 2.9. Hexa je ¢pynrxuyuja F mepomoppra na D maxsa da je
lim [F(z)| = 1.
|z]—1
Tada ce ona mootce npedcmasumu Kao KoauwHuk dea Baawxeosa npoussoda By u

B,.

F=—.
By
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

Zloxas. Hekacy (q, (o, ..., (,, nog0BU pyHKIHjE F' auje cy BUIIECTPYKOCTH P1, P2, - - - » Pm

penomM. ITocmarpajmo Biarmkeos mpousBos

By() = ﬁ <1Z_—€£kkz)pk

k=1

4quje cy HyJie ynpaso Tadke (i, (o, ..., (y. [omTo je 2 = (; mon pena pr dpyHkiuje
F, mocroju xonomopdna nenyna byukinuja f nedunncana Ha okoaunu Uy Tadke
(r Tako Ja je F(z) = (z — (&) P f(z). Cama je

lim F(2)Bs(z) = Zh_{fclj(z — k)" f(2)Ba(2)

Jim
— tim (2 - G A1) (S )ﬁ (o)

z2=(j 1-— @Z 1-— ?]Z
J#k
N (ORE ( G -G )
e 20
J#k
na je dyuknuja G : D — D nedunucana ca
F(z)Ba(z), 2 # (g,
Bis) =4 FG) T (z—cj ) _
1 (1= [P 31;[1 1-¢:) 2 = (.
J#k

xonmomopdua. Kako je y3 To ‘l}m |B1(2)| = 1, Ha ocHOBY Teopeme @ uMaMo 112 je
z|—1

B (z) Baamkeos mpousBoji. 3akJbydyjeMo na je
Bi(z)

F(z) = .

(2) Bo(2)

]

Bunenu cmo na ce cBaku BarikeoB mpousBo/L pejia 1 MOXKe MPEJICTABUTH Kao
KOJIMYHUK ITOJIMTHOMA CTEIIeHA N ¥ IbeMy KOHjyTOBaHO-PEIUITPOYHOT notmHoMa. Vc-
IIOCTaBJ/ba Ce Ja je, 1Moj ojipeheHnM ycoBuMa, CBaKM TaKaB KOJMIHUK DBJiamikeon

ITPOU3BO/I.

Crasn 2.10. Hexa je P noaunom cmenena n. Axo cy cee nyae noaunoma P ynymap

jedununnoe ducka, mada je
P(z)

s

Baawxeos npouseod peda n.
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

Jloxas. Kako cy cBe Hysie nojmHoMa P yHyTap jeMHUYIHOr aucka, 3a |z| < 1 je
P(1/z) # 0, na je dyukuuja B xomomopdHa Ha D) Ka0 KOMIO3UIMja TAKBAX. 3a
npousBobHo 2z = € € T umamo 1a je
. P (e? P (e?
(o P [Pl

I1a je Ha OCHOBY TeopeMe @ dbyuknuja B Baamkeos mpoussoi. [lomurom P
“Ma N HyJa KOje Cy II0 IPEeTHOCTAaBIM CBe YHyTap jeIMHUIHOI JIUCKa, 11a pej Bira-

IIIKEOBOT TIPOM3BOIa B jecre jeHaK n. O]

Ba Buiamkeos npousBos pesia n, u 3a npousBosbHo w € D jennaunna B(z) = w
MMa TAvYHO N pellemha PadyHajynu v BHUIIECTPYKOCT. bBjiankeoBu mpou3Bou Cy u
jenuna xojoMopdHA Mpec/nKaBama ca 0BOM ocobunoM. [la Gucmo TO j0Kaz3asm,

dopmyuiumo Hajupe ciejehy gemy.

Jlema 2.11. Hexa je f : D — D ¢pynryuja maxea da |h\m1 |f(2)| # 1. Tada nocmoju
z|—

nu3 Komnaekchur 6pojesa {2z}, .y w3 D marae da |z,| = 1 v f(z,) = wy € D.

Joxas. Tlomro je ‘l}m |f(2)| # 1, mmamo ma moctoju € > 0 TakBO Ja 3a CBAKO
z|—1

r > 0 moxkemo Hahu (. € D 3a koje Baxku nma je |(.| >ru |f(¢)| < 1—e.

®opmupajmo Bu3 {2, }, .y TaKaB 1a je |z,| > 1 — 1 u [f(z,)] <1 —e. Homro je

f(z,) HU3 y KOMIaKTy Bj_., HOCTOjU WeroB KouBeprupajyhn mojaams
f(zn,) = wo € Bi_. k — o0,
na je z,, HU3 KOMILIEKCHUX OpojeBa ca TPasKeHOM OCOOMHOM. O

Teopema 2.12. Hexa je f : D — D zosomoppro npecaurxasare makxeo da 3a

npouseonro w € D jednavura
fz) =w
uMa MawHo N pewera pawyrajyhu rwurosy euwecmpyrocm. Tada je f(z) Baawke-

06 NPouU3so0.

Joxas. Cuenehu nokas je mao Tutop Pamof] y [H]. Joxazahemo ma je lli‘m f(2)] =
z|—1
1, onakre, Ha ocHOBy Teopeme .7, cienu na je f Biamkeor mponseos pea n.

IIpernocrasuMo npso 14 je |l'}m |f(2)| # 1. Tama na ocroBy Jieme 3HAMO 12
z|—1

nocroju Hu3 {z,, } Takas na |z,| — 1 u f(z,) = wy € D. Ha ocHoBy mpermocraske,

*Tibor Rado (1895 - 1965) — mabhapckn maTemaTmaap
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jemnaumna f(z) = wy uMa TadHO N pererma. Heka cy Ta periema aj, as, . .., a ca
BUIIIECTPYKOCTUMA M1, N3, . .., N peaoM. 1lokazahemo ma 3a 2z U3 JOBO/BHO MaJie
OKOJIMHE TadKe a;, ¥ 3a W JOBOJBHO OJIMCKO Tadku wy jexHaduHa f(z) = w uma
TAdHO 1, PEIIebA.

ITomrro je f xonmomopdna dyHKImja 1 a; je Hyaa pema n,; dynkuuje f(z) —wy

uMaMo Ja roctoju d; > () TakBo fa je

f(z) —wo = (2 — ay)" fi(2),

npu demy je f; xomomopdua QyHKIHMja Koja Hema Hyma Ha Bs,(a;). @yrkmmja f;
nema Hys1a Ha Bs, (a;), a nocroju xomomopdua dbyHKnuja g; Taksa ga je g;(2)" =
fi(z), 3a cBako z € Bs, (ay).

Iocmarpajmo cama dymukimjy ¥;(2) = (2 — a;)g;(2) nedunncany ma Bs,(0).
Bynyhn na je z = a; nyna npsor pena oBe dyHKIH]je, IIOCTOjU (53- < 0; TaKBO 112 je
¥;(z) nnjexrnsna Ha By (a;). Usabepumo 0 > 0 Takpo ja cy ucnymenn ciejelin

yCJIOBU
e Csaka oz dyukuuja 1); unjekrusua Ha Bs(a;), 1j. § < 5; 3a cBako j € 1, k;

e JTuckoBu Bs(a;) cy mehycobHO aucjyHkTHE, T). & < “=% 3a cBako 1 < i <
J <k

1—|aj|

55 34 CBaKO

o JluckoBu Bj(a;) He cexy jemummany kpyzxuumy T, Tj. § <
jel,k.

Caza je 1;(B;(a;)) oTBopena okomHa Hy/Ie 3a cBako j € 1,k Ha OCHOBY TIpUH-

IUIa odyBama obsacTn (1)) je MHjeKTHBHO) U unibeHure ga je ¥;(a;) = 0. daxie,
k
u ﬂ 1;(Bs(a;)) je okonuua Hyse ma mocroju € > () TakBO 1a je

j=1

B(g CLJ

||D?r

[Momro |z,| = 1, u f(z,) — wy, Moxkemo uzabparu my € N TakBo ma je z,, ¢
k

U Bs(aj) un f(zm) € Be(wp).
= Jennaanma
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MMa TA4HO M, Pellerha Ha CBAKOM Of] CKymoBa Bj(a;), a Kako je zp,, ¢ Bs(a;) u
2 = Zp, j€ OUUIJIEHO DeIlere JaTe jeJHaINHe, JOOUIN CMO Ja jeTHAINHA (@)
nma bap

ni+ne+...+np+1l=n-+1

pemiema. Jlommm ¢cMO 10 KOHTPAIUKIIHje, ITa 3aK/bydyjeMo Ta Mopa OuTH

lim |f(2)] = 1.

|z]—1
OBume je /10Ka3 3aBPIIEH. [

Amnajiorno tBpheme 3a mosmHOME je cieneha Teopema.

Teopema. Hexa je [ uena pynryuja. Tada je f nosurom cmenena n axo u camo

akxo jednavuna f(z) = w uma mauno n pewera 3a cearo w € C.

2.2 Amnpokcmmanuja BiamkeoBuMm mpou3BoanMa

Jenna oy 3HaUajHUX OCOOMHA TOJTMHOMA jeCTe HhUXOBa T'YCTHHA y CKYIy He-

npekuIHnX (ByHKIMja Ha KOMIakTHOM ckyiy K ca HopMoM || f|l. = sup |f(2)].
zeK

To je Takossana Croyu [| —Bajepmrpacosa i teopema. Oprosapajyhy Teopemy 3a
Bnamkeose mpoussoje je ma0 KapaTeO,ILOpI/Iﬂ y pajy [6]. IIpe uckaza u jpokasza oBe
TeopeMe IpeJIcTaBuNeMo HeKa JIpyTra TBphema 0 KOHBEPTreHInju Hru3a BiramkeoBux

ITPOM3BO/IA.

1 2 n
Jlema 2.13. Hexa cy damu womnaexcru musosu {2 bren s 12k b ren - -0 12k Fren

makeu da je lim 2z, = a; € C 3a ceaxo j € 1,n. Tada nosurnom defunucan ca
J—00

Pi(z2) = H (z — zi)

j=1
n

Koneepeupa xka noauromy P(z) = [[(z — a;) pasromepro na xomnaxmuma.
j=1

Zloxas. Tepheme hemo j10ka3aTu UHIYKIIMjOM 110 cTerneHy moannoMa. Heka je K C

C mpousBo/baH KOMIAKT, 1 HeKa je Py(z) = z — 2}, Hu3 mosmuoMa crenena 1 Takas

*Marshall Harvey Stone (1903 - 1989) — amepuyku MaTtemMaTuIap
TKarl Weierstrall (1815 - 1897) — HemauKu MaTemMaTHIap
tKovotavtivoc Kopadeodwer| (1873 - 1950) — rpukn maTemaTnaap
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na z,i — a1 Kag k — oo. Taja je TBpheme 0Yurie[HO TavHO jep je

sup |(z — z1) — (2 —a1)| =supla; — z}| = 0, k — oo.
zeK zeK

[IpermocTaBumMo 3aT0 12 je TBpheme Ta9HO 32 MOJMHOME IPOU3BOJHHOT CTEIIeHA
n € N. Kako je

n+1 n+1 ‘ n+1 n+1 ‘
sup H(z —a;) — H(z — z1)| = sup H(z —a;)— (z—a; +a; — z) H(z —z7)
zeK j=1 j=1 zeK 7=1 Jj=2
n+1 n+1 ' n+1 '
< sup |z — a4 H(z —a;) — H(z —21)| + |a; — 2| sup H(z -z,
zeK o o zeEK |7 -
Jj=2 Jj=2 Jj=2

u sup ‘H::QI(Z — 2| < M, |a; — z}| = 0 Kaj k — 00 OBO/BHO je JOKA3ATH J1a je

zeK
n+1 n+1 A
lim sup |z — a4| H(Z —aj) — H(z —z])| = 0.
k—oo zeK j:2 j:2

Nmamo Ja je sup,.x |2z — ai| xonagan 6poj jep je |z — a;| menpekunna dbyHnximja

Ha KOMIIAKTY. ¥3 TO, Ha OCHOBY MHJIYKTHBHE XUIIOTE3€ MMaMO JIa je

n+1 n+1
: IV —
lim sup H(z —aj) — H(z —2)| =0,
j=2 Jj=2
1a je TBpheme JT0Ka3aHo. O
. Z — CLj
CraB 2.14. Hexa je dam Baawwkeos npouseod B(z) = —— . NPU Yemy cy
PR
ar,as, ..., a, € D. Hexa cy {2} ren > {2 hen s 131 bren HUB06U mavaka u3 D

maxeu da je

lim 2 = a;
k—oo k 7

3a ceaxo j € 1,n. Tada nusz Baawreosux npoussoda { By}, dedunucarn ca

xoneepaupa va B(z) pasromepro na D.
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Qr(2)’

H <1 — 2z ) Tana je paznuka |B(z) — Bg(z)| jennaka

Jj=1

Jloxas. Heka je Bp(z) = npu demy je Py(z H z—z), a Quz) =
7=1

bi(z) _ P(2)| _ ‘Pk(’z)Q( 2) = P(2)Qk(2) |

Qr(z)  Q2) Qr(2)Q(2)

Cge mysie onmHOMa (Q(2) Haa3e ce M3BAH 3aTBOPEHOr jeIMHUYIHOI JIUCKA, Ia je

min |Q(z)| = my > 0. Iokaxxumo cazga ga je u min |Qx(z)| > 0.
z€D z€D

ITomrro zi — a; KaJi k — 00 3a IPOU3BOJEHO € > () IIOCTOjU JIOBOJBHO BEJIMKO
ko € N Takpo ma 3a cBako k > ko BaxKn ]zi —aj| < e 3acBe j € 1,n. Uzabepumo
e > 0 TakBo Ja 3a cBako j € 1,n a; € By, = {z€C||2|] <1—2¢}. Taga u

zi € By_. 3acBako j € 1,n u 3a cBako k > kg, ma je 1 — z,z > ¢. Kako je

2 [T(1- )>mmn< )

zeD -
3aKJpydyjeMo jga 3a k > ko umamo min |Qg(z)| > " > 0. Jakue, 3a k > ko Baxu

3

min |Qx(2)| = mmH ’1 —zlz
zeD

j€ln n’
zeD

na je |Qr(2)Q(2)| > e™my =m > 0.
Cana numamo ja je

|Pe(2)Q(2) — P(2)@n(2)] = |P(2)Q(2) — P(2)Q(2) + P(2)Q(2) — P(2)Qx(2)|
= [Q(2)[[P(2) = Bu(2)| + [P(2)]1Q(2) — Qi(2)]

Ha ocuoBy seme uMamo n1a noauHoM Py (z) Texku ka nosmuomy P(z) paBHO-
MepHO Ha KoMItakTy D, ma 3a mpou3BoJbHO €1 > 0 U JI0BOJBHO BeJIMKO k € N Bakn

HejeqrakocT max |P(z) — Pi(z)| < e;. Cimuno je m max |P(z) — Pi(2)| < &9, a
zeD zeD

nommTo cy nomuuomu P u (Q orpannuene dynkimje na D nmocroju M > 0 TakBo ja
je |P(2)| +1Q(2)] < M 3a z € D. lobujamo ma je

|Pi(2)Q(2) — P(2)Qk(2)| < M(e1 + £2).

me
C&,ZL& 3a € > 0 IIPOU3BOJBHO U &1 — &2 — m nMaMO Ja Je 3a JOBOJHbHO BEJIMKO

k e N me me
Pr(2)Q(z) — P(2)Qx(2) _ 2 + 97
Qr(2)Q(2) m

3a cBaxo z € D. Oxmnocno, By(z) — B(z) pasromepno Ha D. O

|Bi(2) = B(2)| =

:6’
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CraB 2.15. Hexa je B,(z) nus Baawrkeosuxr npoussoda koju KOHEEP2UPA PABHO-

mepro ka gynryuju B(z) na D. Tada je u pynryuja B(z) Baawreos npouseod.

Jloxas. B(z) je xonmomopdHa (GyHKIMja KAO PABHOMEDHH JIMMEC XOJOMOP(MHUX

dyukimja. Jame, umamo 1a je
1=1B()|| < |IBG)| = [Ba()l| + 1 = [Bul2)]].
Hexka je caga € > 0 mpousBo/pbHO U HeKa je ng € N TakBo 1a je
sup | B(2)| ~ [Bu(2)]| < <.
z€D
KaJI TOJ je n > ng. Tajga 3a cBako n > ng u 3a cBako z € ) Baxku HejeTHAKOCT
|IB(z) — 1| <e+ ‘1 — |Bn(z)||
[Tymramem na |z| — 1y ropmwoj HejegHaKOCTH 100MjaMO J1a je
lim |1 —|B(2)|| <e.
|z]—1

Kako je € > 0 6uo npousBoJbHO, TO je U |1i|m |B(z)| = 1.
z|—1

Hakie, B je xomomopdua dyuknuja Ha D 3a Kojy je ‘lilm |B(z)| = 1. Ha ocaoBy
z|—1

Teopeme @, 3akJbydyjemo ja je B BiamikeoB npousBo. ]
IIpe mero mro dhopmymumiemo KapareomopujeBy TeopeMy u3IBOjUMO cJjejiehy

JieMmy

Jlema 2.16. Hexa je f : D — D npoussonmna xosomoppra dynrkuuja. Tada 3a
npouseonro n € N nocmoju Baawkeos npouzsod B, makas da dynruyuja f(z) —

B, (2) uma nyay peda bapem n y 0.

/oxas. Tepbhemwe hemo mokazaru wHIAYKIHjOM 110 peay mysie n € N.

Mozkemo upernocrasutu na je |f(0)] < 1 jep je y cympornom dyukimja f
KOHCTAHTHA 3aTO IMTO JOCTUXKE MAKCHUMYM MOJyJa y yHYTpalmrmocTu aucka D.
Kaxo dynkimja f(2) — ¢_f0)(z) ounraeano uma nymy 3a 2z = 0, 1 ¢_ro)(2) je
BuramkeoB mpousBo/i IpBOr pejia, MHAYKTUBHA Oa3a je JjoKa3aHa.

[IpernocraBuMo cajia /1a 3a TPOM3BOJbHY XOJOMOPDHY DYHKIWM]Yy f mocToju

Buamkeos npoussoy, B, takas ja je z = 0 Hysa pega 6apem n dyukimje f(z) —
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B, (z). Kako ua ocnosy IlIBaprose umamo 1a je |¢ro) o f(2)| < |z|, bynkimja g

neduHUCAHA Ca
o f(z
L1 (0) f( )7 240,
9(z) = <

(er0) © f(2))'(0), z=0.
ciuka D va D. Y3 10, ona je u xomoMopdHa, ma MIPUMEHOM WHIYKTUBHE XUIIOTE3€
Ha OYHKIM]Y ¢ Jona3umo 10 baamkeosor nmpoussona B, Taksor ja je z = 0 HysI1a

pena n dyuknuje

pro° flz) B.(2).
z
Jacno je ma je z = 0 myma pema 6apem n + 1 dynxuuje @y o f(2) — 2B, (2).

ITocmarpajmo dyuxmujy f(z) — ¢_fo) (2Bn(2)) u nokaxumo na je z = 0 Hyna
pena 6apem n + 1 oBe dyukiuje. Kako je

1= 1f(OP)(z = w)
(1= f(0)2)(1 = f(0)w)

90—f(0)(2) - %0—f(0)(w) = , 3acse z,weED,

“MaMo J1a je

(1= IFOP)pro 0 f(2) = 2Ba())
(1= FO) 950 0 F)(1 = F0)2Ba(2))

3akspyuyjemo jza je z = 0 mHysna pema n + 1 dyHKIuje

- 10) (@10 © f(2) = p_p0)(2Bn(2)) = f(2) = ¢ 10)(2Bn(2)).

OBume je m0Ka3 3aBPIIEH. O

50y (Pr) © [(2) = o) (2Bn(2)) =

Teopema 2.17 (Kapareomopu). Heka je f : D — D npoussonna zoromoppra
dynryuja. Tada nocmoju nud Baawxeosux npoussoda B, maxas da B, — f

PABHOMEPHO HA KOMNAKMUMA.

Jloxas. Heka je f: D — D xonomopdua dyuknuja u B,(z) Biamkeos npoussosy
Takas Ja je z = 0 mysna pega 6ap n dyukuuje f(z) — B, (z). Ha ocHoBy nperxosise
JleMe 3HAMO J1a MocToju TakaB Buramkeos nmpoussoja. Cama mmamo 1a je pyHKImja

f(z) = Bu(2)

}_)
& 2

£ (2) = Bu(2)]
2

ocroBY Teopeme P.19 sakmydyjemo ma je | f(z2) — B, (2)| < 2|z["+h

xosiomopdua Ha D 1 Bakn < 1. Kako je z = 0 mysna pema n + 1, Ha

3a mpousBosban kommakT K C D mmamo na je max |z| =rg <1lur® —0, n—
zE

o0 3a cBako |r| < 1, ma je rBpheme joka3aHo. O]
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Teopema 2.18 (Xescon-Capacon [[f]). Hexa je u : T — T nenpexudna ¢ymx-
yuja. Tada nocmoju nuz Baawkeosux npoussoda B, maxeur da B,(z) — u(z)

pasromepHo wa T.

/loxas. Heka je 6 : T — R nmenpeknana dyHKIHMja TAKBa 1 je

u(z) = e, zazeT.

Kako cy TpuronomeTpujcku moJMHOME T'YCTH y TIPOCTOPY HENPEKUTHUX PYHKIHjA

(Bumeru, Hp. [8]) mOCTOjN HU3 TPUTOHOMETPH]CKHUX OJIMHOMA

O, (e") = Z ay, cos(kt) + by sin(kt)

k=0
takaB ja 6, — 6 paBuomepno Ha T. CBakOM TPUTOHOMETPUjCKOM IOJUHOMY 6,

MOZKEMO MIPH/IPY?KATH KOMILJIEKCAH TTOJIMHOM
Qn(2) =iag + (by +ia1)z + ... + (b, + 1a,)2"

3a Koju Baxku Ja je Im @), (z) = 0,(z) u Re@,(0) = 0.
[Tocmarpajmo dysKIHjy 297 () 1 men Tejnopos pa3Boj y Tauku z = (. Imamo
na je
e2Qm(®) — \e” +az+...+ anz’i+an+1z"“ +...,

e P,(2)

opu demy je y = %Im Q(0). Oznaunmo ca P,(z) momuuom P,(z) =1+ e Yayz +
...+ e a,z". Cremenu pej KOHBEPrupa PaBHOMEPHO Ha KOMIAKTHMA KOJH CY
caJlp:KaHU y HEeroBoj 0OJIACTU KOHBEpIeHIUje, Ia MMaMo Jia mnojmHoM P,(z) —
29m()=7 papromepno na D. Bak/bydyjeMo J1a 3a J0BOJbHO BEJIMKO 1 MOJUHOM P,
HeMa HyJIa YHYTAp 3aTBOPEHOT jeMHUTIHOT IHuCKa D.

Kako mosmaom P,(z) Hema uyna y D u zg € C je myna nonmmuoma P, (2) ako u
camo ako je 1/Zy nysa nomunoma 2" P(1/Z), 3akibydyjeMo Jia cy CBe HyJie OJIUHOMA,
2"P(1/%) canpxane y . Ha ocHoBY cTaBa nMaMo Ja je

2"Po(1/Z) _;
B,(z) = %e 2,
Bramkeos nmpousBoa. 3a z € T je
2 g Pu(z) 1t ezt anem2 L e
Bu2) " © P/m) | ltmerltment+ o taend (2.6)
_ 62i762iarg(Pn(z)) _ 62iarg(ei'YPn(z)).
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. 1 T~ .
Iomrro 7P, (z) — e297(*) papnomepno ua D, a 2 + €* je HenpexkuaHa, ma u

PaBHOMEDHO HelpekuIHa (PyHKIMja HA KOMIAKTy D, nmamo ma

; i ; 10m(2)
622 arg(e*V P, (2)) N 622 arg(e2 )

pasaomepno Ha . Oxnocuo, 6yayhu na je arg(e%Qm(z)) = %Im Qm(2) + 2km, 3a

HEKO k € Z nmobujamMo Ja

627L arg(e? Py (2)) N ei Im Qm(2)

paBaoMepro Ha T. Umajyhu y Bumy jemnakoct (@) 3aKJby4dyjeMO Ja 3a 3a IIPOU-
3BOJBHM TPUTOHOMETPHUJCKU MOJUHOM (), (z) mocToju Hus BiialkeoBux mponsBojia
B, (z) TakaB 7a 3a cBako € > 0 U n JOBOJBHO BEJIMKO BaxXKu

Zn

_ _itImQm(2)
Bu(z)

sup <e.

z€T

Hexa je cama € > 0 npousBosbHO, 0, TakBO na je sup |0,,(z) — 0(z)| < e, a B,

zeT
n .
BamkeoB mpoun3Bo, TakaB J1a je sup Bl — ! @m(x)| < ¢ Tana3a cBako z € T
z€T n{%
BasK¥M HEjeTHAKOCT
2" zZ" 4 2" ; ; <
'B (z) — ‘ — ‘B (Z) _ Za(z) — ’—B (Z) _ eZIQO(Z) + elen(z) _ eZ@(Z)
n n n
z" , . 4
5 ( ) . e'LIQO(z) + ‘ezen(z) . 6z€(z)|
(2

<t ‘eiO(z)| |ez‘(0n(z)—9(2)) — 1|
< et 10u(z) — 0(2)] Se+e =12,

[IpH YeMy je TPUJIMKOM IIPEIACKa U3 MPETIOCIEIHEr Y TTOCTe b PeJl nCKopuIiirhe-

Ha HejeaHakocT e¥ — 1 < x. Kako je z € T 6m10 mpon3BO/bHO, TO je u

Zn

< 2e.
B (2) c

sup
zeT

—u(z2)

n

B (2)
n — oo paBHoMepno Ha T, mTO je u TpebaJso JTOKa3ATH. 0

Konauno, 6yayhu na je ¢ > 0 mpousBoJbHO, HU3 KOHBeprupa Ka u(z) Ka

2.3 DbuaamkeoBu npou3Boau u IlIBapiioBa Jjiema

Caeneha Teopema mpescraBsba yormreie [IIBaprioBe jieme Ha XOJIOMOPQHY

dyukiujy f: D — D ca npousBo/sbHUM OpojeM HyJIA.
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Teopema 2.19. Hexa je f : D — D zoromoppra dpynryuja u Hexka cy 21, 22, . . -, Zn
Hyae pynkyuje f suwecmpykocmu ri,ry, ..., T, pedom. Tada je

Tk

Z_
, 3a ceaxo z € D,

o) 1) <[]

Zk
1—2z2
1 k

7”]’!
(1 —1z[?)°

3a ceakxo j € 1,n.

ITpumom, yroauro nocmoju mauka z € D maxea da ce y a) docmuorce jedna-
Kocm, uau ce jednakocm docmuoice y 6), 3a neko j € 1,n gynkyuja f je Baawreos

npou3eod.

Zoxas. Tlocmarpajmo dyuKImjy

¢ n 2 — 2 —TE . o
z , z# z;3acBe j €l n,
el (=) %2 o0 cne
9(z) = f)(z; =\ "
J o 2\r J k _
Eoaa-ppr [T (£2) - ==
k=1,
\ k#j
®ynknuja g je xomomopdua wa D\{z1, . . ., 2z, } Kao komnosummja xomoMopduux. la

6ucmo noKazasn Jia je GyHKIMja g XoJoMopdHa 1y zj, 10 TEOPEMH O OTKJIOHBIBOM
CUHTYJIAPUTETY JTOBOJHHO je TIOKA3aTH JIa 3a CBAKO J € 1,1 BaxKm!

lim g(2) = g(z,).

Z2—rzj

i) (.
Kako je z; nyma pena r;, umMamo na je f(z) = ! JT_EZJ)(Z —2j)" +o((z — 2)"), kaz
]

z — zj. [lakie, umamo na je

k=1 k=1
. e (1= T2\ e (1= \ "
— >\ = (1 — zZ52)7
Hasme, xako je o((z — z;)™) | | (z—zk) o(1)( %j2) | | (z—zk ’
k=1 k=1,
k#j

nMaMo J1a je

o) = L 4o T (A2 +oma—zor T (22)

T’j.
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Cana, momrTo je z; # z; 38 1 # j IMaMo Ja je

. Sla—am L f0(z) 1=\
= -~ 77 1_ 7']
zhjlzlj f(z)H <1—z_kz) zhﬁrrzlg 7;! %) H Z = 2

J° k=1
k#j

( n
:f <ZJ 1_‘ZJ| TJH<1—Z]¢Z]>

k=1
k#j

= g(%).

Haxkite, dynknuja g je xosomopdua Ha D. IIpumenom npuHimna MakCumMyMma
Mmomaysna Ha GyHKIMjy ¢ Ha ckymy rD = {z € D | |z| <r}, umamo ma 3a cBako

1 > r > max; 1, |2;| Baxn

sup |g(z)| = max|g(z)| = max |g(z)| = max
zerD zerD | \ |Z|:7"

la| — [b] a—b lal + (o] 1= blla] _ o] + L=l 1 —|al? AT
— [b]]al 1—ba| ~ 1+ 1blla]” " |a| —|b] la] — [o]’

y TPETXOJIHY jeTHAKOCT MMaMO Jia 3a CBakKo 1 > r > maxy |2x| = ro Baxu

Kaxo je

n . -7
max | f(2) il ik <max|f |H = lad |
S\l —Zz 1— |22
- 1—7’|Zk|
<
B H(T— |Zk|)
k=1
- ( 1—r? )T'“
:H r+ .
r— |zl

k=1
Konauno, mobujamo ja 3a cBako 1 > r > ry = max |2;| BaxKu HejeTHAKOCT

"k - 1—7r2\"™ 1—r2\"
su < T+ =|r—+
o < I (re 2 20) <TI0 =0) = (20

k=1 k=1

[Iymramem ma r — 17 y IpeTxXoHOj HEjeIHAKOCTH, 100ujaMo

1 — 2
sup |g(2)] < lim (r+ r ) = 1.

zerD r—17 r—To

Haxie, mvmamo 1a je |g(z)| < 1, ma je
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I'ZIABA 2. KOHAYHH BJIAIIIKEOBU IIPOU3BOIN

u
n Tk '
— 2L T 5 3 -
H oo 34 cBako j € 1,n.
bl 1_Zkzj (1 — [z5[?)"
[Ipumernmo jorr m j1a ce HEKa OJ1 TOPIbE JIBE HEJeIHAKOCTU JIOCTHUKE y TAUKH
zp € D ako u camo axo je |g(z9)| = |f(20)|- Kako je Ha oCcHOBY mpuHIMIA MaKCH-

MyMa MOJyJIa y TOM ciydajy ¢(z) KoHcTaHTHA GyHKIHja, IMaMO JIa je

0 - Z — Rk "k
f(z)=¢ H — , 3a Heko 6 € R.

]

Y crermjasaoMm caydajy z = 0 gobujamo |f(0)] < |21 - 22+ - 2,|, ma cMo 106U

jOIII jeJIHy OCOOMHY KOja je KapaKTepHCTHYHa 3a bJranikeoBe mpou3Bo/ie.

Ilocaenuna 2.20. Hexa je f : D — D zoaomoppra pynxuuja ca nyrama zq, 29, . . . Zn

maxea da je |f(0)] = |z1 - 22+ z,]. Tada je f Baawreos npouseoo.

o1



I'maBa 3

N3Boa koHayHux DBJiiamkeoBux

Ipou3Boa

VY 0Boj ritaBu heMo j1aTu HEKe u3pas3e 3a U3BOJI KOHATHOT BJialkeoBor mpoun3Bo-
na. Ilokazahemo na BiamkeoB mpousBos peia n UMa Ta9HO N — 1 KPUTUYHY TAIKy
u okazahemo TBphema aHaJorHa TBphemuMa 3a MOJUMHOME KOja J1ajy OrpaHuderha

3a JIOKAINjy KPUTUIHUX TadaKa.

3.1 HN3Boa KoHauyHOTr BJiiamikeoBor mpom3Boja

JennocraBHOCTH paJim, TmocMaTpajMo birankeoB mpom3Boj; 6€3 KOHCTAHTHOT
n

. 3 . Z — Zk
gmana €. To ject, mocmarpajmo B(z) = H [ 5, 1 YBEJUIMO O3HAKY Bj(z) =
— Ziz
k=1 k
Z — Zk
— 3a Buamkeos npousBox pega n — 1.
1=z

‘]7
kg
W3zBox BaiamkeoBor mpou3Bojia padyHaMo JIMPEKTHO W J00UjaMo J1a je

B()=3 (12_—;;) B =Y %Bk(z).

k=1 k=1

Crermjasino, y taukama z = z;, oyayhu na je Bj(z;) = 0, ocum 3a k = j, kaza je

n
Bj(z;) = H F T pvamo na je

k:ll_z_kzj
k#j
B(2) 1—|z]? Bi(z) 1 ﬁzj—zk (3.1)
) = (z.) = . .
S 7 e I
o

02



I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Z — Zk

Kako je B(z) = By(2)

3a z # 2, UMaMoO J1a je

— 22

B(z) = nl = L =)

(1 —Zx2)? 2z — 2

\ (3.2)
:B(z)z Ll 1 3a 2z # 2
k=1 (1 —Zpz)(2 — 2x) j.
Konauno, o0jeumbaBameM jeITHAKOCTH (@) u (B.2) umamo
' - 1— |z
B(z k , Z 21,29y ooy Znt
();(1_5Z>(2_3k) §é{1 2 }
B'(2) = 1 n (3.3)
— 2k
€ )
1_|Z|2]11_Z_k27 z {217227 72}
X k]

[Tpu wemy, Oynyhu na je Biramkeos npousBos xoaomopdHa yHKIMja HA OAr0Ba-
pajyhem ckymy, mocsesma jeqnakoct Baxku 3a cBako z € C\{1/z1,1/7,...,1/Z,}.

Crenujaano, TpeTxoIHa jeIHAKOCT BaxKu 3a cBako z € .

Cras 3.1. Hexa je B Baawxeos npouseod peda n. Tada je 3a ceaxo e € T

1— ’B(Z)P _ |B/(6i9)|.

y
bt 1 |22

Joxas. Y CraBy @ CMO BUJIEJIN J1a je

ey (I%(Z)I 11 rmz)r?) .

k=1

n
[lymramem ma z — ¢ necma cTpama jemHaKOCTH TIOCTaje E l©h.(e)], a To je
k=1
: B’ 10) he 6
ynpaso jennako |B'(e”)], kao mro hie 6uT moKa3zaHo y HAPEIHOM CTaBy.

]

Cras 3.2. 3a npouseonno e € T u Baawkeos npouseod B(z) = ¢1(2)pa(2) ... on(2)

6AaIHCU

B/() = B(e")e ™ 3 I ()]
k=1

Cneyugjanro, |B'(e?)| # 0.
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Jlokas. Bamenom z = e € T y jenmaxocT (@) nmobujamo

n

B/(eie) _ B(ew) Z (

k=1

1 — |z
1 — zze) (e — z)

- 1 — |z)?

= B(e") Z ei0(1 — Zze) (1 — e~z

k=1

n (3.4)

— B(eie)e—w
k=1

= B(e)e ™Y le(e”)].
k=1

Cuernujamnno, nomro je |B(e)| = 1, umamo

1 — |z

(1 —Ze?)(1 — %)

n

) =3 Tz L (3.5)

1— zke’9|2
]

CBu cabupnu y jeHaAKOCTH (@) cy mosutuBHH, 1a Biamkeos nmpoussoy B(z)
HeMa KPUTHYHUX Tadaka Ha jeauamanoj xpyxkuwmmm T. Iomro je B'(e) # 0,
zaamo ja je B jokasro ,,1-17 va T. Cama, y3 momoh Teopeme @ umamo cjejiehy

ITOCJICJTAILY .

IMocnenauna 3.3. Axo je B Baawrxeos npousseod peda n, mada 3a ceaxo wy € T
jednanumra
B(z) = wy

UMG MAYHO N PA3AUNUTNUT PEULEHE KOJA AeIHCE HA JeAuHUNHO] KpYyatchuyy T.

Ha ocnoBy mocjemuiie @ 3HaMO Jia je B o ¢ BjamkeoB mpou3BoOjl ca Hy-
mama @ (z1),¢0 7 (22), ..., ¢ (2,) Kama cy B Buaamkeos mpoumsBoj ca HyJgama
21,22, .., 2n U  ayroMopdusam mucka. CamvHO TBpheme BaKm M 3a KPUTHIHE

tadke Buarmkeosor mpoussona B o ¢(z).

Cras 3.4. Hexa cy (1,Co, ..., 1 Kpumuure mavke Baawxreosoz npoudeoda B,

u nexa je p € Aut(D). Tada cy xpumuune mauke Baawkeosoe npouszseoda B o ¢

ynpaso mavre ¢~ (G1), 71 (), - 07 (Go)-

Jloxas. Kako je (Bo ) (2) = B'(p(2)) - ¢'(2), n ¢'(2) # 0 3a z € D mobujamo na
je (Bow)(z) =0 camo ako je B'(p(z)) = 0. To ce memana kaja je ¢(z) = (x, TO
jeer, z = ¢ (k) U
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

3.2 Xunepboandku n3Boa biamnikeoBor
IIpou3BOIAa

UsBon dyukiuje [ y Tavuku 2z je TpaHUIHA BPEIHOCT

()~ S w)
f() ~ f(w)

Z—w
JmudepeHnyjaann Kouaauk. Jla 6ucMo yBein aHajorny Bejnauny y aucky D yBe-

Pasznmuka f(z) — f(w) nasuBa ce npupamnraj OyHKIMje, a BeJIUINHA

JIIMO TIPBO TICEYI0-XUTIEPOOTNYKY YIA/bEHOCT TadaKa.

Hedbununmja 3.5. Hexa cy z,w € D xomnaexchu 6pojesu. Komnaexcra nceydo-
xunepboAUNKa YoaseHocm mauaka z u w je

Z—Ww

[2w] = 1 —wz’

Hedbununuja 3.6. Hexa je f: 1D — D xosromoppna dyrrxuuja. Beauvuny
[f(2), f(w)]

[z, w]

[ (zw) =
HA3UBAMO TUNEPOOAUNKY QUPEPEHUUIANHY KOAUTHUK.

Xunepboaunyaku n3Bo pyHKIMje f YBOANMO, OU€KUBAHO, IMymTajyhn 1a w — 2

y XUTIEPOOTUIKOM JTU(EPEHITN]ATHOM KOJTHIHUKY .
Hedbununuja 3.7. Hexa je f : D — D zoaomoppra dpyrnrxuyuja. Xunepboruuru
u3eod pynruuje f y mauku z € D je

oy o FELF@)] 1=
FPO=m"C 0 =16

|2f’(2)'

Kao mrro je n3BOA, IIOJIMHOMa IIOJIMHOM N XI/IHGP6OJII/I‘{KI/I U3BO/] Baamkeosor

mpou3Bo/ia je bialnkeoB Tpon3BO/I.

CtaB 3.8. Hexa je B(z) womauan Baawxeos npouseod. Tada je B"(z) maxobhe
Baawxeos npouseod. Hyae Baawxeosoe npouzeoda B"(z) cy ynpaso xpumummne

mauke Baawkeosoz npoussoda B(z).

Joxas. Ouurnenno je ma je B"(z) xomomopdua dymkimja ma I, a Ha OCHOBY

CraBa @ sobujaMo 1a je ‘li|m1 |B"(2)| = 1. Hakne, B"(z) je xonauan Biamkeosn
z|—

mpou3BoJL. JacHoO je jia cy merose HyJe yrnpaso Hyse dyukimje B'(2) koje ce Hataze
y D. 0
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Kacuuje hemo Bunmern na BiamikeoB mpousBoj pejga n uMa TadyHo n — 1 Kpu-
TUYHY Ta4dKy. ¥3 HOMON TOr TBphema 3aKJbydyjeMo Jia je XUIepOOJIUIKNA U3BO/I
Baamkeosor mpoussoja peaa n Biamrkeos mpousBo pema n — 1.

[Tomro cmo yBesn xunepbosimaku JudepeHIjaan KOJUIHIK, MOKeMO (Hop-

mynucaru u ciaenehy reopemy u3 ([ crp. 254)

Teopema 3.9. Hexa je w € D npoussowno. Tada je B(z) womauwan Baawkeos
npouseod cmenenwa N axo u camo axo je B*(z,w) wonauan Baawkeos npouseod

cmenena n — 1 no npomen/bueoj z.

Jloxas. Heka je npo B(z) xonauan Buamkeo mpousson pema n. Tama je, na
ocuoBy Ilociemuie @, u dysKIWmja 2 — Qpw) © B(2) = [B(z), B(w)] Takobe

Baamkeos npousso pea n. Taj Biamkeos mponusBo ce aHyupa 3a 2 = w, 1Ma OH
[B(z), B(w)]

cazpxku GakTop p,(z) = [z, w]. Bakmyuyjemo 1a je z — B*(z,w) = iz ]
Z, W

BiramkeoB nipoussoj peaa n — 1.
[IpernocraBumo caga ma je z — B*(z,w) Buamkeos npoussoy pega n — 1.
JacHo je 51a je Taza u
Z = B*(Z,U)) ’ [Zaw] = B*(Z,W)(pw(2>

bBiamkeoB nmpousBos. Y nuramwy je biankeoB mpousBoj pefa n

B(z) — B(w

|, B) - Bw)
1 — B(z)B(w)

OmHOCHO, KOMIIO3UIM]a P B(y) © B. KoMmosunujoM ca j1ese crpane ayToMopGu3MOM

JIACKA (_ p(y) JIOJIA3UMO JIO 3aK/bydKa Ja je B(z) Buamkeos nmponssos pega n. [
Oga Teopema je anajioraa cjeaehoj TeopeMn 3a MOJUHOME:

Teopema. 3a damo w € C, P(2) je nosunom cmenena k axo u camo axo je duge-

PEHUUJANHU KOAUMHUK

P(z) - P(w)
z—w

noaurom cmenera k — 1 no npomerpusoj z.

P#(z,w) =

3.3 Dbpoj kputnyamx tadaka BbJarrkeoBor

npou3Boaa

Ako npezcrasuMo Biiamkeos mpousBoj Kao y (@), [IpH YeMy je

Pz)=ay+ a1z + ...+ a,2",
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Jobujamo Ja je

B (Cotmet Fan (3.6)
T fa .+

G(z)

akie, B'(z) =
A (2) (@pz" +aqz"t+ ...+ @)

5, be je

G() = (o1 + 207 + .4 mee (@G + T 44 )

—(w+az+...Fapz”)(nagz" P+ (n—1Dag+...+ap_1) (3.7)

Qn—l(

=z NOy Y — Ny ag) + 227 2() + -+

n=1 v nomunomy

Ha 6u 6uno B'(z) = 0, mopa 6utun G(z) = 0. Ilomro y3 wran z
G umamo (no, @y — ndpay,) = 0, G je mosmHOM crenena Hajsuine 2n — 2. Jlakie,
Braamkeos nmpousson B mMa HajBulle 2n — 2 KpUTAYHE TadKe.

Ha ocrosy jemmakocru B(z)B(1/Z) = 1 3ak/bydyjemo ma cy BiamkeoBu mpou-
3BO/IM Ha ojipeheH HAYUH CUMETPUYHM Yy OJHOCY Ha jempumuuaau juck . Jla ducmo
BUJIEJIM KaKBa CUMETPHja BaXKW 3a KPUTHUIHE Tadke, qudepennnpahemMo oBy jei-

Hakoct. byayhu na je

= (50) = (807
= B(1/2) (-1/7) (38)

l ————=
= LB/,
J10bujamMo
B/(:)B(1/7) = B(:)B(1/)/2
OJIHOCHO .
B'(z) = —23(2)23’(1/3). (3.9)
z
Kako nosnasua jemnakoct Baxku 3a z € C\ {0,21,...,2,,1/71,...,1/Z,}, moxkemo

dopmyucatu ciegaehu cras.

Cras 3.10. Hexa je B Baawwkeos npouseod u ¢ € C\ {0} maxsa da je B(() # 0.
Tada je B'(¢) = 0 axo u camo axo je B'(1/¢) = 0.

Ha ocmoBy mperxomHor craBa, KpUTUIHE TadKe ,,J10/1a3€ y MapoBUMa’, 1a MO-
xkeMo ovekuBaTu ja y D Biamkeos mponsBon B mMa HajBuile n — 1 KPUTUYHY

Tadyky. Baxku jadge TBpheme.
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

n

Teopema 3.11. Hexa je B(z) = | | 1Z _ik Baawreos npouseod peda n. Tada
— ZER
=1

dyrruyuja B'(z) uma maurno n — 1 wyay ynymap jedunuwnoz ducka D.

Jloxas. Younmo dyHKIHjy

n—1

=Y i 2lne
k=1
Osa dynknyja je xomomopdHa Ha D, 1 32 z = € mmamo
n—1 9
5 = | (7 i)
n—1 2 i0 -1
[ e (=) 2
k=1
_ Z L |
— (1 — Zxe?) (e — z)
B ”Zl 1 — |22
— |1 — Zet?]?’

na je |g(z)| < |B'(z)| 3a ceako z € T. Obe dyukimje cy xomomopdue na D, na

npuMmeHnoM Pyieose Teopeme 3akibydyjemo ja gyukunuje B'(z) u

- |Zn|2

(1_Zn)

aKo 1 caMo ako je B,(z) = 0. Mebhyrum, kaxo je B,(z) Biamkeos mpoussox pena

umajy uctu 6poj myna y D. Kako je #03az€eD, B(z)—g(z) =0

n — 1, 3akspyayjemo na byuknuje B'(z) — g(z), ma u B'(z) umajy taaso n — 1 Hymty
y D. O

3.4 Tayc-Jlyka Teopema 3a BiaiiikeoBe
IPOU3BO/IE

Cuenelin pesysrar ce mpBH IMyT UMIUIMIUTHO jaBuo y LaycosoMf] pasy, a ek-

CIUIMIUTHO ra je dopMmysmcao u gokazao Jlykall y pay [9].

*Carl Friedrich Gauf (1777 - 1855) — HeMauku MaTeMaTudap, aCTPOHOM, KapTorpad u dpusuaap
tFelix Lucas
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Teopema 3.12 (Tayc-JIyka). Hexa je P nekoHCmManman MOHUNAGH NOAUHOM Ca

HYAAMA Q1, A, . . ., Ay. Tada ce nyae noaunoma P'(2) nanase y cog(ay, as, . .. ,an)ﬁ.

Jloxas. Heka je ( mpousBosbHa Hysa mosmaoma P’. Ako je ¢ yjeaHo u Hy/ia moJIu-
HoMa P, 1j. ( = a, TpuBHjasIHO Baxu Ja je ( € cog(ay, as, ..., a,). [IpermocraBumo

zato na je P((¢) # 0. Tazma je norapuramcku usson P’/ P jeqnax Hysu, Tj.

) (;1““—‘”“)) :Zc— _ZK—%P

Hake, nmamo 1a je

CZ |(— Clk|2 Z |C—Gk|2

IIa "1 "
¢ —ag|™?
gzzak.n'—|. (3.10)
=1 3|0 — a7
j=1

~ a7
[Tomro je n—k = 1, y jemnaxoctu (B.10) je myma nosmuoma P’ mpej-

k=10 —ay]?

j=1

CTaBJbeHA KAO KOHBEKCHA KOMOUHAIM]ja Hysia nojmHoMma P, a ( € co(ay, ag, . . ., ay,).

]

Hoka3 anajoruor Tphema 3a biamkeose npoussose gaau cy @pukan nu Mair-
peru y [10]. IIpe mero mro KpeHeMo ca JTOKa30M, TOKaXKUMO jeTHO TOMONHO TBphe-
we. Jlokasz Tor Tephema koju je oBJie npeserToBan ce moxke nahu y [11]. Ha ucrom
MecTy ce MOxKe Hahm m Jmcta pedepeHIr Ka JIDYTUM JIOKAa3WMa U Ka JIOKa3UMa

CIIUYIHUX TBphema.

Jlema 3.13. Hexa cy damu nosuromu

p

f(z):a0+a1z+...+anznZH(Z—Zj)mja an 7 0

J=1

F(Z) = (Go +50) + (Cll +51)Z + ...+ (an —|—€n)z"’

u Hexa je 0 < rp < n;éin |2k — 2j|. Tada nocmoju € > 0 makso da noaurom F(z)
jk
UMa MauHo My, Hyaa yrymap kpysrcruye Cy ca YUEHMPOM Y Zx NOAYNPEHUKA T

Kad 200 je €; < € 3a ceaxo j € 1,n.

fCa cop(z1, 22, . .., 2,) O3HAUABAMO EyKJIMICKM KOHBEKCHH OMOTAY TAYAKA 21,22, - - - ; Zn-
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

Zloxas. Heka je

P(z)=¢p+e1z+...+e12" N

3a z € C} umamo ja je
n—1
IP(z)] Setlzle .. el < (r+ |ml),
j=0
JOK je 3a z € ()},

p
1£(2)] > anri™ [ [ (125 = 26l = r)™ = 6 > 0.
=1
J#h

J
Ba0 < e < —— je |P(2)| < |f(2)], na ma ocroBy PymeoBe Teopeme

n—1 )

> (e + |2e])?

7=0

nmamo 1a f u F = f 4+ P umajy uctu 6poj nysna yuyrap kpyxuuie Cy. TBpheme
cJIes TIONITO je jenuna mysa dpyukiyje f yuyrap kpyzxuauie C) Tadka zp ¥ TO je

HyJIa BHUIIECTPYKOCTH 171. [

Teopema 3.14 (h-T'ayc-JIyka). Hexa je B Baawkeos npoussod ca HYysama z1, 2o, . - -

Tada ce nyae pynryuje B' xoje cy y D nanaze y co(zy, 29, ..., 2p)-
Jloxas. YBeauMO O3HAKe
D.={zeD|Imz<0} u Dy={zeD|Imz>0}.

[Tpumernmo J1a cy oo nosiypaBuu y IloenkaepoBom uck MoOfesy, a cCaMUM THM
1 KOHBEKCHU CKymoBu. lIpermocraBumo Hajupe ja cy cBe Hysie BiammkeoBor mpo-
usBosa B caapxane y D, . [Tokazahiemo na cy Taga u cse Hyse usBoma B’ Momyia
mamer on 1 takohe y D,. Ciauuno kKao y J0Ka3y Teopeme , aKo je z HyJa
dyukmmje B’ koja je yjeano u nysna dpyHknuje B TpuBmjaiaHo Baxku ga je z € D .
[TpernocraBumo 3aro na je B'(z) = 0, B(z) # 0 u mocMarpajMo JIOrapuTaMCKu
n3BoJ, pyHKIWje B
B'(z) _ 1 — |zl
B ; (1—Zg2)(z — 2zx)
YBenumo o3HaKy Yy (z) = 1__ 2] . Ako nokaxkemo ma je Im (¢ (2)) >
o (1 —Zx2)(2 — 2x)
0 3a cBako z € D_, HA OCHOBY jeJIHAKOCTH

() -2 (=t =)
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I'ZIABA 3. U3BOJ KOHAYHUX BJIAIIIKEOBUX ITPOU3BOJA

nmahemo na je B'(z) # 0 3a z € D, Im(z) < 0.
Iocmarpajmo 3ato ¥y (D_). @yukimja 1 je xonomopdna na C\ {2, 1/Z;}, ma n
ua D_. Jlakie, ciuka obaactu ¢y (ID_) je obmact ca rpamumom ¥y, (OD_). Oxpeaumo
Ty 0OJIACT.
Hexka je mpo ¢, 1 < 6 < 27 momykpyzxuu jneo rpanute 0D_. Kaxo je
1— ‘Zk‘Q
(1 _ Z—keie)eie(l _ zke—ie)
1— |
_ |Zk| 6719’
|1 _ Z—k610|2
uvamo Im(y(e)) > 0 3a 6 € (7,27) u Im(¢y(e?)) = 0 3a 0 € {r,2r}.
[Tocmarpajmo casa ciauky cermenta [—1, 1] npu npeciukasamwy ¥y. Kako je
|l A R Sl 1
(1 — Zkt)(t — Zk) N |1 — Zkt|2|t — Zk|2

¢k(ei9) —

Ui(t) = (1 —zt)(t — Z),

10BOJBHO je oxpermutu Im((1 — z:t)(t — 2¢)). 3a t € R, Baxn
Im((1 — 2t)(t — Z)) = Im(t — 2t® + |22t — Z) = —t* Im(2) + Im(zy).

Konauno, no6umu cmo ga je Im(¢(t)) = (1 — t3)Im(z,) > 0, 3a t € [—1,1] npnu
JeMy ce JeJHAKOCT JIOCTHZKE CaMO Ha KpajeBuMa HMHTepBaJja. IIpuToM, Ha OCHOBY
craBa @ umamo u Y (£1) # 0. Hakie, 1o6uam cMo Ja je CIMKa 3aTBOPEHE JOHE
noyKkpyzkuute D_ Ipu CBAKOM OJ] IMPECINKABAA 1, CAIPIKAHA Y 32TBOPEHO]
nosypasau 6e3 myme H \ {0}, rae je H = {z € C | Im z > 0} ropma momypasam.
Oryma, 6yayhu ma je

= 1(2) o (2) + ...+ Yu(2) (3.11)

uvamo u ja B'/B cmuka D_ y mexun nogckyn ckyma H \ {0}. Jpyrum pedanma
B'(z) #03a2€D_.

Heka ce cana nyie zi,29,..., 2, biamkeoBor mpousBoga B najaze y D_ U
(—1,1). 3a gosospro Besmko | € N mocroju Bramkeos npousson B; ca Hynama
21 + %, 29 + %, N % ITokazahemo na kputuvne Tayke BiankeoBor mponsBo/ia
B; Texxe ka KpuTHIHUM TadkaMa BuamkeoBor nmpousBoga B kax [ — oo. M3Box

Bramkeosor mpoussoza B je

1—|z)? o 2 — 2
B/(Z): |z/€| HZ Zj

— (1 —%52)? e 1—-7%z2
j#k
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[Tormiro je B'(z) panmonanna yHKIMja, MOXKEMO je HamucaTu y obauky B'(z) =

P(2)

0%)’ rie cy P, () nomusomu. JacHo je ma cy rtajga Hyste dyukuuje B'(z) ynpaso
uyse noauaoma P(z). Koedunujentu nommuoma P(z) cy Henmpekuanae DyHKIMje Mo
(21,22, ..., 2,) € D" jep cBaKM OJI BHUX HACTAjE KOHAYHUM CAOUPAHEM U MHOMKEHEM
opojeBa 21,29, ..., 2, € D.

[Tpencrasumo cana Bramkeos nmpousson Bj(2z) Kao KOJIUIHUK JBA MOJTHHOMA

-

no (z1+ 1/l 20+ 1/1,..., 2, + 1/1) 3akbydyjemo na cBaku of KoedulpjeHaTa, mo-

. Homrro cy koedunujentn noaunoma Pj(z) Henpekuae dyHKIMje

muaoMa P)(z) Texxu Ka oxrosapajyhiem koedurmjenty noauaoma P(z) kam | — 0o.
Oryma, HA OCHOBY JieMe , UMaMO U Ja CBe HyJie mojmHoMa Pj(z) Texe Ka Hy-
mu onimHoMa, P(2). Ipyrum peuanma, kpurudHe Tadke Biamkeosor npoussona B
TeXKe Ka KPUTUIHUM Tadkama BJranikeoBor npoussoma B kaj | — oo.

Heka je cayia B BiamkeoB rnmpousBoj, ca HyJaama zi, 29, . . ., Z,, 1 HEKa cy, 0e3
YMAaIbEIba OIIITOCTH 21, 29, . . ., Z; TeMeHa h-KOHBEKCHOT A-TIOJIMTOHA Yy YHjOj Ce
YHYTPAIIHOCTU HaJsla3e cBe Hyse dynkimje B. Takohe MoxkeMo npermnocTtaBuTu j1a
Cy Zi, ziv1 3a 1 € 0,m — 1, mpu 9emy cMO, jeITHOCTABHOCTH PAJIA 3& TEME 2, YBEJIU
U JOJIATHY O3HAKY 20 = Zp.

Hexka je p; € Aut(D) Taxso ma je ¢;(z;) = 0,¢;(2j41) € (—1,1). Tana, 6yxyhu
na ce h-npasa | Koja caJpKu Tadke 2; U zj41 ciuka Ha @;(l) = (—1,1), u cBe Tauke
21,22, .., %, Ce HAJIA3e ca UCTe CTpaHe h-mpase | nMaMo 1 11a ce cBe Tadke ¢;(2)
HaJsta3e ca ucre crpame h-mpase (—1,1). Moxkemo rapanrosaru na ce ¢;(2;) Hazase
Gamr y D, .

Ha ocnoBy nperxomauo nokasanor cse nyse dyukmmje (B o p;) ce nanaze y Dy

" ako u camo ako je B'(¢;(()) = 0,

MebyTum, xako je ¢ myna dynkimje (B o ¢;)
uMamo ja cy Hysie dpyHkuuje B’ caapkane y goj_l(]DLr).,ZLaKﬂe, cBe Hyse QyHKIMje
B’ ce nayaze y

m

D= ﬂ ;' (Dy).

=0
ITommro je D, h-xomBekcan ckyi, Takas je u D. Takobe, n gpj_l(]DTJr) jé KOHBEKCaH
Kao0 CJIMKa h-KOHBEKCHOT XunepdbosndakoM mzomerpujom. [lakie, D je h-konBekcan

CKYTI Kao pecek h-KOHBEKCHUX, JIOK TPUBUJATHO BAXKU JIa je 21, 22, ..., 2, € D. [
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3.5 MapaenoBa TeopeMma 3a BbJiiammkeoBe

IPOU3BO/IE

3a mosimHoMe JIPyror m Tpeher crereHa JIAKO MOYXKEMO OJIPE/IUTU HyJe U3BO/A
Kao (byHKIM]y OJ1 HyJIa MOJAa3HUX MOJUnHOMa. KOHKPETHO, 3a TOJIMHOM JIPYTOT CTe-
nena umamo P(z) = (z —a)(z —b), ma je P'(z) = 2z — (a+b) u BuamMO Ja ce HyJIa
U3BOJIa HAJIA3U HA CPEJIVHU JIy2KU YUWjU Cy KpajeBu HyJie mojuHoma. llormemajmo
IIITa ce JieranBa ca bJankeoBuM ITPOu3BOOM JIpYyTOT cTeneHa. [IpermocraBumo 3a

movyeTak ja cy Hyse BiramkeoBor mpousBoma B tauke z = 0 u z = a > 0. Tama je

Z—a 1—a? 2z —az’ —a
B’ = =
(2) 1—az +Z(1 —az)? (1 —az)?

1 1

Haxae, nyna ussoza B'(z) je 2 = — — 4/ — — 1, a 0Bo 3aucra jecte XunepoosniKa
a a

cpenuna ayxRu [0, alp.

Ogarosapajyhe TBpheme 3a mosmHoMe crenena Tpu je MapaernoBa Teopema.

Teopema 3.15 (MapgenoBa Tteopema). Hexa je P(z) noaunom mpehee cmenena
ca HYyAaMa 21, 2, 23 € C, u nexa je E jeduncmeena eaunca xoja je maH2ewmua Ha
C8aKY cmparuyy mpoyesa Nzy2ezz Y rwernom cpeduwmy. Tada cy nyae noauroma

P'(z) ynpaso goxycu eaunce E.

Hapennu jokas nao je Kanman y pauy [12] u macrao je kombunaiujom Map-

nenosorf] u Bomeposorll noasa xoju ce mory mahin y [11] u [13).

JIema 3.16. Hexa je P noaurnom mpehee cmenena, u M(z) = az+0b, a # 0. Tada
je P o M maxohe nosurom mpehez cmenena. Axo cy z1, 2, U 23 HYAE NOAUHOMA
P, mada cy M~(z1), M= (25) u M~Y(z3) nyae noaunoma P o M u axo cy (1, (o

nyae noaunoma P, mada cy M—((y) u M~ (¢y) nyae noaunoma (Po M)'.

Jloxas. Heka je P(z) = azz® + a22® + a1z + ag, az # 0 nosmuom Tpeher crenena
ca HyJgaMa zi, 2, 23. JacHo je ga je P o M(z) takohe momunom Tpeher crenena.
Nmamo na je Po M(() = 0 ako u camo axo je M((¢) = z;, 3a mexo j € {1,2,3}.
Haxne, myste nomunoma P o M cy ynpaso M~ (z1), M~ (25) u M~ (z3).
Kaxko je
(PoM)(z) =P oM(z)  M'(z) =aP' o M(2),

*Morris Marden (1905 - 1991) — amepuukHu MaTemMaTHIap.
fMaxime Bocher (1867 - 1918) — aMepuaku MaTemMaTHIap.
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u a # 0 myne nomanoma P o M cy ynpaso M ~1(¢;), M—Y((,), tne cy (i, Hyne

nojimaoma P’. O]

HapaBHo, InocjieAma JieMa BaXK1 1M 3a ITOJIMHOME IIPOM3BOJbHOI CTEIICHA.

w

-1 0 1 0 1

Ciuka 3.1:

oxas Mapdenose meopeme. 3a mpousBosbaH mOJUHOM () Tpeher cremeHa mocroje
a € C\ {0} ub e C raksu ga nmommnom P = Q o M uma nyne —1,1 u w € H.
[Tocmatpajmo 3ato nomuuom P(z) = (1 — 2%)(z — w). W3Box oBor noauHoMma je
P'(z) = 32° — 2wz — 1. JlaxJie, ako cy 21 U 2o HyJje nojunoma P’'(z) umamo ja je
2 1
z1+22:§w " z1-22:—§.
OnnocHo, argz; + argze = 7, na cy yrjiaoBu Koje ayxu [0, z1] u [0, 23] rpaze ca
peasnom ocoMm jenuaku. To 3Ha4UM 7@, aKo 3a esuricy € ca (GOKycuMa 21 U 2y BaXKu
0 € &, Tama je, Ha OCHOBY ONTHYKOI CBOjCTBA, peaHA OCA TAHMEHTHA HA OBY
eJIUIICY .

ITokazahemo j1a je jeHa eurca ca POKycUMa, 21, 2o TAHTE€HTHA Ha CBE CTPAHUIIE
rpoyria. CJIMYHO KAo M MaJionpe, MOXKeMO mnocMarparu noauaoMm P(z) = z(z —
1)(z — w). tberos usBox je P'(z) = 32% — 22(1 + w) + w ca Hynama z; u zy. Heka
je £ emumca uuju cy GOKycH Taduke 21,2, M Koja caapxKu mosiopuny myxku [0, 1].
Ha ocnoBy mperxojHOr, peajHa oca je TaHTeHTHa Ha oBy esaurncy. Heka je ¢ apyra
TaHreHTa Ha enauncy £ Koja mosasu u3 tadke (. Ha ocHoBy crasa UMaMO J1a
je Z(t, [0, z1]) = Z£(]0, z2], [0, 1]). MehyTum, xako je

14w
21+ 29 = T,

Z1 %y =

v s
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nobujamo arg z; + arg ze = argw, 1o ject Z([0,w], [0, z1]) = Z([0, 22}, [0, 1]). daxue,
[0, w] C t. O

Hokas napeauor Tphema nao je Cunrep y pauy [14] kopucrehin Kiajuos mogesn
xurniepbosimyke paBuu. Mu hemo oBo TBpheme mokazaTu mparehu moka3 mpeTxoaHor

TBphema.

Teopema 3.17 (Mapzenosa Teopema 3a Buamkeose npoussone). Heka je B(z)
Baawxeos npoussod mpehez cmenena ca nyaama z1, 2o u z3. Hyae gynryuje B'(2)
roje ce nanade y D cy goxycu h-eaunce € xojoj cy cmpanuuye h-mpoyena Npz12023

h-maneenmme y ceojum cpeduwmuma.

Z1 22

| = i

Cawuka 3.2: h-rpoyrsioBu ca temeruma 0,a u w (y1eBo) u —a,a u w (zmecuo). Ca
21, %9 Cy O3Ha4YeHe KPUTUYIHE TadKe BJIalllKeoBOr IPOU3BOJA 4Uje Cy HyJIe TEMEHA
TPOyTJIA.

/loxas. 3a mpousBosban BuamkeoB mpousBos B uuje cy HyJe ai,ds,d3 MOCTOJU
ayromopduszaM @ JIMCKa KOjU TadKy ag IpecjuKaBa y Tadky w € Dy, m Tadxe

ai,as y rauke —a,a € (—1,1). Ilocmarpajmo 3aro Bramkeos npoussosn

Z—a zZ+a Z—w

By (z)

l—az 14+az 1—wz
quje ¢y HyJIe YIIPABO Ta4Ke —a,a W w. Iberos m3sor je
)

l—|af* z+a z—w 1—1a]* 2—a z—w 1—|wf* (z2—a)(z+a)

B/ — .
(2) (1—az)?1+azl—wz (1+az)?l—-azl—wz (1—wz)?(l—az)(l+az)
Haxkon cBobhema Ha 3aje IHUYKKM UMEHUJIALL JI00UjaMo Jia cy HyJsie u3Boja B’ yrnpaBo
HyJIe TTOJINHOMA
s 1—at o 3at|w|? + a* — |w|* — 3 w 1—at

. 22——— + 1.
2 1= [P cA—w) @i ep "
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[Torro 3HaMO Ja je z; Hyja OBOI MOJUHOMA aKO M caMo ako je 1/Z7 Hysa oBOr
MOJIMHOMa MOXKEMO IPETIIOCTABUTH & Cy 21, 22, 1/Z1,1/Z3 Hysie oBOr moOJmMHOMA,
pu 4eMmy z1, 2o € D. Ilomo je

- = ]-7

nMaMo J1a je 2arg z; + 2arg zo = 2w, 1a je arg z; + arg 2o = m. Y3 TO, KaKo je
w 1—at

1/Zi+1/Z25=-2———€D
Z1+22+ /Zl+ /Zg a21_‘w‘2 +

3aKJbydyjeMo Jia je 6ap jeman o 21, zo € D,. U3 jennakoctu argz, + argzy = 7
3aKJbydyjeMO J1a Cy Tajia obe Tadke 2] U Zy Y TOPHEM MOJIYJIUCKY, KA0o U Ja Cy
yrsosu Koje ayxu [0, z1] u [0, 23] 3akianajy ca peasHoMm ocom cy jenHaxe. Jlakie,
HA OCHOBY ONTHUYKOI CBOjCTBa eJmIice (Teopema ), 3aKJbydyjeMO JIa je peasiHa
oca h-tanrenTa h-esuiice ca pOKyCcUMa 2| U 2o KOja cajapxku Tadky (.

Nmamo cieehn 3aksbydak: Ako je B BiaikeoB mpousBoj duje cy HyJe 21, 2o
" z3, Kputudnae tadke ( u (o, u € h-enmunca ca doxkycuma (4 n (o KOja CaapKu
h-tonoBuny s crpanuiie h-tpoyria Az 2923, Taja je Ta CTpaHUIa h-TaHTeHTHA Ha,
Eys.

Kao n npunukom mokasza MapieHoBe Teopeme, nmokazaheMo ga Taksa h-ejmiica
£, Koja mommpyje jemHy crpanHuily h-Tpoyriaa /\j,zizez3, JOAUPYje W OCTaJIe IBE
CTPaHUIIE TOT TPOYTJIA.

Amnajtorao mokaly MapjieHoBe TeopeMme, MOCMATpPajMO OBOr IyTa bBJrarikeos
IPOU3BOJL

Z—a4 Z—W

B(z) =z

1—azl—wz
ca nynama 0,a u w. Hberos uzBos je

, z—a z—w 1—a*> z-w z—a 1—|wf?
B(Z): . — z . — : 9>
l—az 1-—wz (1—-az)? 1—wz l—az (1-—wz)?

IIa Cy IberoBe KpUTHUYIHE TadKe HYJI€ IIOJIMHOMa Y€TBPTOI' CTEIICHA

P(z) = pz* — 252° + 223+ |s]* — |p|*) — 252 +p
5, S|P lpl? . 2

:z4—2iz3+Mzz—Tsz+£,

p p p p

Py 9eMy je p = aw U § = a + W.
Kao u y mperxoiHoM ciyuajy, HeKa Cy 21, 22, 1/Z1, 1/Z3 nyne dbyukuuje B’ ¢

TUM J1a je 21, 2o € D. Kako je
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J00ujaMo 2129 = aw, T1a BaXK# J1a je
arg zy + arg zo = argw.

Opnnocno, Z([0,1),[0,22)) = Z([0, 21), [0,w)). daxie, ako je £ emmnca auju cy ¢o-
KyCH TadkKe 21 U 2o KOja moaupyje h-crpanuity [0,al, h-tpoyria ApOaw Tajga oHa,
Ha OCHOBY CTaBa , nomupyje u h-crpanuiy [0, w]y, Tor h-rpoyria. Joaupua tad-
Ka oBe h-esurice u h-Tpoyria je yupaso h-cpemuiire h-crpanute [0, w],. Ha ucru
HaYWH ce mokasyje na enurca £ momupyje u tpehy crpanuiy h-tpoyria ApOaw.

Jaxne, £ je yupaso h-ejuica ymucana y h-trpoyrao AyOaw. ]
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I'maBsa 4

Pemema jegnaumue B(z) = v

Y oBoj raBu hemo mocmarparu periema jegpnaunte B(z) = v, tae je B Baa-
mKkeoB mpoussoj, a |y| = 1. Ha ocuoBy mocsenure @ 3HAMO Ja 3a DJialikeos
IIPOU3BOJL, pe/ia N TMOCTOJU TAYHO N PA3JIUUUTUX Tadaka Ha T Koje Ccy pellere jaTe
jeanauune. Y caydajy n = 3, IMOBJIAYE€HEM TeTHUBa KOje Cliajajy Ta periema bBira-
IITKEOBOM TIPOU3BO/IY MOXKEMO JIa MIPUJIPYKUMO €JTUIICY U J00MjaMO CUTYaIljy Koja
je Ha Hekm HauymH oOpHyTa [loHCesreoBOM mopmsmy. PesynraTtn mpukasaHu y OBOj

raBu ce Mory nponahu y Kmusn [[15).

4.1 IloHcesieoB mopusam

Hlopuamu” cy Has3uB jemgHor o u3ryosbeHnx EykamaoBux mesna. Y MOJIEpPHO]
JINTEPATYPHU C€ TEPMUH ,,[IOpU3aM’ IOMHUE-E CAaMO y3 Ha3WBE HEKUX TEOpeMa U TaJa
ce 3HAYCIhe TEPMUHA ,JIopu3aM’ He pasjnKyje o TepMuna ,reopema’. [Ipumepu cy
[MIrajuepos nopusam u [lonceneos nopuzam (IToHceseoBa Teopema 0 3aTBOPEY ).
Hcropuja oBor TepMuHa je KOMILJIMKOBAHA.

IIo TBphemuma HpOKﬂaﬁ, y UCTOPHUjCKO]j JINTEPATYPU CE TEPMHUH ,JIOpU3aM’ KO-
PHUCTHO Kao TepMUH 3a mocseauity.[16] Beberepos peunuk [17] naje nse nedunu-
nuje repmuna opusam’. [Ipema npeoj medununmju, ,Jmopusam’ je nocaeduya Koja
caedu us doxasa. Ipyra nedurunmja y Bebcrepoom peunnky mormue u3 Ilaejde-
poBux Memoapa [16] u menyje HajbIMKe KOHTEKCTY Yy KOME Ce OBaj TEPMUH JIaHAC
nomuibe. [1nejdep nmopuzam nedpununire kao .. IBpheme Koje moTBphyje mocrojame

ycJoBa ipu Kojuma ojpehenu mpobsiem mMa 6G€CKOHAYHO MHOTO periema...” i

*pdnhoc 6 Awddoyoc (412 - 485) — rpuxu purozod
17 A proposition affirming the possibility of finding such conditions as will render a certain
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[lonceneoB mopusaMm je MO3HAT PE3yJITAT U3 MPOJEKTUBHE T'E€OMETPHje KOjU je

J100mo nMme 1o PpaHIryCKOM MaTeMaTu4dapy u nuxkemepy 2Kan BukTop HOHCGJIeyﬁ.

Teopema 4.1 (Ilonceneos nopuzam). Heka cy dame dee xonuke y pashu ki u
ky. Axo mocmoju n-moyeao Koju je onucan oko Konuke ki u ynucar Yy KoOHUKY ko
mada nocmoju 6eCckoOHaUHO MHO20 Makeux n-moyesosa. Ceaxa mauka xoHuxe ko
je meme jednoz makeoz noAu20HaG U C6AKa Mauka KoHuke ki je mauwka Yy K0joj je

HERU maras NoAUucOH TMaHZEHTAH HG k,’l.

4.2 DbuaaikeoBu IMpPou3BOAM CTeEIl€Ha 3

IIpe Hero mTo mokaxkeMo KaKoO Ce€ eJIMICe Ha MPUPOJIAH HAYUH MOTY IPUJIPY-
JKUTH BJ1almkeoBoM TPOU3BO/LY CTENEHa 3, IIOCMATPajMo IIPBO BJaIrkeoB mpons3Bo/I

crenena 2. Kao u obu4uno, npermnocrapuhemo m1a je

Z— Qa1 Z — Qg

B(z) =

1l—azl—azz

Ha ocHoBy mocienurie @ 3HAMO Ja 3a cBako |y| = 1 jennaumna B(z) = v uma
TAYHO JIBa PA3JIMYNTA PEIlema 21 U 2. Jlakie, cBakoj Tauku 2z € T MOXKeMO TpH-
JIPYKUTH joII jegny Tauky 2z’ taksy ja je B(z) = B(2').
YKOJIMKO MOBY4YeMO JIy?KH KOje Cliajajy TakBe mapoBe Tadaka z u z', Bujgehemo
Jla CBe OHe IpoJia3e KPOo3 je/IHy TadKy Kao Ha CJIUIHN @ CrerujasHo, yKOJIUKO
je B(0) = 0 cBe Te jayxKu mpoJiaze Kpo3 Jpyry HyJsy BJiallkeoBOr MmpousBojA.
[Tokaxkumo 1a ce ciaydaj y KoMe BjalikeoB mpousBona B uma jaBe TPOU3BOJHHE
HyJIe MO2KEe CBECTH Ha CJIydaj KaJia je jeTHa O]l HBeroBUX HyJsla Tadka 2z = 0.
. Z—a1 2 —a
Hexka je mar Buamkeos npousson B(z) = — — DBJamkeoB mpousBo
1—a1z1—a3z
ca HyJaMa aq, as € D. ledpunummmo Bramkeos mpoussoa B ca

= B(z) — B(0)
B Z) = ©] B )= ———".

(2) = o0 Bl = 220
Jacno je na je E(O) = 0, a momrTo je Yp(o) OujexImja, IMaMo Ja je E(zl) = E(zz)
aKo M caMo ako je B(z1) = B(zy). dpyrum peunma, jayxKu jg00ujeHe Ha ITPETXOTHO
ommcan HauuH 3a Boiamkeose npoussone B u B ce He paziukyjy. Jlakiie, 10B0/bHO

je pasmorpuTu ciay4aj kaga je B(0) = 0.

determinate problem indeterminate or capable of innumerable solutions...”
*Jean-Victor Poncelet (1788-1867) - @paniryckn MaTeMaTHIap, WHXKEmEp U redepa [lommrex-
HUYKE ILIKOJIE.
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/
22 ,

VA

<)
ilw:

Cnuka 4.1: Cse jay:ku Koje cnajajy Tadke z u 2’ mMpojase Kpo3 UCTY TadKy f.

Teopema 4.2. Hexa je
z—a

B(z) =
(z) Zl —az

Baawkeos npouseod dpyeoe cmenena u HEKA CY zo, 2, € T dee pasaunume mawke
maxee da sancu B(zy) = B(z)). Tada ce a narasu na dyscu koja cnaja mavke zo

/
u Zg.

Joxas. Heka cy 1o, € (0,1) u 6,0, € [0,27) Taksu na je zy = a + roe'® u
! i)

2 = a + rje%. Tomrro je |z = |a + ree| = 1 umamo na je

Zp—a roetf 20
B = = — = "0,
(20) = 20 20(Zo —a)  roeo c

Haxane, u3 jemnaxoctn B(z) = B(z}) sakmyuyjemo na je e?% = %, Tlomro cy

2o U z), pa3MJIuTe TadKe, 3aK/bydyjeMo 1a je |0y — 0y = T, O

Cama moxkemo nocmarpaTtu u Buamkeose mpousBojie Tpeher cremnena. Kao u
MaJIoIIpe, JOBOJBHO je mocMaTpaTu Biramkeose mpounssosie ca nynama 0, aq, as 00Jm-

Ka
Z— Qa1 =2 — Q9

B(z) = .
(2) Zl—a_lzl—a_gz

Ormer, HA OCHOBY IIOCJIETHIIE @ 3a CcBaKy Tadky 2z € T mocroje joIr TavHO JiBe pa-
simaute Tadke z2', 2" Ha jeMHUYIHO] KpyKHUIM Takse j1a je B(z) = B(Z') = B(Z").
Cnajamem omroeapajyhnx tadaka 3a cBako z € T mobmjamMo paMuinjy TpOyTJio-
Ba Ka0o Ha CJIUIU @ [Tokazahemo na oBa damuinja TPOYIJIOBA HPUJIPYKEHUX
BaamkeoBom nmpoussoy B 3ancta oxpebhyje emuncy. Ty emuncy hemo 3Batn Bia-

IIKeOBa €JIMIICA.
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21

Cunka 4.2: /Tpa Tpoyriia (J1€eBO) U IIecT TpoyrJjioBa, (JIeCHO).

Teopema 4.3. Hexa je
Z— a1y 2 — Q9

B(z) =
(2) Zl—a_lzl—a_gz

Baawreos npoussod mpehez cmenena, u HeKa cy 21, 2o U 23 MPU PA3AUMUME MAHKE

maxee da saorcu B(z1) = B(z2) = B(z3). Tada je eaunca E odpehera jednarumnom
|z —a1] + |z — az] = |1 — @yas

YNUCAHa Y mpoyaao ca MEMEHUMA 21, 29, 23. odammno, ceaka maHnzeHma Ha eAuncy

E ceue kpyorcnuuyy T y dee mauke z1, zo maxee da je B(z1) = B(zs).

Ja dbucmo nokasaJsim oBy Teopemy buhe Ham morpebHa cieneha Jiema.

Jlema 4.4. Hexa je B Baawxeos npoudsod cmenenan > 2 ca wyaama 0, a1, as, ..., 0y_1,
A € T npoussowro u mavke 21, 22, - . ., 2n—1 € T makse da je B(z;) = X sa j € 1,n.
B(z)/z
Tada ce gynryuja F(z) = % MOHCE HANUCAMU Y 0DAUKY
Z —

F(z) = (z—a)(z—as)--(z—an) _ Z m;

(z—21)(z—22) (2 — 2n) jzlz—zj’

npu wemy je

A 8) 0 <m; <1;

@) m; = z;B'(2;)’

n—1 "

1 1— |agl? =1

6 —:1—|— - - 2) m]— .
ENEESS >

=1 17 ar*’
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/loxas. Ilpumerumo Hajupe 1a je F' panuona/iHa GpyHKIIMja KAO PAITMOHAIHA, KOM-
ounanuja parmuonaanux gpynakiuja. Hyme nmennoria oBe dpyHKIMje cy peliema je-
Haumne B(z) = A\, 1j. 21, 29, . . ., 2, 112 32KJBYIyjEMO JIa je UMeHuIal OBe (PyHKIH]je
(z—21)(2—22) - - - (2—2,). C mpyre crpane, Hyjie GPOJUOLIA CY YIIPABO A1, A2, - - . , Uy 1
OJIaKJIe pacTaBJbarbeM Ha MapIiujaHe pa3jioMKe Jobujamo Jia ce F' Moxke mipejcTa-

BUTHU Y IIOMEHYTOM OOJIUKY.
n

m.
a) Muoxkemem obe crpane jegaakoctu F(z) = Z 1 ca (2 — 2z;) u mymTamem
zZ— 2
j=1 J
Ja 2 — z; 1obujamo
. B(z) . 2=z
m; = lim F(2)(z — z) = - Jim B =

[Tomrro je A = B(z;), nocieama rpaHudaa BpeaHoct je 3ampaso 1/B'(z;), ma je
B(Zj) o )\

zjB'(z;) 2 B'(2)

6) Ha ocnoBy jemaakocTu (@), oynyhu na je |z;| = 1, mmamo

B'(z; L (1=10P &2 1— |
(z) 1 ||2+Z !_k|2 |
B(z) 2z \[1-0P7 & [1 -zl

Hakon npumene naenrturera |1 — apz;| = |Z; — x| = |2; — ai| xoju Baxku jep je

KOHA1YHO MM; =

1/z; = Z; 3a |z;| = 1 nobujamo TpaxKeHy jeIHaKOCT

n—1 1— ’ak‘z

|2 — al*

L 5B
m;  B(z) —

8) 113 moceame jenHAKOCT JIako je Buiern ga je 1/m; > 1, ma kako je m; o4u-

IJIe/IHO HO3UTUBHO aobujamo na je m; € (0,1).

2) Ilymrajyhu na z — oo y jemmakoctu zF(z) = Zz e mobujaMo Ja je

ij = lim 2F(z). Bynyhn ga je B(0) = 0, Bramxkeos npoussos B MozkeMO
Z2—00

i=1

3aIuCcaTu y OOJIMKY

2"+ + a1z z
B(z) = =—+4o0(1), z— o0,
(2) w2+ 41 @ (1)
na je
B(z) z
lim zF(z) = lim = lim =1.
Hobunau cmo 1a je ij = 1 1mrTo je u TpedaJsIo JI0KA3ATH. ]

J=1

72



I'JIABA 4. PEIIEHA JEJHAYUHE B(z) =~

ITpe nokaza Teopeme mocMarpajMo jour u parwoHasny GyHriujy B(z) — A.
Jacuo je ma je B(z) — A\ pammonasHa (GyHKIHUja YUju Cy TOJOBH YIPABO MOJOBHU
BuamkeoBor mpousBoia, ogHocHo Tauke 1/ay, 1/ay, ..., 1/a,—1. Kako cy jomr myse
oBe palnoHaJjHe hyHKIMje Cy yIPaBo pellema jejnadnne B(z) = A, 0OJHOCHO TauKe

21,22, - - -, Znp, AMAMO 11 j€

(z—2z1)(z—29) -+ (2 — zn)
T—ma)(l—m2) (-7, 2)

B(z) = A=

Cnenujanno, 3a n = 3 U z = a; JeBa CTpaHa IPETXOIHEe jeHAKOCTH jeTHaKa je — N\,

Ia n3jeHadaBambeM MOJLysIa 00e cTpaHe J00HjaMo jeTHAKOCT
laj — zillaj — 2lla; — 23] = (1 = |a;[*)|1 — a1 (4.1)

/loxaz meopeme @ [TocmaTrpajmo dyHKIHU]Y

B(2)/z _omy Mo ms

B(z) — A z—zl+z—zg+z—zg'

CabuparmeM oCsIe/ha JiBa pa3aoMKa, 6yayhu ma je Ha OCHOBY Jesa 2) jeme @

my + mo + m3 = 1 mobujamo

F(Z) _ mq (m2 —+ mg)Z — MgZ3 — M329
z—2z (z — 29)(2 — 23)
Moz + ms3zo
mi 1—m
= 1— .
z—2 * ml)(Z—ZQ)(Z—Z3)

. . moz3 + M3z

Heka je (; koHBekcHa KOMOMHaIIMja Tadaka 2o U 23 ofapehena ca (; = 1
“my

Kao konBekcHa KOMOWHAIMja Tadaka 2, U 2o, jJACHO je ja (] Ipumaaa JIy:Ku Koja

nx cuaja. [Tokazahemo ma je (; 6amn Tavuka IyKU 2023 KOja je TAaHT€HTHA Ha €JIATICY

E:|z—a| + |z — az| = |1 — G1as|. Kako je F(a;) = F(ay) = 0 umamo na je
my _ (1_m1) ‘al_CI‘
|a1—21| |0J1_22Ha1_23‘
mq o (1 _ml) |(1/2—<1’ )
|Cl2—21| |a2—22||a2—23|
Cana je
a1 — il + Jaz — G1] = <\a1 —zallon = 2| | Joa — mllos = 23|)
1—m1 |CL1—21’ |CL2—21‘
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. m .
Jle/berbeM nMEHnOI1a 1 OPOjUOoIa Pa3IOMKa, : ca mq, 1 yorpedoM jeTHAKOCTH
—my

(@) MIPETXO/IHA jeIHAYMHA, TIOCTaje

1 1 — a1 — aja 1 —las|?)|1 — aya
|a1_C1|+|a2_C2|: ( | l| )’ 1 2‘_'_( |2’ )‘ 1 2|
1/m1—1

lay — 21]? lag — 2|2

Konauno, ynorpebom jieia 6) jieme @ Jiobujamo Jia je
a1 — Gi| + |ag — G| = [1 — a@yay|. (4.2)

Jlakme, Tauka (; 3amcra npunaaa eaurncu . Ocraje 1a ce mokaxke Ja je mpasa
onpehena Taukama z, W z3 3aWCTa TAHTEHTA Ha ejurcy F.

Ha 6ucmo o ypajauin, mokazaheMo Jia Cy arcojyTHe BpeHOCTH yriaoBa £ (z(1ay)
u /(z3(1a2) jemnake ojakse he TBpheme CJEAUTH HA OCHOBY OINTHUYKOL CBOjCTBA

esmrce (TeopeMa ) :

Kako je Z(z(1a1) = arg <Z :2 ), u yruiou £ (z9(1a1) u £(23¢1a2) Cy CynmpoTHO

OPHUjEeHTHUCAHU, TTOCMATPAjMO HbUXOB 30U

e (1) o (o) = (i)

Jlasbe, HA OCHOBY JieMe @ UMaMo JIa je

(2 —=C)(z—GC)  (2—GQ)zs—G) 21—G

(a1 —=C)laa—G) (@ —G)a2—GC) 21 -G

1 1
S S —
F(G) 2—G
VryioBu Cy jegHaku, Ia JIy2K 2oz3 3aUCTa jJeCTe TAHTeHTHA Ha ejuircy F y Tadyku
G- O

Haxkse, ceakom BurammkeoBoM Ipons3BOLy CTeneHa 3 KOMe ce jeHa Hysla HaJa3n
y 0 moxkemo mpuapyzxutu ejuncy. [Iparehin Tepmunonorujy us [15] ose esnmmnce
hemo 3BaTu Biamkeose esuiice, a eymiice Koje ce MOUY YIHCATH Y TPOyrao ca
temennMa Ha T hemo 3BaTu [loncesreose enurnce. Jacuo je na je cBaka Biramnikeosa
esmnca yjeqno u Ilonceneosa enurnica. [lokazahemo ma Bazkm u obpaTHO — CBaka

[Toncesieona enuiica je Byamkeosa esmmiica.

CraB 4.5. Heka cy gorycu eaunce E mauke ay,as € D. Axo nocmoju mpoyeao ca
memenuma Ha T Koju je onucar oxo eaunce E mada je ona odpehena jednavurom

|z — a1| + |z — as] = |1 — Gras|.
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/oxas. Heka cy 21,29 U z3 TeMeHa TPOyIJia OMMCAHOT OKO eymice F u3 mckasa
craBa. Ha ocHOBY Teopeme @ 3HaMO Ja 3a equncy B ¢ |z—ay|+|z—aq| = [1—a1as| n
[IPOU3BOJbHY TAUKY Ca KPYXKHUIIE 21 UMaMO TPOyrao 4uuja cy TeMeHa 21, Wy, w3 € T
Koju je onmcan oko ejuiice E’'. IIpermnocraBumo Hajpe ja je Beauka oca ejuice F
crporo Beha on Besmke oce |1 — ajas| emunce E (Cauka @)

Emunce E u E' umajy ucre dokyce na je emunca E' cagpxkana y emuncu E.
Hakie, z3 ce HAJIa3M Ha JieJIy KPY2KHOT JIyKa KOjU CHaja 21 M W3, & 29 Ce HAJa3:’
Ha JIeJly KPYKHOT JIYKa KOJU CIlaja 2z, U Ws. 3aKJbYyIyjeMO J1a Iy Zzp23 IPecera
emuncy F', a cavmum tum u esunicy E. Cimmano ce mokasyje u ga ejmica F ne Moxke

butu caapxkana y ejnurcu F', na je B = F'. O

Cauka 4.3: Cnuka y3 craB

3akJbyyjeMo J1a 3a CBaKe JIBe Ta4Ke a1, as € D mocroju jenuncrsena [lomcesneo-
Ba eJIUIICA Yuju cy (POKYCH a1 U ao U TO je yIpaBo BuraiikeoBa enniica mpupyKeHa

BamkeoBoM mpousBoOLy

Z— Qa1 Z — Q9

B(z) =

z — —,
1—a12z1—ayz
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