



































































































































































































































































































































































































































128 Panxo Bojansh u Baanera Byuxosuh

Durch Anwendung dieses Satzes gewinnt man aus (2) und (3)
sowohl die zweite Approximation fiir die Funktion E () als auch eine
verschérfte Abschitzung fiir die Funktion I (X):

4
M  E@= R0 (W), Ao
und
n T(N)=0(1), Ao oo,

Die Abschitzung (I) folgt aus dem Satze 2 wenn man
1
Sw= > o5 (P) -V
An<u ﬁ
setzt und beachtet dass auf Grund von (2) das Stieltjessche Integral (4)

4
O (e V1) ist. .
(II) folgt auf dieselbe Weise indem man direkt S (u)=/(u) nimmt.
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CTAHUMUP PEMILI

O HEKHMM PEAOYKLHJAMA TIOTIIYHOT HOPMAJIHOT
E/IUIITUYKOI MUHTEIPAJIA TPERE BPCTE

Osuaaumo ca F (k,9), E (k, ), I1(n, k,¢) HOpMaZHE €IHNTHUKE
uprerpane I, II u III Bpcre ca monynom k, amnauTynom ¢ H napa-
MeTpoM n: ‘

® ®

do
F(k,qo)=f , E(k,m)=fA(<p>dcp,
: A () :

dq"

Mnk, 9)= l(l+rzSiH2 PDA@

npu uemy je
A(p)y=V1-ksinze. (1)

Osnaaumo Hapgame ca F,E u [, ogrosapajyhe notnyse uHTerpaie,
Jako6u je nokasao [1, §§ 49 -50, crp. 139] xa je

2 o 12
k? sin « cos a A (a) sin <Pd<P=E(k,a

T s 2 ) F—F(k,a@) E.
(1 —k*sin® a sin? @) A ()

o¢
[N

I/Iﬂ'rerpan Ha JleBOj CTPaHH C€ MOXKe H3Da3uTH HOMOhy HHTErpana
”07.jep je

9 .
{ f . sin?eqde _ 1 (n, k, 9) - F(k, ¢)
(1 - &% sin® « sin? @) A () k2 sin? o
0

9 3Goprak



130 Cranumup dPemna

(napamerap n= —k*sin®a). M3 Tora cneu xa je

ig o

A(a) [E(k,a) F~F (k, o) E], (2)

IUTO 3HAY¥ Ja C€ NOTAYHH HOPMAJIHM €NUNTHYKK uHTerpaa III Bpcre
MOXe H3DasHTH KOMOHMHAIMjaMa MOTNYHUX H HEMNOTAYHHX HOPMANHHMX
enuntrakux uarerpana I u Il spcre. Osume je omoryhtso uspauyna-
Babe MOTMAYHUX HOPMAJIHHX €NMATHUKUX uHTEerpana Il Bpcre nomohy
nocrojehnx tabauna 3a enunTHuke uHTErpane [2].

Y cneusjansom caywajy a=0, 1j. n=0, je
n0=F,
116;<"'11'cé_f 3a éinfiiiﬁj =x/2, Tj. n=-k?, NAKO MONKEMO .yBEPHTH Aa je

E
1- k2

0

Y oBa npa no3HaTa ciaydaja, nOTNyHH HOpManau uuterpaxn Il Bpcre
u3paxasa ce caMo nornyHum uHTerpanuma [ u II Bpcre.

Moxxe ce mocTaBUTH NHTame: 32 KOje BPEJHOCTH MapaMerpa ce
noTnyHu HopmanHW uurerpasu Il Bpcre mory ceectd Ha m3pase y
KOjUMa ce MOojaB/byjy caMo MOTOyHH HOpPManHu unTerpanu I u 1l Bpcre?

[Mutame je YTOJAMKO npe OA HHTEpeca, mTO ce — Kako he ce

MOKA33aTH — Y TaKBHM HM3Pa3suMa HOjaB/bYjy CaMO HOPMAaJHH HHTErpaju
[ Bpcre. , _
Y oBoM pagy, pewasajyhu [eJMMHYHO TO MHTAkE Ha OCHOBY
HHXXE HaBeJEHWX CTAaBOBa, XTeO OHX Ja YyKaXeM Ha jefiHy MeTOMLy
no6ujawa Bese u3mely napamerpa ¥ MoAyJd, NPHMEHOM KoOje ce
pelmaBa MOCTaB/bEHO MHTAaMbeE. .

1
[Tapamerapcku yrao unrerpana Il spcre

/-n

a = arc sin
k

¥Ma peanHy BPEAHOCT CaMO Y cayuajy
-k nL0; - (3)

jeAMBO y TOM cayudajy, 3a OHO WITO caenu, 6uhe ynorpe6busa Qop-
Myna (2) xoOja, MHAa4e, Baxku 33 CBE€ BPEHOCTH o Ycaen Tora, Ouhe
norpe6no Hahu noxecue ¢popmyJe 3a Caydaj NO3UTHBHOL 1 U 32 CIAyuaj
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—ool n -k* Y oBOoM HApyromM cayuajy, Kam n Jiexu y Pa3Maky
(- 00, - 1) nozmuTerpa.uua Gbynxnuja unrerpana f1, umMa JUCKOHTHHY-
HTET 3a ¢=arcsin

V-n
HHTErPaIHHX TIDAHHIA, Na jé MHTErpan XMBEPreHTaH. CTora, OCHM
cnydaja (3), y 063Hp nosase jow camo CaydajeBH

. Ta BpemHocT ¢ je peanHa u Jexu usmehy

0<n< o ' (4)
7]
—-l<n<—k2 - (9)
3a cayuaj (3), 360r
sina = V‘k”, (6)

mo6upa ce u3 jeanauuse (2)

-
+\/(n+l) ik

'[E (k, arc sin V;”) F- F(k, arc sin V—;—”)E]- (7)

3a cayuaj (4) moxe ce ynorpeGurd jeAHaumna [3, cTp. 134]

(ﬂ+1)no‘F+E=E—n(l F \/n(j_‘;:) FEl_(F—E)F1};

U3 Koje caexm

k*F

n
H0=ﬂ+k2+\/(ﬂ+l)(ﬂ+k2) (FE1+EF1—FF1): (8)

rae je

, . Al n , . n
F1=F(k,grcs1n Vm)’ E1=E(k,arcsm \/———n+k2), {9)
apn yemy je k' KOMIJIEMEHTapaH MOAYO MOAyJaad k :

TR, (10)
3a cayuaj (5) je

V-n
k

1
1< <5
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Ako ce caza uurerpanu
| B & R

k
= [ dz = Kl—kz 22 dz,
V(1 -22)(1-k22%) 1-2°
0 0

y3My ZAyX MOPaBOJHHHCKE MyTame, o6unasehu -npu TOME KPUTHUKH
CHHT'YJIAPUTET Z=1 MO jeXHOM NOJYKDPYry €3 LEHTPOM y TaduKu 2=1,
MHTErpany AyX NOJAyKpyra KoHuseprupahe npema Hyau Kaj noay-
NPEYHHK NyTame TeXW Ka HyJH, Tako 13 he ocraTe

H
e dx
F(k,arcsm—k—)—F(k:a)=fy(1_x2)(1—k2x2)+

V=
k

+ﬂfWﬂfnu—WﬂY

(k arcsmv =E (k, o) = f\/l_k X +

VYV
1 Tl
+~j- [Vl—kzxz dx,
i x2-1
]
AKo ce y JApyrdM WHTErpaauMa JHecHe CTPaHe U3BPIIM CMeHA

1
e

y

6uhe 1 yatic
u Fvnt’k .

, dt
F(kva)=F_.’fV(1_f2)(1_krz tz)’
0

n+k=

L
1-£

=F — 12
E(k,)=E-ik f\/(l k'zt‘)s
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Kako 36or —1<Cn <0 u3nasu ~nk® k% 1j nk?  n+k? omakae
n+k*
R
n

cnepu k' >

1+ [tk
7\ e

TO €€ BHAM Ja j€ rOpma rpaHuna NociaeAtba JBa HHTErpana peaaHa
u na Huje Beha on jeaunuue. 3ato ce, mocae cMeHe {=sin ¢, Ko6uBa

F(k,oc)zF—iF(k', arc sinki\/”"“"z), 1)
! n

arc sin L Vf’_"'_"'
k’ n

E(kbo)—E—ike [0S ede
! ~J (1 - K%sin® )32
0

Kako je [4, ctp. 301}

cos® ¥ ad¥ _F K ) ~-E K,¥) + sin y cos ¥
(1-k?sin®§)° k' V1 -%2sin?y

M KaKo je y oBOM caydajy

Sian.:_]_\/ﬂ-f-kz’ COS'qf=—k‘—\/n+l,
K n K

—-n

TO je
sin \Jr cos ¥ zl_\/m
VI-k2sin? ¢ k2 n ’
na je

E (k, a)=-=E—t'[F(k', arc sin %\/’H’kz) -

n

-E (k’, arc sin %\/@) + \/(_”i_l)T(’ﬂ'_kz_)]

Axo jom o3HauMMO

F K, arc sin [T+ =F,; E(k', arc sin [ 1+ #* =E,, (12)
kK n \ K n
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nocnenmha jegHauHsa riaacuhe _
E (Ic,a)'==E—i[F2 -EZ+\/Q'_+.1_)QH‘§],
' n

a jemHayuHa (11),
F (k,a)=F ~iF,.
YHomemeM OBUX BPENHOCTH y jenHauuny (2), s6or (6)su 36or
cos a==%\l.—(n +k?),

Tj.

iga _ _1\/— n_
A(w) D+ 6’
0Ba nocraje

= N n —
m, \/(ETWIPT (Ey F+FyE~F,F), (13)

rae E, u F, umajy 3naueme (12).

II
[lpeMa HauuHy wu3narama, CTaBOBe hy MOJEJIMTH y JBE rpyne.

I rpyna craBoBa

Hera je n #Hapameiliap [OMOyHOr HOPMAAHOr enulifuyxor uHiie-
rpana Il Bpcile I1,, weroB moayo Hexa je k u nexa je F Noililiynu
HOpMaAKY eruliiluyxy unlerpan I Bpclie ca uc@ium MOJYAOM.

CtaB 1. 3a
n=—(1-k) (14)
je
1+%
,= F. Bt 15
=5 A (15)
Cras 2, 3a _
n=k (16)
je
T 1
== : —F 17
IR 2 (17)
CraB 3. 3a
n=—k (18)
ie .
T
= +—F. 19
° 4(1-k 2 (19)




O HekHM pefyKuMjaMa NOTAYHOT HOPMAJAHOI ENUNTHYKOT HHTETPana 135

Kon nokasupaiba 0BHX CTaBOBAa MOCAyXxuhy C€ ajHLIUOHUM TEO-
pemMama 3a eauntnuke unrerpane I u 1l Bpcre koje raace [5, crp.
327—28]:

Kagron usmehy Tpu amniutyAe @, ¥ ¥ ¢ NOCTOjH Be3a

€OS 6 = €os ¢ cos Y — sin ¢ sin ¥ A (o), (20)
yBEK je . 4 o
F (k, ) + F (k, ¥)=F (k, ) (21)
H
E (k, )+ E (k, V) =E (k, 6) + k2 sin ¢ sin ¥ sin a. (22)

U3 osux Teopema caeiu 3a Y=¢ u o=mn/2:

F (k, q>)=—;F, (293)

2
E (k, @)=%E+%sin2 P, (24)

a aMmaIuTyaa ¢, 360T A(%)=k’, MODa 33aA0BOJ/bABATH jeIHAYUHY

cos? g —k'sin? =0,
Tj.

1
fo? o= 25
glo=— (25)

Hoxas crasa 1. Ysumajyhu 3a ¢ Bpessoct

@=arc sin v ;" ; (26)
jennaunHa (25) ce cBonu Ha
—n 1
ntet K
olakae clexd BPEIHOCT 3a n:
n=—(1-#k). 27

Besuuuna n je y OBOM Cayuajy HeraTHBHa, a KaKo u3 k' > k'* caenu
-1+ >—1+F2 10 jé —1+k=n_>—k% na BeAuuywHa N1 NpUNaja



mpema jepHauunu (24), : et

o
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cayuajy (3). ¥Ycaen tora ce /1, moxe uspasutu y o6auky (7). Kako
je caga, npéma jenuaunnu (23), S ,

F(k, arc sin \_/:ﬁ‘)= LF ,
A k- 90 7
a 36or

krsin2o=1-—F,

E(k, arc sin V.= "1 )=iE+l:~k—
k 2 2

¥ KaKO je€ 3a BpPeAHOCT n 43 jesnaunse (27)

i+ 1) (n+k) K

To ce jexnauusa (7) ceoau na o6aux (15), mro je Tpe6ano noxasartu.

Jlokas crasa 2. O3dauumo:

F'eF (k',i), E'=E(k',-’i). (28)
2 -2
Tanma 3a Komnnemémépaﬂ mMoayo k' jezmaquﬂe; (23), (24) n (25) xo6H-
Bajy 006.uK
1

: F(k’,'cp)=—2—F’. (29)
2
E (K, ) =-;— E'+ —’;— sin? o, (30)
, 1 _ .
tg o= (31)

YSnmajyhu 33 ¢ BpeNHOCT

. n’
==arc sin 5y
¥ \/n+k2

jennaguna (31) ce csoau Ha

n_ 1

ek
OJaKjie 431334 BPEJHOCT 3a n: ‘
. L L 'n'=kl.‘ _ R .(32)
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Ospe je n mo3WTHBHO, Te npunaga cayuyajy (4). Ycaen tora ce
aHrerpan I1, moxe uspasutd y ob6auky (8). Kako je mpema jemnaun-
nama (9) u (29) :

F(k',arcsin\/ n )=F,=iF’,
n+k*; 2
a 36or '
k' sin? ¢ ;,”_"i_,
n+k?

npema jenﬂaqHHéMa (9) u (30),

- n 1 nk?
E(k’, arc sm\/ ) =E=—FE+——
n+k? 2 2(n+k?)

¥ KaKO 3a BPENHOCT n W3 jeaHadune (32) caenu

Bk nk:  1—k
n+k: 14k 2(n+kd) 2

}

\/ i1
+D)(+k® T+k

TO ce jennauynHa (8) csoAu HA 0O6JHUK

1 1
nhy=—F+——(EF+FE—-FF). 33
R Tt " 63)

[To nosuaroj Jlexaunaposoj peaauuju [6] je
E’=F+F’E4F’:F=—72u—. (34)

3arto ce jexHauuHa (33) csoaum na o6amk (17), wmTo je Tpebano
HNOKA3aTH. S '

HNokas ctaBa 3. Y3umajyhu 3a ¢ BpeaHocT

¢ =arc sin—l—\/ n+k*
k' n

jenuauguna (31) ce cBomu Ha
Ntk
K (n+1)

1
P
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ozaKJe. Clefd BPEXHOCT 3a n: :
' n=—k, (35)

Beauunna n ce y oBoMm cayuajy Hanasu usmely —1 m—4k2%, Te npu-
naga cayudajy (5). Ycnem rtora ce uHTerpan [I, Moxe u3pasuta y
06muky (13). Kako je cana, npema jexsaunnama (12) u (29),

F (k’,_ arc sin L\/ n '”‘2) =F,= 1 F,
K n 2

a 3abor
2
k2 sin? ¢ = ntk ,
n

npema jennaunsama (12) u (30),

L L2 2
E(k’, arc sinl\/”“"cz):E2 =—1—.E’+ n+k :
k' n 2 n

¥ KaKO je 33 BPeRHOCT n u3 jeAHagune (35):

ntk? 1-k \/_ n 1
2n 2’ (n+1) (n+ k%) 1-k
TO ce jeasaduna (13) cBogu Ha 06auK

My
2(1-k)

(E'F+F'E—F'F)+%F.

Ycnen penammje (34), oBa jemnayuna pobuBa o6auk (19), wro je
Tpe6ano nokas3aTu. '

Il rpyna craBoBa

Hera je n ﬁapamemdp domiyHor HuopMaaHOr eauliliugkor uxiierpana
H Bpciie I1,, weroB moayo nexa je k u Heka je F Tolldynu HOpManHU
enufiiuyny uxleran | Bpclie ca uclum nmogyrom. Hewa je nazame

3 —
AQ)= VE_(_ITZ}_) (36)
u

N(k)=;~[1-v1+.4 &) + \/Q—A (}\)+2V1—A(X)+A2(}\)J.(37)

| CraB 4. 3a
n= —k*N (k) (38)
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je
n=1[1+ ! ]F (39)
3 1-N() |
CraB 5. 3a
n= lk'21V(k')—i (4—k’2)+-—£’i— (40)
2 4 8N (K)-4
je
no=é‘k—, VINK) -1 - %[N2 (K)-N(K)-2]F. (41)
CraB 6. 3a
n=-k-k2[1-N()] (42)
je
1 '
nO:Gk’VW +‘3"[1+N(k)]F' (43)

3a nokasuBam€ OBHX CTaBOBA MOCAYXHhy ce jelHHM MOCTYNKOM
KOjH CAelH U3 MYJTHIIMKATHBHE TEOPEME 3a €JMNTHUKE HHTErpane
I Bpcre [4, cTp. 338]. Axo, HauMe, TPH AMIVIHTYAE Pm—1, Pms> Pmi1s
3a10BOJbABAjy jelHaYHHE
Fk, p—1)=(m-1)F (k,9),
F (k,9m)=m F (k, @), (44)
F (ks @m+1)=(m+1) F (k, 9), (49)

OHJA U3Mehy THX aMIIHTYJAA MOPa MOCTOjaTH Besa

ImaX®mes A (g) tg @m, (46)

t
£ 2

nps 4eMy ce mnonasu ol ¢,=0 u ¢,=¢. (Kparkohe paxu, oBaj
NOCTyNaK HHjé MPHMEHEH Ha JHOKa3uBam€ MpBa TPH CTaBa).

3aycraBuhy ce Ha cayuajy m=2.
Hs jennaumna (44), (45) u (46) nobuBa ce

F (k: ch) =2F (k: CP)! (47)
F(k, @) =3 F (k, ), ' (48)

P+ Py
2

174 =A(9) 18 P, . (49)



w/
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3a @5 = i;-, u3 jexnauyuna (48) u (49), caexu

F (k, 9)= %F, | (50)
g (g + %) = A(¢) t2 9y ”(51)

Kako jom 3a m=1 u3 jenuauuse (46) w3snasu

P2

tg -~ Ap)igo, (52)

10 ycaoB (51) mocraje

e "N _ 245 (p)1ge | - (53
tg(2 " 4) 1-8%(9)tg% e

Ha canuan Hayun mory ce csectu u uHrerpanu Il Bpcre. Cras-
mpajyhin =¢ u 6=¢, y jennaunnu (22), nobusa ce

E(k ¢)=2E (k, @) -k*sin?qsing,. (54)

Kaxo je:Ha ocHoBy aguumone teopeme (22):

E (k, 92) +E (k, 9)=E (k, p5) + k* sin ¢ sing, sin ¢y,
TO 38 Qg= —g— , 063upom Ha jexnauuny (54), caenu
1 o ,
E (k, ¢)= §-E+—3—sm ¢ sin g, (1 +sin @),

a oBa jegHauMHa, 360r jexHaumHe (52), mocraje

1 2 k2 sin @ (1 +sing)igp A
E (k, 9)= —E + sing (1+sing)fg9A(e)
3 3 1+AZ(p) g2

Bunu ce, jmakze, na ce y3 ycaoB (53) earunTHukd mHTerpanu I u Ii
Bpcre, (50) u (65), mory uapasutH nomoly OAroBapajyhnx NOTMyHHX

(55)

~ MHTErpaja.

U3 ycaosa (53) caenm
k? sin® ¢ — k* sin* @ ~ 2 k? sin® ¢+ 2 sin®> g +sin - 1 =0.

Kako y 003up nonase BpeJHOCTH ¢ KOje ce naaase usmehy 0 m =/2,
TO OTnajga KopeH sin 9= —1 nocaenme jensauune. Ha taj nauun, mecro
TOTa ycJaoBa 106uBa ce yClOB

k2sin* ¢ — 2 k%sind¢+2sing - 1=0. (56)
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Y 063up 6u poma jefHHO OHA BPENHOCT 3a Sin ¢ KOja Ce Hajiasu
usmehy O u 1. Ipumenyjyhu, peumumo, llrypmosy TEOpeMY, JIaKO
€€ MoKasyje Ja NocTOjH CaMO jeXHa TaKkBa BPEXHOCT 3a Sin@.

CMeHOM

. 1

sin o= —(t+1),
2

ropma jeJHaYHHA C€ CBOJAM Ha OOGJHK

8(2—4%)
k2

#-67+ t-3=0.

Kaxokydua pe3oJsIBéHTa OBe jefHAuHHE
2= _
k*

28 -322+32-

HMa jenan peasaH H JxBa KOMIJIEKCHA KOp€Ha, TO 4KO C€ CTaBH

8 .
A= ]/‘*“l:l ), (57)

1-iV3 1+iV3
2 A(k), zs=l— 2

36or

2,=14+A (), 2*=1- A (k),
peanHH KOpeHH jenHaunHe (56) cy

. — 1= =
sin @, ,=1 ——é—\/z1 F £} (Vz, + Vzy).

Kako je

VZ+VZ=\/2 _A+2VT—ATA,

a oBaj M3pa3 je peanad, TO je

1 1, — —
Sin @, g=———(VIFA +1/2-A +2 1-A+A2).
M Py, 9 5 2(V + :‘:\/ +2V

Kako je jowr sin¢@; << 0, To y 063up Rona3n Apyra BPEAHOCT Sin ¢,
na je

sin (p-—-—;— [1 VA B +|2-4 0+2 V1= A‘(‘k‘)+A2(k—)J (58)

TpaXKeHa BPEJHOCT.
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Hokas craBa 4. Y3umajyhu

n=—k*sin® ¢
Tj.

1= - BN AW A 042 V-4 T A )] . 69)

umahemo cayuaj (3), a ua ocuosy jessauuna (50) u (55), uspas (7)
3a [, nocraje -

_ (KPsin*@—-2k*sin® ¢ —-1) -2
3 (k2sinto 1)

Ycnen jenunaynre (06), OBOM H3pasy ce MOXe JaTH jeAHOCTABHHjH
061K

1, F.

_ 1+4sing F
* sing (1 -k?sin¢) 3’

npu uemy sin ¢ uma BpeAHOCT (58). la Ou ce u36eram KOMMNIHKOBAHH
¥3pasu, NOCJAEeAbH Ce Pa3jOMaK MOXKE joul MOjeXHOCTABHTH, aKO C€
npowMpH ca 2-sin¢, a 3aTuM €€ HAa HMMEHHJaI NPHMEHH jefHa-
ypHa (56). Ha taj ce Haumn moGuBa
- (1+sin @) (2 -sin @)

" (k2sintq - 2 k2 sin®  +2sin @) —sinZ ¢

n0=5(1+ ! ) (60)
3 1-sin ¢ ,

il
3 ?

AJIH

[lpema jeanauunama (36), (37) u (58), jemnauuna (59) mo6uBa 06/HUK
(38), mok jemmaumHa (60) no6usa o6auk (39), wro je Ttpebano
NOKAa3aTH. : ’

Joka3 craBa 5 3a kommieMeHTapaH MOAYO k', jenHauute
(50), (65) u (56) nmobueajy o6uamk :

1

F(k’: (P)=':—3'-F', (61)

E )—-I—E’+2k"2 sin g (1 +sin @) tg ¢ V1 - k"2sinZ ¢ (62)
' ®m 3 14 (1 - k2 sin2¢) tg% ¢ ’

k?sin*¢ -2 k'?sin® 9 +2sin¢-1=0, (63)

npu gemy je (B. (58))

sin cp:-% [1 NTFA @) + ‘\/2 TAK) 12V A T AT () =N (k).
- (64)
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H osae je 0 sing 1. ¥Y3umajyhu cana

—arcsin \| —-—, 65
@ arcsm\/n_HC2 .( )
Tj.
2 ain2
n-ftgom L (66)
1-sin%¢

BeJMYHHA n NpHMaza cayuajy (4). Jla 6u ce u3pas 3a n nojefHOCTAB-
HHO, NMOCAEAtbU pasnomak npomuputiemo ca k' (1 ~sin 9)* u ysern y
063up jensaunny (63). Buhe :

I (k" sin* @ — 2 k' sin® @)+ k'2 sin® ¢ Lk'z sin¢ -2 sin ¢ +1
— (k"%sin*q - 2k"2sin® ) - k2 (2sing~1) 2 sing—1/2
Tj.
1 1 k'
n=-—k?sing - — (4 - £?) +—-v-——,
2 P e a

Ha ocuoBy jennauunua (36), (37) u (64), Beanauna n no6uBa 06auk (40).
Cvemyjyhu cama y jemuaunny (8) spenHocru (66), no6Gahemo

sing
ITy=Fcos® 9+ ———=——(E, F+F,E~-F,F
0 ? Vitrtg o (E, 1 1 F).
36or jemuaumne (65), nmepe crpane jexsauusa (61) u (62) mpercras-
/bajy BeauuuHe F; w E, (B. (9)), a npema OBUM jelHauUKHaMa, HA OCHOBH
Jlexauapose penanuje (34), u3pas y sarpagu Ro6HBa OGIHK

2 Qi 1 1T-k?sinze
n 2k?singtgp(l+ sing) VI - &% sin ?r. (67)

6 3 L+(1-k7sin®@)tgo

Yuocehu OBy BpeAHOCT y MoCAeAwnY jeAHauuHy, 360r

VI“Fesinte

e yve-lll
VI+Ah2tg2o cos v

0Ba nocraje

~ sinpcosg {k?sint -2 k?sindp-1) -

2
- . Fcos? . (68
°" 6 VI-kZsintq 3 (k™ sint @ — 1) ¢ (68)

Ja 6u ce no6uo WTO MOJEcHHjH OGAHK 3a PayyH, W NPBH H LAPYIH
9iaH JeCHe CTPaHe MOTY Ce yNpOCTHTH NpuMEHOM jeauaunne (63).
Butie

sinpcosp _ 1 \/k’2 sinf o — k%sin%¢g V Dsing-1.  (69)
Vi—kZsinze & k2 sm2 -1
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Koedunujent y3 —;’—F cos? ¢ nocrahe

1+4sing
(1 -k2sin?y)sing ’

a Kal ce OBaj pa3fioMaK NPOWMpH ca 2 Sm(p M MOHOBO NPUMEHH
jesnaunna (63), mo6mhe ce

2+4sin ¢ -sin ¢ _2+singp-sin®g
(k2 sin* ¢ — 2 k"2 sin3¢ + 2 sin @) — sin% ¢ cos? ¢ ‘

Kan ce oBa BpeaHocT u Bpennoct (69) ynecy y jenuaquny (68), nobute
ce nojxecHujd u3pas ca [l;:

T s F
,=——V2sing -1 +—(2+sin ¢ —sinZe).
airr ¢ 3( P ?)

Ha kpajy, ako mecTo sin ¢ CTaBHMO HEroBy BpeAHOCT (64), 063upom
na (37), nocaenwa jesHauuHa npumuhe obmuk (41), mro je Tpebano
MOKa3aTH.

Hoxa3 ctaBa 6. Ysumajyhu

@=arc Si“—/iT\/ n+ i ) (70

n

6uhe
2
n= _._.__I.(____.__. (71)
1-k"sin® ¢ '

Kako je Sin ¢ MO3WTHBHA BEJHYHHA KOja Huje Beha of jenuHMILE, JaKO
ce nokasyje na ce pasaomak y (71) Hanasm usmehy -1 u -k Te

A4, CTOra, BEeNWYMHA n mnpumajga cxyuajy (5). Yeaen rora, 3a oxpe-
huBame BenuuuHe [1, ysehe ce jemwaumna (13).

M3pa3 3a n Moxe JHOOGHTH NPOCTHjU OOJHK aKO CE MOC/IEMAMH
) 1 . .
pa3joMaK Hajnpe OpPOIIKPH ca F—Qsm ¢+sin®¢, a 3aTUM npUMEHH
jenunauusa (63). Iob6mhe ce

e 1-2 K% sin @+ k2 sin? ¢
k% (k'2sin*g ~ 2 k2 sin® @+ 2 sin @) - 1/k'2

= —(1-2 k"sin p+k™sin® @)= —k'* (1 —sin ¢)>— k2
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Axo oBje 32 Sin ¢ CTaBHMO HEroBy BpeAHOCT (64), n3pa3 3a n, 063upoM
Ha (36) u (37), mo6uBa o6Juk (42). Cmewyjyhu cana y jexnaunny (13)
spendocr (71), noGuhe ce

_ V1—k"sin?g

—k’zsincpcoscp (E2F+ FnE_F2F)'

(1]

36or jemuayune (70), aese crpane jepHauuHa (61) m (62) npecras-
Jbajy Beauuune F, u E, (8. (12)), a npema OBHM jeaHayHHama, Ha
ocHOBy JlexxannpoBe peJanuje, u3pa3 y 3arpaas noGusa o6auk (67).
YHocehu 0BO y nocaenmy jexHauumHy, nobusa ce

F,

n__?_t__\/ k?sinfe-1 2 sin ¢ (1+sing) (1 -42sin® ¢)
° 6k Viesinto-kZsin? e 3 k”sintq -1
a aKo e joW KOX CBAKOI MMEHHOLA NpuUMEHH jexHaduna (63), Guhe

_ "
64 V2sing -1

1, +§(l+sin P).

Ako MecTO sin ¢ CTaBMMO HmeroBy BpenHoCT (64), o63upom Ha (37),
nocaeAwa jeaHaunHa ao64Ba o6auk (43), wWTo je Tpe6ano NOKa3aTH,

11

M3 u3narama y II, jacHo ce Bunu nyT 3a u3nanaxceme OHaKBHX BPe-
HOCTH napaMeTpa n HHTerpana /I, KOX KOjHX ce Taj uHTerpaia u3pa-
JKaBa caMO nomohy NMOTNYyHHX HODMAJHMX EJHINTHUKHX HHTErpaJja
I u Il Bpcre. PasymmuBo je xa he ce, npu cBakoM Xa/be€M KOpaky,
jenHaunMHe KOMMNJHKOBATH. AJM, Ha OCHOBH J0C3jallibHX DEe3yJTaTa,
HIAaK ce€ Mory u3ByhH HEKOJHMKO OMIUTHX 3aK/byyaxa.

a) 3a jeman HW3 BPEJHOCTH napameTpa 71, H3PaXeHOr Kao (yHk-
nuja MoAysna k, NOTOyHH HODMaJdHH eaunTHukH uHTerpanx Il Bpcre
JlexanApoBOr THNa MOXE C€ CBECTH HAa H3Da3 y KOME CE N0jaBmYjy
€aMO0 MOTOYHH HOPMAJAHH €JunTHUKH HHTErpasn | m Il Bpcre ca
HCTHM MOZIYJIOM.

b) Hsyses cay4aja n= —k? CBM C€ OBaKBH HHTErpalu MOTy
M3Da3sHTH NOMOhy MOTMYROr HOPMANHOT €JHNTHYKOT MHTErpana I Bpcre
Ca HCTHM MOJZYJOM.

¢) 3a cBe oBakB€ BPEAHOCTH [ApaMeTpa, MOAYO H NapaMeTap
yBexk cy Mehyco6HO Be3aHd aare6apckuM jeIHauuHaMa.

10 36opuuk
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' ﬁ‘BER EINIGE REDUKTIONEN DES VOLLSTANDIGEN
ELLIPTISCHEN NORMALINTEGRALS III GATTUNG

STANIMIR FEMPL

Es ist bekannt, dass sich vollstindige elliptische Normal-
integrale III Gattung durch Kombinationen von vollstindigen und
unvollstandigen elliptischen Normalintegralen [ und 1I Gattung aus-
driicken lassen.

In dieser Abhandlung stellt ‘der Verfasser zwei Gruppen von
Bedingungen auf, die der Parameter und der Modul befriedigen
miissen (Formeln (14), (16), (18), und (38), (40), (42)), damit das
Legendresche vollstindige elliptische Normalintegral IIl Gattung auf
das vollstindige Normalintegral 1 Gattung mit demselben Modul
zuriickgefithrt werden kann (Formeln (15), (17), (19) und (39),
(41), (43)).

. Die Aufstellung dieser Bedingungen weist auf ein Verfahren
hin, ‘auf Grund desse man Relationen zwischen Modul und Parameter
ableiten kann, welche die Reduktionen im obigen Sinne ermog-
lichen. Dabei sind Parameter und Modul immer durch algebraische
Gleichungen verkniipft.

o
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BOJMCJ/IAB I'. ABAKYMOBWR

O TEMEHMMA 3ATBOPEHE KPHWBE

1.1. Hajjexnocrasuuja TteopemMa xubepeHunnjaiHe reomerpuje y
BE.HHKO]M je HecyMmuBO OHa Kojy je aao Mukhopadyaya [1, cTp.
17—18]:

Teopema A. Kpusuna 3alliBOpene KOHBEKCHe KpUBe y PABHU UMa
Hajmare wellupu Memena.

IIpu ToMe ce TemMeHHMa KDHBE 30By OHE TadKe y KOjuMa H3BOZ
KPHBHHE MO JYKy M€ia CBOj 3HAK.

OBa TeopeMa je BHIIE NyTa AOKA3HBAHA M y PasHUM npaBHuMA
yonirtasaHa. M3mehy ocranora, fioxa3aHO je Ja CIOMEHyTa Teopema
Baxku Beh M OHZAa aKO je KDHBHHA HENPEKHIHA, y KOM cayuajy ce
MOoJ TEMEHOM KDHBE [OAPAa3yMeBa OHA TauyKa y KOjOj KpHBHHA MOCTH-
3aBa cBoje najsehie oAH. Hajmame BpeaHocTd. [lopen rtora, sakbyuak
Teopeme A Baxu H OHIA, kao wTo jeé To npumeTHo D. Fog [2], ako
yOdeHa KPHBA HEMA JBOjHHX TAYaka a JexXH y DAaBHH HMJAM Ha JIONTH.

YonwmTrewa, onH. aHaNOroHw teopeme A Koje hy oBme HMOokasaTH
Jexe y jefHOM APYrom npasLy. ‘

1.2. ¥ oBowme pany ja hy ce 6aBUTH KDHBHMa KOj€ HMajy OCOGHHY
Ja je npBH H3BOJ HHXOBOr BEKTOPA M0JIOXKAja CTAJHO pA3IHYHT OX
HyJa-BEKTOPa a 9€TBPTH H3BOJ HENMPEKHIAH.

3aTBOpeHy KOHBEKCHY KDHBY y MPOCTODY Ae(UHHIIEMO OBaKo:

BaiiBopena rkpusa y fOpociiopy je 3aMBOPEHa KOHBEKCHA KPUBA QKO
Kpo3 Ma koje agpe Mauywe Ha KpuBoj OpoJasu Hajmarwe jeaHa paBaH kKoja
CU KpUBOM HeMa Apyrux 3ajegnuqxux fMadaxa.

BexTop nosioxkaja kpuse o6enexkapaliy ca r; a4 AYXHHY HEHOT
JyKa ca s, pakae ry=r; (s).

t ofH. n OXH. b oO3HAYaBajy OpTOB€ TAHIEHTE OJH. TJaBHE
HOpMane OJfH. OHHOpMane KpPHBE ;. % OXZH. t O3HAYaBajy KPHUBHHY
OH. TOP3Hjy KpHBE t;. AKO KpHUBA t, JICXKH HA HEKOj NOBPILHHH OHIAA
%N OXH. %; 03HAYaBAajy KPHBHHY HOPMAaJHOI IpPeCceKa OJfH. F€0Je3H|CKY
KPMBHHY KpHBe ¢ 063MPOM Ha MOBPIUHHY y KOjoj kpuBa JexHu. Liprune
o6enéxasajy u3B0je Mo s.
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1.3. Kako cm0 mnpermocraBuiu Ja r; ¥MMa YeTHPH HeNpeKuJHa
M3BOJia, EKCTPEMHE TadKe CKajJapa %, T, %y H %; Cy OHE Tayke y
KojuMa %, t/, %y’ M %, Memwajy CBOj 3HAK.

[lum oBor pala je ma ce Aoxkaxy caenehe xBe Teopeme.

Teopema 1. Aro jer, =, (5) 3alliBOpeHa KOHBeKCHA NUHUja KPUBUHE,
mana g U %y umajy Hajmawe vemupu exclpemie Waike.

¥ paBuu i Ha JIONTH je CBAaKa KPHBA JWHHja KPHBUHE; NOPEX TOra’
Yy DaBHH je X=X, & HA jeXMHWYHO] JONTH je w'=1+x2. [Ipema Tome’
Teopema 1 CaJpXH Kao CrelujanaH caydaj TeOpemy A’ wen anonoro
Ha JONTH.

Teopema 2. Axo je tv,=t, () 3aiiBOpena Kpusa a
s
ty (S)=1; (O)+fn ds
0

3aiiBOpena KOHBEKCH@ KpuBa, HoAa <t U % UMA]Yy HajMare deliupu
exclipemte layre.

Paju nakmer pasymesata HaBeuwhy npso Heke Aedunuummje u
o6pacue Besane 3a nojam nojaca kpuse [1, cTp. 12—14].

1.4. AKo je 3a HEKYy KpuBY tr; =1, (S) BE€3aH HEKH NOMHYHH OPTO-
FOHANHK TpHUjelap
a,=0; (s), Q=03 (s), Gg=a5(s)

JiecHE OpHjeHTalMje, a TaKas Ja C€ JyX [ele KPWBE OPT g MOKJAAna
ca OpTOM TAaHreHTE KPUBE, OHAA ce OGBOjHMLA (amuiauje NOBPIUHA
neduHACAHHX OPTOBUMA q; ¥ Q, 30BE NMOjaC YOUEHE KDUBE; KPUBA T
ce 30BE HOCau mojaca a OPT (z HOPMana mojaca.

Kao wro je no3saTo OpTOBH N0jaca 3ap0BOsbaBajy ,Ppeneose
jennaumne mojaca‘“:
' ay= *  +kga,-kya4
0'2= —k3 0.1 * +k1 as
Qg=+ky 0y —kjap ¢
Ckanap

ky=k,(s) ce 30Be TOp3Hja,
ky=k,(s) ce 30Be OTCTymae,
ks=ky (S) ce 30Be KpuUBHHA

HOCaya ¢ 063UpOM Ha YOYEHH mojac.
Ha ocHoBu PpeneoBux jeAHauuHa, cxanapu k,, k, u kg mory
ce uspasuTu nomohy o6pasaua:

ki=d'y 3= —1q'; a,,
ky=a's a;= — @'y G,
ks:‘a’l (12= - 0.'2 178
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a. Axo je nyx Hocaua

nojac ce 30Be ,KPHUBHHCKHM MOjac“ a HOC4d ,JIHHHja KPHBHHE“ mojaca.
Y tom cayugajy je

Ok =1, ky=—nn, ky=2x,.

Ilpu Tome ce 7, %y U %, ONHOCE HA noOjac OAH. MOBPWHHY Y KOjOj
kpuBa Jexu, Tpujemap mojaca je NPUPOXHH TpHjexap MOBpIUMHE, Tj.

a;,=t B 0q=9,
rae 9t o3nayaBa OPT HOPMAaJN€ HA MOBPLIMHY.
b. Axo je gyx Hocada
k,=0,

nojac ce 30Be ,OCKyJIaTOPHH mojac“. YouenH TpHjexap nojaca je
yo6HuajeHH NPHPOXHH TpHjexap KpuBe, Tj.

o=t a=n, a;=b.
Y Tom cayuajy je

ki=t B ky=x

c. Ako je myx Hocada
k=0,

nojac ce 30Be ,r€OJETCKH Mojac“ a HOcay ,reoHeTCKa JHHHja“ nojaca
ONHOCHO MOBPIIHHE Yy KOjOj KpHBa JieXu. ¥ TOM cCiayudajy ce OpT
r1aBHE HODMaJ€ HOCdua NOKJana ca OPTOM HOpMaJe nojaca na je

a1=t’ 02= ‘b, ﬂg=n;

k1=t, k2=—%, ks=XgEO.
2.1. Jlokasahy oBaj nomohun cTaB:

JleMa 1. Osnauumo ca ai =qa;j (s)(i=1,2,3) wpusy
S
af (s)=a}"(0)+fu,-ds
0

rae cy a,, ay, Qg OpilioBu oplloroxaaxor Mpujeapa Hojaca kpuse t,=t, ().
« (Baxae af =rt, ().
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Aro je t, saliBopena kpupa pyxcune | a ¢ Ma Kakas cilanax
BexlIOp, OHAG 3a CBaku i@ojac Hocada t, Baxce obpacyu:

fca; Kds=c ku(0) (a; ) - ab (0)) ¢ j;apkvds, yp,

rae K, o3navasa fa je unilierpan y3ell Zyx kpuse Q.

L

Jlokas, JIOBO/BHO je Aa JOKAXKEMO jefas OJ OBHX LIECT 06pa-

3ala, jep Ce OCTalAMX NeT MOKA3yjy Ha MOTNYHO HCTH HAa4WH. Y3MHUMO,
Ha npumep, v=2 u p=3. Taga napuujajHOM HHTErpaunujoM no6uBaMo

fc af k' ds=c k (0) (a‘z'.(l)—a‘z‘ (0)}- §c 0y ky ds.

v

360r ky= —a’yq,, a H2 0CHOBY JIaHrpaHeBOT HAEHTHTETA, L0OUBA Ce
- §c A kg ds= ff(c a5) (a3 a)) ds
= ff(cxa’z) (@ X)) ds+ ff(c a) (e a) d's

== — §(c><a'2)‘as ds,

jep je asXa;= —as, @ BEKTOP ', je ynpasBaH. HA .BEKTOp ay. 360r
¢Xa'y=(cXay) n06uBA c€ NapIMjaJHOM HHTErpanujom

4
+.
(U

- §(°><0'z) a3 ds="-(cX0;) Qg ff(ixaz) ads

= — §c‘ (a'sXaz)ds.

C 053Hp0M Ha Tpehy ®peneoBy -jeHauHHy ‘je a'yXaz=Fky a5, na je

- §(c><a’2)a3ds= - §c'a3 kods
s ¢ 1 s

=—cfa3k2ds +§c’dsfa3k2ds

0 [ 0

= —C§a3k2dsav

jep je ¢'=0.
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2.2. loxa3 teopeme 1.!) YouumMo KpHUBHHCKM MOjac KPHBE Ty,
Taza je, K20 WTO CMO DEKIH, ky= — %N, kg=%; H @i =tr,. 32 v=1,
p=2,3 obpacuu nomohHor craBa 1 riace npemMa ToMme OBaKoO:

_(1) —§cr1des= —c§a2k1ds=0,

(2) &cr1ngS=—C§as.k1d.S=.0,

jep je Ayx Hocaya xpuBuﬂéxor nojaca, Tj. Ayx JuHHje KpuBHHE, k) =0.

Kako ¢y =y ‘M %, nepuonuune (QyHKIOHje, TO CE HHHUXOBE
e€KCTpEMHE BPENHOCTH MO0jaBbyjy y mnapuoM 6pojy. OTyna caeau:
aKo MPeTMOCTaBHMO Ja TeopeMa | Huje TauHa, %y H % he€ HMaTH
TauHO JIB€ €KCTPEMHE BDEIHOCTH.

[pernocrasumo Ja 'y H %', Memajy CBOj 3HAK y Taykama
$=$, H $=38, (TO HE 3HAYM A Ccy OpOjeBH §; H S, HCTH y OXHOCY
Ha %y M HA %,;; HO KAKO j€ NOKAa3 3a xy HE3aBHCaH OJ JA0Ka3a 3a %,
TO MOXEMO YCBOjUTH 0Baj CKkpaheHH Ha4YHH HU3PaXKaBamba).

_ Ilo npernocraBuM, KpPO3 Tauke
§, H S, MNpOJA3H HajMame jelHa
paBan /I xoja ca KDHBOM HEMa APYTHX
3aje AHHYKHX TadaKa.

Kako cy uuterpanu (1) u (2) ussa-
pHjaHTHH ¢ 063upOM Ha H360p noueTKa
O BexkTopa r;, To hemo Tauky O H3a-
6patu y passu [I. CTaaHH BEKTOpP ¢
HEeKa je ynpasaH Ha pasan [1. Tazma
H3pa3H cr, X'y H I, %'z HE MEHaA]y
3nak (Buiu ca. 1 ca i=1, 1j. af =1y).
Crora je

§c1117.’N ds==0 =u §crix'gds=i=0
wTO Ce NpoTHBH jeanaunHama (1) u (2).

Hokas Teopeme 2. YoudMO OCKyJaTOPHH NOjac KpHUBE T;.
Taga je xa0o wWTO CMO BHAEAH k;=T, Ky=% W Qy=n, N2 je a} =1,.
- FlpeMa ‘Tome, ako je t, 3aTBOpPE€Ha KpHBA, o6pacuu noMohHOr cTasa 1

raacuhie 33 v=1, pn=2,3 oBako:

1) Oszae ynoTpe6/beHH MOCTYRak nmpoudpyje nosnatd noctynak G. Herglotz-a
{1, crp. 17—18]
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3) jﬁcrzr'd_s= —c§a1k2ds=0,

) §cr2 wds=—c§c,, k, ds=0,

jep je myx ockyaatopsor mojaca k,=0. Hcrum mocrynkoM Kao u
Hanpen, a Bogehu pauysa o TomMe Ja je r, 3aTBOpPEHa KOHBEKCHa
KpHBa MCTE HYyXHHE KAa0 H KpHBa 1,, AOWLIH OGHCMO, NOX MNpPETNo-
CT4BKOM [1a T M % HMA3jy TA4HO ABE EKCTPEMHE TAuKe, 70 3aK/byuKa Ja

¢t M "'crzx'
HE M€majy cBOj 3Hak (Buau ca. 1 ca i=2, Tj. at =t,). Kao u nanmpen,
BHAM C€ Ja je 0BO Y KOHTpaXuKOUjH ca jexuadnnama (3) u (4).

Ha mecto ockyaaTopHor mojaca Moras CMO 3a JOKa3 ynorpe-
64TH H TeO0JeTCKH Mojac.

JIMTEPATYPA
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UBER DIE SCHEITEL DER"’?‘GESC{HI{;OSSENEN KURVEN
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

Definition: Eine viermal stetig differenzierbare geschlossene
Kurve t,=t,(s) wird konvex genannt falls durch je zwei auf der
Kurve liegende Punkte mindestens eine Ebene geht die mit der
Kurve sonst keine gemeinsame Punkte hat.

Verfasser beweist: 1. Die geodéitische Kriimmung x, und die nor-
male Krimmung wy einer geschlossenen konvexen Kriimmungskurve
haben mindestens vier Extremalwerte.

2. Es sei r; =1, (s) eine geschlossene Kurve und
T () =1, (0) + fndé
0

(wobei n Idie Hauptnormale der Kurve 1; bezeichnet) eine geschlos-
sene konvexe Kurve. Dann haben die Kriimmung x und die Windung
« der Kurve v, mindestens vier Extremalwerte.

“sgin
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MWJ/IOPAL M. JOBHUYUR

HEMOCPENHA T'PA®PHUUYKA PECTHUTYLIMJA
KOCE AKCOHOMETPHJE

ITociaBwawe Opobaema. JlBa ocHoBHA 3ajzaTka Hamprae reome-
TpHje ¢y Ha ce OMOryhu 3a CBaKH OJ Pa3/HYUTHX HAYHHA MPOjEKTO-
Bakha jeXHHHAYHOr OPTOTOHAJHOT TPHEeApa:

1) HemocpenHO nprame Ke/beHE NpOjeKnHuje Tpueldpa Kaz je
JlaTa BeJHYHHA jeIHHHYHOr BEKTOpa H Mehyco6HH MOJ0Xaj TPHEApa,
LOEHTPA MPOjeKTOBaKA H MPOjEeKUHCKE DaBHH, H

2) nwenocpenHa rpaduuka pecTUTyILHja JaTe NPOjeKUHMje TpHespa
— HenocpenHo rpaduuko oxpehusame npaBe BeNUYHHE J€IMHHYHOT
BEKTOPa H MOJ0XKAaja TPHEADPA. U HEHTPA NPOjeKTOBamba NPEMa :PaBHU
CJAHKeE.

Hcmopucku pa3soj. 3a 6p3y u JaKy u3paly NEPCHEKTHBHUX CAMKA
Koje he CTBODHTH noTpeGaH nepcneKTHBaH-AYOGHHCKH YTHC3K HAjno-
JeCHHja MPOjEeKIHja jeé KOCa aKCOHOMETpHja, 1a Cy y TOKY H3rpahuBama
rpaguukux nocrynaka Haunprae reomerpuje 06jaB/beHH MHOro6pojuu
panosu — M gaHac ce jow 06jaByjy — Yy KOjuMa ce npenaaxy
pasJHuHTa pemetba roptha XBa 3aJaTKa 338 KOCY aKCOHOMETDH|Y.

Kapa Ilonke je 1853 r. ¢opmyaucao pemewme npsor 3axaTka
TEOpPEMOM: 3a KOCY AKCOHOMETDHjY KOODHMHATHOI MNOYETKA K TDH
Kpaja jeIHHHYHHX BEKTOpa OPTOrOHAJHOI TPHEAPA MOry C€ y3eTH
YeTHPH NPOH3BO/bHE Tauke HA L|PTeXKYy, MONX YCA0BOM Ja HHUCY CBe
Ha ucToj npasoj. [loake Huje 06jaBuo AOKA3 CBOje Teopeme, HArJacHo
je €amMo meroBy caoxeHocT. Kako je ucnpaBHOCT Teopeme 0CNOpaBaHa,
ny6aukoBao jy j€ Jako6 Llltajuep 'y Journal fiir reine und angewandte -
Mathematik 55 (1858), crp. 356—378, kao mpoGrem koju Tpeba
pewntn. [Tocae Heycneanx pazoea JewsannesHa u Kuukeauwsa, npsH
je Hoakeos .yuenyk, IlIBapn noxa3ao HCNPaBHOCT TeopeMme, pPeLIHBLIH
€JeMEHTAPDHHM aHAMIMTHYKMM anapaToM OMNWTHjH Npo6GAeM: 3a KaTH
TeTpaexap NpPOH3BOBLHOT O6JAHKa MOXE Ce OAPeAMTH npasal napa-
JIEJIHOT (IPOjEKTOBakha H MOJ0XKA3j NPOjeKLHCKe OCHOBE TaKO JAa [pO-
jexnuja Terpaegpa 6yae caAdYHA JAaTOM YETBOPOTEMEHHKY Y DAaBHH.

Csu kacHuju Hokasn [JoaxeoBe TeopeMe Cy MPETENXHO aHamH-
THukH H cBoje ce Ha Illsapnosy npumeny camusux ¢urypa ymnpo-
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heny abpunom cpomnowhy. Hu jeman om mwHx Huje mao nemocpensy
¥ NpUXBaT/bUBY rpaduuky pecturynsjy. To ce noxymasa oBuM pajom.

Pewere Opo6rema. TlocTaBipaM OPTOroHaJHH j€MHHYHM TPUERAP
O X YZ y npou3BO/baH NoJOXaj npema Mpojekuuckoj pasuu [T ca
noserkom O y [I, ¥ npojekTyjeM ra npPOHU3BO/HLHHM MapanenHuM
3pauuMa s y Kocy akconometpujy O Xy Yy Z;. (cn. 1) Jla 6ux pasas

- Ca. 1

O X Y tpueipa moaoxuo y I1, o6phem ra uajnpe -oko Bekropa O X
nok BekTop O Y ‘ne pohe y I1 y monoxaj OY,. Ilpu Tome cranso
npojexTyjeM Tpuelap 3panuma s, na ce Ttauke Y u Z npoOjexryjy y
KpajeBe CHPEeTHYTHX ‘N0JyNpeuHdKa eaunce -— Mpojexnuje Kpyra
o6prama. Hosa npojexumja tpueppa je O XY, Z . 3atrum 0o6phem
TpueAap’ oko Bexkropa OY, ‘Hox He posejlem u BexTop OX 'y Iy
nonoxaj O X;. Ilpu Tome cranso npojexkrtyjem Tauky Z y Zig, a X
napajeJHUM 3palMMa y HH3 Tagaka X, = ¢ - - B : E

~ Tlpojexuucku 3paud Tauke Z 06pa3yjy eJHNTHYKM KOHYC ca
BpXOM Z, ;. HberoB KpyXHH mpecek — KPyr oOpTama Tauaka .Z
X — yrpasai je ua /I, ma je /T paBaH rJIaBHOT NpeceKa KOHyCa Kpo3
Many ocosuy, npase X, Z,, u —X; Z,; cy u3Bojuuue xonycay I, a
nyx Z;i O je npedHUK KOHycCa CIPersyT paBHW Kpyra. Tauke Z um X
Cy cnpersyTe Ha Kpyry, na spamu tauxe X napanejud W3BoABHIIAMA
KOHyca 06pa3yjy jeAHOrpanu TPOOCHH XUNepPOOJOHL KOME je CpelKIITe
Tauka O, @ KOHYC A4CHMNOTOTCKH:. TPAHCIATODHO MNOMEDEH 3a NyX
O Z,. Tlpecex xunep6onousa u [I je HH3 mnpojexkunja 'X; Tauke



Henocpenra rpaduuka pecTHTyLH}a KOC€ aKCOHOMeETpHje 155

X — xunep6oaa ugje cy acumaroTe I ® Iy napanense ca X, Zy, — X, X 4.
OBa xunep6osa u roprka ejuica KMajy JBa jeJiHaKa a ynpaBHa MoJay-
npeusnxka O X; u OY,, a muma cnperdyT noaynpeunuk O Z;; je
33ajeHUYKH, Na Cy UM TaHreHTe y Taukama X; M Y, napanenne. HMmajy
H 3ajelHHYKe HOCA4€ OCOBHHA, jeép Cy OBH CHMETDaj€ yria aCHMTOTa
yjeAHO napasiennp CUMETpanama yriaa npasuX X; Z;, M —X,Z,4 KOj€
cy zZea 3paka aQMHHTETa 3a €JHICY M KPyr HaJ mpeydukom Y,,-Y,.

Enunca OY,; Z,; Moxe 6uTH KOCa NpOjeKuMja Kpyra Hax Mma
KOjHM HEHHM MPEYHHKOM, Tj. CBAKH -NOAYNPEUHHK EJHICE MOXE Ce
CMATPATH jeIHHHYHUM BEKTOPOM ODTOTOHAJHOT TPHELPA KOME j& APYrH
BEeKTOp y /1 jeaHak u ymnpaBaH NPBOM, a Koca npojeknuja Tpeher
BEKTOpA jé Cnpernyra npsoOM Ha €JHIICH YjeAHO CNPErHyTa APYroM Ha
xunep6oan. 3a cBe oae moryhe
TPHEAPE CBH NOJOXAEjH APyrux
BEeKTOpa 06pa3yjy €eaHfcy KOH-
TPYEHTHY €/UNCH NPBHX BEKTODA
H 06pHYTy npema oBoj 3a 90°. Osa
Apyra €Junca je OpTOrOHAaJHa
TpajekTopuja NOPOAMLUE XHNEep-
6oJsa, jep y npeceyHnM TadKama
X, UMa ca BUMA ylOpaBHE TaH-
rente. Kako ummajy u 3ajeqsnuxe
HOCaye 0COBHHA, KOH(pOKaIHe Cy.
Crora je 3a npeceudy Tauky X,
36up noTera BeJMKa OCOBHHA
. eJIgrce, a pasjiiKka HCTHX foTera
peasiHa ocoBuHa xunep6oJe, na je
ONaBJlEe BeJHYHHA j€HOT moTera
36up a Apyror pa3awka noay-
ocoBuHAa enunce M xeaep6oae.

Ha ocuoau 0BOra H3BOJHM rpatpuqxn NOCTynaK HENOCPENHE
pecm’ryuu]e nate Koce akcoHomerpuje O Xi Yi Zy:

Ycpajam nBa BekTopa, Ha cn. 1 OYy u OZ, 3a CHpEruyTe
MONynpeyHUuKe eJunce W ogpesuM rpaduukd meHe ocoBuHe, 24, 2 b,
okpenem ux oko cpexumra O 3a 90° u Hahem xuxe F,F, Ha BEIHKO]
ocoBuHH A A, oxpenyre enunce. Tpehu Bexrop O X, je moaynpeudnk
xunep6oie KoHOKaaHE eqHncH, H NoMmohy norera tauke . X; OLPeRUM
peaaHy OcCoBuHY 2 c xxmep6one IToTesuma a+c u a-c oxpexum
Tauky X,, Ipecex eaunce M xunepﬁone, u Tauky Y, cnpernyry X,
Ha kpyry. lyxk. O X, je npaBa BenuuuHA jeJHHHIHOT BEKTOpA Tpuenpa,
a npasa O X, je oproronansa mpojekudja npase O X.

Ja Gux oz:pe,zmo npapall MPOjeKIMUCKHX 3paKa s H nonoxcaj
TpHenpa /I, ynpram Hajnpe Tauky Z,; COPErHyTy TauxkH X, xunmepGoae
yjexso u rauku Y, enunce Yy Z,. Tauke Z,; u X Cy cupersyTe Tauke
eJHnce — KOCe NpojekInje Kpyra ympasHOr Ha [, ca 3aje IHHUKHM
npeunuxom — X,, X,. [lomohy a¢punurera oxperum Ha Kkpyry, obope-
HoM y [T oko — X, X;, abuun nap cnpersyTux ravaka Z;,X; H 0OpO-
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jekTyjemM ux cnosama obprawma y Z'y, X'y, .OpTOI‘OHaJlHe npojexuuje
tauaka Z, X kag je Y y /1. OBum je oxapehen nonoxaj tauke X u
spak s=X X;. Oproronanse npojexunje Y'; u Z’y tauaka .Y u Z
onpehyjem u3 Tauaxka Y, Z, 3panuma s noMohy jeauHuuse sonTte
uiy Ha ap. nomohy aduuurera eamnce O Y; Z,, Ha KOjoj cy Tauke
Yi,Zi, v enunce OY, Z'y, Ha K0jOj Cy TPaxeHe OPROrOHanHE NPOjeK-
uuje Y5, Z'; Tauaka Y u Z.

.+ OcuM oBaxo oipehesor monoxaja Tpueapa, BATa KOCa aKCOHO-
MeTpHja ojpehyie jom jeaan nonoxkaj Tpuenpa (ci. g.- raake X, Y., Z;
cuMeTpuuHe Taukama X, Y,Z 063upoM Ha paBaH Kpo3 cpexumre O
ynpaBHy Ha 3pake s, Jajy HOB OPTOTOHAMHA TPUEJAp CYMPOTHE AMCNO-
3ullHje, KOju C€ HCTHUM 3palluMa MNPOjeKTyje y AaTy KOCy aKCOHOMe-
Tpujy. Kan ce oxpenu wemy cumerpuuan tpuepap X,, Y., Z, 063upom
Ha [I, oBaj Tpehu Tpueaap je cuMETpHUAaH APYroM, ZaKjJe HMa HCTY
JAUCMO3UIIMjy OCOBKMHA K40 M INPBM M MNpPOjEKTyje ce y HmaTy Kocy
aKCOHOMETDH]Y 3paluMma S, CHMETPHYHUM § 063upom Ha []

UNMITTELBARE GRAPHISCHE RESTITUTION
IN DER SCHIEFEN AXONOMETRIE

"MILORAD M. JOVICIC

Es wird ein graphisches Verfaliren der Resfitution und damit
zugleich ein Beweis des Pohlkeschen Satzes in folgender Weise
durchgefithrt:

Sei OXYZ ein rechtwinkliges gleichschenkliges Achsenkreuz,
dessen Anfangspunkt O in der Bildebene I7 enthalten ist, und s, die
Sehrichtung. Zuerst wird das Achsenkreuz um OX gedreht, bis OY
in [1 fillt; es sei dann Z,, die Projektion von Z. Danach wird es
um OY gedreht, bis auch OX in [T fallt. Bei der ersten Drehung
bewegen sich Y und Z lings eines Kreises, dessen zu s, parallele
Projektion eine gewisse Ellipse ist. Bei der zweiten Drehung proji-
ziere man Z und X parallel so, dass sich Z stets nach Z,, projizjert;
dann bewegt sich die Projektion von X lings einer Hyperbel. Durch
die Betrachtung jener Ellipse und dieser Hyperbel gewinnt der Autor
sein Verfahren:

Ist O Xy Yy Z, die gegebene .schiefe Projektion des-Achsenkreu- -
zes, so bestimme man die Achsen der Ellipse, dessen konjugierte
Halbmesser z. B. O Y, und O Z; sind und drehe sie um 90° um den
Punkt O. Dann ist O X, Halbmesser.einer konfokalen Hyperbel, also
man -bestimme ..ihre Hauptachse-und . sodann.den Schaittpunkt X, von
Ellipse und Hyperbel; O X, ist die wahre Grosse von OX. Da Z,«
Endpunkt des zu O X, konjugierten Halbmessers der Hyperbel ist,
ermiltelt man leicht auch die Richtung s,.
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CJ/IOBOJAH AJbAHUUR

O ACHMIITOTCKOM PA3BHJADY A-3BHP/bUBHX
JIMHEAPHUX ®YHKLIMOHEJIA

TE3A
I ¥YBoxn
Il IMpo6aeMaTHka u pe3yaTatd
Il Dokasu craBoBa
IV Tpumene

I YyBO O

1.1. ¥ Marematuukoj anaausu ce jom nodetkom XIX Beka
OmepHCa/so C€a JXHBEPreHTHHM pelOoBHMa, OBO THM IpPE IUTO Cy H
HYME€DHUYKH De3y/TaTH JaBanu 3anoBosbaBajyhy TauHocT (y AcTpo-
somuju). Tex nojaBom AbGena uw Kommua, KOjH cy Jaad OCHOBE
MozepHe Amnanu3e, MoOYeaO je Aa Ce yCTajbyje CXBaTame Na JOKa3H
HEe CM€jy nOYHBAaTH HA ONepanMjamMa ca AMBEPreHTHHM peloBuMa. A,
CcaMHM THMe, yKa3aja ce ¥ norpeba Xa ce NpoTyMauyd 3alUTO H KHUBEp-
TeHTHH DEJNOBH NOBOJE N0 MNpUXBaT/bUBHX pe3yarata. Kommn [4] je
TO yuHHHO Ha npumepy Crupamarosor pega. OcHoBHa Kommuesa
Hieja AOJA3H A0 H3paxaja H Ha cJaegehemM jeRHOCTABHOM NPHMEpY.

Heka je

Fa- [
X)= du, x>0.
f x+u >
0
AKO OBZe CTaBHMO
1 1 o w2 un un+t

=_____+—_s_...+(_1)n +(1)n+1

0,
x+u x x* x xntt xnt2

o1t
1+u/x
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na npema tome 0 <6< 1, ¥ MHTErpUWIEMO YJAH MO UMAH, HANA3HMO

(L1.1) F=toLt 2t

-+R,,
x x2 x3 xn+1

rae je
R—(—ynr 8D g g g 1.
xnt? Sk

Kag n- oo, pex (1.1.1) muBeprupa 3a cBaKo X, a/ju HNaK MOXe
MOCAYXHUTH 33 NPUGAMXHO M3pauyHaBame GyHkuuje F(x) 3a Beauke
BpeaHoctd x. Haume, 3a mato x >>1 4aaHoBu peja no ancoayTHOj
BpPeLHOCTH NMpBO BPJAO O6p30 omazajy, Xa OW 3aTHM HEOTPAHHYEHO
pacad. Jeaan oX bHX, AAKAE, NMOCTHXKE MHHAMYM. AkKO ce, npema
TOME, y pely 3alpXHMO HA YiaHy KOjH NPEeTXOAH MHHMMAJIHOM,
OTCTYMNambe OJl Ta4He BPEAHOCTH F (x) 6uhe, Ha OcHOBY 06/1MKa OCTaTKA,
C4MO jelaH JIe0 MHMHHMMAJHOr 4JaHa. A 0Baj MOxe OUTH BPJO MaJH,
9eCTO ¥ JO0BOJbHO Maju 3a TPaxKeHy TauHocT. HapamHo, oTcryname
ce 3a Jar0 X HE MOXE YUYMHUTH NPOH3BOLHO MaJUM, jep je OHO
C AOHmE CTPaHE OrpaHUYEHO ancoJyTHOM BpefHOmhy MHHHMAJHOT
ynada. To je 6uTHA pa3nuka (y nOrJaely HyMepHUYKOr pauyyHa) OBaKBHX
IMBEPreHTHHX pEJi0Ba OJ, KOHBEDPTrE€HTHHX, a THMe Ce W 06jambaBa
3alUTO Cy OHH TOHEKaJ NOTOAHMjH OX KOHBEPIeHTHHX 3a.HYMEpPHUKH
pan: IOBO/bHO j€ Ja MHHHMAJHH 4/IAaH HEMA CYBHILIE BeJHKH HHIEKC.

1.2. Cruarjec [22a] u [Toenkape [18] cy jenHoBpeMeno, HE3aBUCHO
jexan oA Apyror, YBEAH 110jaM CEMHKOHBEPIrEHTHOT OIHOCHO A4CHM-
NTOTCKOT peja. ¥ JNuTepaTypH je NPeoBIajao NOCA€IHH TEPMHH.

Pen, 640 OH KOHBEPTEHTAH WM AHBEPreHTAH, ACHMNTOTCKH MPeT-
craB/ba (PyHKIHjy f(x) 3a BeJuKe BPEAHOCTH X,

(L.2.1) f(x)~co+_f_1_+£22..+.. .
X X
ako 3a ceako n=0,1,2,...
( cl Cn ‘
(1.2.2) x"{f(X)——(co+—+-~+—)]->0, X 00,
X xn

Hox ce Cruarjec y cBOM pajy 3aApxao Ha 0BOj AeHHHLHjU K
nao npumepe, [loenkape je orummwao muoro jgame. OH je nokasao na
ce, MOJ HM3BECHMM YCJOBHMAa, Ha ACHMMOTOTCKE PeloBe MOTYy MpHME-
HHTH aiare6apcke W vHQUHUTE3WMANHE Onepanuje, ¥ Aa CBaKOj OX bHUX
NPUMEHLEHO] HA ACHMNTOTCKHM peJ OAroBapa aHAJOTHA ONepauuja npu-
MemeHa Ha Qysxuujy f(x). -

Heka je

a, . by
f(x)~ el g(x)~2;.
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Tana je:
8o
f)+Bg(x) ~ > =3
¢ v
20 ~ = v = y—m-
TCTICESY SETE S
m=0
3" Axo je R(yy Vo ..., Vp) DaUMOHaNHA (PyHKUHjA apryMeHaTa
Vs Yor -1 Yp B Qynrumje fi(x),fo(x), ..., [y (x) umajy acumnrorcke

pasBuTKe, T2Xa H (QyHKHUHja

F(X)=R(f1,f2, .. -’fp)

HMa aCHMIOTOTCKH pa3BHTAEK, MOX [PETIOCTaBKOM Ja HMCHHTE/H O R
HE TEXH HYAM Kal x-»oo. OBaj acCUMNTOTCKH DA3BHTAK C€ H3pagy-
HaBa (opmaaHo Kao jga cy pasBuuu QyHKUHja f; (X) KOHBEPreHTHH
peJOoBH.

4% Axo
g(X)=ag+0ty X+ -+ +ap X1+ - -

uMa NOJNYNDEYHHK KOoHBeprednuje r >0, u

a,
f(x)~ —x—‘v, X300,

taaa u Gysxuuja F (x)=g (f) uMa acCHMOTOTCKH PAa3BHTAK, I10J NMPETIO-
CTaBKOM Ja je |ay|<r. M3pauynaBa ce kao ma je penm X a,/x’ KOH-
BepPreHTaH.

5° Axo je (yHxumja f(x) HempekumHa 33 x > X, H -

f(X)~Z%, X 0,

Taga je

0 o ‘
Yl g N G
f[f(t)_a"_ t}dt' zz(v—lxxv—l’ e
Y=

x

Oxapae cnemu: AKo, CéM HaBeJ€HHX MNDETNOCTABKH O f(x),
MOCTOjH HENpeKuAaH H3BOA f'(Xx) M OBaj JONYITAE ACHMITOTCKH
pasBHT2K, OHJA je

o0

va )
f’(x)-.w—- E v+v1 y X oo,
X
y=1

Tex Gaarozapehu ToMe wWTO Ccy HaBeldeHe omnepanuje ca acHM-
NTOTCKHM PeNOBHMA JO3BOJ/bEHE, MOrJd je IhHX0BA TEOpH]ja H MPHMEHA
na noke no myHor 3amaxa. ¥ tome je [loenkapeosa 3acayra.
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1.3. Axo d¢ynxknmuja f(x) uma acuMOTOTCKM pAa3BHTaK, OBaj je
Crunrjecosum anroputmom (1.2.2) jeanosnayno ojppehed (majga ce
YeCcTO, Ha Taj Hay¥H, HE MOXe ¥ e(eKTUBHO H3pauyHatH). OGpHYTO,
mehyTuM, He Baxu jep Qysxuuje f(x) ¥ f(x)+e~* uMajy HCTH acHM-
NTOTCKH pa3BUTaK. THMe Ce MOpel, TEOPHjy aCHMNTOTCKHX pejoBa
nocraB/bajy ABa OCHOBHA npobnema:

1° Ersucrenngja acuMnTOTCKOT Pa3BMTKA Kaja je Aara ¢QyHKIMja
. # HEeroBO NPAaKTHYHO H3HANAKEIE.

2° Kako orpanuuutd kjaacy (Qysknuja Aa 64, Kafa je JaT acHM-
NTOTCKM pPE€X, OBOM OJrosapaia jefHa jeAuHa ¢QyHKIuja.

O6a oBa nurakba HHCYy y MNOTOYHOCTH M Ha 3a40BOJbaBajylin
HAUHH pelleHa.

(i) 3a acunMOTOTCKO pa3BHjambe (QYHKIMjA MOCTOjH YHTAB HH3
METOJa, Bull€ WM Mambe TNPAKTHUHHX, Y 3aBUCHOCTH OJ O6JMKA Y
KoMe je nara Qyskuwja. I[1pBu acumnToTCKM pa3Bunu AOOMBEHH CY
u3 Ojaep-Makaopenosor 36upHor o6pacua, BHIIe-Mambe CAydajHo. A,
rek ce Jlannacosa [14] merona ,dyHnkuuja Beaukux 6pojesa“!), kojy
je Komu mpomupuo. HA KOMIIEKCHO NOAPYydje?), ¢ npaBoM Moxe
HA3BaTH MNpPBOM METONOM acUMOTOTCKOr paspujama. basupana je
AYro Ha jefHoj naay3ubuaHoj npumenOu, HaAUMeE, 1a 32 BEJHUKE BpE.-

HOCTH N HHTErpany
J1(x) [g ()] dx

y NpBOM pely MAONPHHOCH HAajyXa OKOJMHA MaKchMyMa QyHKuuje
g (x). Purypossoct monasu tex ca [leponom (17], a pmama ycaspuma-
Baka y pafoBuma [le6ua [6] u Barcona [24c].

Jap6yosa [5] meToAa KOPHCTH 33aBHCHOCT  aCHMNTOTCKOT
NoHamaba HH3a f, (1 oo) OJ CHHTYJNADHUTETA KOje meropa (GyHKUH-

F(f)y= D fut"

ja-reseparpuca
n=0

uMa Ha Kpyry Konseprenuuje. Xap (8] mpenocu oBaj nocrynak Ha
byuknuje f(x) (x »o0), rae yaory GyHKHHje-reHepaTpuce mnpeysuma
Jlannacosa tpaucdopmanuja oxn f(x).

He mame 3Hauajie cy merona Jljysuna u CrexnoBa [21], koja
Jaje acUMNTOTCKHM Da3BHTAK 3a pelleme JAuHeapHe pnudepennjanxe
jenuaunne, u wmetoma DBapuca [2a], ®opzna [8] u Ibycama [16], xoja
“ Cé OJHOCH HAa AaCHMNTOTCKO Pa3Bujame (x-» oo) (GyHKHUja AepuHuU-
canux TajopoBuM penoBHMa CNELMjaJHOI THOA

xﬂ
S 8#0—1,-2,
! (n+9)

1) Fonctions des grands nombres.
2?) Sattelpunktmethode, method of the steepest descent.
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I1pBu nokywmaj na ce Gap jenan 3uadajuuju GpOj METOHNA aCHM-
NTOTCKOr pa3BHjama CBEJE NOJA jelaH ONWITH NDHHIHN YYHHHO je
Jeu [7]. Hexa dyskumuonanna tpancpopmanmja T npecnnkasa yHk-
uujy F na ¢ysxuujy f, 1j.

(1.4.1) f=T(F).

Tana, u3 acumnToTCKOr MOHamama jeane oj ¢ynxkuuja F 4 f, Moxemo

3aK/bY4YHTH- O MOHAWIaky APYre Yy OKOJHHH H3BECHE Tauke. AKo u3

F 3akmyuyjeMo o f umamo acuMntoTHKy AGenaoBe mpupozae, y o6p-

ayToM cayuajy TayGepose. Hajaan, noctoju u.Tpeha Bpcra, Hu,anpex-

THa A6enoBa acHMNTOTHKA, Yy cayu€ajy xa Tpaﬂctbopmauuja (1.4 1)'

JONYLITA HHBEP3HjY :
F=T71(f),

a 3akpbyuyje ce o Qysknuju F .

(ii) ¥ nornemy mpyror npo6ieMa HAaREAGHOI Ha [I0YETKY OBE
Tayke npsu aonpuHoc Aao je Cruarjec [175]. CrtuatjecoBa ocHOBHA
#lleja cacToju ce y TOMe 13 JHBEPreHTHOM pely

(1.4.2) S b b >0,

x x? x3

Kana ¢, HCNywasajy onpeheHe ycaoBe, NPEKO KOHBEPreHTHOI BEpH-
XKHOT' Pa3joMKa

1
ay x4 - ——

as; x+
a4+ “o .

KOODIHHHDPA OXpeheHH HHTErpan

1w,

xX+u
0

H OBaj cmarpa cymom peza (1.4.2). OnpehuBame nosurusue Gynkuuje
f(u) u3 xoedunujenata pema (1.4.2) csoxu ce Ha uyBenn CruaTje-
coB npo6aeM MOMeEHarTa.

Hounuje cy Barcon [196), Hesanmuna [11] u Kapnemaﬂ [30]
Jand HU3 YCJAOBA NOJ KOjHM C€ H3 -

)~ —r xo e,

11 3Gopunk
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jeZHO3HAYHO MOXeE OApeauTH f(X) ako je oBa (QYHKIHja pery.napsa
y -n2a<¢<m2a, r >R(x=re®). Tu ycropu cy Tuna

o122
0

3a JOBOJbHO BEJAMKO n W mOrofuo p >0,

n nlk "
<(-k) e~k gn (k > o)

1.4. IloTesudjanHiy acHMNTOTCKH DENOBH, KaKBE Cy yBeau
[Noenkape u Cruatjec, nmperpnejd Cy y CBOME Pa3BOjy HH3 reHepa-
Au3anuja.

Y cayuajy ma ¢ynkuuja f(x) #e ucnymasa eh npsu (n1=0)
ycaos (1.2.2), MNoewxape npomupyje nojam acuMnTOTCKOr peja Ha
Taj HauMH IITO noroxsum u3bopoM dyHnknuja g(x) u h (x),” ymecro
f(x) pasBuja y acHMOTOTCKH pel QyHKuujy

f)-g(®) b
h(x) zxv ’

W TaKO KO6Hja YOMWUTEHH ACHMNTOTCKHM PAsBUTAK
by
f(x) ~g(x)+h(x) z;, X 0o,

[Ipomen/puBa x MOXKE Yy3uMATH M KOMILIEKCHe BpeAnoctd. Ho Tapa
ce Mopa MNpenu3upaTH y KOM M[paBlly, OXHOCHO Y KOM YIWy Baxe
ycaoBu (1.2.2) kaf | x |+ oo, na npemMa TOMe ¥ aCHMOTOTCKH Pa3BUTaK.
OBa renepaiau3anuja Ha KOMOJNEKCHO moApyuje omoryhuaa je Henasu-
auay [15] Za ynoTnyHw Kpyr HO3BOJbEHHX OMEpaNMja Ca ACHMNTOT-
ckum pepfoBuma. OH je nokazao ja ce AudepeHnuparmeM acHMNOTOT-
cxor pefa xo6®ja acAMATOTCKH peJ H3BOJA, aJMH CaMO KOJ, acHMil-
TOTCKMX PELOBa KOjH BAaXE y GHTABOM YIJy a He CaMoO Ay KPHBHX
nuHHja. :

Kapneman [3a,0] je npsu yBeo acumnrtoTcKe penose o6Gauxa

w, X—oc,

co(x)+———cl(x)+ EZ—(;—Q—F.
x

roe Koedhunujent# ¢, (x) HUCYy KOHCTaHTe Beh mepuoauuxe QyHKIuje
no x. s S

Hajsan, Ulmur {204g,b] wucouTyje acumnToTCKE pejone ca
ONuITOM, He BUUIE MOTEHNHJaMHOM, CKaaom QyHKOHja {q,}, Tj. 06auKa

€ (x) + ¢y (x) + Cy (X)
go(x) q1(x) qa(x)

ey X 00,
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¢y (x) cy nepuoxuuke o¢ynknuje a Hu3 Qyuxuuja ckane {g,} Mopa
3a710BO/baBaTH caexeha xBa ycuaosa:

(13.1) g () %0,
7} : v=0,1,2, ...
(1.3.2) 28,0, %0

. Qv (%)

L[esMCXONHOCT OBHX TreHEpanH3aluja Or/aeaa CE y mPBOM PERy
y TOME YKOJIMKO Cy H KOjeé onepanHuje ca TaKBHM aCHMITOTCKHM
pexoBHMa no03Bo/beHE. Tako Beh MHOXKEHE KO/ ONIITHX CKajaa XO0Ja3u
y NHTame, jep (popmMaJHHM MHOXKEHeM J0o6ujamMo npousBone 06/uKa
(9x gx)—' koju camMum He MOpajy HMMaTH ACHMNTOTCKH Pa3BHUTAK IO
ckanu {q,}. 36or tora IlMuT H3ABaja M3 ONIITHX CKaJa OHE KoOje,
HanpUMep, 103B0JbABAjy MHOXEE, Tj. KOX KOjHX 3a cBaKo X, x=0,1,...
BaXH

(1.3.3) mmww*~2§%,

34TUM OHE KOju J03BOJbaBajy AH(epeHmupame, HTIH.

Tume je nuTame NnpUMEHE OCHOBHHX ONEpAlHja H HA aCHMOTOT-
CKE peJlloBe Mo ONIUTHM Ckanama pemeHo. MelyTum, cioxeuunje one-
panuje, Ha npuMep, ONIUTH [PAHHYHH NIP€/1a3 NPHMEEH HA aCHMNTOTCKE
pesoBe, HHCY JHOCaZd HH KOX aCHMITOTCKHX PeXoBa ca MOTEHIHjanHOM
CKaJIOM HCNHTHBaHH, aKO Ce H3y3Me caydaj yHHDOPMHHX acHMNTOT-
CKMX DEIOBa, Tj. TAKBHX KOJ KOjHX CBaKM rpanuunu npenas (1.2.2)
BaXxu yHHQOPMHO. MH hemo ce OBAE GAaBHTH H TaKBHM CJOXEHHjHM
onepanHjama NPUMEHEHHM Ha ACHMIITOTCKE peXoBe [0 OMIUTHM CKa-
nama. [lpenusnuje, ucnurahemo ycaoBe NoJ KOjHM c€ HAa JHHEAPHY
Tpancopmanujy AaTOr -aCHMOTOTCKOr PE€Xa CME NPHMEHHTH ONIUTH
rpaHHYHH NpeJias.

Il TPOBJIEMATUKA W PE3YJITATH

2.1. Ilox ¢pynryuorenon nozpasymena ce (PyHKIMOHAAHAa TpaHC-
¢dopmanuja Koja csakom exemeHty f(x) (cBakoj Tauku) yHKIH-
oHaJHOr mpocropa F npuipoxaje oxzpehen 6poj A [f] Tena peannux
MM KOMIVIEKCHHX 6pojeBa K. dynkuuonena je Juneapua ako je

Alehtafl=c Al +aAlR)
3a CBaKo

fru f, € F u 3a csako ¢, u ch € K.

dyHkuuoHeNa je orpanuyexa ako je (roptba I'paHHna) -

sup |4 [A]
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KoHay#a 3a cBako f & F 3a koje je Hopma ||f[| < 1. Ako oBy ropmy
rpasuny o6enexumo ca M, Tana je 3a cBako fEF :

LA < Ma- |1

I.iexa je F. npocTop CBUX y pasmaky (a, b) HeNpeKHAHUX (YHK-
Inja y KoMe je HOpMa JieduHcana ca

Al = Mix'blf(X)l-

[LESPES

®. Puc [19] je n0ka3ao Na CBaKOj JHHEAPHOj W OrPAHUUEHOf
¢yukuuonenu A {f] nepuunucanoj y npocropy F. omrosapa onpehena
¢QyHkuMja orpasuyeHne Bapujauuje o (x) (ucTa 3a cBaKo f), Tako Xa
ce nuHeapHa- Qyukumouena A [f] na npercraButu CrraTjecoBum

HHTErPaNoM
Alf=]1 (O da).

[Tpu Tome je
MA=afb|da(t)|.

« (x) je reseparpuca nuseapue ¢yukuuonene A [f]. Pasmax (g, b)
moxe OutH M Geckonauan. — CinuyHe TBpAMWE NOCTOje ¥ 3a Jpyre
(yHKIHOHANHE - IPOCTOPE, HA NMPUMEP 32 NPOCTOP L-HHTErpaGuaHux
(yHKOHja. '

®. Puc [19] je mao v jemaH 3Hawajan CTaB O IPAHHYHOM NpO-
mecy Koj HM3a JuHeapHUX (ysKnuoHena y mnpocropy F... Hauwme,

nexa cy A, [fl, Az [fl,..,A[f] nuneapre u orpanuuene QyHkuHOHENE
u Hexka cy o (x), %, (x), ..., (X) ®HHXOBE reHepaTHCE Koje 3a40BO/ba-

Bajy. yCJIOB
: s (q)=a2 (a)=...=a (a)=0.

Ja 6u tana

®

L ALfIVAlL no o
32 CBaKy (byﬂxuﬁjy'f KoOja npunaﬁa F., norvpe'éﬂo jeé # HOBOJbHO Ha
10' : . ./ .an(b)—»a(b), n—)oo;.
90 Fan@dt>fa(t) nsoo, a<x< b;
a. : a - :

3% na Bapujanmuja resepaTpuce o, (x) OCTaHe OrpaHudeHa, Tj.

W (o ()} =0 (1), n-o0.
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2.2, Ilpo6GremMaTuka OBOT pama ONHOCH Ce€ HAa Da3BHjame JHHE-
apaux dyHkuHoHeaa '

(2.2.1) Al =0f7 (B da, (1),

rge n He mopa 6uMTH 1€0 MO3HTHBaH OpOj, y AaCHMNOTOTCKE pejpoBe
(n-+ o), 1 TO MO onwTHM ckanama. [IpenusHuje, koje morpeGHe H
JOBOJbHE YCJIOBE MOpa 34aJ0BOJbABATH TeHepaTpuca o, (f), xa Owu
JIHHeapHa (QyHKUHOHena A,[f] uMana acCHMNTOTCKHM Pa3BHTAaK MO CKAAH
{gv(m)}, 7j. '

o

2.2.2 Anlfl~ S oo,

(2.2.2) fi 2 il

rpe je w

(2.2.3) c,=f f(H)d=,(t), v=0,1,..
0

CyKUecHBHOM NPHMEHOM Hanpej HaBeXeHOr Pucosor craBa Haja-
3MMO Ja je 3a TO MOTPe6HO H XOBOJHHO Aa

X o) l F 4
i0 . (D) df ~ fn,,(t)dt, naoo, x>0;
5["() % a(n) .

qv (n) ==

n-w

k—1
2 lim {qk(n)[an(t)-zl“ﬁ)—]] 5> limme(f); k=0,1..
V=0

k—1

30 W?{qk(n)[aa(t)-zf%]}=0(l), iz»oo; k=0,1,..
v=g

v

Camum THME IITO OB3j CTaB BaXH 3a cBaKy (Qyskuujy f€F., y
EMY Cy CaAp2XaHa 3HATHA OTpaHUYerba 3a IeHEPaTPHCY a, (X) auHe-
apHe (yHKIHOHee, Tj. KJ1aca OBHX je npuaudHo ycka. O ToMe roBopH
Beh cama dumeHHIA Ja resepartpuca a, (x) Mopa GHTH TakBa X4 KOH-
Beprupa He camo (2.2.1) 3a csako no3uTHBHO n, Beh Ja KOHBEPrupajy
u cBu HecBojcTBeHH Cruarjecosu muterpaau (2.2.3) (v=0,1...). Mely-
THM, 6am y nOpHMeHaMa, KOHBepreHUHWja OBHX MOCAEAILHX HOAA3H Y
nuTame. 3aTo ceé nocTaB/ba npo6Jiem Aa Ce HA HEKH HAYHH NPOLIHPH
KJ1aca JHHeAPHHX (PYHKUHOHeNa HA KOje ce MOXKE NPAMEHHTH TOpibH
cras. ¥ Tom nmoraenay moxe ce nhu y ABa npasua. Him, kaacy ause-
4pHUX (YHKIMOHEJA NPOWMPHTH Ha yWTP6 meHOor AedHHHIHOHOT
nosba, Tj. Cy3uTH QYyHKIHOHaAHW npoctop F., uam, wWTO je ox Beher
HHTEpeca, 4 32 KOHKPETHY NpPHMEHY WiTa Bulle H HEH30exHo, Npo-
IWHPUTH 0jaM came JauHeapre ¢yHxuuonene. OBO Ha Taj HadYHH, WITO
6u ce yMecTo KOHBEPreHTHHX JHHEapHHX (QYHKUIHOHENa, YBEO Mojam
A-30Hp/bHBHX NHHeapHHX (YHKIHOHENa, T]. TAKBHX KOj€ C€ OCHH-
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Bajy Ha A6enoBoM 36Upy HECBOjCTBEHHX CTHJITj€COBHX MHTErpara u
KOJ KOjHX MOCTOjH

lim [Te~otf(t)da,(t).
c=+40 ¢

Ananordu cTas 3a paspujame A-36UP/bUBHX JIKHEADHHX (QYHKIIH-
OHEeNa y 4CHMOTOTCKE pEeJNOoBe, MouyuBatié Ha CTaBy KOju je Ciau4aH
PucoBoM cTaBy O rpaHd4HOM npenas’y, aaH Cce ONHOCH Ha A-36up-
/bUBE JiuHeapHe QyHKuuoHexe,

Heka je

Anal=fTe [ (1) don (0, 50,

IITO MOMXKEMO HamucatH H y O6JHKY

Anlo, fl=J e ot f(t)dB, (c", 1), o=c'+d",
rie je °

¢
gn G =0f e~"td o, (§)-

Axo onzpa Qyskuuja e~ f(x) u remeparpuca. 8,(s, x) ucnymasnajy
ycnose 1°-3° Pucosor cTaBa, u TO 32 cBako ¢ >0, Tana ke

(2.2.4) Anlo,fl.> Alo,fl=f e £ (t) da (1)
Ta e 0
¥ TO 3a cBako ¢ >0 u 3a CBaKy Henpexnnﬂy dbyskunjy f(x),3a Kojy

e~oxf(x)»0, n->oo 3a cBako o >0.

Hpemocrasﬁmo an pa o6a u3pasa koju ce jaBmajy y (2.1.4)
uMajy rpaﬂwmy BpCILHOCT Kaga o-»+0, Tj.

hm A [o f] An [+0,f]

liin Als, fl=A[+0; 1),

Taza CE OCHOBHO NMTaib€ CACTOjW Y: TOME MOX Kojum he ycnosuma
' CAn[+0, f]—)A[+O fl, n~>oo.,

Ha osako  onmrteM cTaBy nouydBaao O aCHMOTOTCKO pa3BHjaibe
A-36up/buBHX JHHeaphuX (QyHKunuoHena. Marnena ma y npupons me
JexM Jia ce Jajy noTpeGHu ¥ AOBOJbHH yC/JAOBH NOJ KOJUM OBAKaB CT2B
BAXXH ¥ CTOra OBJe JdjeMO HM3BECHE NOBOJbHE YCIOBE, U TO NPETNO-
craBJba]yhn Aa q)yﬂxun]a f (X) uMa cnenujagHy CTPYKTYpPY

F(x)=eT 15 (x)
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¥ (yrxuuja ¥ (x) 3a108B0/baBa H3BECHE YCA0BE KOje HeMO HaKHaZHO
HABECTH.

[Npenusunje, npobaem Koju hemo oBAe TpeTupaTd, a Koju hemo
oAMax (bopmy.nucam 3a aCHMTOTCKE peJoBE€, CBOAH C€ HA IMHTALE
Nox KojuM ycioBuma he A-36up/buBa JHHEapHA (QyHKIHOHENA

A e~ Y (1)] = lim Of“’e—ofr”f V() do(t;2),

ynja reseparpuca ¢ (f;\) ZONymTa aCHMTOTCKH Da3BHTaK [0 ONIUTOj
cxanu {gu (M) |

(2.2.5) o (51) = 2;’:((;)) (q, 1”),. Ao 00,

caMa MMaTH acUMTOTCKH pasamax no cxaad {gn(d)} .

2.2.6 A=ty =S Pl L) oo,
@20 ATVl qum | 7m)

rie ce Koe(puuujeHTH

(227)  Pu(s) = lim ({me""te""tt\}r(t)dpp(t), p=0,1,...,1,
u3pauyHaBajy QopManHOM NPHUMEHOM ;6;1epéuuje

228 . . lim f e‘°t -ffqu(t)d{ }

o=

yJaH Mo 49/dH HAa aCHMOTOTCKH passurax jesrpa ¢ (¢; k)

2.3. 1a 6u npersaTHuje Morad (GOPMYJNHCATH YCAOBE MOX KOjHM
BaXXH rope HaseleHo TBpheme, nperxoiHo hemo AeduHuHCATH jeARY
KJacy (yHKIHja M NPEUH3UPATH W3BECHE 10jMOBeE.

Ca Qf o3naunhemo kJaacy (byuxuu)a oﬁ:mxa
(oF) F(8) = o (£) iy (1) F 0, () s () 4 +om (),

rae cy mp(f) noadHOMHM p'ror cTenena o t a (.l)p.(t) nepnolmqkel
¢yuxkuuje nepuoze h > 0. Cnenujanso xana wp(f) Aeresepamy . y
KOHCTaHTe, Kaaca () ce CBOAM HAa KJacy MOJMHOMA M-TOT CTeNeHa.

3a ¢yuskuujy V (f) xasahemo na npunaga kaacu ©; ako ce MOxe
npuxas3atd Jlanaac-CTHATj€COBHM HHTErpajioM

(t) Ie—'"da(u), t>0,

rae je oc(t) orpaﬂnqeﬂe aapu]aunje y (0, ). Cauuno zLe(puﬂumemo
KJ14Cy ©, W KOJ Hu30Ba

a, =0I°°e—vu d(I(H), V= 0’1""
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CoenujanHo axo je V¥ (f) Toranno mouoroHa QyHkuaja y pasmaxy
(0, ), T] axko je

@31) BV O=YO-E VY + Aot (- DGV (kB >0

3a CBaKO L€10 MO3UTHBHO k u 3a cBako h >0, Tama oua npunaxa
kaacu ©,. Haume, na ocuoBy jeasor Xaycmopdosor [10] crasa,
KJ4ca TOTaJHO MOHOTOHHX (YyHKIHja j&é EKBHBAJEHTHA Ca KJAACOM
¢ynknuja koje ce wmory npuxasatd Jlannac-CraarjecoBuMm uHTe-
rpajnoM HaBeJeHOr 06/MKa Ca MO3UTHBHUM Heomaxajylium jesrpom
a (1). — AHaJorHo BaX<4 3a TOT4JHO MOHOTOHE HH30BE g, KOJ KOjHX je
(2.3.1) (ca a,=a (v)) ucoymweHo 3a CBAKO I€J10 MO3HTHBHO k U 33 fi=1.

2.4. Capa hemo (QopmyaucaTH YCAOBE MOX KOjUM BAaXKH 8CHM-
nToTcKu passuTak (2.2.6) ca (2.2.7).
Hexa +V (f) npunama xnaaca ©, u Hexka koeduuujents pu(f),

p=0, 1,.., [ acumnToTcKOr pa3suTka (2.2.5) npunanajy kaacu Q,, .Ako
Tana nocrolu ueo 6poj K > m Ttako ja je

1
q: (D)

saxuhe (2.2.6), ¥ TO yuudopmHO nmo t y pasmaky (2sn/h+e,
2(s+1)m/h-¢), 0 <e <m/h s=0, % 1,.

HewTo npenusuHuje ¥ 32 NpUMEHy NOrOJHH]E ycnoBe A0GHjamo
' ak0, 3ajgpxaBajyhu oOcCTale NpeTNOCTaBKe, yMecTo ycaosa (2.4.1)
saxTesamo Ja Bapujanuja W K-re nudepenumje ¢ynxumje ¢ (f;})
3afloBoJbaBa y pasmaky (0, T) yciaos

(2.4.1) f|d (K (t - Kh; )\)}l—o( ) Ao w0,

0 .

Wl {ak o (t; }\}<—M(—) ' M we saBucu ol ),
' q:

uako3a i >Tudi>A
AK <p(z‘ X) .MOHOTOHO 50 Kaza tao0.

Kaxo ]e ¢dyHkunonena ‘ll[e"‘t\\f(t)] nedunucana C'rmmeco-
BHUM HHTErpajoM, TO OJaBJie CJENEe aHAJOTHH CTaBOBH 32 A-30HDJbUBE
Jlupuxneose pexose

11m Zavb (k) e~ o+l ()-o/‘ o),

a=0

na crenujanso u 3a A- 36HprHBe TpurOHomerpﬂcxe pezxose

lim a, b, (\) rvedi,
r=1 2 ( )
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3a oBe mocaeame ¢opmynucahemo oarosapajyhe craBoBe 3a
ACHMIITOTCKO pasBujame. — Heka Hu3 a,, v=0,1,... npunaxa Kaacu
©, ¥ Heka w3 b, (\), v=0,1,.. gonymra acCHMOTOTCKH pa3sBHTaK [0
onm'roj cKasu {qp'(l)} ‘ -

(2.4.9) by (1) = 2 pe() | (Qzl(}\)), A oo,

po Ir (K)

rie cy koeduunjentu pp(v), p=0,1, ...,/ NONHHOMH CTeNneHa m no v,
Axo je 3a Hexo neno K >m

< K+1 _ 1 5 o
(2.4.3) EIA bv_K_l(m—o(qlm),x ,

taza 3a 0 < 6 < 2 nOCTOjH rpaHH4HA BPENHOCT

[+ o]
lim D a,b, () reti=8{b,0)},

r=0

M acUMOTOTCKH pa3dBHTak ox B{b,())} nobuja ce dopmanHom npu-
MEHOM onepanuje

B({ }= lim za,, }yrv e

r=1
y=0
YMAaH MO YIaH HA ACHMOTOTCKH passuTak (2.4.2). ﬂoéujeﬂn acum-
nTOTCKH pa3BuTak Baxxu yHupopmHo nmo 0 y 0<e (OB 2n ..

Cneunjanno Moxemo, 3aipxaBajyhu ocTane npeTnoCTaBKe, yMECTO
(2.4.3) 3axreBarTu nxa 32 )\>A Hv_>v, K-ra nudepenunja AK p, ()
MOHOTOHO TE€XH HYJH, T]

(2.4.4) AK b, (A) > AK b, 4 (M)»0, v-=oo.

Ipeu cTas ose BpcTe 130 je 3a TpHroHomeTpHcke penose Kapa-
mara [12q], npernocTaB/bajyhu TOTaNIHYy MOHOTOHHjy HH3a 4, H yCJOB
(2.4.4), ¥ THME OTCTAKA0 H OBaj Ham .pad.

Axo ¢dynknuja ¢ (f; ) amMa R-unterpabunas u3sox x (f; ) no f,
no6ujamMO aHaJorHe craBoBe 3a PuManoBe uHTerpane. 3a NpUMEHy je
HapOYHTO OX HHTepeca cayuaj kaia Qynknuja x (f; A) uMa u3Boge no
t no pena K u (-1)X0x(#1)/0tK MOHOTOHO TexH HyaH, a Koedu-

t

nujestd pp (f) acMMOTOTCKOr pa3BuTKa QyHkuuje § x (u;N)du cy
0

noauHoMu no f. Tama o6sacT Baxewa AOOHBEHOr ACHMOTOTCKOD
Da3BHTKa CaJAPXH CaMO jeIHY H3y3eTHY Tauky t=0.

2.5, ManoxeHa METONa aCUMNTOTCKOT PA3BHjama AOBOLH C jEIHE
CTpaHe N0 HOBHX aCHMNTOTCKHX Da3BHTaKa, a C Apyre cTpaHe o6jenn-
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byje pasiWyuTe aCUMOTOTCKE PA3SBUTKE jeNHE MCTE (YHKUHje, KOjH
cy A0 €aja, yriaBHOM, N06UjaHH NPHMEHOM Pa3NuuNTHX MeToa. Hauwme,
aKo je jegHoM YyTBpPhHeHO Ja ce Ha JNATH PeJ HJIH HHTerpan cme
NPUMEHHTH NocTynak, ouAa je ca (2.2.5) u (2.2.6) y crBapm naro
Npec/uKaBatbe aCUMNTOTCKMX Pa3BMTAaKa, Tj. CBAKOM 4CHMITOTCKOM
passuTKy ¢GysKkuuje o (f;A) onrosapa jesan passutak QYHKIH]e
Ale= 1y 1)),

Y nocnexwem jeny OBOr paja npUMEHHJN:. CMO HAIIY METORY
Ha yatpacgepue noaunome PP (cos8), 0< - m, 3a n->oco. [lonasua
Tayka je TpuroHomeTpucku pex [23 b; 1]

2r(2x+n)
rzQ)n!

P (cos 0) = (2 sin 8)1—22.

sin(n+2v+1)0,

(1= (n4v)!
>

@+v+1)
re v! (A @+

TIe Cy yBEIEHE O3HaKe

W =x(x+1) (x+v-1), (X)O=1;

(2.5.1)
my=x(x=D.. (x=v+1), (x}o=L
p (n+v)! '
asBujajyhim —————, v=0,1,... o pasnuyATUM CKanama (o,
( )(H+v+l)

B, Yy mapamerpu)

(n+v)!
| | (}\)gn+v+¥) T ‘
| : voay g iy, “
=B(k’"+q+l)§(—l)&( ) (n4 o+ N+ 1) 20 I,

e ”*““_’2( s,

_ 1(1) (‘X)m QRuw-y+1) ik
(n+y)2 2( w! (n+y)* o,

rae je QW nedunucano ca

XV~ ‘M(y)
¢ (éx._l) '= z p'

p
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no6ujaMo 3a Qynkuujy P (cos®) caemehe acumnToTCKe pasBHTKeEL

2 Ir@r+ml(n+a+l) @singy-n.

10 PN (cos b)=
TrA)r(n+)r{(n+a+i+1)

: k
(2.5.2) . Z (- 1)}1 (}‘-)(P) 1 _}\)(p) fg‘-)(e) +0 (n)\—k_l) ,
h=0 (n+a+ N+ 1)®p!
rue je
(m+2p+ 1)1 oy
RO+ e £ (e @ 2o 1-e=m)),

(o mapamerap; F xunepreomeTpucka QyHkmuja).
2 TI'@x+nl(n+B+1)

20 P (¢os ) =
FQ) F'(n+1)F(n+8+2+1)

(2.5.3) 2 QB (1 =N)P 0 1 g (k1)
poo Bl(+B)m
rae je
eK"-H‘ —me— Q+p) neR) !
me=J{' F(=p M=B-1; 2~ ;1-ezei},
N (0)=Ji 2 sin P (-ps M-8 B )

(8 napamerap; F XHIIEPTeOMETPHUCKA byHknuja).

3 P (co se)_za((i?*")(zsm B—2i..

k -
@ - 2 (- ”pﬁ(_g%? J (el HP (89 0 (i),
p=0 '

rae je h® (z) mecdunucano ca -

) (l_zex))\. =i Mx}l

poo B

e(1—T)x (
ex

Acumnrorcku pas3sduu 1°- 3° Baxe yuudopmuo y pasmaky 0 <<e <

KoK=

3a cneuujanHe BpeAHOCTH napamerapa «, B, v (a=0, f=21-1,
vy =0) acumnTorcku passurmu 1°-3° cBOAE C€ Ha MO3HATE DA3BHTKE
yarpacdepuux nonusoma (8. Cere {234, ctp. 191 u 206]).

*) R {z} H J{z} Cy peanHd OfH. MMaryHapHe neo oa 2.
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Y Tauxu 4.5 gajeMo acUMONTOTCKM Pa3BHTAK HHTErpala
N :
ict . t \v—"
Z, (%)= | &t - /2(1+—2—-> dt, -y <v<1y,
X
0

kafa je x-»oo. Cneuujanio 3a v=1 cnene onaejge acUMOTOTCKH
pasBan¥ (x -» 00) 3a Xankeaose QyHknuje HO (x) u H? (x).

Hajsan y rauku 4.6 n3sopumo nossatu Crupiamaros o6pasai 3a
bynkoujy I (x), x » oo,

Il TOKA31 CTABOBA

3.1. TlperxoaHo heMo AOKa3aTH HEKOJHKO JeMa 1a JOLHHje He
OM NMPEKWJANK H3Jararbe.

Jiema 1. Hera cy o (f) u B(t) orpanudene Bapujayuje y pazmaxy
(a,b) u nexa je f(f) S-unilerpabunna y ognocy wa a(f) u B ().
Tana u3 '

f(H>=0 3a a{tLb
crequ

| Sroienr-Srome o)< Sroldao-s0)1.

Hoxkas. Ilpe cera, f(f) je S-unrerpabuina u y OZHOCY Ha
a(f)-B(f), jep je Tama u ¢ysxnuja o (f)— B (f) orpanudeHe Bapu-
januje, a Ol AUCKOHTHHYHTETAa MOXE KMaTH HajBUIIEe CBE HUCKOHTH-
nyurere ¢ynxknuja o (f) u B(f), Koju ce, npema NpeTnocrasny, He
noKJanajy ca jguckoutuHyureruma obynxuuje f(f). C xpyre crpane
(8. Kapamara [12 b, crp. 54—55]), dyskuuja f (f) unrerpabunna je u y
OZHOCY Ha TOTaqHy Bapujauujy gysxnuja o (f), B (f) u o ()-8 (f), T}

n b
=S fElew-atn] > [(O1da@],
n b |
= @B -8t > [f@IdBO],
v=1 a '

SF = HE) | () - B (8) = (bo) + B () >

v=I

g

b ] /
»sff«)ld{a(t)“—‘s(t)}l,
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Kajza npH NOJEJH

A=ty <t <+l =b pasmaka (a, b)

ha< o, v=1,2,.,n,
AyXHHA HajBeher pa3maka

6,—,= Max {l‘v—tv_l}")o.- n-»>o0,
I<vgn

TaKO Ja CBE TauKe NHCKOHTHHyuTeTa (ynkuuja a(f) u B(f) naguy y
noneoHe Tauke.

Ako onpa 'y
S0 > F )| [ (8) - ()| - 1B () =B ()| [> SE-5P)
v=1

M3BPUWIHMO T'DAHHYHH NPEJa3 n- oo, CACHH Tépheﬂae aeme 1.
Jlema 2. Heka je ¢ynryuja ® (t) orpanuvene Bapujayuje y cBaKom

ronaynom padmaxy u P (f) =P (0) 3a t < 0. 3a nexo gurcuparno h >0
ur=1,2, .. chlasumo

Ay @ (1) = z(—l)”(:)cb(t+vh).
v=0

Taza u3

3.1.1) 1d (8 D(t-ra)}|<MTm, m=0,1,..,
caenu _ °

(3.1.2) OfT[d¢(t)[<MTm+’.

Koncianiia M ne 3aBucu ox T.

I oxa3 nornynom muxykuujom. Koucranra M He Mopa 6uTH
MCTd Ha CBAKOM MECTy L€ C€ [0jaBibyje.

(i) Heka je r=1. Ha ocuoBy seme 1 creau Tana u3 (3.1.1)

M7m>0f|a{¢(t—h)—¢(t)}l>
Y id T
>|flaoe-ni-flae |-

(3.1.3) ST el
T-h
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Oxpenumo neo 6poj n Tako ga je
(3.1.4) S (n-1D)hLTL nh.
Tapa je na ocuoBy (3.1.3)

T h 2h nh
JldeWI<) +f +..+ [.<
0 0 h (n—1¥h

<MAm{Im49mp  pom) <

. < Mnm+1,
MehyTum, npema (3.1.4)
n=l;:_ﬂ, 0 n<h,
TE je
3.1.5 Nad )< m{ITEN™T o gy,
I
0 Y

(ii) IlpernocraBuhemo na rtBpheme Baxu 3a jexno r_>1, ma
hemo moka3aru Ja OHO Taja Baxu W 33 r+ 1. 3aucra, Heka je

T

[ ld{aF dlt-(r+ 1) h]} | < MTm,

0
Tana, cnuuno kao nox (i), mob6ujamo ananorod ob6pacua (3.1.3)
T
[ |d{Ae(t—rh)}|<MTm,
T—h :
a ollaBjie, HA HCTH HAYWH K40 IITO cMO nox (i) ussenn o6pasar (3.1.5)

S1at 8500y <M,

MehyTuM, 00 mpeTnocrasiy, TBphewe BaXH 3@ r, T€ U3 MOCJENbE
HejeAHauMHE CJeJH

fTId(b(t)l <M Tmtrtr
0

wTo je Tpe6aso MOKa3aTH.
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Jlema 3. Hera je & (t) orpanudene Bapujayuje y cBaKom KOHaQ4-
Hom pasmary u D (f)=& (0) 3a t<< 0.

Aro je 3a gurcupano h >0 u jegro k(=1,2,..).
(3.1.6) Of°°|d{A,’§¢>(t—kh)}|<0°,
maxa sa R{z]>0 axcu
(3.1.7) Of“’e—zf do(f) = (e‘hz; 1)—k0f°°e—zt d{Af D (t-kh)).

Il oka3., [TonasumMo on HICHTHTETA

T
(e~ - 1)kf e~ d & ()=

0

(3.1.8)
B . T—(k—v)h
=z(—1)v( \ )e—w—vmz f e~ d & () + R (T),
v=0 O.
rxe je
k T
(3.1.9) Rk(T)=2(—1)”<I:)e—“‘—”)hzfe‘z‘dd)(t).
v=0 T—~(k-~v)h

Axo y npBoj cymu Ha AecHOj crpauu y (3.1.8) craBumo f+4(k—-v)h|t
H BOAMMO pauyHa xa je & (f)=%(0) 3a { <0, mobujamo

T

(e=h* — l)kfe‘z’ do ()=

0

T

= 2(_1)1:(':)!(;—”(1{ D[t-(k-v)h]} +Re (T) =

(3.1.10) .
- fe~zrd{A,’§qb(t—k/z)} + R (7).

0
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MeljyTum,
T

P’ ' : i
iRk(T)ig z(k)e-(k—v)bi?ld ,e~Rlzltld¢(t)i<_ ]
v
v="0 T"‘(I‘fl’)h
k T .
(e frawir<

v=0 T—(k=v}h

<2 (’;)-e*lzﬁﬂw(t)u

v=0
4 HA OCHOHY JeMe 2
|Re (T)| <M Tke RIEAT,

Ha ocHoBy ose npomese 3a R, (7) caemnm taxa u3 (3.1.10), xazma
T- o0, TBphewe aeme 3. .

Jiema 4. Onwiie pewere Aughepenyne jeanadune

ALfF(H=0, >0,
Aaiio je ca
(3.1.11) FO) =w; () mp_y () +w, () Tp_o () + ..+ (B),
rpe ¢y wp Hoaunonmu ciliedena w Ho t, a wy(f) Depuozuuxe Qynxyuje
iepuone h. ' '
3a ¢ynryuje o6aura (3.1.11) azahemo pa Upulaaajy xaacu Q1

JloKa3 noToOyHOM HHAYKIUHjOM.

(i) 3a k=1 TBpheme je TpuBmjanHo. 3a k=2, jeAHO pemwieme
Andepennue jepHaguue

A2fD) =M f () - f(t+h)=0
je moaunom hpsor crenena no f, =, (f), 1j.
Apw, ()~ Ay my (+7)=0.

Axo ca F(t) o3HauumMo Ma KOje IPYro peuieme, OHJA je KOJMUYHHK
An F (1)/4), =y (t) 3601 :
A F () By F(t+h)

Ay () Bymy(t+h)
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nepuosuuna Gyuxnuja nepuone h, w, (f), Tj.
A F (f)=w, () An =y (F)
F()-F(t+h)=w () {n (h—x (t+h)}.

HWIH

Ako 0BO Hanumemo y OO6JHKY
F(ty-wy () m, ()=F (t+ h) — w; (t+ h) =y (£ + h),

ysuhamo xa je um F(f)—w, (f) &, (f) nepuonnuna Ppynxkuuja nepuoze h,
ORaKJe Caenu

F()=w, () (t)+ 0, (4.

(ii) [Ipermocrasumo na TBpheme Baxu 3a jefo onpeheHo k.
Tanga wn3

AT (O =ak{af() ) =0,

npema NpeTIOCTaBLH, CJI€LH
Ap f ()= wy (1) Ty (O + 0y () me_s (D4 ... +r (F).
MekhyTtM, axo 0BO HanumeMo y OGAHKY
Ay f ()= (1) By i (£) +wy (8) Ay s () + oo + wp (£) et (1),
OHOCHO
CfO=e (RO - - o (O = ()=
=f(t+h)~w, (t+h) g (t+h)—.. - o (t+h) x] (t+5),
ysahamo Za je
F ()= g (1) (1) = o= g () 8 () = sy (8),
rae je w,,,(f) nepuoauysa yukuuja nepuone k.

3.2. ¥ oBoj u caexehoj Tauyxe wu3BemhemMo OCHOBHE CTaBOBE
3 u 6 y xojuma je cagpxano tepheme (2.1.3) o uHBep3uju acumnro-
THKe ® onepanuje (2.2.8). ¥ o6a cayuaja npeTXoAHO JOKa3yjemo
M3BeCHe NpeNHMHMHAPHE CTABOBE.

CraB 1. Hexa je & (t;)\) orpanuyene Bapujayuje y CBAKOM KO-
HAYHOM DA3MAKY U

O (0= (0;2) 30 t< 0
U Hexa

3.2.1) D(tN)>D(t), >0 3a t>0.

12 36opunx
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Ako cy k-me augpepenyuje A% b (t;\) u Ak D (f) (h>0) orpanu-
yene Bapujayuje y pazmary (0, o), j. }

Fla{ sk (k1)) | < oo,
0 X

(3.2.2)
Sld {8 (t-kh)}| <oo
. o
(323)  [|d{8E[® =k D)= (- kR)]}| > 0, Aooo,
0
majpa

19 3a 6 >0 ronBeprupajy unilierpanil

F(o,t;0) = e~ e=ittqgd(t;),
0

F(o,0) = [ e eIt (1);
20 3a v#£2sxn/h, s=0, + 1,... Hocloje rpanuyne BpeHoCHU
lim F (o,7;2)=F (z; X),
c=0
lim F(o,t)=F (x);
g=10 .

30
F(r;X)» F(t), A~o00, -

yﬂud)opmnb 3a 2sua/h+e e 2(s+)m/h-¢, O0<e<m/h, s=0,
+1,..

I oxas. Ha ocHoBy neme 3 je
F(s,7;))=[e (ot _1]-« [fe=cte=itt g (A% & (t—k ;) },
' [} :
(3.24) ‘
F (0, 1)=[e~CH_ ]~k [Te~cte=itt ¢ (Ak & (t—kh)}.
1]

Mpso Tephewe mox 1° Tana caemu u3 (3.2.2), jep je
(F(o, 0 M) | e~ 1~k P d (A b (t-kh; D)} .
Q

CauuHO ce ROoKa3yje u APYro.
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Kako uurerpann y (3.2.4) kouseprupajy u 3a 6=0, TO Ha OCHOBY
AGenoBa crapa nocrme rpanuyse BpepsocTh F(r, l) n F (vr) =a
t#2snfh, s=0, £ 1,.

Jla 6u nokasaau tepheme 3% craBUMO
(3.2.5) V()= N)-D(1).
Tana je
Fo 6N ~F (9] <l MR- =« [d (AW (t- kb)),

¥ aKO OBJe nycTuMo jaa g0 mobujamo

[F(f;x)-F(f)lgle—"h-lg-kfqd{A;;lIr(t-kh;x)}lg

23mEﬁ
2

w

< [ rarapwe-kmn,

0o

3a 2smih+eCr L 2(s+ 1) nfh-e, O<e<mw/h, =0, £ 1,..
[lpema (3.2.3) je, makae,

li_m sup | F(v; M) -F(v)| <0

yBEH(OPMHO NO T y HA3HAUEHHM pa3Manuma. Tume je saapmen JOKas
crasa 1.

Yonmrewe crasa 1 paje caenehu

CraB 2. Hexa & (t;1) u & () aagoBomwasajy ycrose ciiasa 1
u Hera je 3a 1 >0

(3.2.6) ¥ (f) =0f°°e—m do (),

rae je o(t) orpanusene sapujayuje y pasmaxy (0, o).
Tana,

1° 3a 6 > 0 wouBeprupajy unilierpanu

G(o,t;0) = [e—cle=itt Y () d b (8 N),
0

G(o,7) = [e—ote~ "ty () d & (1);
0
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2° 3a v#2sn/h, s=0, + 1,.. loclioje rpanuyne BpeaHoCHu
' tim G (s, v; M) =G (r; 7),
g=0

lim G (o,7)=G (v);
c=0

30
G(t;0)>G(x), A-oo,

yrugpopmuo 3a 2suih+e Lr<{2(s+1)n/h-g, 0<e < mfh, s=0, £1,...

HNokas., Ako F(o,v; ) u F(o,t) o3nagaBajy (pynkuuje u3 crasa 1,
Tajga je 3a ¢ >0

G(o,v;0)=J e 9te= It { Fetudg(u)} d & (1) =
0 0

(3.2.7) =~ [“F (o4u, ;1) d o (1)
U CAHYHO °
G(o,v})=fF(c+ur)da(y).
0

ameHa noperka HuTErpana je ouuraefHo y oba caydaja 103Bo/beHa.

MehyTuM, Ha OCHOBY Jeme 3 je

|Fo+u,t;0)| | e-Crution 1~ (la(ak & (t—kh;0)) | <
KM@ (1-eom)-k,
¥ 0BA HejensaynHa Baxu 3a ¢ >0, u >0 u 7 npoussomro. [lpema
(3.2.7) je onma
[o <}
[G, i) | <KMQ) (1-em M)~k [|da(u)],
0

yuMe je JHokasaHo npso TeBphewe mox 1° Camuno ce nokasyje u
Ipyro.
[Tokasatiemo cama na

(3.2.8) G (o, 7;N) -» fc;’(u,t;).)da(u)=G_(r;}\), -0,
0

Y TOM uM/bYy nona3’UMoO O
|G (6, t; M) -G (r; M) K

ng[ Fo+u,t;\)-Fu,v; )| |da(u)|+
. (3.2.9)

-I—JTF(G-FLl,t;}\.)Hd(I(U)l +;}]F(u,'c;)‘)||da(u)],
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rae hemo U ogmmax oxpexutd. Heka je v ¢uxcupano u #2sn/h,
§=0,+1,..., a n >0, usaue npousBobHO. Taja je moryhe usabparu
U ZOoBOK®HO BeMMKO Tako Ja je

fiF(chu, 5N [do@)]| <,
(3.2.10)

ﬁf(u,«; N[l da(m)]<n.

3aucTa, ak0 yo4yHMO NpBM HHTErpaia, Guhe

| F (ot w5 | [e=@HeHDn_1|=x |4 {8k @ (t—kh;N)}| <
0

elo+mh /2
<M®) { 2 [ch(s+u)h - cos 1h]}
<M@Q1),

jep je dynxunja
ex
chx~cosy

orpaHddeHa mo x 3a y # 2sw. [Ipema Tome,
0 : «©
[{IF(HMJK)IIda(u)I<M(>»,f)fida(U)l,
U

3 OBaj MOCAENM HHTErpaa ce 3a LOBOMHHO Beauxo U MOMe YSUHHTH
npousBo/bHO MaduM.— CJAMYHO ce MOxe NokasaTH Ja ce, 6upajyhu U
AOBO/bHO BEAHMKO, MOXKE 3aJ0BOBHTH H Apyra Hejexuaunna y (3.2.10).

llITo ce THue npBor wMHTErpajga Ha JAeCHOj cTpand y (3.2.9),
npumeliyjemo na je ysxkumja F(x,t;\) Henpexugsa no x 3a x >0,
a mpema 2° craBa 2 W ca jJecHe crpaHe y x=0 kazga je t+#2sm/h,
s=0, £ 1,... [Ilpema Tome, oHa je yHn(pOpMHO HenpexuzHa mo x y
cBaKoM KoHaudHoM pa3maky (0,X) kama je v#2sm/h, s=0, + 1,....
Ako, maxzne, y (3.2.9) nyctumo za o-0, no6uhemo

lirgsup G(o,;N)-G(r;N)1< 21,
o= i

Tj.
G(O’,‘t;)x)-)G(‘l';)x), 0“'0:

WTO npercraBba npeo of tephema nox 2°. — CauuyHo ce AOKa3zyje
u Ipyro, Tj. Aa

(3.2.11) G(a,%) 2 fo;’(u,t)doc(u)=G(r), a-0.
0
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Hajsan, ma 6u noxasanu TtBphewe 3° mnosasuMo, Ha OCHOBY
(3.2.8) m (3.2.11), ox .

-

(3.2.12) G(tN)-G@®)={F(uv;\)-F(u,)}da(u).
0

Ca osnakom (3.2.5) je 32 xoBOJbHO MaN0 € >0 u 2sw/h+e v
L2(s+1)w/h—e, s=0,41,..

[Fu,c;N)-Fu,19)| <K
< |e—@HIOh _ 1| f |d {An Y (¢-kh;2) )| <
0

0

< 2sinf’§ﬁ'_kf|d{A},‘\1f(t-kh;x)}l.

[Ipema TOME,
[ICSEITGIES

ZSin%f—‘—kf !da(u)[.fid{A;:\V(t—kh;xm
: 0

0

<

y Ha3HaueHHM pasManuMa 3a v. Kaj oBje myCTHMO Ja A - o0 HENo-
cpenuo caenu TBpheme 3°, uuMe je cTaB 2 y MOTNYHOCTH JOKa3aH.

Capa cmo y CcTakby XA HU3 CTaBa 2 u3sexemo NEHTpANHHA CTAB O
ACHMIITOTCKOM pasaujarby.

CraB 3. Hexa je
i ' o
(3.2.13) VY(t)y=fe tuda(u), t>0,
[
rne je o (f) orpanusene Bapujayuje y pazmary (0, oo).

Hera ¢pynryuja o (t;\) uma 3a t >0 acumiiliolicku passuiiiax To
odwioj ckanu {qu {\)}

32.14) (=20 A0 () L), 2o,
@218 e )%m+mm++mm+%md >

rae gyaryuje pu(f), 1=0,1,.., | Gpuiagajy kaacu Ry .

Aro je 3a Hexo yeno K >m

(3.2.15) f |d {AK @ (t—Kh;2) }| = o(
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maza,
1° 30 1#2sajh, s=0,+1,... Gochioju rpanuuna BpegHoCT
- <]
g(5;0)= lim [ e=ote~I" Y (Hd g (11);
6=0 ¢ ’

2° g(v; ) uma acumilomicky passuliax o crkaau {gu()\)}

-» 00,

. Py (f) P, (") P, (f) 1
T AN)=— L= ,
cEN= T am T am T "(q,m)
rae je -
Pue)= lim [ e=*fe="y () dpp(t), p=0,1,..,1,
a=0 ¢

Osaj passuiliar je yrugpopman 3a 2safh+e v 2(s+1)n/h-¢, '
0<e<mh, s=0,+41,..

. Hdokas crexu Hemocpeao u3 crTaa 2 ako y OBoM 3a (QyHK-
uujy @ (t;2) yamemo

{
& (t0) =0, 0) o (129 - S 2ud)
GESERLSITICEY éqp(x)]

IToxasahemo na Tako wu3abpana ¢yuskuuja @ (¢;)) 3a10BObABA CBE
ycnose crasa 2. [Ipe csera, u3 (3.2.14) caein-nma

(3.2.16) @ (0)-0, Aooo 3af>0,

Tj. oBae je
& ()=0.

C zpyre crpase, Kako je €0 NO3uTHBAH 6POj K > m, a xoedu-
udjeatd pu(f), p=0,1, ..,/ npunagajy kaacu Qf, TO je Ha OCHOBY
aeme 4,

(3:2.17) AE D () = (M) 87 @ (1),
Te je ca (3.2.15) ucnywmen H mocaenwu ycaos (3.2.5) crasa 2.

36or ¢ (1) =0, 6uhe u Qynkuuja G (t) cTaBa 5 HAEHTHYKH
jemnaka Hyau, Te€, npema 3° crasa 2,
G(r;2)-»0, A- oo,
yandopmuo 32 2snfh+e e 2(s+ ) nfh-¢, 0 <e<<afh,s=0,%1,..
OnaBze, ako yBeAEeMO €KCIJHIHMTHA u3pa3 3a Qyrkuujy P (f;1), caenu
!

o (oot it e S Ped) oo
q,(x);ggofe e ﬂ/(t)d[cp(t,x) gow}ao, A oo,
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0JAHOCHO

A .V‘l P()
g )= ST L0, Ao o,
q(){g( ) qu»m]* »

IITO NpPETCTaB/ba TBphewe cTasa 3.

3.3. ¥V oBoj Tauku u3pemhemo craB 6 KOjH Aaje HEWTO MNpenH-
3HWje W 3a npaMeHy noroxuuje ycioee Heronu cras 3. Ilperxoxuo
tiemo nokasaTd ABa npenasHa cTaBa, aHaJorose crasosa 1 u 2.

CrtaB 4. Hera je @ {t;\) orpanuuene Bapujayuje y CBAKOM KOHAY-
HOM pasmary u
: PHN=PO;N) 3¢ t<0
I Hexa

(3.3.1) P(2)>P(f), Ar00 3a t>0.

Aro je y paamarty O, T) k-ma Augpepenyuja (h>0) pynryuje
d (t; \) ynuchopmuo orpanudene Bapujayuje, mj.

(3.3.2) W{{Aﬁd),(f;)\)} <M, M ue 3aBucu of \,
wako 30 t>T u A=)
(3.33) Aot u Af{o(t; A) - @ ()} monomoro 0, t- oo ,
Maja Baxce mBphewa 1°-3° ciasa 1. ,
Hoxkas. U3 (3.3.2) u anor ycnosa (333) chejd na cy k-te

nudepennuje Ak D(H;N) n Ak & (t) orpannuene Bapujanuje y pasmaky
(0 oo) 3a npay Ol HUX ]c, Haume,

- WO{A;, <1>(t l)} WO{Ahfb(t }\.)}+Ah b (T; }\)<oo

CaugHo caegum m 3a WO (k@ (N1, jep, Ha ocuosy jexnor XeaneBor

[11] craBa, ycnos (3.3.2) nosaaun 3a co6om na je u Af & (f) orpanmuene
Bapujanuje y pasmaxky (0, T). Tume ce pokas Tephemwa 1° u 2° crapa
4 cBomu Ha ;oKa3 Koju cMO Beh Jaau KOJX 10Ka3a CTaBa 1.

Hexa je ¥ (t, \) oxmpeheno ca (3.2.5). Pagu moxasza tephemwa 3°
noxasumo, cayxehu ce aemom 3, on
(3.3.4) |F (5,52 - F(5,7)| <
T+kh
{0 emcler St {AL Wt~ ki N} +
0

< e—{(5+lr)h_ 1| -*

+le (o+it)h _ 1]—:«5 ld{ Ak W (t-kh;0) ),
T+kh
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ozaxje, ¢ 063upoM na Apyru ycaos (3.3.3), caenn

[ Fo,50) - F(o,7)| <
T4kh

]

0

K |e~lotinh -1|—k{ e“"“d{Af,‘\If(t—kh;)\)}i+

T+kh
+ {1~ e~°<T+’<">}§ |d{ AR (t-kh;2)] + A w(r;x)}.
0

Axo y o0BOj HejenHauuHd nyctuMo Aa ¢ - 0, pobuhemo

| Fm ) -F ()<<
j‘fkh

0

<leritpd

eIt g (AL W (t-kh;)} ’ + AF v (T x)},

T€ je 3a ZoBObEO MaA0 &€ >0 u 2sm/h+e v L2 (s+ ) n/h—c¢,
s=0, +1,..
—-k{

Kako je npema npernoctasuu (3.3.2) A% W (t;)) ynucdopmuo orpanu-
gede Bapujauuje y pasmaky (0, T+kh), a e '™ nenpexugna Qpynxnuja,
TO je Ha OCHOBY nosuator Xexuesor [11] craBa 03BO/bEH TpaHHYHH
npenas Kag A - oo M0J HHTErpasoM Koju ¢GHrypHule Ha JECHO]j CTPaHH
nocaenwe Hejernauune. [Ipema tome, Ha ocuoBy (3.3.1),

lim sup | F(r; M) -F(2)] <0,
A=

LF (M) -F(0)|<
lT—}—kh

N

0

eh

<|2sin =~ e—f'fd{mf(t—kh;m}f+A,’:\V(T;x)}.

yuMme je JMoxa3aHo TBpheme 3° crasa 4.

Auanorou craesy 2 je crenehu

Crae 5. Hexa ®(t;)\) u @ (t) sagoBowasajy ycaose ciiasa 4 u
Heka je '

(3.3.5) V(H)=f e-teda(u),
4]

rae je a(f) orpanudene Bapujayuje y pazmary (Q, oo).

Taza Badsce TBphewa 19~ 3° ciliara 2.
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Jloxas. Kao wro cmo Bujaens npu noxka3y crasa 4, yciaos
(3.3.2) u npeu ycnoB (3.3.3) noBaaye 3a cOGOM Or'paHHYEHOCT BapH-
jamaje k-Tux pudepenuuja pyuxunja @ (4 ) u @ (f) y pasmaky (0 o0).
Tume ce noxkas TBphewa 1° u 2° craBa 5 cBOJW HAa AOKa3 KOjU CMO
Jan¥ KoJ CTaBa 2.

Hda O6ucMo moxasanu tBphewe 3° npeTxosHo hemo ucnuraTu
$yuxuujy
l (-]

e~ ' .
@(f,'f)=fmdﬁ(ﬂ), t>0.
0

[Tokasahemo pa ]e O(t 1), y (f, ©)— paBHu U3 KOj€ Cy HCEYeHe Tpake
2smfh-e<<t<2sn/h+e, s=0, £1,.. orpaadueHa u HenpeKnjpHa
no f,

‘Ol‘paHH‘leHOCT clelld HENOoCPeJHO M3 npeTnocraBke Ja je a (f)
orpainyeHe Bapujanuje y pasmaky (0, oo0):

10 :91< [ g 146 @<
0

-k

(3.36) < M|2sin %ﬁ

Heka je x>0, y2>0, x £y u >0, unaue npou3sobHo. bpoj
U ompenuhemo Tako na je

eh

212 sin —
2

f]da(u)|<f\

U

3a (uKCHPaHO /i W &, WTO je yBek Moryhe mocruhu Ha OCHOBY mpert-
NOCTaBKE O q)yuxuu]u « (f). Tama je y youedom jgenay (¢, t)— paBHH

@) -0 )|

U [;:”i‘(’y)"X) 1]* 4ol )' ’f[ —e(—ut;)i—jul]‘kd“(_") <

flda(u)l

<=1 "‘1 flda(u)l+

2 sm

2 si
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[1pema Tome
;in; sup |© (1, 7)-9 (x, 79| < n

IITO 3HAa4u JAa je PyHkuuja O (4, ) HeNpeKuIHa no ! Kajga ce v HaA43d
y NMOCMaTpaHHMa pPa3MaluMa.

Cana hemo mokasatu tepheme 3°. [lonasumo oa (3.2.12)
G ;M) -G (=J {F(g,v;0)-F (1,9} da ().
0 .

Ha ocHoBy neme 3 u ca o3nakom (3.2.5) je Tazma
G(r;2)- Gé(f) -

dcz(u) " t,—ltl g ak Y

=f O (t,v) e~ d {AF W (¢- kh; W)},

0
na npeMa ToMe

[G6N -GS

THR 4 o oiet g0 |
<|of O ) e d{Ah\F(t—kh;l)}]+

@© k | .
T OGO (t- ki M}

MehyTum, na ochosy (3.3.6) m apyror ycaosa (3.3.3) Hanasumo
1G(N -G

|T+kh N k l
<\f G(t,r)e"”d{A,,\If(t-—kh;}\)}l+
0

+M Qsm%‘ AR W (T; ).

Kaxo je 3a mocmarpana v ¢ysxnuja © (f,t) seapekuaHa no f, a
A} W (t;)) yuudopmuo orpanmuene papujanuje y (0, T+Kkh), To je na
ocioBy Xenuesor [I1] cTaBa 103BO/bEH FPAHHYHE NpEIa3 A- oo nox
3HakoM MHTerpana. [Ipema Tome, Ha ocHoBy (3.3.1),

hm sup |G (v; M) - G (1) | <O

yHH(OpPMHO 32 2sn/h+e K25+ ) w/h, 0<e<nfh, s=0,£1,.
Tume je ctaB 5 y nomyﬂocru JOKa3aH.
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M3 crasa 5 crelu, Ha CAHYAaH HAYMH KAO WTO je W3 CTaBa 2
u3BegeH cTaB 3, caegxehu

CrtaB 6. Hexa je
Y(@)=fetda(y), t:0,
0

rae je o (f) orpanuvene Bapujayuje y pasmaky (Oé:oo);
Herka ¢ynryuja ¢ (t; 1) uma 3a t >0 acumiimomicku passuiliax 0o
otwmoj ckanu {qu ()}
t v
%) ) q: (M) q: ()
rae ¢ynryuje pu(f), p=0,1,..,1 dpudiazajy kaacu Q' .
Ako je 3a nexo yeno K >m apujayuja K-iie aucpepenyuje (h > 0)

Wlidke ;) 1< —M—- , M ne 3aBucu ox )\,
g ()
u3at=>2Tul_>=A

AK ¢ (t;\) monomono -0 raga t oo,
mapa,

1° 3a v# 2sn/h, s =0, £ 1,... Gocdioju rpanuuna BpeaHOC
g N =lim [~ e~y (tde (;));
c=0 ¢
20 g(t; N) uma acumiifioficku passuiliak o ckaau {qu(X\)}

Po(d) . P,(3) P () 1
TGAN) = —2 L =D L A->o00,
M= Tam T +qzm+°(q,(x)>'

rae je
Pa()=lim [e—te~y(t)dpa(t), p=0,1,..1
=0 ¢

OBaj. acumioficku pa3suiliax je yHugopman 3a 2sajh+e< 1,
L2+ ) n/h-e, 0<<e<m/h, s=0, £ 1,...

Ipunmegba I. Cneunjanso, ako je ¥ (f) Toranno MoHoToHa QyBK-
nuja y pasmaky (0, o), 6uhe 3amososmen ycaor (3.3.5). Haume, Xayc-
nopd [10] je noxasao Ha je xnaca TOTANHO MOHOTOHMX (yHKNHja y

pasmaky (0, c0) umenTHyna ca kaacoM (QyHKOuja KOje ce Mory mpH-
kasatu Jlanaac-CTuaTjecosuM MHTErpaaom obamka

fme‘t” da (u)
0

. rhe je a(t) orpasnyeHa n HeonaAajyha dymxmuja y (0, ).
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Mpumenba 1. Axo cy wuchmymwend ycaoBH CTaBoBa 3 H 6, Taga
K40 IHXOBA TPHBHjaIHA [OCAERMUA CJeJW, A3 CE€ AaCHMITOTCKH
pasBuTak (QyHkUuje

feote=ty (nde(;1), o0,
0

MOXe AOOHTH H3 aCHMNTOTCKOT Pa3BHTKa QyHkuuje o (f; ), npume-
wbyjyhn Ha oBaj mocaeX M WIAH MO 9/1aH Onepanyjy

® —of ,—itt
fe e~y ()d{ }.
0
Job6ujeHn acHMNTOTCKH pAa3sBMUTaK BaXH, Kao IITO CE€ TO BUAH M3

ZIokasa craBoBa 3 H 6, 6€3 H3y3eTKa 3a CBAKO T.

3.4. Kaxo je dyuknuja g(r;\) 4MjH acUMOTOTCKH Pa3BHTAK Aajy
craBoBd 3 H 6 u3paxena CTHATjECOBHM UHTErPajoM, TO NOrOJHHUM
u36opomM ¢yuknaje o¢(f;\) mMoxemo KoOGuTH OoArosapajyhe craBoBe
3a A-36upibuBe penoBe, CnenujagHo 3a A-30HpPJ/bHBE TPUIOHOMETPHCKE
penoBe, u 3a A-36upmuBe Pumanose mHTErpaze.

(i) Caeneha nBa cTaBa OJHOCE C€ HA ACHMNTOTCKO pa3BHjame
A-36HP/BbHBHX TPHIOHOMETDHCKHX PeAOBA.

CtaB 7. Hera je
(3.4.1) ay= e da@), v=0,1,...,
0

rge je o (u) orpanuvene Bapujayuje y (0, o0).
Hewa nuz b,(}), v=0,1,... uma acumilioficku passuligr 00
ofwimioj craau { qu(X\))
(3.4.2) bv(}\_)—__—.wﬁ_w*_..._{.w.;.o(_.l_), A oo, .
() g () q:(2) 9 (0

rze cy pp(v), »=0,1,..., |, Gocmuaiipanu kao Qynkyuje GpoMeHbUBE V,
Zonunomu m-mor ciieliena. :

Aro 3a nerxo yeno K >m

S K+l = 1 - 0o
(3.4.3) gom By_xz (] o(ql (K))’ Ao oo,

fana

1° 3a 0 << 8 < 2 & Gocimoju rpanuyna BpeaHOCH

B; Ay= Iim L b, () e’
g(6;0)= Tim > a, 5,07

v=0
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2° g (6;)) uma acumiimiomcku passuiiax Go crkaau {gun (M)}

Py(8) . P (9) P, (8) 1

9;0) = L2ttty 2B — ), Ao,
e - e e T am )

rae je

Pa@®)=lim > a,pu(v) e"®™, p=01,...,L
r=1 ye=0
OBaj acumimiomicku passuliak je ynugopmarn 30 0 <eLOIL2n—¢.
CraB 7 pobujamo u3 craBa 3 ako y oBOM 3a ¢ (f;\) y3memo
(3.4.4) e (BN =D b0,
. vt

Tj. crenesacty ¢ynkuujy xoja 3a t=0, 1,... uMa CKOKOBE AyXKHHE
bo (M), by (M), ... u craBumo h=1, Tj. 32 xoeduuujenre puy(f) acumnroT-
ckor pasputka (3.2.14) dyuknuje @ (f;)\) NpPeTnoCTABUMO [a NpHNa-
najy xaacu QF, Tj.

(3.4.5) Pu ()= wo () Tom (£)+ 04 (£) Ty () 4. + w0 (£),

rie cy mw(f) noavHoMM Kk-TOr cTemeHa no f, a wy (f) nepuomMuxe
¢dynknuje nepuoge 1.

Tana je
X
et ty oy = Z e e ey () 6, (),
0 v X

H aKO CTaBUMO

(3.4.6) ’ e—(0+iT) 001
H

‘1»’ (V) =y,
nob6ujamo

X

f e~Ste~ "ty () do(t }\)=Zav b, (\) r¥ evoi,

0 E-<

Kaz x- oo, pel Ha JiECHOj CTPasHM KOHBeprupahe 3ajefHO ca uHTe-
rpajiom, Te je .

0

f e=le= Tty (N d g (;0) = > a,b, (A) r¥e?®,

0 v=0
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Mpema (3.4.6), rpaungnom npeanasy ¢-0 oxrosapa r-1, Te je

w

lim -t p—itl (4 ;) =1 = v ,véi
lim [ e=cte V() deo (1) }Lml zoa,,bv(}\)r e’
0 V=

KajroJi rpaHHYHa BPEJHOCT HA JIEBOj CTPAaHH NOCTOjH.
C npyre crpase u3 (3.4.4) crenn
(3.4.7) by()=9 (v; M) -9 (v-1;2).

Kako cy Ha ocHoBy npernocraBke (3.4.5) koeduuujestd pp(v) y
acHMNTOTCKOM pa3sutky (3.2.14)

| ) (] .
-3 2l oy )

p=0

3a mene BpenHocTH v=0,1,... MOJIHHOMH m-TOr CTENE€Hd N0 V, TO
npema (3.4.7) uu3 6,(2), v=0,1,... HMa aCHMNTOTCKH Da3BHTAK 06auKd

b 09 3 2200 (1) -

ATy 7 ()
I

) Y
20 rol )

rae cy pn(v) moausomu (m- 1)-crenexa mo v.

Hajsan, ako 3a u,mi)epeauu]y A¥ xpatkohe pazu mumeMo camo
Ak, ycno (3.2.15) mocraje

” 1
d{AK@(t-K;N)}|= C K>m.
Of; (8% g (=KW [=o(—r), K>m

Jla 6u ra uspasuau nomohy Hu3a b, (A), npumehyjemo na ce merosa
JIeBa CTPaHa CBOJXH Ha pex

S Ak g (v - K- aK g r-K T3],

v=0
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uiau, npema (3.4.7), na

iIAK bv—K ()")I )

v=0

na craB 7 xpobujamo ako ymecto m—1 u K numemo m u K+1,
3a npumeHy je HapouuTo norolaH ciaepehu

CrtaB 8. Csa mBphemwa cliaa 7 Badce ako, 3aapxcasajyhu ocliane
OpelliocaBke 0 Hu3oBuma a, u b, (), v=0,1,.., ymeclio ycnoBa
(3.4.3) saxiieamo aa 3a Hexo yeno K>m u A=A

(3.4.8) AK b, (N) monomiono » 0 raga vy< v oo.

Hoxa3s. Ha ocuoBy (3.4.8) je

o0

S 1AK* b,y (1) |-

v=0

vo+ K ©

= D AR D (8K b ks )= ALk () <
v=20 V0+K+1

(3-4.9)
vot+ K v+ K

< S AR b kg O+ SIAK bW+ AK by, ().

v=20 v=0

MehyTum, Kako cy pp(v) MOJHHOMH M-TOT CTeNmEHa no v ¥ K >m, 10
u3 (3.4.2) caenn

g (A) AK b, (A)>0, Aoe,
na npeMa (3.4.9)

0 () S AKH b,y 0)]50, X oo,

v=0

Tj. HcnyweH je ycaos (3.4.3) craBa 7. — CraB 8 cMO MOI/H, HAPABHO, |

JOOUTH ¥ JIUPEKTHO W3 cTaBa b.

Ako y craBy 8 ymecto yciopa (3.4.1) npeTnocraBuMo Aa je Hu3

@, TOTANHO MOHOTOH, THME NoGujamo nosuatu Kapamatunu [12a] cTaB

(ii) Axo d¢yunxuuja ¢ (f;\) uma R-uHTerpabusan npBud H3BOX
x(t; \), Taga pobujamo anajsorone crasoBa 3 u 6 3a A-36upibuBe
PuamanoBe wunterpaie. CneuujalHo 3a NPUMEHy je norojan ciaenehu

BRRY - ¥
b
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CraB 9. Hera je
(3.4.10) \lf(t)=05 eda(a), t>0,
rae je a(f) orpanuvene Bapujayuje y pa3mary (0, cs) .

Pynryuja X (t;N\) nexa uma ussoze o t go K-Tior pepa 3aKJvysHo
u Hexa je

t !

3.4.11 N du= S L) row,
- Of“" e éqpm”(mm) ?

rae cy koepuyujentiu pu(f), p=0,1,..., | Goaunomu m-Mor ciieliena
io 1.

Ako je Waga 3a Hexo yeao K >m

SEER a0 ), 2o,
2K 7 ()

@

(3.4.12) of

onaa uociioju rparuyHa BpefHROCII

@

(3.4.13) R(r;N)= lim { e~ ®te~I" Yy (tyx(t;\)dt
¢=0

u acumiimolickuy pa3suliax ynryuje R (v;\) gal je ca
1

=S @ 1 oo
R(r’k)_pzﬂq:(x)”(q,m)’ P

rje je
i & =0t pitt
. Tu(t)= lim 5‘ e %le- Tty (Hpu(tydt.
c=0
[
OBaj pasBulliax je ynugpopman Uo T Yy CBAKOM KOHAYHOM DA3MAKY KOju
He cagpxcu Maurxy v=0.
Yumecio ycrosa (3.4.11) moxcemo 3axfesaliu Aa je

K1 x (M) M
9 k-1 }<qz ()

(3.4.14) w7 { , M we sasucu oz ),
ujgasat>T
0K~y (52)

37K~ Mmonoiiono »0 kaga t- o,
prras

(3.4.15) (~1)k-1

13 36opuuk
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IV NPUMEHE

4.1. ¥ o0Boj ¥ HapeauuM Taukama npuMeHutiemMo craB 8 HA yaTpa-

cpepre nmoauHoMe P (cos 6), Za 6HCMO AOGUIH HHXOB ACHMNTOTCKH
pasBuTaK Kaj n- oo, YarpacdepHs nosuHoMu cy AedunHucann nomohy
dyukuuje-reseparpuce

1
(1-2hcosb+hr2

= z PY (cos6) hn .
n=g

Kao nona3sa Tauxka MOXE HAM NOCHYXKHTH jellaH O TPHUrOHOMETPH-
ckux penosa 3a yatpacheprne noausome (B. Cere [23 a, cTp. 95])

(>0, A#1,2,..., 0<0< m)

PW (cos ) = 2L CAEN (g G gy1-an

rZ)yn!
(4.1.1)
® ~2)®)
.2(1 A (n+v)! sin(n+2v+1)6
v! ()\)(n+v+1)
) v=>0
HJIH
hd ) (n+v)
P9 os) - ZLEN S O @Ney
Q) A I Q)ntv+d
(4.1.2) v=

-cosf[(n+2N+2v)6-Am].

Pauyn hemo u3BORHMTH caMO 3a NPBH OJ HHX.
TpurodomeTpucky pep (4.1.1) Hanucahemo nperxonno y o6auky

2 .-
Lyl (2sin6)22-1 P (cos 6) =
2r(2a+n)
=J{e<ﬂ+1>9ii (1-2)®  (a+v)! egvei}s
v (}\_)(n+v+1)
v=0
(4.1.3) = J {em+nor SN (29)},
e CMO CTaBHJH
Wy - U-NO (a+v)l g

(4.14) i () = z pl (A)ntviD e -

=20

ACHMOTOTCKH Pa3BUTaK 32 PN {cos 0) mobuhemo, aaknae, u3 oAro-
apajyher 3a SN (8).
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Heka je, ca o3nakama u3 cTaBa 7 u 8

-2 _ oy @
vl ¢ QYn+v ¥y v (1)

INokasahemo Aa xoeduuujenru a, u b, (n) 3a10BO/baBajy ycaose (3.4.1),
(3.4.2) u (3.4.8) crasa 7 oxuocHo 8. ¥ ToM mumy npumehyjemo na
je npema jexHom XaycZop¢oBom CTaBy nNOTpeGaH H JOBObaH yCJIOB
Ia H¥3 Cp, n=0, 1, ... Gylle TOTaJHO MOHOTOH, A C€ MOXe NpHKa-
3aTH y O06JHMKY HMHTErpaja MOME€HaTa .

1
c,,=of nda(l),

rae o(f) He onaxa u orpanuuena je y 0<Cr<Cl.
Ako xoebuuujente a, u b, (n) HamUmEMO y OGJHKY

_B(1 -2+,

1
1

4.15 a, = P=A(l=-PHr—1g¢
(#.1) r)rQa-2) r(x)r(l-x)f (=9

0
" 1
(4.1.6) b, (1) =B (v+n+1,0)=/ p+n (1 -tp—1dt,

0

yBuhamo nxa je mu3 g, v=0, 1, ... ToTaaHo MonOTOH 3a 0 <TA <1,

a Hu3 b,(n), v=0, 1, ... 3a A >0. [Ipema Tome, Ea OcHOBY npuMeade
y Tauku 2.3 ycaos (3.4.1) je ucnymen kana je 0<<A<{1. C mpyre
crpaHe 360r TOTaJHE MOHOTOHHj€ HH3a b, (n) 4 UHHI-CHHIE A3 C€

by(n)~T(Q)v250, v+oo,

caegn na je ycaos (3.4.8) craBa 8 ucnymeH 3a cBako K u n.

Jla GucMo MoraM Ja npHMEHHMO CTaB, OCTaje jom jeAHHO 1A
BUAHMMO Ja JH HH3 b, (n) ZomyliTa acMMNTOTCKH pa3BHTaK O06JHKa
(3.4.2), unju cy koedpuuujentu pn (v), p=0, 1, ..., k¥ noauHOMH 1O V.
To hemo mpoBepuTH noce6uue y CBakoM CAyd%ajy, pasBHjajyhn b, (n)
Mo pasJH4YHTHM ckanama {qu(n)}.

4.2, [IpBH oX acHMMNTOTCKHX pa3BHTaKa yATpacepHHX NOJHHOMA
P® (cos ), nomenyTux y Tauku 2.5 naje crenehu
CraB 10. Herxa F o3nauasa xullepreomelipucky QyHryujy u Hexa je
()P =x(x+1) .. (x+v=-1), (x)®=1.
Taga je ynugpopmuno Go 6 y pazmarny 0 < e O n—¢
2 T @i+nl(n+a+l) (2 sin 6) 1-21..
') r(a+1) I (n+a+r+1)

I .
‘(- Q)® (1 -2)® " N
'VPZ—O( v (n+a+2A+1)® pl i (®)+o (21,

P (cos 6) =
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rue je
en+2p400i

_ezei)}"—‘}\."'l

ﬁ%®=1hl

3a cheyujanny Bpegnocii Gapamelipa o, a=0, oBaj acumibmolcru
paspuiliak CBOAW ce Ha [03Hamiu yodwilienu CiunijecoB paspulllak 3a
yaipacgepre fdonunome (Cere [23a, cTp. 191, cras 8.21.11]). '

F(-p, a5 A-p; l—e—“")}-

Hokas. Ila 6ucmo MOriH NpuMEBKTH cTaB 8, noTpebro je, npema
OHOM WITO CMO BHJAENH Yy NPETXOJHOj TAuKH, X4 joll NPOBEPUMO Aa
au b, ()\) monmymra acMMOTOTCKH pa3BuTaKk o06amka (3.4.2), ¥ Tom
uuby passuhiemMo b, (A) y acuMaToTCKH pex nmo ckamu {(n+o+ A+ 1)™},
[pema (4.1.6) je

1

b, (n)=ft“+"(1—t)2~—‘dt=

0
1

=ft"+°‘{1—(1—t)}"-°‘(1—t)1\—1dt=
0
1
= et ot SN =T - Lat
frea-a (S a-r)

¥ MHTerpan¥joM WiIaH no 4JaH XOGHjaMO aCHMNTOTCKH Pa3BHTAK 34
b, (n) y obauky

) H
by ())=B (0, n+a+1) (- 1)}1(
B=0

(4.2.1) ,
OnaBie BHAMMO Aa je 3aX0BOJbEH M MOCHENH ycioB, (3.4.2), crasa 7,
jep cy dysxmuje pp(v) y oBOM caydajy

()= (";“)(— 1),

+ o (n—"Y). |

y- a) Q)™
B/ (nta+d41)®

Tj. MOJUHOMH P-TOT CTENeHa mo v, JOK je
1 —()® B, n+a+l) .
gv (1) (ot at )®

Ha ocuoBy craBa 8 onHma caenu fa jey 0<e<O2n—¢
yaugopMHO 1o 6:

. .
}\_)(P)

S (©)=B (\, n+a+1) D (-1 (

» @)=5( )};_o( ) (n+a+ )+ 1)®

(4.2.2) +o (27,

Pp(8)+
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rae je -

Py (8) = lim (v_u)(—l—:mr"e”e‘.

r=1 v!
v=1

H3pas 3a Py (0) M0xeMO CBECTH HAa KOHAaYaH OOJHK. ¥ TOM LUBY

nonasuMo O

2 (1 =0)®
ZQ—'L)—z”—“ =2z % (l-2"1, z=red!,
v!

=0

Oudepennupajytin p. nyra aeBy u AeCHy CTPaHy, HaIa3HMO

i -\
S =)y L e
vi

v=0

-~ z)k‘?"‘l- m—1

’“i“”"’( Y@ a-ay-m L

Zo+m
m=0

ojJaknae

o - 10
B0 -
v=0 1 Vf

g P »
_ 2*(1 —:!)l t %(_ 1)m (r};) (c)m (1 = 2)P—m) (z=1 - ]ym=

=(1- )\)(}1) Z)L_p- 2( ) (e)m) (1-z=Y)m=
(- gy m!
L] _ SYa—b—1
—(-nw LT a1z,

[Ipema ToMe

’

423) Pu®) =D oner (1 — oot P (- g,k 1 -0,
n!
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Ha ocrosy (4.1.3) u (4.2.2), acamntoTcku passutak 3a PP (cos 6)
raacu

PP (cos ) = ZLCAH (o gy gym.
r:Q) n!
! ™
. [e(n+1)0i B(\, n+a+1) z (-1)» ™ a(i);_i_ e Pu(0)+o0 (1)

p=0

ONHOCHO, npeMa (4.2.3), yHudopmHO 32 0 <eLiLn-¢ .

P® (cos 6) = 2 Ir@x+nrn+oa+l) (2 sin 8)1-2 -
I r(a+1)r{+o+i+1)
l .
. 2 _ QWA -M® g -
(29 },=0( o (n+a+2+1)"p! f7 O + 0 (@),

ra€ CMO CTaBHAH

eln+2p+1)3i
(1 - e20iyp—2+i

f}&“(e)=J{ F(-p, a; M=y l—e‘zef)J.

Jlo6ujenn  acuMNTOTCKH pa3BHUTAK Ba)Kd, 3acajfa, caMo Kaja je
0<AK], jep je jemuno Ttama Hu3 koeduuujeHara a,,v=0,1,..,
npeMa OHOM LITA j€ pedeHo y Tauku 4.1, ToTanHo MoHOTOH. MehyTHMm,
HUje TEIIKO MPOLIMPHUTH PE3yATAT ¥ Ha cayuaj kala je s<<A<s+l,
s neo mosutuBan 6poj. Haume, tama je, npema (4.1.5), nu3 q,, v=s,
s+1,.. TOTamHO MOHOTOH, na pex 3a SP (6) (4.1.4) Tpe6a moxenutn

s—1 ©
Ha BE CyMEé = W 3, M CT4B NPUMEHATH Ha Ipyry.
v=0

v=s

Cnenujanio 3a a=0 acHMOTOTCKH pasBuTaK (4.2.4) cBozuM ce Ha

P (cos 8) = z (}‘)(p) (1-2)® cos [(” M +p)8 - A+ p)n/2]
! B(}, x+ n) &l (A n)E D (2 sin G)r+#
+0 (n1-1)

4.3, [ipyrs OA acHUMOTOTCKHX pa3BUTaKa 3a P (cos 6) zaje
cnepehn '

CraB 1l. Heka F osnauasa xullepreomelipucKy GyHryujy u Hexa je
(Dm=x(x-1)..(x-v+1), (X)p=1
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Tapa je ynugpopmno o 6 y pasmaxy 0 < e< O n—-¢

2 TQ@R\A+myl(n+B+1)

PV (cosb)= .
r) '(a+1)r(n+B+1+1)

{ .
. 2 (AM® (1 -2)® g‘,%’(e) ‘o (nh_,_l)’
o w (n+B)w

® el A—p)o—(a+p) /2] .
&n (e)=J ! (28in6)2\+}‘ F(‘}":}‘-‘B‘l;)‘-‘lﬁl‘eze‘)}'

Ciieyujanno 3a B=X\—1 oBaj acumimolicku pasBuliak CBOJAU Ce HA
Go3naiu yolwiienu Japbyos acumliiolicku pa3Bulliax 3a yaipacghepue
aoaunome (Cere [23a, cTp. 191, craB 8.21.10)).

Jloka3s. Hu3 xoedunujenara b, (n) passuhemo no ckamu {(n + B)qg}-
IIpema (4.1.6) je

1
b, (n}=f prtn (1= fp=tdf=

0

1
- p—
=f tn+p{1+_lt~t—} V(l_t)x—ldt=

0

. i -
fof t"+P(1—t)k—l{Z(pr)(l—t)” t*F] dt

pr=0

H HHTErpamujoM Ao6ujamMo 3a b, (7) aCHMOTOTCKH Da3BHTaK y OGJHKY

Qe

—=1y .
(n+B) gy o)

l
(4.3.1) b, (n) = B(x,n+s+1)2(3‘”)
pmo' P

Ca o3Hakama craBa 7, OBZE je

1 _B(untBr1) g0
qn (1) (n+B)

pp(v)=(5;"),

Tj. 3a0BOJbEH j€ u ycaoB (3.4.2) craBa 7.
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IMpumewyjyhu oupa cras wa S () mo6ujamo

(}\) . (6 ——!
B)(p.)R)().*_O(n )7

!

(432) SN ©)=BQ,n+p+1)
2 s
yuudopmuo 3a 0<e L 6 2n-¢ Iie CMO CTaBUIH
& (B- — )W .
Re(®)=1 m z ( v) (1 }\)v rev®l,
Ha 6ucmo ynpocTunn u3pa3 3a Ru(9), nonasumo of

= —A)W
2 (1=M® i\) 27V =2 r (2 - AT
“~ vl

OJIHOCHO

2 (1"'}‘)( ) = 2801 (z - 1)a 1,

Hudepennupajytin p nyra, Hana3zumo

= — M)W
> @y T zprmne
v!

v=20
S (# B At 1)y (M= 1) oy 22T
- At Dy (A= 1) ooy e,
| %(FH)B  (> (p—m) .z&”""‘
oxaKJae,
= —vy (1 =)
> ()5
VA='0“FL _V!
NEa A B 1) (1 = pye—m IR
(- 1)—;,—-2( ) 0y (1 ayem EE
m=0

( 1) (=pm }ﬂ o (1=0)® (z-1p-pim-t
z b 92 (}\ g—1)m T e

=(—1)‘*—Q——-};—)(i)— (=21 F(—p A-B-1A-p;1-2).
P
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[Ipema Tome,

(4.3.3) Ru(®)=(~1 )P(—'-‘%ﬁ) (1 - e®p—r—1F—p A—B—-1;0~—p; 1) .
8

Ha ocnosy (4.1.3) u (4.3.2), acuMnTOTCKH pa3BUTAaK 3a PP (cosb)
rJ1acu

P,(,}\) (cos 6) =2 M (2 sin 6)t—2
r)nl
!
, a® 0
«J B, 1) e(r+Deo; — R.(0)+ =0
{ (Q,n+B+1)e 2(”‘*‘3)(}0 2 (8)+0 (n )]

OXHOCHO, Boxehu pauyna o (4.3.3),

2 r@r+n)r(a+B+1)
rQ) r(n+)r(n+B+1r+1)

PX cos 6) = (2 sin@)t—2: .

(4.3.4)

: D1 -0
: z (- Dr (}\()rz“-# {(31)@)?1.)1}1 22" (8) + o (m—1-1)
Br=0

yaudopmuo 32 0 << e <O n—¢, rae je .

el(n+2—p)o—Q+1)ny2}
(2 sin §)2+F

& @ =i F-p A=~ 1;2-p51-2%).

Cnenujanuo 3a 8=\ -1 acamnrorcku pas3BuTtak (4.3.4) cBOZH ce HA

]
() ) (1 2w A .
P,(,M (COS 9) =9 (}\) z: ()\-) (1 }\.) [o{e}] [(IZ+}\ p.)e ()\.-i-p 1':/2]+
nl &= (n+d-1)gp! (2 sin )2+

+ o(m—i-1) .

4.4. Hajsan, rpehn acumnrorcku passurak 3a PP (cos 8) nmaje
crenehu :
Cras 12. Hexa je h® (2) oapeheno ca

(l—nr)x'(_x_)K R R R
e b (1-2ze) pzohp (z)}l!
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Taza je ynugpopmuuo 4o 8 y pazmaxy 0 << e< 0 n—¢

2@+ o o

P (cos 6) =
v (cosf) ryn!

n6)! 2,

, |
(1)
D e L G S !
" =0 :

Cieyujanno 3a y=0 osBaj acumiiolickuy pa3Bulliax CBOAU Ce HA
passumiax JljyBun-CliexnoBjveBa MWulia 3a yalipacghepre idoaunome. (3a
cayuaj Jlexanapoux nosnunoma (h=1'/,) Bunu Cere [23a, ctp. 205,
o6pasan (8.61,7)].)

Jokas. Hus Koe(pumljeaar-a b, (n) passuhemo no ckaau
{(n+vy) P2}, Tlpema (4.1.6) je

1 1

-
by(n) = [ Prr(l-t)r1dt = tn+v___tv_____d,,
(1-t)—2
0 0

oAaKJ/e cMeHoM !|e—! Hanasumo

b, (n) = e—tnyyi_e O
’ (1-e 12
0

[+

= fe—(n+v)ttx—1 e—(v—y+1}t (_l_t.__t-)l_}\ dit.
._e"

0
AKO CT3BUMO

F( 4 ) ot -t 1--)
-1, = ,
Y ( e -1 )

umahemo

b, (n) = j e~ - F(—t,y—y+1)dt =

0

=—(——+‘1—){J e—tt)"—‘F(— _:Y, V—Y+1)dt,
. n+y n

0

yBsoaehin 0oaAMHOME Qﬁ*’ () crenena p. no y, AeduHUCAHE TEHEPATPUCOM

2 )
(4.4.1) . F (x,y) = % (ex_ 1)%= > Qi l(y) X*

p=0
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pobujamo

1 i s QPr-y+D ( t )”
= —~t fA—1 B -
by (n) (”+~()Afe £ Pz‘o o e dt.
g =

HHrerpumyhu nociaefmu pel 4YJAaH MO 4jaH, HAJa3UMO ACHMIITOTCKH
pasBHTaK 3a

| -
(44.2) b, (n)= i‘%kz( 1 (K)m) Qp(f’v-,-;;:l) v o ().

Ca osnakama ctaBa 7 oBJe je
1 _® e
gp(n) w1 (a+y)ptR

na je u ycaos (3.4.2) craBa 7 HcHyteH.

» Pe()=(-1FQP (v -Y+1),

Mpumemwyjyhu onma cras ua S (6), Ho6ujaMo

SV ©)=r () }l: (-1 DY 4o (%) + o(n27)
= (n+y)Fpl

ynudopmuo 32 0 <e O 2n—¢, rie CMO CTABHIH
i - ) : ,
A ()= tim LN o0y 1y premi
r=1 v! :

Teneparpucy ox A (z) mobuhemo ako (4.4.1) mnomHOXHMO -
- A

ca L=N2
v!

(1=2)® . (1_}\)(V)Q{1M(y)zv
i ( ) 2 ol pl s

cTaBuMO y=Vv-Yy+1 H ca6epemo of v=0 x0 oo

e(l—Y)x( ) 2 (1-»H® )‘) (ze* )=

S 3 am ey L,

!
vyt v!pl



204 Cnobonan Asasuuh

OIHOCHO

(#43)  etnx( xl)}\(l—ze")}*"‘=i£‘£l(z_)xp.

B

p=0
[IpemMa TOME, acHUMNTOTCKM Da3BHTaK 3a Py (cos ©) raacu

I'(2n+n)

P (cose) = 2L (2 sin 6)1—21.
r (\)n!

{
. }\_)(P') o
.J{e(n+l)91 __]P___(______h)\ o201 +0 (M ]

onsocHo, npema (4.4.3), ynudopmuo 3a 0 <e<{On~¢,

PP (cosd) = 2LC2EM (9 in gyi2n
I (n!
(4.4.4) -

!
()
. (-1 —-——(ﬂ——;,] {em + Dot D (€29} 4 o (m—+1),
(n+y)2+P pl
=0

rae je K (2) mato ca (4.4.3).

4.5. Y oBOj Tauku w3BemheMO AaCHMOTOTCKH pa3BHTaK (X - o0)
MHTErpana :

-]

. 1
zv(f,x)=fe'fftv--’/z(1+§t—)v h dt, -1, <v<1Y,.
X

0

Ca osnaxkama cTaBa 9, oBze je
.1
Y ()=tv—"h, x({;x)= (1 + _t_)v /2.
2x

Kako je 3a cBakO 1€J0 NMO3UTHBHO k
(-DYO (>0 a (-1DxW(;x)>0 u monorono-»0, {00,

TO je ¢ jexHe crpaHe, Ha ocHoBy npumexnbe | y3 crar 6, ucnymed
ycanoB (3.4.10), a ¢ mpyre crpane ycinos (3.4.15) crasa 9. Mcro tako
je JaKo yBujJeTH 1A je 3ajoBosbaH ycnos (3.4.14) crasa 9. Hajsan,
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t
+2
f-x(u;x) du = 2x_ {(l+—l-‘-)v —1} =
v+1/, 2x
0

AL

: V-1, -
=zxz=o( p )(}1+1)(2x)“+0(x )Xo,

Tj. koedunujeaTH pyu () cy osie monuHoMH (p+ 1)-or crenena. Ako,
naxne, npumenumo cras 9 Ha dysxuuja Z, (v, x), BEH ACHMOTOTCKH
pas3BuTak Guhe :

e (vth)_Te® .
Z,,(r,x)—}é( " )m-#O(X ),

rae cCMO CTaBHJIH
@©
Tu(x) = (p+1) lim [ e—0f gdtt pr+r—1 gf,
=09
MetjyTum, KaKo je
@©

fe-zft“dt BENCLD S R{z} >0,
za+1

TO je ’
F(v+p+1/s)

Ta(r)=(p+1) e

, t#£0.

[lpema ToOM€, acCHMNTOTCKH pa3BuTak ¢Qyuknuje Z, (r,x) raacu

! 1
Z, (v, x) = __.l___z(v"l/ﬂ)i(_v"'_p_t_/&)_ + o0 (xY).

(—ivytt: —\ (-2itx)®

Cnenujanio 3a v=1 1064jaM0 OXaBRE AaCHMOTOTCKH Da3BHTaK 3a
Xanxenose oyuxuuje HO(x) u HP(x), x»00. Haume, 3a -1/, <v<1/,
{14, cTp. 28]

Dy LCa=V) (X\V o 9in(v—1p) fm Ixt (2 1yW—Ys
HY (x) T (2)[1 e ]1 et (e 1)v " g,

H cMeHOM f|1+1/x,

HY (x) = qu‘l{z(:/l;) (1= =2im (v = o]

= V% exp [(x -v 12‘- - -Z;—) i] é (v —:1/?)((11_) (2"1_':)1}{2)01)

+0 (x—k-2)

eix
—7,(1,x)=
V2x (1, %)
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AcuMNTOTCKM Da3BHTAK 34 Hf,z)(x) cnelu ORaBAE aKO CTaBHMO i — i

4.6. [lpumen6all y3 cras 6 omoryhyje nam aa ussememo Crup-
audros obpasan. Ilonasumo ox

log I'(x)=(x /) log x ~ x + /5 log 2+p (x),

: 11 1\dt
)= | e¥|——--—-—]—.
P () f (l—e"‘ t _2)1‘

0
ACHMITOTCKH Pa3BUTAK 33 log I'(x) mo6uhemo n3 oxrosapajyher 3a
p (x). :

Axo p(x) nanumemo y 06auKy

= 1 x l\dt
- -t - 2 _\=
(4.6.1) o (x) fe (1_e—t/x ” 2) t’

0
umatieMo, ¢ O3Hakama cTaBa 9,

rae je

1 1 x 1
c=1, =0, He=—o, hHx)=——-—-——-—,
‘ P ( ; X (£ %) "7 3

Ilpema npumepnbama y3 cTaB 6, ACHymEHHM Cy YCAOBH cTaBa 9,
jep je 1/t ToTanHo MOHOTOHA (QyHKUHja, a npema

1 1 1y '
[l—e“ t 2]

=(_1)k<al__e:; _e_:”‘__+,,,+ak__e"_"‘__) (= 1)
(1-etp? (1 —21)2 (1__e~t)k+1 i"+1
TE je
1 1 13yW

M OJi W3BECHOT f,, MOHOTOHO TE€XH HYJH, W TO 32 CBAKO K.

C apyre crpane, q)yﬂxuuja X (t; x) ¥Ma aCHMNTOTCKH Da3BHTaK
o6amukal)

k 2 u—1
1 __fc_.__l_::z By t +0(x—2k+1), x5 00,
l_etx t 2 F(2p)! 2t h

T€ je ¥ yCAGB y NOTAEAY xoetpuuu]euara ACHMITOTCKOT Pa3BHTKA OL
X (1;-x) 3a50BO/bEH.

1) Bp cy Bepryanesu Gpojesn.
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ITpema craBy 9 u (4.6.1), acumnroTcku passHTaK 3a p (x) rJacCH

@

.. B
Z: —E | emtpp-24f 4 o (x~2+1)=
. (2 ! x2-t

= 0

p (x)

= i Bul2p-1) + 0(x~2k+1) =

AT
k
= z Be 1 + o(x2k+1) . x5 .
= 2p-1)2p x2rt
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ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN A-SUMMIERBARER
- LINEARER FUNKTIONELLEN

SLOBODAN ALJANCIC

. Es sei F, der Funktionalraum aller stetigen Funktionen, f(#) € F,
und «, (f) von beschrinkter Schwankung in (0, o). Es ist nicht schwer,
durch sukzessive Anwendung des bekannten Rieszschen [19} Satzes,
einzusehen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen
eine vom (nicht notwendig ganzzahligen) Parameter n abhingige
lineare Funktionelle -

() Anlfl = [ () doca 1)

eine nach allgemeiner Skala {gu(n)} forischreitende asymptotische
Entwicklung

(+4) Alf O]~ =2, naoo,

=)

gestatten wiirde, wenn eine solche ihre Erzengende o, (f) besitzt. Da
aber hier der Spielraum der Funktionen f(f) ziemlich weit ist — der
ganze Funktionalraum F,—ist dadurch derjenige der Erzeugenden
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a, (t) wesentlich gekiirzt. Es sei bloss darauf hingewiesen, dass von
der Struktur der Erzeugenden nicht nur die Konvergenz des uneigent-
lichen Stieltjesschen Integrals (*), sondern auch derjenigen suneigent-
lichen Integrale welche die Koeffizienten ¢, der asymptotischen
Entwicklung (*+*) bestimmen, abhingt. Deswegen ist es naheliegend,
den Begriff der linearen Funktionelle in dem Sinne zu erweitern,
dass man nicht nur konvergente, sondern auch A- summlerbare Stiel-
tjessche Integrale d. h. solche bei welchen

Un[f]= lim Feetf(fda, ()
a=0 ¢ i

existiert, zuldsst. Da in disem Falle von einer ihnlichen Aussage
iiber asymptotische Entwicklung, die notwendige und hinreichende
Bedingungen enthalten wilrde, kaum die Rede sein kdnnte, begrenzen
wir uns hier auf eine spez:elle Klasse A-summierbarer linearer Funk-
tionellen und geben gewisse hinreichende Bedingungen fiir deren
asymptotische Entwicklung.

Es sei a (f) von beschrinkter Schwankung in (0, c0). Wir betrach-
ten A-summierbare lineare Funktionellen, bei welchen

f()=e~ "% (1), © reeller Parameter,
mit
¥ (f)= f et da(u)
ist. Spezxell kann also ¥ (f) der Klasse der im Interval (0, co) total-

monotonen Funktionen angehoren.

Bevor wir zur Formulierung unserer Séitze iibergehen, geben
wir einige Erklirungen. Es bezeichne =y (f) ein Polynom p-ten
Grades und wu(f) eine periodische Funktion der Periode £>0.

Wir sagen dann, dass F(f) der Klasse Q4 angehore, wenn es die Form
F(t)=wy () Tm (4 @y () Topey () + - -+ + Wy (£)
hat. F(f) aus QF geniigt der Differenzengleichung '
agttu=o,
wo
CAfU fir U@ -G UE+h)+ -+ (=D @ Ut+hk)
gesetzt ist.
Es sei gp(n), n=0,1,... eine Fuaklionenfolge, die folgende
Bedingungen erfiillt:
‘ g ()
gu+1 (1) |
Wir sagen dann, dass {qu(n)} eine allgemeine Skala bildet.
14 36opHuK

0, nooo und gu (1) #0(n=0,1,..)
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Nun gehen wir zu Sitzen iiber asymptotische Entwicklung.
A-summierbarer linearer Funktionellen itiber. Die .Funktion ¢ {(f; X)
gestatte' die asymptotische Entwicklung nach allgemeiner Skala {g,. (M) }:

;t:;)\;.l’_"_'(_ﬂ)_ A5G Y LU N e L ‘Aco, -
? {2 qol(l)+ql(k)+'J'r'qz(k)'Jro(qr(R))’ Ao

wo die Koeffizienten py(#), £=0,1, ..,/ der Klasse Q' angehoren.
Dann existieren fiir « # 2sn/h; s==0, = 1, ... die Grenzwerte

lim [Te=otem "ty (de (1) =g (),
o= 0

lim [ e~ e~1"y (dpu () ~Pa(®, B=01,0n,1,

o=0 ¢ ‘
und es gilt .
P P, L P !
)=y T , 0,
eEN = Tam +q~,(.x)v+0(q[(x))' o

gleichmissig in 2sm/h+e <t < 2(s+ 1) #h—e,0< &< w/h,s=0%1, ...,
wenn fiir ein ganzzahliges K > m, entweder

(i) die Schwankung W

we {AF e (N} =0(——), 2-00,
' .. g (M)
oder, (ii)
WT (8K (t;0) < =M M frei von 1,
p - g1 (})
und fir £ >T .

Ao (t;2) " mo‘hofqn 20, fro00.

Hieraus folgen, mit zweckmassiger Ubertragung unserer Erklarungen,
analoge Sitze fiir Réihen, speziell ftir A-summierbare irigonometrische
Reihen, und fir Riemannsche Integrale der Form

o
lim ay b, (A) rv ev®
lim Zo vby ()

‘und

lim [ e~ote= "ty (1) x (t; 0) dt.
=0 ¢ .

Fiir A-summierbare trigonometrische Reiben bewies bereits Prof.
Karamata [12a] einen diesem ldeenkreis angehorigen Satz, welcher
auch fiir diese Arbeit Anregung gab. Im Falle Riemannscher Integrale,
wenn ( — 1)Ky (t; \) eine K-te partielle Ableitung nacht, die >0 ist und
monoton gegen Null strebt, besitzt und die Koeffizienten py (f) Polynome
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in ¢ sind, gelten analoge Aussagen und ihr Gultxgkeltsberexch besrtzt
im Endlichen nur t=0 als Ausnahmestelle.

Die dargestellte Methode der asymptotischen Enthckkung
zeichnet sich dadurch aus, dass sie, wenn einmal iiber ihre
Anwendbarkeit entschieden ist, unbegrenzt viele verschiedene asympto-
tische Entwicklungen einer A-summierbaren linearen Funktionelle
liefert. Némlich, jede asymptotische Eutwicklung der Erzeugenden
spiegelt sich in einer der linearen Funktionelle. So z. B. erhielten
wir fiir ultrasphirische Polynome P (cos 8), von ihrer trigonometri-
schen Darstellung (4.1.1) oder (4.1.2) ausgehend, drei verschiedene
asymptotische Entwicklungen (n- o0). Wenn F die hypergeometrische
Funktion bedeutet, a, §, Y Parameter sind und der Kiirze halber

()W =x(x+1).. (x+v=-1), (x)®=1;
Dmy=x(x = 1) (x—=v+1), (x)0=1;
gesetzt wird, so ist gleichmissig in 0 <e O n-¢

" P (cos 8)= 2 TI'@rx+nml(@nda+l) (2 sin )12 -
1‘(}\.) F(n+1) T (n+a+i+1)

. ) ~1e Q)8 (1 -1® ——
@ 3 2( ) (n4a+A+ 1) pl RO +o (=),

ert2a+16i F o hp; 1—e=20) ] ;
(1 < o) a—r+1 (w5 Mg ]’
2 r@r+ml(n+8+1)
ro F(n+1)1‘(n+{3+}\+1)

) -0 g o
@ | 2 Wi & O

elm A~ e—Q+BInf2li
(2 sin 9)2++
2I'(2x+n) @si
r)n!

k f%%’(ﬁ)=s[

[ P® (cos 6) =

g(}o(e) 3[ (—p.,}\—B—l;}\.—p.;l—eZO')};

% (cos €)= in §)t—2.

1
. Z (_I)P__(_}"l(i)___s{e(n+l)ei hg\)(e%i)}_’_o(n}\—l—l)’

(iii) gy pl(n+y)rt+r
wobei A (2) durch
S
o=V (_*_) (1-zex)~1= z (@)

B=0 p!
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' bestimmt ist. Fiir spezielle Werte der Parameter «, 8, Y (x=0,
B=A-1, y=0) gehen diese Entwicklungen in bereits bekannte (s.
Szegd [234], S. 191 und 206) ftiber.

Als Beispiel asymptotischer Eﬁtwicklung A-summierbarer Rie-
mannscher Integrale, fiihren wir die Entwicklung der -Funktion

°.° v—1,
ZV(V,X)=feIft iv—ll'(1+'2i‘) dt, _1/2<v’<1/2a
X
0

an. Es ist
{
; v\ L (v+p+i)y) -
Z,(t,x)=(~ix)~ v — 40 (x7Y), ,
(6, x)=(~i7) 2( ) ) oy ToeT, xoe
Pe=0
gleichmissig fiir |¢|>e >0, woraus fir v=1 und -/, <v<?/,
die bekannte asymptotische Entwickiung der Hankelschen Funktion

HY (x) folgt.
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ACHMIITOTHKA PEUIEYbA JIMHEAPHUX
JUPEPEHLIMJAMTHHUX JEAHAUHHA

—TE3A-—
YBOI

0.1 Kanacuusm npoGiaem Manux OCHuAaLMja eNacTHYHE MemOpane
CacTOju C€ y TOME Ja Ce Y H3BECHO]j od.nacm S, x, y-paBuu Hahy
peiemha jefHauune _

(0.1) Au+iru=0,

Koja Ha py6y S’ mocmarpase 06.aacTH y ua”enuocrannmem caydajy
3aZ0B0/bABAjy I'DaHHYHH YCJIOB

u=0.

Kao wto je nmosHaro, TakBa pemema MOCTOjé CaMO 3a CNemujanHe
BPeIHOCTH napaMerpa A\ MJM, ADYr#M peunma, jexnauwna (0.1) uma
pemniema KOja HHCY HACHTHUKH jeJHaka Hyau y obGjacTn S camo Kaj
je A Tako3BaHa concrseHa BpeAnocT. CBaKoj CONCTBEHO] BPEIHOCTH
OJAroBapa HajRHINE KOHAYHO MHOTO CONCTBeHHX (yHKIHja, OZHOCHO
peluema MocMarpaHor IPaHUIHOr 3aJaTKa.

Beauxn 6poj nmpoGaema mexanuke W ¢H3HKE, HAPOYHTO OHHX Y
B€3H Ca OCIHJAlUjaMa, CBOIH C€ HA PEIIaBalke€ CAHYHHX TPAHHUHHX
sagaraka. Ca mMaTeMarduke Tauke rJeJHIUTA CBAKH TaKaB npo6JeM je
Hau npo6GJeM ersuCTeHIHje WM npo6aeM NPOLEHe CONCTBEHHX Bpe-
JHOCTH H CONCTBeHMX (YHKUWja HEKOr I'DaHMYHOr 3aJaTKa.

[1Ipo6aemnMa ersaucTeniuje CONCTBEHHX BPEJHOCTH H CONCTBEHHX
¢yHknuja rpaHHYHMX 3aJaTaka NapuujaaHux NudepeHuHjaInux jeaHa-
yHHa 6aBWJIH Cy C€ MHOTH MaremaTudapd. Tu npo6JaemH y panoBuma
Pumana, llsapna, [Toenxapea u HapouynTo XHaGeprTa 3ay3uMajy Ie€H-
TPanHO MEeCTO. MeljyTuM Tek noweTKOM OBOr Beka MOrJao ce npuhu
npo6ieMy HHXOBE aCHMNTOTCKE NPOLEHE KOjH je €4 MVIeJHITa MeXa-
nuKe # (Qusnxe ox nanexo Beher 3Hauaja. dusmuapu H: A. Lorenz
(1] 1 A. Sommerfeld [2] npBu cy Rowaw A0 3aKk/byuka Aa LOBOJLHO
BEJMKE COMCTBEHE BPEAHOCTH MEMOpaHe KOja TpPENepH He 3aBHCE OX
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o6auka memOpane seh camo off reHe mospumse. Hemocpepno satum
je H. Weyl [3], ua ocHoBY TeOpuje MHUHEADHHX MHTErpa/HAX jefHAYUHE,
AOKa3a0 1a je

N(t)~£‘t, t> o0,
4

rie je N(f) 6poj concTBeHuX BPENHOCTH KOje Cy Mamwe of f, a S
NOBpIUMHA MOCMATpaHe MeMm6paHe, IITO jé NOKA3aJ0 Ja Cy NPETHO-
craBke ‘¢uauuapa Oune Ttaude. R. Courant [4, crp. 321—380] je
KacHdje, MOMOHy BapujalMOHOr pauyHa, NOGHO MHOrO . MpeuusHHje
pesyarare. Cnem«ganﬂo y cnyqaly memOpane Koja Tpenepu OH je
10Ka3ao Ja je

N =S t+0(Tlgt), troo.
4n

0.2 MehyTuM, 33 Qusudapa 3HauajHujH, a U ca TAEJUMTA TEO-
pUCKe MaTeMaTHKE AyG6/bd H TEKH MPOOGJIEM aCHMNTOTCKOr NOHAINAMA
concreeaux QyHKHHja MNOAYXBATHIH Cy T€K TPHAECETHX TOJMHA OBOT
sexa A, Hammerstein [5] u napoauro T. Carleman [6]. lok je Xamep:
wTajd, cayxehu ce TeOpPHjOM JHHEAPHHMX MHTETPalHMX jeJHAYMHA,
WCMUTHBAO TOHAIAME CONCTBEHHX (YHKUMjA 33 BeAUKE BPELHOCTH
napexca n, Xotae je Kapaeman 120 jefas NoTnyHO HOB ¥-OPWTHHA/AH
METOJ 32 WCHHTHBabe ACHMMNTOTCKOr TNOHAINAka CyMe xBanpaTa con-
cTBeHux (QyHKIMja KOju ce cacToju y caenehiem.

Heka je S koHayHa W OTBOpeHa 06GJacT x, y-paBHH, S’ WmeH py6
u Heka cy {\,} conmcTBEeHEe BPEXHOCTH, a {®, (P)} onroBapajyhe opro-
HOpMHpaHE concrBeHe (yHKIMje PaHUYHOr 33AaTKA

Autrp=0, PES,
=0, vPES’.

Axo ca G (P, Q; \) o3nauumMo T punoBy ¢yuKUHMjy OBOr rpaHHUIHOr
3agartka, a ca G (P, Q) TpuHoBy (DyHKIMjy rpanduHor 33jaTka

Au=0, PES,
u=90, Pe§
Taja je, KA0 MTO j& MO3HaTo,

@ (P) £ (Q)
Z

}" ()\ }\) G(P’Q)—G(P’Q;"

Osaj o6pasan 6uo je ocHoBa Ha kojoj je Kapaeman .usrpajuo CBOj
NOCTYNaK 3a MpoueHy cywme KBanpaTa conctBeHux ¢ysxnuja. . On je
Hajupe AOKa3ao Ka je

il
il
!
|
i
|
|
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© 2 _
(0.2) KEA%(?;\) 41n1gx+b+0(e“”’h), Ao o0,

rne ¢y b u c>0 KOHCTaHT€ Kkoje He 3aBuce Of A. Ilokas osor
obpacua cBOZH CE€ OYEBHIHO HA NMPOLEHY AaCHMNOTOTCKOr MOHAIAmba
odyuxuuje G (P, Q; — 1) Kax . > >, a 1044Ba HA enemeurapuum ocobu-
uama Tpunose ¢ynkuuje. Kako je, naume,
G(P,Q;~ 3\)=2—Ko(fpo‘/?») H(P ;-0
rae je
- N o]} —
— - VX I'pg t
Ky (r V)\ = L—:__——dt,

o( PQ ) : Wz =]
a H(P, Q;-1) peryiapso peuieme jegsauune
(0.3) Au-Xu=0
Koje Ha py6y S’ 3an0BO/baBa YCJIOB

(0.4) HP,Q; ~3) = ik‘,(rm VE), Pes,

H CAHYHO TOME

O(P.Q=5-lE—-H(P,Q),
TO je )
RAC)
g A (R td) _
1 .. 1 = '
- ﬁégj{lgr—});—Ko (rva}\.)}jH(Q, Q+H(Q,Q-N=

=l h T -Ig2-H (Q Q+H(Q Q=)

rAe je y Ajaeposa koucraura. Ha ocnoBy [lapadosor craBa csako
- peweme jennagude (0.3) mocTHke ‘CBOJY wajMax-by, OZHOCHO HajBehy
BpexHocT Ha py6y S’ Crora . je, npema (04), 3a yrepheno Q u
npou3Bo/bHO P € S . _

l —
IH(P, Q;-K)l<2—; I}Yieag, Ko (rpq Vl)<

<L Ky (lg VR,
2%
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rae je lo uajkpake orcrojawe Tauke Q om pyba S§'. Cnenmjanso
3a P=Q je ‘

H(Q Q=1 < ;- Ko 1 WE)=0 e=1VE), 2oy,

a oxarae nemocpexno caepu (0.2).

i
Hpyru neo KapaemaHOBOT MOCTymKa cacToju Cc€ y npuMeHu
craBoBa TayGepose npupoje nomohy KOjHX ce KOHawHO RoGuja npo-
IleHA aCHMMITOTCKOr NOHAIIAmha CyMe KBaIpaTa CONCTBEHHX (yHKIWja.
Harme, n3 o6pacua (0.2) cneau ma je dyskuuja

?(s) = Pa(Q5"
: n=1-"

perynapHa y Ie/ioj DaBHM OCHM y Taukd $=1, rA€ MMa NOJ (PBOT
pena ca pesuayymom 1/4 =, a onarzne Ha ocHoBy nossator Mikexapuunor
cTaBa CAeiu Ja je _ :

(0.5) > <1>3,(Q)~—Zl;)\, N 00

A<

0.3 Ha osBaj KapnemanoB pajx HanoBesao ce HU3 panosa
A. Pleijel-a [7] u S. Minakshisundaram-a [8] koju cy ce 6aBunu yriaas-
HOM reHepanu3anujama Kapaemanosux pesyiartata. [laejes u Munakmu-
CyHJapaM, KOju je HE3aBHCHO Of 'Kapne_yaﬁ_g'nomao Ol CNKYHHX
pesyarara, npowupuan cy Kapnemanos meron xa onmtuje xiace
napnujasuux ZudepeHnujasuux jefHauuHa €JMNTHYHOT THNa, XOG6Hja-
jyhn Ha Taj Hauun kao u Kapaemad, npsBy anpoxcuManujy 3a acum-
NTOTCKO MOHAMAaMbhe CYyME KBaJPara CONCTBEHMX (PYHKIMja NOCMAaTpaHOT
rpanugHor 3ajatka. OBHM HCNHTHBamHMMa Guie cy oOyxBahene napuu-
janHe IpmbepennmjanHe jeaHaduHe BHIUEr CTENeHa, napuujande aude-
penllnjanHe jeflHaUWHE MOJAPHOT THNA, KAO H j€J|HAUMHE MAJHX OCIH-
nanuja y PumanoBum npocropuma, rae Bearpamujes oneparop wurpa
ony yaory kojy y Eykaunosom npocropy urpa Jlanaacos onepatop.

W3 panosa Kapnemana, [lnejena u Munakmucysjpapama npous-
nasu ja je 3a fo6ujame NPBE AaNpOKCHMallMje aCHUMNTOTCKOT MOHa-
Iaka CyMe KBaJfpara CONCTBEHHX (YHKNHMja N0BOJbHA MPONEHA NOTEH-

nujansor tuna 3a [ppHoBy ¢QyHxumjy. MehyTum, .nos3uato je na.

I'pudoBa (yHKIMja ONajia eKCNOHEHNYja/iioM GP3UHOM K4 N - oo, LITO
ce He WckopuwhaBa y nmoTnysBOCcTH Hu KOJ jemor craBa Tay6epose
npupoje kora OHH ynoTpebibaBajy. Jacso je npema TOMe ha je 3a
po6ujame npenusHujux pesyarara 6uo notpebad jeNaH HOB CTaB
Tay6epose npupope. Taj npobaem noxyxsartuo je jomr T. Carleman
[6] u on je mao jemau crtas Te BpcTe, anu je Tex B. I'. ABakymosuh [9,]
J40 CTaB KOju je cTBapHO omoryhuo na ce eKCloHEHLHjalHa npoleHa
I'punoBe ¢yHknwje y NOTNYHOCTH uckopuctH. tberos cras raacu:
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Hexa je S (u) orpanuyene Bapujayuje y CBaKoM KOHAYHOM PA3MAKY

u Herxa unliierpan
o
fe-x [ S

u+x
0

KOHBeprupa 3a jepno fha dpema iome 3a csaro x > 0. Taza us
f(x)=0(e V%), xs00, ¢>0,
I YCA0BAG KOHBeprenyuje

Ve (SO -S@}>-m, a<v<u+Vu

creju
S@=0(1Vu), u»ro.

[lpumenom oBor craBa KOJ JABOJMMEH3HOHalIHOr npo6iema
ymecro (0.5) ABakymosuh je n06uO

> 62 (Q - 2-1; A+0(VR), Aosoo,

A

S 0,(P)8,(Q) = 0 (1F), 2o oo

An<<A

0.4 (i) [lo6ommaBajyhn c jemne crpase [lnejenos nocrynak 3a
npoueHy perynaapHor jena ['puHose (yHkuMje KOjH ce 3acHMBA Ha
BapHjallHOHOM padyHy, a ¢ Apyre cTpaHe yonuTaBajyhH NOMeHYTH
ApakymosuheB cTaB Tay6epose npupoze, B. Byukosuh u aytop [10]
noKa3aJu Cy JAa C€ H KOX TIDaHHYHOr 33J4aTKa MaJHX OCLHAanMja
€NacTHYHE IUIOYe MOXE ACOMTH Apyra anpoOKCHManuja acHMITOTCKOT
noHamama CyMeé KBaZpaTa CONCTBEHHX (PYHKIHMja, Kao W npeln3Ha
nponeHa AacHMNTOTCKOT nOHamama CyMeé nNpPOH3BOJa CONCTBEHHX
G yHKnuja.

MelyTtum npe nokymajy jna ce Ha Taj HauHH A06Mjy CAHYHH
pesyiartatH 3a cyme CONCTBEHMX (yHKIMja YOMIITEHOr TPaHHUHOT
3ajaTka MajauX OCHUHJ2IHja k-AHMEH3HOHANHOT KOHTHHYyMa

AAu AP)u+ru=0, PCES,
u=0, PES,

rpe je A, k-IuMeH3uOHaJNHM JIannacoeB onepaTop H rae S npercras/ba
OTBOPEHY H OrpaHHYeHy O06JacT k-RHMEH3HOHAJHOr NPOCTOpa, a
S’ weHn py6, HaWIa3H C€ KaKO Ha NPRHIMNHjEJHE TaKO H Ha TEXHHYKE
remwkohe. 3a npoueny peryaapHor Zeaa ['puHoBe ¢ynkuHje Mory ce
H OBI€ NDHUMEHHTH CTaBoBu auajorHd [lapadosom cTaBy, anu ce
Teirkoha CacTOju y TOME ITO C€ HE 3HA EKCIVIMIHTHO CHHIYJIaDHH
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xeo- I'puHoBe GyHKNUje KOju je y onmTeM clAyudajy pelueme jeide
HEXOMOreHe JMHeapHe uHTerpajse jennauunne PpeiaxoamMoBor Tuna.
36or TOra ce HAPOYHTO KOJA npuMeHe craBoBa Tay6epoBe npupoxe
aHanoruux crasy M3 Tauke (.3 jaBipajy HOBM mpo6aeMu, Kao WTO je
Ha mnpuMep mnpobaem mnpercraspamba CUHTyJAapHOor Jena [punose
¢yunxuuje y o6auxy Cruarjecose Tpancdopmanuie.

(ii) la 6u cMo WTO NperaefHUje H3NOXKHAM OBaj MNOCTyMaK 3a
NPOLEHY aCUMOTOTCKOr MOHAIlaiba CyMe KBAaXPaTa ¥ NPOU3BOAA COI-
cTBeHHX (YHKOUja yONIITEHOTr TPaHMYHOr 3aJaTKA MaJWX OCUMAALM]a,
3aapxahemo ce oBje Ha TPOAMMEH3MOHANTHOM TpOOaEMy

Au-AP)u+ru=0, PES

(4)
u=0, PES.
OcHoBHHU pe3yaTaTH Koje hemo OBAE HOKa3aTH Cy
M > $2(Q) = o A oo,
A<
(I > . (P) D, (Q) = O (1), Ao oo.
)\nsl\ t

Cneuu]annu ciydaj OBOT rpaHMyHoOr sajaTka Kaj je ¢ysxuuja A(P)
jenuaka Hyau mnocMdTpao je y cBojoj Tesu A.’ ‘Pleijek [7). Ou je 1y
fIOPEJ OCTAaJIOr A0Ka3ao 1a je

> Q) ~

An<<A

}\—aloo.
B. I'. AsaxvmMosuh [9] je xachuje moGuo oGpacue (I) u (II), any oner

y crenujaniHom cnyqa]y Kag je A(P)=0.

(iii) ¥ npeoj raaBu y Ttauku l.1 mahemo, mperiaexHOCTH pajy,
zedunnunjy TpuHose (dydxuuje rpanuuHor 3a7aTka (A) Kao W HEHOT

CHHTYJIADHOT W PEry/AapHOr Heua. ¥ Tauxku 1.2 moxaszahemo ersucren-

L¥jy pellleia HHTErpanHe jefHayuse

e=Virpq [ e-Vr'pr
4 rpg gj 47 rpq

re,Q;-N)= A(T)F(T Q;-N)dSr,

K30 H Ja je To pemetbe cUHryaapuu geo [punose dynknuje. 3aTum
hemo y Tauku 1.3 nard TPOHEHY aCHMOTOTCKOT MOHAWlaka CHHIY-
mApHOT W peryxaphor fena I'pusose ¢ynkmuje. Y rauku 1.4 nokdsa-
hiemo Jia ce y A0OBOJL,HO Man0j OKOJNMHK Tauke Q Qyskuuja I'(P, Q;—2)
nonama xao ¢yukusja I, (P, Q; - 1) Koja je pememe jeaHaguue
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Virpr

Taro AT, Q-2 dSr,

06) T(P,0;-3) = 2020 _ fe

4z rpQ Ko n

rze je K(Q;r) sonta noaynpedsuka r ca LEHTPOM y Taukd Q; 3a
n0BOBHO Mano r je K(Q;r)C S. Ipyrum peuuma, xokasahemo Aa
je 3a npoussorHO PE K (Q;r)

rP,Q;=2) =T, (P,Q;=3) + O(e~"="7X), A o00.

dyukuyjy I (P,Q;-)\) yBeau cMo 3aTo wmrTo ce jexnaunda (0.6)
MOXe€ peuIuTH CYKIEeCHBHOM anpokcumanujom kax je obaact K (Q;r)
J0BOJbHO Mana. To mame omoryhaBa ja nokaxemo Ja nocToju QyHk-
nuja L (Q;u) raxkea na je

fﬂg_(oﬂ=i]1m{-l ‘“Fr(PsQ;—)‘)]
a4+ A P=Ql4nrpg

H na je
0.7) 9(o;u>=2—‘n—2v5+0<1), 100,

Ha ocuoBy Tora mokasahemo

CraB 1. 3a yilispherno QE S je

2
> 50 -1 i e i) - M@0,

A0,

rae je M(Q) orpanuvena ¢yuryuja Gpomenmuse Q, ar >0 ronc@anilia
Koja He 3aBucu ox M. Ocunx fora je sa P#£Q

$a (P) $1(Q) _ BeVD) n oo,
2 M (nr) P QFOETRER), A

rge je c=min (rpg, lg).

(iv) ¥ npyroj ranasu nokasahemo caezehn craB Tay6Gepose
npHpPoOAe :

CraB 2. Hexa je S (u) orpanudene Bapujayuje y cBaKOM KOHAYHOM
pa3marky u Hexa udilierpan

= [ 28

u+x
0
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KOHBeprupa 3a jepno fia Gpema MWome 3a ceako x > 0. Taza us ycaosa

() f(x)=0(e~V%), x-00,

rge je ¢ >0, u ycaoBa rouseprenyuje

(b) SW-SW>-m eLvu+Vu
creau :

Sw=0(), uro.

[lppu cTaBoBM OBE BpCTE, KA0 LITO CMO HAMOMEHY/AH, NOTHYY
on Kapnemana n Asakymosuha, ZOK jeé HajommrHje CTABOBE TOT THNA
1ao y cBojoj tesu B. Byuxkosuh [11]. Kaxo ce mehyTum u Ty cayuaj
.KaJ je Crunrjecosa Tpancdopmanuja pexa O (e=°Vx) mopa 3ace6Ho
nocMarpatd, To hieMo y Apyroj riaBH, NE€JAHHE PajiW, JATH JAHPEKTaH
IOKa3 craBa 2.

(v) U3 craBosa 1 u 2 po6ujajy ce o6pacuu (I) u (II) na caenehu
HauMd. AKO CTaBHMO

2
E@-> 24D _aqu+m@, E©-0,
Ap<u "
Taza je, npeMa crasy 1,

o0

iE_(E)._z O(e—l/zrvx), }\__)oo.
u+Xh
0

IIpema Tome, ycuoB (a) cTasa 2 je 3an0BobeH. Ha ocHoBy o6pacua (0.7)
umMamo Aame Ja je 3a uLvCu+Vu o -

st |
E0)-Ew = X 22 —e@i+e@in -~

U A<y

2 o '
S (D"xf,Q) - 2;2 (Vv - Vo) +0 (1) >
UL Ang<lv
>Nl +ifu+1)+01)> - m.

Ipema ToMe, ¥ yca0B KOHBepreHiwje (b) crasa 2 je 3af0BOJbEH, Na
jeé Ha OCHOBY TOra CTaBa
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Tj.
2
E*(u) = z ¢1(Q) _
' An<u "
~Q(Q;1) + M(Q) +0(1) =

212 Vu+O(1), usoo.

Onasne menocpexno caeau o6pasan (I), jep je

A
> ¢%<Q)=fud£* ()=
Ap< 0
' A A
=uE*@)| - E*(u)du =
Il

1 32
= A"+ 0R), Ao oo,
ot )

Ja 6u cmo pmokasanu Hejeasaumdy (II) craBumo

P, (P) ,(Q)

I(u) = L LRl _G(P,Q), 1(0)=0.

W)= 3= P, Q). 1(0)
An<Su

Tana je, npema crasy I,

o]

[ _0(e1m), 2o,
u+X

0
Tako Aa je ycaoB (a) craBa 2 ucnymes. Jlame, u3

(1m-1@p-{ 320 2QF

A
us<Ag<lv
&2 (P @2
<z 40 3 40
A<y 1<y

u obpacua (I), xoju cMo manro npe ZAokasanu, Ao6ujamo Aa je sa
uv<u+Vu

I(W)-I() =0(), u»o0.
Ilpema TOME, M yCNOB KOHBEpreHuHWje je 3ajJlOBO/bEH, TAKO A NpH-
MeHom craBa 2 po6ujamo HemocpenHo Hejepsaunny (II).
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] TITABA

1.1 T'panoBa dysxuuja G (P, Q;-1). (i) Heka je S konauua u
OTBOpEHa 6641aCT TPOXMMEH3HOHANHOr EYKINAOBOr NMPOCTOpa ca AenH-
MHYHO riaTkuM pyGom §'. O3nauumo, Kao  panuje, ca {},} concreene
BpenHOCTH, a ca {P,(P)} onrosapajyhe oproHopMupane dyHKnHje
rPaHAYHOr 33JaTKa

Au-AP)u+du=0, PES

(4)
u=0, P&S.

3a dynkuajy A (T) npernocrasuhiemMo 1a je no3uTHBHA ¥ Aa je 3ajefHO

ca CBOjuM MNpBUM H3BOAWMA Henpekuaua y o6aactu S. Taga cy cse
CONCTBEHE BPENHOCTH I'DAHMYHOr 33JaTKa (A) no3uTHBHE.

Ozsauumo ca G (P, Q; ) I'punoBy ¢yuxumjy oBOr rpasHYHOT
sajatka, a8 ca G (P, Q) I'punoBYy QynKkuujy rpaHudHOr 3ajaTka

Au-AP)u=90, PES,
(A%) o
u=0, P&S.

chHkunja G (P, Q; - 1) je pesonsenra jearpa G(P, Q) na je npemﬁ TOME

(1.1) 2 202 p,0)-0(P. 0.

(if) Heka je Q yrtsphena, uHaue npousBo/pbHa, Tauka o6JaacTu S.
[punosa ¢ynxkumja G (P, Q; -1X) 3a P # Q je peuewe jefHagHHe
(1.2) Au-AP)u-ru=0 .

Koje Ha pyby S’ 3an0BO/baBa yCIOB
(1.3) - GP,Q;-N =0, PES.

Kax P~ Q, ¢pysxuuja G (P, Q; —A) Texn 6ecxonaqﬂocm, aJH TaKo za je

lim f 6P Qi=N yo g
£=0 or .
% (Q; &)

rie je %(Q;e) py6 Jenre nonynpeuBHKa & €a HEHTPOM y Taukm Q
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Ha ochoBy ose nmedununuje xoncrpyucahemo I'puHOBy QyHk-
uujy G (P, Q;~-1) Ha ciexehin HauuH.

Osuaunmo ca I (P, Q;-1) dynkumjy xoja je 3a P # Q peweme
jensadute (1.2) u xoja 3a70BOJ/baBa yCJIOB

(1.4) lim IrP Q-2
g=0 . ()I‘
%(Q;¢)

dSp' = - 1.

Osako aeduuucana dynkunja I'(P,Q;—1) 30Be C€ eIEMEHTAPHO
pemweme jensaduse (1.2), oxHocHo cuurynapuu xeo [puHoBe QyHK-
uuje G (P, Q;-1).

Ako cTaBEMO
(1.5) Y(P,Q;~2) =T(P,Q;-3)~G(P,Q;-1X),

TajJa u3 nperxoxHe AeduHunuje I'puHoBe (GyHKLMjE H HEHOr CHHIY-
napHor nena caenu na je gysknumja y (P, Q; -1) 3ajenHo ca csoja
npsa nBa M3BOAZ HenpekuiHa y obaactd S M Ja je pemiewme jexna-
yue (1.2) koje Ha py6y obaactu S, ¢ oGsnpom ra (1.3), 3azoBo-
/baBa yCJOB .

(1.6) Y(P,Q;-2) =I(P,Q;-2), PES.
®yukuuja vy (P, Q;-2) 3o0Be ce perynaphn neo Ipunose dynkiuuje.
1.2 Ersucrenumja ¢pynxuyuja I'(P,Q;—2) u v (P,Q;-1). (i)

Jlokas ersucrennmje ¢yukuuje I (P, Q;-2) Kojy cMo pedunucaau y
NpeTxonH0j Tauku 3acHHBA c€ Ha caefehoj semu:

Jlema 1.1 Hera je S iipousBomra orpanudena o6aacili MpoguMeH-
3uonanxor Gpocliopa. Axo ca rpg 03HAYUMO pacillojawe Mavaxa P u Q,
HWaga je 3a dpousBomHy pyuryujy ¢ (P), uniierpabunny y obaaciiu S,
uo>=0

2 o(P) 9 (Q)dSpdSy >0,

Jokas. 3a goka3z oBe jemMe noTpebaH HaM jé NO3HAaTH HHTE-
rpan [12, ctp. 195]

s e, (au + v+ cw)
e Va{rre _ _ — dudvdw.
2 (ul + vl + w2 +6£}2

—® — g ~—0o
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Kako je rpg = (x-E)2+(y—-n):+(z-¥)% TO je, mpema NpeTXOXHOM
obpacny,

o—or ei {(x~But+(y-)v+(z—-t)w} >
PQ = — (u2+v2+w2+62)2 dudvdw,

na je aa 6 >0

1) = f f =rq ¢ (P) ¢ (Q) dSp dSq =

c el{ (x—B)u+(y—mv+(z~Lw} i
= dudvdw=
“2 {<P(P)<P(Q)dspdsqf [f (2 + v+ w?+o%)? Y

K — —
_.° fff'[ ol (xu+yv+2w) 2 du dv dw
o (PrdSe | — >
u? + v: 4 wP 4 o)
o — @ —® ( T+ )

Meljyram, u3 unmennue ja je 1(6)>>0 33 ¢>>0 crenn 1a je u

f1(r)dt>o,

§ 8

e““{’PQ
~_——__¢(P)‘:p(Q)dSPdSQ> e ?(P)?(Q)dSpdSQ.
S 8 @ ' -
Kax y OBOj ﬂejengaquﬂﬂ NyCTHMO XA o > 00, 106HjaMO KOHAYHO A4 je

f——--——‘P(P)w(Q)dSpdSo>0

wTo je Tpeﬁano NOKa3aTH.

(il) Axo jemHOCTABHOCTH Pafi¥ CTaBHUMO

e

(1.7 K(P,Q;-2) =
Tajia je HA OCHOBY NpETXOXHE JEME

[ [KP.0:-2 9Py 9@ dse dse >0
5 8 :

3a ceaky (yHKmujy ¢ (P) Koja je NeNTUMHYHO HefpekuHa y 06aacTH S.
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Ipyrum pequma,:jesrpo. K (P,Q;— ) XoMOrene uurerpanne jefHadnte

(1.8) i (P;2) = % f K(P,T;-2N)u(T;2) iS5y

jé CHMETPHYHO H NO3UTHBHO JeduuuTHO 3a cBako A _>0. Oparae
HEnoCPeXHO CAeJH Xa Cy CBE CONCTBEHE BPEJHOCTH T€ HHTErpaHe
jennagnne nosutuBHe [4, cTp. 112]. Ilpema Tome, HexoMoreHa nuTe-
rpaiia jejHauuHa

(1.9) “u (P x)&_%—”—?\/A(P) fK(P T; -x)u(T l)dST

Ha ocHoBy &Ppenxoamosux :cTasosa (4, crp. 99] uma jemHo m camo
jenso pemerme jep x= -l HHje -CONCTBEHa BPENHOCT' OAroBapajyhe
XoMOorese uurerpanse jexsaduse (1.8).

) Axo y jenuauuun (1.9) crasumo.
Cu (PN = VAP (P Q; - 3»).
m}xa je I‘(P,Q -) peuxe}be ﬂﬂTerpa.rme jenuaquﬂe

e Vl Tpo o ‘7/ 'pt
(110 rP,Q;-2) = m— - —47””
. S' Wt Wid

A(T)I(T,Q;~2) dS7 .

(iii) Ma Ou cMo pokasaau Aa je I'(P,Q;—2)- CHHTyNapHd A€o
Ipunose dynxunje G (P, Q; -1), Tpe6a npema l.] (ii) aa nokaxemo
1% na y rauku P = Q I'(P,Q; - \) uma CHHIy/I4PUTET K4 PaKTepUCTHYIAH
3a I'pusoBy dyHknHjy, Tj. Za 3aK0BO/baBa ycaos (1. 4),u2%na je 3a P£Q
byuknuja I' (P, Q;—1) pemese nmpepeﬂunjanue jeasauune (1.2).

1° Axo jexnaummy - (1:10) - nomnoxEMO ca A(P)I‘(P Q;-\)m
pHTerpumemo no P y obnacte S, nobuhemo’

f_ AMI(1,Q-NdSr =

S

_ (e TQA(T)I‘(T(), 2) dSq —

41CI'

f f ST ADT(T,Qi= ) A(P) I (P, Q3 = 1) dSpdSt,

15 36opunx
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Kako . je, npema.nemu. 1.1, nocaeirbu uHTErpas  Ha-ZecHoj CTpanu
NIO3UTHBAH, TO je

fA(T)Fz(T Q-1 dSr <

oS <
-2yx% Yq 2
<{ ;f(—;“—,}-;%ft(r)dsz} { | A.,(T)W(T;Q;-x).dsr}
) = RV

Tj.

e“‘2 7/}\. L )

. ‘I_-‘A(:T).[‘Z(TxQ, N dSr (4ur )2 A(T)dST
§

lMomohy oBe HejeAnaunHe JoKa3ahemo  Hajnpe na je ¢yhkuuja

ree (P, Q; - 1) orpaanqeﬂa y o6nacm S. JemnocraBHOCTH panu

CTaBHMO

W (P, Q; - _2)dS;.

Tazna u3 nperxonue Heje/lHAYHHE CAEXH Ja je3ax>0

‘ N[ evxr 12 o
.._.‘.:\S. v ' . ‘- h .
_2Vh PT. o - C
< [e2rmrer A(T) dST A (T)T¥T,Q;-3) dSr <
(4'n:r T) { S
S
—2Yxrpr e_2V}.rTQ
(41”. )2 A (T) dSr - (4“r )z A (7) dST
A? 1 o1
—5 ds —dSr,
S @nt ) b T J e T

rae je A= Max A (T).
T¢S




AcuUMNTOTHKA pelliema JHBEAPHAX IHdEPEeHUUjaNHHX jeNHAYHHA 227

Osnaunmo ca K (C;r) 100Ty NOAYNPEYHUKE I CA UEHTPOM Y TadKH
C, a ca d npeyHuk HajMame Jonrte koja caapxu obaact S. Kako je

1 1

—r—z—dS'r< -;r—z—‘dST=
.cT : cr
K@i
d 2m /2
fffcoscpdpd<pd9==4nd
-0 —n/2
TO j€

(WP, Q;- VI

41:

W(P Q; -2 je mpema TOME OrpanudeHa quaxnuja NPOMEeH/bUBHX
P n Q. y TOM CAy4ajy Hu3

N Ly YRR
(1.11) (P,Q5 "N = St ~ WP, Q5 -1)
crefu 1a je '
_ Ad __ M
(1‘12) lr(P’Q!-)\”< 4ﬂr An <. PQ:

Tj. na je rpe I'(P,Q;~2) OrpaHHYeHa bynxnuja npomensmusux P u Q
y o6aacta S
Hame je, ¢ oésupom Ha (1.12),

Wi/ (P, Qs - m—l e (Erep 1) o A (1,05 a8 <

' 1
M dSy.
S sf I ZPT rrQ T

. Kaxko je
1 1 rpr+7rTQ
~—dSr L — —2 dSt =
Jfgrfm TS 'pq $ f%TfTQ T

1 1 1 1

- ds — |z d§
< rrQ JrPTrTQ Tt rPQJr%T TS

8nd

<.
rpqQ
TO je KOHA4HO

!

IWe/ (PR~ NI <
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IIpema Tome je" . : :

OWE,Q-N]
OW(p,Q )<
pr

or o

W3 oBe HejesHagnHe K40 nOCAE AUy 1106ujaiuo Ia dbynxnuja T'(P,Q; - 1))
3agoBo/basa ycnoB (1.4). Haume, us (1.11) u uumenune na Qysxnuja

e VX7 pq/4xrpo 3amoBo/kaBa ycnos (1.4), cnexu na je MOBOBHO

JloKa3aTy ha je , S
| Hm[bW@@.m

(1'.13)“

ar dSp =0

e=0

%(Q.e)

Oso, MeljyTuM, uenocpeJmo cnelm u3 HejefHagnHe (1 13). Ipema Tome,
¢$ynxumja I'(P,Q; - 1) 3a10B0/maBa yCa0B, (1.4). .

2¢ Tokas na je I‘(P Q;-2) sa P£Q pememe nu(pepeuun]anﬂe

jemuaunne (1.2) je HewTo caOXeHwju 36or Tora mro (yHKOUje

e~ VXrpQ [4xrpg u I'(P,Q;-2), Ka0 dynknuje ox P u Q, uucy orpa-

Huuene y obractu S.

Hexa je P;&Q Je,rmocraaaocm paju CTaBUMO

e~ ~Vxr PQ
4ﬂrpQ

R(P,Q;-2) =

Taga je
FWQ,M—R@Q,M~IMPTRMUVUQ,Mﬁw

Kdko e .

(1.14) R (P,T;=2) = - R,i’(P,'T;—k),

T0 ie T L ;

I/ (P,Q;- 1) = Ry/(P,Q; - 1) + f R/ (P, T;=2) A(T) I'(T, Q; = \) dSr.
S .

[MapnujanHoM HHTErpalyjoM 106ujamo :
I (P,Q;=2) = R (P,Q; - ) +

+f R (P,’T;—)») cos (n,2) A ()T (T;Q;-2) dSy" -
&

- [reT-N @D,

rae je (n, #;) yrao xoju cnossauba HopMaja Ha py6y S’ saxzana ca
t-ocom. IlonoBno mudepennupame, ¢ o63upom Ha (1.14), naje
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rx, x,-" (P’ Q; - )") = .Rx‘ xin (P’ Q; _}\) T

- fR,i'(P,T;—)\) cos (n, 1) A (T) I'(T,Q;~2)dSy +
Sr .

+ [Ry B, T5-2) (A (D) (T, Q- W)y dSr.
S .

Ca6upamweM OBHX jejHadMHa no i ox i=1 Ko 3, ¢ 063HpOM Ha

AR(P,Q;-1)'~ AR(P,Q;~2) =0,
x06ujamMo ! :

AIr(P,Q;-2) = AR(P,Q;-}) -~

- ff)-ﬁ(—%’%;—‘—}flA (T) I (T,Q; 1) dSy’ +
s’ ‘

(1.15) o
3
+ f S R (P.T3=N (A (DT (T,0;- N}y dS1,

s {m]

rae je d/0n u3BOX y NpaBHy CHOBbAIIHE HOpMane Ha py6y .

Osnagumo ca S* o6uacr koja ce go6uja u3 o6aactu S HCeLameM
ABe JIONT€ MOJYNPEYHHKA € ca LEHTPOM y Taukama P u Q. Py6 Tux
AontH o3HauuMO ca « (P;e), oanocHo x (Q;¢€). Tana je-

3
1= [ 3 Re@T-0 4@ 0,0 1)y 457 -

s (=1

. | |
- lim fzk,,'(P TN (A (DF(T.Q: ~N)iasr.

e=0
. o ‘1=l .

Ha nmocaemmn HHTErpas mMoxemo npuMeHHTH [ pHHOB o6pasan

v 3. : S %
fzu,i' V,,‘."dST=-f UAVdST-I—f U-a——dST,

$ i=1 S* S*
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jep cy noaduTerpasHe QyHKIHje Ka0 H HHXOBY H3BOAY HEMPEKHIHU
y o6aacte S*. Ha raj nauun nobujamo na je

I= _if R(P,’I‘;—'}x)'A(T)I."(.T,‘Q.;—}\)dST+
s

+ f -a-i(fé—:—’—l)- A(T) (T, Q;—2) dSy'—

8

i Hm‘{-f + f;}MA(T)I‘(T,Q;—}\)dST’.
=0 on
(Pie) (Q:e) -

U3 gumenune pa pysxuuja R (P, Q; - \) 3axoBosbasa ycaos (1.4), kao
u ga ce npema (1.11) I'(T,Q;-2) nosama xao 1/4nrrq Kax T-Q,
crnemu Ka je o

linz) f QBLEB_T:_& A(T)I(T,Q; -2 dS1'= - A(P)I(P,Q;—1)
g= R n '
%(P;e)

lim f OR(P, Ty - 1) A(T)r(T,Q;—‘}\)'dST’=0,

e=0 on s
%{Qe)

na ce 3a | KoHauHo Jo6uja

- -1=--xf R(P,T;~2) A (T)I'(T,Q;-2)dSr +

§

v [RETN A (yr@g-nasy +AGIEQ-D,

Sr
Kax oy Bpeasoct 3a [ ysecemo y jemnauuny (1.15), oua mocraje

AT(P, Q;—2) - A(P) I{P,Q; 1) =
= M{R(P,Q; -1 - f R(P, T;-2) A(T) (T, Q; - \dS1},

i, B s :

APP,Q5-2) = A(P)I(P,Q;=2) — MI(P,Q;-2) = 0.

Tume cmo Aokasanu na je I' (P, Q;~ 1) cnu‘rynapmll Beo I'puxose
¢yukuuje G (P, Q;—N). ‘
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» (iv) Peryaapuu aeo y (P, Q; - A) I'punose q)yuxnu]e npema TAYKH
.1 (i) je pememe jensaunne (1.2) xoje wa pyGy S’ 3amoBo/bdba
ycnos (1.6). Pynknuja y (P, Q;-1) je npema ToMe peméme jeAHOr
HeXOMOT€HOr IDaHHYHOT 3alaTKa, 4 €r3UCTEHNH]ja pellemha HENoCPenHo
CIelH H3 YHILEHHIE na o,aronapa]yhn XOMOFeHH TpDaHHuHH 334aTaK
HEMa pemema.

(v) Ha uctu Hauuy Kao y nperxoanM TdYyKamMa MOXE Ce€ IO-
Kas3aTd Ja je cuurysiapuu neo I'punose ¢byukuuje G (P, Q) rpaHHYHOT
3agatka (A*) peweme HMHTErpajse jennagune

1 1
rRQ) = - f4mPTA(T)F(T,Q) dS7
S

Kojy ZRoGujamo u3 (1.10)3a A = 0. Peryaapuu neo y (P, Q) je pemerbe
]ezwaqmie :

‘ Au-APlu=0
Koje na py6y S’ 3al0B0/baBa yCJOB

Y(P,Q) =T(PQ), PES.
[Ipema Tome je

(1.5%). : G(P Q=rE0Q -vy(Pp Q)
1.3 IIlpoueHa acCHMATOTCKOT nonamaluf gynxunja I‘(P Q;-2)

"y (P Q;=1). (i) 3a HcnuTHBAbE aCMMNTOTCKOT NOHAWAKA QyHKUMje
;—\) 3a BeaHKe BPENHOCTH napameTpa A noTpe6Ha Ham je

Jléma 1.2 3a 'a_>0 je

e %'pq 4n [1-e %P _ '
—dSr L — | —- 22 _emad ;
TprTTQ A rpq

S

cliequjanio 3a a = 0 je

f I—dST 41'5(2(1.—-pr),

rprTTQ
s

rae je d Gpewnux HajHawe aolille Koja cazpdcu obaach S.

Hoxas. Hexa je K (C;r) nonra ca cpexumren y tauku € noay-
OpeuHHKa r M HeKa je d npeuHuK uamarbe nonte KOja CaZPXKH o6nacr
S. Tama je 3a crako PES. e :

e %’pr S%lpr
L. dST<f‘£————dSr7=J
TpTTTQ. . 'pr I'TQ

K(P; d)
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jep..je SC.K(P;d). CraBaMo, NO4YE€TaK. KOOPXHHATHOT ~CHCTEMA Y
Tauky. P, TaKko Xa z-oca nponasu Kpos Ta.lu(y Q, -u xparkohe .pagu
rpQ=I Tana je (. can.. 1) RS A S o

M:;f"" | 2‘;;@_::/"2_ o b L SIS Lo

B . . —o N

Jo f e pcose dp de dcp RN R

) _ Vp 21psm<p+l2
B h 0 0 —n/2 ) . ." o e !

. e L

_on e—“dep cos<pd<P
Vp —21psm<p+12

Kako je yonwre 33 ¢ >0 b>_0

nf2 ' p | 1 atb K
: : . cosqdep '
a? — 2absin ¢ + b? . = — t) dt,
A\ ) S Tabsme s ab f .
— /2 | SRR P T
- 10 je '
/2

21psmcp+l2

e

“ma- 1e SR T P R

d
¥ =?,3 [ e ei-te=thap =
. 0 .

o ’ IR -‘ ‘d
=4n{%f'e—°‘"pdp + f e~°‘9d9],

0 L I
Tj. -
J L {1_"'6—0”‘(‘"5 . e'-ad] ;
o o rpg

Jlpyra uejenuaunya JoKasyje ce Ha ueTh HéumH,

Jlema 1.3 3a l> ,, ]e S T LA - { AT

L Vs,
T IpQ

(1 16) |r(P Q l)l

I okas. dysxnuja rpQI‘(P,Q; -}) je nvp'emab. (1.12) orpannuena
dynxuuja npomenmusux P u-'Q 'y obaactu S. 3a yrspheno . Q u

OII__ o Lt i- o1},
Vp - lp
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A >0 Heka je

M = Max |4nrpge2VX7pq I'(P,Q;-2)].
P¢S
Tanma u3 (1.10) u 0 CA(T) K <A A1_106uja_uo Ia je

{47 rpgeaVX T (P,Q;-0) | <

- — =Vx(rpr+'hr
< e’—l/zv}‘-rPQ +A“g‘A"pr61/2V}"rPQfe ( PT 2 TQ) dST <
] r'prI'TQ
S
L OMA [e=YeVXrpr
< 1 + Z; Fp@ f‘mQ—“dST,
s

jep je rpr + ryq >rpq. HHTErpam Ha HECHOj CTPAaHH MOXKEMO Majo-
pupatH nomohy nperxoxue neme. Ha Taj naunH po6Gujamo na je

' - , 41MA
[4nrpqes VX Te I (P,Q 5 - VK1 + ——

Osa Hejeanauuna Baxu 3a cBako PES, na je npema ToMe H

- 4MA
MLl +——
A
H3a6epumo A, Tako na 6yne 4 A 1/, A,. Tana u3 nperxonue nejexua-

yyHe HEMOCPeAHO CJAeHH A3 je M<2 3a A_>1,, a THME ‘je Jema
OHEBHAHO JIOKA3aHa.

(ﬁ) IIponena ¢ynxuuje Y (P, Q, 1) cBoAM ce ycTBapu HAa TO A4

ce XOKaxe jJa pememe jexHaunHe (1.2) moctuke cso;y excrpeuuy
BPEJHOCT .Ha pyoy nocma'rpaﬂe obnactu S.

Jlema 1.4 3a A > 1y u GpousBomwuo P € S je

(1.17) [Y(P,0;-2)|< e—aVX lg

JIIQ

rae je lg Hajxpahe omcmojaﬁ)e tmiauke Q ox pyba S'.
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Hoxkas. Heka je npu yrephenom Q

u(P) = Y (P, Qi=2).
Hsz

3 .
Au(P)=2 D, Yo (P, Q=) + 27 (P, Q- DAY (P, Q;-2)
i=1

n jexnaunne (1.2) uuje je pememe dyrxmuja y (P,Q; 1) crexu aa je
3

Au(P) =2, ¥4 (P,Q;— 1) +2A(P)Y? (P,Q; - M)+ 21 Y2 (P,Q; - 1) >0.

i=1

To snaun ma ¢yHkuuja u(P) Hema excTpemMyma y o6aacts S u npema
TOME CBOjy HajBehy BpeaHOCT RocTuxe Ha py6y §', Tj.

Y (P, Q; -2 | < Max |y (P, Q; - ).
Pes’

Onasné, ¢ o6supom Ha (1.6) u (1.16) menocpexso ciemn Aa je.. 3
AN , , o
|Y(P’Q;')‘)‘ghgea;‘p(ljao;_)\)l<

< Max —1—~e__£’/‘2’Vf’plQ <

PsS’ 2mrpg
1 Yy ]
e /2V}\ Q,
oS QJIIQ.

rne -je [, Hajkpahie oTcrojame Tauke Q ox pyba S'. Tpime' je’ nema
AOKa3aHa.. . o

1.4 ®dyuxuuja I, (P, Q; - 1). ¥ oBoj Taukn Kokasahemo ciegehy
aemy: . . L . u _ . g

Jema 1.5 Heka je r = min (lg, 1/VA), rae je Iy Haj;c'pahe;omcmo-
jawe mauxe Q ox pyba S',.u A = Max A(T). Taza je 3a P € K(Q;r)

F(P,Q;-2) =I,(P,Q;=N) + O (e~ "2"VX), X5 oo,

rjue je

(118) I (P, Q;—2) =

—Yxr —"l/i._f' L
€ PQ e PT
dnrpq —f 4“’.”v..A,(,T),F.'(:l_"AQ’_}‘?,d"gTv

K(Qin)
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Jdokas. U3z (1.10) caenn zna je

e~V 5o

F(P,Q,—}\.) = 4“"PQ

r'p

_ Var
_{f+f}e4 "L A(T)I(T,Q;-1)dS 1.
Rrpr
K(Q;r) §*

3a A >, npema nemu 1.3 je

IP(T,0;-3)| < — S e=YaVXrrq..

2nr TQ

Kako je rrq_>r 3a TES* (8. en. 2),
TO je

1
2ﬂfTQ

IF(T,Q; -0 < e~"2rVX, TE S,

na je npema aemu 1.2

Ae—’/zfl/ffe—llffp{- j
< 8‘11:2 rer’rqQ dST<

(e~ VXTpr . -
,J WA ('T)I"(T,Q',—}\)dST

Ae—’/z"l/f 1
R 8 n? f . dST<
S

TprI'TQ

Ad

T

e—l/sz}T'

=

IIpema Tome je

—Vxr _
re,Q;-2)= e—‘l—nrp:;Q + e~ Yervx B(P,Q;-2) -
(1.19) o
- f_e‘.;_}/irifl (DF(T:Q;—K)dST,
T rIpr .
K(Q:r)
FIE je _
o d
|B(P,Q;-1)|< i‘n_ ,

Heka je P € K(Q;r) u neka je I, (P, Q; - L) pememwe jejHaunHe
(1.18). CraBumo . - :

D(P,Q;-1) =I'(P,Q;-2)- I (P, Q; - 1).
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Tana u3 (1.18) u (1.19) cnenu na je 3a A>2,

D(P,@s =) = VT 5 (P,Q; -) -

__.V—
e
K(Q;r) ‘
Hexka je
- M= Max ‘|D (P, Q;-2)|.
PEK(Q;n) ‘

Tana u3 nperxojHe jenHaunne Ao6ujamMo ja je

[D(P Q-0 ———d—e i/m’k+ AM 1 dSr<
41': fp'[‘
<AL v AMr
jep je 3a PE€ K(Q;r).
N S L
3 r’pq) .

K(Q, r)
lperxoxHa HejeAHauMHA ‘Bax 3a cBako P € K (Q; r) na je npema Tome

Ad _yyr , AMP

M<— — <
< Ad vyr o M
n 2
jep je Arr 1, T1j. - B
MK 2__A_£ e—l/zrVi-,

a TUME je JeMa NOKa3aHa.

1.5 Ipo6nem npetcTaB/bamka, ¥ 0BOj Ta4KH NOKasalieMo Hajnpe
aa ce jenuayuna (1.18) moxe peWHTH CYKIECHBHOM aNpOKCHMA-
mujoM, a 3aTHM HeMO Ha OCHOBY  TOra JOKa3aTH Ja nocroju QyHknmja
Q (Q; u) Taksa aa je

120) IM; 1 m% {-_1—— - (onn—x)}

u‘h}\- A QﬂrpQ

0 . .
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84 KOjy BaxH NPOLEHA

(1.21) Q (Q; 1) =—=Va+0 (1), 1> 0.
- 2m?
(i) Heka je
RS : . ’_e'erPQ
uO(P’)")'— '4“rPQ ’

. ' —Vilrpr+roo)

(1.22) ul(P;)\)=(4::)z f eI s
K0 priTe

Un (Ps )‘-) =

r— — - .
—VN g +rp g +etrp o)
1 e PTy T Ty Th@
- G f f e f T r—— A(T,)..A (Tp) dS 1 .. dSt,,

K(Q;n
Hus dyuknuja {u, (P;\)} nedunucan je pexypeHTHUM oGpacueMm
e~ VX rpq
e~ Vx’pr
(1.24) Upyy (P;N) = ] —A(T)u, (T;2)dS 7.
X&) Arpr
(@&r

Ako 3a yTBpheHo Q) u HEKO A pex

i("‘ 1')" ll,,(P;)\)
n=1

KOHBeprupa yuugopmuo no P, taja je

=0

(125) rr(PjQi_}\)‘:‘i(_l)n u, (P; ).

3ancra, npema (1.23), (1.24) u (1.25) je Tana

4“ er n=0

r[ T (1) (T, Q=2 dSr = 2 (= 1ty (P3N =
k{Qin o .

= (P2 = D (- I ua(P3) =

. !‘n=0
e~Virpg
4Ttl'pQ

-rr(P)Q;"}")'
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(ii) ‘Iloxa3ahemo Hajnpe ma pex

D~y u, (P52
n=1

KonBeprupa ysudopmuo no P ako je obnact K (Q;r) LOBObHO Mana.

M3 (1.22) sunumo ga cy cse q)yﬂkuuje {un (P;\)} nosurusse,
a u3 (1.23) u (1.24) cnegu nma je 3a A >0

: 1
HO(P;}\)<Z;—;—’
PQ

A 1
Uiy (PN <-— | —ua(T;0)dS 7.
4“ . pr - e emn
K@ r)
CraBumo _
1
vo (1pQ) = )
y: ¥4 pQ

1

(1.26) b (rpQ) = f

K(Q. r)

1
Vn (fTQ) dST.
T

Tana HHAYKIUjoM po6ujamMo Ha je
(1.27) un (P3A) <K A" v (rpg), 1= 0,1,2, ...

Axo pajme CTaBUMO rpo = [ U yBenemo ccbepﬂe KOOpAHHATE, jejHa-
uype (1.26) nocrajy , :

v, (1) = m
r 2n =nf2
" vy (p) p® cos ¢ dp dop db
vart (D) =0 Vp —2lpsing + 2~
—m/ . .
n/2

o _ 1 J cos pdp
vn () p* dp Vp —2lpsing + 2

=_l_fp+l— lp - 1] va(p)pdp, n=10,1,2, ...
l 2 .
0
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Konauso, u3

) ) r
1
Va1 (1) =7fvn(p)pzdp +fvn(p)pdp<
, 0 I
r
<fvn(p)pdp .

0

HHAyKOHjoM Xo6ujamMo na je

2

1 n
Va (1)‘<§;;:(3) , N = 17 2, ..
M3 oBe nocneawe nejexnaunse u (1.27) nobujamo na je
T ' | 1 (Aryn
(1.28) u, (P;)) < E’—[("?) , n=12,..

Onaane Mel’)yTHM. HEMNOCpEAHO CJIéZIH na pen
z ( - 1)" Un (P;)\)
u=1 '

KouBeprupa yHupopmuo no P 3a yrspheso Q # npousBosbHO A > 0,
jep r moxeMo yBek u3abpaTu Tako na 6yne A r®<2.

(iii) Ocrauno je jom a noka;xemo oéphcue (1.20) u (1.21). Heka je

un (Q;u) =

- ; AT AT

(4m)n+! . (Q.-.) (I‘Q’r1 I Tyt e +rT,,Q,ll) rQTIT, Tyl Tha d871 dSt,
HQyr

rae’ je

u

1 (sinayt
/z(a;u)=1———f1 Yt»dt.

T t
0



240 . : Panxko Bojansh

U3 |h(a;u)| < h rae xoscranTa h He 3aBHCH H4 ON a HH OX u, H
. nejernaunne (1.28) caemu. ma je

A(Ty) .. A(T) -
|uh Q)| < g ),,“ ff f,QT Fr Ty it 45T,

K(Q;r)
(1.29) Shun(Q;0) <
h (Ar%\n
T LT
[Ipema Tome pen
(1.30) 2—1—2}'17 - 2 (- Druy (Q, u) = Q(Q;u)
T n=1 .

KouBeprupa yuudopmuo o u. 3a u = 0 ueka je  (Q;0) = 0. Kaxo je

Jabe . ’
h(a u : 1 ’smth du _
(u+}\)2d f{l‘?f St ‘”] [CERV
0

0.
_1 1 sina Vi dt _
A T t f+ A
0 , }
11 cavry L mavx
==——3\—(1—>e’ _)t')»-,e‘ ',

;A

5

TO je Hajmpe, npema (1.22)

"n (Q: u)
(u + pNE du =
0

V}‘-(rQT+rTT+ T T, Q
+1fff A (T)).A (Tr) dSz,.. 4 T, =

I'QTl rTsz rTnQ
K@

= Q) 1=152,. s

I
T A4
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a ojarae nj:ema (1.30) u (1.25) cnenn na je

Q(Q,U) 1 _l“’ . L
@y PTG ;,2;‘ Drun Qs )
L l—e_"VX-rPQ 3 n . =
=T}>f§?[_mq—‘ - n2=1(_1) un(P,l)]—
1 1
- I}l:;n {41nrpq - P _)\)]'

Onxaspe KOHATHO napOoujaJHOM HHTErpamujom no6ujamo o6pasan (1.20).

(1v)6 M3 nejexnaunne (1.29) caeau xa je 3a NpoH3BOJbHO YTBP-
heno Q€ S

i(—l)"un(Q;u) =0(l), u+ oo,
n=l]

na je npema (1.30)

Q(Q;0) = = Va+0 (1), 1~ oo.
2 n?
1.6 lokas crasa 1. Kax ce P nanasu y G1usunm Tauke Q npema
aemu 1.5 je
F'(P,Q; =N =T (P,Q; =2) + O (e~ "2TVX), X > oo.

‘Kako mponena (1.17) 3a y (P, Q; - —1) BamH 3a NPOH3BOJHHO P& S,
tTo npema (1.J) u (1.5) 3a PGK(Q,r) HMamo zxa je

Z‘Z”Xi\‘)@ G(P,Q-L(P, Qs 1)+

n=1 n
+ 0 (e rVXy 4 O (e eloVT) =
='G(P,Q) =TI+ (P,Q;-0)+0 (e~ ="VX), Aoros,

jep je lo >r. Hame, u3 (1.5%),

re,Q)=— -f L_a(mr@,Qdss

4J'CrpQ 47:pr

16 3Gopuuk
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¥ NpeTXoXHOr obpacua crexu na je

P, (P) 2,(Q) _ 1 1
2 TR Frew 1 —x)}—-—M(P Q)+

+0 (e TV, A o0,

rlieé CMO jeZHOCTABHOCTH Pajy CTABHJIH

MPQ= [ AT EQ ST+ Y (P 0.
h ¢ Xrpr .

M (P, Q) je oueBMIHO HENpPEKUAHA cpyaxlmja NPOMEHJ/bUBUX P i Q.
[Tpema Tome, xax P~ Q nofujamo na je

N eR@Q 1. [ 1 , 1
g}\()\H\) 7},;“2[47,‘5‘”(”’@"”]‘TM(Q“
4 O(é-%f]/i), 2> 00,

rae je M (Q) = M (Q, Q). Tume je npsa HejenHauuna crasa | gokasaua,

Ipyra vejennauyusa crasa 1 nenocpenuo cienu u3 o6pacna (1.1)
u npouena (1.16) u (1.17) kxoje cmo mobmwmu 3a I'(P,Q;-1) u
Y (Pa Q; -

I TIIABA

2.1 (i) Osne hemo 1OKa3aTH CTaB 2 KOju CHaja y rpyny. CTaBoBa
Tay6epose npupoxe 3a CruarjecoBy Ttpaucopmauujy Koja onaza
eKCnoHeHnujanHoM 6p3uHoM. Jlokas craBa 2 Kao M JOKA3M OCTANHX
CNMYHMX CTABOBA 3aCHMBajy Ce Yy CyWITHHA HAa jelHoM crasy.J. Kapa-
mare [13] koju y HEmTO H3MEHEHOM OOMHKY raacu:

Hera je K(u) orpanuvene Bapujayuje y cBaxoM KOHAYHOM DA3MAKY
u Hera
[+ o]

F (s) - e~su K (u) du
forriwa

konseprupa 3a R (s)>0. Taza u3 ycaoBa kouBeprenyuje

KW-KW=-m, a<{ rv<Cu+1
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u perynaprociiu ¢pynryuje F (s) y Wawku s = 0 caeau
K@=0(), u>o0.

(ii) 3a moka3 craBa 2 morpebne cy Ham caeznehe neme,

Jlema 2.1 3a y > x>0 u3 ycrosa rouseprenyuje (b) ciliasa 2
caeau jaa je

@2.1) S ~Sx)>-m-m(Vy - Vx).

Hdoka3 Hekaje l<p<emn

a(x)=e’*, B(x)=Ig2x.
Tana je

Blpa@®<<x+ Vx.
IIpema ToMeE je

(2.2) SEN-SX)=-m, x LXLBpa(x)].
Heka je y>xu

Xg = X

Xy = B[p’a(xv—l)] =B[}1"CZ(X)], V== 1’2"“:’1'

bpoj n usabpahemo Tako ma 6yAe x, <y < Xn4,. FI3 Hejefnauune
(2.2) caenu

S(xy) -Sxp—)>-m, v= ,2,.,n—-1,
S) -~ S(xn) > - m.
Ose HejenHauuHe, Kaj HX cabepemo, Aajy
SP)-Sx)>-m-nm.
Kako je mehytum x, <<y, 1. n<(Vy -Vx)/lgn, 10 je
—am> -~ —— (Vy - V%),
Igp

ozakae Hemocpexuo caeiu (2.1).

Jlema 2.2 Hexa cy 8, v, s u u Oo3ulluBHu OpojeBu U Heka je
v8<s. Taaa je .

(2.3) [ (sin8 YTV sinsyx _svi [sh8Vu Y
f( s ) T dx = me— S (—————sz )

0
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Joxaa. Hexka je

1@ =

3 \V
sin S_Vz) g,
8Vz

Ako ca C 03HaIWMO KOHTypy NpHKa3aHy Ha cl. 3, npema KomuesoM
crasy Ouhe

1
(k) = ﬁfmdw.

w-2
c

CraBumo oBjie z = ue™. Tazxa je

L[ fw)

f-0=94) wra
C

dw,

HIIH
R

: —\V - . \Y i'l/x_
2m_(sh8\lu) e_”,u=f(sm8\lx) es it
r

8Vu 8Vx/ x+u

2x
f (sin 8VR eti/z)v e s 1VE etil2
8VRet2 /| Ret' +u

Rieti di +
0

r
i X\ e—si¥x
+f(s1r;8!) ett¥=
J Vx x+u
2m

f (sin 5 erti/z>v esiVr et ot gt
- = - r
8\r etil2 reti + u ’

. 0
Tj.
R
shéVu | — sin 8 Vx\” sins Vx '
2.4 (———:.——) —svu == f( — ) d I I .
@4 8Vu - ¢ ; 8 Vx x+u *+ht ’v

Kako je 3a NpoU3BO/bHO KOMIVIEKCHO 2 YBEK

sin 2z}

< 26,
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TO je Hajmpe

2n
1 (sinBVﬁ eti/?-)" esi VRt
hl=gz WY Rieti dt
|, 21':[ 8 YR eti Reti+u <
0
R 2z e‘»(s—ﬁv)llﬁsln%
S dt—)o, R-)oo’
T | VRE+2Rucost+u?
0

jep je 8v <s. Hame,

rietidt| <

2x
f sm 8Vr ei‘il2 estVT el
8 Vr eti2 reti+u

| = o

; 2z s-avn/‘r‘slni '
— dt-0, r-0.
g r2+2rucost+u2

0

U3 oeux Hejesnauuna u (2.4) Hemocpenaso caeau (2.3).

Jlema 2.3 Hera je S (u) orpanuyene BapuIauuje y CBQKOM KOHAY-
HOM DA3MAKY U HeKa

@

_S(u)
(u+x)?

f(x) =

o

KouBeprupa 3a jeano fa idpema Tome 3a cBaxo x > 0. Axo je

(2.5) ) =0o@/xl*e), x50, £>0,
maga je
1 sinsVx m_
(2.6) ?ff(x) P —dx = fe su§ (u?)du.
0 0

Jloxas ose neme CBOAM Ce YCTBApH Ha TO JAa AOKAXEMO 1A je

2.7 fsinsVde __Sﬂ_du___fs(a)du Sinstdx
[ 0 S

(z+x)? (x+u)?
0
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Haume, u3

-]

sinsVx L

——dx=——¢e
(x+u)? 2Vu
0
¥ npeTxoAHor o6pacma ciegu Aa je

0

) H ¥ — —sVu _dl_l_
ff(x)sms\lxdx nsfe S(u)2\/ﬂ’
0 0

ojakiae cMeHoM u|u® npobujamo (2.6).

1%, Jlokasahemo Hajmpe nxa je 3a 6 >0

-] ) _2k [}
f(sm&\lx) sin s Vx dx —Mdu;
0

8 Vx (u+x)?
0

(2.8) - ® 5 V3V sin s V3
sin 8 Yx\" sins Vx
= fS(u)duf( Vs ) Gt o) dx
0 0

3a kosause R, u R, je

Ry ) Ry
sin 8 Vx\* . - S (u)
f( 5% ) sms\lxdxf—(ﬁ—x)—zdu=
0 0
R, R, . SV__ 2% . V_.
sin 8 Vx\™* sins Vx
=0fs(u)duof( ne ) ins ¥ gy
R, ©
sind Vx\* sins Vx
=fS(u)duf< 8 Vx ) (x +u)? ax -
0 0
R, @

. —\ 2% . -
_ fS(u)duf<sm8_Vx) sins Vx
; 2 8Vx (x+u)?
Kako je

®©

sin 8 Vx\* sins Vx ( fm du - _ 1
‘Rf( 8 Vx ) (u+x)? & <R (u+x)* u+R’.
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TO KaJ y NPETXOXHOM o6pacly nycTuMo Ja R, - oo nobujamo na je
R,

2 "/ sin 8y \** sin sVx
fs(""’”f( 5V ) wro® &
0

1}

Ry
smS\/x f S (u) _
f T smstdx W du
(2.9)
smstdx —G*S—Y_}—_%))-é—du—
]
FlsinsVz\* .~ S@
_0{( T ) sinsVxdx m.;du
Hexa je, mame, ) ‘
S (1) _ S(u)
( ) du u f(x) (ot
Tana |3 0
S (u) R+1 _
f(uﬂ)z du=f0) - g® [TV - 2(:-1) [( e

H orpaHuuenoctH pynkiouje g(u) caexm xa je

Rt(i%"" <IfW-g@I(F=y + [1- (Y o
+2M(x+1)f url di <
<IF) - g (R)! (R“) ¥

x+1 ( 21Rz).
3a R>1 je ,

S(U) ) W
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[Tpema ToMe je 3a k>4

’f smSVx sm sVx dx Mdufg
R

(u+x)?

< (e f 2

4|f<1)—g(Rz)|f S‘“al") dx +

+—%’—6[(5123Vf) (x% + x+l)dx

Konauno, u3 (2.9) kax R, > co, U OBe NOCJAEIHE€ HEjefHAYHHE HENo-
cpeano ciaepu (2.8).

20, Ocrano je ]OII.I Ja JOKa)eMo Ja cey (2 8) rpannuHd npenas
8 > 0 ucnpen 3HaKa WHTErpaja MOXE 32aMEHMTH I'PAHHUHHMM NPENa30M
80 u3a 3naka uHrerpasa. [Ipm TOMe hemMO KODHCTHTH MO3HATH
Ap3aena-JleGeroB ctTaB 3a HECBOjCTBEeHE HHTerpane y ciexehem o6auKy:

Heka je lim F(x,8) = F(x) u xexa uniierpanu
SR §=0 -
(2.10) fF(x, 8 dx u fF(qc) dx
[1] ' h 0

focmoje. Axo je 3a cBako x >0u 8 >0

@11) |F(x,8)| < G (x)
u ako uxiierpan -
@12) f G (x) dx
fociioju, Waxna je ‘
. lim f F (x, 8) dx —. j F(x)dx .
(1} 0

sin x .
Ha ocnosy ue]enuaquue —=1< 1, koja Baxu 3a CBaKO PeayiHo
X

X, H npoueﬂe 2. 6) 3a Qysxuujy f (x) MOXe C€ JIaKO. [OKA3aTH 14 cy
cBH ycaoBu Apsena-Jleberosor craea Ha JeBOj cTpanu o6pacua (2.8)




ACUMIOTOTHKA pemetha TUHEAPHAX IvPepeHUUjaNanX jenHaunna 249

3a/l0BOJbEHH H J]a NpeMa TOME rpaHuuHu npenas -0 uWcnpexn 3HaKa
HHTErpaja MOXEMO 3aMEHHTH TIDAHHYHHM NPENa3oM 8—»0 H3a 3HaKa
HHTErpana.

Jla 6u cMo JOKa3anu a3 je TO XO3BO/bEHO M HA JECHOj CTPaHH
o6pacuna (2.8) craBumo

F (u, 8)==S(u)f 8123)‘(“ - Zn:x‘;fdx

U3z (2.3) ,zu:@epeauuparbem no u pobujamo xa je

fsmt‘)\/x smstdx

avx (u +x)?

S 3 (3 e

[Ipema ToMe je

F (4, 8) gnS(u)%fV? {( +3£) (SZ‘;X”)M 3t (Sizyl”)zk— chavz}.

Kako je ocum rora
F(u -————e“V" S (a),
() 5Va (u)

To je ycnos (2.10) Apsena-Jle6erosor craBa OYE€BHAHO 3aJ0BOJbEH.
. shx .

Jame, Ha ocHOBy HejefHaunmHe |—— | < €%, KOja BaxH 33 CBAaKO pe-

. X

aJHO X, HMaMO 1a je

—sVu —
lF(u,a).'<n|5(u)|e____{<s+2_f)ezsm 2k zak,/,,k
2Vu

Vu sz
4k\ e—(s—280Vu
<als@] (s+3) ST

Axo je 28k <s/2 Tama je

4k\ e="as¥a
P8 <nls@](s+3) S22

M3 ose Hejenuauune caenu xa cy u ycaoed (2.11) u (2.12) sazoso-
bend. [IpumeHom Apsena-JleGerosor crasa Ao6ujamo KOHauHO (2.7),
a THME je JemMa JOKa3aHa.
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. 2.2. loxas cTaBa 2. Heka je sajnpe s peanan u rosutuBas 6poj.
[pema aemu (2.3) je
<p(s)==71t-ff(x)s‘—“§_"_" x = fe—suS(uz)du.
. y ' _

0

dynkuuja ¢ (s), Ka0 PyHKIHja KOMIIEKCHE MPOMEH/bHBE S, PEryJapHa
je y Hecnoj moaypaBau, Tf. 338 R(s) >0, miTO HemocpegHO ciremud u3
YMIbEHHIE Ad Cé MOXe HanucaTH y 006auKy Jlanmacose Tpancdopma-
. . sin 2z 12] .
nuje. Ha ocnoBy Hejesmauude | —-= | 2¢'°', KOja Baxu 3a CBAKO
b4
KOMIIEKCHO 2 W mpoueHe (a) 3a ¢ysxndjy f(x) HemocpegHo caeau
Ia je GyHkuuja ¢ (s) perynaapua u y tauku s=0. Konauno, u3 uejen-
Hauune (2.1). cnexu na je -

S -SW®)>-m, a<vu+1.

$ynxunja S (u%) 3an0Bo/baBA faKne ycaoBe momeHytor Kapamarunor
CTaBa, na je :

S =0(1), u-oo.
Tume je cras 2 noxasaH.
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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Par
RANKO BOJANIC

Le probleme classique de la théorie des membranes vibrantes,
dans le cas le plus simple, consiste a4 trouver dans un domaine S du
plan les solutions de I'équation

Au4+2u=0

qui s’annulent sur le bord du domaine considéré. T, Carleman [6] a
donné une méthode pour I'évaluation asymptotique de la somme de
carrés des fonctions propres {®,(Q)} en montrant que

1
2
E qb,,(Q)NH}\., A o0,

An<A

oit {\,} sont les valeurs propres du probléme considéré. A. Pleijel
[7] et S. Minakshisundaram [8] ont complété et étendu cette méthode
aux cas plus généraux, mais tous ces résultats sont de la méme portée
que celui de Carleman quant aux évaluations du comportement asymp-
totique. Une amélioration dans cette direction a été récemment donnée
par V. G. Avakumovi¢* qui a montré que

> @ (Q)=4-1—nx+0(v31), A 00
An<A
et

2 95,,(P)<I>,,(Q)=O(vi), A oo,

An<A

* Ces résultats découlent de I'évaluation de la fonction de Green donnée par
Carleman [6] et d'un théoréme de nature taubérienne de Avakumovié [9].
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Quant aux évaluations plus précises relatives au comportement asymp-
totique  des fonctions propres dans les cas plus généraux les prob-
1¢mes sont restés ouverts.

Dans cette ordre d’idées, quoique la méthode permet de traiter
le cas A n dimensions, nous avons considéré le probléme généralisé
de la membrane 2 trois dimensions

Au—-A(P)u+ru=0, PES,

(4)
u=0 sur le bord de S,

ot A (P) est une fonction positive, avec les dérivées partielles du
premier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho-
normées de ce probléme nous avons montré que

M > Q) = 5 3’2+0(x), X oo,
xn<)\

I > D, (P) B, (Q) = O(N), Ao oo.
A<

Dans la méthode de Pleijel le probleme central consiste dans 1'éva-
luation de la partie réguliere,-c. a2 d. de la compensatrice de la fonction
de Green. Par contre la méthode dont nous nous sommes servi repose
sur P’étude de la partie singuliere de cette fonction et sur 'application
d’un théoréme de nature taubérienne, analogue 3 celui de Avakumovié.

Nous avons en premier lieu démontré I’existence de la solution
de l'équation intégrale

e~ Virpg f e—Virpr

4mrpg 4nrpr

T'(P,Q; -2) = A(MI(T,Q;-N)dSr

oll rpg est la distance eatre les points P et Q, et montré que cette
solution est la partie singuliére de la fonction de Green du probléme
aux limites (A). De ce résultat on obtient les évaluations suivantes

ENGAGESN ] R

2nrp —'/21/}TrPQ., M2 ho,

ainsi que

1 1 =
.- =LVl
¥ (P, Q=2 | g eV Tle,

ot v (P, @; 1) est la partie réguliére de la fonction de Green et ol
lo -représente la borne inférieure de la distance du point fixe Q au
bord de S. :
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En seconde lieu, nous avons introduit la fonction I, (P, Q; - ),
solution de I’équation intégrale

“V}T(pQ -V’K .
* F,(P,Q;—)\)=£4—ﬂ—;P—Q—- f fnr—A(T)I‘,(T Q; -\ dSr
K(@Q;n

ot K (Q;r) est la sphére de centre Q et de rayon r suffisamment petit,
telle que K (Q;r) — S. Pour tout P € K(Q;r), on a

F(P,Q;=2) =T, (P,Q; -)) + O (e 'VK), A=),
Lorsque r est suffisamment petit, 'équation (*) peut étre résolue par
des approximations succesives. On peut alors montrer Pexistence
d’une fonction Q (Q;u) telle que

®

'O

(**5 [ -i——) %gim {——1— -1, (P,Q; - )‘)}

4:lTl'pQ

et
Q(Q;a)a—l—-vz+ o), u»o.
2n2

~ De ces évaluations et de la formule -

AN 8n (P) 8, (Q)

}"n(}\'n_'_}") =G(P’Q)-G(P:Q;‘}")

n=1

oit G(P,Q)=G (P, Q;0) et
| G(P,Q-N=T(P,Q;~N ~ Y(P,Q;-2)
il s’ensuit que

c ¢>n<o> _ _r .

n=1

1 —
- MQ + 0 (e="""%), 15 0.
Pour P # Q on obtient

2 d; (g) P4(Q) =G (P, Q) + O(e~"VT), A5 c0.

nw=l

ot ¢ =min (rpg, lo)-
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En troisiéme lieu nous avons établi le théorédme suivant**

Soit S(u) & variation bornée dans tout intervalle fini et soit
Pintégrale

Qo

ds
- [0
0

convergeant pour tout x > 0. Alors de
- f(x)=0(e_cv-;\_)’ X ->o00, c>o,
et

SW) - S@>-m pour u<Lv<u+ Vu,
il résulte que ‘

S) =0(l), usc.
Pour obtenir I’évalution (I) il suffit de poser dans le théoréme
précédent
®;
sw -2 _a@u+m© s@-o
An<u n

En tenant compte de (**¥) il s’ensuit que

2
sw=>2Q _ou+ M@ =0q,

p ] Ay

2
Z &@-—- i—\/u + 0(1), u- oo,
A ™ 22
AnsSlu _
d’ott Ton déduit l'aftirmation (I) aprés une sommation par parties.
La formule (II) s’obtient d’une maniére analogue.

# Récemment V. Vulkovié [11] a donné quelques théorémes plus géné-
raux de ce genre. . o
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BJIAIETA BYUYKOBUH

CTWITJECOBA TPAHC®OPMALIMJA KOJA OITAJA
BP3MHOM EKCIMOHEHUMJAJ/IHE ®YHKLIMJE

—TE3A -
YBOI

0.1. la 6ux u3berao nonas/pama, HaBewhy O3Hake koje hy yno-
Tpe6/haBaTH TOKOM IL€JOT paia.

Ca A (u) o6enexaBahy ¢yHKuHjy peanne npomeH/buse u, pedu-
Hucady 3a u >0, koja je orpaHaueHe BapHjalluje y CBAKOM KOHA9HOM
pasmaky. Ocum Tora, npernocrasuhy csyza aa je A(0) = 0.

Ca L () osnaunhy JlananacoBy Tpaschopmanujy

x

(0.1.1) L) = fe"“dA(u)
0

Koja kouseprupa 3a t>0, a ca S(x) CruarjecoBy Ttpancpopmanujy
fdA(u)

(0.1.2)‘ Sx) = Lt x

. 0
KOja KOHBEprupa 3a jejHo H THMe cBako x > 0.

Hanomumem oamax ga je, ¢ o63upom Ha npernoctasky A (0)=0,

@®

(0.1.19) L(f) = tf e " A(u)du,
u 0

mS(u) du
(0.1.29 S(x) = (71_+7);

0

OBu 06aulH KO6Hjajy ce JNAKO MapLHUjaJHOM HHTErpalHjoM HHTErpana
(0.1.1) u (0.1.2) (B. Bnp. Bugep [1]) 1 wuMa hy ce 9€CTO KOPHCTHTH
y Ha/beM pany.
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0.2. Ilpeamer oBora papa je ucnuTHBaikbe CrHJATjECOBE, OXHOCHO
Jlannacose TpaHchopmanmje Koja onaja OGP3MHOM €KCHOHEHIHjanHe
¢GyHKOMje CTEneHa, HapOYUTO ¢ 063HpOM Ha MOryhHOCT HMHBEP3HHX
craBoBa. Kako ce y ToM morzeny cayuaj eKCNOHEHUMjaIHOr OnNaxarma
pasnMKyje OX OCTa/lMX HayMHa aCHMATOTCKOT MOHamama OBHX TPaHC-
¢dopmanwuja, napemhy Heke no3HaTe CTAaBOBE Ja OUX OBY pAa3JHKY
6ome ucrakao. [Ipu Tome hy ce orpasmuuTtd Ha JlannacoBy TpaHc-
¢opmaunjy, jep je BehimHa HajKapakTepUCTHUHHjHX CTaBoBa (GOPMY-
JHCAHA' Y OJHOCY Ha HY.

OcHOBHH HHBEp3HH CTaB KOju cy Hanau Xapawm u Jlutasyn (2]

onHOCH ce Ha cayuaj kan Jlannacosa TpaschopManuja pacre GpP3WHOM
CTENEHAa; OH IJacH:

Aro A (u) ne oflapa, Maaa u3
AT (a+1)

L (t .

, 120, (a >0),

caenu
A@) ~ Au®* , u» o0,

3a pehe 6psuse pawhemwa Xapau v Pamanyyaun Aanu cy Takohe
jenan craB 3a Jlupuxaerose peznose xoju 3a JlansacoBy Tpancdop-
maugjy (8. ABakymosuh u Kapamara [l1]) raacu:

Axo je A (u) OosuliuBna ¢hynryuja rxoja ne oflagae, Maza u3
L(t)~e't, t->0,

caeau ' B
' log A(u)~2Vu, usoo.

Asaxymosnh [3] je npoyuno cayuaj kajg 6p3uHa pamherma TpaHc-

¢dopmanuje L (f) 3a -0 nocraje cse Beha, [Ipu Tome je kao ynopeane

¢byukuuje y3eo uTepupany excnosHenuujanny Qysxunujy e, (f) medunn-

caHy ca e, (f) = exp (), vvvernriinnnes , en(t) = exp [en. ()], u urepupanu

Joraputam neQdHHHCAH ca g = Igu, .. wey lgnu = lg (Iga-,u) .
HoeroB craB raacu:

Aro A (u) He odlaga, Wajaa u3
1
guts L (B~ =, 10

caenu
u

1
Olghu.e(0lgau) <Ay <A lgn

iipu vemy _
1>6-01u 1 Ao1 kag uoo.

OHo wTO je GHTHO KOX OBOTa CT4BA j€ UMIHEHHMIA Ja HHBED3HH

crasoBu 3a Jlannacosy Tpanchopmanujy mocToje xaj oBa pacTe mpo-
u3BO/bHOM Op3uHom. Hacynpor ToMe, M3 HCNHTHUBAIbA M3HETHX Y
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OBOM pany c.ne,zm Ia y caydajy Kax Jlannacosa Tpancgopmanuja onaia
6psuHOM ekcroHeHu#janHe (PyHKUMje NOCTOjU rpaHMuHA Gp3uHa - u3a
Koje Hema. Bume MoryhHoctd 3a muBepsne crasope. To je ocHOBHZ
pa3jHKa O KOjoj caM TOBODHO y NOYETKY OBE Tauke.

¥ noraeny Jlannacose -rpaaccj)opmanhje Koja omtaza cnopujé oz
excnoneHuujanne Qynxuuje l'esa dpoja je nexasuo [1] xao ]enaﬂ
CTaB KOjH y. H4jnIPOCTHjeM OGJHMKY [JacH: :

Aro A (u) He ofiapa, Max u3.

L) =O(£), t-0, (>0),
crenu - ,

, , 1 ‘
Au) = O(—IZI)"‘U'-’“”
[peu cras 3a JlamaacoBy Ttpancopmanujy Kkoja €KCHOHEHIH-

jamHo onaxa xao je Apakymosuh [I] xao aHanoros jemsor Kapaema-
HOBOT CTaBa 3a CTH-’IT]ECOBy rpaﬂc(popmaun]yl)
-Ako je ; .
L) = 0(e-¥/‘), t->0,

u axo ¢ynryuja A (u) 3a70B0/bABA YCNOB KOHBeprenyuje

Vu[A() - A@]> - m 3a csaxo u<v <u+Vu,

mana je
VuA(u)==O(l) 400, ‘
Kacuuje, y [2], ABaxymoBuh je xao onmmjn CTaB KOju ce.
OZHOCH Ha 6p3dHE onajawa THIla O[exp(— 1yt )] rae je 0<e
CBakako Za ce, CJAHYHO K20 U KOJ €KCHOHEHIHjaJHOT pamherba,
M OBIE€ MOXE NOCTaBUTH NHUTaH€ MHBEP3HHX CTAaBOBAa KaJ Jlanaacosa
Tpancopmaluja Onaja GP3WHOM HTEPUDAHE €KCIOHEHIHjaIHE (YHK-

uuje. Ha mera oaroop nAaje jenan cras [leua [2, cTp. 483. cTaB 6]
KOjH Kaxe Ja H3

l+e
Ly=0(@ "), t50, (e>0)
caenu ) . : .
‘ A (u) _ 0’ i
CEM HA MHOXHHU HYATE MEpe. ‘
0.3. [To3narto je ma cy uuBep3Hm cTaBoBH 32 CTHATjECOBY TpaHC-
¢opmanujy §(x) aHasorHs crasosuMma 3a JlannacoBy Tpanchopmanijy,
T€ Cy Mmawme mnpoyuyaBand. OO6pahen je neramHO caydaj Kanm je

S (x) ~A/x* n 3ak/byulln Cy aHaJOTHW HHBEP3HUM CTaBOBHMA 3a Jla-
naacoBy TpaHchOpMamHjy €a CAHYHHM aCHMITOTCKHM MOHAMAmeM,

1 Kapaemados ctaB Hasemhy y Tagxd 0.3,
17 3Gopuuk
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Tex y. HOBuje BpEME NaTO je HEKONHKO CTaBOBa 33 CTHATjecoBy
Tpanchopmannjy S (x) Koja exCnoHEHIHjaIHO Onaja Kaxk X - oo. Kako
~ €€ .OCHOBHH 1€0 MOJHX HCIHTHBAMAa OJHOCH Ha Taj cayuaj, Hasemhy
HETa/bHO CBE CTABOBE Yy BE3H -Ca .0BOM . 6P3MHOM ONajama, THM Ipe
IITO OHH HHCY MHOrOOpOjHH.

[Ipeu cTas oBe Bpcre nao je T. Kapneman: [1]. HberoB cras je
OJ NpMHUUNM]ENHOT 3HAYaja jep je .HhHUMe I[0YeJ0 HCNUTHBAMmE CTa-
BOBA OBE BpcTe. KapiemaHoB CT4B IJacH:

Ako A(u) + Clogu He oliapa, Waza u3
(0.3.1) SX)=0(e"V%), x»00,
caeau aa je 3a ceako 0-<<8 <1,

im x /¢ [A (x+ x1/2+8) - A(x)]=0.
xHy»® s

H. Bemep [2] je 1936 r. mokasao uctu cras. 1950 T. je ABaky-
moBuh [1] IOKa3a0 MANEKO OIITPHjH CTaB, KOjUM jeé HCTOBPEMEHO 430
M jelaH HOB MOCTynaK 3a JOKAa3 CAWYHUX cTaBoBa. Hberos cras riacu:

Ako A (1) 3az0B0mABA YCAOB KOHBEPrenyuje Vu[A(v)-A@)]>-m
3a cBako u< v<u+Vu, Maga uz (0.3.1) caequ:
VeA@=0(), u»oo.
Hajsan, P. bojanuh u ja manu cmo 'y [1] caenehn cras:
4
Ako A (u) 3az0BomaBa ycaoB kouseprenyuje A (v)— A (u)y>-mVu
4 7
3a cBako u L vLu+\Vud, Maga us
S =0 V), xs0
caequ ' ' '
4_
A@=0u), u-oo.

0.4. 'nasHy uusb OBOT paga je npoyyaBame CTHAT]ECOBE TPaHC-
dopmanuje S(x) omuocHo pera >a,/ (N, +x), KOju omanajy excmo-
HeHMjaTHOM Op3HHOM, ajaH XajeM W oxrosapajyhe crasose 3a Jlanaa-
coBy TpaHcdopmanujy, KOjeé H3BOJHMM HJH Ka0 KOPOJape u3 CTaBoBa
3a CruatjecoBy TpaHchopmanujy uia AOKa3yjem METOXUKOM ymnoTpeo-
/HEHOM 3a JOKa3 OBHX MOCAeJHUX.

.CruntjecoBy rpanchopmanujy S(x)  nBpOydHo cam y cCayuajy
Kag je - ST -
o S(x) =0 (e*%), x+00, (a¢>0),

npu uemy y caydajy 0 <<a <!/, noaunrerpansa ¢yuknmja A (u)
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3aJ0B0JbaBa OMIUTH YCJIOB KOHBEpreHuuje

(03.2) uf[A (v) - A (W] >-m 3a ceako u Vv utul—e,
rae je B> -«a.

CrasoBu 3a JlannacoBy Tpancdopmanujy H3BeLEHH Cy 3a Cayuaj
Kaj je

L =0(@E"), t50 0<o<l),

¥ OBaj ciyuaj ce noknana ca ABakymoBuheBuM mpoyuaBaibuma [2],
ajq¥ NpH TOME ja HMaM OMNIUTHjH yCJOB KOﬂBepreHuuje (0.3.2) 3a ¢pyuk-
umjy A (u).

H oBme ce nocTaB/ba nHTame €r3uCTEHIHMj€ HHBEP3HHX CTAaBOBA
kan CruarjecoBa tpancdopmanuja onaga cse Opxxe u 6pxe. Ha mera
naje oarosop crae 3.1 Koju Kaxke Ja u3

1
S(x)=0(* /2+8), x>0, (€>0),
caenu
A@=0

CeM Ha MHOXHHHM HYJTE Mepe.

3naud na U y OBOM CJ1ydajy nocroju Hajseha Gp3uHa onamarha
u3a Koje mpecraje MOTYhHOCT HHBEDP3HHX CTaBOBa. TuMe je ckaJa
Gp3uHa onagama onux CruaTjecoBux TpaHCpOpManuja 3a koje je
moryha wHBEp3HMja 3aTBOpDEHa Ha Jo0Je.

0.5. Ox MeTOZOJOLIKOr je HHTePeca NPHMETHTH X4 OCHOBHH CTaB
OBOI' paj3 MMa CacBHM JPYrH KapaKTep HEro MITO ra HMajy HMHBEP3HH
CTaBOBH, KOjH Cy Y CTBaDH KEroBe nocaexuue. Taj ctas, Kora H3BOAUM
y NpBOM HeJNy pacnpaBe, npunaia rpyns craBoBa TeopHje PyHknuja
N03HATHX NOJ HMEHOM CTaBOBA O Komno3unuju, FbuxoBa 6aTHOCT je
y TOME WITO ce H3 W3BeCHHX ocobuHa jeane (Qyskuuje f(s) (y raas-
HOM) KOMIIJIEKCHE NPOMEHJbHBE § H3BOAE Oco6uHE jegHe mpyre (QyHK-
uuje F(s), Koja ce mo6uBa M3 aHAJUTHYKOr H3pa3a 3a QyHKUHjY f(s)
u3secHoM TpancopmanujoM. TakBu Cy, Ha NPHMED, MO3HATH CTABOBH
Kpamep-[Towe, Axamapa u Masaen6pojra 3a Jlupnxaerose penose (s.
unp. B. Bepuwraju [1]).

0.6. CmaTpam cBojom AyxHowWhy 1a ce HAa OBOM MECTY 3aXBaIHM
r. npodecopy B. ApakymoBuhy, KOjH MH je a0 NOTCTHHA] 3a OBaj
pal, Kao u Ha nomohu y TOky pama. Mcro cam Tako 3aXBaJaH r. mpo-
decopy J. KapamaTn, koju je npernezao LeO paj ¥ yKa3ao MM Ha
moryhsoct kpaher xokasa aeme 1.2.
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PBN AEO

Y oBoM neny noxasahy HEKOJAMKO CTaBOBa KOjH Ce OJHOCE Ha
CruatjecoBy Tpancdopmanujy S (x) u Crunrjecose pexmose

@®

> s
: ’
A+ x

n=1

a MpoHCTHYY U3 OCHOBHOr crasa l.1, xoju je npemMa Tome meHTpansu
craB oBor JXena. [Ipernegnoctn paau npBo hy HaBecTw Taj CTaB u U3
Hbera. u3BecTH ocrane. OsHake cy wucre Kao H'y tauku 0.1 yBopa.

CraB 1.1. Axo je
(12) L S - O (e ** )s x>o00
rae je 0 a<(Y/,, Maza je ¢yuxuuja

(13) X@=[ e ut A=y, (r> - 1),
)
perynapaa He camo y Toaypasuu R{s} >0 Beh u y mauku s = 0.

IMocrasma ce nuTame Ja JU c€ BPEJHOCT excnoHedTa y y (1.3)
Moxe aa cmawu. To GH ce Morio nocrutin uHTerpupamem (QyHknuje
X(s) mo s of s KO oo, aAK y ONIITEM CAYYajy KOjd NOCMAaTPamMo TO
uuje moryhe. Haume, xaxo je

. u¥ A(u) ~AuY u->0 (A = KoHCT.)

To npumeHom nosHator A6enosor crasa ([leu (Doetsch) [1] cTp. 200
Satz 12) caenn

. r 1
' X(S)NA———(—.Y‘Y._—:_;T_)', ]

u 6am sa pasmax - 1<y <0 xoju Ham je noTpeGan (ma 6u mHTe-
rpauu]ou noémm Baxewe ¥ y cayuajy - 2<y< =1, ura.) .me

nocm]u fX (s) ds

MehyTuM, y cnyqajy Kaj jé 3a HEKO NPOW3BO/bHO MANO a>0
A@)=03 0<uga '
l'lOCTO]H cTaB (deu {1] crp 199, Satz 10) no Kome ]e Taga.
X(s) O(e aR{s}y, 5500
y yray |args| < ¢ < w/2. [Ipema Tome ce X (5) MOXE NPOU3BOIBHO
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nyTa unTerpamutd. Taja je Qynxnuja
Xy(s) = J( X (S) as = f e—Su¥-14 (ulla) du

s 0

peryxnapsa Takohe y tasku s =0. (OBae je mpomesa peia uHTerpa-
nuje 3a peaase s >0 mo3Bo/beHa Ha ocHOBY PyOunHjeBE Teopeme).
Hurerpannjom ¢yukmuje X, (s) uTA:; KosasuMo A0 3aKbydka Ha je
u (ysknuja

X(s) = f e~ ud A (u'*)du
0

rae je 8 ma Koju peanan G6poj, perynapsa y tauku s = 0. Hanome-
Hyhy MOHOBO 4a OBO BaxH caMmo y cayuajy kax je A (z)=0 3a
0<u<a, rae je a Npou3BO/LHO MaJH, No3uTHBaH 6poj. MehyTum, 3a
CrunrjecoBef pegose je oBaj yCAOB YBCK HCHYHEH, T€ TAKO XOJa3HMO
o caepeher crapa:

CraB 1.2. Hexa je

0<}\1<k2< . e, <}\.n—)w

u Hexa pej
@©

gx)= > -

=1 Mt x

KoHBeprupa 3a jejHo u Wume cBako x >0,

AKo je
g(x)=0("*"), x» o0,

rae je 0 << a<Y,, a
A (u) = Z an:
M <u

Taaa je ¢ynryuja
X (s) =f e~ 8 A (u'/%) du
0

rge je 8§ ma rakaB peanan 06poj, peryaapna He camo y {OnYpPaBHU
R{s}>0 Beh uy masgu s = 0.
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C xpyre ctpane, ako je y >0, napuu]am—xom HHTErpanujom- ce

no6usa

X (8) = f‘uY A (ulld) et dy = — p
0

uv’ A (ull®) oSt

- +%fé;s”,d{uYA(ﬁlla)}=—517fe—3¥;d{uYA_(u1/“)},

0

na cmesoM uV/® Ha mecTo u caenu

ﬁ@=%f’MGHWAM}
H 0 '

rae ]e, 36or Y>Ona>0 Taxohe Yo > >0.

[lpumenom crasa 1.1 1106u]a ce HAa Taj HAauMH

CraB 1 3. U3 (1.2), dpu vemy je 0 < a K 1/,, cregu Aa je ¢pynryuja

R@= [ e dEAW), >0
0

peryaapua He camo y doaypaBru R (s} >0 Beh u'y dauku s = 0.

Osaj cras no6uja HAPOUKTO jefHOCTABaH OGJIHK aKo ce (opmy-
nume 33 Crunrjecose u Jlupuxsetose penose; OH Taja raacu:

CraB 1.3 Hexa je
1 T Y < g0 .

u Hera pej

g(®) =2 }\na-?—x V

n=1.

KOHBeprupa 3a jegHo u Mume cBarko x > 0.
Axo je

£ON=0(™). xoo,

opu qemy ]e 0 <a Yo, maaa je gbymcuu]a upelﬁcmaameua llupuxne
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moBuM pesoM

Xa (8) = Lsz Gy Ape~Sta

n=1l

rge je v >0, perszapHa He camo y fonypasuu R {s} >0 Beh uy
mayxy § = ) : . '
HanomMumem za y craBy 1.3 mecTo cremeHa u’ MOXe CTajaTH

M2 KakaB MOJIMHOM Of u# (4 cAM4yHO y cTaBy 1.3 MecTo A, Ma Koju
MOJIMHOM OX X,). ¥ TOM cmucay 6u ce morao uhu 3a yomnuraBalbem
OBHX CTaBOB4, Kao H ctaBoBa 1.1 w 1.2, aau hy TO nurame y oBOM
pany OCTaBHTH MO CTPaHH. ,

[lpenasuM caza Ha nokas ctasa 1.1 Hpernenuocm paxu noje-
auhy ra y HEeKOJHKO Jema. C
Jlema 1.1. Heka je u >0, s>0 0<a ’/2 uapeaﬂau 6p0]
maras Aa je
—l<8<oo muz]e0<a<1/2
18- Y, vag je a=1/,.
Tapa je

o .
SX7COSTQ & (5x% sin wa—1d) 5 —su®

1 Fxe
(1.4) ;f D dx=dbe
[

u+x’

Joxas: ®ysknujy
5 —52% g—ina
' ) z+u

uurerpucahy Ly KOHType xo;a ce cacroju:

1) u3 nepudepuje C, nesTpasdHor kpyra Io-
BO/bHO BEJAHKOT nonyupequuxa._ R; 2) u3
npaBoauHHcKe nyTawe C, Ay peanaHe mo-
3HTHBHE OCe€ O& R 1o p (< R); 3) us nepu-
depuje C, LUEHTPaNHOT KPYra JOBOLHO M3-
JIOT MOJAynpeuHHKa p u 4) u3 npaaonmmcke
nyrame C, AyX  peaiHe [I03HTHBHE OcCe OX  p A0 R (eca.’'l). Jemunu
CHHTyIapHTET (yukuuje g(2) Koju nexu y 064acTH 06yxBaheHoj
0BOM KOHTYPOM je Noa ue'™ Koju /XM Ha HEraTMBHO] PEaaHO] OGH.
[lo craBy 0 pe3uayymy je mpema TOMe,

1 . , s
- g (2) dz'= us el g=su%
o2ni / : )

Ci+ G+ C4-C
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Hame je

) - —sRa{cosa(8—n)+isin a(6—n)]
2m¢g(z)dz=~——f se a9.

Rel® +u

Kako je 3a 0<a< / - —’21 < —qn<a(9¥n)<an< -g-,"naxb
crefy ga ' :

'——— gs,g(z)dzeo ' KozL R—)oo

Cquﬂo ce 11061«1]3 Ina

——qgg(z)dz—v() Kan p—)O

lTto ce THue mrrerpana no Konrypama C2 n C, nako ce 110614]3 aa‘je

2;1”.' { qg g“:(z)‘dz + gg g(2) dz ] =

Cz cd
o
PEL * xS-e——sx“,einq
=—— [ AL ——dx +
2n i x+u
R
R

£ ol x8¢~sx% g—inu dx]'
X+u
¢ !

,R -
e™8! [x5 e~ $x% cosma gin (sxa sinm o - 7:8) dx

T x+u
, p Ceten
0K/E HENmoCPeaHO cnenu TBphema neme 1, Kaj p>0 M R+o0.°

Jlema 1.2, 3a u, s, a u 8 kao y nemu 1.1. rHera je

(15)  Fal(xss) = f L8 ¢~ $1% COSRG sin (st sin m @ - 7 5).df oo
"Taga je S '
(1.6) -Fo (x58) = O(x1+8) x->0,
(1.7) Fa (x;5) = O (e~ sx® cos:tu) X300, (0<a<lfy)
(1.7 Fip(x;$) = O(1), x>00(=1<8< - 1fy).
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Hoxkaa. (1.6) je ounrnenuo. (1.7) crenu nako ako je Fq (00; )=
= (. Haume, u3

Fq (x;8) = {f— f } e8 ¢~ sthcosTa gin (st gin o — x8)dt

@

H f= 0 nobuja ce oxmax
0

(1.8) Fy(x;8) = - f ed ¢ St cosma gin (5% sin o - w 8) dt

a oxasxe ce (1.7) noGuja oGHIHOM majopauujom. [Ipema Tome, ocraje
Za ce noxaxe 1a je Fy (o0;5) =0, u 1032 0 <a<<',.Y¥ 1y cBpXY
craeuhy y uurerpany

P - cosnasiﬁ 'stasinna—ﬂS) - :
(14)f = u+(t dt = ude ™S4 (0<a<ly)

6 + 1 MecTo & M M3BpPIIMTH TpaHHSHH Npenaas u->0 ~OéaKAe OxMax
caenu

Fa (c:o;,g):ft8 e—”a°°5"°‘sin(st°‘sinna—n6)dt=0, O<a<<y,,

WTO jé H Tpe6ano. OKA3aTH.
¥ cayuajy kan je a =1/, nako ce HenmocpeaHo ysuha Aa Baxu
npouena (1.7).

Jlema 1.3. Hexa je
(1.9) S (%) =fd—A—(”—)

u+x
pynryuja u3 ciasa 1.1 a Fq (x;s) @ynryuja uz neme 1.2. Tapga Gocimioju

1 A (u) du
(1.10) —fﬂ,(x 98 (x) dx = fFa(x 5) dx f T

u y ABOCHpyxOM uHiierpanyeca pecte ciipane jeanadune (1.10) cme ce
OpoMenuiiu pen uuierpayuje.
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Hoxas, ®yuxumjy §(x) ysehy y -o6nuxy

A (u) du

A1) = .
(1.11) o sw= S

Ilpema nossarom craey (B. Hnp. Bunep [1] cTp. 331, T. 3¢) 3a
CruarjecoBy Tpascdopmauujy je Aabe _

(1.12) 50 = 0(—;—) x50+

Ha ocuosy npoueﬂa (1.2), (1 6) u (1.12) nocroju
fF « s)S(x) dx.

Iloxasahy caja ma ce y ABOCTPYKOM HHTErpanay ca AecHe CTpaHe
jenuaynmse (1.10) cme npomeHuTn pEf- MuTerpamuje.
 3a konause R, u R, je najmpe

fFa(x s dxf—iﬂ-du fA(u)dufF“(x Faix;9) 4o
0

u+x)? (u +x)?
oJaKne ciaelH

Ry R,
A(u) Fu (x; s)
f Fo (x; 5) dx o du = lim, : Au)du f _“_—(u+x)2

ﬂ,oxaaahemo Ia je rpaHMYHa BPeJHOCT Ca JeCHEe CTpaHe jefHaKa"

fA(u)d fF“(" 9) 4

(u+ x)?

y Ty cspxy JAOBOJ/bHO j€ NMOKA3aTH 1a pas.rmxa

fA(u)df(“(" s)d fA(u)du F“(" S) dx

(u+ x)2

f A@an | iifx,s)"

1
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TEXU HYMH  Kal Ry » . To wHenocpegHo caegu OTyAa WITO
f [Fa (x; 8)/(u+x)?) dx, a>0, xouBeprupa, a TOTa/lHa BapujaLuja
t&)yﬂxuuje A (a) je orpasudena 3a KoHagHoO R,. [Ipema Tome je

r A (1) da

OfFU.(X,'S) dxo EIL:%C)T fA (u)du fﬁixx;) X,

OJaKJjJi€ H3JMa3H

«© @ P s
Fo(x;s) . A d
0 f A (w) du_,of @ f‘xs)l dx = gzni 3 Of Fo (x;s) dx 0 f (u(i)x)z .

Jlokasahy na je rpaHnuHa BPeAHOCT ca JeCHe CTpPaHe jeqHaka

f F p FA (1) du
o (x;8) dx (@t
) 0 0
¥ Ty cBpxXy nocmarpahy pasauky
@ ®© @ Ry
D fF p A(u)du fF J A(u)du
g = o (X;8) dx (@t x)? a{x;s) dx (a4 %)
0 0 0 0
wa el “A@Wdu
= «(x;s) dx (+x)?
0 R,

W ZI0Ka3aTd A3 D30 xafn Ry .

[Nlapnujansom uuTerpamujom ce nobuja

”MwmﬁA®x+fmwy

(a + x)? x+ R, X+ u
Rz Ry

Ysewhy, ocum Tora, QymxumHjy

tdA
ey~ [21,

u+1
0

KOja 3aK0B0/baBA ACHMNTOTCKY MPOLEHY
(1.13) g(R)=S8(1)+0(l), Ry»oo.
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Ha ocuosy rora je

C(dAw LGN
f—ﬁ-x_zs(l) & (Ra) x+R x)f( yr &

Ry

Tako Aa ce D, mOxe HanucaTd y OOGJIHKY

m_liu (x;s) fm ) 1+R,
Dy = A(Rz)f xb—-+ R, dx + | Fa(x;s) [S(l) - 2(Ry) TR, dx +
0 0

(1.14)

+fFa(xs)(1 x) dx f(g_:t:)z

Y cayuajy xax je 0<a<{1/, Qysxmuja Fa(x;s) 3af0BO/baBa excno-
uennujanny npouedy (1.7), omakae caenm (yseBmu y o6sup (1.13) 3a
npouesy Apyror uﬂ'rerpa.ua y (1. 14))

ClAl(?Rg)|fe_sx cosma gy 4 (), fl 'll o— Sx%cosma gy
2

2|

+o(1). f—l-i&—e sx%cosna 4y

Hs oBe nejeanaause oxmax usnasu fa D,~0 Kxajn R,» oo, jep H3
kouseprenuuje uurerpana (1.11) umam npouneny A (u) =o (1), u->oo,
HA OCHOBY KOje C€ NpBW uJaH €a JecHe CTpaHe Topme He]enuaquue
anyJHpa KOJX Ry co.

MelyTam, y caysajy a =1/, 3a dysxunjy Fi/,(x;s) uMam camo nponexy
(1.7°), xoja Huje HOBOJbHA Xa OH Ce MOrao H3BECTH 3ax:byqax Ia
D,»0 kan Ry»oo.

3ato hy cayuaj Kam je a=1/, Tpempam Kao TPaHHIHH CIy4a
Kaf o'/, u npuMenuTH Ap3ena-J/le6erop craB 3a HECBOjCTBEHE HHTE-
rpaze y caeaehem 06auxy:

Heka je
Hm @q (u)=19 (1)
P Lg—

KW HEKAa HHTErpanu

f;a(u)d'u,_ f:(u)du
0 0



CruatjecoBa Tpancgopmauuja 269

nocroje. Ako je 3a cako u >0 u o< o

[P (@) | <V (2)

a aKo HHTerpas

f ¥ (u) du
0
nocroju, taxa je
lim | oq(u)du= f(p (u) du.

aHay—
o 0

Y cayuajy kaxma je a=1/, 6uhe Tum mpe S (x)=0 (e *%) sa
0<a<?'/; Te HA OCHOBY MAJONPENOKA3AHOr BAXH jeAHATHHA

(L. 17)fFa(x s)dxfa;u_,_x)z du= fA( ) di f(“( Falxis) \ 0<a<).

CraBumo

a( :s)

va(@)=4 @) f o

[Tapuujanaom uHTErpanujomM Ao6usa ce

Fa (x;9) Fe (x;5) ® (B (x;9)
- dx= - + f d
(u+x)? u+x

X =
u+x
0

0 «
§ —sxTcosma . .
xe ™ sin (sx* sin o — 1) 5 _su®
dx=mnu e .
u+x

0
IMocnenwn pesynrat ce no6uBa Ha ocHOBYy Jaeme 1.1.

[Ipema Tome je

(1.16) Pa (1) =mA (1) a® e-su”,
rae hy yseru-1<<8 -1/,
3Hauu
(1.17) Jm ge()=nA @) B eV o).
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360r A (u)=o0 (1), u-> oo jacHO je ma mocroje

f(pa () du=1th (u) e g
0 0

fcp(u) du = an (u)us e_svudu.
Y 0
Ocum Tora je
| pa ()] = 71 A ()] a® =" < ¥ (),
rae jesa 0<u<oo mtl,La<ly -
(@) = 25| A@)] e emsVE

3uaun, f q:(u) de nocroju. [lpumenom Apsena-Jle6erosor crasa je

0
npemMa ToMe (yseBmu Lol 1 o= 1/..,‘)

F (x;3) F:,z(x,s)
(1.18) (Hl}:n 0 A(u)duof S dx = fA(u)duof( . dx

C nmpyre CTpaue onmeT NPHMEHOM HCTOT CTaBa, JaKO j& MOKA3aTH Ja je

19) i i (A _ (R srax [A)du
(L9 F (x;9) xf @+ %7 f AR xo @t xy7

Us (1 15), (1.18) u (1.19) caenu 1na je u 3a a =1/,

fF (x;5) dx A(”)d” = fA(u)duflzZix;)‘:)dx,

yuMme je Jema 1.3 y NOTNYHOCTH AOKa3aHa.

Jiema 1.4. Arto ]e Fo (x;8) ¢ynryuja uz neme 12 uta,/za ie
pyrryuja

(1.20) X (s) = %fﬁa (x; 5) S (x) dx

peryaapua He camo y Gonypasuu R {s} >0 Beh u y mauku s = 0.
Hoxkas. Ha ocsoBy npouene

Sll’l S

< 2elst
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KOja Ba)Xy 3a CBaKO KOMIJIEKCHO S, UMaMO

x

iFa(x;S)|<f B elsit cosna)sin (stesin ma~n )| dt <

(1.21) |
M}s]x5+“+1 ol s1x%(cosma+ sinwe)

na Ha OCHOBM OB€ HejefHayuHe H Hejexnaumne (1.2) wuHTerpan ca
neche crpane jeanayude (1.20) amcoayTho (na u yHudOpMHO) KOH-

BEprupa y Kpyry
1

(1.22) ls] < —.
CoOSma + SN A

Tume je nema nokasaua. Hanomumem na ce o6nact neduuucana
HejexsauntoM (1.22) MOxe€ NPOIIMPHTH Xa/bke y JNEBY NOJYDABAH aKO
ce y unterpaay (1.21) yame R {s} ymecto |s].

Joxas craBa l.1. [Ipema nemu 1.4 pyHnknuja
1 [,
x(s) = FIF“ (x;8) S (x)dx
0

peryJjapHa je He caMmMO0 y JecHoj noaypasud Beh u y Taukn s = 0.
IlpernocraBuM Ju OPUBPEMEHO Ja j€ § peaJaH H NO3MTHBaH 6poj,
6uhie Ha ocHoBu Jneme 1.3 u Jaeme 1.1

x(s)=_i_fp (x; s) dx fA(w)du=_lﬁ‘fA(U)dfF (x,s)
0

() wrar

fA()d _J-F (x; s)

= j e 4 (v) du.

0

[Mpema Tome, dyHnkuHja

)((s)=fu8 e_'suaA(u) du,
g
rae je 0<aC?, m 8> -1 kan je 0 Ta< /2, a -1<8L -1,
Kaj je a= /2, KOja je peryaapHa 3a R {s} >0, perynrapsa ]e HY
tagku s=0.
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CmenuBmu u® ca u, nobuBam ja je
~ L L |
x(s)=fe_s”u a A (u 1/‘I) du.
0

Y cayuajy 0 <a <!/, oBum je saBpmen jokas crasa l.1, jep je a6or
8> -luy=

-1> -1. ¥ cayyajy a ="/, 3a excnouesr

—— — 1| Baxu camo
¢4

—1<——-1<0
' a

Mehyrtum, nudepennupawem dynkuuje y (s) 10 s 0Baj C€ EKCNOHEHT
cBakd nyt nosehaBa 3a jesusEmy, Te npema TOME MOXe 6uTH Ma
Koju 6poj > - 1.

OPYIr AEO

Y oBom meny nxajem npaBe WHBEp3HE CTAaBOBE, KOjH ce OJHOCE
va Cranrjecosy Tpancdopmauujy, CruarjecoBe penose, Jlannacose
uurerpane u JupuxjeToBe pejose.

CraB 2.1. Axo je . o
(1.2) S(x) = 0 (e=x%), x- oo,
rpe je 0 <ol u ako A (v) 3a40BONABA YC10B KOHBepreyuje
21) PBAWM-AW]>-m aa csawo n<v<utul"%
Opu yemy je B> — a, ilazga je -
(2.2) BS@w=0(), useo.

Mssewhy wuajnpe Tpu aeme kojé Cy M noTpebHE 3a HOKa3
OBOT' CTaBa.

Jlema 2.1. M3 ycnoBa wouseprenyuje (2.1) cnegu aa 3a cBarxo
u< v< 2u ¢pyuryuja A (1) 3ax080maBa u ycios

(2.3) AW —A@> - mu—B,
Hoxa3. Hekaje ¢ (f) = exp (t*). UuBep3na ¢yukuuja ¢Qynk-
maje ¢ (f) je & (t) = (log )/*. Kaxo je

& [ ()] = x+-282

—0.+O(x1—2a)
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TO MOTy H3abpaTu jenHo A > 1 TakBo xa je

bho (d] < x+xi-e.

Tana je, mpema (2.1), 3a cBako x’' KOje C€ Hanasu.y pasmaky
[x, 6 2o (x)]]

2.4) A -A (@) >-mx P
Heka je y nexku 6poj > x. CtaBuhy
Yppi=@ [N (x)]=d [N e (x)], v=0,1,2,.0..,n

u orpaunumhy 6poj n Tako A2 je x, < ¥ < X4y Ax0 y (2.4) craBum
Hajnpe x, MecTo x' M x,__; MECTO X, npu uemy je v=12,..,(n—-1), u
Haj3al y MecTo X' K x, MecTo X, foOuhy cabupamem cBux Taxo. gop-
MHPAHHX HejeIHa4YHHa

n=1

AW -A@>-mxPom > (dre)]) P

v=1

Y cayuajy B> 0 cyma c AecHe CTpaHE Ja ce MajopupaTh HHTE-
rpanom

n—1

I= [ {607 o () P,
0

3a B#aje
a a—g o—8 o a—f a—f
J=—(x, - -— - ,
G-plogr Y IS g 0 TF )
a 3a B=a je
a o y

J= log¥r log =.
2log A gx\ 2log A gx

[Ipema ToMme, 38 x<(y< 2x je 3a 8> 0 y cBakoM caydajy
AQ)-A(x) >—mx—ﬁ—m1xa‘3>—m2x“_5.
Y cayaajy B<0 je

a1 . a—1 _B
D ibre)] P =X [vlogr+xe] ¢,

vl v=1

18 36opruk
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rJe 4IaHOBH 36HpPa MOHOTOHO p"a’c"r}?‘. Ho tamaje =~ = T
n—1

X lvlog M) Bla_ {@ 1)mgx+xa]ﬁ“+l'

Cv="t 07 . 3
05, P -0 (= B)
na je ¥ y OBOM Cayuajy HCﬂyI-bEHa HejenHaunna (2. 3).
Jlema 2.2. Uz (1.2) (yz‘zompédfbab}z ce camo MHoro ciadija po-
yeHa S(x)=0(xa_'§)",‘x"—> oo) u ycnosa (2.3) crepu
@5 oo A@=Ow 7P, woor i“,fﬁ““f

X PEE SRS
Py P

- oK a3" oBe Heme’ Hehy HaBOllHTH jep ce on ,u,oémaa npeuo-
wemeM MOCTynka npumemenor oj Caca y [1].

Jlema 2.3, Pyuxyuja. A(u) u3 ‘ciaBsa 21 8a70BOMbABA U YCAOB
KOHBEprenyuje

26) B/'J‘A (vl/“) B/“‘A (ul/“) >-m 3a caro u L u U+l

ﬂoxas. Umau Hajipe  UAEHTHTET
vBle 4 (v1Ie) - 48lo A (ul10) = uPlE [ 4 (o10)— A V)] +
(VB/U. _ uB/a) A (vllu.)

W3 ycnoea (2.1) caeau ja je npBu umaH ca AeCHe CTpaﬂe > - m.
Kaxo;esau<v<u+1 ‘

vB/a = uB/a=o (v—1+6/u) Voo
ynotpe6oM nejepnauune (2.5) Bumu ce Aa he uspas
(e = Py (o)
yBeK OHTH yHP.ld?OPlv_lirltOv OrpaHuueH, 4HME je 3aBPUICH JOKA3 JIEMe.

Jloxas pTaﬁa 2.1. Ha ocnosy crasa 1.1 ¢ynknuja
x() = [ o7 WA @y du

0
je perynapia um y tadku S = 0 (jep 360or B> —a je Bla> —1), a
U3 beHe perynapﬂocm y..Byau H yciosa - (2,6) cneifn HeMnocpenHo

ﬂmAwW)~oo)u»w
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K40 WTO Cy noxasa.rm Unrxam u Kapamara [2] y . paspazm craaoaa
H. Buiepa u X. Xajn6poua - E. Jlangaya.

Cra 2.1 BepOBAaTHO Huje Haj6o.bn Moryh s6or orpaﬂﬂqerba
B> — a. MeljyTum, kan je 3ausBecHo a >0 A (z) =0 3a 0<uga,
moryhe je mo6utu HajonmTuju Moryh cras y Tome cmucay A2 6y11e
B> - 1. dopmyaucan 3a Ctuiarjecose pPeJOBE OH TJIaCH :

CraB 2.2. Heka je

u Heka pen
® a,
g(x) = 21 T x
KOMBeprupa 3a jeano u e csako x > 0.
»Axo je
| | g(x) = Ov(e—x-’a)', x - oo‘,

rge je 0<a Y, u awo fcoe(,buqu;eﬁmu pezza 3aa0301ba3a1y yczzos
KOHBeprenyuje e e S

uP E a, > - m 3a cBako L vLu + ul—¢@ y
p Any ’

ey

. uB Z a,,=0(1) u—»oo.pw

An<u

opu wemy je B> - - 1, Mapa. je

[

Iloka3 osor craBa no6mja ce HEHOCPEZIHO OTyZa ITO j€ Ha
oCcHOBy craBa 1.2 Qynxiuja’

@

xX(s) = f e—Su yBlx A (u]/“) du

SEEPEIEI VR v
rae je o

A (u) = Z an,

An<u

peryJapsa y Hyau, @ ﬂOIlHHTeraJIHa ysixuuja’ uP/* A (u!/*) sazoso-
/baBa yca0B KouBeprennuje (2. 6).’
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Hanomuwem na je orpanuueme §>> — 1 naj6obe moryhe, jep
Beh 3a B=—1 cras nocraje TPHBHja/IaH. Haume, u3 came xoHBepres-
nuje pena
@

>

ﬁéll"+x

caenm

2a,,==o(u), uU->00.

)\nﬁu

M3 crasa 2.1 moryhe je wusBectu u on.i‘oaapajyhu cras 3a Jla-
nnacosy Tpancopmanujy, Koju riaacu:

" CraB 2.3. Axo je
| -1
@.7) L(t)= O(exp m) 50+,

rae je 0 <a<{Y, (@ 0<L i—f; < 1), u aro Doauniierpanna ¢yuk-
yuja A (u) 3agoBomaBa ycaoB xonaeprenuuie
(2.1) B [AM-A@]>-m 3a cearvo u<v Lutul=2
dpu 4demy je B>-a, maxa je
2.2) BAW=0() use.

[lpe ‘sero mTo H3BeAeM [OKa3 OBOT cTaBa HaBemby ¥ oArosa-
g‘?)}t“ craB 3a JlupuxneroBe pemoBe KoOju je cappxan y craBy 2.3.

CraB 24. Hexa je

0N <A< - o v - - <Ay oo

u Heka JlupuxaeroB pex

n=1

D(s)= > a,e ™%, (s =d+iv),

ronBeprupa 3a ¢ > 0. Ako je

D@ =0 (exp aa/(l \), >0+,
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dpu deny je 0 < a<(l (Ti- 0 li_ < 1), u axo roegpuyujeHiiu
. -« -
peAa 3a30BObABAJY YCAOB KOHBeprewyuje
ub 2 @, > —m 3a cBaxo u v utul"?,
u < A<V

ipu yemy je 3 > — «, maza je

u zan =0(l), us o0,

An<u

Jokas craBa 2.3. M3 (2.1) crenn na A (u) 3a1080/baB2 yCAOB
kouBeprednuje (2.3). Ocum Tora Hs

(2.8) Ly=0@"Y, t-0+,

(to je mo (2.7) yBek ucnymeHo) H ycaona (2.3) caemu
(2.9) A) =0 Py, uso0
(ABaxymosuh [2], Kapamara [3]).

Ha ocxoBy mponese (2.7), mocToju HHTErpan

©

afe“xyL(y)dy=f deyfe vdA(t) =

=fdA(t)fe Y+ gy f"‘“’) S(x).

[Ipomeny pena uurerpammje onpasjnahy CAHYHO Kao y JAOKa3
crasa l.1.

3a xonauHe R, u R, je
Ry

R R Ry
fe‘xy dyfe-yfdA(t) =fdA(t)fe—("+“>' dy;
0 0 ’ 0 0

OZaBJie ce Jiako XoGmBa Ja je

@

Ry . Re w
fe—xy d}’fe_"'dA H = fdA 03] fe-(x+t)ya'y.
.0 - 0 -0

0



278 Buagera Byukosuh

L[ane ]e

'. : Ry

fdA(t)f —(xFtly dy = 11m | e dyfe‘Y‘dA(t),
CRow T T 4
0 0

ma je npomen‘a'?'péﬂa ‘unTerpanuje onpasjiaHa ako phs.nuxa

D f—xydyf —wdA(t)~

TEXH HyJu Kajx R2_> 00. R ” ‘-

v [TapuujaniomM HHTErpauujoM. 1,;05“53,,1 za je
J' e dA(D) s - AR, )e-sz+yfA(t)e_y,dt
R ) Py

- A (Rz)f —G+RY dy + fye xy: dyfA(t)e‘Hdt
Lt Ry
AR
X+ R,
Hame je

+ J;.
|J1|<M[ye"‘ydyft“‘zbe"y‘dt<
i ) . T .

Vo 0 B M
B—a p—(x+1/5Rz)y ’
-‘Mfy-f:,?f@§u+%mwwa

na je

AR, M o
+ 50 kag Ry, oo
X+ Ry (xHipR)FETE T T *

ul+4+B8-a>0.

ID| <

[Tpema Tome je

fdAY( S
e1) | sw= 550 = [eriow.
B J |

3
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Mssewhy caga mpoueny ¢ynkuuje S(x) xag x- .. Ha ocHoBH
nponene (2.7) je » R

k4

\ = H ; o~ 1 O
L(y) = H(y)exp[w];; o
rae je H(y)=0(1) xang y-0 uH(y)=o(y) Kax y - oo. [Ipema Tome je

e S{x) = f H(y) -exp,;[»—,; MRE -xy}d-y: e
e B o | U - C e e e T e e

CTaBUM /4 y OBOM HHTErpany

o 11—«
g ‘f[(l,—a)x] o

so=[ags] e

[ e[0T [0 e (2] e

OH nocraje _

0

dyHKnHja
a
.~ a - f o (- 2(1-a)
i e B
¢ () —a T —

—y Ty O u_(“ )1‘“
2(1 —a) 1 -a

HOCTHXe CBOj MuHMMyM 3a u = 2! ~% u oH u3nocH
I—ay 1 e G o ' @ .. .
e e B B

MehyTaM, kako je 0 < a<('/,, TO je

1 1

1—

@l (1-0)f < sy <o

o o1 1 . o - .
1€p J¢€ l—oc>a, TJ. 21—a<-2_a-’ na je qf(Ql a)2o. HpeMa

TOME je
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OJIaKJIC H3J/1a3H

IS@I<M [(1 _aa)x] e f P { B [(1 :xa)x]a 2(1a-o;)";']d;’
[t}

Tj. .
(2.11) S(x)=0(*"), x+c0.
IMpumenom crapa 2.1 mo6uja ce ofapxe oAMax TBpheme cTapa 2.3.

Hanomenyhy na cras 2.3 caxpsu kao cnenyjanad caydaj caepehin
cras B. Asaxymosuha u3 pacnpase [2].

Axo je
2.12) L) = o(exp%l-),,t»o

rae je 0 <601 u ¢pynryuja A (u) 3az0BOmABA YCAOB KOHBepreyuje
L - B L
(2.13) u1+°[A V) -A())>-m 3a cBavo u< v <u +u' T ,
fiapa je :
1
(2.14) ‘ ' PA @ =0(), usoo.

[0 4

CraBu 14 ce, Haume, .y cTaB 2. 6= HB=1-oTan(2.7)

-

npenasu y (2.12), 2.1) y (2.13) n (2.2) y (2.14).

TPERU JEO

Y oBom neny npoyuapam'ciydaj Kaj'je eKcnoHeHdT o Behu 04 1/,
Kao wTo cam Beh y yBoay naBeo, cTaB koOju oBAe nobujam yTephyje
Ia nocToju rpaHuuna 6psuna kojom Cruarjecosa Ttpancopmanuja
MOXE Ja Texu Hyad. 3a Behe G6psuHe je noxmHTerpanHa GyHk-
InMja yBeK MAEHTHYKM jeJHAKA HYJH, CEM €BEHTYaJHO HA MHOXHHH
HyJTE Mepe. :

Cras 3.1, U3 ) A
3.1) S(x) =0(e"*), x»o0,
ipu uemy je ' ' 3
o > 1/2 ’
caenu
3.2) A(w)=0,

ceM eBeHMYaHO HA MHONCUHU Hynille Mepe.
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W npokas osor craa ussemhy, NPeraeiHOCTH pagu, y HEKO-
JIRKO JieMa.

Jlema 3.1.
g(s)'———fS( x) SinsVx smst

je yena GapHa ¢ynryuja u 3a R {s} > 0 xooce ce ipelciosuimiu Jlaina-
COBUM URIErpanoM

(3.3) g(s) = fe‘s" A (u®)du.
0
Hoxas. Ha ocHoBs npouene (3.1) je

(3.4) $() =0 4AVY, x5,
3a ceako A > 0. Ha OCHOBH OBe NpoLleHE H HejeHayuHe

Slﬂ S sl

S

<.e

KOja ‘BAXH 3a CBAaKO KOMNJIEKCHO § HHTErpan

@

[ 5o Snsix gy
0

KOHBeprupa amcoayTHo (na u yHudopmMHO) 33 CBaKO s 3a Koje je
Is|<<A.

Kako je A ma kakaB peanan 6poj >0, caenu 1a ropmu HHTErpan
KOHBEpPrUpa 3a CBaKO KOHauyHo s. [lopex Tora, ouuTo je na je g(s)
napHa ¢ysknuja. [Ipema Tome je

@©

(35) g -+ [ 50

0

neiaa mapsa (byuxuu]a
ﬂpernocraBuM JIH npuapemeﬂo xa je s peanaﬂ 6p01 >0, 10 je

..fS()smst ——fsmst dx dA(u)

u+x
0

(3.6)
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YKOIHKO CaM y OBOM JBOCTDYKOM HHTErpany CMeO0 NPOMEHHTH pen
unrerpanuje. [la 6ux To KOKa3ao, nohm hy ox muTerpana o

3.7) f e—-st oS Y gin (SXY sin 7y) dxf dA (u)
0 R 0

rae je Y/, < y.<',. Kao y noxasy .crasa 1.1, moxe ce nokasartu

Za ce y (3.7) cme u3MEHATH pej MHTErpanuje, Te aa..je .

dA (u) _
u+x

®
v
fe*sx cOSTY sifi(sx” sin ) dxf
0 0

(3.8)

fdA(u)fe Sx coswsm(sx sin ny) dx{ atf e‘S”YdA (“lt)}.'
. u+x ' " e .

[Tornyso ucTO Kao y mokasy crasa 1.1, npumenom Apsena-JleGerosor
CTdaBa, MOXE C€ 3aK/bYYUTH Ad Ce OBJE CME M3BPWHTH Npenas Y /s,
uMmMe je onpaBiaHa NpomeHa pela muTerpammje y (3.6), jep sa y = 1/2
(3.8) mpenasu y cpepwy jexuaunny u3 (3.6).

Mpema (3.5) 1 (3.6) je
e - [ Tanw - [emaam,

s
0
OJaKJe Ce napuéjajHoM WHTErpanujoM HKoOuBa

(3.3) 2(s) - f e~ A (u?) du.
o

Jlannacos uuTerpan (3.3) je xouseprentas 3a R{s} >0, ma
npeMa TOME NPETCTaB/bA DYHKUM]y g(s) y ZeCHOj nonypamm WTo
je u Tpebano JAOKA3ATH. o .

Jlema 3.2. 3a cée

(3.9) : |a;cs|=w¢ﬂ.% u .ls._l_>l
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je
(3.10) lg ()< M(w).

Jlokas. Jloso/bHO je Ha mokaxem Aa Hejemnauuna (3.10) Baxu
y caydajy m<%, jep M3 napHOCTH q)y‘ﬂk’(ul‘aje g(.s) cIenH Ja HCTa

. T
HejEIHAUNHA BAXH H 32 .w>-—2—.

Kako u3 kousepreuuu]e Cmm‘jécoée tpanchopmanuje S (x)
HemocpexHo c.ueJm na je A (u)=o0(u), u»o0, TO HA OCHOBH (3.3),

craBmajyhun s= pei , lo6uBaM OaMax nHa jeé
of C
<
p®costw cosdw

tg(s)|<cf e TPUCO e gy
0
yUME je Jema N0Ka3aHa.

Jlema 3.3. 3a csaro s ¢yuryuja g(s) 3a)zoso.zba3q HejegHaquny

2¢a
(3.11) |2 (s) | <K (@) exp (Is]>®

Jdokas, U3 (3.5), (3.1) u HejegHauune

]

‘ sin § <9%e
s .

A0GMBa cé NpOCTOM MajopalHjoM Ja je 3a CBaKO §

«©

te@i<Z [ e yr o,
n

0

Cuenom x=(|sl/(2)??* ™V 4 no6usa ce mame
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o(sh)= [em =+l Vadxm

‘ 2 2o
") forl ) e
0 .

2 15| 2¢a 2«
2a—1
s

T ol () renafe

CnugHo Kao npu JOKazy craBa 2.3. MOXE ce MOKasaTH ha je
3a >0

0 -2aVu + 2a>—;-u,

- OJaKae cnexu

9 24 2a
2a -1 2a-1 2a—1
Is| is] s =
0sD<(sy)  ewfe(sy) Jofeel-(5a) g)e
0
2-2a 2a
|s‘ 2 a=1 L,g_|2a-l
<o5a) Tew{2(5) )<
2a
2a-1

< K (v) exp{]sl },

4UME j€ Jema JOoKa3asa.

Jlema 3.4. Hera je ¢pynryuja f (s) perynapua y csum mauxama yria

(3.12) Po S ACS < Py
U HeKa je Ha 3payuma arc $=¢, U arc si%
(3.13). , 1)<

Hexa ocum mora fociloju MakaB Ho3uliuBan 6p01 & pa je y yray
9o < arc s @y A

L

(3.14) | 1(5)| < K exp { s 0 ] 0
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Tapa je y cBakoj yuymiapwoj mayru yraa

<M.
Ioxas, [Towa-Cere [1] 3an. 330. Cras je on Pparmen-Jlungenega.

Jloxas crasa 3.1. [lokasahy wuajupe ma je ¢pynknumja g(s), us
neme 3.1 orpaduyeHa y Lenoj paBHH. ¥3meM JH Aa je o 6poj M3
npouene (3.1), a 6§ > 0 TakBo Zxa je 22%1% <1, TO MOTY OApeIuTH

jenad ¢uxcupan 6poj € > 0 koju he 3aMOBOLUTH HejeNHAUHHY

(3.15) & 2a-1
2 2a(l+6)-6
Komnaexcuy s-paBan noxeauhy apauuma arc s = — g —g AICS= — = +¢,

T T
acs =5 —-& Harcs= 5 &y uerupu o6aa-

ctd Dy, Dy, Dy u D, (8. ca1. 2) tako nma je
™

2
D, ofnact aedunucana ca - 5 +earcs K

2
©
<arcs<7+ € Kok ¢y D; u D, wuxose
CHMCTDHYHE CJHKE Y OAHOCY H& KOODAHWHATHH
MOYeTaxK.

!

D,
£

= D. 06 T —D .
<—2-—s, o OOsact nedunncasa ca - —e ;

D

l

Cn. 2.

]
Ha s3panuma arcs =5 —¢ H arcs=

™ . .
-5 * & [0 JeMH 3.2, g 's) 3ax0BOJ/baBA HEjeAHATUAHY
(3.16) lg(s)| < M(e);
Kako je g(s) mapHa (yHKIHja, HCTA NPONEHA BaKW H HA 3palUMa
ki T
arcs =—-+& i arcs= -5 —¢&.

Hame, y yray D,, Ha ocuoBu (3.11) u (3.15), crenu ma g(s)

3a408B0/bABA HEjeHAYHHY
- T

_m__§
9] < K (@ exp (|sfi=m ),
. T T
rpe je (Pl=—2_+8 H (Po=—2——8.

[Tpumenom neme 3.4 3akmbyuyjem Aa je g(s) orpaHuuesa y D,
a Kako je osa napHa ¢yHkuuja, ga je orpasumdesa u y D,.
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Jokazahy caga fga je g (s) orpadudena u y o6aactu D, (a u3
beHe napHocTH caexwhe ucTo 3a Dg). JacHo je ma je 3a ZOBOJBHO
Mano n >0 g(s) orpasuuena na npasoj R (s} = n. Kako ce ¢yuxuuja
g(s) y ZHecHOj. mOAypaBHH, K MOXKE NPETCTABMTH JlannacosuM uuTe-
rpanoM, CilelH Aa je oHa OrpaHdueHa ¥ AecHo ox npase R({s} = nq,
Tj. y nenoj o6aacru D, jep 3a mane |s| Beh ce 3 (3.5) Aa saKmy-
YHTH orpauuqeﬂocr (byﬂkuu]e g(s) _

‘[Ipema Tome, g (5) je orpahduena y nenoj pasHH. Kaxo je oua
HesMa ¢YHKUHMja, NPUMEHOM NPBOF JIMyBHJOBOT CTaBA 3KILYTYjeM:
‘byskuuja g(s) je xoucranra., Kako, xao Jlansacos uﬂTerpa.n, (s)—>0
Kaj §- + oo, AO6UBAM Haj3ax ma je AR

(3.17) g(s)=0.

Bparum su ce Ha (3.3),; umaM"
, [emawm=0
: 0

oxaxae npumeﬂom craBa o ]CJIHOSHaqHOCTH .Han.nacoae TpaHC(popma-
nuje ([eu [l] cTp. 35), 3aKmydyjem ‘

Aw=0,

cem eaem*yanuo HA MHOMHHA HyJITE Mepe, 4uMe .je saBpuen BoKas
crasa 3.1.

Kao 1ito cam y ysony HanomeHyo 3a Jlannacoay TpaHC(popMa-'
Mjy BaXu cnuqaﬂ CTaB:

A

Ano je
(3.19) TR = O(exp———l-), t20%
rae ]e 6 > 1, Wazna 1e ) '
cem eBeHlleaJlHO HO MHOXCUHU HYNlle Mepe.

Osaj cras ]e nocne;mua ]ezu-xor Il,eqoaor Lcrasa (B ,U,eq [2] cTp.
483; cras 6); -

MR YRR
i
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DIE STIELTJES-TRANSFORMATION DIE MIT DER
GESCHWINDIGKEIT DPER-EXPONENTIALFUNKTION
UNENDLICH KLEIN WIRD

VLADETA VUCKOVIC

Es sei A (u) eine Funktion von beschrankter Schwankung auf
jeder endlichen Strecke und es sei 4 (0) = Q.

u+x
0

bezeichne die Stieltjes-Transformation die fiir ein und somit fiir alle
x > 0 konvergiert;

L(s) = fe—S"dA(u)

0
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bezeichne die Laplace-Transformation die fiir o> 0 konvergiert. Dabei
ists=0+irt.

Verfasser beweist u. A.
. Satz 1.1. Wenn _
(1.1) S(x) = 0(*%), x~+oo
und 0 < a < Y,, so ist die fiir 6 >0 reguldre Funktion

-=3

X (s) = fe—suuY A@ieydu, (y>-1),

0

noch im Punkte s = 0 reguldr.

Satz 2.1. Aus (1.1) und der Konve(genzbedihgang
(2.1) uPfA(v) - AW >-m fir alle v v u + ul—*
(wobei B > —a) folgt
(2.2) uFA() =0(), u>o0.

Satz 2.3. Aus

L@ - Ofexp—l], oa0+, O<a<Hh)

ge/l—a)

und der Konvergenzbedingung (2.1) folgt (2.2).

Satz 3.1, Ist
S(x).=0(e*"), x-»00
und o> 1y, so ist A (u) eine Nullfunktion.
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BPAHHNCNAB NETPOHUJEBHR

[MPUMEHA XMIIEPBOJ/IHUX ®YHKLIMJA HA U3BOBEME
TPUTOHOMETPHJCKHUX ¢OPMYJIA TNTPABOJIMHHUICKOT
[IPABOYTJIOT TPOYTJIA JIOBAUEBCKOBE PABHHU
YHUCTO IVIAHUMETPUJCKUM [MMYTEM

Ipetixoana fipumesnba

ok cy TBOpUHM HeeBKaugoBEe reomerHje, Jobauescku u Bonaj,
MOIJIH Ja u3Bely Te€ TPHroOHOMETpHjcke ¢opmyJie camo y3umajyhu y
nomoh ¢urype TPOAHMEH3HOHAJHOI NPOCTOPE, AOTIE je HEMAauKH
maremaruyap JuOman ycmeo na re (dopmMy/ie H3BEAE YUCTO MJIAHHME-
TPHjCKH TPHUMEHOM XHNepO6OJIHMX (YHKLUM]a M IDaBHUHHX JyKoBa,!) To
u3Boheme NOHEKJE je ynpoCTHO eHraeckH marematuuap Comepsun.?)

Y cnenehum pemosuma nucan je nokywao na Jlin6mau-Comep-
BHJIOBO :H3BOLE€HE jOII BHUIE YNDPOCTH, NPH YeMy MY je 6ul1o of
u3BecHe nomohu M Karanoso usBsoheme y3 pycku npesox ,[eome-
mpujerux uciumuBarwa” Jlo6ayesckora.®)

[Monasny Tauky 3a 0BO H3BOhemE MOpPETCTaB/ba [PAHHYHH JAYK
KOJX KOra jé TaHIr€HTa y jeJHO] Kpajiboj Taulu (Tj. ynpaBHa HAa OCY
KOja MpOoJa3d KPO3 Ty TadyKy) mapaJe/ina ca OCOM KOja MpoJasH KPo3
IpYry Kpajiby Tauky. Taj ce rpasuuHu JyK O3HauaBa ca S, a CBakH
LPYrd TPAaHUYHH JYK Ca S.

1) Mpsu nyT je To H3Bohewe Jubman caonwTHo y jenHoj pacmpasu u3 1907-e r.,
na 3aTuM y ApyroM H3gamy csoje ,Nichteuklidische Geometrie“, 1912-e. Y T1pehem
H3namy on 1923-e¢ To ce u3Boherme Hanasd Ha ctp. 32 ff u 55 ff.

2) D. M. Sommerville, The Elements of Noneukleadean Geometry, 1914
(p. 61—74),

3) KaraHos npeBol H3aWiao je y NpBOj CBECUH HOBOr #31amhd LEJOKYMHHX Nesa
Jlo6aueBckora ol cTpaHe cosjeTcke AkajeMuje Hayka y MockBu 1945 r. moa HacaI0BOM:
H. M. Jlo6auescrus, I'eomeTpHyecKHe HCAENOBaHAA [0 TEODHH [apajeiHbiX JAHUA.
Mepesoa... B. $. Karana.

Y ToM mnpesomy oaroBapajyhe uanarame Hamasu ce y ,[lpaaoxenie VI,
crp. 164—166 (1. 14 u 15).

Y caenehem Guhe uuTupaH ¥ Moj cpncku npesox JloGaueBckora, 4Hje je ApYyro
H3flalbe H3faka cpncka Axajemuja Hayka y 36upud ,KaacuumM HayaHu CchmECH®, Kib.
111, 1951 (u to Guhe LHTHPAHH .Jdonatuu® B naparpagmu).

19 3GopHuk
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Y ¢wur, 1 rpanvunu aynu- AB, CG, GH w FJ jegnaku Cy:H paBHH
AYKY S, AOK je TpaHHuHu AyK DU = s, Tako Ja je ayk CD =S -5, a
ayk DH =S +s. Jame ' je (axo ca Q 03HauuMO TauKy npeceka
IBejy napaneaHux y 6eckonaunoctu) BQ, || AQ,, GQ, || CQ, u (npema
craBy 25-om) BQ,(|GQ,. Axo ce ayx EG o3Haun ca t, Guhe

—— —_—
Q\ ﬁ [l
7o) n
B 5 1
-\ 7P
A/ NN /s s
/ 9 2 5
G
'Qg S S/s . Szz
A c -

Pur. 1

X GED = [1(f), nowto je EQ,| GQ,. Kako je < Q,EB —=GED, To
je u BE =t. Kaxo je mak FQq|iJQg, GQg | HQy u EQ; || FQs, TO je
u EF=1t (n DF=1{- u). ‘

Axo ce pyx ED o3Hauwm ca u, caenosahe nenocpeano us gurype
Ia je (npema dopmynau s = §' - e* U3 crapa 33):

S:(S-5)=0¢etts, (S§+35):S=cet"y,
a oxasze
S-s=3S8et+w) § 4 5= Sel—u,

CabupaweM nocaefmHX JBejy jefHauuna caeposahe
28 =S(ete " +e"teu) =

=Se u(el +eY),
a ojapie

et + et
et = -——g——— = cosh #;

oAy3uMameM (NPETHOCAENe O] nocielme) caepobahe
2s=S(ete u—e"te ) =
=Se u(et—et) =

9 :
=S et - et),
e CRE)
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a oxasne
s=8% =" _Sighs.
et + e—!
Axo ce ayk EK o3naum ca s/, 6Guhe
) sinh ¢

cosh ¢

cosht = Ssinht.

s'=se* = Stghtcosht =S

Ako ce vanmocnerky ynpaBia DL o3naau ca y, 6ulie (momto je
y HCTOM OJHOCY Ipema JYyKy § y KoMe je { mpema s')

s = Ssinh y.

Il

Tpuronomerpujcke ¢opmyae 3a NpaBOJHHHjCKH MPABOYIMH TPO-
yrao Jlo6aueBckoBe paBHM H3BOZE c€ OBako (xunepboJHe (yHKIH]e
u3noxene cy y ,Homarky II“).

Heka je y ¢ur. 2 ABC npapoiuBHjCKH NpPaBOyrad TPOYrao ca
npaBuM yraom C u cTpasaMa g, b, ¢. [Ipoayxumo cTpaHy ¢ H3a Te€MeHa
B no tauke D Taxo, Aa ynpaBHa y Tauud D Ha TO NpoAyxeme 6yne
napajenHa ca npoayxemem cTtpane b usa ragke C, Tj. Aa Oyne
DQ||AQ. Ako pacrojame AD o3Hauumo ca I, Guhe mpema ToMe

¢ur, 2

<L A =/1(l). TloByuumo u3 remena B noaynpasy BQ| DQ, Tama he
<< DBQ 6urn =/[I(/ -c). [loByuumo zame u3 tasaka B u D rpaHHYHe
AYKE §$ U $;+S,, unje he oce Gutu nmapanenne CQ, BQ u DQ.

Kako je (Ha ocHOBY (opMy/a W3BeLEHUX y NPETXOAHOj (HrypH)
C jenne crpame '
S+ 8. =Stgh'l’
a ¢ mpyre

sinh a
Si+8=S—208 L Sioh(I-¢),
H S g T (=9
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[mowTo je
s=Sgsinha, e*=cosh(l-c),
JaKae ‘ '
8= 8 e U = S.___S_l.ria___
cosh (- c)
H
S tgh (l - c) 1
TO je . - , ‘
Stgh /- S——S—‘flﬁﬁ—wtgh (- ¢)
cosh(/-¢)
sinh/  sioha sinh (/- ¢)
o cosh/ cosh(l-c) cosh({-¢) ~
AaKie . ‘

sinh / cosh (/ - ¢) =sinh a cosh /+sinh (! - ¢) cosh . ‘
Anu KaKo je o |
‘cosh (I - ¢) = cosh [ cosh¢~sinh Isinh ¢,
sinh (/- ¢) = sinh / cosh ¢~ cosh/sinh ¢,
TO je name .
sinh [ (cosh [ cosh ¢ - sinh [ sinh c) =
= smh a cosh [+ cosh l(smh Icosh ¢~ cosh/sinhc),
sinh ¢ ¢cosh?/ - sinh?®[) = sinh a cosh /,
| sinh ¢ =sinh a cosh /.

OBo je ocHoBHa ()OpPMyJId TPUTOHOMETPHj€ MPaBOyrJIOT TPOyTaa
Jlo6aueBckOBe paBHH, Y KOjoj ceé jaBbajy camo xunep6oiue (pym(-
Ouje cTpasa TPOYr/ioBuxX (g M b) ¥ Ayxu napaiaenausma (yriaa L), a
Koja je HW3BeJleHa 4MCTO IUIAaHUMETPHjCKH, Ge3 ymoTpeGe cdepHor
Tpoyriaa. Ocrane Qopmyne H3BOAE c€ YHCTO IIAHAMETPH{CKH Ha
OCHOBY KODECMOHJEHIUj€ KOja MOCTOjH H3MEhy mnpasoyrior Tpoyria
1 Ttponpasoyrsior (T3e. Jlam6eprosor) quBopoyma

1

Ta ce xopecnonaesnuja yrBphyje na caenehn naumn.

Y o¢ur. 3 nofiasHy Tauky cauuibaBa npasoyriu Tpoyrao ABC ca
npaBuM yriom y C, omTpuM YrjioBMMa N ¥ p. H CTpaHama ¢, a # b.
Kako npernocraBmamo Aa je A =[I(/) ‘4 p=[1(m), TO je XMNOTEHy3a ¢
npoayxeHa u3a tauke A 3a [ ® u3a Tauke B 34 m, a H3 KPajbux
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Tayaka THX npoxyxewa D u E mofurmyte cy ympasue, [dame je
KaTeTa:. a NPOAYXEHA H3a B Tako na BQ, 6yae || EQ,,-xareta b

dur. 3

nponyxeHa usa A Tako na AQ, G6yzme || DQ,, a u3 tTauaka A u B
nosydeHe noaynpase AQ, u BQ, rtako nma je £ Q,BC=a=/[I(a), a
<X Q AC=B=TI(b).

Tana fie w3 ¢ur. 3 caexosaru na je:
(1 Mc+=a-p,
1) - Mc+m)=8-X\.

Y ¢ur. 4 ma xunoTeHysu c npaboyrjor tpoyraa ABC nomur-
HyTa je y Taund D, Koja Jenu XUNOTEHy3y Ha oAceuxe DB =c-I
u DA=I, ynpasa DQ, Tako na je
BQ, || DQ, u AQ,[|DQ,. Hdamwe je us A
tTauke E HA4 XHUNOTEHy3W ¢, KOja OBy &
nend Ha oaceuke BE=mu AE=c~m, 3
noaurayTa ynpassa EQ, Tako na je >
BQ, || EQ,, 2 u3 Tauke A noByueHa ":}Oi
noaynpasa AQ, || CQ, Tako nAa je ,
B=11(b).

Tama he u3 ¢urype cregopartd
na je:

C

@  Me-h=a+p,
29 H(c—m)=8+A. our. 4

Jlako ce nma nokasatH Ja 6u HCTH pe3yaTaT CA€A0BA0 # 3
caydajeBe kana je [>c u [=c. :
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¥ dur. 5 xarera a npasoyraor tpoyraa ABC npoxyxena je
u3a Tauke C 10 Tauke D Tako xa je BD=m, a xaTeTa b H3a Tauke

L c
Tiit.8) /
%) A
> 7 Thome &)

F ™ , B e
. \ Q, ' D
% ™ B 5% 5

( ~TT({- 6}

M A )

/f/
£2,

dbur. 5

A no tauxe E Tako Aa je AE=[ Jlame je xarera a mpopyxeHa u3a
tTauke B A0 Tauke F Tako Aa je BF=m, a kateta b usa taake C 1O
tauke G Tako na je AG=1 Hanocnerxky y raukama D, E,F u G nopur-
HyTe Cy oJroBapajyhe ynpasie Tako ma je CQ,;| DQ,, CQ, || EQ,,
CQ, || GQ, 1 CQ, || FQ,.

Tapa he u3 durype caenosatu Ja je:
3) M(m-a) + [I{l+b)=n/2,
3) © Mmta) + N1(I-b)=m/2,

Heka je y tponpaeoyraom uersopoyray ABCD (dur. 6) AC =u,

AB=v,BD=w,CD=t n owrpn yrao =90. AKo NpoAyXHUMO CTpaHy ?

n3a rauke C no tauke E 3a 1yx o'

D ¥y Kpajwoj Tadum E nOAUTHEMO

ynpasHy, a u3 tagke D 0BOj na-
paneany DQ, Guhe:

4] (t+ vy + Mw)=96.

E w’ c £

tj -
Ha cauuan waums caexosahe

\/\ :
2 A/ K B U3 ucte (urype za je:

v (I M(w-v') + [1(t)=9.
¥ ¢wur. 7 crtpasa Tpompaeo-
Pur. 6 yrior yersopoyria ABC noaemena

je Taukom E Ha oxmcedke u' uf—u,
y taunu E nomurayta je ynpasHa EQ, a u3 tauxe D 0BOj napanensa
DQ. Taza us durype cneayje na je:

an (¢ - ') - (W)= 0.
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Ha cnusad nawun crefosahe (oxrosapajyhom nomynom Qurype):
ry Mw—v) <[ =, o e

Y qur. 8 crpana v TpounpaBoyraor wersopoyraa ABCD fipoxy-
XeHa je u3a Tauke B 10 Tauke E Tako na je AE—u',BE=u'-v, y

bur. 7 ‘ . bur. 8

raugu E noaursyTa je ynpasna EQ, a cTpaHa w npOAYXKeHAa M3a Tadke
D 3a ayx DF=f u u3 tauke F nosydeHa ynpasHa FQ.

Tana u3 ¢urype caexyje na je:

(1) o -v) + (w+f) = n/2.
Ha cauuad saund crenosahe (ogrosapajyhom zonysom Qurype):
(1) nw-u + 11t +f) = =2

Kako je Tponpasoyriu ueTBopoyrao oipehen ca asa oJ CBOjUX
ner Komajna (4eTupu cTpase u, v, w u t 4 omwTpH yrao 6), to hemo
Ja 6ucMO IOKasand 123 My OAroBapa NpaBOyIVIM TPOYrao ca cTpaHama
a, b, ¢, u yrroBuMa A ¥ p, CTABHTH { = ¢ (T]. IPETHOCTABHTH Aa je
ropma CTPaHa YE€TBOPOYIrJa paBHa XHNETOHY3H TpOyria) H u =m'
(rj. mpernocraBuTH 1a j€é Npelma CTpaHa u 9YETBOPOYrJaa paBHa JoO-
NYHCKOj Ay»xH napaaneau3ma yriaa p). Kako je raxa

D+ my=1IH({t+u)
I(c-m=1( -u),

To he ug 1’ u | caemoBars
M(c+m)=6~1I(w)=8-2

Dc-m)=6+M(w) =B+ X\

Ca6upamwem unestutera 0 — [T(w)=8 - Aud + T(w) = 3+ A
caeposahe na je 26 =28, maksne 6 = B, Tj. owTpH yrao 6 Tponpa-
BoyrJor uerBopoyria ABCD Guhe jennax yray /1(b) = B npasoyraor
Tpoyraa ABC. A u3 oxy3umama THX HIGHTHTETa cJefoBahie na je
T(w)=\, Tj. Ha je 3amwta CTPaHa W TPONPABOYIJOI UETBOPOYTaa

anz 2 ul:
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jenuaxa nysxu napaneiusma | yoaa A npanoymor -rpoyrna o (}\)-—l).
Kako je mame I1(f) =0=B=11(b), To jen f=10

Hanocnerky, xako je u'=m, u3 Il 1 3 caexosahe:
f(m—-v)=m=n/2 -0+ 0b)=1(m - a),
a ojasze v = a.

Kao wmito ce BHIM, TPORPAaBOYIJAOM 4eTBOpPOyray c,m’,a,l, [1(b)
OArosapa JIOMCTa TIPaBOYTJH TPOYrao ¢, a, b, I1(l), H(m), OJ(H. NpaBO~
yraa TpPOyrao ¢, g, b, A, p (dur. 9).

£

Ha caugan sauun on-
rosapatie.cBaKOM Ol Y€THPH
TpoOTipaBOyLAa  4€TBOPOY-

f FJia, Koju €y jom mMoryhu, no
jedaH HOB NMPABOYTAH TPO-
yrao. Mimahemo npema Tome
y cBemy caenehux ner (T3B.
aCOIMPAaHUX HJAX NPUAPY-

Q-8

dur. 9 : XEHHX) npaBoyI/uX Tpo-
yrnoaa

L ¢ oa b 1@, MO(m;

2. 1, b, m, 0(a), () ;

3. a, m, d, 1), I() ;

4. b’, c, I, H_(m), I{d);

5.

m, I, &, 1), ().

v v

f-Xu6ep66:me dopmyne no6ujajy ce mpumenom dopmyne
1. sinhec= sinh a cosh l;

KOja je u3BeJeHa 4YUCTO MJIAHUMETPHjCKH 38 TPOyrao ¢, a, b, IT1 (1), [I(m),
Ha CBaKuW OJ OCTana 4YeTHPH NpuUApPyxkena tpoyraa. Ha rtaj maumn
Io6ujajy ce oBe ueTupu dopmyne:
2. sinh/ = sinh b cosha’
3. sinha' = sinhm' cosh ¥,
- 4 sinh &' = sinh ¢’ coshm,
5 _sinhm = smh r coshc

Jla 6ncmo Aom:m IO . ,u;edmuumsﬂnx dopmyna, Tpeba ce ocao-
GOXMTH 9JAaHOBA Ca aKI{eHTWMa (Tj. HOnyHCKux nyxu). To Gusa Ha
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ocHoBy caenehe sertupu TpancdopmanuoHe bopmyae:

I'. sinha = [cotg 7(a) = cotg a = tg o' = tg /7 (a') =]

.
b

| . . . sinh @’
2. cosha =]- =—= . N cotgh a';
sinfl(a) sina  cosa’  cos [1(a)
3. sinha’=[cosha=]_ 1 ;
sinha

4’. cosh a' = cotgh a.

[Tpumenom uyetspre OA oBX (Qopmyaa npersapa ce ¢Gopmyaa

sinh [ = sinh b cosh a’ = sinh b cotgh a = sinh s 1

tgha
y dopmyry , ,
2. sinhé = sinhm tgha.

Ha taj Hauun noGujajy ce neduuutuBHe Qopmyne:
3. sinh a = sinhm tgh b,
4. sinh ¢ = sinh b coshm,
5. cosh ¢ = sinh [ snihm.
U3 nedunurusuux ¢opmyaa 2, 3 u 5 caeayje noBa c¢opmyaa:
6. cosh ¢ = cosh a coshb '

Ha caenehu HayuH.

Hs _
sichb=tgha sinh{ Gube sinh /=000
tgha
U3 .
sinh a=tgh b sinhm Guhe sinlim=-—S0id.
tgh b

npema TOMe H3
cosh ¢=sinh [ sinh m.

caenoBahe 3aMeHOM:
coshc=cosha coshb

Kax ce osako jgo6ujeHa ¢opmyna .JpuMeHH HAa NPHIADYyHeEHe
tTpoyrae 2, 3, 4 u 5 no6uhe ce majunpe ¢opmyae:

cosh [ ==cosh b cosh m’,
cosh a’=cosh m’ cosh ¢,
cosh b’ =cosh ¢’ cosh [,
coshm=cosh! cosh g,
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na 3atuMm JeduauTHBHE QopMyTe:
7. cosh [=cosh b cotghm,
8. tgha=tghm tghc,
9. tghb=tghc tgh{,
10. coshm= coigh Icosha.

V-

Kap ce y oBux necer Qopmyaa, y Kojuma ce jaBbajy camo
xunep6oase ¢ynknouje (cTpasa TPOYrJIOBHMX a,b,¢ M Nyxu mnapane-
nu3md [ 1 m) mecro xunepbonHux GyHKiuja Ayxu napasenusma | u
m yBely TPHUrOHOMeTpHjcke (yHKIuje oArosapajyhux yriaosa napa-
nenusma [I(I) m [I(m), ops. yraoBa \ u 11, mMTO 6HBa HA OCHOBY HaMma
seti mosHaTux Tpancopmanuonux dopmyaa (8. ,Joxarax I1I¢):

sinh /= cotg A =cotg I1(/),
1 1
sinh  sin/I(l)
tgh I=cos h=cos [1(l),
1 1
cos . cosli(l)
pobutie ce caenehux necer noayTpuronomeTpHjckux ¢opmyaa:

cosh /=

coth /=

1. sinha= sinhc sin [1(l),

2. sinhb = tgha cotg I1(l),
3. sinha = tghb cotg I1(m), .
4. sinh b = sinh ¢ sin [I(m),
5. coshc¢= cotg [I(l) cotg [i(m),
" 6. coshc= cosha coshbp,
7. cos [I(m)= cosh b sin [1({),
8. tgha= tghc cos II(m),
9. tghb=— tghe cos M1(l),
10. cos/[I(l)= cosh a sin [1(m).

Y oBux Jecer dopmyna Hanask ce€ M OHUX neT (OJH. celam)
dopmyna xoje cy ussemese y ,MHomarky IlI“ (to cy dopmyne 6-10
u dopmyne 4 u 1). » '

Hanocnetky, Kai ce y OBHX JECET NOJAyTPUTOHOMETPHjCKUX
¢opmyna 3amene u xunepboiHe (yHKIHMje cTpaHa oArosapajyhum
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yraosuMa napaneausma [1(a), I71(b), I1(c), no6uhe ce crexehux xecer
YHCTO TPHIOHOMETPHjCKHX (OpMyJa 3a MPaBOYIJH TPAoyrao:

1. tgil(c) = tgIl(a) sinl(l),

tg 1 () = cos [ (a) tg 11 (b),

tg I1 (m)= cos 1 (b) tg 1 (a),

tg 11 (c) = tg 11 (b) sin [l (m),
sinl(c) = tg 1 (I) tg 11 (m),
sin 1 (¢) = sin 1 (a) sin I1(b),
sin [T (l) =, sin {1 (b) cos I (m),
cos 1 (a) = cos [1 (c) cos I1 (m),
cos [T (b) = cos [T (c) cos I1 (1),
10. sin [T(m) = sin 11 (a) cos I1({).

Y oBux gmecer ¢opmyna Hanaze C€ ¥ OHHX MET YHUCTO TPHUTOHO-
MeTpujckux Gopmynaa (to cy u osae ¢dopmyne 6-10) xoje je Jlo6a-
ueBckd u3seo y §-y 35-om (B. u ,Jlonarax III“).

© o NP ;s N

APPLICATION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES A
LA REDUCTION DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES DU
TRIANGLE RECTANGLE DANS LE PLAN DE LOBATSCHEWSKY

Par
BRANISLAV PETRONMEVIC

Les deux inventeurs de la géometrie non-euclidienne n’ont pu
deduire les formules trigonométriques du triangle rectangle dans leur
plan qu’en se servant des figures spatiales. Liebmann était le premier
qui, en appliquant les fonctions hyperboliques, a pu effectuer cette
déduction d’une maniére purement planimétriques. Sommerville a, qlus
tard, simplifi€é le procédé planimétrique de Liebmann. Et 1’auteur,
dans cette étude, a voulu simplifier encore davantage le procédé
de Sommerville.
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MEBYHAPOIHH KOHI'PEC MATEMATHUYAPA 1954

Konrpec he ce oapwarn y AmcTepaaMy O 4eTBPTKa 2-OF CENT. JO YETBPTKA
9-or cenrt. (3akmyyHo) W cactahe ce y srpanu ,The Royal Tropical Institute*. [Ipsa u
nociaefma cefHnua oapwahe ce y arpaam ,Concertgebouw*® y Amcrepaamy.

CBy xopecnonnennujy ynyhusatu Ha Cekpertapujar: 2e Boerhaavestraat 49,
Amsterdam, The Netherlands.

Kao wrto je y npBoM caommTemy o3uaueno, nocrojahe ase karteropmje uiaa-
HoBa Ha KoHrpecy. Penosrum, koju naahajy 50 ¢opuHaTta (MaH YKOAMKO HE mpHCY-
cTByjy Gaukety 40 dopuHara) n koonTupaH#, Koju naahajy 20 ¢opanara (0LHOCHO
6e3 6adkera 10 ¢opuaTH). .

Ynnate Mory 6urd ynaahene oamax (no Moryhctey mpe 15. II. 1954) y kopuct
pauyna ,The Amsterdamsche Bank N. V., Filiaal Leiden.

Hayunu aporpam

Ox ctpare Opranusaunonor op6opa No CAAa Cy NO3BaHM jedHO ABajneceTax
HCTAKHYTAX MaTeMaTdyapa 1a OApXKe jeNHOYAaCoBRA caomwuTewma. Hajsehu neo ce
01a3830 osoM nosusy., OpraHusaudoHH OAGOp cMaTpa Xa he y oBHM caomwTerwHMA
6uT# NpUKA3aHE HAJHOBUje TEKOBHHE y CBHMA 064ACTHMA MaTeMAaTHYKHX HAYKa.

On 45 cTpyumaka, KOju cy no3BaHH Ja OAPXKE [ONYYACORHA CAONUITEHA, BEAHKA

BehHRa ux je npuxBatuaa nosuB. OBa caonwiTela pacnopehleHa ¢y NO NojeaHHHM
cekuujama Ha caenehu Hayum:

Cekuuja 1 Aunrebpa u Teopuja 6pojeBa 8 caonwrema
I Adanusa 13 »
HI Teomerpuja u Tonoaoruja 8 »
IV Beposataoha u CraTtuctuka 4 »
V  Marematnuka ¢u3uka 4 [lpuMemena MaTeMaTHka 6 »
Vi Jloruka u OcHoBH ; »
. VIl ®unozoduja, Ucropuja u Hacrasa 3 »

Kpatka npenasama mohu he ofpwartd pemoBHH unaHoBd KoHrpeca koju ce
npeTXoAHO npujaBe. Bpeme oxpeheso 3a oBakBo npeaaBate W3HocH 15 mMunyTa., Op-
raH{3audoHd of6op HaMepaBsa [1a pasjeiy NpHMepKe NPHKYN/beHHX cenapara OBHX
npexaBama CBHMA PEROBHHM Y/NaHOBMMA Ha noyeTky Konrpeca. Opranmsaunon# oabop
He Moxe ce o6ase3aTu na he npujase koje cruray nocae 15. . mohu 6utH npuxsahene.

Mseemtaj he 64Ty wramnad nocae Kourpeca. CBak¥ pefosaH unaH npuamuhe
ra GecnaatHo. [1o cHUXeHOj ueHu Mohd he HAGABATH W3BEWTAj W OHH KOjU TO M3jaBe
npe 15. Ill. 1954; nowTo ce 3a cama jow He MOXe oApeadTH o6uM M3pewTaja, HH
LeHa MY Ce He MOXe jolll yTBPAHTH.

Xolieacwe moryhuociiu

OprannszauHoHd on6op pesepBHCa0 je ussecTan 6poj xoreacknx coba. Llena
cobu MmO KaTeropHju xoTeaa (Yx/ayuyjyhH KOHTHHEHTaJAHA ROPYYAkK) MO AaHY H MO JHLIY
H3HOCH:

A. D. Gld. 15.— Jo D. Gld. 18.—
B. D. Gld. 9.-- o D. Gld. 14.-~
C. D.Gld. 4.~ Jo D. Gd. 8.—
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