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(11) 
4 

(V"i:), 

Die Abschatzung (1) folgt aus dem Satze 2 wenn 

S(u)- __ 1_ vu 
41t 

setzt und beachtet dass Grund von (2) das Stieltjessche Integral (4) 
4 

1'1:) ist. 
(11) folgt dieselbe Weise indem direkt S = 1 nimmt. 

; 
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СТАНИМИР Ф ЕМПЛ 

О НЕКИМ РЕДУКЦИЈАМА ПОТПУНОГ НОРМАЛНОГ 
ЕЛИПТИЧКОГ ИНТЕГРАЛА ТРЕЋЕ ВРСТЕ 

Означимо са F (k, ср), Е (k, ср), П (п, k, q» нормалне елиптичке 
интеграле 1, 11 и Ш врсте са модулом k, амплитудом ср и пара­
метром п: 

ср 'Р 

F(k )- J~ ,ср- Ll(cp) , E(k,q» = f Ll(q»dq>, 

о о 

ср 

П(n,k,ср)= . , f dq. 

(1 + п sin2 ср) Ll (q» 
о 

• 
при чему је 

(1) 

Означимо надаље са Р, Е и ПО одговарајуЬе потпуне интеграле. 
Јакоби је показао [1, §§ 49 - 50, стр. 139] да је 

'!t 

"2 

Ј k2 sin а. cos а Ll (а.) sin
z 

q> dcp = Е (k, а) F _ F (k, а.) Е. 
(1 - k2 sin2 а sin2 Ч» д (ч» 

о 

Интеграл на левој страни се може изразити помоhу интеграла 
ПО, јер је 

о 

9 Зборник 

П (п, k, ч» - F(k, ч» 
k2 sin2 а 
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(параметар п = - k2 siп2 а) ~ . Из тога следи да је 

tga 
По=F+-- [h(k,a)F-F(k,а)Е], 

А (а) 
(2) 

што значи да се потпуни нормални елиптичкиинтеграл III врсте 
може изразити комбинацијама потпуних и непотпу~х н·ормаЛНRХ 
елиптичких интеграла 1 и 11 врсте. ·Овиме је OMOryft~HO израчуна­
вање потпуних нормалних елиптичких интеграла 11 врсте помоhу 
постојеhих таблица за елиптичке интеграле [2] . 

У специјалном случају а "",О , тј. п =0, је 

По=F, 

док' i~e' за случаја;"'1С/2, тј. n7" - k2 , лако можемо. уверити да је 

Е 
П =--

о 1 _ k2 

У ова два позната случаја, потпуни нормални интеграл III врсте 
изражава се само потпуним интегралима 1 и 11 врсте. 

Може се поставити питање: За које вредности пара метра се 
потпуни нормални интеграли III врсте могу свести на изразе у 
којима се појављују само потпуни нормални интеграли 1 и 1I врсте? 

Питање је утолико пре од интереса, што се - како ће се 
показати - у таквим изразима нојављују само нормални интеграли 
1 врсте. 

У овом раду, решавајуhи делимично то питање на основу 
ниже наведених ставова, хтео бих да укажем на једну методу 
добијања везе између пара метра и модула, применом које се 
решава постављено питање. 

. 1 

Параметарски угао интеграла III врсте 

. v - п 
a=afC sш-­

k 

има реалну вредност само у случају 

- k2<, П <, О; (3) 

једино у том случају, за оно што следи, биhе употребљива фор­
мула (2) која, иначе, важи за све вредности а. Услед тога, бипе 
потребно напи подесне формуле за случај позитивног п и за случај 
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- 00< п < -k 2 • У овом другом случају, кад п лежи у размакУ 
( - оо, - 1), подинтегрална функција интеграла П о има дисконтину-

. 1 Т' 1. итет за q> = arc SIП -=-. а вредност q> Је реална и лежи измечу 
-у-п 

интегралних граница, па је интеграл дивергентан. Стога, осим 
случаја (3), У обзир долазе још само случајеви 

и 

За случај (3), због 

. -у-п 
SШа= --, 

k 

добива се из једначине (2) 

(4) 

(5) 

(6) 

-[ Е (k, асс sin -v ~ п) F _ F (k, arc sin -v ~ п ) Е]- (7) 

За случај (4) може се употребити једначина [3, стр. 134] 

из које следи 

(8) 

где је 

Р1 = F ( k', arc sin V п +\2) , 
при чему је k' комплементаран модуо модула k : 

k'=-Vl-k2 • (10) 

За случај (5) је 
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Ако се сада интеграли 

..;-::N ..;-::N 
k k 

w
l = Ј V(1-Z2~;I-k2Z2" w = Ј У=-l -_-::k~2 -Z-';-2 dz 

2 l-z2' 
О О 

узму дуж праволиниске путање, обилазеhи· при томе критички 
сингуларитет z = 1 по једном полукругу са центром у тачки z = 1, 
интеграли дуж полу круга конвергираhе према нули кад полу· 
пречник путање тежи ка нули, тако да Ье остати 

биhе 

I 

F (k 
. у-=п) f dx ,аrсsш __ = F(k а) = V + 

k ' (1- х2)(1- k2 x2
) 

о 

1 

( у-=п) Ј 1/1 - k2 х2 
Е k,arcsin-

k
- =E(k,a)= V l-х2 dx+ 

О 

y:n 
k 

+..!.. { 1 ft=k9 dx. 
i V х2 

- 1 
( 

Ако се у другим интегралима десне стране изврши смена 

1 
х - -;г===:=:===­
-Vl-k'Z t2 ' 
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Како због - 1 ~ п =< О излази - п k2 =< k2
, тј. П k'2 =< П + k2, одакле 

n+k2 
следи k'2 > -- и 

п 

~ 1/n+k2 =< 1, 
k' V П 

то се види да је горња граница последња два интеграла реална 
и да није веЬа од јединице. Зато се, после смене t = siп <р, добива 

(11) 

arc sio .!. ,/11 +k9 

k' У 11 

E(k,a.)=E-ikl2! cos1cpdcp 
, . (1 - k'2 siп2 ср)З/2 

О 

Како је [4, стр. 301Ј 

и како је у овом случају 

1

У
-2 

sin 0/=- п + k , 
k' п 

kV-cos ,1,=~ П + 1 
'1' k' ' -п 

то је 

па је 

Ако још 0значимо 
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последња једнацина гласиhе 

Е (k, а);""Е - i [Р2 - Е2 + У(n + 1);n + k
2

) Ј­

а једнацина (11), 

F (k, a)=F - i Р2 • 

Уношење!d ових вредности у једнацину (2), због (6},fИ због 

i 
COS а=-V =- (п +k2 ) , 

k 
тј. 

ова постаје 

по=,1 п (Е2 Р+Р2 Е-Р2 Р), V (п + l)(n +k2
) 

где Е2 и Р2 имају знацење (12). 

II 

(13) 

Према начину излагања, ставове ћу поделити у две групе. 

1 група ставова 
Нека је п i1арамеmар i10mпуног нормалног елиптичког ин те­

грала III врсте ПО, НЈегов модуо нека је k и нека је F потПуни 
нормални елиптиЧ1€и инtIlеграл 1 врсте са истим модулом. 

Став 1. За 
n= - (1 - k') (14) 

је 

П = 1 +k' Р. -<- (15) 
о 2 k' 

Став 2. За 
n-k (16) 

је 

п- 11: 
1 

(17) +-р 
0- 4(1 +k) 2 

Став 3. За 
n>= - k (18) 

ie 
11: 1 (19) П =-= +~P. 

о 4 (1- k) 2 
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Код доказивања ових ставова послужиhу се адиционим тео­
ремама за елиптичке интеграле 1 и 11 врсте које гласе [5, стр. 
327-28]: 

Кадгод између три амплитуде ср, '1' и а постоји веза 

cos а = COS ср COS t - sin ср sin '1' d (а), 
увек је 

F(k, ср) + F(k, '1')=р (k, (1) 

и 

(20) 

, (21) 

Е (k, ср) + Е (k, '1')~E (k, б) + k2 sin ср sin '1' sin а. (22) 

Из ових теорема следи за '1' ~ ср и а = 1Г./2: 

1 
F(k,cp)=-F, 

2 

1 k 2 

Е (k, ср) =- Е + - sin2 ср, 
2 2 

а амплитуда ср, због А ( ; ) = k', мора задовољавати једначину 

тј. 
cos2 ср - k' sin2 ср = О, 

1 
tg2 ср=-. 

k' 

Доказ става 1. Узимајуhи за ср вредност 

. 1/ - п 
ср=асс Sll1-

k
- , 

једначина (25) се своди на 

1 
=-, 

k' 

одакле следи вредност за п: 

n= -(I-k'). 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

Величина п је у овом случају негативна, а како из k' > k'2 следи 
- 1 +k'>-l + k'2, то је - 1 +k' = п >_k2 , па величина п припада 
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случају (3). Услед тога се ПО може изразити у <?блику (7).~ Како 
Је сада,према једна чини (23), , .. ' . 

, arc S1П _____ - - , F (k . 1/-=П ) - 1 F 
'. k. 2. 

а због 

према једна чини (24), 

(

" ,1- 1 1-k' 
Е k,arc Sin~)=-E+--

k 2 2 

и како је за вредност п из једна чине (27) 

v (п+ 1)-(~+k2) = ~, , 

то се једначина (7) своди на облик (15), што је требало показати. 

Доказ става 2. Означимо: 

р' = F (k'~) Е' = Е (k' .::...). 
'2 ' .' 2 

(28) 

Тада за комплементаран модуо k' једна чине (23), (24) и (25) доби­
вају облик 

F (k', ср) = ~ Р', 
2 

1 k,2 
Е (k', ср) ~-- Е' + - sin2 ср, 

2 2 

1 . 
tg2 ср =-. 

k 

Узимајуhи за ср вредност 

ср = arc sin 11 п , 
V n+k2 

једначина (31) се своди на 

п 1 
-=-

одакле излази вредност за п: 

(29) 

(30) 

(31) 

. (32) 
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Овде је п позитивно, те припада случају (4). Услед тога се 
интеграл ПО може изразити у облику (8). Како је према једначи­
нама (9) и (29) 

F(k" arc sin 11 п.) =Р. Ј =~ Р', 
V п + k2 2 

а због 

према једначинама (9) и (За), 

( 
-- 1 nk'2 

Е k', arc Siп\I_П_) =Е1 =-Е' +---
Vn+k2 2· 2(n+k2

) 

и како за вредност п из једначине (З2) следи 

k2 k nk'2 l-.k 
--=--, 
n+k2 1 + k 2(n+k2) =-2-' 

·1 f п 1 
V (п + 1) (п + k2) = 1 + k ' 

то се једначина (8) своди на облик 

По=~F+ 1 (Fi'F+F'E-F'F). 
2 2(1+k)· .. 

По познатој Лежандровој релацији [6] је 

Е' F + F' Е - Р' F = ~- . 
2 

(ЗЗ) 

(З4) 

Зато се једначина (33) своди на облик (17); што је требало 
показати. 

д о к а 3 с т а в а З. Узимајуhи за 'fI вредност 

'Р =arc sin- ~, lv~ 
k' п 

једначина (Јl) се своди на 
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одакле следи вредност за п: 

п- -k. (З5) 

Величина п се у овом случају налази између - 1 и - k2 , те при­
пада случају (5). Услед тога се интеграл ПО може изразити у 
облику (13). Како је сада, према једначинама (12) и (29), 

а эбог 

F (k' . arc sin Ј... 11 п + k
2

) = F = ~ F' 
, k' У п 2 2 ' 

k'2 • 2 П +k2 

sш ср=--, 

п 

према једначинама (12) и (ЗО), 

Е k', arc sIП- __ = Е2 = ~E'+ --, ( 
. 1 V п + k2

) 1 П + k2 

k' Il 2 п 

и како је за вредност п из једначине (35): 

n+k2 1-k 
~"""'-2-' 

то се једначина (13) своди на облик 

ПО ~ 1 (Е' F + р' Е - р' р) + Ј... р. 
2(I-k) 2 

Услед релације (З4) , ова једначина добива облик (19), што је 
требало показати. 

11 група ставова 

Нека је п Парамешар ПошПуног нuрмалног елиПшичког иншеграла 
1I врсте ПО, НЈегов модуо нека је k и нека је F пошйуни нормални 
елиuшички иншегал 1 врсше са исшим модулом. Нека је надаље 

3 

А (л) = Y~~):2) (36) 

и 

N (л) = t [ 1 - V 1 + А (л) + V 2 - А (л) + 2 V 1 - А (л) + А 2 (л) Ј. (З7) 

Став 4. За 
(38) 
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је 

По=~[l+ 1 ] Р. 
3 1-N(k) 

(39) 

Став 5. За 

n= ~k'2N(k') _ ~ (4-k'2) + k'2 (40) 
2 4 8N(k')-4 

је 

По=~ V2N(k')-1 _~[N2(k')-N(k')-2]F. (41) 
6k' 3 

Став 6. За 
(42) 

је 

'It 1 
по = 6k'V2N(k')-1 + з[1+N(k')]F. (43) 

За доказивање ових ставова послужиhу се једним поступком 
који следи из мултипликативне теореме за елиптичке интеграле 
1 врсте [4, стр. 338]. Ако, наиме, три амплиту де fPm-1' 'Рm, ЧIm н, 
задовољавају једначине 

F (k, q>m-1)=(m - 1) F (k, ср), 

F(k,r.pm)~m F(k, ср), 

F(k,q>m+J)=(m+1)F(k,q», 

онда између тих амплитуда мора постојати веза 

'(44) 

(45) 

при чему се полази од q> о = О и r.p 1 = ЧI. (КраткоЬе ради, овај 
поступак није примењен на доказивање прва три става). 

Зауставиhу се на случају т = 2 . 
Из једначина (44), (45) и (46) добива се 

F (k, cpJ)-=2 F (k, "р), (47) 

F(k,q>8)=3F(k,q», (48) 

tg r.p + ср, = А (ср) tg "Р2 • (49) 
2 
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За СРз = ~ , из једначина (48) и (49), следи 

1 
F (k, ср) = - F , 

3 

tg (; + :) =,1 (ср) tg СР2 • 

Како још за m=l из једначине (46) излази 

tg ~ = д (ср) tg СР , 
2 

то услов (51) постаје 

( СР 1t ) 2 ,12 (ср) tg СР 
tg -2 +-4 = 1 - ,12 (ср) tg2 <р 

'(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

На сличан начин МОГУ се свести и интеграли II врсте. Став­
ља јуftи Чr = <р и б = СР2 У једна чини (22), добива се 

Е (k, <Р2) = 2 Е (k, <р) - k2 sin2 <р sin СР2' 

Како је' на основу адиционе теореме (22): 

Е (k, СР2)+Е (k, ср)=Е (k, <рз)+k2 sin СР sinCP2 sin <fIs', 

то за СРз~ ~, обзиром на једначину (54), следи 
2 

Е (k, ср) = ~ Е + ,,
2 

sin СР sin СР2 (1 + sin <р) , 
33' 

а ова једначина, због једначине (52), постаје 

(54) 

Е (k, ср) = ~E + ~ siпср (1 + sin <р) tgcp д (ср) • (55) 
3 3 1 +д2 (ср) tg2 СР 

Види се, дакле, да се уз услов (53) елиптички интегр.алц 1 и 11 
врсте, (50) и (55), могу изразити помоhу одговарајуhих потпуних 
интеграла. 

Из услова (53) следи 

k2 sin5 СР - k2 sin4 <р :- 2 k2 sin~ ср.+ 2 sin2 СР + sin СР - 1 = О. 

Како у обзир долазе вредности СР које се налазе између О и 1t/2, 
ТО отпада корен sin 11 = - 1 последње једначине. На тај начин, место 
T~гa услова добива се услов 

(56) 
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У обзир би дошла једино она вредност за sin q> која се налази 
између О и 1. Примењујуhи, рецимо, Штурмову теорему, лако 
се показује да постоји само једна таква вредност за sin q> . 

Сменом 

sin q>= J...(t+ 1), 
2 

горња једначина се своди на облик 

Како кубна резолвента ове једначине 

има један реалан и два комплексна корена, то ако се стави 

због 

1 (k) Z2=1- 1-2i 'ЈЗ А (k), Zl= +А , 

реални корени једначине (56) су 

Ка"о је 

а овај израз је реалан, то је 

(57) 

Како је још sin q>1 < О, то у обзир. долази друга вредност sin q>2' 

па је 

sinq>=~ ll-VЈ+А(k)+V2-А(k)+2VI-А(k)+А2(k) Ј (58) 

тражена вредност. 
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Доказ става 4. Узимајуhи 

п= -k2 sin2 ср 
тј. 

п= - :2 [1 - '/1 +А (k) tV2 -А (k)+2 '/1-А (k)+A2 (k)T, (59) 

имаhемо случај (З), а на основу једначина (50) и (55), израз (7) 
за ПО постаје 

(k2 sin4 ср - 2 k2 sins ср - 1) - 2 
ПО = , Р. 

З (k2 sin4 ср - 1) 

У след једначине (56), овом изразу се може дати једноставнији 
облик 

ПО = l+sinrp ',Р 
sincp(1-k2 sin2 rp) З' 

при чему sin rp има вредност (58). Да би се избегли компликовани 
изрази, последњи се разломак може још поједноставити, ако се 
прошири са 2 - sin ср, а затим се на именилац примени једна­
чина (56). На тај се начин добива 

П _ (1 + sin ср)(2 - sin ср) Р 

0- (k2 sin4 ср - 2 k2 sins ср + 2 sin ср) - sin2 ср з' 
или 

по =F(1+ 1 ). 
3 1 - sin ср 

(60) 

Према једначинама (З6), (З7) и (58), једначина (59) добива облик 
(З8), дОК једначина (60) добива облик (З9), што је требало 
показати. . 

Д о к а з с т а в а 5. За комплементаран модуо k', једначине 
(50), (55) и (56) добивају облик 

1 
Р (k', ср)=зР', (61) 

Е (k', ср) =~ Е'+ 2k~2 sin qJ (1 +sin ср) tg ср '/1 - k'2 sin2 ср, (62) 
З З 1 +(1- k'2 sin2 cp) tg2 <р 

k'2 sin4 ср - 2 k,2 sinS ср + 2 sin ср - 1"", О, (63) 

при чему је (в. (58» 

sin cp=~ [1 - '/1 +А (k') + У2 - А (k') +2 '/1 - А {k')+A2 (k')=N (k'). 

(64) 
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и овде је 0<; sin q> <; 1. Узимајуhи сада 

У
-

. п 

q> = arc sш n+k2 ' 
(65) 

тј. 
k2 • 9 

П = k2 t 2 = sш~ ср 
grp 1 '2 ' 

-sш q> 
(66) 

величина п припада случају (4). Да би се израз за п поједностае­
нио, последњи разломак прошириhемо са k'2 (1- siп ср)2 и узети у 
обзир једначину (63). Биhе 

(k '2 sin4 ср - 2 k'2 siп S ср) + k'2 siп2 q> =Ј.... k'2 siп2 rp - 2 siп ср + 1 
- (k/2 siп4 ср - 2k'2 siп 3 ср) - k'2 (2 siпip -1) 2 sin ip -1/2 

тј. 

1 k'2 . 1 (4 k'2) k'2 n=- slПip-- - +----
2 4 8 sin ip - 4 

На основу једначина (36), (37) и (64), величина п добива облик (40). 
Смењујуhи сада у једначину (8) вредности (66), добиhемо 

sin rp 
По=Fсоs2 q>+ (EtF+PtE-FtF). 

1/ 1 +k2 tg2 q> 

Због једначине (65), леве стране једначина (61) и (62) претстав­
љају величине Рј и Е1 (в. (9», а према овим једначинама, на основи 
Лежандрове релације (34), израз у загради добива облик 

Уносеhи ову вредност у последњу једначину, због 

1/1 k'2 . 2 
V 1 + k 2 t 11 = V - sш q> 

g q> cos ip , 
ова постаје 

П 1с siпipСОSrp ,(k'2SiП4q>-2k'2SiпЗср-1)-2F 2 
0"""- , Т. COS <р. 

6 1/1- k'2 sin2 ср 3 (k '2 sin4 ср -1) 
(68) 

Да би се добио што подеснији облик за рачун, и први и други 
члан десне стране могу се упростити применом једна чине (63). 
Биhе 

sin q> cos q> 1 Vk'2 siп4 q> - k'2 sin2 ~ 1 11 О' 1 
~=:=.:==:===== - = - v ~ sш q> - • 
1/ 1 - k'2 sin2 ср k' k'2 sin2 ip - 1 k' 

(69) 
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Коефицијент уз Ј_ F COS2 ср постаhе 
3 

1 +sin t;p 

(1 - k'2 sin2 :r) sin ср , 

а кад се овај разломак прошири са ~. - sin ср и поново примени 
једначина (б3), добиhе се ",,', 

2 + sin ср - siп2 ср 2 + sin ср - sin2 ср 

(k '2 sin4 ср - 2 k'2 sins t;p + 2 sin ср) - sin2 ср cos2 ср 

Кад се ова вредност и вредност (б9) унесу у једначину (б8), добиhе 
се подеснији израз са по: 

ПО = ~ v 2 sin t;p - 1 +!... (2 + sin q> - sin 2 ср). 
бk' 3 

На крају, ако место sin ср ставимо његову вредност (б4), обзиром 
на (37), последња једначина примиhе облик (41), што је требало 
показати. 

Доказ става б. Узимајуhи 

(П = arc sin- ~ 1~~k2 
т k' п' 

(70) 

биhе 

(71) 

Како је sin ср позитивна величина која није веЬа од јединице, лако 
се показује да се разломак у (71) налази измеђУ - 1 и - k2 те 
да, стога, величина п припада случају (5). Услед тога, за одре­
ђивање величине ПО узеhе се једначина(13). 

Израз за п може добити простији облик ако се последњи 

. 1 2' . 2 
разломак наЈпре прошири са -- slП ср + slП ср, а затим примени 

k'2 

једначина (б3). Добиhе се 
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Ако овде за sin ср ставимо његову вредност (64), израз за п, обзиром 
на (36) и (37), добива облик (42). Смењујуhи сада у једначину (13) 
вредност (71), добиhе се 

Због једначине (70), леве стране једначина (61) и (62) престав­
љај у величине Р2 и E~ (в. (12», а према овим једначинама, на 
основу Лежандрове релације, израз у загради добива облик (67). 
Уносеhи ово у последњу једначину, добива се 

П =~ 11 k'2 sin2 q> - 1 _ ~ siп ср (1 + sin ({Ј) (1 - k'2 sin2 ({Ј) F 
о 6 k' V k'2 sin4 <р - k'2 Si1l2 <р 3 k'2 sin4 <р - 1 ' 

а ако се још код сваког имениоца примени једначина (63), биhе 

ПО = 1t + F (1 + sin ((Ј). 
6 k' '12 sin ср - 1 3 

Ако место siп ср ставимо његову вредност (64), обзиром на (37), 
последња једначина добива облик (43), што је требало показати. 

ш 

Из излагања у Н, јасно се види пут за изналажење онаквих вред­
ности параметра п интеграла ПО код којих се тај интеграл изра­
жава само помоhу п о т п у н и х нормалних елиптичких интеграла 
1 и II врсте. Разумљиво је да ће се, при сваком даљем кораку, 
једначине компликовати. Али, на основи досадашњих резултата, 
ипак се могу извуhи неколико општих закључака. 

а) За један низ вредности параметра П, израженог као функ­
ција модула k, потпуни нормални елиптички интеграл Ш врсте 
Лежандровог типа може се свести на израз у коме се појављују 
само потпуни нормални еJIиптички интеграли 1 и П врсте са 
истим модулом. 

Ь) Изузев случаја п ~ - k2 , сви се овакви интеграли могу 
изразити помоhу ПОТПУlЮГ нормалног елиптичког интеграJIа 1 врсте 
са истим модулом. 

с) За све овакве вредности параметра, модуо и параметар 
увек су међусобно везани алгебарским једначинама. 

10 Зборннк 
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. UBER EINIGE REDUKTIONEN DES VOLLSTANDIGEN 
ELLIPTISCHEN NORMALINTEGRALS III GATTUNG 

STANIMIR FEMPL 

Es ist bekannt, dass sich vol1stii.ndige elliptische Norma1-
integrale III Gattung durch Kombinationen von vollstii.ndigen und 
unvollstii.ndigen elliptischen Normalintegralen I und 11 Gattung aus-
drilcken lassen. . , 

In dieser Abhand1ung stellt der Verfasser zwei Gruppen von 
Bedingungen auf, die der Parameter und der Modul befriedigen 
miissen (Formeln (14), (16), (18), und (38), (40), (42», damit das 
Legendresche vol1standige elliptische Norma1integra1 III Gattung auf 
das vollstandige Norma1integral I Gattung mit demseiben Modu1 
zuriickgefilhrt werden kann (Formeln (15), (17), (19) und (39), 
(41), (43»). 

Die Aufstellung dieser Bedingungen weist auf ein Verfahren 
hin, auf Grund desse тап Relationen zwischen Modu1 und Parameter 
ableiten kann, welche die Reduktionen im obigen Sinne еrmбg­
lichen. Dabei sind Parameter und Modul immer durch algebraische 
Glеichiшgеп verkniipft. 
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ВОЈИСЛАВ Г. АВАКУМОВИЋ 

О ТЕМЕНИМА ЗАТВОРЕНЕ КРИВЕ 

1.1. Најједноставнија теорема диференцијалне геометрије у 
великом је несумњиво она коју је дао Mukhopadyaya [1, стр. 
17-18]: 

Теорема А. Кривина затворене конвексне криве у равни има 
најмаНЈе четири темена. 

При томе се теме нима криве зову оне тачке у којима извод 
кривине по луку мења свој знак. 

ова теорема је више пута доказивана и у разним правцима 
уопштавана. Између осталога, показано је да споменута теорема 
важи већ и онда ако је кривина непрекидна, у ком случају се 
под теменом криве подразумева она тачка у којој кривина пости­
зава своје највеће одн. најмање вредности. Поред тога, закључак 
теореме А важи и онда, као што је то приметио D. Fog [2], ако 
уочена крива нема двојних тачака а лежи у равни или на лопти. 

Уопштења, одн. аналогони теореме А које ћу овде доказати 
леже у једном другом правцу. 

1.2. У овоме раду ја ћу се бавити кривима које имају особину 
да је први извод њиховог вектора положаја стално различит од 
нула-вектора а четврти извод непрекидан. 

Затворену конвексну криву у простору дефинишемо овако: 

Затворена крива у ПРОСiIlОРУ је затворена конвексна крива ако 
кроз ма које две тачке на кривој Пролази најМЙНЈе једна раван која 
са кривом нема других заједничких iIlачака. 

Вектор положаја криве обележаваћу са t 1 а дужину њеног 
лука са s, дакле tl =1:1 (s). 

t одн. п одн. Ъ означавају ортове тангенте O~H. главне 
нормале одн. бинормале криве ti' ')(. одн. t' означаваЈУ кривину 
одн. торзију криве fl' Ако крива t 1 лежи на некој површини онда 
')(.N одн. ')(.i означавају кривину нормалног пресека одн. геодезијску 
кривину криве с обзиром на површину у којој крива лежи. Цртице 
обележавају изводе по s. 
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1.3. Како смо претпоставили да "С\ има четири непрекидна 
извода, екстремне тачке скалара ~, ", 'X.N И 'X.g су оне тачке у 

којима 'Х.', ,,', 'X.N' И ~g' мењају свој знак. 

Циљ овог рада је да се докажу следеhе две теореме. 

Теорема 1. Ако је "Сl = "С 1 (s) затворена конвексна линија криви не, 
тада 'X.g и 'X.N имају uајмање четири екстремне тачке. 

у равни и на лопти је свака крива линија'·кривине; поред тога' 
у равни је ~-'X.g, а на јединичној лопти је 'X.~= 1;- ~~. Према томе' 
теорема 1 садржи као специјалан случај теорему А и њен анологон 
на лопти. 

Теорема 2. Ако је "С! =t1 (s) затворена Ilрива а 
s 

"С2 (s)=t2 (0)+ f п d s 
о 

затворена конвекСна крива, тада " и ~ имају најмање четири 
екстремне шачке. 

Ради лакшег разумевања навешhу прво неке дефиниције и 
обрасце везане за појам појаса криве [1, стр. 12-14]. 

1.4. Ако је за неку криву "Сl =t1 (s) везан неки помични орто­
гонални триједар 

n1 =n1 (s), n2=n2 (s), nз==nа (s) 

десне оријентациЈе, а такав да се дуж целе криве орт nз покдапа 
са ортом тангенте криве, онда се оБВОјница фамиnије површина 
дефинисаних ортовима аl и а2 зове појас уочене криве; крива "С1 
се зове носач појаса а орт аа нормала појаса. 

Као што је познато ортови појаса задовољавају пФренеове 
једначине појаса": 

Скала р 

n'l = * 
n'2=-ksal * +k1 nS 

п' s = + k2 n1 - k1 n2 * 

k1 = k1 (s) се зове торзија, 

k2 =k2 (s) се зове отступање, 

ks = ks (s) се зове кривина 

носача с обзиром на уочени појас. 

На оtнови Френеових једначина, скалари kt , k2 и kз могу 
се изразити помоhу образаца: 

k1=n'2 nз = -n'з n2, 
k2=n's n1 = - n'l аа, 

kS =a'l а2 = -а'2 а1• 
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а. Ако је дуж носача 

појас се зове "кривински појас" а носач "линија кривине" појаса. 
У том случају је 

При томе се t'q, 'X.N И 'Xg односе на појас одн. површину у КОЈОЈ 
крива лежи. Триједар појаса је природни триједар површине, тј. 

где 9l означава орт нормале на површину, 

Ь. Ако је дуж НОС8ча 

k2 =O, 

појас се зове "ОСКУЛ8ТОРНИ појас". Уочени триједар појаса је 
уобичајени природни триједар криве, тј. 

а,. = t, а2 = П, аа = Ь. 

У том случају је 

с. Ако је дуж носача 

ks =0, 

појас се зове "геодетски појас" а носач "геодетска oЦ~H~ja" појаса 
односно површине у којој крива лежи. У том случају се орт 
главне нормале носача поклапа са ортом нормале појас~ па је 

k1 = t, ka = - 'Х., ks = 'Xg = О. 

2.1. Доказаhу оваГ'помоhни став: 

Лема 1. Означuмо са а7 -а7 (s) (ј= 1,2,3) ICриву. 

.$ 

ai(s)-аi(Q) + f ај d s 
о 

где су аl' n2' Па OpillOBU орillогоналног illрuједра Појаса ICриве t J =t1 (s) . 
• (ДDlCле n! -t1 (s». 
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Ако је tl затворена крива дужине 1 а с .ма какав сталан 
вектор, онда за CBallU Uојас носача t1 важе обрасци: 

I с a~ k' ј1 d s ~ с k ј1(0) (a~ (l) - аНО)) - с f ај1 kv d s, v =F р. , 
Ку 

где Ку означава да је интеграл узет дуж Ilриве a~. 

Д о к аз~ ДОВОJQНО је да докажемој~дан од ових шест обра­
заца, јер се осталих пет доказују на потпуно исти начин. Узмимо, 
на пример, v=2 и р.=3. Тада парцијалном интеграцијом добивамо 

f с a~ k's d s=c ka (О) (a~(l) - а2 (0))- fc а2 ks d s. 

K v 

Због ks = - а'2 а1 , а на основу Лангранжевог идентитета, добива се 

-- Tca2kadS= f(саз)(а'за,)dS 

= §(сх а'2) (~X аЈ) d s + §(с а1)(а'2 а2) d s 

= - f (с Х а' 2) аз d s , 

јер је аз х а1 = - аs , а вектор а'2 је управан на . вектор а2' Због 
с Х а'з = (с Х аz)' добива се парцијалном интеграцијом 

1 

~ f(tXa'2) аа d s=·~(сха2)аз \+Т<lха2) al~d s. 

о 

с обзиром на треЬу Френеову ·једначину је а'з Х а2 = k2 аз , па је 

-f (с Х а' 2) аз ds = - f с аз k2 d s 

s 1 s 

= - с f аз k2 d s I + f с' d s f аа k2 d s 

о о о 

= - с f аз k2 d s , .. 

јер је с'=О. 
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2.2. Доказ теореме 1.1) Уочимо кривински појас криве 1:1. 

Тада је, као што смо рекли, k2=-XN> ks-xg и ai =1:1' За v=l, 
f1~2, 3 обрасци помоhног става 1 гласе према томе овако: 

(1) 

(2) 

>јер је дуж носача кривинског појаса, тј. дуж линије кривине, k1 == О. 

Како су 'XN·· И 'Xg периодичне функције, то се њихове 
екстремне вредности појављују у парном броју. Отуда следи: 
ако претпоставимо да теорема 1 није тачна, 'XN .и 'Xg Ье имати 
тачно две екстремне вредности. 

Претпоставимо да 'X'N и X/g мењају свој знак у тачкама 
S=S1 и S=S2 (то не значи да су бројеви S1 и 82 исти У односу 
на Х'" И на Xg ; но како је доказ за 'Х", независан од доказа за Xg , 

то можемо усвојити овај скраhени начин изражавања). 

По претпоставци, кроз тачке 
S1 и 82 пролази најмање једна 
раван П која са кривом нема других 
заједничких тачака. 

Како су интеграли (1) и (2) инва­
ријантни С обзиром на избор почетка 
О вектора 1:1' то ћемо тачку О иза­
брати у равни П. Стални вектор с 
нека је управан на раван П. Тада 
изрази с 1:1 X'N И С 1:1 X'g не мењају 
знак (види сл. 1 са i = 1, тј. а1= 1:1)' 
Стога је 

што се противи једначинама (1) и (2). 

Сл. 1 

Д о к а з т е о р е м е 2. Уочимо оскулаторни појас криве 1:1' 

Тада је као што смо видели k1 =t', . ks::::'X и· а2 =п, па је a~ =t2 • 

Лре~атоме, ако је 1:2 .затворена крива,; обрасци пОмОhнЬг. става 1 
гласиhе за v=l, р.=2,З овако: 

1) Овде употребљени поступак проширује познати поступак О. Herglotz-a 
[1, стр. 17-18] 
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(3) 

(4) 

Војислав Г. Авакумовиh 

f С 1:З f1 dS= -cfa1 k2 ds=0, 

f с 1:2 ~' d s = - с f СЗ k2 d s = О, 

јер је дуж оскулаторног појаса k2 == О. Истим поступком као и 
напред, а водеhи рачуна о томе да је 1:2 затворена конвексна 
крива исте дужине као и крива 1:1' ДОШЛИi.~бисмо, под претпо­
ставком да t' и Х имају тачно две екстремне тtlчке,-ДО закључка да 

с "Сз' '(' и· С r2 х' 

не мењају свој знак (види сл. 1 са i = 2, тј. а1 =1:2)' Као и напред, 
види се да је ово у контрадикцији са једначинама (3) и (4). 

На место оскулаторног појаса могли смо за доказ употре­
бити и геодетски појас. 

ЛИТЕРАТУРА 

(1) В 1 а s с h k е W. - Einfiihrung јп die Differentialgeometrie, Весliп 1940. 
[2) F о g D. - ОЬес den Vierscheitelsatz und seine Veral1gemeinerungen. Sltzungs­

berlchte der PreussIschen Akad. der WIss. (1933). str. 251--254. 

OBER DIE SCHEIТEL DER;"OESC,HLOSSENEN KURVEN 
VOJISLAV о. AVAKUMOVIC 

D е f i п i t i о п: Eine viermal stetig differenzierbare geschlossene 
Kurve 1:1 = 1:1 (s) wird konvex genannt falls durch је zwei auf der 
Kurve liegende Punkte mindestens еiПе ЕЬепе geht die mit der 
Kurve sonst keine gemeinsame Punkte hat. 

Verfasser beweist: 1. Ше geoda1.ische Krummung 'Xg und die пос­
male Krummung ~N einer geschlossenen konvexen Krummungskurve 
ЬаЬеп mindestens vier Extremalwerte. 

2. Es sei 1:1 = 1:1 (s) eine geschlossene Kurve und 
s 

1:2 (s) = 1:2 (О) + .r п d $ 
о 

(wobei П die Hauptnormale der Kurve tl bezeichnet) eine geschlos­
sene konvexe Кисуе. Џв.ппЬаЬеп die Krummung 'х und die Windung 
" der Kurve 1:1 mindestens vier Extremalwerte. 

.. 1 , 
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НЕПОСРЕДНА ГРАФИЧКА РЕСТИТУЦИЈА 

КОСЕ АКСОНОМЕТРИЈЕ 

Посшављање llробле.ма. Два основна задатка Нацртне геоме­
трије су да се омогуhи за сваки 0l1. различитих начина пројекто­
вања јединичног ортогоналног триедра: 

1) непосредно цртање жељене пројекције триедра кад је 
дата величина јединичног вектора и међусобни положај триедра, 
центра пројектовања и пројекциске равни, и 

2) непосредна графичка реституција дате пројекције триедра 
-- непосредно графичко одређивање праве величине Јединичног 
вектора и положаја трие.дра" и центра пројектовања према :равни 
слике. 

Исшорuскu развој. За брзу и лаку израду перспективних слика 
које Ье створити потребан перспективан-дубински утисак најпо­
деснија пројекција је коса аксонометрија, па су у току изграђивања 
графичких поступака Нацртне геометрије објављени многобројни 
радови -- и данас се још објављују -- у којима се предлажу 
различита решења горња два задатка за косу аксонометрију. 

Карл полке је 1853 г. формулисао решење првог задатка 
теоремом: за косу аксонометрију координатног пuчетка и три 
краја јединичних вектора ортогоналног триедра могу се узети 
четири произвољне тачке на цртежу, под условом да нису све 

на истој правој. Полке није објавио доказ своје теореме, нагласио 
је само његову сложеност. Како је исправност теореме оспоравана, 
пуБЛИ'КОlJао ју је Јакоб Штајнеру Journal/ur гејпе und angewandte 
Mathematik 55 (1858), стр. 356-378, као проблем који треба 
решити. После неуспелих радова Дешвандена и Кинкелина, први 
је Полкеаа.ученвк Шв~р.д_ доказао ИСПР!lВНОСТ теореме, решивши 
елементарним аналитичким апаратом општији проблем: за дати 
тетраедар произвољног облика може се одредити правац пара­
лелног пројектовања и положај пројекциске основе тако да про­
јекција тетраедра буде слична датом четворотеменику у равни. 

Сви каснији докази Полкеове теареме су претежно анали­
тички и своде се на Шварцову примену сличних фигура упро-
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ћену афином сродношhу. Ни један од њих није дао непосредну 
и прихватљиву графичку реституцију. То се покушава овим радом. 

Решеfbе i1роблема. Постављам ортогонални јединични триедар 
О Х У Z У произвољан положај према пројекциској равни П са 
почетком О у П, и пројекту јем га ПРQИЗВОЉНИМ паралелним 
зрацима s у косу аксонометрију О Xk Yk Zk' (сл. 1) Да бих раван 

Zk 

f. А • 

. Сл. 1 

о Х У триедра положио у П, о'брhем га најпре ·око ~eKTopa О Х 
док вектор О У не дође у П У положај О УЈ' При томе стално 
пројекту јем триедар зрацима э, па се тачке У и Z пројекту ју у 
крајевеспрегнутих ·'полупречника ели псе . - пројекције круга 
обртања. Нова пројекција триедра је О Xk У1 Z1 ". Затим обрhем 
триедар' око вектора О Уl'дОК не доведем и вектор О Х У П У 
положај О Х 1 • При томе стално пројекту јем тачку Z YZlk' а Х 
паралелним зрацима у низ тачака Х;. . . 
. .Лр,?јекцисi<и зрац~ ~ачке Z' обра~ују е-':!иптички K<?Hyc~a 
врхом ,Z1 k.If:>eroB кружни пресек - круг обрта,ња тачака . Zи 
х - управа н је на П, па је П раван главног пресека конуса кроз 
малу осовину, праве Xi Zlk и .~: Х 1 Zlk су изво.цнице конуса у П,а 
дуж Z~k О је пречниК'конуса спрегнут равни круга. ТачкеZ и Х 
су спрегнуте на кругу,. па зраци тачке Х паралелни'изводницама 
конуса образују једнограни троосни хиперболоидкЬме је средиште 
тачка О, а конус асимптотски транслаторно померен за дуж 
О Z1k' Пресек хиперболоидаи пtе низ пројекција Х; тачке 
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. . 
х - хипербола ЧИЈе су асимптоте /( и /(( паралелне са Х ј Zlk' - X1X1k. 
Ова хипербола и горња елипса имају два једнака а управна полу­
пречника О Х1 и О У1 , а њима спрегнут полупречник О Zlk је 
заједнички, па су им тангенте у тачкама Х1 и У1 паралелне. Имају 
и заједничке носаче осовина, јер су ови симетрале угла асимтота 
уједно паралеЛН}f симетралама угла правих Х1 Zlk и -Х 1 Z1k , које 
су два зрака афинитета за елипсу и круг над пречником У1 , - Уј' 

Елипса О У1 Zlk може бити коса пројекција круга над ма 
којим њеним пречником, тј. сваки полупречник елипсе може се 
сматрати јединичним вектором ортогон~лног триедра коме је други 
вектор у П једнак и управа н првом, а коса пројекција треЬег 
вектора је спрегнута првом на елипси уједно спрегнута другом на 
хиперболи. За све овде могуЬе 
триедре сви положај и других 
вектора образују елипсу кон­
груентну елипси првих вектора 

и обрнуту према овој за 900. Ова 
друга елипса је ортогонална 
трајекторија породице хипер­
бола, јер у пресечним тачкама 
Х1 има са њима управне тан­
генте. Како имају и заједничке 
носаче осовина, конфокалне су. 
Стога је за пресечну тачку Х1 
збир потега велика осовина 
елипсе, а разлика истиЈС потега 

реална осовина хиперболе, па је 
одавде величина једног потега 
збир а другог разлика полу­
осовина елипсе и хеперболе. Сл. 2 

На . О,снови овога изводим графички поступак непосредне 
реституције дате косе аксонометрије О Х" У" Zk: 

Усвајам два вектора, на сл. 1 О У" И OZk, за спрегнуте 
полупречнике елипсеи одредим графички њене осовине, 2 а, 2 Ь, 
окренем их око средишта О за 900 и нађем жиже F, Р1 на великој 
осовини А А1 окренуте елипсе. Треhи вектор О Х" је полупречник 
хиперболе конфокалне елипси, и помоhу потега тачкеХk одредим 
реалну осовину 2 с, хиперболе. Потезима а + с и. а - с одредим 
тачку Хр пресек елипсе и хиперболе, и тачку У1 спрегнуту Х 1 
на кругу. Дуж О Х1 је права величина јединичног вектора триедра, 
а .права О Xt је ортогонална пројекција праве ОХ. 

Да бих одредио правац пројекциских зрака s и положај 
триедра П, УЩ)там најпре тачку Zj k спрегнуту тачки Х 1 хиперболе 
уједно и тачки У1 елипсе УА: Z". Тачке Zik и Х" су спреtнуте тачке 
елипсе - косе пројекције круга- управног на П, са заједни,чким 
пречником - Х1 , Х1 • Помоhу афинитета одредим на кругу, оборе­

ном у П око -Хр Х1 , афини пар спрегнутих тачака zg,xg и про-
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јектујем их спонама обртања у Z'2,X'2' 'ортогоналне пројекције 
тачака Z, Х кад је У у П. Овим је одређен положај тачке Х и 
зрак s=X Xk • Орто.гоналне пројекције У'В и Z's тачака .У и Z 
одређујем из тачака У k, Zk зрацима S помоhу јединичне лопте 
или на пр. помоhу афинитета елипсе О Уј Zl k на којој су тачке 
Yk , Zk, И елипсе О У1 Z'2' на којој су тражене ОР1:.0гоналне пројек­
ције У'з, Z'з тачака У и Z . 

. ' Осим овако одређеног положаја триедра, ~Ta коса аксоно­
метрија одређује још један положај триедра (сл. 2): TaqKe Xs , Ys , Zs 
симетричне тачкама Х, У, Z обзиром на раван кроз средиште О 
управну на зраке S, дају нов орrогонални триедар супротне диспо­
зиције, који се истим зрацима пројектује у дату косу аксономе­
трију. Кад се одреди њему симетричан триедар Ха, Уа, Za обзиром 
на П, овај треhи триедар је симетричан другом, дакле има исту 
диспозицију осовина као и први и пројектује се у дату косу 
аксонометрију зрацима Sa симетричним S обзиром на П. 

UNМIТТЕLБАRЕ GRAPНISCHE RESTIТUTION 

lN DER SCHIEFEN AXONOMETRIE 

MILORAD М. JOVICIC 

Еа wird еiп gћlрhisсhеs Verfahren der Restltution und damit 
zugleich еiп Беwеis des Роhlkеsсhеп Satzes јп folgender Weise 
durchgefuhrt: 

Sei ОХ YZ ејп гесhtwiпkligеs gleichschenkliges Асhsепkгеuz, 
dessen Апfапgsрuпkt О iп der БildеЬепе П епthаltеп ist, utrd St die 
Sehrichtung. Zuerst wird das Achsenkreuz uт ОХ gedreht, biS ОУ 
in П fal1t; es sei dапп Zl k die Projektion von Z. ОапасЬ wird еа 
uт ОУ gedreht, Ыа аисЬ ОХ in П fallt. Беi der ersten Drehung 
bewegen sich У und Z lапgs eines Kreises, dessen ZU Sj parallele 
Projektion eine gewisse Ellipse ist. Беi der zweiten Drehung proji­
ziere тап Z und Х parallel ао, dass sich Z stetsnach Zj k praji2:jert; 
dann bewegt sich die Projektion van Х langs einer Hyperbel. Dщсh 
die Беtгасhtuпg jener Ellipse und dieser Hyperbel gewinnt der Autor 
sein Verfahren: 

Ist О Xk Yk Zk die gegebe.ne '6сЫеЈе Projektion des- Achsenkreu­
zes, so bestimme тап die Achsen der Ellipse, dessen konjugierte 
Halbmesser z. Б. О Yk und О Zk sind und drehe sie иm 900 um den 
Punkt О. ОаI1П ist О Xk Halbmesser. einer konfokalen Hyperbel, also 
mап ",bestim.me,-ihre- Hauptachse7\1nd.sQdann..d.en Ясhџittрцnkt'Х 1 уоп 
ЕЩрsе und Hyperbelj О Х1 ist die wahre Grбssе von ОХ. Da Zt k 

Endpunkt des zu О Хј konjugierten Halbmessers der Hyperb~l ist, 
ermi1telt тав leicht аисЬ die Richtung Sl' 
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СЛОБОДАН АЉАНЧИЋ 

О АСИМПТОТСКОМ РАЗВИЈАЊУ А-ЗБИРЉИВИХ 
ЛИНЕАРНИХ ФУНКЦИОНЕЛА 

ТЕЗА 

Ј Увод 

11 Проблематика и резултати 

III Докази ставова 
ЈУ Примене 

Ј У В О Д 

1.1. У Математичкој анализи се још почетком ХIХ века 
оперисало са дивергентним редовима, ово тим пре што су и 

нумерички резултати давали задовољавајуhу тачност (у Астро­
номији). Тек појавом Абела и Кошиа, који су дали основе 
модерне Анализе, почело је да се устаЈьује схватање да докази 
не смеју почивати на операцијама са дивергентним редовима. Али, 
самим тиме, указала се 11 потреба да се протумачи зашто и дивер­
гентни редови доводе до прихватљивих резултата. Коши [4] је 
то учинио на примеру Стирлинговог реда. Основна Кошиева 
идеја долази до изражаја и на следеhем једноставном примеру. 

Нека је 

f
~-u 

Р(х)= -du 
х+и ' 

о 

х>о. 

Ако овде ставимо 

1 1 u и2 и" и" + 1 __ = ___ + __ ... +( _1)n __ +{1)n+l __ 6, 
х+и х х2 х3 хn + 1 хn + 2 

где је 

е 
1 ---, 

1 +и/х 
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па према томе О < е < 1, и интегришемо члан по члан, налазимо 

1 1 21 пl 
Р(х)=---+ - - ... +( -1)n_--+Rn, 

х х2 ХЗ хn + 1 
(1.1.1) 

где је 

Кад п -+ оо, ред (1.1.1) дивергира за свако х, али ипак може 
послужити за приближно израчунавање функције F (х) за велике 
вредности х. Наиме, за дато х» 1 чланови реда по апсолутној 
вредности прво врло брзо опадају, да би затим неограничено 
расли. Један од њих, дакле, по стиже минимум. Ако се, према 
томе, у реду задржимо на члану који претходи минималном, 
отступање од тачне вредности F (х) биhе, на основу облика остатка, 
само један део минима.'1НОГ члана. А овај може бити врло мали, 
често и довољно мали за тражену тачност. Наравно, отступање 
се за дато х не може учинити произвољно малим, јер је оно 
с доње стране ограничено апсолутном вредношhу минималног 
члана. То је битна разлика (у погледу нумеричког рачуна) оваквих 
дивергентних редова од конвергентних, а тиме се и објашњава 
зашто су они понекад погоднији од конвергентних за.нумерички 
рад: довољно је да минимални члан нема сувише велики индекс. 

1.2. Стилтјес [22 а] и Поенкаре [18] су једновремено, независно 
један од другог, увели појам семиконвергентног односно асим­
птотског реда. У литератури је преовладао последњи термин. 

Ред, био он конвергентан или дивергентаIt, асимптотски прет­
ставља функцију t (х) за велике вредности х, 

(1.2.1) 

ако за свако п=О, 1,2, ... 

(1.2.2) хn {! (х) - (со + ~ + ... + ~;)} -+ О, х -+ оо . 

Док се Стилтјес у свом раду задржао на овој дефиницији и 
дао примере, Поенкаре је отишао много даље. Он је показао да 
се, под извесним условима, на асимптотске редове могу приме­

нити алгебарске и инфинитезималне операције, и да свакој од њих 
примењеној на асимптотски ред одговара аналогна операција при­
мењена на функцију {(х). 

Нека је 

и 



Тада је: 

10 

о асимптотском развијању '" 

L 
аа +ВЬ 

a/(x)+~g(x)-- У. У, 
XV 

1 (х) g (х) -- "" ~, 
~ X V 

v 

Cy~ Lam Ьу-m • 
m=О 

159 

30 Ако је R (У1' У2, ... , Ур) рационална функција аргумената 
У1' У2, ... , Ур и функције 11 (х), 12 (х), ... , Ip (х) имају асимптотске 
развитке, тада и функција 

има асимптотски развитак, под претпоставком да именитељ од R 
не тежи нули кад x~ оо. Овај асимптотски развитак се израчу­
нава формално као да су развици функција l; (х) конвергентни 
редови. 

40 Ако 
g (х) = ао + а1 х + ... + аn хn + ... 

има полупречник конвергенције г> О, и 

I(x)"""'''''~, x~oo, 
~xy 

тада и функција F (х) = g (1) има асимптотски развитзк, под претпо­
ставком да је I ао 1< г. Израчунава се као да је ред L av/xv кон­
вергентан. 

50 Ако је функција 1 (х) непрекидна за х> хо и 

1 (х) .,.." ""!!У..., x~ оо , 
~xv 

тада је 
оо оо 

f {I (t) - ао - !!l.} dt -- "" а" ,х ~ сх> • 
t ~ (v - 1 ! xv- 1 

х _2 

Одавде следи: Ако, сем наведених претпоставки о 1 (х), 
постоји непрекидан извод f' (х) и овај Д о п у ш т а асимптотски 
развитак, онда је 

оо 

I/(х) ~ _. "" ~, х ~ ОО. 
~ xv+ 1 

v=l 

Тек благодареhи томе што су наведене операције са асим­
птотским редовима дозвољене, могла је љихова теорија и примена 
да ДОђе до пуног замаха. У томе је Поенкареова заслуга. 
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1.3. Ако функција {(х) има асимптотски развитак, оваЈ је 
Стилтјесовим алгоритмом (I. 2.2) једнозначно одређен (мада се 
често, на тај начин, не може и ефективно израчунати). Обрнуто, 
међутим, не важи јер функције {(х) и {(х)+е- х имају исти асим­
птотски развитак. Тиме се пред теорију асимптотских редова 
постављају два основна проблема: 

1 о Егзистенција асимптотског развитка када је дата функција 
. и његово практично изналажење. 

20 Како ограничити класу функција да би, када је дат асим­
птотски ред, овом одговарала једна једина функција. 

Оба ова питања нису у потпуности и на' задовољавајуhи 
начин решена. 

(i) За асипмптотско развијање функција постоји читав низ 
метода, више или мање практичних, у зависности од облика у 
коме је дата функција. Први асимптотски развици добивени су 
из Ојлер-Маклореновог збирног обрасца, више-мање случајно. Али, 
тек се Лапласова [14] метода .. функција великих бројева"!), коју 
је Коши проширио, на комплексно подручје2), с правом може 
назвати првом методом асимптотског развијања. Базирала је 
дуго на једној плаузибилној примедби, наиме, да за велике вред­
ности п интегралу 

Ј f (х) [g (х)]n dx 

у првом реду доприноси најужа околина максимума функције 
g (х). Ригурозност долази тек са Пероном [17], а даља усаврша­
вања у радовима Дебиа [6] и Ватсона [24с]. 

Дарбуова [5] метода користи зависност асимптотског 
понашања низа {п (п -+ оо) од сингуларитета које његова функци­
ја-генератриса 

има на кругу конвергенције. Хар [8] преноси овај поступак на 
функције {(х) (х -+ оо), где улогу функције-генератрисе преузима 
Лапласова трансформација од f (х). 

Не мање значајне су метода Лјувила и Стеклова [21], која 
даје асимптотски развитак за решење линеарне диферецијалне 
једначине, и метода Барнса [2а], Форда [8] и Њусама [16], која 
се односи на асимптотско развијање (х -+ оо) функција дефини­
саних Тајлоровим редовима специјалног типа 

ХN 
~--, &:;:0,-1,-2, ... 
L.J п! (п+&) 

1) Fonctions des gгапdsпоmЬгеs. 
2) Sattelpunktmethode, metlJod of the steepest descent. 
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Први по~ушај. да се бар један значајнији број метода асим­
птотског развијања сведе под један општи принцип учинио је 
Деч [7]. Нека функционална трансформација Т пресликава функ­
цију F на функцију f, тј. 

(1.4.1) f= Т(Р). 

Тада, из асимптотског понашања једне од функција F и f, можемо 
закључити- о понашању друге у околини извесне тачке. Ако из 
F закључујемо о f имамо асимптотику Абелове природе, у обр­
нутом случају Тауберове. Најзад, постоји и трећаврста, индирек­
тна Абелова асимптотика,у _ случају да трансформација (1.4.1) 
до пушта инверзију 

р= Т-l (1), 

з закључује се о функцији F . 

(ЩУ погледу другог проблема наАеденог на почетку ове 
тачке први допринос дао је Стилтјес [17 ЬЈ. Стилтјесова основна 
идеја састоји се у томе да дивергентном реду 

( 1.4.2) 

када Cv испуњавају одређене услове, преко конвергентног вери­
жног разломка 

1 
а 1 х+- --

1 

1 
азх+---

координира одређени интеграл 

оо 

Ј .JJ~dU х+и 
о 

и овај сматра сумом реда (1.4 .2). Одређивање позитивне функције 
ј(и) из коефицијената реда (1.4.2) своди се на чуве.ни Стилтје­
сов проблем момената. 

Доцније су Ватсон [19b], Неванлина [11] и Карлеман [ЗЬ] 
дали низ услова под којим се из 

11 Збор нн к 

. Cv {(х) -=- ~ - , Х ~ оо , 
.LJ XV 
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једнозцачно може одредити f (х) ако је ова функција реrуларна 

у -n/2 а; < ср < n/2 а;, r > R (х = r еЈ'Р). Ти услови су ,типа 

I хn { t(x) _ ~ :~} 1< (-~ )n1k e-n1kpn(k>a;) 
о 

за довољно велико п и погодно р > О" 

1.4. Потенцијални асимптотски редови, какве су увели 
Поенкаре и Ст~лтјес, претрпели су у своме развоју низ генера­
лизација. 

у случају да функција Нх) не испуљава већ први (п-О) 
услов (1.2.2), Поенкаре проширује појам асимптотског реда на 
тај начин што погодним избором функција g (х) и h (х),' уместо 
t (х) развија у асимптотски ред функцију 

f (x),--g (х) ,..., "" bv , 

h(x) k Xv 

и тако добија уопштени асимптотски развитак 

Ь 
f(x).,..,g(x)+h(X) ""..2, x~oo . 

.L,,; XV 

Променљива х може узимати и комплексне вредности. Но тада 
се мора прецизирати у ком правцу, односно у ком углу важе 

услови (1.2.2) кад I х I ~ оо, па према томе и асимптотски развитак. 
Ова генерализација на комплексно подручје омогуhила је Неван­
лини [15] да употпуни круг дозвољени х операција са асимптот­
ским редовима. ОН је показао да се диференцираљем асимптот­
ског реда добија асимптотски ред извода, али само код асимп­
тотских редова који важе у читавом углу а не само .цУ)i{ кривих 
линија. , -- - ' -. 

Карлеман [За, Ь) је први увео асимптотске редове облика 

со (х) + С1 (х) + С2 (х) + ОО' , 

Х х2 
x~ оо , 

где коефИЦ\iјенти Cv (х) нису константе већ периодичке функције 
по х. 

Најзад; Шмит [20 а, Ь) испитује ~СИМlIтотскеред.оне са 
општом, не више потеНЦИЈалном, скаЛQ~ функција {qv},' тј. 9бл~ка 

Со (х) С1 (х) С2 (~) --+--+--+ ... ј x~oo. 
qo (х) ql (х) q2 (х) 
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Су (х) су периодичке функције а низ функција скале {qy} мора 
задовољавати следеhа два услова: 

(1.3.1) 

и 

(1.3.2) qv (х) ~ О, 
qv+! (х) 

х .... оо. 

V~O, 1,2, ... 

Целисходност ових генерализација огледа се у првом реду 
у томе уколико су и које операције са таквим асимптотским 
редовима дозвољене. Тако већ множење код општих скала долази 
у питање, јер формалним множењем добијамо производе облика 
(qx qx)-l који сами не морају имати асимптотски развитак по 
скали {q~}. Због тога Шмит издваја из општих скала оне које, 
например, дозвољавају множење, тј. код којих за свако Х, ')(.=0,1, ... 
важи 

( 1.3.3) 

затим оне који дозвољавају диференцирање, итд. 

Тиме је питање примене основних операција и на асимптот­
ске редове по општим скала ма решено. Међутим, сложеније опе­
рације, на пример, општи гранични прелаз примењен на асимптотске 
редове, нису досада ни код асимптотских редова са потенцијалном 
скалом испитивани, ако се изузме случај униформних асимптот­
ских редова, тј. таквих код којих сваки гранични прелаз (1.2.2) 
важи униформно. Ми ћемо се овде бавити и таквим сложенијим 
операцијама примењеним на асимптотске редове по општим ска­
лама. Прецизније, испитаhемо услове под којим се на линеарну 
трансформацију датог асимптотског реда сме применити општи 
гранични прелаз. 

11 ПРОБЛЕМАТИКА И РЕЗУЛТАТИ 

2.1. Под фуltlщионело.м. подразумева се функционална транс­
формација која сваком елементу 1 (х) (свакој тачки) функци­
оналног простора F придодаје одређен број А [1] тела реалних 
или комплексних бројева К. Функционела је линеарна ако је 

за свако 

11 И 12 Е F и за свако С1 и С2 Е К. 

Функционела је ограничена ако је (горња граница) . 

sup I А [/] I 
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конацна за свако 1 Е. р за које је норма 11111< 1. Ако ову горњу 
границу обележимо са МА тада је за свако 1 Е. р 

I А [Л I < МА' 11 1 11 • . 
Века је рс простор свих у размаку (а, Ь) непрекидних функ­

ција у коме је норма· дефинсана са 

11/\1= Мах lt(x)l· 
a~x~b 

Ф. Рис (19] је показао да свакој линеарној и ограниченој 
функционели А [tJ дефинисаној у простору РС одговара одређена 
функција ограничене варијације а: (х) (иста за свако f), тако да 
се линеарна функционела А [Л да претставити Стилтјесовим 
интегралом 

ь 

А [1]= Ј f (t) d a:(t). 
а 

При томе је 

а: (х) је генератриса линеарне функционеле А И. Размак (а, Ь) 
може бити и бесконачан. - Сличне тврдње постоје и за друге 
функционалне: просторе, на пример за простор L-интеграбилних 
функција. 

Ф. Рис [19] је дао. и један значајан став о граничном про­
цесу код низа линеарних функционела у простору РС' Наиме, 
нека су А ј [!], А2 [{Ј,· .. ,А (fJ линеарне и ограничене' функционеле 
и нека су а:1 (х), а:2 (х), 'ОО , а: (х) њихове генератисе које задовоља­
вају услов 

Да би тада 

за сваку функцију f која припада Р" потребно је и довољно да 

.. .. 
20 Ј аn (/) dt -+ Ј а (t), п -+ ОО, . а. <х < Ь; 

а . а . 

30 да варијација генератрисе а:n(х) .Остане ограничена, тј . 
.. 
W~{o:n(x)}=O(l), n-+ОО. 
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2.2. Проблематика овог рада односи се на развијаље лйне­
арних функционела 

(2.2.1 ) 
Q() 

А n [1] = Ј f (t) dan (t), 
о 

где п не мора бити цео позитиван број, у асимптотске редове 
(п -+ оо), и то ПО општим скалама. Прецизније, које потребне и 
довољне услове мора З8довољавати генератриса аn (t), да би 
линеарна функционела А n [Л имала асимптотски развитак по скали 
{qv(n)}, тј. 

(2.2.2) 

где је 

(2.2.3) 
Q() 

cv=f f(t)d~v(t), v~O,I, ... 
о 

Сукцесивном применом напред наведеног Рисовог става нала­
зимо да је за то потребно и довољно да 

% Q() % 

10 Јаn (t) dt,..-..-~ _1_J~1' (t) dt, n-+ оо, х> О; 
~y о qv(n) 

о = о 

k-l 

20 Нт (qk (п) [I.%n (t) - ~ 1t
v(t) ] Ј -+ Нт ~k (t); k = 0,1 ... 

t=<r> ~ qv(n) t=oo 
v=o n-+оо 

k-l 

30 ~ { qk (п) [аn (t) - L ~: ~~)J}= 0(1), n-+ оо; k~O, 1, ... 
у=о 

Самим тиме што овај став важи за сваку функцију f Е РС, У 
њему су садржана знатна ограничења за генератрису аn (х) лине­
арне функционеле, тј. класа ових је прилично уска. О томе говори 
веп сама чињеница да генератриса аn (х) мора бити таква да кон­
вергира не само (2.2.1) за свако позитивно п, веп да конвергирају 
и сви несвојствени Стилтјесови интеграли (2.2.3) (v = 0,1 ... ). Међу­
тим, баш у применама, конвергенција ових последљих долази у 
питаље. Зато се поставља проблем да се на неки начин прошири 
класа линеарних функционела на које се може применити горљи 
став. У ТОм погледу може се ипи у два правца. и.ци, класу лине­
арних функционела проширити на уштрб њеног дефиниционог 
поља, тј. сузити функщюнални простор РСЈ или, што је од вепег 
интереса, а за конкретну' примену шта више и неизбежно, про­
ширити појам саме линеарве функционеле. Ово на тај начин, што 
би се уместо конвергентних линеарних функционела, увео појам 
А -збирљивих линеарних фуикционела, тј. таквих које се осни-
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вају на Абеловом збиру несвојствених Стилтјесових интеграла и 
код којих постоји 

Аналогни став за развијање А-збирљивих линеарних функци­
онела у асимптотске редове, почиваhе на ставу који је сличан 
Рисовом ставу о граничном прелазу, али се односи на А-збир­
љиве линеарне функционеле. 

Нека је 

"" А n [а,!] = Ј e-<1t 1 (t) d аn (t), а> О, 
О 

што можемо написати и у облику 

"" Аn [а, tJ = Ј e-<1t 1 (t) d ~n (а", t), cr = о' + а", 
О 

где је 
t 

~" (а", t)= Ј e-<1"~ d аn (~). 
О 

Ако онда функција е-<1Х 1 (х) и генератриса. Sn (а, х) испуњавају 
услове 10 - 30 Рисовог става, и то за свако (ј.> О, тада Ье 

(2.2.4) 

и то за свако а> О и за сваl<У непрекидну функцију 1 (х), за коју 

е-<1Х 1 (х) ~ О, п ~ оо за свако а> О. 

Претпоставимо ли да оба израза који се јављају у (2.1.4) 
имају граничну вредност када (j~+0, тј. 

lim Аn [0,1] = Аn [+0, t] 
<1=+0 

и 

lim А [а,ј]=А [+0;/], 
<1=+0 

т;ща се основно питање састоји у' томе под којим Ье условима 

Аn [+0, tJ ~A[ +0, ј], n,~ 09., 

На овако општем . ставу почивало би асимптотско развијање 
А~збирљивих линеарних функционела. Изгледа да у природи не 
лежи да се дају потребни и довољни услови под којим овакав став 
важи и стога овде дајемо извесне довољне услове, и то претпо­
стављајуhи да функција 1 (х) има специјалну структуру 

l(x)=-=е:-itХt (х) 



о асимптотском развијању ... 167 

и' функција 'lr (х) задовољава извесне услове које ћемо накнадно 
навести. 

Прецизније, проблем који ћемо овде третирати, а који ћемо 
одмах' формулисати за асимтотске редове, своди се на питање 
под којим у'словима ће А -збирљива линеарна функционела 

2l [e-I'tt 'lr (t)] = lim (,е-а! e-I'tt 'lr (t) d ср (t; 1.), ' 
0=+0 О 

чија генератриса ср (t; 1.) допушта асимтотски развитак по општој 
скали {qp. (1.)} 

1 

(2.2.5) ср (t; 1.) = L Ор. (t) + 0(_1_) ," 1. ~ оо , 
р. = О qp. (1.) q 1 (1.) 

сама имати аf,ИМТОТСКИ развитак по скали {qp. (л)} 
1 

(2.2.6) 2l[г l'tt'lr(t;]=L Pp.(-r) + 0(_1_), 1.~00, 
р.=0 qр.(Л) ql(1.) 

где се коефицијенти 

(2.2.7) Pp.(-r) = Нт (e- at e-itt'lr(t) d Рр.и), р.=0,1, ... ,/, 
0=+0 О 

израчунавају формалном применом операције 

(2.2.8) Нт /e~ate~ i'tt 'lr (t}d{ 
0=+0 О 

члан по члан на асимптотски развитак језгра ср џ; 1.) . 

2.3. Да би прегнатнијемогли формулисати услове под којим 
важи горе наведено тврђење, претходно ћемо дефинисати једну 
класу функција и прецизирати извесне појмове. 

Са О;: означиhемо класу функција облика 

(Ођ F (t) = шо (t) 1tm (t) + Ш1 и) 1t"._1 (t) + ... + Шm (t) , 
где су 1[" (t) полиноми" p.~TOГ степена по t, a~p. (t) периоди~к~" 
функције периоде h > О.Специјално када w,,(t) 'дегенеришу у 
константе, класа O~n се своди на класу полинома т-тог степена. 

За функцију t (t) казаhемо да припада класи Е>! ако се може 
приказати Лаплас-Стилтјесовим интегралом 

оо 

t (t) = S e-t и d а (и), t;;;:. О, 
О " 

где је а: (t) ограничене варијације у (О, оо). Слично дефинишемо 
класу E>v и код низова 

оо 

av = f e- VU da(u), v= 0,1, ... 
О 
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Специјално ако је t иЈ тотално монотона функција у размаку 
(О, оо), тј. ако је 

(2.3.~) д~ t (t)~t џ) - (ћ t (t + h)+ ... +( - 1)k (~) t (t.+k h» О 
за свако цело' позитивно k и за свако' h> О, тада она припада 
класи 81. Наиме, на основу једног Хаусдорфовог [10] става, 
класа тотално монотоних функција је еквивалентна са класом 
функција које се могу приказати Лаплас-Стилтјесовим инrе­
гралом наведеног облика са' позитивним неопадајуhим језгром 
а (t). - Аналогно важи за тотално монотоне низове av код којих је 
(2.3.1) (са av=a (~I») испуњено за свако цело позитивно k и за h= 1. 

2.4. Сада ћемо формулисати услове под којим важи асим­
птотски развитак (2.2.6) са (2.2.7). 

Нека t (t) припада класа 8 t и нека коефицијенти Р)l (t), 
}1. = О, 1 , ... , 1 асимптотског развитка (2.2.5) припадају класи О'!: .Ако 
тада постоји цео број К> т тако да је 

(2.4.1) 

оо 

ЈГ Id{д:~(t-Кh;л)}! = о (._1_), л-+оо, 
ql (л) 

О ' 

важиhе (2.2. б), и то униформно по '[' У размаку (2 s rr./h + €, 

2(s+1).'r;/h-e), О<е <7t/h, s=O,.± 1, ... 

Нешто прецизиније и за прим~ну погодније услове добијамо 
ако, задржавајуhи осталt: претпоставке, уместо услова (2.4.1) 
захтевамо да варијација W к~тедиференције функције ~ (t ; л) 
задовољава у размаку (О, Т) УСЛОВ 

т к· М. Wo { Ah ср (t; л)} < --, м не зависи од л, 
.' ql (л) 

и ако за '> Т И л> А 
,1: ср (t ; л) .МОНОТОНО -+ О када t -+ оо . 

Како је функционела Щ [e-i,;f t (t)] дефинисана Стилтјесо­
вим интегралом, то одавде следе аналогни ставови за А-збирљиве 
Ltирихлеове редове 

оо 

Нт L а~Ьv(л) e-(,,+i';)Лv , Р,У / оо), 
0= о 0=0 

па специја.цно и за .А-збирљиве тригонометриске редове 

оо 

Нт """ а у bv (л) rV eve/. 
r=! LJ 

v=O 
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За ове последње формулисаhемо одговарајуЬе ставове за 
асимптотско раэвијање. - Нека низ av , v=O.I,... припада класи 
Е>. и нека низ Ь• (л), v = о, 1, ... допушта асимптотски развитак по 
општој скали {q}1 (л) } 

1 

(2.4.2) "" Р}1 (v) (1) Ь• (л) = ~ -- + о -- , л ~ оо , 
}1=-0 q}1 (л) ql (л) 

где су коефицијенти P}1(v) , р.=о, 1, ''', 1 полиноми степена т по v. 
Ако је за неко цело К > т 

оо 

(2.4.3) LlдК+1ЬV_К_l(л)l=о(_I_), л~оо, 
v=o ql (л) 

тада за О < э < 2" постоји гранична вредност 
оо 

'!~ L а • Ь• (л) г" evei =~ { Ь• (л) } , 
г=о 

и асимптотски развитак од ~ { Ь • (л)} добија се формалном при­
меном операције 

}= Нт 
г=1 

v-o 

члан по члан на асимптотски развитак (2.4.2). Добијени асим­
птотски развитак важи униформно по в у о < е < в < 2 1t - е. . 

Специјално можемо, задржавајуhи остале претпоставке, уместо 
(2.4.3) захтевати да за л:> А и v:> vo К-та диференција дК Ь• (л) 
монотоно тежи нули, тј. 

(2.4.4) дК Ь• (л) :> дК bV + 1 (л) ~ о, v ~ ОО. 

Први став ове врсте дао је за тригонометриске редове Кара­
мата [12 а], претпостављајуhи тоталну монотонију низа а• и услов 
(2.4.4), и тиме потстакао и овај наш pa.l(. 

Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан извод Х џ; л) по t, 
добијамо аналогне ставове за Рима нове интеграле. За примену је 
нарочито од интереса случај када функција Х (1; л) има изводе по 
t до реда К и (- I)К д Х (t. л)/дtК монотоно тежи нули, а коефи-

, t 

цијенти Р}1 (t) асимптотског развитка функције f х (и; л) du су 
о 

полиноми по t. Тада област важења 'добивеног асимптотског 
развитка садржи само једну изузетну тачку t' = О. 

2.5. Изложена метода асимптотског развијања доводи с једне 
стране до нових асимптотских развитака, а с друге стране обједи-
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њује различите асимптотске развитке једне исте функције, који 
су до сада, углавном, добијани применом различитих метода. Наиме, 
ако је једном утврђено да се на дати ред или интеграл сме 
применити поступак, онда је са (2.2.5) и (2.2.6) У ствари дато 
пресликавање асимптотских развитака, тј. сваком асимптотском 
развитку функције q> (t; л) одговара један развитак функције 

'll [e- Jrf t (t)]. . 
У последњем делу овог рада применили>.смо нашу методу 

на ултрасферне полиноме ptt> (cos Э), 0< э < ')'1;,за п ~ оо. Полазна 
тачка је тригонометриски ред [23 Ь; 1] 

РОЈ ( 6) 2 Г(2 1.+ п) (2 . Э)1-21. 
п cos = sш· 

Г2 (А) п! 

(n+v)1 sin(n+2v+l)6, 
(А) <П+Нl) 

где су уведене ознаке 

(x)(v)=x(x+1) ... (х+ v-1), (х)(О)=l; 

(2.5.1) 
(x)(v)=x(x-1) ... (x-v+1), (х)(о)=l. 

(n+v)1 . 
Развијајуhи , v = 0,1, ... по различитим скалама (а, 

(A)<n+v+l) 

.{3, у параметри) 

(A)<n+v+!) 

k (1.)1)1).' 
=В(А,п+а+1)""(-1»)1(v-а) . ( +0 (n-1.- k ) , 

.L-, . р. (п+а+А+ 1)}l) 
)1=0 

= в (л, п + а+ 1) ± (P-v) (л)(}l) +0 (П-Л-k)·,'· 
)1=0 ,р... (п + ~)I}l) . 

1 (л) Lk 
(X)(}l) Q\P (v. - у +, 1) 

=__ (-1)}l-- г +o(n-1.-k ) , 
(п+у) 1. р.! (п +у)\Ј. 

)1=0 

где је Q~) дефинисано са 

(
х' 1. с/:) Q(1.)() 

еУХ _. _) = "". ~L х)1 , 
еХ - 1 . .L-, р. ! , 

)1=0 
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добијамо за функцију p~)J (С08 е) следеhе асимптотске развиткеL 

10 p~)(cose)=_2- Г(2А+п}Г(п+а+l) (2 siп Э)1-2А • 
Г(}.) Г(п+l)Г(п+а+А+ 1) 

k 

(2.5.2) . L (-1)}1 (А)(}1) (1-А)(}1) nP(Э) +0 (ПА-k-1), 
}1=О (п+а:+А+l)(}1)р.! 

где је 

fJ: (е) + Ј F ( - р., а; А - р.; 1 - е- 26 i ) , 
) 

{ 

е(llt2}1+1)Эi } *) 
,.. (1_e2ei)}1-A+l 

(а параметар; Р хип~рrеометриска функција). 

20 p~(cose)=_2- Г(2А+П)Г(П +~+1) . 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

k 

(2.5.3) . L (A)(j1)(l-A)(j1) g~(е)+О(ПА-k-l), 
ј1=О р.1 (п + ~)(j1) 

где је 
[(11 + 2, -11)6 - (А +ј1) Лf2Ј i 

g (A) (е) =Ј {i е F ( - р. л - (.! - l' л -}1; 1 - е2Эi)} , 
11 (2 sin Э)А+}1 '1'" 

(~ параметар; F хипергеометриска функција). 

30 ~ (cos Э) = 2 Г(2 л+п) (2 sin е)1-2/,. 
Г(л)п! 

k 

(2.5.4) .. L (- 1)ј1 (л)(}1) Ј {е(Il+ЛЭ i h~J (е2Эi)} +0 (ПА-k-1), 
}1=О р.! (п +у)ј1+А 

где је h~ (z) дефинисано са 
ао 

e(l-Y)x (_Х _)А (1 _ z eX)2,-1 = L h~ (z) х}1. 
ех -l р.! 

}1=О 

Асимптnтски развици 1 0_ 30 важе униформно у размаку О < € < 
< э < 1C-€. 

За специјалне вредности параметара а, ~, у (<<=0, ~=A-l, 
у = О) асимптотски развици 1 0_ 30 своде се на познате развитке 

ултрасферних полинома (в. Сеге [23 а, стр. 191 и 206]). 

*) R {z} и Ј {z} су реални одн. имагинарни део од z. 
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у тачки 4.5 дајемо асимnтртски развитак интеграла 

Zv ('., х)= j:i'f (У -'Ј2 (1 + 2t
x )V-'f"dt, 

о 

када је х ~ оо. Специјално за t' = 1 следе одавде асимптотски 

развици (х ~ oO}~a Ханкелове функције H~l) (х) и H~2) (х). 

Најзад у тачки 4.6 изводимо познати Стирлингов образац за 
функцију Г (х), х ~ ОО. 

ш ДОКАЗИ СТАВОВА 

3.1. Претходно Ьемо доказати неколико лема да доцније не 
би прекидали излагање. 

Лема 1. Hella су а (ђ и ~ (t) ограничене варијације у раз.маllУ 
(а, Ь) и Hella. је f (t) S-иншеграбилна у односу на а и) и Р (ђ. 
Тада из 

f (t) > О за а < t < Ь 
следи l / f (ђ 1 d а (t) 1-/1 (t) 1 d ~ (t) 11 </1 (t) 1 d { а (t)- ~ (t) } 1· 

До К,а з. Пре свега, t и) је S-ИНl'еграбилна и у односу на 
cf. (t) - ~ (t), јер је тада и функција а (t) - Р (t) ограничене вари­
јације, а од дисконтинуитета може имати највише све дисконти.­
нуитете функција а (t) и Р (t), који се, према претпоставци, не 
поклапају са дисконтинуитетима функције 1 (t). С друге стране 
(в. Карамата [12 Ь, стр. 54-55]), функција 1 (t) интеграбилна је и у 
односу на тотаЛIiУ варијацију функција а (t), ~ (t) и а (t) - ~ (t), тј. 

п Ь 

S~cx) = L 1 (.,,) I а (џ - а (tv- 1) 1 ~ f 1 (t) 1 d а (t) I , 

у=l а 

п Ь 

s~ ) = L 1 (" _) I Р (Ц - ~ (tV-1) 1 ~ f 1 (t) 1 d ~ (t) I ' 
у=l а 

п 

\1==1 

ь .. Ј 1 (t) 1 d { а (t) ~. Р џ) } I , 
а 
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када при подели 

a~/o < 11 < ... < tn = Ь размвка (а, Ь) 
и 

tv_ 1 <t'v<tv, v=1,2, .... ,n, 

дужина највеЬег размака 

8n = Мах {tv - tV- 1 } -+ О, п -+ оо , 
l'::;;v'::;;n 
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тако да све тачке дисконтинуитета функција а (t) и ~ (t) падну у 
подеоне тачке. 

Ако онда у 

11 ' 

S~a-p) ;> L f (t'v) 11 а: (tv) - а (tV-l) 1 - I ~ (џ - ~ (tv-j) 1/ > S~a) - S~r) I 
V=I 

извршимо гранични прелаз п -+ оо, следи тврђење леме 1. 

Лема 2. Нека је функција Ф (t) ограничене варијације у сваком 
коначном размаку и Ф (t) = Ф (О) за t < О. За неко фиксирано h > О 
и r = 1, 2,... clliaBllMO 

r 

Ah Ф (t) = L (-1)v(:) ф Џ+ v ћ). 
V=O 

1 ада из 
т 

(3.1.1 ) Ј I d {L1h ф (t - r h ) } I < м тm, т ~ О, 1, ... , 
о 

следи 
т 

(3.1.2) Ј 1 d Ф и) I < м тm + r • 
О 

к онстанта М не зависи од Т. 

д о к а з потпуном индукцијом. Константа М не мора бити 
иста на сваком месту где се појављује. 

(О Нека је r = 1 . На основу леме 1 следи тада из (3.1.1) 

т 

М1m > Ј 1 а { Ф (t-h) - Ф (t) } 1;;;;. 
о 

I 
т· Т I > [1 d Ф (t - ћ) '-! 1 d Ф (i) 1 = 

т 

(3.1.3) > Ј 1 d Ф (t) 1· 
T-h 
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Одредимо цео број п тако да је 

(3.1.4) (n-1)ћ<Т<,nћ. 

Тада је на ОСНОВУ (3.1.3) 

т h 2h nh 

Јјdф(t)I<,Ј +Ј + ... + }.< 
о о h (n-'-l)h 

< м hm 
{ 1 т + 2т + ... + nт } < 

МеђУТИМ, према (3.1.4) 

1+11 
п = -ћ-' О <, 11 < h, 

те је 

(3.1.5) /1 d Ф и) I < м ( т + 11 ) т + 1 < М Тт + 1. 

О . h 

(Н) Претпоставиhемо да ТВРђење важи за једно г:> 1, па 
Ьемо доказати да оно тада важи и за г + 1. Заиста, нека је 

т 

Ј I d {дћН Ф [t - (г + 1) h Ј } I < м 1т • 
о 

Тада, слично као под (i), добијамо аналогон ·обрасца (3.1.3) 

т 

Ј ј d { Дћ ф (t - г h) } I < м Тт , 
T-h 

а. одавде, на исти начин као што смо под (i) извели образац (3.1.5) 

т 

Ј I d { Д~ ф (t - г h) } 1< м Тт+l. 
о 

МеђУТИМ, по претпоставци, ТВРђење важи за г, те из последње 
неједначине следи 

т 

Ј I d Ф (t) I < м Тт + 1+ r 
О 

што је требало доказати. 
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Лема 3. Нека је Ф (t) ограничене варијације у сваком конач­

ном размаку и Ф (t) = ф (О) за t < О. 
Ако је за фuксuрано h > О и једно k (-= 1,2, ... ) . 

(3.1.6) 
со k 
Ј I d { .1" Ф (t - k ћ) } 1< ()() , 
о 

тада за R [ z ] > О важи 

(3.1.7) 

д о к а 'З. Полазимо од идентитета 

(3.1.8) 

где је 

(3.1.9) 

т 

(e- hz -1)k Ј e-zt d Ф (t)­
о 

k T-(k-v)h 

=L(-1)v(:)е-(k-V)hZ f e-ztdФ(t) + Rk(T), 

y~ о о' 

k Т 

Rk (Т)= L (-l)и ( ~) e-(k-v)hZ Ј e-zt d Ф (t). 
v = О T-(k- -v)h 

Ако У првој суми на десној страни у (3.1 .8) ставимо t+ (k - v) h I t 
и водимо рачуна да је Ф (t) = ф (О) за t < О, добијамо 

т 

(е-М - 1)k Ј e-zt d Ф и) = 

о 

т 

= ± (-1)и ( ~) Ј e- zt d { Ф [! - (k - v) ћ] } +Rk (Т) = 

у=о О 

(3.1.10) 
т 

= Ј e-zt d { A~ Ф (! - k ћ)} + Rk (Т). 
о 
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Међутим, 

k Т . 

I Rk (Т) i < 2: ( :) e-(k-v)hRlzј Г e-R1zJtldФ (t)! < . 
V= О T-(k-v)h 

k т 

< 2:( ~)e-R[Z]T f1dф(t)I< 
v=O T-(k-v}h 

k Т 

< 2 L ( ~ ). e-
R1zj т Ј I d Ф (t) I , 

v=o О 

а на оснону леме 2 

IRk(nl <MTke-R[zјТ. 
На основу ове процене за Rk (Т) следи тада из (3.1.10), када 
Т -t оо, тврђење леме 3. 

Лема 4. ОПШlliе реше1Ье диференцне једначине 

дашо је са 

(3.1.11 ) f сп ~ ОЈ 1 (t) 'ltk-1 (t) + ОЈ2 (t) 'ltk_2 (!) + оо. + OJk (t), 

где су 'ltp. Полиноми стеПена 11 По t, а Шр. (t) Перuодuчке функције 
Периоде h. 

За фУfl/{ције облика (3.1.11) казаhемо да ПриПадају .класи o~-'I. 

До I< а з потпуном индукцијом. 

(i) За k= 1 тврђење је тривијално. За k~2, једно решење 
диференцне једначине 

Д~ f (/) = Ап f (1) - дп f (1 + ћ);" О 

је пол-ином првог степена по t, '1tl (1), тј. 

дћ '1t1 (t)-Ah '1t1 (t+h)=O.· 

Ако са F (t) означимо ма које друго решење, онда је количник 
Аћ F (t)/дll 1t'1 (t) због 

AhF (t) . Ап F (t+h) =----, 
дп 'lt1 (t) дп '1t1 (t+ h) 
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периодична функција периоде ћ, (1)1 џ), тЈ . 

или 

.1ћ F (ђ~(1)l (ђ.1ћ '11:1 (ђ 

F(t)-F(t+h)=(1)1 (t) {'I1:1 (ђ-те1 (t+h)}. 

Ако ово напишемо у облику 

F (t) - (Ј)1 (t) '11:1 (t) = F (t + ћ) - (1)1 (t + ћ) '11:1 (t + ћ), 
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увиђамо да је и F (t) - (1)t (t) 1t1 (t) периодична функција периоде ћ, 
одакле следи 

F (t) = (1)1 (t) '11:1 (t) + (Ј)2 (t). 

(Н) Претпоставимо да тврђ,ење важи за једно одређено k. 
Тада из 

према претпоставци, следи 

Међутим, ако ово напишемо у облику 

односно 

f (t)-(1)1 и) п; (t) - '" - (1)k (t) 1tj (t)= 

"'" f (t + ћ) - (1)1 (t+ ћ) те; (t+ h)- .... - (1)k и+ ћ) тсј (t+h), 

увиђамо да је 

f и) - (1)1 (t) 'I1:k(t) - ... - (!)k (t) 1ti (t) = (!)Н 1 (t), 

где је (Ј)Нl (t) периодична функција периоде ћ. 

3.2. У овој и следеhој тачки извешhемо основне ставове 
3 и 6 У којима је садржано тврђење (2.1.3) о инверзији асимпто­
тике и операције (2.2.8). У оба случаја претходно доказујемо 
извесне прелиминарне ставове. 

Став 1. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком ко­
начном размаку и 

ф (t;Л)=ф (О; л) за t<O 
и нека 

(3.2.1) ф (t; л) -t Ф (t), л -t оо за t> О. 
12 Зборник 

• 
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Ако су k-ше диференције A~ Ф (t; л.) и A~ Ф (t) (ћ >0) ограни­
чене варијације у размаку (О, оо), тј. 

оо 

f !d{А~Ф(t-kh;л.)}I<оо, 
О 

(3.2.2) 
оо 

Ј I d {A~ Ф (t - k h) } 1< оо 
О :~ 

и 

оо 

(3.2.3) f Id{А~[Ф(t-kh;л.)-Ф(t-kh)]}I'" О, ).. ... 00' 

тада 

о 

1 о за· б > О конвергирају иншеграли 

F (б, '(; л) = /' e- af e- lrt d Ф (t; л), 
О 

20 за ,,-::Р2 s '1C/h, s=O, ± 1, ... и0стоје гранuчне вредности 

Нт F(б,-r;Л)"",F(f;л.), 
а=О 

Нт F ( cr , '() = F (-r) ; 
а=О 

унuформно за 2sзт/h+6~'t<2(s+1)'7t/h-е, O<e<'7t/h, s=U, 
± 1, ... 

д о к а 3. На основу леме 3 је 

F (а, "; л.)=[е-(О+l't)h -l]-k Ге-О' e- irf d {д~ Ф (t-kh; l)}, 
, о 

(3.2.4) 

F(a,'t)~[e-(a+lr)h_l]-k Ге-оfе-iт:f d {д~ Ф (t-kh)}. 
о 

Прво тврђење под 1 о тада следи И3 (3.2.2), јер је 

I F (а, "; л) 1< I e-(o+lr)h -11- k ЈОО I d { l1i ф (t - k ћ; л.)} 1· 
О 

Слично се доказује и друго . 

• 
~ " 
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Како интеграли у (3.2.4) конвергирају и за а-О, то на основу 
Абелова става постоје граничне вредности F (Т, л) и F (Т) за 
'с =1= 2S1t/h, s=O, ± 1, ... 

Да би доказали ТВРђење 30, ставимо 

(3.2.5) qr (t; )..) = ф (t; )..) - ф (t). 

Тада је 

I F (а, Т; л) - F (а, ") 1'"' I e-(a+lr)h -11-k /)1 d { ДZ чr (t - k ћ; л) } 1, 
о 

и ако овде пустимо да а -t О добијамо 

оо 

IF(т;л)-F(т)I'"'lе- t т:h":'li-k f Id{AZW(t-kh;1.)}I< 

о 

I 
е h /-k {ОО 

'"' 2 sin 2" ~ I d { д~w (t- k ћ; 1.) 11, 
о 

за 2s1t/h+e<'C,",2(s+1)1t/h-е, O<e<1t/h, s=O, ± 1, ... 

Према (3.2.3) је, дакле, 

Нт sup I Р(т; 1.) -р (Т) I '"' О 
1.='" 

униформно по f У назначеним рззмацима. Тиме је ззврwен доказ 
става 1. 

Уопштење става 1 даје следеhи 

Став 2. Нека Ф (t; л) и Ф (t) задовољавају услове става 1 
и нека је за t > О 

'" (3.2.6) Чr (t)=J e- tu da (и), 
о 

r де је а (t) ограничене варЩацuје у размаку (О, оо) . 

Тада, 

1 о за cr > О конвергuрају инlliегралu 

о (О',т;л) = j"'e-ate- i • f Чr(t) dФ(t;л.), 
о 

G (0', Т) = (е-О! е- IТ! Чr (t) d Ф (t); 
о 
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20 З(l"f"* 2s~1 h, s = о, ± 1, ... постоје грани чне вредности 

Нт О (а, 'Сј л) = О ('t'j 1.), 
0=0 

lim О (a,'t')=O ('t')j 
0=0 

30 
О ('t'j 1.)~0 ('t'), 1.~oo, 

унифор.мно за 2srcjh + е -< 'с< 2 (s+ 1) ~/h - 6, О < е < ~/h, s =0, ± 1, ... 

Доказ. Ако F(б,'t'ј1.) и F(a,'t) означавај'у функције из става 1, 
тада је за а> О 

О (б,'t'ј Л)"'" Г е-аfе-Јт:t {/,e- tu d а (и)} d Ф (t; л)= 
о О 

(3.2.7) "" -= Ј F (а + и, 'С; л) d а (и) 
О 

и слично 
ОО 

0(0', '<)= Ј F (б+и, '<) d а (и). 
О 

Измена поретка интеграла је очигледно у оба случаја дозвољена. 

Међутим, на основу леме 3 је 

I F(б+и, 't' ј 1.) 1 <: 1 e-(o+u+lr)h -11- k Ј
ОО

' d {д~ Ф (t-k h ј1.)} 1 <: 
О <: м (л) (1 - e-Oh)-k, 

и ова ае;едначи.на важи за а > О, и;> О и 't' произвољно. Према 
(3.2.7) је онда 

оо 

I О (а, '<ј А) 1< м (л) (1 - e-Oh)-k Ј Id а (и) I , 
О 

чиме је доказано прво тврђење под 10. Слично се доказује и 
друго. 

Показаhемо сада да 
ОО 

(3.2.8) О (О','L;Л) ~ ЈF(и,'L;л)dа(и)=О('LјЛ), a~O. 
О 

у том циљу полазимо од 

I О (а, '<ј л) - О ('Lj л) 1 <: 
и 

<: Ј 1 F(a+u, '<; л) - F (и, 'с; л) 11 da (и) 1+ 
О 

, (3.2,9) 
оо ОО 

+ Ј 1 F (а + и, 'с; л) 11 d а (и) I + Ј 1 F (и, '<; Ј,) 11 d а (и) 1, 
и и 
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где Ьемо и одмах одредити. Нека је t' фиксирано и =1= 2 s тr./h, 
s = О, ± 1, ... , а I) > О, иначе произвољно. Тада је Moryhe изабрати 
и довољно велико тако да је 

(3.2.10) 

оо 

Ј 1 F (о +и, т; 1.) 11 d а; (и) 1 < 1)", 
u 

оо 

Ј 1 F (и, 'С; л) 11 d а; (и) I < l) • 
u 

Заиста, ако уочимо први интеграл, 6иhе 

оо 

IF(0+u,t;1.)I<Ie-(а+u+i.-)h-11-k fld{А~Ф(t--kh;1.)}I< 
о 

< м (л) < { 

e(a+u)h } k/2 

2 [ch(o+u)h - cos 'Сћ] 

< М (1., 'С), 

јер је функција 

сЬх- cos У 

ограничена по х за у * 2sтr.. Према томе, 
оо оо 

Ј I F(о+и,'С,~л) 11 da; (и) 1 < м (1., Т) Ј I da; (и) 1, 
u u 

а овај последњи интеграл се за довољно велико и може учинити 
произвољно малим.- Слично се може показати да се, 6ирајуhи и 
довољно велико, може задовољити и друга неједначина у (3.2.10). 

Што се тиче првог интеграла на десној страни у (3.2.9). 
примеhујемо да је функција F (х, 'С; 1.) непрекидна по х за х> О, 
а према 20 става 2 и са десне стране у х = О када је т =1= 2sтcjh, 
s = О, ± 1' .... Према томе, она је униформно непрекидна по х у 
сваком коначном размаку (О, Х) када је t' =1= 2sтr.jh, s=o, ± 1' .... 
Ако, ;r;акле, у (3.2.9) пустимо да cr ~ О, добиhемо 

~~ sup I G (cr, "(; л) - G (т; л) I < 2 Ч, 
тј. 

G(а,т;1.)~G(t';Л), a-l'О, 

што претставља прво од ТВРђења под 20. - Слично се доказује 
и друго, тј. да 

(3.2.11) 
OQ 

G(a,t') ~ JF(u,t')da; (и)=а (т) , O'~O. 
о 
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Најзад, да би доказали тврђење 30 полазимо, на основу 
(3.2.8) и (3.2.11), од . 

со 

(3.2.12) О (t';1.) - О (t')=J {Р (и, t'; А)- Р(и, t')} da(u). 
о 

Са ознаком (3.2.5) је за довољно мало 8> О И 2 s тc/h + 8 < t' < -< 2 (s+ 1) тc/h-s, s=O, ± 1 , ... 

I р (и, t'; А) - Р (и, t') I < 
оо 

< I e-(u+ir)h - ll-k Ј I d {.::\Z W (t- kh; ),)}' <: 
о 

со 

I е h I-k Ј -< 2 sin 2 I d { д~ W (t - kh; А) } I . 
о 

Према томе, 

I о ( t'; А) - о (t') I -< 
оо оо 

<:12sin S2
h '-kЈ !da(u) ,. Ј Id{Д~ W(t-kh;А)}1 

о о 

у назначеним размацима за t'. Кад овде пустимо да А -+ оо непо­
средно следи тврђење 30, чиме је став 2 у. потпуности доказан. 

Сада смо у стању да из става 2 изведемо централни став о 
асимптотском развијању. 

Став 3. Нека је 
оо 

(3.2.13) '1'(t)=Je- tu dа(u), t:>O, 
о 

г ле је а и) ограничене варијације у размаку (О, оо). 

Нека фун/{.ција q> (t; А) има за t;> О асимiШlотски развитак ао 
оuштој скали {qp. (А) } 

(3.2.14) 

где функције Рр. (t), 11 = О, 1, ... , 1 йрииадају класи ~~!:' . 
Ако је за неко цело К> т 

(3.2.15) 
со 

'Ј Id{flffq>(t-Кh;А)}I=о(_l_), А-+ОО, 
q I (А) 

о 
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тада, 

1 о за t"* 2 81[/ћ, 8 = о, ± 1, ... постоји гранична вредност 
оо 

g(т;л)= Нт f e-аtе-lтt О/(t)d<р(t;Л); 
а=О О 

20 g (т; л) и.ма асu.мптотски развитак По скали {qJ1 (л) } 

где је 
о> 

РЈ1(Т)= Нт f e-аtе-IТfо/(t)dРЈ1(t) , р.=о, 1, ... ,1. 
а=О О 

Овај развитак је унuфор.ман за 281[/ h + 8 < Т < 2 (8 + 1) 1[/ h - 8 , 

О < 8 < 1[/ ћ, 8 = о, ± 1, ... 

д о к а з следи непосредно из става 2 ако у овом за функ­
цију Ф (t; л) узмемо 

{ 

ф (t; л) =- ql (л) {<р (t; л) - L pJ1(t)}. 
J1~= О qJ1 (л) 

Показаhемо да тако изабрана функција Ф (t; л) задовољава све 
услове става 2. Пре свега, из (3.2.14) слеДи"да 

(3.2.16) Ф (t; л) ~ О, л ~ оо за t> о, 
тј. овде је 

ф (t) == О. 

с друге стране, како је цео позитиван број i< > т, а коефи­
цијенти РЈ1 (ђ, Р. = О, 1, "'Ј 1 припадају класи gzz, то је на основу 
леме 4 Ј 

(3.2.17) 

те је са (3.2.15) испуњен и последњи услов (3.2.5) става 2. 

Због Ф (t) == О, биhе и функција G (t) става 5 идентички 
једнака нули, те, према 30 става 2,~ 

G(т;л)~О, л~оо, 

униформно за 2 81[јћ +8 < r < 2 (8 + 1) 1[/ћ - 8, О < 8 < 1[јћ, 8=0, ± 1, ... 
Одавде, ако уведемо експлицитни израз за функцију Ф (t; л), следи 

оо. 1 (t) 
ql(Л) Нт je-аtе-IТfо/(t)d{<р(t;л)- '" ~}~O, л~оо, 

а=О ~ qjl(Л) 
О jl=O 
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1 

q 1 (л) { g (Т; ~) -L р ј1 (f) } ~ О , л ~ оо , 
ј1=О q" (л) 

што прет·ставља тврђењестаџа 3. 

3.3. У овој тачки извешhемо став 6 који даје нешто преци­
зније и за примену погодније у-слове неголи став 3. Претходно 
ћемо доказати два прелазна става, аналогоне ставова 1 и 2. 

Став 4. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком конач~ 
ном размаку и 

Ф (t; ).)=ф (О; л) за t< О 
и нека 

(3.3.1) Ф (tj л) ~ Ф (t), л ~ оо за t:> О. 

Ако је у размаку (О, Т) k-ma диференцuја (h > О) функције 
Ф (t; л) униформно ограничене варијације, Шј. 

(3.3.2) wl {~~ Ф .(t; л)} < М, М не зависи од л, 

и ако за t:> Т u л:> лО 

(3.3.3)&Х Ф(t, л) i1 А% (Ф(tј ч -:- Ф џ)} монотоно ~O, t~ оо , 

Шада важе тврђе1Ьа 1 о - 30 сШава 1. 

Доказ. Из (3.3.2) и првог услова (3.3.3) следи да су k-Te 
диференције A~ Ф (t; л) и д~ Ф (t) 9граничене варијације У размаку 
(О, оо). За прву од њих је, наиме, 

Слично следи и за w~ {д~ Ф и) } ,јер, на основу једног Хелиевог 
[11] става, услов (3.3.2) повлачи за собом да је и М Ф (t) ограничене 
варијације у размаку (О, ТЈ. Тиме се доказ тврђења 10 и 20 става 
4 своди на доказ који смо већ дали код доказа става 1. 

Нека је 'V и; л) одређено са (3.2.5). Ради доказа тврђења 30 
полазимо, служеhи се лемом 3, од 

(3.3.4) I F (а, -с; л) - F (а, Т) 1< 

. <'le-(<1+lf)h_ll-k/.[+khe-ate-txtd{tl% 'V(t-kh;Л)}!+ 
о 

оо 

+ I e-(a+i,;)h '-ll:-k S I d {A~ 'V (t- k hj л)}I, 
T+kh 
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одакле, с обзиром на други услов (3.3.3), следи 

I F (а, 1:; л) - F (а, 1:) 1< 

Ако У овој неједначини пустимо да cr ~ О, добиhемо 

IF(т;л)-F(т)l<; 

<; I e-i~h -11-k {I f+k\-i~t d {L\Z 'V (t - k ћ;)} 1+ ДZ \V (Т; л)}, 
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те је за довољно мало 8> О И 2s~/h +8 < т < 2 (s+ 1) ~/ћ - 8, 
s=O,±l, ... 

I F (т; л) - F (т) 1<; 

I h '-k {' T+kh I} <; 2sin 82 li e-irtd{д~'V(t-kh;л)} +Д~'V(Т;л) . 

Како је према претпоставци (3.3.2) д~ \V (t; л) униформно ограни­
чене варијације у размаку (О, Т +k ћ), а е - ј'!; непрекидна функција, 
то је на основу познатог Хелиевог [11] става дозвољен грани'!ни 
прелаз кад л -+ оо под интегралом који фигурише на десној страни 
последње неједна'!ине. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I F ('r; л) - F ('t") I < О, 
Л=ОО 

чиме је доказано ТВРljење 30 става 4. 

Аналогон ставу 2 је следеhи 

Став 5. Heh:a Ф (t; л) и Ф и) аадовољавају услове става 4 и 
Heh:a је 

оо 

(з.q.5) t (t) = Ј е - t а d а (и) , 
о 

где је а (t) ограничене варијације у размаку (О, оо) . 

Тада важе твр!јеН1а 1 о - 30 става 2. 
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Д о к а з. Као што смо видели при доказу става 4, услов 
(3.3.2) и први услов (3.3.3) повлаче за собом ограниченост вари­
јације k-тих диференција функција Ф и; л) и Ф (t) У размаку (0,00). 
Тиме се доказ тврђења 1 о и 20 става 5 своди на доказ који смо 
дали код става 2. . 

Да бисмо доказали тврђење 30, претходно ћемо испитати 
функцију 

оо 

Е> (t, '[) = Ј ( ~;): d а (и), t:> О. 
(е - U ,; - 1 Ј k . 

О 

Показаhемо да је Е> и, '[), у и, '[)- равни из које су исечене траке 
2 s 'If./h - в < 't < 2 srt/h + в, s = О, ± 1,... ограничена и непрекидна 
по t. 

Ограниченост следи непосредно из претпоставке да је а (t) 
ограничене варијације у размаку (О, оо) : 

оо 

1E>(t,'t)I<: fle-(U:i~;~-llk Ida(u)l<: 
о 

(3.3.б) I 
е h j-k <: м 2sin 2 . 

Нека је х:> О, у;;з. О, х f:. у и 1') > О, иначе произвољно. Број 
И одредиhемо тако да је 

оо 

I е h /-k Ј 2 2 sin 2 I d а (и) I < 1') 

и 

за фиксирано h и в, што је увек могуће постиhи на основу прет­
поставке о функцији а (t). Тада је у уоченом делу (t, Т) - равни 

I Е> (у, ~) - Е> (х, '[) I <: 

I Ји е-хи[е-(У - х) - 1] I I Ј"" е-уи - е-ХU I 
<: ! [e-(u+iт)h_l]k da(u) + [e-(U+iт)h _l]k da(u) <: 

о и 

II 
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Према томе 

Нт sup 1 е (у, t) - е (х, t) 1 < Ч) 
у_х 

што значи да је функција е (t, t) непрекидна по f када се t налази 
у посматранима размацима. 

Сада ћемо доказати тврђење 30. Полазимо од (3.2.12) 
оо 

а (f; л) - G (f)= Ј {Р (и, t; л) - F (и, t)} d а (и). 
о 

На основу леме. 3 и са ознаком (3.2.5) је тада 

G (т; л) - G~(t) = 

оо оо 

=Ј da.(u) J·e-utе-l~td{Аzчr(t-kh.Л)I= 
[e-(u+il')h -l]k ' f 

О О 

оо 

= Ј e(t)t)e-il'td{А~чr(t-kh;л)}, 
о 

па према томе 

1 G (т; л) - G (t) 1< 
IT+kh I <,1 e(t,t)e- i l'f d {АZW(t-kh;Л)}I+ 

+ ( I е (t, т) 11 d {A~ чr (t - k ћ; л)} 1. 
T+kh 

Међутим, на основу (3.3.6) и другог услова (3.3.3) налазимо 

I G (т; л) - G (т) I < 
\T+kh I < 1/ е Џ,т) e- i l't d {A~ чr (t-k ћ; л)} 1+ 

I 
€ h /-k +М 2siП2 . A~ чr(Т; л). 

Како је за посматрана т функција е (t, Т) непрекидна по t, а 

A~ W (t; л) униформно ограничене варијације у (О, Т + k п), то је на 
основу Хелиевог [11] става дозвољен гранични прелаз л-+ оо под 
знаком интеграла. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I G (т; л) - G (r) I < О 
1.=00 

униформноза 2s3t/h+€<-r<2(s+1)njh, O<t<n/h, s=O,±l, ... 
Тиме је став 5 у потпуности доказан. 
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ИЗ става 5 следи, на сличан начин као што је из става 2 
изведен став 3, следеhи 

Став 6. Не/Са је 

t (t) = ј e-tu d а (и), (~ О , 
О 

r де је а (t) ограничене варијације у разма/Су (0$00). 

Не/Са фун/Сција <р (t; л) има за t;> О acиMuйloйlc/Cи развийlа/С uо 
оuшйlој с/Сали {qp. (л) } 

ср (t; л) = рои) + Pl(f) + ... + р/и) + 0(_1_) 1,.-+00 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/ (л) , , 

где фун/Сције pp.(t), р.=о, 1, ОО' ,1 uриПадају класи Qgz • 
Ако је за не/Со цело К> тiz варијација K-йle диференције (ћ> о) 

т k М 
W О {Llh <р (t; 1.) }< -. -, м не зависи од 1., 

q / (1.) 
и за t;> Т и л;> Л 

шада, 

Mi ср (t; л) MOHOйloHO -+ О /Сада t -+ оо , 

1 о за l' *' 2s'!C/ ћ, s = О, ± 1, ... иocйlojи fранична BpeДHocйl 

g(1'; л)=liт /,-а';-е- Ы t (t) d ср (t; А); 
а=О О 

20 g (t; л) има асимптошски развиiliак По скали {qp. (л) } 

g ('С; л) _ РО ('С) + Р1 ('С) + ... + Р/ ('С) + 0(_1_), 1. -+ оо , 
qо(л) q1(Л) q/(}.) qt(Л) 

где је 

Рр. (-r) = lim ј"'е- а t е -ы t (!) d Рр. (t), Р. = о, 1, ... , 1. 
а=О о 

Овај асимПйlойlски развийlак је униформан за 2s'!CJh + е < 't'.< 
<~(s+I)'It/h-е, 0< е <'ltJh, s=O, ± 1, ... 

Примедба 1. Специјално, ако је t (t) тотално монотона функ­
ција у размаку (О, оо), биhе задовољен услов (3.3.5). Наиме, Хаус­
дорф [10] је показао да је класа тотално монотоних функција у 
.размаку (О, оо) идентична са класом функција које се могу при­
казати Лаплас-Стилтјесовим интегралом облика 

/'e- tu d а (и) 
о 

где је а (t) ограничена и неопадајуhа функција у (о, оо) . 
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При.м.ед6а П. Ако су испуњени услови ставова 3 и о, тада 
као њихова тривијална последица следи, да се асимптотски 
развитак функције 

{е-а! e·-lтt t (t) d ср (т; л), а> о, 
о 

може добити из асимптотског развитка функције ср и; л), приме­
њујуhи на овај последњи члан по члан операцију 

('е-а! e-IT! чг и) d { }. 
о 

Добијени асимптотски развитак важи, као што се то види из 
доказа ставова 3 и 6, без изузетка за свако ~. 

3.4. Како је функција g (~; л) чији асимптотски развитак дају 
ставови 3 и 6 изражена Стилтјесовим интегралом, то погодним 
избором функције ср и; л) можемо добити одговарајуће ставове 
за А-збирљиве редове, специјално З8 А-збирљиве тригонометриске 
редове, и за А-збирљиве Риманове интеграле. 

(ј) Следеhа два става односе се на асимптотско развијање 
А-збирљивих тригонометриских редова. 

Став 7. Нека је 

'"' 
(3.4.1) а,,=Ј e-VU da(u), v=O,I, ... , 

о 

г де је а; (и) ограничене варијације у (О, оо) . 

Нека низ Ь џ (л), v = О, 1, . " и.м.а аси.м.птотски развитак йо 
општој скали {qp. (л) } 

(3.4.2) Ьџ (л) = Po(v) + Рl (v) + .. 0 + р, (v) -1 0(_1_), л ... оо, 
qo (л) ql (л) q, (л) q, (л) 

г де су Рр. (v), р. = О, 1, ... , 1, Йос.м.атрани као функције iiро.м.еюьиве v, 
llолино.м.и т-тог стеЙена. . 

Ако за неко цело К > т 

(3.4.3) i I АК+1 ЬЏ- К - 1 (л) 1= о( 1(л») , л ... ОО , 

у=о q, 
тада 

1 о за О < е < 2 ""' постоји граниЧНG вредност 

'"' 
g(8; л)- Нт LGvЬv(л)гvеV&i; 

г=l 1'=0 
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20 g (6; л) има аСU.4fПШОШСКU развиШак По скали {qp. (л) ј 

g(6;л) = Ро (6) + Р1 (6) + ... + Р ! (6) +0(_1_), л-+ ОО, 
. qo (л) ql (л) qt (1..) qt (л) 

где је 

"" 
Рр.(О)= Нт L aVpp.(v)rVevet, p.=O,1, .•• ,I. 

г=l у=о 

Овај асимПШоШски развиШак је униформан за О < е < 6 <; 2'ј; - е. 

Став 7 добијамо из става 3 ако у овом за ср (t; л) узмемо 

(3.4.4) <р (t; л) = L Ьу (л), 
v~t 

тј. степенасту фУНlщију која за t = О, 1, ... ~Ma скокове дужине 
ЬО (л), Ь1 (л), ... И ставимо h = 1, тј. за коефицијенте рр. (t) асимптот~ 
ског развитка (3.2.14) функције <р (t; л) претпоставимо да припа-

да ју класи OfZ, тј. 

(3.4.5) рр. (t)= 000 (t) 'ј;m (t)+W1 (t) 'Itm- 1 (t) + ... + ООm (t), 

где су 'Itk (t) полиноми k-ТОf степена по t, а OOk (t) периодичке 
функције периоде 1. 

Тада је 

х 

Ј e-at e-it' t 1{r (t)d <р (t;л) = L г' а г/Р.!' 1{r (v) Ьу (л), 
о p~x 

и ако ставимо 

(3.4.6) 

и 

добијамо 

х 

Ј га t e-it' t 1{r (i) d <р (t; л) = L ау Ьу (л) r' 
е ре i . 

о p~x 

Кад х -+ ОО, ред на десној страни конвергираhе заједно са инте­
гралом, те је 

"" "" f e-at e- it't1{r(t) d<p (t; л) = LаvЬv(Л)rVеvеi. 
о у=о 

.. т 
i 
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Према (~.4.6), граНИIJНОМ прелазу 0"-+0 одговара г-+ 1, те је 

~ ~ 

Нт f e-ate-irt'1r(t)dq>(t;1.) =liт """аvЬv(1.)гVеVЭi, 
а=О r=l ~ 

О v=O 

кадгод гранична вредност на левој страни постоји. 

с друге стране из (3.4.4) следи 

(3.4.7) Ь v (:Л)=q>(v;1.)-q>(v-l;1.). 

Како су на основу претпоставке (3.4.5) коефицијенти pf1 (v) у 
асимптотском развитку (3.2.14) 

1 

q> (у; 1.) = """ pf1 (2 + о ( 1 ), 1. -+ оо , 
~ qf1( ) ql (л) 

за целе вредности у-о, 1, ... полиноми т-тог степена по У, то 
према (3.4.7) низ Ь џ (1.), v = О, 1, ... има асимптотски развитак облика 

1 

bv (1.)=2: Pf1 (Y)-Рf1(V-l)+о( 1 )= 
f1=0 . qf1(Л) ql(1.) 

1 

_" P~ (У) + О ( 1 ) 
-~ Qf1(1.) ql (л) , 

f1=0 

где су P~ (У) полиноми (т - l),степена по у. 

Најзад, ако за диференцију .6.~ краткоЬе ради пишемо само 
.6.k, услов (3.2.15) постаје 

оо 

f Id{AKq>(t-К;1.)}I=о( 1 ), К>т. 
Ql (}.) 

О 

Да би га изразили помоhу низа Ь" (1.), примеЬујемо да се његова 
лева страна своди на ред 

01) 

2: I АК q> (У - К; 1.) - АК q> (у - К - 1; л) 1, 
џ=О 
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или, према (3.4.7), на 

L: I АК bv- K (1.) I , 
у= о 

па став 7 добијамо ако уместо т - 1 и К пишемо т и К + 1. 
За примену је нарочито погодан следеhи 

Став 8. Сва тврЬеНЈа става 7 важе ако, задржавајуhи остале 
Претпоставке о низовима а у и Ьу (1.), v = О, 1, Оо', уместо услова 
(3.4.3) захтевамо да за неко цело К > т и 1.;;;;;' А 

(3.4.8) дК Ь у (1.) монотоно ~ О када 1'0 < V ~ оо • 

д о к а з. На основу (3.4.8) је 

L: I АК+l Ьуо_ К-l (1.) 1= 
у=о 

уо+ К о() 

L I ДК+1ЬУ _Х_Оl(1.)1 + L {АК bv -K-ol (л) - А: -К (1.)} 0<: 
у=О уо + К+ 1 

(3.4.9) 
уо+к уо + к 

<L I АК bv -оК -о1 (л)1 + L! ДК Ьv-к(л)! + АК Ьуо (л). 
у=о у=о 

МеђУТИМ, како су PI1 (v) полиноми т-тог степена по v и К> т, то 
из (3.4.2) следи 

па према (3.4.9) 

о() 

q/ (л)L:!dК+1ЬУ_К-l(л)I~0, л~оо, 
у=о 

тј. испуњен је услов (3.4.3) става 7. - Став 8 смо могли, наравно, о 
добити и директно из става б. 

Ако у ставу 8 уместо услова (3.4.1) претпоставимо да је низ 
ау тотално монотон, тиме добијамо познати Караматин [12а] став. 

(н) Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан први извод 
Х (t; л), тада добијамо аналогоне ставова 3 и б за А-збирљиве 
Риманове интеграле. Специјално за примену је погодан следеhи 

0'0 
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Став 9. Нека је 
ао 

(3.4.10) t (t) = S e- tu d а (и) , t"> О, 
о 

г де је а (t) ограничене варијације у размаку (О, ОФ) • 

Функција Х (t; л) HelCa има изводе По t до К-тог реда закључно 
и HelCa је 

(3.4.11) 

t 1 

ЈХ (и; л) d и ~ L рр.Џ) + 0(_1_) 1 л-+ оо , 
о р.=о qp. (л) ql (л) 

где СУlCоефицијенти pp.(t), }1>=0, 1, ... , / Полиноми т-тог стеПена 
По t. 

AlCo је тада за неко цело К > т 
ао 

(3.4.12) Ј I дК Х (t; л) I d t = о (_1_), л 07 оо , 
д tK qt (л) 

о 

онда iiостоји гранична вредност 

ос 

(3.4.13) R ('1:; л)= ~~ Ј е-а! е-ј,;! t (t) х (t; л) d t 
о 

u aCUMuffioffiCICU развитаlC фУНlCцuје R ('1:; л) дат је са 

1 Т ( ) 1 
R ('1:; л)= L ~ + 0(--), ло7ОО, 

р.=0 qp. (л) qt (л) 
где је 

Tp.(-r)- ~~ ЈОС е-а! e-l,;!t (t)p'p.(t) d t. 

о 

Овај развитак је униформан По 't' У CBalCOM коначно.м размаlCУ који 
не садржи тачlCУ 't' = О . 

у место услова (3.4.11) можемо захтевати да је 

(3.4.14) wci . <--, { 
дК-l Х (t·, л) } м 

д tK - 1 qt (л) 
м не зависи од л, 

и да за t"> т 
(3.4.15) ( - 1 )К-l дК- 1 Х (t; л) монотоно 07 О lCада t 07 оо • 

д tK - 1 

13 Зборннк 
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lV Л?ИМЕНЕ 

4.1. У овој и наредним тачкама примениhемо став 8 на ултра­
сферне полиноме p~}J (cos в), да бисмо добили њихов асимптотски 
развитак кад п ~ оо • У лтрасферни полиноми су дефинисани помоhу 
функције-генератрисе 

1 со 

------- = """ p~}J (cos в) ћ" . 
(1- 2 h cos Э+h2)1. ~ 

n=о 

Као полазна тачка може нам послужити један од тригонометри­
ских редова за ултрасферне полиноме (В. Сеге [23 а, стр. 95Ј) 
(1. >.0, 1.:1= 1,2, ... , о < ~ < 1t) 

(4.1.1 ) 

или 

(4.1.2) . 

Р~)..)(СоSG)~2Г(2Л+П) (2siпG)1-!!)... 
г2 (л) п I 

• ~ (l-л)<V) (n+~sin (п+2 v+l)G 
~ v! (л)<n+v+l) 
у=о 

(}Ј 2 F(21.)La) (1.)М (2 л) (n+v) 
р п (cos Э) = -- • 

р (л) v ! (л) (n+v+1) 
у=О 

. cos [(п + 21. + 2 v) е - л 'ltJ . 
Рачун Ьемо изводити само за први од њих. 

Тригонометриски ред (4.1.1) написаhемо претходно у облику 

Г2 (л)п! (2siпе)2)..-lр~Ј(соsе)= 
2Г(2л+п) 

= Ј {е<n+Щi ~ (l-:i<V) (n+~ е2VЭi },... 
~ (1.)(n+У+l) 
у=О 

(4.1.3) 

где смо ставили 

(4.1.4) 
(1."> ~a) (l-1.)<У) (n+v)1 vЭi 

Sn (6) = е . 
v! (1.Уn+у+l) 

у-о 

Асимптотски развитак за p~1.1 (cos 6) добиhемо, дакле; из одго­
варајуЬег за s~}J (е) . 
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Нека је, са ознакама из става 7 и 8, 

(1 - л)<у) (п + v)1 
-'-----'--- = ау и = Ьу (п) . 

vl (л)<n+V+1) 

Показаhемо да коефицијенти ау и Ьу (п) задовољавају услове (3.4.1), 
(3.4.2) и (3.4.8) става 7 односно 8. У том циљу примеhујемо да 
је према једном Хаусдорфовом ставу потребан и довољан услов 
да низ Ст П = О, 1, оо. буде тотално монотон, да се може прика­
зати у облику интеграла момената 

1 
Сп = Ј tn d а (t), 

о 

где а џ) не опада и ограничена је у О < t < 1 • 
Ако коефицијенте ау и Ьу (п) напишемо у облику 

1 

( 4.1.5) а =В(Ј -л+v,л) _ 1 f tV -А(I-t)}..-1 dt 
у Г(л) Г(Ј - л) Г(л)Г(1 - л) 

о 

и 

(4.1.6) 
1 

Ь у (n)=В(v+n+l,л)=Ј tv + n (1-t)А- 1 dt, 
о 

увиђамо да је низ ау, v=O, 1, оо' тотално монотон за О < л < 1, 
а низ Ь у (п), v = О, 1, оо. за л> О. Према томе, на основу примедбе 
у тачки 2.3 услов (3.4.1) је испуњен када је О < л < 1. С друге 
стране због тоталне монотоније низа Ьу (п) и чињенице да се 

Ь у (п) -- Г(л) v-}.. ~ О, v~ оо, 

следи да је услов (3.4.8) става 8испуњен за свако К ,и n. 
Да бисмо могли да применимо став, остаје још једино да 

видимо да ли низ Ьу (п) допушта асимптотски развитак облика 
(3.4.2), чији су коефицијенти PI1 (v), f.L = О, 1, .оо, k полиноми по v. 
То Ьемо проверити посебице у сваком случају, развијајуhи Ьу (п) 
по различитим скалама {q)1 (п) Ј. 

4.2. Први од асимптотских развитака ултрасферних полинома 
p~A> (cos Э), поменутих у тачки 2.5 даје следеhи 

Став 10. Нека F означава хиl1ергео.меШрис"У функцију и нека је 

(x)<y>=x(x+l) ... (x+v-l), (x)(O)=l. 

Гада је унuфор.мно П0 Э У раз.маку О < е < Э < те - е 

Р(}..) ( l'!.) 2 Г (2 л + п) Г (п + а + 1) (2 . l'!.) 1-2 ' 
п COS '1 = -- - SIП '1 ~ • 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + а + л + 1) 

.. "'" (_ 1)11 (л)(I1) (l-л)()1) АА> (Э)+о (n}..-l-I) , 
L.J (п + а+л+ 1)()1) f.L1 
)1=0 
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где је 

.tOJ(6)-Ј . . Р( 11. а·1. 11' l-e-2ei) . 
{ 

е(п+2]Ј-+I)е, } 
ЈјГ - (1_e 20I)]J--1.+ 1 -г" -Г' 

За сli.ецијалну вредносш Uара.м.еШра а, а=О, овај аси.м.UШоШски 
развишак своди се на li.ознаШи уоitшшени Сшилшјесов развишак за 
улшрасферне li.олино.м.е (Сеге [23а, стр. 191, став 8.21.11Ј). . 

Д о к а з. Да бисмо могли применити став 8, потребно је, према 
оном што смо видели у претходној тачки, да још проверимо да 
ли bv (1.) до пушта асимптотски развитак облика (3.4.2). У том 
циљу развиhемо bv (1.) у асимптотски ред по скали l (п + а + 1. + 1)(}1)}. 
Према (4.1.6) је 

1 

bv (n)= Ј tv+n (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« {1- (1- t)}v-« (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« (1 - t)1.-1 {± (- 1)]Ј- (v; а) (1- t)]J- } dt 

о ]Ј-=О 

и интеграцијом члан по члан добијамо асимптотски развитак за 
bv (п) у облику 

. 1 

bv (п) = В (1., п + а: + 1) ~ ( - 1)]Ј- (V - а) (1.)(]Ј-) + о (n-1.-I) . 
L..,- }1 (п +а:+ 1.+ 1)(р.) 
]Ј-=О . . 

(4.2.1} 

Одавде видимо да је задовољен и последњи услов, (3.4.2), става 7, 
јер су функције рјз. (v) у овом случају 

pp.(v) = (V ~ а) (-I)]Ј-, 

тј. полиноми }1-ТОГ степена по V, док је 

1 = (1.)(р.) ~(л, п + а: + 1) 
q]J- (п) (п + а + 1. + 1 )(р.) 

На основу става 8 онда следи да је у О < 8 " 6 < 211;- 8 
униформно по 6: 

1 (1. )(р.) 
S~1.) (6)=8 (1., п +а+ 1) ,,( -1)]Ј- Рр. (6)+ 

~ (n+а+ 1.+ 1)(р.) 

(4.2.2) + о (n-1.- I) , 
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где је 

~"" (V - ао) (1 - "-)(11) 
Рр. (Э) = lim rll е 11 6 [. 

г==1 Р. v I 
11=1 

Израз за Рр. (Э) можемо свести на коначан облик. У том циљу 

полазимо од 

"" (1 - л)(v) 
"'" zll-a: = z-a: (l-z)1.-1, z=re6t . 
.k v! 
11==0 

Диференцирајуhи р. пута леву и десну страну, налазимо 

"" (1 - "-)(11) 
"'" (v - а)(р.) ZIl-a:-l~ = 
.k v! 
11=0 

р. 

( 

11 ) (1 - z)1.-H m-1 
= "'" ( - l)т mГ (а) (тЈ (1 - л )<]Ј-т) --=---'----
.k za:+m 
т=О 

одакле 

р. 

Z)l (1 - Z)1.-)1-1 L ( - 11)(т) (а)(т) 
= (1 - л)О1) г (1- z-l)m = 

р.! (Л-р.)(тЈm! 
т=О 

Z11 (1 _ Z)l.-)l-1 
= (1 - А)(р.ј . F ( - р., а; "- - р.; 1 - z -1) . 

р.! 

Према томе 

(4.2.3) 
(1 - л)()1) . .. 

Рр. (8)= е)1 ei (1 - e6i)1.-P--1 F ( - 11, а; л - р.; 1 - е- Эt), 
р.! 



,',' 

198 Слободан Аљанчиh 

На основу (4.1.3) и (4.2.2), асимптотски развитак за P~1.) (cos е) 
гласи 

P~1.) (cos е) = 2 Г (2 л + п) (2 sin е)1-21. . 
['2 (л) п! 

{ 

1 ЩМ } 
. Ј е(n + 1)61 В (л, П + а + 1) "'" ( - 1)\1 РЈ! (е) + о (n-1.-1) 

~ (пtа+л+l)(\1) 
\1=0 

односно, према (4.2.3), униформно за 0< 8 <: е <:1С - 8 . 

pf{> (cos е) = _2_ Г (2 л+ п) Г (п + а+ 1) (2 sin е)1-21. . 
г (л) г (п + 1) Г (п + СС + л + 1) 

(4.2.4) L
1 (л )(\1) (1 - л )(}1) 

. (-1)\1 1~1.) (е) + о (n1.-1- 1). 
(п +а + л+ 1)(J1) р.! 

\1=0 

где смо ставили 

1\1(1.)(8)=Ј { е(n+2\1+ЩI Р{-11. СС' Л-11.· l-е-261)}. 
(1 _ e261)\1-1.t1 Г" Г' 

Добијени асимптотски развитак важи, засада, само када је 
О < л < 1, јер је једино тада низ коефицијената av , v "..0, 1, оо., 
према nном шта је речено у тачки 4.1, тотално монотон. МеђУТИМ, 
није тешко проширити резултат и на случај K/iдa је s < 1. < s + 1, 
s цео позитиван број. Наиме, тада је, према (4.1.5), низ av , v = s, 
s + 1, ... тотално монотон, па ред за S~f..) (е) (4.1.4) треба поделити 

8-1 оо 

на две суме ~ и ~, и став применити на другу. 
v=O '=8 

Специјално за а ... О асимптотски развитак (4.2.4) своди се на 

P~}.) (cosO) = 2 ~ (л)(\1)(l':л){\1) соs[(п+Л+р.)е-(Л+р.)1Сј2] 
В (л, л+п)~ р.l(Л+п)(!1+1) (2sin6)1.+\1 

+0 (n1.-1- 1) . 

4.3. Други од асимптотских развиrака за p~ (cos 6) даје 
следеhи 

Став 11. HeICa F озн.ачава xuuepreOMempucICY фУНICцuју u neICa је 

(х)м = х (х - 1) ОО' (х - v + 1), (х)(о) = 1. 
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Тада је унифор.мно По е у раз.маку О < е < 6 < 1с - е 

p~JJ (С086)=_2- [(2 А + п) Г(п+ 13+ 1) 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

'L 
ј1=О 

где је 

(А)(Ј!) (1 - А)О'\) c~) (6) + о (n1.-1- 1) , 

1'-1 (п + /3)(ј1) 

199 

ОЈ {. е[(n+1.-Ј1)6-(1.+џ.)тс/2]1 . } 
СN (6)=Ј 1 (28in6)1.+J1 P(-1'-,A-~-l;A-Џ; 1-е26!) • 

Специјално за ~ = А - 1 овај аси.мППiоПiски развиliiак своди се на 
Познаliiи уоi1шliiени Дарбуов аси.мПliiоliiски развиliiак за уЛliiрасферне 
Полино.ме (Сеге [23 а, стр. 191, став 8.21.10]). 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьу (п) развиhемо по скали {(п + ~)(J1)}' 
Према (4.1.6) је 

1 

Ьу(П)=! f v+n (1-t)1.- 1 dt= 

о 

1 

= f tn+lI (l+ 1;f(-V(1_t)1.-1dt = 

о 

1 ~ 

~ ! /"+' (1 - IJA-J[ ~ (~: ") (1- IJ' г'Ј dl 

и интеграцијом добијамо за Ь• (п) асимптотски развитак у облику 

1 

(
/3 - V) (1) (}l) 

(4.3.1) Ь.(п) = B(A,n+~+l) L --- + o(n-1.-1). 

Ј1 = О 1'- (п + ~) (Ј1) 

Са ознакама става 7, овде је 

_1_ = в (А, П+/3 + 1) (A)(}l) 
qj1 (п) (n+~)(j1) 

и 

тј. задовоље н је и услов (3.4.2) става 7. 
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Примењујуhи онда став на S~}..) (Э) добијамо 

1 (л)оЈ.) 
S~JJ (Э) = в (л, n+ ~ + 1) ~ Rl~ (Э) + о (n-1.-1) , 

~ (n+~)(p.) 
р.=о 

(4.3.2) 

униформно за О < е < 6 < 2'Jt - е, где смо ст~вили 

L:
OO 

(А - V) (1 - л)(V) ~. Rp. (6) = Нт t-' rV eV <11 • 
г=l ~ v! 

V=O 

Да ,бисмо упростили израз за Rp. (Э), полазимо од 

оо (l-л)(V) 
~ , ., z-v = Zl-1. (z - 1)1.-1, 

v. 
V= О . 

однџ.сно 

L:
OO (1--л)(V) 

~--'--Zfl-v = ZP-Hl (z-1)1.- 1 • 

v! 
v= о 

Диференцирајуhи ~ пута, налазимо 

оо (1 _ л)(v) 
~ (~- vJ(P.) Z P-V-)l = 
L.., v! 
v=o 

р. 

( 
f1 ) (z - 1) А-Нт 

= L rn (~-Л+1)(т)(Л-l)(р._т) z1.-fl+m-1 

, т=О ' . 

одакле, 

~ (~- V) (1 - л)(v) z-V = 
4..t ~vl 
V=.O 

p.-fI р. ( l)1.-р.+т-l 
=(_1)P._z __ ~ (Р )(Л--~-1)(m)(1-л)<р.-т) z- """ 

~ I ~ т Z1.-f!+т-l 
т=О 

(-1)р. LP. (_~)(m) (1-1.)(\1) (Z_1)1-Hт-l 
= Z p.-fI ' (л - ~-l)(m) ---- = 

~ I т I (л - ~)(т) z1.-p+т-l 
т=О 

=(-1)\1 (l-л)(Ј1) (1-z)1.-р.-lF(-~.Л-~-1;Л-~;1-z). 
~I 

.,. 

• 



о асимптатском раЗI3ијању ... 201 

Према томе, 

(1 . л)(l1) 
(4.3.3) Rp. (е) = ( - 1)р. - (l - e61p..-11-1 Р( -р., л-~ -1 ;Л-р.; l_e6i) • 

р.! 

На основу (4.1.3) и (4.3.2), асимптотски развитак за p~1J( COS,e) 
гласи 

{ 

1 (л) (р.) } . 
• Ј В(л,п+~+ 1) е (n+lЩ L --- Rp.(e)+o(n-1.-t) , 

р. =0 (п +~) (р.) 

односно, водеЬи рачуна о (4.3.3), 

p~,,) cos е) = _2_ Г (2 л + п) Г (п+ ~ + 1) (2 sin е)1-21. . 
Г (л) Г(п+l)Г(п+~+л+l) 

( 4.3.4) 

униФормно за О < е < е < 1t - е, где је . 

(,,) { . е[(n+1. -]Ј.)6-(Ј.. +р.):or/21 2(ji} 
g". (е) = Ј 1 F (- 11 Л - Q - 1 . л - 11' 1 - е . 

... (2 sin ер.+11 г' Ј-' , г' 

Специјално за ~ = л - 1 асимптотски развитак (4.3.4) своди се на 

1 
ОЈ (л)(n) L (л)(ll) (1-л)()1) соs[(п+Л-р.)е-(Л+р.'1t/2] 

Рn (cose)=2-- + 
п ! (п + л - 1)(11) Р. ! (2 siп е)1.+11 

11=0 

+ о (n1.-1- 1 ) • 

4.4. Најзад, треЬи асимптотски развитак за P~1.) (cos е) даје 
следеЬи 

Став 12. Нека је ћ~1.) (г) одређено са 

'( х )А "" х11 
е(1-у)х .-- (1 - z eX )1.-1 = "" hfl-) (г) - . 

eX -l ~ р.! 
]Ј.=о 
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Тада је униформно По 9 У размаку О < е ::( 9 ::( '1t - е 

p~JJ (cos 9) ~ 2 Г(2 л+п) (2 sin 9)1-22-. . 
Г (А) п 1 

1 

• " (_ 1»)1 (л)(l1) Ј {e(n+I)Oi h~lJ (е201)}+О(П2-.-1-1). 
L,.; }11 (п + у»)1+}. . 
)1==0 

Специјално за у = о овај асимПШоiiiсuи развиiiiаu своди се на 
развиiiiаu Лјувил-Сiiiеuлов.iьева Шииа за уЛiiiрасферnе iiолиноме. (За 
случај Лежандрових полинома (л = 1/2) види Сеге [23а, стр. 205, 
образац (8.бl.7)Ј.) 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьџ (п) развиhемо по скали 
{(п+у»)1Н}. Према (4.1.б) је 

1 1 

Ј Ј 
t~Y 

Ьџ (п) = tv+ n (1- t)2-.-1 d t = tn+Y ---- d 1, 
(1 - t)l-2-. 

О О 

одакле сменом t I е- ! налазимо 

"" 
Ьџ (п) = e-tП+У)f _____ d,t= Ј 

e-(v-У+I)t 

(1 - e-- t)l-).. 

о 

"" 

Ј ( t )1-).. 
= e-(П+У)ft2-.- 1 e-(v-y+l}f . dt. 

1- е- ! 

о 

Ако ставимо 

F ( - t, у) = ГУ! , ( 
- t )1--).. 

e-t-l 

имаhемо 
оо 

Ьџ (п) = I е-(П+У)! t}..-l F ( - t, v -.1 + 1) d t = 

о 

1 J~ t = е- ! t2,-1 F (- --, v - У+ 1) d t; 
(п + у)}.. п+у 

о 

уводеhи полиноме Qk) (у) степена }1 по у, дефинисане генератрисом 

(4.4.1 ) ( х)).. "" Q(}..)( -) 
F (х у) """ еУХ __ =" 1-' У х)1, 

, еХ - 1 L,.;}1 I 
)1=0 
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добијамо 

оо оо 

1 f L Q~1Ј(v-У+l) ( t))1 ь (п) = e- t tl-1 --- dt. 
V (П+У)1. р.1 П+У 

о )1==0 

Интегришуhи последњи ред члан по члан, налазимо асимптотски 
развитак за 

(4.4.2) 

1 

bv(n)~ Г(л) ""-"'(_I)l!(Л)(Ј1) Q~)(v-y+l) +0 (n-1.- 1). 
(П+У)Л k р.! (п + у)Ј1 

. Ј1=0 

Са ознакама става 7 овде је 

_1_ = (л)(Ј1) Г(л) ,pJ1(v)=( -lјЈ1Qff')(v-у+l), 
qJ1 (п) р. ! (п + у)НЈ1 

па је и услов (3.4.2) става 7 испуњен. 

Примењујуhи онда став на s~л) (6), добијамо 

униФормно за О < в < 6 < 2 п - в, где смо ставили 

Генератрису од hft) (z) добиhемо ако (4.4.1.) помножимо 
(1 - л)(v) 

са ZV 
v! 

(1- лУV) . ( Х)1. LOO (1 - л)<V) Q~1J (У) ZV 
.o...-~_ еУХ Zv -- = хЈ1 , 

vl eX-l vlp.! 
Ј1=0 

ставимо У= v - у + 1 и саберемо од v=O до оо 

( Х) А оо (1 - л)(v) e(l-Y)x __ ""-"' (zeX)v = 
еХ - 1 ~ vl 

v=O 

v=OJ1=o 
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односно 

(4.4.3) 

Према томе, асимптотски развитак за p~J (С08 6) гласи 

односно, према (4.4.3), униформно за О < (; <; 6 < 1t - е, 

p~) (С086) = 2 Г(21.+ п) (2 8in 6)1-21. . 
Г (л) п! 

(4.4.4) 

1 (л)!1Ч 
• "" ( -1»)1 Ј {е(П + 1)9 i h~ (e29~) + о (n1.-1- 1) , 

L.J (п + у)А+)1 јј.! 
jJ-=О 

где је h~t)(z) дато са (4.4.3). 

4.5. У овој тачки извешhемо асимптотски развитак (х ~ оо) 
интеграла 

сх> 

Zv (с, х) = f eirt tV--
1

/ 2 (1 + 2~)V_l/2 dt, -1/2 < V < 1/2' 

О 

Са ознакама става 9, овде је 

( 
t )V-1/2 

'1r (t)= tv- 1/2, х (t; х) = 1 + 2х . 

Како је за свако цело позитивно k 

( - 1)k '1r<k) (t);> О а (- l)kx~k) (t; х);> О и монотоно ~ О, t ~ оо 

то је с једне стране, на основу примедбе 1 уз став 6, испуњен 
услов (3.4.10), а с друге стране услов (3.4.15) става 9. Исто тако 
је лако увидети да је задовољан услов (3.4.14) става 9. Најзад, 



<;:> асимптотском развијању ... 205 

t 

Х (иј х) du ~ -- 1 + - - 1 = Ј 2 х {( t )V+
1f2 

} 

v+ J
/ 2 2х 

о 

1 (v _ 1/) t)1+1 
= L р. 2 (р.+ Щ2х)1l. + О (x- I

) , х"+ ОО, 
Ј1.=0 

тј. коефицијенти р)1 (t) су овде полиноми (р. + 1 )-ог степена. Ако, 
дакле, применимо став 9 на функција Zv ('r, х), њен асимптотски 
развитак биhе 

1 

Zv{'t',x) = "",,(V-
1

/ 2 ) T)1(r) + О (x- I) , 
~ ft (р.+ 1)(2А»)1 
]Ј.=о 

где смо ставили 

оо 

T)1('t') = (р.+ 1) Нт Ј e-at e1rt tV+J1 -
1
/2 dt. 

CI=О о 

Међутим, како је 

то је 

оо 

e-zt ta dt = а: > - 1 Ј 
Г(а:+l) 

za+1 ' , R {z} > О, 
О 

T)1('t')=(p.+l) r(v+p.+J/2) , 'с#0. 
(- iT)V+)1+'/2 

Према томе, асимптотски развитак функције Zv ('t', х) гласи 

Z () 1 L1 (V- 1
/ 2 ) r(V+p.+1/2) ( -1) v 'с, Х = + О Х • 

(- i't')V+'12 Р. (- 2 ir х»)1 
)1=0 

Специјално за 't' = 1 добијамо одавде асимптотски развитак за 

Ханкелове функције Щ})(х) и H~2)(x), х"+оо. Наиме, за -1/2 < v< 1/2 
(14, стр. 28] 

оо 

щl)(х)= ~~(~2(~:: (~У[1_е-21Л:(V_l/2)] f e1xt (t2_1)V-
1
/2dt, 

1 

и сменом t 11 + t/x, 

щl)(х)~ r(l/2- V) [1_е-21л:(v-1/Ј] е
јх 

Zv(l,x)= 
j~Г(1/2) У2х 

(v _1/2)()1)(v+ 1/2)()1) + 
р.1 (- 2 јх»)1 

+ О (x-k.Ј/2 ) • 
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Асимптотски развитак за Н<;)(х) следи одавде ако ставимо i I - ј. 

4.6. ПримедбаII уз став 6 омогућује нам да изведемо Стир­
лингов образац. Полазимо од 

log Г (х)=(х -1/2) log Х - Х + 1/21og 2п+р (х), 

где је 
оо 

р (х) = Ј е-х! (_1 __ -.!. _ -.!.) dt . 
1 - е-! t .2 t 

о 

Асимптотски развитак за log Г (х) добиhемо из одговарајућег за 
р (х). . 

Ако р (х) напишемо у облику 

со 

(4.6.1) р(х)- е- ! ---- -, f ( 1 х 1) dt 
1- e-t/x t 2 t 

о 

имаhемо, с ознакама става 9, 

(5=1, ,,=О, 
1 1 х 

Чr(ђ=-, хи;х)= ----
t 1- в-t/х 1 2 

Према примедбама уз став 6, испуњени су услови става 9, 
јер је llt тотално монотона функција, а према 

{
_1 __ -.!. _ -.!.}<k) _ 
1 - в-! t 2 

( - 1)" - .- - - > о {
1 1 1 }(I<) 

1 - e-t t 2 

иод извесног to, монотоно тежи нули, и то за свако k. 

С друге стране, функција Х (t; х) има асимптотски развитак 
облика 1) 

k 1 х 1 В t2 Ц-l 
-------- = " _!'-- -- + о (X-2k + 1) , Х ~ оо, 
1 - e-t/x t 2 L,; (2 р.)! х2 ]1-1 

]1=1 

те је и услов у погледу коефицијената асимптотског развитка од 
Х (t;x) задовољен. _ 

1) В!,- су Бернулиеви бројеви. 
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Према ставу 9 И (4.6.1), асимптотски развитак за р (х) гласи 

р (х) = 

k 

~ В}lГ(2]З.-Ј) +O(X-2k +1)= 
~ (211)! X2 }l-1 
}l=:1 

k 

L B}l + о (x- 2k + 1), 
(2 ]з. - 1) 2]З. х2 J.l-l 

}l=1 
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ASYMPTOТISCHE ENTWICKLUNGEN A·SUMMIERBARER 
LINEARER FUNКТЮNЕLLЕN 

SLOBODAN ALJANCIC 

. Es sei рс der Funktionalraum aHer stetigen Fuпktiопеп, f (t) Е рс 
und аn (t) УОП be8chrankter Schwankung јп (О, оо). Es ist nicht schwer, 
durctl 8ukzessive Anwendung des bekannten Rieszschen [19} Satzes, 
einzusehen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
ејпе уоm (пјсы notwendig ganzzahligen) Parameter п abhangige 
Нпеасе Funktionelle 

с() 

А n [[] = Ј f (!) da.n (t) 
о 

eine пасЬ allgemeiner Skala {qp. (п)} fortschreitende a8ymptotische 
Entwicklung 

с() 

А n [f{t)] "-<L ~, п -. оо , 
jJ-=О qp. (п) 

gestatten wurde, wenn ејпе solche ihre Erzeugende аn (1) besitzt. Da 
aber hier der Spielraum der Funktionen f (t) ziem1ich weit i8t - der 
ganze Funktionalraum рс - i8t dadurch derjenige der Erzeugenden 
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«п (t) wesentlich gekurzt. Es sei bloss darauf hingewiesen, dass von 
der Struktur der Erzeugenden пјсЫ пис die Konvergenz des uneigent­
НсЬеп StieItjesschen Integrals (*), sondern аисЬ derjenigen J1neigent­
lichen . Integrale welche die Koeffizienten Ср. der asymptotischen 
Entwicklting (* *) bestimmen, abhangt. Oeswegen ist es nahe1iegend, 
den Begriff der liпеасеп Funktionelle јп dem Sinne zu егwеitегп, 
dass тап пјсЫ пис konvergente, sondern аисЬ A-summierbare Stiel­
tjessche Integrale, d. Ь. solche Ьеј wеlсhеп 

. '" 'Лn [!] = l1т Ј e-ot ! (t) d а .. (t) 
о-О О 

existiert, zulasst. Оа iп disem Fal1e vоп ејпес аhпliсhеп Aussage 
иЬес asymptotische Епtwickluпg, die поtwепdigе uпd hinreichende 
Веdiпguпgеп enthalten wurde, kaum die Rede sеiп kбппtе, Ьеgгепzеп 
wir uns Ыес auf ејпе speziel1e Кlasse A·summierbarer 1iпеагег Fuпk­
tiопеl1еп uпd gеЬеп gewisse hiпгеichепdе Веdiпguпgеп Шг deren 
asymptotische Епtwickluпg. 

Es sei а (!) vоп Ьеsсhгапktег Schwankung iп (О, оо). Wir betrach­
ten А -summierbare I.iпеаге F~Ј]ktiопеIIеп, Ьеј wе1сhеп 

!(t)=e-l'Сt 0/ (t), т reelJer Parameter, 
тИ 

'" o/(t)=J e- tu da(u) 
о 

ist. Speziell, kапп also 0/ (t) der Кlasse der јт Iпtегvаl (О, оо) total­
топоtопеп Fuпktiопеп апgеhОгеп. 

Bevor wir ZlH FогmuIiегuпg uпsегег Satze ubergehen, gеЬеп 
wir еiпigе Erklarungen. Es bezeichne 7tp. (t) еiп Роlупот p.-ten 
Grades uпd Шр. (!) ејпе periodische Fuпktiоп der Periode h > О . 
Wir sаgеп dапп, dass F (t) der Кlasse' Qh' angehore, wепп es die Form 

F (t)~шо иЈ пm (t) + Ш1 (t) пm - 1 (t) + .. , + шrr. (1). 

hat. F џ) aus fJh' gепugt der Оiffеге.пzепglеichuпg 

A/:1+1 и=о, 
wo 

. A~ U Шг и (!) - (1) U (i + ћ) + ... + ( - l)k (~) U (t + h k) 

gesetzt ist. 
Es sei qp. (п), р. = О, 1, .. , еiпе Fuоktiопепfоlgе, die fоlgепdе 

Веdiпguпgеп erfilIIt: 

qp. (п) ~ О, п ~ оо uпd qll '(п) 1'= О (р.=0, 1, ... ) 
QP+l (п) . 

Wir sаgеп dапп, dass {qp. (п)} еiпе аJIgеmеiпе Skala bildet. 
14 Зборннк 
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Nun gehen wir zu Sаtzеп iiber asymptetische Entwicktung 
A-sul11mierbarer Ипеагег Funktionellen ubef. Die .Funktion q> (t;л) 
gestatte qie asymptotische Entwicklung пасћ aHgemeinerS~ala {qp. (А)}: 

ср (t; л) = po(t) + Pl(t) + ... -tРt(t) + 0(,_1_. ), л~'оо, 
, qo (л) ql (А) , qt (li.)q/ (л) , 

wodie Koeffizienten Рр. (ђ, 'џ.""'О, 1, ... , 1 der КIasse йИZ angehOren. 
Оапп existieren fur "f= 2s1'/h; s=O, ± 1, ... die Grenzwerte 

Нт /' e-at е- /'Ct 'I}I (t) d q> (t; л) = g (";А), 
б=О о 

"" Нт Ј e-at e-/'Сt'l}l (ђ d рр. (t)=Pp. (r), p--O!I, ... , I, 
б=О,О " 

und es gi1t ' 

g("; л) = РО (,,) + Р1 (,,) + ... + Р/ (,,) + 0(_1_), л~ ОО, 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/(л) , 

gleichmassig in 2s1'/h + е <" < 2 (s+ 1) Щh - е; О < е < rt/h, s= О ± 1, ... , 
wenn fur еiп ganzzahliges К> т, entweder 

(ј) die Schwankung W 

WO' {А: ср (t; л)} = 0(_.1_), л ~ оо , 
q( (л) 

oder" (Н) 
wI {А: q> (t; л)} <~, м frei von л, 

_ q/ (А) 
und rur t> т 

д: q> (t ;л) 'monoton ~ О, t~ оо. 

Hieraus folgen, mit zweckmassiger Obertragung unserer. Erklarungen, 
analoge Satze Шг Reihen, speziell Шг A-summierbare trigonometrische 
Reihen, und fur Riеmаппsсhе I:ntegrale der Fо:гщ 

оо 

Нт L ау bv (л) rV ev6/ 
г= 1 у=О 

und 
"" Нт Ј e-Gte-irt 'Ijt (t) Х (t; л) dt. 

б=О О 

Fur А -summierbare trigonometrische Reiben bewies bereits Prof. 
Karamata [12 аЈ einen diesem Ideenkreis апgеhOгigе,й" Satz, welcher 
auch Шг diese Arbeit Anregung gab. Im Falle Riemann${;her Integrale, 
wenn( -l)Кх (t;л) ејпе K-te partielle Ableitung nach't, die >0 ist und 
monoton gegen Null streЬt, besitzt und, die Коеffizi~ћfеп p\l (ђ Роlупоте 
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јп t sind, gelten analoge Aussagen und ihr Giiltigkeitsbereich besitzt 
јт Endlichen nur r=O als Ausnahmestelle. 

Die dаrgеstеШе Meihode der asymptotischen Ent\vicklung 
zeichnet sich dadurch aus, dass sie, wenn ејптаl iiber ihre 
Anwendbarkeit entschieden ist, unbegrenzt ујеlе verschiectene asympi.o­
tische En1wicklungen einer А -summierbaren linearen FunktioneIle 
liefert. Namlich, jede asymptotische Eutwicklung der Erzeugenden 
spiegelt sich јп einer der 1inearen Funk1ionelle. So z. В. erhielten 
wir fur ultrasphiirische Роlупоте Р':) (cos О), уоп ihrer trigonometri­
schen Darstellung (4.1.1) oder (4.1.2) ausgehend, drei verschiedene 
asymptotische Entwicklungen (п -+ оо). Wenn F die hypergeomefriscbe 
Funktion bedeutet, а, ~, у Parameter sind und der Kiirze halber 

"".,. 
(x)(v)=x(x+l) ... (x+v-l), (х)(О)=l; 

(x)(v)=x(x-l) ... (x-v+l), (х)(о)=l; 

gesetzt wird,' so ist gleichmassig јп О < 8 < э < '7t - 8 

...tA)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+а+l) (2 ' 0)1':"21.' rii' cos = -- slП 
Г(л) Г(п+l) Г(п+а+л+ 1) 

l 

(ј) 
"" (Л)(Ј.!.) (1 - л)(1Ч • ~ ( -1»)1 j}t>(o) + о (n1.- l- 1 ) , 
)1=0 (п+tX+Л+ 1)()1) р.1 

) {е(П+21.+ 1) 8 i 

Лt(е)~з (1_e28i )"--1.+ 1 Р(-р., а; Л-р.; 1 - е- 28ј) } ; 

(1.)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+~+1) 
РП cos = 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + ~ + л + 1) 
l 

(Н) 
"" (л)()1) (1 - л)()1) . ~ g?:,) (9) + о (пЈ..-l-l ) , 
)1=0 р.1 (п + ~)(Jl) 

~A)(0)=3 i , F(-р.,Л-~-1;Л-р.;1-е28i); { 
e[(n+1.-!1)8-(1.+)1)1t/2Ji } 

)1 (2 slП 9)1.+)1 

Р(А) ( 9) 2 Г(2 л+п) (2 . 6)1-21. 
п cos =---- slП . 

Г(Л) пl 
l 

(Ш) 

(л)()1) . . L (-1»)1 3{е(п+ О8 ihffJ(е2&i)}+О(п1.-l-1 ), 
)1-0 р.! (п +,»)1+1. 

wobei h?:') (z) durch 

e(l-Y)X(~_)1. (1-zex)1.-1= ± h?:1(z) хЈ1 • 
еХ - 1 )1=-0 р.1 
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'bestimmt ist. Fiir spezielle Werte der Parameter· «, ~, у (0;=0, 
~ = л - 1, У =0) gehen diese Entwicklungen јп bereits bekannte (s. 
Szеgб [23а], S. 191 und 206) uber. 

Als Beispiel asymptotischer Entwicklung A-summierbarer Rie­
mannscher Integrale, Шhrеп wir die Entwic~lung der ·Funktion 

Zv(,c,x)= J~/rtiv-1/2(1+ ;x)V-lftdt , _1/S<V<1/2 , 

о 

ап. Es ist 

gleichmassig Шr I t' 1> 8> О, woraus fiir t'-= 1 und -1/2 < V < 1/2 
die bekannte asymptotische Entwicklung der Hankelschen Funktion 
H~) (х) folgt. 
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РАНКО БОЈАНИЋ 

АСИМПТОТИКА РЕШЕЊА ЛИНЕАРНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

-ТЕЗА-

УВОД 

0.1 Класични проблем малих осцилација еластичне мембране 
састоји се у томе да се у извесној области S, х, у-равни нађу 
решења једна чине 

(0.1) du+лu=О, 

која на рубу S' посматране области у најједноставнијем случају 
задовољавају гранични услов 

U = О. 

Као што је познато, таква решења постоје само за специјалне 
вредности ~apaMeTpa А или, ~ругим речима, једначина (0.1) има 
решења КОЈа нису идентички Једнака нули у области S само кад 
је А такозвана сопствена вредност. Свакој сопственој вредности 
одговара највише коначно много сопствених функција, односно 
решења посматраног граничног задатка. 

Велики број проблема механике и физике, нарочито оних у 
вези са осцилацијама, своди се на решавање сличних граничних 
задатака. Са математичке тачке гледишта сваки такав проблем је 
или проблем егзистенције или проблем процене сопствених вре­
дности и сопствених функција неког граничног задатка . . ~ . 

Проблемима егзистенције сопствених вредности и сопствених 
функција граничних задатака парцијалних диференцијалних једна­
чина бавили су се многи математичари. Ти проблеми у радовима 
Рима на, Шварца, Поенкареа и нарочито Хилберта заузимају цен­
трално место. Међутим тек почетком овог века могло се приhи 
проблему њихове асимптотске процене који је са гледишта меха­
нике и физике од далеко већег значаја. Физичари Н; А. Lоrепz 
[1] и А. Sommerfeld [2Ј први су дошли' до закључка да довољно 
велике сопствене вредности мембране која трепери не зависе од 
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облика мембране већ само од њене површине. Непосредно затим 
је Н. Weyl [~, на осцову теорије линеliРJ:l.QХ Jfнтегралних једначина, 
ДОЮiЗ~9 да Је 

8 
N (t) ,..., - Ј, t -t оо , 

4'11: 

где је N (t) . број сопствених вредности које су мање од t,a 8 
површина посматране мембране, што је показало да су претпо­
ставкефизичара биле тачне. R. Courant [4, стр. 321-380] је 
касније, помоћу варијационог ра.чуна, добио много прецизније 
резултате.~nец,,~мно, у СЛУЧliју ме~бране Ј;<оја трепери он је 
доказао да Је . 

. 8 
N(t) = 41tt+OCV-[lgt), t-too. 

0.2 Међутим, за физичара значајнији, а и са гледишта тео­
РИСlfе математике дубљи и тежи пробл€м асимптотског понашања 
српствених функција подухватили су тек тридесетих година овог 
века А. Hammerstein [5] и нарочито Т. Carleman [6]. Док је XaMep~ 
штајн, служећи се теоријом линеаРНJfХ интегралних једнаЧ':'lJЗ, 
И,спитивао понашање сопствених функција за велике вредности 
И!lдекса п, дотле је Ю~рлеман дао један потпуно нрв иоригина,лан 
М.етод за испитивање асимптотског' понашања суме кnа.п:рата соп­
ствених функција који се састоји у следећем. 

Нека је 8 коначна и отворена област х, y-рав,НИ, 8' њен руб 
и нека су {лn } сопствене вредности, а {Фn СР)} одговарајуће орто-
HOpM~PllHe сопствене функције граничног задатка . 

8u+лџ=О, PES, 

II = О, Р Е 8'. 

Ако са G (Р, Q; л) означимо fринову функцију овог граничног 
задат~а, а ~a G (Р, Q) ГP~HO!3Y фУЈннщјУ rр;щичног ЗаДатка 

Аи=О, РЕ8, 

U:ОС О, Р Е 8' 

т.ада је, као ЩТО је познато, 

л ~ Фn (Р) Фn (9) :ос G (Р Q) - G (Р Q' - л). 
~ лn (l"n + л) , , , 
n"",l 

Овај образац б~о је основа на којој је Карлеманизградио свој 
поступак за процену суме квадрата сопствених функција .. Он је 
најпре доказао да је 
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оо 

(О 2) л "'" Ф~ (Q) 1 -с r'~) 
. L.,., лп(лп+л) ~ 4~Igл+Ь+О(е ,/...-+00, 

п=1 

где су Ь и с > О константе које не зависе од л. Доказ овог 
обрасца своди се очевидно на процену асимптотског понашања 
фущщије О (Р, Q; - л) кад Ј. -+ .:х:>, а почива на елементарним особи­
нама Гринове функције. Како је, наиме, 

1 -
О(Р,Q;-л) ~ -Ко (rPQ Vл)-Н(Р,Q;~л); 

2~ 

где је 

- -' гСХ> е- r'i: rpQ t 
Ко (rpQ -ул) = dt, 

-. -Yi2 -1 
1 

а Н (Р, Q; - л) регУ.тщрнорешење једначине 

(0.3) Аи-ли = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(0.4) 
1 -

H(P,Q; -л)= -Ко (rPQ -Ул), 
2~ 

РЕ S', 

и слично томе 

то је 

, 1 1 
О (Р, Q) = -lg-- Н (Р, Q), 

. 2~" TPQ 

-со 2 

Л "" ~(Q) -
L.,., лп (лп +л) -
п=1 

1 t 1 - } =-. Нт Ig--КО(ГРQVЛ) -Н(Q,Q)+Н(Q,Q,;-л)= 
2~p=Q fPQ -

=_1 Igл+у-Ig2-Н(Q,Q)+Н(Q,Q;-л), 
4~ , . 

где је у АјЛЕ!рова константа. На основу Парафовог става свако 
. решење једна чине (0.3) достиже'своју ња1мању, односно највећу 
вредност на py6y_S'. Стога је, према' (0.4), за утврђено Q и 
произвољно Р Е S -

1 -I н (Р, Q; -л) 1< - Мах Ko(TPQ Vл) <, 
2~ peS' 

1 - -
<, - КО (lQ 'Ул), 

2~ 
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где је lQ најкраће отстојање тачке Q од руба S'. Специјално 
за P=Q је 

IH(Q, Q;-л)1 < _1_ КО (lQ '/"5:.)=0 (e- 1QY}:), л-tоо, 
2'1t 

а одатле непосредно· следи (0.2). 

Други део Карлемановог поступка састоји се у примени 
ставова Тауберове природе помоhу којих се коначно добија про­
цена асимптотског понашања суме квадрата сопствених функција. 
Наиме, из обрасца (0.2) следи да је функција 

ао 

qJ (s) = ~ Ф~ (Q) л;s 
n=!· 

регуларна у цеЈюј равни осим у тачки s ~ 1, где има пол првог 
реда са резидуумом 1/4 'It, а одатле на основу познатог Иi<ехариног 
става следи да је 

(0.5) л-t оо . 

0.3 На овај Карлеманов рад надовез~о се низ радова 
А. Pleijel-a [7] и S. Мiпаkshisuпdащm-а [8] који су се бавили углав­
ном генерализацијама Карлемановиi( реЗУ~l.'аJiа; Плејел и Минакши­
сундарам, који је независно од -КаРЛ~r'l~Ј1~· дошао од сличних 
резултата, проширили су Карлеманов метод на општије класе 
парцијалних диференцијалних једначина елиптичног типа, добија­
јуhи на тај начин као и Карлеман, прву апроксимацију за асим­
птотско понашање суме квадрата сопствених функција посматраног 
граничног задатка. Овим испитивањима биле су обухваhене парци­
јалне диференцијалне једначине вишег степена, парцијалне дифе­
ренцијалне једначине поларног типа, као и једначинеМ8ЛИХ осци­
лација у Римановим просторима, где Белтрамијев оператор игра 
ону улогу коју у Еуклидовом простору игра Лапласов оператор. 

ИЗ радова Карлемана, r1лејела и Минакшисундарама произ­
лази да је за добијање прве аПРОКСИМ<iције асимптотског пона­
шања суме квадрата СОПС1;вени~. функција довољна процена потен­
цијалног типа за [PJ;lHOBY функцију. Међут~м,.познато је да 
Гринова функција опада експоненщфшном брзином~::iд л -t оо, што 
се не искоришhава у потпуности 8и код једног става Тауберове 
природе кога они употребљавају. Јасно је према томе да је за 
добијање прецизнијих резултата био потребан један нов став 
Тауберове природе. Тај проблем подухватио је још Т. Carleman 
[6] и он је дао један став те врсте, али је тек В. Г. Авакумовиh [91 Ј 
дао став који је стварно омогуhио да се експоненцијална процена 
Гринове функције у потпуности искористи. Његов став гласи: 
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Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном размаку 
и нека инmеграл 

оо 

!(х)=хј dS(u) 
и+х 

о 

конвергира за јед!tO иа ирема mо.ме за свако х > о. Тада из 
!(X)=O(e-сУХ),. Х-700, с>О, 

и услова конвергенције 

Уи {S (v)- S (и) };> - т, и < v < и + Уи 
следи 

S (и) = О ( I/Уи) , и ~ оо • 

Применом овог става код дводимензионалног проблема 
уместо (0.5) Авакумовиh је добио 

L Ф~ (Q) = 4111: Л + О (У1) , л -7 оо , 
Лn'::; " 

L Фn (Р) Фn (Q) = О (у1) , л -7 оо • 

л.n~л 

0.4 (i) Побољшавајући с једне стране Плејелов поступак за 
процену реrуларног дела Гриноне функције који се заснива на 
варијационом рачуну, а с друге стране УОПШТ8вајуhи поменути 
Авакумовићев став Тауберове природе, В. Вучковиh и аутор [10] 
показали су да се и код граничног задатка малих осцилација 
еластичне плоче може добити друга апроксимација асимптотског 
понашања суме квадрата сопствених Фующија, као и прецизна 
процена асимптотског понашања суме производа сопствених 

функција. 

Међутим при покушају да се на тај начин добију слични 
резултати за суме сопствених функција уопштеног граничног 
задатка малих осцилација k-димензионалног континуума 

.1k и - А (Р) и+л и = О, Р Е S, 

и = О, РЕ S', 

где је ~k k-димензионални Лапласов оператор и где S претставља 
отворену и ограничену област k-димензионалног простора. а 
S' њен руб, наилази се како на принципијелне тако и на техничке 
тешкоhе. За процену регуларног дела Гринове функције могу се 
и овде применити ставови аналогни Парафовом ставу, али се 
тешкоћа састоји у томе што се не зна експлицитно сингуларни 
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део Гринове функције који је у општем случају решење једне 
нехомогене линеарне интегралне једначине Фредхолмовогтипа. 
Због тога се нарочито код примене ставова Тауберове природе 
аналогних ставу из тачке 0.3 јављају нови проблеми, као што је 
на пример проблем претстављања сингуларног дела Гринове 
функције у облику Стилтјесове трансформације. 

(ii) Да би смо што прегледније изложили овај поступак за 
процену асимптотског понашања суме квадрата и производа соп­

ствених функција уопштеног граничног задатка малих осцилација, 
задржаhемо се овде на тродимензионалном проблему . 

д u - А (Р) u + л u ~ О, Р Е S 
(А) 

u = О, РЕ S'. 

Основни резултати које ћемо овде доказати су 

(1) 

(II) 

L ф~(Q) = 6~2 л3/2 +0(л), л-+оо, 
}.n~ }. 

L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), л -+ ОО. 
1,п~Л 

Спещ(јаЩI;И случај овог граничног задатка окад је функција А (Р) 
једнака нули посматрао 'је у својој тези А.' PleiJet; [7]. ОН је ту 
поред осталог доказао да је 

L Ф~ (Q) "" -611[2 л3{2, Л -+ ОО. 
Лоп ~ ло . 

њ Г. Авакvмовиh [9Ј је l{8сније добио обрасце (1) и (Il), али опет 
у .специјалном случају кад је А (Р) == О. 

(Ш) У првој глави у тачки 1.1 даћемо, прегледно<:ти ради, 
дефиницију Гринове .функције граничног З1iдаТКа (А ) као и њеног 
сингуларног и регулар.ног деЛа. У тачки 1,2 доказаhемо егзистен­
цију решења интегралне једначине 

e--v1: ГрQ r е-у1:г рт 
Г(Р, Q;-л) = -- - I --А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт , 

4 1t r PQ ~ 4 1t r Р т 

као и да је то решење сингуларни део Гринове функције. Затим 
ћемо у тачки 1.3 дати процену асимптотског понашања сингу­
ларног и регуларног дела' Гринове функције. У тачки 1.4 доказа­
ћемо да се у ДОВОЛ,НО малој околини тачке Q функција г (Р, Q; - л) 
понаша као функција Г, (Р, Q; - л) која је решење једначине . 
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e-УЈ:ГрQ Ј e-УЈ:грт 
(0.6) Гг (Р, Q; -л) = 4 - -4-- А (Т) Гг (Т, Qj -1.) dST , 

тr.rpQ тr.ГPT 
K(Q;r) 

где је К (Qj г) лопта полупречника г са центром у тачки Qj за 
довољно мало г је К (Qj г) С S. Другим речима, доказаhемо да 
је за произвољно Р Е К (Q; г) 

Г (Р, Qj - л) = Гг (P~ Q; -1.) + О (e- 1/2гУЈ:) , л ~ оо. 

Функцију Гг (Р, Qj - л) увели смо зато што се једначина (0.6) 
моще решити сукцесивном апроксимацијом кад је обла.ст К (Q; г) 
ДОВ9д>i:lO мала. То даље омогуЬава да докажемо да постоји функ­
ција Q (Qj и) таква .ца је 

JOC>dQ (Q; и) = ~ Нт { __ 1 __ Гг (Р, Q; -л)} 
u + 1. 1. р= Q 4тг. Г PQ 

О 

и да је 

(0.7) 
1 -

Q(Qju)=-Vu+О(l), и~oo. 
2 тr.2 

На основу тога доказаhемо 

Став 1. За утвр&ено Q Е S је 

оо 2 

~ Фn(Q) 1 l' {1 (Q' "\)} 1 М (Q) О ( _1/ гУЈ:) ~ 1. (1. л) ='1 lт -4---ГГ Р, ,-л --:;- + е 2 , 

1 
п п + л P=Q 1t г PQ л 

п". 

1.~oo, 

где је М (Q) ограничена фующuја Йро.м.енљиве Q, аг> О константа 
која не зависи од 1.. Осим тога је за Р t= Q 

ОУ) У другој глави доказаhемо следеhи став Тауберове 
природе: 

Став 2. Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном 
размаку и нека инiliеграл 

оо 

{(х) = Ј dS(u) 
u+х 

о 
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конвергира за једно Па Према iПоме за свако х > О. Тада из услова 
(а) f (х) = О (е-' СУ%") , х ~ ОО, 

г де је с > О, и услова конвергенције 
(Ь) s (v) - S (и) > - т, и <, v <, и + "'Уи 
следи 

S (и) = О (1), и ~ оо . 

Први ставови ове врсте, као што смо напоменули, потичу 
од Карлемана и Авакумовиhа, док је најопштије ставове тог типа 
дао у својој тези В. Вучковиh [НЈ. Како се међутим и ту случај 

. кад је Стилтјесова трансформација реда О (е-СУ%') мора засебно 
посматрати, то Ьемо у другој глави, целине ради, дати директан 
доказ става 2-

(у) Из ставова 1 и 2 добијају се обрасци (1) и (1I) на следеhи 
начин. Ако ставимо . 

Е (и) = L ф~(Q) -Q(Q;u)+М(Q), Е(О)=О, 
л п 

тада је, према ставу 1, 
оо 

Ј d Е (и) = О (е-1,I2 rYi), л ~ оо . 
и+л 

о 

Према томе, услов (а) става 2 је задовољен. На основу обрасца (0.7) 
имамо даље да је за и < v <, и+ vli 

. 2 . 

b(v)-E(u) = L Ф~(Q) -Q(Q;ll)+Q(Q;u)-' 
п 

U~An<V 

= L Фl~Q) - 2~2 (Vv - ""и)+О (1» 
Uor:;;;;An<V 

>. - 1/2 'Jt2 (V 1 + 1/УIi + 1) + 0(1);;:' - m. 

Према томе, и услов конвергенције (Ь) става 2 је задовољен, па 
је на основу тога става 

Е(и}= L Ф~~Q} ·...,Q(Q;u)+M(Q) = .' 

л,,~u 

= 0(1), и~ оо, 
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Е*(и) "'" L Ф~ (Q) = 
. 1n 

l.n~u 

= g (Q; и) + М (Q) + 0(1) = 

1 -
= --Vu+О(l), и~oo. 

2,,"2 

Одавде непосредно следи образац (1), јер је 

1. 

L Ф~ (Q) = f и d Е* (и) = 

An~A О 

А . А 

"'" и Е* (и) 1- Ј Е* (и) d u = 

о о 

= _1_ 13/2 + О (л), 1~ оо. 
6,,"2 

Да би смо доказали неједначину (п) ставимо 

/(и)=LФn(РiФn(Q~ -G(P,Q), /(0).,0. 
п 

l.n~U 

Тада је, према ставу 1, 
01:> 

r d/(u) = о (e-I/ЗСУ'i) , л~оо, 
. и+л 
о 

тако да је услов (а) става 2 испуњен. Даље, из 

{ / (v) - / (и) }2 = { L фn (Pi:n (Q)}2 " 

u~1.n<V 

и обрасца (1), који смо мало пре доказали, добијамо да је за 

u<,v<,u+Vu 
/(v)-/(u) = 0(1), и~oo. 

Према томе, и услов конвергеНЦИЈе Је задовољен, тако да при­
меном става 2 добијамо непосредно неједначину (П). 
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I ГЛАВА 

1.1 ГРИRова функција G (Р, Q; - л). (i) Нека је S коначна и 
отворена област тродимензионалног Еуклидовог простора са дели­
мично глатким рубом S'. Означимо, као и раније, са {\n} сопствене 
вредности, а са {Фn (Р») одговарајуће ортонормиране функције 
граничног задатка 

d u - А (Р) u + 1. u = О, Р Е S 
(А) 

u = О, PES'. 

За функцију А (Т) претпоставиhемо да је позитивна и да је заједно 
са својим првим изводима непрекидна у области S. Тада су све 
сопствене вредности граничног задатка (А) позитивне. 

Означимо са G (Р, Q; л) Гринову функцију овог граничног 
задатка, а са G (Р, Q) Гринову функцију граничног задатка 

d u - А (Р) u = О , Р Е S , 
(А*) 

u = О, РЕ S'. 

Функција G (Р, Q; - л) је резо'лвента језгра G (Р, Q) па је према томе 

(1.1) 

(ii) Нека је Q утврђена, иначе произвољна, тачка области S. 
Гринова функција G (Р, Q; - л) за Р =t= Q је решење једначине 

(1.2) д u - А (Р) u - л u = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(1.3) а (Р, Q; - л) = о , Р Е S' . 

Кад P-t Q, функција G (Р, Q; - л) тежи бесконачности, али тако да је 

\. Ј да (Р, Q; -лјdS ' 1 
lШ р = - , 
Е=О дг. 

% (Q; Е) 

где је ')(. (Q; в) руб лопте полупречника в ва Це'Н'Fром у таЧЮI\ Q. 
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На основу ове дефиниције конструисаhемо Гринову функ­
цију G (Р, Q; - л) на следеhи начин. 

Означимо са г (Р, Q;-л) функцију која је за Р:ј:: Q решење 
једначине (1.2) и која задовољава услов . 

(1.4) lim r дГ(Р, Q; -л) dSp '= -1. 
е-О дг 

)G (Q; Е) 

Овако дефинисана функција Г (Р, Q; - л) зове се елементарно 
решење једна чине (1.2), односно сингуларни део Гринове функ­
ције G (Р, Q; - л). 

Ако ставимо 

(1.5) у (Р, Q; -л) '""' Г(Р, Q; -л) - G (Р, Q; - л), 

тада из претходне дефиниције Гринове функције и њеног сингу­
ларног дела следи да је функција у (Р, Q; - л) заједно са своја 
прва два иавода непрекидна, у области S и да је решење једна­
чине (1.2) које на рубу области S, с обзиром на (1.3), задово­
љава услов 

(1.6) у (Р, Q; - л) = г (Р, Q; - л), Р Е S' . 

Функција у (Р, Q; -л) зове се регуларни део Гринове функције. 

Ј.2 ЕГ8истенција функција Г(Р,Q;-л) и y(P,Q;-Л). (ј) 
Доказ егзистенције функције [(Р, Q; - л) коју смо дефинисали у 
претходној тачки заснива се на следеhој леми: 

Лема I.Ј Нека је S l1роизвољна ограничена облаСlIi lIiродuмен­
зuоналног l1pOClIiopa. Ако са rPQ означимо paclIioja1be lIiачака Р и Q, 
lIiада је за l1роuзвољf.iУ ФУllкцuју ср (Р), uнlIiеграбцлну у обласlIiu S, 
и СЈ>О 

[ [ 

e-аГFQ ___ ср (Р) ср (Q) dS p dSQ ;> о. 
• 'PQ 
S S 

Д о к а з. За доказ ове леме потребан нам је познати ннте­
грал [12, стр. 195] 
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Како је Г~Q = (х - ~)2 + (у ,- ())2 + (z - ~)2, то је, према претходном 
обрасцу, 

-Q:)-C'XI-QO 

па је за б> О 

1 (б) = Ј Ј e-оГрQ !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ = 

s s 

МеђУТИМ, из чињенице да је 1 (б):> о за (1 > о следи да је И 
01 

Ј 1 (t) dt:> О, 
тј. а 

Ј Ј e-оГрQ . Ј Ј e-о'ГрQ 
., --' ~ (Р) q> (Q) dSp dSQ > !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ • 

. гю Г~ 
s s s s . 

Кад у овој неједначини пустимо да б' -+ оо, добијамо коначно да је 

r J"e-ОfРQ 
._-- ср (Р)!{> (Q) dS p dSQ >0, 

, .' fPQ 
s S 

што је требало доказати. 

(Н) Ако једноставности ради ставимо 

e-v'i::fрQ 
К (P,Q; -).) = -4 -'ЈА (Р)А (Q), 

~ГPQ 
(1.7 

тада је на основу претходне леме 

Ј .r к (Р, Q; -).) q> (Р) ср (Q) dSp dSQ > О 
s s 

за сваку функцију q> (Р) која је делимично непрекидна у области S. 
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Другкм реЧl:Iма,' je~гpo К (Р, Q; - k) хомогене интегралне једначине 

(1.8) u (Р; л) >=" f к (Р, Т; - л) u (Т; 1.) dST 

S 

је симетрично и позитивно дефинитно за свако л> О. Одатле 
непосредно следи да су све. сопствене ,вредности те интегралне 

једначине позитивне [4, стр. 112]. Према томе, нехомогена инте­
грална једначина 

(1.9) 

на основу Фре,цхолмових:стаВQва [4, стр. 99] има једно и само 
једно решење ,j~p,,=~ 1" није ,сопствена вредност' одговарајуЬе 
хомогене интегралне једначине (1.8). 

';, .~~o у једначини, (1.9) ~тавимо 

. u (Р; i.) "'" "ОЈ А (Р) i(P,Qi - л), 

тада је Г (Р, Q; - л) . решење интегралне јеДН8чине 

e-У}:ГPQ Ј 'e'-У}:Грт 
(l.lO)F(P,Q;-1.)= 4 - -4 -А (Т)Г(Т,Q;-Л)dSт • 

те TpQ те Грт 
s, ,.' 

(Ш) Да t?и смо доказали да је Г (P"Qi -1.) . сингуларни део 
Гринове функције О (Р, Q; ":,",л), ,треба према 1.. (Н) да докаже"о 
10 да у тачки Р = Q F(P,Q;'::' л)'има сингуларите:rкарактеристичан 
З8 Гринову функцију, тј. да задовољава услов (1.4),·и 20 да је за P:f= Q 
функција г (Р, Q; - л) решење диференцијалне једначине (1.2). 

10 Ако једначи"у, .(ЫО) ПОМllОЖИМО са А (Р) Г (Р, Q; -1.) и 
иитегришемо по' Р у области S, добиhемо' 

1 А ,{Т) г2 (T,·Q; -'л)'dSт = , ' , ~ 
s 

Ј 
e-У'i:ГТQ 

= ---А (Т)Г(Т;Q; - л)dSт ~ 
4тс fTQ" . . 

s 

ЈЈ 
е-У}:ГРТ 

- -4 -А (Т) Г(Т, Q;- л)А (Р)Г(Р,Q;-Л)dSрdSт ,. 
тe~T ' ' , 

s s 
15 Зборннк 
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КЗЈ,о:.,је,: према. лe.r,tи" 1.1, последњи. ~нтегр-ал на ·>Дt!с-ној етрани 
позитиван, то је 

Ј А (Т) г2 (T,Qj ~ л)dSт <, 
s 

.; .. 

тј. 

,,!! e(~ :yг~:)~ А (т) dS < Г' {ј А{1') г' (Т; Q; - л) dS т}' 1" 

Ј А ('Т) г2 (T~ 9j-.Л) .. dSт <" ј. ~~:~~~;Q A(T).d$T' 
s S "0._ О,. './ . 

Помоhу ове неједначине доказзhемо' најпре да је функција 
rpQ Г (Р, Qj - л) ограничена уобл.асти S. Једноставности ради 
ставимо : 

W(P, Q; - л) ~. j,'e4-У1:Грт А (Т) Г(Т, Q; - л) dST • 
1t ГРТ S .. . 

.. . 
Тада из претходне неједначине следи да је за л> о 

<, -- -2- dST . -'2- dST , А2 Ј 1· Ј" 1 ., 
(4 'It)4 ГРТ 'TQ 

S S 

где је А' = Мах А (Т). 
Tes 

• 1 ; 
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0значимо са К (С;г) лопту полупречника г са центром у тачюt 
С, а са d пречник најмање лопте која садржи област S. Како је 

то је 

Ј 1 Ј ,1 -2- dST ::;;;;; -2- dST = 
ГСТ ГСТ 

S К(С; d) 

. d 2'1t п/2 

Ј f f cos rp dp dq> d6 = 4 '1(; d , 
о ,о -п/2 

Ad': 
IW(P,Q;- ).)1< 4'1(;: 

W (Р Q ; -).) је према томе ограничена функција променљивих 
Р и Q. У том случају И3 

(1.11) 
e-if:ГрQ 

Г{Р,Q;-л)= 4 -W(Р,Qј-Л) 
я rPQ 

следи да је 
1 Ad· М' 

IГ(Р,Q;-Л)I::;;;;; 4 +-4 ::;;;;;-, 
'1(;rPQ я fPQ 

(1.12) 

тј. да је TpQ Г(Р, Q; - л) ограничена функција променљивих Р и Q 
у области S. 

Даље је, с обзиром на (1.12), 

I Ј 
e-i"i:гРТ - Хј -tl I 

IWx,'{P,Qj-).)I= - 4 2 CV).Tpt+l)--А(Т)Г(Т,Q;-),)dS::;;;;; 
I ЯГРТ ГРТ TI 

S 

< м" Ј 2 1 dST • 
rPTfTQ 

s 
Како је 

f 1 1 f rPT+rTQ 
2 dSr < 2 dST = 

'PTfTQ fPQ ГРТ 'TQ 
S S 

::;;;;; - dST + - -2-dSт ::;;;;; 1 f 1 1 ј 1 
'fJQ S' ГРТ 'rQ 'PQ ГРТ 

8-л;d <,--, 
fPQ 

то је коначно 
, м 
I WXf' (РД; - ).) 1 < --.. 

fpQ 
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(1.13) 

Из ове неједначине као последицу добијамо да функција T(P,Q; - А) 
задовољава услов (1.4). Наиме, из (1.11) и чињенице да Функција 
е-У"'К Г PQ 14 я: rpQ задовољава услов (1.4), следи да је довољно 
доказати да је ). Ј дW(Р,Q;-А) . 

lт dSp' -' о. 
е==О д, 

x(Q;e) 
. . 

Ово, међУТИМ, непосредно следи из неједначине (1.13). Према томе, 
функција Г(Р, Qj:-:1) задовољава услов (1.4)... , 

20 Доказ да је Г (Р, Q; - А) за Р #= Q решење диференцијалне 
једначине (1.2) је нешто сложени ји . због тога што функције 
e--v"'КГрQ/4nrрQ и f(P,Q;-А), као фУНКЦИЈе од Р и Q, нису огра­
ничене у области S. 

Нека је Р #= Q.Ј.едностав~ости ради ставимо 

е- ",,"'КГ PQ 
.. R(P,Q;-A)= 4 • 

1с rpQ 
Тада је 

Г(Р, Q; - А) R (Р, Q; - А)' -- f R'(P, Тј - А)А (Т)Г(Т, Qj - А) dST • 

Како је 

(1.14) 

то је 

" '. S . ..- .... о'" о·. 

Rч' (Р, Т; - А) =-:' - Rt/(P,Tj - А), 

Гх/ (Р, Q; - А) = Rx/(P, Q; - А) + f Rt;/.(P, Т; - А) А (Т) Г(Т, Q; ~ А) dST • 

S 

Парцијалном интеграцијом добијамо, 

Гх/ (Р, Q; - А) ,;,. Rx/ (Р, Q,; - А) + 

+ Ј R (Р, Тј - А) cos (п, t,) А (Т) r (Т; Q; - А) dST ' -

S' 

-f R(P, Т; - А){А (Т) Г(Т, Q; - ~)}j/ dST , 

S 

где је (п, ti ) угао који спољашња нормаланарубу S' заклапа са 
t/-OCOM. Поновно днференцирање, с обзиром на (1.14), даје 
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Гх/,,;"{Р,Q;-.л) =R,,/,,;"(Р,Q;-:.л) -:-. 

-Ј Rt/{Р,Т;-.л)соs (п,tдА (Т)Г(Т,Q;-.л)dSт' + 
s, 

+ Ј љ;' (r:, Т; -.л) {А (Т) Г(Т, Q; - .л)}t/ dST • 

S 

Сабирањем ових једначина по i од i = 1 до 3, с обзиром на 

~R(P,Q;-)..)'- .лR(Р,Q;-.л) i=O, 
, '~ 

добијамо 

А.Г(Р,Q;-Л) = J...R(P,Q;-J...) -

-Ј д R (P~ ~; - Ј...) А (T)F(T,Q; -Ј...) d~T' + 

S' 

(1.15) 
3 -

+ Ј L Rt/{P,T;-J...){A (т)г(т,Q;-Ј...)}t;'dSт " 
s 1",,1 

где је дЈд п извод У правцу спољашње нормале на рубу S'." 

Означимо са S* област која се добија из области· S исецањем 
две лопте полупречника 8 са центром у тачкама Р .и Q. Руб тих 
лопти означимо са ')(. (Р; 8), односно Х (Q; 8). Тада је· 

3 . 

1 = Ј L Rt,'(P,T;-Ј...){А (Т) F(T,Q;-J...)}t;' dST = 

S 1-1 : 

3· 

= Нт Ј ~ Rt,'(P,T;-Ј...){А (T)F(T,Q; -Ј...)}t/dSт, 
8=0 ~ 

. s* 1= 1 

На последњи интеграл можемо применити Гринов образац 
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јер су подинтегралне функције као и њихови изводи непрекидни 
у области S*. На тај начин добијамо да је 

Ј;' - ~ I R (Р, Т;-Ј.) А (Т) г(т, Q; - л) dST + 
S 

+ Ј дR(Р~'~;-Л)А (Т) г (Т, Q;-л)dSт'-
s' 

-IiщlЈ + Ј ,}дR(Р'Т;-Л)А(т)г(т,Q;_Л)dSт1 • 
е=О дп 

(p;~ x(Q;~ , 

Из чињенице да функција R (Р, Q; - л) задовољава услов (1.4), као 
и да се према (1.11) Г(Т, Q; - л) понаша као 1/4 'It 'TQ кад Т -+ Q, 
следи да је 

и 

;~ Ј ~R(P~:; -л) А(Т)Г(Т,Q;-Л)dSт'= -А (Р)Г(Р,Q;-л) 
х(Р ;е) 

Нт Ј' 3 R(P~T; -'- л) А (Т) Г(Т, Q;-' л)dSr' =:= О, 
e~O П 

х (Q;e) 

па се за Ј ~оначно добија 

Ј= -лЈ R(Р,Т;-л) ~ (Т)Г(Т,Q;-Л)dS~ + 
s ' 

+ Ј д R(~~;-.л) А (Т)Г(Т,Q;-л)dSr' +'А(Р)Г(Р,Q;-Л). 
s, 

Кад ову вредност за Ј унесемо у једначину (1.15), она постаје 

t>.T(P, Q';-л) - А(Р) ЦР, Q; - л) -

=-= л{ R(P,Q; -л) - Ј R(P, T;-л)А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт }, 
,S 

тј. 

t1Г(Р,Q;-Л) - А (Р)Г(Р,Q;-л) - лГ(Р,Q;-л) = О. 

Тиме смо доказали да је Г (Р, Q; - л) сингуларни део Гринове 
функције О (Р, Q; - л). " 

.,-,-_ ... _----_ .. _---
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" (ју) Регуларни део у (Р, Q; - 1.) Гринове функције према 'тачки 
1.1 '(Н) је решење једначине (1.'2)' које на рубу S' з'адCiI3~ља~а 
услов (1.6). Функција у (Р, Q; -1.) је према томе решење једног 
нехомогеног граничног задатка, а егзистенција решења непосредно 
следи из, чињенице да одговарајуhи хомогени гравични задатак 
нема решења. ' 

(у) На исти начи~. као у претходним тачкама може се по­
казати да је СИНl'уJ.iарни део Гринове функције а (Р, Q) граничног 
задатка (А *) решење 'интегралне једначине 

r(P,Q) = 1, -Ј 1 A(T)r(T,Q)dST 
47trpQ 47tfPT 

s 

коју добијамо из (1.10) за 1. = О. Регуларни део у (Р, Q) је решење 
једначине ' 

А'и - А (Р)и = О 

које на рубу S' задовољава услов 

Према томе је 

(1.5*) , 

у (Р, Q) = Г (Р, Q), PES'. 

.6 (Р, Q) = Г (р, Q) - у (Р, Q) 

1.3 Процена асимптотског понашаlЫf<"':'кција r(P,Qj -1.) 
и У (Р, Qj -1.). (ј) За испитивање асимптотског щ>нашања функције 
Г (Р, Qj -1.) за велике вредности параметра 1. потребна нам је 

Лема 1.2 За а;> О је 

_e_~ dS
T 

<.--:: ~~_!!i. _ e-ad ; Ј 
-а г 4 {1 -а г } , 

ГРТ 'TQ а а 'PQ 
s 

сПецuјално за а "'" О је 

Ј __ 1 - dST < 4 ~ (2 d:- 'PQ), 
rpTfTQ 

s 
:I! ..• ': .' , "o~' • , _, .",'0, 

где је d liречнu/( нај"нйње" лопте ~oja' садржи област S. 

Д о к а з. Нека је К (Сј Г) лопта са 'средиштем у tачК>и'сполу­
пречника Г и нека је d пречник најмање лопте која садржи област 
S. Тада је за свако Р Е S ,'" ", :',' , ': ,,' 

Ј е-агрт Ј e~aГpT , , 
.. .-' -'-' , dST < ' , " 'rfб·У::'), 

Грт 'TQ, , ГРТ 'TQ ., ," ' , 

, "';;1 

S K(P;d) 
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јер.је 8 еХ (F!;.d), Стцвимо, поче·так, координатног система у 
таЧi{У,f", тако даz-оса . пролази. кроз Ta~IJ{Y: Q,икраткоhе ·ради 
rpQ~.[. Тцда је (в. -сл.l~\.", .; ( с.::· 

.'0. (. 
2 31: _, 31:/2 , , " ,,' , . . . ., ':. 

о •• \ 

J~l Ј Ј ' е-а Р р cos ср 'd ~e d = 

. v R~. - 2[р sin ср + [2. р, _ ср . 
" '~. . 

-. о о ~31:/2. . -

d . 'ТС/2. ..' 

= 2~ Ј, е-ар р dp Ј ' COScp ~cp . 
, 'Ј р2"7" и psincp + [2 

О -31:/2 -

Како је уопште за а > О и Ь > О 
31:f2 а+Ь . " " 

Ј t (va2 
- 2 аЬ sin ср + Ь2). COS ср ~CP" , --..!.. f f,(t) dt, 

'Ja~ -.2 аЬ sш ср + Ь2 аЬ , 
-31:/2 " .' •. laC.-ЬI' 

то је 

31:/2 

т Ј . coscpdcp_ =J..(P+[_lp_lj), 
V р2 - 2 [ р sin ср + [2 [ Р 

-;:-31:/2 '>,.' . 
" па;је' .'. 'i 

" , 
d . 2~J Ј = -[ е-а р (р + [ -Јр·-::: 11> dp ~ 

о 

1 d 

= 4~H Је-аР р dp + Ј· е-ар dP} , 
о 1 

Сл. 1. 
тј. 

41С { 1- e-аГрQ } , Ј=- _е-ид. 
а: а rpQ 

Друга неједначи~а .цоказујесе на ~СТ~)l!&ЧИIl~ 
~ . . . '. .' 

'. Лем.а ,1.3 За А>ХО:.је :;' ',. . . i 

(1.16;'" Ir(P,'Q;'~A)'1 < 2~\'~ e~ti2it~r~Q. 
PQ . 

Д о к а 3. Ф~нкција rpQ Г (р, Q; - л) је према. (1.12) ограничена 
функција променљивих Р' и· 'Q у области '8. За утврђено Q и 

• I 
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л> о нека је 

Тада из (1.1 О) и О < А (Т) <. А добијамо да је-

јер је ГРТ + 'TQ > rpQ. Интеграл на десној страни lt1~жеlt10 lt1ajo­
рирати помоhу претходне ЈЈеме. На тај начин добијамо да је 

1/ _. 4МА 
141tfpQe 2УА ' pQ r(P,Q; - л)1 < 1 + -л-О 

Ова неједначина важи за свако PES, па је према томе и 

4МА 
м<l+-л-· 

Изаберимо ло тако да буде 4 А < 1/2 ЛО • Тада из претходне неједна­
чине непосредно следи да је М < 2 за Л > ло' а тиме је лема 
очевидно доказана. 

(н) Процена функције у (Р, Q; - л) своди се уствари на то да 
се докаже да решење једначине (1.2) до стиже своју екстремну 
вредност.на рубу посматране области S. 

Лека 1.4 За л> ЛО и произвољно Р Е S је 

(1.17) 

г де је IQ llајкраће отстојање тачке Q од руба S' . 
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д о к а з. Нека је при УТВРђеном Q 

и (Р) = y2{P,Q; - л). 
Из 

3 

Д и (Р) = 2 L y~/P, Q; - }.) + 2 У (Р, Q; - л) д у (Р, сј; -' л) 
ј= 1 

и једначине (1.2) чије је решење функц'ија у (P,Q; - л) следи да је 

3 

Ди(Р) """ 2 LУ~i(Р,Q;-Л)+2А(Р)у2(Р,Q;-Л)+2лу2(Р,Q;-Л»О. 
ј= 1 

То значи да функција и (Р) нема екстрему ма у области S и према 
томе своју највеЬу вредност Достиже 'на рубу S', тј. 

1 у (Р, Q; - л) 1 < Мах 1 у (Р, Q; - л) 1. 
P€S' 

" l' 
Одаiще, ,с оБЗиром' на (1.6) и (1.16) неiщсреДНQ следи да је"за 
л;>ло • 

1 у (Р, Q'; - л) I < Мах 1 Г(Р, Q; - л) 1 <: 
pes' 

1 1/ ,/-
~ Мах --е-, 2 r1. f pQ ~ 

P6S' 2 1f Г PQ "',, ,~, 

rде је lQHajKpane отстојање тачке Q од руба S'. Тиме' је' лека 
доказана. 

1.4 Функција Гг (Р, Q; - Л). у овој тачки Доказапемо следеhу 
лему: ' , 

Лема 1.5 Нека је г = min (lQ,1јУЛ), где је lQ најlфа'hе 'ошето­
ја1Ье тачке Q од руба S',u А = Мах А (Т). Тада је за Р Е к (Q;r) 

Г (Р, Q;-л) ='Гг(Р, Q;-) .. ) + о (e- t
/ 2r 1/5::), л-+ оо, 

где је 

e-1/'i: ГPQ Ј e-1/'i: fрт . 
(1.18) Гг (Р, Q; - л) = -4-- - 4 А (т) Гг (Т, Q; - л) dST 

1t fpQ '/t ГРТ , 
'K(Q;r)' ..,'.. '. 
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. . . . . - _. 

д о к а з. Из (1.10) следи да је 

e-У"[Г рQ {Ј Jfe-у"[грт 
F(P,Q;-A) = -4--- - + -4--- А(Т)F(Т,Q;-А)dSт• 

~fPQ ~ГpT 
K(Q;r) S* 

За А;;;:' Ао према леми 1.3 је 

I Г(Т, Q; - л) 1< 1; е-1/2 y"[rTQ •. 

2 ~ 'TQ 

Како је rTQ;;;:' г за TES* (В. сл. 2), 
то је 

па је према леми 1.2 
Сл. 2 

А d _1/ г,l, 
~--e 2Јд 
~ 7t 

Према томе је 

( 1.19) 

rде је 

- А (Т)Г(Т,Q;-А)dSт , Ј 
е-У"[ГРТ 

47t ГРТ 
K(Q;r) 

Ad 
IB(P,Q;-A)I< - . 

1'с 

Нека је Р Е к (Q; г) и нека је Гг (Р, Q; - л) решење једначине 
(1.18). Ставимо .' '. , 

D (Р, Q; - А) = Г (Р, Q; - л) - Гг (Р, Qj - л) . 
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Тада из (1.18) и (1.19) следи да је З8 1.>10_ 

D (Р, Q; - А) = е-1/2Р/::;: В (Р, Q; - А) -

Ј 
e--У'i:Грт ; 

- 4 А (T)D (T,Q; -1.)dSт . 
1с грт 

K(Q;r) -

Нека је 

м = Мах' 1 D (Р, Q; - А) 1. 
PEK(Q;r) . 

Тада из претходне једна чине добијамо да је. 

ID(P Q' -1.)1< Ad, е- 1/2Г -У::;: + АМ Ј _l-dSт~ 
, " ''Jt , 4 'Jt Грт ~ 

K(Q;r) 

< _A_d_, е -1/2 r -У::;: + _А--;о-М_г_2 
'Jt 2 

јер је за Р Е K(Q; г) 

Ј ' _1_, dST ~ '2 'Jt(r2 ~.~ r2;Q)' 
, грт 3 

K(Q; г) 

Претходна неједначина, важи за свако Р Е к (Q; г) па је према томе 

М <: ~ е-1/2Г-У::;: + А M~ < 
'Jt 2 

јер је А г2 < 1, тј. ' ' 
,<, О-

М <: 2 А d e-1fsr -Y'i:, 
'Jt 

а тиме је лема доказана. 

1.5 Проблем претстављања. У овој тачки доказаhемо најпре 
да се једначина (1.18) може решити сукцесивном апроксима­
цијом, а затим ћемо на основу' тога доказати да постоји функција 
Q (Q; и) таква да је ' 

ф -

(1.20) f (jQ (Q; и) "'" ~ Нт {-' 1_ - ГТ (~, Q;-X)'}' 
и +).. 1. р= Q 4: 'Jt Г PQ _ 

о ," ',_ 

r • .., ,. 
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за коју важи процена 

1 -
(1.21) Q (Q; и)--V и+ 0(1), u -+ ОО. 

21t2 

(i) Нека је 
" 'о I е -у1: Г РQ 

ио (Р; л) = ---- , 
4те rpQ 

(1.22) 
. 1 f е-VПГРТ+ГТQ) 

и1 (Р; л) = (4 )2 dS Т 
те 'PTrTQ 

ип (Р; л) = 

(1.23) 

(1.24) 

K(Q; г) 

е -У1: ' PQ 
ио (Р; л) = --:-4---"';' 

те rpQ 

1 e-У1:Грт иП + 1 (Р; л) ... 4 А (Т)ип (Т; л) dS T • 
теГРТ 

К( ;г) 

Ако за утврђено Q и неко·Л ред 
оо 

L ( - 1.>" ип (Р; л) 

конвергира униформно по Р, тада је 

ао 

(1.25) Г, (Р, Qi. - л)=L (-I)п ип (Р; л). 
п=О 

Заиста, према (1.23), (1.24) и (1.25) је тада 

i e-У1:Грт ~ 
~;PT А (Т) Fr (Т, Q; - л) dST = ~ (-I)П иП + 1 (Р; л) .... 

к Q; г) , 
ао 

= uо(Р;л) - ~ ( - I)П ип (Р;л) = 

е -У1: ' PQ 
= -- - Гг(Р Q·-Л). 41t 'PQ , , 
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(ii) Доказаhемо најпре да ред 

"" L( -1)n иn (Р; 1) 
n=l 

конвергира униформно по· Р ако је област К (Q; г) довољно мала. 

Из (1.22) видимо да су све функције {иn (Р; 1)} позитивне, 
а из (1.23) и (1.24) следи да је за 1.;> О 

Ставимо 

(1:26) 

. 1 
ио (Р; 1.) < -.- , 

41t TPQ 

иn +1 (Р; 1) < - -- иn (Т; 1.) dS Т' А r 1 
41С. ГРТ' 

K(Q; г) 

1 
Vo (IPQ)=--' 

. 41t fPQ 

Vn +1 (rpQ) =_1 f _1_ vn (rTQ) dST• 
41С ГРТ 

K(Q; г) 

Тада индукцијом добијамо да је 

(1.27) иn (Р; 1.) < А" vN (rpQ), п = 0,1,2, ... 

Ако даље ставимо TpQ = 1 и уведемо сферне координате, једна­
чине (1.26) постају 

r 211: 11:{2 

1 
Vo (1) = 41t1 

1 Ј Ј f vn(p) р2 cos ср dp dcp dG 
Vn+1(l) "'" 41С ~p2-21psincp + 12 = 

О О -11:/2 . 

r 

= - vn (р) Р d р, п = 0,1,2, ... lfP+I-,Р-/, 
1 2· 
о 
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Коначно, из 

l r 

Vn+1(l) = + Ј Vn (р)р2 dp + Ј vn(p)pdp< 
о l 

r 

< JVn(P)PdP 
о 

индукцијом добијамо да је 

1 (Г2 )П 
VN (/) < 2г~:"2 ,П "'" 1,2, ... 

Из ове последње неједначине и (1.27) добијамо да је 

(1.28) 

Одавде међутиi'tf. непосредно следи да ред 

ос> 

~ (-1)" uп(Р;л) 
а-1 

конвергира униформно по Р за утврђено Q и произвољно л> О, 
јер г можемо увек изабрати тако да буде А г· < 2. 

(Ш) Остало је још да докажемо обрасце (1.20) и (1.21). Нека је 

и 

1 ЈSiП а У! 
ћ(а;и) = 1 - ~ t dt. 

О 
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Из I h (а; и) 1" h где константа h не зависи ни од а ни од Uј,И 
, неједначине (1.28) следи, да је 

(1.29) 

Према томе ред 

(1.30) 

п 

"ћ иn (Q;O) < 
h (АГ 2 п "2г~ 2) , u = 1,2,.:. 

"" 
_1 уи - L (-I)nи~ (Q; и) оо: g (Q;u) 
2~2 

конвергира униформно ПО и. За и = О нека је g (Q; О) = О. Како је 
даље 

~ ~ ,В 

f h (а; и) d = Ј {1 _ ..!. Ј sin а 1/7 dt} ~d~ = 
(и +1.)2 u ~,t ',' (и+1.)2 

О О О 

1 1 ,/-' '1 ~a ,/-
= ___ (1 - е-а r А) ~ -, е r А , 

.1. 1. , ' .'~Л" ' , 

то је најпре, према (1.22) 

со 

Ј и~(<{; и) du ~ 
(и + 1.)2 

О . 

"о' .. ' 
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а одатле према (1.30) и (1.25) следи да је 

= ~ Нт {_1 - - Г, (Р, Q; - л)} . 
л P=Q 4nrpQ 

Одавде коначно парцијалном интеграцијом добијамо образац (1.20). 

(iv) Из неједначине (1.29) следи да је за произвољно утвр­
ђено Q Е S 

ао 

L(-I)nun(Q;u)=О(I), и-. оо , 
1/=1 

па је према (l.30) 

1 -
&!(Q;u) = -Vu+О(I), и-.оо. 

2n2 

1.6 Докаа става Ј. Кад се Р налази у близини тачке Q према 
леми 1.5 је 

г (Р, Q; -л) = Г, (P~ Q; - л) + о (e-1/2rii:), A~ оо. 

Како процена (1.17) за у (Р, Q; - л) важи за произвољно Р € S, 
то према (1.1) и (l.5) за Р Е к (Q;r) имамо да је . 

ао 

Л L Фn (Р) Фn (Q) = о (Р, Q) - ГГ (Р, Q; - л) + 
1/=1 Аn (лn+л) 

+ о (е-1/2Г У1:) + О (е--1ЏQУI) = 

='0 (Р, Q) ~ rr(P, Q;- л) +0 (e-1/2гУ1:), л-. оо, 

јер је IQ;> г. Даље, из (1.5*), 

r(P,Q) = 1 - Ј 1 А (T)F(T,Q)dS T 
4,. 'PQ 4n ГРТ 

s 
16 Зборник 
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и претходног обрасца следи да је 

где смо једноставности ради ставили 

M(P,Q)=J 1 А (T)T(T,Q)dST+y(P,Q). 
4n~T -, s . 

М (Р, Q) је очевидно непрекидна функција променљивих Р и Q. 
Према томе, кад Р --t Q добијамо да је 

оо 2 

"'" Фn (Q) 1 l' {1 (Р')] 1 .• :~:.;),.n()l.n+л)": Т J!?q 4ТCTpQ - Г, ,Q, - л - тМ (Q) + 
n=l 

где је М (Q) = М (Q, Q). Тиме је прва неједначина става 1 доказана. 
Друга неједначина става 1 непосредно следи из обрасца (1.1) 

и ррiщена(l.lб) и (i.17) које смо добили за Г(Р; Q; - л) и 
у (Р, Q; -л). 

11 ГЛАВА 

2.1 (i) Овде Ьемо доказаrи став 2 који спада у групу ставова 
Тауберове природе за Стилтјесову трансформацију која опада 
експоненцијалном брзином. Доказ става 2 као и ДОКаЗи о<;талих 
сличних ставова заснивају се у суштиtJи на једном ставу. "Ј. Кара-
мате [13] који у нешто измењеном облику гласи: . 

Нен:а је К(и) ограничене варијације у сван:ом н:оначном разман:у 
и нен:а 

оо 

F (s) - Ј e- SU к (и) du 

о 

н:онвергира за R (s) > О. Тада из услова н:онвергенције 

к (v) - К (и) > - т, и ~ l' ~ и + 1 
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и регуларности функције F (s) у тачки s = О следи 

К (и) = О (1), и ~ оо • 

(ii) За доказ става 2 потребне су нам следеhе леме. 

Лема 2.1 За у> х > О из услова конвергенције (Ь) става 2 
следи да је 

(2.1) S (у) - s (х) > - т - т1 ( Уу - ух). 

д о к а з. Нека је 1 < р. < е и 
а (х) = eY;-, ~ (х) = 192 Х • 

Тада је 

~ [ р. а (х)] < х + ух. 
Према томе је 

(2.2) S (х') - S (х) > - т, х:( х' :( ~ [р. а (х)] . 

Нека је у> х и 

хо = х 

X v = ~[p.a(xv-l)l = i3 [p.va (х)], v = 1,2, ... ,п. 

Број п изабраhемо тако да буде хn < у < Хnн ' Из неједначине 
(2.2) следи 

S(xv) - S(XV- 1» - т, V = 1,2,: .. ,п -1, 

S(y) - S(xn) > - т. 

Ове неједначине, кад их саберемо, дају 

S (у) - S (х) > - т - п т. 

Како је међутим хn < у, тј. п < (Уу - "УХ) jlg р., то је 

т - -
-пт>---(Уу-Ух), 

19p. 

одакле непосредно следи (2.1). 

Лема 2.2 Нека су 8 , У, S и и Позитивни бројеви и нека је 
Уд < s. Тада је 

(2.3) ЈСО (sin 8 VX)V sin sVx _ ,/- (Sh 8 уu )'V ---dx = 'lte srU • 
д'" х х + и 8'1 и 

о 
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д о к а 3. Нека је 

f (z) ,." (sin 8 VZ)V esiz. 
8Vz 

Ако са С означимо контуру приказану на сл. 3, према Кошиевом 
ставу бипе 

1 f f(w) f(z) = -2 . -- dw. 
~' W - Z 

с 

Ставимо овде z = uei1t • Тада је 

Сл. 3 

1 f f(w) 
-и =- --dw' f ( ) 2 1[ј w + u ' 

с 

или 
R 

.1- Ј (Sin 8 'Јх)1I eSlYx 
е-' r и = --- dx + 

8Vx х+и 
r 

2зt 

f (Sin8vRetlI2)1I eBlYR etlf2 .' + Rlet1 dt + 
8 VRetl/2 Rett + u 

О 

r 

f (sin 8 'ЈХ)1I е-В [Ух + ---dx-
8Ух х+и 

R 

2~ 

Ј ( sin 8 "'УГ.е ti/2)1I е s [Уг etlf2 
- -_.-- гј etl dt 

8 V г etif2 reti + u ' 
О 

тј. 
R 

(2.4) ( sh 8Vu)1I e-вУа -= Ј ( sin ~ "х)1I sin s 'Јх dx + /1 + /2' 
8'1и 8vX х+и 

r 

Како је за произвољно комплексно z увек 

I sin z I ~ 2 e1zl z '<::: , 
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то је најпре 

21t 

1 I Ј (Sin 8 VR eti
/2)V еВ i YR e

tiJ2 
• . I 1/ I = - . R 1 etl dt ~ 

ј 2 'It д V R eti/2 R eti + и """ 
О 

21t ,/- t 
R Ј e-,(s-l\v)rRsiП"2 < - dt~O, 
'It V~+2Rucos t+u2 

о 

јер је 8 v < s. Даље, 
21t 

1 I Ј (sin д -УГ etiJ2 )V е s i Уг eti
/2 . t' I 1/21 = - --~-- rle l dt < 

2'1t д V r eti/2 r eti + и 
О 

21t ,/- t 
r Ј e-(s-I\v)r r siП"2 < - dt ~ О, r -+ О • 
'It V г2 + 2 r и cos t + u2 

О 

И3 ових неједначина и (2.4) непосредно следи (2.3). 

Лека 2.3 Нека је S (и) ограничене варијације у сваком кона ч­
ном размаку и нека 

"" 
'(х) ~ --- du f S(u) 

(и+х)2 
о 

конвергира за једно Па Према ll10Me за свако х > О. Ако је 

(2.5) ,(х) '"'" о (lјх1+&) , x~oo, 8>0, 

ll1ада је 

"" "" 
(2.6) 1 f sinsVx Ј 1t f (х) -s-- dx = е-ви S (и2) du. 

о о 

Д о ка 3 ове леме своди се уствари на то да докажемо да је 

ас со ф оо 

f f S(u) Ј f sinsVx (2.7) sinsVxdx (и+х)2 du = S(U)dll(X+U)2 dx. 
о о о о 
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Наиме, из 
со 

Ј sin s "Х d 1t S - ,/-
Х ~ - е S Ји 

(х+ и)2 2{u 
о 

и претходног обрасца следи да је 

со ~ 

Ј -Ј ,/- du f (х) sin s " х dx = 1t S e-S Ј и S (и) 2 ,,:U ' 
о о 

одакле сменом и I и2 добијамо (2.6). 

(2.8) 

10. Доказапемо најпре да је за 8> О 

со со 

Ј (sin 8 VX)2k. "-d Ј S (и) d -
" SШ S V х х ( )2 и-

8 у Х и+х· 
о о 

.СО со 

= Ј S (и) du Ј (Si~ ~~xГ ~~П:и~: dx. 
о о 

За КОQ:ачне R1 и R2 је 

S (и) du = 
(и+х)2 

R. R, 

= f S (и) du f (sin 8 "X)2k 

~in S 'Јх dx == 
8 V х (х + и)2 

о о 

R2 со 

= Ј S (и) du Ј (sin 8 VX)2k sin s 'Јх ах -
8 V х (х+и)2 

о о 

R. со _ f S (и) du f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx . 
8 V х (х+и)2 

о R, 
Како је 

со со 

I f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx I < Ј du 2 1 
8 'Јх (и+х)2 (и+х) = u+R'. 

R R 
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то кад у претходном обрасцу пустимо да R1 -+ оо добијамо да је 

Я2 оо 

f f ( siп 8Vx )2k sin sVx _ 
S (и) d и ,/ ()2 dx-

8 у Х и+х 
о о 

оо ~ 

= f (sin 8Ух )2k siп s ух dx f (S (и~2 du = 
8Ух и+х 

о о 

(2.9) 

fОО(SiПSVХ)2k. '/-d Ј"" S(u) dll-
~ S1П S у Х Х ( )2 

8Vx и+х 
о о 

[ОО (sin 8Vx )2k. 'У- d Ј"" S (и) 
- 8Vx S1Пs Х Х (и+х)2 du. 

о ~ 
Нека је, даље, 

Тада из 

r оо 

S и R+ 1 2 и + 1 () du=[(I)-g(R)(--) -2(х-l) r . g(u)du 
. (и +х)2 R+x . (и + х)3 

R R 

и ограничености функције g (и) следи да је 

IfOOs(u) du/<It(1)_g(R)I(R+l)2+ /1_(R+l)2/ 1[(1)I+ 
(и+х)2 R+x R+x 

R 

+2М(Х+l)ј ~+1 du< 
иВ 

R 

< 1[(1) _ g (R)! (R; 1)2 + 

+21 [(1)1 ~~ + 1[(1) 1 х
2

+ 1 +2М(х+ 1) (~+_1_). 
R R2 R 2R2 

За R> 1 је 

ОО 

I Ј S (и) du I < 4 /t (1) - g (R) 1 + .!!' (х2 + Х + 1) . 
(и + х)! R . 

R . 
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Према томе је за k > 4 

I ЈОО ( Sin8~~X) sin sVx dx ЈОО (uS;~)2 dU/ < 
о Љ 

::;;: Ј9'( sin 8Vx )2k dx I ЈОО S (и) du I ::;;: 
""" 8Vx (и+х)2 """ 

о Љ 

ЈОО( sin 8Vx )2k 
<41t(1)~g(R2)1 .' dx+ 

, . 8Vx 
о 

+ Z~ ЈОО ( Si~ ~~x Y:k (х2 + Х + 1) dx. 

о 

Коначно, из (2.9) кад R2 --t ОО, И ове последње неједначине .непо­
средно следи (2.8). 

20. Остало је још' да докажемо да се у (2.8) гранични прелаз 
8 --t О испред знака интеграла може заменити граничним прелазом 
8 --t О иза знака интеграла. При томе пемо користити познати 
Арзела-Лебегов став за несвојствене интеграле у следеhем облику: 

Нека је lјт F (х, 8) = F (х) и нека инmеграли 
б=О . 

'" оо 

(2.10) Ј F (х, 8) dx и f F (х) dx 

о о 

uостоје. Ако је за свако х > О ид> О 
(2.11) 

и ако инmеграл 

(2.12) 

постоји, тада је 

IF(x,o)I<:O(x) 

оо 

Ј о (х) dx 

о 

'" "" 
·Нт Ј F (х, о) dx= Ј' Р (х) :dx .. 
б=О 

о о 

Н . I sin х I ./ 1 . а основу неЈедначине -x-;~ ,КОЈа важи за свако реално 

х, и процене (2.6) за функцију f (х) може се лако показати да су 
сви услови Арзела-Лебеговог става на левој страни обрасца (2.8) 



Асимптотика решења линеарннх ди:реренцијалних Једначина 249 

задовољени и да према томе гранични прелаз 21 -1 О испред знака 
интеграла можемо заменити граничним прелазом 8 -1 О иза знака 
интеграла. 

Да би смо доказали да је то дозвољено и на десној страни 
обрасца (2.8) ставимо 

"" 
F (и, 8) = S (и) Ј (sin 8 VX)2k sin s У·Х dx. 

8 V Х (и +х)2 
о 

Из (2.3) диференцирањем по и добијамо да је 

"" 

Ј ( sin б VX)2k sin s УХ dx = 

8 V Х (и + х)2 
О 

= ~e-Byи {(s + 2 ~) (Sh 8 "Yи)2~ ~~ (Sh О ~li)2k=1 сЬ О "Уи} . 
2Vи -Уи o-vu -Уи 8Vu 

Према томе је 

-вУи . - 2k - 2k-l 
Р(и,8) = ~S(u)~--=- {(s+2~) (Shoya)_ 2~ (Shд~U) Ch8VU}. 

2Vu -Уи дУи уи 8Vu 
Како је осим тога 

1t S ,/_. 
Р(и)= V_e-srus(u), 

2 и 

то је услов (2.10) Арзела-Лебеговог става очевидно задовољен. 

Д . /ShX/./ . аље, H~ основу неЈедначине ~ ~ еХ, КОЈа важи за свако ре-

ално Х, имамо да је 

I F (и, 8) I < 1t I S (и) I e;~~u {( s+ ~~) e25kYil + ~~ e25kYU} < 

( 
4 k') е- (s":' 2 5 k)Yu 

<тcIS(u)1 s+-= 
-Уи 2Vu 

Ако је 28 k < sj2 тада је 

I F (и, 8) 1< 1t I S (и) I (s+ 4 ~) e-
I

/

2sy
/i , 0>= О. 

-Уи 2Vu 

Из ове неједначине следи да су и услови (2.11) и (2.12) задово­
љени. Применом Арзела-Лебеговог става добијамо коначно (2.7), 
а тиме је лема доказана. 
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2.2. ДОI<ав става 2. Нека је најпре s реалан и позитиван број. 
Према леми (2.3) је . 

ао ао 

1 Ј sinsVx Ј cp(s)=- {(х)-- dx= . e- SU S(u2 )du. 
. 1t S 

О о 

Функција ср (s), као функ.ција комплексне променљиве s, регуларна 
је у десној полуравни, тј. за R (s) > О, што непосредно следи из 
чињенице да се може написати у облику Лапласове трансформа-

ције. На основу неједначине I si:_~ 1< 2 e1zl , која важи за свако 
комплексно z и процене (а) за Функцију f (х) непосредно следи 
да је функција q> (s) регуларна и у тачки s=O. Коначно, из нејед­
начине (2.1), следи да је 

S (v2
) - S (и2) > - т, u < v < u + 1. 

Функција S (и2) задовољава дакле услове поменутог Караматиног 
става, па је 

S (и2) = 0(1), u ~ оо. 

Тиме је став 2 доказан. 
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PROPRIETES ASYMPTOТIQUES DES SOLUТIONS DES 
EQUA ТЮNS DIFFERENТIELLES LINЕАЩЕS 

Раг 

RANKO BOJANIC 

Le probleme cJassique de Ја theorie des membranes vibrantes, 
dans Је cas Је pJus simple, consiste а trouver daIls ип domaine S du 
рlап Jes solutions de l'equation 

ди + ли ~ О 

qui s'annulent sur Је bord du domaine considere. Т. Carleman [6] а 
donne ипе methode pour l'evaluation asymptotique de lа somme de 
carres des fonctions propres {Фn (Q)} еп montrant que 

011 {лn } sont les valeurs propres du probleme considere. А. Рlејјеl 
[7) et S. Minakshisundaram [8) ont compJete et etendu cette methode 
аих cas plus generaux, mais tous ces resultats sont de Ја mеmе portee 
que сеЈиј de CarJeman quant аих evaJuations du comportement asymp­
totique. ипе ameIioration dans cette direction а ete recemment donnee 
par V. О. Avakumovic* qui а montre que 

L Ф~ (Q) = 41тс л+ О (-УХ), л -+ оо 
лn Е;;л 

et 

L фn (?) Фn (Q) ~ о (-УХ), л -+ оо . 

лn~л 

:ј:- Ces resultats dесоulепt de I'evaluation de lа fопсtiоп de Green donneepar 
Carleman [6] et d'un theoreme de nature tаuЬегiеппе de Avakumovic [91]' 
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Quant аих evaluations plus precises relatives зu comportement asymp­
totique des fonctions propres dans les cas plus generaux, les prob­
lemes sont restes ouverts. 

Dans cette ordre d'idees, quoique la methode permet de tгзitег 
le cas а п dimensions, nous avons considere le probleme generalise 
de lа mеmЬгзпе а trois dimensions 

д u - А (Р) u + Л u = О, Р Е S , 
(А) 

u = о sur le bord de S, 

ой А (Р) est ипе fonction positive, ауес les derivees partielles du 
р remier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho­
normees de се probleme nous avons montre que 

~ 2 1 3/2 
.L,... ФП (Q) ~ 61[2 Л + О (л), л -+ ОО, (1) 
An~1. 

(11) L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), 1.-+ ОО. 
1.n~ 1. 

Dans lа methode de Pleijel le probleme central consiste dans l'еуа­
luation de lа partie reguliere,c. а d. de lа compensatrice de lа fonction 
de Green. Рзг contre lа methodedont nous noussommes servirepose 
sur l'etude de lа partie singuliere de cette fonction et sur l'app1ication 
d'un theoreme de nature tauberienne, зпаlоguе а celui de Avakumovic. 

Nous avons en premier Неи demontre l'existence de lа solution 
de l'equation integrale 

е -lf'i:ГрQ Ј e-У"'[Грт 
г (Р, Qj - л) = ~РQ - 4 'It Грт А (Т) Г (Т, Qj - л) dST 

S 

оu 'PQ est lа distance entre les points Р et Q, et montre que cette 
solution est lа partie singuliere de lа fonction de Green du probleme 
аих 1imites (А). Ое се resultat оп obtient les evaluations suivantes 

1 1/-У-Ir(P,Qj -л)l< 2 е- 2 }..rpQ , Л~1.0' 
'ltfpQ . 

ainsi que 
1 1'/ ,г-[ 

1 У (Р, Qj - л) 1 < 2 'It IQ е- 2v }.. Q, 

ой у (Р, Qj - л) est lа partie reguliere de lа fonction de Green et ои 
IQ -represente lа Ьоrnе inferieure de lа distance du point fixe Q аи 
bord de S. 

l' U i 
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Еп seconde lieu, nous avons introduit lа fonction ГГ (Р, Q; - 21.), 
solution de I'equation integrale 

* e-vРРQ Ј е-У:;:ГРТ 
() Г,(Р,Q;-л)= 4 . - 4 А(Т)Г,(Т,Q;-л)dSт 

7CrpQ 'ЈСГрт 
K(Q;r) 

ои к (Q; г) est lа sphere de centre Q et de rayon г suffisamment petit, 
telle que К (Q; г) С S. Роис tout Р Е К (Q; г), оп а 

Г(Р, Q; -:-л) = Гг (Р, Q; -л) + О (e- t/2ГУi:), л >ло • 

Lorsque г est suffisamment реш, l'equation (*) peut etre resolue par 
des approximations succesives. ОП peut alors montrer l'existence 
d'une fonction Q (Q; и) telle que 

(**) 

et 

ао 

r dQ (Q; и) = ~'Hm {_1_ - [, (Р, Q; -л)} 
~ u + л л P==Q 4 'ЈС 'PQ 
о 

1 -
Q(Q;u)--vu+О(I), и-+оо. 

2'ЈС2 

Ое ces evaluations et de lа formule 

ао 

Л L ФП (Р) ФП (Q) ~ G (Р, Q) - G (Р, Q; - А) 
п=! лп(лп+л) 

ои G (Р, Q) = G (Р, Q; О) et 

G(Р,Q;-л) = Г(Р,Q;-л) - y(P,Q;-л) 

il s'ensuit que 

(***) ± _ф--,-~....:.....(Q:....;..)- = Нт {4-1 
- - Г, (Р, Q; - л) } -

п=! лп(лп t л) P=-Q 7CrpQ 

1 11 ,/-- 1:"" M(Q) + О(е- '2 Г '}..), л-+оо. 

Роис Р :f. Q оп obtient 

ао 

Л L ФП (Р) фп(Q) = G (Р, Q) + О (e- 1/2сУ:;:), А -+ ОО. 
п_! лп() .. п +л) 

ои С = min (rpQ,IQ)' 
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Еп troisH~me Неu nous avons etabIi lе theoreme suivant:f.* 

Soit S (и) а variation Ьоrnее dans tout intervalle !јnј et soit 
l'intigrale 

"" 

Ј 
dS(u) 

!(х) = и + х 
о 

convergeant роиг tout х> О. Alors de 

!(х) = О (е-СУ"2::) , x~oo, с>о, 
et 

S (v) - S (и) > - т роиг и < v <; и + "уи, 
il resulte que 

S(u) = 0(1), и~oo·. 

Pour obtenir l'evalution (1) il suffit de poser. dans lе theoreme 
precedent 

S(u) = L Ф:(Q) - Q(Q;u) + М (Q), S(O) = О. 
Аn:::;;u 1.11 

Еп tenant compte de (***) il s'ensuit que 

с. а d. 

S (и) = L Ф:(Q) - Q (Q;u) + M(Q) = 0(1), 
1.n Аn:::;;U 

" Ф; (Q) 1-LJ -- = -~ V и + О (1), и ~ оо, 
, _ 1.11 21t~ 
",n~U 

d'ou l'оп deduit l'aftirmation (1) apres uпе sommation par parties. 
La formule (11) s'obtient d'une тапНне analogue. 

** Recemment V. V u с k о v i {; (11) а donne quelques theoremes plus gel1e­
raux de се genre. 
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ВЛАДЕТ А ВУЧКОВИЂ 

СТИЛТЈЕСОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА КОЈА ОПАДА 

БРЗИНОМ ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНЕ ФУНКЦИЈЕ 

-ТЕЗА­

УВОД 

0.1. Да бих избегао понављања, навешhу ознаке које ћу упо­
требљавати током целог рада. 

Са А (и) обележаваhу функцију реалне променљиве и, дефи­
нисану за u > О, која је ограничене варијације у сваком коначном 
размаку. Осим тога, претпоставиhу СЈ:јуда да је А(О) = О. 

Са L (t) означиhу Лапласову трансформацију 

(0.1.1) 

која конвергира за 

(0.1.2) 

оо 

L (t) = Ј e- tu d А (и) 
о 

t> О, а са S (х) Стилтјесову 

!dA(U) 
S(x) = --

и+х 
о 

која конвергира за једно и тиме свако х > О. 

трансформацију 

Напомињем одмах да је, с обзиром на претпоставку А (О) = О, 

(0.1.1') 

и 

(0.1.2') 

оо 

L (t) = t Ј e- tu А (и) du, 

о 

оо 

Ј 
S(u) du 

S (х) = (и + х)2 . 
О 

Ови облици· добијају се лако парцијалном интеграцијом интеграла 
(0.1.]) и (0.1.2) (в. нпр. Видер [1]) и њима ћу се често користити 
у даљем раду. 
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0.2. Предмет овога рада је испитивање Стилтјесове, односно 
Лапласове трансформације која опада брзином експоненцијалне 
функције степена, нарочито с обзиром на могуЬност инверзних 
ставова. Како се у том погледу случај експоненцијалног опадаља 
разликује од осталих начина асимптоrског понашања ових транс­
формација, навешhу неке познате ставове да бих ову разлику 
боље истакао. При томе Ьу се ограничити на Лапласову транс­
формацију, јер је веhина најкарактеристичнијих ставова форму­
лисана' у односу на њу. 

Основни инверзни став који су дали Харди и Литлву Д (2] 
односи се на случај кад Лапласова трансформација расте брзином 
степена; он гласи: 

следи 

Ако А (и) не оПада, тада из 

А Г(а+ 1) 
L (t) """ t« ' t ~ О, (а > О) , 

А (и) -- Аи« , и-? ОО. 

За веЬе брзине рашhења Харди и Рамануџан дали су такође 
један став за Дирихлетове редове који за Лапласову трансфор­
мацију (в. Авакумовиh и Карамата [1]) гласи: 

следи 

Ако је А (и) Позитивна функција која не оПада, тада из 

L (t) "'""' е1 Jt, t -,> О, 

log А (и) -- 2 'Ји, и ~ оо. 

Авакумовиh [3] је проучио случај кад брзина рашhења транс­
формације L (t) за t~O постаје све веЬа. При томе је као упоредне 
функције узео итерирану експоненцијалну функцију ем и) дефини-
сану са е1 (t) = ехр (t) , .................. , еп (t) = ехр [еп-! (t)] , и итерирани 
логаритам дефинисан са IglU =-= Igu, ................. , 19nu = Ig (lgn-1U)' 
НЬегов став гласи: 

Ако А (и) не оаада, тада из 

следи 

При чему 

1 
Ign+1 L (t) -- t' t ~ О 

и 

o 19n и. еп' (0 Ign и) < А (и) < :л. -1-- , 
gn и 

1 > 0 ~ 1 и 1 < :л. ~ 1 кад и -+ оо. 

Оно што је битно код овога става је чињеница да инверзни 
ставо.ВИ за Лапласову трансформацију постоје кад ова расте про­
извољном брзином. Насупрот томе, из испитивања изнетих у 
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овом раду' следи да у случају кад Лапла,сова трансформацијаЬпада 
брзином експоненцијалне функције постоји гранична брзина иза 
које нема,,' више могуhности за инверзне ставове. То је, основна 
разлика о којој сам говорио у почетку ове тачке. 

у погледу Лапласове трансформације која опада спорије од 
експоненцијалне функције Геза Фројд је недавно [1] дао' један 
став који у најпростијем облику гласи: 

Ако А (и) не оиада, тад из 

L (t) = оре) , t~O, (8)0), 
следи 

А (и) = О с: и) , и -+ ~ , 
Први став за Лапласову трансформацију која експоненци­

јално опада дао је Авакумовиh [1] као аналогон j~ДHOГ Карлема-
новог става за Стилтјесову трансформацију1): , 

Ако је 

L(t) = O(e~i/t), t~O, 

и ако функција А (и) задовољава услов ,конверrенцџје 

Уа [А (v) - А (и)] > -n1 за свако и <; v < и + Уа, 
тада је 

У u А (и) = 0(1), и ~ OQ • 

Касније, у [2], Авакумовиh је дао општији став који се. 

односи на брзине опадања'типа О [ехр ( -J/t6)] где је 0<6 < 1 

Свакако да се, слично као и код експоненцијалног рашhења; 
и овде може поставити питање инверзних ставова кад Лапласова 
трансформација опада брзином итериране експоненцијалне функ­
ције. На њега одгщюр даје један став Деча [2, стр. 483. CT~B 6] 
који каже да из 

1+8 
L(t) = о (e- 1/t ), t~O, (8)0) 

следи 

.. А ,(и) = О, 

сем на множини нулте мере. 

0.3. Познато је да су инверзни ставови за СТИJlтјесову транс­
формацију S (х) аналогни ставовима за Лапласову трансформацију, 
те су мање проучавани. Обрађ,ен је детаљно случај кад је 
S (х) '"" А/ха и З8КЉУЧЦИ су аналогни инверзним ставовима З8 Ла­
пласову трансформацију са. сличним 8СИМПТОТСКИМ понашањем. 

1 Карлеманов став навешhу '.1 тачки 0.3. 

17 Збориик 
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Тек у новије време дато је, неколико ставова за Стилтјесову 
трансформацију S (х) која. експоненцијално опада кад х --t оо .:.Како 
се 'основни део мојих испитивања односи на тај случај, навешhу 
детаљно све ставове у вези ·саовом брзином опадања, тим :.пре 
што они нису многобројни. 

Први став· ,ове врсте дао је Т. Карлеман: [1.]. Његов став је 
од принципијелног значаја јер је .љиме почело испитивање 'ста­
вова ове врсте. Карлеманов став гласи: 

Ако А (и) + С log и н.е оПада, тада из 

(0.3.1) S (х) = О (е-У;-) , х --t оо, 

следи да је за свако 0<8 < 1/2 

Нт х1/2'Ь[А(х+хl/2+8) - А(х)] =0. 
%--t оо . 

Н. Винер [2] је 1936 г: доказао исти став. 1950 г. је ABa~y­
мовиh [1] доказао далеко оштрији став, којим је истовремено дао 
и један нов поступак за доказ сличних ставова. Његов став гласи: 

Ако А (и) задовољава услов KonBeprenqujeV,u[A (v) - А(и)] у - т 
за свако и < v < и + 'Ји, тада из (0.3.1) следи: 

'Ји А (и) = 0(1), и --t оо • 

Најзад, Р. Бојаниh и ја дали смо 'у [1] следеhи став: 
4 

Ако А (и) задовољава услов 1tOHBeprenqUje А (v) - А (и>,> - m ''Ги 
4 

за свако u <; v <: и + V иЗ, тада из 

• 
S(x)FO(e~V;'j,' ,X--too 

следи 
4 

А (и) = О ('Ји), и --t оо • 

0.4. Главни циљ овог рада је проучавање Стилтјесоветранс­
формације S (х) односно реда L av / (>"v + х), који опадају експо­
ненцијалном брзином, али дајем и одговарајуЬе ставове за Лапла­
со ву трансформацију, које изводим или' као короларе из ставова 
за Стилтјесову трансформацију или доказујем методи ком употреб­
љеном за доказ ових пос·ледњих. 

,Стилтјесову трансформацију S (х) . проучио сам у случају 
кад је 

S(x) = О (е-Х"), х --t оо ,(о: >" О), 
при чему у случају О < а <; 1/2 . поди~теграfIна функција А (и) 
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задовољава општи услов конвергенције 

(0.3.2) иll [А (v) - А (и)] > - т за свако u =< v ~ и+и1-а , 

где је 13>-a. 
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Ставови за Лапласову трансформацију изведени су за случај 
кад је 

и овај случај се поклапа са Авакумовиhевим проучавањима [2], 
али при томе ја имам општији услов конвергенције (0.3.2) за функ­
цију А (и). 

и овде се поставља питање егзистенције инверзних ставова 
кад Стилтјесова трансформација опада све брже и брже. На њега 
даје одговор став 3.1 који каже да из 

1/ +8 
S(x) = О(е-Х 2 ), Х ~ оо, (е> О), 

следи 

А (и) = О 

сем на множини нулте мере. 

Значи да и у овом случају постоји највеЬа брзина опадања 
иза које престаје могуЬност инверзних ставова. Тиме је скала 
брзина опадања оних Стилтјесових трансформација за које је 
могуЬа инверзија затворена на доле. 

0.5. од методолошког је интереса приметити да основни став 
овог рада има сасвим други карактер него што га имају инверзни 
ставови, који су у ствари његове последице. Тај став, кога изводим 
у првом делу расправе, припада групи ставова теорије функција 
познатих под именом ставова о композицији. Њихова битност је 
у томе што се из извесних особина једне функције f (s) (у глав­
ном) комплексне променљиве s изводе особине једне друге функ­
ције F (s), која се добива из аналитичког израза за функцију t (s) 
извесном трансформацијом. Такви су, на пример, познати ставови 
Крамер-Поље, Адамара и Манделбројта за Дирихлетове редове (в. 
нпр. В. Бернштајн (1]). 

0.6. Сматрам својом дужношhу да се на овом месту захвалим 
г. професору В. Авакумовиhу, који ми је дао потстицај за овај 
рад, као и на помоhи у току рада. Исто сам тако захвалан г. про­
фесору Ј. Карамати, који је прегледао цео рад и указао ми на 
могуЬност краЬег доказа леме 1.2. 
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ПРВИ ДЕО 

У овом делу Доказапу неколико ставова који се односе на 
Стилтјесову трансформацију S (х) и Стилтјесове редове 

а проистичу из основног става 1.1, који је према томе централни 
став овог дела. Прегледности ради прво Ьу навести тај став и из 
њега извести остanе. Ознаке су исте као и у тачки 0.1 увода. 

Став 1.1. Ано је 

(1.2) S(x) = О (е-ха ), х-+оо 

ао 

(1.3) Х (s) = Ј e~~U иУ А (и1/а ) du, (у> - 1), 

о 

регуларна не само у uолуравни R{s} > О вел и у ll1ачни s = О. 
Поставља се питање да ли се вредност експонента у у (1.3) 

може да смањи. То би се могло постипи интегрираiьем функције 
Х (s) по s од s до оо, али у општем случају који посматрамо то 
није могуЬе. Наиме, како је 

иУ А (и) ,....., АиУ и -+ О (А = конст.) 

то применом познатог Абеловог става (Деч (Doetsch) [1] стр. 200 
Satz, 12) сле.п.и 

г (у+ 1) 
. Х (s) ......, А sy+l ,S -t оо 

ибаш,з~ .раз~ак - 1< У < О кqји нам је потребан (да би инте­
грацијО!d добили важење и у случају - 2 < У < .:.. 1, итд.) . не 

ао 

постоји Јх (s) ds, 
s 

Међутим, у случају кад је за неко произвољно мало а > О 
А (и) = О за О<и<а 

постоји став (Де ч (1) стр. 199, Satz 10) по 'коме је тада 

X(s) = O(e-аR{s}), S-+oo 

у углу I arg s 1< q> < 1С/2. Према томе се Х (s) може произвољно 
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пута интегралити. Тада је функција 

оо оо 

Х 1 (s) = Ј х (s) ds = f е-ви аУ -1.4 (а1/а) da 

s о 

регуларна такође у тачки s =0. (Овде је промена реда интегра­
ције за реалне s> О дозвољена на основу Фубинијеве теореме). 
Интеграцијом функције Х1 (s) итд; долазимо до закључка да је 
и функција 

оо 

Х (s) - f е-ви аб А (и1/а ) du 

о 

где је {3 ма који реалан број, регуларна у тачки s = О. Напоме­
нуЬу поново да ово важи само у случају кад је А (и) = О за 
О < а < а, где је а произвољно мали, позитиван број. Међутим, за 
Стилтјесове~ редове је овај услов YB~K испуњен, те тако долазимо 
до следеhег става: 

Став 1.2. Нека је 

о <),,1 < )..2 < . . - • <)..n ~ оо 

и нека ред 

оо 

к(х)= L ~~ 
n=l )..N + х 

конвергара за једно и тиме свако х > О • 
Ако је 

а 

к(х) = о (е-Х ), x~ ОО, 

А (и) = L аn , 
/..n~U 

тада је функција 
оо 

Х (s) = Ј e-SU иб А (ul/a:) du 

о 

r де је {3 ма какав реалан број, регуларна не само у аолуравнu 

R.{ s } > о .већ и у lD.ачкu s ':'" О. 



262 Владета Вучковиh 

С друге стране, ако је у:> О, парцијалном интег.рацијом се 
добива ' 

1 '~.' 1 "" 
+ т f e-Su. d {иУ А (и llа.)} = s f e-s/J,d {иУ А(и 1/а.)} , 

о о . 

па сменом и 1/С1. на место и следи 

1 оо 
X2(S)=-; f e-suа.d{urа.А(u)}, 
'о .'. 

где је. због у >0. И.а >0, такође уа> О. 

Применом става 1.1 добија се на тај начин 

Ста'в 1.3. Из (1.2), ири чему је О < а < 1/2' следи да је фу.нкција 

оо 

Х2 (s)';'" + f e- S
UC1. d {и' А (и)}, (t;> О) 

о 

регуларна не само у иолуравни R (s} > О већ иу iП.ачки S "'" О. 

Овај став добија нарочито једноставан облик ако се форму­
лише за Стилтјесове и Дирихлетовередове; он .. тада гласи: 

Став 1.3'. Нека је 

О < "'1 < "'2 ..... < Ј..n . ..., ОО .. 
и нека ред 

"" 
g(x) = L ",na~x 

n7' 1 . 

конвергира за једно и iП.име свако х > О. 
Ако је 

ири чему је О < а < 1/2' тада је функција i1pеlliсlllаВЈЬеШl Дирихле 
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Шовuм редом 

где је '( > О, регуларна не ca.wo у йолуравнu R {s} > О вел U у 
шаЧI(U s = О. 

Напомињем да у ставу 1.3 место степена и'С може стајаТIi 

ма какав полином од U (а слично у ставу 1.3 l\feCTO A~ ма који 
полином од Аn). у том смислу би се могло ипи за уопwтавањем 
ових ставова, као и ставова 1.1 и 1.2, али пу то питање у овом 
раду оставити по страни. 

Прелазим сада на доказ става 1.1 Прегледности ради поде­
,IIићу га у неколико лема, 

Лема 1.1. Нека је U > О, s > О, О < а < ј/2 U О реалан брОЈ 
такав д(1 је 

-1 < 8 < 0:0 кад је О < а < 1/2 

-1 <8<- 1/2 кад је а=1/2 . 

Тада је 

(1.4) 
ос> 8 -sx.« соsла. « . 

_1 f х е ~1П (Sx. SIП 'ltа-. 'It<» /) -su« 
-------------- dx ~ и, е 

1t и+х 
О 

д о к а з: Функцију 

/) -·sz« е- ј1lа 

') z е g~z =-----
. z+u 

интегрисапу дуж контуре која се састоји: 
1) из периферије С1 централног круга до-
вољно великог полу~речника. Rј2).из ' .. 
праволиниске путање С2 дуж реа,llне по­
зитивне осе од R до р « R)j 3) из пери-
ферије Са централног круга довољно ма- Сл.' i. 
лог полулречника р и 4) из праволиниске 
лутање сф"дуж реадне,nозитивне' осе од' р до R (сл.' 1). Једини 
сингуларитет функције g (z) који лежи у области обухваћеној 

овом ,~OHTYPOM је пол u е/Л који лежи на негативној реалној оси: 
По ставу о резидууму, је џрема томе, 

_1_. . Ф . g (z) dz'~ и/) е'лб e-'--sua . 
2n 1. . 

С,+С2+С.+С, 
... 
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Даље је 
2n 

1 Ф R1+b Ј' '.':, e-sRа[соsа(е-:n:)+isiпа(6-;n;)ј 
--о g (z) dz ~ -- е/,вв dG. 
271:[ 2" R е је + и 

~ о 

следи да 

' .... ~ ф g(z)dz~O 
. 271:[ 

код R.,.oo . 

С. 

Слично се добија да 

_1_. Ф g(z)dz~O 
2" [ 

Са 

кад p~ О. 

Што се тиче интеграла по контурама С2 и С4 лако се добија да је 

_1_. {ф g.(z) dz + Ф g(z) dz} = 
271:[' 

R 

~·:n:Ы Ј xBe- sха е-јn!! d } + е ------ Х = 
х+и 

р 

-R 

e7f,BI .Г x~ e-,sx
a 

соз:n:а siп (sx a siп 71: а-71:0) dx 
1t х+и 

р 

одакле непосредно следи тврђења леме 1, кад p~ () и R ~ ОО. ' 

Лема 1.2. За и, S, а; ио као у ле:~и 1.1. нека је 

. (1.5) 

Тада је 

(1.6) 

(1.7) 

(1.7') 

х . 

Fa(x;s)~ Г.јЬ e-sta;cos:n:a sin(st~ siП71:а-~О}:dt • 
. о' 

. F а (х; s) = о (х 1+ 8), Х ~ О , 

Fa(x;s) = о (е- 1/2 sx
a cos:n:a) , x~oo, (О<а<1/2) 

Р.'2 (Х; s) = 0(1), Х ~ оо (- 1 < 8 < - 1/2)' 
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Доказ. (1.6) је очигледно. (1.7) следи лако ако је Ра (oo;s)= 
= О. Наиме, из 

оо '" 

F«(x;s)~ {Ј - ЈЈ е8 t-stасоsтr,;а.siп(stаsiп:тса_:тс6)dl 
о х 

'" 
и Ј = о добија се одмах 

о 

оо 

(1.8) Pa(x;s) = - Ј е&гst<1.соsтr,;<1.siп(st<1.siП1tа-1t6)dt, 

а одавде се (1.7) добија обичном мајорацијом. Према томе, остаје 
да се докаже да је Ра. (oo;s) = О,И то за О < а < 1/2' У ту сврху 
ставиhу у интегралу 

о + 1 место Ь и извршити гранични прелаз и ~ О, одакле одмах 
следи 

оо 

Ра (оо; s) = Ј 18 e-s t« cos п <1. siп (s '« sin 1t а - 1t 6) dl = О, О < а < 1/~, 
о 

што је и требало доказати. 

у случају K~Д је а = 1/2 лако се непосредно УВИђа да важи 
процена (1.7'). 

Лема 1.3. Нека је 
'" 

(1.9) S(x) = f dA(u) 
и+х 

функција из сШава 1.1 а Ра (х; s) функција из ле ме 1.2. Тада йосшоји 

(1.10) 1 Ј'" 1 Ј'" J"'AM~ - Ра (х; s) S (х) dx = - Ра. (х; s) dx' 
1t 1t (и+х)2 

о о о 

и у двосшруком инliiегралу;'са десне сШране једна чине (1.1 О) сме се 
йромениliiи ред иНШеграције. 
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(1.11) 

., Владета .. ВУЧКQвиh .. 

д.о к а з, Функци'ју S (х) уз'е:trу у облику 

оо 

S (х) = f А (и) du . 
(и+х)2 

о 

Према познатом ставу (в. нпр. Видер [1] стр. 331, Т. 3 с) за 
Стилтјесову трансформацију је даље 

( 1.12) s (х) = О (~ ), х -+ О + . 

На основу процена (1.2), (1.6) и (1.12) постоји 

J:rJ ., 

Ј Pa(X;S) S(x)dx. 

о 

Доказаhу сада да се у двоструком интегралу са десне стране 
једна~,ине. р .\10) ,сме променити реД, и.Н'г~фа_~и.је. 

За коначне R1 и R2 је најпре 

одакле следи 

оо Љ Љ Љ 

Ј Ра (х; s) dxf~(t1- du = Нт f Л(U}lduf~.~ (X;s) dx .. 
(и+х)2 R,=oo (и+x~2 

о о о.· о. 

Доказаhемо да је гранична вредност са десне стране једнака· 

R2 оо 

ЈА< )d f Fa(X;S)d 
.д. 11, Х. 

. (и + х)2 
О О 

У ту сврху довољно је показати да разлика 

љ оо Љ Љ 

D 1 = Ј А (и) du f Р.а (х; s) dx - Ј А (и) du Ј F а (х; s) dx = 
; (и+х)2. . {и + х)2 

о о '., о о .' 

.. '- ~ 
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тежи нули кад R1 -+ ОО. ТО непосредно следи отуда што 
ао f [Ра (Х; s)j(u + х)2] dx, а> О, конвергира, а тотална варијација 

а 

функције А (и) је ограничена за' коначно R2 • Према томе је 

ао R. Љ ао 

f f А (и) du f f Fa(x;s) 
Fa(Xjs) dx (и +х)2 = А (и) du (и +х)2 dx, 

о о о о 

одакле излази 

ао "" "" R2 

f f Fa(X;S) ' . f Ј А (u)du 
А (и) du, ( )2 dx = Ilm Ра (x;s) dx ( )2 . 

и+х R";' и+х 
о о 2~ со О О 

Доказаhу да је гранична вредност са десне стране' једнака 

Ј"" Ј"" А (и) du 
F а (Х; s) dx (и + х)2 . 

,О О 

У ту сврху посматраhу разлику 

ЈаО Ј"" А (и) du Јао JRtA (и) du 
D.= Fa(x;s)dx (и+х)2 - Fa(x;s)dx (и+х)2 

О О О О 

ЈСО ЈСХ> А (u)du 
=' Fa(x;s)dx '(и+х)2-

О Rz 

И доказати да D2 -t О кад R2 -+ оо . 

Парцијалном интеграцијом се добија 

"" со 

Ј' А Си) du= A·(R2) -+ f dA.(u) 
(и + х)2 х + R2 x + и 

R2 R. 

Увешhу, осим тога, функцију 

r 

f dA (и) 
g(t) ~ u + 1 ' 

О 

која задовољава асимптотску процену 

(1.13) g (R2) = S(l) + 0(1), R2 -+ оо. 
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На основу тога је 

= = . 

Ј dA (и) 1 + R2 Ј g (t)· . 
u+ х = S(1) - g(Rz) x+R

z 
+ (1- х) (х + ђ2 dt. 

Љ . Њ . 

тако да се D2 може написати у облику 

J=Fa.(x;s) Ј= [ 
D2 = A(R2) -;; + R

2 
dx + Fa.(x;s} S(I) - g(R2) 

О О 

1 +R2 ] 

x+R
2 

dx + 

(1.14) 
"" "" 

. + 1 Ра. (x;s)(1 - х) dx f (: ~~)2 dt. 
О R. 

У случају кад је 0< а. < 1/2' функција Fa.(x;s) задовољава е}(спо­
ненцијалну процену (1.7), одакле следи (узевши у обзир (1.18) за 
процену другог интеграла у (1.14» 

"" , . , "" 
IA (R)\ Ј·' IS(I)·' f D21 < с R

2

2 е - sxO:COS1>a. dx + С R
z 

'х -11 е- SXCXCOS1>a. dx+ 
О О : 

"" 
+ 0(1). Ј 1 +~з. e-sхО:·соsnа. dx. 

х+ z 
О 

Из ове неједначине одмах излази да Dz-+O кад R2 -+ оо, јер из 
конвергенције интеграла (1.11) имам'процену А (и) =о(u), и-+OD, 
на основу које се први члан са десне стране горње неједначине 
ану лира код R2 -+ оо • 

Међутим, у случају а = 1/2 за функцију F1fz(x;s) имам само процену 
(1.ђ, која није довољна да би се могао извести закључак да 
D2 -+ О кад R2 -+ оо . 

Зато пу случај кад је а.=1/2 третирати као гранични случај 
кад а. -+ 1/2 И применити Арзела-Лебегов став за несвојствене инте­
грале у следеhем облику: 

Нека је 

Нт q>11 (и) = q> (и) 
0:-+0:0-

и нека интеграли 

"" "" f q>o: (и) dil, f q> (и) du 
о о 
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постоје. Ако је за свако и>О и а:< ао 

I Та (и) 1< \}I(u) 

а ако интеграл 

оо 

Ј \}I (и) du 
о 

постоји, тада је 
ао оо 

liri1 ЈТа (и) du = Ј'9 (и) du. 
a~ao-

о О 
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у случају када је а=1/2 , биhе тим пре S(x)=O(e- Ха ) за 
9 < а < 1/2 те на основу малопредоказаног важи једначина 

'Ј оо ЈООА(и) ЈОО ЈРа (Х; s) 1 
(1.17) Fa(x;s)dx (U+X)2du= A(u)du (U+X)2dx,(O<a</2)' 
оо о о 

Ставимо 
оо 

Ј 
Ра(х; s) 

Та (и) = А (и) (и + х)2 dx. 
О 

Парцијалном интеграцијом добива се 

'" ос '" 

f Ра (Х; s) Ра (Х; s) I ЈРаl (Х; s) 
-"'---'----'-dx= - + dx= 
(и +х)2 и+х и+х 

о о о 

Ј
СО 8 -sxa; cos хес . . ) 
Х е S1П (sx a S1П ~a - ~~ d (1 _sua 

= x=~ue . 
и+х 

о 

Последњи резултат се добива на основу леме 1.1. 

Према томе је 

(1.16) 
8 а 

(јЈа;(U) =~A (и) и e- SU , 

где ћу узети - 1 < 8 < - 1/2' 

Значи 

(1.17) Нт Та (и) = я А (и) и8 е -sVu :с q> (и) . 
се -+ 1/2 
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Због А (и)- о (и), и -+ оо јасно је да постоје 
ас ас 

Ј Ј о sua 
<ра (и) du=тe А (и) и е - du 

о о 

ас ас 

Ј <р (и) du = п Ј А (и) иО е -sVu du . 

о о 
Осим тога је 

I <ра (и) I = те! А (и) I иб e- sua <; Чr (и), 
где је за О < и < оо и 1/4 <; а < 1/2 

f 

Чr(и) = 2теIА(и)lиб e-sУu 
ас 

Значи, Ј Чr (и) du постоји. Применом Арзела-Лебеговог става је 
о 

према томе (узевши 1/4 < ((. < 1/2 И ((.0 = i/2) 

се оо оо со 

(1.18) Нт ЈА (и) du f Ра. (х; 1;) dx = f А (и) du ЈР1/2 (x;s) dx. 
а-+1/2- (и+х)2 (и+х)2 . 

о о о о 

С друге стране, опет применом истог става, лако је показати да је 
оо се оо оо 

(1.19) Нт jFa.(X;S)dxJA(U)dU =ЈРl1 {X;S)dxJA(U)dU 
а-+Ч2- . (и +х)2 ~ (и+х)2 

о о о о 

Из (1.15), (1.18) и (1.19) следи да је и за а - 1/2 

оо се се со 

Ј Ра. (x;s) dx ЈА (и) d~ = Ј А (и) du ЈРа. (х; s) dx, 
(и + х)2 . (и+х)2 

о о о о 

циме је лема 1.3 у потпуности доказана. 

Лема 1.4. Ако је F а. (х; s) функција из леме 1.2, Шада је 
функција 

оо 

(1.20) x(s) = ~JFa(X;S)S(X)dX 
о 

регуларна не само у [lолуравни R {s} > о већ и у ШаЧICи s = о. 
Д о к а з. На основу процене 

I Si; s I < 2 elSI , 
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која важи за свако комплексно s, имамо 

(1.21 ) 

х 

ј F а (х; s) I < Ј i6 е' $ I t
a 

cos л а I sin (s tasin 1t а; -'7t 8) I dt < 
о 

< м I s / х 11+ 0:+ 1 е' $1 х" (cos ло: + sin i&a) , 
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па на основи ове неједначине и неједначине (1.2) интеграл са 
десне стране једначине (1.20) апсолутно (па и униформно) кон­
вергира у кругу 

(1.22) Is/ < 1. 
cos 1t а; + s1П 1t а; 

Тиме је лема доказана. Напомињем да се област дефинисана 
неједначином (1.22) може ПрОIЏИрИТИ даље у леву полураван ако 
се у интегралу (1.21) узме R {s} уместо / s /. 

Докав става 1.1. Према ле ми 1.4 функција 

1 ЈОС> Х (s) = -;- . Ра (х; s) S (x)dx 

о 

регул.арна је не само у десној полуравни веn и у тачки s = О. 
Претпоставим ли привремено да је s реалан и позитиван број, 
биnе на основи леме 1.3 и леме 1.1 

ао ао ао ао 

Х (s) = ..!..ЈР (Х' s) dx Ј А (и) ~и = ..!..ЈА (и) duJFa(X; s) dx= 
1с а' (и+x)~ 1с (и + х)2 

о о о о 

ЈОС 1 JOOP~ (х; s) 
= А (и) du - -- dx = 

1t и+х 
о о 

оо 

= и е А (u)du. Ј 
1) -sua 

о 

Према томе, функција 
оо 

Х (s) = и е А (и) du, Ј 
в --suО: 

о . 

где је 0<а;<1/2 и 8>-1 кад је 0<а;<1/2 , а -1 <8< -1/2 
кадјеа;=1/2 , која је регуларна за R{s}>O, регуларнајеиу 
тачки s=O. 
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Сменивши ио. са и, добивам да је 

"" 6+1 

Ј 
-su --1 l/а . 

Х (s) =' е и а А (и ) du. 

о 

у слуцају О < а < 1/2 овим је завршен доказ става 1.1, јер је због 

о> - 1 и У "'" 0+1 - 1 > - 1. У случају а = 1/2 за експонент 
а . 

0+1 ] -;- - 1 важи само 

~...j...l 
-1 <--.-.:- -1~O. 

а 

МеђУТИМ, диференцирањем функције Х (s) ,по s овај се експонент 
сваки пут повећава за јединицу, те према томе може (5ити ма 
који број > - 1 . . 

ДРУГИ ДЕО 

У овом делу дајем праве инверзне ставове, који се односе 
на Стилтјесову трансформацију, Стилтјесове редове, Лапласове 
интеграле и Ј(ирихлетове редове. 

Став 2.1. Ако је 

(1.2) 

г де је О < а; ~ 1/2 и ако А (и) задовољава услов конвергенције 

(2.1) и~ (А (v) - А (и)] > - т за свако и < v ~ и+и1 -о. 

ира чему је ~ > - а, тада је 

(2.2) u~S(u)~O(l), и .... оо. 

Извешћу најпре три леме које су ми потребне за доказ 
овог става. 

Лема 2.1. Из услова конвергенције (2.1) следи да за свако 
и ~ v -< 2 и функција А (и) задовољава и услов 

(2.3) А (v) - А (и) > - т иa-~ . 

Ј( о к а з. Нека је ~ (t) = ехр џо.). Инверзна функција функ­

ције ip (t) је сь (t) = (log t)l/CL. Како је 

сь [л ср (х)] ~ х + log л х 1-0. + О (х 1 - 2 а) , 
а; 
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то могу изабрати једно А> 1 такво да је 

<ь [1. ср (х)] < х+х1-а • 

Тада је, према (2.1), за свако х' које се налази. у размаку 
[х, <ь [1. ср (х)]Ј 

(2.4) . А (х') - А (х) > - т х -р. 
Нека је у неки број> Х. Ставиhу 

хн 1 = <ь [1. ср (х,,)] "'" <ь [1.1' IF (х)], v =-=0, 1 ,2, •• : •• , п 

и ограничиhу број п тако да је хn < У<Хn +1' Ако у (2.4) ставим 
најпре Ху место х' и ХУ- 1 место х, при чему је v = 1,2, ... , (п -1), и 
најзад у место х' и Хп место х, добиhу сабирањем свих тако фор­
мираних неједначина 

п =1 

А (у) - А (х) > - т х -13 - т L {<Ь [1.У IF (х)] } -13 • 
11=1 

у случају ~ > О сума с десне стране да се мајорирати ните­
гралом 

n-l 

Ј= f {<Ь [1.f ср (x)]}-j3d-r. 
о 

За IЗ ::ј:: а је 

а за {3=а је 

ех ХN ех у 
Ј= log-< log-. 

2 log А х 2 log 1. х 

Према томе, за х < у < 2 х је за {3 > О У сваком случају 

А (у) - А (х) > - т х -(3 - m1 ха -11> - m2 xo.- fJ• 

у случају f3 <о је 

18 Збории& 

n-l n-l _! 
L[<Ь[1.vср(х)]·ГIl = L[vlog1.+xCX ] а 
v-l v=1 
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где чланови збира монотоН:Ь piCTY. Но тада")е ;. . '. ~ ~ 

п -1 ,. 

2: [У log 1.+ /1.] -~/a = О [(п ~ 1) log 1. +хаг~/~+ 1 = 
'v =·1 . ,. ".. . "о • • ••••• •• ј 

= о (хn a-~) ='o'(y~:"~) 
па је и у овом случају испуњена неједначина (2.3). 

" ". -, • "!' • ~ .. ' ~ ,. . . 
Лема 2.2. Иа (1.2) (уиотребљава се само много слабија иро-

цена S (х)= О (ха -~),X-too) il услова' (2.3)' следи' 

(2.5) " А (и)~ О (иa-:-~)~ и.~ оо; . <:!.';';~ " '!~;'i:; ,-
" . До к а'З' овелеме неьу' н~водити, јер се,О.Н. )Ј.об.ИВа:,~ф~~р­
шењем поступка примењеног од Саса у [1}. ' ... ' 

Лема 2.3. Фуmщија< A'(iij из става 2.1 задовољава и услов 
конвергенције ".- . . 

(2.6)v~/~ А (l'l /а} ~ _и.~/0. f1,(u}/a»-:m. ,за свако и <.. у .. ::::;;;; и + 1 . 
• • 0 • • •• ; ': ,о ••. , • _ ~ '," • _ .' 

д о к а з. Имам најпре идентитет 

l'~/a А (l' 1/0.) - u~/(J.. А (и 1 /а) = u~/a [ А (l'Но.) - А (и 1 /а )] + 
+ (v~/o. - и~/o.) А (v 1jo.). 

Из услова (2.1) следи да је први члан са десне стране > - m. 
Како је за и ~ V ::< и + 1 

. v~/a -':"~~ja. ~ о (1'-lН/0.), v ~ оо 

употребом неједначине (2.5) види се да Ье израз 

.. '.' (v~~, - u~/Cl).A'('vl/a) ... 

увек бити униформно ограничен, чиме је завршен доказ леме . 
• " ~ \ 'о 'о '.' .,.... • ... • "; / ',j~ 1,. ,. • .:': .~--", . 

Докав става 2.1. t;Ia основу става 1.1 функција 
'\ .-.; 
0)' ", t 

Х (s) = f e- su u~/a А (и1 /а) dl1., ,'" 

О 

је регуларна и у тачки s = О.(јер због ~ > - а Је: ~/a > -1), а 
из њене регуларнос.ти у.в,.УЈЈИГ~ услова.(2.6).; СЛ~:;~ непосредно 

и~/a А (u1/aj = О (1), и ~ ОО, 
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као што су . показали ,Инг~аМ. и. Караi\',:атз [2] у ,:разради' ';ставова 
Н. Винера и Х. Хајлброна - Е. лаiщауа. "', .,' 

Став 2.1 вероватно није најбољи могуь због ограничења 
~ > - а. МеђУТИМ, кад је за извесно а> О А (и) = О за О < и < а, 
могуЬе је добити најопштији могуЬ став у томе смислу да буде 
~ > - 1. Формулисан за Стилтјесове редове он гласи: 

Став 2.2. Нека је 

и нека ред 

"'" а" g(x)=~--
Аn + х 

71=1 

конвергира за једно и тиме свако х:> о . 
Ако је 

g(x) = О(е-ха}, x~oo, 

где је О < а < 1/2 и ако Ic~ефиц~iенmи реда задовољавају услов 
конвергенције 

за свако u< v <, и + и 1 -« , 

ири чему је ~ > --: ], Ј!1ада)е : 
и~ f';an'~ 0(1), и~ оо . 

л.n~U 

д о к а з овог става добија се неп()средно отуда што је на 
основу става 1.2 функција' 

оо '. ,",-i- " .• , ! . 

Х (s) = Ј e- SU и~/a А (и~(:) du , 
О" . ~ 

где је 

А (и) = L ~n, 
.~ ~ . I 

An~и 

регуларна у нули, а noдинте.гР~ЛЈiа функцИ-ја'iL~/а А (и 1 /а ) задово­
љава услов конвергенције (2.6). " 
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Напомињем да је. ограничење ~>- 1 најбоље могуће, јер 
веЬ за ~- -1 став постаје тривијалан. Наиме, из саме конверген­
ције реда 

следи 

L ап =-= о (и) , и -+ оо . 
1.n~U 

Из става 2.1 могуће је извести и одговарајуhи став за Ла­
пласову трансформацију, који гласи: 

Став 2.3. Ако је 

(2.7) ( -1) L (t) = О ехр ta/(l-a) ' t-+ 0+, 

где је О < а < 1/2 (тј. О < ~ < 1), и ако ilодинl11егрална фуm,· 
1-« 

ција А (и) задовољава услов конвергенције 

(2.1) u~ [А (v) - А (и)] > - т за свако и < v <и +и1 - 11 

при чему је р > - « , тада је 

(2.2) и~ А (и) = 0(1) и -+ оо • 

Пре -него што изведем доказ овог става навешhу и одгова· 
рајуhи став за Дирихлетове редове који је садржан у ставу 2.3. 
То је 

Став 2.4. Нека је 

0<1.1<1.2<······ < 1.п -+ оо 

и нека Дирихлетов ред 

"" ~ -1.п S D (s) = k ап е ,(s .... d + i '['), 
п=1 

конвергира за (1 > О. Ако је 

D (а) = О (ехр ~1~a.»)' (1-+ 0+ , 
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ири че.му је О < а < 1/2 (Тј. 0< 1 : а < 1) , и ако коефицијенти 
реда задовољавају услов конвергенције 

uf3 L аn > -т за свако и ~ v < и+и1 -0.. 
U<An~V 

lipu че.му је ~ > - а, тада је 

и L аn = 0(1), и -+ оо • 

An~u 

д о к а з с т а в а 2.3. Из (2.1) следи да А (и) задовољава услов 
конвергенције (2.3). Осим тога из 

(2.8) L џ) = о (t13- a
) , t ~ 0+ , 

(што је по (2.7) увек испуњено) и услова (2.3) следи 

(2.9) А(и)=О(иа-ђ, и-+оо 

(Авакумовиh [2], Караматв [3]). 

На основу процене (2.7), постоји интеграл 

ф ф ф 

Ј e-хуL(y)dy = f e-хУdу f e-уtdА(t) = 
о о о 

ф ф ф 

= Ј d А (!) f e-У(Х+О dy = Ј dxA+{? = s (х). 
о о о 

Промену реда интеграције оправдаhу слично као у доказ 
става IЈ. 

За коначне R1 и R2 је 

Rt ~ Ra Rt 

Ј е-ХУ dy Ј e-yt d А (!) = f d А (!) f е-(Х+ОУ dy; 

о о о о 

одавде се лако добива да је 

ф RtRa ф f е-ХУ dy Ј e-yt d А (t) = I d А (t) f е-(Х+ОУ dy. 

о о о о 
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Даље је 
'. ~ 

.... " . .,; "" ",' . """ R2 

f d А (t) Ј e-(Х+ОУ dy ,~~ifa,. f. CXy'QXJ гуl d АЏ)! 
о о о о 

. , , 

па је промена 'реда интеграције оправДана ако р.а.3лика 

"" "" 
D = f е-ХУ dy f e-:yl'd A{t) 

о Rz ..... ' 
,'"' " 

тежи нули кад R2 ..... оо. 

:",;: ЛарцијаЛЦQt4 инт.~гра.цијQМ ДQрщ~а~ ЩI је 

"" "" f е-уl d A,(tJ· Ј. -, А (R2)e-:YR~ + у ЈА (t)e-Y1 dt, 

~ ~ 
тј. 

"" "" "" 
D = - А (R2) f e-(х+R2)у dy ~'J у е- xY'dy f А (t) е-уl dt = 

о о .. Rz 

Даље је 

"" оо 

IJ1 1<M I у е-ХУ dy Ј t«-,~e-ytdt< 
", о R2 

па је 

јА (R2) I м. О R 
I D I < + ..... кад 2 ..... оо 

Х + R2 . (х+ 1/2 R2)1+~-a. 

u 1 + ~ - а.> о. 

Према томе је 

(2.10) 

о о 
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Извешhу сада процену функције S(x) кад x~ ОО.,. На ОС.НЩIИ 
процене (2.7) је . .' ,., . 

[ 
- - 1 ] 

L(y) = H(~)exp уај (l-а).:. 

где је Н(у)=О(l) кад у..,.О и Н(у)=о(у) кад y~ оо. Према томе је 
оо • .' \ .' а. .. '; ; 

..... , .S(x)-.. = f H(y)exP'.{,-.~y~I~~ - XY}dY; 
,!.:О., ' . .' ......• ' .. 

Ставим ли у овом интегралу . 

у ': Сl :а)хт-а u ,. 

он f:I?CT~je . 
. s'(x) ~. [о _аа)хг- а е-ха 

-/ ехр H(l-.a)x П и --I~a +1 ~a и - С ~Ј-аЈ!Н(У)dУ 
Функција 

а 

~-(y) = U -1-а + _а_'и _-(~)I-a: __ 2-'...(1_'-_' а-,-) и = 

l...,а l-а CI: 

= и-l~a+ а u _ (_а_)I-а 
2(l-а) Ј-а 

Достиже. свој минимум за и = 2 1 -а ·и о.н И3Ј10СИ 

0/ (2 1 - а) =._1_ [2-a.~ а1 -.а(l '- ai Ј·· .. 
l-а, . 

међутим, како Је 0'< а < 1/2' то је 

а1 -а(1_а)а<_11 _<_1, 
2 -а 2" 

1 '1 . .1. (21- а)' О јер је 1 - а > а, тј. -1 - " -, па Је 't' ~. 2 -а 2а . 

томе је 

_~ а 
u 1-а + -- и-

l-а . ( 
ct )1-а а -- > и, 1 :;-.а. . ... 2(l-а) .. 

Према 
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одакле излази 

оо 

IS(x)I~~M [ а 1 е-ха Ј ехр { - [(l-а)х]а а U)dU, 
(1 - а) х.Ј а 2 (1 - а) 

тј. 

(2.11) 

о 

S (х) =-= О (е-ха) , х ~ оо . 

Применом става 2.1 добија се одавде одмах тврђење става 2~3. 

Напоменуhу да став 2.3 садржи као специјалан случај следеhи 
став В. Авакумовиhаиз расправе [2Ј. . . 

Ако је 

(2.12) L (t) "'" О ( е х р ~e 1) ,t~ О 
где је О < е < 1 и функција А (и) задовољава услов конвергеције 

1 1 

(2.13) и1 + е [А (v) -А (и)] > - т за свако и~ v ~ и + и 1 +6 , 

тада је 

(2.14) 

1 

и! +6 А (и) =-= О (1), и~ ОО. 

а 
Стави ли се, наиме,. у став 2. е"", -- и (3 = 1 - а тад (2.7) 

1- а .. 
прелази у (2.12), (2.1) У (2.13) и (2.2) У (2.14). 

ТРЕЋИ ДЕО 

у овом делу ПР,оучаваМ'случај кадј"е експонент а веhи ОД 1/2. 
Као што сам веп у уводу навео, став који овде добијам утврђује 
да постоји гранична брзина којом Стилтјесова трансформација 
може да тежи ,нули. За веЬе брзине је поДинтегрална функ­
ција увек идентички једнака нули, сем евентуално на множини 
нулте мере. 

Став 3.1. Из 

(3.1) S(x) = О(е- ха ), х-+ оо, 

ири чему је 

следи 

(3.2) А (и) == О, 

сем евентуално на множини нулте. мере. 
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и доказ овог става извешhу, прегледности ради, у неко­
лико лема. 

Лема 3.1. 
ао 

g (s) = ~ f s (х) siп ~ "Х dx 
о 

је цела uарltа фующија и за R {s} > о може се .преlliсщавиlliи Лаi1ла­
совим иltlliеграло.м 

ао 

(3.3) g (s) = f e-SU А (и2) du. 

о 

Д О К а з. На основи процене (3.1) је 

(3.4) S (х) = О (е-А "Х), х -+ оо , 

за свако А > О. На основи ове процене и неједначине 
I Si: s I < "" е I S I 

која важи за свако комплексно s интеграл 
ао _ 

Ј s (х) SiП:V х dx 

о 

конвергира апсолутно (па и униформно) за свако s за које је 

Is-I<A. 
Како је А ма какав реалан број > О, следи да горњи интеграл 
конвергира за свако коначно s. Поред тога, очито је да је g (s) 
парна функција. Према томе је 

(3.5) 

ао _ 

() 1 f s ( ) sin s V х d gs=-- х х 
1t: S 

О 

цела парна функција. 

Претпоставим ли привремено да је s реалан број > О, то је 
сю _ оо са 

fs( ) siПSVХd ~ Ј' ·J-d fdA(U) 
х х = - S1П S у Х Х = 

S S и+х 

(3.6) 
о о о 

OD ао _ оо 

=~! dA (U)!SiПS-vхdХ =~! e-s'iu dA (и), 
s и+х s 

о о о 
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уко~ико ~aM у OBqM ДВQ<;-r:РУI.<Q,м,; .fI~П~ГРilЛУ сме9 ПРО~~НИТ,и ред 
интеграције. Да бих' то доказао, попи пу од интеграла, .... 

(3.7) 

~ ~ ,. 

f е-'SХУСОSЛУ siu(sxY Si'n:rcY)dX! dA (и), 
" ,и+х 

о " " 'о ' , 

где је 1/4 <, У< 1/2' Као у. Доказу.става 1.,1, r.щ~е,С~ показати 
да се у (3.7) сме изменити ред интеграције, те да .. је. 

(3.8) 

ф ф 

f e-sхУ COS1t'Y siii (sxY sin 1tY) dxf' d А (и) = 
и+х 

о о 

ф ф -sхУ COS'" У' ф 
= ј dA(U)je ,.' . Yu:n~(SX S1П~У)dх{=:rcј e-SUУdА(U)}. 

о о . о 

Потпуно исто као у доказу става 1.1, применом Арзела-Лебеговог 
става, може се закључити да се овде сме извршити прелаз у -+ 1/2' 
чиме је оправдана промена реда интеграције у (3.6), јер за у = 1/2 
(3.8) прелази у средњу једначину из (3Ј».' . . . . . 

Према (3.5) и (3.6) је 

ф ф 

g(s) = + Ј e-·~Vu. dA (Ц) = + Ј ~-Sll dA.(u2
), 

О О 

одакле' се парцијалном интеграцијом добива 

(3.3) 
ф 

g (s) = f e- su А (и2 ) du . 

. о' 

Лапласов интеграл (3.3) је конвергентан за R. {s} > о ,па 
према томе претставља функцију g (s) у десној 'полуравни, што 
је и требало доказати. 

Ле ма 3.2. За све 

(3.9) 
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је 

(3.1 О) Ig(s)I<M(oo). 

Д о к а з. Довољно је да докажем да неједначина (3.10) важи 

у случају (Ј) < ~, јер из парности функције g (s) следи да иста 
2 . 

п 
неједначина важи и за -оо> - . 

2 

Како из конвергенције Стилтјесо~е трансформације S (х) 
непосредно следи да је А (и)=о (и), и ~ оо, то на основи (3.3), 

стављајуhи s=pe1w
; добивам одмах да је 

оо 

Ig(s)l<c!e-РUСОSWU2dU= с < __ С_, 
рВ cosS w cos~ w 

о 

чиме је лема доказана. 

Лема 3.3. За свако s функција g (s) задовољава неједначину 

2а 

(3.11 ) ( I 2a-l I g (s) I < к (а) ехр ! s ). 

Доказ. Из (3.5), (3.1) и неједначине 

добива се простом мајорацијом да је за свако s 

Сменом x=(lsl/(2a»2/(2a-l) и· добива се даље 
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оо 

ср (1 s 1) =- Ј е - ха + I s I УХ ""х dx = 

о 

2 2« 

- (~S~) 2.-1 f :xpH~S~)2.- ј (и· - 2 aViJ ))dU ~ 
о 

2 2 а 2а 

2а-1 (Ш)2а-1 ао I I 20:-1 

=(~S~) е2а 2а Ј ехр{- (2
S
a) (Ua -2а VU+2а>}dU. 

о . 

Слично као при доказу става 2.3. може се показати да је 
за и>О 

а - 1 
u - 2aVu + 2а>-и, 

2 
одакле следи 

2-2 а 2а 

( J!.l )2а=1 { 2 а (~.)2a-1"}' <: 2 2а ехр 2а <: 

чиме је лема доказана. 

Лем.а 3.4. Нека је функција f (s) регуларна у свим тачкама уг ла 

(3.12) 

и нека је на зрацима arc s = <90 и arc s==<9t 

(3.13) . I t(s) 1<: М. 
Нека осим тога и0стоји такав i10зитиван број ђ да је у углу 

СРо <: arc s < CPt· 
_1t __ 

8 
(3.14) 

{ 
'l'l-СРО } IHs)I<Kexp Isl" ."! 
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Д о к а З. Поља-Сеге [1] зад. 330. Став је од Фраг.м.ен-Лuнделефа. 

Докаа става 3.1. Доказаhу најпре да је функција g (s), из 
леме 3.1 ограничена у целој равни. Узмем ли да је а. број из 

2а.-l 
процене (3.1), а 8> О такво да је 2 аТ < 1, то могу одредити 

један фиксиран број 8 > О који Ье задовољити неједначину 
(3.15) 8 < ~ 2 а - 1 

2 2а(1 + 8)-6 
п 11; 

Комплексну s-раван поделиhу зрацима arc s = -"2 - 8, асс s = - 2" + 8, 

П П 
асс s = 2 - 8 И arc s = 2+8 У четири обла-
сти О1 , О2 , Оа и О4 (в. сл. 2) тако да је 

п 
D1 област дефинисана са - '2 + 8 < асс s < 

п п D.--+---D <" 2 - 8, О2 област дефинисана са -2- - 8< - • . --'----

п < arc s < 2 + 8 док су Dз И О4 њихове 

симетричне слике у односу на координатни 

почетак. 

п 
На зрацима arc s = 2 - е и arc s= 

- ~ + е, по леми 3.2, g 's) задовољава неједначииу 

(3.16) Ig(s) 1< м (8); 

како је g (s) париа функција, иста процена важи и на зрацима 

п п 
accs=-T+ e и arcs= -2-е. , 

Даље, у углу О2 , на основи (3.11) и (3.15), следи да g (s) 
задовољава неједначину 

_я __ д 

l(gs)I<К(а)ехр{lsl<РгCJIо }, 

. п п 
где Је СР1 = 2 + 8 И СРо = 2 - е. 

Применом леме 3.4 закључујем да је g (s) ограничена у Da, 
а како је она париа функција, да је ограничена и у О4 • 
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Доказаhу сада да је . g (s) ограни'чена и у области' О1 (а из 
љене парности следиhе исто за оз). Јасно је да је за довољно 
мало 11 > О g (s) ограничена на правој R {s} = 11. Како се функција 
g (s) у десној. ХIO~ур,а.вни. може пре.тстав.ити Лапласовим инте­
гралом, следи да је она ограничена и' десно од праве R {s} = 1), 

тј. у целој ,об-!lас;гиl\. јер. за мале Js I ~eb се и.~, t3.б) ~~ ~aKЉY-
чити ОI'раниче~ОСТ"фУН~.ЦИЈе K(~):-'"", ; .. , '" .. ,'."., 

Према томе, g (s) Је ограничена у цеЛОЈ равни. Како Је Она 
цела функција, применом првог Лиувиловог става .. 3iIкључујем: 
'функција g(s) је константа. Како, као Лапласов интеграл, g(s)-tО 
кад s-+ +60, д6биваМ"најзад да'је ..• "'," , . ;;, 

(3.17) 

Вратим ли се на (3.3), имам . 
"{ 

"" 
Ј ~.-S~A. (Џ~) du =: О 
о 

одакле ПРИ,меном става о једнозначности Лапласове трансформа-
ције (Деч [1] стр. 35), закључујем "'. ; .... 

',; 

сем евентуално на МНОЖИЩI н.ултемере, чим~је завршен до~~з 
става 3.1. ." 

Као iliTO сам у уводу 
цију важи, с~ичан став: 

Alto је 

(.:\.19) 

где је Э> 1, тада је 
! '. "Ј ~ •... ... А Си),=: O~ :' .' ".',..; '-,' 

сем евентуално на множuнu нулте мере. 

Овај став је последица једног Дечовог става (В. Деч [2], стр, 
483i став 6);' " , '.' ;' ,. ,. '. . 

; ", ,.. :':., .' .~.~ .< .. 

А v а k u m О v i с О. v О ј i 5 I а v - [1 Ј Bemerkung ilber ејпе,п Satz de5 Непп. Т .. , Сасlе-
тап. МаЊ. Zeltschr. 53 (1950), НеН 1, 5tr. 53~58. . '. . 
[2] Einige Siitze ilber Laplacesche Integrale. РuЫ. de l'lnst. Math. de /' Acad. 
,Serbe d-e·s·8cI,.-3· (1950) -5tr .. 287.-:-'304. "; ; '."". """",,,.; 
[3] О Laplace-()vim:ciпtеgrIlЈirnа koji" se роЩlSајu,.~ао,iЩ<lfапа" еk5Fю,nепсiјаlпа 
funkcija. Glas СLХХШ (1936), 5tr 183-196. . ' 



Стилтјеtова траНСформација 287 

Аvзkumdviс V. i Karamata Ј:..с.. Ober'eiriige Taubersche"Siitze,' deren 
Asymptotik уот Ехропепtiаlсhагаktег ist. Math. Zeitschr. 41 (1936), НеН 
3, str. 345-356. 

В е r п s t е i п V 1 а d i m i r -- Lecons sur les progres recents de lа theorie des 
series de Dirichlet, Paris 1933. 

Б о ј а Н и h Р. и В у ч к о в и h В. - О сопственим вредно~тима 'гранiiч~ог за­
датка малих осцилација еластичне плоче. Зборни/{ радова .иаm. инсm. САН 
3 (1953) стр. 107-129. ' ' 

W i d d е r D а v i d , Yer п о п ~, .Ihe Laplace Tr.~nsfqr!11, Princeton 1946. 
W i е п е r N о r Ь е r t - [1Ј Tauberian Theorems. Апп. 01 Math. 33 (1932), str. 

1-100. 
[2Ј А theorem о! Сасlетап. Тће Sсiеш;е Repotls 01 Nat. ТSlпg-Нuа Ипјџ. 
(А) 3 (1936), str. 291-298. ' '. 

D о е t s с h G u s t а v - (1] Theorie und Апwепduпg der Laplace-Transformation, 
Berlin 1937. 
[2] Handbuch der Laplace-Transformation, Basel.' 1950. 

К а r а m а t а Ј о v а п - (1] ОЬес ејпеп Satz уоп Н. НеЈlbсоп und Е. Landau. 
РиЫ. Math de ,1'Univ. de Belgrade 5 (193б), str,. 28-38. 
[2] Quelques theoremes de nature tauberiene. Studla Mathematica 4 (1933), 
str. 4-7.' " 

с а r I е m а п Т о r s t е п - [11 Proprietes asymptotiques des fonctions fon<!amen-
ta]es des membranes vibrantes (1934) (foto-kopija). ' 
[2Ј ОЬес die Verteilung der Еigепwегtе partieller. Diffегепtiаlglеiсhuпgеп. Ве­
гјсЫе йЬег die Verh. der SёJchsch. Acad. der Wiss. 88 (1936), 119-132. 

L i t t 1 е w о о d Ј о h п Е. - The сопvегsе о! Abel's Theorem оп power Series. 
Ргос. 01 the London Math. Soc. (Ser. 2) 9 (1911), 434-448, 

Р 61 У а - S z е g 1) - АufgаЬеп und Lehrsiitze aus der Апаlуsis 1, Вегliп 1925. 
F r е 11 d G е z а - Restglied eines Tauberschen Satzes. Acta Mathematica (1952). 
Hardy О. Н. i Littlewood Ј. Е. - (1] Tauoerian Theorems сопсегпiпg Power 

Series апd Dirichlet's Series whose coefficients are positive. Ргос. London 
Math. Soc. (Ser. 2) 13 (1914), str: 174·-191.' , 
[2Ј Notes оп the theory о! series (Х!): Оп Tauberian theorems. lbid 30 
(1928), 23-27. 

DIE SТIELTJES-TRANSFORMAТION DIE MIТ DER 
GESCHWINDIGKEIТ DER.' EXPONENTIALFUNKTION 

UNENDLICH KLEIN WЩD 
VLADETA VUCKOVI<: 

Es sei А (и) eine Funktion von beschrankter Schwankung auf 
jeder endIichen Strecke und es sei А (О) ~ О. 

оо 

S (х) = Ј d А (и) 
и+х 

о 

bezeichne die Stieltjes-Transformation die fйr ејn und somit fur аНе 
х > О konvergiert; 

оо 

L (s) = Ј e-SU d А (и) 
. о 
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bezeichne die Laplace-Transformation die fiir (Ј. > О konvergiert. Dabei 
ist s = а + i т. 

(1.1) 

Verfasser beweist и. А. 

Satz 1.1. Wenn 

und О < а < 1/2' so ist die fur а> О reguliire Punktion 

"" 
х (s).., f e-SU иУ А (и 1/<1) du, (у> - 1), 

о 

noch im Punkte s = О reguliir. 

Satz 2.1. Aus (1.1) und der Konvergenzbedingung 

(2.1) ufl [А (v) - А (и)] > - т fur alle u < v < и + иl~a 
(wobei ~ > - <1.) folgt 

(2.2) ufl А (и) = 0(1), и -+ оо • 

Satz 2.3.. Aus 

L Са) = О {ехр - 1 }, а -+ О +, (О < а < 1/2)' 
аа/(l-а) 

und der Konvergenzbedingung (2.1) folgt (2.2). 

Satz 3.1. Ist 

s (Х), = О (е-х<1) , Х -+ оо 

und а; > 1/2' so ist А (и) eine Nullfunktion. 

". ..\,~ 

д. '" ~:.~; . 



ЗБОРНUh' p~ДOBa С.А.Н. XXXV - Маlilе.маШuчкц uщ:,muшуm С.А.Н. KIЬ.3, 1953 
Recueil des tгavaux .de l' Acadeтie Seгbe des 8elences ХХХ V 

Instltut Matheтaf/que .Ni 3, 1953 

БРАНИСЛАВ ПЕТРОНИЈЕВИЋ 

ПРИМЕНА ХИПЕРБОЛНИХ ФУНКЦИЈА НА ИЗВОЂЕЊЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЈСКИХ ФОРМУЛА ПРАВОЛИНИЈСКОГ 

ПРАВОУГЛОГ ТРОУГЛА ЛОБАЧЕВСКОВЕ РАВНИ 

ЧИСТО ПЛАНИМЕТРИЈСКИМ ПУТЕМ 

Претходна Прuмедба 

док су творци неевклидове геометије, Лобачевскu и Бољај, 
могли да изведу те тригонометријске формуле само узимајуhи у 
помоh фигуре тродимензионалног простора, дотле је немачки 
математичар Лuбман успео да те формуле изведе чисто планиме­
тријски применом хиперболних функција и граничних лукова.l ) То 
извођење донекле је упростио енглески математичар Со.мервuл.2) 

У следеhим редовима писац је покушао да Либман-Сомер­
вилово . извођење још више упрости, при чему му је било од 
извесне помоhи и Каганово извоljење уз руски превод "Гео.ме­
шрuјскuх uсiiuшuваНЈа" Лобачевскога. В) 

Полазну тачку за ово извоljење претставља гранични лук 
код кога је тангента у једној крајњој тачци (тј. управна на осу 
која пролази кроз ту тачку) паралелна са осом која пролази кроз 
другу крајњу тачку. Тај се гранични лук означава са S, а сваки 
други гранични лук са s. 

1) Први пут је то извоljење Лuб.ман саопштио у једној расправи И3 1907-e Г., 
па затим у другом издању своје "Nichteuklidische Oeoтefгie", 1912-e. У трећем 
издању од 1923-е то се извоljење налззи на сТр. 32 ff и 55 ff. 

2) D. М. Soттeгville, The Elements of Noneukleadean Geometry, 1914 
(р. 61-74), 

З) Кэганов превод иззшао је у првој свесци новог издања целокупних дела 
Лобаqевскога од стране совјетске Академије наука у Москви 1945 г. под насловом: 
Н. М. Лобачевскuй, Геометрические иследования по теориипаралелных линиЙ. 
Перевод ... В. Ф. Кагана. 

у том преводу одговарајуће излагање .налази .се у .Приложенiе VII", 
стр. 164-166 (Т. 14 и 15). 

У следеhем биhе цитиран и мој српски превод Лобачевскога, чије је друго 
издање издала српска Академија наука у 3бирци .Класични науqни списи', књ. 
Ш, 1951 (и то биhе цитирани .Додатци", и парагра.фи). 

19 Зборник 
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у фиг • .} гранични луци АВ, СО, ОН и РЈ једнаки су и равни 
луку 8, док је гранични лук DO = s, тако да је лук CD ,;.. 8 - s, а 
лук DH = 8 + s. Даље' је (ако са О означимо тачку пресека 
двеју паралелних у бесконачности) во.1 11 Ао.1' ОО! 1I Со.1 и (према 
ставу 25-0М) Во.! 11 00.1' Ако се дуж ЕО означи са t, биhе 

Фиг. 1 

<t OED "'" П(t), пошто је Ео.2" 002' Како је <t 01ЕВ =OED, то 
је и ВЕ = t. Како је пак ро.51, Јо.о, 00511 но.5 и Ео.о" РОО, то је 
и ЕР = t (и DF = t - и). 

Ако се дуж ED означи са и, следоваhе непосредно из фигуре 
да је (пџема формули s = s'· еХ из става 33): 

S: (8 - s) = et + u, (8 + s) : 8 = et - u, 

а одавде 

8 -s = 8e-(t+u), 8 + s = 8et- u. 

Сабирањем последњих двеју једначина следоваhе 

2 S = 8 (е! е-и + е- ! е-и) 0= 

=8 е-и (е! + e- t ) , 

а одавде 

е' + е-ј 
еи = ---- =о cosh t· 

2 ' 

одузимањем (претпоследње од последње) следоваhе 

2 s = 8 (е' е-и - е-! е-и) = 

= 8 е-и (е' - e-t ) = 

2 
= 8 (е! - е-'), 

е' + е-' 
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а одавде 

et - e- r 
s = $ ~ $tght. 

et + e- t 

Ако се лук ЕК означи са s', биhе 
. sinht . 

s' = seU = Stght coslIt =$ -- cosht = $sшht. 
- cosh t 

Ако се напослетку управна DL означи са У, биhе (пошто је 
У истом односу према ЛУКУ s у коме је t према s') 

s = $ sinh у. 

11 

Тригонометријске формуле за праволинијски правоугли тро­
угао Лобачевскове равни изводе се овако (хиперболне функције 
изложене су у »Додатку 11"). 

Нека је у фиг. 2 АВС праВОЛИlJијски правоугли троугао са 
правим углом С и странама а, Ь, с. Продужимо страну с иза темена 
В до тачке D тако, да управна у тачци D на то продужење буде 
паралелна са продужењем стране Ь иза тачке С, тј. да буде 
DU 11 А О. Ако растојање AD означимо са Z, биhе према томе 

ФИГ.2 

<r- Ј... =П(l). Повуцимо из темена В полуправу ВО 11 DO, тада ће 
<r-DBO бити =П(I-с). Повуцимо даље из тачака В и D граничне 
луке s и Sl+S2, чије ће осе бити паралелне СО, ВО и DO. 

Како је (на основу формула изведених у претходној фигури) 
с једне стране 

а с друге 

S1 +S2 = S tgh"Z . 

siпh а 
Sl+ S2=S +Stgh(l-c), 

cosh (1- с) 
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[пошто је 

дакле 

и 

то је 

s=8;;i~ha, eu=cosh(l::-c), 

-и sinh а 
S1= se =8----

cosh (1- с) 

S2 = 8 tgh (1- с) ] , 

8 tghl = 8 sinh'a + 8 tgh (l- с) , 
cosh (l- с) 

siпh [ 

coshl 

sinha 

cosh (1- с) 
+ 

sinh (1- с) 

cosh ([- с) 
дакле 

sinh 1 cosh (1- с) = sinh а cosh [+ sinh (1 - с) cC!sh [. 

Али како је 

то је даље 

cosh (l - с) = cosh 1 coshc - sinh [ sinh с, 

sinh (1- с) = sinh [ cosh с - cosh [sinh с, 

sinh [ (cosh [ cosh с - sinh [ sinh с) = 

= sinh а cosh l + cosh [ (sinh [ cosh с - cosh [ sinh с) , 

sinh с (cosh2 [- sinh2 [) = sinh а cosh 1, 

sinh с = sinh а cosh [. 

Ово је основна формула тригонометрије правоуглог троугла 
Лобачевскове равни, у којој се јављају само хиперболне функ. 
ције страна троуглових (а и Ь) и дужи паралелизма (угла л), а 
која је изведена чисто планиметријски, без употребе сферног 
троугла. Остале формуле изводе се чисто планиметријски на 
основу кореспонденције која постоји између правоуглог троугла 
и троправоуглог (тзв. Ламбертовог) четвороугла. 

1II 

Та се кореспонденција утврђује на следеhи начин. 

у фиг. 3 полазну тачку сачињава правоугли троугао АВС са 
правим углом у С, оштрим угловима л и 11 и странама с, а и Ь. 
Како претпостављамо да је л = П(l)и 11~П(т), то је хипотенуза с 
продужена иза тачке А' за [, и иза тачке В за т, а из крајњих 
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тачака тях продужења D Q Е ПОД8гнуте су управне .• , Даље је 
катета : а продужена Qза В тако да В01 буде 11 Е01 ,' катета Ь 

Фиг. 3 

продужена иза А тако да А02 буде 11 О02 , а из тачака А и В 
повучене полуправе АОI и В0 1 тако да је <t. 02 ВС=. cr.=П(а),. а 
<t. ОЈ АС=~=П(Ь). 

(1) 

(l ') 

Тада Ье из фиг. 3 следовати да је: 

П(с+l)=cr. -jl., 

П(с+т)=~-А. 

у фиг. 4 на хипотенузи с правоуглог троугла АВС подиг' 
нута је у тачци D, која дели хипотенузу на одсечке ОВ = с-l 
и ОА,с 1, управна ООI , тако да је 
В0 1 11 О01 и A01 !1 DO I . Даље је из 
тачке Е на хипотенузи С, која ову 
дели на одсечке ВЕ=т и АЕ= с-т, } 
подигнута управна ЕО.,. тако да је ("'JN 

В02 11 Е02 • а из тачке А повуче на vj 

полуправа АО2 I1 СО2 тако да је 
~ =П(Ь). 

Тада Ье из фигуре следовати 
да је: 

(2) 

(2') 

П(с-l}=а+jl., 

П(с-т)=~+Л. Фиг.4 

Лако се да показати да би исти резултат следовао и за 
случајеве када је l>с и !=с. 
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у фиг .. 5 катета а правоуглог троугла Аве продужена је 
иза тачке С до тачке D тако да је BD=m, а катета Ь иза тачке 

Фиг.5 

А до тачке Е тако да је АЕ = 1. Даље је катета а продужена иза 
тачке В до тачке Р тако да је ВР = т, а катета Ь иза тачке С до 
тачке а тако да је А а = 1. Напослетку у тачкама D, Е, Р и а подиг­
нуте су одговарајуће управне тако да је СО, 11 D01 , С01 11 Е01 , 
С02 11 002 и С02 11 Р02 • 

Тада ће из фигуре следовати да је: 

(3) П(т-а) + П(l+Ь)=1tј2, 

(3') П(т+а) + П(l-Ь)=nј2. 

Нек!\- је У троправоуглом четвороуглу ABCD (фиг. б) АС = и, 
AB=v,BD.-w, CD=t и оштри угао =6. Ако продужимо страну t 

иза тачке С до тачке Е за дуж и' 
D И У крајљој тачци Е подигнемо 

t ГI-----;г-т---'-----т---:-:::~ уп равну, а и з тачке D овој па­
ралелну DQ, биhе: 

(1) П(t+u') + П(w)=6. 
На сличан начин следоваhе 

из исте фигуре да је: 

(11) П(w+v') + П(t)=Э . 
. у фиг. 7 страна троправо-

Фиг. 6 углог четвороугла АВС подељена 
је тачком Е на одсечке и' и t - и', 

У тачци Е подигнута је управна ЕО, а из тачке D овој паралелна 
DO. Тада из фигуре следује да је: 

(1') П(t - и') - п(w) = Э. 
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На сличан начин следоваhе (одговарај.уhОМДОПУJiO~,фигуре): 

(11') П(W-V')-П(t)=е.' ',:.,. 

у фиг. 8 страна v троправоуглог четвороугла АВёDiфоду­
жена је иза тачке В до тачке Е тако да је AE=u',BE=a'-v, у 

Фиг.7 Фиг.8 

тачци Е подигнута је управна ЕО, а страна w продужена иза тачке 
D за дуж DF ~ t и из тачке Р повучена управна РО. 

Тада из фигуре следује да је: 

(IIl) П(а'-'V) + п(w+t) = '1t/2. 

На сличан начин следоваhе (одговарајуЬом допуном фигуре): 

(Ш) п(v'-u) + п(t + f) ~ '1t/2. 

Како је троправоугли четвороугао одређен са два од својих 
пет комада (четири стране а, v, w и t и оштри угао е), то ћемо 
да бисмо доказали да му одговара правоугли троугао са странама 
а, Ь, с, и угловима л. и р., ставити t = с (тј. претпоставити да је 
горња страна четвороугла равна хипетонузи троугла) и а = т' 
(Тј. претпоставити да је предња страна и четвороугла равна до­
пунској дужи паралелизма угла џ.). Како је тада 

П (с + т) = П (t + и') 
и 

п (е - т) = П (t - и'), 

то ће ид l' и 1 следовати 

П (е -+- т) = е, - п (w) = ~ - Л, 
а из 2' и 1': 

п (с - т) = е + п (w) = ~ + л. 
Сабирањем идентитета е - п (w) ~ ~ - л и е + п (w) = ~ + л 

следоваhе да је 2 е = 2 ~, дакле е = ~, тј. оштри угао е тропра­
воуглог четвороугла ABCD биhе једнак углу П (Ь) = /3 правоуглог 
троугла АВС. А из одузимања тих идентитета следоваhе да је 
П (w) =-= Л, тј. да је задња страна w троправоуглог четвороугла 
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једН8кадужи 'Пзралетtзма 1 УI:ла А правоуглог Тр0угла .(П (1.)=1). 
Како је даље П (f) = е = ~ '"'" П (Ь), то је и f = Ь. . 

Напослетку, како је и' = т, из III н 3 следоваhе: 

П (т - v) = тr./2 - П (1 + Ь) = П (т - а), 

а одавде v = а. 

Као 'што се види, тронравоуглом четвороуглу С, т', а, 1, П (Ь) 
одговара доистаправоугл'и троугао С, а, Ь, П(l), п (т), одн. право~ 
угли троугао с, а, Ь, л, р.(фиг. 9). 

Фиг.9 

1. с, а, Ь, П (1), 

2 .. 1, Ь, т', П(а'), 

3. а' т' с' П (Ь') , " , 
4. Ь', с', l' , п (т), 

.' .. 
5. т, '1', а', П (е), 

IV 

На сдичан наqин :од­
говараће.свакомод чети.ри 
ЈРQПраВОУГА8 четвор:оу­
гла, који ;су још могуhи, по 
један нов правоугли тро­
угао. Имаhемо према томе 
у свему следеhих пет (тзв. 
асоцираних или придру­

жени х) правоуглих тро­
углова: 

пет) ; 

П(е) ; 

П (1) , 
П(а') ; 

П(Ь'). 

Хиберболне формуле добијају се применом формуле 

1. sinh с = sinh, а cosh 1, 

која је изведена чисто планиметријски за троугао с, а, Ь, П (1), пет), 
на сваки од остала четири придружена троугла. На тај начин 
добијају се ове четири формуле: 

2. sinh 1 = sinh Ь cosh а' 

3. sinh а'= sinh т' cosh Ь', 

4. sin\l Ь' = sinh с' cosh т, 

'5. эiпh m= siпhl'соsh е. 

. Да бисмо дошли до дефинитивних формула, треба се <Усло'-
бодитичланова са 'Зкцентима '. (тј. 'д<Упунских дужи). То бива на 
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основу следеhе четири трансформационе Формуле: 

1'. sinh а = [cotg .7 (а) = cotg а = tg ех' = tg П (а') = Ј -. -­
sшh а' 

2'. cosh а = [_1_ = _1_ = _1_ = i =]cot h а" 
siпП(а) sina COSa' соsП(а') g, 

3'. sinh а'= [cosh а =] _._1_; 
sшhа 

4'. cosh а' = cotgh а. 

Применом четврте од ових формула претвара се формула 

sinh 1 == sinh Ь cosh а' = sini1 Ь cotgh а = sinh Ь _1_ 
tgha 

у формулу 
2. sinh Ь = sinh т tgh а. 

На тај начин добијају се дефинитивне формуле: 

3. sinh а = sinh т tgh Ь, 

4. sinh с = sinh Ь cosh т, 

5. cosh с = sinh 1 snih т. 

Из дефинитивних формула 2, 3 и 5 следује нова формула: 

6. cosh с = cosh а cosh Ь 

на следеhи начин. 

Из 
sinh Ь 

sinh b=tgh а sinh 1 биhе sinh 1 = - , 
tgh а 

из 

sinh а 
sinh а = tgh Ь sinh т биhе sinlJ т = - , 

tgh Ь 
према томе из 

cosh с ~ sinh 1 sinh т . 
следоваhе заменом: 

cosh с = cosh а cosh Ь 

Кад се овако добијена формула .]римени на придружене 
троугле 2, 3, 4 и 5 добиhе се најпре формуле: 

cosh 1 = cosh Ь cosh т', 

cosh а' = cosh т' cosh с', 

cosh Ь' ~ cosh с' cosh 1', 

cosh т = cosh l' cosh а, 
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па затим дефинитивне формуле: 

7. cosh l=cosh Ь cotghm, 

8. tgh а = tgh т tgh с, 

9. tgh Ь= tgh с tgh 1, 

10. cosh т = cotgh l cosh а. 

v 
Кад се у ових десет формула, у којима се јављају само 

хиперболне функције (страна троуглових а, Ь, с и дужи парале­
лизма 1 и т) место хиперболних функција дужи' паралелизма 1 и 
т уведу .тригонометријске функције одговарајуhих углова пара­
лелизма П(l) и пет), одн. углова}.. и }1, што бива на основу нама 
веЬ познатих трансформационих формула (В. »Додатак Ш"): ; 

sinh l=cotg }..~cotg П(l), 

. 1 1 
coshl=--=--­

sin }.. sin П(l) , 

tgh l=cos }..=cos П(l), 

1 1 
cothl=--= , 

cos}.. cos П(l) 

добиhе се следеhих десет полутригонометријских формула: 

1. sinh а = sinh с sin П(l), 

2. sinh Ь = tgh а cotg П(l), 

3. sinh а = tgh Ь cotg П(т), . 

4. sinh Ь = sinh с sin пет), 

5. cosh с = cotg П(l) cotg П(т), 

6. coshc = cosh а cosh Ь, 

7. cos П(т)= cosh Ь sin П(l), 

8. tgh а = tgh с cos П(т). 

9. tgh Ь = tgh с cos П(l), 

10. cos П(l)= cosh а sin П(т). 

у ових десет формула налази се и оних пет (одн. седам) 
формула које су изведене у »Додатку Ш" (то су формуле 6-10 
и формуле 4 и 1). 

Напослетку, кад се у ових десет полутригонометријских 
формула замене и хиперболнефункције страна оДговарајуhим 
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угловима паралелизма П (а), П (Ь), П (е), добиће се следеhих десет 
чисто тригонометријских формула за правоугли траоугао: 

1. tg П (е) = tg П (а) sin П (1), 

2. tg П (/) = cos П (а) tg П (Ь), 

3. tg П (т) = cos П (Ь) tg П (а), 

4. tg П (е) = tg П (Ь) sin П (т), 

5. sin П (е) = tg П (/) tg П (т), 

6. sin П (е) =- sin П (а) sin П (Ь), 

7. sin П (1) =, sin П (Ь) cos П (т), 

8. cos П (а) = cos П (е) cos П (т), 

9. cos П (Ь) = cos П (е) cos П (1), 

10. sin П (т) = sin П (а) cos П (/). 

у ових десет формула налазе се и оних пет чисто тригоно­
метријских формула (то су и овде формуле 6-10) које је Лоба­
чевски извео у §-у 35-0М (В. И "Додатак II1"). 

А~РLIСАТЮN DES FОNСТЮNS HYPERBOPQUES А. 
LA RЕDUСТЮN DES FORMULES ТRЮОNОМЕТRIQUЕS DU 

TRIANGLE RECT ANGLE DANS LE PLAN DE LOBA TSCHEWSKY 

Par 

BRANISLA V PETRONIJEVIC 

Les deux inventeurs de la geometrie non-euc1idienne n'ont pu 
deduire les formules trigonometriques du triangle гесtапglе dans leur 
plan qu'en se servant des figures spatiales. иеЬтапп etait le premier 
qui, еп appliquant les fonctions hyperboliques, а ри effectuer cette 
deduction d'une maniere purement planimetriques. Sommeгville а, qlus 
tard, simpIifie le procede planimetrique de иеЬтапп. Et l'auteur, 
dans cette etude, а voulu simpIifier encore davantage le procede 
de Sommeгville. 





INТЕRNАТЮNАL _CONGRESS OF' MATHEMAТICIANS 1954 

МЕЂУНАРОДНИ КОНГРЕС МАТЕМАТИЧАРА 1954 

Конгрес Ье се одржати у Амстердаму од четврт ка 2-0Г септ. до четвртка 
9-01' септ. (закључно) и састаЬе се у згради. ТЬе Royal Тгорјсаl Iпstitutе". Прва и 
последња седница одржаhе се у згради .СопсегtgеЬоuw· у Амстердаму. 

Сву кореспонденцИју упуhивати на Секретаријат: 2е Boerhaavestraat 49, 
Amsterdam, ТЬе Nеthегlапds. 

Као што је у првом саопштењу означено, постојаhе две категорије чла­
нова на Конгресу. Редовни, који плаhају 50 форината (или уколико не прису­
ствују банкету 40 форината) и кооптирани, који плаhају 20 форината (односно 
без банкета 10 форинти). 

Уплате могу бити упляhене одмах (по могућству пре 15. 11. 1954) У корист 
рачуна • ТЬе Amsterdamsche Вапk N. V., fШааl Lеidеп. 

Научнu Програм 

Од стране Организационог одбора до сада су позвани једно двадесетак 
истакнутих математичара да одрже једночасовна саопштења. Највеhи део се 
одазвао овом позиву. Организациони одбор смаТР:Ј да ће у овим саопштењима 
бити приказане најновије тековине у свима областима математичких наука. 

Од 45 стручљака, који су позвани да одрже получаСОflна саопштења, велика 
веhина их је прихватила позив. Ова саопштеља распореljена су по појединим 
секцијама на следеhи начин: 

Секција 1 Алгебра и Теорија бројева 
1I Анализа 
IJI Геометрија и Топологија 
IV Вероватноћа и Статистика 
V Математичка физика и Примељена математика 
VJ Логика и Основи 
VH Филозофија, Историја и Настава 

8 саопштења 
13 
8 
4 
6 
3 
3 

Кратка предаваља моhи ће одржати редовни чланови Конгреса који се 
претходно пријаве. Време одреljено за овакво предавање износи 15 минута. Ор­
ганизациони одбор намерава да раздели примерке прикупљених сепарата ових 
предавања свима редовним члановима на почетку Конгреса. Организациони одбор 
не може се обавезати да ће пријаве које стигну после 15.11. маhи бити прихваhене. 

Извештај ће бити штампан после Конгреса. Сваки редован члан примиhе 
га бесплатно. По сниженој цени моhи ће набавити извештај и они који то изјаве 
пре 15. 111. 1954; пошто се за сада још не' може одредити обим Извештаја, ни 
цена му се не може још утврдити. 

х ой1елсн:е .могућНОСй1и 

Организациони одбор резервисао је известан број хотелских соба. Цена 
соби по категорији хотела (УICључујуhи континентални доручак) по дану и по лицу 
износи: 

А. D. Gld. 15.- ДО О. Gld. 18.­
В. О. Gld. 9. --- ДО D. Gld. 14.-­
С. О" Gld. -1.-- До D. Gld. 8.-
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