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60Ir'IAH BAJIUAHCKH

OINUTA KJIACA TIOCTYITAKA 3BHPJ/bHMBOCTH
EULER -BOREL-OBOI' THIIA H tbHXOBA MTPHUMEHA
HA AHAJIMTHYKO MNPOAYXEHE

¥son
I. Jenna xnaca ¢ynkuuja y Besn ca (£,f) nocrynuama 36HDBHHBOCTH
Il. MMepmanenunja (E, f) noctynaka 36Hp/bHBOCTH
1. Uakaysuja (£, f) moctynaka 36HpAHHBOCTH
IV. Jenna cneuujanna kaaca nocrynaka 36HpbHBOCTH
V. lNpuMena Ha aHANHTHYKO HPOLYKEHE,

yBOA

0.1. Onepucame ¢ XMBEPreHTHMM PeAOBHMA MOjaBJbYje Ce HEMo-
CpPefHO MocJe CTBapata MHOHMHHTE3WMaJHOr payyHa, Beh kOAx camor
Leibnitz-a. Jassum ImHpeweM MaTeMaTHUKe aHaJau3e ynorpeGa AHBEp-
FeHTHHX peloBa nocTaje cBe yemha. MareMaTHuapy OCaMHaeCTOr CTO-
neha yBujenn Cy Aa JWBEPreHTHH peJOBM NPETCTaBJ/bajy CHaXHY
anapatypy, KOPHCTHJH Cy Ty amapaTtypy M HROOHJIH HH3 3HAYajHHUX
pesyarara. Euler je, nanpumep, usBeo ¢pyuknuonanny jeanauuny Rie-
mann-ose {-pyHkuuje, yuras Bexk npe Riemann-a. Mehyrtum, nowro
OCHOBHM MAaTE€MaTHYKH [OjMOBM, Ka0 nojaM 6poja, rpaHuLle uiaH QyHK-
uuje, jow HUCY OGMAH CTPOro u3rpaljeHd, MPUPOAHO je WITO Cy NpH-
ME€HhEHA PE30HOBaa OHNa HENOBOLHO pHroposHa. UumeHnlna aa cy
pe3yaraTH AO06HjeHW Ha TakaB HauMH OHJIM HIAK HCMPaBHH, MOXe ce
JeInHO O06jaCHHTH BaHPEAHOM WHTYHIH]OM OHHX KOju Cy AO THX pe-
syarata powau. Euler je, melyTuM, cxBaTno norpe6y 3a H3BECHHM
3aCHHBalbEM pauyHa ¢ AMBepreHTHuM penoBuma. OH je BpaO Hmo6Gpo
ocehao pasauky u3meljy onepaiuja ¢ KOHBEPI€HTHHM ¥ XMBEPTreHTHUM
penoBuMa, M Nucao je, Hanpumep: ,Bepyjem na cBaku pex Mopa
uMaTH jeany oxpeheny spennoct. Jla 6u ce usberje cBe Tewkote,
KOje ce NpH TOME NO0jaBbYyjy, Ty BpPEZHOCT He 6u Tpe6ano 3BaTH
uMeHOM 30upa, jep je onmwmTe yo6HYajeHO ca TOM peujy Be3WBaTH
jeman TakaB mnojaM, Kao na je 36up HAacTao CTBapHUM cabupaibem,
a Ta uAeja ce KOX AWBEPreHTHWX pefoBa He jaBhba....“ Anu aedu-
HMLMja Cyme JIMBEPreHTHOr pexa kojy je Euler mao Guaa je mame
cpehna. Ilpema meroBoj nedununuju: ,Cyma 6Gua0 KOr pema jecte

1 30opHuk MaTeMaTHYUKOr WMCTHTYTA
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BPEXHOCT OHOT KOHayHOr M3pa3a UWjUM pasBujameM je pes XobujeH.*
Henocrarak nedununuje je y ToMe IUTO OHA KMMJIMLIKTHO NPETHO-
CTaB/ba Ja ce jefaH peX MOxe HOOUTH pasBHjakeM CaMoO jexHOr
KOHa4HOT u3pasa. Axu, Hanpumep, pex 1+2+4+448+ ... xome Euler
Iojebyje Kao BpemHoCT —1, ofjammwaBajyhu TO uumeHHALIOM Ja je
Taj pel Ro6ujed passujamem Qysknmje (1—x)=! 3a x=2, Moxe ce
106uTH U pasBujarbem ¢yHnknuje 2 (e2Y—1)"! no (e*w+1)-* zay=0,
¥ cTora 6u My Tpe6ano NpuamucaTH BPEAHOCT oo (KOMMJEKCHO). Taj
Hemocratak Euler-ose nedununmnje 6uo je npumehen Beh ox mero-
Bux caspemenuka (Bernoulli, Callet, Lagrange.

Ma ga cy nuBeprenTHH penou Ouam uyecto kopuwheHnu, He
camo oj Euler-a, Beh u MHOrWx meroBux caBpeMeHHKa W cielGeHHKa,
Hapouuto Fourier-a u Poisson-a, 6usno je y ucro no6a u martemaTu-
4yapa KOjH Cy Ce CKeNnTH4YKM OLHOCHJM NpPeMa ynorpeéu AMBEPreHTHUX
penosa (D’Alembert, Laplace, Lagrange). Yecte u nennomHe Rucky-
cuje O JMBEPreHTHMM peJOBMMa MNPEKHHyTe CYy Haj3al paloBuMa
Cauchy-a u Abel-a, napounto Cauchy-esum cTporum sacHuBameM nojma
kouBeprenuuje. Kao u Euler, un Cauchy nuje ycneo xa o6jaceu um-
HhEeHUIy Ja Ce OuYMIJIeJHO HeJONYIUTEHWM OmnepamujaMa ca JuBep-
FreHTHUM peloBMMa [0Ja3WJ0 IO TauHHX pe3yartara. MehyTum, 3a
pasauxy on Euler-a, He ycmepmu na objacuu Ty uuwenuny, Cauchy
HUje HU onepucao ca AWBEPreHTHUM penosuma. JluBepreHTHH penosd,
Kao CpeiCTBO AOKa3a, HeCTaau Cy W3 MaTemMaTuuke ananuze. OHM ce
NIOHOBO jaB/baj)y TeK KpajeM jeBerHaecTor Beka (Frobenius, Holder,
Hapounto Cesaro).

Cesaro je neduHucao cyme 3a M3BECHE KJace NMBEPreHTHUX pe-
J0Ba, aJd je OCHOBHM 3HAua] HEroBOr paja y TOME IITO j& MCTaKao
Ja cy TakBe jpedununuje crBap Konsenuuje. He nmocrasima ce, pakie,
nuUTalkbe 1Ta je cCymMa NMBEepPreHTHOr peia, Beh Kaxo nedunucatu cymy
JAuBepre’THor pena. Ilpo6iem je Hajsax 610 NpaBHIHO (HOPMYJHCaH.
[TpupoxHo je 6ua0, 3aTHM, OrPaHMYUTH CA060AY AeduHMIMje ca XBa
3axTeBa: NpBO, Ja AeduHucanu 36up NpeTCTaB/ba TeHepanusalHjy
36upa KOHBePreHTHOr pejna, u APYro, Aa 3a nedunucanu 36up Baxe
OCHOBHH 32KOHM KOjH Baxke 3a 30MpOBE KOHBePreHTHHX PeLoBa, a KOjH
ce ojHOCe HA cabupame IBa pella M MHOXEWE pella HeKUM OpojeM.
OHo wTto 64 BepoBaTHO 3auynuao Matematudape Euler-oBor no0a,
jecte Ka nocToju 6eCKOHAYHO MHOLITBO PasauyMTHX AeduHHOM]a Koje
ucnymasajy o6a ycmaoBa, ¥ ja Mehjy muma He NOCTOjM HU]eLHA KOJy
6y OWAO NPHPOILHO NPETHOCTAaBUTH CBHUM OCTanuM. [la 6u ce ucTaxia
Ta PENAaTHBHOCT, Y TEOPHjH IMBEPreHTHUX peJoBa Ce He roBopu O
A—, B—, nta. nedununujn 36upa AUBEPreHTHOr pexna, seh o A—,
B— wurh. noctynky 36Mp/bMBOCTU, ¥ CaJipXUHA T€ TeOpHje je uchu-
TuBame Mchyco6HMX OZHOCAZ pPa3iMUMTHX MOCTynaka 36upJbUBOCTH.
Teopuja AuBepreHTHUX pejoBa KOHa4HO je ONpaBJa/Na CKOPO cBe pe-
3yarare koje je Euler go6uo onepumyhu ca AnBeprenTHUM pejOBUMa,
¥ ckopo cBaka Euler-oBa ¢opmysna nocraje Tauna Kajfa ce JIOJAa O3HaKa
oprosapajyher nocrynka 36upsbuBocTH. VicTo Tako, y mpobiaemuma
y KOjuMa Cy ¥ paHMje NpeTexHO KOopumtieHM IWBEPreHTHH pPenoBH,

i
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1buX0Ba ynorpe6a nana je HOBe 3HayajHe pesyarare (Teopuja Fourier-
0BuX peooBa: Féjer-oB cTaB; TeOpHja aHAAMTHYKOr MPOXYkema: Borel-
osu, Lindelof-oBu, Mittag-Leffler-osu pesyarartn).

0.2. Panu y6p3ama KOHBEpreHU#je COPO KOHBEPreHTHHX PeloBa
v panu cabuparba IWBEpPreHTHHX pexnoBa, Euler je, npumehyjyhu na
pern Za, HacTaje u3 pela X a,x"*! 3a x = 1, a rtakohe u3 pena

n--1
Eﬂn( y ) 3a y=—1—, nucao
1-y 2

Bacxtt=Da( ()" = Ta Tk )y~
=)y k

-2(2(5)a )

TaKO Ja je cyMy pela Z g, u3paiyHaBao Kao cymy pexa Zbn, rae
jeb,=2-7"1%,()a,,

To, wto je xox Euler-a 6uso mokas, Knopp je xmao xao medu-
HuuMjy: pex Za, je (E,1) — 36up/buB Ka s, ako je pex Z b, KOHBep-
reHTaH ¥ cyma my je s. M3 Bese koja nocroju usmely ommrux, una-
HOBa HaBeIEHa [Ba peja Moxe ce Hahu M Besa koja moctoju u3mehy
BUXOBUX MapIMjaJHMX CyMa, TaKO Za ce naTta neduuuumja moxke dop-
MYJHCaTH M Ha caefehu HauuH: HHU3 S, je (E,1) — 36up/buB Ka §

aKo Hu3 o,=2-7X%(})s, KOHBeprupa ka s.
Ty medunnumjy Knopp je mame yonmrtuo: uus s, je (E,q) —
30HpJ/bUB Ka S aKO HHU3

n /
on=(1+q)—"2\j)q"-wv. g>0,

y=0

KOHBeprupa kKa s. Taja ouMriexHo, ako c€a a,, O3HAaUUMO €JIeMEHT
MaTpuIe Koja TpachopMHIE HH3 S, Y G, Baxu

aq = (1 +q)‘”(': )q"-”~

Ipyrum peuuma, eJeMEHTH Yy n-TOj BPCTM T€ MAaTpPHIE NPETCTaB/bajy
KoepHIH]eHTE CTENEHOT pa3BuTKAa (QYHKUHje

" (2)= (‘%Z-)n, g>0.

Meyer-Konig je roxune 1949 nedunucao jesHy HOBY Kiaacy S,
nocrynaka 36Mp/bHBOCTH KOja CTOju y M3BECHOM OJHOCY CHMETDHje
ca kaacom Euler-Knopp-oBux nocrynaka [6). Hanme, matpuna koja ox-
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roBapa jexHoM Meyer-Konig-ovom noctynky 36Mp/bHBOCTH HauWibeHa
jé TaKo 13 eNeMeHTH y HEHO] n-TOj BPCTH jeCy  KoeduuujeHTH cTe-
neHor passutka QyHKIMje

(@)=

1—r\?

), o< r<l.
1—rz

Mako nocroju 3uatHa cpoxnocT m3mely wux, Euler-Knopp-osu u Me-
yer-Konig-oBu moctTynuu npercraBibajy IBe pasnuuuMTe KJAace NOCTY-
naka, oJ, KOjuX Hu jeflHa He CajApXH APYTy Kao cnelnujanad ciayuaj.

Jedunnucasmu jefny BpCTy NOCTynaka 36up/bUBOCTH CKOPO HCTO-
BeTHHX ca Meyer-Konig-osuM, Kapamara je nokymao ga oTkpuje u
jeIHy kaaCy nocTynaka 36MP/bHBOCTM KOja Gu cajpxkana Kao cre-
uujanaH caydaj, Kako te nocrynke, tako u Euler-Knopp-ose. Crora
je nedbuHHCA0 NOCTynKe 36MPHUBOCTH Ca MaTPUIIOM uuja je n-Ta BpCTA
JaTa KoedMUHjeHTHMA CTENEHOr pa3BHTKa (yHKIMje

r@= ()

Kapamara (5] je ¢opmysnucao u cTaB nepmaHeHnuje 3a ;Te NOCTyNKe
36UPJbMUBOCTH, KOjH je 3aTHM JHOKa3ao Szegd.

0.3. Mu hemo yonmTHTH HaBeJeHe NOCTynKe 36MP/bMBOCTH Ha
Taj HauuH wWTO hemo nedwmHucaTy mnocTynak 36UP/HLMBOCTU uHja Ma-
TpUNA y n-TOj BPCTH caZpxu KoedunujeHte n-Tor cTeneHe HeKe aHa-
autuke Gyskuuje f(z). Ha Taj HauuH cBakoj aHaAuTHuUKO] QYHK-
muju f(z), perynapnoj y mouerky, oarosapahe jexan mocrynax 36Hp-
JbUBOCTH KOju hemo 3Batu renepanncanum Euler-oBum nocrynkom u
o3nHauyaBatu ca (E, f) [8]. Crassajyhu '

z+ 1—r az+b
fa)=222

1+q¢" 1—rz’" c24d’

Hall noctynak 36upsbuBocTH cBewhe ce Ha Euler-oB, Meyer-Konig-os
uiy Kapamatun. Crasmajyhun f(2)=e*!, no6uhemo Borel—Gaier-os
nocrynak [4] xoju ox Borel-oBor pa3gBaja camo jemHa He3HaTHa pas-
Jauka (aKo

© xns
e—"z—-—"»s KaJ X -
=0 n!

Hu3 s, 6uhe 36upmuB Ka s: Borel-oBUM NOCTyNKOM. YKOJNHMKO X He-
NPEKHIHO TeXU 6ECKOHAYHOCTH, NOCTYNKOM (E, €27 1), YKOJIMKO X TeXH
6eCKOHAaYHOCTH NPEeKO HM3a NpupoAHux OpojeBa. OuwurienHo je Ja
u3 B—36upmuBoctu caenu (B, e2') 36upsbusocT, gaxie, (E, e~ 1) no-
CcTynax je jaum, aau je Taj AOOGMTaK TpUBHaJaH).

OcHoBHH npo6ieM KOju HacTaje AeduHMIHM]OM OBMX MOCTyNaxa
36up/buBOCTH jecTe Hahu ycnose 3a ¢QyHKuMjy f(2) Tako Ja 10j aco-
nupaHu noctynak 6yne nepManentaH. [lo3narto je ma Toeplitz-Schur-os
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CTaB Jaje TP¥ YCJIOBa KOju Cy noTpeGHu ¥ AOBOMBHM JHa Ou jexau
nocrynak 36up/buBOCTH 6UO nepmaHeHTaH. Tu yC/nOBW ce u3paxasajy
NpeKo eNeMeHaTa MaTpule NOCTynka 36MpP/bUBOCTH, Y HAIeM Cay-
yajy npeko 6pojesa a,,, Iie CMO yBeJu 03HaKy fr (2)=2, a,,2". ¥ xebu
Ja MCKOPHCTHMO YHIEHMLY IUTO €€ Paju O CHelujadHoj KJach No-
cTynaka 36MP/bUBOCTH Aa OHCMO CTaB O NEPMaHeHUWjH, KOju Baxu
3a CBaKH NOCTYNaK 36HPJ/HUBOCTH, YNPOCTHJH, NPETBOPUAU Y CRElH-
(nuan craB 0 NepMaHeHNHM)H 3a HawWy KJIacy mocrynaxka 36HpJ/bUBOCTH,
MOpaMo ycioBe O KoedulujeHTMMa 4,, NPEBECTH Ha YCJOBE Hemno-
cpepno o Qynxumju f(z). [Ipa xBa ycaoea Toeplitz-Schur-a saaxo
Ce npesoxe y TOM cMHuCHy. Anu Tpehu ycnos, Haume ycCJOB Aa

@®

2 lawl=0(), nso,
| v==0

noHocu temwkohe. Yak u kax je dysxumja f(2) peaatuBHO jexHo-
CTaBHa, Kao, Ha NMPUMEp, Y CIelNujaJHOM Caydajy KOju je TPeTupao
Szegd (8. [6] nau [1] rme je mara uaeja Szegd-oBor nokasa) BpJAO je
TEIIKO NOKAa3aT# A2 j€ ropibd yCJIOB 3aK0BOJbeH, H3y3uMajyhu HapaBHO
TpUBHANaH CJydaj Kaj cy koeduuujenty ox f(z) nosutuBHu. [a je
HalMCaHM YCJIOB NMPOCTHjM HAH Ja Cé OZHOCH AMPEKTHO Ha koedunu-
jedre a,y, MM GHCMO I'a MOTJIM 3aJpXKaTH Kao yCJOB O KoeduiujenTuma,
XKPTBYjyhH YHEKOJNHKO NMPAKTHYHH U €CTETCKH 3aXTEB Ja Ce CBH YC/IOBH
oxHoce Ha Qyrkunjy f(2). MehyTnM, ropmn ycios je ynpaBo HajTexH
OX CBa TPH YCJOB3, M IbE€TOBO NpPOBEPaBabeé Y KOHKPETHOM CJydajy
MOXe OMTH NPAKTHYKM HeOCTBap/buBO. CTOra je GuI0 HYMCHO HheMy
Halii eKBUBaNeHTaH, MW Gap HOCTA ONUITH NOBObAH YCJOB, KOju
6u ce oxHocHO Ha (QyHkuujy f(2). To je yuumeno y craBy 2.

Mehyrtum, ycnosu koje ctaB 2. nocrasiba (GyHkumju f(2) na
6n nocrynak 36upmuBocth (E, f) 6u0 nepManeHTaH HUCY HHMAalO
ouurneauu. [locraB/ba ce NPUPOZHO YMTAB HM3 NuTama: Xa a4 Cy
TH YCJAOBU HENMPOTHUBPEUHH, XA NH CY HE3aBUCHU, KOJMKO je WHPOKa
kaaca QyHiuuja Koje MCIymaBajy T€ YCJIOBe, NPHNAaAajy Ju TO] KJAacH
¢dynxnuja 1 QyHnuje unju cy KoeduLHjeHTH NO3UTHBHM W 3a KOje
je, npema TOMe, CTaB O NepMaHeHuujd TpHBHaJaH. [labe, ycaoBH CTaBa
2. matu cy y O6GJHKY KOju je nmomecaH 3a u3Bohjeme po0Ka3a, che-
UMjaHO 3a AOKa3uBawe CTaBa O INEePMaHEHUM]H, alu KOjH HHje TO-
JIHKO NOTOXaH 3a edexTuBHO npoBepaBamwe. Crora je noTpebHo Hahu
€KBUBAJCHTHE YC/AOBE 3a KOje je /a0 NpoBepuTH Aa JAXM HMX Jara
GyHKuMja 3am0BO/baBa uau He. Hajsax, ykoauxo ¢ysxuuje f(2) u
g(2) 3am0B0O/paBajy ycCJAOBE CTaBa 2., MEPMAHEHTHH Cy He €aMoO I10-
CTynu# 36MPJ/bHBOCTH AcCOLMPaBK bMMa, Beh W OHH KOjU Cy aconu-
pann dynkuujama f(2) g(2) 1 g(f(2)). NocraBma ce nurawme Za Jau
n Te ABe QyHKUMje 3aX0BObBABAjy YCJaOBE CTaBa 2. YKOAMKO TO
HHje Caydaj, HE caMO WITO YCJOBM CTaBa 2 HACY XOBOJbHO NMPHPOIHH,
Beh mojJsexy BpJO TPHUBHAJHMUM renepaiusauujamMa. Hujeano ox Ha-
BeJEHUX NUTAa HemMa XOBOHHO OYMIAENAH OArOBOP. YCA0OBM CTaBa
2 3axTeBasu Cy NpeMa TOME HETa/bHO HchnUTHBawe. Ctora cmo QyH-
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Kliuje KOje 3a/0BOJbaBajy MNOMEHYTE YC/IOBE H3ABOjUAM y TMOCEOHY
KJacy, KOjy CMO, KpaTkohe pazu, Ha3Baiad kaacom E-¢ynknuja. Hs-
nBajame 0BMX Gynxknuja y noceGHy Kjaacy onpaBiaHo je MehyTum 4
ca jefHOr Jpyror cranoBumTa. Hecto ce y Teopuju ¢pyukuuja cycpehe
ycnos 3a Qyukumjy f(z) Koju 3axTeBa Aa XoAup KpuBux f(e) m e
Gyje Hajsuile NPBOr pena. E-CBOJCTBO, KOje jé KapakTepuCTHYHO 3a
E-dyHKuuje, NpeTcTaBba jeAHy reHepaaus3auujy TOT YCJAOBa, H MO-
ryhHo je ma MHOru craBoBH (OPMYJMCAHM Ca YCJAOBOM O HOAUPY
KPUBMX MOr'y OHTH reHepaJuCaHH THME ITO 6 Ceé Ta] YCJAOB 3aMme-
HHO ycJOBOM Ja ojroBapajyhe dynxuuje 6yne E-dynxuuje [2]. [Ipsu
oJeJbaK OBOT paza nocsehen je npoydasamy E-dyHKuMja, HCHPHHOM
y OoHOj MepH Koja je noTpeGHa 3a Jaba uanarawa. CtaB 0 mepma-
HEHIM]ju JAaje Ce TeX KacHuje, y APYroM OJEbKY, Tako Ja Cy Mme-
roBM YCJIOBH TaJia AOBO/LHO jaCHH. Y HCTOM OJe/bKy Haje ce jenaH
cTaB 0 noTpeGHuM yciaoBuma 3a bymxkuujy f(z) ma 6u (E, f) nocry-
nak 36Up/bMBOCTH OWO NepmaHeHTaH. Ta] CTaB HaMm je CHeNHujasHO
omoryhno fa nornyHo pemmumo npobaem nepmarennuje E (a, ) no-
cTynaka 36MP/bMBOCTH, jep je Szegd-oB pesyataT pemuo Taj npobiem
camo penuMuynO. CTaB O HHKJAY3H]H KOjU 06UMYHO Aaje Haj60bY CAMKY
0JHOCA YHyTap jefHe KJjace moOCTynaka 36KMP/bHUBOCTH, YMHM Caip-
xuHy Tpelier ofemka. ¥ 4eTBPTOM ONe/bKY HAaTH Cy CTaBOBH nep-
MaHeBIlMje ¥ MHKJy3uje 3a Kjacy NocTynaka 36up/bMBOCTM KOjy je
nedunucao Kapamara. Tu craBOBM — OJ KOjUX je JEJIMMHYHO MO-
3HAT jeJMHO NPBH, WITO CMO Beh HamOMEHyJu — JaTH Cy Kao JH-
peKTHe NOCJaefuIe NPeTXONHO JOKa3aHWX OMUTHX craBoBa. Hajsaz,
KaKo clHenujasiHk CAydajeBd NOCMATPaHMX MOCTyNaKa 36WpJbHBOCTH,
kao Euler-oBu u Borel-oBu noctynuwu, umajy 3nadaja kao anapaTypa
y TEOpHjH aHANMTHYKOr MPOALYHKEeiba, OUJO0 je OX WHTepeca JaTd Of-
IUTE CTaBOBE O AHAJIMTHYKOM NPOJAYXewy nomohy nocrynaka (E, f),
IUTO j€ YYHIHEHO Y HOCHeAeM OIEbKY.

I. JEOJHA KJIACA ®YHKILMJA ¥ BE3W CA TEHEPAJIMCAHHUM
EULER-OBUM TIOCTYIIUHUMA 3BHP/bUBOCTH

1.1. ¥ osome onemky nocMarpaheMo jeHy NOTKJAcy Kjaace yHu-
MonynapHuX (QyHKumja, TO jecT QyHKuMja Koje Cy perynapHe y jenu-
HHYHOM KDYTy M YHMjH je MaKCHMaJHW MOLYO Y 32aTBOPEHOM jeau-
HU9HOM KPYry jennak jenununu. dysxuuje Te notknace 6uhe ocum
TOra PerysiapHe M Ha jeAMHUYHOM Kpyry. Jabe, Ha je IHHHUHOM KPyry
OHe he MakCMMa/HM MOXYO IOCTH3aTH HajBUlIe Y KOHAYHO MHOIO Ta-
yaka, Hau he OutH obauxa e¥z¥, £=0,1,2,.... [locrenwu ycaos
npercTaB/ba YCTBapH JAocTa 6saro orpanuueme. Haume, u3 unmenune
Ia je ¢yuxuuja f(z) peryrapHa Ha jeJMHUYHOM KDYy U PasaudUTa
OJi KOHCTaHTE CJeJ¥ Na OHA jeMHMYHM XPYr DNpPeCAHKaBa Ha HEKy
aHaNHTHIKY KpuBY. Ako 6u (QyHKUMja HOCTU3ana CBOj MaKCHMAaJIHH
MOJAYO, KOju je paBaH jeaununy, y GECKOHaYyHO MHOrO Tayaka jeiH-
HAYHOT KPYyra, OHJa OH Ta aHAJMTHYKA KPUBA WMaja Ca jeMHHUHUM

i
;
]
|
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Kpyrom 6eCKOHaiHO MHOrO 3ajeJHHYKHMX Tayaka. Kako aBe aHasuTHUKe
KpuBe ca GeCKOHAaYHO MHOTO 3aje THHUKMX Tauaka MOpajy GUTH HIEH-
THuKe, TO 6K (dyHKIHMja nmpeciuKaBaja jeJHHHYHH KPYT HA je AMHUYHH
kpyr. C apyre cTpaHe, KaKO je peryjapHa y ¥ Ha jeAHHHYHOM KDYTy,
GbyHKOMja y HEMY MOXE MMaTH HajBullle KOHayHO MHOro Hysa. Heka
Cy T€ HYJI€ Z1,25,...2i,...2,, H HEKA j€

Z2~=2;
I—E[Z

h(2) =1(2)/g(2)

NpBO, peryjapHa y ¥ Ha jeAMHHYHOM KPYry, Apyro, HeMa HyJa yHY-
Tap wera, Tpehe, wen MOAYO Ha py6y jeHHHYHOr KpYyra je KOHCTaH-
TaH u jennak jexunund. Crora je h(2) HeKa KOHCTAHTa YMju je MOLYO

pasan jemuHuuy, Aakae h(z)=e. Oparne je

gi(2) = » £€()=8,(2)£()...&(3).

Taxa je dynxuuja

f(2)=ed g(2)=e (==, |zi|<13ai=1,2...p
i=1 1-2,2

Ilpema Tome, yca0BOM Za QyHKIHMja HOCTHXKE CBOj MaKCHMaJHH MOALYO
Ha jeMHHYHOM KPYTy HajBHlIe€ KOHaYHO MHOTO MyTa, HCK/bYYHIH CMO,
OCHM KOHCTaHTe, jeAuHO (PyHKIHje KOje Cy NMPOH3BOJ KOHAYHO MHOTO
cnenujanHux xomorpadckux oyHkumja. Yocraaom, KOJHKO Cy CBH
HaBeEHH YCJIOBM ONWITH, NMOKAa3yje M YMILEHHMIA Ja je 3a CBaKy aHa-
JUTHUKY QyHKUHMjy f(2), peryJapHy y OKOJIHMHM HeEke Tauke z, MOr'y-
hHO Hah¥ — M TO Ha 6ECKOHaYHO MHOr0O HauMHa — TPU KOHCTAHTE
A,a,b rakBe na ¢Qynxuuja Af(az+0b) 3amoBo/baBa CBE HaBeEHE
ycaoBe.

[Nopex HaBeaeHHX yC/NOBa MU NMOCTAB/bAMO H jeJaH YCJOB O MOHa-
mamky (QyHKIHje Y OKOJIMHM OHHMX Tayaka Ha jeAMHHYHOM KpPYry y
KOjuMa OHAa JNOCTHXKE MaKCHMalHM MOAYO, H ZRajemo caenehe nBe
Aepuaunuje.

INEGUHULIMIA 1. Hera je ¢ynryuja f(2)
i) perynapna y oronunu Hauke z=1,
ii) f(1)=1, u Hera je

iii) [ f(e') | <1 3a t goBowno mano.

Pehu hemo maga Ra ¢yuryuja f{(2) uma E-cpojciiBo y HWauxu
2=1 aro

iv) u3
flzy—zx=Air(z—1)p+o0 (1) (z—=1)2, 21, a=f'(l), A#O,

ceau
RIA # 0.
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Pehu hemo na ¢ynryuja g (z2) uma E-cBojciiBo y Mauxu z=Y aro
pyHryuja 8 uma E-cBojciiBo y mauru z=1.

NE®VUHULWIA 2. Ananufiuuka ¢yuryuja f(2) je E-pynryuja axo
3a40BObaABA caefehe ycaoBe

i) f(2) je perynapro 3a |2| <R, R>1,
ii) Max |f(2)|=1 3a |z2]|=1,

iii) f (2) uma E-cBojciiBo y cBakoj Wauxu fepugbepuje jepunuynor
Kpyra y K0joj AoCHudCe MAKCUMAAHRU MOZYO.

[TpumeTumMo oxmax ja cy dyukumje obamka edi 2¢, k=0,1,2,...
E-pyukumnje. Panu Tora je nOBOBHO YTBPAWTH Ja (ynxmmje 2%,
k=0,1,2,... nmMajy E-cBojcTBO y Tauku z=1. One ounrjesuno 3ano-
BOJbaBajy ycaose i-—iii) nedunnnuje 1, a ycaos iv) 3amoBosbaBajy,
jEP TpeTnocTaBKa TOT YCJAOBa KOJ IbUX HE MOXe OuTv HCHymeHa

Ja 6ucmo: nokasanu jJa Cy ycJioBu y Ae@uHuumijy 2 He3aBHCHH,
JOBOJbHO je Ja MOKaXemoO JAa ycJoB iii) Huje nocreauuma npsa JBa
ycaosa. [locmatpajmo, paau Tora, pyHxnujy

f(z)=z—(z—2'l )

KOja 3aJ0BOJbaBa YCJAOBe i-ii), a MaKCHMaJHM MOAYO HNOCTHXE Yy
tauky 2=1, jep je

Lf ey |® = 1—sin4-2’-(1 + cos%),

¥ KOja He 3a10BOJbaBa yCaOB iii), jep je

&)=2= - (=1

TO jecT

Am——i
8

1.2. 3a poxas craBa 1 nmotpe6Ha cy HaM u3BeCHa CBoOjcTBa E —
¢dyHnkumja, xoja ce majy y caenehe tpu neme.

JIEMA 1. Awxo c¢pynryuja f(2) uma E - cBojcmiBo y Mauku z =1
u peryaapHa je 3a |z| <R, R>1, Wana 3a GpojeBe o, A u p gegunu-
cane Homohy

a=1(1)
f@R—-z22=Air(z-1)p+o0(1)(z—1)p, 21, a=f(1), A#O0,
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Baxcu
iy a>0,
ii) RIA<LO,
iii) p je Gapan 6poj.

Hoxka3. 36or peryaapuoctu pynkumje f(z) y Tauku 2=1 mo-
KEMO NUCaTH :
fe)=1+f(1) ti+O(#), t-0,

[f(e')|=1=8mf(1) t+0(*), t-0.

Kako |f(e'’)| no npernocraBuu Huje Behe on jexuHune y OKOJIWHY
rauke £=0, To je Im f'(1)=0, makne f'(1) je peanno kanx rox f(z)
uMa E - cBOjCTBO y Tauku 2=1.

Ha ocroBy npunuuna makcumanror mopyaa |f(1)| > [f(n)], r<1,
na je, 36or tora wmrto je f'(1) peanHo,

IS+ =-D+0 (=17 [=1+fD)-D+O[(r- 17} ro1,
onakae je f'(l) HeneratrusHO.

Hajsan, npernocrasumo za je f'(1)=0, u o3HauuMo ca k pen,
ca T aprymenT, a ca Rk! MOAyO HajHHXer u3Boia ¢ynxuuje f(2) y
Tauky z=1 KOju je pasauuut o4 HyJse. Taza je

f()=1+ReT (z—1)k+o0(1)(z-1)k, z-1.
CraBmajyhu z-1=re", nobujamo
[f(1+ret)|=1+Rrkcos (T+kt)+o(r*), r-0.

ozakJe je

JexnocraBan pauyH nokasyje Aa je yBexk moryhHo usabpaTu Takso t
y OTBOpeHOM HHTepBany (r/2, 3n/2) xa je T +k! y HeKOM HHTepBany
(2mr—n/2, 2mn + n/2), nake cos (T+kt) >0, na crora nocToju Tauka
2 yHyTap jeZMHHYHOr Kpyra 3a kojy je |f(2)|>1, wro je y KOH-
TPaAMKIOWjH ca NMPHUHIUNOM MaKCHMaaHor moxyna. [Ipema tome, f'\1)
He MOxe 6UTH HYyJa.

C mpyre crpaHe, u3
f(2)=2* (1+AP(z—1)P+0(1) (2—=1)?), z-1, a=f(1), RIAFO,
cnenu
flet)=extt [1+(=1)p Atr+o(1)tr], t+0, a=f(1), RIA=O.
[Towrto je a peanno, omarne po6ujamo za je
[f(et)|=1+(—=1)» RIAtP+o0(tr), t+0, RIA=0.

Kako ¢ynknuja [f(e!’)| mocTuxe excTpemyM y Tauku t =0, To je
p=2k, W KaKko je Taj ekcTpeMyM Maxkcumym, Rl A <O0.
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Hanomenumo na je ummenuna na je f'(1) peasHo ¥ MO3UTHUBHO
YKOJIMKO Cy 3aJI0BO/bEHM YCJIOBH i-ii) eduuunuje 2 u ycaos f(1)=1,
nossara ([3], crp. 112). :

Ha ocHoBy HaBenene seme npumehyjemo xa axo dynxuuja f(z)
Koja Huje crened o4 2z uma E— cBojcTBO y Taukum 2 = 1 Tajga je

(1) f(2)—2% =( - 1)* A (z—1)%+0(1) (2= 1)**, z>1, a=f'(1), RIA <O.

U3 neme 1 npouctuue cnenmujanso aa je ckyn E—dynkumja 3a-
TBOpPEH y OXHOCY Ha MHOXEIE U HTepauujy, TO jecT Ja ako Ccy
f(2) u g(2) E-dynxuuje, Tana cy u f(2) g(2) v g(f(2)) E-dynk-
nuje. OuurnegHo je na nocaexme jpBe (QyHKIM]e 3aZ0BO/baBajy
ycaose i—ii) neduHunuje 2. Jexuso je nOoTpe6HO MOKA3aTH Ka 3aM0-
BOJbaBajy ycuaoB iii). To je eBuaenTHO ako je 6ap jexna oX ¢yHkuuja
f(2)u g(z) crenen ox z. ¥ cynpoTHoM ciaydajy, Ge3 orpanuuerma
onmTocTH MoxeMo npernocraButd A2 je f(l)=g(l)=1 un majez=1
jenuua Tauka Ha nepudepuju jeXUHHUHOT KPyra y kojoj f(2) u g (2)
JHOCTHXKY MakcuMalHd monyo. CTaBuMO Taja

f(D)=z2+Air(z=1)P+0(1) (z=1)7, 21, a=f'(1), RIA=+0,
g()=+ Bit(z-1)a+0(1)(z-1)3, z-1, B=g'(1), RIB=+0.
Hmahemo za je
f(2)g@) =Y +Cir(z-1)"+0(1) (z-1)7, 241,

rae je y=a+B=f(1)g(1)+f(1)g (1)=[f(2) £(2)fs=1, r=Min(p,q),
C=A,B,A+B npema TOoME Ha Ju je p<, > uwiau=gq, Na je y CBa-
KOM C1ydajy, Ha OCHOBY TBphema ii) neme 1, RIC==0, wmTo 3Haum
xa je (2)g(2) E-yuxuja.

Ha cnuvan nauumn, Bosehu pauyHa O Tome Za je

f()~1=a(z-1)+o0(1) (z-1), z-1,
B(2)=2B(1+BAiP(z=1)P4+0(1) (- 1)?), z-1, RIA=0O,
nobujamo 1a je
g(f@)=2Y+Cir(z-1)+0(1) (2-1)7, z-1,

rae je y=oB=[g(f(2))}:~,, r=Min(p,q), C=BA, a?B, BA+aiB
npemMa ToMe na Ju je p <, > WM =q. Y CBaKOM Cayuajy, U3 TBp-
hewa i-ii) neme 1 caepu na je RIC =0, wro 3Haun ga je g(f(z))
E-dynknuja.

JIEMA 2. E-¢pynryuja unu je o6auxa edz*, k=0,1,2,... uiu max-
CuManHu MOZyo AoclludCe caMo y KOHAYHO MHOro Mavarxa Uepuchepuje
jeaunuynor kpyra. :

Hoxas. Hexa je f(z) E-yHxuuja pasnuunta o ed z*. Cpakoj
Tauky ¢ nepudepuje jepunuunor kpyra y kojoj je |f(2)| <1 oaro-
Bapa 360r HeNpeKMAHOCTH MOAYyJa jeJlaH OTBOPeH JAyK Ly jeausu-
4HOT Kpyra TakaB Ja je |f(z)] <1 kax rox z npumaza Ly.
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Hexa je ¥ jemna rtauka ca cBojctBoM |f(()|=1. Be3 orpanuuema
ONMIITOCTH MOXEMO mnpernocTaBuTH Ja je =1, f(1)=1. Kako je
f(2)=F2*, To, npema (1), mocroju 6poj A TakaB Aa je RIA <O u
Za je -

[(2) 2% =A(=1) @ -1 4o(l) z-1)%, 21, a=f(1),
H3 4yeéra caeau
|f(et)|=1+RIA 1254 0 (12%), 10, RIA<O.

Ilakne, mocToju € no3uTHBHO TakBo na je |f(et)| <1 3a 0<|t|<e.
Ha Taj HauuH cBakoj Tauky § nepudepuje jeXMHUYHOr KPyra TaKBoj Aa je
|£(¢)|=1 oxroBapa jesaH OoTBOpeH JAyK Ly jeHHA9HOT KPyra y Kome
je § jenuna Tauka y Kojoj f(2) AZoCTHxe MaKCHMaaHu MOAyo. M3 damu-
Juje cBux JaykoBa Ly moxemo mnpema Heine-Borel-oBom craBy u3a-
6paTH KOHa4YHO MHOrO JYKOBa TaKBMX Ja CBaka Tauka nepudepuje
jelMHHYHOr Kpyra npumafa jeZHoMe OX wmHX. Kako cBakH OX THX
JYKOBa CaZpXH HajBulle jeAHy TaukKy y k0joj f(2) HoCTHke MaKCH-
MalHM MONYO, 6pPO] TAaKBMX Tauyaka je KOHayaH.

JIEMA 3. Hexa ¢yuryuja f(z), paznuvulla ox clieliena o4 2, uma
E-cpojciBo y fayku z=1. Axo je
Y (r, t)=Rllog r—* e~ f (ret)) =log | f (re!!)|—a log r,
fana bocioju oxonuna V Maywe r=1, t=0 MarxBa za
i) Y (r,t) uma ce hapyujante uszsoze y V,
1

2k
i) yV je 501 0 ;:z(kr, ) < -M, M>0, rge je 2k pegunu-

cano domohy (1),

i) -"-"'-‘jj-’t-(m’—’ﬁt < Calr=1om, Ca>0.

IHokas. CrojctBo i) caenu u3 uumwenune pga je f(z) pery-
JapHO y Tauku z=1 u ma je f(1)=1#0.

[MowrTo je
f(@) =2 (1+A (- 1) (z=1)*+o(1) (2—1)*), 21, a=f(1),
TO je
[f(et)]| =14+ RIAL 40 (%), t-0,
ma je
1 * ¥ (1,1)
(2k)! APk g

=RIA <0.
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2
Crasumo M= —'/, Rl A. Taga u3 HenpeknaHoOCTH O—k;;;gﬁ
Hajsazn, us

e f()=140(1)(2-1)%, 2z-1,

caegn Yy (r, )=Rllog[1+ O (1) [eti (r—1)+(et! - 1)]*] xam r+1, t-0.
[Towro je eti—1=ti+ O (#), t+0, cBM napuujasHy HW3BOAM pejJa HHU-
xer on 2k ¢yukumje V(r, t) 6uhe jexnaku Hyauy Tauku r=1, t=0,
}-(I)a OC(HOBy TOra CBM M3BOIM pelia Huxer ol 2k—m ¢yHkuuje

"y (r 1)

e anyaupahie ce y rauku r=1, jep je

=0

_d_ﬂ_( 0"y (1, 1)

LR
drn ofm =0

étmorn

t=0

i AGLR MMa y Tauku r =1
ofm t=0

HYJy pexa HajMawme 2k -m, ojaknae caenu iii).

[Ipema ToMe, cBaka oj (yHKuuja

1.3. ¥ oBoM naparpady naBemhieMO HEKOJMKO CHeLUjaTHUX KJaca
E-byskuuja.

Hajnpe, axo ¢ynkuuja f(z) 3amoBo/baBa ycaose i-iii) meduuu-
unje 1, u jeman ox cnexehnx mMehycob6HO eKBUBaNEHTHMX YCJOBa

a) RL /(1) £ a*—a, a=[(1),

b) nomup kpuBux f(e') u e!! je npsor pena,

c) noaup kpuBux |f(2)}]=1 u |z|=1 je npsor pena,
tafa f(2) nMa E-cBOjcTBO y Tauku z=1.

[Tokaxumo Hajmpe na cy ycaosu a), b) u c) mehyco6Ho exBu-
BanentHu. [lowro je, Ha ocnoBy sieme 1, f'(1)#£0 kax rox cy 3anopo-
JbeHu ycaoBu i-iii) medununnmje 1, b) u c) cy exBusanedrsu. lame, us

fle)=1+7Mti-f ")+ (1)) +o(), 120,
caenu
) P=1—@Rf"(1)—f (1)P+o(f)), t-0,
' na je ycJ0B a) €KBUBaJeHTaH YCJIOBY D), Kam rox cy 3aL0BOJbEHH
ycaoBH i-iii) xedununmje 1.

Ja 6ucmo noxasanu Aa (yHKuuMja Koja 3a0BOJbaBa yCBOBE i-iii)
nedpununuje 1 u ycnos a) uma E-CBQJCTBO y Taukun z=1, IZOBOJbHO
je Za nNpuMeTHMO Ja je

f@ -z =" Q) - AP+ (U] (z-1)+0(1) (z-1)% z-1.

caexm ii).
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INokasahemo na ako cy xoeuuujeHTn cTenexor pexa dyuxuuje
f(z) peanHn u HEHeraTHBHH, aKoO je f(z) peryaapua3a [z|<R, R>1,
n f(1)=1, rana je f(z) E-dyskunja.

Tephewe je ounrnenHo y cnyqajy f(2)=2z*. TlpermoctaBumo
crora aa je f(z) pasaumuuro ox z¥, k=0,1,2,... Taga ce y creneHom
peny ¢ynxuunje f(z)=Za,2" nanase 6ap JABa xoe(puuujema pa3nu-
yuTa OJ HyJe. OsHaunmo HxX ca a, ¥ ag p#q.

Ha ocnoBy Schwarz-oBe HejemHauuHe, a 360r HeHEraTHBHOCTH
koeduuujexara a,, umahemo

(i na, )z= (i nYa,Va, )2< %nzan f: a, .
) 0 0 )

3HaK jeJHAKOCTH y HanuCaHO] HejeXHAYNHUW HE MOXE CTajaTH,

jep 6u Ttaxa nYa, GMJAO NPONOPUHOHAAHO ca Va, Kajy ron je a, # 0,
na 6u 6uno p=gq. Crora je

(inan )2\’ ﬁn’ a,

rae cmo HCKODHCTHJIM YMIbEeHHLY Xa je Zag,, HA OCHOBY yCNOBAa O
byskumju f(2), jeaHako jexununu. M3 no6ujeHe HejesHauvHe MMaMO

(inan ) —ina,,< in(n ~-1) a,.
0 0 0

Jaxne, 3ap0Bo/bed je ycaoB f/(1)2—f(1)#RIf/(1

[Torpe6Ho 61 6u0 Ja HOKaXeMO Ja je CJAWYAaH YCAOB 3af0-
BOJ/bEH y CBMUM TayKaMa J€MHHYHOr Kpyra y Kojuma f(z) mocTuxe
MaKCHMaJHd MOAYO. AJau, c 063upoM na je f(z) pasauuyuto of 2¥,
k=0,1,2,... v 1a umMa HeHeraTHBHe Kkoe(uUUjeHTe, MOCTOJH CaMo
jenHa TaKkBa Tauyka, Tauka z=1.

Hajsan, Hanomenumo na y caydajy za cy KoedHIHMjeHTH CTe-
neHor pexa ¢yukunje f(z) peannn, Tana - ako f(z) 3anosobaBa y-
cJoBe i-iii) nedmﬂuunje 1 — nma 6u f(2) umano E-CBOJCTBO y TauKH
z=1 noTpedHo je u ROBOHO ja f(z)—z2%, a=f'(l), nma y z=1
HYJIy MapHOr peja.

II. MIEPMAHEHIIMJA TEHEPAJIMCAHHX EULER-OBHX
[TOCTYIAKA 3BHPJ/bHBOCTH

2.1. CTAB 1. Heka je
fr(z)= Eanv 2.
v=0
Axo je f(2) E-gynryuja, Mana je
¥ law|=0(1) raz n-oo.
v___o
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Ioxas. [TowTto je f(2) perynapuo 3a |z|<R, R>1, T0 je
CBaKu OX pejnoBa 2:;_—0((1,“-[ KouBepreunra. Jla 6u ce nokasano u ja je
HHM3 CyMa TUX peJoBa OrpaHuueH, NoTpe6Ha je AOBOJHLHO OWITPA OLEHA
KoedHuIyjesaTa |any|, antu je JOBOJbHO Ty OLEHy JAaTu CamO 3a n Be-
auko. Onena he 6utn mobujeHa npexo Cauchy-ese ¢opmyse, anu he
6uTH wu3abpaHa NpOMEHJ/bMBA MyTama MHTErpanuje, mnyTama 3aBUCHA
ol n, v u dysxnuje f(2).

Axo je ¢dynknuja f(2) o6-
nuka e¥izk, k=0,1,... TBphewe
cTaBa je epujaenTHo. Ha ocHoBy
JeMe 2 MOXeMO 'CTOra mnpeTno-
CTaBMTH Xa ¢yHKuwmja f(z) no-
CTHIKE Ha je IMHUYHOM KPYT'y MaK-
CHMaJHH MOJYO CaMO Yy KOHa4yHO
MHOTO Tauaka Pp:z=efm!, Osna-
9uMO ca Qm:z = ef™ mexy Tau-
Ky Ha jeIVHMYHOM KpYyry Koja
ce Hazasn usmehy jBe cycenue
tauke P,_; u P, Tama Kpy-
XKHOM JaYKY Qm Q4 npunana
tauka P, a woj, npema (1), ox-
rosapajy ABa NO3WTHBHa 06poja,
2km ¥ om. Onpa je moryhHo je-
¢dunucaTH KpyxHe aAyKose Cppy
u nyxu Dn,, nomohy

Crny
n<<argz<tmyq
1—Yam 328 v<a,n
IZI={1+Y,,,m‘3a v >,
Dmpy:

z=rel'm rne ce r mema y unTepsany
(1=Ymm 1=Yn msi1] 3a v <n Min (0tp,®n+4),
D=Ynm 1+ Yn,me] 32 @pe a0y <agn,
(Y4+Ynm 1=Ynm+il 3 O Y <CGpyq T,

[1'+Yn,,,., 14 Yr, m41) 3a v >n Max (Gm, @ 41)s

NpH YeMY j& Yn, m=n"Y2kn,

Kpyxuu ayxoBu Cpny ¥ Ayxu Dp,, 3ajenno o6pasyjy nyramwy
C nox ycioBoM ja je mo AyxuMa Dp,, NMOAECHO M3abpaH CMep WHTe-
rpauuje. Ta nyrama je O4MrJeZHO 3aTBOPEHA M CaAPXH y YyHyTpall-
wocTy Tauky z=0. Jlame, kaxo je dynxuuja f(2) E-ynknuja, ona
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je perynapna 3a |z|<<1+8, 8>0. C xpyre crpane, Tauaka e/m! yma
KOHayHO MHOro, na nocroju 6poj k= Max k,. 3a cBaKy Tauky 2z my-
tame C Baxu |2|<<1+n~'2k na3an_>N,;>6-%knyrawa C npunana
o6sactu perynapsoctu Qyuxuuje f(z). Ilpema TOMe, 3a n KOBOJLHO
BEeJMKO, AONyIuTeHO je npumenuTn Cauchy-eBy dopmyny

Bpy = —1—~ f fr()zvtdz=

=§L ff"(z)z"’ 1dz+-——2}'f"(z)z‘" 1 de,

Cmny Dmav

2n l any | < Ecmnv+2dmnv.

na je

rze je
cmnv=flf(Z) " (2]~ |dz],

Cmnv
mnv~flf(2)l"i2|“" 1dz].
Dmnv

Crora, a ¢ 063upoM Hd MHAEKC m y3¥MMa CaMO KOHA4YHO MHOrO
BPeJHOCTH, NOBO/BHO j€ Ja MOKaxXeMo Ja je

a) X Cmny=0 (1) Kax n- oo 3a CBaKO m,
b) X dmay =0 (1) KaJ n- 0o 3a CBAKO M.
v
Um+1
3) emn= [1£@) 1217 dz| = [17(ret) | r=v it =
' Crmny fm
Um+1
2 -—-r“"’”""fr“’"'”lf(re"") [ dt.

Um

JennocraBHocTH pazm, npernocraBulieMo, mWTO Hehe cMamuTH
ONIUTOCT HAlIWX 3aK/bydaka, Aa je fn,=0, u unxexc m nehemo y6y-
ayhe nucard. YBeZXHMO, Yy CKJAaly C THM, O3Hake {'=fp,, t"=1p,,.

Kako je f(2) E-dynkunja, craBmajyhu ¥ (r,t) =log |f(ret’)| —alogr,
no6utemMo Ha OCHOBY Jeme 3 gma nocroje N, W & TakBM Ja KaJd rox
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je fr—=1{<n—2% |t|<e,e<e,n>N, Taza je

1y (r,f)
(2k)! ok

<-M M>0,

(3)
1 0™V (1) _
o | SCal 1 Ca 0.

Kako je r—*|f(re!)| nenpekniHo y jefHOM NpPCTEHY OKO jexu-

HUYHOT Kpyra, M Kako je [f(e')[<<1-25,6>0 3a t'<t< € u
e <t <t", To nocToju Ny TaKBO Ja je

el f(re) | < 1-
san>Nynmeltltnt<<t< —e raeje |r—1| nl2k,

&

CraBmajyhu N = Max (N,, N;, N;) umahemo 3a n > N
" —e
(4) f + f [r—en | f (re®) [ di] < 2n (1—3)n.
[ t

C zpyre crpane, nemMa 3 nam omoryhyje na npumenumo Taylor-
oBy ¢opmyny Ha Qyskumjy V¥ (r,t), na modujamo

(5) Y= 3 Calm 3 1> N, 1] <e,
m=0

rae je
_l_omw,r)‘ o1
Lo

Cn () =

IHED | ek e <1l <
m! otm li=r .

Ha ocunosy (3) umahemo
Cm (f) < Cm ]I’— 1‘i2k—m’ Ca > 0,
Cor () <—M, M>0,

OZakJie je, Ha OCHOBY (5),

2k—1
V(K'Y Calr—1jm|t|m - M,
n=0




€
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-4

fr‘“" [f(retiy|ndt = fe"‘l’(" Ndt

—e —&

€

< fexp nrk—l

> Colr—1]tk=m [fjm _ pppsi ]'dt<
m=0
—&

&
2k—1
< 2]ex C,, M2k fn _ pMp-gex | g4 <
X p m X
m=0
0

@®

2k—1
K 2n— 102k fexp[ > Cnum —Mu”‘] du.
m=0

0
Onarne, 360r (4), crexu na je
tl’

t

f r=on | f (ret!)|n dt = O (n—112%), 1 50,
IMpema (2)

e

{6) E Cv= 2 r“"“’fr"“"[f(re”) " dt < Kn—'r2k
y=) v=0

@
E ran—v.
v=0
t'
Kako je

r= [r, 3a v>an,

rs 3a v<<an,
THe je

ry=1+4n=12¢ rp=1_p-12
TO je

lan] lor]
A P
v<an v=0

v=0

1-r,
2 revg Y

1 < Iy
r%an]i- —-v_ 2 rrv=
v=an Cv=lanr]+l Cv=0
M3 nobujennx oumena creau

=plf2k,

Eor“"“"<2n”z"+l,
V=

2 36opuuk MaTemaTrukor HHCTHTYTA

= 12k,
r—1 14n
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ma ce ma ocHoBy (6) mobuja
Zoc"” =0 (1), n»oo.

b) ¥Yseaumo cnenehe o3nake: a= Max dnm, k= Max kp, 8,=n"'%,
yn=n"1”%. Tana je :

[ 14+¥n

fj_lf(fei{m)]"f‘”fldr 3a v<<an,
1-Yn

H

am,w=f|f(z>1"|z|-v-1ldz1<

Dmnv

1+vn

f_ \f(re!fm)p r—v=tdr 3a v_>an.
L1+3n

flo npernocrasuu je |f(e!fm) | 1—28, 0 < e 1/2. Taxa he 36or
HenpeKuIHOCTH GuTH |f (reltm) | << 1—8 3a |r—1|<8, rne je 8>0.
Kaxo yn -0 Xag n- 00, TO je, 3a 1 JOBOJ/bHO BEJHKO, Yn < 8. Crora je

1+vn y » 2ya(1-8)" (1-yn)~v~! axo je Bn= - Yn
f |f(relfm)|nr—>~tdr < | _
1+8n Ya(l1—g)?(14+8,)"" axo je B =80,

ojakJje, 3a n JAOBOJbHO BEJIHKO, TaxBO Ja 'je

1 1
AN Y,,g—-za,»(l-y,,)%>1—e,

cnepn

o on -3
2 dmnv < E dmnv+ 2 dmnv <
v=0 v=0 v=an

<2vn(l—e) vgo(l - Yn)._v_"i'Yn(l -g)" vz (148771

L2 -er(1-Ya)~ " +2 sl (1—e) <
<2(1-¢e)F+2)n(l—e)"=
<

o (1) xax n-oo.




Omta kaaca nocrynaka s6upmusoctd Euler—Borel-osor Tuna.. . 19

2.2. Kao Henocpenny mocaexuny craBa 1 po6ujamo caemehu
craB 0 nepmanennuju (E, f) nocrynaka 361p/bHBOCTH.

CTAB 2. [oBoman ycnos 3a Uepmanenyujy (E, f) Gociiyika 36up-
musociiu jeciie ga f(z) 6yse E—qpyuryuja pazauvuilia on xoucilianiie
u za je f(1)=1.

Hokas. Ha ocioy nosuaror Toeplitz - Schur-osor craBa no-
TpeGHO je Xa NoKaxemo Ja

(-]
a) Ea,,,,~>1 Kax n -+ oo,
v=0

b) a,-+0 kax n-+ oo 3a cBako v yTBpheEHO,

c) i @ | = O(1) Ka; n- oo,

rae je fi(2) =3 ay 2"
v=0

IMowmro cy dyuxuuje f* (2) perynapue 3a |z| <R, R >1, T0 je
f1(1) = Xan, Kaxo je f(I)=1, 1o je ¥ a,=1 3a ce n.
v=0

INowrTo je |[f(2)|<<13a |z|=1, u mowrto je f(z) pa3auuuTo OZ
KOHCTaHTe, Ha OCHOBY MNpHMHUMNA MaKCHMaJHOr MozxyJaa Guhe, 3a
|z) =1/2, Max|f(2)|=8<1. Ha ocnoBy Cauchy-eBe HejexHaumue
umahiemo Taza |a,,| < 28", na Baxu b).

Hajsan, u3 craBa 1 caexu c).

Jloxasanu craB naje noBo/bHe ycaoBe xa 6u (E, f) mocrynak
36up/bUBOCTH 6O mepmaHeHTaH. [IpHpOZHO ce mocraB/ba NMuTame O
noTpebHuM W AOBObHWM ycaoBuMa. QUHIVIELHO je Ja NpBH YCJOB Y
nedununujn E-dyskuMje, ycaoB Koju 3axTeBa peryJapHocT QyHKnuje
f(z) y u Ha jenuHnuHOM Kpyry, Huje mnotpebaH. [lorpe6Ho je na
¢yHknuja 6yne perysapHa yHyTap jeJMHHYHOr Kpyra, jep y CymnpoT-

©

HOM Cayuajy PemoBH Y |a,, | HE 6u Gunu CBM KOHBEPrenTHu. Meljy-
“~ :

=0

TuM, H4je moTpe6HO na ¢yHkumuja f(2) 6yAe peryjsapHa u Ha jenu-

HAYHOM KDYTy, 1ITO NOKa3yje npumep (yHKuumje mneduHucaHe crene-
-] n

6 2 .. .
HUM pexoM — > = UMju je NOAynpeyHWK KOHBepreHuuje paBaH
T n=0 n
jexuHMNM, a KOja unak AeQHHMAINE jeaH NePMaHEHTaH NOCTynak 36up-
JbUBOCTH. YKOJIHKO GUCMO ce pemuyad Aa npo6iemy npuljemo y CBOj
moryhoj onmTocTH, MOpaad 6UCMO TPETHPATH M ciayuajeBe Kaxa QyHK-
UMja Huje perynapia Ha py6y jeauHayHOr Kpyra. ¥ ToM cayuajy,
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mehytum, Toeplitz-Schur-osu ycnosu o xoedunujentuma a,, ne Gu
ce BuIle Jaju MNpPEBECTH Ha jeJHOCTaBHE ycaoBe O QyHkuuju f(2).
Ha npumep, npesohemwe camo Toeplitz-Schur-osor ycnosa a) 3axre-
Baao 6u pe3yATaTe 3HAaTHO OWITPUje OJ OHMX KOj# CY CaApXKaHu Y
Fatou-Riesz-oBom uaun ancoayrsHom Fatou-Riesz-osom ctaBy. Ctora je
NpUpPOXHO orpanuueme Ha oHe (E, f) mocrynke 36up/bHMBOCTH 4Hja je
¢ynkunja resepaTpuca peryjapHa y M Ha jexuHuuHom Kpyry. Hamo-
MEHMMO Jia Cy CBM paHuje nocmarpaHu cnemwjanuu cayuajesu (E, f)
NOCTYyMNaKa 30MPJ/bUBOCTH MMaJH MOMEHYTO CBOJCTBO.

Ouuraenso je ma cy yeaosn f(l)=1u |f(2)|<C13a]z|< 1
norpe6uu 3a nepmanennujy (E,f) noctynxa 306MP/bUBOCTH YKOJIHKO
Ce OrpaHMMHMO MNOMEHYTHM 3aXTeBOM Ja je f(z) perysnapHo y Kpyry
pehem op jexunuusor. LTto ce Tuwe ycnaosa iii) y neduunuuju E-
¢yuknuje, craB 3 nokasahe na ce Taj yC/AOB HE MOXKEe CacBuM OT-
crpanutu. OcTaje OTBOpEHO NMuUTame Ja JU C€ Taj yCJAOB MOXe 3a-
MEHMTH ONUUTHjuM, HAa npuMep ycaoBom jaa Pyukumja f(z) 6yme nam
CTenmeH Of 2 WIM Ja MaKCHMajJHW MOAYO Ha jeIMHUYHOM Kpyry KO-
CTHXKE HAjBHIIE Y KOHA4yHO MHOTO Tauaka.

2.3. CTAB 3. Hexa je
i) f(2) perynapro 3a |z| <R, R>1;
i) |f()]=1 sa |z|=1;
iii) f(z)#e¥i 2%, k=0,1,2,...
Tana, us
fr(2)= > G 2
v=0
caenu

> lan 200 Kam no oo.
v=0

IO okas3. [lokasahemo Hajnpe na a,, yHHDOPMHO Texu HYyJH
Kaj n Texu GeckoHauHOCTH. [Ipumenumo paju tora Cauchy-esBy dop-
myay. Ha ocnoBy ii) umahemo taza :

2
2n|a,| = l ffn (2)z—7-'dz fe[nfp(l)——v:]i dt l )

jz;=1

rae je
¢ ()=arg f(e)= —ilog f(e").

360r i) u ii) f(z) 6uhe npousBox KoHa4HO MHOro QyHKnUja 06-
auka e LA

1 ., |2,1< 1, npu uemy, 360r iii), CBU z; HUCY HCcTO-
—R; 2
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BpeMeHO jenHaku Hyau. Ha ocHoBy Tora ¢’ (f) Guhe 36HD KOHA4HO
mHOro Qpynknuja obnauka

l"Pi
1-2p,cos(t—8;)+p

rAe CBM P, HE MOTy MCTOBPEMEHO OWTH jeliHaku HyAu, na QyHKuuja
¢ (f) MOXe uMaTH HajBulIE KOHAYHO MHOrO Hyxa y uurepsaay (0,2x].
Momohy nyna ¢ysxumje ¢”(f) u Tayaxa xoje mpercraBibajy cpeAute
IBejy y3acTONHHX HyJa uHTepBaa [0,2r] pasje/peH je Ha KOHauaH 6poj
2k noxuuTeppana. Hexka je jenan Takas noaunrepsax [a, B]. bes orpa-
HHY€MHhA OMIUTOCTH MOXEMO MPeTNOCTaBUTH Ja je ¢” (a)=0, ¢”"(f)>0
3a a<t< f. Hame tBpheme Guhe noxazaHo ako noxkaxemo 1a je

- B
(7) l f Cadiadl dl‘<;—-k 3a n>N(e) u cBaku 1ueo 6poj v.
‘ I

Hexka je
g(®)=Ming" (1) 22 a+ = <I<P n Ne)=

Ounrnenno je

1024 2
e2 g ()

a-t-&/dk
8 f [ne (f)—vl‘}fdtl < £ .
®) f ¢ <z

o

Jla 6ucmo oueHuaM HHTErpas Npexko uHTepsana [a+&/4k, B] npu-
menunhiemo caenehy snemy Van der Corput-a (8. na np. [10], cTp. 117).
Ako je f"(n)>p >0 3a a<{n<_b, Tama je .

b
’ j' /@ dn <%
a

Onarze je
] .
! D($)— | 8 8 £
) | fe‘""“’ Mg e < S
ot I\ Vag(e) VN(e)g(e) 4k

N3 (8) u (9) cnean (7), nakae a,, yHHOOPMHO TEXH HYJH KaJ -+ 0o.
[Ipema Tome p,=Max|a,,|>0 Kag n -+ co.
v

INpema i) u ii) umahemo, Ha ocHoBy Parseval-ose ¢dopmyae,

3 ’—.l. ( 10} 12 ff =
vgola‘wl —2ﬂ6flf(e Y2di=1.
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Kako je ouursnepmo -

™ ’ ®

Dn Zoianv | > Z:O | any %,
TO je
E anv‘>pl - 00 Kajg n-» oo,
yv=20 n

dpMe je TeopeMa HOKa3aHa.

III. KHKIY3HUJA MEBY I‘EHEPA.HI/ICAHI/IM EULER-OBUM
NOCTYILIMMA 3BHP/bHMBOCTH
3a noKa3 craBa uHKAy3uje morpeGHa HaM je caexeha
JEMA 4. Hera je ananufinvra gpyuryuja f (z) peryaapna 3a |z| <R,
R>1 u nexa je | f(2)| <) 3a [z|=1. Ako je f"(z):iam,z", mapaje
=0

5): lan|=0(n) xaz n- oo.
v=0

Joxas. Hexa je « nponaso.zbau no3utuBad 6poj M Heka je
M(r)=Max |f(z)] 3a |z|=r. [Ipumesom Cauchy-ese ¢opmyne Ha dyHk-

nnjy fr(2)= 2 a,, 2¥ pobuja ce
v=0

(10) |ann] K MP(r) r=¢ =r*"—v [r~= M (r)]" 3a cBako r <R.
[Tlpema Hadamard-oBoj Teopemn, log M (r) je xonsekcna ¢yHk-
uuja ox log r, ma je ,
(399 reM{@)=1+0((-1), r-1.
CraBumo
[1 ~nt 3a van,
[ =
14+n-1 32 v>an
Taxa ce 3a n > N> (R-1)"%, 36or (10) u (11), nobuja

Elanv§= Slawl+ T lawl<

v=0 v<an v>an

H+0E | T (1=nmt)or 4 3 (L]

v<san v>an

(1 )[E A== + E (1+n=1)~v ]

v=0

<0
<o) Qn+1)=0(n), n+co.
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HanomenuMo jga ce mokasaHa jema Moxe JOOGHTH M Kao mocJe-

auua crexehe Teopeme: Ako je dynkumja f(2) = > eoa, 2" pery-
napha 3a |z| <R, R> 1, tana ]e

3 ol < j | (e dt.
n=0

Hanomenumo, Ttakohe, ma ]e 3a JOKa3 CTaBa 4 NOBOJ/bHA M CJa-

6uja omeHa Y, ,-o|a,,|=0 (87) 3a cBako 8> 1, Koja je mosmara 71,
1V 176).

CTAB 4. Hera cy (E, f) u (E, g) asa Gepmanenling focllyiixa 36up-
supociiu. Aro je

i) @yuryuja h(2)=g(f? (z)), Koja je pgegpunucana y oxoauHu
fiayke z=1, E-¢pynryuja u axo je

if) $a=0 ("), n300; r<R, M(r) <R’ raeje ¢pyuryuja f(z) pe-
ryaapua 3a |z2| <R, qbynxqula h(z) aa |z|<<R' u rae je

M (r)=Max |f(z)]| 3a |z|=r,
mapa u3
(E, )-lims,=s
caeau
(E, g)-lims,=s.

Jokas. [IpernoctasuMo na cy yca0BH CTaBa 3a0BO/bEHH H
yBeaumo ciaeinehe osHake

f1(2)= 2 a2, g"(2)= ibnv 2, hn(2)= f: Cav 2%
y=0 v=0 v=0
Ti=lan), Ty=lbm} Ts={[ca.}
[Towro je h(f(2))=g(2), 6uhe A7 (f(z))=g" (2), na je crora

-] -] (- -]
>t 2 Qymzm= D bpm 2™
v=0 m=0 m=0

Crora, Ha ocHOBy Weierstrass-oBe Teopeme O ZBOCTPYKHM DE€AOBHMA,
nmahemo

]
bam= 2 Cnyym, HaKne, TyTy =T,
v=0
[Towrto je HU3 s, 36upmuB (E, f) Ka §, n MOWTO je MNOCTymaK

36upsuBoctd (E, h) nepmanenrtan, Tg(7,s,)~»s. Tpeba nokasatH Aa je
Hu3 s, Takohe (E, g) 36up/pHB Ka s, TO jecT Aa T,S,=(T3Ty) s, s.
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Pagu Tora je noBosbHO nNokasaTth Ja je Ty (T, $,)=(T3Ty) s, TO jecT
Ja je

(12) ’ > E Cnv Ovm S;m = E 2 Cny ym Sm-

v=0 m=0 m=0 v=0

Pazan Tora npumennhiemo Weierstrass-osy Teopemy O JBOCTPYKHM
penoBMMa Ha pej
3 E Bym Sm 2

v=0
Ha taj naumn, npomeny noperxa cymauwuje (12) onpasiahemo ako x0-
“

KakeMO 1a j€ pell’ % dymSm 2™ =f, () KoHBeprenTan 3a |z} 1485,
“m=0 : :

>0 u naje pen Etnv fv (z) yaudOopMHO KOHBEPreHTaH 3a | 2| < 1+6.
Hexa je r<R H M(r)<R’ Moryhto je u3abpary 8>0 Hr,
takBe ja je (148)r=r,<r,<R u 1a je
(13) M) < R".
Taga, 3a |z|<C 146,

E lum| [$m] |2]m <K 2 |@vm|rm (1+8)" =

m=0
(14)
» . <K E'lavmlrin<°°,
=0
jep penoswm "

) © ©
Y ap?, ¥ a2 v Y a2
v=0

y=0 v=0

MMajy WUCTHM MONYNpPEYHHK KouBeprenuuje. Jlaxne, penosu xojuma cy
neduuncane odyuknuje f, (z) xonseprupajy 3a |z| < 148. .

C npyre crpane, 36or (14), nmahemo

(15) I @ISK 3 (aml P 121 < 148,

m=0

[Tpumenom neme 4 Ha dyuxuujy f(r,.2)/{M(r,) no6ujamo

o | < Ly M (ry),

m=0

-]
ozakyie cieium Y |aym |11 <C LMV (ry) 3a v Behe ox n3BecHOr v,.
m==0
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Ha ocnoBy (15) mMamo Tana
1 (DI KLMY (r), [2]<<U+8, v>w,,

na, nowTo je pex > |ca|M"(ry), 360r (13), kouBepreutan, pen

v=0
0
¥ cav £ (2) ynudopmuo kouseprupa 3a |z|<1+38, uume je Teopema
v=0
NOKa3aHa.

Jlokasana TeopemMa MNOCTaB/ba OWTpe ycaoBe QYHKHUjU g (2).
CTporocr THX ycJaOBa He MOTHYe, MehyTuM, OX HEZIOBO/bHE OMNIITOCTH
TeopeMe — OHa je y cam0j npupoau cTBapu. [la 6HCMO TO MOKa3anu
npumepoM, nocmatpajmo nocrynak (E,e*~'). Ilowrto Qynkuuja e~*
y3uMa BpPEIHOCT jelaH y Taukama 2z=1+2kri, k=0, +1, £2,...,
cBakM 0J Hu30Ba S,=(1+2kmi)", k=0, £1, +2,..., 36Up/bUB je xa
jeaunnuu. Ha Taj HaumH, na 6u noctynak (£, g) campxao nmocTynax
(E, ¢¢~1) norpe6Ho je, usmely octajsor, Ja CBaKu OJ NPETXOXHHX
nu3oBa 6ynae (E,e*~!) 36upsbHB Kka jexununu. Mehyrum, TO je Mo-
ryhHo jeguno axo ¢ymkuuja g (2) y cBM Taukama 2 = 1 + 2kmi,
k=0, +1, +2,... y3uMa BPeJHOCT jeJaH, WITO NPETCTaB/ba jeLHO BPJO
OINTPO Ol"paHH‘IEXbE, KOje Huje jemxuHO.

IV. JEDHA CIIELHHMJAJIHA KJIACA TOCTYITAKA
36MPJbHBOCTH

4.1. ¥ oBome oze/bKy npumeHuhieMo noOGujeHe CTaBOBE Ha KJacy
nocrynaka 36up/bUBOCTH KOjy je yBeo Kapamarta, TO jecT Ha nOCTynke

, THe Cy

36upmsusocta (E, f) xoju oxrosapajy ¢ynkuujama f(z):a'ZH;
cz+

a, b, c u d peannn 6pojesu.

IMowTto f(2) ka0 CHHryJapuTeT MMa CaMO jeXaH noJ, Aa 61 pen
on f(z) 6MO anconyTHO KOHBEpreHraH 3a |z|=1, WTO je NOTPeGHO 3a
nepMaHeHIu]y oArosapajyher mocrynka 36MpJbHBOCTH, Taj MOA MOpa
Cce HaJa3WTH BaH jefuHHuHOr kpyra. Crora cy yciaosu d#0 u fa)=1,
TO jecT a+ b =c-+d noTp€6HMn 3a nepmanenuxjy. Ha Taj HauuH, Orpanu-
yaBajyhu ce Ha nepmMaHeHTHe MOCTYMKEe, MOXEeMO YeTHDHU NapaMerpa
a, b, ¢, d cBeCTH Ha JBa He3aBHUCHa M nucatu f(z) y 06JuKy

a+(l—a— z
f(2)= at(l—a—Ff)2
1-82
OxroBapajyhu nocrynak 36up/bUBOCTH O3HauaBahemo ca E (q, §).

CTAB 5. [la 6u Gociyiarx 36upmusociiu E (o, B) 6uo depmanenak,
hoilipeGHO je u A0BOJHO A4 UIU

a=B=O
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uaiu

a<l, B<1, a+B>0.

Hokas. i) Ycnosu cy norpeGus.

Ha ocnoBy npsa xBa yciaosa Toeplitz — Schur-a, f(z) nHe Moxe
6MTH KOHCTaHTa, na je npema tome a#1 u B#1.

Kao wrto cmo Beh nokasanu, ¢pynkuuja f (2) Mopa 6uTu perynapaa
3a |2|< 1. Hakne |B| < 1.

U3 -
E 'anvlv> E (""l)v Qny
y=0 v=0

n

9atp—1
=lr(-p=| 25

S au|=0 (1) x0x 100,
v=20 .

crexu | f(-1)|<1, nakne |2a+4+8—-1|<1+8 wro gmaje a<l u
a+f>0.

Axo je a + 3 =0 6uhe nau a=0 u B=0 u oxrosapajyhu nocrynax

je nepmaHenrad, uau nak a#0, TO jecr f(z)=12:a u oaroBapajyhu
az

TMOCTynaK — 1pema cTaBy 3 — Huje nepmaneHrtad. [Ilpema Tome, mo-
Tpe6Ho je na 6yze uau a=§=0 uan a+p>0.

ii) YcnoBu cy mOBOJBHM.

Axo je a=p=0 dynkuuja f(2) cBoau ce Ha PyHKUM]y 2z, 2 OX-
ropapajyhu mnocrynak 36MpP/bUBOCTM CBOAM Ce€ HAa KOHBEPreHuujy

¥ cynporHom cayuajy, mowTo je <1 u f>-a>-1, dyuk-

nuja f(2) perynapsa jesa|z|<<R, R> 1. [lowro jea <1 una+p>0,
6uhe2a+B-1<1+Bu —2a—B+1<14B, maje|f(—-1)| < 1. Haraj

HauuH |f(2)|<1 y cBuM Tauxama jeJWHMYHOr Kpyra H3y3eB Tauke -

z=1, jep ckyn Tauaka z 3a koje je |f(2)|<{1 jecre mau noaypasau
Rz 1 uam Kpyr KOju nposasy Kpo3 Tauky z=1, uuju je wnesrap
Ha peaJHOj OCH M KOju Cajpxiu Tauky z= -1, jep je |[f(-1)|<1.
ITowrro je

Q)=

1- " — C
I_Bv f (l)"" (1_3)2 , U.<1, Q+B>0x

umahemo

fr (1) <fQrE-rQ)

na je f(2) E-dpyskuuja. Kaxo je f(1) =1, 3a10B0B/beHH Cy CBH yCAOBH
crasa 2.




Onwra kaaca mocrynaka a6upmusoctn Euler —Borel-osor Tuna... 27

4.2. CTAB 6. Hera cy E(o,B) u E(«', f) aBa uep.uaueumua do-
ciiyixa 36upmuBociiu. Axo je

i) a/+p'—a'B>a+B—af,
i) 1 >a+B-af,
iii) s,=0 (r),

rae je
r<—l—, ax{n::ul-(l-—cx-—ﬁ)r , (l-a—B)r-a ]<l—a—B+ap' :
|B] 148r 1+48r [ —B|
mana u3
E(a,B) - lims,=s
Creaqu

E(d, §") — lims,=s.

Hoxas. HUs f(z)= at+(l-a-g)z
1-B2
caenn
“1(z)= — 2°%
= e
olakie je
16) h(2)=g(ft(z))= L0t E Bt -a-Frap)z
( ) (Z ( (Z)) l_a_p_l_apl_(gl_s)z
Crasmajyhu
h(s) =LA -0 —p" 2
1-8"
nmahemo "z
a’= (I'—a+aﬂ’—a’B ”=_;",___B——-
l-a-B+ap’ I—a—Btaf

[IpemMa ctaBy 5, norpe6HM H LOBOJbHH yc:xosn xa 6u E (a”, B") 6uo

nepMaHenTaH NOCTyMaK Cy HJd o’=p"=0 mro je, 36or <1, exBu-

BaJeHTHO ca &'=a, B'=8, nau nak o” <1, B <1, a”+p" >0, wro je

€KBHBAJIEHTHO ca caelehiuM HejeXHauMHaMa

o-ataf—of , F-P <1, %4 B'-a-B+af -a
l-a-B+ap’ l—-a-B+af’ l—a-—-B+aff

Mehyrum, nowrto ¢ynxuuje f(2) u g (2) 3an0BObaBajy ycaoBe TEO-
peme §, mocaenwe Tpu HejefHauuHe CBOZE ce Ha caexehe nBe

a+f-aB>a+B-of, 1 >a+p—af.

[Ipema TOMe 3am0BO/beH je ycs0B i) craBa 4.

> 0.
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Jla 6ucMO moKasaiu Aa je 3aJ0BOJbeH M YCJIOB ii) mcTor CTaBa,
npumetnumo Aa je Qyukuwmja f(z) perynapua 3a |z|<<1/|B| u za je,

npema (16), pynxuuja h (2) perynapua 3a|z| <l;|(I_B+uB,' C npyre
' -8l
ctpane, 3a|z| <r, 1 <<r<1/|Bl, Max |f(2)| 5Hhejenuax“+(l““‘8)'

, 1-8r
(l—-a—-B)r—a .
Han ———mr——— npema ToMe Xa JH je a+B (1 —a-B)r* no3uTUBHO

WAW HEraTMBHO, LUTO C€ MOXeE TOKa3aTH JakuM pauyHom. Ha ocHOBY

TOra ¥ Ha OCHOBY NpPETNOCTaBKE O MOHAIABY HU3A S, 3aK/bYUyjeMO
Ja je 3a40BOJbEH M YCJOB ii) craBa 4.

V. IPUMEHA HA TEOPWJY AHAJIMTUYKOTI ITPONYVXKEMA

5.1, CraB KOju ce Aaje y OBOM OX€bKY NpeTcTaB/ba yONLUTEHE
MO3HAaTMX CTaBOBa O AHANMTMYKOM NpPOAYxewmy nomohy Euler-osor,
oxHocHo Borel-oBor noctynka 36upibuBocTH. [lomro ce Tperupajy
OnITHjM MOCTYNUYM 36MpPLUBOCTH, ¥ QOpMynaumja cTaBa u AoKa3 6uhe
croxennju. Ha npumep, nojasibyje ce Temkoha 36o0r Tora mto GHyHK-
nuja f(z) — renepaTpuca MOCTYNKa 36GMP/bHBOCTH KOjH MOCMAaTPaMoO
— Huje HyxHO uena QyHknuja, Beli MOXe umaTu y Bequxom cTereHy
Npou3BO/bHO pacnopehene cuHrynapurere, wro he 6utm ox ytuuaja
Ha 06/1aCT y K0joj OArosapajyhu NMoCTynax 36up/buBOCTH aHAANTHUKH
NpoJy»KaBad JIaTH €JEMEHT HeKe aHajiuTHuUKe (ynkuuje. Ha Taj Hauuy,
061aCT y KOjy Ce BpLIM aHAJMUTHYKO TPOAYXKewe 3aBucuhe OX NBE
BPCTE CHHTY/IAPUTETa: CHHIYyJapuTeTa QyHKIHMje unje aHanMTHUKO MPO-
AyXewe TPaKUMO M CHHryJapuTeTa (QyHKuUMje reHepaTpuce OHOT MO-
CTynKa 36HP/bHBOCTH MOMORY KOra ce TO mpoayxerwe Bpum. (Y pa-
Huje npoyuaBanuM ciyuajesuma — Euler-osa, Borel-osa, Mittag—Lef-
fler-osa, Lindelof-oBa 36up/bUBOCT — O6MACT je 3aBMCHJIA CaMO OJ NpBE
BPCTE CHHTYyJapHTeTa).

Heka je f(2) E-dymxuuja, f(1)=1, u nexa je R monympeunux
KouBeprennuje crenesor pepa Ooxf f(z). Osnauumo ca K (f, L} ckyn

< )

auTvuka GysKOMja perysapHa y nouyetky. CBakOM HE3MHOM CHHTY-

naputery § oxrosapa jexan ckyn K (f,3). Ilpecex cBux TakBMX CKY-
nosa quaquhemo ca A (f, F).

CBHUX TayaKa 2z TaKBHUX Ja je

< 1. Hexka je F (z) ana-

O6aactu A (f, F) mory GuTH jako pasauuute 3a pasue pyHxuuje
f(2). One He Mopajy GWTH HM MOBE3aHE, Kao wWTO nokasyje ciaexehu
npumep. CraBuMO

%22+(1—-i)z-1+i

F(@=(1-2)7% f()=e 2.
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Tanajelf(z)l=e(l—wz) (sz_”, na je f(z) E-byukumja, a o6aact
A (f, F) cacrasmena je on onor yraa usmely npasux Rlz=1w
gmz=1 y xome nexu Tauka 2=0 H yraa yHaKpCHOT TOMe.

Hacynpor Tome, o6aact A (f, F) yBex je TakBa Ja je y HO0j Ha
jelHO3Ha4yaH Ha4uMH AePMHHCAHO AHAIHTHUKO MPOLYKEHE OHOr ene-
menta QyHnknuje F (2) KOju je HaT cTemeHMM Da3BUTKOM Te€ (YHK-
nuje y tauku z2=0. Jla 6ucmMo TO nNokasaau, JOBO/bHO je Xa YTBp-
AMMO 13 CBH CHHryJaputeTH QyHkuuje F (z) npunagajy KOMmjaeMeHTy
obnactu A (f, F), 1 1a Taj KOMIJHMEHT Ca CBaKMM CHHIYJapPHTETOM
CaApxH W HEKA 3aCeK — Yy ONLITeM CJIyuyajy Taj 3aceK je Heka Kpu-
Ba JIMHMja KOja Taj CHHT'YJAapUTET Craja ca TauKkoM GeCKOHauHO. 360r
f(1)=1, ouurnexno je na ckyn K(f,§) He cagpxu Tauky z={, na
A (f, I') - xao npecek CBMX TaKBMX CKYyNOBa — He CaZpXW HujeaH
cuHrynapurer Qyskuunje F(z). Ila xomniaemeHnt ckyna A (f, F) caxp-
XM M 3aceke, Mame je ouuraenHo. Jla 6ucMO TO MOKasanu, JOBOJHHO
je ma yTBpnuMO Xa KommnemeHT ckynma K (f, 1) caapxu KpHuBY KoOja
cnaja Tauky z2=1 ca TaukoM z =oo. AKo je PpyHkuuja f(z) uena, npu-
METHMO JIa Ha OCHOBY NpHHIMNA MaKCHMaJHOI MOZYJa, HeNnpeKui-
HOCTH MOAyNa H 4Yumenulie Aa je f(1'=1, nocroju He camo jenHa
KpHBa, Beli yHTaBa jegHa 06/aCT KOja noBe3lyje Tauke 2=1 U 2=00,
y uujoj je cBakoj Tauku |f(2)|>>1, u Koja je .crora cagpxaHa Yy
KomniaemeHTy ckyna A (f, F). Ako (QyHKIuWja HHje uenaa, MCTO pe3o-
HOBalbe JOKa3yje ersuCcTeHUujy jefne o6JacTi KOja npHnaga KOMIJe-
Menty on A (f, F) u Koja nosesyje Tauky z=1 ca HEKOM TauKOM
nepudepuje kpyra |z| =R. Kako cmomawmmoctT Tora Kpyra Takohe
npunana xomniaementy ox A (f, F), Taj KOMIJIEMEHT CaZpiH 00JacT
KOja moBe3dyje Tauky Z=1 ca TaukoM z=oo.

Jedununuja ob6aactu A (f, F) omoryhyje Ham xa popmyanmemo

CTAB 7. Axo je(E,f) Docluyiiax 36upmusociiu depmanenima, (E, f)
mpancopmayuja Husa Gapyujennux cyma pepa B A,z2" = F(z) yHu-
n=0
¢opmuno kouseprupa xa F(2) y cBakom orpanuvenom 3afiBOpeHoM feny
K (f, F) ckyia A (f,F).

Hdoxkas3. i) JJokasahemo Hajupe TBphewe cTaBa y CneunujanHom
cayyajy F (z)=(1—2)-*. CraBumo

i (z)=§ 82, S, (2)= }": 2m,
v=0

m=0

Taga je

] © v+1 )
c,,(z):Za,.vs,,(z)aszanv(ll _z+)= 1 2 S a,, 2"

it = -z 1=z} 1—-2z 1-z =
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Axo 2z npunaxa o6mactu A (f,(1-2)"1)=K(f, 1), tama, npso,
pen Y a,,2” KouBeprupa u cyma my je f"(z), u mpyro, |f(2)| <1,
v=0
na fn(2)»0. Crora o,(2)»>(1—2)"L

A0 nocmaTpaMO OrpaHu4eHy 3aTBOPeHy o6JjacT .canpmaﬂy y
A (f,(1-2)"1), xonBeprennuja he Outn ynudopmua, jep y TOM Cay-
uajy |f(2)| < 1-8, 6§ >0, na f7(2) yERupopMHO TeXH HyJu.

ii) ITokasahemo xa nocroju konrypa C ca caenehum cBOjCTBUMA

a) Pynxunja F(z) perynapha je yHyrap KoHtype C H Ha B0j;

b) [Z|<R~8, 86>03a 2EK(}F), u€C,
u

c) Z Ll—e e>03 26K(f,F), ucC.
u .

Io npedunuuuju obnactu A (f, F), |2/{|<R kam 2€A(f, F)
[MokaxnMo ma moctoju & >0 TakBo Aa je |z/{| < R-28 3acBako {
koje je cunrynapurer ¢yHxkumje F(2) u cBako z u3 K (f, F). [lpume-
THMO, Paiu TOTra, Ja je y TOM jomeHy ¢ysKuuja |z/f| uenpexunsa,
jep { He y3uMa BpEAHOCT HyJa, nomwTo je F(2) perysapHo y nouerky.
Hamwe, kaxo cy ckyn K (f, F) u ckyn cuuryznapurera pyuknuje F (2)
KOMNAKTHH — IMOCHAEAHH 3aTO IITO PalHMMO Y 2-PaBHH NPOIIHPEHO]
TAuKOM 00, TO QyHKIMja |2/ | MOpa y3UMATH CBOjy MaKCHMaJHY Bpel-
HOCT y NOCMaTpaHOM JOMEHY, W KaKO jé Ta MaKCHMajHa BPEAHOCT
Mawa OX R, Tspheme je 10Ka3aHoO. ' .

Hame, kako je 36or |z/{|<CR—28, ¢pyuxuuja |f (2/0)| Henpexu-
IHa y NOCMaTPaHOM IOMEHY, TO M OHAa JOCTHXE Y HhEMY CBOj MaKCH-
MyM, KOju je — mnpema xedusuuuju obnactu A (f, F) — mamu of
jexunuue, na Baxu |f(z/0)| < 1-2¢ >0 32 2z€ K (f, F).

Hexa je dy orcrojame Tauke § ox ckyna K (f, F), Koje je mo3su-
TUBHO, jep je ckyn K (f, F) 3aTBOpeH u He caapxu Tauky L. M3 unme-
HUIE fAa je CKYN Tauyaka { — Kao CKYN CHHTYJapuTeTa aHaJHTHYKe
¢yuxumuje — 3aTBOpeH, ciefn Aa je MO3MTHBAH M 6poj d=infdy,
INowro je ckyn K (f, F) orpanuyen, TO noctoju 6poj M TaxkaB ja je
|2]<CM xax rox je z€ K (f, F). Ca p 03HAaYMMO NOJYNPEYHHK KOH-

f(29)—f(2)

Beprenuuje crenesor pexa dynxumje F (2), a ca L — Max
21_22

3a {z,], |z,| < R~&. YBenumo, Haj3an, o3Haky

2 2
2n=Min(ld, L, 08 pe).‘
2 2 2M 2ML
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Oko cBake Tauke [ kOja je cuHryaapurer Qynkuuje F (2) onu-
muMo Kpyr Cy o, moaynpeunnka 2v. Kax tauka u nexu yHyrap tora

Kpyra, umamo |u~—%|<<2n. Opnarae je l—% -1 <gﬂ<—1~, na je
P

2

lul>—g—. Ha ocsoBy Tora 6uhe

RN Tllzllsl's‘ <G
na je, 36or %i<R_
Zl<RrR-8
u
CrnuyHo, nowro je
()23
no6ujamo 1a je :
Rl 2
ozaxJje, 36or ( )| < 1-2¢, caenu
)<

Axo je Tauka oo jemaH CHHrysnapurteT (yHkuuje F (z) O0KO He
1 l1—e 1
hemo omucatu kpyr ‘ZI_T rae je 2n,= Mm[ ————] Ouun-

refHo je Ja 3a CBako 2 u3 K (f, F) m cBaKo u W3 TOr Kpyra Baxw

z
()

u
YHujy cBux orBOpeHuX Kpyrosa Cy o, O3HauMMO ca Saq» yHH]Y
cBuX 3aTBOpeHux Kpyrosa Cy ,ca S;. Ckyn Sy, je oTBOpeH, moxa-

XUMO Ja je ckynm S, 3aTBOpeH. Heka je x Hexa Tayka HaroMuJIaBama
ckyna S, . Taza noOCTOjM HHM3 Ta4aKa X,, Xy « « +» Xp» o » » KOjH KOH-

— (16,

u

L l--e
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Beprupa Ka x ¥ npunajga S, TO jeCT CBaKOMe X, OIrosapa 6ap jeano
L, TakBO A2 je Xx,€ Cy,, n- [IpeTnOCTaBUMO 11a j& 32 CKOPO CBE 1, L = 00,
Taga je 3a ckopo cBse n, |x,|>1/n,, na je u [x|>1/n,, uume je y
oBoMe cayuajy TBpheme HOKa3aHO. AKO Halla NPeTNOCTaBKa Huje ucmy-
¥eHa, NOCTOjH 6eCKOHAuHO MHOrO . TakBuX Ja je |x,—0.|< n. Hus
L. HE MOPa Ja KOHBEPruMpa HH Ja TeXH KOMIIEKCHOM oo. M3aGepumo
noxuu3 L', KOju KOHBepPrupa miu Texu oo. Jlpyry wmoryhHocr mo-
XEeMO MCK/bYUWTH, j€p je OHAa eKBMBAJECHTHA NPETXOLHOME Cayuajy,
y koMe je TBpheme AoKa3aHo. 360r TOora M 360T 3aTBOPEHOCTH CKY-
na CHUHryJapuTeTa aHanuTHuke Gynkuuje, lim ', =C#o00, na wus
Pxs =0 <<n cnenn | x~3%|<n, Aaxjae u Tayka x mpunaja cKyny Sp,

[TowTo je cKyn Szq OTBOPEH, a Sy 3aTBOPEH, CKYN S=S8,1\ Sy, 6uhe

OoTBOpeH. Y CBakOj KOMNOHEHTH T; ox S (CBaKOM MaKCHMAaJHOM MO-
BE3aHOM OTBOPeHOM Jeny ckyna S) moryhso je nahu mpocty 3aTBo-

peny noauroHany saunujy C; oko ckyma 7,1 S; Ckyn cBux mouu-
ronansux junuja C, ysehemo 3a nyrawmy C. OHa ouuraegHo 3ajo--
BO/baBa ycaose a), b) u ¢), ako ynyrpamnomhy o C Ha30BeMO OHaj
ckyn kome je C py6 u xoju caxpxu Tauky z=0.

iii) Ha ocnoBy Cauchy-ese ¢popmyne Guhe

F(z)=—l—fF(u)du,

2ni u—2z
c

aKo Tauka z JeXu y yHyTpamwocTn xourype C.

YBenumo o3nake

© 1—zv+t

1 (D)= s, (2), Sy (2) = ———

: v=0 1-2
Taza je

F(2)= _l-ff—(”—) fim g, (—Z—)da.
21’!i U nyo u
c
[Mowro je ilgR—B, npema i) ¢, (—Z-) yHH(dOpPMHO KOHBeprupa, mna
u u

hemo nmaru
F(z)= —— lim f(—”)cpn(i)du_—.

™ pow u u
c

=1— lim fﬂf}a,‘v s,(f—) du.

Tinye u =0 u
c . .



Oniuta kaaca mocrynaxka s36upmusocti Euler - Borel-osor Thna. .. 33

£ +1
Kako je pex 3 am (—z—)v , 36or <R — 8, yuudopuo KoOH-
v=0 u

u

. d b4
BEpPreHTaH, TO je W pel » fny Sy (—) yHH(QOPMHO KOHBEpreHTaH,
v=0 u

na je
>, F (u) z
F =——11m ,,f———,,——)d=
(Z) 21‘" n—)nvzo v u $ (!1 u
c .

1 , 22 2v

=1 ) L 4., .
o n'-?l@v-—oaﬂ fF(u)( u’+ + uv“)du

Hedopmucahemo xoutypy C y xkontypy C’ xoja he mOTHYHO JexaTd
yHyTap xpyra xouseprenuuje 3a ¢ynkuujy F (2). Tana je

1 1z 2
F@=5= lm¥ a,.,f(A,,+A,u+---) (?+u—!+ ok ) du =

Tt g0 v=0 wrt

= lim Eanv(A +A 2+ +Av2")=

>0 40

= lim 2 any Fy (2),

n-» o

v
rre je F,(2)= Y Am 2™ v-ta napuujanna cyma CTeneHor pena QyHx-
unje F(2).
5.2, Paxu uaycrpaudje nocaemmer craBa HaBemheMmo Kako 06-

Jact A (f, F) u3rneza yKOMMKO ce NOCMaTpajy MOCTynuu 36HpJbH-
BOCTH acoixpanu pynxkuujama

a+(l-a-B)z
1-Bz

f@= ,a<l1, B<1, a+B>0,

Tj. E(a, B) mocTynuu, HCOHTHBaHM y 4eTBPTOM ojaemKy. Orpanngu-
hemo ce mpupoxuno Ha cayuwaj F(2)=(1-2)~!, wro 3naum aa hemo

3 36opHHk MaTeMaTHYKOr HHCTHTYT2



arpath o6iaactu K (f, 1). One mperctaB/bajy CKyn Tauaka z 3
crBpemeno |2|{< 1/|B| # |a+(1—a—f) 2| <|1-B 2|, makne
je ce Hasmase yHyTap ABa Kpyra, W4 YHyTap NpBOT

L

Cn 2

_

2 g

— _
B

vy
-

.

M Ba
2—5 npercraBibajy Taza o
"~ wmehy xoedumujesata a u §

o
’

0
)
4

<

/////////////

0
<

Ca.
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UNE CLASSE GENERALE DE PROCEDES DE SOMMATIONS
DU TYPE D’EULER—-BOREL ET LEUR APPLICATION
AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

BOGDAN M. BAJSANSKI (Beograd)

Soit f(2) une fonction reguliére a P'origine. On définit un pro-
cédé de sommation, dit (E,f)-procédé, par la matrice [a,], ou

(2= f:o a,, 2.

On dira que la fonction f(2) a E - propriété au point z=1 si

i) f(2) est réguliére au point 2=1,

ii) £(1)=1

iii) |f(e)| <1 pour ¢t suifisament petit, et

iv) f()—2* =Air(z=1)P+0(1) (z-1)?, 221, a=f'(1), A0
implique RI A =5=0.

{La condition iv) est trés générale. Elle est satisfaite, par exem-
ple, si le contact des courbes f(et) et ef! au point f=0 est de pre-
mier ordre).
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On dira que la fonction f (2) a E - propriété au point § si la fonc-

tion h(2) = f_f%é) a E - propriété au point z=1. \

L’auteur démontre
THEOREME 1. Si la fonction f (2)

i) est holomorphe pour [2| <R, R>1;
ii) Max|f(2)| = 1;
|z]=1

iii} f(2) a E-propriété au chaque point e tel qﬁe [f(eh)|=1;
alors
Y law|=0(1), naoo,

v=0
ou

fr(2)= i‘ Qny 2V

v=0

THEOREME 2. Si la fonction f(z)
i) est holomorphe pour {z|<<R, R>1;
it) |1 (2)|=1 pour |2)=1;
i) f(2)edzk, £k=0,1,2,...
alors
5: |apy| > 00 lorsque n-+ oo

v=0
ol

fr (Z)= io:o any 2¥.

En appliquant le premier théoréme, 'auteur obtient le théoréme
de permanence et le théoréme d’inclusion pour les procédés (E, f),
et particulierement pour une classe des procédés définie par Karamata,
o+ (l-a—B)z

1-82

Enfin, Pauteur démontre que la série géométrique est sommable
uniformément par le procédé (E,f) vers la fonction (1—z)~! dans
chaque région bornée et fermée qui est contenue dans la région
définie par |f(2)] <1, |z] <R, oit R est le rayon de la convergence

de la série entiere de f(2). Le théoréme général sur le prolongement
analytique s’en déduit de la manitre habituelle.

c’est-a-dire pour les procédés (E, f) olt f(2)=
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B. MAPUh

O JEOHOJ KJIACH FOURIER-OBHUX WHTETPAJIA
YBOIO

0.1. ¥ paszauuuTuM rpaHama aHajH3e 4YecCTO je 3a JOKa3 Moje-
JUHHX TeopeMa NOTPEGHO NPOLEHHTH (QYHKLHje KOMIIEKCHE NPOMEH-
JbUBE 2, NedHHHCAHE HHTErpajoMm

G (2)= f exp {g (1) +2t) dt.
K

Cnenujaauu caydaj g(f)= - t* je Hapouuto mHoro palen. Tako
cy, Ha npumep, Hardy u Littlewood [7], y Be3u ¢ upo6aemom
Waring-a, Jand aCHMNTOTCKH Da3BHTaK 3a CJIyyaj

F(2)= fexp {~ u*+2u} du,
0

rae je k npupoxan 6poj Behn Ox jenuHune, y jeJHOM Heay KOMIJIEKCHE
z-paBiu. Bakhoom [2] je npomupno mUXOB pesyiaraT Ha YHTaBYy
2-paBaH.

Pé6lya (ynopeau [9), ctp. 191—210) u Tacklind [10] cy, y
BE3M C napoujantauM zudepeHuHjaTHIM jefHaUHHAMa, PDa3BUJIM Y aCHMII-
TOTCKH pel Kax {- oo (pyHKIH]Y

H(f) =fexp { - tu?m4-ixu}du,

rae je m npupojad 6poj Behu uad jegnak 2.0 H'pume'mmo Ja je 3a

k=2m
ix —ix\_
Fam (m)'l-ﬁ'zm(m)—t RmH (1).

') Kon Esrpagosa [5], crp. 119—120 ce, ka0 npuMep, HaJ43H NPBH YJI4H
Ppassatka 3a H{1).
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Wright 11, 12] je nocmaTpao ¢yHKuUHMije KOje NpeTCTaBbajy
renepanusanyujy Bessel-oBux Qynkuuja a nedunucane cy unrerpaiom

& (03 B3 2)= o [ ? exp +2)a
.c ‘

rIe je f mpousBo/ban KommiekcaH 6poj, p>-1, a C je KOHTypa Koja
nojasu OX —oo Ha peasHoj ocu, 06uJa3u MOUYeTaK y MO3UTHBHOM
cMepy u Bpaha ce y —oo.

ABaxymoBuh [1] je, cnenujanso, kopuctao npoueny GyHkinje

P (-——!—; 0;—2)
k

3a JOKa3s Hexkux Teopema Tauber-ose npupogne.

x (2) = f exp { - uk - zeku} du, k> 2,
0

0.2. Heka je

2m—1
P(y)= % a,y=-
y=0

NOJMHOM C& INPOU3BO/PHUM KOMIJIEKCHHM KoebuuujertuMa a, (v =
=1,2,...,2m-1) u a,=1 taga Fourier-oB uHrerpan

®
J, @)= f e—P(+2x dx
—
npercrtassba neay byskuujy ox z.
Ilpenmer oBor paja cy xsa npobiema:

1° Vicnurate Xa JM NOCTOjM HEKa jeHOCTaBHA KOMOWHANMja Mo-
3HaTHX (Qynknuja xojom ce dymkuuja J, (z) mMoxe wu3Pa3uTH.

2° 360r pasaMYUTAX NpUMEBa Yy aHanu3y, Hahu acUMNTOTCKH
pasBuTak Qynxnuje J;(2) y uenoj KOMMIEXCHO] z-paBHM, uMajyhu
HapOYMTO Yy BHAY NPUMEHY Ha jeXHONMMEH3WOHANHM CJjydaj Hajom-
wthje napa6oauune AudepeHnnjanHe jefHadMHe C KOHCTAHTHUM Koe-
¢unujestuma, 360r yera ce, yocTasnoM, ucnutyje 6am OBaj TAN HH-
TerpaJja.

0.3. Oarosop Ha 06a oBa nurama A06uhiemMo HOCTa jeAHOCTABHO
u3 npee Teopeme u3 [yase I Ta Teopema je mocpemHor Kapakrepa, a
cMucao joj je y Tome gpa ce ¢ysxkuuja J,(P'(y)) u3pasum y 06auxy

0.1) 5 (P 0))=er0r P01 (3 0,0)+ R, )]

v=0
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tae cy ,(y) dyHkuuje xoje je JaKo pasBHTH NO crenenuma ox 1/y

a R,(y) je ocratak Koju Ce MOXe NOBO/bHO OLITPO MNPOLEHUTH M IO
NPOMEH/bUBO] ¥ W N0 n.

3a moka3 oBe TeopeMe KOPHUCTH Ce jelHa BapHjaHTa METOXE Cex-
JlacTe Tauke Koja jeXHHMM JLeJioM, y OCHOBM noThue ogBakhoom-a[2].

Kopucrehin npoueHy ocratka R, (y) no n u3 HiBeIeHe Teopeme,
nokasahemo y I'naBu Il na ce ¢yukuuja J; (P'(y)) Moxe npeTcTaBuTH
Kao Npou3BoJ jexHe (yHKUHMje eKCIOHEHLH]jaJHOr THNA H jeXHOT KOH-
BepredutHor pena Wright-oBHX reHepanuCaHuX XHIIEPreOMETPUCKUX
¢ynkuuja, wTO NMpEeTCTaB/ba OArOBOP HAa NPBO MNHTAME.

¥ ucroj rnasu hemo, nopex Tora, NOKa3aTH Xa y 4YHTaBO] KOM-
N/IEKCHOj 2z-paBHY BaXKH aCHMNTOTCKH Pa3BHTAaK

amt  2Zmovy N _moldy _moLEN
02) J,(z)=exp[ 2 D, sz_l]( >az 2™t +O(z 2m—1 ))
v=0 v=0

H JaTH NOCTYyNaK 3a u3pauyHaBawe koepunujesara D,, a, v=0,1,...,
YuMe je OZrOBOpeHO Ha npyro nurame. OBaj pesyiarat fo6uBa ce u3
o6pacua (0.1) na caepehu Haumn: Ako cse pynknuje @, (y) pasBujemo
no crenesuMa Ox 1/y m ca6epeMo uX, Ha OCHOBY IIPOLIEHE [OCTaTKa
R, (y) no y no6buhemo acumnrorcku pasBurak dynkuuje J, (P'(y)) no
crenenuMa on 1/y. Kopucrehu pasButak pyukumje y=y (x) nedpuuu-
caHe jegHaunHOM z= P’(y), no crenennMa oA 1/z, no6uBaMo pe3yarar
(0.2).

Hanomenumo na ce y cayuajy xa noausHoMm P (y) uma peanse
KoedujeHTe, HCTH Pa3sBUTaK MOXe XOOUTH U METOXOM CTalHOHApHE
¢aze Van der Corput-a [6]

¥ T'naBu III, noxazahemo, xao npumeny pesyarata (0.1) u (0.2)
Ja ce QyHaaMeHTanHO pewewke K(x;1!) rope nomeHyre audepeHmu-
janHe jenHayMHe MOXK€ Pa3BUTH y OBaj aCHMMITOTCKH pex

— ___1___ 2m _ 1
K(x, t) =C (x) f 2@m—1 exp [A (JX) 2m—1 t 2m—1} .

N

{2 ay (%) ta”'v" +0 (t “‘—‘)}

rae je R{t} >0, t-0.

Jloka3 ce 3acuuBa Ha yuibeHuIn fa ce K (x;f) MOxe H3pPasHTH
HHTErpajoM tuna J, (2), npu uemy cy caga cBu KoedUIHjE€HTH a, (OCHM
npeor) noauHoMa P (y) oxpelhene ¢ynxuuje ox 2. OcHOBHa Teopema
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u3 I'nase [ Baxxuhe u y oBom cayuajy. [loctynak KojdM ce u3 o6pacua
(0.1) no6uBa acHMNTOTCKY DPa3BUTAK j€, MehjyTHM, HEIUTO CJIOXKEHHjH
Hero Mano mnpe, 360r 3aBUCHOCTH KoeduumnjeHra a, OL 2.

['JIABA 1

1.1, Jla 6ucmo u3berinm mMOHaB/baba M OJAKWAMM UMTaHE, yBe-
wheMo oBe nebuHUIHMje U O3HaKe:

Hexka je P(x) mosuHOM cTeneHa 2m ca NPOM3BO/bHUM KOMILIEK-

cHuM Koedunujentuma a, (v=1,2,...,2m—1) u gy=1, T1j.
2m-—1
a) Px)= % ax*m—
v=0
CraBuMo au " '
2m—1 p v
fxsn=3% PEOY

v=3 v!

onma cy 3a i=3p,3p+1,...,@2m-1)p u p=0,1,2,...,2n nox-
Homu Qy,p (v) nedunucanu penanujama

b) =S Qup ) x.

i=3p
Paau jemnocraBHujer mucamwa Aedunucahemo jom

Qip(»)=0 3a i>(2m—1)p.
I[Topen Tora, ysemhemMo W OBe O3HaKe
Bl (- 1) .
0) Ap) =3 —‘71’—0,,,, O) >3

p=1

3a i=0, 1,2 Heka je no gedpununMin

Ay (¥)=1, Ay (y)=A;(y)=0.

1’ 2 )
d) ng(y)-——-nyexp{—E_%?_y_ x* — yrm X’”‘]xz"dx,
Ly
T T
—p— — <L ar —pt -,
o= - <agy<-e+ —
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rze je Lo noaynpaBa M3 KOODAMHATHOI NOYETKA KOja Ca MO3MTHBHUM
npaBleM peajHe oce 3akJama yrao g.

e) Ji (2)= f e=POHGL T (P'(y))=J(y).

1.1.1. Jla 6u cmucao Teopeme 1.1 Kojy hemo npBo dopmyaucatu
M HOKasaTh GOGHO jaCHuMjH, nokKa3ahemo na ce QyHkuuje Q,.(y) ze-
¢unucane o6pacuem d) mMory u3pasutu nomohy mno3HaTHX cheunuja’-
HUX (yHKuRja.
IIpso npumerumMo Aa je
®  PUyar

(1) Qz,,(y)=—2z; e ? w?* do
y
0

jep ce uHTerpaa Ha JHecHoj cTpaiu o6pacma d) mo6usa u3 (l.1) y
obnactu — n/4m < arg y < m/4m cmeHOoM w=yx, y >0, a y ocTanom
ZeNny y—PpaBHH aHAJIMTHYKUM NPOALYKEHEM HHTerpala Koju ce noduo
CMeHOM, 06phyhy CyKIECHBHO HeroBy NyTamy HHTErpandje 3a yrao
P= arg x.

[TocmaTpajmo, 3aTum, uHTErpaa

(1.2) F(-1= fem_um u* 712 gy,
0
Ako ¢yHKuMjy e!* mOx 3HAKOM HHTErpasa pa3BHjeMO y pel Hu

MHTErpUILEMO a YJaH MO 4YJaH, IUTO je OYeBMIHO HO03BObEHO (B. [3],
crp. 176 - 180), mocme cmese u™=v y uurerpaay (1.2) mo6uhemo

[ o - zz:—q;zﬂ-r-l__l
F(-t)=—Y% — evy dv

mn=0[(n+l)o

P(2k+2:z+l )
ol 2m

gn <"/,
Zo r'n+1)

L
‘ m
[pema ToMe je

(1.3) F(=D=—Fo(t),
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rae je F, (f) cneunjanan caydaj Wrigt-oBe remepanusauuje xumep-
reomeTpucke ¢yHkiuje

_=_fm
qu(f)—gDr(“l)t ,

npu uemy je
f(x)= fI r@,+ao x){lgl I (o +p x)}—l;
=0 v=1

6pojeBn Oyyeesy Pryees Cy peamauuk=1+p, + ...+pq—a,¥— we— 0, >0[13).
s (1.1) u (1.3) cnexn Hemocpexso na je

_ 1 P"(y)
(1.4) %)= Fo (=5 J
ca ay=1/m, B;=(2k+1)/2m.
. 1.2, Heka cy C,, Cy, C, ..., NO3UTUBHE KOHCTAHTE KOje 3aBUCE

caM0 OJ M YKOJMKO HHje HarJalleH0 NAPYKuHje, M HEKa je y, HEKH
JIOBOJbHO Besuk# no3utuBan 6poj. IlokasahieMo mpBo OBY OCHOBHY
Teopemy:

TEOPEMA 1.1. CliaBumo au

@m—)n .
0 15)=e-r0020 [ 4 ) 0k ) + Ra )]

fapa Oociioje c¢urcupanu Opojesu o>0, §>0 MmakBu Aa 3a cBe )
obraciu

D: [y1> v

u cBaru fpuponan 6poj n, Bajxce HejefHaqUHe

C,|y|-mGn+D+1 pan

[Ra )1 <

Cz | y |2m(2n+1)+1 n— 51: :
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Jloxas Teopeme 1.1 3acHuBa ce Ha OBe TPH JneMe:

1.3. JIEMA 1.1. Hera je Z,=X,+1iY,, Zy=X,+iY,

Y (Ze - l)
e —Zize—Z ,
’ p§0 p! "
rje je
Rﬂ f(l _t)n—l (Z’_Zl)n e (21—23) t—2Z, dt
(n- 1)l
Tana je

| Ra [<|‘££!££ e — Min (X, X,
n

JIEMA 1.2. Hera je argy=90, argx=¢ u

= 2mp(v)(y)yv xv 2 _P"(y)y’ x.2+ 2m y2m.
1= E ! ’ T 9l Y ’
v=2 v

Maaa je

2n -1 @m—-)n
yfe—zz 2 i—-—)l—, (Zl —Zz)de= 2 Agg (,V):ng (y)'
= P! T k=0

Opu wemy je N fipaBa roja 3axnaia yrao ¢
ca fosuliuBHuM TOpaByem peanne oce U

T ™
- ) - .
ppe <O+ < ppe

-D);
. Z
JIEMA 13. Hera cy ¢yuryuje
2i=2(x;y); 23=2,(x;)
Aegunucane kao y aemu 1.2, HWapa 3a /

¢Be y obnaciiu
T

Dy: - —<argy<-— —, Y>> o
m m

(. ca. 1) Baxce nejegnaaune R {2,}, R {2,} > Co |y |*™ Max {|x % | x[*"},
oz hOpemfociaBrom Aa 3a § u @ Baxce peaayuje

i3 T ™
- —<0+ — ——<mé+ —.
4m< < im g Sméte <y
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1.4. 10KA3 TEOPEME 1.1. Jloxa3zalieMo mpBo 1a Teopema Baxu
y obaactu D,.

10 Jla 6ucMo 3a npoueHy ocratka R, (y) Morau ynorpeGutu
MeTOJy ceiJsacTe Tauke, Tpancdopmucahemo J (y) Ha noroguujn 06auK.
HMaBpuminmo, cTora, y vHTerpany kojum je gynxnuja J(y) zedunucana
cMeHy t=yu; Tako hemo H0O6uTH

o0

J (y) =y e—P 0+ POy fe—P(Y")+ P y)yyu+r P(V)—P'(y)y du.
oo

[TpuMeruMo xa oBaj o6pasal BaXH He caMoO 3a peajne y Beh u 3a
cBe KOMILJIeKCHe y=|y| e% obaactu — n/4m < 6 < w/4m jep ropwmu uH-
Terpad y Toj 06/JacTH nNpeTcTaB/ba aHANMTHYKY OGYyHKOM]y OX Y.
Jla 6ucMO BaXXHOCT ropwer ofpacia NpPOUIMPHIN HA UYUTaBY KOM-
MAeKCHY paBaH, MOTPeOHO je Na aHANUTHUKH IMPOLYKHMO HHTErpar
Ha JIeCHOj CTpaHu ropwer o6pacna Ha 4MTaBy KOMILIEKCHY y-paBaH..
O6puumo, crora, kopuctehu Cauchy-eB CTaB, meroBy nyrawy HHTE-
rpauMje 3a yrao ¢=arg, ITO je A03BOJbEHO KaAroj Cy 6 u @ Be3aHu
penanujoMm — n/2 << 2m (8 + ¢) < n/2. Axo ca M o6enexuMo TaKo JHO-
GuBeHy mpaBy KOja 3aKjana yrao @ ca NO3UTHBHMM INpaBlieM peajHe
oce, gob6uhemo xa je

J(y)=y e=PO*P' Oy f e—POW+ P Gyu+ PO POy gy,

M

(1.6)
T (3
——<2m (9 —,
2< m ( +<p)<2

NP4 dYeMy MHTEerpasn Ha JecHOj CTpaHuW OBOr ofpacua NpPercTaBba
TPaXEeHO aHAMUTHYKO NPOJYXKewe WHTerpania

-

fe—P(yu) + Pt (y)yu+ P(y)— Pt (.y))' du

—0
y unTaBy KOMILIEKCHY y-paBaH.

Cennacre Tauke Cy, y OBOM CIyuajy, pellieia jefHauuHe

TZ‘, (= P'lyu) +P'y) yu + P(y) - P'(y) y} =0.
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HckopuctuhieMo ony ceAnacTy Tauky KOja je peaiHa M HaJasH
ce y Tauxku u#=1. AKO, €TOra, y UHTerpaiy Ha J€CHOj CTpanu ofpaciua
(1.6) w3BpmumMo cMery u=1+x, gobuhemo xa je

J(y)=e"POI+PIOIY [ (y),
rre CMO CTaBHUJHN

I(y):yfe*(zx—zz)-’za dx,
N

npu demy cmo ca N ofenexuny npasy Kkoja ce AKO6HBA NPHUMEHOM
Cauchy-eBor craBa napasenHuM nomepamwem npase M 3a +1, u

2122 (3 9)=P(y+xp) =P () y (1+x) =P )+ P (»)y,
P (y) y?
2

(1.7)
29=2,(x;y)= x2pyrmxim,
Kaxo je

2m  pw) v
P(y+xy)= E (y)y xp’

v=0 !

TO Ce 2z (Xx;y) MOXe CHMETPHYHH]e MHUCATH OBaKO

(1'_8) 2 (x;9)= 22"; f(_v)%i!)lv_xv.

Axo caxa dyukmujy e—1—2) y uurerpany /(y) passujemo no
Taylor-osom o6paciny 3axpixkapajyhu ce kox 2n-Tor unasa, xoGutiemo

Ia je _ )
1{(y)=J(y) +R: (»),
rge CMO CTaBH/IH

. 21 (_1)p .
(1.9) J(y)=yfe"22 Eﬂ (—"[;,l‘ (2, —23)P dx, R, (y)=yfRzn+1 (x; y)dx
N N

npy 4eMy je, Kao WTO je MO3HATO

1

Ryn 4 y(x 5)’)"@

1
f (1 - t)za (21 —- 22)2n+1 e—a—(n—2z) ¢t fft,
0

Ha ocHoBy neme 1.2 je

- (@m—I)n
J =3 Au(y)Qu(y).

k=0
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2° Ipeocrano je jow xa ce npouens R, (y) 3a npousBOBHO y
o6yactu D,.

Kako je, npema neduunnnujn pysxumja 2, u 2,
|zl"zz|2"+1 <Gy l y |2m(2n+1) Max {IXIB(Z"“): le(zm—n (zn+1}

TO je Ha ocHOBy Jema 1.1 u 1.3

| Ron 41 (X3 M K

@n 2 1)!l}’l”"‘2"“’ Max {| x [#en+D), | x [(m—1) @n+D)),
(1.10) cexp [ - Co|p '™ Max {|x[, |xPm}).

Cana nako moxemo nponenuts R, (y):
Kaxo je npema (1.9)

@ 1 0
lﬁn(y><2|y|fmz,,“ (x;y>1dx=f+f.
0 . 0 1

T0 je na ocHoBy (1.10)

1 1
2C, lylzm(:n+1)+1 _ m lv[®
111 f 3 f stan+1) o—Coly*™ X[ 4y —
am  [<HUETE (e, x
0
Coly[*m

— C4 (n) |yl—m (2n+z)+1 f u8n+’. e"u du,

(2n+1)!

rae je C,(n)=Cy Co— @72,
W3 obpacna (1.11) caenu, c jense crpade, aa je

(1.12) f< C, (n )ig””i[yl-m antayia,

Hmajyhu y Buny Bpesnoct koncrante C,(n) no6uBa ce u3 (1.12) na
ocioBy Crupaunrosor obpacua za je

1
(1.13) fg Cynmn|y|~m@n+D+s,

rae je o, oxpehen mosurtuBaH 6poj.
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Hs (1.11) po6usamo, ¢ xapyre cTpaHe, ja je

1
Calylzm(zn+1)+1
(1.14) f<(6n+4) @n+1)1°

Ha ocroBy Crupaunrosor o6pacua mocToju MO3UTHBaH 6poj B, Takas
Ja je npema (1.14)

-(1.15) f< Cyn—Bin|yfam@nt D+t

@
Ha cauyan Haumn npoueHuhemo W Apyru uHrerparn [.
1

Ha ocnosy (1.10) je

4

(1.16) f<
1

Cs]ylzm (2n+1)+1

@n+1)!

f|x|(2m-1)(2n+1)e—ColyI2mIXIZ’" dx

oZakiae cMeHoM C,|y|*m|x [*m =t mo6uBamo

oani1 =2 2m—1
(1.17) f\c’(”)"" o J’t m " gt at,
(2n+1)!
ColyPm
rae je
C.  —lmohenth
Cy(n)=7-"-C, am
2m

Axo y uHTerpany Ha necHoj crpaHu o6pacua (1. 17) excrnonenty ox t
nonamo u oxysmemo 2n(m+1)+2m, no6uhemo xa je

© 1,(2/71—1
(1.18) f <C () [y|-meatner _\_m

n+20(m+1) +2m)
I @ni+2)

Hmajyhn y Buny Bpeanoct xoncraure C,(n) mo6usa ce u3 (1.18) na
ochoBy Stirling-oBor o6pacua na je

*®

(1.19) f< Cgn@n |y|—m@n+a+1,
1

rae je a, >0 ozxpehen mosuTHBaH 6poj.
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[Mopen Tora, u3 (1.17) caend HemocpeaHo ja je

2m—1

© I l'l+l
(120) J<Cr@pypnss ( AT )
1

Ha ocuoBy Stirling-oBor o6pacua noctoju nosutuBaH 6poj B, Taxkas
za je npema (1.20)

(1.21) 'f< C, lyj2n+1 n—an,
1

O6pacuu (1.13), (1.15), (1.19) u (1.21) zajexno majy

61 l yl—m(2n+2)+1 nen

1R () 1<

Cy |y prten+ 141 p—pa,

rae je a=Max {a,,B,} u B=Min{B,, B,}, unme je nmoka3 reopeme 1.1
3aBpuwed y obaactu D,.

3" Jla 6ucmo moxasanum Aa Teopema 1.1 Baxu m y obaactu -

1 m+1
D: a- P cagy<nt = T >y, '
4m m-1 4dm m-1

(B. cn. 1) nocmatpajMo HHTErpan

Ji(-2)= fe-P(l)—z! dt.

—®

AkO_y OBOM MHTerpany sameHumo f ca —f u CTaBUMO P (t)=P (—1),
2= P'(y) no6uhemo

J”(y)EJx(—F'(y))=fe‘F‘”+F"”'d'-

— 0

[lpema teopemu 1.1. 6uhe y obnacru D,

g) J(y)=e"P+P»y [ m:g)n A (¥) Ot () +Ra (Y)]'
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TAe je, Kao u paHuje,

2= RPN, POV e e

1 = vl ’ ? 21 '

Oz () =2y f e~ x dx,
Ly

_ R -1y — -
A=Y Q,.p(y)Lp—!)—, i>3, Ag=1, A;=A,=0.
=1

Q.. » (¥) cy xoeduuujenta y3 xi pynxuuje
2m—1 74 ]p

{f(X;y)}P=( S PRy,

v=3 vl

kn (}’)=

1
! fdxfu_t)n-x (5 —Z)ne= G=DI-T 41,
(n—1)!
Lq, 0

npn demy 3a ocratak R, (y) Baxe HejefHaudHE HaBeJeHe y Teo-
pemu 1.1 ,

Heka cy, nopes Tora, dysxumje z,, 2, Q.p A; Qu Zedu-
Hucaie Kao u panuje. Kako je

P® (3) y* _ PY(=y) (=)
v! vl

P()=P(-y),

TO je npema ropmoj meduHHuM]M QyHKOMIA Z,, 2,

2 (x;9) =2, (x; —y), 23 (X;9) = 23 (x5 =),
na npema TOME H
ézk. p(¥)= Q:k, P (=) Ezk (y)=Au (-,

OJHOCHO _
Qok (¥) = Qui (- )-

Crnexu na ce obpasay g) pob6uBa n3 obpacua f) craBmajyhu y= - y.
Crora g) npercraB/ba aHaNIMTMUKO NpOoRyxkeme Qysxuuje J (y) y o-
6anactu D,. OBuM je moka3 Teopeme 1.1 3aBpUWIEH W MOPEOCTanO je
jow ma ce mokaxy aeme 1.1-13.

4 3Gopuux MaTeMaTHUKOr KHCTMTYTA
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1.5. Pagu NOTNYHOCTH y HM3naramy HaBemhemo M JOKa3 Jeme
1.1 maxo je OH mO3HAT OX paHHje.

1.5.1. DToka3 aneme l.1. Kako je

e(Zi—2)) = "i‘ (Z,~Z)» + f(] — 1)1 (2~ Z,)" e\ B2t g,
=0 pl 1)1
TO je 1
—Z |n .
I Rn |<'LZ—2“'—ZL‘|— J’(l - f)”‘1 e—Xa—(X1i—Xat df,
(n-1)!

Jluneapna Qyuxnuja X,+(X;—X,)! ZOCTHXE CBO] MHHMMYM Y jexHO]
0 KpajibuXx Tavaka pasmaka 0<(f<1, na je

X2+ (X - X3) = Min (X,, X+ X, - X,) = Min (X, X,),

yuMe je nema l.1. mokasaxa.

152, Hoka3 neme 1.2. 3a goka3 je notpebuno ¢yHKuMjy

2 (—1)p 1)p @m—1p

> Qupy) !
=3

2 (—1)y
(1.22) E (z,—z,)p_1+2

p=0 p! p=l

KOja npercraB/ba NOJMHOM IO X ypeiuT N0 pacryhum crenenuma
on x.

Crasumo
m—1)p

X (xip)= z‘p”"‘ 5 Qur )t

p=l1
Taja je O4YeBHAHO
X (03 )=x' (05 y)=x"(0; y)=0

1)p

H
(1.23) XM (0;p)=i! E

Qup (), iZ3

IITO je JIaKO NPOBEPHTH HHJLYKIHjOM.

Kako je ¢yskumja x(x;y) ‘nonusoM no x creneHa 2n(2m- 1)
TO je npema (1.23) Ha ocHoBy Mac Laurin-oBor obpacua

2r{2m—1

)
(124) A L X=X A

. .ol “-4.."“' i=3
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U3 obpasaua (1.22), (1.23) u (1.24) caexu na je

,Vf em® E( 1) (2~ 2)Pdx = zi—" Ai(y)y | e== xldx.

p=1 i=3
N

Kako je jow

, Qi (v), i=2k,
yfe‘zzx‘dx= k=2,3,...
0 i=2k-1,
N

TO je sema 1.2 pokasaHa.

153. Joxa3 aeme 1.3. 1° [J]a 6ucMO NPOLEHUIH C JOHE CTPaHE
R {2;}, nucahemo ¢yuxuujy

2m pW) (y) i ”

2, (x59)=3
y=32 V!
y 3roinHjeM 06GJHKY.
Kako je
2m—1
P(y+xy)= 3 ayy*m (1 +x)p"~
=0
TO je :
2m
20(x;9)= Y Gemp y* {1 +x)*=xv -1},
v=2
OJIHOCHO
2m
(1.25) 2 (x;y)= 2 aam—v 3 Ty (),
v=2

rae CMO CTaBHJH
T, (x)=(1+x)-vx-1.
Hs

1
(1.26)" Tym (x) =2m(2m—1) x2 [(1 = 1) (1 + xt)*m=2 gt
0

rae je x=|x|e% cnegn ma je .
— i \ 2m—2

R Tan (5)}=m @m—T) e e [ oo (1) (14 52" at+
X

+ e—2m(e+ f 1(1 —t)(t +& )am_z dtl,

; | l nwno TE .EM,,‘%?
B V\ \( nf W MOTVTY
S TEW pATARY:
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rae je y=|y|e®. Kako je

. e—Pi \2m—2 e®i \2m—2
M) (t + ___> + e—2me+oN (t +__) -

| x] x|

2m—2 - 2 —2 —
~2S (2"1 : 2) f " cos (2m8 + 2mep — ve),
v=0 .

v |xl’

TO je
(127) R {y2m Tapm (X)} - l y lzm lxlzm [cos(2m6 + qu,) + O(_l_)]
Ix|

Ha uctu Hauue po6uBamo u3 obpacua (1.26) na je

y=

om . 2m—2/9m — 2
R (Y™ Ty (1)} =1y lxl[z( ) )|xnvcos(2me+2<p+vep].
[1a je Tako

(1:28)  R{y*™ Tym (x)}=y*" [x[* {cos (2m0 + 29) + O (|x])}-

Jla 6ucmo u3 o6pasaua (1.27) u (1.28) mMoram 3ak/byuuTH Ja mOCTOjH
KOHCTaHTa k,=k, (m) >0 TakBa 1a je

R (Y™™ Tym (x)} > ky |y [Pm Max {| x %, | x [P},

notpe6no je na 6yne HCTOBPEMEHO

n = ] .4
1.27 a —— <0+ —, ——<mh+ —,
(1.274) o <ete< g Smte <
oJaKkJe cieid Ia je
n m+1 ©t m+1
_____._<ar —_—
N 4m m-1 gy<4m m—1

HajBelim pasmak y Kojem ce =arg y MOXEe HaJasuTH.

Tpe6a jow nokasatu na je
R {2} = ka(m) R {y*™ Tym (x) }
3a J0BO/bHO Beqmko y. Kako je

T, (x)=(1+x)P=xv-1, v=2,3,...,2m
TO je

Ty (x)~ (;) x2, x-0,
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H TaxKo
(129 Ty ()< CiolTam (X)), <1, v=2,8,..., 2m—~1.
C npyre crpane je
T,(x)~x", x> o0
na je, kao rope, :
(1.30) |7 <CylTam M) IXI>1, v=2,8,..., 2m-1.

Caga nmpema (1.29) u (1.30) crenu na je, Ha ocroBy (1.25),
R (65 ) > 4R U Tan () 1y 3 -]
v=2
(1.31) = ky RAY*™ Ty (x)} 2> Ciglyl*™ Max { |xf?, [xf*m}
3a cBako x o6xaacty (1.27a) u npousBo/EHO y o6Gaactu Di.

2° U3 nedununnje pynxuuje 2z, clerd HENOCPEXHO 1A je H
R {25} > Cyglyl*m Max {[x?, [x[*m},
yume je gema 1.3 nokaszasa ca Cy= Min{C,,, C,,}.

1.6. Ila Gucmo Teopemy 1.1 Morau Aa MCKODHCTHMO 3a JOKa3
za ¢ynkuuja J(y) mmMa y 4MTaBO] KOMIJIEKCHO]j ) — paBHH penpeseH-
Tallujy Koja je HaBeleHa y yBOLY, MOTPeGHO je Xa ce JOKaxke OBa
Teopema:

TEOPEMA 1.2. Peg
o
X A () Qa (¥)
=0

KOHBeprupa aiconymHO U YHUDOPMHO Y CBAKOM KOHAYHOM Jeny y-paBHU.

Jloka3 teopeMe 1.2 3acHMBa c€ Ha OBOj JIeMH:

JIEMA 14. [Tochioju woncimanimia B> 1 Maxsa aa woeghuyujeniiiu
b0 fonunoma

2mp—i
Qip (¥) = 2 b,Ep) y2mp—v
y=0

3a70BOMABAJY HejeZHAYUHY
| bv(i,p)l < Bp

sa v=0,1,..., 2mp—i wu csako i=3p+1,..., (2m-1)p.
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1.7. Nloxa3 Tteopeme 1.2. Jla 6ucmMo jokasaau Teopemy 1.2,

nokasahemMo Ja HH3

Sa= 3 1Qu ()] |42 ()]
k=0

texxu yHubopmuo Ka Hexoj dynkumju S(y). Jloxas hemo wusBectn
y TPH Kopaka:

1° CraBumo
~ em—ba ..
Sem—nn= > A (1) [Qa )
k=2
rie je

- [243] 1
Ax (V)= Y ;—! |Qzx,p (¥)I-

p=l

Kako je Q;(y)=0 3a nenapse i, To ce na ocHoBy (1.22) uctum pe-
30HOBawmeM Kao y Jemu 1.2 gobuja gma je

- 2n (2m-1*p
(132)  Sam-on= S~ S QWA - 3 2P
p=1 Pl i=3p =1 pl
rjge cmMo CTaBUuJMUu
. 2m—1)p
(1.33) ()= 3 Qs O I0).

[Tokazahemo, npBo, Za HHU3 E % (y ) KOHBeprupa yHu(oOpMHO 3a CBaKo
p=l .
[y} M. 3a To HaM je noTpe6HO Xa MOrofHO Majopupamo GyHKuuje

R, = QI
3a cBako |y M je '

12 (I < |~ f eklxl*= X 1t gy,
0

(1.34) < ko) Iyl..ifekima (u® - u*m) ul du

< k“"+"|yl‘{fl+f]v k=k (M),
, 0

rae je a={2(m—1)}-
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Kako je 1
f< ek:ma,
0
a 36or u’m—a2>—;— m_1
H
> . > _kzymx u:m;z
fge""'“fe u du,
1 0
T0 je npema (1.34)
1 i+1
(1.35) QOIS 5 27 ™ r (i
2m 2m
Ha ocnoBy neme 1.4 je, ¢ apyre crpaue,
(1.36) [Qip MISS@2mp—i+1) B> Max {|yf,, |y]*me}.
o<iy=M
M3 nponena (1.35) u (1.36) mo6uBa ce, npema o6Gpacny (1.34) oa
nponeHa 3a C—I&)—.
4 () @m-1)p+1 r(‘?m-l —1—)
p Y < C“ (M) pz D) 2m Bp 2m 2m
(137) p! r'p+1)
) . Max {1, |y|/em—9p}),
o<iyl<M

Ha ocnoBy Stirling-oBor o6pacua caean u3 (1.37) za mocTojH KOH-
cradra 8 > 0 TakBa ma je

a,(y) —5, (2m—8)
e < Cis (M) p ”OSNI}V?QM{H}*I m=81},

onakae Ha ocHOBY Weierstrass-oBa KpuTepujyma ciaenu Aa Hu3
§ a (¥)
p=l p!
KOHBeprupa yHudopmHo 32 |y| K M.
2° Kako je, npema (1.32),
- 2n g (
Sem—vn(y) =, L‘Vl

. p=I1 p!
TO W HH3 S(y,—4)n (¥) KoHBeprupa ynudopmuo 3a |y| < M.
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3° U3 medpusunmje dynxnuja A; (¥), A, (y) cnenu xa je |[A; ()<
< A;(y) 3a cBako i, na je mpema TOME H HU3 St —1)n (¥) yHEGDOPMHO
kouBeprenrad. Kaxo je, mehyrum, Hu3 S,(y) monoron u S, (y) <
< Sym—1 (v) 3a maTo m > 2, cBako n u cBako |y < M, To caexu yHu-
¢opmua KoHBeprennuja Hu3a S, (y) OMAHOCHO anconyTHa U yHudopmHaA

KOHBepresumja pepa ) Agk (v) Qs (), wTO je TpebGano moxasaTw.
k=1

[Tpeocrano je jom ma ce moxaxe jaema 1.4.

1.8. Noxa3 aneme 1.4. Koedbuuwnjeutn Taylor-osor pasButka
dynxnuje {f (x;y)}? matu cy Cauchy-eBum o6pacuem

L e {f(x;y))°
1.38 ; =— ¢ "L dx.
(1.38) Qup ()= 9 dx

{xl=R
Kako je

2mp—j
(1.39) Qu, ()= DI b,Ep ytmp—v, ’

v=0

TO je TNOHOBO

(1.40) b= § Qe g

231' y2mp —v41
lyl=R

W3 nedununnje ¢pyukumje f(x;y) crean HenmocpexHo Aa je

If Ces )P B [yfPme |x|m=De, x| > 1, =1,
na je npema (1.38) u (1.39) |

1Qi,» ()| < Br |yfimp Rm-1p—i=1
uny, cnenujando 3a R=1,
|Qu.0 )] < BP [yf2me.
Ha uctu nauwn je, 36or (1.40), -
|6,  BP RY,

opjaknae ca R=1 caegu nema.
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['JIABA 1I

2.1. TEOPEMA 2.1. Heka cy ¢ynryuje A (y), Qo (v) aegpunucane
Kao u panuje; Majga je 3a cBe y KOMiIAexcHe y-paBHu -

J () =e=PO+PIOY S As () Qui (7).
k=0

Joka3 teopeme 2.1. Kako Ha ocHOBy Teopeme 1.2, pern

2 Agk Qo
k=0 )

KOHBEprupa ancoayTho u yHuopmHo xa Hekoj OyHkuuju S(y) 3a
cBe |y M u kako Ha ocHOBY Teopeme 1.1 y o6nactu D Baxu He-
jexHayuHa

“\;.. Mi<C, [p|pm(em+1)+1 p—pa,
TO je
J (y)=e— PO+ Py S(y)

y obnactu D. Ha oCcHOBY mpuHIMNA aHAJUTHUKOr NMPOAYXKeEma AeCHa
cTpaHa oBoOr o6pacma npercraBiba (yHkuujy J(y) cByrze tamo rue
je peryaapna. Onarie, Ha OCHOBY TeopeMme 1.2, caexu TBpheme Teo-
peme 2.1.

2.2. la 6ucMo y TOKy OBe M uAyhe riaBe CKpaTHIW MHCaibe,
YnieHuy JXa pex > b, (x) npercraB/ba aCHMNTOTCKH pa3BHTaK HEKe
dynkunje f(x), 1j. Ka je Py+y(x)=0{P,(x)}n

f(x)= Nil b, (x)-;— O (¥~ (x)), x- o0,
v=0

o6enexaBatieMo ca

f(x) ~ 2P, (x).

2.3. TEOPEMA 22. [lociioje OpojeBu o, =a, (ao,_a,,... y Qom—1)s
D,=D,(a,, a4y, @3,y ;) TaxBu Za y yenoj xOMUNEKCHOj Z-pABHU BAXCU
acumimomcry pa3subiak

ol o -~y
Ji(2) ~exp { 3 Dyz }Ea.,z ,
v=0

riae je
2m

D,=(2m—1)(2m) T
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JIEMA 2.1. Hera je ¢ynryuja y = y(2) nsepunucana jeanavunon

2=Q(y), raeje Q(y)=P'(y); @aaa docioje 6pojeBu A=)\, (g Cy.esUam—1),

\,=1 daxsu pa 'y yenoj rominexcHoj z-— papuu Badxcu acumimiomicxu
passuuzau

1
}’N( ;n) ”’“Ekvz_z‘mv_—*i.

2.4, loxas teopeme 2.2. 3a Qopmupame ZATOr aCHMOTOTCKOTr
pasBuTKa Kopucrutiemo Teopemy 1.1 ca mponenom ocrarka R, (y) no y:

(2m—I)n
@1 Jp)=e-rorro S Azk(y)ozk(y)+0(y-mﬂn+=>+1)}.

[pso hemo pasutu ynxuujy J(y) no crenenuma ox l/y ma
3aTUM TPUMEHUTH Jemy 21

1° Jla 6ucMo noGuAM aCHMITOTCKM Pa3BuTaK (yHKuuje

” 2
sz (Y)=2y feXp { - E_(_2y_!)_y—_ x’_yZm xzm] x2k dx, k_.__2’ 3’".' (2”1 _ 1)'1
Lo :

npumeHutieMo MocTynak us AOKasa Teopeme l.1 ca

_ P (2}’)}’2 X2 4ytnxim g P (zyl_)_}f X2

1

Taxo p006kBaMo
Qi (y)=2y f e~la—al—z x2 dx =
Lo

N—-l ( 1)
~2y f - (122 dx+2y [Ru(ey) dx
,_o

Lo
OJAHBOCHO
(22) Qu®)= 2 Bip ¥~ {P" ()} ~(mrHiti) 4 2 f Ru(x;y) dx,
) Le
rae je

(-1) ‘ 1
=V ompentiz p(mp e+ —).
Brop ol ! ( p+ 5
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[Tponeny ocraraka Ry (x;y) u3BpminhtieMo Kao u paHHje Kopu-
crehn nemy 1.1 ¥ HejexHaumne

LA AL < Cig [YPmN [x]PmN,
RA{z} 2> Cor yPm xR {2} > Cyy Y™ X3,

Koje caene HenocpexHo us nedununuje dyskuuja 2, 2, ¥ Baxke 3a
cse y obmactu D,; no6uhemo zxa je

2.3) 2y flRNl dx L Cig(N)y=3, 8,=m(2mN—2N+2k+1)-1.
0
Hedunurusro je, mpema (2.2) u (2.3)

2mp-2k+1

7 +0 ().

24) Oy (y)-y-*"g BeoA P ()~

U3 oBor ofpacua je cajga JakO AOGHUTH aCHMOTOTCKH Pa3BHTaK QyHK-
nuja Qg (y) xopucrehu eneMeHTapHe Onepanuje ca aCHMITOTCKUM
pa3BUTLIUMa.

Kako je
2m—2
P'(y)=3 a,(2m-v) @=—v-1) ym-2-v,
. v=0
TO Je
_2mp2k+1
(2.5) {P" (y)} 2 ~ y~(m—1) (2mp +2k+1) E dipx V1,
H

WITO CJAEeAU MHOXemeM pasBuTKa Gynkuuja {P"(y)}~mp—k u {P"(y)}~"?
Koju ce nmo6uBajy cacBuM eiemeHrapHo. M3 o6pasama (2.4) u (2.5)
ZOo6GuBamMoO, xakbe, Ha je

Q ( )= -mk+1)+1 N_'B ! ___g‘_'?_"___..f_O( —(m—=113mp—~Mi) | 4
2% (V)= Y 20 1> Jm—yamp+ i y

+ O (y—m(sz—SN))] s

OZHOCHO, nocje cabupama, na je
My—1

(2:6) o,k(y)=y-m<*k+*>+1{ Tk 40 (y-M=)}-
=0 )
rae je
M, = Min {m (2mN—2N), M,}.
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[Mopen rora, cnenujanno je 3a k=0 '
My—1 o
27) Q, (y>=y-(m-1>[ 3 G +O(y—M2)],
v.z0 yv
Kako je no pedwnuunuju A,(y)=1, A, (»)=A,(y)=0, a noau-
HOM A (y) je cremena 2m[2k/3], To je mpema (2.6)

My—1

28) A () Ou ()= 3 25 4.0 (y-torim),

. v=0 Y
rie je
(2.9) 8,=m - 14+2m (k - [2k/3]), k>2.

_ Axo passutke (2.7) n (2.8) yBpcTuMo y o6pasan (2.1), noGuhemo
xa je ,

My—1 :

(2.10)  J(y)=e" PO+ p,@)y[ VE ﬁ?*’ (y—(m—1)+M¢)},

npu 4YEMY je, Zo = €50 = Boo {(2m—1)2m}—'2, jep je, mpema (2.9),
8, >m-1),

.. 2% Kopucrehu nemy 2.1 passuhemo caza dynxuuje e~ PO+ POk
u y~™t1=v no crenenuma ox 1/z. CrenenoBameM pa3suTka dyHknuje
y 1O cTeneHuma ol 1/z, MHOXEHEM KOHCTaHTaMa M caGupambeM TaKo
no6uBeHux H3pasza, kopucrelin npurom nemy 2.1, nobuhemo xa je

2m—y v—2m Mzg—2m

2m—1 M—1 —— —_
PO)+PO)y= 3 D&+ 3 D,z 2”"‘+o(z 2'"—‘),
y=0 v=2m .

oxrocHO Ja je (B. [8], cTp. 535—543)

2m—y

i 2m—1 bl Yy
(211) e=POI* POy ~ exp { > DVZZm—l] ol
V=0

rue je
e . 2m—2
Dy=(2m-1)(2m) "7, Do= ¥ a;(2m—-i-1)N.

=0

C xpyre cTpase je, HCTHM Pe30HOBambeM Kao rope,

M.—1

_ 8 —(M—14 MYy —
2;:0 ymotty +00 )=
m—1 v+ v+ Mg m—1+4-M,
- M Me—1 i - _m=1+M
_p 2m—1 “Y 2 [ 5: fyp 2 T 4 o (z Zm—l)}+o (z 2m—1 )
) y=0 p»=0

_m=1tv m—14+M,

2.12) =% 12 z”‘—‘-41-0(‘7, B )
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rxe je M,=Min (Mg M,+ m -1}, Muoxemwem o6pacua (2.11) u (2.12)
ZoGuBa ce xe@uHATHBHO, ¢ 063upoM Ha (2.1),

2n—y m—1-4-v

2m-—1 : —_——
5 @)=exp| 3 Dy2 } Saz .

v=0

m—1
rae je ag=Poo Do (2m) ™' {2 m—1)2m)-12,
Cse onepanuje ¢ aCUMOTOTCKHAM pasBUIMMa KOje CYy OBIE K3-

BpueHe 6e3 NOKa3a, J03BOJbEHE Cy HA OCHOBY NpaBu/a KOja 3a Taxse
onepanuje Baxe, a cBu koedpuuujeutu D,, D, d,,e,, ... n3pauyHaBajy

Ce Kao Ja Cy omnepauuje BpuieHe ¢ KOHBEPreHTHHMM penoBuma (8]

3° Ilokasaliemo ma Tako noGuBeHH passmax BaXH y LeJ0] KOM-
IIIEKCHO] Z — PaBHH.

Heka je, monoBo -
J, (z)= fe—P(i)+zt dt;
-

Tajga mMajno npe (popMupaHM pa3BHTAK

@13) J(P () ~e=rorpon 31 e

m—-l+v

Baxkh Ha OCHOBY Teopeme 1.1 3a cBe y obnactu D,, ma mpemMa ToMe
CHeNHjaNTHO U 3a

n 1 n 1
- —sLargy < — +€.
Som_1 CSUEIS o2m—1
Kako je 2=P’(y) u Ha oCHOBY Jeme 2.1
v
Y~ (_ )Zm IS, 2 T ImT
2m
TO Pa3BHUTAK
2m—1 2m—v L i wid
(2.14) J1<z)~exp[ ¥ D,z ez

Baxu y KECHOj MOAypaBHH, Tj. 3a |arg z| < w/2.
C mpyre crpane je

Ji(-2)= fe—F(letdt,
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rae je P(f)=P (- ), na ce acumnToTCKHU pasBuTak Qynxuuje J,(— P (y))
no6usa, npema 1.4, 3% craBsmbajyhn y obpasan (2. 13) y==y, Tj.

@15)  L(P(~p) ~e PP S

o
3a cBe y o6jacTH [, ma mpeMa TOMe, CleNHjalHO M 3a
w 1 1
-t eLargy < mh = ———— +e.
9 om—1 MBS

Kako je oBze z=P'(y), omHoCcHO —z=P’'(-y), TO je HAa OCHOBY
aeme 2.1

(2.16) -n~(3 m)“" Y0 (g T

M3 ob6pacua (2.15) u (2.16) crenu xa ce pasBuTaK y J1€BOj Mnojy-
paBHu Jno6uBa cTaBbajyhin y obpasal (2.14) z=—z, dqume je HOKa3
teopeme 2.1 3aBpuues.

[peocTtano je jom xa ce npokaxke Jema 2.1.

2.5. loxas neme 2.1. VI3 nedunnunje pynxuuje y=y (z) cneau

HEenocpesHo 1a je
1

£ 2m—1 Z 00
Y (2m) ' '

CraBuMo, Jakbe,
1

Z \2m—1
(%) Lad Zo, y=2 + 2 Wy,

npyu 4eMy w, = w, (2)+0, 2+ 00, Tazma je

2= Q (2g+2,w,) =

(2.17)
’ " 0) 2 Qllm 1)( o) 2
= Q(2)+Q (Zo)zo‘”o""“é"_(zo“’o) R e @m-1)! (zow ) m-i,
Kaxo je
v) —Zm—v—l O am—yp—1- -
QW (y) = E by’ y k, v=1,2,...,2m-1,
rie je "
, bY = au(@m—p) @ m—p—1)... @ m—p—),
TO je
(2.18) —(LQM (2)~B, 2" B,=
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Hs o6pasana (2.17) u (2.18) cneau zma je
2=Q)+2™  {(1+&) B w+(1+8) Bywr+ -+
+(1 +€9m—y) Bym—y w?m—1}
npu yemy €,-0, 2 00, onaxkae je

1 z2-Q (2)

T om@m—1) zpm—

(2.19)

Kako je

2—Q () =2~ {2+b60 22" +6222m "8 4. 4 50, |},

10 je, npema (2.19),

(U~ -——‘zo

2m

Tako cMo mo6uau ja je
y~Z°+)\1, )\1=—ﬂ‘,
2m

2% Ax0 moCTymak NMpOAyXHUMO CTaBJbajyhu

2y=2+2;, Yy=2,+7\ w,

Jo6uhemo Ha MCTM HaYMH Kao rope jaje ml~z————Qin)—, OIHOCHO
A Q' (2)
lg -1 . l a, 2 az (2”1—2)
Wy ~—=2, re je Ap=—{(—-11(2m-2) - 22— =,
1 N ) ] 2 2(2)71)( ) om -1
IpBa Tpu 4naHa pa3BuUTKa Cy, nNpemMa TOMe,
A
y Nzo"‘" k]""'_z‘ .
2
[lernocraBumo na je yonumre
Zp=20+ 0+ R 27 Mg 2 %D, y=2z + Py Wy
0

(2.20) wy=wg (2) 40, 2z 00,

Hctum pe3soHoBameMm Kao rope pobuhe ce xa je

2—
Wi~ Q (Zk) , <00,
Mg 2o3m= B ~(k—1)




64 B. Mapush

36or npernocraske (2.20) cBu xoe(dHUUMjeHTH NMOJMHOMA Z — Q(z,‘)
3aK/bYYHO Ca KOE(QUIHMjEHTOM y3 CTerneH 2Z,®m—I—(—1 jennaxu cy
HyJu, ma je Tako

Mgy

Wy ~ zo*-lv

k

rae je Azyy koedunujeHT y3 crenen zm~% ik, Tako cmo ngo6uau
Ja je

2\l 2 \__1_
Yy~ (—-)Zm—l +L1+ Ay ( ) 2m—1 + .
2m 2m

gume je sema 2.1 mokasana.

['JIABA 11

3.1 ¥ oBoj rnaBu uckopuctuhemo pesyarare teopeme 1.1 n
2.1 3a popmupame acCMMNTOTCKOT Pa3BUTKA (PyHAAMEHTAJHOT pelierba
jenHe napnujajise jenHauuHe.

Hexka je L (—0—
0x
CHUM Koe(puHUUjeHTHMA:

0 n—1 9 \n—v
L -_— 1= bv —_— ]
( 0x ) Eo ( Ox) :

npu uemy b, moxe 6utu 1 mam —1. Ako je

\

) CUMOOJMUHM MOJHHOM C KOHCTAHTHUM KOMIJIEK-

(3.1) n=2m u by (—1)"—! ™ N03UTUBHO NeDHHUTHO 3a peanHo E,

OHAa Ce 3a Xudepenunjainy jeRHaYUHY

(oo

Kaxce Ja je napaGoJMYHOTr TUNMA M HEHO (YHIAMEHTaNHO peuieme
npercTaB/beHo je wHTerpayoM [9]

(3.2) K (x,t)= 1 f etLtim)+ixu dy.
2r
OBaj nHTerpasn xoHBeprupa, 36or yciaosa (3.1), 32 gi{t}>‘0

[Toxasahemo na ce (byszameHTanHo peme}be K (x,t) Moxe wus-
pasutu nomohy WHTerpaja Ji(2).
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3a xoepuuujedre ay nosuHoma P (v) y uHTerpany

J1 (Z)-_—_- fe"P(l')‘l"ZV dp

—

©Oupahemo, cneuujanto, 6pojese ¢,z ca ¢,= — b, i*" x¥, npu 4emy 3a
b, Tpeba y3ern 1 mau —1 Tako pa ycnoB (3.1) 6yxe ncnymen. Tako
JAobuBeHn uHTerpan obexexuhemo ca J*(2). Ako y J*(2) craBuMO
z=ixt~ 2m y y3BpHIUMO cMerYy v=uf'?m > (0 xobuhemo’

-]

of X mel .
J ( )= t‘lz'"fexp [i > by (iu)2m—v + txu} du

fizm v=0

OIHOCHO, npema (3.2),

t—l/Zm . l‘x
(3.3) K (x, )= = J(tlﬂ"l).

Kako wunrerpan K (x,t) xouseprupa 3a R{f} >0, To o6pasay (3.3)
‘BaXXH HE, camo 32 >0, Beh Ha OCHOBY NpHHIMNA AHAJUTUYKOT INpO-
Ayxema u 3a cse R{t} >0.

Ha Taj nauun, npo6iaem c¢opmupama aCHMOTOTCKOT Pa3BHTKa,
Kag t-0, dynzamenrasnor pewewa K (x,f), cBeo ce Ha (opmupame
ACHMITOTCKOT Pa3BUTKa, KaX 2 oo, UHTErpana J*(2).

3.1.1. Teopema 1.1 Baxku w 3a murerpan J* (2), jep ce xoeduuu-
jeut a, y3 crened u®m mnoauHoma P (u) Huje NPOMEHWO a Koeduuu-
JeHTH y3 Mame cTeneHe Of u He yTH4y OGHTHO Ha TOK JOKa3a. Mekly-
‘THM, Jema 2.1 ce mopa mMoaudunupary, jep je caga pynxknuja y=y (2)
Aedunncana jefHAUMHOM

2m—1
{3.4) z2=3 ¢ (2m-v)yrm-v=iz-v

v=0

ma he pa3puTak QyHKIMje y O4EBMIHO MOPATH APYKUUje U3rJIeLaTH
‘HEro pamje.
Ako jexnauuny (3.4) nuwemo y 06auky

2m—1
= - Am—-y—1
1= X G@mongn
+OFHOCHO
Z= Y ¢ (2m~v)Yrm-v-i,
v=0 .
TAC CMO CTaBUJAU
Z=2", Y=yz,

5 36opuax MaTeMaTHWKOr MHCTRTYT2
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no6uhiemo u3 neme 2.1 na je

7 1 v
YN(—2—r—n—)zm“1 E IWARTES A=) (Cos CrrevnsComoy)y Ro=1,

OJHOCHO
2m

(3.5) y_~( )Z"HEM T

Cagma moxeMo xoxasatu Teopemy 3.1 3a J* (2) anmanorry reopemu 2.2
3a J, (2).

3.2. TEOPEMA 3.1. Ilociioje 6pojeBu &, =0, (Co, Cqy -+, Con—y) Ha-
KBU 1Q Y yenoj HKOMIAeKCHOj 2-pasHu Badxcu acumbiiolicku passBullar

_m—l 2m . _ 2mv
J*(2) ~Cz 2m—-‘exp{A zZm—l]Zav 2 2m—i,

rjae je

C=V2m—1

2% omy-1aen—1 exp {(zm)—lkzm—n [@m-1) e, +5- (2m-2) c,]] .

2m

A=©2m-1)2m) 7, G=1,

doxas teopeme 3.1 [la 6ucmo dopmMupanu ropwmu pasBUTAK
M NPATOM Xajik MOCTymak 3a e(eKTHBHO H3pauyHaBawe Koeduuuje-

HaTa a,, passuhemo Qyskuwje

(2m—)n
H (y)=e - POTFOY Hy(y)= 3 Au(0) Qu (»)
k:o

.

no crenenuMa ox 1/z m npumenutu Teopemy 1.1 ca npoueHom ocra-
TKa R, (y) no y.

1° Kako je
2m—1
~P(y)+P (y)y=3 ¢ @m-v—1)y>" v 27,
v=0

a npema (3.5)

2m

2m-v 2m—v
Y ~(21 )Zm-—-l zz.m—-x( )EB 2 TEm—1 ",
Fid m
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TO je
2m 2m 2m

1 e 1 -_— = —————
-P(y)+P’(y)y~(—2—"—z)2m—l @m-1) 281+ Ty, 21 ",

Hedunutusuo je [8)
2m 2m

(3.6) H, (y) ~B exp {Az 2m—l] s, 5 2m—1 Y
rge je

’

1\ 2m_
8,=1 A=(2m—1)(-—— T,
2m
1

B=exp {(zm)‘m [@m—1)X ¢, + 513—1(201 -2)cy] }

2° Pasputak (pynkuuje H,(y) mno6uhemMo kao 36up npoussoxa
pasBuTaka (QyHkuuja

AxO) 0, ) o

y2k

Ha npBom mecty je npema (2.4),

2mp+2k+1

N—1
B7) y* Qp ()= X Ben{P" (1)} 2 +O (y=memN—aN+2k41)+1),
p=0

Mehyrum je, npema (3.5),

2mp-2k1 it WP _ __2m
B8 PO~ T TR S g

1
na u3 (3.7), (3.8) u y=0(27=1) creau na je
—('"_'l N—1 N—~1 _ 2m
Y2 Qo (y) =2 2m—1 2k+-1) 3 Beo ( ‘2 T ook P o O
p=0 p=0

2m m(2mN—2N+4+2k+4-1)—1
+ O (2 Zm—T1VrHm=1r]) } +0 (2 Zm—1

Ca6upajyhin y ropmeM obpacuy u/naHOBE Ca HCTHM CTENEHHUMA OX,
1/z u craBmajyhn

N,=Min {mN,, (m*—m) N+ k}
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no6utemo na je

am
(3.9) ¥ O ()= = 1‘“""{ E 2,2 M1 4 O(z T "’)},

Ha 6ucmo jom pasBuaH NOJHHOME

Az () 1 Ry (=1
yzk = y,k Pg, Q2k.P(.V) p! »

noTpe6HO je eKCNAMIMTHO W3Pa3MTH 3aBHCHOCT HWUXOBHX Koebunu-
jenata on 2.

Kako ie

(v) v 2m -y 271 —
PO 1S @m-2)@m-r-1)...@m-d—y—1) X2 _
v! 1] B P28

_ P¥(y2) (y2)
vl 22m

10 Qu,p (V) MOXKEMO MHCATH Y O6GAUKY

1 2mp—2k _. .
Qzx,p (V)= prym Eo fo, i Y2mP =Y, rae je Y=yz.
Cremu xa je '
A:k (y) - & (— l)p 1 Imp 2k -f—v P Yamp—v-2k
y”‘ p=t p[ 23mp -2k = '

Ha ocnosy (3.5) je Zame

_2m
Y2mp~2k—v zzm—-n"’ - Zm—l E T
}“’ 'P

zzmp*zk

na je, npema ToMe,
2 |, 2m_

(3.10) Aa;(y) " EmT ot 2_.

l (v4&k—[2K/3])

W3 o6pazana (3.9) u (3.10) caexn, muoxemeM B cabupamewm,

2m

@.11) 2 “Aae () Ouc(y) =2 2'"‘1‘{ T a 40({%"‘)].

p=1
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Crasmajyhu y (3.9) k=0 nobusamo cneumnjajHo xa je

2m 2m

_m N 1_ —_ - —— Nj
(3.12) Qo(}’)=2 2m—1 { 22— es,02 Zm—lp'+0(z 2m~-1 2)]’
=0

TZe je Zpo=Poo Na je, 3 (3.11) u (3.12),

m—1 2m
S'- TIm1” - _ =

(3.13) H,0)~2 ™13 7,2 , To=eaa-

p=0

Hedunnrusno je, Ha ocaoBy (3.6) u (3.13),

L 2m Ny —2m, __2m
@) r@=c T exp (A7) 352 T w0z

=0
C= \/:__2_“_—: (2m)~1z@m-1).B
2m— 1 ’

oJjakJe crnexu teopema. Koedunujedatu B, v,..., o, e,. ... u3pauyHasajy
Ce W OBJle Kao Ja Cy onepanuje Koje Cy BpIIEHE Ca aCUMITOTCKUM
pasBuTHMMA, BpUIEHE Ca KOHBEPreHTHHM peZOBUMa.

JlokasaHa Teopema BaXu Yy YMTaBOj KOMIJIEKCHO] 2-paBHH, Oy-
Ayhu na xao u y npowoj raasu (3.14) Baxu y JAecHo] MoaypaBHH,
Tj. 3a |arg z{<C /2, a pa3BUTaK y JeBO] NOJAypaBHH A06MBa Ce, CTa-
Bbajyhu y (3.14) z= -2, jep je y oBom caydajy

J*(—2)=J%(2).
3.2. Ha ocnoBy o6pacua (3.3) Teopema 3.1 cagpxu kao cnemu-
janan caydaj pasBuTak (QyHZaMeHTaJIHOI peulema nomenyre aude-

peHuujanHe jepHayuHe, no crenesnMa on f. dopmyaucahemo Ttaj pe-
3yaTaT y BUIy 3ace6He Teopeme.

TEOPEMA 32, Hera je K (x, 1) ¢pynaamenilianno pewerwe fapyujanne
Aughepenyujanue jexnavune

(L (;}-)—;}-)u(x, £)=0

ycayuajy kaja je ona iapabonuyna. [loctoje 6pojeBu oy (X3 bg, 05 5e.es bym—y)
@arksu aa 3a R () >0 Baxcu acumimiolickuy pazsuliar

1 1 v
K (x;)~C, t—2(2m:T)exp {A‘t—m} Ea; tam=1 t->0
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rae je
_2m_

(tx)z'"—l 2m-1)(2m) 2m-T1,

m—1

1
C, = (xx) Zm—1 V—-—-— (2m) z@m=D.
1
+€Xp {(Qm) s @m-1)%, - S (2m—2) by i*mx ] .

3.3. Hanomennmo, Ha Kpajy, Ia ce NOTNYHO aHAJOTHH Pe3yJTaTH
MOTy HOKa3aTH MCTHM NOCTYNKOM KOju je ynorpeG/beH y oBOM pany
H 32 HEIWTO ONUITH]H MHTErpan

fv(2) = fe"”(")“" uda.

-—®

Kao npumeny y osom cnyqajy no6nan GHCMO aCHMNTOTCKE pa-
3BuTKe M3Boja Oyuxuuje KO (x;f) 3a 1-0.

(Caollwtiieno 30 oxio6pa 1957}
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ON A CLASS OF FOURIER INTEGRALS
V. MARIC (Beograd)
Let
2m—1
P(x) = ¥ ayxtm~v

be a polynomial with complex coefficients, a,=1,

5 (2)= f e—PWHatdt, J, (P(y)=J ()

—_—®

Qux (y)= m;li”‘ 1Fo{—P‘—”2Ly—)}

and

where ;F, (x) stands for Wrigt’s generalisation of hypergeometric
function, with

a,=—1-, Bl=2—g;—l (see Ch. I, § 1.11).

m

Further take A, (y) to denote a certain class of polynomial de-
fined by ¢) in § I1.1.
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The following theorem, from Chapter I, concerning Fourier in-
tegral J(y) is .fundamental in the paper:

THEOREM 1. If we put

@m—~1)n -
J (y)=e~PO)+ PIOY [ T Az ) O 0) + R, (y)}»

then there exist fixed numbers a, § >0, so that the inequalities

C, ]yl—m(2n+=)+1’ncm

Il?’,.(y)l<{

C2 |y|2m(2n+!)+i n—en

hold for every positive integer n, and all y belonging to the domain

x mtl n m+1
—_— r —_—
4m m—1 <agy<4m m-1
D: M>.Vo
x m+1 a m+1

f—— ——<Lar +—— ——
4m m-1 <argy<rw 4m»m-1

where y, is a sufficiently large number.

For the proof a suitable modification of the saddle point method
is used.

As the consequence of the theorem 1.1, two theorems of dif-
ferent kinds are proved in Chapter Il

The first theorem contains a representation of the integral J (y)
as a product of a function of an exponential type and a convergent
series in Wright's function quoted above.

THEOREM 2.1. In the whole complex y-plane we have
1) == POF PO T Ay (5) Qur (3)

In the second theorem the asymptotic expansion of the integfal
Jy (2) is given as follows:




2m—1 -3
Jl(z)~exp{ > D,z

y=0

holds in the whole z-plane.

SN

The method for calculating coefficients D,, a, is also indiééted.

In the last chapter the results and methods frorfiﬁﬁ.‘ﬁtheorems 1.1
and 2.2 are employed in order to get an asymptotic éxpansion of
fundamental solution of a certain differential equation.

Let L (5‘—}) denote a simbolic polynomial in 82- with complex
‘ x

coefficients, i. e.
L (i) - n§ b (_a—)"-»’ b= %1,
ox 0x

vﬂ
then

K (x, )= 2% fez LGu)+ixu gy

—_0

is the fundamental solution of the partial differential equation

L8] 3l

in the case when it is parabolic, i. e. when n=2m and b, (—1)m-1(?m
is positive definite for real (.
14

If in J, (2) for a, we put especially — b, i#™ 2™ then we get
t—i2m
K(x, t)=——Ji (ixt7127), R{} >0
1

Using this formula we prove the following

THEOREME 3.1. There exist numbers o« (x; by, ..., bym—y) SO that
the expansion

i 1 v
K(x;t)~.C1t—_2_(z—'"——'Uexp{A1t zm—l] 2ot 150
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where
am

2m
Ay=(ix)Z"T (2m—1)(2m) 2-T, a*=1

1 . _met 2% L
Cim g )5 | gy om) 9T
- exp [(L)rﬁ-x @m—1)T,— 1 (2m-2)5, rzmx}
2m 2m A

holds when R {{}>0.
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HOPBHE MYIUIULIKK

MNOJIYNMPEYHHWLIMU JE3IrPA ,OTJIEOAJIA“
CA TVIEJWUIITA WWEJ-MOIEJIA

yBO L. [losnaro je na excnepumesTu audysuje eneKTpoHa of
500 MeV Ha jesrpuma ¥ npOydaBama CHNEKTPa ,ME30HCKHX aToMa* aajy
3a NOAYNpeyHHuK jearpa R=r, A's Bpe AHOCT K0jOj OZroBapa Mama BpeA-
HOCT 32 Iy OJ OHHX KOje ce [06unjajy ApyruM meronama, Haume 1,2—1,3
tdepmu, rae je 1 pepmu=10-**cm [1]. C apyre crpane, u3 pude-
pexnuje KyJOHOBCKHX €Hepruja HBa jesrpa ,oraefana“, noGujene us
eHepruje B-pacnmaza, no6uja ce seha BpexnocT oko 1,4 depmu. OBe
Andepennnje KyJOHOBCKHX €HEepPruja MOry Ce OAPEXUTH U TeOPHUCKH
nomohy wen-moxena u uiedtuduxyjyhn oBe ekCnepuMeHTa He U TEO-
PHCKe BPEIHOCTH Ha/la3y ce Ja je ciaarame Hajbo/be aKo ce 3a ry y3Me
Bpeanoct oko 1,3 depmu. ¥ toM numy Jancovici [2] je yseo
M0jMOBe ME30HCKOI M KYJIOHOBCKOT NMOJYMpPeuHUKA je3rpa H u3pauyHao
je 1HXOB OXHOC 3a mapoBe jesrpa ,ornegana* A=15 u A=17. [Ipn
TOME je NPEeTHOCTAB/HEHO JHa CpeibM NOTeHUWjasn ea-Moxena uma
06/MK MpaBOyraoHe jaMe, a 3a H3padyyHaBamhe€ KYJOHOBCKE €HEprHje
ynorpe6mbena je merona Slater-a [3). Carlson u Talmi [4] cy
CHCTEMAaTCKH NPOYyYaBaid CBA je3rpa ,oraejana“ yaumajyhu ga cpelitu
NOTEHUMjal uMa OGAMK MOTEHIHMjala XapMOHHCKOr ocuuiaatopa. [Ipu
TOME je MPeTNOCTAaB/HEHO Na je chpes3atbe OpPOUTANHOT U CHMHCKOr
8HTyJapHOT MOMEHTa THNA jj, & 3a H3pauyHaBambe KYJOHOBCKE eHep-
ruje ynorpe6imeHa je meroza Racah-a v maheso je ma r, omaga y
unrepsalny 3 < A <27 oz Bpexnoctu 1,54 1o 1,20 depwmu, a 3a sehe
BpeJHOCTH OX A HEINTO pacTe.

My hemo oBAe y3eTH wesn-MoJeJ €a NOTEHIH]a/IOM XapMOHHCKOr
ocuunatopa u ynorpe6uhemo merony Slater-a 3a cBa jesrpa ,orze-
Tana“ no A =17, kax ce 3aBpmwaBa p-/bYycKa, ¥ TO KAKO y Cnpesamy
ji Tako ¥ y cnpe3awy LS. Ha Taj HauuH, npomupyjyhu merony Janco-
vici-a Ha Apyru OOGAMK MOTEHUWjaka, Ha APyra je3rpa u Ha cnpesame
LS, nobuhemMo oxHOoce Rc/Rp 4 BPeIHOCTH I, 332 CBa HaBeJeHa je3rpa
soraenana“, IIpn Tome y cnpesamy LS KOZ M3BECHHX napoBa jesrpa
.0rnenana“ mobujajy ce Heoapehesu pe3yaraTd, WITO C€ jaBba Y Cay-
Hajy HelebHHHCAHMX CTama NPHU MHTEPMEZMApDHOM CIpe3amy CMelle
Moryhux crama.
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[Mornynoctu pamy, u3noxuheMo NPETXOXHO nedpuHHIUje Me-
30HCKOI ¥ KYJIOHOBCKOT NOJNyNpedHHKa, OCHOBHE HIeje wesa-Moaena

u Metony Slater-a.

ME30HCKM M KYJIOHOBCKM NOJIYNIPEYHMK. OuekuBana Bpex-
HOCT KBajflpaTa pacCTojakba NPOTOHA OJF NEHTPa jearpa ojpehena je
o6pacuem

o

f r2o(r) 4nr®dr

<rE>=2 , (1)
f p(r)4nrtdr
0

rae je p(r) rycTMHa HaeJeKTpucCama y jearpy. AKO je 0Ba rycraHa
KOHCTaHTHA y uHTepBany 0<r<{ R, a BaH mera jeAHaKa HYJH, FOpHHA
n3pa3 gobuja 06amk

<r2>=%R2. |

Bpennoct R oxpehena oBuM o6pacueM neduHMIIE Ce KAO ME30HCKHU
noAynpeyHuK jesrpa

Ru=|/g<r>. @
Y cayuajy nuHeapHor ocnuaaropa < r*>> je oapeheno obpacnem

<r>-l¥cps Ly i[z(n—l)¥1+ 0 ©
Z Z v 2 i

i=1 i=1

rue je v napamerap JWHEapHOr OCUHJAATOPa.

C xpyre cTpane, nox jearpuma ,OrjejajuMa“ noapasymeBajy ce
TaKBH NapOBM jearpa XOX KOjuX je 6pPOj NmpoTOHA jeAHOT OX MHX
jenHak 6pojy HeyTpOHa JApyror, a 6poj HEyTpOHa MPBOT jeXHaK 6pojy
NpPOTOHA APYToOr, Ha mp. jesrpa ;03 u oF'3, npu uemy ropmu Opoj
03HaYaBa aTOMCKY TeXHuHY, Tj. 6pOj HyKJAe€OHa, AOHHU JeBu 6poj o3Ha-
yaga 6poj NpOTOHA, a JAOWH AeCHH 6poj, 6poj Heyrpona. Crora je
nudepennnja HUXOBUX YKYNHUX eHepruja jennaxa jgudepesuuju mbu-
XOBUX KYJOHOBCKMX €HEpruja W 3a YHM(ODMHY pacrnojeny Haejpex-
Tpucarma OHa MMa BPEXHOCT

6 Zée?

AEc=Ec(Z+1)-Eg(2) = —25-.
c=Ec(Z+1)-Ec(2) 5 R
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Bpennoct R onpehiena oBuM oGpacuem AeduHuiIe C€ KAO KYIOHOBCKU
NONynpeuHuK jearpa
6 Ze?
Roe=— —. (4)
5 AEc

[Ipn Tome ce AE; moxe u3pauyHatu nomohy meroze Slater-a,
o kojoj he OuTu peun Maio HHXKeE.

IUEN-MOAEJ JE3rPA. OCHOBHA neja wen-MOxeJa jearpa cacroju
ce y TOME Za M HYKJEOHM, T). NPOTOHH ¥ HEYTPOHH, MMA]y H3BECHY
»/bYCKaCTy“ CTPYKTYpPY Y je3rpy C/AHMYHO €JeKTPOHUMA y aTOMCKOM
OMOTauy, OTKyZa M noruye wume (enrneckn shell=Jpycka). Bartlett
(1932) je npeu nao cyrectujy y ToM npaeny, a Elsasser (1934) je
OTKPHO T3B. MaruuyHe Opojese

2, 8, 14, 20, 28, 50, 82, 126,

Tj. OTKPHO je Ja je3rpa KOA KOjuX je 6poj HeyTPOHA jefHAK jeLHOM
0]l HaBeJeHHX 6pojeBa noka3yjy u3y3eTHY CTabHJIHOCT, IUTO MO aHa-
JOTHjH Ca aTOMCKMM OMOTa4yeM yka3yje Ha 3aTBOpeHe Jbycke. [Topex
BeJIKe CTa0MIHOCTH OBa je3rpa MMajy M BPJO BEJNHKY OOHJHOCT M
BpPJIO Male HEYTPOHCKe eduKacHe Npeceke y ONHOCY Ha cycenna
jesrpa, mTO je MOTAYHO y CKJaly Ca HaBEJEHOM XHIIOTE30M 3aTBO-
penux bycku. Jlonnuje je UMTaB HM3 HAYYHHKA PaJHO HA Pa3BHjamby
IeJ-MOJeNa M Ierope Buiie (opMe ~ KOJEKTHBHOI MOJeJa, Kao
Guggenheim, Goldschmidf, Mayer, Jensen, Feenberg, A. Bohr, Mot-
telson i drugi [5, 6]

Y cBomM HajnpocTHjeM 0GAMKY Wen-MOA€e 1033y Of NPETIOCTaBKe
HE3aBHUCHOCTH HYKJ/ICOHA U TaJa je TanacHa QyHKOUja CHCTEMA HYK/IEOHA
jeaHaka NPOH3BOAY TaNacHUX (QYHKUM]a NOjeIHHHX HYyKJeoHa. CBaku
HYKJIEOH Ce€ TaJla nocMaTpa Kao MapTUKyJa y MNOTEHNHM)aNHO] jam,
KOJa MpeTCTaB/ba INPOCEYHY HHTEPAKUHM]y Ca CBUM OCTaIHM HYyKJe-
OHWMa CHCTEMA. Y HajupOCTHjeM Caydajy MOxe ce y3eTd Xa je mo-
TeHnujan CQepHo-cHMeTPHYAH M TaAa Ce CTambe CBaKOT HYKJeOoHa
MOXe ONMCaTH Ca YeTHPH KBaHTHa 6poja, KOju Cy CaCBHUM aHAJOry
KBaHTHMM OpOjeBUMa eJIeKTPOHa y aToMckom omorauy. Tama ce cra-
IMOHApHA CTama HYKJEOHa MOry ROGHTH Kao pemema Schrodinger-
oBe jexHauuHe

2
[_f.A+wn]¢=E¢ ()
2m
a peiiewma ce MOTy J06uTu y NOJAPHAM KOODAMHAHTaMa y OGJIUKY

¢=%Rmmny&vmm} (6)
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O6aux noTeHuMjana V (r) saBucu o npupoje HyKJeapHHX CHJA,
Koje JejcTBYjy W3Mmely HykneoHa. ¥ HEJOCTAaTKY TauyHOT I03HaBakha
HyKJI€aPHUX CHJIA y3uMajy Ce NpoCTd 0GAHUM NOTEHUHMjana, KOju MO-
Iy NpeTcTaBbaT NOTEHUU]aJAHY jaMy, W TO NOTEHLAjaJi W3OTPONHOT
XapPMOHUCKOT OCHMJATOPa ¥ MOTEHUMjaJ NpaBOyraoHe jame.

[Ipsu norenumjan mma 06JHK
V() == Vo metre %)

a ojrosapajyhe n03BOJbeHe BPEIHOCTH eHepruje, xoje naje Schro-
dinger-oBa jexnauuHa

=[2(n—1)+1+%]hw- 8)

Ynorpebmapajytin yobuyajese CNeKTPOCKONCKE HOTauuje, Tj. O3Ha-
yaBajyhu BpeHOCTH KBAaHTHHX G6pojeBa n u I, NpH 4eMy ce CTamba
=0, I=1,1=2, [=3, |=4, |=5 o3nauaBajy ciaoBuMa s, p,d, f, g h
BUIMMO Ja jé OCHOBHH HMBO 1§, npBM Builld HUBO 1p, apyru Id u 2s,
tpehu 1f u 2p, yerBpt lg, 2d u 3s uTA.

Jpyrud norennujan uMa 06JauK

— , R
voy={ "V 1S ©)
0, r>R '

a ozrosapajyhe n03BOJbeHE BPEJHOCTH €HEpruje Cy pemema jexHe
TpaHcueAeTHe jennadnse. Hymepnuka pemema OBe jelHaYHHE MOKa-
3yjy Za ce eneprucku HuBou pehajy y cnenehem peny: ls, lp, 14,
2s, 1f, 2p, 1g, 2d, 1h, 3s ura. 3a pasauky OX NPETXOJHOT Clydaja
y OBOM Clydajy HeMa AereHepanuje.

Meljytum Ha OBaj Ha4MH He MOxe ce XOOMUTH 3am0BOJbaBajyhe
oGjamtewe Maruynux 6pojesa. Pain TOra yBoxu ce T3B. CIHH-OPGHT
copesame, KOje ce CacToju y TOMEe Ja Ce eHepruju HYKJIeOHa MOopa

—,

HOJAaTH ¥ €Hepruja HheroBOr COUHCKOT MarHeTHOr MOMEHTAa | y Mar-
-

HETHOM Noky H npousBefeHOM OPOHTANHUM KpETameM HyKJeOHa. ¥

NIPBOj aNpPOKCHMalNMjM €HEPruja HyKJEOHA MMa BPEJHOCT:

>
E=E,-pH

_-)
npu uemy je 1 cpasMepHO ca CIIMHCKUM aHTyXapHHM MOMEHTOM S -a

H ca Op6HMTaNHUM AHTYJADHHM MOMEHTOM 1 TE HMaMo

E—E,-k(S. 1) (10)
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> 9
OznaBre BUIMMO Ja y cayyajy xag cy S u [ mapaJenHd MMamo CHH-
XaBalbe €HePrucKOr HHBOA, a y INPOTHBHOM CJyuajy HeroBo MOBH-
meme. Ha Taj HauMH CBakMW €HePruckd HWBO (n, /) mema ce Ha JBa
HHBOA.

Y cayuajy zxa je
OBa eHepruja CHHH- . [
op6uT Cchpesama Ma-
Ja Y OLHOCY Ha KyJO-
HOBCKY €HEeprujy Hy- n |l /
KJ€OHa uMaMoO T3B. LS 2 .
crpesamwe, WITO OArO- \ J =1+
Bapa caenehuM mpa-
BUJMMa CJlaraka aH-

ryjJapHuXx MOMEHaTa Ca. 1
CBHX HYKJIEOHa:

I

~
I
A PR | \CT N

> 9 - - 2> > 9
Y=L, Ys=S,  L+S=J (11)

Y mpoTMBHOM CJaydajy, KaJ je OBa €Hepruja BeJuKa y OIHOCY Ha
KYJIOHOBCKY €HEPrujy, MMaMO T3B. jj cope3awe, LITO OAroBapa Mpa-
BHJIUMA CJIarama

> 9 5 5> >

L+si=ji,  Xji=J. (12)

Tana ce no6uja mema eHePrUCKHX HUBOA NMpPHKa3aHa Ha cJ1. 2. JleBo cy
Ha3HAYeHH €HEPrHCKH HUBOHM H30TPOMHOT XapMOHHCKOI' OCIHJATOpa, a
LEeCHO OAroBapajyhd €HepPruck¥ HMBOH NOGHjeHH LemameM yC/aIen
CuH-OpOMT crpesawa. Y 3arpajfaMa je Ha3HayeHa JereHepanuja HHBOA
Cc 063upOM Ha MarHeTHH KBAaHTHH 6poj, a 6pojeBM Ha LECHO] CTpaHu
O3HayaBajy yKynaH G6pOj KBaHTHHX CTamba JO MOCMaTPaHOT HHBOA.
Bunumo na cy oBu 6pojeBM HAEHTMYHH ca MaruyHuM OpojeBuMa, a
usmely cBaka nBa Maruusa 6poja UMaMo je fHY I'pyNy €HePrUCKHX HHBOA.

Hanomennmo Haj3aj za ce men-MoAen €a MPUAMUYHHM YCHEXOM.
MOJXKe NPHUMEHHTH HAa TYyMauemhe MarHeTHHX AHIIONHUX MOMEHaTa, eJekK-
TPHYHMX KBaJPyNOJHHX MOMEHaTa, B-pacmaja u H30MEpHHX INpeJasa,
ald HMa M 10CTa CjydyajeBa rje cjarawme Ca HCKYCTBOM HHje 3aX0-
BOJbaBajyhe 4aK HM KBaJMTaTHBHO.

SLATER-OBA METOJA. MeTozxa Slater-oBa cTBOpeHa je paxu oxpe-
huBama KyJOHOBCKe €Hepruje eJeKTpPOHa y aTOMy Kao IpBe mepTyp-
6amnyje, KOja MPOH3WIa3xM M3 HHTepakuuje H3Mely MOjeXMHHAX €JeK-
TpoHa. OBa ce MeTOZAa y MOTNYHOCTH MOXE NPUMEHWTH U 3a OJpe-
huBame KYyJOHOBCKE eHepruje mpoToHa y jesrpy. [Ips Tome Tpeba
pa3IMKOBaTH 1Ba IJaBHa Clyuaja.
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'B. Mywsnku

a) [IpsH, MpOCTH CJIy4a] je OHa] KOX Kora je 6pOj NPOTOHA TaKas

Ia je mocaenmba MOJJbYCKAa KOMIJIETHA WJM je 3a jenumuny Beha uiau
Mama. ¥ cnpesaty LS y npBOM Ciydajy MMaMO jeMHCTBEHO CTame

6hw

Shw

hhow

3hw

2he

haw

)

4

-

{
{

{,

/

1
- 1¢13/2(Y) 126
3-p1z2 (2)
3p 3p 32 (4) |
. 2f 5/2 (6)
2F 2F 7/2 (8)
1k 9/2 (10) |
1A ‘
1h e (12) ) 82
I 35 1/2 (2)
2d 3/2 (%) »
2d 2d5/2(6)
19 7/2 (8)
? J
1992 (10) 50

‘ 2P 1/2(2)
2p 1 £52(6) ¢
17 >< 2/"3/2"’74

- ff7/2(8)'}28
1d 320k 20
2s " 25 12 (2)
[ /

v — /dS/Z_(é)}Ié
/ tpuz(2) | g
it 103/2(4%)
ls

Cn, 2

15 4/2(2)}2

onpeheno kBanTHuM OpojeBuma J=0, M=0 u aHTUCHMETPHYHA Ta-
sacHa ¢yHKnMja cucTeMa NpoToHA je jexwHcTBeHa Slater-oBa mertep-
MuHaHTa. ¥ APYroM caydajy aHTHCHMETDHYHA TajlacHa (QyHKUHja y
obymky Slater-ope nerepmuHanTe OAroBapa KBaHTHOM CTaky J=j H
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M=m win M= -m npemMa TOME Ja /¥ HMaMO jenaH NPOTOH BHILE
uan Mawe. Ta ranmacHa (yHKLuja CHCTE€Ma NPOTOHA MMa 0OJMK

u (G fh); con t(Gpan)

T (13)

u (N5 )5 o oo @ (G TIN)

npu uemy {; NpeTcTaB/ba CKyN KOOPAHHATA i-TOT HYK/EOHA, @ f CKyN
€BUX KBaHTHUX OpojeBa k-TOr KBAHTHOI CTamba.

OuexuBaHy BPeIHOCT KYJOHOBCKE™ €HEPruje TaAa Moxemo Hahw
npeMa obGpacuy

fu*Ecua’r &2
<EC>=T————. Ec=2 — (14)

u* ude AL

The ymecTo u Tpe6Ga yBDCTHTH rOpmY BPEAHOCT M THe noToM Tpeba
M3BPIIMTY MHTErPAnM]y MO NENOM IPOCTOPY. AKO Ha OCHOBY Aedu-
'HHLMje JeTepMHHaHTE HalHINeMO TalacHy QyHKuMjy y 0OauKy aaire-
6apckor 36upa oxrosapajyhux mepmyranmja, y 6pojutessy nobutiemo
TPOCTPYKY CYMY HMHTerpaja, y K0joj he OHTH 4JaHOBa Ca HCTHM H ca
ga;nuqumm nepMyTandjama y @yuknujama u u u*. Ha taj Haunn xo-
6uhemo

[ Ecude=n (24 twn)- T KGn) (15)

TAe je _
J (qnn)) = f u*(Gi, n:) u*(Gpmyp) % u(t;, n) ulty ny) de

. . (16)
K (nony)= f u*(Gi, n7) ¥ (65 n0) ;; (G ni)y u(Gyp my) dv

a cyme Tpeba y3etu mo cBuM naposuma (i,j) ca i< j. Ilpu Tome cy
41aHOBH Ca UCTMM NEPMyTauujama Jxaau NpBu uiaH obpacua (15), a
UNAHOBHU Ca Pa3JHYATUM epMyTalujamMa Apyru uiaaH. Ha canyad HauuH
3a UMEHUTE/b HAa3uMO

fu*udt:N! (17)
Te Ko6ujaM0 KOHAuHO ' .
<Ec>=2%Jnen)~ 2K (a0 1y). (18)

i!i i’i

6 36opuur MaTemaTHYKOr MACTRTYTa
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Axo y uspasuma 3a J u K yspcrumo Tanacne ¢Qyuxumje cdepuo-
CUMEeTPHYHOT noTeHnujana (6) u axo wuspa3 1/r; passujemo mo Le-
gendre-oBUM NONMHOMUMA, HO6uhiemoO

2l

J ()= 2 a* (Lymy, [m) F* (n L, n)l;)

L+l (19)

K (nun)=8 (Snsj) 2 » lbk (Lymy, [jmy) G¥*(ny 1, 1)
k= i

rae je

(24 +1) 24+1) (G—|m)! (4 = Im)t 1
(I + i)t (4 +|mj])!

f [le’l (cos 0)] Py (cos ) —— sin a dd f [lefl (cos ¥ )] Py (cos %) 2= sma
0

ak (I;my, [;mj) =

(20)

b i 1y = Gl D D) (o= mD (=D (= = m)t
G+ m)t (G +]ms)! (k+|my — my))!
[fPl ! (cos 9) PI il (cos 3) P Imi ~mj| (cos \‘))s—lﬂd&]
J
a -
Fi(nily, njl;)=e* ff R’ (risn;ly) R®(rysny 1) drydr,
21)

G* (nly, mylj) = e'“’f s k) R (ri; nily) R (rj; aii) R(ry; njly) dr dry

rae je r_ mamwa, a ry Beha BpemHocT OX ry u r;, a & Kronecker-os
cumboa.

Koedunujentn a* u b* ne 3aBuce ox npupoxre noreﬂmqa.rxa 7
oun cy tabymupanu ({7], raasa VI).

Axo ce npefje ca cnpesama LS Ha cnpesame jj, O4€KHBaHa Bpel-
HOCT KYJIOHOBCKE eHepruje MOKe Ce HU3DasuTH MNOMolly uHTerpana
Fx u G*:

<E > = ?“: T (nikymy; njlmy) 22)
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rae je 2,
T (ndimys nylymy) =5 cx(limy, L,mg) F¥(nyl,, nil,) +
k=0

li+1; (23)
+ 2 d* (I,m,, I,m;) G* (ﬂg[;, Iljlj)
k=|li~1b

npu yemy xoeduuujentn c* u d* He 3aBuce oJ npupose mNOTEHUHU-
jaia ¥4 OHH Cy Takohe TaGynaupaHi.

b) ¥ cBum ocranum caydajeBuma TpeGa MNPUMEHHTH ONIITH]Y
METOAY Tpara MaTpPHUE KYJIOHOBCKE €Hepruje, Kojy je Takohe nao
Slater. Taxma mocToju Bulue aHTHCHMETPUUKHX crawa |JM >, koja
Cy JuHeapHe KOMOuHAuuje cTawma | my M,...m,>>, NPETCTaB/bEHHX
Slater-oBum neTepMuHanTama. ¥ TOM CJydajy MMamo

D<IMEIM>=F <my...mpEc|my...m,> (24)
J my...Mp

rie OueKHBaHE BPEIHOCTH KYJOHOBCKE eHepruje Tpeb6a cymHpara M0
CBUM BpeXHOCTHMA J, OZHOCHO HO CBMM KOMGuHauujama (m... m,) KoK
KOjux je my+my+ - - « +m,=M. Opa penannja NpOM3Jasx U3 HH-
BapHjaHTHOCTH Tpara OJAroBapajyhe Marpuie OpH YHMTapHO] TPaHC-
¢opmanuju. CBaky ujaH y ropmoj penaudjd MOXe Ce H3pauyHaTH
N0 METOXM WH3JIOXKEHO] Y npBoM cayyajy. Ha Taj nauun KyaoHoBCKa
eHepruja MpPOTOHA MOXE Ce W3pauyHaTH Kao JWHeapHa KomGuHamuja
KY/JIOHOBCKUX €HEpruja y MOojeIHHUM KBAHTHHUM CTarbUMa

<Ec>=Xq<Ec>, (25)

BPENHOCTHM PALWJANIHUX KMHTECPAJIA. — Y3MumoO cajx moTeH-
nujan W30TPOMHOr XapMOHUCKOr ocuuiaropa. ¥ caydajy n=1, Kojd
ce jexMHO NojaB/byje A0 3aTBapamwa p ~bycke, Qyskunja R (r; nl) uma
BPEIHQCT g

&

H(riery)

1 2
R(r;1)=N, e~ 2" riHt (v= %) (26)

rIe je Ha OCHOBY YCJOBa HODMUPaba

. 1"21+2 pl+t 97
M ‘\/x(ztﬂ)zi' (27)

I(rp<r;)

Axo oBe BpegsocTH (QyHKudje

R(r;nl) yspcrimo y o6pacue (21) u
ako oaroBapajyhe pBojHe MHTErpaie Ca 3
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pacraBumMO Ha IBa uHTerpana, no o6macty [ rae je r; <r; u no o6-
mactu 11 rme je ri<frjp no6ujamo

) ri

Fr (1, 15)=e* N2 N, f ik g~V dri f Ayt e dr+ )

0 0
o [°Y .
+e* N}, N?j j rRlitkt2e—vid dr; frﬂ’r"*“ e~V drj.
0 ri
o r : L (28)
G+ (11, 1) =€* N2 N}, f L~k =V dry J' et e=vrp drjt

0 (]

! @® ®
+e? N?t N?j fri’ iHjtkt2 g—vrit dr; f rleH et e vt dr.

0 ri

WspauyHaBame OBHX ABOjHHX MHTErpajia CBOAM C€ Ha TpW THUNA
uHTErpana

Ji(n)= f xn e~ M dx, Jy(n)= fx" e\ dx,1
0 . 0 (29)
Jy ()= fx" e=M & (x V1) dx
0
rae je @ (f) epop-dyHxuHja t
o ()= %{ j i, (30)
0

npu demy je y tpehem uHTerpany n yBex nenapuo. CBa Tpu HaBe-
jeHa WHTErpaja MOry ce HM3pauyHaTd napuujaiHOM MHTErpauujoM.
[pBu muTerpan uma BPEAHOCT

(21 —

n—1 @) ° \/_’L 3a n MapHo,
=1 @A) ) P @31)
_ n+1
(n—=1)11(2X) 2 3a 1 HeMnapHo;

JpPYTH MHTErpan ce MOXE y3pauyHatd y3 nomoh pexypentre dopmyie

n_-

1
o Jy(n—2) (32)

Jy(n)= — %\a"-‘ et
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Iy demy je Jg (1)=
jyhu omer yo6uuajen

-1
Js (’7)=n27~13(’7—2)+

FO (s, 5) = 2¢2 Vi
2r

5 —
FO(s,p)="e2\/V
(s, p) 3 5
s -
Fo(p,p)=p2 L
(p.p) 5 \/21:
G°(p,p>=3ez\/i
2 2r
F°(s,d)=4—3e2\/l
30 2r
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Fo(p,d)="2Cp2 R
(P d)=20 V2n
1, .=
G'(pd)=—¢r\/V
(P d)=1se \/27:
F°(d,d)=ﬂe?\/i
120 © V35

Fi(d,d)=2! oo \/_7_
40 2n

G*(d,dy=31 VZ
120 2n

HPOY‘{ABAH:E JE3rpa LOIVIENANIA« y
Canx nperxogue dopm
Ha ocrosy ropwux
KEMO H3pauyHaTy AEc, Rc v Ry, yo
tieMo ymecro napamerp

(2Y2)-1. Ha Taj HAYMH K06y
¢ CHeKTpockoncke HOTanuje

06pasana 3a cp
YHKIMju
a vV pannje ynorpe6m

€a raepniura mea-Monena

a Tpehu Takohe ¥3 nomoh pexypentye ¢opmyse

(n—2)11
n n+1

22 () 7

—
GO (s, 5) = 2¢° Vl
2n

G'(s,p)=e? \/l
2%

5 _
Fip,p)="e2\/V
(p,p) P \/2n

5 v
G(pp)=—0e2/V
(p p) Ge\/%

GZ(.fr,d)=2ie2 2_7’[
Fo.g=ge\r
G’(p,d)=£e’ V%
F(4, d)=%e’ \/an

29 ., I~
G'(d,d)=2= o2 —
@)= VQ:: J

85

(33)

jamo ynorpe6sbana-

(34)

CIIPE3AHSY ji. Tpumenumo
YA€ Ha jesrpa ,orxenana“ o 3aBpiieTKa p-bycke.
aK# nap jesrpa ,ornegama“ mo.
j fapamerpa v, npy uyemy
aBaTH napamerap

(35)
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a U3 J0oGMjeHHX M3Pa3a MOXKEMO M3PAYyHATH H OXHOC Rc/R. Cras-
majyhu

6 Ze?
Ry=ry A, Re=——"—— 36
Y ° ¢ 5 (AEC)exp ( )

rae (AEc)exp 03HAUaBa €KCMEPUMEHTANHY BPEIHOCT KYJOHOBCKE eHep-
ruje, A06MjeHy M3 eHepruje B-pacnaja, MOXEMO r, H3Pa3uTH y DyHK-
unju o Rc/Rm u AEc y MeV

1,739.10-12Z
A% (AEC)mev (Re/R) |
¥ cnyuajeBuma A =3, 5, 11, 13, 15, 17 Moxe ce npuMeHuTH NpoCTa
Slater-opa MeToza u no6ujajy ce caefehin pesynraru.
a) Map (,H3, ,He}). 3a xoudurypanniy jj (nljm)) JIpyror jesrpa
(1 01/2 1/2){(1 01/2 ~1/2),

npu YeMy CMO LPTOM OJABOjuaM KOH(Hrypauujy nocaeiwer npoToHa
KOjUM Ce JAPYro jesrpo pasiuKyje OX DPBOT, Ha OCHOBY HaBeleHHX
obpazana nobujamo

f°=

. 2
AEc=F° (s, s)=1,129%;

(38)
Rc/Rm=0,951; ro=1,658 depmu.
b) TMap (Hej ;Li3'. Kondurypauuja
(101/21/2)(101/2 -1/2)|(1 1 3/2 3/2)
naje .
1 et
AE¢=2F° (s,p) ~— G* (5,p)=1,693— ;
3 R (39)
Rc/Ry=1,268; r, ueonpeheno,

jep je enepraja (AEc)exp HCOEPEBe&a.
c) Map (;BY, (CY). 3a koudurypanujy

(101/21/2) 101/2 -1/2) (113/23/2) (1132 1/2) (1132 —1/2)]
(1132 -32)

uMaMo

AEc=2F% (s, p) +3F° (p,p).__IB-GI (s,p) - —;- G* (p,p)-4,138-;; } )

Rc/Rym=1,096; ro=1,292 depmu.

@7
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d) Map (,C3? ,N¥). Ca xoudurypanujom
(101/21/2)(101/2 -1/2)(1 13/2 3/2)(113/21/2)(113/2 —1/2)
(113/2-32)|(11/21/2
no6uja ce
AEc=2F (5, ) +4F° (5, p) - O* (5,P)= + C* (p.1)=

2 (41)
= 4,891 %; Re/Ru=1,095; ro=1,350 (epmu.

e) Iap (;N3, s08%). Kondyrypauuja
(101/21/2)(101/2-1/2) (113/23/2)(1 1 3/21/2)(113/2—1/2)
(1132 ~32)(11/21/2)(111/2 -1/2

JHaje

e2

AEc=2F (s, p) + 5F° (p, p) — ~ G (s, p) == G* (p, p) = 5,737
3 5 R 142

Re/Ry=1,078; ro=1,313 ¢epun.
f) Map (30", ¢F}"). Ca xondurypauujom
(1012121012 -1/2)(113/232)(113/21/2)(113/2 -1/2)
(1132 =32)(1 1121211 1/2-1/2)[(1 252 52)

Aobujamo
AEc=9F" (s, d) + 6F° (p, d) —% G* (s, d) - % G (p,d) - 595 G* (p, d) =

5,841 & (43)
— Y R ’
Rc/Ry=1,201; ro=1,269 depmu.

Y cayuajeBuma A =7, 9 umMamM0 Herewepauujy y OTCYCTBY nep-
TypGaunje u oBAe MopaMo npumenutd onwrty Slater-oBy wmerony.
Pesynratu cy cremehu.
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g) Map (,L7, Be]). Y3mumo 3a 4Lil xondurypanujy
(101/21/2)(101/2 =1/2) (11 3/23/2)

M H3DaYYHA]MO H-eroBY KYJI0HOBCKY eneprujy Ec (s Liz). 3a ,Bel umamo
caepehe moryhunoctn

J=2 M=-2,-1,0,1, 2;
J=0 M= 0.
3a koudurypanuje _
M=2 (101/21/2)(101/2-1,2) (11323/2)(113/21/2)
M=0 (101/21/2) (1012 —1/2) (113/23/2) (1 13/2—-3/2)
1012121012 -1/2) (1 13/21/2) (132 —1/2)
u3pauyHajMo oOJArosapajyhe KyJOHOBCKE €Hepruje, umajyhu y Buay
ﬁaJc:QCTaH:e M=2 jaBmba camo nupu J=2, a cratbe M=0 npu J=0
Ecimen=Ecy=n>  Ecm=n=Ecy-o+Ecy=-2 (44)

a oxasne ce gobmja Ecgy-gqy ¥ Ec(y-p. Ilomro je excnepumed-
Tansa Bpexsoct J=0, umamo

Ec (\Be3)=Ec(juo - (45)
Ha raj HauwH nocie u3BpWIEHHX padyHa AO6HjaMO
AEc=2F°(s,p)+ F° (p, p)+—é— F2(p, p)~— %— G' (s, p)=

=2,632 9'-; y  (46)
R .

Re/Rm=1,107;  ro=1497 (epun.

h) Tap (,Bes, BY). 3a ,Bel umamo uctH 6poj npoTOHAa Kao M 3a
(Bei, Te je pe3yJaraT MCTH KaO y NPETXOAHOM CJayuajy
Ec (,8¢5) = Ec (,B€3). . (47)
3a 5'83 ysMuMO KoHOuUTYpanujy
@ 0 41'/2' 1/2)(101/2 —1/2) (1 1 3/2 3/2) (1 13/21/2) (1 1 32 —1/2)
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M M3PauyHajMO HEroBy KyJOHOBCKY eHeprujy Ec (sB3). ITocre u3sp-
IIeHUX payyHa X06ujamo

AEc=2F (s, p)+2F° (p, p) — % G (s, p)——g— G* (5, p) =

=319 %, (48)
R

Rc/Rpy=1,163; ro HeoxpekheHo,

jep je n osne enepruja (AEc)exp HeoZpehena.

NMPOYYABAME JE3rPA ,OlJIEJAJIA“ ¥ CNPE3AY LS. ¥ cayuaje-
BHMA a, b, e u f UMaMO jexaH NPOTOH y BHMIIKY WJIH Y MawKy y OX-
HOCY Ha mocaeltby NOABYCKY. Taja Cy pesyatath y cnpesawy LS
MCTH Kao NMPETXOAHH PE3yJTaTH y Chpes3amy jj.

¥ caydajeBumMa d M g mOCTOjH JHereHepanuja y OTCYCTBY nep-
typ6anuje. Crama Cy Taza oxpeheHa H pauyH MoKa3syje Xa ce pesyJ-
TaTH CaMO MQJIO DasjHKyjy OJ pe3yJaTara y chnpesawy jj.

Mehyrum y cayuajeBuma ¢ u h ctama y cnpesawy LS Hucy
oapeheHa, jep umamo cMemy Moryhux crawa. Taga ce mory patu
CaM0O J0m€ U ropwe rpanune 3a AEc u oxroBapajyhe rpanune 3a
Rc/RM H rg.

¥Y3mumo kao npumep nap (sB'é: «C'y). 3a 53'33 HMamo caenehe
moryhe kxonurypauuje (alm,s)

M=22 (101/21/2(101/2 ~1/2) (110 +£1/2) (11 +1 1/2)
(11 £1-1/2),

M=+1 (101212 (1012 —1/2) (11 -1 +£1/2) (111 1/2)
(11 £1F1/2),

(101/21/2(101/2 —1/2) (1101/2) 110 ~1/2)

(11 £141/2),

M=0 (101,21/2(101/2-1/2) (110 £1/2) 11 —1+1/2)
(111£1/2).

Anamizom oBux konburypanuja XONa3uMO X0 3aKbyuyka ga MMaMo
cTame L =2 ca MyATHNIHLUTETOM 2, cTame L =1 ca MyATHIIMUMTETOM
2 n crame L=0, J=3/2 ca myarunauuuteTom 4, Koja ce y yobu-
YajeHO] CIEKTPOCKONCKO] HOTauuju oGenexasajy ca 2D, 2P u *S;a.
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Crame jesrpa ;Bs je Taja cmema OBHX Moryhux cramwa y MHTEp-
MEJMapHOM CHpe3aiy Ca HENO3HaTUM Koe(uIMjeHTHMAa CTATHUCTHUKe
TeXHHe, LITO M JeCTe MpaBW pa3nor HeojpehenocTu cramwa. Ilowro
je excrmepuMeHTasHa BpeAHOCT J=3/2, CMela OBMX CTalba UMa 06JMK

«-2D35+4B - 2P3p+ Y« *S3p2 }
laP+|BE+ Y2 =1

Wmajyhu y Buay ma ce crame My =2 jaBba CaMO NpH CTramwy
’D, crae M, =1 npu crawuma 2D u *P, a crame M. =0, Mg=3/2
€aMo NPH CTawby 4S3p, M3pauyHajMO OAroBapajytie KYJOHOBCKE eHEPruje:

(49)

Ecm =2= Ecen), Ecemp=1=Ecen+Ecep),
(50)

Ec mp=0,m5=39= Ec4s3p).

Onaspae moxemo uspauysatu Ec (3D), Ec(2P) n E¢ (*S3r) u nocae
M3BPIIEHUX padyHa A06ujamo

e2 e2
Ec(D)=8629%,  E.(P)=8742 %
R R
. (51)
Ec (*Syp) = 8,460% :
Te je i
8,460 g_ < Ec(sBM) < 8742 9R—. (52)

Ha cauuad Haumn 3a jesrpo ¢Cl! manasumo 1a cy moryha cramwa
iD,, %P u 'S,. Taga cauunuM pauyHoM A06ujamo

2
Ec (D;)= 12,803%2- . Ec (*P)=12,690 %.

" (53)
Ec(1S0)=12.972 -,

Te je

2
12,690 ?Rl < Ec(sC) << 12,972 fR—. (54)

OnaBje MOXeMmO 3aKbY4YHTH CaMO Ja JudepeHiHja HUXOBUX
KYJIOHOBCKMX €HEpruja JiexHu y rpaHuiama

2 2
3, 948 % < AEc < 4,512 % : (55)

a OBUM BpeJHOCTMMa Cy OipeheHe W TpaHHIIE Yy KOjuMa Jiexe Bpel-
HOCTH Rc/Rm H 1.
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3AK/bYYAK. — CkynuMo cBe pobujeHe pesyiarare y Chpe3amy
jj y cnenehoj Tabaunu.

Naposu AEc (y %’) Re/Rm o Ly bepus)
1 (H3, HeD) 1,129 0,951 1,658
2 (eHeS, SLi3) 1,693 1,268 -
3 (LT} (Bed) 2,632 1,107 1,497
4 («Bed, $B%) 3,196 1,163 —
5 (B, «ClY) 4,138 1,096 1,292
6 CE, N 4,891 1,095 1,350
7 (,Ng%,s0%%) 5,737 1,078 1,313
8 50y, oFg) 5,841 . 1,201 1,269

3 oBe Tabaune Moxxemo u3BecTH caenehe 3akbyuke:

1) Bpennoctu Rc/Ry onanajy, u3yseB Npu 3aBpluaBamy S U p
JbYCKe 4 Yy CPEINUHM NMOAbYCKE py, THAE NOKA3yjy HAraud nopacr, u
NpH 3aBpUIABAKY NOAMBYCKE ps,, FA€ CTALUOHHUPA]Y.

2) BpenHocTH ry MOKa3yjy CAMYHO MOHAaLIawke, H3y3eB WTO IO-
Ka3yjy ANCKOHTHHYHTET NpPH 3aBpIUABakby ps, MOABYCKE M LITO HE
noxa3yjy AUCKOHTHHYMTET NPH 3aBPMIABAKY P JbYCKe; OBe Bpex-
HOCTH CY Yy BpJO A06pOj CarJacHOCTH ca pe3yJaraTHMa Koje Cy Jo-
6uan Carlson u Talmi.

Ha xpajy, xeneo 6ux Ja wn3pasuM CBOjy 3aXBaJHOCT mnpode-
copy Roger Nataf-y, mox uujuM cam pykOBOACTBOM pafu0 Ha OBOM
npobaemy y uucratyty Collége de France y Ilapusy.

(Caoiwiieno 13 nosesubpa 1957)
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LES RAYONS DES NOYAUX ,MIROIRS* AU POINT
DE VU DU MODELE EN COUCHE

P. MUSICKI (Beograd)

En suivant les travaux de Jancovici, Carlson et Talmi, on a
domné une application du modeéle en couche pour déterminer le rap-
port du rayon coulombien a rayon mésonique et le rayon du noyau
équivalent 2 un nucleon pour les noyaux ,miroirs* jusqu'a la fin de
la couche p. Dans ce calcul on a supposé que le potentiel moyen
a la forme du potentiel d’oscillateur harmonique isotropique et on
a utilisé la méthode de Slater pour calculer I'énergie coulombienne du
noyau, parallélement dans le couplage ji et dans le couplage LS.
Dans le couplage jj les résultats sont données dans le tableau et dans
le couplage LS les résultats sont les mémes ou un peu différents,
mais dans certains cas on a obtenu les résultats indéfinis, c’est dans
les cas du couplage intermédiaire des états possibles.
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VACLAV VODICKA

UBER EINE FORMEL DER ELEMENTARMATHEMATIK

Dieser Aufsatz befasst sich vor allem mit der Herleitung einer
nicht allgemein bekannten Formel der Elementarmathematik. Sie steht
in enger Beziehung zur Theorie periodischer Zahlenfolgen, zur Multi-
plikation der Potenzreihen (es sei hier insbesondere auf einige Fragen
aus der Theorie der lakundren Reihen hingewiesen) und zu interes-
santen Problemen der Unterhaltungsmathematik. '

1. DIE AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMEL. Ist r > 2 irgendwelche
ganze Zahl, so hat die Zahlenfolge

r—1
= —1— cos 2npn

T o=0 r

ey

(1=0,1,2,...) (1)

offensichtlich die Periode r und ihre Anfangsglieder sind §’ =1,
A = = = 12 = 0.
Die gewiinschte Grundformel ergibt sicht indem wir die Ausdriicke

HP =8 (1=0,1,2,...;r=2,3,4,..) @)
u g h b 2,000 1Oy Xy ens),

auf zweierlei verschiedene Weisen berechnen.
Zuerst hat man offensichtlich

5,”=1+[l] (1=0,1,2,...; r=2,3,4,...), 3)
r

wenn [x] gewdhnlicherweise den ganzen Teil von x bedeutet,

Die zweite Form von (2) ergibt sich durch direkte Berechnung.
Mit Hilfe von (1) bekommt man dafiir zuerst

. nNpw
sin 7BT

n r—1 ZV T r—1 r
rHY =3 3 cos PT tr+ po)
[
v=0 p=0 r P=1 gin e

r

cos(rz+1)p—1E =
r
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| sin@n+ )& ] L sin@n+1)E8
— r — r
=nt+r+ - —li=n+-(r+1)+ -
| 26= sin & 2 25‘ sin 2%
r ) r

Obgleich die Rechnung nur unter der Annahme n>1 durch-
gefithrt worden ist, gilt das Ergebnis auch noch fiir n=0 und wir
gelangen zur zweiten Beziehung fiir die Ausdriicke (2):

o oy sin@r+ DB -
H= | 2n4rtid 3 —————|(1=0,1,2,...;r=2,3,4,...). (9

p=1 sin —
r

Durch Gleichsetzung von (3) und (4) gelangen wir nun zur
unseren gewiinschten Grundformel

_ sin@n+1)E
E__._____L=r—-1—2r(—"—-[—n—])(n=012 ;r=2,3,4,...). (5)
p=1 sin-eE r r T T

r

Wird ganz allgemein unter {x}=x—[x] der gebrochene Teil von x
verstanden, so kann man (5) auch noch in die Form

r—1

sin(2n+1)%’—‘ n
R =r—1—2r{——] (1=0,1,2,...;r=2,3,4,...) (5.1)
r

. T
=1 sin pr

r

setzen.

2. MULTIPLIKATION VON UNENDLICHEN REIHEN. Ist
gQ)=14+5+C4+...= ¥ (6)
n=0

irgendwelche konvergente Reihe und r>2 eine ganze Zahl, so geht
es zuerst um die Auistellung der Potenzreihe fiir g (¥). g (¢').

Da man mit der Bezeichnurig (1) offensichtlich

g(g)= 3 MPur (r=2,34,...) )
n=>0
hat, so folgt gewohnlicherweise

()-8 = i;oy' $ho - 2,”51')3”= E—:o[nw]y

v=0 n= r
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und wir kommen zum Ergebnis

1 &~ () ~ |n+r
r = —— = HIZ n— n
8080 == s 2[ ]s

n a=0 I »

(r=2,3,4, eel).
In der Form mit [ ]

Gehen wir mit irgend einer and

einen Schritt weiter, so haben wir nach (7) und (8 )

e )

n=0 =0 r
_ f}é [ﬁl[ n—xS4r ]= i (l +[£]+I”E/31[n_xs])gn
n=0 r n=0 S H=0 r
Zusammenfassend ist also ,
1 = A9
) 4 )= = An’ ,
g e () g (%) —90-0) 1 ) n_go §

WS g —
AL’-S>=1+[1]+ HE [”— xs] (rs=234,..).
s *=0 r

Mit einer dritten gﬁnzen Zahl t >2 haben wir nach 9)

20 eE) gt =3 AL nt = h"’A[n,,fsn

n=0
und daher
) et et et g (5”) gt = Z%Q" 2 KO AGD 4GS =
= 2 gn 2 A(" S)A(f_-;zt
n=0 ¥=0

Wir kommen also zur Formel

g8 &) 2(L) gt g (¢t =
1

- - % Br®0yn
(l—é)(l—é’)(l—és)(l—S')(I—L")(I-L") 2 °

n=0

(8)

gilt ibrigens (8) auch noch fiir r=1.

€rén ganzen Zahl s> 92 noch

®
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ln/t]
B(nr's't)-'-'-' 2 A(7€’S)A$1r'—s'},t,
?%=0

A9 = 1+[_”.]+ln§/§] ["”"S]
S v=0 r

und verzichten auf naheliegende Weiterfithrung unserer Erwagungen,
da die bisherigen Ergebnisse tir unsere weiteren Zwecke vollig
ausreichen.

(s t=2,3,4,...) (10)

3. ZWEI PROBLEME DER UNTERHALTUNGSMATHEMATIK. Die inin dem
vorhergehenden Abschnitt skizzierten Tatsachen hangen offensichtlich
mit der Theorie Diophantischer Gleichungen und mathematischer
Spiele zusammen. Die Grosse A" aus (9) bestimmt ja bekanntlich
die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man die Summe von 1
Kronen mit Banknoten im Betrag von 1, r und s Kronen bezahlen
xann. So lasst sich z.B. mit den Banknoten 1, 3 und 5 Kronen die

Summe
von 10 Kronen auf A(l%'s)=7 verschiedene Arten,
R S ARP =29 . , USW.
auszahlen.

Ahnlich bedeutet die Grosse Bs" die Gesamtzahl von Mdg-
lichkeiten etwa n Kopeken mit Minzen und Banknoten im Betrag
yon 1, r, s, t, rt und st su bezahlen. So ldsst sich ein Rubel auf
B%5'9 verschiedene Arten in Minzen 1, 2, 5, 10, 20 und 50 Kopeken
auszahlen.

Die nach (10) durchzufithrende Rechnung ist einfach und ganz
mechanisch:

AE)Z.5) = 1,A‘12’5)= 1, A(23,5)=2, A%ZJ): 2, A?’5)=3,
AZD =4, AP =5 A% =6, AP = 7, A8 =8
A% =10, AGY =29, AL =58, AGY =97, AGY — 146, A% =205,

AGD — 974, AGY = 353, A% = 442, AR = 541;

: 10 '
B%’g’w)= 2 Agfvf’) A(fdg)_w = 1.541 +1.4424-2.353 + 9974 +3.205 4 4.146+

®»=0

+5.97+6.58+7.29+8.10+ 10.1 = 4.562.

Die obige Transaktion kann also auf 4562 verschiedene Arten durch-
gefithrt werden, wie iibrigens aus der Literatur her gut bekannt ist.




Uber eine Formel der Elementarmathematik 97

4. SCHLUSSBEMERKUNGEN. 4.1. Bei verschiedenen Gelegenheiten
sind mehr geschlossene Ausdriicke fiir einzelne !Glieder der peri-
odischen Zahlenfolge (1) von Nutzen. Wir fithren hier daher die For-
meln fiir ein Paar anfingliche Werte von r an, wobei natiirlich die
moglichst einfache Form gewahlt wird.

Es ist fir n=0,1,2,3,...

1
B2 = cos? T—‘—, D = —-(1+2cos-g£—“—), ) = cos 2% cost IZ,
2 3 2 4

1 nw 3nxn 1 nn nn
" = -—(1+4 oS — c0S ) A = — cos’——(l +2cos —) ;
"5 5 5 ' 2 3

g)=l l+2(l+2cos zm)cos dnn s

7 7 7

1 nw nn nr nn
A = — cos2 == cos——(c § — cos’-——)- - 11
mm g COS gy COSTCosT T sy (I

42. Betreffs der obigen Aufgaben der Unterhaltungsmathematik
sei bemerkt, dass unsere Betrachtungsweise in diesen Fragenkomplex
hoffentlich mehr Systematik und einen tieferen Einblick bringt, als
man es gewohnlich in der Literatur” finden kann. Die auf ersten Blick
mithsame Rechenarbeit wird sich der Leser nach ein wenig durch-
gerechneten Zahlenbeispielen selbst vereinfachen kénnen.

(Eingegangen am 4 Dezember 1957)

O JEJHOM OBPACLlY H3 EJIEMEHTAPHE MATEMATHKE
B. BOAWYKA (Ilaazen, Yexocnosauka)

Y oBoM pany usBomu ce jesan obGpasan u3 enemeHTapHe Mare-
MaTHKe KOjH CTOJH HENOCPeNHO Yy Be3H Ca NepPUOAMYHHM HH30BHMA.
Iberosa npumena ce cacToju y MHOXE€HbY HEKUX F€OMETPHUCKMX NPO-
rpecuja, Xao 4 y HeKMM eJeMeHTapHuM npobGiemuma u3 KomGuna-
TOPHKE.

¥ rauku 1 moxasan je taj o6pasan. Hexka je r >2 ma xoju 1eo

6poj, Taxa Gpojun wu3 AL, (1=0,1,...), nedunucan ca (1), uma nepu-

7} G. Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis,
I, Berlin, Julius Springer, 1925.

7 306o0puur MaTexaTHuUKOr MHCTHTYTA
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OLY I M OYEBHJHO je K=0,k=1,2,...,r—1, A =1. O6pa3san, o xome
je peu mobuBa ce KaJ ce u3pa3

n
HP= 24 (1=01,...5 v=234,..)
y=

¥3pauyHa Ha ABa pa3auunTa Hauusa. FIpBu HauuH n0BOAM JO oGpacua
(3) y xoMe [x] o3HauaBa Hajetim 1meo 6poj caipxan y x. JnpexTHUM
uspauynaamweM HY), nomasu ce xo obpacma (4), u ynopehusamem
obpacua (3) ca (4) usBozu ce ocHOBHu o6paszai (D). Yeohewem cum-
6ona {x}=x—[x], o6pasan (5) ce moxe HamucaTH u y 06auxy (5.1).

Y rauku 2 ce mocmaTpa reoMerpricka nporpecuja g({) mara ca
(6), u 3a r>2, obpacuem (8) mu3paxen je npoussonx g(t)g(¢)
y o6auky nporpecuje umju Cy KoeduUMjeHTH HY. Vcro Ttako,
o6pasan (9) naje m3pa3 3a g(L)g(t")g(L%), s>=2, a (10) uspas 3a
gL gL g ) g(L) L") g (). .

Y tauxu 3 mara je npuMesa Hanpel Jo6uBenux o6pasana Ha
peiuehe HEKMX eJleMeHTapHuX XMO(]aHTOBHX jeJHAauMHa, KOje Ce jaB-
Jbajy y esemeHtapnoj KomGuuaropuuy, Tj. y MaremaTnuxkum urpama.
KoeduuujerTn nomeRyTHx pefoBa y Tauku 3, Hajy 6poj pewema
HexuX AuohaHTOBHX jenHaunHa y ueaum OpojeBuma. OO6JBK THX
koedunujenara xar je o6pacnem (10) u 3aT0 MX je JaKO u3payyHaTH.

Hajsan, y Taukn 4, y o6pacusma (11) napauynaro je HeKOamko
OCHOBHHMX H3pasa.
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JAAHWIO PAILKOBHWH

HEKE OCOBHMHE CKAJIAPA JENHE CIIEHHUJAJIHE
JAKOBHUJEBE MATPHULE

1. CKAJIAPH CMEUWJAJIHE JAKOBHJEBE MATPHULIE. — [Tocmarpajmo
HOpManHy Jako6ujeBy Matpully J=(ax)? ca Tpu RujaroHamHa peAa uH-
ju cy enemenTH ar=0 xagma je li—k]>1 ([1], crp. 82). Heka je osa
MaTpulia KBaAPaTHA, CHMETPHYHA Ca CNelHjaJEuM BPEJHOCTHMA HEHUX

enemenara, a;=2i—1, a; ;,4=0;,,,;= — i, Tj. 06JuKa
1 -1 0
-1 3 -2
0 -2 5 °
J- ............. . 1)

2n-5 —-(n-2) 0
-(n-2) 21-3 —(n-1)
0 —(@-1) 2a-1

Hben npBu ckaznapa (Tpar) npercraBiba 36up elemeHaTa Ca
rAaBHe AujaroHajle MaTpUuHE Cxeme

sp=1+3+4 + o @-+@-D= T @-n=-r=(1):

v=1

JaKne, OH NpeTcTaB/ba 30UD IeauX NMO3UTHBHUX HemapHux G6pojesa.
W3 penanuje
S =5+ (2n-1)

Cleiu Ja je mpBa pasnuka ckalapa A'=2n-1; jpyra je KOHCTaHTa
M M3HOCH A%=2, nok je Tpeha jexHaka HyJH. :
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Ipyru cxanap (36up IVIaBRMX MHHODA APYror peja JeTepMu-
HaHTE MaTpulle) U3HOCH

S =1[3+5+ + « + +(2n-1)]-12+

+3[5+7+ - - - +@2n—1)]-22+

* 2 e 2 2 e & s ¢+ e & o+ @ o o

+(21-3) (@n—1)=(n~1)2,

na ce, ¢ 063MpoM Ha (2), MOXe HamuCaTH W y OBOM OG6JuKy:
n—1

s® 2 @v—1) (1P —+?) ~ 2 vi=n%(n—-1)>- 22 V3.

Kako cy s6uposu ([2], cTp. 262, 266)
N (rz + l)z
E v 2 '

1

n—l

2 =

o |

caeau Ka je Ipyru CKajap matpune ojpeheH u3pasom

R HEIARARIA)

Jlako ce oxpehyje u mocaexmwn ckanap S,(. OH mpercraBba
JAeTepMUHAHTY OBe Marpuue. JloxaBameM e/neMeHaTa NMpBE BPCTE OBe
JleTepMUHAHTE eJIeMEeHTHMa ADYyTre BPCTe, Na 0BaKO J0OHBEHE eJeMEHTe
Ipyre BpCTe NOXaMO ejemeHTHMa Tpehe BpcTe u Tako penxom noGn-
hemo nperepMHHaHTY

n

9 @)

1 -1 0 °
0 2-2 .
0 0 3
SP={Jl=1 + o v v v v v e e =nl (4
n—2 —(n-2) 0
0 n-1 —-(@-1)
: 0 0 n

‘lﬂ]ﬂ ]e BPEAHOCT, Kao WTO ]e NO3HaTo, ]e,u.ﬂaxa npou3sBony ejeme-
HaTa Ca rjaBHe zmjaroua.ne, T_) nl, rjae ]e n pexp matpuie.
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Moxe ce nokasaTw Aa ce cxanapu S, Mory uspauyusasatu
noMohy o6pacna :

2 ! 2
sP=n() =00 e ) o o
r r (r (n=r)yt \r =0 o ®

WTO NOKadyje Ja C€ He Mopajy Hu OXApehuBaTH I/IaBHH MHUHODH Je-
TEPMUHAHTE OBE MATPHUIE.

Tpu ysacTonna cxanapa pasiuyuTOr pexa BesaHa Cy caenehom
peKypeHTHOM QopMynoMm

SP=8 + 2n—1) S0 - (n—1)2 857, SP=1 6)
M3 KOje Caexu ¥ 0Baj OJHOC
1 2
S(”-H):( n+ ) S(”). 7
r n+l—r) )

Cxanapu ucror pesa a pasamauror pexa Matpuue J o6pasyjy
HH30Be 6pojeBa CTaJHUX pasjuKa

. (20 2r\ _I2r+l) 2r@r) r
Ar=2"1_ | = = = ; T+1_
r! i ( r ) r+l1) rq) vEl (rv); 470 ()

KaKo je noxasaso y Ttabaunu L

Ta6aunua 1
n 8|8 S| S| S | S Ss S | S | S | Sw
1
4 2
9 18 6

16/ 72{ 96 24
25| 200 600 600 120
36( 450{ 2400/ 5400{ 4320 720
49| 882) 7350, 29400 52920, 35280, 5040
64(1568(18816| 117600| 376320] 564480 322560{ 40320
8112592142336 381024|1905120| 5080320/ 6531840| 3265920; 362880
100/4050/86400{1058400(7620480{31752000(72576000(81648000(36288000{3628800

O WD U A G =
et pnd ik et gt pmd Pk pmd Pk St

—

<
iy

- ) -
alajals

A8=120

VIHTepecaHTHO jeé YOuMTH Za Cy CKanapu SU” ancoayTHe BpeXHO-
ctu Koe(uiujesata ocHoBHOr Laguerre-opor noauHoma ([3], cTp.
428—437 u [4], cTp. 93)

Lo(x)=es 2

dxn

(e ={J—xI| )
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na ce uctu ([5), cTp. 96) moxe neduuucath Kao0 KapaKTepUCTHUHHU
NOJIMHOM TOPI-€ CNenMjaJHe CHMETPHYHE Heocnuaanuone JaxoGujese
matpune, [6].

Kaxo je ([7], ctp. 51)
(-5 ()
(= E0) ) C)-EC )L
na, nomohy (5), crexu penaumja
Sa- 5B EC L0
22 n

A (2v—l)=% I (14v).

II! y=1 y=1

TO je

- (10)

2. ®OPMYJIE 3A 3BUPOBE KOMBUHALIMJA. — Ilomohy ckanapa
ropwe Jakobujese cnenujasHe MATPHIE MOTY Ce OJApeJuTH HMHTEpe-
cauTHe (opmyJe 3a 36upoBe KOMOMHaNMja NeNHX NO3WTHBHUX Hemap-
Hux 6pojesa.

[1pBu cxanap S jemmax je yjenmno u 36upy xomOuHalHja mpse
Kjaace 6e3 NOHaB/bawa N IEJMX NO3UTHBHUMX 6pojeBa

T @r—1)= 8P n2 = (’;)2 (11

HMsmelyy npyror ckanapa u 36upa xomOunaumuja 6e3 MoHaBibatba
npyre knace oBux 6pojeBa NOCTOjH OXHOC,

2
’

n
S%”’:Ec;‘—gvz:zt(;)

na ce, ¢ o63upom Ha (3), noGusa

R e T

jep cy nosnare penanuje

2 n+1\ 2n41 °E, [T\ 2n—1 n\ (n
2"2”( 2 )“"3_" 2 =(2) 3 =2(3)+(2)'
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Hdame ce pobusa oxnoc usmely tpeher cxkanapa u 36upa Kom-
6unanuja Tpehe kaace

S =2 CE—12[54+T+ -+ +(2n~1)]=22[1+7+ -+ +(n—1)]—---

— (=21 434 - +(2n=D]—(a=1DF[14+3+ - +(2n—5)],

Te je
n—1

n~1
SP=3Ci—n? X v24+4 215,
1 1

Kopucrehu o6pasay (5) cregu ga je

ZC§=6(;)2+n’[2(;)+(;)J—4(;)2=(g)n(n’—n—l). (13)

36upoBn KOMOUHAUWja LeAMX HEMApHHUX MO3UTHBHUX OpojeBa
BE€3aHW Cy pexyp3uBuuM obpacuuma. M3 (12), c o63upom Ha (11),
caefgu Ia je

n—1 n—1

n\2 n—1
Te-oy) + T =2 T T va
i 1 1

n~1 n—l1

= 213 (2v+1)v’=‘lv_,[(2v+l)2C§'].

na yonmre Baxu caefeha pexypentHa ¢opmyna 3a 36upoBe KOMGH-
Hanwja

n—1
EC?(2V—~1)=v=§1{(2V+1)ECL1L (14
ma je u ‘
4 al{2ny (2}l nl &{n\(n
Ge-v-5()-5-5250) () o

36upoBu cy nokalzand y tabaumm I

OBu 36upoBu 06pa3yjy Hu30Be OpojeBa umje Cy pa3nuke jex-
Hake pa3n¥Kama Kkoje o0Gpa3yjy ckanapu npenmwe Jaxobujese mar-
putte (8). 36or Tux pesanuja NOCTOjH ¥ OBa peaanuja

et Cr=(2n+1) X Cry. (16)
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Tabauna I
NIRE R 3 4 5
1) 1
3
2! 4 3
5 5.4
319 23 15
7 7.9 . 7.923
4116 86 176 105
9 9. 16 9.86 9.176| -
5125 230 950 1689 945
1n 1125 11 - 230 11 - 950 11. 1689
6| 36 505 3480 12139 19524 :
13 13 - 36 13 . 505 13 - 3480 13 - 12139
7149 973 10045 57379 - 177331
15 1549 15- 973 15 - 10045 15 - 57379}
8|64 (1708 24640 .| 208054 1038016 ;
17 17 - 64) 17 - 1708 17 - 24640 17 - 208054
981 [2796 53676 626934 4574934 :
19 19 - 81 19 . 2796 19 53676 19 . 626934/
10 [100 (4335 78840 1646778 16486680
10! > g
A | A3=2 A4=12 A8=120 A8_-1680 A —30240:1'11(5+v)=
=6-7.8.9-10
AH+2=2 (2 k+1)a%k; k=1,2,...; A=2

36up KoMmOuHanuMja MOXKe Ce OAPEAHTHH NMOMOhy KOHaYHMX pas-
auka. Hanpumep, 3a r=2 nobuBamo

setes(3f ea(Jo{2)-o(2)- u(5)o ()
| (2 ~(2)-5(5)-5(3) =0, n>2.

Sct=nw-n-n[5)=15(5) 110y + (g Jrimo ()
na ‘je

n[2(;)_1]:15+20("—1_3)+22(n;3_)+6(";3); n>3.

na je
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Ha ocHOBy H3HeTOr MOry ce Jako HoGutd u caeiehe ¢opmyne
3a 36upoBe nenux Gpojesa:

n n+1\ 3n24+5n+1

9p4+1) v = Sn+ontl
T@vt) ( Y )

2 —_

é(zv-l)v2=(”;l)§3—%”—l—, (17)
1 .
n—1 n\ 3n*—-5n+1

9p—1)pr () 30+l
L@v=D)y (2) 3
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QUELQUES PROPRIETES DES SCALAIRES D’UNE MATRICE
SPECIALE DE JACOBI

DANILO RASKOVIC (Beograd)

On démontre que les sommes des mineurs principaux d’ordre r
du déterminant de la matrice symétrique de Jacobi — les scalaires
de la matrice (1) — peuvent étre déterminées sans le développe ment
du déterminant de la matrice (1) et qu’ils sont liées par les relations
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de récurrence (6) et (7). Ces scalaires forment les suites des nom-
bres avec les différences bien déterminées (8). On constate que ces
scalaires sont les valeurs absolues des coefficients des polyndmes
fondamentaux de Laguerre (9). Il en résulte que ce polynéme fon-
damental peut étre défini comme T'équation caractéristique de la
matrice spéciale de Jacobi (1).

Griace 2 ces relations entre les scalaires on peut obtenir les
formules pour les sommes des combinaisons des nombres entiers,
positifs et impaires. Elles sont liées aussi par les relations de récur-
rence (14) et forment les suites des nombres avec les mémes dif-
férences comme (8). ‘

Ensuite, on déduit quelques relations enire les coefficients
du binome et aussi les formules pour certaines sommes des entiers
positifs (17).
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CTAHHUMUP $EMILI

O JEJHOM THITY EJIMIITUYKOT UHTETPAJIA Il BPCTE
W O HbErOBHUM IMMPUMEHAMA

[TocTanak pa3nuuuTHX OGJHKA HODMAJHHX THIOBA EAMITHUYKHX
HHTErpaja 640 je yCJIOB/bEH IMIeJHIITHMA €a KOjHX Cy Ce HOCMaTpald
eJMUNTHYKK HMHTErpanu uiaM eauntHuke bynxuuje. Ilok Legendre, Ha-
npuMep, WAe 32 THM Ja HHTErpan y KoMe ceé MOjaB/byje KBaXpaTHH
kopen mnoasnoma Il mau IV cremeHa pexykyje Ha HajjeZHOCTaBHH]y
dopmy, Weierstrass-y je cTanqHo npex odynMa Be3a CBHX €JHINTHYKHX
¢ynknuja ca o-pynxnujom. Jacobu, onmer, 6upa THNOBe KOjH HO03BO-
JbaBajy HENOCPENHO pasBHjame y pelnoBe HTA.

[Nokazano ce, jom, na HHje ONpaBJaHO JaTH H3BECHOM THMY
enunTHYKOr uHrerpana Il Bpcre Heky HapoOYMTy NPEXHOCT, a C THM
y Be3H H HEKO HapOYUTO (PYHKIHMOHAAHO obesexje, jep Cy ce Haiuie
MHOTe JIpyre paBHOnpaBHe ¢opMe; IOroTOBO, LITO CE€ OBaKBH HHTE-
rpamu KOju Caipye TpH apryMeHTa MOry CBeCTH Ha (yHKuuje Koje
cagpxe csera xsa aprymenTta. Ho y Beankom 6pojy cayuajeBa, Hapo-
Y4TO y NpPHUMEHAaMa, IOKa3aJ0 Ceé Na jeé MNaK ONPaBJaHO Y3€TH HEKH
TWN 3a HOpMaJaH, jep cé y TaKBMM CJyuajeBuMa pazuI0 O MHOro
jeIHOCTaBHHjUM TpaHC(opmanujama.

[Ipu csohjery jemHor HOpMaaHOT THUNA HA APYI'H jaBbajy ce
penamuje Koje 64 ce MOIMe MOJENUTH y ABE KaTteropuje. Y jenuoj
ce Besa u3Mehy JABa HopmanHa Tuna uHrerpana III Bpcre wu3spaxasa
eneMeHTapHuM (yHkunujamMa. Y Apyroj xaTeropuju ce y Be3aMa Moja-
B/bYjy M €NMNTHYKH MHTErpaju HuUXe BpcTe. MHTerpaau npse rpyne
mornu 6u Ce Ha3BaTH ,CPOAHH“ wHTerpaau. OHU Apyre rpyne Guau
6u ,caauHn”“. Tako Hanp. Jacobi-jeB HOpMaaHu THO

]
. _f k2sin a cos o A () sin® 8
@ &P = ] (1—k*sin® asin26) A (8)
0

(n=-ksinex, Aw)=V1-ksin*w
u Legendre-os

P
de
I (n,k, 9) =6f(] +nsin? 6) A (8)
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Besand cy penanujoM ([6], cTp. 344)
e, k) = O (1161, 1, ) — F (1, ),

rze je F(k ¢) Legendre-oB HopManuu eaunTHuku uHTerpan | Bpcre.
Osu cy Tunosu caununu. Mehytum, y npobremuma nunamuxe [4] no-
jaBuo ce u Heuman-oB tun

9
_ [ ¥*sinBcosBA'(B) dO
Ak 9)= fk" cos2B +k2 cos? 0 A(9)
0

———— k? B
12 2 ’ = 12 ] _—
(k +k2=1, A'(w) Vi—k2sinfw, n 1 k"sinf p)

Osaj je ca Legendre-oBuM THNOM Be3aH pesanujoMm
P .
Ak )= T g 4 ),

Kao mTo je TO nako yBuieTw. OBM cCy, Hakjae, WHTErpan¥ CPOXHH.

Ox cBakor HOBOT THNa, M MOPEX TOra IITO C€ OH — Kao TaKaB
— HenocpejHO jaB/ba y NPHMEHAMA, OueKyje ce xa obpacuu Koju
BaXe 3a TaKaB TUN He OYAY KOMIUIMKOBAHM]H OJl aHAJIOTHHX O6Gpa3ana
3a Legendre-oB Tun. Jep Ou Tajga, yMecCTo Ja Ce AMPEKTHO Onepuine

ca TaKBMM TUNOM, GMJIO 3rojHuje Aa ce OH Hajnpe cBeje Ha Legendre- .

0B, u3Bpule norpe6ne Tpancopmanuje, a 3aTHM Ja Ce OH BpaTH y
cBoj npBo6uTHH 06auK. JIMpeKTHO omepucame H3uckuBahe Bume pa-
yyHatba ¥ HOBM TWN WMao Ou camo QurypaTuBaH 3nauaj.

Cpoxsn uHTerpan¥ ucnyuuhie, pa3sym/buBO, TPaXKEHH 3aXTeB U
OHM HHCY O] uHTepeca. Paxs ce camo O THNOBHMAa KOju Cy camo
cauydn ca Legendre-oBuM. Taxsu Tunosu umanu O, JHaxie, CBOj
raison d’étre axko-o6pacuu 3a HHX KMajy MCTY CTPYKTYPY Kao ¥ OHu
3a Legendre-oBe, eBEHTYaNHO W NPOCTH]Y. :

Y oBom paay yka3syjem Ha jesad Tun uurerpana Il spcre xoju
ce nojaspyje y npoGieMuMa reOMeTpuje KOX MCNHTHBAba KOHUYHMX
NOBpUIMHA: KOJ M3pauyHasama OTBOPa pa3BujeHOr oMOTada y paBaH,
KOJ KOMNJaHanuje Koce KPyxHe Kyne, y je/lHayuHaMa JIHHHje OCHOBE
KOoHyca pa3BujeHe y paBaH UTA. 10 je WHTErpan

P
- octgy A(0)de — cto?
An. b 9) = A’(\lr)f Ircigysme”  ooev (@)
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MNoxasahy na o6pacuu xoju ce oxHOCe Ha OBaj THI HUIUTA HHCY
KOMIUINKOBAaHU]H OJ OHHX 32 Legendre-oB T, Aa Cy HEKH, IITA BHLIE,
H NPOCTH]H.

OG6supoM Ha reOMETPHUCKM 3HaYaj OBOI' WHTErpaja, OH 6H ce —
aHA/IOTHO Ha3UBY ,€JUNTHYKH“ — MOrao Ha3BaTH ,KOHHUKH“ MHTErpal.

1. Hurerpan JI je nedunucan, kao IITO ce BUAH, 32 INO3UTHBHE
BPeAHOCTH mapamerpa. Axo ce ¥ u3pa3u nomohy n, moGuje ce

®
_A[n(rED) [ A(9)d0 2
J](n,k,cp)—v n+ie fl-f-nsin’e' @
0

a oBaj ce u3pa3 Moxe AedpuHHCATH M 33 BPEIHOCTH
—-I1<n< -
Axo ce noguHTerpanHa (QyHKIMja Hanmuume y OGAHKY

n+k? _ k3
n(l+nsin?0)A(6) nA(s)

u3pa3 sa JI mobuhe 06k

EITDOR(CUICEL] PR L IO

Bugu ce na cy JI u I1 cauydau uHTErpasy.

O6pasay 3a 36up aBa unrerpana III Bpcre ca uctum MoxyJOM
H alIMTYAOM, a ca pa3auyuaTum napamerpuma ([2}, crp. 237)

k2
ﬂ(n,k,cP)-i-l'l(—,k.qv) -
n

arc tg Lg(:)\j(n-f-l)(n-i-k’)} +F(k9) (4

KaJa Ce MeCTO OBHX WHTerpaia yHecy BpeZHOCTH H3paxceHe nmomohy
¢yunkuuje JI, no6uBa 064K

_ \/ n
B ET)

Jl(n,k,<p)+n(’£’_,k,<p)=
n

5V e s P9 @)

=arc tg

A()
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3a n= +k cneiu
2N (kK w):arctg[gl—i—m—

A(p)

Ha ucTn nauws, o6pasany nomohy Kora ce HHTErpaa ca nosu-
TUBHMM NapaMeTpPOM H3paxcaBa NOMOhy MHTErpaja KOMe ce napamerap
Hanasu usmehy —1 u —k? ([2], cTp. 240)

] +(1F k) F(k 9).

2

H("”" (P)= +k2

nk? l'l(—n+k2
(n+1) (n+k?) n+1’

n sin @ cos @ v [n(n+k?)
+\/(n+1)(n+k2)ar°tg[ A (@) Vn-!—l }

no6usa 06aMK

T (n, k, <p)=n( ntl

n(n+k?)

n+4k?

TS F (k, )+

k, <p)+ k?

sin ¢ cos ¢ n(n+k’)].
+ar°tg{ A (@) ntl

Anuuuona Teopema 3a enuntuke unterpane Il spere ([1], cTp. 13) ‘

H(n, ko) + X (nkVY)=1(nko)+

n sin ¢ sin ¥ sino Vn (n+1) (n+k®) }
+ V(n +1) (n+k?) are tg{ 1+ n sin® o—n sin ¢ sin ¥ cos ¢ A(s) ©)

koja Baxu 3a n >0 uwau —1<n< —k% y3 ycnos |

€os 6 = €os ¢ cos { — sin ¢ sin ¥ A(o), (6)
no6uBa 06JHMK ‘

T, ko) + I (n, koY) + k2 \/E(%‘lis‘) [F (k, 9)+F (k, V)—F (k, 0)] =

=JI(n, k,o)tarctgw, | (5%

rie je w u3pas y Benukoj sarpaiu jexnauuHe (5). Kako y3 ycnos
(6) Baxu jow

F(kr (P) +F(k"1’)= F(k,d),
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TO aguiuoHa Teopema 3a ¢ynkuujy JI mo6uBa 06.HK

Jd(n k,¢) +J1(n k)=
(7)

sin ¢ sin Y sine Va (2 + 1) (n + &%)
n+1-ncos¢cosycose

=JI(n, k,0) + arctg

y3 ychoB
€03 6 = €OS @ cos ¥ — sin ¢ sin Y A(c).

Osaj o6pasan je npoctuju ox o6pacua (5).
3a ¢ =V, 6 =x/2, ycaoB (6) ce cBoau Ha
ctg?e =¥, ®

Iox u3 obpacua (7) caenu

1 1 1 _yfa(a+ky) ], '
TA(nk 9) =5 T + 2amg[l+k’\/ n+1 ] ©

Kagrox BaxH (8). Osze je ca JI, o6eaexeH uHTerpal

/2

_ ) _/n(a+1) A(®)de
”“‘"(”""7)”\/ n+k* 0f1+nsinze (10)

M OH J0roeapa NMOTNyHOM uHTerpaxy JI.

INosnaro je ma ce mornynu wunterpaa Il Tpehe Bpcre Moxe
u3pasutu nomohy wmurerpana Iwm Il Bpcre. Legendre ([5] t. I, crp,
133) je, HanmMe, nokasao aa je

n/2

2
sin{ cos ¥ A’ (V) f ] cos? as
-c
0

0s2yrcos26 A(9) -

= _;‘_ —[FE (¢, %)+ EF (¥, %) - FF (¥, ¥)] =

/2

— k"% sin ¥ cos Y A’ () f Sin? & a8
0

1+ (—1+43sin*¥)sin?6 A(8)

rae je E(x, V) Legendre-oB HOpMaJHH enunTuuHu uHTerpan Il Bpcre
moxyna x u rae cy ¢a F u E o3HaueHu notnyHw HOpPMasnHM eann-
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Thunu unterpany 1 u 1 Bpcre (moxyo k). Axo ce npsu pasnomuu
noaunTerpatiux ¢QyHknuja Hanumy y o6iauxy

cos® @ _ 1 - 1 o1
1-cos®{rcostd sin*{cos®y 1-+ctgtysin?é  cos?y

. sin?0 _ 1 [ 1
1+(—14k?sin?y)sin?0  —14+k2sin2 14+(~1+k"sin?y)sin? |

Taga caegu
I, (ctg*¥) =

_sinycosy[m P A
- {2+thqu ()~ IFE (k. ) + EF ()~ FF (£, )]] (1)

I, (~1+k"2sin?y) =

————A—'Q)—— it_ ’ ' _ ,
~ W2 sin Y cos ¥ 2+[FE(k,‘1’)+EF(k,\lI) FF(k,\];)]}.;.F, (12)

rae je ca II, osHauer nornynu murerpan ox IT 3a mapamerap cig?¥
ung — 14+£k'3sin®*y. [IpBa ox OBHX jeAHAYMHA BaxKH 33 NO3UTHBHE

napamerpe, Apyra 3a one usmehy —1 u —k%

[Tornynu uurerpan JI, ce MHOTO npocTuje u3paxcaBa mnomohy
enuntuyrux wHrerpasa I u I Bpcre wero uurerpaa I,. Jep, ako ce
y jeanauunm (11) craBu ctg? ¥ =k*/n gobuhe ce

1 (%)" %V(n-{-l)’(ln-f-k‘) + n:-l:& - \/(;:l_;(lw-ic’) J

rae je ca J obenexen uspas y cpeawoj sarpagu oxn (11). ITpume-
wyjyhu ob6pasan (4) u3 Kojera 3a ¢@=m/2 caexu

m, (%2)= - \/(n—:—:)—("nm +F—TI, (n)

M #3pasyBIiH, HA OCHOBHU (3), unrerpan I, (n) nomohy JI, (p=n/2),
Ta) u3pas 3a JI, nob6usa caenehn jegHocraBaH 0O6GIHK

J, () =F E (&, ¥)+EF (4, %) - F F (') (13)
n>0, tg¥="Yn/k.
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(Onasne 3a y=x/2 crexu Legendre-oBa penaumja FE'+EF' -FF =
=r/2, na je

lim J1, (n) = /2).

anMEH:y]th uCTH NocTynaxk Ha jepHauuny (12), u3 ose caenu
(- 1+ k"sin* ¥ =k?/n) uajupe,

n
ﬂn (n)=Vm)—n+—k‘)—J, (14)

a 3aTeM

N, (n)=[FE (¥, ¥) + EF (£, V") - FF (', ¥)] - Fk”]/ G

n(n+i)’

k=
—I<n<— R, tgx};:—k—v_%.

Vurepecanto je Hamomenytd aa 3a —1 a< 4% Heuman-o
nornyHs uHrerpan A (ak,x/2) Bo,u,u Ha u3pa3 J, mwTo ce Jako ysuha
ako ce y (12) ynece spexnoct A. [axze,

A (n,k,x/1)=F E (4" %)+ EF (£, V) - FF (&', ).

Hssox ¢yuxuuje Il nmo moayany k uma o6aux [1 crp. 283]

oM (n, k, @) k {k’sincpcosw_i : }
' ok BT kA () k'*E(k"‘pHn("’k’w - (15)

Wssox ¢dynxuuje JI no moxyay k umahe muoro npoctuju oGamuk

o0JI(n, k,p) P n(n+1)

ok (n+ k)3

F (% %), (16)

Ka0 WITO je TO NaKO YBHAETH.

Taxohe je To cayuaj ca usBogom dysnxuuje I1 no napamerpy n
({1}, crp. 286)

Ol (n, ko) 1
on " 2n(n+1)(nt+k?)

{uasancpéo§<pA(<P) —(n+ k) F (k, ) +n E (k, 9) —(n* - k2) T (n, k, <p)}. an
1 + nsinte -

8 36opunk MaTeMaTHYKOr HHCTHTYTA
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Axo ce, cana, JI u3pasu nomotiy Il va ocHOBM jegHaumme (3), TO Ha
ocuoBu (17) crenm npoctuju O6JMK

0JI(n, k, o) _
on (18)
1 nsin ¢ cos ¢ A(yp) nk'z .
= ~ F (k, 9)+E (k, 9)!.
2Vn(n +1) (n +k’){ l+nsinch n+k? (e @) +E ( (P)}

Mpennocr o6pasana (16) u (18) nax (15) u (17) je n y Tome
ITO Ce y NpPBHUM oépacuuma yonuiTe He NOjaBJbyje eNUNTHUKH MHTE-
rpan 11 Bpcre Il (n, k, ¢) oxnocno dynknnja JI(n, k, o).

2. Yxasahy, cana, Ha cayuajese rae ce uurerpan J1 nenocpenno
nojasbyje.

Y jemnom CBOM panujeM pazy [3,a] nokazaoc caMm jga Kpusa
MHHMja OCHOBE OMOTa4a KOCOT KDYMHOr KOHyCa PasBHjeHOr y paBaH
uMa je{HaYHHY

)= EDEB g 1 )2 s F ),

n(n+
. 2 02
=£_____32) k= —sin B- Y’ coS ¢ = SihSs S18e—p7
45,5, 2 $;—Sg  §;53+p?

rie je © BesyuuHa OTBOPA MPEXKE KyNe KOju OAroBapa BEJIWUHHM p.
Osze cy s; u 5, HajBeha ¥ HajMara M3BOJHMLA, P MaKOja M3BOJHHIA,
B uy Hacmpamuu YIVIOBM CTPaHaMa S; U S, Y KapaKTEPUCTHYHOM TPO-
yray. Ilon KoopauHaTHOT CHCTEMa je y TeMeHy Kyne, a mojiapha oca
je M3BOAHMIA S,.

AKO ce ropwmy MHTErpasu CKyne, jelHauMHa MNOMEHYTe JHHH]e

6uhe
0(p) =TI (n, k, ).

BenuuuHa 6 Moxe ce W3pa3uTH y QYHKIMjH YA @ KOra rpajiu noay-
NpeYyHUK OCHOBE OAroBapajyhu H3BOAHMULK P Ca OCHOBOM KapaKTepPHU-
cTagHor Tpoyrsa (monasehu ox s,). Tama usmehy enemenara koHyca
nocToje Bese

S =852 +r24+2rscosa, S5 =s2+r2—2rscosq,

p?=s*+r¥*—2rscosv, €OS Y = COS L COS w.
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Benuuuna s npeTcTaB/ba OCHOBY KOHyCa, r MOJYNPEYHMK OCHOBE,
O yra0 OCOBUHE MOpeMa OCHOBY, a V¥ yrao usmeljy u3BojHULE P H
noAynpeyHuKa OCHOBE ofrosapajyher Toj usBomsuum. ITocne xpaher
payyHa ciaefu

e(w) =H(f7w’f, (P)' (19)

(5= gin BY 3_\/3? ®
Ll PR s y-\g ey

Onapje ce oaMax BHAM FEOMETPHCKO 3Haueme NOTNYHOT WHTErpana
Jl, (n). Hanme, 3a w=n nobusa ce, ycaen cumerpuje, NOJOBHHA
orBopa Mpexe. Tana je u ¢ = . Kako je unrerpax JI yser y rpa-
Hutama (0, @) jexHaK ABOCTPYKO] BPEAHOCTH HHTErpana yseror y
rpanunama (0, =/2), T0 caexu xa:

[Tornyuu unrerpan JI, npercraB/ba 4€TBPTHHY OTBOpPa OMOTAya
pa3BHjeHOr y paBaH.

Ha ocnosu (13), oBaj ce pesyaraT ciaxe ca Pe3yATaTOM jeXHOr

Mor pamsjer paga [3,b] y xome caMm nokasao na je orBOp OMOTaua
pa3sBujeHor y pabas

6 =4[FE (¢, V)+EF (¢, ¥) — FF (¢, ¥)], ¥ = arcsin —;—2;’;"

Oux unrepeca je HanOMEHYTH joul, Ja OMOTa4 KOCe KPYXHe Kyme
uMa nospuuny [5, ¢)]
M=r2n42rVs,s, E-2r2J1,(n),
rie je

-— 2

n=ctg?y =
ey 4s,s, 2

3. Hnrerpan JI nojaBmbyje ce ¥ y jeXHauuHH JWHH]e OCHOBE
OMOT44a YCHpaBHE eJUATHYKE Kyne pa3BujeHOr y paBaH. Yaehemo
3a NoJ TeMe Kyrne, a 32 NOJAapHy OCYy HajMamy u3BoOxHAny. Makoja
H3BOAHMIA Ha KymW, BEKTOP t, WMahe KOOpAMHATE y MpaBlUMa 0CO-
BUHAa eaunce 2a ¥ 26 u y npasiy Bucuse f

t(asin ¢, b cos ¢, —H),

rie je @ KOMIIEMEHAT €KCLEeHTPHYHe aHoMaiuje eyunce. Enemenar d6
OTBOpa OMOTauya pa3BujeHOr y paBaH umahe, no Wunderlich-y (7],
BpPeIHOCT
V[ede]*  Va® H?cos? o+b* H? sin® @ +a® b2
dé = 2 = 2 gin2 2 cos? 3
T a®sin® ¢ + b2 cost o+ H
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nUin

rae cy s;=Va® + H?® n s, =Vb® + H?® Hajseha u HajMara M3BOAHANA,
a & HyMepuukHu excuentpuuurer eaunce. Crasmajyhu

203 ‘
0<——He=k<l u af =1>0
Sa $3

BUIM ce Ja je

9
0 \/n(n-{-l) VI-&*sin?o d
n+k? . 1+nsine

Kaxo je jom (r*=p?)

2 2 2 Q2 j 3 oS,
p*=H*+a*sin2p+t-b*cos?p T tgle= 2-pt
1

TO je jeZiHaynsa TpaxeHe JWHUje

a%e? He Vp*~s; :
6= (mk9), n="g, k===, tge= st (20)

3a p=s, je jexHa BpemZHOCT @=w/2, na ce, ycJaex cCuMmerpuje
Kyne, BUAX Ja NOTHYHW uWHTerpan JI, v oBAe NpercraB/ba YETBPTUHY
OTBOpA Mpexe.

W3 jennagune xpuBe JWHHje MOry ce TPOUATATH HEKE OCOGHHE
kpuse. Tako manp. 3a ozpehuBare KOHBEKCHOCTH NOTpPeGHO je ucnu-
TaTH H3pa3

J=p?+2p"—pp",

o= (L) e (0
dp) dp*\dp

Axo ce Besuuuna dO uspasu y QymKumujy OX p, JaKO Caexu JHa je

rue je

s? si—H?p? ’
(s2—p”) (0*—s3)

Qlﬁ.
oo

1
p
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na je
A==
a sEs2—Hip*
"=p2s}sg(sf-i-sg)p’——(H’s%+st§+3s?s§)p*—sfsg+2H’p‘
(s2s2—H*p2)?
]

az b2 98

R

>0.

Bunu ce xa je xpuBa CTanHO KOHKABHA NpeMa NOJAy ¥ Aa HeMma fpe-
BOjHHX Tagaka.

Koopaunare uentpa xpusuHe (p,,8,) XOGHUBajy ce u3 jefHAUMHA

12 __ Aot
pocOs (8, —8) = LZ—0P" P _
J
1
== g2t st st sl (st — )], (21)
a 12 s
D, 8in (8,—6) = (*+e™) e’ _
J
sa+sz_H2__ 2
T T N (D @R . (22)

a*bip
U3 apyre jexHaunse BHAM ce Ja jeé 32 BPELHOCTH

p=Vsi+s3~ H’, p=Su,  p=Sy p=-siHi’

BeanunHa O,=0 u HEeHTpu KpUBHHE Jeke HA CaMUM HaBEJEHHM H3BOXL-
Hauama p. Kako Ha Kynu He noCToju npBa ¥ YeTBPTA WM3BOJHHMLA,
TO y 063up J01a3e CaMO H3BOAHMLE p=S; U p=S, 3a 0Be Bpel-
HocTH je cos (0,—0)=1, ma je
e s, a%€?
Ps, =8, &% Psz-‘-—_bz_'

INonynpeunuk KpuBHHE je

p= PEHPHR 1

; aloryr (s34 53— H?—p®)hystsi— Hp?
a
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. P RIR v 58
¥ HEeroBH eKCTPeMH mocrojanu 6u 3a p=0, p=Vs§+sf—H’, p=—’1—1—2n

s2s2 a2 b? .
p= ‘Fz_z Wy N [lpBe Tpu u3BOAHKMILE HE NOCTOje HA KYIH, & TaKohe

HH 4eTBpTa, jep 6u ycaex s > —;— » Tj. 452(s2 — H*) > ab*, crenuno

2 12
s2s2 _ ab
H* 4 H?
NpeyHuLy KPUBHHE 32 p=S§; U p=S§, jecy

> s?. [Ipema TOome, pa3BujeHa KpuBa Hema Temena. [Toay-

h a?
Rsl=;2—8,, RSz:: 'b‘z"Sz.

M3 nanoxenor caefu 4a Ce MOTY KOHCTPYHCATH OHM OCKYJa-
TOPHH KPYTOBH KOjU OAroBapajy W3BOLHHIIAMA S; H S,

Kopucrehin o6pasan (9) Mory ce oxpenuTd joll NBe Tauke y
KOjuMa C€ MOry MOJIOXHTH OCKYJAaTOPHH Kpyrosu. Jlo wmHuX ce H0- !
na3u Ha caefehn Haumd. U3 (9) cnexm i

T (n, &, 9) = %(n,m),

rae je

_ 1 n(n+k%| as,—bs,
w*arctg[l+k,v P —arctg———H, . (23)

Axo ce ca a u B o3Haue yraoBM u3Mely BHCHHE M H3BOLHHLE § {
OXHOCHO Sp, Taza je /|

asy—bs,  Hsytga~-HsitgB s,tga—stgf
H? H? H »

as,—bs,
2

M BeanuuHa arc tg ce MOXXe KOHCTPYMCATH, Na MpeMa ToMe “

n Beauuuna 8=1/,(Jl,+ w). Haname, usBonauuna xoja oxrosapa yray
8 nobusa ce, va ocHOBy (8), M3

2
Sl-—'f)2

p=arc ctg Yk’ = arc ctg———\/ i
p* — 52
HAaKje '
2 __ 2
stopl b
p? — 53 as,
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oJjakJie je
s as;+bs,
= tsr
as,+ bs,
Kako je jow
asi+bs, _ (as,+bs,) (as,—bs,) _ Si8,—ab
as,+ bs, as; — b2 st H?
TO je
o, = Yors, Vo) = (aal”
H

Na ce BeJIMYMHA P; KOHCTPYMIIE KAao 4YeTBPTa NPOMOPUMOHANA H3
focaefibe TPy BeauwunHe. llewtap xpuBHHE 3a OBY W3BOAHUILY A00MBa
ce Ha ocHoBu (21), (22) u (23), Te nocne kpaher pauyna caenu

Po €08 (8,~6) = O, Po 8in (§—8) = p, tg w,

¥ KOOpJHHaTe LEHTpa KpuBHHE cy (pg tg w, n/2+8). Hajnocae, noay-
NpedYHUK KPWUBUHE 3a Ty M3BOXHUNY je R, =p,/cosw. Kao wmTo ce
BUJlH, OBE BEIHYHHE MOI'Y C€ KOHCTPYHCATH aKO Ce 3Ha OTBOP pa3BH-
jenor omotaua.

(Caofiwmeno 25 jyna 1958)
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UN TYPE D’INTEGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME
ESPECE ET SES APPLICATIONS

S. FEMPL (Beograd)

Le but de cet article est d’étudier un type d’intégrale elliptique
de troisidme espéce (1) resp. (2) qui se rattache aux probl2mes de
géométrie [3]. Cette intégrale est désignée par JI (n, k, ¢) et admet,
contrairement au type normal de Legendre, une signification géomé-
trique concréte. L’expression JI (n, k, @) représente une partie d’ouver-
ture de la surface développée d’'un cone elliptique droit (du cone
circulaire oblique), donc l'intégrale complete (@€ [0, =/2]) représente
le quart d’ouverture. Par analogie a ’expression ,intégrale elliptique®,
lauteur dénomme lintégrale (1) ,intégrale conique*. :

Dans cet article on démontre pour la fonction JI les formules
correspondant a celles du type de Legendre. Ainsi, par exemple,
la formule (4*) exprime la somme de deux intégrales avec le méme
module (0 Lk 1) et de méme amplitudes o, mais avec les para-
metres différents; la formule (5¥) représente le théoreme d’addition;
la formule (13) représente l'équation de transformation 2 l'aide de
laquelle T'intégrale complete JI, s’exprime par les intégrales ellipti-
ques normales de premidre et seconde espéces, enfin les formules
différentielles (16) et (18).

On en conclut que la plupart de ces formules relatives 2 la
fonction JI possedent une structure plus simple que les formules
correspondantes de Legendre.

Les équations des lignes de la base du cone elliptique droit
et du céne circulaire oblique, développées dans le plan, sont données

sous la forme
0=1JI(nk 9)

les grandeurs n, k, ¢ ayant une signification différente pour le cone
elliptique et circulaire.

On donne enfin quelques constatations gé€ométriques de Ia
fonction JI.
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MHPKO CTOJAKOBHMT

[NPUMEHA XWIIEPMATPULIA
HA BHUINEJMMEH3WOHAJIHY MHTEPITIOJIALINJY

Y panosuma [1], [2], [3] n3n0xn0 cam HEKOAMKO CTaBOBa O MO-
CPeJHOj ¥ HENOCpPeXHO] wHBep3uju MaTpuula BanxepmonzoBOr Tuna.
H3noxuo caMm y TUM pafoBuUMa M NPUMEHY J06UBEHUX pe3yJTara
Ha npobneM jeXHOXMMEH3HOHAJHe wHTepnoJsauuje. ¥ [1] mao cam pe-
auMe, y [2] mokase raaBHMX pesyataTa a y [3] xao cam Heke pomyhe
npowupyjyhu cBOjy MeTony 4 Ha Apyre kaace marpuua. OBge pe-
3yJTaTe M3 THX PajoBa U Ja/be NPOLIMPYje€M Ha HOBE KJace MaTpulia
wTo oMoryhyje n npuMeHy Ha npo6seM BHIIEIHMEH3HOHA/IHe HHTEep-
nonanuje.

1. Hexa je
(1) Vo=[v =€l (hi=12,...,n+1; X0=1),
BangepmoH10Ba MaTPHIla BEIHYHHA Xg, Xy, ..., X,. TaZa je mpema [1]
Vit=S,V,/L.,
TAE je
—1)i+i e (f4ei
(2) Sa=[sy}; s,-,~={( W Onaicss (IS R4)
0 i (i+i>n+2),
a Oj Cy eleMeHTapHe CHMETpPHYHE GyHKIHjE BEAUUMHA Xg, Xy, .e0y Xy}
~1 1Ly (x=1); (i=1)
3 Lo=[l}; 1, ={( o %
( ) n [l!] J 0 ; (1. #I)
a Ljn(x) je
i—2 n
4) Lyn(x)= IT (x— x,) n.(x\,——x).
v=0 v=j

[Tpema oBum obpacuuma, 6poj T, omepauuja Koje je norpeGHO
u3BpIWHMTH Ja 6w ce po6uaa marpuna V! nonasehu on nosmare ma-
tTpuue V, W NO3HATMX BENMYMHA Xg, Xy, ..., X, CACTaB/bEH j€ OBAKO:
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a) 3a u3payyHaBalbe Da3iHKa BEJNYHMHA Xy
Xp=—Xn—ys Xn—Xp—gseeey Xp—Xg, Xp—Xy, X=X,

Xn_"_x"_z,o--, Xn_l"xZ, xn_.’_Xx, xn_I""XO
Xa""x2, X3"""x’, Xs"'"xo
X3'—‘xi, Xz_x‘,

Xy —Xo
) n+1 »
noTpe6HO je W3BPIIMTH CBera o | ORysuMatba.

b) 3a uspauyHaBame nNPOM3BOJA pa3nMKa M3 Tadke a) Tpeba
u3BpIIMTH cBera n®~ 1 mHOXxemwa. (M3BecHoM pamuoHanu3amujoM mo-
CTyMKa MOxe ce 0Baj 6pOj HEMTO ¥ CMAbHTH al¥ MH HA TOME He
MHCHCTHPAMO).

c) 3a u3pauyHaBame BPEILHOCTH €/EMEHTAPDHHX CUMETPHUUHUX

dyHKIMja BEJHYMHA X,, Xy, ..., X, NOTPEOHO j€ H3BPIUMTH (n;—l)
cabupamwa u (";l>——l MHOXEHeE.

d) 3a uspauynaBawe nmpoussoga S, V,’ moTpe6HO je U3BPIMTH
(n+4+1) (";1) cabupawa u (n+1) (;) MHOXEbA.

e) 3a uspauynasawe npoussoga (S, V,)L, norpe6Ho je ussp-
wuth (n+1)* nemema.

[Ipn oBuMm cpauynaBamuMa 6poja NOTPeOHMX oOnepanuja ysero
je y 063up na BanzepmoHjOBa MaTpHna MMa jefaH pej jefuHMIA
a UCTO TaKO Ja Ce ¥ TPOYraoHa Marpuia S, CacToju HeNoM M3 HyJa
a NeN0M M3 jelMHHMI, LITO 3HATHO CMamyje 6poj NMOTPeGHUX MHO-
Kewa u cabupama.

YxynHo ce Ha oBaj HauuH no6uja
2884904702
2

&) T,

onepauuja. 3a n=1 (matpune ¢opmaTa 2Xx2) Ham NOCTyNaK je
»701IMjH“ 0x yo6uyajeHOr NOCTyNKa KOjM 3aXTe€Ba Ja CE EJEMEeHTH
ajjyHrosaHe MaTpulle JAese BpexHowmhy JeTepMWHaHTe MaTpulie: Io
HalleM TNOCTynKy Tpe6a 8 onepamMja a no KJacu4sHoM cBera 5. 3a
n=2 0o HaumeMm MOCTYNKy Tpe6a 32 onepanmje a no kaacuysom 35.
Hro je n Behe TO je mpegnHocT Hamer nocTynka u3pasuruja. llra
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BUIIe Hall MOCTynak je no 6pojy omepamdja paLmUOHANHH]H H OZ
Ipyrux nocrynaka Koju cy paspahjeHH 3a MaTpHUIle ONIITEr HJAH Clie-
nujaaHor tuna. Bupern manpumep [5], cTtp. 248 -274 u [6].

2. ¥ pany [4] naBeau cMO HeKke CTaBOBE O XHmepMaTpuuama.
Tum HMeHOM HasuBaJM CMO MaTpuue AeduHMCaHE HA NPCTEHy Clie-
IHjaHO HA MOACKYNY KOMYTaTMBHMX MAaTpuuUa NpPCTeHAa KBaIPAaTHUX
~Marpuna. OBje hemo nokasaTH KakoO Ce jeHa KJaca Te BPCTE Ma-
TPHIa Ha NPUPOJAH HAYHH MOjaB/byje y Npo6JeMy BuileXHMEH3HO-
Ha/He HHTepnosnanuje, ROka3alieMO CTaBOBE O WHBEP3HjH Te€ BPCTE
MaTPHIa H MCKODHCTHTH Ty HHBEP3Hjy 3a pelueme npoGaema Bulie-
JAUMMEH3HOHANHE HHTEpnoJanuje.

3. Heka je
m . n A
©) 2=1 () = 3 5( auy)
i=0 =0
¢dyukuuja on ABe NMpOMEH/bHBE X, y KOja 3a
X=Xx,; v=0,1,...,m,
y=yu; p=0,1,...,n,
HMa BPEIHOCTH
R == Zyp.

Taga, 3a ozpehuBame xoeduunjeHata a;; Tpe6a pelIUTH CHUCTEM
(m+1) (n+1) nuneapHuX jeaHaYHHA MO HENO3HATUMA a,; KOjHX Takohe
uma (m+1) (n +1) na 6poj. Taj cucrem raacu

m , n .
7) Zp =y x'v(Z)a,,»y{,; v=0,1,...,m; p=0,1,...,n.

=0 Jj=0
Heka je Z Bektop-BpcTa uMju cy exementu y*x!; k=0,1,...,m;
[=0,1,...,n cpehenn aexcuxorpapcku no pacryhuM BpeXHOCTHMA

ekcnoHeHaTta k, ! (u rae ce ysuMa no peduruuMjn x°=y°=1). Heka
je A BeKTOp-BPCTa HHjH Cy €JEMEHTH a,u Takohe cpeljeHu JeKCHKO-
rpa¢pcku no pactyhuM BpexHOCTHMa HHIekca vp. Heka Takohe u Z,
6yne BEKTOD-BPCTa 4HjH Cy €NE€MEHTH 2,u JeKcuKorpadcku cpehenu
no pactyhum BpexHOCTWMa uHZekca vp. Heka je Hajsax V. MmaTpuna
cucrema (7). Hbene cy Bpcre jemHake OHO] BpPEAHOCTH BekTopa Z
KO]y OBaj y3uMa KaJ jé X=2X,, y=)p H KaJ C€ Te BPEIHOCTH JIEKCH-
korpagcku pehajy y marpuum V, ,. Ca 0oBuM oO3HaKamMa TpaxeHu
noauHom (6) nmuie ce

8) z==ZA'
a cuctem (7) nuwe ce
%) Zy=Vnpa.A'
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W3 oBor 3aamer je

(10) A=V Z/,
a onja (8) nocraje
(11) 2=2VianZy,

na ce npo6neM Hanaxewa (QYHKIM|e Z CBOAH Ha HHBEP3Mjy Ma-
tputte Vpn.

4. Heka je cax A, Heka maTtpuua ¢opmara nxn neduHacana
Ha Teny k ckanapa o, B,.... Ilpcren marpuma A, npecauxahemo
¥30MOpPHO HA MOJUPCTEH MPCTEHa MaTpuua Qopmata maXxXmn u TO
Ha JBa Da3jiuyYMTA HayMHa.

IESUHUUMIA 1. Hexa je

(12) D AnEay]; m=1,2,...

riae je
Hyaa malipuya GopMailia nxn aro je i #£j:
qyj = [

A, awo je i=j; i,j,=1,2,..., m.

Ilpema oBOj nepusuuyujn Marpuna D, A, CaCcToju ce OJ MaTpuia
A, xao 6JIOKOBAa Ha IJIaBHO) JMjaroHaJ¥ Y HyJa MaTpPulla BaH IJaBHe
Rujaronane. Onepatop D, MOxe Ce NPUMEHHTH M HA CaM CKalap «
(xao marpuny ¢opmara 1x1). D,a je Taxa jeNHOCTaBHO ,CKaNapHa
MaTpYla“ TO jecT MaTpPHLA KOja ¥MMa €JeMEHAT ¢ Ha IJIaBHOj AWjaro-
HalM a OCTaJH €JeMeHTH Cy joj jeanaxm Hysu. IlosHato je xa je
CKyn CKaJapHMX Marpuila u3oMopdaH Teay CKanapa Ha KOME Cy Te
matpule neduHucaHe.

JESUHULMIA 2. Hexa je A,=[«;] mailpuya ¢popmatmia nxn pe-
¢unucana na K u Hera je

(13) M A (D a]; 5i=1,2.0.,n; m=1,2,...

lpema oBoj medununuju matpuna My A, KObGuja ce U3 Marpuue
A, Kall ce y OBOj Hajupe CBakW eJeMeHaT «; TpaHCHOpMHIIE y CKa-
Japuy marpuny 9, a; dopmara mxm a OHAa M3 OBaKBHX MAaTPUUA
cacraBy ¥ cama marpupa My A,.

Jlako je Bumerd jga cy ckynosu {M,A.}, {DmAn} {4n} 32
yTBphenn mnpupoasu 6poj m mehyco6HO H3OMOpdHM Yy OXHOCY Ha
onepauujy cabupama M MHOXeEHAa MaTpPHIA ONHOCHO cabupama H
MHOXEHha y Teny CKajaapa.
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TEOPEMA 1. ,

’ DM (AB)=Mn A M B;
(SDtm 14)‘_1 =mm (A—l) ’
wtm (wlpA)=SntmpA .

(14)

HMomiayno uciie oliepayuje Baxce u 3a oiepailiop D.

OBa Teopema ciexu M3 NOMEHYTHX H3oMopdusama.

12
A'——- 3
a

1200
o A 3400
200012

10034

Taxo, 3a MaTpuny

HMaMoO

710207
0102
W=l 3540 !

10304 |

JOK je
D (sz Az) =M, (@, Az) '

TO jecT onepa;‘opu D 4 M Cy KOMYTATHBHHM:
TEOPEMA 2. Baocu ysex
(15) Dp (Mg Ap) = My (Dp Ay).

Hexka cy can W, u W,; BanxepMmongoBe MaTpuue BeauduHa
Xgs Xys o oo sXy DECHEKTHBHO BEAUHHMHA Yo, Yis ey Vno

TEOPEMA 3. Baxcu ysex
(16) Vin = D +m Wz Wy +n Wl .
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Hokas ce cactoju y Bepudukanuju. Mu hemo Bepudukaunujy
NPOBECTH HA NPUMEPY BEJMYMHA Xy, Xq, Xa H Vo, ¥y TO jECT Kax je
m=2, n=1. To he ywrexeru npocrop a jeHOM yTBpheHH NEKCHKO-
rpadpcky nopejak BennuuHa omoryhyje xa ce 3axbydyak NpOILIMPH
¥ Ha OMIITY CAy4aj. Y OBOM caAyuajy je

2 .2
1oy xg Xy Xy Xiyg
I ya x4 X374 xf X? Va2
Ioyy X3 X3y X% Xg Vs

2 2
1y X2 Xpy2 X2 X2 )

2 .2
1y x3 X9, X3 X3y,

2 2
L1y, x5 Xgy, X3 X3y, |

ma ce Jako yBuha 4a je Ta MarpHLla NPOM3BOX MaTpHlia

1 %000 07 10 x, 0 x207]
10000 010 x0 xb
001 y00 10x 020
=®3W2, z'——'mtzwir
001y 00 01 0 x, 0 x}
00001 y 10x0x30
10000 1 y | 101 0 x, 0 x31
rxe je _ _
1 x, x5
Ly
W, = 2 W,={_ "*|.
S e .[IY1].
_lxzxg_ !

Caga npumemyjyhn penauujy unBepsuje u3 rteopeme 1 Ha u3pa3 3a
marpuny V., u3 Teopeme 3 pobujamo

(16') V;;,l = §m1+n er 91 +m W;l,
a onjpa penamuja (11) raacu

(17) 2=Z( My on Wit Dy om W) 2y,
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IITO ¥ NpeTcTaB/ba GOpMyNy 3a NBOAHMEH3MOHANHY HHTEPHOJALH]Y.
¥ oBoj popmyau noce6rO ce BpmuM uHBep3Hja BaHaepMOHZOBHX Ma-
tpuna W, n W, u ox mwux dQopmupajy nocie uHBep3uje Xunepma-
Tputie Mypn Wi' ¥ Dypm Wa'. Tpeba jom uctahu ma ce untepmno-
JallHOHM TOJHHOM Ho6Hja y 06auky cpeheHoM (nexkcukorpadcku) no
CTeNeHHMa NPOMEH/bMBHX IUTO HHj€ CJydaj HH KOX jeXHe HO cajxa
nosxHare Gopmyse 3a HHTEpPNOJALH]Y.

5. Hsnoxuhemo jom u ciaydaj HHTEpnoJanuje NOJIHHOMHMA Ca
TPH NpPOMEH/bUBE.

Heka je _ .
(18) u=f(x,y,z)=v§0x"(}§0y?1 (é}oavmz’l)).

¢yukuuja ox TPH NpoMeH/bUBE X, y, 2 Koja 3a
x=x,; i=0,1,...,m,
(]g) .V—_-.Vj; j=0)11'°-’n;

2=2; k'——o,l;""pr
MMa BPEIHOCTH

(19) C usue

Tapa sanarak na ce oapene KoeQHUHMjeHTH Q,pq 3aXTeBa Aa C€ peluu
0 HEMO3HATHM BEJHYMHAMA G,un CHCTEM JIMHEADHHX jeJHaYHHA

m n P
@ wx= 3 5i( 2 71 ama ).
v=0 n=0 =0

kojux uma (m+1)(n+1)(p+1) Ha 6poj ca HCTO TOMHKO HENMO3HATHX.
Marpuna tor cucrema Heka je Vi, ., ,. Heka je A BexTOp-BpCTa uHjH
Cy €JEeMeHTH aypq cpeheHn Jekcukorpa)ckuM NOpeTKOM MO HHAEK-
CMMa vpn; HCTO TO HEKa BaXH M 3a BekTOp BpCTy U, ca eremMeHTHMA
u,x. Heka je U BEKTOp-BpCTa Yuju Cy eneMeHTH x’ y* 2" cpehenu Jek-
cukorpadcku mo pactyhuM BpemHOCTHMAa €KCIIOHeHaTa vpr (W rie ce
no nedHHHLIH]H CTaBba x®=)'=2"=1).

Ca TuMm o3Hakama cucreM (20) mume ce 0Bako
(21) ' Uo’= Vm’n'p A’-
Onasne je
(22) A= V;,l'l,p Uy'.
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Kaxo ce ¢yHkumuja u MOXe 3anucaTd ca

(23) u=UA’
TO M3 anTXO,D.HOI‘ caelnu
(24) u=UVaho Uy,

na ce npoGneM Hanaxewa (yHKUMje u CBOXM HA MHBEp3Hjy Ma
TpUlE Vi, n,p-

TEOPEMA 4. Baocu yBew
Vm.n,p =D+ +1) W) (®m+x My 41 Wz) (9]?(,, e+nWy),

rae cy Wy, W,, W, pecliexiiusno Bangepmonnose mafpuye Benuyuxa
Xos XgseeesXms YorsVireeosVns 20325y 20032ps

Iloxas oner ao6ujamo BepuduxanujoM Ha CnennjaiHOM Ciy-
yajy npu 4eMy jeJHOM 3a yBeK yTBpheHH JEKCHKOrpadCKu mnopenax
BeqMYMHA Ca KojuMa ce onepuime obesbehyje npomwnpere f06HBeHOr
3ax/byuKa ¥ Ha onmrtd ciaydaj. Heka je pagm ywrene y npocropy
m=1, n=2, p=3. ¥ 0BOM crieuujansoM caydajy matpuua V,, 5 raacu

Ws yo W, yﬁ Ws xoWs Xy, Ws XoYoWs |
We nWe BiWe Wy xonWe X0 W,
Wy 7. W, ¥iWs xoW; X0, W, X, A
Wy oW, BoWs Wy x;yoWs x Yo Wy
Wy y, W ,V%VWa W 3, W x, }’% W
W y. W, ViWs x, Wy x, Wy x5 W, |

V:.z,s“‘

na ce jako yBuha jga je OHa NPOM3BOJA MaTpuua
D Wy, DM, Wy, My, W,

ozakne cneiu TBpHEmEe Yy HABEJEHOM CIeLMjalHOM Cayuajy a u y
onmTeM Ciayudajy jep 6poj BeJIMYMHA Xy, Yp,2n HE MIPa Yy 3aK/by4H-
Bawby HapO4UTy YJOTY.

[lpumerbyjyhu caja cTaBOBE O WHBEP3UjH NPOHU3BOAA MaTpuuA
M CTaBOBE O MHBEP3MjH XuliepMaTpHua M3 Teopeme 1, Moxemo 3a
¢byuxnujy u npema (24) nucatu

(25) u=UDasposoWi Dnt 1t MpseiWa' Dmyninsn) W) Uy,
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Tpuma W, W., Wy u noce6ruo O 0BHMX ¢opmupajy Xdnepmarpuue

1 1 -1
Em(nﬂ)(nﬂ) Wi, Dm 44 Wy W, 9(m+1)(n+:) W3, Kao wro C€ u3
HaBexeHe ¢opmyne Bupy, MHTEDHOJAHOHK NOMHHOM ce Ao6uja y
06auKy cpelenom (nexcnxorpad)cxu) N0 CTeneHuMa npomensbuBux,

patop © 5ok ma Kpajy He mpeocTane Camo omeparop 9. (¥ (25)
3a matpuny Wi! Hajlupy Moryhu oneparop M jecre W+ 1341y -
Ipenasu ce na marpuny W3 y OnepaTop Mn 41y¢p 4y CMemyje ca

Dty Mp 4. Hajsan npenasy ce Ha wmatpuny Wi! yu oneparop

m+1 MMy 4 cMemyje ca Dim +1) (n41).) Yocranom, npema Hallem paxy
[4] Oneparop 9 u3 obpasana (1) 'u (25) moxe ce u CacBHUM H30-
CTaBHUTH a 1a He Ioke mo ABOCMHCJIEHOCTH. O6pasan (25) Taza raacu

(26) U=U a1y 040 WE) (Rp 4 Wi (WY Uy

O6jacaumo IpUMeHy oBor o6pacua mekuy jenHocraBHuM npuMepom.
Yamumo A2 je m=n=p=1 y Ia je

‘ |
!xo Xy .Vo'h)zo zx’ Uogo| Ugot|Uoso| Uoys| Uyeq Uyor|UygglUyyy
i12/3 4]5[6 "12'1[1i211(1’2

Hurepnonanuony MOJINHOM Taja raacu
U= 0Go00 + 8ooy 2+ Gogy y + ay,, Y2+a,00 x +ayy, x2+ayy, xy+ay,, xyz,

4 CHCTeM JIHHEADHHX jemHaumma no Qypn rIacu .
000+ So0s + 3dy,y + 1529, + ay49+ a9, + 3a,;y + 15a,y, =1,
090 + 600, + 3a,,, + 18ap, + 4,4, + 6a,o, +3a,4, + 18a,y,=2,
@00 + Ogoy + 4a050+20a,,, + Qo0 + 50101+4a“0+20au, =1,
Qogo + 6,5, +4ay,0+24a,,, + Q100+ 64y, +4a,,0+24a,,,=1,
Gogo + S0y + 3ag,0 + 15a,,, +2a,,, + 10a,,, +6a449+30ay,, =2,.

9 36opunk MaremaTrykor HHCTHTYTa
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.

ao°o+6001 + 30010 + lsa°|‘ +2al°c + 12010‘ +6011°+360“‘= 1,

aooo“‘soot +4ao10t+ 20“0|1+20100+ 10a,0, +8(1,w+40(1,“= |8
00+ Boor + 40910+ 24001 + 20,09+ 120501 + 801:o+4801:1=2~

YHyTpaumy CTPYKTYPY maTpuiue V4 OBOT CHCTEMA Huje JIaKo
carzienaTv; mehyTuM je npema teopemu (4)

V1.1.1=94 Wa D, Mm, Wz m, Wi,

W, = 11 W, - 13 W, 15 .
12 14] 16
Kako je

— 2 —1 i 4 =3] s 6 -5
e FUEEE Y -1 1) S S

rae je

6uhe
Vil =D Wi 9, My Wa' ®, Wi,
rae e B 3
5 0 0 0-1 0 0 0
0 2 0 0 0-1 00
0 0 2 0 0 0-10
awit=l © 0 0 2 00 0-1]
{000 1000
\ 0-1 0 0 0 1 00
| 0o 0-1 000 10
| 0 0 0-1 0 0 O L
- 6.5 0 0 0 0 0 0
\—1 { 0 0 0 00O
0o 0 6~5 0 0 0 0
o Wit ° 0-1 1 00 00
o 0 0 0 6-5 00
o 0 0 0-1 100
0o 0 0 0 0 0 65
0o 0 0 00 0-11

|
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a
4 0-3 0 0 0 0 0]
0 4 0-3 0 0 0 O
-1 0 1 0 0 0 0 O
D, MW "0-1 0 1 0 0 0 O '
0 0 0 0 4 0-3 O
0 0 0 0 0 4 0-3
0 0 0 0-1 0 1 O
. 0 0 0 0 0-1 0 1.
na je crora .
48 —40 -36 30 -24 20 18 -15]
-8 8 6 -6 4 -4 -3 3
-12 10 12 -10 6 -5 -6 b
. 2 -2 -2 2 -1 1 1 -1
Vita= .
-24 20 18 -15 24 -20 -18 15
4 -4 -3 3 -4 4 3 -3
6 -5 -6 5 -6 5 6 -5
L =1 1 1 -1 1 -1 -1 1]
a Kako je

u=UViUy; Up=[1,2,1,1,2,1,1,2];U=[1,2,¥, yz, x, X2, xy, Xy2},
6uhe vHTEPNOMALMOHM MOJMHOM
u=—78+152+421y - 4yz + 59x - 11xz — 16xy +3xyz,

fla je caX /MaKO NPOBEPUTH Ja OH HCNYyHaBa MOCTaB/beHE YCJIOBE.
Ha xpajy npumetumo na ¢opmyaa (25) caxpxu y ce6u u ¢op-
myay (17) a oBa ca cBoje cTpaHe cazpxu (GopMyay 3a jeJHOIZUMEH3HO-
HaJHy umTepnoJyanujy Hasezeny y [1], [2], [3]. 36uma, ako je p=0,
umahemo y dopmyau (25)
W3's(1], Mats) oy Wi =D Wi
Dot Myt s W' =Dpyg Ry Wi = Dty W™

-]
Dimtiyntn Wi = Dimiiintn (1],
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na ce no6uja dopmyna (17). Axo je caxa m n=0 umahemo name y
dbopmynu (17) :
Wy W=D, WT'= Wi,
Wil=[1], DymWz'=Dutm[l],
a TO jaje paHuje usBeleHy opmyny
Zz= Zer Zo'
33 WHTEPNOJAUW]y MOJMHOMOM Ca CaMO jeJHOM MpPOMEH/bMBOM.

(Caotuuiieno 24 peyembpa 1958)

JUTEPATYPA

[1) M. Stojakovié — Solution du probleme d'lnversion d'une classe importante
de matrices. CR Parls 246 (1958), 1133—1135. _

121 Sur une formule d’interpolation par polynémes. I'oauwmwax
gunosogcror garyaiiema Hosu Can, 3 (1958).

131 ) O jenno) dopMmynu 3a uHrepnoaaumjy. 36opsur pagoBa Ma-
wunckor axynmelia Beorpan (1958).

{4) Quelques remarques sur les hypermatrices. Publ. inst, math,

Ac. serbe sci. 11 (1957), 33-12.
{5} K. S. Kunc — Numerical analysis. New York, 1957.
6] B. H. ® aneenra— Bouucautennnnit MeTonn! Aunefinolt aare6psi. Mocksa 1950.

SUR UNE FORMULE D’INTERPOLATION PAR POLYNOMES
A PLUSIEURS VARIABLES

M. STOJAKOVIC (Beograd)

Dans nos articles [1], [2], [3], nous avons donné la formule
d’inversion éxplicite

r.z—‘ = Sn V,,'L,,

de la matrice vandermondienne V, ot V.’ est la transposée de V,,
S, la matrice triangulaire et L, la matrice diagonale définies ici par
(2), (3), (4), ce que nous avons alors appliqué a la déterminantion
du polynéme d’intérpolation d’une seule variable.
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Nous donnons ici les formules d’inversion des matrices qui cor- -
réspondent au probléme le plus général d’intérpolation par polynod-
mes a plusieurs variables. Nous donnons ici les définitions et les
formules pour le cas de trois variables en laissant au lecteur le soin
de faire la généralisation qui est dailleurs trés naturelle.

DEFINITION 1. Soit

u=f(x,y,2)= % x"(é pH (éﬂam z‘l)),

v=0 =0

le polynéme & frois variables x,y,z qui pour x=x;,y=y;,2=2, a la
la valeur u=u;,; i=0,1,...,m; j=0,1,...,n; k=0,1 , P-

sy Ay v

Soit A (résp. U;U,) la matrice-ligne dont les elements a,uq
(résp. xvVy*2"; u;) sont ordonnés par l'ordre léxicographique des
indices vp.ny (résp. des éxposants vpn; résp. des indices ijk).

THEOREME 1. La matrice Vy,,p des coefficients du systéme des
équations linéaires algébriqués

e =f (x4, ¥i, 24); i=0,1,...,m; j=0,1,...,0; k=0,1,...,n,

ou dans la forme matricielle
Uo'= Vm,n,y A';

aux inconnues ayuq Satisfait a la relation

Vm.n;p=(®(M+l)(n+1) Wn) (gDm‘*l Smpﬂ Wz) (m(nﬂ)(pﬂ wt):

W,, W,, W, étant résp. les matrices vandermondiennes des quantités
Xas Xgseees Xms Voo VireevrVai 20 24y o122 €8 D, M les opérateurs dé-
finis par la

-

DEFINITION 2. Soit A, la matrice quelconque d’ordre (nX n) définie
sur le corps K de scalaires «, 8,...". Alors, posons

matrice zéro si i==j

A (8.1, ={
Dm A, [BJ] By A, sii=j; ji=1,2,...,m.

D Ay 2 [Dpayl, ay étant les éléments de A,.
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THEOREME 2.

MNn (A+B)=M, A+WaB; D (A+B)=DnA+D, B;

My (AB)=M, A M, B; Dm (AB)=Dm A D B;

(W A)~* =Dy (A7), (Dm A)~'=Dm (A7Y);

M, (M, A) =My A; Dy (Dp A) =Dy A
THEOREME 3.

* u=UV_,l,,,,, U=UMn+yp+n Wl_19m+l Mp 41 Wz_lg)(mﬂ)(u-u)wi-l) v
Pour p=0 la formule (*) donne |
Wi'=1]; Monsnesn W' =Byss WI's Dy Mpss W' = D 1 W
Dims1y ety Wi =Dm+n wenll]=E (matrice unité);

u ne dépend donc de la variable 2z et nous obtenons la formule
(17) &’ interpolation par polynémes & deux varables

u= U(wtu-i-l W_l_, ®m+1 WZ—I) Uoﬂ
Si I’ on a aussi n=0 cette derniere formule donne
W' =[1]; Onss Wa'=Dpralll= E; Moy Wi' =D, W= Wi

u ne depend donc que d'une seule variable x et nous obtenons la
formule d’interpolation par polyndomes a une seule variable x

u=UWT' U,

ce qui été déja exposé dans {1}, [2], [3).
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M. TOMWT

O YHUPOPMHOJ KOHBEPTEHLUHMJHU HEKHUX
TPUT'OHOMETPUCKUX PENOBA ¥ BJIM3WHH HYJIE

1.1. TTosnatu crap Chaundy u Jolliffe-a [5] xa3syje na je
3a TPUrOHOMETPHCKH CHHYCHHU Dex

(1.1) g(x)= S a, sinvx, 4,40,
. y=1 N

a,=0(v-?) (ogHocHo a,=O (v~')) norpeGar M HOBO/AH YCIOB 3a
yuudOopMHy KOHBepreHuujy (OQHOCHO YHH(OpPMHY OrpPaHHYEHOCT) ¥
6nu3unu nyne. lllra sawe 3a pegose (1.1) wuwenuya ga g(8)-1,xA
eKBUBANEHTING fe ca durweHuyoM Aa na.-+ A [6). Osaj nocrenwu cras
MOXe Ce W jasbe yonmraBaTH. Taxko je y [1] moxasan oBaj cras:

a) Hexa je 0 <a<<2, A>0, anl0; @maga us

(12) gy —AT o L(i). x +0,
o1 (a) sin'y. x

caeju

{1.3) an~ An~%L (n), n+o

u obpuyilio,

Osze L (f) o3nayasa cnopo npomeHbuBy Gyukuujy (Buau [1]).

Cras Baxu u 33 a=0 NOJ yCJAOBOM Xa jé d» MOHOTOH U KOH-
BEKCaH HU3 KOjH TEXH HYJH; Tj. BaXKH:

b) Hexa je A >0 u a, jepan wousexcan Hu3 koju MeXcu Hyad.
Tana u3

{1.4) an~AL(n), n- oo,

caegu

(1.5) g(x)f_v_A—;—L(%), x0.
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c) Axo je A >0 u a, cano monoliono Wesxcu wyau Mana, o6patmno,
uz (1.5) caezu (1.4).

M3 pena a) oBora craBa Cilefy OYEBHAHO M yHH(OPMHA KOH-
peprennnja ox (1.1) ako a,+0 u ako ce g(x) monamwa y GJH3UHU
HyJIe Kao

g(x)z«.AL(-l—), %0,
X

n rje je L (1/x) seka cnopo npomeHbuBa (j)ynimnja xoja TEXH HYIR
Kaj x-0. YcTBapu y TOM CAydajy u3 a) Crenu Hajnpe

(1.3) w=ALL@), n-c.
- ,

360r
a,30 " nan==AL (n)+0,

HaBegeHna Teopema Chaundy u Jolliffe-a umnanuupa raza yrndopmuy
Kouseprennujy ox (1.1).

CraByMO cajfa
(1.4) na,=b,~ML(n), n- oo,

‘¥ NpeTnocraBuMO jomr Aa je L (n) KOHBeKCaH HuM3 KO]H TEXH HYJH.
Tana, axo je

(1.6) b= = f 2*(x) sin v x dx
T
0
crexq npema b)
(1.5 g*(x)zAlL(l), x+0.
X X

Hajsax, ako ce g*(x) nonama kxao y (1.5"), a &, xoje je xato ca (1.6)
MOHOTIORO Tedcu Hyau (maxkae He mMopa 6utH xounexcno) umahemo
npema c)

(1.4) On= A — L(n),
fl

TaKO 1a -y OBOM NOCIENeM Ciaydajy, 360r @240 u na,=b,-0,
crexu yuubopmHa KoBepreHumja ox (1.1) y 6ausuuu uyse, Tj.

n . 2 b, .
Y a, sinvx=3] —= sin vx+0, x-0,
3 1 v

3a CBAKO 2.
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Jipyrum peuuMa MOXEMO KasaTu na u3 pu fpeiiociiasre

1) g*(x)zAlL[i), ©20,  2) 5,40
X X

n
3) *) b,,=—2-fg"(x) sin vxdx, v=1,2,...
(19
0

caequ fpema cimasy Chuundy u Jolliffe-a ga
z . rb, .
Ea,,smvxaE—smvx-»O, x-0.
1 v

Y oBum craBoBuMa OueBHAHO g* (x) He Mopa 6utH Hu L - unTe-
rpa6uiHo, Beh camo TakBO Ja WHTErpas Ha JecHoj ctpaHu y (*) no-
cTOju. ¥ nOKa3y cBux TBphema HaBeHEHHX NOX a), b) u c) GuTHa je
npeTnocraBka Aa b, MOHOTOHO Texe HYJH, OJaKJe, OHAA CAeXu He
camo ynudopmua xouBeprenuuja ox (1.1), Beh ¥ acuMnTOTCKO nOHa-
wame ¢ynknuje nedunncane ca (1.1) y 6ausunu nyxae.

Y osom pamy, y oBoj Tauxku 1.1, npernocraBuhiemo ma b, He
€caMO Xa HHCY MOHOTOHM Beh ga €y H NPOM3BOMBHOT 3Haka. Que-
BHIHO, YUM HeMa ycJoBa Ja Cy b, MOHOTOHH, HE MOxke OHTH peun
O AaCHMNITOTCKOM MOHamawy KoedunujeHata u ¢yHknuja neduHu-
CaHUX CHHYCHMM pENOBHMa Ca TaKBUM Koe(puIHujeHTHMAa. AJM mper-
nocraBbajyhu Bume o ¢yHkuuju g*(f) Moxe ce u3BeCTH yHH(POpPMHA
KOHBEpreHnuja ox

d . > b, .
Y a, sinvx= Y — sinvx
v=1 v=1 V

y 6ausunn nyne. Tako, y Tauku 2.1 noxasahemo oBaj

CTAB 1. Axo ¢y b,=(va,) Fourier-oBu cunycuu rxoeguyujeniiiu
jeane neliapne L — unilierpabuane gyuryuje g*(t), mj.

n
*) b,,=3fg*(i) sin vt dt, v=1,2,...
T
(1]

rpe je g*(t) orpanudeno y (g, x), € >0 u rge ce g*(t) fonawa y 6au-
3uHU HyRe Kao

#O=o(17) 10

Mapa 3a ceako n

n . n b, .
Ya,sinvé=Yy —sinvé-0, 6-0.

v=1 =1 V
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NPUMELBA. Ako cy b, Fourier-oBu xocunycuu koeduumujentn
jedHe mape L-unterpabunie ¢yukuuje, Tj.

k4
2 .
by=0, bv=—n—J-g*(t)cosvtdt, v=1,2,...
0

Tala Ha OCHOBY MNO3HATOr MNPaBW/a O MHTErpalMj¥ YaAaH MO 4YJaH
Fourier-oBor pezna

-]
3 b, cos vx,

v=1

cnegu Beh u yHudopmMHa KOHBEPreHumja op
L

© . b, .
Y aysinvx =Y ~ sinx, 3a cBe x.
v=1 ' v=1 V

1.2, ¥ oBoj Tauku nocmarpahemo o6pacue Parseval-osor o6suKa
T g, N\, THE jE

g(x)~£2‘-’ +3 a, cos vx

(2.1)

f()f)'\'%o +3 1, cos vx
“ T

a, _2 gk

_ D £(x) cos vx dx,

un rae ce o dynxuujama g(x) u f(x) mpernocrasma Aa MMajy MOHO-
Ton kapakrep. Parseval-oBe Qopmyse TakBora Tuma HeTa/bHO je CTY-
nupana Sheila M. Edmonds [2, I, II, I} (I, Teopema 15, u IlI,
teopeme 21, 22 u 23). ¥ Tum craBoBuMa S. M. Edmonds noxasana je
M Kaja Cy, y HCTH Max y o6pacny

2x
@2) o LCHOE RS P
0 V=

06a u3pasa (pel M MHTErpal) KOHAYHH UMM GEeCKOHAUHH.

. ¥ oBom pany 3auumahemo' Ce CaMO ca KOHBEpPreHIWjoOM pena
Ta,\, He ynasehn y TO, Kajga je Taj 36up jeAHaK ca JeBOM CTPAHOM
y (2.2). OBne cy u NpETNOCTaBKE pasiHuuTe Of OHMX Y [2].




O yHHGOPMHO] KOHBEPTeHUH]H HEKHX TPHIOHOMETPHCKHX PENOBA... 139

Y tauku 2.2 nmokasahemo

CTAB 2. a) Heka je g(x) €L(0,x)
(2.3) Glgl= —al+§ a, cos vx,
2 v=1

a,=0, u Hexa |g(x)| uma y 6ausunu nyne monoliony Majopanily, ;.
3

@4 60 SO0), G2 G0), ¥Sx [6(x) de<on.
0

b) Herxa je N\, jeman sasocipyxo moHoMox Hu3" koju MMexcu
Hyau, Mj.

A0, AN,=A—X,,, =0, A% ,=A(A\,)=0,
u Heka je

(2.5) f(%+2 A, cos vt) dt = 2oX +3 M sinvx
0

2 =l 14

jeana xouBercna pynxyuja 'y 6ausunu Hyae (He kOHKGBHa), Waza Za,

KOHRBeprupa, axo
n/n

26) (Zx) [evia=oq.
1]

v=1
b’) Ipemiiocmasra b moxce ce 3amenudiu ca

AN, =0, A*A, =0 wu E}i<oo.
v

NOCJEAULA. Ako je g(x) orpaHudyeHo y 6au3unHu Hynae, Tajia
ce moxe y3etH A,=1. YcnoB (2.6) je Taza ucnymeH Kao u yCJIOB
(2.5) u ctaB 2 ce cBoau Ha caenehu Paley-eB cras [5, craB 81]

Axo je g(x) orpanuveno y 6ausunu nyae, G[g] zaiio ca (2.3), u
a,=0, maga je La, < o.

2.1. Noka3 crasa 1. a) Kako cy b,=va, Fourier-oBu xoectn-
nujentd L-unrerpabuine Qynxuuje g*t) to va,~»0, v oo. 3a6LZ1/n
HMaMO Tajxa
n . 2va, 12
E aysmveigz ~—=——E va,-»0, n- oo,
v=1 =1 N n y=|

'} Osaj ycaos uMnauudpa na je (Ao/2+ =X, cos vx) € L (0, z).
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b) Heka je caga k<<n u
k+1)-1508 0,

Taja u3
4
oy J-g'*(t) sinvtdt, v=1,2,...
ﬂ .
creau
éavvae—._—f *(t)( w)dzz=
v=1
(1.8)
2 = A
(f f)g (t)< sin v0 sin Vt)dt=l,+1,.
0 o2 ‘
Oryna je
6/2 6 t
(1.9) << f'g*(f)l 2 sin v0 sin v dt.

Ha ocnoBy jemnor Fejér-osor crtaBa [3] y Besn ca jemnum
craBom Fejér-Lukdacs [4], uspas?

2 of .
(1.10) E sin v@ sin v{

v=I 14

je mosuTuBan y xBa;pary 0<f<lm, 0<9<m, axo ce mocaexwm
4naH y HbeMy 3aMeHM ca (sin n sinnt)/2n.

*) Taj Fejér-o [3] cras raacu: [Tolipeban u 20BOBAH YCAOB A4
n
f(e)sg Ax sin ko sin kf =0, V<< 0Kt <)
=1
je na
n
()= = kigsinkt=0, (0<t<nm)
k=1
Osnae je

1
@ (f)=sinf+sin 204+ - - - +-5sln nt,

unpeMa Fejér-Lukdcs [4] o(f)=0 jeza 0=f=<=x v cBako n.
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Hajsan s6or va,»0 cmena nocneamer unana y (1.10) ca
(sin n @ sin nf)/2n memwa ,Bpexnoct 36upa y (1.8) 3a o (1) kag n- oo.

U3 (1.9) crenn
o2

2 vasmv& .
(111) TAES % flg(t)ldf

v=1

rie ' Haj 3HaKOM 30Mpa O3HayaBa Ja NOCHENYM UWiaH Y beMmy Tpea
cMeHuTH ca (Sinn@sinnE)/2r. Oae je cama 0 < < 6/2.

CraBumo

%,sin vosin vg _ i sin v6 sin vE + 7 sin v@ sin v

= J; + Jg-
v=l1 v =1 v v=k+1 v

Kako je 8k~ 10 je

vsmvE ! i |sinvg| = O(1).

kv-l

|m<§

3a |J,| Baxu, 36or 0 <E<6/2, nponena

sin v0 sin v§ , cos(0-F) I, cos(8+§) <

[Jal=

S

&1

l I(—H 4 k+1 4

1 1
= -+
= 0(k+1)sin6/4 = 2(k+1)sin /2

=0(),

aKo ce npd TOME BOJAM pauyHa xa je
k+1)1Z806<k-

Ha rtaj Hauun 3a cBako MOBOBHO Mano 8 umahemo yHuopMHO

no 9
2 sin v9 sin v§
r——==0(1).

k=1

Oryxa, u3 (1.11) 3a 6 xOBOLHO Mano, 3060r NPETAOCTaB/bEHE
L-unterpabunnoctu ox g¥(t) y (0, ) umamo

6/2

[L1S0Q) [lg (@) dt=o(l),  e-0.
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C xapyre crtpase je, poxehn pauyna xa je (1.10) nmosuTuBHO

P
”2] =l fg*(t) (él, sin vevsm vt \) dfl <

o/2
n
6 n  sin v sin vf 0
[ 2 T T dt = | g —
g(Q)lJ’vgx v g(2)
0

Cana, Ha ocHoBy jexue npumende P. Heywood-a [7], u3

@, sin(2v+1)6

< S @Qu+1)

gx)=% N sinvx, M0, o A =AvT? va oo
1

cheau
gi{x)~Axlgl/x, x-0.

[TpuMenom oBe npumenbe MOXEMO H3BECTH Hajnpe xa je

sin 2v9
= (2vy?

- 0@®|lgh]),  6-0,

a oTyaa u
® sin(2v+41)6

2

=0 (2v+1)?
Hame je 36or k<n, (k+1)-' L6,
®  sin(2v+1)8 <_A_

w1 (v+1)? n

=0(8]lge]), 6-0.

AS, 6-0,

IA

TaKo Ja je HAedHHUTHBHO

72l sin (2v+1) 8

0] (2v+1)2 =0 (e|lge]),  0-0.

36or npermocraBke 0 Qynkuujn g%9/2) mare y craBy 1, caemu

raga n3 (1.12)
¢l
#* —
=(3)

=o<
0|1g8|

| <2 (("/21 sin(2v+1)6>
2= TN

= (v +1)

)0(911g91)=o(1),- 90,

u TaMe je craB 1 moxasah.
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22, loxas crasa 2. Heka cy ¢, koeduuujentu Cesaro-ose
Tpancdopmanuje Tpehera pena:

n+3—v)
@.7) c,,,,m___ﬁ____=(1___v_)(1_ v )(1———3—)
("'53) n+1 n+2 n+3

v=0, 1, 2,..., n;
Taja je JaKO NMPOBEPHUTH na je
A2 {c,, \,} =0, v=0,1,2,...,n,
s6or ANy =0 u AN, =0, jep je
A% {c, M} = N, A%(cny) +24 () AN+ Cay (AZD,).
[Ipema no6po nosuatom pesyarary L. Fejér-a caremm Tazma
@7) Poy (f) 552"- + 3 cuhy o8 vt =0,
v=1

3a CBako f.

[Nocmatpajmo cazna

X, a,
2

n
+X acn
v=1

=%!fg(:j P (1) dtl,
0

rae je P,,(f) zedunncano ca (2.7).
Tanma je

2
n

b4 nin
fg(t)an(t)dtig%(%+g"l c,,vxv) [1etoyat+
2.8) ’ ’
3 T
+2 (g 1P Ot + 2 [1201 o Ol dt=lit Ity
g ke ;

n/n

Ipe cBera je
nin

lx_s_(%@lxv) [ie@a
0

na je I, OrpaHnueHO Ha OCHOBY ycaoBa (2.6).



144 M. Tomuh

Ha wuctu Hauwmn, 6yayhu ma je 8 yrepheno, umamo

Ao
sin §/2

fle@rat—o).
S

ITocmarpajmo Haj3am ca m/n <86 < (m-+1)/n

0 ) 9 m—i (k+-)x/n
b= [l @IPwidt== 5 [ig (] Pn ()] at.
nin knjn

Ha ocmoBy nampex nomeHyTe OcoGuHe Na je NOAMHOM y 3a-
rpanu NO3UTUBAH HMAaMO .
n-

m—1 Nl E. A.sinvt\ |ma
L< e (~°—-+2ch —-—)
= 2 =

v

P m—y
__S__ E 1)
k=1

kn
n

e < o(kE) {3°—’—‘+( Tep, SV ”t)

nj n y=} v

rae je
k)x

U ) L
n ]«._
i .

n

[IpuMeTHMO cajia fa je Ha OCHOBY jexHor Fejér-oBor pesyi-
tata [3] apulimeldluuka cpesuna Wpehera pepa AeaumudHux 36upoBa
Fourier-oBor pexa jeane kouBerCHe (pyHryuje (He rKOHEaBHe) uclio Mako
KonBekcHa u Aa je uciiox ¢yuryuje. 3aTO caja 360r Aa=0(l), n o0
(Tj. 360r HempeKMAHOCTH OX Xof/2 +Z(\,/v) sinvi) caenn

(k4-1)w
n 1
- o(*).
kx n
n
Bonehu pauyHa O OBOME€, UMamO

w<-o(%),
n n

A, sin vt)
v

2.9) (g Cnr

u kako G (X) MoHoTOHO onaja, 6uhe majsan, sGor m/n=0 (1),

g_‘ kn

(2.10) L<= gl G(—n—)_gc, fc (x) dx,

a Tume je 36or npernocTaske (1.4) 10Kasan cTas 2 npu ycaoBuma a) u b).
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Ha cras 2 Baxu u npu ycaAoBy b) ciepu u3 uyumenune xa ce y
cayuajy 3a,/v < oo, o6pasan (2.9) moxe oner ouenutu ca O (1/n).

Hajsax, Paley-es ctaB cieinm u3 uumibeHune Ja 3a OrpaHuUveHo
g(t) obpasan (2.9) nocraje, npema Hanpeja nomesyToM Fejér-osom
craBy, QyHKuuja Orpasuuene Bapujaudje.

(Caotiwiieno 8 alipuna 1959)
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SUR LA CONVERGENCE UNIFORME DE CERTAINES SERIES
TRIGONOMETRIQUES AU VOISINAGE DE ZERO

M. TOMIC (Beograd)

1.1, D’aprés le théoréme connu de Chaundy et Jolliffe [5],
a,=o0(v-1) est la condition nécessaire et suffisante pour la conver-
gence uniforme de (1.1) (a,-0) au voisinge de zéro. De plus, pour
(1.1) avec a,»0 on a d’aprés [1}:

De
2()~—AT o L(i), xs00, 0<a<2 A0,
2r(a) sin an/2 x
résulte
an=An—%L(n), n- oo,

et inversement. L (t) désigne ici ,une fonction a croissance lente“ [1].

10 3Gopank MaTeMaTHUKOT HHCTRATYT2
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De ce résultat on en déduit aussi la conlusion suivante. Les frois
hypothéses

1) g*n=A lL(—l-), x50, 2)5,40, 3)b,,=—2—fg*(x)sinvxdx,
X X T :
0

impliquent pour tout n, en vertu du théoréme de Chaundy et Jolliffe,

b,

< sin vx +0, x-0.
v

(4) Ea,,smv E:V_l
1

Dans cette note nous allons donner les conditions relatives 2
la fonction g*x) sous lesquelles on a (A), en supprimant en méme
temps la condition 2), c. a. d. la monotonie de b4,. On démontre
dans § 2.2 le

THEOREME 1. E‘b,, sin vx étant la série de Fourier d’'une fonction
g*(t) impaire L-intégrable, bornée dans (g, w), € >0, telle que

1
tigt

g*(t)=o( ) t-0,

alors la formule (A) aura lieu pour tout n.

1.2. Ce théoréme se déduit A 'aide de Pestimation de la for-
mule (1.8) pour (k+1)"* <0 <k~'. A cet effet, pour évaluer (1.9)
on utilise un resultat de Fejér [3] d’aprés lequel le polyndme (1.10)
est positif dans le carré 0< t<m, 06 si son dernier coeffi-
cient est remplacé par 1/2n. Usant le méme résultat on obtient I'esti-
mation pour I, iformule (1.12)) en tenant compte du fait que d’apres
P. Heywood [7] de

g(x):i)\vsin vx, A 10, et A, ~Av-2
1

résulte g(x)~=Ax lg 1/x.

2.1. Dans ce paragraphe nous consxdérons la formule Za,2,, de
type de Perseval, .ot a, et A, sont les coefficients de Fourier de
f(x) et g(x) donnés par (2.1). Les formules de Parseval ou f, g, a,
et A, ont un caracterére monotone sont étudiées par S. M. Ed-
m ond s {2]. Dans 2.2 nous démontrons le
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THEOREME 2. a) Soient g(x) €L(0,w), G[g] donnée par (2.3),
a,=>0 et |g(x)| admet au voisinage de zéro une majorante G(x), mono-
tone et décroissante, L-intégrable (les conditions (2.4)). b) N, 40, et
\, forment une suite deux fois monofone. La fonction

x

(2.5) f F(f)dt=aX 4 3y 2oSInX

0

soit convexe au voisinage de zéro (non-concave), alors Za,), < oo si

n/n

(2.6) (ﬁ; xv) f le()|dt=0 (1), 1 co.

Les conditions b) peuvent étre remplacées par les suivantes:
b') A2 =0, ATA,>0 ef Z)\/v< co.

Corollaire. Si g(f) est bornée on peut prendre A, =1. Les, con-
ditions (2.5) et (2.6) du théoréme précédent étant alors remplies, on
obtient ainsi le résultat suivant dot & Paley [5]: Soit g(x) bornée,
‘G lg] donnée par (2.3) et a,=0, alors Za, < oo.

2.2. Pour démontrer ce théoréme 2, nous formons d’abord le
polyndéme P,, (2.7) ott ¢,, désignent les coefficients de la transfor-
mation de Cesaro d’ordre 3 (formule (2.7')). La formule (2.8) qui
donne en réalité Za, N, (2 cause de a,=>0) peut se majorer par
Ii+13+1;. La condition (2.6) se réduit a 1, = O(1). Les hypothéses
faites sur A, donnent la positivité de P, et, d’aprés un théoréme
de Fejér [3], les moyennes arthmétiques d’ordre 3 de sommes par-
tielles de G[f] seront convexe et au-dessous de f toutes les fois
lorsque f est convexe. Or, de 13, résulte (2.9). La mojorante monotone
G (x) (avec les conditions (2.4)) nous a conduit finalement a I, = O(1).
L’estimation ly=O(1) est évidente.







