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Îâàj ðàä ïîñâå£ójåì ñâîjîj ïîðîäèöè...
Íàjâå£ó çàõâàëíîñò äóãójåì ìîjîj äðàãîj ìåíòîðêè íà

íåñåáè÷íîj ïîäðøöè è ñòðï§å»ó.



Íàñëîâ ìàñòåð ðàäà: Ìàòõåóðèñòè÷êè ïðèñòóï çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ïðà-

âîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è

Ðåçèìå: Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ñïàäàjó ó ãðóïó íåêèõ îä íàjðàñïðîñòðà-

»åíèjèõ ïðîáëåìà êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå. Jåäíó »èõîâó êëàñó ÷èíå ïðî-

áëåìè ðàñïîðå¢èâà»à èçâðøàâà»à n ïîñëîâà íàm ìàøèíà ïðè îäðå¢åíèì óñëî-

âèìà è îãðàíè÷å»èìà, êîjè ójåäíî èìàjó è âåëèêó ïðàêòè÷íó ïðèìåíó, à ÷åñòî

ñå ìîãó ñðåñòè êàî ñàñòàâíè äåî ïðîöåñà îïåðàòèâíîã ïëàíèðà»à ïðîèçâîä»å,

íàðî÷èòî ó ìíîãîáðîjíèì èíäóñòðèjñêèì ïîñòðîjå»èìà çà ïðîèçâîä»ó ðàçëè÷è-

òèõ ñèðîâèíà. Îâàj ðàä ñå áàâè êîíêðåòíèì ïðîáëåìîì èç îâå êëàñå - ïðîáëåìîì

ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è

(engl. JUST-IN-TIME JOB-SHOP SCHEDULING PROBLEM (JIT-JSSP)). Îí

ïîäðàçóìåâà äà ñå ñâàêè ïîñàî ñàñòîjè îä óðå¢åíîã ñêóïà ðàçëè÷èòèõ îïåðà-

öèjà êîjå ñå ìîðàjó èçâðøèòè ïî óíàïðåä çàäàòîì ðåäîñëåäó íà îäãîâàðàjó£èì

ìàøèíàìà, à äà ïðèòîì ñâàêà ìàøèíà ìîæå èçâðøàâàòè íàjâèøå jåäíó îïåðà-

öèjó èñòîâðåìåíî. Ïîðåä òîãà, çà ñâàêó îïåðàöèjó çàäàòî jå âðåìå ïîòðåáíî

äà ñå îíà ðåàëèçójå, êàî è âðåìåíñêè ðîê êàäà jå íàjáî§å äà áóäå çàâðøåíà.

Ñâàêî îäñòóïà»å îä èäåàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà ðåçóëòèðà êàçíîì. Óêóïíà

êàçíà jåäíàêà jå çáèðó êàçíè çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê èëè çà êàø»å»å çà ñâå

îïåðàöèjå ñâèõ ïîñëîâà. Çàäàòàê jå äà ñå îäðåäè òàêàâ ðåäîñëåä èçâðøàâà»à

îïåðàöèjà ñâèõ ïîñëîâà íà äàòèì ìàøèíàìà äà óêóïíà êàçíà áóäå ìèíèìàëíà.

JIT-JSSP jå ðåøàâàí ìàòõåóðèñòèêîì êîjà ïðåäñòàâ§à õèáðèä èçìå¢ó ìåòîäå

ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. VARIABLE NEIGHBORHOOD SEARCH - VNS)

è åãçàêòíîã CPLEX ðåøàâà÷à. Ãëàâíà èäåjà îâå õèáðèäèçàöèjå jå äåêîìïîçè-

öèjà ïîëàçíîã ïðîáëåìà íà ïîòïðîáëåìå êîjè ñå ïîòîì ðåøàâàjó íåçàâèñíî, è òî

òàêî øòî ñå íàjïðå îäðåäè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå

ïðèìåíîì VNS ìåòîäå, à çàòèì, çà òàêàâ ðåäîñëåä, ïðèìåíîì åãçàêòíîã ðåøà-

âà÷à îäðå¢ójå ñå âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó îïåðàöèjó ïîjåäèíà÷íî, ñà öè§åì äà

óêóïíà êàçíà áóäå øòî jå ìîãó£å ìà»à. Ïðåäëîæåíà ìàòõåóðèñòèêà jå òåñòè-

ðàíà íà 72 èíñòàíöå ðàçëè÷èòèõ äèìåíçèjà, à äîáèjåíè ðåçóëòàòè óïîðå¢åíè ñó

ñà ðåçóëòàòèìà äîñòóïíèì ó ëèòåðàòóðè.

Ê§ó÷íå ðå÷è: JIT-JSSP, ïðîáëåì ðàñïîðå¢èâà»à, ïðàâîâðåìåíî ðàñïîðå¢è-

âà»å, âèøåôàçíà ïðîèçâîä»à, ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà, VNS, CPLEX,

ìàòõåóðèñòèêà



Master's thesis title: Matheuristic Approach to Solving Just-In-Time Job-Shop

Scheduling Problem

Abstract: Scheduling problems are some of the most common combinatorial opti-

mization problems. One class of them comprises problems of scheduling the perfor-

mance of n jobs on m machines under speci�c conditions and limitations, which at

the same time have wide application in practice and are often integral to the opera-

tional production planning process, especially in industrial raw material production

plants. This paper addresses a speci�c problem from this class - the Just-In-Time

Job-Shop Scheduling Problem (JIT-JSSP). It implies that each job consists of an

ordered set of di�erent operations that must be performed in a preset sequence on

adequate machines, with each machine performing one operation at a time at most.

In addition, the time needed for each operation to be performed and the most fa-

vorable due date to complete the operation is set. Any deviation from the due date

results in a penalty. The total penalty is the sum of earliness or tardiness penalties

for all job operations. The task is to determine the sequence of operations for all

jobs on given machines that would minimize the total penalty. JIT-JSSP has be-

en solved by a matheuristic algorithm, a hybrid of Variable Neighborhood Search

(VNS) and the exact CPLEX solver methods. The main idea of this hybridization

is to decompose the initial problem into subproblems that are then solved indepen-

dently, �rst by determining the sequence of all operations for all jobs by applying

the VNS method and then, for such a sequence, determining the completion time

for each operation individually by using the exact solver with the aim of making the

total penalty as low as possible. The proposed matheuristic approach was tested on

72 instances of di�erent dimensions, and the obtained results were compared with

those available in the literature.

Keywords: JIT-JSSP, scheduling problem, just-in-time scheduling, multiphase pro-

duction, variable neighborhood search, VNS, CPLEX, matheuristics
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Ãëàâà 1

Óâîä

Äà jå ìàòåìàòèêà ó÷èòå§èöà æèâîòà ìîæå ñå ÷óòè ÷åñòî, íà íàjðàçëè÷è-

òèjèì ìåñòèìà è ó íàjðàçëè÷èòèjèì ñèòóàöèjàìà. Ïîðåä òîãà øòî jå ïîíóäèëà

îäãîâîðå íà ïðåãðøò íåäîóìèöà èç ìíîãèõ íàó÷íèõ äèñöèïëèíà, óêîëèêî ñå

»åíè ïîòåíöèjàëè èñêîðèñòå íà ïðàâè íà÷èí, ñâàêîìå ìîæå áèòè âîäè§à è êðîç

ñâàêîäíåâèöó. Äîíîøå»å íàjáî§èõ îäëóêà ó åêîíîìèjè, ïðàâèëíà êîíñòðóêöèjà

áðîäîâà, àâèîíà, íàjîïòèìàëíèjå ðàñïîðå¢èâà»å ñåìàôîðà, ñòàáèëíà èçãðàä»à

ìîñòîâà è jîø ìíîãî ñëè÷íèõ ïðîáëåìà êîjè ñó îä íåìåð§èâå áèòíîñòè çà ôóíê-

öèîíèñà»å ãëîáàëíîã ñèñòåìà ó êîì æèâèìî òåìå§å ñå íà ìàòåìàòè÷êèì ïðèí-

öèïèìà è ñâîjà ðåøå»à òðàæå ó »åíèì çàêîíèìà. Ñòîãà, ìîæåìî ðå£è äà jå

ìàòåìàòèêà àïñòðàêöèjà æèâîòà.

Æèâîòíè ïðîáëåìè îïèñàíè ìàòåìàòè÷êèì jåçèêîì ïðåäñòàâ§àjó ìàòåìà-

òè÷êå ìîäåëå. Jåäàí ìîäåë íèjå åêâèâàëåíò jåäíîì ïðîáëåìó, âå£ öåëîj êëàñè

»åìó ñëè÷íèõ. Òàêî íà ïðèìåð, ñèñòåì ïîøòà Ñðáèjå òåæè äà ñâå ïîøè§àêå

èñïîðó÷è íà îäãîâàðàjó£å àäðåñå ñà ìèíèìàëíèì óòðîøêîì ðåñóðñà, èëè ìíîãå

êîìïàíèjå æåëå äà ðàñïîðåäå ñâîjå çàïîñëåíå òàêî äà îä »èõ äîáèjó íàjâå£ó

ìîãó£ó ïðîäóêòèâíîñò. Ñ äðóãå ñòðàíå, ìðàâè óâåê òðàæå íàjêðà£è ïóò äî

èçâîðà õðàíå, ïà è ìíîãè ôèçè÷êè ñèñòåìè òåæå äà äî¢ó ó òàêâî ñòà»å êîjå £å

èì çàõòåâàòè ìèíèìàëíó åíåðãèjó. Ñâå îïèñàíå ñèòóàöèjå ñïàäàjó ó ïðîáëåìå

îïòèìèçàöèjå, à äåòà§íèjå î »èìà èçëîæåíî jå ó [48, 93].

1.1 Ïðîáëåì îïòèìèçàöèjå

Çàäàòàê îïòèìèçàöèjå ïðåäñòàâ§à ïðîíàëàæå»å íàjáî§åã ðåøå»à íåêîã ïðî-

áëåìà, à äà ïðèòîì áóäó çàäîâî§åíè îäðå¢åíè óñëîâè. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà
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ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

ëè jå ïîòðåáíî îäðåäèòè ìàêñèìàëíó èëè ìèíèìàëíó âðåäíîñò çàäàòå ôóíêöèjå,

jåäíîêðèòåðèjóìñêè îïòèìèçàöèîíè ïðîáëåìè ñå äåëå íà ïðîáëåìå ìàêñèìèçà-

öèjå è ïðîáëåìå ìèíèìèçàöèjå.

Äåôèíèöèjà 1.1. Íåêà jå äàòà ôóíêöèjà f : S → R è íåêà jå X ⊆ S. Òàäà:

� Òà÷êà x∗ ∈ X jå òà÷êà ãëîáàëíîã ìèíèìóìà ôóíêöèjå f íà ñêóïó X

àêî âàæè äà jå f(x∗) ≤ f(x), çà ñâàêî x ∈ X. Âðåäíîñò f(x∗) jå ãëîáàëíè

ìèíèìóì ôóêöèjå f íà ñêóïó X.

� Òà÷êà x∗ ∈ X jå òà÷êà ãëîáàëíîã ìàêñèìóìà ôóíêöèjå f íà ñêóïó X

àêî âàæè äà jå f(x∗) ≥ f(x), çà ñâàêî x ∈ X. Âðåäíîñò f(x∗) jå ãëîáàëíè

ìàêñèìóì ôóêöèjå f íà ñêóïó X.

� Òà÷êà x
′ ∈ X jå òà÷êà ëîêàëíîã ìèíèìóìà ôóíêöèjå f íà ñêóïó X

àêî ïîñòîjè ε > 0 òàêâî äà jå f(x∗) ≤ f(x), çà ñâàêî x ∈ X ∩ Nε(x
′
), ãäå

jå Nε(x
′
) = {x ∈ S | d(x′

, x) < ε} ε-îêîëèíà òà÷êå x
′
ó íåêîj ìåòðèöè d

çàäàòîj ó ïðîñòîðó X. Âðåäíîñò f(x
′
) jå ëîêàëíè ìèíèìóì ôóíêöèjå f

íà ñêóïó X.

� Òà÷êà x
′ ∈ X jå òà÷êà ëîêàëíîã ìàêñèìóìà ôóíêöèjå f íà ñêóïó X

àêî ïîñòîjè ε > 0 òàêâî äà jå f(x∗) ≥ f(x), çà ñâàêî x ∈ X ∩ Nε(x
′
), ãäå

jå Nε(x
′
) = {x ∈ S | d(x′

, x) < ε} ε-îêîëèíà òà÷êå x
′
ó íåêîj ìåòðèöè d

çàäàòîj ó ïðîñòîðó X. Âðåäíîñò f(x
′
) jå ëîêàëíè ìàêñèìóì ôóíêöèjå f

íà ñêóïó X.

Ãëîáàëíè ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñå jåäíèì èìåíîì íàçèâàjó ãëîáàëíè îïòè-

ìóì, ðåñïåêòèâíî âàæè è çà ëîêàëíè îïòèìóì. Ñâàêè ãëîáàëíè îïòèìóì jå

ójåäíî è ëîêàëíè.

Ïðîáëåì ìèíèìèçàöèjå ñå ìîæå äåôèíèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

min f(x) (1.1)

ïðè îãðàíè÷å»èìà:

x ∈ X, X ⊆ S, (1.2)

ãäå jå S ïðîñòîð ïðåòðàãå, X ⊆ S ïðîñòîð äîïóñòèâèõ ðåøå»à êoãà ÷èíå îíè

åëåìåíòè èç S êîjè çàäîâî§àâàjó äàòè ñêóï óñëîâà, à f ôóíêöèjà öè§à. Åëå-

ìåíòè ñêóïà X çîâó ñå äîïóñòèâà ðåøå»à.

Îâàêâà äåôèíèöèjà ïðîáëåìà (1.1)-(1.2), èçëîæåíà ó [11, 109], çàõòåâà ïðîíà-

ëàæå»å ãëîáàëíîã ìèíèìóìà êîjå ñå jîø íàçèâà è îïòèìàëíî ðåøå»å. Ãëîáàëíè
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ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

ìèíèìóì íå ìîðà áèòè jåäèíñòâåí. Ó ïðàêñè íàëàæå»å ñâèõ ãëîáàëíèõ ìèíè-

ìóìà ìîæå áèòè âåîìà òåæàê çàäàòàê, òå jå ÷åñòî äîâî§íî ïðîíà£è ñàìî jåäíî

îä »èõ.

Ïðîáëåì ìàêñèìèçàöèjå ñå îáè÷íî ìîæå ñâåñòè íà ïðîáëåì ìèíèìèçàöèjå,

òj.

max
x∈X

f(x) = −min
x∈X

(−f(x)), (1.3)

òå jå óãëàâíîì äîâî§íî ðàçìàòðàòè ñàìî ïîñòóïàê îäðå¢èâà»à ìèíèìóìà ôóíê-

öèjå ïðè çàäàòèì óñëîâèìà.

Ñëèêà 1.1: Èëóñòðàöèjà òâð¢å»à max
x∈X

f(x) = −min
x∈X

(−f(x)) íà ïðèìåðó êâàäðàòíå ôóíêöèjå

1.2 Êëàñèôèêàöèjà ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå

Ó çàâèñíîñòè îä ïðèðîäå ñêóïà S, îïòèìèçàöèîíè ïðîáëåìè ñå ìîãó ïîäå-

ëèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

� Àêî jå S êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷íî ïðåáðîjèâ ñêóï, îíäà ïðîáëåì (1.1)-

(1.2) ïðèïàäà êëàñè êîìáèíàòîðíå, îäíîñíî äèñêðåòíå îïòèìèçàöèjå.

Âèøå î îâîj ãðóïè ïðîáëåìà ìîæå ñå íà£è ó [94].

� Àêî je S íåïðåáðîjèâ ñêóï, îíäà ïðîáëåì (1.1)-(1.2) ïðèïàäà êëàñè êîí-

òèíóàëíå îïòèìèçàöèjå. Âèøå î îâîj ãðóïè ïðîáëåìà äàòî jå ó [103].

Ó ñðåäèíè âåëèêå ïîäåëå îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà íà îíå êîjè ïðèïàäàjó

êëàñè äèñêðåòíå èëè êëàñè êîíòèíóàëíå îïòèìèçàöèjå, íàëàçè ñå êëàñà ïðî-

áëåìà ìðåæíå îïòèìèçàöèjå. Îâà ãðóïà ïðîáëåìà èìà âåëèêó ïðàêòè÷íó

ïðèìåíó ó ñàâðåìåíîì äðóøòâó, à îïøèðíèjå î »îj ìîæå ñå ïðî÷èòàòè ó [18].

Íà îñíîâó ñêóïàX ñâè ïðîáëåìè îïòèìèçàöèjå ìîãó ñå ïîäåëèòè ó äâå ãðóïå:
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� Óêîëèêî jå X = S, òj. ïðîñòîð ïðåòðàãå S jå ójåäíî è ïðîñòîð äîïóñòèâèõ

ðåøå»à, îíäà (1.1)-(1.2) äåôèíèøå ïðîáëåì áåçóñëîâíå îïòèìèçàöèjå.

� Èíà÷å, àêîX ̸= S, òj.X ⊂ S, îíäà (1.1)-(1.2) äåôèíèøå ïðîáëåì óñëîâíå

îïòèìèçàöèjå.

Âèøå î îâèì ïðîáëåìèìà ìîæå ñå íà£è ó [61].

Ó îäíîñó íà ñâîjñòâà è òèï ôóíêöèjå öè§à f è çàäàòèõ îãðàíè÷å»à, ïðî-

áëåìè îïòèìèçàöèjå ñå äåëå ó äâå ãðóïå:

� Àêî ñó ôóíêöèjà öè§à f è ñâà îãðàíè÷å»à çàäàòà ó ëèíåàðíîì îáëèêó,

îíäà ñå ïðîáëåì (1.1)-(1.2) íàçèâà ïðîáëåìîì ëèíåàðíîã ïðîãðàìè-

ðà»à èëè ëèíåàðíå îïòèìèçàöèjå.

� Èíà÷å, ðàäè ñå î ïðîáëåìó íåëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à èëè íåëèíå-

àðíå îïòèìèçàöèjå. Âèøå î îâîj êëàñè ïðîáëåìà ìîæå ñå íà£è ó [110].

Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (engl. LINEAR PROGRAMMING - LP)

êîì jå äîäàò óñëîâ äà ñâå êîîðäèíàòå âåêòîðà x ∈ X ìîðàjó áèòè öåëîáðîjíå íà-

çèâà ñå ïðîáëåì öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (engl. INTEGER

LINEAR PROGRAMMING - ILP). Óêîëèêî óñëîâ öåëîáðîjíîñòè íèjå çàäàò çà

ñâå êîîðäèíàòå âåêòîðà x ∈ X, âå£ ñàìî çà íåêå îä »èõ, îíäà jå çàäàò ïðî-

áëåì ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (engl. MIXED

INTEGER LINEAR PROGRAMMING - MILP). Îïøèðíèjå î îâîj òåìè ìîæå ñå

ïðî÷èòàòè ó [102].

Àëãîðèòìè çà ðåøàâà»å îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà ìîãó ñå ïîäåëèòè íà

îñíîâó âðåìåíà êîjå èì jå ïîòðåáíî äà ñå èçâðøå, è òî:

� Àëãîðèòàì êîjè ñå çàâðøàâà çà íå âèøå îä p(n) êîðàêà, ãäå jå p íåêà ïîëè-

íîìñêà ôóíêöèjà, à n äèìåíçèjà ïðîáëåìà1, jå ïîëèíîìñêå ñëîæåíîñòè,

à çà ïîñìàòðàíè ïðîáëåì êàæå ñå äà jå ðåøèâ ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó.

� Èíà÷å, ðàäè ñå î àëãîðèòìó êîjè jå åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæåíîñòè, à çà

ïîñìàòðàíè ïðîáëåì êàæå ñå äà jå ðåøèâ ó åêñïîíåíöèjàëíîì âðåìåíó.

Ïðîáëåìè çà ÷èjå ðåøàâà»å ñó ðàçâèjåíè àëãîðèòìè ïîëèíîìñêå ñëîæåíîñòè

ñìàòðàjó ñå ðåëàòèâíî ëàêèì çà ðåøàâà»å è ñâðñòàâàjó ñå ó òçâ. P êëàñó ñëîæå-

íîñòè. NP êëàñó ñëîæåíîñòè ÷èíè ñêóï ïðîáëåìà îäëó÷èâà»à2 êîjè ñå íåäåòåð-
1Âðåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà è îáèì óëàçíèõ ïîäàòàêà çà îäãîâàðàjó£è ïðîáëåì îïèñàíè

ñó jåäíèì ïðèðîäíèì áðîjåì n, êîjè ñå íàçèâà äèìåíçèjà ïðîáëåìà.
2Ïðîáëåì îäëó÷èâà»à ïðåäñòàâ§à ïðîèçâî§íî ïèòà»å ó íåêîì ôîðìàëíîì ñèñòåìó êîjå

âðà£à îäãîâîð ½ÄÀ� èëè ½ÍÅ�.
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ìèíèñòè÷êèì àëãîðèòìîì3 ìîãó ðåøèòè ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó. Ïðîáëåì êîjè

ïðèïàäà NP êëàñè ñëîæåíîñòè jåNP-êîìïëåòàí àêî ñå ñâè îñòàëè ïðîáëåìè èç

NP êëàñå ñëîæåíîñòè ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó ìîãó ñâåñòè íà »åãà. Àêî ïîñòîjè

äåòåðìèíèñòè÷êè àëãîðèòàì4 êîjèì ñå ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó ìîæå ðåøèòè

NP-êîìïëåòàí ïðîáëåì, îíäà ñå è ñâè îñòàëè ïðîáëåìè èç NP êëàñå ñëîæåíî-

ñòè, òàêî¢å, ìîãó ðåøèòè ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó. Ïðîáëåì îïòèìèçàöèjå jå

NP-òåæàê àêî jå »åìó îäãîâàðàjó£è ïðîáëåì îäëó÷èâà»à NP-êîìïëåòàí. Âå-

£èíà îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà êîjè ñå ìîãó ñðåñòè ó ïðàêñè ïðèïàäàjó êëàñè

NP-òåøêèõ è äî ñàäà íèjå äîêàçàíî äà ïîñòîjè åôèêàñàí àëãîðèòàì çà »èõîâî

ðåøàâà»å, âå£ ñå íàj÷åø£å ðåøàâàjó àëãîðèòìèìà åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæåíîñòè.

Îïøèðíèjå î îâèì êëàñàìà ìîæå ñå íà£è ó [10, 23, 73, 80].

Ñëèêà 1.2: Êëàñå ñëîæåíîñòè - Âåíîâ äèjàãðàì

1.3 Ìåòîäå çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå

Íåêå îä íàjçàñòóï§åíèjèõ òåõíèêà êîjèìà ñå ìîãó ðåøèòè ðàçëè÷èòè ïðî-

áëåìè îïòèìèçàöèjå ñó:

� Åãçàêòíå ìåòîäå (engl. EXACT METHODS);

� Ïðèáëèæíå ìåòîäå (engl. APPROXIMATE METHODS).

Çàäàòàê åãçàêòíå èëè òà÷íå ìåòîäå jåñòå äà ïðîíà¢å îïòèìàëíî ðåøå»å, óç

êîjå ìîðà äà îáåçáåäè äîêàç îïòèìàëíîñòè, èëè äà ïîêàæå äà îíî íå ïîñòîjè.

Íàj÷åø£å ñå êîðèñòå êîä ïðîáëåìà ìàëèõ äèìåíçèjà, êàî è êîä îíèõ çà ÷èjå

ðåøàâà»å ñó ðàçâèjåíè àëãîðèòìè ïîëèíîìñêå ñëîæåíîñòè. Ðàçëè÷èòà îãðà-

íè÷å»à, êàî øòî ñó ðàñïîëîæèâî âðåìå çà êîjå jå ïîòðåáíî ðåøèòè ïðîáëåì,

3Íåäåòåðìèíèñòè÷êè àëãîðèòàì çà èñòè óëàç ïðàòå£è äåôèíèñàí íèç èíñòðóêöèjà ìîæå
äàòè ðàçëè÷èòå ðåçóëòàòå ó ðàçëè÷èòèì ïîêðåòà»èìà. Òî ñå íàj÷åø£å ïîñòèæå êîðèø£å»åì
òåõíèêå ñëó÷àjíîã îäàáèðà èëè òåõíèêîì ïîãà¢à»à.

4Äåòåðìèíèñòè÷êè àëãîðèòàì çà èñòè óëàç ïðàòå£è ïðåöèçíî äåôèíèñàí íèç èíñòðóêöèjà
äàjå èñòè ðåçóëòàò ìà êîëèêî ïóòà áèî ïîêðåíóò.
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ìåìîðèjñêè êàïàöèòåòè ðà÷óíàðà, òî øòî çà ïîñìàòðàíè ïðîáëåì íå ïîñòîjè

ìàòåìàòè÷êè ìîäåë èëè jå ïðåâèøå ñëîæåí, è ñëè÷íî, îíåìîãó£àâàjó »èõîâó

øèðó ïðèìåíó. Íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ ìåòîäà èç îâå ãðóïå ñó:

� Ñèìïëåêñ ìåòîäà (engl. SIMPLEX METHOD);

� Ìåòîäà ãðàíà»à è îãðàíè÷àâà»à (engl. BRANCH AND BOUND);

� Ìåòîäà èìïëèöèòíîã ïðåáðîjàâà»à (engl. IMPLICIT FILTERING MET-

HOD);

� Ìåòîäà ãðàíà»à è îäñåöà»à (engl. BRANCH AND CUT);

� Ãîìîðèjåâà ìåòîäà îäñåöà»à ðàâíè (engl. GOMORY'S CUTTING-PLANE

METHOD);

� Ìåòîäà ãðàíà»à è âðåäíîâà»à (engl. BRANCH AND PRICE).

Ìíîãå åãçàêòíå ìåòîäå ñó èìïëåìåíòèðàíå óíóòàð ðàçëè÷èòèõ ìàòåìàòè÷êèõ

ñîôòâåðà êàî øòî ñó: CPLEX, Lingo, Gurobi è äðóãè. Äåòà§íèjå î åãçàêòíèì

ìåòîäàìà îïòèìèçàöèjå ìîæå ñå íà£è ó [111].

Ïðîáëåìè êîjè ñå íå ìîãó ðåøèòè åãçàêòíèì ìåòîäàìà, óãëàâíîì ñå ðåøà-

âàjó ïðèáëèæíèì ìåòîäàìà. Îâå ìåòîäå ñå ìîãó ïîäåëèòè ó äâå êëàñå è òî: íà

àïðîêñèìàòèâíå àëãîðèòìå (engl. APPROXIMATION ALGORITHMS) è íà õå-

óðèñòè÷êå (engl. HEURISTIC ALGORITHMS). Àïðîêñèìàòèâíè àëãîðèòìè ñå

ó íàjâå£îj ìåðè êîðèñòå çà îäðå¢èâà»å øòî áëèæèõ äî»èõ è ãîð»èõ ãðàíèöà

îïòèìàëíîã ðåøå»à, íà îñíîâó êîjèõ ñå êàñíèjå ìîæå äîêàçàíî ïðîöåíèòè êâà-

ëèòåò ðåøå»à. Ïîðåä òîãà, îáåçáå¢ójó äîêàçèâå ãðàíèöå âðåìåíà èçâðøàâà»à

àëãîðèòìà, à è äàjó óâèä ó ñëîæåíîñò ïðîáëåìà, øòî îìîãó£àâà êðåèðà»å åôè-

êàñíèõ õåóðèñòèêà çà »èõîâî ðåøàâà»å. Jåäíà îä ìàíà èì jå òî øòî íåìàjó

îïøòó ïðèìåíó, âå£ ñå èìïëåìåíòàöèjà ïðèëàãî¢àâà êîíêðåòíîì ïðîáëåìó, è ó

âå£èíè ñëó÷àjåâà ñå íå ìîæå êîðèñòèòè çà ðåøàâà»å íåêîã äðóãîã ïðîáëåìà.

Ñà äðóãå ñòðàíå, ó ïðàêñè ñå ïîêàçàëî äà âðåäíîñòè êîjå ñå äîáèjó àïðîêñèìà-

òèâíèì àëãîðèòìèìà ÷åñòî ìîãó áèòè äîñòà äàëåêî îä îïòèìàëíèõ ðåøå»à.

Õåóðèñòèêå, çà ðàçëèêó îä àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà, íå íóäå äîêàç î âà-

§àíîñòè ðåøå»à, à çà ðàçëèêó îä åãçàêòíèõ ìåòîäà, íå ãàðàíòójó îïòèìàëíîñò,

àëè ó ïðàêñè ñå ÷åñòî äåøàâà äà äàjó ðåøå»à âèñîêîã êâàëèòåòà, íåðåòêî è îï-

òèìàëíà. Îíå ñó ðåëàòèâíî áðçå, ïîòðåáíè ñó èì ìà»è ìåìîðèjñêè êàïàöèòåòè

è ïîãîäíå ñó çà ðåøàâà»à ïðîáëåìà ðàçëè÷èòèõ äèìåíçèjà, à è ñëîæåíîñòè.

Jåäíà îä îñîáèíà êîjà èõ ïðåïîðó÷ójå çà êîðèø£å»å jåñòå òî øòî ïðàâå áàëàíñ

èçìå¢ó êâàëèòåòà ðåøå»à è âðåìåíà èçâðøàâà»à àëãîðèòìà. Íàñòàëå ñó ñðå-

6



ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

äèíîì îñàìäåñåòíèõ ãîäèíà, à äî äàíàñ, äîñòèãëå ñó âåëèêó ïîïóëàðíîñò øòî jå

èíòåíçèâèðàëî òåîðèjñêà èñòðàæèâà»à êîjèìà ñå îïðàâäàâà »èõîâà åôèêàñíîñò.

Ìîãó ñå ïîäåëèòè ó äâå ãðóïå: íà ñïåöèjàëèçîâàíå õåóðèñòèêå (engl. PROBLEM

SPECIFIC HEURISTICS) è íà ìåòàõåóðèñòèêå (engl. METAHEURISTICS). Ñïå-

öèjàëèçîâàíå õåóðèñòèêå íåìàjó óíèâåðçàëíó ïðèìåíó, âå£ ñå äèçàjíèðàjó ïðåìà

êàðàêòåðèñòèêàìà êîíêðåòàíîã ïðîáëåìà, è íàj÷åø£å ñå íå ìîãó êîðèñòèòè çà

ðåøàâà»å íåêîã äðóãîã. Çà ðàçëèêó îä »èõ, ìåòàõåóðèñòèêå ñó àëãîðèòìè îï-

øòå íàìåíå è ìîãó ñå ïðèìåíèòè çà ðåøàâà»å øèðîêîã ñïåêòðà îïòèìèçàöèîíèõ

ïðîáëåìà. Íà ñëèöè 1.3 ïðèêàçàíà jå jåäíà îä ïîäåëà ìåòîäà êîjèìà ñå ðåøàâàjó

ïðîáëåìè îïòèìèçàöèjå, à âèøå î »èìà ìîæå ñå íà£è ó [23, 106].

Ñëèêà 1.3: Ìåòîäå çà ðåøàâà»å îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà

1.4 Ìåòàõåóðèñòèêå

Ìíîãîáðîjíè ïðîáëåìè èç ñâàêîäíåâíîã æèâîòà ïðèïàäàjó êëàñèNP-òåøêèõ,

à çà »èõîâî ðåøàâà»å óãëàâíîì ñå áèðàjó ìåòàõåóðèñòèêå. Îíå ñó íàñòàëå ïðå

âèøå îä òðèäåñåò ãîäèíà, àëè ñó îäðæàëå ñâîjó àòðàêòèâíîñò, òå ñå ñâå âå£è

áðîj íàó÷íèêà áàâè èñòðàæèâà»åì îâå ãðóïå ìåòîäà. Êîðèñòå ñå êîä ïðîáëåìà

ðàçëè÷èòèõ äèìåíçèjà, à è ñëîæåíîñòè. Ãëàâíà ïðåäíîñò èì jå òî øòî ñó çàñíî-

âàíå íà àïñòðàêòíèì óíèâåðçàëíèì ïðàâèëèìà, ïà ñå ñà ìàëî àäàïòàöèjå ìîãó

ïðèìåíèòè çà ðåøàâà»å âåëèêîã áðîjà ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå. Èçâðøàâàjó ñå

èòåðàòèâíî, ñâå äî èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðèòåðèjóìà çàóñòàâ§à»à. Îñëà-

»àjó ñå íà äâà êîíöåïòà: íà äèâåðçèôèêàöèjó êîjà èìà çàäàòàê äà ïðåòðàãó

ðàøèðè øòî jå ìîãó£å âèøå óíóòàð ïðîñòîðà ïðåòðàæèâà»à è íà èíòåíçèôè-

êàöèjó êîjà òåæè äà óíóòàð ïðîñòîðà ïðåòðàãå äåòà§íî èñòðàæè ìà»å îêîëèíå

îêî òåêó£åã ðåøå»à. Jåäíà îä íàj÷åø£å êîðèø£åíèõ ïîäåëà jå íà ìåòàõåó-
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ðèñòèêå êîjå ñó çàñíîâàíå íà èòåðàòèâíîì ïîáî§øà»ó jåäíîã ðåøå»à, òçâ. S-

ìåòàõåóðèñòèêå (engl. SINGLE-SOLUTION BASED) è îíå çàñíîâàíå íà èòåðà-

òèâíîì ïîáî§øà»ó ñêóïà ðåøå»à (ïîïóëàöèjå), à çîâó ñå P-ìåòàõåóðèñòèêå

(engl. POPULATION BASED).

Íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ S-ìåòàõåóðèñòèêà ñó:

� Ëîêàëíà ïðåòðàãà;

� Ïîõëåïíà ñòîõàñòè÷êî-àäàïòèâíà ïðîöåäóðà ïðåòðàãå;

� Òàáó ïðåòðàãà;

� Ñèìóëèðàíî êà§å»å;

� Ìåòîäà ïðîìå§èâèõ îêîëèíà.

Íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ P-ìåòàõåóðèñòèêà ñó:

� Ãåíåòñêè àëãîðèòàì;

� Îïòèìèçàöèjà ðîjåì ÷åñòèöà;

� Îïòèìèçàöèjà êîëîíèjîì ï÷åëà;

� Îïòèìèçàöèjà ìðàâ§îì êîëîíèjîì.

Ïîðåä îâå ïîäåëå, ìåòàõåóðèñòèêå ñå ìîãó êëàñèôèêîâàòè è íà îñíîâó äðó-

ãèõ êðèòåðèjóìà: àëãîðèòìè èíñïèðèñàíè ïðîöåñèìà èç ïðèðîäå èëè îíè êîjè

íèñó èíñïèðèñàíè »èìà, ìåòàõåóðèñòèêå êîjå êîðèñòå ìåìîðèjó çà ñêëàäèøòå»å

äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà òîêîì ïðåòðàãå èëè îíå êîjå jå íå êîðèñòå, èòåðàòèâíè èëè

ïîõëåïíè (êîíñòðóêòèâíè) àëãîðèòìè, êàî è äåòåðìèíèñòè÷êè èëè ñòîõàñòè÷êè.

Äåòà§íèjå î îâîj ãðóïè ìåòîäà ìîæå ñå íà£è ó [23, 29], à ó íàñòàâêó áè£å ïðå-

çåíòîâàí êðàòàê ïðåãëåä íåêèõ îä íàjïîçíàòèjèõ »åíèõ ïðåäñòàâíèêà.

Ëîêàëíà ïðåòðàãà (engl. LOCAL SEARCH - LS) ñïàäà ó íàjñòàðèjå è ïî

ñâîjîj ñòðóêòóðè íàjjåäíîñòàâíèjå ìåòàõåóðèñòèêå. �åíà ãëàâíà èäåjà ñå îãëåäà

ó èòåðàòèâíîì ïðåòðàæèâà»ó ðàçëè÷èòèõ îêîëèíà äîïóñòèâîã, ñà öè§åì ïðî-

íàëàæå»à áî§åã, ïî ìîãó£ñòâó îïòèìàëíîã ðåøå»à. Íà ïî÷åòêó, íåïîõîäíî jå

îäàáðàòè ðåïðåçåíòàöèjó ðåøå»à êàî è íà÷èí íà êîjè £å ñå êðåèðàòè »åãîâå

îêîëèíå. Aëãîðèòàì çàïî÷è»å ãåíåðèñà»åì èíèöèjàëíîã ðåøå»à x, íàj÷åø£å

íà ñëó÷àjàí íà÷èí, è »åãîâèì ïîñòàâ§à»åì çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x).

Ïîòîì, ïîñòóïàê ñå èòåðàòèâíî ïîíàâ§à äî èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðèòå-

ðèjóìà çàóñòàâ§à»à, òàêî øòî ñå ó ñâàêîì êîðàêó ïðåòðàæójå îêîëèíà òåêó£åã

ðåøå»à N(x∗) è ðàçìàòðà jåäàí îä äâà ìîãó£à ñëó÷àjà. Ïðâè, êàäà èìà ïîáî§-
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øà»à, òj. êàäà ïðåòðàãà äî¢å äî x
′ ∈ N(x∗) çà êîjå, êîä ïðîáëåìà ìèíèìèçà-

öèjå, âàæè äà jå f(x
′
) < f ∗. Òàäà ñå íàjáî§å ðåøå»å àæóðèðà, òj. x∗ := x

′
,

f ∗ := f(x
′
), è ïðåëàçè ñå ó ñëåäå£ó èòåðàöèjó. Äðóãà ìîãó£íîñò jå äà ïðåòðàãà

íå íà¢å x
′ ∈ N(x∗) çà êîjå âàæè äà jå f(x

′
) < f ∗. Òàäà ñå òðåíóòíî íàjáî§å

ðåøå»å óçèìà çà àïðîêñèìàöèjó îïòèìàëíîã, à ëîêàëíà ïðåòðàãà ñå ïðåêèäà.

Íåäîñòàòàê îâå ìåòîäå jå òî øòî ñå íåðåòêî äåøàâà äà äî¢å äî çàãëàâ§è-

âà»à ó ëîêàëíîì îïòèìóìó, øòî îòåæàâà èëè ïîòïóíî îíåìîãó£àâà äîëàçàê äî

ãëîáàëíîã. Èç òîã ðàçëîãà, ñâå ÷åø£å ñå êîðèñòè êàî äåî íåêå äðóãå ìåòàõå-

óðèñòèêå ðàäè ïîjà÷àâà»à äèâåðçèôèêàöèjå óíóòàð ñàìå ïðåòðàãå. Ñ öè§åì

ïîáî§øà»à ïåðôîðìàíñè, ðàçâèjåíå ñó è íåêå »åíå ìîäèôèêàöèjå, êàî øòî

ñó: ìóëòèñòàðòíà ëîêàëíà ïðåòðàãà (engl. MULTISTART LOCAL SEARCH -

MLS), èòåðàòèâíà ëîêàëíà ïðåòðàãà (engl. ITERATED LOCAL SEARCH - ILS),

è äðóãå. Äåòà§íèjå î îâîj ìåòîäè ìîæå ñå íà£è ó [21].

Ïîõëåïíà ñòîõàñòè÷êî-àäàïòèâíà ïðîöåäóðà ïðåòðàãå (engl. GRE-

EDY RANDOMIZED-ADAPTIVE SEARCH PROCEDURE - GRASP) ñïàäà ó

ãðóïó êîíñòðóêòèâíèõ ìåòàõåóðèñòèêà. Çà ãåíåðèñà»å ðåøå»à ïîðåä ëîêàëíå

ïðåòðàãå êîðèñòè ñå è íàñóìè÷íî-ïîõëåïíè àëãîðèòàì (engl. GREEDY-RAND-

OMIZED CONSTRUCTION - GRC) çà ÷èjå èçâðøàâà»å jå íåîïõîäíî äåôè-

íèñàòè ëèñòó êàíäèäàòà (engl. CANDIDATE LIST - CL) ó êîjîj ñó ñìåøòåíè

åëåìåíòè êîjè ó îäãîâàðàjó£îj èòåðàöèjè ìîãó ïîñòàòè äåî ðåøå»à, êàî è ðå-

äóêîâàíó ëèñòó êàäèäàòà (engl. RESTRICTIVE CANDIDATE LIST - RCL) êîjà

jå ïîäñêóï ëèñòå êàíäèäàòà è íàñòàjå òàêî øòî ñå åëåìåíòèìà ëèñòå êàíäèäàòà

äîäåëå îöåíå o(i), i ∈ CL, íà îñíîâó êîjèõ ñå ìåðè »èõîâ óòèöàj íà âðåäíîñò

ôóíêöèjå öè§à è äîíîñè ñå îäëóêà äà ëè ìîãó ïîñòàòè äåî ðåäóêîâàíå ëèñòå èëè

íå. Ïîðåä òîãà, çà ïîòðåáå ëîêàëíå ïðåòðàãå íåîïõîäíî jå äåôèíèñàòè îêîëèíå

N(x) ⊆ X äîïóñòèâîã ðåøå»à x.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó GRC àëãîðèòìîì ñå êîíñòðóèøå ïî÷åòíî ðåøå»å íà ïðåò-

õîäíî îäàáðàí íà÷èí. Ó ñâàêîj GRC èòåðàöèjè áèðà ñå ïî jåäàí åëåìåíò êîjè

£å ïîñòàòè äåî ðåøå»à, ñâå äîê ñå íå êîíñòðóèøå êîìïëåòíî ðåøå»å. Íàêîí

ñâàêîã èçáîðà åëåìåíòà, àæóðèðàjó ñå CL è RCL. Ðåøå»å êîjå jå êîíñòðóèñàíî

ó GRC ôàçè ïîäëåæå ïðîöåäóðè ëîêàëíîã ïðåòðàæèâà»à. Äîñòèãíóòè ëîêàëíè

îïòèìóìè èç ñâàêå èòåðàöèjå ñå ÷óâàjó. Ïîñòóïàê ñå çàâðøàâà êàäà ñå èñïóíè

óíàïðåä èçàáðàíè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à, à îïòèìóì êîjè èìà íàjáî§ó âðåä-

íîñò ôóíêöèjå öè§à áèðà ñå çà àïðîêñèìàöèjó îïòèìàëíîã ðåøå»à. Âèøå î

îâîj ìåòîäè äàòî jå ó [69, 99].
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Òàáó ïðåòðàãà (engl. TABU SEARCH - TS) jå ïðâè ïóò ïðåäëîæåíà ó [28]

è ñïàäà ó ãðóïó ìåòàõåóðèñòèêà êîjå ñó çàñíîâàíå íà ëîêàëíîì ïðåòðàæèâà»ó

è êîðèñòå ìåìîðèjó. Ñïåöèôè÷íîñò îâå ìåòîäå îãëåäà ñå ó êðåèðà»ó òçâ. òàáó

ëèñòå, êîjà jå íàj÷åø£å êîíñòàíòíå, à ìîæå áèòè è ïðîìåí§èâå äóæèíå. Ó

»îj ñå êðàòêîðî÷íî ÷óâàjó èíôîðìàöèjå î äîñòèãíóòèì îïòèìóìèìà, ñà öè§åì

äà ñå èçáåãíå çàãëàâ§èâà»å àëãîðèòìà ó ëîêàëíîì îïòèìóìó, øòî ïðåäñòàâ§à

ãëàâíó ìàíó ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Àëãîðèòàì ïî÷è»å ãåíåðèñà»åì èíèöèjàëíîã ðåøå»à x ïðåòõîäíî îäàáðà-

íîì ïðîöåäóðîì, êîjå ñå ójåäíî ïðîãëàøàâà çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ :=

f(x). Çàòèì, íà óíàïðåä äåôèíèñàí íà÷èí âðøè ñå ëîêàëíà ïðåòðàãà îêîëèíå

N(x) ⊆ X êîjà êàî ðåçóëòàò äàjå íîâî äîïóñòèâî ðåøå»å x
′
, à îíî ñå ïîòîì

äîäàjå ó äî òàäà ïðàçíó òàáó ëèñòó è íà òàj íà÷èí ó íàðåäíèõ íåêîëèêî èòå-

ðàöèjà áèâà èñê§ó÷åíî èç îêîëèíå êîjà ñå ïðåòðàæójå. Ïðîâåðàâà ñå êâàëèòåò

äîáèjåíîã ðåøå»à, òj. êîä ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèjå, ïðîâåðàâà ñå äà ëè âàæè äà

jå f(x
′
) < f ∗. Óêîëèêî jå îâà íåjåäíàêîñò çàäîâî§åíà, ÷óâà ñå íàjáî§å íà¢åíî

ðåøå»å, òj. x∗ := x
′
, f ∗ := f(x

′
). Çàòèì x := x

′
, à ëîêàëíà ïðåòðàãà ìîäèôè-

êîâàíå îêîëèíå ñå íàñòàâ§à, òàáó ëèñòà ñå àæóðèðà, à ðåøå»à êîjà ñå íàëàçå ó

»îj íàêîí èçâåñíîã áðîjà èòåðàöèjà, òçâ. òàáó âðåìåíà, ïîíîâî áèâàjó âðà£åíà

ó ïðîöåñ ïðåòðàãå. Ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à äîê ñå íå èñïóíè âå£ îäàáðàíè êðè-

òåðèjóì çàóñòàâ§à»à. Óêîëèêî jå ïîòðåáíî ñìà»èòè ìåìîðèjñêå çàõòåâå, îíäà

ñå, ÷åñòî, óìåñòî öåëîêóïíîã ðåøå»à ÷óâàjó ïîäàöè î ïîñòóïöèìà êîjè äî »åãà

äîâîäå. Ðàçâèjåíå ñó ìíîãå ìîäèôèêàöèjå îâå ìåòîäå, à ó íåêèìà îä »èõ ñå

ïîðåä êðàòêîðî÷íå êîðèñòè è ñðåä»îðî÷íà è äóãîðî÷íà ìåìîðèjà.

Ñèìóëèðàíî êà§å»å (engl. SIMULATED ANNEALING - SA) ñïàäà ó ãðóïó

ìåòàõåóðèñòèêà êîjå ñó èíñïèðèñàíå ïðîöåñèìà èç ïðèðîäå. Çàñíîâàíî jå íà

ëîêàëíîì ïðåòðàæèâà»ó, à ìîòèâàöèjà çà ðàçâîj îâå ìåòîäå ïðîíà¢åíà jå ó àë-

ãîðèòìèìà ñòàòè÷êå òåðìîäèíàìèêå ðàçâèjåíèì çà îïîíàøà»å ïðîöåñà êà§å»à

÷åëèêà. Ñïåöèôè÷íîñò êîjà jå ðàçëèêójå îä âå£èíå äðóãèõ ìåòàõåóðèñòèêà jåñòå

òî øòî ñà èçâåñíîì âåðîâàòíî£îì ïðèõâàòà è ëîøèjà ðåøå»à îä âå£ íà¢åíèõ, à

ñà öè§åì äîëàñêà äî ãëîáàëíîã îïòèìóìà.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó âðøè ñå ãåíåðèñà»å èíèöèjàëíîã ðåøå»à x ïðåòõîäíî

îäàáðàíîì ïðîöåäóðîì, è ïðîãëàøàâà ñå çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x).

Ïîòîì, íà ñëó÷àjàí íà÷èí áèðà ñå x
′
èç óíàïðåä äåôèíèñàíå îêîëèíå òåêó£åã

ðåøå»à N(x) è ïðîâåðàâà ñå »åãîâ êâàëèòåò. Àêî jå x
′
áî§å îä x∗, òj. êîä

ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèjå, àêî âàæè äà jå f(x
′
) < f ∗, îíäà ñå x

′
ïðèõâàòà êàî
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íàjáî§å ðåøå»å è àæóðèðàjó ñå ïîòðåáíå âðåäíîñòè, òj. x∗ := x
′
, f ∗ := f(x

′
),

x := x
′
. Óêîëèêî îâà íåjåäíàêîñò íèjå èñïó»åíà, òàäà ñå x

′
ïðèõâàòà êàî òåêó£å

ðåøå»å (x := x
′
) ñà îäðå¢åíîì âåðîâàòíî£îì pn, êîjà ìîæå áèòè çàäàòà íà

ðàçëè÷èòå íà÷èíå, à jåäàí îä íàj÷åø£èõ jå îíàj êîjè çàâèñè îä òåìïåðàòóðå Tn è

ñòåïåíà äåãðàäàöèjå ëîøèjåã ðåøå»à δn, ãäå jå n ðåäíè áðîj èòåðàöèjå, à ðà÷óíà

ñå ïî ôîðìóëè:

pn = eδn/Tn , δn = f(x
′

n)− f(x∗). (1.4)

Òåìïåðàòóðà èìà çàäàòàê äà êîíòðîëèøå ïðîöåñ ïðåòðàæèâà»à, òàêî øòî èç-

áîðîì âå£å ïî÷åòíå âðåäíîñòè îâîã ïàðàìåòðà ïîñòèæå ñå âå£è ñòåïåí äèâåð-

çèôèêàöèjå è èçáåãàâà ñå çàãëàâ§èâà»å ó ëîêàëíîì îïòèìóìó, à êàêî àëãî-

ðèòàì íàïðåäójå, òàêî ñå è âðåäíîñò òåìïåðàòóðå ñìà»ójå, òj. âàæè äà jå

T1 ≥ T2 ≥ ..., lim
n→∞

Tn = 0, òå jå è âåðîâàòíî£à ïðèõâàòà»à ëîøèjåã ðåøå»à

ñâå ìà»à, äîê ñå ïðè êðàjó ãîòîâî ïðèõâàòàjó ñàìî ïîáî§øà»à. Ïîñòóïàê ñå

èòåðàòèâíî ïîíàâ§à ñâå äîê ñå íå èñïóíè óíàïðåä îäàáðàíè êðèòåðèjóì çàóñòà-

â§à»à. Âèøå î îâîj ìåòîäè ìîæå ñå íà£è ó [17].

Ãåíåòñêè àëãîðèòàì (engl. GENETIC ALGORITHM - GA ) ñïàäà ó ìåòàõå-

óðèñòèêå êîjå îïîíàøàjó ïðîöåñå èç ïðèðîäå. Ìîòèâàöèjà çà ðàçâîj îâå ìåòîäå

ëåæè ó èìèòàöèjè åâîëóöèjå, à ñàìà èäåjà äàòèðà jîø îä ñðåäèíå 20. âåêà. Ïðâè

ïóò ó àêòóåëíîì îáëèêó ïîìè»å ñå 1975. ãîäèíå ó ê»èçè �îíà Õîëàíäà [45].

Îâà ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà jå íà èòåðàòèâíîì ïîáî§øà»ó êîíà÷íîã ñêóïà

ðåøå»à, òj. ïîïóëàöèjå. Ïîïóëàöèjà ïðåäñòà§à jåäàí ïîäñêóï ïðîñòîðà êîäè-

ðàíèõ ðåøå»à, à ïðîñòîð êîäèðàíèõ ðåøå»à ïðåäñòàâ§à ñêóï êîäîâà ñâèõ äî-

ïóñòèâèõ ðåøå»à. Äîïóñòèâà ðåøå»à ó îâîj ìåòàõåóðèñòèöè ñó ïðåäñòàâ§åíà

íèçîâèìà êîíà÷íèõ äóæèíà íàä íåêîì êîíà÷íîì àçáóêîì ñèìáîëà, è òè íèçîâè

ñå íàçèâàjó ãåíåòñêèì êîäîâèìà òèõ ðåøå»à. Ïîjåäèíà÷íè åëåìåíòè ãåíåòñêîã

êîäà çîâó ñå ãåíè. Äîïóñòèâà ðåøå»à ñå çîâó jîø è jåäèíêå, à »èìà äîäå§åíè

êîäîâè õðîìîçîìè òèõ jåäèíêè.

Ãëàâíè ãðàäèâíè åëåìåíòè îâå ìåòîäå ñó: îïåðàòîð ñåëåêöèjå, êîjè ìîæå

áèòè äåôèíèñàí íà âèøå íà÷èíà, à íåêè îä íàj÷åø£èõ ñó ïðîïîðöèjîíàëíà,

ðóëåò è òóðíèðñêà ñåëåêöèjà, îïåðàòîð óêðøòà»à, êîjå ìîæå áèòè jåäíîïîçè-

öèîíî, äâîïîçèöèîíî, âèøåïîçèöèîíî, óíèôîðìíî è ñëè÷íî, è îïåðàòîð ìóòà-

öèjå, êîjè ñå òàêî¢å ìîæå îäàáðàòè íà âèøå íà÷èíà, à íåêå îä íàjçàñòóï§åíèjèõ

ñó ïðîñòà ìóòàöèjà, íîðìàëíà èëè áèíîìíà ðàñïîäåëà è äðóãå. Íà åôèêàñíîñò

îâå ìåòîäå ïîðåä èìïëåìåíòàöèjå íàáðîjàíèõ åëåìåíàòà, òçâ. ãåíåòñêèõ îïåðà-

òîðà, óòè÷å è íà÷èí êîäèðà»à ðåøå»à. Íàj÷åø£å ñå êîðèñòè áèíàðíî, àëè àêî
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ïðèðîäà ïðîáëåìà çàõòåâà äðóãà÷èjå, ìîæå ñå îäàáðàòè è öåëîáðîjíî èëè êîäè-

ðà»å ðåàëíèì áðîjåâèìà. Ïîòîì, òðåáà äåôèíèñàòè ôóíêöèjó ïðèëàãî¢åíîñòè

êîjîì ñå îöå»ójå êâàëèòåò jåäèíêå. Òî ìîæå áèòè âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à, ñêà-

ëèðàíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à èëè íåêà äðóãà îñîáèíà ïî êîjîj £å ñå jåäèíêå

ïðîöå»èâàòè. Íà ïî÷åòêó âðøè ñå ãåíåðèñà»å èíèöèjàëíå ïîïóëàöèjå óíàïðåä

îäàáðàíîì ïðîöåäóðîì, à ïîòîì, èòåðàòèâíî, óçàñòîïíîì ïðèìåíîì ãåíåòñêèõ

îïåðàòîðà êðåèðàjó ñå íîâå ãåíåðàöèjå jåäèíêè ñâå äîê ñå íå èñïóíè ïðåòõîäíî

çàäàòè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à. Èàêî ñå î÷åêójå äà ïîòîìöè, íàñëå¢ójó£è óâåê

íàjáî§å îä ðîäèòå§à, âîäå êà øòî áî§åì ðåøå»ó, íåêàäà ñå òî íå äîãîäè, íåãî

ñå êðîç ïðîöåñ ñåëåêöèjå è óêðøòà»à êâàëèòåò ðåøå»à èçãóáè. Òàäà ñå ïðè-

áåãàâà òçâ. åëèòèçìó, òj. íàjáî§å jåäèíêå èç ïðåòõîäíå ãåíåðàöèjå ïóøòàjó ñå

íåïðîìå»åíå ó íîâó.

Îïòèìèçàöèjà ðîjåì ÷åñòèöà (engl. PARTICLE SWARM OPTIMIZATI-

ON - PSO) jå ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà èíòåëèãåíöèjè ãðóïå è ïðâè ïóò jå

èçëîæåíà ó [47]. Ãëàâíà èäåjà jåñòå äà ñå ìå¢óñîáíîì èíòåðàêöèjîì jåäèíêè

(÷åñòèöà) óíóòað ïîïóëàöèjå íàjáî§à èñêóñòâà ïîjåäèíà÷íèõ ÷ëàíîâà ïðåíåñó

íà ÷èòàâ ðîj è òèìå ôîðìèðà òçâ. êîëåêòèâíà èíòåëèãåíöèjà êîjà òðåáà ïðå-

òðàãó äà óñìåðè êà øòî áî§åì ðåøå»ó. Ñâàêà ÷åñòèöà d-äèìåíçèîíîã ïðîñòîðà

ïðåòðàãå ïðåäñòàâ§à jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å è ñà ñîáîì íîñè ñëåäå£å ïîäàòêå:

- xi = (xi1 , xi2 , ..., xid) ← òðåíóòíà ïîçèöèjà ÷åñòèöå;

- pi = (pi1 , pi2 , ..., pid) ← íàjáî§à ïîçèöèjà ÷åñòèöå;

- vi = (vi1 , vi2 , ..., vid) ← áðçèíà êðåòà»à ÷åñòèöå, òj. ïðàâàö ó êîì áè ñå

êðåòàëà ÷åñòèöà äà íåìà äðóãèõ óòèöàjà ñà ñòðàíå;

- pq = (pq1 , pq2 , ..., pqd) ← íàjáî§à ïîçèöèjà ðîjà.

Àëãîðèòàì çàïî÷è»å ãåíåðèñà»åì èíèöèjàëíå ïîïóëàöèjå è ïî÷åòíèõ âåê-

òîðà áðçèíå, íàj÷åø£å íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Ïîòîì, èòåðàòèâíî, ñâå äîê ñå íå

èñïóíè óíàïðåä çàäàòè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à, âðøè ñå:

- àæóðèðà»å âåêòîðà áðçèíå, íàj÷åø£å ïî ôîðìóëè:

vjik = ωvj−1
ik + c1r1(p

j
ik − xj

ik) + c2r2(p
j
qk − xj

ik), k = 1, ..., d (1.5)

ãäå jå i ðåäíè áðîj ÷åñòèöå, j ðåäíè áðîj èòåðàöèjå, ω ïàðàìåòàð èíåðöèjå êîjè

êîíòðîëèøå óòèöàj ïðåòõîäíå áðçèíå ÷åñòèöå íà ñàäàø»ó, òå èçáîðîì âå£èõ
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âðåäíîñòè ïîjà÷àâà ñå ñòåïåí äèâåðçèôèêàöèjå, à èçáîðîì ìà»èõ âðøè ñå èí-

òåíçèâèðà»å ïðåòðàãå, ïàðàìåòàð c1 êîjè êîíòðîëèøå óòèöàj ïðåòõîäíîã èñêó-

ñòâà ÷åñòèöå (êîãíèòèâíî ó÷å»å), c2 êîjè êîíòðîëèøå óòèöàj îêîëíèõ ÷åñòèöà

óíóòàð ðîjà (ñîöèjàëíî ó÷å»å), äîê ñó r1 è r2 ïðîèçâî§íå êîíñòàíòå èç îïñåãà

[0, 1];

- àæóðèðà»å òðåíóòíå ïîçèöèjå ÷åñòèöå, ïî ôîðìóëè:

xj+1
ik = xj

ik + vjik, k = 1, ..., d (1.6)

ãäå ñå âðåäíîñò vjik îãðàíè÷àâà íà ñåãìåíò [Vmin, Vmax] êàêî íîâîêðåèðàíà ÷å-

ñòèöà íå áè èçàøëà èç ïðîñòîðà äîïóñòèâèõ ðåøå»à;

- àæóðèðà»å íàjáî§å ïîçèöèjå ÷åñòèöà, êàî è íàjáî§å ïîçèöèjå ÷èòàâîã

ðîjà, óêîëèêî jå äîøëî äî ïîáî§øà»à.

Îïòèìèçàöèjà êîëîíèjîì ï÷åëà (engl. BEE COLONY OPTIMIZATION

- BCO) jå êîíñòðóêòèâíà ìåòàõåóðèñòèêà êîjà jå çàñíîâàíà íà èíòåëèãåíöèjè

ãðóïå, à èíñïèðèñàíà ïîjàâàìà èç ïðèðîäå. Îâà ìåòîäà ñèìóëèðà ïîíàøà»å

ï÷åëà ó ïîòðàçè çà õðàíîì, øòî ïðåäñòàâ§à jåäàí âåîìà äîáðî îðãàíèçîâàí

ïðîöåñ. Âåøòà÷êå ï÷åëå ïðåäñòàâ§àjó äîïóñòèâà ðåøå»à óíóòàð BCO àëãî-

ðèòìà êîjè jå 2001. ãîäèíå ïðåäëîæåí îä ñòðàíå ñðïñêèõ ìàòåìàòè÷àðà Ïàíòå

Ëó÷è£à è Äóøàíà Òåîäîðîâè£à ó [83].

Íåêà jå ñà B îçíà÷åí áðîj ï÷åëà, à ñà NC áðîj èíòåðàêöèjà ñâàêå ï÷åëå ñà

îñòàòêîì ðîjà. Íàêîí èíèöèjàëèçàöèjå ïî÷åòíå êîëîíèjå ó êîjîj ñó ñâà ðåøå»à

ïðàçíà, íàèçìåíè÷íî ñå ó ñâàêîj èòåðàöèjè ñìå»ójó äâà îñíîâíà ïîñòóïêà: ëåò

óíàïðåä, òîêîì êîjåã íà ñâàêîì êîðàêó u, u = 1, ..., NC, ñâàêà ï÷åëà b, b =

1, ..., B, íàj÷åø£å ïðàâèëîì ðóëåòñêå ñåëåêöèjå, äîíîñè îäëóêó î ñâîì ñëåäå£åì

ïîòåçó, ïðèòîì ôàâîðèçójó£è îíå êîjè âîäå êà áî§åì ðåøå»ó. È ëåò óíàçàä, ó

êîì ñå ïðîöå»ójó äîáèjåíà ðåøå»à è äîíîñè îäëóêà äà ëè £å ìó ï÷åëà îñòàòè

ëîjàëíà è äîáèòè ñòàòóñ ðåãðóòåðà èëè £å ãà íàïóñòèòè è îñòàòè íåîïðåäå§åíà.

Âåðîâàòíî£à äà ï÷åëà îñòàíå ëîjàëíà ñâîì ðåøå»ó ðà÷óíà ñå ïî ôîðìóëè:

pu+1
b = e−

Omax−Ob
u . (1.7)

Omax je ìàêñèìàëía íîðìàëèçîâàía âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ñâèõ ðåøå»à, Ob

ïðåäñòàâ§à íîðìàëèçîâàíó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ðåøå»à ïðåäñòàâ§åíîã

ï÷åëîì b, è çà ïðîáëåì ìèíèìèçàöèjå ðà÷óíà ñå íà ñëåäå£è íà÷èí:

Ob =
Cmax − Cb

Cmax − Cmin

, b = 1, ..., B, (1.8)
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ãäå jå Cb âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ðåøå»à êîjå îäãîâàðà ï÷åëè b, à Cmin è Cmax

ìèíèìàëíà è ìàêñèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à öåëîã ðîjà. Óêîëèêî íàïóñòè

ñâîjå ðåøå»å, ï÷åëà ìîðà äà èçàáåðå jåäíîã îä R ðåãðóòåðà êîã £å ïðàòèòè è òî

íàj÷åø£å ÷èíè êîðèñòå£è ïðàâèëî ðóëåòñêå ñåëåêöèjå, à ïî ôîðìóëè:

pb =
Ob∑R
k=1Ok

. (1.9)

Íàêîí íàïðàâ§åíèõ NC ëåòîâà óíàïðåä è óíàçàä, âðøè ñå àæóðèðà»å íàjáî§åã

ðåøå»à, à ïîñòóïàê ñå èòåðàòèâíî ïîíàâ§à äî èñïó»å»à çàäàòîã êðèòåðèjóìà

çàóñòàâ§à»à. Äåòà§íèjå î îâîj ìåòîäè ìîæå ñå íà£è ó [84].

Îïòèìèçàöèjà ìðàâ§îì êîëîíèjîì (engl. ANT COLONY OPTIMIZA-

TION - ACO) ñïàäà ó ãðóïó êîíñòðóêòèâíèõ ìåòàõåóðèñòèêà è ïðâè ïóò jå

ïðåäëîæåíà 1994. ãîäèíå ó [64]. Èíñïèðàöèjà çà »åí ðàçâîj íà¢åíà jå ó îïîíà-

øà»ó êîëîíèjå ìðàâà ó ïîòðàçè çà õðàíîì. Ïðè êðåòà»ó ìðàâè ëó÷å õåìèjñêó

ñóïñòàíöó êîjà ñå íàçèâà ôåðîìîí è êîjà èì ñëóæè çà ìå¢óñîáíó êîìóíèêàöèjó.

Íàjjà÷è ôåðîìîíñêè òðàã óãëàâíîì îñòàjå íà íàjêðà£åì ïóòó äî èçâîðà õðàíå,

òå òàêî îïðåäå§ójå âå£è äåî çàjåäíèöå äà ãà ñëåäè.

Èìèòèðàjó£è åêîíîìè÷íî ïîíàøà»å ìðàâ§èõ êîëîíèjà, ìîãó£å jå ðåøèòè

ìíîãå ïðîáëåìå êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå. Íà ïî÷åòêó íåîïõîäíî jå îäðåäèòè

áðîj âåøòà÷êèõ ìðàâà, ãäå ñâàêè îä »èõ ïðåäñòàâ§à jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å, è

ãåíåðèñàòè ìàòðèöó ôåðîíîìà L = [λij] ÷èjè ñó åëåìåíòè óíàïðåä çàäàòå èíèöè-

jàëíå âðåäíîñòè ôåðîìîíà çà ñâàêó êîìïîíåíòó ðåøå»à. Âðåäíîñò λij îñëèêàâà

âà§àíîñò ðåøå»à àêî ñå i-òà êîìïîíåíòà íà¢å íà j-òîj ïîçèöèjè. Ñàì àëãîðè-

òàì ïðîëàçè êðîç äâå ê§ó÷íå ôàçå: êîíñòðóêöèjà ðåøå»à è àæóðèðà»å òðàãîâà

ôåðîìîíà. Ñâàêè ìðàâ ñå ïîíàøà êàî jåäíà ñòîõàñòè÷êî ïîõëåïíà ïðîöåäóðà

êîjîì ñå êîíñòðóèøå ðåøå»å èòåðàòèâíèì äîäàâà»åì êîìïîíåíòè íà îñíîâó

òðåíóòíå ìàòðèöå ôåðîìîíà. Áî§å ðåøå»å èìà jà÷è òðàã ôåðîìîíà, òå jå è âå-

ðîâàòíî£à »åãîâîã èçáîðà âå£à. Òðàãîâè ôåðîìîíà ñå àæóðèðàjó êðîç äâå ôàçå:

ôàçó åâàïîðàöèjå è ôàçó ïîjà÷àâà»à. Ôàçà åâàïîðàöèjå èìèòèðà èñïàðàâà»å

ôåðîìîíà, îäíîñíî ñíèæàâà»å âðåäíîñòè èñòîã, ÷èìå ñå ïîjà÷àâà ñòåïåí äèâåð-

çèôèêàöèjå è óòè÷å íà ðàçíîâðñíîñò ðåøå»à. Òî ñå ïîñòèæå ìíîæå»åì ñâàêå

êîìïîíåíòå ìàòðèöå L âðåäíîø£ó (1−ρ), òj. λij = (1−ρ)λij, ρ ∈ (0, 1]. Ôàçà ïî-

jà÷àâà»à åêâèâàëåíòíà jå îñâåæàâà»ó ôåðîìîíñêîã òðàãà, îäíîñíî ïîâå£àâà»ó

âðåäíîñòè èñòîã, ÷èìå ñå ôàâîðèçójó áî§à ðåøå»à. Ó èìïëåìåíòàöèjè ACO

õåóðèñòèêå òî ñå ïîñòèæå äîäàâà»åì ñâàêîì ÷ëàíó ìàòðèöå L ïàðàìåíòàð δ

êîjè äèðåêòíî çàâèñè îä êâàëèòåòà ðåøå»à, áèëî ïàðöèjàëíîã èëè êîìïëåòíîã,
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òj. λij = λij + δ. Öåî ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à äî èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðè-

òåðèjóìà çàóñòàâ§à»à. Äîäàòíî î îâîj ìåòàõåóðèñòèöè ìîæå ñå íà£è ó [34, 75].

1.4.1 Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. VARIABLE NEIGHBORHOOD SEARCH

- VNS) jå jåäíà îä íàjïîïóëàðíèjèõ è íàjåôèêàñíèjèõ ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâà-

íèõ íà ëîêàëíîì ïðåòðàæèâà»ó. Êîðèñòè ñå çà ðåøàâà»å âåëèêîã áðîjà ïðî-

áëåìà êàêî êîìáèíàòîðíå, òàêî è êîíòèíóàëíå îïòèìèçàöèjå. Ïðåäëîæåíà jå

1997. ãîäèíå îä ñòðàíå ñðïñêîã ìàòåìàòè÷àðà Íåíàäà Ìëàäåíîâè£à è êàíàä-

ñêîã ìàòåìàòè÷àðà Ïjåðà Õàíñåíà ó [77].

VNS ìåòîäà ñå îñëà»à íà òðè ÷è»åíèöå âåçàíå çà ðàçëè÷èòå òèïîâå îêîëèíà

è ëîêàëíå îïòèìóìå óíóòàð »èõ, è òî:

1. ëîêàëíè îïòèìóì ó jåäíîj îêîëèíè íå ìîðà áèòè ëîêàëíè îïòèìóì è ó

íåêîj äðóãîj îêîëèíè;

2. ãëîáàëíè îïòèìóì jå ójåäíî è ëîêàëíè îïòèìóì ó ñâèì îêîëèíàìà;

3. êîä âåëèêîã áðîjà ïðîáëåìà, ëîêàëíè îïòèìóìè íà¢åíè ó ðàçëè÷èòèì îêî-

ëèíàìà ñó ðåëàòèâíî áëèçó jåäíè äðóãèìà.

VNS ìåòîäà ñå ðåàëèçójå óçàñòîïíoì ïðèìåíîì äâå ôàçå, ôàçà ðàçìðäàâà»à

(engl. SHAKING) ó êîjîj ñå êðåèðàjó ðàçëè÷èòå îêîëèíå òåêó£åã ðåøå»à è ôàçà

ëîêàëíå ïðåòðàãå (engl. LOCAL SEARCH) êîjà èìà çàäàòàê äà äåòà§íî ïðå-

òðàæè îêîëèíe òåêó£åã ðåøå»à, óç äîíîøå»å îäëóêå î åâåíòóàëíîì ïðåëàñêó

ó íîâî ðåøå»å (MOVE OR NOT êîðàê), ñà öè§åì äà ñå äîñòèãíå îïòèìàëíî

ðåøå»å. Må¢óòèì, ïîñòîjå èìïëåìåíòàöèjå êîjå êîðèñòå ñàìî jåäíó îä »èõ äâå.

Oâà ìåòîäà óæèâà âåëèêó ïîïóëàðíîñò, òå ñå ÷åñòî êîðèñòè çà ðåøàâà»å

ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå. Òîêîì âèøå îä äâàäåñåò ãîäèíà ïîñëå »åíå

ïðîìîöèjå ðàçâèjåíî jå äîñòà ìîäèôèêàöèjà, î ÷åìó ñå ìîæå ïðî÷èòàòè ó [78, 89].

Íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ è íàjâèøå ïðèìå»èâàíèõ VNS âàðèjàíòè ñó:

� Ìåòîäà ïðîìåí§èâîã ñïóñòà;

� Îñíîâíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà;

� Îïøòà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà;

� Ðåäóêîâàíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà;

� Èñêîøåíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà.
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Ìåòîäà ïðîìåí§èâîã ñïóñòà

Ìåòîäà ïðîìåí§èâîã ñïóñòà (engl. VARIABLE NEIGHBORHOOD DESCENT

- VND) êîðèñòè ïðâó îä òðè ÷è»åíèöå íà êîjå ñå îñëà»à VNS ìåòàõåóðèñòèêà.

Íå çàäîâî§àâà ñå ïðîíàëàñêîì ëîêàëíîã îïòèìóìà óíóòàð ïîjåäèíà÷íèõ îêî-

ëèía, âå£ äàjå çàäàòàê äà ñå íà¢å ëîêàëíè îïòèìóì ó îäíîñó íà ñâå óíàïðåä

èçàáðàíå îêîëèíå. �åíà ñïåöèôè÷íîñò jå èçîñòàâ§à»å ôàçå ðàçìðäàâà»à.

VND ìåòîäà çàïî÷è»å èçáîðîì îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax, èíèöèjàëèçà-

öèjîì ïî÷åòíîã ðåøå»à x íà óíàïðåä èçàáðàí íà÷èí, è »åãîâèì ïðîãëàøàâà»åì

çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x). Ñâàêà èòåðàöèjà êðå£å ëîêàëíèì ïðåòðàæè-

âà»åì îêîëèíå Nk(x
∗), ñà öè§åì ïðîíàëàñêà íàjáî§åã ñóñåäà èç »å, ó îçíàöè

x
′
, è ïðîâåðîì êâàëèòåòà íà¢åíîã ðåøå»à. Ó ñëó÷àjó ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèjå,

ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó»åí óñëîâ f(x
′
) < f ∗. Àêî jåñòå èñïó»åí, âðøè ñå

àæóðèðà»å íàjáî§åã ðåøå»à, òj. x∗ := x
′
, f ∗ := f(x

′
), a âðåäíîñò ïàðàìåòðà k

ïîäåøàâà ñå íà ïî÷åòíó (k := kmin) è íàñòàâ§à ñå ñà ïðåòðàæèâà»åì îêîëèíà

íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Àêî íåjåäíàêîñò íèjå çàäîâî§åíà, îíäà k := k + 1 è

íàñòàâ§à ñå ïðåòðàãà íàðåäíå îêîëèíå òåêó£åã ðåøå»à. Ïîñòóïàê ñå çàâðøàâà

àêî íàêîí ïðåòðàæèâà»à ñâèõ îêîëèíà òåêó£åã ðåøå»à íåìà ïîáî§øà»à. Ïñå-

óäîêîä çà ìåòîäó ïðîìåí§èâîã ñïóñòà ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 1.

Àëãîðèòàì 1 : Ìåòîäà ïðîìåí§èâîã ñïóñòà (VND)

Îäàáèð îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax

Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à x
Àæóðèðà»å: x∗ := x, f∗ := f(x), k := kmin

while k ≤ kmax do

x
′
:= LocalSearch(x∗, k) ▷ íàjáî§å ðåøå»å èç îêîëèíå êîjà ñå ïðåòðàæójå

if f(x
′
) < f∗

then

x∗ := x
′

f∗ := f(x
′
)

k := kmin

else

k := k + 1
end if

end while

return x∗

Îñíîâíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Îñíîâíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. BASIC VARIABLE NEIGH-

BORHOOD SEARCH - BVNS) jå jåäíà îä íàjêîðèø£åíèjèõ âàðèjàíòè îâå ìå-

òàõåóðèñòèêå. Ñàäðæè è ôàçó ðàçìðäàâà»à êîjà jîj îáåçáå¢ójå âèñîê íèâî äè-
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âåðçèôèêàöèjå, êàî è ôàçó ëîêàëíå ïðåòðàãå êîjà äîïðèíîñè èíòåíçèôèêàöèjè.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó íåîïõîäíî jå îäàáðàòè íà÷èí ðåïðåçåíòàöèjå ðåøå»à, äåôè-

íèñàòè àëãîðèòàì ïî êîì £å ñå êðåèðàòè îêîëèíå Nk, k = kmin, ..., kmax, êàî è

àëãîðèòàì ïî êîì £å ñå âðøèòè ëîêàëíà ïðåòðàãà êðåèðàíèõ îêîëèíà.

Íàêîí èíèöèjàëèçàöèjå ïî÷åòíîã ðåøå»à x, áèëî èçáîðîì ïðîèçâî§íîã åëå-

ìåíòà èç äîïóñòèâîã ñêóïà èëè íåêîì äðóãîì ïðîöåäóðîì, »åãîâîã ïîñòàâ§à»à

çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x) è ïîäåøàâà»a ïàðàìåòðà k := kmin, âðøè ñå

ôàçà ðàçìðäàâà»à. Îâîì ôàçîì çàïî÷è»å ñâàêà èòåðàöèjà BVNS ìåòîäå. Ó »îj

ñå íà ñëó÷àjàí íà÷èí áèðà äîïóñòèâî ðåøå»å x
′
èç îêîëèíå Nk(x

∗). Ïîòîì, êàî

ðåçóëòàò îäàáðàíå ëîêàëíå ïðåòðàãå êîjà ïðåòðàæójå îêîëèíó îä x
′
äîáèjà ñå ëî-

êàëíè îïòèìóì x
′′
. Ïðîâåðàâà ñå êâàëèòåò äîáèjåíîã ðåøå»à, òj. ó ñëó÷àjó ïðî-

áëåìà ìèíèìèçàöèjå, ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó»åí óñëîâ f(x
′′
) < f ∗. Óêîëèêî

jåñòå èñïó»åí, âðøè ñå àæóðèðà»å íàjáî§åã ðåøå»à, òj. x∗ := x
′′
, f ∗ := f(x

′′
),

a âðåäíîñò ïàðàìåòðà k ïîäåøàâà ñå íà ïî÷åòíó (k := kmin), è íàñòàâ§à ñå ñà

ïðåòðàæèâà»åì îêîëèíà íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Àêî íåjåäíàêîñò íèjå çàäîâî-

§åíà, îíäà k := k+1 è íàñòàâ§à ñå ïðåòðàãà íàðåäíå îêîëèíå òåêó£åã ðåøå»à.

Êàäà jå k = kmax, »åãîâà âðåäíîñò ñå àæóðèðà íà k := kmin. Ïîñòóïàê ñå ïî-

íàâ§à äî èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðèòåðèjóìà çàóñòàâ§à»à. Ïñåóäîêîä çà

îñíîâíó ìåòîäó ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 2.

Àëãîðèòàì 2 : Îñíîâíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (BVNS)

Îäàáèð îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax

Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à x
Àæóðèðà»å: x∗ := x, f∗ := f(x), k := kmin

while íèjå èñïó»åí êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à do

x
′
:= Shaking(x∗, k) ▷ ôàçà ðàçìðäàâà»à

x
′′
:= LocalSearch(x

′
) ▷ ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå

if f(x
′′
) < f∗

then

x∗ := x
′′

f∗ := f(x
′′
)

k := kmin

else if k = kmax then

k := kmin

else

k := k + 1
end if

end while

return x∗
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Îïøòà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Îïøòà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. GENERAL VARIABLE NEIGH-

BORHOOD SEARCH - GVNS) íàñòàjå êîìáèíîâà»åì oñíîâíå ìåòîäå ïðîìåí-

§èâèõ îêîëèíà (BVNS) è ìåòîäå ïðîìåí§èâîã ñïóñòà (VND) òàêî øòî ñå ó àëãî-

ðèòìó BVNS ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå çàìåíè VND ìåòîäîì. Îêîëèíå íàä êîjèìà

ðàäè VND íå ìîðàjó áèòè èñòå êàî îíå êîjå ñå êîðèñòå ó ôàçè ðàçìðäàâà»à.

Ïñåóäîêîä çà îïøòó ìåòîäó ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 3.

Àëãîðèòàì 3 : Îïøòà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (GVNS)

Îäàáèð îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax

Îäàáèð îêîëèíà Nl, l = 1, ..., lmax çà VND
Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à x
Àæóðèðà»å: x∗ := x, f∗ := f(x), k := kmin

while íèjå èñïó»åí êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à do

x
′
:= Shaking(x∗, k) ▷ ôàçà ðàçìðäàâà»à

x
′′
:= V ND(x

′
) ▷ VND óìåñòî ôàçå ëîêàëíå ïðåòðàãå

if f(x
′′
) < f∗

then

x∗ := x
′′

f∗ := f(x
′′
)

k := kmin

else if k = kmax then

k := kmin

else

k := k + 1
end if

end while

return x∗

Ðåäóêîâàíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ðåäóêîâàíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. REDUCED VARIABLE NE-

IGHBORHOOD SEARCH - RVNS) jå ìîäèôèêàöèjà VNS ìåòîäå êîjà jå âðåìåí-

ñêè íàjìà»å çàõòåâíà, îáçèðîì äà jå êàðàêòåðèøå îäñóñòâî ëîêàëíå ïðåòðàãå,

êîjà óìå äà áóäå âðåìåíñêè íàjçàõòåâíèjà êîìïîíåíòà îâå êëàñå ìåòàõåóðèñòèêà.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó ïîðåä ðåïðåçåíòàöèjå ðåøå»à, íåîïõîäíî jå äåôèíèñàòè è

àëãîðèòàì ïî êîì £å ñå êðåèðàòè îêîëèíå Nk, k = kmin, ..., kmax. Çàòèì, âðøè ñå

èíèöèjàëèçàöèjà ïî÷åòíîã ðåøå»à x óíàïðåä îäàáðàíîì ïðîöåäóðîì, àæóðèðà

ñå íàjáî§å ðåøå»å íà ïî÷åòíî, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x) è ïîäåøàâà ñå ïàðàìåòàð

k := kmin. Ó ñâàêîj èòåðàöèjè íà ñëó÷àjàí íà÷èí ñå áèðà äîïóñòèâî ðåøå»å x
′

èç îêîëèíå Nk(x
∗). Ïîòîì ñå ïðîâåðàâà »åãîâ êâàëèòåò, òj. ó ñëó÷àjó ïðîáëåìà

ìèíèìèçàöèjå, ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó»åí óñëîâ f(x
′
) < f ∗. Óêîëèêî jåñòå
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èñïó»åí, âðøè ñå àæóðèðà»å íàjáî§åã ðåøå»à, òj. x∗ := x
′
, f ∗ := f(x

′
), a

âðåäíîñò ïàðàìåòðà k ïîäåøàâà ñå íà ïî÷åòíó (k := kmin), è íàñòàâ§à ñå ñà

ïðåòðàæèâà»åì îêîëèíà íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Àêî íåjåäíàêîñò íèjå çàäîâî-

§åíà, îíäà k := k+1 è íàñòàâ§à ñå ïðåòðàãà íàðåäíå îêîëèíå òåêó£åã ðåøå»à.

Êàäà jå k = kmax, »åãîâà âðåäíîñò ñå àæóðèðà íà k := kmin. Ïîñòóïàê ñå ïî-

íàâ§à äî èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðèòåðèjóìa çàóñòàâ§à»à. Ïñåóäîêîä çà

ðåäóêîâàíó ìåòîäó ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 4.

Àëãîðèòàì 4 : Ðåäóêîâàíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (RVNS)

Îäàáèð îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax

Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à x
Àæóðèðà»å: x∗ := x, f∗ := f(x), k := kmin

while íèjå èñïó»åí êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à do

x
′
:= Shaking(x∗, k) ▷ ôàçà ðàçìðäàâà»à

if f(x
′
) < f∗

then

x∗ := x
′

f∗ := f(x
′
)

k := kmin

else if k = kmax then

k := kmin

else

k := k + 1
end if

end while

return x∗

Èñêîøåíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Èñêîøåíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. SKEWED VARIABLE NE-

IGHBORHOOD SEARCH - SVNS) jå íàjïîãîäíèjà çà êîðèø£å»å êîä ïðîáëåìà

êîä êîjèõ ñå ëîêàëíè îïòèìóìè íàëàçå äàëåêî jåäàí îä äðóãîã. Ðàçëîã jå òî øòî

ïîä îäðå¢åíèì óñëîâèìà äîïóøòà ïðèõâàòà»å è ëîøèjåã ðåøå»à îä âå£ íà¢åíîã,

êàêî áè ïîâå£àëà ñòåïåí äèâåðçèôèêàöèjå è îìîãó£èëà èñòàæèâà»å óäà§åíèõ

äåëîâà ïðîñòîðà ïðåòðàãå.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó ïîðåä èçáîðà ðåïðåçåíòàöèjå ðåøå»à, äåôèíèñà»à àëãî-

ðèòìà ïî êîì £å ñå êðåèðàòè îêîëèíå Nk, k = kmin, ..., kmax, íåîïõîäíî jå è

çàäàòè ìåòðèêó d(·, ·) êîjîì £å ñå äåôèíèñàòè ðàñòîjà»å èçìå¢ó äâà äîïóñòèâà

ðåøå»à, êàî è îäàáðàòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà α íà îñíîâó êîã £å ñå îäëó÷èâàòè

î ïðèõâàòà»ó ëîøèjåã ðåøå»à.

Íàêîí ãåíåðèñà»à ïî÷åòíîã ðåøå»à x íà óíàïðåä îäàáðàí íà÷èí, »åãîâîã

ïîñòàâ§à»à çà íàjáî§å, òj. x∗ := x, f ∗ := f(x) è ïîäåøàâà»à ïàðàìåòðà
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k := kmin, âðøè ñå ôàçà ðàçìðäàâà»à. Îâîì ôàçîì çàïî÷è»å ñâàêà èòåðàöèja

SVNS ìåòîäå. Ó »îj ñå íà ñëó÷àjàí íà÷èí áèðà äîïóñòèâî ðåøå»å x
′
èç îêî-

ëèíå Nk(x). Ïîòîì, êàî ðåçóëòàò îäàáðàíå ëîêàëíå ïðåòðàãå êîjà ïðåòðàæójå

îêîëèíó îä x
′
äîáèjà ñå ëîêàëíè îïòèìóì x

′′
. Ðàçìàòðà ñå êâàëèòåò äîáèjåíîã

ðåøå»à, òj. ó ñëó÷àjó ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèjå, ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó-

»åí óñëîâ f(x
′′
) < f ∗. Óêîëèêî jåñòå èñïó»åí, âðøè ñå àæóðèðà»å íàjáî§åã

ðåøå»à, òj. x∗ := x
′′
, f ∗ := f(x

′′
), êàî è òåêó£åã x := x

′′
, âðåäíîñò ïàðàìå-

òðà k ïîäåøàâà ñå íà ïî÷åòíó (k := kmin), è íàñòàâ§à ñå ñà ïðåòðàæèâà»åì

îêîëèíà íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Àêî íåjåäíàêîñò íèjå çàäîâî§åíà, òj. àêî jå

f(x
′′
) ≥ f ∗, îíäà ñå íà îñíîâó óäà§åíîñòè x

′′
îä x∗ êîjà ñå îäðå¢ójå èçàáðàíîì

ìåòðèêîì d(x∗, x
′′
), à êîíòðîëèñàíî ïàðàìòðîì α, îäëó÷ójå äà ëè ñå ðåøå»å

ïðèõâàòà êàî òåêó£å, è òî íà ñëåäå£è íà÷èí: àêî jå f(x
′′
) − α · d(x∗, x

′′
) < f ∗,

ðåøå»å ñå ïðèõâàòà êàî òåêó£å (x := x
′′
), àæóðèðà ñå k := kmin è íàñòàâ§à ñå

ñà ïðåòðàæèâà»åì »åãîâèõ îêîëèíà. Ó ñóïðîòíîì, ïîñòàâ§à ñå k := k + 1 è

íàñòàâ§à ñå ïðåòðàãà íàðåäíå îêîëèíå (íåïðîìå»åíîã) òåêó£åã ðåøå»à. Êàäà

jå k = kmax, »åãîâà âðåäíîñò ñå àæóðèðà íà k := kmin. Ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à äî

èñïó»å»à óíàïðåä çàäàòîã êðèòåðèjóìa çàóñòàâ§à»à. Ïñåóäîêîä çà èñêîøåíó

ìåòîäó ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 5.

Àëãîðèòàì 5 : Èñêîøåíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (SVNS)

Îäàáèð îêîëèíà Nk, k = kmin, ..., kmax è îäàáèð ïàðàìåòðà α
Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à x
Àæóðèðà»å: x∗ := x, f∗ := f(x), k := kmin

while íèjå èñïó»åí êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à do

x
′
:= Shaking(x, k) ▷ ôàçà ðàçìðäàâà»à

x
′′
:= LocalSearch(x

′
) ▷ ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå

if f(x
′′
) < f∗

then

x∗ := x
′′

f∗ := f(x
′′
)

x := x
′′

k := kmin

else if f(x
′′
)− α · d(x∗, x

′′
) < f∗

then ▷ ïðèõâàòà»å ëîøèjåã ðåøå»à çà òåêó£å
x := x

′′

k := kmin

else if k = kmax then

k := kmin

else

k := k + 1
end if

end while

return x∗
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1.5 Ìàòõåóðèñòèêå

Ðå÷ ½ìàòõåóðèñòèêà� (engl. MATHEURISTIC) ïðâè ïóò jå óïîòðåá§åíà 2006.

ãîäèíå íà ïðâîj ìå¢óíàðîäíîj ðàäèîíèöè îäðæàíîj ó Áåðòèíîðîó ó Èòàëèjè,

íà êîjîj ñå ðàçìàòðàëà óïîòðåáà ìàòåìàòè÷êèõ àëàòà çà êðåèðà»å õåóðèñòèêà.

Êàêî jîj ñàìî èìå êàæå, ïðåäñòàâ§à ñèìáèîçó åãçàêòíå ìåòîäå (ìåòîäå ìàòå-

ìàòè÷êîã ïðîãðàìèðà»à) è ìåòàõåóðèñòèêå. Îáçèðîì äà ñïàäà ó ãðóïó õåóðè-

ñòèêà, íåîïõîäíî jå äà ïðèëèêîì èìïëåìåíòàöèjå õèáðèäèçàöèjå èçìå¢ó òà÷íå

è ïðèáëèæíå ìåòîäå îä êîjèõ jå ñà÷è»åíà, áóäå î÷óâàíà îïøòîñò, òj. äà óç ìàëå

èçìåíå ìîæå äà ñå êîðèñòè çà ðåøàâà»å âåëèêîã áðîjà ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà.

Êàêî ñå îâàj ïðèñòóï ó ðåøàâà»ó ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà êîìáèíàòîðíå îïòè-

ìèçàöèjå (ïîñåáíî îíèõ èç ñâàêîäíåâíîã æèâîòà) ïîêàçàî óãëàâíîì íàjåôèêà-

ñíèjèì, òàêî ñó ìíîãà èñòðàæèâà»à äîâåëà äî ðàçâîjà âåëèêîã áðîjà ðàçëè÷èòèõ

òåõíèêà êîjå ñïàäàjó ó ãðóïó ìàòõåóðèñòèêà. Îíå ñå ìîãó êëàñèôèêîâàòè íà

âèøå íà÷èíà, à jåäàí îä »èõ jåñòå è ïîäåëà ïðåìà íà÷èíó íà êîjè ñå ðåàëèçójå

õèáðèäèçàöèjà èçìå¢ó åãçàêòíå ìåòîäå è ìåòàõåóðèñòèêå, è òî íà èíòåãðàòèâíó

êîìáèíàöèjó è êîëàáîðàòèâíó. Èíòåãðàòèâíà êîìáèíàöèjà ïîäðàçóìåâà äà jå

jåäàí îä îâà äâà òèïà ìåòîäà óãðà¢åí óíóòàð àëãîðèòìà îâîã äðóãîã, äîê êîä êî-

ëàáîðàòèâíå êîìáèíàöèjå âðøè ñå ðàçìåíà èíôîðìàöèjà èçìå¢ó »èõ, àëè íèñó

äåî jåäàí äðóãîã, âå£ ñå èçâðøàâàjó íåçàâèñíî (ñåêâåíöèjàëíî, èñïðåïëèòàíî

èëè ïàðàëåëíî). Âèøå î òîìå äàòî jå ó [50, 62].

Ïðâà èñòðàæèâà»à óãëàâíîì ñó áèëà óñìåðåíà íà òåõíèêå êîjå íàñòàjó óìå-

òà»åì åãçàêòíèõ ìåòîäà óíóòàð àëãîðèòìà ìåòàõåóðèñòèêå ñà öè§åì äà ñå ïî-

áî§øàjó ïåðôîðìàíñå ñàìå ìåòàõåóðèñòèêå, èëè äà ñå äîáèjå ðåøå»å íåêîã

ìà»åã ïîòïðîáëåìà, êîjå £å ñå äà§å êîðèñòèòè ó àëãîðèòìó ìåòàõåóðèñòèêå.

Òà÷íèjå, åãçàêòíå ìåòîäå ñå ìîãó êîðèñòèòè çà ãåíåðèñà»å êâàëèòåòíîã ïî÷åò-

íîã ðåøå»à êîjå ñå ïðîñëå¢ójå ìåòàõåóðèñòèöè. Ìîãó áèòè îä âåëèêå êîðèñòè

è êîä óíàïðå¢èâà»à ïðåòðàãå îêîëèíà ðàçëè÷èòèõ âåëè÷èíà, ïîïðàâ§à»à öå-

ëîêóïíîã ðåøå»à èëè íåêèõ ëîêàëíèõ åëåìåíàòà óíóòàð ðåøå»à, êîä ñïàjà»à

ðåøå»à óêîëèêî ñå îíî äîáèjà èç âèøå êîìïîíåíàòà êîjå ñå îäâîjåíî ðà÷óíàjó,

êîä äåêîäèðà»à ðåøå»à ó åâîëóòèâíèì ìåòàõåóðèñòèêàìà, è ñëè÷íî. Âèøå

î îâîì ïðèñòóïó ìîæå ñå íà£è ó [6, 49, 82, 101]. Ñ äðóãå ñòðàíå, è ìåòàõåó-

ðèñòèêå ìîãó áèòè óìåòíóòå óíóòàð àëãîðèòìà åãçàêòíå ìåòîäå ñà èäåjîì äà

îáåçáåäå íåêà äîïóñòèâà ðåøå»à èëè íåêå ïîñòîjå£å ãðàíèöå, äà ãåíåðèøó êî-

ëîíå èëè ðåçîâå, äà äîïðèíåñó ñòðàòåøêîì âî¢å»ó åãçàêòíå ïðåòðàãå, äà óíåñó
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äóõ ìåòàõåóðèñòèêå ó åãçàêòíó ìåòîäó òàêî øòî £å äåòà§íèjå èñòðàæèòè îêî-

ëèíå òåêó£åã ðåøå»à ïðå íåãî øòî ñå îíî èñêîðèñòè îä ñòðàíå åãçàêòíå ìåòîäå,

è ñëè÷íî. Âèøå î îâîj ãðóïè ìàòõåóðèñòèêà äàòî jå ó [8, 20, 25, 51].

Ñåêâåíöèjàëíî èçâðøàâà»å ïîäðàçóìåâà èëè äà ñå òà÷íà ìåòîäà èçâðøàâà

êàî íåêà âðñòà óâîäíå, ïðèïðåìíå ðàä»å ïðå ìåòàõåóðèñòèêå, èëè îáðíóòî.

Ïîíåêàä jå òåøêî ðå£è äà ëè ñå ïðâà òåõíèêà êîðèñòè êàî èíèöèjàëèçàöèjà

äðóãå, èëè jå äðóãà íàêíàäíà îáðàäà ðåøå»à êîjå jå ãåíåðèñàëà ïðâà. Îï-

øèðíèjå î îâîì íà÷èíó ïîâåçèâà»à òà÷íèõ ìåòîäà è ìåòàõåóðèñòèêà äàòî jå

ó [36, 41, 72, 101]. Îíî øòî jå ìà»å èñïèòàíî, à øòî áè ìîãëî äà äîâåäå äî ìàëå

ðåâîëóöèjå ó ðåøàâà»ó îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà ìàòõåóðèñòèêàìà, ñó ìåòîäå

êîä êîjèõ ñå ìåòàõåóðèñòèêå è òà÷íå ìåòîäå ïðåïëè£ó èëè ñå èçâðøàâàjó ïà-

ðàëåëíî. Òàêàâ ïðèñòóï îìîãó£àâà èñòîâðåìåíî ðåøàâà»å âèøå ïîòïðîáëåìà,

øòî áè ìîãëî äà äîâåäå äî âå£å åôèêàñíîñòè îâå ãðóïå ìåòîäà ó ðåøàâà»ó îíèõ

ïðîáëåìà çà êîjå ñó ïîãîäíå. Jåäíà îä âàæíèõ èìïëåìåíòàöèîíèõ îäëóêà jåñòå

êàêâà ñå âðñòà èíôîðìàöèjà ðàçìå»ójå èçìå¢ó îâå äâå ìåòîäå è êàäà. Âèøå î

îâîj êëàñè ìåòîäà ìîæå ñå íà£è ó [2, 43].

Ñëèêà 1.4: Îñíîâíà êëàñèôèêàöèjà íà÷èíà çà êðåèðà»à ìàòõåóðèñòèêà

Ïðâè îä ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ íà÷èíà êðåèðà»à ìàòõåóðèñòèêå jå äî ñàäà,

ìîæäà è íàjâèøå èñòðàæåí, à jåäàí îä íàj÷åø£èõ ïðèñòóïà ó »åíîj èìïëå-

ìåíòàöèjè jåñòå ñèòóàöèjà ó êîjîj ñå ëîêàëíà ïðåòðàãà óíóòàð îäàáðàíå ìåòà-

õåóðèñòèêå óíàïðåäè ïðèìåíîì íåêå îä åãçàêòíèõ ìåòîäà (âèøå ó [38, 39]), à

ïîñåáíî íåêîì îä ìåòîäà ãðàíà»à, øòî ïðåäñòàâ§à ïîïóëàðàí ïðàâàö èñòðàæè-

âà»à è ó ëèòåðàòóðè ñå íàçèâà ëîêàëíî ãðàíà»å (engl. LOCAL BRANCHING),

à êîjå jå äåòà§íî îájàø»åíî ó [66]. Çàäðæàâàjó£è îñíîâó îâå èäåjå, ðàçâèjåíå ñó

ðàçëè÷èíå ìîäèôèêàöèjå çàñíîâàíå íà íåêîì îä ìàòåìàòè÷êèõ àëàòà, êàî øòî

ñó: äèíàìè÷êî ïðîãðàìèðà»å, ðåëàêñàöèjà, äóàëíîñò ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à,

Ëàãðàíæîâà ðåëàêñàöèjà, ñóðîãàòíà ðåëàêñàöèjà èëè íåêå äðóãå óñêî ïîâåçàíå

ìåòîäå, à ó êîjèìà ñå êîðèñòå íàïðåäíèjè íà÷èíè êðåèðà»à è ïðåòðàãå îêîëèíà,
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íàj÷åø£å îíèõ êîjå ñó âåëèêèõ äèìåíçèjà, íåðåòêî è åêñïîíåíöèjàëíå âåëè÷èíå,

à íåêå îä íàjïîçíàòèjèõ ñó:

� Ïðåòðàãà âåîìà âåëèêèõ îêîëèíà (engl. VERY LARGE-SCALE NAIGHBO-

URHOOD SEARCH - VLSNS) - [49];

� Ìåòîä êîðèäîðà (engl. CORRIDOR METHOD - CM) - [97];

� Ìåòîäà äèíàìè÷êå ïðåòðàãå (engl. DYNASEARCH METHOD - DM) - [15];

� Õåóðèñòèêà ðî»å»à (engl. DIVING HEURISTICS - DH) - [25, 26];

� Ïðåòðàãà çðàêà (engl. BEAM SEARCH - BS) - [70, 85].

Ïîðåä íàâåäåíèõ òåõíèêà, ðàçâèjåíå ñó è ìàòõåóðèñòèêå êîjå ñïàäàjó ó òçâ.

äåêîìïîçèöèîíå ìåòîäå (engl. DECOMPOSITION METHODS). Ãëàâíà èäåjà îâèõ

ìåòîäà jå ïîäåëà òåæèõ ïðîáëåìà íà ìà»å è ëàêøå ïîòïðîáëåìå, êîjè ñå ìîãó ðå-

øàâàòè îäâîjåíî, à ñà öè§åì äà ñå äîáèjå öåëîêóïíî ðåøå»å ïðåêîìïîíîâà»åì

ïîjåäèíà÷íèõ ðåøå»à ñâàêîã ïîòïðîáëåìà. Îíè ïðîáëåìè êîä êîjèõ jå äåêîìïî-

çèöèjó ìîãó£å èçâðøèòè ó jåäíîì êîðàêó íàçèâàjó ñå (áëîêîâñêè) îäâîjèâè èëè

òðèâèjàëíî ïàðàëåëèçîâàíè è ÷èíå ìà»ó è jåäíîñòàâíèjó ãðóïó. Ìíîãî ÷åø£è

ñó îíè ïðîáëåìè êîä êîjèõ ïîñòîjå âåçå èçìå¢ó ïîòïðîáëåìà, øòî ìîæå îíå-

ìîãó£èòè »èõîâî ñàìîñòàëíî ðåøàâà»å, ìå¢óòèì, äà§à èñòðàæèâà»à äîâåëà

ñó äî ðàçâîjà ðàçëè÷èòèõ òåõíèêà çà ïðåâàçèëàæå»å îâàêâèõ ñèòóàöèjà. Ñàìà

èäåjà äåêîìïîçèöèjå jå ñòàðà, à ïðâè çàïèñè î »åíèì ïðèìåíàìà ìîãó ñå íà£è

ó [33, 44] ðåäîì êàî Äàíöèã�Âóëôîâà äåêîìïîçèöèjà (engl. DANTZIG-WOLFE

DECOMPOSITION) [4, 58] è Áåíäåðñîâà äåêîìïîçèöèjà (engl. BENDERS DE-

COMPOSITION) [57], ÷èjîì ãåíåðàëèçàöèjîì, à íà îñíîâó òåîðèjå äóàëíîñòè

ïðåçåíòîâàíîj ó [53], ñó ðàçâèjåíå äâå íîâå ìåòîäå, äåêîìïîçèöèjà îãðàíè÷å»à

(engl. CONSTRAINT DECOMPOSITION) è äåêîìïîçèöèjà ïðîìåí§èâèõ (engl.

VARIABLE DECOMPOSITION), ÷èjà jå ïðèìåíà âåîìà øèðîêà. Ñèìåòðèjà êîjà

jå óî÷åíà èçìå¢ó îâå äâå ìåòîäå îájàø»àâà ñå óñïîñòàâ§à»åì ðåëàöèjå äóàë-

íîñòè èçìå¢ó »èõ, à ïîêàçàëî ñå äà ñó è äðóãå òåõíèêå ðàçëàãà»à îáóõâà£åíå

èñòèì òèì îïøòèì îêâèðîì êîjè jå îïèñàí ó [79]. Jîø íåêå îä ïîçíàòèõ ìåòîäà

äåêîìïîçèöèjå ñó: Ëàãðàíæîâà õåóðèñòèêà (engl. LAGRANGIAN HEURISTIC)

[55], Õåóðèñòèêà ñóðîãàòíå ðåëàêñàöèjå (engl. SURROGATE RELAXATION HE-

URISTIC) [27], è äðóãå.

Êàêî îâàj ïðèñòóï èìà áîãàòó èñòîðèjó êàäà jå ó ïèòà»ó ðåøàâà»å íàjðà-

çëè÷èòèjèõ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå, òàêî jå è ëèòåðàòóðà êîjà ñå îâîì òåìîì
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(a) Äèàãðàì Áåíäåðñîâå äåêîìïîçèöèjå

(b) Äèàãðàì Äàíöèã�Âóëôîâå äåêîìïîçè-

öèjå (ãåíåðèñà»å êîëîíà)

áàâè ñàäðæàjíà, à äåòà§íèjå î òåîðèjñêèì è ïðàêòè÷íèì îñíîâàìà ìåòîäà äå-

êîìïîçèöèjå ìîæå ñå íà£è ó [5, 16, 35, 46, 104].

Öåëîêóïíà ïðè÷à î ìàòõåóðèñòèêàìà, óãëàâíîì jå óñìåðåíà íà ðåøàâà»å

ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à. Ìå¢óòèì, äîñàäàø»à ñàçíà»à

óêàçójó íà òî äà áè ó áóäó£íîñòè âå£ó ïîçîðíîñò òðåáàëî äàòè è »èõîâîj èìëå-

ìåíòàöèjè çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà íåëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à, îáçèðîì äà òà÷íå

ìåòîäå ðàçâèjåíå çà »èõîâî ðåøàâà»å íå äàjó òàêî äîáðå ðåçóëòàòå, òå ïîñòîjå

íàçíàêå äà áè ó êîìáèíàöèjè ñà ìåòàõåóðèñòèêîì ìîãëå äà äîñòèãíó ìíîãî âå£ó

åôèêàñíîñò, à jåäàí îä ïðèìåðà äàò jå ó [30]. Äåòà§íèjå î ìàòõåóðèñòèêàìà

ìîæå ñå íà£è ó [3, 59, 60, 74].
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Ãëàâà 2

Ïðîáëåì ïðàâîâðåìåíîã

ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî

ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj

ïðîèçâîä»è

Ñà ïîjàâîì äèãèòàëíå, à êàñíèjå è ÷åòâðòå èíäóñòðèjñêå ðåâîëóöèjå ïðî-

áëåìè êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå ïîñòàjàëè ñó ñâå ïîïóëàðíèjè. Ìíîãè îä

»èõ, êàî øòî ñó ïðîáëåìè ó óïðàâ§à»ó ïðîèçâîä»îì, ðàñïîðå¢èâà»å ðåñóðñà

ó ïðîñòîðó è âðåìåíó, òðàíñïîðòíè ïðîáëåìè è ñëè÷íî, ñó âðëî ïðèìåí§èâè ó

ïðàêñè, àëè íè îíè êîjè ñó òåîðèjñêå ïðèðîäå, êàî øòî ñó ïðîáëåìè èç òåîðèjå

ãðàôîâà èëè òåîðèjå ìðåæà, íå çàîñòàjó ó ñâîjîj àòðàêòèâíîñòè.

Íå ïîñòîjè îïøòè îáðàçàö ïî êîì áè ñå ñâè ïðîáëåìè êîìáèíàòîðíå îïòè-

ìèçàöèjå ìîãëè ðåøèòè, âå£ ñå ñâàêîì ïðèñòóïà èíäèâèäóëàíî. Ñòîãà jå »è-

õîâî èçó÷àâà»å èíòåíçèâíèjå, à êîðèø£å»å êðåèðàíèõ ìîäåëà ñâå ïðèñóòíèjå

ó ïðàêñè. Ðåïðåçåíòàòèâíè ïðèìåð òîãà jåñó è òçâ. ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à

(engl. SCHEDULING PROBLEMS). �èõîâå îñíîâíå âàðèjàíòå ôîðìóëèñàî jå

Ãðåjåì 1966. ãîäèíå ó [87], à äàíàñ ïðåäñòàâ§àjó jåäíó îä ïîïóëàðíèjèõ îáëà-

ñòè êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå. Çàäàòàê îâèõ ïðîáëåìà jå ïðîñòîðíî èëè âðå-

ìåíñêî ðàñïîðå¢èâà»å îäðå¢åíîã ñêóïà ðåñóðñà èëè ïîñëîâà íà îäãîâàðàjó£è

ñêóï ïîçèöèjà èëè ìàøèíà ñà öè§åì ïîñòèçà»à íàjêðà£åã âðåìåíà ðàäà, íàjìà-

»èõ óêóïíèõ òðîøêîâà, íàjâå£å ìîãó£å äîáèòè, íàjìà»å óêóïíå êàçíå è ñëè÷íî.

Âèøå èíôîðìàöèjà î îâèì ïðîáëåìèìà, è ìåòîäàìà çà »èõîâî ðåøàâà»å ìîæå

ñå íà£è ó [12, 71, 81]. Ó çàâèñíîñòè îä ïîjåäèíà÷íèõ åëåìåíàòà ðàçëèêójå ñå
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âèøå êëàñà îâèõ ïðîáëåìà, à äåòà§íèjà ïîäåëà äàòà jå ó [7]. Jåäíó îä íàjïîçíà-

òèjèõ ìå¢ó »èìà ÷èíå ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìaøèíàìà.

Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìaøèíàìà ñå âåîìà ÷åñòî ìîãó ñðåñòè

ó ñâåòó èíäóñòðèjå. Ìíîãà ïðîèçâîäíà ïðåäóçå£à òåæå äà ñà øòî ìà»å ãóáè-

òàêà îñòâàðå ñâîj öè§, òå jå ïëàíèðà»å ïðîèçâîä»å íåèçîñòàâàí äåî ïðîöåñà.

Ó çàâèñíîñòè îä çàõòåâà êîjè ñó ïîñòàâ§åíè ïîñòîjè íåêîëèêî âàðèjàíòè îâîã

ïðîáëåìà, à îíå ñå ðàçëèêójó ïî íà÷èíó îðãàíèçàöèjå ïðîèçâîä»å, çàöðòàíèì

öè§åâèìà êîìïàíèjå, ðàñïîëîæèâèì âðåìåíñêèì è ïðîñòîðíèì êàïàöèòåòèìà

è ñëè÷íî. Äîäàòíî, êâàëèòåò ìàøèíà, ñòåïåí àóòîìàòèçàöèjå, ðàñïîëîæèâîñò

ïîòðåáíèõ ðåñóðñà è ìíîãè äðóãè ôàêòîðè, íàìå£ó äîäàòíà îãðàíè÷å»à êîjà jå

íåîïõîäíî óâðñòèòè ó ìîäåë êîjè ñå êðåèðà.

Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à n ïîñëîâà íà m ìàøèíà êîä êîjèõ ñå ñâàêè ïîñàî

ñàñòîjè èç ni, i = 1, 2, ..., n îïåðàöèjà ìîæå ñå êëàñèôèêîâàòè íà âèøå íà÷èíà,

à îâäå £å áèòè èçëîæåíe íåêe îä íàjïîçíàòèjèõ âàðèjàíòè:

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà íà jåäíîj ìàøèíè (engl. SINGLE MAC-

HINE SCHEDULING - SMS) - ñâè ïîñëîâè èçâðøàâàjó ñå íà jåäíîj ìàøèíè

(m = 1) [91];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà íà ïàðàëåëíèì ìàøèíàìà (engl. PA-

RALLEL MACHINES SCHEDULING - PMS) - ñâå ìàøèíå ñó èñòå è íå

ìîðà ñå âîäèòè ðà÷óíà êîjà £å ñå îïåðàöèjà èçâðøàâàòè íà êîjîj ìàøèíè

[105];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà íà âèøåíàìåíñêèì ìàøèíàìà (engl. MUL-

TI - PURPOSE MACHINES SCHEDULING - MPMS) - ñâå ìàøèíå ñó ðà-

çëè÷èòå è ìîðà ñå âîäèòè ðà÷óíà êîjà £å ñå îïåðàöèjà èçâðøàâàòè íà êîjîj

ìàøèíè [63];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è (engl. FLOW

SHOP SCHEDULING - FSS) - ñâàêè ïîñàî ñàñòîjè ñå îä òà÷íî m îïåðàöèjà

(ni = m, i = 1, ..., n) êîjå ñó çàäàòå ó óðå¢åíîì ïîðåòêó êîjè ñå ìîðà

ïîøòîâàòè, i-òà îïåðàöèjà çà ñâàêè ïîñàî èçâðøàâà ñå íà i-òîj ìàøèíè, à

öè§ jå ìèíèìèçîâàòè óêóïíî âðåìå èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà [92];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ó ôëåêñèáèëíîj âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è

(engl. FLEXIBLE FLOW SHOP SCHEDULING - FFSS) - óîïøòå»å FSS

ïðîáëåìà, ìîãó£å jå äóïëèðà»å îäðå¢åíîã áðîjà ìàøèíà, ïà jå ñàìèì òèì
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ïîâå£àíà è ôëåêñèáèëíîñò ó îäðå¢èâà»ó ðàñïîðåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà

íà ìàøèíàìà [52];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è

(engl. JOB SHOP SCHEDULING - JSS) -ñâàêè ïîñàî ñå ñàñòîjè îä óðå¢åíîã

ñêóïà îïåðàöèjà êîjå ñå ìîðàjó èçâðøàâàòè ðåäîì, íà óíàïðåä èçàáðàíèì

ìàøèíàìà, ãäå ñå òà÷íî çíà êîjà ñå îïåðàöèjà èçâðøàâà íà êîjîj ìàøèíè,

àëè íå íóæíî i-òà îïåðàöèjà íà i-òîj ìàøèíè, ïðè ÷åìó jåäíà ìàøèíà ó

èñòîì òðåíóòêó ìîæå îáðà¢èâàòè íàjâèøå jåäíó îïåðàöèjó [24, 108];

� Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó îòâîðåíîj âèøåôàçíîj

ïðîèçâîä»è (engl. OPEN SHOP SCHEDULING - OSS) - ñâàêè ïîñàî jå çà-

äàò ïðåêî ñêóïà îïåðàöèjà êîjå ñå ìîãó èçâðøàâàòè ïî ïðîèçâî§íîì ðåäî-

ñëåäó íà óíàïðåä îäðå¢åíèì ìàøèíàìà. Jåäíà ìàøèíà ó èñòîì òðåíóòêó

ìîæå îáðà¢èâàòè íàjâèøå jåäíó îïåðàöèjó [96, 100].

Ñâàêà îä íàâåäåíèõ êëàñà èìà ñâîjå ïîòêëàñå êîjå ñå ïðîó÷àâàjó çàñåáíî.

Ó íàñòàâêó áè£å ðàçìàòðàí ïðîáëåì ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî

ìàøèíàìà (engl. JUST-IN-TIME JOB-SHOP SCHEDULING PROBLEM (JIT-

JSSP)) êîjè çàõòåâà äà ñå ïðîíà¢å îïòèìàëàí ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïå-

ðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå, òàêî äà óêóïíà êàçíà çà ðàíèjè çàâðøåòàê èëè êàø»å»å

îäãîâàðàjó£èõ îïåðàöèjà áóäå ìèíèìàëíà [37, 42, 56, 76, 90, 95, 107]. Îâà ãðóïà

ïðîáëåìà íàj÷åø£å ñå jàâ§à ó äâå âàðèjàíòå. Ïðâà, êàäà ñå êàçíà îäíîñè íà

âðåìå çàâðøåòêà ïîñëà, òj. ñàìî ñå ìåðè âðåìå çàâðøåòêà çàä»å îïåðàöèjå çà

ñâàêè ïîñàî, äîê jå êàçíà çà îñòàëå îïåðàöèjå jåäíàêà 0. Íåäîñòàòàê îâîã ìîäåëà

jå ó òîìå øòî ñå ïðâèõ ni − 1 îïåðàöèjà èçâðøè øòî jå ìîãó£å ðàíèjå, à îíäà

äîëàçè äî äóãîã ÷åêà»à íà èçâðøàâà»å ïîñëåä»å îïåðàöèjå, øòî ìîæå äîâå-

ñòè äî äîäàòíèõ òðîøêîâà, êàî øòî ñó, íïð. òðîøêîâè ñêëàäèøòå»à. Äðóãà

âàðèjàíòà îâîã ïðîáëåìà ïîäðàçóìåâà äà jå çàäàòî èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà çà

ñâàêó îïåðàöèjó ïîjåäèíà÷íî. Îâàj ìîäåë áè£å ðàçìàòðàí ó íàñòàâêó ðàäà.

2.1 Ïðåãëåä è äåôèíèöèjà JIT-JSSP

Íåêà jå äàò ñêóï îä n ïîñëîâà è îäãîâàðàjó£è ñêóï îä m ðàçëè÷èòèõ ìà-

øèíà. Íåêà jå ñâàêè ïîñàî ïîäå§åí íà íèç îïåðàöèjà, òàêî øòî ñå i-òè ïîñàî

ñàñòîjè îä óêóïíî ni ≤ m, i = 1, 2, ..., n îïåðàöèjà êîjå ñå ìîðàjó èçâðøèòè ïî

óíàïðåä çàäàòîì ðåäîñëåäó. Íàðåäíà îïåðàöèjà ìîæå êðåíóòè ñà ðåàëèçàöèjîì
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òåê íàêîí çàâðøåòêà ïðåòõîäíå. Èçâðøàâà»å îïåðàöèjà ñå íå ìîæå ïðåêèäàòè,

âå£ ïî çàâðøåòêó jåäíå, ìîæå ïî÷åòè èçâðøàâà»å äðóãå. Ïîjåäèíà÷íî, çà ñâàêó

îïåðàöèjó îäãîâàðàjó£åã ïîñëà, óíàïðåä jå îäàáðàíà ìàøèíà èç çàäàòîã ñêóïà

íà êîjîj îíà ìîðà äà ñå èçâðøè. Ïðèòîì, jåäíà ìàøèíà îäãîâàðà íàjâèøå jåäíîj

îïåðàöèjè çà ïîñìàòðàíè ïîñàî. Çàäàòî jå è âðåìå òðàjà»à îïåðàöèjå, êîjå ìîæå

áèòè ðàçëè÷èòî çà ñâàêó îä »èõ, áåç îáçèðà íà êîjîj ñå ìàøèíè èçâðøàâà, êàî

è íàjáî§è âðåìåíñêè òðåíóòàê çà çàâðøåòàê èñòå. Ñâàêà ìàøèíà ó èñòîì òðå-

íóòêó ìîæå èçâðøàâàòè íàjâèøå jåäíó îïåðàöèjó, øòî êîä îäàáðàíîã ðåäîñëåäà

èçâðøàâà»à ìîæå äîâåñòè äî ðàíèjåã èëè êàñíèjåã çàâðøåòêà îä ïðåäâè¢åíîã è

ðåçóëòèðàòè êàçíîì. Çàäàòàê jå ïðîíà£è òàêàâ ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà

íà ìàøèíàìà äà óêóïíà êàçíà áóäå ìèíèìàëíà. Îâàêî îïèñàíè ïðîáëåì ó ëè-

òåðàòóðè ñå íàçèâà ½Ïðîáëåì ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî

ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è� (engl. JUST-IN-TIME JOB-SHOP

SCHEDULING PROBELM (JIT-JSSP)) è ïðèïàäà ïðîáëåìèìà öåëîáðîjíîã ëè-

íåàðíîã ïðîãðàìèðà»à.

JIT-JSSP ñå ìîæå ñðåñòè ó ðàçëè÷èòèì ãðàíàìà èíäóñòðèjå. Óêîëèêî ñå

ïîñàî íå çàâðøè íà âðåìå, êîíçóìåíòè ïðîèçâîäà ãóáå ñòðï§å»å øòî íàðóøàâà

ðåïóòàöèjó ôèðìå è îäâëà÷è ïîòåíöèjàëíå íîâå êóïöå. Íåðåòêî ñå äåøàâà äà

ñå çáîã êàø»å»à èñïëà£ójó è íîâ÷àíè ïåíàëè, øòî jå äîäàòíè òðîøàê êîjè

ñâàêà îçáè§íà êîìïàíèjà æåëè äà èçáåãíå. Ñ äðóãå ñòðàíå, óêîëèêî äî¢å äî

ðàíèjåã çàâðøåòêà, ïðîèçâåäåíó ðîáó jå íåîïõîäíî íåãäå ñêëàäèøòèòè, òå ñå íà

òàj íà÷èí jàâ§àjó äîäàòíè òðîøêîâè çàëèõà. Ó öè§ó ïðåâàçèëàæå»à îâàêâèõ

ñèòóàöèjà, òåæè ñå ïðîíàëàæå»ó òàêâîã ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà

ìàøèíàìà, äà óêóïíà êàçíà áóäå ìèíèìàëíà. Îâàêâè ïðîáëåìè ñïàäàjó ó ÍÏ-

òåøêå [19] è ÷åñòî ñó âåîìà êîìïëèêîâàíè çà ðåøàâà»å.

2.2 Ìàòåìàòè÷êà ôîðìóëàöèjà JIT-JSSP

Ìàòåìàòè÷êà ôîðìóëàöèjà ïðîáëåìà ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà

ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è ñà óê§ó÷åíèì êàçíàìà çà ïðåâðåìåíè

çàâðøåòàê è êàø»å»å çà ñâàêó îïåðàöèjó, ïðâè ïóò jå èçëîæåíà ó [68] è äàòà jå

êîðèø£å»åì ñëåäå£å íîòàöèjå:

Ñêóïîâè:

� N = {1, 2, ..., n} - ñêóï ïîñëîâà;
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� M = {1, 2, ...,m} - ñêóï ìàøèíà;

� Oi = {1, 2, ..., ni}, ni ≤ m, i ∈ N - ñêóï ðåäíèõ áðîjåâà îïåðàöèjà

çà ñâàêè ïîñàî i ∈ N ;

� O(Mj), j ∈M - ñêóï îïåðàöèjà êîjå ñå èçâðøàâàjó íà ìàøèíè j ∈M .

Èíäåêñè:

� i ∈ N - ðåäíè áðîj ïîñëà;

� j ∈ M - ðåäíè áðîj ìàøèíå;

� k ∈ Oi, i ∈ N - ðåäíè áðîj îïåðàöèjå çà ïîñàî i ∈ N ;

� ok
i , k ∈ Oi, i ∈ N - k-òà îïåðàöèjà çà i-òè ïîñàî;

� M(ok
i ) ∈ M , k ∈ Oi, i ∈ N - ðåäíè áðîj ìàøèíå íà êîjîj ñå ìîðà

èçâðøèòè îïåðàöèjà oki .

Ïàðàìåòðè:

� dk
i > 0, k ∈ Oi, i ∈ N - èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà (ïðàâîâðåìåíè

çàâðøåòàê) îïåðàöèjå oki , ìåðåíî îä ïî÷åòêà ðàäà ñâèõ ìàøèíà;

� pk
i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - âðåìå òðàjà»à îïåðàöèjå oki ;

� αk
i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - êàçíåíè êîåôèöèjåíò çà ïðåâðåìåíè çàâðøå-

òàê îïåðàöèje oki ;

� βk
i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - êàçíåíè êîåôèöèjåíò çà êàø»å»å îïåðàöèje

oki .

Ïðîìåí§èâå:

� cki ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå oki ;

� Ek
i = max{0, dk

i − cki }, Ek
i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - ðàçëèêà èçìå¢ó

ïðàâîâðåìåíîã è ïðåâðåìåíîã çàâðøåòêà îïåðàöèje oki ;

Çà Ek
i = 0 - íèjå äîøëî äî ðàíèjåã çàâðøåòêà îïåðàöèje oki , òå íåìà

êàçíå çà »åí ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê;

Çà Ek
i > 0 - äîøëî jå äî ðàíèjåã çàâðøåòêà îïåðàöèje oki , øòî ðåçóë-

òèðà îäãîâàðàjó£îì êàçíîì αk
i · Ek

i ;

� T k
i = max{cki − dk

i , 0}, T k
i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N - êàø»å»å îïåðàöèje

oki ;
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Çà T k
i = 0 - íèjå äîøëî äî êàø»å»à ó ðåàëèçàöèjè îïåðàöèje oki , òå

íåìà êàçíå çà »åí çàêàñíåëè çàâðøåòàê;

Çà T k
i > 0 - äîøëî jå äî êàø»å»à ó ðåàëèçàöèjè îïåðàöèje oki , øòî

ðåçóëòèðà îäãîâàðàjó£îì êàçíîì βk
i · T k

i .

Àêî jå Ek
i = 0 è T k

i = 0, íà¢åíî jå èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå oki .

Ìàòåìàòè÷êà ôîðìóëàöèjà

Ìàòåìàòè÷êè ìîäåë ïðîáëåìà ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à n ïîñëîâà íà

m ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è ñà óê§ó÷åíèì êàçíàìà çà ïðåâðåìåíè

çàâðøåòàê è êàø»å»å çà ñâàêó îïåðàöèjó, ïðåçåíòîâàí ó íàñòàâêó îâîã ðàäà,

ïðåóçåò jå èç [9] è ó äà§åì òåêñòó áè£å îçíà÷åí ñà ILP1.

min
n∑

i=1

ni∑
k=1

αk
iE

k
i + βk

i T
k
i (2.1)

Ïðè îãðàíè÷å»èìà:

c1i − p1i ≥ 0, i ∈ N (2.2)

cki ≤ ck+1
i − pk+1

i , k ∈ Oi/{ni}, i ∈ N (2.3)

cki ≥ chl + pki ∨ chl ≥ cki + phl , (2.4)

oki , o
h
l ∈ O(Mj), j ∈M, k ∈ Oi, h ∈ Ol, i ̸= l, i, l ∈ N

Ek
i ≥ dki − cki , k ∈ Oi, i ∈ N (2.5)

T k
i ≥ cki − dki , k ∈ Oi, i ∈ N (2.6)

Ek
i , T k

i ≥ 0, k ∈ Oi, i ∈ N. (2.7)

Ôóíêöèjà öè§à äåôèíèñàíà jå êàî çáèð êàçíè, òj. êàî ñóìà ñâèõ ðàçëèêà

èçìå¢ó ïðàâîâðåìåíîã è ïðåâðåìåíîã çàâðøåòêà îïåðàöèjà, êàî è ñóìà ñâèõ êà-

ø»å»à, ñêàëèðaíî îäãîâàðàjó£èì êàçíåíèì êîåôèöèjåíòèìà. Çàäàòàê jå ïðî-

íà£è ìèíèìóì ôóíêöèjå öè§à, à äà ïðèòîì áóäó èñïîøòîâàíà çàäàòà îãðàíè-

÷å»à êîjà èìàjó ñëåäå£à çíà÷å»à:

� Óñëîâè (2.2) îáåçáå¢ójó äà èçâðøàâà»å ïðâå îïåðàöèjå çà ñâàêè ïîñàî íå

ìîæå ïî÷åòè ïðå íóëòîã ìîìåíòà.
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� Óñëîâè (2.3) îáåçáå¢ójó äà çà ñâàêè ïîñàî i ∈ N è ñâàêå äâå »åãîâå óçà-

ñòîïíå îïåðàöèjå oki è ok+1
i , èçâðøàâà»å îïåðàöèjå ok+1

i íå ìîæå ïî÷åòè

ïðå íåãî øòî ñå çàâðøè èçâðøàâà»å îïåðàöèjå oki . Îâè óñëîâè ñå íàçèâàjó

è îãðàíè÷å»à ïðèîðèòåòà.

� Óñëîâè (2.4) îáåçáå¢ójó äà ñå íà jåäíîj ìàøèíè èñòîâðåìåíî ìîæå èçâðøà-

âàòè ñàìî jåäíà îïåðàöèjà. Îâè óñëîâè ñå íàçèâàjó è îãðàíè÷å»à ðåñóðñà.

� Óñëîâè (2.5) è (2.6) çàäàjó íà÷èíe ðà÷óíà»à âðåäíîñòè çà ïðåâðåìåíè çà-

âðøåòàê ðàäà è êàø»å»å, ðåäîì.

� Óñëîâè (2.7) îçíà÷àâàjó íåíåãàòèâíîñò ïðîìåí§èâèõ êîjå ÷óâàjó èíôîð-

ìàöèjó î ðàíèjåì èëè êàñíèjåì çàâðøåòêó.

Èçëîæåíà ìàòåìàòè÷êà ôîðìóëàöèjà ïðîáëåìà, çáîã äèñjóíêöèjå îòåæàâà

ðåøàâà»å ïðîáëåìà åãçàêòíèì ðåøaâà÷èìà, ïà ñå çàòî óâîäè íîâè ìîäåë.

Äðóãè ìàòåìàòè÷êè ìîäåë çà JIT-JSSP, êîjè jå ïðåóçåò èç [88], à ó íàñòàâêó

£å áèòè îçíà÷åí ñà ILP2, êîðèñòè èñòó íîòàöèjó êàî è ïðâè, àëè çà ðàçëèêó îä

»åãà ïîäðàçóìåâà äà jå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà óíàïðåä

ïîçíàò. Óñëîâè (2.4) ñó çàìå»åíè óñëîâèìà:

cki ≥ chl + pki , àêî jå M(oki ) = M(ohl ) è îïåðàöèjà oki ñå ïîjàâ§ójå ïîñëå

îïåðàöèjå ohl ó âåêòîðó ðåøå»à, k ∈ Oi, h ∈ Ol, i ̸= l, i, l ∈ N (2.8)

êîjè çàjåäíî ñà óñëîâèìà (2.2) - (2.3) è (2.5) - (2.7) äåôèíèøó íîâó ìàòåìàòè÷êó

ôîðìóëàöèjó ïðîáëåìà.

� Óñëîâè (2.8) çàõòåâàjó äà àêî ñå äâå îïåðàöèjå èçâðøàâàjó íà èñòîj ìà-

øèíè, îíäà îíà êîjà ñå ïîjàâ§ójå êàñíèjå ó âåêòîðó ðåøå»à ìîðà ïî÷åòè

íàêîí çàâðøåòêà ïðåòõîäíå.

Îâàj ìîäåë jå ïðîãðàìàáèëàí è ëàêî ñå ìîæå èìïëåìåíòèðàòè ó æå§åíè

åãçàêòíè ðåøàâà÷.

2.3 Òåîðèjñêå è ðà÷óíñêå ãðàíèöå çà JIT-JSSP

Ïðîáëåìè ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è

ñïàäàjó ó ãðóïó íîâèjèõ ÍÏ-òåøêèõ ïðîáëåìà. Ìíîãè îä »èõ ìîãó áèòè âå-

îìà çàõòåâíè çà ðåøàâà»å, ïà ïîðåä àëãîðèòàìà ðàçâèjåíèõ çà îäðå¢èâà»å øòî
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êâàëèòåòíèjèõ ðåøå»à, âàæíó óëîãó ó »èõîâîì ïðîó÷àâà»ó èìàjó è òåîðèjñêè

äîêàçè äî»èõ è ãîð»èõ ãðàíèöà ðåøå»à î êîjèìà £å áèòè ðå÷è ó îâîì ïîãëàâ§ó.

Çà îäðå¢èâà»å ãðàíèöà êîðèø£åíà jå Ëàãðàíæîâà ðåëàêñàöèjà îäãîâàðàjó£åã

ìîäåëà.

Ëàãðàíæîâà ðåëàêñàöèjà (engl. LAGRANGIAN RELAXATION) ïðåäñòàâ§à

ìî£íó îïòèìèçàöèîíó òåõíèêó êîjîì ñå ïîëàçíè ïðîáëåì àïðîêñèìèðà ïðîáëå-

ìîì jåäíîñòàâíèjèì çà ðåøàâà»å. Ãëàâíà èäåjà ñå îãëåäà ó ïîäåëè îãðàíè÷å»à

íà äâå ãðóïå, è òî íà ½ìåêà� è ½òâðäà�, ãäå ñå ïîòîì ½òâðäà� îãðàíè÷å»à èñ-

ê§ó÷ójó èç ñêóïà îãðàíè÷å»à è ïîìíîæåíà îäãîâàðàjó£èì Ëàãðàíæîâèì êîå-

ôèöèjåíòèìà λ äîäàjó ôóíêöèjè öè§à, äîê ½ìåêà� îñòàjó íåïðîìå»åíà. Íîâî-

äîáèjåíè ïðîáëåì íàj÷åø£å jå ëàêøè çà ðåøàâà»å, »åãîâå îñîáèíå ó ìíîãîìå

ìîãó ïîìî£è ó àíàëèçè ïî÷åòíîã ïðîáëåìà, à ðåøå»à ñó ìó áëèñêà ðåøå»èìà

ïîëàçíîã ïðîáëåìà. Îâà âðñòà ðåëàêñàöèjå íåðåòêî äàjå êâàëèòåòíå ãîð»å ãðà-

íèöå ðåøå»à, ÷èjîì ñå ïðåòðàãîì, ìîæå äî£è äî âèñîêîêâàëèòåòíèõ ðåøå»à

ïðâîáèòíîã ïðîáëåìà. Äåòà§íèjå î îâîj ìåòîäè ìîæå ñå íà£è ó [67].

Èñòðàæójó£è ïðîáëåìå ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà, êàî è ñëîæå-

íèjå âàðèjàíòå ïðîáëåìà ïëàíèðà»à, èçâåñíè áðîj íàó÷íèêà êîðèñòèî jå Ëàãðàí-

æîâå ðåëàêñàöèjå êàî ïîìî£ ó »èõîâîì ðåøàâà»ó. Ïðîó÷àâàíå ñó äâå âàðèjàíòå

îâèõ ðåëàêñàöèjà, à äåòà§íèjå î »èìà, êàî è î äîáèjåíèì ðåçóëòàòèìà ìîæå ñå

íà£è ó [13, 22, 32] è [14, 37].

Âî¢åíè çàê§ó÷öèìà èçâåäåíèì î êâàëèòåòó Ëàãðàíæîâèõ ðåëàêñàöèjà çà

ïðîáëåìå ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà, àóòîðè ðàäà [68] ïðåçåíòîâàëè

ñó äâå òåõíèêå çà äîáèjà»å ðåëàêñàöèjå JIT-JSSP. Ïðâà ñå çàñíèâà íà óáëàæà-

âà»ó îãðàíè÷å»à ïðèîðèòåòà êîjà jå ìîòèâèñàíà ðåçóëòàòèìà èçëîæåíèì ó [31]

è ó íàñòàâêó £å áèòè äåòà§íî ïðåçåíòîâàíà. Äðóãà ñå çàñíèâà íà óáëàæàâà»ó

îãðàíè÷å»à ðåñóðñà, ìîòèâèñàíà jå ñàäðæàjåì ðàäà [37] è óðà¢åíà íà îñíîâó

ìàòåìàòè÷êå ôîðìóëàöèjå èçëîæåíå ó [65].

� Óáëàæàâà»å îãðàíè÷å»à ïðèîðèòåòà

Ëàãðàíæîâà ðåëàêñàöèjà jå äîáèjåíà óáëàæàâà»åì îãðàíè÷å»à ïðèîðèòåòà,

à èçâåäåíà jå èç ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà ILP1 è êîðèñòè èñòó íîòàöèjó.

Çà ñâàêó îïåðàöèjó oki óâîäè ñå âðåìå ðåàëèçàöèjå r
k
i =

∑
1≤h≤k−1 p

h
i , è ìîäè-

ôèêàöèjîì ïî÷åòíîã ìîäåëà äîáèjà ñå:

min
n∑

i=1

ni∑
k=1

αk
iE

k
i + βk

i T
k
i (2.9)

32



ÃËÀÂÀ 2. ÏÐÎÁËÅÌ ÏÐÀÂÎÂÐÅÌÅÍÎÃ ÐÀÑÏÎÐÅ�ÈÂÀ�À ÏÎÑËÎÂÀ
ÏÎ ÌÀØÈÍÀÌÀ Ó ÂÈØÅÔÀÇÍÎJ ÏÐÎÈÇÂÎÄ�È

Ïðè îãðàíè÷å»èìà:

cki − pki ≥ rki , k ∈ Oi, i ∈ N (2.10)

cki ≤ ck+1
i − pk+1

i , k ∈ Oi/{ni}, i ∈ N (2.11)

cki ≥ chl + pki ∨ chl ≥ cki + phl , oki , o
h
l ∈ O(Mj), j ∈M (2.12)

Ek
i = max{0, dki − cki }, k ∈ Oi, i ∈ N (2.13)

T k
i = max{0, cki − dki }, k ∈ Oi, i ∈ N. (2.14)

Íåêà jå ñà c = [cki ], k ∈ Oi, i ∈ N îçíà÷åí âåêòîð êîjè ñàäðæè âðåìå çà-

âðøåòêà ñâàêå îïåðàöèjå oki , à ñà λ = [λk
i ], k ∈ Oi, i ∈ N âåêòîð êîjè ñàäðæè

îäãîâàðàjó£å Ëàãðàíæîâå êîåôèöèjåíòå. Ïðèîðèòåò ó èçâðøàâà»ó îïåðàöèjà oki
è ok+1

i ðåãóëèøå ñå Ëàãðàíæîâèì êîåôèöèjåíòîì λk
i ≥ 0, à Ëàãðàíæîâà ôóíê-

öèjà L(c,λ) jå ñëåäå£åã îáëèêà:

L(c, λ) =
n∑

i=1

ni∑
k=1

(αk
iE

k
i + βk

i T
k
i ) +

n∑
i=1

ni−1∑
k=1

λk
i (c

k
i − ck+1

i + pk+1
i ). (2.15)

Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå λ0
i = λni

i = 0, Ëàãðàíæîâà ôóíêöèjà (2.15) ñå ìîæå

çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó:

L(c, λ) =
n∑

i=1

ni∑
k=1

αk
i (λ)E

k
i + βk

i (λ)T
k
i −K(λ), (2.16)

ãäå jå:

K(λ) =
n∑

i=1

ni∑
k=1

λk
i (p

k+1
i + dki − dk+1

i ) (2.17)

αk
i (λ) = αk

i − λk
i + λk+1

i (2.18)

βk
i (λ) = βk

i + λk
i − λk+1

i . (2.19)

Ó íàðåäíîì êîðàêó ôèêñèðàjó ñå âðåäíîñòè âåêòîðà λ è ðåøàâà ñå ïðîáëåì

ìèíèìèçàöèjå ôóíêöèjå L(c,λ) ïî íåïîçíàòîj c, òå £å ñå L(c,λ) íàäà§å ïîñìàòðà

êàî ôóíêöèjà jåäíå ïðîìåí§èâå L(λ):

min
n∑

i=1

ni∑
k=1

αk
i (λ)E

k
i + βk

i (λ)T
k
i −K(λ) (2.20)

Ïðè îãðàíè÷å»èìà:

cki − pki ≥ rki , k ∈ Oi, i ∈ N (2.21)
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cki ≥ chl + pki ∨ chl ≥ cki + phl , oki , o
h
l ∈ O(Mj), j ∈M (2.22)

Ek
i = max{0, dki − cki }, k ∈ Oi, i ∈ N (2.23)

T k
i = max{0, cki − dki }, k ∈ Oi, i ∈ N. (2.24)

Îâàêî äåôèíèñàí ïðîáëåì ìîæå ñå ïîäåëèòè íà m ïîòïðîáëåìà ó êîjèìà

ñå ñâè ïîñëîâè èçâðøàâàjó íà jåäíîj ìàøèíè (engl. SINGLE MACHINE SCHE-

DULING), à çàäàòàê jå ðàñïîðåäèòè èõ òàêî äà óêóïíà êàçíà çà ïðåâðåìåíè

çàâðøåòàê èëè êàø»å»å áóäå ìèíèìàëíà. Ó òîì ñëó÷àjó Ëàãðàíæîâà ôóíê-

öèjà jå îáëèêà:

L(λ) =
m∑

u=1

Lu(λ)−K(λ), (2.25)

ãäå Lu(λ), u = 1, 2, ...,m ïðåäñòàâ§à îäãîâàðàjó£è ïîòïðîáëåì ó êîìå ñå ñâè

ïîñëîâè èçâðøàâàjó íà jåäíîj ìàøèíè, è äåôèíèñàí jå íà ñëåäå£è íà÷èí:

min
∑

oki ∈O(Mu)

αk
i (λ)E

k
i + βk

i (λ)T
k
i (2.26)

Ïðè îãðàíè÷å»èìà:

cki − pki ≥ rki , oki ∈ O(Mu) (2.27)

cki ≥ chl + pki ∨ chl ≥ cki + phl , oki , o
h
l ∈ O(Mu) (2.28)

Ek
i = max{0, dki − cki }, oki ∈ O(Mu) (2.29)

T k
i = max{0, cki − dki }, oki ∈ O(Mu) (2.30)

Îâàêî äåôèíèñàí ïðîáëåì ïîçíàò jå ó ëèòåðàòóðè êàî ïðîáëåì ïðàâîâðåìå-

íîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà íà jåäíîj ìàøèíè ãäå ñó óê§ó÷åíå êàçíå è çà ðàíèjè

çàâðøåòàê è çà êàø»å»å. Èàêî ñïàäà ó êëàñó ÍÏ-òåøêèõ ïðîáëåìà, ðàçâèjåí

jå ìåõàíèçàì çà »åãîâî åôèêàñíî ðåøàâà»å, à èçëîæåí jå ó [31]. Íàêîí ðåøà-

âà»à ñâèõ m ïîòïðîáëåìà, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ìàêñèìóì ôóíêöèjå L(λ) ïî

ïðîìåí§èâîj λ.

Çà ãîð»å ãðàíèöå ðåøå»à ïðåçåíòîâàíå ó [68] èçàáðàíå ñó íàjáî§å âðåäíî-

ñòè äîáèjåíå èëè ðåøàâà»åì Ëàãðàíæîâèõ ðåëàêñàöèjà ïîìî£ó jåäíå îä äâå

ðàçëè÷èòå èìïëåìåíòèðàíå õåóðèñòèêå èëè ïîìî£ó CPLEX ðåøàâà÷à, äîê ñó

çà äî»å ãðàíèöå èçëîæåíå âðåäíîñòè äîáèjåíå íà îñíîâó îáå Ëàãðàíæîâå ðå-

ëàêñàöèjå êàî è îíå êîjå jå äàî CPLEX.
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2.4 Èëóñòðàòèâíè ïðèìåð ïðîáëåìà

Ïðîáëåì ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à n ïîñëîâà íà m ìàøèíàìà ó âè-

øåôàçíîj ïðîèçâîä»è áè£å ïðåçåíòîâàí êðîç ïðèìåð èíñòàíöe êîjà ñàäðæè 5

ïîñëîâà (n = 5) è 2 ìàøèíå (m = 2). Ó òàáåëè 2.1 èçëîæåíè ñó óëàçíè ïîäàöè.

Çà ñâàêó îïåðàöèjó äàòå ñó ñëåäå£å èíôîðìàöèjå: ðåäíè áðîj ìàøèíå íà êîjîj ñå

îäãîâàðàjó£à îïåðàöèjà ìîðà èçâðøèòè, òðàjà»å îïåðàöèjå (engl. PROCESSING

TIME - p), èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå (engl. DUE DATE - d), êàçíåíè

êîåôèöèjåíò çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê îïåðàöèjå (α), êàî è çà êàø»å»å (β). Íà

ïðèìåð, çà ïîñàî 1 ïðâà îïåðàöèjà (o11) ñå ìîðà èçâðøèòè íà ìàøèíè 1, âðåìå

òðàjà»à jîj jå 20 jåäèíèöà âðåìåíà, èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà jå 44. jåäèíèöà

âðåìåíà, à êàçíåíè êîåôèöèjåíòè çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê è êàø»å»å ñó ðå-

äîì 0, 96 è 0, 46 ïî jåäèíèöè îäñòóïà»à âðåìåíà çàâðøåòêà îä èäåàëíîã âðåìåíà

çàâðøåòêà îïåðàöèjå.

Òàáåëà 2.1: Ïðèìåð èíñòàíöå n = 5, m = 2

Oïåðàöèjà 1 Oïåðàöèjà 2
Ïîñàî Ìàøèíà p d α β Ìàøèíà p d α β

1 1 20 44 0.96 0.46 2 13 75 0.70 0.14
2 1 19 54 0.77 0.53 2 8 68 0.86 0.91
3 2 13 50 0.72 0.74 1 18 87 0.52 0.77
4 2 7 28 0.62 0.62 1 34 70 0.18 0.95
5 1 9 44 0.70 0.93 2 12 74 0.97 0.30

Jåäàí îä îïòèìàëíèõ ðàñïîðåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà ïðå-

çåíòîâàí jå íà ñëèöè 2.1.

Ñëèêà 2.1: Ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà çà èíñòàíöó n = 5, m = 2
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Ïîñìàòðàjó£è äàòè ðåäîñëåä ïîñëîâà ÷èjå ñå îäãîâàðàjó£å îïåðàöèjå èçâð-

øàâàjó íà ìàøèíè 1, ìîæå ñå óî÷èòè äà ñå ïðâî èçâðøàâà ïðâà îïåðàöèjà çà

ïîñàî 1, òj. o11, êîjà ïî÷è»å ó 6. jåäèíèöè âðåìåíà, à çàâðøàâà ñå ó 26. Òî

ðåçóëòèðà ïðåâðåìåíèì çàâðøåòêîì îä E1
1 = d11 − c11 = 44 − 26 = 18 jåäè-

íèöà âðåìåíà è êàçíîì êîjà èçíîñè α1
1 · E1

1 = 0.96 · 18 = 17.28. Ïîòîì, ñëåäè

èçâðøàâà»å ïðâå îïåðàöèjà çà ïîñàî 5, òj. o15, êîjà ïî÷è»å ó 26. jåäèíèöè

âðåìåíà, à çàâðøàâà ñå ó 35, øòî ðåçóëòèðà êàçíîì çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê

êîjà èçíîñè 0.70 · (44 − 35) = 0.70 · 9 = 6.30. Ïîòîì, ïðâà îïåðàöèjà çà ïî-

ñàî 2, òj. o12, êîjà ïî÷è»å ó 35. jåäèíèöè âðåìåíà, à çàâðøàâà ñå ó 54, øòî

ïðåäñòàâ§à èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå o12, òå íåìà îäñòóïà»à, âå£ jå

E1
2 = T 1

2 = 0, ïà ñàìèì òèì íåìà íè êàçíå. Çàòèì ñå íà ìàøèíè 1 èçâðøàâà

äðóãà îïåðàöèjà çà ïîñàî 4, òj. o24, êîjà ïî÷è»å ó 54. jåäèíèöè âðåìåíà, à

çàâðøàâà ñå ó 88. Òî ðåçóëòèðà êàø»å»åì îä T 2
4 = c24 − d24 = 88 − 70 = 18

jåäèíèöà âðåìåíà è êàçíîì êîjà èçíîñè β2
4 · T 2

4 = 0.95 · 18 = 17.1. Èñòî òóìà-

÷å»å ïðèêàçàíîã îïòèìàëíîã ðåøå»à ñå íàñòàâ§à è äà§å çà ïðåîñòàëå ïîñëîâå,

êàî è çà ðåäîñëåä îäàáðàí çà èçâðøàâà»å íà ìàøèíè 2. Óêóïíà êàçíà èçíîñè

0.96 · 18 + 0.7 · 9 + 0.14 · 18 + 0.77 · 19 + 0.95 · 18 + 0.3 · 6 = 59.63.

Àíàëèçîì èëóñòðàöèjå ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà, ìîæå

ñå óî÷èòè äà ñå íà ìàøèíè 2 ïðâî èçâðøàâà ïðâà îïåðàöèjà çà ïîñàî 4, òj. o14

(ïëàâè ïðàâîóãàîíèê), è äà »åíî èçâðøàâà»å ïî÷è»å ó 21, à çàâðøàâà ñå ó

28. jåäèíèöè âðåìåíà, øòî ójåäíî ïðåäñòàâ§à è èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îâå

îïåðàöèjå. Àêî áè »åíî èçâðøàâà»å ïî÷åëî ïðå/ïîñëå 21. jåäèíèöå âðåìåíà,

çàâðøèëà áè ñå ïðå/ïîñëå 28, øòî áè äîâåëî äî ïðåâðåìåíîã çàâðøåòêà/êà-

ø»å»à è ðåçóëòèðàëî îäãîâàðàjó£îì êàçíîì. Èñòî òóìà÷å»å âàæè è çà äðóãó

ïî ðåäó îïåðàöèjó êîjà ñå èçâðøàâà íà ìàøèíè 2, òj. çà îïåðàöèjó o13 (íàðàí-

¶àñòè ïðàâîóãàîíèê), êîjà ïî÷è»å ó 37. jåäèíèöà âðåìåíà, à çàâðøàâà ñå ó 50,

øòî ójåäíî è jåñòå »åíî èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà. Àêî áè èçâðøàâà»å ïî÷åëî

ïðå/ïîñëå 37. jåäèíèöå âðåìåíà, çàâðøèëî áè ñå ïðå/ïîñëå 50, è ðåçóëòèðàëî áè

êàçíîì çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê/êàø»å»å, òå èç òîã ðàçëîãà ìàøèíà 2 ìèðójå

èçìå¢ó 28. è 37. jåäèíèöå âðåìåíà. Èñòî âàæè è çà ìèðîâà»å ïîìåíóòå ìàøèíå

ó èíòåðâàëó èçìå¢ó 50. è 60. jåäèíèöå âðåìåíà.
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2.5 Ïðåãëåä ðåëåâàíòíå ëèòåðàòóðå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å èçëîæåíè ðàçëè÷èòè ïðèñòóïè ó ðåøàâà»ó JIT-JSSP

êîjè ñó äîñòóïíè ó ëèòåðàòóðè.

Ïîðåä òîãà øòî jå ïðâè ïóò äàòà ôîðìóëàöèjà JIT-JSSP îçíà÷åíà êàî ILP1,

ó ðàäó [68] îájàâ§åíîì 2008. ãîäèíå, èçëîæåíå ñó è äâå Ëàãðàíæîâå ðåëàêñàöèjå

îâîã ïðîáëåìà. Ó jåäíîj ñó óáëàæåíà îãðàíè÷å»à ðåñóðñà, à ó äðóãîj îãðàíè-

÷å»à ïðèîðèòåòà. Òåñòèðà»å jå îáàâ§åíî íà ñêóïó îä 72 èíñòàíöå êîjå ñó ïðâè

ïóò èçëîæåíå áàø ó ðàäó [68]. Ëàãðàíæîâà ðåëàêñàöèjà äîáèjåíà óáëàæàâà-

»åì îãðàíè÷å»à ðåñóðñà äàëà jå âðåäíîñòè äî»èõ ãðàíèöà ðåøå»à çà ñâèõ 72

òåñò ïðèìåðà, äîê îíà äîáèjåíà óáëàæàâà»åì îãðàíè÷å»à ïðèîðèòåòà îâå èí-

ôîðìàöèjå íóäè çà »èõ 67. Jîø, ïîêàçàëî ñå äà ñó âðåäíîñòè äîáèjåíå ïðâîì

îä ïîìåíóòå äâå ðåëàêñàöèjå áî§åã êâàëèòåòà ó îäíîñó íà îíå äîáèjåíå äðóãîì.

Èçëîæåíå ñó è äî»å ãðàíèöå ðåøå»à çà ñâå èíñòàíöå, äîáèjåíå åãçàêòèì CPLEX

9.1 ðåøàâà÷åì êîìå jå âðåìå èçâðøàâà»à îãðàíè÷åíî íà 10 ìèíóòà. Ìå¢óòèì,

îâå âðåäíîñòè ñó ëîøèjåã êâàëèòåòà îä îíèõ äîáèjåíèõ Ëàãðàíæîâèì ðåëàê-

ñàöèjàìà. Ïðåçåíòîâàíå ñó è ãîð»å ãðàíèöå ðåøå»à çà ñâèõ 72 òåñò ïðèìåðà,

çà êîjó ñó èçàáðàíå íàjáî§å âðåäíîñòè äîáèjåíå èëè CPLEX-îì èëè ëîêàëíîì

ïðåòðàãîì ðåøå»à äîáèjåíèõ õåóðèñòèêîì ïðèìå»åíîì íà íåêîj îä ïîìåíóòèõ

ðåëàêñàöèjà.

Ó ðàäó [1] îájàâ§åíîì 2008. ãîäèíå, JIT-JSSP jå ðåøàâàí íà äâà íà÷èíà, ãå-

íåòñêèì àëãîðèòìîì è »åãîâîì õèáðèäèçàöèjîì ñà ëîêàëíîì ïðåòðàãîì. Îíà

jå èìïëåìåíòèðàíà òàêî øòî ñå ðåøå»å äîáèjåíî ãåíåòñêèì àëãîðèòìîì ïðîñëå-

¢ójå êàî ïî÷åòíî çà ëîêàëíó ïðåòðàãó êîjîì ñå ïðåòðàæójó îêîëèíå íà íà÷èí

êîjè jå ïðâè ïóò èçëîæåí ó ðàäó [1]. Òîêîì èçâðøàâà»à àëãîðèòìà ëîêàëíå

ïðåòðàãå íå ÷óâà ñå ñàìî íàjáî§è ñóñåä, âå£ ñå êðåèðà îãðàíè÷åíà ëèñòà ïîòåí-

öèjàëíèõ äîáðèõ ðåøå»à òàêî øòî ñâàêè ïóò êàä ñå íàè¢å íà áî§å, îíî jîj ñå

äîäà, ïîòîì ñå ëèñòà ñîðòèðà ïî êâàëèòåòó ðåøå»à è íàñòàâ§à ñå ñà ïðåòðàãîì

îêîëèíå íàjáî§åã ðåøå»à ó »îj. Íå çàäàjå ñå êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à, âå£ àë-

ãîðèòàì ñòàjå êàäà ñóñåäè ñâèõ ðåøå»à áóäó ðàçìîòðåíè è âèøå jîj ñå íèjåäíî

ïîòåíöèjàëíî ðåøå»å íå äîäàjå. Ó ðàäó [1] íèñó ïðåçåíòîâàíå äîáèjåíå âðåä-

íîñòè çà òåñòèðàíå èíñòàíöå, âå£ ïðîöåíå »èõîâèõ ãîð»èõ ãðàíèöà äîáèjåíå ó

îäíîñó íà îäãîâàðàjó£å ãîð»å ãðàíèöå êîjå ñó ïðåòõîäíî èçëîæåíå ó [68]. Ãå-

íåòñêèì àëãîðèòìîì áî§à ãîð»à ãðàíèöà äîáèjåíà jå çà 43, à õèáðèäèçàöèjîì

çà 47 îä óêóïíî 72 òåñòèðàíå èíñòàíöå. Ó ïðîñåêó 4.9% áî§èõ âðåäíîñòè çà
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ãîð»ó ãðàíèöó äàëà jå õèáðèäèçàöèjà ó îäíîñó íà ãåíåòñêè àëãîðèòàì.

Jåäàí îä ïðâèõ ðàäîâà ó êîì jå êîðèø£åíà õèáðèäèçàöèjå èçìå¢ó ìåòàõåóðè-

ñòèêà è åãçàêòíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å JIT-JSSP jåñòå [88] îájàâ§åí 2010. ãîäèíå.

Êîìáèíîâíå ñó òðè ðàçëè÷èòå ìåòîäå, è òî: eâîëóòèâíè àëãîðèòàì (engl. EVO-

LUTIONARY ALGORITHM - EA) êîjè jå óîïøå»å ãåíåòñêîã àëãîðèòìà [86],

ëîêàëíà ïðåòðàãà (LS) è ìåòîäà ìàòåìàòè÷êîã ïðîãðàìèðà»à (MP). Ïðåçåíòî-

âàíå ñó äâå ãðóïå ðåøå»à çà òåñòèðàíå èíñòàíöå. Ïðâî, èìïëåìåíòèðàíà jå

õèáðèäèçàöèjà EA+MP òàêî øòî jå EA äîáèî çàäàòàê äà ãåíåðèøå ðåøå»å, òj.

äà èçàáåðå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå, àMP äà îäðåäè

âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó îä »èõ, è òî íà îñíîâó ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà ILP2.

Ó îâîì ñëó÷àjó áî§å âðåäíîñòè çà ãîð»å ãðàíèöå îä îíèõ êîjå ñó èçëîæåíå ó

[68] äîñòèãíóòå ñó çà 50 îä óêóïíî 72 èíñòàíöå. Íàêîí îâå õèáðèäèçàöèjå èì-

ïëåìåíòèðàíà jå jîø jåäíà êîä êîjå ñå ðåøå»å äîáèjåíî õèáðèäèçàöèjîì EA+

MP øà§å êàî ïî÷åòíî ëîêàëíîj ïðåòðàçè êîjà jå äåôèíèñàíà íà èñòè íà÷èí êàî

ó [1] ñà öè§åì äà ñå ïðîíà¢å ïîáî§øà»å. Äîáèjåíà õèáðèäèçàöèjà, îçíà÷åíà ñà

EA+MP+LS, äîáèjà áî§å âðåäíîñòè çà ãîð»å ãðàíèöå îä îíèõ êîjå ñó èçëîæåíå

ó [68], çà 56 îä óêóïíî 72 èíñòàíöå. Ïîáî§øà»å íàêîí óê§ó÷èâà»à ëîêàëíå

ïðåòðàãå äîáèjåíî jå çà 44 èíñòàíöå ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå äîáèjåíå àëãîðèòìîì

EA+MP.

Ðåøàâà»å JIT-JSSP ïîìî£ó óíàïðå¢åíîã ãåíåòñêîã àëãîðèòìà (engl. IMPRO-

VED GENETIC ALGORITHM - IGA) ïðåçåíòîâàíî jå ó ðàäó [54] îájàâ§åíîì

2012. ãîäèíå. Êàî íàjâå£è áåíåôèò îâå ìåòîäå, àóòîðè íàâîäå èìïëåìåíòàöèjó

òðîñòåïåíîã ìåõàíèçìà äåêîäèðà»à ðåøå»à êîjå èìà çàäàòàê äà õðîìîçîìå ïðå-

áàöè ó îäãîâàðàjó£è ðåäîñëåä îïåðàöèjà ïî êîì £å ñå îíå èçâðøàâàòè. Íà ïðâîì

íèâîó êîðèñòè ñå ïîëóàêòèâíè ìåòîä äåêîäèðà»à êîjè èìà çàäàòàê äà îáåçáåäè

ñâåîáóõâàòíîñò ðåøå»à è ïðîøèðè ïðîñòîð ïðåòðàãå. Íà äðóãîì êîðèñòè ñå

ïîõëåïíè ìåõàíèçàì êîjèì ñå îïåðàöèjå êîjå êàñíå óáàöójó ó ðåäîñëåä èçâð-

øàâà»à íà îäãîâàðàjó£îj ìàøèíè òàêî øòî ñå ñëîáîäàí õîä òå ìàøèíå äîäåëè

îäãîâàðàjó£îj îïåðàöèjè, ïîøòójó£è ïðèòîì ñâà çàäàòà îãðàíè÷å»à. Íà îâàj

íà÷èí ñìà»ójå ñå áðîj êàø»å»à, à ñàìèì òèì ñå ñìà»ójå è óêóïíà êàçíà çà êà-

ø»å»å øòî äèðåêòíî óòè÷å íà êâàëèòåò ðåøå»à. Íà òðå£åì íèâîó êîðèñòè ñå

ïîõëåïíè ìåõàíèçàì êîjèì ñå ðåãóëèøå ðàíèjè çàâðøåòàê îïåðàöèjå è òî ó òðè

êîðàêà. Ïðâè êîðàê ïîäðàçóìåâà îäðå¢èâà»å äâà ïîäñêóïà, ãäå jåäàí ñàäðæè

îïåðàöèjå êîjå ñå çàâðøàâàjó ïðå èäåàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà, à äðóãè îíå êîjå

ñå çàâðøàâàjó íàêîí èäåàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà. Ó äðóãîì êîðàêó ñå ðåäîñëåä
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îïåðàöèjà êîjå êàñíå ÷óâà íåïðîìå»åí, à ó òðå£åì ñå ïîìî£ó ïîõëåïíå ïðîöå-

äóðå âðøè óáàöèâà»å îïåðàöèjà ñà ðàíèjèì çàâðøåòêîì íà ìåñòà êîjà ñå áèðàjó

íà óíàïðåä äåôèíèñàí íà÷èí. Îâàj íèâî îáåçáå¢ójå ñìà»å»å óêóïíå êàçíå çà

ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê. Òåñòèðàíî jå 48 îä óêóïíî 72 èíñòàíöå, à ïîáî§øà»å ó

îäíîñó íà äî òàäà ïîçíàòà ðåøå»à ðåàëèçîâàëî ñå êîä »èõ 18. Èíñòàíöå êîjå ñà-

äðæå 20 ïîñëîâà íèñó òåñòèðàíå. Ïðåìà àóòîðèìà ðàäà [54], ìàíà ïðåäëîæåíîã

EA ïðèñòóïà jåñòå òî øòî ìîæå äî£è äî çàãëàâ§èâà»à àëãîðèòìà ó ëîêàëíîì

ìèíèìóìó, òå ñå ðåøå»å íå ìîæå äîäàòíî ïîáî§øàòè.

Ó ðàäó [98] îájàâ§åíîì 2014. ãîäèíå, JIT-JSSP ðåøàâàí jå õèáðèäèçàöè-

jîì ìåòîäå ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (VNS) è ìåòîäå ìàòåìàòè÷êîã ïðîãðàìèðà»à

(MP) (êîðèø£åí jå ìàòåìàòè÷êè ìîäåë ILP2). Äâà îñíîâíà ïèòà»à íà êîjèìà

ñå òåìå§è îâà èìïëåìåíòàöèjà jåñó êàêî èñòðàæèòè îãðîìàí ïðîñòîð ïðåòðàãå

è êàêî óáàöèòè âðåìå ìèðîâà»à çà ìàøèíå. Ðàäè ïîâå£à»à åôèêàñíîñòè îäëó-

÷åíî jå äà ó ñâàêîj èòåðàöèjè VNS ìåòîäå, êîjà èìà çàäàòàê äà ïðåòðàæè ïðî-

ñòîð ðåøå»à è îäðåäè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå, áóäå

óãðà¢åíàMP êîjà òðåáà äà óáàöè âðåìå ìèðîâà»à çà ìàøèíå êàêî áè îïòèìèçî-

âàëà âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó îïåðàöèjó. Òåñòèðàíå ñó 72 èíñòàíöå è ðåçóëòàòè

ñó óïîðå¢åíè ñà ðåçóëòàòèìà ïðåçåíòîâàíèì ó [88]. Áî§å ðåøå»å ïðîíà¢åíî jå

çà 40 òåñò ïðèìåðà, è òî çà 20 èíñòàíöè ñà 10 ïîñëîâà, 12 èíñòàíöè ñà 15 ïîñëîâà

è 8 èíñòàíöè ñà 20 ïîñëîâà.

Äî ñàäà, ïîñëåä»è ïðèñòóï ó ðåøàâà»ó JIT-JSSP èçëîæåí jå ó ðàäó [9] îá-

jàâ§åíîì 2021. ãîäèíå. Èìïëåìåíòèðàíà jå ìåòîäà ïðîìå§èâèõ îêîëèíà (VNS)

ïî ìàòåìàòè÷êîì ìîäåëó ILP1. Èäåjà íà îñíîâó êîjå jå êðåèðàí VNS àëãîðèòàì

îáóõâàòà äåêîìïîíîâà»å ïîëàçíîã ïðîáëåìà íà ïîòïðîáëåìå òàêî øòî íàêîí

îäàáèðà ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè è îïòè-

ìàëíî âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó îä »èõ. Âå£ jå íàïîìåíóòî äà JIT-JSSP ñïàäà

ó ãðóïó ÍÏ-òåøêèõ ïðîáëåìà, àëè íàëàæå»å îïòèìàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà

çà ñâàêó îïåðàöèjó, óêîëèêî jå ïîçíàò ðåäîñëåä èçâðøàâà»à èñòèõ, ìîæå ñå

ðåàëèçîâàòè ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó. Ñïèöèôè÷íîñò îâå VNS ìåòîäå jå ó äå-

ôèíèöèjè ôàçå ðàçìðäàâà»à èïëåìåíòèðàíå ïðåêî ÷åòèðè ìèíè-ïðîöåäóðå, îä

êîjèõ ñó äâå ïðâè ïóò ïðåäñòàâ§åíå ó [9]. Òàêàâ ïðèñòóï îáåçáåäèî jîj jå âåëèêó

åôèêàñíîñò. Îñèì VNS ìåòîäîì, ïðîáëåì jå ðåøàâàí è åãçàêòíèì ðåøàâà÷åì

CPLEX 12.8.0 êîìå jå âðåìå ðàäà îãðàíè÷åíî íà 30 ìèíóòà. Òåñòèðàíå ñó 72

èíñòàíöå, ñâàêà îä »èõ ïîêðåíóòà jå ïî 5 ïóòà. Êàêî áè ïîðå¢å»å ñà ïîçíàòèì

ðåçóëòàòèìà èç ëèòåðàòóðå áèëî øòî ïðåöèçíèjå, íà èñòîì ðà÷óíàðó íà êîì ñó
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ÏÎ ÌÀØÈÍÀÌÀ Ó ÂÈØÅÔÀÇÍÎJ ÏÐÎÈÇÂÎÄ�È

òåñòèðàíè VNS è CPLEX, èçâðøåíî jå è òåñòèðà»å àëãîðèòàìà èçëîæåíèõ ó

ðàäîâèìà [88] è [98]. Èìïëåìåíòèðàíà VNS ìåòîäà èçëîæåíà ó [9] äàëà jå 41

íîâî íàjáî§å ðåøå»å îä óêóïíî 72 òåñò ïðèìåðà, øòî èçíîñè 57%. Çà èíñòàíöå

ñà 20 ïîñëîâà ïîáî§øà»å ñå jàâèëî êîä ÷àê 80% »èõ, ñà 15 ïîñëîâà êîä 54%, à

ñà 10 ïîñëîâà êîä 38%. Êàî êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à çàäàò jå ìàêñèìàëàí áðîj

èòåðàöèjà êîjè èçíîñè ⌊n·m
4
⌋ (öåî äåî áðîjà n·m

4
) èëè, óêîëèêî íàêîí 3 èòåðàöèjå

íåìà ïîáî§øà»à ðåøå»à, àëãîðèòàì òàêî¢å ñòàjå.

Êàî øòî jå ðàíèjå âå£ íàïîìåíóòî, ó îâîì ðàäó áè£å ïðåçåíòîâàíà ìàòõå-

óðèñòèêà çà ðåøàâà»å JIT-JSSP, äîáèjåíà õèáðèäèçàöèjîì VNS ìåòîäå è åã-

çàêòíîã CPLEX ðåøàâà÷à. Ìîòèâàöèjà çà îâàêàâ îäàáèð ìåòîäå ïðîíà¢åíà jå,

ïðå ñâåãà, ó òîìå øòî jå JIT-JSSP ëàêî ïîäåëèòè íà ìà»å ïîòïðîáëåìå êîjè

ñå ìîãó ðåøàâàòè íåçàâèñíî, è òî òàêî øòî ìàòõåóðèñòèêà ïîâåðè ïîòïðîáëåì

îäðå¢èâà»à ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå îäàáðàíîj

ìåòàõåóðèñòèöè, à ïîòïðîáëåì îäðå¢èâà»à âðåìåíà çàâðøåòàêà çà ñâàêó îïå-

ðàöèjó ïîjåäèíà÷íî, ïîâåðè åãçàêòíîì ðåøàâà÷ó. Óçèìàjó£è ó îáçèð ðåçóëòàòå

äîáèjåíå ó ðàíèjèì ðåøàâà»èìà JIT-JSSP è åôèêàñíîñò êîjó jå ïîêàçàëà VNS

ìåòîäà ó [9], îäëó÷åíî jå äà ñå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïî-

ñëîâå îäðå¢ójå óïðàâî VNS ìåòîäîì. Óêîëèêî jå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ

îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå âå£ ïîçíàò, ïðîáëåì îäðå¢èâà»à âðåìåíà çàâðøåòàêà

çà ñâàêó îä »èõ jå ïîëèíîìñêå ñëîæåíîñòè [71], òå ãà jå ìîãó£å ðåøàâàòè åãçàêò-

íèì ðåøàâà÷åì. Ó îâîì ñëó÷àjó îäàáðàí jå CPLEX çáîã ñâîjèõ ïåðôîðìàíñè.

Äåòà§íèjå î ïðåäëîæåíîj ìàòõåóðèñòèöè èçëîæåíî jå ó íàðåäíîì ïîãëàâ§ó.
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Ãëàâà 3

Ìàòõåóðèñòèêa çà ðåøàâà»å

ïðîáëåìà ïðàâîâðåìåíîã

ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî

ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj

ïðîèçâîä»è

Ìàòõåóðèñòèêà èìïëåìåíòèðàíà çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ïðàâîâðåìåíîã ðà-

ñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è ïðåäñòàâ§à õè-

áðèäèçàöèjó ìåòîäå ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (VNS) è åãçàêòíîã CPLEX ðåøàâà÷à.

Ãëàâíà èäåjà îãëåäà ñå ó äåêîìïîçèöèjè ïîëàçíîã ïðîáëåìà íà ïîòïðîáëåìå òàêî

øòî ñå, ïîøòójó£è ïðàâèëà êîðèø£åíå ìåòàõåóðèñòèêå, óòâð¢ójå ðåäîñëåä èçâð-

øàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå íà îäãîâàðàjó£èì ìàøèíàìà, à ðåøàâà»å

ïîòïðîáëåìà êîjå ïîäðàçóìåâà îäðå¢èâà»å âðåìåíà çàâðøåòêà çà ñâàêó îïåðà-

öèjó ïîjåäèíà÷íî, êàî è ïðîíàëàæå»å âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à, çàäàòàê jå

åãçàêòíîã ðåøàâà÷à.

3.1 Ðåïðåçåíòàöèjà ðåøå»à

Ïðàâîâðåìåíî ðàñïîðå¢èâà»å n ïîñëîâà íà m ìàøèíà ó âèøåôàçíîj ïðîè-

çâîä»è ñïàäà ó ãðóïó îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèjå. Ñòîãà, ïðâè

êîðàê ó ðåøàâà»ó jåñòå ïðàâèëíî äåôèíèñà»å ñêóïà äîïóñòèâèõ ðåøå»à X, òj.
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ïîòðåáíî jå îäàáðàòè òàêâó ðåïðåçåíòàöèjó çà ñâàêî z ∈ X êîjà £å îìîãó£èòè

ëàêøó ìàíèïóëàöèjó ïîäàöèìà óíóòàð àëãîðèòìà èìïëåìåíòèðàíå ìàòõåóðè-

ñòèêå.

Ó îâîì ðàäó, êàî è ó [68], ðàçìàòðàí jå ñëó÷àj JIT-JSSP ó êîì ñå ñâàêè

ïîñàî ñàñòîjè îä òà÷íî m îïåðàöèjà, òj. ni = m, çà ñâàêî i ∈ N , ïà ñó îäãî-

âàðàjó£è ñêóïîâè êîjè ñàäðæå ðåäíå áðîjåâå îïåðàöèjà èñòîã îáëèêà è òî Oi =

{1, 2, 3, ..., m}, çà ñâàêî i ∈ N . Ñòîãà jå çà ñêóï äîïóñòèâèõ ðåøå»à X èçàáðàí

ñêóï ñâèõ âåêòîðà äóæèíå n·m êîjè ñå ìîãó äîáèòè êàî ïðîèçâî§íà ïåðìóòàöèjà

ñà ïîíàâ§à»åì öåëîáðîjíèõ âðåäíîñòè èç ñêóïà {1, ..., 1, 2, ..., 2, ..., n, ..., n},
ãäå ñå ñâàêè öåî áðîj i = 1, 2, ..., n ïîjàâ§ójå òà÷íî m ïóòà. Íà òàj íà÷èí äàò

jå jåäèíñòâåí ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâàêè ïîñàî, è òî òàêî

øòî k-òî ïîjàâ§èâà»å ðåäíîã áðîjà ïîñëà ó âåêòîðó ðåøå»à ïîäðàçóìåâà èçâð-

øàâà»å k-òå îïåðàöèjå òîã ïîñëà íà îäãîâàðàjó£îj ìàøèíè. Íà îñíîâó óëàçíèõ

ïîäàòàêà, îâàêâà ðåïðåçåíòàöèjà ðåøå»à îìîãó£àâà ëàêó ðåêîíñòðóêöèjó ðåäî-

ñëåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà, îáçèðîì äà jå ñâàêîj îä m ìàøèíà

äîäå§åíà òà÷íî ïî jåäíà îïåðàöèjà çà ñâàêè ïîñàî.

Ïðèìåð 3.1. Êîä âå£ ðàçìàòðàíîã ïðèìåðà îïèñàíîã ó ïîãëàâ§ó 2.4 ãäå jå

n = 5 è m = 2 jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å jå îáëèêà z = [1, 4, 5, 3, 2, 2, 4, 5, 3, 1],

øòî çíà÷è äà ïðâî ïîjàâ§èâà»å áðîjà 1 (2, 3, 4 èëè 5) ïðåäñòàâ§à ïðâó îïå-

ðàöèjó çà ïîñàî 1 (2, 3, 4 èëè 5). Äðóãî ïîjàâ§èâà»å îäãîâàðàjó£åã áðîjà äàjå

èíôîðìàöèjó î èçâðøàâà»ó äðóãå îïåðàöèjå çà îäãîâàðàjó£è ïîñàî, è òàêî ðå-

äîì. Ðåäíè áðîj ìàøèíå íà êîjîj ñå îäãîâàðàjó£à îïåðàöèjà èçâðøàâà äåôèíèñàí

jå óëàçíèì ïîäàöèìà è äàò jå ó òàáåëè 2.1. Ñ äðóãå ñòðàíå, è âåêòîð îáëèêà

z = [1, 2, 1, 3, 3, 4, 5, 2, 4, 5] òàêî¢å ïðåäñòàâ§à jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å

îâîã ïðîáëåìà. Ñàäà, ïðâî ïîjàâ§èâà»å áðîjà 1 ïðåäñòàâ§à ïðâó îïåðàöèjó çà

ïîñàî 1 (o11), êîjà ñå èçâðøàâà íà ìàøèíè 1. Áðîj 2 óêàçójå íà ïðâó îïåðàöèjó

çà ïîñàî 2 (o12), êîjà ñå èçâðøàâà íà ìàøèíè 1, áðîj 1 îçíà÷àâà äà ñå èçâðøàâà

äðóãà îïåðàöèjà çà ïîñàî 1 (o21), íà ìàøèíè 2, è òàêî ðåäîì.

Äàêëå, ðåøå»å ìîæå áèòè áèëî êîjà ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì öåëîáðîj-

íèõ âðåäíîñòè èç ñêóïà {1, ..., 1, 2, ..., 2, ..., n, ..., n}, ãäå ñå ñâàêè öåî áðîj

i = 1, 2, ..., n ïîjàâ§ójå òà÷íî m ïóòà, à íå ñàìî ïðîèçâî§íå ïåðìóòàöèjå

óíóòàð áëîêîâñêèõ ïîäñêóïîâà {1, 2, ..., n}.
Îâàêâà ðåïðåçåíòàöèjà ðåøå»à çà JIT-JSSP ïðâè ïóò jå ïðåäëîæåíà 1994.

ãîäèíå ó [108] è âðëî jå ïîãîäíà, ñ îáçèðîì äà íàêîí ôàçå ðàçìðäàâà»à è ôàçå
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ëîêàëíå ïðåòðàãå óíóòàð VNS ìåòîäå íå ìîðà ñå ïðîâåðàâàòè äîïóñòèâîñò ïî-

òåíöèjàëíîã ðåøå»à, òj. ñâàêà èçìåíà ðåøå»à ó îêâèðó îâèõ ôàçà ÷óâà äîïó-

ñòèâîñò íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à.

3.2 Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (engl. VARIABLE NEIGHBORHOOD SEARCH

- VNS) ïðåäñòàâ§à êîñòóð èìïëåìåíòèðàíå ìàòõåóðèñòèêå. Ìàòõåóðèñòèêà íàj-

ïðå ïî÷åòíè ïðîáëåì äåëè íà ìà»å ïîòïðîáëåìå êîjè ñó ëàêøè çà ðåøàâà»å,

è òî òàêî øòî VNS ìåòîäà îäàáåðå ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà

ñâå ïîñëîâå, êîjè ñå, çàòèì ïðîñëåäè åãçàêòíîì CPLEX ðåøàâà÷ó. Îí, áåç ìî-

ãó£íîñòè ïðîìåíå äàòîã ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà, à íà îñíîâó çàäàòèõ

îãðàíè÷å»à, ðà÷óíà îïòèìàëíî âðåìå çàâðøåòêà ñâàêå îïåðàöèjå ïîjåäèíà÷íî.

Ìå¢óòèì, êàêî jå íà jåäíîj ìàøèíè ó èñòîì òðåíóòêó ìîãó£å èçâðøàâà»å ñàìî

jåäíå îïåðàöèjå, à çà jåäàí ïîñàî ñâå »åìó îäãîâàðàjó£å îïåðàöèjå ñå ìîðàjó èç-

âðøàâàòè ðåäîì, à è èçâðøàâà»å íàðåäíå îïåðàöèjå çà îäãîâàðàjó£è ïîñàî íå

ìîæå ïî÷åòè ïðå çàâðøåòêà ïðåòõîäíå, îïòèìàëíà âðåìåíà çàâðøåòêà îïåðà-

öèjà êîjà îäð¢ójå CPLEX ìîãó ñå ðàçëèêîâàòè îä îäãîâàðàjó£èõ èäåàëíèõ âðå-

ìåíà çàâðøåòàêà, øòî äîâîäè äî ðàíèjèõ èëè êàñíèjèõ çàâðøåòàêà è ðåçóëòèðà

êàçíàìà. Íà îñíîâó òèõ êàçíè CPLEX ðà÷óíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à çà òàêî

îäàáðàíè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà è ïðîñëå¢ójå jå VNS ìåòîäè. Îíà,

ïîòîì ïðîâåðàâà äà ëè jå èñïó»åí óíàïðåä îäàáðàíè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à,

áèëî äà jå òî çàäàòî âðåìå èçâðøàâà»à ïðîãðàìà, áðîj èòåðàöèjà, ïîñòèãíóòà

îäðå¢åíà òà÷íîñò ðåøå»à èëè íåøòî äðóãî. Àêî jå èçàáðàíè êðèòåðèjóì çàóñòà-

â§à»à èñïó»åí, àëãîðèòàì ñòàjå è îäàáðàíè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà

íà îäãîâàðàjó£èì ìàøèíàìà ñå óçèìà çà àïðîêñèìàöèjó ðåøå»à ïîëàçíîã ïðî-

áëåìà. Óêîëèêî èçàáðàíè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à íèjå èñïó»åí, VNS ìåòîäà

êðîç ôàçó ðàçìðäàâà»à è ôàçó ëîêàëíå ïðåòðàãå áèðà íîâè ðåäîñëåä èçâð-

øàâà»à îïåðàöèjà, à îïèñàíè ïîñòóïàê ñå èòåðàòèâíî ïîíàâ§à äî èñïó»å»à

çàäàòîã êðèòåðèjóìà çàóñòàâ§à»à.
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Ñëèêà 3.1: Äèàãðàì ìàòõåóðèñòèêå ïðåäëîæåíå çà ðåøàâà»å JIT-JSSP

Ïîðåä äîáðî èìïëåìåíòèðàíå õèáðèäèçàöèjå åãçàêòíå è àïðîêñèìàòèâíå ìå-

òîäå, íà åôèêàñíîñò ìàòõåóðèñòèêå çíà÷àjíî óòè÷å åôèêàñíîñò îäàáðàíå ìåòà-

õåóðèñòèêå. Ñòîãà, ïîðåä ïàìåòíî èçàáðàíå ðåïðåçåíòàöèjå ðåøå»à, êðèòåðè-

jóìà çàóñòàâ§à»à è èíèöèjàëèçàöèjå ïî÷åòíîã ðåøå»à, êîä VNS ìåòîäå âåëèêè

óòèöàj íà åôèêàñíîñò èìà íà÷èí íà êîjè ñó äåôèíèñàíå îêîëèíå ðåøå»à êîjå

£å ñå ïðåòðàæèâàòè, êàî è ôàçà ðàçìðäàâà»à è ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå êîjå ñó

ójåäíî è ãëàâíè ãðàäèâíè åëåìåíòè îâå ìåòàõåóðèñòèêå.

3.2.1 Èíèöèjàëèçàöèjà ïî÷åòíîã ðåøå»à

Ïî÷åòíî ðåøå»å z0 ñå áèðà íà ñëó÷àjàí íà÷èí èç ñêóïà äîïóñòèâèõ ðåøå»à

X. Êîíêðåòíèjå, äîáèjà ñå êàî jåäíà, ïðîèçâî§íà ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì

åëåìåíàòà èç ñêóïà {1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m

, ... n, ..., n︸ ︷︷ ︸
m

}.

Ïðèìåð 3.2. Íà ïðèìåðó îïèñàíîì ó ïîãëàâ§ó 2.4 êîä êîãà jå n = 5 è m = 2 çà

ïî÷åòíî ðåøå»å ñå áèðà ïðîèçâî§íà ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì åëåìàíàòà

èç ñêóïà {1, 1︸︷︷︸
2

, 2, 2︸︷︷︸
2

, 3, 3︸︷︷︸
2

, 4, 4︸︷︷︸
2

, 5, 5︸︷︷︸
2

}, ïà jåäàí îä ìîãó£èõ èçáîðà çà ïî÷åòíî

ðåøå»å jå z0 = [5, 2, 5, 4, 1, 4, 3, 2, 3, 1], øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 3.2.

Ñëèêà 3.2: Èíèöèjàëèçàöèjà ïî÷åòíîã ðåøå»à çà èíñòàíöó n = 5, m = 2
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3.2.2 Äåôèíèöèjà îêîëèíà

Êàî øòî jå ðàíèjå ó îâîì ïîãëàâ§ó íàâåäåíî, íà åôèêàñíîñò VNS ìåòîäå

âåëèêè óòèöàj èìà è íà÷èí íà êîjè ñó äåôèíèñàíå îêîëèíå êîjå ñå ïðåòðàæójó.

Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè VNS ìåòîäå êîjà jå äåî ìàòõåóðèñòèêå îäàáðàíå çà ðå-

øàâà»å ïðîáëåìà ïðàâîâðåìåíî ðàñïîðå¢èâà»å n ïîñëîâà íà m ìàøèíà ó âè-

øåôàçíîj ïðîèçâîä»è, ïðåòðàæójó ñå òðè ðàçëè÷èòà òèïà îêîëèíà îçíà÷åíèõ

ñà Nk, N
ls
1 è N ls

2 , à êîjå ñó îäàáðàíå åêïåðèìåíòàëíèì ïóòåì. Åëåìåíòè îêîëèíå

äîïóñòèâîã ðåøå»à z íàçèâàjó ñå ñóñåäèìà îä z.

Äåôèíèöèjà 3.1. Îêîëèía Nk(z) ⊆ S, k ∈ {2, 3, ..., n ·m} äîïóñòèâîã ðåøå»à
z, äåôèíèøå ñå êàî ñêóï ðåøå»à êîja ñå äîáèjàjó òðàíñôîðìàöèjîì âåêòîðà z,

òàêî øòî ñå íà ñëó÷àjàí íà÷èí îäàáåðå k ïîçèöèjà èç ñêóïà {1, 2, ..., n ·m}.
Ïîòîì ñå îäàáðàíå ïîçèöèjå ñîðòèðàjó ó ðàñòó£åì ïîðåòêó. Âðåäíîñòè êîjå

ñå íàëàçå íà îäàáðàíèì ïîçèöèjàìà öèêëè÷íî ñå ïîìåðàjó çà jåäíî ìåñòî ó

ëåâî, òj. ïðâà âðåäíîñò, îíà êîjà ñå íàëàçè íà èçàáðàíîj ïîçèöèjè ñà íàjìà»èì

ðåäíèì áðîjåì, ñå ïîìåðà íà ïîñëåä»å ìåñòî, òj. íà èçàáðàíó ïîçèöèjó ñà

íàjâå£èì ðåäíèì áðîjåì, à îñòàëå âðåäíîñòè ñå ïîìåðàjó çà jåäíî ìåñòî ó ëåâî,

íà íàðåäíó èçàáðàíó ïîçèöèjó. Âðåäíîñòè íà ïîçèöèjàìà êîjå íèñó èçàáðàíå, ó

âåêòîðó ðåøå»à, îñòàjó íåïðîìå»åíå. Äîäàòíî, óêîëèêî jå k ≤ m ïîòðåáíî

jå ïðîâåðèòè äà ëè ñó ñâå âðåäíîñòè íà èçàáðàíèì ïîçèöèjàìà èñòå. Óêîëèêî

jåñó, îíäà ñå áèðà íîâèõ k ïîçèöèjà èç ñêóïà {1, 2, ..., n ·m}. Ïðîâåðà ñå ïîíîâî
ñïðîâîäè è ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à äîê ñå áàð íà jåäíîj îä èçàáðàíèõ ïîçèöèjà íå

ïîjàâè âðåäíîñò êîjà jå ðàçëè÷èòà.

Îâàêî äåôèíèñàíà îêîëèíà Nk(z) ïðåäñòàâ§à ñêóï ñâèõ äîïóñòèâèõ ðåøå»à

êîjà ñå îä z ìîãó ðàçëèêîâàòè çà íàjâèøå k ïîçèöèjà.

Ïðèìåð 3.3. Íåêà jå çà èíñòàíöó êîä êîjå jå n = 3 è m = 2 jåäíî äîïóñòèâî

ðåøå»å z = [1, 3, 3, 2, 1, 2], è íåêà jå k = 3. Íåêà ñó èç ñêóïà {1, 2, 3, 4, 5, 6}
íà ñëó÷àjàí íà÷èí îäàáðàíå âðåäíîñòè 4, 1 è 3 êîjå ïðåäñòàâ§àjó ïîçèöèjå íà

êîjèìà £å ñå äåøàâàòè ïðîìåíå óíóòàð âåêòîðà z. Íàêîí îäàáèðà ïîòðåáíî

jå ó ðàñòó£åì ïîðåòêó ñîðòèðàòè âåêòîð [4, 1, 3] ó êîjè ñó ñìåøòåíå îäà-

áðàíå ïîçèöèjå. Íàêîí ñîðòèðà»à äîáèjà ñå íîâè ðåäîñëåä è òî [1, 3, 4]. Åëå-

ìåíòè êîjè ñå íàëàçå íà ñîðòèðàíèì ïîçèöèjàìà ñó ðåäîì 1, 3 è 2 è ìå¢óñîáíî

ñó ðàçëè÷èòè. Âåêòîð [1, 3, 2] ñå ðîòèðà çà jåäíî ìåñòî ó ëåâî è äîáèjà ñå

[3, 2, 1]. Ïîòîì, ðîòèðàíè åëåìåíòè ñå âðà£àjó ðåäîì íà ïîçèöèjå 1, 3 è 4,
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äîê åëåìåíòè íà îñòàëèì ïîçèöèjàìà îñòàjó íåïðîìå»åíè. Äîáèjà ñå âåêòîð

z
′
= [3, 3, 2, 1, 1, 2]. Äîïóñòèâî ðåøå»å z

′
jå jåäàí ñóñåä îä z ó îêîëèíè N3(z).

Äåôèíèöèjà 3.2. Îêîëèíà N ls
1 (z) ⊆ S äîïóñòèâîã ðåøå»à z ñå ñàñòîjè îä

óêóïíî n ·m−1 åëåìåíàòà äîáèjåíèõ òàêî øòî ñå óíóòàð âåêòîðà z åëåìåíòè

êîjè ñå íàëàçå íà ïîçèöèjàìà îä 1 äî i+1, i = 1, ..., n ·m− 1 öèêëè÷íî ïîìåðàjó

çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî, òj. N ls
1 (z) = {z

′
i ∈ X | z′

i ñå äîáèjà òàêî øòî ñå óíóòàð

âåêòîðà z ïðâèõ i, i = 2, ..., n ·m åëåìåíàòà ðîòèðàíî çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî}.

Ïðèìåð 3.4. Íåêà jå z = [1, 3, 3, 2, 1, 2] äîïóñòèâî ðåøå»à ïðîáëåìà êàî

ó ïðèìåðó 3.3. N ls
1 (z) jå ñêóï îä 5 ÷ëàíîâà. Ïðâè ÷ëàí ñå äîáèjà çà i = 1,

öèêëè÷íèì ïîìåðà»åì åëåìåíàòà íà ïîçèöèjàìà 1 è 2 çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî,

òj. äîáèjà ñå z1 = [3, 1, 3, 2, 1, 2]. Äðóãè ÷ëàí ñå äîáèjà çà i = 2, öèêëè÷íèì

ïîìåðà»åì åëåìåíàòà îä 1. äî 3. ïîçèöèjå çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî, òj. äîáèjà

ñå z2 = [3, 1, 3, 2, 1, 2]. È îñòàëè ÷ëàíîâè îêîëèíå N ls
1 (z) ñå äîáèjàjó íà

èñòè íà÷èí, ïîâå£à»åì âðåäíîñòè ïàðàìåòðà i ≤ 5. ×ëàíîâè îêîëèíå N ls
1 (z)

íàçèâàjó ñå ñóñåäèìà îä z.

Äåôèíèöèjà 3.3. Îêîëèíà N ls
2 (z) ⊆ S äîïóñòèâîã ðåøå»à z ñàäðæè ñâà äîïó-

ñòèâà ðåøå»à êîjà ñå ìîãó äîáèòè îä z çàìåíîì ñâàêà äâà »åãîâà óçàñòîïíà

åëåìåíòà, òj. N ls
2 (z) = {z

′
i ∈ X | z′

i jå äîáèjåíî òàêî øòî ñå óíóòàð âåêòîðà

z çàìåíå ìåñòà åëåìåíòèìà íà ïîçèöèjàìà i è i+ 1, i = 1, ..., n ·m− 1}.

Ïðèìåð 3.5. Íåêà jå z = [1, 3, 3, 2, 1, 2] äîïóñòèâî ðåøå»à ïðîáëåìà êàî

ó ïðèìåðó 3.3. N ls
2 (z) jå ñêóï îä 5 ÷ëàíîâà. Ïðâè ÷ëàí ñå äîáèjà çà i = 1,

çàìåíîì ìåñòà åëåìåíòèìà íà óçàñòîïíèì ïîçèöèjàìà 1 è 2, òj. äîáèjà ñå

z1 = [3, 1, 3, 2, 1, 2]. Äðóãè ÷ëàí ñå äîáèjà çà i = 2, çàìåíîì ìåñòà åëåìåí-

òèìà íà ïîçèöèjàìà 2 è 3, òj. äîáèjà ñå z2 = [1, 3, 3, 2, 1, 2]. Âåêòîð z2 jå

jåäíàê âåêòîðó z, øòî jå ó äåôèíèöèjè îâå îêîëèíå, êàî è îêîëèíå N ls
1 (z) äîçâî-

§åíî, çà ðàçëèêó îä äåôèíèöèjå îêîëèíå Nk(z), ó êîjîj ñå ñòðîãî çàõòåâà äà ñå

ñóñåä ìîðà ðàçëèêîâàòè îä òåêó£åã ðåøå»à. È îñòàëè ÷ëàíîâè îêîëèíå N ls
2 (z)

ñå äîáèjàjó íà èñòè íà÷èí, ïîâå£à»åì âðåäíîñòè ïàðàìåòðà i ≤ 5. ×ëàíîâè

îêîëèíå N ls
2 (z) íàçèâàjó ñå ñóñåäèìà îä z.

3.2.3 Ôàçà ðàçìðäàâà»à

Ôàçà ðàçìðäàâà»à ïðåäñòàâ§à ïðâó îä äâå ê§ó÷íå êîìïîíåíòå VNS ìåòîäå.

�åíà óëîãà jåñòå äà ïîâå£à äèâåðçèôèêàöèjó ó öè§ó ñïðå÷àâà»à çàâðøåòêà
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àëãîðèòìà ó ëîêàëíîì ìèíèìóìó. Òî ñå ïîñòèæå òàêî øòî ñå óíóòàð ïðîñòîðà

ïðåòðàãå S êðåèðàjó îêîëèíå Nk(z) äîïóñòèâîã ðåøå»à z, äåôèíèñàíå ó ïîòïî-

ãëàâ§ó 3.2.2, à êîjå ñó ðàçëè÷èòèõ âåëè÷èíà ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìå-

òðà kmin ≤ k ≤ kmax, ãäå jå 2 ≤ kmin ≤ kmax ≤ n ·m. Íà òàj íà÷èí ñå îìîãó£àâà

ïîìåðà»å óíóòàð ïðîñòîðà ïðåòðàãå äî äîïóñòèâîã ðåøå»à êîjå çà âå£å îêîëèíå

ìîæå áèòè ðåëàòèâíî äàëåêî îä òðåíóòíîã îïòèìóìà.

Ñâàêà èòåðàöèjà VNS ìåòîäå ïî÷è»å ôàçîì ðàçìðäàâà»à, ó êîjîj ñå íà ñëó-

÷àjàí íà÷èí áèðà íîâî äîïóñòèâî ðåøå»å z
′ ∈ Nk(z), z

′ ̸= z. Óñëîâ äà jå

z
′ ̸= z îáåçáå¢åí jå äåôèíèöèjîì îêîëèíå Nk(z), à äîïóñòèâîñò ðåøå»à z

′
ñå íå

ìîðà äîêàçèâàòè, îáçèðîì íà òî äà jå z
′
jåäíà ïåðìóòàöèjà åëåìåíàòà èç ñêóïà

{1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
m

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m

, ..., n, ... n︸ ︷︷ ︸
m

}, òå ñå íà òàj íà÷èí äîáèjà íîâè ðåäîñëåä èçâðøà-

âà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå. Îâàêâà èìïëåìåíòàöèjå ôàçå ðàçìðäàâà»à

ñ jåäíå ñòðàíå ÷óâà ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà, à ñà äðóãå ñòðàíå äîïó-

øòà äà ñå óíóòàð ïðîñòîðà ïðåòðàãå óäà§è äîâî§íî äàëåêî îä îïòèìóìà è äà

ñå èñïèòàjó è äðóãà äîïóñòèâà ðåøå»à. Ñòîãà ñå öèêëè÷íèì îáðòà»åì ðåäî-

ñëåäà åëåìåíàòà íà èçàáðàíèì ïîçèöèjàìà ïîñòèæå jà÷à äèâåðçèôèêàöèjà, äîê

ñå »èõîâèì ñïàjà»åì ñà íåïðîìå»åíèì åëåìåíòèìà äîáèjà íèæè ñòåïåí äèâåð-

çèôèêàöèjå. Ïñåóäîêîä ôàçå ðàçìðäàâà»à ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 6.

Àëãîðèòàì 6 : Shaking(z,k)

Óëàçíè ïîäàöè: z, k
z

′
:= z

if k ≤ m then

do

pozicije ← íà ñëó÷àjàí íà÷èí èçàáðàòè k ïðèðîäíèõ áðîjåâà îä 1 äî n ·m
while ñâè åëåìåíòè íà èçàáðàíèì ïîçèöèjàìà ó âåêòîðó z èìàjó èñòó âðåäíîñò

else

pozicije ← íà ñëó÷àjàí íà÷èí èçàáðàòè k ïðèðîäíèõ áðîjåâà îä 1 äî n ·m
end if

âåêòîð pozicije ñîðòèðàòè ó ðàñòó£åì ïîðåòêó
for i := 1 to k do

elementi[i] := z[pozicije[i]]
end for

ðîòèðàòè âåêòîð elementi çà jåäíî ìåñòî ó ëåâî
for i := 1 to k do

z
′
[pozicije[i]] := elementi[i]

end for

return z
′

Ïðèìåð 3.6. Íåêà jå z = [1, 4, 5, 3, 2, 2, 4, 5, 3, 1], è íåêà jå k = 3. Íåêà ñó

èç ñêóïà {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} íà ñëó÷àjàí íà÷èí îäàáðàíå âðåäíîñòè
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9, 3 è 5 êîjå ïðåäñòàâ§àjó ïîçèöèjå íà êîjèìà £å ñå äåøàâàòè ïðîìåíå óíóòàð

âåêòîðà z. Íàêîí îäàáèðà ïîòðåáíî jå ó ðàñòó£åì ïîðåòêó ñîðòèðàòè âåêòîð

[9, 3, 5] ó êîjè ñó ñìåøòåíå îäàáðàíå ïîçèöèjå. Íàêîí ñîðòèðà»à äîáèjà ñå íîâè

ðåäîñëåä è òî [3, 5, 9]. Åëåìåíòè êîjè ñå íàëàçå íà ñîðòèðàíèì ïîçèöèjàìà ñó

ðåäîì 5, 2 è 3 è ìå¢óñîáíî ñó ðàçëè÷èòè. Âåêòîð [5, 2, 3] ñå ðîòèðà çà jåäíî

ìåñòî ó ëåâî è äîáèjà ñå [2, 3, 5]. Ïîòîì ðîòèðàíè åëåìåíòè ñå âðà£àjó ðåäîì

íà ïîçèöèjå 3, 5 è 9, äîê åëåìåíòè íà îñòàëèì ïîçèöèjàìà îñòàjó íåïðîìå-

»åíè. Ðåçóëòàò ôàçå ðàçìðäàâà»à jå âåêòîð z
′
= [1, 4, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 5, 1].

Îïèñàíà ôàçà ðàçìðäàâà»à èëóñòðîâàíà jå íà ñëèöè 3.3.

Ñëèêà 3.3: Ôàçà ðàçìðäàâà»à çà èíñòàíöó n = 5, m = 2

3.2.4 Ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå

Áóäó£è äà jå îñíîâíà óëîãà ôàçå ðàçìðäàâà»à äà îìîãó£è ïðåòðàæèâà»å ðà-

çëè÷èòèõ äåëîâà ïðîñòîðà ïðåòðàãå è ñïðå÷è çàãëàâ§èâà»å àëãîðèòìà ó ëîêàë-

íîì ìèíèìóìó, íå ïîñòîjè ãàðàíöèjà äà jå äîïóñòèâî ðåøå»å z
′
êîjå jå ðåçóëòàò

»åíîã èçâðøàâà»à ëîêàëíè îïòèìóì ó îäãîâàðàjó£îj îêîëèíè, øòàâèøå, ÷åñòî

ñå äåøàâà äà íèjå. Ñòîãà ñå VNS ìåòîäà ñàñòîjè è èç äðóãå ôàçå êîjà ñëåäè íà-

êîí ôàçå ðàçìðäàâà»à è íàçèâà ñå ôàça ëîêàëíå ïðåòðàãå. Îâà ôàçà ìîæå áèòè

èìïëåìåíòèðàíà íà âèøå íà÷èíà. Çàäàòàê jîj jå äà äåòà§íî ïðåòðàæè óíàïðåä

äåôèíèñàíå îêîëèíå äîïóñòèâîã ðåøå»à z
′
ñà öè§åì äà ïðîíà¢å øòî jå ìîãó£å

êâàëèòåòíèjå ðåøå»å. Îêîëèíå êîjå ñå ñàäà ïðåòðàæójó ìîãó ñå ðàçëèêîâàòè

îä îêîëèíà êîðèø£åíèõ ó ôàçè ðàçìðäàâà»à.

Íà åôèêàñíîñò VNS ìåòîäå âåëèêè óòèöàj èìà íà÷èí íà êîjè jå èìïëåìåíòè-

ðàíà ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå. Ïîðåä äîáðî èçàáðàíèõ îêîëèíà êîjå £å ñå ïðåòðà-
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æèâàòè, íåîïõîäíî jå îäàáðàòè è ñòðàòåãèjó êîjà £å äåôèíèñàòè òîê àëãîðèòìà

ëîêàëíå ïðåòðàãå. Ïîñòîjè âèøå íà÷èíà çà òî, à íåêè îä îñíîâíèõ ñó:

� íàjáî§å ïîáî§øà»å (engl. BEST IMPROVEMENT - BI) - áèðà ñå íàj-

áî§è ñóñåä èç îêîëèíå êîjà ñå ïðåòðàæójå. Èçðà÷óíà ñå âðåäíîñò ôóíêöèjå

öè§à ñâàêîã ñóñåäà è èçàáåðå ñå îíàj ñà íàjáî§îì âðåäíîø£ó èñòå;

� ïðâî ïîáî§øà»å (engl. FIRST IMPROVEMENT - FI) - áèðà ñå ïðâè

ñóñåä ñà áî§îì âðåäíîø£ó ôóíêöèjå öè§à. Ïîòîì ñå ïðåòðàæójå »åãîâà

îêîëèíà è ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à ñâå äîê èìà ïîáî§øà»à;

� ïðîèçâî§íà ñåëåêöèjà (engl. RANDOM SELECTION) - áèðà ñå ïðîè-

çâî§àí ñóñåä ñà áî§îì âðåäíîø£ó ôóíêöèjå öè§à.

Çà ðåøàâà»å JIT-JSSP ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå jå èìïëåìåíòèðàíà êàî ìî-

äèôèêàöèjà VND ìåòîäå ó êîjîj ñå ïðåòðàæójó äâà òèïà îêîëèíà N ls
1 è N ls

2

äåôèíèñàíèõ ó ïîòïîãëàâ§ó 3.2.2. Ïðèìåòèìî äà ñå ó îâîì ñëó÷àjó, îêîëèíå ó

ôàçè ëîêàëíå ïðåòðàãå ðàçëèêójó îä îêîëèíà êîðèø£åíèõ ó ôàçè ðàçìðäàâà»à.

Ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå çàïî÷è»å ïðåòðàæèâà»åì îêîëèíå N ls
1 (z

′
) ó êîjîj ñå

çà èçáîð íîâîã ñóñåäà êîðèñòè ïðèíöèï íàjáî§åã ïîáî§øà»à. Âåêòîð z
′
ïðåä-

ñòàâ§à äîïóñòèâî ðåøå»å äîáèjåíî êàî ðåçóëòàò ôàçå ðàçìðäàâà»à. Íàêîí

çàâðøåòêà îâå ïðåòðàãå, äîáèjà ñå ðåøå»å z
′′
÷èjè ñå êâàòèòåò ïîòîì ïðîâå-

ðàâà. Òà÷íèjå, ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó»åí óñëîâ f(z
′′
) < f(z

′
). Àêî jåñòå

èñïó»åí, îíäà z
′
:= z

′′
è íàñòàâ§à ñå ñà ïðåòðàãîì îêîëèíå N ls

1 (z
′
), à ïîñòóïàê

ñå ïîíàâ§à ñâå äîê èìà ïîáî§øà»à ðåøå»à. Îâàj ïîñòóïàê jå êîíà÷àí, çàòî

øòî ñå ïðåòðàãîì îêîëèíå òåêó£åã ðåøå»à óâåê áèðà ñóñåä ñà íàjìà»îì âðåä-

íîø£ó ôóíêöèjå öè§à èç òå îêîëèíå, òå £å ñå íà òàj íà÷èí äî£è äî ðåøå»à ÷èjè

ñó ñâè ñóñåäè âå£ èñòðàæåíè, à êîjå èìà íàjìà»ó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à, ïà

ïîñòóïàê òó ïðåñòàjå ñà ïîíàâ§à»åì. Óêîëèêî óñëîâ f(z
′′
) < f(z

′
) íèjå èñïó-

»åí, àëãîðèòàì ñå íàñòàâ§à ïðåòðàãîì îêîëèíå N ls
2 (z

′
) ó êîjîj ñå çà èçáîð íîâîã

ñóñåäà êîðèñòè ïðèíöèï ïðâîã ïîáî§øà»à. Àêî ñå ó N ls
2 (z

′
) íàè¢å íà ðåøå»å

z
′′
áî§å îä z

′
, âðøè ñå àæóðèðà»å z

′
:= z

′′
è ïîíîâî ñå ïðåòðàæójå îêîëèíà

N ls
2 (z

′
) íîâîäîáèjåíîã òåêó£åã ðåøå»à. Ïðåòðàãà ñå çàâðøàâà êàäà ñå ðåøå»å

âèøå íå ìîæå ïîïðàâèòè. Áåç îáçèðà äà ëè ñå ïðåòðàãîì îêîëèíå N ls
1 äîøëî äî

ïîáî§øà»à ðåøå»à èëè íèjå, ïðåòðàãà îêîëèíå N ls
2 ñå ñâàêàêî èçâðøàâà, è îíà

êàî ðåçóëòàò äàjå ðåøå»å z
′
. Êàêî jå òî ójåäíî è ïîñëåä»è êîðàê ó èçâðøàâà»ó
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ôàçå ëîêàëíå ïðåòðàãå, äîáèjåíî ðåøå»å z
′
ïðåäñòàâ§à êîíà÷àí ðåçóëòàò îâå

ôàçå. Ïñåóäîêîä ôàçå ëîêàëíå ïðåòðàãå ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 7.

Àëãîðèòàì 7 : LokalSearch(z
′
)

Óëàçíè ïîäàöè: z
′

do

improvement := false ▷ íåìà ïîáî§øà»à
z

′′
:= z

′
% ïðåòðàæèâà»å îêîëèíå N ls

1

i := 1
while i ≤ n ·m− 1 do

z
′′′

:= z
′

ðîòèðàòè çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî åëåìåíòå âåêòîðà z
′′′
îä ïîçèöèjå 1 äî ïîçèöèjå i+1

if f(z
′′′
) < f(z

′′
) then

improvement := true ▷ äîøëî jå äî ïîáî§øà»à
z

′′
:= z

′′′

end if

i := i+ 1 ▷ best improvement
end while

z
′
:= z

′′

while improvement = true
i := 1 % ïðåòðàæèâà»å îêîëèíå N ls

2

while i ≤ n ·m− 1 do

z
′′
:= z

′

çàìåíèòè ìåñòà åëåìåíòèìà âåêòîðà z
′′
íà ïîçèöèjàìà i è i+ 1

if f(z
′′
) < f(z

′
) then

z
′
:= z

′′

i := 1 ▷ �rst improvement
else

i := i+ 1
end if

end while

return z
′

Ïðèìåð 3.7. Íåêà jå âåêòîð z
′
= [1, 4, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 5, 1] äîáèjåí êàî

ðåçóëòàò ôàçå ðàçìðäàâà»à. Êàî òàêàâ óçèìà ñå çà ïî÷åòíî ðåøå»å ó ôàçè

ëîêàëíå ïðåòðàãå è ïðîãëàøàâà ñå çà íàjáî§å íà¢åíî ðåøå»å, òj. z
′′
:= z

′
.

Íà ïî÷åòêó àëãîðèòìà âðøè ñå ïðåòðàãà îêîëèíå N ls
1 (z

′
). Îíà çàïî÷è»å ïð-

âîì èòåðàöèjîì (i = 1) ó êîjîj ñå åëåìåíòè âåêòîðà z
′
öèêëè÷íî ïîìåðàjó

çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî, è òî íà ïîçèöèjàìà 1 è 2, òj. äîáèjà ñå âåêòîð

z
′′′
= [4, 1, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 5, 1]. Ïîòîì ñå ðà÷óíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à

òàêî äîáèjåíîã ðåøå»à, è ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå äîøëî äî ïîáî§øà»à, òj. ïðîâå-

ðàâà ñå äà ëè jå f(z
′′′
) < f(z

′′
). Àêî jåñòå, âðøè ñå àæóðèðà»å íàjáî§åã ðåøå»à,

òj. z
′′
:= z

′′′
, èíà÷å ñå ðåøå»å çàíåìàðójå. Ó äðóãîj èòåðàöèjè (i = 2) ðîòèðàjó

ñå åëåìåíòè âåêòîðà z
′
îä 1. äî 3. ïîçèöèjå çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî è äîáèjà ñå

z
′′′
= [2, 1, 4, 3, 3, 2, 4, 5, 5, 1]. Çàòèì ñå ðà÷óíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à
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äîáèjåíîã ðåøå»à, ïðîâåðàâà ñå äà ëè èìà ïîáî§øà»à è âðøè ñå àæóðèðà»å z
′′

àêî jå òî ïîòðåáíî. Ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à ñâå äîê ñå íå äî¢å äî ïîñëåä»å èòå-

ðàöèjå (i = 9), êàäà ñå ðîòèðà öåî âåêòîð z
′
çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî è äîáèjà ñå

z
′′′
= [1, 1, 4, 2, 3, 3, 2, 4, 5, 5]. Ðà÷óíà ñå âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à äîáèjåíîã

ðåøå»à, ïðîâåðàâà »åãîâ êâàëèòåò è âðøå ñå ïîòðåáíà àæóðèðà»à. Íàêîí

ïðîâåðå ñâèõ åëåìåíàòà èç îêîëèíå N ls
1 (z

′
), óêîëèêî jå äîøëî äî ïîáî§øà»à,

òj. àêî âàæè äà jå f(z
′′
) < f(z

′
), îíäà z

′
:= z

′′
, à îïèñàíè ïîñòóïàê ñå ïîíà-

â§à ó îêîëèíè N ls
1 (z

′
) íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Ñ äðóãå ñòðàíå, óêîëèêî íèjåäíî

ðåøå»å èç îêîëèíå N ls
1 (z

′
) íèjå áî§å îä òåêó£åã, òj. àêî jå f(z

′′
) ≥ f(z

′
), ïðå-

òðàãà ñå çàâðøàâà. Íåêà jå ðåçóëòèðàjó£è âåêòîð îâå ôàçå ëîêàëíå ïðåòðàãå

z
′
= [3, 1, 4, 2, 3, 2, 4, 5, 5, 1].

Äà§å, àëãîðèòàì ñå íàñòàâ§à ïðåòðàæèâà»åì îêîëèíå N ls
2 (z

′
). Ó ïðâîj

èòåðàöèjè îâå ïðåòðàãå (i = 1) âðøè ñå çàìåíà ìåñòà åëåìåíòèìà íà óçàñòîï-

íèì ïîçèöèjàìà 1 è 2 è äîáèjà ñå z
′′
= [1, 3, 4, 2, 3, 2, 4, 5, 5, 1, ]. Ðà÷óíà

ñå âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à f(z
′′
) è ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå f(z

′′
) < f(z

′
). Ïðåò-

ïîñòàâèìî äà íèjå. Ïðåëàçè ñå íà äðóãó èòåðàöèjó (i = 2) è ìå»àjó ñå ìåñòà

åëåìåíòèìà íà ïîçèöèjàìà 2 è 3. Äîáèjà ñå z
′′
= [3, 4, 1, 2, 3, 2, 4, 5, 5, 1].

Íåêà ñàäà âàæè äà jå f(z
′′
) < f(z

′
). Ó òîì ñëó÷àjó z

′
:= z

′′
è ïîñòóïàê ñå

íàñòàâ§à ïðåòðàãîì îêîëèíå N ls
2 (z

′
) íîâîäîáèjåíîã ðåøå»à. Àëãîðèòàì çàâð-

øàâà ñà ðàäîì óêîëèêî ñå ïðåòðàãîì öåëå îêîëèíå N ls
2 (z

′
) íå äî¢å äî ïîáî§øà»à.

Êàî ðåçóëòàò äîáèjà ñå ðåøå»å z
′
. Ïîñòóïàê ïðåòðàæèâà»à îêîëèíå N ls

1 (z
′
)

ïðèêàçàí jå íà ñëèöè 3.4, à îêîëèíå N ls
2 (z

′
) íà ñëèöè 3.5.

Ñëèêà 3.4: Ïðåòðàãà îêîëèíå N ls
1 íà ïðèìåðó èíñòàíöå n = 5, m = 2
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Ñëèêà 3.5: Ïðåòðàãà îêîëèíå N ls
2 íà ïðèìåðó èíñòàíöå n = 5, m = 2

3.3 Ðåøàâà»å ïîòïðîáëåìà CPLEX ðåøàâà÷åì

Çà ñâàêè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà êîjè jå äîáèjåí ó êîðàöèìà VNS

ìåòîäå ïîòðåáíî jå îäàáðàòè íà÷èí íà êîjè £å ñå îäðåäèòè âðåìå çàâðøåòêà çà

ñâàêó îïåðàöèjó ïîjåäèíà÷íî, êàî è âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à. Êàêî JIT-JSSP

ñïàäà ó ïðîáëåìå ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à, òàj ïîñàî ïðåïóøòåí jå CPLEX

22.1.0 ðåøàâà÷ó [40]. Èìïëåìåíòàöèjà jå óðà¢åíà íà îñíîâó ìàòåìàòè÷êîã ìî-

äåëà ILP2, ñ íàïîìåíîì äà jå ó îâîì ðàäó ðàçìàòðàí ñëó÷àj êàäà ñå ñâàêè ïîñàî

i ∈ N ñàñòîjè òà÷íî îä m îïåðàöèjà.

IBM ILOG CPLEX Optimizer jå ìàòåìàòè÷êè ñîôòâåð êðåèðàí îä ñòðàíå

IBM êîìïàíèjå êîjè jå âðëî åôèêàñàí çà ðåøàâà»å ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà ëèíå-

àðíîã ïðîãðàìèðà»à. Ðàçâèjåí jå ïðå âèøå îä òðèäåñåò ãîäèíà, àëè è äàíàñ ãà

ìíîãå êîìïàíèjå êîðèñòå çà ðåøàâà»å ðàçëè÷èòèõ îïòèìèçàöèîíèõ ïðîáëåìà

êàêî áè ñìà»èëå îïåðàòèâíå òðîøêîâå è ïîáî§øàëå íà÷èí ïîñëîâà»à.

Çà ðàä ñîôòâåðà íåîïõîäíî jå óíåòè ïî÷åòíå ïîäàòêå, çàäàòà îãðàíè÷å»à,

êàî è ôîðìóëó çà ðà÷óíà»å âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à. Ïîòðåáíî jå îçíà÷èòè î

êîjîj âðñòè ïðîáëåìà èç êëàñå ïðîáëåìà ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñå ðàäè, êàî

è çàäàòè âðåìå ðàäà ñàìîã ñîôòâåðà. Çà ïðîáëåìå ìàëèõ äèìåíçèjà jå âåîìà

åôèêàñàí è ðåëàòèâíî áðçî äàjå îïòèìàëíà ðåøå»à. Ìå¢óòèì, êîä ÍÏ-òåøêèõ

ïðîáëåìà, à íàðî÷èòî îíèõ âå£èõ äèìåíçèjà, øòî çáîã âðåìåíñêèõ, øòî çáîã ìå-

ìîðèjñêèõ îãðàíè÷å»à, CPLEX ÷åñòî íèjå ó ìîãó£íîñòè äà äîñòèãíå îïòèìàëíî

ðåøå»å. Çàòî ñó ó îâîì ðàäó èñêîðèø£åíå »åãîâå ïåðôîðìàíñå çà ðåøàâà»å
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ïîòïðîáëåìà, êîä êîjèõ jå çà çàäàòè ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå

ïîñëîâå, äîáèjåí VNS ìåòîäîì, ïîòðåáíî îäðåäèòè âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó

îïåðàöèjó ïîjåäèíà÷íî (øòî ñïàäà ó ïðîáëåìå ïîëèíîìñêå ñëîæåíîñòè [71]), êàî

è âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à.

Êàî ðåçóëòàò CPLEX äàjå âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à f(z) çà çàäàòè ðåäîñëåä

îïåðàöèjà, îäíîñíî çà äîïóñòèâî ðåøå»å z, êàî è âðåìåíà çàâðøåòàêà çà ñâàêó

îïåðàöèjó ïîjåäèíà÷íî ñìåøòåíèõ ó âåêòîðó c äóæèíå n ·m, ãäå ñå íà ïðâèõ m

ïîçèöèjà, ðåäîì, íàëàçå âðåìåíà çàâðøåòàêà îäãîâàðàjó£èõ îïåðàöèjà çà ïðâè

ïîñàî, íà äðóãèõ m ïîçèöèjà çà äðóãè ïîñàî è òàêî ðåäîì.

Ïðèìåð 3.8. Êîä ïðèìåðà îïèñàíîã ó ïîãëàâ§ó 2.4, CPLEX jå çà çàäàòè ðå-

äîñëåä îïåðàöèjà z = [1, 4, 5, 3, 2, 2, 4, 5, 3, 1] äàî ñëåäå£å ïîäàòêå:

Âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à: f(z) = 59.63;

Âðåìåíà çàâðøåòêà îïåðàöèjà: c = [26, 93, 54, 68, 50, 106, 28, 88, 35, 80].

Òî çíà÷è äà jå óêóïíà êàçíà çà ðàíèjè èëè êàñíèjè çàâðøåòàê çà ñâå îïåðà-

öèjå jåäíàêà 59.63. Jîø, çíàìî äà ñå ïðâà îïåðàöèjà çà ïðâè ïîñàî çàâðøàâà ó

26. jåäèíèöè âðåìåíà, äðóãà îïåðàöèjà çà ïðâè ïîñàî ó 93, ïðâà îïåðàöèjà çà

äðóãè ïîñàî ó 54. è òàêî ðåäîì. Ðåäîñëåä èçâðøàâà»à îïåðàöèjà íà ìàøèíàìà

ïðèêàçàí jå íà ñëèöè 2.1.

3.4 Ñòðóêòóðà àëãîðèòìà

Êàêî jå âå£ íàâåäåíî ó òåêñòó èçíàä, êîñòóð àëãîðèòìà èìïëåìåíòèðàíå

ìàòõåóðèñòèêå ÷èíè àëãîðèòàì VNS ìåòîäå. Íàêîí îäàáèðà ðåïðåçåíòàöèjå

ðåøå»à è ó÷èòàâà»à óëàçíèõ ïîäàòàêà íà îñíîâó êîjèõ ñå âðøå ñâà ïîòðåáíà

ðà÷óíà»à, ãåíåðèøå ñå ïî÷åòíî ðåøå»å z0 è óçèìà ñå çà àïðîêñèìàöèjó òðåíóòíî

íàjáî§åã ðåøå»à, òj. z∗ := z0, à »åìó îäãîâàðàjó£à âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à

(äîáèjåíà CPLEX-îì) çà íàjáî§ó, òj. f ∗ := f(z0).

Ñâàêà èòåðàöèjà àëãîðèòìà ìàòõåóðèñòèêå çàïî÷è»å ôàçîì ðàçìðäàâà»à,

êîjà êàî ðåçóëòàò äàjå äîïóñòèâî ðåøå»å z
′
èç îêîëèíå òåêó£åã íàjáî§åã Nk(z

∗).

Îíî ñå ïîòîì ïðîñëå¢ójå êàî ïî÷åòíî ðåøå»å ó ôàçè ëîêàëíå ïðåòðàãå, ãäå ñå

ïðåòðàæèâà»åì »åãîâèõ îêîëèíà íà âå£ îïèñàíè íà÷èí äîáèjà íîâî äîïóñòèâî

ðåøå»å z
′′
. Ïîòîì ñå óïîðå¢ójó âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à íîâîäîáèjåíîã è íàj-

áî§åã ðåøå»à (äîáèjåíe CPLEX-îì), òj. ïðîâåðàâà ñå äà ëè jå èñïó»åí óñëîâ

f(z
′′
) < f ∗.
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- Óêîëèêî jå óñëîâ èñïó»åí, îíäà ñå âðøè àæóðèðà»å íàjáî§åã ðåøå»à

z∗ := z
′′
, íàjáî§å âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à f ∗ := f(z

′′
) è ïàðàìåòðà k íà

íàjìà»ó âðåäíîñò k := kmin. Ïîòîì àëãîðèòàì ïðåëàçè ó ñâîjó íàðåäíó

èòåðàöèjó èñòðàæójó£è ïðâó îêîëèíóNkmin
(z∗) íîâîäîáèjåíîã íàjáî§åã ðå-

øå»à.

- Óêîëèêî äàòà íåjåäíàêîñò íèjå èñïó»åíà, îíäà ñå k ïîâå£àâà çà 1 è ïðåëàçè

ñå ó ñëåäå£ó èòåðàöèjó àëãîðèòìà ôàçîì ðàçìðäàâà»à ó íàðåäíîj îêîëèíè

òåêó£åã íàjáî§åã ðåøå»à Nk+1(z
∗).

Êàäà k äîñòèãíå ìàêñèìàëíó âðåäíîñò kmax àæóðèðà ñå íà ìèíèìàëíó, òj.

k := kmin è àëãîðèòàì ñå íàñòàâ§à ó íàðåäíîj èòåðàöèjè ôàçîì ðàçìðäàâà»à ó

îêîëèíè Nkmin
(z∗).

Ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à äî èñïó»å»à çàäàòîã êðèòåðèjóìà çàóñòàâ§à»à, ó îâîì

ñëó÷àjó äî äîñòèçà»à óíàïðåä çàäàòîã áðîjà èòåðàöèjà.

Íà÷èíè ðåïðåçåíòàöèjå ðåøå»à è ðà÷óíà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à èçëî-

æåíè ñó ó ïîãëàâ§èìà 3.1 è 3.3, à èíèöèjàëèçàöèjà ïî÷åòíîã ðåøå»à, ôàçà ðàç-

ìðäàâà»à è ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå îïèñàíè ñó ó ïîòïîãëàâ§èìà 3.2.1, 3.2.3 è

3.2.4 ðåäîì. Ïñåóäîêîä èìïëåìåíòèðàíå ìàòõåóðèñòèêå çà ðåøàâà»å JIT-JSSP

ïðèêàçàí jå Àëãîðèòìîì 8.

Àëãîðèòàì 8 : Ìàòõåóðèñòèêà çà ðåøàâà»å JIT-JSSP

Ó÷èòàâà»å èíñòàíöå
Ãåíåðèñà»å ïî÷åòíîã ðåøå»à z0
Àæóðèðà»å: z∗ := z0, f

∗ := f(z0) ▷ âðåäíîñò f(z0) ñå äîáèjà CPLEX ðåøàâà÷åì
Àæóðèðà»å: k := kmin, brojIteracija := 1
while brojIteracija ≤ maxIter do

z
′
:= Shaking(z∗, k) ▷ ôàçà ðàçìðäàâà»à

z
′′
:= LocalSearch(z

′
) ▷ ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå

if f(z
′′
) < f∗

then ▷ âðåäíîñò f(z
′′
) ñå äîáèjà CPLEX ðåøàâà÷åì

z∗ := z
′′

f∗ := f(z
′′
)

k := kmin

else if k = kmax then

k := kmin

else

k := k + 1
end if

brojIteracija := brojIteracija+ 1
end while

Èñïèñèâà»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà
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Ãëàâà 4

Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè

Ó îâîì îäå§êó áè£å îïèñàíè òåñò ïðèìåðè êîjè ñó êîðèø£åíè çà òåñòèðà»å

ìàòõåóðèñòèêå, ïðåçåíòîâàíè äîáèjåíè ðåçóëòàòè êàî è »èõîâî ïîðå¢å»å ñà ðå-

çóëòàòèìà äîñòóïíèì ó ëèòåðàòóðè.

4.1 Òåñò ïðèìåðè - îïèñ

Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà òåñòèðàíà jå íà óêóïíî 72 èíñòàíöå êîjå ñó

äîñòóïíå ó ëèòåðàòóðè [68]. Êðåèðàíå ñó òàêî øòî jå çà ñâàêî n ∈ {10, 15, 20},
êîjå ïðåäñòàâ§à áðîj ïîñëîâà è ñâàêî m ∈ {2, 5, 10}, êîjå ïðåäñòàâ§à áðîj

ìàøèíà ãåíåðèñàíî ïî 8 òåñò ïðèìåðà íà íà÷èí êîjè £å áèòè îïèñàí ó äà§åì

òåêñòó. Èíñòàíöå ñó ôîðìèðàíå è ïðâè ïóò ïðåçåíòîâàíå ó ëèòåðàòóðè ó [68] èç

2008. ãîäèíå. Íàçèâ èíñòàíöå jå îáëèêà ½dd-w_id_n×m�, ïðè ÷åìó ñàìî èìå

îïèñójå íåêå »åíå êàðàêòåðèñòèêå è òî:

� ½dd�- ñàäðæè èíôîðìàöèjå î âðåìåíó çàâðøåòêà óçàñòîïíèõ îïåðàöèjà çà

èñòè ïîñàî, è òî íà ñëåäå£è íà÷èí :

� ½dd = tight(÷âðñòî)�- âðåìå çàâðøåòêà òðåíóòíå îïåðàöèjå ïîêëàïà ñå

ñà ïî÷åòêîì íàðåäíå;

� ½dd = loose(ëàáàâî)�- âðåìå ïî÷åòêà íàðåäíå îïåðàöèjå jåäíàêî jå âðå-

ìåíó çàâðøåòêà òðåíóòíå ïëóñ ïðîèçâî§íà âðåäíîñò èç îïñåãà [0, 10];

� ½w� - ñàäðæè èíôîðìàöèjå î îäíîñó êàçíåíèõ êîåôèöèjåíàòà çà ïðåâðå-

ìåíè çàâðøåòàê (α) è êàø»å»å (β) çà ñâàêó îïåðàöèjó, íà ñëåäå£è íà÷èí:
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� ½w = equal(jåäíàêî)�- êàäà ñó α è β ïðîèçâî§íî èçàáðàíè èç èíòåðâàëà

[0.1, 1];

� ½w = tard(êàñíî)�- êàäà jå α èçàáðàíî èç èíòåðâàëà [0.1, 0.3], à β èç

èíòåðâàëà [0.1, 1], ãäå ñå ôàâîðèçójå ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê ó îäíîñó

íà êàø»å»å, øòî îäãîâàðà âå£åì áðîjó ñèòóàöèjà èç ñâàêîäíåâíîã

æèâîòà;

� ½id ∈ {1, 2}�- çà ñâàêó êîìáèíàöèjó ïàðàìåòàðà ãåíåðèñàíà ñó ïî äâà òåñò

ïðèìåðà.

Òåñò ïðèìåðè ñó çàäàòè ó ôîðìàòó êîjè jå ïðèêàçàí íà ñëèöè 4.1.

Ñëèêà 4.1: Ôîðìàò òåñò ïðèìåðà

Ó ïðâîì ðåäó èíñòàíöå íàëàçå ñå äâå âðåäíîñòè. Ïðâà îä »èõ ñå îäíîñè

íà áðîj ïîñëîâà (n), à äðóãà íà áðîj ìàøèíà (m). Ïîòîì, ñâàêè îä íàðåäíèõ n

ðåäîâà îäíîñè ñå íà ïî jåäàí ïîñàî ãäå ñó ïîäàöè çà »åãà ãðóïèñàíè óm áëîêîâà

îä ïî ïåò âðåäíîñòè. Ñâàêè áëîê îïèñójå ïî jåäíó îïåðàöèjó îäãîâàðàjó£åã

ïîñëà, ïî÷åâøè îä ïðâå, ðåäîì ñâå äî m-òå. Çà ñâàêó îïåðàöèjó äàòè ñó ñëåäå£è

ïîäàöè: íà ïðâîì ìåñòó ñå íàëàçè ðåäíè áðîj ìàøèíå (ïî÷åâøè îä íóëà) íà

êîjîj ñå îïåðàöèjà èçâðøàâà, íà äðóãîì ìåñòó jå äàòî âðåìå òðàjà»à îïåðàöèjå,

íà òðå£åì ïðåçåíòîâàíî jå èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå, íà ÷åòâðòîì

çàäàò jå êàçíåíè êîåôèöèjåíò çà ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê, à íà ïåòîì êàçíåíè

êîåôèöèjåíò çà êàø»å»å îïåðàöèjå.

Ïðèìåð 4.1. Ïîñìàòðàjó£è èíñòàíöó ïðåçåíòîâàíó íà ñëèöè 4.1 èç ïîäàòàêà

äàòèõ ó ïðâîì ðåäó ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ñå ðàäè î òåñò ïðèìåðó ñà n = 5

ïîñëîâà è m = 2 ìàøèíå. Ñòîãà, îñòàëå èíôîðìàöèjå £å áèòè ãðóïèñàíå ó

ïåò ðåäîâà ñà ïî äâà áëîêà îä ïî ïåò âðåäíîñòè. Ïîäàöè çà ïðâè ïîñàî íàëàçå

ñå ó äðóãîì ðåäó èíñòàíöå. Íà ïðâîì ìåñòó íàëàçè ñå èíôîðìàöèjà äà ñå îïå-

ðàöèjà o11 èçâðøàâà íà íóëîòîj ìàøèíè, äà òðàjå 20 jåäèíèöà âðåìåíà, äà jîj jå
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èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà 44. jåäèíèöà âðåìåíà, äà jå êàçíåíè êîåôèöèjåíò çà

ïðåâðåìåíè çàâðøåòàê jåäíàê 0.96, à çà êàø»å»å 0.46 ïî jåäèíèöè îäñòóïà»à

âðåìåíà çàâðøåòêà îä èäåàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà îïåðàöèjå. Oïåðàöèjà o21

ñå èçâðøàâà íà ïðâîj ìàøèíè, òðàjå 13 jåäèíèöà âðåìåíà, èäåàëíî âðåìå çà-

âðøåòêà jîj jå ó 75. jåäèíèöè âðåìåíà, êàçíåíè êîåôèöèjåíò çà ïðåâðåìåíè

çàâðøåòàê èçíîñè 0.7, à çà êàø»å»å 0.14 ïî jåäèíèöè îäñòóïà»à âðåìåíà çà-

âðøåòêà îä èäåàëíîã âðåìåíà çàâðøåòêà îïåðàöèjå. Ó òðå£åì ðåäó èíñòàíöå

íàëàçå ñå îäãîâàðàjó£è ïîäàöè çà äðóãè ïîñàî è òàêî ðåäîì.

Äîäàòíî, íà îñíîâó ïðåçåíòîâàíèõ ïîäàòàêà ìîæå ñå óî÷èòè äà çà èñòè

ïîñàî âðåìå çàâðøåòêà ïðâå îïåðàöèjå ñå íå ïîêëàïà ñà âðåìåíîì ïî÷åòêà íà-

ðåäíå. Íà ïðèìåð, èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà îïåðàöèjå o11 jå ó 44, à îïåðàöèje

o21 ó 75. jåäèíèöè âðåìåíà. Îïåðàöèjà o21 òðàjå 13 jåäèíèöà âðåìåíà, øòî áè

çíà÷èëî äà »åíî èçâðøàâà»å òðåáà äà çàïî÷íå ó (75-13=)62. jåäèíèöè âðåìåíà,

à 62 ̸=44, òå îâà èíñòàíöà èìà êàðàêòåðèñòèêó ½dd = loose�. Ïîòîì, α è β

èìàjó ïðîèçâî§íî èçàáðàíå âðåäíîñòè èç èíòåðâàëà [0.1, 1], òå jîj jå äðóãà êà-

ðàêòåðèñòèêà ½w = equal�. Îâî jå ïðâà, îä äâå ãåíåðèñàíå èíñòàíöå ñà èñòèì

ïàðàìåòðèìà, ïà jå ½id = 1�. Èç íàâåäåíèõ ÷è»åíèöà çàê§ó÷ójå ñå äà jå íàçèâ

îâå èíñòàíöå ½loose-equal_1_5×2�.

4.2 Ïðåçåíòàöèjà äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà

Èìïëåìåíòàöèjà ìàòõåóðèñòèêå êîjà ñå ñàñòîjè èç VNS àëãîðèòìà ó õèáðè-

äèçàöèjè ñà åãçàêòíèì CPLEX ðåøàâà÷åì èçâðøåíà jå ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó

C++. Òåñòèðà»à ñó ñïðîâåäåíà íà Windows 11 Pro îïåðàòèâíîì ñèñòåìó íà

ëàï-òîï ðà÷óíàðó ñà ïðîöåñîðîì ADM Ryzen 5 5500U îä 2.10GHz è 16GB RAM

ìåìîðèjå. Çà ñâàêè òåñò ïðèìåð ïðîãðàì jå ïîêðåíóò ïî 20 ïóòà çà ðàçëè÷èòå

âðåäíîñòè íà îñíîâó êîjèõ ñå ãåíåðèøó ñëó÷àjíè áðîjåâè, òj. çà ðàçëè÷èòå âðåä-

íîñòè òçâ. SEED-îâà.

Ó òàáåëàìà 4.1, 4.2 è 4.3 ðåäîì ñó ïðåçåíòîâàíè äîáèjåíè ðåçóëòàòè çà òå-

ñòèðàíå èíñòàíöå ñà 10, 15 è 20 ïîñëîâà. Ñâàêà îä »èõ ñàäðæè ñëåäå£å ïîäàòêå:

� Èíñòàíöå - èìå èíñòàíöå;

� bestsol - âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à îïòèìàëíîã ðåøå»à (àêî jå ïîçíàòî) èëè

âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à íàjáî§åã ðåøå»à ïîçíàòîã ó ëèòåðàòóðè. Óêî-

ëèêî jå îïòèìàëíîñò ðåøå»à äîêàçàíà, ïîðåä íàâåäåíå íóìåðè÷êå âðåä-
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íîñòè ñòîjè îçíàêà ½(oïò)�. Ïîçíàòà îïòèìàëíà ðåøå»à èç ëèòåðàòóðå

äîáèjåíà ñó CPLEX ðåøèâà÷åì êîìå jå âðåìå ðàäà áèëî îãðàíè÷åíî íà 30

ìèíóòà è ïðåçåíòîâàíå ñó ó [9];

� Ëèòåðàòóðà - ðåôåðåíöå íà ðàäîâå ó êîjèìà ñó ïðåçåíòîâàíå îäãîâàðà-

jó£å bestsol âðåäíîñòè;

� zbest(r)- âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à íàjáî§åã ðåøå»à äîáèjåíîã èìïëåìåí-

òèðàíîì ìàòõåóðèñòèêîì ó 20 èçâðøàâà»à, ãäå âðåäíîñò r ó çàãðàäè äàjå

èíôîðìàöèjó êîëèêî ïóòà ñå zbest äîñòèãëî ó òèõ 20 èçâðøàâà»à;

� zavg - ïðîñå÷íà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ðåøå»à äîáèjåíèõ ó 20 èçâðøà-

âà»à;

� tbest - ïðîñå÷íî âðåìå èçâðøàâà»à çà êîjå ñå ïðâè ïóò äîáèëî íàjáî§å

ðåøå»å ó 20 ïîêðåòà»à (ó ìèíóòèìà);

� ttot - ïðîñå÷íà âðåäíîñò óêóïíîã âðåìåíà èçâðøàâà»à ó 20 ïîêðåòà»à (ó

ìèíóòèìà);

� iterbest - ïðîñå÷íà âðåäíîñò áðîjà èòåðàöèjà çà êîjè ñå ïðâè ïóò äîáèëî

íàjáî§å ðåøå»å ó 20 ïîêðåòà»à;

� agap % - ïðîñå÷íî ïðîöåíòóàëíî îäñòóïà»å âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à

íà¢åíèõ ðåøå»à ó îäíîñó íà îïòèìàëíî ðåøå»å (óêîëèêî jå ïîçíàòî) èëè

íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å, èçðà÷óíàòî ïî ôîðìóëè:

agap = 1
20

∑20
i=1 gapi, ãäå jå gapi = 100 · |ci−bestsol|

|bestsol|
;

� σ % - ñòàíäàðäíà äåâèjàöèjà ïðîñå÷íîã îäñòóïà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå

öè§à íà¢åíèõ ðåøå»à (ó ïðîöåíòèìà), èçðà÷óíàòà ïî ôîðìóëè:

σ =
√

1
20

∑20
i=1(gapi − agap)2.

Ïàðàìåòðè êîjå òðåáà çàäàòè VNS ìåòîäè ñó kmin, kmax è maxiter, äîê jå

CPLEX-ó íåîïõîäíî îãðàíè÷èòè âðåìå ðàäà, òj. ïîòðåáíî jå çàäàòè timecplex.

Îâå âðåäíîñòè îäðå¢åíå ñó åêñïåðèìåíòàëíèì ïóòåì ó çàâèñíîñòè îä óêóïíîã

áðîjà îïåðàöèjà çà ñâå ïîñëîâå (áðîj ïîñëîâà n ïîìíîæåí áðîjåì îïåðàöèjà çà

ñâàêè ïîñàî m → n ·m), òå êîä ïîñìàòðàíèõ èíñòàíöè êðå£å ñå èçìå¢ó 20 è

200. Òðåáà íàïîìåíóòè äà ñå áðîj ìàøèíà ïîêëàïà ñà áðîjåì îïåðàöèjà êîjå jå

ïîòðåáíî èçâðøèòè çà jåäàí ïîñàî, òj. ñâàêîj îïåðàöèjè çà ïîñìàòðàíè ïîñàî

îäãîâàðà òà÷íî jåäíà ìàøèíà èç çàäàòîã ñêóïà.
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� kmin = m - íàjìà»è ðåä îêîëèíå jåäíàê jå áðîjó îïåðàöèjà çà jåäàí ïîñàî.

Îäàáèð îâîã ïàðàìåòðà jå ó äèðåêòíîj âåçè ñà èçàáðàíîì ðåïðåçåíòàöèjîì

ðåøå»à;

� kmax = ⌊2.5 ·m⌋ - íàjâå£è ðåä îêîëèíå jåäíàê jå öåëîì äåëó áðîjà äîáè-

jåíîã òàêî øòî ñå áðîj îïåðàöèjà çà jåäàí ïîñàî ïîìíîæè ñà 5
2
;

� maxiter - ìàêñèìàëàí áðîj èòåðàöèjà çàâèñè îä óêóïíîã áðîjà îïåðàöèjà

êîjå jå ïîòðåáíî èçâðøèòè, òj. çàâèñè îä âðåäíîñòè n · m è çàäàò jå íà

ñëåäå£è íà÷èí:

� çà n ·m < 30, maxiter = 500

� çà 30 ≤ n ·m < 40, maxiter = 1000

� çà n ·m ≥ 40, maxiter = 1750;

� timecplex = 1s - âðåìå ðàäà CPLEX-a îãðàíè÷åíî jå íà 1 ñåêóíäó.

Èíñòàíöå ñà 10 ïîñëîâà

Àíàëèçîì ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ òåñòèðà»åì 24 èíñòàíöå ñà 10 ïîñëîâà èçëî-

æåíèõ ó òàáåëè 4.1 ìîæå ñå óî÷èòè äà:

- Çà îíå òåñò ïðèìåðå êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 2 ó ëèòåðàòóðè jå ïî-

çíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å çà 5 îä óêóïíî 8 èíñòàíöè. Èñòå òå âðåäíîñòè äîáèjåíå

ñó è èìïëåìåíòèðàíîì ìàòõåóðèñòèêîì. Çà èíñòàíöå ½ loose-equal_2_10×2�,
½tight-equal_1_10×2� è ½tight-tard_2_10×2� íåìà èíôîðìàöèjà î îïòèìàëíîì
ðåøå»ó, àëè âðåäíîñòè êîjå jå äàëà ìàòõåóðèñòèêà ïîêëàïàjó ñå ñà íàjáî§èì

ðåøå»èìà èç ëèòåðàòóðè. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà

çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã èëè îïòèìàëíîã ðåøå»à äîáèjåíîã èçëîæåíîì

ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 102.7 è 236.4.

Âðåäíîñòè agap è σ ïðîöå»ójó êâàëèòåò äîáèjåíèõ ðåøå»à è àêî ñó îäñòó-

ïà»à çà agap ìà»à îä 5%, îíäà ñå ìîæå ñìàòðàòè äà ñó äîáèjåíè ðåçóëòàòè

êâàëèòåòíè. Çà 5 îä 8 èíñòàíöè íàjáî§å ðåøå»å äîáèjåíî jå ó íàjìà»å 17 ïî-

êðåòà»à ïðîãðàìà, ïà ñó è âðåäíîñòè çà agap è σ ìà»å îä 0.1% , îäíîñíî 0.48%.

Çà èíñòàíöó ½tight-tard_2_10×2� îáå âðåäíîñòè jåäíàêå ñó 0%, øòî çíà÷è äà jå

ó ñâèõ 20 òåñòèðà»à äîáèjåíà èñòà (íàjáî§à) âðåäíîñò. Çà ïðåîñòàëå 3 èíñòàíöå,

íàjáî§å ðåøå»å äîáèjåíî jå âèøå îä 11 ïóòà, àëè ó îñòàëèì èçâðøàâà»èìà àë-

ãîðèòìà jàâèëà ñó ñå ìà»à îäñòóïà»à øòî óòè÷å íà âðåäíîñòè agap è σ, êîjå ñó

íèæå îä 0.83% , îäíîñíî 2.01% .
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- Íè çà jåäíó îä 8 èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 5 ó ëèòåðàòóðè

íåìà ïîäàòàêà î îïòèìàëíîì ðåøå»ó. Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà jå äî-

ñòèãëà íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å çà 7 îä óêóïíî 8 òåñò ïðèìåðà. Êîä èíñòàíöå

½tight-equal_2_10×5� äîáèjåíà âðåäíîñò jå çà 0.1% âå£à îä íàjáî§å ó ëèòåðà-

òóðè. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî

äî íàjáî§åã ðåøå»à äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå

èçìå¢ó 847.05 è 1320.6.

Âðåäíîñòè çà agap è σ âàðèðàjó ó çàâèñíîñòè îä òåñò ïðèìåðà. Íàjìà»å

ñó çàáåëåæåíå êîä èíñòàíöå ½loose-equal_2_10×5� êîä êîjå ñå 11 ïóòà äîñòèãëà
íàjáî§à âðåäíîñò, è èçíîñå 0.57%, îäíîñíî 1.37%, à íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½ loose-

tard_2_10×5� è òî 7.11% , îäíîñíî 5.34%. Çà ïðåîñòàëå òåñò ïðèìåðå âðåäíîñò

agap íå ïðåëàçè 3.95%, à σ íèjå âå£à îä 3.26%.

- Çà 8 èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 10 ó ëèòåðàòóðè, òàêî¢å

íåìà èíôîðìàöèjà î îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà

jå äî íàjáî§åã ïîçíàòîã ðåøå»à äîøëà ñàìî çà èíñòàíöó ½loose-tard_2_10×10�,
è òî ó 2 îä 20 ïîêðåòà»à ïðîãðàìà. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à

ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»à äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì

çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 1151 è 1390.6.

Âðåäíîñòè çà agap è σ âàðèðàjó ó çàâèñíîñòè îä òåñò ïðèìåðà è êðå£ó ñå ó

ðàñïîíó îä 4.8% äî 13.7%, îäíîñíî îä 3.68% äî 6.87%.
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Èíñòàíöå ñà 15 ïîñëîâà

Àíàëèçîì ïðåçåíòîâàíèõ ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ òåñòèðà»åì 24 èíñòàíöå ñà 15

ïîñëîâà èçëîæåíèõ ó òàáåëè 4.2 ìîæå ñå óî÷èòè ñëåäå£å:

- Íè çà jåäíó îä 8 èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 2 ó ëèòåðàòóðè

íåìà ïîäàòàêà î îïòèìàëíîì ðåøå»ó. Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà äàëà jå

íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà ñâèõ 8 òåñò ïðèìåðà. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó

20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»à äîáèjåíîã îâîì

ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 580.4 è 752.7.

Çà 5 îä 8 èíñòàíöè íàjáî§å ðåøå»å äîáèjåíî jå ó íàjìà»å 8 ïîêðåòà»à ïðî-

ãðàìà. Êîä ïðåîñòàëèõ ðåçóëòàòà jàâ§àjó ñå ìàëà îäñòóïà»à, òå ñó è âðåäíîñòè

çà agap è σ íèñêå, è òî ìà»å îä 0.27%, îíäîñíî 0.62%. Íàjìà»å âðåäíîñòè îâèõ

ïàðàìåòàðà çàáåëåæåíå ñó êîä èíñòàíöå ½tight-tard_2_15×2� è èçíîñå 0.17%,

îäíîñíî 0.53%. Çà ïðåîñòàëå 3, íàjáî§å ðåøå»å äîáèjåíî îâîì ìàòõåóðèñòèêîì

çàáåëåæåíî jå ó 2 èëè 6 ïîêðåòà»à ïðîãðàìà, à âðåäíîñòè çà agap è σ ñó íèæå

îä 2.89%, îäíîñíî 2.63%.

- Çà ãðóïó èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 5 ó ëèòåðàòóðè íåìà èí-

ôîðìàöèjà î îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Èìïëåìåíòèðàíîì ìàòõåóðèñòèêîì íèjå

ñå äîøëî äî íàjáî§èõ ðåøå»à ïîçíàòèõ ó ëèòåðàòóðè íè çà jåäàí îä óêóïíî

8 òåñò ïðèìåðà. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè

ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»a äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà

êðå£å ñå èçìå¢ó 1255.5 è 1523.6.

Âðåäíîñòè çà agap è σ âàðèðàjó ó çàâèñíîñòè îä òåñò ïðèìåðà. Íàjìà»å ñó

çàáåëåæåíå êîä èíñòàíöå ½tight-tard_2_15×5� è èçíîñå 3.7%, îäíîñíî 2.3%, à

íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½ loose-tard_1_15×5� è òî 9.86%, îäíîñíî 4.73%.
- Çà ãðóïó èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 10 ó ëèòåðàòóðè íåìà

èíôîðìàöèjà î îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Ìàòõåóðèñòèêà íèjå äîñòèãëà íàjáî§à

ðåøå»à ïîçíàòà ó ëèòåðàòóðè íè çà jåäàí îä óêóïíî 8 òåñò ïðèìåðà. Ïðîñå÷àí

áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»a

äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 1326.3 è 1454.6.

Âðåäíîñòè çà agap ñó âå£å îä 20%, à çà σ ñâå ïðåëàçå 5%. Íàjìà»å ñó

çàáåëåæåíå êîä èíñòàíöå ½tight-tard_1_15×10� è èçíîñå 13.92%, îäíîñíî 5.52%,
à íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½loose-tard_2_15×10� è òî 45.76% , îäíîñíî 9.76%.
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ÃËÀÂÀ 4. ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÍÈ ÐÅÇÓËÒÀÒÈ

Èíñòàíöå ñà 20 ïîñëîâà

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èçëîæåíèõ ó òàáåëè 4.3 çà 24 òåñòèðàíå èíñòàíöå ñà 20

ïîñëîâà ìîæå ñå óî÷èòè ñëåäå£å:

- Íè êîä jåäíîã îä 8 òåñò ïðèìåðà êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 2 ó ëèòåðà-

òóðè íåìà ïîäàòàêà î îïòèìàëíîì ðåøå»ó. Çà èíñòàíöå ½loose-equal_1_20×2�,
½ loose-tard_1_20×2� è ½tight-equal_1_20×2� èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà

äàëà jå áî§à ðåøå»à îä äî ñàäà íàjáî§èõ ïîçíàòèõ ó ëèòåðàòóðè. Çà ½loose-

equal_2_20×2� è ½ loose-tard_2_20×2� äîñòèãëà jå íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à,

äîê çà ïðåîñòàëå 3 èíñòàíöå äîáèjåíå âðåäíîñòè ñó âå£å îä íàjáî§èõ ïîçíàòèõ,

àëè ñó îäñòóïà»à ìàëà è êðå£ó ñå îä 0.12% äî 0.3%. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà

ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»à äîáèjåíîã

èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 1196.2 è 1459.4.

Âðåäíîñòè ïàðàìåòðà agap ñó ó 7 îä 8 ñëó÷àjåâà íèæå îä 1%, à σ îä 1.2%.

Íàjìà»å ñó çàáåëåæåíå êîä èíñòàíöå ½loose-equal_1_20×2� è èçíîñå 0.32%, îä-
íîñíî 0.63%, à íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½ loose-equal_2_20×2� è òî 1.36%, îäíîñíî

1.92%.

- Êîä ãðóïå èíñòàíöè ãäå jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 5 ó ëèòåðàòóðè íåìà èíôîð-

ìàöèjà î îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Èìïëåìåíòèðàíîì ìàòõåóðèñòèêîì ñå íèjå

äîøëî äî íàjáî§èõ ðåøå»à ïîçíàòèõ ó ëèòåðàòóðè íè çà jåäàí îä óêóïíî 8

òåñò ïðèìåðà. Ïðîñå÷àí áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå

äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»a äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà

êðå£å ñå èçìå¢ó 1364.5 è 1564.8.

Âðåäíîñòè çà agap è σ âàðèðàjó ó çàâèñíîñòè îä òåñò ïðèìåðà. Íàjìà»å ñó

çàáåëåæåíå êîä èíñòàíöå ½tight-tard_1_20×5� è èçíîñå 4.51%, îäíîñíî 2.54%, à
íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½ loose-tard_1_20×5� è òî 13.74%, îäíîñíî 5.26%.

- Çà ãðóïó èíñòàíöè êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 10 ó ëèòåðàòóðè íåìà

èíôîðìàöèjà î îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Ìàòõåóðèñòèêà íèjå äîñòèãëà íàjáî§å

ðåøå»à ïîçíàòî ó ëèòåðàòóðè íè çà jåäàí îä óêóïíî 8 òåñò ïðèìåðà. Ïðîñå÷àí

áðîj èòåðàöèjà ó 20 èçâðøàâà»à ïðîãðàìà çà êîjè ñå äîøëî äî íàjáî§åã ðåøå»a

äîáèjåíîã èçëîæåíîì ìåòîäîì çà 8 òåñò ïðèìåðà êðå£å ñå èçìå¢ó 1339.4 è 1528.6.

Âðåäíîñòè çà agap ñó âå£å îä 20%, à çà σ ñâå ïðåëàçå 5%. Íàjìà»å ñó çàáå-

ëåæåíå êîä èíñòàíöå ½tight-equal_1_20×10� è èçíîñå 19.61%, îäíîñíî 5.59%, à

íàjâå£å êîä èíñòàíöå ½ loose-equal_2_20×10� è òî 40.9% , îäíîñíî 7.42%.
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4.3 Ïîðå¢å»å ñà ðåçóëòàòèìà èç ëèòåðàòóðå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ïðåçåíòîâàíè ðåçóëòàòè ðàíèjèõ ðåøàâà»à JIT-JSSP

ìåòîäàìà ïðåäëîæåíèì ó ëèòåðàòóðè, êàî è »èõîâî ïîðå¢å»å ñà ðåçóëòàòèìà

äîáèjåíèì èìïëåìåíòèðàíîì ìàòõåóðèñòèêîì.

Jåäíà îä ìåòîäà êîjà jå êîðèø£åíà çà ðåøàâà»å JIT-JSSP jåñòå õèáðèäè-

çàöèjà åâîëóòèâíîã àëãîðèòìà, ëîêàëíå ïðåòðàãå è ìåòîäå ìàòåìàòè÷êîã ïðî-

ãðàìèðà»à (EA+MP+LS), à »åíè ðåçóëòàòè ñó èçëîæåíè ó [88]. Äðóãà ìåòîäà

jå õèáðèäèçàöèjà ìåòîäå ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà è ìåòîäå ìàòåìàòè÷êîã ïðîãðà-

ìèðà»à (VNS+MP), ÷èjè ñó ðåçóëòàòè, çàjåäíî ñà íàjáî§èì äî»èì è ãîð»èì

ãðàíèöàìà ðåøå»à ïðåçåíòîâàíè ó [98]. Ïîòîì, JIT-JSSP jå ðåøàâàí ìåòîäîì

ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (VNS), êàî è CPLEX ðåøàâà÷åì, à äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñó

èçëîæåíè ó [9]. Àëãîðèòìè EA+MP+LS è VNS+MP ñó ïîíîâî èìïëåìåíòèðàíè

ïî óïóòñòâèìà äàòèì ó [88] è [98], ðåäîì. Òåñòèðàíè ñó íà èñòîì ðà÷óíàðó êàî

è VNS ìåòîäà è CPLEX ðåøàâà÷ (ïî 5 ïîêðåòà»à ïðîãðàìà çà ñâàêó èíñòàíöó),

à äîáèjåíà ðåøå»à, òàêî¢å ñó ïðåçåíòîâàíà ó [9].

Ðåçóëòàòè äîáèjåíè ìàòõåóðèñòèêîì èçëîæåíîì ó îâîì ðàäó óïîðå¢åíè ñó

ñà ðåçóëòàòèìà ïðåçåíòîâàíèì ó [9]. Ó òàáåëàìà 4.4, 4.5 è 4.6 ïðèêàçàíå ñó

äîáèjåíå âðåäíîñòè çà èíñòàíöå ñà 10, 15 è 20 ïîñëîâà, ðåäîì. Ïðâà êîëîíà

(Èíñòàíöå) ïðåäñòàâ§à èìå èíñòàíöå. Äðóãà (LB) è òðå£à (UB), ðåäîì, ïðåä-

ñòàâ§àjó íàjáî§å äî»å è ãîð»å ãðàíèöå ðåøå»à. Ó ÷åòâðòîj (z) ñå íàëàçè ðå-

øå»å äîáèjåíî CPLEX-îì êîìå jå âðåìå ðàäà îãðàíè÷åíî íà 30 ìèíóòà, à ó ïåòîj

(timecplex) âðåìå çà êîjå jå CPLEX äîøàî äî òîã ðåøå»à. Ïîòîì, îðãàíèçîâàíî

ïî áëîêîâèìà, çà ñâàêó îä õåóðèñòèêà EA+MP+LS, VNS+MP è VNS, ðåäîì,

èçëîæåíè ñó ñëåäå£è ïîäàöè: ó ïðâîj êîëîíè áëîêà (zbest) ñìåøòåíî jå íàjáî§å

ðåøå»å äîáèjåíî îäãîâàðàjó£îì õåóðèñòèêîì, äîê ñå ó äðóãîj êîëîíè (ttot) íà-

ëàçè ïðîñå÷íî óêóïíî âðåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà ó 5 ïîêðåòà»à ïðîãðàìà.

Ó ïîñëåä»åì áëîêó èìåíîâàíîì ½Ìàòõåóðèñòèêà (VNS+CPLEX)� ïðåçåíòîâàíè

ñó ðåçóëòàòè äîáèjåíè ó îâîì ðàäó, êàî è îäãîâàðàjó£à âðåìåíà. Çàä»à âðñòà

ñàäðæè ïîäàòêå î óêóïíîì áðîjó èíñòàíöè çà êîjå jå äîñòèãíóòî îïòèìàëíî èëè

íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å, ðåäîì, ïî ìåòîäàìà êîjèìà jå ïðîáëåì ðåøàâàí.

Èíñòàíöå ñà 10 ïîñëîâà

Ó òàáåëè 4.4 äàò jå ïðåãëåä ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ òåñòèðà»åì ðàçëè÷èòèõ

ìåòîäà ïðåäëîæåíèõ ó ëèòåðàòóðè çà 24 èíñòàíöå ñà 10 ïîñëîâà.
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Ìåòîäà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó äîñòèãëà jå îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà

ðåøå»à çà 16 îä óêóïíî 24 òåñò ïðèìåðà (66.7%). CPLEX ðåøàâà÷ jå òî ïî-

ñòèãàî çà 13 îä óêóïíî 24 èíñòàíöå (54.2%), îä ÷åãà jå äîáèjåíî 5 îïòèìàëíèõ

ðåøå»à è 8 ðåøå»à çà êîjà îïòèìàëíîñò íèjå äîêàçàíà. Ïîðå¢å»åì ðåçóëòàòà

êîjå jå äàëà èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì CPLEX-

îì, ìîæå ñå óî÷èòè äà jå îíà äîáèëà áî§à ðåøå»à çà 5, èñòà çà 12, à ëîøèjà çà 7

òåñò ïðèìåðà. Êîä èíñòàíöè ñà 2 ìàøèíå, çà êðà£å âðåìå ðàäà, ìàòõåóðèñòèêà

jå äîøëà äî ðåøå»à èñòîã êâàëèòåòà êàî è CPLEX. Çà îíå òåñò ïðèìåðå êîä

êîjèõ jå áðîj ìàøèíà jåäíàê 5, ìàòõåóðèñòèêà jå äàëà çíàòíî áî§å ðåçóëòàòå,

àëè jå è âðåìå èçâðøàâà»à ïðîãðàìà äóæå îä ìàêñèìàëíèõ 30 ìèíóòà äîäå§å-

íèõ CPLEX-ó. Êîä èíñòàíöè ñà 10 ìàøèíà CPLEX jå äàî áî§å ðåçóëòàòå çà

êðà£å âðåìå ðàäà. Õèáðèäèçàöèjà EA+LS+MP êîjîj jå âðåìå ðàäà áèëî îãðà-

íè÷åíî íà 1.6 ìèíóòà, äàëà jå îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à, òàêî¢å

çà 13 îä óêóïíî 24 èíñòàíöå. Ó îäíîñó íà »ó, ìåòîäà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó, çà

äóæå âðåìå èçâðøàâà»à, äîáèëà jå áî§à ðåøå»à çà 8, èñòà çà 11, à ëîøèjà çà

5 èíñòàíöè. Ïîðå¢å»åì ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì õèáðèäèçàöèjîì VNS+MP

êîjîj jå, òàêî¢å âðåìå ðàäà áèëî îãðàíè÷åíî íà 1.6 ìèíóòà, à êîjà jå äîñòèãëà

îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 11 îä 24 èíñòàíöå (45.8%), èìïëå-

ìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà, çà äóæå âðåìå ðàäà, äàëà jå áî§à ðåøå»à çà 7, èñòà

çà 12, à ëîøèjà çà 5 òåñò ïðèìåðà. Ïîòîì, àíàëèçèðàjó£è ðåçóëòàòå äîáèjåíå

VNS ìåòîäîì, à êîjà jå äîñòèãëà îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 23

îä óêóïíî 24 èíñòàíöå (95.8%), ìîæå ñå óî÷èòè äà jå çà êðà£å âðåìå ðàäà äàëà

èñòà ðåøå»à êàî è ìàòõåóðèñòèêà çà 16 òåñò ïðèìåðà, áî§à çà 8 è jåäèíî çà èí-

ñòàíöó ½ loose-equal_1_10×10� íèjå óñïåëà äà äîñòèãíå íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å
ó ëèòåðàòóðè, à êîjå jå äîáèî jåäèíî CPLEX.

Ïîñìàòðàjó£è äî»å è ãîð»å ãðàíèöå ìîæå ñå óî÷èòè äà ñå íàjáî§à íà¢åíà

ðåøå»à çà 22 òåñò ïðèìåðà íàëàçå ó èíòåðâàëó (LB, UB), äîê jå êîä èíñòàíöå

½ loose-tard_1_10×2� èçëîæåíà ãîð»à ãðàíèöà íèæà îä îïòèìàëíîã ðåøå»à øòî
óêàçójå íà ãðåøêó, òå âðåäíîñò çà îâó ãðàíèöó ïðåçåíòîâàíó ó [98] òðåáà óçåòè

ñà èçâåñíîì ðåçåðâîì. Êîä èíñòàíöå ½tight-equal_1_10×2� âðåäíîñò ãîð»å ãðà-
íèöå jå òàêî¢å ìà»à îä âðåäíîñòè íàjáî§åã ïîçíàòîã ðåøå»à, àëè êàêî íåìà

ïîäàòêà î îïòèìàëíîj âðåäíîñòè ðåøå»à çà îâàj òåñò ïðèìåð, èíôîðìàöèjå î

êâàëèòåòó ðåøå»à íèñó ïîòïóíå. Øòî ñå ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ìàòõåóðèñòèêîì

òè÷å, ñâå âðåäíîñòè, îñèì äâå íàâåäåíå, íàëàçå ñå ó îäãîâàðàjó£åì îïñåãó äî»èõ

è ãîð»èõ ãðàíèöà ðåøå»à.
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Èíñòàíöå ñà 15 ïîñëîâà

Ó òàáåëè 4.5 äàò jå ïðåãëåä ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ òåñòèðà»åì ðàçëè÷èòèõ

ìåòîäà ïðåäëîæåíèõ ó ëèòåðàòóðè çà 24 èíñòàíöå ñà 15 ïîñëîâà.

Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà äîñòèãëà jå îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ðåøå»à

ó ëèòåðàòóðè êîä 8 (áåç äîêàçà îïòèìàëíîñòè) îä óêóïíî 24 òåñò ïðèìåðà

(33.3%). Ïîðå¢å»åì ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì CPLEX ðåøàâà÷åì, êîjèì jå

òî, òàêî¢å ïîñòèãíóòî çà 8 îä 24 èíñòàíöå, ìåòîäà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó äàëà jå

áî§à ðåøå»à çà 8, èñòà çà 5, à ëîøèjà çà 11 òåñò ïðèìåðà. Ìàòõåóðèñòèêà jå çà

êðà£å âðåìå ðàäà, êîä èíñòàíöè ñà 2 ìàøèíå, äîøëà äî ðåøå»à èñòîã èëè áî§åã

êâàëèòåòà ó îäíîñó íà CPLEX. Çà îíå òåñò ïðèìåðå êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà

jåäíàê 5, ìàòõåóðèñòèêà jå äàëà áî§å ðåçóëòàòå, àëè jå è âðåìå èçâðøàâà»à

ïðîãðàìà äóæå îä ìàêñèìàëíèõ 30 ìèíóòà äîäå§åíèõ CPLEX-ó. Êîä èíñòàíöè

ñà 10 ìàøèíà CPLEX jå äàî áî§å ðåçóëòàòå çà êðà£å âðåìå ðàäà. Õèáðèäèçà-

öèjà EA+LS+MP êîjîj jå âðåìå ðàäà áèëî îãðàíè÷åíî íà 5.13 ìèíóòà, äàëà jå

îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 10 îä óêóïíî 24 èíñòàíöå (41.7%).

Ó îäíîñó íà »ó, ìåòîäà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó, çà äóæå âðåìå èçâðøàâà»à,

äîáèëà jå áî§å ðåøå»å çà 1 òåñò ïðèìåð, èñòî çà 8, à ëîøèjå çà 15 èíñòàíöè.

Ïîðå¢å»åì ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì õèáðèäèçàöèjîì VNS+MP êîjîj jå, òàêî¢å

âðåìå ðàäà áèëî îãðàíè÷åíî íà 5.13 ìèíóòà, à êîjà jå äîñòèãëà îïòèìàëíà èëè

íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 5 îä 24 èíñòàíöå (20.8%), èìïëåìåíòèðàíà ìàòõå-

óðèñòèêà, çà äóæå âðåìå ðàäà, äàëà jå áî§à ðåøå»à çà 7, èñòà çà 5, à ëîøèjà

çà 12 òåñò ïðèìåðà. Ïîòîì, àíàëèçèðàjó£è ðåçóëòàòå äîáèjåíå VNS ìåòîäîì,

à êîjà jå äîñòèãëà îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 18 îä óêóïíî 24

èíñòàíöå (75%), ìîæå ñå óî÷èòè äà jå çà êðà£å âðåìå ðàäà äàëà èñòà ðåøå»à

êàî è ìàòõåóðèñòèêà çà 6 òåñò ïðèìåðà, áî§à çà 15, à ëîøèjà çà 3 èíñòàíöå.

Ïîñìàòðàjó£è äî»å è ãîð»å ãðàíèöå ìîæå ñå óî÷èòè äà ñå íàjáî§à ðåøå»à

ó ëèòåðàòóðè çà ñâèõ 24 òåñò ïðèìåðà íàëàçå ó èíòåðâàëó (LB, UB). Øòî ñå

ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ìàòõåóðèñòèêîì òè÷å, 22 ðåøå»à ñå íàëàçå ó îäãîâàðàjó£åì

îïñåãó, äîê ñó âðåäíîñòè äîáèjåíå çà èíñòàíöå ½ loose-equal_1_15×10� è ½loose-

tard_2_15×10� âå£å îä âðåäíîñòè îäãîâàðàjó£èõ ãîð»èõ ãðàíèöà ðåøå»à.
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Èíñòàíöå ñà 20 ïîñëîâà

Ó òàáåëè 4.6 äàò jå ïðåãëåä ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ òåñòèðà»åì ðàçëè÷èòèõ

ìåòîäà ïðåäëîæåíèõ ó ëèòåðàòóðè çà 24 èíñòàíöå ñà 20 ïîñëîâà.

Èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà äîñòèãëà jå îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ðåøå»à

ó ëèòåðàòóðè êîä 5 (áåç äîêàçà îïòèìàëíîñòè) îä óêóïíî 24 òåñò ïðèìåðà

(20.8%). Ïîðå¢å»åì ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì CPLEX ðåøàâà÷åì êîjè íèjå

äîñòèãàî íèjåäíî íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å, ìåòîäà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó jå çà

äóæå âðåìå èçâðøàâà»à ïðîãðàìà äàëà áî§à ðåøå»à çà 18, à ëîøèjà çà 6 òåñò

ïðèìåðà. Õèáðèäèçàöèjà EA+LS+MP êîjîj jå âðåìå ðàäà áèëî îãðàíè÷åíî íà

10.05 ìèíóòà, äàëà jå îïòèìàëíà èëè íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à çà 5 îä óêóïíî

24 èíñòàíöå. Ó îäíîñó íà »ó, ìàòõåóðèñòêà èçëîæåíà ó îâîì ðàäó jå çà äóæå

âðåìå èçâðøàâà»à äîáèëà áî§å ðåøå»å çà 3 òåñò ïðèìåðà, èñòî çà 2, à ëîøèjå

çà 19 èíñòàíöè. Îãðàíè÷åíî âðåìå ðàäà íà 10.05 ìèíóòà, èìàëà jå è ìåòîäà

VNS+MP êîjà íèjå äîñòèãëà íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å íè çà jåäàí îä óêóïíî 24

òåñò ïðèìåðà. Ó ïîðå¢å»ó ñ »îì, èìïëåìåíòèðàíà ìàòõåóðèñòèêà jå çà äóæå

âðåìå ðàäà äàëà áî§à ðåøå»à çà 10, à ëîøèjà çà 14 èíñòàíöè. Ïîòîì, àíàëè-

çèðàjó£è ðåçóëòàòå äîáèjåíå VNS ìåòîäîì, à êîjà jå äîñòèãëà íàjáî§à ïîçíàòà

ðåøå»à çà 18 îä óêóïíî 24 èíñòàíöå (75%), ìîæå ñå óî÷èòè äà jå çà êðà£å âðåìå

ðàäà äàëà èñòà ðåøå»à êàî è ìàòõåóðèñòèêà çà 3 òåñò ïðèìåðà, áî§à çà 17, à

ëîøèjà çà 4 èíñòàíöå. Îâà ìåòîäà ïîêàçàëà ñå íàjåôèêàñíèjîì è íàjêâàëèòåò-

íèjîì îä äî ñàäà èìïëåìåíòèðàíèõ çà ðåøàâà»å JIT-JSSP, à êîjå ñó äîñòóïíå

ó ëèòåðàòóðè.

Ïîñìàòðàjó£è äî»å è ãîð»å ãðàíèöå ìîæå ñå óî÷èòè äà ñå íàjáî§à ïîçíàòà

ðåøå»à çà ñâèõ 24 òåñò ïðèìåðà íàëàçå ó èíòåðâàëó (LB, UB). Øòî ñå ðå-

çóëòàòà äîáèjåíèõ ìàòõåóðèñòèêîì òè÷å, 22 ðåøå»à ñå íàëàçå ó îäãîâàðàjó£åì

îïñåãó, äîê ñó âðåäíîñòè äîáèjåíå çà èíñòàíöå ½loose-tard_1_20×10� è ½loose-

tard_2_20×10� âå£å îä âðåäíîñòè îäãîâàðàjó£èõ ãîð»èõ ãðàíèöà ðåøå»à.
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Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó ðåøàâàí jå ïðîáëåì ïðàâîâðåìåíîã ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà ïî

ìàøèíàìà ó âèøåôàçíîj ïðîèçâîä»è ñà óê§ó÷åíèì êàçíàìà çà ïðåâðåìåíè çà-

âðøåòàê è êàø»å»å çà ñâàêó îïåðàöèjó. Êàî óëàçíè ïîäàöè çà îâàj ïðîáëåì

äàòè ñó ñêóï ïîñëîâà è ñêóï ìàøèíà. Ñâàêè ïîñàî ñàñòîjè ñå îä íèçà îïåðàöèjà

êîjå jå ïîòðåáíî èçâðøèòè ðåäîì, íà óíàïðåä èçàáðàíèì ìàøèíèìà. Ïîòîì,

çà ñâàêó îïåðàöèjó çàäàòî jå âðåìå òðàjà»à, èäåàëíî âðåìå çàâðøåòêà, êàî è

êàçíåíè êîåôèöèjåíòè óêîëèêî ñå îíà çàâðøè ïðå èëè ïîñëå ïðåäâè¢åíîã âðå-

ìåíà. Çàäàòàê ñå îãëåäà ó ïðîíàëàæå»ó ðåäîñëåäà èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà

çà ñâå ïîñëîâå òàêî äà óêóïíà êàçíà áóäå ìèíèìàëíà. Îâàj ïðîáëåì ñïàäà ó

ãðóïó ÍÏ-òåøêèõ, à ó ïðàêñè èìà çíà÷àjíó ïðèìåíó, íàðî÷èòî ó ïðîèçâîäèì

äåëàòíîñòèìà, ãäå jå ðàäè èçáåãàâà»à äîäàòíèõ òðîøêîâà ïîòðåáíî îïòèìèçî-

âàòè ïðîöåñ ïðîèçâîä»å, òàêî øòî £å ñå îäàáðàòè íàjáî§è ðåäîñëåä èçâðøàâà»à

ïðîèçâîäíèõ êîðàêà íà ìàøèíàìà ïðåäâè¢åíèì çà »èõîâó ðåàëèçàöèjó.

Ïðîáëåì jå ðåøàâàí ìàòõåóðèñòèêîì äîáèjåíîì õèáðèäèçàöèjîì ìåòîäå ïðî-

ìåí§èâèõ îêîëèíà è åãçàêòíîã CPLEX ðåøàâà÷à. Èäåjà ïðåäëîæåíîã àëãî-

ðèòìà jå äà ñå VNS ìåòîäîì áèðà ðåäîñëåä èçâðøàâà»à ñâèõ îïåðàöèjà çà ñâå

ïîñëîâå, à äà ñå CPLEX-ó ïîâåðè ðåøàâà»å ïîòïðîáëåìà ó êîì jå ïîòðåáíî äà

ñå çà òàêî çàäàòè ðåäîñëåä îäðåäèòè âðåìå çàâðøåòêà çà ñâàêó îïåðàöèjó ïîjå-

äèíà÷íî. Ìàòõåóðèñòèêà jå òåñòèðàí íà 72 èíñòàíöå, à ðåçóëòàòè ñó óïîðå¢åíè

ñà ïîñòîjå£èì ðåçóëòàòèìà èç ëèòåðàòóðå. Êîä èíñòàíöè ñà 2 ìàøèíå, óãëàâ-

íîì ñó äîáèjåíà íàjáî§à ïîçíàòà ðåøå»à, à ÷àê çà 3 òåñò ïðèìåðà äîáèjåíî jå

áî§å ðåøå»å îä íàjáî§åã ó ëèòåðàòóðè. Çà èíñòàíöå êîä êîjèõ jå áðîj ìàøèíà

jåäíàê 5, íàjáî§å ïîçíàòî ðåøå»å äîñòèãíóòî jå çà 7 òåñò ïðèìåðà. Äîê jå êîä

èíñòàíöè ñà 10 ìàøèíà, ñàìî çà jåäàí òåñò ïðèìåð äîñòèãíóòî íàjáî§å ðåøå»å
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ïîçíàòî ó ëèòåðàòóðè.

Jåäàí îä âå£èõ íåäîñòàòàêà îâå ìåòîäå jåñòå òî øòî èíñòàíöå ñà âå£èì áðîjåì

îïåðàöèjà çàõòåâàjó äóãî âðåìå èçâðøàâà»à. Íàjâå£è äåî âðåìåíà óòðîøè ñå

íà èçâðøàâà»å ôàçå ëîêàëíå ïðåòðàãå, êîjà jå èíà÷å ó âå£èíè VNS àëãîðèòàìà

âðåìåíñêè íàjçàõòåâíèjà êîìïîíåíòà. Êàêî jå ó àëãîðèòìó ïðåäëîæåíå ìàò-

õåóðèñòèêå ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå èìïëåìåíòèðàíà íà ñëîæåíèjè íà÷èí êîjè

èçèñêójå âåëèêè áðîj ðà÷óíà»à, òàêî jå è âðåìå ïîòðåáíî äà ñå îíà èçâðøè

äóãî. Óíàïðå¢èâà»å êâàëèòåòà îâå ìàòõåóðèñòèêå ìîãó£å jå èçâåñòè ñëåäå£èì

ïðîìåíàìà:

� èìïëåìåíòèðàòè áî§è íà÷èí ãåíåðèñà»à ïî÷åòíîã ðåøå»à êîjèì áè ñå

íà øòî ïðåöèçíèjè íà÷èí ðàñïîðåäèëå ñâå îïåðàöèjå íà îäãîâàðàjó£èì

ìàøèíàìà, îáçèðîì äà jå ó îâîì ðàäó äàò ìàêèìàëàí ñòåïåí ñëîáîäå îâîì

êîðàêó, øòî ñå íèjå ïîêàçàëî ïðåâèøå åôèêàñíèì;

� óïðîñòèòè ôàçó ëîêàëíå ïðåòðàãå øòî jå ìîãó£å âèøå;

� òî øòî £å ñå óïðîñòèòè ôàçà ëîêàëíå ïðåòðàãå, òðåáà íàäîìåñòèòè èìïëå-

ìåíòàöèjè ôàçå ðàçìðäàâà»à, êàêî áè ñå íà jåäíîñòàâíèjè íà÷èí ïðåòðà-

æèâàëå øòî êâàëèòåòíèjå îêîëèíå.

74



Áèáëèîãðàôèjà

[1] R. P. Araujo, A. G. dos Santos and J. E. C. Arroyo. Genetic Algorithm and

Local Search for Just-in-Time Job�Shop Scheduling. In IEEE Congress on

Evolutionary Computation, pages 18�21. IEEE, 2009.

[2] S. Talukdar, L. Baeretzen, A. Gove and P. de Souza. Asynchronous teams:

Cooperation schemes for autonomous agents. Journal of Heuristics, 4:295�321,

1998.

[3] M. A. Boschetti, A. Letchford and V. Maniezzo. Matheuristics: survey and

synthesis. International Transactions in Operational Research, 30(6):2840�

2866, 2023.

[4] M. A. Boschetti, A. Mingozzi and S. Ricciardelli. An Exact Algorithm for the

Simpli�ed Multiple Depot Crew Scheduling Problem. Annals of Operations

Research, 127:177�201, 2004.

[5] S. Boyd, L. Xiao, A. Mutapcic and J. Mattingley. Notes on Decomposition

Methods. In Notes for EE364B. Stanford University, 2015.

[6] A. R. Clark and U. Aickelin. A hybrid genetic algorithm to solve a lot-sizing

and scheduling problem. In 16th triannual Conference of the International

Federation of Operational Research Societies, 2002.

[7] E. Lawler, J. K. Lenstra, A. Rinnooy Kan and D. Shmoys. Sequencing and

scheduling: algorithms and complexity. Handbooks in operations research and

management science, 4:445�522, 1993.

[8] A. French, A. Robinson and J. Wilson. Using a hybrid genetic

algorithm/branch and bound approach to solve feasibility and optimization

integer programming problems. Journal of Heuristics, 7:551�564, 2001.

75



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[9] M. M. Ahmadian, A. Salehipour and T. C. E. Cheng. A meta-heuristic to solve

the just-in-time job-shop scheduling problem. European Juornal of Operational

Research, 288:14�29, 2021.

[10] A. Wigderson. P, NP and mathematics - A computational complexity

perspective. In Proceedings of the International Congress of Mathematicians,

volume 1, pages 665�712, 2006.

[11] B. J. Lazovi�c. Primena metoda kombinatorne optimizacije za re�savanje

problema formiranja grupa u nastavi. PhD thesis, Matemati�cki fakultet,

Univerzitet u Beogradu, 2018.

[12] A. Adewumi, B. Sawyerr and M. Ali. A heuristic solution to the university

timetabling problem. Engineering Computations, 26(8):972�984, 2009.

[13] H. Chen, C. Chu and J. M. Proth. An Improvement of the Lagrangean

Relaxation Approach for Job Shop Scheduling: A Dynamic Programming

Method. IEEE Transactions on Robotics and Automation, 14(5):786�795,

1998.

[14] C. Kaskavelis and M. Caramanis. E�cient Lagrangian relaxation algorithms

for industry size job-shop scheduling problems. IIE Transactions, 30:1085�

1097, 1998.

[15] R. Congram, C. N. Potts and S. V. De Velde. An Iterated Dynasearch

Algorithm for the Single-Machine Total Weighted Tardiness Scheduling

Problem. INFORMS Journal on Computing, 14(1):52�67, 2002.

[16] D. Bertsekas. Nonlinear programming, 2nd edition. Athena Scienti�c, 2005.

[17] D. Bertsimas and J. Tsitsiklis. Simulated Annealing. Statistical science,

8(1):10�15, 1993.

[18] D. P. Bertsekas. Network Optimization: Continuous and Discrete Models.

Athena Scienti�c, 1998.

[19] M. R. Garey, D. S. Johnson and R. Sethi. The complexity of �ow shop and

job shop scheduling. Mathematical Operational Research, 1(2):117�229, 1976.

76



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[20] D. Woodruf. A chunking based selection strategy for integrating meta-

heuristics with branch and bound. Meta-Heuristics: Advances and Trends

in Local Search Paradigms for Optimization, pages 499�511, 1999.

[21] E. Aarts and J. K. Lenstra, editors. Local Search in Combinatorila

Optimization. Princeton University Press, 2003.

[22] M. Vanhoucke, E. Demeulemeester and W. Herroelen. An exact procedure

for the resource-constrained weighted earliness-tardiness project scheduling

problem. Annals of Operations Research, 102:179�196, 2001.

[23] E. G. Talbi. Metaheuristics: From Design to Implementation. Wiley, 2009.

[24] P. J. van Laarhoven, E. H. Aarts and J. K. Lenstra. Job shop scheduling by

simulated annealing. Operations Research, 40(1):113�125, 1992.

[25] E. Danna, E. Rothberg and C. Le Pape. Exploring relaxation induced

neighbourhoods to improve MIP solutions. Mathematical Programming,

102:71�90, 2005.

[26] R. Bixby, M. Fenelon, Z. Gu, E. Rothberg and R. Wunderling. MIP: Theory

and Practice - Closing the Gap. In IFIP Conference on System Modeling and

Optimization, volume 46, pages 19�49, 2000.

[27] F. Glover. Heuristics for integer programming using surrogate constraints.

Decision sciences, 8(1):156�166, 1977.

[28] F. Glover. Tabu Search: A Tutorial. Interfaces, 20(4):74�94, 1990.

[29] F. Glover and G. A. Kochenberher, editors. Handbook of metaheuristics.

Kluwer Academic Publishers, 2003.

[30] F. Kappel and A. V. Kuntsevich. An implementation of Schor's r-algorithm.

Computational Optimization and Applications, 15(2):193�205, 2000.

[31] F. Sourd and S. Kedad-Sidhoum. The One-Machine Problem with Earliness

and Tardiness Penalties. Journal of Scheduling, 6(6):533�549, 2003.

[32] R. M�ohring, A. Schulz, F. Stork and M. Uetz. Solving Project Scheduling

Problems by Minimum Cut Computations. Management Science, 49(3):330�

350, 2003.

77



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[33] G. B. Dantzig and P. Wolfe. Decomposition Principle for Linear Programs.

Operations Research, 8(1):101�111, 1960.

[34] G. Di Caro. Ant Colony Optimization and its Application to Adaptive Routing

in Telecommunication Networks. PhD thesis, Facult�e des Sciences Appliqu�ees,

Universit�e Libre de Bruxelles, 2004.

[35] G. Raidl. Decomposition based hybrid metaheuristics. European Journal of

Operational Research, 244(1):66�76, 2015.

[36] G. Klau, I. Ljubi�c, A. Moser, P. Mutzel, P. Neuner, U. Pferschy, G. Raidl and

R. Weiskircher. Combining a memetic algorithm with integer programming to

solve the prize-collecting Steiner tree problem. In Genetic and Evolutionary

Computation, volume 3102, pages 1304�1315, 2004.

[37] H. Chen and P. Luh. An alternative framework to Lagrangian relaxation

approach for job shop scheduling. European Journal of Operational Research,

149(3):499�512, 2003.

[38] I. Dumitrescu and T. St�utzle. Usage of Exact Algorithms to Enhance

Stochastic Local Search Algorithms. In Matheuristics, pages 103�134, 1970.

[39] I. Dumitrescu and T. St�utzle. Combinations of local search and exact

algorithms. In EvoWorkshops, volume 2611, 2003.

[40] International Business Machines Corporation (IBM). IBM ILOG

CPLEX Optimizer Deployment Entry Edition 22.1.0. Èíñòàëà-

öèjà jå äîñòóïíà íà ëèíêó: https://www.ibm.com/support/pages/

downloading-ibm-ilog-cplex-optimizer-deployment-entry-edition-2210.

(Ïðåóçåòî 24. 9. 2022. ãîäèíå).

[41] Z. Z. Lin, J. Bean and C. White. A Hybrid Genetic/Optimization Algorithm

for Finite-Horizon, Partially Observed Markov Decision Processes. INFORMS,

16(1):27�38, 2004.

[42] J. C. Beck and P. Refalo. A Hybrid Approach to Scheduling with Earliness

and Tardiness Costs. Annals of Operations Research, 118(1-4):49�71, 2003.

[43] J. Denzinger and T. O�ermann. On cooperation between evolutionary

algorithms and other search paradigms. In Congress on Evolutionary

Computation, 1999.

78

https://www.ibm.com/support/pages/downloading-ibm-ilog-cplex-optimizer-deployment-entry-edition-2210
https://www.ibm.com/support/pages/downloading-ibm-ilog-cplex-optimizer-deployment-entry-edition-2210


ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[44] J. F. Benders. Partitioning procedures for solving mixed-variables

programming problems. Numerische Mathematik, 4:238�252, 1962.

[45] J. H. Holland. Adaptation in natural and arti�cial systems: an introductory

analysis with applications to biology, control, and arti�cial intelligence.

University of Michigan, 1975.

[46] M. Bazaraa, J. Jarvis and H. Sherali. Linear programming and network �ows,

2nd edition. Wiley, 1990.

[47] J. Kennedy and R. Eberhart. Particle swarm optimization. In Proceedings of

ICNN'95 - International Conference on Neural Networks. IEEE, 1995.

[48] B. Guenin, J. K�onemann and L. Tun�cel. A Gentle Introduction to

Optimization. Cambridge University Press, 2014.

[49] R. Ahuja, �O. Ergun, J. Orlin and A. Punnen. A survey of very large-scale

neighborhood search techniques. Discrete Applied Mathematics, 123(1-3):75�

102, 2002.

[50] J. Puchinger and G. Raidl. Combining Metaheuristics and Exact

Algorithms in Combinatorial Optimization: A Survey and Classi�cation.

In International Work-Conference on the Interplay Between Natural and

Arti�cial Computation, pages 41�53, 2005.

[51] J. Puchinger and G. Raidl. Models and algorithms for three-stage

two-dimensional bin packing. European Journal of Operations Research,

183(3):1304�1327, 2007.

[52] N. Kangarloo, J. Rezaeian and X. Khosrawi. JIT scheduling problem on

�exible �ow shop with machine break down, machine eligibility and setup

times. Journal of Mathematics and Computer Science, 16(1):50�68, 2016.

[53] J. Tind and L. Wolsey. An elementary survey of general duality theory in

Mathematical Programming. Mathematical Programming, 21:241�261, 1981.

[54] H. A. Yang, J. Y. Li and L. L. Qi. An Improved Genetic Algorithm For

Just-In-Time Job-Shop Scheduling Problem. Advanced materials research,

472-475:2462�2467, 2012.

79



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[55] K. Holmberg and J. Ling. A Lagrangean heuristic for the facility location

problem with staircase costs. European Journal of Operational Research,

97(1):63�74, 1997.

[56] A. J. Kootanaee, K. N. Babu and H. F. Talari. Just-In-Time Manufacturing

System: From Introduction to Implement. International Journal of

Economics, Business and Finance, 1(2):7�25, 2013.

[57] M. A. Boschetti and V. Maniezzo. Benders decomposition, Lagrangean

relaxation and metaheuristic design. Journal of Heuristics, 15(3):283�312,

2009.

[58] M. A. Boschetti and V. Maniezzo. A set covering based matheuristic for a

real-world city logistics problem. International Transactions in Operational

Research, 22(1):169�195, 2015.

[59] M. A. Boschetti and V. Maniezzo. Matheuristics: using mathematics for

heuristic design. 4OR, 20:173�208, 2022.

[60] V. Maniezzo, M. A. Boschetti and T. St�utzle. Matheuristics: Algorithms and

Implementations. 2021.

[61] V. Vuj�ci�c, M. A�si�c and N. Mili�ci�c. Matemati�cko programiranje. Matemati�cki

institut, Beograd, 1980.

[62] L. Jourdan, M. Basseur and E. G. Talbi. Hybridizing Exact methods and

Metaheuristics: A taxonomy. European Journal of Operational Research,

199(3):620�629, 2009.

[63] R. de Freitas Rodrigues, M. C. Dourado and J. L. Szwarc�ter. Scheduling

problem with multi-purpose parallel machines. Discrete Applied Mathematics,

164(1):313�319, 2014.

[64] A. Colorni, M. Dorigo and V. Maniezzo. Distributed Optimization by Ant

Colonies. In European Conference on Arti�cial Life, 1991.

[65] M. E. Dyer and L. A. Wolsey. Formulating the single machine sequencing

problem with release dates as a mixed integer problem. Discrete Applied

Mathematics, 26(2-3):255�270, 1990.

80



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[66] M. Fischetti and A. Lodi. Local branching. Mathematical Programming,

98(1):23�47, 2003.

[67] M. Fisher. The Lagrangian Relaxation Method for Solving Integer

Programming Problems. Management Science, 50(12):1861�1871, 2004.

[68] P. Baptiste, M. Flamini and F. Sourd. Langrangian Bounds for Just-In-Time

Job-Shop Scheduling. Computers & Operations Research, 35(3):906�915, 2008.

Èíñòàíöå çà JIT-JSSP äîñòóïíå ñó íà ëèíêó: https://drive.google.com/

drive/folders/1fhpqCAT-WABCldP31DdG3ag75GdXJZCy?usp=sharing.

[69] M. G. C. Resende and C. C. Ribeiro. Greedy Randomized Adaptive Search

Procedures: Advances, Hybridizations and Applications. In Handbook of

Metaheuristics, pages 283�319, 2010.

[70] F. Della Croce, M. Ghirardi and R. Tadei. Recovering Beam Search:

Enhancing the Beam Search Approach for Combinatorial Optimization

Problems. Journal of Heuristics, 10(1):89�104, 2004.

[71] M. Pinedo. Scheduling: Òheory, Àlgorithms, and Systems, 3rd Edition.

Springer, 2008.

[72] D. Clements, J. Crawford, D. Joslin, G. Nemhauser, M. Puttlitz and M.

Savelsbergh. Heuristic optimization: A hybrid AI/OR approach. Computer

Science, 1997.

[73] M. R. Garey and D. S. Johnson. Computers and Intractability - A Guide to

the Theory of NP-Completeness. Freeman, 1979.

[74] V. Maniezzo, M. A. Boschetti, M. Ro�lli and A. B. R�ohler. Matheuristics:

Optimization, Simulation and Control. In Hybrid Metaheuristics, pages 171�

177, 2009.

[75] A. Colorni, M. Dorigo, M. Tubian and V. Maniezzo. Ant system for job-shop

scheduling. Belgian Journal of Operations Research, Statistics and Computer

Science, 34(1):39�53, 1994.

[76] N. Fateha, M. Y. Nafrizuan and Y. A. Razlan. Review on Elements of JIT

Implementation. In International Conference on Automotive, Mechanical and

Materials Engineering, 2012.

81

https://drive.google.com/drive/folders/1fhpqCAT-WABCldP31DdG3ag75GdXJZCy?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1fhpqCAT-WABCldP31DdG3ag75GdXJZCy?usp=sharing


ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[77] N. Mladenovi�c and P. Hansen. Variable neighborhood search. Computers &

Operations Research, 24(11):1097�1100, 1997.

[78] P. Hansen, N. Mladenovi�c and J. A. Moreno-P�erez. Variable neighbourhood

search: Methods and applications. Annals of Operations Research, 175(1):367�

407, 2010.

[79] O. Flippo and A. R. Kan. Decomposition in general mathematical

programming. Mathematical Programming, 60:361�382, 1993.

[80] O. Goldreich. P, NP, and NP-Completeness: The Basics of Complexity

Theory. Cambridge University Press, 2010.

[81] P. Brucker. Scheduling Àlgorithms, 5th edition. Springer, 2016.

[82] P. C. Chu and J. E. Beasley. A genetic algorithm for the multidimensional

knapsack problem. Journal of Heuristics, 4:63�86, 1998.

[83] P. Lu�ci�c and D. Teodorovi�c. Bee system: Modeling Combinatorial

optimization transportation engineering problems by swarm intelligence.

Preprints of the TRISTAN IV triennial symposium on transportation analysis,

pages 441�445, 2001.

[84] P. Lu�ci�c and D. Teodorovi�c. Computing with Bees: Attacking Complex

Transportation Engineering Problems. International Journal of Arti�cial

Intelligence Tools, 12:375�394, 2003.

[85] P. Ow and T. Morton. Filtered beam search in scheduling. International

Journal of Production Research, 26(1):35�62, 1988.

[86] P. Vikhar. Evolutionary algorithms: A critical review and its future

prospects. In International Conference on Global Trends in Signal Processing,

Information Computing and Communication. IEEE, 2016.

[87] R. L. Graham. Bounds for certain multiprocessing anomalies. The Bell system

technical journal, 45(9):1563�1581, 1966.

[88] A. G. dos Santos, R. P. Araujo and J. E. C. Arroyo. A Combination

of Evolutionary Algorithm, Mathematical Programming, and a New Local

Search Procedure for the Just-In-Time Job-Shop Scheduling Problem. In

82



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

International Conference on Learning and Intelligent Optimization, pages 10�

24, 2010.

[89] P. Hansen, N. Mladenovi�c, R. Todosijevi�c and S. Hana�. Variable

neighbourhood search: basics and variants. EURO Journal on Computational

Optimization, 5(3):423�454, 2017.

[90] S. Chetty and A. O. Adewumi. A Study on the Enhanced Best Performance

Algorithm for the Just-in-Time Scheduling Problem. Discrete Dynamics in

Nature and Society, 264:1�12, 2015.

[91] S. Gupta and J. Kyparisis. Single machine scheduling research. Omega,

15(3):207�227, 1987.

[92] S. Q. Liu and E. Kozan. Scheduling a �ow shop with combined bu�er

conditions. International Journal of Production Economics, 117(2):371�380,

2009.

[93] S. S. Rao. Engineering Optimization: Theory and Practice, 5th Edition. Wiley,

2019.

[94] D. Cvetkovi�c, M. �Cangalovi�c, D. Dugo�sija, V. Kova�cevi�c-Vuj�ci�c, S. Simi�c

and J. Vuleta. Kombinatorna optimizacija. Dru�stvo operacionih istra�ziva�ca

Jugoslavije - DOPIS, 1996.

[95] S. Singh and D. Garg. JIT System: Concepts, Bene�ts and Motivation in

Indian Industries. International Journal of Management & Business Studies,

1(1):26�30, 2011.

[96] D. P. Williamson, L. A. Hall, J. A. Hoogeveen, C. A. J. Hurkens, J. K. Lenstra,

S. V. Sevastyanov and D. B. Shmoys. Short Shop Schedules. Operations

Research, 45(2):288�294, 1997.

[97] M. Caserta, S. Voβ and M. Siendovich. Applying the corridor method to a

blocks relocation problem. OR Spectrum, 33:915�929, 2011.

[98] S. Wang and Y. Li. Variable Neighbourhood Search and Mathematical

Programming for Just-in-Time Job-Shop Scheduling Problem. Mathematical

Problems in Engineering, 2014.

83



ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈJÀ

[99] T. A. Feo and M. G. C. Resende. Greedy Randomized Adaptive Search

Procedures. Journal of Global Optimization, 6:109�133, 1995.

[100] T. Gonzalez and S. Sahni. Open Shop Scheduling to Minimize Finish Time.

Journal of the ACM, 23(4):665�679, 1976.

[101] D. Applegate, R. Bixby, V. Chv�atal andW. Cook. On the Solution of Traveling

Salesman Problems. Documenta Mathematica, pages 645�656, 1998.

[102] V. Dugo�sija. Linearno programiranje. Zavod za ud�zbenike - Beograd, 2011.

[103] V. Jeyakumar and A. M. Rubinov, editors. Continuous Optimization: Current

Trends and Modern Applications. Springer New York, 2005.

[104] M. A. Boschetti, V. Maniezzo and M. Ro�lli. Decomposition techniques

as metaheuristic frameworks. Matheuristics, Annals of Information Systems,

10:135�158, 2009.

[105] W. Xing and J. Zhang. Parallel machine scheduling with splitting jobs.

Discrete Applied Mathematics, 103(1-3):259�269, 2000.

[106] X. S. Yang. Optimization Techniques and Applications with Examples. Wiley,

2018.

[107] J. N. Monette, Y. Deville and P. V. Hentenryck. Just-In-Time Scheduling with

Constraint Programming. In 19th International Conference on Automated

Planning and Scheduling, volume 19, pages 19�23, 2009.

[108] M. Gen, Y. Tsujimura and E. Kubota. Solving job-shop scheduling problems

by genetic algorithm. In IEEE International Conference on Systems, Man

and Cybernetics. IEEE, 1994.

[109] Z. Dra�zi�c. Modi�kacija metode promenljivih okolina i njihove primene za

re�savanje problema rasporedivanja prenosa datoteka. PhD thesis, Matemati�cki

fakultet, Univerzitet u Beogradu, 2014.

[110] Z. Stanimirovi�c. Nelinearno programiranje. Matemati�cki fakultet, Univerzitet

u Beogradu, 2014.

[111] D. Dugo�sija and A. Savi�c. Operaciona istra�zivanja. Matemati�ci fakultet,

Univerzitet u Beogradu, 2018.

84



Áèîãðàôèjà àóòîðà

Àí¢åëà Ð. Âó÷èíè£ ðî¢åíà jå 01. jóíà 1995. ãîäèíå ó Êîñîâñêîj Ìèòðîâèöè.
Îñíîâíó øêîëó ½Ñòàíà Áà÷àíèí� ó Ëåøêó çàâðøèëà jå êàî Âóêîâàö è ¢àê ãå-
íåðàöèjå. Øêîëîâà»å jå íàñòàâèëà ó Ñðåä»îj øêîëè ½Íèêîëà Òåñëà� ó Ëåïî-
ñàâè£ó íà ïðèðîäíî-ìàòåìàðè÷êîì ñìåðó ãèìíàçèjå, êîjó òàêî¢å çàâðøàâà êàî
Âóêîâàö è ¢àê ãåíåðàöèjå. Ìàòåìàòè÷êè ôàêóëòåò ó Áåîãðàäó óïèñàëà jå 2014.
ãîäèíå è äèïëîìèðàëà íà ñòóäèjñêîì ïðîãðàìó Ìàòåìàòèêà, ìîäóë Ïðèìå»åíà
ìàòåìàòèêà. Íàêîí çàâðøåòêà îñíîâíèõ ñòóäèjà, óïèñàëà jå ìàñòåð ñòóäèjå íà
èñòîì ñìåðó íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó. Îä ôåáðóàðà 2022. ãîäèíå, äî ìàðòà
2023. ãîäèíå áèëà jå çàïîñëåíà ó Ðåïóáëè÷êîì çàâîäó çà ñòàòèñòèêó. Òðåíóòíî
ðàäè ó ÈÒ èíäóñòðèjè êàî ñîôòâåðñêè èíæå»åð.


	Увод
	Проблем оптимизације
	Класификација проблема оптимизације
	Методе за решавање проблема оптимизације
	Метахеуристике
	Метода променљивих околина

	Матхеуристике

	Проблем правовременог распоређивања послова по машинама у вишефазној производњи
	Преглед и дефиниција serbiancserbianJIT-JSSP
	Математичка формулација serbiancserbianJIT-JSSP
	Теоријске и рачунске границе за serbiancserbianJIT-JSSP
	Илустративни пример проблема
	Преглед релевантне литературе

	Матхеуристикa за решавање serbiancserbianJIT-JSSP
	Репрезентација решења
	Метода променљивих околина
	Иницијализација почетног решења
	Дефиниција околина
	Фаза размрдавања
	Фаза локалне претраге

	Решавање потпроблема serbiancserbianCPLEX решавачем
	Структура алгоритма

	Експериментални резултати
	Тест примери - опис
	Презентација добијених резултата
	Поређење са резултатима из литературе

	Закључак
	Библиографија

