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YBOJ

[Mutaropuna Tteopema oOpaljeHa je ca HCTOpPHjCKE CTpaHE TIJIEHINTa, Kao CHOHA u3Mehy
palMoOHATHUX M WPALUOHATHUX OpojeBa. Y OBHM yUOCHHIIMMa MaTeMaTHUKE TPBO CE YBOJE
paIMoHaIHY, 114 UPANHOHAIHHA OpojeBH, 3aTuM [luTtaropuHa TeopeMa, a HAKOH TOTra IPUMEHOM
[TuTaropuHe TeopemMe KOHCTPYKIIHja Ty>KU YHjU Cy MEpHH OpPOjeBH KBaPAaTHH KOPEHH IPUPOTHUX
OpojeBa KOju HUCY MOTIYHU KBajpaTH. JIOK je MCTOPHJCKU CJea Ipyradyuju, Iyro je Tpedaio

MpaloHaIHUM OpojeBUMa J1a 3ay3MYy CBOj€ MECTO.

VY npseom deny cy pa3marpaHe xurnoTe3e o HacTaHKy [Iutaropune Teopeme, n1ata Gpopmynaiuja Te
TEOpeMe ca JiBa HauMHa JoKa3uBamwa. Ha kpajy mpBor nena je onuc o Cro3Haju UpaluoOHAIHUX
OpojeBa, TO jecT mTa je OuIo Mo3HaTo 0 OpojeBUMa Tpe a 1mITa nociie popmynanuje [lutaropune

TeopeMe.

VY opyeom Oeny Hanmazm ce KOHCTPYKIIMja pallUOHATHUX, UPAIMOHAIIHUX W peaTHuXx OpojeBa ca

BUIICT aCIICKTa.

Tpehu oeo je nmocBehen yBohewmy MpallMOHATHUX OpojeBa y TpaauBy OCHOBHE 1miKoJie. [locmatpa
Ce MPHUCTYN YBOheHWa MpAMOHAIHMX OpojeBa Kpo3 IMET PAa3IMYUTHX YIOCHHKa 3a 7. pa3pen
OCHOBHE IIIKOJIC. Y OBOM pajly, 3a CBakd yIIOCHHK TTOCEOHO, MPEACTABIbEHE CY JICKIIH]E WIIH HCHU
JICJIOBH TJIe C€ YBOJIE MpallMoHaIHK OpojeBu. TauHuje NpuKa3aH U carjeia je Ha4uH Ha KOjHu ce
YYCHHIIIMA H3JaKe HJeja Ja MOCToje OpOjeBH KOjH HUCY PAIMOHAIIHU, TO JECT Ja UPAIMOHATHH
OpojeBH TIOCTOje, KaKO CE€ MPOUIMpYje CKYIl pallMOHAIHUX Yy CKYIl peaaHux OpojeBa, Kako ce
oapehyje nenuuMallHM 3amuca WpalMoOHATHOT Opoja, Ha KOJU HAYMH CE HpAIMOHATHOM Opojy
NpHUAPYXKYje oArorapajyha tauka OpojeBHE MpaBe M KakaB je NEIUMAIIHU 3alKC UPaIOHATHOT
Opoja. [lojenuHauno 3a cBakM YUOCHHUK JlaTa je BU3yaau3aluja MpruKasa JeKIHje U3 THX yII0eHUKa,
KOje Cy TeMa, IITO je OJ OCTaTKa TEKCTa OJ[BOjEHO jeIHOCTABHUM IPABOYIraOHUM OKBHUPOM.
Busyannu npukas je 3ay3eo MecTo y pajy 300T CBOT OMTHOT yTHIlaja Ha pa3yMeBambE JICKIIH]e KO
YYEHHMKA M LEJOKYIHOT cMucia, U paheH je Tako aa Oyae IITO BEPOJAOCTOJHUJU OPUTHHATHOM.
Hexku npukasu cy onmmupHUju, TaMo T/I€ je TPaauBo KOje je TeMa pajia HHTETPUCAHO Y ITUPU TEKCT
Ha HauuH J1a Ou 6uno 6GecMuCIeHO U3/IBajaTH IMJbaHe AenoBe. Ha mpumep, objammema o ToMe 1a
CBaKOM peaJIHOM Opojy MOKeMO NMPUAPYKUTH Ta4yHO jeJHY TauKy OpojeBHE IpaBe TaKo Ja je Taj

peanan Opoj KoOopAMHATa Te Tauke U OOpHYTO, HaBO)eHa Cy caMO YKPATKO U TO YKOJIUKO 3ay3UMajy



TaKkaB TIOJIOKA] y JICKIUJH J1a 300T IpeKiianama Hije MOTyhe U30IMIITHTH caMO O0jallkbehe Ha

KOJU HAUMH CE€ UPAlMOHATHOM Opojy IpHIpyXyje oapeheHna tauka OpojeBHE mpaBe.
Yemepmu d0eo 4MHE CKPOMHA ONaKarkha ayTopa Be3aHa 3a 00pajy HUJbaHUX JICKIIH]a.

Hauun yBolhema mpannonanHux OpojeBa y OCHOBHO] mikosu Owuhe mpomnpahen kpo3 cienche

yIIOCHUKE:
[1] Hasus: MaremaTrka 7, YIIOEHHK 3a C€IMH Pa3pell OCHOBHE ILKOJIE, IPBO U3IAhE

Aytopu: np Hebojma Mkoaunosuh, np Crnahana JumurpujeBuh
W3naBauka xyha: ,,Klett*

Mecro n3naBama: beorpan

lNonuna xana je ogoOpeHo n3gaBame u yrnorpebda: 2019.

T"'oguaa mramme: 2020.
[2] Hasus: MareMaTHKa 3a CEIMU paspe]l OCHOBHE MIKOJIE, 0CAMHAECTO MpepaleHo u3name

Aytopu: Csero3zap Munuh, bpanko Jespemouh, Mapko UrmaTtoBuh,
N3naBauka kyha: 3aBoj 3a yiioeHUKe

Mecrto nznaBama: beorpan

lNonuna kana je ogoOpeHo u3gaBame u yrnorpebda: 1987.

T'ognua mramie: 2004.
[3] Hasus: MaremaTHKa 3a CEMU pa3pejl OCHOBHE MIKOJIE, TIPBO M3/akhe

Aytopu: BojucnaB Aunpuh, bophe yrommuja, Bepa Joukosuh, Biagumup Muhuh
N3naBauka kyha: 3aBoj 3a yiiOeHUKE

Mecto n3naBama: beorpan

lNoguna xana je onobpeHo uznaBame u ynorpebda: 2009.

T'oguna mramie: 2009.
[4] Ha3us: Maremaruka 7, YIIOSHUK 3a C€MH paspe]] OCHOBHE MIKOJIE, TIPBO U3JAHE

Aytopu: Mupjana CtojcaBibeBrh-PagoBanosuh, Jbusbana Bykosuh, 3opuia Jonunh
N3naBauka kyha: KpeatuBHu nieHtap
Mecto uznaBama: beorpan

l'oguna kazga je ogoOpeHo u3naBame U ynotpebda: 2020.
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T'oguna mrammne: 2020.
[5] Hasus: Maremaruka 7, YyOeHuk ca 30MpKOM 3a/1aTaKa, IPBH U JAPYTH JICO, IPBO M31akbe

Ayropu: IBan Auuh, Panoje Komanun, Jenena CaBkoBuh
WznaBauka xyha: BUI'3 mkosicTBO

Mecro u3naBama: beorpan

lNomuna xana je omodpeHo n3naBame u ynorpeoda: 2020.

T'oxnua mrramre: 2020.

Panu mojegHOCTaBIbEHOT 3amuca, yMECTO MYyHOT Ha3WBa YIIOGHHMKA y YIoTpebu cy oaroBpajyhe

nymepanuje [1],[2],[3], [4] u [5] koje croje ucnpen napenenux yioeHuxa.

MoTuB nipu oabupy yriObeHuka:

Vubenunx [1] je ogaOpan 300r mKpoOKe MPUMEHE Y MIKodaMa. MoXk/a je 10 0Be 3aCTyIJbEHOCTH

JIOTILIO BHIIIE 300T oaroBapajyhe 30upke, HEro 300r camor yuoeHuKa.

Vubenunu [2] u [3] cy ox ucror usmasaua, anu pasnvka y ayropuMa U FOJMHH H3Jamba, Jaje
noceGaH yBUJ y TO Ja JIU c€ M Kako y 20 TOIMHA MEHAO MPUCTYII y yBOhEHY UpAMOHATHHX

OpojeBa.

Vubenuk [4] je omabpan 300r cBoje crenu(UUHOCTH [a HE CaApKU MyHO Teopuje, Beh Kibyune

MI0JMOBE U MIPUMEPE.

Vubenuk [5] uMa MojepaH IPHUCTYII KOjU y OTKPHBA€ YKJbY4yje M PauyHApCKy TEXHOJOIH)Y

AOCTYIIHY A€UH, a CBC TO je IIpUKa3aHO U KPO3 CIIMKOBHHUIIC.



1. HCTOPUJCKHU OCBPT HA IIMTAI'OPUHY TEOPEMY U
POPMYJAIINJA

1.1 Xunote3e o Hactanky Ilutaropune Teopeme

Ucropujat [Tutaropune Teopeme je Beoma Oorar. 3a by Cy 3HAIM U KOpUCTWIH je Tipe [Turarope

Erunhanu, Basunonmwm, Xuaycu u Kunesu.

Oxo 2000 roguHa m.H.e. BaBuimonnmma je Omia mo3HaTta Be3a m3Mel)y CTpaHMIIa TIPaBOYTIIOT
Tpoyrna 3, 4 u 5, kao u crapum Ernnhannma koju cy 3Hanu 3a yetupu [luraropae Tpojke, o 4emy

2 2
CBEJIOYHM MAnMpyc y KoM je nzmely ocranor moryhe nahu u penamujy 12 + G) = (1 i) 1

Nnak npema HEKUM ayToprmMa Majlo je BepoBaTHO Aa ¢y Erunhanu kopuctuiu yxe of 12 uBopoBa
3a opehuBame IPaBoOyIJIOT TPOYIJIa MPH Haplelnucamy, Kao 1 Ja HeMa JI0Ka3a Ja Cy 3HalIM Ja je

Tpoyrao ca crpannama (3,4,5) mpaBoyrim. 2

[Mutaropune Tpojke ce Mory Hahu W y cBeTMM mnecMamMa XWHAyca, M3 IMEPHOJA TIETOT WIIH
4epTBPTOT Beka M.H.e. [lecMe roBope 0 HaunHy A00Wjamka MpaBUX yrioBa MoMohy KoHOMIA O 3-

4-5, onHocHo 12-16-20, 15-20-25, 5-12-13, 15-36-39, 8-15-17 u 12-35-37 uBopoBa Be3aHMUX Ha

jeZHAaKUM pacTojamuma.

Tpaguumonanno, otkpuhe ce mnpunucyje Ilutaropu, craporpykom
¢uno3o¢dy 1 HAYYHUKY KOJH je MpeMa HEKUM M3BOpHUMa pohjeH Ha OCTPBY
Camoc oko 560. rogune 1m.H.¢. Bepyje ce na je 6uo Tanecos yuenuk. Jleo
XKUBOTa nposeo je nyryjyhu Eruntom u Ilepcujom, kacuuje je y Kporony

OCHOBAO 4yBeHY L1KoJy [Iutaropejuu.

[Toctoju Hekonuko xumote3a o oTkpuhy Ilutaropune teopeme. Hema

noysnanux uHpopmaimja aa je [luraropa nocerno Erunar u BaBuson, anu

Muraropuna 6ucra Koja ce Hanasm y Pumy

MIOCTOjU XMITOTe3a Ja je myTyjyhu Ouo nocpenHuk u3Mel)y 3Hama, TO JECT Ja je Mpey3e0 TeopeMy
o BaBmionana. /[pyra xunoresza roBopu Ja Kako HeMa Jioka3a ja cy Basunonuu u Erunhann
JI0Ka3aJii TEOPEMY OCHUM ILTO Cy je KOPUCTUIIM Y 3a/lalliMa U IIPU pellaBamy npodiema, Te Ja je
Ha nyroBamuMa ITuTtaropa 4yo 3a TeopeMy ajii je OH JJOKa3ao, ako He OMIITH cily4yaj oHza Oap

Ccllyyaj jeTHaKOKpako-mpaBoyrior Tpoyria. Crnabuje cy 3acTynbeHH npucTynu fa je Iluraropa
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(dopmynHcao U 1o MpBH MyT JOKA3a0 TEOPEMY HITH Jia Cy IPBU JI0Ka3 Hanuti [lutaropHu ydeHunm

a 3aciyre Cy NPUIIUCAIIM HBeMY Ko BEJTHKOM yUuTelby. °

! David Eugene Smith, History of Mathematics, normassse 11, crpana 288.
2Eli Moar, The Pythagorean Theorem- A 4000 Year History, crpana 15.

3 https://sh.wikipedia.org/wiki/Pitagorina_teorema, npuctymsero 23.8.2024.

1.2 ®opmyaanuja [lutaropune reopeme

[Tutaropusa Teopema: Y OWIO KOM MPABOYIIIOM TPOYTITy, IOBPIIMHA KBaJpaTa KOHCTPYHUCAHOT
HaJl XUTIOTEHY30M (CTpaHMIIOM KOja Ce Haja3u HacIpaM MpaBor yIiia) je jeHaka 30upy moBpIIHHA

KBaJIpaTa KOHCTPYMCAHUX HaJ KaTeTaMa (CTpaHUIlama Koje Cy HacIpaM OLITPUX YIJIoBa).

Teopema ce gecto popmymnuiie u y kpahem obnuky: KBagpar Haj XUIIOTEHY30M jeTHAK je 30upy
KBaJipaTa HaJ KareTama, oK cy y3 uurar bpanucansa Hymuha muore renepanuje I[Tutaropuny
TeopeMy 3amamTuie, a Aeiyje Aa Hucy 3abopasuie ,.KBaapar Haj XUIIOTEHY30M, TO 3Ha CBAKO

JIeTe, jeTHaK je 30upy KBaapara HaJl 00e KaTeTe.

2 2 _ 2
a’+b°=c ['ne cy a u b karete, a ¢ XuNoTeHy3a.

Enuma Ckot Jlymuc je 1940. roguse y kiu3u [lutaropuna reopema ckynuo 4ak 367 pa3aMuuTHX
nokasa Iluraropune teopeme. Y oBoM paay 6uhe ncnucana nBa nokasa. IIpBu noka3s koju ce y
noMeHyToj kiu3u [lutaropuna teopema Hamasu noj Opojem 35, je dyect u30op U M3IaBayYUMa

KIbUTa 32 OCHOBHY 1IKoy. OBaj 1okas je Aao cpenmoinkoial Maurice Laisnei.

Joxa3zl:

ITocmarpamo npou3BosbaH npaBoyriu Tpoyrao ABC, ca nmpasum yrinom y temeny C. Koncrpycan
Jje HaJl XUMOTEHY30M, ca CIOJballlle CTpaHe, KBaJApaT CTpaHHIIE C.


https://sh.wikipedia.org/wiki/Pitagorina_teorema

IIpaBe Ha kojuma ce Hamaze katere Tpoyria ABC u muma
mapajiellHe IIpaBe Koje caJp)Ke TeMeHa KBajpaTa Haj
XHIMIOTEHY30M, 00pasyjy HoBU kBagpaT CDFH.

[Ipumenom craBa momymapHoctn YCVY 3akibydyjeMo Ja ce
kBajapar CDFH cacroju on wetupu noaynapua tpoyria AABC,
AEAD, AGEF, ABGH u kBanpara AEGB.

Ila je mospmmna kBagpara CDFH P =c¢? + 4 - %ab =c?+

2ab, amu Takohe Baxu U 1a je Ta noppmuHa P = (a + b)? jep
je cTpaHuIia ToT KBajpara a + b.

Axo KBajpaT CTpaHHIe @ + b HOeNMMO Kao Ha CJIULH b a
JIeCHO, Ha JBa KBajApaTa W JBa PaBOYraoHMKa,
3aKkJbydyjemo 1aje P = (a + b)? = a? + b? + 2ab.

W3 mpeTxoHOr 3amaxkama clieau na je ¢ + 2ab = a? +
b? + 2ab, omHocHo na je ¢? = a? + b2.

OBuM je Teopema JoKa3aHa. W

Hpyru nokas ce y kwu3u [lurtaropuna treopema Enume Ckot Jlymuc Hanmasu mox 6pojem 231,
mo3Har je u kao ['apdunmos mokas.

Hokas2:

Heka je mnpaBoyrim Ttpoyrao AABC npar
npon3BoJbHO. O0enexkaBame cTpannna: CB= a,
AC= b, BA=c. Uneja nmokaza je moupraTu
BEMY TOJyJapaH TPOyrao Ha cienehu HauuH.

Ha p(C, A) nahu tauky D tako na Baxxu C-A-D

U 1a je

AD = CB. 3arum HanprtaTH npaBy Kpo3 TauKy
D koja je mapanenna p(C, B). a Hopmaina Ha p(C, A). Ha toj npaBoj nahu Tauky E koja je ca ucre

crpane nipase p(C, A) xao u B, u taka 1a DE= AC.

AABC u AEAD cy noaynapHu na cy BUXOBE IMOBPLIMHE jeiHaKe, Paasc= Paeap= ab



<BAE je npas yrao, jep je <BAE= 180°- «CAB - «DAE= 180°- «CAB - <ABC= 90°.
I1a ce cnajamem Tayaka E u B nobuja ce jennakoxpako-npaBoyriu Tpoyrao AEBA,

cc __ c?
P = — = —,
AREB= — = <
CnajameM Tauaka E u B, nobuja ce u npasoyrim tpane3 CDEB, xoju nMa ocHOBHIIE IyXUHE Q

. +b)(a+b +b)?
u b u Bucuny ayxwune a+b. [1a je moBpmmaa Tpames3a P cpes= (@ )2(a G ; >

Ca jemHe cTpaHe MOBPIIIMHA OBOT Tpare3a MoXke ce JOOUTH Kao MPOU3BO/I TOJIy301Mpa OCHOBHUIIA U

BHCHHE, a ca Jpyre Kao 301p MOBPIIMHA TPU TPOYTJia Ha KOJU j€ MOJAEJbEH, 1A je.

a+b)? ab  ab | c? .
% =—++- <=> a? + b? = ¢?. OBuM je TeopeMa J0Ka3aHa. W

1.3 Cno3naja npaumoHajHux OpojeBa

[Tutaropejiu cy cMaTpaiu Jia ce CBE MOXe MPUKa3aTH Kao OJTHOC JBa I1ejia Opoja y CMHCITY y KOjeM
Cy 3aCHHMBAJIM CBOjE yUCH-€ O CaBpIIEHCTBY Opoja. Jla HUje CBe Tako, TO JECT Jla CE HE MOXE CBE
MpUKa3aTH Kao OJHOC JBa Iiejia Opoja, je OTKpuhe Koje ce Be3yje yIpaBo 3a MpHUITaJHUKA
[Turaropejama, Xunaca uz Meranonryma. Bepyje ce na cam Xunac HUje UMao HamMepy aa 000pu
craB [luraropejama Beh na ra gokaxe, MpU YeMy je JIOMIA0 10 OTKpuha CIOHTAHO W HEBOJHHO.
XWIac je HajBepOBATHH]E M3BEO T'€OMETPHJCKH JOKAa3 O HPAMMOHATHOCTH (HECaMepJbUBOCTH)
KBaJ[paTHOT KopeHa u3 Opoja 2. M3 mokyiaja aa qokaxe Ja ce TujaroHaia KBajapara cTpaHuie 1
MOJKE MPEJICTABUTH Ka0 OJIHOC JIBa MPHUPOJIHA Opoja, TO jecT Ja Jia je XUIIOTEHY3a jeJHAKOKPAKO
TIPaBOYIJIOr TPOYI/IA caMepibUBa Ca KATETOM, JOLIA0 je g0 oTkprha mparuoHaaHor Gpoja v/2.
[Tpema npuuu, Xwurac je HEKOM BaH OpaTCTBa UCIIPHYA0 O CBOM OTKpHUy 300T Uera je KaXKekCeH 01

CTpaHC 6paTCTBa, TAaKO HITO CYy I'a TOKOM KpCTapCmka 6au1/1n1/1 Ha IY4YUHY.

Ha naruHckoMm ratio 3Haum yMm, oJaKiie ¥ Ha3MB 3a UpalMOHAIHE OpOjeBe, BaH yMa OJIHOCHO BaH

IIaMCTH.

Jlyro HakoH XumnacoBor oTkpuha HUje OMIIO 3BaHUYHOT MpHUXBaTamba WpaIMOHATHUX OpojeBa. Y
IIIECHAECTOM BEKY JI0JIa3u JI0 TIOMaka, MpUXBaTama M0jMOBa HETaTHBHHU OPOjEBH, LIEIOOPOJHU H

pasnomibeHH jaeo Opoja. JeummanHu OpojHM CHUCTEM Y JaHallbeM OOJIMKY mpuxBaheH je y
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celaMHAaecCTOM BeKy. Y ocamHaecToM Beky AOpaxam ne Moap u Jleonapn Ojnep OTKpuBajy
M3Y3€THO YMOTpeOs/pbHMBE OCOOMHE MMarnHapHOr Opoja, JOK je TeopHuja KOMIUIEKCHHX OpojeBa
KOMIUIETHpAHa y IEBETHAECTOM BEKY, Kajla Cy HpallMOHAIHN OpOjeBU pa3/IBOjeHH Ha ainrebapcke
Y TpaHcIeneHTHe. Taa je HampaBJbeH HOBHU MPHUCTYI y 00JIACTH WPAIIMOHAIHUX OpojeBa, Koja je
on no6a Eyknmnma ocrama HeTakHyTa. Y JE€BETHAECTOM BEKY CY JICIOBaJIM MHOTH 3alayKEHH
MatemaTudapu kao mto cy Kapn Bajepmrpac, Xajue, Jenekunn, Kponekep, Kantop u onn cy

JTaJIA TIOTIPUHOC Pa3BOjy TEOpHU]je UpaIMOHATHUX OpojeBa.

Ja m Huje panronanan Opoj nokaszao je Joxan Xajupuk JlamGept 1761. rogune, oH je Takohe
JI0Ka3a0 JIa aKo je n palmoHasiaH Opoj, oHja e™ Huje panroHaiaH 6poj, ocum 3a n = 0.

1794. rogune Jlexxanp je noBpuiro JlamOepToB 10Ka3 U MOKa3ao 7T J1a He MOKe OUTH KBaJpaTHU

2

KopeH panuroHaiHor Opoja. XKozed Jlnysuin je 1840. roguHe mokaszao 1a HA e HU €° HE MOTYy OUTH

perniema KBaipaTHE jeJHAYUHE ca [1eT00pOojHUM KoehHUulnjeHTrMa.

1844. ronune je JImyBmI 10Ka3a0 MOCTOjamke TPAHCIIEAEHTHUX OpojeBa, ay je Tek 1873. mokazan
jenaH TakaB, kaja je Yapyic XepMuT 10Ka3a0 /1a je e TpaHcleaeHTaH, 10k je 1882. To ucro qokaszao

Jlunnemen 3a . TpaHciiefieHTHe GpojeBe 01 anrebapcKux NMpBH je pa3asojuo Kponekep. 4

* https://sh.wikipedia.org/wiki/Iracionalni_broj , npucrynmseno 23.8.2024.
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2. JEOMHUIINJA PAIIMOHAJIHUX, UPAIUOHAJIHUX U PEAJTHUX
BPOJEBA

[Ipe yBohemwa mparmonamHux OpojeBa u ga O ce neduHUCcAM peasHu OpojeBH MOTPEOHO je
MO3HABATH palHMOHANHE OpojeBe. Jlpyro moriiaBibe 3amoduibe AS(HUHUIUJOM PAIUOHATHUX

OpojeBa, ca BHIIIET acrieKTa, 0e3 3ajlacka y JoKa3e HEKUX TBphema.

2.1 Jedpununmja pauuoHaaIHuX OpojeBa
2.1.1 KoHcTpyKIIja pallMOHAJIHUX OpojeBa y 00JIMKY pa3jioMKa

Kao mTo 10 mpcrena nenux 6pojea fonasumo npommupemeM crpykrype (N, +,), ma Ou ce 3a
CBaKko a, b MorJa pelIMTH jeJHAYWHA a + X = b , TaKo J10J1a34 U 0 IPOIIHUPEHa MPCTEHA LIETUX
OpojeBa z1a Ou ce 3a CBako a, b MorJa pelinTH jefHa4MHa a - x = b,ocum3aa = 0u b # 0, jep

je Taja jeAHauYnHa KOHTPAJIUKTOPHA.
OBo pa3Marpame yrmyhyje Ha OIIITH CTy4aj KOHCTPYKIIH]E pallMOHAIHUX OpojeBa.

Jemnaumne 1-x = 2,2-x=4,4a=8...,a-x = 2a, ... CBe UMajy UCTO peliewe, 6poj 2. tbemy
Ce y CBaKoOj OJ] jeIHaYMHA MOXKE MPUAPYKUTH oaroBapajyhu ypehen map koedunujenara: (1,2),
(2,4), (4,8), ..., (a,2a), uta. IIpou3Boj COJbALIBUX U YHYTPALIBHX YWIAHOBA HCTH je 3a CBaKa

JIBa I1apa U3 OBC KJIace.

Jlakne, Heka je ckyn Zi= {x € Z| x # 0 } u penauuja ~ nedunncana je ca : (a b) ~(c,d) ako u

camo ako ad = bc .Taja je ~ penanuja eKBUBaJICHIM]e HA CKyny Z1X Z.
Tephemwe 1: Penanyja ~ je penaiyja eKBUBAJCHIM]E HA CKyly Z1X Z.

Jlokas: Heka cy (a,b) , (c,d) u (e, f) enementu ckyna ZiX Z.

Pednexcusnocr: (a, b)~(a, b) g ab = ba.



KOMYTaTHUBHOCT

Cumerpuunoct: Ako je (a,b) ~ (c,d) @ ad =bc —2.— da=che cb=da

2 . d) = (@b

Tpausutussocrt: (a,b) ~ (c,d) u (c,d) ~ (e, ) & ad = bcucf =de.

KOMYTAaTUBHOCT

ad = bc =>d=%, na je cf=%e = f=% S fa=be$>af=be

g (a,b)~(e,f). m

Axo je (a,b) jemam ypehenm map u3 ckyma ZiX Z, Ouga knacy exsusanenuuje [(a,b)].

b . . . .
03HAYaBaMO Ca — M 30BEMO PA3OMKOM WJIH PALMOHATHUM opojem. Bpojunarr je nieo 6poj b y

b .
pasiomMKy —, aa # 0 je mMmeHumnam.

Kracy exBuBasieHIIM]e MOXKE Jla PENpe3eHTyje OMIIO KOju TPEJICTaBHUK, Ta aKo % = % , TO 3HAYU
na (p, q) u (r, s) npunanajy ucroj Kiacu, OQHOCHO pS = qr.
Cxyn (Z; X Z)/~ je Tako cKkyn panHoHAJIHUX OpojeBa u o3HauaBaMo ra ca Q.

Ckyn Q je mpebpojuB. bunapue omepaiije cabupama (+) ¥ MHOXEHa () Ha CKyny Kiaca Q =

b , d._ bc+ad b d__ bd o
Z1X 7. nepuHUITYy ce Kao St oi=E—— o e i= MortuBanuja je cieneha: Heka cy

jenHayuHe ca 1eo0pojHuM KoeduimjeHTuMa a - x = b u ¢ - x = d, oHJa je 30up pemema 2x =

b  d b d .
E+Z, a OpOU3BOJ peLICHA X * X = -7 Aok ce ca Ipyre cTpaHe 100uja
()a-x=blc >a-c-x=c-b

2)c-x=dla=2a-c-x=a-d

cb+ad

Cabupamem (1) u (2) nobujace 2-a-c-x = c-b + ad, 10 ject 2x = ”

. abcd bd
MuoxemeM (1) u (2) nobuja ce aaccxx = abcd = x - x = ppe

OBe omepanuje cy A00po neduHucaHe, MWTO OBAe HeheMo J0Ka3MBaTH jep je OBO OCBPT Ha

yBOheme paloHaIHuX OpojeBa.
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Taxohe Baxe u cineneha TBphema.

Tephere 2: Crtpykrypa (Q,+,") je moJbe.

Tephewe 3: Heka je Z* = {% |a € Z}. Crpykrypa (Z*,+,") je TIpcTeH KOju je y OJHOCY Ha

byHKIHY X > % U30MOp(]aH ca MPCTEHOM IeNTuX OpojeBa.
Ilene OpojeBe Tako MACHTU(DUKYjEMO ca pa3IoMIIuMa 00JIHKa %

Tepherwe 4: () je HajMambe MOJbE KOje CaTPKU MPCTEH Z*, OJTHOCHO Z.

Tepherwe 5: (Q,+,") je ypeheno mnoJbe.

2.1.2 KoHcTpyKIIMja pAUMOHAJHUX OpojeBa y 1eMMAJTHOM O0JIMKY

JlemmuMamHU 3aldcH Cy 3alKMCH pallMOHATHOT Opoja KOJU Cy CKBHBAJICHTHHU 3aIliCy IPEKO

pasiomka.

> IlocTymak kKako 0J1 pa3JIoOMKa KOHCTPYMCATU JACIMMAITHHA 3aIIHC.

Paznomky %, A€ Cy a U b TO3WTHBHU IeNH OpOjeBH, MPUIPYXKYJeMO HH3 IeNHX OpojeBa

q,919295 - - ., Tako 1a je q mo3utuBan 6poj wiu Hyna, a q; € {0,1,2,. . . ,9}. lememeMm a ca b

no0uja ce KOJMYHUK ¢ B OCTaTakK 7.
a=qgb+rroeje0<r <b.

- Axko jer = 0, mocTymak je 3aBpIieH.

- Axojer > 0, nemu ce 10r ca b.

Tana, 10r = q:b + r,raeje0 <r; < b,a 0 < q; < 10 (Y cynpotHom, aa je g; > 10 6uio 6u

10r = q;b +r; = 10b, TO jecT r = b, 1ITO je CyNpOTHO ca MPETHOCTABKOM Jia je 7 < b)
ITa ako je r; = 0 mocTymak je 3aBpiieH, a ako je r; > 0 mocTynak ce nmoHaBJba Ha OMUCAH HAYWH.

Axo je r , = 0, popmupa ce HU3 ¢, q1G2qG3 - - -q, 00. . ., a axo je ocratak 1;, # 0, 3a cBako n,

Taj HU3 je MepuoanYaH. Y JaTOM IOCTYIKUA CBU OCTalld 7; Cy MawH o b na mehy muma mopa
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OWUTH jemHAKWX, a IOCJe MPBOT TMOHAaBJbakhba HEKOT OCTAaTKa IOHaBJbajy ce W onarosapajyhum
kommunuiy. [la y HU3Y @q,G19293 - - -Qn - - - C€ TIOHABJbA Tpyma OpojeBa KOJUX MOXKE OUTH

HajBUILE b, Ta Tpyma 30B€ CE MEePHO/I.

. . a .
OBako mobuje HU3 q, 4142q3 - - -G - - - J© NEIUMAJaH 3aMHC Pa3IoMKa > KOjH MOKe ouTH UIn

KOHauaH(aKo ce 3aBplliaBa HyJlaMa) UK TIEPUOIUYaH.
Cnenu onuc oOpHYTOT MOCTYIKA.

> Kako nonasehu o)1 jeliMMaJIHOT 3aIuca palMoHaIHOr Opoja nohu 10 wemy oarosapajvher

pasjoMKa.

Hu3y q,919295 - . .q,000. . .1t0e g e NU {0}, q; €{0,1,2,...,9}, q, # 0 npunpyxyje ce
n n—1 0

pazioMax 10™q+10 10(311+...+10 qn.

Husy q,919295 - - -qnS, T/he je mepuoa S y3eT Kao jeAHOCICMEHTHH 300T jeHOCTAaBHOCTH,

10"g+10""1g,+..+10%,
10m 9:10M

S
9-10™

MPUIPYXKYje Ce pa3ioMak , Tnae je 30up oxrosapajyhe

. . S S S 1 1 S 1
TEOMETPHJCKE  MpOrpecuje ——rm + s+ - - = [ (1 o Tt ) = W(E) =
10

S
9-10m

Hctu pasnomak ce nojesbyje JEMMMAaIHOM 3alkCy ca HyJama Ha Kpajy, q,d1q29s - - -q,000. . .
Kao ¥ TIEPUOJTUIHOM 3aIUCY (, q1q2q3 - - - S TIE je Tocienma nudpa Koju HUje HyJla Marmba 3a

jenan (q, = q, — 1), a HaKkoH Tora ce noHaBJba 6poj 9.
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2.2 Peayinu OpojeBun

ITo ITuTaropuHOj TEOPEMH JMjaroHaa jeAMHUYHOr KBajapara je d? = 2, a Kao LITO je MO3HaTOo
pasjoMaK YMju je KBaapar jemHak Opojy 2 He moctoju. Ta myknHa ce MOKe caMO MPUOIIMIKHO
OJIpeIUTH yIoTpeOOM parroHaTHuX OpojeBa. Hemoctojame TauHe mepe y mosby (Q ToBOpH O
HEMOTITYHOCTH OBOT IM0Jha y CMHUCIY Ja HE IOCTOjU HajMame TOpPHE OTPAHHYCHE TO jecT
CyIpeMyM, y OJIHOCY Ha penanujy <, 3a uu3 1,4; 1,41; 1,414;...1uT0 je HU3 mpubIMKHO oapehHUX

BPEJHOCTH 3a pelieme d? = 2.

C 0063upoM Ha oBaj HeocTaTtak ckyn () ce mpomMpyje y cKyn peaaHux OpojeBa R, mto ce Moxe

YpaauTH Ha BUIIC CKBUBAJICHTHHUX HAa4YMWHA, O KOjI/IX CY HCKHU HAaBCACHU Y HACTABKY.

2.2.1 lenumajiHu 3anUCH

Ckyn pealHEX OpojeBa MOXeE C€ MPEACTABUTH Kao YHHJa PAIMOHATHUX U HEMY JWCJYHKTHOT
CKyIla HpalMoHATHUX OpojeBa. ['1e cy HpauuoHaIHu OpojeBH CBH ACIIMMAITHU 3aITUCH KOJU HUCY

MEepUOANYHH (HUTH KOHAYHU ).

2.2.2 ®yHaaMEHTAJHN HU30BH

YBohemwe peannux OpojeBa moMohy moceOHIX HU30BA pallMOHATHUX OpojeBa, 300T Tora MpBo cy

HaBeJieHe JIeUHUIM]e TOTPEOHOT U Teopema.

Hepunuuuja: Huz a,n3 Q je pynnamentanan (KommjeB) ako 3a cBaku MO3WTUBAH pallMOHANIAaH
Opoj € mocroju n,. € N takBo na Baxu: |a, — a,,| < €3acBe n,m e N TakBe gjam,n = n,, rue

je ca jeBe cTpaHe JerHMCcaHa arcoJyTHA BPEAHOCT HA yoOHUYajaH HaYKH.

Hedununyuja: Huz a,u3 Q xoHBeprupa ka paruoHasHOM Opojy a ako 3a cBako &€ > 0 u3 Q,

nocroju n. € N Tako na Baxu: |a, — al < e3acBen e N TakBe jan > n..

EnemeHT a je numec uiaM rpaHulla, a HU3 KOjU UMa JIMMEC je KOHBEpPreHTaH Ha 1oy Q.
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Tepheme 6: CBaku KOHBEPreHTaH HU3 palMOHAIHUX OpojeBa je gpyHmamentanan. OOpHYTO He

Baxu.

[loka3s: [IpernocraBuMo J11a je HU3 4, palMOHATHUX OpojeBa KOHBEPICHTAH U JIOKa3yjeMo Ja je

¢yHnameHTanad, bupamo mnpousBosbaH TO3UTHBAH pauuoHanaH Opoj &. Kako je Hu3
. . & . .
KOHBEPIeHTaH, HeKa KOHBeprupa ka opojy a, 3a 6poj & = 5 TOCTOjH PHPOJaH 0poj ns Takas aa

je 3a cBako |a, — a| < § 3a cBe n = ng.
Capa, nmpema ocobunu |x + y| < |x| + |y| rae cy x u y parpoHaanu 6pojeBu, BaKu:

la, —apl=la,—a+a—ayl<la,—al+|la—a,| <5+ =c¢. Ogaj HM3 je

(GbyH1aMeHTaJIaH.

Jla o00pHyro He Baxu [pPHUKa3aHO € KOHTpampuMepoM Ha Beh crmoMeHyroM HH3Y
a,:1;1,4;1,41;1,414,1,4142; . . . xoju je neuHMCAH TaKO Ja je KBaJApaT CBAKOT WIaHA MambH

0J1 2, a aKo ce moceama aenumana noseha 3a 1 1oouje ce Opoj unju je kBaapart Behu of iBa.

a, je byHIaMeHTAIHK HH3 , jep je 3a maaro € > 0 pasznuka m3Mel)y wiaHoBa HHU3a ca ,,JIOBOJHHO

MHOI'0“ IerMaiia OUUIJIeIHO Mamkba O £.

Hus kBanpara (a,)?: 1%; (1,4)?; (1,41)%; (1,414)?; (1,4142)%; . . . xouBeprupa ka 2. U3 Tor
ce 3aKJbyuyje J1a HU3 A, He KOHBeprupa y ckymy Q, jep KBaapaT HHUjeIHOT paIMOHAIHOT Opoja

HHU]C jeTHaK 2. W

VY ckyny F ¢dynnamentamaux Hu3oBa Ha ( meduHMIE ce penarnyja CKBUBAJICHIUjE ~

a,~b, 7lLi_r)Elo(an —b,) =0.

F/~ je ckyn peannux 6pojeBa. Caka Kiaca y K0joj ce Hana3e (pyHIaMEeHTAIHU HU30BH KOjH HUCY

KOHBepreHTHu y () je jenan upanuoHajaaH o0poj.
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2.2.3 JleneKUHI0BH Pe30BH

Jom jenan HauMH KOHCTpyHCcama PeanmHux OpojeBa nao je Jenexkunm.

[Tonasu ce ox ypehenor nossa Q parpioHaHUX OpojeBa U mocMaTpajy ce ypehenu maposu (A,B)

nmojickynoBa u3 (J, Koju ucnymanajy cieache ycione:

(1) {4, B} je maprunmja cxkyna Q

(2) CBaku 6poj u3 A mamu je o cBakor Opoja u3z B

Pe3 (unu mipecek) y mosby Q je cBaku ypeheH map Koju UcimyJbaBa HaBeJECHE yCIOBE.
O3znauvasa ce ca A| B.

Ckyn A je oma a ckyn B ropma ksaca pesa A| B.
[a 61 6unn ncnyreHn HaBeaeHM YCN0BK, CBU PE30BM Ce MOTY KaTeropucaTtv y Ba Tmna

(a) MpBKM TMN pe3a Mma cBOjcTBO Aa Knaca A nma Hajsehu 6poj, a Knaca B Hema Hajmarbu 6poj,
WAM Aa Knaca A Hema Hajsehu 6poj a Knaca B uma Hajmarbm 6poj. Oba cnydyaja oapehyjy
jeAMHCTBEH pauMoHanaH 6poj y npBom cay4vajy To je Hajsehu 6poj Knace A a y Apyrom cayyajy
HajmarbyM bpoj Knace B. Pe3oBu oBor TMNa 30By ce pauMoHanHu bpojesu. Mpumep: Y ckyny A cy

cBM B6pojeBn Marbm og, %, a cBM ocTanu cy y B- oBaj pe3 oarosapa 6pojy %

He nocToju moryhHocT ga Knaca A nma Hajsehu a Knaca B Hajmarbu enemeHT, 3ato wtocy A B
AMCjYHKTHM na 6u T 6pojeBm mopann 6UTH pasnnumtu, Te 61 namehy Knaca nocrojao 6poj Koju

Huje HM Yy A HM y B. CBakH pes je jeIHO3HAUYHO oApeheH jeJTHOM o/ iBe HeroBe KJjace.

(6) Hutu y A nocroju HajBehu HuTH y B Hajmawu 6poj. Pe3oBu oBor Ttuma 30By ce
HpalyoHalIHK 6pojeBu. [IpuMep Taksor pesa: B = {x € Q*| x? > 2}, A = Q\B - oBaj pe3
ojiroBapa 6pojy V2.

Ckyn peanHux 6pojeBa JeduHuUIIEe Ce Kao CKyI CBU pe3oBa A | B y nosby Q, yBeseHux ca (a)

u (6).
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3. YBOBEILE UPAIIMOHAJIHUX BPOJEBA KPO3 PA3JIMYUTE
YIBEHUKE Y OCHOBHOJ IIKOJIN

3.1 Ilpuka3 y ynoenuky u3naBauke kyhe ,,Klett“ [1]

3.1.1 YBon y npaunuonaiine opojese

YV yubenuky [1] nata je nexiwja ,, Jeonauune obauxa x* = r, r > 0 Koje nemajy pewera y
ckyny Q.

I'maBHU neo nekmuje je pemaname [Ipumepa 4 y KoM ce mokasyje Ja He MOCTOjH palnoHaiaH opoj
X TakaB Ja je X2 = 2, TO jeCT y4eHHMK MMa YBHJ Y TO JIa OBa jeIHAYMHA HEMa PEIleha y 0 caja
nmo3HatoM ckymny (0. YV 0BOj JIeKIHjU ce He CIIOMHIbe MOTYhHOCT mporuprBama ckymna Q, To ject
HAIKCaHO je Ja TOMEHYTa jeIHaYiHa HeMa pelieka y ckyny Q, anu HUCY 1aTe Ha3HaKe J1a peniemha
YOIIIITE ¥ UMa.

[Ipumep 4 je perieH Ha 1Ba HAYMHA, UHIUPEKTHUM Jl0Ka3uMa. JlaBamkeM BUIIIE OJ jJeTHOT HaulHa
3a OKa3MUBamwe, Heryje ce aHAIMTUYKY HAUWH pa3MUIILbalkba KOJl YUCHHKA.

JlaTe cy Te3e koje objammaajy TBpheme 3.1.1.1, mTo je 3a maTu y3pact ydeHuka, 106ap mpumep

Jla 32 CBaKy MaTeMaTH4Ky TBP/IY Tpeba Ja MOCTOjU U JOKa3.

Heka je n mpupoman 6poj u p mpoct 6poj.

* Axo p|n?, onza ce p nojaBibyje napat 6poj IyTa y pacTaBjbary 0poja n? Ha MpOCTe YHHHOIIE.
» AKo p t n?, oHna ce p He mHojaBJbyje y pacTaBibamy Opoja n? Ha MPOCTE YMHMOLE, Tj. Y
pacTaBsbamy ce MojaBjbyje Hyna myTa. [lomito je u Hyna nmapaH Opoj, 1 y OBOM CIIy4ajy MOXKEMO
pehu n1a ce p nojasibyje mapan 6poj myra y pacTapibary 6poja n? Ha IPOCTE YUHHOIIE.
Tephemwe 3.1.1.1

YV pacmasmwarby nomnynoz keadpama Ha npocme YUHUOYe CE8AKU Npocm Opoj ce nojasmwyje
napawu o6poj nyma.

IIpumep 4.

Ha au nocmoju payuonanan 6poj x maxaé oa je x> = 2.
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Onurosop je ,,He®, JIoBOJbHO je MOKa3aTu Ja He MOCTOjU MO3UTHUBAH PallMOHANaH Opoj X YHju je
KBaJpaT jeHaK 2.
IIpsu Hauun. Axo O TIOCTOjao MO3UTHBAH PAalMOHANIAH OpOj X YMjH je KBaApaT jeHaK 2, OHJa

Ou ToCTOjasI TIPUPOIHU OpojeBH a U b (Kao W 3a CBaKW JIPYI'HW MO3UTUBAH pallMOHANIaH Opoj)

2 2
TAaKBH J1a j€ X = %. Taja 61 BaXKKIIO (%) =2 = 2,7j.a? = 2b?. Melyrum, momrTo je 2 mpoct

=
Opoj, Mpema MpeTX0JHOM TBphewmY , 2 ce T0jaBJbyje apaH Opoj IyTa y pacTaBjbamby Ha MPOCTE
yuHUOLE U Opoja a’u 6poja b?.
Opatiie cliequ 1a ce HAKOH pacTaBlbamba OpojeBa a’ u b? Ha MpoCTe YMHHUOLIE:

e caJjese CTpaHe jenHakocTu a’ = 2b? Opoj aBa mojaBsbyje napas 6poj myra, a

e ca JecHe CTpaHe jeHaKocTH a’ = 2b? 6poj 1Ba MojaBIbyje Hemapan 6poj MmyTa.
HaBenene TBpame cBakako He MOTY OWTH TauHe. Jlakie, He TIOCTOje IPUPOIHU OpojeBU a U b

TakBM J1a je a’ = 2b?, a caMuM THM He OCTOjU HH PallMOHANAH OpOj YMjH je KBaApaT jeaHaK 2.

JIpveu nawun. AKo IIPETHOCTABUMO J1a TIOCTOjH IIO3UTHBAH PaliOHaIaH Opoj X TakaB Ja je X2 =
2, OHJIa TIOCTOJ€ M y3ajaMHO MPOCTH MPUPOIHU OPOJEBU P U  TaKBU Ja j& X = 5. Onpaje x? =

2 pZ

p—z, OJTHOCHO 2 = =; .
q q

[Mocnenmwy jeTHAKOCT MOYKEMO 3arrcaTH Kao
p* = 2q%,
oJ1aKJe je jacHo 1a je p? mapan 6poj. Ouja u 6poj p Mopa 6uTH napaH, u Heka je p = 2k, rie
je k nexu npupoan 6poj. Jlaxne, Baxku p? = (2k)? = 4k? u 4k? = 2q2.
[Mocnenmwy jeAHAKOCT MOYKEMO 3aIHUCaTH U Kao
2k? = q?,
OJIaKIIe CJIEH J1a je ¥ g2 mapaH 6poj, OJHOCHO a j€ U ¢ mapaH 0poj.

PSSI/IMI/IpajMO A0 cala U3BCACHEC 3aKJbYYKC:

2

® [IOCTOje y3ajaMHO MPOCTU IPUPO/IHN OPOJEBU P U § TaKBH J1a je 2 = Z_Z'

e 0OpojeBU p U g Cy MAPHH.
JlBa mapHa Opoja HHMCY y3ajaMHO IpOCTa, Ma 3aK/bydyjeMO Ja je HeTauyHa Halla MOoYeTHa

IPETIOCTABKa J1a OCTOjM palMOHaNan Opoj X Takas ja je x2 = 2
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3aTuM je UCTIIHCAaHO YOIIITEHE 3a OMII0 KOjH MpocT Opoj p.

Tephemwe 3.1.1.2

Hexa je p npocm 6poj, Tada ne nocmoju payuonanan 6poj X maxae oa je x> = p.

[IperxoHO TBpheHE TUPEKTHO CIICTN M3 YUCHUIIE J1a HEe TIOCTOje IPUPOIHH OpOjeBH a U b

TakBy 71a je a? = p - b?. Jlo 0BOT 3aKJbydKa J0Ja3UMO Pa3MHIILbajyhu Kao y MpeTXoaHOM

IpuMepy.

p ce mojaBJbyje napan 6poj ImyTa y pacTaBibamby Opoja a? Ha MPOCTe YUHHOLIE.

U

p poja ce mojaBibyje Hemapan Opoj myTa y pacTaBjbamby Opoja p - b? Ha }az —p- b2

IMPOCTEC YUHHUOILIC. k—

Ha kpajy oBe nexiyje, memMom je Mpuka3aHo Kaja jeJHa9nHE OBOT THIIA UMajy WM HeMajy

peueme y ckymy Q.
AKo nocToju paumoHanaH 6poj 1UMa [1Ba pelletba, payuoHanHe
a# 0TaKkae gajer=a‘ oHga bpojese a n -a.
Ao je r=0, oHga jegHauymHa 1nma jegHo peweu-?e,
xi=r pauuoHanax 6poj 0.
AKO He NoCTojW paynoHanaH Hema peluere y ckyny
6poj a Takas na je r = a’, oHpa paunoHanHux bpojesa.
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3.1.2 Mpomupeme ckyna Q y ckyn R

TpaxeHo mpomupeme ckyna obpaleHo je y JeKIuju moj Ha3uBoM ,, CKyn peannux opojesa u

opojeena npasa .

Hakon o0jammema Kako ce 3a ogadpaHy jeIUHUILy Mepe TPaXKu JIECETH JC0 jeIUHUIC Mepe, ma
CTOTH IO jeTUMHUIIE Mepe, TIOKAa3aHOo je KaKo 3a Jary AyxX oapelyjeMo meHy AyXuHY (Y Cliydajy
IyXU 4Mju je MepHH Opoj palroHanaH Opoj ca KOHA4HMM OpojeM Aenumaina). 3aTUM je JaT
[Tpumep 2, mpuKa3aH y HACTaBKYy, I'JIeé YUEHHK Tpeba Ja OoIpeay MPBUX Iap JAeruMala MepHOT
Opoja myxuHe aujaroHane jequHUYHOT KBaapara (d) m wm Ha ocHOBY TBphewma 3.1.1.2 wu3
MPETXOJIHE JISKIHje 3aKkbydd ga Opoj (d) wMa OecKOHAYHH JCIMMAITHU 3aliC KOJjU HUje
nepuoandan. Tephemem 3.1.1.2 yueHuUK je ca3Hao /1a MOCTOjU jeJTHAaYrHA KOja HeMa pallioHaIHO
pernrewe, a HapegauM [TpuMepoM 2 TIoka3aHo je Ja TOCTOju MEPHHU OpOj MTyKUHE JTYKH KOjU HHUjS

paroHaiaH.

Ipumep 2.
Oodpedumo oyacuny d oujaconane jeounHuuHoz Keaopama mj. Keaopama uuja je cmpaHuya

jeonaxa uzabparnoj jeounuyu mepe.

Kana Ha jequHuYHM KBaapaT IPUMEHUMO MO3HATE oOpaciie 3a i 2
M3padyyHaBame IMOBPIIMHE KBaJapaTa, 3ak/bydyjeMO Jia BaXKu

d? = 2. ?

Ouwurnenno je 1 < d < 2. Jla GucMo npernusHuje oapeawm d,

dhopmupajmo crenehy rabdemny. d

d [10 (11 |12 |13 |14 |15 |16
d? |1 1,21 | 1,44 | 169 | 196 |225 |2,56

Baxibyudyjemo maje 1,4 < d < 1.5 jepje 1,42 < 2 = d? < 1,5%
Hapenny uudpy (ctotux nenoa) oapehyjemo nomohy cnenehe taberne.
d 1,4
d? 1,96
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Haxe, je <d< . Cimano oxapehyjeMo mudpy XusbauTHX.

d 1,411 1,412 1,413 1,414 1,415
d? 1,990921 | 1,993744 |1,996569 | 1,999396 | 2,002225

Hakne, 1,414 < d < 1,415.

Beh cmo nokazanm na d Huje parmonanan o6poj (Bugeru [Ipumep 4 va ctpanu 17), ma 3Hamo J1a
ce OINMMCAHM MOCTYINaK HUKa/la HE MOXKE 3aBPIIUTH. AKO OM Opoj d MMao KOHAYHH JIEIIMATTHH
3amuc Wik OECKOHAYHU TIEPHOUYHU, OHJIa OM OH OWo panuoHanad Opoj. Jlakie, nenuMainu
3ammc Opoja d je OeckoHadaH U HHje iepuoandan. Mako genuManiu 3amnuc 0poja d He MOKEMO
Y HEJOCTH MPUK3ATH, ONICAHUM ITOCTYIIKOM MOXXEMO OJIPETUTH MTPOU3BOJFHO MHOTO JIETIMaa
Opoja d:

d = 1,414213562373095048801688724209 ...

Jaxie y yubenuxy [1] upanuonanau 6pojeBu cy yBeIeHU M3 MOTPeDE J1a ce 3amnuile MepHH Opoj
Jy’KWHE TYKU KOJU HU]je pallMoOHaJiaH, jep je nocie [Ipumepa 2 ounriaeaHo aa Ay>KMHY CBaKe TyKU
HE MOXXEMO M3Pa3uTH parmoHaATHUM OpojeM. Jla je mpamroHamHoM Opojy Moryhe mpuapyKuTu
JEIMHCTBEHY Ta4yKy Ha OpOojeBHOj mpaBoj, AaTo je caukoM (0e3 JomaTHOT 00jallmbea Kako je
CJIMKa HacTaja, aJli j€ TIOBE3aHO ca MPETXOHUM IPUMEPOM U MOXKE CE€ 3aKJbYUUTH), 3a Opoj d =

1,414213562373095048801688 ....

Mepne OpojeBe Ay:KMHA JYXKH Ha3MBaMO MO3MTHBHUM peajHuM OpojeBuma. [lopen oBux

OpojeBa MPUPOAHO YBOAWMO M HeraTHBHe peajiHe OpojeBe mocMarpajyhu uyutaBy OpojeBHY

paBy.

bpoj -d Huje parmoHanaH W BEMy OAroBapa
OecKOHaYaH M HEIEPHOAMYAH CHUMAIHA
3aIHC:

Mepuu  6poj d myxwuHe
nyxu OD Huje panuoHanan
0opoj.

d =1,414213562373095048801688 ...

0(0) A0,6) J(1) D(d ' -'J\ 06 0.6 }
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[To3uTHBHU M HETAaTUBHH PEaTHU OPOjEBU 3ajeTHO ca HYJIOM 00pa3yjy CKYN peajiHuX OpojeBa.

Ckym peannux O6pojeBa obenexaamo ca R.

Ckyn peaiHUX OpojeBa, YBOJM CE€ Ka0o YHHja MO3UTHUBHUX PEATHUX OpojeBa, HYJIC U HETaTHBHHUX
pealHuX OpojeBa, T/ Cy MO3UTHBHY PEATHA OPOjeBHM OTTMCAHH Ka0 MEPHHU OpPOjeBH Ty)KHHA TyKU

KOJH Cy WIH PallMOHAHY WM HUCY PAIllHOHAHU.

[Tocne TBphewa ga cBakOoM peasHOM Opojy OJAroBapa TayHO jeJHA Tadyka OpojeBHE MpaBe, U

00pHYTO, yBO/IU ce Ha3uB cKyn MparuonanHux 6pojena.

OuurnenHo Ja Cy CBM pallMOHAJIHU OpojeBH
UCTOBpEMEHO U peanHu, Tj. QCR. OOpHyTO HHjeE
TayHO, jep 3a HW3albpaHy JeIWHUIy MeEpe TOCTOje
Oy’KU 4YUJU MepHU OpojeBH HHUCY palMOHAIHU
OpojeBu. PeanHu OpojeBH KOjU HHUCY palliOHAIHU
HazuBaJy ce HupanuoHajaHu OpojeBu. Ckyn

MpanroHaTHUX OpojeBa obenexxaamo ca . Jlakie, R=QUI, QNi= @.

Crnenu o0janimemne Kako eIEMUHICA/EM PAIMOHATHIX Op0jeBa U3 CKyIa PEalTHUX, 3aKJbydyjeMO

KakaB JIS[MMaJIaH 3alic MOTY UMaTH UparuoHaaHu opojeBu. 1lITo je mpukazaHo U IMEMaTCKH.

Nmajyhu Ha ymy mocTymak Mepema, jaCHO je Ja ce CBakh peajgaH Opoj MOXKe H3Pa3uTH
JICIMMAITHAM 3allICOM KOjU MMa KOHa4YaH Wid OeckoHauaH HM3 Jenumaina. [lo3Haro je na
panroHaTHUM OpojeBUMa OJroBapajy KOHAYHU WJIM OCCKOHAYHHM TEPHOJWYHH JICIIMMAaTHU
3anucu. Ctora MpanMoHaIHUM OpojeBUMa OJroBapajy OECKOHAYHH HEMEepUOJWYHH JACHUMATHU

3aIIluCH.

KOHa4aH PaunoHanHu

JeummanHu 3anuc / 6pojesu

MepHor 6poja Heke
OYXM MOKe 6UTK

nepunognyvaH

beckoHayvaH

MpaymoHanHm

HenepunoanyaH 6PQEBM
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3.2. Ilpuxa3s y yuoeHuKy Koju je u3aao 3aBojx 3a yubenunke [2]
3.2.1 YBoa y upanuoHajiHe Opojese

Y oBoM ylI6eHHKY jaTa je nekuuja : ,, Pewemwe jeonauune x* = a, (a > 0). Keadpamnu xopen,

Hpayuonanan opoj.“

[Mouerak JekuWje OAHOCH ce Ha jemHaunHe obmuka x2 = a,(a = 0), roe je x u3 ckyna
parmoHaTHUX OpojeBa. 3aTuM ce aeuHHIIe KBaapaTHU KopeH Opoja a, (a = 0). Hakon yBohema
nojMa KBaJpPAaTHOT KOPEHa OIET Ce IocMarpa jeiHauMHa X2 = 64 xoja je obphena y mpsom

MIpUMeEpY, M C€ pellieka 3aMncyjy NoMohy KBaJpaTHOT KOpeHa.

Kpo3 mpumepe ce objammaba ¥ 1a jeqHadnHa x2 = a 3a a > 0 xao wro je x2 =9 uma 1Ba
pemema, 3a a = 0 je x2 = 0 u uMa jemHO penierse, J0K 3a a < 0,Kkao WTo je x? = —4 3a cana

HE pelraBamo.

Kpo3 napennu, [lpumep 4, mo npBu myT ce A0J1a34 0 KBaIPaTHOT KOPEHA KOjU Kao PEIICHhe HeMa

parmoHanas 6poj.

IMpumep 4

Iospuuna keadpama je 2 cm? (ca. 3). Kaxo uspauynamu Oysucumy

mwe2ose cmpanuye? Bumenum cMo na ce Qy)KWHA CTPAHUIIE KBajpaTa e’

no0uja pernaBambeM jeTHaYnHe

x% =2.

Cruka 3

Jlakite, ogekyjeMo 1a x Oyae 6poj o3HadeH ca V2.

Anu, na nmu TakaB Opoj MOCTOjU y CKyIy palloHaIHuX OpojeBa?
IIpuMeTHHMO /12 OH CUTYpHO He Moske 6utH 11eo. CTBapHo,
12=1,1.1<2u2?=4,1j.4 > 2,
na V2 , ako TOCTOjH, MOpa Ja 3a/J0B0JbaBa
1<v2<2.

Taxolje, HUjeaH parMoHanan Opoj HUje PElerhe jeqHaYnHe X% = 2.
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Teopema 3.2.1.1

Hujeoan payuonanan 6poj nuje pewierve jeonauune x> = 2.

Joxkas:

[IpernocTaBUMO Ja MOCTOjU HEKU pallMOHATIaH Opoj g (p 1 g cy y3ajaMHO TIPOCTH NIPUPOIHU

OpojeBH) 3a KOje BaXu

2 2
— (B —P o942 = 2
2—(q),2 qz,T].Zq p-.
U3 oBe jelHaKOCTH CJIeau J1a je p2 mapas 6poj, ma, mpeMa TOME U P je mapaH 6poj, 1j. p = 2 - k,
k € N. 3ato je 4-k? = 2 q?, wm, 2- k? = q%. U3 nocnenme jeTHAKOCTH CIEIH, CJAUYHO Ko

npe, aa je q mapan 0poj, 7). ¢ = 2-m, m € N. Tako go6ujamo ma cy y jeJTHaKOCTH

p ¥ q napHu OpojeBH, IITO je MPOTUBPEUHO 0JIA3HO] YNHHEHUIM J1a CY P U ¢ Y3aJaMHO MPOCTH

OpojeBu. IIpema Tome, HaBeneHa jeTHAKOCT HHjE TayHA HU 3a JellaH palloHaiaH Opoj s, na

3aKJbY4yjeMO JIa He TIOCTOJU palloHaJIaH Opoj YHju je KBaJpaT jeaHaK 2.

[Tocne [Ipumepa 4 u Teopeme 3.2.1.1, naTe cy Ha3HaAKe /Ja CE CKYI PAllMOHAIHUX €JIEMEHAaTa MOXKeE
MPOIIUPHUTH, U 1a OM Y TOM MPOIIHPEHY OMIH OpOjeBU KO HUCY pallMOHAIHU a KOJU CYy pellckha
jennaunne x2 = a,a = 0 rae 6poj X HMje NOTHYHM KBajapaT HeKor Opoja. Taunmje y HOBOM
HpoLIKMpPeHoM ckyny 6uhe Moryhe pemmnTu cBe jeHaunHe 06mMKa x2 = a,a = 0, rje cy pelierma

3arurcada MMpeKo KBaJApaTHUX KOPECHA.

Hacranu npo6iiem peraBsa ce Tako IITo ce, J0 cajia KOpuIIheH CKyIl panroHaaHux OpojeBa Q
MPOIIUPYje HOBUM €JIEMEHTUMA.

Te HOBe eneMeHTe 30BEMO HPAIHOHAIHH OpojeBH U 0 lbuMa he HelTo BUIE peuu OUTH y
HaApEIHOM OJICJbKY.

Panmonanuu u uparuoHanHu OpojeBH 3ajeqHO YMHHhe HOBH CKYIM- CKYN peaiqHux OpojeBa. Y
TOM HOBOM cKyny 6uhe moryhe periaBatu cBe jeqHauYMHe 00IMKa

x> =aq,a>0.
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HeneratuBHO pelieme TakBe jeHaunHe 3BaheMo, Kao U 10 caja, koper u3 a 1 o3HadaBahemo

ca va. Ipu ToM, 6poj a he Hekay 6utH panpoHanan 6poj (Hip. V9 = 3,4/6,25 = 2,5), amu

uecto Hehe. Ha mpumep, nperxoiHa pasmarpama mokasyjy aa
/2 Huje parmonanan 6poj (\/f ¢ Q).

3HauM, DyKMHA CTPAHMIEC KBaapaTa je MparmoHanaH 6poj (ci.3), Tj. V2. Takohe, Moxe ce

II0KA3aTH J1a Cy HpatuoHatHu 6pojesu u v3,V5, V1,2, \E UT/I.

ITocue Tora gatu cy pemenu cieaeh npumepn:x? = 16, x2 = 5, x? = 7, rje cy pelliemha 3aniucana

IpeKo KBaJpaTHOT KopeHa. J1aTo je yoIuTeme pelema jeqnaunne oonuka x2 = a, (a = 0).

Yomre, jeqHaunHa 0OIUKa
x*=a,(a=0),

ViMa paiMoHaHa ¥ MpalMoHaTHa pemena. CKym peniema Te jenHadnne je {va, —/a}.

3.2.2 IIpomupewse ckyna Q y ckyn R

Jlexuuja TIe ce yBOAM CKYIl HpAIlMOHAIHUX OpojeBa je ,, Peannu opojeeu. bpojeena npasa.

Jeonakocm Va? = |a|. “.

Ha mouerky par je mojaceTHuk Kako ce gepunmme ckyn N ={1,23,...}, Z=

{..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, Q= {xl x = s, p,q EL, q+# 0} U na 3a HaBeneHe

ckynoBe Baxku N € Z c Q. HakoH Tora cieau yBohemwe HEKUX UpallMOHAIHUX OpojeBa, yBoheme
o3Haka [ u R, m kako u3 ckyma R mpema JIenMMaiHOM 3aluCy pa3BpCTaTU palMOHAIHE U

upaluoHaiHe Opojese.

Haj3an, y nperxoHOM ofeJbKy BHAEIM CMO THOTpedy 3a yBOhemeM HEKHMX HpallMOHAIHUX

6pojea, Ha mpumep V2,V3,V17 utx.
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Moske ce mokaszaTu Ja WpalHoOHATHUX OpojeBa MMa BEOMa MHOTO (HEOTPAaHUYEHO MHOTO) jep
ako je V2 wmparmoHaman 6poj, OHIA Cy MPAIMOHAIHM U OpojeBH obnuka 1 + /2, (r € Q).
Jaxie, momohy caMo jeqHOT HMpAIMOHATHOT Opoja MOXKEMO JOOUTH OECKOHAYHO MHOTO

WparroHaTHIX OpojeBa.

Jloka3 cnenehe TeopemMe Ha jeTHOCTaBAaH HAYMH TPYKa caryieaBame 300T yera numMa 0€CKOHaYHO
MHOTO HpalOHaJIHUX OpojeBa, HE caMO Kao KBaJpaTHUX KopeHa OpojeBa KOju CY HEMOTIIYHH
KBajpatu Beh u kao 30upa wiK pasiimke parmoHaIHOT Opoja u OuII0 KOoT nparuoHaiHor opoja. [o
cajia Cy UPAMOHATHUM TIPUKA3aHA OHH OpOjeBU KOjH Cy pellema jeaHadnHe x2 = a,a = 0 rae
6poj X HHje MOTIYHH KBaapaT HEKOT 6poja, JOK ce y OBOM I0Ka3y HMeHyje 6poj 7 + V2, (r € Q)

Kao MpalyoHallaH.

Teopema 3.2.2.1

Csu 6pojesu obnuxa v + 2, (r € Q) cy upayuonannu.

Joxkas3:

IIpeTrnocTaBuMO CYIPOTHO: aa je 6poj T + V2 o6mmka s, (p € Z, q € N), 1j. paunonanan. Tana
s r+2 = s, ciem V2 = Z — 1 (pasnuka panroHaIHUX OpojeBa je palnroHaiaH 0poj), LITo

3HAYW fa je V2 paupoHanax 6poj, a To Huje Moryhe. 3Haum, IMpeTHOCTaBKa 1a je 6poj obimKa

T + V2 panroHaliHa je HEeTYHa, I1a je OHJIa CBaKu Opoj TaKBOT 00IMKa npanroHaiad. Ha ciuuan

Ha4YWH CACTaBH JOII HEKH CKYN UPAIIMOHAIHUX OpojeBa

Axo ce ca ca [ 03HauM CKyn CBMX HPAIIMOHAJIHHUX OpojeBa, oHJa je yHuja ckynoBa Q u [ HOBH,
IIMpHU CKYyIl OpojeBa, KOjU ce Ha3KMBa CKyIl peajHMX OpojeBa 1 o3HayaBa ce ca R.

Hakne, R=QU L. CkynoBu Qul Hemajy 3ajemnuukux eiemenata Q NI = @, 1j. cBaku
peasian Opoj je UM pallMoHallaH WM UpallMOHAJIaH.

Jenan on HauMHa [a ymo3HaMmo peajHe OpojeBe cy IenuMaiHu pa3Buly (3amucu). [loznaro nam
jé la CBaKOM payuoHaniHom Opojy OAroBapa KOHAuaH MU OECKOHAYaH, alu MEePUOJUYaH,

JerymMaias 3anuc. Ha npumMcep,

1-0523=075=021=0333..=0,3.
2 4 5 3
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W3y3eB mepUOIUYHUX ACUMMAIHUX pPa3BHTaKa, MOXEMO pa3MaTpaTH W OHE OeCKOHauHEe
JenrMaliHe pa3BUTKE Koju HUCY nepuoawunu, Ha mpumep: 0,10100100010... (6poj nyna ce
yBehaBa 3a jenmaH).

TakBu OpojeBH Cy MO3HATH Ka0 upayuonaitu opojesu. Ctora, OMIIO KOjU KOHAYaH, IEPHOAHNIAH

WM HETIEPUOIUYaH JCMMAaJIHU Pa3BUTAK 30BEMO pasiaH Opoj.

Hakon Tora je mat mpumep rae ce oapeljyje memmmanuu passutak 6poja /5. Ipukas tora je
MIPECKOYEH, C 003UPOM Ha TO Jia Cy 10 Hera HpaloHaiHu OpojeBu Beh yBeneHu To jecT OH HeMa
GbyHKIMJY 7a ce MoMohy Wera 3akjby4M HELITO O MOCTOjaky MpalMoOHATHUX OpojeBa. TexHuka

pelaBamba OBOT IIpUMepa je Kao y yioenuky [1].

Jla je moryhe uparioHaTHOM OpOjy TOJCIUTH JETUHCTBEHY TaUuKy Ha OpOjeBHO] TpaBoj 00jaIImbeHO
je akcuoMartcku. TauHuje, Kako yYEeHHUIIM He TI03HA]y aKCHOME, OBO j€ BHIIIE O0jalllkhemhe /1a JJ0Ka3

MTOCTO]H.

Ha npumepy 6poja V5 H31103KeH je moCTymak Kako ce H3padyHaBajy JeruMare Tor 6poja. A HCTo

Tako cMO Opojy /5 NpHAPYKWIM pAlHOHANHE OACEYKEe OpOjeBHE MpaBe, Tj. AYKH ca

pauoHannuM kpajesuma: [2;3],(2,2;2,3],[2,23;2,24] ... , roe je [2;3] <[2,2;2,3] c

1 1

[2,23;2,24] ..., a mUXOBE OyKUHE CY 1, T
V aKCHOMAaTCKOM 3aCHUBARY eYKIUOCKe 2eoMempije noCmoju akcuoma IIpeMa K0joj OBaKaB HU3

YMETHYTUX OJICEYaKa, YHje CE¢ IYy)KUHE CTAITHO CMambyjy W TEXKE HYIH, CAAPKHU jeIHY jeUHY
tauky P. Ty Tauky P mpuapyxyjemo 6pojy V5, 1 V5 je merosa koopanHara. OBHM HOCTYIIKOM
MO’KEMO TPUAPYKHUTH CaMoO jeJIHY TauKy OpojeBHE mpaBe. MOXKEMO 3aKJbYyYHUTH Jla YOTIITEHO
Baxu: Ceaxu peanan opoj je koopounama Heke mauxe opojesne npase. Takolhe, cBakoj Tauku

MpaBe NPUIPYKEH je Ha jeOHO3Ha4yaH HAa4HMH peasiad opoj.
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3.3 lIpuka3 y yubeHHKY Koju je u3aao 3aBoj 3a yuoenunke [3]
3.3.1. YBoa y upanuoHajHe 0pojese

Jlexktyja : ,, Ilocmojamwe upayuonananux 6pojesa. “ TOYNHESH YBOJHUM TEKCTOM KOju ciienehum
MUTakbUMa [T0/ICTHYE Ha Pa3MHUIILJbALE 12 OCUM PALMOHATHUX MOTY ITOCTOjaTH jOII HEKH OpOjeBH
»Ja 1 ce, mpu m3abpaHoj jeAMHULIM MEpe 3a TYXKHUHY, C8aKOj MYKH MOXE MPUIAPYKUTH HCH

MepHU 0poj? Jla 11 HaM MO3UTUBHU palIMOHATHU OpojeBU TO 00e30ehyjy?*

IIpumep 1
Ilpu 3a0amoj jeounuyu mepe 3a OVH*HCUHY, HAYPMA] MPOY2aAO YUjU je MepHU

Opoj nospuiune, npu 00208apajyhoj jeOunuyu mepe 3a NOBPUIUHY, jeOHAK % D c

Jennakokpaku npaBoyriu Tpoyrao ABC uma moBpiivHy jejHaKy % !

Jla 6ucMo Mano MojeIHOCTaBWIIM U3Nlaramwe, Hehemo y pemewmuma ucrunatu - A 1 B
Cnuka 3

Ja ce pag O MEpHHUM OpojeBMMa Mpu M3a0paHUM MWIH OAroBapajyhum

JeIHUHIIaMa Mepe 3a AY>KUHY OJJTHOCHO Mepe 3a MOBPLINHY.

IMpumep 2
Hexa je 3a0ama jeounuya mepe 3a oyacumy, Haypmaj keaopam uuju je — ——
MepHU Opoj nospuiure, npu oozosapajyhoj jeounuyu mepe 3a nNoSPUIUHY,

jeownax 2.

Ksagpar BMNC ce ounrnenno paznaxe nujaronarama CM u BN nauetupu  +

MojAy/AapHa jeHaKOKpaka mpaBoyria Tpoyria. CBU cy OHHM HOIyJapHU C 7

jenHakokpakuM mpaBoyriuMm Tpoyriom ABC (moprinne %), na je

noBpurHa kBagpara BMNC jennaka 4 - (%) = 2.

Crpanuna BC kBanpara BMNC uma nyxuny. Ako je MepHU Opoj Te AyKHHE jeJTHaK X, OHJIa je
MepHH Opoj merose nospiuuHe P jennak x?2, ma je x2 = 2.

Jlakiie, MOCTOjU Opoj uuju je KBaapaT jeJHaK 2.

ITpumepom 1 je omakmano pemaamwe [Ipumepa 2 y cMucity obpasnarama HOBPIIMHE TPAKEHOT
kBagpata. [Ipumep 2 y komOuHanumju ca HapegHum IlpumepoM 3 moBoIM 10 3aKJbydka Ja
jennaunna x% = 2 Mopa MMaTH peliema, allk Jia TO CUI'YPHO HHUje palroHasiaH 6poj.
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IIpumep 3
Hoxaoicu 0a ne nocmoju payuonanan 6poj uuju je keaopam jeoHax 2.

[IpermocTaBuMO J1a IOCTOjH pallioHANIaH Opoj, TaKaB Jia je HeroB KBaApar jeHak 2. AKO je TO

.m . . m . .. . D
0poj ~» OHJIa j& M KBajpat opoja — . Jenmax 2. Jenan on Ta nBa Opoja je mo3utuBaH, Heka je .

pa3jIoMak KOjH je jeJHaK TOM TO3MTHBHOM OpOjy M TakaB je Jia Cy OpOjeBH p W ¢ y3ajaMHO

npocTH MpupogHu OpojeBu. OHIA BaKu

OnHocHO

p?=2-q°
Jakne, kBaapaT mpupogHOT Opoja p je mapan Opoj. 3HaMoO na je KBaJpaT HemapHoT Opoja
HenapaH 0poj, ma Mopa p outu mapan 0poj. Heka je p = 2k, rie je k mpuponan 6poj. Oxma u3
p? = 2q? nanasumo 1a je

(2k)? = 4k? = 2q°2,

OJTHOCHO

q? = 2k2.
Jlakie, g2 je mapaHn 6poj, ma Mopa u q 6uTi napan 6poj. Heka je ¢ = 21, rae je | npupoaan 6poj.
W3 p = 2k, g= 21, rne cy k u | npupoaau 6pojeBu, ciaeau aa je Hajeehu 3aje THUYKHU JeITUIall
Opojea p u q 6ap 2, nakie NZD(p,q) = 2. Ho, T0 IpoTHBpEYH MPETIOCTABIU 1a CY P H (
y3ajaMHO MPOCTHU MPUPOIHU OpojeBr. Tume cMo 10Ka3a/M 1a He MOCTOjU PAIMOHAJIAH OPOj

YMjHU je KBAAPAT jeaHak 2.

VY npumepy 2 cMO BUAEIH Ja NOCTOjU Opoj unju je kBajpar jenHak 2. Ilpema npumepy 3 Taj
Opoj HUje palMOHallaH, IITO 3HA4W Ja MocToju Opoj Koju HMje panuoHanaH. OBa ca3Hama
MOYKEMO MCKa3aTH U Ha JIPYr'¥ HA4WH.

[TocToju mosutHBaH OpOj KOjM j€ pEUIEHE jeJHaYMHe X2 = 2, KOju HHje paldOHAIaH.

O6enexumMo ra ca V2.

Jaxne, y yubenuky [3] y okBupy OBe JeKIHMje CIIOMHEsE CE Ja MOCTOje OPOjeBH KOjU HHCY

palluOHAJIHH.
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3.3.2 Ilpomupeme ckyna Q y ckyn R

Mana je Beh cmoMeHyTO jAa mocToje OpojeBH KOjU HHCY PAallMOHAIHH, CKYN HPAIMOHAIHUX H
pealHUX OpojeBa yBOJIE ce Y JICKIUjH ,, Peannu Opojesu u opojesna npasa ‘. 3anvc je TeKCTyallaH,

6e3 cum0oI1a U rpadUIKNX MpUKa3a.

Hayunnu cmo na mopen panpoHaIHUX OpojeBa MocToje U OpojeBH KOjU HUCY paIllMOHAIHH,
Ha3BaheMo uX upauuonannu opojesu. Ha taj HaunH Hawia3umo naa je Opoj 4uMju je KBajapaT
jenHak 2 uwpanuoHajgaH, Opoj 4Mju je KBaApaT jelHak 5 upanuoHaiad, ... Hacmyhyjemo na
HpalMoHATHUX OpojeBa MMa OECKOHAYHO MHOTO. YCKOpo hemo ce y TO YBEpUTH, a 3HATHO
KaCHHUJe, y CpPelii0]j IIKOJIH, JoKa3aheMo Jja MX UMa BHILIE HETO pallMOHAIIHUX OpojeBa.

Ob6jenumaBameM pallMOHAIHUX U UpAallMOHATHUX OpojeBa y HOBH, MPOLIMPEHU CKyll OpojeBa,
no0ujaMo cKyn peannux opojeea. therosu cy enemenTd peasnu 6pojeBu. O3HadyaBamo ra ca R.

Peanan Opoj je uiu panMoHalaH WM UpalMOHaIaH.

VY HacTaBKy peu je 0 IpUKa3uBamy pallMOHAIHUX OpojeBa Ha OpOjeBHOj MPABOj, O MOAETHU Ty KU
. . . . 1
Ha 3 wIK 5 jeTHaKuX J1eJI0Ba, Kako OM ce Ha OpOjeBHO] ITpaBOj OJIpearIia - [Tocne Tora nocraBba

ce TIMTame, J1a U peajlHe OpojeBe MOXKeMO MpuKa3aTu Ha OpojeBHO] mpaBoj? Kako je mo3Haro aa
panmoHanHe Moxkemo, y Ilpumepy 4 ce mokasyje Kako HpaloHaIHE OpojeBe MPHKa3yjeMo Ha

OpojeBHOj TIpaBoj, U TO ce MOKa3yje MmoBe3uBameM ca [Ipumepom 1 U3 mpeTxoaHE JEKIHje.

IMpumep 4

Hahu na 3aoamoj 6pojesnoj npaeoj mauxy M koja uma

NO3UMUBHY KOOpOUHAmy u 0a je keaopam mepHoz Opoja
oyarcune oyacu OM jeouax 2.
Bunenun cmo pa nmyxuHa JujaroHaie KBajparta, 4dja je

IOy>)KMHa CTpaHMILIe jeHaKa | uma TpakeHo cBojcTBO. Heka je

OICD kBampar u Heka je M Tauka Ha TO3UTUBHOM JETy 1
OpojeBHe mpaBe Koja mpumanga KpyxkHoj muauju k(0,0C). ’ Cruka 9
Kako cy nyxune nyxxu OC u OM jenHake, BUXOBU CYy MEpPHHM OpojeBH, NMpH H3a0paHO]
jemunnyHoj xyxu Ol, jennaku. Crora je kBajpaT MepHOT Opoja nyxuHe ayxu OM jennak 2, ma

je Tako onpehena tauka M TpaskeHa Tauka.
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Koopmunara tauke M je mparnmonanan 0poj. Ha taj HauuH cMO jeTHOM HMparMOHAIHOM Opojy
npuapyKun oapeheHy Tauky OpojeBHe mpase. IlocraBiba ce muTame Aa JIM MPOU3BOJHHOM
peastHOM Opojy, OMIIO J1a je OH palrOHAIaH WU UPAMOHAIaH, MOYKEMO MPUAPYKUTH oApeheHy

Tayky OpojeBHe mpaBe. OroBop je: MOCTOju.

JlenuMaiHu 3amuca MpalMoOHAIHOT Opoja Kao M JCIMMAIIHU pa3BHUTaK, oOpaljeH je nBe Jekiuje
HAaKOH rope INpukaszaHe Jekuuje ,,Peannu OpojeBu U OpojeBHa mpaBa™, a y OKBUPY JIEKLUjU
»JeIMMaJIHH 3aruc peaaHor opoja. [Ipubmmkaa BpeqHOCT peasiHoOT Opoja.* BaxkHOCT Te nekiuje
HU]je yNUTHA, ajdu Hehe OWTH BU3yallHO TpHKa3Ha, 300T CEKYHIApHOT 3Hayaja 3a paj, y Moryieny
TOra Ja He yTHU4€e Ha yBolemhe UpaloHaIHuX OpojeBa y oBoM yuoeHuky. [IpBu neo nekmuje gaje
00jalImbemhe KaKo Ce YOIIIIITEHO 3a 331aTy Ta4Ky OpojeBHE MpaBe uHja je KOOpAuHaTa HpaluoHaIaH
Opoj, mpoHaIa3y 1e0 A€o W NPBHUX IMap JeluMaia TOr 6poja, aHaJorHO Kao y yuOeHuky [1]. A

3aTHM je TIOCTYIaK U MPaKTUYHO MpHUKa3aH Ha npumepy: Oodpedu yeo 0eo u npse 0se deyumaie

6poja 2. llata je u nebUHNIH]ja TSHUMAIHOT 3allHCa UPALIHOHATHOT Opoja.
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3.4 Tlpuka3 y yuoeHuky koju je uznao Kpearusuu uenrap [4]

3.4.1 YBoa y upaunoHajaHe o6pojeBe

V oBoM yubenunKy ata je nexuuja ,, Iojam upayuonannoz 6poja~2 “, y xojoj je cBe moxasano
Kpo3 jenan npumep. Hema okasza TeopemMa HUTH JJOKa3a MpUMepa, ajio Cy JIAaKO YOUJbHBH KJbYYHHU

IIOJMOBH.

(1) a) Konuxka je crpanua kBagpara MNPQ?
0) Konuka je moBpmuHa kBagpata MNPQ?
B) Kommika je moBpmmaa ABCD kBampara?

r) U3mepu cTpannmy kBagpara ABCD y munmnmerpuma.

Bpoj V2
[Mospmmna kBagapata ABCD y 3agatky 1 je 2 cm?.
[Turame Koje HaMm ce Hamehe jecTe Kako M3padyHaTH CTPAHUILYy KBajpaTa
4yja je moBpIMHa 2cm?, p<{ 2 ' B
Hayunnu cMo /12 Ha OCHOBY TIOBPIIMHE KBajpaTa U3pauyHaBaMoO EHETOBY
CTpaHMIy TIpUMEYjyhn orepaiujy KOpeHoBama, TO jecT pelraBajyhu
JjeHaYuHYy:

a’? =2

0 =2
Ham 3agarak jecte na mponahemo 6poj 4uju je KBaapaT jaHak 0pojy 2.
Ilpsu xopax
Jly)kuHy CcTpaHWIle KBaapara TmiomMohy miecrapa

npeHeceMo Ha OpojeBHY mpaBy. Tako oapehyjeMo Tauky

R wumja je xoopauHata V2. Ha ocHOBy muprexa

3aKsbydyjeMo 1a je 1 < V2 < 2, 1o ject V2 Huje meo ’ - ¥ % - .
B - R

6poj. Tpeba nponahu npBy nenumany.
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Jpyau kopak

Henmumo neo 6pojeBHe npaBe uzmely OpojeBa 1 u 2 Ha 10 jemnakux nenosa. Pagynamo kBaapar
cBakor ox opojesa 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5 ... 1,9; 2 u TpaxkumMo oHaj Opoj 4uju je KBaapar 2.

1,12 = 1,21

1,22 = 1,44
1,32 = 1,69
1,42 =196
1,52 = 2,25
1,6% = 2,56
22 =4

3akspydyjemo ga je 1,4? < 2 < 1,52
14<v2<15
V neupMaiHoM 3amucy 6poja V2 mpsa ermmana je 4. To ject V2 = 1,4 ...
Tpeba mponahu apyry nerumany.
Tpehu xopak
[Tocrymak HactaBsbamo. MHTEpBan 1,4 no 1,5 nenwmo Ha necer jeaHakux AeioBa. Pauynamo
KBaJpat cBakor ox OpojeBa: 1,41; 1,42; 1,43... 1,49; 1,5 u Tpaxkumo oHaj Opoj YHju je KBaIpaT
2.

1,41% = 1,9881
1,42%2 = 2,0164
1,43% = 2,0449
22 =4

3aksbydyjemo na je 1,412 < 2 < 1,422
141 <2< 142,

V neumMaiHoM 3amucy 6poja V2 apyra genumana je 1, To ject V2 = 1,41 ...
Tpeba nponahu Tpehy nenumany.
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Axo mocrtynak HactaBuMo M uHTepBan 1,41 no 1,42 mogenumo Ha JeCeT jeIHaKuX JIeNoBa,
3akJbydnhemo ja je:

1,414? = 1,999396

1,415% = 2,002225

TO jecT:

1,414% < 2 < 1,4152

1,414 < V2 < 1,415

V2=1414 ...

AKO GHCMO HACTABHIIM Ca OBMM IOCTYIIKOM, YBUJCTH GMCMO Ja ce V2 MOXe MpeCTaBHTH
JeMMalIHUM 3alliCOM KOJU MMa HeorpaHudeH Opoj AenuMana, a Huje nepuoinyaH.

V2 = 1,41421356237 ... ma ce TakaB Gpoj He MOXKE HAIMUCATH Y OOJIHKY Pa3IoOMKa.

Ucro Basku u 3a 6pojese v3,v/5,1/7 ... kao u 3a Gpojese Koju ¢y uM cympotau: —v3, =5, —/7.

TakBe OpojeBe HA3MBAMO HPAIMOHATHUM OpOjeBUMA.

R

bpoj xoju mmMa HeorpaHumyeH Opoj nenuMana, a HHUje MEPUOJUYAH, Ha3MBa CE

Ckyn uparnuoHaaHux OpojeBa o3HauaBamo ca .

U |

| |
| |
| |
. . |
| mpanpoHanaH Opoj. Mparmonanad 6poj He MOKe ce 3alucaTH y OONHMKY pa3IoMKa. !
1
| |
1 |

3.4.2 Ilpomupeme ckyna Q y ckynm R

[Tpommpeme ckyna Q mo ckyma R garo je y nekuuju ,, CKyn peannux opojesa ‘.

Kako je V2 upanuonanas 6poj, oH ce MOsKe 3aIucaTH Kao KOpeHH XBAIpaTa IPHPOIHHX
OecKOHayaH JIeuMalaH Herepuoaudan opoj. OpojeBa jecy NpUpOIHHA OPOjEBH.
Kopen cBakor panmonamHor Opoja koju Huje kBazapar @ Ha mpumep : Vi=1+22=2
paroHagHor Opoja je uparuoHanas o6poj. V3Z=3 4z =4

Ha IIpUMeED:

JI5 VZ V3 V5 58 V6 V7 vB V0 ViI ViZ V3.

Buma cynpotHu 6pojeBu cy Takole npannoHaaIHu OpojeBH.

V7 —VF -5 —V6 -7 -
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[To3UTHBHU 1 HETaTHBHY HEMIEPUOAMYHU OCCKOHAYHM JCIIMMAIIHU OpOjeBH jeCy MpaliOHATHA
OpojeBu.

Ha mpumep: 0,1020030004... -0,53445344453... utx.

CBu oBH OpoOjeBU paIMOHATHU M WPANMOHAIHU, YHHE CKYI KOJU HA3MBAMO CKYI PEaTHUX

OpojeBa.

VYHUja CKyma palMOHAIHUX M UPANHOHAIHUX OpojeBa jecTe CKym pealHuXx OpojeBa.

O3nauaBamo ra ca R.

CBakoMm pealHOM Opojy MOKe ce MPUAPYKUTH TaYyHO jeJJHa Tauka Ha OpOjeBHO] MPaBoj.

CBaxkoj Tauku Ha OPOJEBHO] TTPaBOj MOKEMO MPUAPYKUTH TA4HO jJeJaH peajiaH Opoj.
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3.5 Tlpuka3 y yuoenuky ca 30upkom 3agaraxka, BUI'3 mkoscto [5]

3.5.1. YBoa y upanuonajHe 0pojese

[IpBa Ha3HAKa O MOCTOjarkhy UPAMMOHATHUX OpOjeBa 1aTa je y Apyrom Jeiy Jeknuje ,, Keaopamuu
Kopen“ , IITO je OBIIe MIPBO MPHUKA3aHO, a 3aTUM JieKuuja ,, CKyn upauuonannux opojeea ‘.
Jlekuje y ylIOGHUKY Cy WIIYCTPAaTUBHO oOpaljeHe Kpo3 KOHBEp3alHjy YeTUPH JEeTeTa. Y MECTO
OpUTMHAJIHUX CJIMKa JMKOBAa aujanor he Outu Ha3zHayeH ca ,,J{ujanor®, a ocobe koje pazroBapajy
obenexene ca A, b, Bu I'. [Ipumepu cy no6pum nenom OazupaHu Ha IPUHILIMILY Kako 10hu 10
pemema momohy TexHosoruje, kKaimkymatopa, ['eoredpe, Excema. Y npyrom pgeny Jekiuje
,»KBagpatHu kopeH*, [lpumep 4 ca KojuM 3alI0YMHEMO NPUKA3, UIMa YIIOTY Jia I0BOJE 0 3aKJby4Ka
Jla KBaJpaTHU KOPEHH HEKUX OpojeBa mMajy OeckoHayaH Opoj aerumara Koje ce HUxKy 0e3 HKaKkBOT

MpaBuIa.

[Tpumep 4
O0dpedu Oysicune cmpanuya K8aopama ako je mepHu 0poj rwe208e nogpuiune jeOHoyugpenu

npupooHu 6poj.

[ToBpmuHa kBagpata | 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Crpanune KkBaapara 1 ? ? 2 ? ? ? ? 3

Hujanor
A: ,HampaBuna cam Tabeny Ha K0joj Cy YHETE AY>KMHE CTPaHHUIIA M OJIroBapajyhe MmoBpIInHe
KBajparta.*

b: ,,imamo npoGiem.

B: ,, Konuke cy nykuHe cTpaHula KBajpara 4uje cy HOBPLUIMHE PEOM

File Home Insert Page Layout Formula:

2 cm?, 3 cm?, 5cm?, 6 cm?, 7 cm? u 8 cm?7¢ ) o
]

ycopy ~
I v Hy &
& Format Painter | © - =

I': ,, ITomohy pauyHapa MOXkeMO Ja U3payyHaMo KBaJpaTHH KOPEH.* e s

B7 - fi SQRT(8)

B: ,.,Kopucrro cam o3naky SQRT() y Exceny. Vcra 03Haka KOpUCTH ce A e c [ o | ¢
2 1.414214
3 1.732051
4 2
5 2.236068
6  2.44949
7 2.645751

8[ 2.828427|

U Ha KaJlkynaropy.

A: ,KBanpatnu xopenu Opojesa 2, 3, 4, 5, 6, 7 u 8 umajy 6eckoHa4aH
Opoj Aenmmala Koje ce HIKy 06e3 HKaKBOr IpaBuiia.

B v bW
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[Tpuka3 nexmyje ,,CKyn upanoHaTHUX OpojeBa‘.

ITpumep 1

Hwujanor

B: ,Koncrpyncao cam xBagpar ABCD
kopucrehu I'eoreOpy u u3Mepuo IyXKUHY
mjaroHaie AC. MepHau Opoj aumjaroHaie je
HeoOuuan! “

I': ,,Kako 6poj moxe na Oyne Heobuvan?
b: ,Jeuumarne

ce HWXKYy 0e3 UKaKBOT

npasuia.‘

3agarak 1

cmpanuye u oujazouaie.

Hujanor

TY>)KUHY CTpaHUIIe U AY)KUHY JMjaroHaje KBajapara.

Koncmpyuwu xeaopam cmpanuye 10cm, a 3amum uzmepu OyxHcuny oujaconaie moe Keaopamad.

0 Decimal Placa
1 Decimal Places

2 Decimal Places

AC #44.14213562373005

3 Decimal Places

Decimal Places
5 Decimal Placas
10 Decimal Places
13 Decimal Places

onsize, 15 Decimal Places

ficant Figures

10cm

OHJIa MEpHHU Opoj aujaroHase uMa OECKOHAYHO Jernumana.

B: ,,YnoTrpebuo cam omimjy 3a0KpyrjbUBama TyKHHE IUjaroHaje
Pauynap je usmepuo na je nyxxuna aujaronane 14,142135623730953.

I': ,,MepHu Opoj ny>kuHE nujaroHana uMa 0€CKOHAaYHO Jenumana.

b: ,IIpoHamiao cam Ja mopen MPUPOTHHX, HEIUX M PAUOHATHUX
OpojeBa MocToje U UPALMOHAIHY, PEaTHU U KOMIUIEKCHH OpOjeBH.

B: ,,Axo je MepHH Opoj AY)KMHE CTpaHUIIE KBaJpaTa pallOHalaH,

I': ,,He mocToju jeanHuia Mepe K0joM MOKEMO Ta4HO Jja IPEMEpUMO

Ha METHAeCT AcluMaia.

(13

A: ,,JlujaroHana oBOT KBaJpara He MOXe Ta4HO 1a ce u3mepu. OHa je HecamepJbuBa.

B: ,,McTo ce memraBaio u Kaga CMO Ha KalKyJIaTOPy U3padyHABAIM KOIHKO je vV2,V3,V5.¢

Kopucmehu ['eocebpy xoncmpyuwiu xeaopam u npemepu OYICUHY Es =

B2 ¢ =

File Home Insert Page Layout Formulas

4 Calibri v
[@copy ~

| @
Sfomatpainer | © F Y~ [H
Clipboard [ Font

B18 - e =SQRT(A18)

A B C D

1 1 1
2 2 1.414213562
3 3 1.732050808
4 4 2
5 5  2.236067977
6 6 2.449489743
7 7 2.645751311
8 8  2.828427125
9 9 3
3.16227766
3.31662479
3.464101615
3.605551275
3.741657387
3.872983346
16 16 a
4.123105626
18 18 4. 242640687.
19 19 4.358898044
20 20 4.472135955
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A: ,JKBanpaTHU KOpPEH MO3UTHUBHOT PallMOHATHOT Opoja HHje YBEK pamroHaiad 0poj. Moxna je
vpanuoHanan?

B: ,KBagpaTHum KOpeHHM CBUX MPHPOTHUX OpojeBa KOjU HHUCY MOTIYHH KBaJgpaTH Cy
HPaAIMOHAJIHH OpojeBH.

A: ,,Ckyn upannoHaTHUX OpojeBa oOemekaBa ce BeJTMKOM JJATHHUYHUM CJIOBOM | .

JESUYKE HAMMOMEHE
Peu upanmonanan y mpeBoJIy ca CTaporpuykor 3Ha4M HEJIOTUYaH WK Hepazymad. Ctapu
I'puum cy BepoBaiu ga cBaku OpOj MOKeE J1a Ce 3amnuiie y 00Ky pa3inomka. bpojeBu koju

HE MOTy Jila c€ 3alUIly y 00JIUKY pa3jioMKa 3a BbHUX Cy OMIIU ,,HEpa3yMHH .

[Tpumep 2

JHoxasxcu oa je N2 upayuonanan 6poj.

Hujanor

B: ,.Tpe6a mokaszatu qa+/2 He MOKe [a ce 3allHire Kao pasioMak. [IpeanaxkeM aa MOKyIIaMo
CYNPOTHO, a 3aTUM BUIUMO 1ITa he ce mecuTu.

A: ,,Axo je V2 paunonanas 6poj, OHIa MOXKEMO JIa Ta 3alHIIeMO K0 KOJNIHHUK [BA Y3ajaMHO

mpocTa opoja.*

\/Ezg /2 uH3/i(a,b) =1

I': ,,Kaz kBagpupamo obe cTpaHe jelHaKOCTH, J00UjaMo Ja je a’ mapaH 6poj.

B: ,,Axo je a? mapan 6poj, oHa je 1 6poj a mapan 6poj.

a
\/§=E/ZI/IH3Z[(a,b)=1
aZ
Zzﬁ
a’?=2-b?

B: ,, [Tapan 6poj a MokeMo Jia 3aluIIeMo Kao Mpou3BoJ] Opoja 2 ¥ HEKOT MPUPOJHOT Opoj X.
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A: ,,Onpa je b2napan 6poj, na je u 6poj b napan 6poj. [loueTHa npernocTaBKa 1a cy 6pojeBu a

u b y3ajamuo npoctu HHje Moryha, jep cy kao mapHu OpojeBu o0a esprBa ca 2.

a’?=2-b?
(2:x)2=2-b?> a=2x
4-x2=2-b%

2-x% = b?

[Tpumep 3

Oopedu Oyacuny oujazonane keaopama nospuiune 4 cm?.

Hujanor

I': ,,Jly>xuHa cTpaHuIie 1aTor KBajapara je 2 cm.

B: ,ITaxseuBo mpouunTtaj 3amarak. [loTpebHO je ompenuTu AyKUHY AWjaroHale, a He CTPaHUIIe
KBajparta.

b: ,IloBpminHy KBajipaTa MOKEMO Jia OJIPEANMO YKOJIHUKO je Mo3HaTa Ay)KHHA ArjaroHane.

A: ,Uckopuctumo popmysy 3a MOBPIIMHY KBaJIpaT a U OJPEANMO ITYKHHY JUjaroHasne.

A: , Kopen 6poja ocam je upamnronaian 0poj.

d2
—=4/2
d?=2-4
d=+8

d = 2,828427 ...

3.5.2 Ilpomupeme ckyna Q y ckyn R

Jlexuuja o Ha3uBOM ,, CKyn peannux Opojeéa‘ yBOIM CKYNl peaHUX OpojeBa XpOHAJIOLIKUM
nojcehamem o N o Q, a 3aTuM 3a cBe MOMEHYTE HpallMOHAIHe OpojeBe HABOM Aa MpHUMaaajy

ckyny I. 3atum je nat [Ipumep 1 koju je nmpukasas.
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[Tpumep 1:

Odpeou rojum ckynosuma npunadajy oamu 6pojesu -3, 12,

V2

I': ,,JiBanaect je mpupoaaH 6poj‘

b: ,Munyc tpu u nBaHaect cy 1enu O6pojeBu. CBU IpUPOIHU

OpojeBu Cy 1enu.

B: ,Pamuonamnu OpojeBH Cy MHHYC TpH,

nBaHaecT U Tpu cenmune. CBu 11eu OpojeBH Cy

paluroHaNIHu.

A: ,,Kopen Opoja nBa je upanuonaian 0poj. He

mocroju  Opoj KOJjU je W paluoHaIaH |

HpanroHaiaH.

b: ,Ckyn peanHux

OpojeBa UYWHE CBH

palMoHaTHU ¥ UpAIMOHATHU OpojeBr

N- npuponuu 7~ IeNu
OpojeBu OpojeBu
12eN -3eEZ

12€e Z
NczZ

Q- paumoHanHm
6pojesu

FeQ

-3€Q

12e Q

NcZcQ

- npauyoHanHu
6pojesu
V2 =1,4142135 ... € I
QeI
Qni=0

b: ,,CBu natu OpojeBu mpuIiaiajy CKymy pearHux Opojena.

A: ,,Ckyn peananx 6pojeBa (R) unHe ckymoBu panuoHanHux (Q) u

uparmonanaux (I) 6pojeBa.*

[Tpumep 2:

Ha 6pojesnoj npasoj npedcmasu dpojese 2, -2% u+?2.

b: ,Panmmonanne OpojeBe 3HaAMO Ja MPEACTABUMO Ha OpOjeBHO]

MpeICTaBUMO KOpeH Opoja aBa?*

R-peanHu 6pojesu
% ER QnI=g
-3eER  QUI=R
12€eR

V2 eR

r[paBoj, aJlid Kako Jda

A: ,,Kopen 6poja 2 uma 6eckonaqyto aeunmaia. mamo npobiem.

B: ,,Kan umarm npoGiem TeXHOJIOTHja MOXKe J1a TOMOTHE.

I': ,,bam Me uHTEpECYje 1ITa CH CMUCIIHNO.

B: ,,KoHcTpyncao cam myx umja je qQykxnHa KopeH Opoja aBa, Harmucao cam sqrt (2).
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b: ,,CBakom peaxHoM Opojy oaroBapa jenHa Tadka OpojeBHe mpase.

A: ,,CBakoj Tauku OpOjeBHE MpaBe OJAroBapa TA4HO jeJlaH peanaH 0poj.

2 GeaGebra Classic

Segment with Given Length

sqri(2)
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4. OITA’KAIbA

4.1 Yubennk [1], usnaBauke kyhe Kier

Mortus 3a omabup yuOenuka [1], msmaBauke kyhe Kier, Hamao ce y mmMpoKoj MpUMEHH Y
IIKOJIaMa, 110 JINYHUM Ca3HamuMa. Jl0 3aCTyNIbeHOCTH je MOKAa JOMIIO 300T 30MpKe y KOMIUIETY

ca YUOCHHKOM KOja CaJip>K¥ MHOIITBO 3aJlaTaka 3a BExkOy.

YV 0BOM YIIOEHUKY HACJIOBH: ,, Jeonauune obnuxa x> = r, v > 0 xoje nemajy pewersa y ckyny Q
u ,,Ckyn peannux opojesa u opojesna npasa ‘. He OTKPUBAJy Jla C€ YBOJE, JI0 Taja HEMO3HATH,
upanmoHaiHu OpojeBu. Jlekuuje cy ypahene Tako ga ce A0 MojMa uparuoHaiaH Opoj 0J1a3u TEK
Ha Kpajy, ocje Hu3a HaBohema TBphewa u npumepa, BehuHoM aatux ca gokaszoMm. Y3 Tspheme
3.1.1.1 maro je ABa HauMHA JOKa3MBama, IITO KOJ OCTAIMX M3JaBaya HHje clyda]. YUEHHUK ce
HaBOJIM Ja TOJAKO 3aKJbydyje KaKo CKYIl palMOHATHUX OpojeBa HHUje JOBOJhAH 32 DPEIICHE
jennaumue x2 =r, r > 0, Te MO/Ia 1a HACIYTH JIa HOCTOje OPOjeBM M BaH TOT CKyMa, a Ja TO Y
TOM JIeJTy JICKIIHje HHje eKCIUTUIIMTHO HartanieHo. CBe 0BO MOCHENTyje aHATUTHYKO Pa3MUIIIJbAhE
KOJl yYeHHKa, aju je 3a pa3yMeBame OBHX JICKIMja HMIAK MOTPEOHO A00pO MaTreMaTHdKo
CHaJIAKEH-E Y MOTIIeAY JOKa3HBamha MPUMepa WIH TeOpeMa.

Jlo oBe JieKIMje HUJE YBEIEH I0jaM KBaJIpaTHOT KOPEHA, WUIaK TO je JIEMO CHCHUTEeMaTH30BaHO
mwemoM ( Ha cTpanu 18. y 0BOM pajy) KakBo pellierhe MOKe JIa MMa jeaHaunHa x2 =1, r > 0.
IIpBo je MOKa3aHO Jia Y CKyIy pallMOHAIHUX OpojeBa HE MOCTOU pellekhe jeHaunHe x2 = 2, a
TEK TI0CJIEC TOTa je je TI0OKa3aHo Jia TakaB Opoj UITaK MOpa MOCTOjaTH Jep je TO JAy)KHHA JArjaroHaje
JEIMHUYIHOT KBaJpara.

OppehuBameM ayXHUHE IWjaroHale JeAMHUYHOT KBajpaTa, yjeIHO je JaT MocTynak oapehuBama
JEIMMAITHOT 3alKca UpaloHaIHOT Opoja Kao U Mopyka Ja MocToju Opoj KOju HUje palloHalaH,
mro je mokasaHo y I[lpumepy 4, ma WeroB JaenuMalaH 3alluc HE MOXKE OMTH KOHA4YaH WM
OeckoHauaH a nepuoauyad. Te ce upanroHaIHU OPOjeBH YBOJIE U3 MOTPeOE Ja ce 3aruiie MepHU
Opoj IyXXUHE Iy’KU KOJU HHje pallMOHANaH, a Kao Opoj Koju je y AeIMMAaTHOM 3amnucy OecKOHa4YaH
Y HUje MepUOINYaH.

Wpanmonanau OpojeBu cy Ae(UHUCAHU Kao peaiHu KOju HUCY pauuoHanHu. Jlata je u mema

MoACIIC pallMOHAJIHUX U UPAIIMOHATTHUX IIPpEMa ACLIUMAIIHOM 3aIlncCy.
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TeopeMe u mpuMepu Cy TeMEJbHO O0jallllbeHn WU JI0OKa3aHH IITO je CTUMYJIATHBHO 3a JIeIy ca
I00pHM Tpe/I3HAkEeM U pasyMeBameM. JloK je cakeT MpHKa3 rpajuBa, JaT IIEMAaTCKU Ha Kpajy

JIEKIMje, TIpUIarol)eH 3a CBaku HUBO MpeA3Hamba.

4.2 Yubennk [2], uznaBauke kyhe 3aBox 3a yuoenuke u3 1987.

V yubenuky [2] , u3naBauke kyhe 3aBoj 3a yubenuke u3 1987. rojune, mpucTyI je apyraduju
Hero y yubenuky [1], modeBmm on Hacnosa ,,Pewerne jeonauune x* = a, (a = 0). Keadpamuu
kopeH, Upayuonanan 6poj.“ Koja OTKpHBA HOBH I0jaM HpaIllMOHAIHOT Opoja, ma 10 MOTUBAIIH]e

3a yBOoheme upalroHaTHuX OpojeBa.

KBanpatHu kopeH je obpaheH paHuje, Te ce pememe jeaHaunHe y Ilpumepy 4, x2 =2 ,
obenexxaBa ca V2, rae je 2 MOBpIIMHA KBaapaTa, a 3aTHM Ce IPOBEpaBa 4a JM je Taj 6poj
paloHanad. 3a pa3auky of yioenuka [1], mpBo je mokaszaHo 1a peleme Te jeIHaYuHe MOCTOjH
Jep je TO My>KMHa CTpaHHIle KBajpara, a 3aTuM Jia Taj Opoj Huje panmoHanad. Teopema 3.2.1.1 je
JI0Ka3aHa Ha jeJlaH HauuH, KOju ojarosapa J[pyeom nauuny u3 ynbenuka [1]. Ckyn panmoHaaHux
OpojeBa ce MpOIIMpPYje HOBUM €JIeMEHTHMa Kako O Ce pPenIvo mpoOJieM pellaBama jeTHauYnHe
x? =a,(a = 0), a Kao yONIITEHO PELIEHE OBE jeTHAYMHE HABOJIHU CE {\/E, —\/E}. Haxon Tora ce
noxasyje Teopema 3.2.2.1, Tie ce ocum 6pojeBa kao mto ¢y v2,v3,v17, upannoHatHuIM IMeHy]y
¥ cBU 6pojeBr 06muka r + /2, (r € Q). OBa TeopeMa HUje HAaBEICHA y OCTAIMM OBJIE IOMEHYTHM
yuoenuruma. [locie o6jammema Kako u3riiea IeMMaTHy 3aIiuc HpalmoHAIHOT Opoja, oapehyje
ce JeLMMAaTHK pa3BUTaK Opoja V5, Ha unjeM mpuMepy ce GOpMUpa HU3 YMETHYTHX MHTEpBasa
Yyhje Cce NYKHHE CTAJIHO CaMIbyjy W TEeXe HYIH, TO JeCT CaapKe jeqHY JeIUHY TadKy KOjy
npuapyxKyjemo 6pojy V5. Jla 0BO BaxkH, M TO 3a CBAaKH HpPALHOHANAH OPOj, ayTOPH Ce MO3MBAjy
Ha aKCHOMY €YKITHJICKE TeOMETpPH]e, IITO je MOK/Ia TPEBHIIIE alICTPAKTHO 3a BehuHy yueHuka, anu
Y MPWIKKA 32 paJIo3HAJIE J1a CAMOCTAIHUM TPETPAKUBAKBEM CTEKHY TI0jaM 0 akcromama. Jlekiuje
Cy TekcTyaliHo oOpal)eHe Ha pa3yMJbHB HauMH, JIOK 11eMa, Tabena u ciuka (M3y3eB jeJHe), CKOPO

Hn Ja HEMaA.
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4.3 Yubennk [3], uznaBauke kyhe 3aBoj 3a yuéenuxe u3 2009.

Vubenuk [3] , nznasauke kyhe 3aBoj 3a yubenuke u3 2009. roaune je oga0bpaH HajBHIIE 3000
Tora ja OM ce ynopeauo HayMH obpaje JeKuuje y oaHocy Ha yubenuk [2], rae je Bume ox 20
roJvHa pa3nuka m3Mmel)y roauHa M3IaBama, OJ CTpPaHE HCTEe H3AaBayke Kyhe, a pasnuyuTux

ayTopa.

Jlexuja 3anounme cienehum nurawuma ,,Jla 1u ce, npu n3abpaHoj jJeAUHULIM MEpe 3a TyXKHUHY,
€6aK0j NY)XU MOXeE IPUIIPYKUTU HeH MepHU Opoj? Jla 11 HaM MO3UTUBHU PaLlMOHAIIHU OpOjeBU
TO 00e30ehyjy?*‘. OBa muTama Ha MOYETKY JIEKIIHM]e Ha jacaH HA4YMH YNyhyjy Jeny y KOM MpaBILy
Ja pa3sMHMIIIbajy TOKOM YHTama, [iTa je TiaBHu Gokyc. Kao uy yubenuky [2], npso je objamimeno
la peleme jeHaunHe X2 = 2 MOCTOjU, a 3aTHM Ja TO HHje panuoHanaH 6poj. Ilpumep 1 u
[Ipumep 2 3ajenHO YMHE MENIUHY KOja ca TEOMETPHJCKOT acleKTa MOoKasyje Ja MoCToju Opoj unju
je xBagpar 2. Maza je kao u y yubenuky [2] kBagpatHu kopeH nperxoaHo obpahen, Huje Gupan
UCTH F€OMETPHjCKH puMep, Beh Ipyru r1ie ce KBaJpaTHu KopeH He kopuctu. [Ipumep 2 je perien
0e3 JeTasbHOT OINMKCa Kako je KBaJpaT TpakeHE MOBPIIMHE HacTao, 0e3 HaBolewma cTaBoBa
MOAYAApHOCT 3a IOCMaTpaHe TPOYrJIoBe, JaKie, 6e3 3alaxerma y IeTabe I0Kaza, BEpOBaTHO 300T
obumHOCTH camor foka3a. [Ipumep 3 naje mokas ma panroHanaH Opoj YMju je KBaapar jeaHaK 2 He

[OCTOjHU, IIOKA3aH je Ha jeJlaH Ha4yKH, Kao y yuOeHHKY [2], y3 pasnuky To je HarjameHo aa 0poj

Y] je KBaJparT jeIHaK 2 MOKe OUTH % u— %, T7Ie jeJlaH OJ1 Ta JiBa MOpa OUTH MTO3UTHUBAH M Taj C&
KacHUje y JI0Ka3y M IOocMaTpa, 0K je y ynoenuky [2] oamax ynmorpeOibeH paiyoHanad 0poj s :

I7Ie Cy P M q y3ajaMHO MPOCTH NMPpUPOoIHU OpojeBu. MparmoHaiHu OpojeBU Cy YBEJIEHH Kao OHH
OpojeBU KOju HHCY palMOHAIIHK, a TAKBU OYMIJICAHO 1moctoje npema [Ipumepy 2 u Ilpumepy 3,
JIOK je CKYII peaJIHuX OpojeBa MPOIIMPEH CKYII, YNHE Ta 00jeTMHCHU PAIlMOHATHU U UPAIIMOHATHH

OpojeBu. Ofjammema cy TeKCTyanHa 6e3 1mema UM rpaduukux NpuKasa CKynosa.

Haunn oOpane nmonemuBama Tauke OpojeBHE IMpaBe HpanudoHaniHoM Opojy Huje ypahen
aKCHMOMATCKU Kao y yubenuky [2] , Beh je reomerpujcku kao y yubenunuma [1] u[4]. Kako ce
UpalMoOHaIHNU OpojeBU MpeJNICTaBIbajy Ha OpojeBHO] IpaBoj aato je y [Ipumepy 4, rae ce nomohy
KpYXKHMIIE TOJYNpPEYHUKa Jy>KUHE JHjaroHaje jeIMHUYHOI KBajpaTa 3a u3aOpaHy jeAUHUYHY
Iy)X TMpHKa3yje Kako Ha TMO3UTHUBHOM Jienly OpojeBHE MoJjynpaBe Hahu IyKHHY TyKU YU je

MepHH 6poj jemHax V2.
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[ITo ce TMye AeUMMANTHOI 3amuca MPAlMOHAIHOT Opoja M MOCTyNKa onpehuBama HEroBUX
uapa, odpaheHo je y HEKOj O] HapeTHUX JIeKIrja, U Kao mTo je y 3.3.2 MOMEeHyTO, TO HHje
MPUKA3aHO y OBOM paay jep je yBoheme HUpANHOHATHUX OpojeBa M NPONIMPEHE CKyma

parmoHaTHUX OpojeBa Beh 3aBpiIreHO.

[Mpucrynu y yubenuxy [2] u [3] ce pasnukyjy 10 ogabupy nprMepa U I0Kasa, 10 TOME IITO Ce Y
[2] xopucTH KBazpaTHH KOpEH 3a yBohjeme MpaunuoHaiHux OpojeBa, 10K ce y [3] He kopucTH,

OCHUM y 00pajiu ACIMMATHOT 3aIuca peajHor opoja.

4.4 Yubennk [4], n3anaBauke kyhe KpearuBuu uenrap

Vubenuk [4] nznaBauke kyhe KpeatuBHu 1ieHTap, yBOIM UpALMOHAHE OpojeBe JeKiujoM ,,ITojam
HpALHOHATHOT 6poja V2 , rie je Kpo3 caMo jefaH MpHMep MOKa3aHo 3amTo 6poj V2 mocToju,
Kako ce oapehy mpBux map mudapa y AeMMaTHOM 3alucy TOT Opoja, Kako Taj 6poj mpoHahu Ha
OpojeBHO] MpaBoj U AeUHUIIY C€ MPANMOHAIHU OpOjEeBH MPEKO 0COOMHA JCIMMATHOT 3aIlnca.
Jlexunja 3amoyume MPUMEPOM KOJH CaAp)KU YETHUPH TUTama, a JIaT jeé OJAroBop camo Ha Tpehe
MATalke, U Taj OATOBOp je 0e3 obpasnoxkema. [luTama HUCY 3aXTE€BHA, HO OJTOBOP Ha JAPYTo

MATalkE HUje HU TPUBHjaJIaH, I je IIOCMATPabEeM CITUKE JIAKO YOUJbUB.

Jly’KuHa cTpaHMIle KBaJpaTa uMja je OoBpIIMHA 2CM?, opel)yje ce KopeHOBambeM, TaKO ce J0J1a31
110 Gpoja V2. Tpaskeme Gpoja 4mju je KBaapaT jeqHak 6pojy 2 CBOAM ce Ha UCTH MOCTYIAK Kao y
yubernunma [1],[2], [3]. Mda je V2 upaunonanan 6poj ue xokasyje ce kao y [1],[2], [3], Beh ce
3aKJby4dyje Ha OCHOBY JCHIMMAJHOT 3alica, TO jeCT Ja ce TakaB Opoj HE MOXE 3alucaTtd Kao

pasIOMak, Ima HI/Ije panroHalIaH U HMeHy_ie CC UpAlITMOHAIIHHUM.

[Tpommpeme ckyna Q y ckyn R naro je y nekumju ,,CKyn peanHux 6pojeBa‘, HaBohemeM npumepa
UpaIoHaIHUX OpojeBa U rpaMUKMM IPHKA30M CKyIa peaTHUX Kao YHH]je CKYIOBa PallMOHAITHUX

Y UpaluroHaHuxX Opojesa.

OGe nekimje cy obpahene 6e3 HaBohera TeopeMa 1 1okasa o y ynoenunuma [1], [2] u [3] nuje
ciyyaj. I'panuBo je mpompaheHo oaroBapajyhuM LpTeKuUMa KOjU OJIaKIIaBajy pa3yMeBambe,
JIeKIMje KOHIIM3HO M jaCHO NpeIovaBajy YMb-CHUIE. TakaB caeT MPHUCTYN oOJiakiiaBa namheme
KJbYYHHX TEPMHHA, MaJia HE OCTaBJba MyHO MPOCTOPA Ja YYEHHKE HAaBOIM Ha OJATOBOPE.
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4.5 Yubennk [5], uznaBauke kyhe BUI'3

Vubenuk [5], usnaauke kyhe BUI'3, ce 110 HaunHy 06pajie JEKIHja HajBHIIE PA3IUKYje y OJHOCY
Ha JI0 cajga moMmeHyTre ynoeHuke. IIpucTynm je OKpEeHyT Ka TEXHOJIOTHjH. YIOCHUK JHYM Ha
CIIMKOBHHUILY, TMKOBH Y MITYCTpPAIMju Cy Jela Koja Kpo3 KOHBEp3alujy JA0ja3e 10 MaTeMaTHIKUX

3aKJbydaka y3 IOMOh TeXHOJIOTHje.

VY npBoMm o6pahernom npumepy, [Ipumepy 4, 3a 3aaaTy MOBPIIMHY KBajparta ojapehyje ce qy>KuHa
CTpaHUlle KBaJpaTa, TOM MPWIMKOM JHMKOBH M3 MIyCTpauuje Kopucte Excen u Ha Taj HauuH
JI0J1a3€ JI0 3aKJby4yKa J1a KBaJIpaTHU KOPEHU HEKUX OpojeBa mMajy 0€CKOHAYHO MHOTO JeIrMaia.
OBo je citydaj 1 y CKOPO CBUM OCTaJIMM IIpUMepHMa 1 3aJalliimMa, TEXHOJIOTHja 1aje OAroBOp, YECTO
M3padyyHaBamkEM, U TO CE€ YCBaja Kao Ja je I0Ka3aHo. JINKOBHM Ha OCHOBY IOJIaTKa Koje A100ujajy Ha
KaJKyJIaTopy, WM padyHapy, TUCKYTyjy M TpOHama3e OoAroBpe Ha mutama. llIto moxe ma
3anHTEPECYje YICHUKE U OJIaKIa yueHe. Y3 TO Cy KPOo3 JIUjajior 1aTe HHCTPYKIIK]je Kako oapeheHy
oTepanujy KOpUCTUTH y HEKoM oJ1 iporpama. Ce mTo je ypaheno y ['eoredpu ninm Exceny, nato

je u y Buay dororpaduje Ha K0joj je MprKa3aH 3aBPIITHU PE3yiTar.

VY Ilpumepy 1 u 3amarky 1, nekmuje ,,Ckynm wupanwoHamHux OpojeBa“, momohy ['eoreOpe
KOHCTPYHCAH je KBaapar u oapelheHa je myxuHa aujaroHaie. Y OUMBINM JIa IPOTpaM Mokasyje aa
TUjaroHajia UMa 0€CKOHAYHO MHOTO JIeIMMalia Koje ce HMXKY 0e3 MKaKBOT IMpaBujia, JTUKOBU U3
WIyCTpalrje Ha MHTEPHETY MpOoHaia3e Ja OpojeBH MOTY OUTH M MPAIMOHATHH M KOMILICKCHH.
IlITo maje mpuMep Kako KOPUCTHTH MHTepHET y yuemy. Y IlpuMepy 2 mokasyje ce na je v2

upanuoHanan 0poj, kao y yudenunuma [1], [2] u [3].

[IpencraBibame MpanMoOHATIHUX OpojeBa Ha OpPOjEeBHO]j MPaBOj, KA0 KOHCTPYKIM]a Iy)KU 4Hja je
IOy’KUHa upanuoHanan 0poj, ypaheno je momohy I'eoredpe. ok je y octanum yribeHuumMa 1aTo
na 6pojy V2 Moxemo mponahM jeMHCTBEHY KOOPAMHATY Ha OpOjEBHOj MPaBOj Kao IPEceK
OpojeBHE MpaBe U KPYKHHIIE IMOJYNPEYHHKA AWjaroHalle jeIMHUYHOT KBajpara, OBIE je TO
npeckodeHo. OBO HUje HeJl0CTaTaK jep je y Aeny rie ce oopalyje npumena Iluraropune Teopeme,
y OBOM YIIOCHHKY Kao U y OCTJINM MOMEHYTHUM, oOpal)eHa KOHCTpyKIMja Tadaka Ha OpOjEeBHO]

[IPaBOj KOj€ OJroBapajy UpaluoHaIHUM OpojeBUMa.
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