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Algoritmi se zasnivaju na funkcijama koje za dati ¢vor ra¢unaju naredni ¢vor na
Hamiltonovom putu ili ciklusu. U radu je detaljnom analizom slucajeva, i kroz veliki
broj lema i dokaza, dokazana korektnost algoritama koji ra¢unaju te funkcije, kao
i da je slozenost tih funkcija O(1), odnosno da se sekvencijalni algoritmi izvrsavaju
u vremenu linearnom po broju ¢vorova u grafu. Teorijski rezultati su potvrdeni
detaljnom evaluacijom sekvencijalnih i paralelnih algoritama u svakom od navedenih
grafova.

[zloZeni algoritmi implementirani su u programskom jeziku C++, dok je graficki
interfejs koji prikazuje rad algoritama implementiran koris¢enjem programskih jezi-
ka Cython i Python i biblioteke PyQt5.
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Glava 1

Uvod

Hamiltonov put u grafu je put koji pocinje od nekog ¢vora s, obilazi sve ¢vo-
rove tacno jednom, i zavrSava se u ¢voru t. Hamiltonov ciklus je specijalni slucaj
Hamiltonovog puta kada je s = t.

Graf je reSetka (eng. grid graph) ako su mu ¢vorovi iz nekog kona¢nog skupa
V C 72, a grana izmedu dva ¢vora postoji ako i samo ako je euklidsko rastojanje tih
tacaka 1. U opstem slucaju, ispitivanje da li postoji Hamiltonov put u resetki je NP-
kompletan problem i nije poznato da li postoji algoritam polinomijalne vremenske
slozenosti koji resava taj problem, kao ni da li postoji polinomijalni algoritam za
nalazenje Hamiltonovog puta. [4]

U nekim tipovima resetki postoje algoritmi polinomijalne slozenosti za nalazenje
Hamiltonovog puta (ciklusa). U ovom radu baviéemo se grafovima u obliku dvodi-
menzionalne mreze' i grafovima u obliku slova L, C, F i E2.

Algoritmi na modelu paralelnog racunara zasnovanom na dvodimenzionalnoj
mreZi (engl. mesh-connected computers) su detaljno istrazivana oblast. Vaznost efi-
kasnih algoritama za nalazenje Hamiltonovih puteva je od dvostrukog znacaja: zbog
prakticnih primena na modelu paralelnog racuna zasnovanog na dvodimenzionalnoj
mrezi, kao i zbog teorijskih rezultata koji potvrduju da takvi algoritmi postoje i u
veéem broju resetki. Algoritam za nalazenje Hamiltonovog puta u pravougaonom
grafu koristi se u radu [6], gde su konstruisani optimalni algoritmi za reSavanje pro-

blema All-To-All? na paralelnim ra¢unarima sa topologijom dvodimenzionalnog i

!Dvodimenzionalna mreZa je reSetka koja ima topologiju pravougaonika. U radu ée se koristiti
i naziv pravougaoni graf. Precizna definicija dvodimenzionalne mreZe bi¢e data kasnije u radu.

2Grafovi u obliku slova L, C, F i E su reSetke sa topologijom latini¢nih slova L, C, F i E.

3Neka je dat paralelni radunar sa p procesora, gde svaki procesor sadrzi poruku duZine m.
Problem All-To-All ili Total Ezchange je problem nalaZenja paralelnog algoritma kojim bi svaki
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trodimenzionalnog torusa. Algoritam za nalazenje Hamiltonovog ciklusa primenjuje
se u algoritmima za nalazenje Hamiltonovih puteva u dvodimenzionalnoj mrezi i
grafovima u obliku slova L, C, F, i E, kao $to je prikazano u radovima [3] i [5]. Au-
toru nije poznata nijedna prakti¢na primena algoritama za nalazenje Hamiltonovih
puteva u grafovima u obliku slova L, C, F i E.

U slucaju dvodimenzionalne mreze dimenzija m x n, postoje sekvencijalni algori-
tam vremenske slozenosti O(mn) i paralelni algoritam vremenske slozenosti O(1) sa
mn procesora bez meduprocesorske komunikacije za nalazenje Hamiltonovog puta
[3]. U slucaju grafova u obliku slova L, C, F i E, postoje sekvencijalni algoritmi
vremenske slozenosti O(mn) za nalazenje Hamiltonovog puta [5]. Osim navedenih
radova, o egzistenciji i algoritmima za nalazenje Hamiltonovih puteva i ciklusa u
navedenim grafovima moze se na¢i u radovima [4] i [7]. U radu [4] je dokazano da
je problem odredivanja da li Hamiltonov put postoji u resetki NP-kompletan, izve-
deni su uslovi za postojanje Hamiltonovog puta i ciklusa u pravougaonom grafu, i
predlozeni su sekvencijalni i paralelni algoritam za nalazenje Hamiltonovog puta u
pravougaonom grafu. Paralelni algoritam iz rada [3] je efikasniji od algoritma u [4].
U radu [7| prikazani su uslovi pod kojima postoji Hamiltonov ciklus u grafovima u
obliku slova latini¢ne abecede.

Do sada nije poznata nijedna konkretna implementacija navedenih algoritama.
Takode, u literaturi se nalaze greske, a neki koraci nisu dovoljno precizno opisani
da bi se algoritam mogao implementirati, ili da bi se mogla potvrditi slozenost
algoritma. Cilj ovog rada je da se navedeni algoritmi implementiraju, da se svaki
od koraka preciznije opise kako bi se omoguéilo dokazivanje ispravnosti algoritama,
kao i da se evaluira vreme izvrSavanja algoritama. U radu ¢e biti opisani i paralelni
algoritmi za nalazenje Hamiltonovih puteva i ciklusa u grafovima u obliku slova
L, C, F i E. Dokaze teorema iz literature navodimo u ovom radu samo ako su u
literaturi sadrzali propuste ili nisu bili navedeni.

Osnova rada je funkcija koja za dati ¢vor ra¢una naredni ¢vor na Hamiltonovom
putu ili ciklusu u svakom od navedenih tipova grafa. U radu ¢e biti pokazano kako
se ta funkcija implementira, kao i da je njena slozenost O(1). To omogucava im-
plementaciju efikasnog sekvencijalnog algoritma ¢ija je vremenska slozenost O(mn),
kao i paralelizaciju algoritma sa linearnim ubrzanjem. Opisani algoritam rada ove
funkcije moéi ¢e da se implementira na bilo kom modelu paralelnog izvrsavanja bez

velikih izmena.

procesor prosledio svoju poruku svim ostalim procesima u ra¢unaru.
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Za implementaciju algoritama koristi¢e se programski jezik C++. Algoritam ce
biti implementiran i u vidu grafickog interfejsa. Za implementaciju grafickog inter-
fejsa bice korigéeni jezici Cython i Python, i biblioteka PyQt5 [1, 2.

Struktura rada je sledec¢a: u poglavlju 2 bi¢e definisani osnovni pojmovi i bice
opisani algoritmi za nalazenje Hamiltonovih puteva i ciklusa, u poglavlju 3 bice reci
o implementaciji i evaluaciji algoritama, dok se u poglavlju 4 iznose osnovni zakljuc¢ci

rada.
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Konstruisanje Hamiltonovog puta i1

ciklusa

U prvoj sekciji ovog poglavlja bi¢e uvedeni pojmovi i ¢injenice koris¢ene u celom

radu. U ostalim sekcijama bi¢e redom opisani navedeni algoritmi.

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1.1 (Beskona¢na reSetka). Beskonacna reSetka, G* = (V, E) je graf
takav daje V =721 E = {(u, v) | dist(u, v) = 1}, gde je dist euklidsko rastojanje.
4]

Definicija 2.1.2 (ReSetka). ReSetka je podgraf beskona¢ne resetke G*° induko-
van kona¢nim skupom &vorova V' C Z2. Skup grana te reSetke je E = {(u,v) |
dist(u, v) = 1 Au,v € V}. Za dva ¢vora u i v reSetke kazemo da su susedna ako
(u, v) € E. [4]

Napomena. Cvorove resetke moZemo posmatrati i kao tacke sa celobrojnim koor-
dinatama u euklidskom prostoru R%. Iz tog razloga éemo umesto &vor koristiti cesto

u ovom radu izraz tacka.

Napomena. Resetka nije nuzno povezan graf. U ovom radu se necemo baviti nepo-

vezanim resetkama, jer u njima svakako ne postoji Hamiltonov put.

Definicija 2.1.3 (Hamiltonov put). Neka je dat graf G = (V, E). Hamiltonov put

od ¢vora s do ¢vora t je konacni niz H ¢vorova grafa tako da je Hy = s, Hyy|—; =,
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H; iy 1 H; su susedni ¢vorovi, i H; # Hj za sve ¢, j takve da je i # j. Za ¢vor H;

kazemo da je sledbenik ¢vora H;.

Definicija 2.1.4 (Hamiltonov ciklus). Hamiltonov ciklus je Hamiltonov put H ko-

jem su pocetni i krajnji ¢vor susedni.

Definicija 2.1.5 (Izomorfizam grafova). Za grafove Gy = (V, E1) i Gy = (Va, Es)
kazemo da su izomorfni ako postoji bijektivno preslikavanje f : V3 — V5 tako da je
Ey = {(f(u1), f(u2)) | u1, ug € V1, (u1, uz) € Er}.

Sli¢no se moze definisati i izomorfizam Hamiltonovih puteva.

Definicija 2.1.6 (Izomorfizam Hamiltonovih puteva). Neka su data dva grafa G'(V', E’)
1G" = (V" E"), |V'| =|V"|,ineka su H' i H” Hamiltonovi putevi u G' 1 G”. H' je
izomorfan sa H" ako postoji izomorfizam f grafova G’ 1 G” takav da je f(H}) = H/,
zasve 0 <i < |V'|— 1.

Sledeca osobina se moze dokazati koris¢éenjem definicije relacije ekvivalencije.
Lema 2.1.1. Izomorfizam Hamiltonovih puteva je relacija ekvivalencije.

Definicija 2.1.7 (Translacija). Neka je data tacka t = (t,, t,). Translacija za tacku
t je preslikavanje koje tacku sa koordinatama (x,y) slika u tacku (z + t,,y +t,),

odnosno T'(z, y) = (x + t,, y+1t,).
Definisa¢emo i Cetiri tipa refleksija koje ¢e biti koriséene u ovom radu.

Definicija 2.1.8 (Refleksija). Neka je data resetka G i neka su n i m prirodni
brojevi takvi da, za svaku tacku (a,b) € G vazi 0 < a < mi0 < b < n. Neka je data

proizvoljna tacka (x,y) € G. Refleksija je bilo koje od naredna ¢etiri preslikavanja:
e refleksija po z-osi: Ry(x, y, m, n) = (z, n—1—1y)
o refleksija po y-osi: Ry(xz, y, m, n) = (m—1—2z, y)
o refleksija po dijagonali: Ry, y) = (y, )
o centralna refleksija: Reent(x,y,m,n) = Ry(Ry(x, y, m, n))

Na slici 2.1 prikazani su neki tipovi refleksija, na primeru grafa u kojem je m =

n = 3.
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Slika 2.1: Prva tri tipa refleksije na primeru grafa R(3,3).

2.2 Grafovi u obliku dvodimenzionalne mreze

Definicija 2.2.1 (Dvodimenzionalna mreza). Dvodimenzionalna mreZa ili pravou-
agoni graf je reSetka indukovana skupom ¢vorova R(m, n) = {v = (vy, v,) | 0 <
v, <m—1,0<wv, <n-—1}. 3,4

Dalje u tekstu ¢emo koristiti oznaku R(m,n) za pravougaone grafove.

Definicija 2.2.2 (Parnost). Za dvodimenzionalnu mrezu kazemo da je parna ako

je mn paran broj. U suprotnom kazemo da je dvodimenzionalna mreza neparna. [4]

Definicija 2.2.3 (Boja &vora). Cvor v = (v,, v,) je bele boje ako vaZi v, 4 v, =s 0.

Inace je ¢vor v crne boje. [3]

Lema 2.2.1 (Odnos boje i parnosti). Neka je dat pravougaoni graf R(m,n). Neka
je W broj belih ¢vorova, a B broj crnih. Ako je R(m,n) paran, onda je B =W, a
inace je W = B + 1.
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Dokaz. Broj belih ¢vorova je broj resenja jednacine r +vy =2 0,za 0 < x < m — 1,
0 <y <n-—1. Ako je n parno, broj parnih brojeva od 0 do n — 1 jednak je broju
neparnih brojeva od 0 do n — 1. Ako je n neparno, onda je je broj parnih za 1 veci
od broja neparnih. Isto vazi i za m. Oznac¢imo sa n, broj parnih brojeva od 0 do
n — 1, sa n, broj neparnih brojeva od 0 do n — 1. Sli¢no oznac¢avamo m, i m,. Ako
je x neparno, da bi jednac¢ina vazila, mora biti i y neparno. Ako je z parno, onda
mora biti i y parno. Zbog toga je W = n. - m, +n, - m,. Razmotrimo sada sva cetiri

slucaja:

1. m i n su parni

Tada je me = m, = %, n. = n, = 4, odnosno W = “*. Broj tacaka u grafu

w.

nm

je nm, pa je B ==

2. m je parno, n je neparno

Tada je me = mo = 3, ne = np+1 = "T“, odnosno W

pajei B="t=W.

_ (n+)m | (n—1)m nm
- 4 + 4 2

3. m je neparno, n je parno

Dokaz je isti kao i u prethodnom sluc¢aju, kada se zamene m i n.

4. m in su neparni

Taudajeme:mo—l—l:"‘TJrl,ne:no—i—lz”TJrl,odnosnoVV:wjL

(n=D(m=1) _ nm+l ; _ _ 2nm—nm—1 _ nm—-1 __
1 = #5=. Tada je B = nm — W = 5 = "= =W -1,

odnosno W = B 4+ 1.

]

Definicija 2.2.4 (Kompatibilnost boja). Neka je dat pravougaoni graf R(m, n) i
tacke s 1t, s # t. Kazemo da su s i t kompatibilnih boja u R(m, n) ako vazi nesto

od sledeceg:
e sitsubelei R je neparan

e s it su razli¢itih boja i R je paran. [4]
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Slika 2.2: Intuicija iza pojma kompatibilnosti boja: ako Hamiltonov put postoji,
onda moraju boje pocetnih i krajnjih ¢vorova biti kompatibilne. U ovom slu¢aju,
graf je neparan i pocetna i krajnja tacka na putu su bele.

Lema 2.2.2 (Potreban uslov za postojanje Hamiltonovog puta). Neka su dati pra-
vougaoni graf R(m,n) i ¢vorovi s it tako da je s # t. Ako postoji Hamiltonov put

od s do t u R(m,n), onda su s i t kompatibilnih boja. [4]

Na slici 2.2 je data intuicija iza prethodne leme, koja se dokazuje analizom po
parnosti grafa koriS¢enjem ¢injenice da je Hamiltonov put niz ¢vorova suprotnih
boja. U slu¢aju neparnog grafa, buduéi da 0 i |[V| — 1 su iste parnosti, ¢vorovi na
tim indeksima na Hamiltonovom putu moraju biti iste boje, odnosno ¢vorovi s i
t su jednakih boja. Takode, broj ¢vorova sa parnim indeksom je u ovom slucaju
veéi od broja ¢vorova sa neparnim indeskom, pa zaklju¢ujemo da su s it bele boje.
U slucaju parnog grafa, zakljucujemo da su s i ¢t suprotnih boja, budué¢i da su 0 i

|V| — 1 suprotne parnosti. [4]

Teorema 2.2.3 (Uslovi za postojanje Hamiltonovog puta). Neka su dati pravou-
gaoni graf R(m,n) i tacke s it, s # t. Hamiltonov put od s do ¢ postoji u R(m,n)
ako i samo ako su s i ¢ kompatibilnih boja i ne vazi nijedan od narednih slucajeva:
1. R(m,n) je izomorfan sa R'(m/, 1), s/, #0,m' — 1 ili t/, # 0,m' — 1
2. R(m,n) je izomorfan sa R'(m/,2), s, =t/ 10 < s, ,t/, <m—1

3. R(m,n) je izomorfan sa R'(m/,3), m’ je paran, s’ je crna, t’ je bela i vazi:

a) s, <t,—1, kada je s, # 1
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b) s, <t,, kada je s, =1
ili je R(m,n) izomorfan sa R'(m’,3), m’ je paran, s’ je bela, t’ je crna i vazi:

a) t, <s,—1,kada jet, #1
b) t, < s, kada je t;, = 1 [4]

Na slici 2.3 mozemo videti primere kada ne postoji Hamiltonov put.
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Slika 2.3: Primer svakog od slu¢ajeva u kojem Hamiltonov put od s do p ne postoji,
redom: slucaj 1, slucaj 2, slucaj 3.a) i sluc¢aj 3.b). Izomorfizam kojim se potvrduje
ovo je id.

2.2.1 Hamiltonov ciklus

U ovom delu bié¢e prikazan algoritam za izracunavanje Hamiltonovog ciklusa,

ukoliko on postoji u grafu.
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Sledec¢a lema nam daje potrebne i dovoljne uslove za postojanje Hamiltonovog

ciklusa u pravougaonom grafu. Ona je data u [3| bez dokaza.

Lema 2.2.4. Neka je dat pravougaoni graf R(m,n). Hamiltonov ciklus postoji u

R(m,n) ako i samo ako je on paran i m,n > 2. [3]

Dokaz. Pokaza¢emo samo da, ako Hamiltonov ciklus postoji, onda je pravougaoni
graf paran i m,n > 2. Suprotan smer je konstruktivne prirode i sledi iz algoritma
za nalazenje Hamiltonovog ciklusa koji ¢e biti predstavljen kasnije.

Pretpostavimo suprotno: neka Hamiltonov ciklus postoji, ali graf nije paran ili

nisu m,n > 2. Postoje dva sluc¢aja koja moramo obraditi:

1. m=1ilin=1

Graf je zapravo jedna duz. Koju god tacku izaberemo kao pocetnu, jasno je da
nije mogudce obi¢i sve ¢vorove i vratiti se u polaznu tacku. Time je pokazano

da Hamiltonov ciklus ne postoji.

2. graf nije paran

U skladu sa definicijama 2.1.3 i 2.1.4, Hamiltonov ciklus je niz X takav da su
pocetni i krajnji ¢vor susedni. U sluc¢aju pravougaonog grafa, njegova duzina
je nm. Takode, X;.; i X; su suprotnih boja, budué¢i da su takve svake dve

susedne tacke u pravougaonom grafu.

Na osnovu definicije 2.1.4, X je Hamiltonov put, na osnovu ¢ega dalje za-
kljuc¢ujemo iz leme 2.2.2 da X, i X,,,,—1 moraju biti kompatibilnih boja. Na
osnovu definicije 2.1.4, Xy i X,,,,_1 su susedni ¢vorovi, pa su zato suprot-
nih boja. Odavde sledi da je nm paran broj na osnovu definicije 2.2.4. To je

kontradikcija sa pretpostavkom da graf nije paran.

Iz sva tri sluc¢aja se zakljucuje da Hamiltonov ciklus ne postoji, Sto je kontradikcija
sa polaznom pretpostavkom. Odatle sledi da, ako Hamiltonov ciklus postoji, graf je

paran i m,n > 2. ]

Uveséemo najpre nekoliko pojmova koji ¢e se koristiti u algoritmu za izracuna-

vanje Hamiltonovog puta.

Definicija 2.2.5 (Orijentacija Hamiltonovog ciklusa). Neka je dat pravougaoni graf
R(m,n). Ciklus moze biti orijentisan CCW (surpotno od smera kazaljke na satu)

ili CW (u smeru kazaljke na satu), ili neorijentisan. Ciklus je neorijentisan ako nije

10
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orijentacije CCW, niti orijentacije CW.t. Ciklus je orijentisan CCW ako vaZi, za sve

T,y
1. sledbenik tacke (0,y) nije tacka iznad nje,
2. sledbenik tacke (m — 1,y) nije tacka ispod nje,
3. sledbenik tacke (z,n — 1) nije tacka desno od nje,
4. sledbenik tacke (x,0) nije tacka levo od nje.
Ciklus je orijentisan CW ako vazi, za sve z, y:
1. sledbenik tacke (m — 1, y) nije tacka iznad nje,
2. sledbenik tacke (0, y) nije tacka ispod nje,
3. sledbenik tacke (x, 0) nije tacka desno od nje,
4. sledbenik tacke (x, n — 1) nije tacka levo od nje.

Na slici 2.4 vidimo primere orijentisanih Hamiltonovih ciklusa. Osnovna ideja
ovako uvedenog pojma orijentacije je da, ako posmatramo samo strelice koje pove-
zuju ¢vorove na ivicama grafa i podemo putem koje te strelice opisuju (pratimo smer
strelice dokle god nije moguce skretanje), onda u orijentaciji CW (CCW) kretanje

izgleda kao u smeru (suprotnom od) kretanja kazaljke na satu.

SRR
- ‘ .4&) ?
O*.*(S é*.*@

Slika 2.4: Primer ciklusa orijentacije CCW (levo) i orijentacije CW (desno).

Sledec¢a lema pokazuje da su refleksije koje smo definisali i orijentacija ciklusa u

istom odnosu kao i orijentacija trouglova i refleksije u Euklidskoj geometriji.

INije nam poznato postoji li neorijentisani Hamiltonov ciklus u pravougaonom grafu. Ipak,
takvi ciklusi, ¢ak i da postoje, neé¢e ni biti razmatrani u ovom radu.

11
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Lema 2.2.5 (O odnosu refleksija i orijentacije). Neka je dat pravougaoni graf
R(m,n) i ciklus H na njemu. Neka je X Hamiltonov ciklus nastao primenom neke

od refleksija r na ciklus H, odnosno X; = r(H;). U zavisnosti od 1:
1. r=R,, ilir =Ry, ili r = Ry, orijentacija se menja
2. r = Ry, orijentacija se ne menja.

Dokaz. Pokaza¢emo samo za I, kada je H orijentacije CCW. Ostali slucajevi se
razmatraju analogno. Preslikavanje R, slika tacke (m — 1, y) u (0, y), (0, y) u
(m—1,y), (@, n—1um-1—z, n—1), (z, 0) u(m—1—=z, 0).

Razmotrimo sva ¢etiri sluc¢aja kako bismo pokazali da je X orijentacije CW:
1. sledbenik tacke (m—1, y) nije tacka iznad nje, jer (m—1, y) = R,(0, y, m, n),
2. sledbenik tacke (0, y) nije tacka ispod nje, jer (0, y) = R,(m — 1, y, m, n)

3. sledbenik tacke (x, 0) nije tacka desno od nje, jer (z, 0) = R,(m — 1 —

x, 0, m, n).

4. sledbenik tacke (x, n — 1) nije tacka levo od nje, jer (z, n—1) = Ry(m —1—

x, n—1, m, n).
]

Definicija 2.2.6 (Tip Hamiltonovog ciklusa). Neka je dat pravougaoni graf R(m,n).
Ciklus je tipa M, ako sledbenik tacke (m — 1,y) nije tacka levo od nje, za y #
0, n—1.
Ciklus je tipa M, ako sledbenik tacke (0,y) nije tacka desno od nje, za y #
0, n—1.
Ciklus je tipa M3 ako sledbenik tacke (x,0) nije tacka iznad nje, za x # 0, m—1.
Ciklus je tipa My ako sledbenik tacke (x,n — 1) nije tacka ispod nje, za = #
0, m—1.

Orijentisani Hamiltonov ciklus H je tipa M; ako vazi sledece: za svaka dva su-
sedna ¢vora (m — 1,y;) i (m — 1,y9), na ciklusu H jedan od njih je sledbenik onom
drugom. Neformalno, desna ivica u orijentisanom ciklusu je ,ravna”. Sli¢no, u Ms
je leva ivica ,ravna”, u M3 donja, a u M, gornja. Posmatrajmo sliku 2.4. Oba ci-
klusa prikazana na slici su tipova M, M3 i M,. Nazivi tipova su dati u skladu sa
algoritmom za konstruisanje Hamiltonovog puta u pravougaonom grafu, koji ¢e biti

prikazan kasnije u radu.
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Lema 2.2.6 (O odnosu izmedu tipova). Neka je dat pravougaoni graf R(m,n).

Ciklus tipa M; u R(m,n) je izomorfan sa ciklusom tipa:
1. My u R(m,n),
2. Msu R(n,m),
3. My u R(n,m).

Dokaz. Tvrdenje se dokazuje primenom sledeé¢ih izomorfizama, gde su slucajevi nu-

merisani kao u iskazu leme:
1. Izomorfizam je refleksija R,,
2. Izomorfizam je refleksija R, o Rgjqg,
3. Izomorfizam je Rgiag-
O

Sada ¢emo prikazati algoritam koji racuna Hamiltonov ciklus tipa M; i Mj orijen-
tacije CCW. Definisemo funkciju next(z,y, m,n) koja izracunava sledbenika tacke
(x,y) u grafu R(m,n) pseudokodom datim u Listingu 2.1. Osnovna ideja algoritma
je da se najpre u Hamiltonov ciklus ukljuce ¢vorovi sa donje ivice, pa zatim sa desne,
nakon ¢ega se ,cik-cak” putevima dolazi do ¢vora (0,n — 1) ili (0, 1), i odatle se put
nastavlja do (0, 0). Na slici 2.5 se moze videti primer Hamiltonovih ciklusa dobijenih

primenom ovog algoritma.

def goUp(x, y):

return (x, y + 1)

def goDown(x, y):

return (x, y — 1)
def goLeft(x, y):

return (x — v)
y):

(

x+ 1, y)

)

def goRight (x

return

def next(x, y, m, n):
if n % 2 — 1:
if x% 2= 1:
if y>1and y < n — 1:
return goUp(x, y)

13
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else if y — 1:
if x <m-— 1:
return goLeft (x, y)
else:
return goUp(x, y)
else if y — 0:
if x <m— 1:
return goRight(x, y)
else:
return goUp(x, y)
else:

return golLeft(x, y)

else:
if y > 1:
return goDown(x, y)
else if y — 1:
if x > 0:
return golLeft(x, y)
else:
return goDown(x, y)
else:
return goRight (x, y)
else:
ify %2 — 1
if x =—m— 1:
if y<n— 1:
return goUp(x, y)
else:
return goLeft(x, y)
else if x =— 0:
return goDown(x, y)
else:
return golLeft(x, y)
else:
if x —=m— 2:
if y > 0:
return goDown(x, y)
else:
return goRight(x, y)
else if x — m — 1:

return goUp(x, y)

14
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else:

return goRight(x, y)

Listing 2.1: Funkcija koja izra¢unava sledbenika tacke (z,y) na Hamiltonovom putu
u R(m,n)

Slika 2.5: Hamiltonovi ciklusi dobijeni primenom algoritma na primeru grafova
R(6,5) 1 R(5,6). Oba ciklusa su tipova M; i M3 i orijentacije CCW.

Teorema 2.2.7. [O ispravnosti algoritma za Hamiltonov ciklus| Neka je niz X

definisan sledeé¢im jednac¢inama:

Xo = (0,0)
X1 = next(X;,m,n), 0 <i<mn-—2

Ako Hamiltonov ciklus postoji u R(m,n), onda je niz X Hamiltonov ciklus u tom
grafu. Dodatno, X je tipa M; i tipa M3, orijentisan CC'W.

Dokaz. Analizom po slucajevima, dokazuje se da je funkcija next(x,y, m,n) dobro
definisana, odnosno da svaka tacka (x,y) ima svog sledbenika. Moguce je analizom
po slu¢ajevima pokazati i da je funkcija next(z,y, m, n) permutacija skupa R(m,n).

Takode, na osnovu definicije funkcije nezt(x,y, m,n), svaka tacka je susedna
svom sledbeniku. Odavde sledi da su X;,;1 i X; susedne tacke.

Dokazac¢emo da, za svako (z,y) # (0,0), postoji indeks 0 < i < mn — 1 takav da
je X; = (z,y).

Proverom se moze ustanoviti da je za tacke oblika (z,0), = > 0 indeks i = x. Za
tacke oblika (m — 1,y), indeks je i + y.
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1. n je neparno
Dokazacemo tvrdenje obrnutom indukcijom po x (vidi sliku 2.6).
Bazni slucaj je x = m — 1, i on je dokazan iznad.

Induktivna hipoteza: Za dato k < m — 1, neka za sve tacke (x,y), takve da je

x>k iy >0, postoji indeks i takav da je X; = (x,y).
Induktivni korak:

Ako je x4 1 neparno, posmatramo tacku (z+ 1,7 — 1). Na osnovu induktivne
hipoteze, postoji i tako da je X; 1 = (x + 1,n — 1). Tada je X; = (z,n — 1),
bududi da je next(z+1,n—1,m,n) = (x,n—1). Na osnovu ovoga se dokazuje

da vazi X;_14(n—y) = (2,y), za y > 0.

Ako je x 4+ 1 parno, posmatramo tacku (z + 1,1). Na osnovu induktivne hi-
poteze, postoji i tako da je X; ;1 = (x + 1,1). Tada je X; = (x,1), jer je
next(xz+1,1,m,n) = (z,1). Na osnovu ovoga se dokazuje da je X;_11, = (z,y),

za y > 0.

66 e
@*.*@*‘ @*.*@*‘

Slika 2.6: Na osnovu induktivne hipoteze, tacka X; ima indeks u nizu. Ostale tacke
na vertikali dobijaju svoje indekse na osnovu rada algoritma.

2. n je parno
Dokazac¢emo tvrdenje indukcijom po y.
Bazni slucaj je y = 0, a on je dokazan iznad.

Induktivna hipoteza: Za dato k < n — 1, neka za sve tacke (z,y), takve da je

x <m—11iy >k, postoji indeks i takav da je X; = (z,y).

Induktivni korak:
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Ako je y + 1 neparan, posmatramo tacku (0,y + 1). Na osnovu induktivne
hipoteze, postoji i tako da vazi X; = (0,y + 1). Dalje, zaklju¢ujemo da je
Xit1 = (0,y), jer je next(0,y + 1,m,n) = (0,y). Odavde se dokazuje da je

Xiyoy1 = (1,y), za 2 <m — 1.

Ako je y + 1 paran, posmatramo tacku (m — 2,y + 1). Na osnovu induktivne
hipoteze, postoji indeks i takav da je X; = (m — 2,y 4+ 1). Odavde sledi da
je Xiv1 = (m —2,y), jer je next(m — 2,y + 1,m,n) = (m — 2,y). Odavde se
dokazuje da je Xii(m—1-2) = (2,¥).

Tacke X; su jedinstvene i X;,1 1 X; su susedne, ¢ime je pokazano da je X Hamil-
tonov put od tacke Xy do tacke X,,,,_1. Pokazimo da vazi next(X,,,—1, m,n) = Xo,
odnosno da je X,,,—1 = (0, 1).

Ako bi tacka (0, 1) imala manji indeks od mn—1, tada bi za neko 0 < ¢ < mn—1
vazilo da je X; = (0,0) = X, 8to znaci da tacke niza X nisu jedinstvene. Odavde
sledi da je X,,—1 = (0,1), pa su Xg 1 X,u,—1 susedne i X je Hamiltonov ciklus.

Analizom po sluc¢ajevima u algoritmu se moze utvrditi da je X tipova M; i Ms,
kao i da je orijentacije CCW.

O

Jasno je da se algoritam zasnovan na funkciji next moze koristiti i za izracunava-
nje drugih tipova Hamiltonovih ciklusa, sa drugacijim orijenacijama, ako se upotrebi
odgovarajuci izomorfizam.

Naredna teorema potvrduje teorijsku slozenost algoritma.

Teorema 2.2.8 (O vremenskoj slozenosti). Funkcija next(z,y, m,n) radi u vremenu

O(1). Izra¢unavanje niza na jednom procesoru zahteva vreme O(mn).

Dokaz. Moze se primetiti da u proceduri definisanoj u 2.1 broj operacija ne zavisi od
veli¢ine grafa, i da je taj broj konstantan. Odatle sledi da funkcija next(z,y, m,n)
radi u vremenu O(1), pa funkcija za izra¢unavanje Hamiltonovog ciklusa radi u

vremenu O(mn). O

2.2.2 Hamiltonov put

Definicija 2.2.7. Neka su dati pravougaoni graf R(m,n) i tacke s = (s,,s,) i

t = (t;,t,). Tacke s it su antipodi ako vazi sledece:

o min(s,, t;) <1, max(s,,t,) > m —2
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o min(sy,t,) <1, max(s,,t,) >n—2 [3

Intuitivno, ova definicija znaci da je s u okolini jednog ugla, a ¢ je u okolini dijago-
nalno suprotnog ugla u grafu. Okolina ugla (0, 0) je skup {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)},

a sli¢no se definisu i okoline drugih uglova.

Definicija 2.2.8. Neka su dati pravougaoni graf R(m,n) i tacke s i t. Raslojavanje
(eng. peeling) grafa R(m,n) je podela na pet disjunktnih pravougaonih grafova

Mi(my,ny), My(ma,ng), Mz(ms,n3), My(my,ng) i Ms(ms,ns) tako da vazi sledece:
e 51itsenalaze u M;5 i u njemu su one antipodi

o My, My, M3, M, su ili prazni, ili parni grafovi takvi da su m;,n; > 1, gde je
1<t <4,

M je levo od M;

M je desno od Mj

Ms je iznad Mjy
e M, je ispod Ms.

Primer raslojavanja mozemo videti na narednoj slici 2.7.

18



GLAVA 2. KONSTRUISANJE HAMILTONOVOG PUTA I CIKLUSA

ON RON RON RO
L JON NON NOMN

Ol HON RO RO
L O ON MO
ON HON RO RO
L IO - IO MO

ON RON RON RO
L JON NON NOMN

Slika 2.7: Primer raslojavanja grafa R(8,7) sa tackama s = (2,4) i t = (5, 2).

Raslojavanje nam omogucava da problem nalazenja Hamiltonovog puta svedemo
na slucaj kada su s i t antipodi. U tom slucaju, pokazace se, mnogo je jednostavnije
konstruisati Hamiltonov put. Ipak, ne mora uvek postojati Hamiltonov put u Ms.
Iz tog razloga se nadalje razmatraju dva sluc¢aja: kada postoji put u M5 i kada ne
postoji put u Ms. Naredna potpoglavlja ¢e se baviti tim slucajevima. U slucaju da
put postoji u Ms, za raslojavanje se kaze da je ispravno.

U radu [3| pokazano je da se raslojavanje ra¢una u vremenu O(1). Takode, u
pocetku se raslojavanje radi tako da ms i ns5 budu iste parnosti kao m i n i da svi
m;,n; budu parni, za 1 < ¢ < 4. Analizom po slu¢ajevima se moze pokazati da u

takvom raslojavanju s i ¢t imaju iste boje u Ms5 kao i u R(m,n).
Raslojavanje je ispravno

Algoritam prikazan u [3| ima sledec¢e korake:

1. nalaZenje puta u Ms;:

2. nalazenje ciklusa u My, My, M3 i M,

3. povezivanje puta i ciklusa.
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Neka je nexts(z,y, m,n, s, t) funkcija koja ra¢una sledbenika tacke (z,y) na putu
od s do t u pravougaonom grafu R(m,n), gde su s it antipodi.

U slucaju kada je ms,n5 < 3, broj mogu¢ih Hamiltonovih puteva je manji od
neke konstante. Jasno je da, u tom slucaju, next; mora da obradi konstantno mnogo
sluc¢ajeva da bi odredila sledbenika tacke. Odavde se vidi da, u slu¢aju da je m,n < 3,
nexts radi u vremenu O(1).

Ako je ms > 3 ili n5 > 3, algoritam ¢e probati da izvrsi trisekciju.

Definicija 2.2.9 (Horizontalna trisekcija). Horizontalna trisekcija predstavlja po-

delu M5 na tri pravougaona grafa:
e Ms;, (ms5,2) je pravougaoni graf koji sadrzi tacku s
o M;,(ms,2) je pravougaoni graf koji sadrzi tacku ¢

e Ms;,(ms,ns —4) je pravougaoni graf takav koji sadrzi tacke koje nisu ni u M, ,

ni u Ms,. Primetimo da on moze biti i prazan. [3]

Sli¢no se definise vertikalna trisekcija. Dalje ¢emo razmotriti samo sluc¢aj hori-
zontalne trisekcije, buduci da se izomorfizmom Rgy;,, moZe slucaj vertikalne trisekcije
svesti na njega.

Osnovna ideja trisekcije je da se nadu tacke p i ¢ na uglovima od Mj, i Ms,
okrenutim ka ostatku grafa tako da Hamiltonov put od s do t se podeli na put od
s do p, paod p do ¢qiod q dot. Svaki od ovih delova se jednostavno ra¢una. Ako
je moguce naci takve tacke, reé¢i éemo da je moguce izvrsiti trisekciju. Za primer

horizontalne trisekcije, videti sliku 2.8.
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Slika 2.8: Primer horizontalne trisekcije i kako ona pomaze pri odredivanju Hamil-
tonovog puta.

Lema 2.2.9. [O mogucnosti vr8enja horizontalne trisekcije| Neka su dati pravou-
gaoni graf R(m,n) i tactke s i ¢t koje su antipodi. Pretpostavimo da je s ispod ¢
(suprotan slu¢aj se svodi na ovaj preko izomorfizma R,). Dodatno, pretpostavimo
da postoji Hamiltonov put izmedu s i t u R(m,n). Horizontalna trisekcija se moze

izvrsiti ako i samo ako vazi:
en>4
e n =5 1ilim=,0ilije s bela.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da uslovi ne vaze. Ako ne vazi n > 4, onda horizon-
talnu trisekciju nije moguce izvrsiti. Zato neka je n =5 0, m =5 1 i s je crna. PoSto
je m neparno, u R(m,n) su tacke (0,1) i (m—1,1) crne boje. To znaci da ne postoji
put od s do (0,1), kao ni put od s do (m — 1,1) u R(m,n), buduéi da su tacke
nekompatibilnih boja ( lema 2.2.2). To znaci da nije moguce izvrsiti horizontalnu
trisekciju.

Dokaz drugog smera se izvodi analizom po parnosti m i n. Dokaz nekih od

slu¢ajeva moze se videti u [3]. O

Sledeca lema se moze dokazati iz prethodne primenom izomorfizma Rgjqg-
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Lema 2.2.10 (O mogucnosti vrienja vertikalne trisekcije). Neka je s levo od t.

Vertikalnu trisekciju je moguce izvrsiti ako i samo ako vazi:
o m>4
e m =5 1ilin=,0ilije s bela.

Odavde se zakljucuje da nije moguce nijednu trisekciju izvrsiti u sledeé¢im sluca-

jevima:
e n,m<4

U ovom slu¢aju, broj Hamiltonovih puteva je manji od neke konstante, pa je

vreme izvrSavanja algoritma O(1).

e n<4 m=50,n=511ileva tacka je crna
Posto je n < 4 in =5 1, zakljucujemo da jen =1 ili n = 3.
Ako je n = 1, u konstantnom vremenu se moze odrediti sledbenik bilo koje

tacke razlicite od t: ako je s levo od t, sledbenik je desna tacka; inace je

sledbenik leva tacka.

Ako je n =3 1im < 4, ovo se svodi na slucaj kada sun,m < 4. Akojen =31

m > 4, razmatramo dva slucaja:

1. sjelevoodt
Buduéi da su s it antipodi, t, > m — 2, s, < 1. Ako je m strogo veci
od 4, onda zbog ¢injenice Sto je m paran je m > 5, paje s, <1 <2<
m—3 = (m—2)—1<t,— 1. Hamiltonov put od s do t ne postoji na
osnovu 2.2.3.
Posto put postoji u R(m,n), zaklju¢ujemo da je m = 4. Postoje dva
slucaja:

=1
Kako Hamiltonov put od s do ¢ postoji u R(m,n), na osnovu teoreme
2.2.3 sledi da je s, > t,. Posto je s levo od t, vazi s, < t,. Dakle,
Sy = t, Sto je kontradikcija.

— sy, #1
Na osnovu teoreme 2.1.3, Hamiltonov put postoji jedino u slucaju da
je sz >t, — 1. Postojet, —1 < s, <1,sledi da je t, < 2. Medutim,
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znamo da je t, > 2, jer je t desno od s i sitsuantipodi, pajet, = 2.
Odavde je s, > 1, pa je s, = 1.

U ovom slucaju, algoritam radi tako Sto najpre podeli graf na dva
dela: S, gdejex < 1,17, gde je z > 2. Primetimo da se s nalazi u S, i
tuT. Algoritam nalazi put od s do (1,1) u S, (1, 1) povezuje sa (2, 1),
i nalazi put od (2, 1) do t. Primetimo da su S'i 7" dimenzija manjih od
4, sto svodi problem nalazenja puteva u S'i T na jedan od prethodnih
slucajeva. Iz tog razloga, jasno je da je i u ovom slucaju moguce
definisati odgovarajucu funkciju nexts koja racuna sledbenike tacki
na putu, kao i da je ta funkcija vremenske slozenosti O(1).

Primer nalazenja Hamiltonovog ciklusa u ovom slucaju vidi se na
slici 2.9.

2. t jelevo od s

Ovaj slucaj se radi veoma sli¢no kao i prethodni.

O—@

Slika 2.9: Primeri nalaZzenja puta u M; kada nije moguce izvrsiti ni horizontalnu,
ni vertikalnu trisekciju, gde je n = 3, m = 4. Primetimo da na desnoj slici s i ¢
nisu antipodi. Ipak, moguce je istim algoritmom odrediti Hamiltonov put i u tom
slucaju.

e n =50, m =, 1, gornja tacka je crna, m < 4

Primenom izomorfizma R4, se moZze ovaj sluc¢aj svesti na prethodni.

e m=91,n=501jes bele boje,in=91, m=50

Ovaj slucaj nije mogué.
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Iz prethodne diskusije je jasno da, u slucajevima kada nije moguce izvrsiti ni
horizontalnu ni vertikalnu trisekciju, postoji funkcija nexts koja racuna sledbenika
na Hamiltonovom putu u vremenu O(1).

Razmotrimo sada slucaj kada je moguce izvrsiti horizontalnu trisekciju.

Pokazac¢emo ispravnost algoritma definisanog pseudokodom u Listingu 2.2:

def find p(m, n, s, t):
if (0, 1) i s su suprotnih boja:
p= (0, 1)
else:
p=(m-—1, 1)

vraca sledbenika na putu u grafu gde je n 2

def next m_ 2(x, y, m)

/ pretpostavimo da je s ispod t
/£ u suprotnom mozemo koristiti refleksiju po x—osi
def trisect (x, y, m, n, s, t):
if y < 2:
p = find p(m, n, s, t)
if x =p.xand y = p.y:
return goUp(x, y)
else:

return next m_ 2(x, y, m)

else if y < n — 2:
p = find p(m, n, s, t)
if p=— (0, 1):
if y%2—=—1:
if x > 0:
return goLeft (x, y)
else:
return goUp(x, y)
else:
if x <m-— 1:
return goRight(x, y)
else:
return goUp(x, y)
else:
if y %2

1:
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if x > 0:
return goRight(x, y)
else:
return goUp(x, y)
else:
if x <m— 1:
return goLeft(x, y)
else:
return goUp(x, y)
else:
p = find p(m, n, s, t)
if p=— (0, 1):
if n% 2 — 1:
q=(m— 1, n— 2)
else:
q= (0, n— 2)
else:
if n% 2 — 1:
q= (0, n— 2)
else:
q=(m— 1, n— 2)

return next m 2(x, y —n — 2, m) + (0, n — 2)

Listing 2.2: Pseudokod za nalazenje Hamiltonovog puta koris¢enjem horizontalne

trisekcije

Funkcija next _m 2 nalazi sledbenika na putu u slucaju da je n = 2. Ta funkcija

se moZe generisati na jednostavan nacin i izvrsava se u vremenu O(1).

Teorema 2.2.11 (Ispravnost funkcije trisect). Neka su dati pravougaoni graf
R(m,n) itacke s it koje su antipodi, tako da je moguce izvrsiti horizontalnu trisek-
ciju. Funkcija trisect(z,y, m,n, s,t) vraca sledbenika tacke (z,y) na Hamiltonovom

putu od s do t u R(m,n). Dodatno, funkcija trisect radi u vremenu O(1).

Dokaz. Hamiltonov put od s do t se dobija nadovezivanjem puteva od s do p, od
(p.x,py+1)do (qz,qy—1)1iodqdot.

Putevi od s do p i od ¢ do t postoje na osnovu ¢injenice da je moguce izvrsiti
horizontalnu trisekciju. Naime, ako su p i ¢ jedinstvene, zbog ¢injenice da je moguce
izvrsiti horizontalnu trisekciju, moraju postojati putevi od s do piod ¢ do t. Ako su

(0,1) 1 (m —1,1) istih boja, onda je m neparno, pa vazi 0+n—2 =, m—1+n— 2,
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odnosno i (0,n — 2) i (m — 1,n — 2) su istih boja. To zna¢i da, koju god tacku od
te dve izaberemo za ¢, put od ¢ do t ¢e postojati.

Proverom se pokazuje da je trisect(q.x,q.y — 1,m,n,s,t) = q. Analizom po
slucajevima, slicno kao u dokazu Teoreme 2.2.7, pokazuje se da trisect ispravno
ra¢una put od (p.z,p.y + 1) do (¢.xz,q.y — 1).

[

Povezivanje Hamiltonovog puta sa Hamiltonovoim ciklusima Pokaza¢emo
sada kako funkcionise korak povezivanja ciklusa i puteva. U opstem slucaju, algori-

tam povezivanja Hamiltonovog puta i ciklusa se moze opisati slede¢im koracima:
1. Hamiltonov put X se podeli na dva podniza: X; i X,

2. Hamiltonov ciklus C je niz kome je pocetna tacka susedna poslednjoj tacki od

X1, a krajnja tacka susedna pocetnoj tacki od X,
3. konkatenacija X; — C' — X5 je Hamiltonov put.

Sli¢cno se moze definisati algoritam koji spaja dva Hamiltonova ciklusa.

Razmatramo tri slucaja:

1. ns =1,

2. ms = 1, primenom izomorfizma Rg;., se ovaj sluc¢aj svodi na prethodni
3. ns,ms > 1.

Zbog jednostavnosti, koristi¢emo oznaku (x,y); koja oznacava tacku zapisanu u
odnosu na donju levu tacku grafa M;. Takode, podrazumevamo da ciklus u oblasti
M; je tipa M;, odnosno ciklus u M; je tipa M, ciklus u M, je tipa My, itd.

Takode, u slucajevima kada se ciklus ne deli, podrazumevamo da je izabrana
pocetna tacka ciklusa tako da se moze izvrSiti spajanje na kraju.

Neka je ns = 1. Prvo, M3 ili M, je neprazan, ili su My, My, M3 i M, prazni. U
slucaju da su My, My, M3 i M, prazni, onda nije potrebno izvrsiti spajanje, jer je
M = Mj5 i Hamiltonov put se moze naci algoritmom za nalazenje puta u M;. Inace,
ako su M3 i My prazni, a M, ili M, nije prazan, onda su ispunjeni uslovi slucaja 1 u
Teoremi 2.2.3, pa Hamiltonov put ne postoji u M. Bez gubljenja opstosti, moze se
pretpostaviti da je M3 neprazan (inace se refleksijom R, moze svesti na taj slucaj),

kao i da je s levo od t (inace se refleksijom R, moze svesti na taj slucaj).
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Definisemo strategiju povezivanja na slede¢i nacin, razmatrajuéi sledece slucaje-

ve:

1. M je neprazan

Put u M5 delimo tako da je X; = [s]. Orijentacija svih ciklusa je CW.

a) M, je neprazan
Ciklus u M; ne delimo, ciklus u M3 delimo tako da je C3, = [(0,ns5)s, . . ., (m3—
1,ns — 1)3].
i. M, je neprazan
Ciklus u M, delimo tako da je Cy, = [(0,mq — 1)a,...,(0,0)s].
Putu M je: X1 —Cy —C3, —Cy, — Cy — Cy, — C3, = Xs.
ii. M, je prazan
Ciklus u M5 ne delimo.
Put u M je: X1 —Cy — 5, — Cy — C3, — Xo.
b) Ms je prazan

i. M, je neprazan
Ciklus u My ne delimo, ciklus u M3 ne delimo, ciklus u M; delimo
tako da je Cp, = [(—1,0)s5,...,(m; — 1,1)].
Putu M je: X1 —Cy, — Cy — Cp, — C5 — X
ii. My je prazan
Ciklus u Mj ne delimo, ciklus u M; ne delimo.
Put u M je: X; — C7 — C3 — Xo.

2. M je prazan, M je neprazan

Ciklus u M3 delimo tako da je C5, = [(0,n5)s, . .., (m3—1,n3—1)s]. Orijentacija
svih ciklusa je CW.

a) M, je neprazan
Ciklus u M, delimo tako da je Cy, = [(0,m2 — 1)a,...,(0,0)], ciklus u
M, ne delimo.
Put u M je: X1 — C5, — Oy, — Cy — Oy, — C5, — Xs.
b) M, je prazan
Put u M je: Xy — Cs, — Cy — C5, — Xo.
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3. My i My su prazni, My je neprazan

Orijentacija ciklusa u M3 je C'W, orijentacija ciklusa u M, je CCW. Ciklusi
M3 i My se ne dele. Hamiltonov put se deli na tri dela tako da je X; = [s],
X, =1[(1,0)5].

PutUMjein—C3—X2—C4—X3.

4. My, M5 i M, su prazni

Orijentacija ciklusa u M3 je CW, ciklus u Mj3 se ne deli. Hamiltonov put se
deli na dva dela tako da je X; = [s].

Put u M je: X; — C3 — Xs.

Na slici 2.10 mozemo videti ilustraciju za svaki od sluc¢ajeva u ovoj konstrukeiji.
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Slika 2.10: Ilustracija svakog od slucajeva u strategiji povezivanja Hamiltonovog
puta u My sa Hamiltonovim ciklusima u M;, i # 5, kada je n5 = 1.

Razmotrimo sada sluc¢aj kada su ns, ms > 1.

Definicija 2.2.10. Neka je data povezana reSetka GG. Neka su R; i Ry disjunktni
pravougaoni grafovi ¢ija je unija G, i neka postoji Hamiltonov put X u R;. Kazemo
da je moguce spojiti/povezati Hamiltonov put X sa ciklusom u Ry ako postoji razla-

ganje Hamiltonovog puta X na dva neprazna dela X; i X5 tako da je X; — C' — X5
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Hamiltonov put u GG za neki Hamiltonov ciklus C' u R,. U suprotnom, kazemo da

nije moguce spojiti X sa Hamiltonovim ciklusom u Rs.

Sledec¢a lema nam daje potrebne i dovoljne uslove da bi bilo moguce izvrsiti
spajanje Hamiltonovog puta u M5 i Hamiltonovog ciklusa u Mj5. Sliéni uslovi mogu

se izvesti i za My, M3 i My, primenom odgovarajucih refleksija.

Lema 2.2.12 (O mogucnosti spajanja M5 i M;). Neka je dat pravougaoni graf
R(m,n), neka su M5 i M; delovi ispravnog raslojavanja, odnosno u M; postoji
Hamiltonov put. Pretpostavimo da su ns,ms > 1. Hamiltonov put X iz M; nije
moguce spojiti sa Hamiltonovim ciklusom iz M; ako i samo ako je ns = 21i s, =
05, t, = 05 (vidi sliku 2.11).

Slika 2.11: Primer sluc¢aja kada nije moguce spojiti Hamiltonov put iz Mj5 sa ciklusom
u M. Ipak, moguée je spojiti Hamiltonov put u M; sa ciklusom u M3 na prikazani
nacin.

Dokaz. Ako je ny =21 s, =t, = 05, jedini nacin na koji je moguce izvrsiti podelu
puta X u M; je tako da bude X; = [s], jer u suprotnom krajnja tacka od X; je t,
ili ta tacka nija susedna ni sa jednom tackom iz M;. Zbog toga Sto je s tacka na
uglu i ¢ je ispod s, njen sledbenik je tacka desno od nje, pa je pocetna tacka niza
X, tacka (s, + 1,s,) koja nije susedna ni sa jednom tackom iz Mj;. Tada spajanje
nije moguce.

Pretpostavimo da spajanje nije moguée. Analizom po slu¢ajevima u algoritmu
za konstrukciju Hamiltonovog puta u My je moguée pokazati da postoji bar jedna
grana na levoj ivici od My. Ako je to grana od ¢vora (0,y)s do ¢vora (0,y + 1)s,

spajanje je ipak moguce izvrsiti ako se ¢vor (0,y)s; preusmeri levo, nakon ¢ega se
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konstruise Hamiltonov ciklus od (—1,y)s do (—1,y + 1)5 tipa M; i orijentacije CW
u M; iévor (—1,y+1)5 preusmeri u (0, y+1)5. To je kontradikcija sa pretpostavkom
da nije moguce izvrsiti spajanje. Analogno se razmatra slucaj u kojem grana ide od
¢vora (0,y + 1)5 do ¢vora (0,y)5 (potrebno je samo orijentaciju ciklusa promeniti u
cCCw).

0

Iz dokaza prethodne leme moze se zakljuciti da je spajanje moguce ako i samo
ako postoji neki ¢vor na levoj ivici od My ¢iji je sledbenik iznad ili ispod njega.

Naredna lema daje algoritam za izra¢unavanje takvog ¢vora u vremenu O(1).

Lema 2.2.13. Pod pretpostavkama leme 2.2.12, ako je moguée spojiti Hamiltonov
ciklus u M; sa Hamiltonovim putem u M5 dobijenim algoritmom iz ovog poglavlja,

onda:

e ako je ny > 2, vazi bar jedan od narednih iskaza:

— tacki (0,0)5 je sledbenik tacka (0,1)s

— tacki (0, 1)5 je sledbenik tacka 5

)
)s
,1)s

(0,0) 0

(0,1) (0,0
— tacki (0,1)5 je sledbenik tacka (0,2

(0,2) 0

— tacki (0, 2)5 je sledbenik tacka

e ako je ny = 2, za bar jednu od tacaka (0,0)s5 i (0, 1)s, postoji sledbenik koji je

iznad ili ispod nje.

Dokaz. Moze se dokazati da lema vazi analizom po slu¢ajevima u algoritmu za
konstrukciju Hamiltonovog puta u M;. Potrebno je razmotriti slucajeve kada je

moguce izvrsiti bilo koju od trisekcija i kada to nije moguce uraditi. O

Prvi od ¢vorova iz prethodne leme, za koji vazi svojstvo da mu je sledbenik iznad
ili ispod njega, nazivacemo cvor povezivanja Ms sa M. To je ¢vor koji ée u podeli
Hamiltonovog puta u M; biti poslednji ¢vor podniza Xj.

Bez gubljenja opstosti, mozemo obraditi samo slucajeve spajanja kada M; nije
prazan i kada da je moguce spojiti Hamiltonov put u Mj; sa njim. Slucaj kada su
svi M; osim Mj5 prazni je trivijalan, bududci da je tada M = Ms.

Ako je M; prazan, pogodnim izomorfizmom se moze graf transformisati u onaj
gde je M; neprazan. Ako je M; neprazan, a nije moguce spajanje, postoje dva

slucaja:
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e Ms i My su prazni

U tom slucaju, ns = 2, a poSto M, nije prazan, vazi slucaj 2 iz Teoreme 2.2.3,

Sto znaci da Hamiltonov put u M ne postoji.

e bar jedan od Mjs i M, nije prazan

U ovom slucaju, ako nije moguée izvrSiti spajanje sa M;, moguce je izvrsiti
) Y
ga sa Msj ili sa My, na osnovu Leme 2.2.12. Pogodnim izomorfizmom se ovaj

sluc¢aj svodi na onaj gde postoji M; i moguce je izvrsiti spajanje sa njim.

Ukoliko je potrebno primeniti izomorfizam zato Sto je M; prazan ili zato Sto
nije moguce izvrsiti povezivanje sa njim, uradi¢emo to tako $to se primeniti prvi od

narednih izomorfizama u kojem M; postoji i moguce je izvrsiti povezivanje sa njim:
1. Rgiqg © R, - gornja granica postaje leva
2. R, - desna granica postaje leva
3. Rgiag - donja granica postaje leva

Takode, razmatra¢emo samo slucajeve kada je M3 neprazan, ili kada su Mz i M,
prazni. Naime, slucajevi gde je My neprazan, a M3 prazan se reSavaju na isti nacin
kada je M3 neprazan, samo uz zamenu oznaka vezanih za Mz i My.

U svim slucajevima, orijentacija ciklusa u M; je CCW ako je sledbenik tacke
povezivanja Ms sa M, tacka ispod nje, dok je u suprotnom orijentacija CW. Na
osnovu Leme 2.2.5, ukoliko put mora direktno da se veze za My, orijentacija je CCW
ako je sledbenik tacke povezivanja M; sa M, tacka iznad nje, dok je u suprotnom
orijentacija C'W.

U slu¢aju da je potrebno spojiti dva ciklusa u orijentaciji CC'W, u zavisnosti od

slucaja, tacke povezivanja su:
o M sa Ms: (my —1,n7 —2);

o My sa My: (my —1,0)

M3 Sa Mgi (m3 - 1,77,3 - 2)3

M3 Sa Mli (0,?13 — 1)3

M2 sa Mgi (0,71,2 - 1)2

M2 sa M42 (0, 1)2
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o M4 Sa Mgi (m4 - 170)4

L] M4 Sa Mli (0, 1)4

Sli¢no, u slucaju da je potrebno spojiti dva ciklusa u orijentaciji C'W, tacke

povezivanja su:

[ M1 Sa Mgi (m1 — 1,n1 - 1)1

® M1 Sa M42 (m1 — 1, 1)1

L] M3 Sa Mgi (m3 — 1,77,3 — 1)3

L M3 Sa Mli (0,713 — 2)3

[ MQ sa Mgi (0,712 - 2)2

o My sa My: (0,0),

[ M4 Sa Mgi (m4 - 17 ].)4

e My sa Mi: (0,0),

Zbog jedno

stavnosti, oznacimo tacke povezivanja sa p;;, a njihove originalne

sledbenike sa ¢; ;. Tacka p; 5 je levo od g5, a tacka ¢ 5 je levo od ps ;. Slicno se

mogu definisati tacke p; 5, ¢; 5 1 u ostalim slucajevima.

Strategiju s

pajanja definiSemo na sledeéi nacin:

1. M3 je neprazan

Hamiltonov put X u M; se deli tako da je X7 = [s,...,p51], Xo = [¢51,--.,1].

a) M, je neprazan

1.

Ms> je neprazan

Hamiltonov ciklus C; u M; se deli tako da je Cy, = [q15,---,P13)s
Ci, = [q13,---,p1,5). Hamiltonov ciklus C5 u M; se deli tako da
je Cs3, = [q31,---,D32), Cs3, = [g32,...,p31]. Hamiltonov ciklus C
u M, se deli tako da je Cy, = [q23,...,D24], Coy = [q24,.-.,P23)
Hamiltonov ciklus Cy u My je jednak [gs2, ..., pa2).

Hamiltonov put u M je: X1 —C,, —Cs5, —Cy, —Cy—Cy,—Cs,—C,— Xos.
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ii. M, je prazan
Hamiltonovi ciklusi C3 i Cy u M3 1 My su redom C5 = [g31, ..., P3.1]
i1 Cy = [qa1,...,ps1]. Hamiltonov ciklus C; se deli na cikluse C, i
Cy,.
Ako je orijentacija svih ciklusa CCW, onda je Hamiltonov put u M:
X, -0, —Cs = C, — Cy — C1, — Xy, U ovom slucaju je ¢4, =
[Q1,5, e 7p1,4]7 Cy, = [Q1,4, e ,p1,3]-
Ako je orijentacija svih ciklusa CCW, onda je Hamiltonov put u M:
X, —C, —Cy—C, — C5 — (1, — Xs. U ovom slucaju je ¢4, =
[Q1,5, e 7]91,3]7 C1, = [Ch,s, S ,p174].

b) M, je prazan

i. M je neprazan
Hamiltonov ciklus C; u M; se deli tako da je Cy, = [q15,---,P13)s
Ci, = [q13,--.,p1,5). Hamiltonov ciklus C5 u Ms se deli tako da je
Cs, = [g31,---,p32), C3, = [g32,-..,p31]. Hamiltonov ciklus Cy u

M je [g32,--.,p32)]
Hamiltonov put u M je: X; — Cy, — C3, — Cy — Cs, — C, — Xo.

ii. M, je prazan
Hamiltonov ciklus C; u M; se deli tako da je Cy, = [q15,---,P13),
Ci, = [q13,---,p1,5]. Hamiltonov ciklus C5 u M3 je [q1 3, ..., P31)-
Hamiltonov put u M je: X; — Cy, — C5 — Cy, — Xo.

2. M3 i M, su prazni

Hamiltonov ciklus Cy u M je [q15,- .., P15)-

a) M, je neprazan
Hamiltonov ciklus Cy u M3 je [g25. .., P2s)-
Hamiltonov put u M; se deli tako da je X1 = [s,...,p51], Xo = [¢5.1, - -, D52,
X3 =[g52---,1]
Hamiltonov put u M je: X; — C; — Xo — Cy — X35.
b) Ms je prazan
Hamiltonov put X u M; se deli tako da je X; = [s,...,ps51], Xo =
(@51, -, 1.
Hamiltonov put u M je: X; — C; — Xs.
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Na slici 2.12 mozemo videti ilustraciju za svaki od slucajeva u ovoj strategiji

povezivanja.

@
O-@

%e

1. a) . 1.b)i.

Pollol%e %es

1. b) ii. 2.a) 2.b)

>

R

Slika 2.12: Tlustracija za svaki od slucajeva u strategiji spajanja Hamiltonovog puta
u My sa Hamiltonovim ciklusima u M;, i # 5, kada je n5, ms > 1.

Analizom po slu¢ajevima moze se pokazati ispravnost ove strategije, odnosno da
su predlozeni putevi zaista Hamiltonovi putevi u M. Naredna diskusija potvrdice i
vremensku slozenost algoritma.

Pod pretpostavkom da su definisane funkcije next; za puteve i cikluseve u M;,

moze se pomoc¢u njih definisati funkcija next koja ra¢una sledbenika na Hamiltono-
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vom putu u M. Recimo, u slucaju X; — C; — X5 ta funkcija izgleda ovako:

q1,5 (fa ?J) =DPs51

x,Y) = D1,
next(:v,y): g5.1 ( y) P15

nextl(x,y) ako je <X7 Y) u Ml i (a:,y) 7é Dis

| neats (z,y) inale

Na osnovu Leme 2.2.13, tacke ps1,¢s1,P15,¢15 Se mogu nac¢i u O(1) vremenu,
a na osnovu toga $to funkcije next; rade u vremenu O(1), zaklju¢ujemo da ovako

definisana funkcija next takode radi u vremenu O(1).

Raslojavanje nije ispravno

Put u M5 moze da ne postoji ako vazi jedan od tri slucaja iz Teoreme 2.2.3.

Razmatramo sledeca tri sluc¢aja kada ne postoji Hamiltonov put u Ms:

1. ’I’L5:1
2. ?7,5—2
3. ns =3 [3]

Ukoliko bi u u bilo kom od ova tri sluc¢aja i M3 i M, bili prazni, put ne bi postojao
u M. Zbog toga se moZe uzeti, bez gubljenja opstosti, da je My neprazan. [3]

Neka je najpre ns; = 1. Osnovna ideja je da se, ako je to moguée, povuce donja
granica od M5 za 1 na dole. My bi ostao paran graf u kojem postoji Hamiltonov
ciklus, buduéi da je raslojavanje birano tako da my4, ns budu parni brojevi. Potrebno
je pokazati da bi Hamiltonov put postojao u M. Posto nije s, = t,, ostaje samo da

se pokaze da su s it suprotnih boja u M. Razmotrimo dva slucaja:

e M je neparan graf

Posto put postoji u M, s it su bele boje u M. Posto je raslojavanje birano
tako da su dimenzije svih podgrafova, osim M5, parne, zaklju¢ujemo da je Mj
neparan graf. Ako s ili £ nije na uglu od Mj5, ne bi s i ¢ bili antipodi u Ms.

Dakle, s it suna uglovima od M;, pa put postoji u M, suprotno pretpostavci.
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e M je paran graf

Posto su s i t suprotnih boja u M, sli¢no kao u prethodnom slucaju, zakljucuje
se da su takve i u M5. Dodavanjem jednog reda u M5, y-koordinate se menjaju
obe za 1, ¢ime s it ostaju suprotnih boja u M{, pa Hamiltonov put postoji.
3]

Jedini slucaj kada nije mogucée menjati granice je kada je ng = ny = 2 ili kada
je M3 prazan i ngy = 2. U prvom slucaju se spoji M ili My sa M5, nakon cega se
svede problem na slucaj kada je ns = 3. [3] Pretpostavimo, bez gubljenja opstosti,

da je My spojen sa Ms. Moguca su naredna dva slucaja:

e Hamiltonov put ne postoji u M5 U Mj - ovaj sluc¢aj svodimo na slucaj kada je
n; = 3 i raslojavanje nije ispravno. U ovom sluc¢aju mora M, biti neprazno, jer
u suprotnom Hamiltonov put ne bi postojao u R(m,n), $to je kontradikcija sa

pretpostavkom da on postoji.

e Hamiltonov put postoji u M5 U Mj - koriséenjem ¢injenice da su s i ¢t antipodi

u Ms, kao i da je ns = 1, pokazuje se da postoje dva izomorfna slucaja:

- § = (1,0)5,ti<2,0)5, m5:3, n5:1
- t:(1,0)5, 8:(2,0)5, m5:3, n5:1

U oba slucaja postoji Hamiltonov put u Ms U M3, na osnovu Teoreme 2.2.3.

Taj put je moguce naéi kao sto je prikazano na slici 2.13.
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Slika 2.13: U ovom sluc¢aju, Hamiltonov put je mogucée na¢i u M5 U M3 primenom
algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta u Mj; (desno), iako s i ¢ nisu antipodi.
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Ako je ns = 2, ako postoji M;, onda pomeramo levu granicu od My desno tako
da su s it na levoj ivici od M{. Ako ne postoji My, mora da postoji My (u suprotnom
se dokazuje da ne postoji Hamiltonov put u M), pa pomeramo desnu granicu od
M5 tako da su s it na desnoj ivici od M{. Ovaj postupak je ispravan, jer M; (ili
M3) ¢e biti parni grafovi u kojima postoji Hamiltonov ciklus, jer ns = 2 je paran
broj koji ima istu parnost kao i nl = ny = n, a raslojavanje se uvek u pocetku bira

tako da su ns i n iste parnosti. [3]

9
UL AN
" el e

o

Slika 2.14: U ovom slucaju, M; se prosiruje za 1 na desno, nakon cega jo§ uvek
postoji Hamiltonov put u njemu, i postoji Hamiltonov put u M.

U slucaju kada je ns = 3, M5 delimo na M;,, Ms,, Ms,, tako da suu Ms, i Ms,
dimenzija 2 X ns i jedan sadrzi s, a drugi ¢t. Algoritam nalaZzenja puta se sastoji od

dva koraka:
1. u Ms, U My U Ms;, se nalazi Hamiltonov put
2. spoje se Hamiltonovi ciklusi iz Ms,, My, M3 i M, sa putem. [3]

U ovom slu¢aju je mjs paran broj. Neka je s crna (slucaj kada je ¢ crna se moze
refleksijom R, svesti na sluc¢aj kada je s crna, jer R, menja boje tackama). Takode,
pretpostavi¢emo da je mys > 2, jer u suprotnom se moze ovaj slucaj svesti refleksijom
Rjiag na slucaj kada je raslojavanje neispravno i ns = 2. U tom slucaju, tacka s je
levo od tacke t. Tacka s je crna, a tacka (0,0)5 je bela, pa izmedu njih postoji
Hamiltonov put u Ms,. Takode, ¢ je bela, a tacka (ms —1,0)5 je crna, pa postoji put
izmedu njih u Ms,. Dalje se povezuju tacke (0, —1)5 i (m5 — 1, —1)5 Hamiltonovim
putem u My slicnim postupkom kao u vertikalnoj trisekciji. Nakon toga se ta tri

Hamiltonova puta povezuju u Hamiltonov put od s do t u M5, U Ms, U My. [3]
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Ciklus u Ms;, se moze, na primer, tretirati kao ciklus tipa Ms, nakon cega se
spaja sa putem u M, U Ms, U My moZe spojiti sa leve strane. Budu¢i da je ny = 3
i da je u svim Hamiltonovim ciklusima i grafovima R(2,3) vazi iskaz leme 2.2.13,
zakljuujemo da se u konstantnom vremenu moze naci tacka povezivanja ps 5, kao i
tacka g2 5. Delimo Hamiltonov put X na Xi[s,...,ps2], Xo = [g52, ..., ], a za ciklus
uzimamo C' = [ga5,...,p25]. Tada je Hamiltonov put u Ms U My: X3 — C — Xs.
Spajanje sa ciklusima u M;, M3 i M, se vrsi na isti nac¢in kao i u sluc¢aju kada
je raslojavanje u Mj5 ispravno. Moze se pokazati analizom po slucajevima da iskaz

leme 2.2.13 vazi i u ovom slu¢aju, $to znaci da je i u ovom sluc¢aju moguce izvrsiti

0424
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Slika 2.15: U ovom sluc¢aju, ns = 1 i raslojavanje nije ispravno. Zbog toga $to je
ng = ny = 2 1 Hamiltonov put ne postoji u M5 U Ms, ovaj slucaj svodi se na
slucaj kada je raslojavanje nije ispravno i ny = 3, gde je M = M5 U Ms. Na slici
levo prikazano je kako se primenom opisanog algoritma nalazi put od s do ¢, dok
je na slici desno prikazan Hamiltonov put dobijen nakon §to se izvrsi povezivanje
Hamiltonovog puta sa Hamiltonovim ciklusom u Ms;,.

spajanje u vremenu O(1).
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Odgovarajuée next funkcije mogu se lako modifikovati i u ovim slucajevima,
¢ime se zakljucuje da paralelni algoritam sa mn procesora i u ovom slucaju radi u
vremenskoj slozenosti O(1).

Na osnovu prethodnih razmatranja, moguce je pokazati sledece tvrdenje, koje ¢e

biti koriséeno kasnije u radu.

Lema 2.2.14. Neka je dat pravougaoni graf R(m,n), n > 2 i neka su date tacke s
i t takve da Hamiltonov put postoji od s do t u R(m,n). Ako je X Hamiltonov put
naden pomocu prethodno opisanog algoritma i ne vazi n parno, m neparno, m > 2,

s=(0,0)it=(0,1), onda vazi bar jedan od narednih iskaza:
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e tacki (0,0) je sledbenik (0,1

)
e tacki (0,1) je sledbenik (0,0)
e tacki (0,1) je sledbenik (0,2)

)

e tacki (0,2) je sledbenik (0, 1).

Dokaz. Ako je (0,1) # s,t, onda ona mora imati i prethodnika i sledbenika na
Hamiltonovom putu, na osnovu ¢ega se zakljucuje da tvrdenje vazi.

Neka je sada s = (0, 1). Ako je t # (0,0), onda (0,0) mora imati i prethodnika
i sledbenika na Hamiltonovom putu. Odavde zakljuc¢ujemo da je (0,0) sledbenik
od (0,1), na osnovu Cega tvrdenje vazi. Ako je t = (0,0), onda se jednostavnom
analizom po sluc¢ajevima u algoritmu pokazuje da je sledbenik od (0, 1) tacka (0, 2).
Na slican nacin se moZe pokazati da tvrdenje leme vazi kada je t = (0,1), osim u

slucaju kada je s = (0,0), n parno i m > 2 neparno. ]

Ipak, Zeleli bismo da lema vazi u svim slucajevima. Zbog toga se moze algoritam
modifikovati jedino u sluc¢aju kada lema ne vazi, i u svim izomorfnim slucajevima.
U slucaju kada je n > 2 parno, m > 2 neparno, s = (0,0) i ¢ = (0, 1), algoritam radi

na sledec¢i nacin:

1. ako je n =4 i m = 3, novi Hamiltonov put se nalazi na slici 2.16,

Slika 2.16: Hamiltonov put nastao prethodno opisanim algoritmom (levo) i modifi-
kovani Hamiltonov put (desno).

2. inace, R(m,n) se podeli tako da je M5 = R(3,4), M3 = (0,4) + R(3,n —4)* i
My = (3,0) + R(m — 3,n), nakon Cega se pronalazi Hamiltonov put u Mj; na

nac¢in opisan iznad, i onda se taj put spoji sa ciklusima u Mz i M.

2Qperacija (z,y) + R(m,n) ovde predstavlja skup tacaka iz R(m,n) transliranih vektorom
(z,y). Ako je m = 0 ili n = 0, podrazumevamo da je R(m,n) prazan skup.
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Sada se jednostavnom analizom moze utvrditi da vazi iskaz leme 2.2.14 u svim
slucajevima.
Primetimo da analogni rezultati vaze i za tacke koje se nalaze na drugim ivicama.

Primenom odgovarajuc¢ih izomorfizama, moZe se lema dokazati i u tim sluc¢ajevima.

2.3 Grafovi u obliku slova L

Definicija 2.3.1 (Graf u obliku slova L). Za date prirodne brojeve m,n > 2, graf
u obliku slova L je reSetka indukovana skupom ¢vorova L(m,n) = {(x,y) | (z <
mAy<bn—4)V(m<z<3m—-2Ay<n)}. |5
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Slika 2.17: Graf L(3,3).

Na osnovu prethodne definicije, vidi se da je graf L(m,n) C R(3m — 2,5n — 4)
i da je R(3m — 2,5n — 4) najmanji pravougaoni graf koji sadrzi L(m,n). U skladu
sa tim, moZe se definisati boja ¢vora u grafu L(m,n) kao boja koju ¢vor ima u
R(3m —2,5n —4).
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2.3.1 Hamiltonov ciklus

Sledec¢a lema daje potreban i dovoljan uslov za postojanje Hamiltonovog ciklusa

u grafu L(m,n).

Lema 2.3.1 (Egzistencija Hamiltonovog ciklusa). U grafu L(m,n) postoji Hamil-

tonov ciklus ako i samo ako je mn paran broj. |7|

Za generisanje Hamiltonovog ciklusa u L(m,n) (slika 2.18), potrebno je najpre
L(m,n) podeliti na dva pravougaona grafa Ri(m,5n —4) = {(z,y) |t <m Ay <
bn—4} i Ry(2m —2,n) = {(z,y) | m <z <3m —2Ay <n}. Ugrafovima R; i Ry
nalazimo Hamiltonove cikluse u istoj orijentaciji. Pritom je ciklus u R, tipa M, a
u Ry je tipa M,. Posto je m(bn —4) = mn =5 01im,b5n —4,2m —2,n > 1, postoje
u R; 1 Ry Hamiltonovi ciklusi.

Ako je orijentacija oba ciklusa CCW, povezivanje vrsimo tako Sto podelimo
ciklus C7 u R; tako da je Cy, = [(0,0)q,...,(m — 1,0);], dok je ciklus u Ry
Cy = [(0,0)2,...,(0,1)3], gde su sa (x,y); oznacene koordinate tacaka u odnosu
na donji levi ugao grafa R;. Hamiltonov ciklus u L(m,n) je Cy, — Cy — C1,.

Ako je orijentacija oba ciklusa C'W, povezivanje vrsimo tako $to podelimo ci-
klus C; u R; tako da je Cy, = [(0,0)q,...,(m — 1,1)1], dok je ciklus u Ry Cy =
[(0,0)2,...,(1,0)2]. Hamiltonov ciklus u L(m,n) je Cy, — Cy — C4,.

Jasno je da je odgovarajucu funkciju nexrt; moguée napraviti na osnovu next

funkcija za R;, i da ¢e i nexty, raditi u vremenu O(1).

e e

Slika 2.18: Primer Hamiltonovog ciklusa u L(4, 3).
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Definicija 2.3.2 (Orijentacija). Hamiltonov ciklus u L(m,n) nastao prethodnim
algoritmom ima orijentaciju CCW ako je R; orijentacije CCW, a inacCe ima orijen-
taciju C'W.

2.3.2 Hamiltonov put

U narednim razmatranjima je s # ¢, buduci da se slucaj s = ¢ svodi na slucaj
Hamiltonovog ciklusa.
U [5] pokazana je naredna lema, koja daje potrebne uslove za postojanje Hamil-

tonovog puta od ¢vora s do ¢évora t u L(m,n).

Lema 2.3.2. Neka je dat graf u obliku slova L, L(m, n), i neka je R(m',n') najmanji
pravougaoni graf koji sadrzi L(m,n). Ako postoji Hamiltonov put od ¢vora s do

¢vora t u L(m,n), onda postoji takav put i u R(m’,n’). [5]

Posledica ove leme je da s i t moraju biti kompatibilnih boja u R(3m—2,5n—4),
buduci da je to najmanji pravougaoni graf koji sadrzi L(m,n). [5]

Prikazujemo algoritam za nalaZenje Hamiltonovog puta u L(m,n), prateéi opis
iz rada [5]. Pritom, pretpostavicemo da odgovarajué¢i Hamiltonovi putevi postoje.

Postoje cetiri moguéa slucaja:

1. sitsuu Ri(m,4n —4) ={(z,y) |t <mAn <y < b5n—4}

Algoritam ¢ine naredni koraci:

e nalaZenje Hamiltonovog puta od s dot u Ry 3

Ovaj korak moguce je izvesti algoritmom za nalazenje Hamiltonovog puta
u pravougaonim grafovima koji je opisan u prethodnom poglavlju. Na slici
2.19, prikazan je Hamiltonov put naden u ovom koraku na primeru grafa
L(4,3).

3Hamiltonov put trazimo u R, buduéi da se moze desiti da u R} on ne postoji. Recimo, u ako
susituR], m=mn=3 tada sit moraju biti bele boje u R(3m — 2, 5n —4) kako bi put postojao
u L(m,n). Buduéi da je n = 3 neparan broj, u R} ¢e tacke s it biti crne boje. Na osnovu leme
2.2.2, Hamiltonov put ne moZe postojati u Rj. Takode, moguée je dokazati da nije mogué slucaj u
kojem su s i ¢ bile kompatibilnih boja u R(3m — 2,5n — 4) i Hamiltonov put postoji od s do t u
R/, ali ne postoji u R;.
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Slika 2.19: U slucaju kada su s i t u R}, najpre se nalazi Hamiltonov put od s do ¢
u Rl.

e nalazenje Hamiltonovog ciklusa u Ry
Ovaj korak je moguce izvesti, buduéi da je 2m — 2 paran broj, 2m —
2,n > 11 leme 2.2.4. Pritom, biramo ciklus tipa M5, kako bi spajanje

bilo moguée izvrsiti u konstantnom broju koraka.

e spajanje puta i ciklusa
Na osnovu leme 2.2.14, tacku povezivanja je moguce naci u vremenu O(1),
nakon cCega se Hamiltonov put u R; i ciklus u Rs spajaju na isti nacin
kao u algoritmu za pravougaone grafove. Na slici 2.20 se moze videti ceo

Hamiltonov put od s do t, nastao nakon ovog koraka.
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Slika 2.20: Hamiltonov put u R; se spaja sa ciklusom u Rj.

2. sitsuu Ry

Algoritam je slican kao u prethodnom slucaju. Cine ga naredni koraci:

e nalazenje Hamiltonovog puta u R,(3m—2,n) = {(z,y) | * < 3m—2Ay <
n}

e nalazenje Hamiltonovog ciklusa u R}
Bira se ciklus tipa Mjs kako bi spajanje moglo da se izvrsi u vremenu

O(1).
e spajanje puta i ciklusa
3. sitsuu Ry iR,
Ako Hamiltonov put postoji u Ry izmedu s i ¢, primenjujemo algoritam iz
slucaja 1. U suprotnom, primenjujemo algoritam iz slucaja 2.
4. sjeu R}, tjeu Ry

Bira se od tacaka (m —1,n—1)1i (m —1,n — 2) ona ¢ija je boja kompatibilna
sa s u grafu R}. Ozna¢imo tu tacku sa p, a tacku desno od nje sa ¢ (slika 2.21).
Neka je X; Hamiltonov put od s do p u R}, a Xy Hamiltonov put od ¢ do ¢ u
R5. Tada je X; — X5 Hamiltonov put od s do t u L(m,n).
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Slika 2.21: Nalaze se tacke p i ¢, nakon ¢ega je potrebno spojiti s sa p i q sa t.

5. sjeu Ry, tjeu R

Slucaj je analogan prethodnom. Bira se od tacaka (m—1,n—1)1i(m—1,n—2)
ona Cija je boja kompatibilna sa ¢, a tacka desno od nje se oznaci sa q. Neka
je X7 Hamiltonov put od s do ¢ u Ry, a X5 Hamiltonov put od p do t u Rj.
Tada je X; — X5 Hamiltonov put od s do t u L(m,n).

Na osnovu prethodnih rezultata, jasno je da odgovarajuca next funkcija u slucaju
grafa L(m,n) radi u vremenu O(1).

Algoritam daje Hamiltonov put u svakom od ¢etiri prethodna slucaja, ukoliko
odgovarajué¢i Hamiltonovi putevi postoje u podgrafovima od L(m,n). Na osnovu

toga, vazi sledeca lema:

Lema 2.3.3. Neka je dat graf u obliku slova L, L(m,n), i neka su date tacke s
i t. Ako vazi bar jedno od sledec¢ih tvrdenja, Hamiltonov put od s do t postoji u
L(m,n):

e 51itmnisuu Ry i postoji Hamiltonov put od s do t u Ry
e sitnisuu R ipostoji Hamiltonov put od s do ¢t u R}

e sjeu R, tjeu Ry ipostoje Hamiltonovi putevi od s do pu R} iod g dotu
R,
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e sjeu Ry, tjeu R} ipostoje Hamiltonovi putevi od s dogu Ry iod pdotu
R

Pokaza¢emo da su ti uslovi potrebni uslovi za postojanje Hamiltonovog puta u

L(m,n). Vazan rezultat u tom pravcu jeste sledeca lema:

Lema 2.3.4. Neka je t u Ry. Ako je Hamiltonov put od s’ do ¢ u Ry u slu¢aju 3 u

2.2.3, onda ne postoji Hamiltonov put od s do ¢t u L(m,n), gde vazi:
e akojesu Ry,onda s =s,t' =t
e ako nije s u Ry, onda s’ = (m, 1), t' =1t [5]

Tvrdenje prethodne leme vazi i kada s i t zamene mesta. MozZe se pokazati, na

slican nacin na koji je to uradeno u [5], da vazi i sledeca lema:

Lema 2.3.5. Neka je t u R|. Ako je Hamiltonov put od s’ do ¢ u R} u sluc¢aju 3 u

teoremi 2.2.3, onda ne postoji Hamiltonov put od s do ¢ u L(m,n), gde vazi:
e akojesu Rj,onda s =s,t' =t
e ako nije s u R}, onda s’ = (1,n), t' =t
Takode, tvrdenje prethodne leme vazi i kada s i ¢ zamene mesta.

Teorema 2.3.6. Ako Hamiltonov put od s do ¢ postoji u L(m,n), onda vazi bar

jedan od uslova u lemi 2.3.3.

Dokaz. Dokaz je analiza po slu¢ajevima u algoritmu za nalazanje Hamiltonovog
puta u L(m,n). Primetimo da su slu¢ajevi u radu algoritma disjunktni. U sluc¢aju
da ne postoji Hamiltonov put u nekom od slucajeva, primenom jedne od prethodne

dve leme se pokazuje da ne postoji Hamiltonov put u L(m,n). O

Lema 2.3.3 i teorema 2.3.6 nam daju potrebne i dovoljne uslove za postojanje
Hamiltonovog puta u L(m,n), i pokazuju da je prikazani algoritam za nalazenje
Hamiltonovog puta u L(m,n) ispravan.

Naredna lema bi¢e vazna za naredne algoritme. Ona je posledica leme 2.2.14.

Lema 2.3.7. Neka su dati graf L(m,n) i tacke s i t. Ako je X Hamiltonov put
nastao primenom opisanog algoritma za nalazenje Hamiltonovih puteva u L(m,n),

onda vazi sledece:
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e tacki (m — 1,5n — 5) je sledbenik ispod nje
e tacki (m — 1,5n — 6) je sledbenik ispod ili iznad nje

e tacki (m — 1,5n — 7) je sledbenik iznad nje.

2.4 Grafovi u obliku slova C

Definicija 2.4.1 (Graf u obliku slova C). Graf u obliku slova C' je resetka induko-
vana skupom ¢vorova C'(m,n) = L(m,n) U {(z,y) | x > m,y > 4n — 4}. [5]

Na slici 2.22 moze se videti primer jednog takvog grafa.
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Slika 2.22: Graf C'(3,4)

Kao i u slucaju grafova L(m,n), vidi se da je C'(m,n) C R(3m —2,5n —4) i da

je to najmanji pravougaoni graf koji sadrzi C(m,n).

2.4.1 Hamiltonov ciklus

Na osnovu definicije Hamiltonovog ciklusa 2.1.4, Hamiltonov ciklus je Hamilto-
nov put kojem su pocetna i krajnja tacka susedne. Kako su susedni ¢vorovi suprotnih
boja, zaklju¢ujemo da je broj belih i crnih ¢vorova u C(m,n) jednak u sluc¢aju da

Hamiltonov ciklus postoji u C(m,n). Na osnovu toga vazi sledeéi stav.

Lema 2.4.1. Ako Hamiltonov ciklus postoji u C(m,n), onda je broj belih i crnih

¢vorova jednak u C'(m,n).
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Broj ¢vorova u C'(m,n) je, na osnovu definicije, m(bn — 4) + 2(2m — 2)n =
Smn — 4m + 4mn — 4n = 9mn — 4(m + n). Taj broj je paran ako i samo ako je mn

paran broj. Pokaza¢emo da vazi lema 2.2.1 i u slucaju grafa C(m,n).

Lema 2.4.2 (Odnos boje i parnosti). Neka je W broj belih ¢vorova, a B broj crnih
¢vorova u grafu C(m,n). Ako je mn neparan broj, tada je W = B + 1, a inace je
W = B.

Dokaz. Na osnovu definicije, C'(m, n) je sa¢injen od tri pravougaona grafa Ry (m, bn—
4), Ry(2m —2,n) i R3(2m — 2,n). Ozna¢imo sa W; broj belih ¢vorova u R;, a sa B;
broj crnih ¢vorova u R;. Primetimo da su Ry i R3 parni grafovi, pa je Wy = By i
W3 = Bs. Bez gubljenja opStosti, mozemo pretpostaviti da u Ry i R3 ¢vorovi ima-
ju iste boje kao u C'(m,n). Ako je mn neparan broj, tada je W7 = By + 1, pa je
W =W, +Wy+W3=B;+1+ By+ B3 =B+ 1. Usuprotnom je W = B, ¢ime je

tvrdenje dokazano. O
Lema 2.4.3. Ako Hamiltonov ciklus postoji u C'(m,n), onda je mn paran broj.

Ispravnost algoritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa u C(m,n) ¢e pokazati

da vazi i suprotno, odnosno da vazi:

Teorema 2.4.4. Hamiltonov ciklus postoji u C'(m,n) ako i samo ako je mn paran

broj.

Kako je C(m,n) paran kada je mn paran broj, zaklju¢ujemo da u L(m,n) postoji
Hamiltonov ciklus. Takode, kako je C'(m,n) \ L(m,n) paran pravougaoni graf, i u

njemu postoji Hamiltonov ciklus. Algoritam se sastoji od sledec¢a tri koraka:
1. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u L(m,n)
2. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u R3(2m — 2,n) = C(m,n) \ L(m,n) u istoj
orijentaciji kao prethodno nadeni ciklus u L(m,n), i tipa M,
Hamiltonov ciklus u R3 je niz C3 = [p,...,q|, gde su p i ¢ tacke koje ¢e biti
odredene kasnije.
3. povezivanje prethodno nadenih ciklusa

Ako je ciklus u L(m, n) orijentacije CCW, bira se tacka (m—1,5n—6) za tacku
povezivanja. U suprotnom se bira tacka (m — 1,5n — 6). Tacku desno od one
koju smo izabrali oznacavamo sa p, a tacku koja joj prethodi na Hamiltonovom

putu u R3 oznacavamo sa q.
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Odgovarajuca nexts funkcija za ciklus u kojem je orijentacija ciklusa u L(m,n)
CCW izgleda ovako:

(

(m,5n — 6) (x,y) = (m —1,5n—6)

(m_175n_5) (x,y):(m,5n—5)
nexto(x,y) = <
nextr(x,y,ccw)  ako je (x,y) u L(m,n)

| nextr, (x,y,ccw) inale

Jasno je, na osnovu ¢injenice da nexty, i nextg, rade u vremenu O(1), da je to

slucaj i sa nextq.

2.4.2 Hamiltonov put

Kao i za grafove L(m,n), vazi sledeéi stav i za grafove C'(m,n).

Lema 2.4.5. Neka je dat graf u obliku slova C, C(m,n), i neka je R najmanji
pravougaoni graf koji sadrzi C(m,n). Neka su date tacke s i ¢ u C'(m,n). Ako
Hamiltonov put od s do t postoji u C(m,n), onda postoji Hamiltonov put od s do
tu R. [5]

Na osnovu ove teoreme, sledi da Hamiltonov put u C' ne postoji ako su s it
nekompatibilnih boja. [5] 1z tog razloga se dalje u tekstu moze pretpostaviti da su
s 1t kompatibilnih boja.

U [5] predloZen je sledeci algoritam za nalazenje Hamiltonovog puta u C(m,n):
1. ako su s it u L(m,n) i postoji Hamiltonov put u L(m,n)

e nadi Hamiltonov put u L(m,n) od s do ¢ (kao na slici 2.23)
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Slika 2.23: Nalazi se put od s do ¢ u grafu L(m,n)

e nadi Hamiltonov ciklus u R3

e spoji put i ciklus (slika 2.24)

Slika 2.24: Povezuje se Hamiltonov put u L(m,n) sa ciklusom u R3

2. akosu situ Li(m,n)ipostoji Hamiltonov put u Li(m,n)
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e primeni R,(x,y,3m — 2,5n — 4) i svedi na prethodni slucaj
3. akoje su Ry, atu R3

e nadi tacku p na granici sa R3 koja je kompatibilne boje sa s

e tacka ¢ je desno od p (slika 2.25)
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Slika 2.25: Nadene su tacke p i ¢, ali Hamiltonov put u ovom slu¢aju ne postoji,
budu¢i da ne postoji put od ¢ do t u R3

e nadi Hamiltonov put od s do p u L(m,n)
e nadi Hamiltonov put od ¢ do t u R3

e povezi ta dva puta
4. ako je su Rz, t u Ry
e primeni R,(x,y,3m — 2,5n — 4) i svedi na prethodni slucaj

Koraci algoritma implementiraju se na slican nacin kao i u prethodnim slucaje-
vima. U slucaju 1, ciklus u Rj3 je tipa Ms, a orijentacija zavisi od nacina na koji se
on povezuje sa Hamiltonovim putem u L(m,n). Da je nalazenje tacke povezivanja
moguce izvrsiti u vremenu O(1) garantuje lema 2.3.7. U slucaju 3, izmedu tacaka

(m—1,5n—15) 1 (m —1,5n — 6) se bira tacka p tako da bude kompatibilne boje sa
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s, 8to je moguce izvrsiti u vremenu O(1). Odgovarajuce next funkcije za svaki od
slucajeva e takode raditi u vremenu O(1).

Kako algoritam zaista nalazi Hamiltonov put u C(m,n), uslovi neophodni za
njegovo izvrsavanje su dovoljni uslovi za postojanje Hamiltonovog puta u C(m,n),

odnosno pokazano je da vazi sledec¢a lema.

Lema 2.4.6. Neka su dati graf C'(m,n) u obliku slova C i évorovi s i t ¢ije su
boje kompatibilne u R(3m — 2,5n — 4). Ako vazi bar jedno od narednih tvrdenja,
Hamiltonov put od s do ¢ postoji u C:

e sitsuu L(m,n) ipostoji Hamiltonov put od s do ¢t u L(m,n)

e s it nisuu Ry i postoji Hamiltonov put od R,(sg,s,,3m — 2,5n —4) do
R, (ts,ty,3m — 2,5n — 4) u L(m,n)

e sjeu Ry, tjeu Rs3ipostoje Hamiltonovi putevi od s do piod g dot
e sjeu Rs, tjeu Ry i vazi prethodni iskaz kada s i ¢t zamene mesta.

Naredna lema dokazana u [5] dokazuje da su uslovi u lemi 2.4.6 neophodni za

postojanje Hamiltonovog puta u C'(m,n).

Lema 2.4.7. Neka su date tacke s it u grafu C'(m,n). Ako je s u Rz itu L(m,n),
onda uzmimo da je s = (m — 1,5n — 6), t' = s, s = (m,5n — 6). Ako ne postoji
Hamiltonov put od s do ¢t u L(m,n) ili ako su R3, s’ i t’ uslu¢aju 3 u teoremi 2.2.3,

onda u C(m,n) ne postoji Hamiltonov put od s do t.

2.5 Grafovi u obliku slova F

Definicija 2.5.1 (Graf u obliku slova F). Graf u obliku slova F je reetka indu-
kovana skupom ¢vorova F(m,n) = L(m,n) U Ry, gde je Ry = {(x,y) | m <z <
3m—4A2n—2<y<3n-—2} |5

Primer takvog grafa mozemo videti na slici 2.26.
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Slika 2.26: Primer grafa F'(3,4)

Kao u slucaju grafova L(m,n)iC(m,n), vidi se da je F'(m,n) C R(3m—2,5n—4)

i da je R(3m — 2,5n — 4) najmanji pravougaoni graf koji sadrzi F(m,n).

2.5.1 Hamiltonov ciklus

Sliéno kao u slu¢aju C(m,n) grafova, zaklju¢ujemo da je potreban uslov da
Hamiltonov ciklus postoji u grafu F(m,n) da je broj crnih i belih ¢vorova u njemu

jednak. Pokazac¢emo da je to moguce ako i samo ako je mn paran broj.

Lema 2.5.1. Neka je W broj belih ¢vorova u F(m,n), a B broj crnih ¢vorova u

F(m,n). Ako je mn neparan broj, tada je W = B 4 1, a inace je W = B.

Dokaz. Na osnovu definicije, F'(m,n) je sastavljen od grafova C'(m,n) i Ry(2m —
4,n). Ry je paran, pa je u njemu broj belih i crnih &vorova jednak. Na osnovu ovoga
i leme 2.4.2, sledi da je W = B + 1 ako i samo ako je mn neparan broj, a inace je
W = B. O

Na osnovu prethodne leme, zaklju¢ujemo:
Lema 2.5.2. Ako Hamiltonov ciklus postoji u F'(m,n), onda je mn paran broj.

Ispravnost algoritma za rac¢unanje Hamiltonovog ciklusa u F'(m,n) ¢e pokazati

da je prethodni uslov dovoljan za postojanje ciklusa.
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Kako je mn paran broj, u L(m,n) postoji Hamiltonov ciklus, pa postoji i u
Li(m,n) = {R;(z,y,3m —2,5n—4) | (z,y) € L(m,n)}, odnosno u obrnutom slovu
L. Algoritam se sastoji od narednih koraka:

1. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u Ly

Ovaj korak je moguce svesti na slucaj nalazenja ciklusa u L(m,n), nakon
primene izomorfizma R,.
2. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u Ry

Bira se ciklus orijentacije suprotne od L(m,n) i da bude tipa M,.

3. povezivanje nadenih ciklusa

Potrebno je pokazati da vazi bar jedno od narednih tvrdenja:

e tacki (m — 1,3n — 3) je sledbenik tacka ispod nje na ciklusu u L,

e tacki (m — 1,3n — 4) je sledbenik tacka ispod ili iznad nje

e tacki (m — 1,3n — 5) je sledbenik tacka iznad nje.
Navedene tacke imaju koordinate (m—1,2n—2), (m—1,2n—3) i (m—1,2n—4)
u L(m,n). Pokazacemo da vazi:

o tacki (m — 1,2n — 4) je sledbenik tacka ispod nje na ciklusu u L,

o tacki (m — 1,2n — 3) je sledbenik tacka ispod ili iznad nje

e tacki (m — 1,2n — 2) je sledbenik tacka iznad nje.
Ciklus u L je sastavljen spajanjem ciklusa tipa M; u Ry i ciklusa tipa M u
Ry. Kako je Ly(m,n) = {R.(z,y,3m — 2,5n — 4) | (z,y) € L(m,n)}, ciklus
u Li(m,n) se sastoji od spojenih ciklusa tipa M; u R; i ciklusa tipa M, u
Li(m,n) \ Ry. Date tacke se nalaze u Ry i pripadaju ciklusu tipa M;. Na

osnovu ovoga zaklju¢ujemo da je sledbenik od (m — 1,2n — 3) tacka ispod ili

iznad nje, pa je povezivanje moguce izvrsiti, i vreme izvrSavanja je O(1).

Definicija 2.5.2 (Orijentacija). Hamiltonov ciklus u F(m,n) je orijentacije
CCW ako je Hamiltonov ciklus u L(m, n) orijentacije CW. Inace je Hamiltonov

ciklus u F'(m,n) orijentacije CW.
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2.5.2 Hamiltonov put

Kao i za prethodne grafove, vazi sledeci stav.

Lema 2.5.3. Neka je dat graf F/(m,n) i neka su date tacke s i t na njemu. Ako
postoji Hamiltonov put od s do ¢t u F'(m,n), onda postoji i Hamiltonov put od s do

tu R(3m —2,5n —4). [5]

Sli¢no kao i pre, zakljucuje se da potreban uslov da Hamiltonov put od s do ¢
postoji u F'(m,n) jeste da s i t budu kompatibilnih boja u R(3m — 2,5n — 4). [5]
Prikazujemo algoritam za nalazenje Hamiltonovog puta od s do ¢t u F'(m,n) koji

je predlozen u [5]. Algoritam sadrzi sledece korake:

e akosusitulLi(m,n)

1. nalazi se Hamiltonov put od s do t u Ly(m,n) (vidi sliku 2.23)

O O

ON JEON
® O® O
OO0 ®

O €

Slika 2.27: Nalazi se Hamiltonov put od s do ¢ u grafu L;(m,n)

2. nalazi se Hamiltonov ciklus u Ry

3. povezuju se Hamiltonov put i ciklus (vidi sliku 2.28)
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Slika 2.28: Povezuje se Hamiltonov put u L;(m,n) sa Hamiltonovim ciklusom u Ry

e ako je mn paran broj i s it nisu u Li(m,n)

1. nalazi se Hamiltonov put od s do ¢t u R4 (vidi sliku 2.29)
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Slika 2.29: Nalazi se Hamiltonov put od s do t u Ry

2. nalazi se Hamiltonov ciklus u Ly (m,n)
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3. povezuju se Hamiltonov put i ciklus (vidi sliku 2.30)

> @ O

Slika 2.30: Povezuje se Hamiltonov put u R4 sa Hamiltonovim ciklusom u L;(m,n)

e ako je mn neparan broj i s it nisu u Ly(m,n)

1. nalazi se Hamiltonov put na skupu R} = R,U{(z,y) |z <mA2n—2 <
y < 3n — 2} (vidi sliku 2.31)
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Slika 2.31: Nalazi se Hamiltonov put od s do t u R},

2. skup Ry \ {(z,y) | © < mA2n—2 <y < 3n— 2} je sadinjen od dva
nepovezana pravougaona grafa R;, i R;, dimenzija m x 2n — 2. Nalaze

se Hamiltonovi ciklusi u Ry,, Ry,, Re, R

3. povezuje se Hamiltonov put sa ciklusima (vidi sliku 2.32)
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Slika 2.32: Hamiltonov put u R} se povezuje sa Hamiltonovim ciklusima u susednim
grafovima

e ako je s u Lyi(m,n), t nije u Li(m,n)

1. od tacaka (m—1,3n—3), (m—1,3n—4) bira se ona koja je kompatibilne

boje sa s. Tu tacku oznacavamo sa p

2. tacka ¢ je desno do p (vidi sliku 2.33)
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Slika 2.33: Nakon nalazenja tacaka p i ¢, potrebno je odrediti Hamiltonove puteve
od s do piodqdot U ovom slucaju, to nije moguce uraditi zato sto Hamiltonov
put u Ly (m,n) ne postoji od s do p, pa Hamiltonov put od s do t ne postoji

3. nalazi se Hamiltonov put od s do p u Ly(m,n)
4. nalazi se Hamiltonov put od ¢ do t u Ry

5. spajaju se Hamiltonovi putevi
e ako s nije u Ly(m,n), t jeste u Li(m,n)

1. od tacaka (m,3n — 3), (m,3n — 4) bira se ona koja je kompatibilne boje
sa s. Tu tacku oznacavamo sa p
tacka q je levo do p

nalazi se Hamiltonov put od s do p u Li(m,n)

nalazi se Hamiltonov put od ¢ do t u Ry

ATl R o

spajaju se Hamiltonovi putevi [5]

Pod pretpostavkom da odgovaraju¢i Hamiltonovi putevi postoje u svakom od
slucajeva, osim eventualno u prvom, moguce je izvrsiti odgovarajuca spajanja na

osnovu leme 2.3.7 1 leme 2.2.14.
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U drugom sluc¢aju, Hamiltonov ciklus u Li(m, n) se nalazi primenom izomorfizma
R, nad Hamiltonovim ciklusom u L(m,n). Spajanje se vrsi sli¢no kao u prethod-
nim sluc¢ajevima spajanja pravougaonog grafa i L(m,n) (npr. kao u slucaju grafa
C(m,n)).

U tre¢em slucaju, ciklus u Ry, ¢e biti tipa M3, Ry, tipa My, Rs tipa M,. Ha-
miltonov put se vezuje i za Ry, i za Ry,. Ako je orijentacija u Ry, CCW, onda je
tacki (m — 1,5n — 6) sledbenik iznad nje. Kako je onda u R3 Hamiltonov ciklus
tipa M, orijentacije CCW, tacki (m,5n — 5) bi sledbenik bila tacka ispod nje, pa se
tacka (m — 1,5n — 6) preusmerava tako da joj sledbenik bude desno od nje, a tacki
(m, 5n —5) je sledbenik onda levo od nje, ¢ime su povezani ciklusi u Ry, i R3. Sli¢no
se pokazuje ako je orijentacija C'W.

Razmotrimo sada prvi slucaj. Prva dva koraka je moguée izvesti na osnovu pret-
hodnih rezultata. Problem je u tre¢em koraku. Naime, ako je n = 3 ili n = 4,
potencijalno se moze desiti da u L;(m,n) odgovarajuéi ¢vorovi nemaju sledbenika

iznad ili ispod sebe. Pokazimo najpre da za n > 4, spajanje je uvek moguce.

Teorema 2.5.4. Neka je data resetka G = (V, F). Neka je dat niz tacaka p;, pe,
p3, p4 1 ps takvih da p;, = p;, za sve 1 < 4,5 < 5,1da je p;, = piy1, +1 za sve
1 <4 < 4. Neka tacke (p;, + 1,p;,) ne pripadaju grafu G za sve 1 < ¢ < 5. Tada

vazi bar jedan od narednih iskaza:

e sledbenik od p; je ¢vor ispod njega

sledbenik od ps je ¢vor ispod ili iznad njega

sledbenik od p3 je ¢vor ispod ili iznad njega

sledbenik od p4 je ¢vor ispod ili iznad njega

sledbenik od ps je ¢vor iznad njega.

Dokaz. Bar jedan od ¢vorova ps, p3 i ps nije ni s ni t. Oznac¢imo ga sa P. Ako ne
bi vazio nijedan od iskaza, sledbenik od P bi morao da bude ¢vor levo od njega.

Medutim, tada ne postoji ¢vor ¢iji je sledbenik P. To je kontradikcija. O]

Na osnovu prethodne teoreme, ako je n > 4, na granici sa Ry, Li(m,n) ima bar
pet ¢vorova i bar jedan od njih ¢e modci da se iskoristi kao tacka povezivanja sa Ry,

i taj korak je moguce izvr8iti u vremenu O(1).
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Zato razmotrimo slucaj kada je n = 4. Oznacimo ¢&vorove iz L;(m,n) koji se
graniCe sa R4 sa p1, p2, P3, pa, gde je p; sa najmanjom y-koordinatom, a p, sa
najvecom.

Ako je bar jedna od ps i ps razli¢ita i od s i od t, zaklju¢ujemo, sli¢no kao i pre, da
ta tacka ne moze nikome biti sledbenik, sto je kontradikcija. Jedini slucajevi kada to
nije moguce su kada je s = po, t = p3 ili kada je s = p3 it = po. Primetimo dasu sit
susedne, pa je Hamiltonov put ujedno i Hamiltonov ciklus. U tom slu¢aju, algoritam
za nalazenje Hamiltonovog ciklusa se moze iskoristiti da nade Hamiltonov put ovde,
uz modifikaciju da ¢ nema sledbenika. Bira se Hamiltonov ciklus orijentacije CCW
ako je s iznad ¢, a inace se bira ciklus orijentacije C'W. Moze se pokazati da ée u
oba slucaja u Hamiltonovom ciklusu sledbenik tacke ¢ biti tacka s, Sto potvrduje
ispravnost ovog koraka.

Ako je n = 3, py ne postoji. Zaklju¢ujemo, sli¢nim rezonovanjem kao i pre, da je
s = py ili t = py. Primetimo da je bn—4 = 11, paje p, = (m—1,2n—1) = (m—1,5).
Neka je s = po i neka je t' = t, ako je t u Ry, a inace neka je t' = p za tacku p iz
slucaja kada je s u Ry it u R} u algoritmu za Hamiltonov put u L(m,n). Prilikom
nalazenja Hamiltonovog puta u R; od s do t/, lako se moze dokazati da ¢e My morati
da ukljuci tacke p; = s+ (0,1) i p3 = s — (0,1). Dalje se analizom po veli¢ini M;
i po sluc¢ajevima u algoritmu za konstrukciju Hamiltonovog puta u pravougaonom
grafu R; moze pokazati da postoji ¢vor povezivanja.

Uslov postojanja odgovarajué¢ih Hamiltonovih puteva je dovoljan uslov za posto-
janje Hamiltonovog puta od s do t. Naredna lema dokazana u [5] pokazuje da su ti

uslovi neophodni.

Lema 2.5.5. Neka je dat graf F'(m,n) i neka je n = 3. Oznacimo p; = (m—1,2n—2),
pp=(m—1,2n—1),p3=(m—1,2n),z = (m—2,2n—1). Nekasu situ F(m,n).
Ako ne postoji Hamiltonov put od s” do " u L(m,n) ili ako je Ry, §', ¢’ u sluc¢aju

3 u teoremi 2.2.3, onda ne postoji Hamiltonov put od s do t u F/(m,n), gde je:
e akosusitu Ry ondas =s,t'=t, s it" sutakvi da postoji put u L(m,n)
e ako nije s u Ry, at jeste,onda s’ =py, t' =5, 8" =x,t" =t
e ako nije t u Ry, a s jeste, onda s = py, t' =t, " =z, t" = s. [5]

Sli¢no kao i za L(m,n) i C(m,n), zaklju¢ujemo da odgovarajuca funkcija nextp
radi u vremenskoj slozenosti O(1).

Pokaza¢emo da vazi naredna lema koja ¢e biti korisna kasnije.
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Lema 2.5.6. Neka je dat graf F'(m,n) i neka su date tacke s i ¢ na njemu. Neka
je X Hamiltonov put od s do ¢t u F'(m,n) nastao prethodno opisanim algoritmom.

Tada vazi bar jedan od narednih iskaza:
e sledbenik od (m — 1,0) je tacka iznad nje
e sledbenik od (m — 1,1) je tacka ispod ili iznad nje
e sledbenik od (m — 1,2) je tacka ispod nje

Dokaz. Ako su tacke deo nekog Hamiltonovog puta u L;i(m,n), tvrdenje vazi na
osnovu leme 2.3.7. U suprotnom, tacke su deo Hamiltonovog ciklusa u R;,, pa tvr-

denje takode vazi. O]

2.6 Grafovi u obliku slova E

Definicija 2.6.1 (Graf u obliku slova E). Graf u obliku slova E je resetka induko-
vana skupom ¢vorova E(m,n) = F(m,n) U {(z,y) | m <z <3m—-2Ay < n}.

[5]

Na slici 2.34 se moze videti primer grafa E(m,n).

OGN BON RON RON RGN
| OGN NON NON NON N
OGN RON RON RGN RON
® OO O

OGN BON RON RGN _

| _BON NON NON RO

ON NON RON RON

® OO O

OGN NON RGN RON RGN
| BON BON NON RGN R
SN MON RGN RON RGN

Slika 2.34: Primer grafa F(4,3)

Vidi se da je E(m,n) C R(3m — 2,5n —4) i da je to najmanji pravougaoni graf
koji sadrzi E(m,n).
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2.6.1 Hamiltonov ciklus

Ako Hamiltonov ciklus postoji u E(m,n), onda je u E(m,n) broj belih i crnih

tacaka jednak.
Lema 2.6.1. Ako Hamiltonov ciklus postoji u £(m,n), onda je mn paran broj.

Dokaz. Dokazujemo da je broj belih i crnih tacaka jednak ako i samo ako je mn
paran broj.

Kako je E(m,n) = F(m,n) U Ry i u Ry je broj belih i crnih tacaka jednak,
zakljucujemo da je broj belih i crnih tacaka u E jednak ako i samo ako je on jednak
u F(m,n). Na osnovu leme 2.5.1, zaklju¢ujemo da je to moguce jedino ako je mn

paran broj. O

Dokaz da je dati uslov dovoljan dace algoritam za generisanje Hamiltonovog

ciklusa u E(m,n). Algoritam ¢ine naredni koraci:
1. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u F'(m,n)
2. nalazenje Hamiltonovog ciklusa u Ry(2m — 2,n)
3. povezivanje nadenih ciklusa.

Algoritam za prvi korak dat je u prethodnom poglavlju. Drugi i trec¢i korak su
analogni koraku povezivanja Hamiltonovog ciklusa u L(m,n) sa Ry u algoritmu za
generisanje Hamiltonovih ciklusa u C(m,n). Naime, ¢ak su i tacke povezivanja, u
zavisnosti od orijentacije, potpuno identic¢ne.

Orijentacija ciklusa se definiSe:

Definicija 2.6.2 (Orijentacija). Ovako generisan Hamiltonov ciklus u E(m,n) je
orijentacije CCW ako je ciklus u F'(m,n) orijentacije CCW, a inace je orijentacije
Ccw.

Jasno je da odgovarajuca next funkcija za racunanje sledbenika na tom ciklusu

radi u vremenu O(1).

2.6.2 Hamiltonov put

Naredna lema dokazana u [5] daje jedan od potrebnih uslova za postojanje Ha-

miltonovog puta u E(m,n).
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Lema 2.6.2. Neka je dat graf F(m,n) i neka su date tacke s i ¢t na njemu. Ako
postoji Hamiltonov put od s do t u F(m,n), onda postoji Hamiltonov put od s do
tu R(3m —2,5n —4). [5]

Zakljucuje se da s i t moraju biti kompatibilnih boja da bi put postojao. Zato
¢emo u daljem tekstu pretpostavljati da je to slucaj.

Prikazujemo algoritam predstavljen u [5]:
1. akosu situ F(m,n) i postoji Hamiltonov put u F(m,n):

a) nadi Hamiltonov put od s do ¢t u F(m,n)
b) nadi Hamiltonov ciklus u Ry

c¢) povezi Hamiltonov put i ciklus

2. akosusituFi(m,n)={R.(x,y,3m—2,5n—4) | (z,y) € F(m,n)} i postoji

Hamiltonov put u Fy(m,n):
a) primeni R, i svedi na prethodni slucaj
3. akosu situC(m,n)ipostoji Hamiltonov put u C(m,n):

a) nadi Hamiltonov put od s do t u C(m,n)
b) nadi Hamiltonov ciklus u R,

¢) povezi Hamiltonov put i ciklus. [5]

U prvom slucaju, primetimo da je algoritam analogan onom za ra¢unanje Ha-
miltonovog puta u L(m,n) gde su s’ i ¢’ u R; i postoji Hamiltonov put u R;. Ako
se, umesto funkcije za trazenje Hamiltonovog puta u R; stavi funkcija za racunanje
Hamiltonovog puta u F'(m,n), svodi se problem na ovaj slucaj. Kako vazi 2.5.6, i
korak povezivanja se moze izvesti na isti nacin.

U tre¢em slucaju, algoritam je analogan onom za rac¢unanje Hamiltonovog puta
u F(m,n), gde su s it u Li(m,n). Povezivanje se moze uraditi na analogan naéin.
U sluc¢aju da je n = 3, mozZe se pokazati da je povezivanje uvek moguce izvrsiti.
U slucaju n = 4, gde su py i p3 jednake sa s ili £, moze se primeniti algoritam za
Hamiltonov ciklus u E(m,n). U sluc¢aju da je n > 4, spajanje je uvek moguce izvrsiti
na osnovu leme 2.5.4.

U radu [5| pokazana je sledeca lema, koja garantuje ispravnost algoritma.
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Lema 2.6.3. Neka su dati graf F(m,n) i dva ¢vora s i t u njemu. Ako ne postoji
Hamiltonov put od s do t u grafu F(m,n) (ili Fi(m,n)), ili ne postoji Hamiltonov

put od s do t u grafu C'(m,n), onda ne postoji Hamiltonov put od s do t u E(m,n).

[5]
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Glava 3

Implementacija 1 evaluacija

3.1 Implementacija

Implementacija algoritama i grafickog interfejsa koji crta rad algoritma su javno
dostupni na platformi Github®. Algoritam je implementiran u programskom jeziku
C++, dok je graficki interfejs implementiran koriséenjem programskih jezika Cython
i Python i biblioteke PyQt5.

U implementaciji je ¢vor (0,0) gornji levi, dok je ovde opisan algoritam gde je
¢vor sa tim koordinatama donji levi. Razlog za to je $to na ra¢unaru gornji levi ¢vor
matrice ima koordinate (0,0), dok je u 8kolskoj praksi u geometriji ¢es¢e koriséen
koordinatni sistem gde donji levi ugao ima koordinate (0,0). Ipak, to ne menja
sustinu algoritma, buduéi da se izomorfizmom R, moze jedan slucaj svesti na drugi
u slucaju kada je graf simetrican po z-osi, dok u ostalim slu¢ajevima (kod grafova
L(m,n) i F(m,n)) je u algoritmu potrebno samo zameniti koordinate tac¢aka kako
bi se dobio isti algoritam.

Paralelizacija je implementirana na sledec¢i nacin.

1. indeksiranje ¢vorova

Definise se funkcija koja svakom ¢voru u grafu (ovo se odnosi na svaki od
grafova u ovom radu) dodeljuje celobrojni indeks od 0 do |V|—1. Osnovna ideja
funkcije indeksiranja je da se graf podeli po vertikalama na nizove ¢vorova,
nakon ¢ega j — ti ¢vor na i — toj vertikali dobija indeks prema formuli j + |V,

gde je V; skup ¢vorova (z,y) grafa takvih da je y < i. Vj je prazan skup. Za

Thttps://github.com/TGStarGuardian /Hamiltonian-paths-in-grid-graphs
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svaki od grafova u ovom radu, funkciju koja ¢voru dodeljuje indeks, i inverz

te funkcije moguce je izra¢unati u vremenu O(1).
2. paralelni algoritam

a) inicijalizacija Hamiltonovog puta/ciklusa
Inicijalizuje se prazan niz X veli¢ine |V| koji ¢e ¢uvati koordinate sled-
benika, odnosno X[i] = (z,y) akko je ¢voru sa indeksom ¢ sledbenik ¢vor

(x,y). Unizu vazi X[t] = (—1, —1), $to oznacava kraj Hamiltonovog puta.

b) podela poslova
Neka je dato p procesora/niti. Neka je |V| = pg+r. Svakom od procesora

se dodeljuje jedan deo niza indeksa, tako Sto prvih p — 1 procesora dobije

po ¢ indeksa, a preostali indeksi se dodeljuju poslednjem procesoru.
¢) izvrSavanje
Svaki od procesora prolazi kroz indekse koje je dobio. Inverzom funkcije

indeksiranja, indeks se u vremenu O(1) mapira u koordinate grafa, nakon

¢ega se primenjuje funkciju next i rezultat se smesta u niz X.

Na slici 3.1 se nalazi graficki korisnicki interfejs za iscrtavanje Hamiltonovih
puteva i ciklusa u grafovima iz ovog rada. Nakon unoSenja parametara m, n, siti
izbora tipa grafa sa padajuéeg menija, pritiskom na dugme Start se dobija slika bez
Hamiltonovog puta/ciklusa, ili se 8alje poruka korisniku da Hamiltonov put/ciklus
ne postoji u tom sluc¢aju. Pritiskom na dugme Next se postojeci put/ciklus prosiruje

dodavanjem naredne grane.
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main.py = &

m: |16 17
sX: (6 sy 5
Lx:|g Ly g

Rectangle path ~

Start

Previous Next |

< < < < < < 1/
A 58 A 55 T 55 VA 55 Y " O S A R

Slika 3.1: Program koji crta Hamiltonove puteve i cikluse na pravougaonom grafu i
grafovima u obliku slova L, C, F i E

3.2 Evaluacija

Kako bi se teorijski rezultati potvrdili, izvrSena je evaluacija implementiranih
algoritama. Merena su vremena izvrsavanja algoritma sa 1, 2, 4 i 8 procesora na
500 nasumic¢no generisanih sluc¢ajeva. Dimenzije pravougaonog grafa su birane na-
sumicno iz intervala [1000,9999], §to je najmanje 10° &vorova, a u slucaju ostalih
grafova je m birano nasumicno iz intervala [334, 3334], dok je n birano iz intervala
200, 1800], jer u tom sluc¢aju 3m — 2 i 5n — 4 se nalaze u slicnom intervalu kao m i n
kada se meri vreme za pravougaoni graf. Gornja ogranic¢enja su birana tako da sve
moze da stane u radnu memoriju u ra¢unaru na kojem je vrseno merenje. Cvorovi s
i ¢ su birani nasumicno, ali tako da Hamiltonov put u odgovarajué¢em grafu postoji.

Za aproksimaciju prose¢nog ubrzanja koriséena je linearna regresija.
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Racunar na kojem je vrSena evaluacija je Lenovo ThinkBook 15 G4 ABA, sa
RAM memorijom od 16 GB, procesorom AMD Ryzen 7 5825U, na operativnom
sistemu Ubuntu 22.04.2 LTS.

Postignuti su sledeéi rezultati:

e postoji prava y = kx takva da nijedna tacka nije iznad nje, gde je x broj ¢voro-
va grafa, a y vreme izvrSavanja sekvencijalnog algoritma u mikrosekundama.
Na osnovu ovoga se moze zakljuciti da je vreme izvrSavanja sekvencijalnog
algoritma O(|V]). U tabeli 3.1 mozZe se videti vrednost koeficijenta k za svaki

od problema:

tip grafa problem k slika
pravougaoni | ciklus 0.03 | 3.2
pravougaoni put 0.41 | 3.3
ciklus 0.06 | 34
put 0.99 | 3.5
ciklus 0.06 | 3.6
put 3.04 | 3.7
ciklus 0.19 | 3.8
put 4.16 | 3.9
ciklus 0.12 | 3.10
put 10.51 | 3.11

= = = " Q| e e

Tabela 3.1: Koeficijent k prave najgoreg slucaja za izvrsavanje sekvencijalnog algo-
ritma u zavisnosti od tipa grafa i problema
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Figure 1 - o x

A€ Q=¥ B

e 1thread

e 2threads
« 4threads
« 8threads

timed

0.5

0.04

Slika 3.2: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog ci-
klusa od broja ¢vorova u pravougaonom grafu

Figure 1 S ©

#4€r PQE=w B

le7

1 thread

2 threads
4 threads
8 threads

2.59

2.0

154

time8

1.0

0.5

0.01

Slika 3.3: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta
od broja ¢vorova u pravougaonom grafu
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le6

L7517 1 thread
2 threads
4 threads . o’
8 threads

1501

1254

1.00 4

tmes8

0.75 4

0.50

PSP

0.25

0.00 4

Slika 3.4: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog ci-
klusa od broja ¢vorova u grafu L

1 thread

2 threads
4 threads
8 threads

time8

le7

Slika 3.5: Zavisnost vremena izvrsavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta
od broja ¢vorova u grafu L
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le6
25 s 1 thread . .
) e 2threads : . °
« 4 threads . o
« 8threads . ‘
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v le7

Slika 3.6: Zavisnost vremena izvrSavanja
klusa od broja ¢vorova u grafu C

algoritma za nalaZzenje Hamiltonovog ci-

le8
144 ¢ 1 thread
s 2threads
e 4threads
124 « 8threads

1.0+

0.8

time8

0.6

0.4 4

0.2
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Slika 3.7: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta

od broja ¢vorova u grafu C
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le6

1 thread .
2 threads ¢ "

4 threads . L
8 threads !' e

tmes8

Slika 3.8: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog ci-
klusa od broja ¢vorova u grafu F

1 thread

2 threads
4 threads
8 threads

time8

le7

Slika 3.9: Zavisnost vremena izvrsavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta
od broja ¢vorova u grafu F
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1e6

1 thread

2 threads
4 threads
8 threads

times

Slika 3.10: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog ci-

klusa od broja ¢vorova u grafu E

les

1 thread
2 threads
4 threads
8 threads

tmes8

<

1le7

Slika 3.11: Zavisnost vremena izvrSavanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta

od broja ¢vorova u grafu E

e prave dobijene linearnom regresijom pri merenju prosecnog ubrzanja su skoro

paralelne sa x—osom, $to ukazuje na to da u prosecnom sluc¢aju ubrzanje ne

zavisi od broja ¢vorova u grafu. Takode se primecuje da rast ubrzanja opada

sa povecavanjem broja procesora. ZabeleZena prosecna ubrzanja nalaze se u

tabeli 3.2:
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tip grafa problem | 2 procesora | 4 procesora | 8 procesora | slika
pravougaoni | ciklus 1.94 3.49 5.54 3.12
pravougaoni put 1.76 2.93 4.40 3.13
L ciklus 1.55 2.58 4.21 3.14

L put 1.65 2.73 4.26 3.15

C ciklus 1.70 2.79 4.48 3.16

C put 1.70 2.79 4.31 3.17

F ciklus 1.78 2.94 4.54 3.18

F put 1.75 2.83 4.41 3.19

E ciklus 1.77 291 4.50 3.20

E put 1.76 2.85 4.43 3.21

Tabela 3.2: Postignuta ubrzanja u zavisnosti od tipa grafa, problema i broja proce-

Sora
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Slika 3.12: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u pravougaonom grafu tokom izvr-

Savanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa
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Figure 2
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« 2threads
e 4threads
« 8threads

le7

Slika 3.13: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u pravougaonom grafu tokom izvr-

Savanja algoritma za nalazenje Hamiltonovog puta
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Slika 3.14: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu L tokom izvrSavanja algo-

ritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa
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Slika 3.15: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu L tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog puta
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Slika 3.16: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu C tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa
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Slika 3.17: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu C tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog puta

s« 2 threads
e 4 threads
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speedup8

Slika 3.18: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu F tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa
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. s 2threads
e 4threads
N - . . s 8threads
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Slika 3.19: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu F tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog puta
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Slika 3.20: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu E tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog ciklusa
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5.5 4 . « 2 threads
* 4 threads
8 threads

\ le7

Slika 3.21: Zavisnost ubrzanja od broja ¢vorova u grafu E tokom izvrSavanja algo-
ritma za nalazenje Hamiltonovog puta

Moguc¢i uzrok za usporavanje ubrzanja je neravnomeran posao koji procesori
imaju da izvrSse. U odredenim delovima matrice, vrsi se manje instrukcija nego u
nekim drugim delovima matrice. Otuda se moze desiti da procesori dobiju zadatke
razli¢ite tezine. Jedan od mogucih nacina da se ovaj problem resi je da se, umesto

statickog alociranja, primeni dinamicko alociranje poslova.
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Zakljucak

U ovom radu su prikazani sekvencijalni algoritmi i paralelni algoritmi bez medu-
procesorske komunikacije za nalazenje Hamiltonovih puteva i ciklusa u pravougao-
nom grafu, kao i u grafovima u obliku slova L, C, F i E. Algoritmi su detaljno opisani
i prevazideni su propusti u literaturi: izostavljeni dokazi su ovde izvedeni, odredeni
dokazi i analize sluc¢ajeva su u ovom radu korigovani. U ovom radu je otklonjen i
jedan od glavnih problema vezanih za literaturu: povezivanje Hamiltonovog puta sa
ciklusom. U literaturi ta procedura nije precizno definisana i nisu razmotreni neop-
hodni uslovi da bi se ona mogla izvrsiti, kao $to su postoje li odgovarajuce grane i
da li je Hamiltonov ciklus dobro orijentisan. U ovom radu su ti nedostaci otklonjeni
i pokazano je da se ta procedura moze izvrsiti u vremenu O(1).

Detaljno su opisane next funkcije za nalazenje narednog ¢vora na Hamiltonovom
putu/ciklusu u navedenim grafovima. Dokazana je korektnost tih funkcija, odnosno
navedenih algoritama za nalazenje Hamiltonovih puteva i ciklusa. Dokazano je da je
vreme izvrsavanja next funkcija O(1), kao i da se sekvencijalni algoritmi izvrsavaju
u vremenu linearnom po broju ¢vorova u grafu. Detaljnom evaluacijom navedenih
algoritama, teorijska slozenost je potvrdena, i izmerena su prosecna ubrzanja koja
se dobijaju paralelizacijom sa 2, 4 i 8 procesora.

Navedeni algoritmi su implementirani u programskom jeziku C++, zajedno sa
grafickim interfejsom implementiranim pomocu programskih jezika Cython, Python i
biblioteke PyQt5. Kod je javno dostupan na platformi Github, sa licencom otvorenog
koda.

Dokazano je u radu da izlozena procedura za povezivanje Hamiltonovog puta sa
ciklusom zahteva najvise dva poziva odgovarajuée next funkcije. Moguce polje da-

ljeg razvoja je nalaZenje bolje procedure koja ¢e smanjiti broj poziva odgovarajuce
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next funkcije, $to bi moglo dovesti do zna¢ajnog ubrzanja izloZenih algoritama. Ta-
kode, verujemo da se koris¢éenjem ovih rezultata mogu otkriti algoritmi za nalazenje

Hamiltonovih puteva i ciklusa u grafovima u obliku drugih slova latinice.
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