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Sekcija A
3 1Z MOJEGA ZIVLJENJA IN DELA
JOSIP PLEMELJ, LJUBLJANA

Dragi tovarisi!

Prijatelji so mi sporoCili, da je bila od vel strani izraZena Zelja, naj
bi jaz kot nestor jugoslovanskih matematikov na naSem l. kongresu spre-
+ govoril nekaj besedi o svojem delu, s katerim sem se ukvarjal, ali pa o
dozivetjih, ki sem jih imel v svojem dolgem strokovnem Zivljenju. Ce sem
prav razumel VaSo Zeljo, da naj bi se skupno nekoliko ozrli nazaj v moje
Zivljenje, potem se dokaj ujemamo v istem interesu. Star Clovek se najraje
ozira v zivljenje nazaj, saj mu misel na prihodnost niCesar ve¢ ne obeta.
Pri meni je, mislim, ta starCevska lastnost Se posebno mocno izraZena; to
je pa¢ zaradi prav izrednih razmer, v katere sem bil postavljen po sili Casa.
Imam ob¢utek, da me je narava usposobila za neko misijo v matematiCnem
svetu, usoda pa mi je po kratkih letih odtegnila pogoje, v katerih bi se bil
mogel svoji naravi primerno udejstvovati. Ze po dvanajstih letih univerzi-
tetnega profesorstva in le malo ve¢ matemati¢nega publicisticnega delovanja
je nastopila prva svetovna vojna. Konec vojne je pomenil zame popoln
preobrat tudi v mojem znanstvenem Zivljenju. Zadnja deset letja pred prvo
vojno so bila v stari cesarski monarniji karakterizirana z neprestanimi
notranjimi boji med nemskim in drugimi narodi, pri prvem za nadvlado,
pri drugih za enakopravnost. Ti boji so se od leta do leta stopnjevali. Zase
se res nisem mogel pritoZevati, dosegel sem vse pravocCasno, bil v stiku s
stanovskimi tovariS§i vsega sveta in z njimi sodeloval, posebno pa so me
$e moji kolegi iz Nemdéije kakor iz Avstrije imeli Cisto za svojega, Ceprav
so poznali moje poreklo. Malo jih danes Se Zivi, vsi so mi ostali zvesti do
zadnjega. Ce smo se menili o-politiki, sem videl, da hocejo biti pravicni,
pa vsa njihova vzgoja je bila taka, da niso mogli razumeti resniCnega
stanja. Mene pa je politicna napetost in o€itna krivi¢nost v stari drZavi
tako razdvoijila z drZavo samo, da sem, ko je Avstrija svetovno vojno
cinino izzvala, z vsakim utripom svojega srca Zelel pogin te drZave. Na
univerzi v Cernovicah smo imeli misijo Siriti slavo nemske kulture na vzhod
in jaz sem si samo Zelel, da neham Cimprej ni delovati v Cast nemski
znanosti in se posvetiti delu za svoj narod. Toda priSel sem domu v Cisto
drugaéne razmere, potrebe in zahteve. Povojne teZave v strokovnem stiku
s svetom, moja tukaj$nja strokovna osamljenost, potreba po organizacijski
in upravni sposobnosti, ki je prav ni¢ nimam, in e razni drugi vzroki Vv
meni in izven mene so povzrodili, da sem od tedaj skoraj da le Se ucitelj
matematike, pa prav malo ustvarjalec novega. Prav zato se tako rad oziram
nazaj na Case mlaj$ih let, ko sem Zivel in sodeloval v sredi matematiCnega
sveta, zlasti pa me gane spomin na one Case, ko sem se $e razvijel v Soli.
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Svojih del, ki sem jih priob¢eval, vam ne bom tu obnavljal. Zdi se
mi, da tu ni primerna prilika za to. Ce se Zeli kdo seznaniti s kakim mojim
delom, je to vedno mogoce, saj so spisi natisnjeni. Morda pa ne boste
nezadovoljni, ¢e vam nariSem tu neki doZivljaj iz svojega gimnazijskega
7ivljenja. Zvezan je z nekim popolnoma elementarnim geometrijskim pro-
blemom, na katerega sem se v poznejSem Casu veckrat povrnil, ker se na
ta dozivljaj s posebnim veseljem spominjam. Za nekaj pa vas Ze naprej
prosim: ne vzemite tega, kar vam bom pravil, kot bahanje, fanfaronado o
mojem zgodnjem zaCetku. Res je, da sem si bil Ze v prvih letih gimnazije
svest svoje superionosti v matematiki. Za to zavest so mi dali ne samo
dijaki, ampak tudi ucitelji dosti povoda. Snov iz matematike za vso gimna-
zije sem obvladal konec Il in v zaletku IV. razreda in sem Ze, kolikor
mi je bilo dostopno, posegal preko tega. Prevzel se pa kljub temu nisem
nikdar; ¢util sem se ucenca med ufenci, saj v humanisti¢nih predmetih sem
bil le srednji dijak.

Ne bom prikrival — kdo nima nekaj samoljubja — da mi je zelo dobro
delo, da so me dijaki tako respektirali, pa prav radi imeli; Se posebno pa
mi je bilo vSe¢, da me je moj ucitelj prof. Vincenc Bornstner, ki me je
dobil v Cetrtem gimnazijskem razredu takoj spoznal in ocitno smatral, da
sega moje znanje dale¢ preko razreda. S petim razredom pri¢ensi me tudi

ni niti enkrat v vsej vi§ji gimnaziji vpraSal za red, niti enkrat me ni klical
pred tablo, kar je bila edina njegova navada, kadar je spraSeval za red.
Menda so mu zado$¢ali formalno za klasifikacijo pismeni izdelki. Tega ne
morem vel ugotoviti.

Sedaj pa dogodek: Bilo je v aprilu 1891. v petem razredu. Razred je
imel dve vrsti klopi s prehodom v sredi in jaz sem sedel na krajnem no-
tranjem sedezu zelo zadaj, mislim, da sta bili le dve klopi za menoj. Prof
Bor§tner ni predaval; je le naloZil iz knjige lekcijo za prihodnjo uro, po-
klical k tabli po dva ucenca in tam obravnaval snov in pri tem zapletal
ves razred v sodelovanje. Imel pa je navado, da je prav rad dajal geo-
metrijske konstrukcijske naloge, ki jih je tedaj narekoval iz neke zbirke, ki
jo je prinesel s seboj. Neko¢ da med drugimi nalogo: Nacrtaj trikotnik, ako
je dana ena stranica, vidina nanjo in diferenca kotov ob nji. SoSolci so se
pred uro obralali name, ¢e je bila naloga le kolickaj tezka. Ta naloga se
po ved urah vpraanim ni posreCila in jih je vprasal kako drugo. Imel je
profesor Boritner navado, da je $el izpred katedra in se ustavil pred menoj,
sedel k meni v klop in odtod spraeval. NekoC reCe, da moramo tudi to
nalogo vendar Ze napraviti in ker se mu je najbrZ sumljivo zdelo, da se
Se ni posreCila, se obrne kameni in me vprasa, Ce sem morda to konstrukcijo
poskusil. Jaz sem mu rekel, da ne vidim poti do resitve. Nato je rekel, da
bo v prihodnji uri sam to pokazal. To me vzpodbudi, dasi to re¢ ponovno
ogledam in priSel sem na reitev s pomoZnimi to¢kami, értami itd., da se
mora zdeti ¢loveskemu umu nedostopna, ¢e mu je prikrita pot, ki je mene
nujno privedla k cilju. V prihodnji uri je sedel profesor BorStner zopet ob
meni v Klopi. Po obifajnem sprasevanju ucencev pravi: ,No, sedaj pa na-
pravimo Se to konstrukcijsko nalogo.“ Jaz mu Sepnem, da se mi je med
tem reSitev posrecila in on rece: ,No, pokaZite mi, kako ste to napravili.®
Mislil je pa¢, da na listku. Jaz napravim kretnjo z vpradanjen: K tabli grem?




Slika 1

On refe: Dobro.“ Odmakne se mi in greva pred tablo. Jaz nalrtam trikotnik
ABC 1sl. 1) z obitajno analizo: Dana stranica AB=c, viSina v, in diferenca
0/a — B/ . Potegnimo, pravokotnice AA’ iz A na stranico A B in naj bo,
AA’ = 2v.. Zveiimo AsC, tako da je A'C = AC = b in potegnimo
A’B = m. Ob daljici A’C nanesimo na ven ob A" kot « in na levi krak
A’ B’ = c. Tako nastali trikotnik A’B'C~ ABC. Pri B’ je g A’BC = 8
in < A'CB" == y. Trikotnik BCB je enakokrak in é{ BCB = 20, tako da
je tedaj < BB'C ’2‘*_ a. Sedaj je @:A’B’B-~~ — o -8 in se da
koustruirati nad stranico BA’ kot obodni kot nekega kroga. To¢ko B’ dobis
potem takoj, ker je A’B’ = c. Ker je trikotnik BCB’ enakokrak, leZi tocka
C na simetrali stranice BB’ tam, kjer ta seka paralelko z AB v dani viSini
ve, S tem je trikotnik- ABC nacrtan. Profesor BorStner strmi, vide¢ to kuri-
ozno reditev, prijemajo¢ se za glavo: ,Aber um Herrgottswmen das ist doch
harstraubend das ist doch men-

schenunmoghch auf so einen Ein-

fall zu kommen; sagen Sie mir 40

doch, was hat Sie zu dieser Idee ’
gefithrt!“. Jaz sem mu rekel, da te
Cudne reSitve nisem uganil, am-
pak sem se, ker se mi resitev ni
hotela posrediti, vprasal po trigo-
nometri¢ni dolocitvi trikotnika in
geometrijska razlaga reSitve me
je privedla na tole Cisto geome-
tricno umljivo konstrukcijo. S prof.
Borstnerjem nisva nadalje govo-
rila o tem, ampak je sam po-
kazal potem neko drugo lazjo
reSitev (slika 2.), ki bi jo mogel
posne‘u iz svoje konstrukcije, pa
je nisem zapazil, ker sem imel Slika 2
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natanéno zaértano pot. Mislim pa, tovaridi, ¢e se vam je zdelo toliko zani-
mivo, da ste sledili mojemu izvajanju, da se ne Cudite mojemu profesorju,.
da se mu je zdela konstrukcija za &lovesko pamet nedosegljiva, ampak da
ste v enakem poloZaju, ker imate Se preko oli kopreno, ki vam prikriva
pot, ki je v resnici nakazala ves potek naértanja. Zato vam hoCem to za-
preko odvzeti. Trigonometri¢na reSitev je lahka: z visino iz oglis¢a C na
stranico AB c¢ razpade ta na dvadela v. cot « in v. cot B in je tedaj

v (cot o - cot B) = ¢ ali v sin (« -~ B) = ¢ sin « sin .
To se da pisati
2 v sin (@ -~ B) = ¢ [cos (@« — B) — cos (a - B)]
Ker je o -+ B = 7 — Y, se glasi ta enaCba
2 psiny — ¢ cos y = ¢ cos (@ — B).

Iz te enacbe je treba dolociti kot y. NajlaZja pot je, e vpeljemo nek
pomozni kot p. Postavimo namrec

2 v=mcosp, c = m sin p.

Obe enacbe dasta enolicno za p. nek oster kot in za m neko pozitivno-
dolZino. o
Enacba za y pa se sedaj glasi

m sin (y — p) = ¢ cos (& — B)

To enatbo je moZno tolmaditi kot sinusov stavek nekega trikotnika, v
_ : kojem sta ¢ in m dve stra-
“' : nici in njuna nasprotna kota

‘S&? pa sta y — . Ozif. gi(“‘ B)-

-§ Pri navedeni konstrukciji je

ta trikotnik BA’ B, kjer je

. / BA’ = min A’B = ¢ in

A / J BBA =2 — a4 B

\\ // /’/// ter { A’BB’ =Y — p’"

' / - y - kar je lahko uvideti. Na tej.

/ 7 v moji konstrukciji je iskani
% -7 ' trikotnik dvakrat naCrtan u-
Al y videl pasem nekaj poznaje,

§ - da je moino tolmacenje

b zgornje enalbe tudi s tri-

kotnikom, kojega ena stra-

1 nica je Ze kar AB. To pri~

4 — £ vede na zelo lepo in kratko

. ‘ 8 konstrukcijo (slika 3.). Na
Stika 3 ki je K’AB oni trikotnik.

-
~
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Daljica CK = a je preko AC simetri¢no preloZena v CK'’= a in obenem
je AK = AK' = m. V Cernovicah sem kot profesor govoril z dvema
svojima uCencema o tem elementarnem geometri¢nem problemu in rekel,
da je moj srednjeSolski ucitelj to nalogo narekoval iz neke zbirke. Prinesla
sta mi res zbirko, kjer je bila med besedilom prav ona slika iz BorStnerjeve
konstrukcije. Zal si nisem zapisal naslova te knjige, ki je brez dvoma bila
zbirka prof. BorStnerja. V Ljubljani na klasi¢ni gimnaziji, t. j. naSem nek-
danjem zavodu, uliteljska knjiZnica te knjige sedaj nima, pa¢ pa sem od
tam dobil knjigo Wiegand: Geometrische Aufgaben fiir Obergymnasien, kjer
te naloga ni. NaSel pa sem v nji nalogo: Nacrtaj trikotnik, ¢e je dana iz
enega ogliS¢a dolZina kotne simetrale, iz drugega ogliS€a pravokotnika na
to simestralo, v tretnjem ogliS¢u pa kot. Ta naloga se da, kako sem videli
prevesti na prejSnjo in to privede na novo, prav lepo kounstrukcijo.. 'V celot,
sem poleg dveh reSitev, ki sem jih dobil od drugod, sam naSel Se devet
razli¢nih reSitev, zadnja ima pripis: v nodi 1. jan. 1940. po Silvestru 1939.
Tako je nastala iz priloZnostnih pogledov na ta problem cela mono-
grafija tega, meni v spominu tfako dragega vprasanja. Prioblil o tem ele-
mentarnem problemu nisem niCesar. Pa¢ pa sem publiciral kot elementarni
problem konstrukcijo pravilnega krogu vdlrtanega sedmerokotnika in sicer
natan¢no, ne aproksimativno; tako enostavno resitev s trisekcijo kota, kakor
je bila doslej neznana in ki nujno privede do stare indijske oz. babilonske
pribliZne konstrukcije. Ta moj uspeh, ki izhaja tudi iz mojih srednjeSolskih
let bo morda prav zato, ker se tiCe vpraSanja ki, izvira iz davnih Casov,
je preprostemu matemati¢nemu razumu dostopna in bo zato gotovo vedno
izzivalo nekaj zanimanja, ta moj spis bo torej morda v prihodnosti preZivel
imoja ostala dela, ki so se gibala na kraju tega, kar je bilo s tedanjimi
pripomocki dosegljivega in kar je naSlo po svetu nekaj priznanja. .

- Po tem mojem hvalisanju pa mi dovolite, da o sebi omenim tudi
drugo stran, da napravim tako nekoliko ravnoteZja. Rodil sem se l. 1873.
na Bledu kot sin mizarja in malega kmeta. Oc¢e pa mi je umrl, ko sem bil
star eno leto. Po oCetovi smrti je nastala gmotna stiska in sem le teZko in
sluéajno dosegel, da me je moja mati, Cisto preprosta kmecka Zenska, dala
v 3Solo v Ljubljano, kar sem si tako Zelel, ker sem videl, da so se Solali
bogatega soseda otroci. S skromnimi prispevki od doma pa s precejSnimi
podporami dobrih ljudi sem se preZivel do konca IV, razreda, s petim
razredom pricendi pa sem se vzdrZeval s poucevanjem svojih soSolcev iz
matematike prav lahko in popolnoma sam. Ker pa nisem imel od mladih let
nobenega pravega voditelja in nadzornika izven Sole se je v meni razvil
silen ¢ut samostojnosti in neodvisnosti in se mi ni bilo lahko pokoriti
zahtevam drugih, to Se posebno, ko sem se popolnoma osamosvojil. Tako
mi ni bilo lahko vdati se pritisku disciplinskih predpisov in sem dobil Ze
v 5. razredu 2 uri Solskega zapora, karcerja, v 6. razredu sem sedel 5 ur,
seveda vedno z neizogibnimi posledicami glede ocene vedenja in Solnine.
Po sedmem razredu pa me ravnatelj ni ve¢ hotel vzeti kot u¢enca na Solo.
Studiral sem zadnje leto kot privatist, ostati sem moral v Ljubljani, ker
sem bil navezan na zasluZek pri soSolcih. Vendar sem napravil maturo brez
vsake zamude Ze v tem letu.

Kon¢no mi dovolite, dragi tovari$i, ki imate na srednjih Solah pred
seboj ucence, kakor sem bil jaz ufenec pred svojimi uditelji, pa tudi vsi
drugi med vami, ki ste napravili isto pot, da pred vami skromno izpolnim
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svojo dolZnest do svejih uliteljev s tem, da pristavim na njihov nagrobnik
pripis svoje hvaleZnosti. Vsi so Ze dolgo pod zemljo, bili se mi dobri,
prizanesljivi in' naklonjeni. Niti eden mi ni oCital prestopkov ali koliCkaj
zato poslabsal svojega odnosa do mene. Celo ozirali so se na moj posebni
poloZaj in me niso spradavali novih lekcij, dokler jih nismo predelali v
Soli. Mnogo lepega in za Zivljenje koristnega sem dobil od njih. Blag jim
bodi spomin. : :

V svojih poznejsih letih sem skusal uravnati svoje Zivljenje po smernicah,
ki:sem jih prejel v Soli. Za vse Zivljenje sem imel v sebi kritika in sodnika.
Tak sodnik ni prestrog, pa moja sodba o sebi je bila negativna, nezado-
voljiva, nisem mogel biti zadovoljen s svojim Zivljenjem in svojim delom
iz vzrokov, ki so bili najve¢ v meni samem in ne bom zakljucil svojega
Zivljenja v zavesti, da je bilo sretno. Zato mi je v tolazbo, da mi je dana
prilika, da morem pred Vami, ki ste najsirS$i forum naSe stroke v drZavi,
sedaj na kraju svojega Zivljenja izpovedati svoj konfiteor, Vi pa boste sodili.

REMINISCENCES DE MON PASSE ET DE MON TRAVAIL
PAR J. PLEMELJ

L’auteur nous rapporte parmi bien d’autres un détail de ses premiéres
années de création dans la domaine de mathématiques; il nous raconte,
comment alors qu'il était encore lycéen comme plus tard quand il fut
devenu savant, un probléme de construction I'a toujours attiré: construire
un triangle &’ aprés les données: ¢, he, 0 < a — B < = .



PROBLEMATIKA I ZNACENJE DJELIMICNO UREDENIH SKUPOVA
DURO KUREPA, ZAGREB

Time $to su takozvane direktne metode prodrle u matematiku i mate-
matika postala naukom o skupovima ili mnoZinama, mnogo se prosirio do-
seg matematike i mnogo je prisnijom postala njena veza sa prirodom i
zivotom. Uzimajuéi tako svagda$nji pojam kao Sto je skup (cjelina, mnoZi-
na, zbirka i sl.) kao osnovni objekt svojega istraZivanja, postaje matematika
jo§ viSe povezanom sa svim drugim naukama.

U sklopu opCe problematike, igra uredenost skupova znatnu ulogu.
Sada ¢emo objasniti najprije taj pojam. :

1. Sto zna¢i da je skup ureden? Navedimo dva primjera.

Primjer 1. Ako M zna¢i kakvu mnoZinu skupova (na pr. mnoZinu
svih krugova u ravnini), pa ako za dva skupa A i B oznacujemo sa

A € B, odnosno sa B 2 A,

¢injenicu da je skup A sadrZan u skupu B u smislu da je svaki element
(broj, to¢ka, atom, jedinka) skupa A ujedno i element (broj, tocka . . . .)
skupa B, dobili smo time mogucnost povezivanja medu skupovima. Ocito
su vazda ispunjena ova dva uslova:

A C A za svaki skup A (relacija C je refleksivna ili povratna);

Ako je A S B, BCC, onda je A € C (relacija & je tranzitivna ili
prelazna). :

Krace se kaZe, bas zato 3to su ispunjena ta dva uslova, da je svaka
mnoZina skupova uredena (potpuno ili nepotpuno s obzirom
na relacijusadrzavanja C. Tako na primjer ako nam K (S;r) ozna-
¢uje kuglu (nutrinu i omedenje) sa srediStem u S i radiusom r, onda je
jasno da je

K (Sy) & K (Sy7), ako je r & 7

i da za r C # nece biti K (S,r € K (S,r'), §to se krace onda izraZava sa
K (Sr) ¢ K(S,r).

Ta osnovna poredbena relacija C podsjeca nas na uobilajeni znak <,
$to ga upotrebljavamo kod realnih brojeva. Ali ve¢ tako jednostavan pri-
mjer kao promatranje skupa (K, L) od dvije kugle K, L koje se doticu izvana
ili od kojih jedna lezi izvan druge, pokazuje, da ne mora biti ispunjena ni
jedna od ovin relacija.

KCLiliLEK

tako da su s obzirom na poredbenu relaciju C elementi K i L neupored-
liivi, a svaki skup mnoZina koji Ce sadrzavati K i L kao svoje elemente bit
¢e dodude uredenim, ali ne potpuno nego tek nepotpuno. '



Prema tome kad se kaZe, da je svaka porodica skupova uredena s ob-
zirom na relaciju €, onda ¢e tu joS modéi da nastupe razni slucajevi:

Prvi krajnji slucaj: Sistem je potpuno ureden u smislu da
za ma koja njegova dva Clana bar jedan od ovih je sadrZan u drugome.

Drugi krajnji slucaj: Sistem je potpuno neureden u smislu
da ni jedan c¢lan nije niti sadrZan niti sadrZi ikoji drugi ¢lan sistema osim
samoga sebe.

Opé¢i slucaj: Zadana mnoZina sadrZi i uporedljivih razli¢itih ele-
menala i neuporedljivih elemenata.

Posljednje je slucaj sa skupom (A,B,C) kojemu su elementi tri nacr-
tana kruga A,B,C. :

Si 1

Primjer 2. Niz prirodnih brojeva je skup sastavljen od svih pri-
rodnih brojeva ureden po veli€ini, t.j. tako da bude '
1 ispred 2, 2 ispred 3, 3 ispred 4, .......... ..... pa tako dobivamo

1,2, 3,45, ......... nnt+1......%
Ako je n prirodni broj, a »’ isto tako, pa ako nam
n < n odoosno ¥ > n ;
znadi isto $to i Cinjenica da o’ ne dolazi ispred n, onda se vidi da je s ob-
zirom na relaciju < skup N svih prirodnih brojeva potpuno ureden; vazda
je naime ispunjena bar jedna od relacija
n<n,n<n
Zato 1 moZemo govoriti o uredenom skupu
;<)

prirodnih - brojeva kao nizu 1, 2, 3, . . . . . . prirodnih brojeva Vidimo da

1) Inade, prirodni brojevi se definiraju kao t. zv. konalni skupovi o kojima se ratu-
na po izvjesnim zakonima; specijalno, dva skupa A i B shvacena kao kardinalni brojevi
smatraju se identi¢ki jednakima, ako postoji obostrano jednozna¢na transformacija. f sa svoj-
stvom da bude fA = B. Primjetimo da je skup S konatan onda ako za svako obostrano
jednoznaéno preslikavanje f relacija S C S povlali S =S.
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niz prirodnih brojeva ima osnovno svojstvo minimuma: ne samo da
sam niz prirodnih brojeva nego i svaki njegov dio ima svoj vlastiti, svoj
sopstveni pocetni element. Krace se kaZe: skup prirodnih brojeva ure-
den po veli¢ini jest dobro ureden. 1 skup cijelih brojeva je ureden i
to potpuno, ali nije dobro ureden, jer nema pocetnog elementa.
_ Definicija. S obzirom na binarnu relaciju < skup S je
djelimi¢no (parcijelno) ureden') ako je relacija <{ u S povratna i
prelazna, t.j. ako je:

1) a < a za svaki element skupa;

2) Ako je a < b, b < ¢, onda je a < ¢, pa bili a,b,c inace ma
kakvi elementi skupa.

: Po konvenciji, mjesto a < b piSe se takoder b > a, i obrnuto. Ure-
denje (potpuno ili ne) skupa povlaci relaciju jednakosti, jer ¢emo za dva
eementa @, b uredena skupa re¢i da su jednaka i pisati = onda i samo
oida ako je i

a<bib<a
Ako je
a < b ali nije b < a, piSe se
a < b, odnosno b > a,

i kate da je a(b) manje (vece) od bla) u uzem smislu. Ako nije
niti ¢ < b -niti & < q, kaZe se da su elementi q, b neuporedljivi s obzi-
rom na < i piSe ‘ '

a || b odnosno b | e.

%. Nekoliko uredenja skupa N svih prirodnih bro-
jeva. Skup N moZe se urediti i druk¢ije, a ne samo po ,veliCini“ svojih
elemerata; ako na primjer sve neparne brojeve stavimo ispred svih parnih
brojev:, dobivamo potpuno uredenje:

(2.1) 1,35 .. .. 2nF1, ... 2,46 ... ..

Ako nidzmjence stavljamo prirodne brojeve ispred i iza svih promatranih
brojeva, dobivamo ovakvo uredenje:

(2.2) ...97531246810, .. ...

koje nas potsjeca na cijele racionalne brojeve. Zbilja ovo uredenje (permu-
tacija) skupa N moZe posve da preuzme ulogu svih cijelih racionalnih brojeva

— .. 3, —9—1,i1,2 3

Ako prirodne brojeve sijemo oscilirajuéi umetajuéi svaki put po jedan
prirodni brj preSavsi preko veé prosutog prirodnog broja, dobivamo ova-
kvo uredenje?):

(23) o...n. 9,.0..8,,.10,..8,.. 11, .. 1,. .. 7, . 4,..6,...2,...5,....

1) Krace bi se moglb govoriti naprosto o uredenim (potpuno ili nepotpuno) skupovima
2) Citalac neka sam ispisuje brojeve 1, 2, 3, . .. po redu.
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Ta permutacija (uredenje) skupa N moZe da posluZi kao skup svih ra-
cionalnih brojeva; to je naime uredenje slicno s uredenjem skupa R svih
racionalnih brojeva, pa preko jednog sli¢nog preslikavanja skupa R moZe-
mo u permutaciju (2.3.) uvesti i racunske radnje. :

Ali, skup N se ne moZe tako urediti (potpuno ili nepotpuno) pa da do-
bivena permutacija skupa N preuzme ulogu skupa svih realnih brojeva, li-
nearnog kuntinuuma. Ovaj je naime skup efektivno opsezniji- od skupa N.

3. Transfinitni redni brojevi. Dobro uredeni sku-
povi. Ve¢ smo istakli osnovno svojstvo minimuma niza prirodnih broje-
va; to svojstvo promatrano na proizvoljnim uredenim skupovima dovod
nas do transfinitnih rednih brojeva, jedne od najoriginalnijih tvorevina Can-
tora. Ureden skup je dobro ureden, ako taj skup kao
i svaki njegov nepust dio ima sSvoj vliastiti pocetni
element; i pust skup smatramo dobro uredenim,.

Teorija dobro uredenih skupova jeste generalizacija izuCavanja skupo-
va prirodnih brojeva. Zato dobro uredeni skupovi i jesu nosioci izvjesnilt
svojstava koje nazivamo rednim brojevima. Po definiciji, pod red-
nim brojevima razumijevamo dobro uredene skupove;
pritom dva sli¢na dobro uredena skupa smatramo kao

jedan te isti redni broj, analogno kao Sto na primjer razliCite iz-
raze % i % smatramo jednim te istim realnim brojem.

Suma rednih brojeva definira se na zgodan nalin ,nanoSenjem®.

Tako na primjer skupovi 2,4,6,...
1,3,5,...
jesu dobro uredeni, te kao takvi pretstavljaju jedan te isti redni broj t.zv.
redni broj w, odnosno w, koji je pretstavljen nizom prirodnih broeva 1,
2, 3,...., Dobro uredeni skup (1,2) pretstavlja redni broj drugi, isto kao
i skupovi (5,7), (3<1), (a=Db), itd. Dobro uredeni skup
23...mn4+1,..,1

pretstavlja odredeni redni broj, i to w1, koji je <w, Sto znaci du se broj
w moZe preslikati pomocu slicnosti na pocetni komad od w-1, di da ne
vaZi obrat,

Ako promatramo niz A neparnih prirodnih brojeva, pa ako iza njega
dolazi niz 2A svih dvostrukih neparnih brojeva :

21,23, ....... 2.2n-+1), . .

pa poslije toga skup 22A svih brojeva 22(2n 1), itd., dobija s¢ niz nizo-
va prirodnih brojeva:

A2A, 224, ....... 2kA, ...
ili explicite:
(3.1) 1,35,.... ,21,2.8,25,.... 2.1,2.2,...22n+1),...
Tako preureden skup N prirodnih brojeva definira odredeni rechi broj t. zv.

ototot. =00 =
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,NanoSenjem“ broja ,prvog*“ iza Citavog broja «w?® (na primjer tako
da 1 premjestimo iz (3.1) stavljaju¢i ga poslije svih drugih brojeva u gor-
njem skupu) dolazi se do broja w?--1, pa onda sli¢no do w®--2 itd.
Ako u (3.1) izdvojimo broj w: i

5,35, .. (2n-1)5, . . .

pa ga stavimo iza svih ostalih ¢lanova skupa (3.1), dobit ¢e se dobro ure-
den skup koji kao broj glasi w*~ w. Podemo li od skupa P svih primbro-~
jeva i broja 1: ,

P=(1,2,3,5,7,11,13, ... )

pa iza P stavimo niz 2P, pa niz 2?P ... paniz 2kP, . .. .. dobit ¢emo red-
ni broj w?; stavimo li zatim nizove

3P, 3P, ... 3P, . ...

pa nizove 5P, 5P, ..... itd., dobit ¢emo izvjesno preuredenje (permu-
taciju) skupa N kao nosilac novog rednog broja.

Sva moguca dobra uredenja skupa N prirodnih brojeva definiraju ta-
kozvane redne brojeve druge Cantorove klase, asamiti bro-
jevi shvaceni kao elementi odreduju dobro ureden skup svih prebrojivih
rednih brojeva; taj skup shvacen kao redni broj oznaCuje se sa

w, ili Q

pa je skup svih rednih brojeva koji su < w,, tj. skup sastavljen od 0,
prirodnih brojeva i prebrojivih rednih brojeva, logi¢ni pendant linearnom
kontinuumu t.j. skupu svih realnih brojeva.

Redni brojevi < w, ne mogu se svrstati u obi¢an niz, jer ih ima efek-
tivno vide od prirodnih brojeva. Cantorov problem kontinuuma sastoji se u
pitanju, da li se Citav linearni kontinuum moZe obostrano jednoznacno pre-
slikati na skup svih rednih brojeva < w,; drugim rijec¢ima, da li se, pomocu
rednih brojeva <  w, moZe uvesti individualno razlikovanje (prebrojavanje)
skupa svih realnih brojeva. :

Primjetimo da je pomocu rednih brojeva < w, Denjoy rijeSio problem
obrata deriviranja uvodenjem takozvane totalizacije. Interesantan je Den-
joyov nacin uredivanja skupa N, on polazi od reda oblika

(e o}
an

—

nl
n=1

pri ¢emu je an=0,1,2....n—1, i shvata taj red kao ,neperovski“ raz-
voj sume g toga reda: on interpretira broj a, bilo tako da je u uredenju
skupa (1,2, ..n) broj n po redu aj,-ti, bilo da u uredenju brojeva 1,2,...n
broj n dolazi ba$ poslije a, pritom, ako je an=0, to znali da n stoji na
prvom mjestu, ispred svih brojeva 1,2,...n—1.

4, Skup N kao mreZast skup. Ali skup N moZemo bar dje-
limi¢no urediti i ovako: Ako su m i n prirodni brojevi, neka , :

(4.1) m<Cn, odnosno n_>m, znali da je m divizor broja n.
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Ocito je skup N ureden, ali ne potpuno, jer na primjer niti je 2<3, niti
3>2.
Tako djelimi¢no ureden skup N moZemo oznaCiti sa

(4.2) (N; <)

Broj 1 ostaje prvim elementom skupa (4.2.); u preostalom skupu ima neiz-
mjerno mnogo prvih elemenata: to je skup P svih primbrojeva; njih mo-
Zemo zvati brojem 1; slijededi sloj sastavljen od svih prvih elemenata skupa

NNU(1,2,35,7,11,...)

i ima oblik P.P t.j. sastavljen je od produkata po dva primbroja; zatim

dolazi sloj sastavljen od produkata od po tri jednaka ili nejednaka (=ili=-)

primbroja, itd. :
Shematski mozemo skup (4.2) pretstaviti po slojevima ovako:

7 L]

‘ 5 .

‘pocetai sloj (sloj 0) 3.5

. sloj 1 = skup P /3.3
sloj 2 = skup P.P odnosno 3\/ .

sloj 3 == skup P.P.P 1\2/ <gg

Na pojedinoj vertikalnoj liniji nema razli¢itih neuporedljivih elemenata.
Uporedljivi elementi spojeni su crtom, bilo direktno, bilo indirektno.

Interesantno svojstvo toga skupa jeste svojstvo Sto odgovara btoje-
vima M(a,b) = najveca zajednicka mjera brojeva a i b; i v(a,b) = najmaniji
zajednicki viSekratnik (multiplum) brojeva a i b. Pritom je M(a,b) najveca
minoranta brojeva a:b; oznacimo je u zavisnosti od a i b sa

4.1y : anb, t.j. M(ab)=anb
Stavimo sli¢no:
(4.2) ay b ==v(ab).
Oc¢ito su ispunjeni ovi-uslovi: ‘
NV aub=bua (zakon komutacije) anb=bna In
IV auuc)=(aub)uc (zakon asocijacije) an(bnc)=(anb)nc 1IN
Y ayu(andb)=a (zakon povezivanja) an(auby=a I1lIn

Na taj nacin, u tako uredenom skupu N postoje dva binarna operatora y
(spajanje) i n (presjek), od kojih je svaki komutativan, asocijativan, a k tome
medusobno povezani tako da uzastopni zahvat jednog i drugog operatora
na neki element ostavlja ovog na miru. :

Tako organiziran skup zove se mreZastim skupom ili struktu-
rom.) Prema tome djelimi¢no ureden skup (N i L) je mreZast; tako orga-
nizovan skup moZemo oznaditi i sa (V;u,n), da time istaknemo postojanje

1) Engl. lattice; njem. Verband.
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dvaju operatora Ui nu N. U posljednje vrijeme teorija opcih mreZastih
skupova, zahvaljujuéi radovima raznih matemati¢ara u Francuskoj, Njemac-
koj, Rusiji i narocito Americi, pokazala je znatan uspjeh. Tako Bell u svo-
joj knijizi ,Development of Mathematics*, 1945 godine govori o djelimi¢no
uredenim skupovima kao centralnom djelu danadnje matematike, ushicen
time $to je teorija specijalno mreZastih skupova povezala tako raznovrsne
matematicke discipline kao $to su: projektivna geometrija, teorija brojeva,
matemati¢ka logika itd.
Ako se mreZastom skupu (S,U,n)

(4.3) relacija aub=1>
(4.4) piSe a<Cb,

odmah se vidi da skup S postaje djelimi¢no uredenim i da se operatori
aUb i anb svode na traZenje supremuma i infimuma dvoclanog skupa

{a ’ b}‘

Ono §to kod mrezastih skupova upada u o¢i to je potpuna du-
alnost izmedu obih operatora U i N, neSto Sto nam je poznato tek iz
projektivne geometrije. To upada u oCi tim vise Sto kod grupolikih
skupova - grupa - imamo samo jedan binaran operator koji je komuta-
tivan i asocijativan, a kod t. zv. tjelesa, dva binarna operatora, koji na-
stupaju sasvim nesimetri¢no: dok skup grupolik s obzirom na jedan opera-
tor. s obzirom na drugi operator grupolik je ne sam skup nego onaj njegov
najve¢i dio koji nema neutralnog elementa s obzirom na prvi operator;
nadalje se zahtjeva distributivnost uzeg operatora prema Siremu.

Primjer iz matemati¢ke logike Ako za dva suda g, b
pisemo a< b onda i samo onda, ako iz a slijedi b, tada je svaki skup su-
dova djelimi¢no ureden - nepotpuno ili potpuno. Specijalni aksiomi i teo-
reme izvjesne aksiomatizirane teorije, na primjer algebre ili geometrije i s,
organizuju mreZast skup; tu se pod supremom aUb (infimum anb) sudova
a, b, misli na sud koji je istinit onda i samo onda, ako je istinit bar jedan
(oba) od zadanih sudova. Taj je primjer glasovit, jer je to prvi mreZast skup
koji je svijesno uveden (Boole 1847, Peirce, 1867).

Primjer iz raCuna vjerojatnosti. Skup svih - dogadaja
jeste mrezast s obzirom na <, ako pod a<(b razumijevamo da iz a slijedi
b u smislu da je vjerojatnost O da e se dogoditi a, a ne b.

Primjer iz projektivne geometrije Promatramo li skup:
S raznih linearnih prostora (prazan skup v, tatke, pravce, ravnine, trodimen-
zione prostore itd.), pa ako za dva takova prostora a i b razumijevamo
pod anb presjek tih prostora, a pod aUb onaj najmanji prostor koji sadrZi
iaib, onda vidimo da je skup S mreZast.

5. Razvrstani skupovi i problem kontinuuma. Skup
C svih realnih brojeva ne mozemo ‘dobili preuredujuci skup N, jer je skup
C efektivno opseZniji od N. Ali se moZemo pitati, da li moZemo provesti
individualiziranje svih realnih brojeva pomocu preuredenja skupa N koiji
zadovoljavaju principi minimuma. Cantor je mislio da se to moZe. Ta gla-
sovita Cantorova hipoteza kontinuuma privukla je paZnju mnogih matema-
ticara. NalaZene su razne -ekvivalencije, ali samo dokaz mogucnosti ili ne-
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mogucénosti nije se pojavljivao sve do prije deset godina kad je Godel-u
poSlo za rukom da tu ucini ozbiljan zahvat.

U drugu ruku, teoriju t. zv. dobro uredenih skupova, t.j. tako urede-
nih skupova da im svaki dio ima pocetni elemenat, razradio je Cantor do
1 tanCine. Prirodno je da se promatraju i takovi djelimi¢no uredeni skupovi,
koji imaju svojstvo da im svaki uredeni dio ima pocetni element,

Nazovimo razvrstanim skupom svaki parcijalno ureden skup, koji ima
svojstvo da mu svaki ureden dio ima prvi element.

Kao Sto se dobro ureden skup sastoji po redu od odredenih eleme-
nata koji se nizu jedan za drugim, tako se razvrstani skupovi sastoje od
pojedinih slojeva (vrsta, generacija i sl.). Pocetni sloj razvrstana skupa S
simbolicki

(5.1) - & RS

jest skup svih poCetnih elemenata skupa S; za svaki redni broj «>0 defi-
nira se sloj a, simbolicki RS, kao pocetni sloj skupa ’

SNU RgS
5<a
koji je sastavljen od onih elemenata skupa S koji ne leZe ni u jednom od
prethodnih slojeva Ry S, (5<C), dakle

- (5.2) R,S=R,(S\U Ré S).
<t
Prvi broj y za koji je
(5.3) Ry S =v (vacuum)
zove se rang razvrstana skupa S i moZe se, u zavisnosti od S oznaiti sa
(5.4) rS. |

Na taj nacin za svaki razvrstan skup S imamo ocreden redni broj yS i
mnoZinu disjunktnili neuredenih skupova '

(5.5) RoS, RS, .ovvnn.. RyS, . ... (a<¥S)
koji naravno iscrpljuju Citav skup S dakle
(5.6) S=URyS, (a<yS).

Kao tipican primjer razvrstanih skupova moZemo uzeti ma koji skup
ljudi (Zivih ili mrtvih), pa definirati relaciju <C tako da za dva ljudska stvo-
renja a,b relacija a<(b znali da se ¢ ili podudara sa b ili da je a direkt-
ni predak od b. ,

Razvrstani skupovi su vrlo prirodna generalizacija dobro uredenih
skupova i upravo je pravo Cudo da ih ljudi nisu prije promatrali. A medu-
tim njihova teorija je u najuZoj vezi ba$ sa samim problemom kontinuuma.
Da se to vidi, navedimo ovaj dvostruki teorem:
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Ako je W ma kakav razvrstan skup sa svojstvom da mu je svaki ure-
den dio najviSe prebrojiv; ako je nadalje svaki sloj toga skupa') konacan t.j.
. <kwg , I < kwo
onda je rang toga skupa
' <, | <ov +r.
Redni broj
@, I ove+1
jest najmaniji redni broj koji tome uslovu zadovoljava,

Da Cantorova hipoteza Q_kw = kw; bude istinita, nuZno je i dovolj-
no da iz B

- (5.7) bW < kwo slijedi jednakost broja
(5.8) . ksup YW, (kR,Rqo W< kwo, a<yW)
w
i broja
(5.9) sup by W, (k,RaW < kwo, a < yW);
w

pritom je W ma koji razvrstan skup. Relacija (5.7) znaci da je svaki ure-
den (neureden) dio skupa W najviSe prebrojiv. To znac¢i da se u sustini
kod Cantorove hipoteze radi o komutativnosti dvaju operatora.

6. Problem cijepanja. - Suslinov problem i razvr-
"stano uredeni skupovi. Problem diferencijacije. U
prirodi ima i takovih organizama koji se razmnaZaju cijepanjem na dva ili
viéeQ()iijelova. Potomstvo jednog takvog mikroba moZemo pretstaviti ovako
(sl. 2).

Tu vidimo da se radi o razvrstanom skupu,
ali ujedno i takvom da je skup predaka
svakog individuuma poipuno ure-
d e n, tako da nema neuporedljivih predaka jed-
nog te istog individuuma. Takovi skupovi zovu
se razvrstano uredeni (tableaux
ramifiés).

Problem koji se tu postavlja jeste ovaj: ako za-
mislimo da se taj problem dijeljenja na tri dijela
(pa i na neizmjerno mnogo dijelova) neprestano
odvija, ali da s vremena na vrijeme ipak ugine
po jedan jedini individuum, pitanje je da h nuz-
no mora nastupiti momenat izginu¢a sveukupnog
potomstva zadanog individuuma i prije no Sto
se prijede generacija svakog reda < w;, ili pak
ima i tako sposobnih individua da izbjegnu smurti
ako ona slucajno dode da pokosi jednog iz nje-
Si. 2 gove generacije tako da generacija (sloj reda o)
postoji za svaki <w;?

1) kw, je kardinalni broj od W, t.j. kardinalni- broj skupa N prirodnih brojeva.
wv(o) je prvi redni broj kojemu je kardinalni broj jednak kardinalnom broju kontinuuma,



16

Problem moZemo shvatiti i ovako: podemo li od odredena segmenta
uredena skupa, pa ga raskomadamo recimo na deset dijelova; sa svakim
od tih komada ¢inimo isto, i to bez prestanka, dok ne dodemo do atoma
t.j. do nedjeljivih dijelova - tacaka; pita se da li se proces toga raskoma-
davanja nuZno mora zavrSiti nakon prebrojivo mnogo koralaja, ako nam
je unapred poznato da u pocetnom skupu nema neprebrojivo mnogo dis-
junktnih segmenata.

Problem jo$ nije potpuno rijeSen, a ekvivalentan je sa Suslinovim
problemom koji pita da li je linearni kontinuum karakteriziran kao ureden
neprekidan skup kojemu je svaki sistem disjunktnih intervala najviSe pre-
brojiv.

Razvrstano uredeni skupovi, t.j. djelimi¢no uredeni skupovi sa svoj-
stvom da je skup predaka svakog elementa dobro ureden Cine podesnu
podlogu za izu¢avanje Suslinovog problema. ‘

Inace, razvrstano uredeni skupovi nastaju shematizacijom procesa sub-
divizije. :

7.Monotone transformacije djelimi¢no uredenih
skupova. Pravo bogatstvo i mnogostrukost djelimi¢no uredenih skupo-
va vidi se naroCito kad se promatraju razna medusobna preslikavanja tih
skupova. Ako svakom elementu x djelimi¢no uredena skupa

(7.1) (S15<1)
pridijelimo odreden elemenat #(x) djelimi¢no uredena skupa
(7.2) (S2 5 <2,

pa ako iz a<(;b u skupu (7.1) slijedi f(a) <2f(b) u skupu (7.2), veli se,
daje f monotono uzlazno preslikavanje skupa (7.1) na skup
(7.2).

Monotono uzlazno preslikavanje skupa (S;<C;) na skup (Sz<(2) zove
se monotono silazno preslikavanije skupa (7.1) na (7,2).
Monotona preslikavanja jesu zajedniCko ime za monotono uz-
lazna i monotono silazna preslikavanja,

Specijalno je jasno, $to Ce se razumijevati pod monotono uzlaznim
realnim funkcijama u zadanu djelimi¢no uredenu skupu.

Kako se medu djelimi¢no uredenim skupovima istiCu skupovi

(7.3) (P(S); <)

t.j. svi dijelovi odredena skupa S, koje medusobno povezujemo relacijom
C, promatraju se i monotona preslikavanja parcijalno uredenog skupa (7.3)
na sama sebe. To preslikavanje ima odraza i u samom skupu S, koji time
postaje topoloskim prostorom ili naprosto prostornim skupom. Upravo je
nevjerovatno, koliko se toga moZe rei o tako dobijenom prostoru i koliko
toga veé iz elementarne matematike ima korijena u Cinjenici, da na razno-
like nagine pridruZujemo svakom skupu XC S izvjestan skup XC S, tako
zv. zapremina skupa X, i to tako da veéem skupu pripada i veca
zapremina. U taj dio teorije skupova, koji se zove topologija, nemo-
Zemo ovdje viSe niti zalaziti, U vezi sa monotonim preslikavanjem parci-
jelno uredenih skupova javlja se mno$tvo raznih problema. Tako na primjer,
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ako se parcijalno ureden skup moZe rastaviti na dva (neprebrojljivo mnogo)
dijela(ova), u svakom od kojih postoji Cisto uzlazna realna funkcija, da li
to onda vaZi i za sam skup?

Promatrajmo skup
(7.4) (wh; <)

svih dobro uredenih dijelova skupa R racionalnih brojeva, pri emu za dva
dobro uredena skupa A i B relacija

A<LB

iskazuje &injenicu da je skup A slian s pocetnim komadom skupa B. Tad
se moZe dokazati da je (7.4) razvrstano ureden skup i da u njemu postoji
¢isto uzlazna realna funkcija. MoZe li se pri tom zahtijevati da ova prihva-
¢a samo racionalne vrijednosti?

Inage, postojanje Cisto uzlaznih funkcija u nekom parcijalno uredenom
skupu pruza dragocjen podatak za taj skup. Tako na primjer ako u raz-
vistano uredenom neprebrojljivom skupupostoji Ci-
sto uzlazna realna funkcija, postoji u tom skupu ne-
prebrojljiv neureden dio. Pitanje, da 1i isti zakljucak vaZi i za
svaki neprebrojljiv razvrstano uredeni skup, ekvivalentno je sa Suslinovim
problemom.

8. Kako nastaju djelimiCno uredeni skupovi? Kad
tako vidimo, da se djelimi¢no uredeni skupovi javljaju skoro svuda, postav-
lia se pitanje da li moZemo navesti postupak kako da prikaZemo djelimi¢no
uredene skupove. Izmedu krajnjih slucajeva: da je skup pofpuno ureden,
- pa ¢&ak i potpuno dobro ureden do druge krajnosti, da je skup neureden
leZzi nepregledni broj prelaznih moguénosti,

I tu je doSlo do interesantne povezanosti izmedu klasi¢ne matematike
i novije teorije uredenih skupove.

Svi znamo za obiCne permutacije i za pojavu da je vaZno znati dali
u zadanoj permutaciji ima i koliko ih ima tako zv. inverzija (derangementa)
kako ih je G. Gramer nazvao prije dva vijeka, Medutim, ako imamo kon-
kretnu permutaciju zadanih elemenata, recimo permutaciju

2 354 1 elemenata 1, 2, 3, 4, 5,

tada tu novu -permutaciju t.j. preuredenje skupa 1, 2, 3, 4,5, moZemo in-
terpretirati kao uredenje skupa koje nastaje superpozicijom zadanih potpu-
nih uredenja. Tako Ce svakoj inverziji u zadanoj permutaciji odgovarati par
neuporedljivih elemenata i obrnuto. .

U gornjem slucaju imamo ovaj djelimi¢no ureden skup:
| 935
\4
1

tj. usporedljivi elementi su spojeni direktno ili indirektno, i to tako da
svaki lijevi prethodi svakom desnom s kojim je povezan. Pa se postavlja
problem: moZe li se svaki konaéni skup od n elemenata dobiti superpozi-

2
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‘éijorn dviju permutacija tih elemenata? Stvar ide za n=2, 3, 4, 5, ali ve¢
za n—=~6 neide, jer parcijalno uredeni skup') sa shemom

AN J
7 b)
4 g

ne moZe nastati superpozicijom dviju permutacija elemenata 1, 2, 3, 4, 5,
6, ali moZe superpozicijom triju permutacija na pr. ovih

1, 2, 3, 4, 5, 6,
1, 4 5 2, 3, 6
4, 2, 6, 1, 5, 3.

Ta (Cinjenica ima odraza u strukturnoj razlici izmedu naSe ravnine i
prostora, kao Sto ¢emo pokazati na drugom mjestu. Ujedno ¢emo pokazati
i da kompleksni kontinuum kao i sve Descartes-ove prostore moZemo shva-
titi ne doduSe kao potpuno uredene, ali kao nepotpuno uredene skupove,
odakle proizilaze njihova opca topoloSka svojstva. Ujedno se pokazuje da
se svako uredenje skupa S moZe shvatiti kao superpozicija izvjesnog broja
potpunih uredenja (permutacija) toga skupa S,

9. Opc¢a definicija djelimi¢no uredenih skupova.
Djelimi¢no ureden skup je svaki sistem

(S;~;<) ,
sastavljen od tri stvari: prvo od odredena skupa S, drugo iz odredene re-
lacije ekvivalentnosti (ravnopravnosti) ~ i trece iz odredene. relacije ure-
daja <(; pri tom vaZi uslov djelimiCne simetrije: ako za a,b €S vaZi a = b,
onda vazi i a<(b, b >a.

Drugim rijeCima, uredena trojka

©.1) | (S;~;<)
sastavljena od skupa S te binarnih relacija
9.2) ~i<uS

jest djelimi¢no (parcijelno) ureden skup (ili krace ureden skup) onda i samo
onda, ako za svaki a,be S moZemo re¢i da li je a~b (a ekvivalentno b)
ili nije a=b, te da li je a<(b (a manje ili jednako b) ili nije a<Cb.
Pritom relacije = i < ispunjavaju ova tri uslova:

I. uslov povratnosti (refleksije): obje relacije =~ i <
jesu u S povratne, t.j. '

1) Primijetimo da je taj skup sli¢'n sa skupom S3to je sastavijen od vrhova i strana
nekpg trokuta, kad se uredi relacijom inkluzije.
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{9.3) a=~a (ae8)
9.4) , a<la . {ae8).

II. uslov prelaznosti (tfranzitivnosti): -obje relacije =~
i < jesu u S prelazne:

(9.5 ako je a,b,ce S, te ako je a~ b, b~ c onda je a~c;
- (9.6) ako je a,b,ce S, te ako je a<Cb, b<Cc onda.je a<c.
Il .uslov djelimi¢ne simetrije: ako je a,be S, te ako je

(9.7) a~ b
onda je
(9.8) b=a, te a<{bib<a.
Ako nam jednakost |
(9.9) a=25s
ima da znaci isto Sto i sistem
(9.10) a<lbh, b aq;
ako nadalje _
(9.11) a<<b

ima da znadi a<b ali da nije b<Ca, onda se lako dokazuje da vaZe tobi-
Cajena pravila o < i <{; tako na primjer ovdje relacije = 1 < jesu tako-
der prelazne; ako je a= b <c, onda je a g, itd.

PROBLEMATIQUE DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES
PAR GEORGES KUREPA

Ensemble partiellement ordonné est-tout systeme
(1) (E;~ ;<)

constitué d’un ensemble E et de deux relations binaires ~, < vérifiant les
trois conditions que voici:

1° (codition de reflexit€) Les relations ~, < sont refléxives:
2) a~a, a<_a, (aek);

20 (condition de transitivité) Les relations ~, < sont transitives:
sia,b,ceE etsi

(3) a~b~c alors a~c¢;

Pl
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De méme: si a,b,c & E et si

4 a<b<(c, alors a<{c.
3% (condition de symmétrie partielle) Si a,be E et si
(5) a~b, alors b~a et a<{bh, b<a

On donne plusieurs exemples d’ ensembles partiellement ordonnés; e
particulier, on fait mention de quelques ordinations partielles ou totales de
I’ ensembles N des nombres naturels telles que: I’ ordination suivant la gran-
deur des nombres naturels, les bonnes ordinations de N et la considération
des nombres transfinis ordinaux dénombrables de Cantor, I’ otdination par-
tielle de N par la relation < ou

(6) m<n

veut dire que m est un diviseur de n; 2 ce propos, on fait mention que
I’ ensemble (V,<() est une structure dans le sens que quelsque soient
les éléments m, n & N, il existe dans (N,<() le suprémum et I infimum de
ceux-ci (cf. Birkhoff).

Oun donne d’ autres exemples de structures telles que: logique mathé-
matque, la géometrie projective etc.

En particulier, on parle des ensembles partiellement bien
ordonnés c'est-a-dire de tout ensemble partiellement ordonné tel que
chacun de ses sous-ensembles ordonnés soit bien ordonné; c’est que la
classe des ensembles pareils est intimement lié a I’hypothése du continu
de Cantor. En particulier en désignant pour un ensemble partiellement or-
donne X par :

(7) Ro X

Pensemble des points initaux de X, on définit, par récurrence, pour tout
ensemlbe partiellement bien ordonné

(8 w
le nombre ordinal
) ; - yW (le rang de Wj
et la suite des rangées de Wi,
(10 RoW, RiW, ., RoW, .., (@« yW)

de la manidre suivante ;
En posant pour tout ordinal @

(11 Ry W=Ro (WN\Us Ry W), (r <)
il'y aura certainement des B vérifiant ‘
{12) - Ry W= vide;

le premier ordinal pareil sera designe par yW.

En considérant des W dont tout ensemble ordonné est < X;, on' dé-
montre la proposition suivante (Kurepa [7]).
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Pour que I'hypothése de Cantorx
2/’5: %1
soit vraie, il faut et il suffit que le cardinal?)

ksaz;) supY W, (kR W < kwo, o <y W)

coincide avec le cardinal
csup by W, (R, W < kwo, o <y W)

On fait mention de la suivante

Condition de ramification:

Les prédécesseurs de tout point de l'ensemble
constituent un sous-ensemble ordonné, la condition inter-
venant dans l’étude de probléme de Suslin. On en fait une application
biologique. L’intérét de la condition provient du théoréme suivant (cf. Ku-
repa [4] p. 106, 124, 132):

Pour que la réponse au probleme de Suslinsoit

affirmative, il faut et il suffit que, quel que soit I'en-
semble partiellement bien ordonné vérifiant la con-
dition de ramification précédente et jouissantde la
propriété que chacun de ses sous-ensembles ordon-
nés (antiordonnés) soit <M, soit lui-méme au plus
dénombrable.
v - Un chapitre fondamental des ensembles partiellement ordonnés c’est
Pétude des transformation monotones (croissantes et décroissantes) de ceux-
ci (cf. Kurepa [6]). La-dessus, il y a un grand nombre de probléemes non
résolus; par exemple,

Si un ensemble part ordonné E est réunion de
deux (%) ensembles dans chacun desquels il existe
tine fonction réelle strictement croissante, en existe-
il une dans "ensemble £ lui-méme? '

Dans la famille wR des sous-ensembles bien ordonnés de ’ensemble
ordonné R des nombres réels, ordonnée partiellement par la relation <
disant ,étre une section commenceante de“, il y a une fonction réelle stric-
tement croissante, mais on ne sait pas s’il existe une transformation stric-
tement croissante de wR en R. ‘

Enfin, étant donné la diversité extréme des ensembles partiellement
ordonnés, le probleme suivant se pose: peut-on générer d’une maniere uni-
forme tout ensemble partiellement ordonné? ,

Et fait interessant, la liason avec un vieux probléme dans la théorie
des permutation, celui des inversions (des dérangements de Cramer) résout
le probleme: un dérangement a lieu toutes les fois que deux €léments ne
se trouvent pas dans la méme relation d’ordre dans la permutation consi-
dérée et dans la permutation normale donnée.

1) kX =Ile cardinal (la puissance) de X ; par consequent, kwo == Soe



22

Bref, en superposant (cf. Kurepa [63], p. 487 en note) deux ordina-
tions d’'un méme ensemble E en déclarant que le point a de E précede le
point b de E si et seulement si a précede b dans les deux ordinations
considérées, on obtient un ensemble partiellement ordonné. \

D'une facon analogue, on peut composer une famille quelconque
d'ordinations de E; on peut prouver qu'on obtient ainsi chaque ordination
partielle de F.

L’exemple de I'ensemble partiellement ordonné donne le schéma,

2 3
1 5
4 6

dans lequel 2 précede 3 et 6
1 » 3eth ‘
4 » O et 6, tandis que des autres élements sont incom-
parables entre eux, montre quwil existe un ensemble part, ordonné £ qu'on
obtient en superposant trois ordinations totales de I’ensemble, soit, les or-
dinations que voici :

1,2,3,4,5,6
1 4 5 2 3 6
4 2 6 1 5 3

alors qu'on ne le peut pas obtenir en superposant deux ordinations totales
de E.

L’auteur annoce un travail qui traitera ’ensemble des nombres com-
plexes et tous les espaces cartésiens comme des espaces partiellement or-
donnés, la structure topologique de ceux-ci étant une conséquence de'leurs
ordinations partielles. ‘ -
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AKTUALNI PROBLEMI MODERNE TEORIJE PARCIJALNIH JEDNACINA
PRVOG REDA S JEDNOM NEPOZNATOM FUNKCIJOM

NIKOLA SALTIKOV, BEOGRAD

SadrZaj

Uticaj problema triju tela na razvitak teorije parcijalnih jednacina prvog reda. Teorija
funkcionalnih grupa, diferencijalnih invarijanata i integrabilnog elementa.

UvOD

Problem triju tela koji je postavio Klero 1759 godine, a koji se
njemu pokazao kao malo pristupaCan za konalno resenje, ipak je pruZzio
‘najvise potstreka za napredovaunje teorije parcijalnih jednacina prvog reda.

KanoniCki sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina kretanja triju tela
iznosi 18 jednaina sa 10 poznatih integrala. Medjutim, korelativna parcijalna
jednagina traZi, za reSenje doti¢nog problema integraljenja, svega 9 integ-
rala odgovarajuceg kanoni¢nog sistema, ali pod uslovom da bi se oni na-
lazili u narocitoj medjusobnoj vezi, naime u involuciji

Pomenutih 10 integrala ovaj uslov ne zadovoljavaju i nisu u stanju
da izdvoje traZenih 9 integrala; a nove integrale niko nije uspeo da pro-
nadje. Otud nastaje teSkoca za reSenje posmatranog problema u kona¢nom
obliku.

Prema tome, kako nije uspelo integraljenje posmatranog sistema, po-
javila se teZnja da se iskoriste poznati integrali za upro§cavanje diferenci-
jalnih jednacina kretanja triju tela.

Jakobi je poZnjeo, u ovom pogledu, najznacajniji uspeh time Sto je
pokazao, 1842 godine, da je posmatrani problem ekvivalentan, sa teoriskog
gledita, poznatom problemu kretanja jedne tatke u trodimenzionalnom
prostoru. Istina je da do sada ovaj rezultat ostaje neiskoriscen sa praktiCkog
gledista, Jakobijevo otkrie pojavilo se kao sinteza opStijih posmatranja u
oblasti parcijalnih jednacina, koje je Jakobi primenio za proucavanje i
tumacenje kanoniCkih osobina integrala problema triju tela.

Drugi vaZan pronalazak dugujemo Z. Bertranu. On je pokazao da u
jednaginama kretanja dva tela, na koje se takodje svodi posmatrani problem,
broj promenljivih 12 moZe da se smanji na 9. Ali se pri tome gubi kano-
nicki oblik diferencijalnih jednacina. Ovaj je bio zatim uspostavijen od
strane E. Bura, koji je ponovo vratio jednacinama doti¢nog kretanja kano-
ni¢ki oblik. Ova Bertranova i Burova ispitivanja otvorila su novu eru za
stvaranje novijih metoda integraljenja parcijalnih jednacina.

U daljem razvitku njihove teorije odigrali su vaznu ulogu radovi S.
Li-a i A. Majera u toku poslednje Cetvrtine proSlog veka. Narolito su
istraZivanja S. Li-a uticala na stvaranje modernih metoda integraljenja parci-
jalnih jednaina i na ispoljavanje aktualnih problema integraljenja.
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I PROBLEM INTEGRALJENJA KANONICNOG SISTEMA OBICNIH JEDNACINA
1 KORELATIVNE PARCIJALNE JEDNACINE

Uo¢imo kanonicki sistem 2n obi¢nih diferencijalnih jednacina:

duw _ 0H dpi_ _ O0H
dl T dp,v ’ dt o ax,- ’ (1)
i=12,...,n
sa 2n nepoznatih funkcija

Xgs Xas o « o5 Xny P1y Poy o « + Pn. (2)

od nezavisno promenljive £

Odgovarajuca linearna parcijalna jednacina s jednom nepoznatom
funkcijom f od sviju 2n promenljivih veliina (2) i ¢, posmatranih kao neza-
visno promenljive, a koja sluZi za odredjivanje integrala (prvih integrala)
sistema (1) glasi

of

gde se Poasonove zagrade odnose samo na promenljive (2). Korelativna
sistemu (1) nelinearna parcijalna jednacina prvog reda s jednom nepoznatom
z od promenljivih (2) prve klase, tj. od prvih n veli¢ina i od ¢ piSe se ovako

p+ H{ X X2 « « ©s Xny PL Pos « « 0y Pne) = 0, (4)
gde se p, p;, - - . . . pa (kanonitke promenljive druge klase) smatraju sada
kao parcijalni izvodi

0z 0z o
p_‘—a?’pi”‘ﬁ (l",‘—I:Qs-"in)‘

Problemi integraljenja parcijalne jednaline (4), korelativnog kanonickog
sistema (1) i istovetne jednacine (3), bili su pokrenuti od strane Hamiltona,
i produbljeni i Siroko uopsteni od Jakobija. On je pokazao da Ce se jedna-
¢ina (4) integraliti pomoc¢u kvadrature ¢im bude poznato nintegrala u
involuciji kanonickog sistema (1). Ako broj nepoznatih integrala u involuciji
sistema (1) bude manji od broja n, onda se red kanoniCkog sistema smanjuje
za dvaput toliko jedinica, koliko je poznato doti¢nih integrala. Otud dolazi
vazan zakljucak.

Ako mehanicki problem dopusta integral Zivih sila i tri integrala po-
vrSina, pri Cemu funkcija sile ne zavisi od promene vremena, onda se
red odgovarajuceg kanoniCkog sistema smanjuje za 6 jedinica. To proizlazi
otud Sto sistem doti¢nih poznatih integrala izdvaja tri integrala u involuciji.

Jakobi nije uspeo objaviti sve svoje radove za svog Zivota. Dok se
Cekalo na objavljivanje njegovih radova, viSe od Jakobijevih pronalazaka
bilo je pronadjeno u Francuskoj, gde su bila sa velikom paZnjom pracena
Jakobijeva istraZivanja. Posecujuéi Francusku, Jakobi je pisao, 1842 god.,
svom bratu, u Petrograd: ,. . ... u Parizu je svaki detalj mojih radova
bolje poznat nego Sto sam ja to mogao izdaleka pretpostaviti.”
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Liuvil, Bertran i Bur su nastavili, sa velikim uspehom, Jakobijevo
istraZivanje na polju parcijalnih jednacina.

Narocito se istakao Liuvil sa svojom teorijom integrala kanonic¢kih
jednatina (1) pod opStijom pretpostavkom o resljivosti po kanonickim
promenljivim druge klase sistema n integrala u involuciji jednacina (1), nego
sto je to sludaj kod Jakobija. Liuvilovi rezultati, koji su bili objavljeni 20
godine: pre nego Sto je S. Li uveo nove pojmove o svojim integralima,
mno_glq su prema$ili pomenute Liove integrale — i po dubini, i po opStosti
zamisli.

1I.DVA NOVIJA PROBLEMA O SMANJIVANJU REDA KANONICKOG SISTEMA 1 BROJA
PROMENLJIVIH U PARCIJALNIM JEDNACINAMA

Pretpostavimo da linearna parcijalna jednacina (3) koja se zove linearna
parcijalna jednacina karakteristika nelinearne parcijalne jednacine (4) ima
v razli¢itih integrala .

Fis far v o Fo | 6)

Ovi integrali poseduju osobinu da zagrade Poasona sastav-
liene od makojeg para doti¢nih integrala pretstav-
ljaju isto integral linearne parcijalone jednadcine (3)

KaZe se da posmatrani integrali (5) sacinjavaju funkcio-
nalnu grupu integrala linearne jednacine karak-
teristika, akou njima svaki par integrala odredjuje
integral, koji se nalazi u skupu integrala (9).

Po sebi se razume da svaki skup integrala u involuciji medjusobno
pretstavlja poseban slucaj funkcionalne grupe integrala, koji dozvoljava, kako
je gore navedeno, da se smaunji na izvesni nacin red kanoni¢kog sistema (1.

Sad se postavija opStije pitanje o iskoriS¢avanju funkcionalne grupe
integrala za integraljenje kanonickog sistema (1) i korelativne parcijalne
jednaline (4).

Jakobi, a i Bertran, sa svoje strane, su redili ovaj problem za slucaj
funkcionalne grupe triju integrala i pokazali kako se tada izdvaja sistem
triju integrala u involuciji kanonitkog sistema (1). Ovo resenje dotiCni
naucnici su primenili na problem triju tela, da bismanjili red odgovarajuceg
kanoni¢kog sistema za 6 jedinica, kako je to bilo gore recCeno.

S. Li je postavio ovaj problem u najopStijem obliku. Sada je teorija
doti¢nog problema postala veoma jednostavna.

Prvo pitanje koje se javlja trazi takozvane izuzetne funkcije

grupe (5):
D (fyy for « « fv) (J =1,2,..., 1) ‘ (6)

1j. funkcije integrala (5) koje se nalaze u involuciji izmedju sebe i sa svakim
od integrala (5). o

Lako se dokazuje da je razlika izmedju reda grupe (5) (tj. broja v
njihovih elemenata) i broja w izuzetnih funkcija posmatrane grupe pretstavlja
uvek paran broj:

V——}l:QP.
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Kako su izutetne funkcije (6) integrala kanoniCkog sistema (1) u invo-
luciji, onda se njegov red smanjuje za 2p. jedinica. Sto se tiCe broja p, on igra
vaznu ulogu za odredjivanje broja izuzetnih funkcija i iznalaZenja niza
Jakobijevih funkcija, pomocu kojih se reSava problem integraljenja korela-
tivne parcijalne jednacine (4).

Prema vrednosti istog broja p formira se i odgovarajuéi broj razli¢itih
linearnih parcijalnih jednacina, na Cije se integraljenje svodi problem inte-
graljenja polazne jednacine (1).

Tako na primer kanonicki sistem gore navedenih 18 jednacina kretanja
triju tela, koji ima, pod najopstijom pretpostavkom, 10 poznatih integrala,
svodi se na integraljenje sistema Sest nelinearnih jednacina sa devet kamno-
ni¢kih promenljivih druge klase [1]. Prema tome, u ma kojem bi obliku uzeli
posmatranje problema kretanja triju tela, dolazimo do zakljucka da je on,
sateoriskog glediSta, istovetan problemu kretanja jednog izvesnog
tela u trodimenzionalnom prostoru.

Pomenuti broj p odredjuje se neposredno iz posmatranja funkcija
grupe (5) i unapred ukazuje broj izuzetnih funkcija, koji mora postojati za
doti¢nu funkcionalnu grupu.

Drugi problem o smanjivanju reda kanoni¢kog sistema (1) i broja
promenljivih veliCina u parcijalnim jednalinama vezan je sa pojmom o
polarnoj grupi funkcija u odnosu na funkcionalnu grupu integrala (5). Da
bismo objasnili ovaj novi pojam, formirajmo sistem linearnih parcijalnih
jednadina

Fi, =0, G—1,2 ...v) @)

gde nepoznata f pretstavlja funkciju kanonickih promenljivih (2) posmatranih
kao nezavisno promeanljive.

PoSto integrali (5) salinjavaju funkcionalnu grupu integrala, to su
jednadine (7) saglasne i pretstavljaju tako zvani zatvoreni sistem v parci-
jalnih linearnih jednacina. Broj razlicitih integrala sistema (7) koji sainjavaju
potpuni sistem integrala jeste 2n — v. Svaki integral sistema (7), tj. diferenci-
jalnih invarijanata, poseduje slicnu osobinu sa integralima karakteristika i
takodje se svodi na funkcionalnu grupu diferencijalnih invarijanata. X

Da bismo pokazali ulogu ove funkcionalne grupe za integraljenje po-
smatranih parcijalnih jednacina, uporedimo osobine obeju funkcionalnih grupa.

Zato, najpre, napomenimo da se pojam funkcionalnih grupa integrala
karakteristika proSiruje na svaki normalni sistem diferencijalnih
jednacina, tj. onih koje se nalaze u involuciji, pri Cemu se Poasonove
zagrade od levih strana jednacine anuliraju identicki.

Na doti¢ne sisteme jednaCina prodiruju se osobine koje vaZe za jednu
jednacinu i korelativni kanonicki sistem, i odgovarajuca linearna parcijalna
jednacdina karakteristika zamenjuju se generalisanim kanoniCkim sistemom
jednacina u tofalnim diferencijalima, odnosno sistemom linearnih parcijalnih
jednacdina.

Na ovaj normalni sistem se proSiruje Poasonova teorema o formiranju
novih integrala sistema, pomocu zagrada Poasona od dva razli¢ita integrala.

Sa drugog gledista, doti¢na Poasonova teorema se smatra kao partiku-
larni sluCaj jedne opstije Jakobijeve teoreme, koja kaZe,dasvakiintegral
jedne od jednacina normalnog sistema linearnih
parcijalnih jednacina, zamenjen u operatoru leve
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strane ma koje druge jednacine istog sistema, daje
opet integral prve jednacine.

Ova Jakobijeva teorema sluZi kao klju¢ Jakobijeve metode integraljenja
parcijalnih jednacina. Medjutim, doti¢na teorema ne moZe se primeniti u
nasoj teoriji diferencijalnih invarijanata. Uzrok je u tome to Sto se u teoriji
diferencijalnih invarijanata ne pojavljuju normalni, no zatvoreni sistemi
linearnih jedna¢ina. Ovi se razlikuju od normalnih sistema time Sto se
Poasonove zagrade od levih strana posmatranih sistema ne anuliraju identicki
nego na osnovu jednaCina posmatranog sistema. Da bismo prebrodili
teskoce, koje se tu pojavljuju, objavili smo, 1946 godine, u Comptes
rendus Pariske Akademije novu teoriju koja obuhvata i Jakobi-
Poasonova istraZivanja, a zasniva se na sledeCim teoremama:

. Uo¢imo zatvorenisistem linearnih parcijalnih
jednalina prvogredasjednom nepoznatom funkcijom,
kojisesastojiizdva skupajednacina;jednacine prvog
skupanalaze se medjusobno u involucijisa svakom
jednatinomdruge grupe; medjutim, jednacine druge
grupe sacinjavaju zatvoreni sistem. Svaki integral
jednog od dva skupa datih jednacina,zamenjen u opera
toru leve strane makoje jednac¢ine drugog skupa jedna-
¢ina, daje opetintegralistog skupajednacina,

Pridjimo sad normalnom sistemu nelinearnih jednalina, Ciji sistem
linearnih parcijalnih jednacina karakteristika poseduje funkcionalnu grupu
integrala. U dotitnom sluCaju operatori posmatranih linearnih jednaclina
izrazavaju se pomocu Poasonovih zagrada. Linearne parcijalne jednacine
karakteristika nalaze se medjusobno u involuciji, a isto i sa svakim inte-
gralom parcijalnih jednagina diferencijalnih invarijanata date funkcionalne
grupe integrala karakteristika. Medjutim, ove poslednje linearne parcijalne
jednacine salinjavaju zatvoreni sistem. Za to linearne parcijalne jednacine
karakteristika pretstavljaju sada prvi skup jednacina, a drugi skup salinjavaju
linearne parcijalne jednacine diferencijalnih invarijanata.

Odavde dobivamo drugu teoremu, koja generaliSe Poasonovu teoremu,
na ime:

1. Zagrade Poasona formirane izmedju levih stra-
na normalnog sistema nelinearnih parcijalnih je dna-
¢inaidiferencijalnihinvarijanata funkcionalne grupe
integrala karakteristika datog sistema dajunove dife-
rencijalne invarijante posmatrane funkcionalne
grupe integrala karakteristika.

Navedene teoreme daju mogucnosi stvoriti novu metodu integraljenja
nelinearnih parcijalnih jednacina, objavljenu u prvoj svesci ,Pub lications
Mathématiques* Matematitkog instituta Srpske Akademije nauka.

Sada je moj ucenik Bogoljub Stankovi¢, doSao do nove ideje iznala-
Jenja diferencijalnih invarijanata samo pomocu operacije diferencijaljenja.
On polazi od dva osnovna stava:

1° Svaka se parcijalna jednacina izraZzava pomocu diferencijalnih in-
varijanata, koji salinjavaju izvesnu funkcionalnu grupu integrala karak-
teristika {2];
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2° Ma koji skup funkcija moZe da pretstavlja - integrale karakteristika
izvesne parcijalne jednadine samo pod uslovom da posmatrane funkcije
sacinjavaju funkcionalnu grupu [3].

Uzimaju¢i u obzir navedene osobine funkcionalnih grupa, B. Stankovié
je pronasao novi postupak za integraljenje parcijalnih jednadina.

Polaza¢i od ispitivanja Bertrana i Bura, koji su se bavili samo
problemom triju tela, teorija diferencijalnih invarijanata je dobila najopstiji
razvitak i obuhvatila problem integraljenja parcijalnih jednacina opSteg oblika,

Prirodno je sad postaviti pitanje, §ta moze jo$ da dade ova teorija za
problem triju tela, iz kojeg je i ponikla.

Klero, ¢im je postavio ovaj problem, kaZe: ,. . . Jai trouvé les six
€quations’) que je viens de frouver dés le premier temps que j’ai envisagé
le probléme des trois corps, mais je n’ai jamais fait que peu d’efforts pour
les résoudre, parce qu'elles m’ont foujours paru peu traitables. Peut-étre
promettront-elles plus a d’autres. Pour moi je les ai promptement
abandonnées pour employer la méthode d’approximation . . .« U toku skoro
150 godina sut se ove metode pribliZnog integraljenja uspe$no razvijale i
doZivele veliko usavriavanje. Ipak, jedan od tvoraca doti¢nih metoda, Cuveni
astronom Hugo Gylden, naglasio je da problem triju tela mora da bude reden
u konaénom obliku u slede¢im re¢ima:

»INous devons exercer notre esprit de telle maniére que la sclution
que Pon va trouver définitivement soit simple . . . Une telle évolution de
point de vue mathématique va nous donner de nouvelles formes fonction-
nelles. Or, on ne doit pas espérer que nous allons résoudre le probléme
des trois corps d’une manitre enchantée ou par intuition - au contraire on
va atteindre la solution requise par une voie, ol a chaque pas nous devrons
surmonter de grandes difficultés«. :

Teorija diferencijalnih invarijanata pretstavlja Siroki izbor razlicitih
oblika invarijanata. Zato moZemo da se zapitamo, da li se moZda izmedju
njihovih grupa nalaze one funkcije, na koje misli Gylden? U savremenom
stanju nauke, proucavanje doti¢nih diferencijalnih invarijanata moZe da pruzi
korisne podatke za tumacenje posmatranog problema.

HI. INTEGRABILNI ELEMENAT

Uoc¢imo nelinearnu parcijalou jednadinu

F (-xh Koy « v oy Xny Py, Pos « + Pn) = {) (8)
pri femu je -
oF '
;Ii‘: = 0. (9)
Pretpostavimo da odgovarajuca linearna jednatina karakieristika
(£ =0 (10)

SO S —
1) Re¢ je o problemu triju tela u ravni.
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ima, pored ocevidnog integrala F, jo§ n 4 v — 1 razlilitih integrala

fis tas o o o Frpv—1 (v < n). (11)y

Mi ¢emo kazati da integrali (11) safinjavaju integrabilni element
jednacine (8), akoizraz

n
dz = p) Ps dx s v (12)

8§ =

postaje tadan diferencijal, pod uslovom integrala
karakteristika

F=aqa, f, =Cy... figv—1=Catv—1, (13)

gde sua, Cy, ... Cryv—1 proizvoljne konstante.!)
Ovaj se sistem zove integrabilni elemenat jednatine (8).
Teorija integrabilnog elementa obuhvata obe kiasitne metode inte-
graljenja, naime: 1° Teoriju karakteristika, i 2° Novu Jakobijevu metodu,
koje se pokazuju kao dva grani¢na slucaja teorije integrabilnog elementa.

Zaista ako je
v=n—1 (14)

jednacine (13) pretstavljaju opsti integral karakteristika dale jednaline (18).
Tada se, prema uslovu (9), sve promenljive izraZavaju, pomocu  jednacina
(13), pod pretpostavkom (14), kao funkcije jedne promenljive x;. Prema
tome relacija (12) postaje tacan diferencijal.

Za drugi grani¢ni slucaj je
» v = 0. (15)

Tada, prema uslovu da je relacija (12) talan diferencijal, jednaline (13)
sainjavaju sistem u involuciji. .
Vracamo se sad opStem slucaju integrabilnog elementa (13), gde

0<<v<n—1,

pod pretpostavkom da integrali (11) odredjuju integrabilni element.

Lako je dokazati da se zahvaljujuéi integrabilnom elementu, pomocu.
kvadrature obrasca (12) odredjuje potpuni integral jednaline (8),
stavljajuci za to =0, a op §ti integral obi¢nih diferencijalnih jedna-
Cina karakteristika dobiva pod pretpostavkom a = 0.

Navedime naroéito da za odredjivanje potpunog integrala parcijalnih
jednadina postoje specijalne karakteristicke funkcije koje generalisu odgo-
varajuée funkcije teorije karakteristika. Medjutim obrasci, koji definiSu op3ti
integral obi¢nih diferencijalnih jednalina karakteristika, obuhvataju izvesne
Jakobijeve formule sastavlijene pomocu njegove glavne funkcije.

Najzad, teorija integrabilnog elementa svodi
integraljenje parcijalne jednacine (8) sa funkcional-

1) Ovaj je pojam uveo 1903 godine N. Saltykow [2, 4].
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nom grupom integrala karakteristika (11) na algebar-
ske operacije eliminacije, pod pretpostavkom da
je ispunjen uslov

ve=n-+p-+1l,p=n—p—1

Zaista, funkcionalna grupa poznatih integrala izdvaja, pod navedenim okol-
nostima, integrabilan elemenat. Prema tome se potpuni integral posmatrane
jednacine (8) nalazi pomocu kvadrature i algebarskih eliminacija.

PROBLEMES ACTUELS DE LA THEORIE MODERNE D’ EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION
INCONNUE

PAR N. N. SALTYKOW

Clairaut avait composé, I’ année 1759, les 18 équations différentielles
des trois corps, en citant leurs 10 intégrales connues. Il considerait cepen-
dant comme inabordable I’ intégration du dit systéme en termes finis. Dé&s
lors les geometres ont exercé vainement leurs efforts pour résoudre le
probléme posé.

Néanmoins ces recherches ont eu pour effet la création des théories
&’ équations canoniques et des celles aux dérivées partielles du premier
ordre correspondantes, On a réussit, de cette maniere, d’ abaisser I’ ordre
d’ équations canoniques du probleme des trois corps, en le réduisant, au
moins de point de vue théorique, & un certain probléeme d’ un corps
seulement.

Deux méthodes générales ont été fondées dernierement dans le but
d’ achever I’ intégration des équations étudiées: 1a théorie des grou-
pes fonctionnels et celle des invariants différentiels.

La premiére méthode sert & composor les nouvelles intégrales en
involution des équations canoniques ou bien des nouvelles équations aux
dérivées partielles en involution avec celles que I’ on considere.

Quant 4 la méthode des invariants différentielles, elle fournit des
nouvelles variables d’ une importance toute spéciale. En effet, les équations
€tudiées s’ expriment en nouvelles variables, dont le nombre est moindre
que celui des anciennes. v

Enfin, les modernes études sur les €quations en question ont établi
les nouveaux procédés de leur intégration, au moyen des méthodes élé-
mentaires d’ éliminations, des quadratures et des difiérentiations, Ces derni-
eres engendrent, comme cas particuliers limites, les deux méthodes clas-
siques pour former, d’ une part, les intégrales complétes d’ équations aux
dérivées partielles et, d’ autre cote, les integrales générales des carac-
‘téristiques.
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Les méthodes que I’ on vient de citer entr’ouvrent un champ treés
vaste pour des nouvelles recherches dans le domaine des équations aux
dérivées partielles. Il se pose surtout le probleéme d’ application de ces

medernes méthodes dans les problemes de la mécanique céleste qui leur
avait donn€ naissance.
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'DOBIJANJE DIFERENCIJALNIH INVARIJANATA INFINITEZIMALNIH
TANGENCIJALNIH TRANSFORMACIJA BEZ INTEGRACIJE

BOGOLJUB STANKOVIC, BEOGRAD

Neka smo pri reSavanju parcijalne diferencijalne jednacine

F(x‘h X2y o oo Xny Pty P2yo o o pn) =0 (1)
_ 0z
(pk o axk)
Jakobijevom metodom nasli samo £ integrala jednaCine karakteristika
| (F,f) =0, (©

koji ne moraju biti u involuciji, ve¢ ¢ine funkcionalnu grupu. Formirajmo
sistem

(fi,\/‘)=0 (izl,?ul'k) (3)

Ciji se integrali zovu diferencijalne invarijante infinitezimalnih tangencijalnih
transformacija, a koji sluZe da se u jednacini karakteristika (2) smanji broj
nezavisno promenljivih za A. :

Cilj ovoga je da se pokaZe kako se do diferencijalnih invarijanata
moZzi do¢i pomocu diferenciranja, pa ak i iz same jednacine (1).

1° F je diferencijalna invarianta ili funkci-
ja od njih, jer je reSenje sistema (3). MoZemo, medjutim, smatrati da
je F uvek funkcija diferencijainih invarijanata; ako se F poklapa sa nekom

diferencijalnom invarijantom, moZemo uvek umesto Vi, Vo o o« Vou (diferen-
cijalnih invarijanata) uzeti 2n — k funkcija
Wi (V‘h V2 oo Yani )a (i:: 172’ o '271"“]3) (4)

i to takvih da su razli¢ite u odnosu na vy, vp ... Vanx . Funkcije (4) su
integrali sistema (3), jer su funkcije diferencijalnih invarijanata., Da su raz-
licite -u odnosu na parametarske promenljive dokaza¢emo koriste¢i osobinu
funkcionalnih determinanata

B P2l Bonk ) . }1'1“--_-}13;_-3) D( Vi... Van-k,w)
D Xkl eoe Xn, Py ooos Pn D Vs eee Vonok X+l oo Xn,PreePn J

Kako su, naime, vi, vy .. vony razliCiti integrali sistema (3), a j,, ps ... Ponk
razliCiti u odnosu na vy, v, ... vany, funkcionalna determinanta

(__*E;FZA'_;;”?HL)
D XK+1,... Xn,ply ees Dn

razli¢ita je od nule,
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20 Pretpostavimo da je moguce naci r razliitih funkcija

P, Q2. P, (1< 2n) (5)
i to takvih da cine funkcionalnu grupu i da se F moZe napisati
F = (o1, 2, - .. ¢r ).
Formirajmo sistem
Xi (= (9, ) =0; (6)

Poasonove zagrade od ma koje dve jednacine tog sistema bice

(X, Xic ) = (93, (9, 1)) — (@5, (@3, 1))
Kako je na osnovu Jakobijeve teoreme

) (ps, (P, 7)) — (@, (93, 7)) = ((¢p1, ¥k ), ),
to se Poasonove zagrade
(X, Xi ) = (93,91, )
anuliraju na osnovu sistema (6) i sistem (6) je zatvoren.

Integrali sistema (6) su integrali jednacine karakteristika (2); kako je,
naime, F = @ (91, P2, . . . ¢r ), t0 je

t a(l)
F7 fs = i, 7s By 3
(B )= =2 (uh) 5,

a ovo se anulira na osnovu sistema (6).

lz svega ovoga sledi da su ¢, ¢@2...9 diferen-
cijalne invarijante.

3° Neka nam je nemoguce da odmah iz jednaline (1) nadjemo funk-
cije (5) koje bi ¢inile funkcionalnu grupu. Uzmimo tada s ma kakvih funkcija

W, 2wl s (7)

koje ne Cine funkcionalnu grupu, ali takvih da je

F=Y (I, Vs, ... V).

Formirajmo sada Poasonove zagrade

N/i,\lfj)' (i:132---5;j:172'~-ss) (8)

One zagrade koje daju funkcije razli¢ite od (7) pridodajmo funkcijama (7) i
sa tako povecanim brojem ponovino operaciju {8) sve dok ne dobijemo [
funkcija koje ¢ine funkcionalnu grupu. Ove su tada diferenci-
jalne invarijante Dokaz za to indentiCan je sa onim iz 2° kada
smo bili u mogucnosti da funkcije (5) dobijemo odmah iz date jednacine.

Razumljivo ovo koristi samo ako je I < 2n.

49 Pitanje najveCe funkcionalne grupe (5) je pitanje najmanje funk-
cionalne grupe integrala jednacine karakteristika (2). Naime, integrali siste-
ma (6) koji su i integrali jednacine karakteristika Cine funkcionalnu grupu.
Kako jedan integral jednacine (2) zajedno sa datom jednaCinom (1) Cini
najmanju funkcionalnu grupu integrala jednaCine (2), to uvek postoje
takve funkcije (B) da je r<{2n—2.
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5° Pretpostavili smo da se F' moZe uvek napisati

Fe=O (p1, P2 ... ¢r ) ;
jednacina karakteristika izgleda tada

t
oF
(F, =2 (0. 3g; °
i=1
Vidi se da su oni integrali karakteristi¢ne jednacine,
koji bi dali datu grupu diferencijalnih invaria-
nata (5), integrali i sistema (14 i obratneo.
Kako se funkcije \ svode na funkcije ¢, to sve Sto smo pokazali za
@ vazi i za .
~ 6° Na kraju Cemo primetiti ovo: ako poznajemo jedan
ili vise integrala karakteristi¢ne jednacCine koji
su u involuciji olakS§ava se traZzenje funkcija ¢
ili . Do toga Cemo zakljuCka doci na osnovu slede¢e dve proste kon-
statacije.
Prvo: Neka je F=F (g, v} i

OF

= .

ov 0;
iako je u diferencijalna invarijanta, onda je i v diferencijalna invarijanta
ili funkcija od njih. Jer iz

i OF g OF
(f, F) = (fi, u) 3% —+ (i, v) 52 =0
sledi
(fi,v)=0.

Drugo: Neka je F' funkcija sledeCeg oblika

F=F(+o+¥-+..]
gde je
f=f (Vls ll], Pp=29 (V2) U], \1’ = \1/ (V‘S, w);

ako su vy, vy, v diferencijalne invarijante, onda su i u, v, w diferencijaine
invarijante ili funkcije od njih. Jer, F' je funkcija diferencijalnih invarijanata
i ostace reSenje sistema

(fi,fy=20

i onda kada se stavi da je neka od diferencijalnih invarijanata jednaka nuli;
ako se to udini za sve sem za jednu imacemo ono o Cemu smo malopre
govorili.

Ako pretpostavimo da je F funkcija i integrala u involuciji, koristeci
navedene komnstatacije, olakSava se nalazenje funkcija ¢ ili ¥, koje, vidimo,
mogu biti ¢ak i integrali karakteristi¢ne jednacine.
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GEWINNUNG VON DIFFERENTIALINVARIANTEN

DURCH DIFFERENZIERUNG
VON B. STANKOVIC

Wird eine Losung der partiellen Differentialgleichung erster Ordhung;
mit n unabhidngigen Verdnderlichen

F(xl, x2,--~Xn, p1}p2"‘pﬂ):0 (1)‘
gesucht, wobei man nur iiber m (m < n — 1) verschiedene Integrale.

f13 fz’ R {2)
der charakteristischen Gleichung ‘

Fp— % OF O OF of

OF of _dF of _ o (3}
g=1 0Xs Ops Ops 0Xs

verfiigt, so bedient man sich der Integrale des Systems:

m 9fi ov ofi ov (4)
(5, v) sil 0Xs Ops Ops 0Xs 0.
i=1,2,..m)

In dieser Mitteilung wird gezeigt, dass die Integrale des Systems. (4),.
Differentialinvarianten, aus der Gleichung (1) ohne Integration. gewonnerm:
werden konnen, so dass die Kenntnis der Integrale {2) {iberhaupt. nicht er-
forderlich wird. :

Literatura

N. Saltikov: ,Metode integraljenja parcijalnih jednalina prvoga reda“, Posebna izda--
nja SAN Bgd. 1947 god. )

N. Saltikov: , Méthodes classiques d’intégration des équations aux dérivées partielles-
du premier ordre, Gauthier-Villars, Paris, 1931.

N, Saltikov: ,Applications.des invariantes diférentielles pour intégrer les'équations aux
dérivées partielles du premier ordre a une fonction inconue*. Publications- de I'lnstitut Math..
T. I, Bgd. 1947, ‘ '

N. Saltikov: ;Kanoni¢ki oblik funkcionalnih grupa* Glas SAN CLXXVIII, Bgd. 1939 g..

- D. Mihnjevié: ,Struktura parcijalnih jednadina. prvoga reda sa.jednom. nepoznatom:
funkcijom®, Doktorska teza.



O STANOV!VST‘IMA U GEOMETRUI

MILOS RADOJCIC, BEOGRAD

Ako je uopSte moguce re¢i u tri re¢i Sta je geometrija, rekao bih:
mauka o prostoru. Ona obuhvata razne i obimne matematicke teorije. Svud
je re¢ o prostornim odnosima, Svud se polazi od prostornih pretstava i na
mijih se vazda vraca. Pa ipak, velika je raznovrsnost geometrijskih  teorija.
«Ona proizlazi iz mnogih 1 raznih stanovi$ta u geometriji. Osvrnimo se
jednom na ta stanovista. Poklonimo im jedan Cas paZnje. U nauci je uopSte
vazZno uoliti, ne samo predmet koji posmatramo, ve¢ i nau¢no glediste s
koga posmatramo, stanovisSte na kome stojimo. Time se stice zreliji odnos
prema predmetu, Svaka vrsta ili grana geometrije proizlazi iz svoga karak-
teristiCnog stanovista, Mi ta stanoviSta ne moZemo ni razmotriti sva., O
tome bi bilo potrebno viSe od jednog predavanja. No razmatrajuéi stano-
viSta imafemo priliku i da bacimo letimi¢ne poglede na glavne grane
geometrije. ‘

Kad se u auti¢ko dobarazvilaelementarna geometrija kao
logi¢ka nauka, kad su: geomelri stare Grcke poceli dokazivati i nizati
stavove, izvadajuéi jedne iz drugih po nacelu dedukcije, polaze¢i od malog
broja pretpostavki, to beSe veliko otkrice. Otkrilo se novo stanoviSte na
koje se uspela CoveCja svest: stanovisSte logiCke dedukcije.
Pronalaskom toga stanovista rodila se ne samo geometrlja kao prava nauka,
ve¢ i matematika uop$te u dananjem smislu re¢i, Jer mislim da imaju pravo
oni koji smatraju da je deduktivna metoda glavno obeleZje matematike,

U ranija doba, kroz hiljade godina koje se gube u prehistoriji, ljudi
st pronalazili-i posmatrali geometrijske Cinjenice sa stanoviSta Zivota i
mistiCkih pogleda na svet. Ociglednost beSe jedina potpora, naslucena
logitka povezanost velika zagonetka. Geometrija je tada jo§ na svome
izvoru, naulne metode joS nema, ona crpe iz iskustva svoje gradivo. Kako
Herodot kaZe, u premeravanju zemljiSta poreklo je geometrije. To je dakle
stanovidte prakse viSe nego teorije, stanoviSte empirije,
indukcije, koja tek slhiti puteve dedukcije.

Iz tog prvobitnog stanja geometrija se razvila u Gr¢koj upravo time
Sto je praktiCara nadjaCao teoreticar, egipatsko-vavilonskog Zreca grcki
filosof i logicar. Ubrzo geometrija se razvila toliko da se moglo javiti delo
-kao $to su ,Elementi“ Euklida, gdese sistematski izlaZze gradivo
idosledno sprovodi jedna metoda. To je stanoviSte nanke
uopste. Ono se prvi put javlja u geometriji.

Ali, naravno, pojavom novoga staro se ne gubi sasvim, nego se
proZzima novim i razvija dalje. Praksa se razvija dalje, indukcija ostaje u
postulatima i aksiomama, na samom celu dedukcije.

Za kratko vreme grcka geometrija se razvila do znatne visine. U Apo-
lonijevoj teoriji konusnih preseka dostigla je uglavnom svoj vrhunac, koji
se posle, vekovima, nije viSe dostizao a kamo li prestizao.
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MozZemo se diviti Apolonijevoj oStroumnosti u ispitivanju elipse,
hiperbole, parabole, no svaka od tih krivih proucava se zasebno. Tek u 17.
stolety, u delima Keplera, Paskala, Dezarga sazreva ujedno stopljeno po-
smatranje tih triju krivih, Sto karakteriSe projektivnu geometr iju.
Zbog te njene moéi sinteze ona je nazvana jo$ i sintetickom geometrijom.
Tu je novo stanoviste. Ni¢u¢i iz iskustva nauka je u davnini dohvatila prvo
svako telo, svaki oblik zasebno, u njegovu odvojenom postojanju i neme-
njanju. TeZe je bilo pristupiti menjanju u prirodi i obuhvatanju mnostava
oblika u njihovim uzajamnim srodstvima. Zato se i razvila bila prvo ele-
mentarna geometrija, proucavajuci oblike koji se takore¢i ne krecu niti
menjaju, izdvajajuéi prostorne odnose iz vremenskog toka, apstrahujuci od
¢injenice da ,sve tece“. Re¢ ,stereon®, koja se javlja i u nazivu ,stereo-
metrija* i kojom su Grci nazivali geometrijsko telo, znaci ,Cvrsto®, ,kruto®.
Cela elementarna geometrija izraZava u neku ruku odnose u svetu uzajamno
nepomicnih ¢vrstih materijalnih tela, Takvo je njeno stanoviste.

Naprotiv, u projektivnoj geometriji na-
pustamo ¢vrsto telo, nema viSe kongruentnih
oblika, jedino $to prava linija ostaje prava.
To nije viSe svet Cvrstih tela u miru, vecu
neku ruku igra pravolinijskih zraka svetlosti
u plinovitu svetu. Elipsa se tu takoreci
krece i pretvara u hiperbolu proSavsi kroz
oblik parabole (sl. 1); no sa stanovsita
projektivne geometrije pred nama je ipak
‘neprestano isto: konusni presek. Tu je
stupilo na snagu novo nacelo, koje karak-
terise mo%da najdublje veliki preokret u
matematici, koji se zgusnuo oko 17.
stoleca i znaci ujedno pojavu infinitezimal-
nog ratuna i njegovih dalekoseZnih primena
u prirodnim naukama. To je stanoviste koje
ubuhvata bivanje, kretanje, pret-
varanje. No pri tome, saobrazno logiCkoj
dedukciji, geometrija nalazi i u kretanju mir,

SL 1 i u menjanju ono $to se ne menja. Tako
je npr. kad se posle ma koliko seCenja i
projektovanja dobiva u projektivnoj geometriji iz harmonijske grupe tacaka

A, B, C, D opet harmonijska grupa A, B, C, D (sl. 2).

Ali s tim u vezi moralo se u projektivnoj geometriji pojimanje pro-
stora duboko izmeniti dodavanjem beskrajno dalekih, toboZnjih tacaka, toboZ-
njih pravih i jedne toboZnje ravni, apstraktno dodane i usied koje prostor
postaje zatvoren u sebi samom, donekle analogno sferi ili drugoj zatvorenoj
povréi. Tako ulazi u pojam prostora ve¢ nesto Sto ne odgovara viSe nasim
pretstavama, Odustajemo od toga da geometrija tumaci neposredno iskustvo.
Tu se javlja prvi put stanoviSte napuStanja prostornih pret-
stava 1 usvajanja geometrijskih odnosa koji, StaviSe, protivrecCe pret-
stavama.

Pre foga stojalo se naivno na stanoviStuda geometrija mora biti veran
odraz naSeg iskustva u okolnom prostoru. No veliki napreci geometrije 1
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novije doba proistekli su znatnim delom iz napustanja toga starog stano-
viSta i usvajanja novog, mnogo Sireg.

To se osobito pokazalo u ne-
euklidskim geometrijama.
One se izgraduju apstraktno logicki.
Kad su, vekovima, geometri pokusavali
uzalud da pomocu ostalih Euklidovih
pretpostavki dokaZu njegov peti po-
stulat — koji znac¢i da postoji kroz
zadatu taCku samo jedna prava para-
lelna datoj pravoj — nisu zpali ni
koliko se i kakvih problema iza toga
skriva, niti da im neuspeh dolazi otud
Sto su joS sputani Culnim pretsta-
vama, §to se nisu dovoljno uzdigli
do nezavisnog, C(istijeg logitkog sta-
novista.

No ti uzaludni pokuSaji doveli
su, kako znamo, pocetkom proSlog
stoleca Gausa, Lobalevskog 1 druge
do prvih neeuklidskih geometrija. Pri
tome je doSlo do izraza sledele sta- SL 2
noviste, koje karakteriSe tacnije tako-
zvanu viS§u geometriju U euklidskoj, elementarnoj geometriji na-
stojimo da u poletku iznesemo sve pretpostavke, potrebne da bi se na
njima sagradila cela zgrada elementarne, iskustvu saobrazne geometrije,
U neeuklidskim geometrijama, naprotiv, uzimamo samo jedan deo tih po-
laznih pretpostavki, tih aksioma, postulata — a izvesnu aksiomu ili celu
grupu aksioma izostavljamo ili preinaujemo. Tako nastaje takozvana
apsolutna geometrija kad odbacimo aksiomu paralelnosti. Ako pak
unesemo stav: da se kroz taCku van prave moZe povuci viSe od jedne
paralele, ili pak samo jedna, ili. ¢ak nijedna, dobivamo redom: hiper-
bolnu geometrijuLobafevskoga,naSueuklidsku geometriju,
koja se u tom sklopu ideja naziva parabolnom, i elipsnu geo-
metriju Rimana, u kojoj prave linije nisu viSe beskrajne.

Isto stanovi§te odbacivanja i menjanja aksioma
nalazimo i u projektivnoj geometriji. Ova se osniva samo na aksiomama
pripadanja, rasporeda i mneprekidnosti, kontinualnosti, dok su aksiome
kongruentnosti i aksioma paralelnosti odbaCene. Isto tako nastaje i ne-
arhimedovska geometrija izostavlijanjem Arhimedove aksiome
neprekidnosti, i razne druge geometrije u savremenoj matematici.

lutopologiji, koja se razvila tek od polovine proslog veka,
stojimo na tom istom stanovistu, Topologija ne zna ni za podudarne oblike,
ni za pravu i ravan: u njoj se zadrZala samo neprekidnost. Ona se bavi,
kao $to znamo, geometrijskim osobinama koje se odrZavaju pri makakvim
neprekidnim transformacijama. Sa stanovista topologije krug, trougao i
kvadrat su isto, jer se kontinualnim transformacijama dobivaju jedno iz
drugoga. Takvi oblici zovu se homeomorfnim. I sfera, elipsoid i
tetraedar su medu sobom homeomorfni, ali torus nije: ne moZemo ga ne-
prekidnom transformacijom pretvoriti u sferu. Predmet topologije je, takorei
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svet mekanih, deformabilnih, elasti¢nih tela, koja-se ne kidaju niti igde
slepljuju, ali gde stalnih oblika nema. Dakle i pomenuto stanoviste kretanja,
pretvaranja nalazimo tu ponovo.

Unesemo li u topologiju projektivne aksiome, nastace kao njen po-
sebni sluCaj projektivna geometrija; unesemo 1i u projektivnu geometriju
aksiome podudarnosti i uporednosti, nastace, tek tada, kao jo3 posebniji
slucaj naSa euklidska geometrija. Tako se na$a obi¢na geometrija rada iz
mnogo opstijih geometrija. Uopstav anje je, razume se, jedno od
glavnih nacela u matematici i jedno od najplodnijih stanoviita savremene
geometrije.

Ali proucavaju¢i opste prostore stali smo veéi na stanoviste teori je
mnoZina, mnoStava, skupova, te osnovne matemati¢ke nauke. U njoj je
reC o svima mogucim, najce§¢e beskrajnim mnostvima kakvih bilo eleme-
nata, pa i geometrijskih. U njoj dolazi do pravog izraza osnovna uloga
beskrajnosti u matematici uopste. Jedan od njenihh prvih i glavnih tvoraca,
Kantor, pokrenuo je krajem proSlog veka time silan razvoj, kako u geo-
metriji tako i u algebri i analizi. Teorija mnozZina je omogucila mnogo vecu
ostrinu i dubinu rasudivanja. Setimo se samo beskrajnih mnoZina tacaka na
pravoj i u ravni: taCaka nagomilavanja, otvorenih i zatvorenih mnoStava,
svugde gustih i nigde gustih, perfektnih, kontinuuma i njegovih meda itd,
I Sto se tiCe same geometrije to je velitanstvena zgrada koja kristalnom
jasnoscu obuhvata najop$tija mnoStva geometrijskih elemenata. Kako je uzan
bio izbor onih oblika koji su se proucavali nekad! Pocelo se u davnini s
najjednostavnijim telima kao. $to su kocka, lopta; pre§lo se na razne poli-
jedre itd.; poCelo se s pravom, tackom, ravni, krugom; preslo se na ko-
nusne preseke i jos neke linije. Nije li jedno od glavnih obelezja grcke
geometrije u zahtevu da se konstrukcije imaju visiti samo lenjirom 1 Se-
starom? No umesto toga uzanog stanovista, koje daje antiCkoj geometriji
njen stil, stalismo u teoriji geometrijskih mno&tava naobratno
stanoviSte: ne pitamo, kako Cemo prakticki konstruisati neki lik; zar bi se
ona beskrajna mnoStva tataka mogla uopste konstruisati potpuno? TraZimo
samo da ih definiSemo. I ne biramo koje ¢emo oblike proucavati, ve¢ raz-
vijamo teoriju najopstijih oblika i mnoZina oblika. U teoriji geometrijskih
mnoZina stojimo dakle na stanoviStu sistematskog proucavanja makakvih,
najopstijih geometrijskih tvorevina.

Razume se da i malopre spomenuta stanovista o napustanju prostornih
pretstava i o menjanju i odbacivanju aksioma dolaze u geometrijskoj teoriji
munostava do mnogostrukog izraza. No ta stanovi§ta doSla su do svog
najpotpunijeg izraza u proucavanju osnova i same elementarne geometrije,
uaksiomatici geometrije kojaserazvila krajem proSlog i poCetkom
ovog stoleca iz ispitivanja pokrenutih pronalaskom neeuklidske geometrije.
Osobito Hilbert i njegova §kola prokréili su u tom pravcu znatan.put, koji
ih je doveo do ispitivanja osnova matematike uopste, do tako zvane
matematiCke logike, koja, moZda, vise od svega drugog karakteriSe mate-
matiCko istraZivanje danas.

U aksiomatickom zasnivanju i gradenju geometiije apstrahujemo pot-
puno od neposrednog sadrzaja geometrijskih pojmova i zadrZavamo samo
logiCke oblike geometrijskih stavova. To je stanoviSte potpunog n a-
pusStanja geometrijskih pretstava. Ne gledamo takore¢i viSe
na geometriju kao na nauku o prostornim odnosima, ve¢ kao na posve
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apstraktnu nauku o praznom logickom ustrojstvu  tih odnosa. Osnovni
zadaci aksiomatike sastoje se, kao Sto je poznato, iz tri pitanja: 1. je li
aksiommama obuhvaceno sve Sto je potrebno da bi se iz njih izveli svi
stavovi doti¢ne geometrije? 2. ne protivrece li aksiome jedna drugoj? i 3.
ne sadrZi li sistem aksioma viSe nego Sto je neophodno? — Stojeci na
stanoviStu odbacivanja i menjanja aksioma, aksiomatika iznalazi dokaze da
je sistem aksioma potpun, neprotivrecan, i da su aksiome nezavisne medu
sobom. To je mnogo viSi stepen apstrakcije nego S$to se u Euklidovo doba
moglo dosti¢i. Tek tu je logika dosla do svoje prave Cistote, i razumljivo
je Sto se time pokrenuo mocan razvoj u istraZivanju osnova cele mate-
matike, koil je dubinom i oStroumno§éu nadma$io, moZe biti, sva ranija
matematicka dostignuca.

No vratimo se u proSlost. Jedan od najvaznijih dogada]a u razviu
geometrije nastupio je u 17. stoleCu otktiCem analitic¢ke geometrije.
Usled razvitka algebre u prethodnom veku nastalo je, neizbeZno, prouni-
canje geometrije algebrom; prvo po nacinu Vieta i Getaldica, koji prilaze
jo$ bez koordinatnog sistema algebarskom reSavanju geometrijskih zadataka,
a uskoro potom objavljuje Dekart nacela svoje geometrije, koja se temelji na
koordinatnim sistemima i gde se svaki geometrijski oblik razlaZe na
koordinate svojih elemenata. Umesto geometrijskih konstrukcija sad se
izvodi algebra, kasnije i analiza, s jednainama u kojima se pojavljuju
koordinate kao poznate i nepoznate veliCine. To je koordinatna
geometrija Novo stanoviste. Geometrija putem algebre, ali gde ne
raCunamo sa svima mogucim duZima, ugiovima itd., ve¢ sistematski svedimo
sve veliine na samo neke, kao $to su koordinate tacaka ili oni koeficijenti
koji nam se u jednaCinama namecu sami. Dotada sputana sloZeno§¢u svojih
konstrukcija, sad je geometrija mogla po¢i pobednicki na osvajanje mnogih
problema pred kojima je vekovima stojala nemoc¢na. Njen domaSaj se
umnogostrucio. Stanoviste takozvane liste, tj. konstruktivne geo-
metrije beSe zamenjeno novim, stanoviStem koordinatne, analiticke
geometrije.

U njoj se nastoji pre svega da se svakom geometrijskom problemu nade
odgovarajuci algebarsko-analitiCki izraz. Pri tome je trebalo razraditi temelj
novom stanovistu: ideju koordinata i njihovih uzajamnih preobrazavanja.
Posle Dekartovih pravolinijskih koordinata preslo se na polarne i druge,
u ravni i prostoru, dok se najzad ta srediSnja ideja nije shvatila u svojoj
opstoj srZi, Svaki postupak po kome dodeljujemo tackama ravni parove
brojeva ili taCkama prostora trojke brojeva, i obraino, daje nam izvestan
koordinatni sistem u opStem smislu re¢i. Ako su x;, x, x; kakve bilo
koordinate taCaka u prostoru, veza s koordinatama x, y, z izvesnog pravo-
linijskog sistema data je odredenim funkcijama opste vrste:

xi=fi(x,y,2), i=1 2, 3.

Za svaku trojku brojeva x, x,, x; imamo tri povrsi (plohe) koje se seku
{sl. 3), opste uzevsi, u jednoj tacki, Cije su to koordinate. Pravolinijski i
polarni koordinatni sistem javljaju se kao posebne vrste toga opSteg, krivo-
linijskog sistema.

. Menjanjem koordinatnih sistema postiZe se velika pokretnost, koja
je neophodna u reSavanju mnogih zadataka geometrije. StanoviSte Kkre-
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tanja i pretvaranja dolazi tu do vidnog izraza. StaviSe, zanimljivo je da
to isto moZzemo posmatrati sa jo3 jednog stanovista, dajuci istim ratunskim
4 radnjama drugo geometrijsko tumacenje:
umesto da transformaciju koordinata shvatimo
kao promenu koordinatnog sistema u od-
nosu na iste tacke, moZemo je shvatiti i kao
promenu tacaka u istom koordinatnom sistemu.
Tada nam isti obrasci pretstavljaju nekakvo
preslikavanje u ravni ili prostoru. Evo dakle
dva razna stanoviSta pred istim analitiCkim
izrazima. Tako npr. prelaz iz jednog u drugi
pravougli sistem s jednakim jedini¢nim du-
7ima dobiva znacenje premestanja figura (sl. 4),
S 3 a prelaz iz pravouglog u kosougli sistem do-
biva znalenje afinog preslikavanja, kakvo
vidimo npr. u odnosu nekog ravnog lika obasjanog suncem i njegove
senke (sl. 5). Stanovidte preslikavanja jedno je od osnovnih
u savremenoj geometriji,

Y
y
y’\ / D ¢
\

Projektivna geometrija je sva u tome. I proistekla je iz projektovanja
likova jedne ravni na drugu ravan. Projektovanje je preslikavanje. Pravo
poreklo projektivne geometrije je u perspektivi, u nacrtnoj geo-
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met riji, koja se obi¢no proucava kao posve prakticna grana geometrije.
Ali ne zaboravimo da se i nacrtna geometrija mozZe strogo deduktivno raz-
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viti. To je euklidska geometrija u prostoru, no izvodena putem projekto-
vanja, konstruktivno, u ravni. To su preslikavanja prostornih oblika na
ravni. Postoji dakle posebno stanoviSte macrtne geometrije. S njega se ne
posmatraju samo projektivni odnosi, vec i afini i kongruentni.

Projektivna geometrija bavi se samo projektivnim preslikavanjem. Pri
tome pravoj odgovara prava, ravni ravan, no beskrajno dalekoj, toboZnoj
tacki moZe odgovarati obi¢na tatka i obratno. Da bi se svemu tome dao
pogodan analitiCki izraz, moraju se uvesti svima poznate homogene koor-
dinate, kojih ima jedna viSe od obi€nih, nehomogenih. U najprostijem
slucaju to su za tacke prostora Cetiri koordinate X, Y, Z, U, koje stoje s
obi¢nim koordinatama x, y, z u vezama

X Y Z

x=—U,y=:U,z U.

Tada tacku ne karakteridu viSe same vrednosti koordinata, ve¢ njihove
razmere. Beskrajno daleke tatke su one za koje je U = 0. Ovo je jedna-
¢ina tobozne ravni. — U opdtem slucaju to su projektivne koordinate x,,
Xq, X3, X, odredene vezama

xi=aix +-biy-+eaz+d, i=123 4

1
Jednacina ravni glasi tada '
u1x1~}—u2x2+u3x3+u4x4=0.

Koeficijenti u; odreduju ravan kao Sto veli¢ine x; odreduju tacku. Otud
nazivamo te koeficijente projektivnim koordinatama ravni, dakle u jos
jednom smislu proSirujemo pojam koordinata. Isto tako imamo u ravni
koordinate pravih. Zakon dualnosti dobiva time usled simetrije formula svoj
analiticki izraz. A stanoviste dualnosti jedno je od glavnih u
projektivnoj geometriji. S njega cela ta oblast pokazuje svu svoju jedno-
stavnu lepotu. U ideji izomorinih grupa i ekvivalentnih geometrija dobilo
je stanoviste dualnosti svoj opsti oblik i znacaj.

Transformacije koordinata, koje u prostoru odreduju projektivno pre-
slikavanje, su makakve homogene linearne supstitucije:

Xi= a1 x; | @2 Xy 03 Xg + @i x, =123 4

Wi = i Uy - G ouy - iz Uy oo wy, i=1,2,34
za kolineacije, a
;= by x; + bz xp + biz xg + bu xy i= 1, 2, 3, 4

X =B +Biuy Bz ouy + B i=12234

za korelacije, koje pretvaraju tatku u ravan i obratno, u skladu s nacelom
dualnosti. Ali ne zaboravimo da se u geometriji prouavaju i svakovrsne
opétije transformacije koje definiSu opstija 1 drugatija preslikavanja, druge
i opétije geometrije i prostore. Tako npr. imamo za obostrano jednoznalne
algebarske transformacije algebarsku geome triju, a za konformno
preslikavanje u ravni, na povrsi ili u prostoru konformnu geometriju.

ili
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‘Posebni znaCaj dobiva stanoviSte preslikavanja u neeuklidskoj geo-
metriji kada traZimo da neeuklidsku ravan preslikamo na euklidsku i neeu-
klidski prostor u euklidski, Na taj nac¢in dobivamo, ipak, pretstave o prostorima
koje ne moZemo neposredno sebi predociti. Tako je npr. u geometriji na
sferi ostvarera planimetrija Rimanove sferne geometrije: sfera je euklidska
slika ravni sfernog prestora, Tako je Beltrami ukazao na pseudosferu (sl. 6)

SL 6

kao na sliku jednog dela ravni Lobalevskog. Poenkare je $tavise dokazao
unutarnju neprotivre¢nost geometrije Lobacevskoga, preslikavii na izvestan
naCin beskrajni prostor te geometrije u unutragnjost lopte naseg euklidskog
prostora. Pri tome odgovaraju ravnima delovisfera a pravim kruZni lukovi.
Zakljulio je iz mogucnosti te trodimenzione slike da je hiperbolna geo-
metrija u sebi neprotivre¢na, kao i sama euklidska geometrija.

Najzad i u aksiomatici geometrije uopste, kad za aksiome dokazujemo
neprotivreCnost, nezavisnost i potpunost, preslikavame jednu oblast na
drugu i geometriju ucpSte naizvesnu oblast aritmetike, a iz neprotivre¢nosti
aritmetike zakljuCujemo da nam je i geometrija neprotivre¢na. Pri tome,
u stvari, stojimo istovremeno na stanovistu analiticke geometrije,

Tako se stanovista vazda ukrstaju, udruZuju i sadrZze jedna u drugima,
obasjavaju¢i sve nove sklopove Cinjenica. Vratimo se stanovistu analititke
geometrije. Ono je omogudilo ne samo uspe$no reSavanje mnogih ,ne-
resljivih“ problema, ve¢ i otkrivanje novih oblasti geometrijskog istrazi-
vanja. | sam pojam prostora prosirio se u nedogled. Pre svega, obrazo-
vanjem pojma viSedimenzionog prostora. Zatim, svakojakim
menjanjem i uopStavanjem predmeta pa i osnovnih svojstava prostora.
Naravno, ¢im smo napustili trodimenzioni prostor moguénost predocavanija
prestala je takoreci potpuno. Ali tu je upravo snaga analititke geometrije,
Sto su njeni racuni nezavisni od prostornih pretstava i prema {ome nasi
zakljucci ostaju isto tako tatni kao da u svim tim izmi$ljenim prostorima
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konkretno Zivimo. Bavimo se u stvari algebrom i analizom, i rekli bismo
da samo pogodni nazivi i obeleZavanja ¢ine na$ rad geometrijskim, ali
Cesto su nas ta uopstenja dovela do vrlo konkretnih saznanja. Stanoviste
analiticke geometrije sjedinjeno sa stanoviStima uopStavanja, preslikavanja
itd. vode pouzdanim putovima naucnog istraZivanja,

Nije uvek lako ni sagledati stanoviite na kome stojimo. Obi¢no se
nova problematika pocCne razvijati prema joS nejasnoj teZnji uperenoj u
izvesnom pravcu. Nalela se tek utvrduju. No u nejasnoj teZnji stanoviste
na koje se staje ve¢ postoji skriveno. Podici u svest to stanoviSte znaCi
osvrnuti se na ve¢ sagradeno delo i tek sad ga svesno izgradivati. Jesmo
li uopste sagledali jedno stanoviste do kraja? To je, strogo uzev, nemoguce
ako se ne vidi i suprotno stanoviSte i uzajamni odnos svih stanoviSta koja
s prvim imaju veze.

Tako, kad smo dodirnuli geometriju starih Grka, izneli smo neka
njena stanovi$ta. Nismo ih pobrojali sva. NeSto najosnovnije, $to ne rekosmo,
je sama opStost geometrijskih istina. JoS ine sluteci Pitagorin
stav bice da su sumersko-egipatski harpedonapti pokazivali najpre, mozda
zatezanjem konopca, na trouglu Cije su strane imale duZinu tri, Cetiri i pet
,prutova“, da je jedan ugao prav. Posle se uvidelo da to vredi za sve
trougle kojima se strane odnose kao 3:4:5 i da je osim toga kvadrat
sagraden nad hipotenuzom jednak zbiru kvadrata nad obema katetama. Od
toga, ve¢ prilitno opsteg saznanja dospelo se vremenom do jo§ mnogo
opstijeg, do Pitagorina stava za sve pravougle trougle. Put do njega bio
je dug. No predmet geometrije je proucavanje tih opstih Cinjenica, zajed-
ni¢kih svim geomelrijskim objektima izvesne vrste. Te objekte moZemo-
menjati, transformovati u izvesnim granicama — op$ta Cinjenica ostaje. Tako
npr. moZemo menjati i poloZaj i veli¢inu i oblik trougla — Cinjenica da
njegovi uglovi iznose zajedno dva prava ugla ostaje. StanoviSte menjanja
i preobrazavanja bilo je u stvari skriveno sadrZano u geometriji jo§ od
prvih njenih poletaka. I, stojalo se ve¢ i na stanovi$tu uopStavanja, koje
odlikuje svako misljenje u pojmovima. Mi smo ga malopre nasli 1 u visi-
nama sloZenih problema saviemene geometrije. :

Ali ovim razmatranjem prilazimo istodobno stanoviStuteorije
grupa. Ono je dovelo krajem proSlog veka Klajna da odredi na izvestan
nadin predmet elementarne geometrije. Ako se zapitamo kako smemo menjati
figure da bi se odrZale osobine koje proutava elementarna geometrija,
vidimo da poloZaj i veli¢inu figure smemo kako bilo menjati, samo ,oblik*
ne, jer npr. krug treba da ostaje krug. Polazna i promenjena figura moraju
biti sli¢ne. Transformacije koje odrZavaju sli¢nost zovu se ekviformnim.
Tac¢nije, one se sastoje iz translacija, rotacija oko osa, simetrija u odnosu
na ravan i homotetija. Ono §to se postiZe uzastopnim ekviformnim transfor-
macijama moZe se posti¢i i jednom takvom transformacijom ili, kako se u
teoriji grupa kaZe, proizvod ekviformnih transformacija je opet ekvi-
formna transformacija. To je ono glavno svojstvo koje odlikuje takozvanu.
grupu uopSte. Elementarna geometrija proutava osobine koje ostaju
invarijantne spram svih ekviformnih transformacija. Nju definiSe grupa tih
transformacija. Tako je svaka vrsta geometrije okarakterisana izvesnom
grupom transformacija prostora ili u prostoru.

Ovo stanoviSte je unelo mnogo svetlosti u pojedine geometrije i u
njihove uzajamne odnose. Ono npr, uvrifuje u grupu topoloskih transfor--
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macija projektivnu grupu kao podgrupu, afinu grupu kao podgrupu projek-
tivne, ekviformnu kao jo§ uZu podgrupu. Tako se StaviSe i elipsnai hiper-
bolna geometrija mogu izvesti iz projektivne grupe.

No vratimo se jo$ jednom u 17. stolece. Samo na pola veka iza ot-
krica analiticke geometrije dolazi u radovima Njutna i Lajbnica do izraza
novo otkrice, jedno od najvecih u povesti matematike: pronasla se tako-
svana infinitezimalna metoda, matemati¢ka analiza. U
njenom postanku je geometrija ve¢ imala osnovnu ulogu. Setimo se samo
problema tangente, rektifikacije i kvadrature. Sad je trebalo da infinitezi-
malni radun prozme geometriju. Op$ts osnovu je pruzala analiticka geo-
metrija. Tako se razvila primena analize na geometriju, istinsko ispitivanje
krivih linija, krivih povrsi, geometrijskih oblika vrlo opstih vrsta, pred
kojima je do tog Casa misao stojala nemoc¢na, ograniCena na mali broj
pristupacnih primera. Infinitezimalni racun je doneo novo stanoviste s ne-
doglednim vidicima na sve strane,

U geometriji bilo je osobito pogodno posmatrati takozvane beskrajno
male veli¢ine, bolje reci diferencijale. U pocetku je analitiCka geometrija
proucavala oblike samo u njihovoj celini, no u mnogim i nekim glavnim
pitanjima behu teSkoce nesavladive. One su se savladale tek kada se nasao
put da se zaobidu. Trebalo je po infinitezimalnoj metodi posmatrati geo-
metrijske odnose o malome, u blizini pojedinih tacaka, gde se beskrajno
male veli¢ine viSeg reda mogu zanemariti, te se oblici upro$€avaju, krivo
se moZe zameniti pravim i raCunski izrazi postaju osobito jednostavni. To
je stanoviste diferencijalne geometrije. Ono nas je odvelo u
pro§irivanju i produbljivanju pojimanja prostora dalje no $to bi sva ranije
pomenuta stanoviSta mogla zajedno sama. S pravom se smatra da je uloga
diferencijalne geometrije najznaCajnija u obrazovanju saviemenog pojma
prostora.

Potsetimo se prvo teorije krivih povr$i. Ako su tacke jedne
povrsi odredene u dekartovskom koordinatnom sistemu funkcijama

x=xWv),y =y (@v),z=2zI(n

dvaju parametara, imamo za svaku stalnu vrednost u ili v izvesnu liniju na
povrdi. Sve te linije obrazuju mreZu izvesnog krivolinijskog koordinatnog
sistema na povrsi. Diferencijal ds duZine kakve bilo krive na povrsi dobiva
se u zavisnosti od diferencijala du i dv, kao Sto je poznato, iz odnosa

ds* = g,y du® + 2g;, du dv + gy dv?,

.gde st gyq, g1 Z2e izvesne funkcije parametara u i ». Desni analitiCki
izraz ima zaista osnovnu ulogu u celokupnoj teoriji povrSi. Ta homogena
forma zove se osnovnametricka forma povrsi. Merenje duZina, uglova
i povrsina povrsi, celokupna metrika povr$i potpuno je odredena koefi-
cijentima g,

Da bi se razradila geometrija na nekoj povrsi nije dakle potrebno
po¢i od koordinata x, y, z, od oblika i poloZaja povrsi u prostoru. Dovoljno
je utvrditi kakve bilo koordinate u, v na povr$i i pronaci funkcije gz Ove
se mogu izracunati samim merenjem diferencijala ds. Dakle, da bi se razvila
.geometrija na povrsi dovoljna su merenja na samoj njoj, ne mora se iz-
Jlaziti van nje u prostor. To je takozvano unutarnje stanovisSte,s
koga razvijamo unutarnju geometriju neke povrsi :



47

Napu$tanjespoljnjeg stan ovista iprihvatanjeunutarnjeg
postaje osobito potrebno kad se prethodno promatranje prenese na prostore
triju i viSe dimenzija. Mogu se, pre svega, po analogiji na krive povrsi,
zamisliti krivi prostori, koji stoje u euklidskim prostorima s vise
dimenzija kao $to neka povrs stoji u trodimenzionom euklidskom prostoru,
Gledaju¢i s unutarnjeg stanovista, potrebne su za trodimenzioni krivi prostor
tri kakve bilo koordinate u, u,, u;. Tada se metricka forma neposredno
uopstava:

3
ds® = Tik gy du; dup,
1

Njom je unutarnja geometrija krivog prostora potpuno odredena,

Znacajnu ulogu ima pojam krivine takvog prostora. To je uopStenje
Gausove potpune krivine krivih povrsi. Sfera, pseudosfera i ravan su
povrsi Cija je potpuna krivina u svim tackama jednaka, stalna: za sieru
pozitivna, za pseudosferu negativna, za ravan nula, Tako je i u one ftri
neeuklidske geometrije: odlikuje ih stalnost potpune krivine; u elipsnom
prostortt ona je pozitivna, u hiperbolnom negativna, u euklidskom (para-
bolnom) nula. Riman, koji je te odnose prozreo, mogao je tada lako iz-
graditi ideju svoga opSteg, rimanskog pros tora, u kome se krivina
menja od tacke do tacke, kao na makakvoj obloj povrSi. Pri tome je uzeo
u obzir koji bilo broj dimenzija. Polazna tatka je uvek metricka forma

n
ds? = ik gy du; dug,
1

Velicanstvena je op3tost tih rimanskih prostora. Euklidski prostor i
dva njemu srodna neeuklidska su sasvim posebni sluCaji. — No Cinilo se
da nikad matemati¢ka misao nije u smelosti svojoj otiSla dalje od realnosti,
nego tada. Nije li ve¢ Lobacevski bio u otima sveta tvorac praznih, ne-
potrebnih apsirakcija? Pa ipak, upravo ti najapstraktniji Rimanovi prostori
pokazali su se u Ajn3tajnovoj opstoj teoriji relativnosti najbliZi zbilji. Njihov
proizvoljni oblik bio je upravo potreban da bi se mogao prilagoditi sloZenoj
stvarnosti svemira.

Tu dobiva kako uop$tavanje tako i unutarnje stanoviste najkonkret-
niji znaaj. Hocemo li da konkretnim merenjem, recimo u smislu astro-
fizike, utvrdimo geometriju koja u svetu vlada, moramo merenja vrsiti u
njemu; ne moZemo izi¢i iz prirodnog prostora u nekakav Cetvorodimenzioni
prostor i odonud proucavati ustrojstvo naseg prostora. Tu je dakle unutarnje
stanoviste jedino moguce.

U tom krugu problema, koji je doSao do veliCanstvenog izraza u
teoriji relativnosti, stali smo s geometrijom na novo stanoviste, jedno od
najznalajnijih, na fizi¢ko stanoviste. Pitamo se kakva geometrija
vlada u realnom prostoru i znamo da nam odgovor mogu dati samo po-
smatranja i eksperimenti. Ve¢ u specijalnoj teoriji relativnosti primoravaju
nas Cinjenice fizike da prostor ne posmatramo odvojeno, ve¢ u jedinstvu
s fizickim zbivanjima. Nisu zbivanja podvrgnuta prostoru, vec je prostor
organski deo jedne, nerazdvojne vasionske zbilje. Cinjenice traZe da prostor
i vreme stopimo u jedinstvo zasnovano na rasprostiranju svetlosti i tako
izgradimo S$iru, prirodi srodniju matematicku teoriju. No i tada obuhvata
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geometrija sve svojom neeuklidskom Cetvorodimenzionom prostornom
shemom, koja se u teoriji relativnosti naziva ,svet.”

U opstoj teoriji relativnosti ide to veliko stapanje dalje; gravitacija
prilazi jedinstvu; geometrija gubi jo§ viSe od svoje apstraktne nezavisnosti;
ali opet biva u stanju da obuhvati sve snagom opstih rimanskih ili joS§
opétijih prostora. Prostorno-viemenski svet je Cetvorodimenziono rimansko
prostranstvo, njegova promenljiva krivina zavisi od gustine materije na
pojedinim mestima. Usled postojanja toga stanoviSta moZe se re¢i da geo-
metrija uvire u fiziku; u jedinstveno gledanje na prirodu, iz koga je nekad,
pre viSe od dve hiljade godina geometrija potekla. Ali, sad su to ogromne
oblasti matemati¢kih teorija, koje protkivaju nasa duboka saznanja o svetu.

Dalje u posmatranju raznih. stanovi$ta u geometriji necemo ici. Osvr-
nimo se samo jod na vektorskiitenzorskiracun, koji se Cesto
ubraja u geometriju, i na$iroko polje primena geometrije. Vektori
nisu Cisto geometrijski objekti, tenzori jo§ manje. OpSte stanoviSte je mate-
maticko, ali ne geometrijsko. Vektori su dodue smeSteni u prostoru, imaju
svoj smer, ali nisu nikakve duZi. Npr. u mehanici sila je vektor, ali nije
duZ, nije geometrijski objekt, ma da ima smer i napadnu tacku. No vektori
se mogu primeniti u geometriji, kao i u raznim oblastima teorijske fizike,
i prikazati orijentisanim duZima.

Primene geometrije su nebrojene, ali s njima napuStamo polje same
geometrije pa i predmet ovog razmatranja. O geometrijskim stanovistima
u drugim naukama i oblastima ljudske delatnosti nismo nameravali govoriti.
Svakom je poznato da se geometrijski mogu prikazati razne vrste objekata
i u matematici i van nje, i da se razni predmeti mogu proucavati metodama
geometrije. No osvrnuvsi se ukratko na stanoviSta u geometriji, izneli smo
letimi¢an pregled i same geometrije i njenog razvoja ukoliko nam je to w
tako zbijenom posmatranju bilo moguce. :

SUR LES POINTS DE VUE QUI DOMINENT LA GEOMETRIE
PAR M. RADOJCIC

-Conférence, donnant un apercu des diverses branches de la géométrie
en considérant les principaux points de vue auxquels on ce place en
géométrie. ‘ ‘



FUNKCIJE I PRESLIKAVANJA U VEZI SA SREDNJOM SKOLOM

DURO KUREPA

Pojam funkcije i uopce preslikavanja od osnovne su vazZnosti u &ita-
vom duhovnom Zivotu Covjeka. U srednjoj Skoli sretne se ucenik sa mnogo
i vrlo raznovrsnih preslikavanja i funkcija; nesto svijesno, a ne$to, veéim
dijelom, nesvijesno. Cak i s obzirom na funkcije u uZem smislu, u€enik se
upozna s pojedinim funkcijama i postupkom kako se doti¢na funkcija izra-
Cunava, a da ipak ne shvati, da se pritom radi o odredjenoj funkciji. Tako
na pr. kod logaritmiranja od ucenika se traZi da odredi karakteristiku i man-
tisu logaritma, ali mu nije svijesno zadano da u tome postupku vidi odre-
djenu funkcionalnu zavisnost medju zadanim brojem i nadjenom karakteri-
stikom ili mantisom. A da ne govorimo koliko malo ucenik ¢uje o presli-
kavanju (povezivanju) raznovrsnih elemenata medju sobom kao brojeva na
jednoj strani i tacaka ili crta na drugoj strani.

Kod funkcije je od osnovne vaZnosti da znamo skup S u kojem
¢emo funkciju definirati, a onda postupak f kojim ¢emo svakom elementu
(broju, taCki, atomu) x toga skupa S t.j. svakoj vrijednosti nezavisne pro-
mjenljive x pridijeliti odredjen predmet f(x); naravno, f(x), sa svoje strane,
moZe biti broj, tacka, linija itd. Ako je slucajno A(x) jedan ili vise real-
nih brojeva, tada se funkcija f zove realnom.

Najcesce se podje od skupa Ci, odnosno C svih realnih brojeva?) (li-
nearni kontinuum), pa se onda raznim ralunskim postupcima odreduje broj
ili brojevi f(x). Tako na pr. ako se svaki x pomnoZi sa 3 i dobivenom
proizvodu doda 5, dobije se funkcija 3x -+ 5.

Da se medjutim radi i o opcenitijim preslikavanjima (funkcijama), ma
da se to izricito ne kaZe, pokazace nam slijede¢i primjeri.

1. Kona¢ni i beskonadc¢ni nizovi Svakako, od svih
brojeva najbolje poznajemo; prirodne brojeve; pogotovo prva
dva prirodna broja

1, 2

i njihov skup { I, 2 } Svako jednozunacno preslikavanje f skupa { 1, 2}
zove sedvoclanim nizom ili uredjenom dvojkom, pa
se f(1) zove prvim, a f(2) drugim Clanom doti¢nog niza; sam niz se ispisuje
ovako :

f(l), f(?) ili j0§ CeSce f1, f,_ odnosno (f(l), f(z)) ili (f1, fz}

Napose se moZe govoriti o realnim jednoznacnim funkcijama definiranim u
skupu { 1, 2 }
1) Podsjetimo ¢itacca da pod realnim brojem razumijevamo svaki obiéni, decimalni,

broj. Oni decimalni brojevi koji su periodi¢ni zovu se racionalnima; iracionalni bro-
jevi jesu neperiodski decimalni brojevi.

4
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Potpuno sli¢no definira se troclani nizili uredjenatrojka

kao bilo koja funkcija u troclanom skupu { I, 2, 3} Niz od n ¢la-

nova ili uredjena n-orka’ jest svakx postupak f kojim svakom
od brojeva 1,2, .. ., n pridijeljujemo potpuno odredjen predmet (broj, tacky,
liniju itd.); sam niz se na vidan nacin prikazuje ovako:

1), £2), . . ., fin)
fl, fz,-'.,{n

da se naznaci da ,nezavisna promjenljiva“ oznaCuje prirodan broj. Tako
na pr. govori se o nizu od 5 kvadrata .

ili jo§ Cedce

Kl’ K2’ K37 Kb Ks

pri emu je za n=1, 2, 3, 4, kvadrat K,y upisan u kvadrat K, Predmeti
f(tyy ..., fn) zovu se ¢lanovi niza itoporedu:prvi, drugi,
...,n-ti Clan niza. Tako na pr. govori se o prirodnom nizu e kemij-
skih elemenata; kod njega je e; = H, e2 = He, ey, = Pb (0lovo) e, = U
(uran). ‘

Svako jednoznalno preslikavanje f skupa N prirodnih brojeva zove se
beskonacan niz; on se obicno prikazuje ovako:

fwy, 1@, ..., fin), fa+1),...
i]i fl‘ fz, .o fn‘ fn+1, .

Tako na pr. govon se 0 nizu recipro¢nih vrijednosti negativnih cijelih bro-
jeva:

1 1 1

= TR R

Govori se o beskonacnom nizu .kvadrata i kruZnica

Dp Ov Dzr OZ: oo

pri Cemu je kruZnica (O, upisana u kvadrat [ ], a opisana oko kvadrata
Dn+l

Konacno svaki predmet za sebe moZemo shvatiti jednoc¢lanim
nizom.

Na taj nacin vidimo kako pojam niza pada u okvir funkcija koje su
definirane u cijelom skupu prirodnih brojeva ili kojem njegovu dijelu. Pri-
tom vidimo da vrijednost funkcije (== lan mza} moze b1t1 bilo kakav stva-
ran ili zamiSljen predmet.

To je jedna vrsta preslikavanja (funkcija) koja dolazi u srednjoj $koli,
a koju smo htjeli narodito istaci.

2. Koordinatna os kao osnovni primjer pre-
slikavanja (veze).

Koordinatna os .ili brojevni pravac jest svaka prava crta (linija) na
kojoj istitemo dvije talke, pa jednoj pridijelimo (koordiniramo) broj 0,
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«drugoj brojil. Ona istaknuta taCka kojoj je pridijeljena 0 zove se poclet-
ama tacka ili isheodiSte, a oznatujemo je sa O (pocetno slovo
latinske rije¢i origo-pocetak) ili (o) ili naprosto sa 0 da time
maroCito. istaknemo_da je taCka povezana (koordinirana) sa brojem 0. Ona
«druga istaknuta taCka pravca oznaluje se sa J (jedinica) ili sa (Iyili 1 il
kakvim drugim znakom (na pr. x,, #; i sl.) koji bi nas podsjetio na jedinicu.
*Ona se naziva jedini¢nom tac¢kom.
Smijer na brojevnom pravcu od
:ishodista prema jedini¢noj tacki zo- p

we se pozitivian; suprotni smjer
Zove senegativni smjer bro-

jevnog piavea. ;
g g P Ovaj pravac nije brojevan

Uklonimo.li sa koordinatne osi
a d »
b
¢ )
1 \ 1
0 ™

ishodiSte O, raspada se ona u
+dva potpuno odredjena polupravca;
-onaj-od :tth dvaju polupravaca u
ikojemileZi i jedini¢na tacka, zove se
pogitivna poluos koordi-
ira tneosi, Negativna poluos je
«ona preostala polovina. : ) _ .
Svaki od pravaca a, b, ¢, d, je brojevan
Prema tome: .
S.waka koordinatna os

sastoji se od tri posve odredjena dijela i to od is-
hodiSta, od pozitivne poluosi i odnegativne poluosi.

buZinu 01 Sto je odredjuje ishodiSna i jedini¢na tacka upotrebljavamo
skao jedinicu za mjerenje (jedini¢na duzZina) DuZinu naime
Q1 §lo je odredjuju te dvije istaknute taCke uzimamo kao jedinicu za
im jerenje po brojevnom praveu. KliZze li se po pravcu duZina i tako
-da joj poCetna tacka 0 dodje u taCku imena 1, drugi njen kraj paSce u
facku kojoj Cemo pridijeliti (koordinirati) broj 2, pa je moZemo i oznaditi
53 {2) ii 21zevati tacka 2 zadanog brojevnog pravca
Daljim nanoSenjem jediniCne duZine Ol preko tacke 2 dolazimo do tacke
:3 brojevnog pravca, pa do tatke 4 itd. Pokliznemo li po brojevnom
‘praveu jediniénu duZinu 01 ne preko tocke (1) nego u suprotnom, negativ-
nom, -smjeru tako da joS kraj imena (1) dodje u taCku (0), pada prvi kraj
(0) u odredjenu taCku brojevnog pravca kojoj ¢emo dodijeliti broj —1 i na-
zvati je tatkom (—1) ili —1 brojevnog pravca. Daljim klizanjem preko —1
-dolazimo do tatke —2, pa do tacaka (—3), (—4), (—5) itd.

Prirodno je da sredini jedinicne duZine Ol pridijelimo broj i/, i da je
:nazovemo tackom (Y,) ili *, koordinatne osi Nano-

simo i duZinu 0% u smjeru od O prema 1 recimo 7 puta, doéi ¢emo do

-odredjene taCke pravca, koju ¢emo obiljeziti sa (7—}2—) odn. (g-) ili —g— Da
:smo nanosili u suprotnom smjeru, prirodno bi bilo da dobivenu tacku na-

znacimo sa (-——z) ili __Z.
) 2 2

4%
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Na taj nacin suprotnim brojevima pridijeljene su na koordinatnoj ios
tatke koje su poloZene simetricno prema pocetku 0. , .
Prirodno je takodjer da broju V2, za koji znamo da je jednak dijago-
nali jedini¢nog kvadrata, pridijelimo na koordinantnoj osi onu tatku Sto je
dobijemo kad pocam od 0 nanesemo u pozitiviom smjeru dijagonalu kva--
drata kojemu je stranica jednaka jedini¢noj duZini. Sad nam je jasno kako:

¢emo nacrtati talku koja bi odgovarala broju 132— ili —§V', V3, ———25—]/7 itd.

Definicija. Apscisa tacke T na koordinat-
noj osi jest broj koji po svojoj vrijednosti ka-
zuje koliko se puta jedini¢na duZina nalazi u
duzini OF; taj broj ima biti pozitivan ili nega-
tivan, veé prema tome da li se ta tacka T nalazi
u pozitivnoj ili negativnoj poluosi; samom isho-
distu pripada broj 0 kao apscisa. o

Na taj na¢in dobivamo ovu osnovnu vezu izmedju .real-
nih brojeva i taaka pravca: svakom realnom
broju pripada na koordinatnoj osi jedna jedina
viastita tatka kojoj je taj broj apscisa. Obrnuto,
svakoj ta¢ki koordinatne osi pripada jedan
jedini realan broj kao njezina apscisa

Upamti Apscisa tatke je neimenovan broj (a ne na: pr. duZina)..
Pomoc¢u svoje apscise, tatka je potpuno odredjena na koordinatnoj osi..
Zato i apscisa moZe da posluzi za oznaku dotiCne tacke. Apscisa
neke tacke koordinatne osi metnuta u zagradw
moze da posluzi za oznacivanje te taCke i nje-
nog poloZaja na koordinatnoj osi. . {

Ako pak tatka ve¢ od prije ima svoju oznaku na pr. A, M, T, isl,
onda se nova oznaka pomocu apscise stavlja neposredno iza stare oznake,
pa se tako govori o tatki A ili A(3} ili (3). Sli¢no se govori 0. tackama:

B(—2), M(:-z—) c(7%2), Dliog 17), E(—cos 50) itd; a govori se i ma-

prosto o tackama (), (-—%) (cos 1), (log 72,14) itd.

Koordinatna os omoguéuje dvostruk prelaz: s jedne strane prelaz od
brojeva (apscisa) ka svojim tackama te osi, te obrnuto, prelaz od:tacaka ka:
brojevima — svojim apscisama. ,

Zato se i moZe govoriti o tackama (0), (5), (—4)?), pa Cak i o tacka-
ma —1, —8, 17, log 2 itd. na koordinantnoj osi, odnosno: o brojevima
A, M, N i sl, ako su A, M, N odredjene tatke koordinatne osi..

Eto, to preslikavanje igra osnovnu ulogu; na osnovu.njega postaje
svaki pravac nosiocem svih realnih brojeva. :

3. Koordinantni sistem u ravnini jest sistem od
dvije koordinatne osi te ravnine od kojih jedna (t.zv.. ordinatna os ili os-
ipsilona, os y) nastaje iz druge (t. zv. apscisna os ili os-iksova, 0s x) fo-

] Citaj: nula, pet, minus Cetiri.



53

tacijom oko zajedniCkog poCetka O za 90° u pozitivnom smislu (t.j. suprotno
od smjera kretanja kazaljki na satu). ,

Koordinatnim sistemom povezujemo tacke
gfavnine i uredjene dvojke brojeva., Naime, neka je M
proizvoljna taCka (ravni); povuemo li kroz M pravac paralelno s ordinat-
nom osi, sje¢i ¢e on apscisnu os u posve odredjenoj tacki Mx ; ona's ob-
zirom na apscisnu os ima posve odredjenu apscisu x, pa se broj x zove
apscisom zadane tatke M s obzirom na zadani
koordinatni sistem. Istotako, povucemo li kroz M pravac para-
lelno s apscisom osi, sje¢i ¢e on ordinatnu os u odredjenoj tacki; apscisa
te tacke s obzirom na ordinatnu os zove se ordinatom zadane
tafke M s obzirom na zadani sistem koordinata.
Apscisa x i ordinata y tatke M s obzirom na zadani koordinatni sistem
zovit se jednim imenom koordinate tacke M Da se vidno
istakne veza medju M i brojevima x i y piSe se M = M(x, y) ili M(x,y)
pa se govori o tacki M(x, y) odnosno o tacki (x,y).

Prema tome, svakoj tatki M (ravni) pripada ure-
djena dvojka brojeva x i y; prvi ¢lan te dvojke
jest apscisa, a drugi &lan jest ordinata tacke M.
Vazi i obrat, svakoj uredjenoj dvojki x, y broje-
va pripada jedna jedina tac¢ka naime taCka (x V),
kojoj je prvi ¢lan dvojke apscisa, a drugi ¢lan
dvojke ordinata.

Na taj nacin vidimo kako (itava ravan postaje nosiocem uredjenih
dvojki brojeva t.j. svih jednoznacnih realnih preslikavanja dvoclanog skupa

g 1, 2} koji je sastavljen od brojeva 1 i 2.

4. Brojevna (trigonometrijska, koordinatna)
kruznica Trigonometrijske funkcije.

Realne brojeve moZemo smjestiti ne samo na
beskonadnom pravcu nego i na konaCnoj kruZnici

Stvarno, ako na zadanu kruZnicu b nacrtamo tangentu f{, na { prene-
semo zadanu koordinatnu os sa svim realnim brojevima, pa onda zamisli-
mo da se kruZnica k neprestano kotrlja (bez klizanja) po tangenti ¢, dotak-
nuée pritom kruZnica k svaku tatku T tangente svojom jednom jedinom
tackom 7T7; ako je T= T(x) t.j. ako je x apscisa tacke T na koordinatnoj
osi f, moZemo broj x smjestiti u onu ta¢ku 7" kruZnice kojom cCe se kruz-
nica dodirnuti pravca ¢ u tacki T. ‘

Najzgodnije je tangentu ¢ proglasiti koordinatnim (brojevnim) pravcem
ovako: talku dodira uzeti za koordinatni pocletak
0, radius kruznice za jedini¢nu duZinu, a broj 1
smjestiti na t tako da idu¢i po t u pozitivonom
smijeru krug b ostaje na pozitivno]j poluravni tj
nalijevo. Ako tada po kruZnici namotavamo pozitivnu koordinatnu
poluos u pozitivnom smislu, a negativnu poluos u negativnom smislu, do-
spjece svaka tatka T(x) sa brojevnog pravca a time i svaki broj x na pot-
puno odredjeno mjesto kruZnice. KruZnica nosi sve br ojeve.
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Pritom u istu tacku kruZnice pada aritmeti¢ki dvoniz brojeva,?j kojemu je
razlika jednaka opsegu 2x kruZnice {radius je = 1).

Broj x moZe se zvati apscisom tacke T s obzirom
na kruZnicu k.

Sa brojevnom kruZnicom kao nosiocem (spre-
mi§tem) svih realnih brojeva trebalo bi da bude-
mo nacistu i sprijateljeni kao i sa brojevnim pravcem..

Pomo¢u brojevne kruZnice moZemo dati jednostavnu definiciju trigono-
metrijskih funkcija.

Pridrazimo trigonometrijskoj kruZnici & koordinatni sistem ovako: mje-
gov pocetak neka bude u srediStu 0 kruZnice; jedini¢na tacka X; apscisne:
osi neka bude u onoj taki kruZnice u kojoj leZi broj nula; time je vec:
odredjeno, da je jediniCna tacka Y; ordinatne osilamo gdje na kruZnici leZi.

broj g— Na taj na¢in svaka tacka T’(x) kruznice ima svoju vlastitu apscisu:

X s obzirom na kruZnicu, ali ima odredjenu apscisu i ordinatu s obziroun
na nacrtani koordinatni sistem ; pomoc¢u broja x odredjena je tacka 7" na
kruZnici, kao i njene koordinate s obzirom na koordinatni sistem: ove se w
svojoj zavisnosti od x zovu kosinus i sinus broja xi ozma-
Cuju sa cos x, sin x, tako da ista tatka 7" kruZnice glasi (cos x , sin x)»

AY |

Tangens broja x vidi se sa slike: to je ordinata tacke w
kojoj pravac OT/{x) sijeCe pravac koji se kruga dotie u jedini¢noj
tatki X; apscisne osi.

) Dvoniz je svako preslikavanje skupa svih cijelih brojeva: osnovmi dvoniz jest
sam skup ) —n, —n-41,.,.,—1,0, 1, 2,...
svih cijelih brojeva. Dvoniz je aritmetié¢ki, ako je razlika izmedju svakog Clana dve-
niza i prethodnog €lana dvoniza jedan te isti broj — t. zv. razlika dvoniza,
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Analogno, apscisa tacke u kojoj pravac OT sijeCe pravac koji kruZni-
cu dodiruje u jedini¢noj taCki Y1 ordinatne osi zove se kotangens
broja x. ‘

Vrlo jednostavna ocitavanja sa slike (simetrija s obzirom na koordi-
natne osi i koordinatni pocetak) dovode nas odmah do osnovnih trigonome-
trijskih formula. Tako na pr. ¢injenica, da su suprotni brojevi x i — x smje-
Steni na brojevnoj kruZnici simetri€no s obzirom na njen pocetak (dakle
sli¢no kao §to vazi za koordinatnu os), pa prema tome i simetri¢no s obzi-
rom na apscisnu 0s, ta Cinjenica se odrazuje u poznatim formulama da je

sin (— x) = —sin X , €o0s (— X) = COS X.

Primjedba. Naravno, da se brojevi mogu smjestiti i na kakvu dru-
gu liniju (zatvorenu, konalnu ili beskonaénuj kao na pr. na duZ, trougao,
" kvadrat, na parabolu; na jednu granu hiperbole itd. Tako na pr. ako bro-
jevou os presavinemo (poput beskonacne trake postanskih maraka) u svima
cjelobrojnim taCkama, pa te jedini¢ne komade slaZzemo jedne na druge kao
da su to poStanske marke, postace jedini¢na duZ nosio-
cem svih realnih brojeva: na njen pocetak paSe svi parni
brojevi 0, -2, 4-4, ... a na njen kraj smjestit ¢e se svi neparni brojevi;

u samoj sredini duZi leZe svi brojevi oblika n—{——é—, gdje je n ma koji ci-

jeli broj. Na taj macin svakom broju pripada jedna
jedina tacka dok obrnuto svakoj taCki pripada jedan
jedini broj tek onda ako se linija svakom svVvo-
jom tac¢kom raspada u dva beskonac¢no duga ko-
ma da. Ako je nosilac brojeva konacne duZine (duZ ili luk smatramo za-
tvorenom linijom koju obadjemo tek onda kad ¢itavu duZ predjemo od
jednog kraja do drugog i natrag), onda poloZaj tatke zavisi od broja i
taj je polozaj isti kad se broj promijeni za duZinu zatvorene linije.

To je tako jednostavan, prirodan i vaZan primjer periodskih
funkcija. Napose, time §to se poloZa; taCke na brojevnoj kruznici ne
mijenja, kad se broj promijeni za opseg 2x kruZnice (radius je jedinica) do-
bivamo osnovnu periodsku funkciju, a posljedica toga jest periodi¢nost tri-
gonometrijskih funkcija.

5. Razna geometrijska preslikavanja Time Sto
svakom trokutu odredjujemo teZiste, imamo odredjena preslikavanja trokuta
u pojedine tacke. Isto tako imamo posla s odredjenim preslikavanjem tro-
kuta kad trazimo srediSte kruZnice koja je oko trokuta opisana.

Simetrija s obzirom na zadanu taCku, pravac ili ravan tri su dalja pri-
mjera preslikavanja: tu svakoj tacki T odredjujemo potpuno odredjenu tacku
T takozvanu simetri¢nu sliku zadane tacke T. Simetric-
na slika neke figure jest skup slika svih tacaka od kojih je ta figura sastav-
ljena, Tako na pr. simetricna slika kocke s obzirom na tacku u kojoj se
dijagonale kocke sastaju jest ta ista kocka, pa se u tom i sastoji centralna
simetrija- kocke. Sinusoida ima beskonatno mnogo srediSta simetrije (sve
prevojne tacke sinusoide); svaka tacka pravca jest odredjeno srediste sime-
trije pravca. : - :

Projiciranje je takodjer odredjeno preslikavanje.

Zgodan primjer preslikavanja dobijemo kad svakoj tacki pridruZimo
njenu polaru s obzirom na zadan ¢unjosjek (recimo elipsu) odnosno svakom
pravcu pridruzimo pol njegov s obzirom na zadan Cunjosjek.
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Promatramo li lukove krivulje y = log x za koje je
100 < x < 10™+, (n je cio broj)

pa pomaknemo li svaki taj luk paralelno tako da njegov lijevi kraj dodje
na ordinatnu os, tada svi ti preneseni lukovi obrazuju bas krivuljuy = r(log x).

Medju funkcijama specijalno se isti¢u one koje uzimaju uvijek jednu
te istu vrijednost, bez obzira na pripustenu vrijednost nezavisno promjenljive;

tosut zv. konstante Tako na pr. osnovna jednakost '(';,“ :% za

x == 0 pokazuje da je svaki razlomak funkcija broja x i to takova funkcija
koja prima jednu te istu vrijednost za svaki x == 0. Za samu nulu ta funk-
ax .

cija nije definirana. Gralikon y — by funkcije Zi podudara se sa pravcem

a R . . . . X a
y =+ iz kojega je iskinuta tacka (0, ’b*)‘

8 Nekoliko tipova funkcija Obrazovanje no-
vih funkcija. Medju najjednostavnije funkcije spadaju: linearne ax—-b,

razlomljeno linearne 2;( —t Z, kvadratne funkcije ax® -} bx - ¢, trigonome-

trijske funkcije, potencija x%, eksponencijalne funkcije a”,logaritamska funk-
cija log x itd. Pritom se podrazumijeva da je x realan broj i to bilo ka-
kav, uz jedno jedino ograniCenie, da doti¢na funkcija ima realno znacenje,
Tako na pr. kod logaritma se podrazumijeva da je logaritmand pozitivan
realan broj.

Od elementarnih funkcija mogu se obrazovati i zamrSenije funkcije
putem slaganja, krpljenja itd.  Slaganje se sastoji u tom da se argument
jedne funkcije zamijeni kakovom funkcijom: tako na pr. cos x* je sloZena
funkcija koja nastaje slaganjem elementarnih funkcija kosinusa i kvadriranja.

Krpljenje se sastoji u tome da se funkcija u razli¢itim podruc-
jima definira na razlicite nacine, a ne nuzno onake kako bi Covjek ocCeki-
vao. Tako na pr. funkcija y = x definirana je za svaki x isto kao i funk-
cija y = — x; medjutim ograni¢imo li za prvu funkciju nezavisnu varijablu
da bude >> 0, a za drugu da bude <0, dobije se krpljena funk-
cija koja se zove modul, i oznaCuje sa |x| i koja je dakle definirana
ovako: .

|x] = x za x >0,

|x| = —=x za x < 0.
Slika te funkcije podudara se sa polupravcima koji raspolavljaju prvi i drugi
kvadrant ravni. Ako je A(x) = sin x za x < 0
= 2% za x > 0,

onda je f jedna krpljena funkcija, a geometrijski je predocena sa pola si-
nusoide i pola pravca. Isto tako funkcija h za koju je

h(x) 0 za x <O
1 za x >0

nastaje krpljenjem dviju konstanata.

Il
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- Kamen ispuSten iz visine h nalazi se u Casu { u nadmorskoj visini
v(f); oCigledno je da je v() krpljena funkcija.

Zamijenimo li negativne vrijednosti sinusa sa nulom, dobije se krp-
ljena funkcija koja se pojavljuje u tehnici.

RacCunske operacije s funkcijama. Podvrgnemo li
funkcije ra¢unskim operacijama, dobicemo Cesto ponovno funkcije. Sabira-
njem konaCno mnogo funkcija oblika a, x* (n cio broj > 0) dobiva se
najopcenitiji algebarskx polinom. IzmnaZanjem konacno mnogo funkcija
oblika x — ay 1 proizvoljna broja b dobiva se takodjer najopcenitiji alge-
barski polinom (Gauss). Sabiranjem nekoliko funkcija oblika an cos n x,
ba sin nx (n cio broj) nastaju vrlo raznovrsne funkcije, a jedna od bitnih
naucnih tekovina jest cinjenica da se dosta opseZna klasa funkcija moZe
prikazati sumom beskonacnog reda funkcija ko;emu su svi Clanovi oblika
an COS n X -} by Sin n x ; pritom je n cio broj > 0, dok su an, by odredjeni
brojevi; ta se {injenica upotrebljava u vrlo raznovrsnim razmatranjima fizi-
ke, atomistike, kemije (otuda golema vaZnost trigonometrijskih funkcija).

9. Funkcije i prirodni pojavi. Izvorsve novih i no-
vih funkcija jest produbljeno izucavanje prirodnih i drudtvenih pojava. Tu
vidimo najraznoli¢nije povezanosti pa i takove koje jo§ ne znamo prevesti
na matematicki jezik. Jedan od bitnih znakova napretka pojedine nauke
sastoji se u pronalaZenju veza medju pojedinim njenim dijelovima. Tako
na pr. u fizici znamo za povezanost magnetskih, elektri¢kih i optickih po-
java. NaSlo se da karakter talasnih elekiromagnetskih pojava zavisi od du-
Zine valova A te pojave:

Ako je 4. 10— cm <A< 7.10~%cm, tada se to talasanje zove svijet-
lost, a zapaZamo je svojim okom;

ako je 10%<C A <C10° cm, tada se to talasanje zove radiovalovi, jer
se upotrebljava u radiotehnici. Za ultravioletno svjetlo je A oko 10—° cm.

Ako je N oko 10—% cm, tada se radi o Rontgenovim zrakama; za koz-
micCke je zrake XA ispod si¢uSnog broja 10—** cm.

Koliki je to uspjeh nauke da tako raznovrsne. pojave svodi na zajed-
ni¢ko promatranje u svojej zavisnosti od brojeval Covjek je nasao da se
energija iz jednog oblika moZe prevesti u drugi oblik, pa je Caki odredio
koliko energije jednog oblika proistiCe iz toliko i toliko energije drugog
oblika. Tako na pr. zna se za vezu izmedju 1 kalorije toplotne energije i
424 kg*m mehani¢kog rada. NaSla se veza medju masom i energijom. Vrsta
kemijskog elementa zavisi od broja protona u jezgru atoma toga elementa,
te tako imamo jednoznacno preslikavanje niza prirodnih brojeva 1,2,3,...91,92
na skup kemijskih elemenata.

Sve su to veze nadjene dugim i napornim radom naucenjaka.

Dandanas mnogobrojna mijerenja, preraCunavanja i zakljucivanja do-
vode nas do sve novih i novih funkcija i preslikavanja, pa i do takovih u
koje ¢ovjek u prvi mah nipo§to ne bi vjerovao da su moguéa (na pr. iz-
gleda nevjerovatno da se taCke bilo kakve male duZi mogu tako porazmje-
stiti da ispune citav beskonaclni prostorl).
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FONCTIONS ET CORRESPONDANCES EN LIAISON AVEC
IENSEIGNEMENT SECONDAIRE

PAR G. KUREPA

On constate que la notion de fonction et celle de correspondance
sont fondamentales; on donne quelques exemples de correspondances entre
des objets qui ne sont pas nécessairement des nombres. On définit la paire

ordonnée comme une fonction uniforme définie dans 'ensemble % 1, 2%

composé des deux nombres 1 et 2; d’une facon analogue, on définit la
suite de n termes ou le n-tuple ordonné comme toute fonction uniforme

définie dans P'ensemble % 1, 2,...,n % des nombres naturels <C n. La suite
infinie elle-méme est une fonction uniforme dans I'ensemble des nombres:
naturels.

L'un de plus importants exemples de correspondance est celle entre
des nombres reels d’une part et des points d’une droite d’autre part (ou
d’une autre ligne, finie ou infinie); on considére I'axe (la droite) numérique
justement come un procédé d’application du continu numérique C des nom~
bres réels sur le continu géométrique constitue de points d’une ligne.

En particulier, on parle du cercle trigonométrique comme d’un porteur
(support) de tout les nombres réels. Chemin faisani on mentionne que les
nombres réels peuvent étre logés sur des lignes bien variées (par exemple:
sur le périmetre d’un iriangle, sur un segment d’une ligne droite etc.). Seu~
lement, dans le cas général, les correspondances qu’'on obtient ainsi entre
des nombres et des points ne sont plus biunivoques. Et on se rend compte
que d’une facon bien naturelle on est ainsi amené a considérer des fonctions
périodiques dont I'important exemple est celui indiquant la position du point
sur un cercle trigonométrique en fonction du nombre correspondant.

On parle de correspondances variées od les variables ne sont pas
nécessairement des nombres. Par exemple, le probleme de trouver le centre
du cercle circonscrit & un triangle A\ en est un exemple od 'on fait cor-
respondre a tout triangle un point du plan du triangle. L’aire, le volume,
le poids des corps en sont d’autres exemples.

En physique et en chimie on recontre a tout pas des correspondan-
ces et des enchevétrements de phénomenes. Méme dans le cadre des fonc-
tions numériques il y a d’intéressantes exemples qu’on ne mentione pas
explicitement; telles sont par exemple les fonctions [x], [log x], x — [x],
x — [log x]; la considération comparative des courbes représentatives de
ces quatre fonctions est fort instructive.






PRIKAZ JEDNOG NOVIJEG PROBLEMA U ALGEBRI
DRAGOLJUB MARKOVIC, BEOGRAD

Izlaganje problemal Problemi ove vrste imaju za zada-
tak da prouce osobine korena jedne algebarske jednacine

ao + ax + ax® . - @ x" =0,

kad se izvesni koeficijenti utvrde, a ostali smatraju potpuno proizvoljnim.
Druk¢ije reéeno, treba odrediti u ravni kompleksne promenljive oblasti koje
sadrze jedan ili viSe korena algebarske jednacine, ali tako da odredba tity
oblasti zavisi jedino od grupe datih koeficijenata. Po pravilu, ove oblasti sw
krugovi opisani od poCetka. Prema tome, rezultati koji reSavaju ovaj problem
obuhvataju ne samo jedan jedini polinom, nego Citavu familiju polinoma,
Cija promenljivost zavisi od one grupe medu veliCinama a,, @y, Qs «0y 1 koje
se u konkretnom problemu smatraju proizvoljnim (slobodnimj.

Ovakvi problemi, kao $to se vidi, imaju prvenstveno karakter dokaza
egzistencije jedne takve oblasti.

Osnovni problem ove vrste moZe se formulisati: ,

Odrediti krug oko pofetka u kome se nalaz?
bar jedan koren polinoma

P, (x) = ay+ ayx + .. + an x*,

ali tako da njegov polupreénik zavisi samo od
ap, @, i n ili samo od aqia, a ne zavisi od ostalile
koeficijenata,

Ovaj problem vodi poreklo iz teorije funkcija, a neposredno iz ovoga
problema:

za celu funkciju

flx) = a, + ax + ... -+ an x" - o0 fa; #=0)
bar jedna od jednacina

ima jedan koren u krugu Eiji je centar u pocet-
ku, a poluprecdnik zavisi samo od a1 a.

Ovo je tzv. teorema Picard-Landau-a koja je inspirisala pro-
bleme takvog karaktera za polinome,

1) Svi podaci navedeni u ovom prikazu odnose se na literaturu meni poznatu do 1939 g;
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Razvijanje i reSenje problem a. Pocetkom ovoga sto-
jeca Landau je prvi dokazao da trinomna jednacina

1—}—x—{—ax*’==‘0

ima bar jedan koren u krugu |x| = 2; ma kakvi bili ¢ i n (aqy = ay = 1).
Ono §to je glavno, Landau je postavio pitanje da li moZda i jednacina

ay + ax -+ ax i o ap Xt =0
I<vy<vy<.n<vy)
od k-1 ¢lana ima jedan koren u krugu
'x‘é R{a(): al- k),

£iji poluprecnik zavisi samo od prva dva koeficijenta i od broja Clanova.

Na ovo pitanje pozitivno je odgovorio L. Fejér dokazav31 da takva
]ednacma ima bar jedan koren u krugu

) < kb |-

(71
i time odredio oblik funkcije
R (ays ay, k).

U daljem razvoju ovoga problema P. Montel proSiruje osnovnu teo-
remu na dokaz egzistencije ne samo jednog korena nego i viSe tj. p korena
{p < n). On dokazuje da jednacina od 212 ¢lana

14+ x4 ax" L apx¥t=0

(Ve > Vi1 vee > vy > 2)

ima sigurno dva korena u krugu oko pocletka

Ciji je radius
- (““2)
— 9 ,
i naslu¢uje da jednacina

1+ 24 axt 4+ o x't =

(Ve > Vio1 > e >v,>p>0)

ima verovatno p korena u krugu

= ]7m

¢iji radius zavisi samo od prva dva koeflcuenta,
od stepena p-i od broja:¢lanova &
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Najzad P. Montel dokazuje da jednadcina

@+ ax + oo +ap x? -+ apt1 xMp+l L dpph xMrtk—Q
{p,==0) ima p korena u krugu €iji je poluprecnik R

R == (P (ao’ gy oery ap,K)

ti neka funkcija zavisna od p+41 prvih koeficije-
nata i od broja k2 ostalih.

‘, E.van Vleck i Biernacki potvrduju pretpostavku P, Montel-a
i daju oblik funkcije R. Biernacki dokazuje da jednacina

14 x> 4 ax* 4. +akka—-0

ima p korena u krugu ¢iji je centar u pocetku a
poluprecnik

p P

= et < 103

—p) (va—p) .
razultat koji je precizniji od pretpostavke Montel-a jer je dat veci broj po- .
dataka (vy, v, ..., vz ), ali u sebi sadrzi i Montel-ov.

: E. van Vleck je takode i neposredno potvrdio Montel-ovu pretpostavku
za jednalinu oblika

1 4+ x*+ app1 ¥t + s @ x" =0,

i to nesto ranije no Biernacki. Osim toga Van Vleck je dokazao vaZan
rezultat:
Jednacina

@ + ayx + e F o>V ap o @GPt g x" =0

ima p nula u krugu okoc pocCetka c131 je poluprec-
nik neka funkcx;a

R = ¢ (a0 @15+ + @1y Gpiiy 1) ' aptn F+ 0
h=0,1..n—p '

On je skrenuo paZnju na Cinjenicu da skup
Eo (Ao Qyy ooy Tp—1, Gp, n)
nije jedini koji ograniava p korena date jednaline, ve¢ to moZe biti i skup

Ew (ag ayy ooy Gy, Qpthy n).

0o h<Cn—p
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Najzad je R. Ballieu pometodi Van Vlecka odredio vrednost po-
lupre¢nika R za gornju jednacinu, dokazavsi da je on dat pozitivnim kore-
nom p, jednacine

p
h — 1 —
pp+h !Gp+h[ = z ( —j;r_l (n h _{}J,_v}_ v) pp—v ap——v

v=1
0 vn—p

Osnovna karakteristika navedenih rezultata je u tome da su oni dobi-
veni algebarskim putem, tj. metodama elementarne algebre. Sledstveno tome
principu, ja sam produZio ispitivanja prethodnika i istrazivao i druge oblasti
(sem krugova), po pravilu najmanje oblasti u kojima se nalazi bar jedan
koren najmanjeg modula, Za polinom oblika

\ 14+ x4+ ax?+ nanx"=0
dobio sam da je ta oblast krug
lx+11<1

a za polinome sa prazninama to su uopStene lemniskate.
, Mislim da bi bilo od interesa navesti na kraju i jedan problem joS
novijeg datuma (1940 g.) koji je u izvesnom pogledu srodan sa ovim pro-
blemom, a koji bi se po A. Ostrowskom mogao ovako formulisati:
Izmedu kojih granica varira (x.) 1< & < n kad
se argumenti koeficijenata ag a; « @ algebarske
jednacine '
Qyy A1X e G x* = 0

proizvoljno menjaju, a njihove apsolutne vred-
nosti utvrde.

Ostrowski meri ovu varijaciju pomo¢u odnosa - %, pri ¢emu R, znadi
Fh

taénu gornju granicu za |x; !, a 7 taCnu donju granicu za isti koren. On
je dokazao da je za jednaCinu gornjeg oblika tzv. yrelativna Sirina“

%—<0,73(n-|-1)2, 1< h<n
E.Batschelet je u svojoj tezi (1944 g.) odredio ove varijacije

posebice za svaki koren jednacine treCeg stepena.
Problem nije obraden za opsti slucaj jednaCine stepena n.
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SUR LE PROBLEME ,PICARD-LANDAU* EN ALGEBRE
PAR D. MARKOVITCH

L’auteur fait une exposition historique du probléme ,Picard-Landau® et
des résultats obtenus pour les polynomes. L'article a pour le but de don-
ner les renseignement sur I’état dans lequel s’est trouvée ce probleme jusqu’a
Pannée 1939. '
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O TEOREMI GRACE-a
— DRAGOLJUB MARKOVIC, BEOGRAD —

Klasi¢na teorema Grace-a glasi:
Akosukoeficijentiaibalgebarskih jednadina

1) Pa(x) = g,avxv=01Qn(y)= gbvyvzo

YV =0 V=0

wezani relacijom

2 vnzo =1 (\’Z)

onda krug C kojisadrZisve korene prve jednacine sa-
«drZibar jedan koren druge,iobrnuto.

Prikazacemo najpre jedan nov dokaz ove teoreme, a potom prime-
ajujuci je, uopstiti jednu teoremu Laguerre-a,

Dokaz Da bi se rezultat odnosio na svaki krug u ravni kompleksne
;promenljive, izvr§imo u jednainama 1) transformaciju

3) x=ft+4+a y—1+ta

pri Cemu je o neka tacka u ravni, a § i r] novi koreni. Jednacine 1) i uslov
2) tada postaju

9B @ = 3 Py ¥ _0iGw=— = QM2 —o0

e vl veo (&) V!

n—

n (V
5) U =— (—-I)VQ(a))P ()

n!

MoZe se dokazati da je uslov 5) jednak nuli za svako o ako je
dAspunjen uslov 2). To sledi iz rezultata ispitivanja J. Dieud o nn é-a, koji
je dokazao da je uslov 2) invarijantan prema svakoj homografskoj transior-
macijil),

%) J. Dieudonné — Sur le théoréme de Grace et les rélations algébriques analogues
{Bullelin de la Société math. de France),

5%
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Slitno postupku Dieudonné-a dokazuje se da je U («) = O n@
slede¢i nacin: poSto je P, (0+1) (@) = 0, Q. (n+1) (@) = 0, onda je

‘12]2 QP (n+ IJ_I_PQ(H -+ 1) — 0.

do n!
Prema tome je
n v n ap by —v )
U= = c a'=c = 3 (=1 "‘——(n)
v=o0 V V=0
’ . \2
a s obzirom na 2) '
Ul)=20

za svaku vrednost a. (Vidi Aubert et Papelier, 1l zad. 701)
Iz 4) za Py (§) = 0 izlazi da je (| &| = p)

Pl 21 () v | 26t

p’l
Sto zna¢i da se svi koreni polinoma P, (x) nalaze u krugu C,, koji je

dat jednacinom

Ix——oclzpo,

gde je p, pozitivan koren jednacine

: |
n (n) R S [ﬂ] ! n—v (n—v) .
p P(a)‘ = vix vivie P (c)
S druge strane, ako se u uslov U (¢) = 0 umesto Q(V)(a) (v=0,
1, 2,..... n) unesu odgovarajuéi izrazi za elementarne simetri¢ne funkcije

korena ng, Ny v o (|1 [ Sl me [ <ov o< 00 |),
bice

% vl P(H_V)[a}cn—v fn)=0

V=0

i |
S ol POV, (l) —o0.
V=0 1

Kad sle izmedju svih korema uzme u obzir samo ;ko,rf:nwns1 najmanjeg:
modula, iz poslednje jednaCine dobice se _ : o ‘- :

P @< 2w [ 1 PR g |
a=o S ’
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%to pokazuje da je gornja granica za lfhi ista kao i za modul makojeg
%orena 5. To znali da se bar jedan koreny, polinoma Qn (y) (koji odgovara
korenu n,) nalazi u krugu odredenom jednacinom

IY1—‘a.l=Pos

#j. u istom krugu C, u kome se nalaze svi koreni x; polinoma P, (x), ¢Cime
je teorema Grace-a dokazana. o

Primenom teoreme Grace-a moZe se dokazati ova proSirena teorema
Laguerre-a: u unutrasSnjosti ili na periferiji svakog
4kruga C koji sadrZi taCkea i B :

v ’ .
8, =a_e2kﬁtl ‘ ‘n! P, (o)
Y =t RV
gév =‘ 1, 2’ . "'7‘ n; k= 07 l', 21 ----- y ¥V — 1: P, (V)(a]:izo, Pn(a):{: 0)
deZi najmanje jedan koren datog polinoma P, (x).

Dokaz Neka je

P () = £ a v =0
. V=0 .

«ata algebarska jednaCina koja se transformacijom x = « - & pretvara u

== 0, C ‘= P_,,{V)(a\ |

v vl

P (&) = C

VgV

ﬁM:

Ako se izmedu koeficijenata ¢, i elementarnih simetri¢nih funkcija S,
korena .§; postave odnosi
¢ = (—1C, S,
¢, = (—1) NC. Sa —~v; v =12,.., n—1
sledice R
C, So— (=1 C, Suey = 0

#j. relacija tipa 2). Tada koeficijenti jednacine

St MECYE L O (R R
d koeficijenti date jednacine o

I
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zadovoljavaju uslov 2) koji glasi
C, Cv
C, Co — (— )2 (niv)_ (n) =0
\2

Shodno teoremi Grace-a krug koji sadrZi sve korene prve jednaline sa-
drZace bar jedan koren druge. Koreni prve jednaline su: n — v korena
jednaki su nuli, a ostalih v korena su ,

’ 2hmi v nl P, (o)
§k = e \% (n——v)! Pn (V)(a)

<L v—1.

Ako se ovi prenesu na prvobitnu jednaliuu P, (x) = 0 biée: n — v korena
su jednaki o, a ostalih B, = a - & (kR =0,1, 2,..., vi— 1).

Prema tome krug koji sadrZi sve tacke o« i B, mora sadrZati bar
jedan koren date jednaline P, (x) == 0.

Za v = 1 dobice se klasi¢na teorema Laguerra-a koja glasi:
u unutradSnjosti ili na periferiji kruga povulenog
’ Py (o)
P ()
jednacine P,(x) = 0 (P, (a) =0, P, (x) 5= 0).9)

Klasi¢na teorema Laguerre-a ne moZe se primeniti na jednacinmw

Po(x) =14+x+tai 2t ... +a"x"= 0, (p>1)
ako-je o= 0, jer je P’ (0) = 0. ' ‘
Medjutim u ovoj uopstenoj formi za v = p bice
P.(0) = 1, P, ® (0) = p!
2hmi ,
(‘L=0,Bk=“"e P Vc)ik:o’l’Q:"")p_I

kroztackeaipB,=a—n leZinajmanje jedan korem

pa se moZe dobiti ovaj rezultat:

ukrugu kojijeopisanokopotetkapoluprednikom (B J=
=]7)'(—§)-1e2ip korena date jednagine?

1+ x4 ap ¥ . apx"= 0
makakvibili koeficijenti a.

) Vidinpr. Bieberbach-Bauer — Algebra, str, 207. Istotako i E, Batsche~
let — Ueberdie Abschitzungder Wurzeln alg. Gleich., (Elemente
der Mathematik, Bd. 1 (5, 1946, Basel). On je izmedju ostalih primena teoreme
Grace-a, dobio i klasi¢nu teoremu Laguerre-a

?) E. Van Vlecki Biernacki M, dobili su ovaj rezultat za p korenz navedene:
jednacine, C
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SUR LE THEOREME DE GRACE
PAR D. MARKOVITCH

L’auteur expose d’abord un procédé direct et €lémentaire pour dé-
montrer le théoréme de Grace qui donne des renseignements sur la position
entre deux groupes de points (racines) du plan complexe. Puis, en appli-
quant ce théoréme, lauteur généralise le suivant théoréme de Laguerre:

Lecerclequicontientles points

2kxi o nl Pn (o)
aetPp =ma—e v V(n——-v!)Pn ()

ve=1,2...,0,k=01,2,...v—1,Py()==0,P, ¥ () =0

z

contient aussi aumoinsuneracine de ’équation

v

P, (x):vzoavx =0

Ce résultat pour v = 1 vérifie le théoréme clasique de Laguerre.
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SPEKTRI BROJEVA KOJI NISU CELI
KONSTANTIN ORLOV, BEOGRAD

Opsti nalin obrazovanja spektara makakvih brojeva dao je M. Petro-
vi¢1) ali takav spektar nije prugasti tj. on se obrazuje pomoc¢u pomocne
funkcije @ (x) i ne moZe se koristiti u primenama. Stoga se dosad pristu-
palo obrazovanju spektra niza brojeva, koji nisu celi ne neposredno vec
posredno. Prvo se taj niz pomocu izvesne transmutacije pretvarao u niz ce-
lih brojeva, pa se zatim obrazovao spektar tog niza celih brojeva, koji je
na posredan nalin pretstavljao i spektar niza prvobitnih brojeva.

Naravno da uz takav spektar mora biti dodata i transmutacija koja
pretvara prvobitni niz brojeva u niz celih brojeva.

Cilj ovog rada je neposredno obrazovanje spektra brojeva koji nisu celi.

Ovo je moguce kada je niz brojeva P, sastavljen iz ma kakvih bro-
jeva, ali mora biti unapred poznat zakon na osnovu koga se svi ovi brojevi
mogu obrazovati. Osim toga taj zakon mora obuhvatatisamo konacan
bir o j razliCitin brojeva. U tom sludaju spektar se moZe obrazovati sa
ugniformnim ritmom.

1. Spektri niza ma kakvih pozitivnih brojeva.

Neka je dat konatan ili beskonacan niz pozitivnih brojeva P, m a
kakvog ali unapred datog oblika takvog, koji obuhvata
konacéan broj razlicitih brojeva. Pokazatemu kako se u tom
slu¢aju obrazuje spektar sa uniformn im ritmom. '

Napidimo brojeve P kao decimaine brojeve. Tada se dobijai

— : 3.2.1 B1B203
Pif ...... T 01‘71“1’51515 e e y
— 3,21 bl p2h3
Py= v . a3adal, byb3by ool
Syt O
Pi= ¢ evsennenn e oo .. adalal,blbiby ...

gde a znati j-tu cifru celog dela broja P; (ra¢unajuci cifre s desna u levo),
a bl j.tu decimalu broja P (decimale se raCunaju s leva na desno). Neka
je h broj cifara celog dela najveceg od brojeva P. Posto broj razlicitih
brojeva P je konacan to ma da dva broja iz niza P mogu imati za ceo deo
i za izvestan broj decimala iste cifre koje idu istim redom ipak se uvek
mozZe naéi ceo pozitivan broj p takav da se svi brojevi P razlikuju bar za
dve jedinice p-tog decimalnog mesta. ' : '

1) Petrovitch Michel. Legons sur les spectres mathématiques professées a la Sorbonne.
Gauthier-Villars, 1928. .
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Uzmimo za uniformni spektralni ritam

2) H=h-+~p-—+2
i obrazujmo sa tim ritmom. prema sledecoj formuli, broj S
(8)  S=P, 4P 10-# 4 P, - 102 | P, - 10~ ...
...... —+ Py 10—(K=9H L,

Taj broj zvaCemo spektar wuofenog niza sa uniformnim spektral-
nim ritmom H.

Jasno je, posSto brojevi P imaju konacan ili beskonalan broj decimala,
da ¢e se decimale pojedinih brojeva P pomegati i da k-ti pojas sa-
stavljen iz konaCnog broja cifara H ne mo Ze pretstavljati k-ti broj niza
tji. broj P jer ovaj ima u opStem sluCaju beskrajno mnogo decimala.

Medutim sve ovo ne smeta da broj S bude spektar niza brojeva P,
jer spektar mora zadovoljavati samo ove uslove 1) da se iz niza brojeva
moZe naci spektar a iz spektra niz brojeva, 2) za utvrdeni spektralni ritam
H sa kojim se niz slaZe, svaki niz moZe imati samo jedan spektar i 3) sva-
ki spektar za utvrdeni spektralni ritam koji on dopusta odgovara samo jed-
nom (ili nijednom} nizu.

Spektar obrazovan na gornji nacin ispunjava drugi uslov, a to da on
ispunjava prvi i tre¢i uslov pokazaCemo sada, istovremeno dajuci naéin kako
se iz spektra dobija niz.

Neka je dat spektar S pozitivnih brojeva unapred datog oblika, sa
uniformnim ritmom H koji se slaZe sa nizom. Tada treba obrazovati tablicu
svih brojeva tog datog oblika (Sto je moguce jer je broj razli¢itih brojeva
koji pripadaju tom obliku brojeva konacan). U toj tablici treba potraZiti broj
koji je sastavljen iz celog dela i p prvih decimala broja S. Ako u tablici
nademo takav broj ili broj koji je od ovoga manji za jednu jedinicu p-log
decimalnog mesta, tada je taj broj prvi broj traZenog niza. (Mogucnost da
se u tablici nadu i broj sastavljen iz celog dela i prvih p decimala broja S
i broj za jednu jedinicu p-tog mesta manji, je iskljuena, jer svi brojevi
obrazovane tablice brojeva datog oblika moraju se prema pretpostavci raz-
likovati bar za 2 jedinice p-tog decimalnog mesta). Ako se takav broj ne
nade onda broj S ne pretstavlja spektar nijednog niza brojeva datog oblika.
Tako se nalazi prvi broj niza P,. . : Ce

Da bi smo nasli drugi broj niza uo¢imo da se jednalina (3) moZe na-
pisati i na slede¢i nacin: o - -

4) (S — Py) 108 = P, |- P, - 10~H - P, . 10—2H L,
wo - Py 10—K=29H L,
Iz jednadine (4) se vidi da broj
(S — P,) 107

pretstavlja spektsr svih brojeva uofenog niza sem prvog. Prema tome da
bismo nasli drugi ¢lan niza treba obrazovati redukovani spektar v

(5) S, = (§— Py 10#
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iz koga se na isti nacin, kao Sto se nalazi iz S broj P, nalazi broj P,
Trazenje daljih c¢lanova viSi se iz novih redukovanih spektara S, S, itd.
Na taj nacin smo pokazali da tako obrazovani spektar zadovoljava i prvi
i tre¢i uslov a ujedno smo pokazali kako se iz spektra dobiva niz brojeva.

Izgleda da je time Sto moramo unapred znati
oblik brojeva P i §to tih brojeva razli¢itih me-
dusobno mora biti konacan broj ucinjeno veliko
ograniCenje koje kod spektara celih brojeva sa
uniformnim ritmom ne postoji Medutim u stvari nije
tako. Oba ova ograni¢enja postoje i tamo. To Sto se mogu obrazovati
spektri celih brojeva pretstavlja unapred zadati oblik brojeva,
a njih mora biti konac¢an broj jer moraju biti manji od broja 10#
gde je H uniformni spektralni ritam.

Na taj nacin ova metoda pretstavlja genera-
lizaciju postupka obrazovanja prugastih spektara,
koji je stvorio M. Petrovi¢!) bez ikakvih novih ogranicenja.

Radi konkretnijeg prikazivanja metoda naveSemo primere.
1) Obrazovati spektar niza razlomaka

12 3 4
3’ 5" 8 9
Ti brojevi napisani kao decimalni bice

=03333 ........... . ...

O] o|w v |

= 04444 . . . . ... oo

1z tablice ovih brojeva se vidi da je ’
h=0 p =2

a iz obrasca (2) dobijamo H = 4

Dakle bice

P, = 0,33333333333333333 . ...... S
P: - 10—#= 0,00004000000000000 . . .. ... .. .. ..
P; - 10?H = 0,00000000375000000 . ... ..
P, - 10-3H= 0,00000000000044444 . ........ e

S = 0,3333 / 7333 / 7083 / 7777 | 7

Time je primer zavrien.
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Ako bi se htelo iz spektra na¢i niz bilo bi potrebno unapred znati
oblik ¢lanova niza.
2} Dat je spektar

S = 0,15679 / 02345 / 72345 / 66789 / §

niza brojeva sledeCe strukture: svi brojevi su beskonacni decimalni razlomci
koji imaju za ceo deo nulu, prva cifra im je 1, treca je za 1 ve-
¢a od druge, Cetvrta za 1 veca od trece, peta za
1 veca od Cetvrte, Sesta i sve dalje cifre su jednake petoj; sa
uniformnim ritmom H = 5. :

Treba obrazovati ta b 1icu svih brojeva zadatog oblika. Ona ¢e biti:

0,10123
10,11234
0,12345
(6) 0,13456
0,14567
0,15678
0,16789

Iz ove tablice se vidi da je h = 0, p = 3 a prema obrascu (2) do-
bija se H = 5. Prema tome zbilja se ritam H slaZe sa nizom.

Uzevsi ceo deo i p = 3 decimale spektra imamo 0,156, U tablici (6_)
broj koji ima ove cifre za poetne cifre nalazi se na 6 mestu i glasi 0,15678,
Taj broj pretstavlija prvi broj niza. Da bismo nasli drugi ¢lan niza treba
naci S Tok rafuna je ovaj:
S = 0,15679 02345 72345 66789 9
P, = 0,15678 88388 88888 88888 8

0,00000 13456 83456 77901 1
St = 0,13456 / 83456 / 77901 / 1

Napomenimo da iako su S i P, razlomci sa beskrajno velikim brojem
cifara ipak oduzimanje tih brojeva u praktiénim problemima ne pretstavlja
wveliku teSkocu. .

Istim postupkom dobija se da je drugi ¢lan 0,13456 i da je

S, = 0,16790 / 11234 / 4

Zatim da je tre¢i ¢lan 0,16789, a
S = 0,11234 / 4
Najzad je Getvrti Clan 0,11234, a
S, =0
Sto pokazuje da dalje nemamo ¢lanova, prema tome  znak <>/ koji pokazuxjé
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koliko ¢lanova imamo je u stvari izliSan, ali ¢emo ga i dalje zadrZati da bj
se odmah znao broj Clanova, ukoliko je taj broj konacan.

Niz je 0,15678, 0,13456, 0,16789, 0, 11234

Time je primer zavrSen.

2. Spektri niza makakvih bro;eva (pozitivnih
i negativnih).

Ova metoda se moZe generalisati i na spektre brojeva me$ovitog znaka,
Pokazacemo sada kako se u ovom slucaju obrazuje spektar,

Pretpostavimo da je dat niz razli¢ito oznalenih brojeva. Radi konkret-
nijeg izlaganja neka je taj niz

(7 P, — P, Py —F,, — P, P

Iz ovog niza obrazujemo dva niza, jedan sastavljen “od pozitivnih bro-
jeva a drugi od apsolutnih vrednosti negativnih. Ti ¢e nizovi biti:

(84 pP,.,P,.,., P,
(9} ey Py ., P, P, .
Popunimo prazna mesta nulama i tada éemo dobiti ova dva niza
(1) Py, 0, P, 0,0, P,
(D 0, P, 0, P, P, 0

Broj £ i dalje oznaCavale broj cifara celog dela najveceg (po modulu)
broja iz niza (7) a p Ce biti ceo pozitivan broj takav da se svi brojevi niza
{7) razlikuju bar za 3 jedinice p-tog decimalnog mesta. Umformm ritam H
dat je istom jednacinom

—h+p2

i sa tim ritmom moramo obrazovati spektre nizova (I) i (Il), to Ce biti neki
brojevi S;i Suy. Spektar niza (2) bi¢e njihova razlika.})

S = 81— S

PokaZimo sad, obrnuto, kako se iz spektra S moZe naci niz brojeva.
I u ovom slucaju treba obrazovati tablicu sastavljenu od svih brojeva una-
pred datog oblika. Iz te tablice odreduju se prema ranije iznetom brojevi
h i p. Pretpostavimo da je spektar S pozitivan broj (ako je spektar negati-
van, to moZemo, ne gledajuéi-na znak tj. smatraju¢i da je on pozitivan,.
traZiti Clanove, ali tada na kraju racuna, u rezultatu moramo promeniti znake
svim Clanovima). Stoga ¢e prvi ¢lan biti pozitivan i on se lako moZe naci
u obrazovanoj tablici brojeva,

Treba napomenuti da kad uzmemo ceo deo i p decimala broja.S onda
u obrazovanoj tablici svih razli¢itih brojeva datog oblika moZemo naéi ili
taj broj ili broj za jednu jedinicu p-tog decimalnog mesta vedi, ili za jednu

1) Iscrpan dokaz dat je u mojoj tezi ',.Aritmetiéke i analiticke primene matematickilr
spektara®. Str. 8—14. Beograd 1935.
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jedinicu p-tog decimalnog mesta manji i taj nadeui broj uzeti za prvi broj
(od ta tri broja samo jedan moZe biti u tablici, jer se u mjoj svi brojevi
razlikuju bar za tri jedinice p-tog decimalnog mesta). ‘

Kad tako nademo P, moguca su tri slucaja

P,=S  P<S P, > S.

U prvom slucaju niz je sastavljen samo iz jednog ¢lana i traZenje je
prema tome zavrSeno. U drugom slucaju iduéi ¢lan niza je takode poziti-
van i njegovo traZenje se vrsi na nacin iznet u prvom paragrafu. U treem
slucaju iduci Clan je negativan a za odredbu njegove apsolutne vrednosti
sluzi nam redukovani spektar

S1 = lPi"""‘ SI IOH

TraZenje njegove apsolutne vrednosti vrsi se na raniji nadin. Ako se
:sad desi da je :
[P > S,

to znaci da je P, Clan suprotnog znaka od prethodnog, tj. pozitivan ¢lan,
jer je pred njim bio negativan ¢lan. Uopste

[Pl > S
pokazuje da je P, suprotnog znaka od ¢lana P,
a | Al < Sj-4

pokazuje da je P, istog znaka kao i ¢lan P_,. Odredba apsolutnih vredno-
sti uvek se vrsi iz

Sy = lsl—i_“)lll' 107
{1 tako se rad nastavlja dok se ne izraCunaju svi ¢lanovi niza.

Naves¢emo radi konkretnijeg prikazivanja sledece primere:
1) Obrazovati spektar razli¢ito oznacenih brojeva

1, 1 e e
16 6 ~ 4§
Nizovi I'i Il su
1 0,0 &
16
1 e
O) —y —3
6 4 0

Posto brojevi u pitanju imaju sledeée vrednosti

1 1 :
T 0,0625 5 = 0,16
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’..g_ — 0,3397852285 . . . % — 0,6795704571 . . . .

tojeh=0,p=2,H=14

i spektri nizova I i II bice

S1 = 0,0625/0000/0000/3397/85. . . .
Sn == 0,0000/1667/ 3462/37122/37 Coes
i najzad spektar S bice

S = 0,0624/8332/6537/96850/48 .

Time je primer zavrSen.
2) Dat je spektar razli¢ito oznalenih brojeva

S = 6,14152/98211/36713/30100/5 . . . .

sa uniformnim ritmom H =25 koji se slaZe sa nizom brojeva koji imaju
oblik + (a-b=) gde su a i b celi pozitivni brojevi, i gde je moduo (la-
nova niza manji od 10.

Tablica svih brojeva uofenog oblika u ovom slucaju bice

1 1 La=414... 27=628... 5 n=38,14...

2 5 7 21 97-=8,28...
a0 3 94 x=514... 4tx=714. 9

n=3,146 1-1-97=7,28.. 6 n=9,1l4...

4 34 n1=6,14... 8 3+ 21=9,28...

- 3x =9,42...

i u nju jo$ ulaze isti brojevi sa znakom minus. Iz ove tablice se vidi da je

i prema tome H = 5 slaZe se zbilja sa nizom.
Da bismo nasli prvi ¢lan niza moramo uzeti iz spektra ceo deo i p

decimala tj. u ovom slutaju broj 6,14. Tim ciframa odgovara u tablici (10)
broj 3 - =, Sto znaci da je P, = 3 - = ili
P, = 6,141592653589793238462 . ..
Posto je
P> S

to ce idudi ¢lan P, biti suprotnog znaka nego P, tj. bice negativan. Nje-
govu apsolutnu vrednost naéi ¢emo iz redukovanog spektra

S, = |S— P, 10#
tj. iz
S, = 6,28324/53079/93745/7 . ..
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Broju 6,28 odgovara u tablici (10) broj 2x prema tome je P, = —2x

P, = —6,2831853071795865 ...
Posto je
lel < Sl

to idu¢i ¢lan P, bi¢e istog znaka kao i prethodni tj. bi¢e negativan. Nje-
govu apsolutnu vrednost naci ¢emo iz .redukovanog spekira

=[S, —1Pu] |- 107
ili
S, =6 00008/14159/2
Na taj nain dobijamo da je Py = — 6.
Posto je
1P| < S

to Cetvrti Clan ¢e biti istog znaka kao tre¢i tj. opet negativan a odgovara-
juci redukovani spektar je

S; = 8,14159/2 ..

Iz ovog redukovanog spektra nalazimo da je cetvrtx ¢lan —(5—,—3:)\
Ako mne upotrebljavamo- znak / moZe se-pomisliti da imamo jos Clanova
posto-ovde, zbog beskrajnog niza decimala, koje niti su napisane niti uopste
poznate, ne moZemo tvrditi da je idu¢i redukovani spektar S, nula. Ali
kad nademo S, redovnim postupkom vidimo da je

Posto takvom spektru ne-odgovara ni jedan broj iz obrazovane tablice,
to znaci da peti ¢lan uopSte ne postoji i da je S, =0 ili pak da uo¢enom
spektru ne odgovara nijedan niz datog oblika. Prema tome uoceni niz sa-
drZi Cetiri Clana i glasi

34w,  —2x, —6, —(54-n)

Time je primer zavrSen.

3. Spektri funkcija.

Prema teoriji matematickih spektara, spektrom funkcije se zove spektar
koeficijenata Mac-Laurin-ovog reda u koji se funkcija razlaZe, Tj ako
funkciju napiSemo u obliku

f(x) = P+ Pex +Pyx®...4 Pext=t4-...... k

to spektar funkcije f(x) bice spektar koeficijenata P.
Ako uzmemo spektar sa uniformnim ritmom H to ¢e takav spektar
funkcije f(x) biti: ;

S=P, + P, 107#  P;102H |, ., -} Pp 10~0-~VH L |
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S druge strane je
f10~H)y = P; -+ P, - 10~H - Pg10-2H ., 4 P, 10— G—0HL
i prema tome bice .
(11) S = f(10-H),

Sto kod posrednog obrazovanja spektara nije slucaj.

Kako. je u uofenom slucaju koeficijenti P ma kakvi brojevi (unapred
datog oblika) to znac¢i da ova znaCajna formula vaZi i u ovom slucaju.
To daje naroCiti znaCaj iznetoj metodi obrazovanja spektara, jer se
pri tome kod funkcija ne moraju poznavati koeficijenti Mac-Laurin-
ovog reda ve¢ se spektar moZe na¢i neposredno iz ma kog oblika
funkcije. To $to formula (11) ostaje u ovom slucaju u vaznosti omo-
gucava da se sve primene matematickih spektara sa uniformnim ritmom, na-
primer razlaganje u red, mogu vrSiti i na funkcijama Ciji koeficijenti nisu
celi brojevi. ‘

Napominjemo, da u slucaju ako Clanovi niza brojeva (ili koeficijenti
razvijanja funkcije u Mac-Laurin-ov red) naglo opadaju moguce
obrazovati spektar sa manjim spektralnim ritmom H nego Sto zahteva obra-
zac (2), §taviSe H moZe biti nula ili i negativan broj. To bi bili novi, do-
sad neuvedeni spektri bez disperzije odnosno sa negativnom disperzijom.
Taj deo teorije matematickih spektara Ceka obradu. U ovom radu obradio
sam pitanje obrazovanja spektara samo sa uniformnim ritmom. Bilo bi od
interesa ispitati slucajeve drugih spektralnih ritmova, jer oni (ukoliko su
ubrzani) postavljaju manje zahteve nizu brojeva, tako da svakako moZe, u
mnogim slucajevima, otpasti zahtev da mora biti konaCan broj razlicitih
brojeva klase brojeva ¢iji se spektri obrazuju. Ovo bi bila druga tema za
obradu,

LES SPECTRES DES NOMBRES QUI NE SONT PAS ENTIERS
PAR CONSTANTIN ORLOFF

Ce travail est consacré a une méthode directe de formation des
spectres cannelés des nombres qui ne sont pas eatiers. Jusqu'a présent il
n’existait aucune méthode directe pour une telle formation et on se servait
des méthodes indirectes qui n’avaient d’ailleurs aucunes application. La
méthode directe exposée dans ce travail est applicable aussi bien pour les
suites des nombres comme pour les fonctions, satisfaisant pour les derni-
éres I'équation

— 1(10-k)

h donnant le rythme spectral uniforme duspectre. Cela permet d’appliquer
ces spectres de la méme maniére comme on applique les spectres canne-
lés des nombres entiers dans les problemes de la Méthode spectrale.






MATEMATICKI SPEKTRI
KONSTANTIN ORLOV, BEOGRAD

,Teorija spektara’) je najoriginalnije delo Mihaila Petrovica“ kaZe
sprofesor dr. Milankovi¢ u predgovoru Notice sur les travaux
scientifiques de M. Petrovitch [I]?) stavljaju¢i matematicke
spektre na prvo mesto od pet velikih grupa njegovih radova. I ne samo
to, veé je to delo uopste jedno od najoriginalnijih u matematiCkom stvaranju.

Sam proces razvitka pojedinih nauka i njihovih grana obi¢no ih udaljuje
jedne od drugih. Stoga su od osobitog interesa oni radovi koji ih
pribliZzuju, stvaraju¢i veze izmedju njih na taj nacin §to se ideje, metode i
wezultati pozajmijuju iz jedne nauke i unose u drugu. Matematicke ideje i
‘metode tako Cesto se pozajmljuju od drugih nauka da bi samo nabrajanje
#ih nauka i ideja zauzelo dosta vremena. Broj tih nauka, koje se postupno
‘matematiziraju, postaje iz godine u godinu sve veci tako da se sada cak i
‘hirurgija (nakon radova sovjetskog profesora A. Limberga 1947 god.)
sluzi matematikom. Mora se istadi Cinjenica da se pojedine grane matema-
tike naglije razvijaju usled potrebe drugih nauka za izvesnim matematickim
aparatom. Ali je jedinstveni sluaj u matematici, bar u takvom obimu,
jasnoéi i preciznosti, da se metod, koji se pokazao plodan u drugoj nauci,
prenese u matematiku i razradi u Citavu teoriju, koja se opet primenjuje u
drugim naukama. U tom pogledu interesantan je slucaj astronomije u kojoj
se sa velikim uspehom primenjuju svetlosni spektri, a mogu se primeniti i
:matematicki spektri [2].

Petrovicev rad pokazuje da se, eventualno, i druge ideje iz drugih
nauka mogu korisno primeniti u matematici i ukoliko bi buducnost donela
i takve pozajmice, Petrovi¢u bi u tom pogledu pripalo prvenstvo.

Matematicki spektri baziraju na jednostavnoj i dobro poznatoj Cinje-
-nici da se proutavanje neprekidne funkcije od jedne ili vise promenljivih
(ili opstije svake funkcije odredjene uslovima koji su izbrojljivi) svodi na
-proucavanje jednog jedinog decimalnog razlomka. ,Ali ova teoriska Cinje-
mica“, kaZe E. Borel u predgovoru knjige Les spectres num é-
tiques [3] ,nije od velike pomo¢i sve dotle dok se ne odredi konkretna
veza koja se moZe postaviti izmedju funkcije i decimalnog razlomka“. Sve
dotle ,bi to bila nekorisna komplikacija, koja bi se dobila mesto upro-
:3¢avanja‘“.

Matematicki spektri ba3 i pretstavljaju taj konkretni nain povezivanja
funkcija sa decimalnim razlomcima. Govoreéi o njima Borel kaZe ,tu je

1) U poletku Petrovié je upotrebljavao naziv brojni spektri pa je taj naziv zamenio
.opStijim matemati¢ki spekiri sredinom dvadesetih godina.

2) Broj u uglastim zagradama znali pozivanje na literaturu, &iji spisak je dat na
‘kraju, a broj u obi¢nim zagradama znali pozivanje na formulu u tekstu.

6%
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neograni¢eno polje ispitivanja, gde se glavna teSkoéa. . . sastoji u tome da
se izaberu logitke forme interesantne i plodne izmedju beskonatno mnogo
njih koji se nama pruZaju«. o

Pojava matematickih spektara, (a kao njihov pocletak moZemo ralu-
nati 1917 godinu). izazvala je Zivo interesovanje naufnog sveta. Analizu
prve knjige Mihaila Petrovica Les spectres numériques, koja
je izaSla 1919 godine dao je pored ostalih Maurice d'Ocagne, koji
kaZe: ,Njegova teorija brojnih spektara i time stvorena spektralna metoda
tako je elastina i tako plodna u primenama“ [4]. Predgovor toj knjizi
napisao je E. Bor el. Najzad 1928 godine Petrovi¢ je pozvan na Sorbonu
"da odrZi kurs svoje teorije matematickih spektara, koji je iste godine i
Stampan [5]. Petrovi¢ se bavio spektrima viSe od 20 godina, a do 1932
godine jedini je on objavljivao radove iz ove oblasti. :

Hteo bih ovom prilikom, da ukaZem na jednu zabludu, koja je kod
nas ukorenjena. To je pogreSno misljenje da se matematiCki spektri isklju-
-Civo mogu primeniti na ve¢ reSene probleme u cilju njihovog aritmetizi- -
-ranja tj. dobijanja svih wuslova u aritmetickom obliku. Ustvari pomoéu
matematickih spektara mogu se reSavati novi problemi, StaviSe i takvi keji
se na drugi nain ne mogu reSiti, :

Teorija matematickih spektara

»Matemati¢ki spekiri pripadaju grani matematike, koja je tek napravila
svoje prve korake, a koja je posvecena odnosima dvaju osnovnih matema-
tickih bica funkcije i broja“ [5], tako definiSe Petrovi¢ mesto svoje teorije
‘u nauci. Za opStu pak definiciju spektra uzima se: ,Spektar skupa (0) kon-
‘kretnih ili apstraktnih stvari 0,, 0y, 0y .. . je linearan niz S, ogranicen ili
neograni¢en, grupa znakova m,, m, m, . .. povezanih sa stvarima 0y,
Veza je takva da jedna stvar 0 jednoznacno odredjuje grupu znakova my i
da -obratno ova grupa znakova my odredjuje stvar 0x pod uslovom- da sve
stvari Oy 1 svi znaci m, mogu biti na taj nacin odredjeni. Kao primer spektra
skupa (0) konkretnih stvari pomenucemo opticki spektar. Kao primer spektra
skupa (0) apstrakinih stvari naznaCicemo spektar skupa brojeva [5]. .

Opsti na¢in obrazovanja matematickog spektra skupa (P) realnih bro-
jeva Py je vezan za pomocnu funkciju ¢ (x) takvu da kriva y= @ (x) ima
slede¢u osobinu: svakoj realnoj vrednosti x odgovara jedna jedina realna
vrednost y, i ta vrednost se nalazi izmedju 0 i 1; svakoj palk realnoj
vrednosti y iz tog intervala odgovara jedna jedina realna vrednost x.
Takvih funkcija ima beskrajno mnogo, na primer takva je funkcija

1
(X)) = ——
2 1 e
¢iji je grafik

y= /
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Pomoé¢u ove funkcije obrazuju se decimalni brojevi

OP)=20,aaa ........
(1) D) =0,aatal........
DP) =0,alaad........

....................

--------------------

k

gde o oznaCava h-tu decimalu k-tog broja ove tablice. Obrazujmo sad
pomocu ,metoda dijagonala“ broj S ‘ ‘

J— 1 41 g2 g1 52 43 g1 g2
S=20,al aja}aja;ajaa;.......

Naéin obrazovanja broja S moZe biti datsledeCom shemom gornjih i donjih
indeksa

211 2 3|1 2 3 4
1182 114 3 2 1" """"""7°

iz koje se vidi da: 1) broj &lanova u svakoj novoj grupi poveava se za
jedinicu, 2) u svakoj grupi gornji indeks raste za jedinicu a donji opada
za jedinicu, 3) zbir indeksa kod svih Clanova iste grupe je isti a povecava
se za jedinicu pri prelazu iz jedne grupe u sledecu.

Na osnovu ovog moguce je izvesti sledeCe zakljuCke: [6]

1° decimal ¢! nalazi se u broju S na c-tom decimalnom mestu Ciji je

rang h-+1 (k+h—1) k-4-h—2).
2° a-ti decimal broja S je decimal of gde su indeksi A i & dati sle-
de¢im obrascima

e — n(n— 1) kz’l(ﬁjl”_lz_a+1
2 _ 2
a gde n ima znalenje

n=0 (148 =717

Iz ovog sleduje da se broj S moZe jednoznatno odrediti pomocu brojeva
tablice (1) i obratno jednoznano odredjuje sve brojeve ove tablice. Zbog
osobina funkcije @(x) postoji ista zavisnostizmedju broja S i brojeva Py i
obratno, kao i ona izmedju S i brojeva ¢ (P). Stoga je S spektar skupa (P)
realnih brojeva P,. Na sliCan nalin moZe se obrazovati spektar skupa (V)
kompleksnih brojeva V,. Ovaj nafin obrazovanja spektra, iako je opsti,
retko se primenjuje zbog njegove neprakti¢nosti, On ima teoriski znacaj.
U praksi se primenjuju tzv. prugasti spektri koji se lakSe obrazuju, ali su
ograniceni na izvesne klase brojeva.

Pretpostavimo da su realni ‘brojevi Ciji prugasti spektar hotemo da
obrazujemo celi pozitivni brojevi N,*). U tom slucaju mesto unapred iza-
brane pomoc¢ne funkcije @ (x), moZemo se posluZiti, radi obrazovanja spektra,

1) [p] oznalava najveli ceo broj manji iii‘jednak broju p.
2) Medju njima mogu biti i nule.
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nizom unapred izabranih celih pozitivnih brojeva h; takvih da je hy > L z&
svaki indeks k, gde I, oznacava broj cifara broja N . Spektar se obrazuje
ovako, prvo se obrazuju grupe cifara Gy sastavljene na sledeci nacin: grupa
cifara G, sadrZi sve cifre broja N napisane istim redom, ali kojima prethodi
onoliki broj nula da ukupan broj cifara grupe Gy iznosi k. Zatim se grupe
cifara G ispisuju jedna za drugom bez ostavljanja ikakve praznine

Gy GGGy oo,

Jo§ se stavi decimalna zapeta izmedju G, i G, i spektar S pretstavlja broj

koji ima kona¢no ili beskonalno veliki broj decimala prema tome da li je
skup celih pozitivnih brojeva N, bio konacan ili beskonaCan. Iz samog
nacina obrazovanja broja S vidi se da on zadovoljava definiciju spekira.
Brojevi Ay, koji zamenjuju funkciju @ (x) pri obrazovanju spektra igraji
posve drugu ulogu od ove funkcije, jer dok bi uzimanje druge funkcije D(xy
promenilo sve decimale broja S, dotle promena niza brojeva h; ne menja
decimale sa znafenjem niti njihov red ve¢ jedino povecava ili smanjuje
broj nula koje razdvajaju pojedine grupe cifara sa znacenjem. ‘

Ovako obrazovani spektar sastoji se iz spektralnih pojaseva Gy, a
svaki pojas sastoji se iz dva dela ,svetlog“ dela sastavljenog iz cifara sa
znafenjem, naime cifara broja N,i ,tamnog* dela sastavljenog iz samih
nula. Sli¢nost sa opti¢kim spektrom otvorila je put ovoj fizickoj termino-
logiji. Unapred izabrani celi pozitivni brojevi h; obino su dati obrascem

b = ¢ (k)

ma da se mogu izabrati i na drugi nacin (na primer, rekursivanim obrascem)..
Zakon koji ih odredjuje naziva se spektralnim ritmom. NajceS¢i su spek-
tralni ritmi
hr = h (uniformni ritam)
hiy = h - ck (jednako ubrzani ritam)

gde su h i ¢ celi pozitivni brojevi.
Za spektralni ritam se kaZe da se on slaZe sa izvesnim nizom celily
pozitivnih brojeva ako je ispunjen uslov

he >l

za svako k. Isto tako se kaZe i da niz dopusta ovaj spektralni ritam. Spek-
tralni ritam igra ogromnu ulogu u obrazovanju spektara i Cesto njegova
odredba i pretstavlja najvaZniji deo problema.

Spektrom funkcije naziva se spektar koeficijenata razlaganja ove
funkcije u Mac-Laurin-ov red. Ako su ovi koeficijenti celi pozitivni
brojevi, to se za funkciju moZe obrazovati prugasti spektar na pokazani
nadin. I za spektar funkcije spektralni ritam moZe biti razliCit. Najjedno-
stavniji i u isti mah najraSireniji je uniformni spektralni ritam. Za taj ritam
spektar funkcije f(x) se izraZzava pomocu sledeCeg obrasca

© S =1(10")
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Zacelo ako se funkcija f(x) napiSe u obliku .
f(x) = No —i_ Nj_x + N2x2 + N3x3 + ......
gde su N, celi pozitivni brojevi to je

£(10#) = N, -= Ny - 10 - N, 10% - N, 10 - . . . . . .
ili
#10% = N,, (000 . . . ON,) 1 (000..0N;) | (000..0N,) ; .
T e N

h cifara —  h cifara — Ak cifara . —

i time je gornji obrazac dokazan.

A to znadi da se spektar funkcije moZe dobiti iz ma kog oblika
funkcije bez poznavanja koeficijenata njenog razvijanja u Mac-Laurin-ov
red i prema tome ba$ spektar se moZe primeniti radi nalaZenja ovih koe-
ficijenata. Za druge, sloZenije spektralne ritme nema slicnog obrasca u
kona¢nom obliku. Ve¢ za jednako ubrzani ritam, spektar funkcije se dobija
u obliku odredjenog integrala.

Ponekad je potrebno dobiti spektre koji bi bili' celi brojevi. Tada
mesto da dopisujemo grupe cifara G, s leva na desno, dopisujemo ih sa
desna na levo i spektar ima oblik

Naravno da je takvo obrazovanje spektra moguce samo ako je niz celih
brojeva konacan. Ovakvi spektri nazivaju se inversni. Za inversni
spektar polinoma (sa celim pozitivnim koeficijentima) sa uniformnim ritmom
vaZi obrazac

3) S = f(10%) -

Drugi nacin obrazovanja spektra koji je celi broj, jeste mnoZenje broja

sa dovoljno velikom dekadnom jedinicom. Tada je spektar
S = GO G1 G2 ........ Gm'

Ovakvi spektri zovu se pomereni. Za pomereni spektar polinoma n-tog
stepena f(x) vaZi obrazac

4) S = 10" (10"

Obe ove vrste spektara uvedene su mnogo docnije [7].

Za slucaj kad je niz celih brojeva N, sastavljen iz pozitivnih i nega-
tivnih brojeva, upotrebljavao se u poCetku spektar niza apsolutnih vrednosti
brojeva N, i dopunski niz znakova. Takav spektar nije zadovoljavao nije-
dan od obrazaca (2) (3) (4) i bio prakti¢ki neupotrebljiv.- Tek 1935 god. [8]
prodiren je nacin dobijanja prugastih spektara i na nizove celih brojeva
(pozitivnih i negativnih) tako da dobijeni spektri zadovoljavaju obrasce
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(2) (3) (4). Ovim spektrima sluZio se i sam M. Petrovi¢ u svojim docnijim
radovima [9], [10]. Za obrazovanje ovakvih spektara spektralni ritam mora
biti takav da bude A > l.(a ne h, >1;). Pokazatemo na primerima

obrazovanje spektra ovih brojeva kao i nalaZenje niza brojeva kad je dat
spektar.

PRIMER: Nac¢i spektar niza brojeva 41, —2, 0, -8, 0, —3, 0, -6, 0, -5,
recimo, sa najmanjim dopustenim uniformnim ritmom. PoSto A, mora biti
vete od Ira I,=—1, to znacli da uniformni ritam koji se slaZe sa ovim
nizom je bar h = 2. Stoga ¢emo sa ovim ritmom i obrazovati spektar.
Sam proces obrazovanja spekira sastoji se u sledecem: Prvo treba razdvojiti
niz na dva niza, prvi koji bi sadrZao samo pozitivne brojeve i drugi koji
bi sadrZao samo apsolutne vrednosti negativnih brojeva, prazna mesta u
oba niza treba popuniti nulama :

M 1,0,0,0,80,0,0,6,0,5
) 0,2101,003,0000-

Zatim treba za oba niza obrazovati spektre S;i Sy sa istim ritmom
(u ovom slu€aju sa uniformnim ritmom A = 2).

S; =1, [00]00]00|08]00|00|00|06]|00]05

Sy =0, |02|00]01]00]03]00]00]00]00]00
Razlika S = S§; — Syr i jeste traZeni spektar

S =0, |97]99]99|07]99 |97 00|06 |00]05

Iz samog nacina obrazovanja izlazi da niz, za slu¢aj unapred datog

ritma, koji se sa njim slaZe, jednozna¢no odredjuje spektar. Napomenimo
' da bismo za drugi spektralni ritam imali drugi spektar. Osim toga vidimo
da pojas koji odgovara negativnom broju pocinje devetkom, a pojas koji
odgovara pozitivnom broju pocinje nulom. (Ovo sve vaZi za spektar koji
je pozitivan broj, ako pak spektar bude negativan broj onda je obratno).
Osim toga pojas koji odgovara pozitivmom brpju ima vrednost ili samog
tog broja, (ako pojas iza njega poc€inje nulom) ili pak ima vrednost odgo-
varajuceg broja umanjenu za jedinicu (ako pojas iza njega po€inje devetkom).
Na taj nacin je lako iz spektra S odrediti pozitivne brojeve niza, a kad je
to uinjeno onda je lako obrazovati pomoc¢ni spektar S; a na osnovu
njega i spektar Sy = S; — S. Ovaj pak odredjuje negativne brojeve niza,
te je na taj nacin niz odredjen. ‘

PRIMER: Dat je spektar niza celih (pozitivnih i negativnih) brojeva.
S=2, |97]/99]92|06|00|04

sa uniformnim spektralnim ritmom h = 2, koji se slaZe sa tim nizom, treba
odrediti niz. Na osnovu napred iznetog pozitivni brojevi (ili nule) niza bice
na prvom, petom, Sestom i sedmom mestu, a njihove vrednosti bice
3, 6, 0, 4. IspiSimo ih stavljajuéi na prazna mesta nule.
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O 3,0,0,0,6,0,4-
.Spektar S tako dobijenog niza obrazovan sa istim ritmom bice
| Sr=3, |00]00]00]06]|00]|04
a Syy= 8/ — S bice
Sp=20, |02|00]08]00|00]00
iz Cega izlazi da je niz negativnih brojeva (niz II) slededi
0, -2, 0, —8, 0, 0, O-

Superponiranjem ili $to je u ovom sluaju isto, sabiranjem oba niza dobija
se niz

37 '—'29 Oy _8, 6, O, 4

koji odgovara datom spektru. Na donekle sli¢an naCin mogu se obrazovati
i spektri brojeva koji nisu celi. Ovo proSirenje definitivno je izviSeno 1949
i tema je zasebnog saopStenja [13].

Napomenimo da postoje i pribliZni spektri koji su u stvari pribliZne
vrednosti spektara. PoSto su oni prugasti, a svaka pruga odredjuje jedan
broj niza (ili koeficijenat razvijanja funkcije u Mac-Laurin-ov red) to
se iz pribliZnog spektra ta¢nog do izvesne decimale moZe tadlno odre-
diti niz prvih (po redu) brojeva (odnosno prvih koeficijenata razvijanja
funkcije t Mac-Laurin-ov red). Ovo ne vaZi za opS§ti natin obrazovanja
spektara, jer u tom slufaju pribliZni spektar moZe dati samo pribliznu
vrednost prvih brojeva) odnosno koeficijenata razvijanja funkcije u M ac-
Laurin-ov red).

Spektralnom generatrisom F{x) diza celih brojeva naziva se funkcija
koja svojom brojnom vredno3¢u za utvrdjenu vrednost x daje spektar.
Obic¢no je ta vrednost x==1. Mnoge stranice Petrovi¢evih radova posve-
Cene su analizi ove funkcije. Ositn ove funkcije, postoje i druge funkcx]e
vezane za spekire.

Spektralnim faktorima nazivaju se samo oni faktori pomeranih ili
inversnih spektara [7] koji pretstavljaju spektre nekih funkcija.

Napomenimo da jedan isti niz brojeva (ili funkcija) moZe imati
beskrajno mnogo razliCitih spektara Sto zavisi od pomocne iunkcije @D(x)
koja moZe uzimati razliCite oblike (za opS$ti nacin obrazovanja spektra),
odnosno od niza brojeva A, (spektralnog ritma), za slucaj obrazovanja pru-
gastih spekiara.

Predjimo sad na racunske radnje sa spekirima. One, oCigledno, mogu
imati smisla samo onda, kada spektar koji se dobija kao rezultat raCunskih
radnji nad spektrima pretstavlja spektar rezultata istih raunskih radnji nad
nizovima brojeva (odnosno funkcijama). PoSto se nad nizovima, od algebar-
skih racunskih radnji, mogu vrsiti samo sabiranje i oduzimanje to i nad
odgovaraju¢im spektrima se mogu vrsiti ove dve racunske radnje. Ove
dve raCunske radnje mogu se vrSiti i sa spektrima neuniformnog spektralnog
ritma. Za spektre koji odgovaraju funkcijama sa celim koeficijentima razvi-
janja u Mac-Lourin-ov red mogu se pored ovih racunskih radnji vrsiti
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i mnoZenje i stepenovanje a ostale algebarske raunske radnje samo onda
ako se unapred zna da rezultat primene tih radnji na funkcije daje funkciju
¢iji su koeficijenti razvijanja u Mac-Lourin-ov red takodje celi brojevi
(odnosno brojevi za koje se zna da pripadaju izvesnoj klasi brojeva).
Napomenimo da se svi spekiri moraju obrazovati za isti uniformni spe-
ktralni ritam, (za slucajeve sabiranja i oduzimanja ritam ne mora biti uni-
forman), i taj ritam mora se slagati ne samo sa svima funkcijama sa &ijim
spektrima mislimo da ratunamo, ve¢ se taj ritam mora slagati i sa funkci-
jom koja Ce proizaci kao rezultat tih racunskih radnji, tj. sa funkcijom koju
hoc¢emo da nadjemo. U ovome Cesto i leZi glavna teSkota raCunanja sa
spektrima odnosno raCunanja sa funkcijama pomoc¢u njihovih spektara.
Ovde ¢emo pomenuti problem rekursivnog izracunavanja spektara kad.
izmedju funkcija postoji rekursivna veza [11]. Konkretno se ovaj nadin
primenjuje na izraCunavanje koeficijenata elipti¢nih funkcija Snz, Cnz, dnz,
Z(z), Al(z), Ali(z), Aly(z), Aly(z), koji su funkcije od .
Primena matematic¢kih spektara (Spektralna metoda)

IzneCemo sada u najkra¢im potezima oblasti na koje se matematicki
spektri najviSe primenjuju. To su algebra, analiza, teorija brojeva, teorija
verovatnoce i teorija funkcija. Isto tako izneCemo i konkretne primere tih
primena. OpSti postupak u spektralnoj metodi je, na osnovu datih poda-
taka u problemu, a pomoc¢u izvesnih razmiSljanja i izracunavanja, obrazo-
vati spektar (ili spektre) koji daje odgovor na postavljeni problem. Intere-
santno je istaknuti na koji nacin prugasti spektar daje odgovor na posta-
vljeni problem. To se deSava na razliCite naline: prvo, spektar moZe
svakim svojim pojasom (a tih pojaseva moZe biti konacan ili beskonacan
broj) da da brojni odgovor na konacan ili beskonacan broj pitanja posta-
vljenih u problemu. Drugo, spektar moZe svakim svojim pojasom da
odgovara sa ,da“ ili ,ne“ na konalan ili beskonaCan broj pitanja posta-
vljenih u problemu. Na primer, sa ,da“ odgovara spektar ako je doti¢ni
pojas sastavljen od samih nula a sa ,ne“, ako to nije slucaj. Najzad,
spektar moZe samo jednim svojim pojasom izvesnog ranga odgovoriti na
postavljeno pitanje, dok su svi ostali pojasevi bez interesa. Malo opSirnije
obradi¢emo spektralni nacin - utvrdjivanja da 1i se polinom sa celim koefi-
cijentima razlaZe (raspada) na polinome-faktore sa celim koeficijentima, kao
i nalaZenje samih tih faktora.

Za to razlaganje postojala je jedino Kronecker-ova metoda [12].
Ona je meSovita, aritmeti¢ko-algebarska, a sastoji se u tome Sto za n--1
celih vrednosti x, name x=a;(i=12....n —+ 1), izraCunaju brojne
vrednosti polinoma n-tog stepena, sa celim koeficijentima, f(x) koji se
razlaZe tj. brojevi fla;). Svaka dobijena brojna vrednost f(a;) se zatim
razlaze na Cinioce koji se medjusobno kombinuju, Na taj nain se dobija
ogroman broj skupova od po n--1 brojnih vrednosti, od kojih je svaki
Cinilac po jedne od vrednosti f(a;). Jasno je da polinom ¢inilac sa celim
koeficijentima 7;(x) (i==1,2....m m<Cn) mora dobiti za x = ¢; vrednosti
koje su Cinioci fa;). To su, dakle, potrebni uslovi za polinome-¢inioce
fi(x). Svakom skupu od n-}~1 ¢inilaca fle;) odgovara konaan ma da
Cesto vrlo veliki broj polinoma sa celim koeficijentima od prvog do (n—1)-og
stepena, koji svi za x=o; uzimaju brojne vrednosti tih Cinilaca fa;).
Medju tim polinomima nalaze se svi polinomi ¢inioci f;(x) polinoma #(x).
Svi polinomi koji odgovaraju svim skupovima ¢inilaca #(a;) mogu se
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obrazovati a zatim se moZe probanjem utvrditi koji su od njih zapravo
polinomi ¢inioci f;(x). Za taj aligoritam sam Kronecker kaZe da on
daje mogucnost dase razloZe polinomi ,in endlich vielen Schritten«,

Napomenimo, da je J. Molk smatrao da je nemoguce nali aritme-
ticke dovoljne uslove za razlaganje polinoma, $to je spektralnom metodom
ufinjeno.

Pomoéu Kronecker-ove metode svodi se razlaganje polinoma na
razlaganje izvesnog broja celih brojeva, dok se pomocu spektralne metode
svodi isti problem na razlaganje jednog jedinog celog broja.

Neka je dat polinom f(x) stepena n, sa celim koeficijentima A, i
njega treba razloZiti na faktore-polinome f;(x), koji takodje imaju cele
koeficijente. ,

Posto su poznati koeficijenti A; polinoma f(x), to se moZe naci gornja
granica modula korena, a kad se zna gornja granica modula korena, to se
moZe naéi granica I, koju ne moZe pre¢i nijedan koeficijent (po modulu)
fakiora, sa celim koeficijentima, polinoma f(x) i bez poznavanja samih tih
faktora-polinoma. Prema tome je moguce na¢i uniformni ritam h, koji se
slaze sa svima tim faktorima. Isto tako poSto znamo da broj faktora ne
moZe biti veéi od n, a stepen pojedinih faktora manji je od n, dok moduli
njihovih koeficijenata ne prelaze izvesnu nadjenu granicu, to i proizvod
takvih faktora mora za module svojih koeficijenata takodje imati izvesnu
granicu koja se moZe odrediti. Naravno da se ta granica moze neposredno
dobiti posto znamo polinom f(x) koji je ustvari proizvod tih faktora, ali
mi sad smatramo da je on nepoznat i traZimo granicu za koeficijente poli-
noma proizvoda iz polinoma faktora koju dopustaju uniformni ritam A, i
koji, kad se pomnoZe, daju polinom n-tog stepena. Prema tome je uvek
moguce naéi uniformni ritam H, koji se slaZe sa proizvodom takvih faktora.

Posto su ovako definisani pojmovi postupak za razlaganje polinoma
je sledeci: ‘

Da bi se polinom fx) sa celim koeficijentima razloZio na faktore f:(x),
nerazlozive polinome iste vrste, treba obrazovati celi inversnit) spektar S,
polinoma f(x), sa uniformnim ritmom H tj. broj

S=17(109),

zatim ga razloZiti na spektralne faktore §; Sirine H sa prazninama (oba-
veznim mracnim delovima) Sirine H—h. Brojevi S; bice spektri nerazloZivih
faktora polinoma f(x) tj. spektri polinoma f;(x), a kad su poznati spektri
poznati su i sami polinomi.

Ovi su uslovi u isti mah i potrebni i dovoljni.

Kako je flx) deljivo sa svakim svojim faktorom f,(x), i kako f; (x)
ima cele koeficijente, i dopuSta ritam h, to spektar S; mora biti faktor
spektra S, jer su ti spektri u stvari brojne vrednosti odgovarajucih poli-
noma za x = 10%, i to spektralni faktor gore navedenih osobina.

Uslov je dakle potreban.

S druge strane, svakom spektru S;, odgovara po jedan polinom fi(x)y
sa celim koeficijentima, a proizvodu svih polinoma f;(x), poSto je ritam H

1) Isto tako mesto celog inversnog moZe se upotrebiti celi pomereni spektar, pri
¢emu se dokaz vrlo malo menja. : :
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dovoljno velik, odgovarace proizvod svih spektara S, to jest broj S. Kako
proizvod svih polinoma f,(x) dopusta ritam H, to se dobijaju dve funkcije
m

fix)i n f:(x) sa celim koeficijentima, koje imaju isti spektar S za isti

i=1
ritam H. Kako taj ritam dopustaju obe funkcije, to je ovo prema teoriji
matemati¢kih spektara moguce samo tako, ako je

f(x) = H fi(x).

i==1

Uslov je dakle dovoljan.

Ocigledno je da su polinomi f,(x) neraspadljivi, ako se ima na umu
da je razlaganje broja S na spektralne faktore gornjih osobina vrSeno
dogod je moguce. :

Pokazimo sad kako se odredjuju brojevi A i H.

Iz sledeceg oblika polinoma faktora

i

fi(x) =B n (x—0t 1),

kzm,'
gde su « koreni polinoma f(x), Bi delitelj koeficijenta Ay; (v — mi -+ 1),
stepen polinoma f,(x) koji ima za korene polinoma f(x) pocev od

m ;-tog pa do r;-tog izlazi pomocu elementarnih razmisljanja da su im svi
koeficijenti manji ili jednaki (po modulu) broju

“ (5

Iz toga sleduje da svi polinomi f;(x) dopustaju uniformni spektralni ritam

h: [L1]+27

gde je
L, = log ( —1 ) L (n— 1)log [Ao 4 (4¢)] — (n — 2)log Aq

21
=[]
! 2
a A, najveéi (po modulu) koeficijenat polinoma f(x). Na taj nadin broj A
je odredjen.

Predjimo sad na odredjivanje uniformnog ritma H, koji se slaZze sa
proizvodom svih polinoma £;(x).
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Pomocu elementarnih razmi§ljanja izlazi da su svi koeficijenti takvog

proizvoda maniji ili jednaki
n
(3]
2

m
Prema tome ¢e proizvod n fi(x) dopustati uniformni ritam

i=1

H = nh-+[L,]+ 2,

L,=log (n )
Uy

3]

Time je odredjivanje brojeva h i H zavrSeno.
Primer: RazloZiti polinom

f(x) == x* -+ 5x® 4 3x2 — Tx -2

na faktore polinome sa celim koeficijentima.
Odredimo prvo brojeve h i H. Za uoCeni slucaj bice

4 Ay=1, (Ar}=7, n==4,
stoga prema obrascima bice

h=25 H=22.
Prema tome, spektar S bice

S = £(10%2) = 10,, 50, 29;, 305, 2 %)

gde je

Ovaj spektar treba razloziti na spektralne faktore sa pojasevima Sirine
H==22 cifre i sa prazninama od H—h=17 cifara. Tok razlaganja je

10,, 50,; 29,, 30,, 2 | 10,, 19,

10, 29,, 8 | 10,,29,, 8
1

Kako nadjeni faktori zadovoljavaju sve postavljene uslove to su
S;==10y 19, Se=10, 29, 8
spektri neraspadljivih faktora-polinoma #,(x) i f, x), a sami ti polinomi bice

filx) =x*42x —1 folx) = x% -} 3x — 2

1) On ili 91 oznaava niz od n nula odnosno n devetki.
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Spektralna metoda se takodje primenjuje i na traZenje zajednickih |
delitelja polinoma

Drugi primer pokazuje kako pomocu spekira moZemo dobiti broj
celih reSenja jedne jednadine sa dve nepoznate, oblika

ax+by:k

za izvesne granice nepoznatih x i y. Ovde su a, b, k celi pozitivni bre-
jevi. Primenimo to na jednacinu

3x-+2y=19- 0<Cx10
. , Iy 9
Ritam koji ovaj problem dopuSta je h=1 a spektar je
I S 9(m - 1)ah X 9(n—{—1]bh’
9ak 9bk

gde su m i n gornje granice nepoznatih x i y. Ovde je a=3, b=2,
E==19, m=10, n=9. Prema tome spektar izraunat u decimalnom
obliku je

S=0,101111212222323333434334334334...

‘Ovde je od interesa samo k-}1 pojas (u naSem sluCaju dvadeseti pojas
odnosno dvadeseti decimal), koji svojom brojnom vredno$éu daje broj
reSenja. Taj broj je 3. Lako se moZe uveriti da ima tri reSenja (x=1,
y=28; x=3, y=25; x=25, y=2).

Tre¢i primer pokazuje kako se iz spektra moZe na¢i beskrajan niz
.odredjenih integrala istog oblika, naime integrala

e

2 2nt1 2
I, = f cos® { dt-

i
°

Ovde uniforman ritam nije mogué, jer vrednosti integrala rastu beskonacno,
wveé je mogul jednako ubrzani ritam

hy =k,

tj. prvi pojas ima jednu cifru, drugi dve, tre¢i tri itd. Svaki pojas daje
vrednost integrala sa istim indeksom tj. prvi pojas daje vrednost integrala,
gde je n=1, drugi gde je n=2 itd. do beskonacnosti. Sam spektar dobija
se u obliku odredjenog integrala

2 (7,
S = f 0 (4 cos®)dt,
T
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gde je 6(x) poznata transcendentna funkcija

o0 2
0 = 3 g - L
(x) Zo q N
Brojna vrednost spektra je.
§=0,1 /02 / 006 / 0020 / 00070 / 000252 / 0000924 ...... :

Isto tako se spektralna metoda primenjuje i na utvrdjivanje da li je jedna
funkcija inversija A b el-ovih integrala [10].

Cetvrti spektar

1 1 1 1 1 9,
S:—— — — s e s s e s esseean )
S, + ) + + + 5. 9.

9 9% 9900 100
vezan je za proste brojeve, ritam je ovde uniforman i iznosi h=2. On
vaZi do broja 100. Svakom broju odgovara po jedan pojas ovog spekira
i to jedinici odgovara prvi pojas, broju dva drugi pojas itd. Ako je broj
prost odgovarajuci pojas je sastavljen od samih nula, ako je broj sloZen
-onda to nije slucaj. Prema tome izbrojiv8i pojaseve sastavljene od samih
nula saznajemo koliko ima prostih brojeva manjih od jednog unapred
zadatog broja (jedinica se ovde racuna kao prost broj). U decimalnom
obliku ovaj spektar glasi '

S = 0,00 |00]00/01]00]02/00]02|01/02/00,04/00[02/02(03,00,07 . ... ..

Isto tako se spekiralna metoda moZe primeniti i na klase brojeva, sledece
strukture '

N,CiN,C.N;Cp oo vvihs NpeiC o N k>3

gde su N; makakvi brojevi sa istim brojem cifara p, a C, je niz od n
cifara na nekim mestima gornjeg izraza su sve ove cifre nule, tako da
imamo niz od n uzastopnih nula 00..00==0,, dok su na drugim sve ove
cifre devetke, tako da imamo niz od n uzastopnih cifara: 99..99==9,
Broj n varira od 0 do oo.

Za svaku klasu brojeva gornje strukture dokazuje se sledeca teorema:

_ Za svaku klasu brojeva gornje strukture mogu se odrediti tri cela
pozitivna broja ny, ny, ng. Ako se desi da se specijalan broj
uocene klase, koji odgovara vrednosti n=n, smatran
kao spektor sa ritmom H=n-|p, moZe razloZiti na
spektralne faktore sa prazninama §irine n, to nijedan
broj te klase koji odgovara vrednostima n_>n; nije
prost [8]. Date su i formule za izraCunavanje ny, n,, ny i funkciji od &,
N; i p. Napomenimo da ovo vaZi za klase brojeva gornje strukture ne
samo u dekadnom ve¢ i makom brojnom sistemu.
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Peti spekiar
S == (2 -+ 10510 — 2%

pokazuje verovatnofu dva suprotna dogadjaja A i B Cije su verovatnoce

p = 2 y § = % Ritam je h- 5. U decimalnom obliku spektar glasi

3
S = 0,05120/11520/15360/13440/08064/03360/00960 . . . ..

Verovatnoéa da se dogadjaj A dogodi od 10 pokuSaja 10 — k puta (a doga-
djaj B,k puta) dobija se kad se k-1 pojas (od 5 cifara) podeli sa stalnim
brojem

310 = 59049.

Naprimer verovatnoca P, da se dogadjaj A dogodi 6 puta a B dogodi 4
puta data je petim pojasom podeljenim sa 59049 tj.

p, =808 _0136545...

59049

Sesti primer pretstavlja primenu speXtralne metode na razvijanje
funkcija u Mac-Laurin-ov red, naime na razvijanje konaCnog L am-
b ert-ovog reda :

z A A zm
f(z) = -+ - - Y -+
1—z 1—z
gde je m < 100.

Unapred mora biti poznato samo to da su koeficijenti ovog razvijanja
celi pozitivni brojevi i brzina njihovog ra§¢enja radi odredbe spektralnog
ritma. Spektralni ritam mora biti takav, da svaki pojas bude dovoljno
Sirok tj. da ima dovoljno veliki broj cifara da primi odgovarajuci koefici-
jenat razvijanja funkcije. U — suprotnom slu¢aju nastupilo bi najahivanje
koeficijenata i broj §==f(10") ne bi morao pretstavljati spektar funkcije.
Poznato je da su koeficijenti razlaganja gornjeg Lambert-ovog reda
dvociferni brojevi (ili jednociferni), Sto vaZi za prvih dvadeset koeficijenata.
Stoga funkcija dopusta uniforman ritam h==2, tj. spektar ¢e se deliti na
pojaseve stalne Sirine od po dve cifre. Sam spektar dat je brojem

1
9
U decimalnom obliku S iznosi

S= 0,01A02102}03|02;04;02;O4|03i04}02|06102104\04105;02]06}02[06 cees

1 1 1
S = — — ——
o ta Tt + 4

§to daje razvijanje funkcije f(z) u red oblika
f(z) — 2122228 4 324+ 225 48 27 48432

Zavrsavajuéi ovo obaveStenje valja reé¢i nekoliko re¢i o perspektivi
daljeg razvitka ove teorije.
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Moguca su i dalja usavrSavanja ove metode kao i proSirenje njene
primene na nove oblasti i nove probleme, ali ipak valja imati na umu
re¢i E., Borela, iz predgovora knjizi ,Les spectres numéri-
q ues*“ napisane 1919 godine, tj. kad se teorija spektara tek radjala.

,Ovo delo je posveceno jednoj od najteZih grana matematike: odno-
sima teorije funkcija i transcendentne aritmetike. Ova grana je, ako se tako
moZe reci, u kolevci i verovatno je da njeno napredovanje nece biti brzo,
jer su tu ogromne teskoce“.

To je moZda raziog zaSto su oni koji nastavljaju ovo delo M. Petro-
vica tako malobrojni.

LES SPECTRES MATHEMATIQUES
PAR CONSTANTIN ORLOFF

Ce travail est un apercu général sur les spectres mathématiques et
la méthode spectrale. La premieére partie du travail traite I’historiat de
cette théorie, en donnant aussi les opinions des savants sur cette théorie.
La seconde partie est consacrée a la théorie des spectres mathématiques
contentant non seulement les résultats du fondateur de cette théorie
M. Petrovitch, mais aussi les résultats récents obtenus par Iauteur de ce
travail jusqu’a Pannée 1949. La troisiéme partie s’occupe des applications
de cette théorie a Ialgébre, l’analyse, la théorie des nombres et a la
probabilité, c’est a dire s’occupe de la méthode spectrale en donnant ainsi
des preuves que cette méthode est capable non seulement d’arithmétiser
les conditions des problemes déja résolue; mais aussi de résoudre de
nouveaux problemes, dont la rasolution par les autres méthodes est impossible.
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RAZVOJ 1 ZNACAJ TEORIJE DIVERGENTNIH REDOVA
U MATEMATICKOJ ANALIZI

JOVAN KARAMATA, BEOGRAD

1.1. Smisao teorije divergentnih redova i pregled postupaka zbirljivo-
sti najbolje ¢emo uvideti ako u kratkim potezima iznesemo njihov istorijski
razvoj. Jedan od glavnih uzroka postanka ove teorije treba traZiti u teZnji
za precizno$cu i strogodcu logi¢kih zakljuCaka, Sto se posle radova Leib-
mitz-a, Newton-a, Euler-ai porodice: Bernoulli-a pokazalo kao
neophodno za dalji napredak matematiCke analize.

Istorija matematike nas u¢i da je ta strogost u vrhuncu razvoja antiCke
:matematike bila na besprekornoj visini. Iako pojam granice, prelaz ka
granici i grani¢ni procesi, nisu postojali u danadnjem smislu, ipak Eu-
doxos-ova ekshaustiona metoda i izvanredni radovi Arhimeda o komplanaciji
i kubaturi lopte, kao i kvadraturi kruga i parabole, pokazuju sa kolikom se
brizljivos¢u vec¢ tada pristupalo ovim suptilnim problemima. Ta rigoroznost
se u toku vremena gubila uporedo sa opadanjem znaCaja matematike. Tek -
at njenom preporodu dolazi ova riguroznost ponova do izraZaja, ali ovoga
puta sa razvojem novog matematiCkog jezika, posie radova Oresm us-a
i Vieta-e, ¢ime je data narocita moguénost za usavrSavanje te strogosti.
QOvo pada u vreme Leibnitz-a i Newton-a, neposredno pre pojave
.infinitezimalnog racuna, tj. u vreme samog njegovog radanja. U ovo vreme
~se ova preciznost ponovo javlja, naro€ito u radovima Pascal-a i Fermat-a,
gde su grani¢ni procesi sprovedeni sa najveCom riguroznoscu.

Cela ova epoha okarakterisana je statickim nac¢inom miSljenja za raz-
Jiku od novog impulsa koji, naro¢ito infinitezimalnim racunom, u graniCne
procese uvodi dinamizam matemati¢kog rezoncvanja. Moglo bi se na prvi
pogled ¢initi ¢udno da je sama riguroznost u rezonovanju popustila posle
otkri¢a infinitezimalnog raluna, utoliko pre Sto je jedan od najznacajnijih
analitickih pojmova — beskona¢an red — ba$ infinitezimalnim raCunom
.do3ao do svog punog izraZaja. Medutim, uzrok ovome leZi u tome, kao §to -
je Knopp u uvodu svoje knjige o beskona¢nim redovima primetio, ,$to su
veliki stvaraoci infinitezimalnog raCuna — Leibnitz i Newton —kao
i njihovi sledbenici bili zasenjeni obiljem novih saznanja koja su iz tog
.izvora proistekla i nisu ni osecali potrebu da posvete paZnju kritici njiho-
vih osnova“. Sem toga novim dinamikim nafinom rezonovanja trebalo je
_prvo stvoriti potrebnu osnovnu gradu, tj. dovoljno novih pojmova, kako bi
“se preko njih ova riguroznost mogla docnije do tan¢ina sprovesti.

1.2. Osnovni pojam konvergencije beskonalnih procesa, koja je otu-
-da proistekla, nije u to vreme postavljen na svoje pravo mesto, niti je mo-
_gao biti rigurozno definisan, StaviSe na samu konvergenciju beskonacnih

7%
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redova ‘nije se obracala gotovo nikakva paZnja. Tako, medu ostalim, w
E uler-ovim delima stoji da se razvijanjem u red funkcija

1 — 3
— = x4 4.....
1
e T 2
=7 T4 2x ++ 3x24......
moze, za x = — 1, redovima
1—1-+1—1..... =3 (=1
odnosno
1 —243—d+. . =3 =)+
pripisati vrednost 1/2, odnosno 1/4, ili da se, za x — — 2, moZe redovima
f 1 — 214 —84...=3(—1)" 2"
odnosno
1 —2.243.4—4.84...=3(=1) (v-1)2"

pripisati zbir 1/3, odnosno 1/9. Za konvergenciju ovih redova nije se tada
niko interesovao. Ukoliko je neko na nju i obratio paZnju, dobiveni za-
kljucci su bili Cesto pogres$ni. Taxo jo§ 1770 godine Lagrange smatra
kao dovoljan kriterium za konvergenciju reda ¥ u, da u, - 0, iako je jo$
Mengoli 1650 godine dokazao divergenciju harmoniskog reda = 1/v.
Jos i sam Euler, pored toga §to se stalno sluZio redovima ¢iji opSti
Clan ne teZi nuli, uvida da uslov da op$ti ¢lan tezi nuli nije dovoljan za-
konvergenciju reda, medutim, on ¢€ini sli¢nu gresku pri dokazu konvergen-
cije reda 2 1/v%, Euler je naime primetio da divergencija harmoniskog,
reda sledi iz Cinjenice da grupa :

Unts  Unte oo - ton

od n njegovih uzastopnih Clanova, tj. niz

1 1 1
2 o g o B R e
ne tezi nuli, i posto je dokazao da odgovarajuca grupa
Go= 15 + gy e+ 7w
T 1T (2P U (2

reda = 1/n? teZi nuli, pogre$no zakljuuje da ovaj red mora konvergirati.
lako je zakljuCak tacan, njegovo rezonovanje je ipak pogresno, jer bi iz
toga sledila konvergencija reda > wign’ Cija grupa od n uzastopnih Cla-
nova teZi takode nuli, dok je sam red divergentan. '
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~ Uostalom, i pod pretpostavkom da su. ovakvi zakljucci ispravni, ovi
se zakljuCci mogu odnositi samo na redove ¢&iji opSti ¢lan u, teZi nuli
Utoliko je Cudnije da su matematiCari onoga doba, a naro¢ito Euler, pri-
pisivali odredene brojne vrednosti redovima kod kojih ni sam opsti ¢lan
ne teZi nuli, kao Sto je, na primer, slucaj sa redom 1 —141—1-4.,...
Iako €lanovi ovog reda ne teZe nuli, pokuSavalo se na razne nadine da
ise njemu pripiSe vrednost 1/2 kao zbir. Od ovih pokuSaja najznadajniji je
Leibnitz-ov. Medutim, ve¢ kod redova ‘ :

(=D (v i 21T 2y

ovakva razmatranja nisu dovela do Zeljenih rezultata. I pored toga Euler
i njegovi savremenici su se gotovo celo stolee — 1750—1850 — nesme-
tano sluzili ovim redovima. Kadgod bi naiSli na ovakve divergentne redove
oni bi za njihov zbir uzimali vrednost koja se dobivala bilo iz funkcije ge-
neratrise, bilo iz izraza iz koga je red proistekao za odgovarajucu speci-
jalou brojou vrednost promenljive. ZnaCajno je da su se ovako dobiveni
rezultati docnije pokazali gotovo uvek kao tacni, a razlog ovome vide¢emo
iz docnijeg izlaganja. : : :

1.3. Kasniji pokusaji da se objasne ove pojave kod divergentnih re-
«dova ostali su bezuspesni dogod nije bio precizno definisan pojam konver-
gencije, i dok se nije dobila jasna pretstava o grani¢nim procesima. Ovo
je ostvareno tek radovima Cauchy-a i Abel-a.

U svojoj knjizi ,Analyse algébrique“ koja je izaSla 1821
godine, Cauchy definiSe red £ u, kao konvergentan, ako niz njegovih
delimic¢nih zbirova :

sn=uO+U1+---+un,n=0,1,2,.--.,

teZi odredenoj grani¢noj vrednosti, i istiCe da je za to potrebno i dovoljno,
ne samo da opsti ¢lan u, - 0, ili da grupa od n uzastopnih ¢lanova

2n
Son — Sn = 2 Uv"’ 0,

. n-+1
wve¢ da svaka grupa od p uzastopnih ¢lanova

n+p

Sntp — Sn — z u,

n-1

'sa proizvoljnim p nezavisnim od n, mora teZiti nuli.

Sprovodec¢i konsekventno ovaj pojam, Cauchy ide tako daleko da
kategoricki odbacuje svaki divergentan red, kao red kojem se ne moZe
pripisati nikakva vrednost kao zbir, i to ne samo da bi postigao traZenu
riguroznost u rezonovanju, ve¢ i stoga Sto se u ono doba preterano sluZilo
divergentnim redovima. :

Odmah posle ovog Cauchy-eva dela izasla je 1826 god. rasprava

N. H. Abela ,Ispitivanje reda 1—{——7{—1 x—}n'..“,kojaseoslanjana
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Cauchy-evo delo, ali sama obiluje novim metodama i stavovima. Ovi
stavovi su i danas poznati pod imenom ,Abel-ovi stavovi“, i njima je
naroéito istaknut znacaj novog nacina riguroznog posmatranja, kao i uvo-
denja Cauchy-evih preciznih definicija.

Od ovih stavova navedimo samo stav o neprekidnosti T aylor-ova
reda koji je u neposrednoj vezi sa naSim izlaganjem, i koji glasi:

Ako je red Tu, konvergentan, tj ako

\ |
> 4, =5 kad n- oo,
v=0 ‘

tada red
O

uy xV = f(x)
‘ v=0
konvergira za |x|<1,1 tada je funkcija fix) neprekidns
u tacki x=1, tj. ' -
fx) » s kad x =1 — 0.

1.4. Uporedimo ovaj stav sa Euler-ovom definicijom zbira diver-
gentnog reda, recimo reda

Al —11—14 ...

U tu svrhu podimo od funkcije f(x) = T—]_I—_x ¢iji razvitak u red glasi

oo

1
= 2(—1)va=.; —xt =

v=0 ;
Ova funkcija istina neprekidna u tacki x = 1, tj. f(x) » 1/2 kad x - 1, me-
dutim, red 1 — 1 4+ 1 — 14 ... divergira. Do koje je mere Euler u
pravu da zbiru ovoga reda pripiSe vrednost f(1) = 1/2, zapravo da obrne
Abel-ov stav, tj, da iz neprekidnosti funkcije zaklju¢i zbir reda? Po
Euleru za zbir divergentnog reda treba uzeti vrednost funkcije iz koje
je red potekao. Medutim, odmah se postavlja pitanje ne bi li se mogla
pronaéi i neka druga funkcija koja dovodi do istogreda 1 —1-4-1—1-+4...,
ali koja za istu vrednost nezavisne promenljive uzima vrednost razliCitu od:
1/2. Takve funkcije nije teSko pronaci. Razvijanjem funkcije

11 x
1fx4x2 11— 1—x8

u red po stepenima od x dobivamo takav jedan primer. Zaista je

1
TFxfx
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odakle se, za x = 1, dobiva

1m:1_1+1;1+ .......

Moze se, StaviSe, posti¢ci da se redu 1 —1 ‘-{— 1 —1-... pripiSu kao
zbir ma koji pravi razlomak, ako se pode od funkcije o

1—xn

T:JF = ] — xn_l_xm — xotm + x2m __gn-2m o

gde je n<m. Iz ovog se obrasca, za x = 1, dobiva
nm=1—14+1—1-4....
Ako jos havedemyo i primer koji je dao Pringsheim

(o °]

0=1—1dx—xbxt— bt = > (=) /2

v=0

vidimo da za vrednost zbira ovoga reda moZemo dobiti i nulu, tj.

0=1—141—14..0.u

1.5. Cinjenica da jednom istom redu moZemo pripisati prvo vrednost
1/2, zatim 1/3, n/m, i najzad 0, tako je paradoksalna, da izgleda uzaludan
svaki pokusaj da se jednom divergentnom redu pripiSe neka odredena
vrednost kao zbir. Posmatramo li za sad prva dva primera, moZemo na
,prirodan“ nacin naéi izlaz iz ovog paradoksa u Leibmnitz-ovu poku-
$aju da redu 1 — 11 —1 ... pripiSe zbir 1/2. Leibnitz posmatra
niz delimi¢nih zbirova reda 1 — 14+ 1 —1- .., 1j. niz

1,0, 1,0, ...

i primecuje da se broj 0 isto tako Cesto javlja kao i broj 1, tako da se kao

najprirodniji zbir ovoga reda dobiva aritmetiCka sredina, tj. 95][2——1 == —512— »
Isto tako moZemo postupiti i kod reda '
1
[ — — 3 . 44
e

ako stepene koji nedostaju upotpunimo sa stepenima Ciji su koeficijenti
nula: ’ o ' =

1
1T+ xFx2

‘Tada, za x = 1, dobivamo red

120 — 1t 08 b 28 — X 0 —

11401 —1404. ...
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Ciji su delimi¢ni zbirovi

~L,0,0,1,0,0,1,0,0,....
Ovde imamo dvaput viSe nula od jedinica, tako .da kao najverovatniju
vrednost zbira dobivamo aritmeti¢ku sredinu B

040+1 _ 1

3 3
— X1 .
= gde se prilikom -obrazova-
nja delimiCnih zbirova kod m prvih ¢lanova, broj 1 javlja n puta, dok se
broj 0 javlja (m-n) puta.”
1.6. ProSirujuci ova razmatranja Frobenius je 1880 god. (u. 89
svesci Crelle-ovog Journal-a) dao uopStenje Abel-ova stava, koje je
u stvari ve¢ Leibnitz naslutio, i koje glasi:

Sli¢no je i1 kod razvijanja funkcije

Neka je
, n ,
Sn"—"zuv;
. v=0
tada iz
. 8 S “ e S
Cp= 0+ 1+ + n -8, 1 = 00,
n
sledi

f(x) = uo+U1x+.--+Unxn+.-o"s, x"’l.

Na ovaj nacin se proSireni zbir reda = u,. uvodi preko granice

lim _ _Sitss+.tsa
.

n==00

=s,

ako ova graniCna vrednost postoji. Medutim, da bi ovako uveden pojam
zbira bio potpuno osnovan, morao bi se proSireni zbir poklapati sa stvar-
nim zbirom posmatranog reda kad ovaj poslednji postoji, tj. kad je red
konvergentan., Da je ovo zaista slucaj vidimo iz stava koji je dao jo$
Cauchy, i koji glasi:

Iz

Snp = S

sledi

1
n (1t st ...+ sa) =5
Kao 3to ‘vidimo ovim postupkom, tj. obrazovanjem aritmetickih sre-
dina, mogu se ne samo divergentnim redovima
l—141—14+1—....
l1—14+04+1—1404..... ,
1+0+?n+',”+0v e L—}— +04+...4+0+4....

0
o n—m
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pripisati vrednosti 1/2, 1/3, m/n kao njihovi proSireni zbirovi, ve¢ se u
opsStem slucaju moZe uvek uzeti

n
§ = lim (Sl+ 82+ +Sn), Sn == z'uv’
=0

n=00 1

kao prosireni zbir reda = u,,, kadgod ova grani¢na vrednost postoji.

1.7. Ovim jo§ daleko nismo obuhvatili sve divergentne redove,
Dovoljno je zato da uocimo red

1—243—44..,

koji nastaje iz funkcije
IR R

(1+4-x)*

za x =1, i kome bi stoga trebalo prxplsah vrednost 1/4. Medutim, ovde
se postupkom aritmetiCkih sredina ne moZe do¢i do tog rezultata. Da bismo
uprostili ra¢un pokazafemo to na redu

04+1—24+3—4+..... ,

koji proizlazi iz funkcije

=0 4 x — 2x* 4 3x% — 4x* ...

1 4 2x 4 3x* — 4x% - ...,

X

(1+4x)*
za x=1, i kome bi se na osnovu sli¢nih razmatranja morala pripisati
vrednost 1/4. Delimi¢ni zbirovi ovoga reda su

Sn' 0,1,—1,+2 —2 43 —3,.....

a zbirovi ¢lanova ovoga niza su
Sa= > s, 0,1,0,2,0,3,0,....,

tako da niz aritmeti¢kih sredina

cﬁ=%sﬁ Q%umémféa .....

uopste ne konvergira ve¢ escilira izmedu 0 i 1/2,

Medutim, aritmetiCke sredine ovih aritmetickih sredina —,11- o, teZe
V=0
-odredenoj granici, ito upravo 1/4 kao Sto se to iz Euler ovih raz-
matranja moglo i olekivati.
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1.8. Ovu ideju Holder 1882 konsekventno razvija dalje, da  bi
putem iteracija aritmetickih sredina dobio niz postupaka sa sve veéim
poljem dejstva.

Oznacdimo sa KR niz prvih aritmetickih sredina niza sy, tj.
1) —
h(n) T n 2 S
: . v=0
Ponavljanjem ovog postupka Holder obrazuje sredine

. n
Ce 1 :
(¢} QS (¢}
O = — 20 !
| =~

................
................

n
1
({9 J——— (k-1).
KO = 20 h

v=10

Ako, pocev od nekog odredenog k, niz AY konvergira odredenoj grani¢-
noj vrednosti s, tada Holder smatra ovu vrednost s kao proSireni zbir
reda T u, . Za ove ,Holderove sredine dokazao je sam Holder

1882 god. proSirenje Frobenius-ova stava:
Ako za izvestan ceo broj k

4 s kad n - oo,
tada i ”
o0

f(x).q‘z u\,xv -s kad x-1—0.
v=0 )

1.9. Ovakvo proSirenje pojma zbira divergentnog reda pokazalo se -
dOCl’llJE kao veoma plodno. Ve¢ nekoliko godina docnije (1890) dao je
Cesaro lepu primenu na ‘Cauchy-ev proizvod dva beskonac¢na reda.
Poznato je da Cauchy-ev proizvod dva konvergentna reda ne mora biti
konvergentan. Medutim, Cesaro je pokazao, u to vreme neolekivani
rezultat, da niz aritmetickih sredina reda, dobivenog Cauch y-evim mno-
Zenjem dva konvergentna reda, mora uvek konverglran i to tacno proiz-
vodu zbirova ovih redova.

Ako uzmemo u obzir Cauchy-ev stav 0 antmetxckxm sredinama
(1821), i uvedemo proSireni zbir posretstvom aritmeticke sredine, vidimo da
je Frobenius-ovim stavom (1880) uopsten Abel-ov stav o neprekid-
nosti (1826), a Cesaro-vim stavom (1890) upotpunjen Cauchy-ev stav o
proizvodu- redova. ‘ '

1.10. Istovremeno sa proSirenjem Cauchy-eva, stava o proizvodu
redova a neposredno posle Holder-a uveo ]e Cesaro, prlmenom
sliCnih iteriranih postupaka, novu vrstu sredina,:
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Neka je

@
|
M
{/)

v=0
n
2 ~(1
P = 280,
v=0

i uopste, ponavljanjem sabiranja,
n.

s — 3o

v=0

Kako se u ST nalaze n +1 = ) lanova niza sg, a u SP

l—}—Q—{—».'..—}—n—l—(n—kl)— ( g— ) tlanova niza s, i uopste u S

k—1 k-1 n—{—k 1) (n—Hz)

(=D + (2 + )+ (7
¢lanova niza s,, to Cesaro, pri uopstenju prostih aritmetikih sredinas
obrazuje sredine :

NS
& —
G4}
Ovi su izrazi znatno prostiji od H61d e r-ovih A% (sem slucaja k=1,

gde je B — AD), prvo stoga, sto se mogu eksplicitno izraziti u obliku

# = mm 3 () -

a drugo $to se oni lako dobivaju pomocu funkcije generatrise
o co
L s, Z v
_(_].tk.jl? Sv X == SV X .
ve=0
Pomodu sredina c(n) Cesaro definiSe’ pros1rem zbir reda Zu,, grani¢nom
vredno$éu
lim  (®

Cpn = 8§
=00

ako ova postoji za izvesno k.
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1.11. Kako Holder-ovim, tako i Cesaro-vim sredinama, prosi-
reni zbir konvergentnog reda uvek postoji i jednak je obi¢nom zbira toga
teda. StaviSe, i Cesaro-vi postupci su u toliko ,jaci“ ukoliko je k vece,
tj. njihovo polje dejstva je utoliko Sire. Drugim reéima, ako grani¢na vred-

nliilo W =5 postoji za izvesno k, ona postoji i za svako ¥ > b, i
ima istu vrednost, tj.:

nost

lim =5 za K > k.

n=00

Kao Sto je to pokazao jos Cesaro, za ovo je dovoljno dokazati da

Iz
ledi C(’]:)"s’ n= 00,
sledi
c(,'fH)-»s, za svako k> 0.
Kako je
: k k11 b-}-1
(1) (/f) cgk)”{'(t)c(f)_f'"'"{'(i )C(’l‘()
Cn' o= - e

By o (AN L (k ’
B+ G+
to vidimo da se ¢G moze izraziti kao ,progirena sredina® niza i to
sa teZinama
_ (kv
pv ”—( k ).’

tako da je ovaj stav sadrZan u jednom  opStem stavu koji potice od
Jensen-a.

1.12. Jos 1888 godine Jensen je dao ustvari prvo bitno uopstenje
Cauchy-eva stava o aritmeti¢kim sredinama koje glasi:

Neka je p,. niz pozitivnih brojeva (teZina) &iji
zbir

Pn=p6+p1+.--+pnﬁoo sa n.

Iz konvergencije niza ap tj. iz
an = a,

uvek sledi konvergencija proSirenih aritmetic¢kih
sredina, ,

PoG + pi a4+ ...+ paan
P0+P1 voo + Pa

Ovim stavom, koji uostalom sadrZi veéi deo pomenutih stavova, za-
vrSena je u izvesnom smislu prva etapa u teoriji divergentnih redova. U
ovom periodu dati su i prouceni uglavnom navedeni specijalni postupci

= a, n= OO,
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koji su omogucili Borel-u da da pokuSaj jedne opSte teorije divergentnih:
redova i stvori njima adekvatnu terminologiju. -
2.1 Ako granica

lim oo _
n=00

postoji pofev od izvesnog k, tada je Cesaro nazvao niz s, odnosno red:
2 uy k-trostruko neodreden“. Ovaj nacin izraZavanja nije se odrZao. Danas
je uobiCajeno da se za red koji ne konvergira, ali kome se jednim od opisa-~
nih postupaka moZe pripisati neka vrednost kao zbir, kaZe da je zbirljiv
tim postupkom. Taj naziv zadrZavamo i za nizove. Da bi se oznacilo kojim
je postupkom neki niz, odnosno red, zbirljiv upotrebljavaju se, kratkoce:
radi, velika latinska slova. Tako se k-ta Holder-ova sredina oznalava
sa Hy, ili (Hk), a k-ta Cesar-ova sredina sa Cy, ili (Ck). Tada se kaze
da je niz ili red zbirljiv-H,k), ili -(C,k). a egzistencija granine vrednosti
ovih sredina obeleZava se kod nizova sa

(Hp - 1M o odnosno (CE) - 1M g —s5,
n—~oo n==0co

a kod redova sa

« o . o
(H,k) - 2 Uy = §, odnosno (C.k) - Z p = S.
(0] (4]

Ovim nacinom pisanja moZemo do sad pomenute stavove izraziti u
obliku:

Svaki konvergentan red je zbirljiv-{H,k), odnosno -(C,k) za svako k> 1.

Iz zbirljivosti-(H,k) sledi zbirljivost -(Hk+41).

Iz zbirljivosti -(C,k) sledi zbirljivost -(C,k4-1).

Ovi stavovi se nazivaju ,stavovi permanencije“,jer je proSireni zbir
dobiven ovim postupcima jednak zbiru reda kad je ovaj konvergentan ili
zbirljiv niZeg reda. ‘ ,

U opstem slucaju kaZzemo da je jedan postupak permanentan,.
ako je svaki konvergentan niz ili red zbirljiv tim postupkom sa istom
grani¢nom vrednoscu.

2.2. 1z ovog sledi da se polje dejstva ovih postupaka zbirljivosti ne
smanjuje kad k raste, ako se pod poljem dejstva podrazumeva skup svih
redova, odnosno nizova koji su zbirljivi jednim postupkom. Tako smo vec
videli da red

041 —2-4+38—44....

nije zbirljiv-(H,1), ali je zbirljiv-(H,2). Mogu se lako navesti primeri nizova.
koji nisu zbirljivi-(H,k—1), ali su zbirljivi-(H,k). Stavimo, na primer

BED = (—1)p

i odatle izra¢unajmo unatrag sam niz s,. Ovim jednoznacno odreden r_ﬁz
sn, na osnovu stava o-permanenciji, nije zbirljiv-(H k) za k < k—1, jer
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nije zbirljiv-(H,k—1) medutim, on je zbirljiv-(H,k) sa prosirenim zbirom 1/2.
Slican primer se moZe dati i za zbirljivost-(C,k). _

2.3. Ma da polje dejstva ovih postupaka zbirljivosti raste sa &, ipak
postoje nizovi sa suviSe velikim oscilacijama koji nisu zbirljivi ni jednim od
postupaka (C,k), ili (H,k), ma kako velik bio k. To vaZi ve¢ za Euler-ov
red koji smo naveli u pocetku:

1 — 24—, . (=Ipong ... ..

Njegovi Clanovi obrazuju geometrisku progresiju sa kolinikom -2, Stoga
se pri uzastopnom obrazovanju zbirova S§ ne menja velifina njihovih
oscilacija, jer je :

1,2
si= S = 5 + 5 (=) 2",

............................
............................

tako da ovi zbirovi posle deobe sa

() () ()

jos uvek'osciliraju izmedu — oo i +oo0, ma kako velik bio k.

; Da bi uklonio ovaj nedostatak, tj. da bi proSirio polje dejstva posto-
je¢ih postupaka dao je Borel nove postupke zbirljivosti. On je ‘u isti
mah izloZio jedan princip po kome se mogu obrazovati postupci zbirljivosti
sa sve vecim poljem dejslva. Njegovi radovi iz ove oblasti padaju u vreme
izmedu 1896—1900 godine, a 1901 on daje prvi pregled teorije divergent-
nih redova u svojoj knjizi ,Lecons sur les séries divergentes®,

2.4. Borel je primetio da svaka proSirena aritmeticka sredina

' +pisit. oo+ pasa 1 S
M(P,): Poso o= > pys
, Pot+pi+. -+ pa PnV§0 v

sa o= > pyipy >0,

V=0
mozZe posluZiti kao postupak zbirljivosti, i da je ovaj postupak, prema
Jensen-ovu stavu permanentan kad P, » oo, tj. da iz

Sn = §

M(Pn)—"[im Sn = S, V

=00

sledi

Ali svi ovi postupci M(P,), ma kako niz P,teZio beskonaCnosti nisu u
stanju da red ¥ (-s)"2" ucine zbirljivim. Posmatramo 1i neku M(P, ) sredinu



111

n

1 i Do P i Pn-1 Pn
LT 2::’/0 sy="st s+ ...+ Sn—1 7~ Sn,
R ETYY R P P, P

vidimo da Ce se oscilacije niza utoliko viSe smanjiti ukoliko teZine
gy, n= —,v=20,1,2,....1,

brze teZe nuli. Drugim re¢ima, da bi red = u,, mogao biti zbirljiv — M(Py)

treba da niz teZina p, /P, utoliko brZe teZi nuli, ukoliko su vece oscilacije
¢lanova toga reda. Medjutim, ovaj niz ne moZe da teZi nuli proizvoljno
brzo, jer prema jednom ADbel-ovu stavu, red = p, [P, mora divergirati

da bi P,teZio beskonalnosti, a §to je za permanenciju postupka M(P,)
neophodno. Prema tome, niz p, [P, moZe teZiti nuli samo. kao.

Lo i,
n nlgn

a ovim brzinama se ne mogu izravnati vece oscilacije niza s, kao Sto je
to, na primer, slu¢aj sa nizom

e
n = —1V 2V —=— = (—1) ngn
s Vgo( 2 5 5D

Prema tome, da bismo redove sa velikim oscilacijama mogli uciniti
zbirljivim prisiljeni smo da za teZine uzimamo Clanove brzo konver-
gentnih redova. Zbog toga je Borel uveo sredine u obliku beskonacnih
redova i dao im oblik

[e/e]
> pys,

E P (%)

v=0

B (pn):

co . .
gde red 2 p . (x) mora brzo konvergirati, tj. clanovi p, (?c) moraju brzo

v=0

teZiti nuli, da bi se u izrazu .

S s,
v=0 ’

velike oscilacije niza s, mogle izravnati, Kad bi proSireni zbir reda
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n
Z u, = sa bio definisan samim izrazom B(ps ), zavisio bi on od svih,

V=0
tj. i od prvih ¢lanova niza s, ; jedna takva sredina bila bi neupotrebljiva, jer
proirena grani¢na vrednost ne bi smela da zavisi od njegovih pocetnih
Clanova. Da bismo u tom izrazu uklonili uticaj prvih C¢lanova moramo
smanjivati teZine py (x) prvih ¢lanova niza s, u odnosu na ostale Clanove.
Ovo postizemo ako u teZinama uvedemo jo$ jedan parametar tako da prve
teZine iSCezavaju kad pustimo da ovaj parametar teZi nekoj konalnoj gra-
nici ili beskonacnosti. '
2.5. Na osnovu ovakvog rezonovanja Borel je izveo uslove koje
moraju zadovoljavati teZine da bi sredinama B(p, ), u njihovom najopstijem
obliku, mogao dobiti postupak zbirljivosti takav da stav permanencije ostaje
u vaznosti. P
Da bismo ovo pokazalt oznadimo sa

&n (x1="66@"(£)—

Z py (x)
V==0

,normirane teZine“ sredine B(pn ). Tada je za svako x

SO0
> g, =1, - W
V=0
izasvakoni x
g (¥) > 0. @)

Pomenuta osobina, koju moraju ispunjavati normirane teZine ovog postupka
da bi on bio permanentan, izraZava se u Cinjenici da mora

gn (x) » 0 za svako konatno n =0,1,2,...., (3}

kad x teZi nekoj granici x, koja moZe biti i oo,
Opsti stav permanencije tada glasi:
Ako su uslovi (1), (2) i 3) ispunjeni, iz konvergen-
cije niza sy, tj. iz
Sn=S, n= 00,

uvek sledi da ¢e i

e
Blgn): z gy () sy»s kad x - x,.
2.6. Sredinama B(gn ) Borel je dao veoma opSte postupke zbitlji-
vosti i uzimajuéi specijalne teZine g, (x) uspeo je da polje dejstva tako
dobivenih postupaka zbirljivosti prosiri u pravcu u kome je Zeleo.
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Takav jedan specijalan slu¢aj smo ve¢ sreli kod samog Taylor-
ova reda, jer je izraz

o]
. sy XV
A: 1= > s,x¥="=2  (x-1—0),
ve=0 v
v=0

specijalan oblik sredina B(g,) sa normiranim teZinama oblika
g, () =0—xxv, (x=1).

Sam stav permanencije ovog postupka je ustvari Abel-ov stav o
neprekidnosti Taylor-ova reda na rubu, zbog Cega ovaj postupak
zbirljivosti nazivamo Abel-ovim i obeleZavamo slovom A, Ovaj stav tada
moZemo formulisati i ovako: :

Svaki konvergentan red je zbirljiv-A sa istim
zbirom. '

Sli¢no moZemo izraziti i Frobenius-Hélderov stav; kao i
Cesaro-ov stav: f

Svaki red koji je zbirljiv-(H k), ili -(C,k) za izvesno
k je istovremeno i zbirljiv-A sa istim pro$irenim
zbirom.

Iz ovog stava sledi da je polje dejstva Abel-ova postupka zbirljivosti
veCe od polja dejstva ma kog Hélder-ova ili Cesar-ova postupka. Ali

i pored toga, red » (—1)V 2V nije zbirljiv ni Abel-ovim postupkom, iako
. Ovo zato $to je

je ovaj red potekao iz Tay!lor-ova reda funkcije

Abel-ova sredina ovoga reda data izrazom *
o oo co
(l—x)z s, ¥ = 2(~—1)v2vxv
: v=0 v==0

koji konvergira samo za |x| < 1/2, dok za vrednosti x-a u blizini jedinice
taj zbir divergira, tako da je ovaj izraz ba§ za ove vrednosti x-a neupo-
trebljiv, a otuda se ni sam red ne moZe uCiniti zbirljivim-A.

2.7. Da bi uklonio ovaj nedostatak, Borel uzima za teZine g, (x) niz
koji teZi nuli brZe od teZina Abel-ova postupka, tj, od niza (1 — xjx", i
kao najjednostavniji takav niz uzima

xn
p"(x) = ey
n!
Kako je u ovom slucaju

v

(0]
X
E N a
v/
v==0
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i kako normirane teZine teZe nuli za svako konacno n, tj.
xl’l
g“(x)ze'x——,— -0 kad x= oo,
n!

to su ovim ispunjeni uslovi permanencije ovog postupka zbirljivosti.
Ovako definisana sredina

® S
\

B: eX 7 xv, (X-’OO),
V=0

kao i sam postupak zbirljivosti poznati su pod imenom Borel-a, a za
fed koji je zbirljiv ovim postupkom kaZemo da je zbirljiv-B.

Tek ovim Borel-ovim postupkom red ¥ (—1)m2" postaje zbirljiv.
Stavimo li, naime, u izrazu B

1 2
_— £ (—2)
Sn 3 + 3 (—2)
tada vidimo da je
~ S 1 2
V v
X — —_— —_— 3x
~ ) s T3¢
V=0
Prema tome
X s
ex —V—XV-»—}--kadX-»oo,
v 3
V=0

dakle upravo onoj vrednosti koju je naznatio Euler.

3.1. Cinjenica da je Taylor-ov red zbirljiv i za obe vrednosti
od x koje leZe izvan kruga konvergencije dovela je Borel-a na jednu
od najlepsih primena postupaka zbirljivosti. Ako posmatramo red

l (s 0]
_ VLV
14x o V§0[ "=

tada je lako videti da je on zbirljiv-B za svako x > —1, i to sa prosire-
nim zbirom koji upravo iznosi

. Ovaj T‘aylor-ov red moZe se, dakle,
X

Borel-ovim postupkom ,analiticki produZiti“, Drugim reCima, vrednosti
funkcije date Taylor-ovim redom mogu se ovim postupkom dobiti i za
one vrednosti x-a za koje ovaj red divergira. Borel je ovaj rezultat dao u
punoj opstosti kako za realno tako i za kompleksno x, i ta¢no odredio
oblast u kojej je jedan Taylor-ov red zbirljiv-B, tj. u kojoj se on moZe
analiticki produZiti.
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3.2, Skoro u isto vreme, 1900 godine, dao je Fejér jednu znafajnu
primenu Cesaro-ova postupka zbirljivosti na Fourier-ove redove. Kao
sto je poznato, Fourier-ov red

[oe]
é— a,+ 21 (a,, cos vx + b, sin v.x)

v— :
funkcije A(x) ne mora konvergirati ni tamo gde je funkcija f(x) neprekidna.
Medufim je Fejér pokazao da je Fourier-ov red ma koje
funkcije uvek zbirljiv-(Cl) za sve one vrednostiodwx
za koje je funkcija neprekidna.

Prema tome, jedno od najteZih pitanja, naime, koje uslove mora zado-
woljavati funkcija Ax) da bi njen Fourier-ov red bio konvergentan, a
koje pitanje u svom opStem obliku ni do danas nije reSeno, postaje izliSno,
kada se mesto obi¢ne konvergencije posmatra zbirljivost -(C,1).

3.3. Ova dva rezultata po svojoj lepoti i znaCaju privukla su opstu
paZnju na pojam zbirljivosti, tako da od poletka ovog stoleca zapolinje
treéi period teorije divergentnih redova, u kome su se intenzivno poceli
uvoditi i obradivati najraznovrsniji postupci zbirljivosti koji su dobili pri-
menu u svim granama matematicke analize.

Ne navodeéi dalje rezultate u teoriji Fourier-ovih i njima srodnih
tedova dobivenih pojmom zbirljivosti, pomenimo samo princip analitickog
produZenja koji je ovim dobio nov analiticki aparat. Tako je Borel-ov
wezultat da svojim postupkom analiticki produzi Taylor-ov red preko
kruga konvergencije sve viSe i vie usavrsavan, Dok se Borel-ovim po-
stupkom funkcija f(x) moZe analiticki produZiti jo§ uvek samo u ograniCe-
nom delu ravni, to da bi se ovo podrucje povecalo dati su novi postupei
sa sve ve¢im poljem dejstva. Tako se doslo do postupaka oblika B(gn)
koji Taylorov red jedne date funkcije produZuju na njeno celokupno
«definiciono podrucje, preciznije, u njenoj celoj Mittag-Leffler-ovoj
zvezdi. Stavie, u najnovije vreme Heller u svojoj doktorskoj tezi, koja
je u pripremi, prosiruje pojam zbirljivosti tako da funkciju moZe produZiti
preko tataka diskontinuiteta na samoj Mittag-Leffler-ovoj zvezdi, u
fatkama u kojima je ova regularna,

3.4. Analiticko produZenje pojmom zbirljivosti prenosi se i na druge
viste redova. Tako je Bohr, 1909 godine (C.R.148) pokazao da se po-
stupkom (C,k) Dirichlet-ov red

co

u.,

"y

=1 vS
koji konvergira desno od prave R{s} = 6,, moZe analiticki produZiti levo
od ove prave i da se ova oblast uopste uzev povecava sa k. ‘

Istovremeno, Marcel Riesz (C.R.149) pokazuje da se ista posma-
#ranja mogu preneti i na opSte Dirichlet-ove redove.
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ako se mesto postupka-(C,k) uvede postupak

R(nf): 2 (1_?‘_")1‘? uy, (¥ = oco),
. l.v<x X

tako. da se teZine Ay poklapaju sa eksponentima Dirichlet-ova reda.
3.5. VaZnost i upotreba pojma zbirljivosti u sve vecem obimu dovodi

do (itavog niza osnovnih pojmova. Pored osnovnog pojma prosirene

granice

lim

X=x

(Ch) — 1 ),
javljaju se i pojmovi neprekidnost-(C/k), diferencijabilnost-(Ck),
integrabilnost(Ck), nesvojstvena integrala, itd.

Tako je, na primer, funkcija

f(x) = sin 31? za x == 0 i f(0) = 0,

neprekidna-(C,1) u tacki x — 0, a funkcija x f(x) diferencijabilna-(C,1) u
tacki x = 0.

'3.6. Napomenimo ovde da sa ovako pro§irenim pojmovima grani¢nih
procesa svi racuni Euler-a postaju potpuno egzakini. Kao najfrapantniji
primer za ovo navedimo da je Euler, jedan vek pre Riemann-a,
izveo funkcionalnu jednalinu za §-funkciju, i to upravo preko divergentnih
redova. Svi njegovi grani¢ni prelazi su sa gledista divergencije nedopusteni,
ali rezultat je tacan, i celo njegovo izvodenje moZe se preko pojma zbir-
ljivosti rigurozno opravdati. U celom tom, i za danasnje shvatanje kompli-
kovanom raCunu, Euler je svakom divergentnom redu i graniénom pro-
cesu uvek pripisao ,pravu vrednost“, a sa danadnjom oznakom ovo postaje -
potpuno rigurozno, ako se samo ispred grani¢nih procesa stavi znak onog
postupka zbirljivosti koji osigurava konvergenciju.

4.1. Pored osnovnog principa permanencije nekog postupka zbirljivosti
jos je Borel u svojim radovima istakao da razni postupci zbirljivosti,
kojima je moguce pripisati proSireni zbir nekom divergentnom redu, mogi
biti od prakticnog znacaja samo ako jednom te istom redu odgovara uvek
isti proSireni zbir. Ukoliko se povecavao broj najraznovrsnijih postupaka
zbirljivosti, utoliko je postajalo sve jasnije da je iluzorno traZiti jedan opést,
apsolutni postupak zbirljivosti kojim bi se svakom divergentnom redu mogao
pripisati odredeni proSireni zbir, koji bi za svaki odredeni red bio jednak
proSirenom zbiru dobivenom ma kojim od navedenih specijalnih postupaka
zbirljivosti. Ovo pitanje treba iz osnove druké&ije postaviti, a ne kao §to je
to ucinic Borel, i da bismo lake shvatili problematiku koja se ovde
postavlja, podimo od Pringsheim-ova primera: :

cO
0= > (—1)yv g2 v _ I — 14 x2—x®bxtxt |, ..

V=0
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iz koga smo izveli da je

1—1-+1—1-4....=0,

a za koji rezultat nismo dali dovoljno objasnjenje.
Ovaj rezultat stoji u svakom slucaju u protivre¢nosti sa Euler-ovim

rezultatom, naime da je 1 — 1 41 — 14 ... = -7;—, a pored toga nismo
u stanju da na Pringsheim-ov izraz primenimo ona rasudivanja koja su
nas dovela do zbirareda 1 — 1 +0+41—1-4-0-4 ... i njemu sli¢nih
redova, i to tako Sto smo divergentnom redu pripisali kao zbir onaj broj
koji sledi iz polaznog izraza.

Borel pobija ovo Pringsheim-ovo shvatanje i tvrdi da je jedna-
¢ina —é— =1_—-1-4+1—1-4... uopsSte tatna, kada se do nje doSlo

»prirodnim putem®, tj. kada se ona pojavila u toku racuna, a da je netatna
kada je izvedena preko veStacki stvorenog primera, koji je stvoren jedino
zato da bi se njen prvobitni smisao pobio.

- 4.2. Posmatrajmo stoga Pringsheim-ov izraz nesto bliZe, da bismo
videli da li je on zaista veStaCki produkt, Stvar ¢e biti jasnija kad se pode
od neSto opStijeg izraza

P(x) =ug -y tup A X u xt -y xt=
co
— Z Uy X2 [v/2].
v==0

Ovaj izraz pretstavlja jednu odredenu funkciju, a u isti mah i potpuno
odreden postupak zbirljivesti oblika B(ga) koji zadovoljava uslove perma-
nencije. ‘
Uporedimo ovaj postupak sa A bel-ovim, tj. sa
‘oo
fix) = 2 uy xV.

V==0

Na osnovu permanencije oba postupka bice f(1—0) = ¢(1—0) ako prvo-
bitni red konvergira, tj. i proSireni zbirovi dobiveni ovim postupkom su
tada jednaki. Medutim, ako ovaj red divergira, i ako primetimo da je

p(x) — fx) = (1—x) (wy+uz®+usx*+4...)
vidimo da se ve¢ kad
useps = u = 0, (kb = o0),

eba proSirena zbira moraju razlikovati, jer tada, prema opsStem stavu per-
manencije :

(p(x) — flx) - u/2, (x - 1)
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Razlog ovome leZi u disparatnoj prirodi niza eksponenata

n

0,0,2,2,...,2 [3—],...., odnosno 0,1,2,...,n,.

jer prvi niz u odnosu na drugi ima neSto nepravilan tok.

Ako istaknemo ovu vecu ili manju nepravilnost toka niza eksponenata,,
tada ovim moZemo dobiti zadovoljavaju¢i odgovor na postavljeno pitanje.
Ako je, naime, red 1—1-41— 14 ... potekao iz razvitka izvesnog
analitickog izraza Ciji €lanovi imaju u odnosu na prirodni niz izvestan
regularni tok, tada mu moZemo uvek kao proSireni zbir pripisati vrednost
1/2. Tako, na primer razvitak ,

L S S + _ 1 _ 1
1+x2  14@2x)%  1-@x)z 2

1
o X__o—T[X

b
X

za ovaj red daje upravo vrednost 7/2 kad x - 0. Ali i obratno, pod ovim
uslovima regularposti moZe se zakljuciti da i sam izraz uzima vrednost 1/2
ako iz njega, pod istim uslovima, proistie red 1 —14+1—1-4.....
Euler i njegovi savremenici imali su vanredan instinkt za ovu regu-
larnost, iako ona tada eksplicitno nije bila izraZena. :

Iz dosadasnjeg izlaganja moZemo zakljuciti da divergentnom redu o
Cijem poreklu niSta ne znamo ne moZemo nikada pripisati odredenu vred-
nost kao proSireni zbir, jer za svaki takav red moZemo uvek naci takav
postupak zbirljivosti da se njime moZe dobiti po volji ma koji broj kao
njegov proSireni zbir. Jasno je da se teZine dva postupka zbirljivosti, ~koji
za isti red daju razliCite prosirene zbirove, ne mogu jedne prema drugima
regularno odnositi, tako da se cela ova problematika svodi na jednu pre-
ciznu definiciju pojma regularnog ponasanja. Prirodno je da se pri obrazo-
vanju ovakvog pojma regularnosti pode od niza prirodnih brojeva 1,2,3,...
i otuda, kao §to je to ucinio Hardy, primenom osnovnih raCunskih
radnji obrazuje klasa regularnih nizova, tzv. klasa logaritamsko-eksponenci-
jalnog tipa, Ovako obrazovana klasa regularnih nizova je ona koja je
organski vezana za Taylor-ove i obicne Dirichlet-ove redove, jer
kod ovih redova niz prirodnih brojeva igra istaknutu ulogu. Kod opstih
Dirichlet-ovih redova, medutim, ovu ulogu preuzima niz A, i ako se ovaj
niz brojeva u odnosu na prirodni niz brojeva iregularno ponasa, potrebno:
je izgraditi pojam regularnosti u odnosu na ovaj niz, recimo logaritamsko-
eksponencijalnog tipa.

Otuda vidimo da je za svaku grupu problema polrebno na podesan
nadin uspostaviti postupke zbirljivosti i pojam regularnosti koji omoguca-
vaju da se ovi problemi mogu organski medusobno obraditi. U ovom leZi
uzrok za$to je za ove poslednje Cetiri decenije poniklo toliko mnogo i tako,
razliCitih postupaka zbirljivosti, tako da se danasnji problem u samoj teoriji
divergentnih redova, ne uzimaju¢i u obzir njihove najraznovrsnije primene,
svodi na proufavanje i ispitivanje medusobnih veza samih postupaka zbir-
ljivosti. Jedan od otvorenih puteva za ovo ispitivanje sastoji se bas u tome
da se pomenuti pojam regularnosti precizno definiSe i njime obuhvate ovi
problemi,
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LE DEVELOPPEMENT ET L'IMPORTANCE DE LA THEORIE DES
SERIES DIVERGENTES DANS L’ANALYSE MATHEMATIQUE

PAR J. KARAMATA

Dans cette communication Pauteur a sommairement exposé le dévelop-
pement de la théorie des séries divergentes et les méthodes des leur som-
mations dés Euler, Abel, Holder, Cesaro et Borel jusqu’a nos jours. Il a
ensuite exposé l'importance et I'application de cette théorie au développe-
ment des fonctions en séries, au prolongement analytique des fonctions,
ainsi qu’a D'extension des notions de la valeur limite, de la continuité, de
la dérivée et de l’integral.






‘O ASIMPTOTSKIM RESENJIMA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

TADIJA PEJOVIC, BEOGRAD

Pod asimptotskim reSenjem neke diferencijalne jednaline razume se
vrednost integrala te jednaline kada se nezavisno promenljiva uvecava
beskonacno. U vedini sluajeva nije moguce izraziti eksp11c1tne integrale
diferencijalnih ]ednacma iz kojih bi se dobila asimptotska reSenja. Stoga
se na razne nacine pribegava ispitivanju ponaSanja integrala u besko-
nacnosti, tj. kada se nezavisno promenljiva uvecava beskonacno. Mi ¢emo
ovde ukratko izneti kako se ispituje ponaSanje integrala u beskonacnosti
pomoCu asimptotskih redova i pomotu sukcesivnih apro-
ksimacija.t

1. Problem ispitivanja asimptotskih reSenja diferencijalnih jednacina
poti¢e od Poincaré-a?). On pretstavlja integrale jedne homogene linearne
jednacine pomoc¢u asimptotskih redova Pod asimptotskim
red om neke funkcije f(x) razume se red oblika

() fx ~ A, + —l— — ..
kod koga je
lim x“[f’{x)—}\g—ﬁ —_ ﬁ»— A“J:O, (n=0,1,2...).
X - 00 X x2 xn

Prema samoj definiciji, red (1) moZe se napisati u obliku

3
f) = By F 2t o D g facim )
gde je ’ :
lim e,=20 n=20,1,2..)

X = oo

Koeficijenti reda (1) dati su izrazima

A, = lim (Ix), A, = lim x [i(x) — A,],

X = X = OO

1) Treba napomenuti da postoje i druge metode za ispitivanje integrala u besko-
naénosti o kojima neéemo govoriti.

2) Acta mathématica, t. 8, 1886. .

3) Asimptotskim redovima bavio se istovremeno i Stieltjes i on ih je zvao semi-
konvergentnim redovima (Th. J. Stieltjes, Recherches sur qulques séries semi-convergentes.
Annales de-l’école normale supérieure, (3), Bd. 3. 1886). Medjutim, zadrZan je naziv asimp-
totski redovi, jer naziv semi-konvergentni redovi odgovara drugoj vrsti redova.
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A, = lim x2 [f(x)— Ao—ﬁi],....
X

) e A .
{ An = lim xn [f(x)— AO_._.I_._,,___'.‘:L}
X = 00 X xn-1

Kao povod za pretstavljanje integrala neke diferencijalne jednadine
pomocu asimptotskih redova, posluZio je Poincaré-u Stirling-ov red

-3 log F(X+1)=~1—log(2 O-+{x + L log x —x
2 2

B, B. B,
Jr1 . 9x 3.4x2 5.6x3 7

gde su B,, By, B;,..... Bernoulli-evi brojevi. Red (3) je divergentan za
sve konacne vrednosti x. Medjutim, za velike vrednosti x red 3) moZe se
upotrebiti i on asimptotski pretstavija funkciju

log I' (x -1,

Clanovi reda (3) donekle naglo opadaju a posle rastu. Ako se pak zau-

stavimo na Clanu koji prethodi najmanjem ¢lanu, onda je greSka ucinjena

na funkciji log I (x 4 1) pretstavljenom redom (3) vrlo mala. :
Poincaré je pokazao da se sa asimptotskim redovima oblika (1) mogu

visiti izvesne formalne racunske operacije kao i sa konvergentnim redovima.
Mi ¢emo odmah pre¢i na primenu ovih redova na integraciju dife-

rencijalnih jednacina. ' :
Uzmimo na primer jednacinu

4 Yoyt L=o
dx X

i pokuSajmo pretstaviti integral ove jednacine pomocu reda oblika (1).
Izvodni red reda (1) bice

c& A, 24, . n A,

dx x2 X3 T xn

()

Zamenom y iy’ iz relacija (1) i (5) u jednacini (4) i stavljajuéi koefi~
cijente uz Ln (n=20,1,2...) jednaki nuli, dobi¢e se

X

Ag=0, Ai=1, Aj=—A,..., Apy=—n A,
ili Ay=0, Aj=1, Ay=—1, ..., Ap=—(=D)nl

Ako se vrednosti ovih koéfiéijenata zamene u redu (1), dobice se resenje
jednacine (4) pretstavljeno asimptotskim redom

© y~— — L2 ¥y
X X X

x2

TTT e e 0y

n!
na+l
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koje formalno zadovoljava jednadinu (4). Ovaj red je divergentan za sve
konacne vrednosti x, ali ako x raste, na primer zajedno san, to je n-ti ¢lan

‘n!
nn—H

b

koji prema Stirling-ovoj formuli tezi nuli za n - oo tj.
lim 2 — 0
n - oo 0!

Prema tome, naizmeni¢an red (6) pretstavlja asimptotski integral jednacine
(4) za x dovoljno veliko.

Opsti integral jednacine (4) glasi
y:eX(C— fe—-xdx) .
, X
XO

Da bismo ispitali ponaSanje ovoga integrala u beskona¢nosti, napiSimo ga
. u obliku

c— [“ax
O J X
y——r
e-X
Za x = oo imenitelj e* teZi nuli, integral
0]

konvergira. Stoga se moZe izabrati konstanta C da i brojitelj tezi nuli, tj.
da je

X oo
c_fidx=c—f9§dx—f9—dx:o
X, X, P
X o]
i ex e
odakle je C — {7{ dx = = dx.
X, %

Prema tome, integral (7), koji moZe imati izvesnu konalnu vrednost .&
X = oo glasi

co
)] y == t———— dx =¢* !~deX.
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‘Ovaj integral, prema L’Hospit-ovom pravilu, imaée vrednos:

e-X

9 lim y = lim

X = 00 X=o00o — €% X=-00 X

Dakle, jednacina (4) ima jedno resenje koje tezi nuli
za X=oo. Iz jednacine (9) se vidi, da se resenje (8) jednacine (4)

ponaSa kao—L za x dovoljno veliko.
X

Pokazacemo sada, da se reSenje (8) moze pretstaviti u obliku asimp-
totskog reda (6). Radi toga treba samo izvrsiti uzastopne delimicne inte-
gracije integrala (8). '

Prva delimi¢na integracija, stavljajuci

u=l,e*‘dx=dv,
b'e

dx
di= — —, —ex =y,
X2

co o0
ex e-x ex
y=e& | —dx = ¢e| — — | —ex | _dx
X X x?
X X

o
*o-X
y =—L~exjg—dx.
X
X

daje

ili

X2

Druga pak integracija, stavljajudi

u =—1~, e* dx = dv
X2 .
daje
[ee]
-X
y=—1— — L~]—2e" € dx
X x?2 X3
X

ProduZuju¢i tako uzastopne parcijalne integracije, dobi¢e se red (6) koji
asimptotski pretstavlja redenje (8) jednacine (4). 1z jednadine (9) vidi se,
da reSenje (8) jednacine (4) pretstavljeno asimptotskim redom (6) teZi nuli
za X - co. Prema tome, reSenje (8) jednaline (4) u obliku asimptotskog
reda glasi

1 1 21 3 n!

10 y—e [Ca~ L L2 S g

+...

X x2 X3 x x -+t
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Iz relacija (9) i (10) se vidi, da se asimptotski red (10) resenja (8) jedna-

o « 1 . o . V.
ine (4) ponaSa kao —za velike vrednosti x. Prema jednalinama (2) za.
X .

izraCunavanje koeficijenata asimptotskog reda (10), relacija (10) daje

A, = 0 = lim exf———dx

X=00

Ay = 1 = lim e [g—xdx,
X 00 J X
X
oo
(11) A, = —1=1limx? (ex ie—dx———1—>
X=00 J X X )
X

Co
Aptr = (—1)7 0! lim xHt (ex J[ L L
X

X=» 00
(2=
(— 1t B,
Lako je videti, da se vrednosti za A,, A;, A,, .... Ay, .... mogu dobiti iz

samih relacija (11), ne vodedi ratuna o as1mptotskom "redu (10). Tako, na
primer, vrednost za A, u prvoj od jednaCina (11) sleduje iz relacije (9)..
Vrednost za A, iz druge od gornjih jednacina bice

[e.2]

o = !
-x e ——
A= lim x e* fe dx = lim Jx x — lim X _ 4
X = 0O X X =00 1 X = 0O x--1
* xex x2eX
Isto tako je
(
o) e~ X 1
—x dx —
A,— lim x2 (exfe dx — i) — lim Je X X .
X =00 - X X K =00 _1__
x%ex

-----------------------------

Kao $to se vidi asimptotski redovi oblika (1), iako divergiraju, imaju
smisla i mogu se korisno upotrebiti za pretstavljanje funkcija za velike -
vrednosti x
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Pored asimptotskog reda oblika (1) moZe se posmatrati i asimptotski
red oblika

(12) SR (R EAN

Za jednu funkciju f(x) kaZe se da je pretstavljena asimptotskim redom oblika
(12), ako je funkcija e~%x x~f f(x) pretstavijena asimptotskim redom-

Ay A
Ao —l"‘? "}’ x2 "‘}‘ s
napred definisanim, ), tj. ako je
e~ 0x x7Ti(x) ~ A, + % -+ % “
odakle je
f(x) ~ e%x xr (AU -+ By -+ ézj )
X X
Red oblika (12) poznat je pod imenom normalni red. Normalni
redovi mogu se korisno upotrebiti za pretstavijanje integrala izvesnih dife-
rencijalnih jednacina.?)

Neka je na primer, data homogena linearna jednatina n-toga reda

dn y dn—ly dn——Zy dy
(13) a}n‘—l—‘pid?_—l—I’"pzagﬁ:é—l—..—i‘pn——la}—{—pny:o’

.gde su koeficijenti P; pretstavljeni asimptotskim redevima

(14) Pp~a + 2422, i=12...n)
X X
1) U opstem slucaju za jednu funkciju f(x) kaZe se da je pretstavljena asimptotskim
‘redom

A A
P(x) + W(x) (Ao + A+ +)
.ako je f( ) ( )
X) — o(X
—_— 0
e W(x) =F
;pretstavljeno asimptotskim redom
Ay Ay
Ao+ 2+ 5+ -
.odakle je
( Al A2
i(x) ~ o(x) - Vx (A + 22+ 4 ..0)

funkcije @(X) 1 V(X) su definisane za velike vrednosti x.

?) Detaljnije o primeni normalnih redova na re$avanje diferencijalnih jednacina videti
jo¥: J. Horn, Gevohnliche Differentialgleichungen, Leipzig, 1905.
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ili u obliku |
aiq dj2 aip €
P — a - TR =k

X x*

’

koji su divergentni za sve kona¢ne vrednosti x ili mogu biti i konvergentni
u blizini taCke x - oo !). Ako se u jednacini (13) izvrsi smena ~

(14)) ' y = ze*
gde je z nova nepoznata funkcija a o izvesna konstanta, dobija se jednacina
don—1z dn—24

dn z ' dz
(15) a';(’ﬁ‘_!‘QiW+Q2W+---+Qn—la§+QnZ=0’
gde je
(15) { Qu-1=no~! 4 (n—1) a?-2P, .., 4 20 P,_» ~+ Pa—i
n=0o"+ o1 P . 4 aPy P,

Prema (14) ovi koeficijenti imaju oblike asimptotskih redova

Q=b4+ 2 by g
gde su, prema (15'),
(16) n= ot a4 ey -a,
(16%) br1 = n a1 4 (n—1) a, an-2 ~+ .. 4 ayy,

Potrazimo reSenja jednacina (15) u obliku asimptotskog reda
[ele]

(17) z ~ E Avxr“vzAOXV—}—Alxr‘l—{—...—{—Aer"V—}—....

v=0

Zamenjujuéi z i njegove uzastopue izvode do reda n u jednacini (15)
1 stavljajuci b, = 0 dato jednacinom (16), zatim izjednaCujuci koeficijente

uz iste stepene od x", x™% ..., x""Y, ... sa nulom, dobie se jedna-
Line
[bn~l r + bnl] Ao == 0;
(18) [ba_1 (t—1) = bui] Ay + [ba-2 1 (1—1) + bn.111] Ay =0,
[bn_] (I—V) "l" bn]] AV + o 0w _ 0.
Pod pretpostavkom da je by ;== 0, tada je iz ptve od jednacina
bnl
18 —
(18) r Do

1) Ako je red (14) konvergentan za sve vrednosti x veée od jednog konalnog broja
(ma koliko bio veliki), onda je tatka x = oo regularna tactka za funkciju Pi Ako je
pak gornji red divergentan za sve konacne vrednosti x (ma koliko one bile velike), onda je
tacka X = co iregularna tatka za funkciju Pj, :
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A, je proizvoljno. Slededi koeficijenti A, dobice se iz ostalih jednacina (18}
Prema tome, red (17) &iji su koeficijenti Ay (v=1,2..) dati jednacinama
(18) zadovoljavaju formalno jednacinu (15). Stoga Ce, prema (14), asimp-
totski red

(19) y~ e (a4 Ay Ay )
zadovoljavati formalno jednacinu (13), gde je o prost koren jednaline
(20) p=octta o1 oa, g a,=0

r je dato ]ednacmom (18’), A, je proizvoljno a ostali koeficijenti A, (v=1,2...}
dati su jednacinom (18). Svakom prostom korenu o; jednacine (20) odgo-
varace po jedan red oblika (19) koji ¢e formalno zadovoljavati jednacinu
(13). Redovi (19) su u opstem slucaju divergentni za sve konacne vrednosti
x. lzuzetno oni mogu biti konvergentni u blizini tatke x -» oo.

Na primer data je jednacina

(1) | qx TPy =20
gde je
P—a+f 2424
- —}'(— Xz e
ili u obliku
_ a, pt1 - Ep
(22) p"“a‘l‘x"l“ + . ’}““—X‘é@“—*
sa
lim Epp1 = 0.
X~ OO

Jednacina (21) posle smene (14’) postaje
dz

TraZze¢i formalno reSenje ove jednacine u obliku asimptotskog reda (17),
tj. odreduju¢i a tako da je o - a =0 i izjednacujuéi koeficijente uz iste

— —2 _ ., e
stepene od x'', x™% xI~V, ... sa nulom, dobice se relacije

(t+a)Ay=0
(r—1+ai)A1+A032:0

Prva od ovih jednacina daje r == — ay, A, je proizvoljno, ostale jednacine daju
koeficijente Ay (v =1,2...). Prema tome formalno reSenje jednacine (21)
bice

y~ et (a4 Ay ey )
Iz same jednaCine (21) se vidi, da je njen mtegral
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ili, vodecti racuna o koeficijentima P u jednaCini (22) i rafunskim operaci-
jama sa asimptotskim redovima,?)

y = e=/Pdx e x4 (A + —l— )

gde se koeficijenti Ay dobijaju iz koeficijenata funkcue P pomoc¢u ocevid-
nih operacija iz same jednaCine (23).

Iz prednjeg, iako kratkog izlaganja vidi se znalaj asimptotskih redova
za reavanje diferencijalnih-jednacina.

2). Isto tako i metoda sukcesivnih aproxsimacija ¢ini velike usluge pr1
asimptotskom reSavanju diferencijalnih jednacina.

Uzmimo, na pnmer 51stem linearnih. jednacina

24) dx‘+ Zakxk_fl(t) (i=12,...n)

gde su ai i fi(t) neprekldne funkcije realne. promenljive t > 1, >0 i za-
dovoljavaju uslove _
(24)) tl_l,moo 2ig = Eik, tl..l.n(l)o fi (t) = O.
PotraZimo reSenja x; jednaCina (24) za t » co?2).
Radi toga posmatratemo najpre sistem jednalina
u

(25) %i' -+ Zzik xg = I (1), (=12 ..,0)
t k:l‘ et . " . N . )
gde su ay konstante a

lim f;(t) = 0%).
_t-»oo )

(25))

Iy Sto se tite operacija sa asimptotskim redovima videti: K. Knopp, Theorie und
Anwendungen der Unendlichen Reihen, Berlin, 1931 g,

2) Videti: O. Perron, Mathematische Zeitschrift B. 6 (1920) B. 17 (1923)
H. Spith, Mathematische Zeitschrift; B: 33 (1929) :
T. Péyovitch, Publications mathématiques de I'Université de Belgrade, I, 1939

%) Ako je lim f(t) = b, onda je f(t) = b, J(t) sa hm Yty =0
t"OO -»oo
u tom sluaju sistem (25) glasi

>}
% 4+ Dai = b+ ()
k=1 ’

koji posle smene,

X =A -}y
n
d —
postaje i -+ Eaikyk = Yift)
o dt k=1

gde su Aj konstante date jednacinama

Ei1 A‘ll‘giz Az+~ -“"{‘.Em Ap=Db;.
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Poznato je da se sistem jednatina (25), linearnom supstitucijom sa stalnim
koeficijentima

(26) : z = 2 brxk, (=12,..,n)

. . k=1

ili u obliku
n

26') = > ez, (=12..,0)
k=1 v
gije su determinante

| bx| =0, |eu|=0,

moZe svesti na kanoni¢an oblik, koji zavisi od prirode korena f; karakte- -
risti¢ne jednacine

27) AO)=| —— — — — — — 0
Enl ;nz Znn“l_f

Ako su svi koreni gornje jednacine razliciti, onda se sistem (25) smenom
(26) moZe svesti na oblik

dz;
==z = @ft), i=1,2...,n
pm oft) , )

gde je
(28) o (t) = }]mnm,u=h2“um

k=1

Ako pak jednacina (27) ima visestrukih korena, onda svakome takvome

korenu r reda p (fy=1y =... Ip) odgovarace po jedna grupa jednacina
oblika
dz
(—1?1_ — 1,2, =Py (1)
dz, .
(29) a’l—"— — I4Zy — 2y = (P?.(t}
dz
_dt—p — 142p —2p-1=Pp

gde su funkcije ;(t) date jednaginama (28) i koje, prema (25") zadovo-
ljavaju uslov

29) lim () =0

t~ o0
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iintegracija jednacina (29) daje

) T
z, :erlt( j eTat @, (1) dt Ci)

tO ’..

#297) {, t, -
t t
N —efi'f(;j Tloy (a4 [ e Tilz,, dt+Cp)
t, o o
il
t .
=t | oo martc)
to
430) t B - |
S fr’f{ j e it gy at+- jdt { f e it g ({)dt--C, }—;—cz}'
ty te ty.

e et e e o —— — —— Tt o o— m— —— —

a) Ako je r, — p, - 0,i realan negativan ili kompleksan broj sa
aealnim delom p, < 0, onda jednacine (30), prema (29'), glase?)

t
} [ et mattc,
t
limf|z,| = lim — < Lim o, ) =0
=00 t- o0 e'th . P1 t=oo
t t t
\ [ et a+ jm[ [ et gnatc, ]+ o
{ - A N
ilim |zy| = lim = ° -
t» o t=c0 e Pit
i lim 7] < L lim gy ()| 4 5 lim p0) =0,
t= o0 P1 t=co P1” ts o

ot e ot e e bt ot e ot e s et S—

“4j. opSti integrali jednacdina (30) teZe nuli za t » o0 .

1) Prema Stolz-ovom pravilu (O. Stolz, Grundziige der Differential- und Integral-
ywechnung, Leipzig, 1893, s. 77.). ' o ’ Lo

O



132

b) Ako je pak r, realan pozitivan ili kompleksan broj sa: realnins
delom p, > 0, onda redenja jednalina (29”) koja teZe nuli za teoo glase?)

z ——-erlt J q) (ydt

(31) ¢

D O

ili

(31") t t t
z, = elil [ e il g, (1) dt [ dt I e~Tit g, (1) dt
o0

) 0 |
odakle je
Cdim 7 < L odim e ()]
t= 0o Py =00
im [z,] < L lim lcpz(tn+-l=E lim [, ()] =
t- 0 P t-> o0 PT t-o0

c) Ako je r,==6, imaginaran broj ili ]ednak nuli sa 6, = 0, omda@
ce reSenja (31) teZiti nuli ako integrali

e-Tit o (1) dt k=12..., p)

e-Nl 2 dt (k =12..., p~Y

»\‘-——\8 g\——-—\g

0
konvergiraju. Ovi integrali, prema (30), glase
oo - Q0
dt I e-Til o, (1) dt,
A

[

2) Prema L'Hospital-ovom pravilu,
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nb——%g
(=N
-
.-.‘—-——-\8

dt ... J e—'if Py (1) Aty vevnrns
t ,

p puta

[oa] (o]
e=Tit o, (1) dt, | dt I e=fit o, ) dt,....
t t

9

@ > @ o
Idt Idt... [ e-flo, @ dt,.....
to t t : .

(p—1) puta

e=Tit gy (1) dt.

0

éKonvergencqe gornph mtegrala prema (28] svodi se na konvergenciju
integrala ,

o] ’ o o .
f e-Tib § (1) dt, jdt j‘e—fit fe (1) dt
to T .

tO
132) - - = =
OSJ (oo} co
j dt J‘dt s 0 j e*rit fk (t) dt, (k == 1,2, s e 9y n)o
fo i t ' '

p puta

#wao §to se vidi, korenu reda p karakteristicne jednacine (27) odgovara
«sistem reSenja Jednaéma (29”") koji ima ove osobine.

1- Ako je ry=p;+ 6, realan negativan (9, —O) ili
4kompleksan broj sa realnim delom p, <0 onda OpStl
integrali jednacina (297) teZe nuli za t=o

2- Ako je r,=p, 0,1t realan poz1t1var1 6, = 0) ili
kompleksan broj sa realnim delom p, >0 onda se
konstante Cp mogu izabrati, tako da jednacine (297)
dimaju jedan sistem reSenja koji teZi nuli za t-o

8- Ako je r, = 06,1 imaginaran broj ili jednak nuli
S a 91_0 onda jednacine (29”) imaju jedan sistem re-
Senja koji tezi nuli za t-0, ako integrali (32) kon-
vergiraju

.. 'Na isti natin se moZe postupiti i sa ostalim korenima karakteresti¢ne
\jednacine (27).
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Kako sistem jednacina oblika (29”) ima reSenja koja teZe nuli za t » o
pod gore navedenim uslovima, to Ce, prema (26’) i sistem jednacina (25}
imati reSenja koja teZe nuli za t - o, pod istim uslovima. Lako je wvideti
iz samih jednacina (25) da je ‘

kad je lim x;, = 0.{
t~co
Prema tome imamo sledeCu teoremu?).
Jednacine (25) gde su ax konstante alim: f; () = &
e o t-o0
imaju jedan sistem re§enja koji ima osobine

lim dx;

tmoo dt O

lim X; = 0
{-o0

ako, za svaki imaginaran koren ili jednak nuli reda
p, konvergiraju integrali (32). Sistem reSenja x zav i-
si¢e od onoliko proizvoljnih konstanata koliko ka-
rakteristi¢na jednacina (27) ima realnih negativnih
i kompleksnih korena sa realnim negativnimdelom.
(Svaki takav viSestruki koren reda p racunat je p puta).

Gornja teorema vaZzi i za linearnu jednalinu

x4 g, x@-0 L g, x = (1),
gde su a; konstante a f(t) neprekidna funkcija za t >ty >0 sa uslovons
lim f(f)=0, jer se ona moZe svesti na sistem od linearnih jednacina
t- o0 ' -
oblika (25). : : i
Uzmimo na primer :

33) da 0
(33) dy 1
. dt = :
koje zadovoljavaju uslove jednacine (25). Ako se stavi, prema (26),
B4 = u=x-Fy, v=-—x-4Yy -
gornje jednacine postaju -
do - 1
dt ot
dv 1
rn + vV = E

. 1) Ovu sam teoremu. dokazao prvi ;put u radu pod naslovom: Sur les solutfons=
‘asymptotiques des équations differentielles linéaires (Publications’ mathématiques de I'Umi--
versité de Belgrade, t. 1. 1932). . i
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¢iji su opsti integrali

¢ t
u_—:et(j-e-t— dt cl),
to A

t
t
v —_—_—e-f(j—er dt -+ cz).
to

Lako je videti da integrali oviﬁh jednac‘:ina koji teZe nuli za t=oco glase
¢ : :

—t
u=—et F_{' dt -
(34) ®

t
4
v —e-t ( ﬁ— at + cz).
._ S

o

Stoga ¢e integrali jednacdina (33), koji teZe nuli za t-oco prema (34) glasiti
t , ‘
e! e—t e—t el
x=5 [Fa-F ( T‘“+Cz)’
oo ,
f
<o}

el»t e-—f ei
at+ 5 ( Tdt+c2>,

gde je C, proizvoljna konstanta. Prema gornjoj teoremi to je jasno, jer su
koreni karakteristitne jednacine sistema (33) r, =1, r, = — 1. Stoga inte-
grali sistema (33), koji teZe nuli za t-oco moraju zavisiti od onoliko proiz-
voljnih konstanata, koliko karakteristina jednacina ima negativnih ili kom-
pleksnih korena sa negativnim realnim delom. U ovom slucaju je jedan
takav koren r, = — 1 i integrali zavise od jedne proizvoljne konstante C,.
Iz sistema (33) se vidi, da je y izvod od x, Sto potvrduju i jednacine (35).
Lako je videti, da se sistem (33) svodi na jednalinu drugoga reda
e 1
dt? Tt
&ije je reSenje dato prvom od jednadina (35) i koje ima osobinu
lim x =0, lim %X- —0.
t o0 t-0 dt

3). Vratimo se sada jednacinama (24) &iji koeficijenti zadovoljavaju
uslove (24’) i napiSimo ih u obliku ‘

& ——y

(35)

-
[~y WY

(36) LS an= 60+ > G x
k=1

k=1
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gde je
(36,) aik (t) == 3ajx — 4ajg, hn; §lk (t) = O

PotraZzimo sada reSenja jednacma (36) pomocu metode sukcesivnih

aproksimacija.
Neka je, za t >1t, > 0 jedan sistem ograni¢enih reSenja jednacina

25", 4
(37) x5 << M, i=12,..,n)
moZe se formirati niz funkcx]a
x,x3, .., %0 ... (i=12,..,n),

kao uzastopna reSenja jednacina

d . ' -

xP - .

(38) it -+ zaik xp = Li(t) 4 z‘ﬁik (t) x,

) k=1 k=1
Radi toga u gornjim jednalinama izviSimo smenu
n

(39) 2= D> by X" |bi| == 0, (by = konstanta)
k=1

Sto se moZe napisati u obliku

(39) X" = > oz

' k=1

i izaberimo konstante by tako da se sistem (38) svede na kanonifan oblik

Tada ¢e svakome korenu r karakteristi¢ne jednacine (27) reda p (fy = 1=
.1,) odgovarati po jedna grupa jednaCina oblika

[ 920 — o () U )

|ai| == 0, (i konstanta),

dt
ng‘ m m m-1

(40) ai TRz = () Nt ()
dzm e
22— zh= 9, () VO,

gde je ¢; (t) dato jednaCinom (28} a

(41) P (1) = by ka M) Xt .- meank (t) xp

k==1 . k==t

1) koji smo veé ispitali
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Opsti integrali jednacina (40) bice

42

t t
2p = eftt ( f e it o, (1) dt + c;) + efit f e Tt gt () dt

i) to
£

. t
=it [ etto,@at+ [enutzp dt+“cz) +
to to !

t : .
et [erturtoa
ili prema prvoj jednacini

—

t

I

t t t
+ cz} + it [ [erty,@att[at [entyro 4’
to i

to

e filp, () dt+ CJ +

t t
23 = erit‘J‘e'rit @, (t) dt —{— j‘dt
to

Ove jednaCine, prema jednalinama.(30) mogu se napisati u obliku .

(42)

t .
= 2 et [ty
to

r ot t t =1
28 = 28 + eft ‘ je'ff‘ Ve () dt—{—j“dt j e Tt yp(y) dt '
) Lto to 1o B

Stavljaju¢i u ovim jedna¢inamam = 1,2, ... dobi¢emo uzastopna resenja z".
a) Neka je r,= p; + 6,1+ realan negativan (6, =0) ili
kompleksan broj sa realnim delom p, <0
- Za m = 1 jednatina (41) prema (37) daje

(427)

Sa

P << M &i (Y

n

5 () — [l S (o (0] & -« bl D [ (0]

k=1 k=1

gde je, prema (36’),

(2)

lim & () = O.
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Prema tome, jednaline (42’), za m = 1, daju

t

(]

(b) ot ; t t -1
d— <M e'Pit’ fe'Pi" 8, () dt - jdt j ePit 5, (1) dtl
Lfo fo to ‘
odakle je
| 21 — 20| << My, (),
| 22 — 25| < M, (1),
g |
|Z}_Z?|<Mqi(t)s ' (i:‘:1,2,...,p)
gde je

lim o (t) = 0,

t= o0

.

jer svi izrazi na desnoj strani nejednacina (b), prema ‘(a) teZe nuli za t=oco,
b) Neka je r; = p, -9, i realan pozitivan (&, = 0) ili kompleksan

broj sa realnim delom p, > 0.
U tom sluCaju integrali (42) koji mogu teZiti nuli za t- oo, bice

t m-~1

t
2 Melit J etit o (1) dt - elit [ -ty (Bt
J )

“e'fi euDdt -+ [ at f et o (0 dt |+
f o0

_

t m—1 ! ! m--1
et [ el (hdt - | dt | ety (t)dt]
[ fof o]

ili, prema (31,

t m—1
2 T=7) | Ml f ey, (Hdt
o0
(43) t m—1 vt t m-—1
2 P—7) - efit [j ety (hat - | dt j Tty @) dt]
[0} [« o]
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Lako je videti kao i u sluCaju pod a) da je za m=1

t |
21—zl << M ePit j' Pl 5 (t)dt
. o]

(o) ¢ tot
2 5_z2I<Me91t[ [ e'Pitsz(t)dt-{—j dtj e Pit ai(t)dt]
. oo . © o . , >
odakle je
21— < M), (=12..., p)
gde je lim g, (t) = 0.
« t=»o0

¢) Neka je p, = 6,; imaginaran broj ili jednak nuli sa 9; = 0.
Tada reSenja koja mogu teZiti nuli jesu oblika (43), ako integrali,
prema (42),

t

J‘ efat w]rr(;) dt

t

(44) t . ©
[entimat [a [ entyma
to Vto t

konvergiraju. U tom slucaju iz ]ednacma (43) za m=1 kao pod a) i
pod b) sleduje

!-—zll<Mn.f>, i=1.2..,p

sa lim n;(f) =
f» o0

Integrali (44) koji moraju konvergirati za m==1 postaju

o

[ et yma,

t

[ entyoma, f dt T ety dt,
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ili, prema (42”)

o oo (0] co co o
fai(t)dt, jdt j&i(t)dt,...,Jdt fdt... JSl(t)dt,
t ty 1 t, 1 t
p puta
oo 0] o]
(45) J  dt, j dt fb (0,
f‘ f I
» (p—1) puta_ puta
[o's) . )
jap(t)dt.

Na slxcan nacin moZe se postupiti i sa ostalim korenima karakteri-
stiCne jednacine (27) i dobice se, za m =1

pri konvergenciji integrala (45)
£l sluca)u imaginarnih korena ili jednakih nuli,

46) lzi—Zf|<Mn(t), (=1,2...n)
sa lim ni(t) =0
t- oo

Iz jednacine (39’) sleduje

n .
(46) xPexP = D (=2, (=1, 2,. ., n)
k...

-odakle je, za m=1, prema (46),

- 47 |xi—x{| < < Ms
gde je
lim g (t) = 0, g == max ¢ (1).
t» o0 t>t,>0
Sledeca uzastopna reSenja z’“ dobice se iz relacije dobijenih iz jedna-
{ina (42) .

t
2T gl ehit f it [\pi() S ] dt

t

0
t
m-1 m—2
us) ﬁuﬁe&%eﬁhwh%wﬁw
to

+ fdt f [xlfﬁ]t)--\h () ]dt}
tO




odnosno iz relacija dobijenih iz jednacina (43)

t —1 m—2
2P ettt [ et % ) — ¥ (t)]
t [ m—1 m~-2
(48) zé“——z‘“"——e‘ﬁ{j et |y, () — <t>]dt+
t t [ m—1 m—2
+faf et m—vo)a

Iz jednatina (41) dobija se

YY) — W) = bu }j Sux (t) (KET—xE2) L
k—
+ bm z Bnk(t) (Xm-l m2
k=1
Za m=2, prema (47), imacemo
[ — ¥ | < M e 8i(t),
prema tome za m = 2 jednacine (48) daju
22 — ]| <M e;_epitj et 5, (1) dt,
to
ot t ot

(49)
a jednaline

- (49)

-

(-]

=
K
s
R ©
&
—
r—

t
1zf — zH < Mg eplt_“ e Pit §, (t) dt,
o0

t

ot t
122 — 2)| < Mg ePil l f efit s, (t]dt+fdt f ePits, (1) d

e Pt 5, (1) dt + J dt j ePit g, (t)d
to to

14k

|

-
tJ,
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Iz jednalina (49) i (49}, prema (b) i (c) dobija se

(50) |2d — zi|<<Men (1)
gde je , ;
lim 1, () = 0,
t-oc0

pod pretpostavkom da mtegrah (45) konvergiraju u slucaju imaginarnih
korena ili jednaki. nuli. ,
Jednadina (46’) za m = 2, prema {50), daje
X8 —xi < Me g () << Me?,
gde je ’
lim g () =0, g = max g; (1)
t= t>t, >0
ProduZujuéi tako dobie se niz uzastopnih resen}a x1 (m = 1,2,..) koja
:zadovoljavaju uslove - ~ :
|x1 —x! l_\<\M8i— g [t)\Msi
gde je S o
~ lim & () =0, g; = max s; ()
t-o0 : t>t, >0
Ako se t, izabere dovoljno veliko da je
g = max g (f) < 1
t>t>0 >

ML+ e +et )

konvergira. Stoga ce redovi

onda red

(51) x = x} 4 Z 7 — xT)

uniformno konvergirati za sve vrednosti t>1t, >0 gde je t, dovoljno
veliko, i pretstavijati reSenja sistema (24) kola zadovoljavaju uslove

= o =
(52) lim x; = lim x9, (i=12 ..,n)

=00 tsco

Prema tome imamo slédecu teoremu:

Jednacline (24, ¢iji koeficijenti zadovoljavaju
uslove (24), imaiu, za t>1t,>0, t, ie dovoljno veliko,
jedan sistem reSenja x; pretstavlijen redovima. (51)
koji ima osobine (52), gde je x{ sistem ogranifenih
resenja jednacina (25), ako za svaki imaginaran koren
ili jednak nuli reda p xonverglra]u integrali {45).
Ovaj sistem reSenja zavisice od onoliko proizvoljnih
konstanata koliko karakteristi¢na jednacina (27) ima
realnih negativnih ili kompleksnxh korena sa real-
nim negativoim delom.?)

1) U napred pomentum radu ovu sam teoremu malo drugojadije izveo (loco cit.).



Teorema vazi i za linearnu jednadinu n-toga reda

x® g, xr L agx = (1)
ako koeficijenti zadovoljavaju uslove
lim a = a , lim f(t) = 0.
t= t=o0
Uzmimo, na primer, sistem jednacina
dx 1
(53) ] @Yy
dy 4. 1
l T ETE Y=

i napis$imo ih u obliku
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ax o _ 1,
a — YT T
dy _ 1 -t
—d'{' —_—X = —t'-'—‘e y.
Potrazimo uzastopna reSenja x™, y™ (m = 1,2, ...) sistema
dxm | '
54 KA
: 9(};7[12 N Xm — _i_ — e‘t'ymll’
polazeéi od reSenja x° i y° datih jednacinama (33)2). Radi toga izviSiCemo
smenu
um = Xm+y"‘, vm:_xm+ym
ili
1 m um ym
S
um vm
7 m — —_—
64) oy =3+ 5
i sistem (54) postaje
v (_igti_um:_lf_,_}__{'__xm-l__e-t ym-l’
dvm 1 1 -
(;/t + ymn — T — T Xm—l — et ym-17
odakle je

2} Koja smo ve¢ nasli,
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f .
¢ .
oo [arc)—o
to

t B , .
J‘ef (—}t— xm-1 | et y‘““) dt.

t

Integrali koji mogu teZiti nuli glase

1 ,
Af 2 ymel gt ym-l
(e — ety )
t ¢ t ' .
V== e-t (J—et- dt - C2> —et fe‘ <~1— xm-1 | et ym">dt,
_ o

=
E]
I
o
8‘-—-—‘.
=
..{._
o,
8{'—-)—0

PolazeCi od resenja x° y° jednacina (35) odnosno od reSenja u° v° jedna-
¢ina (34’), dobife se uzastopna reSenja u™, v™ odnosno, prema (54’), uza-
stopna resenja x™, y™. Tako, na primer, za m = 1 jednacine (35) dace

t
ut = u® 4 et J'e'f (%x‘V— e-t y")dt,‘
o] .

t
vi = v0 — et fe‘ (—,i—x“{—e-f y")dt,

to

gde x° i y° treba zameniti njihovim reSenjima (35), odakle ¢e se, prema
(64°) dobiti prve aproksimacije x%, y*. Lako je videti da je

lim x! = lim x° = (,
t=o0 t~o0 -
lim y'!'= lim y° =0
t= 00 t =00

Kao S§to se vidi metoda. sukcesivaih aproksimacija ima veliki znacaj
za asimptotsko reSavanje dxferencxjalmh jednatina. Pored napred pomenutih
jednacina ona se korisno moZe prlmenm i na druge jednacine, no o teme
neéemo ovde govoriti. . ,
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SUR LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

PAR T. PEYOVITCH

Nous appelons la solution asymptotique d’une équation différentielle
la valeur de Pintégrale de cette équationtlorsque la variable indépendante
augmente indéfiniment, Dans la plus par' de cas, il est impossible d’expri-
mer lintégrale d’'une équation sous la forme explicite, d’ou I'on peut obtenir
la solution asymptotique. Pour cela, nous sommes obligés d’étudier les
solutions asymptotiques des équations différentielles de la-maniere différente,
Dans cette conférence nous donnons quelques renseignement pour Pétude
des solutions asymptotiques utilisant les séries as ymptotiques
de Poincaré et la méthode d’approximations succes
sives de Picard.

10






QOSNOVI JEDNE METODE U GEOMETRIJI
SEFKIJA RALJEVIC, SARAJEVO

Autor izlaZe sadrZaj svoje knjige istog mnaziva koja je uglavnom
zavrSena sa namerom da to posluZi kao jedan od novih momenata u diskusiji
po pitanjima programa i nastave u naSim srednjim Skolama.

U ovom prikazu on izlaZe jednu metodu koriS¢enja imaginarne jedi-
mice za primene u elementarnoj geometriji i razraduje je u detaljima,

10%






GENERALIZACIJA LAPLASOVE TEOREME I PRIMENA OVE NA ODRE-
‘DJIVANJE VREDNOSTI MAKSIMALNOG MODULA DETERMINANTE

MIRKO STOJAKOVIC, BEOGRAD

Determinanta

ian1 Qpa o o« Qan

moZe se po definiciji napisati u obliku

P ’ 94y
M a= D P Ooke ) @sj; Gzj, ++ Oy,

gde je (j;, j» . ... jn) neka permutacija brojeva 1, 2, .... n, P(ji,fareeeejn)
broj inverzija u toj. permutaciji, a zbir se uzima preko svih n! permutacija..

Ako se svaki minor k-toga reda, koji je sadrZan u k odredenih vrsta
(odnosno stubaca), pomnoZi svojim komplementarnim minorom (n—k)-toga
reda, uzimajuéi ovaj sa znakom - ili — prema tome da li je zbir indeksa
elemenata glavne dijagonale minora k-toga reda paran ili neparan, pa ako

se svih (7) ovako dobivenih proizvoda sabere, dobiva se, prema Laplasovoj
teoremi, determinanta A, Oznacimo li, dakle, sa Mkv jedan’ od minora

&-toga reda i sa My-x,. njegov komplementarni minor, bice

(&) = (i +s
@ M= S M Maw, D

v=1

gdé se,‘sabiran)’e vi§i preko svih () mogucih izbora % stubaca (odnosno
vrsta), a X (s |- js) je zbir indeksa elemenata glavne dijagonale minora
My, medju Cijim vrstama i stupcima nema inverzija. Za- k=1 iz (2) do-.

biva se poznato pravilo za razvijanje determinante A, po elementlma _jedne
ﬁ(olone

© . 8= iy <——1>*+l>

1*—1



Laplasovu teoremu moguce je generalisati na slede¢i nacin. -

- U determinanti A, uo&imo k; odredjenili vrsta (u buduce re¢ vrsta“
moZe se svuda zameniti re¢ju ,stubac i obrnuto), medju preteklih (n—ki)
vista uoCimo daljih k, vrsta, itd, medju preteklih (n — k&, — by — ... — k1y)
vrsta uofimo k; vrsta, Cime dobivamo ostatak od (n—ky—..—kigy—ki)
vrsta. Ako na prvih k vrsta formiramo minor k.-toga reda Mk1 uzevsi za
to elemente iz bilo koph k, stubaca, zatim na daljih k, vrsta medju pre-
teklim stupcima formiramo minor kz-toga reda Mk, itd; pa na isti nacin
formiramo minor ky,-toga reda Mk, i ki-toga reda Mk] tada na krajuw
ostaje kao komplementarni minor (n —k; — ks — ... — k14 —-kl)-toga reda
M@-k-...-k1). Uz ove oznake vazi

Teorema: Ako se minori Mk, Mk, ..., Mki, M@n-k,..k1)
pomnoze i formiraju sli¢ni proizvodi za svaki mo-
guci izbor stubaca na uocenih k&, ky ks, ....k; vrsta, tada
zbir svih ovih proizvoda, uzetih sa oznakom 4 ili —,
prema tome da li je broj inverzija medju indeksima
elemenata glavne dijagonale minora Mk, Mk,, ... Mk; pa-
ran ili neparan, daje determinantu A,

MoZe se, dakle, pisati
Pliy, k... K1y
(4) Ay = ZMklez o Mkt Ma-ky-ky-.ky» (—1) g e K1)
(l,?b kzs o kl) : .
. .. ., [n n-ky n-ky-ko- .. k1o oy
gde se sabiranje vrsi preko svih (ka) (kz ) “on ( ! ks ) mogucil:

izbora od po ky, ks, kg, .. k1 - stubaca izmedju n postojeéih. Izraz Pk, k,...k1)
moZe se pisati u oblika ,

o s=ki+ka+t. 4 k1 s=hy kot k1
(5) » ’ P(kl,kz...kl) = Z (ls+]s + E (Y5+Y s)a‘:
s=1 s=h 1

gde je prvi zbir u (5) u stvari zbir indeksa i, j; elemenata glavne dxjagonale:
minora Mk, ..., Mki, a y’s broj koji kazuje koliko brojeva manjih od 7 ima
medju prvim mdek51ma elementa glavne dijagonale prethodnih minora, dok.
Y”sima sli¢no znaCenje za druge indekse.

Dok az Ocigledno je najpre da se za by, =1, bh=1,..,, k1, =1,
kl-— L, b+ k+...+ki=n—1 izraz (4) svodi na (1), za kzzks
=k; =0, na (2) azabk =1 kh=ks=....=Fki=0 na(3). Izrazi
(1) (2) (3) obuhvaceni su, dakle, tvrdjenjem (4) kao specijalni slucajevi.
Uzme li se da (1) vazi po definiciji, moZe se minor Mk, napisati kao:
zbir k! proizvoda od po k elemenata a;; a;;, .. ¢j j ; minor Mk, moZe:
se napisati kao zbir k,! proizvoda od po k&, elerjtlxenlala i Jkgt
1

aik1+kz T itd; minor Mk; moZe se napisati kao zbir &y, proxzvoda:

od po k; elemenata gq; najzad.
p iy k| H IRtk | o1 S Ty > 08

minor ]dll(n - ky—..—k1) moZe se pisati kao zbir (n—k;—ky—.... —k1y— k1) !
roizvoda od po (n—ky — ... — . . .
p po (n—k, k) elemenata Gig 4 K11 Ky kips @in Jn.
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- Citav proizvod Mk, Mk, ..... M(n—k;..k1) U razvijenom obliku mozZe
se, dakle, pisati kao zbir k! ky! ... k1! (n—ky—..—k1)! proizvoda od po
n elemenata ajj @iy, -+« Qigjn O

Drugom nekom izboru minora odgovara isto toliko sabiraka, a kako

ima svega
| (gi) (n—l;zki) .. (n—kr—kzg e ———kl_l)

moguéih razli¢itih izbora, bice prema (4) ukupno

(;:1) (n;zln) . (n—lh—;:? oo kl—l) s byl ky! ... Bral-ky! (n——kl.—_ ok ) !

sabiraka u obliku proizvoda od po n elemenata, to jest tacno n! sabiraka,
koliko determinanta A,ima i prema (1). Kako, po samom nacinu formiranje
minora, medju dobivenim sabircima ay; @aj4, + .- @iy j, D€ moZe biti dva
sa identi¢nim redom indeksa (svaki minor uvladi u proizvod indekse koje
ne sadrZi drugi a unutar jednog istog minora nema jednakih permutacija),
to dobivenih n! sabiraka aj; a4, -« Gigja potpuno iscrpljuju sve moguce
permutacije indeksa. Izraz (4) daje, dakle, u pogledu broja i vrste sabiraka
isto §to i (1). Time je dokazan prvi deo teoreme.

Ostaje da se dokaze i vaZenje tvrdenja (5). U tom cilju odredicemo
broj inverzija u permutaciji

6) iy Toeuipy ik1+1 von Thqdhy oo ik1+k2+..k,ik1+k2+..k1 41 e In
Jo foeeiba Jhabt oo Jhathe oo Jhabhet o by Jhabheb kil oo Jn )

gde gornji red pretstavija, uredene po veliini, prve indekse elemenata
glavnih dijagonala svih minora M, a drugi to isto za druge indekse, Ovde
je, dakle, -

iy < i2< o] <ik1;

© ipr < dhgrz < oo < Jhithzs

fhgtbad. by 1 < ouew <in;

].1<]'2<---<jk1, »
) @ === ——— =

Jhithadody 41 < oo < Jn-

Posmatrajmo samo prve indekse (6). Indeksi prve grupe od &
brojeva iy, ... ix; Cine sa slede¢im indeksima izqts, .. fn ukupno :

ky

> i—(*3)

s==1
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inverzija. Indeksi druge grupe od k, brojeva ipyis, ... ipi4ss Cine sa
slede¢im indeksima 7ipqype11, ... in ttkupno

kyt-ke .
> G- (1)
k;+1

inverzija, gde, na primer, broj y’s 44, kazuje koliko medu indeksima pret-
hodne grupe ima brojeva manjih od 7, 44, (Indeksi jedne grupe ne mogu
Ciniti inverzije sa manjim indeksima prethodne grupe). Sli¢no dolazimo do
zakljuCka o broju inverzija koje ¢ine indeksi ostalih grupa; na kraju vidimo
da broj inverzija koje Cine indeksi igy4.. Ritoy1.., Thithot..+4, S8 indek-

sima poslednje grupe iznosi
k1+..+k1
’ . k 1
Ce-n-7TH.
R I
Na taj nacin, celokupni broj inverzija medu prvim indeksima izraza (5)

iznosi
by 4.k

C vy (k1 S AN (D
> G- () = (- ().
1
Slicno se za druge indekse (6’) dobiva kao broj inverzija izraz
btk

Y (2 S AN 7S A £ TE =
> == (7)) - (),
1
gde y; ima za druge indekse sli¢no znalenje kao Y, za prve indekse i gde

k by
je E Y, isto kao i Z Y, jednako nuli (jer prva grupa nema prethodne),

1 1

Ukupan broj [ inverzija i za prve i za druge indekse izraza (6) bice.
dakle, '

by byt . ki A .
O 1= 3 v =2 () +
1

N +(k251—1)+“+(k1;1)]
Kako je oCigledno (uporedivanjem [7] sa [5])

I=Pp,, b,, ... k1) mod(2),

to odatle sleduje vaZenje i drugog dela tvrdenja a time je teorema u
celosti dokazana,
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PRIMER. U determinanti petoga reda

12070
01 30 2
(8) D=3 50 80
2 21 1 4
0120 2],

uzeéemo k, = 2, by =1 (i prema tome n— kb, — k,==2) i formirati minore
drugog reda po prvoj i treoj vrsti, a minore prvog reda po cCetvrtoj vrsti
(i prema tome dobivati komplementarne minore po drugoj i petoj vrsti).
Prema (4) dobi¢emo: ‘

SRR HES PR
SHENFHEA

D=— —

1

Pokaza¢emo kako se zakljuci izvedeni u prethodnom odeljku mogu
primeniti za ocenu maksimalne vrednosti modula determinante,

Znamenita teorema Hadamard-a[1] daje moguénost za procenu maksi-
malne vrednosti modula determinante na osnovu posmatranja zbira kvadrata
elemenata pojedinih kolona determinante.

Prof. T. Pejovi¢ je u vide svojih radova obradivao isti problem,
kako u op$tem sluaju tako i u pojedinim specijalnim slu¢ajevimaf2]. Izvesne
radove posvetili su ovom pitanju i M. Petrovi¢ i J. Karamata[3]. Prof.
Bilimovi¢ u jednom svom skoras$njem radu[4] uspeo je da pokaZe kako je,
pod izvesnim uslovima, moguce postaviti niz sve ta¢nijih uzastopnih maksi-
malnih vrednosti za moduo date determinante, pri emu prva vrednost u
tom nizu odgovara Hadamard-ovoj teoremi, a poslednja tafnoj vrednosti
modula date determinante, , :

Mi ¢emo iz izraza (1), (2) i (4) izvesti nejednacine koje takode daju
vrednost koju moduo date determinante ne moZe da prede.

Iz (1) sleduje
A _____l __IPUI"].H) s i <
| n]—lz( ) Ayjge-«niy \Z

Ako je, dakle, A; maksimalni moduo medu modulima elemenata i-te vrste, bice

) | 8| << DA Ag o Av=nl Ay Ay .. Aw

Ayjge«njg,

Ako s My oznaCimo maksimalni moduo medju modulima minora k-toga
reda, a sa My maksimalni moduo medju modulima komplementarnih mi-
nora, iz (2) izlazi

Aal = lz Mkv Mn-kv (““1)2 (s +Js)

|

2
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to jest
n
(10) | A | < (k) My My
Najzad, ako sa My My, ... My, My g,..x, oznatimo maksimalne
module medju modulima minora k,-toga, k.,-ioga, ...k toga i (n—k;—hks—
— ...ky)-toga reda, iz (4) dobiva se
fn-k -ky-hy-. -k 1-
(11) Lanl < (B () (585 M, Mgy o Micy M ey,

Izrazi (10) i (11) daju nove moguénosti za procenu maksimalne vred-
nosti modula determinante.

Kao primer posmatrajmo determinantu A, navedenu u pomenutoj-
raspravi A. Bilimovica.

2
2
3

>
e
[ S —)
b DN WO
N el

l2121

Prema Hadamard-ovoj teoremi dobiva se za maksimalni moduo ove deter-
minante

(12) A% < 22500.
Prema metodi prof. Bilimovic¢a dobiva se (kao druga u nizu vrednosti)
(13) A, <C 2900.

Prema (10); uzimaju¢i k==2, sa minorima kroz prve dve i kroz zadnje dve

vrste, izlazi
2
Al < [(3) : 2.5} — 3600,

to jest neSto viSe nego prema (13) a znatno manje nego prema (12) uz
prostije sraCunavanje nego u oba ta slucaja.

Uzmimo kao drugi primer determinantu petoga reda, A;, navedenu uw
knjizi ,Einfithrung in die hohere Mathematik“ — Mangoldt-Knopp - I - str. 74:

3-2154

7
Ay = | 8 (= 135).
1-
2.

O W= o
W &~ Do —
O N O N
O O N

|
Prema Hadamard-ovoj teoremi bice
|A;] =/ 55-184.130-91-211 = 164 400.

Prema (11), uzimajuéi k, ==_.1 (prvu vrstu), ky, = 2 (druge dve vrste) &
n—*k, — ky, = 2 (poslednje dve vrste), dobivamo Mk1 = D, Mkz = 45,
Mn-kl-kz = 36, fe je i

18,1 < (3) (5)-5-45-36 = 243000,
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to jest ne bliZe ali i ne mnogo dalje od prave vrednosti modula nego prema
Hadamard-ovoj teoremi. Prema (10), za k= 3, dobiCe se ve¢ znatno manja
vrednost

|A;] < 52360;

(minor My uzet je na prve tri vrste i prvom, drugom i Cetvrtom stupcu,
minor My na drugom i Cetvrtom stupcu).

LA GENERALISATION DU THEOREME DE LAPLACE ET SON
APPLICATION A LA DETERMINATION DU MAXIMUM DU MODULE
DU DETERMINANT

PAR M. STOJAKOVIC

LDauter généralise de la maniére suivante le théoreme de Laplace:
Si T'on fait le produit des mineurs

Mip Mgy oo My, Mgy,

du déterminat A, et si l'on forme des produits analogues pour chaque

choix possible des colonnes sur les Ay, ks, .., k, lignes, alors la somme de
tous ces produits, prise avec signe -+ ou — selon que le nombre d'inver-
sions sur la diagonale principale des mineurs My, Mg, ..... » My, est pair -

ou impair, donne le déterminant A,,

En prenant pour base cette généralisation, Pauteur parvient aux sui-
vantes appréciations du module du déterminant:

180 ] < (F) My Mo

—k ki kg _k.
[ An] < (;?1) (n B, 1) (n Y “) My, My, .o My, Mg gyeokc,
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O NEKIM NOVIM REZULTATIMA [ JOS OTVORENIM PROBLEMIMA NA
PODRUCJU SINTETICNE GEOMETRIJE U OKVIRU PLOHA 3.14. REDA

VILKO NICE, ZAGREB

Od svih tvorevina u sinteti¢noj geometriji sigurno su najzanimivije
plohe, jer su najbliZe nadem realnom Zivotu i raznim prakticnim primjenama,
U ovom saopéenju osvrnut ¢emo se na neke osobite vrsie ploha 3. i 4,
reda, i to najprije pravcaste, a onda opce. Promatrat cemo one plohe ovih
redova, koje imaju zanimive imaginarne dijelove, radi kojih kod optilr
ploha njihove realne forme poprimaju zanimiv izgled. Kod pravCastih ploha

omoguéit ¢e nam ti imaginarni dijelovi jednostavno preslikavanje na ravnim
i pojednostavit ¢e nam njihovu konstruktivnu obradbu.

Pravéaste plohe 3. reda mogu se definirati kao presjek (ili prodor)
jedne kongruencije 1. reda 2. razreda i kompleksa svih pravaca, koji sijekir
neki pravac. Analogno se tako mogu definirati i pravcaste plohe 4. reda.
Prakticki moZemo pravcaste plohe 3. reda izvesti i ovako: Zadamo li siu
prostort neku krivulju 2. reda i dva pravca /[, d po volji tako, da jedan
od njih (d) sijece tu krivulju, onda svi pravci, koji sijeku ta dva pravea i
ovu krivulju, ¢ine pravéastu plohu 3. reda. Pravac | moZe probadati ravaoim
ove krivulje unutar nje, izvan nje, a moZe pasti i u pravac d, pa prema
tome dobivamo tri vrste takvih ploha. Plohe one tre¢e vrste zovu su Cay-
leyeve. Ako pravac ! probada ravninu krivulje 2. reda izvan te krivulje, a
takvim plohama ¢emo se ovdje pozabaviti, mo¢i ¢emo tim pravcem posta-
viti na tu krivulju dvije tangencijalne ravnine (torzalne ravnine plohe), koje
pravac d sijeku u dvima tockama K,, Ks, koje se zovu kuspidaine tocke.
Unutar tih dviju ravnina nalaze s sve realne izvodnice ovakve plohe, koje
se u parovima sijeku na pravcu d (dvostruki pravac plohe) duZ jednog od
dvaju dijelova izmedu toCaka K, K,. U torzalnim ravninama steZu se po
dvije izvodnice u jednu, a takve se dvoznalne izvodnice zovu torzalni
pravci. Na drugom dijelu (izoliranom) dvostrukog pravea izmedu tocaka
K,, K, sijeku se imaginarni parovi izvodnica te plohe. Kod ploha ove vrste
postavljen je ovaj problem: Postoje li unutar parova imaginarnih izvodnica
izotropni parovi takvih izvodnica? Realne sjecista ovakvih izotropnih parova
nazvali smo radi analogije kruZnim toc¢kama. Pobudu za ova istraZivanja
dao je Plickerov konoid. Kod Pliickerova se konoida naime znade, da se
svi éunjosjeci toga konoida projiciraju u smjeru dvostrukog pravca, na jednu.
direkcionu ravninu, u kruZnice. Preslikavanje na ravninu, kao 1 razne
konstruktivne zadaée na njemu, su time veoma pojednostavnjene. Sjeciste
parova izotropnih izvodnica na pravlastim plohama 3. reda i 4. reda, ako
i kada postoje, posluzila bi nam posve analogno kao neizmjerno daleka
tocka dvostrukog pravca kod Pliickerova konoida, Razmatranjem tih ploha.
doslo se je do ovih rezultata: ,



a) Praviaste plohe 3. reda ne mogu imati viSe od dvije kruZne tocke.

b) Kruzne totke mogu postojati samo na onim prav¢astim plohama 3.
reda, kod kojih je udaljenost dvosirukog pravca od centralne tocke hiper-
bolne involucije ne jednostrukom pravcu manja od udaljenosti te tocke do
realnih dvostrukih tocaka te involucije.

Parovi realnih izvodnica ovakve plohe sijeku jednostruki pravac u
hiperbolnoj involuciji, kojoj su dvostruke tocke sjeciSta s torzalnim pravcima.

¢) Nuzdan i dovoljan uvjet za postojanje nijedne, jedne ili dviju
kruznih tocaka na pravéastoj plohi 3. reda je taj, da se u svesku ravnina
one izvodnice te plohe, koja je paralelna s njenin jednostrukim pravcem,
nalazi nijedna, jedna ili dvije ravnine, koje tu plohu sijeku u kruZnici.

d) Kod konoida 3. reda moZe postojati samo jedna kruZna tocka, a
nuzdan i dovoljan uvjet za njeno postojanje je taj, da sumu torzalni pravei
rtealni i jedan na drugom okomiti.

Kod pravcastih ploha 4. reda je problem kruZnih tocaka daleko za-
‘mréeniji nego kod onih 3. reda. Dok kod pravcastih ploha 3. reda imamo
u glavnom samo tri vrste, kod takvih ploha 4. reda imamo prema razdiobi
R. Sturma 12 vrsta, a svaka ova vrsta mogla bi s€ i dalje razdijeliti na
podvrste. Pravcaste plohe 4. reda uopce ne mogu imati viSe od 4 kruZne
tocke, a ako takva ploha ima dvostruki pravac ne mogu na njemu biti vise
od dvije. U vezi s kruZnim tockama kod raznih vrsta otvoreno je na prav-
Castim plohama 4. reda $iroko polje za rad.

Opce plohe 3. reda mogu se dobiti na viSe raznih nalina. Najpoznatiji
st nacini J. Steinera, H. Grassmanna, J. Majcena i drugih. Pokazalo se
medutim, da se takve plohe mogu dobiti i ovako: Zadajmo si dvije linearne
kongruencije i jednu to¢ku S. U svakoj ravnini toCke § nalazi se po jedna
zraka svake ove kongruencije, dakle i njihovo sjeciSte. Gibljemo li ravninu
neprekinuto oko tocke S, tad ¢e u njoj nastalo sjeciste opisivati neku op€u
plohu 3. reda. Ako su obje kongruencije hiperbolne, onda su njihove ravna-
lice (4 pravca), obje zajedniCke zrake tih kongruencija (2 pravca), kaoi
obje zrake tih kongruencija koje prolaze tockom S (2 pravca), pravcei
.ovakve opée plohe. 3. reda. Vrlo jednostavno moZe se naci i preostalih 19
pravaca te plohe. Ako izmedu hiperboli¢nih i elipticnih kongruencija kombi-
niramo po dvije, uzevsi u obzir i realnost, odnosno imaginarnost, para
zajednickih zraka tih dviju kongruencija, dobit cemo sve Cetiri jednodjeine
opée plohe 3. reda bez singulariteta, Ovim se nalinom ne moZe izvesti
peta, dvodjelna vrsta opcih ploha 3. reda, kao Sto je to slucaj i kod H.
Grassmannovog nacina. Kombiniramo li hiperboli¢ne i paraboli¢ne kongru-
‘encije u parovima tako, da im se ravnalice sijeku, dobit cemo opce plohe
3. reda sa singularnim (dvostrukim) to¢kama. Kod razvrstavanja opcih ploha
3. reda posluzio se je F. Klein op¢om plohom 3. redas 4 dvostruke tocke,
koje ¢ine vrhove pravilnog tetraedra, a kojemu su bridovi Cetveroznalni
pravci te plohe. Uz pomo¢ naSih razmatranja moze se ova Kleinova ploha
definirati i ovako:

Uzmemo li dva para produZenih nasuprotaih bridova pravilnog tetraedra
kao stranice vitoperog Cetverokuta, koji sijeCemo ravninama neke toCke S,
onda sjedista spojnica probodista nasuprotnih stranica tog vitoperog Cetvero-
kuta leZe na Kleinovoj plohi 3 reda. Vrhovi tog tetraedra su dvostruke
tocke, a produZeni bridovi su joj Cetverozna¢ni pravci. Transverzale na-
‘suprotnih stranica tog Eetverokuta, koje prolaze tockom S, kao i transverzala



dijagonala tog Cetverokuta (preostala dva brida tetraedra), koja lezi S

pr)vih dviju, su jednoznacni pravci te plohe. )» koja lezi u ravnini
Pomoéu ovakvih razmatranja dobiven je i ovaj stavak o Plikerovu

konoidu: ‘

Sije¢emo li ravninama neke totke S Plitkerov konoid i sve te presjeke
projiciramo u smjeru dvostrukog pravca na jednu direkcionu ravninu, dobit
¢emo na ovoj co? cirkularnih krivulje 3. reda roda nultoga, kojih 4-struki
fokusi pokrivaju Citavu tu ravnint, One tocke u ravninama tih presjeka,
koje se projiciraju u 4-struke fokuse njihovih projekcija, Cine neku opcu
plohu 3. reda, koja prolazi neizmjerno dalekim parom izotropnih izvod-
- pica i jednostrukim pravcem tog konoida u neizmjernosti. Neizmjerno daleke
tocka dvostrukog pravca tog konoida je dvostruka tocka ie plohe.

Nema sumnje, da bi bilo zanimivo potanje istraZiti ovakvu plohu, Ova
je ploha vezana uz neizmjerno daleki par izotropnih izvodnica ovog konoida.
Takvu plohu daje medutim svaki imaginaran i realan par ne samo Pliikerova
konoida, nego i svake druge pravéaste plohe 3. ili 4. reda. Zanimivo bi
bilo istraziti i pojedine plohe i itav pramen takvih opé¢ih ploha 3. reda,
vezanih uz neku pravCastu plohu 3. ili 4. reda.

Kao §to se izmedu svih ploha 2. reda kugla istie kao njihov speci-
jalan slucaj, tj. ona ploha 2. reda koja prolazi apsolutnim Ccunjosjekom,
tako i medu op¢im plohama 3. i 4. reda postoje vrste, koje prolaze apso-
lutnim ¢unjosjekom. Posveopcimo li obi¢nu inverziju na kugli tako, da centar
inverzije maknemo iz njenog srediSta, tada ¢e ovakva kvadratna transfor-
macija svaku drugu kuglu pretvoriti u opcu piohu 4. reda, na kojoj Ce biti
titava prodorna krivulja obiju kugala, Ako je centar inverzije na kugli koju
invertiramo, onda je nastala ploha 3. reda (degeneracija u plohu 3. reda i
ravninu). Ovako nastale plohe imaju u centru inverzije dvostruku toCku, a
one 4. reda i dvostruku kruznicu, a sve prolaze apsolutnim ¢unjosjekom.
Svi ravninski presjeci takvih ploha bit ¢e cirkularne krivulje. Zanimivo bi
bilo istraziti geometrijsko mjesto, Cetverostrukin fokusa svih ravninskih pre-
sjeka s ravninama jedne tocke. Cetverostruki fokusi ravninskih presjeka kroz
dvostruku totku lezat ¢e, Cini se, na nekoj opcoj plohi 5. reda. IstraZzivanja
ovakvih ploha daju takoder $iroko polje za rad.

Ovako izvedene plohe 3.1 4. reda nisu medutim posve analogne kugli,
jer tangencijalne ravnine tih ploha duZ apsolutnog ¢unjosjeka ne omataju
imaginaran stoZas 2. reda s realnim vrhom, kao §to je to kod kugle. Po-
stoje medutim op¢e plohe 3. i 4. reda, koje imaju i ovu bitnu karakteris-
tiku kugle. Prosirimo li poznati postupak, kojim u ravnini dobivamo cisoidu
pomocu jedne tocke S, pravca i neke kruznice, tako, da pravac i kruZnicu
pretvorimo u neku ravninu i kuglu sa sredistem O, dobit ¢emo takvu pro-
stornu transformaciju, koja neizmjerno daleke elemente ostavlja invarijant-
nima. Dakle tangencijalan stoZac kugle duz apsolutnog Cunjosjeka ostaje
invarijantan, a prema tome i realan vrh O tog stosca. Ovako dobivene
plohe bit ¢e 3. ili 4. reda (kugle 3. i 4. reda) prema tome, jeli tocka S na
kugli ili nije. Ovakve plohe imaju posve analogne osobine s kuglom,
obzirom na njene cirkularne presjeke. Cetverostruki fokusi ravninskih presjeka
ovakvih ploha bit Ce uvijek u okomitoj projekciji srediSta O na ravning
presjeka. Ova ¢injenica daje nam dalje cio niz zanimivih osobina ‘takvih
ploha. Zanimivo bi bilo potanje istraziti ovakve plohe, naro€ito njihove
kruzne tocke, pa geodetske i diuge krivulje.
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Sve ovako dobivene plobe 3. i 4. reda imaju jednu dvostruku tocku.
Mogu se medutim dobiti ovakve plohe (kugle) 3. reda i bez singulariteta,
i to kao produkt sveZnja kugala i snopa pravaca jedne tocke., Ovim putem
dobivaju se obje vrste op¢ih ploha 3. reda s tri realna pravca bez singulari-
teta, tj. dvodjelna i jednodjelna takva ploha. Realan vrh imaginarnog
tangencijalnog stoSca 2. reda duZ apsolutnog Cunjosjeka na tim plohama,
nalazi se na povrdini tih ploha, Potanje istraZivanje i ovakvih ploha, dalo
bi bez sumnje zanimive rezultate.

UBER EINIGE NEUE RESULTATE UND NOCH OFFENE PROBLEME
AUS DEM GEBIETE DER SYNTHETISCHEN GEOMETRIE IM RAHMEN
DER FLACHEN 3. UND 4. ORDNUNG ~

VON V. NICE

Diese Mitteilung betrifft zundchst die Regelflichen 3. und 4. Ordnung
uprd des weiteren gewisse algemeine Flichen derselben Ordnung. Wir be-
schrinken uns auf jene allgemeinen Flichen, die interessante imagindre Teile
haben, derentwegen die reelen Teile bemerkenswerte dussere Formen anneh-
men. Bei den Regelflichen ermoglichen diese imaginaren Teile einfache
Abbildungen auf die Ebene und dadurch Vereinfachungen in der konstruktiven
Behandlung dieser Flidchen. '

Auf einer der drei Arten von Regetflichen 3. Ordnung gibt es bekantlich
imaginire Erzeugende. Unsere Betrachtungen streben danach, solche Flachen
zu entdecken, die Paare isotroper Erzeugender besitzen, und worin sich
solche Flichen von den iibrigen unterscheiden. Als markanteste solche Fliche
erwies sich das Pliickersche Konoid. Die Betrachtung dieser Flachen fiihrte
zu Resultaten, die von den Moglichkeiten und von den notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen solcher ,Nabelpunkte* handeln.

Bei den Regelilichen 4. Ordnung ist das Problem der Nabelpunkte
komplizierter als bei denen 3. Ordnung, und das Problem der Nabelpunkte
auf den verschiedenen Arten solcher Flichen bedeutet ein weites Feld
weiterer Untersuchungen.

Die allgemeinen Flachen 3. Ordnung kdnnen auf verschiedene Weise
erhalten werden. v :
, Am bekanntesten sind die Verfahren J. Steiner, H. Grassmann, J.
Majcen u. a, ~

Es zeigte sich jedoch, dass man solche Flichen auch auf folgende Art
erhilt: Es seien zwei lineare Kongruenzen und ein Punkt S gegeben. In
jeder Ebene durch den Punkt S befindet sich ein Strahl dieser Kongruenzen,
also auch deren Schnittpunkt, Bewegt sich die Ebene stetig um den Punkt
S, so wird dieser Schnittpunkt eine allgemeine Fliche 3. Ordnug beschrei-
ben. Fasst man von den hyperbolischen und elliptischen Kongruenzen je

zwei zusammen, wobei zu beriicksichtigen ist, ob das Paar gemeinsamer
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Strahlen dieser zwei Kongruenzen reel oder imagindr ist, so erhilt man alle
vier einteiligen allgemeinen Flichen 3. Ordnung ohne Singularititen. Auf
diese Weise lisst sich jedoch nicht die fiinfte, zweiteilige Art allgemeiner
Flichen 3. Ordnung erzeugen, wie das auch beim Grassmanschen Verfahren
der Fall ist. Kombiniert man hyperbolische und parabolische Kongruenzen
paarweise, so zwar, dass sich die Leitgeraden schneiden, so erhdlt man
allgemeine Flichen 3. Ordnung mit singuldren Punkten (Doppelpunkten).
Bei der Klassifizierung der allgemeinen Flichen 3. Ordnung beniitzte F. Klein
die allgemeine Fliche 3. Ordnung mit 4 Doppelpunkten, die die Ecken eines
regelmissigen Tetraeders bilden dessen Kanten die vierdeutigen Geraden
der Fliche sind. Mit Hilfe unserer Betrachtungen ldsst sich diese Kleinsche
Flache sehr einfach definieren. Weiter wurde es mogiich auch foigenden
Satz iiber das Pliickersche Konoid erhalten:

Schneidet man ein Pliickersches Konoid mit den Ebenen eines Punktes
S und projiziert man die Schnittkurven in der Richtung der Doppelgeraden
auf eine Direktionsebene, so erhilt man in dieser oo* zirkuldrer Kurven 3.
Ordnung vom Geschlecht Null, deren vierfache Brennpunkte die ganze
Ebene iiberdecken. Jene Punkte in den Schnittebenen, die sich in die vier-
fachen Brennpunkte der Projektionen der betreffenden Schnitte projizieren,
bilden eine allgemeine Fliche 3. Ordnung, die durch das unendlich ferne
Paar isotroper Erzeugender und durch die unendlich ferne einfache Gerade
des Konoids geht.

Die Fliche ist an das unendlich ferne Paar isotreper Erzeugender des
Konoids gebunden. Eine solche Fliche liefert jedoch jedes reelle und ima-
gindre Paar nicht nur des Pliickerschen Konoids, sondern auch jeder anderen
Regelfliche 3. oder 4. Ordnung. Es wire von Interesse sowohl die einzelnen
Flichen, als auch den ganzen Biischel solcher allgemeiner Flachen 3.
Ordnung zu untersuchen, die an die Erzeugendenpaare einer Regelfliche 3.
oder 4. Ordnung und einen Punkt S gebunden sind.

Ebenso wie sich unter allen Flichen zweiter Ordnung die Kugel als
besonderer Fall hervorhebt, so bestehen auch unter den allgemeinen Flidchen
3. und 4. Ordnung Arten, die durch den absoluten Kegelschnitt gehen.
Mittels der bekannten verallgemeinerten Inversion an einer Kugel, wird jede
andere Kugel in eine allgemeine solche Fliche 4. oder 3. Ordnung verwandelt.
Ist das Inversionszentrum auf der Kugel, die invertiert wird, so ist die
erhaltene Fliche bekanntlich 3. Ordnung. Es wihre imteressant den geo-
metrischen Ort der vierfachen Brennpunkte aller ebenen Schnitte mit den
Ebenen eines Punktes zu untersuchen. Die vierfachen Brennpunkte der
ebenen Schnitte durch den Doppelpunkt diirften auf einer allgemeinen
Fliache 5. Ordnung liegen.

Die derart erhaltenen Flichen 3. und. 4. Ordnung sind jedoch der Kugel
nicht vollig analog, da die Beriichrungsebenen dieser Fldchen ldngs des
absoluten Kegelschnittes keinen imaginiren Kegel 2. Ordnung mit reeller
Spitze umhiillen, wie das bei der Kugel der Fall ist. Es gibt jedoch auch
allgemeine Flichen 3. und 4. Ordnug, die auch diese wesentliche Charak-
teristik der Kugel besitzen. Erweitert man das bekante Verfahren, nach dem
man aus einem Kreise eine Zissoide erhilt, so zwar, dass die Gerade und
der Kreis durch eine Ebene und eine Kugel mit dem Mittelpunkt O ersetzt
werden, so erhilt man eine rdumliche Transformation, die die unendlich fernen
Flemente invariant ldsst. Auch der Berithrungskegel der Kugel lings des

11
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absoluten Kegelschnittes bleibt also invariant und dadurch auch die reelle
Spitze O dieses Kegels. Solche Fldchen haben beziiglich ihrer zirkuliren
Schnitte der Kugel analoge Eigenschaften,

Alle derart erhaltenen Flichen 3. und 4. Ordnung haben einen Doppel-
punkt. Man kann jedoch solche Flichen 3. Ordnung auch ohne Singulari-
titen herstellen, und zwar als Erzeugnis eines Kugelbiindels und eines
Geradenbiindels. Auf diesem Wege erhdlt man beide Arten allgemeiner
Flichen 3. Ordnung mit drei reellen Geraden ohne Singularititen, Die reelle
Spitze des imaginiren Beriihrungskegels lings des absoluten Kegelschnittes
auf diesen Flichen befindet sich auf diesen Flichen selbst. Die nihere
Untersuchung solcher Flichen ergibe zweifellos interessante Resultate,



O RAZLIKOVANJU TIPA RIMANOVIH POVRSI
M. RADOJCIC

1. Re¢ je o uniformnim analitickim funkcijama f(z) = w kompleksne
promenljive z. Oblast postojanja takve funkcije je makakva oblast D u w-ravni.
Funkcija je u D analiticka, sem u konacnom ili beskonacnom ‘mnoStvu
polova koji se nalaze u D. Ako je f (z) racionalna funkcija, oblast D je
zatvorena i sastoji se iz cele w-ravni, uklju¢ivsi z = oo. Kako nas problem
nastaje tek ako funkcijaima i esencijalnih singularnih tacaka, pretpostavljamo
da je oblast D otvorena, dakle da ima rub.

Ma da nema nacelnih teSkota za posmatranje op$tijih oblika, pret-
postavicemo radi vece jednostavnosti da je otvorena oblast D jednostavno
povezana, da se njen rub sastoji iz samo jednog komada (sl. 1).

Prema jednom od osnovnih stavova o konformnom
preslikavanju, svaka otvorena jednostavno povezana
oblast moZe se preslikati obostrano jednoznacno i
konformno na unutra$njost jednog kruga S ili na celu
kona¢nu ravan. Dakle moZemo odmah pretpostaviti da
je oblast postojanja funkcije f (z) kruZna oblast |z| < R,
gde je R konatno ili beskonatno (sl. 2). Ako je
R = oo oblast postojanja sastoji se iz cele konalne _ Slika 1
ravni i f (z) je meromorfna funkcija; to je, opSte uzevsi,
onda kad se rub oblasti D sastoji iz samo jedne, koje bilo taCke.

- 2. Inversna funkcija ¢ (w) = z je opste gledano, multi-
formna i u pojedinim taCkama w ima beskrajno mnogo raznih
vrednosti; ona moZe imati beskrajno mnogo algebarskih i
transcendentnih kriti€kih tacaka. Da bi se jasnije sagledale
multiformne funkcije, traZe se povrsi na kojima bi one bile
uniformne; to su Rimanove povrsi. Da bi svi sluSaoci mogli
s tim pojmom vezati pretstavu, dodacu koju re¢ objasnjenja.

Npr. za funkciju w“ije w = 0 algebarska kriticka tacka

treceg reda. Podemo li iz neke tactke w, == 0 sa jednom od tri vrednosti
funkcije i obilazimo li oko kritiCke taCke u jednom od dva smera, vratiCemo
se pocetnoj vrednosti tek poSto obidemo triput. Zamislimo sad povrs koja
nastaje kad se poluprava s ishodiStem iznad taCke w = 0 obrce oko tog
svog ishodista, recimo u pozitivnom smeru, udaljuju¢i se pri tome sve vise
od w-ravni, ali ostaju¢i spram te ravni uporedna, Nastae izvesna zavojna
povrs. DopustiCemo da ona prekrije w-ravan tacno triput, a zatim da se
poluprava vrati u svoj pocetni poloZzaj. Ovo poslednje moguce je samo
tako §to ¢e se poluprava naposletku spustati a povrS sebe samu presedéi
dvaput. No o tom presecanju ne vodimo rauna, niti o udaljivanju Rima- -
nove povrsi od w-ravni, ve¢ naprotiv zamisljamo da se ona sastoji iz ftri
ravna lista, proizvoljno bliska w-ravni i medu sobom, i koja kao tri
sloja pokrivaju w-ravan.

Slika 2

11%
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To je jedan od najprostijih primera. Rimanske povr$i mogu biti razno-
vrsne i sloZene i sastojati se iz bezbroj listova koji se prostira nad celom
w-ravni i leZe jedan na drugom kao listovi zatvorene knjige, a izmenjuju
se pri obilaZenju oko pojedinih kriti¢kih tataka. Tacke na povrdi, kojima
odgovaraju kriticke tatke u w-ravni i oko kojih se IisSovi izmenjuju ili

granaju nazivamo tackama granan ja. Funkcije w3 i lgw npr., imaju
po dve taCke grananja, jednu sa w = 0, drugu za w = oco. Za opstu
funkciju ¢ (w) imacemo tako vrlo op3tu vrstu rimanskih povrsi, s beskrajno
mnogo listova i tafaka grananja. Analititka funkcija f (z) a isto tako injena
inversna ¢ (w), vrsiuzajamno jednoznaéno konformno preslikavanje unutras-
njosti kruga C na odgovarajucu Rimanovu povrs. Ta povr je prema tome,
takode, jednostavno povezana i otvorena. Pretpostavicemo 1 da je ne-
ograniCena [1]i da se njen rub sastoji samo iz transcendeninih
taCaka grananja (algebarske taCke grananja smatramo unutarnjim tac¢kama
rimanske povrsi).

OznaCimo slovom S rimansku povr§ funkcije ¢ (w), koja tu povis
preslikava konformno na unutra$njost kruga C konacnog ili besko-
nacnog polupreCnika R. Kad ¢e se dogoditi jedno a kada drugo nije lako
zakljuciti iz oblika povr$i S. U tome se upravo sastoji tzv. problem
tipa Rimanovih povr$i. Ako povr§i odgovara konacan krug
C kaZemo da je njen tip hiperbolan; ako 1i beskonadan krug,
nazivamo tip parabolnim, a tada je funkcija f(z) meromorfna. (Elipsni
tip pripada zatvorenim rimanskim povr§ima i ne ¢ni u tom smislu
teSkoca).

Na desetak godina pre drugog svetskog rata pofeo se zanimati
»probleniom tipa“ izvestan broj matemati¢ara, od kojih su se istakli npr.
Nevanlinna, Ahlfors, Ullrich, Kobayashi ([2] do [5]). Traii
se u_stvari kriterij kojim bi se razlikovao parabolni od hiperbolnog tipa
povrsi, ‘

3. Namera mi je da iznesem u §to razumljivijem obliku dva kriterija
za parabolni tip rimanskih povrsi S, a Ciji karakter je topoloski, lj. iz samih
topoloskih svojstava povrdi S zakljuCujemo o njenom tipu. U prvom je re¢
o onim funkcijama ¢ (w)ipovr§ima S, kojima su kriticke tacke, odn..tacke
grananja, sve transcendentne, izuzev. mozda konac¢nog broja tacaka grananja,
koje mogu biti algebarske. U drugom kriteriju re¢ je o povrima S kojima
su tacke grananja naprotiv sve algebarske. '

No da bismo se lak$e snalazili u spletu listova povrdi S bolje je po-
smatrati umesto samu tu povrs, one oblasti koje u krugu € odgovaraju
pojedinim njenim listovima. Zami§ljamo da je povr$ podeljena na listove;
svaki pokriva w-ravan jedanput. Svakom listu odgovara izvesna. oblast u
krugu €, tzv. osnovna oblast [6]; dvama susednim listovima odgo-
varaju: dve susedne osnovne oblasti, a ukupnosti svih listova, tj. celoj po-
visi §, odgovara beskrajno mnogo osnovnih oblasti, koje ispunjavaju krug
C. Kako nas zanimaju samo topoloske okolnosti, nije nam potrebno izgra-
diti konformno ta¢nu sliku konfiguracije tih oblasti. ZamisliCemo dakle da
je pred nama ma kakva topoloska, tj. obostrano ueprekidna slika sistema
listova povr$i §. Tada nam konfiguracija osnovnih oblasti u ravni . daje
topoloski model konfiguracije listova (sl. 3 i 4). P
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4. Pretpostavimo dakie prvo da su tacke
grananja sve, sem mozZda konacnog
broja transcendentne Odgovaraju im
tatke -na krugu C, jer unutarnjim taCkama kruga A4
odgovaraju, obratno, samo regularne taCke i alge- |
barske tatke grananja. Dakle, sad se osnovne
oblasti odlikuju krivolinijskim uglovima, kao Sto je
apr. ugao o (sl. 3), cija temena su tatke na C.
Takve uglove smo nazvali transcendentnim
uglovima [7]. Svakom temenu transcendentnog
ugla odgovara neka transcendentna taCka grananja
povrsi S.

No takvi uglovi ne javliaju se usamljeno. Obilazimo li na povrsi oko
jedne transcendentne tacke grananja, prolazimo kroz niz susednih uglova
o, o, o« ..., koji je beskrajan u oba smera. Ukupnost svih takvih su-
sednih transcendentnih uglova nazivam, ukratko, transcendentn im
pramenom. Zanimljivo je da sam skup {transcendentnih pramenova
moZe u vrlo opstim slufajevima odlugiti o tipu rimanske povrsi. Pred
nama je dakle Cisto topoloSki kriterij, Treba samo uociti mnoStvo transcen-
dentnih pramenova u njegovu cikli¢cnom rasporedu duz kruga C.

U teoriji poredanih mnoStava pominju se izolovani elementi tih mno-
$tava. To su elementi koji imaju i ispred i iza sebe po jedan najbliZi, su-
sedni element. Napomenimo da skup transcendentnih pramenova moZe biti
beskrajan i nemati uopste izolovanih elemenata; tada je skup ,gust®.

No pretpostavimo da skup transcendentnih pramenova ima izolovanih
elemenata. Ako takvom skupu oduzmemo sve izolovane elemente, pre-
ostaje u op$tem slucaju deo tog skupa, koji moZe sad opet imati izolo-
vanih elemenata. Ako li ovom skupu, ponovo, oduzmemo njegove
izolovane elemente, nastace jo§ uZi skup, kome opet moZemo oduzeti sve
izolovane elemente itd.... Dogodi li se konacnim ponavljanjem tog po-
stupka da se najzad poniSte svi elementi uofenog poredanog skupa, tj. da
se taj skup isprazni, kaZemo, kao §to je poznato, da je skup svodljiv
ili reduktibilan. Svodljivi skupovi sacinjavaju vrlo Siroku vrstu.

Sad mozemo izre¢i kriterij koji imamo u vidu [8]:

Ako je poredani skup transcendentnih pra-
menova svodljivy, Rimanova povrsS S je para-
bolnog tipa.

O opdtosti ovog stava sluticemo ako se opomenemo da za funkciju
? postoje samo dva pramena (tj. Rimanova povi§ funkcije log w ima
samo dve transcendentne tatke grananja), za ¢(z") ima 2n pramenova, a
za o(e?) beskonatno mnogo pramenova s jedinim grani¢nim pramenom;
ovo su pak najprostiji slucaji svodljivih skupova.

5. Ako povi§ S ima samo algebarskih tacaka gra-
manja, moZe se take terij topoloSke prirode, no pri tome
ne moZemo voditi racu ; linearno poredanom skupu u
vezi s rasporedom listova povIs: ethodnom posmatranju, vec
moramo posmatrati kako se mnoZe Iistovi fitfodgovarajuce osnovne oblasti
u krugu C kad se postupno pribliZujemo kruznoj liniji C. Pri tome pripada
osnovna uloga pojmu generacije listova ili osnovnih oblasti [9].
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Posmatrajmo to na topoloskoj slici konfigura-
cije osnovnih oblasti. Sad nijedna oblast ne do-
pire do kruZne linije (sl. 4). Tackama u kojima se
sastaju tri ili viSe osnovnih oblasti odgovaraju.
| algebarske taCke grananja ¢iji je red veéi od dva..
| Podimo od koje bilo osnovne oblasti i nazovimo.
je nultom generacijom {u sl. 4 obele-
Zeno znakom O). Ukupnost oblasti koje s nultom
generacijom imaju zajedni¢ku medd nazovimo.
prvom generacijom (u sl. oblasti sa
. znakom 1); skup daljih oblasti, koje imaju za-

Slika 4 jednicke mede s prvom generacijom nazovimo
drugom generacijom (u sl. oblasti 2) itd.... Tim nadinom
nastaje beskrajan niz generacija, bilo osnovnih oblasti, bilo odgovarajucih
listova povr$i S. Neka je S(n) broj oblasti (ili listova) u n-toj generaciji.

MoZemo izre¢i slede¢i kriterij, no u kome dolazi do izraza joS i zbli-
Zenost taCaka grananja i njihov red grananja. Pretpostavicemo naime da
su taCke grananja povrsi § reda ne veceg od izvesnog celog broja p i da
postoji pozitivna donja brana & za medusobne udaljenosti tacaka granania,
merene na povrsi i to sfernom merom (tj. na Rimanovoj sferi). Tada kri-
terij glasi [10]:

' Ako red

M ZVé(@)+6(1)+8(2)+---+6(mv)

diverguje, Rimanova povrs S je parabolnog tipa
Pri tome je

© mv=v [—2‘—’]+ (V1) P, P6p4 69+ .. (67) F_Of]

Vidimo da ¢e do divergovanja do¢i tim pre Sto brojevi my sporije
rastu, dakle Sto je broj p manji a & ve¢i. To znali: da bi tip bio para-
bolan treba da red tacaka grananja bude dovoljno nizak i da se te talke
ne zbijaju suviSe. To je sasvim razumljivo.

U ,problemu tipa“, kojim se izvesni matematiCari u svety zanimajn
besumnje i danas, dolazi do izraza u stvari jedno od osnovnih pitanja
konformnog preslikavanja i sredisnih pitanja teorije analitickih funkcija,
naime problem pona$anja konformnog preslikavanja na rubovima oblasti.
Kad nije re¢ samo o preslikavanju ravnih oblasti, ve¢ makakvih, opstih
rimanskih povr$i na delove ravni, pitanje da li je rimanska povr§ parabolna
ili hiperbolna, je u stvari odgovarajuci oblik toga osnovnog problema,
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SUR LE DISCERNEMENT DES TYPES
DES SURFACES DE RIEMANN

PAR*M. RADOJCIC

Exposition élémentaire des deux critéres suivants, obfenus par 'auteur,
concernant le type d’une surface de Riemann ouverte et simplement con-
nexe, divisée en feuillets:

1. Lorsque Pensemble ordonné des faisceaux transcendants est re-
ductible, la surface de Riemann est du type parabolique (voir [8]).

2. Lorsque les points de ramification de la surface de Riemann sont
tous algébriques et la série (1), ou my est donné par (2), diverge, la sur-
face est du type parabolique (voir [10]).






O NASTAVI 1 IZUCAVANJU MATEMATICKE STATISTIKE
VLADIMIR VRANIC, ZAGREB

Na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu, odnosno ranije na Filo-
zofskom fakultetu matematika se predavala i izucavala unutar strogo povu-
cenih granica. Pod matematikom shvatala su se samo ona podrucja, koja
su imala svoju stoljetnu tradiciju, kao primjerice algebra, diferencijalni i
intengralni racun, teorija funkcija, teorija skupova, geometrija itd. Moglo
bi se uglavnom rei, da su u taj program uSle samo teoretske grane ma-
tematike. Medutim, matematika ima i svoju praktiénu primjenu i u toj pri-
mjeni ona ima svoje posebne metode, koje su poznate kao prakti¢na ana-
liza ili prakticna matematika. Tu spadaju primjerice metode numeriCkog
raCunanja, racun izravnanja, nomografija itd. Ta grana matematike vrlo se
malo predaje na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu, dok se neSto viSe,
ako ne mozda u dovoljnoj mjeri predaje na Tehnickom fakultetu.

‘Ne spada u okvir ovog referata da istaknemo od kolike bi vaZnosti
bilo, kad bi se toj grani matematike na prirodoslovno-malematickim fakul-
tetima posvetilo viSe paZnje, jer svakako bi trebalo voditi raCuna o tome,
da svrSeni matematiari budu izobraZeni ne samo u teoretskom smislu, veé
i u prakticnoj matematici. Time bi se postigla vefa svestranost takvih ma-
tematicara, a osin toga dala bi se tako mogucnost tako izobraZenim ma-
tematiCarima, da mogu suradivati i u onim poslovima, u kojima se traze
matematicari sposobni za rjeSavanje prakticnih zadataka, a ne da se do-
gada, da Cesto i diplomirani matematicari ne poznaju ni skracene metode
raunanja.

Danas matematika ulazi gotovo u sve grane nauke i svuda se traZe
matematiCari sposobni za rjeSavanje prakti¢nih problema koji iskrsavaju u
pojedinim granama nauke. MatematiCari, koji svr3avaju Prirodoslovno-
matematic¢ki fakultet u pravilu su odviSe daleko od takvih problema, koje
postavlja praksa, pa ako imadu prilike, da saraduju na takvim problemima,
trebaju dosta dugo vremena, dok se uZive u onaj nafin miSljenja i u
onaj nafin raCunanja, koji je potreban praksi. Smatramo stoga da
bi bilo potrebno, da se na prirodoslovno-matemati¢kim Iakultetima toj
prakti¢noj strani posveti neSto viSe paZnje, tako da diplomirani matemati-
Cari budu sigurni ne samo u rjeSavanju teoretskih ve¢ i praktickih za-
dataka.

Medu takve prakti¢ne grane matematike spada i matematska stati-
stika i smatramo, da je potrebno ukljuciti u matematsku nastavu i tu granu,
jedno s razloga da se matematicari upoznaju sa toliko vaZnim statistickim
metodama, a drugo $to je bad to jedna grana matematike, u kojoj moZe
do¢i do punog izraZaja numeri¢ko, maSinsko i graficko rjeSavanje za-
dataka.
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Unatrag dvije godine uveden je racun vjerojatnosti zajedno sa mate-
matskom statistikom kao obligatan predmet na Prirodoslovno-matema-
tickom fakultetu. Bez obzira na to, da se uvodenjem tog predmeta daje
prilika i studentima fizike, astronomije i geofizike, da se upoznaju s poj-
movima rauna vjerojatnosti i statistickim metodama, koje su potrebne u
njihovoj struci, uvodenjem tog predmeta ucinjen je veliki preokret u dota-
dadnjem shvacanju Sto treba matematiCaru i smatramo, da je to prvi korak
da se studij matematike pribliZi ne samo potrebama univerziteta i Skole,
veC i potrebama prakse, u konkretnom sluCaju potrebama statistike. Sma-
tramo, da je to vaZan korak, jer se ranije niti raun vjerojatnosti, niti ma-
tematska statistika nisu predavale osim u sporadi¢nim sluc¢ajevima. I poSto
je postignut taj veliki uspjeh, smatramo da je potrebno da prikaZemo
vaznost toga i koristi, koje iz toga proizilaze, da se na taj naCin na-
ucanje tog predmeta saCuva ne zbog nastavnika, koji Ce to predavati, ve
zbog buduéih generacija matematicara, kojima c¢e predavanja iz te grane
biti i te kako potrebna.

Prije svega Zelimo konstatirati, da je kako racun vjerojatnosti, tako i
matematska statistika dio matematike, ali matematike svoje vrste, koja se
prili¢no odaleCuje od uobicajenih matematskih metoda. I upravo zbog toga,
jer se taj dio matematike odalecuje od ovih dosadasnjih forma, potrebno
je da se matematicari time bave, jer im se na taj nacin Siri horizont nji-
hove matematicke erudicije, te se kod toga upoznavanja s posebnim na-
Cinom mi$ljenja i zakljucivanja u toj struci, u kojoj se rije¢ ,egzaktno“
zamenjuje sa rijeCi ,vjerojatno*. '

Matematska statistika ima veliku primjenu u biologiji, poljoprivredi,
ekonomskim naukama, psihologiji, fizici, kemiji, astronomiji itd. I kao Sto
primjerice teoretska fizika traZi sve ve¢i matematski aparat kojeg trebaju
stvoriti matematiCari, isto tako i statistika odnosno upravo matematska sta-
tistika traZi svoje posebne matematske metode i nastaje potreba da se
upravo matematiCari time bave, jer inaCe prijeti opasnost da se ta grana
nauke neCe moéi dalje razvijati zbog pomanjkanja potrebnih matematskih
pomagala. Uostalom ovdje imamo opet jedamput primjer, kako potrebe
prakse daju poticaj za razvoj jedne nove matematske metode.

Do nedavna statistika nije bila domena matematiara, zapravo su naj-
vaZnije statisticke metode nastale i stvorene po biolozima, kojima je ona
trebala za potrebe biologije, tako da se ne smijemo Cuditi, ako Bartlett
u jednom ¢lanku, kojeg jo§ citiramo*), spominje, da je za vrijeme proSlog
rata u Engleskoj ustanovljeno, da su usprkos numeriCke naravi statistiCkih
metoda, istraZivadi-biolozi bili mnogo viSe verzirani u njima nego vecina
matematicara i fiziCara.

Medutim, kako je istaknulo u predgovoru knjiZice: Darmois
Statistique Matématique. Paris 1928, str. XII., statistiCari slu-
Zili su se kroz dugi niz godina vrlo siroma$nim jezikom poznavajuéi samo
najosnovnije postupke: aritmeti¢ke sredine i postotke. U tom predgovoru
istaknuto je, da se napredak realiziran u statistickim teorijama duguje
prvenstveno nastojanjima matemati¢ara da primjene metode analize i ra-
¢una vjerojatnosti u postupku sa numeri¢kim podacima dobivenim proma-
tranjem ekonomskih, socijalnih, bioloskih i drugih Cinjenica.

# Bartlett, Mathematical Statistics and the Universities, University Quarterly, May 1949.
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Moderna matematska statistika nacinila je u poslednjim decenijama
ogroman progres te je uz pomo¢ ovih metoda statistika postavljena na
posve nove temelje, koji nam daju naslucivati do kako veliCajnih rezultata
u naulnim istraZivanjima Ce se mocCi doCi uz pomo¢ tih metoda. Medutim,
te nove metode daleko su odmakle od onih prvih — da se tako izrazimo
— koraka u statistici, te metode su zaista odmakle od proracunavanja
aritmetickih sredina i procenata, tim metodama daje se nauci moguénost
rjeSavanja najkompliciranijih problema. Vrijedno je kod toga pogledati pri-
mjerice nedavno publiciranu knjigu Svedskog matematskog statistiCara H a-
ralda Craméra, Mathematical methods of statistics,
Princeton 1946. Iz te knjige razabiremo, da je za proucavanje matematske
statistike potrebno potpuno znanje matematike i to ne samo viSe analize,
veC i teorije skupova, kojom se vec posluZzio i Kolmogorov kod
izgradivanja matematicke teorije vjerojatnosti, pojma mjere skupa, Le-
besgue-ovog te Lebesgue——Stieltjes-ovog pojma integrala, Fourier-ovih inte-
grala, matrica, determinanata i kvadraticnih forma, gama- i beta-funkcije,
hipergeometrijskih redova itd. Medutim, i u drugim knjigama matematske
statistike — da spomenemo samo Kendall, The advanced
theory of statistics, London 1947. — moZemo konstatirati
obilan matematski aparat, koji nam je potreban kod proucavanja mate-
matske statistike. Spominjemo kod toga samo onaj matematiCki aparat, koji
je potreban kod ustanovljenja i uskladenja krivulja frekvencije, kod odre-
divanja korelacione veze i kod danas vrio moderne grane matematske
statistike : teorije uzoraka (sampling). Medutim vaZna je i posve teoretska
strana te nauke, pojam tzv. stohastiCne tj. slucajne varijable, koja i onom
matematicaru, koji voli apstraktna podrucja, daje obilno polje rada, koje
je vaZno zbog fundiranja racuna vjerojatnosti i statistike kao matema-
ticke teorije.

Zasto ovo istiCemo? IstiCemo to zbog toga, jer dolazimo na pitanje
koje Zelimo ovdje takoder raspravljati, a to je, da li je matematska stati-
stika predmet statisticara ili predmet matematicara. Ovo pitanje nije po-
stavljeno suvi$no. Ne radi se kod toga samo o pitanju koje nas lokalno
interesira. Matematska statistika nije bila samo pastorCe kod nas, vec i
vani u svijetu nisu joj matematic¢ari do nedavna posvetili onu paZznju koju
ona po svojoj vaznosti zasluZuje. Razlozi su uvijek isti. Statistika bila je
matemati¢aru nesto strano i prepusStalo se da se statistikom bave nemate-
mati¢ari kao primjerice upravo biolozi, kojima je statistika bila potrebna
za izuCavanje problema, koji su se pred njih postavljali.

Iz Universities Quarterly, casopisa, koji izlazi u Londonu, nalazimo u
svibanjskom broju 1949. jedan ¢lanak od Bartletta, Mathematical
Statistics and the Universities, gdje se konstatira, da je tek
godine 1948. osnovana u Oxfordu posebna katedra za statistiku.

Buduci da matematska statistika, kao Sto smo gore istaknuli, treba za
proucavanje pojedinih problema vrlo opseZan matematski aparat, to smatramo,
da se s tom granom nauke moraju baviti matematiCari koji ¢e s punom
sigurno$¢éu moéi da se sluZe i da barataju tim aparatom. Do sada u praksi
kod nas i vani u svijetu to nije bio slucaj. Matematskom statistikom bavili
su se ljudi, kojima je statistika bila potrebna profesionalno, dakle primje-
rice biolozi, agronomi, ekonomisti itd. i koji su kod proucavanja svojik
problema statistickim putem nailazili na velike poteSkoce, jer im je manj-
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kalo ono znanje iz matematike bez kojeg se izvjesna pianja uopée ne
mogu rjeSavati, Poradi toga nastaje potreba, da tim problemima prilaze
matematicari, ali je u tu svrhu i nuZno, da se i1 matematiCari pozabave
problematikom statistiCckih metoda, a i problematikom onih nauka u kojima
su potrebne statisti¢ke metode. Takove matematicare treba danas nasa drZava,
treba ih za one probleme koji se postavljaju u ekonomskim, demografskim,
bioloskim itd. pitanjima i koje treba da rijeSi prvenstveno matematicar.
Potrebno je dakle, da se vodi ra¢una o tome, da se izmedu studenata koji
studiraju matematikn na svim naSim fakultetima, a i izmedu diplomiranih
matematiCara, izdvoji jedan dio koji bi se posvetio izuCavanju matematske
statistike. Takovi matematicari ujedno ¢e biti potrebni kao nastavnici ostalih
statistiara, kod kojih se ne bi pretpostavljalo toliko opseZzno matematicko
znanje. Naime, isto onako kao Sto inZenjer ne mora biti potpuno izgradeni
matematicar, tako ne mora i svaki statisticar da bude potpuno upucen u
cjelokupnu matematiku, ali kao $to inZenjer mora znati mnogo matematike,
isto se mora zahtijevati i od statistiCara, a na matematiCarima leZi obaveza
da im dadu ono matematsko znanje, koje ¢e im biti potrebno ne samo u
prakticnom, nego i u daljnjem naucnom radu. Nastavnici matematike takvih
statisticara moraju biti ne samo matemati¢ari, ve¢ i matemematski statisti-
Cari, dakle oni matematifari koji poznaju matematsku statistiku i poznaju
najvaznije probleme te nauke.

Svrha je ovih redaka bila samo ta, da upozori na postojanje tog
problema i da se na taj naCin ustanovi od kolike je zaista vaZnosti da se
taj problem stvarno poceo kod nas rjeSavati, time da se rafun vjerojat-
nosti i matematska statistika, iako jo§ u Cednom opsegu, kod nas stvarno
ve¢ predaje. Daleko smo od toga, da bismo {raZili da se opseg takvih
kolegija poveca, jer bi to znalilo znatno daljnje optereCenje studenata.
Medutim, i takvi mali kolegiji dat ¢e studentima uvid u tu granu nauke i
ne sumnjamo, da ¢e se onda medu studentima na¢i i takovih, koji ¢e zavo-
liti tu materiju i izraziti Zelju da se s njome i dalje bave. Takovim studen-
tima trebalo bi onda u smislu prednjeg posvetiti punu paZnju i dati im
moguénost da se u tom predmetu bilo kod nas bilo na strani i dalje usavr3e.

A REPORT ON THE INSTRUCTION AND STUDY OF MATHEMATICAL
STATISTICS

Dr. VLADIMIR VRANIC

The purpose of this report is to show the importance of the study of
Mathematical Statistics as a separate branch of Mathematics. By the intro-
duction of the Calculus of Probability and Mathematical Statistics at the
Faculty of Natural Science and Mathematics, the first step has been taken
to adapt the study of Mathematics to the needs of the practice. The report
is pointing out the fact that both the Calculus of Probability and Mathe-
matical Statistics are part of Mathematics, but Mathematics of its own kind,
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differing to a degree from the wusuval mathematical methods. The great
progress of modern Mathematical Statistics is largely due to the work of
Mathematicians; today it does not make use of the elementary mathematical
principles only, so that the study of Mathematical Statistics calls for a
thorough knowledge not of the Higher Analysis only, but of the Theory
of Sets, Lebesgue’s and Stieltjes principles of integrals etc, as well. This:
is most evident in the Theory of Sampling. All these things are important
in order to fix the place of Mathematical Statistics in Science, and to
ascertain whether it schould be dealt with by Statisticians or Mathematicians..
As Mathematical Statistics has its own distinct methods, the need arises for
Mathematicians above all to deal with it, for the development of this branch.
of Science would be endangered without the help of necessary mathe-
matical appliances. The inference of this report is that Mathematical Sta-
tistics is a branch of Mathematics, and as such should be dealt with chiefly
by Mathematicians.






ORGANIZACIJA NAUCNOG RADA I PRIPREMA NAUCNIH KADROVA
U OBLASTI MATEMATIKE

DRAGOSLAV MITRINOVIC,?) SKOPLJE

Izmenjene prilike koje su nastale pod uslovima postojanja istinske
narodne vlasti stvorile su povoljne mogucnosti za razvoj i razmah nauke u
novoj Jugoslaviji. Osnovani su instituti pri akademijama nauka, otvoreni
su novi univerziteti i visoke Skole. Za osnivanje, uredjenje i snabdevanje
biblioteka knjigama i Casopisima daju se velika materijalna sredstva. Isto
tako obezbedjena su sredstva za formiranje novih naucnih kadrova i Stam-
panje nauCnih i stru¢nih radova, daju se nagrade za naucni rad itd. Drugim
reCima, stvorena je povoljna materijalna baza za uspeSan razvoj naucnih
ustanova i nauke.

Medjutim, danas se oseca veliki nedostatak naucnih i stru¢nih kadrova,
pogotovu matematiCara-nau¢nika. Univerzitetima i tehnic¢kim visokim Skola-
ma potreban je znatan broj nastavnika i asistenata sa solidnim struénim i
naucnim kvalifikacijama. Institutima akademija nauka potrebni su naucnici
visokog ranga koji ¢e organizovali i aktivirati nau¢ni rad. Danas u FNRJ
nema dovoljno nastavnika i nau¢nih radnika na matematickom polju s po-
trebnim kvalifikacijama. To je nasledstvo nepravilne kadrovske politike u
staroj Jugoslaviji.

Da bi se stvorio novi kadar matematiCara-naucnika, a to je hitan i
vaZan problem, potrebno je pre svega pristupiti reSavanju pitanja savremene
organizacije nau¢nog rada. ReSenje toga problema bice, razume se, od ko-
risti i starom kadru nauc¢nih radnika.

Na prvom mestu treba istac¢i potrebu za osnivanjem jednog Matema-
fickog centra®). Taj Centar mogao bi biti ili posebna ustanova saveznog

1) Prilikom skupljanja materijala za ovaj referat kao i pri redigovanju samog referata
ukazala nam je veliku pomo¢ Olga Mitrinovidé.

2) U inostranstvu postoje, na primer, ovi matematiki centri:

10 Le Centre de Documentation de I!Intermédiaire des re-
cherches mathématiques u Parizu,

Program rada ovog Centra naveden je u Casopisu: L'lntermédiaire des re-
cherches mathématiques, t. 4, fasc., 13, 1948, p. 21—24. Ovaj Centar nije
drZavna ustanova, ve¢ je osnovan na privatnoj inicijativi, pod rukovodstvom matematiara
P. Belgodere-a;

20 Mathematisch Centrum u Amsterdamu;

39 U ltaliji su nedavno osnovana Cetiri matemati¢ka centra. Njihov privremeni statut
objavljen je u Bollettino delia Unione matematica italiana, serie lll,
anno 1V, 1949, p. 206 —207.

U Parizu postoji takodje: Centre national de la recherche scientifique,
koji je drZavna ustanova 1 pretstavija centar za sve prirodno-matematicke nauke.

Statut ovog Centra objavijen je 25 aprila 1947 u publikaciji: Notes documen-
taires et études, Ne 608, Série frangaise, CXXXIl, Paris.
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znacaja, ili ustanova Akademskog saveta FNRJ. Osnivanje jednog opsteg
centra za sve nauke bilo bi od manje koristi, jer svaka nauka ima speci-
ficnosti §to se odraZava na sistem organizacije naucnog rada.

Po potrebi, mogli bi se osnivati i republicki matematiCki centri.

Centar bi imao zadatak da stvori Sto povoljnije uslove za 1azvoj,
girenje 1 koriSCenje matemati¢kih nauka u FNRJ. Taj centar bi, s jedne
strane, bio informativni ured, a s druge strane objedinjavao bi rad, na
istrazivackom i nastavmom polju, matematickih instituta akademija nauka,
matemati¢kih ustanova pri univerzitetima i visokim Skolama, matematickih
drustava, kao i rad pojedinaca.

Matematic¢ki centar imao bi, uglavnom, ove otseke: ofsek za doku-
mentaciju, otsek za istraZivanje, otsek za izdavanje publikacija, otsek za
razment matemati¢kih publikacija s inostranim ustanovama.

Blizi zadaci pomenutih otseka bi bili:

Otsek za dokumentaciju stvorio bi Sto kompletniju matemati¢ku biblio-
teku. Prvenstveno bi bila nabavljena literatura koja sluzi za naucna istra-
Zivanja: Casopisi, celokupna dela matematicara-klasika, kolekcije monografija,
matemati¢ke enciklopedije i re¢nici, doktorske teze i separati. Uzgred, na-
bavljali bi se klasi¢ni udZbenici kao i najbolji savremeni udZbenici. Biblio-
tekd bi valjalo stvoriti brzim tempom, a zatim je stalno i uporno popunjavati.

Biblioteka Matemati¢kog centra formirala bi se kupovinom u inostran-
“stvu kolekcija Casopisa i drugih matematickih dela i to prvenstveno onih
kojih nema ni u jednoj biblioteci u FNRJ. Biblioteke FNRJ koje ne pripa-
daju matematiCkim ustanovama mogle bi da ustupe Centru matematicku
literatury, ukoliko je imaju. Ovo bi se prvenstveno odnosilo na biblioteke
u sedistu Centra. '

Radi racionalizacije naunog rada, potrebno je Sto hitnije izraditi
kartoteku matematicke literature koja se nalazi u svima bibliotekama u FNRJ.
Ta bi kartoteka bila obradjena u Matematickom centru i tom prilikom bi se
videlo da kod nas ima mnogo viSe Casopisa i knjiga nego §to se obicno
misli.

Jedan od vaznih zadataka Centra bio bi Stampanje kataloga knjiga i
tasopisa, koje imaju biblioteke FNRJ. Takav katalog uCinio bi dragocenih
usluga naSim istraZivacima, narofito u ekomomisanju s viemenont.

Centralna matematika biblioteka, zbog koncentrisanosti literature na
jednom mestu, bila bi veoma podesna za korid¢enje. Zbog saveznog zha-
¢aja i planskog formiranja Centralna Dbiblioteka mogla bi da postane u
kratkom roku kompletnija, u pogledu matematicke literature, od svih biblio-
teka u zemlji.

Otsek za dokumentaciju pruzao bi zainteresovanim matematickim
ustanovama pomo¢ u odabiranju i nabavljanju literature u slucaju ako je
ta pomo¢ potrebna. Otsek bi to mogao da izvrsi pravilno, poSto Dbi imao
pregled postoje¢e literature u svim bibliotekama, a uz to bi bio obavesten
o svim novinama u svetskoj literaturt.

Otsek za dokumentaciju, kolektivnim radom svih matematickih usta-
nova i matematiara u zemlji, planski bi spremao materijal za izdavanje
matematickog re¢nika (matematicki gloser), materijal za izdavanje jedne
enciklopedije, materijal za izdavanje jedne istorije razvoja matematiCke
nastave i nauke naroda FNRJ, itd.
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~ Otsek bi posvetio naro&itu paznju spremanju i odrZavanju razli¢itih
korisnih kartoteka. Jedna bi kartoteka davala pregled vaznijih nereSenih
pitanja u matematici i tema za istraZivanje. Druga bi kartoteka pruzala
pregled Casopisa i matematickih kolekcija koje sada izlaze i koje su ranije
postojale, sa svima potrebnim podacima, bez obzira na to da 1i ih imamo
u bibliotekama u zemlji ili ne. Kartoteka koja bi davala pregled odabranih
osnovnih matemati¢kih dela bila bi vrlo korisna za informacije pocetnici-
ma, narolito u sludaju ako bi svaka malematicka disciplina bila posebno
obradjena. Isto tako, vrlo bi korisna bila kartoteka zbirki zadataka i pro-
blema, kartoteka zbirki matematickih formula, kartoteka zbirki matematickih
tablica, itd. '

Isto tako, znaGajno bi bilo izraditi bibliografije pojedinih matematickih
pitanja, kao na pr. bibiiografije: o singularnim reSenjima diferencijalnih
jednacina, o Bernoulli-evim brojevima, o metodama za numeric¢ku
integraciju diferencijalnih jednacina, o matematiCkim instrumentima, itd.
Solidno izradjene bibliogralije dobro bi bilo i Stampati, jer bi tada bile ne
samo od vece koristi istraZivac¢ima, ve¢ bi ih mogli upotrebiti i inostrani
naucnici.

Otsek za dokumentaciju skupljao bi i obradjivao materijale iz oblasti
nastave, specijalno univerzitetske matematicke nastave. Eventualno, mozda
bi bilo dobro osnovati i specijalni otsek za nastavna pitanja.

Otsek za dokumentaciju imao bi da prati aktuelnu svetsku matematicku
literaturu, da obradjuje taj materijal i da daje potrebne informacije naSim
matematickim ustanovama i pojedincima.

Otsek bi vodio posebnu evidenciju o stavu svetske kritike prema
naunim raspravama jugoslovenskih matematicara, o citiranju i koriSéenju
rezultata jugoslovenskih matemati¢ara u svetskoj matematickoj literaturi i
sli¢no. ‘

Zadatak otseka za istraZivanje bio bi planiranje naufnog rada mate-
mati¢kih ustanova u zemlji, ukazivanje na probleme koje bi prvenstveno
trebalo reSavati, vodjenje evidencije o postignutim rezultatima, davanje
potstreka pojedincima koji se bave nekim nau¢nim pitanjem i van okvira
odredjenog planom. Kratko refeno, istraZivacki otsek imao bi da planira,
koordinira i potstice naucna ispitivanja.

Otsek za publikovanje, u saradnji sa svima matemati¢kim ustanovama
u zemlji, imao bi da izdaje razne matematicke publikacije. Na prvom mestu
mogao bi da izdaje jedan Casopis (Bilten Jugoslovenskog matematickog
centra). Taj Casopis bi imao, na primer, ove odeljke: naucne rasprave, pre-
gledi “aktuelnih pitanja, matematiCki Zivot u FNRJ, matematicki Zivot u
inostranstvu, pregled sa kratkim sadrZajem svih rasprava koje su Stampane
u jugoslovenskim Casopisima u toku jedne godine.

Casopis bi korisno posluZio za razmenu sa inostranim ¢asopisima,
¢ime bi se osiguralo priticanje novih Casopisa u biblioteku MatematiCkog
centra. Obavestenja o matematiCkom Zivotu u FNRJ koristila bi radi upo-
znavanja svetske matematicke javnosti sa razvojem matematike u nasoj
zemlji. ' '

Izdavanje monografija bilo originalnih bilo prevodnih korisno bi po-
sluzilo razvoju matematike. Isto tako vaZno bi bilo Sto hitnije izdati knjigu

12
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pod naslovom ,Vodja kroz matemati¢ku literaturu“ po pri-
meru Miiller-ovel) ili Parke-ove?®) knjige.

Takva knjiga olak3ala bi u znatnoj meri orijentisanje u radu naSim
novim matematickim naraStajima.

[zdavanje odabranih studija matematiCara-klasika u prevodu popunilo
bi na$u oskudnu matemati¢ku literaturu.

Odabrana dela jugoslovenskih matematiCara Mihaila Petrovica,
Viadimira Varicaka i Josifa Plemelja trebalo bi takodje
planirati za Stampanje.

Vrlo bi korisna bila jedna kolekcija koja bi donosila spise informativ-
no-instruktivne prirode, originalne ili prevodne, s ciljem da posluzi usavr-
Savanju nastavnika srednjih Skola.

Izdavanje enciklopedije elementarne matematike, na primer, po ugledu
na italijansku Berzolari-evu enciklopediju elementarne matematike (u
Sest tomova', bio bi jedan od neophodnih, ali teZih poduhvata.

 Spremanje jednog matematiCkog recnika, koji bi u prvom izdanju bio
i manjeg obima, trebalo bi da bude jedan od zadataka $to neposredno
pretstoje. U vezi s tim stoji i pitanje terminologije kao i normalizacije
matematickih simbola?).

U na$oj matematickoj I'teraturi nema knjige u kojoj je, makar i u
pregledu, izneta istorija matematike uopste, kao i istorija nade matematike
posebno. Gino Loria, koji se bavi istorijom matematickih nauka, pri-
prema jednu veliku opstu istoriju matematike 1 poziva na saradnju i druge
stru¢njake iz svih zemalja. Da bi tu nasa istorija bila pravilno pretstavljena,
trebalo bi spremiti bar jedan kratak pregled istorije razvitka matematicge

nastave i nauke kao i matematiCkih ustanova naroda FNRJ.

Valja napomenuti da se u Clancima enciklopedija u kojima se govori
o matemati¢kom Zivotu u raznim zemljama, naa matematicka nauka i njene
naucne ustanove ne pominju. To dolazi najviSe zbog toga Sto ne postoji
publikacija o kojoj je malocas bilo reci.

Da bi Matematicki centar mogao u potpunosti da razvija svoju aitiv-
nost, uz otsek za izdavanje publikacija trebalo bi osnovati specijalnu Stam-
pariju i knjigoveznicu. Stamparija, koja bi se dosta brzo mogla kompletirati
specijalnim matemati¢kim slogom kao i grafiCarima specijalistima za mate-
maticki slog, izradjivala bi knjige na vecoj tehnickoj visini nego Sto je to
sada slu¢aj, Brzina objavljivanja bila bi istp tako veca. Na primer, Ceho-
slovatko drudtvo matematiCara i fiziara u Pragu ima preduzece koje izdaje
gotovo sve knjige matematicko-fizicke sadrZine Sto izlaze u Cehoslovackoj,

1) Felix Miller, Fihrer durch die mathematische Literatur, Teubner, Leipzig, 1909
(Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer
Anwendungen, 27, Heft).

?) Nathan Grier Parke I, Guide to the Literature of Mathematics and Physics in-
cluding related works on engineering science, Mc-Graw-Hill Book Comp., New York, 1947,
XV 4 205 p. :

3) L’Association Francaise de Normalisation izdala je dosada, na
primer, ove norme: Algebarski simboli, Geometrijski i vektorski simboli, Simboli racionalne
mehanike, Simboli op3te termodinamike, Simboli mehanike fluida, itd. Videti o ovom de-
taljnije: Intermédiaire des recherches mathématiques, t. 4, fasc. 15, 1948, p. 88-89.
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Za stvaranje $to stru¢nijih novih nau¢nih kadrova, uporedo s osniva-
wnjem Matematickog centra, trebalo bi pitanju univerzitetske nastave poklo-
aiti punu paznju. DanaSnja univerzitetska matemati¢ka nastava na prirodno-
-matematiCkim fakultetima nije dovoljno savremena, niti potpuna. Tako, na
-primer, moderna algebra na nekim fakultetima uwopS$te nije zastupljena.
‘Sli¢an je slucaj sa viSom geometrijom, raCunom verovatnoce, prakticnom
analizom, itd. Izvesni kursevi ne predaju se na svima fakultetima sa moder-
nim matematickim aparatom. Izmedju raznih kurseva ne postoji dovoljna
&koordinacija. Sve {o proistiCe delom od nedovoljnog broja nastavnika, delom
.zbog toga Sto za poslednjih trideset godina, usled neplauskog rada, nisu
stvoreni pretstavnici za mnoge grane matematic¢kih nauka.

Dobra univerzitetska nastava jo§ za vreme studija upucuje mlade
ljude da se zainteresuju za naucni rad. Stoga, da bi se stvorili dobri novi
kadrovi, potrebno je iz nastave ukloniti sve nedostatke, ukoliko je to mo-
guce. Neke mlade ljude koji imaju smisla za nauku treba uputiti u inostran-
stvo radi studija narocCito onih grana za koje nedostaju naucni pretstavnici
‘u zemlji. Za period od nekoliko godina mogu se planskim radom u znatnoj
+meri popuniti navedene praznine,

Podizanje novih kadrova sa solidnim znanjem tesno je povezano isa
tkvalitetom nasih udZbenika. Ma da se budu¢i naulni radnici moraju joS na
studijama naviknuti da se sluZe stranom nau¢nom literaturom, ipak je neop-
hodno potrebno da stvaramo domacu udZbeniCku literaturu. Iza oslobodje-
nja u tome pravcu uradjeno je mnogo. Objavljeno je dosta udZbenika, ali
-se svi udzbenici ne odlikuju u dovoljnoj meri potrebnim kvalitetima niti
-odgovaraju savremenim potrebama. Narocito treba zabeleZiti nedostatak
ikoji se sastoji u tome, Sto vecina udZbenika tako tretira materijal kao da
‘je mauka zavrSena.

, B uhi-ov udzbenik, o kome ce kasnije opet biti reci, jeste interesantan
primer, koji pokazuje kako se kroz udZzbeniCki materijal moZe ukazivati i
na nereSena pitanja i tako izazivatli interes za naulna istraZivanja.

Matematicki instituti akademija nauka treba da odigraju vaZnu ulogu
ar formiranju novih kadrova. Po zakonu o sticanju naucnog stepena doktora
nauka fakulteti i instituti akademija nauka duZni su da pruZe kandidatu svu
materijalnu i nauénu pomo¢ u toku njegovog rada. U ovaj mah postoji ne-
koliko mladih ljudi koii su u toku naucnih istraZivanja ili su pred pola-
ganjem doktorskog ispita, ali taj broj nije dovoljan. .

Nasi najbolji matemati€ari, u prvom redu akademici, trebalo bi da drze
. institutima predavanja koja bi posluZila za proSirivanje znanja aspiranata
.za doktorski ispit i davala potstrek za samostalan rad, Do sada je u tome
spraveu malo udinjeno.

Za aktiviranje nau¢nog rada i uopSte davanje potstreka za rad veliku
ulogu igraju Casopisi. Danas u FNRJ ima dovoljan broj publikacija u
tkojima se mogu Stampati matematicke rasprave. Te publikacije. izdaju
.akademije nauka, matemati¢ka drudtva i pojedini fakulteti i visoke Skole®).

1) Periodiéne publikacije FNRJ u kojima se danas Stampaju matemati¢ke rasprave jesu:

1oPublications de IMnstitut mathématiques de 'Académie
sserbe des sciences (Beograd); .

20 Glias Srpske akademije naunka (Beograd

12¢
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S obzirom na to da je referat namenjen u prvom redu onima kojil
tek stupaju u naulni Zivot, korisno ¢e biti da se navedu oni izvori koje
treba konsultovati pri naunom radu (izvori za naunu dokumentaciju), a.
uporedo bice dati i neki istoriski podaci.

U XVII i XVIII veku nauCna istraZivanja odvijala su se uglavnom u
akademijama nauka i u zatvorenim krugovima naulnika. Naulnici toga
perioda nisu se starali da stvore svoje Skole i Cesto su krili svoje istraZi-
vaCke metode, tako da se nauka nije mogla pravilno razvijati. Mnogi
veliki matematic¢ari toga doba, kao Descartes, Pascal, Fermat,
Leibniz i drugi, nisu bili profesori i stoga §iri krugovi nisu imali kon-
takta sa matematiCarima-stvaraocima, Sto se Stetno odraZavalo na stvaranje
novih naucnih radnika,

Polev od XIX veka nauCnici su u vecini sluCajeva i profesori na
univerzitetima i visokim Skolama. IzlaZuéi u svojim kursevima i rezultate
svojih istraZivanja, i to na dosta pristupa¢an nacin, oni za nauku stvaraju
interes kod mnogo S$ireg kruga ljudi nego $to je to ranije bilo.

Nauka je, dakle, iziSla iz sasvim uzanog kruga izabranih i poclela da.
prodire u masu uCenika. Kao posledica toga javlja se veéi broj novih
matematiCara-istraZivaCa i u vezi s tim objavljuju se u znatnom broju nove
matematiCke rasprave, Te rasprave odnose se vrlo Cesto na pojedine naucne
detalje, i tako se ubrzo doSlo do velike specijalizacije, $to je jedna od
karakteristika u razvoju matematickih nauka XIX i XX veka,

U vezi sa razvojem matematickih nauka javija se specijaliziranje
nauCnika za pojedine matemati¢ke grane, ¢ak i vrlo uzane. Na II inter-
nacionalnom kongresu matematicara (Pariz, od 6-VIII do 12-VIII-1900),.
D. Hilbert je odrZao i danas vrlo cenjen i sadrzajan referat: Sur les.
problémes futurs des mathématiques. Izmedu ostalog,
Hilbert detaljno analizira pojavu velikog broja novih rezultata i mogué-
nost da jedan matematiCar prati razvoj svoje nauke. On je misljenja da
jedan matematicar moZe. vladati celokupnom matematikom.

,Pravilno postavljeno uopStavanje u mate-
matici dovodi ne do toga da se ona oteZa novim
komplikovanim i suvid§e apstraktnim teorijama,
vel da se ujedine i uproste stare, podvojene teo-

3Rad Jugoslovenske akademije znanosti i umjetnost
(Zagreb);

4 Razprave Slovenske akademije znanosti in umetnosti
(Ljubljana)

¥ Glasnik matematiCko-fizi¢ki i astronomski (Zagreb);

60 Vesnik Dru$tva matematidara i fizi¢ara NR Srbije
(Beograd);

7"GodiSen zbornik na Filozofskiot fakultet na Univert-
zitetot (Skopije); :

8 Bilten na Drudtvoto na matematiGarite i fizidarite
od NR Makedonija (Skopje);

¥ GodiSnjak Poljoprivrednofumarskog fakulteta Uni-
verziteta u Beograduy;

100 GodiSnjak Tehni¢kog fakulteta u Beogradu

Od deset navedenih poslednjih Sest su publikacije koje su se prvi put pojavile izas
cslobodenja. )



rije‘ — to je zakljutak koji izvlati Kolmogoro V) iz 0y g .
b ert-ovog stava: : 0

»Ukoliko se dalje razvija matematicka teorija, utoliko skladnija j jedf'
stvenija postaje njena struktura, utoliko se otkriva vise neoéekivanih veza
izmedu ranije nepovezanih oblasti nauke. Tako se i jedinstvenj karakter mate.
matike ne gubi usled njenog porasta, veé postaje jasniji i ociglednijj , ..
Svaki stvarni napredak nauke ide uporedo s otkriéem riguroznijih § Prosfiji.ll'
metoda, koje olakSavaju shvatanje starih teorija i otstranjuju potrebu starih
komplikovanih dokaza“.?)

Kolmogorov, u ve¢ navedenom ¢&lankuy, konstatuje daljé:

»Stvarna opasnost za dalji nauéni progres postaje sve vete specijalizi-
ranje matematiara od kojih sada svaki obi¢no potpuno vlada samo malom
oblasti matematike, vezanom sa pravcem njegovih li¢nih istraZivanja«,

U nastavku Kolmogorov vel:

»Pojavljuje se rascep izmedu primenjene i Ciste matematike. Ovde se
rascep pojacava reakcionarnim ideolodkim strujama koje gaje, s jedne strane,
pretstavu o Cistoj matematici kao izolovanoj apstrakinoj nauci, koju umalo $to
ne skrnavi dodir sa praksom, a s druge strane, goli prakticizam (npurnagau-
4ecTBo) koji se tudi Sirih wop3tavanja i fak stroge matematicke Kkulture, Za-
oStrava se Cak suprotnost izmedu klasicnih pravaca koji se interesuju samo
reSavanjem konkretnih, davno postavljenih (klasi¢nih) problema i apstraktnih
pravaca koji uopStavaju i koji su vezani narocito sa teorijom skupova“,’ ‘

.Ustvari, medutim, sve teSnje preplitanje razli¢itih oblasti matematike
Cini da je viSe nego ikada neophodno saluvati jedinstvo matematicke nauke,
O¢igledan primer o moguénosti ovog ideala jedinstvene matematike jeste
delatnost dva najveéa matematicara iz kraja XIX i pocetka XX veka H. Poin-
caré-a i D. Hilbert-a“,

Pojava velikog broja rasprava oteZava snalaZenje i iziskuje odabiranje
1 klasifikaciju rezultata. Radi toga, a i da bi se imao pregled postignutih
novil rezultata, pokrecu se referativni ¢asopisi. Te Casopise nauCni radnik
paZljivo i redovno prati radi orijentacije, jer se na osnovu referata koje ti
Casopisi donose moZe ne samo upoznati sa stanjem jednog problema,
nego dobiti i ideja za dalja istraZivanja. '

Prvi referativni Casopis, Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik®), pojavio se 1871 i on je tada doneo u prvoj knjizi

1) Videti njegov vrlo lep prikaz o savremenoi organizaciji matematickih istraZivanja
u Clanke Matematika kcji je objavijen u Bonpmass Corerckas SHUUKI Nepud,
Moskva, OGIZ, tom 38, 1938, stupci 359 —402, specijalno str. 394- 398.

) D. Hilbert, Compte rendu du deuxiéme Congres inter-
mational des mathématiciens, tenu & Paris du 6 au 12 aogt 1900; Paris,
1902, p, 114. I :

%) Komplet ovog vaZnog Casopisa imaju u FNRJ Mat mati¢ki instituti Filozofskog
fakulteta Univerziteta u Ljubljani i u Skoplju, . i
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referate o raspravama objavljenim u godini 1868. Taj referativni- Casopiss
registrovao je matematiku literaturu izi$lu do 1942 godine zakljutno. U
jednoj knijizi velikog obima prikazana je svetska matematicka aktivnost u
jednoj kalendarskoj godini. Poslednjih dvadesetak godina Jahrbuch je
za svaku godinu izlazio u dve obimne knjige'). Svaka knjiga podeljena je
na razli¢ite matematic¢ke grane?). Referenti su matematiari iz raznih zemalja:
i specijalisti za pitanja o kojima referiSu.

Drugi referativni Casopis je Revue Semestrielle des publi-
cations mathématiques. On je osnovan 1893 u. Amsterdamu i
izlazio je do 1935. U ovom Casopisu jedan isti referent daje analize svil
rasprava koje su se pojavile u jednoj matematickoj publikaciji, $te znaci
da referat nije prikaz uZeg specijaliste za odnosno pitanje. Ovaj. Casopis
nije pregledan kao Jahrbuch, jer nije podeljen na pojedine matema-
ticke grane, ve¢ se nizu Casopisi jedan za drugim. Treba primetiti da su
rasprave koje su izlazile u Casopisima slovenskih naroda prikazane ovde
dosta detaljno. Prikaze rasprava slovenskih Casopisa pisali su matem aticari
iz slovenskih zemalja. Za publikacije koje su izlazile u Srbiji i Hrvatskoj
referate je pisao na§ matematiCar Mihailo Petrovid

Pomenuti referativni Casopisi &ine velike usluge matematiCarima, ali
im je nedostatak 3to se referati pojavljuju tek posle dve ili tri godine, pa
¢ak i kasnije, od publikovanja same rasprave. Pokretdnjem novih refera—
tivnih Casopisa sa izlaZenjem u sveskama, mesecno ili Cesce, to se stanje
popravlja.

Tako od 1931 godine izlazi referativni Casopis Zentral blatt
fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete Cija je 32 knjiga
u toku publikovanja. Taj Casopis izlazi u sveskama, svaka sveska je pode-
liena na razli¢ite matematitke grane, referati se pi$u na zapadnim jezicima,.
referenti su uZi specijalisti za odgovarajuéu oblast. Svaka peta knjiga pra-
¢ena je solidno izradenim registrima po materiji i po piscima Cije su
studije bile prikazane.

Godine 1940 Americko matemati¢ko drustvo (American. Miathe-
matical Society) pokrenulo je nov referativni Casopis Mathema-

HJahrbuch potev od Bd. 5 (Jahrgang 1929) poleo je da izlazi v dva
dela (551, 551 ). Ranije je bilo viSe sluajeva da se u jednoj knjizi donose referati za dve,.
pa &ak i tri godine. Tako Bd. 25 obuhvata rasprave koje su izisle 1893—1894, Bd.. 46
obuhvata rasprave za period 1916—1918, Bd, 47 za period 1919 -1920, Bd.. 48 za
1921—1922, Poslednja potpuna knjiga je Bd. 66 za rasprave iz godine 1940 koja ima:
1541 stranu. Bd, 67/1 za 1941 je pofpun, ali Bd. 67/11 nije potpuno izisao, tako da
Bd. 67 nije zavrien. Bd. 68 (1942) poleo je sa izlaZenjem i on je samo delimi¢no gotov..

?) Prema Bd. 65 (1939), Jahrbuch ima ovu glavou podelu:

1. Sammelwerke-Geschichte;

2. Grundlagen der Mathematik. Logik;

3. Arithmetik und Algebra;

4, Analysis; .

5. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungens
6. Geometrie;
7. Mathematische Physik,.



183

tical Reviews?'). Taj Casopis izlazi po sistemu Zentralblatta: u
sveskama (11 godi$nje), referati su na zapadnim jezicima, referenti su veéi-
nom matematicari iz SAD i to uZi specijalisti za odnosnu granu. Jedanaesta
sveska donosi svake godine dobro izradene registre, sliCne onima koje ima
Zentralblatt,

Od 1940 godine Centar za naucna ispitivanja u Parlzu (Centre
national de la recherche scientifique) izdaje refera-
tivni Casopis Bulletin anmalytique, koji prikazuje rasprave iz
svih oblasti prirodno-matematiCkih nauka. Izlazi svakog meseca i podeljen
je na razne oblasti prirodno-matematiCkih nauka. Jedan deo u svakoj
svesci posvecen je referatima o matematickim raspravama. :

Ovim referativnim &asopisima treba dodati i &asopis Bulletin
des sciences mathématiques koji je osnovan 1870, On se
sastoji iz dva dela od kojih drugi donosi takode referate o raspravama, ali
se pri tom ograni¢ava samo na izvesne publikacije u kojima se Stampaju
matematiCke rasprave. Ovaj Casopis izlazi i danas, ali mu je referativni deo
malog obima, znatno manji nego u prvim godinama izlaZenja.

U navedenim referativnim casopisima, osim u poslednjem, donose se
prikazi o svima raspravama i monografijama koje su se pojavile ma gde
na zemljinoj kugli, ukoliko je to mogucno da se ostvari. Medutim, izvesne
drZave (SSSR, Japan i dr.) daju preglede o svima raspravama koje su se
pojavile u jednoj godini samo u Casopisima tih zemalja.

Svi referativni Casopisi, u vecoj ili manjoj meri, imaju internacionalan
karakter i oni su izraz kolektivnog rada matemati¢ara. Oni su vrlo korisni,
a zbog raznolikosti u nacinu iznoSenja i redigovanija, lepo se dopunjuju.

U vezi sa pojavom sve veteg i veleg broja istraZivata stoji i pokre-
tanje matematiCkih Casopisa i osnivanje matematiCkih druStava.

VaZniji matematicki Casopisi jesu, na primer,

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,

Journal de Mathématiques pures et appiiquées

Annali di matematica pura ed applicata,

Annales de 'Ecole normale supérieure,

‘Martematuueckuint C60pHHUK,

Mathematische Annalen,

Acta mathematica,

Annals of Mathematics, _

Transactions of the American Mathematical Society,

Compositio Mathematica,

Mathematische Zeitschrift,

Tpyast Matemarunyecxkoro Mucrturyra amenu B. A.Crex
J1 OB a,

Fundamenta Mathematicae.

Treba napomenuh da je lep ugled stekao u inostranim matematiCkim
krugovima n § Casopis Publications mathemathues de
'Université de Belgrade od koga je pre 1941 godine izaSlo
7 knpga Sada izlazi pod imenom Publications de Plnstitut
mathématique i izdaje ga MatematiCki institut Srpske akademije
nauka. Pod novim imenom objavljeno je dosada 2 knjige.

1) Ovde je registrovana matematidka literatura koja je objavljena poev od 1939
godine.
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U XIX veku osnivaju se jedno za drugim matematicka drustva u
Moskvi, Londonu, Parizu, Palermu, Harkovu, Njujorku, Lajpcigy, itd., dok
je u XVIl i XVIII veku bilo osnovano svega dva matemati¢ka druStva i tou
Hamburgu (XVII vek) i u Amsterdamu (XVIII vek).

Po zaviSetku Prvog svetskog rata broj matematic¢kih drustava naglo

se povecava, a isti je slucaj i s pokretanjem novih matematickih €asopisa.
Taj proces i danas je u toku.
; Matematicke rasprave, koje donose vaZnije rezultate, obi¢no se
objavljuju po ovom sistemu: najpre se S$tampa kratak izvod u bilienima
akademija nauka, a zatim se objavljuje detaljnija rasprava, s punim doka-
zima, u nekom od matematiCkih Casopisa.

Comptes rendus de '’Académie des Sciences de
Paris, koji izlazi svake sedmice od 1835, jeste najpoznatija publikacija
za objavljivanje kratkih prethodnih saopstenja koja mogu da iznose najvise
2 strane 1 Sest redova.

Da bi se bar pribliZzno video tempo matemati¢kog Zivota nave3¢emo
ove statisticke podatke!):

Prema podacima uzetim iz ¢asopisa Jahrbuch iiber die Fort-
schritte der Mathematik, Bd. 12, broj Casopisa u kojima su se
objavljivale rasprave iz matematike u 1880 godini iznosio je 167, od kojih
su 18 bili Cisto matematiCki. Ostalo su Casopisi akademija nauka i prirodnjackih
drustava koji takode publikuju matematicke rasprave. U toj godini broj
referisanih rasprava, knjiga i monografija iznosio je 1467, $to su napisali
830 matematicara na svetu.

Mathematical Reviews, u knjizi 9, koja je izisla 1948, regi-
strovao je 799 Casopisa u kojima su objavljene matemalicke rasprave. Od
toga broja 152 su Cisto matematiCki Casopisi, 36 matematicko-fizicki, 117
periodine publikacije akademija nauka, a ostalo prirodnjacki ¢asopisi i
razni drugi. U godini 1948 referisano je o 4367 rasprava, knjiga i mono-
grafija koje su napisali 2833 matematiCara iz celog sveta.

Poslednji podaci koji su dobijeni na osnovu registra u Casopisu
Mathematical Reviews mogu se smatrati, grubo uzeto, kao pri-
blizna produkcija matematicke literature u jednoj godini u poslednje doba,
dok je broj matematicara na svetu koji se aktivno bave matematikom sva-
kako znatno veci od navedenog broja.

Iz poredenja navedenih podataka iz 1880 i 1948 vidi se da se broj
matematiCara viSestruko povecao, a u vezi sa tim i broj matematickih
Casopisa.

Radi sistematizovanja i obrade novih rezultata izdaju se sistematski
pregledi, kolekcije monografija i enciklopedije. _ ‘

Francuska kolekcija Mémorial des sciences mathématiques
koju ureduje H. Villat smatra se kao najpotpunija. U njoj je izdato do
sada 110 svezaka. U svakoj svesci daje se pregled jednog aktielnog
pitanja, s dobrim bibliografskim indeksom.

Istog je karaktera francuska kolekcija Actualités scientifiques
et industrielles, sa internacionalnim redakcionim odborom, u kojoj
je veliki broj svezaka posvec¢en matemati¢kim naukama.

1) Ove statisticke podatke izradila je Kovina Milo3evié.
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U monografijama donosi se potpuno i sistematsko izlaganje novih
teorija. Francuska kolekcija monografija: Collection sur la théorie
des fonctions, koju ureduje Borel, smatra se kao jedna od najboljih i
najpoznatijih. Ona se sastoji od 40 knjiga.

Druge vaZnije kolekcije monografija jesu:
1°Cahiers scientifiques, redaktor Julia, iziglo 20 knjiga;

2° Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften?),
iziSlo 57 knjiga. Prvi redaktor je bio R. Courant, a sada su redaktori:
W. Blaschke,RR.Grammel, C. Hopf, F. K. Schmidt, B.L. van
der Waerden; :

3% Colloquium Publications, izdaje American Mathe-
matical Society, iziSlo 31 knjiga; '

4° Princeton Mathematical Series, izdaje Princeton
University, iziSlo 11 knjiga;

5 Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzge-
biete, izislo 5 knjiga od kojih se svaka sastoji od viSe svezaka; svaka
sveska obraduje jedno posebno aktuelno pitanje.

U svim navedenim kolekcijama pisci pripadaju raznim nacionalnostima,

Sovjetski Casopis Ycmexm MaTemMaTM4eCKHUX HaAayK vrsi
takode ulogu gornjih publikacija (pregledi i monografije), jer izmedu ostalog
donosi preglede savremenog stanja najvaZnijin akiuelnih pitanja matema-
tike, bile u originalu bilo u prevodu.

Na internacionalnim kongresima, kao i na nacionalnim, kojih je sve
vise u poslednje vreme, referiSe se takode o stanju aktuelnih problema.
Vredno je naroCito konsultovati takve referate koji su objavljeni u Casopisu
Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereini-
gunag.

U poslednje vreme objavljuju se dela enciklopedijskog karaktera koja
iretiraju jednu oblast. Kao primer takvih dela koja su doZivela veliki uspeh
navodimo: :

1 E. Kamke, Differentialgleichungen: Ldsung s-
methoden und Lésungen Bd [-II, 19421944, Leipzig. Prva
knjiga je doZivela za kratko vreme tri izdanja. Obadve knjige preStampane
suu SAD (J, W. Edwards, Ann Arbor, Michigan)

2° Fletcher, Miller, Rosenhead, AnIndex of Mathe-
matical Tables, 1946, New-York—London.

3° R.Courant—D. Hilbert, Methoden der Mathem a-
tischen Physik, Bd. 1 (1931), Bd. 2 (1937), Berlin. Ovo delo
preStampano je u SAD (Interscience Publischers, 1943), a pre-
vedeno je i na ruski jezik (1945). :

Poslednjih godina izdat je veliki broj udZbenika od kojih sledeca dva
zasluZuju posebnu paZnju:

1y Poslednje knjige ove kolekcije uglavnom se odnose na. one matemati¢ke oblasti
koje intervenidu u teoriskoj fizici, specijalno u kvantnoj mehanici.
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1° B.U. CuuproB!), KypcBricmeit maTtemaTuxku, u pet
tomova (tom V iziSao 1947), Ogiz, Moskva—Lenjingrad.

20 A, Buhl?, Nouveaux Eléments d’Analyse. Calcul
infinitesimal. Géométrie-Physique théorique:t1 (Va-
riables réelles), t. 2 (Variables complexes), t. 3 (Equa-
tions différentielles), t. 4 {(Equations aux dérivées
partielles), 1936—1943, Gauthier-Villars, Paris.

. Najpotpunija matematicka enciklopedija, koju je 1895 godine pokrenuo
Felix Klein u dve redakcije — francuskoj i nemackoj, jo$ nije zavr-
Sena. Ona je vrlo vaZna i matematiCari je stalno konsultuju. Medjutim,
ulogu enciklopedije za pojedina pitanja sve viSe zamenjuju pregledi kao
Sto su oni objavljeni u kolekciji Mémorial des sciences ma-
thématiques.

Od manjeg su znacaja, ali su takodje od velike vrednosti, enciklopedije:

1°J. P. Hagen, Synopsis der hoheren Mathematiks
4 knjige, Berlin 1890—1930.

20 A. de Monzie, Encyclopedie Francaise, t. 1, 3¢ par-
tie, La Mathématique, Paris, 1937.

3" FE, Pascal, Repertorium der hoheren Mathema-
tik, 3. Auflage, Leipzig, Teubner, tom[u 3 knjige: Analy-
sis, 1910—-1927, tom Il u 2 knjige: Geometrie, 1910—1922.

4 Weber und Wellstein, Encyclopéddie der ele-
mentar Mathematik, 3. Auflage, Leipzig, Teubner 3
toma u 4 knjige (1915—1924).

Vrlo je dobra italijanska enciklopedija novijeg datuma: Enciclopedia
delle matematiche elementari, 1930—1947, Milano, Hoepli
{u 6 knjiga) ¢iji je redaktor Berzolarl ;

Pri studiranju Cesto je korisno konsultovati opSte enciklope“ije, koje
sadrZe solidne informativne Clanke naucnog i istoriskog karaktera Sto se
odnose na matematicke nauke. Kao najvaZnije navodimo sledece:

1. Bosbiass coBeTckasg SHUUKJIONIEAUd,

2. The Encyclopedia Britannica,

3. Enciclopedia italiana di scienze, lettere ed arti,
4, The Encyclopaedia Americana,

5. Larousse du 20¢ siecle.

1) Obimno delo B. U. Cmupuosa koje ima preko 3000 strana, pretstavlja udzbenik-
matematidke analize koja se od svih oblasti matematike najviSe iskoriScava. Tridesetogo-
di%nji rad B. I. CMmupuosa na izradi udZbenika matematiCke analize koji se zavrsio
publikovanjem toma V, nagraden je 1947 Staljinovom nagradom. Taj udZbenik
u pogledu savremenosti i potpunosti jeste jedan od najboljih udZzbenika matematiCke ana-
lize u svetskoj literaturi. Veé od 11l toma udZbenik je mamenjen starijim Kkursevima vuza,
aspirantima i naulnim radnicima.

2) Buhl-ov ud?benik, koji iznosi preko 800 strana, pretstavlja lepu novinu. Buhb
u udZbeniku analize daje ravnopravno miesto infinitezimalnom raunu, geometriji i teorijskoj.
fizici. To jedinstvo Buhl uspeSno uspostavlja, On je napisao udzbenik polazeéi s glediSta
o potrebi preobraZaja nastave matematicke analize, ,preobraZaja bez koga bi
ulenik bio u opasnosti da ostane zatvorenih oliju pred novim
teorijama — relativisti¢kim, kvantnim i talasnim®,

B uh l-ov udZbenik nije napisan u takvoj formi da nauka izgleda zavrSena. Naprotiv,
kako sam Buhl s pravom istice u predgovoru ,originalni duhovi mociceda
izvuku iz udZbenika mnogobrojne teme za doktorske teze®.
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Prema dosada izloZenom bitne crte razvoja matemati¢kih nauka u
XIX i XX veku moZemo ovako ukratko okarakterisati:

19 profesor-istraziva¢ svojim predavanjima i kontaktom sa slufaocima
¢ini da katedra postaje srediSte za Sirenje naucnih rezultata i potstrek za
samostalna istrazivanja;

20 znatno se povecava nauni materijal, Sto povlaci za sobom specija-~
lizaciju i kriticku sistematizaciju novih rezultata;

3% pojavljuju se manifestacije kolektivnog rada, koje se ispoljavaju u
osnivanju matemati¢kih druStava, u pokretanju Casopisa ukljuCujuci tu i refe-
rativine ~Casopise, u izdavanju matematickih enciklopedija, kolekcija mono-
grafija i pregleda pojedinih ograniCenih pitanja, u odrZavanju kongresa, u
povezivanju matematiCara bliskih specijalnosti sa svih delova zemljine kugle
§to se realizuje preko korespondencije i izmene separata vlastitih radova itd,

S obzirom na znacaj matematiCkih nauka kao aparata kojim se sluZe
u prvom redu tehniCke nauke — bitne za socijalisticku izgradnju nase zemlje,.
s obzirom na na$e nau¢no nasledje i elan omladine ka nau¢nom stvaralas-
tvu, s obzirom na stvorenu povoljnu materijalnu bazu za razvoj nauke u
FNRJ, moZemo ocekivati da ¢e matemati¢ari FNRJ postici u buducnosti
daleko veée uspehe u poredjenju sa dosada$njim i time opravdati nade
koje se u njih polazZu.

ORGANISATION DER WISSENSCHAFTLICHEN ARBEIT UND
VORBEREITUNG DES WISSENSCHAFLICHEN NACHWUCHSES
IM GEBIET DER MATHEMATIK

VON D. MITRINOVIC

In seinen Ausfithrungen schldgt der Autor die Griindung einer mathe-
matischen Zentralstelle vor. Diese Zentralstelle hitte die Schafiung der
moglichst giinstigen Umstande fir die Entwicklung, Verbreitung und Ver-
wendung der mathematischen Wissenschaften im Lande als Auigabe.

Diese Zentralstelle sollte hautsichlich folgende Abteilungen besitzen:
die Abteilung fiir wissenschaftliche Dokumentation, die Abteilung filr wissen-
schlaftliche Untersuchungen, die Abteilung fiir die Herausgabe von Publika-
tionen und die Abteilung fiir den Austausch der mathematischen Publika-
tionen mit auswirtigen Institutionen.

Nachdem ausiithrlich die Aufgaben, die in den Wirkungskreis der
einzelnen Abteilungen dieser mathematischen Zentralstelle gehoren, ausein-
andergesetzt hatte, gab der Autor eine Ubersicht iiber die Quellen fiir eine
wissenschaftliche Dokumentation. Eine besondere Beachtung wurde den refe-
rierenden Zeitschriften, mathematischen Enzyklopidien, wichtigeren Mono-
graphiensammlungen usw. gewidmet. ,






Sekcija B

PROBLEMI IZOMERUE ATOMSKOG JEZGRA

DRAGOLJUB K. JOVANOVIC, BEOGRAD

1. Uvod.— Atomsko jezgro, potpuno odredjeno masom i naelektrisanjen,
moZe pokazivati izomeriju u pogledu njegove unutradnje strukture. Kod sta-
bilnih jezgra nije primecen slucaj da se dva izotopa razlikuju u spinskoj vred-
nosti, ali kod radicaktivnih jezgra ovaj slucaj postoji: dva jezgra iste mase
i naelektrisanja razlikuju se u pogledu vrednosti srednjeg Zivota (izotopi
drugoga reda). Ovakva jezgra su izomerna prema analogiji sa izomernim
jedinjenjima u organskoj hemiji, gde raspored atoma u ovom slucaju odgo-
vara rasporedu neutrona i protona, ili bi izomerija doSla i od razliCitog
stanja kretanja sastojaka jezgra koja se razlikuju u pogledu spina i prema
tome sadrZavala razliCite energije. Energija jezgra teZi uvek da predje u niZe
stanje, Sto_biva izracivanjem pri Cemu se izraCeni energiski kvant kompen-
zuje obrtnim impulsom jezgra.

Ideja o izomeriji jezgra poti¢e jos od 1909 god. kada je Soddy posta-
vio pitanje za diskusiju: da 1i je potrebno da postoji istovremeno samo
jedan oblik nestabilnosti, tj. da li se moZe zamisliti proces kojim bi se
spontano odabrale grupe atoma sa drugacijim raspadanjem i kako bi se u
tom slucaju atom mogao definisati do momenta raspadanja? Kakvi bi raz-
liciti produkti pri tome nastali? Pet godina docnije nadjeno je da su atomi
RaC, ThC i AcC ti koji daju odgovor na sva gornja pitanja, a zatim su
Fajans (1911) Darwin i Marsden (1912) pokazali da se uzmakom mogu naci
produkti ra¢vanja sa RaC odnosno ThC, te je uspostavljena shema:

Thas ThB-Lr ThC< ;TAD
350/ }* T/'l C” /B’—

THC” je dobijen uzmakom i izmerena mu je perioda T=3,2 min. Decniji
eksperimenti ustanovili su slede¢e odnose produkata rac¢vanja: ThC 33,7/66,3,
RaC:2,07/10%, AcC 10%/27.

Kao Sto je poznato, prema Pauli-evoj hipotezi grani¢na energija kon-
tinuiranog B spekira jednaka je oslobodjenoj energiji u obliku elektrona
viSe energija neutrina za svaku vrstu jezgra pod pretpostavkom da je po-
Cetno energisko stanje za sva jezgra isto wocCi raspadania. Merenje ove
granine vrednosti B spektra ThC’ i ThC” ne daje sigurnu podrsku tome
da ThD ima istu energiju pa bilo da postaje iz ThC’ ili iz ThC”.
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Pravi primer izomerije (Hahn) odnosi se na UX, i UZ; oba ispustaju
B zrake, Njihovo naelektrisanje je 91, masa 234, ali srednji Zivot 1,14 min..
odnosno 6,7 h. Oba izomera potiCu iz UX; B raspadanjem. Katkad se de-
Sava da izomer viSeg energiskog stanja, izraciv$i y kvant postepeno predje
u drugi, a katkad se oba istovremeno raspadnu sa razliCitim periodima u
naredni element,

Ako se pretpostavi da izomerna jezgra imaju razliCite spinove onda
qmora pri izraCivanju sa teZeg i prelazom u lakSe jezgro (radi odrZanja obrt-
nog impulsa) y kvant da izadje iz jezgra jako ekscentritno. Takvi prelazi
su ,zabranjeni“, a prelazi ovakve vrste odnose se na metastabilno stanje.
Iz toga se moZe nasluliti da se izomerna jezgra razlikuju u spinovima.

.Isto tako i relativno duZim trajanjem uskolebanog stanja mogla bi se
objasniti ,izomerija“. Prve podatke o tome nalazimo u Jakobsen-ovim
eksperimentima koji je (1927 god.) pokazao da y emisija nastaje posle
emisije B za 10~° sec pri raspadanju RaC pa je predvidjena mogucnost
emisije y zrakova i posle intervala od oko 10~! sec, Sto je najpre pobijao
Joliot a zatim se pokazalo kao tacno ve$tackim pravljenjem izotopa pomocu
Scilard Chalmers-ove reakcije.

Talasne duZine i energiske vrednosti nekih linija y spektra RaB postu-
liraju seriju od sedam nivoa A,B,C,.. sa nekih 14 prelaza koji odgovaraju
izracunatim y kvantima (od 0,537 XX 10° do 5,31 X 10° ¢V). Ova emisija y
biva sa RaC te se ovih sedam nivoa odnose na RaC. Stoga izgleda da y
zraci nastali prirodnom radioaktivno$éu potiCu iz pomenute stratifikacije
nivoa u jezgru kao rezultat « ili B emisije a interval y emisije je verovatno
vrlo kratak, 10—% ili 10~*® sec; opadanje y aktivnosti biva istovremeno
kao i a odnosno B aktivnost (brojane koincidencijom). Izomerija u ovom
slucaju odnosila bi se na varijaciju emisija sa raznih energiskih nivoa.

Medjutim veStackim putem aktivirana jezgra emituju katkad y zrake
koji nisu u vezi sa o ili B aktivno$¢u merljivom po vremenu, tj. kod koje
se moZze naci perioda. U takvom slucaju gornji energiski nivo je metasta-
bilan iako postoji vrlo malo verovatnoce za emisiju sa gornjeg viSeg na
donji niZi nivo. Ovo se da protumaciti Wijedenbeck-ovim eksperimentima.

Zlato je ,osvetljeno“ X zracima od 1,22 MeV dobijenim naponom iz
Van der Graafi-Herb-ove elektrostaticke maSine. Izracunat kvant Av za y
.zrake koji opadaju sa T = 7,5 sec pomocu apsorpcije u Al i foto-emisijom
-elektrona imao je 0,25 MeV. Iz krive za ekscitaciju X zrakova naslo se da
je nivo na 0,25 MeV metastabilan; verovatnoca prelaza sa njega na nor-
malni nivo tako je mala da poluvreme trajanja jezgra u ovome stanju iznosi
7,5 sec. Slicno je Wiedenbeck naSao i za Rh (metastabilno jezgro se nalazi
iiznad stabilnog za 0,04 MeV).

Ako se uzme u obzir stratifikacija u jezgru onda emisija y zrakova sa
raznih nivoa ne povlaci sa sobom promenu u konstituciji jezgra posto je
proces sliCan atomu pri emisiji liniskog spektra sa glediSta opSte teorije u’
pogledu sila koje drZe jezgro u celini.

Pronalazak veStacke radioaktivnosti je u mnogome prosirio istrazivacko
polje u pogledu sastava jezgra a time je uneto viSe svetlosti u problem
4zometrije jezgra. Najpre su Scilard i Chalmers to pokazali na In'!%, a zatim
su na Br® bombardovanjem sa sporim neutronima dokazana tri jezgra sa
periodama: 18m, 4,4h i 34h. Poku3aji da se odredi gornje energisko stanje
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bili su oteZani time Sto su oba izomerna nivoa bliska jedan drugom, ali je
hemiskom metodom, odvajanjem izomera pokazano da izomer od T=4,4h
prelazi u izomer od 7= 18 min. Prema tome jezgro sa T = 4,4h pretstavlja
metastabilno stanje koje prelazi u osnovno stanje ili zralenjem y kvanta,
ili unutradnjim preobraZajem, a oba jezgra pripadaju 45Br?°,

Preko 300 radova iz ove oblasti nagomilano je u toku od 15 godina
te je bilo i pokuSaja da se svi eksperimentom odredjeni slu¢ajevi stilizuju
teorijom koja bi imala i karakter hipoteze. Re¢ izomer je uzeta samo prema
analogiji sa organskim jedinjenjima, kao $to pomenusmo napred, ali ovde
je slucaj sasvim razliCit.

2. Nedostatak klasi¢ne mehanike u tumacenju
prilika u jezgru, stratifikacija jezgra, prema analo-
gijisaatomskim jezgro m.— Pre svega smatra se da su u jezgru
protoni i neutroni ,upakovani“ blisko jedni drugima radi toga §to je nadjeno
da je gustina svih jezgra skoro stalna (p =2 X} 107137 1/3) te zato je
jezgro po analogiji sliCno kapljici teCnosti gde se molekule drZe kohezijom.
Ranije glediSte da se u jezgru nalaze slobodni elektroni otpada sa stanovi-
Sta principa neodredjenosti Ap Ax ~ i jer bi u ovom slucaju bilo:

ko 6,6X10-%

=0 T e

= 3,3 X 10714,

S obzirom na energiju primenjujuéi relativisticko stanoviste radi toga $to

se konstitutivni elementi jezgra krefu znatnom brzinom masa m = ~, a
— o — Wo
P PO
Posto je
2
myc
W = mC2 = — 0:.*"'“,
yi—g?
. v . . o e weoe
onda iz p = —,- nadjena vrednost za v zamenjena u poslednjoj jednacini
2

v? .
(- =) asie

W2:mgc4+p‘2c2
W? = pc® = (3,3 )X 10~142 (3 % 1019)2,
' 10-3
r~/ -3 —— ——— - r~ 8
W >~ 10" erg 165 102 eV 26X 108 V.
0,9 X 10—27,9 % 102°
1,6 X 10712
= 5 X 10° eV. Kod B radioaktivnosti jezgra primeceno je da kineticka

energija elektrona ne prelazi 5 X 10° ¢V, kao §to smo npr. nadli kod MsTh.
Prema tome ova bi energija trebala da bude premaSena skoro 40 puta.

Sto se ti¢e stabilnosti ovakvog jezgra u obliku kapljice Fliige, Feen-
berg i Weizsdcker su naSli da su moguéi stabilni oblici sferni i elipsoidni,

Prema ovoj energiji je energija elektrona u miru me =
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2
_i- < 50 i 2a 5, U*38 (Z%/a = 35). Ovi oblici
mogu biti nestabilni usled deformacije, ali ovo 'bi se odnosilo samo na
teSka jezgra. .

Posto izomerni prelazi bivaju izrativanjem y kvanta i preuredjivanjem
(konverzijom) elektrona (kada bude emitovan par elektrona ili pozitrona iz
uskolebanog stanja jezgra), $to povlaci za sobom neku stratifikaciju u jezgru
sli¢nu stratifikaciji elektronskih omota oko jezgra, mora se ustanoviti izvesno
pravilo odabiranja za moguce prelaze izmedju raznih nivoa. Vektori ugao-
nih brzina dati su u A jedinicama, a emitovana radijacija nosi sa sobom i
ugaoni moment te se u ovom principu odabiranja vodi ra¢una o prelazima
iz stanja jezgra u pogledu ugaonih momenata /i I'. Slugaj prelaza iz jednog
stanja jezgra u drugo za koji bi bilo /= I ==0 je strikino zabranjen sa
gledista elektromagnetskih radijacija tumacenih aktuelnim modelima. Za dva
jednaka jezgra elektroni iz atoma mogu iza¢i u direktnom prelazu a vero-
vatno¢a prelaza bi zavisila. od prodora atomskog (spoljnjeg) elektrona u
jezgro. Ovaj 0-—0 prelaz je takodje striktno zabranjen i u sluaju dvaju
nejednakih jezgra.

Sto se tice stratifikacije u jezgru ona poti¢e iz Cinjenice S$to se pri
emisiji y zraka odredjenog Kvanta iz jezgra emituju istovremeno i grupe B
zrakova koji obrazuju spektar B zrakova a koji odgovaraju emisiji sa KL,
N.,... nivoa. Proizvodjenje sekundarnih @ zrakova je unutrasnji foto-elektricni
efekt i on je Ce¥¢i u K nego u L orbiti, a verovatnoca da Ce y kvant
pretrpeti promenu iznosi 0,001 do 0,1. Talasne duZine y zrakova su aktu-
elno odredjene iz energije B linija nastalih unutrasnjim promenama pri
unutra$njem foto-efektu. Ali mnogi elektroni dolaze i iz samog jezgra.

Sto se tiCe samih linija y spektra njihove se talasne duZine mogu
izmeriti i ekspérimentalno do izvesne granice pomocu kristalne reSetke sa
malim upadnim uglom. Iz spektroskopije sa karakteristicnim X zracima vidi
se da su talasne duZine ovih linija krace od najkra¢ih K linija {0,112 A za
U) stoga i jedan deo y zrakova mora biti emitovan iz jezgra.

Kada nastane izomerni prelaz sa nivoa 2,1 kojima odgovaraju energije
E,, E, pa bilo da se radi o emisiji kvanta ili elektrona, u oba sluaja je
njihova energija.

ho — K = Fx; ho = h

i to samo u sluCaju za 44 <

.. w
frekvencija 5.

(D .
o’
ili

fiw — L = E,

Odnos ax izmedju broja izbacenih elektrona Nk i broja kvanta Ny

naziva se parcijalni unutra$nji koeficient takvog prelaza.

Kad atom izgubi K, L, ... elektron onda biva emisija K, L,.. serije
kao i elektrona (Auger). Ovako nastali X zraci po frekvenciji odgovaraju
spektrima sa atomskim brojem jezgra koje podleze izomernom prelazu. Ali
kao §to je primeceno u nekim slu¢ajevima sekundarna emisija X zrakova
biva posle radioaktivnog preobraZaja i onda su X zraci karakteristi¢ni za
rezultujuéi produkt izomernog preobrazaja: pri hvatanju K elektrona od
strane jezgra spektar X zrakova se odnosi na prethodni element periodnog
sistema, a pri B emisiji na naredni element. :
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Odavde se vidi da se merenjem karakteristicnih X zrakova moZe
identifikovati izomerija: Ova biva na taj nacin S$to Ce se za apsorpciju
upotrebiti karakteristican apsorbent.

Elektroni emitovani pri unutradnjem foto-efektu nalaze se pomocu
narolito podesnih brojaca ili jonizacijom u komori sa tankim zidovima.
Prisustvo B zrakova sa niskom energijom i sa kratkom periodom je takode
dokaz izomerizma, samo se za slulaj merenja koeficijenta unutrasnjeg foto-
efekta (ax = Ng/Ny == pr.) mora jonizaciona komora ili broja¢ kalibrisati
stavnjivanjem direktnih efekta radiacija poznatih energija (niskih). U istom
smislu se upotrebljavaju i brojaci sa koincidencijom. Ako bi izomernom
prelazu prethodila ili sledovala emisija, onda se B spekirografom moZe
izbrojati broj elektrona pri unutrasnjem foto efektu i broj emitovanih elek-
trona (broj foto-elektrona +- broj y kvantala): B—B koincidencija broji slu-
¢ajeve unutra$njeg foto-efekta, a B—y koincidencija broj prethodnih ili
narednih y kvanta. Sto se tice parcijalnih koeficienata unutra$njeg foto
* efekta dolaze u obzir ax i @z a njihov odnos bi bio vaZan za teoriske
tacke stanovisSta.

Slu¢ajevi koji se odnose na izomerne prelaze pri veStackom aktivi-
ranju jezgra u otsustvu ma kakve radijacije kao Sto je slucaj sa stabilnim
jezgrima In'15s, Kr® i S§¢¥* tumace se fiktivnim sluCajevima verovatnoce

prelaza B u 1 sec {}\Bz] prema verovatnoCi prelaza y (}\YZ) odakle se moZe
. o ' .
obrazovati odnos p [32/}\Y2

3. Hipoteza odnosnoizomerije jezgra. — Weizsickerje
pokuSao da objasni mehanizam izomernih prelaza koji nastaju kratkotrajnim
izru¢ivanjem energije jezgra u prethodno uskolebanom stanju. Ovde je u
pitanju tumacenje nastalih radijacija putem zami$ljenih nivoa. Uzevsi u
obzir sredniji Zivot (TY) za emisiju y zraka od strane dipola, na osnovu

elektromagnetske teorije,
TY: 3/4 (hc®/w®) 1/MPmm
M, element matrice za prelaze mn. Za prelaze koji se odnose na dipol

e x 10~1% cm dobija se w, koje odgovara 100 keV sa trajanjem emisije
TY — 4 x 10-25ec; vreme vrlo kratko prema eksperimentalnim vrednostima

nadenim u raznim slu¢ajevima stoga se moraju uzeti u obzir pravila selek-
cije koja bi ograni¢avala prelaze izracunavanjem. Posto su ovi dipolni
momenti vrlo mali i jo§ manji kad se uzme u obzir ,tesno pakovanje“
izmedu neutrona i protona u jezgru, to se mehanicki centar jezgra poklapa
sa elektricnim centrom, ali ni to nije dovoljno za redukciju elementa matrice
kao $to to zamislja Weizsdcker, te bi razlika u ugaonom momentu izmedu
dva nivoa veéa od h/2x ukazivala na nedopuSteni prelaz izmedu radiacija
dvaju dipola. Ako bi razlika u spinu bila |/, prvi dopusten prelaz bio bi
mogué samo od strane multipola reda 217,

Odnos intenzivnosti zracenja sa kvadrupola i dipola za neku frek-
venciju bio bi 2x x?/2. (x dimenzija jezgra a » emitovana radijacijal.
Za odnos 2x x/A ~ 0,003 tj. za kvant od 100 keV intenzivnost kvadrupola
je 10° puta slabija od radijacije sa dipola, a jo§ slabija od visih multipola.
Pretpostavivsi da je promena u ugaonom momentu uslovljena prolazom
dovoljno velika da bi radijacija postala od viseg multipola onda se moZe
uzeti u obzir duZa perioda tog prelaza. ;

13
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Ne ulaze¢i u kvantitativno tumacenje koje pociva na klasi¢nim rela-
cijama za skalarni i vektorski potencijal, dalju diskusiju po ovom teoriskom
razmatranju s obzirom na svojstvene elemente matrice za amplitude dipolnih
momenata, kvadrupolnih tenzora itd. preduzeli su .Dancoff i Morrison
pobliZe izralunavanje kvantizovanog elektromagnetskog polja nastalog od
97.pola (elektri¢nog ili magnetnog) sa ugaonim momentom [k u odnosu
na poletak sa kojim je multipol u vezi. PoSto izlazna radijacija sa jezgra
nosi sa sobom ugaoni moment i s obzirom na princip o odrZanju ugaonog
momenta, selekciono pravilo je ustanovljeno na naredni nacin.

Ako su J i J vektori ugaonog momenta u A jedinicama za dva
stanja izmedu kojik nastaje 27-polni prelaz onda je

<

Ako bi jezgro u uskolebanom stanju imalo ugaoni moment J' a
njegovo osnovno stanje je bilo J onda bi energiski najniZa relacija, tj. ona
koja je najverovatnija, bila uslovljena prelazom elektricnih ili magnetnih
multipola reda 2/ za koje je

l=|J—J|, jer
J—T =1>d—J
|J — J| je minimalna vrednost od L

Drugi nalin ustanovljenja pravila odabiranja sastojao bi se u sli¢nosti
svojstvenih funkcija jezgra, tj. moramo pretpostaviti da su veze medu
sastojcima jezgra talasno mehanicke prirode, jer bi klasi¢na mehanika bila
primenljiva onda kada bi energije sastavnih delica bile dovoljne da odgo-
varaju de Broglie-ovim talasnim duZinama, u sravnjenju sa dimenzijom
jezgra koja je reda 10~*% cm.

Tako bi neutron ili proton morali imati energiju

| (@61 X 10:27>2
2 InY2 —13
1 2 [mEJ} :(h A = 10 ’\1,3 >< 10—391’g:830M€V;

T o T T Tm T 21,66 1072

Sto nije primeceno do sada stoga se mora uzeti u obzir talasna mehanika.
Uzevsi u obzir jednakost svojstvenih funkcija jezgra sli¢nost odreduje

Sta e biti sa svojstvenom funkcijom ako se izmeni znak svih koordinata |

deli¢a tj. kada je

V(G G ga) =2V (=00 — @ —Ga) -
Ako ova jednalina ostaje u vaZnosti sa | znakom, svojstvena funkcija

je parna, inae neparna,
Svaki element matrice

Mun = [Vmlgi ga-- ) X'y Z8 X V(g1 G2+ ) dgy dgz ...
isCezava ako su Vi jednake a r-4s--/ neparnc ili su nejednake a

r-+s-+t je parno (X = Zx;) Sto odgovara pravilima u spektroskopiji
(Laporte). : : -
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Na osnovu ove teorije pokuSano je da se predvidi poluvreme uskole-
banog stanja kakvog jezgra. Jedni autori su uzeli u obzir, radi izratunava-
nja periode T ili kretanje o delia u jezgru tj. u polju jezgra (Hebb i
Uhlenbeck) ili kretanje protona (Koyenuma), drugi su uzeli u obzir oblik
jezgra (kapljica) te su pretpostavili da radijacija dolazi od vibracije samog
jezgra (Lowen, Fierz, Berthelot) itd. Medjutim nije tako strogo opravdan
ovaj model jezgra. Ali je nadjeno da je slaganje sa gornjom teorijom bolje
1t pogledu eksperimentalnih rezultata samo onda ako se uzme u obzir
korekcija u pogledu unutra§njeg foto-efekta u formulama izvedenim iz teo-
rija a koje pretstavljaju T u funkeciji srednjeg broja emitovanih kvanta u 1
sec od strane jezgra.

e (g 21 ¢ XA
LA W A n[1,3,5..2A—1)]2

A pretstavl'ja‘red prelaza tj. najniZu vrednost od (g%{)z, n; konstanta (n%=1)

X (polupreCiik jezgra) = 1,45 X 10-134Y%, A masa jezgra (O = 16),
¢ naelekirisanje elektrona. :

- Qornja formula se odnosi na atom kome su oduzeti svi elektroni, a
u prisustvu elektrona nastupa perturbacija koja indukuje prelaz sa ispusta-
njem elektrona (unutradnji foto-efekt), Sto dovodi do povecanja verovatnoce
raspadanja te je PR

A=y A
2. elektronima indukovana verovatnoca prelaza, a
0,69 0,69

T Xe + My Ay (1)’

o koeficient unutranjeg foto-efekta. .

: Medjutim slaganje sa eksperimentalnim Cinjenicama je oteZano usled
flepoznavanja .o, : ‘

Ukratko rezimirano: Poluvreme izomernog prelaza zavisi od naelektri-
sanja jezgra, [ i A. Ova zavisnost se teSko da izracunati bez taCnog pozna-
vanja strukture jezgra; parcijalni koeficienti unutraSnjeg foto-efekta ay’ oy’
Bx’ Br su takodje u funkciji od Z, E i I. Eksperimentalno se moZe meriti
Z, Ei T zatim Nk, Ni, K 1 L elektrona koji uCestvuju u unutrasnjem foto-
procesu kao i Ny = broj kvanta emitovanih pri dezintegraciji. TeSkoce
merenja sastoje se u odredjivanju Nk i Ny i njihovog odnosa i stoga se
samo zna aproksimativno njihova vrednost. Kao posledica navedene teorije
maveS¢emo neverovatnocu postojanja dva metastabilna stanja istoga jezgra.

Direktno merenje spina jezgra pre i posle izomernog prelaza bilo bi
od velikog znacaja. To merenje bi bilo ili spektroskopski pomocu hiperfine
strukture ili pomocéu molekulskih zrakova kao Sto su pokuSali Mrozovski i
Segre 1940, ali neuspeh je dosao usled nedostatka vece koli¢ine materijala,
Sto je pri- sadadnjem stanju tehnike ve¢ moguce otkloniti.

4, Proizvodjenje i izdvajanje izomera, — Za proizvo-
djenje izomera dolaze w obzir dve metode: a) elektromagnetskim dej§>tvom
#j. bombardovanjem fotonima velike energije; b) reakcijom izmedju jezgra

13+
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izvedenim sa brzim deli¢éima, Do sada je izvedena izomerija hvatanjeny
sporog neutrona od strane jezgra, neelasti¢nim sudarom sa brzim neutronima
i foto-elektricnim dejstvom kao i bombardovanjem sa brzim jonima. Samo
u malom broju sluCajeva dobijen je direktno izomer a u velini slucajeva
se izomer dobija u dve etape: 1) dobijanjem uskolebanog stanja jezgra,
2) prelazom iz ovog stanja ka metastabilnom kaskadnim procesom.

Direktna proizvodnja nije moguca pomocu fotona zato §to ista pravila
odabiranja kojima se tumaci izomerija tj. metastabilnost jezgra sprecavaji
jezgro da apsorbuje energiju radi prelaza u metastabilno stanje. Sto se tice
drugog slucaja, tj. direktne apsorpcije delica od strane jezgra, ova apsorp-
cija podize mu energiju od nekoliko Mev, Sto je i suviSe visoka energija
za izomerno stanje koje se moZe ocekivati.

Direktno proizvodjenje izomera biva g raspadanjem $to je najpre uoceno.

U slucaju indirektnog proizvodjenja, primarni proces ostavlja jezgro
u jako uskolebanom stanju i postepeno jezgro prelazi do metastabilnog
stanja. Da bi se doSlo do razlike u spinu u raznim etapama i za vilo
kratko vreme potrebno je da bude /=1 ili 2. Iz najviSeg do najniZeg
stanja jezgro moZe da predje direktnim skokom ili intermedijarno u etapa-
ma do metastabilnog stanja, a zatim iz ovog do osnovnog vremenski
duZim prelazom zbog velike razlike u spinu. Ovakav proces je' uofen
eksperimentalno brojanjem emitovanih kvanta, hvatanjem neutrona i emisi-
jom y kvanta niske energije. Dalji eksperimenti se- odnose na ponaSanje
sporih i rezonantnih neutrona pri stvaranju izomera, pri femu udcestvuje
presek dejstva doti¢nih atomskih vrsta. Primajuéi u se spori neutron jezgro
A dobija spin ¢ime se razlikuje za !/, A (ugaoni moment neutrona) od
pocetnog stanja. Iz rezultujuce izomerije i B raspadanja moguce je zaklju-
Citi koje od dva izomerna stanja B i C ima veci spin. Jezgro Ciji je spim
bliZzi spinu jezgra A ima vedi presek dejstva,

Kada se atom u molekuli nadje u metastabilnom stanju pa prema
tome se dogodi izomerni prelaz, onda ovaj atom moZe da raskine hemisku
vezu koja ga drZi u molekulskoj zajednici. Usled uzmaka povodom emisije
y kvanta kineti¢ka energija E izraZena u eV iznosi

A? w? g2

—_ -3 < .
57 — 054 X 1078 77

e energija y kvanta u keV, a M atomska teZina jezgra (O=16). Ako se y
kvant apsorbuje u samom atomu energija uzmaka postaje veca poSto pri
ovom uzmaku dolazi u obzir emisija delica koji ima odredjenu masu 1
miru.” Energija uzmaka je

E= %3 10-5 {Hp)?; Hp = moment elektrona u gauss.cm,

E—

%

Energija uzmaka moZe biti dovoljna da rasturi molekul ali u izvesnim
sluCajevima (Br®) ova energija iznosi samo 0,0155 eV pri y emisiji,. odnosno
0,34 eV za unutrasnji foto-efekt, prema tome je manja od veze ovog atoma
u molekulu. Ali se moZe pri tome desiti da ¢im elektron napusti. svoju
orbitu, usled toga Sto se izmeni valenca, prekine se time i hemiska veza.
Tako se atom, koji je pretrpeo izomernu promenu moZe sada, posto je
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postao jon, odvojiti hemiskim metodama sli€no kao u Scilard-Chalmers-
ovoj reakciji pti bombardovanju neutronima. Izgleda da je unutrasnji foto-
efekt od glavnog znacaja za ovo hemisko odvajanje.

5, Mesothorium II i izomerizam.—S'astanoviétateoriskog
i eksperimentalnog iznesenog u prethodnim odeljcima prodiskutovacemo
verovatni slulaj izomerije jezgra goMsThy**® - (oMsThy**® se moZe rastaviti
putem frakcionog iskristalisavanja sa dvojnim solima tipa M(NO,;);2NH,NO,—
—4H,0, gde M stoji mesto retkih elemenata grupe lantanida, u frakcijissa
radioaktivnim periodama koje se razlikuju medusobno do 9% [3]. Tako npr,
frakcije obeleZene sa brojevima I, II, IIl i IV gde frakcija I stoji na ¢ely
-ostalih, pokazuje ove periode:

T =
I 6,28h
I 5,75,
I 5,80,
IV 6,20,

Vrlo je verovatno da postoji izomer sa kratom periodom od srednje
periode T = 6,2 koji se usled promene u hemiskim osobinama nastalim
promenom broja elektrona pomera pri frakcionisanju ka I.

Verovatnoca izomerizma MsTh, se nalazi i u toj Cinjenici Sto je kod
njega nadena [4] Citava skala malih energiskih vrednosti g zrakova od: 2,88;
3,35; 7,83; 9,72; 15,1; 21.7; 24,2; 30,6; 31,5; 34,5; 36,5; 38,1 keV. Sto bi
odgovaralo moguénosti metastabilnih stanja atoma i kaskadnom prelazu do
stabilnog stanja.

MsTh, pored B emituje y zrake pa bi se moglo uzeti u obzir par
izomera povezanih geneticki medusobno. Neka npr. MsTh, ima dva izo-
merna jezgra A i B, od kojih A prelazi u B ispustaju¢i § zrake dospevsi
u metastabilno stanje a odavde y emisijom u osnovno stanje. Verovatnoce
prelaza 8 odnosno y raspadanjem jesu }\B odnosno A, . Poluvreme stabilnog

. . Y
stanja bilo bi

0,69
T =27
}\B—}-}\Y

a odonos ralvanja izmedu obe vrste
)y

__®

P=n

Y

U slutajevima da je ovaj odnos mnogo ve¢i od jedinice jezgro se
ponasa u oba stanja kao dva potpuno razliCita jezgra emitujuci § zrake
koje prate y zraci. Spektri § zrakova bi bili razliciti.

Za p <1 jezgro prelazi u metastabilno stanje odakle prelazi ka B
emitujué¢i B zrake; ovo bi bio slutaj genetiCki zavisnih jezgra. :

U oba slucaja: analizom spektra i razlikovanjem oba stanja apsorp-
cijom moZe se izvesti pouzdani zakljutak i u komplikovanijim slucajevima
&oji bi se nalazili izmedu oba napred pomenuta.

Dalja istraZivanja o izomeriji MsTh, nalaze se u toku.

{Saopsteno 8-XI-1949).
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~ LES PROBLEMES D’ISOMERISME NUCLEAIRE
| ' PAR D. K. JOVANOVITCH

D’aprés une discussion sur les problémes nucléaires ratachées 4 I'iso-
merisme, I’auteur ‘prend en considération le cas du MsThll, qui présente
une variation -de la période en le fractionnant avec les sels de terres rares.
Les expériences sont en cours qui donneront une explication la plus
proche de ce probleme. R -
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ISTRAZIVANSE KOZMICKIH ZRAKA POMOCU OSJETLIIVOG SLOja
FOTOGRAFSKE PLOCE ,

MARIN KATALINIC, SKOPLJE

IstraZivanje kozmickih zraka pomocu fotograiske ploce je nova metoda’
koja posljednjih godina sve to viSe hvata maha. Pocletak joj datira s god.
1937 (G Wambacher i M. Blau). Metoda je u osnovnim crtama vrlo jedno-
stavna; ne trazi nikakvih osobitih aparatura. Potrebne su specijalne foto-
grafske ploce, fotografska komora i dobar mikroskop s uredajem za mikro-
fotografiju. Ta mi je okolnost dala pobudu da na ovom kongresu iznesem
nesto o njoj u glavnim crtama. :

Eksponiramo fotografsku plocu potpuno zaklonjenu od svjetlosti
djelovanju kozmickih zraka kroz nekoliko sedmica na ovecoj visini, pa je
iza toga obi¢nim postupkom razvijemo, fiksiramo i osuSenu je promatramo
pod mikroskopom. Nabijene korpuskule na svom putu kroz emulziju akti-
viraju zrnca srebrnog bromida, na koja naidu, pa takva aktivirana zrnca
izluCe u razvijatu zrnca srebra kao pod djelovanjem svjetlosti. Staza kor-
puskule ¢e se onda pod mikroskopom opaZati kao niz crnih zrnaca. Tako
nalazimo u vidnom polju mikroskopa pojedina¢ne tragove, ili ako je kor-
puskula kozmitkih zraka proizvela dezintegraciju nekog atoma, ounda Ce
nabijene korpuskule, kojé su izletjele iz dezintegrirane jezgre, dati tragove,
koji izlaze iz iste taCke, init Ce tzv. zvijezdu. Ekspozicije na balonima-
sondama.

U tim dezintegracijama ima neobi¢nih pojava, kakvih ne poznajemo
u fizici jezgre dostupnoj na$im terestriCkim sredstvima. Vrlo malen odlomak
njih uspjelo je u posljednje 2 godine oponaSati najjaCim oruZjem atomske
fizike, ciklotronom. Mislim na proizvodenje mezona, dobiveno bombardira-
ju¢i ugljen, Cu i dr. alfa zrakama energije iznad 300 MeV. Mnogi nagla-
Suju, da se u dezintegracijama pomo¢u kozmickih zraka pocCinju otvarati
prve strane novih poglavlja fizike jezgre. Prema tome, to istraZivanje ima
i Car zalaZenja u nepoznato. To je bio drugi povod ovom referatu.

Kod obic¢nih fotografskih plo¢a uveliko smetaju po sebi razvijena zrnca
srebra, koja ¢ine tzv. mrenu. Osim toga, poveliki su razmaci aktiviranih i
razvijenih zrnaca srebra. Zbog toga se staze teSko raspoznavaju. Zato su
napravljene specijalne emulzije, manje osjetljivosti od trgovacke fotografske
ploce, ali zato gotovo slobodne od mrene; osim toga, te emulzije imaju
veéu koncentraciju srebrnog bromida i jodida (oko 80°). Zbog toga se u
njima pojavi mnogo &iSCe opaZaju. Najpoznatije su vrste Agfine K-ploCe
i C-2 plo¢e Ilford. Specijalno se trazi od ovakvih emulzija, da su oslobo-
dene od tragova prirodnih radioaktivnih elemenata; a to je vec teZi
zadatak. Debljine osjetljivog sloja idu od 40 p. do 300 p, a ponekada do
700 p.
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Na prvi bi se mah moglo ¢initi, da nije najsretnije receno, da se radi
o istraZivanju kozmiCkih zraka. Jer emulzija registrira nabijene Cestice, koje
su nastale djelovanjem kozmickih zraka, a korpuskula iz kozmi¢kih zraka,
koja je izazvala dezintegraciju, u najve¢em dijelu slucajeva ostaje nepoznata.
Medutim, ne stojimo u tom pogledu bolje ni s Geiger-Miillerovim broja-
Cem, a Cesto ni s Wilsonovom komorom; jer i broja¢ registrira kozmicke
zrake putem izbijenih elektrona. Cestica, koja u njemu i u Wilsonovoj
komori ne izazove ionizacije, ostaje neregistrirana. Iz posljedica izazvanih
kozmickim zrakama i u elektronskom broja¢u i u Wilsonovoj komori izvo-
dimo pretpostavke i zakljucke. To isto ¢inimo i sa rezultatima registriranim
u fotografskoj emulziji. Na pr., fotograiska je ploca posljednjih godina
omogucila vaznih otkrica o mezonu, a ima izgleda, da ¢e ona takvu ulogu
igrati i u upoznovanju varitrona, U vezi s ovim potrebno je napomenuti,
da i neutron katkada znade ocrtati indirektnim putem svoju stazu u emulziji.

Navedene vrsti emulzija registriraju nabijene Cestice do mezona
s masom oko 70 m.; za manje mase nema dokaza. Elektrone one ne
registriraju, osim moZda vrlo sporih elektrona. Ove godine dosle su u pro-
met i takve emulzije, koje registriraju i staze brzih elektrona do relativistic¢-
kih brzina, a staze sporih elektrona do nekih 20 £V, kao Kodakova emul-
zija N. T. 4. Time je omogucen dublji pogled u pojave kod zvijezda
dezintegracije.

Staze razliCitih vrsti nabijenih Cestica razlikuju se u emulziji po gustoéi
zra i po debljini zrna, jer jedno i drugo zavisi u prvom redu o nabojnom
broju, a u manjem iznosu i o masenom broju Cestice. Pod gustoéom zrna
razumijemo srednji broj razvijenih srebrnih zrnaca na 1 mikron, ili srednji
razmak medu razvijenim zrnima, izraZen u mikronima. Ovo drugo je prak-
ticnije, jer ve¢ nom dolaze brojevi veci od 1. S druge strane, gustoa zrna
za istu vrst Cestica zavisi o brzini Cestice. Na pr. u Agfinim K-plotama
kod datog mnacina razvijanja srednji razmaci zrna u dugim i vrlo dugim
pojedina¢nim protonskim tragovima leZe izmedu 2,3 p i 2,9 p.’s rasipanjima
do iznad 3 p. U tragovima sporih protons, kakve nalazimo u dezintegraci-
jama lakih atoma, srednji razmaci zrna u istim prilikama leZe izmedu 2 i
2,3 p. Kod alfa Cestica imamo sli¢nih razlika; na pr. kod uranovih alfa
Cestica srednja vrijednost srednjeg razmaka leZi oko 1,45 p, a kod najbrzih
alfa Cestica iz prirodno radiodktivnih elemenata, kakve emitira ThC’, ta
srednja vrijadnost leZi izmedu 1,8 i 1,9p. U tragovima vrlo brzih alfa
Cestica, kakve nalazimo u zvijezdama (dosezi u uzdu$nom ekvivalentu 30
i viSe ¢m) siednji razmaci leZe oko 1,9 .

Zavisnost gustoCe tragova u masi dolazi do izraZaja ve¢ kod kraé¢ih deu-
tonskih i tritonskih tragova; jer njihove gustocCe tragova leZe u intervalu
izmedu 1,9 i 2,1 p; tj. izmedu tragova sporih protona i brzih alfa Cestica.
Mezonski tragovi se dosta lako dadu razlikovati od brzih protonskih, jer se
s jedne strane isticu svojom malenom gustocom zrna, a vrlo ¢esto i svojom
krivudavoScu; s druge strane protonski su tragovi obino popraceni
8-izbojcima. U Agfinim K-ploama u tragovima mezona s masom oko
200 me srednji razmak zrna leZi u pocetku staze oko 3,31, a na njezinu
kraju oko 2,5 p. Upravo kod mezona jako dolazi do izrazaja gustoca zrna
o masi, pa se u mnogo slufajeva dala pribliZno odrediti masa mezona
s masama oko 200 m. i 350 m. iz gustoce traga. Naden je jedan mezonski
trag s vrlo tankim zrnom i sa srednjim razmakom zrna iznad 4 p.; iz dezin-
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tegracije proizvedene tim negativnim mezonom dala se izraCunati njegova
masa i rezultat je bio my = 68 m.; a to je u skladu s malenom gustocom
i s tanko¢om zrna.

Korpuskule s nabojnim brojem 3 daju tragove s razmacima zrna
izmedu 1 i 1,3 p. Veé kod korpuskula sa z = 4, a pogotovo kod z >4
zrna su srasla, pa se brojenje zrnaca ne da provesti. Medutim se tragovi
Cestica sa z = 3 istiCu prema alfa Cesticama veom debljinom zrna: trag
je odebljan, ili ¢ak pokazuje sitne nepravilne izbojke. To dolazi od prejake
ionizacije, koju takva Cestica izaziva na svom putu, a izbojci dolaze od
odbacenih elektrona. Ovo napose dolazi do izraZaja kod spomenutih emul-
zija osjetljivih za elektrone. U takvim emulzijama redovito su zrna srasla
ve¢ kod protona, a Cesto se nalazi sraslibh odlomaka i u stazama w-mezona.

Gusto¢e zrna u tragovima istovrsnih Cestica iste brzine, na pr. kod
alfa Cestica istog elementa, podvrgnute su kolebanjima unutar izvjesnih
granica; ali su one ipak gus€e poredane oko neke srednje gustoce u tom
intervalu. To omogucuje prilicno veliku sigurnost kod pripisivanja nekog
traga ovoj ili onoj vrsti Cestica. Dio tih kolebanja statisticke je prirode.
Jedan se dio moZe pripisati povremenim promjenama efektivnog naboja
¢estice na njezinom putu kroz emulziju. Velikog udijela ima tu i fading, o
kojemu e jo$§ biti govora. MozZda se jedan dio kolebanja gustofe uzduZ
jedne te iste dugacke protonske staze dade svesti na manjkavu homogenost
emulzije.

Kako je ve¢ spomenuto, staze neutralnih Cestica nevidljive su. Staze
neutrona pokatkada su oznaCene poclecima kratkih protonskih tragova ili
¢ak srediStima dezintegracija, koji svi leZe na istom pravcu.

Na brzim protonom1 izletjelim iz jedne zvijezde opaZa se, da imaju
manju gustoéu zrna u pocletku svoje staze, gde im je brzina najveca, a
gustoca se traga znatno uvecava ispred kraja staze — ako trag svrSava u
emulziji — zbog manje brzine. Rijetko se nadu izuzeci. To se isto opaZa
na mezonskim tragovima. Ovo omogucuje kod pojedinacnih tragova ili kod
tragova negativnih mezona, koji svrSavaju u jednoj dezintegraciji, odredi-
vanje smjera gibanja Cestice; a to je napose u pitanju dezingracija mezo-
nima vrlo vaZno.

Naravno, numeri¢ka strana ovih podataka razli¢ita je od jedne vrsti
emulzije do druge. Kod iste vrsti emuizije mnogo uplivaju i vrst razvijaca
i okolnosti razvijanja. Za kvantitativno izrabljivanje opaZanja vrlo je vaZno,
osobito kod debelih emulzija, da se trajanje razvijanja, a u vezi s tim i
koncentracija razvijaca, odaberu tako, da djelovanje razvijata dopre do
najdubljih slojeva emulzije. Za plo¢e sa debljinom sloja iznad 200 p. izraden
je poseban, tzv. temperaturni postupak, kojemu je svrha, da bi se postiglo
jednomjerno djelovanje razvijac¢a u dubini kao i na povrSini. Taj se postupak
zasniva na poznatom svojstvu razvijaca, da ne djeluje pri niskim tempera-
turama. PloCu najprije stavimo u razrijedeni hladni razvija¢ temperature
oko 6° C i ostavimo je u njemu kojih 20m, da bi razvija¢ difuzijom prodro
do najdubljih slojeva. Onda je premjestimo u razrijedeni razvija¢ tempera-
ture 18°C, gde se obavi pravo razvijanje. Napokon, da bi se djelovanje
razvijaa pravodobno zaustavilo u svim slojevima, odatle premjestimo plocu
u razrijedenu ocetnu kiselinu. Sli¢an se temperaturni postupak primenjuje
i za fiksiranje. Treba pripomenuti, da se sve ove ploe zbog svog bogatstva
na srebrnim solima vrlo sporo fiksiraju.
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Datu vrst ploca treba baZdariti pomocu alfa zraka, a gde ima za to
mogucnosti i pomoCu protona poznate energije. Za baZdarenje najzgodnije
su alfa zrake iz radiotorija i njegovih sljednika. Nadasve je vaZno odrediti.
srednju mo¢ koCenja emulzije u poredbi s koenjem u vazduhu, da bi se
mogle odrediti iz duljine tragova pocletne kineticke energije Cestica. U tu
svrhu treba usporediti srednji doseg neke poznate korpuskule u emulziji s
njezinim dosegom u uzdubu u jednakim prilikama. Najprakti¢nije se to
izvodi pomocu alfa zraka elementa ThC’ jer se one jednoznacno isticu
dugackim tragom u nekim 5-krakim zvijezdama u emulzijama, koje su prije
razvijanja bile impregnirane vrlo razrijedenom rastopinom torijeva nitrata.
Postupak je ovaj. Plocu kupamo kroz 30m u jako razrijedenoj rastopini
torijeva nitrata, pa je Cuvamo u mraku i poslije tri dana je razvijemo.
Onda pod mikroskopom opazamo, osim pojedina¢nih tragova staza alfa
Cestica i ve¢i broj 2- do 5-krakih zvijezda, koje potje¢u od alfa zraka iz
istih atoma, koji su se u tom vremenu jedni vise, drugi manje raspadali.
Treba traziti 5-krake zvijezde, u kojima je jedan krak mnogo dulji od
ostalih; jer taj odgovara alfa Cestici iz ThC’. Keko je poznato, u torijevu
nizu imamo -razgranjenje raspadanja kod ThC: : :

L N e
65% THC Tie 55y

AN
aN /B
ThD

Prema tome, imamo 2 vrsti 5-krakih zvijezda od alfa raspadanja radiotorija
i njegovih sljednika: manji broj 5-krakih zvijezda s gotovo jednakim tra-
govima i veci broj 5-krakih zvijezda s jednim krakom duljim od ostalih;
to je taj, koji traZimo. Podijelimo 1i doseg alfa zrake ThC’ u uzduhu nor-
malnog tlaka pri temperaturi sobe sa srednjom duZinom traga alfa Cestice
u emulziji, dobivamo mo¢ ko€enja emulzije (na pr. 2000:1). Ovakvo odre-
divanje moci kocenja je priblizno, jer ova polako raste s energijom Cestice,
Ako pomnoZimo duljinu traga neke korpuskule u emulziji s moéi kocenja,
dobivamo vazdu$ni ekvivalenat tog traga. Iz tog ekvivalenta moZemo izra-
Cunati poCetnu brzinu te korpuskule, a iz te brzine i iz mase pocetnu kine-
ticku energiju korpuskule. Za odredivanje po&etne brzine iz dosega sluZe
ove formule. Za protone empiricka Blackettova formula:

v®* = 5,65 -10%° R

gde je R doseg u uzduhu, odnosno kod nas to je uzdu’ni ekvivalent. Za
alfa Cestice sluzi Geigerova formula, koja je ‘takoder empiricka: \

v®=1,04.10 R.

Napokon za fragmente sa z = 3 moZe se upotrebiti Bohrova formula,
kojom-se dosezi takvih fragmenata usporeduju s dosegom R, alfa Cestica
iste pocetne brzine: ' '

Rf —_—r 1 (00)2>
- R v B
Rq z,8 v /)
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gdje su m, masa, Ry uzdusni ekvivalent, a z nabojni broj fragmenta; v; je
poCetna brzina fragmenta, dok je vo == 2,2+ 10® cm/sec brzina elektrona u
vodikovu atomu u normalnom stanju. Pretpostavka je: v; > v,, Tu imamo
2 nepoznate veliCine, od kojih: se jedna odnosi na alfa Cesticu (Ry), a druga
je zajedniCka (v;) alfa Cestici i fragmentu s poznatim dosegom R; u uzduhu.
Prema tome, imamo da-rije§imo sustav jednadZbi s 2 nepoznate, gdje je
prva jednadZba Bohrova formula, a druga je Geigerova formula.

Iz poznatih pocetnih brzina i poznatih masa odredujemo za pojedine
vrsti korpuskula njihove pocletne kineticke energije za dani doseg. Najbolje
je tim naCinom izraditi krivulje zavisnosti energije o dosegu u emulziji za
svaku vrst korpuskula, koje dolaze obi¢nije u obzir."Onda se kod " analize
zvijezda jednostavno dobivaju ukupne energije. Izvjesna nesigurnost u
energijama zvijezda dolazi odatle, $to kod datog mnabojnog broja z = 2
nijesmo u stanju da utvrdimo, o kojem se izotopu radi. Ali' tim poCinjena
pogreska jedva da moZe premasiti tako re¢i prirodne granice pogresaka ove
metode; a te se mogu cijeniti prosje¢no na iznad -+ 10%,.

Dobro je usporediti vrijednost metode fotograiske ploc¢e s Wilsonovom
metodom magle, odnosno s Wilsonovom komorom. Fotografska ploCa ima
prema Wilsonovoj komori nesumnjivu prednost u tome, S$to ona trajno
registrira pojave, a ne na mahove ili uz izvjesne eksperimentalne uslove,
kako je to kod Wilsonove komore u spoju s nizom elektronskih brojaca.
U tome ima fotografska ploca zajednicku crtu s elektronskim brojaCem; ali
ima prema ovome prednost, da svoje registrirane rezuitate ostavlja trajno
vidljivima i ociglednima. :

S druge strane, Wilsonova komora ima prednost, da ona obuhvaca
oSire snopove iz pljuska. Moguénost primjene magnetskog polja omogucuje
Wilsonovoj komori odredivanje mase korpuskula s mnogo veCom tocnoscu
nego je to moguée fotografskom plo¢om pomocéu brojenja zrnaca srebra,
odnosno odredivanjem gustoCe zrna. Istodobno primjena magnetskog polja
omoguéuje i odredivanje predznaka korpuskula. Fotografska ploCa opet ima
prednost, da registrira pojave izazvane korpuskulama, koje dolaze u mikro-
skopski uskim snopovima. S Wilsonovom komorom ima zajednicku crtu,
da registrira pojave izazvane neutronima, a indirekino i same neutrone.

U vezi sa spomenutim registriranjem Sirokih snopova Wilsonovom
komorom treba napomenuti ovo. Na prvi mah moglo bi se neispravno
zakljugiti, da Wilsonova komora ima prednost veceg volumena u svima
dimenzijama. Ma koliko to na prvi pogled izgledalo paradoksnim, u stvari
fotograiska plo¢a ima prednost vee dubine, kada uzmemo u obzir veliku
mo¢ kocenj», kakvu ima emulzija; a ta iznosi okruglo 2000 : 1. To znacdi,
da su staze u emulziji toliko puta skracene prema stazama u Wilsonovoj
komori, u kojoj je plin pri normalnom tlaku. Onda je jasno, da fotografska
plo¢a s debljinama sloja 50 do 100 veé izjednatuje po dubini velike
Wilsonove komore, jer 2000 - 100 p = 20 cm. Plota s debljinom sloja
700 p. uz jednoli¢no razvijanje po debljini pomoéu temperaturnog postupka
premasuje dubinom najveée Wilsonove komore, jer odgovara dubini 140 cm.

Izvori pogre$aka. Glavnim izvorom pogreaka imamo smatrati
viemensko slabljenje latentne slike. Za taj pojav upotrebljavamo naziv
,fading“. Sastoji se u ovome. Ako eksponiranu sliku ne razvijemo odmah,
ve¢ pustimo da prode izmedu ekspozicije i razvijanja podulje vrijeme, 5 do
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30 dana, latentna Ce slika oslabiti, pa ¢e razvijena slika izgledati podekspo-
nirana. To isto vrijedi i za latentne slike nastale korpuskulama. Zbog toga
¢e zvijezda nastala prvih dana ekspozicije poslije razvijanja pokazati znatno
manju gustocu i manju debljinu zrna nego zvijezda, koja je nastala jedan
dan prije razvijanja. Specijalna istraZivanja, koja su provedena u svrhu
ustanovljivanja uzroka fadingu, pokazala su, da mu je glavni uzrok djelo-
vanje kisika uz pristup vlage. Plo¢a c¢uvana mjesecima u vakuumu jedva
da je pokazala neSto fadinga. A ploCa eksponirana na visini gotovo je redo-
vito izloZena istodobnom djelovanju obaju uzroka. U nepovoljnim prilikama
moZe slika posve iSCeznuti.

Fading ponajprije djeluje na debljinu zrna; umanjuje i gustoCu zrna,
a tim nalinom moZe i skratiti trag. Prema tome, umanjivanjem debljine i
gustofe zrna fading prividno umanjuje redni broj korpuskule, pa vec tim
prividno umanjuje energiju korpuskule; a to pogotovo Cini skracivajuci joj
trag u emulziji.

Kod prosudivanja pojava, koje opaZamo u fotograiskoj plo¢i pod
mikroskopom lako moZemo da upadnemo u dvije pogreSke subjektivne
prirode.

1). Lako naginjemo tome, da pojave koje vidimo u vidnom polju
blizu jednu drugoj smatramo nastalima istodobno. Prema tocme, rado Cemo
ih pripisivati istovrsnim uzrocima, koji su istodobno djelovali; na pr. djelo-
vanju uskih snopova istovrsnih ili bar konjugiranih korpuskula, U ploCama
dosta Cesto nailazimo na akumulacije tragova i zvijezda. O tome nema
sumnje, da su neke od tih akumulacija stvarno nastale istodobno pod dje-
lovanjem nekih korpuskula, koje su naiSle u mikroskopiCki uskom snopu.
Takva je vrlo gusta akumulacija zvijezda s 3 don 10 krakova, koju je
nedavno naao i objavio Zdanov u okolici dviju totalnih dezintegracija
atoma srebra. Takve su i akumulacije 3- i 4-krakih zvijezda, koje su nadene
u okolici totalnih dezintegracija olovnih atoma, a pogotovo dvojne zvijezde
dezintegracije olovnog atoma. I drugi su autori dosli nedavno do zakljucka,
da ima stvarnth akumulacija. Ali s druge strane, znatan dio manjih akumu-
lacija od po dvije do tri zvijezde moZe da bude slucajan, jer su pojedine
zvijezde mogle nastati u vrlo razli¢itim vremenima, a samo su se slucajem
nasle jedna blizu druge. Napokon nade se u zvijezdama takvih pojedinosti,
koje nijesu mogle nastati istodobno s ostalim tragovima. Takva je na pr,
T-dezintegracija tipa Be§, kojom ponekada zavr$uje jedan krak neke zvijezde,

Kako se op€enito provodi analiza jedne zvijezde? Prvi je korak usta-
noviti po gusto¢i tragova vrst nabijenih Cestica, koje su izletjele u dezinte-
graciji. Onda zbroj nabojnih brojeva daje u slucaju totalne dezintegracije
nabojni broj atoma, koji se dezintegrirao. Na prvi mah stvar izgleda
jednostavnom, jer naravno dolaze u obzir samo elementi, koji se nalaze u
Zelatinu, odnosno u emulziji. Ali tu dolazi mnogo izvora nesigurnosti.
Strmina tragova, koji opéenito ne leZe horizontalno, prividno povecava
nabojne brojeve. Gotovo redovito se deSava pocevsi od kisika, a pogotovo
kod broma i kod srebra, da je zbroj nabojnih brojeva manji od nabojnog
broja najvjerovatnijeg atoma. Tome moZe biti viSe razloga. MoZe biti, da
je jedna ili druga nabijena korpuskula izletjela gotovo normalno prema
horizontali, u pravcu vidnog polja, pa se njezin trag nije dao raspoznati;
a ako ga pazljivim promatranjem ishodiSta i pronademo, on je za zbroj
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nabojnih brojeva izgubljen, jer mu je nabojni broj nepoznat. Vrlo se Cesto
desava, da zvijezda sadrZi jedan kratak trag, kojemu prema gustoCi zrna
treba pripisati nabojni broj ve¢i od 3; a to je vrlo nesigurno zbog sraslosti
zrna. Tu se neki oslonac moZe dobiti u debljini zrna. Kona¢ni koraci u
analizi jesu postavljanje jednadZbe dezintegracije i odredivanje energije.
Ovo poslednje moZe se odnositi samo na djelomi¢nu energiju, ako je
odredujemo iz duljine tragova i mase Cestica, jer je nepoznata energija
izbaCenih neutrona. ,

2). Kod ove analize moZemo lako upasti u drugu subjektivou pogresku,
kojoj je izvor u tome, da smo lako naklonjeni tome, da svaku zvijezdu
smatramo totalnom dezintegracijom. Na pr. trokrake zvijezde s 3 protonska
traga ne mogu biti totalne dezintegracije, jer litija nema u Zelatinu. Tu ne
moZe biti sumnje, da se radi o parcijalnoj dezintegraciji, jer je slucaj po
sebi jasan. Medutim ne moZe biti sumnje, da ima parcijainih dezintegracija
i osrednjih atoma, kao kisikova, ili tezZih, kao Br i Ag. Uzmemo li takve
dezintegracije totalnima, na taj nalin pogre$no povecavemo relativni broj
dezintegracija lakih atoma iz Zelatina na raun teZh atoma iz cijele emulzije.
Prosudivanju, da li je jedna dezintegracija totalna ili ne, u mnogo slucajeva
pomaZe analiza tragova po nabojnim brojevima i energijama i usporedba
ukupne energije vidljivih tragova s defektom mase atoma, koji bi po zbroju
nabojnih brojeva trebao odgovarati toj dezintegraciji.

Ako nam je tako uspjelo analizom ustanoviti atom, kojemu odgovara
neka dezintegracija, jo$ uvijek je teSko jednoznalno ustanoviti reakciju,
kojoj bi ona odgovarala. Jer u najvecem dijelu slucajeva nepoznata je vrst
korpuskule, koje je izavala reakciju. Prema svima dosada$njim rezultatima
razli¢itih autora, oko 90% svih dezintegracija kozmickim zrakama ima se
pripisati neutronima, a 109 porazdjeljuje se s jedne strane medu negativne
mezone, s druge strane medu brze protone i alfa Cestice, dok najmaniji dio
toga treba pripisati djelovanju vrlo energeti¢kih fotona. Medutim i kod
dezintegracija neutronima nije sigurno, da li je neutron ostao u jezgri ili je
samo proletio kroza nju. DrZi se, da vrlo brzi neutron s energijom 200 MeV
moZe proletjeti kroz viSe jezgara i izazvati njihove dezintegracije ostavlja-
juéi u svakoj dijelove svoje kineticke energije u iznosima 30 MeV do
100 MeV. Za ovakve dezintegracije izazvane istim neutronom ima eksperi-
mentalnih dokaza. A za jednoznacno postavljanje Seme dezintegracije neu-
tronom svakako je potrebno znati, da li je neutron ostao u jezgri, ili se
radilo o jednom od procesa, gdje je neutron samo proletlo kroz jezgru.

1z svega ovoga vidimo, da nas ne smije iznenaditi, ako u radnjama
iz ovog podrucja na svakom koraku susre¢emo pretpostavke, ako se za
rezultate zadovoliavamo ogradama: ,moZda“, ,vijerojatno je* i tome slicnim.
Medutim u tom pogledu nemamo niSta sigurnijih interpretacija ni za one
dezintegracije, koje su uhvac¢ene Wilsonovom komorom.

Ipak se do sada moglo ustanoviti sa vrlo mnogo primjera, da nacini
dezintegracije jednog te istog atoma vjerojatno jednom istom vrsti Cestice,
na pr. neutronom iz kozmickih zraka ili mezonom, mogu biti vrlo raznoliki.
Kod lakih atoma iz emulzije dala su se ustanoviti samo dva tipa istovrsnih
dezintegracija, od kojih bi jedan mogao pripadati kisiku, a drugi ugljiku.
Raznolikost je veca kod atoma s veéim rednim brojevima. Cini se Cak, da
je velika raznolikost u dezintegracijama istog atoma glavna karakteristika
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dezintegracija kozmickim zrakama. Kod dezintegracija terestriCkim sredstvima
malo imamo primjera slicnih raznolikosti. Jedan je primjer poznati dvojni

nacin rzspadanja posredne nestabilne jezgre Fg u Rutherfordovoj dezin-
tegraciji atoma duSika alfa zrakama; to raspadanje moZe i¢i dvojakim putem:

14
NI 4 Heg —F
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Put reakcije uslovljen je u ovom primjeru energijom alfa Cestice, koja je
usla u jezgru dusika. Vrlo je vjerojatno, da su i u dezintegracijama kozmic-
kim zrakama raznoliki nacini dezintegracije iste jezgre istom korpuskulom
takoder uslovljeni razli¢itim iznosima energije, koje je ta korpuskula ostavila
u jezgri.

Nesto se bolja vierojatnost interpretacije moZe posti¢i, ako atome, za
koje Zelimo ispitati dez ntegracije kozmi¢kim zrakama uvedemo prije ekspo-
zicije u emulziju kupanjem plofe u rastopini jedne soli odnosnog atoma.
Tako su ploce Ilford C 2 vrlo Cesto impregnirane jednom soliu bora; bor -
ujedno umanuje fading. Druga se varijanta sastoji u tome, da ploéu ekspo-
hiramo s tankom folijom ili slojem odnosncg elementa ili njegova spoja
iznad sloja. Ova je druga varijanta nesto nepovoljnije od prve; jer vrlo ie
velika vjerojatnost, da Ce slika dezintegracije u emulziji biti nepotpuna,
budu¢i da Ce se tezi fragmenti zaustaviti u samom sloju ili u zaStitnoj
foliji celofana ili papira, koju umecemo iznad emulzije radi zaStite od
direktnog kemijskog djelovanja.

‘ Mnogo se racdi danas ovom metodom u svim krajevima svijeta. Doslo
se amo-tamo do zamjernih rezultata. Medutim se €ini, da su interpretacija
i kvantitativno obradivanje rezultata jo§ u pocecima. Metoda je jednostavna;
ali traZi mnogo vremena i jo$ viSe strpljenja. To je tipiCan primjer, gdje je
istrazivanje upuCeno na kolektivan rad ljudi oboruzanih velikim strpljenjem.
(Saopsteno 8-X1-1950).

ON THE INVESTIGATION OF COSMIC RAYS BY MEANS
OF SENSITIVE PLATES

by M. KATALINIC

‘ The article is an explanatory report held by the author in the Congress
and dealing with the method of investigating the cosmic rays by means of
sensitive plates. The properties of the main types of sensitive emulsions
are shortly explained and the means of discerning various nuclear fragments
and allowing the observer to decide their charges and masses are expoun-
ded. The mean value of the relative stopping power of the emuision
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may be determined easily by using the tracks belonging to TAC’ alpha-
particles. The range-energy relations are then computed from the air
equivalents of the tracks by means of the formulae due to Blackett,
Geiger and, for heavy fragments, by using the formula due to Bohr.

A comparison with the Wilson chamber method gives in many
points prevalence to the sensitive plate. By taking into account the stopping
power of the emulsion, a plate with the sensitive layer 50 p to 100 w thick
is as the depth equivalent to a normal Wilson chamber. Thus the
plates having very thick emulSion, comparable with the range of the
particles, exceed as the depth the largest Wilson chambers. In this
manner, the advantage of the Wilson chamber to be able to registering
wide showers, is in some degree compensated. But the prevailing defect of
the sensitive plate method is the impossibility of determining the time
sequence between the particulars seen in the visual field, rare cases
excepted.

The main sources of subjective and objective errors are discussed.
As the main source of subjective errors may be regarded the tendency of
the observer to considering the particulars seen in the visual field as
simultaneously generated. Another source of errors may lie in his propen-
sity to rearding every nuclear disintegration as total one. As the sensibility
of the method, the electron-sensitive emulsions seem to attain nearly that
of the Wilson chamber

The report was illustrated by a collection of microphofographs made
by the reporter himself and by other authors.






AKTIVIRANJE PRIRODNIH RADIOAKTIVNIH VODA 1 GASOVA
I MOGUCNOST ODREDIVANJA SADRZAJA URANA
U POROZNIM SLOJEVIMA TERENA

VLASTIMIR VUCIC, BEOGRAD

Radioktivne vode u prirodi su bezuslovno vezane sa prirodnim radio-
aktivnim supstancama. Pojava prirodnih radioaktivnin voda i gasova u
svakom slucaju ukazuje na prisustvo prirodnih radioaktivnih materija. Spon-
tanom i stalnom transformacijom prirodnih radioaktivnih tela stvaraju se
gitavi nizovi — porodice — radioaktivnih elemenata. Ove prirodne radio-
aktivne supstance imaju razli¢ite fiziCke i hemijske osobine i nalaze se u .
stalnom tekucem procesu obnavljanja i raspadanja. Podzemne vode Kkoje
prolaze kroz radioaktivni teren, putem rastvaranja, adsorpcije ili okluzije
primaju u sebe neke od radioaktivnih supstanca, nose ih sobom da bi se
kasnije pojavile kao prirodne radioaktivne vode. Ovde narocito vaZnu
ulogu igraju emanacije, jer se kao gasovita tela lako izdvajaju i dospevaju
do vode ili gasova. Radioaktivnost skoro svih voda u prirodi potice pogla-
vito od sadrZaja emanacije. Razumliivo je da radioaktivnost gasova moZe
poticati samo od sadrZaja radona. Radium emanacija ili radon iz uranovog
niza ima, usled svoje pogodne periode, najveCu vaznost i raspostranjenost
kod prirodnih radioaktivnih voda i gasova.

Postanak prirodnih radioaktivnih voda i gasova je ve¢ pomenutim
&injenicama potpuno objasnjen. Poreklo radioaktivnih supstanca u prirodnim
vodama je isto tako jasno i nesumnijivo.

Medutim kvantitativni odnos izmedu radioaktivnosti terena i vode koja
se u istom aktivira, je daleko manje poznat. Sam proces aktiviranja pri-
rodnih radioaktivnih voda i gasova spada u domene koji su ostali nedo-
volino ispitani, Mehanizam i tok aktiviranja je vec unapred davao malo
izgleda za njegovo sistematsko ispitivanje, poSto okolnosti na terenu, na
prvi pogled, ne daju perspektive na njegovu odredenost i pravilnost. Proces
akiiviranja na terenu namece se odmah kao jako komplikovana pojava u
kojoj -se ne bi moglo do¢i ni do kakvih odredenosti ili zakona. Pored toga
aktiviranje se obi¢no desava daleko pod zemljom i najCe3Ce ostaje tajna

dubokog podzemlja. Sem toga interes za detalje aktiviranja moZda nije bio

tako veliki da bi se dobilo vide podataka pri tako teSkim uslovima. To su
svakako bili razlozi $to je proces aktiviranja vode ostao nedovoljno ispitan.

U nedoj zemlji postoje vie radioaktivnih vrela, medu ovima po koli-
&ini vode naroditu paznju priviace radioaktivna vrela NiSke banje. Po svojoj
kolicini vode, ova vrela prevazilaze sve sliCne izvore u Evropi. To je
mozda jedino radioaktivno vrelo &ija voda je odmah u stanju da pokrece,
ne vodenicu, veé Citav mlin. Ovako velike koli¢ine radioaktivne vode pri-
vla¢ile su narolitu paznju i davale vide razloga za njihovo detaljno ispiti-

vanje. Inicijativom prof. D. K. Jovanovica preduzeta su ovakva ispitivanja
14
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i merenja, koja su najve¢im delom izvedena od strane pisca. Za ova ispi-
tivanja instalirana je bila na terenu laboratorija za radioaktivno merenje.
Veé prva ispitivanja su pored ostalih rezultata pokazala znacajnu Cinjenicu
da aktiviranje ovih voda nije tajna dubokog podzemlja, ve¢ da se isto vrSi
velikim delom u plitkim Cesto povrSinskim slojevima terena. Proces aktivi-
ranja je ovde bio sasvim pristupadan posmatranju te je jedan deo ispiti-
vanja bio u tom pravcu sproveden. Poslednjim dogadajima u atomistici
uran je postao najdragoceniji elemenat te je 1 sa te strane svakako porastao
interes za proces aktiviranja koji se u svakom slucaju vrSi od urana i
ostalih ¢lanova njegovog radioaktivnog niza. Sve su ovo bili razlozi da se
ispitivanje procesa aktiviranja i dalje nastavi. Rezultati ispitivanja su poka-
zali da se aktiviranje vode u NiSkoj banji vr$i poglavito u poroznim radio-
aktivnim slojevima terena. Ove slojeve koji u sebi sadrZe radium, formirala
je voda bilo taloZenjem karbonata iz slabih rastvora ‘karsnih vrela (bigar)
ili obi¢nim nanosom reka ili bujica. Voda, koja u svom podzemnom toku
lagano proZima ove podzemne slojeve, odnosi sobom jedan deo nastale
emanacije i tako postaje radioaktivna. Tamo gde nema vode porozne slo-
jeve ispunjava vazduh te se i on na sli¢an nacin aktivira. Proces aktiviranja
je sa istim materijalom reprodukovan i u laboratoriji. Porozni slojevi na
terenu pokazivali su dovoljnu homogenost da bi se u njima mogao posma-
trati pravilan tok procesa aktiviranja. Iz ovakvih posmatranja i eksperimen-
" talnih ispitivanja u laboratoriji mogao je
biti posmatran zakon aktiviranja i najzad
izvrSiti njegova matematicka formulacija,
qQ koja je u glavnim crtama prikazana u

\' ——  slede¢im izlaganjima:
‘ Neka je na sl. 1 pretstavljen presek
\ jedne strujne cevi pedzemnog stacionar-
nog toka vode kroz porozni teren. U datoj
strujnoj cevi nalazi se ograniena izvesna
Sl 1 zapremina V poroznog radioaktivnog
sloja, Sa ¢ je oznacen intenzitet toka
vode, koja putem laganog proZimanja teCe kroz strujnu cev. Na izlasku iz
zapremine V voda je primila deo emanacije, nastale u radioaktivnom poroz-
nom materijalu. Polaze¢i od poznatog zakona radioaktivnog raspadanja, a
prema gornjem izlaganju dobija se obrazac za proces aktiviranja, koji je
detaljno iznesen u ranijem radu pisca'). Ako se brojne vrednosti radio-
aktivne konstante radiuma i emanacije sracunaju zajedno sa ostalim velici-
nama birajuéi podesne jediniee, obrazac dobija slede¢i prakti¢ni oblik:

C = 274,7 Cra f( 1 ~012%8 ﬂ)
. k q (1)
gde je :
C — koncentracija radona u vodi na izlasku iz zapremine V, izraZena

1 Mache-ovim jedinicama.
Cra — koncentracija radiuma u gr. 10~ po 1 gr, materijala iz poroz-
nog sloja.

1) Inz, V. Vugic: Radioaktivnost voda i gasova NiSke banje i njihovo akiiviranje
(u Stampi izdanja S, A. N.).
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— specifi¢na teZina radioaktivnog poroznog sloja u gr/cm?®,

— koeficient prelaska emanacije.

koeficienat poroznosti odnosno slobodni meduprostor koji ispu-

njava voda u jedinici zapremine poroznog sloja.

— zapremina radioaktivnog poroznog sloja u strujnoj cevi u m?
g — intenzitet toka kroz strujnu cev u lit/min.

_ Ovaj obrazac vaZzi za slulaj stacionarnog toka vode kroz strujnu cev.

Za slu¢aj da se voda ne krece, gornji obrazac dobija oblik:

C = 2747 Cra &k?( | _ -0,007549 ¢ )

@

.gde je t vreme u Casovima.
‘ Sve veli¢ine koje figuriraju u obrascima mogu se lako izmeriti ili
odrediti sem koeficienta n koji pretstavlja odnos kolicine emanacije dospele
4 vodu prema ukupnoj nastaloj koli¢ini. Ova veli¢ina moZe se iz datog
obrasca odrediti empiri¢kim putem. Eksperimentalno odredena vrednost g
krece se prema materijalu u granicama od 0,11—0,15 pri temperaturi
od 18° C. ' :
: Obrasci mogu bez daljeg da se primene i za aktiviranje gasova
odnosno vazduha, Kod aktiviranja gasova bitna je samo razlika u vrednosti
za 1 koja se ovde kre¢e od 0,28—0,40, sto je svakako posledica vece
brzine difuzije i manje viskoznosti gasova. Iz obrasca se vidi, za terensku
primenu znacajna Cinjenica, da izlazna koncentracija emanacije ne zavisi od
oblika strujne cevi ve¢ samo od zapremine poroznog sloja. Eksperimentalna
proveravanja kako na terenu tako i u laboratoriji u potpunosti potvrduju
{spravnost obrasca. ~ ST

Matemati¢ka analiza dobivenih obrazaca ukazuje na dalje zakljucke
koji su jo§ od veceg znaCaja za prakticnu upotrebu obrasca una terenu.
Veli¢ine koje se javljaju u obrascima kao Cra, 6, n i K su konstante za
jednu vrstu terena. Prema tome obrazac (1) pretstavlja koncentraciju radona
kao funkciju od nezavisno promenljivih Vi ¢ tj.

C=1(Vq (3)

Ako se veli¢ina ¢ uzme za parametar dobija se porodica krivih pretstavlje-
aih na sl 2. " '

< B Q
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Sve krive imaju zajedni¢ku asimptotu. Obrazac prema tome ima zajed-
ni¢ku asimptotnu vrednest, koja je ujedno i maksimalna vrednost za kon-
centraciju emanacije. Ova asimptotna vrednost je ista Cak i za drugi obrazac
- (2) koji vaZi u stacionarnom sluCaju. Ova Cinjenica je od naroclite vaZnosti
za prakticnu upotrebu obrasca kao i za pojavu aktiviranja na terenu. Ma
kakva bila zapremina poroznog sloja i pri ma kakvom intenzitetu toka, pa
i u slucaju da nema kretanja fluida, uvek se postiZe ista asimptotna odnosno-
maksimaina koncentracija emanacije. Drugim re¢ima maksimalna vrednost
koju pri aktiviranju moZe posti¢i koncentracija radona, ne zavisi ni od:
oblika ni od zapremine poroznih slojeva, niti pak od intenziteta i oblika
toka vode ili gasa. Ovakve okolnosti omoguéuju prakti¢nu primenu obrazaca.
na terenu, gde je inaCe skoro nemoguce odrediti intenzitet podzemnog toka,.
njegovu duZinu i oblik, zapreminu slojeva itd. U pogledu asimptotskih:
vrednosti, primena obrazaca na terenu izlazi i van okvira homogenih poroz--
nih slojeva. Nekoliko stotina izvrSenih merenja na terenu, kao i eksperimen-
talna proveravanja u laboratoriji, u potpunosti potvrduju vaZnost obrazaca,
odnosno postojanje asimptotske, maksimalne vrednosti koncentracije. Ovde
treba dodati Cinjenicu koja isto tako ide u prilog prakti¢noj vrednosti obrasca..
Na terenu se, naime, moZe postaviti pitanje da li je voda u svom procesu
aktiviranja dostigla maksimalnu vrednost koncentracije Kad se koncentra-
cija pribliZuje maksimalnoj vrednosti, drugi ¢lan u zagradi

RV
(e—0J258 77"0)
teZi nuli,
Smanjivanje ovog ¢lana je eksponencijalno a njegova vrednost pada:

na 0,01 veé pri odnosu-}]{ = 80, Sto znali da koncentracija postize prak--
ticki maksimalnu vrednost veé za —ZL = 80. Na terenu su zapremine V
poroznih slojeva vrlo velike a intenzitet q toka srazmerno mali, te je
razumljivo da ¢e vredonost odnosa —qY na terenu biti veliki i u vedini sluda--

jeva prelaziti 80. MoZe se, prema tome re¢i, da u vecini slucajeva, radio--
aktivne vode na terenu, imaju koncentraciju radona, koja prakti¢ki dostiZe:
maksimalnu odnosno asimptotsku vrednost prema obrascu. Ovo narodito
vaZi za male izvore i podzemne vode i ¢asove Ciji su intenziteti tokova
neznatni. U svim takvim slu¢ajevima moZe se upotrebiti izraz za maksimalnu.
vrednost koncentracije iz prethodnih obrazaca

C=2M7Qm% 4)

Postavljanje obrazaca (1), (2) i (4) kao i njihovo proveravanje detaljno je
izvedeno na radioaktivnom terenu NiSke banje. Medutim okolnosti pod
kojima se javljaju radioaktivne vode u Soko banji veoma su sline onima.
u Niskoj banji. Izvesna zapaZanja i ispitivanja na drugim radicaktivnim
terenima pokazuju da dobiveni obrasci imaju i Siri opsti znacaj.
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Obrasci (1), (2) i (4) dati su provereni u naznalenoj formi tako da daju
-vrednost koncentracije radona u vodama ili gasovima koji se aktiviraju u
porozuim radioaktivnim slojevima terena (iji je sadrZaj radiuma Cga. Medu-
tim obrasci se u svakom slufaju mogu upotrebiti i u inversnom obliku
koji Ce davati koncentraciju radiuma odnosno urana u terenu u kojem voda
ili gas pri aktiviranju dobiju koncentraciju radona C. Obrazac (1) ce u tom
slucaju imati oblik

Cra — C.k

2747 1o (1 — 00,1258 ’iq‘_/ ) (5)

Odredivanje sadrzaja radiuma odnosno urana u izvesnom materijalu sa
‘terena skopcano je sa dugom i teSkom procedurom. Upotrebom obrazaca
moZe se sadrZaj u poroznim terenima odrediti i posrednim putem mereci
tadioaktivnost voda ili gasova, koji se u njima aktiviraju. Ovde lezi i druga
-prakti¢na mogucnost primene obrazaca. Odnos koliCine radiuma u slojevima
-prema koli¢ini urana stoji u obrnutom odnosu njihovih radioaktivnih kon-
-stanata, Obrasci se mogu prema tome prosto preraCunati na koncentraciju
wrana te e u tom slucaju, obrazac (5) imati oblik:

C.k

Cur = 1,005,103
no (1 — ¢-0,1258 %‘f) (6)

‘Na potpuno isti nacin dobija se iz obrasca(2) za sluCaj stacionarnog stanja
fluida
C.k

Cur = 1,005,102 7
ur n6 (1 — ¢~0,007549 #) @)

4 maksimalna asimptotska vrednost prema izrazu (4)

. Ck
Cur = 1,005.107¢. 2 ®)

Koncentracija urana Cy, je ovde izraZena u gr. po 1 kg poroznog sloja,
.dok je znaCenje svih ostalih veli¢ina ostalo nepromenjeno.

Prema dosadasnjim izvedenim ispitivanjima, obrasci mogu imati primenu
u slede¢im slucajevima. Obrasci (5), (6), (7) i (8) mogu da posluZe najpre za
odredivanje koncentracije radiuma odnosno urana u laboratoriji. Zatvaranjem
‘materijala iz poroznog sloja u nekom sudu zajedno sa vodom ili vazduhom,
qnoZe se posle odmerenog vremena odrediti sadrZaj emanacije u vodi ili
vazduhu, a iz ovih rezultata putem obrazaca odrediti koncentracija radiuma
ili urana u poroznom materijalu. Ovde treba napomenuti da je odredivanje
procenta urana ili radiuma u ovakvom materijalu sa terena, skoptano sa
‘vrio dugom i teSkom procedurom, dok se merenje radioaktivnosti vode a
‘narocito vazduha visi daleko lak3e i brZe. Upotrebom obrazaca se, prema
‘tome, moZe daleko lakSe i brZe do¢i do rezultata u sluajevima kada se
ne trazi velika preciznost merenja. Narolito ako se radi mnogo merenja sa
-priblizno istim materijalom, ovo upro$¢enje dolazi do izraZaja.
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Najvele mogucnosti primene na terenu daje svakako obrazac (8), koj¥
inac¢e ima vrlo prostu formu. Mogucnost prakti¢ne primene leZi ovde u
pomenutoj zajednikoj asimptotskoj vrednosti koju ovaj obrazac daje.

: I u drugim moguénostima ovakva metoda merenja na terenu daje
znatne prednosti. Tako na pr. dovoljno. je da se u teren spusti mala sonda
i na raznim dubinama uzme gas ili voda ¢ija ¢e se radioaktivnost meriti..
Time se kod jedne vrste terena izbegava kopanje i uzimanje uzoraka. Pored:
toga, izvorska voda nekad dolazi iz ve¢ih dubina i moZe dati podatke o
onim slojevima do kojih bi inace bilo vrlo tesko doci.

Negativna strana ovakve metode leZi- u ograniCenju merenja samo na
porozne terene. Pored toga, ovakva merenja ne mogu dati veliku preciznost,.
§to uglavnom potice usled prisustva koeficienta n. Medutim po pitanju
preciznosti treba izneti i sledece Cinjenice. ',

' Qvakvim postupkom odreduje se sadrZaj urana prema procesu aktivi-
ranfa, pri ¢emu se stvarno deSava izdvajanje emanacije iz komplikovane
smese svih ¢lanova uranovog radioaktivnog niza. Vecina preciznih labora-
torijskih metoda merenja radioaktivnih supstanca osniva s¢ na prethodnom
izdvajanju emanacije. Merenjem koli¢ine izdvojene emanacije moZe se dalje,.
iz poznatih odnosa €lanova radioaktivnog niza u ravnoteZi, odrediti i koli~-
gine svih ostalih ¢lanova. Prethodnim izdvajanjem emanacije, merenje se
svodi samo na jednu supstancu, i izbegava rad sa komplikovanom smeSom
¢lanova radioaktivnog niza, $to pretstavlja najvaZniju prednost ovakvih naj--
tesée primenjenih metoda merenja. Ovde iznesena metoda zasniva se na
merenju koli¢ina emanacije, koja je neposredno izdvojena iz smese putem
procesa aktiviranja. Ovakav na¢in merenja uvrStuje ovu metodu u red.
pouzdanih i oprobanih laboratorijskih metoda. Ova povoljna okolnost sva-
kako u velikoj meri kompenzuje nepovoljnu stranu metode usled upotrebe
koeficienta prelaska emanacije (). Tako na pr. kvantitativna pribliZzna
merenja putem Geiger—Miillerovih broja¢a su vrlo brza i prosta ali kad:
se radi o Gvrstim telima, pouzdanost merenja se znatno smanjuje. Brojaci
mere ukupni intenzitet zracenja svih Clanova niza, ¢ija ravnoteza moZe biti
poremeCena pri uzimanju probe sa terena a naroCito usled eventualnog
gubljenja emanacije putem difuzije ili drugih uzroka. Usled toga se dobijajuw
samo priblizna merenja Cija otstupanja mogu biti veca nego nepreciznost
zbog primene koeficijenta.

Najzad treba napomenuti da utvrdeni nacin aktiviranja pokazuje da.
se u poroznim terenima voda ili vazduh moZe znatno aktivirati i kada je-
sadrzaj radiuma odnosno urana relativno mali. Aktiviranje u poroznim tere-:
nima je vrlo efikasno usled velike aktivne dodirne povrsine izmedu poroz-
nog sloja i fluida. Navedeni obrasci, prema tome, daju srazmerno manjis
vrednost za koncentraciju urana (Cyr) nego $to bi se to na prvi pogled
otekivalo. Ovo su nove &injenice koje svakako treba uzeti u obzir pr¥
sumarnim procenama sadrZaja urana na terenu. ﬂ

Iz iznesenog materijala mozZe se izvesti opsti zakljucak: Pod povoljnims
uslovima posmatrana pojava aktiviranja na poroznom terenu ukazala je:na:
pravilnosti koje su bile vece nego Sto se to na prvi pogled moglo oceki-
vati. Postavljanjem matematitkog obrasca aktiviranja i analizom istih, poja-
vile su se dalje znaajne ¢injenice. Postignute koncentracije radona pri
aktiviranju imaju u svim sluajevima zajedni¢ku asimptotsku i maksimalnw
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vrednost. Ova maksimaina vrednost je nezavisna od zapremine, oblika j
intenziteta toka u kome se deSava aktiviranje, Sto daje neobi¢no povoline
okolnosti za prakti¢nu primenu obrazaca na terenu. Veliki broj izvrSenih
merenja na terenu i uporedna laboratorijska ispitivania su u potpunosti
potvrdili ove cinjenice.

(Saopstenje 9-XI-1950)

ACTIVATION OF NATURAL RADIOACTIV WATER AND GASES AND
POSSIBILITY OF DETERMINATION OF AMOUNT OF URANIUM IN
THE POROUS LAYERS OF THE GROUND

by V. VUCIC

It has been determined that the activation of gases both of mineral
springs and underground water on the grounds of Nischka banja generally
occurs in the shallow porous layers of the ground. On account of the
possibility of the observation of the patural process of activation and its
reproduction in the laboratory, a mathematical equation of the process of
activalion has been given by which the quantitative ratio between the
amount of uranium in the ground and the concentration of radon in the
water or the gases within, can be determined. The mathematical equations
have a maximal asympthotic value that is the same even for very different
conditions under which the activation is being done and this enables a
practical application even on other porous radioactive grounds. According
to the conditions of activation in nature, water and gases in most instances
practically attain this asympthotic value of radon concentration, so that
this can be used for the determination of amount of uranium in the layers
of the ground. This method offers practical advantages especially in the
case of prospection by the sandage of the ground.






PRIMENA PARAVODONIKA ZA POSTIZANJE NAJNIZIH TEMPERATURA

PAVLE.SAVIC, BEOGRAD

Za dobijanje temperatura ispod 1° K, po metodi koja je ranije izlo-
Zena [1], upotrebljen je, pored inertnih gasova i paravodonik, kao sredstvo
za otklanjanje ,puzanja“ He Il filma, poSto paravodonik ima sfernu mole-
kularnu strukturu i ponaSa se kao inertan gas.

Paravodonik dobijen po metodi Bonhféfer-Harteck-a [2], uvodi se u
Dewar-ov sud sa teCnim helijumom na temperaturi nesto viSoj od A-talke.
Da bi se izbeglo zaledivanje p-vodonika u dovodnoj cevi, p-vodonik se
prethodno smeSa sa helijum gasom i ta sme$a drZi u balonu od pireksa
(sl. 1, A), odakle se otvaranjem slavine (S) upuSta u Dewar-ov sud sa
He l. Pri tome je zapaZeno da nastupa vrlo
fino dispergovani oblik kristali¢a leda vodo-
nika, koji koaguluju u krupnije komade
na A-tacki [3]. Sloj kristala leda p-vodonika,
koji se staloZi na zidove suda (sl. 1 LL)
spreCava puzanje filma He Il i omogucava
sniZavanje temperature direktnim adijabat-
skim hladenjem He II, kako je ranije izne-
seno [l]. PokuSaji, da se kristali¢ci leda
p-vodonika upotrebe za proufavanje Brown-
ovog kretanja u He Il prekinuto je sticajem
prilika i bilo bi poZeljno da ih neko pre-
duzme u jednoj od postojeéih kriogenih
laboratorija. Posmatranjem Brown-ovog kre-
tanja u He Il mogli bi se resiti mnogi inte-
resantni problemi odnosa dveju kompone-
nata He Il fonona i rotona, kao i apsolutno
merenje temperature iz srednjeg slobodnog puta rotona.

(Saopsteno 10-X1-1950)

Slika 1

LOWEST TEMPERATURES OBTAINED BY USE OF PARAHYDROGEN
by P. SAVIC

The parahydrogen was used, besides inert gases, for the production
of temperatures below 1° K by a method previously described [1]. Owing
to its spheric molecular structure and inert gas properties it prevents the
creeping of He Il film.

The parahydrogen produced by Bonhoffer-Harteck method [2] is intro-
duced into a Dewar vessel filled with helium at a temperature slightly
greater than A-point. To prevent its solidification in the inlet tube, the
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parahydrogen is first mixed with the helium and the mixture kept in a
pyrex vessel (fig. 1 A) from where it is introduced in the Dewar vessel
by the valve (S). :

Highly dispersed crystals of the parahydrogen ice are then formed,
which at the A-point coagulate into somewhat greater particles [3].

The coating of parahydrogen ice crystals precipitated on the walls of
the vessel (fig. 1 LL) prevents the creeping of the film of He Il and permits
the lowering of the temperature by direct adiabatic refrigeration of He Il [1].

The experiments were started on the use of the parahydrogen ice
crystals for the study of the Brownian motion in the He IlI, but they had to
be stopped, and it would be interesting if somebody would continue with
them in anyoue of the existing cryogenic laboratories. The study of the
Brownian motion in He Il might give the solutions of many interesting
problems relating to fhe two components of He Il - phonons and rotons, as
well as the absolute measurements of temperature from the mean free path
of the roton. '
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PRIMJENA HODOSKOPA NA BETA-SPEKTROGRAF

MILORAD MLADENOVIC, BEOGRAD

Primjenjuju¢i Loeb-ov (1) hodoskop na ispitivaﬁje optickih osobina
magnetsih leCa beta-spektrografa, konstruisana su dva modela koji se razli-
kuju od prvobitnog Loeb-ovog modela.

. Otvoreni model Dio aparata koji sluzi za mjerenje napetosti
ufinjen je pokretnim, tako da se kraj Zice koji izazivamo na oscilacije
nalazi u produZetku Zice u polju. NamjeStanje je omoguceno time Sto je
jedan kraj aparata otvoren. Rotacijom oko dvije medusobno okomite ose
zZica se dotjera tako, da samo dotiCe tacku B a ne savija se oko nje. Time
je izbjegnut uticaj elasticnosti Zice i trenja u tacki B na prenoSenje nape-
tosti koja iznosi nekoliko dina.

Sema 1

) Oscilacije kraja Zice koji sluZi za mjerenje, prenose se na Zicu u polju.

Ovaj efekat, ne spomenut od Loeb-a, zbog rezonansi Zice u polju, ometa
precizno odredivanje traZene rezonanse kraja Zice. Medutim, ovaj efekat
se od nepoZeljnog moZe pretvoriti u koristan ako se za mjerenje napetosti
upotrebe oscilacije Citave Zice u polju a ne oscilacije posebnog dijela izvan
polja, kao §to je to prvobitno predloZio Loeb.

Zatvoreni model Oscilatornim magnetskim poljem blizu jednog
od krajeva Zice moZe se izazvati Citava Zica u polju da oscilira u vidu
stacionarnog talasa sa nekoliko Cvorova. Staklena kruska sluZi istoj svrsi
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kao odgovarajuéi dio u otvorenom modelu. Model je podeSen za vakuum,
1 kome je rezonansa oStrija a moZe se upotrebiti Zica od wolframa i do-
- westi do uZarenosti. Prednost uZarenog wolframa je da se moZe fotografisati
a nedostatak da je ¢ak i uZaren nepoZeljno elastican.

- mm = =R

Sema 2

Primjena. Mogu se dati dvije krive. Na slici br, 3 su prikazane
sferne aberacije magnetske leCe. Kriva je sli¢na krivim koje su dobili
Deutsch (2) i Quade, Halliday (3) za sli¢an spektrograf. Kriva na slici br. 4

4
6 00— — —
4
27 /\
7/
7/
s
400 200 3o° ° 4 t P 4 "
Slika 3 Slika 4

pretstavlja opadanje fokalizacione mo¢i dvostruke lece pri udaljavanju
kalemova. Geg ija kriva za isti smjer polja u oba kalema, donja za suprotan.

(Radenc titutu za fiziku pri Pretsedni$tvu Vlade FNRJ)
(Sao ademik P, Savié 10-XI-1949).
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THE USE OF THE HODOSCOPE FOR RAY-TRACING IN
B-SPECTROGRAPHS

by M. MLADENOVIC

Hodoscope, first proposed by Loeb, has been applied to the study
of electron trajectories in magnetic filds of a B-spectrograph.

Two improvements have been made allowing a better determination
of the wire’s tension. A special device reduces the friction of wire. Alter~
nately, the whole wire in the field can pe made to oscilate.

Two curves were given to illustrate the application of the hodoscope..
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FIZIKA VELIKIH MOLEKUL

ANTON PETERLIN, LIUBLJANA

Velike molekule so predmet proucevanja kemije, kemijske tehnologije
in biologije, saj so to molekule tako vaZnih snovi kot kavluk, cejuloza,
skrob, beljakovine, umetne smole in vlakna. Jugoslavija je zgradila veliko
tovarno polivinila, ki naj oskrbuje vso drZavo s temi prepotrebnimi
surovinami.

Lastnosti teh snovi pa zavise bistveno od velikosti in oblike
molekul, to je od molekulske mase M in neke karakteristicne dolZine R.
Naloga fizike je, da najde pota in metode za doloCevanje obeh kolilin.
Fizika velikih molekul je tedaj bistveno uporabljena fizika, ki naj s svojimi
izsledki koristi drugim vedam in tehniSki praksi.

Tezave pri tej nalogi pridejo od tod, ker je M tako velik — v veli-

kostni stopnji milijona — in so na drugi strani razseZnosti teh molekul
vendar tako majhne, da jih ne moremo videti z mikroskopom, v sploSnem
tudi ne z elekironskim mikroskopom. Klasi¢ne metode za dololevanje
molekulske mase so po veini neuporabne, ker so efekti premajhni. Treba
j& najti novih poti.
‘ Za dolotevanje M in R proste molekule nam morejo sluZiti le razi-
skave razredcCenih raztopin, ker le tam nastopa vsaka molekula
zase brez motnje od drugih. V razredCenih raztopinah imamo pricakovati
tudi moZnosti za raziskavo drugih lastnosti molekule, na pr. mehanske
trdnosti, elektriCne in opti¢ne polarizirnosti itd.

Molekulsko maso nam da meritev osmoznega tlaka
n = ¢+ RT/M.

Metoda je tem manj natanéna, &im vecji je M. Prakticno gre Se do
M ~ 500 000.
Prosta difuzija da difuzijsko stalnico D

D = ET/A

kjer pomeni A upornostni kolicnik molekule za translacijo v raztopini, to
se pravi, pri gibanju s hitrostjo v mora delovati na molekulo sila F= A - v.

Pri sedimentaciji deluje na molekulo sila zemeljske teznosti
ali centrifugalna sila v ultracentrifugi, ki je sorazmerna masi molekule.
Sedxmentacqska hitrost bo tedaj sorazmerna

[s] ~ M/A ’
Razmerje med svojsko sedimentacijsko stalnico [s] in D nam da naravnost M

M = [s] - kT/D.
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Pod isto¢asnim vplivanjem sedimentiranja in neurejenega toplotnega
gibanja nastopi neka ravnoteZna razdelitev, iz katere dobimo prav razmerje

M/kT

torej naravnost M. Ta metoda je tem bolj uporabna, ¢im vedji je M.

Sipanje svetlobe nam daje novo moZnost doloCevanja mole-
kulske mase. Absorpcijski koli¢nik ¢ zaradi sipanja je premo sorazmeren
produktu iz koncentracije in molekulske mase, ¢e so delci dovolj majhni
proti valovni doiZini uporabljene svetlobe

t/e ~ M.

Oblike molekul pa ne moremo dolo¢iti tako splo$no, kot smo
dobili velikost molekule, Moramo si napraviti posebne modele za molekule.
Vse velemolekule so razmeroma preprosto zgrajene iz enakih gradnikov
(monomerov), ki se stokrat ali tisoCkrat ali Se veCkrat ponavljajo. Zato
pravimo velemolekulam pogosto tudi polimeri. Sestava monomerov v poli-
mer se more izvrSiti ali samo v eni smeri, monomeri so nanizani v vele-
molekuli kot na vrvici ({linearne velemolekule: kavéuk, celuloza, poli-
stirol), ali pa v vseh prostorskih smereh, tako da ima nastala velemolekula
obliko kroglice ali palCice (bakelit, razni virusi, nekatere beljakovine). Za:
tako molekulo moramo tedaj doloditi najprej splo$no obliko, to je ali nitka,
palCica ali krogla, in potem Se neko znaCilno dolZino R, recimo razdaljo
med zaCetkom in koncem vrvice, dolZino palCice oz. premer krogle.

Za doloCevanje oblike oz. dolZine R nam morejo sluZiti vsi tisti efekti,
ki zavise od oblike molekule, to so predvsem difuzija, sedimentacijska
hitrost, sipanje svetlobe, Vendar pa moramo pri znanem M vedno Ze v na-
prej vedeti kakSno obliko ima molekula, ¢e ho¢emo iz meritve dobiti R sam..

Difuzija kaZe le majhno odvisnost od oblike. Pri krogli raste
upornostni koli¢nik premo sorazmerno z R, to je s tretjim korenom iz M.
Pri palCici nastopi kot dodaten faktor Se logaritem razmerja med dolZino
in debelino palCice, pri nitki pa raste upor skoro sorazmerno z dolZino
molekule, ki se je pri tej vrsti molekul izkazala za premo sorazmerno-
kvadratnemu korenu iz M.

Ker nastopa pri sedimentacijski hitrosti isti faktor A, je tudi tu odvisnost.
od oblike enake narave kot pri difuziji. Ce si vzamemo vrsto polimerov
razliCne molekulske mase toda z istim monomerom, tedaj moremo iz poteka
D oz. [s] sklepati vedno najprej na obliko samo in pri znani obliki na
znacCilno dolZino molekul R. 5

Se bolj neposredno nam da obliko molekul sipanje svetlobe. Ce po-
stanejo namre¢ razseZnosti molekule tako velike, da jih ne moremo veé
popolnoma zanemariti v primeri z valovno dolZino svetlobe v raztopini,
tedaj se zaradi interference jakost razsute svetlobe tem bolj zmanjSa, c¢im
velji je kot, ki ga oklepa smer opazovanja s smerjo razSirjanja vpadajoce:
svetlobe, Take molekule sipljejo ve¢ svetlobe v smeri vpadajofega Zarka
kot v nasprotni smeri. Navadno opazujemo pod dvema kotoma, ki leZita
somerno k pravokdétni ravnini na vpadajo¢i Zarek, to je pod kotom 90°—6:
in 90°4-6. Razmerje

Ioo—6/loo 19 = ¢q
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imenujemo disimetrijo sipanja. Ta je direktno merilo dolZine R,
vendar je nekoliko razlicno za zgoraj omenjene 3 glavne oblike. Torej
moramo zopet najprej vedeti, kak§na je oblika, potem Sele moremo iz
meritve g dolo¢iti R. Potek disimetrije z velikostjo molekule za te oblike
nam kaZe priloZena slika. Iz nje vidimo tudi sledece: pti zelo velikih delcih

50

'

o]

| Ls
L0 e krogla

30r

1
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Disimetrija sipanja svetlobe pri § = 45° v odvisnosti od razmerja med dolZino%molekule R
in valovno dol¥ino ) v vakuumu. Lomni koli¢nik raztopine je n.

oz. pri zelo majhni valovni dolZini se pribliZuje disimetrija mejni vrednosti
cotg 6/2 pri paliasti obliki, kvadratu tega izraza pri nitkasti in Cetrti potenci
pri kroglasti. Iz teh limitnih vrednosti moremo tedaj sklepati na obliko in
potem iz ustrezne krivulje dolociti iskani R. Treba je seveda povdariti, da
veljajo enostavne zakonitosti slike le tedaj, Ce je lomni koli¢nik naSe mo-
lekile skoro enak lomnemu koli¢niku topila, kar je izpolnjeno pri skoro
vseh velemolekulah, ki nas zanimajo.

Vse tu omenjene metode zahtevajo ali zelo komplicirane aparate ali
pa dajo efekte, ki so tako zelo na meji merljivosti, da jih v nekem pov-
pre¢nem, recimo industrijskem laboratoriju komaj moremo s pridom uporab-
ljati. Torej si moramo poiskati bolj preprostih, sekundarnih metod, ki jih
s pravkar omenjenimi primarnimi metodami umerimo. Med te spada prav
meritev viskoznosti, ki more skupaj z meritvijo osmoznega
tlaka v velikem $tevilu primerov odgovoriti na glavni vprasanji glede M
in R. Prvo da osmoza. Ce je sedaj tako imenovana svojska viskoznost

q
== — ic
[n] l:(r]o ) ]C -0
neodvisna od M v isti polimerni vrsti, potem so molekule kroglice. Pri
palCicah raste svojska zidkost kot kvadrat razmerja med dolZino in debelino,
to je v splo$nem s kvadratom molekulske mase M. Pri nitkasti molekuli
pa raste v polimerni vrsti viskoznost nekoliko pocasneje kot M in se bliza
pri zelo velikem M sorazmernosti s kvadratnim korenom. Torej moremo iz
raziskavanja take polimerne vrste dolo¢iti najprej obliko in potem §e zna-
ilno dolzino R. Toda metoda ni sama po sebi absolutna, treba jo je ume-
riti z drugimi, zgoraj omenjenimi metodami. To se pravi, z zgoraj omenje-

15
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nimi metodami moramo dolociti obliko molekule in R, potem pa izmeriti
svojsko Zidkost, da dobimo tiste koeficiente, ki veZejo svojsko Zidkost z
R molekule. ,

Seveda nas zanima o molekuli Se marsikaj drugega razen velikosti in
oblike. Vedeti hoCemo, kaks$na je trdnost in gibljivost molekule, prozZnost,
elektricna in optiCna polarizirnost. Za slednje nam sluZijo razne vrste umet-
nega dvojnega loma, na pr. strujni dvojni lom (Maxwellov efekt) in v
majsni meri elektrini. in magnetni dvojni lom (elektriéni Kerrov efekt in
Cotton-Moutonov efekt). Merjenje v hitro spreminjajotem polju na pr. v
akustiCnem polju nam pove nekaj o togosti in proZnosti molekule (akusti-
¢ni dvojni lom ali Lucasov efekt).

Za razumevanje vseh tu omenjenih efektov in njihovo uporabo za
dolocevanje M, R in drugih lastnosti molekule je bilo seveda treba v mnogih
ozirih raz$iriti naSe poznavanje kontinuumske fizike v molekulskih razsez-
nostih. Zahteve prakse so prisilile teorijo, da se razvije preko prvotnih,
zelo shematskih nastavkov. Praksa je prinesla tako teoriji novih pobud in
jo prisilila do novih izsledkov, ki morejo sedaj zopet bolje izpolniti potrebe
praktiCne uporabe. Imamo tako v velemolekulski fiziki nov zgled tesne
povezave in medsebojnega podpiranja prakticne uporabe in teorije, ki je
tako znacilno za ves razvoj fizike in prirodoslovnih ved sploh.

Na podrocju fizike velikih molekul je Se veliko nereSenih vprasani,
Se ve¢, raziskave zadnjih let so pokazale, da je v osnovnih merskih me-
todah Se toliko negotovosti Cisto eksperimentne narave, da so potrebne
koordinirane meritve enakih preparatov z enakimi merskimi metodami po
najrazli¢nejsih laboratorijih, da se vendar enkrat definitivno standardizirajo
te metode in se more potem pristopiti k sistemati¢nim meritvam na tako
dobro definiranem materijalu, da se bodo mogli na njem res nedvoumno
preskusiti posamezni modeli, ki so bili konstruirani v zadnjih letih za popis
velikih molekul. Saj stroge resitve so prakticno nemogoce "in sedaj mora
pokus odlociti, katere zanemaritve so dopustne in katere ne, ko hoCemo
s kontinuumsko fiziko, hidrodinamiko in optiko, popisati razmere na mole-
kulah samih.

(Saopsteno 10-X1-1950)

PHYSICS OF MACROMOLECULES
by A. PETERLIN '

The properties of high polimers — plastics, resins, natural and syn-
thetic fibers — depend essentially on the size and form of the single
macromolecules of which the bulk polymer is built up. In general there
are two characteristic constants, the molecular mass M and the effective
radius R, which determine the behaviour of such molecules. Further we
want to know whether the molecule is sphere or rod like—all the interme-
diate forms are possible, — how is the rigidity — the rod can be as soft
as the molecule is like a flexible thread with a statistically coiled form-
and finally what the electric, magnetic, optic properties are like which all
influence the bulk polymer, its technical properties and practicability. -
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Most of the important macromolecular properties can be determined
by several physical methods. In very dilute solutions the osmotic pressure,
the sedimentation equilibrium, the sedimentation velocity together with the
free diffusion, the turbidity (with some restrictions) yield the molecular mass.
The effective radius can then be found by measuring the intrinsic viscosity,
the sedimentation velocity or the free diffusion constant, the dissymmetry
of the scattered light. While the mass determination is independent on our
ideas about the form of the macromolecule, the radius R is not, and chan-
ges in a noticeable manner by changing the model. For the right one the
R's determined by all the above mentioned methods should agree among
themselves within the limits of experimental errors.

Further properties of the macromolecule can be found by measuring
the accidental birefringence in applied fields, the relaxation times in varying
fields, the absorption and propagation velocity of sound waves and so on.

The measurements and determinations of molecular properties are
froubled by the polydispersity of all high polymers and by the unusually
high interaction of the non-spherical macromolecules even in the most
diiute solutions that can be dealt with. New methods and new technics
have been invented to meet the requirements of high molecular physics
which in turn is indispensable for the technical progress in natural and
synthetic high polymers. As this country is developing into a progressive,
industrialised territory producing as many of the manifold technical tools
and raw materials as possible, we must know also the scientific foundations
of modern technology. As the high polimers are of steadily increasing
importance in modern life, it is our daty to plan research also in this field
where physics and chemistry meet and help one another in solving pro-
blems the solution of which is required by the industry and other applied
sciences.

15%






O PRINCIPIMA GRADNJE FOTOOBJEKTIVA

FRANJO 1. HAVLICEK, ZAGREB

Realizaciju preslikavanja vrSimo pomocCu sustava centriranih debeiih
fe¢a i ogledala i za praktiCke mogucnosti odluCuju svojstva opticnih sta-
kala, Stakla karakteriziramo pomocu indeksa loma nyi pomocu Abbeovog
broja

1 N ljubléasto — M crveno

v 1 zuto

Spektralne linije koje odgovaraju pojedinim brojevima izaberemo
prema podrudju u kojem kanimo ahromatisirati sustav. Obi¢no su to linije
C, F, d. U slici 1 prikazano je podrucje optickih stakala, koje pokriva

n . «
d PODRUCJIE OPTICKIH STAKALA
7 N

OGLEDALD

Sl. 1 — Podrudje optickih stakala

samo mali dio dijagrama i time stvara veliki dio poteSko¢a kod optiCkih
projekata. :
U centriranom sustavu upotrebljujemo obi¢no oznake prema slici 2.
Temeljni uvjeti su slijedeci:
Zari$nu daljinu uzmimo uvijek 1, te vrijedi

v
z~wv<9v= 1=t

Petzvalov uvjet

% i" |
Pv ‘
Z v - ?



230

Ova suma mora biti malena, jer u slufaju korigiranog astigmatizma je p
zakrivljenost plohe preslikavanja u blizini osovine,

s01 % Sﬂk 7f7_7‘/__ W
_1_.___, T W
) hh\\‘
{’ _____ ’u I \

g i

Sl. 2 — Oznake kod centriranih sustava

Uvjet za aksijalnu ahromaziju

v
PV 1

| 2w = E

v je ovde koeficient koji nam je poznat iz iskustva i koji prima vrijednosiz
izmedu 100 do 2000. o :

Transversalni ahromatizam daje komplicirane uvjete koji zavise od:
poloZaja diafragme. Kod simpleta i dupleta moramo obi¢no korigirati poje-
dine grupe lepljenih leca. U slucaju tripleta vrijedi

Vs
Wy = —
Vi
ako diafragma stoji u neposrednoj blizini srednje lece.

Distorzija se najbolje izbjegava simetrijom gradnje sustava. U sluCajm

tripleta vrijedi

P1€y = @y &y
opet pod pretpostavkom da se diafragma nalazi u neposrednoj blizink
druge lece.

Pomocu ovih gornjih uvjeta ¢inimo opéu dispoziciju svakog sastava
prema svrsi koji treba da ispunjuje.

Zakrivljenost ploha pojedinih le¢a povuce sa sobom grijeSke kod.
preslikavanja, ali zgodan izbor radiusa zakrivljenosti dozvoljava obitno
izjednalivanje grijeSaka pojedinih leca tako, da se u dovoljnoj mjesi pri-
blizujemo idealnom preslikavanju, koje daje na primjer kamera sa rupicom..
(Ova ima, kako je poznato, uslijed jakih efekata ogiba inace vrlo loga
svojstva).

Prema Seidelovom ili Abbeovom postupku razvijamo grijeSke  kose
zrake, to su njezine aberacije od idealnog preslikavanja u red potencija i
zgodne transformacije dozvoljavaju da se u koeficientima zbrajaju  uplivi
pojedinih lea. Za analiticke projekte dovoljuo je kad uzmemo u obzir
samo prvi Clan u redu potencija.

Aberacije treceg reda su slijedeée: - , ,

1) Takozvana sierna aberacija /\s, varjskih zona sustava na osovini
sustava u blizini ZariSta, '

2) Koma, tojest asimetrija aberacija oko kose zrake koja prelazi kroz
srediSte diafragme,



3) Zakrivljenost meridijonalne plohe slike, to jest kosih
leZe u ravnini osovine.

‘4) Zakrivljenost sagitalne plohe slike u kojoj se presliks
zrake, koje leZe u ravnini koja je okomito na meridijonalp

Sjeciste obih ravnina prolazi kroz srediSte diafragme. Razli
ljenosti obih ploha zovemo astigmatizam.

5) Distorzija, to jest promjena kuta kosih zraka koje prolaze ko,
srediSte diafragme. R19%

zrak,

vaju ko
O] ravnini,
ku u zakriy.

h

SEIDELOVA ' STVARNE SFERICNE
APROKSIMNACIIA —  ABERACIJE
~

N\
\
\
\

]
45,
Sl. 3 — Diagram aksijalnih sfernih aberacija

Kako se radi o gruboj aproksimaciji, otsjekli smo sve viSe potencije
u redu, vrijede rezultati raCuna samo u blizini osovine, $to je ali uz konacnu
trigonometri¢ku kontrolu dovoljno kod projektiranja.

Kao primjer uzmimo slucaj sfernih aberacija na osovini za koje vrijedi

hi s?
A= =S

>a je suma koeficienta sa kojim sudjeluju pojedine plohe kod stvaranja
konacnih aberacija. ,

Slika 3 predoluje diagram aksijalnih sfernih aberacija i njihovu aproksi-
maciju pomocu gornje formule.

Triplet sastoji se od tri le¢a, jedne negativne u sredinii dvije pozitivne.

Slijedeca tabela daje koeficiente A za pojedine plohe

Zeiss HS5 M Argentieri

f: 45 f:2,5 f:2,3
DuZina L ==0,22 L =044 L = 0,55

I\ Sy e = 0,45% 1,2% 0,75%0

A A

18,9 3,2 2,2

11 0,3 0,5

—21,9 —48 —35

—10,1 73 —2.2

0,0 3,2 0,4

4,5 7,4 2,7
Ta=20 Sa=21 sa=04
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U sludaju tripleta Argentieria lepljene su vanjske pozitivne Iece. On se
sastoji dakle od pet leca (Isti indeks loma razne vrijednosti v zbog posti-
zanja ahromazije i male Petzvalove sume kod ovog vrlo dugackog sustava).

Iz gornje tabele vidimo da kratki sustavi koji su ugodni za gradnju
daju velike koeficiente, $to ima svoj razlog u velikim vrijednostima ¢, koje
prouzrokuju jake zakrivljenosti. Razvu¢emo li sustav, onda slijede manji
koeficienti koji opet dozvoljavaju vece relativne otvore, jer se nece stanje
korekcije tako brzo pokvariti kad se udaljujemo od centralnih zraka ako
su koeficienti dovoljno maleni. Razmjerno veliki /\s], . u slucaju H 5 M
sluzi za povecanje dubine preslikavanja objekta i manji je od 1,6% koji
se pojavljuje kod industrijskih objekata.

Velike duZine sustava omogucuju tek dispoziciju velikih leca, koje
onda daju velike relativne otvore. Ali raste li duZina, onda raste i Petzva-
lova suma i korekcija astigmatizma Cini sve vece teskoce. Moramo zalo
graditi pojedine lece od vise lepljenih i na taj natin stvarati odgovarajuce
vrijednosti ny. U slucaju Argentierievog tripleta lepljene su pozitivne
lece. U slutaju Plasmata (Mayer), 7:2, je osim toga jo§ razdjeljena i
srednja negafivna le¢a u dvije posebne. U slucaju Xenona (Schneider),
f:1,4, je srednja negativna leca razdjeljena u dvije i svaka je posebno
lepljena. Gradnja i konstrukcija ovakvih objektiva je vrlo komplicirana.
Najjednostavnije rasirimo moguénosti tripleta time, da ga nesto asimetriCki
gradimo i pozilivou le¢u sa vecim ¢ djelimo u dvije. Na ovaj nacin dobi-
jemo relativne otvore f:2,8 sa A's, = 0,7%.

Kona¢no kontroliramo stanje korekcije naSeg sustava na taj nalin da
ga preralunamo na traZenu ZariSnu daljinu. Zrake pojedinib zona sjeku sa
raznim kutevima i sa raznim aberacijama osovinu sustava. Kako su prije
incidencije na sustav stvarali jednu frontu to e biti valovi u fazi na svakoj
ortotomnoj plohi na zrake prije upada na osovinu. Nademo li za ovu
ottotomnu plohu jednu sfera (odnosno dio sfere) koja se obzirom na put
zraka razlikuje samo za X/4, onda znamo da ne moZe doci do interferencija
u sredi§tu aproksimirajuc¢e sfere. Sustav koji odgovara ovom zahtevu
moZemo smatrati prakticki idealnim i dade se relativno velikim otvorom
samo realizirati u sludaju malih ZariSnih daljina sustava.

Ako ne moZemo naéi ovakvu aproksimirajucu sferu onda moZemo
prema Kirchoffovoj teoriji izraCunati osvetljenje u blizini ZariSta, Sto ¢ini
matematicki tako velike poteSkoce da se ovo sredstvo praktiCki upotrebljuje
samo u izuzetnim slu¢ajevima, premda daje vanredno interesantne rezultate.

{Saopsteno 11-X1-1949)

UBER MODERNE FOTOOBJEKTIVE
von F. I. HAVLICEK, ZAGREB

In einer allgemein gehaltenen Einfithrung, wird iiber die Konstruk-
tionsgrundsitze und Korrektionsmoglichkeiten informiert. Beriicksichtigt wer-
den neben der grundsitzlichen Gauss’schen Auslegung, Bedingungen fir
longitudinale und transversale Achromasie, die Fehler dritter Ordnung nach
der Seidelschen Theorie und zum Schluss die praktische Anwendung der



Wellentheorie gestreift. Der Korrektionszustand einer extremag)
angegebenen Konstruktion wird mit dem Korrektionszustand 4

trieobjektive verglichen.

Triplett-Anastigmal H5m F:2,5

r
0,4190
1,9788

—0,6269
0,3801
0,7261

—0,4395

2,(I1=0)

111
v
\

Maximale sphéirische Aberration — 0,01220 (h==0,18) Bezeichnungen

——0,50

P

0,9128
—0,1933
—0,6409
—1,0566

0,5451

0,9007

n’ A
1,6192 3,2118
1 0.3179
1,6711 —4,8019
1 72812
1,6551 3,1728
1 7,4348
2,0542
0,2154
02 (wnr = 289
,1452
00772

der Tabelle nach Berek.

I

0,4679

— 0,1774
—0,3226






O RELATIVISTICKOJ "TERMODINAMICI

DANILO BLANUSA, ZAGREB

(Osnovne misli ovog saopéenja prvi puta su iznesene 17-XH-1947 u kolokviju matema-
ticko-fizicke sekcije Hrvatskog prirodoslovnog drudtva u Zagrebu. Vidi Glasnik matemati¢ko-
fiziCki i astronomski, T. 2., 1947., br. 4—5, str. 249, ,Sur les paradoxes de la notion
d’énergie“,)

Kad se god. 1905 pojavila specijalna teorija relativnosti, trebalo je
razne oblasti teoretske fizike tako poopciti, da budu u skladu s osnovnim
principima te teorije. Za fenomenolo$ku termodinamiku je to proveo
M. Planck [1] god. 1908. On dolazi do osnovnih transformacija za koli¢inu
topline Q i za apsolutnu temperaturu 7, koje glase

Q= Qy; T=Ty (U«zl/l—-ﬁz—): (1) k

C

gdje indeks O oznauje veli¢inu u sustavu mirovanja. Veli¢ine Q i T
transformiraju se jednako zbog relacije dS — dQ/T, ako se jo§ uzme u
obzir, da je entropija invarijanta Lorentzove transformacije, kako je to vec
Planck dokazao, a lako se uvida i na temelju statisticke mehanike.
Nasuprot tome smatramo, da bi te transformacije trebale glasiti

Q= QyJa; T = Ty/xx. )

Razmatranje, koje dovodi do transformacija (1), moZe se najjedno-
stavnije provesti ovako.

Promatrajmo prijelaz koli¢ine topline Q, iz nekog tijela A na neko
tijelo B, koje stoje jedno do drugoga. Neka se, recimo, tijelo A nalazi
lijevo, a tijelo B desno. Energija ,desnoga“ tijela B povecala se dakle

kod toga prijelaza topline za iznos Q,, a njegova masa zag—”. Promatramo

li ovaj prijelaz u nekom koordinatnom sustavu, u kojem se ta dva tijela
gibaju brzinom v prema naprijed, to se sada energija desnoga tijela pove-

¢ala sa ~a—°, prema zakonu transformacije energije. No time mu se masa

Qo

povecala za o dakle je impuls (uz istu brzinu v) porastao za Taj

impuls je dakle tijelu trebalo dovesti. Ako je lijevo tijelo na desno djelo-
valo silom F u smjeru gibanja, onda je preneseni impuls jednak Fy, gdje
je t vrijeme trajanja prijelaza topline, koje moZemo zami$ljati vrio veliko,
da proces bude reverzibilan. Mora dakle vrijediti

Qv _ g )

2

Qov
ac?

ac
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U drugu ruku je sila obavila radnju Fut, jer se tijelo B, na koje sila djeluje,
u smijeru sile pomaknulo za put of. Jedan dio energije, koja je presla, mora
‘dakle biti mehanicka radnja, a ostatak je preSao kao toplina Q. Treba
stoga staviti

%’ = Fot + Q. 4)
Iz (3) i (4) dobivamo eliminacijom Planckovu relaciju
Q = Qe (®)
Prenesena mehanicka radnja izlazi, da je
Qo _ Bz .. o _ll_ '
”&_QO—QO'E’gd]e]eB“C‘ ) {6}
Prema naSem shvacanju se naprotiv impuls %Z prenosi konvektivno s

energijom %’ , koja prelazi s tijela A na tijelo B, i kojé taj impuls ima
i prije i poslije prijelaza. Ne treba dakle sile F' i nema mehaniCke radnje.
Sva energija 7", koja prelazi, bit Ce dakle toplina, i dobivamo nasu

transformaciju

Q:%. (7)

Za Planckovo shvacanje je dakle karakteristi¢no, da toplina ne nosi
sa sobom svoj impuls, kao Sto to ¢ini, recimo, energija neke Cestice, kad
se ta Cestica giba. Posljedica je toga shvacanja, da izmedu dvaju tijela
A i B treba pretpostaviti djelovanje neke sile, koja djeluje u smjeru gibanja.
Ako je dodirna ploha paralelna sa smjerom gibanja, onda se dakle radi o
naponu posmika, koji postoji, makar dodirne plohe bile savrSeno glatke.
Isto tako se pojavljuje taj napon posmika, ako se radio lijevom i desnom
dijelu plina u nekoj posudi.

Osim toga transformacija (5) znaci, da dio presle energije, koji smijemo
nazivati toplinom, konvergira prema nuli, kada v konvergira prema brzini
svjetlosti. U drugu ruku prirast kineticke energije molekula odgovara cijeloj
presloj energiji i konvergira prema neizmjerno. Povecéanje kineticke energije
molekula samo bi dakle djelomi¢no odgovaralo dovedenoj toplini, i to tim
manje, ¢im je brzina bliza brzini svjetlosti.

Konaéno je mehanic¢ka radnja sile F jedna vrsta radnje, koja se ne
da upotrebiti za dizanje utega, Sto je inace tipicno za makroskopsku meha-
nicku radnju u okviru fenomenolodke termodinamike. Sam Planck je defi-
nirao perpetuum mobile 2.vrste kao stroj koji radi periodi¢ki i niSta drugo
ne uini, nego da ohladi neko spremiSte topline i digne neki uteg. On je
dakle dizanje utega uzeo kao prototip mehani¢ke radnje. Da se zaista
radnja sile F ne moZe upotrebiti za dizanje utega, pokazat cemo na temelju
termodinamickog razmatranja.

Treba najprije ustanoviti, pod kojim uvjetima toplina prelazi s jednog
tijela na drugo, ako 1a tijela jedno za drugom klize bez trenja. Zamislimo
dva jednaka Stapa, koja jedna na drugom klize, a imaju iste temperature
mirovanja. Zbog ravnopravnosti njihovih koordinatnih sustava nema razloga,
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da toplina prelazi u jednom smjeru, a ne u drugom. Nece dakle biti prije-
laza topline. Ako su temperature mirovanja razlicite, jasno je, da ¢e toplina
prelaziti u smjeru od viSe k niZoj temperaturi mirovanja. Ovaj je uvjet
olito nezavisan od zakona transformacije temperature.

Neka sada neko tijelo sa masom M miruje u naSem koordinatnom
sustavu, -a temperatura neka mu je 7, — AT,. Privedimo mu iz spremista
topline s temperaturom T,, koje takoder miruje, toplinu Q,, Cime neka se
tijelo ugrijalo na temperaturu T, Njegova se energija povecala od Myc? na.
Myc® -+ Q, = M,/c%. (Vanjska radnja nije obavljena). Ubrzajmo tijelo adija-
batski na brzinu v. Kod toga treba privesti radnju

7,2

(04

(1 1
_ ocz(,a__l)jLQo(E._l). 8)
Temperatura tijela je sada (po Plancku) T = T,c, dok se temperatura miro--
vanja nije promijenila. Prijelaz topline na neko drugo tijelo brzine » bio-
bi praCen vrienjem mehaniCke radnje, t. j. presla bi, recimo, toplina Qo
(bez impulsa) i mehaunicka radnja '

A,

2

A2:Qo = . (9)

Zamislit ¢emo sada, da umjesto toga toplina Qc prijede na neko spremiste
topline, koje miruje i ima temperaturu T, — T,. S obzirom na razliku
temperatura mirovanja tijela u gibanju i spremista topline, koje miruje, ovaj
je prijelaz mogué. Impuls ne treba prijec¢i, jer spremiste miruje, i impuls
mu je prije i poslije prijelaza jednak nuli. Mehani¢ku radnju A, iskoristimo-
za dizanje utega. Gledajuéi tijelo u njegovu sustavu mirovanja, vidimo, da
je izgubilo toplinu Q, i da mu se stoga temperatura mirovanja opet snizila
na T, — AT,. Sada to tijelo adijabatski zaustavimo, pri ¢emu dobijemo-
radnju ‘
A, — My (é— 1 ) . (10)

Kona¢no ga bez utroska energije vratimo na njegovo staro mijesto. Svegé‘
smo dakle dobili radnju

— At i+ = — M — 1) -0z — 1)+ B
+ My (—;— — 1): Q1 — ). an ‘

Osim toga je toplina Q, oduzeta spremistu topline s temperaturom T, a.
spremidte s temperaturom T, — A7, dobilo je toplinu Q,x. Sada Cemo-
pomocu obi¢nog Carnotova procesa iz hladnijeg spremista crpeti toplinu.

T, — AT,

Qo T,
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AT,
0

vesti toplijem spremiStu (princip toplinske pumpe). Konaéno dobivena
-mehanicka radnja je dakle o

A= — At At A — A= Ql— 9 — oLl ay
0

Ako je tijelo vrlo veliko, razlika temperature AT, bit ¢e vrlo mala (tijelo

-se dovodenjem topline @, vrlo malo ugrije), tako da je A, sigurno pozi.

tivan. Ostvaren je dakle perpetuum mobile 2, viste, jer je dignut uteg i

crpljena toplina iz hladnijeg spremiSta, a da se niSta drugo nije promijenilo,

Vidi se iz ovoga, da se mehanitka radnja Fut zaista ne moZe upo-
trebiti za dizanje utega. ‘

Napomenut Cemo jo§ vezu ovih razmatranja s elektrodinamikom. Ako
primjerice nekom Zicom teCe struja, pa se u Zici razvija Jouleova toplina,
-onda se vidi transformacijom elektromagnetskog polja na koordinatni sustav,
spram kojega se Zica giba, da u tom sustavu polje na Zicu djeluje nekom
silom, koja Zici privodi mehani¢ku radnju, a povrh toga se u Zici razvija
‘foplina. Za ovu toplinu vrijedi Planckova transformacija. Po naem shva-
tanju se i ta dovedena radnja pretvara u toplinu, tako da je ukupno stvo-
‘tena toplina jednaka zbroju te radnje i ,Jouleove topline“, koja se javlja
u formulama, Da je to tako, lako se uvida, ako zamislimo, da Zicu hladimo
hladnjakom, koji putuje s njom, i koji oduzima toliko toplice, da stanje
Zice ostane stacionarno. Taj hladnjak onda dakako mora odvesti svu ener-
-giju, koja je Zici dovedena. Po naSem shvacanju je to sve toplina, Po
Planckovu shvacanju, naprotiv, Zica djeluje na hladnjak silom, koja vrsi
-radnju, tako da jedan dio energije prelazi kao mehanicka radnja na hladnjak,
i to upravo onaj dio, koji je od polja na Zicu prenesen kao mehanicka
radnja. .

Zamisao, koju zastupamo, da se radnja polja pretvorila u toplinu,
moZe se poduprijeti i napomenom, da se u sustavu mirovanja svakako
‘radi o ireverzibilnom procesu stvaranju Jouleove topline, a taj proces je
dakako ireverzibilan i u svakom drugom sustavu. No da se ireverzibilno
dovedena mehaniCka radnja pretvara u toplinu, sasvim je prirodno i dogada
- se primjerice kod svakog trenja. I s mikroskopskog gledista stvar je
-dosljedna. MehaniCka radnja polja sluZi za ubrzavanje provodnih elektrona,
koji svoje povecanje energije predaju jezgrama i povecavaju njihovo
~ toplinsko titranje. , :

U jednoj pismenoj izmjeni misli autora s W. Paulijem u Zirichu i
- njegovim uCenikom R. Schafrothom (u prvoj polovici god. 1948) svi su
strucnjaci zastupali glediSte, da su obje izloZene koncepcije relativisticke
- termodinamike moguce i u sebi dosljedne, i da se izmedu njih ne moze
odluciti, veC je stvar definicije, koja se od njih prihvaca.” Ovo svoje
miSljenje oni su obrazloZili time, da je nemoguce definirati termodinami¢ku
sravnoteZu izmedu tjelesa u relativnom gibanju. Mojoj definiciji ravnoteze
kod jednakih temperatura mirovanja prigovorili su, da ta ravnoteZa nije
- stabilna, jer bi prijelaz topline uzrokovan malim fluktuacijama temperature
djelovao u smislu kolenja relativne brzine, §to se lako uvida iz bilance
impulsa. Stoga, oni kaZu, ne mogu se provesti termodinamicka razmatranja

i dodavsi joj mehanicku radnju Q, , tu svu energiju kao toplinu pri-
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poput gore izloZenoga. Smatraju dalje, da je Planckova koncepcija pri-
kladnija, jer se u njoj osnovne termodinami¢ke i mehanicke jednadzbe daju
izvesti iz principa varijacija, Sto u naSoj koncepciji nije moguce, te da neke
telacije u statistiCkoj mehanici, u kojima se pojavljuje temperatura, postaju
nesto jednostavaije.

Po naSem misljenju, naprotiv, nestabilnost termodinamicke ravnoteZe
ne obara ispravnost izloZenog termodinamickog razmatranja, te smatramo,
da uvodenje sila, koja ne uzrokuje deformacije i uvodenje mehanicke
radnje, koja se ne da upotrebiti za dizanje utega, znaci pojmovnu pote-
Skocu, koja se ne moZe zanemariti radi formalno-raunskih prednosti u
Planckovoj koncepciji. ,

Konaéno napominjemo dodirnu to¢ku s modernim istraZivanjima atom-
ske fizike. L. de Broglie u svojoj radnji [2] pokuSava dati bazu za valno-meha-
ni¢ku teoriju termodinamike, polazeci od Planckovih transformacija. Ospori
li se opravdanost tih transformacija, mora to utjecati i na ovakva razmatranja,

(SaopSteno 11-X1-1949).

UBER DIE RELATIVISTISCHE THERMODYNAMIK
" von D. BLANUSA, ZAGREB .

(Die Gruundgedanken dieser Mitteilung wurden zum ersten Male am 17-XI11-1947 im
Kolloquium der mathematisch-physikalischen Abteilung der Kroatischen naturwissenschaft-
dichen Gesellschaft vorgebracht. S. ,Glasnik matematicko-fizicki i astronomski® T. 2, 1947,
No, 45, §. 249 ,Sur les paradoxes de la notion d’énergie“.)

Der bekannten Planckschen Transformationsformeln (1.

Q=Qu T=Ta ( :Vl —ic’«) 1)

fiir Wiarmemenge und absolute Temperatur (wobei sich der Index Null auf
das Ruhsystem bezieht) werden die Formelu

Q = Qy/a; T=T,/a 2
gegeniibergestellt,

Findet zwischen zwei ruhenden Korpern ein Wirmeiibergang statt
und wird dabei die Wirmemenge @), fibertragen, so muss bei Betrachtung
dieses Vorgangs von einem anderen Koordinatensystem aus nach der
Planckschen Auffassung zwischen diesen Korpern eine Kraft wirken. Der
sich erwdrmende Korper vergrossert ndmlich seine Energie und folglich
seine Masse, ohne dass sich seine Geschwindigkeit dndert. Es muss sich
also auch sein Impuls vergréssern. Dieser Impulszuwachs wird ihm durch
die erwihnte Kraft zugefithrt, die gleichzeitig auch mechanische Arbeit
leistet. Von der gesamten iibertragenen Energie, die natiirlich gleich Qp/c
ist, wird also ein Teil als mechanische Arbeit zu bezeichnen sein, der
Rest Qua ist dann die iibertragene Wirmenge.

Dagegen vertreten wir die Auffassung, dass die iiberiretende Energie
ihren Impuls, den sie ja vor und nach dem Ubertritt besitzt, konvektiv
mitbringt, so dass man keine Kraft zur Impulsiibertragung braucht. Es
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wird daher auch keine mechanischie Arbeit geleistet und die ganze iiber-
tragene Energiemenge Q/c ist als Wirme zu bezeichnen, Man kommt so
auf die Tranformationsformeln (2.

Als ernstete Schwierigkeit der Planckschen Auffassung betrachten wir
den Umstand, dass die mechanische Arbeit der erwiahnten Kraft eine mecha-
nische Arbeit ist, die nicht zur Hebung eines Gewichts verwendet werden
kann. In Planck’s Definition des Perpetuum mobile 2. Art ist hingegen die
Hebung einer Last als Prototypus einer mechanischen Arbeitsleistung beniitzt.

Es wird ferner die Transformation der Jouleschen Wirme besprochen.

In einem schriftlichen Gedankenaustausch mit den Herren W. Pauli
und R. Schafroth in Ziirich vertraten diese den Standpunkt, dass beide
Auffassungen der relativistischen Thermodynamik moglich seien, und dass
es Definitionssache sei, welche man akzeptiert. Demgegeniiber betrachten
wit — neben dem Auitreten von Schubkréften an glatten Flichen sowie
im Ihneren von Gasen und Fliissigkeiten — die Einfilhrung des Begriffs
einer nicht zur Hebung einer Last verwendbaren mechanischen Arbeit als
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