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Porodict



Naslov master rada: Paralelni algoritmi za reSavanje problema bojenja grafova

Rezime: Problem bojenja grafa predstavlja problem dodeljivanja boja ¢vorovima
grafa tako da nikoja dva susedna ¢vora ne budu obojena istom bojom. Najcesce se
postavlja zahtev da broj upotrebljenih boja za bojenje bude minimalan. Algoritmi
za reSavanje ovog problema imaju Sirok spektar primene, a neke od primena su:
alokacija registara u memoriji, detekcija nepotpune LU dekompozicije matrice i pla-
niranje rasporeda casova. U ovom radu opisane su razli¢ite sekvencijalne i paralelne
heuristike za bojenje grafova, pri ¢emu je akcenat stavljen na paralelne heuristike.
U radu nece biti razmatrani algoritmi za odredivanje bojenja koje koristi minimalni
broj boja. Umesto toga razmotri¢emo algoritme zasnovane na heuristikama koje za
bojenje grafa koriste broj boja koji je blizak minimalnom potrebnom broju boja za
bojenje grafa.

U poglavlju koje se odnosi na sekvencijalne algoritme prikazana je heuristika
First Fit koja predstavlja osnovu gotovo svih heuristika u nastavku. U ovom pogla-
vlju su predstavljene i neke pohlepne heuristike za bojenje grafa, kao i heuristike
zasnovane na odabiru nezavisnih skupova u grafu. Na kraju poglavlja je opisana
modifikacija First Fit heuristike koja predstavlja potpuno drugaciji pristup od svih
prethodno navedenih heuristika, a bazira se na reorganizaciji redosleda bojenja ¢vo-
rova i ponovnim bojenjima ¢vorova grafa.

U poglavlju koje se bavi paralelnim algoritmima izloZena je GM heuristika kao
jedna od najjednostavnijih paralelnih heuristika za bojenje grafa. Takode, predsta-
vljene su paralelne heuristike koji su zasnovane na odabiru nezavisnih skupova u
grafu, kao i paralelna Luby-MIS heuristika za konstrukciju maksimalnog nezavi-
snog skupa u grafu, koja je potrebna za realizaciju prethodno navedenih heuristika.
Opisane su i druge paralelne heuristike poput Jones Plassman heuristike i LDF' he-
uristike, koje funkcionisu po slicnom principu kao i paralelne heuristike zasnovane
na odabiru nezavisnih skupova. Na kraju poglavlja su predstavljene heuristike za-
snovane na blokovskom particionisanju grafa.

U okviru poslednje glave izvrSena su eksperimentalna poredenja svih sekvencijal-
nih i paralelnih algoritama na velikim instancama slucajnih grafova i predstavljena
je analiza dobijenih rezultata. Algoritmi su poredeni uzimajuéi u obzir dva aspekta:
vreme izvrSavanja i broj iskoris¢enih boja.

Svi algoritmi su realizovani u jeziku C# i mogu se naéi na adresi:

https://github.com/PetarMilikic/parallel-graph-coloring.


https://github.com/PetarMilikic/parallel-graph-coloring

Kljuéne reci: algoritmi, heuristike, bojenje grafova, paralelizam
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Glava 1

Uvod

1.1 Motivacija

Problem bojenja grafa predstavlja problem dodeljivanja boja ¢vorovima grafa
tako da nikoja dva susedna ¢vora ne budu obojena istom bojom. Problem bojenja
grafova je jedan od klju¢nih problema teorije grafova sa dosta primena u reSavanju
prakticnih problema. Motivaciju za reSavanje ovog problema ¢emo, za pocetak, na-
¢i u primeru bojenja kartografske mape. Pretpostavimo da Zelimo da pomognemo
kartografu da oboji geografsku mapu. Kartograf Zeli da oboji sve drzave prisutne
na mapi. Boja kojom ¢e biti obojena konkretna drzava nije bitna, ali se zahteva da
drzave koje se grani¢e ne smeju biti obojene istom bojom. Kartograf je stedljiv i zeli
da iskoristi najmanji moguci broj boja za bojenje mape.

Godine 1852. Francis Guthrie! je, pokusavajuéi da oboji svoju mapu, uocio svoj-
stvo poznato pod nazivom /-obojivost (eng. 4-colorability). Postavio je hipotezu da
je za pravilno bojenje bilo koje mape dovoljno ¢etiri boje (slika 1.1). Medutim, ovu
hipotezu nije bilo ni malo lako dokazati. Posle mnogo pokusaja i laznih dokaza, te-
oremu o ¢etiri boje prvi su dokazali engleski matematicar i logicar Kenneth Appel i
njegov kolega Wolfgang Haken 1976. godine. Zanimljivo je napomenuti da je i blaza
verzija teoreme - teorema o pet boja dokazana negde oko 1800. godine.

Prethodno prikazani problem je opisan u terminima bojenja kartografske mape
i odnosi se na planarne grafove (videti definiciju 2.3.1). U nastavku rada problem
bojenja grafova bi¢e predstavljen u terminima pojmova teorije grafova i u nesto

opstijem obliku - u radu ¢e se razmatrati bojenje i planarnih grafova i onih grafova

!Francis Guthrie je bio juznoafri¢ki matematicar i botani¢ar koji je prvi postavio problem &etiri
boje.
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koji to nisu.

Slika 1.1: Primer pravilnog bojenja mape sa 4 boje

1.2 Neke primene bojenja grafova

1.2.1 Problem bojenja kartografske mape

U prethodnom tekstu razmotrili smo problem bojenja kartografske mape. Raz-
motrimo sada na koji na¢in problem bojenja mape mozemo svesti na problem bo-
jenja grafa i kako da na osnovu dobijenog bojenja grafa dobijemo bojenje polazne
mape. Na slici 1.2, u delu pod a), je prikazana neobojena mapa. Na istoj slici, u
delu pod b), dat je neusmeren graf konstruisan na osnovu mape tako da se svakom
regionu dodeljuje tacno po jedan ¢vor grafa. U odgovarajuéem grafu dva ¢vora su
povezana ukoliko se regioni kojima su oni dodeljeni granic¢e. Ovakvi ¢vorovi su po-
vezani granom jer je potreno da se oni, kao i regioni koje oni predstavljaju, oboje
razli¢itim bojama. Nad ovim grafom pokre¢emo algoritam bojenja. Na istoj slici,
u delu pod c), prikazan je graf obojen pomocu datog algoritma dok u delu pod
d) vidimo bojenje mape dobijeno dodeljivanjem boje ¢vora regionu koji taj ¢vor

predstavlja.
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(a)

Slika 1.2: Primer konstrukcije grafa za datu kartografsku mapu i bojenja grafa i
mape (preuzeto iz [4]).

1.2.2 Problem rasporedivanja i zakazivanja casova

Prilikom pravljenja rasporeda ¢asova na nekom od fakulteta potrebno je posto-
vati izvesna ograni¢enja. Na primer, dva kursa koje drzi isti profesor ne smeju se
drzati u istom terminu. Takode, u istom terminu se ne smeju drzati ni dva kursa koje
slusa ista grupa studenata. Pretpostavimo da nam je prilikom pravljenja rasporeda
¢asova na raspolaganju dovoljan broj sala. Problem odredivanja minimalnog broja
vremenskih termina koji postuju prethodno navedena ograni¢enja moze se svesti na
problem bojenja grafova. U ovom slucaju kurseve mozemo predstaviti ¢vorovima
u grafu. U datom grafu dva kursa treba povezati granom ako ih slusa ista grupa
studenata ili ako ih drzi isti profesor. Nakon Sto kurseve predstavimo ¢vorovima i
povezemo ih granama dobi¢emo neusmereni graf nad kojim se moze primeniti al-

goritam bojenja. Dobijenu boju ¢vora mozemo shvatiti kao termin koji je dodeljen
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kursu - termin u kome ée kurs biti odrzan.

1.2.3 Problem dodeljivanja frekvencija

Razmotrimo problem dodeljivanja radio-frekvencija korisnicima elektromagnet-
nog spektra i primenu bojenja grafa u reSavanju ovog problema. Korisnici radio-
frekvencija mogu biti sateliti, televizijske, radio-stanice i sli¢no. Njihov zadatak je
da emituju signal na datoj radio-frekvenciji. S obzirom na ogranicenost raspolozivog
spektra frekvencija, posebno u slu¢ajevima gustih urbanih podrucja ili velikog bro-
ja uredaja, postoji potreba za efikasnom raspodelom frekvencija kako bi se izbegle
smetnje i kolizije signala. Korisnicima koji su blizu jedan drugog moramo dodeliti
razliite frekvencije, dok onima koji su na ve¢im udaljenostima mozemo dodeliti iste
frekvencije. Ovaj problem se takode moZze svesti na problem bojenja grafa. U tom
sluc¢aju korisnike mozemo predstaviti ¢vorovima u grafu. Ukoliko su korisnici blizu
jedan drugog izmedu njih u grafu treba da postoji grana, te ¢e u ispravnom boje-
nju grafa biti obojeni razli¢itim bojama (i na taj nacin bi¢e im dodeljene razli¢ite
frekvencije).

Na slici 1.3, u delu pod a), date su tri radio-stanice oznacene sa vy, v9 1 v3. Radio-
stanice v; i vy se nalaze blizu jedna drugoj i potrebno im je prilikom dodeljivanja
radio-frekvencija dodeliti razli¢ite frekvencije. Radio-stanica v3 je na dovoljno veli-
koj udaljenosti od stanica vy i ve, pa prilikom dodeljivanja radio-frekvencija za nju
ne postoji takvo ogranicenje. Prilikom formiranja grafa G = (V, E') na koji zelimo da
primenimo algoritam bojenja potrebno je u skup F dodati granu {v;,vs}. Na istoj
slici, u delu pod b) dat je graf formiran na osnovu donesenih zakljucaka i ispravno

bojenje odgovarajuceg grafa.

V2

V3

a) b)

Slika 1.3: Primer radio-stanica kao korisnika radio-frekvencije i kolizije izmedu sta-
nica vy 1 vg; primer grafa kolizije konstruisanog na osnovu datih stanica.
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1.2.4 Alokacija registara procesora

Prilikom izvrSavanja programa u rac¢unaru potrebno je izvrsiti alokaciju registara
procesora. Ona podrazumeva dodeljivanje hardverskih registrara (kojih je kona¢no
mnogo) promenljivim. SmesStanje promenljivih u registre procesora, u odnosu na
smeStanje u RAM memoriji, ima niz prednosti koje doprinose brzem i efikasnijem
izvrSavanju programa. Naime, registri su najbrzi memorijski elementi procesora i
najblizi elementi procesoru. Pristupanje registrima gotovo je trenutno, dok pristu-
panje RAM memoriji zahteva viSe vremena zbog razli¢itih nivoa kes memorije i
fizicke udaljenosti od procesorskog jezgra. Ako se promenljive ¢esto koriste, sme-
Stanjem u registre smanjuje se potreba za stalnim pristupom RAM memoriji. To
moze smanjiti optereé¢enje memorije i olaksati njen brzi pristup drugim delovima
programa.

Najcesc¢i slucaj u praksi je onaj u kome postoji mnogo vise promenljivih ko-
jima treba dodeliti registre nego samih registara. Ovde postoji jedno ogranicenje:
odredene promenljive i izrazi ne smeju biti smeSteni u isti registar zbog konflikata
u vremenskom ili prostornom koris¢enju. Ukoliko za neke promenljive vazi da su
aktivne u istom delu koda a dodeljene su istom registru kazemo da su u konfliktu.
Koncept koji daje odgovor na pitanje kada dve promenljive mogu deliti isti registar
zove se koncept Zivotnosti promenljiih (eng. liveness concept). Ovaj koncept je klju-
¢an za efikasno upravljanje registrima, a govori o tome da dve promenljive mogu
deliti isti registar samo ako se njihovi Zivotni opsezi (eng. live ranges), kao periodi
u kojima su promenljive aktivne, ne presecaju. Cilj problema alokacije registara je
nekonfliktno dodeljivanje promenljivih registrima tako da se minimizuje broj pro-
menljivih kojima nisu dodeljeni registri, sto za ishod ima minimizaciju upotrebe
memorije i optimizaciju izvrSavanja programa. Pokazano je da ovaj problem moze
da se svede na problem bojenja grafova. U tom slucaju potrebno je predstaviti pro-
menljive i njihove medusobne zavisnosti grafom. Cvorovi predstavljaju promenljive,
dok grane predstavljaju njihove medusobne zavisnosti, odnosno konflikte. Zatim se
primenjuje algoritam bojenja grafa kako bi se promenljivima dodelile boje, odno-
sno u ovom sluc¢aju registri promenljivima. Algoritam bojenja primenjen nad ovako
definisanim grafom ¢e pridruziti jedno validno bojenje istom. Svakoj od boja u dobi-
jenom bojenju pridruzuje se jedan registar. Kao rezultat datog pridruzivanja nikoje
dve promenljive koje se koriste u okviru istog regiona neée biti pridruzene istom
registru.

Na slici 1.4, u delu pod a), dat je kod dela programa ¢ije je promenljive potreb-
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no dodeliti registrima. Promenljive su oznacene sa vy, vo, v3,v4 1 v5. Iste oznake su
iskoris¢ene za predstavljanje dela koda u kome su promenljive prisutne. Komande
oblika ,,v; <— ...” predstavljaju dodelu vrednosti promenljivoj v;, dok komande obli-
ka ,,...v;...” predstavljaju bilo kakvu operaciju koja se izvodi nad promenljivom v;.
Na primer, promenljiva vs se koristi od 4. do 9. linije koda i deo koda u kome je ona
aktivna je oznacen sa v3. Mozemo videti da se, na primer, delovi koda u kojima su
promenljive v; i vy aktivne ne preklapaju dok se delovi u kojima su vy i vy aktiv-
ne preklapaju. Ovo znaci da promenljive v; i v4 mogu biti prisutne u okviru istog
registra, dok za promenljive v; i v5 to ne bi trebalo da vazi. Na istoj slici, u delu
pod b), dat je graf koji modeluje konflikte izmedu promenljivih: v; — v5. Na graf je
primenjen algoritam bojenja koji je obojio graf sa tri boje. Shodno ovim bojama,
obelezenim brojevima 1, 2 1 3, promenljivim ¢e biti dodeljena 3 registra indeksirana
brojevima 1, 2 i 3. Na primer, promenljivoj vy je dodeljena boja indeksa 2 i registar
indeksa 2.

1) v, <. Colour /
(2) v, ¢ . }’z Register
(3) ..v, !

(4) v, ¢ n O 1

(5) vy ..

(6) vy« .. ﬁ3} . 2
(7) vs < ...

(8) ...vy... . Vg . 3
(9) ..vy... _
(10) ... vq ...

Slika 1.4: Primer grafa pridruzenog promenljivim i njima pridruZeni registri/boje
(preuzeto iz [4]).
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Osnovni pojmovi

2.1 Definicije osnovnih pojmova

Definicija 2.1.1. Usmereni graf (eng. ordered graph) G je uredeni par dva skupa
G = (V, E), gde je V neprazan i konac¢an skup, a E podskup Dekartovog proizvoda
V x V. Skup V grafa G = (V, E) se naziva skupom ¢vorova (eng. vertex set) dok se

skup F naziva skupom grana (eng. edge set).

Definicija 2.1.2. Nesmereni graf (eng. unordered graph) G je uredeni par dva skupa
G = (V,E), gde je V neprazan i konacan skup, a E skup dvoé¢lanih podskupova
skupa V.

Cesto se za skup ¢vorova V' uzima neki konac¢an podskup skupa prirodnih bro-
jeva. Na taj nacin dobijamo i numeraciju ¢vorova grafa, $to je najceséi slucaj obe-
lezavanja ¢vorova grafa. Cvorovima i granama grafa Cesto se pripisuju neka vazna
svojstva. Najcesca svojstva koja se pripisuju granama i ¢vorovima su tezina grane i
boja ¢vora. U ovom radu fokus ¢e biti na odredivanju pravilnog nacina za bojenje

¢vorova grafa uz odgovarajuca ogranicenja.

Definicija 2.1.3. U usmerenom grafu G = (V, E) kazemo da je ¢vor v sused (eng.
neighbour) ¢vora u ako vazi da je (u,v) € E. Na slican na¢in se definiSu susedni
¢vorovi u neusmerenim grafovima - u 1 v su susedni ako vazi da je {u,v} € E. U
slu¢aju da su ¢vorovi u i v u neusmerenom grafu susedni tada kazemo da je ¢vor u

sused ¢vora v i da je v sused ¢vora wu.
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Primetimo da za usmerene grafove ne vazi da ako je u sused ¢vora v da je v
sused ¢vora u. Za ¢vorove u neusmerenom grafu koji su susedni se Cesto kaze i da

su povezani granom (eng. connected by an edge).

Definicija 2.1.4. Stepen ¢vora v u neusmerenom grafu G (eng. node degree), u
oznaci deg(v), je broj ¢vorova koji su susedi sa ¢vorom v. Maksimalni stepen ¢vora

u grafu G oznacava¢emo sa A(G), a minimalni stepen ¢vora u G sa 6(G).
Na slici 2.1 prikazan je graf za koji vazi §(G) = 11 A(G) = 3.

Definicija 2.1.5. Put (eng. path) u grafu G je niz ¢vorova u kome je svaki par
uzastopnih ¢vorova medusobno povezan. Put predstavlja putanju kojom se moze

kretati kroz graf prateéi njegove grane i pose¢ujuci ¢vorove u odredenom redosledu.

Definicija 2.1.6. Ciklus (eng. cycle) u grafu G je put u G koji poéinje i zavrsava se
istim ¢vorom. Dakle, ciklusi su zatvoreni putevi u grafovima. Ako graf nema cikluse

u sebi kazemo da je on aciklican (eng. acyclic).

Slika 2.1: Primer ciklusa u grafu

Na slici 2.1 prikazan je neusmeren graf koji sadrzi ciklus duzine 4: [1 — 2 —
3 — 4 — 1]. Dati ciklus je podebljan na slici. Kao primere puteva koji nisu ciklusi
navodimo dva puta od ¢vora sa oznakom 1 do ¢vora sa oznakom 5: [1 — 2 — 5] i

1—-4—3—=2-=5]

Definicija 2.1.7. Povezan graf (eng. connected graph) je graf u kome izmedu svaka

dva ¢vora postoji put.
Definicija 2.1.8. Stablo (eng. tree) je povezan aciklicni graf.

Definicija 2.1.9. Suma (eng. forest) je bilo koji acikli¢ni graf.



GLAVA 2. OSNOVNI POJMOVI

a) b)

Slika 2.2: Primer stabla i Sume

Drugim re¢ima, $uma je disjunktna unija stabala. Na slici 2.2, u delu pod a),

prikazan je primer stabla dok je u delu pod b) prikazan primer Sume.

Definicija 2.1.10. Neka je G = (V, E)) neusmereni graf i neka je V' C V. Indukovani
podgraf (eng. induced subgraph) grafa G = (V,E) je graf G' = (V' E') gde je
E' = {(u,v)|(u,v) € E, u,v € V'}. Kazemo da je podgraf G’ indukovan skupom
V.

Definicija 2.1.11. Nezavisan skup cvorova (eng. independent set) grafa G = (V. F)
je podskup S skupa ¢vorova V' za koji vazi da nikoja dva ¢vora iz skupa S nisu

susedna u grafu G.

Na slici 2.3, u delu pod a), dat je graf koji sadrzi 6 ¢vorova koji su numerisani
brojevima od 1 do 6. U odnosu na dati graf navodimo neke od nezavisnih skupova:
S1=1{1,3,6}, So = {2,5} i S5 = {4}. Na istoj slici, u delu pod b), vidimo podgraf
datog grafa koji je indukovan skupom ¢vorova {1, 2, 3,4, 5}.

Definicija 2.1.12. Kompletan graf (eng. complete graph) je graf G = (V,E) u
kome su svaka dva ¢vora u,v € V medusobno povezana granom. Za kompletan graf

sa n ¢vorova koristimo oznaku K.

Definicija 2.1.13. Klika (eng. clique) u neusmerenom grafu G = (V, E) je skup
¢vorova V! C V takav da za svaka dva ¢vora u, v € V'’ vazi da su medusobno

povezani granom.



GLAVA 2. OSNOVNI POJMOVI

Na slici 2.4, u delu pod a), prikazan je jedan kompletan K, graf. Na istoj slici,
u delu pod b), prikazan je graf sa skupom ¢vorova V' = {1,2,3,4,5}. Jednu kliku u
datom grafu ¢ini skup ¢évorova C' = {1,2,3,4}.

a) b)

Slika 2.3: U delu pod a): primeri nekih nezavisnih skupova ¢vorova u grafu (S; =
{1,3,6}, So = {2,5} 155 = {4}). U delu pod b): podgraf grafa iz dela pod a), a koji
je indukovan skupom ¢vorova {1,2,3,4,5}

a) b)

Slika 2.4: Primer kompletnog grafa i grafa koji sadrzi kliku veli¢ine 4

Definicija 2.1.14. Bipartitni graf (eng. bipartite graph) je graf ¢iji se ¢vorovi mogu

podeliti u dva disjunktna skupa U i V' tako da svaka grana iz skupa E povezuje jedan
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¢vor iz skupa U sa jednim ¢vorom iz skupa V. Za bipartitan graf tada koristimo
notaciju G = (U, V, E).

Na slici 2.5 prikazan je jedan bipartitan graf. Sa U i V su oznaceni partitivni

skupovi datog grafa.

Slika 2.5: Primer bipartitnog grafa

Definicija 2.1.15. Izomorfizam (eng. isomorphism) grafova G = (V,E) i G’ =
(V') E’) je bijekcija f : V — V' takva da vazi:

Vu,v € V)((u,v) € E) <> (f(u), f(v)) € E').

Kazemo da su grafovi izomorfni (eng. isomorphic) ako postoji izomorfizam izmedu
njih.

Izomorfne grafove mozemo poistovetiti, s obzirom na to da imaju ista svojstva.
Definicija 2.1.16. Bojenje grafa predstavlja dodeljivanje boja ¢vorovima grafa tako
da nikoja dva susedna ¢vora grafa nisu obojena istom bojom.

Takode, bojenje moze da se shvati i kao funkcija: f : V' — Colors = {c1,¢a, ..., ¢k}

za koju vazi (u,v) € E = f(u) # f(v), gde je sa Colors oznacen skup boja koje se

dodeljuju ¢vorovima.

Bojenje jos moze da se shvati i kao dodeljivanje prirodnih brojeva ¢vorovima.

Cesto se zahteva da iskorisceni broj boja za bojenje grafa bude minimalan.

11
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Definicija 2.1.17. Najmanji broj boja potreban za bojenje datog grafa naziva se

hromatski broj grafa i oznacava se sa x(G).

Na slici 2.5 prikazano je 2-bojenje bipartitnog grafa. Hromatski broj svakog

bipartitnog grafa iznosi 2.

Definicija 2.1.18. Optimalno bojenje (eng. optimal coloring) grafa G = (V, E) je
ono bojenje koje koristi x(G) boja.

Na slici 2.6 prikazano je jedno 3-bojenje grafa. Hromatski broj datog grafa je
3, jer dati graf nije moguce obojiti sa dve boje posto sadrzi trouglove (tri ¢vora

medusobno povezana granama). Ovo jeste jedno optimalno bojenje grafa.

Slika 2.6: Primer optimalnog bojenja grafa

Sluc¢ajan graf (eng. random graph) G = (V, E), gde je V. = {v1,va,...,0,}, je
graf za koji vazi da je za bilo koja 2 ¢vora v;,v; € V (gde je i < j < n) verovatnoca
da izmedu njih postoji grana jednaka p, gde je p € (0,1). Za razli¢ite vrednosti

parametra p dobijaju se grafovi sa razli¢itim ocekivanim brojem grana. Na primer,

1 (n—1) _ n(n—1)
2 2 4

da se pri ovakavom odabiru parametra p mogu dobiti jako gusti grafovi.

ukoliko je p = 5 ocekivani broj grana u grafu je jednak % . . Primetimo

2.2 SlozZenost problema bojenja grafova

U ovom radu ¢emo razmotriti konstrukciju heuristika za bojenje grafova. Pritom

¢emo nastojati da konstruisano bojenje bude $to blize optimalnom bojenju grafa.

12
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Odredivanje hromatskog broja grafa predstavlja jedan od 21 problema koji se
nalaze na poznatoj Karpovoj! listi NP-kompletnih problema, formulisanoj 1972.
godine [1]. Stoga, odredivanje hromatskog broja grafa kao i optimalnog bojenja
grafa nisu jednostavni problemi. Tokom godina razvijene su brojne heuristike za
odredivanje bojenja grafa koje ne garantuju dobijanje optimalnog bojenja, ali daju
prilicno dobre rezultate. Vremenom su razvijeni i razni randomizovani algoritms
(eng. randomized algorithms) koji daju odli¢ne rezultate kako po pitanju vremena
izvrSavanja tako i po pitanju broja iskoris¢enih boja.

Jedan od mogucih nac¢ina za ubrzanje ovakvih algoritama je njihova paralelizaci-
ja. Treba imati na umu da paralelizacija ne moze NP-kompletan problem pretvoriti
u problem iz klase P. Naime, paralelizacija algoritma moze dovesti do ubrzanja
izvrSavanja na paralelnim arhitekturama ili smanjiti vreme izvrSavanja za odrede-
ne instance problema, ali to ne menja sustinsku slozenost problema. NP-kompletni
problemi smatraju se teskim za resavanje u opStem slucaju, bez obzira na to da li

koristimo paralelne ili sekvencijalne algoritme.

2.3 Osnovna tvrdenja vezana za bojenje grafova

Definicija 2.3.1. Planarni grafovi (eng. planar graphs) su oni grafovi koji se mogu
nacrtati u ravni tako da im se grane ne seku. Preciznije, zahteva se da je graf moguce
predstaviti u ravni tako da zajednicka tacka dve grane moze biti samo ¢vor koji
predstavlja zajednicku krajnju tacku tih grana. Ako je planaran graf predstavljen
na opisan nac¢in u ravni, on deli ravan na vise kona¢nih zatvorenih oblasti i jednu

beskonac¢nu oblast.

Na slici 2.7, u delu pod a), dat je primer neplanarnog grafa. Na istoj slici, u
delu pod b), prikazan je graf koji se dobija uklanjanjem jedne grane iz grafa koji je
prikazan u delu pod a). Graf dat na istoj slici, u delu pod c), je o¢igledno planaran.
Primetimo da su grafovi prikazani u delu pod b) i pod c¢) izomorfni, pa je i graf

prikazan u delu pod b) planaran.
Teorema 2.3.1. Svaki planarni graf je 4-obojiv.

Dokaz prethodno navedene teoreme ne¢emo navoditi. Detalji dokaza se mogu

pronadi u [2].

'Richard Manning Karp, ameri¢ki nau¢nik, poznat po istraZivanjima u oblasti teorije algori-
tama
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Tvrdenje ove teoreme nam moze pomoc¢i da procenimo resSenja dobijena razli-
¢itim heuristikama za bojenje grafova. Naime, teorema kaze da je hromatski broj
planarnog grafa najvise 4. Ukoliko konstruisana heuristika za bojenje grafova oboji
planarni graf sa mnogo vise od ¢etiri boje, to znaci da postoje moguénosti za dalja

unapredenja heuristike.

Slika 2.7: Primer neplanarnog grafa i dva (izomorfna) planarna grafa

Teorema 2.3.2. Za svaki povezani graf G vazZi: x(G) < A(G) + 1, gde je A(G)

maksimalni stepen c¢vora u grafu G.

U najgorem slucaju, kada su svi susedi ¢vora v obojeni razli¢itom bojom, potreb-
no je iskoristiti deg(v) + 1 boja za bojenje ¢vora v zajedno sa njegovim susedima.
Broj deg(v) + 1 je odozgo ogranicen sa A(G) + 1, pa iz te ¢injenice sledi i zaklju¢ak
teoreme. Ova teorema se moze koristiti u slicnom kontekstu kao i prethodno nave-
dena teorema. Ukoliko konstruisana heuristika za bojenje povezanog grafa G koristi
dosta vise od A(G) +1 boja, to znadi da treba razmotriti na koji na¢in bi heuristika
mogla biti unapredena.

Navedimo jo§ par zanimljivih tvrdenja koja se ti¢u bojenja grafova:

1. Vazi nejednakost: 0 < x(G) < n, gde je n = |V|.

2. Jedini grafovi koji su obojivi jednom bojom su grafovi bez grana.

3. Za kompletan graf K, sa n ¢vorova vazi x(K,) = n.

4. Ukoliko graf sadrzi kliku veli¢ine k onda za taj graf vazi: k < x(G) < n.
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5. Graf je 2-obojiv ako i samo ako je bipartitan. Jedini 2-obojivi grafovi su bi-

partitni grafovi. Stabla i Sume su 2-obojivi grafovi, jer su bipartitni grafovi.

6. Grafovi sa velikim brojem klika imaju visok hromatski broj dok obrnuto ne

mora da vazi.

Sva prethodno navedena tvrdenja su ocigledna, sem poslednjeg tvrdenja koje je

uvedeno neformalno, bez namere da se prikaze dokaz.

2.4 Reprezentacija grafova u rac¢unaru

Bez smanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da je graf sa kojim radimo usme-
ren. Sluc¢aj neusmerenog grafa se moze svesti na sluc¢aj usmerenog grafa tako $to
svaku granu neusmerenog grafa razmatramo kao dve grane usmerenog grafa, po
jednu u svakom smeru. Postoje dva ustaljena nacina za predstavljanje grafova u
racunaru: pomoc¢u matrice povezanosti i pomocu liste povezanosti.

Neka je [V| = n iV = {v1,va,...,v,}. Matrica povezanosti (eng. adjacency
matriz) grafa G je kvadratna matrica A = (a;;) reda n sa elementima a;; koji
su jednaki 1 ako i samo ako (v;,v;) € E, dok u suprotnom vazi da je a;; = 0.
Primetimo da vazi da je matrica A simetri¢na ako je graf G neusmeren. Nedostatak
predstavljanja grafa matricom povezanosti je u tome $to matrica uvek zauzima

2 nezavisno od toga koliko grana ima graf. Na slici 2.8 je dat

prostor veli¢ine n
primer neusmerenog grafa i njegove reprezentacije pomocéu matrice povezanosti.
Drugi na¢in reprezentacije grafa je pomocu liste susedstava (eng. adjacency list).
Svakom ¢voru grafa se dodeljuje povezana lista njegovih suseda - ¢vorova do kojih
postoji grana iz datog ¢vora. Graf se tada predstavlja nizom lista. Svaki element
niza sadrzi ime (indeks) ¢vora i pokaziva¢ na njegovu listu suseda. Na slici 2.9 je
dat primer usmerenog grafa i njegove reprezentacije pomocu liste povezanosti. Sa
matricama povezanosti je jednostavnije raditi. S druge strane, liste povezanosti su
efikasnije za grafove sa malim brojem grana. U praksi se Cesto radi sa grafovima
koji imaju znatno manje grana od maksimalnog moguceg broja grana, i tada je
efikasnije koristiti liste povezanosti. Dodavanje novog ¢vora u graf je jednostavnije u
sluc¢aju liste povezanosti nego u slu¢aju matrice povezanosti. Prednost reprezentacije
grafa pomoc¢u matrice povezanosti je u brzoj proveri postojanja grane u grafu -
za vreme O(1), dok u slucaju liste povezanosti to vreme iznosi O(|V]). Takode,

prednost matrica povezanosti je u brzom dodavanju i brisanju nove grane u graf -
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obe operacije se mogu obaviti za vreme O(1). U slucaju reprezentacije grafa pomocu
liste povezanosti, dodavanje nove grane u graf se moze obaviti za vreme O(1), dok se
brisanje grane iz grafa moze obaviti za vreme O(|V|). U slu¢aju reprezentacije grafa
pomocu liste povezanosti prolazak kroz sve grane u grafu zahteva O(|E|) operacija,

dok je u slu¢aju reprezentacije pomoc¢u matrice povezanosti potrebno |V | operacija.

o O =~ 4 -
G O G o T
A A O A A
-~ O =~ =~ o
o =~ o~ 4o o

Slika 2.8: Reprezentacija neusmerenog grafa pomoc¢u matrice povezanosti

CDRCEDD
CDRCDOD
CDRADDD
= O
DD

Slika 2.9: Reprezentacija usmerenog grafa pomocu liste povezanosti

2.5 Probabilisticki algoritmi

Probabilisticki algoritmi (eng. Probabilistic Algorithms) predstavljaju koncept
koji se bitno razlikuje od koncepta deterministickog algoritma. Deterministicki al-
goritmi se karakteriSu time S$to je njihov nacin izvrSavanja uvek isti za isti ulaz
algoritma. Takode, i rezultat rada ovakvih algoritama, odnosno izlaz algoritma, je
uvek isti za iste ulaze algoritma. Drugim recima, koraci algoritma su u potpunosti
odredeni ulazom algoritma. Kod probabilistickih algoritama koraci algoritma zavise

od ulaza algoritma i od nekih slucajnih promenljivih. Cesto korisceni termin za pro-
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babilisticke algoritme je randomizovani algoritmi (eng. randomized algorithms). Po-
stoje dve klase ovakvih algoritama: Monte Karlo i Las Vegas. Monte Karlo algoritmi
se karakterisu mogucénoséu dobijanja netacnog rezultata, obi¢no sa jako malom vero
vatnocom, ali im je vreme izvrSavanja bolje od najboljeg deterministickog algoritma
za reSavanje tog problema. Monte Karlo algoritam generiSe nasumicne instance pro-
blema i ra¢una reSenje za svaku od njih. Preciznost se moze povecéati pove¢anjem
broja generisanih instanci. Analizom ovakvih rezultata algoritam donosi zakljucak
ili daje procenu trazenog resenja.

S druge strane, Las Vegas algoritmi predstavljaju potpuno drugaciji koncept. Oni
su karakteristi¢ni po tome sto uvek daju ispravan rezultat, ako se algoritam zavrsi.
Kod Las Vegas algoritama postoji moguénost da se algoritam nikada ne zavrsi, ali
je verovatnoca za to obi¢no jako mala.

Monte Karlo algoritmi se po pravilu brze izra¢unavaju, ali bez garancije tac¢no-
sti. Sa druge strane Las Vegas algoritmi uvek daju tacan rezultat, ali ne postoji
garancija za vreme izvrSavanja. Probabilisticki algoritmi zahtevaju razumevanje te-
orije verovatnoce u kontekstu analize vremenske slozenosti. U tom smislu vremenska
slozenost algoritma se ¢esto posmatra kao slu¢ajna promenljiva T'(n). Tada je od
sustinskog znacaja za analizu algoritma pronalazenje njenog matematickog ocekiva-
nja E[T(n)]. Dodatno, ako je u pitanju paralelni algoritam, sve navedene velic¢ine

zavise od broja procesora p dostupnih algoritmu.

2.6 Modeli paralelnog izvrsavanja

Paralelizacija je moc¢an mehanizam za poboljSanje performansi algoritma kod
koga se tezi §to boljoj iskoris¢enosti postojeée arhitekture racunara. U slucaju se-
kvencijalnih algoritama, osnovne mere slozenosti pri ispitivanju algoritma su vreme
izvrSavanja algoritma i koli¢ina koris¢éene memorije. Kod paralelnih algoritama se,
pored vremena izvrSavanja i koli¢ine koriS¢ene memorije, vodi ra¢una o broju proce-
sora koje algoritam koristi. U praksi je broj procesora ogranicen, pa se mora voditi
rac¢una na koji nacin se koriste dati procesori.

Sledeé¢i vazan aspekt o kome se mora voditi rac¢una prilikom razvoja paralel-
nih algoritama je komunikacija izmedu procesora. Pod terminom udaljenost izmedu
procesora podrazumevamo fizicku udaljenost izmedu njih. Ona predstavlja bitan
faktor koji uti¢e na konstrukciju paralelnih algoritama - potrebno je organizovati

komunikaciju na efikasan nacin i svesti je na minimum kako bi se dobilo optimalno
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iskoriséenje resursa.

Na kraju, jako vazan aspekt je i sama sinhronizacija. Sinhronizacija (eng. sync-
hronization) kod paralelnih algoritama je proces koordinacije izvrSsavanja razli¢itih
niti ili procesa kako bi se osiguralo ispravno izvrSavanje algoritma. Bez odgovarajuce
sinhronizacije mogu se pojaviti problemi kao §to su uzajamno blokiranje (eng. de-
adlock) i narusavanje konzistentnosti podataka. Uzajamno blokiranje podrazumeva
situacije do kojih dolazi kada dve (ili vige) niti (ili procesa) ¢ekaju jedni druge da
zavrse sa izrac¢unavanjem da bi mogli da nastave sa radom. U takvim situacijama
dolazi do blokiranja njihovog rada jer ni jedna nit ne moze nastaviti rad. Narusava-
nje konzistentnosti podataka podrazumeva situacije u kojima prilikom istovremene
obrade istog podatka od strane vise niti, zbog nedostatka sinhronizacije, dolazi do
upisivanja neispravnog rezultata na memorijsku lokaciju.

Osnovni modeli paralelnih ra¢unara su SIMD i MIMD. SIMD (Single-Instruction
Multiple-Data) model predstavlja klasu paralelnih ra¢unara kod kojih vazi ograni-
¢enje da svi procesori u jednom koraku izvrsavaju jednu istu instrukciju (ali ne
nuzno nad istim podacima). Nasuprot tome, model MIMD (Multiple-Instruction
Multiple-Data) predstavlja klasu paralelnih rac¢unara kod koje je omoguéeno sva-
kom procesoru da izvrSava razli¢it program. U nastavku, sem ukoliko se eksplicitno

ne kaze drugacije, podrazumeva se da je re¢ o MIMD modelu.

2.7 Slozenost paralelnih algoritama

Kod sekvencijalnih algoritama vreme izvrSavanja algoritma zavisi od veli¢ine ula-
za algoritma i oznacava se sa T'(n). Kod paralelnih algoritama, sem veli¢ine ulaza
na vreme izvrSavanja algoritma utice i broj procesora koje algoritam ima na raspo-
laganju. Oznaka koju ¢emo koristiti za vreme izvrSavanja algoritma je T'(n,p), gde
je sa n oznacena veli¢ina ulaza, a sa p broj procesora. Ukoliko je paralelni algoritam
konstruisan kako treba onda ¢e sa porastom broja procesora p vrednosti T'(n,p)

padati.

Definicija 2.7.1. Ubrzanje algoritma (eng. algorithm acceleration) je odnos

gde je T'(n,1) = T'(n) vreme izvrSavanja najboljeg sekvencijalnog algoritma za re-

Savanje datog problema.
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Primetimo da vazi: 1 < S(p) < p i da je paralelni algoritam najefikasniji kada
je S(p) = p jer je tada vreme koje je potrebno sekencijalnom algoritmu (koji resava
isti problem) smanjeno p puta. U slucéaju da vaz S(p) = p kaZemo da algoritam

dostize savrseno ubrzanje.

Definicija 2.7.2. Efikasnost (eng. efficiency) paralelnog algoritma se definise izra-

z0o1m:

Sp) _ T 1)

EWMZZJ_WWM

Efikasnost je, dakle, odnos vremena izvrSavanja algoritma na jednom procesoru i
ukupnog vremena izvrSavanja algoritma na p procesora. Efikasnost ukazuje na udeo
procesorskog vremena koji se efektivno koristi u odnosu na sekvencijalni algoritam.
Za efikasnost vazi nejednakost:

1

< E(n,p) < 1.
p

Pri konstrukciji paralelnog algoritma se tezi maksimizaciji njegove efikasnosti. U
slucaju kada je E(n,p) = 1, paralelni algoritam obavlja istu koli¢inu ra¢unanja na
svim procesorima tokom svog izvrSavanja, Sto se poklapa sa koli¢inom rac¢unanja
potrebnom za izvrSavanje odgovarajuceg sekvencijalnog algoritma. Ukoliko vazi da
je E(n,p) = 1, kazemo da je postignuto optimalno iskoris¢enje procesora. lako je
ova osobina jako pozeljna, predstavlja redak slucaj. Naime, paralelni algoritmi su
po pravilu kompleksniji od sekvencijalnih algoritama i ¢esto moraju izvrsiti dodatna
izracunavanja koja nisu potrebna kod sekvencijalnih algoritma.

Cesto se prilikom konstrukcije paralelnog algoritma fiksira broj p procesora koji
su na raspolaganju, a zatim se izraz T'(n,p) minimizuje. Nedostatak ovog pristupa
je preosetljivost na promenu broja procesora p. Ovo naime znaci da bi pri promeni
broja procesora Cesto morao da se konstruiSe novi algoritam. Bolji pristup je kon-
struisati algoritam koji radi sa sto je vise moguce razli¢itih vrednosti parametra p.

Posmatrajmo sada algoritam koji ima osobinu 7T'(n, p) = X. Transforimisimo ga
u algoritam za koji ¢emo iskorisiti £ (gde je k& > 1) procesora umesto originalnih p.
Novi algoritam konstruisemo zamenom svakog koraka polaznog algoritma sa k novih
koraka. U okviru svakog koraka jedan procesor oponasa izvrsavanje jednog paralel-

nog koraka na k procesora. U tom sluc¢aju vazi:

p

T =
(TL, k

) = kX.
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Ovo znaci da ¢e vreme izvrSsavanja algoritma biti k puta vece ukoliko broj koris¢enih
procesora smanjimo na Z—,;. Drugim rec¢ima, moze se smanjiti broj procesora ne me-
njajuci bitno efikasnost algoritma. Medutim, ovaj pristup nije uvek primenljiv - u
opstem slucaju p ne mora biti deljivo sa k. Takode, donoSenje odluke koje procesore
treba imitirati jednim procesorom nije uvek jednostavna odluka.

Gorenavedeni princip imitiranja paralelizma (eng. parallelism emulation), pored

svih svojih nedostataka, predstavlja vrlo koristan koncept.

2.7.1 Modeli sa zajednickom memorijom

Modeli paralelnog izvrSavanja sa zajednickom memorijom (eng. shared memory)
podrazumevaju postojanje zajednicke memorije kojoj svi procesori imaju jednako
brz i ravnomeran pristup. Prethodno navedena pretpostavka predstavlja teorijski
koncept i nije ¢est slucaj u praksi. Postoje razni modeli sa zajednickom memorijom
¢ije se razlike ispoljavaju u nac¢inu na koji se reSavaju konflikti prilikom pristupa me-
moriji. U odnosu na to imamo modele sa blazim i modele sa strozijim kriterijumima
kada govorimo o dozvolama za istovremeno citanje i pisanje na istu memorijsku
lokaciju.

Osnovne komponente modela sa zajednickom memorijom su procesor i zajed-
nicka memorija. Svaki procesor ima svoje resurse i moze pristupiti zajednickoj me-
moriji za konstantno vreme. Pod pojmom memorijskog konflikta podrazumevamo
pokusaj istovremenog pristupa memoriji od strane dva (ili vise) procesora. Prilikom
konstrukcije paralelnih algoritama posebna paznja se mora obratiti na obradu po-
tencijalnih memorijskih konflikata. Ukoliko memorijski konflikti nisu obradeni na
ispravan nacin, ispravnost podataka kojima pristupaju razli¢iti procesori se ne mo-
ze garantovati. Naredni primer ilustruje kako neobradeni memorijski konflikt moze
ostaviti podatak u nekonzistentnom stanju. Pretpostavimo da je u registru R, upi-
sana vrednost promenljive X i neka ona iznosi 1. Neka procesori P; i P istovremeno
pristupaju registru R; sa zadatkom uvecanja vrednosti promenljive za 1. Vrednost
koja treba da bude upisana u registar R; nakon uvecanja od strane oba procesora

je 3. Medutim, u praksi je mogué sledeci niz akcija:
1. Procesor P; ¢ita vrednost iz registra R; koja iznosi 1.

2. Procesor P, cita vrednost iz registra Ry koja iznosi 1.
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3. Procesor P; uvetava vrednost registra R; za 11 tu vrednost upisuje u registar.

Tada je u registar R; upisana vrednost 2.

4. Pogto je procesor P, u trenutku oznacenim rednim brojem 2, proc¢itao vrednost
1 iz registra Ry, on tu vrednost uvecava za 1 i (umesto vrednosti 3) upisuje u

registar R; vrednost 2.

Prethodni primer ukazuje na to da se prilikom konstrukcije paralelnih algoritama
posebna paznja mora obratiti na deljene promenljive (na promenljive kojima razli¢iti
procesori mogu pristupati u isto vreme).

Modele sa zajednickom memorijom razlikujemo po tome kako obraduju memo-
rijske konflikte. Razlikujemo naredne modele: EREW, CREW i CRCW.

Model EREW (Exclusive-Read Exclusive- Write) se karakteriSe ograni¢enjem da
je u jednom vremenskom trenutku moguce da samo jedan procesor pristupa zajed-
nickoj memorijskoj lokaciji - da iz nje ¢ita ili da u nju upisuje neki sadrzaj.

Model CREW (Concurent-Read Exclusive-Write) dozvoljava da vise procesora
istovremeno ¢itaju sadrzaj sa iste memorijske lokacije, ali ne dozvoljava da dva pro-
cesora istovremeno pisu na istu lokaciju.

Kao najslabiji model, po pitanju restrikcija, izdvajamo CRCW model. Model
CRCW (Concurent-Read Concurent-Write) ne zadaje nikakva ograni¢enja za pri-
stup procesora memoriji. On se karakteriSe time Sto dozvoljava da vise procesora
istovremeno pisu na istu lokaciju samo ako zapisuju istu vrednost.

Postoji nekoliko metoda za obradu istovremenih operacija pisanja od strane vise
procesora. Kada dva procesora pokuSaju da istovremeno upisu razli¢it sadrzaj na
istu memorijsku lokaciju, takvo ponaSanje se smatra nevalidnim i zaustavlja izvr-
Savanje algoritma. Jedan od nacina za prevazilaZzenje ovog problema je dodeljivanje
prioriteta procesorima. U ovom slucaju, kada vise procesora zahteva istovremeni
pristup zajednickoj memoriji, dozvoljava se pristup procesoru sa najvisim rednim
brojem ili prioritetom. Drugi nacin za reSavanje istog problema je koris¢enje meha-
nizma katanca (eng. locks) ili semafora (eng. semaphore). Ovaj pristup obavezuje
procesore da zahtevaju i ¢ekaju na dozvolu za pristup memoriji, ¢ime se sprecavaju
istovremeni pristupi i konflikti. Kada jedan procesor pristupi memoriji, drugi pro-
cesori ¢e morati da sacekaju dok se resurs ne oslobodi. Ovaj pristup obezbeduje
bezbedan pristup zajednickoj memoriji, ali moze dovesti do potencijalnih problema

kao $to je na primer uzajamno blokiranje.
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Glava 3

Sekvencijalni algoritmi za bojenje

grafova

U ovom poglavlju ¢emo razmotriti nekoliko primera sekvencijalih heuristika za
reSavanje problema bojenja grafova. U radu neée biti razmatrani algoritmi za odre-
divanje bojenja koje koristi minimalni broj broja boja, nego heuristike koje u praksi
daju dobre rezultate. U nastavku ¢emo pretpostaviti da je dat neusmereni graf
G=(V,E), gde je V={vy,v9,...,0,}, E=A{e1,eq,...,en},n=|V]|im=|E|.

Kazemo da je kvalitet bojenja grafa zadovoljajuci ako se za bojenje koristi broj
boja priblizan broju boja koje koristi optimalno bojenje grafa. Prethodno navedena
definicija zadovoljavajuceg kvaliteta bojenja grafa, iako uvedena neformalno, vrlo je
intuitivna. Jedan od najboljih na¢ina za merenje kvaliteta bojenja jeste koriséenje
metrike definisane sa (G, ¢) = |Colors| — x(G), gde je ¢ bojenje grafa G ¢iji se kva-
litet meri, a C'olors skup boja koje koristi bojenje c. Medutim, problem odredivanja
njene vrednosti je tezak problem, s obzirom na to da je odredivanje vrednosti x(G)
NP-kompletan problem.

Neka je dat skup boja C' koje smo iskoristili za bojenje ¢vorova grafa. Tada boje
iz skupa C' mozemo numerisati brojevima. DefiniSemo indeks boje ¢; € C kao njen
redni broj (indeks boje ¢; je 7). Obi¢no numeraciju boja odreduje redosled dode-
ljivanja boja ¢vorovima - prvododeljena boja ima najnizi indeks, dok boja koja je

poslednja dodeljena ima najvisi indeks.
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3.1 Heuristike za bojenje jednog ¢vora

Pretpostavimo da struktura podataka koja predstavlja ¢vor grafa sadrzi polje
Color koje u sebi ¢uva boju ¢vora. Neka je inicijalna vrednost tog polja postavljena
na neku nevalidnu vrednost. Tu vrednost oznaci¢emo sa empty - ona ¢e sluziti kao
indikator da ¢vor nije obojen, tj. da mu je potrebno dodeliti boju. Pretpostavimo,
radi jednostavnosti, da su boje ¢vorova predstavljene prirodnim brojevima - tj. da
je vrednost polja C'olor strukture podataka koja predstavlja ¢vor grafa celobrojnog
tipa. Kazemo da je boja ¢ zabranjena za ¢vor v ako je neki njegov sused veé¢ obojen
tom bojom.

U nastavku je data heuritika za bojenje ¢vora v bojom sa minimalnom vred-
noséu indeksa tako da bojenje bude ispravno. Niz color Mask se koristi za ¢u-
vanje informacija o zabranjenim bojama koje se odnose na ¢vor v. Ukoliko vazi
colorMask|c] = false onda je boja ¢ zabranjena za ¢vor v. U suprotnom vazi
da je colorMask[c] = true, $to oznacava da se ¢vor v moze obojiti bojom c¢. Niz
color Mask je na pocetku heuristike inicijalizovan tako da sadrzi |V| elemenata, gde

je inicijalna vrednost svih elemanata postavljena na true.

Heuristika 1 Heuristika za odredivanje boje najmanjeg indeksa ¢vora v
Naziv heuristike: CalculateNodeColor(v, G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E), ¢vorv € V
for each w € Neighbours(v,G) do
color Mask|w.Color] = false
end for
¢ = min{i > 0 | colorMask[i] # false}
v.Color = ¢

3.2 Pohlepni algoritmi

Pohlepni algoritmi (eng. greedy algorithms) se karakterisu time Sto se u svakom
koraku pronalazi neko lokalno optimalno resenje problema. Na osnovu dobijenih
lokalnih resSenja se gradi krajnji rezultat - globalno optimalno reSenje problema.
Konstrukciju ovakvih algoritama treba razmotriti samo u sluc¢ajevima kada postoji
garancija da ¢e pronalazenje lokalnog optimalnog resenja na kraju dovesti do glo-
balno optimalnog resenja problema. U nastavku ¢e biti opisane naredne pohlepne
heuristike: First Fit, LDO, SDO i IDO.
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3.2.1 First Fit heuristika

First Fit heuristika je najjednostavnija i najbrza sekvencijalna heuristika za boje-
nje grafa, koja za bojenje grafa najcese koristi veliki broj boja. Ona pretpostavlja da
je fiksiran redosled kojim ¢ée évorovi biti poseéivani; neka je to redosled (vq, va, ..., vy,).
Neka su boje ¢vorova indeksirane brojevima: 1, 2, 3... Heuristika prolazi redom kroz
¢vorove u zadatom redosledu i svakom ¢voru dodeljuje najmanju po indeksu boju

kojom se on moze obojiti, a da pritom bojenje bude ispravno.

Heuristika 2 First Fit Heuristika bojenja
Naziv heuristike: FirstFit(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

1: forv =1tondo

2:  CalculateNodeColor(v;, G)

3: end for

Iako je heuristika dosta jednostavana i jako brza, kvalitet bojenja u odredenim
situacijama moze biti jako los. Na slici 3.1 su prikazana dva bojenja istog bipartitnog
grafa realizovana pomoc¢u First Fit heuristike. U delu pod a) dato je bojenje koje je
odredeno heuristikom First Fit prateéi redosled ¢vorova: vy, vs,. .., v19. Primetimo
da je ovo bojenje dosta loseg kvaliteta - graf je obojen sa pet boja. Na istoj slici, u
delu pod b), prikazano je bojenje odredeno First Fit heuristikom pratecéi redosled
évorova: vy, vs, Us, U7, Vg, Us, Vg, Ug, Ug, U19. OVo bojenje jeste jedno optimalno bojenje
datog grafa - iskoriséene su samo dve boje.

Upravo su bipartitni grafovi visokog maksimalnog stepena A(G) primer grafova
kod kojih First Fit heuristika moze dati bojenje loseg kvaliteta. Najbolji primer za
to su bipartitni grafovi kod kojih vazi: G = (U,V, E), U = {v1,v3,...,0,_1}, V =
{v9,v4,...,v,} 1 kod kojih je évor v; € U povezan sa svim ¢vorovima iz skupa V/
sem sa ¢vorom v;41, a n je paran broj. U najgorem sluc¢aju ova heuristika ¢e obojiti
takav graf sa § boja umesto sa dve boje. Taj scenario je za n = 10 ilustrovan na
slici 3.1, gde je n = 10.

U proseku First Fit heuristika za kratko vreme daje bojenje zadovoljavajuceg
kvaliteta. U radu [6] je dokazano da u slucaju sluc¢ajnih grafova ocekivani broj boja

koji First Fit heuristika iskoristi za bojenje nije veéi od 2x(G). U i-tom koraku

heuristika obavi deg(v;) operacija, pa je njena ukupna slozenost > deg(v;) = O(m).

=1
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Slika 3.1: Primer razli¢itih bojenja istog grafa dobijenih pomocéu First Fit heuristike
pracenjem razli¢itih redosleda ¢vorova

3.2.2 Opsta pohlepna heuristika

Pohlepne heuristike karakterise koriséenje strategije za izbor ¢vora iz skupa neo-
bojenih ¢vorova. Odgovarajucu strategiju zovemo strategija izbora. Izabranom ¢voru
se tada dodeljuje boja tako da bojenje bude ispravno. Uz odgovarajuée odabranu
strategiju izbora, u opstem sluc¢aju mozemo dobiti bolje rezultate nego u slucaju

kada koristimo First Fit heuristiku.

Heuristika 3 Opsta pohlepna heuristika

Naziv heuristike: GreedyColoring(G)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

U=V

while U # () do
[zabrati ¢vor v € U koristeé¢i odgovarajucu strategiju izbora
Calculate N odeColor(v, G)
U=U\{v}

end while

Za grafove sa maksimalnim stepenom A mozemo dati gornju granicu broja boja
koje heuristika koristi za bojenje. Naime, u svakoj iteraciji while petlje naredni ¢vor
koji treba obojiti ima najvise A suseda te ga sigurno mozemo obojiti bojom koja
ima jedan od indeksa iz skupa: {1,2,..., A + 1}. Stoga, ovakve heuristike koriste
najvise A+1 boja za bojenje grafa. Postoje razne strategije za izbor narednog ¢vora.
U zavisnosti od strategije koju izaberemo mozemo dobiti, u opStem sluc¢aju, manje
ili vise efikasne heuristike za bojenje. U nastavku ¢e biti opisane razne strategije

izbora narednog ¢vora.
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Pretpostavimo da su ¢évorovi vy, vs, ..., 0,1 obojeni u prethodnoj fazi nase po-
Y 7 )
hlepne heuristike. Razmotrimo na koji na¢in mozemo odabrati naredni ¢vor i dobiti

odgovarajuce nove heuristike.

3.2.3 Sortiranje po stepenu opadajuce

Sortiranje po stepenu opadajuée (eng. Largest Degree Ordering (LDO)) je jedan
od prvo predstavljenih kriterijuma izbora ¢vorova. Naredni ¢vor v; biramo tako da
ima najveci stepen medu svim neobojenim ¢vorovima. Ovo znaci da je pre pocetka
bojenja redosled u kome ¢e ¢vorovi biti bojeni u potpunosti odreden - sortiranjem
niza ¢vorova po njihovom stepenu opadajuce. Nakon odredivanja redosleda bojenja
¢vorova, tekuci ¢vor v; bojimo tako Sto mu dodeljujemo boju najmanjeg indeksa
tako da bojenje bude ispravno. Ova strategija daje bolje rezultate u smislu kvaliteta
bojenja nego First Fit heuristika. Primetimo da ovu heuristiku mozemo implemen-
tirati tako da ima slozenost O(m).

Na slici 3.2 je ilustrovan rad prethodno opisane heuristike po iteracijama. Na
svakom grafu je pored ¢vora prikazan broj koji predstavlja njegov stepen. Na istoj
slici, pod a) je prikazan neobojeni graf. U svakoj narednoj iteraciji (na istoj slici u
delovima pod b), ¢), d), e), f) i g)) pored prethodno obojenih ¢vorova je obojen jos
jedan ¢vor - onaj koji je medu neobojenim ¢vorovima na kraju prethodne iteracije

imao maksimalni stepen.

Slika 3.2: Primer bojenja grafa pomoc¢u LDO heuristike
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Heuristika 4 LDO heuristika
Naziv heuristike: LDO(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
1. A=ToArray(V)
2: Per formDescendingSort ByDegree(A)

3: fori=1ton do

4: V= A[Z]
5. CalculateNodeColor(v, Q)
6: end for

U ovakvoj implementaciji LDO heuristike (Heuristika 4) pomoc¢na funkcija To-
Array (V') skup ¢vorova V' pretvara u niz ¢vorova A kome mozemo lako da pristupi-
mo na osnovu indeksa i. Pomo¢na funkcija Per formDescendingSort ByDegree(A)

sortira niz ¢vorova A opadajuée po stepenu.

3.2.4 Sortiranje po stepenu zasi¢enja

Sortiranje po stepenu zasicenja (eng. Saturation Degree Ordering (SDO)) je he-
uristika nastala sa namerom da se obezbedi drugaciji kriterijum izbora u odnosu
na onaj koji koristi LDO heuristika tako da dobijemo kvalitetnije bojenje u odnosu
na LDO heuristiku. DefiniSemo stepen zasicenja (eng. saturation degree) ¢vora kao
broj razli¢ito obojenih ¢vorova koji su susedni ¢voru v;. U i-tom koraku heuristike
¢vor v; biramo kao ¢vor maksimalnog stepena zasi¢enja i ¢voru v; dodeljujemo boju
minimalnog indeksa tako da bojenje bude ispravno. Na slici 3.3 je ilustrovan primer
¢vora v koji ima stepen zasi¢enja dva. Njegov sused sa oznakom z nije obojen, susedi
v1 1 U9 su obojeni zutom bojom, dok je njegov susedni ¢vor vs obojen zelenom bojom
- susedi ¢vora v su obojeni u dve razli¢ite boje pa stepen zasic¢enja ¢vora v iznosi dva.
Ova heuristika pruza kvalitetnije bojenje od prethodno opisane LDO heuristike, s
obzirom na to da prvo boji one ¢vorove koji medu svojim susedima imaju najvise
prethodno obojenih ¢vorova koji su obojeni razli¢itim bojama. LDO heuristika na-
kon sortiranja ¢vorova po stepenu opadajuce obraduje ¢vorove u fiksnom redosledu,
Sto moze odvesti ka bojenju loSijeg kvaliteta jer se prilikom odlucivanja koji ¢e ¢vor
sledeéi biti obojen u razmatranje ne uzimaju ¢vorovi koji su trenutno obojeni. SDO
heuristika prevazilazi problem obrade u fiksnom redosledu. Naredni ¢vor koji treba
obojiti se bira dinamic¢ki, na osnovu rezultata parcijalnog bojenja koje smo dobili

u prethodnoj iteraciji (u prethodnom koraku heuristike). Ova heuristika se moze
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implementirati tako da ima slozenost O(n?).

Na slici 3.4 je ilustrovan primer bojenja grafa pomocéu SDO heuristike. U delu
pod a) je prikazan neobojeni graf. U delovima pod b), ¢), d), e), f) i g) su, redom,
ilustrovani koraci bojenja grafa - iteracije heuristike. lako je kvalitet bojenja isti
kao i u primeru bojenja pomocéu LDO heuristike sa slike 3.2, primetna je razlika u

redosledu bojenja ¢vorova.

X v, Vs V3

Slika 3.3: Primer grafa ¢iji ¢vor v ima stepen zasi¢enja 2 i stepen incidencije 3
l a) % { b) % l c) 1— I d) %
I e) E I f) E I g) E
Slika 3.4: Primer bojenja grafa pomoc¢u SDO heuristike

U pseudokodu SDO heuristike (Heuristika 5), koji je dat u nastavku, ¢vor
InvalidNode ¢ V predstavlja inicijalnu vrednost promenljive mazSaturationDe-
greeNode. saturationDegreeByNode predstavlja mapu u kojoj su kljucevi ¢vorovi, a
njihove vrednosti u mapi su odgovarajuéi stepeni zasi¢enja. Ovu mapu koristimo ka-
ko bismo u svakoj iteraciji spoljne while petlje pronasli ¢vor sa najveéim stepenom

zasi¢enja. Funkcija ToZeroValueMap(U), koja za ulaz ima skup ¢vorova U, kreira
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mapu u kojoj ¢e kljucevi biti ¢vorovi skupa U, dok inicijalna vrednost svakog ¢vora
u mapi iznosi 0. Ovu funkciju koristimo kako bismo mapi saturation Degree By N ode
dodelili inicijalnu vrednost i na taj nacin postavili inicijalni stepen zasi¢enja svih
¢vorova na vrednost 0. Nakon §to je u spoljnoj iteraciji while petlje odreden i obojen
¢vor sa maksimalnim stepenom zasi¢enja - maxSaturationDegreeNode, potrebno
je azurirati stepene zasi¢enja svih njegovih suseda u grafu G. Drugim re¢ima, po-
trebno je azurirati saturationDegree ByNode mapu tako Sto ¢e se za svaki sused ¢vora
maxIncidencyDegreeN ode izra¢unati novi stepen zasi¢enja (kao broj razli¢ito obo-
jenih ¢vorova - suseda) i informacija upisati u saturationDegree ByNode mapu. Ovaj
posao obavlja foreach petlja u liniji pod redim brojem 14 SDO heuristike (Heu-
ristika 5). Pomo¢na funkcija Colors(X) kao ulaz ima skup ¢vorova X a na izlazu

daje skup boja kojima su obojeni ovi ¢vorovi skupa X.

Heuristika 5 SDO heuristika
Naziv heuristike: SDO(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
. U=V
2: saturationDegree ByNode = ToZeroValueMap(U)

3: while U # () do
4:  maxSaturationDegree = —1
5. mazxSaturationDegreeNode = InvalidNode

6: for each v in U do

7 saturationDegree = maxSaturationDegreeN ode[v]
8: if saturatonDegree > maxSaturationDegree then
9: maxSaturationDegreeNode = v

10: mazxSaturationDegree = saturationDegree

11: end if

12:  end for

13:  Clalculate NodeColor(maxSaturationDegreeNode, G)
14:  for each v in Neighbours(maxIncidencyDegreeNode, G) do

deg(v)
15: neighbourColors = |J Colors(Neighbours(v;, G))
i=1
16: saturationDegree ByNode[v] = |neighbourColors \ {emptyColor}|

17  end for

18: U = U\ {mazSaturationDegreeNode}
19: end while
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3.2.5 Sortiranje po stepenu incidencije

Sortiranje po stepenu incidencije (eng. Incidence Degree Ordering (IDO)) pred-
stavlja modifikaciju prethodno navedene heuristike. DefiniSemo stepen incidencije
¢vora kao broj njegovih suseda koji su obojeni. U i-toj iteraciji petlje, za ¢vor v;
biramo onaj ¢vor ¢iji je stepen maksimalan u podgrafu grafa G indukovanim sku-
pom ¢&vorova {vy,vg, ..., v;—1} U {v;}. Drugim re¢ima, u i-tom koraku heuristike se
bira ¢vor v; sa najveéim stepenom incidencije medu ostalim, neobojenim ¢vorovima.
Na slici 3.3 ¢vor v ima stepen incidencije tri, s obzirom na to da ima tri obojena
suseda - vy, vy 1 v3, 1 jednog suseda (¢vor z) koji nije obojen. Ova heuristika se moze
implementirati u vremenu O(m) - linearno po broju grana grafa G.

Slika 3.5 prikazuje kako se razlikuje proces izbora ¢vora za bojenje u trenutnoj
iteraciji SDO heuristike i IDO heuristike. U delu pod a) je prikazan parcijalno
obojen graf. Na istoj slici, u delu pod b), je prikazan rezultat rada jedne iteracije
SDO heuristike. Na istoj slici, u delu pod c¢), je prikazan i rezultat rada jedne iteracije
IDO heuristike. Primetimo da je, u ovom sluc¢aju, SDO heuristika odabrala drugaciji

¢vor za bojenje u odnosu na onaj koji je odabrala IDO heuristika.

a) b) SDO: c) IDO:

Slika 3.5: Ilustracija razlike izmedu SDO heuristike i IDO heuristike

U praksi se pokazalo da SDO heuristika gotovo uvek daje bolji kvalitet bojenja
u odnosu na IDO heuristiku, dok IDO heuristika ima kraée vreme izvrSavanja u od-
nosu na SDO heuristiku. Heuristike koje koriste svojstva stepena ¢vorova u grafu su
najcesce koris¢ene sekvencijalne heuristike za bojenje grafova. Razlog za to su nji-
hova jednostavnost i relativno dobre performanse. U nastavku su dati pseudokodovi
za dve prethodno predstavljene heuristike bojenja.

Implementacija IDO heuristike (Heuristika 6) je vrlo sli¢na implementaciji SDO
heuristike. Sustinska razlika je u tome $to se umesto stepena zasi¢enja u svakoj ite-

raciji spoljne while petlje (pomocéu mape incidencyDegreeByNode) pronalazi ¢vor
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mazIncidencyDegreeNode sa maksimalnim stepenom incidencije. Nakon §to je u te-
kucoj iteraciji spoljne while petlje odreden i obojen ¢vor mazIncidencyDegreeNode,
potrebno je azuritati vrednosti stepena incidencije svih njegovih suseda. Drugim re-
¢ima, potrebno je uvecati za 1 stare vrednosti prethodno pomenutih ¢vorova-suseda

u mapi incidencyDegree ByNode.

Heuristika 6 IDO heuristika
Naziv heuristike: IDO(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
. U=V
2: incidencyDegree ByNode = ToZeroV alue Map(V')

3: while U # () do
4:  mazxIncidencyDegree = —1
5. mazxIncidencyDegreeNode = InvalidN ode

6: for each v in U do

7: incidencyDegree = incidencyDegree By N ode[v]

8: if incidencyDegree > maxIncidencyDegree then
9: maxIncidencyDegreeNode = v

10: maxIncidencyDegree = incidencyDegree

11: end if

12:  end for

13:  Calculate NodeColor(mazIncidencyDegreeNode, G)

14:  for each v in Neighbours(maxIncidencyDegreeNode,G) do
15: incidencyDegree By N ode[v]++

16: end for

17. U=U \ {maxIncidencyDegreeNode}
18: end while

3.3 Heuristike bazirane na odabiru nezavisnih

skupova ¢vorova

Glavna ideja kojom se vodimo pri konstrukciji heuristika ovog tipa je da na
dobar nacin odaberemo nezavisne skupove [y, I, ..., I} ¢vorova datog grafa. Kada

odaberemo takve skupove koristi¢emo ¢injenicu da se svi ¢vorovi u okviru neza-
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visnog skupa [; mogu obojiti istom bojom, s obzirom na to da izmedu ¢vorova u
datom skupu ne postoji grana. Posto su svi skupovi /;, gde je 1 < j < k, medusobno
nezavisni, za bojenje grafa ¢e se iskoristiti £ boja.

Od sustinske vaznosti ¢esto je nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa (eng. ma-
zimal independent set) u grafu. Algoritmi za nalazenje ovakvih skupova su najcesce
osnova za algoritme bojenja koji se baziraju na odabiru nezavisnih skupova. Dokaza-
no je da je problem nalazenja maksimalnog nezavisnog skupa u grafu NP-kompletan
problem. Stoga, u sluc¢aju algoritama za bojenje koji se baziraju na odabiru nezavi-
snih skupova ¢emo morati da koristimo razne heuristike za odredivanje nezavisnih
skupova kako bismo se osigurali da algoritam ima zadovoljavajucée performanse. Ve-
oma Cesto se za nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa u grafu koriste pohlepne
heuristike. Pohlepna heuristika postepeno, u iteracijama, gradi rezultat tako $to u
svakoj iteraciji (koriste¢i precizno definisan kriterijum izbora) odabere jedan évor,
proglasi ga za favorita i unira ga sa prethodno odabranim ¢vorovima. Opsta po-
hlepna heuristika za nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa u grafu je data u
nastavku.

U pseudokodu heuristike GreedyMIS(G) (Heuristika 7), skup U predstavlja skup
¢vorova koji se trenutno razmatraju kao kandidati za ¢vorove koje ¢e sadrzati re-
zultujuéi nezavisni skup ¢vorova I. G' = G[U]| predstavlja podgraf grafa G koji je
indukovan ¢vorovima iz skupa U. Petlja ¢e iterirati sve dok je graf G’ neprazan,
odnosno, dok je skup ¢vorova-kandidata U neprazan. Funkcija Neighbours(v, Q)
izrac¢unava skup ¢vorova koji predstavljaju susede ¢vora v u grafu GG, koji ne mogu
pripadati skupu I. Skup X je pomo¢ni skup koji koristimo za azuriranje skupa U.

Postoje primeri grafova za koje heuristika GreedyMIS(G) radi sporo. Medutim, u
prose¢nom slu¢aju heuristika pokazuje dobre rezultate. Ovu heuristiku (upotrebom
reda sa prioritetom) moZzemo implementirati tako da ima slozenost O(|V] - log [V]).
Ispostavlja se da je heuristika jako koristna u slucaju grafova sa malim maksimal-
nim stepenom A. Ako je maksimalni stepen ¢vora u grafu A, onda ¢e svaki korak
heuristike smanjiti graf za ne vise od A + 1 ¢vorova. Stoga ¢e ovaj metod pronaci
nezavisan skup veli¢ine bar [ 575 1.

Jedan od mogucih nacina za poboljSanje ove heuristike je strategija biranja tako-
zvanih nezavisnih skupova minimalnog stepena (eng. independent sets with minimal
degree). Ona podrazumeva da se, prilikom odabira ¢vorova za obradu, prednost daje
onim ¢vorovima grafa koji imaju najmanji stepen. U svakoj iteraciji while petlje

uzimamo ¢vor najmanjeg stepena koji je nezavisan od ostalih ¢vorova skupa I i do-
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dajemo ga u skup I. Motivacija za primenu ove strategije lezi u ¢injenici da odabir
¢vorova niskog stepena minimizuje skup X i samim tim smanjuje broj ¢vorova koje

ne¢emo razmatrati kao potencijalne ¢lanove nezavisnog skupa I.

Heuristika 7 Pohlepna heuristika za nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa u
grafu
Naziv heuristike: GreedyMIS(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
Izlaz: Maksimalni nezavisni skup ¢vorova I u grafu G

1. [=10
U=V
G =G
while G’ # () do

Izaberi ¢vor v iz skupa U

I =1U{v}

X = {v} U Neighbours(v,G’)

U=U\X

G' = G[U]
end while
: return [

—_ =
— O

Pretpostavimo da je data heuristika za nalazenje jednog nezavisnog skupa u gra-
fu G i neka njega izracunava funkcija GetIndependentSet(G). U nastavku je data

heuristika bojenja bazirana na odabiru nezavisnih skupova grafa.

Heuristika 8 Heuristika za bojenje bazirana na odabiru nezavisnih skupova grafa
Naziv heuristike: ColoringByMIS(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
. U=V
2: G'=G
3: while G’ # () do
4: I = GetIndependentSet(G')
5. Obojiti sve ¢vorove skupa I novoodabranom bojom
6: U=U\I
7. G =G|
8: end while

U svakoj iteraciji while petlje generiSe se po jedan nezavisni skup ¢vorova I u
odnosu na graf G’ (¢ija je inicijalna vrednost ceo graf G). Svi ¢vorovi skupa I se
boje istom bojom nakon cega se oni izbacuju iz skupa U i u odnosu na skup U se

indukuje novi graf G’ za narednu iteraciju petlje.
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Primetimo da performanse navedene heuristike direktno zavise od heuristike za
odabir nezavisnih skupova. Od nje zavise i kvalitet dobijenog bojenja grafa i vre-
menska slozenost konacne heuristike za bojenje.

Na slici 3.6 je ilustrovan primer bojenja grafa pomocéu prethodno opisane heuri-
stike po iteracijama while petlje. U delu pod a) je dat primer neobojenog grafa. U
ovom primeru heuristika u svakoj iteraciji while petlje pronalazi maksimalni neza-
visni skup ¢vorova medu neobojenim ¢vorovima datog grafa i boji ga. U delovima

pod b), ¢), d) su ilustrovani rezultati rada prve, druge i trece iteracije while petlje.

JEeY

Slika 3.6: Primer bojenja grafa pomoc¢u heuristike zasnovane na odabiru nezavisnih
skupova

3.4 Heuristike lokalnog poboljsanja bojenja

Heuristike lokalnog poboljsanja bojenja predstavljaju nov i potpuno drugaciji
pristup bojenju grafa u odnosu na prethodno opisane heuristike bojenja. Prvi ko-
rak kod ovakvih heuristika je naivno bojenje grafa. Nazovimo ovaj korak inicijalnim
bojenjem grafa. Nakon inicijalnog bojenja grafa ¢vorove mozemo prirodno podeliti
po grupama: i-toj grupi pripadaju ¢vorovi koji su obojeni bojom indeksa i. Grupe
su organizovane tako da se nakon ¢vorova grupe sa rednim brojem ¢ nizu ¢vorovi
grupe sa rednim brojem ¢ + 1. Nakon toga se, u iteracijama, ¢vorovi premestaju po
grupama u nadi da ¢e se tako posti¢i kvalitetnije bojenje grafa. Za ovakve heuristike
potrebno je obezbediti, kao uslov izlaska iz petlje, meru (funkciju) koja ¢e nam reéi
da li je moguée da heuristika obezbedi bolje bojenje - tj. da li je mogué progres.
Ukoliko ocenimo da nije moguée obezbediti bolje bojenje grafa, heuristika prekida

sa radom.
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Na slici 3.7 mozemo videti ¢etiri grupe ¢vorova formirane po bojama koje su do-
deljene ¢vorovima. U grupi G; sadrzani su ¢vorovi kojima je dodeljena boja indeksa
1, gde je 1 < i < 4.

Slika 3.7: Primer grupisanja ¢vorova u 4 grupe boja (od G; do Gy)

Za razliku od pohlepnih heuristika, ¢vor moze promeniti svoju boju nekoliko
puta u toku lokalnog poboljsanja, dok se kod pohlepnih heuristika boja ¢vora ne
menja nakon njegove evaluacije.

Kod heuristika lokalnog poboljsanja od klju¢ne je vaznosti odrediti sledece dve
stvari: funkciju cilja f (eng. objective function) koja ¢e na dobar nadin izmeriti
kvalitet reSenja i re¢i nam da li postoji moguénost za napredak u bojenju ili se
napredak ne moze ostvariti i kriterijum izbora pomocu koga se odlucuje koje ¢vorove
treba razmeniti. Za razmenu ¢vorova kazemo da je dobra ako dovodi do progresa u
redukciji broja boja koje se koriste.

U nastavku ¢e biti data Modifikovana First Fit heuristika (eng. Modified First
Fit) koja spada u klasu heuristika lokalnog poboljsanja.

3.4.1 Modifikovana First Fit heuristika

Neka su dati graf G = (V, E) i permutacija 7 skupa {1,2,...,n}. Redosled
obrade ¢vorova u koraku inicijalnog bojenja odreduje permutacija 7. U ovoj verzi-
ji heuristike First Fit uvodimo izmenu: redosled obrade ¢vorova u svakoj iteraciji
petlje je odreden prethodno dobijenim bojenjem. Informacije dobijene bojenjem u
prethodnoj iteraciji se koriste za dobijanje novog, kvalitetnijeg bojenja.

Sledeca lema kaze da ukoliko je permutacija 7w takva da su u njoj indeksi ¢vorova
koji odgovaraju istoobojenim ¢vorovima jedan do drugog, ukoliko primenimo First
Fit heuristiku koja obraduje ¢vorove u redosledu koje zadaje permutacija 7 onda
¢emo dobiti bojenje koje je makar onoliko kvalitetno koliko i bojenje koje smo imali

u prethodnoj iteraciji.

Lema 1. Neka je C : V. — Colors funkcija bojenja grafa G i neka vazi da je

k = |Colors|. Neka je m permutacija cvorova grafa G i neka vazi da ako je C(vx (i)
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= C(Vr(m)) = ¢, tada za sve j takve da je i < j < m vaZi C(va(;)) = ¢, gde je m)
j-ti element permutacije w. Ukoliko primenimo First Fit heuristiku na cvorove grafa
G u redosledu permutacije m onda cée heuristika First Fit konstruisati bojenje koje

koristi maksimalno k boja.

Dokaz: Dokaz ¢emo sprovesti koristeéi princip matematicke indukcije. Tvrdimo
da je za bojenje svih elemenata prvih ¢ grupa obojenih ¢vorova potrebno najvise ¢
boja.

Baza indukcije: za prvu obojenu klasu ¢vorova ocigledno je dovoljna jedna boja za

bojenje svih elemenata.

Induktivna pretpostavka: pretpostavimo da se prvih ¢ —1 grupa moze obojiti sa i —1

boja.

Korak indukcije: pretpostavimo suprotno - da je za bojenje nekog ¢vora ¢ - te grupe

potrebna boja indeksa ¢ + 1. Induktivna hipoteza kaze da je za bojenje ¢vorova od
prve do grupe sa rednim brojem ¢ — 1 potrebno maksimalno ¢ — 1 boja. To znaci da
je on povezan sa nekim ¢vorom koji je obojen i -tom bojom. Ovo dalje implicira da
je on obojen istom bojom kao i neki drugi ¢vor iz svoje klase - da je razli¢ite boje
od boje ¢vorova svoje klase sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je C' jedno validno
bojenje grafa G.

[

Od interesa nam je da petlja sa $to manje iteracija da Sto kvalitetnije bojenje.
Potrebno je definisati meru progresa bojenja - potrebno je obezbediti indikator da
se u i-toj iteraciji dogodio progres, tj. da se manifestovala promena bojenja u grafu.

Neka je funkcija f, koja predstavlja meru progresa, definisana na slede¢i nacin:

true, ako je moguce ostvariti progres u bojenju grafa G

false, u suprotnom

f(G,p1,p2, ... k) = {

Ova funkcija kao parametre ima neusmeren graf G i opcione parametre: py, pa, . . ., Pk
pomocu kojih se moze ustanoviti da li je doslo do progresa u bojenju grafa.

Kao indikator se, na primer, moze koristiti broj boja koje smo iskoristili nakon
i-te iteracije petlje. Tada bi pokazatelj progresa bio razli¢it broj iskoriséenih boja u
i-toj i (i + 1)-voj iteraciji petlje. Tada bi funkcija cilja f imala slede¢i oblik:
true, kada je G.ColorCount # previousCount

f(G, previousCount) = : _
false, kada je G.ColorCount = previousCount

36



GLAVA 3. SEKVENCIJALNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

Problem u ovako definisanim indikatorom progresa je taj $to su nekada potrebne
hiljade (ili viSe) iteracija da bi se manifestovala promena broja boja.

Jos jedan nacin da izmerimo progres je numerisanje boja celim brojevima i formi-
ranje sume brojeva dodeljenih ¢vorovima. Tada kao meru progresa mozemo koristiti

prethodno definisanu sumu. Tada bi funkcija cilja f imala sledeé¢i oblik:

true, kada je > v.Color < previousSum
f(G, previousSum) = ot
false, kada je > v.Color > previousSum

i=1

Parametar previousSum predstavlja sumu numerickih vrednosti boja ¢vorova
dobijenu u prethodnoj iteraciji bojenja. Ovim je dobro definisana jedna funkcija cilja
za meru progresa, jer ukoliko se suma numerickih vrednosti boja ¢vorova smanjuje
onda je broj boja koji je iskoriS¢en za bojenje grafa manji ili su nekim ¢vorovima
dodeljene boje manjeg indeksa u odnosu na boje koje su imali u prethodnoj iteraciji

bojenja.

Heuristika 9 Modifikovana First Fit heuristika
Naziv heuristike: ModifiedFirstFit(G,m)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V| F), permutacija 7 skupa {1,2,...,n}

Izracunati parametre: py, po, ..., Pk

while f(G,p1,p2,...,px) do
1. Primeni First Fit heuristiku na graf G gde se ¢vorovi obraduju u redosledu
koji odreduje permutacija m
2. Permutaciju 7 formirati grupisanjem ¢vorova prema njihovim bojama (unutar
svake grupe ocuvaj redosled ¢vorova koji odgovara prethodnom bojenju)
3. Formirati nove parametre pq, ps, ..., pr saglasno dobijenom bojenju grafa G
end while

U nekim slucajevima funkcija cilja moze prevremeno detektovati da ne dolazi do
progresa u bojenju. Ovo za posledicu ima bojenje loSijeg kvaliteta kao rezultat rada
algoritma. Da bi se u takvim situacijama popravio kvalitet bojenja while petlja se
moze modifikovati tako da dozvoli dodatnih m iteracija nakon $to funkcija cilja f
detektuje da ne postoji progres u bojenju grafa, gde se broj m unosi kao parametar

sa ulaza heuristike.

37



Glava 4
Paralelni algoritmi za bojenje grafova

Sekvencijalne heuristike opisane u okviru prethodne glave se karakterisu svojom
jednostavnoséu i mogucénoscéu lake implementacije. Pohlepne sekvencijalne heuristike
u proseku obezbeduju bojenje dobrog kvaliteta za relativno kratko vreme. Medutim,
problem je u njihovoj asimptotskoj slozenosti. Za konstrukciju velikog broja heuristi-
ka u nastavku ¢e nam biti potrebna funkcija Calculate NodeColor(v, G) (Heuristika
1), opisana u okviru prethodne glave koja je bila osnova veéine prethodno opisanih
sekvencijalnih heuristika. Navedena funkcija ¢voru v grafa G = (V| E) dodeljuje
najmanju po indeksu boju tako da bojenje grafa G bude ispravno.

Kao sto je prethodno pomenuto, ukoliko je problem NP-kompletan paraleliza-
cijom se ne moze prevesti u problem iz klase P, ali moze u odredenoj meri ubrzati
izvrSavanje algoritma na paralelnim arhitekturama racunara. Poznato je da neki
algoritmi nisu pogodni za paralelizaciju zbog svoje specificne konstrukcije. Za ne-
ke algoritme je izazovno posti¢i paralelizaciju, dok je za druge to znatno lakse.
Kada govorimo o pohlepnim sekvencijalnim heuristikama za bojenje, primetno je
da njihova paralelizacija predstavlja poseban izazov, zbog nacina upotrebe funkcije
za bojenje ¢vora - CalculateNodeColor(v,G). Kod ovakvih heuristika se (u sva-
koj iteraciji) prvo odreduje najprioritetniji ¢vor za bojenje, nakon ¢ega se on boji
pomocu ove funkcije. Dakle, da bi naredni ¢vor v bio obojen moraju se saceka-
ti rezultati bojenja svih ¢vorova koji imaju veéi prioritet od ¢vora v. Ako bismo,
umesto toga, zeleli da postignemo paralelno bojenje grafa i sa tim ciljem pozivali
funkciju Calculate NodeColor(v, G) paralelno za svaki ¢vor, kao rezultat bismo naj-
verovatnije dobili neispravno bojenje grafa. ReSavanje ovakvih problema predstavlja
najizazovniji deo paralelizacije prethodno navedenih heuristika. U okviru ovog po-

glavlja nastoja¢emo da neke sekvencijalne heuristike prilagodimo paralelnom nacinu
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izvrSavanja. Takode, u okviru ove glave bi¢e predstavljene nove heuristike pogodne

za paralelno bojenje grafova.

4.1 GM heuristika

Paralelnu heuristiku bojenja inspirisanu opstom pohlepnom heuristikom bojenja
razvili su Amanuel H. Gebremedhin i Fredrik Manne. U literaturi ova heuristika
se Cesto spominje pod skrac¢enicom GM heuristika nastalom od prezimena autora.
Heuristika se realizuje u dva paralelna koraka unutar glavne while petlje. Prvi
korak obezbeduje bojenje koje ne mora biti pravilno - kao rezultat rada ovog koraka
moguce je dobiti bojenje kod koga su dva susedna ¢vora obojena istom bojom.
Naredni korak podrazumeva detekciju nepravilnosti u bojenju - ukoliko zaklju¢imo
da postoje susedni ¢vorovi obojeni istom bojom onda se prelazi u narednu iteraciju
petlje koja treba da otkloni pomenute anomalije. Petlja ¢e iterirati sve dok bojenje

ne bude pravilno.

Heuristika 10 Paralelna GM heuristika za bojenje grafa
Naziv heuristike: ParallelGM(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

. U=V
2: while U # () do

3:  for each v € U in parallel do

4: CalculateNodeColor(v)

5:  end for

6: R=1

7. for each v € U in parallel do

8: for each w € Neighbours(v) do
9: if color[v] == color|w] and v < w then
10: R=RU {U}
11: end if
12: end for
13:  end for
14: U=R

15: end while

Skup U predstavlja skup ¢vorova koje je potrebno obraditi u trenutnoj iteraciji
glavne while petlje. Njegova inicijalna vrednost je ceo skup ¢vorova V. Kao Sto je

receno, heuristika se sastoji od dva glavna koraka prisutna u okviru spoljasnje while
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petlje. Prvi korak podrazumeva bojenje svih neobradenih ¢vorova paralelnim pozi-
vanjem funkcije CalculateNodeColor za svaki ¢vor v € U. Naredni korak heuristike
detektuje konflikte u prethodnom bojenju. Ovaj korak odreduje koji su to sused-
ni ¢vorovi obojeni istom bojom u toku prethodnog koraka. Ukoliko se ispostavi da
postoje dva susedna ¢vora obojena istom bojom - ¢vor manjeg indeksa se ubacuje
u kolekciju ¢vorova za ponovno bojenje koja je oznacena sa R. Nakon zavrSenog
drugog koraka pomoénom skupu ¢évorova U se dodeljuje vrednost R, nakon cega se
prelazi na narednu iteraciju spoljasnje while petlje. Ova petlja iterira sve dok se
ceo skup ¢vorova V' ne oboji pravilno - sve dok je skup U neprazan. Razmotrimo
uslov v < w u liniji pod rednim brojem 9 algoritma. On nam garantuje da, pod
uslovom da susedni ¢vorovi budu obojeni istom bojom, ¢vor viseg indeksa ima veci
prioritet u procesu bojenja. Ovime je osigurano da ¢e, ukoliko dode do nepravilnosti
u bojenju, kandidat za ponovno bojenje biti ¢vor nizeg indeksa i da ¢e procesor koji
odgovara ¢voru v na osnovu toga odrediti kandidata za ponovno bojenje umesto da
oba ¢vora (v i w) ubaci u skup R.

Razmotrimo zasto se heuristika zaustavlja i zasto je rezultat njenog rada pravilno
bojenje grafa GG. Posmatrajmo paralelnu petlju u liniji pod rednim brojem 3 heuri-
stike. Ova petlja vrsi paralelno pseudobojenje grafa, §to znac¢i da u opstem slucaju
kao rezultat nec¢e dati pravilno bojenje grafa G. U najgorem moguéem slucaju ée sve
¢vorove obojiti istom bojom. Ozna¢imo tu boju (kojom su obojeni svi ¢vorovi) sa
c. Nakon toga se detektuju konflikti u bojenju grafa i prelazi se u narednu iteraciju
glavne while petlje. U narednoj iteraciji paralelna petlja u liniji pod rednim brojem
3 heuristike ¢e ¢vorovima skupa R dodeliti nove boje. I u ovoj iteraciji je moguce
da ¢e svi ¢vorovi skupa R biti obojeni istom bojom. U najgorem sluc¢aju ¢e u svakoj
narednoj iteraciji glavne while petlje svi ¢vorovi skupa R biti obojeni istom bojom.
U tom slucaju se u svakoj narednoj iteraciji broj boja povecava za 1 sve dok bojenje
ne bude pravilno.

Na slici 4.1 je ilustrovano bojenje grafa pomoéu GM heuristike. U delu pod a)
je prikazan neobojeni graf sa indeksiranim ¢vorovima. Na istoj slici, u delu pod
b), je ilustrovan rezultat rada prve iteracije glavne while petlje. Primetimo da je
u toku paralelnog pseudobojenja grafa nekim susednim ¢vorovima grafa dodeljena
ista boja. Oni ¢vorovi koji su obojeni istom bojom kao neki njihov sused a imaju
indeks manji od tog suseda su oznaceni zvezdicom i dodaju se u skup R. Na istoj
slici, u delu pod c), je prikazan rezultat rada naredne iteracije glavne while petlje.

Na kraju ove iteracije ¢vorovi sa indeksima 1 i 3 su obojeni istom bojom, pa ¢vor
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sa indeksom 1, koji je oznacen zvezdicom, biva dodat u skup R. U delu pod d)
je prikazan rezultat rada naredne iteracije glavne while petlje. U toku ove iteraci-
je pseudobojenje skupa R je rezultovalo razli¢ito dodeljenim bojama svih susednih

¢vorova. Posto je skup R na kraju ove iteracije prazan heuristika prestaje sa radom.

Slika 4.1: Primer bojenja grafa pomoé¢u GM heuristike

4.2 Paralelne heuristike za bojenje zasnovani na

odabiru nezavisnih skupova

4.2.1 Opsta paralelna heuristika za bojenje bazirana na

odabiru nezavisnih skupova

Pretpostavimo da je data heuristika za nalazenje nezavisnog skupa u grafu G =

(V, E). Pretpostavimo, dalje, da smo pomoc¢u date heuristike pronasli nezavisne
k

skupove ¢vorova: I, I, ..., I u grafu G i da vazi da je V = | ] I;. Tada imamo
j=1
mogucénost da svaki od skupova I; obradimo nezavisno i paralelno. Ovo postizemo

pokretanjem £ paralelnih procesa Pi, Ps, ..., Py, pri ¢emu ¢e proces P; bojiti sve
elemente skupa I; istom bojom, odnosno bojom ¢; (gde je 1 < j < k). Pseudokod

ove heuristike je dat u nastavku.
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Heuristika 11 Opsta paralelna heuristika za bojenje grafova bazirana na odabiru
nezavisnih skupova

Naziv heuristike: ParallelColoringByMIS(G)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

k
1: Odrediti nezavisne skupove ¢vorova: Iy, Iy, ..., I; tako da vazi: V = | | I;
j=1
2: for 7 = 1 to k in parallel do
3. ProcessNodeColoring(I;,c;)
4: end for

Funkcija ProcessNodeColoring(l;, c;) boji sve ¢vorove nezavisnog skupa I; gra-
fa G = (V. E) istom bojom ¢;. Ova funkcija moze biti implementirana kao sekvenci-
jalni ili kao paralelni algoritam. Njena implementacija u formi paralelnog algoritma

je data u nastavku.

Heuristika 12 Paralelni algoritam za bojenje svih ¢vorova skupa [ istom bojom c
Naziv algoritma: ProcessNodeColoring(I, c)
Ulaz: Podskup I skupa ¢vorova grafa G = (V, E'), boja ¢

1: for each v € I in parallel do
2:  w.Color =c
3: end for

Sekvencijalna verzija ovog algoritma je takode jednostavna. Jedina razlika je u
tome $to bi se umesto paralelne for petlje koristila sekvencijalna for petlja. Razmo-
trimo sada vremensku slozenost Heuristike 11. Ako je funkcija ProcessNodeColoring-
(Ij,¢j) (Heuristika 12) implementirana kao paralelni algoritam, cela paralelna for
petlja algoritma u liniji pod rednim brojem 3 se izvrsava u vremenu O(1)*. U slu-
¢aju da je funkcija ProcessNodeColoring(l;, c;) implementirana kao sekvencijalni
algoritam ona ima slozenost O(]/;]), pa je u tom slucaju slozenost for petlje unutar
Heuristike 11 jednaka 0(1@;%; {IZ;|}). S obzirom na tezinu problema nalazenja mak-
simalnog nezavisnog skupa u grafu, ukupna slozenost Heuristike 11 u najvec¢oj meri
zavisi od heuristike koja generiSe nezavisne skupove ¢vorova sa pocetka ove heuri-
stike. U nastavku ¢emo se baviti paralelnim heuristikama za nalazenje maksimalnih
nezavisnih skupova u grafu koje mozemo iskoristiti kao osnovu prethodno navedene

heuristike.

*Ukoliko nam je na raspolaganju dovoljan broj procesora p.
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4.2.2 Luby - MIS heuristika za nalaZzenje maksimalnog

nezavisnog skupa u grafu

U nastavku je opisana heuristika konstrukcije nezavisnog skupa I koja se temelji
na Monte Karlo strategiji. Monte Karlo strategija pronalazenja nezavisnog skupa I u

neusmerenom grafu G = (V| F) koju ¢emo koristiti se temelji na slede¢im pravilima:
1. Svakom ¢&voru skupa V treba dodeliti jedinstven slu¢ajno generisani broj p(v)
2. v € [ < (VYw € Neighbours(v))(p(v) > p(w))

Broj p(v) se moze shvatiti kao prioritet ¢vora v - ¢vorovi sa veé¢im prioritetom imaju
veéu Sansu da budu ubaceni u nezavisni skup. Uslov 2 nam govori da ¢vor v € V
moze biti ubacen u nezavisan skup I samo ako ima veci prioritet od prioriteta svih
njegovih suseda. Drugim rec¢ima, opisana Monte Karlo strategija podrazumeva da
se nakon dodeljivanja prioriteta svakom ¢voru v € V skup [ formira uniranjem onih
¢vorova kojima je dodeljen veci prioritet u odnosu na prioritet svih njihovih suseda.
Na ovaj nac¢in dobija se nezavisni skup u grafu koji ne mora nuzno biti maksimalni

nezavisni skup.

Heuristika 13 Monte Karlo heuristika za nalaZzenje nezavisnog skupa I u grafu
G=(V.E)
Naziv heuristike: MonteCarloIndependentSet(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
Izlaz: Nezavisni skup ¢vorova I u grafu G

1. 1 :@
for each v € V do

p(v) = RandomNumber()

end for

for each v € V do
if Yw € Neighbours(v,G) p(v) > p(w) then
I=1U{v}
end if
end for

10: return [/

Na slici 4.2 je ilustrovano nalazenje nezavisnog skupa ¢vorova pomoc¢u prethodno
opisane heuristike. U delu pod a) je ilustrovan neusmereni graf ¢ijim su évorovima

v € V dodeljeni slu¢ajni brojevi p(v). Nakon dodeljivanja prioriteta évorovima u
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drugoj po redu for petlji se vrsi izrac¢unavanje rezultujuceg nezavisnog skupa I. U
svako]j iteraciji ove petlje se u skup I dodaje ¢vor koji se trenutno razmatra ako se
ustanovi da mu je dodeljen prioritet koji je veéi od prioriteta svih njegovih suseda.
Na istoj slici, u delu pod b), je prikazan rezultat rada prve iteracije ove petlje.
Odabran je ¢vor u za koga vazi p(u) = 11 jer ima veéi prioritet od prioriteta svih
svojih suseda i kao takav ¢e pripadati rezultuju¢em nezavisnom skupu /. U narednim
iteracijama ove petlje (na istoj slici u delovima pod ¢) i d) redom) u skup I ¢e biti
dodati ¢vorovi v i w za koje vazi: p(v) = 17 i p(w) = 14. Nakon zavrsetka rada for
petlje kao rezultat rada heuristike dobijamo nezavisni skup I = {u,v,w}, gde vazi:
p(u) = 11, p(v) = 17 1 p(w) = 14. Primetimo da je skup / ujedno i maksimalni

nezavisni skup u grafu.

11 11 11 11
5 3 5 3 5 3 5 3
12 7 12 7 12 7 12 7
14 14 14 14
b) c) d)

a)

Slika 4.2: Primer odredivanja nezavisnog skupa grafa pomoc¢u Monte Karlo algorit-
ma

Neka je data funkcija MonteCarloIndependentSet(G) koja koristi prethodno
navedena heuristiku (Heuristika 13) za izra¢unavanje nezavisnog skupa u grafu G.
U nastavku je data heuristika Luby-MIS za nalazenje maksimalnog nezavisnog sku-
pa u grafu koji koristi MonteCarloIndependentSet(G) funkciju. Heuristiku je kon-
struisao americki nau¢nik Michael Luby koji je poznat po izuzetnim dostignué¢ima u
oblasti paralelnih algoritama. MIS u nazivu heuristike oznacava englesku skracenicu

za maksimalni nezavisni skup (eng. mazimal independent set).
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Heuristika 14 Luby - MIS heuristika za nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa
u grafu
Naziv heuristike: LubyMIS(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
Izlaz: Maksimalni nezavisni skup ¢vorova I u grafu G
. U=V
2: [ =10
3: G =G

while G’ # () do
I' = MonteCarloIndependentSet(G')
I=1ur
U=U\ (I'"U Neighbours(I',G"))
G = G'U]
end while

10: return [/

Skup U predstavlja skup ¢vorova koji se razmatra u aktuelnoj iteraciji while
petlje. Skup I predstavlja maksimalni nezavisni skup ¢vorova u grafu, odnosno re-
zultat rada date heuristike. Skup I’ predstavlja pomoéni skup koji koristimo za
iterativno dopunjavanje skupa I. Pomoé¢na funkcija Neighbours(I',G') izratunava
skup suseda svih ¢vorova skupa I’ u grafu G’. Nakon §to odredimo nezavisni skup
¢vorova I', uniramo ga sa skupom [ i rezultat smestamo u skup I. Iz skupa U,
zatim, izbacujemo skup ¢vorova I’ zajedno sa skupom suseda Neighbours(I',G’),
jer susedi ¢vorova skupa I’ ne mogu pripadati rezultuju¢em skupu I. U odnosu na
skup U se na kraju svake iteracije while petlje indukuje podgraf G' = G[U] grafa

G u odnosu na koji trazimo nezavisne skupove u narednoj iteraciji petlje.

4.2.3 Paralelna Luby - MIS heuristika za nalaZenje

maksimalnog nezavisnog skupa

Zbog nacina na koji je konstruisana, Luby - MIS heuristiku je vrlo lako parale-
lizovati. Zbog svojih doprinosa, pronalaza¢ ove paralelne heuristike, Michael Luby,
nagraden je prestiznom nagradom u oblasti distribuiranog racunarstva FEdsger W.
Dijkstra Prize in Distributed Computing. U nastavku je dat pseudokod paralelne
Luby - MIS heuristike.
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Heuristika 15 Paralelna Luby - MIS heuristika za nalazenje maksimalnog nezavi-
snog skupa u grafu

Naziv heuristike: ParallelLubyMIS(G)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

Izlaz: Maksimalni nezavisni skup ¢vorova I u grafu G

. U=V
2:]:@
3: G'=0G

4: for each v € U in parallel do
5. p(v) = RandomNumber(nc)
6: end for

7. while U # () do

8: I'=1

9:  for each v € U in parallel do

10: if Yu € Neighbours(v,G") p(v) > p(u) then
11: I'=Tu{v}

12: end if

13:  end for

14: I=1ur

15 U=U\ (I"UNeighbours(I',G"))

16: G =G[U]

17: end while

18: return [/

Funkcija RandomNumber(k) ¢voru v dodeljuje slu¢ajan broj iz skupa
{1,2,...,k}, k € N. Pretpostavimo da ova funkcija koristi ravnomernu raspodelu

za generisanje slu¢ajnog broja iz skupa {1,2,...,k}. Ovo znaé¢i da vazi:
1
P{RandomNumber(k) =1} = T le{l,2,...,k}.

Parametar ¢ je odabran na osnovu zakljucaka dobijenih pomocu leme 2, koja je
prikazana u nastavku rada. Primetimo da se dodeljivanje prioriteta p(v) évorovima

*, §to znaci da se paralelna foreach

v € V moze obaviti paralelno za vreme O(1)
petlja date heuristike moze izvrsiti za vreme O(1). Isti zakljucak vazi i za korak pod
rednim brojem 10 date heuristike: uz pomo¢ dovoljnog broja procesora, provera da
li neki ¢vor ima veci prioritet od svih svojih suseda moze da se obavi za vreme O(1).

Na slici 4.3 je ilustrovan postupak nalazenja maksimalnog nezavisnog skupa u

*Ukoliko nam je na raspolaganju neograni¢en broj procesora p.
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grafu pomocu paralelne Luby - MIS heuristike: u delu pod a), je prikazan neusmeren
graf koji nije obojen, gde je svakom ¢voru v € V dodeljen slu¢ajan broj p(v). Na
istoj slici, u delu pod b), prikazan je rezultat rada prve iteracije spoljasnje while
petlje. Pomo¢ni skup I’, koji koristimo za nalazenje maksimalnog nezavisnog skupa
I, nakon prve iteracije iznosi I’ = {65, 77,81}. Aktuelna iteracija petlje ¢e iz skupa
U izbaciti sve ¢vorove skupa I’ i sve susede svih ¢vorova skupa I’. Na istoj slici, u
delovima pod c¢) i d), ilustrovani su rezultati rada druge i trece iteracije spoljasnje
while petlje. Cvorovi skupa I’, koji predstavlja rezultat rada aktuelne iteracije
petlje, su obojeni plavom bojom. Cvorovi i grane koje su izbacene iz grafa G’ u
okviru prve, druge i trece iteracije spoljasnje while petlje su (u delovima pod b),
c¢) i d)) prikazani svetlijom bojom u odnosu na ¢vorove koji nisu izbaceni iz grafa
G'. Nakon §to se u toku aktuelne iteracije petlje pronade nezavisni skup I’, on se
unira sa skupom koji je konstruisan kao rezultat rada prethodnih iteracija. Rezultat
uniranja se upisuje u skup /. Konacni rezultat rada paralelne Luby - MIS heuristike
je prikazan na istoj slici, u delu pod e). Maksimalni nezavisni skup odreden ovom
heuristikom je I = {5,29,65,77,81}.

U nastavku pod skupom I ¢emo podrazumevati skup koji se formira iterativno u
toku rada paralelne Luby-MIS heuristike (Heuristika 15). Na kraju rada heuristike
skup I ¢e biti maksimalni nezavisni skup u grafu G.

Prethodno opisana heuristika, iako konstruise maksimalni nezavisni skup grafa,
u opstem slucaju neée odrediti maksimalni nezavisni skup najvece veli¢ine. U tom
sluc¢aju se ispostavlja da je umesto prioriteta ¢vorova bolje porediti stepene ¢vorova
- ukoliko neki ¢vor grafa ima veéi stepen od stepena svih svojih suseda on se dodaje
u nezavisan skup I’. Ukoliko neka dva ¢vora imaju isti stepen, prioritet za ulazak u
nezavisni skup I’ dobija onaj ¢vor v koji ima veéi prioritet p(v). Za primenu ovakvog
principa odredivanja maksimalnog nezavisnog skupa dovoljno je u Heuristici 15 linije
10, 11 i 12 zameniti slede¢im linijama:

1: if Yu € Neighbours(v,G") deg(v) > deg(u) or (deg(v) == deg(u) and p(v) > p(u))
then

2. I'=TuU{v}

3: end if
U nastavku é¢emo uvesti definicije aktivnih ¢vorova i grana koje ¢e nam pomoci

u analizi ocekivane vremenske slozenosti prethodno opisane heuristike.
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a) 3 127N 16 b) 5 12 16

21 21 18 A 63
O
65 65 1 68 81
7 77 7 77 32
o/
c) 5 O 12 16 d) 5 12 16
21 18 29 63 21 18 29 63
65 1 68 81 65 1 68 81
7 77 32 7 77 32

65

Slika 4.3: Primer odredivanja maksimalnog nezavisnog skupa grafa pomocu paralelne
Luby - MIS heuristike

Definicija 4.2.1. Aktivni cvor (eng. active vertex) v € V je évor koji se moze dodati

u nezavisan skup I u grafu G = (V, E), tako da skup ¢vorova I ostane nezavisan.

Drugim re¢ima, ¢vor v je aktivni ¢vor ako ni jedan ¢vor skupa Neighbours(v, G)

nije sadrzan u skupu I. Cvor v gubi svojstvo aktivnog ¢vora onda kada bude do-
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dat u skup [ ili kada neki njegov sused bude dodat u skup /. Primetimo da je
na pocetku ParallelLubyMIS heuristike (Heuristika 15) svaki ¢vor aktivni évor.
Neka je data funkcija ActiveNeighbours(v) koja ra¢una skup svih aktivnih ¢vo-
rova koji su susedni ¢voru v. Neka je data funkcija ActiveDegree(v) koja rac¢una
| Active N eighbours(v)].

Definicija 4.2.2. Kazemo da aktivni ¢vor v gasi aktivni ¢vor u € ActiveNeighbo-
urs(v) ako v pripada maksimalnom nezavisnom skupu I (ako je dodat u skup I u

nekoj iteraciji). Tada kazemo da je ¢vor u ugasen.

Na slici 4.4 je prikazan primer grafa G ¢iji je ¢vor u dodat u nezavisni skup
I. Skup I u trenutnoj iteraciji sadrzi samo ¢vor u. Na istoj slici je prikazan jedan
aktivni ¢vor, obelezen oznakom v. Cvor v je aktivni ¢vor jer se moze dodati u skup
I, a da pri tome skup I ostane nezavisni skup ¢vorova u grafu G. Primetimo da je

¢vor v jedini aktivni ¢vor u prikazanom grafu.

Slika 4.4: Primer aktivnog ¢vora v

Definicija 4.2.3. Aktivna grana (eng. active edge) je grana e = (u,v) € E za koju

vazi da su ¢évorovi w 1 v aktivni ¢évorovi

Drugim re¢ima, aktivna grana je ona grana grafa za koju vazi da ni jedan od
njenih ¢vorova nije dodat u skup I i da se bilo koji od njih moze dodati u nezavisni

skup 1.

Definicija 4.2.4. Kazemo da je grana e = (u,v) € E ugaSena ako je ugasen barem

jedan od njenih ¢vorova u ili v.

Na slici 4.5 je ilustrovan podgraf nekog grafa G koji sadrzi aktivnu granu (u, v).
Da bi grana (u, v) bila aktivna u grafu G ni jedan od ¢vorova: u, uy, ug, us, v, v1, Vg ne
sme biti dodat u nezavisni skup /. Dodavanjem bilo kog od ovih ¢vorova u nezavisni

skup ¢vorova I ova grana gubi svojstvo aktivne grane.
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U+ V1

uz

us3 V2

Slika 4.5: Primer aktivne grane (u,v)

Lema 2. Neka je p(v) € {1,2,...,n},v € V,c € N. Tada ée verovatnoca da cée
nekom aktivnom cvoru v € V' na pocetku paralelne Luby - MIS heuristike (Heuri-
stika 15) biti dodeljena ista slucajna vrednost p(v) = p(u) koja je dodeljena nekom

njegovom susednom cvoru u € V,u # v biti odozgo ogranicena brojem .

Dokaz: Neka je (u,v) € E fiksirano. Verovatnoc¢a da ¢e ¢vorovima u i v biti

dodeljena ista slucajna vrednost p je jednaka:

P{p(u) = p(v) = p} = —.

Verovatnoca da u grafu postoje dva ¢vora u i v kojima ¢e biti dodeljena ista sluc¢ajna

vrednost p je jednaka:

P{3(u,v) € E | plu) = p(v) =p} < Y P{p(u) =p(v)} < —.

(u,w)EE
Primetimo da je ova verovatnoca ogranic¢ena malim brojem 7% za dovoljno veliku
vrednost parametra c, Sto znaci da ¢e verovatnoc¢a dodeljivanja jedinstvene vredno-

sti p(v) svakom ¢voru v € V' biti jako velika. [

Primetimo da odabirom parametra ¢ mozemo kontrolisati gornju granicu na-
vedene verovatnoce. Za dovoljno veliko ¢ verovatnoéa da u grafu G postoje dva
¢vora kojima je dodeljen isti prioritet postaje jako mala: potrebno je odrediti takvo
c tako da vazi n® >> m, odnosno: ¢ >> log,, m, gde simbol >> oznacava relaciju

dosta vece.

Definicija 4.2.5. Kazemo da ¢vor v preventivno gasi (eng. preemptively kills) ¢vor

u ako vaZze sledeci uslovi:
1. (u,v) € E je aktivna grana u G[U]
2. (Yw € ActiveNeighbours(v))(p(v) > p(w))
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3. (Vw € ActiveNeighbours(u) \ {v})(p(v) > p(w))

Drugim rec¢ima, ¢vor v preventivno gasi ¢vor u ako ¢vor v gasi ¢vor v i vazi da od
svih ¢vorova koji gase ¢vor u ¢vor v ima najvedi prioritet p(v). Primetimo da aktivni
¢vor u moze biti preventivno ugasen najvise jednom. Takode, ako ¢vor v preventivno
ugasi ¢vor u tada kazemo da on preventivno gasi sve aktivne grane koje sadrze u.
Svaka aktivna grana e = (u,v) € E se moZze preventivno ugasiti najvise dva puta:
jednom kada je ¢vor u preventivno ugasen i drugi put kada je ¢vor v preventivno
ugasen. Primetimo da je uslov da ¢vor v preventivno gasi ¢vor u stroziji od uslova

da ¢vor v gasi ¢vor u, zbog prvog uslova u prethodno navedenoj definiciji.

Lema 3. U svakom koraku paralelne Luby - MIS heuristike (Heuristika 15) ocekivani
broj grana u grafu G[U]| na kraju tog koraka iznosi najvise polovinu velicine skupa

grana u grafu G[U] sa pocetka ovog koraka.

Dokaz: Radi preglednosti uvedimo skrac¢ene oznake: AN(v) = ActiveNeighbo-
urs(v) i AD(v) = ActiveDegree(v). Analizirajmo i-tu iteraciju spoljasnje while
petlje paralelne Luby - MIS heuristike. Procenimo donju granicu broja aktivnih
grana koje su ugaSene u ovoj iteraciji. Neka slucajna veli¢ina Y predstavlja broj
preventivno ugasenih grana u ¢ - toj iteraciji spoljasnje while petlje. Neka je broj

grana u grafu G[U] oznacen sa F(G|[U]). Tada vazi:

ElY] Zzpﬂ% k= |E(G[U]),

gde je p; verovatnoca da je u i-toj iteraciji spoljasnje while petlje ugaSeno x; grana.
Definigimo sluc¢ajnu veli¢inu kao indikator X(,,,) koji ima vrednost 1 ako v preven-

tivno gasi u, a u suprotnom ima vrednost 0.

EY]= Y  P{X@y=3ADw)+ >  P{X4. =1}AD(v),
(u,0)€E(G[U]) (u,0)€E(G[U])

U prvoj sumi se koristi prebrojavanje po onim aktivnim granama koje su preven-
tivno ugasene onda kada ¢vor v preventivno gasi ¢vor u. Broj takvih grana iznosi
AD(u). Slican zaklju¢ak vazi za drugu sumu. Oznacimo sa X slu¢ajnu veli¢inu koja
predstavlja broj ugasenih grana u tekucoj iteraciji petlje. Posto svaka grana moze
biti preventivno ugasena najvise dva puta dok ista moze biti ugasena najvise jednom
zakljucujemo da vazi da je 2E[X]| > E[Y], odnosno:

2B[X]> Y (P{X(uy) = 1}AD(u) + P{X(,) = 1}AD(v)) = E[Y]
(u2)B(GIU))
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Da bi ¢évor v preventivno ugasio ¢vor u njemu mora biti dodeljena vrednost p(v)
koja je veca od svih vrednosti p(u'), (v/,u) € E i svih vrednosti p(v'), (v',v) € E. Iz

toga izvodimo zakljucak da vazi:

1
AD(u) + AD(v)

P{X@w =1} >

odakle zaklju¢ujemo:

AD(u) AD(v) B
N2 2 D0+ ADG  ADG) + b)) ~ P
Odavde sledi:
) IEC)

Sto znaci da oekivani broj grana u grafu G[U] nakon ovog koraka heuristike iznosi
maksimalno polovinu broja grana u grafu G[U| sa pocetka iteracije.

O

Konacno, dolazimo do klju¢ne leme koja daje odgovor na pitanje slozenosti Luby -
MIS heuristike.

Lema 4. Oznacimo sa p broj procesora koji racunar sa paralelnom arhitekturom
koristi. Tada za Luby - MIS heuristiku (Heuristika 15) vaZi:

1. E[T(n,1)] = O(m)
2. E[T(n,p)] = O(log(m)), kada p — oo
Dokaz:

1. Bez gubitka opstosti pretpostavimo da je |E| = 2*, za neko k € N. U svakom
koraku Luby - MIS heuristike obavi se |E(G[U])| operacija. Broj |E(G[U))|
inicijalno iznosi |E| a nakon aktuelne iteracije iznosi najvise pola svoje prvo-
bitne vrednosti. Takode, znamo da spoljasnja while petlja iterira sve dok skup

U ne postane prazan (dok graf G[U] ne postane prazan). Prema tome vaZi:

E E
E[T(n,l)]§|El+%+%+...+1.

Ova suma konvergira ka broju 2|E| = O(m), odakle sledi da je E[T(n,1)] =
O(m).
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2. Pod pretpostavkom da nam je na raspolaganju neograni¢en broj procesora
svaki korak Luby-MIS heuristike se obavlja u konstantnoj vremenskoj sloze-
nosti (za razliku od slucaja kada je p = 1 kada taj broj iznosi |E(G[U])|).
Posto nakon svakog koraka heuristike broj |E[G[U]]| iznosi najvise pola svoje
inicijalne vrednosti, ukupan broj iteracija while petlje bi¢e O(log(m)) odakle
sledi da je E[T'(n,p)] = O(log(m)), kada p — oo. O

4.2.4 Paralelna Luby heuristika za bojenje grafa

Pretpostavimo da funkcija Parallel Luby M IS (G) koristi prethodno opisanu heu-
ristiku (Heuristika 15) za izracunavanje maksimalnog nezavisnog skupa u neusmere-
nom grafu G = (V, E). U nastavku je data paralelna heuristika za bojenje grafa koja
koristi prethodno navedenu funkciju. Data heuristika koristi opStu ideju heuristike

zasnovane na odabiru nezavisnih skupova.

Heuristika 16 Paralelna Luby heuristika za bojenje grafa
Naziv heuristike: ParallelLuby(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)
. U=V
2: G'=G
F=0

@

while U # () do
I = Parallel LubyM IS(G")
F=FuU{l}
U=U\I
G' = GU]
end while

10: for each I; in F in parallel do
11:  ProcessNodeColoring(l;, c;)
12: end for

Analizirajmo vremensku slozenost date heuristike. Pod pretpostavkom da pri
konstrukciji heuristike postoji moguénost koriséenja neograni¢enog broja procesora
p, paralelna for petlja ¢e se izvr§iti u vremenu O(1). Najveéi uticaj na vremensku
slozenost heuristike imaju broj iteracija while petlje i slozenost paralelne Luby -
MIS heuristike. S obzirom na to da broj iteracija while petlje iznosi O(A) i da
oc¢ekivana slozenost paralelne Luby - MIS heuristike iznosi O(log(m)), o¢ekivana

slozenost date heuristike za bojenje iznosi O(A - log(m)).
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Na slici 4.6 je prikazan postupak bojenja grafa G pomocu prethodno opisane
heuristike. U delu pod a) je prikazan neusmeren graf koji je potrebno obojiti. Na
istoj slici, u delovima pod b), ¢), d), i e) su ilustrovani rezultati rada i-te iteracije
while petlje. U i-toj iteraciji ove petlje heuristika pronalazi maksimalni nezavisni
skup I ¢iji su elementi, radi ilustracije, obojeni plavom bojom. Nakon toga, skup [
se ubacuje u familiju nezavisnih skupova F. U isto]j iteraciji se formira novi graf G’
za narednu iteraciju petlje. Grane grafa i ¢vorovi grafa koji su izbaceni iz grafa G’ u
prethodnim iteracijama (uklju¢ujuci i trenutnu iteraciju) while petlje su prikazani
svetlijom bojom u odnosu na one ¢vorove i grane koji nisu izbaceni iz grafa G'. Na
istoj slici, u delu pod f), je prikazan rezultat rada paralelne foreach petlje koja se

izvrSava nakon while petlje - dat je obojeni graf G.

a) - O

\J\J’/%

b)

C) 92 23 d) SO
37 45 17 15 O 94 83 O

79 3

e) 45 f) — |
AYaAVA

" : O

Slika 4.6: Primer bojenja grafa pomocu paralelne Luby heuristike
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4.3 Jones - Plassman heuristika

Primetimo da Luby heuristika (Heuristika 16) za bojenje grafa zahteva da se
izvr8i dodeljivanje slucajnih brojeva p(v) ¢vorovima svaki put kada se izra¢unava
novi skup nezavisnih ¢vorova. Razlog za razvoj naredne heuristike proizlazi iz dvo-
struke potrebe. Prvo, Zelimo smanjiti ocekivanu vremensku slozenost i unaprediti
kvalitet dobijenog bojenja. Drugo, zelimo da dodela prioriteta ¢vorovima bude izvr-
Sena samo na pocetku heuristike. Cinjenica koja ide u prilog izbegavanju preestog
dodeljivanja prioriteta ¢vorovima pociva u tome da u praksi izracunavanje sluc¢ajnih
brojeva nosi sa sobom znacajno racunarsko opterecenje, jer se strukture podataka
povezane sa slu¢ajnim brojevima moraju ponovo izraCunavati.

Jones - Plassman (skra¢eno JP) heuristika se zasniva na ideji nalik onoj koju
koriste heuristike zasnovane na odabiru nezavisnih skupova. Kao i kod heuristika
zasnovanih na odabiru nezavisnih skupova, kod JP heuristike se glavni deo koda
izvrSava u okviru glavne while petlje. Glavna razlika u odnosu na pomenute heuri-
stike je u tome Sto se u okviru glavne while petlje JP heuristike konstruise nezavisan
skup ¢vorova I koji ne mora biti maksimalni nezavisni skup ¢vorova u grafu koji se
razmatra u aktuelnoj iteraciji petlje. Dodatna razlika je u tome Sto ¢vorovi neza-
visnog skupa I ne moraju biti obojeni istom bojom. Na pocetku JP heuristike se
svakom ¢voru paralelno dodeljuje sluc¢ajno izabran broj p(v) koji izra¢unava funkcija
RandomNumber(). U svakoj iteraciji spoljasnje while petlje se izrac¢unava po jedan
nezavisni skup 7. Kao i ranije, broj p(v) odreduje prioritet ¢vora - ¢vorovi sa veéim
prioritetom u odnosu na svoje susede imaju ve¢u Sansu da budu ubaceni u nezavisni
skup I u okviru trenutne iteracije while petlje. Skup U je pomoé¢ni skup ¢vorova
koji sadrzi one ¢vorove koji se obraduju u aktuelnoj iteraciji spoljasnje while petlje.
Promenljiva addVertex predstavlja indikator da li ¢vor v treba da ude u nezavisni
skup ¢vorova I. Ona je na pocetku postavljena na vrednost true. U paralelnoj for
petlji proveravamo da li postoji neki sused ¢vora v koji je veéeg prioriteta od ¢vora
v. Ako je taj uslov ispunjen, ovoj promenljivoj se dodeljuje vrednost false i na taj
nacin se ¢voru v ukida moguénost da ude u nezavisni skup /. Nakon sto skup I bude
izracunat svi njegovi ¢vorovi se paralelno boje tako sto se svakom ¢voru v € I dodeli
najmanja po indeksu boja tako da bojenje bude ispravno. Posledica ovakvog nacina
dodeljivanja boja ¢vorovima skupa I je postojanje moguénosti da ¢vorovi skupa [

ne budu obojeni istom bojom.

logm )

Pokazano je da o¢ekivana vremenska slozenost ove heuristike iznosi O(A- Toglog 71
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(pogledati rad [9]), Sto je poboljsanje u odnosu na o¢ekivanu slozenost Luby heuri-

stike (Heuristika 16) za bojenje grafa (koja iznosi O(A -logm)).

Heuristika 17 Paralelna JP heuristika za bojenje grafa
Naziv heuristike: ParallelJP(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

. U=V

2: for each v € U in parallel do
3:  p(v) = RandomNumber()
4: end for

while U # () do
G' = G[U]
I=10
addVertex = true

9:  for each v € U in parallel do

10: for each w € Neighbours(v,G") do
11: if p(v) < p(w) then

12: addVertex = false

13: end if

14: end for

15: if addVertexr == true then

16: =1U{v}

17: end if

18: end for

19:  for each v € [ in parallel do
20: C = {u.Color | uw € Neighbours(v,G)}

21: v.Color = min{color > 0 | color ¢ C'}
22:  end for
23 U=U\I

24: end while

Na slici 4.7 je ilustrovano bojenje grafa po iteracijama pomoc¢u J P heuristike. U
delu pod a), je prikazan neusmeren i neobojen graf. Svakom ¢voru v grafa dodeljen je
slucajni broj p(v) ¢ime je zavrsen prvi korak JP heuristike. Na istoj slici, u delovima
pod b), ¢), d), e) i f) redom su ilustrovani rezultati rada i-te iteracije spoljasnje
while petlje gde vazi: i € {1,2,3,4,5}. Primetimo da redni broj iteracije bojenja
ne odreduje boju kojom ¢e ¢vorovi biti obojeni, pa je moguée da neki ¢vorovi budu

obojeni bojama koje su koris¢ene u prethodnim iteracijama glavne while petlje.

o6



GLAVA 4. PARALELNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

Naime, u delu pod b) évorovi su obojeni zutom bojom, dok u delu pod f) vidimo

da je ¢vor pod rednim brojem 16 obojen takode zutom bojom u toj iteraciji.

Slika 4.7: Primer bojenja grafa po iteracijama pomoc¢u JP heuristike
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4.4 Largest Degree First heuristika

Largest Degree First (LDF') heuristika predstavlja modifikaciju JP heuristike.
Razlika u odnosu na JP heuristiku je u tome $to se umesto slu¢ajno generisanih
prioriteta p(v) za kreiranje nezavisnih skupova koriste osobine stepena ¢vorova. Pre-
ciznije, prilikom kreiranja nezavisnih skupova (koji se u narednom koraku heuristike
boje), prednost se daje onim ¢évorovima v € V' koji imaju veéi stepen deg(v) od svih
svojih suseda. Ukoliko se ispostavi da ¢vor v ima vedéi stepen od svih svojih suseda
on se dodaje u nezavisni skup 7. U sluc¢aju da postoje dva susedna ¢vora koja imaju
isti stepen prioritet se daje onom ¢voru v kome je dodeljen veéi sluc¢ajni broj p(v).
Ispostavlja se da u proseku LDF' heuristika koristi manje boja za bojenje grafa od
JP algoritma. LDF heuristika se neznatno razlikuje od JP heuristike Sto za po-
sledicu ima to da je asimptotska slozenost LDF' heuristike ista kao i asimptotska
slozenost JP heuristike.

Na slici 4.8 je ilustrovan primer bojenja grafa po iteracijama pomoc¢u LDF' he-
uristike. U delu pod a), dat je neusmeren i neobojen graf. Svakom ¢voru v grafa
dodeljen je slucajni broj p(v) ¢ime je zavrSen prvi korak LDF heuristike. Na istoj
slici, u delovima pod b), c), d), e), f) i g) redom su ilustrovani rezultati rada i-
te iteracije spoljasnje while petlje i izgled grafa G’ nakon ove iteracije, gde vazi:
i € {1,2,3,4,5,6}. Na primer, u delu pod b) vidimo da je u okviru prve iteracije
odabran ¢vor v kao ¢vor najveceg stepena u grafu G’. Za njega vazi da je p(v) = 68
i deg(v) = 7. Posto u okviru ove iteracije ni jedan drugi ¢vor u grafu nema veci ste-
pen od svih svojih suseda, ¢vor v ¢e biti jedini kandidat za bojenje u datoj iteraciji.
Nakon bojenja ¢vora v novi graf G’ za narednu iteraciju se formira izbacivanjem
¢vora v 1 svih njegovih grana iz tekuceg grafa G'. Grane i ¢vorovi koji su izbaceni
iz, grafa G’ u prethodnim iteracijama i u tekucoj iteraciji while petlje su prikazani
svetlijom bojom u odnosu na one grane i ¢vorove koji nisu izbaceni iz grafa G'. Na

istoj slici, u delu pod h), prikazan je obojen graf.
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Slika 4.8: Primer bojenja grafa po iteracijama pomocéu LDF' heuristike
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Heuristika 18 Paralelna LDF heuristika za bojenje grafa

Naziv heuristike: ParallelLDF(G)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E)

1. U=V

2: for each v € U in parallel do
3. p(v) = RandomNumber()
4: end for

while U # () do
G' = G|U]
I=1

addV ertex = true

9:  for each v € U in parallel do

10: for each w € Neighbours(v,G") do

11: if deg(v) < deg(w) or (deg(v) == deg(w) and p(v) < p(w)) then
12: addVertex = false

13: end if

14: end for

15: if addVerter == true then

16: I'=1U{v}

17: end if

18: end for

19:  for each v € I in parallel do
20: C = {u.Color | u € Neighbours(v,G)}

21: v.Color = min{color > 0 | color ¢ C'}
22:  end for
23: U=U\I

24: end while
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4.5 Heuristike zasnovane na particionisanju grafa

4.5.1 Problem particionisanja grafa

Problem particionisanja grafa (eng. graph partitioning problem) podrazumeva
podelu skupa ¢vorova V' neusmerenog grafa G = (V, E) u particije {Vi, Va,..., Vi}
tako da vaze sledeca tri uslova:

k

L. V=]V

i=1

2. Particije V; sadrze isti ili skoro isti broj ¢vorova.
3. Broj grana koje povezuju ¢vorove razli¢itih particija je minimalan.

Poznato je da je navedeni problem NP-tezak, medutim postoje razlicite heuristike
koji se koriste za pronalazenje pribliznih resenja ovog problema. U okviru narednih
poglavlja bi¢e razmotreno kako particionisanje grafa moze da se iskoristi u resavanju
problema bojenja grafa nakon cega ¢e biti predstavljene alternative datom pristupu
koje koriste ideju sli¢nu particionisanju. Na slici 4.9 je prikazano particionisanje

neusmerenog grafa sa 6 ¢vorova u dve particije.

P+ P>

Slika 4.9: Primer particionisanja grafa u dve particije

Definicija 4.5.1. Pseudobojenje grafa (eng. pseudocoloring of graph) predstavlja
bilo kakvo dodeljivanje boja ¢vorovima grafa G = (V) E).

Nakon pseudobojenja grafa mogu postojati ¢voroviu € V iv € V koji su susedni

u grafu G i koji su obojeni istom bojom.
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Definicija 4.5.2. Kazemo da je u toku pseudobojenja grafa G = (V, E) doslo do
konflikta u bojenju (eng. conflict in coloring) ¢vorova u € V i v € V ako su ¢vorovi

u i v susedni u grafu G i ako su obojeni istom bojom.

Intuitivno je jasno da ¢e pseudobojenje grafa biti upotrebljivo samo ako je broj

konflikata u bojenju mali.

Definicija 4.5.3. Parcijalno bojenje grafa (eng. partial graph coloring) je bojenje
podskupa V' C V tako da nikoja dva susedna ¢vora skupa V'’ ne budu obojena

istom bojom.

Primetimo da se bilo koje bojenje grafa moze smatrati parcijalnim bojenjem

istog tog grafa, Sto vazi u slucaju da je V' = V.

4.5.2 Opsta heuristika za bojenje grafa bazirana na
particionisanju

Pretpostavimo da je skup ¢vorova V' neusmerenog grafa G = (V, E') particionisan
u k particija {V1, V5, ..., Vi}. Neka je data funkcija 7w : V' — {1,2,..., k} koja évoru
v € V dodeljuje redni broj particije V; kojoj pripada tj. vazi m(v) =i, za v € V;.
Definisimo skup grana Fg kao skup Es C F za koji vazi:

(u,v) € Eg < m(u) # 7(v)

Drugim rec¢ima skup Eg je skup grana ¢iji ¢vorovi pripadaju razli¢itim particijama.
S u indeksu skupa Fg oznacava skrac¢enicu za engleski re¢ shared (srp. deljen). Na

slican nacin definisemo skup deljenih ¢vorova Vg kao skup Vg C V' za koji vazi:
veVse (JueV)((u,v) € Eg)

Drugim re¢ima, svaki ¢vor u € Vg je povezan granom sa nekim ¢vorom v € Vg koji
pripada razli¢itoj particiji u odnosu na ¢vor u.

Uvedimo i sledeée oznake: Vi, =V \ Vg i ViL =V, NV;. L uindeksu skupa Vp,
oznacava skrac¢enicu za engleski re¢ local (srp. lokalni), jer dva ¢vora skupa Vy, jedino
lokalno mogu biti povezana granom - samo ako pripadaju istoj particiji. Uo¢imo da
vazi: Vi = | | VL. Oznacimo sa G; = G[ViF], G = G[V1] i G5 = G[Vs] podgrafove
grafa G kojiz su indukovani skupovima V; i V, i Vg redom.

Na slici 4.10 je prikazan primer neusmerenog grafa G sa njegovim podgrafovima
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G i Gg. Graf G je particionisan u dve particije: V; = {1,2,3,4} i V5, = {5,6,7}.
Skup deljenih grana (koje su na slici obojene zelenom bojom) Eg u ovom slucaju
podrazumeva skup {(1,5),(4,7)}. Cvorovi V podgrafa G (zajedno sa granama
podgrafa Gg) su obojeni plavom bojom dok su évorovi Vg podgrafa Gg (zajedno sa

granama podgrafa Gg) obojeni zelenom bojom.

4 7

V1 V2

Slika 4.10: Primeri podgrafova G, (¢iji su ¢vorovi i grane na slici obojeni plavom
bojom) i Gg (€iji su ¢vorovi i grane na slici obojeni zelenom bojom) u neusmerenom
grafu G

Lema 5. Neka je C; funkcija bojenja grafa G;. Bojenje grafa G, se moZe zadati na
sledeéi nacin: C(v) = C;(v), zav € VL gde jei =1,2,... k.

Dokaz: Znamo da vazi G; = G[V/F]. Svaki graf G; je jedna komponenta poveza-
nosti grafa GG. Iz ovoga sledi da bojenje grafa G; neée poremetiti ispravnost bojenja
grafa G, za © # j, poSto ¢vorovi grafa (; nisu povezani sa ¢vorovima grafa G;. Iz
toga sledi da je sa C'(v) = C;(v), za v € V¥ jedno dobro definisano bojenje grafa
Gp. O

Lema 6. Bojenje grafa G je jedno parcijalno bojenje grafa G i moZe se proiriti

na bojenje celog grafa G.

Dokaz: Neka je data funkcija bojenja C' : Vi, — Colors grafa G, = G[Vi].
Znamo da vazi V = Vs U V. Cvorovi koji pripadaju skupu V;, su obojeni pomocu
funkcije C'. Bojenje C' se moze produziti na bojenje celog grafa GG ukoliko se na

skupu Vs definise konzistentno bojenju skupa Vr,. [J

63



GLAVA 4. PARALELNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

Heuristika 19 Opsta verzija heuristike za bojenje bazirana na particionisanju skupa

¢vorova
Naziv heuristike: ParallelColoring WithPartitioning(G, k)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E), prirodan broj k

1: Izvrsiti particionisanje skupa ¢vorova V' u k particija i pronadi Vs, G;, VL', za
ie{l,2,...,k}

2: for ¢ = 1 to k in parallel do
3:  Izvrsiti bojenje grafa G; koristeci sekvencijalnu heuristiku bojenja
4: end for

5: Izvrsiti bojenje preostalih ¢vorova v € Vg konzistentno bojenju skupa V7, kori-
stec¢i paralelnu heuristiku bojenja

Performanse navedene heuristike najvise zavise od heuristike za particionisanje
skupa ¢vorova grafa. Postoji veliki broj razli¢itih heuristika za particionisanje skupa
¢vorova V' grafa. Ukoliko heuristika za particionisanje ima manju vremensku sloze-
nost od heuristike koja se koristi za bojenje grafova G; onda je asimptotska slozenost
heuristike jednaka zbiru vremenskih slozenosti heuristike za bojenje grafova G; i pa-
ralelne heuristike koja boji ¢vorove Vg. U suprotnom, ukupna vremenska slozenost
heuristike je asimptotski jednaka vremenskoj slozenosti heuristike za particionisanje

skupa ¢vorova grafa.

64



GLAVA 4. PARALELNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

4.5.3 Heuristika bojenja zasnovana na blokovskom
particionisanju

Motivacija za konstukciju narednih heuristika se javlja iz potrebe da se izbegne
rad sa NP-teskim problemom particionisanja koji se javlja kod prethodno opisanih
heuristika zasnovanih na particionisanju grafa. Za neke klase grafova veli¢ina skupa
Es moze biti jako bliska veli¢ini skupa FE, §to moze predstavljati problem - tada
¢e grafovi G; biti u proseku male veli¢ine $to narusava potencijal da se heuristika
ubrza paralelizacijom.

U nastavku, pod terminom blok (eng. block) ¢emo podrazumevati proizvoljni
podskup skupa ¢vorova V. U ovom sluc¢aju ¢emo, umesto dosadasnjeg particionisa-

nja skupa ¢vorova grafa, primeniti strategiju deljenja skupa ¢vorova V' u p blokova:
b1, Ba, .., Bp iste (ili 8to slicnije) veli¢ine gde vazi: V = ﬂﬁi i za ¢iju ¢e nam
konstrukciju biti potrebno znatno manje vremena u odnosul:nla vreme potrebno za
prethodno opisano particionisanje skupa V. U ovom slu¢aju ne¢emo ulagati dodatni
trud da minimizujemo broj grana ¢iji ¢vorovi pripadaju razli¢itim blokovima. Tada
ne postoji garancija da ¢e se paralelnim bojenjem prethodno dobijenih blokova do-
biti ispravno bojenje grafa. Takode, ovakvo deljenje skupa V' na blokove moze imati
za posledicu to da je prosecan broj grana koje dele neka dva bloka veliki, $to moze
dovesti do velikog broja konflikata u bojenju koje kasnije treba ispraviti.

Ulazni parametri heuristike su neusmereni graf G = (V, E) i broj p koji nam
ukazuje na koliko blokova je potrebno podeliti skup ¢vorova V. Heuristika se sa-
stoji iz dve faze. Na pocetku prve faze heuristike se vrsi particionisanje skupa V
u p jednakih blokova: 1, 32, ..., 3,. Nakon ovog koraka vrsi se pseudobojenje ¢vo-
rova svakog bloka (3; paralelno pomocu funkcije Calculate NodeColor(v,G), ¢ime
je zavrSena prva faza heuristike. PoSto se bojenje blokova vrsi paralelno c¢esto se
podrazumeva da je broj blokova p jednak broju dostupnih procesora, kako bi se u
potpunosti iskoristile prednosti paralelizacije.

Nakon zavrsetka prve faze heuristike ¢vorovi unutar svakog bloka f3; ée biti oboje-
ni pravilno - ukoliko su neka dva ¢vora bloka (; povezana granom oni ¢e biti obojeni
razli¢itom bojom. Medutim, posto se u prvoj fazi heuristike svaki blok paralelno
boji, a pritom se ne obraca paznja na to da li postoji grana izmedu neka dva ¢vora
u € B;iv € B; koji se paralelno boje, moze do¢i do konflikata u bojenju ¢vorova koji
pripadaju razli¢itim blokovima. Druga faza heuristike detektuje konflikte u bojenju

i ispravlja ih. Ukoliko se ispostavi da postoje dva ¢vora u i v koji su susedni u grafu
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G a pritom su obojeni istom bojom, ¢vor nizeg indeksa se ubacuje u skup 9, koji je
inicijalno prazan. Nakon detekcije takvih ¢vorova skup S se boji pomoéu proizvoljne
sekvencijalne heuristike za bojenje. U nastavku je data heuristika za bojenje grafa

zasnovana na blokovskom particionisanju skupa ¢vorova.

Heuristika 20 Heuristika bojenja zasnovana na blokovskom particionisanju skupa

¢vorova
Naziv heuristike: ParallelColoring WithBlockPartitioning(G, p)
Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E), prirodan broj p

1: //Prva faza heuristike:
2: Podeliti skup ¢vorova V' u p blokova iste velic¢ine: (i, fs,..., 3, tako da vazi:

=M _n

for i = 1 to p in parallel do
for each v in 3; do
Calculate N odeColor(v, G)
end for
end for

8: //Druga faza heuristike:

9: S = {}
10: for ¢ =1 to p in parallel do
11:  for each v in 3; do

12: for each w in Neighbours(v, G) do
13: if v.Color == w.Color then

14: x = min{v,w}

15: S =SuU{x}

16: end if

17: end for

18:  end for

19: end for

20: Obojiti ¢vorove skupa S pomocu sekvencijalne heuristike

Analizirajmo sada vremensku slozenost heuristike.

Lema 7. Pod pretpostavkom koriséenja CRCW modela, prva faza prethodno nave-
dene heuristike (Heuristika 20) vrsi pseudobojenje grafa za vreme O(%) koristeci

ukupno O(m) operacija®.

3Ukupan broj operacija podrazumeva zbir broja svih operacija koje se izvrée na svim koriséenim

66



GLAVA 4. PARALELNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

Dokaz: Prva faza prethodno navedene heuristike se sastoji od p paralelnih ko-
raka (p iteracija paralelne for petlje). Ovo znac¢i da je ukupna sloZenost heuri-
stike proporcionalna slozenosti jedne iteracije date petlje. U svakom paralelnom
koraku se iterira kroz skup f; koji ima % elemenata i u svakoj iteraciji se poziva
CalculateN odeColor(v, G') metoda koja ima slozenost O(deg(v)). Ovo znadi da je,
za fiksirano v € V, sloZenost sinhrone petlje O(Zdeg(v)) = O($A), sto je i ukupna
slozenost prve faze heuristike. Da bismo odredili ukupan broj operacija prve fa-

ze heuristike posmatrac¢emo paralelnu for petlju kao sinhronu for petlju. Tada je
P
ukupan broj operacija jednak T'(n,1) = > > deg(v;) = 2m = O(m).0]
=1 UjE,Bi
Lema 8. Pod pretpostavkom koriscenja CRCW modela, ocekivani broj konflikata
boja c¢vorova na kraju prve faze prethodne heuristike (Heuristika 20) iznosi O(up),

gde je i = " prosecni stepen cvora u grafu.

Dokaz: Oznaéimo sa tq,ts,... ,t% vremenske intervale u okviru kojih se vrsi
bojenje ¢vorova u prvoj fazi heuristike (for petlja u liniji 4 ima ukupno % iteracija
pa toliko ima i vremenskih trenutaka u okviru kojih se vrsi bojenje). Neka je e =
(u,v) € E fiksirano. Oznac¢imo sa Xg,, indikatorsku slucajnu veli¢inu koja uzima
vrednost 1 ako se svi ¢vorovi skupa S boje u trenutku ¢; u prvoj fazi heuristike, a u

suprotnom uzima vrednost 0, gde vazi 1 < j < %. Za svako v € V vazi:

1 P n

P{Xipey =1}=—==,1<j< -

Xy == = 155 <0
Posto vazi X{u,v},tj = X{u},th{v},tj tada vazi i:

2
pp D
P{X vy, = 1} = P{Xquy0, Xy, = 1} = P{Xquys, = 11P{ Xy, = 1} = nn_ n?

Tada je verovatnoca da su ¢vorovi u i v obojeni u nekom zajednickom vremenskom

trenutku ¢; jednaka:

n n

2

p P P P D
P | Xy, = 11 = P = 1) = 3 PG =11 =D 5 =2
j=1 j=1 j=1

Oznac¢imo sa N slucajnu veli¢inu koja predstavlja broj grana e = (uy,us) Ciji

se ¢vorovi u; 1 uy boje konkurentno. Neka je data indikatorska sluc¢ajna veli¢ina

procesorima.
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Ity koja uzima vrednost 1 ukoliko se oba ¢vora grane (u,v) boje konkurentno u

nekom vremenskom intervalu ¢; i 0 u suprotnom. Tada slucajna veli¢ina I, ) ima

0 1
_2 P

EIN|=E[ ) Iuwl= ) Elluw]= %Z@ZW
(

n
(u,v)eE (u,v)EE u,v)EE

raspodelu:

Tada vazi:

Neka je sa C' oznacena sluc¢ajna veli¢ina koja predstavlja broj grana koje pripa-
daju nekim od skupova 3; i 3; a €iji se ¢vorovi boje istom bojom. Tada vazi da je
C < N pa zbog toga vazi i da je E[C] = O(up) O

Lema 9. Ukoliko vaZi p = O(\/%), tada prethodno navedena heuristika (Heuri-
stika 20) ima ocekivanu vremensku sloZenost O(%), pod pretpostavkom koriséenja
CRCW modela.

Dokaz: Ocekivano vreme izvrsavanja prve faze heuristike iznosi O(%). U drugoj
fazi heuristike se vrsi detektovanje onih ¢vorova koje je potrebno ponovo obojiti
nakon cega se vrsi njihovo bojenje pomocu sekvencijalne heuristike. Analizirajmo
ocekivanu vremensku slozenost druge faze heuristike. Najpre se izvrSava paralelna
for petlja koja formira skup S u vremenu O(%). Zatim se vrsi bojenje skupa
S. Skup S ima onoliko elemenata koliko je bilo konflikata u fazi pseudobojenja.
Bojenje skupa S sekvencijalnom heuristikom se izvrsava za vreme O(A - K), gde je
K broj konflikata u pseudobojenju. Iz ovoga zaklju¢ujemo da je oc¢ekivana slozenost
druge faze O(%) + O(A - K). Iz prethodne leme imamo da je E[K] = O(up)
pa je ukupna ocekivana slozenost druge faze O(%) + O(A - up). Izvedimo sada
asimptotsko poredenje veli¢ina % i A - up. Primetimo da je dovoljno uporediti
veli¢ine ;TL 1 up.

Prvi slu¢aj (3 >> up):

n n mp  n? ) n? n?
—>>upe —>>— & —>>p e/ —>>psp=0(1/—)
[ D n m m m

Iz uslova teoreme vidimo da je poslednji uslov ispunjen pa vazi pa je ukupna sloze-

nost druge faze u ovom slucaju O(%).
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Drugi slu¢aj (% << pup):

n n? n?
—<<pupe\—<<pep=Q1/—)
D m m

n2

Medutim, posto je p = O(y/% ) onda vazi da je: p = O( _):@(T) Tada
vazi: y/m = ©(%). Dalje zaklju¢ujemo da vazi:

——=)=0(A-Vm) + O(A-Vm)

O(=) + OB up) = O(%") + Ol

vz

3

= 0(a i) = (31

p

Analizirajuéi prethodna dva slucaja zaklju¢ujemo da je u oba ocekivana slozenost
druge faze jednaka O( ). Ukupna oc¢ekivana slozenost heuristike je zbir ocekivanih
slozenosti prve i druge faze 1 iznosi O(T)’ sto predstavlja ocekivani broj konflikata

u bojenju nakon prve faze heuristike. [J

4.5.4 Podela skupa ¢vorova u blokove
Razmotrimo nacine na koje se skup ¢vorova V' grafa G = (V, E) moze podeliti

u p blokova f, fs, ..., B, tako da vazi: |G| = 21V = |_| B;. Postoji veliki broj

p
razli¢itih nacina za deljenje skupa V' u blokove. Najbolje b1 bllo da podela u blokove

bude takva da je broj grana koji je deljen medu blokovima 3; i §;, gde je 1 <1 <
J < p, minimalan. Ovakvom podelom u blokove bi se minimizovao broj konflikata
u bojenju i vreme potrebno za reSavanje problema koje donose konflikti. Medutim,
dobiti takvo jedno particionisanje je tesko. Umesto toga razmotri¢emo jednostavniju
strategiju. U nastavku ¢e biti predstavljena strategija koja ¢vor v; € V' dodeljuje
bloku ¢iji se indeks dobija kao ostatak pri deljenju broja ¢ sa p. Na taj nacin ée svaki
blok f3; imati jednak broj ¢vorova.

Heuristika se sastoji iz dve paralelne for petlje. Uz pretpostavku moguénosti
koris¢enja dovoljnog broja procesora p, obe for petlje se izvrsavaju za vreme O(1)
pa je ukupna slozenost heuristike O(1). lako je prednost date heuristike u dobroj
vremenskoj slozenosti ona ne daje garanciju za broj grana koje ¢e biti deljene izmedu
blokova 8; i B;. Medutim, za potrebe brzog particionisanja u proseku daje dobre

rezultate.
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Heuristika 21 Heuristika za blokovsko particionisanje skupa ¢vorova u grafu
Naziv heuristike: FuvaluateBlocks(G, p)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V| E) i prirodan broj p

Izlaz: Skup blokova {f, fa, ..., B,} u grafu G

1: for ¢+ = 1 to p in parallel do

22 Bi=10

3: end for

4: for : = 1 to n in parallel do
5. i = mod (i,p)

6: By = By U{vi}

7: end for

8:

return {3, 5, ... uﬁp}

4.5.5 Napredna heuristika blok particionisanja

Heuristika se sastoji od dve faze. Prva faza je u velikoj meri sli¢na prvoj fazi
prethodno opisane heuristike: na pocetku se vrsi deljenje skupa ¢vorova u p blokova
iste velic¢ine, nakon ¢ega se vrsi njihovo paralelno pseudobojenje. Nakon toga se
pomocu skupa Colors vrsi prebrojavanje boja koje su iskoriséene u prethodnom
koraku pseudobojenja. Rezultat prebrojavanja se smesta u brojacku promenljivu k.
Nakon toga se ¢vorovi grupisu u k grupa: gy, ¢o, - . ., gx tako da se u grupi g; nalaze
samo ¢vorovi obojeni bojom indeksa i. Za takve grupe kazemo da su pseudonezavisne
(eng. pseudoindependent) zato Sto one ne moraju predstavljati nezavisne skupove
kao sto je to bio sluc¢aj kod modifikovane First Fit heuristike.

Na pocetku druge faze heuristike se svaka grupa g; deli u p jednakih blokova
B1, By, ..., B, nakon Cega se visi paralelno bojenje svakog od datih blokova. Pri-
metimo da nakon ovog koraka moze doc¢i do konflikata u bojenju, ali se o¢ekuje da
broj konflikata bude manji neko §to je bio nakon izvrSavanja prve faze heuristike.
Nakon koraka pseudobojenja pseudogrupa g¢i, ¢o, ..., gr vrsi se detekcija konflikata
u bojenju nakon cega se vrsi ispravka konflikata. Ovi koraci se vrse na isti na¢in kao

i kod prethodno opisane heuristike. Heuristika je data u nastavku.

70



GLAVA 4. PARALELNI ALGORITMI ZA BOJENJE GRAFOVA

Heuristika 22 Napredna heuristika bojenja zasnovana na blokovskom particioni-
sanju

Naziv heuristike: ParallelAdvancedColoring WithBlockPartitioning(G, p)

Ulaz: Neusmeren graf G = (V, E), prirodan broj p

1. //Prva faza heuristike:
2: IzvrSiti particionisanje skupa ¢vorova V' u p blokova: 31, 5, . .., 5, tako da vazi:

\% n
|5i| = % ~
for i = 1 to p in parallel do

for each v in 5; do
CalculateNodeColor(v, Q)
end for
end for

8: Colors = | {v.Color}

veV
9: k = Length(Colors)
10: Odrediti pseudonezavisne grupe ¢vorova: g1, g, - - - , gk, gde vazi:

gi ={v eV |v.Color =i}

11: //Druga faza heuristike:

12: S = {}

13: for ¢ = k down to 1 do

14:  Izvrsi particionisanje grupe g; u p jednakih blokova: 31, 3, ..., 3,
15:  for j = 1 to p in parallel do

16: for each w in f] do

17: CalculateNodeColor(w, G)
18: end for

19:  end for

20: end for

21: Izvrsiti naredbe definisane u drugoj fazi prethodne heuristike:
e Detektovati konflikte u bojenju i rezultat smestiti u skup S

e Obojiti ¢vorove skupa S pomocu sekvencijalne heuristike
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Neka je broj konflikata nakon izvrSavanja prve faze prethodno navedene heuristi-
ke jednak C'. Moze se pokazati da je nakon izvrSavanja druge faze prethodno navede-
ne heuristike (Heuristika 22) oc¢ekivani broj konflikata u bojenju jednak O(C %).

Detalji dokaza se mogu naci u radu [5].

4.6 Metaheuristike za bojenje grafova

Na kraju napomenimo da postoji dosta metaheuristika za reSavanje problema
bojenja grafova. Ispostavlja se da metaheuristike za reSavanje problema bojenja
grafa u velikom broju sluc¢ajeva daju jako dobre rezultate. U ovom radu se ne¢emo
baviti metaheuristikama, ali ¢emo navesti popularne klase metaheuristika koje su se

pokazale dobro za reSavanje pomenutog problema. To su:
e FEvolutivni algoritmi (eng. evolutionary algorithms),
e Celobrojno programiranje (eng. integer programming),
e Metoda promenljivih okolina (eng. variable neighborhood search),
e Metoda tabu pretrage (eng. tabu search).

Za viSe informacija o metaheuristikama za bojenje grafova pogledati [4].
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Glava 5

Programska realizacija algoritama 1

evaluacija

U okviru ove glave bi¢e opisana programska realizacija aplikacije koja omogucéava
odabir heuritike bojenja, vizuelnu reprezentaciju obojenog grafa kao i komparativnu
analizu broja boja i vremena izvrSsavanja razli¢itih heuristika. Na kraju glave je
opisana evaluacija rezultata rada razli¢itih heuristika, kao i njihovo poredenje na

istim instancama sluc¢ajno generisanih grafova.

5.1 Aplikacija za bojenje grafova

Za implementaciju aplikacije je koris¢en programski jezik C# kao i radno okru-
zenje .NET 6. Za implementaciju korisnickog interfejsa su koris¢ene windows forme.

Aplikacija ima slede¢e moguénosti:

1. Generisanje slu¢ajnog grafa sa n ¢vorova (unoSenjem broja ¢vorova grafa u

tekstualno polje i klikom na dugme Genarate random graph).

2. Bojenje slu¢ajno generisanog grafa pomocu odabrane heuristike iz padajuce

liste algoritama (klikom na dugme Process Coloring).

3. Prikaz slu¢ajno generisanog grafa u glavnom prozoru (klikom na dugme Visu-

alize Results).

4. Merenje vremena potrebnog za bojenje grafa kao i prikaz informacije o broju

boja koje je odabrana heuristika iskoristila - nakon pritiska na dugme Proc-
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cess Coloring na dnu forme bice prikazane informacije o vremenu izvrsavanja

heuristike i broju boja koje je heuristika iskoristila.

5. Provera ispravnosti bojenja grafa - nakon generisanja slucajnog grafa i nje-
govog bojenja pritiskom na dugme Check Coloring Correctness prikazuje se
polje sa porukom da li je bojenje ispravno ili da postoje susedni ¢vorovi koji

su obojeni istom bojom.

6. Prikaz liste povezanosti slu¢ajno generisanog grafa i informacija o bojama (u
ARGB formatu) koje su dodeljene &vorovima (pritiskom na dugme Display

Adjacency List).

7. Prikaz poredenja vremena izvrSavanja i broja koriséenih boja za razli¢ite he-
uristike pomoéu kojih je vrSeno bojenje poslednjeg sluc¢ajno generisanog grafa

(klikom na dugme Show Comparison Results).

Za vizuelni prikaz grafa se koristi Viewer kontrola dobijena instaliranjem Micro-
soft. Msagl. Graph ViewerGDI NuGet paketa. Nakon pokretanja aplikacije otvara se

forma koja je prikazana na slici 5.1.

Graph Coloring Manager -

Random GraphSize: | | Choose Coloring Algorithm:  First Fit [Sequentiall v

Generate Random Graph

Show Comparison Result

Slika 5.1: Izgled glavne forme nakon pokretanja aplikacije
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Nakon generisanja slucajnog grafa u liniji na dnu glavne forme bic¢e prikazane
sledec¢e informacije: kada je poslednji put generisan slucajni graf, koliki je maksimalni
stepen ¢vora u grafu i vreme potrebno za njegovo generisanje.

Nakon uspe$nog bojenja grafa linija na dnu glavne forme ée biti dopunjena sle-

de¢im informacijama:
1. kada je poslednji put izvrSeno bojenje grafa,
2. algoritam koji je koris¢en za bojenje,
3. vreme izvrsavanja heuristike za bojenje,

4. broj boja koje je heuristika iskoristila.

Pod pretpostavkom da je korisnik prethodno generisao slu¢ajni graf, nakon priti-
ska na dugme Visualize Results u glavnom prozoru bié¢e prikazan slu¢ajno generisani
graf. Ukoliko je izvrSeno bojenje grafa ¢vorovi grafa u glavnom prozoru biée obojeni
saglasno tom bojenju. Na slici 5.2 je prikazan izgled glavne forme nakon generisanja

slucajnog grafa sa 10 ¢vorova i njegovog bojenja.

Graph Coloring Manager

Random Graph Size: Choose Coloring Algorithm:  Luby MIS [Parallel] ~

Generate Random Graph

Process Coloring

Visualize Results

Display Adjadjency List

Check Coloring Correctness

Show Comparison Result

Random Graph with 10 nodes (with maximal node degree: 5) last generated on 1/29/2024 10:42:25 PM, Used time: 00:00:00.0030302, Coloring generated on: 1/29/2024 10:44:50 PM with Luby MIS [Parallel] algorithm, Used time: 00:00:00.0170204, Used colors: 4

Slika 5.2: Prikaz obojenog grafa
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Za potrebe poredenja performansi heuristika na istom slu¢ajno generisanom gra-
fu aplikaciji je dodato dugme Show Comparison Result. Prilikom generisanja novog
slucajnog grafa, poruka koja se ispisuje na klik ovog dugmeta se postavlja tako da
sadrzi samo informacije kada je graf generisan i koliko je bilo potrebno vremena
za njegovo generisanje. Svakim narednim bojenjem grafa ova poruka se dopunju-
je informacijama o bojenju koje je heuristika izvrsila (kada je generisano bojenje,
utroSeno vreme heuristike, broj iskorié¢enih boja). Na slici 5.3 je prikazan primer

sadrzaja forme koja se dobija pritiskom na dugme Show Comparison Result.

Comparison Form — O X

Random Graph with 2000 nodes last generated on 1/6/2024 3:11:27 PM, Used time: 00:00:02.2021591

Coloring generated on: 1/6/2024 3:11:31 PM with First Fit [Sequential] algorithm, Used time: 00:00:00.2274883, Used colors: 156

Coloring generated on: 1/6/2024 3:12:06 PM with Maximal Independent Set Based [Sequential] algorithm, Used time: 00:00:27.0379502, Used colors: 149

Coloring generated on: 1/6/2024 3:12:12 PM with First Fit Modified [Sequential] algorithm, Used time: 00:00:00.6100084, Used colors: 154

Coloring generated on: 1/6/2024 3:12:22 PM with Advanced Block Partitioning [Parallel] algorithm, Used time: 00:00:00.8912823, Used colors: 158

Coloring generated on: 1/6/2024 3:12:26 PM with Advanced Block Partitioning [Parallel] algorithm, Used time: 00:00:00.8929703, Used colors: 156

Slika 5.3: Prikaz forme za poredenje heuristika

5.2 Zastita deljenih resursa

Kako bi se o¢uvala konzistentnost podataka i omogucéila konkurentna brisanja
i pisanja u kolekciju podataka, prilikom pisanja aplikacije su koris¢ene takozvane
Thread Safe kolekcije iz prostora imena System.Collections. Concurrent. Pomenu-
te kolekcije predstavljaju prosirenja nekih standardnih kolekcija iz prostora imena
System.Collections. Generics. Naime, kolekcije iz prostora imena System. Collection-
.Generics (u koje se ubrajaju List, HashSet, Dictionary,...) predstavljaju kolekcije
koje zahtevaju dodatnu sinhronizaciju niti koje konkurentno dodaju ili brisu sadrzaj
iz kolekcije, jer takve kolekcije u sebi ne sadrze mehanizme sinhronizacije. lako je za
konkurentna dodavanja i brisanja kod ovakvih kolekcija potrebna sinhronizacija, one
se mogu koristiti za konkurentna ¢itanja vrednosti. S druge strane, o sinhronizaciji
niti ne moramo voditi ra¢una kada se koriste Thread Safe kolekcije jer takve kolek-
cije implicitno u sebi sadrze mehanizme za zastitu konzistetnosti podatka. Thread

Safe kolekcije koje su koriS¢ene u implementacijama heuristika su:
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1. ConcurrentDictionary - Thread Safe kolekcija koja je pandan kolekciji Dicti-

onary iz System.Collections. Generic prostora imena.

2. ConcurrentBag koja predstavlja neuredenu Thread Safe kolekciju. Ova kolek-

cija ne garantuje oCuvanje redosleda elemenata koji se dodaju u kolekciju.

Pored navedenih kolekcija za omogucavanje ekskluzivnog pristupa podatku su ko-
riséeni lock blokovi. Oni omogucavaju da se resursi zaklju¢aju za sve niti sem za
trenutnu nit (koja ima ekskluzivan pristup resursu) i otklju¢aju kada trenutna nit
zavrsi obradu resursa. Primer koriséenja lock bloka za bezbedno dodeljivanje bo-
je ¢voru grafa kada vise niti ima moguénost da konkurentno boji ¢vorove grafa je
prikazan na slici 5.4. Objekat lockObject koristimo za zaklju¢avanje dela koda ko-
jem viSe niti moze imati istovremeni pristup. Ovaj objekat moze biti definisan na

pocetku klase na sledec¢i nacin:

private readonly object lockObject = new object();

lock (leckObject)
{

node.Color = color;

1

Slika 5.4: Primer upotrebe lock bloka

5.3 Evaluacija

U nastavku su predstavljeni rezultati poredenja heuristika za bojenje grafova
na istim instancama sluc¢ajno generisanih grafova. Poredenje heuristika je izvedeno

uzimajuéi u obzir dva aspekta:

1. vreme izvrSavanja heuristike,

2. broj boja koji je heuristika koristila za bojenje grafa.
Eksperimentalna poredenja su vrSena na racunaru koji ima sledece specifikacije:
1. Procesor - Intel Core i5-8250U
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2. RAM memorija - 16.0GB 664MHz DDR4

3. Mati¢na plo¢a - LENOVO 20M8S0Y Q00 (U3E1)

Prilikom merenja parametara heuristike za poredenje nije bio pokrenut ni jedan
program koji bi mogao znacajno uticati na rezultate istih. Treba uzeti u obzir da
svi sekvencijalne heuristike kao rezultat rada uvek daju bojenje istog kvaliteta, bez
obzira na to koliko puta je sekvencijalna heuristika pokrenuta. Kod paralelnih he-
uristika koje su razmatrane u ovom radu to ne vazi - ponovnim pokretanjem bilo
koje paralelne heuristike se moze dobiti bojenje drugacijeg kvaliteta u odnosu na

kvalitet bojenja dobijen prethodnim pokretanjem iste heuristike.

Rezultati eksperimenata

Svaka heuristika je pokrenuta nad pet istih slu¢ajno generisanih grafova koji
imaju redom 2000, 3500, 5000, 8000 i 10000 ¢vorova i maksimalne stepene 785, 1363,
1921, 3030 i 3796 respektivno. U tabelama 5.1 i 5.2 su prikazani rezultati poredenja
utrosenog vremena i broja boja koje su koristile heuristike. Svaka sekvencijalna
heuristika je nad prethodno opisanim grafovima pokrenuta tac¢no jednom nakon
Cega je za svaki graf u tabelu 5.1 upisan rezultat. Paralelne heuristike su pokretane
po 3 puta nad svakim grafom nakon ¢ega je za svaki graf u tabelu 5.2 upisan rezultat
koji ima najbolji kvalitet bojenja. U okviru liste koja je data u nastavku su dati

detalji nekih heuristika ¢ije su performanse merene.

1. MIS - sekvencijalna heuristika bazirana na odabiru nezavisnih skupova gra-
fa. Za konstrukciju nezavisnih skupova grafa je koriséena pohlepna heuristika
koja prioritet daje ¢vorovima najveceg stepena. Ukoliko se ispostavi da dva
¢vora koja se razmatraju imaju isti stepen, prioritet za ulazak u maksimalni
nezavisni skup dobija onaj ¢vor v koji ima veéi sucajno dodeljeni prioritet

p(v).

2. First Fit Modified. Za registrovanje progresa bojenja je koris¢ena funkcija cilja
koja predstavlja broj razli¢itih boja ¢vorova u aktuelnoj iteraciji glavne while
petlje. Radi poboljsanja kvaliteta bojenja preduzet je slede¢i korak: nakon
Sto se pomocu funkcije cilja registruje da ne postoji progres u bojenju grafa,

glavna while petlja ¢e imati dodatne tri iteracije.
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vreme izvrsavanja u sekundama

Luby MIS - poznata paralelna heuristika za bojenje zasnovana na odabiru ne-
zavisnih skupova sa malom izmenom. Pri konstrukeciji maksimalnih nezavisnih
skupova prioritet za dodavanje ¢vora u rezultujuci skup dobijaju oni ¢vorovi
koji imaju najveéi stepen. U slucaju da dva ¢vora imaju isti stepen prioritet
dobija onaj ¢vor v kome je dodeljen veéi broj p(v). Ovaj princip je detaljnije

opisan u opisu Luby MIS heuristike (Heuristika 15) u okviru prethodne glave.

JP LDF je poznata modifikacija Jones Plassman heuristike koja pri konstruk-
ciji maksimalnog nezavisnog skupa prednost daje onim ¢vorovima koji imaju

vedi stepen od stepena svih svojih suseda.

Block Partitioning - osnovna heuristika zasnovana na blokovskom particionisa-
nju koja koristi heuristiku EvaluateBlocks(G, p) (Heuristika 21) za konstruk-
ciju blokova Sy, fa, ..., B,. Za bojenje ¢vorova u drugoj fazi heuristike (nakon

detekcije konflikata u bojenju) je koris¢ena modifikovana First Fit heuristika.

Advanced Block Partitioning - paralelna heuristika koja koristi ideju naprednog
blokovskog particionisanja. Za bojenje ¢vorova u drugoj fazi heuristike (nakon
detekcije konflikata u bojenju) je koris¢ena modifikovana First Fit heuristika.
Ova heuristika takode koristi heuristiku EvaluateBlocks(G, p) (Heuristika 21).

10% 1 —— First Fit

LDO

MIS

First Fit Modified

GM

Luby MIS

JP LDF

Basic Block Partitioning
Advanced Block Partitioning

103 4

102 4

10! 4

100 -4

1071

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000
broj ¢vorova grafa

Slika 5.5: Poredenje vremena izvrSavanja
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Poredenja vremena izvrSavanja heuristika su prikaza na slici 5.5. Grafik prikazan
na ovoj slici koristi logaritamsku skalu po y-osi i prikazuje zavisnost vremena izvrsa-
vanja heuristika od veli¢ine grafa, odnosno broja ¢vorova sluc¢ajno generisanog grafa.
S obzirom na to da IDO i SDO heuristike imaju znatno duze vreme izvrSsavanja od
svih ostalih heuristika, analize njihovih vremena izvrsavanja nisu prikazane.

U nastavku, na slikama 5.6, 5.7 1 5.8 su predstavljena poredenja broja iskorisé¢enih
boja kada se na ulaz heuristika dovedu tri prethodno opisana slu¢ajna grafa sa 2000,
5000 1 10000 ¢vorova.

170

165 4

160 4

155 1

150 A

145 4

Broj iskoris¢enih boja

140 4

135 4

130 -

Slika 5.6: Poredenje broja iskoriséenih boja za graf sa 2000 ¢vorova

360

350 A

340
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320 4
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300 ~
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290

280
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Slika 5.7: Poredenje broja iskoriséenih boja za graf sa 5000 ¢vorova
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Slika 5.8: Poredenje broja iskorisé¢enih boja za graf sa 10000 ¢vorova

Broj iskoriscenih boja

Na osnovu rezultata prikazanih u tabeli 5.1 doneti su slede¢i zakljucci':

1.

First Fit heuristika je najbrza sekvencijalna heuristika za bojenje grafa. Ova
heuristika je brza od veéine paralelnih heuristika. Jedine paralelne heuristi-
ke koje mogu biti brze od ove heuristike su Basic Block Partitioning i GM
heuristike. Kada je u pitanju kvalitet bojenja, ova heuristika ne daje dobre

rezultate.

. SDO heuristika kao rezultat daje bojenje jako dobrog kvaliteta, medutim iz-

vrSava se jako sporo - pokazala se kao najsporija od svih heuristika.

MIS heuristika kao rezultat daje bojenje dosta dobrog kvaliteta i moze pred-
stavljati dobru sekvencijalnu alternativu SDO heuristici. Medutim, iako se
primecuje ubrzanje u odnosu na SDO heuristiku, njeno vreme izvrSavanja je
veliko pa se preporucuje razmatranje drugih heuristika koje su bazirani na

odabiru nezavisnih skupova kao $to su Luby MIS i Jones Plassman heuristike.

First Fit Modified pruza bojenje dobrog kvaliteta za relativno kratko vreme pa
iz tih razloga moze predstaviti dobar izbor pri odabiru heuristike za bojenje.

Primetno je znatno ubrzanje u odnosu na SDO i MIS heuristike.

GM heuristika u prose¢nom slucaju ima najkrace vreme izvrSsavanja u porede-

nju sa ostalim heuristikama. Medutim, u prose¢nom slucaju ova heuristika daje

IProkomentarisane su samo heuristike koje se isti¢u svojim rezultatima
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bojenje najlosijeg kvaliteta u poredenju sa kvalitetom bojenja koje pokazuju

rezultati ostalih heuristika.

6. Luby MIS heuristika pruza znatno ubrzanje u odnosu na sekvencijalnu heu-
ristiku koja je bazirana na odabiru nezavisnih skupova. Velika prednost ove
heuristike je u kvalitetu bojenja koje dobijemo njenom upotrebom - u slucaju
svih pet grafova ova heuristika je dala najbolje rezultate kada je u pitanju
kvalitet bojenja. Kada je vreme izvrSavanja paralelnih heuristika u pitanju,

ova heuristika je sporija od svih paralelnih algoritama.

7. Jones Plassman LDF daje slicne rezultate kao i Luby MIS heuristika kada
je u pitanju kvalitet bojenja. Velika prednost ove heuristike pociva u njenoj
brzini - ona pruza znatno ubrzanje u odnosu na Luby MIS heuristiku a pritom

se dobija bojenje koje koristi slican broj boja kao Luby MIS heuristika.

8. Basic Block Partitioning moZze da bude dobra alternativa GM heuristici jer
ima jako kratko vreme izvrSavanja a u proseku daje bolji kvalitet bojenja u
odnosu na GM heuristiku. Medutim, problem moze da predstavlja to $to ova
heuristika ¢esto rezultuje bojenjem koje je loSijeg kvaliteta cak i od First Fit

heuristike.

9. Advanced Block Partitioning moZze rezultovati boljim bojenjem u odnosu na
bojenje koje daje First Fit heuristika. Medutim, ve¢ina sekvencijalnih heuri-
stika kao i Luby MIS i Jones Plassman heuristike u proseku rezultuju kvalitet-
nijim bojenjem. S druge strane, ova heuristika predstavlja jednu od najbrzih
heuristika u poredenju sa ostalim razmatranim heuristikama pa iz tih razloga
moze predstavljati dobar izbor. Medutim, da bi se iskoristili svi benefiti ove
heuristike treba razmotriti bolji nacin konstrukcije blokova 3, B, ..., 8, kako

bi se dobilo kvalitetnije bojenje grafa.

U tabeli 5.1 nisu prikazani razultati eksperimenta za IDO i SDO heuristika u
slucaju kada je ulaz sluc¢ajni graf od 10000 ¢vorova, zbog veoma velikog vremena
izvrSavanja. Veme izvrSavanja pomenutih heuristika u tom slucaju je bilo preko tri
sata, zbog Cega su one heuristike pre kraja njihovog rada.

Analizirajmo, na kraju, u kojim sluc¢ajevima se preporucuje upotreba najistak-
nutijih heuristika. Ukoliko se pri resavanju prakticnog problema zahteva da vreme
izvrSavanja heuristike bude minimalno, onda treba upotrebiti GM heuristiku ili

osnovnu heuristiku baziranu na blokovskom particionisanju. Ukoliko se zahteva da
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rezultujuce bojenje bude sto boljeg kvaliteta, a da pritom vreme izvrsavanja heu-

ristike nije u prvom planu, onda treba upotrebiti Luby MIS heuristiku. Ukoliko je

potrebno ostvariti Sto bolji kvalitet bojenja za $to krace vreme, onda treba upotrebiti

Jonnes Plassman LDF heuristiku.

Tabela 5.1: Eksperimentalno poredenje sekvencijalnih heuristika

Naziv heuristike| n |Vreme izvrSavanja [s]|Broj boja
First Fit 2000 0.191 158
3500 0.613 253
5000 1.192 339
8000 2.698 504
10000 4.489 610
LDO 2000 0.202 153
3500 0.596 248
5000 1.34 332
8000 2.919 497
10000 5.241 602
SDO 2000 186.201 147
3500 954.544 234
5000 3359.38 317
8000 11124.064 477
10000 - -
IDO 2000 116.014 154
3500 593 247
5000 1718.171 336
8000 2727.799 500
10000 - -
MIS 2000 26.148 150
3500 93.854 238
5000 363.487 326
8000 1324.262 488
10000 2744.244 589
First Fit Modified | 2000 0.661 154
3500 5.313 242
5000 10.019 328
8000 27.246 490
10000 59.593 593
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Tabela 5.2: Eksperimentalno poredenje paralelnih heuristika

Naziv heuristike n |Vreme izvrSavanja [s]|Broj boja
GM 2000 0.168 168
3500 0.314 267
5000 0.550 354
8000 1.252 526
10000 1.674 637
Luby MIS 2000 11.934 144
3500 45.7153 226
5000 108.374 303
8000 409.941 447
10000 693.741 543
Jones Plassman LDF 2000 2.095 149
3500 5.08 240
5000 7.202 325
8000 24.968 490
10000 28.210 594
Basic Block Partitioning | 2000 0.163 165
3500 0.4356 260
5000 0.728 348
8000 1.408 516
10000 2.484 627
Advanced Block Partitioning| 2000 0.727 155
3500 1.276 248
5000 1.740 335
8000 6.761 502
10000 6.553 608
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Zakljucak

Problem bojenja grafova predstavlja temu koja iziskuje posebnu paznju i ana-
lizu razli¢itih tehnika za reSavanje ovog problema. Uverili smo se da postoje razne
sekvencijalne heuristike za priblizno resavanje ovog problema. U veéini slucajeva
pomenute heuristike su zahtevale poboljsanja, kako po pitanju njihovog vremena
izvrSavanja tako i po pitanju kvaliteta bojenja koje one pruzaju. Pokazano je da pa-
ralelne heuristike za bojenje grafova mogu doprineti i ubrzanju izvrsavanja i boljem
kvalitetu bojenja.

Prilikom odabira heuristike za bojenje posebna paznja se mora obratiti na to da
li je potrebno brzo obojiti graf, dobiti bojenje najboljeg moguéeg kvaliteta ili postici
oboje. U slu¢aju da je potrebno obojiti graf za Sto krace vreme, a pritom kvalitet
bojenja nije u prvom planu - preporucuje se upotreba GM heuristike ili osnovne
heuristike zasnovane na blokovskom particionisanju. Ukoliko je potrebno ostvariti
bojenje najboljeg moguceg kvaliteta preporucuje se upotreba Luby MIS paralel-
ne heuristike. Ukoliko duzina vremena izvrsavanja Luby MIS heuristike predstavlja
problem, a da je pritom potrebno ostvariti bojenje sto boljeg kvaliteta, umesto ove
heuristike se moze upotrebiti Jones Plassman LDF' heuristika. Zbog svog relativno
kratkog vremena izvrsavanja i dosta dobrog kvaliteta bojenja u vecini slucajeva ova
heuristika predstavlja najbolji moguéi izbor izmedu svih opisanih heuristika.

Heuristike bazirane na blokovskom particionisanju grafa predstavljaju nov i vrlo
zanimljiv pristup bojenju grafa. Napredna heuristika blokovskog particionisanja ima
potencijal za ubrzanje izvrsavanja i dobijanje dobrog kvaliteta bojenja, ali za efikasno
reSavanje problema bojenja grafa pomocu ovih heuristika je potrebno razmatranje
heuristika koje se bave drugim NP-teskim problemom - problemom particionisanja

grafa.
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Zanimljiva je ¢injenica da od svih razmatranih heuristika u radu, kako sekven-
cijalnih tako i paralelnih, upravo paralelna Luby MIS heuristika na svim test pri-
merima daje bojenje najboljeg kvaliteta. Upravo je nacin konstrukcije nezavisnih
skupova kod paralelne Luby MIS heuristike zasluzan za kvalitet dobijenog bojenja -
prioritet za ulazak u maksimalni nezavisni skup dobijaju ¢vorovi niskog stepena, a
ukoliko se prilikom poredenja ispostavi da dva susedna ¢vora imaju isti stepen onda
se porede njima slucajno dodeljeni prioriteti.

Pored svih navedenih tehnika za reSavanje problema u radu su prodiskutovane i
heuristike zasnovane na particionisanju skupa ¢vorova grafa. Poznato je da je pret-
hodno pomenuti problem particionisanja skupa ¢vorova grafa NP-tezak problem.
Posto ovakve heuristika zahtevaju poznavanje heuristika za particionisanje skupa
¢vorova grafa, koje nisu opisane u okviru ovog rada, ovakve heuristike mogu biti

vrlo zanimljiva tema za dalji rad.
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