
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































gde je
lim — (hn) = 0. (5.2)

h—>0 h"

Takode znamo da je za vektorsku funkciju w = f(x) realnog parametra x Tajlorov
red dat izrazom

flx+h) = i £ () + 0 () (5:3)
gde je
fim 290 _ (5.4)
0 A"
i
dk
£ @) = - £ ). (5.5)
dx

U slucaju vektorske funkcije vektorske promenljive w = f(2) moZemo f (v + hu)
posmatrati kao vektorsku funkciju realnog parametra 4. U okolini 2 = 0 Tajlorov
red funkcije f(o + hu), s obzirom na (5.3), sada postaje

n A dk
J(v + hu) = z Egh—"f(v + hu)[ -I— 0 (™). (5.6)
Uvodeéi oznaku
dl.: |
0 (93 ) = - hu) . 5.7
O W= ) (5.7)
moze se (5.6) pisati u obliku
n hk
VCERIOESY ;'f"" (vs u) + 0 (h"). (5.8)
E=o k!

Nije tesko pokazati da je f* (¢; «) homogen i simetri¢an polinom k-tog stepena
po u. Tada iz (5.8) sledi da je

fo+u)= éo}el_lf(k) (03 ) + 0 (ul") (5.9)
gde je
fim 000 _ (5.10)
lul>0 2|

Sva ova razmatranja mogu se trivijalno prosiriti na tenzorske funkcije tenzorsklh
promenljivih proizvoljnog reda.
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Teoreme o predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija

6. PREDSTAVLJANJE INVARIJANTI IZOTROPNIH TENZORSKIH
FUNKCIJA

Nekasu 41 Bu & inekasu I, (4)i I, (B) njihove glavne invarijante respek-
tivno. Oznacimo sa ay, (k= 1,2, ..., n), karakteristi¢ne vrednosti tenzora 4 koje
su, po definiciji, reSenja karakteristi¢ne jednacine (2.3) tenzora 4. Analogno tome
karakteristi¢na jednacina tenzora B je

@ — I, (BYa" + ...+ (—1)* L. (B) = 0. (6.1)

ReSenja ove jednadine, tj., karakteristi¢ne vrednosti tenzora B, oznadimo sa b,
(B=1,2;u vustt)

Teorema 1: Glavne invarijante simetriénih tenzora A i B se poklapaju, 1.,
L) = LB, (Re==1s25 ey (6.2)

ako i samo ako je
B = QA4Q" (6.2a)
za neko ortogonalno Q.

Dokaz: Neka (6.2) vazi. Tada su karakteristi¢ne jednadine tenzora 4 i B,
s obzirom na (2.3) i (6.1), iste a njihove karakteristi¢ne vrednosti se poklapaju.
Mozemo uvek urediti skup vrednosti b, tako da je

@G =by (B=1,2...n. (6.3)

Posto je A simetritno onda postoji ortonormirana baza karakteristi¢nih vektora
takvih da je

Ae, = ae, (6.4)
Isto tako postoji ortonormirana baza f, takva da je
Bf, = b.f. = a.f (6.5)

Za ortonormirane baze e; 1 f, postoji jednoznacno ortogonalno @ koje prevodi
bazu e, u f, tako da je

Qe = f. (6.6)
Tada iz (6.4—6.6) sledi da je
Qde, = a,Qe, = a,f, = Bf, = BQe,
ili
Q4 = BQ
odakle se dobija (6.2a).
Obrnuto, neka (6.2a) vazi za neku cortogonalnu transformaciju Q. Tada je

det (al + B) = det (aQQ” + QAQ™)
= det (al + 4). (6.7)
Koristedi to u (2.2) dobijamo (6.2). [
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Drugi deo dokaza teoreme 1, taénije (6.7), oligledno vazi za svako Q i svako
A i B (ne nesphodno simetri¢ne) za koje vazi (6.2a). Zbog toga on predstavlja
dokaz teoreme 2:

Glavne invarijante I, (A) tenzora A su invarijantne.
Sada smo u situaciji da dokazemo teoremu o predstavijanju inverijanti:

Skalarna funkcija ¢ (A) simetricnog tenzora A je invarijantna ako it samo
ako se moge izraziti kao funkcija glavnih invarijanti tenzora A, tj., ako 1
samo ako je

o) =9y, ... 1) (6.8)
Dokaz: Neka je ¢ (A) invarijanta. Onda je, saglasno sa (2.1)
¢ (4) = ¢ (B) (6.9)
uvek kada je
B = QA4Q” (6.10)

gde je A bilo koji ortogonalni tenzor. Ali tada na osnovu teoreme 1, prema kojoj
kada vazi (6.10) vazi (6.2) i obrnuto, moZemo kazati da (6.9) vazi uvek kada je
I.(4)=I.(B), (k =1,2,...,n). To Ce biti sigurno za svako Q kada je ¢ (4) =
= P [Il (A): Iz (A): siwoey Iﬂ (A)]

Obrnuto, neka je ¢ (A) dato sa (6.8). Tada je ¢ (4) sigurno invarijanta jer je,
na osnovu teoreme 2, gFuu Iy ... I,) invarijanta. []

Na osnovu (2.4) smo zakljutili da su glavne invarijante I, = I, (4) elemen-
tarne simetri¢ne funkcije elementarnih simetri¢nih funkcija karakteristi¢nih brojeva
ay, od A. Funkcionalna teorema o simetri¢nim funkcijama tvrdi da ako je ¢ polinom
po a, onda je g (I,, ..., I,) polinom po I, Ali karakteristi¢ne vrednosti g, su ele-
menti na glavnoj dijagonali matrice koja odgovara tenzoru 4 u odnosu na prethodno
pomenutu bazu g,. Tada se teorema o predstavljanju invarijanti moZe dopuniti
slede¢im stavom:

Ako je ¢ (A) polinomijalna invarijania, tj., inparijanta koja je polinom
po komponentama A, onda se mofe izraziti kao polinom po glavnim invari-
jantama I, od A.

Umesto glavnih invarijanti moZemo u (6.8) koristiti proth n momentnih
invarganti 1, (A). Mi tada kagemo:

Bilo koja invarijanta ¢ (A) se moge izraziti kao funkcija proih n momentnih
invarijanti I, (A) = tr A* od 4, 4.,

pd)=9y...1). (6.9)
Ako je @ (4) polinomijalna invarijanta po I, onda je @ (Iy, . . ., I) polinom
po 1.
Specijalno, kada je ¢ (A4) linearna invarijanta po 4 bice
gAd)=crir A, (6.10)

gde je ¢ konstanta.
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7. PREDSTAVLJANJE SIMULTANIH INVARIJANTI
Prvo ¢emo razmatrati singularne invarijante &ije su promenljive vektori. U
tom sluCaju znacajnu ulogu ima

Teorema 1: Za dva skupa vektora vy, ..., U, t Uy, ..., %, skalarne
funkcije v, © wu,; se poklapaju, 1j.,

V,0; = UU;, (B = 15254 s )5 (7.1)
ako 1 samo ako je
Qo, = u,
za neko ortogonalno Q.

Dokaz: Neka je v prostor rastegnut vektorima o,,..., 2,. Dimenzija ovog
prostora odredena je brojem linearno nezavisnih vektora v, v, ..., 2,. Neka
ihima p. Bez gubljenja u opStosti moZemo uzeti da su to vektori v;, v, .. ., 7,.
Tada je sigurno

det|lo, - vpll %0, (@B =1,2,...,p) (7.2)

e s tim2 izraZava potreban i dovoljan uslov linearne nezavisnosti vektora v,
o .

Neka (7.1) vazi. Iz (7.1) i (7.2) sledi da su vektori u,;, . . ., u, takode linearno
nezavisni. Onda postoji jednozna¢no odredena linearna transformacija Q koja
prevodi vektcre 7, u u,, tj.,

Qv,=u, (@x=1,2,...,p), (7.3)

a koja se svodi na identi¢nost u odnosu na ortogonalni komplement w od ». (Po-
kazati!)

Iz (7.3) i (7.1) se dobija

Qu, ' Qug = u, " us = v, * vy, (0f=1,2,...,p) (7.4)
odakle sledi da je Q ortogonalne.

U odnosu na linearno nezavisne vektore v, . . ., v, svaki vektor v, p < k& < m,
se mozs izraziti kao njihova linearna kombinacija, tj.,

®
Ty = AUy (1.5
Za odredivanje koeficijenata 1, pomnozimo skalarno (7.5) sa vz. Tada dobijamo
pl
VU = 2 Ag¥s Vg (B=1,2,.. ..0) (7.6)
a=1

S obzirom na (7.2) sistem jednacina (7.6) jednoznadno odreduje koeficijente 4,.
Lako je pokazati, s obzirom na (7.5) i (7.1), da je

u, = zp: Aty (1.7)
a=1
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Tada iz (7.5), (7.3) i (7.7) dobijamo
)
Qu,. = Au,=u (7.8)
& ;] 3

za svako p << k << m. Kratko reteno, kada (7.1) vaZi onda iz (7.3) i (7.8) sledi da
je Qv,=wu,zai=1,2,...,m.

Obrnuto, ako je Qu, = u; za i =1,2,...,m onda je
u, - u; = Qu, * Qv, = v,Q7Qv, = v,v, (7.9)
tj., (7.1) vazi. [J

Saglasno definiciji izotropnih funkcija za skalarnu funkciju ¢ (24,...,7,)
s¢ kaZe da je izotropna ako je

P (D15 -+ 03 0p) = @(Q0y5 . . ., Quy) (7 10)
za svako ortogonalno Q isvako »; (i = 1, 2, ..., m) iz domena definisanosti funk-
cije .

Za takve funkcije vaZzi osmovna teorema o predstaviljanu simultanih in-
varijanti koju je postavio Kosi.

Skalarna funkcija @ (v, ..., v,) je izotropna ili invarijanina u odnosu
na potpunu grupu ¢ ako i samo ako se mose predstaviti kao funkcija skalarnog
proizvoda vektora

v, U, &i=152,...,m), (7.11)
za svako v, (i =1,2,...,m) iz domena definisanosti ¢.

Dokaz ove tecreme spada u domen teorije grupa. Dajemo njegov kratak prikaz.
Neka je ¢ izotropno. Tada je, s obzirom na (7.10)

P00 p) =@ (U .. .5 Uy) (7.12)
u, = Qu, (7.13)

gde je Q proizvoljan ortogonalan tenzor. Ali tada, na osnovu teoreme 1 keja tvrdidaje

uvek kada je

v, U= U (7.3)
uvek kada vaZi (7.13), i obrnuto, moZemo kazati: (7.12) vazi uvek kada vazi (7.3).
To ¢e biti sigurno kada je ¢ (94, . . ., 2,,) funkcijaod 2, - v, (i, =1,2,..., m).
Obrnuto, neka je ¢ funkcija od o, ' 7, (/,7 = 1,2,...,m). Tada je ¢ izo-
tropno jer je, prema (7.9),
v, - 9; = Qu; - Qu,
za svako ortogonalno Q. []

Kadag (v,, .. ., v,) nije izotropno nego hemitropno, tj., invarijantno u odnosu
na svojstvenu grupu ortogonalnih transformacija, onda listi skalarnog proizvoda
v, * 9; moraju biti dodati ,,preizvodi” [o;,...,9,]. U slutaju n =3 bice

[0 iy D] = 2y - (25, X 2y). (7.14)
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Koriste¢i Kosijevu teoremu mozemo dokazati teoremu 2:

Tenzorska funkcija je izotropna ako i samo ako funkcije njenih kompo-
nenata zavise od baze g, samo preko komponenata jedinitnog tenzora g, =
=&r " &1

Dokaz ove teoreme ¢emo izvesti za invarijantu
¢ =g (4) =¢(4"g,08) = ¢ (4"; gn)- (7.15)

Polazimo od toga da ortogonalna transfermacija Q prevodi sistem baznih vektora
2, u drugi sistem linearno nezavisnih vektora f, tako da je

Qz: = Ji- (7.16)
Posto je ¢ (4) izotropno, tj.,
¢ (4) = ¢ (Q4Q")
za svako ortogonalno @Q, sledi da je, s obzirom na (7.15) i (7.16),
¢ (4"; gn) = ¢ (Q4"g.22,Q")
= ¢ (4"Qg,®Qg)
= @ (4"f.®f);

e (4% g) = @ (4%; Qgu). (7.17)
Na osnevu Kosijeve teoreme invarijanta ¢ zavisi od g, samo preko ortogonalnih
invarijanti g,, = g £, baznih vektora g,.

Isti postupak za dokazivanje teoreme se primenjuje u slutaju bilo koje izo-
tropne tenzorske funkcije. [J

7|

Posledica teoreme 2: U specijalnom slucaju tenzorska funkcija je izotropna
ako 1 samo ako su funkcije njenth komponenata iste za sve ortogonalne baze.

U slu¢aju simultanih invarijanti koje su funkcije tenzora znamo neke rezultate.
Bez upustanja u dokaz navodimo slede¢i rezultat koji vazi za n-dimenzioni prostor.

Skalarna funkcija @ (A, v) simetricnog tenzora A i vektora v je ortogonalna
invarijanta ako 1 samo ako moZe biti izrafena kao funkcija 2n posebnih
mvaryanti

I, (), ... I,(4), 2% v-do,..,0 A0 (7.15)

Ako je @ polinom po A i v onda je zavisnost odgovarajuce funkcije od in-
varganata (7.15) takode u obliku polinoma.

8. TENZORSKA FUNKCIJA JEDNE PROMENL]JIVE

Za nas je tenzorska funkcija M (A4) od posebnog interesa. Ako je M (A4) izotrop-
na f-ja onda je, na osnovu definicije izotropnih tenzorskih funkcija

QM (4) Q" = M (Q4Q") (8.1)

za svako ortogonalno Q.
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Teorema 1: Ako je M (A) izotropna funkcija simetricnog tenzora A< ¥
onda je svaki karakreristiéni vektor tenzora A takode karakreristian vekror

tenzora M (4).

Dokaz: Neka je e karakteristi¢an vektor tenzora A i neka je Q ¢ odredeno tako
da je

Qe= —e, Qf=fakoje fre=0. (8.2)

Tako odredeno ortegonalno @Q predstavlja ogledanje (refleksiju) u odnosu na ravan
upravnu na e.

Tenzoru A4, kao i svakom drugom simetri¢nom tenzoru, odgovara »n karak-
teristi¢nih vektora koji su medusobno upravni. Jedan takav vekter je e, a preostali
Sos .. 5 f su takvi da je

e f =0, (=2 s"h
Za takve vektore je, prema (8.2),
Q.fm =fu,3 (05 =2,... ﬂ). (83)

Tenzor A, keristeéi spektralnu teoremu, moZemo predstaviti u obliku
n
A = ale®e + z amfu®fo:
a=2

gde su ay, a,, . . ., a, karakteristicne vrednosti tenzora 4.

Sada je lako pokazati, koristedi (8.2), i (8.3) da je
Q4Q* = A. (8.4)

Posto je M (A4) izotropna f-ja za takvu tenzorsku funkciju vazi relacija (8.1). Iz
(8.1) 1 (8.4) sledi da je
QM (4) Q" = M (4)
ili
QM (4) = M (4) Q.
Tada je
QM (A)e = M(A) Qe = —M(A)e,

t) ., Q transformise M (4) e u njemu suprotan vektor. Ali to je, prema (8.2),, mogude
samo onda kada je M (A) kolinearno sa e, tj.,

M (4) e = we. (8.5)

Znaéi e je karakteristi¢ni vektor temzora M (A4). [J

Pored ove teoreme veliki zna¢aj u predstavljanju izotropnih tenzorskih funk-
cija ima
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Vangova (Wang) lema: Necka je AC ¥ i neka je njegova spekiralna
dekompozicija

A= ,2::1 ae ® e (8.6)

gde su a karakteristicne vrednosti, a e, njima odgovarajuéi karakteristitni
vektori takvi da je e, - e, = J,,.

Neka A ima m + 1 < n medusobno razlifitth karakteristiénih  brojeva
takvih da je bez gubljenja u opitosti

ai#aE#"'#am+1=am+2="'=an3
tako da je
m m
A= Z Ay ® ey + Apsq (I . z €, ® ea) . (8.7)
a=1 \ a=1
Onda je skup {I, 4, ..., A™} linearno nezavisan i mofe se izraziti kao

linearna kombinacija elemenata skupa

{e;® e e 0e,....e,0e,,1 — e,®e,}.

N3

Dokaz leme: Prema definiciji, skup {I, 4, ..., 4™} je linearno nezavisan ako je
linearna kombinacija njegovih elemenata jednaka nula tenzoru, tj.

cl+cd+ ...+ c, A" =0 (8.8)
samo kada su svi koeficijenti ¢y, ¢y, . . ., ¢,, jednovremeno jednaki nuli.

Saglasno sa tim, a u cilju dokaza linearne nezavisnosti skupa {I, 4, ..., 4™},
primenimo (8.8) na karakteristitne vektore e,. Tada dobijamo

(W%

[coteca+...4¢cn(@a)"]e =0
1

ili
+eg,+...+ec, (@) =0 (=12,...,n). (8.9)

U homogenom sistemu # linearnih jednadina ima samo m -+ 1 nezavisnih i one
odgovaraju medusobno razli¢itim karakteristi¢nim brojevima a,, dg; . « s @y 1. 1O SU

€+ c@y+ ...+ cn(a)" =0
Co+C1a2+-..+Cm(a2)m=0

Co + 10y + oo F 0y (@py)™ = 0.

Ovom sistemu m + 1 homogenih jednaéina po m + 1 koeficijenata cg, ¢y . .« €5
odgovara jedinstveno reSenje

GH=¢C=...=¢, =0, (8.10)
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jer je determinanta sistema razli¢ita od nule, tj.

Ioa o (@)™ |

1 ds sz @) |
| =Tl —ad 28 E—5%..amt0 B
I j<k

1 i« o (@pen)” |

Time smo dokazali da je skup {I, 4, ..., 4™} linearno nezavisan.

Da se elementi ovog skupa mogu izraziti preko elemenata skupa

{ei®e1s 92®92,.. 'sem®em3 I_Z el@ec}
a=1
sledi iz ¢injenice da je
I=> e ®e,+ (I - > e, ® ea) (8.12)

n m m
AP = 1-; (GJP €; ® ei = gl (arx)p e, @ €, _1’, (aerl)p (I - OCZ €, ® ea) (813)

1
za svako p=1,2,...,m. ]

QOd znacaja su dva specijalna slu¢aja keji slede kao posledice Vangove leme:

Posledica 1: Ako su sve karakteristine vrednosti tenzora A& ¥ medusobno
razli¢ite onda je skup {I, 4, . . ., A" '} linearno nezavisan. Elementi
toga skupa se mogu izraziti kao linearna kombinacija elemenata
skupa {e; ® ey, ..., €, ® e,} gde su e, karakteristi¢ni vektori ten-
zora A takvi da je e, - ¢; = 0.

Posledica 2: Ako su sve karakteristiéne vrednosti tenzora 4 € & jednake, onda
je A4 = al, a ceo prostor je karakteristiCan prostor tenzora A.

Sada smo u situaciji da dokazemo fundamentalnu teoremu o predstavijanju
tenzorske izotropne funkcife koju su postavili Rivlin i Eriksen (Ericksen):

Tenzorska funkcija M = M (A), M, Ac &, je izotropna ako i samo ako
se moZe predstaviti u obliku

M=Md)=gl+pd+...+g9, .4 (8.14)

gde su i, izotropne funkcije od A i prema tome mogu biti izraene kao funk-
cije glavnih invarijanata tenzora A, 1.,

P =0 Uy Las .o s L)y (B=0,1,2,...,m— 1), (8.15)
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Dokaz: Neka je M = M (4) dato sa (8.14), gde su funkcije g, date sa (8.15).
Na osnovu teoreme o predstavljanju invarijanata funkcije ¢, su invarijante.
Tada je

M(QAQ") = pl + 9.Q4Q" +. .. + ¢,.,Q4™Q
=Q (gl + 914+ ... + @, , 4" Q7
= QM () QT

tj. M (4) je izotropno.

Obrnute, neka je M = M (4) 1zotropna tenzorska funkcija. Na osnovu teo-
reme 1 karakteristi¢ni vektori e; (e,' e, =4, i,7=1,2,...,n) tenzora 4 su

takode karakteristi¢ni vekteri tenzorske funkcue M 4, 1.,

M(A) e, = we, (8.16)
ili
M) = Z we @ e (8.17)
kada se uzme u obzir da je
i ®e (8.18)

U slu¢aju kada za 4 u domenu definisanosti f-je M (A) vazi (8.7), sledi da je svaka
linearna kombinacija vektora e, (¢ = m + 1,...,n) takode karakteristi¢an vektor

tenzora A ali i funkcije M (A) na osnovu teoreme 1. Tada se iz (8.16) odmah dobija
daje w4 = Wy.s =...= w,, aiz (8.17) i (8.18) da je

S ). 8.19
> e.oe) (8.19)

a=

Bd) =3 00,0 e+ o (I -
=1

To znadi, na osnovu Vangove leme, da se M (4) moZe predstaviti kao linearna kom-
binacija elemenata skupa {I, 4, 4, ..., A"}, 1j.,

M) =g+ ¢ d+...+ 0. A" (8.20)
Koeficijenti ¢, u (8.20) su funkcije od 4, tj.,
pe=0:(4), (k=12,....m)
i invarijante su. Zaista, na osnovu pretpostavke da je M (A4) izotropno, tj., da je
QM (4) Q" — M(Q4Q") =0
ili
M (4) — Q"M (Q4Q") Q =0,
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sledi, pomocu (8.20), da je
[0 (4) — 0 (QAQ)] I + [py (4) — 1 (RQAQT)] 4 + . ..

+ [9n (4) — ¢, (QAQ)] A" = O
Ali tada je
o (4) = ¢, (Q4Q")

?1 (4) = ¢, (Q4Q")
’ (8.21)

P (4) = ¢ (Q4QT)

kao posledica linearne nezavisnosti elemenata skupa {I, 4, ..., 4™} tj., ¢.(4),
(k=0,1,2,..., m), su invarijante. Ocigledno je da se (8.20) moZe napisati u obliku
(8.14) kada se uzme da je

Pm+a (A) = Pm+z (A) == g s =Py (4)=0. O

Napominjemo jo$ da se (8.20) i (8.14) poklapaju kada je m = n — 1. Kada
je m =0 iz (8.20) i (8.21) dobijamo

M (4) = oI (8.22)
igd)=9p,(A)=...=¢,,(4)=0. U tom sluéaju ceo prostor je karak-
teristican prostor funkcije M(4).

U sludaju trodimenzionalnog prostora (8.14) postaje
M (A) = @I + 914 + 9. 4%, g = 95 (La 114, I114) (8.23)
gde je 2 =0,1, — 2.

Ako je tenzor A4 regularan (tj. det 4 # 0), onda se (8.23) mozZe, pomocu Kejli-
-Hamiltonove teoreme, izraziti u obliku

M (A) =y I +pd +yp A7 =y, (Las I IILa), (8.24)
gde je I=0,1, 1.
Teorema o predstavijanju izotropnih linearnih funkcija

Linearna tenzorska funkcija M = M (4), M, A= ¥ je izotropna ako i
samo ako postoje skalari L 1 p takvi da je

MA) =A3r I+ 2ud (8.25)
za svako A€ &.

Dokaz: Teoremu ¢emo dokazati koristeéi rezultate prethodne teoreme.

Neka je M (A) izotropna f-ja i neka je ¢ skup svih jediniénih vektora. Za
ec ¢ tenzor e®e ima karakteristiéne vrednosti odredene skupom {1,0,...,0}.
Koriste¢i (8.19) moZemo sada pisati

M (e@e) = 4 (e) I + 2u (€) e®e (8.26)

za svako e, gde je A = w, i 2u = w; — w,.
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Izaberimo e i fE¢. Tada uvek postoji crtogonalno Q za koje je Qe = f.
Posto je QexeQ” = faf i M (A) izotropna f-ja sledi da je
QM (ee) Q" — M(fof) =
=[A(e —AUNNT+2[u(e) —pNlfef=0,
Ae)=21(f), p(e)=p(f) (8.27)

s cbzirom na linearnu nezavisnest {I, f®f}. Prema tome 4 i x moraju biti konstante
tako da (8.26) postaje

ili

M (e®e) = A + 2uee. (8.28)

Neka je sada 4 neki proizvoljan simetriéan tenzor u %. Na osnovu spektralne
teoreme je

A = i ae®e,

=1
gde su karakteristiCni vektori e, ortogonalni, tj., e, -e; = d,. Tada s obzirom
na (8.28) i linearncst M (A4) imamo

MUA) =M (i a,e‘®e,-) — En: aM (e,®e;)
1=1 i=1
= i a, (AL 4 2ue,®e,)
=1

=1 (:2; a‘-) I+ 24 Z a.e,®e;
=A(r A)I + 2uAd
jer je r A = ;1 &
Obrnuto, neka (8.25) vazi. Tada je
QM (4) Q" = A (r A)I + 211 QAQ"
=2A[r (QAQM] I + 21 Q4Q"
= M (Q4Q"),

tj., M (A4) je izotropna f-ja. [J

Pri predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija moZemo koristiti teoremu 1
odeljka 4. Primenimo je na slucaj invarijante ¢ (4) = ¢ (Iy, . . ., I,,) koja je nepre-
kidna i diferencijabilna funkcija glavnih invarijanti I,. Na osnovu navedene teo-
reme 1 gradijent ¢4 (4) je izotropna tenzorska funkcija i data je izrazom

Op O

or_$ WL 3005 ey, (a)(aoy (8.29)
A il oA & az,,;a i '
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gde smo koristili (4.9). Za n = 3 dobijamo

op (dp Op . Op dp  Op 0
L A G SO O I I—(— —f-I)AT-:—-—— 47, (8.30
04 (af Tor " e ) o1l oI orr A" (830

Za regularan tenzor 4 ova jednakost se moZe predstaviti u obliku

A - T |
L (“3_‘?’+ ﬂf) 1—% 47 4 % 11147 (8.31)
éd \or a1} eI o111

kada se, s obzirom na (4.15), uzme u obzir da je

A> =14 — 11+ IIT 4. (8.32)
Komponentalni oblik (8.31) je dat izrazom
A (ai’ 3ol 1) g — 9P qu 0P quy (8.33)
04, \oI ' aIl oIl o111

Ako je invarijanta ¢ (4) izraZena preko momentnih invarijanti, tj., ako je
od) =9y...,1,), ondaje

Ao oo M N (8.34)
64 &al o4 & ol

kada se uzme u obzir (4.17).
Za n =3 iz (8.34) se dobija

O _ 901425 gr 3 % (g (8.35)
oA ol oIl oIIT

ili, u komponentalncm obliku,

dp Oy 0P O
_ Bt 290 qu 3 P g gme 8.36
ad, @i’ atl oIl (8.36)

Koristedi teoremu 1 odeljka 4 moZe se pokazati da vaZe sledeci rezultati:

Vektorska funkcija v = v (A, #) kao funkcija simetrifnog tenzora A
vektora u je izotropna ako i samo ako se moge predstaviti u obliku

2= (pd + 94 + ...+ 94" 1] (8.37)

gde su @, (k=0,1,2,...,n — 1) simultane invarijante od A i u i mogui
biti izrafene kao fumnkcije invarijanti (7.15).
Na isti nac¢in se moZe pokazati da polinomijalna izotropna tenzorska funkcija
M = M (A, B), 4, BE ¥, glasi
M = oI + p. A + 9B + p, 4* 4 p,B* + y; (AB + BA) (8.38)
+ s (A°B + BA?) + v, (AB? + B*A4) + v, (4B + B*A4?)

372




gde su g, ..., Py polinomi deset osmovnih invarijanti
ir A, tr A2, tr A%, ir B, tr B2, tr B?,
tr (AB), tr (AB?), tr (BA®), tr (4°B?).

(8.39)

U slucaju tenzorskih izotropnih funkcija vi§e nezavisno promenljivih tenzora ili
vektora problem je znatno slozeniji. Potpunija literatura s tim u vezi moZe se naci
u monografiji NLFT.
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C. O Pfafovim jednacCinama

PFAFOVA JEDNACINA

Razmatranje ¢emo vriiti u odnosu na Dekartove koordinate x, (1 = 1, 2, .. ., n)
n-dimenzionalnog euklidskog prostora E,, s obzirom da je prostor nasih fizic¢kih
dogadaja euklidski.

Linearna diferencijalna jednacina
X,dx, = 0, (D

gde su veli¢ine X, = X, (x;) neprekidne i diferencijabilne funkcije svojih argume-
nata, naziva se Pfafova jednalina.

Potpuno integrabilna Pfafova jednaéina

Definicija: Pfafova jednacina je potpuno integrabilna ako postoji funkcija

p = p(x), 2)
koja, pomnofena sa levom stranom jednacine (1), ovu pretvara u totalni diferen-
cijal neke funkcije ¢ = & (x,), 4.

d$ = pX,d,. 3)
Takva funkcija p se naziva integractoni faktor. Tada je

i)

% i, 4

dx;
pod uslovom da desna strana (4) zadovoljava uslove integrabilnosti

2 2 :
o S i =21} (5)

0x;, 0x;  Oux; Ox,
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S obzirom na (4) ovi uslovi postaju
Xig— Xjs + X, (log p),; — X, (logp);, =0,
gde »,« oznacava parcijalni izvod po x,.
MnczZenjem ove relacije sa X, dobiajmo

(X — X0 Xi + XX, (log p); — X, X, (log ), = 0,
odakle ciklickom permutacijom indeksa 7, j i & sledi

(X — Xip) Xi + XX, (log p) . — XX, (log ), = 0,

(X — Xi) X; + XX, (log p),, — X, X, (log p) . = 0.
Niihovim sabiranjem dobijamo sistem jednacina

Qe = (Xi,j - Xj.i) ch =+ (Xf,l: = Xk.j) X« =t (Xk,i == Xs,rc) }(;; =0 (6)

koji predstavlja uslove integrabilnosti Pfafove jednacine (1).

Lako je pokazati da je a;; potpuno antisimetrian sistem treceg reda i da,
prema tome, broj jednaéina (6) koje nisu identicki jednake nuli iznosi

(n) nn—1)(n-—2)
3 6 )

Ove jednaline nisu sve nezavisne. Zaista, ako bi napisali Cetiri jednaline koje
sadrZe tri od Cetiri velitine X, X, X, X, svaka od ovih jednalina bi se mogla

izvesti preko ostale tri. Zbog toga broj nezavisnih uslova intetgrabilnosti (6) iznosi
svega

%@fuwmm )

Odavde se vidi da su zan = 1, 2, tj. za slucaj Pfafove forme jedne ili dve nezavisno
promenljive, uslovi integrabilnosti identi¢ki zadovoljeni.

Teorema 1: Uslovi (6) su i potrebni 1 dovoljni za potpunu integrabilnost
Pfafove jednacine (1).
Dokaz teoreme 1: Da su uslovi (6) potrebni sledi iz ovde iznetog njihovog iz-
vodenja.

Za dokaz dovoljncsti uslova (6), tj., egzistancije integracionog faktora x Pfafove
jednatine (1), prethodno ¢emo dokazati pomocni stav

Ako je
Qi (X)=0,
gde je a,; dato sa (6),, onda je ¢
o (AX) = 0, ®

gde je A (x;) proizvolina, neprekidna funkcija svojih argumenata.
Dokaz stava: Prema definiciji ay, sledi, posle kratke i proste ratunice, da je
@iji (ZX) = lzauka

&ime je stav dokazan.
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Dalje ¢emo se iz prakti¢nih razloga ograniciti na slu¢aj tri nezavisno promen-
ljive x, y 1 z; uvodenjem oznaka P = X,, O = X,1 R = X, (1) i (6) mogu se
izraziti u cbliku

Pdx + Qdy 4+ Rdz =0, €))
F-rot F=0, (10)
(AF) - rotAF = 0, (11)

gde je F= (P, Q, R).

Prema uslovu zadatka, uslovi integrabilnosti (10) su zadovcljeni. Dokazacemo
dajetoi dovolino za postojanje integracionog faktora p jednacine (9) ili funkcije
¢ (x, v, 2) ¢&iji su odgovarajuci parcijalni izvodi proporcicnalni funkcijama P, O
i R. U tom cilju, privremeno, pretpostavimo da je & parametar koji s¢ ne menja u
(9), tako da (9) postaje

P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy = 0. (12)

Poznato je da je diferencijlna jednaéina dve promenljive ovog oblika uvek integra—
bilna. Tc¢ znadi da posto;t funkcija, recimo U (x, ¥ z), takva da su njeni izvodi
proporcionalni sa P i Q. Prema tome, moZemo pisati

U(x, v, 2) = C, C= const, (13)
i
s,
U _up, Y=o, (14)
Ox By
Smenom (14) u (9) dobijamc da je
—l——ggd —I-—l—ﬂ] dy + Rdz = 0,
u Ox ooy
za svako z. Dodavanjem i oduzimanjem ¢&lana l- Rdz ovaj izraz se moZe pisati
1
u obliku
LY f—d + kdﬁ , (,uR ufg) dg =0,
6 y dz
ili
dU 4+ K (x,v,2)dz =0, (15)
gde je
K (x5 = uR — 22, 16)
Iz ovog izraza i (14) sledi da je
‘uP——a—U, ,uQ=aU ,uR‘—"aU*i"K:
ox ay cz

ili
uF = grad U + K,
gde je K= (0,0, K). Tada je
rot uF = rot K,
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jer je rot grad U = 0. Koristeéi ovu relaciju u (11) dobijamo da je

uF - grad up — 20K QUK _0(WUK)_

ox dy Oy 0Ox d(x,y)
To znaZi da izmedu U i K postoji funkcionalna relacija koja ne sadrzi ni x ni y, tj.

K=K(U,?z). (17
Tada jednatina (15) postaje
dU + K (U, 2)dz =0,

Y., diferencijalna jedna¢ina dve promenljive koja je integrabilna. Njeno reSenje

¢ (U, ) = const. (18)
posle smene (13) postaje funkcija

@ (x,y,2) = ¢ (U (%, 2), 2)

koja je reenje polazne diferencijalne jednac¢ine (1) i koje glasi

¢ (x, v, 2) = const. (19)

Otigledno takva jednaina onda poseduje i integracioni fakter. Time je dokaz
teoreme 1, u navedenom sludaju, zaviden.

Napomena 1. Integracioni faktor u potpuno integrabilne Pfafove jednacine
(1) nije jedinstven. Zaista, za integracioni faktor u kome odgovara funkcija ¢,
takva da je

pXdx; = d

svaka funkcija p' definisana sa
.
=

gde je @ (¢) proizvoljna, ali jedncznatna, neprekidna i diferencijabilna funkcija
od ¢, je takode integracioni faktor. Tada

&b
p X dx, = pX,dx, e do,
dé
tj., tako odredenom integracionom faktoru x' odgovara funkcija @ kao reSenje
Pfafove diferencijalne jednadine (1). Jasno je da
b=r
povlaéi za sobom relaciju
=k

gde je k' = @ (k). Ove relacije definidu istu jednoparametarsku familiju hiper-
povréi u E, tako da kroz datu tadku u E, prolazi samo jedna takva hiperpovrs.

Napomena 2. U opitem slulaju, sa teorijskog stanovidta, a posebno sa sta-
novista njene primenc u termodinamici na prvi zakon termodinamike, znacajna je
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Teorema 2: Potreban i dovoljan uslov da Pfafova jednalina (1) bude integra-
bilna jeste da njene promenifive x; zadovoljavaju relaciju

fx) =0. (a)

Dokaz: Oznake ¢emo pirlagodit tumacenju u termodinamici izvedenih rezulta-
ta, a posebno odeljka (V. 12).

Uslov (a) je potreban. Neka je (1) integrabilno. Tada vazi (4) u obliku
X, =T ®)

Pfafova jednacdina sada glasi
dn =20

ili
7 (x,) = const.

$to pokazuje potrebnost uslova (a).

Uslov (a) je dovoljan. Znatli, ako (a) vazi onda u E, ono predstavlja
hiperpovr§. U tom prostoru jednacina te hiperpovrii moze biti data
u parametarskom obliku

xt = 2" (%) (e=1,2,..,n—1)
gde su U* koordinate na hiperpovréi.
Definidimo koordinatnu transformaciju
x = x, (U% &),

tako da je koordinatna linija & upravna na hiperpovrs (a). Njoj inverzne
relacije su

U* = U*(x,)

& =§&(x).
Tada je, zbog ortogonalnosti £ na hiperpovrs (a)
& A
o o _
Ox, Ox,

[Radi definisanosti, neka je hiperpovrs (a) odredena sa £ = 0 ili sa jed-
nacdinama

(c)

;= L) = w2 (%]

U odnosu na tako izabrani koordinatni sistem komponente vektora X,
postaju Y, koje se cdreduju iz izraza

Y, = i_é‘xi"
au*

Y, =X, E’—c".
ot
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Takode je
ou= a
Py 4y, (@
dx;

+

X,

A ned

ox

Koriste¢i ove relacije u (1) dobijamo odgovaraju¢u Pfafovu jzdnadinu
u odnosu na novoizabrani koordinatni sistem (U%, &), koja glasi
Y dUs=
s obzirom na (c).
U ovoj jednatini su sada dU* potpunc proizvoljne veli¢ine zbog &ega

mora biti
Y., =0
za svako « = 1,2,...,n — 1.
Tada se (d) svodi na oblik
X, = ﬁ YE
Ox,

§to je potpunc ekvivalentno sa (b), tako da se ¥, moZe identifikovati
sa T, a & sa .

Time je dokaz dovoljnosti zavrien. []

Na osnovu ova teoreme vidi se, iz (b), da je
=T x),

zentropska povrs, tj., povr§ za koju je m = const.
Uslov ortogonalnosti (¢) nam omoguéuje da se pokaZe da su i kontravarijantne
komponente Y* = 0, jer je
au* of oU®
oo g B _ B AL o
ox; ox* ox

i

Dostupne i nedostupne talke. Karateodorijeva teorema

U E; familija povrsi ¢ (x, v, 2) = ¢, koja je reSenje jednadine (9), je naslici 54.

Svaka od njih ima osobinu da je njihov linijski element dr (dx, dy, dz) upravan
ma vektor F (P, O, R) u datoj tac¢ki povrsi, saglasno diferencijalnoj jednacini (9).

Do opitijeg zakljuc¢ka moZeme da dodajemo ake razmatramo vektorsko polje F.
Kao &to je poznato, ono jednoznaéno odreduje vektorske linije koje su prikazane
na slici. Za takve linije reenja ¢ (x, v, 2) = ¢ potpuno integrabilre Pfafove dife-
rencijalne jednacine predstavljaju jednoparametarsku familiju povrdi upravnu na
vektorske linije vektorskog polja F.

Ocigledno je da i bilo koja linija u bilo kojcj povrsi ¢ = const. je takode
redenje diferencijalne jednacine (9). Na osnevu toga i prethodne napomene, moZemo
zakljuciti: sve takve mogude krive obrazuju jednoparametarsku familiju povréi
¢ = ¢. Prema tome, nemogude je naéi krivu, koja je refenje potpuno integrabilne
Pfafove diferencijalne jednadine, a koja bi pripadala dvema povriima iz skupa
povrdi ¢ = ¢, bez obzira koliko te povrsi bile bliske.
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X

Sl 54

Na taj na¢in dolazimo do pojma matematicke dostupnosti, odnosno nedos-
Lupnosti.

Definicija: Duve tacke se nazivaju dostupnim ako moze da se nade kriva
koja ih spaja a koja je reSenje Pfafove diferencijalne jednacine (9). Tacke
za koje ne postoji takva kriva nazivaju se nedostupnim.

Jasno je, na osnovu svega do sada retenog, da par dostupnih ta¢aka za potpuno
integrabilnu diferencijalnu jednac¢inu (9) leZzi na istoj povrsi jedne od jednopara-
metarskih familija povr$i ¢ = ¢. Na primer: tatke 1 i 2kaoi3i4 su parovi takvih
tacaka dok su tacke 6 i 7 nedostupne tacki 5. Time je dokazana Karateodorijeva
Leorema.

U okolini bilo koje tacke A, bez obzira koliko ta okolina bila mala, u vek-
torskom polju kojem odgovara potpuno integrabilna diferencijalna jednaiina
(9) postoje racke koje su nedostupne tacki A duz krivih koje su refenja dife-
rencijalne jednaéine (9).

Pfafova jednacina nije potpuno integrabilna
U tom sluéaju je
F-rotF+#0 (20)
tj., nisu zadovoljeni uslovi integrabilnosti (10). Tada ne postoji integracioni faktor u
niti reSenje ¢ (x, v, 2) = ¢ koje przdstavlja jednoparametarsku familiju povrsi.
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Tada trazimo refenje u obliku krive. U tom slu¢aju ¢e u Pfafovoj jednadini
{9) samo jedna od promenjivih x, y i z biti nezavisna. Njena integracija sadrzi u
sebi veliki stepen proizvoljnosti.
MoZemo uzeti proizvoljnu funkciju
v (*y,2) =0, (21)
koja predstavlja, sa geometrijskog stanovista, neku povr$ u E; i potraziti na njoj
krivu koja bi bila reSenje jednadine (9). Na toj povrsi je odiglednc

aﬁdx+?—wdy+g?dz=0. (22)
dx cy z
Tada iz (22) i (9) dobijamo
i il 0
(Rﬁ—P—'f)der(R-f—Q@)dy—o. 23)
dx iz iy oz
Eliminacijom 2z pomocu (21) u ovoj jednacini dobijamo jednacinu oblika
M(x,y)dx + N(x,y)dx =0 (24)
koja je integrabilna. Neka je
¢ (x,y) =k (25)
reSenje ove jednacine. Tada presek povrsi
P (x: y) =0 i ‘?E’ (x, y) =k, (26)

odreduje traZenu jednoparametarsku familiju krivih na povrsi v (x,y, 2) = 0.
Jasno je da se tako odredene krive na povrsi ¢ (x, v, 2) = 0 ne seku, jer se cilind-
Tiéne povrsi (25), kao reSenje jednatine (24) ne seku.

Na slici 55 je geometrijski prikaz krivih odredenih sa (26).

<X
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Tako dobijene krive su u svakoj svojoj tacki upravne na vekter F, Za povrs v =0
to ne vazi, jer su za to potrebne najmanje dve krive na p koje se seku i na koje bi
vektor F u njihovoj preseéndj tacki bio upravan. Kako se krive na v, odredene
jednacinama (16), ne seku (kac $to smo istakli) taj uslov nije zadovoljen.

Izborom druge povrdi, recimo ¢ (x, v, 2) = 0, istim postupkom odredili bismo
novu jednoparametarsku familiju krivih koje su re$enje polazne Pfafove jednatine
(9). Jasno je da se te krive na povrsi @ = 0 ne scku i da njihov oblik zavisi od izbora
povrsi ¢ = 0.

SL. 56

To znadi da za neku izabranu tatku u E;, recimo tacku 1 na slici 56 a,
1 za neku proizvoljnu povr§ p = 0 kroz tu tacku uvek moZemo odrediti krivu na
toj povrsi kroz tu tacku koja bi bila reSenje jednacine (9).

Ako se kroz tu tacku povuku sve moguce povrsi, ili, $tc se svodi na isto, ako
se povr§ v = 0, zami3ljamo, neprekidno deformi$e na sve moguce nacine, onda
tako dobijene sve mogudée linije kroz tu tadku nece obrazovati element povréi nego
element prostora. U samoj tacki sve one moraju biti upravne na vektor F, tj. njihove
tangente leZe u ravni ¢ upravnoj na F u toj tacki (sl. 56 b). To znaéi da su
tacki 1 dostupne sve tatke njene okoline, tj. da uvek postoji kriva koja spaja tatku
1 sa bilo kojom tackom njene okoline, a koja je reSenje Pfafove jed nadine (9).
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Pfafova jednaéina je integrabilna

U slu¢aju kada je F -roc F = 0, tj., kada je Pfafova jednaéina (9) potpuno
integrabilna, moZe se prethodni postupak primeniti za odredivanje krivih koje su
resenje te jednainer Medutim, u tom sludaju je Pfafova jednadina (9) potpuno
integrabilna 1 prema definiciji postoji funkcija @ (x,y, z) takva da je

grad @=pF ii gy=——=——=—"— X

Povré @ (x, y, z) = const. je, prema tome, U svakoj tacki upravna na F. Jednadina
(23) se onda moZe napisati u obliku

6o 0 000 D0 toke Gl
(ﬁ ¥ "’) dx + (— i —"") dy =0 @7
0z 0x Ox Oz z0 0y dy 0z

odakle se vidi da dalji postupak zavisi od odnosa funkcija @ i .

Za @ 7 y prethodno izneti postupak u potpunosti vazi. Ako je pak v = @,
onda se jednacina (27) svodi na identitet

Tada ne postoji funkcija ¢ (x,y) = const. koja bi za tako izabranu funkciju »
bila reSenje jednacine (24). To znadi da je bilo koja kriva za tako izabrano  resenje
jednacine (9), ili, kratko receno, cela povr = const. je u svakoi svojoj tacki upravna
na vektorsko polje F.

Sada moZemo pre¢i na obrrnutu Karateodorijevu teoremu:

Ako vekrorsko polje ima osobinu da, za proizvoljnu okolinu bilo koje ratke
u tom polju (ma koliko ta okolina bila mala), postoje taike koje su njoj ne-
dostupne, onda je Pfafova jednalina, koja odgovara tom vektorskom polju,
putpuno integrabilna.

Ova i prethodna teorema mogu se saZeti u jednu matematiéku formulaciju
Karateodorijeve teoreme:

Pfafova diferencijalna jednaéina (9) je porpuno integrabilna ako 1 samo ako
u okolini tacke A u vektorskom polju F, kome odgovara diferencijulna jedna-
&ina (9), postoje njoj nedostupne talke.

Dokaz obrnute Karateodorijeve teoreme. Postoji vise dokaza ove teoreme. Mi
¢emo se zadrZati na geometrijskom dokazu koji je dao Karateodori i koji je baziran
na dosadadnjem geomctrijskom prilazu.

Neka u okolini proizvoljne tatke 4, u domenu definisanosti vektora F, prema
obrnutoj teoremi Karateodori, postoji beskona¢no mnogo njoj nedostupnih tacaka,
pri ¢emu je tatka N jedna od njih (sl. 57 a). Neka je a linija kroz A, koja nije
reSenje Pfafove jednaéine (9). Takve linije uvek postoje. Bez gubljenja u opstosti
mozemo uzeti da je a prava linija. Kroz tu pravu i tatku N moZemo postaviti
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recimo, ravan z ili bilo koju drugu povrs. Na toj ravni =, kao i na svakoj drugoj,
povrsi, postojace kriva ¢ kroz N koja je reSenje jednacine (9). Ova kriva ne moze
prolaziti kroz A, jer bi tada tacka N njoj bila dostupna, §to je suprotno pretpostavci.
Neka kriva ¢ preseca pravu a u tacki B. Pogodnim izborom tatke N mogucée je
ta¢ku B udiniti bliskom tacki A koliko Zelimo. To dokazuje da u okolini tacke A
na pravoj a postoje tacke nedostupne tacki A4, jer su dostupne tackama N koje su
nedostupne tacki A. Ove tacke B lezace sa obe strane tatke A na pravoj a, blisko
tacki A4 koliko Zelimo.

Ao

Sl 57

Izaberimo sada pravu [ paralelnu sa g, vodeci ra¢una o tome da / takode nije
resenje jednacine (9). Kroz ove dve prave, a i /, moZemo provuéi cilindriénu povr$
¢;. Na toj pevr$i mozemo, na poznati naéin, odrediti krivu p,, kroz 4 koja je resenje
jednacine (9). Ova kriva seéi ¢e pravu / u tacki L. Za neku drugu cilindri¢nu povr$
oy kroz a il postojace druga kriva p, kroz A koja je refenje jednacine (9). Ova
kriva mora seéi pravu / u istoj taki L kao i prava p,. U protivnom, kao §to je pri-
kazano na slici 57 pod b, iz tatke M, M 5 L, bilo bi moguce pomoc¢u krive ps,
kao reSenja jednacine (9), doéi do tacke D (D # A) na pravoj a. Onda bi tacka D
bila dostupna tac¢ki 4 duZ pravih p, i ps kroz M. Medutim, to je suprotno onome
§to smo prethodno pokazali, naime, da tatke u okolini taéke 4, na pravoj a, moraju
biti njoj nedcstupne.

Zamislimo sada neprekidan niz cilindriénih povr§i ¢ kroz prave a i . Na
svakoj od njih postojade kriva p koja je redenje jednacine (9) i koja prolazi krcz
tatke A i L. Ocigledno je da sve te krive obrazuju povr§ X koja prolazi kroz tacke
A i L i prave p; i p,.

Variranjem tacke A4 dobili bi familiju nepresecajucih povrsi, jer bi u protivhom
tatke na pravoj a, u okolini taéke 4, njoj bile dostupne. []
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Napomena 3. U slyéaju kada ne bi postojale nedostupne racke, bio bi mogud
sluéaj Lp Ap,MpsD koji je prikazan na sl. 57 b. Tada bi krive py,
Ds t Py ispunjavale element prostora i ne bi &inile povrs.

EGZISTENCIJA ENTROPIJE I TEMPERATURE

U odeljku (V.12), u slu¢aju reverzibilnih i ireverzibilnih sistema, uvedena
je temperatura T kao promenljiva stanja. Dalje je pokazana, kori§¢enjem Karateo-
dorijevih postulata i teoreme, egzistencija entropije # kao funkcije stanja.

Moguce je, pod odredenim pretpostavkama, pokazati egzistenciju entropije
(i temperature) za reverzibilne i ireverzibilne sisteme bez prethodnog uvodenja
temperature kao promenljive stanja. To ¢emo ovde ilustrovati.

Reverzibilan sistem

Definicija. Za sistem se kage da je reverzibilan:

a) ako je, za adijabatske procese, njegova unutrainja energija e funkcija
samo deformacije x; i

b) ako su sile X, u Pfafovoj formi prvog zakona termodinamike funkcije
unutrasnje emergije € i deformacije x;.

Ova definicija je u saglasnosti sa (5.12.5) kojom je definisan reverzibilan sistem
i za koji je pretpostavljena a priori egzistencija temperature 7. Zaista, iz (5.12.5),
sledi da je

T= T (eg): €))
Smencm ovog izraza u (5.12.5), dobijamo
X, =X, (&x) (2)

5to je u saglasnosti sa stavom b) definicije.
Takode, s obzirom na (5.12(1)) iz (5.12.5), vidi se da je
e =¢(x;) (3)
Sto je u saglasnosti sa stavom a) iste definicije.
Tada prvi zakon termodinamike (5.12.6) moZemo pisati u obliku
de — X; (g, x;) dx; = dg. 4

Prema Karateodorijevoj teoremi Pfafova forma, definisana levom stranom ovog iz-
raza, je integrabilna ako u okolini neke taéke G, u prostoru promenljivih € i x; po-
stoje tacke koje su njoj nedostupne duz krivih koje su refenje Pfafove jednacine

de — X, (e, x,) dx, = 0. (5)

Medutim, kao posledica Karateodorijevog postulata, ovaj uslov je zadovoljen za re-
verzibilne i adijabatske procese. Prema tome, odgovaraju¢a Pfafova forma (4) je inte-
grabilna. Saglasno definiciji integrabilnosti bice

de — X, (&, x;) dx; = 0 (e, x;) dn (&, x,), (6)
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gde je
on| '
_I_=q_n; = Xi = —f _6e_i ) (7)
6 dg|x ox,\,
To znaci da integrabilnost prvog zakona termodinamike za reverzibilne sisteme
dovodi do egzistencije dve funkcije stanja f i # takvih da je

0 = 0 (g x,), 1 = 1(e; x,)- (8)

Ako se zameni uloga 0 i ¢ kao zavisne i nezavisne promenljive i uvede slobodna
energija vy (0, x,) preko izraza

p=¢—10n, (a)
onda se (7) moze pisati u obliku
_%
e |
Ox,
(10)
ap
=T

Ovi izrazi su identi¢ni sa (5.12.17—18) na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da 5 i f u
(10) nisu nista drugo nego entropija i temperatura respektivno.

Ireverzibilan sistem

Definicija. Sistem je ireverzibilan ako je
X, =X, (x,8;4.) (1)
i & nije funkcija od x; i q,. Formalno,
e 7 f (%5 €. (12)
gde su g, — unutras$nje promenljive stanja.
Prvi zakon termodinamike sada glasi
de — X, (g, x;, q,) dx, = dg. (13)

Neka tatka G, u prostoru promenljivih ¢ i x; reprezentuje termodinamicko stanje.
Onda, prema Karateodorijevom postulatu, postoje tactke u okolini tatke G, koje
joj nisu dostupne procesima koji su reverzibilni i adijabatski, tj. duz krivih koje
su resenje jednacine

de — X, (e,x,,q,)dx; =0 (14)

za g, = const.
Tada je, na osnovu Karateodorijeve teoreme, leva strana (13) integrabilna, tj.
de — X, (&, %, 4.) dx, = 0 (6, %,, ) d (&, %, 0.) (15)

za g, = const.
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Prema tome, vazi stao

Za ireverzibilne sisteme, za koje je g, = const., proi zakon termodinamike
je integrabilan. Tada za takve sisteme postoje funkcije 0 koja se naziva
temperatura i 1 koja se naziva entropija takve da su

0 =00(x,4q); n=n(x,d).

Razmenom uloga funkcija ¢ i 6 kao zavisne i nezavisne promenljive, (14) postaje
oblika

E‘?l 40 + 25 dx, — X,dx, = 6dn),,
89,% @xizqa ‘

$to je identi¢no sa (5.12.22). Tada cvde vaze i dalji zakljuéci tog odeljka.

Napomena. Pretpostavka da je ¢ = ¢(x,, ¢,) dovela bi nas do zakljucka da
bi prvi zakon termodinamike bio integrabilan u prostoru promenljivih (e, x;, 7,)

sa posledicom da je tada a—w = 0 3$to je suprotno pretpostavci da je sistem ire-
ox

verzibilan. Otuda i zahtev (12).

PFAFOVA FORMA

Linearna diferencijalna forma oblika
¢ = Xdx;, (0
naziva se Pfafova forma. Analizirajmo tri moguca slu¢aja forme (1):

1. Ako je desna strana (1) totalni diferencijal neke funkcije m, tj. ako je

Xdx, =w 2
i
v dw
S X 3
dx, ! ©)

funkcije X, onda moraju zadovcljavati uslove
Kgg gy =10 4)
Nije tesko pokazati da su ovi uslovi i dovoljni za egzistenciju takve funkcije .

Tako, na primer, u slu¢aju tri promenljive x, v i 5, kada se Pfafova forma
moZe napisati u obliku

dw = Pdx + QOdy + Rdz, (5
1j. kada, prema uslovima (4) vazi
op 00 6Q ©OR oR 0P ©)
oy ox’ oz dy ox 0z
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iz jednaine (3) se dobija
x 3 z
W= f P(x,y,2) dx + f 0 (xp, ¥, ) dy +J1'R(x0,yoz)dz—l- c, (7
Xo No Zy

gde je C proizvoljna konstanta.
2. Mogu¢ je i slu¢aj kada je
uX,dx, = dw, (8)

tj., kada postoji funkcija u (x;) koja ¢ini desnu stranu Pfafove forme totalnim dife-
rencijalom funkcije zv. Taj slucaj je detaljno razmatran u prethodnom odeljku
kada je pokazano da funkcije X, moraju da zadovoljavaju uslove

A — (X{,j - Xj,f) Xy + (Xj,k == Xk,j) X; + (X;m: — Xi,k) ‘X-—J =0. (9)

Takode je pokazano da su uslovi (4) i dovoljni za dovodenje Pfafove forme (1)
na oblik (8).

3. U ops$tem sluéaju Pfafova forma se ne moZe izraziti u obliku totalnog dife-
rencijala neke funkcije ali ju je mogude izraziti u prostijem tzv. kanonskom obliku.

Razmatrajmo to na slu¢aju forme tri nezavisne promenljive x, y i =
P(x,v,2)dx+ Q(x,5, 2)dy + R(x,5,2)dz =0 (10)
za koju nisu ispunjeni uslovi (6) i (9).
Potrazimo funkciju U (x,y, ) takvu da forma
Pdx + Qdy+ Rde —dU = P dx + O, dy + R, dz (1)
zadovoljava uslove (9) ili
gde su P,, O, i R, dati izrazima

o} oU oU
2 =g, m-r1 . a3

Py =P ) .
ox ay Oz

Tada (12), posle izvesnog sredivanja, postaje

(EQ BP)GU (6R GP)GU (EP 6Q)£

E 62:=

6z oy ox  0z) dy ' \dy ox
:P(QQ_?I_Q)_i_Q(M?_ai)-i-R(CLP—-a-Q). (14)
dz Oy ox 0Oz dy Ox
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Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini odgovara sistem obiénih diferencijalnih
jednacina
e .
ZQ a_P_ER _&P“@_P 00
oz dy déx 08z dy Ox

(15)
_ du
~ /00 6R 0R OP P 80\’
o (e ko o (U - i
(Bz 6y)+Q(6x 63) o (631 6x)

Svi uslovi za postojanje resenja ovog sistema diferencijatih jednadina su ispunjeni
(diferencijabilnost, nijedan brojitelj nije jednak nuli). Kao funkciju « moZemo
uzeti bilo koje re§enje ovog sistema. Uocavajuéi da forma (10) potpada pod slucaj
(2), dobijamo da je

Pdx + Qdy + Rdz = U + Vduw, (16)
gde je VE—L.
u

Na osnovu svega se mozZe zakljuciti da se Pfafova forma (10) svodi na jedan
od tri kanonska oblika

au, vav, dU + Vauw. an

Najmanji broj promenljivih, preko kojih se izrazava Pfafova forma, odreduje njenu
klasu. U slu¢aju tri promenljive, na osnovu (17) se vidi da ona mozZe piipadati
prvoj, drugoj i trecoj klasi.

Izjednacavajuc¢i sa nulom Pfafovu formu dobijamo Pfafovu diferencijalnu
jednadinu. U slucaju 1. 1 2. ona je integrabilna dajudi refenja U = const. i w =
= const. U opstem slucaju Pfafova diferencijalna jednacina, kao §to smo ranije
zakljudili, rije potpuno integrabilna.
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