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PREDGOVOR 

Nagli razvoj m.ehanike kontinииm.a pocetkom. 40-tih godina ovog veka иslovio 
је da se vec 1947. godin.e organizuje n.astava iz ove oЬlasti m.ehanike na studijskoj 
grupi za щatematiku Prirodno-matematickog fakulteta и Beogradи. Nastavu iz 
predmeta Mehanika neprekidnih sredina prvi је drzao Prof. dr Tatom.ir Р. Andelic. 
Ро formiranjи studijske grupe za m.ehaniku 1952. godine uvodi se, 1961. godine, 
na poslediplomskim studijama predmet Teorijski osnovi mehanike kontinuuma koji 
sи predavali prof. dr Tatomir Р. Aш1elic i prof. dr Rastko Stojanovic. Na redovnim 
studijama studijske grupe za m.ehaniku nastava iz predmeta Mehanika kontinuuma 
иvodi se 1971. godine i drzi је prof. dr Rastko Stojanovic а od 1972. godine prof. 
dr Мilan Plavsic. Od 1974. godine nastavu iz ovoga predmeta и kon.tinuitetu 
drzi autor ove knjige. 

Ova knjiga је rezultat dugogodisnjih predavanja, koja је autor drzao iz pred
meta Mehanika kontinuuma za studente Grupe za mehaniku, Instituta za mehaniku 
na Prirodno-matematickom jakultetu и Beogradu, kao i naucn.ih aktivnosti aиtora и 
toj oЬlasti. Pisaцa је sa osnovnim ciljeщ - иvodenje и osnove mehanike kontinuuma 
na nacin koji citaocu omogueuje pracenje Jiterature iz ove oЬlasti mehanike na 
savremenom nivoи. Pri tom su, kao osnovna orijentacija, posluzile dve monografije, 
оЬе sadrzane и Enciclopedia ој Physics: 

· 1. The Clasical Field Theories - С. Truesdeli and R. А. Toupin i 
2. The Non-Linear Field Theories ој Mechanics - С. Truesdell and W. Noll, 

u daljem, skraceno. CFT i NLFTM, respektivno. 
Aиtor se nada da се ova knjiga korisno posluziti ne samo studentima meha

nike na Prirodno-matematickorn fakultetu nego i svima on.ima koji se и okviru 
svoje n.aucn.e de1atnosti, na posledip1omskim studijarna i drugi naCin bave proЬle
rnima mehanike kontin.иuma. 

Кnjiga se sastoji iz deset pog1avlja koja se odnose ца fizicke osn.ove, deforma
cijи, kretanje, napon, en.ergiju i deformacijи konstitutivne jednacine, e1asticne ma
terijale, termoe1asticne i hiperelasticne materijale, n.eke klase prostih flиida i doda-

v 



tak. Na kraju skoro svakog odeljka dat је odreden broj zadataka, kao vezbanje, ko
jim se ilustruje teorijski deo odeljka. Njihovo samostalno resavanje omogиcuje 
citaocи da sagleda do kog stepena је ovladao predenim gradivom . Dodatak se odnosi 
na osцove tenzorskog racuцa, tenzorske funkcije i Pfafove jednacine koje sи izlo
zene na nacin kako se koriste и knjizi а sve и ciljи celovitosti izlaganja. 

Posebne teSkoce pojavile sи se pri obelezavanjи velikog broja raznorodnih 
geometrijskih i fizickih velicina. Samo и izиzetцim slucajevima nije mogla da se 
izbegne istovetnost obelezavanja, ali i tada је iz konteksta jasno о kojoj veliCini 
је rec. 

PripremajиCi оvи knjigu aиtor је imao veliku pomoc od svojih studenata i 
kolega. Njihova podrska i poverenje Ьili sи najveCi stimиlans аиtоrи da istraje. 
Bez toga ove knjige ne Ьi Ьilo i aиtor im se od sveg srca zahvaljuje. Меdи one koji 
sи и kontinиitetи pratili rad, davali sиgestije i cvrsto zastupali svoje stavove и disku
sijama цavodim moje mlade kolege Dr Zorana Golиbovica i Savи Nakiceцovica. 
Prof. dr Marko Leko је svojim primedbama doprinosio preciziranjи pojmova i 
jasnoci stavova. Prof. Dr Predrag Cvetkovic, Dr Dragoslav Kиzmanovic i Mr 
Aleksandar Sedmak sи pregledali pojedine glave, иputili korisne primedbe i su
gestije. 

Posebnu zahvalnost dиgиjem prof. Dr Milanи Plavsicu kao i prof. Dr Slavkи 
Duricu na ulozenom trudи pri recenziji knjige. Koristim оvи prilikи da se zahvalim 
prof. Dr Vlatku Brcicи na podrsci da se ova knjiga stampa. Osoblje "Gradevinske 
knjige" iz Beograda i stamparija "Minerva" iz Subotice ulozili sи mnogo trиda, 
volje i razumevanja kako Ьi knjiga izasla iz stampe sto bolje opremljena i sto pre, 
posebno, kada se ima и vidи tezina slogз. 

Aиtoru је jasno da, i pored svih nastojanja da do toga ne dode, mogи postojati 
odredeni propusti i greske. Unapred је zahvalan svima onima koji ти na njih 
иkаzи. 

Beograd, Novembar 1987. god. А и t о r 
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UVOD 

Mehanika kontinuuma, s obzirom na predmet svog izucavanja, predstavlja 
nadgradnju racionalne mehanike i1i mehanike konacnog sistema matertjalnih tacaka 
i krutih telэ. Mehanika kontinииma је deo щehanike koji izucava deformaЬilna 
tela, tj. tela kod kojih se, и opstem slисаји, rastojanja izщedи cestica tela menjэju; 
ona izиeava deformaciju, naponsko stanj.: i tecenje realnih tela, tj. cvrstih tela, 
tecnosti i gasova. 

Osnccvna pretpostavka od koje se polazi и mehanici kontinuuma је da ј е mate-· 
rija nepr.:kidno rasporedena и telи. Ova prttpostavka је &adrzana i и nazivu prcd
meta. Kako sи realna tela, sa fizickog stanovista, korpuskularne prirode to mcha
nika kontinuuma ne izucava tealna tela neposredno, nego njihove mod.:le, kojima 
se pripisujtt odred..:na fizi=ka svojstva t·ealnih tela. 

Pretpostavka о neprekidnom rasporedu matetije и r.elи Cini, sa teorijskog sta
novista, mehanikи kontint:uma teorijom polja, ц smislи da sи v~licine koje karak
terisu telo neprekidne funkcije polozaja i vremena. Polja mogu Ьiti pomeranje, 
gиst'na, sila, er.ergija itd. Као teorija pc.lja, mehanika kontinиuma ima svoj jezik 
izrazavanja - ter1ZCrski racun. Z~ista, tenzorski raCUO је prirodni jezik teorije 
m t hanike kontin.uиma. Posebno naglasavamo: kao sto је Ьilo koJi jezik vise nego 
njegova 5ramatika, tako jt: isto i jezik tenzor~ke analize vist: od samog cbelezavanja, 
i kao sto govor coyeka odise njegovim nacinom misljtnja, tako isto tenzorski racun 
otelotvorиje misao, idejи . u nasem slt•cajи to је ideja da ,_fizicka" sustina ostaje 
ista, mada njen matematicki opis moze da se menja. Odatle sledi da mora postojati 
relacija izmedu dva matematicka opisa koja se odnose na isщ Ьit, na istи sustinи, 
i ta relacija odreduje jezikt.<. njegov karakter. Zbog toga fe mora imati иvek na иmu 
razlika izmedu tenzora, kao matematickog objekta koji predstavlja fizickи sustinu, 
i komponenata tenzora koje imaju pиni smisao samo onda kada se zna о kom ko
ordinatnom sistemu је rec. 

U najvecem delu mehanike kontinuuma, pored neprekidnosu·, иvode se jos 
d ve dodatne pп:tpostavke о prirodi rnaterijala: hornogeno~t i izotropnost. Ј asno је 
d а su ove tri pretpostayke medusobno nezavisne. 
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Za materijal kazemo dэ је homogen al?:o poseduje identicke osoЬine u svim 
~sticama. Za materijale koji nisu homogeni kazemo da su nehomogeni. 

Materijal је izotropan и odnosu na nekи svoju osoЬinu ako је ona ista и svim 
pravcima. Za materijale koji nisu izotropni kazemo da sи anizotropni. 

Teorija mehanike kontinuuma se logicki ffi')Ze podeli ti na tt·i dela : 
1. Opsti principi primenljivi na sve vrste neprekidnih sredina. То su opsti 

zakoni konzervacije i balansa pojedinih fizickih velicina koji vaze za sva tela. Ti 
zakoni sи: 

а) zakon konzervacije mase, 
Ь) balans kolicine kretanja, 
с) balans momenta koliCine kretanja, 
d) prvi zakon termodinamike ili zakoц balansa energije i 
е) drиgi zakon termodinamike Ш princip entropije. 

2. Konstz"tutivne jednacine koje karakterisи pojedine matc:.rijale i njihova reago
vanja na spoljne efekte sa stanovista strukture materijala. Osnovni principi va:le 
za sve materijale, neza'!tsno cd njihove strиkture:. Zbog toga njihovi matemэticki 
izrazi nisu dcvoljni da Ьi Ьilo ј( dnoznacno odredeno t=-onзsanje materijala pri 
dejstvu spoljnih efekata koji se matematicki definisu kao granicni i pocetni uslovi. 
U cilju иzimanja и obzir strukture (konыitucije) raznih materijala, koja karakLerise 
ponasanje materijtla, duzni smo da odreaimo dodatne jednacine k(·je nazivamo 
konstitutivnim. Drugacije receno, osoblne materijг1a se uzimaju u obzir pteko 
odgovarajucih konstitutivr:.ih jednacina za svaki .naterijal sa konstitutivnim pt'o
menljivim ogranicenim na domen njihove definisanosti. I dok su osnovni principi 
zajednicki za. cvrsta telг, fluide, viskoelasticne materijale i materijale drugih fizic
kih osoblna, njihove konstitutivш: ј:; 1nacine se- Ьitno razlikuju. Domen defini5a
nosti konstitutivnih promenljivih odreden је odgovarajucim fizickim o&oblnama 
materijala. Te-orija kon:,titutivnih jednacina zasnovana је na odgovarajuCim fizickim 
istinama i zahtevima. Na toj osnovi ona se dalje razvija kao mateшaticka teorija. 
S cbzirom da su materijali, za koje se odredиju konstitutlvne Jednacine, pfedstav
lJeni svojim matematickim modelima, konstitиtivne jednacine definisи idealan 
materijal. 

З. Specijalne teorije svakog idealnog materijala sи zasnc vane na opstim prin
cipima i konstitutivnim jednacinama tog mateгijala . Takv(.; teorije su: teorija elas
ticnosti, mchanika fluida, teorija plasticnosti i druge. Svaki od njih, s obzirom na 
znacaj ј primenu, predstavlja oЬlast od zasebnog interesa. 

U daljem izlcganju drzacemo se ove podele, kojoj prethode geom.::ttijska i 
kinematicka osnova mehanike dcforrnabllnih tela. Feonomeni koje cemo izucavati 
::.u nerelativisticki, а pos.or fizickih dogadaja ј е trodimenzionalni euklidski pros
tor Е3• 

Napominjemo da s~ mehanika kontinuuma oslar.ja na rezиltate drugih grana 
fizike, prvenstvt:no statisticke mehanike, s obzirom da najvc:ci deo instrumenata 
m eri srednje statisticke vrednosti, koje karakterisи fizicke pojav~. Nj ~n pristup 
је direktan pti ispitivanju fizickih pojava. pri cemu na svoj nacin uzima ц obzir 
uticaj mikrostrukture matet·ijala na maki·oskopske pojave. Ovo mehaniku konti
nuuma cini J:Osebnom naucnom disciplinom, koja zajedno sa drugim disctplinama, 
kao StO 5U kvantna fizika, atomska fizika, termodinamika, kristalografija itd., dovodi 
do potrunijeg sagledavanja sustine procesa ц materiji. 
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1 FIZICKE OSNOVE 

1. PROSТIRANJE TALASA 
KROZ JEDNODIMENZIONALNU RESETKU 

U ciljи boljeg sagledavanja uvodenja pretpostavke о neprekidnom rэsp:>red1.l 
matt'-lije, kao osnovг..e p1ctpostavke mehanike kontinииma i njenih fizickih osnova, 
razmotriceшo proЬlem prostilЋпja talasa kroz jednodimenzionalnи 1es~tku. Razlog 
za to је i cinjenica da se posma' ranjem ovog fenomena (prostiranje talasa) mogи 
izvesti i odredeni zakljиcci о osoЬinama i strиkturi matel'ijala. U daljem izlaganjи 
sve dodatne pretpo~>tavke i иproscenja иvode ft radi boljeg i jednostavnijeg o~tva
renja postavljenog cilja. 

N ajprostiji primer jednodimenzionalne resetke ј е Baden-Раиеl· ov (Badeн
-Powe.ll) model kod koga sи materijaln~ tacke jednakih masa иniformno rзspore
der..e dиz џаvе linije. Akt· C'rijentisanи pravи (оsи) duz koje su rasporedene mate
rijalne ta&e jedг.akih masa т, obe.lezimo sa х а sa d periodu resetke (rastajanje 
izmedu sиsf'dnih tacaka и polozaju ravnot..:ze), onda је polozaj n-te tacke и polo
zajи ravnoteze и odnosи па tacku uz::tu za koordinatni po:etak (sl. 1 а), odre
denи izrazom Xn = nd. Pretpostavimo da је iz Ьilo kog razloga tacka М0 pobиdena 
da harmonijski oscilиje oko svog ravnoteznog polozaja dиz ose х. S obzirom da su 
tacke Ьile и polozajи staЬilne ravnoteze i da sи sile sistema elasticne sile uzajam-

а} m 

9:. 
т d d 

-о о о о о 
М-1 М1 MN-1 MN MNt·1 

)-----х 

Ь} 

1~ 
MN ,-, 

:r~~~' .... " 
X n 

~--Х 

Sl. 1 
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nog dejstva sиsednih mat.;rijalnih tacaka, poremecaj koji је izazvao oscilovanje 
tacke М 0 prenece se i na sve tacke re8etke. Prenosenje роrещесаја dиz resetke 
obrazиje ројаvи kоји nazivamo talas. 

Ako se pomeranje tai"aka resetke vrsi и istom pravcи и kome se porem""2:aj 
prenosi, talas је longitиdinalan . Pri prostiranjи transverzalnog talasa, pravac pro
stiranja talasa је иpravan na pravac pomeranja tacaka. Za nasa razmatranja nije 
Ьitan tip talasa, а zakljиcci koje bиdemo izveli, Ьiсе opsteg karaktera. Zbog toga, 
bcz gиЬljenja и opstos·Li, dalje razщatramo longitudinalne talase. 

Polozaj tacke Мп, do koje se poremeeaj preneo, Ьiсе odreden sa 

х,.= Xn +и" (1.1) 

gde Erno sa un oznacili pcmeranje tacke Мп и odnosи na ravnotezni poloZэ.j Xn 
(sl. lЬ). S obzircm na иvedene pretpostavke, jednacina oscilovanja tacke Mn је 

(n = О, ± 1, ± 2, ... ) (1.2) 

gde је UJ kt·иzna frekvencija. 

Resenje diferencijalne }ednacine (1.2) trazimo и oblikи 

Un = Aei (o>t+ cxn)' (1.3) 

koji је vrlo pogcdan za dalja ispitivanja, pri сети smo sa А, UJ i an obelezili am
plitиdи, krиznи frekvencijи i fazno pcщeranje oscilacija (и tacki Мп и odnosи na 
drиge tacke resetke) respektivno. Realni deo jednacine (1.3) predstavlja stvarno 
resenje fizickog proЬlema. 

Pomeranje tacke М0 и Ьilo kom trenиtkи t, s obzirom na (1.3), Ьiсе odredeno 
izrazom 

dok је pomeranje tacke Mn odredeno sa 

. ( nd) &(а) t--; 
Un = Ае , (1.4) 

odakle sledi da fazno pomeranje <X:n tacke Мп и odnosи na poщeranje tacke М0 
.. ndAk d ь· .. а1 krv fkv tznost <X:n = - -. о se zna а sи rztna prosttraD)a t asa v, иzna re en-

v 
cija UJ, frekvencija иcestanosti v, talasna du:Zina Л i talasni broj а vezani relacijama 

v = 'Лv, UJ = 27tv, 
1 

а=-, 
л 

(1.5) 

o_nda se (1.4) щоzе izraziti и obliku 

Un = AifCo>t -kn) = Ae2><1(Vt-an<S), (1.6) 

gde је k = 27tad. Tako uvedena velicina k predstavlja · promenu и fazi izmedи 
pomeranja tacke Мп i susedne tacke Мпн 

i odredena је do na 27t. 
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lsto re5enje рrоЬlеща, tj. ista pomeranja dobijamo za 

k ш k' = k + 2p1t 

"1" 1 + р а11а=а - , 
d 

(1.7) 

za svako р iz skupa celih brojeva, sto se odmзh vidi iz (1.6) i iz Cinjenice da је 

Jednacine fizickog proЬlema (1.2) moraju davati iste vrednosti za <U i1i v za svako 
ekvivalentno k i1i k'' sto znaci da su kruzna frekvencija (1) ili frekvencija ucestanosti 
v periodicne funkcije k ili а 

<U = ј (k) periode 27t ро k = 27tad 

( ) . d 1 v = rp а репо е - ро а. 

d 

(1.8) 

Ovo је opsta i direktna posledica diskretnosti strukture jednodiщenzione resetke. 
S obziroщ na periodicnost njene strukture dovoljno је diskutovati osoЬine funkcija 
ј i tp u intervalu ро jedne njihove periode. Najbolji izbor ovih intervala је 

(1.9) 
1 1 

- -~ а ~ -
2d 2d 

posto se ta1as uvek prostire na isti nacin u оЬа smera. То znaci da ove funkcije 
imajц dodatnu osoЬinu, tj., da su parne funkcije svojih argumenata. Pozitivno k 
znaci prostiranje ta1asa u smeru x-ose, а negativno k prostiranje talasa u suprotnoщ 
smeru. Ako је k 0 pozitivan broj u intervalu (1.9) koji nazivamo osnovnim inter· 
valom, talas se prostire u smeru x-ose. Isto vazi i za k 0 + 27t, ali је zato k 0 - 27t 
negativno i odreduje talas koji se prostire u suprotnom smeru. Рrеща tоще, neodre
denost u pogledu prostiranja talasa nije samo u velicinama vrednosti а i k, nego i 
ц smeru prostiranja talasa. Ogranicenje na osnovne intervale (1.9) znaci 

1 
Л=-~2d, 

1 а 1 

(1.1 0) 

iz cega se jasno vidi da је najmanja talasna duzina jednaka dvostrukom rastojanju 
izmedu cestica i odgovora nekoj kriticnoj frekvenciji >'kr koja је karakteristika struk
ture. 

Fizicka neodredenost u pog1edu prostiranja talasa, koja proizilazi iz neodre
denosti vrednosti k i а, ogleda se u neodredenosti talasne duzine i smera prostiranja 
talasa. Iz (1.53) jasno sledi da ekviva1entnim vrednostima а i а' odgovaraju razli
cite talasne duzine: Л i Л'. Uzimajuci sve moguce vrednosti doЬijamo sve moguce 
talasne duzine Л' talasa koji se mogu prostirati kroz resetku i koji jednako dobro 
mogu da opisuju kretanje tacaka resetke. Periodicnost v kao funkcije а znaci da 
za datu funkciju talasna duzina nije potpuno odredena. Neodredenost ta1asne duzine 
dovodi do neodredenosti smera prostiranja ta1asa. Fizicki smisao svega iznetog 
moze se potpuno razumeti na osnovu slike 2. Ravnotezni polozaji tacaka obelezeni 
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su punim ta(:kama, dok su njihovi po1oZзji u nekom trenutku poremecaja oznaceni 
kruzicima (s1. 2а) . Kretanje tacaka jednako dobro opisuju:J tri navedena talasa 
koji se raz1ikuju ne samo ро talasnoj duzini, vec i ро smeru prostiranja. Ta1as 
oznacen neprekidnom linijom odgovara vrednosti а u osnovnom intervalu (1.9) 2 • 

Iz slike se vidi da је za taj ta1as Л = 12d. Kriva naznacena isprekidanom Iinijom 

d 1 ь • + } k •• . 12d vk 1' •• d 
о govara ta asnom rOJU а - za OJl Је Л = --, а tac asta ЮlЈа о govara 

d 13 

ta1asu ciji је ta1asni broj а - _..!_, а ta1asna duzina 
12

d . Odmah se vidi da se, 
d 11 

za dato kretanje tacaka, џvа dva talasa prostiru u istom smeru, а treCi u suprotnom. 

а) о 

о 

• • • 

Ь) 

о 

• 

о .. 

' ,: 
Ј ,_. 
1 ,, 
V-· 

о 

• • • • • • • • 
о о 

о о 
о 

Sl. 2 

U slucaju da је struktura resetke neprekidna, Ьi1о Ьi d = О, а osnovni interval 
talasnog broja 

- оо < а < оо 

s obzirom na (I .9)2 • Iz (1.8)2 s1edi da tada frekvencija nije periodicna funkcija 
talasnog broja i da је za datu frekvenciju talasna duzina potpuno jednoznacno 
odredena. Postojao Ьi samo jedan talas koji Ьi odgovarao datom kretanju tacaka 
date rcletke. Zaista, kroz poremecene polozaje tacaka, neprekidno rasporedenih 
duz x-ose, moguce је povuci samo jednu neprekidnu liniju koja reprezentuje pro
stiranje ta1asa. Takva situacija nastaje kada se prostiranje talasa posmatra sa stano
vista makrostrukture jednodimenzionalne resetke. u tom s1ucaju ima smisla govoriti 
о talasu samo sa stanovista makro pojave. Ta1asna duzina takvog talasa ј е mnogo 
veca od rastojanja d izmedu susednih materijalnih tacaka l"esetke. Za takve talase 
је а =/= О, ali ј е vrlo ma1o, sto neposredno s1edi iz (1.5)3 . Slucaj а = О odgovara 
beskonacncj talasnoj duzini, kada se resetka kao celina pomera tako da se rastojanja 
izmedu njenih tacaka ne menjaju i frekvencija је nula. То је slucaj krutog pomet-anja 
resetke. 

Prem,a tome, pretpostavka о neprekidnom rasporedu materije eliminise svaku 
neodredenost u pog1edu prostiranja talasa, kako u pogledu njegove ta1asne duzine, 
tako i u pog1edu smera njegovog prostiranja. 
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2. RAZMATRANJE JEDNACINA KRETANJA 
Ј EDNODIMENZIONALNE RESETKE 

Model resetke kојц cemo razmatrati dat је u prethodnom odeljku. Pomeranje 
n-te tacke obelezavamo sa и" tako da је poloZзj М,. u nekom trenutku t , х,., dat 
sa (1.1). Za razliku od resetke Buden-Pauela sada pretpostavljamo interakciju iZi11~
du svih taCaka resetke. Ako polozaj n + q-te tacke u odnosu na n-tu tacku obele
zimo sa r n,n+o> iz (1.1) sledi da је 

r n,n+q = Xn+q - Х,. = qd + и,.+q - и,. (2.1) 

gde su n i q iz skupa celih brojeva; r n,n+q moze da bude i pozitivno i nega:ivno. 
Energija interakcije izmedu dve tacke ~е izrзZava kao potencijalna funkcija koja 
zavisi samo od rastojar ја izmedu tacaka 

U(r) = И (1 Хщ - х,. 1) . (2.2) 

Ukupna potencijalna energija resetke data је sa 

И = 2 2 И (1 Xn+q - Х,. 1) 
n q> O 

(2.3) 

gde је q iz skupa prirodnih brojeva C:ime је obezbedeno da se interakcija izmedu 
datog para tacaka uzima samo jedanput. Do iste funkcije moglo se doci uzimanjem 
sume za sve vrednosti q iz skupa celih brojeva, ali deleci tako doЬijeni izraz sa dva. 
Medutim, gornje ogranicenje q ima za prednost pozitivnu vrednost x,.+Q - х,. 
tako da se znak apsolutne vrednosti u (2.3) щоzе ispustiti. Za mala pomeranja и,. 
u odnosu na d moze se И razviti u Tejlorov (Taylor) red 

И (хщ -х,.) = И (qd) + (ищ - и,.) И' (qd) +Ј_ (ищ- u,.)2 И" (qd) + ... 
2 

gde su 

И' (qd) = (au) , 
дr r- qa 

И" (qd) = (82~) , 
дr r- qa 

Zamenom gornjeg izraza u (2.3) doЬijamo 

И = Const . + 2 2 [сищ- и,.) И' (qd) + -1 
· (ищ- u,.)2 И" (qd) + ... ] ,(2.4) 

n q > O 2 . 

gde је 

Const. = L L И (qi) = n L И (qd). 
n q> O q> O 

Sila koja deluje na p-tu tacku resetke, kao potencijalna sila, doЬija se kao parcijalni 
izvod potencijalne energije ро pomeranju ove tacke sa promenjenim znakom 
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Pomeranje uP javlja se u (2.4) u dva slucaja : kada је n = р i n + q = р. Za sve 
ostale vrednosti n i q u (2.4) javljaju se clanovi koji ne sadrze иР . Zbog toga је 

= - ) [- И' (qd) - (up+q - иР) И" (qd) + ... + И' (qd) + 
q>o 

+ (ир - up-q) И" (qd) + ... ], 
ili, konacno 

FP = 2 И" (qd) (up+g + up- r:- 2uP) + ... 
q> O 

Diferencijalna jednacina kretanja tacke Мр је 

(2.5) 

(2.6) 

Resenje ove diferencijalne jednacine, u opstem slucaju, se ne moze naci u konac
nom obliku s obzirom na (2.5). Izraz (2.5) se znatno uproscava ako pretpostavimo 
da је uticaj clanova Un+q - и,. stepena veceg od dva zanemarljiv u (2 .4). Tada је 

РР = 2 И" (qd) (ищ + uP- Q - 2иР), 
q> O 

(2.1) 

tj. linearna funkcija pomeranja svih tacaka resetke. u tощ slucaju pretpostavljamo 
resenje diferencijalne jednacine (2.6) u oЫiku 

Tada је 

= - 2uP ( 1 - cos 2тtamd) = 

= - 4иР sin2 тtamd, 

йР = - 4тt2v2uP. 

Smenoщ ovih izraza u (2.6) doЬijamo 

8 

mтt2v2 = 2 И" (sd) sin2 тtasd = 
s> O 

= _.!._ 2 И" (sd) (1 - cos 2тtasd). 
2 s> O 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 



Jednacina (2.10) predstavlja frekventnи jednacinи. Iz (2.10) se odmah vidi da је 

v periodicna funkcija а i da ima periodи _.!__ , jer је 
d 

v2 (а + ~) = v2 (а). (2.11) 

Frekvencija v mora Ьiti pozitivna. 

S obzirom na prirodи sila interakcije, fizicki је sasvim opravdano pretpo
staviti da njihovo dejstvo opada sa rastojanjeщ. U slисаји kada se interakcija izщedи 
materijalnih tacaka resetke ogranici na sиsedne materijalne tacke, (2.10) postaje 

И" = И" (d). (2. 12) 

Fazna brzina resetke и tom slисаји iznosi 

V = ~ = Ј И" 1 sin тсаd 1 = d ЈИ" 1 sin тсаd 1 

а т l тса 1 т lтcall · 
(2.13) 

Iz (2.13) se vidi da је, и najprostijeщ slисаји, fazna brzina V fиnkcija talasnog 
broja а. Za takve sredine se kaie da sи sredine sa disperzijom, а za ta1ase da se pro
stirи sa disperzijom. U s1исаји prostiranja ta1asa beskonacne talasne dиzine, ft·ek
vencija је proporcionalna talasnom Ьrоји а, sto sledi iz (2.12). u tom slисаји fazna 
brzina V је konstantna i ne zavisi od talasnog broja. Talasi se prostiги konstantnoщ 
brzinom i bez disperzije. Sa opadanjem talasne dиzine pojavljиje se i иticaj disper
zije. То znaci da је, и slисаји kontinиuma, disperzija mala. 

Na osnovu izlozenog sledi zakljиcak: 
Rezultati тehanike kontinuuтa su relevantni sато kod pojava koje su 
obuhvacene velikim talasnim duZinama i тalim disperzijama. 

Proиeavanje takvih pojava i jeste predmet mehanike kontinииma. Postojanje 
oЫasti и kojiщa se teorija mehanike kontinиuma ne moze primeniti ni и kom slи
саји, ne umanjиje njen znacaj и oЫastima svoje primene. Time је samo odredeno 
mesto mehanike kontinииma i njena povezanost sa drиgim naиcnim disciplinama 
koje ispitиjи ponasanje materijalnih sredina. 
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П DEFORMACIJA 

1. TELO. KONFIGURACIJA 

Mehanika kontinиuma ne proиcava realna tela neposredno. Ona razmatra 
matematicke modele realnih tela (koje cemo dalje zvati tela) а kojima se pripisиjи 
odredene fizicke osoЬine realnih tela. Ј edna od osoЬina realnih tela је da zauzimaju 
oЬlast prostora Е3. Radi definisanosti kazemo : 

Telo '13 је skиp eltmenata, koje nazz'vamo cestice, а koje se nala:гi и obo
strano јеdпо:гпаСпој kortspodenciji sa tackama х и oЬ!asti R prostora Е3 . 
Cestica Х tela '13 је osnovni pojam и mehanzci kantinuuma kojim se istice 
da је materija neprekidno rasporedena и telи, ра prema tome пета :гпа
сепје materz'jalne tacke и smislu Njиtnove (Newton) mehanike. 

Obostrano jednoznacna korespodencija izmedи cestica Х tela '13 i tacaka х oЬlasti 
R и Е3 ostvarиje se preslikavanjem 1. tako da је 

х = 1. (Х), х = х-1 (х), ( 1.1) 

gde је [ 1 inverzno preslikavanje od 'Х· Tacka х = х (Х) se naziva polozaj ces
tice Х, koji ona zaиzima и R; Х = х-1 (х) је cestica tela '13 koja zauzima po-
1ozaj х. 

Za preslikavanje х, kojim se precizira polozaj svake cestice tela '13 и R ka
ze mo da od1·edиje konjz'graciju tela 1.. ('13). Ocigledno је 1. ('13) = R. 

Konfiguracija tela se menja pri kretanjи tela. Iako nijedna od mogиcih konfi
gиracija tela ne predstavlja njegovo Ьitno svojstvo, fizicka razщatranja tela se mogи 
vrsiti samo и odnosи na nekи njegovu konfi.gиracijи. Za mnoge nase potrebe po
godno је da se izabere jedna potpuno odredena konfiguracija, recimo и ('13) = В 
и Е3, identifikиjиci cestice tela '13 sa njihovim polozajem и В, tako da је 

Х = и (Х), Х = "-1 (Х), X E'l3, ХЕ В. (1.2) 

Tako izabranи konfiguraciju nazivamo referentna konfiguracija. 
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Za nekи drиgи referentnи konfigиracijи х(!]) bice 

Х=х(Х), 

Iz (1.2) (1.3) sledi da је 

х= )<- 1 (Х). 

Х= х (Х)= к [х-1 (Х)] = Х(Х), 

Х= Х(Х) 

cime је odredena veza izmedи dve konfigиracije pri preslikavanjи к -+ к. 

(1.3) 

(1.4) 

Referentna konfiguracija moze Ьiti Ьilo koja konfi.gиracija tela и оdnози na 
kоји posmatramo njegovo ponasanje. U slисаји da se za referentnи konfiguraclju 
Ьira konfigиracija tela и pocetnom trenиtkи, kazemo da је rec о pocetnoj konfigu
raciji. Konfigиracija tela и posmatranom trenutkи naziva se trenutna konfiguracija. 

Vrlo cesto cemo dalje, и slиеаји kada se zna о kom telи је rec, иmesto njegove 
konfigиracije х(!]) pisati samo х; и tom slисаји se pod к podrazиmeva njegova 
referentna konfigиracija к(!]). 

Кretanje tela 1] је jednoparametarska familija konfi.guracija Хе. Realni paгa
metar t је vreme. Tada је 

х = Xt (Х) = Х (Х, t). (1.5) 

Saglasno sa иsvojenom teпninologijom х = х (Х, t) је polozaj cestice Х tela и 
trenиtkи t. U odnosи na referentnи konfi.guracijи к Ьiсе 

х = Х (Х, t) = Х [х-1 (Х), t] = х (Х, t). (1.6) 

Kada zelimo da naglasimo konfigиracijи к, и odnosи na kоји se posmatra kretanje, 
pisemo 

х = Хх (Х, t). (1.7) 

2. ZAJEDNICKI KOORDINATNI SISTEM 

Zahtev da је prostor fizickih dogadaja euklidski trodimenzioni povlaCi za 
sobom egzistencijи pravoиglog Dekartovog (Descartes-Cartesиs) koordinatnog sis
teщa, и odnosи na koji se moze odrediti polozaj Ьilo koje tacke и Е3 • Dekartov 
sistem pravoиglih koordinata karakterise Е3 i kao takav је privilegovan и odnosи 
na drиge dopиstive koordinatne sisteme и Е3 sa stanovista geometrije prostora. 
'U daljem izlaganjи, od beskonacno rnnogo medиsobno ravnopravnih Dekartovih 
koordinatnih sistema, biramo jedan, i to jednom za иvek, i nazivamo ga zajednicki 
koordinatni ~istem. Koordinate tacke и odnosи na tako izabrani koordinatni sistem 
obelezavacemo sa Z/{ ili zk, (k, К = 1, 2, З). Za pojedine koordinate pi~acemo 

X = Zl, Y=Z2,Z=Z3 ili (2. 1) 

3. KOORDINATNI SISTEMI. DUALNOST 

Za opisivanje kretanja materijalnog kontinииma cesto је pogodnije koristiti 
drиge koordinatne sisteme, dopиstive и Е3. Na primer: ako telo oblika pravoиglog 
paralelepipeda postane krиzni cilindar posle deformacije, tada је sistem Dekartovih 
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koordinata pogodan sistem koordinata za nedeformisani paralelepiped, dok је za 
kruzni cilindar pogodniji sistem polarnih cilindarskih koordinata. Na istom pri
meru se moze izvesti zakljucak da је nezavisan izbor koordinatnih sistema u nede
formisanoj i deformisanoj konfiguraciji najpogodniji za opisivanje щaterijalnog 
kontinuuma. Izbor ovih koordinatnih sistema zavisi od konkretnog problema, 
kao sto је Ьiо slucaj u navedenom primeru. 

Za najveci deo potreba pretpostaviceщo da ј е referentna konfiguracija po
cetna konfiguracija, odredena oЬlascu В u Е3, koju telo zauzima u pocetnom tre
nutku t 0• ОЬlаи В ima zapreminu V i povrs S. Tacka Xu В, f.koja odreduje polozaj 
cestice Xu В, је odredena krivolinijskim ko01·dinatama хх (К ~ 1, ?., З). Koordinate 
Х}{ (ili ZJ{) identifiku.ju c=sticu u pocctnoj konfiguraciji, zbog cega ih nazivamo 
materijalne ili Lagranzove (Lagrange) koordinate cestice Х. 

U trenutku t, posle deformacije, ctstice tela zauzimaju neku oblast Ь u Е3, 
koja ima zapreminu v i granicnu povrs Ј'. Cestica Х tela '13 zauzima polozaj х u 
Ь. Tacka х је odredena novim sistemom krivolinijskih koordinata х" (k = 1, 2, З) 
u Ь . Koordinate х" (ili z ") odreduju polozaj cestice u trenutku t zbog cega ih naziva
щo prostorne ili Ojlerove (Euler) koordinate. 

Tacka Х rnoze Ьiti odredena vektororn polozaja Р u odnosu na tacku О -
koordinatni pocetak zajednickog kool'dinatnog sistema. Analogno tоще, р је vek
tor polozaja tacke х и odnosu na О (sl. З) . 

х 

Sl. З 

s obzirom na cinjenicu da х}{ i zк odreduju koordinate iste tэcke х, sledi 
da morajц postojati relacije oblika 

( З.l) 

koje predstavljaju transfo1·macije koordinata tacke Х pri prelasku sa jednog sistema 
koordinata na drugi. Na isti nacin zakljucujemo da su · 

(З .2) 
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odgovarajuce transformacije koordinata tacke х. Koordinatne transformacije (3. 1) 
i (3.2) su definisane za sve tacke u В i Ь respektivno. Proizvoljnost i nezavisnost 
izbora sistema koordinata хк i х1' dovodi do zakljucka da Ьi tako izved~na teorija 
trebalo da bude kovarijantna pri opstoj koordinatnoj transf01·maciji 

хк = Ј(К (XL), _xk = xk (х'). (3.3) 

Transformacije (3.3) ujedno ukazuju da cemo se u daljem izlaganju neminovno 
susretг.ti sa dvostrukim tenzorskim poljima. 

U cilju vece preglednosti i ekonoюicnijeg pisanja od~:,ovarajucih izraza kori
sticemo se simetricnim formalizmom ob<:lezavanja odgovarajucih velicina defini
sar.ih tl х i Х, а koji је nezavisan od izbcra kcordinata. Sve velicine koj:: se odnose 
na Х obelezavacemo velikim slovima. VeliCine t\ х obekzavacemo malim slovima. 

Dualnost. Cesto се Ьiti pп .. ciziran postиpak za odredivanje nekih velicina, 
recimo Т~: ::АЈ::::;, preko informacija u tackama Х i х. Ako se, zadrzavajuci po
stиpak, striktno izmeni иloga tacaka Х i х, doЬi6emo velicinи t~:::;:::::r, saglasno 
sa иsvojenim nacinom obelezavanja. Tako иsvojeni nacin obelezavanja и ovim 
slиcajevima dovodi nas do pt·incipa dualnosti: 

И svakoj datoj jednacini velika i mala slova se mogu z'zmeniti. 

Pri koriscenjи ovog principa izmena mora Ьiti izvrsena kako na indeksima 
(slovima) koji odredиjи komponente veliCine, tako i na slovima kojima se ozna
cavaju odgovarajиce velicine, kao sto је na prethodnom primerи pokazano. Veli
Cine odredene na ovaj nacin ne predstavljajи, и opstem slисаји, dva щatematicka 
opisa iste geometrijske ili fi.zicke realnosti. Као oCigledan primer mogu da poslиze 
vektori polozaja tacaka Х i х 

gde sи 
def. др 

gk'==
дx" 

(3.4) 

bazni vektori и Х i х respektivno (sl. З) i gde se, saglasno sa Ajnstajnovom (Ein
stein) konvencijom, kоји dalje koristimo, vrsi saЬiranje ро ponovljenim indek
sima. Jasno је da sи рк i pk kontravarijantne koordinate vektora polozaja dve raz
licite tacke prostora Е3 • 

Drиgi primer primene principa dиalnosti se odnosi na linijske elemente и 
х i х 

(3.5) 
gde sи 

GкL = Gк · GL gkl = С~с · g , 

komponente istog metrickog tenzora 1 и Е3 s obzirom na to da sи Х i х tacke istog 
prostora. 

Navedimo da је veza izщedu komponenata щetrickog tenzora 1 и Х, izmedи 
materijalnih koordinata хк i zк, i u х, izmedи prostornih koordinata xk 1 z~c, 
data relaCijama 

дzР дz" 
gk-o - 
,- pq дхk дхl 

(3.6) 

gde sи ОКL i o,.l koщponente osnovnog щetricnog tenzora и odnosи na zк i zk 
respektivno. 

Dalji primeri na koje se primenjиje princip dиalnosti Ьiсе posebno naglaseni. 
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4. DEFORMACIJA. AKSIOMA NEPREKIDNOSТI 

Svaka cestica Х tela t] и procesи kretanja prelazi iz pocetnog polozaja Х (Zк) 
и В и odgovarajиci polozaj х (zk) и Ь saglasno jednacinama kretanja 

( 4.1) 

Prema tome, jednacine (4.1) predstavljajи pиnktualnи (tackastи) transformacijи 
tacaka В na Ь. Оvи transformacijи nazivamo i deformacijom. 

Uslov da razlicitim cesticaщa tela t] odgovarajи razliCiti polozaji и В ili Ь, 
povlaci za sobom egzistencijи inverzne transformacije (4.1) izrazene и оЫikи 

(4.2) 

Na taj nacin dolazimo do aksiome neprekidnosti: 

Za sve tacke и В i Ь, izиzev konacnog broja singularnih tacaka, linija i 
povrsi, deformacija ( 4.1) i пјепа inverzna ( 4.2) su jednoznacne i dzferenci
jabilne funkcije svojih argиmenata do reda kojz' пат treba. 

Sa fizickog stanovista ova aksioma izrazava stav о neunistivosti materi,je: 

Ne postoji pozitivna i konacna zapremina koja se deformise и nulu ili besko
nacno velikи zapreminu. 

Prema tome, deform.acija ( 4.1) prevodi svakи oЬlast и oЫast, povrs и povrs 
i krivи и krivи. Time se и sиstini izrazava princip neprobojnosti materije : 

jedan deo materije nikad se ne preklapa sa drugim. 

Relacije ( 4.2), koje sи inverzne и odnosи na jednacine kretanja ( 4.1), postoje 
и В ako i samo ako је 

1 def.

1

1 дzk 1 :;6 О 
аzк 

(4.3) 

za svako Х и В. Ovo tvrdenje se zasniva na dobro poznatoj teorem.i о implicitnim 
funkcijaщa. Bez guЫjenja и opstosti mi pretpostavljamo da је 

О < Ј < оо. (4.4) 

U odnosи na krivolinijske sisteme х к i x k jednacine kretanja ( 4.1) i njene 
inverzne (4.2) glase 

(4.5) 

Zaista, koristeci (4.1) i (3. 1)2 и (3.2) 1 doЬijamo 

xk = xk [z1 (ZL, t)] = xk (ZL, t) = xk [ZL (Хк), t] = xk (Хк, t). 

Na isti nacin se m.oze pokazati da (4.5) 2 sledi iz (3.1)1, (4.2) i (3.2)2• Takode, jakoЬijan 

(4.6) 
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i Ј vezani su relacijom 

ier је 

Ј= .Jg ј 
.JG 

(4.7) 

pri cemu smo koristili (3.2)2, (4.5)1 , (3.1)1 , (3.6)1 •2 i gde sщо sa G i g obelezili 

G = det Gд = 1 G ю, 1 = g = detgk, = lckll = jt: j2 

Iz (4.7) i (4.4) sledi da је 

О < ј<оо (4.8) 

s obzirom na pozitivnu definitnost tenzora gk1 i GкL u Ь i В respektivno. 

JednaCine kretanja (4.5)1 omogucuju novu interpretaciju koordinata хк. U 
nekom potpuno odredenom trenutku t relacije (4.5), s obzirom na (4.8), mozeщo 
posrnatrati kao koordinatnu transformacijи polozaja х cestice х ·tela 13 и ь. u 
torn slисаји se хи razmat1-ajи kao koordinatne linije и Ь. Tako definisane koordi
natne linije и ь sи rnaterijalne linije и srnislu da su sastavljene od istih cestica 
tela od kojih sи sastavljene i materijalne koordinate хк и В. Kako relacija (4.8) 
vazi za svako t , to narn omogиcuje da хк u Ь tumaCimo kao materijalne linije и 
svakom trenutku. Ovakav sistern koordinata је vezan za telo i menja se и zavisnosti 
od deformacije tela. Zbog toga se naziva konvektivni ili prevuceni koordinatni sistem. 
Razurne se da polozaj ovih koordinata и prostorи zavisi od izbora konfiguracije 
tela. U pocetnoj konfigиraciji sistemi rnaterijalnih i konvektivnih koordinata se 
poklapajи. U specijalnorn slucaju, kada se za prostorne koordinate х/с иzrnu kon
vektivne koordinate хк, Ьiсе 

xk =о~ хк 

gde је о~ Kronekerov (Kronecker) o-simbol . 
Iz (4.9) se izvodi zakljucak : 

(4.9) 

Brojne vrednosti koordinata polozaja cestica tela и procesu deformactj"e ne 
menjaju se и odnosu 11а konvektivne koordinate. 

Napomenimo da se konvektivni koordinatni sistern koristio i и rnehanici kr и
tog tela. То је pokretni koordinatni sistem koji је kruto vezan za telo i krece se 
zajedno sa telom. 

5. GRADIJENТI DEFORMACIJE 

Uocirno dve Ьliske cestice tela Х1 i Х2 и Х1 i Х2 и В. Polozaj tacke Х2 и od
nosи na Х1 odreden је vektororn polozaja dX (dХк). U procesu kretanja, ove ces
;:ice se prevode и х1 i х2 и Ь, tako da је 

х~ - х~ = Х~ к dХк + О (1 dX 12
), (5.1) 
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s obzirom na jednacine kretanja (4.5) i aksiomu neprekidnosti. Za dovoljno bli
ske tacke u В Ысе bliske i njihove odgovarajиce t acke u Ь tako da mozemo staviti 
da је х~ - xi = dx~. U tom slисаји (5.1) postaje 

(5.2) 
Velicinи 

k k def. дхk 
х.д=Хк=--' . ахк 

(5.3) 

nazivaщo materijalni gradijent d!Jjormacije. Ova veJicina igra fundamentalnи ulogи 
u analizi Jokalnih osoЬina deformacije. Njoj dиalna veJicina је prostorni gradtj'ent 
deformacije 

(5.4) 

Iz (5.3) (5.4) neposredno sledi 

(5.5) 

tj. gradijenti deformacije definisani sa (5.3) i (5.4) sи inverzni. I~ako је pokazati da је 

ХК _ 1 '>KLM 1 т 
'k -- O klm X.L Х·м> . 2ј . • 

дј хк 
-д"' = Ј ;k' 
Х;к 

а'Ј·-1 xk 
--'---''"-'к = О. 

дхk 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

Gradijenti deformacije sи dvosн-иka tenzorska polja. Simbor' " ; " oznacava total
ni kovarijantni izvod dvostrukog tenzorskog polja, za razliku od simbola " , " 
kojim se oznacava parcijalni kovarijantni izvod iste velicine. U slиeaju gra
dijenata deformacije totalni i parcijaJni kovarijantni izvodi se pokJapaju . Osnovni 
pojmovi dvostrukih tenzorskih роЈја dati sи и Dodatku. 

Za dovoljno glatke deformacije veca tacnost moze Ьiti postignиta ako se (5.1) 
zameni sa 

х~ - xk = х~ dX1r + _!.. д
2 

xk dХкdхм: + О ( ldXI3) 
l .к 2 ахк ахм 

ili razvijanjem и red viseg stepena. U tom slисаји gradijent deformacije (5.3) nije 
dovoljan za potpunu analizи deformacije. Za tacnije opisivanje deformacije po
trebne sи i veliCine: 

X~KLM (5.9) 

koje nazivamo gradijent deformacije drugog reda, gradijent deforrnacije treceg 
reda, ... respektivno. VeliCinи х71, tada nazivamo gradijent deforrnacije prvog 
reda. Sve ove velicine su dvostrиka tenzorska polja. Njirna dualne velicine, sa ten
zorskog stanovista takode dvostrиka tenzorska polja, sи 

(5.10) 

Samo izmedи gradijenata deformacije prvog reda postoje relacije oblika (5.5). 
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Napoщenimo da se u literaturi za materijalni gradijent deformacije koristi 
oznaka F, tj. 

F = Х~кСt ® Gк. 

Saglasno tom naCinu obelezavanja 

р-1 = Х~~ Gx ® gk 

predstavlja prostorni gradijent deformacije. 

Ako koristimo ovaj naCin obelezavanja (5.5) mozemo pisati u oЫiku 

(5.11) 

(5.12) 

F F - 1 = р-Ј F = 1. (5.13) 

I druge relacije se mogu na slican nacin izraziti preko F. 
Na gradijent deform.acije, kao regularni tenzor, mozemo primeniti teoremu 

о polarnoj dekompoziciji (videti Dodatak) 

F = Rи = VR (5.14) 

gde su : R ortogonalan, а и i V simetricni i pozitivno definitni tenzori. Na osnovu 
iste teoreme, (5.14)1 se naziva desna, а (5.14)2 1eva dekompozicija tenzora F. U 
mehanici kontinuuma se tenzori и i V nazivaju desni i levi tenzor izduzenja, res
pektivno. Kako је det F > О, sto se vidi iz (4.8), sledi da је 

RRт = R 7'R = Ј, det R = 1. (5.15) 

R = Fи-1 = у-1р 

da R predstavlja rotaciju. Dalje је lako pokazati da је 

(5.16) 

О tenzorima и, V i R Ьiсе vise reci u odeljcima u kojima se razmatra defoг
macija i rotacija. 

Vezbanja 

1. Pokazati da је: а) (JXf'k);к = О, Ь) (Ј-1х~к);k = О. 

2. Odrediti Xfk1 preko xfкL odgovarajuceg gradijenta prvog геdа. 

З. Pokazati da је 
дхfм _ 11: т 

- - - - х. и Х-м· 
дXfm ' ' 

4. Dokazati da vazi (5.8): а) neposrednim diferenciranjem Ь) koriscenjem relacije 

5. Dokazati da је 

·- 1 k _ 1 ~klm XL ХМ 
Ј Х;и- 2 ОиLМ ;1 ;т• 

дјХfк = О. 
ах к 
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6. VEKTOR POMERANJA. 
OPERATOR PARALELNOG POMERANJA 

Pomeranje cestice Х tela '13 iz polozaja Х и В, и polozaj х и Ь, odredeno је 
vektorom 

и =Р- Р, (6.1) 

koji nazivamo vektorom pomeranja (sl. 4). Vektori pom~ranja svih cestica tela 
odredиju polje vektora pomeranja nad В и Е3. Komponente vektora и, и odnosи 
na Dekartov sistem koordinata sи 

(6.2) 

gde је S~ Kronekerov S-simbol. U odnosи na takav sistem koordinata, kompo
nente vektora и obelezavacemo sa и,., u11 i и,. Saglasno ranijem dogovorи о naCinи 
obelezavanja koordinata tacaka и odnosи na Dekartov sistem koordinata, iz ( 6.2) 
sledi 

и,.= Х - Х, иv =у- У, и,= z- Z. (6.3) 

Odredivanje komponenata vektora и и odnosu na neki drugi dopиstivi (и opstem 
slиcaju krivolinijski) sistem koordinata zahteva иvodenje novog sistema velicina 
kojima se defi.ni~e operator paralelnog pomeranja. 

z 

х 

r;l 
1 

------

Sl. 4 

----7 р ------
--- 1 

~----------

Poznato је iz tenzorskog racuna da ј е иporedivanje i izvodenje operacija nad 
velicinama, odredenim s"·ojim komponentama и odnosи na dopиstivi koordinatni 
sistem datog prostora, moguce samo ako se te velicine do,redu и istu tackи pro
stora. Dovodenje velicina и nekи zajednicku tackи prostora vezano је za paralelno 
pomeranje velicina и datom prostorи. Prostori kod kojih paralelno pomeranje 
velicina ne zavisi od puta pomeranja nazivajи se prostori apsolutnog paralelt'zma. 
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Svi eиklidski prostori, ра i Е3, sи prostori apsolиtnog paralelizma. Prema tome, 
za odredivanje komponenata vektora и и odnosu na koordinatni sistem хк и В 
ili х~< и Ь potrebno је sve velicine и (6. 1) dovesti tl tackи Х ili х respektivno (sl.4). 

Tako је 
(6.4) 

gde sи иk komponente vektora и и х и odnosи na х~>, а и к komponente istog vektora 
и Х и odnosи na хк. Veza izmedи ит.: i и1' moze se odrediti роmоси reciprocnih 
vektora g k ili G1

' defi.nisanih sa 

ck · с1 =о~, Gк. GL = о~. (6.5) 

Iz (6.4) i (6.5) sledi 
иk = g~, ик, ик = g~ ит.:, (6.6) 

gde је 
def. k 

g~ (Х, х) = Gк (Х) · g ·(х), 
dcf. 

g: (х, Х) = С;. (х) · Gи (Х). (6.1) 

Iz (6.6)
1 

se vidi da velicir.e g~ odredиjи komponente vektora и и х preko njegovih 
komponenata и Х pri paralelnom рощеrаnји и iz Х и х, tj. g~ prevode ик и и~< 
pri paralelnom pomeranjи и iz Х и х. Zato se ove velicine i nazivaju operator 
paralelnog pomeranja ili euklidski operator paralelnog pomeranja. Iz defi.nicije saщog 
operatora (6.7) sledi da sи g~ i g: dvostrиka tenzorska polja. Poznato је da је 

Ck = 8kzC1
' gk = g~<l Cz 

Gк = GкL GL, Gк = GKL GL 

gklglm = о;;', Gк.L GLM =о~{, 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

gde su g"1 i GкL kontravarijantne komponente metrickog tenzora. Dalje, iz (3.4) 
sledi 

Ako se iskoristi (6.8) 2 (6.9) 1 и (6.1) dobicemo 

g~ = gkl GкL8f 

. (6.11) 

(6.12) 

tj. g~ i g: su pridrиzene velicine i kao takve predstavljaj11 isti operator parale1nog 
po1neranja. I velicine 

дzq дZ0 
8т.:к (х, Х)= Ст.: (х)· Gк (Х) = o~Q- -- (6.13) 

дхk дХк 

su pridruzene velicinama (6.7). Za njihovo izvodenje koristili smo (6.1 1) kao i 
cinjenicu da је ет.: · ек = о~ю gd.e је от.:~~. Kronekerov o-simbo1. 

Za Ьilo koju tenzorsku velicinи T~·.::t~:::h vazi, na primer: 

T~:::t~:::~g[ g: =Т~·:.:~~:·:.~ (6.14) 

pri paralelnom pomeranjи ove velicine ро odgovarajucim indeksima. Na osnovu 
svega izlozenog mozemo izvesti niz relacija izmedи pridrиzenih veliCina g~, g~~ 
8kк i gk

1
'. Ako se (6.6)2 zameni и (6.6) 1 doblcemo 

19 



Ove relacije vaze za svako u1
, tj. za svako vektorsko rolje, odakle sledi da rnora biti 

е~ cf =о~. 
Lako је pokazati da је i 

Iz (6.15) (6.16) neposredno doЬijamo 

gkK giK = 0~, 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

Relacije (6.15), (6.16) i (6.17) pokazuju da su odgovarajuce velicine u tim izrazima 
rnedusobno inverzne. 

Iz ( 6.15) s1edi njoj ekvivalentna relacija 

(6.18) 

kojom se izrazava ranije izneta cinjenica da su gkl i GKL kornponente istog rnetric
kog tenzora u dverna razlicitirn tackarna х i Х prostora izrazene u odnosu na dva 
sisterna koordinata. 

Ako se izraz 

дg" {т} 
дх1 = kl gm (6.19) 

skalarno porr.nozi sa Gк i uzrne u obzir da је дG
1

' = О kao i (6.7) 2 doЬijamo 
дх' 

elf.1 = ~~- {:Z}e~ = о. (6.20) 

Na slican nacin se rnoze pokazati da је ic:,L =о. Znaci: operator paralelnog porne
ranja је kovarijantno konstantan. Као posledica njegove kovarijantne konstantnosti 
sledi 

(6.21) 

tj . totalni kovarijantni izvodi operatora paralelnog porneranja su jednaki nuli. 
S obzirom na ove osoЬine operatora paralelnog porneranja, operacije kovari

jantnog diferenciranja i paraleJnog porneranja su kornutativne, tj. 

у к .. ,Lk .. ,1. g1n = (TK ... Lk .. ,1 gm). 
M.~.Nm ..• n,r R M ... Nm • .. n R ,т• 

Medutim, u opstern slucaju је 

T:::::::;rC~ =1= Т;::::::;п· 

Isti zakljucci vaze i za parcijalni kovarijantni izvod. 
U odnosu na sistem Dekartovih koordinata је 

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 

jer је ek . ек = о~, ek = ek i ек = ек. u tom slucaju su kornponente operatora 
paralelnog porneranja iste u svim tackarna prostora. U odnosu na takav sistem ko
ordinata komponente vektora se ne rnenjaju pri paralelnom pomeranju sto sledi 
iz (6.6) i (6.24). 
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Vektori po1ozaja Р i р mogu se, na osnovu (6.4), pretstaviti и oЬliku 

р= Р" gk = рКGК> (6.25) 

gde је, рrеща (6.6), 
(6.26) 

Pomocu (6.4), (6.25) (6.26) moze se (6.1) napisati u komponenta1nom oЫiku 

uк = Рк _ рк = g:; р"_ рк, (6.21) 

(6.28) 

u tackama Х i х respektivno. U odnosu na Dekartov sisteщ koordinata ove re1acije 
postaju (6.2). 

Ako se (6.25)2 diferencira ро XL doЬicemo 

- дР = Plf G к = G L 
дХL • 

s obzirom :na definicije baznih vektora Gк i kovarija:ntnog izvoda. Iz ove jednakosti 
doЬijamo da је 

(6.29) 

Na isti nacin iz (6.25)3 s1edi 

р~,= р~, = о~. (6.30) 

Koristeci r 6.29) i (6.30) 1ako se pokazuje da је 

(6.31) 

Jednakosti (6.27) (6.28) mogu se napisati и ekviva1entnim oЬiicirna 

р" = g~ (PL + uL), рк = gf (р1 
- u1

), (6.32) 

iz kojih diferenciranjem doЬijamo 

k _ k (5:L + L) 
Х;к - gL Ик И;к ' (6.33) 

pri сети smo koristili (6.29), (6.30) i (6.31). 
Pomocu (6.33)1 moze se (5.2) napisati u oЫiku 

dx" = g~ (0~ + U~,) dXK = gkL (GLK + UL;K) dХк. (6.34) 

Iz (5.2) i (5 .5) s1edi da је dХк = Х"К, dx". Ova re1acija, pornocu (6.33)2, postaje 

dхк _ к (5:1 1) d lc _ К! ( ) d k - gl и,, - U;k Х - g gll, - Ul;k Х . (6.35) 

Ve1iCine ufL i и~1 nazivamo gradijentima vektora pomeranja i vezane su sa odgo
varajuCim gradijentima deformacije re1acijama (6.33). Va:Zno је uociti da u~L i 
и~1 nisu kompo:nente parale1no pomerenЉ tenzorskih ро1ја sto је Ьiо s1ucaj sa 
komponentama ик i uk. 

Veibanja 

1. Odrediti g~, g~ i gк" u razvijenom оЫikи slicno izrazu (6.13) za gkк· 

2. Izvesti (6.15), (6. 16) i (6.17) koristeci rezultate prethodnog zadatka i (6. 13). 
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З. Izvesti (6.20) na drugi nacin. 

4 . Izracunati: а) Plf,; Ь) Р~~ . Na tako dobijene rezultate primeniti princip dual
nosti i dati twnacenje ' doЬijenih izraza. 

5. Prodiskutovati: х~ g~ i Х~к g{' sa stanovista (6.23). 

6. Odrediti u~L preko и71 i pokazati da ove velicine ne predstavljajи kompo
nente istog tenzorskog polja. UoCiti vaznost (6.23) и doЬijanjи ovih relacija. 

7. Odrediti gk preko Gк. Sta sи koeficijenti razlaganja? 

8. Iz (6.23) odrediti gradijente vektora pomeranja preko odgovarajиcih gradi
jenata deformacije. 

9. Izvesti (6.29) i (6.30) na drиgi nacin. 

10. Pokazati da је det g~ = ј~. Dalje, pokazati da је F=x~кg~ g /!Jg 1 и odnosи 
na х i det F = det (x~кgf) = Ј. 

7. TENZORI DEFORMACIJE 

Vec је и иvоdи Ьilo istaknиto da se pri deformaciji tela rastojanja izmedи 
njegovih cestica, и opstem slисаји, menjajи. Razlika izmedи rastojaцja Ьilo koje 
dve cestice tela pre i posle deformacije је mera deformacije. Ako је ta razlika jednaka 
nиli za sve tacke tela, tada ;nema deformacije, tj . telo se ponasa kao krиto. ZnaCi, 
da Ьi znali da li se telo и datom slисаји deformise ili se ponasa kao krиto, potrebцo 
је иporediti rastojanja cestica tela и procesи kretanja. Kvadrati linijskih elemenata, 
koji se sastoje od istih cestica, и_В i Ь dati sи sa (3.5). Ove velicine mozemo иpo
rediti samo ako ih dovedemo и istи tackи prostora, kao sto је rэnije Ьilo receno. 
S obzirom na to da sи и pitanju skalarne velicine, navedeni zaћtev Ьiсе ispиnjen 
bez koriscenja operatora paralelnog pomeranja. Kako rezultat poredenja ne zavisi 
od izbora tacke и prostorи, pozeljno је Ьirati one tacke и kojima se ove skalarne 
veliCine na najpogodniji nacin izrazavajи kao funkcije istih promenljivih. U nasem 
slисэји Ьiсе to bas tacke Х i х, ako se иzme и obzir (3.5) i ~5.2) kao i njoj inverzna 
relacija. Smenom (5 .2) i njoj inverzne relacije dХк = X~dxk и (3.5) doЬijamo 

gde sи 

ds2 = gk, (х) dxkdx1 = СкL (Х, t) dX1'dXL, 

dS2 = c kl (х, t) dxkdx1 = GКЈ_, (Х) dXкdxL, 

(7.1) 

(7 .2) 

i nazivamo ih respektivno : Grinov (Green) tenzor deformacije i Kosijev (Саисhу) 
tenzor deformacije. Tenzori С кL i с~.;1 se nazivajи i desni Kosi-Grinov (Caиcћy-Green) 
tenzor deformacije i levi Kosi-Grinov tenzor deformacije, respektivno. Iz (7. 1) 
i (7.2) sledi da su оЬа ova tenzora simetricna i pozitivno definitna. Ako se хи гaz
matrajи kao konvektivne koordinate, tada se СкL moze interpretirati kao metгicki 
tenzor и Ь. U pocetnoj konfigиraciji, и trenиtkи t0 , СкL postaje GкL· Analogna 
interpretacija moze se dati i za tenzor с1;~ ; metricki tenzor Gкr .. (Х) se transformise 
и procesи kretanja и с.с1 (х, t). 
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VeliCine inverzne velicinama odredene svojim komponentama l7.3) su defi-
nisane sa 

-1 - 1 

CКLCLM = дt;i, С~с1С1т = д';. 

Lako је pokazati, pomocu (7.4) i (5.5) da је 

-1 
CKL = gkiX{~X[;, 

Iz (7.3) (7.5) sledi 
- 1 

Cf =1= с~, 
jer је 

-1 
Clf_ = xk;KX/c;L> с~ = xк;kXL;k· 

Na isti nacin se moze pokazati da је 

gde је 

- 1 

с~ =/= с~ 

(7.4) 

l7.6) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 

U poredivanje rastojanja izmedи materijalnih Iinijskih elemenata pre i posle defor
macije mogиce је izvesti s obzirom na (7.1) i (7.2). U tom slисаји и izrazu ds - dS 
javljace se kvadratni koreni desnih strana (7. 1) i (7.2). Iz tih razloga, а bez uticaja 
na fizicka razmatranja, mi definisemo ds2 - dS2 kao pogodnijи merи deformacije. 
Ротоси (7.1) i (7.2) doЬijamo 

(7.10) 

gde sи 

2ЕкL = СнL (Х, t) - GкL (Х), 2е~;1 = g~;1 (х) - С~;1 (х, t) . (7.11) 

Simetricni tenzori Ею. i ek1 nazivaju se respektivno: Lagranzov (Lagrange) i Ojle
rov (Eиler) tenzor relutivne deformacije. 

Relacije (7.1 1) mogu se izraziti preko gradijenata vektora pomeranja ako se 
iskoriste izrazi (7.3), (6 .33) i (6.18). Tako doЬijamo 

(7.12) 

I z (7 .10) (5.2) sledi 

(7.13) 

Napomenimo da slicne relacije izmedи tenzora СкL i ck1 ne postoje. 

u ciljи objasnjenja terminologije oznacimo, kao sto је uoЬicajeno и literaturi, 
sa С i в-1 desni i levi Kosi-Grinov tenzor deformacije, respektivno. Saglasno 
sa (5. 10), (5.11), (5. 14), (7.3)1 i (7.4)2 Ьiсе 

С = ртр = U2 
(7.14) 
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То ujedno i opravdava naziv ovih tenzora s obzirom da se tenzori U i V nazi
vaju desm· i levi tenzori izduzenja, respektivno. 

Iz (7.14) i (5.16) vidi se da је 

(7 .15) 

Ako, da1je, uvedemo oznake Е i е za Lagranzov i Oj1erov tenzor re1ativne 
deformacije, onda iz (7 .11) i (7 .13), respektivno, s1edi 

2Е = С - 1, 2е = 1 - в-1 

Veibanja 

1. Odrediti (7.12) u odnosu na Dekartov sistem koordinata. 

2. Izracunati fizicke komponeпte Ею i ek1 u odnosu na: 

а) ci1indarski po1arni koordinatni sistem; 
Ь) sferni koordinatni sistem. 

З. Pokazati da је 

(7. 16) 

(7 .17) 

4. Izracunati fizicke kcmponente tenzora Ик:L u odnosu na cilindarski polar
ni i sferni koordinatni sistem. 

7а. KRUTO POMERANJE 

Kazemo da је te1o podvrgnuto krutom pomeranju ako se rastojanja izmedu 
cestica te1a ne menjaju u procesu kretanja, tj. ako је ds2 - dS2 = О za sve cestice 
te1a. Iz (7 .1 О) s1edi da је tada 

(7а.1) 

potreban i dovoljan uslov da Ьi deformacija Ьila kгuto pomeranje. Ekviva1entni 
us1ovi us1ovima (7a.l) su, prema (7 .11 ), 

(7а.2) 

N а osnovu (7а.1) doЬijamo odgovarajuC.e uslove koje moraju zadovo1javati gradi
jenti pomeranja u s1ucaju krutog pomeranja, tj. 

(7а.З) 

Cilj naseg daljeg iz1aganja jeste da se (7а.З) doЬiju iz jednaCina krutog kretanja te1a. 
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Poznato је da jednaCine kretanja pri krutom pomeranju, u odno~u na Dekar
tove koordinate, glase 

(7а.4) 

gde vektor Ь (bk) definise translaciju, а ortogonalna matrica Q = {Q~} rotaciju 
tela pri krutom pomeranju. Vektor pomeranja prema (6.2) i (7а.4) је 

uk = CQ:, - о~) Z1
' + bk. (7а.5) 

Ako se ovaj izraz diferencira doЬicemo 

pri cemu smo vodili racuna da su Q~ i bk funkcije samo vremena. Ove relacije 
se mogu napisati u ekvivalentnom obliku 

(7а.6) 

Smenom (7а.6) u (7а.4)2 doЬijamo 

Okz (о~ + и~к) (о~ + и:L) = окL· 

Ako se uzme u obzir da su ОкL i о~ osnovni metricki tenzor i operator paralelnog 
pomeranja respektivno u odnosu na Dekartov sistem koordinata, i relacije koje 
postoje izmedu njih, onda se ove relacije svode na 

(7а.3)1 

tj. ako se telo kruto pomera, onda gradijent pomeranja mora zadovoljavati (7а.3)1• 

Obrnuto, ako se telo krece tako da gradijenti pomeranja zadovoljavэju (7а.3)1 
onda se telo kruto pomera, tj. и tom slucaju jednaCine njegovog kretanja su (7а.4). 

Pokazimo to. U tom cilju diferencirajmo (7а.3)1 . Tako dobijamo 

Ик;LМ + UL;MK + Ир;кмИfL + Up;кИfLM = 0. 

Ciklickom pe1·mutacijom indeksa К, L i М iz ovih izraza doЬijamo 

UL;MK + Им;LК + UР;LкИfм + ИР;LИfмк = 0, 

Uм;KL + Ик;МL + Ир;мтРfк + Uр;мИfкL = 0. 

(7а.7) 

l7a.8) 

(7а.9) 

Ako se (7а.9) i (7э..7) saberu i od tako doЬijenog rezultata oduzme (7а.8), dоЬiсещо 

(о~ + иfк) иР;Lм = О. 

Kako је lo~ + ufкl =!= О, s obzirom na (4.8) i (6.33)1, iz (7a.l0) sledi 

uP;Lм = О ili иfы1 = О. 

Ovim relacijama ј е ekvivalentna relacija 

U~KL = 0 

prema (6.22). Integracijom (7a.l2) doЬijamo 

u k = с~ (t) zк + Ck (t), U~и = с~ (t). 

(7a.l0} 

(7a.ll) 

(7a.l2} 

(7a.l3} 
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Smenom ovih izraza и (6.2) imamo 

zk = (о~ + с;) zи + с~с. 
Ako belezimo sa 

Q~ =о;;; + с~, ь~с = ck, 

tada (7a.l4) postaje potpиno identicnog oЫika kao i (7а.4)1. Medиtim, 

jer је 

o"~Q~Q~ = o"z (о~ + о~) (о~ + с~) 

= оиL + оиL С с~о~ + о;;; с~) + okzc:cc~ 
= ol{L + Okz (и71,о~ + o~u~l..) + Okzи7/{u~L 

= Оиы 

O.tz (u~/{0~ + o~u~L) + о/сlи7ии~L = Ии;L + UL;/( + Им;иИ~ = о 

(7a.l4) 

(7а.15) 

s obzirom na (7а.13) i osoЬine operatora paralelnog pomeranja. То znaci da sи Q~,, 
definisani sa (7a .l5) 1, elementi ortogonalne matrice, i da se jednaCine (7a.l4) ne 
svode samo ро oЬlikи na (7а.4) 1 vec zaista predstavljajи jednacine krutog pomeranja 
tela. Time је dokaz zavrsen. 

Vezbanje 

1. Dokazati da sи (7а.3) 2 potrebni i dovoljni иslovi da Ьi kretanje tela Ьilo krиto 
pomeranje. 

8. TENZORI INFINIТEZIMALNE DEFORMACIJE 
1 ROTACIJE 

Poznato је da se svaki tenzor drиgog reda moze jednoznacno predstavlja:i 
:svojim simetricnim i antisimetricnim delom. Gradijenti pomeranja ии;L i иџ 
sи tenzori drиgog reda i na osnovи prethodnog тоgи se predstaviti и оЫikи 

(8.1) 
gde sи 

(8.2) 

i gde smo sa ( ) oznaCili simetrican deo, а sa [ ] antisimetrican deo gradi
jenta pomeranja. Ova konvencija oznacavanja simetricncg i antisimetricnog dela 
tenzora sa malom i srednjom zagradom, respektivno, ро indeksima obиhvacenim 
zagradama, ubuduce се vaziti za Ьilo koju tenzorsku veliCinu. 

Tenzori ЁкL i ёk1 se nazivaju tenzori infinitezimalne deformacije; RиL i t\ 1 
su t('nzori infinitezimalne rotacije. Роmоси (8.2) moze se (7.12) napisa',i u oblikи 

ЕкL = Ёт{L + _2._ (Ёмк + Rмк) (Ё';! + R';!) 
2 

(8.3) 
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Iz ovih izraza sledi: tenzori infinitezimalne deformacije su linearni delovi tenzora 
relativne deformacije. U slucajи kada su gradijenti pomeranja mali, prema (7.12) 
i (8.3), doЬijamo 

(8.4) 

sto је i uslovilo naziv tenzora ЁкL i ё~l· Za tenzore infinitezimalne rotacije ovo 
objasnjenje се Ьiti dato kasnije. 

Vazno је uociti da tenzori ЁкL i ёlrl postoje i pri konacnim deformacijama, 
ali tada su samo simetricni delovi odgovarajucih gt·adijenata pomeranja. U tom 
slucaju, iz (8.3), zakljucujemo da ёk1 =О ne povlaci ek1 = О, tj. iscezavanje infi
nitezimalne deformacije nije dovoljno za kruto poшeranje tela. Primetimo da za 
konacne deformacije tenzori ЕкL i ek1 nisu mtore deformacije. Njihova geometrijska 
interpretacija ј е vezana za merenje izduzenja u datim pravcima. Ako sa L<N> 
obelezimo izduzenje ili elongaciju u pravcu N, bice ро definiciji 

dxкNN 
L(N) = - 1, 

ldXI 
(8.5) 

gde smo obelezili sa: dX materijaJni linijski element u Х koji posle deformacije 
prelazi u materijalni element dx u х. Ak.o se uzme u obzir da је 

NK = ахк ) GктflKNL = 1, dхк = gю,dx\ 
ldXI 

onda, s obzirom na ( 6.33) 2, (8.2) 1 i (8.2)2 izrэz (8. 5) postaje oblika 

(8.6) 

L<N> = ЁкLNKNL, (8.7) 

tj. normalna komponenta ЕКL za pravac N је izdu:lenje u tom pravcu. Dualan 
rezultat vazi za ещ (sl. 5). 

dX 

)(--- --d)t 
х -- dx 

Sl. 5 

Za specijalne slucajeve deformacija izrazi и (8.3) se znatno uproscщи. Ovi 
slucajevi zasluzuju posebnu pa:lnju i Ьiсе posebno razmatrani. 

9. ANALIZA DEFORMACIJE 

Poznato ј е da se du7ina materijalnih linijskih elemenata i njihovi pravci и 
prostoru menjaju u procesu deformacije. Materijalni linijski element dX и Х se 
deformise u materijalni element dx u х. Kako је (5.2) linearno i homogeno ро dХк 
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kolicnik dиzina ldxlfldXI = ds fdS је nezavisan od prvoЬitne dиzine ldXI i za date 
gradijente pomeranja је funkcija samo pravca dX (sl. 5). 

Mi definisemo izduzenje .?.<N> za pravac N sa 

ds 
A(N) =

dS 
(9.1) 

Dogovoreno је da se za izdu:lenje .?.<N> za dati pravac ne definise njemи du.1lni 
pojam, tj . 

Dalje cemo koristiti oznake A.tN> ili Л1п> da Ьi naznaCili eksplicitno pravac za koji 
se racuna izdиzenje и tacki Х ili х, respektivno. 

Pomocu (7.1)2 i (8.6)1 moze se (9.1) napisati kao 

;.~N) = CК/.,NKNL, (9.3) 

tj. normalna komponenta СкL и pravcи N је kvadrat izdиzenja za dati pravac. 
Lako se pokazuje da ј е 

(9.4) 

gde ј е 

k dx" dxlc 
n = --= - , g~c1nknz = 1. 

ldxl ds 
(9.5) 

I z (9.1) se vidi da .?.<N> predstav1ja odnos dиzina materijalnog linijskC'g ele
menta posle i pre deformacije. 

Relativni odnos оvЉ veliCina se naziva specijicno t"zduzenje ili dilatacija za 
prav~ с N ( odnosno n) i definise se sa 

ds -dS 
E<N> = е<п> = = .?.<N>- 1. 

dS 
(9.6) 

Pomocu (9.3), (7.11) 1 l8.6)1 moze se (9.6) napisati и оЫikи 

ДN, = .J l + 2EКLNKNL- 1. (9.7) 

Ako је 2Eкт,N1(NL ~ 1, moze se (9.7) razviti и red tako da doЬijamo 

E<N> ~ EкLNKNL, (.9.8) 

tj . normalna komponenta ЕкL> pod иslovom da је 2EкLNкNL ~ 1, је dilatacija 
и datom pravcи. Slicne relacije vaze i za ek1. Ako se za pravac N иzme pravac 
Dekartovih osa, onda se lako pokazuje, pomocu (9.3), l9.4) i (9.7), da је 

(9.9) 

za K-tu, odnosno k-tи оsи DekartovЉ sistema koordinata и Х i х, respektivno• 

U procesи deformacije, и opstem slисэји, telo se menja ро oЬlikи, sto nije 
rezultat samo izduzenja ili dilatacije materijalnih linijskih elemeш.ta. 
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F 

Posщatrajmo dv,; materijalna linijska elementa: dX1 i dX2 и Х, koji se и х 
deformBи и elemente dx1 i dx2, respektivno ( s1. 6). Ј edinicгi v< ktori pravaca ovih 
eleme-nata sи 

(.9.10) 

Ako sa ()<N.Њ> i .&<п.n•> obelezimo иglove koji ovi ·pravci zaklapajи и Х i х, [tada је 

gk1dx~dx~ 
COS .&(n,n•) = -=-....:.___;;____::._ 

/dx1 //dx2 / 

(9.12) 

na osnovu (9. 10), (5.2), (7.3) i (9. 1). 

Smicanje и ravni, koja је odredena sa N 1 i N 2, definise se razlikom иglova 
koji оЬrаzији materiJa1ni lini)ski eleщenti ravni pre i posle deformacije, tj . 

(9.13) 

Napominjemo da se oviщ nacinom obelezavanja istice samo izbor predstavljanja 
date velicine и odnosи na materijalni ili prostorni sistem koordinata и tackama Х 
i х respektivno, ali ne i dualna reprezentacija. Рrеща tome, smicanje pravaca N 1 

i N 2 је promena njihovog relativnog polozaja pre i posle deformacije. 

Iz (9. 13) i (9.12) doЬijamo 

sin у <N,N.> = Н sin () <N,N.> - .Ј 1 - Н2 cos () <N•N•>' 

gde је Н = cos .&,n,n•>· 

Za ortogonalne pravce, tj. za cos е,N,Њ) = о, Ьiсе 

odakle sledi: za ortogonalne pravce CкLNlfN~ = О predstavlja potreban dovo-
ljan иslov da nema smicanja и tiт praoccima. 

Sl. 6 
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u slucaju da su N pravci z]{ i ZL (К-=!= L) osa Dekartovog koordinatnog sistema, 
Ьiсе N: = o~r (о:= М, L). KoristeCi (9.9)1, iz (9.14) 1 sledi da је 

• c]{L 
sш Y<KL) = н = .. 

.ЈСикСLL 

Ova jednakost moze se pomocu (9.9) 1, (9.6) i (7.11) 1 napisati u oЬliku 

. ОиL + 2ЕиL 
stn Уџ'L> = --~'----==---

(1 + Е(И)) (1 + E(L,) 
iii 

2ЕкL = (1 + Е<к>) (1 + E(L)) sin У<кLр (К -=!= L). 

Kada su dilatacije Еџ,> i Ещ male u odnosu na jedinicu, (9.16) postaje 

2ЕиL ~ sin Yunp (К -=!= L). 

Za vrlo mala smicanja moze se pisati siny<KL> ~ Y<KL> tak') da (9.17) glasi 

2ЕкL ~ Уuщ> (К -=!= L), 

(9 .] 5) 

(9.16) 

(9.17) 

(9.18) 

tj. и slucaju infinitezimalnih deformacija smicanje је jednako dvostrukoj vrednosti 
odgovarajuCih smicиCih komponenata tenzora relativne deformacije. 

Na isti nacin se moze pokazati da је smicanje za pravce zk i z 1 

Za male dilatacije i mala smicanja (9 .19) postaje 

Y<kl> ~ 2ekl> (k -=!= l). 

(9.19) 

(9.20) 

Izrazi (9.15) i (9.19) sи opstijeg karaktera i vaze i za sisteme ortogonalnih krivo
linijskih koordinata хк i xk respektivno, tj. (9 .15) odredиje smicanja izmedи pravaca 
kooгdinatnih 1inija хи i XL, (К-=!= L) u Х, а (9.19) smicanje izmedи pravaca 
koordinatnih linija xk i х1, (k -=1= l) и х. 

Dosadasnje izlaganje о analizi deformacije vezano је za definicijи odredenih 
veliCina koje karakterisи deformacijи. U izvedenim izrazima, pomocu kojih se ave 
velicine odredиjи, jasno se vidi uloga i znacaj tenzora deformacije: СиL' c1m ЕкL 
i ek1. VeliCine koje karakterisи deformacijи mere se роmсси ovih tenzora. Zato 
se ovi tenzori i nazivajи merama defot-macije. Tenzori Сд i ЕкL sи mere defor
macije и Х; tenzori ck1 i ek, u х. Gradijenti deformacije х7к sи veliCine koje mere 
deformacijи и Х i х, s obzirom na (5.5). Slicne relacije ne postoje izrnedи tenzora 
СкL i ck1• Izmedи tenzora ЕКL i ek, postoje relacije (7.13), ali preko gradijenata 
deformacije. Zato sи gradijenti deformacije fundamentalne veliCine za analizи 
lokalnih osoЬina deformacije. 

Моgисе је и analizi deformacije koristiti i druge mere deformacije. Za poje
dine proЬleme posebne mеге defoгmacije mogи se pokazati vrlo pogodne. Takve 
mere deformacije, u opstem s1иcaju, ne morajи Ьiti pogodne za drиge vrste prob
lema. Navedene mere deforrnacije СкL i ck1 sи opsteg karaktera. Medиtim, nisи 
jedinstvene. Na osnovи teoreme о ekvivalenc.jz: svaka jednoznacno invertiЬilna 
izotropna tenzorska funkcija drugog reda od ck1 ie mera deformacije u х; od СкL 
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u Х. Tako odredene mere deformacije su ekvivalentne sa с~<Р tj. sa СкL· Mere 
deformacije ne moraju biti tenzorskog karaktera. Takve mere ne pruzaju nikakvu 
prednost, ali cesto dovode do konfuzije. Izrazi, koji su izvedeni za izdu7enje, dila
taciju i smicanje, ne samo da isticu ulogu tenzora deformacija С кы ck1, ЕкL i e1m 
nego nam omogucuju i njihovu geometrijsku interpretaciju. Njihove normalne 
komponente se odnose na izduzenje i dilataciju, а smicuce na smicanje. U slucaju 
konacnih deformacija same smicuce komponente nisu dovoljne da se odredi smi
canje, sto se jasno vidi iz (9.12). Na osnovu ovih geometrijskih razmatranja, zaklju
cujemo da се deformacija biti kruto pomeranje al<o su dilatacija i smicanje za sve 
pravce u svim tackama tela jednaki nuli. U tom slucaju, iz izraza za dilataciju i 
smicanje, ponovo dobljamo relacije (7a.l) i (7а.2). 

Napomena. Za Ьilo koji simetrican tenzor А u matematickoj literaturi usvojena 
је sledeca terminologija: 

skalar ak1mkm1
, gde је m jedinicni vektor, naziva se normalna komponenta 

tenzora А za pravac m. 

skalar ak1mkn1
, gde su m i n jedinicni vektori (m =1= n), naziva se smicuca 

komponenta tenzora А za pravce m i n. Ako su m i n medusobno upravni 
vektori, onda se а"'1т"'п

1 naziva ortogonalna smzcuca komponenta tenzora А. 

S obzirom na geometrijsko znacenje tenzora deformacije, u inzenjerskoj lite
raturi na nasem jeziku, uoblcajeno је da se smicuce komponente tenzora deformacije 
nazivaju kl,zanje, za razliku od odgovarajuCih komponenata tenzora napona (о 
cemu се kasnije Ьiti vise reci), koje se nazivaju smicuCi naponi. 

10. ELIPSOIDI DEFORMACIJE 1 GLAVNA IZDUZENJA 

а) Geometrijski prilaz 

Kazemo da nат је poznato stanje deformacije tela ako znarno dilataciju i 
smicanje za sve moguce pravce svake cestice tela. Stanje lokalne deformacije u 
okolini tacke Х ili х је polazni osnov pri tom razmatranju, i u cilju rijenog boljeg 
i jasnijeg sagledavanja koristicemo geometrijski prilaz Kosija, koji se moze pri
meniti na svaki simetrican tenzor drugog reda. 

Infinitezimalna sfera u Х data је sa 

GкLaxкaxL = dS2 = К2• (10.1) 

Deformacijom tela, odredenom sa (4.5) 1, ova sfera se prevodi u povrs u tacki х. 

(10.2) 

S obzirom na pozitivnu definitnost ck1, povrs drugog reda ( 10.2) је elipsoid i naijva 
se mater,jalnt elzpsotd deformacije. Primenom principa dualnosti infinitezima1na 
sfera u х 

gk1d>.kdx1 = ds2 = k2 

prevodi se, inverznim preslikavanjem (4.5)2, u kvadratnu povrs 

CкLdxкaxL = ds2 = k 2, 

koja se naziva prostorni elt"psoid deformacije. 

(10.3) 

(10.4) 
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Da Ьismo imali jasniju predstavu kako se pojedini linijski elementi infinitezi
malne sfere (10.1) prevode u odgovarajuce elemente materijalnog elipsoida defor
macije (10.2), uocimo dva upravna 1inijska elementa dX1 i dX2 u Х tako da је 

(10 .5) 

Njima odgovarajuC:i linijski elementi su dx1 i dx 2, рп cemu је dX~ = Xfi dx~ 
(ех: = 1, 2). U х relacije (10.5) i (7.3)2 daju 

(10.6) 

koja tvrdi da је gradijent vektor 2ck1dx~ elipsoida deformacije u kraju vektora dx~ 
upravan na vektor dx~ (sl. 8), а sto predstavlja ujedno dokaz Kosijeve fиndamentalne 
teoreme: 

Normalni polиprecnici infinitezimalne sfere и Х se deformisи и konjиgovane 
polиprecnike matenj"alnog elipsoida и х. 

\(t 

Sl. 7 

Izvedeni dokaz vazi za svaki linijski element dX2 upravan na dX1 • Skup; svih 
takvih elemenata definise ravan upravnu na dX1 . Pri deformaciji svaki od tih ele
menata prelazi u konjugovani po1uprecnik elipsoida deformacije na osnovu izve-
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denog dokaza. Prema tome, Kosijeva teorema moze se izraziti и ekviva1entnoщ 
oЬlikи: 

Svaki linijski element i njegova иpravna ravan infinitezimalne sfere и Х 
deformisи se и linijski element i njegovи konjugovanи ravan eli'psoida de
formacije и х. 

Poznato је da elipsoid ima najmanje tri konjиgovana polиprecnika koji sи 
medиsobno иpravni i koji definisи glavne ose elipsoida. Na osnovи Kosijeve teo
reme sledi: 

posledica 1: и Х postoje пајтапје tri uzajamno upravna poluprecnika 
infinitezimalne sfere koji ostaju upravni i posle deformacije i obrazuju glavne 
ose elipsoida deformac1j'e и х. 

DrиkCije receno, medusobni polozaj ovih polиprecnika ne menja se defor
macijom. Ali tada, рrеща (9 .19), vazi 

posledica 2: и odnosu па glavne ose eHpsoida deformacije mesovite kom
ponente ck1 (k =F- l) su jednake nuli. 

Is to se moze pokazati Ј. za е~е1 (k =F- l). 

Sve sto је do sada receno vazi i za prostorni elipsoid deforщacije, s obziroщ 
na njegovu dиalnost и odnosи na materijalni elipsoid deformacije. U tощ slисаји 
uloge pravaca se menjajи, tj. glavne ose materijalnog elipsoida deformacije и х 
definisи pravce tri иpravna polиprecnika infinitezimalne sfere и х, а odgovarajиci 
pravci tri иpravna polиprecnika infiniteziщalne sfere и Х definisи glavne ose 
prostornog elipsoida deformacije и Х (sl. 8). Odavde sledi nova posledica Kosijeve 
teoreщe, 

Sf era Mat~rijalni elipsoid 

Prostorni i materijalni elipsoidi defoгmacija 

Sl. 8 

posledica 3: Deformacija rotira glavne ose elipsoida и Х и glavne ose 
elipsoida dtformacije и х. 

Tacnost ove posledice zasniva se na pretpostavci da su dиzine glavnih osa elipsoida 
deformacije и х razHcite, ра prema tome da su g1avne ose elipsoida jednoznacno 
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definisane. U slucaju da su dve glavne ose elipsoida deforrnacije u х jednakih 
dиzina, povrs (10.2) је obrtni elipsoid deforщacije. U torn slucajи и Х postoji 
ravan иpravna na pravac, koji posle deforrnacije u х odredиje оsи rotacije obrtnog 
elipsoida deforrnacije. U toj ravni bilo koja dva иpravna pravca и Х odredиjи 
glavne ose elipsoida deformacije. Treea osa је osa rotacije. 

Kada sи duzine sve tri ose rnaterijalnog elipsoida deformacije jednake, elip
soid postaje sfera. Tada Ьilo koji sistern od tri medиsobno иpravna pravca definise 
glavne ose. 

Glavne ose elipsoida deforrnacije и х i Х se nazivajи i glavni pravci dejormacije. 
Prerna torne, и svakoj tacki postoji najrnanje tri glavna pravca deforrnacije. Razlog 
za ovaj naziv је sledeCi: 

- polиprecnici infinitezirnalne sfere и Х de.forrnisи se u polиprecnike elip
soid.: и х. Odnos njihovih dиzina је izdиzenje Л<N» saglasno definiciji izdиzenja 
za dati pravac. Izdиzenja za razne pravce u Х se rnenjajи kao rastojanja od х do 
odgovarajиcih tacaka na povrsi elipsoida deforrnacije. Prema torne, izdиzenja su 
rasporedena sirnetricno oko glavnih osa. 

Izdиzenja и pravcima glavnih osa elipsoida deformacije sи karakteristicna> 
zbog cega se ovi pravci nazivajи glavni pravci deforrnacije. 

Na osnovи toga rnoze se izvesti zakljиcak da sи izdиzenja proporcionalna 
polиprecnicirna elipsoida deforrnacije. Kako se dиzine glavnih osa elipsoida mogи 
иrediti ро velicini, na osnovи iznetog sledi П Kosijeva fundamentalna teorema: 

U bilo kojoj talki Х postoji пајтапје jedan skup od tri medusobno upravna 
pravca tako da izduzenje za jedan nije тапје od izduzenja za bilo koji 
drugi pravac z"zduzenja, za drugi nije vece od izduzenja za bilo koji drugi 
pravac i izduzenje za treci је minimax. Ako ih uredimo ро velilz"ni tako 
da је л(1) ;;;::: А(2) ;;;::: А(З)> onda је njihov odnos А(1) : А(2) : А(З) isti kao i 
duZine odgovarajucih osa elipsoida. 

Izdu:lenja za glavne ose elipsoida se nazivaju glavna izduzenja. Glavna izdи
zenja sи najvaznije velitine vezane za deformacijи. Pozn,avanje polozaja glavлih 
pravaca deforrnacije, и х ili Х, i veliCina tri glavna izdиzenja оmоgисије nam 
konstrukciju elipsoida deforrnacije, ра prerna torne i izdиzenja иopste kao funkcije 
pravca. 

Dilatacije koje odgovarajи glavnim izduzenjima nazivajи se glavne dilatacije. 
U specijalnorn slисаји kada sи glavna izdu:lenja и Х 

Л<"'> = 1, (rt. = 1, 2, 3) (10.7) 

deforrnacija је lokalno kruto porneranje. Odavde sledi zakljиcak: (10. 7) pred
stavlja potrebne i dovoljne иslove da Ьi deforrnacija Ьila lokalno krиta . Ako (10.7) 
vazi za svakи tacku, tada је deformacija tela kruto porneranje. Vazi i obrnиto. 

Ь) Algebarski prilaz 

ProЫem odredivanja glavnih izdиzenja se svodi na odredivanje glavnih pravaca 
deformacije. Izdиzenja za glavne pravce deforrnacije irnajи ekstrernne vrednosti. 
Nalazenje pravaca za koje 

(9.3) 
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ima ekstremne vredncsti svodi se na odredivanje vezanog ekstremuma Л~N>' jer је 

(8.6) 

Pogodan metod za njegovo odredivanje је Lagranzov metod mnozitelja veze, na 
osnovu koga је 

дЛ~N) =-д- (С NKNL- С(С NKNL- 1)] = о 
дNМ дNМ KL KL ' 

(10.8) 

gde је С - Lagranzov neodredeni mnozitelj veze (8.6) 2 • Iz (10.8) se doЬija 

(СКL- CGКL) NL =о, (10.9) 

koja predstavlja sisteщ tri linearne i homogene jednacine ро NL. Ovom sistemu 
jednacina odgovara ekvivalentan sistem 

(С![ - СЬ![) NL = О, (10.10) 

koji је pogodniji za resavanje. Nc:trivijalno resenje ovih jednacina postoji samo 
ako је determinanta sistema jednaka nuli, tj. 

!Cf- Cb~l =О. (10.1 1) 

Ova jednaCina, poznata pod imenom karakteristicna jednacina, u razvijenomobliku 
glasi: 

gde su 

Ic =С~, 

С3 
- IcC2 + ПсС - IIIc = О, (10.12) 

Il - 1 !<КМ CLCN 
С - - ULN К М' 

2! 
IIIc = det !IC:ill = _!_ bf~~ С}{с::сј 

3! 
(10.13) 

prva, druga i treca glavna invarijanta tenzora deformacije С}{, а 151~ i Ь~~~ gene
ralisani Kronekerovi b-simbo1i. Resenja karakteristicne jednaCine Са. (1Х = 1, 2, 3) 
se nazivaju karakteristicni brojevi. Svakom karakteristicnom broju odgovara karak
teristicni pravac Nк. RazliCitim karakteristicnim brojevima odgovaraju razliciti 
karakteristicni pravci. S obzirom na cinjenicu da је СкL simetricno, realno i pozi
tivno definitno, vaze sledece teoreme: 

Teorema 1: Karakteristicni brojevi su realni. 

Dokaz: 

Pretpostavimo obrnuto, tj. da postoji bar jedan karakteristican broj, recimo 
С1, koji nije realan. Tada је С1 kompleksan broj i moze se pisati 

С1 =А+ iB, i = ~-1. 

Njemu odgovarajuci karakteristicni pravac је Nf, koji prema (10.9) predstavlja 
rcienje sistema jednaCina 

(СКL- C 1G1{L) Nf =О. 

S obzirom na С1 i komponente pravca Nf Ьiсе kompleksni brojevi, tj. 

Nf = рк + iQк. 
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Smenom ovih izraza i С1 u gornjem sisteщu jednacina i izjednacavajuci sa nuloщ 
njen realni i imaginarni deo, doЬijamo 

(Скс.- АGкс.) pL + BGиc.QL = О, 

(Скс.- AGиL) QL- BGкLpL = О. 

Ako se prv i sistem jednacina poщnozi sa Qк, а drugi sa P 1r i tako dobijeni izraz 
oduzmu jedan od drugog dоЬiсещо 

В ( Gиc.pl! pL + Gкc.QкQL) = О, 

tj . В = О s obzirom na simetricnost i pozitivnu definitnost tenzo1·a СКL i GКL. 
Ali tada је С realan broj. О 

Т eorema 2: Razlicitim karakteristicnim brojevima odgovaraju medusobno 
upravni karakteristicni pravci. 

Dokaz: 

Neka su С1 i С2 razliciti karakteristicni brojevi kojima odgovaraju karakte
risticni pravci N 1 i N 2, respektivno. Ovi pravci zadovoljavaju odgovarajuce sisteme 
jednacina 

(СКL- C1GКL) Nf = О, (СкL- C2GкL) Nt = О. 

MnozeCi prvi sistem jednaCina sa Nf а drugi Nf', i od drugog oduziщajuCi prvi, 
doЬijamo 

[ (Cl - С2) GкLNf.N~ =О. 

Kako је С1 - С2 =Р О, sledi 

GиLN~Nt = О. 0 

Teorema 3: Karaktert.sticni brojevi С« (ос= 1, 2, З) su pozitivni. 

Dokaz: 

Ova osoblna karakteristicnih brojeva је pos1edica pozitivne definitnosti tenzor а 
СкL i GкL· Zaista, iz (10.9) sledi 

с = CKLN:,N~ =с NKN« > о 
rJ. G NKNL KL " " 

KL " « 

s obzirom na navedene osoЬine ovih tenzora. О 

Napominjemo da navedene teoreme vaze za Ьilo koja dva simetricna, realna 
i pozitivno definitna tenzora . 

Ako se za koordinatne pravce u Х uzmu karakteristicni pravci, tada је 

а 

(10.14) 

s obzirom na (10.10). Znaci, u odnosu na glavne pravce deformacije (jer su karak
teristicni pravci trazeni glavni pravci deformacije) norma\ne komponente tenzora 
deforщacije su karakteristicni brojevi, а smicuce su jednaki nuli (posledica 2). 
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U cilju izvodenja dokaza posledice З posmatrajmo ortonбrmira:n sistem vektora 
п .. , koji odreduje g1avne pravce deformacije u х, tako da је 

g~c 1n~n~ = д .. ~, (о:, {Ј = 1, 2, 3). 

Njemи odgovarajиci sistem jedinicnih vektora и Х definisan је sa 

хк i; 

Nк =_;~:n .. 
" .../с .. 

(10.15) 

(10.16) 

Dokazacemo: 1. da је ovaj sistem vektora ortonormiran i 2. da odredиje glavne 
pravce deformacije и Х, tj. da је re5enje sistema (10.9). 

Zaista, 

G N K ЧL - G хкхт- k 1 _ 1 _ _ 
f{L «Н~- KL ;k ;1 n .. n~ ---

...;с .. с~ 

- kl 1 - kl 1 _.<: 
- С~с1п .. п~ --= - c .. g~:1n""n~--= - и""~ 

.../с .. с~ .../с .. с~ 
(10.17) 

s < bzirom na (10.1 6), (7.3)2 i (10.15)2 • Za dokazivanje dela 2. polazimo od izraza 

GкLX~n~ 

с"" ..ј с .. 
(10.18) 

gde smo koristili (10.16), (7.3) i (10.15). Iz (10.17) i (10.18) sledi dokaz posledice 3. 
Uporedujuci (10.18) sa ( 10.9) zakljucujemo: 

OdgovarajuCi karakteristicni brojevi tenzora deformacija c]{L i ckl sи reci
procni, tj . 

( 10.19) 

Na osnovu navedenih teorema i dokaza posledice 3 proizilazi i dokaz posledice 1. 
Dokaz I Kosijeve teoreme se zasniva na (10.14), jer se jednaCina rovrsi drugog 
reda (10.2), u odnosu na glavne pravce deformacije, moze napisati и oЬlikи 

ds2 = k2 = CКLdX'<dXL = 2 с« (dX")2 (10.20) 
ех 

sto predstavlja kanonski oЬlik e1ipsoida, s obzirom na pozitivne vrednosti karak
teristicnih brojeva Са.. VeliCine g1avnih poluosa elipsoida su odredene izrazima 

(10.21) 
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Na isti nacin se dolazi do odgovarajucih izraza za velicine koje odreduju materi
jalni elipsoid deformacije (10.1). Na osnovu (10.14) i dualnosti materijalnog i 
prostornog elipsoida deformacije moze se zakljuciti da karakteristicne vrednosti 
С" i с" jednoznacno odreduju duzine poluosa elipsoida deformacija u Х i х respek
tivno. Duzine poluosa elipsoida u Х su reciprocne vrednosti poluosa u х, jer su 
odgovarajuci karakteristicni brojevi reciproeni. Prema tome: 

Elipsoid deformacije и Х postaje obrtni elipsoid ili sfera ako, i samo ako, 
elipsoid deformactj"e и х postane obrtni elipsvid ili sfera. 

Karakteristicni brojevi с" i Са. imaju i svoju fizicku interpretaciju. Ona је 
zasnovana na izrazima 

(10.22) 

i glasi: 

Karakteristicni brojevi С" su kvadrati glavnih izduzenja. 

Ako sa Е i е obe\ezimo karakteristicne brojeve tenzora relativnih defcrmгcija 
ЕкL i ekl> respektivno, onda odgovarajuCi sistemi jednaCina glase 

(ЕкL - EGКL) NL = О, (е~1 - egk1) n1 = О. (10.23) 

KoristeCi (7.11), (10.9) i (10.15) sledi 

2Е = С - 1, 2е = 1 - с. (10.24) 

Ove re1acije imaju fundamenta1nu u1ogu pri odredivanju glavnih invarijanata 
tenzora deformacija i uspostavljanja medusobnih veza. Na osnovu iste analize 
sledi: 

GlaV11i pravci tenzora CKL i ЕкL sи isti. Isto se moze zakljиCiti i za tenzore 
Ckz t ekz· 

Vezbanja 

1. Dokazati ( \0.19) koristeci (10.15), (10.9) i (7.3). 
-1 -\ -1 -1 

2. Ako sa с i С obelezimo karakteristiene vrednosti tenzora ckz СкL po-
kazati da је 

-1 - 1 

Са. = (ca.)-I, с" = (Са.)-1 . 

З. Neka је N jedinicni vektor u Х. Njegove komponente u odnosu па Dekartov 
sistem koordinata, cij~ su ose glavni pravci deformacije, su cos (Na). Sa (Na) 
su oznaceni uglovi izmedu N i a-te glavne ose. Pokazati da је 

з 

л ~N) = L л; cos2 (Na) 
ех = ! 

Л2 - 1 
<п> - 3 cos2 (па) 

2: 
a= l 

gde је п jedinicni vektor pravca deformisanog Iinijskog elementa u х. 
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4. Pokazati da је -и vektor dua1эn vektoru pomeranja и. 

5. KoristeCi se prethodnim zadatkom pokэzati da su ЕкL i -ek1 dua1ni tenzori. 
Na osnovi toga pokazati da su (10.24) medusobno dua1ne re1acije. 

6. KoristeCi ( 1 0.19) i dua1nost odgovarajucih tenzora deform:?cija izvesti r e1acije 
zadatka 2. 

7. U trodimen7iona1nom prostoru broj nezavisnih invarijanata tenzora drugog reda 
nije veCi od tri. Dokazati. 

11. GLAVNE INVARIJANТE TENZORA DEFORMACIJE 

Velicine koje se ne menjaju pri koordinatnoj transformaciji su invarijante 
transformacije. Posto ne zavise od koordinatne transformacije one odreduju sustinsko 
svojstvo datog sistema kojim је invarijanta definisana. Ova svojstva u nasem s1u
eaju vezana su za fizicku stranu proЬlema i kao takva imaju svoju fizicku inter
pretaciju. 

Takvo svojstvo imaju duzine materija1nih 1inijskih e1emenata. Prema tome, 
С"-, Ic, IIc i IIIc su invarijante transformacije sto neposredno s1edi iz njihove 
fizicke interpretacije ( \0.22) i re1acija 

Ic = cl + С2 + Сз = л~ + л~ + л~ = (l + Е(1))2 + ( 1 + Е<2>)2 + (l + Е<3>)2• 

Ifc = С1С2 + СzСз + СзСl = л~л ~ + л~.Ч + л~ц = 

= (1 + Е< 1>)2 (l + Е<2У + (l + Е<2У (1 + Е<зУ + 
+ ( 1 + Е<3)2 (l + Е(1))2 

IIIc = С1С2Сз = Л~.ЧЛ~ = ( 1 + Е(1))2 (1 + Е< 2> )2 (1 + Е<3>)2, 

pri cemu smo koristi1i (10.13), (10.14) i (9.6). 

Nije tesko pokazati da vazi 

Ic = Iё\ 
Ilc = ЈЈ~1, 

IIIc = III~t, 

IIc = Пё1, 

IIIc = IIIё1 • 

Iz ovih re1acija i (10.19) slede fundamEntc.lne identicnosti 

Ј _ Пс 
с - ' 

!П с 

Ic 
Ilc = --, 

IIIc 

1 
IIIc = -

IПс 

Kako је О < Л"- < оо , iz (11.1), (11.2) i (11.3) s1edi 

О < Ј, П, ЈП < оо 

(11.1) 

( 11 .2) 

(11.3) 

l l1 .4) 
-1 

sto vazi za glavne invarijante Ьilo kog tenzora deforщacije CKL> Ck p с KL ili с;~. 
Medutim, posto glavne invarijante jednoznacno odreduju vrednosti karakteristicnih 
brojeva, а s obzirom na to da su ona resenja odgovarajuce karakteristicne jednacine, 
mozemo zak1juciti: 
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Za date vrednosti lc, llc i IIIc, koje zadovoljavaju (11.4) i za date glavne 
pravce и Х, tenzor СкL је jednoznacno odreden . И speczjalnom slucaju 

Ic = llc = 3, lllc = 1 ( l Ј .5) 

predstavlja potrebne i dovoljne uslove da bi deformacija bila k1·uto pomerc пје. 

Ako se meSoviti tenzor deformacije с~ napise и oЬlikи 

s obzirom na (7.3) 1, tada је 

llfc = det с~= (det акм) (detgkz) (det хЏ2 = .!р = Ј2. , G (Ј 1.6) 

Pri izvodenjи ovog izraza koristili smo (10. 13)3 , (4.7) i poznato pravilo m atricnog 
racuna: determinanta proizvoda matrica jednaka је proizvodи determinanti matrica. 
U loga i znacaj ( 11 .6), tj . lllc moze se bolje sag1edati и daljoj analizi deformacije 
povrsinskih i zapreminskih materijalnЉ elemenata tela. 

Glavne invarijante tenzora relativne deformacije Ед sи definisane izгazima 

( 11 . 7) 

i vezane sи sa invarijantama (l Ј .1 ) tenzora СкL relacijama 

Ic = 3 + 2/Е, 2/Е = -3 + Ic 

llc = 3 + 4/Е + 41IE, 41IE = 3 - 2/с + Ilc (11.8) 

Illc = 1 + 2/Е + 4Ilc + 811IE, 8IIIE = - 1 + Ic - llc + Illc. 

Koristeci princip dиalnosti iz (11.8) n eposredno sledi 

fc = З - 2/е, Ifc = З - 4/е + 4Пе, fll~ = 1 - 2/е + 4Ife- 8/Jle, 
(1 1.9) 

gde sи ]8 , П е i IIIe g1avne invarijante tenzora relativne deformacije ek 1• 

Veibanja 
-2 - 1 -1 

1. Pokazati da је с~= с~с;п = cкLX~кXz;L· 

2. Polazeci od stava da svaka matrica drиgog reda zadovoljava svoj karakteristicni 
polinoщ, izvesti Fingero-vи (Finger) identicnost 

- 1 

ПiсСкмх7кхrп;м = с~ - Ic o~ + Псе~. 

З. Svaki tenzor drиgog reda ak1 ima glavne invarijante Ia, Па i !Па definisane sa 

(lO. I З), i momentne invarijante l a, Па i !Па definisane izrazima 
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Pokazati da izmedи momentnih i glavnih invarijanata postoje l"e1acije 

la = la, Па = Ј~ - 2Па, !Па = Ј~ - ЗlаПа + Зlllu, 

4. Pokazati da је 

дfа 

1 1 - 1 -
!Па = - Ј~ -- Ialla + - !Па. 

6 2 з 

дПа - Ј !ltn - т 
- aUk а 1<> 

даkт 

дПа - 2 rn 
---а," 
да" т 

дllla "' 1 Ј т + II !/т III - lm - - = а ,а k - аа k arJk = аа k> 
даkт 

дllla = зат al . 
д k 1 1< 

ат 

5. U nekim slиcajevima korisno је i:t.raziti glavne invarijante tenzora deformacije 
СкL preko e1ementarnih simetricnih funkcija glavnih dilatacija 118» Пџ,> 
I П<Е> definisanih sa 

I(E) = E(l) + Е(2) + Е(З)> п(Е) = Е(1)Е(2) + Е< 2)Е(3) + Е(З) Е{l) 

III(E) = Е(1)Е(2)Е(З)• 

Pokazati da је 

Ic - З = 2I<E> + 1~8> - 2Пџ.<>> 

Ilc- З = 4118> + 21~8> + 2I<E>llџ::> - 6III<E> + П~Е> - 2lџ:/П<8» 

.ЈТПс- 1 = lџ-,> + П<t:> + IП1 в>· 

12. ROT ACIJA 

U procesи deformacije 1inijski materija1ni e1ement dX и Х pre1azi и mate
rijalni element dx и х (sl. 5). U opstem s1исаји dX i dx se razJikиjи kako ро i nten
zitetи tako i ро pravcи. Ugao (), za koji је element dX rotirao pri deformaciji , moze 
se izracиnati iz izraza 

(12.1) 

s obzirom na (8.6), (9.5) i ulogu operatora para1elnog poщeranja. KoristeCi (5.2), 
(9.1), (9.2) kao i cinjenicи da је ldXI = dS i ldxl = ds, 1ako је pokazati da је 

1 
п~< = ;:-- Х~кNЈ{, Nк = }.<п>X~nk. 

(N) 

(12.2) 

Tada se (12.1) moze napisati и оЫikи 

() _ 1 G L 1 NKNM _ IXL k m1 
COS - т- KriJI Х;м - gklgL ;т n n ll(n)' 

(N) 

(12.З) 
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Za glavne pravce defonnacije n,., iz (12.3), (10.22) i (10.19), doЬijamo 

(12.3)а 

Na osnovи posledж'ce З Kosijeve teoreme sledi : 

Kada su bilo koja. dva ugla О .. jednaki nuli i treci је jednak nuli. 

Takvo stanje deformacije nazivamo cista deformacija. Prema tome, и stanjи ciste 
deformacije glavne ose materijalnog i prostomog elipsoida deformacije sи medи
sobno paralelne. Medиtim, ovaj zakljиcak ne va7.i, и opstem s1исаји, za pravce 
materijalnih linijskih elemenata koji nisи u pravcirna glavnih osa. 

Mera rotacije(l2.3) ne prиza mogиcnost interpretacije tenzora infinitezirnalne 
rotacije RкL> ili rk1 definisanih sa (8.2) 2 i (8.2)4 • Novozilovova (Новожилов В. В) 
mera za srednjи rotaciju је da1eko pogodnija i zato cemo је detaljnije proиCiti . 

Neka је N z jedinicni vektor pravca materijalnog linijskog elementa dX и 
ravni ХУ u Х. Posle deformacije pravac odgovarajиceg deformisanog linijskog 
elementa dx u х је odreden jedinicnirn vektorom n. Posle paralelnog prenosenja 
u Х moguce је odrediti njegovи projekcijи и ravni ХУ koju cemo obeleziti sa nz 
(sl. 9). Obelezimo sэ. Ф иgао koji zaklapa N sa Х osom, а sa Oz иgао izmedи N z 
i nz. Iz izraza 

~~ dX+ ду dY 
tgФ + tg02 dудХ дУ 

tg (Ф + Oz) = - - -
1 - tg Ф tg О dx -~=- dX + дх dY 

ах ау 

smenom: dX = dS cos Ф i dY = dS sin Ф, doЬijamo 

ду 2 ( ду дх) . дх . 2 - cos Ф + - -· -~ sш Фсоs Ф- - sш Ф 
tg 0z = ах дУ ах ау 

дх 2 ду . 2 ( ду дх) . 
~COS Ф + - SШ Ф + - +- SШ Ф COS Ф 
ах дУ ах ау 

(L2.4) 

- - 1 Е Е - R.,11 + Е.,71 cos 2 Ф + 2 ( 1171 - ".,) sin 2 Ф 

1 - Е 1 - Е -1 +- (Е.,., + 1171) - - (Е1111 - .,.,) cos 2Ф + Е.,11 sin 2Ф 
2 2 

Pri izvodenjи ovog izraza koristili smo (6.3) i (8.2)1•2 • Ovaj izraz је periodicna 
funkcija ро Ф sa periodom n. Oz је jednoznacno definisano kao иgао и intervalu 
О ~ 02 ~ n izuzev : 02 = О i 02 = n kao neodredenih velicina. 

Novozilov је definisao kao meru rotacije srednju vrednost ( 12.4) svih mate
rijalnih linijskih elemenata и ravni ХУ u Х, tj . 
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Integracijom ovog izraza doЬijamo 

ХУ~ dФ 
( tg Oz) = - 2л Ј 1 _ _ 1 _ . 

0 1 + -(Ехх + Еуу)- - (Ехх- Еуи) cos 2Ф + Ехи sш 2Ф 
2 2 

../( Ј + Ехх) (1 + Еуу)- Щ11 
(12.6) 

Ova formиla pokazиje da је RкL mera st·ednje rotacije koje trpe elementi u ravni 
koordinatnih osa zк i ZL. 

z 
n 

Sl. 9 

dY 
dS. 

у 

Izraz (12.6) moze se formиlisati и invarijantnom оЫikи . Neka је Х3 = const. 
povrs и Х i neka sи Х1 i Х2 koordinate na toj povrsi. Ako se posmatrajи samo 
koordinatne transformacije povrsinskih koordinata, onda se ( 12.4) moze izraziti 
и оЫikи 

(12.7) 

а (12.6) и оЫikи 
R12 

( tg Ох·> = - --;::==::=~=::=:=;; 
../ 1 + I 3E + II3E 

( 12.8) 

pri сети neki indeksi иzimajи vrednosti 1 i 2 i gde је Е км Ricijev tenzor a1ternacije. 
Invarijante /3Е i ll3E se dоЬiјаји iz tenzora ЕкL kada sи К, L = 1, 2. Na isti 
nacin se dоЬiјаји i srednje rotacije tg Ох· i tg ()Х' materijalnih linijskih elemenala 
и ravnima Х2, Х3 i Х3, Х1 respektivno. S obzirom na invarijantnost ovih izraza 
potpиno је opravdan naziv: tenzor srednje rotacije za tenzor RкL и s1иёаји konacnih 
deformacija. S obzirom na tenzorski karakter RкL mozemo zakljиciti da ako је 
Rк1, = О и jednom koordinatnom sistemи, Ьiсе i и svim dopиstivim koordi-
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natnim sistemima. Da1je iz (12.8) s1edi da ako је srednja rotacija e1emenata 
и tri иpravne ravni kroz Х jednaka О i1i n radijaпa, опdа је sredпj а rotacija e1emenata 
и Ьi1о kojoj ravni kroz Х takode О i1i n radijana. 

Na оsпоvи ovoga moze se zak1juCiti da је RкL zaista mera srednje rotacije, 
a1i ne i mera rotacije saщih elemenata. Као ilustracija ovog zak1jucka moze pos1иziti 
sledeCi primer: za krutи rotaciju х = -Х, у= -У, z = Z _tenzor RиL је nu1a 
tenzor. 

Teпzor RиL је пula tenzor ako i samo ako је 

Ик = И;и 
~to neposredпo s1edi iz (8.2)2. Deformaciju za kоји је RкL = о zvacemo 
cijalna deformacija. Napominjemo jos i to da se RкL> kao antisimetrican 
drugog reda, moze zameпiti aksija1niщ vektorom R, tako da је 

R >D 1 'ј' - 1 м·~ 1 R-ML =- rot и 11 Rк =- ВкLмU . = - Втпм . 
2 2 . 2 

( 12.9) 

poten
tenzor 

(12.10) 

Za opisivanje 1okalne rotacije datog pravca definisemo poseban tenzor rotacije. 
U tom сi1ји posmatrэmo pravce g1avnih osa elipsoida deformacija и Х i х, koji 
su definisani ortonorщiranim sistemiщa vektora N"_ i n"., respektivno. Ako para-
1e1no prenesemo N"' и х (s1. 10), tada је, s obzirom na Pos1edicu З moguce odrediti 
ortogona1an tenzor R"z, koji para1e1no pomereni sistem vektora N "_ и х rotira u n"', 
tako da је 

n~ = R",gkN[f = R" кN~, 
-1 -1 (12.11) 

N~' = gfR1"n~ = Rк"n~, 
gde је 

-1 -1 

R"к = R\gk, Rк" = gfR1
". (1 2.12) 

Tenzor R {R''к} definise trans1acijи odredenи operatorom parale1nog pomeranja 
g~ i rotacijи odredenu tenzorom R"z. Ako sa N"' i п"' obelezimo reciprocne vektore 
sistemima N"' i n"', koji sи medusobno vezani re1acijama 

(12.13) 

tada se iz (12.11) (12.13) doЬija 
-1 

R"к = n~N~, Ю'" = N:n~. (12.14) 
-1 

Iz (12.11) se vidi da su tenzori R"к i R1
\ dua1ni. Na osnovu definicije operato1a 

parale1nog pomeranja ( 6. 7) sledi da sи g~ i gf{ dua1ni. Ako napisemo R" к = glRL10 

tada (12.11) 1 se moze izraziti u оЫikи 

(12.15) 
-1 

Uporedujuci (12.15) sa ( 12.11)2 zak1jucujeщo da sи RL к i R1
" takode dualni. Geo

-1 

metrijski је ovaj zak1jиcak potpиno oCig1edan: Rк L rotira N"' и па. и Х, а R"z defi
:n.ise inverznи operaciju u х, tj. rotira n"' и N"_ и х. Na isti nacin se tиmaCi dua1nc">t 

-1 -1 -1 

tenzora R"z i Rк L> ako se zna da је Rи" = R 1
' Lgf i 

(12.16) 
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Za rotaciju reciprocnih trijedara imamo 

nf{ = R/r.N'fr., N'fi. = Rk1,n~, R"к = GкLg"1R1,,. (-r2.16)a 

Iz (12.15) i (12.16) s1edi 
R = l 

sto predstavlja potreban i dovoljan uslov za cistu deformaciju. u komponentalnoщ 
obliku on g1asi 

RкL = C5f, Rкт .. = GKL> R"к = g~ itd. 

Za objasnjenj e naziva infiniteziщalni tenzor rotacije za tenzor RкL koristi
cemo forщulu koja se izrazava Fingerovom teoremom: 

n-ti stepeni Kosijevog i Grinovog tenzora deformacije su vezani relac~·ama 

-11 n -1 -п -1 n 

с: = R"кC~RLP Cf = Rк,.C:R1L. (12.17) 

Dokaz: 

Matrica elementa CJ(L је regularna. Tada vazi 
-п -,., 

CfN~ = (С"') N{f. (12.18) 

Koristeci (12.13) 1 iz (12.18) doЬijamo 

-п· 

ск = " (С )-п NKN"' L ~ ct а. L· (12.19) 
" 

Njoj dualna re1acija је 

(12.20) 

Ako se uzme u obzir (10.19), (12.11)2, (12. 16)3 i (12.20) iz (12.19) sledi 

-п - 1 - 1 n 

Cf = 2: Rкk (с"')" п:n~R1L = Rк~cC:R1L. О 

" 
Na isti nacin se dokazuje i (12.17)1 • 

Na osnovu forщu1e (12.17) moze se dokazati stav: 
Gradijentz' deformac~·e, Kosijev i Grinov tenzor deformacije su vezani 
relacijama 

(12.21) 

(12.22) 

.Dokaz: 

Iz (10.16) se pomocu (12.13)2, doЬija 

х~= L (c .. )t N:n~, 
" 
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ili 
! - 1 - 1 ! 

хк - "' (с ) Rк п1 п« - Rк с1 
;~< - L а. 1 а.,. - 1" 

"' 
s obzirom na (12.1 1)1 i (12.20) za n = 1/2. Re1acija (12.22)2 se doЬija iz po1aznog 
izraza i koriscenjem ( 1 0.19), (12. 14)2, (12.13)1 i (12.19) za n = -1/2. Izrazi (12.21) 
i (12.22) su dua1ni. Tacnost jednih pov1aci i tacnost drugih relacija. О 

Stav iskazan re1acijom (12.21) s1edi neposredno iz (5.14) i (7.14). U odnosu 
na takav nacin obelezavanja glasi 

! ! 
F= RC = BR. (12.21)3 

Ocigledno da inverzn:: re1acija ove re1acije predstav1ja (12.22). 

Као posledica ovog stava i (6.33)1 s1edi 

t t 
Uк;L = RкмС't- GкL = RкмСмL - GкL· (12.23) 

Iz ovog izraza neposredno se doЬija 

t 
ЕкL = R<км СмL)- GкL' (12.24) 

Za dalju analizu veze izmedu tenzora RкL i RкL pogodniji је izraz 

(12.25} 

koji neposredno sledi iz (12.21)1, 

Na osnovu (6.33)1, (8.2)џ i cinjenice da је Rkк = g~RLк moze se (12.25) 
napisati u ekvivalentnom obliku 

(12.26) 

-t 
Ako su gradijenti pomeranja ma1e velicine, moze se с~, pomocu (7.11)1, predsta
viti u oЬliku reda 

- t _.!. 
С~ = ( д~ + 2Е~) 2 = д~ - Е~ + ... 

Smenom ovog izraza u (12.25) i zanemarujuCi infinitezimale viseg reda, doЬijamo 

(12.27) 

tj. и slucaju infinitezimalnih deformacija rotacija је odredena tenzorom Rкм· Otuda 
i naziv tenzor infinitezimalne rotacije za Rкм kada su u pitanju infinitezima1ne 
deformacije. 
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Na isti nacin se moze izvesti zakljиcak i za tenzor infinitezimalne rotacije 
f~c1 и s1исаји infinitezima1nih defoпnacija, tj. 

(12.28) 

Sl. 10 

Veibanja 

1. Izvesti ( 12.28) iz ( 12.2 7) koristeci princip dua1nosti. 

2. Pokazati da izdu:Zenje za dati pravac Л, izdu:Zenje и pravcи L, rotacija е i di1a
tacija Е zadovoljavajи re1acije 

L = Л cos е - 1 = Е cos е - 2 sin2 _!_е. 
2 

З. Na osnovu Ojlerove teoreme svaka rotacija oko tacke moze Ьiti razmatrana 
kao rotacija oko neke ose kroz tackи. Na taj nacin se rotacija karakterise jedi
nicnim vektorom ose Ак i иglom rotacije е oko ose. Pokazati da se tenzor rota
cije Rкм moze predstaviti и oЬliku 

Rкм = ь~~ cos е+ (1 - cos О) АКАм + SкмРАР sin е . 

4. Na osnovu prethodnog zadatka pokazati da је 

RКмАМ = Ак, RКк = R \ = 1 + 2 cose, R[КМ] = ВкмРАР sin е. 

5. Pokazati da sи 

Rкк =О, RскмЈ = О, () = О, 

medиsobno ekvivalentni izrazi kojima se izra.7avaju potrebni i dovoljni uslovi 
za cistи deformaciju. 
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6. Pokazati da su dve sukcesivne (uzastopш.) rotacije oko tacke ekvivalentne jednoj 
rotaciji. 

7. Deformacija se naziva konformna ako ocuvava uglove izmedu materija!nih 
krivih linija. Dokazati da је u tom sJucaju 

F = (I..R, 

gde ј е skalar (1.. =1= О. 

13. FUNDAMENT ALNA TEOREMA 

Do sada izlo:lena analiza defol'macije moze se sa:leto iZl'aziti pomocu funda
mentalne teoreme: 

Dejormacija bilo kog linijskog eltmenta и tacki moze biti razmotrena kao 
rezultat translacije, rotacije glavnih osa elipsoida deformacije z' glavnih 
izduzenja. 

Ova teorema neposredno sledi iz Kosijeve tt:oror.e i njt:nih posledica. 

Translacija, rotacija i izdu:lenje mogu Ьiti primenjene ро Ьilo kom redosledu, 
ali njihove tenzorske mere nisu nezavisne od redosleda primt:ne. А ш liticki dokaz 
fundamentalne teoreme sledi iz (5.2) i (12.21), jer је 

( 13.1) 

gde g~0 RZ i СкL defini&u translaciju, rotaciju i defcrmaciju, respektivno . Dualan 
izraz ovome је 

( 13.2) 

Izraz (1 3.1) 2 moze se rastaviti na sastavne delove, koji su definisani pcjedinim 
operacijama, Cije је geometrijsko tumэcenje na slici 11: 

1. dх~т> = g~dxк = dXk, 

predstavlja krutu translaciju e]ementa dX iz Х u х; 

predstavlja krutu rotaciju dх~т> u х; 

-! 
З. dxk = cf dx~R» 

predstavlja deformaciju dx!n> и х. 

Va:lno је uociti d& ako i samo ako dX definise glavne pravce deformacije, 
deforrnacija elementa dxtR)> definiSЗПЗ tCllZOfOffi С/<1> llCCC SЗdrZati dodatnU fO

tacijU. 
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х 

dxk< Т) 
'\ 

\ 
\ 
\ 
1 
1 k 

~--------' dx (R ) 

SI. 11 

Polazeci od ( 13.1) 2 moze se deformacija materijalnog linijskog elementa dX 
rastaviti na sledece sastavne delove (sl. 12): 

t 
1. dXfi>) =С';{ dХк, 

predstavlja deformaciju dX u Х; 

2. dXfR) = RL мdXt/Jp · 

predstavlja rotaciju dXrЬJ u Х; 

З. dxk = g~ dXfлp 
predstavlja translaciju dXfлJ iz Х u х. 

х 

dXK(D) 

\ 
\ 
\ 
1 
1 
1 

1 к 
dX (R} 

SI. 12 

Na isti nacin moze se izvrsiti rastavljanje ( 13.2) na elementarna, medusobno 
nezavisna kretanja izrazena fundamentalnom teoremom. Medutim, redosled ovih 
operacija је striktno odreden datim matematickim izrazom (13.2). Isto vazi i za (13.1). 

Ako se uoce svi materijalni linijski elementi dX u Х istog intenziteta i na 
svaki od njih primeni fundamentalna teorema, onda se proces dekompozicije moze 
iz.raziti na sledeci nacin: а) infinitezimalna sfera sa centrom u Х se translatorno 
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pomeri u х; Ь) tako traпslatorпo pomerena sfera se kruto rotira u х sve dok se 
пе poklope pravci tri upravna poluprecnika sfere, koji odreduju pravce glavпih 
osa elipsoida deformacije и Х, sa glavnim pravcima elipsoida deformacije u х; 
с) rotirana sfera se deformise tako da se samo elementi и pravcima glavnih osa 
deformi&u bez dodatne rotacije. 

14. INVARIJANTNI PRA VCI 

Videli smo da se u slucaju ciste deformaci je izrazeпe uslovom (12.17), glavni 
pravci elipsoida deformacije dovode do poklapanja bez rotacije. U tom slucaju 
glavni pravci ostaju ocuvani i kazemo da su iпvarijantпi u odпosu па Cistu defor
maciju. Medutim, и opstem slucaju pozпato је da glavni pxavci elipscida defox·macij~ 
nisu iпvarijantni. Nas interesuje opsti slueaj i proЬlem invarijaпtnih pravaca raz
motricemo sa tog stanovista. Kratko receno: interesиje nas da 1i и opstem slucaju 
deformacije postoji пeki invarijantni pr2vac. Odgcvor na cvo pitanje sadrzan ј е 
u teoremi Kelvina i Tajta (Kelvin i Tait): 

Za Ьilo kakvu deformaciju пајтапје j~dan pravac ostaje invarijantan. 

Dokaz: 

Za invarijantпe pravce vazi 

gfdxk = gfx~LdXL =а dХк, (14. 1) 

gde је а koeficijeпt proporcionalnosti i gde smo koristili (5.2). Pomocu (6.33)l 
moze se (14.1) izraziti u ekvivalentnom oЬliku 

[(а- 1) д~ - и~,] dXL =О. 

Egzistencija netrivija1nog resenja ovog sistema jednaCiпa ро dXL izrazava se иslovom 

i(a - 1) д~ - ufii =О. (14.2) 

U razvijeпom oЬliku (14.2) predstavlja kubnu jednacinu ро а . S obzirom na ciпje
nicu da su koeficijenti ove jedпacine realпi, sledi zakljucak da је bar jedan пјеп 
koreп rea1an . Realnom karakteristicпom korenu а =F О, s obzirom па (4.8), odgo
vara realan karakteristicaп vektor ахк, koji definise trazeni invarij aпtni pravac. 

Ako sa D obelezimo diskriminaпtu karakteristicne jednaCine (1.42), tada vaZi 
1. za D > О postoje tri i samo tr1: z'nvarijantna pravca, 

,2. za D < О postoji jedan i samo jedan invarijantni pravac, 

З. za D = О postoje jedan, dva, tri ili beskonacno mnogo invarijuntnih pra
vaca. 

Vazпo је пapomeпuti da и slucaju D > О tri invarijaпtna pravca ne moraju 
Ьiti medusobпo ирrаvпа, jer matrica elemenata ufi nije simetricna. 

KoristeCi (8 .1) moze se (1 4.2) n.apisati u о bliku 

i(a - 1) дf - Ef - Rк Li = О. (14.3) 

Za Rк L = О jedпacina t Ј 4.3) postaje karakteristicna jednaCina tenzora Е~, koji 
је simetricaп. Za simetrican teпzor, poznato ј е, иvek postoji пајmапје јеdап sistem 
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od tri medиsobno иpravna karakteristicna vektora. U ovom slисаји karakteristicni 
vektori definisи invarijantne pravce, koji sи иjedno glavni pravci izdиzenja и tom 
pravcи, а glavni pravci deformacije se deformisи и same sebe. Prema tome, 

egzistencija tri medusobno иpravna invarijantna pravca predstavlja potreban 
i dovoljan иslov da se glavni pravci deformacije deformisu и sami s<-be. 

Ekvivalentno ovome је 

potreban i dovoljan uslov da se glavni pravci deformacije deformisu и sami 
sebe jeste da se glavni pravci deformacije poklapaju sa glavnim pravcima 
izduzenja и tim pravcima. 

Uocimo da је ]{К L = о potreban иslov za cistи deformacijи, ali nije i dovoljan. 
Zaista, mogиce је da и (14.1) Ьиdе а< О, tj., invarijantnost pravca sadrzi и sebl 
mogиcnost promene prvoЬitnog smera invarijantnog pravca materijalnog linijskog 
elementa dХк i znaci rotacijи prvoЬitnog smera za иgао :n. 

Prema tome, Rк L = О predstavlja potreban i dovoljan иslov da glavni pravci 
deformacije bиdu invarijantni kao linije. 

Vezbanja 

1. Ako је А = а - 1 pokazati da se (14.2) moze napisati и oblikи 

А3 
- likiiA2 + ПikiiA - !Пiнil = О, 

gde sи Iв+R> Пв+R i II!в+il glavne invarijante tenzora Ef + R1
{L· 

2. Za potencijalnи deformacijи је 

t -1 t 
а) Скм = R1/CPQRмQ; 

Ь) вк - Ек + Ј._в-крЕ 
М - М 

2 
РМ· 

Dokazati. 

15. ELEMENТI POVRSI 1 ZAPREMINE 

U pocetnoj konfiguraciji materijalna povrs S tela В moze Ьiti predstavljena 
и oblikи 

хк = хк(И; V) (15.1) 

gde sи И i V koordinatne linije povrsi ili Gaиsovi (Gauss) parametri. Element 
povrsi dАи definisan је vektorima 

duXи = ~хк dU i dvXк = ахк dV, 
дИ дV 

(15.2) 

koji sи tangentni vektori koordinatnih linija V = const i И= const, respektivno, 
(sl. 13), tako da је 

(15.3) 
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U trenutnoj konfiguraciji geometrijsko mesto polozaja materijalne povrsi S definise 
povrs ;t ciji је analiticki oЬlik odreden jednacinama 

х~:= х~: [Хк (И, V), t] = х~: (И, V; t). (15.4) 

-и dАк 

Sl. 13 

Element povrsi dАк se deformise и element da~:, odreden vektorima 

d k - дхk dИ - k дХк dИ . 
иХ --- - Х-к-- 1 

дИ ' дИ 

дхk дХК 
dv~ = -- dV = Х~1с -- dV, 

д V ' дV 

(15.5) 

tako da је 

(15.6) 

Kako је ekzm = -/g е"1т i 

eklmx!Lx~м = ix~Pi екLмХ!f. = ј eJ'LмX!f. 
' Ј ' Ј ~G :а. Ј 

( 15. 7) 

s obzirom na (4.6) i na Cinjenicu da је екLм = Ја екLю tada (15.6) postaje 

oЬlika 
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Ш, роmоси (15.3) i (4.7), 

(15.8) 

Ovaj izraz predstavlja vezи izmedи odgovarajucih elemenata povrsi и pocetnoj 
i trenutnoj konfiguraciji, а koji sи sastavljeni od istih cestica tela t]J. Na osnovи 
njega se moze odrediti relacija izmedи povrsina elemenata povrsi ako se pode 
od izraza 

(da)2 = gk1da da = J 2gk1Xlf X!'dA dA " l ,k , l к /_.) 

koji роmоси (11.6) (7.5) postaje oЫika 
- ] 

(da) 2 = IIIcC1'LdAкdAL. (15.9) 

UporedиjиCiovaj izraz sa (7.1)2, koji mozemo napisati и oЬlikи dS2 = cкLdXкdXL, 
- ] 

vidimo da и оdпоsи па mereпje promeпe povrsiпe tenzor IIIcCкL igra istи иlоgи 
kao teпzor скL и оdпоsи па mereпje promene dиzine. Princip dиalnosti omogиcujt: 

- 1 

nam analogno tumacenje za IIIcck1
• Na osnovи istog principa sledi 

-1 

(dАк = J-1x~кdak, (dA)2 = Illcc1
'
1dakda1 (15.10) 

dиalno izrazima (15.8) i (15.9), respektivno. 

Dиalnost izmedи dиZina i povrsina sиgerise konstrukcijи elipsoida koji је 
- 1 - ] 

odreden tenzorima IIIcCKL i Illcck1 и ciljи ociglednog sagledavanja promene 
povrsine elemenata povrsi и procesи deformacije. Teoremc odeljka 1 О imajи svoje 
dиalno tиmacenje и odnosи na tenzore koji definisи ove elipsoide. 

U ciljи odredivanja promene zapremine tela, koja nastaj~ deformacijom teJa, 
иосiто takav materijalni zapreminski element и pocetnoj konfiguraciji Cije sи 
ivice dX~ и Х, tr ko da је 

dX{f = X~dx~, (о: = 1, 2, 3). (15.11) 

Tada је, s obzirom na (15.7) i (4.6), 

- Ја = -./G /Xf"/ ek1mdx~dx~dx'; = g ј-1 dv, 

gde је element zapremine dv definisan izrazom 

i predstavJja materijalni element zapremine dV pcsle deformacije (sJ. 14). Na osnovи 
(4.7) i (11.6) щоzе se napisati konacno da је 

dv = JdV = -./IIIcdV (15.12) 

cime је odredeг.a veza izmedи materijalnog zapreminskog elementa dV i elementa 
dv и koji se dV prevodi deformacijom. Ovaj izraz, kao i (15.9) i (Ј 5.10) роkаzији 
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ulogu i znacaj IIIc u merenju promena materijalnih elemenata povr~i i zapremina 
pri deformaciji. Tz ( 15.12) s.1edi da је 

dv -- 1 t 
- =.Ј IIIc = = (1 + 21в + 4Пв + 81Ilв) = 
dV .Ј Illc 

- t 
= ( 1 - 21. + 41Ie - 8Пlе) , (1 5.13) 

s obzirom na (11.3)3, (11.8)5 i (1 1.9)3• 

Sl. 14 

16. USLOVI KOMPAТIBILNOSТI 

U Е3 tenzor relativne deformacije Екс. ima sest nezavisnih komponenti i 
izrazava se preko komponenata vektora pomeranja и1' kao 

(7. 12)1 

Ovaj izraz predstav1ja sisteщ od sest nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jed
naCina prvog reda ро komponentama pomeranja i ne zadaje nikakve teskoce 
ako је polje pomeranja poznato. Za dato polje pomeranja odgovarajuCi tenzor 
re1ativne deformacije Екс. se nalazi vr1o jednostavno: nadu s.e odgovarajuce kom
ponente gradijenta pomeranja i zameцe и (7.12)1 . Ovaj postupak za odredivanje 
tenzora relativne deformacije Екс. dovodi do zakljucka: 

Bilo koje tri dzferencijabilne funkcije mogu se иzeti za komponente vektora 
pomeranja ик. 

Medutim, obrnut .zakljucak ne vazi, tj. Ьi1о koji s.is.tem od sest neprekidnih 
i diferencijaЬi1nih funkcija ne moze Ьiti u.zet za komponente tenzcra re1ativne 
deformacije Ею,· Zaista, sis.tem od sest jednaCina (7.12) 1 ро tri, u ovom s1ucaju, 
nepoznate funkcije и1' је preodreden i kao takav, u opstem s1ucaju, ne odre
duje ик ako su ЕкL proizvoljno uzete funkcije. Prema tome, za egzistenciju jedno
znacnog resenja иј( funkcije ЕкL moraju zadovo1jiti odredene us.1ove. Problem 
odredivanja ик za dato ро1је tenzora Екс. svodi se na integraciju sistema jednacina 
(7. 12) 1• Uslovi integrabilnosti ovog sistema, koje ЕкL mora zadovoljiti da bi sistem 
dopuш·o jednoznacno resenje ро ик, nazivaju se uslovi kompatibilnosti. Principijelno 
ovi uslovi s.e doЬijaju eliminacijom ик iz (7.2 1)1 . 
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Fizicko tumacenje uslova kompatiЬilnosti moze Ьiti dato na sledeCi nacin : 
zamislimo da је neprekidno telo '73 iseceno na male paralelopipede u pccetnoj 
konfiguraciji )(' (sl. 14), i da је svaki takav de1ic deformisan. U opstem slucaju, 
deformisani deJici se ne mogu sloziti bez dodatne deformacije tako da cine nepre
kidno telo '73 u )(1 . Medutim, ako је deformacija svakog deJica sagJasna sa defor
macijom svojih susednih delita, tj . kompatiЬi1na , onda se oni mogu sloziti u )(1 

Tada је polje pomeranja jednoznacno odredeno i ик su neprekidne i diferencijabllne 
funkcije polozaja. S obzirom na egzistenciju polja pomeranja tenzor ЕкL zado
voljava u tom slucaju uslove kompatiЬilnosti. 

I. Sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina (7.12)1 vrlo је slozen za racu
nanje. Zato cemo se prvo zadrzati na slucaju infinitezimaln.ih deformacija, kada 
је 

Ju~J « 1, 

tj . kada ј е gradijent pomeranja vrlo mala velicina. Tada (7 .12) 1 postaje 

1 
ЕкL = u <K· L> = ЕкL = - (ик·L + UL·к) . 2 . . 

(16.1) 

(16.2) 

s obzirom na (8.2)1. Sistem jednaCina (16.2) је linearan sistem parcijalnih diferen
cijalnih jednacina. 

Ako se (16.2) dva puta kovarijantno diferencira, doblcemo 

1 
ЕкL·мN = - (ик·LМN + UL·кмN) . . 2 . . t 16.3) 

Kako је u Е3 operacija diferenciranja komutativna u odnosu na redosled pt·o
menljivih ро kojima se vrsi diferenciranje, tj . vazi 

Ик;LМN = Ик ;т,Nм = Uи;MLN = · · ., 
tada је lako pokazati da је s1кмиL;кмN = О. Na osnovu ovoga izraza u ( 16.3) 
moguce је izvrsiti e1iminaciju komponenata vektora pomeranja tako da је 

( 16.4) 

sto predstav1ja trazene uslove kompatibilnosti koje tenzor relativne deformacije 
mora da zadovo1ji u slucaju infinitezima1nih deformacija . Ako se (16.4) komponuje 
sa БтрлБЈQS> doblja se (16.4) u razvijenom oЬliku 

C>~fi (>~~ 'Еиџm = bpQ,RS + Ёвs,РQ - EPs,RQ - EлQ,PS = О, 

gde је (>~~1 genera1isani Kronekerov delta sistem. 
Tenzor 

IJ def IИМ JLN Е 
1Ј = е е ИL;MN 

(16.4)а 

(16.5) 

naziva se tenzor inkompatibilnosti . Ovaj ten.zor је simetrican i kao takav ima sest 
nezavisnih komponenata. Uporedujuci (16.5) i (16.4) mozemo zakljuciti : uslovi 
kompatibllnosti (16.4) su zadovo1jeni ako i samo ako је 

r]IJ = О. (16.6) 

Odavde odmah sledi da broj nezavisnih jednaCina, koje tenzor relativne deformacije 
ЕиL mora da zadovolji kada је deformacija kompatiЬilna, iznosi sest. Medutim, 
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podvlacimo odmah da su ove jednacine fиnkcionalno zavisne, jer iz ( 16. 4) doЬijamo 

(16.7) 

sobzirom na osoЬinu antisimetricnosti tenzora sJLN i simetricnosti tenzora EкL;MNJ 
ро indeksima diferenciranja М, N i Ј. Ove tri identicnosti su poznate kao Bjankijeve 
(Bianchi) identicnosti u Rimanovoj geometriji. Prema tome, broj funkcionalno 
nezavisnih jednacina iznosi samo tri. 

Teorema: Uslovi kompatiЬilnosti sи potrebni i dovoljni иslovi egzistencije 
polja pomeranja, jednoznalnog и jednostrиko povezanom telи. 

Dokaz teoreme izvescemo za slucaj infinitezimalnih deformacija. Ne gube<':i nista 
u opstosti izvescemo dokaz teoreme u odnosu na Dekartov sistem koordinata jer 
egzistencija polja pomeranja u jednom koordinatnom sistemu povlaci njegovu 
egzistenciju u odnosu na Ьilo koji sistem dopustivih koordinata u Е3• 

Neka је Р0 (Z~) tacka te1a '13 u kojoj su pomeranje и~ i rotacija R~L zadati. 
Pomeranje и~ u Ьilo kojoj tacki Р (Zk) moze Ьiti odredeno pomocu krivolinijskog 
integrala dиZ glatke krive С и telu koja spaja Р0 sa Р (s1. 15). 

Tada је 

1/ 
/ 

1 
! 
\ 

р 

// 

Sl. 15 

и~ = и~ + Ј dиЈ = и~ + Ј иЈ.КdZк = 
с с 

= и~ + Ј ЕЈКdZк + Ј RJКdZк. 
с с 

(16.8) 

gde smo sa "," naznacili parcijalni izvod ро odgovarajucoj koordinati i gde smo 
koristili (8. 1)1 • Ро ponovljenim indeksima se vrsi saЬiranje u (16.8), pri cemu 
polozaj indeksa ne igra nikakvu ulogu s obzirom na to da је koordinarni sistem 
Dekartov. Ako se u poslednjem integralu dZк zameni sa d (Zк - ZJ;), gde је Zj; 
konstanta pri integraciji, i izvrsi parcijalna integracija doЬicemo 

Ј RJКdZк = Ј RЈк d (Zк - Z~) = 
С(Р0,Р) С(Р0,Р) 

- (ZP zo) -о - к- к RJK - Ј (Zк- Z~) RЈК,мdZм. 
С(Р,,Р) 
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Kako је 

- 1 1 
RЈк,м = 2· (uJ,K - Ик,Ј),м = 2 (иЈ,км - Ик,Јм + им.Јк - Им,Јк) = 

Ьiсе 

Ј RJJ<dZк = (Z~ - Z~) R.тк - Ј · (Zк - Zf:) (ЕмЈ,К - Еклџ) dZм. 
С(Р0,Р) С(Ро,Р) 

Smenorn ovog integrala и (16.8) konacno dobljarnc 

и~= и~ + (Zf:- Z~) R~к + f Fљ1 dZм. 
С(Р0,Р) 

(16.9) 

gde је 

(16.10) 

Ako porneranje treba da Ьиdе jednoznacna funkcija koordinata tacke, tada krivc
Iinijski integra1 и (16.9) rnora Ьiti nezavisan od риtа integracije koji spaja tacke 
Р0 i Р. То znaci da FJмdZм mora Ьiti totalni potencijal nekih fиnkcija po!ozaja НЈ. 
Prema torne, pctrebэn i dovoljan иslov da ovaj krivolinijski integra1 ne zavisi od 
риtа integracije и jednostrиko povezanoj oblasti је 

(16.11) 

Iz (16.10) se lako pokazиje d2 је 

FJlH,N = ЕЈм,N - ОкN (ЕмЈ.к - Еклџ) + (Zf: - Zи) (ЕмЈ,КN - Еим.ЈN) 

= Етц + (Zk - Zк) (ЕмЈ.КN - Екм.ЈN). 

Zarnenorn rnc:sta indeksima М i N и ovom izrazи dobljarno FJN.м· Zarnenom 
ovih izraza и (16. 11) s1edi njernи ekvivalentan izraz 

(Zf: - Zк) (Еш,КN - Екм,ЈN - ЕNЈ,Им + ЕкN,Јм) = О . 

Izraz и zagrэdi predstavlja иslove kornpatibllnosti (16.4)а. Prerna torne, иslovi 
(16.11) се Ьiti zadovoljeni ako sи иs1ovi kompatiЬilnosti zadovo1jeni. 

Vazi i obrnuto. Zai~ta, ako sи иslovi (16.11) zadovo1jeni, pclje porneranja и 
jednostrиko povezanoj oblasti је jednoznacno od!"edeno. Medutirn, tada sи i uslovi 
kornpatibl1nosti zadovoljeni sto neposredno s1edi iz prethodnog izraza, koji rnora 
и tom s1иcaju, da vazi za proizvoljan i:zЪor Zf: - Zк. Tirne srno ujedno i dokaza1i, 
da zadovoljenje uslova kompatibllnosti (16.4) ili (16.4)а predstav1ja potreban i 
dovo1jan uslcv egzistencije jednoznacnog polja porneranja и jednostruko povezano j, 
oblasti. D 

Za visestrиko povezanu oblast иslovi kompatibllnosti (16.4) sи potrebni, ali 
nisи vise dovo1jni. U torn s1ucajи rnorajи Ьiti zadovoljeni i neki dodatni иslovi. 
Poznato је da је neka cblast jednostrиko povezailll ako se Ьilo koja prosta zatvo
rena kriva linija и oblasti rno:Ze dovesti do na tacl<и oblasti, а da pri torne ne izlazi 
izvan date oblasti (sl. 16а). U protivnorn data oblast је visestrиko povezana (sl. 16Ь). 
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Sl. 16 

Neka т + 1-struko povezana oЬlast щоzе Ьiti pretvorena и jednostruko povezanu 
oЬlast pomocu т preseka (sl. lбс). Pri svakom od tih preseka moze se nacrtati т 
nezavisnih krivih С1, С2, ••• , Ст takvih da svaka od njih poCinje sa jedne strane 
preseka, а zavrsava sa druge strane istog preseka ( sl. lбс). N а ( sl. 17) prikazana 
је dvostruko povezana oЬlast za koju cemo izvesti trazene dodatne uslove. 

Sl. 17 

Posle izvedenog preseka ova oЬlast postaje jednostruko povezana. Obelezimo dve 
strane preseka sa ( + ) i ( - ), tako da su tacke р+ i р- sa suprotnih strana preseka. 
Krivolinijski integrali 

Р+ р-

Нј = Ј FJ.'ddZи 
Р, 

н;= Ј FJМdZм 
Р, 

58 



duz krivih 1inija integracije u tako stvorenoj jednostruko povezanoj ob1asti su 
jednoznacno odredeni. Medutim, vrednosti ovih integra1a ne moraju Ьiti jednake, 
jer se р+ i р- na1aze sa suprotnih strana preseka. Vrednost, recimo, prvog integra1a 
nece se promeniti ako se integracija vrsi duz Ьi1о koje druge krive linije u jednostruko 
povezanoj ob1asti koja spaja tacke Р0 i р+ Takva је 1inija Р0Р-С1Р+ ра је 

р+ р-

н;= f + f + f 
Ро Ро С,СР-,Р+) 

ili 

Нј- н~ = Ј FJмdZм 
С,(Р-,Р+) 

(16.12) 

Za proizvo1jno izabranu tacku Р+, jer ј е р- kao suprotna tacki Р+ izborom p
jednoznacno odredena, iz (16. 12) sledi 

н-;= н~, ( 16.13) 
ako је 

f FJМdZм = О, (16.14) 
С,(Р-,Р+) 

za glatku krivu c l u, presekom stvorenoj, jednostruko povezanoj oblasti koja spaja 
р- i Р+. Izraz (16.14) predstav1ja dodatni us1ov, koji zajedno sa us1ovim a kompa
tiЬi1nosti (16.4), predstavlja potrebne i dovoljne uslove egzistencije jednoznacnog 
ро1ја poщeranja u dvostruko povezanom telu. U s1ucaju da је telo т + 1-struko 
povezano moze se istim postupkom pokazati da uslovi (16.14), u tom slucaju, 
postaju 

Ј FJмdZм = Ј FJмdZм = ... = Ј FJмdZм = О, 
С, С, Ст 

(16.15) 

gde ј е FJM definisano sa ( 16.10) i gde su cl, С2, . . . , ст proizvo1jne glatke kri\le 
koje spajaju suprotne tacke odgovarajucih preseka (sl. 16 pod с i s1. 17). Time 
sm o dokazali da us1ovi kompatiЬilnosti (16.4) i dodatni uslovi (16.15) predstav-
1jaju potrebne i dovo1jne uslove za egzistenciju jednoznacnog polja pomeranja u 
т + 1-struko povezanom telu. 

Medutim, ovi us1ovi ne obezbeduju jedinstvEnost polja pomeranja u telu 
za dati t enzor deformacije ЕкL> ako nisu zadati pomeranje i rotacija u nekoj cestici 
Р0 t ela. Drukcije receno, samo pomocu t enzora relativne deforrnacije nismo u 
stan ju da odredimo u potpunosti polje pomeranja. То је i potpuno razum1jivo 
ako se zna da komponente tenzora ЕкL odreduju relativne polozaje tacaka u telu 
i da svakom k1·utom kretan ju tela odgovara nula tenzor relativne deformacije. 
Prema tome, samo pomocu tenzora relativne deformacije polje pomeranja је odre
deno do na kruto kretanje tela. Prema tome, u (16.9) и~ i RЗк su one veliCine koje 
odreduju kruto kretanje tela i to translaciju i rotaciju tela respektivno. 

U odnosu na D ekartov sistem koordinata, uslovi kompatiЬilnosti glase 

д2 - д2Е- аов-
- Ехх ~ _ 2 • ХУ 

?Јзз - дУ2 + дХ2 дХдУ = О, 
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= д2Ёzz ra2Exx _ 2 д
2Еzх = 0 "~22 дХ2 + az2 azax ' 

_ д2Ёхх ~ (- дЁуz дЁzх дЁху) __ О 
"723 = + + + ' ayaz ах ах ау az ( Ј 6.16) 

"'зl = - :~; + ai (a::;z + а:;у - а:;у) = о, 

2 
= _ 0

2
Ezz ~ ( дЕуz дЁzх _ дЕху) = О "'l ауах + az ах + ау az · 

U konkretnim zadacima u kojima se trazi da se, za dati tenzor ЕкL> odredi ро1је 
pomeranja prethodno se moraju proveriti us1ovi kompatiЬilnosti. Dalji postupak 
је integracija sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina (16.2) koji cemo ilustro
vati na sledecem primeru: 

Za dati tenzor relativne infi:nitezimalne deformacije 

r~ о о 

1 IR 
у 

{ЕкЈ = k { о -v -

-~;Ј 
(16.17) 

1 

R 

о о 

l 
odrediti polje pomeranja, gde је k infinitezimalna konsta:nta. ImajuCi u vidu njenu 
ulogu, dalje о njoj necemo voditi racuna. 

S obzirom na linearnu zavisnost ЕкL od nezavisno promenljive У odmah 
se vidi da su uslovi kompatiЬilnosti (16.16) zadovoljcni. Moze se pokazati da on 
predstavlja tenzor relativne deformacije pri Cistom savijanju stapa kruznog popl"ec
nog preseka poluprecnika R. Osa stapa је uzeta za X-osu, а savijanje se izvcdi 
spregovima koji deluju u ravni ХУ na krajevima stapa. Iz (16. 17), (16.2) i (6.3) 
dobljamo 

ди х у дих диу - о 
ах R ау+ ах-

OUy у диу диz - о (16.18) - - = -v - az + ау-дУ R 

дuz у дuz дих = О - - = - v- ах + az · az R 

Prvi nacm. Iz ovog sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina odredujemo 
komponente pomeranja Ux, Uy i Uz na taj nacin StO forщiramo odgovarajuce parci
jalne diferencijalne jed:naCine za svaku kompo:nentu. DrukCije receno, potrebno 
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. k ди х ди х . ди х р . d . . 
је da za, rec1mo omponentu иХ> znamo - , - , 1 - . rv1 о ovth 1zvoda 

ах ау az 
dat је eksplicitno sa ( 16.18) 1. Za odredivanje drugog c1ana formiramo njemu odgo

д дих д дих . д дих 
varajuCi sistem jednacina ро - - , - - 1 - - . 

ах ау дУ дУ az дУ 
Tako је 

д дих д дих 1 
- - = --= -
ах ау дУ ах R 

(а) 

s obzirom na ( 16.18)1 • Diferencirajuci (16.18) 2 ро У doЬijamo 

д ди х - д диу - д ди у - о 
дУ дУ - - дУ ах - - ах- дУ - ' 

(Ь) 

gde smo koristili (16.18)3 • Ako se da1je (16.18)6 diferencira ро У, а ( 16.18) 2 ро 
Z i tako doЬijeni izrazi saberu, doЬicemo 

ili, prema (16.18)4 

2~ дих __!__ (диу диz) = О 
az а У + ах az + а У ' 

_ј_ дих = о 
дZ дУ ' 

(с) 

cime је i komp1etiran trazeni sistem jednaCina za дихfдУ. Iz (Ь) i (с) se vidi da 
је дихfдУ nezavisno od У i Z. Integracijom (а) doЬijamo 

дих = Х+ А, 
дУ R 

(16.19) 

gde је А integraciona konstanta. C1an дихfдZ odredicemo na slican nacin iz njemu 

d 
. ' . д дих д дих . д дих 

о govaraJuceg s1stema jednacina ро дх дz, дУ дZ 1 дZ дZ Ako se uzme 

u obzir ( 16.18)1, (16.19), (16.18)5 i (16.18)6, 1ako је videti da ј е 

tj. 

д дих д дих о 
ах дZ = az ах = ' 

д ди х _ д диz _ д диz _ О 
--- - -- - - --- ' az az дZ ах ах az 

дих = в, 
дZ 

( 16.20) 
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gde је В proizvoljna konstanta. Parcijalne diferencijalne jednacine (16.18) 1, (16.19) 
i (16.20) su trazeni sistem jednaCina za odredivanje их . Integracijom (16.18)1 

dobijamo 
ХУ 

Ux = - + r(Y,Z), (d) 
R 

gde је r (У, Z) kao integraciona konstanta proizvoljna funkcija У i Z. Smenom 
ovog izraza и (16. 19) sledi da је 

Х дr Х + А .1• ~ __ А, - +- =- 11 
R д У R д У 

odak1e se integracijom doЬija 

r =АУ + t (Z), 

gde је t (Z) integraciona konstanta i kao takva proizvoljna funkcija od Z. Tada 
(d) postaje 

ХУ 
Их = - +А У + t (Z). 

R 

Iz (е) (16.20) se vidi da је 

.!!!._ = В i1i t = BZ + С, 
dZ 

gde је С integraciona konstanta. Tada (е) daje konacno 

ХУ 
их=~ +A Y + BZ+ С. 

R 

(е) 

(16.21) 

Za odredivanje komponente pomeranja Uy postupak se ponav1ja. Medutim, odgo
varajuci sistem parcija1nih diferencijalnih jednacina ро диујдХ, дuујдУ i диуfдZ 
se sada, na osnovu prethodnih rezultata, daleko lakse na1azi. Tako је 

диу _ дих _ Х А 
ах - - дУ - - R.- ' (16.22) 

s obzirom na (16.18) 2 i (16.19). Drugi clan trazenog sistema dat је sa (16.18)3 • 

Za дuујдZ odgovarajuCi sistem diferencijalnih jednaCina је ро 

д диу д диу . д дuу 

дХ дZ ' дУ дZ 1 дZ дZ . 
Iz (16.22), (16.18)3, (16.18)4 i (16.18)5 sledi da је 

д дuу д дuу- о 
-- =----, 
ах az az ах 

д дuу д диу, - о 
- - =---' 
д У дZ дZ дУ 

д диу д диz д дuу 1 
--=-- - = - -- - =v-. 
дZ дZ дZ дУ дУ дZ R 
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Iz ovog sistema jednacina se vidi da је диуfдZ funkcija samo od z. Integracijom 
poslednje jednaCine doЬijamo 

дuу = v z + D, 
дZ R 

(1 6.23) 

gde је D integraciona konstanta. Ako se jednacina (16.22), koja zajedno sa jedna
cinama ( 16.18)з i (16.23) odredиje U11, integrali doЬicemo 

Х2 
Uy = - - -АХ+ fjJ (У, Z), 

2R 
(f ) 

gde је rp (У, Z) proizvolj:na funkcija svojih arguщenata. Srn.enom Щ и (16.1 8)з. 
iшamo da је 

Resenje ove jednacine је 

дrр у 
- = -v-. 
дУ R 

У2 
rp = - v - + 1р (Z), 

2R 

gde 1р (Z) proizvoljna funkcija od Z. Smenom ovog izraza и (f) и11 postaje oblika 

Х2 У2 
Uy = - - - АХ - v - + 1р (Z). (g) 

2R 2R 

Iz (g) i (16.23) sledi diferencijalna jednacina 

cije resenje glasi 

d1p z о 
- =v- +D, 
dZ R 

Z2 
1р = v - + DZ + Е, 

2R 

gde је Е integraciona konstэnta. Роmоси ovog izraza moze se konacno (g) pisati 
и sredenom о Ьlikи 

иу = - -1 [Х2 + v (У2 - Z 2) ] -АХ + DZ + Е. 
2R 

(16.24) 

Na osnovu izvedenih rezultata odgovarajuci sistem parcijalnih diferencijalnih jed
nacina ZЗ odredivanje Uz glasi 

дuу = _ ди~ = -В, 
дХ дZ 

диz диу Z D 
-=-- =-v--
дУ дZ R ' 

(h) 

диz у 
- = -v-. 
дZ R 
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gde smo koristili ( 16. 18) 1,4 ,6 , (16.20) i (16.23). Integracijom prve jednacine doЬijamo 

иz = -вх + rx (У, Z), (i) 

gde је IX (У, Z) proizvoljna i za sada neodredena funkcija svojih argu.menata. Odgo
varajиca diferencijalna jednaCina za njeno odredivan je dobija se iz (i) i (h) 2 i glasi 

дrх Z 
- = -v- - D. 
дУ R 

Njeno resenje је 
YZ 

rx = - v - + {Ј (Z) - D У, 
R 

gde је {Ј (Z) sada proizvoljna funkcija od Z . Sada је mogиce pisati (i) u oЬliku 

YZ 
иz =- v -- +{Ј (Z)- ВХ - DY. 

R 

Diferencijalna jednacina za odredivanje {Ј (Z) sledi iz ( ј) i (h)3 i glasi 

cije resenje ima oЬlik 

d{J =о, 
dZ 

{Ј= F, 

(ј) 

gde је F integraciona konstanta. Tada se (ј) moze pisati и konacnom obliku 

YZ 
и. = - v - - ВХ - D У + F . 

R 
(16.25) 

Izrazi (16.21), (16.24) i (16.25) odredиju komponente polja pomeranja и jednostrиko 
p ovezanom telи za tenzor relativne deformacije ЕкL> koji је dat sa (16.17). 

Drugi nacin. Jedan od nacina ј е vezan za koriscenje formиla (16.9) i (16.10) 
kojima је dato polje pomeranja. u izvesnom smislи moglo Ьi se ocekivati da njihovo 
koriЭcenje olaksava nalazenje polja pomeranja, jer se сео postиpak svodi na jednи 
integraciju. Medиtim, to nije иvek slиcaj jer ovaj naCin, kao i prethodni, ima svoje 
dobre strane kao i mane. То cemo i ilиstrovati na datom primerи. 

Pokazali smo da su uslovi kompatiЬilnosti identicki zadovoljeni, ili ekviva
lentno tome da је FJмdZм totalni diferencijal nekih fиnkcija НЈ, tj. da је НЈ.м = 
= FЈМ. U tom slисаји је 

р 

r FJмdZм = Ј dHJ = н~ - н~' 
С(Р0,Р) Р. 

gde smo sa Н~ i НЈ oznacili vrednost funkcija НЈ и tackama Р i Р0 respektivno. 
Smenom ovog izraza и (16.9) doЬijamo trazeno polje pomeranja u oЬlikи 

и~ = и~ + (Z:; - Z~) R~к + Н~ - НЗ. (16.26) 
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Сео nas zadatak se sada svodi na nalazenje funkcija НЈ. Pri tome polazimo od 
n jima odgovarajuceg sisteщa diferencijalnih jednacina 

НЈ,.,, = дд:Ј = FJ.\t = ЕЈи + (Z~ - Zк) (Е,~1Ј,к - Еюџ)- (k) 
.W 

U nasem konkretnom primeru vidi se, na osnovu ( \6.17), da ј е Екr, funkcija &amo 
od У = Z 2 i da је ЕкL = 0 za К =F L. Na osnovu toga ј е lako pokazati da su sve koщ
ponente tenzora ЕЈ,мк jednake nuli izuzev sledece t ri : 

- дЕхх 1 
Ен,z = д У- = R, Е22 ., = дЕУ!'. = - у_!_ 

·- д У R' 
Е _ дbzz _ 1 
зз,2- дУ - - v R. П) 

Smenom ovih vrednosti u (k) nalazimo za Н1 sistem jednaCina 

дНl ур 
Hl l = - -= -, · ах R 

дН1 
Н. о= --= 0 

"·- дУ ' 
дН1 

нl.з = ai = о, 

koje integracijom daju 

il i 

Integraciona konstanta М u оvощ izrazu nestaje i to се Ьiti slucaj i dalje kada 
se trazi razlika Н~ - Н~ za svako Ј = 1, 2, З. Zato ove integracione konstante 
dalje n ecemo ni pisati. Ako se (16.26) napise u oЫiku 

(16.27) 

koji је za dalja koriscenja pogodniji, onda se na osnovi izvedenih rezultata mcze 
pisati 

р ХРУР (RO ха) ур R D ZP +с 
и х = ~ + ХУ - R + xz 1> 

(щ) 

gde smo koristili konvenciju obelezavanja pojedinih Dekartovih koordinata zк 
kao i komponenata pomeranja u odnosu na ovaj koordip.atni sistem (vidi odeljak 6) 

d R0 R0 • R 0 ь l v • R0 R0 • R 0 k . i g е su 1 2, 23 1 31 о е eze111 sa хУ> yz 1 zx respe tlvno. 

Iz (k), (1) i (16.17) se nalazi sistem jednaCina za Н2 : 

дН2 Х Хр 
н2 1 =--=-- --; 

анz zp z 
Н23 = -- = v - -У - . 

' дZ R R · ах R R 

Integracijom prve jednaCine sistema doЬijamo 

Х2 хр 

Н 2 = - - -Х + р ( У, Z), 
2R R 
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gde је р (У, Z) proizvoljna funkcija svojih argumenata. Iz ovog izraza i druge 
jednacine sistema sledi da је 

odakle se integracijom doЬija 
yz 

р = - v- + q (Z), 
2R 

gde је q (Z) proizvoljna funkcija svoga argumenta. Tada је 

xz ХР yz 
Н2 =---Х- v - + q (Z). 

2R R 2R 

Iz ovog izraza i trece jednacine sistema, kojim је odredeno Н2, doЬijamo da је 

dq zp z 
-=v- -v-
dZ R R' 

cije resenje glasi 
ZP zz 

q=v-Z-v- . 
R 2R 

Znaci da је 

Ako s.e sada izracunaju vrednosti ove funkcije u tackama Р i Р0, tj. ako se odrede 
н: i н~, . tada је lako pokazati da је 

и~= - _1 {(ХР)2 + 11 ((УР)2 - (ZP)2)} - (R~y - хо)ХР + 
2R R 

+ (R<:z - v zo) ZP + с2 - _1 {(Х0)2 - v [(у0)2 - czo)Z]}, 
R 2R 

stq, neposredno sledi iz (16.27) za Ј= 2. 

Za Н3 odgovaraj•1Ci sistem jednacina је 

дНз 
H sl = -=О, 

. -дХ 

дНз УР 
Нзз =- = -v-. 

. дZ R 
дНз 

Нзz =- =О, 
. д У . 

Iz prve dve jednacine ovog sistema se vidi da Н3 ne zavisi od Х i У, а integracijom 
trece se doЬija 

Lako је videti da је 
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Smenom ovog izraza и (16.27), za Ј= З, sledi 

р уР zp Ro хр (Ro zo) уР 
Uz = -v ~ - xz - yz - 'V R + Сз. (о) 

Izrazi (m), (n) i (о) odredиjи komponente trazenog polja pomeranja. Uporedиjиci 
ove izraze sa (16.21), (16.24) i (16.25) na1azimo vezи izmedи konstanti ovih izraza, tj . 

х о 
А =R:?cy - - , 

R 

zo 
D = R~z - 1• - , 

R 

gde је СЈ (Ј= 1, 2, З) dato sa (16.27) 2 • I и jednom i u drиgom slucaju, ocigledno 
је, иkираn broj nezavisnih konstanti је sest. Odredivanje ovih konstanti vezano 
је za odredene granicne uslove. U nasim proЬlemima ovi uslovi иvek imaju fizicki 
smisao ра је sa tog stanovista interpretacija konstanti Ьitno vezana za fizicku stranu 
proЬlema. Ako su granicni uslovi dati preko pomeranja и~ i rotacije R~L' defi
nisanih u tacki tela Р 0 , onda drиgi metod ima izvesnu prednost u pogledu odre
divanja polja pomeranja. Sa matematickog stanovista prvi metod se cesce koristi. 

Me-dutim, to ne znaci da su ova dva metoda i jedina. Postoje i drugi metodi, 
ali ih mi necemo navoditi, s obzirom na predmet naseg izucavanja, mada је njihovo 
poznavanje sasvim pozeljno. 

П. ProЬlem odredivanja ро1ја pomeranja и slиcaju konacnih deformacija 
је daleko slozeniji. Sa matematickog stanovista proЬlem se svodi na integraciju 
sistema nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina (7 .12). U tom slucaju 
izvodenje uslova kompatiЬilnosti na do sada iz1ozeni naCin, tj . eliminacijom kom
ponenata pomeranja, је vr1o slozen postupak i kao takav nepraktican. Tada se 
koristi drugi postupak, koji је geometrijskog karaktera. u sustini proЬlem se svodi 
na odredivanje jednacina kretanja (4.5) 1 za zadati tenzor relativne deformacije 
ili ekvivalentno tome, za zadati tenzor deformacije СКL s obzirom na (7.1 1)1• 

Iz (6.1) se odmah vidi da је polozajem х (ili р) Ьilo koje cestice te1a, u datom 
trenutku vremena, jednoznacno odredeno polje pomeranja. Vazi i obrnuto. U 
odnosu na Dekartove koordinate ovi zakljucci su jasno izrazeni sa (6.2). Pre
ma tome, uslovi kompatiЬilnosti i1i uslovi integraЬilnosti koje moraju zadovolja"
vati tenzori ЕкL i СкL' da Ьi postojalo jednoznacno polje pomeranja ili jedno::
znacno kretanje, su medusobno ekvivalentni. 

Jednacine 

(7.З) 

su onaj polazni sistem jednacina iz koga, za dati tenzor deformacije С KL' · odre~ 
dujemo kretanje tela. Iz ovog sistema se doЬija 

дх" 
дХК = Х~ю (16.28) 

с g 
(16.29) 
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koji definisи sisteme parcijalnih diferencijalnih jednaCina ро xk i х~ к i gde su 
g с , 

{ т} { м \ Kristofelovi (Christofell) simbo1i и odnosи na tenzore gkl i c/{L res

k l KLJ 
pektivno. Nas proЫem se sada svodi na nalazenje dvanaest funkcija 

х'' = xk (Хиt) i х~ = xk (Хиt) 
• ,IC ,К ' ' 

koje zadovoljavajи ove sisteme parcija1nih diferencijalnih jednacina i takode sest 
konacnih jednaCina (7.3), koje cemo pisati и ekvivalentnom ob1iku 

(7.3)а 

Uslovi integraЬilnosti sistema jednaCina (16.28) sи 

д дхk д дхk 

дХL дХи ~ дХк дХL 

i identicki sи zadovoljeni s obzirom na (16.29). Za (16.29) ovi uslovi sи 

д д k д д k 

ахм дХL 'Х;и = дХL ахм Х;к 

i, роmоси (16.29), mogи se pisati и оЫikи 

с g 

RиLмN = RklmnX~иX~Lx~1X~N> 
с g 

gde su R1,LмN i Rkzmn Riman-Kristofelovi tenzori definisani u odnosи na tenzore 
СкL i gk1 respektivno . S obzirom na to da је gk1 osnovni metricki tc.nzor Е3 i da 
је tada 

g 

Rklmn =О 

ovi иs1ovi integeaЬilnosti se mogи napisati и oЫiku 

с 

RKLMN =о. (16.30) 

То su ujedno i trazeni иslovi kompatiЬilnosti koje mora zadovoljavati tenzor defor
macije СкL· 

Vazno је иociti da sistem jednacina (16.29) sledi, na nacin kako је doЬijen, 
ne samo iz (7.3), nego i iz njemи prosirenog sistema 

СкL = gkzX~кX~L + АиL 
gde sи АкL proizvoljne konstante. Zato је za Ьi1о koje resenje sistema (16.28) i 
(16.29) leva strana (7.3)а neka konstantna vrednost. Ako se pocetne vrednosti 
izaberu tako da Ьиdе zadovoljeno (7.3)а i nadeno resenje се, za te pocetne иslove, 
zadovoljavati (7.3)а. То namece sest иslova na konstantne integracije. Kako је 
ukиpan broj konstanti integracije sistema (16.28) i (16.29) dvanaest, tada је, s obzi
rom na prethodno navedenih sest иslova, samo sest od njih potpиno proizvoljno. 
Pri tome se podrazиmeva da sи иslovi integl'aЬilnosti (16.30) identicki zadovcljeni, 
sto је ekvivalentno zahtevи da telo '73, k.oje se u pocetnom trenиtkи to nalazilo 
и Е3, mora i posle deformacije nalaziti и Е3• 
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Sa geometrijskog stanovista uslovi integraЬilnosti (16.30) su vezani za metricka 
svojstva tenzora СКL. Prema dobro poznatoj Rim:шovoj teoremi neki simetrican 
tenzor ВкL је metricki tenzor euklidskog prostora ako i samo ako је pozitivno 

в 

definitan, а n.jegov, Riman-Kristofelov tenzo.r RкЫviN> identicki jednak n.uli. 
Tenzol" СкL је simetrican i pozitivno definitan s obzirom па (7.1) 2• Iz istog izraza 
se vidi da se pomocu n.jega meri rastojanje, tj. оп је metricki tenzcr u Е3• Tada, 

с 

na osnovu navedene Rimanove teoreme, njegov Riman-Kristofelov ten.zor RиLмN 
mora Ьiti iden.ticki jednak nuli. Prema tome, sest proizvoljno izabranih neprekidnih 
i diferencijaЬilnih funkcija FКЈ, (Хм; t), F ИL = F Lio mozemo uzeti za kompo
nente ten.zora deformacije, tj. 

ako, i samo ako, је tako dati tenzor СкL pozitivno definitan, а njegov Riman-Kristo-
c Е 

felov tenzor RкLмN ili RкLмN (sto је isto) identicki jednak nuli. U protivnom, 
za tako zadati tenzor deformacija nije kompatiЬilna, ili: deformacija је inkopati
Ьilna. U tom slucaju polje pomeran.ja nije jednozn.acno odredeno. 

S obzirom na dualnost tenzora СкL i ck1 sledi i dualnost uslova kompatiЬilnosti 
(16.30), koji tada glasi 

(16.31) 

U razvijenom oЬliku Riman-Kristcfelov tenzor moze Ьiti dat sa nekoliko ekviva
lentnih izraza. Tako је 

(16.32) 

gde su Kristofelovi simboli prve i druge vrste izracunati и odnosu na ckz· Na osnovu 
principa dualnosti iz (16.32) doЬijamo odgovarajuce izraze za Riman-Kristofelov 

с 

tenzor RкмРQ· Iz ( 6.32) se vidi da је 

с с с с 

Rktnpq = -Rmlcpq = -Rkmqp =Rpqkm 

с с с 

Rтc"'pq + Rkpqт + Rkqmp = О. (16.33) 
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Uzimajuci u obzir ove osoЬine Riman-Kristofe1ovog tenzora· moze se pokazati 
da је u Е3 ukupan broj njegovih nezavisnih komponenti sest. Те komponente su 

с с с с с с 

R1212' R121з' R122з' R131з, R1з2з, R2з2з· (16.34) 

с 

Medutim, s obzirom na to da tenzor R klmn zadovo1java Bjankijevu (Bianchi) iden
ticnost 

с с с 

Rkmpq,r + Rkтqr,p + R kmrp ,q = О (16.35) 

napred navedenih sest komponenata nisu funkciona1no nezavisne. 
U odnosu na tenzor relativne deformacije ЕкL uslovi kompatiЬiJnosti (16.32) 

mogu se pisati u ekviva1entnom oЬliku 

Екм.РQ + EPQ,KM - ЕкР,МQ- ЕмQ,КР + 
-1 

+ слs [(Е.~щк + Екн,м - Екм,н) (EPS,Q + EQs,P - EPQ,s) - (16.36) 

- (Емл,Q + ЕQн.и - ЕмQ,н) (E PS,K + Екs.Р - ЕРк,s)] = О . 

U slucaju infinitezimalnih deformacija uslovi kompatiЬilnosti dati sa (16.4)а ne
posredno slede iz (16.36) kada se poslednja dva reda (16.36) zanemare kao infini
tezimale viseg reda . 

S obzirom na ekvivalentnost uslova kompatiЬilnosti (16.36) i (16.30) i na to 
da tenzor Е KL definise relativni po1ozaj materijalnih taeaka tela zakljucuje.mo: 
jednacinama (16.28) i (16.29) odreden је polo:laj te1a u prostoru do na kruto kretanje. 
Та neodredenost po1ozaja tela og1eda se u sest nezavisnih konstanti integracije. 
Za zadate pocetne uslove ove konstante su jednoznacno odredene cime је i po1ozaj 
te1a u prostoru u trenutku t jednoznacno odreden. 

u s1ucaju kada је deforщacija ravna, о cemu се kasnije Ьiti vise reCi, Ьiсе 

х"' = х"- cx:t), z = z = х3 = Х3, (С<, г = 1, 2). (16.37) 

Tada је prostor nasih fizickih dogadaja euklidski dvodimenziona1ni prostor Е2, а 

и« = и"' cx;t), и3 = о, 

s obziгom na (16.37) i (6.1). U tom slucaju је, prema (7.12), 

Еrл = Егл (X~t), (Г, А, Ll = 1, 2), (16.38) 

dok su sve ostale komponente tenzora re1ativne deformacije jednake nuli. Iz (7 .11)1 
se doЬija da је 

Сгл = Сгл (X~t), Сзr = Сгз =О, С3з = 1, (16.39) 

jer је tada G3r = Gгз = О, G33 = 1 s obzirom na ( 16.37)2 • Uslovi kompatiЬilnosti 
se tada svode na svega jednu jednaCinu i to 

с 

Rl212 = О, ( 16.40) 

dok su sve ostale nezavisne komponente, date sa (16.34), identicki jednake nuli. 
U slucaju da su ravne deformacije infinitezima1ne, trazeni us1ov kompatiЬi1-

nosti se doЬija iz ( 16.4)а i u razvijenom obliku glasi 

(16.41) 
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U odnosu na Dekartove koordinate ovaj uslov kompatiЬilnosti postaje 

(16.42) 

Do sada је Ьilo reci samo о kompatiЬilnim deforrnacijarr.a. 

Radi potpunijeg sagledavanja fizickih proЫerna vezanih za deformaciju tela 
smatrarno nuznirn da kazerno, makar informativno, nekoliko reCi о deforrnacijama 
koje nisu kompatiЬilne i koje zbog toga nazivamo : inkornpatibilne deformacije. U 
tom slucaju, vec је ranije Ьilo receno, polje pomeranja nije jednoznacno definisano. 
Kratko receno: u slucaju inkornpatiЬilnih deforrnacija polje porneranja jeviseznacno 
ili prekidno. Samim ро seЬi se razume da tada uslovi kompatiЬilnosti izrazeni 
relacijama (16.4) Ш (16.6), u slucaju infinitezimalnih deformacija, ili (16.30), u 

с 

slucaju konacnih deformacija, nisu zadovoljeni. Zato se tenzori ?Ји i Rкы1N> 
kojima se izrazavaju ovi uslovi, i nazivaju tenzori inkompatiЬilnosti za infinitezirnal
ne i konacne deforrnacije, respektivno. 

ProЫemi inkompatiЬilnih deformacija su od velikog znaeaja u praksi. 
Takvi proЫemi su vezani za termicke napone, za proЫeme dislokacija, proЬleme 
pocetnih napona i druge znacajne proЬleme . U poslednje vreme ovim proЫemima 
se poklanja velika paz.nja i sa teorijskog stanovista. Formirane su i posebne 
nau.:ne discipline koje se bave ispitivanjem pojedinih uzroka inkompatiЬilnosti. 
Takva је, na primer, teorija dislokacija. U okviru takvih teorija, posebnih naucnih 
disciplina, inkompatiЬilne deforrnacije se postbno izucavaju. 

Vezbanja 

1. Pokazati da је za jedan od navedena dva tenzora deformacije infinitezirnalna 
deformacija kompatiЬilna. Za taj tenzor odrediti polje pomeranja ako su u 
Р0 (0, О, О) pomeranje и{; i rotacija R~L jednaki nuli. 

U datim izrazima 

- PZ 
Еуу = k-- , 

сз 

XYZ 
Вху = k--, 

сз 

с је konstanta sa dirnenzijorn du2ine, а k infinit:ezirnalna konstanta. 

2. Za tenzor infinitezirnalne deformacije 

Ехх = kXY, Еуу = -vkXY, 

gde su v, k i с konstante, odrediti polje pomeranja. 
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З. Pokazati da stanje deformacije definisano tenzorom 

Ехх = k (Х2 + У2), Еуу = k (У2 + Z2
), Еху = cXYZ, 

Exz = Eyz = Ezz = О, 

gde sи k i с konstante, nije moguce za neprekidno telo. 

4. Cvrsto telo se nehomogeno zagreva do temperature Т (Х, У, Z). Ako se pret
postavi da se svaki element tela slobodno (bez ogranicenja) termicki siri, onda је 

Ехх = ЕУУ = Ezz = CI.T, ЕхУ = Byz = Ezx = О, 

gde ј е konstanta СЈ. koeficijent termickog sirenja. Pokazati da је to moguce 
samo tada kada је Т linearna funkcija svojih argumenata, tj. kada је Т = 
=аХ + ЬУ + CZ + d, gde su а, Ь, с i d konstante. 

5. Za dati tenzor relativne infinitezimalne deformacije 

Ехх = k (5 + Х2 + Р + Х4 + У4), 

Еуу = k(6 + ЗХ2 + ЗУ2 + Х' + У4), Еху = Eyz = Ezx =О, 

Ezz = k [10 + 4ХУ (Х2 + У2 + 2)], 

pokazati da su uslovi kompatiЬilnosti zadovoljeni. Naci polje pomeranja ako 
su pomeranje i rotacija и koordinatnom pocetku jednaki nuli. 

6. Izabrati Ьilo koje tri neprekidne i diferencijaЬilne funkcije Х, У, Z i t za kom
ponente pomeranja. Za tako izabrano polje pomeranja odrediti tenzor relativne 
infinitezimaJne deformacije ЕкL· Poznato је da su uslovi kompatiЬilnosti 
za tako doЬijeni tenzor ЕКЕ, identicki zadovoljeni. 

Smatrajuci da је p;:>znat samo tenzor ЕкL odrediti polje pomeranja za 
tako odredeni tenzor i uporediti ga sa izabranim poljem poщeranja. 

Kada се ova dva polja pomeranja Ьiti identicki jednaka? 

7. Ako se хк posmatraju kao konvektivne koordinate, onda је sa (4.5) definisana 
koordinatna transformacija и Е3• Tada ј е СкL osnovni metricki tenzor и 
х1 и Е3 и odnosu na konvektivne koordinate хк. Као takav ima osoЬinu da 
dize i spиsta indekse komponenata datih tenzorskih velicina. Zaista, ako је v 
neki vektor onda је 
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gde sи vк i vk komponente vektora v и odnosu na koordinate хк i xk respek
tivno i gde ј е Х;~ dato sa (5.4). Kovarijantne koordinate vektora v u odnosи 
na х/с sи V~c = g,.1v

1
• Pitanje glasi: da li su njegove kovarijantne koordinate и 

odnosu na хк (kao konvektivne koordinate) date sa vк = CкLvL ? Da Ьi to 
dokazali potrebno је i dovoljpo pokazati da је sa vк odreden vektor v, tj. da 
vк zadovoljava odredeni zakon transformacije koji povezиje komponente 
vektora v и dva koordinatna sistema. Ako se pode od tog izraza i iskoristi 
а) dоЬiсещо 

Ь) 

gde smo koristili (7.3)1 i (5.3). Izraz Ь) predstavlja zakon transformacije izmedи 
koordinata vektora v definisanih и odposи ра хк i х/с respektivno. Iz Ь) se 
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neposrednO Vidi, na nacin kakO је definisanO Vк, da СиL ima OSOЬinU SpUStanja 
indeksa. 

Pokazati da сиL ima osoЬinu dizanja indeksa. 

U slucaju da su хи щaterijalne koordinate, tenzor С ИL nema ovo svojstvo . 

Pokazati to na tenzoru prvog reda. 

8. Izraziti uslove kompatiЬilnosti (16.4), u odnosu na: 

а) sferne polarne koordinate 

Ь) cilindarske polarne koordinate. 

9. Neka је 

Ёхх = а + Ь (Х2 + У2) + Х4 + У4, Ёуу = rx. + р (Х2 + У2) + Х4 + У4, 
Ёху = А + ВХУ(Х2 + У2- с2), Ёуz = Ёzх = Ёzz =О, 

gde su а, Ь, с, rx., р, А i В konstante. Pokazati da је deformacija koшpatiЬilx:a 
ako је 

В = 2, Ь + Р + 2с2 = О. 

Za taj slucaj odrediti polje poщeranja. 

10. Ako ЕКL zadovoljava uslove kompatiЬilnosti i ako је 0ик Ьilo koje resenje 
sistema Ёю, = u<И . LJ> tada najopstije resenje ovog sistema glassi 

Ик = 0Ик + РмRмк + Вк 

gde su: рм Ьilo koji vektor koji zadovoljava uslov da је Р~ = o~r, Rмк 
Ьilo koji antisimetrican tenzor takav da је Rмк:L = О i Вк;L = О. Dokazati. 

Napomena: Ovim opstim izrazom se izrazava stav da је poщeranje, koje 
odgovara datom tenzoru relativne deforщacije, odredeno do na kruto kretanje . 

11 . Neka је tenzor infiniteziщalne deformacije za jednostruko povezano telo 

gde su АкLм.r.: konstante. Kakve uslove moraju zadovoljavati ove konstante 
da Ьi uslovi kompatiЬilnosti Ьili zadovoljeni? Odrediti za taj slucaj polje po
meranja. 

12. Za suplji cilindar, Cija ј е osa z-osa, moguce dvodimenzijsko polje infinitezi
щalne deforщacije dato је sa 

_ А (Л + f-l) ух2 

е12 = --, 
f-l(A + 2f-l) r4 

_ А х ( Л + f-l х2 
- у2) 

е22 = 2 (Л + 2f-l) r2 1 - - f-l- r2 

gde su А, Л i f-l konstante. 
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а) Da li dato polje deforщacije zadovoljava uslove kompatibilnosti? 

Ь) Odrediti polje pomeranja, pod uslovom da dati tenzor deformacije zado
voljava uslove kompatiЬilnosti. 

с) Da li ј е tako odredeno polje pomeranja jednoznacno i neprekidno? Ako 
ne, pod kojim uslovirna је jednoznacno? 

17. NEKI PRIMERI DEFORMACIJE 

Razщotrimo neke primere deformacije, koji nam, zbog svoje proste geo
metrijske interpretacije, omogucavaju jasno sagledavanje prirode lokalne defor
щacije. U prvom redu to su: 

1 Deformaciie koie sи rezиltat ogranicenia па pomerania nezavisno od 
oЫika tela и referentnoi konfigиraci_ji. 

Ovoj klasi deformacije pripadaju kruto pomeranje (odeljci 7а, 9, 11), Cista 
deformacija (odeljak 12), potencijalna deformacijэ (odeljak 12) i izohoricna defor
macija. 

1zohoricne deformacije. Deformacije pri kojirna se zapreminski element ne 
menja nazivamo izohoricne deformacije. Potreban i dovoljэn uslov da Ьi defor
macija Ьila izohoricna dat је jednom od relacija 

Ј = 1, Illc = 1, IIT;1 = 1, 1 - 2Ie + 41Ie - 8IIIe = 1, ... (17.1) 

koje s1ede iz (15.12), (15.13) .. . 

Na osnovu (17.1) 2 i teoreщe о reprezentaciji izotropnih funkcija (vidi Dodatak) 
s ledi da је izotropna skalarna funkcija od с funkcija njegovih invarijanti Ic i Пс. 
Ove invarijante zadovoljavaju relacije 

Ic = Ilc, Ilc;.= Ic. ( 17 .2) 

11 Deformaci_je ko}e sи odredene pomeran}em и odnosи па referentnи 
konfigиraciju. 

Homogena deformacija је definisana afinom hoщogenom transformacijom 

zl' = А;zк, z = AZ (17.3) 

и odnosu na referentnu konfiguraciju. Matrica А је regularna i konstantna. Defor
щacija (17.3) prevodi prave linije u prave, elipse (ukljucujuci krug kao specijalni 
slucaj) u elipse, а elipsoide u elipsoide. Izborom vrednosti А dolazirno do specijal
nih deformacija od kojih navodirno neke. 

Uniformna dilatacija. Hoщogena deformacija pri kojoj su glavna izduzenja 
jednaka, recimo Л, naziva se uniformna dilatacija. Za takvu deformaciju је 

А =ЛI, 

gde је О < Л < оо. 
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Prostorni e1ipsoid (10.4) postaje sfera 

},2 (dX2 + dY2 + dZ2) = k2, 

tj. uniform.na dilatacija deform.ise sferu и sferu. Kada је Л > 1 rec је о uniformnom 
:Sirenju ; za uniformno saЬijanje (kom.presiju) је О < Л < 1. 

zз 

--- --..ј 
/ 

/ ' ~ ' 1 \ 
/ \ 1 / 1 \ 

1 1 \ 
1 1 1 
1 1 Zz 

\ 
\ \ 
\ ' ' / 

' 
....... ___ _..., 

/ 

" / 
ZJ 

......... ____ ....,.. 
Sl. 18 

Prosto izduienje. Homogena deformacija pri kojoj su dva glavna izduzenja 
jednaka, naziva se prosto izduzenje. Tada је 

(
ВЈ.. 

А = ~ 
о о 1 
ВЈ, О ј' 
О ВЈ, 

в т'= 1 

r _ 1_ о о 1 
1 в2Л2 

1 - 1 

С= С = ~ о о ~ ' ( 17 .5) 

l о 
в2Л2 

_ 1 1 о 
В2Ј..2 Ј 

Prosto smicanje. Homogena deformacija za koju је 

х = Х + КУ, у = У, z = Z ( 17 .6) 
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naziva se prosto smicanje. Prosto smicзnje rotira kruto ravni Х = const oko 1inije 
preseka ovih ravni sa rзvni У= О za ugao smicanja у koji se odreduje iz izrзza 

у= arc tg К. (17.7) 

Pri tome ravni У = const i Z = const ostaju nepromenjene. Prosto smicanje 
moze Ьiti ilustrovano spilom karata u oЫiku paralelepipeda koji prelazi u kosi 
para1elepiped u pravcu X-ose (s1. 19). 

U s1ucaju prostog 

/ 

z,z 

У,у 

/ 
/ 

SI. 19 

smicanja је 

А ~ (~ 
к 

~] 1 
о 

с~(-: 
-К 

1 + К2 

о 
~), 

Ic = Ilc = З + К2, Illc = 1. 

Iz (1 7.10)3 sledi da ј е prosto smicanje izohoricna deformacija. 
Karakteristicne vrednosti tenzora С i с su 1, .. Ч i Л~ , gde је 

Лi = 1 + _!_К2 +К )1 + _!__К2 
2 4 

л~ = }2 = 1 + ~ К2 
- к Ј 1 + ~ кz . 

1 
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Njima odgovarajuci karakteristieni jedinicni vektori su: 

Za tenzor С 

(17.12) 

Za tenzor с 

(17.13) 

Napomenimo jos da је tenzor rotacije 

_!_к 
2 

о 

ј1 + +к2 ј1 + ~ к2 
R = ~ 1 ~ . 

- - к 
2 1 

о 

ј1 + ~ 'к2 Jt + ~ Ј(2 

(17.14) 

о о 1 Ј 

18. MALE DEFORMACIJE 

K1asicna 1inearna teorija elasticnosti se zasniva na pretpostavci da је defor
macija tela mala. Takva teorija e1asticnosti na zadovoljavajuCi nacin razmatra npr. 
proЬleme deformacije metala. 

S obzirom da su male deformacije aproksimacija konacnih deformacija mi 
cemo se ovde zadrzati samo na nekim aproksimacijama i njihovim najvaznijim 
rezultatima. 

Mala glavna izduzenja. Ро definiciji Е<а.> su ma1i i s obzirom na (9.9)м i 
(9.16) 

Екк ~ Еџr., ~ ekk ~ e<k>' 

2ЕкL ::::::: [1 + Е<к> + E(L)] sin 'Y<KL> · 

Za funkcionalne identicnosti tenzora Е i е tada vazi 

lв ~ le, Пв ~ Ile, Illв ~ llle. 

(18 .1) 

(18.2) 
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Takocje је 
1 

± -
с 2 

>::; 1 +Е, (18.3) 

sto neposredno sledi iz (7.16)1. Koristeci (18.3), kao i (12.24) i (12.26) dobijamo 

Екм >::; R<KM> + R<кРЕМ)Р - Gкм> 

Rкм >::; RrкмЈ + RrкРЕмЈР> 

Rкм >::; f/'м + R]{м + Еки- Екм- ЕРми~. 

U slucaju kada se zanemare kvadratni clanovi sledi da је 

Iz ( 11. 8)5 se pokazuje da је 

Е км >::; R(KM) - G КМ> 

Rкм >::; ок м + иЈ'м. 

IIIc >::; 1 + Iв. 

Tada iz (15.12), (18.6) i (18.2)1 doЬijamo 

dv -dV 
--- >::; lв >::; le. 

dV 

(18.5) 

(18.6) 

(18.7) 

Mala rotacija. Kada је rotacija е za svaki linijski element rnala, pisacerno tg ez >::; 

>::; ez. Tada (,12.6) postaje 

е, >::; - RxY (18.8) 
.J(l + Ехх) (1 + Еуу}- E_iy 

Kako slicne relacije vaze i za ех i еу sledi da је R rnalo kada је rotacija mala. U 
tom slucaju tenzor relativne deformacije ЕкL rnoze da se aproksirnira izrazom 

- 1 (Е Ем - -м - Ем ЕкL >::; ЕкL +- мк L + ЕмкR L + Rмк L), 
2 

(18.9) 

sto neposredno sledi iz (8.3)1. 

Mala izduzenja i male rotacije. U slucaju kada su i ЕкL i RкL male velicine 
kazerno da је rec о malim izdu:lenjima i rnalim rotacijama. Tada (18.8) i (18.9) 
postaju 

(18. 10) 

(18.11) 

Mali gradijenti pomeranja. Ako su izduzenja i rotacije rnale s1edi da su i gra
dijenti porneranja ик,L mali. Obrnuto ne mora da vazi, tj. ne rnoraju izduzenja 
i rotacija Ьiti jednako male velicine и slucaju malih gradijenata porneranja. Pret
postavljajuci da је ик.L malo sledi da је 

Е >::; Е, е >::; ё, (18.12) 
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sto neposredno s1edi iz (8.3). Takode је 

Rкм ~ Окм + Rкм· (12.27) 

Da1je, kako је 

K _ (Kk) _ Kk т 
И;м- gku ;М- gku;mX;м 

= g~!g~ (o.fr + и~w) и;~. (18.13) 

s obzirom na (6.33)1, s1edi da је и~т ma1o kada је u~1 ma1o, obrnиto. Tada se 
( 18.13) svodi na oЬlik 

Као pos1edica toga vazi 

(18.15) 

Iz (18.14) se moze zak1jиciti: 

Kada sи gradijenti deformacije mali иk;т i ик;м su komponente istog tenzora 
и х i Х, respektivno. 

Ana1ogan zakljиcak se moze izvesti iz (1 8.15) za tenzore Rкм i tkm> kao i 
Ёкм i ёkт · 

Ovi zak1jиcci sи specija1an slиcaj opstijeg slиcaja koji se odnosi na zamenи 
izvoda ро хк izvodom ро xk Ьi1о koje tenzorske funkcije ј. Zaista, u opstem slu
cajи је 

(18.16) 

Ovaj izraz se svodi na 
!;k ~ g~f;k (18.17) 

и slисаји kada sи gradijenti pomeranja mali. Ukratko receno : 

Ako sи gradijenti pomeranja mali onda sи !;к i !;« komponente iste velt'cine 
и х i х. 

U slисаји ma1ih gradijenata pomeranja vazi princip superpozicije za uzastopne 
deformacije i rotacije. S obzirom na znacaj ovog principa razmotrimo ga deta1jno 
и s1исаји иzastopnih deformacija, prvo iz Х и х, а zatim iz х и х. Tada је, s ob
zirom na (7.3)1 

(18.18) 

d 
. « ах« 

g е Је Х·к =-, ахк 
2С - Grinov (Grin) tenzor deformacije iz Х и х. Ovaj 

izraz se, pomocu (7.11)1, moze napisati и oblikи 

СкL = (g«P + 22Еа.р) Х~к'Х~L 

= 1CKL + 22Ea.fJX~кX~L> 
gde је 1 С - Grinov tenzor deformacije iz Х и Х· 

(18.19) 
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Ponovo koristeci (7 .11 )t iz ovog izraza dobijamo 

Екс. ~ 1Екс. + 22ErtnX~кXfL 
~ 1ЕкL + 22ErtPX~](XfL 

u s1исаји ma1ih gradijenata pomeranja iz х u х. 

Ako su gradijenti pomeranja iz Х u х takode ma1i, onda је 

ЕкL ~ ЁкL = 1ЕкL + 2ЕкL + 21urt;(K2E~>· 

Konacno, ako sи gradijenti pomeranja u оЬа s1исаја ma1i, sledi da је 

ЕкL ~ ЁкL ~ 1E'KL + 2Екс. ~ 1ЁкL + 2ЁкL ·ј (18.20) 

Na s1ican nacin se pokazиje da vazi analogan izraz za rotacije. Kratko receno: и 
odnosи na zajednicki sistem izduzenja, smicanja i rotacije koje odgovarajи uzastop
nim pomeranjima ciji sи gradijenti mali mogи Ьiti doЬijeni saЬiranjem izdиZenja, 
smicanja i rotacija koje odgovarajи svakom od pomeranja. 

Mala pomeranja. U ovom slиcaju, и odnosu na zajednicki sistem, је 

f(x) = f(X), (18.21 ) 

tj. za malo pomeranje Ьilo koja neprekidna funkcija od х moze Ьiti predstavljena 
kao ista funkcija od Х. 

Posebno navodimo da је 

с~ = о~. (18.22) 

Prema tome, ako su pomeranja i gradijenti pomeranja mali onda је 

__!L ~ дf ok . 
дХI' дхk к 

(18.23) 

Saglasno sa napred navedenim rezultatima moze se odmah zakljuciti da su tenzori 
deformacije i rotacije u Х numericki jednaki istim komponentama odgovarajucih 
tenzora u х. Isto ' 'azi za elongaciju. 
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Пl KRETANJE 

1. BRZINA 

Do sada smo posmatrali dve konfiguracije х i х1 tela '73 koje ono zaиzima и 
dva potpиno odredena trenиtka vremena t0 i t (с > t 0 ) i izиcavali odgovarajиce 
velicine koje karakterisи deformacijи. Pri tome se nije иzimala и obzir promena 
ovih i drиgih veliCina u tokи kretanja, tj. и funkciji vremena. Krace receno do 
sada smo izиcavali geometrijske ali ne i kinematicke veliCine tela. 

Ј edna od osnovnih kinematickih veliCina је promena polozaja cestice u jedinici 
vreщena, kоји nazivamo brzina cestice Х i obelezavamo је sa v. Kako хк identi
fikиje cesticи х, о kojoj је rec, to је хк za иосеnи cesticu jednom za svagda odre
deno i ne menja se pri kretanjи cestice. Cestica Х odredena sa хк, u toku kretanja 
zaиzima po1ozaje х u prostorи koji sи odredeni vektorom polozaja р, tako da је 
u svakom trenutkи vremena 

Р= Р (х). (1.1) 
gde је 

(1.2) 

konacna jednaCina kretanja materijalne cestice х i kao takva, neprekidna i diferen
cijaЬilna funkcija t. Tada је 

dp . 
v =-= P 

dt 

Ш, s obzirom na ( 1.2) i Cinjenicи da је К ~с = др 
дхk 

k - дхk (Хк, t) 1 - ·k (Хк ) 
V - -Х ,t . 

дt 1 X- const. 

(1.3) 

(1.4) 

Za nekи drиgu cesticu tela Ьiсе i drиge vrednosti materijalnih koordinata хк 
koje је identifikujи. Brzina ove cestice Ьiсе odredena sa (1.4) ali za njenu vrednost 
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хк. Neprekidnom promenom хк и В odreduje se brzina svake cestice tela ']. 
U tom slисаји ( 1.4) definise polje brzine tela, datog и odnosи na promenljive х к i t. 

Isto polje se moze izraziti i и odnosu na promenljive х" i t ako se eliminise хк 
iz (1.4) роmоси (2.4.5)2• Tada ј е 

v" = v" (х, t) =х" [Х(х, t), t]. (1.5) 

Za velicine izrazene preko skиpa promenljivih (Хк, t) kazemo da sи date и 
Lagranzovom ili materijalnom оЫikи, а izrazene preko skиpa promenljivih (х1:, t) 
и Ojlerovom ili prostornom оЫikи. Prema tome, v" dato sa (1.5) predstavlja pros
torni ili Ojlerov, а sa (1.4) materijalni ili Lagranzov opis polja brzine. 

Tacka и kojoj је v = О zove se zaustavna tacka. 

Kretanje и kome se ро1је brzina ne menja ро vremenи и Ьi1о kojoj tacki prostora 
х nazivamo stacionarnim. U tom s1исаји је 

(1.6) 

Uopste, Ьi1о kоји veliCinи koja је funkcija samo po1ozaja zvacemo stacionarnom. 

Ako 
vcx = х"' (xll, t), х3 = О, (1Х, {З = 1, 2) (1.7) 

vazi za neki Dekartov sistem koordinata, onda ј е polje brzina ravansko. Ako (1.7) 
vazi za neki cilindarsko polami koordinatni sistem, gde је х3 ugao, tada је polje 
rotacz·ono simetricno. Za kretanje se kaze da је ravansko ako ј е polje brzina ravansko, 
а rotaciono sirnetricno ako ј е ро1је brzina rotaciono simetricno. Pri ravanskom 
kretanjи х3 = const. reprezentиje familijи ravnih povrsi, а pri rotacionom kretanjи 
familijи koaksija1nil:). povrsi. U оЬа s1исаја dovo1jno је ispitati kretanje и jedr,;j 
ravni, recirno ravni х3 = О, kоји cemo zvati ravan kretanja. Potpиna slika kretanja 
se doЬija za ravansko kretanje translacijom ravni kretanja и pravcи svoje normale, 
а za rotaciono simetricno kretanje rotacijoщ ravni kretanja oko svoje ose. 

Ako ( 1. 7) vazi и odnosи na neki sistem krivolinijskih koordinata, gde ј е х3 = О 
neka zakrivljena povrs, а х« krivolinijske koordinate te povrsi, onda za kretanje 
kazemo da је dvodimenzijsko. Slika trodirnenzijskog kretanja и okolini povrsi х3 = О 
se doЬija izborom koordinatnog sistema и kome х3 = const. predstavlja povrsi 
parale1ne sa х3 = О, а х« = const. povrsi koje орisији normale na хЗ = О dиz 
njenih koordinatnih 1inija х«. 

2. РUТ ANJE, STRUJNE LINIJE 1 IZVORNE (STREAK) 
LINIJE 

Кrivи 1inijи 
х" = х" (Хк, t), хк = const. (2.1) 

nazivamo putanjom materijalne cestice Х. Ona odredиje polozaj cestice Х и prostoru. 
и svakom trenиtkи t. N jena diferencijalna jednaCina data је sa 

dx" 
-- = v" (х", t). 
dt 

(2.2) 

Za pocetne иslove ( da kriva prolazi kroz tacku Х (Хк), pocetni polozaj cestice Х 
и trenиtkи t = to) daje jednoznacno resenje. 
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Uocimo u nekom trenutku с= const. vektorsko polje v. Liniju koja u svakoj 
tacki ima tangentu kolinearnu sa vektorom brzine cestice, koja se na njoj u tom 
trenutku nalazi, nazivamo strujnom linijom. Njena diferencijalna jednaCina glasi 

dxk 
-- = vk (xk, t), t = const. 
da 

(2.3) 

gde је а parametar krive, proizvoljne prirode, i ne mora Ьiti vreme. Resenje ovog 
sistema diferencijalnih jednacina odreduje strujnu liniju za dato t i menjace se 
od trenutka do trenutka. 

Izvorna (streak) linija kroz fiksnu tacku х u trenutku t је geometrijsko mesto 
polozaja svih cestica u trenutku t koje u Ьilo koje vreme (nezavisno od toga da li u 
proslosti Ш buducnosti) zauzimaju polozaj х. Prema tome, materijalna cestica Х 
је na izvornoj liniji ako zauzima u nekom trenutku т polozaj х, tj. ako је 

xk = xk (Х, т) хк = хк (х, т). 

u trenutku t ona се zauzimati polozaj ~ u prostoru tako da је 

~k = ~k (Х, t), 
Ш, s obzirom na (2.4)2, 

~k = ~k [Хи (х1,т), t], 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

sto predstavlja analiticki oЫik izvorne linije. Kada је kretanje stacionarno sve 
tri krive linije se poklapaju. Za nestacionarno kretanje krive linije se u opstem 
slucaju medusobno razlikuju. 

Navedimo primer koji ilustruje ove tri linije. Pretpostavimo da se nalazimo 
na mostu ispod koga protice reka. Posmatrajmo povrs vode. Ako na njoj uocimo 
neku cesticu i pratimo pogledom njeno kretanje - doЬijamo putanju cestice. 
Ako pak, pogledom obuhvatimo povrs vode slika kretanja се se trenutno izmeniti. 
Da smo и tom trenutku napravili fotografiju, uoCili Ьismo linije strujanja vode 
koje nazivamo strujnin1 linijama. Da smo u jednoj fiksnoj tacki na povrsi vode u 
toku izvesnog vremena sipali crvenu uljanu boju rastvorenu u lanenom ulju, koja 
se ne mesa sa vodom, uocili Ьismo liniju koju nazivamo izvorna linija. 

Vezbanja 

1. Za dato ravansko kretanje 
х 

vl = - - ' v2 =у, vз = О, 
1 + t 

pokazati da su pitanje, strujne linije i izvorne linije odredene, respektivno, 
sledecim izrazima 

х-Х 

у= Уе х , 

_ (Х )lH 
у- - ' 

а 

z = z, 

z = с, 

tl _ Х (1 + t) t2 _ t-r tЗ -
~ - , ~ - уе , ~ - z. 

1 +т 

U ravni z = О nacrtati dijagrame ovih krivih linija i prouciti ih. 

sз' 



2. Ravansko kretanje zadato је poljem brzine 

а) x = -V[l-c2(x2-y2)]' 
(х2 + у2)2 z =о, 

ь) . с х2 

Х=------

4n у (х2 + у2) 

. с у2 
у = - ' 

4n х (х2 + у2) 
z = 0. 

V i с su konstante. 

Odrediti strujne linije. 

З. Za ravansko kretanje zadate su strujne linije izrazima 

х = Ф + е'~' cos 7р, у = "Р + е'~' sin VJ, z = О. 

Nacrtati strujne linije i odrediti polje brzina. 

4. Za ravansko kretanje odredeno poljem brzine 

. х . у 
х = -- , у = --- , z = 0, 

1 + t 1 + 2t 

odrediti putanje, strujne linije i izvorne linije . U ravni nacrtati dijagrame ovih 
linija i prouciti ih. 

S. Za ravansko kretanje, odredeno poljem brzine u odnosu na cilindarski koordi
natni sistem (r, е, z) 

r = - v ( 1 - ::) cos е, rё = v ( 1 + ::) sin е, z = о, 

gde su V i а konstantne velicine, odrediti strujne 1inije i putanje. 

З. MATERiJALNI IZVOD РО VREMENU 

Za dalje izvodenje koristicemo pojam materijalnog izvoda ро vremenu ili 

kratko - materijalni izvod - koji cemo obelezavati sa !l_ ili (~) . Materijalni 
Dt 

izvod neke tenzorske velicine definise se kao izvod te velicine pod uslovom da se 
materijalne koordinate posmatraju kao konstante. Primer takvog izvoda је dat 
sa (1.4). Za neko dvostruko tenzorsko polje 

Y~:: : I;/;,;:. 1.n (х, Х, t) 

materijalni izvod glasi 

D · . ау ... 
_ (YK ... L .j .. l ) = yк ... L j ... l = у ... = _ ._ .. + у .. . j;k (3.1) Dt м ... Nm .. • n м ... N m •• • n • •• дt . . .. 1: > 

gde se operacija parcijalnog diferenciranja ро vremenu .!..._ izvodi pod uslovom 
дt 

da se х i Х posmatraju kao konstantne velicine. U (З .1) xk se smatra poznatim 
jer se и protivnom ne moze odrediti materijalni izvod posmatrane veliCine. Dalje, 
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mi pretpostavljamo da su х i Х vezani relacijama (2.4.5), а xt dato sa ( 1.4). Ako 
se posmatrana tenzorska velicina izrazi u prostornom oЬliku Т = Т (х, t), onda 
(3.1) glasi 

D ст:::) ат:::+ т··· · k 
= -- ···kx, 

Dt дt . 
(3.2) 

gde је 
ат:::= ат::: (х, с) / 

Ot Ot x - cont . 

(3.3) 

Sa fizickog stanovista moze se dati sledeca interpretacija materijalnog izvoda : 
to је ona promena velicine т: :: ро vremenu, koju uocava posmatrac koji se krece 
zajedno sa cesticom а koja se identifikuje svojim materijalnim koordinatama хк. 
Ova promena se, s obzirom na (3.2), sastoji iz dva dela. Prvi deo, odreden sa (3.3), 
predstavlja lokalnu promenu ро vremenu uocene veliCine u fiksnoj tacki х prostora, 
koja odreduje trenutni polozaj cestice u trenutku t, i nju uocava posmatrac u х. 
Drugi deo u (3.3), т:::,i< xk, naziva se konvekcija т::: i odreduje promenu uocene 
velicine pri promeni polozaja u prostoru materijalne cestice х. 

Lako је pokazati da pravila oЬicnog diferenciranja zЬira i proizvoda ostaju 
ocuvana i za materijalni izvod . 

Kako је 
(3.4) 

sto neposredno sledi iz kovarijantne konstantnosti osnovnog metrickog tenzora, 
njegove stacionarnosti i (3.2), moze se zakljuciti da је operacija materijalnog izvoda 
komutativna sa operacijom dizanja ili spustanja indeksa i kontrakcije. 

Znajuci da је 

:t ст:::,k) = е:;:) k (3.5) 

koristeCi (З .1) moze se pokazati da vaze sledeca pravila komutacije 

D (Т"' ) (Dт:::) Т.. . z - ... ,k - -- = - ···.zX,k, 
Dt Dt ,k 

(3.6) 

t:::;K = т:::;К· (3.7) 

Napomena: 

U slucaju direktne notacije materijalni izvod је totalni izvod ро vremenu 
tenzorske veliCine pri fik.snom Х. Tako ј е, za vektorsko polje 

f = fk(x, t)g,.(x), х = х(Х, t), 

-=- g ,. +- g ,. = -+ ,zX g ,. =-- g ,.. df а (f" ) а Cfk ) ( of" !" ·z) Dfk 
dt дt ох1 дt Dt 

U daljem tekstu cemo uvek imati na umu da se .!!.._ koristi za materijalni izvod 
dt 

tenzorske veliCine pri direktnoj notaciji, а .!}_ pri njenoj komponentalnoj repre
Dt 

zentaciji. 
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Veibanja 

1. Dokazati (3.6) i (3.7). 

2. D okazati da је za stacionarno kretanje 

:t ct:::) = c:t::). 
З . Neka је Т = Т~ (Х, х, t) Gк (Х) ® g~ (х) neka veliCina odredena dvostru

kim tenzorskim poljem Т~. Sa ® smo oznacili dijadski proizvod baznih vektora 
Gк i r. Pokazati da ј е 

dT DT~ 
- =-- Gк ® r. 
dt Dt 

4. U prethodnom zadatku razmotriti slиcajeve kada је ТК" 

а) funkcija samo Х i t 

Ь) funkcija samo х i t . 

5. Pokazati da је 

i7.: = Dg~ = О. 
Dt 

4. МА TERIJALNE POVRSI 1 VEKTORSKE LINIJE 

Povrs i kriva odreduju dvodimenzionalnu i jednodimenzionalnu mnogo
strukost u prostorи. Uopste, za mnogostrukost koja se sastoji od materijalnih 
cestica, kaze se da је materijalna. 

Za poznato kretanje tela х =х (Х, t), materijalna povrs definisana u х sa 

хк = хк (И, V), 

zauzima neki polozaj u х, odreden sa 

xk = xk [Хк (И, V), t] . 

( 4.1) 

(4.2) 

Implicitan oЫik ovde date parametarske reprezentacije materijalne povrsi glasi 

F (Хк) = О и х, 

ј (х, t) = ј [Х (х, t)] = О и х, 

i doЬija se iz (4.1), odnosno (4.2), eliminacijom Gaиsovih parametara И i V. 

Na analogan naCin se definise materijalna linija sa 

х к = Х1' ( S) u х, 

(4.3) 

(4.4) 

(.4.5) 

(4.6) 

Materijalna povrs, odnosno linija, odreduje geometrijsko mesto polozaja istih 
materijalnih cestica tela pri kretanju. 
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u da1jem tekstu cemo se baviti odredivanjem potrebnih i dovo1jnih иs1ova 
da bi neka povrs, odnosno 1inija, Ьi1а materija1na. 

Lagтanzova teoтema. Potreban i dovoljan uslov da povrs 

f(x,t) = O (4.7) 

bude materijalna jeste 

f. дf • d f дf f • Је о = - + х gra = - + ,~:х = . 
дt дt 

(4.8) 

Dokaz: 

U trenutku t uocimo na povrsi с:5 (t) materija1nu cesticu Х. Tada х, koje od
reduje polozaj Х и t, zadovo1java jednacinи (4.7): U s1edecem trenиtkи, t + dt, 
cestica х i povrs с:5 zaиzece drиge polozaje и prostoru i, и opstem slисаји, cestica 
Х ne mora da 1ezi na с:5 (t + dt). Promena funkcije f = f (х, t), koju proиcava 
posmatrac na cestici Х, odredena је materijalnim izvodom 

f. дf f 'k 
= дt + ,kx. (4.9) 

Tacka х, и kojoj se cestica Х nalazila и trenutku t, na1azi se na с:5 (с) и svakom 
trenиtku vremena t, р а i и t + dt, i za tu tacku ( 4. 7) је identicki zadovo1jeno za 
svako t. Ako sa uk obelezimo komponente njene brzine, koja se и opstem slиcaju 
razlikиje od brzine xk cestice Х, onda iz ( 4. 7) doЬijamo da је 

: + f.~:иk = О. (4.10) 

Koristeci ( 4.10) mozemo ( 4.9) napisati u oЫiku 

ј = (xk - uk) J,k> 

ili 
(4.11) 

gde su х,. i и,. normalne komponente brzina cestice Х i tacke х povrsi с:5 (t) и kojoj 
se na1azi u trenutkи t, respektivno, date izrazima 

( 4.12) 

gde је n-jedinicni vektor spoljne norma1e povrsi с:5 . Pomocu ( 4.10) moze se ( 4.12) 2 

izraziti u oЫiku 
дf 1 

и,. =- -

дt -JJ,k f'k 
( 4.13) 

koji odreduje и,. u potpunosti preko (4.7) i naziva se brzinapomeranja povrsi с:5 (t) . 

Na osnovu ( 4.11) mozemo zakljuciti da је ј, и tacki povrsi f (х, t) = О, propor
cionalno brzini, relativno и odnosu na povrs, cestice koja se trenиtno nalazi na 
povrsi. Prema tome, ako se povrs sastoji od istih cestica, tj . ako је povrs с:5 (t) 
materijalna povrs, mora Ьiti х,. = и,. i ј = О. Znaci; ( 4.8) је potreban иslov. 
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Pokazimo da је i dovoljan uslov. Neka vazi ( 4.8). Tada ovoj parcijalnoj diferen
cijalnoj jednaCini prvog reda odgovara sistem diferencijalnih jednaCina, tzv. karak
teristika 

(4.14) 

Cije resenje pisemo u oЫiku 

хк (х, t) = ск, l4.15) 

gde su ск = const. i kao takve identifikиjи cesticи. Resenje parcijalne difet·er.
cijalne jednacine, na osnovи teorije parcijalnih diferencijalnih jednaCina prvog 
reda, predstavlja svaka proizvoljna funkcija ovih konstanti, tj. ј = 1р ~Х/(). Ako 
sи vrednosti хк takve da је 1р ~Хк) = О tada је na osnovи ~4.15) 

Ј ~х, t) = 1р [Х (х, t)] = О. ( 4.16) 

Drиkcije receno: ako је cestica jednom na povrsi ј (х, t) =О, ona се ostati na toj 
povrsi sve vreme kretanja, tj. ta povrs је materijalna. О 

Neka је, ро definiciji, 

( 4.17) 

Tako definisana veliCina и se naziva lokalna br;гina prostiranja povrsi i sa fizickog 
stanovista predstavlja normalnu brzinu prostiranja povrsi ј (х, t) = О u odnosи 
na cestice koje se na njoj nalaze. Tada ( 4.11 ) mozemo izraziti и ob1ikи ј = 
- -и .Ј Ј,,. Р'. U tom s1исаји Lagranzova teorema g1asi: 

и = О predstavlja potreban i dovoljan иslov da bi povrs f (х, t) = О bila 
materijalna. 

Posledica Lagranzove teoreme: 

- Da Ьi kriva linija, data jednacinama f (х, t) = О i ср (х, t) = О, Ьi1а mate
rija1na dovoljno је, ali ne i potrebno, da је ј = О i ф = О. 

Isti problem razmotricemo posmatrajиci neko vektorsko polje q (х, t) i njemи 
odgovarajиce vektorske linije, tj. linije koje u svakoj svojoj tacki u nekom trenиtkи 
imajи tangentи kolinearnи sa vektorom q и toj tacki, и tom trenиtku. 

Prema definiciji, jednacina vektorske linije polja q је 

дхk 
- = aqk, 
дL 

gde је а neka skalarna fиnkcija, L parametar krive, ili 

( 4.18) 

( 4.19) 

Vektorska linija polja q се se menjati, u opstem slиcaju, od trenиtka do trenиtka, 
jer је uoceno vektorsko polje nestacionarno. 
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Kriterijum Helmholc-Zoravskog (Helmholz-Zorawski) g1asi: 

- Potreban i dovoljan uslov da vektorska linija polja bude materijalna jeste 

! (·т ·т Р) 0 sklmq q - х,р q = . (4.20) 

Us1ov ( 4.20) је potreban. Zaista, neka је vektorska linija ро1ја q materija1na i neka 
је Х neka cestica koja se za sve vreme kretanja na1azi na vektorskoj 1iniji. Tada 
materijalni izvod ( 4.18) daje 

Kako је 

(дХk) - дХk = Xk дХР = аХ!: р 
дL - дL .Р дL ,р q ' 

s obzirom na (3.7) (4.18), moze se (4.21) napisati и oЫiku 

( 4.21 ) 

( 4.22) 

(4.23) 

Ako se ( 4.23) komponuje sa skzmq1 i iskoristi cinjenica da је sk1mq1qm = О doЬice 
se pos1e skracivanja sa а (4.20). 

Us1ov је i dovoijan. Neka za vektorske 1inije ро1ја qk, date sa ( 4.18) i1i ( 4.19), 
vazi ( 4.20). Koristeci ( 4.22) i ( 4.18) moze se ( 4.20), pos1e izvesnog racunanja, napisati 
u oЫiku 

(4.24) 

То znaCi, da ako је neka cestica Х u :nekom trenutku, l'ecimo t0 , Ьi1а na vek
torskoj 1iniji ро1ја q , prema tome хк u to zadovo1java ( 4.19), х се Ьiti na vektorskoj 
1iniji uocenog polja i u svakom trenutku t, s obzirom na ( 4.24 ). ZnaCi, vektorske 
linije ро1ја q su materija1ne Iinije. 

Koristeci (3.12) za vektorsko ро1је q us1ov Helmholc-Zoravskog (4.20) moze 
se izraziti u ekvivalentnom oЫiku 

q х [~~ + rot(qxv)+vdivq] = 0. ( 4.25) 

Na osnovu definicije vektorske i strujne Ii:nije moze se kazati: 

- Strujne linije su vektorske linije polja brzine v. Neka је qk = xk. Tada 
prema (4.25) 

дv 
v х - = о, ( 4.26) 

дt 

iН ekviva1entno, дv = с (х, t) v, predstavlja potreban dovoljan uslov da strujne 
дt 
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linije budu materijalne. Kretanje u kome је ( 4.26) zadovoljeno naziva se kretanje 
sa stacionarnim strujnim linijama. Na osnovu toga sledi teorema : 

Strujne linije i putanje se poklapaju ako i samo ako su stacionarne. 

Veibanje 

1. Izvesti ( 4.25) 

5. MATERIJALNI IZVOD ELEMENATA LUKA, POVR~INE 1 
ZAPREMINE 

Elementi luka, povrsine i zapremine su one veliCine koje karakterisu defoi
maciju. Uporedujuci odgovarajuce elemente u pocetnoj i trenutnoj konfiguraciji 
tela dolazimo do geometrijske predstave о deformaciji. Promena ovih materijalnih 
elemenata u vrernenu, koja nastaje pri kretanju tela 73, karakterise se njihovim 
rnaterijalnirn izvodorn. 

Osnovna lema: 

- Materijalni izvod gradijenta deformacije dat је sa 

Dokaz sledi neposredno iz (3.7) i (2.5.3). 

Moze se dokazati (5. 1) i polazeCi od (3.1). Tada је 

х·~ = д(х~к) + (xk ) х! 
,к дt ,к ,1 

- ~ (~) [~ (~) + хт { k }] х1 
- дt ахк. + дх1 ахк .к ml 

- - -- -- -- х+ х х д ( дхk ) д ( д~ ) . 1 { k } т • 1 
- дi ахк. + дх1 ахк ml .к 

d ( дхk ) { k} т •1 
= dt дХк + m/ Х,кХ 

gde smo koristili komutativnost operacija .!._ i _д_ . 
dt ахк 

(5.1) 

PolazeCi od identicnosti Х~кХ~ = о~ i koristeCi (5. 1) lako је dokazati da је 

X!'k = -Х~х~. 
> ' > 

(5.2) 
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г 
Iz (2.5.2) i (5.1) neposredno s1edi da је 

. . 
(dx") = (х~к) dХк = х~тх~кdХи = х~тdхт. 

Teorema 1. 

Materijalni izvod kvadrata elementa luka dat је sa 

ds2 = 2d,.1dxl'dx 1
, 

gde је 

d . 1 ' ( ' + . ) 
1с1 = х<"·'> = 2 _ х"·' х1, 1с 

i naziva se tenzor brzine deformacije. 

Dokaz: 

Diferencirajиci (2.3.5) 2 doЬijamo da је 
. . . 

ds2 = g"1dx"dx1 + g"1dx"dx1 

= g",x~mdxmdx1 + g~c1dx"x:maxm 

= (х,.,т + Хт,k) dx"dxm 

= 2d,.mdxl'dxm, 

gde smo koristili (3.4), (5.3) i (5.5). О 

Iz (2.7.1) 2 i (2.7.10) 1 odmah se vidi da је 
. . . 

-ds2 = СкLахиахL = 2ЕкLахкахL 

Uporedиjuci ove izraze sa materijalnim opisom (5.4) 

dz - 2d k 1 ахкхL S - kiX;кX;L > 

koji se doЬija koriscenjem (2.5.2) i (5.4), sledi da је 

...!... 1 ~ 

Ект, = 2 СкL = d~c1X~кx~L· 

Sada smo и stanju da dokazemo da vazi: 

Teorema 2. 

Kretanje је kruto ako i samo ako је d,.1 = О . 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

Dokaz: Zaista, ako је kretanje tela kruto, onda је ро definiciji, rastojanje 

izmedи Ьilo koje dve cestice tog tela stalno, tj . ds2 = О za proizvoljno dx". Tada је 
prema (5.4) dщ = о~ . 

Obrnuto, ako је d~c 1 = О onda је ds2 = О i ds2 = const, tj. kretanje је krиto . О 

Jednacine oblika d~:1 = О poznate su и diferencijalnoj geometriji kao Kilingove 
(Killing) jednacine. 

91 



Za materijalni izvod e1ementa povrsi i zapremine potrebno је odrediti materija1ni 
izvod ј= det l!x~к!l · 

Koristeci pravilo о diferenciranju determinante i (5.1) s1edi da је 

(5.9) 
gde је 

Id = x~k = divx (5.10) 

prva invarijanta tenzora brzine deformacije dk1 • Kako ј е G = О i g = О, s obzirom 
na (3.1) i (3.4), odmah se vidi iz (5.9), i (2.4.7) da је 

Teorema З. 

Materijalni izvod elementa povrsi је 

Dokaz: 

Neposrednim diferenciranjem (2.15.8) doЬija se: 

d~~: = (ЈХ~dАк) = јх~dАк + ЈХ~dАк 
= lX':'mX~dAк- x'}cJX~mdAк 

pri сещu smo koristili (5.11), (5 .2) i (2.15.8). О 

Teorema 4. 

Materijalni izvod elementa zapremine dat је sa 

dv = x~kdv = Iddv 

Dokaz s1edi neposredno iz (2. 15.12)1 i (5.11). О 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Posledica teoreme 4. Kretanje је izohoricno ako i samo ako ј е polje brzina 
so1enoidno, tj . 

(5. 14) 

Veibanja 

1. Pokazati da је za stacionarno kretanje 

D2J Jd' ('d' ') J(' k ' L) Dt
2 

= 1v х 1v х = x,kx ,1 

naci s1icne izraze za izvode viseg reda. 

2. Kretanje је izohoricno ako i samo ako је fluks (protok) brzine kroz :zatvorenu 
povrs ;;' jednak nu1i, tj. 

Dokazati. 
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3. Za kruto kretanje (d~c1 = О) polje brzina је dato sa 

Z1c = Wтc1Z1 + Стс 
gde su W~c1 = -w1~c i ck funkcije samo vremena. Dokazati. 

4. Pokazati da је: 

а) 

Ь) 

ckm = -2с1 <"х,';">; 

e k l = dkm - 2ец~~т)• 

6. KINEMA ТIКА KRIVOLINIJSKIH~ POVRSINSКIH 1 
ZAPREMINSKIH INTEGRALA 

Neka је 1р neko integrabilno tenzorsko polje. 

Definicije: 

Krivolinijski integral 

(6.1) 

nazivamo struja od 1р duz krive l . Kada је l zatvorena kriva linija ( 6.1) 
nazt·vamo cirkulacijom 1р duz l . 

- Povrsinski integral 

(6.2) 

nazivamo protok ili fluks od 1р kroz povrs а . 

Zapreminski integral 

(6 .3) 

nazivamo totalno ili ukupno 1р и zapremini v . 
Pod kinematikom ovih integrala podrazumeva se njihova promena u vremenu. 

а) Кinematika krivolinijskog integrala 

Neka је С materijalna 1inija. Tada је 

D - · - --=--- Ј 1р dx" = Ј 1р dxk = Ј ( ~ dxk + 1р dxk) 
Dt с с с 

(6.4) 

s obzirom na (5.3) i cinjenicu da granica integracije С ne zavisi od t . 

Za prostornu krivu с vazi 

д д'lј) 
-Ј 1р dx" = Ј - dx". 
дt с с дt 

(6.5) 
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U specijalnom slucaju , kada se za krivu с Ьira kriva koja odreduje polozaj 
materijalne krive С u trenutku t, iz (6.4), (3.2) i (5.3)3 sledi 

D Ј 1р dxk - !__ Ј 1р dxk = Ј ( 1p,1X1dxk + 1pX~mdxm). 
Dt с дс с с 

(6.6) 

Na osnovu ( 6.6) moze se zakljuCiti sledece: 

Kretanje cestica, koje obrazuju materijalnu krivu С, је uzrok razlike izmedu 
(6.4) i (6.5). 

Ь) Кinematika povrsinskog integrala 

Za materijalnu povrs S, analogno (6.4), imamo 

D . - · 
-Ј 1р da~c = Ј ("Р da1c + 1р da~c), 
Dts s 

(6.7) 

ili, s obzirom na (5. 12), 

(6.8) 

Ako se u (6.8) za 1р uzme vektorsko polje q" doЬijamo 

D
D Ј qkda/c = Ј (qk + x;,qk - Х~тqт) da/c, 

ts s 
(6.9) 

na osnovu cega sledi 

- Kriterijum Zoravskog: Fluks vektora polja q kroz svaku materi
jalnu povrs је konstantan ро vremenu ako i samo ako је 

Kako је 

prema (3.2), moze se (6. 10) napisati u ekvivalentnom oЬliku 

дq + rot(q Х v) + vdivq = О, 
дt 

(6.10) 

(6.11) 

[vidi zadatak (4.1)]. Saglasno (4.25) moze se (6.11) protumaciti na sledeci naCin: 
da Ьi fluks vektorskog polja q kroz svaku mэterijalnu povrs Ьiо konstantan ро 
vremenu potrebno је, ali ne i dovoljno, da njegove vektorske linije budu mate
rijalne. 

Ako је ;t prostorna povrs, onda је 

д д1р - Ј 1р da~c = Ј - - da". 
дt S' S' дt 

(6.12) 
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с) Kinematika zapreminskog integrala 

Neka је v stacionama zapremina. Tada је 

д 01р - Ј 1јЈ av = r- dv . 
дt v ;; дt 

(6.1 З) 

U slucaju materijalne zapremine V Ьiсе 

D Ј 1р dv = Ј 1р dv = Ј ( ?јЈ + tpx~") dv = 
Dtv v v 

f [дtр + (tpxk),k] dv = f 81/Ј dv + f tpxkdak 
v ot v дt s 

(6. 14) 

s obzirom na teoremи о divergeniciji, (5.13)1 i (3.2). 
Sada smo и stanjи da dokazemo Rejnoldsovu (Reyno1ds) teoremu и litera

turi poznatи pod imenom 

Transportna teorema: Brzina promene иkирпоg 1р и materijalnoj zapre
mini V jednaka је zbirи promene иkupnog 1р и prostornoj zapremini v , koja 
odredиje trenиtni polozaj V ili polozaj V и trenиtkи t i flиksa ):k kroz gra
nicnи povrs ;; (t) od v. 

Dokaz teoreme s1edi iz (6.14) i (6.12) kada se za v izabere po1ozaj V и trenutkи 
t, tj. 

!}_ Ј 1р dv = !..__ Ј "Р dv + Ј tpx" da" = Ј дtр dv + f 1fJXn dv, 
Dt ., дt., :r<r> v дt :r 

(6. 15) 

gde .Xkoznacava brzinu kretanja granicne povrsi ;t lt). D Ako posmatramo zapreminu 
v (t) ogranicenu sa;; (t), koja se krece drugom brzinom иk (t), vazice i dalje (6. 15), 
ali za neke fiktivne cestice koje se krecu brzinom иk. U tom s1иcaju se ( 6.15) pise 
и oЬ\iku 

_Du r 'ljJ dv = Ј O'ljJ dv + f tpиk dak 
Dt vCt) v Ot :;-

(6.16) 

cime ze1imo da nag1asimo da је zapremina integracije v (t) materija1na и odnosu 
na brzinu иk. Za и" = О doЬijamo (6. 13), а za и" = х" doЬijamo (6.15). Zbog toga 
( 6.1 б) predstav1ja generalisanu Rejno1dsovu teoremи ili generalisanи transportnu 
teoremu. 

Као ilustraciju genera1isane Rejno1dsove teoreme, navodimo sledeCi primer. 
Posmatrajmo promenu zapremine ba1ona ро vremenu kada se naduvava. Ovako 
иосеnа zapremina nije materijalna jer ne sadrzi nepromenjen sistem materijalnih 
cestica, tj . vazduh. Uduvavanjem vazduha menja se materijalni sistem kao i zapre
mina balona koji ga obuhvata. Zbog toga promena zapremine balona n e moze 
Ьiti razmatrana kao materija1ni izvod ро vremenи. Medutim, ni~ta nas ne sprecava 
da definisemo neki fiktivan sistem cestica cije kretanje izaziva promenu zapremine 
balona. Ј edino ogranicenje, koje namecemo kretanju ovog sistema, а koje је fizicki 
opravdano, odnosi se na brzine cestica na balonu kao granici sistema. Ро definiciji, 
granica te1a ј е povrs kroz koju materija1 ne pro1azi. Zbog toga norma1ne komponente 
brzina cestica na granici moraju Ьiti jednake normalnoj komponenti brzine granice 
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sistema. (Vidi odeljak 4). Jasno је da је zapremina balona v (t) sada zapremina 
fiktivnog sistema cestica ogranicenog sa у (t), koja se krece nekom brzinom uk, 
u opstem slucajи razlicitim od brzine kretanja materijalnih cestica .х~:. U odnosи 
па takav fiktivan sistem, promena zapremine balona је materijalni izvod i naznacen 

је sa D'!... и (6.16). 
Dt 

Veibanja 

1. Pokazati da se (6.10) moze napisati и oЬliku (6. 11). 

2. Pokazati da је 

D Ј dv = Ј div v dv = ф .Ji:k da ... 
Dt v v s 

7. TRANSPORTNA TEOREMA ZA OBLAST КОЈА SADRZI 
SINGULARNU POVRS 

Neka је V koцacna materijalna zapremina i neka је а (t) glatka povrs koja 
deli V и dve oЬlasti V+ i v-. Povrs а (t) se moze kretati proizvoljnom brzinom и 
tako da u svakom trenиtkи deli granicnи povrs s od v u dva dela s+ i s- (sl. 20). 
U opstem slисаји oЬlasti V+ i v- kao i povrsi S+ i s- nisи materijalne jer а (t) 
ne mora Ьiti materijalna pcvrs. Primer takve povrsi а (t) је front talasa. 

Neka је tp (х) tenzol"ska funkcija, neprekidna i diferencijaЬilna и иnиtrasnjosti 
V+ i v-, i neka tezi konacnoj granicnoj vrednosti tp+ ( vг) kada х Е V+ ( V- ) 
tezi ka х0 na а (t). U х0, tp ne mora Ьiti definisano. Skok tp kroz <Ј (t) и х0 obeleza-
vamo sa 

[ tpD = 1Ј1+ - tp-. (7.1 ) 

Definicija: Ako је [tрЂ =1= О, povrs а (t) је singularna и odnosи na tp. 

Sl. 20 
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Definisimo polje brzina 

v+ = {х na s + 
и na а 

- {х na s-
'V = 

и na сЈ 

(7.2) 

Kako је povrs сЈ (t) u V zajednicka granica V+ i v-, saglasno sa (6.16) mozemo 
pisati 

D Ј Dv+ Ј Dv- Ј ~ VJdV = -- 'lfdV +-- VJdV. 
Dt v Dt v + Dt v-

(7.3) 

KoristeCi (7 .2) i ( 6.16), moze se svaki clan. desne strane izraza (7 .3) napisati u razvi-
jenom oЬliku · 

Dv+ Ј "Р dv = Ј д'!јЈ dv + Ј VJXkda;. - Ј VJ+и/;da~;, 
Dt v+ v+ дt s+ а 

S rnenom ovih izraza u (7. 3) dobijamo formulu kojom se izrazava transportna teo
rema u oЬlasti \koja sadrzi singularnu povrs 

(7.4) 

Ovaj izraz se moze napisati i u kompaktnijem oЬliku pornocu teorerne о diver
genciji ili Grinove (Green) teoreme. Za neko polje V u oЬlasti V, koja ne sadrzi 
singularnu povrs, ona glasi • 

Ј div v dv = ф v da. (7.5) 
v s 

Za oЬlast V sa singularnom povrsi сЈ va:li modifikovana Grinova teorema 

Ј div v dv = ф v da - Ј [v] da . (7.6) 
V S а 

Da Ьismo dokazali (7.6), primenirno Grinovu teoremu (7.5) na V+ v- za koje 
је singularna povr~ сЈ oЬlasti V granicna povrs, tj. 

Ј div v dv = ф ·- v da~ = Ј v ~~ -: Ј v~. da 
v+ S++a+ S+ а 

Ј div v dv = ф v da = Ј v da + Ј v- da. 
v- S-+a- S- а 

Napomenirno da smo sa сЈ+ i сЈ- oznacili suprotne orijentacije povrsi сЈ, sto је pri
kazano na sl. 20. SaЬirajuci ove izraze i uzimajuCi u obzi.J.· da је 

Ј div v dv = Ј div v dv, 
v v++v-

kao (7. 1), doЬijam·o (7.6). 



U slucaju kada је v = vk ® g k pogodno је pisati (7.6) u oЬliku 

. 1 д .,.fivk 
Ј d1v v dv = Ј --= " dv = Ј vli:da~; - Ј [vk] da,.,. 
v v .Jg дх . s и 

(7.6а) 

Pomocu (7.6) moze se transportna teorema и oЬlasti koja sadrzi singularnu 
povrs (7 .4) napisati u oЫiku 

.Е_ Ј 1р dv = Ј [ 8"Р + div (1рх)] dv + Ј [ V! (х -и)] da 
Dt v v дt и 

= Ј (8"Р + (1J!xk),k] dv + Ј [ V! (xk --и~<)] dak (7 .7) 
v дt и 

= Ј [д"Р + (VJxk),k] dv + Ј [ V! (х,. - ип)] da 
v дt и 

gde SU Х,. = x"nk i U n = u"n,, brzina rnaterijalne Cestice koja је trenutnO na (f U 

pravcu njenog jedinicnog vektora normale n, i brzina pomeranja povrsi и, res
pektivno. 

Napomena 1. 

Na analogan nacin moze Ьiti razmatran proЬlem konacne materijalne povrsi S 
u kojoj se krece neka singularna kriva linija у (t) nekom brzinom и (sl. 21). U tom 
slucaju, primenom Stoksove (Stokes) teoreme za povrs koja sadrzi singularnu krivu 

Ј rot q · da = Ј q · ds - Ј [q] · ds (7.8) 
s с у 

((t) 

Sl. 21 

moze se (6.9) pisati u obliku 

!!__Ј q · da = Ј [ дq + rot (q Х v ) + v div q] da + 
Dt s s дt 

+ Ј [q х (v- и)Ћ ds (7.9) 
у 

koji se primenjuje u elektromagnetnoj teoriji kontinuuma i teoriji Ijuski. 

98 



Napomena 2. 

Vr1o cesto је pogodtю za ana1izu izraziti transportnu teoremu u odnosu na 
referentnu konfiguraciju te1a. 

Tada povrsi diskontinuiteta а (t), definisanoj u xt u implicitnom oЬliku 

(7.10) 

odgovara, s obzirom na jedr:acine kretanja х~.: = xk (Хк, t), povrs Е (t) u х defi-
nisana sa 

F (Хк, t) = f [х" (Хк, t), t] =О. (7 .11) 

S obzirom na eksp1icitnu zavisnost Е (t) od t ona menja svoj po1ozaj u х и funkciji 
vremena, tj. krece se nekom brzinom U. Njenu komponentu Ин u pravcи jedi
nicnog vektora spoljne normale N povrsi Е (t) nazivamo brzina prostiranja povrsi 
Е (t). Ona је dиalna brzini pomeranja un povrsi а (t) i kao takva g1asi 

(vidi (3.4.13)). 

дF 

дt 

.JF р.к 
.к 

(7.12) 

Povrsi а (t) i Е (t), definisane sa (7.10) i (7.1 1), redom, su, sa geometrijskog 
stanovista, и opstem s1ucajи, potpuno raz1icite: 

а (t) је и oЫasti Ь - trenиtnog po1ozaja cestica te1a ·]; 

l: (t) је u oЫasti В - referentnog po1ozaja cestica te1a 'ЈЗ, 

S obzirom da se В ne menja u zavisnosti od vremena za razlikи od Ь, l: (t) u В, 
u opstem s1иcaju, u razliCitim trenucima vremena sadrzi razlicite ceslice te1a '!З, 
tj. Е (t) u opstem s1ucaju nije materija1na povrs . Povrs Е је materija1na ako i samo 
ako је nezavisna od vremena. Као pos1edica toga iz (7 .12) s1edi: 

Ин= О predstav1ja pctreban i dovo1jan us1ov da Ьi povrs Е Ьila materijalna. 

Ponav1jajuci сео postupak, kao i u s1ucaju а (t), a1i sada pod us1ovom da (7.2) 
glasi 

V+= {~ 

v-= {~ 
Lako је pokazati da је, za neku funkciju 1Jf 

.!!.._Ј 1Jf dV = Ј д1Јf dV- Ј [1ЈfИК] dАю 
Dt v v дt :Е 

(7 .13) 

sto neposredno s1edi iz (7.4) kada se pravilno primeni na Е (t). U tom smis1u 
sada sa dV oznacavamo element materijalne zapremine V u х, koji deforma
cijom prelazi u dv i v, respektivno, u xt. 
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U ciljи poredenja rezи1tata izraza datih sa (7.4) i (7.13) iskoristimo (2.15.12). 
Tada је 

D D D - r Р dV = - f Р J-1dv = - f 1р dv 
Dt v Dt v . Dt v 

(7. 14) 

р = ]1р. 

Iz (7.14) i (7.13) doЬijamo 

D D - Ј 1р dv = - Ј Р dV = 
Dt v Dt v 

= Ј дl1р dV - Ј [Ј1рИкЕ dАк, 
v дt I: 

(7 .15) 

sto predstav1ja trazeni oЫik transportne teoreme и odnosи na referentnи konfi
guracijи х. 

Ova teorema, kao i mJdifikovani oЫik Grinove teoreme (7.6а) koja и odnosи 
na referentnи konfigиracijи х za neko ро1је V = VJ( ® Gк g1asi 

f div V dV = r ____!_ 0 .Ј(]vк dV = f ·vк dАк- f [V1'E dAJ( 
v v .JG ахк s z 

(7.16) 

Ьiсе da1je cesto koriscena. 
Nag1asimo jos da nije tesko pokazati da (7. 16) direktno s1edi iz (7.6а) pod 

иslovom da је 
vк = JXfk vk. (7.17) 

Uopste, kada za ро1ја v k i vк vazi re1acija oЫika (7.17) kazemo: 

vк је reprezentacija vk и odnosu па referentnu konfiguracij'u х; ili kratko: 
vк је materijalna reprezentacija · vk. 

Veibanja 

1. Izvesti (7.8). · 
2. Pokazati da s~ (6.9) moze napisati и oblikи 

D_ Ј q · da = Ј (дq + v div q \ · da + Ј (q Х v) · ds 
Dt s s дt Ј с 

gde је С granicna kriva povrsi S, а ds njen e1ement lиka. 
З. KoristeCi rezи1tate prethodna dva zadatka izvesti (7.9). 
4. Za materija1nи krivи 1inijи С koja sadrzi tackи diskontinиiteta А, koja se duz 

krive С krece nekom brzi:nom и, izvesti transportnи teoremи. 
5. Izvesti (7.16) i (7.6а). 
6. Napisati (7.8) i (7.9) и odnosu na referentnu konfiguraciju. 
•7. Pokazati da је za .. v = vk ® g k> gde је 
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8. TENZOR BRZINE DEFORMACAIJE. TENZOR VRTLOZNOST 1 

Tenzor хџ, kao tenzor drugog reda, mozemo jednoznacno predstaviti u 
oЬliku 

gde su 

dkl = x (i:, l ) tenzor brzine deformacije (dkl = d,k) 

wk1 = x1k, EJ tenzor vrtloznosti (w~c~ = -w,k). 

(8. 1) 

(8.2) 

(8.3) 

U trodimenziona1nom prostoru antisimetricni tenzor ima tri nezavisne kompo
nente, ра mu se na jednozшican nacin moze pridru:liti vektor w koji cemo zvati 
vektm· vrtloznosti, tako da је 

S obzirom na osobine e-sistema, lako ј е pokazati da је 

Vektor 

1 t'1t' 1 ml • т 1 
(1) = - rot V Ш~.; = - ei<tn•W = eklrnX ' 

2 2 

nazivamo vektor ugaone brzine. Ocig1edno је 

W = 2Ф. 

(8.4) 

(8 .5) 

(8 .6) 

(8.7) 

Fizicki smisao komponenata tenzora brzine deformacije dk1 se odreduje posma
tranjem promena ро vremenu duzina i re1ativnih polozaja materija1nih 1inijskih 
e1emenata. U tom ci1ju, uocavamo dva materija1na e1ementa dx1 i dx 2• Tada је 

(8.8) 

s obzirom na (3.4), (5.3) i (5.5). Za dx1 = dx 2 = dx (8.8) se svodi na (5.4), tj. 
mozemo pisati 

d ds, d k t 
<n> = - = ktn n . 

ds 
(8.9) 

Znaci, normalna komponenta tenzora brzine deformacije za neki pravac n odre
duje brzinu promene duzine materija1nih 1inijskih e1emenata tog pravca u odnosu 
na svoju duzinu. Za Dekartov sistem koordinata Ьiсе n~,.> = ь: ра је 

d<«> = d,.a: (ne saЬirati ро а). (8.10) 

Ako је dx1'# dx2 i ako ј е () ugao koj i zaklapaju, onda iz (8.8) i (8.9) dobijamo 

(8.11) 
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gde su n~a.P (а. = 1, 2) jedinicni vektori uocenih e1emenata dati sa 
n 

() = О (8.11) se svodi na (8.9). Za ortogona1ne pravce () = -, Ьiсе 
2 

(2.9.10 2). Za 

(8.12) 

tj . smicuca komponenta tenzora brzine deformacije za dva med:usobno ortogona1na 
pravca jednaka је po1ovini brzine promene pravog ugla koji ta dva pravca zaklapaju. 
U sp~cijalnom slucaju, za Dekartov sistem koordinata doЬijamo da је 

l . 
- - ()а.{Ј = da.(j> (а. :f:: р). 

2 
(8.13) 

Kratko receno komponente tenzora brzine deformacije odred:uju promenu 
ро vremenu duiina i re1ativnih po1ozaja uocenih materija1nih linijskih elemenata 
i, u odn')SU na Dekartov sistem koordinata, g1ase 

r d(l) 
1 . 1 l 

- - ()(12) - - 8(13) 
2 2 

1 1 
(dkl) = - - 8(21) d ( 2) -- ()(23) (8.14) 

2 2 

1 . 
t -2 ()(31) 

1 -2 8(32) d(3) 

Za odred:ivanje glavnih pravaca tenzora d~c1 potrebno је resiti sistem jednacina 

(8.15) 

Ро svom oЫiku ovaj sistem jednacina је identican sistemu jednaCina (2.10.9) koji 
odgovara tenzoru deformacije СкL· Kako је tenzor d~c1 simetrican, to i za njega 
vazi sve ono sto је dokazano za СкL - kada је и pitanju njegovo simetricno svoj
stvo. 

Da Ьi odredi1i fizicki smisao vektora Ф odredimo materija1ni izvod jedinicnog 
. dxk 

vektora pravca nekog materijalnog linijskog e1ementa, tj. vektora nk = --. 
ds 

Koristeci (5.3)4 i (8.9) 1ako је pokazati da је 

(8.16) 

ili, s obzirom na (5.3)3 i (8.1) 

п/с = (dkl + wkl - d(n)gkl) n1. (8.17) 

Ako n~: odred:uje glavni pravac tenzora d~c1 onda za taj pravac vazi (8.15) d = d<п> 
tako da је 
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s obzirom na (8.6). Izraz (8.18) 2 ро svom oЬliku potpuno је identican izrazu kojim 
se odreduje brzina rotacije jedinicnog vektora n pri krutom kretanju tela. Otuda 
i naziv vektor ugaone brzine za Ф. Medutim, postoji sиstinska razlika izmedи 
ovde definisanog vektora Ф i vektora ugaone brzine .Q pri krиtom kretanju tela. 
Vektor Q је funkcija samo vremena i и datom trenutkи је isti za sve tacke tela. 
Za takvи иgаоnи brzinи, (8.18) vazi za svako n u svakoj tacki tela. 

Za odredivanje fizickog smisla tenzora vrtloznosti W~c1 uoCimo u х neki mate
rijalni element dx i neki fiksirani pt-avac v. Relativni polozaj materijalnog elementa 
dx1' jedinicnog vektora nk = dxkjds, и odnosu na vk је dat sa 

dxk 
cos r:p = g~c1nkv1 = gkl - - v1

, 
ds 

ciji materijalni izvod odreduje promenи relativnog polozaja. Tada је 

s obzirom na (8.17) i (5.3)3 • Za r:p = n doЬijamo 
2 

ili za Dekartove ose, odredene jedinicnim vektorima nk i vk, 

-Ф~с1 = zц (k =t= l). 

z2 

-4>· ,-
12 

z 

Sl. 22 

Iz (8.21) sledi da је 

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

tj. razlika promena и jedinici vremena relativnih polozaja dva medиsobno иpravna 
pravca odredena је dvostrиkom vrednoscи odgovarajиce komponentete tenzora 
vrtloznosti. 
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Navedimo jos da је, и ciljи sazetog nacina pisanja, и literatиri иobicajeno 
da· se za · odgovarajиce veliCine иvedu sledece oznake : 

L = X~~; ,1gk ® g 1 - za gradijent brzine 

D - za tenzor brzine deformacije 

W - za tenzor vrtloznosti 

Tada se (8.1-3) moze pisati и оЫikи 

Vezbanja 

. L = FF-1 = D + W, 

D = ~ (L + L 7
'), D = D7

', 

2 

W=~ (L - Lт), W = - wт. 
2 

1. Za polja brzina data и zadacima 2. i 5. odeljka 2. odr editi 

а) tenzor brzine deformacije, 

Ь) tenzor vrtloznosti i vektor vrtloznosti, 

с) invat·ijante tenzora brzirie deformacije. 

2. Za polje brzine 

1 

x = f (y)- yg (r ) 

у = xg (r) 

z = O 

gde је r = (х2 + у2)\ odrediti 

а) tenzor brzine deformacije i njegove invarijante, 

Ь) vektor vrtloznosti i 

с) analizirati kretanje. 

З. Za jednostruko povezanu oЫast и Е3 naci иslove integraЬilnosti za 

1 

4. Ako је х = f (r) 2!..., S• = -f(r) ~' z = О, r = (х2 + у2)Т 
r r 

kretanje је stacionarno. Odrediti: 

а) · strujne linije, 

Ь) pokazati da је 

d11 = -d22 = F sin 20, d12 = -F cos 20, d13 = d 23 = О 
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г 
---- ------------.. 

gde је tang () = у i F = _!_ [f' (r) - f(r)fr]. 
х 2 

Naci g1avne vrednosti i odrediti 

g1avne pravce tenzora d~cz· 

9. UBRZANJE 

Za vektorsko polje (1.3) materijalni izvod definise ubrzanje, v = x"g", mate
rijalne cestice Х odredene sa хк. Mi cemo kazati da је иbrzanje materijalne cestice 
х promena brzine te cestice ро vremenи kоји иосаvа posmatrac, 1<oji ·se za sve 
vreme kretanja na njoj nalazi. Prema (3.2) Ьiсе 

д • k 

" " Х + ·k ·z х =-- Х 1Х. 
дt . 

(9. 1) 

Neprekidnom promenom (Хк) и В prelazimo preko svih materijalnih cestica 
tela '!З za koje vazi (9 .1). Pl'ema tome (9.1) odredиje polje иbrzanja materijalnih 
cestica tela · и trenиtkи t. . 

Ubrzanje se moze izraziti i и drиgom оЫikи . Tako је 

дх,, 2 . . ! ( 1 . 2) 
=дс + ХrцЈх + 2" х ·"' 

(9.2) 

vrlo pogodan oЬlik za aпalizu polja иbrzanja. Ротоси (8. 5) moze se (9. Ј ) izraziti 
jos kompaktnije · 

v = - + w х v + grad .- р2 • 
. дv . ( 1 ) 

дt 2 
(9.3) 

Odavde se odmah vidi da је 
;• 

. дw ( ) rot v = - + rot w х v , 
дt 

(9.4) 

gde smo koristili (8.4). 

Vezbanja 

1. Pokazati da је 

d. .. .. " 1· ·" ·1 tv х = х,1, = d + х , 1х." = 

gde su Id i Ild prva i drиga invarijanta tenzora d~co respektivno, а w је intenzitet 
vektora vrtloznosti w. 
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2. Ako је kretanje ~ = - gradj, onda је 

v = - grad - - - (gradj)2 
• [ дј 1 Ј 

дt 2 

Dokazati . 

10. CIRKULACIJA 

Prema definiciji, cirkulacija polja .Xk za neku zatvorenu krivu с је data sa 

г = f xkdxk. 
с ( 10.1) 

Primenom Stoksove teoreme moze se (10.1) pisati u obliku 

f xkdxk = f wkdak 
с у 

f х · dx = Ј w · da 
у 

(10 .2) 

tj. cirkulacija brzine duz zatvorene krive linije jednaka је fluksu vektora vrtloznosti 
kroz Ьilo koju povrs ogranicenu tom krivorn. 

Ako је 
(10.3) 

onda kazemo da је kretanje bezvrtlozno; u protivnorn је vrtlozno . Iz (8.3) i (10.3) 
sledi : kretanje је bezvrtlozno ako i sarno ako је 

(10.4) 

Funkcija ј se naziva potencijal polja brzine, а u njemu odgovarajuce polje brzina 
laminarno. Za laminarno polje brzina је 

(10.5) 

tj. struja laminarnog polja је funkcija sarno pocetne i krajnje tacke, ali ne i kliYe 
linije koja ih spaja. Ako је oblast, koju obuhvata zatvorena kriva linija, jednostruko 
pqvezana onda је, stavljanjem х1 = х2 u (10.5), cirkulacija laminarnog polja nula. 

Znaci, za jednostruko povezanu oblast vazi: 

- Teorema 1. 

Kretanje је bezvrtlozno ako i samo ako је cirkulacija duz svake zatvorene 
krive Hnije jednaka nuli. 

Promena cirkulacije ро vrernenu duz materijalne krive linije С odredena 
је materijalnirn izvodom (10.2), tj. sa 

DГ = .!!_ f v · dx = .!!_ f w · da = f r д~w + rot (w х v)] · da, 
Dt Dt с Dt s s L ot 

(10.6) 

gde smo koristili (7 .18) za q = w , u odsustvu singularne linije у na S, i cinjenicu 
da је divw = О. 

106 



- Teorema 2. 

Cirkulacija duz materijalne linije је stalna ako i samo ako ubrzanje poseduje 
potenc1jal. 

Zaista, iz (10.6) sledi da је DГ = О za svaku materijalnu povrs ako i samo 
Dt 

ako је 
дw ( . . -·- + rot w х v) = rot v = О, 
дt 

(10.7) 

s obzirom na (9.4) . Medutim, (10.7) се Ьiti zadovo1jeno ako i samo ako ubrzanje iJ 
poseduje potencija1, tj . ako i samo ako је 

(10.8) 

gde је ср potencijal ubrzanja. 

Vвzbanja 

l . Bezvrtlozno kretanje је izohoricno ako i samo ako је!~~.: = О, gde је f potencijal 
brzine. 

11. VRTLOZNE LINIJE, POVRSI 1 CEVI 

Vektorske 1inije vektora vrtloznosti w nazivamo vrtlozne linije, njegove vek
torske povrsi - vrtloznim povrsima, а njegove vektorske cevi - vrtloznim cevima. 
Uopste, vektorska povrs nekog vektorskog polja је povrs koja u svakoj tacki tangira 
uoceno vektorsko polje. Povrs koju obrazuju vektorske linije nekog vektorskog 
polja, koje prolaze kroz tacke neke zatvorene krive linije, nazivamo vektorska cev. 

Polje vektora vrtloznosti је solencidno, jer је 

div w = div rot v = О. (11.1) 

Takvo p:>lje ima niz osoЬina koje ne vaze, u opstem slucaju, za polje brzine v . 
Uocimo neku vrtloznu cev ogranicenu poprecnim presecima ;t 1 i ;t 2 (s1. 23). 

n 

w 

n 
" ':Рс " \ 

\ 
_..А~ \ 

n 
~ 1 \ 

1 
1 

Sl. 23 
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Fluks vektora w kroz у 1 , odnosno У 2 uocene cevi, naziva se jacina vrtloga u 
ovim poprecnim presecima. 

Prva Helmholcova teorema: 

- Ј acina vrtloga је ista za sve poprecne preseke vrtlozne cevz. 

Teorema se dokazuje primenom Grinove teoreme (о divergenciji). Tada је s 
obzirom na (11.1) 

Ј w · da = Ј div w dv = О, (11.2) 
у 'V 

gde је povrs integracije У= У 1 +У с+ У2; sa У. је oznacena bocna povrs. 
Kako је ро definiciji w· n= О na У., iz (11.2) doЬijamo da је 

Ј w · da = Ј w · da. D (11.3) 
у, У. 

Vazna posledica ove teoreme је da vrtlozne 1inije ne mogu ni poCinjati niti 
se zavrsavati u bilo kojoj tacki unutrasnjosti tela. 

Ista teorema se moze izraziti i u oЬliku takozvane Kelvinove teoreme: 

- Cirkulacija duz krivih linija, koje ogranicavaju poprecne preseke па 
strujnoj cevi uzete и istom smeru, jednake su. 

Dokaz s1edi neposredno iz (11.3) primenorn Stoksove teoreme. 

Tada је 

Ј v . ах = Ј v . ах, (1 1.4) 
с, с, 

s obzirorn na (8.4). D 

Jednacine vrtloznih linija su date sa 

(1 t .5) 

Mozemo postaviti pitanje: - Kada su vrtlozne linije materija1ne linije? Odgovor 
se doЬija primenom kriterijurna He1mholc-Zoravskog za q = w. lz (4.25), (11.1) 
i (9.4) doЬijamo da је 

w Х [дw + rot (w х v)] = w х rot v = О. 
дt -

(11.6) 

Za w = О iz ( 11. 6) sledi : 

Potreban i dovoljan uslov da bi vrtloz ne linije bile materijalne jeste da је 
ubrzanje potencijalno ili da је vektor vrtloznosti kolinearan sa rotorom 
ubrzanja. 

Uslov (6.11) se za q = w svodi, s obzirom na ( 11.1) i (9.4), na oЬlik 

rotv = 0. (11.7) 

Ovaj uslov је vrlo vazan i poznat pod imenom Dalamber-Ojlerov (D'A1amber-Eu
ler) uslov. Primenom ovog rezultata na ( 6.9) mozemo kazati: -L- Da Ьi jaCina svih 
vrtloznih cevi Ьila konstantna ро vremenu potrebno је i dovoljno da је ubrzanje 
potencija1no. Ovaj us1ov је i dovo1jan da Ьi vrtlozne cevi Ьi1е materija1ne. D 
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Znacaj ovog uslova se ogleda u Teoremi 2 odeljka 10., koja se moze izraziti 
i u ekvivalentnom obliku: - Cirkulacija duz materijalne linije је stalna ako i samo 
ako је zadovoljen Dalamber-Ojlerov uslov. 

Radi definisanosti, takva kretanja cemo zvati kretanja sa nepromenljivom 
cirkulacijom, za koja vaze dve nove Helmholcove teoreme. 

Druga Helmholcova teorema: 

- Pri kretanju sa перrотепјепот cirkulacijoт vrtlozne linije su тate
rijalne. 

Dokaz teoreme sledi iz (9 .7) i (11.6). 

Treca Helmholcova teorema: 

- Da bi jacina vrtloga bila konstantna pri kretanju, duz neke 
vrtlozne cevi, Cije su vrtlozne linije тaterijalne, potrebno је i dovoljno da 
kretanje bude sa перrотепјепот cirkulacijoт. 

Dokaz teoreme sledi direktno iz (10.6). 

Na osnovu dokaza ovih teorema vidi se da se radi о novoj formulaciji ranije 
iznetih teorema ili stavova. 

12. MASA 

Masa је osnovno svojstvo materije. Obelezavamo је sa т i pпp1sujemo је 
svakom materijalnom telu. То је velicina kojom se izrazava kolicina materije u 
telu i zadovoljava sledece zahteve: 

1. masa tela је jednaka zbiru masa njegovih delova, 
2. ne menja se pri kretanju tela, i 
З. ne zavisi od dimenzija tela. 

Prevedeno na matematicki jezik, to znaci: 
1. da је masa mera, 
2. da је invarijantnog karaktera pri kretanju i 
'3. da njena fizicka dimenzija [М] nije zavisna od vremena [Т) i duzine [L] . 

U mehanici kontinuuma materija је neprekidno rasporedena u nekoj oЬlasti 
prostora. Takva tela, konacna ро svojim dimenzijama, imaju konacnu masu. Zbog 
toga se konacna masa u kontinuumu pripisuje, ne individualnim cesticama, vec 
skupu cestica koje imaju pozitivnu zapreminu. Sta vise, masa tela cija zapremina 
tezi nuli takode tezi nuli. U protivnom, na osnovu zahteva 1., i konacna tela Ьi 
imala .beskonacnu masu ako Ьi se ор.а pripisala svakoj materijalnoj cestici tela. 
Drukcije receno: za kontinuum pretpostavljamo da је masa, odnosno mera т, 
neprekidna funkcija zapremine. Tada se moze definisati veliCina (!, koja se naziva 
gustina таsе i koja predstavlja granicnu vrednost izraza 

е = lim т ('73) , dim е = [ML- 3), 

нО V ( ']3) 

gde је т ('73) masa tela '73 cija је zapremina v ('73). 

(12:1) 
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Izraz (12.1) se pise и poznatom matematickom obliku 

dm 
е = - . 

dv 

Ро definiciji, е је apso1utan ska1ar takav da је 

О ~ е < оо 

( 12.2) 

( 12.3) 

Tacke u kojima е ~сю smatramo singularnim i iskljucujemo iz daljeg razmatx anja. 

13. ZAKON KONZERVACIJE MASE 

Vec smo naglasili da је masa aditivna ne-negativna velicina, invarijantna pri 
kretanju. Za neko telo zapremine v ukupna masa је odredena, prema (12.2), izrazom 

т = Ј edv. (13.1) 

i ima istu vrednost и svakom trenutku vremena i и svakoj konfiguracij i kоји telo 
zauzima u prostoru. 

Prema tome, zakon konzervacije tvrdi: 
Ukupna masa tela se ne menja pri kretanju. 

Izrazen и oЬliku т = const. zakon konzervacije mase se naziva globalni zakon 
konzervacije i u ekvivalentnom oЬliku glasi 

Ј ео dV = Ј е dv, 
v " 

(13.2) 

gde su ео i е gustina u pocetnoj i trenutnoj konfiguraciji, respektivno. Ako se zapre
minski integrali u (13.2) оЬа izraze и prostornom i1i materijalnom opisu, Ьiсе 

J Ceo-Je) dV = O, 
v 

Ј (е - eoJ- l) dv = О, 
" 

(13 .3) 

s obzirom na (2.15.12). 

Ako globalni zakon konzervacije vaii za svaki delic tela doЬijamo lokalni 
zakon konzervacije. Prema (13.3) lokalni zakon konzeгvacije mase glasi 

(13.4) 

i naztVaJU se materijalne jednacine neprekidnosti. 
Za izohoricno kretanje је е = е0, tj. gustina svake cestice ostaje nepromenjena 

za sve vreme kretanja. Uza klasa kretanja је homohoricno kretanje. Kazemo: homo
horicno kretanje, definisano sa ео = const., је izohoricno kod koga је gustina 
uniformna и prostoru i ро vremenu. 

Prostorne jednacine neprekidnosti ili jednaCine kontinuiteta mozemo doЬiti 
na vise nacina. Na primer : materijalni izvod (3.2) daje 
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-

gde је v materijalna zapremina. U lokalnom oЬliku (13.5), s obzirom na (6.14), 
glasi 

де + (exk),~c =о ili де + div (ev) = о. 
дt дt 

(13.6) 

Ova jednacina је u literatиri poznata i pod imenom jednacina kontinuiteta. Isti 
izraz se mogao doЬiti kao materijalni izvod (13. 1) odakle sledi da је 

(edv) = О. ( 13.7) 

Na isti naCin iz (13.4) doЬijamo 

ei = о. (13.8) 

KoristeCi (5.13) i (5.10) и ovim izrazima mogиce је (13.6) izraziti и sledeCim ekvi
valentnim oblicima 

log е + Id = о, ё + ех~ = О, ё + е div v = О. (13.9) 

Као posledica (13.7) sledi vrlo vazna identicnost za materijalnu zapreminu v i 
i funkciju ј neprekidnu i diferencijaЬilnu na v 

D . 
- Ј efdv =Ј efdv, 
Dt " v 

D . 
- Ј fdm = Ј fdm, 
Dt " " 

(13.10) 

koju cemo vrlo cesto koristiti. 

Veibanja 

1. Pokazati da vazi identicnost 

••k д ( . k) + с . k. !) 
(!Х = дt QX (!Х Х ,!· 

2. Za dvodimenzionalna i jednodimenzionalna tela gиstina se definise kao mэ:.а 
ро jedinici povrsine i masa ро jedinici lиka, respektivno. Oznacimo sa ff gиstinu 
materijalne povrsi а sa у gиstinи materijalne krive linije. Odrediti odgovarajиce 
zakone konzervacije mase materijalne povrsi i materijalne krive. 

14. OPSТI ZAKONI BALANSA 

Neka је v materijalna oЬlast koja sadrzi singиlamu povrs ff (t) i neka је 1р 
Ьilo koja definisana velicina, neprekidna i diferencijaЬilna u v izиzev tacaka na 
ff (t). Tada izraz 

D - Ј (!1pdV = f ф da + Ј epdv, 
Dt " S' v 

(14.1) 

пazivamo opsti zakon balansa. Velicine Ф [ 1р] i р [ 1р] nazivamo fluks 1р kroz gra
nicи ;t materijalne oЬlasti v i specificna proizvodnja 1р u v, respektivno. Sve veli
cine и (14.1) sи ravnopravne medu sobom, tako da opsti zakon balansa moze poslиziti 
kao definicija Ьilo koje od tri velicine ip, Ф [VJ] i р [VJ] preko dve preostale. Takode, 
za Ьilo koje 1р иvek mozemo izabrati velicine Ф i р tako da ( 14.1) vazi. Prema tome 
mozemo reci da se svaka velicina 1р moze uravnoteziti. 
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Pomocu (7.6) i (7.7) mozemo (14.1) napisati u ekvivalentnom oЬliku 

Ј {д (е'!Р) + div (e"Pv) - div ф - еР} dv + 
v дt 

+ Ф ffeV' (v- и)- ФD da = О; 
o(t) 

Ј {е~ + ip (е + е ctiv v) - div Ф - еР} dv + 
v 

+ Ф [ e1f' (v - и) - ФD da = О. 
oCt ) 

( 14.2) 

Pretpostavimo da su podintegralne velicine u zapreminskom integralu U: oko1ini 
с (t) ogranicene i da (11f', v i Ф teze granicnim vrednostima, koje su neprekidne 
funkcije polozaja na svakoj strani а (t). Pretpostavimo dalje da opsti zakon ba1ansa 
vazi za svaki deo tela 73. Pod tim pretpostavkama neka ;;+ i ;;- teze ka Cf (t) tako 
<la zapreщina v+ i v - teze nuli dok povrsina Cf ostaje konacna u tom granicnom 
procesu (vidi sl. 20 i sl. 24). 

Sl. 24 

Zapreminski integral u (14.2) tada iscezava i doЬijamo da је 

Ј [ e1f' (v -и)- Ф] da = О, 

i1i u 1 okalnom oЪliku 

[е"Р (v -и) -Ф] n = О na Cf (t), (14.3) 

gde је n jedinicni vektor normale na Cf. Ovaj izraz se naziva uslov skoka па Ј (t). 
U oЬlasti koja ne sadrii singulamu povrs (f iz (14.2) sledi da је 

Ј {eip + 1f' (i! + е div v) - div ф - еР} dv= О, 
v-o 

ili u lokalnom о Ьliku 

eip + 1f' (i! +е div v) - div Ф - еР = О u V- Cf, (14.4) 

gde smo sa v -(f naznaCili oЬlast tela koja ne sadrzi singularnu povrs Cf. U speci
jalnom slucaju kada је 1f' = 1, Ф = О ip = О, (14.1) se svodi na (13.5), koji u slucaju 
singularne povrsi daje lokalni zakon konzervacije mase 

iJ.l2 

ё + е div v = о u v - а, 

[е ( v - и)] · n = О na Cf 

(14.5) 



s obzirom na (14.3) i (14.4). KoristeCi (14.5)1 u (14.4) mozemo konaёno napisati 
1oka1ni zakon ba1ansa opsteg zakona balansa (14.1) u oЫiku 

е1ј; - div Ф - еР = о v - а 

[ eVJ (v -и) - Ф] n = О а. (14.6) 

Za Ф = фk ® g~; гelacije (14.6) mozemo pisati u ekvivalentnom oЬliku 

1 д.,јgфk . 
-= + е (р - VJ) = о u v -а, Jg дхk 

[Фk + (!1р (и - v)] n~c = О na а. 

Kada ј е za neko 'f/1, Ф [1р] = О i р [VJ] = О Ьiсе, prema (14.1 ) i (14.6) 

D 
- Ј (!1pdV = о, 
D t v 

ili u 1okalnom оЫikи 
-ф= О u v- а, 

[ eVJ (v - и)] n = О na а. 

(14.7) 

(14.8) 

(14.9) 

Za takvo 1р kazemo da vazi zakon konzervacije i da ј е ukиpno {!VJ и v ocиvano i1i 
konzervisano u tokи kretanja. Primer takvog zakona је zakon konzervacije mase. 
Prema tome mozemo kazati : da Ьi ukиpno (!1Ј! Ьilo konzervisano za svako mate
rija1no v potrebno је i dovoljno da vazi (14.8). 

Lokalno i g1obalni zakoni balansa jos se и literatиri nazivajи i diferencijalni 
i integralni zakoni balansa, respektivno. 

Napomena. 

Za dalja izlaganja potrebno је izvesti op~ti zakon balansa и odnosи na refe
rentnu konfigиracijи. Postoji vise nacina za njihovo izvodenje od kojih jedan ovde 
izlazemo. 

Polazimo od (14. 1) napisanom и njemи ekvivalentnom оЫikи 

D Ј е 1pdV = Ј фl.: dak + Ј epdv, ф = фlс ® glc, 
D t v У' v 

(14.10) 

koji, kol"iscenjem ( 13.4), (2.15.8) i definicije matet·ijalne reprezentacije date sa 
(7.17), postaje 

D Ј (!otpdV = Ј ф}( dАк + Ј eoPdV, 
Dt v s v 

(14.11) 

gde је 
(14.12) 

Za izvodenje 1oka1nog о Ыika ovog ba1ansa koristicemo (7.16) i transportnu teoremu 
и refel"entnoj konfigиraciji 

D Ј eo'l'dV = Ј ео д'l' dV - Ј ео [РИ}(] dАю 
Dt v v дt х 

(14. 13) 

koja se doЬija iz (7. 15) kada se umesto funkcije 'l' uzme e'l' i iskoristi (13.4). 
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Tada se (14.11) moze napisati kao 

I [ 
1 д .ЈGФК + ( -дР)] dV + I [ФК + РИК] dA. = о 

v .Ј G дХк ео р дt s ео к ' 

ili и lokalnom о Ьlikи 

gde је, ocigledno, brzina prostiranja 

Ин= икNк. 

(14.14) 

(14.15) 

Relacije ( 14.14) izrazavajи trazeni о Ьlik lokalnog zakona balansa и referentnoj 
konfiguraciji. Pri tome treba imati и vidи da sи tada sve veliCine, koje и njemи 

f . ·х f k .. . . 1 "h k d. хк О d дР (Х, t ) d 1· 1guп.,и, иn ClJe mateпJa ш oor шаtа . n а pre stav Ја mate-

rijalni izvod funkcije Р (Х, t) tako da је 

дР(Х, t) . ( ) --'---"'- = "Р х, t ) 
дt 

za "Р (х, t) =Р [Х (х, t), t]. 

Veibanja 

дt 

1. Za materijalnи povrs S и kojoj se krece neka singularna kriva у (t) nekom brzinon:i 
и globalni zakon balansa za nekи veliCinu q glasi 

D Ј q da = Ј h da + Ј r da, 
Dt s с s 

gde је С granica S. KoristeCi (7.17) i (7.6) napisati njegov lokalni zakon .balansa. 

2. Neka је q = О"Ь, gde је О" gustina mase dvodimenzionalnog materijalnog tela. 
Koristeci rezultate prethodnog zadэtka, kao i zadatka 2. odeljak 1 З. , napisati 
odgovarajиce zakone balansa za dvodimenzionalno telo. Odrediti potrebne i 
dovoljne иslove da Ьi neka veliCina Ьila ocиvana (konzervisana). 

З. Za jednodimenzionalno materijalno te1o formиlisati globalni zakon balansa i 
odrediti njegov 1okalni oЬlik. 

4. Pokazati da је za Фк = ЈХ~јФ~.: , 

~ д.ЈGФк = Ј 1_ д.ЈgФk 
.JG ахк .Jg дхk 

5. Pokazati da је za 
Фк ... = ЈХТ: Ф~: . . .. 

о. о , А: •• • ' 

фК::: ;К = Ј фk:: : ;l:• 
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15~ KOLICINA KRET ANJA. МОМЕNТ KOLICINE KRET ANJA 

KoliCina kretanja К materijalnog kontinииma (tela) sadrzanog и oЫasti v 
је definisana sa 

к = Ј v dm = Ј x"g" ех) dm, ( 15.1) 
'/) '/) 

а moment koliCine kretanja L и odnosи na koordinatni pocetak opsteg sistema sa 

L = Ј Р Х v dm = Ј ek1n,p1x"'gk (х) dm (15.2) 
'/) '/) 

и odnosи na sistem kooгdinata х" dopиstiv u Е3 . U odnosи na takav sistem bazni 
vektori, gk odnosno g", sи funkcije polozaja i kao takvi nisu konstantni, osim u 
specijalnom slисаји kada је sistem koordinata Dekartov. Zbog toga bazni vektol"i 
ne mogu и opstem slисаји Ьiti izneti ispred znaka integrala. U principи, integracija 
se onda izvodi na taj nacin sto se polje vektora v, odnosno р х v, koje deluje и v , 
paralelno pomeri u Ьi1о kоји tackи Х i onda izvrsi sumiranje (integracija). U tom 
ciljи pomnozimo (15.1) i (15.2) sa Gк (Х). Tada је 

кк (Х, t) = Ј е g: (Х, х) )ckdv, 
'/) 

Lн (Х, t) = Ј е g~ (Х, х) eklmP1Xmdv. 
( 15.3) 

'/) 

Ovako doЬijene ve1icine кк i Lк imajи tenzorski karakter, sto је vrlo jednostavno 
pokazati. U odnosи na Dekartov sistem koordinata, s obzirom na konstantnost 
baznih vektora, moze se (15.1) i (15.2) odmah pisati и komponentalnom obliku 

L ;c = Ј е eklmZIZmdv, 
'/) 

(15.4) 

za Ьilo kоји tackи u Е3 • Isti rezultat s1edi iz (15.3) kada је gf = bf Kronekerov 
b-simbo1. 

Odavde se vide ocigledne prednosti koje nam pruza Dekartov sistem koordi
nata, kada је u pitanju komponenta1na reprezentacija ovde navedenih velicina i 
njima drиgih s1icnih izraza. Medиtim, treba imati na umи: 1. da nije иvek moguce 
koristiti Dekartov sistem koordinata (na primer, и slиcaju ljиski - koje sa geo
metrijskog stanovista predstav1jajи Rimanske prostore) i 2. da izrazi u opstern 
slиcaju dati u odnosu na Dekartov sistem koordinata ne garantиjи njihov tenzorski 
karakter. Zbog toga cemo иvek, kada је to moguce, zadrzavati opsti naCin obele
zavanja kao u slucajи (15.1) i (15 .2) . U slисаји kornponentalne reprezentacije 
izrazavacemo ve1icine u odnosи na proizvoljni sistem koordinata xk, dopиstiv и Е3 • 
Na taj nacin је sadrzana i njihova reprezentacija и odnosи na Dekartov sistem 
koordinata kao specijalni slиcaj. 
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Obelezirno sa F i М rеzиltијиси silи i rezиltujиci moment и odnosu na koor
dinatni pocetak opsteg sistema. Tada zakoni nerelativisticke mehanike tvrde da 
postoji sistem и kome је 

.!_К = F ili 
dt 

koji predstavlja zakon koliCine kretanja, i 

.!_L = M ili 
dt 

( 15. 5) 

( 15.6) 

koji predstavlja zakon momenta koliCine kretanja. Sistem referencije и odnosи 
na koji vaze zakoni (15.5) i (15.6) naziva se inercijalni. 

Ovi zakoni vaze ne samo za telo kao celinи, nego i za svaki njegov merljivi 
deo, jer ј е svaki njegov deo takode telo. Vaze nezavisno od izbora momentne tacke. 

Prema tome, izborom koordinatnog pocetka za momentnu tacku ne guЬi se nista 
и opstosti. Poznati i pod irnenom Ojlerovi zakoni, oni vaze za sve inercijalne sisteme. 
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IV NAPON 

1. ZAPREMINSKE 1 POVRSINSKE SILE 

Si1e, koje de1uju na telo, mozemo podeliti na spoljasnje i unutrasnje. Spoljasnje 
sile su mera dejstva na telo drugih tela, spoljnih u odnosu na posmatrano. Unutras
nje si1e su sile uzajamnog dejstva cestica ili delova uocenog tela. Ova pode1a је 
opsta i zajednicka za sve sile nezavisno od njihove fizicke prirode, tj. nezavisno 
od toga da li su mehanickog, elektricnog, hemijskog ili nekog drugog por~kla. 

Spoljasnje sile koje deluju na izabrano telo se u mehanici kontinuuma dele 
na zapreminske i povrsinske. 

Zapreminske sile deluju na svaki element zapremine i kao takve predstavljaju 
sile na rastojanju. Pod istim nazivom koristi se i sila ро jedinici mase ј, tako da 
је ukupna sila odredena sa 

Ј Jdm =Ј efdv, ( l.l) 
." " 

gde је v zapremina uocenog tela. Primeri ovih sila su gravitaciona i elektrosta
ticka sila. 

Povrsinske sile su kcntaktne sile i deluju na telo u tackama njegove granicne 
povrsi. Neprekidno rasporedena povrsinska sila ро jedinici povrsine naziva se 
povrsinski пароп. Obele:lavacemo ga sa t<n» cime ze1imo da naglasimo njegovu 
zavisnost od orijentacije povrsi na koju deluje. Ukupna neprekidno rasporedena 
povrsinska sila · је 

(1.2) 

Primer takve sile је sila hidrostatickog pritiska koja deluje na granicnu povrs tela 
potopljenog u tecnost. 

Unutrasnje sile za bilo koje dve cestice tela su, na osnovu treceg Njutnovog 
zakona - zakona akcije i reakcije - suprotne. Prema tome, rezultanta unutrasnjih 
si1a је nula sila ili, kratko receno, unutrasnje sile su u ravnotezi. 
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U mehanici kontinuuma povrsinske si1e izmedu cestica se pojav1juju kao si1e 
povrsinskog napona de1a te1a, zamis1jeno izdvojenog od te1a. One predstav1jaju 
interakciJu ostatka tela na zamisljeno izdvojen njegov deo, а u tackama granicne 
povrsi toga de1a. о njima се kasnije Ьiti vise reci. 

Sila koja deluje u tacki naziva se koncentrisana sila. Prisustvo ovih sila dovodi 
do teskoca u odredivanju lokalnih i1i diferencija1nih oЫika zakona balansa u napad
noj tacki njihovog dejstva. N ada1je mi pretpostav1jamo da se 1oka1ni zakoni ba1ansa 
odnose na tacke u kojima ne de1uju koncentrisane si1e. 

Prema tome, rezultujuca si1a F, koja de1uje na te1o, ј е 

F = f t<п> da + Ј Ј dm, 
[/ "U 

(1.3) 

gde smo izostavi1i koncentrisane si1e iz napred navedenih raz1oga. 

2. MOMENT ZAPREMINSKE 1 POVRSINSKE SILE. 
POVRSINSKI 1 ZAPREМINSKI SPREG 

Moment si1e је vektorska ve1icina i zavisi od izbora momentne tacke. Rezu1-
tujuCi moment nekog sistema si1a jednak ј е vektorskom zЬiru momenata svih 
sila uocenog sistema za istu momentnu tacku. 

Za neprekidno te1o ovaj sistem si1a cine zapreminske i povt·sinske si1e. Koncen
trisane sile se ne uzimaju u obzir zbog pretlюdno navedenih raz1oga. 

U odnosu na koordinatni pocetak, kao momentnu tacku, t·ezu1tujuCi moment 
ovih si1a g1asi 

f Р Х t<n>da + Ј р Х fdm, 
[/ "U 

(2.1) 

gde је v zapremina te1a, а у njegova granicna povrs u "t· Nada1je se podrazumeva 
da se moment racuna u odnosu na koordinatni pocetak, jer se svaka tacka u Е3 
moze uzeti za koordinatni pocetak nekog zajednickog sistema. 

Ana1ogno zapreminskim i povrsinskim silama, u mehanici kontinuuma se 
razmatra dejstvo zapreminskih i povrsimkih spregova neprekidno rasporedenih 
ро zapremini i povrsini tela, respektivno. Zapreminski spreg ро jedinici mase 
obe1ezavacemo sa l, а povrsinski spreg ро jedinici povrsine sa m <n>' cime smo 
naznaci1i njegovu zavisnost od orijentacije povrsi na koju de1uje. Koncemrisani 
spreg, tj . spreg koji de1uje u jednoj tacki te1a, isk1jucujemo iz razmatranja iz istih 
raz1oga kao i koncentrisanu silu. · 

Prema tome, rezultujuci spreg koji de1uje na te1o је odreden sa 

М = f (р Х t<п> + m <n>) da + Ј (р Х t<n> + l ) dm. 
[/ "U 

(2.2) 

Mehanika kontinuuma koja ne uzima u obzir egzistenciju povrsinskih i zapremin
skih spregova se naziva mehanika ne-polarnog kontinuuma, za raz1iku od mehanike 
polarnog kontinuuma. U mehanici po1arnog kontinuuma rezu1tujuci moment је 
dat sa (2.2), а u ne-polarnoj sa (2.1 ). Mi cemo se nadalje baviti prob1emima meha
nike ne-po1arnog kontinuuma. 
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З. VEKTOR NAPONA 

Vektor t <n>' tj. vektor povrsinske sile ро jedinici povrsine, nazivamo vektor 
napona. Povrs za koju odredujemo vektor nарола moze Ьiti granicna povrs tela 
ili u telu, kada predstavlja granicu nekog njegovog imaginarnog dela. U ovom 
drugom slucaju ona razdvaja telo na dva dela koja uzajamno deluju preko tacaka 
njihove zajednicke granicne povrsi (sl. 25). 

Sl. 25 

Zamisljeno izdvojeni deo tela (sl. 25) је izlozen dejstvu sila u tackama svoje gt~
nicne povrsi а, koje zamenjuje dejstvo ostatka tela. 

Uocimo povrsinu !::!.а na koju deluje sila Ь.Ь u tacki А. Povrsinska sila Ь.Ь u А 
је rezultanta svih neprekidno rasporedenih sila na !::!.а. Odnos Ь.ЬЈЬ.а је vektcr 
koji se od vektora Ь.Ь razlikuje samo ро intenzitetu. Nizu povrsina 1::!.1а, 1::!. 2а, . .. 
izabranom tako da sadrzi А i da tezi nuli u А, tj. tezi ka А ali se ne svodi na liniju, 
odgovara niz sila Ь. 1Ь, 1::!. 2Ь, ... tako da svakom elementu Lla niza povrsina odgovara 
razlicita sila Ь.Ь koja deluje na tu povrs. Ove sile se, u opstem slucaju, razlikuju 
ne samo ро veliCini nego i ро pravcu. Granicnu vrednost 

. ь.ь db 
11П1 - = -- = t (n) 

Аа~о !::!.а da 
(3.1) 

koja teli konacnoj vrednosti, nazivamo vektor nарола u tacki А. Zahtev da ova 
granicna vrednost postoji i da је nezavisna od posebno izabranog niza povrsina, 
predstavlja osnovni postulat mehanike kontinuuma. U sиStini ovaj postulat је i 
ostriji : granicna vrednost (З .1) nije nezavisna samo od izabranog niza povrsina, 
nego је nezavisna i od izabranih povrsi sve dotle dok u tacki ove povrsi imaju zajed
nicku normalu n (sl. 26). 

1 
'1 
Ј 1 

' 1 1 Ј 1 ', \ а2 ......... ___ ~ /t 1 

', .... / 1 
' а'- ..,.,.,." ' 

' 1 ---------:-----~ 
а''------------

SI. 26 Sl. 27 

AkQ se kroz А izabere neka povrs sa drugim vektorom normale tada се, u opstem 
slucaju, njen vektor nарола Ьiti razlicit od vektora nарола prve povrsi (sl. 27) . 
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Postojanje vektora napona nam оmоgисије da, и ne-polarnoj mehanici konti
nииma, Ojlerove zakone kretanja (15.5) i (15.6) pisemo и oЬliku 

d - Ј evdv = Ф t (n)aa + Ј efdv, 
dt v f v 

(3.2) 

d - Ј еР х vdv = f р х t(n)da + Ј еР х fdv , 
dt v 5' v 

(3.3) 

pri сети smo koristili (1.3) i (2.1) . 

4. TENZOR NAPONA 

Vec smo pokazali da vektor napona t <n> и nekoj tacki х zavisi od orijentacije 
povrsi kroz tи tackи, koja је odredena njenim jedinicnim vektorom spoljne normale 
n и toj tacki. Kako skиp svih jedinicnih vektora n и х svojim krajem odredиje je
dinicnи sferи, tj. dvodimenzionalnи povrs, zakljиcиjemo da kroz х prolazi besko
nacno mnogo povrsi raznih orijentacija. U opstem slисаји, raznim povrsima ovog 
skиpa povrsi kroz х odgovarajи razni vektori napona. Mi cemo kazati da skиp 
svih t<п> u х odredиje naponsko stanje cestice Х u х. Raznim cesticama Х odgo
varajи razna naponska stanja. Naponsko stanje tela 73 је, prema tome, odredt.no 
naponskim stanjem svih njegovih cestica. Na osnovи toga pisemo 

t <n> = t(x, n). (4.1) 

Zavisnost vektora napona и tacki х od spoljne normale n povrSl koja kroz 
nји prolazi moze Ьiti odredena primenom Ojlerovih zakona kretanja (3.2) i (3.3) 

Zз 

t(n) t::,.a 

-t(з ) ~9-з 

Sl. 28 
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na mali triedar ciji је vrh u tacki х. Tri strane ovog triedra cine koordinatne ravni 
u х, а cetvrta strana је neka povrs у. Radi preglednijeg iz1aganja, neka koordinatne 
linije u х budu Dekartove ose i neka povrs у bude ravan А kao stc је na sl. 28. 

Za tako odreden tгiedar zapremine D.v, h је njegova visina iz х, D.a povrsina 
strane cija је spo1jna normala nk Ck = 1, 2, 3), D.ak tri preostale strane koje leze u 
koordinatnim ravnima i cije su spoljne normale odredene sa -е", gde su jedinicni 
vektori pravaca koordinatnih linija z" u х. Tada СЗ.3) mozemo pisati u oЬiiku 

Ј е -v dv = Ј t (n)da - Ј t,. da,. + Ј е! dv. 
~" ~а ~ak v 

С4.2) 

Sa - tk smo oznacili vektor napona u tackama povrsine D.a" vodeCi racuna da је 
njena spoljna normala odredena sa - ek. 

Pretpostavljajuci da su ev i е! ogranicene velicine, da је t<п> neprekidna funk
cija х~х i n, mozemo primeniti reoremu о srednjoj vrednosti na С 4.2), tako da је 

С4.3) 

gde su tf,.> i t: vektori napona koji deluju u nekim tackama odgovarajuCih strana 
tetraedra, а К ogranicena veliCina. Kako је 

1 
D.v = - hD.a 

3 
moze se С4.3) napisati kao 

с '~ * ) л 1 hКл 0 t<п>- tknk ua - - ua = . 
з 

С4.4) 

Ako se С 4.4) podeli sa D.a i pusti da h ~О, tj. ako povrs jedinicne normale n tezi 
ka х ne menjajuci svoju orijentaciju, onda poslednji clan u С 4.4) tezi nuli, dok 
vektoгi и maloj zagгadi teze ka svojim vrednostima u х, tj. 

С4.5) 

Vektori napona tk, ро definiciji, ne zavise od n Сп"), te prema tome (4.5) daje 
konacan oЬlik funkcionalnih zavisnosti t<n> od n. U odnosu na Ьilo koji sistem 
koordinata, s obzirom na to da је t <n> za datu tacku odredene povrsi invarijantno 
u odnosu na izbor koordinatnog sistema, С 4.5) glasi 

С4.6) 

Time se podrazumeva da su t" vektori napona u tacki х odgovarajucih koordinatnih 
povrsi proizvoljnih dopustivih koordinatnih linija. 

i li 

Na taj nacin smo dokazali Kosijevu fundamentalnu teoremu: 
- Vektor паропа и taCki povrSi spoljne normale n је linearna fиnkcija 
v ektora паропа koji dеlији па koordinatne povrsi и istoj taCki, Cij1. sи koe
ficijenti komponente j edinicnog vektora n. 

Na osnovu nezavisnosti t" od n sledi da је 

С4.7) 

С4. 8) 
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.Cime је dokazan stav: 

- Vektori паропа koji dеlији па suprotnim stranama iste povrsi и datoj 
tacki sи sиprotni. 

Vektor t" moze se napisati и komponentalnom oЬlikи 

(4.9) 

gde smo sa t1" oznaci1i njegovu l-tи komponentu. Tada sи komponente vektora 
napona t<n> prema ( 4.6) date sa 

(4.10) 

S obzirom na tenzorski karakter t<п>l i nk, kao i to da ( 4.1 О) vazi za svako nk, prema 
kriterijumи о tenzorskom karakterи sistema zak1jиcиjemo da је t"1 kovarijantni 
tenzor drиgog reda. Ovaj tenzor nazivamo tenzor napona. Njegove komponente 
na g1avnoj dijagona1i, tj. tkk (ne sabirati ро k) nazivamo normalni naponi. Kompo
nente izva,n glavne dijagona1e, t·щ (k =1= l ) nazivamo smicuci naponi. 

UtvrdиjиCi tenzorski karakter tk1 i koristeCi ( 4.1 О) dokazиjemo и drиgom 
vidи Kosijevи fиndamentalnи teoremи: 

- Vektor паропа za bilo kоји povrs и taCki је и potpиnosti odreden kao 
linearna fиnkcija tenzora паропа и toj tacki. 

Tenzor napona је, na osnovи ( 4.9), fиnkcija samo po1ozaja х i ne zavisi od 
pravaca n и х. Tada, ana1izom izraza ( 4.1 О) mozemo kazati: 

- Naponsko stanje za cesticи te1a је odredeno ·tenzorom napona t"1 za tи 
<:esticи, а naponsko stanje tela tenzorom napona za svakи cesticи te1a. 

U dosadзSnjoj ana1izi tacka х је Ьila razmatrana kao иnиtrasnja tacka oЬlasti Ь. 
Medиtim, istim postиpkom mozemo doCi do odgovarajиcih zakljиcaka i и slисаји 
kada је х granicna tacka, tj. tacka na granicnoj povrsi oЬlasti Ь и kojoj ova ima 
tangentnи ravan. Tada za te1o koje је optereceno na svojoj granicnoj povrsi, gra
nicni us1ovi glase 

t~n> = t"1n1 =р", (4.11) 

gde је pk zadata funkcija na granici te1a. Time је иstanov1jen znacaj Kosijeve fun
damentalne teoreme и svim slиcajevima koji nas interesиjи. 

Tenzor napona se cesto obe1ezava samo sa Т, tj. 

т= tk,g" ® g 1. (4. 12) 

Tada se ( 4.1 О) moze napisati и oЬlikи 

t <n> = Tn. ( 4.13) 

5. KONVENCIJA ZNAKA 

Iz (4.9) i (4. 10) se vidi da se prvi indeks tenzora t"1 odnosi na pravac koordi
natne 1inije, а drиgi na presecnи ravan kroz tackи х. То је prvenstveno иslovljeno 
1zrazom ( 4.13) zbog odredenih pogodnosti, cisto matematicke prirode, koje sи 
vezane za teoremи о divergenciji. U tehnickoj 1iteratиri znacenje indeksa tenzora 
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napona је obrnиto. U slисаји simetricnog tenzora napona, koji rni ovde razrnatrarno, 
ove dve konvencije su ekvivalentne. Irnajuci to и vidu, ovde iznosimo konvencijи 
znaka tenzora napona, kada se prvi indeks odnosi na koordinatnи povrs, а drиgi 
na koordinatni pravac. Primera radi, t2

3 је kornponenta vektora napona t 2 , koji 
delиje na koordinatnи ravan х2 = const., и pravcu ose х3 . U slисаји kovarijantne 
reprezentacije t1ш ponovo ј е rec о istorn vektorи, ali datorn и odnosu na kontravari
jantnu Ьаzи g 1

• Samo и slиcaju Dekartovih koordinata ove dve reprezentacije се 
Ьiti iste. Zbog toga cemo se detaljnije zadrzati na ovorn slucajи. 

Neka је l::!.tJ~c p:>vrsina elernenta povrsi koja је paralelna koordinatnoj ravni 
z~c = const. Tada је, na primer, za l::!.a 2, cija је spoljna norrnala u pozitivnom smerи 
ose z 2 , t 2 (t21> t 22, t 23) vektor napona koji delиje и nekoj njenoj tacki. Njegcve 
kornponente nanosimo u pravcirna odgovarajucih koordinatnih linija i to: u pozi
tivnorn ako је odgovarajиca kornponenta veca od nиle, а и negativnorn ako је rnanja 
od nule. Tako se t 23 > О nanosi и pozitivnorn, а t 23 < О u negativnom srnerи 
ose z 3 • Na isti nacin se postupa za ostale komponente, kao i za kornponente vektora 
napona t 1 i t 3 u slисаји kada sи spoljne normale odgovarajucih povrsi pozitivnih 
srnerova osa z 1 i z 3 , respektivno. 

U slиcaju kada је spoljna norrnala elernenata l::!.a~c odredena negativnirn srnerorn 
koordinatne linije z~c, koristimo ( 4. 7) kojirn se izrazava stav: 

- Kornponente suprotnih vektora nanose se suprotno. 
U navedenorn primeru, za l::!.a2 cija је spoljna norrnala u negativnorn smeru 

ose z 2, to znaci da se t 23 > О nanosi и negativnorn, а t 23 < О и pozitivnorn srnerи 
ose z 3 • Na isti naCin se postupa za ostale kornponente vektora napona -t2 • Isto 
va:li i za vektore - t 1 i - t3 • 

Time је definisana i konvencija о znaku komponenata tenzora napona t~c r· 

zз 

~ Fзз t2 
1. 
1 tZ3 rf- 1 tз, 

z, 
Sl. 29 

Na sl. 29 је interpretacija pozitivnih komponenti tenzora napona. Saglasno 
usvojenoj konvenciji, na ravni ос su u pozitivnorn smerи, а na ravni {Ј и negativnom 
smerи z~c -osa, s obzirorn na njihovи sиprotnu orijentacijи . 
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Na sl. 30 је dat prikaz pozitivnih komponenti tenzora napona, ali и odnosи na ci
lindarski koordinatni sistem. Ovde napominjemo da је izbor koordinatnog si
stema prvenstveno diktiran geometrijom proЬle,ma koji razmatramo. 

х 

Sl. 30 

Za normalne komponente tenzora napona, s obzirom na njihovo dejstvo~ 
koriste se posebni nazivi i to : 

- naponi zatezanja, ako normalna komponenta delиje и sтеrи spoljne nor
male na povrsinski element, i suprot:no njima 

- naponi pritiska. 

Saglasno ovome, na sl. 29 i sl. 30 sи prikazani naponi zatezanja. Medиtim, ova 
konvencija racиnanja napona zatezanja kao pozitivnih i :napona pritiska kao nega
tivnih normalnih napona moze Ьiti izmenjena и siисаји kada sи naponi pritiska 
dominantni, kao и siисаји geoloskih proЫema . 

6. RAZNI VIDOVI PREDSTAVLJANJA TENZORA NAPONA 

Za ten,zor napona se koriste razna obelezavanja. Mi ovde navodimo one koji 
se cesce srecи и literaturi kao sto sи: tjj) (ј ij i Т:ц kada sи и pitanjи Ьilo koji do
pиstivi sistemi koordinata и Е3 • Obelezavanje se me:nja i и zavisn.osti od izbora 
koordin.atnog sistema. Tako na primer, za Dekartov sistem и inzenjerskoj praksi 
najcesci vid oznacavanja је: <!"'' <111, <!z, <xv> "·"' i <zv za simetricni tenzor napona. 
Samo и odn,osи na ovaj sistem koordinata ne postoji razlika izmedи kovarijantnih, 
kontravarijantnih i fizickih komponenata Ьilo kog tenzora ра prema tome i tenzora 
:napona. 

Za eksperimentalna merenja fizicke koordinate sи najpogod:nije, jer imajи 
iste d.imenzije. U teorijskim razmatranjima kovarija:ntna i kontravarijantna repre-
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zentacija је dominantna s obzirom n a njihov tenzorski karakter. U svakom slucaiu, 
nuzno је poznavanje veze izmedu ovih vidova reprezentacije tenzora napoita. 

Ako sa tч,1 • ob~lezimo fizicke komponente tenzora napona, tada је 

(6.1) 

g de se crtom naglasava da se ne vrsi sabiranje ро ponovljenim indeksima. Smenom 
izraza 

:kojim se odreduje relacija izmedu mesovitih kontravarijantnih i kovarijantnih kom
ponenti tenzora napona, u ( 6. 1) doЬija se relacija izmedu njegovih mesovitih, kon
travarijantnih i fizickih koordinata. 

Analogni izrazi postoje i za druge vidove fizickih koordinatг tenzora napona. 
T akve su t't1

' i ta/' Za njih је zajednicko svojstvo njihova dimenzija, tj. 

(6.2) 

U literaturi se vrlo c~sto srece i matricno predstavljanje tenzora napona. 
Tako је 

('" tl2 '") т = {tkl} = t21 t 22 t23 (6.3) 

tз1 tз2 tзз 

je:ino p:~ :lstavljanje iz kojeg se vidi da normalni naponi p1·edstavljaju elemente 
.sa glavne dijagon ale, а smicuce komponente elemente izvan glavne dijagonale 
matrice Т. 

Veibanja 

1. D ekartov sistem koordinata је rotiran za ugao д = 90° oko ose z3 • Tako doЬijeni 
sistem z~ ј е zatim rotiran za ugao ср = 90° oko nove ose z;. 
Odrediti' komponente tenzora napona u tako doЬijenom sistemu koordinata 
z;. u tacki z ako su poznate njegove komponente u odnosu na sistem z~.:. 

2. Odrediti komponente vektora napona u tacki z povrsi 

Zз = f (zl, z2). 

З. Odrediti fizicke komponente tenzora n apona u odnosu na cilindarski i sferni 
sistem. 

4. Odrediti komponente tenzora i vektora napona u odnosu na cilindarski i sferni 
koordinatni sistem preko njihovih odgovarajucih reprezentacija u odnosu na 
Dekartov sistem koordinata . 

.5. Vektor napona t<n> na povrsi hemisfera АВС је uvek и pravcu njenog centra О. 
Ako је konstantnog intenziteta, naci z - komponentu ukupne povrsinske sile 
na hemisferi. 
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Ako је hemisfera и ravnotezi pod dejstvom uniformno rasporedenih zapre
minskih sila u celoj sferi, koliki је intenzitet Ь sile ро jedinici zapremine (videti 
(1.2) i ( l.l ))? 

t 

в z 

6. Matrica tenzora napona и z и odnosи na Dekartov sistern је 

(

36 

Т = 2~ 

Odrediti: 

27 
-36 

о 

~]. 
18 

а) komponente i intezitet vektora napona u z za ravan jedinicne normale 

п(~,-~,~)' 
Ь) njegovu komponentu u pravcu normale n , 

с) иgао koji zaklapa: sa n. 

7. U odnosu na Dekartov sistem stanje napona u tacki z је odredeno sa 

Odrediti t 11 tako da kroz z prolazi ravan za koju је vektor napona nula. Која 
је to ravan? 

8. Za tenzor napona, cija ј е matrica 

о 

ь 

е 

u odnosu na zk, odrediti jedinicni vektor normale ravni paralelne osi z3 ciji vektor, 
napona lezi и njoj. 

9. Matrica Т, data u odnosи na zk, ј е 

(

50 
т= 3~,5 
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Novi koordinatni sistem z., је dat sa z~c = ak1z1 gde је 

Odrediti komponente Т и z,,. 

r 3 

15 
~ о 

11~ 
l 5 

о 

1 

о 

7. О GEOMETRIJSKOM PREDSTAVLJANJU 
NAPONSKOG ST ANJA 

Glavne ose i glavni naponi 

Simetricnost tenzora napona nат omogucиje da izvedemo Citav niz zakljи
caka koji za asimetrican tenzor napona ne va.Ze. 

Tada је иvek mogиce za datu tackи izabrati specijalni sistem koordinatnih 
osa и odnosи na koje sи njegove smicиce komponente jednake nиli. Ovaj sistem 
osa se naziva: glavne ose tenzora napona. Ravni иpravne na glavne ose nazivamo 
glavne ravni. Vektori napona koji na njih dеlији sи и potpиnosti и pravcи njihovih 
normala n, tako da је 

t~n) = ank. (7.1 ) 

Koristeci (4.10), koja se moze izraziti и оЫikи 

(7.2) 

mozemo (7.1) pisati kao 

(7.3) 

Ovaj sistem homogenih i linearnih jednacina ро n1
, koji odredиje glavne pravce 

simetricnog tenzora napona, · 

(7.4) 

ро svom оЫikи је potpиno identican sistemи jednacina (2.10.10) kojim se odredиju 
glavni pravci tenzora С1ш I za njega vaze Teoreme 1 i 2 koje tvrde da karak
teristicna jednacina 

lt~ - ao~l =о (7.5). 

ima realne karakteristicne brojeve а, i da razlicitim karakteristicnim brojevima 
odgovarajи medиsobno иpravni karakteristicni pravci, ili glavni pravci tenzora t~. 
U razvijenom оЫikи ova karakteristicna jednacina glasi 

(7.6} 

gde sи !т, П т i IIIт prva, drиga i treca invarijanta tenzora napona t~, respektivno> 
date izrazima koji sи ро svom оЫikи identicni sa (2.10.13). 
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U odnosu na sistem koordinata koji odreduju glavni pravci, matrica tenzora 
napona se svodi na dijagonalnu matricu 

о 

о 

Ciji su elementi na glavnoj dijagonali, а; (i = 1, 2, 3), karakteristicni brojevi tenzora 
nарола koje nazivamo glavni naponi. Stanje napona u tacki, u cdnosu na ovako 
izabrani sistem koordinata, odreden је glavnim naponima u tacki. 

U zavisnosti od medusobnog odnosa vrednosti glavnih napona razlikujemo 
dva specijalna stanja napona i to kada su dva glavna napona jednaka i kada su 
svi glavni naponi medusobno jednaki. U prvom slucaju samo је jedan glavni pravac 
jednoznacno odreden i odnosi se na pravac glavnog napona koji se ро svojoj vred
nosti razlikuje od druga dva, medusobno jednaka glavna napona. Druga dva pravca 
se mogu proizvoljno Ьirati u ravni upravnoj na prvi pravac pod uslovom da su 
medusobno upravni. U tom slucaju kazemo da је stanje napona cilindricno, jer 
ne postoji smicuCi napon ni za jednu ravan koja sadrzi jednoznacno odredeni glavni 
pravac. 

U drugom slucaju, Ьilo koja tri medusobno upravna pravca mogu Ьiti izabrana 
za glavne pravce. Tada kazemo da је stanje napona sferno, jer ne postoji smicuCi 
napon za Ьilo koju ravan kroz posmatranu tacku. Sferno stanje nарола ponekad 
se naziva i hidrostaticko stanje nарола, jer је to jedina vrsta nарола koja postoji 
kada је fluid u miru. 

Lameov (Lame) elipsoid napona 

U odnosu na glavne pravce vektor nарола za Ьilo koju ravan kroz posmat1·anu 
tacku је dat sa 

(7.8) 

Sl. 31 
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s obzirom na (4.10) i (7.7) 2• U-odnosи na isti sistem koordinata, posto· је spo1jni 
vektor normale n jedinicni vektor, vгzi 

n~ + n~ + n~ = 1. (7.9) 

Smenom nt iz (7.8) и (7.9) vidimo da komponente vektora napona zadovo1javajи 
jednacinи 

е;:1) 
2 
~ е;~2) 

2 
+ (';~з ) 

2 
= 1, (7.10) 

koja predstav1ja jednaCinи elipsoida i koja 'se naziva L ameov e1ipsoid ' na{юna. 
On odredиje geometrij sko mesto tacaka krajeva vektora napona za иосеnи tackи 
i kao takav predstav1ja geometrijskи reprezentacijи stanja napona и toj tacki (s1. 31). 

Kosijeva kvadratna povrs 

Kosi daje drugи geometrijskи reprezentaciju. On po1azi od normalne kompo
nente, а", vektora napona, koja predstav1ja njegovu projekcijи na pravac jedinicnog 
vektora spo1jne norma1e n ravni na kоји deluje, tako da је и odnosи na glavne 
pravce kao koordinatne ose, 

0'" = t<n>"n" = O'k (nk)2 = (7 .1 1) 

= <Т1ni + a2n~ + a3n~, 

s obzirom na (7.8). U odnosи na tako izabrani sistem Dekartovih koordinata, svaki 
vektor polozaja ј е kolinearan sa vektorom normale n neke ravni koja prolazi kroz 
tи tackи, tako da ј е 

(7. 12) 

gde smo sa r oznaC:ili intenzitet vektora po1ozaja r (z;c)- Tada se (7. 11) moze napi
sati u о Ьliku 

(7.13) 

Kosi razmatra kvadratnи povrs 

(7. 14) 

gde ј е konstanta k, prema (7 .13), data sa 

.' . (7.15) 

pri cemu se znak Ьira tako da (7.14) predstavlja rea1nu povrs, koja ·;е napisa'na 
и razvijenom oЬliku 

. (7.16) 

pogodnija za izиcavanje. Da1je, neka g1avni naponi cine ureden skиp, tako da је 

Tada (7 .16) reprezentиje: 

а) elipsoid, ako је 

а1 > az > аз > О za +k2
, 

О > а 1 > а 2 > а з za - k2
; 

(7 .17) 
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Ь) obrtni e1ipsoid, ako su glavni naponi istog znaka i dva jednaka, tj. 

о' 1 = <1 2 ili а 2 = о' 3 ili о' 2 = о' 1 ; 

с) sferu, ako је 

d) jednograni hiperbo1oid, ako је 

<11 ;;::: <12 > О, <13 > О ·za +k2
; 

е) dvograni hiperboloid, ako је 

о'1 ~ <12 > О, <13 < О za -k2 • •• 

Slucaj <1 1 >О, О > <12 ~ <13 је s1ican slucaju е). Geometrijski prikaz navedene 
analize dat је na s1. 32. 

Sl. 32 

Sferni i devijatorski deo tenzora napona 

~ Obelezimo sa <10 srednji normalni napon, а sa р srednji normalni pritisak. Ро 
definiciji ~е 

1 1 
о'о =-р= - (<11 + о'2 + о'з) = - t;;:. 

з з 
(7.18) 

Tenzor 
(7.19) 

'nazivamo sferni deo napona, jer odredиje sferno i1i hidrostaticko stanje napona. 
Tacnije, hidrostaticki napon proizvodi promenи zapremine bez njene promene 
oblika и izotropnim materijalima, tj. и materijalima sa istim materijalnim osoЬinania 
za sve pravce. Zaista, uniformna raspode1a pritisaka Ьi dovela do smanjenja zapre
mine materijalne sfere koja se и svim pravcima jednako opire takvoj promeni. 
Medиtirn, ako Ьi taj otpor Ьiо slablji и nekom pravcu, tada Ьi se taj precnik sfere 
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vise promenio nego neki drugi, tj. hidrostaticki pritisak Ьi proizveo i promenu 
oЬlika kod anizotropnih materijala. 

Tenzor koji odreduje cdstupa:nje, devijaciju, od sfernog stanja napona 

(7.20) 

nazivamo devijatorski deo tenzora napona tk1 ili devijatorski tenzor паропа. Karak
teristika ovog tenzora је da је njegova prva invarijanta tj. Jt , uvek jednaka nuli 

Ј,,= t~t =О, (7.21) 

sto neposredno sledi iz (7.20) i (7.19). Suprot:no sfernom naponu, devijatorski 
tenzor napona utice na promenu oЬlika, a1i ne i zapremine nekog materijalnog 
sfernog elementa kod izotropnih materijala. Njegovi glav:ni pravci se, analogno 
tenzoru napona, odreduju iz sistema jednaCina 

(t'~ - а'д~) n1 = О. (7.22) 

Koristeci (7.20) и (7.22) i t':lko doЬiveni izraz uporedujuci sa (7.3), zakljucujemo 
da tenzor napona i njegov devijatorski deo imaju iste glavne pravce, dok su im 
karakteristicne vrednosti vezane relacijom 

а' = СЈ - СЈ0 = СЈ +р. (7.23) 

Na isti nасш se moze lako pokazati da karakteristicna jednacina devijatorskog 
tenzora napona glasi 

а'3 - Ilt,Cf 1 
-ЈП,,= О, п,. = -п,, 

koja se moze resiti eksplicitnom smenom 

( 
1 - t 

Cl' = 2 з П,') cos ОС , 

Kubna jednacina se tada svodi na oЫik 
з 

·2 (+п,;)
2 

(4cos3 oc -Зсоsос) = IIJ,,. 

Izraz u zagradi је jednak cos Зос, ра је prema tome 
з 

Jllt , ( з )
2 

cos Зос = -- --
2 п,, 

Za ос 1 Ciji је cos Зсt, dat sa (7.26) i koje zadovoljava uslov: 

О ~ 3ct 1 ~ n 

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 

odmah se mogu odrediti sva tri resenja. Tada Зос 1, 3ct 1 + 2n, Зос 1 - 2n imaju iste 
kosinuse, ра prema tome predstavljaju resenja jednaCine (7.2'6), ра је 

1 - )t а"= 2 (з пt. cos (Х"' (k = 1, 2, з), (7.27) 
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resenje jednэcine (7.24) s obzirom na (7.25), gde sи 

2 
схз = cxl - -- n. 

3 

Smenom 

.zrazi (7 .?.7) s~ :n > .Р .1\)t>lti и prostij ~m oЬiikи 

<1" = v'2 -r0 cos ос~:. 

(7.28) 

(7.29) 

Napon -r0 se n aziva oktaedarski napon i zajedno sa IJ1,, igra vaznи и1оgи и teoriji 
plasticnosti. 

Jfeibanja 

~ . O:irediti glavne pravce tenиra n1p:ma cije sи komponente date и odnosи na 
Dekartov sistem koordinata: 

а) (1~ 
24 

о 

- 50 
о 

о 

3 
-1 

2~] 
32 

-!] 

Ь) ( З 
- -1~ 

d)( 2 
-1 

1 

-10 ОЈ Q 30 
30 - 27 

-1 

l) о 

1 

2 . Izracиnati invarijante Ie, Ilt i IIIe za tenzore napona datih и 1. primeru preko 
njegovih komponenata i preko njegovih glavnih vrednosti, koje sи doЬijene pri 
odredivanjи glavnihtpravaca, i na taj_nacin proveri~i da li se dоЬiјаји isti rezиltati . 

З. Svakи od matrica napona 1. primera predstaviti и oЬiikи zЬira dve matrice, 
koje predstavljajи sferni i . devijatorski deo napona. 

4 . Pokazati da је 

а) 9-r~ = 21~ - 6Ilt 

Ь) 9-r~ = Cu1- 0'2)2 + (<12- <1з)2 + (uз - 0"1)2, 

с) II1• = II1 - За~, 

d) IIIt' = IIIt - Iltй'o + 2ag, 

е) 6Ilt' = (0'1 - 0'2)2 + (0'2 - <1з)2 + (<1з - 0'1)2. 

5. Pokazati da је 
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7а. MOROVI (MOHR) KRUGOVI 

Lameov elipsoid i Kosijeva kvadratna povrs kao povrs и trodimenzionom 
prostorи mogи se predstaviti samo svojim projekcijama и ravni crteza. Zbog toga 
је njihova иpotreba и praksi reda od Morovih krиgova, kada је и pitanjи graficko 
prikazivanje naponskog stanja и tacki tela, odredenog simetricnim tenzorom napona 
t~~;1 • То је i razlog za8to Morove krиgove izиcavamo и posebnom odeljkи. 

Svaki vektor napona se, za nekи ravan kroz tackи х, mo:le jednoznacno pred
st aviti preko svoje dve kcmponente: jedne и pravcи normale na ravan i drиge u 
ravni svoga dejstva. Komponentи и pravcи normale, an> kao sto smo rekli, nazi
vamo normalna komponenta. Ona је data sa (7.11 ). Komponentи и ravni dejstva 
nazivamo tangentna ili smicиca komponenta. Njenи veliCinи obelezavamo sa •п· 
Tada је · 

2 2 + 2 . с <.!Ј! = а,. .-,.. (7a. l ). 

U Morovoj reprezentativnoj ravni, (sl. 33) а,. i 't'n sи koordinatne linije . 

.о ' \ • \. 

,Sl. 33 

Tacka (an> •n) и toj ravni reprezentиje naponsko stanje za ravan prikazanи na s]ici 
kroz tackи О и f izickom tе1и ']З . Za rnekи drиgи presecnи ravan kroz О, drиge 
normale n, vektor napona Ьiсе drиgaCiji i njemи се odgovarati drиga t acka (а,., •п) 
и Morovoj ravni. Na taj nacin se za svakи presecnи ravan kroz О и Morovoj ravni 
doЬija neka tacka koja reprezentиje njeno naponsko stanje. Za sve ravni kroz О 
и Morovoj ravni се se, и opstem slиcaju, doЬiti neka oЬlast koja се reprezentov-ati 
naponsko stanje и tacki о tela, cije odredivanje predstavlja nas zadatak. 

Mi razmatramo opsti slиcaj kada sи glavni naponi medиsobno razliciti. Drиgi 
slиcaj.evi slede kao specijalni _slиcajevi opsteg. 

Bez gиЬljenja ' u opstosti, а и ciljи pojednostavljenja diskusije, и daljcm ra2-
matranjи Ьiramo glavne pravce simetricnog tenzora napona t"1 и posmatranoj 
tacki О za bekartove ose, i to tako da z 1-osa Ьиdе и pravcи najveceg glavnog napona . 
а 1, а z 3-osa и pravcи najmanjeg, ро algebarskoj vrednosti, glavnog napona а3 • 
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U odnosи na tako izabrani sistern koordinata, tenzor napona је dat svojorn rnatricom 
(7. 7), vektor napona t<n> sa (7.8), а njegova norrnalna komponenta sa (7.11)3 . 

Jednacine (7 .9), (7.11)3 i (7a.l) tada forrnirajи potpиn sistern linearnih jednaCina 
ро n~, n~ n~: 

cija resenja glase 

n~ + n~ + n~ = 1, 

а 1n~ + a2n~ + a2n~ = о'11, 

aini + a~n~ + a~n; = а~ + -r~, 

n~ = а~ + -r; - o'n (o'l + а2) + о'1о'2 
(al - Gз) (а2- Gз) 

(7а.2) 

(7а.З) 

Analizorn, recirno, prvog resenja и (7а.З) zakljиcиjerno da za datи vrednost n1 

ono odredиje geometrijsko mesto tacaka (а11, -rn) и Morovoj ravni, koje odgovara 
toj vrednosti n1. Medиtirn, za tи vrednost n1 (7а.2) 1 odredиje krug na jedinicnoj 
sferi. Tirne se иspostavlja korespondencija izmedи tacaka jedinicne sfere, koje 
reprezentujи presecne ravni kroz О, i tacaka и Morovoj ravni koje reprezentиjи 
stanje napona za te ravni. Na analogan nacin se zakljиcuje za (7а.3)2.3. Neprekidnirn 
variranjem vrednosti kornponenata n 1, n 2 i n 3 jedinicnog vektora п opisиjemo 
sve tacke jedinicne sfere, kojoj odgovara oblast и Morovoj ravni s obzirorn na 
neprekidnи funkcionalnи zavisnost G11 i •п od n 1, n2 i n3, а koja је data sa (7а.З). 

Za dalju analizи, (7а.З) cerno pisati и oblikи 

[ап - ~ (о'2 + о'з)Г + -r~ = Ri, 

[а,.- ~ (а3 + а 1)г + т;= R~, (7а.4) 

gde sи 

(7а.5) 

134 



Za odredene vrednosti n1, n2 i п3 (7а.4) predstavlja krиgove Ч ravni а,., т,. . Tacnije, 
krиgovi na jedinicnoj sferi odredeni vrednostima n 1, n2 ili n3 se preslikavajи и 
odgovarajиce krиgove и Morovoj ravni. Primera radi, krиg za neko odredeno n1 

(sl. 34) se preslikava u krиg Morove ravni sa centrom и 'tacki 

z2 (~ pravac) 

в 

z3 ( б3 pravac) 
Sl. 34 

... = о, 

• ј 

1 

D zl 
(G1pravac) 

ciji је polиprecnik R 1, za datи vrednost n1 , odreden sa (7а.5) 1, (sl. 35). Na slican 
nacin se i krиgovi jedinicne sfere, odredeni brojnim vrednostima n2 i n3 , preslika
vaju и odgovarajиce krиgove ravni а,., -r,. . Uopste, krиgove и Morovoj ravni odre
dene sa (7а.4) nazivamo Morovi krиgovi. Ovi krиgovi i odredиjи oЬlast u ravni 
а,., -r,. koja reprezentиje naponsko stanje и tacki С t ela 73. Granice ove oЬlasti 
cine Morovi krugovi ciji poluprecnici imajи ekstremne vrednosti s obzirom na 
vrednosti n1, n2 i n3, jer sи sve ove velicine za иосеnи tackи О i poznati tenzor 
napona и njoj, jedine promenljive velicine и (7а.5). Ove velicine predstavljaju kosi
nиse иglova е>:, {3 i у koje jedinicni vektor n zaklapa sa koordinatnim osama, 
tako da је 

n 1 = cos е>:, n 2 = cos {3, n3 = cos у, ln.J ~ 1. (7а.6) 

Kako је 

(7а. 7) 

sledi da sи izrazi u zagradama и (7а. 5) najmanje jednaki nиli. Tada ј е R 1 najmanje 
kada је n~ = О, ili kada је tx. = :n:f2. Krug koji mu odgovara, koji је u Morovoj 
ravni naznacen sa min R 1 prema tome predstavlja vrednosti а,., -r,. koje odgovaraju 
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~ (G1-G3) 
-;---t -

1(~-Gз) 

"tm 

r-----. ~ (G1 + G2 }- - - 

SJ. 35 

pravcima n na velikom krиgи jedi:nicne sfere и ravni z 2z3• Na slican nacin moze 
se zakljиciti da mi:n R3 odgovara vrednosti п; = О ili у = n /2 i predstavlja svojim 
krиgom и Morovoj ravni vrednosti а,., -r,. pravca n na krugu и z 1z 2-ravni. Medиtim, 
za р = n/2 doЬijamo najveCi poluprecnik R 2 ili krug max R 2 kjoi predstavlja pravce 
n и z 1z3-ravni. 

U svakom slисаји, oЬlast kоји и ravni а,., -r,. zaиzimaju ovi krиgovi, odredena 
је rasponom vrednosti koje imajи njihovi polиprecnici, а koji је dat izrazima (7а.5). 
Na. slici 35 је prikazana njihova zajednicka oЬlast ogra:nicena krиgovima polи
precnika max R 2, min R, i !11in R3 . Ova oЫast је odrede:na pozitivnom vrednoscи 
-r,. kojom izrazavamo vrednost smicиce kompo:ne:nte vektora napona. Sa slike se 
vidi da su ekstrem:ne vrednosti normalnog napona glavni riaponi i da oni odgo
varaju glavnim pravcima. Za svaki drugi pravac n tacka (а,., -r,.) се se nalaziti и 
naznacenoj oЫasti. ·ProЬlem odredivanja ove tacke .. za zadani pr:a~ac i obrnut9, 
рrоЬlещ odredivanja pravca za zadatu t~cku Morove ravni su zadaci koji se res~vaju 
metodom. Morovih krugova. 
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Prvi proЫem se resava potpиno graficki ako sи poznati иglovi о:, {3 i у koje 
pravac n zaklapa sa glavnirn pravcima tenzora napona, ovde иzeti kao pravci koor
dinatnog sistema zk. Tom pravcи odgovara tacka Р (an, -r,.) koja se nalazi и presektt 
Morovih krиgova (7а.4), ciji sи polиprecnici odredeni sa (7а.5), kada se и ove izraze· 
zamene vrednosti n 1, n2 i n3 datih sa (7а.6) za zadate иglove. U stvari, Р se nalazi 
и presekи Ьilo koja dva od tri krиga. TreCi krиg nam slиzi kao kontrola tacnosti. 

Uocimo krиg (7а.4) 2 i odredirno njegov presek sa krиgom min R 1 koji cemo 
predstaviti и parametarskom оЫikи 

r , (7а.8} 

т,. ~ min R 1 sin (), (7а.9) 

gde је () иgао koji poteg .iz centra ovog kruga. (1/2 (а2 + а3), О) zak1apa sa ·pozi
tivnim. S-!Jlerom a,.-ose. Vrednost min R 1 је data sa (7а.5) 1 i iznosi 

min R 1 =)- Са2 - О'з). 
2 

. ) (7a.l0) 

Ako se (7а.4) 2 napise и оЫikи . · . 

[а,.- ~ (;z + О'з) + ~ (а 2 - 0'3)]
2 
+ т~ = R~, 

ili 

[а,.- ~ (0'2 + О'з)Т + i~ + ~ (0'2- 0'1)2 + (0'2 - 0'1) [ап -
1' 

-2 (az + О'з)] = Щ, 

t ada se smenom (7а.8 - 9) doЬija 

min R1 Са2 - а1) cos () = R~- min Ri - _!._ (а 2 - 0'1)2. 
. 4 

Polиprecnik Щ је dat formиlom (7а.5) 2, koja роmоси izraza 

cos2 {3 = 1 +. cos 2{3 
. 2 

posle izvesnog sredivanja clanova formиle, glasi 

(7a.ll) 

Щ = __1:_ (а; - 0'1)2 + _!._ (а 2 - 0'3)2 + _!._ (а 2 - а1) (0'2 - а3) cos 2{3. (7а.12) 
4 4 . 2 . 

Smenom ovog izraza, kao i (7а. 10) и (7a. ll ), doЬijamo cos () = cos 2{3 ili 

·(7a.l3) 

Znaci, Morov krиg odreden иglOЏl {3 sece krиg mip Rl .za V!'ednost. njegovog pola~
nog иgla, kada је jednaka dvostлikoj vrednosti иgla {3. Na slican naCin, Ьi se po
kazalo da isti Morov krиg sece min R3 kada njegov polarni иgао postane n - 2{3. 
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Potpиno an alogna sitиacija је za Morove krиgove odredene иglovima <Х i у sto је 
prikazano na sl. 35. 

Ovde izneti zakljиcak nam оmоgисије da Cisto graficki odredimo tackи Р. 
Zaista, nanoseci иgао 2{3 sa temenom и С1 и pozitivnom smeru, dobijamo u preseku 
njegovog kraka sa krиgom min R 1 tackи А. Tada dиz АС2 odredиje poluprecnik 
Morovog krиga za ugao {З. Na slican nacin se odredиje Morov krиg za иgао <Х. 
U presekи ta dva krиga nalazi se tacka Р koja reprezentиje naponsko stanje и О 
za pravac odreden ovim иglovima. Krиg odreden иglom у takode mora da prode 
kroz Р. U tome se i sastoji kontrola nase konstrиkcije. 

Obrnиt problem nalazenja pravca n kome odgovara tacka Р, resava se obrnu
tim postиpkom. Tada se kroz tackи Р, iz centra С1, С2 i С3, povlace Morovi krugovi 
do njihovog preseka sa krиgovima min R1 i min R 2 • Ove presecne tacke i odgo
varajиci centri krиgova odredиjи pravce koji sa pravcem o"n-ose zaklapajи dvostrиke 
uglove koje trazeni pravac zaklapa sa glavnim osama, cime је· problem resen. 

U slисаји kada је pravac n zadat svojim komponentama, metoda Morovih 
krиgova је grafo-analiticka. Tada se iz (7а.6) odredиjи njegovi иglovi <Х, {З i у ра 
se prethodni postupak ponovi, ili, prema (7а.5) izracunavajи R 1, R 2 i R 3 za koje 
se crtajи Morovi krиgovi. 

Sa sl. 35 mozemo izvesti jos jedan vazan zakljиcak. On se odnosi na ekstremne 

vrednosti smicиce komponente <n· Odmah se vidi da је <max = __!__ (а 1 - а3) i . . . 2 

da је normalni napon na ravan dejstva maksimalnog smicиceg napona __!__(а 1 + а3). 
2 

Smenom ovih vrednosti u (7а.3) doЬija se 

n3 = О. 

То pokazиje da maksimalni smicиCi napon delиje na dve ravni koje polove иgао 
izmedи dve ravni maksimalnog i minimalnog normalnog napona. Sa slike se vidi 
da sи tri glavna smicиca napona, data svojim algebarskim vrednostima 

(7а.14) 

oni smicиCi naponi koji delujи na ravni koje polove иglove izmedи glavnih ravni, 
pri сети је <max najveCi, glavni smicиCi napon. 

Analizirajиci stanje napona preko Morovih krиgova, mi se do sada nismo 
иpиstali и analiticki dokaz nekih zakljиcaka zeleci time da istaknemo znacaj ove 
metode. Takav zakljucak је da sи glavni naponi ekstremne vrednosti komponente 
normalnog napona, а glavni pravci njegovi karakteristicni pravci. Analogan zaklju
cak vazi za smicиcи komponentи napona. Medutim, nacin na koji smo odredili 
g lavne napone i glavne pravce ne dokazиje iznetи tvrdnjи i mi smo duzni da је 
dokazemo. 

Ро definiciji је 
(7a.l5) 

u odnosи na Ьilo koji dopиstivi sistem koordinata, s obzirom na ( 4.10). U odnosи 
na iste koordinate је 

(7a.l6) 
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Tada se proЬlem odredivanja pravaca nk za koje norma1na komponenta napona 
ima ekstremne vrednosti svodi na proЬlem vezanog ekstremuma, zbog (7а.lб), 
а koji је istovetan proЬlemu odredivanja g1avnih izduzenja (П 10 pod Ь). KoristeCi 
rezu1tate tog ode1jka, konkretno (2.10.10), za simetricni tenzor t kt> mozemo pisati 

(7а.17) 

gde smo sa а oznaci1i Lagranzov mnozite1j veze. Ovaj sistem је potpuno identican 
sistemu (7.3). Zbog toga su resenja ovog sistema, koja predstav1jaju ekstremne 
vrednosti norma1ne komponente, jednaka g1avnim naponima а njima odgovarajuCi 
pravci pravci g1avnih nарола. 

Za odredivanje pravaca ekstremnih smicucih komponenti napona po1azimo 
od algebarske vrednosti smicuce komponente 

(7а. 1 8) 

gde su n m medusobno ortogonalni jedinicni vektori, tj. 

(7a.l9) 

S obzirom na (7a.l9) problem odredivanja glavnih pravaca smicuce komponente, 
ponovo se svodi na uslovni ekstremum koji se pomocu Lagranzovih neodredenih 
mnozilaca а, Ь i с, svodi na odredivanja funkcije 

Za promenljive nk i mk ekstremum ove funkcije odreden је iz us1ova 

дт,. 
=0, 

дnk 

koj i, и razvijenom oЬliku, g1ase 

t k 1n
1 

- bgk1m
1 

- cgk1n
1 = О. 

(7а.20) 

(7а.21) 

lz ovog sistema jednaCina, simetricnosti tenzora nарола tkt i (7а.19) odmah se 
vidi da је а = Ь. Tada se iz (7а.21), prvo saЬiranjem а zatim oduzimanjem, doЬija 

[tkt -(а + с) gkJ (n1 + m1
) = О, 

(7 а .22) 
[tkt -(а -с) gkJ (n1 - m1) = О, 

.koji su ро svom ob1iku potpuno identicni sa (7a.l7). Prema tome, 

.su g1avni pravci i njima odgovarajuce g1avne vrednosti nарола, tj. saglasno dosa
dasnjem nacinu obe1ezavanja 

n~ = р (n1 + m1
), аа. = а + с, 

( IX =/= {Ј) (7а.23) 
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Iz (7а .19) i uslova da su vektori n~ i n~ sistem ortonormiranih. vektora, sledi da је 

./ 2 
p = q= -· . 2 

Tada se iz (7а.23) dobija 

! ../2( ! + !) n =т па. пр ' 

1 
а = - (аа. + (fp), 

2 

1 
с = - ((ја. - <!р), 

2 

(7а.24) 

iz cega se moze zakljuciti da glavni pravci smicucih komponenti polove ugao izmedu 
glavnih pravaca napona, ili da glavni smicuCi n aponi deluju na ravni koje polove 
uglove izmedu glavnih ravni napona. Smenom (7а.24)џ u (7а.18) odreduju se 
vrednosti smicucih napona za ove pravce 

1 
Ту= - (а а. - <!р), (ос =F {3 =F у ; ос, {3, у = 1, 2, 3), 

' 2 
(7а.25) 

gde је, prema (7а. 17), ocigledno 

(7а.26) 

Ciklickom permutacijom indeksa ос, {3 i у dobija se (7а. 14) cime је analiticki dokaz 
zavrsen. 

Razmotrimo ukratko dva specijalna slucaja. 

Prvi nastaje kada su dva glavna napona jednaka, recimo (ј 1 = а 2• Tada је 
naponsko stanje cilindricno i odredeno Morovim krugom 

Sa slike se vidi da је smicuci napon jednak nuli za sve pravce upravne na pravac 
glavnog napona а 3 • 

U slucaju kada su svi glavni n aponi jednaki medusobno, tj . а1 = <1 2 = (јз = (ј 
naponsko stanje se reprezentuje tackom (а, О) i prema tome је isto za sve pravce. 
Kako ova tacka Iezi na <fп-osi ocigledno је da је smicuci napon takode jednak za 
sve pravce i ravan nuli. Na taj nacin se reprezentuje sferno stanje napona. 

7Ь. POSEBNA NAPONSKA ST ANJA 

Naponsko stanje и tacki tela ј е odredeno skupom svih vektora napona t<п > 
u toj tacki. Vec ranije smo rekli da se pod skupom svih t<n> podrazumevaju vektori 
napona za sve presecne povrsi kroz tu tacku. U zavisnosti od polozaja skupa t <n> 
u nekoj tacki tela kazemo da је naponsko stanje prostorno, ravansko ili linearno. 
Za stanje napona u tacki tela kazemo da је prostorno ako је skup vektora napona, 
ili kratko vektori napona t<n>' prostorno rasporeden и toj tacki. Mi smo do sada 

140 



izucavali, precutno, takvo stanje napona. Radi defi:nisanosti kazemo za presecnu 
ravan, kojoj odgovara vektor napona jednak :nuli, da је :nenapregnuta. 

Medиtim od prakticnog znacaja sи i tri posebna slucaja i to: ravansko stanje 
napona, linearno stanje nарола i Cisto smicanje. 

Ravansko stanje napona 

Definicija: 

Stanje паропа и tacki је ravansko ako vektori паропа za sve presecne ra1:ni 
kroz tи tackи leze и jeanoj od presecnih ravni. 

Teorema: 

Stanje паропа и tacki је ravansko ako i samo ako su v'ektori t r.: (k= 1, 2, З) 
komplanarni, tj. 

(7Ь. 1 ) 

Dokaz: Zaista, ako vazi (7b. l ) tada, s obzirom na (4.6),. vektori nарола t<n> za Ьilo 
.l$oju presecnи ravan kroz иосепи tackи tela leze и ravni vektora t 1, t 2 i t3 . Prema 
definiciji, takvo stanje :nарола је ravansko. 

Obrnиto, ako је naponsko stanje и tacki tela ravansko tada su prema definiciji, 
vektori nарола i za Ьilo koje tri nekomplanarne rav:ni, komplanarni. Ako jedinicne 
vektore ovih ravni obelezimo sa р, q i r а njima odgovarajuce vektore nарола sa 
t<P» t<'l) i t<r» respektivno, Ьiсе 

er.:zmP"qzrm if= О, 

(t<P> ·х t<q>) • t<r> = О. 
KoristeCi (4.6) moze se (7Ь.З) napisati и оЫikи 

(tr.; Х t1) • tmpkqlrm = О 
Kako је 

( t" Х t1) • tm = e,.1m (t1 Х t 2) · tз, 

-ova jednacina postaje oЫika 

(t1 Х t2) . tзekzmP"qlrm = О 
iz koje, s obzirom na (7Ь.2), sledi (7b.l). О 

Pomocu (4.9) mozemo (7b.l) izraziti и оЫikи 

tн 

t21 

1 tз1 

ili и razvijenom о Ыiku 

t13 

с23 = ltr.:1i, Illt = О, 

tзз 

(7Ь.2) 

(7Ь.З) 

(7Ь.4) 

(7Ь.5) 

Tada је n, jedinicni vektor :normale presecne ravni и kojoj leze vektori nарола t<n» 
odreden vektorskim proizvodom Ьilo koja dva od njih, tj. koristeci (4.10) 

(7Ь.6) 
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gde smo sa n<aJ i п<Ь> obelezili jediniene vektore normala koordinatnih ravni kojima 
odgovarajи vektori napona t <a> i t<Ь> Ciji је intenzitet vektol"skog proizvoda cbelezen 
sa 1 t <a> Х t<ыl· Тој presecnoj ravni odgovara vektor napona 

(7Ь.7) 

Na taj nасш smo dokazali , s obzirom na (4.10), (7Ь.6) i (7Ь.5), da је vektor 
napona za tu presecnu ravan nиla vektor, odnosno: presecna ravan и kojoj leze 
svi vektori паропа za ravansko stanje napona је nenapregnuta. 

U slиcaju ravanskog stanja napona (7Ь.7) vazi za Ьilo koje dve nekomplanarne 
presecne ravni, tj. za proizvoljne nekolinearne vektore n<a> i п<Ь>· Tada iz (7Ь.7) 
sledi (7Ь.5), odnosno (7b.l ), cime је dokazana ekvivalencija oviђ. izraza. 

Iz (7Ь.4) se vidi da је matrica tenzora napona, Т, singиlarna i ranga dva, tj. 
jedna vrsta, odnosno kolona, је linearna komЬinacija preostale dve vrste, odno~no 
kolone. Pogodncm koordinatnom transformacijom moze se uvek zavisna vrsta, 
odnosno kolona, anиlirati. Bez guЬljenja и opstosti mozemo uzeti da је treca vrsta, 
odnosno kolona, ona koja је zavisna i koja se, recimo, и kocrdinatnom sistemu Zк 
anиlira. Tada se matrica tenzora napona u takvom koordinatnom sistemu svodi 
na oЫik 

(7Ь.8) 

ili, s obzirom na nacin obelezavanja komponenata tenzorг. napona u inzenjerskoj 
praksi и odnosи na Dekartov sistem koordinata, 

(
(]ж 

Т= ~vж (7Ь.9) 

Tada mozemo kazati: stanje napona и kome је 

(7b.l0) 

naziva se ravansko stanje napona u ravni-xy. 

Za ravansko stanje napona Morovi krugovi su naJcesce korisceni metod za 
odredivanje vektora napona za proizvoljnи presecnu ravan koja sadrzi osu-z. Postu
pak za njihovo odredivanje је nesto drиgaciji od do sada izlozenog. Radi defini
sanosti, neka n, jedinicni vektor jedne od tih ravni, zaklapa ugao ос. sa pozitivnim 
smerom x-ose. U ravni-xy ovim vektorom је jednoznacno odreden novi sistem 
osa х1 i у 2 kao sto је na sl. 36. 

Veza izmedu ova dva sistema koordinata odredena је koordinatnom transfor
macijom 

х = х cos ос. + у sin ос. х = х cos ос. -у sin ос. 
(7b.ll) 

у = -х sin ос. + у cos ос. у = х sin ос. +у cos ос.. 
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S obzirom na tenzorski karэkter tenzora napona, tj . da njegove komponente zado
voljavaju transformacioni izraz 

(7Ь.12) 

у 

а) Ь) 
Sl. 36 

pri prelasku sa sistema х1 na novi sistem х1, lako је pokazati, pomocu (7a.ll) i 
(7b.l2), da је 

iжv = 'tжv CuS 2<Х - _.!._ (O'z - а1Ј sin 2<Х. 
• 2 

(7Ь.13) 

Iz ovog sistema jednacina, eliminacijom ugla <Х, doЬija se jednacina Morovog kruga 

(7Ь.14) 

gde је R poluprecnik kruga, dat sa 

(7Ь. 15) 

Za dalju analizu pogodniji је parametarski oblik 

- 1 
а - - (а + а ) = R cos у 

z 2 "' у (7Ь.16) 

iжv = R sin у, 

gde је у ugao koji R zaklapa sa 0'"'-osom. 
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Iz (7Ь . 13) i (7b.l6) se, posle krэceg racunanja, dobija da jf" 

1 
-(а" - q11) = R cos 2{3 
2 

"хи = R sin 2{3, 
gde је 

2{3 = 2ос +у. 
Tada (7a. l6) glasi 

iJ" = .}_(а" + ау) + R cos (2{3 - 2ос) 
. 2 

i "v = R sin (2{3 - 2ос). 

(7Ь.17) 

(7b.l8) 

(7b.l9) 

Vazno ј<:; uociti da za "dato (7Ь . 8) veliCine R i 2{3 su odre~eni brojevi u tacki 
posmatranog stanja napona, а sto neposredno sledi iz (7Ь. 15) i (7Ь.17). Prema 
tome, naponi iJ" i i .,v se menjaju u funkciji ugla or. kojim su i odredene presecne 
ravni. 

Iz (7b.l4) se vidi da је centar Morovog kruga u tacki С [+ (а" + а11), О Ј 
Morove ravni - a ,.-r,. i da prolazi kroz tacku М (а,., -r,.11) kojom ј е odredeno naponsko 
stanje za presecnu ravan Cija је normala u pravcu x-ose. Sa centrom С i tackom М 
Morov krug је jednoznacno odreden i prikazan na sl. 37. 

'Ех у 

о 

Gy 

~(Gx+Gy ) 

~GI+<'z) 
Sl. 37 

Gn 
(213 - 2d... ) 

l.<i~ ·(7b.l7) i slike se vidi da ј е 2{3 ugao koji zaklapa pravac СМ sa pozltlvnim 
smerom a,.-ose. Naponsko stanje za presecnu ravan odredenu uglom or. definisano 
је tackom М koja se nalazi u preseku kruga i pravca koji zaklapa ugao 

r = 2{3- 2ос, (7Ь .20) 
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s obzirom na (7b .l6) i (7b.l8), sa pozitivnim smerom 0'"-ose.' Ovaj pravac se gra
ficki odredиje nanosenjem иgla 2ос и negativnom smerи, kao sto је na sl. 37. 

Za razlikи od prethodnog slиcaja koriscenja Morovih krиgova, sada dopиstamo 
mogиcnost da smicиce komponente tenzora napona imajи i negativne vrednosti. 
То се Ьiti и slисаји kada ј е 

у = 2{Ј - 2ос < О 

kao sto је ла sl. 38. Na osnovи konvencije о znakи to znaci da ta smicиca komponenta 
napona za ravan cija ј е spoljna normala и pozitivnom smerи x-c.se delиje и nega
tivnom smerи y-ose. 

о Сп 

213- U<O 

SJ. 38 

G1 >Gz > G3 = 0 

Sl. 39 

Ь) 

х 
1 

1 

Sa slike se vidi da sи glavni naponi О' 1 i О' 2 odredeni za vrednost иglova у = О i 
у= n, respektivno. Iz (7Ь.20) se vidi da oni odgovarajи presecnim ravnima koje sи 
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odredene uglovima ос = {Ј i IX = р - l f2n. Bez guЬljenja u opstosti mozemo uzeti 
da је <11 ~ <12 . Treci glavni napon <13 је jednak nuli, sto neposredno sledi iz (7.6) 
i (7Ь.4) . Zbog toga skup glavnih napcna, sa stanovista opstosti razmatranja, ne 
mozemo predstaviti kao ureden skup, jer glavni naponi <Т 1 i а2 mogu, ali ne moraju 
Ьiti istog znaka. Tada је maksimalni smicuci napon odreden sa 

i ne mora da odgovara vrednosti т n = R . Takav slucaj imэmo kada ~u glavni naponi 
<11 i <12 istog znaka kao sto је na sl. 39, kada је maksimalni smicuci napon jednak 
polovini maksimalnog norщalnog napona. 

'tn 
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U cilju otklanjahja pogresnog nanosenja ugla u pogresnom pravcu data је 
posebna graficka metoda, koja је ilustrovana na sl. 40. Na пјој jf ilustrovana gra
ficka metoda odredivзnja glavnih osa. Objasnjenje postupka se odnosi na slucai 
pod а). Tacka М Morovog kruga (koja se ponekad naziva pocetak ravni ili pol) 
spaja se linijama sa tackama (и 1, О) i (а 2, О) Morove ravni. One su medusobno up
ravne i paralelne su presecnim ravnima u tacki tela na koje deluju glavni naponi i to: 

linija Ма1 paralelna ravni na koju deluje а1, а 

Iinija Ма 2 paralelna ravni na koju deluje а 2 napon. 

U dtugim slucajevima је postupak slican i na njima se ovde necemo zadtzavati. 

U odnosu na glavne ose reprezentacija naponskog stanja (ii.,, f .,!l) za presecnu 
ravan cija not·mala sa osom а., = а 1 zaklapa ugao <Х је zn2tno prostija. Tada је 

у 

.ц) Negativno "txy 

Ь) Pozitivno ~ху 

Sl. 41 

147 



<111 = <1 2, -с жv = О i {З= О и odnosи na glavne ose, а parametarske jednacine Morovog 
krиga (7b.l9) glзse 

(7Ь.21 ) 

i .,11 = - R sin 2сс 

Na sl. 41 sи ilиstrovзna dva slиcaja koji objasnjavajи, saglasno sa (7Ь.21 ) 2, 
smer nanosenja иgla 2сх . 

Na krajи, navedimo neke primere ravanskog stanja napona. Na granicnoj 
povrsini tela, slobodnoj od opterecenja, stanje napona ј е Iokalno тavno, jer је vektor 
napona za tangentnи 1·avзn jednak nиli. Ravansko stanje napona u telu postoji 
aproksimativno i kada ј е to telo tanka ravna ploca napregnиta na svojim ivicama 
paralelno ravni ploce, tako da ne postoji izvijanje niti savijanje. 

Vezbanja 

1. Izvesti (7Ь.4). 

2. Dokazati da је, u slucajи ravanskog stanja napona glavni pravac koji odgovara 
glavnom naponu jednak nuli, иpravan na nenapregnиtu ravan. 

З. Grafickom metodom odrediti glavne ose tenzora napona u slиcajevima koji 
nisи ilиstrovani sl. 41 : 

а) а.,> ау, •жу < о Ь) а% < Gy, • xv > О. 

4. Za ravansko stanje nэpona 

а., = 10, <111 = 40, "Сжv = 20 

(zadate sи samo brojne vrednosti) odгediti: 
glavne napone i pravce njihovog delovanja, 
maksimalni sшicиci napona. 

Ispitati naponsko stanje metodom Morovog krиga i nacrtati element na koji 
dеlији glavni naponi. 

5. Isto kao и prethodnom zadatku, ali и s!исаји kada је: 
а) аж = 55 ау= 15 -с.,11 = 10, 
Ь) ах = -30 Gy = 10 "C:zy = 20, 
с) а"' = 30 а11 = -10 -сж11 = -20, 
d) ах = -10 а11 = 30 7:zy = -20. 

7с. LINEARNO STANJE NAPONA 

Sa stanovista analize naponskog stanja, linearno stanje napona је najjednostav
nije. Smatramo da, na osnovи prethodnih odeljaka, citalac moze samostalno izvesti 
zakljиcke i dokazati teoreme koje navodimo. 
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Definicija: Stanje паропа и tacki tela је linearno ako su vektori паропа 
za sve presecne ravni kroz tu tacku kolinearni. 



Teorema 1: Stanje паропа и tacki је linearno ako i samo ako sи vektoтi 
t~c (k = 1, 2, З) kolineaтni, tj. 

t~c х t1 = О, (k =1= l). 

Teorema 2: Pтesecne тavni koje sadтze vektoтe паропа, и slиcaju linearnog 
stanja паропа, sи nenapregnute. 

Teorema З: И slисаји linearnog stanja паропа postoji samo jedan glavni 
пароп razlicit od nule. 
Posleaica Teoreme З: Glavni pтavci tenzora napona . и slucaju line
arnog stanja паропа rtisи jednoznacno odтedeni. Ј ednoz nacno је odreden 
samo glavni pravac koji odgovara glavnom паропи raz liCitom od nule. 
Druga dva glavna p1·avca mogи biti bilo koja dva иpravna pravca koja leze 
и ravni иpravnoj па jednoznacno odтedeni glavni pravac. 

Bez gиЫјеnја и opstosti mozemo иzeti da је а 1 =1= О. Tada matrica napona, 
и odno~ю· na glavne pravce, ima oЫik 

о 

о 

о 

Vezbanja 

1. Dokazati da ј е, и slиcaju linearnog stanja napona, glavni pravac kcji odgovara 
glavnom naponи razliCitom od nиle kolinearan sa vektorima napona. 

Dokaz: 

• '1-, 

7d. CISTO SMICANJE 

Definicija: S tanje паропа и tackije cisto smicanje akoje t 11 = t2 2 = t 33 = 
= О za neki sistem koordinata и toj tacki. 
Teorema: Potreban i dovoljan иslov da bi naponsko stanje и tacki bilo 
cisto smicanj e jeste da је It = О. 

Dokaz cemo izvesti и odnosи na Dekartov sistem koordinata. 
Uslov је potreban. Zaista, ako је stanje napona cisto smicanje, onda, ро defi

niciji, postoji sistem koordinata и datoj tacki и odnosu na koji је t 11 = t 22 = t 33 = О . 
Tada ј е i It = О и odnosu na taj sistem koordinata. Med.utim, kako је 1 r = О. 
skalarna invarijanta, tj., kako је It = l'i za Ьilo koji drugi sistem koordinata, sledi 
da је takod.e l't = О и odnosи na Ьilo koji sistem dopиstiv и toj tacki. 

Uslov је dovoljan. Mi cemo ga dokazati, bez gиЬljenja и opstosti, geometrijski. 
Neka је иslov It = t11 + t 22 + t33 = О ispиnjen и odnosи na sistem koordi

nata zk и datoj tacki. Treba pokazati, da и tom slисаји, postoji sistem koordinata z" 
и odnosu na koji је t 11 = 7 22 = t3з = О. 

Iz izraza t 11 + t 2 2 + t 33 = О sledi da је bar jedan od ovih napona - recimo 
t 11 - pozitivan, а bar jedan - recimo t 22 - negativan. Zna se da је i svaki od 
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njih normalni napon za odgovarajиcи presecnи povrs kroz datи tackи. То znaCi 
da se svaki od njih dobija iz izraza а,. = t 0 n,n1 koji pokazиje da sи normalni naponi 
а,. и datoj tacki neprekidne funkcije jedinicnog vektora normale n kojim se odre
dиjи presecne ravni kroz tи tackи. Tako se, na primer, rotacijom povrsinskog 
elementa иpravnog na оsи z1 (kome odgovara, ро pretpostavci, t 11 > О) oko ose 
z3 normalni napon za tи povrs neprekidno menja и funkciji rotacije. Jedan od 
njegovih mogиcih polozaja jeste polozaj иprэ.van na оsи z2 (sl. 42 pod а). 

zЗ 
:zз 

zt 
(а) 

SJ. 42 

Tom polozajи odgovara naponsko stanje, ро pretpostavci t 22 < О. Na osnovи 
prethodno re~enog, mozemo zakljиciti da se pri tome nije promenila samo vrednost 
normalnog napona, nego i njegov znak. Ali, s obzirom na neprekidnost te promene, 
sledi da mora postojati neki medиpolozaj rotiranog povrsinskog elementa za koji 
је vrednost normalnog napona jednaka nиli. U tom polozajи povrsinski element 
је odreden svojim jedinicnim vektorom spoljne normale, recimo Л. U njegovom 
pravcи је ал = О. 

Sada izaberimo Ьilo koja dva proizvoljna pravca koji sa pravcem vektora Л 
Cine ortogonalan sistem koordinata (sl.42 pod Ь) . Tako dobljeni sistem koordinata 
obelezimo sa z'. Radi definisanosti mozemo obeleziti sa z1 koot·dinatnи оsи и 
pravcи vektora Л. Tada је а).= iн = О i ft = lt-= 122 + t33 = О. Odэvde sledi 
da sи t 22 i 133 sиprotnog znaka. Prema tome, ako ј е t 22 > О, onda је 133 = - 122 < О. 
Rotacijom povrsinskog elementa иpravnog na оsи z2 oko ose z1 do polozaja иpravnog 
na оsи z3 prolazimo neprekidan niz vrednosti normalnog napona tog povrsinskog 
elementa od 122 > О do 133 < О. То znaci, da postoji jedan medиpolozaj povrsinskog 
elementa za koji ј е normalni napona jednak nиli. Neka је taj polozaj odreden jedi
nicnim vektorom normale povrsinskog elementa 11· Tada је а" = О. Ako sada 
izaberemo novi koordinatni sistem zk, tako da је z1 = zt, z2 и pravcи Jl i z3 иpravno 
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na z1 i z2, dobijamo sistem и kome је t 11 = t11 = О, t 22 =а и= О. Као posledica 
uslova lt = Ј; i lt = О sledi da је i Т: 33 = О. То znaci da је "i 11 = t 22 = =; 33 = О 
za sistem zk. о 

Bitno је napomenиti da sistem zk nije jedinstven. Pri njegovoj konstrukciji 
poslo se od proizvoljnog sistema zk. Za drиgi izbor zk odredili Ьi i drиgo zk. Drukcije 
receno, ako postoji jedan sistem, onda postoji beskonacno mnogo sistema zk za 
koje je t 11 =t 22 =t3з = O. 

Prema definiciji cistog smicanja kao i srednjeg napona, а saglasno ovoj 
teot emi, sledi: 

i 
Naponsko stanje је Cisto smicanje ako i samo ako је а0 = О; 

Naponsko stanje је cisto smicanje ako i samo ako је tenzor napona jednak 
svom deviju.torskom delu. 

8. KOSIJEVI ZAKONI KRET AN)A 

U ciljи opstosti mi dalje pretpostavljamo da u posmatranom telи, u toku 
njegovog kretanja, postoji povrs diskontinuiteta о (t) koja moze, ali ne mora Ьiti 
materijalne prirode. Као sto је receno и III 7, sa fizickog stanovista, takva povrs 
ffiOZe Ьiti npr. talas koji Se и telи prOstire brzinom Un . 

Tada se, u odsиstvu zapreminskih i povrsinskih spregova, Ojlerovi z~koni 
(3.3) i (3.4) тоgи napisati и oЬliku 

d - Ј evdv = Ј t(n) da + Ј (!Ј dv, 
dt " S' " 

(8. Ј) 

d - Ј еР х vdv = r р х t (n) da + Ј еР х Ј dv, 
dt " S' " 

(8.2) 

gde sи v i 'ј' materijalna zapremina i granicna povrs posmatranog tela. Ovi izrazi 
su oblika opsteg zakona balansa datog sa (3.14.1), koji cemo dalje koristiti za izvo
denje lokalnih oblika ovih zakona balansa. u tom cilju mi pretpostav1jamo da vazi 
lokalni zakon balansa mase (3. 14.5) koji povlace za sobom lokalni zakon balansa 
(З. Ј 4. 7). Identifikacijom velicina '!Jl, Ф i р и (8. 1) i (8.2) odmah doЬijamo njihove 
lokalne oЬlike. 

Ovaj postиpak cemo primeniti prvo na (8.1). 

Poredenjem ovog izraza sa (3. 14.1 ) mi identifikиjemo: '!Jl sa v, р sa Ј i Ф · da 
sa t<n>da. KoristeCi ( 4. 6) i izraz da = nda mozemo pisati 

odakle vidimo da је Фп = t<п> i фk = t k = g"1t1 tj. 

(8.3) 
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Smenom ovih veliCina и (3.14.7) dobijarno 

1 д -/i t k + (Ј - v ) = о 
.Ji дхk е 

и v - (Ј (8.4) 

~t<п> + ev (и - v) ·n] = О na С!. 

JednaCinи (8.4)1 nazivamo prvi Kosijev zakon kretanja, а (8 .4) 2 uslov skoka па povrsi 
diskontinuiteta <1 ( t). 

Poredenjem (8.2) sa (3.14.1) identifikиjerno: 1р sa р х v , р sa р х ј i Ф da 
sa р х t<n>da. Као i и prethodnom slисаји lako је videti da је 

Ф da = Ф nda = фk n~cda = р Х t <n>da, 
tj . 

Ф n = р Х t<n> i фk = р Х t k. (8.5) 

Smenom tako identifikovanih veliCina и (3. Ј 4. 7) dobljamo 

р х [ 1 
_ а .Ji t" + е (Ј - v )Ј + g " х t~< = о и 

.Jg дх" 

р Х [ev (и- v ) ·n + t<пЈ = О na а, 

v - (f, 

pri сети pretpostavljamo da na povrsi diskontinиiteta kretanje rnaterijalnih cestica 
ne trpi diskontinиitet, tj. te povrsi nisи, na prirner, prskotine i na njima је [р] = О. 
Pretpostavlj ajиci da vazi prvi Kosijev zakon kretanja (8.4)1, prva od ovih jednakosti 
se svodi na 

(8.6) 

i naziva se drugt· K osijev zakon kretanja . Drиga jednakost је, na osnovи (8.4)2, 

identicki zadovoljena. Time smo dol,azali scav : 

- Prvi i drugi Kosijev zakon kretanja, zajedno sa uslovom skoka, pred
stavljaju potrebne i dovoljne uslove za lokalne zakone balansa koliline kre
tanja i momenta kolicine kretanja. 

Ako se koriste relacije 

t k = (Zkg l > Ј д .Ji { [ } 
·../g- дхk- = k l ' 

(8.7) 

onda se prvi i drиgi Kosijev zakon kretanja, (8.4)1 i (8.6), kao i иslov skoka (8.4)2 

mogи napisati и komponentalnom oЬlikи 

t 1
",k + е СР - v1

) = о, Bkzml"
1 = о и v - <1, 

[t1
k n k + (!V

1 (u,. - V,.)] = О na а. 

(8.8) 

(8.9) 

Izrazen na ovaj nacin, prvi Kosijev zakon predstavlja sistem parcijalnih diferen
cijalnih jednacina koje nazivamo Kosijeve jednacine kretanja. 
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Drugi Kosijev zakon kretanja (8.8) 2 nат kaze da је antisimetrican deo tenzora 
napona jednak nu1i, t[kl] = о, sto је ekviva1entno tvrdenju da је tenzor napona 
simetrican, tj. 

(8.10) 

Da1ja analiza us1ova skoka (3.14.5) 2 i (8.9) nam omogucuje da ih napisemo u 
kompaktnijem i pogodnijem obliku 

[еи] = О, 

[tk1n~c + еиv1] = О, 

gde је, s obzirom na (3.4. Ј 7), 

и = и,.- v,. 

(8.1 1) 

(8.12) 

(8.13} 

1okalna brzina prostiranja. Koristeci (3.7.1), (4.10) i (8.11) mozemo krace pisati 
(8.12) kao 

[t:n)] + е*и* [v1
] = о, 

koji cemo analizil"ati u s1edeCim specija1nim slucajevima: 

а) Povrs diskontinuiteta је materija1na povrs. 
Tada је prema III 4, и = О 

(8.14) 

(8.15) 

tj. vektor napona na materijalnoj povrsi је neprekidan. Takva povrs moze Ьiti neka 
medupovrs koja t"azdvaja dve materija1ne sredine ili granicna povrs telэ. U s1ucaju 
granicne povrsi te1a mozemo t<п> interpretirati kao spo1jasnje povrsinsko optere
cenje р1• Tada nam (8. 15) daje granicne us1ove (4.13) 1 koje smo ranije izve1i na 
drugi naCin. 

Ь) Na povrsi diskontinuiteta је [v1
] = О. 

I и tom s1ucaju vazi (8. 15). Ako uvedemo pojam udm·ne povrsi kao povrsi 
na kojoj је [v,.] =;'= О onda mozemo kazati: na povrsi diskontinuiteta koja nije udarna 
povrs vektor napona је neprekidan. 

с) Povrs diskontinuiteta је fiksna povrs. 
Tada је и,. = О i (8. 11) i (8.12) postaju 

[ev,.] = О, [ tkz - evkvz] nic = О. 

Takve povrsi su kontrolne povrsi. 

(8.16) 

Detaljnom ana1izom moguce је izvesti i druge vr1o vazne fizicke zakljucke. 
Mi se na tome necemo zadrzavati smatrajuCi da smo na ovim primerima donekl е 
istakli znacaj postojanja povrsi diskontinuiteta. 

Za da1ju ana1itu Kosijevih zakona kretanja i povrsi diskontinuiteta pogodniji 
је njihov s1edeCi oЫik pisanja 

div Т + е (Ј- а) = О i1i \1 · Т + е (Ј- а) = О, 
Т= тт, 

[Т· n + ev (и,. - v,.)] = О 

gde је V operator gradijenta. 

(8.17} 

(8.18) 

(8 .19) 
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Napomena: 

Vr1o је vazno podvuCi znacaj i u1ogu zakona konzervacije mase pri izvodenju 
drugih zakona ba1ansa. Njega smo koristi1i pri izvodenju opsteg zakona: balansa 
u 1oka1nom oЬliku (3.14.6), ра prema tome i u izvodenju zakona ba1ansa kolicine 
kretanja i momenta koliCine kretanja. Takode, izvodenju zakona balansa momeшa 
kolicine kretanja prethodi zakon balansa kolicine kretanja. Svi oni prethode izvo
denju zakona balansa energije, sto cemo kasnije detaljno razmatrati. 

Vezbanja 

1. Pokazati da prve Kosijeve jednacine kretanja glase: 

а) u odnosu na Dekartove koordinэte (х, у, z) 

f2 - - , V,. - V11 -- Vz - =--+- +- е"'' ( 
дv,. -L дv,. + дv,. + дv" ') дt,." дt"'У дt,., + f . 
дt дх ду дz ' дх ду дz 

( 
дv11 + дv11 + дv11 + дv11 ) дt11" дt1111 д t11• + -r • (} - v" -- v11 -- v, - = - -+--+-- (!111 , 
дt дх ду дz дх ду дz 

е _.-: +v" - + v11 - -+ v. - = --· + ---+-- + е.; (дv. av. дv. дv.) дt,,. дt.у дt_. f 
дt дх ду дz дх ду дz 

Ь) u odnosu na cilindarske koordinate (r, (), z) 

е (дv, + v дv, +'!!.! дv, - ~~ + v дv,) = 
дt r дr r д() r l cz 

1 д 1 д too ас .. 
= - - (r t ) +-- (t ) - - +- + (}/,; 

r дr rr r д() ro r дz r 

е -- + v, --+- - + -- - + v, - - = -- r tor + ( 
дVо дvо Vo дvо V, Vo дvо) 1 д ( 2 ) 

дt дr r д() r дz r 2 дr 

е - + v, - -·+ - -+ v. - = - - (rt., + --+-- +е . ; ( дv, дv, V0 дv. дv,) 1 д ) 1 дt,о дtzz f 
дt дr r д() дz r дr r дО дz 

с) u odnosu na sferne koordinate (r, О, rp) 

(дv, + дv, v 0 дv, v"' дv, v~ + v;) (} - v, - + ---- + - - - - = 
дt дr r дО r sin О дrр r 

1 д 2 ) 1 д ( . ()) 1 дt,Ф t88 + t'fФ f = -- (r t" +- .- - t,8 SШ + ------ ---- + е,; 
r2 дr r sш О дО r sin О дrр r 
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г 

( 
дv8 + дv8 V0 дv8 vlfl дv8 v,v8 v~ ctg О) 

е - v, - + --+ --+--- = 
дt дr r ао r sin о arp r r 

1 а з 1 а с . О) 1 atOtp ctg () 
=-- (r t8 , ) +--- t00 S1П +----- - - tlfJoo + ef8 ; 

r 3 ar r SiП {) ао r SiП {) arp r 

( 
avlfJ aviP Vo OVIP VlfJ avlfJ Vq>Vr VoV"' {)) 

е --+ v, - + ---·+ ----+ - + - - ctg = 
ас ar r ао r sin () дrр r r 

1 а с з ) 1 а с . 2 О) 1 а ttpq; = -- r t + -- t SIП + - - - + ef, 
r 3 ar ~r r sin2 О ао lfJO r sin О aq; Ф' 

gde sи sve velicine izrazene preko svojih fizickih koordinata. 

2. Pokazati da se prvi Kosijev iakon kretanja moze napisati u oЬliku 

!_ Cexk) = (tkm - exmxk).т +е Р', 
дt 

gde је j;lc = v1c. 

Ј. U slисаји staticke ravnoteze иbrzanje v = а је jednako nиli. Tada diferencijalr1e 
jednacine . kt·etanja i1i prve Kosijeve jednaCine kretanja (8.8) 1 glase 

t1~k + е!' = о 
i nazivamo ih jednacinama ravnoteze. 

Pokazati da је opste resenje jednacina ravnoteze, u slисаји odsustva zapre
minskih si1a, dato sa 

gde su а" proizvoljne neprekidne dva puta diferencijabi1ne funkcije koje pred
stav1j ajи komponente tenzora drиgog reda, i nazivajи se funkcije napona. 

4. Pokazati da se (8.9) 2, и odnosи na pravac norma1e i tangentnи ravan povrsi 
diskontinиiteta, moze predstaviti и oЬlikи 

[а" - еи2] = о, [-r"] + е±и± [х,] = о, 

gde ј е x,-komponenta vektora brzine х = v и tangentnoj ravni povrsi diskon
tinuiteta. 

5. Koristeci (8. 11 ) и prethodnom zadatkи pokazati da је 

ш 
+ - [а"] 
ии =- -- ' 

[е[ 

tj. brzine prostiгanja иdarnog talasa (udarne povrsi) sи odredene skokom nor
malnog napona i vrednostima gиstine na svakoj strani иdarnog ta1asa. 

6. Pokazati da је 
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9. JEDNACINE KRET ANJA U ODNOSU NA REFERENTNU 
KONFIGURACIJU 

Kosijeve jednaCine kretanja (8.8)1, kao i sve velicine koje se u njoj pojavljuju: 
е - gustina, 
t k1 - tenzor napona, 
v k - brzina, 
Р' - zapreminska sila 

izrazene su u odnosu na nezavisne promenljive : 
х'' - prostorne koordinate i 
t - vreme. 

Sa matematickog stanovista, kao sto је vec receno, one predstavljaju nelinearni sistem 
parcijalnih diferencijalnih jednacina ро navedenim promenljivim, za cije је resa
vanje potrebno poznavanje i uslova koje odgovarajuce velicine zadovolja"vaju na 
granicnoj pov1si tela u svakom trenutku. Za poznavanje ovih uslova prethodno је 
potrebno znati granicnu povrs, koja se kod deformabilnog tela menja i ро oЫiku 
i polozaju i zavise od nepoznatog polja pomeranja, sto predstavlja proЬlem za ~еЬе. 

S druge strane, pocetni polozaj tela, ра prema tome i njegove granicne povrsi, 
је poznat. Zbog toga је granicne uslove pogodno izraziti u odnosu na referentnu 
konfiguraciju tela, konfigt..raciju u kojoj znamo granicnu povrs tela, а koju mozemo 
иzeti za pocetnu. То posebno va?i za elasticna tela koja posedujи -privilegisanи 
konfjguracijи u kojoj је telo nenapregnuto i u koje se vraca ро prestankи dejstva 
sila i koje definisemo kao njegovo prirodno stanje. То znaci da se granicni uslovi 
izrazayaju и odnosu na materijalne koordinate х к, dopustive и referentnoj konfi
guraciji. Da Ы se ovako izrazeni gr anicni uslovi mogli koristiti, nuzno је izrazit i 
i jednaCine kretanja u odnosu na referentno stanje. Medutim, to n.ije sащо izla
zavanje funkcionalne zavisnosti veliCina, koje figurisu u jednacin ama kretanja, 
od promenljivih хк, zamenom x k sa x k = x k (Х1', t), (kao sto smc. vidt li u III 14) 
nego i prevodenja odgovarajucih velicina u referentnи konfiguraciju. Tako za 
gustinu е imamo, saglasno materijalnim jednacin ama neprekidnosti, (3. 1 3.4). 

u sustini, mi treba da nademo odgovarajuce lokalne zakone balansг. u l'efe
rentnoj konfjguraciji Ojlerovih zakona (8. 1) i (8.2). Postup~ juCi na nacin izlozen 
и prethodnom odeljku i koristeCi sada (3.14.14) u (8.1), kada se uzme и obzir da је 

VJ = v (х; t) = v [х (Х, t ), t], р = Ј, фk = tт.:, Фк = тк, 
lako ј е videti da prvi Kosijev zakon kretanja u referentnoj konfiguraciji, kao i skok 
na povrsi diskontinuiteta, glase respektivno 

1 а~отк . 
----= + ео (Ј - 'V) = о u v - Ј:, .JG ахк 

[ТкNк + e0vUN] = О na Е 

gde је, saglasno sa (3.14.12), 

(9 .1) 

тк = JX~tk. (9.2) 

Koristeci pak (3.14.14) u (8.2), (9.1), kao i cinjenicи da је sada 

"Р = р х v, р = р х Ј, фk = р х tk, фК = р х тк, 
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<ioЬijamo drugi КоЩ~v zakon 

gk х ткх7к = о, (9.3) 

O::lgovarajuca relacija skoka је u ovom slucaju identicki zadovoljena. 

Pisanje ovih izraza u komponentalnom oЫiku Ьitno је vezano za тк, datog 
sa (9.2), zbog cega se zadrzavamo na njegovoj analizi. Ako se uzme и obzir da је 
dАк = NкdA tada mozemo pisati, analogno sa (4.6), da је 

. ~ 

ТкdАк = ТиNиdА = T<N>dA. Ј9.4) 

Smisao ove velicine se moze odrediti iz (9.2) kada se ova relacija pomnozi sa dАк 
i iskoristi (2.15.8), (4.6) i (3.1). Tada se vidi da је 

(9.5) 

tj . tako definisana velicina T<N> predstavlja silu koja deluje na element deformisane 
povrsine racunatu ро jedinici nedeformisane povrsine (sl. 43). Takode је 

db" = ћN)dA T<N> = ТкNк, (9.6) 

.s obzirom na (9.5) (9.4) respektivno, gde је 

тк = T"Kgk (9.7) 

dB 

ь 

5 

Sl. 43 

u odnosu na prostorдi sistem koordinata. Tako definisani tenzor Т"к se naziva 
prvi Piola-Kirhojov (Piola-Kirchhojf) tenzor i predstavlja napon u х meren ро 
jedinici povrsine u Х; sa tenzo1skog stanovista on predstavlja dvostruko tenzorsko 
polje. Iz (9.7) i (9.6) 2 se vidi da је drugi indeks tenzora Т"и indeks normale presecne 
ravni, za razliku od tenzora t"1 kod koga tu ulogu oЬicno ima (s obzirom na inze
дjersku praksu) prvi indeks. 

Veza izmedu Piola-Kirhofovog tenzora, koji cemo dalje obelezavati sa Тю (koji 
se ponekad naziva Lagranzov tenzor napona) i tenzora Т (Ш Kosijev tenzor napona) 
sledi neposredno 1z (9. 7) i (9 .2) i glasi 

т"к = lt"IXк t"~ = Ј-1 T"Lxl 
;р ;'-'' 

ili 
(9.8) 

(9.8а) 
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Koristeci (8.7)3, dualni izraz za (8.7) u odnosu na materijalne koordinate 
lako је pokazati da је 

_! -::: д.ЈG рк g ,, = (ау~ск + укL { К} + Тlк { k} х~ ) = P!r .. (9.9) 
.JG ахк ах}( LK l т ,К g " ,кКt. 

Smenom ovog izraza i (9. 7) u (9.1), kao i (8. 7) 4 и (9.3), doЬijamo Kosijeve zakone 
kretanja u referentnoj konfiguraciji 

Т"['к + ео (jk - v"') = О 
uV - .E (9.1 О) 

i njima odgovarajиCi skok 

[ТkкNк + eov"UN] = О na .Е. (9. 1 1) 

Iz (9.10)2 se vidi da је 
xl;"кTlJK = О, (9.10а) 

tj . prvi Piola-Kirhofov tenzor nepona nije simetrican. 

Uvodenjem tenzora 

(9.12) 

koji se naziva drugi Piola-Kirhojov tenzor, ovaj nedostatak se eliminise. Z~ista,. 
iz (9. 12) ili, jos jednostavnije, iz (8.8)2 sledi da је 

(9.13) 

tj. drиgi Piola-Kirhofov tenzor napona је simetrican. Medиtim, и tom slиcaju 
su jednaCine kretanja (9.10) 1 komplikovanije. То se nэjbolje vidi iz njihovog razvi
j enog oЬlika 

дТ"к + утк { k } х~ + рк { L } + n (fk - v") = О (9.14) 
ахк т l ,к L К " 0 

' 

kada se izraze prekc prvog Piola-Kirhofovog tenzora napona, odnosno 

д (Т'.кх7L) + ({ k } х!" х! + { М } х~ ·) TLK +n (ј" _ iJk) = 0 
ахк т/ ,L ,К М К ,L <:О > 

kada se izraze preko drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona. 

Iz (9.12), koristeCi (2.5.5), lako је pokazati da је 

Т"к = х~LтLк 

(9.15) 

(9.16) 

(9.17) 

Uporedujuci (9.17) i (9. 12)2, uzimajuci u obzir d: su Ј i Ј-1 dualne velicine, mozemo 
zakljuciti da su Kosijev tenzor t"1 i drugi Piola-Kirhofov tenzor ткL dи aJne veli
cine. Na csnovu principa dualnosti tada mozemo posrnatrati ткL u referentnoj, 
konfiguraciji na isti nacin kao i t"1 и trenиtnoj konfiguraciji tel~ .. Tak о se vektor 
napona T<NJ> dat sa 

(9 .18} 
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koji је dua1an sa t:n> = t1"n", definise kao neka za sada neodredena si1a dB ро 
jedinici povrsine dA, tj. 

dBL 
TfN> = ·

dA 
(9.19) 

sto је ocig1edno dua1no sa (3.1). MnozeCi (9.17) sa da" i koristeCi (2.15.8), (4.10)> 
(3.1), (9.18) i (9.19) doЬija se da је 

db" = х~кавк, (9. 20) 

tj. si1e db i dB se na1aze u istom odnosu kao i prostorni e1ement dx prema njegovom 
materijalnom e1ementu dX s obzirom na re1aciju dx" = Х~к ахк. Time је odredena 
si1a dB kao i njen smisao (sl. 43). 

Sa fizickog stanovista Piola-Kirhofovi tenzori nisu stvarne velicine zbog 
cega se nazivaju pseudo-tenzori napona . Pogodni su za teorijska razmatranja zbog 
cega se (9.10) cesto koristi u obliku 

Vezbanja 

1. Pokazati da је: 

Div TR + ео (Ј- а) = о, 
FT~ = ТлFт. 

а) Т"К = ео gKm (g - и ) t'" 
ml т, l ' 

е 

ь) TKL ео Кр Lq ( ) ( ) kl =-g g gP" -ир,/с gq1 -uq, 1 t . 
е 

(9.21) 

2. U odnosu na isti sistem koordinata (npr. u odnosu na zajednicki koordinatni 
sistem), koristeci pl'ethodni zadatak, prodiskutovati s1ucajeve kada је : 
а) ё"1 « 1 Ь) f~<1 « 1. 

З. Pokazati da nema raz1ike izmedu Kosijevog i Piola-Kirhofovih tenzora napona 
izrazenih u odnosu na zajednicki sistem kada su i ё"1 i t,.1 jednovremeno 
ma1e veliCine u odnosu na jedinicu. 

4. Koristeci (9.2) u (8.4), kao i III 14 zadatak 5., izvesti (9.1). 

5. Izvesti (9.10) neposredno iz (8.8) koristeci (9.8) i III 14 zadatak 6. 
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V ENERGIJA 1 ENTROPIJA 

1. OSNOVNE DEFINICIJE 

U ovom odeljku definisemo odredene pojmove od znacaja za dalji deo izlaganja, 
posebno и termodinamici kontinuuma. 

Sistem. Stanje. Parametri stanja 

U mehanici kontinuuma termodinamickim sistemom se naziva materijalno telo 
cija se termodinamicka svojstva izucavaju. То је posebna oЬlast prostora u kojoj 
је materija neprekidno rasporedena. Povrs, koja obuhvata tu oЬlast, naziva se 
granica sistema. Granicna povrs sistema moze Ьiti stvarna ili imaginarna. Moze 
se kretati zajedno sa materijom uocenog sistema ili Ьiti fiksirana u prostoru. Fiksi
rana povrs је pogodna za kontrolu protoka materije kroz nju, zbog cega se i naziva 
komrolna povrs. Izbor granicne povrsi sistema oblcno zavisi od vrste proЬlema koji 
izucavamo. 

OЬlast prostora izvan sistema naziva se njegovom okolinom. Interakcija izmedu 
sistema i okoline odredena је prirodom njihove zajednicke granice. Ako granicna 
povrs ne dopusta prolazak materije, sistem је zatvoren, u protivnom је otvoren. 
Sistem koji nema interakcije sa okolinom је izolo1-·an. 

Primetimo da је zatvoren sistem sistem konstantne mase. Obrnuto ne vazi, 
tj. sistem konstantne mase ne mora Ьiti zatvoren. То је slucaj otv01·enog sistema 
koji guЬi onoliko mase koliko је doЬija. 

Ako za dati termodinamicki sistem znamo sve informacije koje su nam pctrebne 
za trazeno opisivanje sistema, kazemo da је stanje sistema poznato. Fizicke velicine 
koje mozemo meriti direktno ili indirektno i koje odreduju ove informacije ili, 
preciznije receno, koje karakterisu termodinamicko stanje nazivamo termodina
mickim parametrima stanja, promenljivim stanja ili kratko parametrima. Oni opisuju 
pojedine osoЬine sistema. Primeri parametra stanja su masa sistema, njegova zapre
mina, deformacija, napon itd. 
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Za sistem se kaze da је homogen ako parametri stanja ne zavise и иocenom 
trenиtkи od polozaja cestice и telи. u protivrюm slисаји sistem је nehomogen. 

Proces. U opstem slисаји, termodinamicki sistem ne ostaje и jednom istom 
stanjи, nego se menja sa vremenom. Promena stanja sistema podrazumeva promenи 
vrednosti bar jedne njegove osobine. U tom slисаји parametri stanja sи fиnkcije 
vremena i kaze se da је sistem podvrgnut termodinamickom procesu. Ako sи pal-a
rnetri stanja nezavisni od vremena, za sistem se kaze da је и termodinamickoj rav
notezi. 

Posebni prirneri termodinamickih procesa sи 

1. Proces pri konstantnoj temperatиri ili izotermicki proces, 

ii. Proces pri konstantnom pritisku ili izobaricni proces, 

iii. Procesi pri koг..stantnoj energiji, pri konstantnoj zapremini, 

iiii. Proces koji se odvija bez razmene toplote sistema sa okolinom ili adijabatski 
proces. 

Za sistem koji је podvrgnиt takvom procesи da se na krajи sistem vraca и 
pocetno stanje, kazemo da је podvrgnut ciklickom procesu. Na krajи ciklicnog 
procesa sva svojstva sistema imajи iste pocetne vrednosti nezavisno od prirode 
ciklиsa. 

U termodinamici se svi procesi dele na reverzibilne (povratne) i ireverzibilne 
(nepovratne). ReveгziЬilni proces је idealizovani proces koji se moze izvesti и 
sиprotnom smeru, tako da sistem prolazi kroz ista medиstanja kao i pri stvarnom 
procesu, vracajиCi sistem и pocetno stanje. Proces koji ne zadovoljava ove иslove 
naziva se iгeverziЬilnim. Napominjemo da sи svi realni procesi ireverziЬilni, и 
svakom slисаји zbog opste prisиtnog trenja koje nepovratno pretvara rad и toplotи. 

u klasicnoj termodinamici posebno znacenje imajи tzv. kvazistaticki procesi, 
tj. pгocesi koji se definisи kao иzastopan niz ravnotezniћ stanja sisterna. T akvi 
pгocesi se odvijajи beskonacno malim brzinarna. 

Funkcije stanja.Jednacine stanja. Do sada nije Ьilo reci о medиsobnoj 
zavisnosti parametara stanja. Medutim, iskustvo nas исi da promene osoЬina 
sistema nisи medиsobno nezavisne. Drиkcije receno, to znaci da је samo konacan 
Ьгој parametara stanja nezavistan, tj. nisи funkcije drиgih parametara stanja. 
Takvi parametri stanja sи primitivni ili osnovni и odnosи na ostale parametre 
stanja. Radi definisanosti, kazemo za Ьilo koji skиp nezavisnih parametara stanja, 
}(О ji potpuno i jednoznacno odredиjи stanje sistema, da је potpun. Broj parametara 
potpиnog skиpa (parametara) odredиje tzv. stepen slobode sistema. 

Parametri koji jednoznacno zavise od potpиnog skиpa parametara nazivaj и 
se funkcije stanja. Zahtev jednoznacnosti је Ьitan . U protivnom Ьi postojala funk
cionalna zavisnost izmedи parametara potpunog skиpa, tj. svi parametri potpunog 
skupa ne Ьi Ьili nezavisni, sto је suprotno definiciji potpunog skupa parametara. 

Ovaj zahtev dovodi i do drugih va:lnih zakljucaka. Naime, vrednost 
funkcije stanja za dato stan je sistema, recirno S, ne zavisi od procesa kojim је sistem 
doveden iz drugog stanja S0 u dato stanje. Zaista, kada to ne Ьi Ьiо sluC'aj, tada Ьi, 
prevodeci sistem iz stanja S0 и stanje S pomocu dve razlicite putanje, registrovali 
dve razlicite vrednosti fиnkcije stanja и S, sto је SUpl'otno pretpostavci da је funkcija 
stanja jednoznacna. (Termin putanja se odnosi na opis svih stanja koje sistem 
prolazi za vreme promene stanja. Prema tome, putanja se opisuje preko parametara 
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potpиnog skиpa koji odredиjи medиstanja sistema. Posledica tcga је da је integral 
funkcije stanja dиz zatvorene pиtanje, kojom se definise jedan ciklicki proces, 
jednak nиli. 

Posto је krivolinijski integral totalnog diferencijala 

дФ 
dФ =-- dzJt: 

дzk 

fиnkcije Ф (zk), nezavisan od pиtanje integracije izmedи datih granica, иоЬiсајеnо 
је и klasicnoj termodinamici da se elementarni prirastaj funkcije stanja identifikиje 
sa njenim totalnim diferencijalom. Jasno је da svaki prirastaj дf fиnkcije f (z1.) 

koji se moze izraziti и oЬiikи 

дf= f"dz~< 

gde је Л = fk (z1), nije totalni diferencijal funkcije f. Za to је potrebno da Ьиdе 

(sto predstavlja иslove integraЬilnosti). То је slиcaj kada sи и pitanjи fиnkcije 
stэnja. 

Na osnovи svega iznetog sledi da se svaka funkcija stanja Ха., moze jednoznacno
izraziti и oЬiikи 

ос= 1, ... , т 

ј = 1, ... , n 

gde sи xi - parametri stanja potpиnog skиpa parametara. Jednacine ovog oblika 
nazivajи se jednacinama stanja. 

Ekstenzivne, intenzivne i specificne velicine 

Sve parametre, bez obzira na to da li sи nezavisni ili zavisni, mozemo podeliti 
na dve vrste: intenzivne i ekstenzivne. Termodinamicke velicine ili promenjive 
koje ne zavise od mase ili broja cestica sistema nazivamo intenzivnim velicinama 
(pritisak, gиstina, temperatиra itd.), а velicine koje sи proporcionalne masi ili 
Ьrоји cestica nazivamo aditivnim ili ekstenzivnim velicinama (za:premina, иnиtras
nja energija itd.). U mnogim slиcajevima pogodnije је da se termodinamicke rela
cije izrazavajи preko intenzivnih velicina, jer sи tada relacije nezavisne od mase 
Ьilo kojeg pojedinog sistema. · 

Odnos jedne ekstenzivne velicine i mase sistema nazivamo specificna vrednost 
velicine. Tako definisana veliCina se izrazava ро jedinici mase, ne zavisi od ukиpne 
mase sistema i za homogene sisteme predstavlja intenzivnи velicinи. 

Za obelezavanje ekstenzivnih velicina koristicemo velika slova, dok cemo
njihove odgovarajиce specificne vrednosti i intenzivne velicine obelezavati malim 
slovima. 

U daljem delи, ako se posebno ne naglasi, podrazumeva se da izиcavamo samo
zatvorene sisteme. 

162 



2. TERMICKA RAVNOTEZA. NULТI ZAKON TERMODINAMIКE 

Posmatrajmo dva zatvorena sistema koji sи и ravnoteznom stanjи. Dovedimo 
ih и kontakt. Ako pri tome svaki ostaje и ravnoteznom stanjи, kazemo da sи и 
termickoj ravnotezi jedan sa drиgim. Odat1e s1edi : dva sistema, koja nisu и kon
taktи, na1azi1a Ьi se и termickoj, ili sire, и termodinamickoj ravnotezi ako Ьi Ьili и 
ravnotezi kada Ьi se dove1i и kontakt. 

Eksperirnentirna је pokazano da dva sistema, koja su и termickoj ravnouZi 
sa trecim, su takode и termickoj ravnotezi jedan sa drиgim. 

Ova Cinjenica se iskazuje kao nиlti zakon termodinomike. 
Njegove posledice ispitacemo na sistemima, recimo, S 1 , S 2 i S3 Ciji su para

metri stanja xi> х1 i Х; respektivno. Parametri za sisteme koji sи и termickoj rav-
1 2 з 

notezi ne mogи Ьiti nezavisni. Oni morajи zadovo1javati funkcionalnи re1acijи 

i1i, u skracenom nacinu obe1ezavanja, 

!(1,2) = 0. (а) 

S1icno tome, ako sи S 1 i S3 u termickoj ravnotezi, onda mora postojati funkciona1na 
re1acija 

g (1, З)= О. (Ь) 

Na isti nacin za S 2 i S 3 u termickoj ravnotezi vazi 

h (2, З)= О. (с) 

Prema nu1tom zakonu termodinamike sledi da ako sи Ьi1о koje dve od re1acija (а), 
(Ь) i (с) zadovo1jene, onda је i treca zadovo1jena. То је jedino mogиce ako se ove 
jedn acine mogu napisati и оЫikи 

gde su 

ј (1, 2) = !1 - ! 2 = о, 

g ( l, З) = ! 1 - fз = О, 
h (2, З) = ! 2 - fз = О, 

h = !; (хЈ, 
ј 

(i = 1, 2, З). 

0Cig1edno da onda postoje funkcijej1, j 2 ij3 tako da је 

!1 = !2 = fз, 

tj . te funkcije imaju iste vrednosti kada su sistemi u termickoj ravnotezi. Vrednost 
ovih funkcija se naziva emprijska temperatura i oznacavacemo је sa Т. Tako odredena 
emprijska temperatura 

(2.1) 

!>cig1edno је funkcija stanja. 

Numericka vrednost Т, ра prema tome i temperaturska ska1a, kojom se opisuje 
neko posebno stanje termicke ravnoteze, moze Ьiti Ьirana proizvoljno. Zajednicko 
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za sve skale је postojanje najnize granice. Ako toj granici propisemo vrednost О 
dobija se apsolиtna temperatura skale kojom se meri apsoluma temperatura е. 
Ocigledno ј е 

о < е < оо, (2.2) 

tj . tako definisana temperatиra је иvek pozitivna. Jedinica merene temperature 
ostaje proizvoljna. 

Primera radi navedimo Kelvinovи (Kelvin) i Celziиsovи (Celsiиs) ~kэlu . 
Za ove skale vazi : lK = l °C pri сети ОК odgovara -273, 1 6°С. 

Nиlti zakon terrnodinamike, rnada na prvi pogled trivijalan, povlaci za sobom 
postojanje ravnotezne ternperature kao terrnickog svo jstva sistema. Drиkcije receno, 
telo moze da ima samo j ednи ravnoteznи temperaturи, jer Ьi и protivnom rnoglo 
Ьiti и termickoj ravnotezi sa drиga dva tela razliCitih temperatиra , sto је sиprotno 
nиltom zakonи termodinamike. Bitno ј е, da, za razlikи od kolicine toplote, tempe
raшrи nije mogиce izraziti preko rnehanickih jedinica i da se rnoze posmatrati i 
kao funkcija stanja i kao promenljiva stanja. U dгиgom slисаји, prema (2.1 ), neka 
od prornenlj ivih х1 postaje fиnkcija stanja sistema S 1. 

1 

З. UNUTRASNJA ENERGIJA 

Telo poseduje energijи и raznim oblicima. Jedan oblik njegove energije se 
ispoljava pri kretanj и (kao celine) i poznat је pod irnenom energije kretanja ili 
kineticka energija. 

Za nas је od posebnog interesa energija nagomilana и sistemи . Takav vid 
energije se naziva unutrasnja energija i rnoze Ьiti mehanickog, terrnickog, hemijskog, 
elektromagnetnog i di"иgog porekla. Sa rnikroskopskog stanovista иnиtrasnja energija 
је zЬir kineticke energije translatornog i rotacionog kretanja molekиla, oscilatorne 
energije elektrona и atomи i oscilatornog kretanja atoma и molekиlarnoj strиktиri 
tela . Prerna tome, tesno је povezana sa strиktиrorn rnaterijalnih tela i sa rnakro
skopskog stanovista koristi se kao terrnin za molekиlarnи energijи kоји poseduje 
telo. Drиgim recima, unutrasnja energija је energija unutar sistema и ko ju ne иlaze 
kineticka energija sistema (kao celine). Znaci, pod pojmom иnutrasnje energije 
podrazurneva se razlika izmedu ukиpne energije sisterna i energije njegovog kretanja, 
tj. kineticke energije. 

Tako definisana velicina је ocigledno ekstenzivna i obelezavamo је sa Е. Nj('nи 
-specificnu vrednost, koja se naziva specificna unutrasnja energija, oznaCicemo sa в 
tako da је 

Е = Ј esdv. (3. 1) 
v 

Mi cemo se prvenstveno baviti unutrasnjom energijorn rnehanickog i termickog 
porekla. Tipican primer jednog tгkvog vida иnиtrasnje energije је energija defor
macije nagomilana и elasticnom deformaЬilnom telи. 

Bitno је da se za иnиtt·asnju energiju pretpostavlja da је funkcija stanja, tj. 
da је odredena samo stanjem u korne se, u datom trenutku, sistem n.alazi i da ne 
zavisi od puta kojim se sistern dovodi и to stanje. U protivnom, Ьilo Ьi rnoguce 
zarnisliti masinu koja Ьi se vecno kretala (perpetииm moЬile prve vrste), sto је 
:s uprotno principи ocиvanja eпergije. Zaista, ostajuCi и istom stanju telo Ьi moglo 
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nagomi1ati dve raz1icite ko1iCine иnutrasnje energije, Е i Е2 > Е1, tako da bi bi1o 
mogиce izdvojiti i koristiti visak energije Е2 - Е1 , bez promene stanja sistema. 
Те1о Ьi onda mog1o da s1иzi kao vecni izvor energije, stvorene ni iz cega, sto је 
nemogиce prema Prvom zakonи termodinamike ili zakonu odrzanja energije. 

4. PRVI ZAKON TERMODINAMIKE ILI ZAKON 
BALANSA ENERGIJE 

Ejekat mehanickog rada (meho.nicka snaga) је rad svih si1a koje dе1ији na sist<:.m 
и jedinici vremena. U s1исаји ne-po1arnog kontinииma efekat mehanickog radf; W, 
odreden је izrazom 

W = f t(n). v da + Ј е!· vdv . ( 4.1) 
[/ v 

Na osnovи teoreme о divergenciji moze se povгsinski integral ovog izraza pretvoriti 
и zapreminski tako da је 

ј t<nJ · v da "'; f t"' · v da"' 
[/ [/ 

= Ј l_ д ../g tk · v dv 
v ../g дхk 

( 
Ј д ../g t k дv) 

= Ј ..;; дхk . v + tk . дх"' dv, 

pri cemu smo koristili (IV. 4.6) i Cinjenicu da је dak = nkda. Tada је, s obzircm 
na (4.8.4) 1 

D 1 k дv 
W = - Ј - (! v · v dv + Ј t · - -dv. 

Dt v 2 v дх"' 
(4.2) 

Prvi integra1 desne strane ovog izгaza pгedstavlja kinetickи eneгgiju sistcma К, tj . 

1 
К = Ј - (! v · v dv, 

v 2 

dok podintegralna funkcija Ф drugog integrala, tj . 

дv 
Ф = t!с. _ 

дхk 

(4.3) 

(4.4) 

odredиje veliCinи koja se naziva snaga паропа (ро jedinici zap1·emine). Iz ( 4.2) 
se vidi da snaga napona predstav1ja onaj deo mehanicke energije koji ne dopгinosi 
kinetickoj energiji. Sag1asno definiciji иnutrasnje energije, snaga napona doprinosi 
иnиtrasnjoj energiji sistema. Prema tome, иkираn efekat mehanickog rada W utice 
na promenи kineticke energije sistema i doprinosi njegovoj иnиtrasnjoj energiji. 

Snaga napona moze se izraziti i u drugim, medusobno ekvivalentnim, oЬlicima 

Ф = tk1x~,~, = Т .. L = Т: D, 

imajиCi и vidи da је tenzor napona Т simetrican. 

(4 .5) 
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Toplotni efekat. U termodinamici toplota se definise kao energija koja 
se prenosi izmedu dva sistema ili sistema i okoline. Iz fizike је dobro poznato da 
se prenosenje toplote u materijalu odvija na tri razlicita naCina: zt·acenj em i1i radi
jaczjom, stn:jr.mjem ili konvekcijom i provodenjem ili kondukcijom. 

Termicka radijaczja predstavlja vid prenosenja toplote od jednog sistema 
na drugi kada sistemi nisu u kontaktu. Toplota se onda prenosi tlektromagnetnim 
talasima, koji se prostiru br:.;:inom svetlosti. U vakuumu brzina prostiranja с ovih 
talasa п е zavisi od talasne duzine i priЫizno iznosi З · 108 mjs. Pri prostiranju 
kroz materijalnu sredinu njiho\тa brzina zavisi od talasne duzine, mala је i iznosi 
cjn, gde је n indeks prelamanja (refrakcije) i za cvrsta tela dosti:le vrednost reda 
1.5 (npr. za staklo 1.66). · 

Kada su dva sistema odvojena materijalnom sredinc-m, koja је и cvrstom ili 
tecnom stanjи, koliCina toplote preneta radijacijom је mala. U slиcaju kada је 
mateгijalвa sredina u gasovitom stanju, ovaj vid prenosenja toplote moze Ьiti 
znacajэn . 

Poseban oЫik prenoseвja toplote kod fluida javlja se иsled strujanja fluidne 
sredine - tecnosti ili gasa - kada materijalne cestice prenose materijalnu energiju 
koju poseduju sa jednog mesta na drugo. Kada do kretanja fluida dolazi samo zbog 
razlike gustine, izazvane nehomogenim temperaturnim poljem, kaze se za strujanje 
Ш konvekciju da је prirodna. Ako do kretanja flиida dolazi iz Ьilo kog drиgog razloga, 
za konvekciju se kaze da је prinudna. U svakom slucaju, nezavisno od toga da li 
se radi о prirodnom ili prinudnom strujanju fluida, kaze se da је rec о prenosenjи 
toplote konvekcijom ili, kratko, da је rec о toplotnoj kcnvtkciji. 

Kod cvrstih tela najznacajniji vid prenosenja toplote је provodenje ili kon
dukcija. Ovaj vid prenosenja toplote se ispoljava samo kada jt temperaturno polje 
u telи nehomogeno. Tada se cestice, koje imaju visu temperaturи i pripadajи toplijem 
delи tela, sudaгajи sa sporijim cesticama koje pripadajи hladnijem delи istog tela 
predajиci im i jedan deo svoje kineticke energije. Prema tome, smer toplotnog 
toka је uvek od dela tela vise temperatиre ka delu tela nize temperature. 

Razmena toplote izmedи sistema i okoline predstavlja njihovu toplotnи inter
akcijи. Као i и opstem slucaju i ovde, u zavisnosti od dometa njenog delovanja, 
razlikиjemo dve vrste interakcije: na kratkom i dugom rastojanju. Interakcija na 
kratkom rastojanju se odvija u tackama granicne povrsi sistema i u slисаји prenosenja 
toplote odvija se ili konvekcijom ili kondиkcijom. Interakcijэ. na dugom rastojanjи 
obuhvata sistem i u slucaju toplotne razmene odvija se radijacijom. То znaci 
da se zagrevanje tela javlja kao toplotni efekat ukиpnog priliva toplote Q koji se 
sastoji iz pcvrsinskog i zapreminskog dela 

gde smo oznacili sa 

q = q (х, n) 

Q = f qda + f ehdv' (4.6) 
~ v 

toplotni fluks meren ро jedinici orijentisanog elementa povrsine 
spoljne normale n u tacki х i jedinici vremena, 

h - priliv toplote ро jedinici mase и jedinici vremena, 

Ocigledno је da је Q = О za procese za koje је q = О na :? i h = О и v. Tada 
nema razmene toplote izmedu sistema i okoline i proces је, ро definiciji, adijabatski. 
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Izrazavajuci efekat mehanickog i top1otnog rada u 1stun jedinicama, а na 
osnovu principa ekviva1entnosti top1ote i rada, mozemo ukupan efekat izraziti 
kao njihov zblr W + Q. 

Prvi zakon termodinamike. Na osnovu eksperimenta1nih istrazivanja 
konstatO\IЭЛO је, da pri Cik1icnim procesima, . U Opstem slucaju Vazi 

Т Wdt :f= О, Т Qdt :f= О, (4.7) 

gde f · dt oznacav-a integral u toku j~dnog cik1usa. Prema tome, n e postoji funkcija 
rada za koju је W dt potpиn diferencijal. Slicno tome, ne postoji ni funkcija toplote 
za kоји је Q dt poLpиn diferencija1. То znaci da nije moguce govoriti о sadt"zajи 
rada ili toplot~ sistema u ЬiЉ kom trenucku vremшa: rad i toplota nisи fиnkcije 
stanja ili osobine sistema. Oni џstoje samo и оЫikи razmene energije sistema i 
njegove okcline, tj. nemaju individиa1ni identitet и sistemи. 

S dгuge strane, pokazano је da ј<. 

f (W + Q) dt = О, (4.8) 

za svaki ciklus. Те znac i da postoji funkcija stanja и, koj ~ ctmo zvati ukupna energija 
s is·tema, za kоји је 

аи = (W + Q) dt 

totalni diterencijal. Tada је pr:)mena ukupne energijf' sistema u jedinici vremena 
odredena izrazom 

и = w + Q, (4.9) 

kojim se izra:lava prvi zakon termcdinamike ili zakon balansa energije u globalnom 
oЫiku : 

Promena ukupne energije sistema и је finici vremena jednaka је z biru ejekata 
ra.ia svih sila koje deluju nџ sist._m i toplotnog ejekta ukupnog priliva toplote. 

Kako ј е рп.mа definiciji иkирnе eneгgij ~ и = К+ Е moze se prvi z2kon termo
dinamike u glcba1ncm oЫiku izraziti и oЫiku 

K + E = W + Q. (4.10) 

Ovaj izraz, ako se isko1·isti (4.2-6) i 

Е = Ј ei dv, 
v 

post ajc 
Ј eidv = Ј т : D dv + f qda + Ј ehdv. 
" v 5' " 

( 4.11) 

Prisиstvo samo jednog povrsinskog integrala u ovoj relaciji i Cinjenica da ona vazi 
za proizvoljni element t ela, daje nam mogucnost da izvedemo potpиnije zak-
1jиcke о funkciona lnom oЫiku toplotnog flиksa q = q (х, n). U tom ciljи, prime
nimo (4.11) na elementarni tetraedar, kao na slici 28 (str. 120), pod pretpostavkom 
da sи qi, Т : D i eh ogranicene veliCine i da ј е q neprekidna funkcija х i n. 
Neka sи - qi (i = 1, 2, З) toplotni flиksevi strana tetraedra ciji sи jedinicni vek
tcri spoljnih normala - ei. PrimenjиjuCi dalje isti postupak kao i и slucaju od
redivanja vektora nарола t <n» lako se pokazuje da је 

(4. 12) 
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gde је ро definiciji q = q (qk) nezavisno od n. Tako odreden vektor q naziva 
se vektor toplocnog fluksa. Vazno је иoCiti da и zavisnosti od smera vektora toplotnog . 
flиksa zavisi i smer prenosenja toplotne energije. Na nacin kako smo ovd{ df'finisali 
q"' vidi se da се se energija prenositi na posmatrano telo kroz njegovи granicnи 
povrs :/' ako је q ·n ~ О, tj. ako је q иsmereno izvan tela. Sa fizickog stanovista, 
to znaci da је vektor toplotnog flиksa иsmeren od tela nize t(mperature ka telи 
vise temperature. 

Iz (4.12) se vidi da је top1otni fluks q linearnn funkcija jedinicnog vektora 
spo1jne norma1e n, sto nam omogиcava da se, роmоси teoreme о divergenciji, 
j~dini povrsinski integra1 u ( 4.11) pretvori и zapreminski. Tada ( 4.11) g1asi 

f[ei - т: D - div q- eh] dv =о, 

" 
sto vazi za proizvoljno v ako i samo ako је podintegra1na funkcija jednaka nиli, tj. 

ei = т : D + div q + eh, 

ili u komponentalnom oЫiku 

(4.13) 

(4.14) 

Ova jednacina predstavlja zakon balansa energije ili prvi zakon termodinamike и 
lokalnom oЬliku. 

Pozitivan znak ispred div q u ( 4.13) је uslovio иsvajanje navedenog smera 
za vektor top1otnog flиksa q. (U 1iteraturi se koristi i suprotna orijentacija za q 
sto dovodi, oCigledno, i do promene znaka u ( 4.13) k~o i и ( 4.14) ispred c1ana div q. 
Tako orijentisan vektor q је иsmeren od tela vise temper?.ture ka tе1и nize tem
perature). 

Posebno podvlacimo da је lokalni oЫik prvog zakona termodinamikc izvt:den 
bez ikakvih ogranicenja na brzinи odvijanja termodinamickih procesa i da vazi 
nezavisno od toga da li је и pitanju reverziЬilan, ireverzibllш i1i kvazistatick~ 
proces. То se mora imati na иmи s obzirom na cinjenicи da jednacina (4.14) igra 
centralnи иlоgи u dokazu egzistencije entropije, а kasnije i neravnotezne tempe
rature. 

5. POTENCIJALNA ENERGIJA. ENERGijA DEFORMACIJE 

Iz (4.1 ), (4.2) i (4.3) vidi se da је 

. 1 дv 
к = :r t (n) . v da + Ј е!. v dv - Ј t " . --" dv, 

9' " v дх 
(5.1) 

tj. da је promena kineticke energije и jedinici vremena jednaka zЬiru efekta rada 
zapreminskih sila i vektora napona na granici tela иmanjenog za snagи n apona. 
Ovaj izraz se, и nekim slucajevima, moze pisati и oЬlikи pogodnijem za interpre
tacijи, sto zahteva analizи svakog integrala posebno. 

Takav s1исај је kada na telo de1ujи zapreminske si1e Ј koje imajи potencijal 
n (х), tj . za koje је 

(5.2) 

168 



Tada је 

(503) 

s obzirom na (30 1307)0 VeliCinu П, definisanu sa 

п = f endv, (5.4) 
v 

nazivamo potencijalna energija sistemao Pomocu ove ve1icine, kao i (503), moguce 
је (501) izraziti u oЫiku 

о о дv 
К + П = ф t<n> о v da - Ј t k - dvo 

fl' " дхk 
(505) 

Prema tome, ukupna promena kinetic:ke i potencija1ne energije se izrazava u funk
ciji rada naponao 

Sam izraz (50 1) је u oЫiku opsteg zakona ba1ansa (301401) i moze se do-0 

datnom pretpostavkom о dekompoziciji vektora napona dalje uprostitio U tom 
ci1ju pretpostavimo da se tenzor napona m oze rastaviti na zbir dva simetricna 
tenzotoa 

(506) 

i to tako da se 8Т moze izvesti, ana1ogno potencijalnim si1ama, iz funkci je poten
cija1a Q' (х7к), koja se naziva energija deformacije, prema form u1i 

т к да 
Е k = (}о -- , 

дх~ 
(5о7) 

Tako odreden Piola-tenzor narona ЕТ predstav1ja povtoataп ili reverziЬi1an deo 
napona Т i n aziva se elasticni пароп, dok vT prcdstav1ja njegov nepovratni ili 
disipativni deoo 

Definisuci ukupnu energiju deformacije Е sa 

Е = f eadv, (508) 
v 

uzimajuci u obzir da је 

(509) 

1ako ј е pokazati, koristeci i ( 4.4) i ( 40 5) da је 

дv . 
Ј t k о - k dv = Ј Т : D dv = Е + Ј vT : D dv o 
tl дх v v 

Smenom ovog izraza u (505) doЬijamo 

К + iJ + ј; = р t<n> о v da - Ј vT : D dvo 
;!' tl 

(5о 1 О) 
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Odavde s1edi prva teorema konzervacije mehanicke energije pod pretpostavkom 
da desna strana iscezava. Tacnije, ako је: 

1. vektor n apona иpravan na brzinи и tack2ma grн:ice tela, 
2. efekat rada disipativnog n apona nиla i 

3 . иkupan napon zЬir elasticnog napona, koj i zadovo1java (5. 7), 
tivnog napona, 

-onda ј е 
К + П + Е = const. 

disipa-

( 5.11) 

Vazno је napomenиti da је dekompozicija (5.6) иvek mogиca n a beskonacno 
mnogo nacina. Pri tоще napon disipacije, и opstem slucajи, nece posedovati posebno 
proste osoЬine. Interesantan ј е slиcaj kada је 

а (х7к) = а (Ј) = а (~о) · (5.12) 

Tada је, s obzirom na (2.4.7) i (3.13.4), 

Т к = да дЈ = да Ј х к 
Е k ео дЈ дх~ЈС ео дЈ ,k 

=да JX!i, 
дv ' 

gde је v specificna zapreщina ili reciprocna gиstina definisana kao zapremina 
ро jedinici m ase. 

S obzirom na (4.9.8) prethodni izraz nam daje 

(5.13) 

·gde је й = -да = й (v ) elasticni hidrostaticki pritisak. ZnaCi elasticni napon 
дv 

је hidrostaticki. Obrnиto, ako је ЕТ = -йl i й = й (v), mozemo izvesti (5.12). 
U tom slисаји ј е а = - Ј йd·v, а иkирnа energija deformacije 

Е = - Ј (Ј ii dv) dV. 
v 

(5.14) 

U slисаји kada је kretanje izohoricno, tj . kada је Ј а = х\ = О, efekat rada hidro-
.statickog pritiska је nиla, jer је ' 

Et~ .x~k = - и.х~k = о. 

UzimajиCi to и obzir, kao i prethodne rezиltate, dolazimo do druge teoreme konzer
vacije mehanitke energije. Tada, ako и odnosи na prvи teoremи zadrzimo иslove 
1 i 2, а 3. иslov zaщenimo sa: 

За. иkиpni n apon је zbir elasticnog i disipativnog napona, 

3Ь . kretanje је ili izohoricno ili је pritisak funkcija samo gustine, 

:sledi (5.1 1). Ukupna elasticna energija је data sa (5.14) i nиla је kada ј е kretanje 
izohoricno. 

170 



Prvi иslov и оЬе teoreme se odnosi na povrsinski integral и (5.1). On је zado
voljen и slисаји <>tacionarne granicne povrsi kao materija1ne povrsi na kоји је t <n> 
upravno. Za takve povrsi је njena normalna komponenta brzine, им jednaka nи1i, 
sto s obzirom na ( 4.4.11) i Lagranzovи teoremи о materija1nim povrsima, povlaCi 
za sobom da је norma1na komponenta brzine xn nиla na takvoj povrsi. 

Moguc је i slиcaj kada se ovaj povrsinski integral moze izraziti kao materijalni 
izvod drugog povrsinskog integrala. N pr. : ako prime.nimo granicne иslove ( 4.4.13) 
na stacionarnи povrs у, pod pretpostavkom da је ћ = -Ь.~, imamo 

f t (n ) . vda = f t~n) xkda = - iз, 
S' S' 

gde је В = f Ь da i Ь = Ь (х) . 
S' 

Tada (5.5) glasi 

Й. + ii + iз = - Ј Ф dv, ( 5.15) 
v 

s obzirom na (4.4). Uz dati иs1ov, da је desш strana (5.15) jednaka nиli, doЬijamo 
novi zakon mehanicke energije. 

U svakom slисаји, dosadasnja ana1iza је pokazala da иs1ovi 3. i За. mogи 
Ьiti uvek tгivijalno zadovoljeni. Isto tako se vidi da postoje mnogi s1иcajevi u kojima 
је us1ov 1 zadov1jen. Medutim, drиgi us1ovi sи zadovo1jeni samo u ogranicenom 
Ьrоји slиcajeva. Navodeci ove teoreme i us1ove pod kojima one vaze nameп?. nam 
је Ьi1а da pokazemo da se zakoni konzervacije, kao npr. (5.11 ), ne mogи ocekivati 
и svakoj tipicnoj sitш.ciji и mehanici kontinuuma, gde је disipacija energije pravilo 
а ne izиzetak. 

Uzimajuci u obzir termicke efekte situacija postaje daleko slozenija. 

6. PRINCIP VIRTUALNOG RADA 

Varijacione metode imaju ve1ikи ulogи u mehanici kcntinиuma. Posebno је 
znacajan princip virtиalnog rada, poznat i pod imenom princip virtualnog pomeranja. 
Mada ро formi slican izrazи ( 4.1), on stvarno ne predstav1ja zakon ene.rgije jer је 
virtua1an rad fiktivnog karaktera izracиnat za skиp dopustivih sila i паропа, za koje 
pretpostavljamo da ostaju konstantni u tokи rada na skири kinematicki dopustivih 
pomeran_ia. То znaci da naponi i pomeranja ne morajи da budu stvarni nэponi i 
pomeranje, tj. ne moraju da odgovarejи naponima i pomeranjim~ realnog fizickog 
tela. Takvi n2poni i pomeranja sи nezavisni za rэzlikи od napona i pomeranja pri 
~tvarnom kreнinju na osnovи kojih se odredиjи tenzori deformacija, а koji sи pove
zani sa tenzoгom napona preko konstitиtivnih re1acija. 

Podsetimo se da ј е u mehanici sistema materijalnih tacaka i l<ги1ih tela princip 
viгtиalnih pomeranja predstavljao alternativan nacin za odredivznje jednaCina 
kretanja. Mi cemo videti da је to slиcaj i и mehanici deformaЬilnih te1a. 

N1v.::>:bl:i (4.1 ) mi sm'J se precиtno ogr2niCili na deformaЬilno te1o kо)ёЗе 
nэ.lazi sзm J p:>:i dejstvom m~hanickih efekata, иklju:иjиci i efekte inercijalnih 
sila. Diu~<cije r:::ceno, mi cemo razmatrati princip virtualnog rada koji s~ naziva 
Lзg;anz-Dзlamberov (Lэgrange-D'Alambert) princip . 
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Neka sa дх~:. obelezimo virtиalno pomeranje, onda ( 4.1) daje izraz za virtиalan 
rad дW sila t <n> i Ј na povrsini ;Ј' i zapremini v tela respektivno. UzimzjuCi и obzir 
( 4.4. 1 З) i kot·isteci komponentalnи reprezentacijи и ciljи vece preg1ednosti, imamo· 

дW = f pl:.дx~;da + Ј eP'дxkdv, (6.1 ) 
S" " 

ili 

oW = f Lk
1c5Yknlda + Ј efkOX~;.dv. 

S" " 

Pomocu teoreme о divergenciji mozemo povrsinski integral ovog izraza t ransfor
misati tako da ј е 

f tнoxkda1 = Ј (tk1 дxk),1 dv 
S" " 

(6.2) 

" " 
= Ј е c.xk - Jk) ьx/cdv + Ј tk1дxk.l dv, 

" v 

oW = Ј (!X/t;Ox~;.dv + Ј Lk
10Xk,l dv. 

" v 

Iz ovcg izraza i (6. 1) doЬijam o izraz 

Ј exkдx~;.dv - f pkдx~;da - Ј [ef koxk - tk"'дxk,т] dv = О, (6.З) 
v 5' v 

kojim se izrazava Lagranz-Dalamberov princip: 

R ad svih sila па virtualnom pomeranju је jednak nuli. 

Vazno је napomenuti da smo za njegovo izvodenje osirn ( 4.4. Ј З) koristili 
prvi Kosijev zakon ( 4.8.8). Pokazacemo da i obrnиto vazi, t j. da iz ( 6.З) s\ede 
(4.4.13) i (4.4.8). 

Ako ograniCimo virtualna pcmeranja mozemo izbeCi neposн: dno koriscenje 
komponenata tenzora napcna и principu virtualnog rada, а na csnovu teoreme 
Piola (Piola) koja tvrdi: 

Ј exkox /с dv = f pkox~o;da + Ј efkox~:.dv с 6.4) 
v 5' v 

sto је ekviva1entno prvom Koi' ijevom zakonu ( 4.8.8) za virtualne translacije i dru
gom KcЩevom zakonu (4.8. 10) za krиta virtua1na pomeranja. 

Dokaz: U slucajи virtиalnih translacija virtиalno pomeranje је ograniceno 
иslovoщ ох1; = const. ili дх~:.,т = О. 

KoristeCi Lagranzove mnozitelje veza -tkm mozemo sada (6.4) napisati и 
оЫikи 

Ј exkьx~:.dv = f pkдx~:.da + Ј ceJkдxk - tkmoxk,т) dv, 
v 5' v 
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k oji је identican sз (6.3) i kome sи varijacije oxk proizvoljne. Роmоси (6.2) 2 ovaj 
i zraz, posle izvesnog grиpisaдja clanovэ, postaje 

Ј [е с .х '' - Jk) - tkm.",J oxkdv + f Ct"mп", - pk) oxkda = о. 
v ~ 

S obzirom na proizvoljnost varijacija oxk ova jednakost Ьiсе zadovoljena ako i 
-samo ako sи podintegralne funkcije jednake nиli. Ocigledno је da tada doЬijamo 
(4.8.8.) i (4.4.13), tj. prvi Kosijev zakon i granicne иslove ро naponи. 

u slисаји krиtih virtиalnih pomeranja imarno ogranicenja ox,k,m) = о kojima 
1akode odgovara - tk"' kao Lagranzov mnozitelj veze. Pt·osirиjиci (6.4) izrazom 

- Ј t krnox,k,m)dv 
v 

i ponavljajиci prethodni postиpak dobljэmo drиgi Kosijev zakon (4.8.10), tj da је 
х•~ = t tk . D 

Napomena 1. 

U dosadasnjem izlaganjи smo pomeranjэ obelezavali sa uk. OCigledno је da 
је njegova varijacija ou,,. Ali, s obzirom :na relacijи р = и + Р sledi da је oxk = 
= CJuk. Prema tome, и svim izrazima ovog odeljka moze se ravnoprav:no koristiti 
i CJxk i CJuk za virtиalna pomeranja. UoЬicajeno је da se sa CJuk obeleze vir tиalna 
pomeranja и slиcaju infinitezimalnЉ deformacija. Tada, za slиcaj ravnoteznog 
.stanja, princip virtиalnog rada ( 6.3) glasi 

Ј tkm(Jekmav = Ј рkСЈи"аа + Ј efkCJи,,av, 
v ~ v (6.5) 

_gde је 

Napomena 2. 

S obzirom na to da se princip virtualnog rada siroko koristi и teoriji elasticnosti, 
princip је cesto Ьiо formиlisan и obliku koji vazi samo za slucaj kada postoji funkcija 
elasticne eдergije. Takav specijalan oblik је иma:njivao opstost principa. Formиlisan 
na ovde izn . t nacin mogиce ga је primen.iti i и slисаји npr. plasticnih defcrmacija. 

Napomena З. 

U mehanici deformaЬilnih tela postoje i drиgi principi kao sto sи : Hamil
-tonov (Hamilton) princip, Lagranzov (Lagrэnge) princip, princip virtuэln.og rada 
pod dejstvorn prinиda itd. Те prin.cipe nismo ovde razmatrali i Citaoca ирисијеmо 
.za detaljni pregled n.a knjigи CFT. 

7. POVRS DISKONТINUIТET А 1 PRVI ZAKON 
TERMODINAMIKE 

U ciljи jasnije i potpиnije interpretacije fizickog karaktera odredenih velicina 
1 pojmova prvi zakon termodinamike smo razmatrali u slисаји kada materijalna 
:zapremina v tela n.e sadrzi povrs diskontinиiteta. 
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Prisиstvo povrsi diskontinuiteta dovodi do dodatnЉ relacija poznatih kao 
иslovi skoka. Za njЉovo izvodenje koristicemo prvi zakon termodinamike и oЬiiku 
(4.10), koji роmоси (3.1), (4.1), (4.3), (4.6) i (4.12) glasi 

Е. Ј е ( __!__ v · v + е) dv = f с tk . v + qk) da" + Ј е u. v + h) dv. с1 .1) 
Dt" 2 s- v 

Ova relacija је napisana и oЬlil<и opsteg zakona balansa (3.14.1). IdentifjkujuCi 

1р sa _!._ v · v + е, Ф" sa t" · v + qk i р sa ј· v + h i primenjujuci (3.14.7) imamo 
2 

1 д .Ji (t". v + q") + е [u· v + h) - (_!__ v. v + е)] =о, 
Ј g дхk 2 

UV-{f 

[t(n). v + q +е ( + v. v +е) (и- v). n]= о, na ct. 

Posle sredivanja оvЉ izraza, koriscenjem (IV.8.4)1, sledi da је 

ei = t" · дv + q"" + eh, 
дх" . 

UV-Cf 

(7.2) 

na {f 

iii 

uv-{f 

(7.3) 

na cr. 

OCigledno је da (7.2) i (7.3) 1 istovetno sa (4.13) i da predstavljaju zakon bзlansa 
energije и materijalnoj oЬlasti v - ct. Zbog toga se zadrzavamo detaljnije na 
(7.3)2 sto predstavlja uslove diskontinuiteta energije и nekim specijalnim slucajevima. 
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а) Povrs diskontinиiteta је materijalna povrs 

И tom slucaju је v = и i (7.3) 2 glasi 

na cr, (7.4) 

tj. skok efekta rada povrsinskih sila kroz, materijalnu povrs se uravnotezuje 
toplotnim efektom. 

И slucaju kada је brzina materijalnih cestica neprekidna, (7.4) se dalje 
uproscuje, s obzirom па ( 4. 8. 15), i postaje 

[q"] n" = [q] = О. (7.5) 

OvaJ izraz iskazuJe neprekidnost toplotnog efekta q kroz cr (t). 



Ь) Povrs diskontinuiteta se poklapa sa granicnom povrsi tela 

и tom slисаји је е+ = О i v- = и. иslovi skoka (7 .3) 2 se ponovo svode 
па (7.4), koje pisemo и razvijenom oЬZikи 

tJ.:,п~<v-1 + qJ.:nk = ttln~<v+l + qtnk. 

Koristeci (4. 4. 13), (4.12) i иvodeci oznake 

(7.6) 

prethod11e 1·elacz}"e postajи 

(tklvl + qk) пk = РЈ, . v+k + q<n>· (7.7) 

Ova jednacina odredиje granicne uslove za fluks (protok) energije 
kroz granicnи povrs tela . Ona tvrdi da se energija spoljasnjih sila i top
lotnog flиksa (и jedinici vremena) иravnotezava energijom unиtrasnjih 
povrsinskih sila i toplotnog flиksa za granicnи povrs tela. 
и slисаји da је brzina v neprekidna (7. 7) se svodi па granicni uslov 

qknk = q<nJ> 

koji sadrzi samo toplotni flиks. 

(7.8) 

u nekim s1иcajevima, kao npr. kada је rec о dinamickirn proЬlemima prostira
nja ta1asnih poremecaja, pogodnije је zakon ba1ansa energije i1i prvi zakon termo
dinamike i odgovarajиce иs1ove skoka izraziti и odnosи na referentnи konfiguracijи. 
U tom s1исаји koristirno (3.14.14) (identifikиjиci Фк sa JX~(tk · v + qk) sag1asno 
(3.14.12)) tako da је 

1 д JG JX
1
ic (t" · v + qk) [ ( 1 ) ] --= · + ео Ј· v + h - в + - v · v = о 

JG дХк 2 
иV-Е 

- 1 -
~JX~ltk · v + qk)Nк + еоиN(в +l v · v)~ = 0 na Е. 

Koristeci (4.9.1)1, (4.9.2) i definisиci vektor toplotnog flиksa и referentnoj konfi
gиraciji q (qк), prema (3.14.12), sa 

qк = JX.~qk ili q = JF-lq 

mozemo prethodne izraze svesti na 

eot = тк ~ + Div q + еЛ 
ах к 

и V - E 

(7.9) 

(7.10) 

na Е. 

Ovim jednacinam~ se i iskazиjи prvi zakoni termodinamike i1i zakoni balansa energije 
i odgovarajиci skok energije и referentnoj konfiguraciji. 
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Izrazeno u komponentalnom oЫiku te jednaCine glase 

ei: = TIКvi;К + (Ј~ + eho 

[<тkкvk + (/) Nк + е0И1,- (е + ~ v2
) т= О 

и V-E, 

(7.11) 

na Е, 

-ili pJmocu Piola-Kirhofovog tenzora druge vrste, s obzirorn na (4.9.16) i (3.58) 

eoi = уLк Е/,К + q~{K + eoh u v - .Е, 
- 1 -

(TKLvk х\ +g1
{) Nк + еоИN (в + - v2

) 1 = о 
~ 2 ~ 

(7.12) 

na Е. 

8. ENTROPIJA 1 DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE 

Fizicke osnove. Prvi zakon termodinarnike, kao sto srno istakli, pгedstavlja 
zakon odrzanja eneгgije. Ukazuje na oЫike pretvaranja energije (toplot.ne u. rneha
nickи i obrnиto) kao i na njihove veze sa osobinarna sisterna. То rnozerno da ilиstгиj ~
rno na sledeCim prirnerirna: 

а) Tocak, koji se rotira, zaиstavlja se иsled trenja u lezistima. Ako је сео 
sistern izolovan, tada unutra&nja eneгgija ostaje и sistemи izazivajиci porast tempe
rature. Na taj nacin se celokиpna kineticka energija sistema preнтorila u unutra§njи 
energijи. 

Ь) U termicki izolovanorn sistemu, koji se sastoji od kornada toplog metala 
stavljenog u sиd sa vodom, ternpoatura rnetala се da opada, а vodt: da raste sve 
dok se njihovc. ternperatшe ne izjednace. T ada је kolicina toplote, koju је odao 

~kornad rnetala, jednak koliCini toplote kоји је voda prirnila. 

с) Idealan gas se slobodno siri kroz ventil u prazan sиd. U takvorn procesи 
konacna zapremina ј е veca, pritisak manji, а ternperatшa ostaje konstantna . 

U svakorn od ovih procesa, na osnovи prvog zakona termodinarnike, ukиpn& 
.energija sistema, koji иcestvиje и prccesи, ostaje ocиvana. 

OCigledno ј е da Ьi иkирnа energija sisterna и svakom od navedenih prirnera 
ostala ocиvana ako Ьi se procesi spontano odvijali obrnиtim redom. U prvom 
prirnerи tocak i le:blte Ьi se hladili sve dok tocak ne Ьi росео da se obrce doЬijajиCi 
svojи pocetnu kin ~ticku energijи. U drиgom primerи kornad rnetala Ьi se zagrevao, 
а voda hladila sve dok se n e Ьi иspostavila prvoЬitna razlika и ternperatиri. U 

-trecem slисаји, gas Ьi se vracao kroz ventil, saЬijao se и pocetnu zaprerninи. Medи
tirn, takvi spontani procesi se n e odvij ajи. Pitanje ј е zasto. OCigledno је da narn 
na to pitanje ne moze odgovoriti prvi zakon termodinarnike. То znaci da rnora 
da postoji neki dгиgi prit·odni princip, koji se iz p1·vog principa ili zakcna odrzaoja 
energije ne rnoze izvesti, na osnovu l<oga se rnoze odrediti srner odvijanja navedenih 
procesa u izolovanim sisternima. Mogli Ьi se navesti i drиgi prirneri kojima se ilиstrиje 
srner odvijanja prirodnih procesa. Takav је slucaj sa balonorn koji, pri povecanoj 
ternperatиri, puca иsled sirenja gasa koji sadrzi. Gas odlazi u atmosferu. Nikad 
nije иосеn obrnиt proces, tj. da se gas spontano ponovo vraca u balon. Kocka leda 

. se topi и vodi, ali obrnиt spontani proces nikada nije иосеn, itd. 
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Navodeci ove i druge, ро svojoj prirodi medusobno razliCite primere, postavlja 
se pitanje da li је moguce naCi neku karakteristicnu velicinu koja Ьi Ьila zajed
nicka za sve ove "nemoguce" procese. Та velicin,a ne moze da bude unutrasnja 
energija, jer је u izolovanim sistemima konstantna. 

Klauzijus (Clausius) је pokazao da postoji takva funkcija, da је kao i unutrasnja 
energija funkcija sa:no stanj2 sistema i da raste ili ostaje konstantna u svakom 
mogucem procesu do kojeg dolazi u izolovanoщ sisteщu. Nazvao ju је entropija 
Sistema prema grckoj reci SVТ:(!W:Љ~ StO znaci pretvaranje ili preobrazaj. 

Klauzijus је formulisao drugi zakon termodinamike na nacin koji uka;; uje 
na pravac prenosenja toplote izmedu dva sistema na razliCitim temperaturama: 

Toplota se nikada ne prenosi spontono (sama od sebe) od tela nize па telo 
vise temperature. 

То ne znaci da se toplota ne moze preneti sa hladnijeg na topliji sistem - primer 
toga su rashladni uredaji. Ali u tom slucaju se mora utrositi odredeni rad s obzirom 
da u navedenom smeru ne dolazi do spontanog prenosenja toplote. 

Druga alternativna formulacija drugog zakona termodinamike u osnovi ima 
proces pretvaranja toplote u rad. Prvi zakon uspostavlja ekvivalt>ntnost izmedu 
toplote i rada i ne namece nikakva ogranicenja na proce~ njihovog uzajamnog pretva
ranja. Iskustvo pokazuje da se rad moze u potpunosti pretvoriti u toplotu. Pl imer 
toga procesa је пaveden pod а). Medutim, obrnuti proces, proces pretvatanja 
toplote u rad, podvrgnut је konacnim ogranicenjima. Nemoguce је, npr. pretvcriti 
u rad energiju okeana koriscenjem njegove toplotne enc.rgije pod uslovom da se 
ne desavaju jednovremeno promene u njegovoj okolini. 

Vec је ranije Ьilo reCi о masini koja Ьi mogla da stv~ra rad ni iz cega i koja 
је Ьila nazvana perpetuum moЬile prve vrste. Na osnovu prvog zakona termo
dinamike ustanovljena је nemogucnost konstrukcije takve masine. 

Viljem Osvald (Wilhelm Ostwald) је uveo koncept perpetuum moЬila druge 
vrste, tj. masine koja Ьi mogla da vrsi rad sащо hladenjem tela. Perpetuum moЬile 
druge vrste ne Ьi Ьiо u suprotnosti sa stavom prvog zakona termodinamike, jer Ьi 
izvodio rad na racun unutrasпje energije izvora, ali sa prakticnog stanovista Ьi 
imao isti karakter kao i perpetuum moblle prve vrste, jer Ьi шоgао da koristi ne
isct pnu koliCinu toplote energije koja se nalazi u okolini svakog sistema. Svi pokusaji 
da se konstruise takva mэsina, а koji nisu doveli do uspeha, doveli su do stava: 

N1j'e moguc nikakav proces koji bi imao kao posledicu samo oduzimanje 
toplote iz jednog izvora (toplote) uz vrsenje ekvivalentne koliCine rada. 

On predstavlja Kelvin,ovu (Lord Kelvin) ili Kelvin-Plankovu (Lord Kelvin-M. 
Planc) formulaciju drugog zakona termodinamike. 

9. ENTROPIJA 1 VEROVATNOCA, UREDENA 1 
NEUREDENA ST ANJA 

Као sto је prvi 2.akon termodinamike vezan za koncept unutrasnje energije, 
tako је i drugi zakon termodinamike povezan sa konceptom entropije. Medt.tiш, 
predstava о en,tropiji nije tako lako prihvatljiva kao kada је u pitanju predstava 
о mehзnickim velicinama. Zbog toga је, а u cilju sticanja predstave о fizickom 
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znacenjи pojma entropije, nиzno posmatrati telo ne sa kontinиalnog nego sa mole
kиlarnog stanovista. 

U statistickoj mehanici entropija stanja se odnosi na verovatnocи dogadanja 
toga stanja medu svirn mogucim stanjima. Nadeno је da ј е veca verovatnoca da se 
promena stanja desi и smeru vece neuredenosti sistema kada ј е posmatrani sistem 
izolovгn. Prema tome, povecanje entropije ј е tesno povezano sa porastom neиre
denosti sistema. Koristeci metode kombinatorike to mozemo ilиstrovati na sistemu 
koji se sastoji iz kиtije podeljene na dva jednakэ de1a pregradom sa otvorom. Neka 
kutija sadrzi dve istovetne kuglice А i В. Njihov raspored u kиtiji odreduje stanje 
sistema. Slucaj kada su оЬе kиglice и jednoj pregradi је slucaj najvece иredenosti. 
Prodrmajmo kutijи i posmatrajmo kakvo се Ьiti stanje sistema . Postoje cetiri mo
gucnosti koje sи prikэzane na slici 44. 

г---------i 

1 1 

1 1 

1 ~ ~ 1 

1 1 

1 1 

1 ~ ~ 1 

1 1 

А В 

• • 

А В 
• • 

1 1 L _ _____ _ _ _j 

Sl. 44 

Dve konfiguracije na desnoj strani slike 44 se ne razlikиju jedna od druge s obzirom 
n a identicnost kuglica А i В. Prema tome, zapazajи se samo tri stanja (makrostanje) 
za cetiri konfiguracije (mikrostanje). Pod pretpostavkom da sи sva makrostгnja 
jednako moguca, mozemo zakljuciti : verovatnoca da се se desiti neиredeno makro
stanje ј е dva риtа veca od verovatnoce da се se desiti Ьilo koje od иredenih stanja. 

U slисаји veceg broja kиglica verovatnoca da се se ostvariti uredeno stanje 
sistema ј е jos manja. Za 5 kиglica broj varijacija Р1 ,1 (gde ј е i+ j = 5 i i :ј prostor
nih raspodela kuglica и dve pregrade) za ostvarivanje svih sest mogucih prostornih 
raspodela iznosi: 

5! 
Po·s = Ps·o = - = 1 . . 5! 

5! 
pl•4 = р4·1 = - - = 5 . . 1! 4! 

5! 
Р2·з = Рз·2 = - - = 10, . . 2! З! 
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ili иkирnо 32 = 25 podjednako verovatnih vапЈЗСtЈ а. Matematicka vercvatnoca 
za najveci broj varijacija postoji pri raspodeli 2 : 3 i 3 : 2 kиglice i jednaka је za 
ove raspodele 20/32. То znaCi da је ona prostorna raspodela, koja se moze ostvariti 
sa veCim brojem varijacija, verovatnija. 

PrevodeCi dosadasnja matematicka razmatranja na jezik termodinamike, na 
osnovи dosadasnjih izlaganja mozemo izvesti opsti zakljиcak: ako se neki proces 
odvija и izo]ovanom sistemи, sk01·o је sigиrno da се smer procesa biti prema stanjи 
vece verovatnoce (neиredenosti) sve dok se ne dostigne stanje maksimalne vero
vatnoce. 

Prema tome, verovatnoca ravnomerne raspodele molekиla jeste иpravo neiz
beznost. То znaCi, da и slucajи da se neki gas zatvoren и sиdи, iz Ьilo kakvog razloga 
nade и nekom trenиtkи и stanjи najmanje verovatnoce, skoro је sigиrno da се se 
on brzo vratiti и stanje maksirnalne verovatnoce. 

U tome је fizicki smisao t:ntropije kao funkcije stэnja. Ротоси entropije drиgi 
zakon termodinamike mozemo iskazati na sledeCi nacin : 

Nisu moguci procesi и kojima Ьi dolazilo do smanjenja emropije izolovanog 
sistema. Ili, и svakom procesu do kojeg dvlazi и izolovanom sistemu emropija 
sistema ili raste ili ostaje konstantna. 

То znaci da za izolovan sistem, и stanjи m aksimalne entropije, promenэ tog 
stanja sistema nije mogиca . Odatle sledi: potreban иslov za ravnotezno stanje 
sistema jeste da је njegova entropija maksimalna. 

Sva ova tvrdenja odnosila sи se samo na izolovane sisteme. Medиtim, u slисаји 
sistema koji nisи izolovani, mogиce је da se njihova entropija и stvarnom procesи 
smanjuje. Ali to dovodi do porasta za istu toliku vrednost ili vеси entropiju drиgih 
sistema sa kojirna prvi sistem medusobno deluje. 

Na kraju kazimo: tako relativno opsezno zadrzavanje na predstavi funkcije 
entropije, njenim fizickim osnovama, kao i na raznirn formиlacijama drugog zakona 
termodinamike imalo је za cilj da se i na takav naCin istakne njihov znacaj i vaznost. 
Njihova fizicka interpretacija olaksava prihvatanje njihovog znacenja. Logicno 
је onda da sirina i raznovrsnost njihove interpretacije moze samo da pomogne 
kada se prede na striktnu i rigoroznи matematicku formulaciju. 

10. PROMENLJIVE ST ANJA DEFORMACIJE. IDEALAN GAS 

Jedan od nezaoЬilaznih zadataka termodinamike је иtvrdivanje velicina koje 
mogu Ьiti promenljive stanja ili fиnkcije stanja, kao i veza izmedи n jih. Od svih 
promenljivih ili parametara prvenstveno се nas interesovati osnovne ili prirnitivne 
promenjive stanja od kojih zavisi gиstina иnutrasnje energije е, kao fиnkcije stanja, 
s obzirom da ima dominantno mesto и formиlaciji lokalnog oЬlika zakona balansa 
energije (4.14), koji, kao sto smo naglasili ne zavisi od vrste procesa koji se cdvija 
и sistemu . Za daljи analizu pogodniji cblik tog zakona је dat и odnosи na referentnu 
konfigиraciju sa (7.12) 1, 

· 1 укLс' + к + " (!оВ = l KL (Ј,к l!o> (10.1) 

gde smo koristili (3.5.8) 1• 
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Kako је а':к + eoh toplotni efekat ро jedinici zapremine mat~rijalnog sistema 
u nedeformisanoj kr:щfiguraci)i, proces се Ьiti lokalno adijabatski ako је 

(Ј~ + eoh = о. (10.2) 

U tom slucaju, premз (LO.i), do promene unutrasnje energije dolazi usled meha
nickog procesa. Prema tome, moguca је promena е samo usled promene С KL· 

Na osnovu toga se moze zakljuciti da је СкL promenljiva stanja funkcije е. Nзzva
cemo је promgnfjiva stФlja deformacije. Broj funkcionalno nezavisnih kcmponenata 
tenzora С KL zavisi od vrste tela, sistema koji razmatramo i procesa kome telo 
podleze. Za elastii':na cvrsta tela, u opstem slucaju, jednak је broju nezavisnih 
komponenata tenzora Скr, i iznosi sest. U slui':aju izohoricne deformacije iznosi 
pet zbog uslova det СиL = 1. Za viskozni fluid postoji samo je.dna promenljiva 

stanja deformacije - specificna zapremina У = _!_ 
(! 

Radi definisanosti, ako se za takav sistem promena termodinamickog stanja 
odvija adijabatski, onda kazemo da је sistem podvrgnut reverzibilnom procesu. 

Do promene unutrasnje energije moze doci i kada је С KL = const. Pri takvim 
termickim procesimз promenljive Сю, nisu dovoljne da odrede jednoznacno 
funkciju е. Potrebna је nova promenljiva koja Ьi karakterisala stepen zagrejanosti 
sistema. Ova promenljiva је ocigledno temperatura Т sistema. 

Mogu se izvesti eksperimenti koji pokazuju da su i komponente tenzora napona 
ттп tal{ode funkcije Ск1, i Т. 

Skup promenljivih stanja С KL i Т Cije su nun;ericke vrednosti и trenutku t 
potrebne i dovoljne da jednoznacno odrede vrednosti е i Т кL u trenutku t, је, 
prema definiciji, potpun Ekup. U tcm ~mislu su i е i Т ИL funkcije stanja sistema. 

Dalja analiza pl'vog zakona termodinamike dovodi nas do novih, susti~Ski'h, 
zakljucaka. Na ovom mestu korisno је to ilustrovati primerom. Primer takvog 
sistema је idealan gas. Ро definiciji, takav sistem ima sledece osobine: 

i) И njemu vlada umforman hidrostaticki pritisak, tj. 

(10.3) 

ii) Pritisak gasa је funkcija (stanja) specificne zapremine У ~ apsolutne 
temperature е s obzirom па njegovu jednacinu gasnog stanja 

ру = Re, (10.4) 

gde је R gasna konstanta. 

iii) Gustina unutrasnje energt;e е ;е, kao funkcija stanja, funkcija samo 
temperature (} : 

е ~е (&) . (10.5) 

Kako је У = .!.... = .!.... ј =.!_ .Ј П! с, s obzirom na (3.13.4) i (2.11.6)4 , pro-
(! (!о (!о 

cesi u takvom sistemu su, ро definiciji reverziЬilni . 

L ):cllni o91ik prvog zakona termodinamike (4.14) mozemo sado. pisati u oЬliku 

i1i 
ее = -pld + q~" + gh, 

(10.6) 
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KoristeCi (3.13.9) 
1 

n1aciju v = - ovaj izraz se svodi na 
е 

de = l!q - pdv, 
gde је 

Za procese pri konstantnoj zapremini (10.7) glasi 

de = l!q = C.dO, 

(10.7) 

(10.8) 

(10.9) 

gde је с. specificna toplota џi konstantnoj zapremini. М.edutim, pretpostavka 
da ј е gustina unutrasnje energije е funkcija samo tepmerature povlaci za sobom 
da ј е с. funkcijt> samo е. A1i tada је 

de = с. ((Ј) d(), (10.10) 

za svaki proces u idealnom gasu, ра prema tome i za procese kada specificna zapre
mina v nije konstantna. 

ImajuCi sve ovo u vidu (10.7) sada g1asi 

ilq = С. ((Ј) d{) + pdv, (10.11) 

odakle se vidi da l!q nije totalni diferencijal sto smo i istakli koristeCi oznaku 11. 
То znaCi da u jednom termodinamickom ciklickom procesu, koji је prikazan na 
slici 45, vrednost integrala 

tA 

Ј l!q = f с. (О) d() + pdJ', 
о 

е 

у 

SJ. 45 

zavisi od putanje procesa. Druki:ije receno, tako definisana velicina ne moze, prema 
dt'finiciji, Ьiti funkcija stanja. 
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Ako se sada (10.11) pode1i sa 6 i uzme u obzir (10.4), onda doЬijamo 

(10.12) 

Odavde se vidi da је desna strana totalni diferencija1 neke funkcije, recimo rJ, tj . 
da ј е 

С. Ј!)_ d6 + R ~~ = drJ . 
(Ј у 

T ada је i 

(10.13) 

totalni diferencijal, gde је е ocigkdno integracioni faktor. Otuda funkcija 

aq о ае у 
'У) = Ј -= Ј с (О)- + R ln -
'1 Ј (} v (Ј ' 

в. Уо 

ne zavisi od putanje procesa, ра је prema, definiciji, funkcija stanja. Nazivзmo 
ј е gustina emropije. 

Prema tome, za sistem koji је idealan gas, unutrasnja energija i entropija su 
funkcij е stanja i funkcije promenljivih stanja У i (}, za razliku od integrala priras taja 
topiote а-1_ koji to nije. 

Pretpostavka da su uttutrasnja energija i p1·itisak Iиnkcije stanja ( po
sebnog oЬlika) promenljivih у i е omogucila је integrabilnost prvog za
kona termodinamike и lokalnom obliku. Integrabilnost је dovela do nove 
funkcije stanja koju nazivamo entropija. 

Pitanje је sada, da li vaznost ovog zakljucka moze da se primeni i na druge 
sisteme. То cemo razmatrati u sledecim odeljcima. Njima prethodi deo koji se 
odnosi na matematicke osnove Pfafove (Pfaff) forme, koje su od velikog znacaja u 
termodinamici. 

11. PFAFOVE FORME. KARATEODORIJEVA TEOREMA 

Neke osnovne definicije. U cilju vece preglednosti, а bez guЬljenja u opstosti, 
s obziгom na tenzorski karakter veliCina i relacija koje cemo izucavati, dalja raz
m atranja се se vrsiti u odnosu na Dekartove koordinate. 
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Nckaje En n - Jimenzionalni euklidski prostor i nekaje х, (i = l, 2, ... , n) 
Dekartov sistem koordinata tog prostora. · 

Pfafova forma. Linearna skalarna diferencijalna invarijanta aQ defi-
nisana sa 

(11.1) 

gde su Х, (х1) neprekidne i diferencijabilne funkcije svojih promenjivih х1 
и nekom konacnom domenu naziva se Pfafova forma. 



Pfafova jednacina. Linearna diferencijalna jednacina 

Х1 (х1) dx1 = О, 

naziva se Pfafova jednacina. 

(11.2) 

lntegraЬilnost. Pfafova forma ( 11.1) је integraЬt"lna ako postoje funkcije 
О (xk) i 'УЈ (xk) takve da је 

totalni dtferencij~...l funkcije 'У), tj. 

(l1.З) 

И tom slucaju је 

(11.4) 

i 

( 11 .5) 

Dalje, ako је С z atvorena kriva Linija и domenu definisanostifunkcija Х1 (xi) 
onda је 

. i!Q о 1- = 
с о . (11 .6) 

Funkcija е se naztva integracioni jaktor Pfafove forme. 

Pitanje da li Pfafova forma dopusta postojanje ovih funkcija zavisi, oCig1edno, 
od funkciona1nog oblika funkcij a Х1 • Moze se pokazati da potrebni i dovo1jni 
uslovi, koje funkcije Х1 moraju zadovoljiti da Ьi njima odgovaiajuca Pfafova forma 
( 11. 1) Ьila integrabilna, glase 

( 11 . 7) 

N .. h uk Ь · · · (n) d k "ih · (n - l)(n - l) nezav1"sn1·h. Jl ov upan rOJ 1znos1 З о ОЈ Је samo 
2 

Odatle sledi da su za n = 1 i n = 2 uslovi integraЬilncsti identicki zadovoljeni, 
а Pfafova forma uvek integrabilna. 

Pfafova forma ( 10.11 ) za idealan gas ј е ilustrэcija slucaja n = 2. 

Za n ~ З uslovi ( 11 . 7) ne moraju Ьiti zadovoljeni. U tom slucaju Pfafova 
forma nije integraЬilna u smislu postojanja integracionog faktora е. 

U termodinamici је od posebnog znacaja teorema, koju је formulisгo Kara
teodori (Caratheodory), а koja se odnosi na uslov integraЬilnosti Pfafove dife
rencijalne forme ( 11 .1) u prethodno navedenom smislu, tj. u smislu da је 

( 11 . 8) 
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Karateodorijeva teorema*: Ako и okolini neke tacke G0 postoje пјој ne
dostupne tacke G, сј. tacke koje ne mogu biti povez ane sa G0 krivama koje 
su resenja Pfafove jednacine 

Х, (х1) dx1 = О, 
onda је Pfafova forma incegrabilna. 

( 11 .2) 

Iz teorije Pfafovih formi ј е poznato da krive х1 = х1 (с) koje sи reseпje jed
naCine (11 .2), иvek postoje, ра prema tоще i и s1исаји kada Pfafova ј еdш:Сiпа 
(1 Ј .2) пiје iпtegraЬi1пэ и smis1и postojaпja iпtegracioпog faktora fJ. 

Pos1edice ove teoreme и termodiпamici sи da1ekosczпe ako se pode od prosi
reпog Karateodorijevog (Caratheodory С.) postulata, koji је formиlisao Va1aпis 
(Va1aпis): 

И okolini termodinamickog stanja sistema postoje stanja koja sisum ne 
moze dostiii procesima koji su adijabatski i reverzibilni. 

U tom s1исаји је mogиce pokazati postojaпje fuпkcije stE-пja koja se пaziva 
eпtropija. То је predmet r::.zmatranja s1edeceg odeljka. 

12. PRIMENA KARATEODORIJEVE TEOREME NA PRVI 
ZAKON TERMODINAMIKE 

Prvi zakon termodinamike и oЫiku Pfafove forme. Slиcaj idea1пog 
gasa, koji је ra:?matraп raпije, иkazuje па pravac da1je aпa1ize prvog zakoпa teгmo
diпamike. Za opstи апа1izи po1azimo od пjihovog 1oka1пog oЫika ( 1 0.1 ) izrazeпog 
и оdпоsи па росеtпи konfiguгacijи. U odnosи na Dekartove koordinate njegov 
difereпcija1ni oblik glasi 

1 1 
dв -- TкLdCкL =- (СЈкЈ< + (! 0h) dt. · 

2ео ео 
(12. 1) 

Za da1ju diskиsijи pogodniji је о blik 

dв - X 1dx1 = dq, (12.2) 

gdeX, i x1 (i = 1, 2, ... , 6) predstav1jaju promeп1jive -1- ТкL i СкL' respektivno 
2ео 

i gde ј е 

1 aq = - (СЈк.к + (!oh) dt. (12.3) 
(!о 

Lako је pokazati da је (12.3) istovetпo sa (10.8) s obzirom na (7.9) i (3. 13.4). 

Isto tako, iz ( 1 0.2) se vidi da ј е proces adijabatski ako је 

aq = о. (12.4) 

0Cig1edno da је 1eva straпa (12.2) Pfafova forma koja, sa termodiпamickog stano
vista, predstavlja prirastaj gustiпe ипиtrasnje energije sistt>ma umaпjen za prirastaj 

* Dokaz ove teoreme је dat u Dodatku koji se odnosi na Pfafove jednacine. 
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rada na sistemu. Brojna vrednost ove forme jednaka је prirastaju pri1iva top1ote
sistema. 

lntegraЬilnost prvog zakona termodinamike. (ReverziЬilan sistem ). 
Razmatrajuci prvi zakon termohinamike u oЫiku Pfafove forme (12.2) do1azimo 
do pitanja: za koje sisteme i procese је ova forma integraЬi1na? (Za sisteme i procese 
za koje је us1ov integraЬi1nosti zadovo1jen moguce је naCi novu funkciju stanja -
entropiju). 

-Z;adr7i.mo se prvo na slucaju sistema, koji smo razmatrali na r:ocetku ode1jka 
1 О, za koji је 

е = е (х1 , Т), Х1 = Х1 (хр Т). (12. 5) 

Za takav sistem (12.2) g1asi 

--х. dx1 +--dT = i!q. ( де ) де 

ОХ; / дТ 
(1 2.6) 

Prema teoremi Karateodorija, Pfafova forma data levom stranom ovog izraza је 
integraЬi1na ako u prostoru pгomenjivih х; i Т postoje tacke u oko1ini neke tacke Р 
koje ne mogu Ьiti spojene sa р duz krivih koje su rese:nja jednacine 

- - - Х. dx. + -- dT = О. ( де ) де 
дх, • ' дТ 

(12.7) 

S obzirom na (12.4) ova jednaCina tvrdi da se promene u sistemu mogu odvijati 
samo adijabatski. Takve promene u posmatranom sistemu su, ро definiciji, rever
ziЬi1ne. Tada, naosnovu Karateodorijevog postu1ata, postoje "susedna" termodina
micka stanja (х, + dx1 ; Т + dT) koja sistemu :nisu dostupna ( duz krivih koja su 
resenja jednaCine (12.7)). 

Prema tome, na osnovu Karateodorijeve teoreme, Pfafova foгma na 1evoj 
strani izraza (12.6) је integraЬi1na. Sta vise, postoji re1acija* 

Т= Т(х), (i) 

tj ., t emperatura sistema ne moze da se menja nezavisno od promene Х;. Ova funk
ciona1na re1acija, za s1ucaj ovde razmatranog sistema, је izvedena u Dodatku koji 
se odnosi na Pfafovu formu. JednaCina (i) defi:nise hi_rerrovrs u prostoru (хР Т). 
Sa fizickog stanovista tэkva povrs је izentropska. 

Ovi zak1jucci se mogu formu1isati u oЫiku teoreme: 

Ako su е i Х1 (i = 1, 2, .. . 6) junkcije stanja samo promenljivih stanja 
х1 (i = 1, 2, ... 6) i Т onda је Pfafova jednp.tina(12.1) integrabilna. 

Tada postoji integracioni faktor () (х0 Т) tako da је 

- - Х1 dx, + - dT = i!q = () d'YJ, ( де ) де 
ОХ; . дТ 

(12.8) 

* Videti u Dodatku napomenu koja se odnosi na Pfafove jednacine. 
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gde је 7Ј funkcija od х1 i Т. Takode је 

~= е д17 • ( 12. 10 
дТ дТ 

Tako odredena fиnkcija 7Ј је poznata pod imenom entropzj"a sistema fиnkcija 
је promenljivih stanja х1 Т tj . 

7Ј = 7Ј (Т; хЈ (12.11) 
Isto tako је 

(12.12) 

Odavde se vidi da је () za fiksno х1 funkcija temperature Т i prema tome ima zna-

сеще иnиtrasn}e mere temperatиre а о Је - - # . о tlm us ovom mogи~,;e • • v • k . д() 1 о р d . 1 Ј. 
дТ Xt 

је skиp promen1jivih stanja {х1 ; Т} zameniti skupom {х1 ; 6} transformacijcm 

0 = 0 (Т;х;). 

U t·).:n s1u.:aj и jednacine (12.9 - 10) se mogи izraziti и оЫikи 

де - О дrЈ = О. 
де де 

Uvodeci novи funkcijи stanja 1р = 1р (х" ()) smenom 

1р = € - 61'], 

ove jednacine se znatno иproscavaju i postajи 

д1р 
17 = - - . 

дО 

Роmоси njih lako је pokazati da је 

~ = Х1х1 - 17~, 

( 12.1 3) 

(12.14) 

(Ј 2. 15) 

(12.16) 

( 12.17) 

( 12.1 8) 

(12. 19) 

t j. 1р ј е onaj deo иnиtrasnje energije sistema koji је, pri izotermi:::kim procesima 
(е = 0), slobodan da vrsi rad. Z bog toga se funk: ija VJ, koja ima takva svojstva i 
koja је definisana sa ( 12.1 6) naziva slobodna energija и literaturi poznata i pod 
imenom Н elmholcova (Н elmholz) energija. 
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Ovde izneti rezи1tati mogи se kratko sиmirэti и oЬlikи leme: 

Ako su unutrasnja energija sistema i mehanicke sile (naponi) ХР koji 
delиju па sistem, fиnkcije deformacija xi (takvih da је ХЈс; = W ) i 
temperatиre (), onda, kao posledica Karateodorij!vog postиlata i teoreme 
postoji fиnkcija 'УЈ (х1 ; 0), kоји nazivamo entropija sistema, takva da је 

i!q 
d'Yj =о ' (12.20) 

Definicija: Sistemi .za koje vazi relacija ( 1 2.20) nazivajи se rever.zibilni. 

lreverziЬilni sistemi: Za takve sisteme иnu.trasnja energjja в ј sile Х; nisи 
fиnkcije samo promen1jjvih stanja Х; ј Т. То znaci dэ promenljjve stanja х1 ј Т 
nisи dovoljne da jednoznacno defjnjsи termodjnamjcko stanje sistema i za njegovo 
definjsanje morajи da se uvedи dodatne promenljive. Prjmer takvog sistema је 
viskozni flиid Ш viskoelasticno te1o. 

Aksioma: Uvek se moze naci potpиn skиp primitivnih promenljivih stanja ( pri 
сети se ne morajи Ьiti opazljive) koji jednoznacno odredиje stanje termodinamic
kog sis~ema. 

Definicija 1: J)odatne nezavisne promenljive stanja, koje nisи opaZljive, а 
koje sи potrebne za jednoznacno definisanje stanje irever.zibilnog sistema nazivamo 
unutrasnje promenljive stanja. Takve promenljive stanja obelezavamo sa 
q.,_ (ех = 1, 2, .. . р).* 

ZnaCi za ireverziЬilan sistem је 

(12.21) 

Za takav sjstem prvj zakon termodjnamjke vazi и ranijem oЬlikи, tj. и оЬlјkи 

(12.2) 

Ocig1edno је da и ovom izrazи, s obzirom na (12.21), ne fjgиrise clan Q.,_dq.,_, gde 
је Q.,_ = Q" (х;; Т; q~); (ос, {Ј = 1, 2, . . . р) . То је mogиce и procesima и kojima 
se иnиtrasnje promen1jive stanja ne menjajи. Ali takvi procesi sи teverziЬilnj i 
za njih vaze zak1jиcci prethodnog odeljka. 

Тiще је dokazana lema: 

Za ireverzibilne procese, и kojima su q" konstantni, diferenczjalna forma 
pr·vog zakona termodinamike је integraЬilna.** 

Posledice ove leme sи znacajne. S obzjrom na (12.21) i integraЬi1nost leve strane 
forme (12.2) doЬijamo da је 

дt: 1 дs i 
--~ dT + - - ~ dx1 -X; dx; = Od'YJ k ,· 
дТ qa. дх; q" 

(12.22) 

U ovom jzrazи sa !q.,_ oznaCili smo operacijи diferenciranja pri fiksnim vrednostima 
.q" . .Zbog toga prva dva clana 1eve strane ne Cine tota1ni djferencjjal fиnkcjje ра 
prema tome desna strana (12.22) njje jednaka dq. 

* U literaturi se promenljive stan ja q._ nazivaju i disipativne promenljive stanja. 
** U slucaju kada se q" menja, Pfafova f"orma (12.2) nije integrabilna. 
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Nezavisno od togэ, postojanje integracionog faktora е (Т х,; q,,.) i funkcije 
stanja 'УЈ (Т; х1 ; q,.), koju ponovo zovemo entropijom, dovodi nas do izraza 

(12.23) 

(12.24) 

Ako ponovimo postupak prethodnog odeljka иvodeci transformacijи 

х1 = х,; 

( 12.25) 

ove jednacine postajи 

х -~- едrЈ 
' - ' дх1 дх1 

(12.26) 

де = е дrЈ 
до а о ' · 

(12.27) 

gde su е, Х, i 'УЈ sada funkcije stan ja promenljivih (х,; q«; 0). VeliCina О igra и!оgи 
unиtrasnje temperatиre kao i и s!исаји reverziЬilnih sistema. 

Uvodenjem nove funkcije stan ja, slobodne energije 1f (6; х1 ; q«), definisane 
sa (12.16), ove relacije se znatno ирrоsсији i glэse · 

Dalje је lako pokazati da је 

д'I{Ј 
'УЈ = - - . 

дО 

. х. + д'I{Ј. + л 
"Р = ,х, -~q... 'YJr:l . 

дqа. 

Odavde sledi da је, za dva stanja deformacije х, i х" 

Xf 
2 

1 2 

!::l'I{J = Ј Х, dx0 

Xi 
1 

(12.28) 

(12.29) 

(12.30) 

(12.3 1) 

и slиcaju izotermickih procesa (6 = const .) zэ koje је q ... = О. Prema tcme "Р ima 
znacenje povratne energije sistema za takve procese jer је !::l'I{J = О kada ј е х; = х, . 

1 2 
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Ovi rezu1tati se mogu sumirati u oЫiku teoreme: 

Za ireverzibilan sistem pod·vrgnut termodinamickom procesu, postoji funkcija 
stanja koju nazivamo entropija i, kao posledica, funkcija koju nazivamo 
slobodna energija. Funkcija slobodne energi'je igra ulogu ju11kcije poten
cijala za sile (паропе) koji deluju па sistem i entropiju. 

З. TERMODINAMI(ЖA NEJEDNAKOST. KLAUZIJUS
-DIJEMOVA (CLAUSIUS-DUHEM) NEJEDNAKOST 1 

Poznato је da se, pri ispoljavanju dejstva si1ama okoline na sistem, granica 
sistema deformise. Deformacijom granice sistema prenosi se rad koji se na njemu 
vrsi. Prema tome, 

Pri izotermickim uslovima ne moze se vrsiti rad па sistemu bez deformacije 
njegove granice. 

Ovaj stav, koji izrazava Kelvinov princip, moze se iskazati u modifikovanom о Ыiku: 

Pri izotermickim uslovima slobodna ene1·gija sistema, cija је granica stacz·o
narna, ne moze rasti. 

U protivnom, porast slobodne energije Ьi mogao Ьiti pretvoren u rad i sistem 
Ьi mogao da s1uzi kao neiscrpan izvor energije. 

Kakve su posledice ovog postulata? 
U tom ci1ju razmotrimo (12.30) koja za izotermicke us1ove postaje 

. Х" +д1р. 
1р = ,х, -- qa.. 

дq"" 
( 13.1) 

U s1ucaju kada је х, konstantno, tj. kada ј е granica sisteшa stacionarna - do na 
kruto kretanje te1a, na osnovu istog postu1ata, sledi da је 

ALi tada iz 13.1) sledi dз је 

Neka је, da1je, 

., = о 
1pfXj,O • 

д1р о & о 
- аа. """" . 
дqа.. 

01р qa. = -о, 
дqа. 

(13.2) 

(13 .3) 

(13.4) 

Tako definisana funkcija о nзziva se unutrasnja disipacija. OCigledno da је 

о ~ О, ( 1 з. 5) 

kao posledica (13.3). Tvrdenj e (13.5), da unutrasnja disipacija ne moze Ьiti nega
tivna, predstavlja Plankovu (Planck М.). nejednakost Da1je se (12.2), s obzirom 
n a (12.22), (13.4) i cinjenicu da је 

~ - () !! = д1р ' 
дqа. aga. aqa. 
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(sto neposredno sledi iz (12.16) i (12.21)), moze napisati u oЫiku 

aq = е dYJ - о dt, 
ili 

ilq о 
dYj =- +- dt. 

(Ј (Ј 

Ocig1edno, na osnovu ( 13. 5), s1edi da је 

~q 
d'Yj ~- . 

(Ј 

( 13.6) 

( 13. 7) 

Ova nejednakost se naziva Klauzzj"us-Dijemova nejednakost. Ona izrazava drugi 
zakon termodinamike и lokalnom oЫiku. Tacnije receno, dovodi do postojanJa entro
pije kao funkcije stanja koja zadovoljava us1ove 

za reverziЬi1an proces i 

za ireverziЬilan proces . 

Slucaj 

nikada se ne dogada u prirodi. 

~q 
d'Yj =- . 

е 

ilq 
d'Yj > - , 

() 

Tru.zdel-Nol-ov (Truesdell-Noll) oblik 
Klauziju.s-Dijemove nejed1.1.akosti 

(13.8) 

(13.9) 

( 13.10) 

Koristeci (10.8) u (1 3.7) mozemo Кlauzijus-bijemovu nejednakost pisati u 
oЬliku 

(13.11) 

Pri tome se mora iщati u vidu da vazi Furж"eova (Fourier) nejednakost 

qk(),k ~ 0, (13.12) 

kojom se tvrdi da se toplota nikada spontano ne prenosi sa hladnijeg na toplije 
te1o. UvodeCi oznake 

. 1 d" h 
ћос = 'УЈ - - lV q - - , 

ео о 
(13.13) 

1 1 
Ycon = - q · grad () =- qk(),k, 

ее2 ее2 
(13.14) 
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г 

mozemo (13. 11 - Ј 2) izraziti и oЬlikи koji sи pred1ozi1i Trиzde1 i Nol 

Yloc ~ О Ycon ~ О. ( 13.15) 

Uvedene veliCine Yloc i Ycon nazivajи se lokalna proizvodnja entropije i proizvodnja 
entropije provodenjem toplote (kondukcijom), respektivno. 

U s1исаји reverziЬilnih procesa mora jednovremeno Ьiti i ћос = О i Ycon = О . 

Ocig1edno је da su uslovi (13 .15) strozij i od иslova 

Yloc + Усон ~ О, 

koji se, pomocu (13.13- 14) moze pisati и oЬlikи 

ili 

. 1 k + 1 k() h ::::::, о 
(!'f} -о q,k ()2 q ,k -(!о ?' ' 

(
qk) h 

(!'fJ - О ,k- (!О ~ О. 

Klau·.;ijus-Dijemova nejednakost ili priцcip 
irever~iЬilP.osti u globalnom obJikн 

(13.16) 

( 13.17) 

Ako sa Н obelezimo иkupnи entropiju sistema, cija: је specificna entropija rr 
(tj. entropija ро jedinici mase), onda imamo da је 

н = Ј (!'f}dV. (13 .18)-

" 
Pod иs1ovom da је sistem zatvoren vidi se da је 

Tada iz (10.8) i (13.6) sledi da ј е 

. 1 
Н= Ј 0 (q~k + (!h + (!О) dv. 

" 

(13.19} 

Koristeci identicnost 

q\ = ( qk) + qk() ,k 
() () ()2 ' 

,k 

( 13.20} 

kao i te3remи о divergenciji, prethodni izraz postaje 

ii - Ј qk da" - Ј е .!!__ dv = Ј ~ ((!о + qk(),k) dv. 
5' () " () " () () 

(13.21). 

Neka је dalje, ро definiciji, 

(1 з .22). 

191 



Tako definisana veliCina у predstavlja specificnи proizvodnjи entropije. Tada је 

г = Ј еу dv 
tl 

иkирпа proizvodnja entropije и jedinici vremena posrnatranog sisterna. 

Pomocu nje se (13.21) moze pisati u oЬliku 

. q h 
г = н - f - da - Ј е - d·v. 

у (Ј tl (Ј 

(13.23) 

( 13.24) 

U ovom izrazu, koji ima oЫik zakona balansa, mozemo .!!.. interpretirati kar fluks 
б 

entropije kojim entropija napusta sistem provodenjem, а !:._ kao entropiju koja 
о 

napusta sistem radijacijom. 

Iz (13.22), ( 13.13 - 14), (13.16), (10.8), i ( 13.6) vidi se da је 

У = ћос + Усоо ~ О, ( 13.25) 
ili 

• ] 1: lt ] k lJ о ' 
у = 1] - efJ q,k - е + ·;о2 q v ,k ~ ' ( 13.25а) 

sto predstavlja lokalni oЫik Klauzijus-Dijemove nejcdnakosti. Prema tome i za 
ukupnu proi:t.vodnju entropije г vazi 

г= r (!У dv ~ о. 
Ј 
v 

( 13.26) 

Tada za (13.24) vazi nejednakost 

. q h 
н ~ Ј - da + Ј е - dv, 

у е " е 
(Ј 3.27) 

koja predstavlja Klauzijus-Dijemovu mjednakost и globalnom oЬlikи, ili, prema 
Truzdelu, opsti postиlat ireverzibilnosti. 

U slucaju adijabatskih procesa, tj. kada је q = О na 5" i h = О u v, iz (13.27) 
se doЬija Й ~ О. Tada kazemo: 

Za adijabatske procese ukupna entropija ne moze opadati. 

14. KLAUZijUS-DIJEMOVA NEJEDNAKOST 
U SLUCAJU POSTOjANJA POVRSI DISKONТINUIТETA 

U slucaju postojanja povrsi diskontinuiteta (ј (t) u posmatranom telu polazimo 
od Klauzijus-Dijemove nejednakosti (13.27) koja, ро svom oЬ!iku, asocira na 
opsti zakon balansa (3.14.10), tj. 

Ј q" h - Ј е?Ј d·v ~ Ј- dak + Ј е - dv. (14.1) 
dt" У е " о 
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IdentifikиjuCi "Р sa ~' Ф" sa q" i р sa !!._ iz (3.14. 7) s1edi da је 
е е 

--- .Је - + е _ _ .,., ~ о иv - а 1 д ( - qk) ( h . ) 
..Ј g дхk (} () ., ' 

( 14.2) 
q '1 - + (!1] (и - v) · n ~ О na и. 
() ' 

Pos1e izvesnog sredivanja ovih izraza dobijamo K1auzijиs-Dijemovи nejednacinи 
и 1oka1nom оЫikи 

( 14.3) 
i1i 

еО~ - div q + q grad1og О - eh ~ О, (14.За) 

i иs1ov skoka 

(!'Y) (v-u) -.!i" . n ~ O nau (t). (14.5) 
е 

U odnosи na pocetnи konfiguracijи, s obzirom na (7.9) i (3. 13.4), g1obalni oЫik 
K1auzijиs-Dijemove nejednakosti (14.1) g1asi 

d /{ h 
- Ј (!0'Y]dV :;;?; Ј . а dАк + (ео - dV, ( 14.6) 
dl v s () v () 

koji је napisan и oblikи (3.14.11). 

Identifikиjиci '~Р sa ?Ј, Фк sa ак i р sa !!... i koristeCi (3.14. 7) dobijamo, pos1e 
() 

izvesne racunice, и odnosи na pocetnи konfiguracijи, K1aиzijus-Dijemovu nejed
nakost и 1oka1nom оЫikи 

еоО~ - q~ + ак (log О)к. - eoh ~ О и V- Е, ( 14.7) 
ili 

e00i] - div q + q · Grad log О - eoh ~ О и V- Е, (14.7а) 

gde smo sa Grad oznacili parcija1ni kovзrijantni izvod ро хк, i иs1ov skoka 

[qкNк + (!orJU.v] ~ О na Е. (14.8) 

Ovi izrazi Stl od Ьitnog znacaja, posebno и slисаји proЬlema prostiranja talasa 
u neprekidnoj sredini. 

Osim toga, koriste se i drugi, njima ekvivalentni oЬlici, pogodni za razmatranje 
pojedinih proЬlema. Tako se iz (7.3) i (14.3), e1iminacijom q~k + eh doЬija 

-е (е - Oi]) + tk1d,.1 + q k (log O),k ~ о и v -а (14.9) 
ili 

-е (е - 01]) + Т: D + q · grad 1og е :;;?; О и v -а. (14.9а) 

D a1je, koristeCi funkcijи slobodne energije VJ definisanи na primer sa (12.16), tj . 

"Р = е- ()'УЈ, (12.16) 
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ovi izrazi postajи 

(14.10) 

i1i 

-е ( 1р + ТЈО) + Т : D + q · grad 1og () ~ О u v - q, (14.10а) 

Istim postиpkom se тоgи doЬiti i njima odgovarajuCi izrazi и materijalnoj kon
figиraciji 

-е0 (i - О~) + укLЕКL + (Јк (log 8).к ~ О и V -.Е (14.11) 

(14.12) 

Pri tome us1ovi skoka (14.5) i (14.8) ostaju nepromenjeni. 

15. KALORICNA JEDNACINA ST ANJ А. 
DZIPSOVA (GIBBS) RELACIJA. TERMODINAMICКI NAPON. 
TERMODINAMI(ЖI POTENCIJAL. FUNKCIJA DISIPACIJE 

Sva dosadasnja razmatranja, koja su se odnosi1a na drugi zakon termodina
mike, Ьitno su se odnosila na fizicke i rnatematicke osnove egzistencije entropije 
ТЈ kao funkcije stanja termodinamickog sistema. Proucaval)i su sistemi i procesi 
za koje је striktno matematicki pokazana egzistencija entropije ТЈ i temperature О. 
Izvedena је Klauzijus-Dijemova nejednakost и lokalnom i globa1nom oЫiku i 
ukazano је na prilaz izvodenjи ove nejednakosti u mehanici kontinuuma. 

U Truzdelovom prifazu ent rvpija i te.:nperatura su osnovni pojmovi. Sta vise, 
za razliku od dosada8njeg nacin:1 izvodenja drugog zakona termodinamike, entropija 
se ne postu1ira eksplicitno ni kao funkcija stanja odredena trenutnirn vrednostima 
drugih promenjivih stanja. Zbog svega toga, smatramo korisnim da se zadrzimo 
na ovom nacinu izlaganja detaljnije koristeci uoЬicajne oznake i termine rnehanike 
kontinuuma. 

Prema tom prilazu skup svih nezavisnih parametara Уа. (ос = 1, 2, . . . , п) 
koji uticu na promenu gustine unutrasnje energije е definise termodinamicko pod
stanje sistema. Sami paraщetri va. se nazivaju termodinamicke promenljive podstanja. 
Njihove fizicke diщenzije se izrazavaju preko mehanickih i elektrornagnetnih 
jedinica, а izbor zavisi od sistema koji se posmatra. Primer idea1nog gasa, koji smo 
ranije razrnatrali, i1ustruje termodinamicko podstanje sisterna odredeno samo 
jednorn prornenljivorn podstanja - specificnorn zapreminorn У. Gradijenti de
forrnacije х~к su devet pararnetara У .. u slucaju deforrnaЬilnog tela, itd. U opstem 
slucaju, Уо: su tenzorska poija proizvoljnog reda i funkcije polozaja х i vrernena t, tj. 

v = v (х, t). (15.1) 

i nisu dovoljni za odredivanje stanja sistema. Odatle sledi: 

Osnovna pretpostavka termodinamike. Podstanje sistema v zajedno sa jednim 
skalarnim parametrom f], cija је dimenzija nezavi!>na od dimenzija Уа., dovoljan је 
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da odredi t nezavisno od vremena, polo:laja, kretanja i napona. То znaci da је mo
gиce odrediti а pricri fиnkcijи ј tako da је 

( Ј 5.2) 

Parametar 7Ј se naziva entropija. N jena dimenzija је nezavisna od [М] , [L], [Т] . 

Saglasno osnovnoj pretpostavci termodinamike skиp n + 1 parametara va, 
7Ј definise termodinamicko stanje. 

Za neko kretanje х = х (Х, t), sigиrno ј е е = rp (Х, t). Za drиgo kretanje 
Ьiсе е = g (Х, t), pri сети је и opstem s1исаји g =f=. rp. Medиtim, prva posledica 
iznete pretpostavke (15.2) је da mi mozemo odrediti t bez poznavanja kretanja 
sistema i bez obzira na vreme. Drиkcije receno, vrednost gиstine иnиtrasnje 
energije е mo:le Ьiti odredena na osnovи tekиcih vrednosti 7Ј i va i pretpostavljencg 
funkcionalnog oblika (1 5.2). Eksp1icitna zavisnost е od Х dopиsta mogиcnost 
da funkcionalna zavisnost od У.,.. i 7Ј mo:le Ьiti razlicita za razliCite cestice и nehomo
genoj sredini. Pretpostav1ja se da је (15.2) neprekidno ро Х k:ю i ро v« i 'УЈ. 

Jednacina (15.2) se naziva kaloril na jednacina stanja. 

Termodinamicka temperatura fJ i termodinamicki naponi •« se definisи izrazima 

i (t.= - ' дt 1 
дУ.,.. 'УЈ 

(ех= 1, 2, . . . , n). 

Tada је pri promeni termodinamickog stanja и datoj cestici Х 

de = fJ d'Yj + i " dY"' 

(15.3) 

(15.4) 

gde se ро ponovljenom indeksи ех, koji nema tenzorski kal"akter, vrsi saЬiranje. 
Ova relacija је poznata pod imenom Dzipsova (Gibbs) relacija. Za flиid, primera 
radi, ona glasi 

gde је 

е = де 1 temperatиra, а 
д7] jV 

de = fJ d7] - р dv, 

де 1 di ·vk· . . k -р = ~ termo namlC 1 pr1t1sa . 
ov 'Т} 

(15.5) 

Iz (15.2-3) sledi da sи temperatиra i termodinamicki naponi funkcije termo
dinamickog stanja, tj. za datи cesticu ј е 

fJ = fJ (УЈ, v, Х), • ... = •" (7Ј, v, Х). (15.6) 

Pretpostavimo, dalje, da је (15.6)1 mogиce resiti ро 7Ј tako da је 

7Ј = 'УЈ (fJ, v, Х). (15.7) 

Smenom ovog izraza u (15.2) dоЬiјащо alternativni oblik kaloricne jednacine stanja 

е = t (fJ, v, Х). (1 5.8) 
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Na isti nacin se doЬija iz (15.6-7) 

<о: = <" ( д, v, Х), 
ili 

v" = Jl" (fJ, 't, Х), 

d d . ! ~<" 1 _Ј.. О. ро pretpostavkom а Је , -г-
1 OJifJ I 

( 15.9) 

(15 .10) 

Jednacine (15.9-10) se nazivaju termicke jednacine stanja. Napominjemo 
da nadalje, u najvecem broju s1ucajeva, nece Ьiti naznacena eksplicitna zavisnost 
re1acija od Х. 

Termodinamicki potencijali. Po1azeci od egzistencije ka1oricne jednaCine 
stanja, uvedena su cetiri termodinamicka potencijala, pri cemu је svaki pcgodan 
za odreden izbor promenljivih stanja. Navodimo ih и sledecoj tabeli 

Termodinamicki potencijali 

Potencijal 
1 

Veza sa е 
1 

Nezavisne pro-
1 rnenljive stanja 

Unutrasnja energija е е 1), Va, 
1 

Helrnholcova slobodna 
01) 0, Va, 1 energija 'Р 1JI= е-

Entalpija х х = е- т"v" 17' 'l'a 

Slobodna entalpija ili l; ·= е - (}1) - T 11Va, 
е, та. 

Dzipsova funkcija ' = х - 01) 

Ocigledno је da se moze uspostaviti uzajamna veza i sa Ьilo kojim drugim 
potencijalom, а ne samo sa е . Zadrzavajuci se na ovim relacijama i funkcionalnoj 
zavisnosti od navedenog skupa promenljivih stanja, lako је pokazati da је 

gde је 
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de = е dr] + <а. dJI" 

d'!jJ = -'У} dд + <а: dJia. (15.1 1) 

dx = е drJ - Jl" d-r" 

dC = -rJ dfJ - Jl" d-r" 

е= де 1 
дr] v 

'УЈ= - д'!јЈ 1 
дО v 

<а: =::а.~ n 

<а. = д'!јЈ 1 

дv" , о 

v" =: .. ~ ~ n 

Jl" =- :;" ' ~ 

(15.12) 



Iz (15.11) i (15.12) se mogu izvuci s1edeCi zak1jucci: 
- Slobodna energija 1р је onaj deo unutrasnje energije Е koji moze da vrsi 

rad pri konstantnoj temperaturi (vidi (12.19)). 
- Entalpija х је onaj deo unutrasnje energije Е koji se moze os1oboditi 

kao top1ota pri konstantnim t~rmodinamickim naponima. 
- Unutrasnja energija Е је potencija1 za termodinamicke napone pri izen

tropskim procesima (ТЈ = const.). 
- Helmholcova slobodna energija 1р је potencija1 za napone pri izotermickim 

procesima (б = const.). 

Slucaj potpuno povratnog rada. Za da1ja razmatranja pogodniji oblici 
(15. 11 )1.2 su 

1р = -ТЈе +•o.v". 
Pomocu (7.3) i (12.16) ovi izrazi se mogu napisati u oЬliku 

ei = еО~ + (!'ro.Vx = t"'dk, + q~k + (!h, 

е1р = -еТЈ8 + e•"v" 
= tiidij- еТЈе + е8 [е1о (q~" + eh) - ~] . 

(15.13) 

( 15.14) 

(15. 15) 

Njihovom analizom do1azimo do zak1jucka da su moguca dva slucaja kada је rad 
termodinamickih napona povratan i kada је snaga napona jednaka efektu rada 
termodinamickih napona, tj. 

t k
1
dkl = e•"v". ( 15.16) 

1. S1ucaj - Deformacija је adijabatska i izentropska. 

Tadaje ~ = О, qk = О i h = О i iz (15.14) sledi (15.16). Ali tadaje de = 
= -r"dv" i f ." dv" = о jer је Е funkcija stanja. То znaci da је rad termo
dinamickih паропа .-" potpuno povratan za takve procese. 

2. S1ucaj - Deformacija је izotermicka i prenosenje toplote reverziЬilno. 

Tadaje (Ј = О i еО~= q\ + eh i iz (15.15) ponovo sledi (15.16). Takode 
је d1p = -r"dv" i f -r._dv" = О jer је sada 1р funkcija stanja. Ponovo sledi da је 
rad termodinamickih паропа povratan. 

Vazno је uociti da је povratan rad uslov1jen egzistencijom kaloricne jednaCine 
i da sащо termodnamicki naponi, koji se mogu izvesti iz potencijala definisanog 
takvom jednaCinom, vrse rad koji ne doprinosi entropijskoj proizvodnji, sto se 
vidi iz (15.14- 16). 

ldentifikacija termodinamickih napona sa komponentama napona 

Zadrzacemo se na prethodno navedena dva s1ucaja povratnog rada za izvestan 
izbor proщenljivih podstanja. Razrnotricemo dva moguca izbora promenljivih 
podstanja v": Lagranzov tenzor deformacije Е i gradijent deformacije F pretpostav
Jjajuci da је podstanje potpuno definisano komponentama tenzora Е i F . 
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а) Kada se У" (а = 1, ... , 9) identifikuje sa Екс. onda se njima odgovarajuci 
termodinamicki napon т" moze oznaciti sa ткс. tako da је 

т·с. дЕ 
т'" = --, 

дЕ к с. 
(15.17) 

s obzirom na (15.12) 2 • 

Tada se ( 15.16) moze napisati u oЫiku 

1 уиLЕ KLE 
-- KL = Т И с.· (15.18) 
ео 

gde је укс. - Pio1a-Kirhofov tenzor druge vrste. Pri izvodenju ove re1acije koristili 
smo (3 .13.4) i (4.9. 12). Ako gustina unutrasnje energije nije simetrizovana ро 

svojim argumentima Екс. (tj. zamenjujuCi svaki od njih sa +(Екс. + Екс.)) 

mi ne mozemo zak1juciti da је ткс. = 2. укс.. Zaista, posto је Бис. simetricno 
ео 

ne mozemo Ьirati Екс. tako da је npr. samo Е12 raz1icito od nu1e, nego tako da 
su samo Е12 i Е21 raz1iCiti od nu1e. Onda se (15.18) svodi na 

1 ( T12r. + у21~ ) _ 12Е + 211l - .с 1 2 ~21 - т 12 т ~21> 

ео 

odak1e se, koristeCi simetricna svojstva tenzora Т КЈ., i Екг.. doЬija 

- -- т + т ----+-- , 
1 

Tl2 - 1 ( 12 21) - 1 ( дЕ дЕ ) 
ео 2 2 дЕ1 2 дЕ2 1 

ili uopste, za ovaj s1ucaj 

2. укс. = 2. (ткс. + -.с.к) = _.!._: (~ + дЕ__). 
ео 2 2 дЕнс. дЕс.к 

(15.19) 

Ako је funkcija Е (i1i funkcija s1obodne energije 1р) simetrizovana ро svojim 
argumentima onda је 

дЕ дЕ 

s1edi da је 

2. укс. = 0 /{L = _.!!...._ . 
ео дЕкс. 

(15.20) 

Ь) Kada је pe)dstanje sistema odredeno gradijentima deformacije х~к njima 
odgovarajuce ili konjugovane napone, obelezavacemo sa -.кk· Postupajuci kao i u 
prethodnom s1ucaju pokazuje se da је 

(15.21) 

198 



г 

gde је Т~ск - Plola-Kirhofov tenzor prve vrste definisan sa (4.9.8).Ista relacija 
se moze izraziti, роmоси (4.9.12), preko simetricnog Piola-Кirhofogtenzora drиge 
vrste koristeci (4.9.12), tako da је 

ili 

T KL де !• L 
= е-- х· о а k 

х,к 

(15.22) 

S obzirom n a simetricnost ткL mora Ьiti i desna strana (15.22) simetricna, tj. 
mora Ьiti 

де k L О 
-- Х' [KLJ = · 
дхk 

,к 

Iz (15.21) i ( 4.9.8) 2 doЬijamo za Kosijev tenzor napona 

1о:1 ~о: де t = (!Хк--, 
, дхi,Ј{ 

(15.23) 

(15.24) 

pri сети zbog simetricnosti t /,;1 mora, takode, i desna strana da Ьиdе simetricna, 
tj. mora Ьiti 

/с де О 
х,к -- [kl] = . 

дхџ,: 
(15.25) 

Iz ( 15.23) i (15.25) se vidi da е ne moze Ьiti proizvoljna funkcija х~ к· Ove relacije 
и stvari namecи ogranicenja na oblik funkcionalne zavisnosti е od х~и· 

Disipativna snaga i unutrasnja proizvodnja energije. 
Disipativna funkcija 

U slисаји kada snaga nарола nije potpиno povratna relacije (15.14-15) se 
ne svode na (15.16). Tada је 

(15.26) 

ekvivalentno sa (15.14). Mozemo se dogovoriti da prvih devet p2rametara Уа. Ьиdи 
komponente gradijenta deformэcije. Time se nista ne gиЬi и opstosti, jer za mate
rija1e za koje gиstina иnиtrasnje energije е ne zavisi od nekih i1i svih promen1jivih 
stanja х~к njima odgovarajиce termodinamicke napone •а. mozemo иzeti da sи 
jednaki nuli. 

Sa ovim izbcrom parametara Уа. (ос = l, 2, ... 9) (15.26) postaje 

(а = 10, 11, ... n). 
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Medutim, prema dosadasnjem iz1aganju rad termodinamickih napona, koji se 
mogu izvesti iz е kao potencijala, је potpuno povratan. Zbog toga је, prema ( 15.25), 

~ х1к simetricno, i prethodnu relaciju mozemo pisati и oЫiku 
дхk,к ' 

( 15.27) 
gde је 

( 15.28) 

ili 

(15.29) 

Simetricni tenzor 0 t l;1 definisan sa (15.28) oCigledno predstav1ja ukupan simetrican 
napon t k

1 umэnjen za deo napona koji vrsi povratan rad. Zbog toga se naziva disi
pativan deo cime је uslovljen i nacin njegovog obe1ezavanja. (Takvo 0 tk

1
, defi

nisano sa (15.28), pok.lapa se sa disipativnim naponom definisanim sa (5.6) samo 
u specija1nim s1ucajevima.) Tada iz (15.27) mozemo zakljuciti: 

Samo disipativni deo паропа 0 tk1 doprinosi promeni entropzj"e. 

Ili jos opstije (posto је moguce da ukupan napon bude d isipativan) : 

Bilo koji deo паропа koji vrsi povratan rad ne doprinosi promeni energije. 

UporedujuCi (15.27) sa ( l3.25a), 1ako је pokazati da је 

f) 1 kl d 1 " fJ . У = - ol kl + - q ,k - ia Va. 

е ео 
( 15.30) 

Odavde sledi : specifiCпa proizvodnja energije у izrazava se и oЬlikц bilinearne 
form е odgovarajuceg sku р а velicina. 

UoЬicajeno је da se dve ve1iCine koje u1aze kao saЬirci u izraz za specificnu 
proizvodnju energije nazivaju termodinamicka sila i termodinamicka flukcija . 

U slucaju (15.30) taj skup veliCina Ьi mogao biti dat prema sledecoj tabeli 

Т ermodinamicka sila Т ermodinamicki fluks 

1 k ! 
-- ot 
е 

k q 
1 

efl o.k 

Izbor veliCine, koja се predstavljati silu а koja fluks, је do izvesnog stepena pro
izvo1jan. U svakom slucaju nisu jednoznacno definisani. Nezavisno od toga pret
postavljamo da su ove ve1iCine uvek izabrane tako da njihov unutr2snji proizvod 
daje snagu (mehanicke i termicke) disipacije ро jedinici mase. То znaci da је 

(15.31) 

gde smo sa Ха oznaCili termodinamicke sile, а sa la odgovarajuce termodinamicke 
fluksove. 

200 



U ireverziЬi1noj termodinamici oЬicno se pretpostav1ja da konstitutivne jedna
Cine daju fluksove kao funkcije si1a (i1i obrnuto) i da su bar "u oko1ini ravnoteze" 
konstitutivne jednacine (koje se nazivaju i fenomeno1oske) date u 1inearnom oЬliku 

(15 .32) 

Onsager (Onsager) је, da1je, postavio princip na osnovu koga pogodnim 
izborcm sila i fluksova koeficijenti u (15.32) zadovoljavaju tzv. Onsagerove 
reciprocne relaczj'e 

(15.33) 

koje predstavljaju us1ov simetricnosti ovih koeficijenata. Ove re1acije, koje је Onsa
ger pred1ozio (1931) na osnovu statisticke mehanike, Ьi1е su siroko koriscene. 

Medutim prema Truzde1u, takav prilaz sa stanovista opste tecrije је neadekva
tan, utoliko pre sto ne postoji neko pravilo za izbor sila i fluksova na naCin koji Ьi 
garantovao primen1jivost Onsagerovih re.lacija. 

Nezavisno od toga, kotiscenjem fenomenoloskih relacija u entropisjkoj pro
izvodnji (15.31) doЬijamo kvadratne forme koje moraju zadovoljavati nejednakost 

8у = LаьХаХь ~ О 
ili 

Ву = а.ьlа lь ~ О, 

sto znaCi da one moraju Ьiti pozitivno definitne . 
Druga od ovih formi se naziva disipativna funkczj'a D, tako da је 

D (Ј) = ааьlа fь. 

Tada је (15.32) 2 ekviv~1entno pretpostavci da је 

1 дD 
х = ---· 

а 2 дЈ 
" 

(15.34) 

(15.35) 

(15.36) 

Jasno је da obrnuti postupak, tj. postu1iranje (15.36) i disipz.tivne funkcije (15.35), 
sa simetrizovanim koeficijentima ааы obezbeduje vazenje Onsagerovih re1acija. 

U specijalnom slucaju, kada su хkк promenljive stanja koje potpuno definisu 
podstanje sistema, Ьiсе та= О. Tada (15.30) glasi 

е kZd + 1 k l1 
(2 У = Dt kZ е q V ,k > (15. 37) 

tako da је unutrasnja proizvodnja energije у razdvojena na dva dela: deo koji se 
odnosi na disipativnu snagu v t k

1dk1 i deo koji se odnosi na disipativno ili irever
ziЬilno provodenje (kondukciju) toplote и prisustvu gradijenta temperature. 

Takvo razdvajanje u opstem slucaju nije moguce, tj. funkcija disipacije Ј) se 
u opstem s1ucaju ne moze razdvojiti na zЬir dva dela u kojima su mehanicke i 
termicke sile razdvojene i1i nespregnute. 

Navedimo na kraju da stroziji oЬlici Klauzijus-Dijemove nejednakosti dati 
sa ( 15. - 14-И) zahtevaju da u ovom specijalnom slucaju bude posebno 

(15.38} 
i posebno 

(15.39). 
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VI KONSTITUTIVNE JEDNACINE 

1. TERMODINAMIC:КI 1 DINAMICKI PROCESI 

Vec smo и иvodnom delи rekli da osnovni principi vaze za sva materijalna 
1ela. То sи opsti zakoni konzervacije i balansa koje smo ovde izve-li, а koje, и cilju 
preglednosti i dalje analize, ponovo navodimo (bez njima odgovarajиCih иslova 
skoka). 

Zakon konzervacije mase 

ef = ео ili iJ + ela = О. (3.13.6) 

Zakcn balansa kolicine kr~tanja 

r~.~ + е (Ј"' - v"') = о. (4.8.8) 

Zakon balansa momenta kolicine kretanja 

(4.8.10) 

Prvi zakon termodinarnike ili zakon balansa energije 

ei = tkldkl + q~k + eh. (5.4.14) 

Ove jednacine dalje nazivarno jed11acine polja. 

Ukupщ broj ovih jednaCina је osam. Njirna неЬа dodati Klaиzijиs-Dijemovu 
nejednakost, na primer· и оЫikи 

(5.14.9) 

Analizom ovih izraza moze Ее zakljui'-iti da S{. proces u neprekidnorn rnate
тijalnom telи moze opisati &а devet funkcija ро promenjivim х i t, а predstav
ljajи sledece fizicke veliCine: . 

1. kretanje tela х = х (Х, t ) ; 
2. gustinи е; 
З. tenzor napont'. Т {tл: 1 }; 
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4. zaprerninsku silu ј {fl'} kojorn se ispoljava dejstvo okoline na telo; 
5. specificnu unutrasnju energiju е; 
6. vektor toplotnog fluksa q {qk}; 
7. specificnu proizvcdnju topJote h; 
8. specificnu entropiju rJ; 
9. apsolutnu temperaturu е > о . 

Ovaj skup velicina, definisan za svaku cesticu tela 'ЈЗ i za svako t, se naziva 
termodinamicki proces ako i sarno ako је saglasan sa zakonom konzervacije mase, 
.zakonom balansa kolicine kretanja, zakonom balansa momenta kolicine kretanja 
i p1·vim zakonom termodinamtke. 

Za preciziranje terrnodinamickog proce.sa dovoljno је poznavati skup {е, х, Т, 
е, q, е, ry} imaju:':i и vidu da је v = х i а = х. Preostale veliCine Ј i h su onda 
odredene pomocu (4.8.8) i (5.4.14). Pri tome se irna na umu pretpostavka da је 
pocetna raspodela gustine ео poznata. Као posledica toga sledi, na osnovu (3.13.6) 
da је, za poznato kretanje х = х (Х, t)., poznata gustina е =е (Х, t). 

U mehanici kontinuurna је od posebnog interesa specijalan slucaj kada se 
proces cdvija pod dejstvorn rnehanickih, а u odsustvu termickih uticaja. Za takav 
proces su jednaCine polja odredene sistemorn j edпaCina (3.13.6), (4.8.8) i (4.8 .10). 
Tada је proces opisan skupom veliCina е, х, Т za Cije је poznavanje dovoJjan 
uredeni par (х, Т). Radi definisanosti kazemo: 

Ureden par (х, Т) nozivamo dinamickim procesom za telo ']З , ako 
оп zadovoljava prvi i drugi Kosijev zakon kretanja. 

Ustvari, kada је zakon balansa momenta koliCine kretanja zadovoljen (koji 
namece иsJov simetricnosti tenzora napona Т, sto је kod nas slиcaj), zakon balansa 
kolicine kretanja ne namece nikakva ogranicenja na vrednost иredenog para (х, Т), 
sto nije tesko pokazati. 

Naime, prvi Kosijev zakon kretanja uspostavlja vezи izmedи polja napona Т 
i иbrzanja х ( == а) pod uslovom da је ј poznato. Mada se и svakodnevnom zivotu 
i probkmima и laboratorijarna sиsrecemc samo sa nekcliko kcnkretnih sila ove 
vrste, npr. silcm zemljine teze, u p1incipи ne postoji nacin na osnovu koga Ьi se 
mogle naznaciti sve mogиce zaprcminske sile. Zbog toga smo u razmatranjima, 
koja se odnose na sveиkupnost svih mogиcih kretanja tela, prinudeni da srnatramo 
da ј nije podvtgnиto nikakvim og1anicenjima. То znaci da za proizvoljna dovoljno 
glatks polja х i т i odredenu raspodelu gustine е iz jednaCina kretanja uvek щozemo 
odlediti raspodelu zaprerninskih .>ila Ј koje cine ur~de.ni par (х, Т) dopustivim 
dinamickim procesom. Tako odredtne. sile ј mogu ima1i teorijskog, ali ne i stvarnog 
smisla. 

U svakom slucaju mozemo zakljuCiti da prvi Kosijev zakon kretanja ne n amece 
nikakva ogranicenja na х i Т. Saglasno tome svaki ureden par (х, Т) koji se sastoji 
iz glatkog kretanja teJa ']З i simetricnog tenzorskog polja и svakom trenutku t 
predstavlja dinamicki proces. 

Ovakva razmatranja mozemo primeniti i na tetmodinarn:cke procese. 
Pretpostavimo da sи nam dati х, T,e,q, e i rJ· Tada је, s obzirom na (5.4.14), 

specificna proizvodnja toplote h jednoznacno odredena. Tako odredeno h, kao i 
u slисаји zapreminske sile ј, ne mora imati stvarnog smisla ali ga iz teoriskih raz
matranja ne iskljиcиjemo. Prema tome, skиp {х, Т, е, q, е, rJ} moze Ьiti uvek kom
pletiran specificnom proizvodnjom toplote h tako da cini termodinamicki proces 
Dalje ga obelezavamo sa (х, Т, е, q, е, rJ). 
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2. POTREBA ZA KONSПTUTIVNIM JEDNACINAMA. 
OSNOVNI KONSТITUТIVNI STAV. IDEALNI MATERIJALI 

Zakonomernost ponasanja pojedinih tela i njihovog reagovanja na spoljne 
uticaje, koje је uslovljeno prirodorn materijala od koga је telo sacinjeno, odredena 
је relacijama izmedu velicina koje karakterisu njegova rnaterijalna svojstva. Те 
relacije sa matematickog stanovista iskazuju se u oЫiku jedna::ina. Sa fizickog 
stanovista one predstavljaju jednacine stanja - termin uoЬicajen u terrnodina
rnici - ili konstitutivne jednacine - termin uoЬicajen u mehanici kontinuuma. 

Ociglednc је da jednaCine polja, posto vaze zэ. sva neprekidna tela, ne defini~u 
svojstva i ponasanje pojedinih tela. То smo posebno analizirali u slucaju odsustva 
termickil1 efekata kada smo zakljucili da prvi Kosijev zakon ne namece nikakva 
ogranicenja na skup {х, Т} kojim је definisan dinamicki proces. То znaci da za 
svaki konkretan skup {х, Т} uvek postoji potpuno odredeno Ј koje (х, Т) Cini 
dopustivim dinamickim procesom. Medutim, u obrnutom slucэju, tj. u slucaju 
potpuno odredenog Ј, iz (4.8.8) nije moguce jednoznacno odrediti skup {х, Т} 
cak ni kada su u pitanju inkompresiЬilni materijali. Sa matematickog stanovista 
to је potpuno razumljivo jer se iz sistema od tri jednaCine ( 4.8.8) ne moze, u opstem 
slucaju, jednoznacno odrediti devet funkcija х' i t'1 (t11 = t ii). Za to је potrebno 
jos sest jednacina ро х' i t1i . 

Razumljivo је to i sa fizickog stanovista. Zaista, poznato је da dva razliC\ta 
tela iste geometrije i raspodela masa razliCito reaguju - razlicito odgovaraju -
razliCito se ponasaju pod dejstvom istil1 spoljnih uticaja. Primera radi: najveCi 
broj cvrstih tela pod dejstvom spoljnog pritiska se slabo deformise dok fluidi teku 
i uzimaju oЫik suda. Ovo ukazuje na t nacaj prirode tela. Zbog toga se, bez preci
ziranja materijala od koga ј е telo sacinjeno, ne moze ni poznavati njegovo reago
vanje na spoljne uticaje. 

Prema tome, dopunski skup od sest jednaCina, koji ј е potreban da bi proces 
(х, Т) Ьilo moguce jednoznacno odrediti, nije proizvoljan nego је onaj koji karak
terise materijal od koga је telo sacinjeno. Kratko receno: taj potreban skup jednacina 
jesu konstitutivne jednacine. 

Ocigledno је da konstitutivne jednacine namecu ogranice-nja na sile ili kretanja 
ili i na jedno i na drugo istovremeno. U tom smislu neke od konstitutivnih jedna
Cina su trivijalne. Takav је slucaj sa spoljasnjim zapreminskim silama koje se, 
u skupu svih zapreminskih sila, karakterisu osoЬinom da ne zavise od kretanja 
posmatranog tela koje moze da zauzima deo prostora u kome te sile deluju. "Ogra
nicenja" na sile takve vrste ne potpadaju pod domen teorije konstitutivnih jedna
cina u mehanici kontinuuma i nadalje, takve sile srnatramo poznatim (Ј). Ali se 
zato konstitutivnirn jednacinama detaljno analizira reagovanje materijala, koje se 
ispoljava preko kontaktnih sila, kada se telo nalazi pod dejstvom tih trivijalnih zap
reminskih sila. Zapravo, od svih sila kontaktne sile su jedine od interesa u mehanici 
kontinuuma. U odeljku (IV. 1) videli smo da su one odredene tenzororn napona Т. 

U slucaju termodinaщickog procesa opisanog skupom {е, х, Т, е, q, О, ?Ј}, 
u kome figurise 19 funkcija koje moraju zadovoljavati osam jednaCina polja 
(3.13.6), (4.8.8), (4.8.10) i (5.4.14), а u kojima su poznate veliCineJ ih,potrebno 
је dodatnih jedanaest jednaCina ро promenljivim skupa {е, х, Т, е, q, О, ?Ј}. Као 
i u slucaju dinamickih procesa ovih jedanaest jednaCina nisu nista drugo nego 
konstitutivne jednaCine koje su potrebne za preciziranje materijala od koga је telo 
saCinjeno. 
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Analogno prethodnim razmatranjima moze se zakljиciti da ј е sada и teorij i 
konstitиtivnih jednacina od posebnog interesa skиp { Т, в, q , 77}, koji ј е oCigled
no definisan sa jedanaest fиnkcija . Tada ј е mogиce, poznavanjem skиpa { Т, в, 
q, 17} и fиnkciji е, х i () za poznate veliCine ј i h jednoznacno odrediti pet funk
cionalnih relacija 

е = е ех, t), х = х ех, t), е = е ех, t) (2.1) 

iz si!>tema od pet jednaCina (3.13.6), (4.8.8), i (5.4.14). [Na osnovи (3. 13.6). Zbog 
simetricnosti tenzora napona Т jedn acine (4.8 .10) sи identiC.ki zadovoljene.] 

Ovo nam sиgerise prirodan риt formiranja datih jedanaest jednacina koje Ьi 
sa jednaCinama polja cinile potpиn sistem jednaCina. Na taj nacin dolazimo do 
osnovnog konstitutivnog stava. 

И tacki х, koja odredиje polozaj neke materijalne cestice tela ']ј и nekom 
trenutkи t, tenzor паропа Т specificna иnиtraSпja energija е, vektor toplotnog 
flиksa q, specificna entropija ?Ј sи jednoznacno odredene kretanjem tela ']ј 
i raspodelom temperatиre и telи ']ј . 

Jdealni nжaterijali. Teorija konstituti,тnih jednaCina zasnovana је na odgo
varajиCim fizickim istinama i zahtevima. Na toj osnovi se dalje razvija kao mate
maticka teorija i predstavlja izиzetno znacajan deo mehanike kontinиuma. Materijali 
za koje se na taj nacin odredиjи konstitиtivne jednaCine predstavljeni sи svojim 
m atematickim modelima. Takvi modeli predstavljajи idealna tela, ра prema tcme 
konstitиtivne jednacine definisи idealan materijal. 

Broj i domen prcmena velicina и konstitиtivnim jednacinama, ili kratko 
konstitutivnih promenljivih, odreden је odgovarajиCim fizickim osoЬinama mate
rijala. Za nas се od posebnog znacaja Ьiti osoЬine t lasticnosti, viskoznosti i 
plasticnosti kao i toplotna provodljivost neprekidnih tela . Ove osoЬine posedиje 
.svako telo. Kod nekih tela neka od osoЬina је znatno izrazenija . Која od ovih OEO

Ьina се Ьiti dominantna zavisi ne samo od иnиtrasnje st;ruktиre tela nego i od spolj
nih иticaja. Npr. : flиid se razlikиje od cvrstog tela ро svojoj osoЬini da ne moze 
podneti dejstvo smicиceg napona. Flиid se pod njegovim dejstom deformise ne
prekidno i neograniceno ili kratko receno flиid tece. Ро prestankи dejstva sile na 
flиid, on se ne vraca и svojи nedeformisanи konfigиracijи. 

Tecenje cvrstih tela nastaje samo и slисаји kada sile, koje na n jega dеlији, 
predи nekи granicи koja se naziva granicom tecenja za dati materijal. Tada 
se kaze da је rec о osoЬini plasticnosti cvrstog tela, cija se deformacija, ро toj oso
Ьini, naziva plasticna deformacija ili plasticпo tecenje tela. U matematickoj teoriji 
plasticnosti, plasticno stanje ili plasticna deformacija sи nezavisne od vremena. 
I и ovom slисаји ро prestankи dejstva sila telo se ne vraca и celosti и svojи nede
formisanи konfiguracijи. 

Za razlikи od plasticnog tecenja, viskozno tect.nje moze da nastane pod dejst
vom Ыlо kojih sila, ma koliko one Ьile male. Medиtim, brzina deforщacije se 
ищаnјије kada dejstvo sila opada i pri njihovom iscezavanjи postaje jednaka nиli. 

Kada se cvrsto telo nalazi pod dejstvom sila, koje ne prelaze granicи tecenja, 
telo se elasticno deforrnise. Elasticna tela se, ро prestankи dejstva sila, vracajи 
u svojи prvoЫtnи nedeformisanи konfigиracijи. 
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Za svaki od matematickih modela kojima se predstavljaju realni rnaterijali 
sa ovde navedenim osoЬinama fotmulisu se odgovarajuce konstitutivne jednacine. 
Zbog toga cemo dalje govoriti о konstitutivnim jednacinama realnih tela imajuci 
u vidu da se, sa stanovista teorije konstitutivnih jednaCina, njihovo izvodenje 
odnosi na njima odgovarajuce matematicke modele. Takvi modeli su idealno elas
ticno cvrsto ili Hukovo (Hooke) telo, idealni Njutnov (Newton) fluid, itd . 

Realna tela u .,ustini poseduju slozena ili spregnuta svojstva kao sto su elasto
-plasticnost, visko-elasticnost, visko-plasticnost i drugo, svojstva na koja nesum
njivo uticu i osobine toplotnog provodenja. Posebna svojstva konkretnog tela 
karakterisu se njegovim konstitutivnim jednacinama. Prema torne, telima razlicitih 
fizickih karakteristika odgovaraju i razliCite konstitutivne jednacine. 

З. OPSТI PRINCIPI KONSTIТUТIVNIH JEDNACINA 

Konstitutivne jednacine realnih tela moraju zadovoljavati i odredene opste 
principe. Zbog toga se u modernoj mehanici kontinuuma pristupa izvodenju konsti
tutivnih jednacina sa stanovista tih opstih principa koji vaze za sva materijalna 
tela. Ovi principi namecu odredena ogranicenja na opsti oЬlik konstitutivnih jedna
cina. Dalja ogranicenja su uslovljena zajednickirn osoЬinama odredene vrste ili 
klase materijala, kao sto su elasticna, visko-elasticna, plasticna tela itd. u okviru 
te klase posebэn materijal se karakterise svojim posebnim fizickim svojstvima koja 
imaju odraza na konacan oblik njemu odgovarajuce konstitutivne jednacine. Ovakav 
pristup izvodenju konstitutivnih jednacina nam omogucuje opsti uvid u ponasanje 
i reagovanje materijala, cime se iskljucuje mogucnost previda, posebno kada su 
u pitanju spregnuta svojstva materijala. Kratko receno: ovakav pristup izvodenju 
konstitutivnih jednaCina se svodi na princip od opsteg ka pojedinacnom. 

Sa matematickog stanovista osnovni principi koje moraju da zadovoljavaju 
konstitutivne jednacine predstavljaju polazni skup aksioma u teot'iji konstitutivnih 
jednacina. Ј bez obzira sto dc, sada ne postoji jedinstven prilaz teoriji konstitutivnih 
jednacina, moraju Ьiti zadovoljeni sledeCi principi. 

1. Koordinantna invarijantnost 

Konstitиtivne jednacine тотаји, и s·vakom odredenom trenutkи, Ьiti predstav
ljene и tenzorskom oЬliku. 

Zaista, fizicki proces, osoЬine i ponasanje materijala ne zavisi od koordinatnog 
sistema kojim ih opisujemo. То znaCi da konstitutivne jednacine moraju Ьiti kovari
jantne u odnosu na Ьilo koji koordinatni sistem dopustiv u prostoru fizickih doga
daja. Drukcije receno: konstitutivne jednacine moraju Ьiti napisane u tenzorskom 
obliku: u obliku direktne notacije koji uopste ne koristi koordinatni sistem ili 
konponentalnom obliku. U protivnom, promena koordinatnog sistema Ьi izazivala 
promenu ponasanja materijala. (Jedan primer jednacine u tenzorskom obliku је dat 
sa (5.4.14) i (4.5.13) kojim se izrazava prvi zakon termodinamike.) 
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11. Princip ekviprezensa ili jednake prisutnosti 

Nezavisno prиmenjiva prisutna и jednoj konstitutivnoj jednacini prisиt-· 
па је и svim konstitutivnim jednaCinama sve dok to nije и suprotnosti sa· 
zakonima balansa, entropijskom nejednakoscи ili uslovima invarijantnosti. 

Isti princip mozemo iskazэti i drukcije: 

Na pocetkи sve konstitutivne jednacine izrazavaju se kao fиnkcije istog 
skupa nezavisnih (konstitutivnih) promenljivih sve dok to ne bude и suprot
nosti sa drиgim vazecim jizickim principima ili zakonima. 

Ovaj Truzdelov princip iskazuje se kao fizicki princip. Takvo stanoviste nije opste 
prihvaceno. Pre se prihvata kao pogodan matematicki postupak pri formulisanju 
funkcionalnog oЬlikэ. konstitutivnih jednaCina. 

U svakom slucaju predstavlja meru predostroznosti. Pomaze nam da ne zabo
ravimo neke od nezavisnil1 konstitutivnih promenljivih, zanemarujuci ih na racun. 
drugih. Prema tome, ima smisla samo kada se skup konstitutivnih nezavisnih 
promenljivih sastoji vise od jedne velicine. Ро pravilu, primenjuje se pri razmatranju 
opste teorije konstitutivnih jedг..зcina. 

111. Princip determinizma 

Konstruktivne funkcije Т, в, q, 'fJ za cesticu Х Е '13, odredenu sa Х, и trenиtkи: 
t odredene SU istory'ama kretanja i temperatиre SVlh materijalnih cestica tela 'ЈЗ. 

Na osnovu principa determinizma i ekviprezensa imamo 

"' Т [х (Х, t), t] =у [х (Х, t - s), е (Х, t - s), Х, t], 
s~O 

"' е [х (Х, t), t] = е [х (Х, t - s), е (Х, t - s), Х, t], 
s=O 

(3.1} 

"' q [х (Х, t), t] = К [х (Х, t- s), е (Х, t - s),X, t], 
s~o 

со 

'fJ [х (Х, t), t] = c,f [х (Х, t - s), е (Х, t- s), Х, t]. 
s=O 

gde su У, в, К i c,f fиnkcioneli ponasanja materijala. Saglasno principu koor
dinatne invarijantnosti, Т i К su tenzorski i vektorski funkcioneli, respektivno, 
а e_i c,f skalarni funkcioneli, definisani na polju realnih funkcija х (Х, t- s) i 
е (Х, t- s), 

XE'l3 i О~ s <оо. (3.2} 

Princip determinizma se oslanja na osnovni konstitutivni stav i predstavlja 
princip iskljucenja. On iskljucuje zavisnost ponasanja materijala u Х Е '13 u posma
tranom trenutku od kretanja Ьilo koje cestice izvan tela i Ьilo kojih buducih dogadaj а .. 
Ujedno tvrdi da је njegovo trenutno ponasanje, u opstem slucaju, uslovljeno proslim. 
Zbog toga se materijali, koji zavise od istorije svog ponasanja, naz.ivaju rr,::.teri jali 
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sa pamcenjem ili memorijom, а funkcioneli u konstitutivnirn jednaCinama (3. 1) 
funkcioneli parncenja ilt" rnernorije. 

Princip determinizma obuhvata dva specijalna slucaja koja su od posebnog 
interesa za nas : 

а) Konstitutivne jednacine (3.1 ) zavise samo od kretanja х = х (Х, t) i raspo
dele tremperature 8 = ()(Х, t) u posmatranom trenutku. Tada је rec о rnateri
jalirna bez ратсепја. Primer takvog materijala је idealni termoelasticni m aterijal 
Cija se zavisnost od istorije njegovog ponasanja sastoji u posedovanju privilegovane 
konfiguracije, koja odreduje njegovo prirodno stanje na koje se telo vraca ро pres
tanku dejstva mehanickih i termickih uticaja. 

Ь) Konstitutivne jednacine zavise samo od izvoda х i () ро vrernenu u posmatra
nom trenutku. Time se karakterisu materzjali sa slaЬim parncenjern ili materzjali 
.sa Ьledorn memorzjom. 

U opstoj teoriji konstitutivnih jednaCina, sa matematickog stanovista, detaljno 
је proucen slucaj reagovanja materijala na samo mehanicke uticaje. Tada princip 
determinizma, saglasno osnovncm konstitutivnom stavu, а u odsustvu termickih 
uticaja, glasi : 

Napon u telu је odreden istorijom njegovog kretanja. 
То znaci da је za bilo koju cesticu Х Е 73 u posrnatrэnorn trenutku 

"' Т [х (Х, t), t ] =У [х (Х, t - s), Х, t], (3.3) 
s= O 

za svako Х i s za koje vazi (3.2). 

Ј asno је da је sada rec о jednoj uzoj klasi materijala sa rnemorijorn i da se 
(za tu klasu) rnogu primeniti prethodna razmatranja. Specijalno kao primet rnate
rij ala bez pamcenja sada sluze idealni elasticni rnaterijali. 

IV. Princip lokalnog dejstva 

Vrednost konstitutivnih funkcija т, Е, q i 17 za cesticu х Е 73 и posrnatranom 
trenutku vremena је odredena istorijcm kretanja i temperature proiz
voljno male okoline cestice х. 

Ovaj princi predstavlja prosirenje principa lokalnog dej ~tva u slucaju od~ustva 
termickih uticaja : 

Za odredivanje паропа za datu cesticu Х Е 73 kretanje cestica izvan pro
izvoljne okoline cestice Х moie Ьiti zanemareno. 

Ovako formulisan princip је posledica fizickog koncepta kontaktnih sila. Zaista, 
saglasno sa principom determinizmэ, konstitutivne jednaCine (3.3) dopustaju da 
na napon za cesticu х utit.e kretanje svih :e-stica tela 73, ра prema tome i cestice 
У koja se nalazi na kcnacnom rastojanju od Х. S druge strane, kontaktne sile, 
koje deluju na deo tela 73, kao sto ј е istaknuto u glavi IV, odeljak 1., odredene 
su tenzorom napona Т. Fizicka predstava о kontaktnoj sili podrazumeva da је 
ona odredena stanjem u neposrednoj okolini cestice svoje prirnene. То znaci da 
је napon Т [х (Х, t), t] odreden stanjern proizvoljno male okoline cestice Х Е 73, 
ciji је ttt:nutni polozaj х odreden sa х =х (Х, t). Kratko rc;ceno, princip lokalnog 
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dejstva tvrdi da је za Ьilo koja dva kretanja х1 (Х, t) i x 2 lX, t) koja se poklapaju 
u okolini c;f (Х) cestice Х Е 73, za sve vreme kretanja vrednost funkcionala fТ 
ista. Formalno, 

оо со 

fТ (х1 (Х, t -s)) = fТ (х2 (Х, t- s)) 
s=O s=O 

uvek kada postoji okolina с1 (Х) takva da је 

х 1 (Х, t - s) = х2 (Х, t - s) 

za svako Х Е c;f (Х) i О ~ s < оо . 
U slucaju postojanja termickih uticaja princip lokalnog dejstva tvrdi da kre

tanje х (Х, t - s) i temperatura е rX, t - s) za cesticu Х koja nije u okolini cestice 
Х nece znacajno uticati na Т, в, q, 'У/ u (Х, t). Na osnovu ovog principa mozemo 
iskljuciti iz konstitutivnih jednaCina (3.1) efekte koji se cdnose na dejstva izvan 
proizvoljne okoli!1e cestice х. 

V. Princip materijale indiferentnosti 

Sistem теfетепсiје. Dogadaj 

Osnovna idcja kcja se koristi pri korektnom formulisanju konstitutivnih jedna
cina se zasniva na cinjenici: 

Fizicke osobine materijala i njegovo ponasanje ne za-z;ise od posmatraca. 

Zbog toga ј е pri eksperimentalnim merenjima veoma vazno znati izdvojiti 
one veliCine koje karгkterisu datu pojavu, а na koje kretanje posmatraca ne utice. 
Za takve velicine kazemo da su indiferentne ili objektivne i dovoljno ih је odre
di ti u odnosu ла jednog posmatraca. 

Sa matematickog stanovista posmatrac se karakterise sistemom referencije 
u odnosu na koji izucavamo sve fizicke velicine i dogadaje. U kinematici postoje 
dve fundamentalne velicine koje merimo: rastojanje i vremenski interval. Fizicki 
sistem referencije moze Ьiti zid laboratoriie, neka zvezda ili skup objekata cija uza
jamna rastojanja ostaju nepromenjena za sve vreme kretanja. Vreme nekog dogadaja 
moze biti odredeno samo u odnosu na nel~i d1·ugi dogadaj (n2 primer: u odnosu na 
vreme pu~tanja и rad stoperice) i smatramo ga delom sistema referencije. Prema 
tome, sistem referencije se moze opisati kao moguCi naCin povezivanja fizicke 
realnosci sa trodimenzionalnim euklid~kim prostorom Е3 i realnom vremenskom 
osom. То znaCi da su prostor i vreme samo oblici postcjanja materije. 

D ogadaj је par (х; t), gde је х tacka u Е3, а t vreme. ~Skup svih dcgadaja se 
naziva prostor-vreme. 

U slucaju kada se koristi Dekartov sistem koordinata u Е3 tacke i njeni vektori 
polozaja imaju iste koordinate. Tada cemo pisati z za tacku i njen vektor polozaja, 
k8.o i (z, t) za dog-adaj. 

Promena sistema referencije 

Pod promenom sistema referencije podrazumevamo obostrano jednoznacno 
preslikavanje prostor-vremena u samog sebe tako da: а) rastojanja, Ь) vrt-m~nski 
intervali i с) vremenski redosled ostaju ocuvani. 
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Neka z i t oznacavaju tacku i vreme u sistemu r:l, а z* i t* njima odgovarajuCi 
po1ozaj i vreme u sistemu r:f':'. Tada је, pod gore navedenim us1ovima, najopstija 
promena sistema referencije data sa: 

z':' = Q (t) z + с (t), 

t* = t - с., 
(3 .4) 

gde su: 

с (t) vektor po1ozaja koordinatnog pocetka sistema r:J u odnosu ла 
kordirщtni pocetak sistema r:f* 

Q (t) ortogonalan tenzor 

а realan broj. 

Za tenzor Q vazi uslov 

QQT = QTQ = 1, (det Q =± Ј ) (3.5) 

gde је 1 jedinicni tenzor, а Qт transponovani tenzor tenzora Q. Tenzor Q odre
duje rotaciju za det Q = 1, а refleksiju ili ogledanje za det Q = -1 starog sistema 
u odnosu na novi. U svakom slucaju, odreduje relativnu orijentaciju posmatraca r:J 
u odnosu na r:f*. S obzirom na odeljak (П. 7а) sledi da transformacija sistema refe
rencije, data sa (3 .4), ne predstav1ja nista drugo nego kruto pomeranje prostornog 
sistema referencije. Sa matematickog stanovista transformacija (3.4) ima grupno 
svojstvo i definise euklidsku transformaciju. 

Geometrijska interpretacija transformacije (3.4) u slucaju dvodimenzionalnog 
prostora Е2 prikazana је na slici 46. Dva posmatraca, r:J i r:f*, su predstavljeni, 
respektivno, svaki svojim sistemom referencije (0, ek) i (0'~, е:) i vremenskom 
transformacijom t'~ = t -а, koja predstavlja vremensku translaciju jednog 
posmatraca u odnosu na drugog. U s1ucaju kada је а = О dva posmatraca na svojim 
casovnicima oCitavaju isto vreme. U protivnom njihova vremena se razlikuju za а. 

Interesuje nas na koji naCin posmatraCi uspostav1j aju vezu izmedu uredenih 
parova (z, t) i (z ':' , t*) kada је rec о istom dogadaju. Primer: mozemo zamis1iti 
da se dva posmatraca na1aze svako na svom produ koji su ovde predstav1jeni sist;e
mima (0, ek) i (0*, e;i'). Neka posmatrac r:J u trenutku t uoCi dogadaj (z, t) -
recimo ci1j Р. О njemu on izvestava posmatraca r:f ':', recimo radio vezom, oznaca
vajuCi njegov po1ozaj u odnosu na svoj brod sistem (0, ек) - recimo oznacavanjem 
ugla а:. Posmatrac tp'-' na osnovu tih podataka treba da, u odnosu na svoj sistem 
referencije, odredi polozaj istog cilja Р znajuCi polozaj broda posmatraca !Ј (opet 
preko radio veze), tj . znajuCi с i Q. Ustvari, posmatrac IJ* mcra odrediti vektor 
po1ozaja z"' tacke Р preko vektora polozaja tacke Р u odnosu na posmatraca r:J. 
Posto posmatrac IJ':' ne vidi taj cilj, on nanosi vektor z u svom sistemu na osnovu 
podataka posmatraca r:J za cilj po1ozaja tacke Р u odnosu na r:;;. Tako nacrtani 
vektor se nalazi u istom po1ozaju u odnosu na posmatracэ r:f':' kao i vektor polozaja 
tacke Р u odnosu ne posmatraca !Ј. Ali u sistemu (0'-', е%) on odreduje polozaj 
fiktivnog cilja Р', а ne stvarnog ci1ja Р. Da Ьi doЬio vektor po1ozaja t acke Р, on 
mora dovesti svoj sisteщ (0':', е:), sa stanovista rotacije Q, odredene uglom а:, 
u polozaj iste orijentacije sa sistemom (0, ek). Ali do vektora po1ozaja t acke Р u 
odnosu na !Ј on moze da dode i kada samo vektor z rotira dovodeCi ga u polozaj 
(z)':' = Qz. Tako doЬijeni vektor (zY' predstavlja vektor polozaja tacke Р uodnosu 
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na posmatraca !Ј kako ga vidi posmatrac IJ*. Tada је konacno z'~ odredeno rela
cijom z':' = Qz + с. 

Analogna interpretacija (3.4) moze se dati и slисаји dva posmatraca и Е3• 

(z)';Qz 

Sl. 46 

Sistem referencije povlaCi za sobom, и opstem slисаји, nacin obelezavanja 
skalara, vektora i tenzora и svakom trenиtkи vremena t. Takc cemo neko skalarno 
polje definisano и nekoj oЬlasti, oznaciti sa Ь и odnosи na posmatraca IJ, а sa Ь~' 
и odnosи na posmatraca ·Ј'~. Iz tih razloga cemo koristiti oznake и i и* kada је и 
pi~anjи vektorsko, odnosno Т i Т* kada је и pitanjи neko tenzorsko polje. Za 
svakи prc-menи posmaaaca r:;, za ove veliCine vaze sledeci zakoni transfor
macije 

za skalar 
ь~' = ь, (3.6) 

za vektor 
и*= Qu. (3.7) 

Zakon transformacije (3.6) zasniva se na Cinjenici da skalaшa velicina 
ne menja svoju vrednost pri promeni posmatraca. Vektorska transformacija (3. 7) 
sledi neposredno iz (3.4) i Cinjenice da se bilo koji vektor (koji nije vektor polozaja) 
moze predstaviti kao razlika vektora polozaja dve tacke и Е3. Tako је na (sl. 47). 

и = z -у i и ':' = z* -у':' . 

Definicija 1: Т enzor drugog reda Т је linearna transformacija vektora и 
vektor. 
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u"=o.u 

е, 

Sl. 47 

Na osnovи ove definicije lako је izvesti zakon transformacije tenzora drugog 
reda. Zaista ako је 

v = Tw, 

v '-' = Qv i w * = Qw, 
onda је 

v * = T *w*. 

Ali tada је, s obzirom na prethodne izraze 

Qv = QTw = T*Qw, 
i1i 

(3.8) 

sto predstavlja trazeni zakon transformacije za tenzor drugog reda. 

Transformacije (3.4) 1 i (3.6 -7) imajи vise koordinatnih reprezentacija. Razlog 
tome је sto se svaka od velicina и ovim izrazima moze izraziti ravnoprг.vno и odnosu 
na ortonormirane baze е, i ef koje odgovaraju sistemima rJ i rJ* respektivno. Pri 
tome је, s obzirom na ortogonalnost matrice Q, Qe: = еА:. Teskoce nastaju kada 
је potl'ebno izraziti komponente neke veliCine и odnosu na ova dva sistema tako 
da se iz njihovog oznacavanja vidi ne samo о kojoj је velicini rec, nego i и odnosu 
na koji sistem је predstavljena. Logicno је usaglasiti te oznake sa oznakama baze. 
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Primera radi , moguce је pi~ati za Ьi1о koji vektor а i tenzor drugog 1·eda S 

(3.9) 

gde ј е 

(3. 10) 

Tada је, imajuci u vidu Cinjenicu da је Qk1 = * Qk" 1ako pokazati da se. (3.4) 1 moze 
izraziti и о Ьlikи 

i1i 
(3. 11) 

(3.1 2) 

S obzirom na istovetnostovih izraza ро oЬlikи, mi cemo se иЬиduсе pozivatina (3. 11 ). 

Da1je је mogиce pokazati da (3.7 -8)) и komponentalnom oblikи glasc 

ili 

i1i 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

Transformacioni izraz (3.13) nam kazиje da se, и odnosи na dva posmatraca, kom
ponente vektora, koji posmatraCi identifikujи kao istovetan, razlikujи za njihovu 
medusobnи orientaciju odredenu tenzorom rotacije Q. U slucajи transformisanog 
izraza (3. Ј 4) zakljucujemo da se orijentacija vektora ne menja pri transfotmaciji 
posmatraca (s1. 47). Isto tumacenje vazi i za transformacione izraze (3.15) i (3.16). 

U s1исаји tenzora viseg reda od dva, zakon transformacije se mora izrazavati 
и komponentalnom oЬliku. Оп se izvodi na osncvu stava: 

Neki tenzor Ьi1о kog reda transformise tenzor u tenzor. 
Na osnovu ovog stava nije tesko pokazati da zakon tran~formacije tenzora 

proizvoljnog reda, Tk1 ... т> glasi 

Jasno је da su (3.13-16) specijalni slиcajevi ovih zakona transformacije. 

(3.17) 

(3.18) 

U 1iteraturi se transformacije sistema referencije i zakoni transformacije ska
Iarnih i tenzorskih velicina u komponentalnom oblikи daju izrazima 

zZ = Qk1z1 + с~.;, 

t* = t- а, 

Ь * = Ь, 

(3. 19) 

(3.20) 
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Oni sи istovetni sa ovde izvedenim izrazima (3. 12), (3.6) i (3.18) и odnosи na posmat
raca !Ј* . Imajиci и vidu оvи napomenи mozemo ih dalje иvek koristiti kada bude 
u pitanjи komponenta!no predstav1janje zakona transformacije skakrnih i tenzorskih 
velicina. 

Vazno је istaci da se transformacija sistema referencije ili posmatraca (3.4) 
moze pisati i и ob1ikи 

х* = Q (t) х + с (t) 
(3.21) 

t* = t- а, 

gde је sa х* (x*k) i х (xk) oznacen pc.lo:laj tacke Р a1i и odnosu na krivo1inijski 
koordinatni sistem referencije posmatraca !Ј ':' i !Ј respektivno. 

Zakoni tt-ansformacije ska1arnih, vektorskih i tenzorskih ve1icina drugog reda 
i da1je g1ase 

ь·~ = ь, 
и* = Qu, 

a1i sada racиnati и odnosи i na krivolinijske koordinate х" odnosno х*". 

(3.6) 

(3.7) 

l3 .8) 

Komponenta1na reprezentacija (3 .21 ) i (3.6 - 8) u odnosи na krivo1inijske 
koordinate nije samo visestrиka nego i sa fizickog stanovista nejasna za raz1iku 
od njihove reprezentacije и odnosи na Dekartove kocrdinate, kada se relativno 
.\l"retanj~ dva posm atraca, za det Q = l , moze posm<trati kao krиto kretanje. dva 
sistema referencije. Zbog toga је (3.21) i (3.6-8), kada su и pitanju ktivclinijske 
koordinate, najbolje posmatrati sa gecmetrijskog stanovista ne pozivajuCi se na 
koordinatnи reprezentacijи. 

Napomena 1: Vrlo је vazno praviti raz1iku izmedи koordinatnog sistema i 
sistema referencije, kako је ovde naznacen, kao i kool'dinatne transformacije od 
promene sistema referencije. Transfcrmacija koordinatnog sistema је nezavisna 
od vremena za t az1ikи od promene sistema referencije (3 .4). Prema tome, kriterijum 
tenzorskog karaktera neke velicine se odredиje u odnosu na prcizvoljnu koordi
natnи transformacijи dcpиstivu u Е3 . U odnosи na promenи sistema referencije 
(3 .4) odreduje se objektivnost tenzora (о сети се da1je biti reci). Nas interesиje 
objektivncst samo tenzorskih velicina prcizvoljnog reda u procesu kretanja tela. 

0Cig1edno da је transfot·macija (3. 19) 1 ро svome oblikи samc posebna grupa 
eиklid>kih transformacija u odnosи na opste koordinatne transformacije dopиstive 
и Е3 za koju је 

(i) 

jer Је 
(3 . 5а) 

s obzirom na (3 .5). 

Koriscenjem, npr. (i) и zakonи transformacije (3.20) tenzora Tk, . .. т do
Ьijamo 

Т* = Т дzР_ дz~~_ 
~~ ... т pq .• . r д-* д * 

""1: z, 
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Mada smo svesni da su koeficijenti transformacije дzk u ovom izrazu, na naCin 
дzt 

kako smo do njega dosli, funkcije Vl"emena, sam izraz se, za svaki uoceni trenutak 
vremena, ро svom oЫiku ne razlikuje od koordinatne transformacije. То znaci 
da se тr:L ... т moze form alno odrediti poznavanjem Tpq . . . т u odnosu na sistem z, 
primenom u datom trenutku transformacije (3. 19) 1 sada tumacene kao koordinatne 
transformacije sistema z ---+ z *. 

Medutim, razlika izmedu transformacije (3.20) i stvarne koordinatne trans
formacije postaje oCigledna kada se razmatra promena ро vremenu tenzora. Tako 

materijalni izvod tenzora Tk1 ... mfe takode tenzor jer iz zakona transfor
macije 

rkj ... т 
дуР дуq дут 

Tpq т ---- ... - - , ... ау ау аут 

sledi 

~ . дуР дуq дуk 
Tk = Т ·-- - -' ... т 7JQ • • • т iJYk ду! . . . дут ' 

~ р 

zbog nezavisno~ti koeficijenata transformaci.je !!~ od vremena pri dopustivoj 
ау 

koordinatnoj transformaciji yk =у (уь). 

Takav analogon ne vazi za slucaj objektivnih tenzora jer u cpstem slucaju: 

materijalni izvod objektivnog tenzorc. је tenzor koji nije objektivan. 

Zaista, iz (3.20) sledi da је 

T{•i ... т = QkpQIQ · · · Qm,Tpq ... т+ · ·· + QkpQ!q · • • QmтTpq .. . т 

odakle se vidi da tenzor Tk1 • • . т nije objektivan . 

Iz ovog i prethodnog izraza ocigledna је razlika izmedu oЬlika transformacije 
jedne promene ро vremenu tenzora koji је objektivan pri t ransformaciji sistema 
1eferencije i koordinatne transformacije. 

Ekvivalentno kretanje. Brzina. Ubrzanje. Promena sistema referencije 
dovodi do promene opisa kretanja tela. Zaista, neka је u odnosu na sistem refe
rencije ili posmatraca !Ј kretanje definisano sa 

(2.4.5) 

ili kratko 

х = х(Х, t). (3.22) 

Isto kretanje је, s obzirom na (3.21), definisano u odnosu na sistem referencije ili 
posmatraca IJ* sa 

х* = х* (Х, t*) = Q (t) х (Х, t) + с (t), 
(3. 23) 

t* = t- а. 

215 



Fizicki х (Х, t) i х* (Х, t*) opisuju isto kretanje. Sa matematickog stanovista 
kretanje х* (Х, t*) је dobijeno kada se na х (Х, t) superponira kruta transfotmacija 
i kada se izvrsi vremenska translacij a. 

Uopste, za dva kretanja сета kazati da su ekvivalentna ako su vezana 
relacijama (3.23.). 

Relacija izmedu brzina iste matetijalne cestice u odno~u na dva posmatraca 
se dobija kada se nade materijalni izvod (3.23) ро vremenи t*. Tada ј е brzina u 
odnosu na fJ'' data sa 

dx* . · dx 
v* = -- = с + Qx + Q - . 

dt dt 

ako se, na osnovu (3.23) 2, zna da је dt* = dt. Kako је _dx_ = v brzina и odnosu 
dt 

na posmattaca r:;, prethodni izraz postaje 

v* = ё + Qx + Qv. 

Takode је iz (3.4), ili (3.23) 1 i (3.5) 

х = Qт (х* - с) 

na osnovи cega је moguce pisati transformacioni izraz za brzinи и oЬlikи 

v'~ = ё + А (х~' - с) + Qv, 
ili, konacno 

v* - Qv = ё + А (х';' - с), 

gde је 

Antisimetricnost tenzora А sledi iz (3.5). 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Sa fizickog stanovista tako definisan tenzor А predstavlja ugaonu brzinи 
sistema referencije posmatraca ry и odnosu na sistem referencije posmatraca r:!*. 

Ako se potrazi materijalni izvod ро vremenи izraza (3.25) onda dobijamo rela
ciju izmedи иbrzanja а* i а u odnosи na posmatracel}"* i ry respektivno, koja glasi 

а':' = ё +А (х* -с)+ А (v':' -с) + Qv + Qa. 

KoristeCi transformacioni izraz za Qv, tj. 

Qv = Q [Qт (Qv)] = А· [v * -с- А· (х (' - с)] , 

gde smo koristili (3.26) i (3.27), doЬijamo da је 

а* - Qa = с* + 2А (v* - ё) +(А - А2) (х'' - с) . (3.28) 

Vazno је napomenuti da smo pri izvodenjи transformacionih izraza za brzinи 
i ubrzanja u slucaju transformacije posmatraca koristili pravila za odredivanje 
brzine i ubrzanja, koja su nezavisna od posmatraca i kao takva vaze za svakog od 
njih. Za brzinи smo to posebno naglasili, dok se za иbrzanje podrazumeva da је •* . • -(= а*) и odnosu na r:!* 1 - (= а) и odnosu na r:J. 
dt dt 
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Nezavisnost od sistema referencije ili posmatraca 

Do sada smo razmatrali neku pojavu opisanu skalarom, vektorom ili tenzorom 
u odnosu na jedan sistem referencije ili posmatraca i prevodili njen opis, ponюcu 
(3.4), u odnosu na dr·ugog posmatraca. Na taj naCin smo dosli do zakona trans
fotmacije (3.6 - 8) i pojma ekvivalentnog kretanja definisanog sa (3.23) . 

Sasvim drиge prirode је proЬZem iznalazeпja v~ze izmf-dи velicina и оdпоsи 
па dva sistema refereпcije koje se odredиjи ро пekim pravilt'ma koja пе zavise 
od sistema referencije и smislи da se jedпako mogи primeniti и svakom od njih. 

Primer tih veliCina su brzina i ubrzanje koje se odreduju na osnovu kretanja 
materijalne cestice ро pravilima koja ne zavise od posmatraca . То smo i napo
menuli u prethodnom odeljku. Na osnovu tih pravila mogli smo odrediti brzinu 
i ubrzanje u odnosu na r:f* preko brzine i ubrzanja u odnosu na r:f pomocu, oCi
gledno, funkcija Q i с kojima је odredena transformacija posmatraca. Tako doЬijt:ni 
rezultati se izrazavaju relacijama (3 .26) i (3.28). Iz njih је jasno da brzina i ubrzanje, 
kako ih vide posmatraci r:J i r:f~', ne predstavljaju razne opise jedne iste pojave. 
Zaista, kada Ьi to Ьiо slucaj, kao vektorska velicina brzina v u odnosu na posmatraca 
r:f prevedena u sistem referencije, tj. u odnosu na posmatraca r:f* Ьi glasila (v )* 
i zadovoljavala zakon transformacije (3 .7), tj ., (v )"' = Qv, sto је ocigledno razli
cito, u opstem slucaju, od (3.26). Isto to vazi i za ubrzanje. Prema tome, kako 
је u opstem slucaju v~' ~ (v)'-' = Qv i а* ~ (а)* = Qa kazemo da brziпa i иЬr
zапје zavise od posmatraca. Ovaj primer је dovoljan da objasni da : 

Pravila ili defiпicije, koje пе zavise od sistema refereпcije mogи dovesti dO' 
veliciпa koje zavise od sistema refereпcije. 

Time nije isklju.cena mogucnost da neka pravila, mada formulisana u zavisnosti 
od sistema referencije, mogu dovesti dc velicina koje od njih ne zavise. T akve 
veliCine mozemo, u ptincipu, razmatrati apstraktno, ne kotistcCi sistem referencij e. 

Neka је, па osnovu пekog pravila, dato skalarno polje А i А* и odпosu 
па r:J i r:f'-', respektivno. Ako је 

А* (х*, t'~) = [А (х, t)]* =А (х, t) (3.29) 

za svaku traпsformacijи sistema refereпcije (3.21), tada kazemo da su А 
i А* пezavisni od posmatraca, ili da је skalarпo polje А iпdtferentпo и odпosu 
па transformaciju posmatrac~A.. Kratko receno: za takvo skalarпo polje А 
kazemo da је objektivпo. 
Апаlоgпо tome vektorsko polje и i teпzorsko polje Т zvacemo iпdiferentпO' 
ili objektivпo ako је 

и* (х '~, t':') = [и (х, t)P = Q (t) и (х, t), 
(3.30) 

Т* (х*, t*) = [Т (х, t)]* = Q (r) Т (х, t) Qт (t), 

za svakи transformacijи posmatraca (3.21). 

Pri tome smo sa [и (х, t)]":' i [Т (х, t)] * oznacili vektorsko polje и i tenzorsko 
polje Т, respektivno, u odnosu na posmatraca r:J kako ih vidi posmatrac r:J* . 

Prva od ovih relacija tvrdi da и* i и predstavljaju isti vektor, kojim se pred
stavlja jedna te ista pojava, medutim, u odnosu na razne sisteme referencije ili 
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posmatrace [videti (3.7)]. Druga re1acija, kao ~to smo vide1i na osnovu (3 .8), tvrdi 
da Т* i Т za jedan isti dogadaj, na prirner w , odreduju istu transfcrmaciju kojom 
se taj dogadaj prevodi u isti dogadaj, npr. v. 

Sve sto је receno za komponenta1nu reprezentaciju zakona transformacije 
(3. 7 -8) vazi i u s1ucaju (3.30). Takodc vazi da se u s1ucaju tenzorskih ро1ја reda 
veceg od dva, zakon transformacije ро1ја nezavisnog od sistema referencije i1i 
_posmatraca, mora pisati u komponentalnom oЫiku u odnosu na Dekartov sistem 
koordinata i da је dat sa (3.20). 

U svakom s1ucaju, tj. nezavisno od koordinatnog sis Lema koji se koristi, kaze sE. : 

Velicine, koje zavise samo od or1j"entacije sistema referencije (odredene sa Q), 
а ne i od drugih karakteristika njegovog kretanja (koo sto su translatorno 
pomeranje, brzina, ubrzanje, ugaona brzina, ugaono ubrzanje), su indi
jerentne ili objektivne. 

N а osnovu toga s1edi definicija: 

Funkcije i polja cije su vrednosti skalari, vektori ili tenzori nazvaiemo 
indiferentnim ili objektivnim ako se i zavisne i nezavisne skalar11e, 
vektorske i tenzorske promenljive transformisu ро zakonima (3.29 -30), 
respektivno. 

Najveci broj polja sa kojima se susrecemo u mehanici, zavise od sistema referencije. 
Medutirn, npr. : s1ucaj sa brzinom (ubrzanjem) nат pokazuje da, ukoliko se og.ra
nicimo na podgrupu g grupe euklidskih transformacija (3.21 ) mozemo doЬiti 
rezultat za koji Ьi vazio zakon transformacije (3.30)1• U tom slucaju mo?emo kazati 
da dati konkretni vektor i1i tenzor ne zavise od sistema referencije u odnosu na 
grupu g. 

Tako npr. iz (3 .28) sledi da је а* = Qa ako, i samo ako, је ё = О i А = О . 
Tada је ё = const. i Q = const. Tako odredenu grupu transformacija sistema 
referencije ili posmatraca g, u odnosu na koju је ubrzanje objektivno, nazvacemo 
grupom Galilejevih (Galileo Gali1ei) transformactj"a. Takva transformacija pre
vodi jedan sistem referencije u drugi translatornim kretanjem konstantnom 
brzinom (bez promene relativne orijentacije). 

Da1je se, iz (3.26), vidi da је v~' = Qv ako, i ~amo ako, ј е ё = О i А = О. 
Tada је с = const. i Q = const. Ova podgrupa Galilejevih transformacija ocuvava 
о bjektivnost brzine i naziva se grupom konstantnih krutih transformacija. U 
odnosu na ovu grupu transformacija dva posmatraca se nalaze u mirovanju 
jedan u odnosu na drugog. 

Do sada smo razmatrali dva raz1iCita pristupa u odredivanju ve1icina u odnosu 
na dva posmatraca. Jedan smo ovdc izneli, а drugi је razmatran u prethodnom 
ode1jku i naveden u samom pocetku ovog ode1jka. Tim postupkom, istakli smo, 
moguce ј е uvek jednu ve1iCinu poznatu и odnosи na jednog posmatraca trivijalno 
prosiriti na nacin kojim se definise velicina nezavisna od sistema referencije ili 
posmatraca. Као ilиstracijи posmatп jmo ubrzanje а dato u odnosи ла rJ. U odnosи 
na posmatraca r:f*, pod us1ovom da predstavlja objektivnи velicinu, saglasno sa 
(3.30), ona postaje Qa. UvodeCi oznakи (а)* = Qa, Cime naglasavamo da је to 
ista veliCina а a1i и odnosи na posmatraca !Ј*, sto nije s1исај sa а"', i koristeCi (3.28) 
doЬijamo 

(а)* == Qa = а* - ё - 2А (v * - ё) - (А - А2) (х* - с) . (3.31 ) 
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Tako doЬijena objektivna veliCina, ocigledno, и slucaju posmatraca rJ predstavlja 
polje ubrzanja nekog deformabilnog tela. Razume se da ona predstav-lja polje 
ubrzanja i u odnosu na grupu Galilejevih transformacija. 

Na isti nacin lal<o је pokazati da ј~ 

( v) * = Qv = v ':' - с - А (х* - с) (3.32) 

objektivna veliCina i da predstavlja polje brzina u odnosu na posmatraca !Ј i gr;.:pu 
konstantnih krutih transformacija. 

Time zavrsavamo sa opstim razmatranjima proЫema nezavisnosti od posmatra
ca i prelazimo na primenu ovde iznetih kriterijuma u slucaju konkretnih fizickih 
polja koja su dalje od posebnog interesa za nas. 

Gradijent deformacije. Na osnovu definicije gradijenta defotmacije, koja 
jednako vazi za posmatraca rJ i rJ* i (3.23) sledi da је 

F* = QF. (3.33) 

Prema tome: gradijent deformacije se pri traлsfotmaciji posmatraca transfotmise 
kao vektor, nije nezavisan od sist~ma referencij.::; i nije objektivan. 

Desni i levi Kosi-Grinov tenzor deformacije. Iz (2.7.14) i (3.33) lako је 
naCi transformacione izraze za tenzore С i В. Tako је 

(3 .34) 

(3.3 5) 

odakle se vidi da је levi Ko~i-Grinov t enzcr deformacije В indiferentan u odnosu 
na posmatrai:a za razliku od desnog Kcsi-Grinovog tenzoгa deformacije koji to nije. 

Desni i levi tenzor izduienja. S obzirom na pczitivnu definitnost t enzora С, 
В, и, V iz (3 .34) i (3.35) sledi da је 

и*= U, (3.36) 

i 
(3. 37) 

Prema tome levi tenzor izduzenja V ј е indiferentan ili objektivan, dok desni teш.or 
izduzenja и to nije. Nije objektivan ni tenzor rotacije R jer iz (2.5.15) 1, (3.3 6) 
s ledi da је 

(3.38) 

tj., tenzcr rotacije R transformise se kao vektor. 

Gradijent brzine. Tenzor brzine deformacije. Tenzor ~~rtloinosti. Iz 
( 3.33) doЬijamo 

(3.33а) 

Cime је odredena transformacija F pri transformaciji posmatraca. Takcde је 

(3 .33Ь) 
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Tada, koristeCi (3.8.24), ove izraze i (3.27) nalazimo 

L * = F* (F*)-1 = ( QF + QF) p -lQT = QF p - IQT + QQT 

= QLQT + А. (3.39) 

Piema tome, gradijent brzine L nije objektivzn. Na osnovu ovog izraz а i (3 .. Е~ 6) 
sledi 

W'~ = QWQт + А, (3.40) 

odakle se vidi da ni tenzor vrtloznosti nije objektivan. 
Medutim, zakon transformacije za tenzor brzine deformacije D, na osnovи 

(3.8.25) pokazuje da је 

D ':' = QDQт + А + Ат = QDQт, (3.41) 

jer је А + Ат = О s obzirom na (3.27). То znaci da је tenzor brzine deformacije 
nezavisan od posmatraca i kao takav indiferentan ili objektivan tenzor. 

Napomena: Mada sи F, С, и i L velicine koje zavise od posmatraca i kao 
takve neobjektivne, njihovi zakoni transformacije se medиsobno razlikuju. Tako 
se iz (3.34) i (3.36) vidi da је С* = С i и* = и, tj. , da se pri transformaciji posmat
raca ove velicine ne menjaju za razlikи od F i L. Zbog toga cemo dalje, radi defi
nisanosti, kazati : 

Vektorsko i tenzorsko polje је invorijantno и odnosu па posmatraca 
ako se ne menja pri transformaciji posmatraca. 

Saglasno tome, tenzorska polja С i и sи invarijantna u odnosи na posmatraca 
ali ne i indiferentna. 

Korotacioni i konvektivni izvod 

U konstitиtivnim jednaCinama, kojima se opisиje ponasanje nekih idealnih 
materijala, javljajи se i materijalni izvodi pojedinih objektivnih tenzorskih velicina. 
Takve jednaCine, prema definiciji, nisи indiferentne u odnosu na posmatraca, 
jer, kao sto smo pokazali, mate1ijalni izvod objektivne velicine nije u opstem slucajи 
objektivna velicina. Zbog toga se promena te objektivne veliCine ро vremenи ne 
Ьi ~mela javiti u konstitиtivnoj jednacini u oЬliku koji Ьi narusavao indiferentnost 
konstitutivne jednacine u odnosu na posmatraca. Zato је potrebno (pc:leljno) 
definisati objektivan tenzor koji Ьi и sebi sadrzao m aterijalni izvod te (objektivne) 
velicine. 

NaCin na koji se razresava taj proЬlem, iz razloga prakticne potrebe, ilиstro
vacemo na objektivnom tenzorи drиgog reda Т. Tada је 

Т*= QTQт, (3.42) 

Т* = QTQT + QTQT + QTQT. - (3.43) 

OCigledno је da zbog poslednja dva clana Т nije objektivno. U njima figurise Q 
i Qт koje mozemo odrediti роmоси (3.40) i (3.27). Naime, ;,menom (3.27) и (3 .40) 
i mnozenjem tako doЬijenog izraza sa Q sa desne strane imamo 

Q = W *Q -QW, (3.44) 
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(3.45) 

pri сети smo koristili (3.5) i Cinjenicu da је W1
' = - W. Smenom ovih izraza u 

(3.43) i grиpisanjem clanova и odnosи na !Ј i IJ* doЬijamo 

t•:• - W*T* + T*W"' = Q (Т- WT + TW) Qт . (3.46) 

Neka је, ро definiciji, 

(3.47) 

Tako definisanи velicinu Т nazvacemo Jaumanov (Jaumann) ili ko-rotacioni izvod 
.objektivnog tenzora Т. 

Ротоси tako иvedene veliCine moze se (3.46) pisati u oЬliku 

(3.48) 

koji pokazuje dэ је ko-rotacioni izvod Т objektivan. 

Specijalno u slucaju kada је W = О sledi, iz (3 .47) da је f = i. Tada se 
s istem referencije posmatraca !Ј rotira zajedno sa posmatranirn tclom '73, zbog 
.cega se takvi sistemi nazivajи ko-rotacionirn. Sa fizickog stanovista to znэci da se, 
pri odsustvu rotacij~ rnaterijala u odnosи na sistem referencije posmatraca IJ, 
.ko-rotacioni izvod Т svodi na rnaterijalni izvod Т. Tada ј е 

t•:• = Т*- W*P + T*W* = QTQT 

-odakle sledi da ј е, za takav izbor posmatraca !Ј, Т* иstvari Tkako ga vidi posrnatrac 

!Ј"'. Ili, Т* tada odredиje prornenu ро vremenи objektivne veliCine Т kоји pos
.matrac ГЈ •:• uocava pri pracenju translatornog i rotacionog kretanja materijalnog 

elementa tela 'ЈЈ . Isto tиmacenje, oCigledno, vazi i za (3.47) ali sada za Т и\ odnosи 
na posrnatraca ГЈ. Uopste, 

ko-rotacioni izvod nekog objektivnog tenzora је objektivan tenzor za opstu 
grupu transformacija (3.4) koji se svodi па materijalni izvod и slucaju ko
-rotacionih sistema referencije. 

Uvodenje ko-rotacionog izvoda nam omogucиje da se konstitиtivne jednaCine 

тоgи uCiniti indiferentnirn u odnosu na posmatraca zamenorn Т sa Т ako sи sve 
-ostale zavisne i nezavisne promenljive indiferentne. Моgисе је takode, u torn 

slucajи, urnesto Т uvesti srnenu i - WT + TW. 

Vazno је uoCiti da ko-rotacioni izvod nije jedina mogиca objektivna velicina 
..kojom se definise prornena objektivnog tenzora Т. Na osnovи ko-rotacionog izvoda 
mogиce је odrediti i drиge objekcivne velicine kojirna se moze zэmeniti Т. Tako 
.se npr. dodavanjem ili odиzirnanjem objektivnih tenzora DT i TD iz (3.47) dоЬiјаји 
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sledeci objektivni tenzori 

ј + DT + TD = Т + ГТ + TL, 

ј + DT - TD = Т+ ГТ- ТLт, 

Т- DT + TD = Т- LT + TL, 

Т- DT- TD = t- LT- ТР, 

(3.49) 

gde smo pri izvodenju desnih strana koristili (3.2.23-26). Svaki od ovih izraza 
је jednako dobar, sa stanovista objektivnosti, za zamenu Т и konstitutivnoj jedna

~ 

cini. Prvi od njih ima posebno znacenje. Mi cemo ga ovde oznaciti sa Т, tj . 

д о • 

Т= Т+ DT+ TD =Т + LтТ + TL, (3.50) 

i, saglasno matematickoj terminologiji, na:zvati konvektivnim izvodom. Sa fizic
kog stanovista predstavlja prosirenje ko-rotacionog izvoda. Naime, iz (3.50), (3.46) 
i cinjenice da је L = W + D se vidi da 

konvektivni izvod odreduje promenu ро vremenu objektivne tenzorske velitine 
т, koju posmatrac СР uoca·va pri praceпju translatornog, rotacionog i defor
macioпog kretanja materijalnog elementa tela ']З. 

Znacenje raznih izvoda ро vremenu, radi lakseg vizuelnog sagledavanj а i razume
van.ja, prikazan.o ј е graficki .na slici 48. 

Napomena 2: Kada ј е u pitanju љ· Ьilo kakav tenzor Т nego tenL-or napona, 
tada cemo svaku objektivn~ '.reliCinu, kojom mozemo zameniti Т nazvat i, radi 

definisanosti, naponski fluks. Primeri naponskog fluksa su ko-rotacioni izvod ј 
~ 

i konvektivni izvod napona Т. Drugi primeri su dati sa (3.49). Izvodi viseg reda 
о ~ 

od Т i Т takode se mogu pojaviti u konstitutivnim jednaCinama diferencijalnog 
tipa. Naziv "diferencijalan" dolazi zbog prisustva izvoda ро vremenu, diferencijala, 
nezavisnih ili zavisnih konstitutivnih promenljivih u takvim konstitutivnim jed
nacinama. 

Napomena З: Pojam konvektivnog izvcda tesn.o је povezan sa konvektivnim 
koordinatama о kojim је Ьilo reCi u odeljku II.4. Kako smo ih ovde uveli, one su 
materijalne linije i kao takve deformisu se sa telom. Zbog toga se koordinate rn2te
rijalne cestice u odnosu na konvektivne koordinate xk ne menjaju pri deformaciji 
tela, tj., nezavisne su od vremena (videti (2.4.8)) i predstavljaju "nalepnicu" ili 
"etiketu" cestice о kojoj је rec. 

Medutim, njihov znacaj u mehanici kon.tinuuma ј е daleko veCi: one nam 
omogucavaju da formulisemo jedn.aCine &tanja ili konstitutivne jednaCine nezavisno 
od kretanja tela u celosti - tj., u indifc:rentnom oЫiku u odnosu na posmatraca. 
То znaci da sve tenzorske veliCine i operacije potrebne pri formulisanju konsti
tutivnih jedn.aCina (jednaCina stanja) treba da budu izrazene u odnosu na kon
vektivni koordinatni sistem. Tako formulisane konstitutivne jednaCine onda opisuju 
unutr asnje dinamicko reagovanje tela na promenu kinematickog stanja nezavisno 
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ат 

ат Parcijalni izvod - promena ро vte
menu и fiksnoj tacki. 

Materijalni izvod - promena ро vre
menu pri pracenju translatornog kretanja 
materijalnog tela. 

Jaumanov ili ko-rotacioni izvod -
promena ро vremenu pri pracenju trans
latornog i rotacionog kretanja materijal
nog tela. 

Konvektivni izvod - promena ро vre
menu pri pracenju translзtcrnog, rota
cionog i deformacionog kretanja materi
jalnog tela. 

Sl. 48 
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od kretanja tela kao celine. Jasno, jednacine formиlisane u odnosu na konvektivne 
kcordinate moraju biti transformisane u odnosu na fiksni koordinatni sistem, 
jer se sva fizicka opazanja vrse u odnosи na neki takav koordinatni sistem. Primer 
izrazavanja veliCina и odnosu na konvektivan i fiksan koordinatni sistem dat је sa 
(2.7.3). U navedenom primeru se vidi da је Скц - metricki tenzor u odnosu na 
konvektivne koordinate х/(- funkcija vremena, sto је uvek slиcaj, zbog cega trans
formacija izmedи konvektivnog i fiksnog koordinatnog sistema nije sasvim ista 
kao transformacija izmedи dva fiksna koordinatna sistema. 

Konvektivne koordinate imajи, sa matematickog stanovista siri smisao jer 
se mogu uvesti i u n-dimenzionu diferencijabllnu mnogostrukost. Као takve oCigled
no nemaju fizicki smisao materijalnih linija za n > З. Zbog toga se pojam konvek
tivnog izvoda mora sэgledati opstije, jer se, na nacin kako smo do njega dosli za 
tenzor Т, moze stvoriti pogresna slika о njegcvom izvodenju и opstem slисаји. 
Pri tome naglasavamo, da је dosadasnji naCin izvodenja Ьiо uslovljen prakticnim 
potrebama. 

U cilju jednostavnosti ilustrovacemo postupak izvodenja konvektivnog izvoda, 
sada и opstem slисаји, na apsolutnom tenzoru drugog reda S1

1 (х, t) . U odnosи, 
na koordinate х\ defini~ane kcordinatnoщ transformacijcm 

х' = х1 (х1), (i,j = 1, 2, ... n) 

isti tenzor је odreden sa S1
1 (xk, t) saglasno zakonи transf01·macije 

а-~ а q 
ё<i ( -1.; ) = _2_ ~ SP ( r ) џ 1 х,t qx,t. 

дх" дх1 

(3.51) 

(3. 52) 

Posmatracemo promenu tog tenzorskcg polja u vremenи pri kretэnju tэcke ~ 
cije su jednacine kretanja u odnosu na sistem x k dr.te jednacinama 

koje, u odncsu na sistem xk, postaju 

х1 = х1 (х1 (~,с)) = х'(~, t). 

Tada је 

а :х~ 
ii1 =-- v", 

дх" 

-
1= - -q--+ S" - - --+ S" --dS1 dS" дх1 дхq d (дх1 

) дхq дх1 d ( дхq) 
dt dt дх" дхi q dt дх" дх1 q дх" dt дх1 ' 

koji sl~de iz (3.53) i (3.51) respektivnc. 

Pomocu (3.54) i (3.53) nije tesko pokazati da је 
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odakle neposredno sledi i ..!!:_ ( д~а) formalnom zamencm иloga nэdvиcenih i 
dt дх1 

nenadvиcenih koordinэta. Smenom ovih izraza и (3.56) i koriscenjem (3.5 1), posle 
grиpisanja clanova, dobijamo 

dSii - skj дv' + S'k дvk = ( dSP q- sт q дvР. + SP, дv') дх' дхq' 
dt дхk дх1 dt дх' дха дхР дхi 

odakle se vidi da veliCina 

(3.57) 

kоји nazivamc konvektivni izvod, ima tenzorski karзkter. Smenom 

dSti дS'i дSti k --=-- +- v 
dt дt дхk 

u (3.57), konvektivni izvod se moze pisati и oЬlikи 

d"S '1 _ дS'1 дS\ k Sk дv' + S' дvk - = --+- v - ~ -- ~.: -- , 
dt дt дхk дхk дхi 

(3.58) 

ili 

(3.59) 

gde је, ро definiciji, 

(3.60) 

Tako definisana veliCina [, S1
1 se naziva Liov (Lie) izvod, koji је, s obzirom 

na (3.59) i tenzorski karakt~r as11 
(sto neposredno sledi iz (3.52)), takode tenzor. 

дt 
Iz (3.59) sledi takode da је и slисаји stacionarnog tenzorskog polja S1

1, tj ., и slucajи 

kada је дS11 
= О, konvektivni izvod jednak Liovom izvodи ili !f.S'1 = {,S'1• 

дt dt и 

S obzirom na to da ј е prostor fizickih dogadaja metricki, u daljim ra:zmatra
njima ogranicicemo se na diferencijabilnи mnogostrиkost и kojoj је zadat osnovni 
metricki tenzor gн (xk) . Кratko receno, ogranicavзmo se na Rimanove tRitmзnn) 
prostore. U tom slисзји је definisan kovarijantni izvod v~1 vektora na osnovu 
koga doЬijamo da је 

:; = v~1 - vk { ki Ј . 
Smenom ovog izraza и (3.60), posle izvesnog sredivanja clanova sledi da је 

[, S'1 = S'1,k vk - Sk1v\ + S\ v.~· (3.61) 
v 
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Uocimo da sи и ovom izrazи svi clanovi desne strane tenzorskog karaktera sto nam 
omogиcava da (3 .59) pisemo и oblikи 

d,S'J- дS'Ј , rs' - s·, - Sk v' + s·, vk 
-- - 1 lv Ј - Ј Ј ,k k , Ј · 

dt дt " 
(3.62) 

Ako se, dalje, uzme и obzir da је 

v~1 = d~ + w 1
J, 

gde sи d; i w1
1 simetrican 

(3.62) postaje 
anrisimetrican deo tenzora v~1 respektivno, onda. 

ш 

d,S',- s'' - w' S k + S' wk - d' Sk -1- S ' dk ---;z;- - Ј k Ј k Ј ·" Ј , k Ј' 

dcS'J- d,S'J - d' S"' + S' d" 
-- - k Ј k Ј' 

dt dt 

gde је, ро definiciji 

(3.63) 

(3.64} 

Tako definisana velicina је, ocigledno, tenzorskog karaktera i naziva se ko-rotacioni 
izvod. 

Relacija (3.63) se moze izraziti и ekvivalentnom oblikи 

(
d, dr) S' - S' d" S k dl - - - Ј - k Ј - Ј k' 
dt dt 

odakle se vidi da sи ko-rotacioni i konvektivni izvodi jed.naki kada је 

1. ree о skalarnom роlји, ili 

2. s•J = о u polozajи za posmatrani trenиtak, i1i 

з. d; = о. 

U slисаји 1 .. i 2. imamo da је 

S• = dcS _ drS 
- ' dt dt 

(3.63а) 

(3.65) 

gde је S skalaшo polje ili tenozorsko polje drugog reda. Slиcaj 3. u Е3 se 
moze tumaciti sa fizickog stanovista : tada је kretanje lokalno i trenиtno krиto. 

Uopste, kada је и pitanjи prostor Е3, relacije (3.62) i (3.64) svode se na (3 .50) 
i (3.47), respektivno, ро formi. 

Na kraju navedimo, bez izvodenja, izraz za konvektivni izvod proizvoljnog 
relativnog tenzorskog polja s;·.:·.~ tezine М i n-dimenzionom Rimanovom prostorи 

d Sk ... m дSk .. ,m 
с Р ... а = р ... а + ts;·:::;, 

dt дt " 
(3.66) 
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gde је Liov izvod, u odnosu na vektor v (vk) 

{, s~: ... m = Sk ... m v' + s~: ... m v' + s~: .. . m v' 
р .•• q р ... a,r т ••• q ,Р р ... т ,q 

" _ sт ... тv~с _ s~: ... rvm 
р ... q ,т • • • р .. ,q ,т 

Tada је ko-1·otacioni izvod 

tako da је 

d Sk ... m • 
_т_Р...:.:..:!. = Sk ... m 

dt r: ... a 

- wk sr ... m- - wтsk ... r 
r p .. ,q · • • r р ... а 

/ dc - d,) Sk ... т = Sk ... mdr + • • • + Sk ... mdr 
\dt dt p ..• IJ т ••• а Р р • . . т q 

+ MSk ... mdr. 
р. ,,q т 

(3.67) 

(3 .68) 

(3.69) 

Postupak za njihovo izvodenje је isti kao i u slucaju apsolutnog tenzora S'J· Polazi 
se od zakona transformacije п:lativnog tenzora tezine М 

gde је 

а М realan broj. 

Iz do sada izvedenih izraza, kojima se odreduje promena neke velicine ро 
vremenu, vidi se da је medu njima konvektivni izvod najopstiji. Iz (3.66) sledi 
da se konvektivni izvod svodi na Liov izvod za stacionarna tenzorska polja. U 
slucaju kretanja kcje је lokalno trenutno i kruto konvektivni izvod postaje ko-rota
cioni, а "materijalni" ako је kretanje jos lokalno i trenutno translatorno. Ako ne 
postoji ni translatorno kretanje, konvektivni izvod se svodi na parcijalni. Time је 
odreden ujedno i odnos izmedu raznih izvoda, koje smo ovde definisali, а koji 
odt·eduju p1·omenu ро vremenu posmatranog tenzorskog polja. 

Rivlin-Eriksenovi (R. С. Rivlin-L.J. Ericksen) tenzori 

U konstitutivnim jednacinama materijala diferencijalnog tipa pored tenzora 
napona javljaju se i materijalni izvodi desnog Kosi-Grinovog tenzora deformacije С 
i materijalnog tenzora deformacije Е koji nisu objektivni. Tako је npr., na osncvu 
(3.5.8), 

C=2FTDF. (3.70) 
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Odavde sledi da С nije objektivno bez obzira na objektivnost tenzora brzine defor
macije D, jer gradijent deformacije nije objektivan. Lako је pokazati, s obzirom 
na (3.34), da је С invarijantno и odnosи na transformacijи posmatraca. Isto to 
vazi za materijalne izvode viseg reda za tenzore С i Е. Ovim izvodima Rivlin i 
Eriksen sи pripisali objektivne tenzore koji se ро njiщa tako i nazivajи . Oni prirodno 
slede iz (2.7.1), tj. , iz ds2 = dXтCdX = dxтdx, kada se potrazi materijalni izvod 
prvog, drиgog i viseg reda. Tada је ocigledno 

d" d 11 C 
- - [ds2] = dХт - - dX = dхт A ,.dx 
dt 11 dtn 

(3.71) 

s obzirom na to da је dx = F dX sto neposredno sledi iz (2.5.2) i (2.5.10). Pri tome 
је, ро definiciji, 

gde је n - prirodan broj. Za n = 1, iz (3 .72) i (3 .70) zakljиcиjemo da је 

А 1 = 2D. 

(3. 72) 

(3. 73) 

Diferenciranjem (3.72) i koriscenjem (3 .2.24) lako је izvesti rekиrentne formиle 

( 3.74) 

Tako иvedeni tenzori sи indiferentni и odnosи na posmatraca. Da је А 1 indi
ferentno s1edi iz (3. 73) i indiferentnosti tenzora brzine deformacije D. Indiferent
nost ostalih Rivlin-Eriksenovih tenzoradokazиjemo metodom matematicke indukcije. 

Neka sи svi Ат za т = 1, 2, .. . n objektivni. Onda је, na osnovи (3.74) 

А* - dA; + A*L* + L*т А* n+l - n 1~ 

dt 

+ (QLTQT + АТ) QAnQT 

= Q ( d~,. + A,.L + LT А,.) QT 

+ QA,.Qт + QAilт + QA,.Qт А + ATQA,.Qт 

= QA,.+lQт, 

(3.75) 

s obzirom na (3.74) i (3 .27). Prema tome, iz иslova da su svi Ат, т = 1, 2, . . . n 
objektivni, sledi da је i А,.+ 1 takode objektivno, sto је trebalo dokazati. 

Trиzdel i Nol definisи А,. na drugi nacin . Oni urnesto pocetne nedeformisane 
konfiguracije kao referentnu koriste bilo kоји konfiguracijи izmedи poct tne i 
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trenutne. Tada је, za dve konfiguracije tela '13 u dva trenutka vremena t i 'l", defor
macija tela odredena sa 

~ = ~(Х, "r), 
(3.76) 

х = х (Х, t). 

То znaCi da је~ - polozaj koji u trenutku -r zauzima materijalna cestica odredena 
sa Х koja је u trtnutku t Ьila u polozaju х. Na taj nacin preciziramo da se kao refe-. 
rentna konfiguracija uzima konfiguracija u posmatranom trenutku vremeJia t 
S obzirom Jla aksiomu neprobojnosti sledi da је 

~ = ~ (Х(х, t), -r) =~~(х, -r). (3. 77) 

Tako odredena funkcija ~~(х, -r) se naziva relativna deformacija. Iz (3. 77) sledi 
da је 

F ('t") .= Fe ('t") F (t), 

odakle se doЬija 
F1 ('t") = F('t") F- 1 (t) 

Definisuci tenzor relativne deformacije Се ('t") izrazom 

Се (-r) = F'f ('t") Fe ("r), 

moze se pokazati da је 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

Ovako definisani tenzor С1 (-z:), kao i Ue ('t") i D1 (-r) su pogodni kada је rec о prostor
nom opisu kretanja neprekidne materijalne sredine. 

Sile i promena sistema referencije. Sile koje deluju na telo, kao sto smo 
ist akli u odeljku IV. Ј , delimo na spoljasnje i unutrasnje. Uzrok su kretanja tela 
koje је, pod pretpostavkom da postoji privilegisani sistem referencije (Ох) u odnosu 
na koji vaze Ojlerovi zakoni, odredeno Kosijevim zakonima kretanja 

v·т + ef = еа, 
Т = тт, 

(4.8.17) 

(4.8.18) 

i glasi х = х (Х, t). Pri promeni sistema referencije, definisanim sa (3.21 ), tom 
kretanju odgovara njemu ekvivalentno kretanje х* (Х, t*) odredeno sa (3.23). 
Ocigledno ј е da х* (Х, t*) zadovoljava jednaCine kre.taJija u odnosu na sistem 
(0 *, х*). Pitanje је kako one glase. Pri tome moramo imati na umu, da sistem 
(О*, х*), u opstem slucaju, ne mora Ьiti inercijalni sto Ьi nam dalo za pravo da 
zakljucimo da Kosijevi zakoni kretanja u odnosu na nove inercijalne sisteme vaze 
u obliku (4.8 .17-18). ProЬlem је utoliko slozeniji sto, za sada, nista ne znэmo 
о zakonima transformacije sile Ј i napona Т pri transformaciji sistema referencije 
(3.21). Znamo samo relaciju (3.28) izmedu ubrzanja posmatrane materijalne cestice 
deformaЬilnog tela u odnosu na promenu sistema referencije. 
Pomocu tog izraza i (3.5) mozemo (4.8 .17) pisati u oЬliku 

QV·T + eQf = еа*- е [ё + 2А (v*- ~) + (А - А2) (х*- с)] (3.81) 

229 



Posto masa tela ne zavisi od kretanja, ра prema tcme i od sistema referencije, 
logicno је pretpostaviti da је i gustina е, kao skalarna velicina, indife.rentna velicina, 
tj., da је 

е* = е. (3.82) 

Ako dalje pretpostavimo da su zapreminska sila Ј i napon Т veliCine nezavisne 
od sistema referencije, onda sledi da је 

Т* = QTQт, 

ј* =QJ 

(3.83) 

(3.84) 

saglasno sa (3.7-8). Tada (3 .81 ) mozemo izraziti u odnosu na sistf m (0*, х*) 

kada se ima u vidu da је 

\1 ~, · Т* = Q\1 · Т, 
sto neposredno sledi iz (3.83) i (3.21). 

(3.85) 

Iz (4.8.17) i (3.85) se vidi da prvi Kosijev zakon, u slucaju kada vaze zakoni 
transformacije (3. 72 - 84), nije nezavisan od promene sistema referencije. То се 
Ьiti samo za one transformacije za koje је 

ё + 2А (v* - ё) +(А- А2) (х* -с)= О. (3.86). 

Ova jednacina је zadovoljena tada i samo tada kada је ё = const . i Q = const 
Cime se karakterise Galilejeva grupa transformacija ili klasa svih mogucih inerci
jalnih sistema. Ovaj rezultat se ponekad izrazava kao Galilejev princip relativnosti: 

Zakoni kretanja materijalnog telct su nezavisni od posmatraca ako, i sctmo 
ako, se njihovi sistemi referencije nalaze и relativnoj translaciji sa konstant
nom brzinom. 

Jednacine (3.85) mozemo pisati u alternativncm oЬliku 

\1 *Т* + е *Ј = еа*, (3.89) 
gde је 

*Ј = Г + ё + 2А (v* - ё) +(А - А2) (х* -с), (3.90) 

kada se uzrne u obzir da је е* = (!. Ove jednaCine takode predstavljaju jednaCine 
kretanja u odnosu na sistem (О*х*) ali u kojima је zapreminska sila modifikovana 
dodatnim clanovima usled promene (kretanja) sistema referencije u odnosu na 
inercijalni sistem sto је do bro poznato u klasicnoj mehanici krutog tela. One su 
ро svome oЬiiku iste kao i ( 4.8.17) i u tom oЬliku vaze za Ьilo koji sistem referencije. 
Medutim, u njima figurisu dve neindiferentne veliCine, ubrzanje а* i modifikovana 
sila ''ј, sto zamagljuje pocetnu prirodu sistema referencije i sisttma sila. Tako se 
npr. iz (3.84), (3.90) i (3.31) doЬija da је 

*Ј- а* = Q (Ј- а), (3.90а) 

odakle sledi da је velicina ј - а, koju radi definisanosti nazivamo efektivna sila, 
objektivna. 
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Ekvivalentni procesi. ProЬiem pisanja prvog Kosijevog zakona kretanja u 
oЫiku nezavisnom od posmatraca Truzde1 i Nol razresavaju n a sledeci nacin: 

U odnosu na sistem (0, х) ureden par {х, Т} , kako је vecranije receno, definise 
dinamicki proces za te1o t]3 ako zadovoljava Kosijeve zakone kretanja ( 4.8.17 - 18). 
Pri transformaciji sistema referencije, koja је data sa (3.21), kretanju х (Х, t) u 
odnosu na posmatraca r:J odgovara njemu ekvivalentno kretanje х* (Х, t) u odnosu 
na posmatraca f:J':' odredeno re1acijom (3.23). Tada ima smis1a govoriti о dinamic
kom procesu (х*, Т*) u odnosu na f:J* koji bi Ьiо ekvivalentan procesu (х, Т). 
Ро definiciji, uredeni par {х':' , Т*} Ьi tada morao zadovo1javati jednaCine 

V *T* + ef* = е (а)* , (3.91) 

(3.92) 

koje ~u, s obzirom na (3.82-84) i (3.31) ne samo istog oЬiika kao (4.8.17-18), 
nego i indiferentne u odnosu na sistem referencije i kao takve vaze u odnosu na 
bi1o koji sistem . Ocig1edno је da se samo u sistemu referencije (0, х) one svode 
na oЬlik (4.8.17-18). 

Vazno је uociti da smenom (3.31) u (3.9 1) doЬijamo (3.85) sto nam daje za 
pravo da tumacimo (3.91) kao jednaCine kretanja te1a t]3 u odnosu na sistem (О*х~') 
u kome ј е, u opstem s1ucaju, а':' = (а)*. U stvari, jednacine (3.85), (3.89) i (3.91) 
su medusobno ekviva1entne. U tim jednaCinama uvek ostaje ccuvan samo zakon 
t ransformacije tenzcra napona (3.83). Tada mozemo zak1juCiti da su svaka dva 
procesa (х, Т) i (х*, Т*) ekviva1entna ako su medusobno povezana re1acijama 
(3.21) i (3.83) pri promeni sistema referencije. Samo ро seЬi se razume da takva 
dva medusobno ekviva1entna procesa predstav1jaju raz1iCite matematicke opise 
jednog istog procesa. 

Za razliku od prvog Kosijevog zakona kretanja, drugi Kosijev zakon ( 4.8.18) 
је nezavisan od sistema referencije pod us1ovom da vazi (3.83), tj., pod uslovom 
da је tenzor napona indiferentna velicina. 

Princip materijalne indiferentnosti 

Zahtev da је tenzor napona nezavisan od sistema referencije ima svoje fizicko 
znacenje. Naime, unutrasnje kontaktne si1e t<n> = Т· n zavise samo od konfigu
racije te1a t], а ne i od konfiguracije m asa izvan te1a, za raz1iku od spoljasnjih 
zapreminskih sila ј. Zbog toga ~u unutrasnje kontaktne sile fcrma1no nezavisne 
od promene sistema referencije (3.21) sto se iskazuje zakonom transformacije 

(3.93) 
gde је 

t<n> = Tn, с 4.4.12) 

(4.4.12а) 

Pri takvim transfcrmacijama ocigledno је (sl. 49) 

n * = Qn. (3.94) 
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Na osnovu toga i prethodnih izraza sledi zakon transformacije (3.83) koji, tэko 
izveden, predstavlja konkretan primer kojim se ilustruju izvodenje zakona tratls
formacije oЬlika (3.8) ali sada za konkretan tenzor - tenzor napona. 

о 

о" 
Sl. 49 

Dalje, z.a dato telo, kao sto smo ranije istakli, nije svaki dinamicki proces 
adekvatan fizickoj prirodi proЬlema. То ~mo posebno razmatrali u slucaju kada 
је zapreminska sila ј data. T ada smo zakljucili da moguci proces ne moze Ьiti 
proizvoljan nego mora zadovoljavati uslove koji karakterisu materijalna svojstva 
tela. Ovi uslovi se nazivaju konstitutivne pretpostavke ili konstitutivne jednacine. 
I posto konstitutivne jednacine karakterisu idealni materijal mi kazemo: neki 
dinamicki proces је dopustiv za dati idealni materijal эkо su konstitutivne jednaCine 
tog materijala, za taj proces, zadovoljene. Isto to mora da vazi za proces koji ј е 
njemu ekvivalentan. Pri tome smatramo da se svojstva materijala ne menjaju pri 
promeni sistema referencije ili da su nezavisna od sistema referencije. То znaci, 
matematicki, mora Ьiti zadovoljen : 

Princip materijalne indiferentnosti 

Konstitutivne jednaCine moraju Ьiti indiferentne pri promeni sistema refe
rencije. Ako је konstitutivna jednacina zadovoljena za dinamicki proces koji је 
odreden kretanjem i simetricnim tenzorom napona 

' х = х (Х, t), Т = Т (Х, t), (3. 95) 

respektivno, onda ona mora Ьiti, takode, zadovoljena za Ьilo koji ekvivalentni 
proces (х*, Т*). То znaci da konstitutivnu jednaCinu zadovoljava, takode, svako 
kretanje i napon dati sa 

х* = х (Х, t~') = Q (t) х (Х, t) + с (t), 

Т* = Т* (Х, t*) = Q (t) Т (Х, t) Qт (t). (3.96) 

t* = t- а 
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za proizvoljnи vektorskи fиnkcijи vremena с (t), proizvoljnи ortogonalnи tenzorsku 
funkcijи vrernena Q (t) i proizvoljan realan broj а. 

Pri predlaganjи prve od svih konstitиtivnih jednaCina za deforrnaЬilna tela, 
nairne zakona linearne elasticnosti, Huk (Hool<e) је dao prvi nejasan nagovtstaj 
principa materijalne indiferentnosti sиgerisиCi da se prornena gravitacije rnoze 
meriti koriscenjern rnemog instrиmenta sa elasticnorn oprиgorn na dnи rиdnika 
ili na vrhи plэnine. Dobar prirner intиitivnog poimanja istog principa и navedenom 
slисаји dat ј е od str ane Truzdela i Nola. 

Telo pozn~.te tezine, recirno 1 N, cbeseno је о jedan kraj elasticne oprиgt:> 
zanemal"ljive tezine koja је drиgirn krajern иcvrscena za plafon laboratorije. Oprиga 
се se tada istegnиti za nekи dиzinи, recirno 1 crn. Орrиgи i telo obesenи о nји 
zatirn stavimo na horizontalnи krиznи рlоси Ш disk tako da је slobodan kraj oprиge 
иcvrscen za cental' ploce. Disk se rotira oko vertikalnt ose koja prolazi kroz centar 
diska, takvorn konstantnorn иgaonorn brzinorn da se oprиga istegne za 1 ст. Dva 
posmatraca prate ovaj eksperiment: jedan stoji na росiи laboratorije (Ьlizи opruge)> 
а drugi na diskи koji rotira. Sistem referencije za prvog posmatraca је odreden 
zidovirna laboratori je, а za drugog osom rotacije i dvema medиsobno иpravnim 
osarna и ravni diska (sl. 50). 

у .. 

с 

Sl. 50 
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·Dva posmatraca се se sloziti da centrifugalna sila, potrebna da se telo zadrzi u 
relativnoj ra•;notezi u odnosu na disk pri izduzenju opruge za 1 cm, iznosi 1 N. 
Pri tome se precutno pretpostavlja da (unutrasnja) sila u opruzi zavisi samo od 
relativne deformacije opruge u odnosu na samu st:be, а ne i od superponiranog 
krutog kretanja - translacije i rotacije. DrukCije receno : pretpostavlja se implicitno 
pri ovim merenjima da је sila koju ispoljava opruga pri svom reagovanju na dato 
izduzenje zavisna samo od relativne deformacij e- opruge, а ne i od posmatraca. 

Ovaj primer i njemu slicni ukazuju na precutnu primenu principa materijalne 
indiferentnosti, koji izgleda toliko ocigledan nasoj fizickoj intuiciji da u najvecem 
broju slucajeva i ne pretpostavljamo da ga primenjujemo. Medutim, primena prin
cipa materijalne indiferentnosti na nelinearne konstitutivne jednaCine u slucaju 
trodimenzionalnih tela nije Ьila oCigledna sve dok ga nije u opstem oЬliku na jed
nostavan i matematicki precizan nacin formulisao Nol 1955. godine. 

Samo ро seЬi se razume da se sva dosadasnja razmatranja mogu prosiriti i 
.na slucaj termodinamickog procc.sa odredenog skupom veliCina {х, Т, в, q, (),'УЈ}. 
Tako se njemu ekvivalentan proces definise skupom velicina {х*, Т*, в*, q *, (}*,'УЈ*} 
za koje vaze relacije 

i 
(j'i< = (), 

Т*= QTQт 

в*= в 

q '~ = Qq 

'УЈ* = 'УЈ 

(3.95) 

(3.96) 

pri promeni sistema referencije. Pri tome se uvek podrazumeva da vazi (3.82). 
Saglasno tome i os-novnom konstutivnom stavu, и slucaju termodinamickog pro

asa, princip matertj'alne indiferentnosti glasi: 

234 

Konstitutivne jednacine moraju Ьiti invarijantne pri promeni sistema reje
rencije. Ako su konstitutivne jednacine zadovoljene za termodinamicki proces 
{х, Т, в, q , (), 'УЈ} onda one moraju takode Ьiti zadovoljene za bilo koji njemu 
ekvivalentan proces {х*, Т*, в*, q*, {)*, 'УЈ*}. То znaCi da konstitutivne jed
nacine moraju Ьiti zadovoljene takode za svako kretanje, temperaturu, 
simetrican пароп, specijicnu unutrasnju energiju, vektor toplotnog fluksa 
i specijicnu entropiju, date sa 

х* = х* (Х, t) = Q (t) х (Х, t) + с (t)} 

t* = t- а 

{)* = ()* (Х, t*) = ()(Х, t ). 

Т* = Т* (Х, t*) = Q (t) Т (Х, t) Qт (t) 

в* = в* (Х, t*) = в (Х, t) 
q * = q':' (Х, t *) = Q (t) q (Х, t) 

'УЈ* = 'УЈ* (Х, t *) = 'УЈ (Х, t) 

( 3.21) 

(3.97) 

ј 
(3.98) 

Ј 
za proizvoljnu vektorsku funkciju vremena с (t), proizvoljnu ortogonalnu 
tenzorsku funkciju Q (t) i pr01'zvoljan realan broj а. 



Napomena 4. 

Princip materijalne indiferentnosti se jos naziva princip materijalne objektivnosti 
ili kratko: princip objektivnosti ili princip izotYopije prostora. Pri tome naglasa
vamo da princip izotropije prostora ne namece nikзkav zahtev na izotropijи 
materijala; i anizotropni m aterijali s.e t akode morajи podvrgnиti ovom prin
cipи. Uopste govoreCi, p1·incip materija]ne indiferentnosti podrazиmeva da ј е pros
tcr fizickih dogadaja izotropan i homogen. То znaCi da и tom prostorи nema pri
vilegisanih polozaja niti pravaca. Posledica toga је da konstitиtivne jednaC:ine ma
terijalnih tela mogи zavisiti samo od reativnih polozaja m aterijalnih cestica, а ne i 
od njihovog apsolиtnog polozaja и prostorи, sto cemo pokazati . 

S 1 fizick)g stane>vista ovaj princip se iskazuje и dva razlicita vida. Prema 
prvom, koji se naziva "oЬlik Hиka-Pиasona-Kosija" (Hooke-Poisson-Caиshy), 
konstitиtivne jednaC:ine morajи Ыti invarijantne pri superponiranom krutom kre
tanju tela. Prema drиgom, poznatom pod imenom "Zaremba-Jaumana" (Za
remba-Jaumann) dozvoljena је promena posmatraca. Posto telo moze Ыti pod
vrgnиto samo svojstvenim rotacijama, det Q = l , za razlikи od promene pos
matraca sto dopиsta роtриnи grири ortogona]nih transformacija, tj. , za koje је 
d.et Q = ± 1, drиgi oblik namece veca ogranicenja od prvog. То znaCi da konsti
tиtivne jednaCine koje zadovoljavajи oblik Zaremba-Jaumana zadovoljavajи takode 
i oblik Hиka-Pиasona-Kosija, pri сети obrn.иto ne vazi. Tako se za opticki aktivne 
flиide, koji роsеdији privilegisane pravce, ko: iscenjern drиgog oblika principa 
rnaterijalne indiferentnosti mogи iskljuCiti Ыtna svojstva rnaterijala . Medиtirn, 

za Cistи mehanickи teorijи prostih rnaterijala, na kоји cernc se cvde ograniciti, 
razlika и primeni ova dva oblika navedencg principa је bez znacaja. Zbog toga 
i zbog rnэ.ternatickih prednosti ovde smo prihvatili drиgi oblik. 

Zakon balansa energije i promena sistema referencije 

Iz (3.95) i razrnatranja koja ш ти prethodila moze se zakljиciti da izrnedи 

zahteva koji proizilazt iz principa materijalne indiferentnosti i zakona kretanja 
postoji slaba veza. Ustvari, princip rnaterijalne indiferentnosti se striktno odnosi 
na nezavisnost ponasanja materijala od sisterna referencije а ne i na indiferentnost 
kretanja. Medиtim, rnoze Ыti pokazano da svi zakoni rnehanike kontinиuma, 

izиzev П zakona terrnodinamike, slede iz drиgog principa - principa invarijant
nosti oЬlika zakona balansa energtj"e pri promeni sistema referenczj"e. 

Zakon konze1·vacije mase, balans koliCine kretanja i balans momenta kolicine 
kretanja su posledice invarijantnog oЬlika zakona balansa energije pri trans
formaciji sistema referencije (3.2 1). Pri tome se pretpostavlja da vaze zakoni 
transformacije (3.82), (3.90а), (3.97) i (3.98) i h* = h. 

Na osnovи (5.4. 10), (5.4.3), (5.4. 1), (5.4.6) zakon balansa energije (ili I zakon terrno
dinamike) и odnosи na sistem referencije (Ох) mozerno pisati и oblikи 

!!. f е (€ + ~ v . v) dv = f ( t (n) • v + q) da + f е (Ј. v + h) dv 
dt v 2 ~ v 

(3.100) 
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koji, saglasno navedenom principu ostaje istog oЬlika u odnosu na svaki sistem 
referencije (О*х*) odreden sa (3 .21), tj., 

!._ Ј r/' (е* + _.!_ v':'. v"') dv = f (t(,.). v* + q':') da + Ј е* (*Ј . v* + h*) dv 
dtv 2 У v 

ili, saglasno zakonu transformacije pojcdinih velicina 

!._ Ј е (е + ..!_ v*. v*) dv = f (t~). v* + q*) da + Ј е (*Ј. v* + h) dv (3. 101) 
dt v 2 у v 

I . U slucajukada је Q (t) = 1 i ё (t) = Ь, gde ј е Ь proizvoljan konstantni vek
tor, Ьiсе s obziroщ na (3.26), (3.27) (3.93), (3.90) i (3.963) 

v* = v + Ь, А = А = О, ё = О, 

tt,.., = t<п>' - *Ј= Ј, q* = q 

tako da је (3. 101) moguce napisati и obliku 

!._ Ј е [е + ..!_с v + ь) . с v + ь )] dv = f [t(n) • с v + ь) + qJ da + 
dt v 2 у 

+ f е [Ј ( v + Ь) + h] dv, 
v 

li, s obzirom na (3.100), 

_.!_ ь . ь Ј edv = ь . [ - !._ f е v dv + f t (n ) da + f е Ј dv] . 
2 v dtv у v 

Ako se Ь zameni sa {ЗЬ, gde је {Ј proizvoljan skalar, onda је ova jednakost zadovoljena 
samo ako је 

d - r е dv =О, 
dt Ј 

sto oCigledno predstavlja zako:n konzervacije mase (3.13.5) i balans koliCine kretanja 
(4.8.1), respektivno. 

П. U slucaju kada је Q (t) = 1, А = const. (sto је uvek zadovoljeno za Q ('r) = 
= еА<т-t> i с = О, Ьiсе 

х*= х; с= ё =О, А= О 
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s obzirom na transformacione izraze и prethodnom slиi;ajи, i 

1 1 1 
- v* · v* = - v · v + Ах · v + - Ах · Ах 
2 2 2 ' 

*Ј· v~' = (Ј + 2Av + А2х). (v + Ах) 

= Ј· v + Ј· Ах + Av · Ах 

jer је Ах ·х = Av · v = О zbog antisimetricnosti tenzora А. Tada (3.101 ) postaje 

d ( 1 1 ) - · Ј е s + - v . v + Ах . v + - Ах . Ах dv 
dtv 2 2 

= f ( t (n). v + t (n ) . Ах + q) da + Ј е (Ј· v + f· Ах + Av. Ах + h) dv. 
у v 

Ovaj izraz se znatno redиkиje s obzirom na (3. 100) i cinjenicu da је 

d - Ј е Ах . Ах dv = r 2е Av . Ах dv 
dt v ~ 

tako da postaje 

d - Ј е Ах . v dv = f Ах . t(n)da + Ј е Ах . Ј dv 
dt v у v 

Ako sa Ф oznaCimo vektor pridruzen antisimetricnom tenzoru А, tako da је 

1 
(Ј) = - е .. А, 

2 
tj. 

onda је 

i 
АЬ · d =(Ф х Ь) · d = (Ь х d) ·Ф 

(ii) 

za proizvoljne vektore Ь i d. Tada se, s obzirom na proizvoljnost konstantnog 
tenzora А, а to znaci i proizvoljnost vektora Ф, jednacina (ii) moze pisati и oblikи 

d 
- Ј ex x v dv = f х х t(n)da + Ј ex x Jdv 
dt.. у v 

sto ne predstavlja nista drugo nego balans momenta koliCine kretanja ( 4.8.2). 
Time је Jasno pokazano da su zakoni balansa mase, ko1iCine kretanja i momenta 

kolicine kretanja ekvivalentni zakonu balansa energije i zahtevu invarijantnosti 
pri transformaciji sistema referencije. 

Pri takvoj transformaciji prvi Kosijev zakon kretanja, kao sto smo videli, 
nije indiferentan, za razliku od drugog Kosijevog zakona kretanja koji to jeste. 
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Indiferentni su i ostali zakoni balansa. Za zakon konze.:rvacije mase, npr. (3. 13.9),. 
to sledi neposredno iz (3.82) i (3.41) јег su ё i Id takode objektivne velicine. Takode 
se moze pokazati da su veliCine div v, ei, Т : D, div q, koje se pojavljuju u I i П 
zakonu termodinamike objektivne veliCine. Tada su zakon balansa energije (5.4.13} 
i Klauzijus-Dijemova entropijska nejednakost (5.14.3а) indiferentni pod uslo
vom da је specificna proizvodnja toplote h skalarna indiferentna veliCina, tj., 

h* = h, (3.102) 

pri transform.aciji sistema referencije (3.21). 

4. OPSTE KONSTIТUТIVNE )EDNACINE (МEHANICKA TEORIJA) 

s 6bzirom na veci broj konstitutivnih jednaCina u slucaju termodinamickih 
procesa, kao i glomaznosti njihovih izraza, do daljnjeg cemo se ograniciti na dina
micke procese. Sa stanovista teorije konstitutivnih jednacina time se postize veca. 
preglednost i jasnoca primene opstih principa kao i posledica koje iz toga slede. 
Prema tome, za sada zanemarujemo sve nemehanicke uticaje - u nasem slucaju 
- termicke uticaje. Tada prema principu determinizma i principu lokalnog dejstvэ, 
napon u materijalnoj cestici Х zavisi samo od istorije kretanja proizvoljno male 
okoline te cestice. Saglasno tome, ako sa c;f (Х) obelezimo proizvoljnu okolinu: 
cestice х, Ьiсе 

оо 

Т (Х, t) = fТ [х (Х, t - s), Х, t] 
s - 0 

( 4.1) 

za svako Х Е c;f (Х). 
оо 

S obzirom. na tenzorski karakter funkcionela reagovanjaf/ i njegove zavisnosti 
s- o 

od х (Х, t - s) trivijalno su zad)voljeni principi kovarijantne invarijantnosti i 
ekviprezensa. Ova konstitutivna jednaCina mora zadovo1javati i princip materijalne 
indiferentnosti, tj . 

Т* (Х, t*) = Q (t) Т (Х, t) Qт (t), (4.2} 

ili 

fТ (х*, t*) = Q (t) fТ (х, t) Qт (t), (4.2а)' 

оо 

gde smo radi jedn)stavnGsti sa fТ (х, t) za trenutak obelezili funkcionel fТ [х (Х, 
s=O 

(t- s), Х, t], а sa fТ (х*, t*) njemu odgovarajuci funkcionel u sistemu referencije 
(О*х*) odredenom sa (3.21). Bitno је uociti da princip materijalne indiferentnosti 
namece isti oЬlik funkcionalne zavisnosti f/, tj., invarijantnost funkcionela reago
vanjaf/ od nezavisnih promenljivih ko je se, u opstem slucaju, menjaju pri promeni 
sistema referencije. Tako iz (4.2) i (3.21) sledi da mora Ьiti 

Q (t)f/ (х, t) Qr (t) = fТ (Qx +с, t -а), (4.3) 

za proizvoljan vektor с, proizvoljan ortogonalni tenzor Q i proizvoljan realan bro) 
а. 
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Ocigledno је da uslov ( 4.3), а to znaCi princip materijalne indiferentnosti,. 
namece ogranicenja na oЫik funkcionalne zavisnosti у od х i t . Pre nego sto pre
demo na odredivanje tog oЫika uvedimo smenu 

-r: = t-s 

gde је -r: ~ t kada је О ~ s < оо, tako da (4.1) mozemo pisati u oЫiku 

Т (Х, t) =у [х (Х, -r:), Х, t] 
-r~t 

Tada za trenutak vremena -r: (3.21) postaje 

х* (Х, -r:'~) = Q (-r:) х (Х, -r:) + с (-r:) 

.~, = -r: -а. 

(4.4) 

( 4.la), 

(3.2la). 

Sa kinematickog stanovista svaka promena sistema referencije (3 .21), odnosno
(3.21a), se sastoji iz tri medusobno nezavisne promene: prostorne translacije,. 
vrcmenske translacije i rotacije sistema referencije. Mi cemo ispitati uticaj svake 
od ovih nezavisnih prcmena sistema referencije na oЫik funkcionela reagovanj a. 
у (х, t). 

1. Prostorna translacija sistema referencije sa materijalnom cesticom · 
Х. Neka је 

Q (-r:) = Ј, а = О, с (-r:) = -х (Х, -r:), (4.5) 

za svako -r: ~ t. Ovaj izbor odgovara relativnoj translaciji dva siscema pri ccmu. 
materijalna cestica Х ostaje u stanju mirovanja u koordinatnom pocetku sistema 
(О*х*), jer је, prema (3 .2la) 

х* (Х, -r:':') = О, -r:* = -r:. 

Takode ј е, za svako Х Е c;f (Х), 

(4.6} 

tj., kretanje cestice Х Е c;f (Х) је odredeno njenim relativnim kretanjem u odnosu. 
na cesticu Х. Kako је, s obzirom na (4.2) i (4.S), 

Т':' (Х, t) = Т (Х, t). 
ili 

У (х, t) =У (х*, t), 

jer је t* = t, to је, prema ( 4.1а) 

с;- -
Т (Х, t) =У [х (Х, -r:) -х (Х, -r:), Х, t] . 

.,.";;t 

(4.7} 

Odavde se vidi da napon u Х za uoceni trenutak t zavisi samo od istorije relativnog. 
kt"etanja (-r: ~ t) u odnosu na Х skupa svih cestica Х Е c;f (Х) . 

Ovo ogranicenje na oЫik konstitutivnih jednaCina је posledica prostorne 
homogenosti sistema referencije. 

2. Vremenska translacija. Neka је uoceni trenutak t referentno vreme i 

Q(-r:) = l, c(-r:)=O i a=t. (4.8) 
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Tada је, prema (3.2la), 

-r* = -r - t, t* = t - а = О, 

(4.9) 
х* (Х, -r*) =х (Х, -r), 

а prema (4.2) 
Т* (Х, О) = Т (Х, t) . ( 4.10) 

Kako је sada Т (Х, t) odredeno sa (4.7) i 

Т* (Х, t*) =У [х* (Х, -r*) - х* (Х, -r*), Х, t*] 
т•< с* 

Ьiсе, s obzirom na ( 4.9), 

Т* (Х, О) =У [х (Х, •) -х (Х, -r), Х] . 
т<l 

KoristeCi ovaj izraz и (4. 10) doЬijamo da је 

Т (Х, t) = g- [х (Х, -r) - х (Х, •), Х] 
т<О; t 

i1i 
оо 

Т (Х, t) =у [х (Х, -r)- х (Х, -r), Х] ( 4.11 ) 
s - 0 

kada se uzme u obzir (4.1) i (4.4). 

Iz ( 4.10) se veci vidi da и izvedenom slисаји konstitutivna jednacina ne zavisi 
eksplicitno od vre-mena. Ovo ogranicenje na zavisnost od vremena је posledica 
homogenosti sistema referencije ро vremenu. 

3. Rotacija sistema. Odredena је sa 

с(<) = О, а = О. ( 4.12) 
Tada је 

х* (Х, -r*) = Q (т) х (Х, -r) 
(3.21Ь) 

т* =т 

i 
t* = t . 

Konstitutivne jednacine ( 4.1), odnosno ( 4.la), moraju zadovoljavati иs1ove ( 4.2) 

Т';' (Х, t) = Q (t) Т (Х, t) Qт (t), (4.13) 

odnosno ( 4.2а) 

У (Qx, Х, t) = Q (t)Y (х, t) Qт (t), (4.13а) 

koje, s о bzirom na ( 4.11 ), g1ase 

[7 {Q (•) [х (Х, т) -х (Х, -r)], Х} = Q (t)Y [х (Х, -r) - х (Х, -r), Х] Qт (t) 
~<t , ,;;;t 

с 4.14) 

240 



ili 
ф ~ 

fТ {Q (t - s) [х (Х, t - s) -х (Х, t - s)], Х} = Q (t)f/ [х (Х, t - s) -
s- 0 s- 0 

- х (Х, t- s), Х] Qт (t) (4.14а) 

Prema tome, jednacina ( 4.11), predstavlja najopstiju konstitutivnu jednacinu 
za cistu mehanicku teoriju konstitutivnih jednaCiлa mehanike kontinuuma pod 
uslovom da funkcione-1 reagovanja fТ zadovoljava jednacinu ( 4.14), odnosno ( 4.14а), 
za svako ortogonalno Q. JednaCine (4.14-14а) su posledica prostorne izotropije 
sistema гeferencije kojom se izrazava odsustvo privilegisanih ргаvаса prostora 
fizickih dogadaja. 

Bilo koja jednaCina takvog oЬlika ogranicava klasu svih mogucih dinamickih 
procesa okoliлe materijalne cestice Х i prema tome karakterise njena lokalna mate-

~ 

rijalna svojstva. Otuda i naziv funkcionel reagovanja za takav funkcionel fТ. 
s=O 

Njihova eksplicitna zavisnost od Х dopusta nehmogenost materijala . Posto to 
~ 

nije od centralnog interesa izostavljamo eksplicitnu zavisnost fТ od Х, ako se 
s= O 

posebno ne naglasi. 

5. PROSТI МATERIJALI 

Pojam prostog materijala. Za dovoljno malu okolinu materijalne cestice Х, 
pod pretpostavkom da је kretanje svih njenih cestica Х Е cJI (Х) diferencijabiltю, 
relativno kretanje moze biti aproksimirano sa 

х (Х, т) - х (Х, т) = F (Х, т) dX, (5.1) 

gde је F (Х, т) gradijent deformacije u Х za ti·enutak vremena т, а dX vektor 
polozaja cestice Х u odnosu naX. Pri tome је gradijent deformacije nezavisan od 
okoline cJI (Х) za razliku od dX = Х - Х koji zavisi samo od okoline cJI (Х) u 
odnosu na neku refe1·entnu konfiguraciju х, а ne i od kretanja х (Х, t). Ovo sugerise, 
posto је istorija relativnog kretanja inf initezimalne okoline cestice х u potpunosti 
odredeлa istorijoщ gradijenta deformacije u Х, da onda i tenzor napona Т (Х, t) 
mora Ьiti odreden istorijom F(X, т) za т ~ t. То nas dovodi do definicije : 

Materijal kod koga је пароп za svaku njegovu cesticu odreden junkcionelom 
gradijenta deformacije za tu cesticu, а и odnosu па neku referemnu konjigu
raciju х okoline te cestice, nazivamo prost materijal. 

Saglasno ovoj definiciji koju је dao Nol (1957) napon u Х zavisi c.d istorije 
dvostrukog tenzorskog polja F do trenutka t, polja koje је funkcija samo jedne 
promenljive т (za svako Х). 

Redukovani oЫici funkcionela reagovanja prostog materijala. U cilju 
sazetog nacna obelezavanja dogovorimo se da indeks t na neku funkciju oznacava 
istoriju te funkcije. Tako је saglasno sa (5.1) i (4.4) 

pt = F 1 (s) = F (t - s), (s ~ 0), (5.2) 
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gde srno radi jedinstvenog nасща obe1e:lavanja izostavili eksplicitnu zavisnost 
F 1 od Х, koja se, dok se drukcije ne kaze, podrazurneva. Usvajajuti t akav nacin 
obe1ezavanja i za druge ve1icine, rnozerno pisati konstitutivnu jednacinu prostog 
rnaterija1a (4.10) i1i (4.11), sag1asno sa (5.1), u oЫiku 

Т (t) = f7' [Р (s)]. (5.3) 
s=O 

Da1je uproscenje u pisanju konstitutivne jednacine se postize izostav1janjem granica 
s =О i со, t ako da је 

Т (t) = fТ [F1 (s)], (5.4) 

pr1 cemu se podrazurneva da је s ~ О. Ova jednacina predstav1ja najopstiju 
konstitutivnu jednacinu prostog materijala u s1ucaju dinamickog procesa pod 
us1ovom da identicki vazi 

1 fТ (QtFt) = Q (t)fТ (Ft) Q 7' (t), (Q (t) = Qtl,. o) 1 (5.5) 

ро istorlJl regu1arnog tenzora F1 i istoriji ortogona1nog tenzora Q1
• Ocig1ed

no је da (5.5) ne predstav1ja nista drugo nego jednacine (4.14а) u s1ucaju 
prostih materija1a. Tacnije receno, (5.5) predstav1jaju ogranicenja na oЫik funk
cione1a reagovanja g-, koje narnece princip rnaterijalne indiferentnosti pri pro
izvo1jnim rotacijarna sistema referencije (3.21Ь). 

I denticnost (5.5), s obzirom da mora da vazi za svako ortogona1no Q, oCig1edno 
vazi i za specija1an izbor Q. То nas dovodi do vaznih zakljucaka о obliku funk
ciona1ne zavisnosti fТ od istorije gradijenta deformacije F1

• 

Tako se, na osnovu teoreme о polarnoj dekompoziciji za gradijent deformacije 
moze pisati 

pt = RtUt, 

gde је R1 istorija ortogona1nog tenzora, tj., 

Rt (RI)Т = (RI)Т Rl = 1, 

(5.6) 

(5.7) 

~ U1 istorija sime.tricnog pozitivno definitnog desnog tenzora izduzenja takva da је 

(5.8) 
i 

(5.9) 

gde је С1 takode istorija pozitivno definitnog simetricnog desnog Kosi-Grinovog 
tenzora defcrrnacije. Tada је 

(5.10) 

sto neposredno sledi iz (5.6) i (5. 7). S obzirom na ortogonalnost tenzora R1 Ьiramo 
Q1 tako da је bas 

(5.1 1) 

Identicnost (5.5) tada postaje 

g- [(RI)T pt] = нт (t) g- (Rt Ut) R (t), 
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koja se, mnozenjem s 1~ve strane sa Н (t) i s desne strane sa нт (t) redukuje na oЬlik 

ЕТ (F1
) = Н (t)Y [ис (s)] нт (t), (5.12) 

s obzirom na (5.6) i (5. 7). Ovaj redukovani oЬlik konstitutivnog funkcione1a omogu
cuje nат i obrnut zakljucak. Naime, us1ov invarijantnosti (5.5) је automatski zado
vo1jen kada konstitutivni funkcione1 prostog materija1a ЕТ [ис (s)], definisan nad 
istorijom simetricnog definitnog desnog tenzora izdu:lenja ис (s) za s ;:;::, О, za
dovo1java (5.12). U to ~>е 1ako mozemo uveriti kada se uzmu u obzir zakoni 
transformacija ve1iCina Н (t) i ис (s) datih sa (2.5.15) i (2.5.16) respektivno. Ali 
tada sledi da (5.12) predstavlja opsti oЬlik konstitutivnog funkcionela prostog mate
rijala. 

Ovaj rezultat је vrlo znacajan iz dva raz1oga. Prvo: predstavlja op~te resenje 
funkcionalne jednacine (5.5) tako da dalje koristimo vrlo koncizan, ali dovoljno 
opsti oЬiik konstitituvne jednacine prostog materijala date sa (5. 12). Drugo: on 
pokazuje da rotacija u posmatranom trenutku t, u opstem slucaju, utice na napon 
u prostom materija1u za razliku od rotacije u proslosti koja ne utice na naponsko 
stanje. То znaci da napon, u pocetku pretpostavljajuci da zavisi od istorije 
deformacije Р, moze zavisiti samo od mere deforшacije ис (s) sto nam u principu 
omogucuje da redukujemo broj pokusaja potrebnih za odredivanje funkcionela 
ponasanja. Primera radi: ako mozemo odrediti oЬlik funkcionela ponasanja koji 
daje napon za sve ciste homogene istorije izduzenja (Н' = 1), onda mozemo izra
cunati Т za Ьilo koju istoriju kada ukljucimo rotaciju u posщatranom trenutku 
kao u (5 .12). 

MoguCi su i drugi redukovani oЬlici konstitutivne jednacine prostog materijala. 

i) Smenom 

u (5.12) doЬija se 

Т (t) = R (t) ;7(Ј [СС (s)] нт (t), 

gde је d() ( Сс) =У [(С1)-! ]. 

(5.13) 

(5.14) 

Ako se pak uzme u obzir da је uи-1 = и-1и = 1, onda jednacina (5.14) 
postaje 

Т= нии-1 ;7(Ј (С') и-1 инт, 

i1i, s obzirom na (2.5. 14)1 i (5.13), 

Т = F (t) .12 [Сс (s)] рт (t), 

gde је 

(5.15) 

(5. 16) 

U svim ovim redukovanim oЬiicima pojavljuju se tenzori Н i и sto је 1ogicno s 
obzirom na njihovo fizicko znacenje. Medutim, nijedna od ovih velicina ne moze 
se tako lako odr~diti iz kretanja х = х (Х, t) za razliku od F i С koji su odredeni 
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sa (2.7.14) i (5.9), respektivno. Zbog toga је pogodno uvesti drugi funkcione1 rea
govanja (ji takav da је 

оо оо 

(ji {[и~ (s)]2} · = и (t)g-' [и~ (s)] и (t). (5.17) 
s=O s=O 

Tada se (5.12) moze izraziti и a1ternativnom oЬlikи kao 

А ОО ОО 

Т (t) = (ji [ C1(s)) = (ji [С (Х, t - s)), (5.18) 
s- 0 s=O 

gde је 

(5.18а) 

А 

sto nepost·edno s1edi iz (5.12), (5.17), (5.18) i (5.14). Tako definisan tenzor Т se 
naziva konvektivni tenzor паропа. 

ii) Zajednicko za sve ove oЫike је njihovo izvodшje u odnosи na referentnи 
konfiguraciju х (koja moze Ьiti i pocetna konfigиracija х0), jer sи sve mere defor
macije и ovim izrazima odredene u odnosu na tи konfigиracijи . 

Medиtim, redukovani oЫici funkcione1a reagovanja prostog materija1amCJgu 
Ьiti odredeni и cdnosu na Ьilo koju referentnи konfiguraciju. Sa fizickog stano
vista to је posebno znacajno za flиide posto oni nemajи privi1egisane konfiguracije. 
U tom s1исэји se oЬicno za referentnи konfiguracijи Ьira konfiguracija и posmatra
nom trenutkи vremena t. Tada је 

(5.19) 

sto s1edi iz (3.78) i (2.5.14) 1. Za -с= t- s iz (5.19), saglasno nacinи obe1ezavanja 
(5.2), doЬijamo da је 

F 1 (s) = Н1 (t - s) иt (t - s) R (t) и (t) 
ш 

Р (s) = Н1 (t - s) Н (t) и1* (t - s) и (t), (5.20) 
gde је 

и: (t - s) = нт (t) иt (t - s) Н (t). (5.21) 

S obzirom na ortogona1nost tenzora Н1 (t- s) i Н (t), ра prema tome njihovog 
proizvoda, biramo Q1 tako da је 

Q1 = [Н1 (t - s) Н (t)]т (5.22) 
i 

(5.23) 

Tэkode је za s = О 
Q (t) = (Н (t))т 

jerjeH1 (t) =lzbogF1 (t) =IStoslediiz(3.79).Zatajizbor Q1 identicnost (5.5) 
postaje 

оо оо 

Т (t) = g-' (F1
) = Н (t)g-'[ иt (t - s) и (t)] нт (t), (5.24) 

s- 0 s- 0 
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ili 

gde је 
T(t) =Н (t) ф [Ct (t- s) C(t)] нт (t), 

ф [Ct(t- s) С (t)] = g- [Uf (t- s) U (t)]. 
s= O 

(5.25) 

(5.26) 

kada se uzme u obzir (5.9). Lako је pokazati da (5.24-25) identicki zadovoljava 
(5.5) za svako Q. Prema tome, (5.24) i (5.25) predstav1jaju takode najopstiji oЬiik 
konstitutivne jednacine za prost materijal. 

Cesto је korisno izraziti opstu konstitutivnu jednacinu (5.25) u oЬliku zЬira 
dva clana: "ravnoteznog clana" р (с (t))* i clana koji iscezava kada se materijal 
sve vreme drzi u ravnotezi. Tada је pogodno kol"istiti tenzor 

G'~ (s) = с~; (t - s) -1, (5.27) 
1 

za opisivanje istorije deformacije. Kako је za s = О, Щ' (t) = с: 2 (t)=l, sto ne
posredno s1edi iz (5.21), Ьiсе i 

G'~ (О)= О 

G':' (s) =О 

(5.27а) 

(5.28) 

kada se telo drzi sve vreme u ravnoteznom stanju koje odgovara stanju u trenutnoj 
konfiguraciji. Tada (5.25) mozemo pisati u obliku 

оо 

нттн = р (С)+ СЛ [G* (s), С], 
s=O 

(5.29) 

gde smo izostavili pisanje zavisnosti od t zbog vece preglednosti izraza i gde је 

со 

СЛ [G':' (s), С] = О, za G':' (s) = О. 
s=O 

(5.30) 

Iz (5.29) se vidi da se konstitutivna jednacina u s1ucaju staticke deformacije svodi na 

Т= Нр (С) нт. (5.31) 

lzucavanje konstitutivne jednacine ovog oЬlika spada u domen elasticnosti. 

iii) Navedimo jos slucaj kada materijalna cestica irna prirodnu konfiguraciju. 

Dejinicija: Kazemo da materijalna cestica Х ima pтiтodnu konjigu
тaciju х0, ako је пароп za cesticи Х jednak nиli и slисаји kada је neka okolina 
te tacke и stanjи mirovanja и х0 za sva proSla i Ьиdиса vremena. 

Razurne se da, u opstem slucaju, materijalna cestica ne mora da irna takvu ko:nfi
guraciju. Primer toga su Ojlerove tecnosti (koje се kasnije Ьiti razmatrane) za koje 
su konstitutivne jednaCine date sa (9.21). Tada se uvek smatra da је р (е) > О za 
е =1= О pri cemu slucaj е = О kao ttivijalan iskljucujemo. Ako prirodna konfiguracija 
х0 postoji, tada njenirn izbor·om za referentnu konfiguraciju dobijamo da је 

{Т (Г)= О, (5.32) 
s=O 

* Uociti da је ovde i dalje rec о konstitutivnoj f-ji - tenzoru drugog reda - za 
razliku od vektora polozaja. 
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gde је 11 istorija tenzorske funkcije F 1 do trenutka t takva da је F 1 (s) = I' = I 
za svako t i s ;;::: О. Takode, s obzirom na (5.5), mora Ьiti 

(5.33) 

odakle sledi: 

Bilo koja rotacija prevodi jednu pri1·odnu konfiguraciju и drugu, koja је 
takode prirodna. 

Obrnиto ne vazi jer materijalna cestica moze imati dve prirodne konfiguracije 
koje se ne m ogu dcЬiti jedna iz drиge rotacijom. 

Sa ovde izvedenim izrazima ne iscrpljиje se lista raznih dшgih redukovanih 
oЬlika funkcionela reagovanja prostih materijala. Drugi oЬlici se mogи odnositi, 
primera radi, да prvi ili dt ugi Piola-Kirhofov tenzor napona sto ovde, za sada 
izostavljamo. 

Svaki od ovih redukovanih oЬlika је pogodan za pojedina ispitivanja. Pri tome 
se иvek mora imati na иmи osnovno fizicko svojstvo prostog materijala, koje se, 
kao sto smo гekli, najociglednije sagledava iz (5.3). 

SA. UNUTRI\SNJE VEZE (PRINUDE) 

Do sada smo precutno pretpostavljali da sи za materijalno telo svako proiz
voljno kretanje 

х= х (Х, t), (3.22) 

kao i njemu odgovarajuci gradijent deforrnacije F moguci ako se na njega deluje 
odgovarajucom silom. То nece Ьiti slucaj kada је telo podvrgnшo dejstvu unutras
njih veza. 

Prosta unutrиSnja veza је definisana skalarnom funkcijom Л (F) gde је 
promenljiva gradijent defo1macije F. Kazemo da је cestica Х и telи pod dejstvom 
veze Л ako su moguca kretanja tela ona za koja је 

Л (F) = О, (5а.1) 

gde је F = F (Х, т), -оо < 1: < +оо. Funkcija veze zavisi od izbcra Iokalne 
referentne konfiguracije ali ne i od sistema referencije. Veza (5a.l) је konstitutivna 
jednacina i prema tome mora Ьiti podvrgnиta principu matetijalne indiferentnosti. 
PrimenjujuCi isti postupak kao i и odeljku 5 vidimo (npt·. iz (5.14) za skalarnи 
funkciju) da је princip materijalne indiferentnosti zadovoljen ako, i samo ako, је 

Л(С) = О, (5а.2) 

gde је С desni Kosi-Grinov tenzor (2.7.14) 1 • Diferenciranjem ove jednacine ро 
vremenu doЬijamo 

~ С =~ СкL = О. (5а.3) 
дС дСкL 

Ako uvedemo oznaku !А za izvod funkcije f (А) ро promenljivoj А tj. , ako је 

/А = дf (5а.4) 
дА 
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onda prethodnи jednaCinu mozemo pisati и ekvivalentnom oЬlikи 

tr (ЛеС) =О 

ili, s obzirom na (3.70) 

tr (FЛсFт D) = -~ ХkкХ1 Ldk1 = О 
дСЈ(L • • 

(5а.5) 

za sve nesingиlarne tenzore F i sve simetricne tenzore D (dk1) Obrnuto, ako (5а.5) 
vazi za posmзtrano telo и svakom trenutku vremena, integracijom tog izraza doЬi
jamo (5а.2). Na taj naCin relacija (5а.5) se mo:le koristiti u svojstvu drиgog opsteg 
izraza za prostи vezu koji ne za'lli~i od sistema referencije. 

5Ь. PRINCIP DETERMINIZMA ZA PROSTE MATERIJALE 
POD DEJSTVOM VEZA 

Za prcste rnaterijale pod dejstvorn veza nije moguce odrediti konstitutivne 
jednacine na naCin kako srno to radili do sada kada sи bili u pitanju matefiiali bez 
dejstva veza. Razlcg tome ј е sto se veze, cije se prisustvo ogleda u iskljucivanju 
nekih о Ьlika kretanja, ostvarиju silama. Kako su ро definiciji proste veze zadrza
vajt:ce., sile koje ih ostvaruju ne mogи Ьiti odredene samo na osnovu kretanja 
ili istorije kretanja. Specijalno, unutrasnje veze se ostvaruju pomocu odgova-. 
rajucih napona. Zbog toga konstitutivne jednaCine prostog materijala pod dejstvorn 
veza rnoraju Ьiti tako odredene da dopustajи dejstvo tih napcna nezavisno od 
istcrije kretanja. Ali konkretno koji cd svih moguCih takvih napona? 

Naime, poznato је jos iz mehanike sistema mэterijalnih tacaka da se data veza 
moze ostvariti pomocu beskonacno mnogo raznih sistema sila. Najprostiji od 
svih rnogиcih sistema је svakako sistem sila Ciji је rad jednak nuli za Ьilo koje kre
tanje tcla saglasno vezama. Tada kazemo da је rec о idealnim vezama. Analogon 
toga, kada је u pitanjи materijal na koji veze dell,;.jи, sи naponi koji ne vrse rad. 
Dalje srnatramo da sи takvi naponi oni koji ostvarujи datи vezи. Jasno је da su 
oni n eodredeni и prethodno navedenom smislи, tj., и smislu da se ne mogи odre
diti na osnovu istorije kretanja. Ali tada ranije postavljen princip determinizma 
mora Ьiti modifikcvan kada sи и pitanjи materijali pod dejstvorn veza. S obzirom 
da ova neophodna modifikacija ne moze Ьiti izvedena iz prethodnog principa, 
rec ј е zapravo о novom principи, tj. , principu determinizma za proste materijale 
pod dejstvom veza: 

Tenzor паропа Т и trenutku t odreden је istorijom gradijenta dejormacije 
pt (s) samo do па пароп koji ne vrsi rad pri bilo kom kretanju koje је saglasno 
vezama. Drukcije receno, 

"' Т = N +У [F' (s) ] (5b.l) 
s~O 

gde је N tenzor паропа kada је snaga паропа jednaka nuli za svako kretanje 
saglasno sa vezama, tj., za koje је, s obzirom па (5.4.5) 

N : D = tr TD = О, (5Ь.2) 
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za svako D koje zadovoljava (5а.5). Funkcionel reagovanja fТ је definisaп 
samo za F koji zadovoljavaju veze. 

N moze da zavisi od Х ali ne i od х jer se ne koristi u uslovu kojim se N definise. 
Posto su Т i D simetricni tenzori onda oni pripadaju 6-dimenzionalncm pros

toru ;Ј' simetricnih tenzora. U tom prostoru tr (АВ), za А i В u ;Ј', definise unut
rasnji proizvod. 

Uslov (5Ь.2) za sestodimenzionalni vektor N Е ;Ј' sada moze Ьiti geometrijski 
protumacen : 

N mora biti ortogoпalno па svaki vektor D koji је ortogonalaп па FЛсFт. 

То се Ьiti samo kada је 

N = qF2cFт, 
tj. kada је N kolinearno sa FЛсFт. 

(5Ь.З) 

Ako postoji k veza ).i (С) = О (i = 1, 2, ... k), onda је 

k 

N = Z q,FJ.~ С С) Fт, 
•= 1 

(5Ь.4) 

gde su q1 neodredeni skalзrni koeficijenti. Tada princip determinizma za proste 
matetijale pod dejstvom veza, iskazan matem&ticki sa C5b.l ) moze Ьiti formulisan 
u ekvivalentnom oЫiku: 

Istorijom gradijenta deformacije F 1 
( s) odreden је dodatni С ех tra) ili kons ti

tutivni napon 
k 

ТЕ= т - 2: q( FЛ~(С) F T 
i - 1 

(5Ь.5) 

koпstitutivnom jednacinom 

"' <Х> 
Тв (t) = fТ [F' (s)] = R (t) fТ [ U1 (s)] Rт (t). (5Ь.6) 

s~O s- 0 

Fuпkcioпel reagovaпja fТ је dejiпisaп samo za F 1 (s) koji zadovoljava veze 
А1 (С)= О i odredeп је do па Сlап definisaп sa (5Ь.4). 

Ро pravilu fТ se moze predstaviti u oblicima koji su identicni onima u 
odeljku 5 za materijale na koje ne deluju nikakve veze. 

Broj unutrasnjih veza k nismo precizirali ali је ogranicen. Naime, pretpostav
ljajuCi da је funkcionalnэ zavisnost Л od С simetrizovan~ sledi da је }. funkcija, 
u opstem slucaju, sest njegovih nezavisnih komponenti. Kako svaka unutrasnja 
veza oЫika (5а.2) namece ogranicenje na jednu od nezavisnih komponenti, sledi 
da је najveci moguCi broj ogranicenja sest sto је i najveCi moguci broj ne.zavisnih 
unutrasnjih veza. То znaCi da је и (5Ь.4) k ~ 6. 

Razmotrimo neke primere unutrasnjih veza. 

1. Nestisljivost. Materijal је nestisljiv ako se moze samo izohoricno kretati. 
Tada је det С = 1 i odgovarajuca funkcija veze glasi 

Л (С) = det С - 1. (5Ь.7) 

248 



-

Odavde је lako pokazati da је 

FЛсFт = FG-1Fт, det С = 1 

tako da (5Ь.З) postaje 
N = -pl, (5Ь.8) 

gde је р proizvoljni skalar. Smenom ovog izraza u (5Ь.1) doЬijamo da је 
оо 

Т = -рЈ + fТ [F1 (s)], t5b.9) 
s=O 

odakle sledi dobro poznati rezultat: 

Za nestiSljive prosce macerijale пароп је odreden istorijom gradi_jenta defor
macije do па hidroscaticki pritisak р. 

Funkcionel reagovanja fТ је definisan samo za one gradijente deformacije F za 
koje је, saglasno sa vezom (5Ь .7), det F (т)= + 1, -оо <т < оо. Hidrostaticki 
pritisak р је, jasno, neodreden samo u smislu da ne moze Ьiti odreden samo pomocu 
istorije kretanja. On se odreduje pomocu Kosijevih zakona kretanja i zadatih nor
malnih napona na granici posmatranog tela. 

2. Neistegljivost. Neka је е jedinicni vektor u referentnoj konfiguraciji к 
i neka је materijal neistegljiv u pravcu е. Tada је, s obzirom na (2.9. 1) i (2.9.З), 
Ne> = 1. Na osnovu toga funkcijи ve.ze za neistegljiv materijal и pravcu е mozemo 
pisati u oЬlikи 

). (С) = е · Се - 1 

Sada је lako pokazati da је },с = е ® е i 

N = qF(e ® е)Fт = qFe ® Fe 

s obzirom na (5Ь.З). Smenom ovih izraza и (5Ь.1) doЬijamo da је 

оо 

Т = qFe ® Fe + g [F' (s)], 
s= O 

tj., za materijale koji sи neistegljivi и pravcu е 

(5b.l0) 

(5b.ll ) 

(5b.l2) 

и odnosu па referentnu konfiguraciju х, пароп је odreden istorijom krecanja 
do па aksijalno nuponsko stanje и pravcu Fe. 

З. Krutost. Pri krutim pomeranjima odredenim sa (2.7а.4) gradijent defor
macije F(т) је svojstven ortogonalan tenzor Q (det Q = 1) и odnosu nz pogcdno 
izabranи referentnu konfiguraciju. Tada ј е, kao sto smo vise риtа isticali, 

С (т) = р т (т) F (т) = 1, (-ОО < т < ОО). 

Odgovarajиce nezavisne funkcije veza su 

Л"р (С) = С"р- G"p' (ех, {Ј = 1, 2, З; ех ~ {Ј) 

i ima ih sest. Dalje cemo koristiti (5Ь.4) и oЬliku 

Nl<l = ~ q"P дЛ"р k 1 ~ а.р дЛ"р Qk Qt 
,L'_ дС х,кх,L = L (Ј дС к L 

{Ј,а.<ЈЈ K L fJ.a~fJ KL 

(5Ь.1З) 

(5Ь.14) 

(5Ь.15) 
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ier је х"ЈС = Qk sto neposredno sledi iz (2.7а.4). Simett·izujuC:i funkcionalnu 
zavisnost ).«fJ od C«fJ' na osnovu (5b.l4), pisemo 

Sada је 

tako da (5b.l5) postaje 

з 

Nk' = 2 q«f1 Q~Q~> = qk' 
fJ,«";;;{J 

(5b. l6) 

gde su q"'f1 proizvoljne skalame velicine. Prema ( 5Ь. 1 6) proizvoljne su i velicine q"' 
koje formiraju simetrican sistem drugog reda. 

Smenom ovog izraza u (5Ь.6) dobijamo 

«> 

t"' = q"' + f/"1 [Р (s)]. (5b. l7) 
s= O 

S obzirom na proizvoljnost (/1 sledi da jt: tenzor napona tk
1 proizvoljan u celosti. 

Kratko receno: pri krutom kretanju materijala napon је u potpunosti neodrec1en. 
Tada, bez guЬljena u opstosti, mozemo uzeti da је f/k' = О, tako da је 

(5b.l 8) 

odakle se vidi da ne postoji nikakva relacija izmedu napona i istorije gradijenta 
deformacije kcja se uvek mora, u slucaju krutcg kretanja, svesti na istoriju rotacije. 

Znaci, za krute materijale napon uopste ne zavisi cd istori je njegovog kretanja. 
То nije ni cudno kada se zna Ga se kruto kretanje bilo kog tela odreduj e- nezavisno 
od njegovog oaponskog stanja. 

Vezbanja: 

1. Pokazati da se u slucaju ne:stisljivih materijala konstitutivna relacija ( 5Ь . 9), 
s obzirom na proizvcljnost р, moze pisati, bez guЬljenja u opttosti, u obliku 

оо 

Т = -pl + fТ [Р (s)], 
s= O 

gde је 
оо 

trfТ [F1 (s)] = О. 
s - 0 

U tom slucaju је hidrostaticki pritisak jednak srednjem normalnom pritisku 
napona Т, tj. 
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"' 2. Uslovt rfТ [F1 (s)] = О omogucuje da se dodatni napon У za nestisljive mate-
s=o 

rija1e u potpunosti odredi. Tada u izrazu za У, koje је u potpunosti odredeno 
istorijom izohoricne deformacije, ne figurise neodredeno р, jer је У jednako 
devijatorskom delu tenzora nарола Т. Pokazati! 

З. U slucaju nestisjivih materijala u pravcu е pokazati da uslov potpune odrede~ 
nosti dodatnog napona У glasi 

"' Fe ·Y[F' (s)] Fe = О. 
s~o 

4. Za nestisjivi materija1 u dva pravca erx (ос = 1, 2) u odnosu na referentnu konfi
guraciju х Ьiсе 

2 

N = 2 q"" Ferx®Fea.. 
tx- 1 

Pokazati! 

5. Pokazati da је, u s1ucaju zadatka 4, 

"' Fe a.·Y[F' (s)] Fea. = О (ос = 1, 2) 
s~O 

uslov p;">tpune odredenosti dodatnog napona. 

6. MATERIJALNI IZOMORFIZAM. HOMOGENOST 

Jednacina 
х = х (Х, t) (2.4.5) 

odreduje kretanje materijalnog kontinuuma u odnosu na neku referentnu konfi
guraciju х koja moze biti i pocetna. OCigledno ј е da се pri promeni referentnog 
sistema, u opstem slucaju, jednacina kretanja imati drugi oЫik. Zbog toga pisemo 

х = х" (Х, t) (6. 1) 

umesto (2.4.5) kada zelimo da istaknemo zavisnost opisa kretanja od referentne 
konfiguracije х. Pri prelasku na drugu referentnu konfiguraciju к, odredenu u 
odnosu na х transformacijom 

/'.. /'.. /'.. 

х ---+ х: Х = Х (Х) ili Х= Х (Х) (6.2) 

isto kretanje tela је dato sa 
л /'.. 

х = х" [Х (Х), t] = х; (Х, t). (6.3) 

Tada је, saglasno sa (2.5.10), (2.4.5), (6.3) i (6.2), promena gradijenta deformacije 
pri promeni referentne konfiguracije odredena sa 

л 

F = FP (6.4) 
gde је 

р = { ахк} 
дХL 

р :х---+ х, (6.5) 

gradijent transformacije referentne konfiguracije х u х. 
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Na osnovu principa determinizma napon је za neku materijalnu cesticu Х 
odreden istorijom kretanja tela. Prema tome, preko kretanja i funkcionel reagovanja 
fТ је takode dat u odnosu na neku referentnu konfiguraciju x.Mi pisemof/ =У,. 
kada zelimo da tu zavisnost naglasimo. Tako za proste m aterijale imamo 

"' Т (t) = f/,. [F1 (s)] (6.6) 
s= O 

u odnosu na referentnu konfiguraciju х, i1i 

"' Т (t) = f/;; [F1 (s)) (6.7) 
s- 0 

u odnosu na referentnu konfiguraciju х: 

OCigledno је da, pri svakoj promeni referentnog sistema х-+ к mora identicki 
da vazi 

"' "' л f/,. [F1 (s)] = f/;; [F1 (s)). (6.8) 
s=O s= O 

S obzirom na (6.6) i (6.7) mozemo zakljuciti: 

OЬlik fuпkcioпela reagovaпja пе zavisi samo od cestice za koju se od1·eduje, 
пеgо i od izbora referentпog sistema. 
Teпzor паропа Т (Х, t) је odredeп па isti пасiп istorijom gradijeпta defor
macije и od12osu па х kao i istorijom gradijenta deformacije и odпosu па х. 
Pri promeni konfiguracije х-+ х vazi identicnost za proizvoljnu regularnu 
istoriju F 1 (s) 

"' "' f/,. [F 1 (s)] = fТ;; [F1 (s) р-1] (6.9) 
s= O s= O 

koja пeposredпo sledi iz (6.8) i (6.4). 

Vazno је uoCiti da gradijent deformacije uopste, prema (2. 5.2), zavisi sапю 
od referentne konfiguracije lokalno u odnosu na Х. Prema tome, и opstem slucaju, 
i funkcionel reagovanja zavisi samo od lokalne konfiguracije х u okolini Х, а 
ne i od globalne konfiguracije. То znaCi da su se sva nasa dosadasnja razmatranja 
konstitutivnih jednacina odnosila na jednu posebnu materijalnu cesticu, i1i u spe
cijalnom slucaju, na telo koje se sastoji od cestica koje imaju isti fиnkcionel reago
vanja u odnosu na datu refeгentnu konfiguraciju х. Za takvo telo se kaze da је 
homogeno i о njemu се dalje Ьiti vise reci. 

U slucaju dve razlicite cestice Х i Х tela '73 njima odgovarajuCi funkcioneli 
reagovanja се se u opstern slucaju razlikovati. Pri tome se, saglasno prethodno 
recenom, podrazurneva da se svaki od tih funkcionela odгeduje posebno u odnosu 
na lokalnu konfiguraciju njima odgovarajuce cestice. Pitanje је sada kada mozemo 
kazati za dve cestice Х i Х tela '73 da su cestice istog materijala. То је sigurno onda 
kada okoline tih cestica mozemo prevesti u takve referentne konfiguracije х i х 
tako da Ьilo koja sledeca deformacija dovodi do jednakih napona u polozajima Х 
i Х koje zauzimaju cestice Х i Х u tim konfiguracijama, respektivno. Tada nikakvo 
eksperimentalno merenje napona, izazvanog deformacijom, ne moze da nam kaze 
da li polazimo od dela tela '73, koji odgovara okolini cestice Х, u odnosu na refe-
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rentnu konfiguraciju х (73) ili od dela, koji odgovara okolini cestice Х, u odnosu 
na referentnu konfiguraciju х (73) . Ova interpretacija sugerise takode da smo duzni 
pretpostaviti da su gustine е .. i е>< u okolini cestica х i х, respektivno, jednake 
i uniformne sto сещо i dalje ciniti. Sva ova nasa razmatranja sada formalno preve
dimo na matematicki jezik. 

Za referentnu konjiguraciju х kazemo da ima konstantnu gustinu ako е,. (Х) 
ne zavisi od cestice х. 
Za d·ve cestice Х 1: Х se kaze da su materijalno izomorfne ako је moguce 
naCi referentnu konfiguraciju х okoline Х i referentnu konfiguraciju х oko
line Х takve da: 

а) х i х imaju istu uniformnu gustinu, tj. 

е .. = е-; = ccnst.; (6.1 О) 

Ь) funkcionel reagovanja Ух za Х se poklapa sa funkcionelom reagovanja 
У za Х, tj. 

оо оо 

у" [F (Х, t - s)] =у~- [F (Х, t - s)] ( 6.1 1) 
t = O $=0 

za svaku regularnu tenzorsku istoriju gradijenta deformacije F 1
• 

Za telo 73 kazemo da је materijalno izomorfno ako :s:u sve njegove cestice 
uzajamno materijalno izomorfne jedna sa drugoщ. 

Telo 73 је materijalno uniformno ako se moze naCi za svaku cesticu Х Е 73 
referentna konfiguracija хх okoline Х tako da је: 

i) g"x uniformno i nezavisno od Х i 

ii) funkcionel reagovanja У, koji odgovara Х i хх, isti za sve cestice Х. 

U opstem slucaju Ьiсе potrebno da se Ьira razlicita referentna konfiguracija хх 
za t·azne cestice Х. Ako је moguce izabrati jednu referentnu konfiguraciju х za 
celo telo 73 tako da је У" isro za sve cestice kazemo da је telo homogeno. Sa fizickog 
stanovista telo је homogeno ako i samo sko postoji referentna konfiguracija za 
celo telo tako da svaka cestica reaguje na potpuno isti nacin kao i svaka druga 
na prcsle deformacije opisane u odnosu na ovu konfiguraciju. Za homogeno telo 
konfiguracija )(х moze Ьiti uzeta kao lokalizэcija globalne konfiguracije )( (73) sto 
za nehomogena tela ne vazi. То znaCi da је svako homogeno telo materijalno uni
formno . Obrnuto ne vazi, tj., telo moze Ьiti materijalno uniformno, а da ne bude 
hoщogeno. U fizici se kao primer uniformnih ali ne i hoщogenih tela navode tela 
sa defektima i dislokacijaщa. 

PrecizirajuCi ove pojave щi сет) dalje razmatrati sащо hoщogeno telo, sto 
smo ranije vec napomenuli. 

7. GRUPA IZOTROPIJE 

Moze se desiti da cestica Х bude netrivijalno materijalno izomorfna u odnosu 
na saщu sebe. То znaCi, saglasno sa definicijom щaterijalnog izomorfizma, da 
postoje dve razlicite konfiguracije х i и iste konstantne gustine okoline cestice х 
tako da se njima odgovarajuci funkcioneli reagovanja, tj., У" iy;;, poklapaju. Sa 
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fizickog stanovista poklapanje funkcionelaYx iY; znaci da se matel"iial и cestici 
Х u konfiguraciji х ne mo:le razlikovati ро svom meћanickom reagovanju posto se 
deformacijom prevede u konfiguraciju х. Tada, s obzirom na (6.11), uslov m ateri
jalnog izomorfizma, ali sada za Х = Х, glasi 

"" оо 
У,. [F (Х, t - s)] =У; [F (Х, t - s)] 
s= O s- 0 

i1i 
оо оо 

У,. [Р (s)] =У; [F1 (s)] (7.1 ) 
s=O s= O 

saglasno nacinu obelezavanja (5 .3) . Ova relacija mora da vazi za sve istorije gradi
jenta deformacije F' (s). 

г-l~ 
1 1 1 4 

1 1 
1 о : 

1
1 х 1 

2 ј з 

L-тт_Ј 

fT 
4 

г_.1_l 
з 1 1 

1 1 

1 о 1 

1 1 х 1 
2 

L--т;~ 

а) Ь) 

з 

с) d) 

Sl. 51 
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Fizicki smisao (7.1) ilustrovan ј е na sl. 51 na dva poznata primera. Na slicr 
pod а) i Ь) predstavljeno је cvrsto telo u dve razlicite konfigиracije и okolini cestice 

Х. Konfiguracija х ј е rorirana и donosu na к za ugao _п . Т је napon zatezanja 
2 

и vertikalnom pravcи, а е је dilatacija и istom pravcи. U opstem slucajG, konsti
tиtivne jednaCine и ova dva slиcaja се Ьiti 

Т = [7" (е); Т= [7;(е) i Т =1= Т, 

tj ., za istи dilatacijи napcni zatezanja се Ьiti razliCiti. Ako Ьi reagovanje materijala 
и odnosи na konfigшacijc к i х Ьilo isto imaii Ьi 

[7,. (е) = [7~ (е). 

Drиgi primer је predstavljen pod с) i d) za slucaj stisljivog fluida. U dvema. 
razlicitim konfiguracijama и i %, u kojima је fluid u miru, Ьiсе 

Р =р,. Се), Р = р;; (е). 

U opstem slисаји Ьi se moglo ocekivati da је р =1= р cak i kad је gиstina u оЬе konfi
guracije ista. AnalcgoГ- prethodnom primerи Ьi Ьiо 

р" Се) = р; Се). 

S obzirom na tc da (6.9) vazi za svaku transformacijи referentnog sistema,. 
ра prema tome i za к ~х, dobljamo iz (6.9) i (7. 1) 

оо оо оо 

fТ,. [F' (s)] = fТ; [F1 (s) р-1] = fТ,. [F1 (s) Р-1], (7.2) 
s= O s= O s=O 

gde је sada 
Р : к ~х, det Р = ± 1, (7.3) 

posto, saglasno sa ( 6.10) materijalnog izomorfizma, konfiguracije к i х imaju istu 
gиstinи. Zbog toga se takvo Р naziva um·modularni \.ili izohoricni) gradijent 
transformacije referentne konfigиracije к u referentnu konfigиracijи х. Relacija 
(7.2) mora da vazi za sve istorije gradijenta dcformacije F1(s). 

Nije tesko pokazati da, obrnuto, Ьilo koji иnimodиlarni tenzor Н za koji је 

оо оо 

fТ,. [F1 (s)] = fТ,. [F1 (s) Н] (7.4) 
s- 0 s=O 

za svako F1 (s) dovodi do m aterijalnog izomorfizma Х u samog sebe. Zaista, interpre 
tirajиci unimodularni tenzor н-1 kao gradijent transformacije р referentnog sistema 

",... л 

к u referentni sistem к, (6.4) postaje F = FH. Pri t akvoj transformaciji sistema 
gиstina ostajб nepromenjena sto sledi iz (3 .13.4) i (6.4) za Р = н-1. Takode~ 
s obzirom da (6.9) vazi za svaku istorijи gradijenta deformacije F1 (s), ра prema 

",... л л 

tome i za F1 (s), ista identicnost sada glasi fТ" (F1
) = fТ,. (F1P -1) Ш 

(а} 

2SS. 
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"kada se uzme u obzir da је Р-1 =Н i F = FH Tada iz ovog izraza i (7.4) sledi da је 

"" "" fТ" [F' (s)] = fТ;. [F' (s) ], (6. 11 ) 
s= O s= O 

sto је trebalo dokazati. 
Iz (6.8), (7.4) i (а) t2kode sledi da је 

Л А 

Т (с) = fТ" (F') = fТ" (F') = fТ;. (F') = fТ :;, (F'). (1. 5) 

Odavde se vidi da pri odredivanju tenzora napona u Х nije vazno koji od funk-
л 

cionelэ fТ" ili fТ;;, niti koja od istorija deformэcije F'( s) ili F'(s) се biti korisceni. 
Kratko receno: ovaj izraz pred-.tavlja matematicku formulaciju prethodno iznetog 
fizickog stava da funkcionel reagovanja materijala ne pravi razliku izmedu referentnih 
konfiguracija х i х pri netrivijalnom materijalnom izomorfizmu materijalne cestice 
Х u odnosu na samu sebe. Mi tada kazemo da su referentne konfiguracij·~· :к i х 
ravnopravne u Х. 

Jednacina (7.4) ocigledno izrэzava svojstvc koje ne vazi za svako unimodulaгno 
Н. Skup svih unimodularnih tenzora Н za koje (7.4) vazi, forrnira grupu koja 
se naziva grupa izotopije* funkcionel ponasanja ili grupa materijalne simetrije 
.materijalпe testice Х koja zauzima poloz -ј Х u konfiguraciji :к. Sto је veCi broj 
unirncdularnih tenzora н za koje vazi (7.4), tj. sto је veci broj elemenata koje sadrzi 
_gгupa izotropije, brcjnija su i materijalna simetricna svojstva koja telo poseduje. 
Ро definiciji, grupa izotropije, u opi.tem slucaju, zavisi od izbora lokalne konfi
guracije х i oznacava se sa g". 

fZa neki apstraktni skup elemenata А, В, С, ... nad kojim је definisana ope
racija cps1eg proizvoda elemenata А® В kazemo da cini grupu u odnosu га operaciju 
.Qpsteg proizvoda ako је : 

а) А ®В u skupu za svako А i В; 
Ь) skup sadrzi jedinicпi element 1 takav da је 1® А = А® 1 za ~vako А; 
с) А ®(В® С)= (А ® В) ® С, tj., vazi asocijativni zakon za prcizvod; 
d) Svaki element А irna inverzni element А-1, koji takode pripada skupu, 

tэkav da је А ® А-1 = А-1 ® А = 1. 
u nasem slucaju elementi skupa su transformacije referentnih konfiguraci

ja definisane sa Н. Proizvod dve transformacije је proizvod Н1Н2 . Jedinicni 
element је definisan identicnom transformacijom 1, dok ј е inverzna transformacija 
Н-1 transformacije Н takva da је НН-1 = Н-1н_~ 1. ! 

Da skup g" svih unirnodularnih tenzora Н, koji zadovoljavaju (7.4), formira 
grupu vidi se iz sledeceg: 

i) Neka su Н1 i Н2 elementi g"; onda је sigurno i Н1Н2 u g", jer је 

У" (F'H1H2) = fТ,. (F'H 1) =У,. (F'); 

ii) Ako ј е Н element g", onda ј е i н-1, jer је 

У" (F') =У" (F'H-1H) =У" (FтН-1). 

* Termin "grupa izotropije" uvodi Nol. U ovom slucaju Truzdel koristi termin "grupa 
ravnopravnosti" s obzirom da svako Н iz grupe prevodi konfiguraciju х u njoj ravnopravnu konfi
guraciju х. Mi dalje koristimo termin "grupa izotropije" koji ј е sire prihvacen. 
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Identicna transformacija 1 је u g,. je.r је 1 unimodularno i 1Н = Н1 za svako Н 
u g,.. Takode vazi asocijativni zakon Н1 (Н2Н3) = (Н1Н2) Н3 za svako Н1, Н2 i 
Н3 u g,.. D 

Na osnovu definicije izotropne grupe, g,. је podgrиpa иnimodиlarne grиpe 
и svih иnimodиlarnih transformaф, tj., 

g,. с и (7.6) 

Za dve referentne konfiguracije х i х materijalne cestice Х grupe izotropije 
Ьiсе g" i g-;;. u odnosи na te konfigиracije vazi, kao sto smo videli 

f/" (F1
) = fТ ;(FtP -1) , (6.9) 

za svaku istoriju gradijenta deformacije p t, gde је Р, saglasno sa (6.5), gradijent 
transformacije х -+ х. Takode smo videli da је Н и g,. ako, i samo ako, (7.4) 
vazi za sve istorije F ' (s) sto nат omogucиje da dokazemo teoremu 1: 

g ~ = Pg,.P- 1
• 

Dokaz: Neka ј е Н и g,.. Tada vazi (7.4). Na osnovu toga i (6.9) imamo 

f/ -;, (FtP -1) = fТ,. (Ft) = fТ,. (F'H) = fТ;(FtHP-1). 

(7.7) 

Ova identicnost mora da vazi za svako p t (s) ра рrеща tоще i za F ' (s) Р. Iz iden
ticnosLi 

(7.4а) 

koja vazi za svako Н и g,. onda sledi, prema definiciji grupe izotropije, da је РНР-1 

u g ~ . О Ona izrazava Nolovo pravilo: 

Izotropne grиpe date cestice и odnosи па razne referentne konfigиracije 
sи иzajamno konjиgovane. 

Pri izvodenju ove teoreme dve Iokalne konfiguracije х i х ne moraju imati istu 
gustinu jer Р ne mora Ьiti unimodularno. Medutim, kako se svaki regularan tenzor 
moze izraziti kao proizvod pozitivno definitnog sfernog tenzora i unimodularnog 
tenzora, na primer, Р = (ldet Pllf3 1) (ldet Pi-113 Р), sledi da је za razmatranje 
promene referentne konfiguracije dovoljno dalje razmatrati unimodularne tenzo
re Р. U specijзlnom slucaju kada је Р sferno, tj., Р = rx1 (rx =1= 0), referentni 
sistemi se doЬijaju jedan iz drugog pomocu dilatacije (tj. deformacije za koju su 
g lavna izdu:lenja jednaka). Tada (7.7) postaje g,. = g;. То znaci: grиpa izotropije 
se ne тепја pri dilataciji. 

u mnogim slucajevima prvenstveno се nas interesovati clanovi izotropne 
grupe koji su ortogonalni. 

Teorema 2: Ortogonalna transformacija Q pripada izotropnoj grupi g,. 
ako i samo akv је 

1 Qt [Ft (s)] Qт= i'o[QFt(s) Qт]. (7.8) 

identicki zadovoljeno ро pt (s). 

Dokaz: Ako је Q и g,. onda је to i Qт = Q-1 jer је g,. grupa. Tada identicnost 
( 7.4), za Н= Qт, postaje 
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i va:H za svako Р (.r) ра prern.a tome i za QF1 (s) kada glasi 

У" (QFt) = У" (QFtQт). (7.9) 

Ali, ako u jednacini (5.5), koja izrazava princip materijalne indiferentnoEti i koja 
vazi za svaku ortogonalnu matricu Q1 (s) izaberemo Q1 (s) tako da је Q1 (s) = Q, 
nezavisno od s, onda doЬijamo 

У" (QF1
) = QY" (F1

) Q'1'. 

Iz ove relecije i (7.9) ocigledno sledi (7.8) za svako F 1 (s). D 
Relacija (7 .8) је ekvivalentna sledecim relacijama za funkcionele CR i р и (5.29) 

(7 .10) 

Identicnost (7.8) vazi za svako Q u g" ako se funkcionelY zameni sa funkcionelom 
CJi konstitutivne jednacine (5.18), ili 12 jednacine (5.15) ili drиgim redukovanim 
oblicima funkcionela reagovanja prostog materijala. 

Iz (7.8) sledi da g" sadrZi identicnи transformciju 1 i centralnи inverziju 
-1. Odatle sledi da ako g" sadrii svojstvenu ortogonalnи transformacijи Q (det Q = 
= 1) onda sadrzi i nesvojstvenu ortogonalnu transformacijи - Q. Specijalno, g" 
ne moze sadrzati grири svojstvenih ortogonalnih transformacij a ako takode ne 
sadrzi grиpu svih ortogonalnih transformacija, svojstvenih ili ne. Centralna inverzija 
ne щоzе Ьiti shvacena kao stvarno kretanje materijala, ali moze odgovaгati stvarnom 
stanjи materijalne simetrije. Posto 1 i -Ј zajedno formirajи grири, on da oni for
miraju najmanjи mogucи grири materijalne simetrije. 

8. IZOTROPNI PROSП МА TERIJALI 

Dejinicija: Za (prost) materijal se kaze da је izotropan ako postoji 
bar jedna lokalna referentna kanfiguracija х takva da пјепа izotropna grupa 
g", koja odgovara funkcionelu reagovanja, sadrzi potpunu ortogonalnu 
grupu "' tj. , 

(8.1) 

Lokalna konfiguracija koja pcsedиje tи osoЬinи odredиje neizoЬliceno (ne
iskrivljeno) (undistorted) stanje (izotropnog) materijala. Za Ьilo koji izotropan 
materijal и neizoblicenom stanjи fizicki eksperiment ne moze otkriti da li је 
ili ne materijal proizvoljno rotiran pre nego sto је eksperiment n apravljen. 
Pri tome podvlacimo da termin rotiran sиgerise da ј е ovde rec о promeni refe
rentnih konfigиracija, а ne о promenama koje sи izazvane deformacijom и toku 
eksperimenta. Kratko rereno, materijal nema privilegovanih pravaca kada је u 
neizoblicenom stanjи. 

U ovde datoj definiciji izotropnog materijala ne pominje se koordinatna trans
formacija. Medиtim, и praksi, rotacija materijala od Ьilo koje lokalne konfiguracije 
и drиgи роmоси ortogonalne transformacije moze Ьiti predstavljena rotacijom 
ortogonalnih Dekartovih materijalnih osa zamisljeno vezanih za materijal и prvoj 
referentnoj konfiguraciji. 
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OCigledno је da za izotropan materijal vazi relacija 

оо "" 
Qf/ (pt (s)] Qт = f/ [QP (s) Qт] (7.8) 

s = O s = O 

ali koja sada шоrа Ьiti zadovoljena identicki ро istoriji F 1 (s) i ро ortogonalnom 
tenzoru Q. Ona је od Ьitnog znacaja и proЬlemima svodenja funkcionela reagovanja 
izotropnih materijala na redиkovani oЬlik. 

Za izotropni materijal relacija (7.10) vazi za sve ortogonalne tгansformacije Q 
pod uslovom da је referentna konfiguracija neizobliceno stanje. l?аЬегiшо Q tako 
da је Q = R(t); onda na osnovи (2.7.15), (5.27), (5.9) i (5.21) imamo da је 

в= RCRT; RG'~ (s) нт = ct (t- s) - 1 = G (s) (8.2) 

gde је В levi Kosi-Grinov tenzor deformacije. Tada se (7.10), cdnosno (5.29), 
svodi na prostiji oЬlik 

СХ) 

T(t) =р (В)+ (R [G (s), В]. (8.3) 
s= O 

Ovaj redukovani oblik konstitиtivne jednacine ne zadovoljava identicki (7.8). 
То znaci da (7.8) nашесе nova ogranicenja koja sada glase 

Qp (В) QT =р (QBQT) Ј 

Q~ [G (s), В] Qт = 3 [QG (s) Qт, QBQт] 
(8.3а) 

Tenzorska fиnkcija р (В) koja zadovoljava (8.3а) 1 za svako ortogonalno QE 6 i 
svako pozitivno definitno i siшetricno В и domenи definisanosti f-je р naziva se 
izotropna tenzorska funkcija и odnosи na 6. Isto tako fиnkcionel (R koji zado
voljava (8.3а) 2 za svako Q Е 6, svako pozitivno definitno i simetricno В i svakи 
simetricnи istorijи G (s) nazivamo izotropnim junkcinelom. Samo ро seЬi se 
razume da је pojam izctropnog funkcionala generalizacija pojma izotropne funk
cije о kojoj се dalie Ьiti vise t·eCi. Uopste kada sи u pitanju izotropni prosti .mate-' 
rijali uvek се Ьiti reci о izotropnim funkcionelima i (ili) funkcijama. Saglasno 
tome i funkcionel reagovanja fТ koji zadovoljava (7.8) za svako Q Е 6 i svaku regu
larnu istoriju F 1 је t akode izotropa1z funkcionel. 

Konstitutivna jednaCina izotropnog шaterijala (8.3) nije jedini prostiji moguci 
oblik. Tako se, na primer, za izctropan шaterijal jednaCina (5.24) Evodi na oЬlik 

оо 

Т (t) = f/ [U1 (t- s), V(t) ], (8.4) 
s= O 

gde funkcionel reagovanja mora Ьiti izotropan, tj. mora da zadovoljava relacijи 

оо оо 

Qf/ ( Ut (t - s), V (t)] QT = fJ (Q U1 (t - s) Qт, QVQт] (8.4а) 
s=O s=O 

:г а svako Q Е 6, svako pozitivno definitno i simetricno V i za svakи pozitivno defi
nitnu i simetriC:nu istoriju ut (t - s). 

Iz konstitutivne jednacine izotropnog prostog mater ijэJ a d~te u cЬli liu (8.3) 
ili (8.4) se vidi da је rotacija potpuno eliminisana. Grubo govoreci, оЬе tvrde 
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da је napon odreden istcrijom deformacije i trenutnom deformacijorn samo pod 
uslovom, da kao meru trenutne deformacije izaberemo V ili В (Ш Ьilo koju jedno
znacno definisanu invertiЬilnu izotropnu funkciju od V). 

Vrlo је vazno istaCi da razni redukovani oЫici konstitutivnih jednacina, datih 
u odeljku 5, vaze za Ьilo koju referentnu konfiguraciju za razliku od redukovanih 
oЬlika (8.3) i (8.4) koji vaze, u opstem slucaju, samo za izotropne materijale i 
samo kada se neizoЬliceno stanje koristi kao lokalna referentna konfiguracija. 
Ј asno је da је moguce koristiti i Ьilo koju drugu referentnu konfiguraciju. Ali 
tada, podvlaCimo, konstitutivne jednacine izotropnog prostog materijala nece 
vise imati neki jednostavan oЬlik kao u slucaju konfiguracije neizoЬlicenog stanja 
materijala. 

Za izotropan prost materijal sledi da је funkcionel (ii u ( 5.18) izotropan ро 
С, tj., da је 

"' ао 
Q (]i [Ct(s)] Qт = (]i [QCt(s) Qт], 

s- o s- 0 
(8.5) 

za svako ortogonrvo Q i svaku pozitivno definitnu istoriju C1(s). Ogranicenja 
koja namece identicnost (8.5) na oЬlik funkcionela g; Ьiсе posebno razmatrana. 

Napomena: Relacija (8.1) ima sire znacenje. S obzirom na (7.6) mozemo 
је pisati u oЬliku 

tJCg,.cu. (8.6) 

Medutim, na osnovu jedne teoreme teorije grupa sledi da је ortogonalna grupa 
maksimalna podgrupa unimodularne grupe. То znaCi, da ako neka grupa g za
dovoljava uslov ~JCgcu onda је g=~Jilig=u. PrimjenjujuCitona(8.6)zaklju
cujemo da za izotropne materijale postoji najmanje jedna referentna konfiguracija 
g,. takva da је 

g,. =(ј ili g,. =и. (8.7) 

То znaci da је grupa izotropije g,. izotropnih materijala ili ortogonalna grupa ili 
unimodularna grupa. 

Veibanja: 

1. Pokazati da se pri promeni F(-r:) u QF(-r) Qт (-оо< -r <со), gde је Q E~J, 
tenzor S menja u 

QSQт, 

gde је S Ьilo koja od velicina skupa 

{Ft (-r), Ct (-r:), Ut (-r:), V1 (-r:), С1, U1
, В1, ve, R 1

, G (s)}. 

2. Ako se F(-r:) menja u 

gde је Q Е tJ, onda se: 

а) М rnenja u Qт MQ, 
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gde је М Ьilo koji od tenzora iz skupa 

{C(-r), U(-r), С?(<), U1*(-r)}; 
Ь) N ostaje N, 

gde је N Ьilo koja od velicina iz skupa 

{В(<), V(-r), Ft (<), Ct (<), Ве (-r)}; 

с) R (<) menja u R (<) Q. 

Pokazati! 

9. PROSТI FLUIDI 

Fizicki pojam fluida је dosta neodreden i koristi se u sirokom smislu. Kaze 
se da је to materijal koji moze da tece u Ьilo kom pravcu. Formalno, u tom smislu, 
fluid ne moze da bude u ravnoteznom stanju pod dejstvom smicucih napona. 
Posmatra se i kao materijэl koji nema privilegz'sane orijentacije ili kao materijal 
koji prirodno ispunjava sud u kome se nalazi. U tome је sadrzana ideja da svojstva 
ili ponasanje fluida ne zavise od njegovog oЬlika pri istoj gustini. 

Nol, koristeCi pojam grupe simetrije, ova kvalitetna fizicka tumacenja prevodi 
u preciznu matematicku definiciju: 

Prosti materijal је prost flиid ako је, za nekи referentnи konfigиracijи, 
grиpa izotropije роtрипа grupa иnimodиlarnih transformaczj"a, tj. 

g=u. (9.1) 

Trivijalna posledica ove definicije је da su svi prosti fluidi izotropni. Takode, 
na osnovu Nolovog pravila mozemo zakljuciti: ako је х neizoЫiceno stanje za 
koje је g" = и onda је grupa izotropije koja odgovara lokalnoj referentnoj konfi
guraciji к data sa g;. = Pg"P -1 = РиР-1 = и. ZnaCi, 

svaka konfigиraczj"a prostog flиida је neizoЬlz'ceno stanje. Prema tome, za 
svaku konfiguraciju prostog fluida izotropna grиpa је potpuna иmmo
dиlarna grиpa. 

Tada (7.4) vazi za svako Н u и i za svako х. Takode, iz (7.1) sledi da је 

а) а) 

. У" [F1 (s)] =У~ [F1 (s)] (9.2) 
s= O r= O 

uvek kada је 
Р : х ~ х, det Р = ± 1. (9.3) 

S obzirom na (3.13.4) i (6.4) vidi se da је 

(!,. = e;;det р (7.3) 

odakle se moze zakljuciti da је 

(9.4) 

uvek kada vazi (9.3) (u ovom slucaju је rec о slicnim konfiguracijama х i к). Vazi 
i obrnuto, (9.4) povlaci za sobom (9.3) . Ali tada sledi da (9.2) vazi uvek kada је 
ех = е;;, tj., uvek kada је gustina u Х ista u lokalnim konfiguracijama и i х. То 
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znaci de oЬ!ik funkcionela reagovanja Ук zavisi od gиstine е"' а ne i od bilo 
kojih drиgih osoЬina referentne konfigиracije и Х, kao fto sи rjena orijentaija 
ili oЬlik. Zato se, и slисаји fluida, cpsta konstitutivna jednacina (5.12), koja tl 
seЬi preko F sadrzi zavisnost od х, svodi na 

<Х> 

T (t) = R (t) Y[U' (s), ех] нт(t) (9.5) 
s=O 

gde је sadaY fиnkcionel istorije U (t - s), definisan и odnosи na konfiguracijи х, 
i funkcionel parametra е". Fиnkcionel у ne zavisi od izbora lokalne referentne 
konfigиracije х. Ako se trenutna konfigиracija izabere za referentnи Ьiсе R 1 (t) = 1, 
U1 (s) = U, (t - s) i 

<Х> 

т (t) =у [ ut (t - s), е (t)] . (9.6) 
s= O 

Posto grиpa izotropije sadrzi ortogonalnи grири 6, (7.8) moze Ьiti primenjeno 
na у tako da imamo 

<Х> <Х> 

Q!(Т [U1 (t - s), е (t)] Qт = fТ [QU1 (t- s) Qт, е (t)] (9.7) 
s= O s= O 

za svakи ortogonalnи transformacijи Q, tj., funkcionel g- mora Ьiti izotropan 
ро U 1 (t - s). Sa (9.6) i (9.7) odredena је konstitиtivna jednacina prostog flиida. 

Kakvo је fizicko tumacenje ove jednacine? 

JednaCina (9.6) kaze da је napon T (t) и posmatranom trenиtkи t odreden 
trcnиtnom gustinom е (t) i istorijom tenzcra izdиzenja u, (t - s) и odnosи na 
trenиtnи konfiguracijи. Jednacina (9.7), pak tvrdi da ako је celokt.:pna istorija 
izduzenja rotirana za konstantnи ortogonalnи transformacijи Q, onda се i napon 
Ьiti rotiran na isti n aCin. Fиnkcionel reagovanja g- и (9.6) ne zavisi od referentne 
konfiguracije. То znaci da prosti flиid, mada moze da pamti sve sto ти se ikada 
desilo, razlikиje jednи konfiguracijи od drиge samo ро gиstini. 

i) Konstitиtivnи jednacinи prostog flиida (9.6) mozemo izvesti i direktno 
polazeCi od (5.3) и kom funkcionel reagovanja У mora zadovoljavati (7.4) za 
svako иnimodиlarno Н. Као i и s1исаји izvodenja opstih konstitutivnih jednacina 
prostih materijala pogodnim izborom Н moze se doci do Ьitnih zakljucaka о oЬlikи 
funkcionalne zavisnosti g- od istorije gradijenata deforшacije F 1(s)· 

Izaberiшo Н tako da је 
1 

Н = {[det F (-r)]3 F - 1 (<)},_1• (9.8) 

Tada ј е prema (7.4), (3.78) 
1 

<Х> <Х> -

Т (t) = !(Т[F1(s)] =fТ { F1 (t- s) [det F (t)] 3 
} . 

s= O s=O 
(9.9) 

Ova konstitиtivna jednacina шоrа identicki zadovoljavati princip шaterijalne indi
ferentnosto (3.96) kcji piseшo и oЬlikи 

(9.1 О) 
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г 
Iz (3.33) se vidi d a је 

det F~' = det F 
dok је, saglasno sa (3.79) 

Ft (t - s) = Q (t - s) F1 (t - s) Q'r (t). 

Tada (9. 10) postaje 
1 

Q ( t) Т ( t) Q т ( t) = ff { Q ( t - s) F, ( t - s) Q т ( t) [ det F] 3 } ( 9. Ј 1) 
s=O 

i mora biti zadovoljeno za svako Q (т). Neka је 

Q (t - s) = R'{ (t - s). (9.12) 
Onda је 

оо .:. 

Q (t) Т (t) Qт (t) = g- { U, (t - s) Q1 (t ) [det F] 3 
} . 

s= O 

Za Q (t) = 1 doЬijamo 
CQ ~ 

т ( t ) = g- { ut ( t - s) [ det F] з } 
s=O 

ili 

T(t) =ff [U, (t - s), е (t)] (9.6) 
s= O 

kada se uzme u obzir da је 

е det F = ех· (9. 13) 

Koriste-Ci (2.7. 14) i (6.3 .78) ova konstitutivna jednaCina s~ moze izraziti i u drugim 
ekvivalentnim oЬlicima. Na primer: iz (5.9) i (8.2) se vidi da је 

Ut (t- s)= [С1 (t- s)]t = [1 + G (s)]t, 

cijcm smenom u (9.6) doЬijamo konstitutivnu jednacinu 

Т (t) = .1l. [ G (s), е (t)] . 
s= O 

(9.14) 

(9. 15) 

ii) Konstitutivna jednaCina data sa (9.15) је pogodna za nalazenje ravnote-znog 
d ela napona prostog fluida. 

U tom slucaju ј е, s obzirom na (5.28) i (8.2~ 

G (s) = О 

i napon ј е funkcija samo od е ( t), tj. 

T (t) = -р [е ( t)J. 

(9.16) 

(9.17) 

Uslov (9.7) namece dalja ogranicenja na tenzcr napona, odnosnc proizvoljan si
metrican tenzor р, koji sada glasi 

i1i 
QpQ1' = р, 

QP = PQ 

(9.18) 

(9.19) 
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za svako ortogonalno Q. Prema tome, simetrican tenzor р mora biti komutativan 
sa svim ortogonalnim tenzorima sto је mogиce, saglasno jednoj teoremi linearne 
algebre, ako i samo ako је 

Tada је 
р = р (е) 1. 

т= -р (е)1 

(9.20) 

(9.21 ) 

odakle se vidi da prost fluid и ravnoteznom stanjи ne moze da se odиpre dejstvи 
smicиceg napona. Tada је, naime za sve staticke deformacije napon и prostom 
flиidи odreden pritiskom р (е). Ovaj rezиltat је иstvari specijalan slиcaj konsti
tиtivne jednaCine (5.3 1) koja vazi za sve proste materijale, ра prema tome i za 
proste fluide. Zbog toga (9.21) spada и domen elasticnosti fluida. 

iii) Kako se opsta konstitиtivna jednacina (9.15) moze izraziti и oЬlikи zЬira 
ravnoteznog clana i clana koji izcezava kada se prost flиid drzi и ravnotezi Ьiсе, 
saglasno sa (9.21) 

оо 

T (t)= -p(e)1+(R[G(s), еЈ (9.22) 
s= O 

gde fиnkcioш:l reagovanja (R, prema (9.7), mora zadovoljavati 

оо оо 

Q (R [G (s), е) Qт = (R [QG (s) Q7
', е) (9.23) 

s= O s= O 

identicki ро ortogonalnom tenzorи Q. Takode је 
оо 

(R [G (s), е] = О (9.24) 
s=O 

za cstatak istoгije G (s) = О tako da је · 

т = -р(е) 1 (9.21) 

za materijalnи cesticи koja је sve vreme и ravnoteznom stanjи. То znaCi da fиnk
cionel :Л. odredиje reagovanje materijala na poremecaje koji ga izvode iz ravnoteznog 
stanja. 

Prost flиid је izotropan materijal ра se prema tome svi rezиltati prethodnog 
odeljka mogи primeniti na proste flиide. Specijalno, iz (8.3) lako је izvesti (9.22) 
kada se uzme и obzir da se, и slucajи prostog flиida, zavisnost od В (t) svcdi na 
zavisnost od е (t), sto sledi iz (9.6). То se moze i direktno pokazati. 

iiii) Za nestisljive proste flиide gиstina је е = е~, tj., ne moze zavisiti od 
vremena i moze Ьiti izostavljena и konstitиtivnoj jednaCini. Tako npr. konstitиtivna 
jednacina (9.22) moze Ьiti zamenjena jednacinom 

оо 

fT(t) = -р1 + (R [G (s)], 
s=O 

gde је funkcionel re<govanja (R sada definisan samo za 

С1 (t- s) = G (s) + 1 

koje је иnimodиlarno za sve s ~ О, tj., kada је 

det[G(s) +1] = det C1 (t-s) = 1. 

Као i и (5Ь.9) р је neodreden pritisak. 
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Napomena: Oznaku р smo vec koristi1i u izotropnom c1anu nestis1jivih 
prostih materija1a. I tada је р predstav1ja1o neodredeni pritisak u smis1u da 
se ne moze odrediti samo pomocu ~istorije kretanja sto nije s1ucaj sa pritiskom 
р (е) prostih f1uida. Zadrzavajuci ovaj nacin obe1ezavanja, jer se u оЬа s1ucaja 
radi о pritisku, raz1ikovacemo ih isticanjem zavisnosti pritt'ska р (е) - izotropnog 
c1ana prostog f1uida - od gustine sto nije s1ucaj sa neodredenim ili hidrosta
tiCkim pritiskom р prostih nestis1jivih materija1a uopste. 

VeZЬanja: 

Funkcione1 reagovanja c.R. u (9.25) је neodreden do na neodreden pritisak р. 
Pokazati da ova neodredenost moze Ьiti otk1onjena ako se pretpostavi da је 

со 

tr (R [G (s)] =О, 
s= O 

kada se (R svodi na devijatorski deo. Pokazati da se tada neodredeni pritisak р 
pok1apa sa srednjim norma1nim pritiskom napona. 

10. PROSTO CVRSTO TELO 

Rea1ni materija1, koji se oЬicno smatra cvrstim telom, ima privi1egisanu 
konfiguraciju u smis1u da Ьi1о koja promena njegovog oЬlika u odnosu na tu konfi
guraciju dovodi do promene reagovanja materija1a. Na primer: ako se neoptereceni 
celicni (ili gumeni) stap izduzi, а zatim drzi u ravnotezi, onda је za drzanje stapa 
u toj konfiguraciji potrebno i da1je koristiti sile (i1i bar njihov deo) koje su izazva1e 
to izduzenje, za raz1iku od pocetne konfiguracije za cije odrzavanje nisu Ьi1е potrebne 
nikakve si1e. Ovakvo ponasanje је potpuno raz1icito od ponasanja rea1nih supstanca 
koje smatramo jluidima, jer је, kao §to smo vide1i, njihovo reagovanJe za datu 
istoriju deformacije isto za Ьi1о koje dve referentne konfiguracije koje imaju istu 
gustinu. 

Promena oblika te1a ostvaruje se deformacijom koja nije ortogona1na. То 
znaCi da Ьi1о koja cista deformacija (vidi g1avu П, ode1jak 14) u odnosu na privi-
1egisanu konfiguraciju dovodi do promene oblika te1a sto ne mora da bude s1ucaj 
sa rotacijom. Tada, sag1asno recenom, mozemo zak1juciti da Ьi1о koja cista defor
macija utice na ponasanje cvгstog te1a za razliku od rotacije za koju to ne mozemo 
kazati, tj. rotacija moze ali ne mora uticati na ponasanje cvrstog te1a. Ova razmatra
nja nas dovode do Nolove dejinic2}e cvrstog tela: 

Prost materijal se naziva prosto cvrsto telo ako postoji rejerentna konjigu
racija х takva da njoj odgovarajuia izotropna grupa g" је podgrupa orto
gonalne grupe б , tj., ako је 

(10.1) 

Takva lokalna konjiguracija х se naziva neizoЬliceno stanje cvrstog tela. 

Sag1asno ovoj definiciji deformacija koja nije ortogonalna ne pripada grupi 
izotropije g" kada је х neizoЬlicena konfiguracija. 

UoC:imo takode, da је ovde data definicija pojma neizoЬliceno stqnje cvrstog 
tela drukcija od definicije neizoЬliceno stanje izotropnog materijala koja se sadrzi u 
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(8.1). Meduti...-n, kada је prosto cvrsto te1o izotropno one se poklapaju. I pre nego 
sto predemo na dokaz toga mi cemo prethodno dokazati Koleman-Nolovu lemu: 

Neka su х i х dve neizoЬZicene konjiguracije cvrstog tel"' i nekaje Р gradijent 
transformcije х --+ х definisan sa (6.5). Nekaje, saglasno teoremi о polarnoj 

л 

dekompoziciji Р = R 0 U0 i neka su Q i Q elementi grupa g ~ i g:;;, respektivno, 
koje su uzajamno konjugovane saglasno N olovom pravilu. Onda је 

л 

Q = R0QR~ 

U0 = QтU0Q. 

(10.2) 

( 10.3) 

Dokaz: Kako su х i х neizoЬlicene konfiguracije cvrstog tela, ро definiciji 
л 

su Q i Q ortogonalni tenzori. Takode је 

л 

Q = PQP-1 (10.4) 
л 

prema Nolovom pravi1u, sto moze mopisati u oЬliku QP = PQ ili 

Odavde, na osnovu jedinstvenosti polarne dekompozicije, sledi ( 10.2) i (10.3). О 

Posledica leme: 
(1 О. 5) 

tj., grupa g ; је ortogonalno konjugovana sa grupom g". 

Ovo neposredno sledi iz (10.2). 

OCigledno је da su g~ i g; uzajamno konjugovane u okviru ortogonalne grupe 6 . 
Isticuci to mi preciziramo: 

Za dve podgrupe и 6 se kaze da su istog tipa ako su иzајатпо konjugovane 
и 6. 

Samo tip izotropne grupe, ne sama grupa, predstavlja unutrasnje svojstvo prostog 
cvrstog tela. 

i) Izotropno cvrsto telo је izotropno i cvrsto. ОЬа ova pojma, kao sto smo 
videli, definisana su preko postojanja nekih specijalnih referentnih sistema pri 
cemu је svaki nosio naziv neizoblicen. Radi odredenosti, oznacicemo ih: sa 
)( - kada је u pitanju izotropno, а sa и - kada је u pitanju cvrsto stanje te1a. 
Tada је, sag1asno sa (8.1 ) i (10.1) 

6 C g", g; С 6. ( 10.6) 

Teorema 1: 
g" = g; = 6. ( 10.7) 

Dokaz: Rc1acije -u ( 10.6) vaze za izotropno cvrsto telo jer је ono izotropno i 
cvrsto. Na osnovu (8.6) i (8.7) sledi da је g" = б ili g" = и. Ako је g" =и, tada 
је, s obzirom na (7.7), g;; = РиР-1 = и. То је protivu:ecno sa (10.6)2 • Prema 
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юmе mora Ьiti g,. = 6, tj., х - predstavlja neizoЫicenu konfiguraciju za 
cvrsto telo. 

Potrebno је jos pokazati da је g; = <9. 

ГremaNolovom pravilu(7.7) za transformaciju х-+х Ьicesadag" = Pg;.P 1 = 
= Р6р-\ gde ј е Р gradijent transformacije definisan sa (6.5) (u tom izrazu х 
zameniti sa х). Ali tada, s obzirom na (10.5) sledi da је 

g; = R06R~ = ~. (10.8) 

D ruga jednakost u ovom izrazu sledi na osnovtt dobro pcznatog stava teorije grupa: 

Potpuno ortogonalna grupa 6 је otrogonalno konjugovm1a sama sвhi. 

Na osnovu toga i prvog dela dokaza, tj., g,. = ~, sledi (10.7) О 

Ali tada oCigledno, s obzirom na (8.7), (9.1) i (10.7 vazi stav : 

Svaki izotropni prosti materijal је ili jluz'd ili cvrsto telo. 

ii) Prosto cvrsto telo је aelotropno ili anizotropno, ako је njegova izotropna 
grupa, koja odgovara neizoЫicencm re{eretnom stan ju, svojstvena podgrupa g 
potpune ortogonэlne grupe 6. Tip ~nizotropije se karakterise tipom grupe g. U 
svakom slucaju, prosto cvrsto telo, odredeno grupom g, је anizotropno ako i samo 
ako (7.8) vazi za svako Q Е g i svэku istoriju pt (s). 

Као sto smo vec napomenuli na kraju ode·ljka 7, svaka moguca izotropna 
grupa g sadr.Zi dvoelanu grupu {1, - 1} kao podgrupu. T ada је lako pokazati da 
se g izvodi nз osnovu podgrupe g0 , koju Cine svojstvene rotacije i -1. Prema tome, 
tip anizotropije odreden је tipom grupe g0 . I mada postoji beskonacan broj tipova 
rotacionih grupa g0 (izgleda da) samo njih dvanaest iscrpljuje vrste simetrija koje 
se javljaju u materijalu od k-::>jih jedanaest odgovara trideset dvema kristalnim klasama, 
а koje su izvedene na osnovu svojstava opticke simetrije. Time u stvari pretpostav
ljamo da se izotropna gгupa g kristalnog tela izvodi na osnovu njegove kristalo
grafske tackaste g<·upe g0 i inverzije -1. Napominjemo da ј е, prema teoriji grupa, 
za odгedivanje izotropne grupe g za cvrsto telo potrebno precizirati skup genera
tol·a za odgovarajucu grupu rotacije g0 tela, tj., skup elemenata g0 pomocu kojih 
se Ьilo koji element g0 doЬija u oЬliku proizvoda stepena tih elemenata. 

U cilju odredivanja tih grupa simetrija oznacimo sa Щ pozitivnu rotaciju 
za ugao ср, О < ср < 2n, oko ose ciji је pravac i smer odreden jedinicnim vektorom 
n, sa (i, ј, k) neku ortogonalnu bazu, а sa m jedinicni vektor takav da је m = 

= ___! -=. ( i +ј + k). Pravce odredene Ј. edinicnim vektorirn а i, ј i k, radi defi-
.JЗ 

nisanosti, nazivamo kristalografske ose. 

Sa ovako uvedenim definicijama, koje su uoЬicajne u kristalografiji, d ajemo 
tabelu jedanaest tipova kristalnih klasa bez njihovog izvodenja s obzirom da је to 
u domenu kristalografije (tab. 1). 

Tabela 1. 

Klasa kristala 

Ј . Triklinicni sistem 
sve klase 

2. Monoklinicni sistem 
sve klase 

1 Generatori grupe g 

I 

R" k 
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З. 1 RomЬicni sistem в; в; sve klase 

4. Tetragonalni sistem 1 
tetragonalna Ьisfenoidska - n 

В2 
tetragonalna piramidska k 

tetragonalna Ьipiramidska 

5. tetragonalna skalenoedarska 1 
ditetragonalna piramidska 

_ ,. 
В2 В'! 

tetragonalna trapezoedarska k • 
ditetragonalna Ьipiramidska 

6. Teseralni (kubni) sistem 2 
tetraedarpentagondoedarska ( tetartoedarska) В'! В':в3п 
didodekaedarska diploidalna ' Ј m 

7. heksatetraedarska 1 1 1 _ ,. _,. - n 
pentagonikosi tetraedarska (giroedarska) в?- в?- в2 
heksaoktaedarska • Ј k 

s.j Heksagonalni sistem 2 _,. 
trigonalna piramidska в з 
trigonalna romboedarska k 

9. ditrigonalna pirarnidska 2 _,. 
trigonalna trapezoedarska в; в~ 
ditrigonalna heksagonalna (skalenoedarska) 

10. trigonalna Ьipirarnidska 1 _ " 
heksagonalna piramidska В з 
heksagonalna Ьipiramidska k 

11 . ditrigonalna Ьipirarnidska 1 _ ,. 
diheksagonalna pirarnidska в; вl 
heksagonalna trapezoedarska 
diheksagonalna Ьipiramidska 

Poslednji tip aektropije se odnosi na transverzalnu izotropiju materijala za 
koji se g,. sastoji iz jedinicnog tenzora 1 i svih rotacija R'f., (О < qJ < 2n), oko ose 
odredena jedinicnim vektorom k. Transverzalna izotropija odgovara realnim 
materijalima koji imajи lamelarnи (lisnatu) ili snopovitu (bundle) strukturu. 

Materijal se n aziva ortotropnim ako njegova izotropna grupa sadrzi refleksije 
(ogledanje) u odnosu na tri medusobno upravne ravni. Takav skup od tri refleksije 

1 _,. 
cine -в:' -Вј' - вz. Posto је в: I.tj = вz i (В/ )2 = в;' sledi da su kristali 
navedeni pod З, 5, 6 i 7 и tabeli ortortopni materz)"ali. 

iii) Vratimo se ponovo na razmatranje cvrstih tela и ·najopstijem oЬliku. 
Као sto smo rekli i funkcionel reagovanja i grиpa izotropije, и opstem slucaju, 
zavise ne samo od materijala nego i od referentne konfiguracije. Zbog toga је nor
malno ocekivati da su samo posebne konfiguracije cvrstih tela neizoblicene. Zaista, 
ako је konfigиracija и neizoЬlicena, а х Ьilc koja druga konfigиracija, tada је, s obzi
rom na (6. 5) i Nolovo pravilo 

g,. c{j, ( 10.7) 

Odavde је, za ortogonalni tenzor Р, PQP-1 ortogonalan tenzor za svaki orto
gonalan tenzor Q Е g,.. То znaci da Ьilo koja ortogonalna transformacija neizoЬlicenog 
stanja је neizobliceno stanje. Za konjugovane grupe izotropije se tada kaze da 
sи slitne. 
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Tenzor Р ne mora Ьiti ortogonalan. Tada, и opstem slисаји, nece svi PQP- 1 

biti ortogonalni tenzori. То znaci da х nije neizoЫicena konfiguracija. Prema 
tome, sve referentne konfiguracije nisи neizoЫicene. 

Pitanje је : da li postoji takvo neortogonalno Р za koje је referentna konfigи
racija х takode neizoЫiceno stanje? 

Ako postoji, onda za takvo Р vazi (10.4). Formalno matematicki proЫem 
se onda sYodi na odredivanje neortogonalnog tenzora Р takvog da se iz (10.4), 

'V 

koje mora da vazi za svako Q Е g,. , doЬija ortogonalno Q и g;,. Kako је Р = R 0 U0 , 

gde је R 0 ortogonalan, а U0 pozitivno definitan simetricni tenzor, i kako Ьi1о koja 
rotacija neizob1icenog stanja dovodi do drиgog neizob1icenog stanja, dalje је do
voijno odrediti pozitivno definitan t(.nzor U0 preko relacije 

(l0.4a) 

'V 

koja vazi za svako Q Е g~, pod иslovom da је Q Е g;; ortogonalan tenzor. Ova relacija 
se moze izraziti и oblikи 

'V 

S obzirom na zahtev da tenzori Q i Q morajи Ьiti ortogonalni i da sи tenzori U 
i Qт UQ pozitivno definitni sledi, na osnovи jedinstvenosti polarne dekompo
zicije da је 

(10.9) 

odakle se vidi da U 0 mora Ьiti komиtativno sa svakim ortogonalnim tenzorom 
Q Е g,.. Na osnovи teoreme 1inearne algebre poznate pod imenom teorema о komu
tativnosti, to се Ьiti onda i samo onda kada Q ostavlja svaki od karakteristicnih 
prostora tenzora U0 invarijantnim. S obzirom da је tenzor U0 simetrican i pozitiv
no definitan, za njega vaze teoreme glave П, odeljka 10. Podsecamo se da su tada 
mogиca tri slиcaja: 

1. Karakteristicne vrednosti tenzora U0 su raz licite i njima odgovarajuci 
karakteristicni prostori su medusobno upravni. 

Ako sa Л, џ i v obelezimo te karakteristicne vrednosti, а njima odgovarajиce 
ortogonalne vektore, koji odreduju invarijantne prostore, sa i, ј i k, respektivno, 
tada је 

U0 = Лi® i + џј®ј + vk ® k, 

u odnosи na tako odredenи Ьаzи (i, ј, k). 

(10.10) 

2. Dve karakteristicne vrednosti su jednake i postoji jedan jednodimenzionalni 
karakteristz'cni prostor i upravan па njega dvodimenzionalni karakte
risticni prostor. 

U tom slиcaju је, recimo, Л= џ. Tada iz (10.10) doЬijamo da је 

U0 = Л1 + a.k ® k, 

gde је а. = v - Л i 

1 = i ® i +ј® ј + k ® k. 

(10.11) 

(10.12) 
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З. Karakteristicne vrednosti su jednake, а пjima odgovarajuii prostor је 
trodimenzionalan; to је сео trodimenzionalan vektorski prostor. 

Tenzor U0 је tada izotropan tenzor, tj ., 

U0 = ).1, (10.13) 

s obzirom na (10.12) i cin!enicи da је Л = џ = v. 
Koji od ovih moguCih slиcajeva odgovara pojedinim grupama izotropija? 

Ili, kakva ograni:enja na oЫik U0 namecu razne grupe izotropija prostih cvrstih te1a? 
Iz prethodne tabele se vidi da triklinicnim cvrstim telima odgovara grupa 

izotropije {1, -I}. Ocigledno је da su Q i U0 konjиgovani za sve clanove ove grupe. 
То znaci da је za triklinicnu izotropiju svaka konfiguracija neizoЫiceno stanje. 
Podseticemo se da је isti slucaj Ьiо i sa prostim fluidimэ. Znaci, triklinicna prosta 
cvrsta te1a i prosti fluidi imaju zajednicku osoЬinu da nemaju privilegisane konfi
gиracije, ali iz suprotnih razloga. Naime, fluidi posedujи maksimalnu simetriju 
и svakoj konfiguraciji, jer је g" = и, dok triklinicka cvsta tela poseduju minimalnu 
simetriju и svakoj konfiguraciji, jer је g" = {1, -I}. То su ujedno i najmanja i 
najveca grupa od svih mogucih izotropnih grupa respektivno. 

Najveca ogгanicenja na U0, ocigledno, naщecu prosta cvrsta tela sa najveCim 
simetricnim svojstvima ili, ekviva1entno tome, tela kojim odgovara izotropna grиpa 
sa najvecim brojem e1emenata. Tako је g" = 6 za izotropno cvrsto telo. U0 mora 
Ьiti tada izotropan tenzor, tj ., U0 = Лl. U tom slucaju је Р = ЛR0, tj., transfor
macija х--7-х је konformna (videti zadatak П. 12.7). Time је dokazana jedna 
od posledica Koleman-Nolove leme: 

Bilo koje neizoЫiceпo stanje izotropпog cvrstog tela moze se dobiti iz nekog 
drugog пeizoЬlicenog koпformnom deformacijom Р = ЛR0 . Ili, svaka kon
formna deformacija prevodi jedno пeizoЫiceno st'anje и drugo, takode пe
izoЬliceno staпje. 

Nije tesko direktno pokazati da је i za kubne teseralne sisteme U0 izotropan 
tenzor. Tada је na primer 

t· r 
1 1 l r ol cos-n sin - n о о 
2 2 

н. ~ 1 1 
1 ~ ~ ј -1 

l 
-sm ~ • cos - n о о о r 2 

о Ј l о о 1 Ј 

и, ~ н ~) и,(! 
-1 

~) о о 

о о 

prema (10.3), odakle se doЬija da је 

(и., о о ) 
U0 = ~ ull о ' (И22 = И11). (10.14) 

о Изз 
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-

Ponavljajиci isti postиpak za tako dobijeno U0 za 

( 

1 
}:-. 

R; = ~ 

sledi da је 

и= Al, 

о 

о 

- 1 !Ј 
(10.13) 

Ocigledno је da ј е U0 sada invarijantno za Ri". Inva1·ijantno је i za bilo kоји rota

cijи Ri". Prematome za kиbni sistem U0 ima oblik (10.13) sto је trebalo pokazati. 

Istim postиpkom је mogиce odrediti oblik U0 i za drиge kristalne klase. Pri
m~ra radi, iz (10. 14) neposredno sledi da је, и slиcaju tetragonalnog sistema, 

U 0 = J.l + vk @ k (10.11) 

U sledecoj tabeli dajemo oblik U0 i za druge kristalne klase pri сети brojevi и 
levoj koloni oznacavajи odgovarajиce kristalne sisteme date и prethodnoj tabeli. 

Tabela 2 

Tip anizotropije 

Triklinican sistem (1) 

Monoklinican sistem (2) 

1-------------------------1 
Romblean sistem (З) 

Tetragonalan sistem (4, 5) 
Heksagonalan sistem (8, 9, 10, 11) 
Transverzalna izotropija 

Kublcan (teseralni) sistem (6, 7) 

Ogranicenja na U 0 

bez ogranicenja 
----1 

k је karakteristican 
vektor U 0 

i, ј, k su karakteristicni 
vektori U0 

U0 = J.l + r1.k@k 

Uo = J.l 

Geometrijski prikaz ovih sistema је na sl. 52. Na njoj је predstavljeno cetr
;1aest Braveovih (Bravais) ili prostornih resetki koje sи grиpisane и sedam sistema 
и slagasnosti sa sedam tipova konvencionalnih elementarnih ktistalnih celija: 
а - triklinicna, т - monoklinicna, о - romЬicna, t - tetragonalna, h - heksa
gonalna i trigonalna, с - kиЬicna. N а istoj slici је naznacena sa: Р - primitivna 
resetka, С - bazno centrirana resetka, I - zapreminski centrirana resetka, F -
pljosno centrirana resetka, R - primitivna romboedю·ska resetka. 
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11. TECNI KRISTALI 

Као sto smo videli, za proste fluide је g ~ = и dok је za prosta cvrsta tela g У. с 
с <' с и. Prema tome, prosti fluidi i prosta cvrsta tela se uzajamno iskljucuju. То 
znaci da materijal ne moze istovremeno da bude fluid i cvrsto telo. 

Medutim, sa prostim fluidima i prostim cvrstim telima nisu obuhvaceni svi 
prosti materijali. Moguce је da postoje materijali koji nisu ni fluidi ni cvrsta tela 
u smislu znacenja ovih pojmova. Radi definisanosti takve proste materijale nazva
cemo prosti tecni kristali ili podflиidi (subfluids). Njihova grupa izotropije u odnosu 
na Ьilo koju referentnu konfiguraciju sadrzi neki element koji nije ortogonalan. 
То znaci da је g", za takve materijale, svojstvena podgrupa unimodularne grupe. 
Ona ne sadrzi ni potpunu ortogonalnu gt·upu, tj., nije <'Cg~ jer Ьi, и protivnom, 
tecni kristal Ьiо fluid. DrukCije receno: tecni kristal је fluid ako i samo ako је izo
tropan; ili, ako tecni kristal nije fluid onda је anizotropan. Ро tom svojstvu tecni 
kristal podseca na cvrsta tela. 

Dalje se necemo baviti tecnim kristalima. 
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VII ELASTICNI МATERIJALI 

1. DEFINICIJA ELASТICNOG MATERIJALA 1 ELASТICNOG ТЕ LA 

Za materijal koji se sve vreme nalazi u stanju mirovanja istorija gradijenta 
deformacije је konstantna za svaku materijalnu cesticu х, tj. , 

P(s) = F(X, t- s) = F(X). (1.1) 

Tada је sve sto se odreduje pomocu istorije gradijenta deformacije F' (s), 
odredeno preko F. U specijalnom slucaju, kada је rec о prostom materijalu, njegova 
konstitutivna jednacina (6.5.3) postaje 

т = T(F), (1.2) 

gde је Т funkcija reagovanja materijala. 

i) Definicija. Prosti materijal za koji vazi konstitutivna jednacina (1.2) 
za sve istorije deformacije (а ne samo istorije deformacije koje se odnose 
па stanje mirovanja) nazivamo elasticnim. 

Za telo cij a је svaka materijalna cestica sacinjena od elasticnog materijala kaze se 
da је elastiCпo telo. 

Za elasticne materijale napon је u svakoj cestici tela jednoznacno odreden 
deformacijom u posmatranom trenutku u odnosu na proiz"·oljnu fiksnu referentnu 
konfiguraciju, tj., 

T (t) = T[F(t)]. (1.3) 

Konstitutivna jednaCina (1.3) jednostavno tvrdi da napon zav1s1 samo od 
trenutne konfiguracije, tj., nezavisan је od kretanja tela pre dolaska u trenutnu 
konfiguraciju. T ako se u klasicnoj mehanici sila u elasticnoj opruzi razmatra kao 
funkcij a samo promene duiine opruge, nezavisno od prosle istorije opruge i brzine 
kojom se duzina opruge menja u toku vremena. 

Jednacine (1.2) i (1 .3) mogu se doЬiti iz (6.5.3) i to (1.2) pod pretpostavkom 
da је F (t - s) = F = const. za svako s, а (1 .3) pod pretpostavkom da Т (t) zavisi 
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r 
samo od F(t - s) za s =О. Рrеша tome, konstitutivne jednaCine (1.2) i (1.3) 
iшaju 1-azlicite fizicke interpretacije mada su ро svom oЫiku iste: t - је samo 
paraшetar u (1.3). Ako је elasticno telo u ravnotezi Ьiсе i u drugom slисаји F (t) = 
= const. i nece Ьiti nikakve razlike izmedu (1.2) i (1.3). Kratko receno: ргi statickoj 
deformaciji ne moze 'se ustanoviti razlika izmedи prostih i elasticnih materijala. 
Iz toga sledi da se teorija elasticnosti moze primeniti na staticke proЬleme svih 
prostih materijala, tj. prostih materijala koji se nalaze и ravnoteznom stanju . 

Odavde sledi jedan interesantan i vazan zakljиcak: Dalamberov princip 
(D'Alambert) na osnovи koga se dоЬiјаји dinamicke jednacine iz statickih kada 
se njima dodajи inercijalne sile, vazi samo u nekim specijalnim teorijama me
hanike! Iz statike se о dinamici moze zakljиciti malo ili nista. 

Zaista, za sve proste materijale jednaCine ravnoteze glase 

div Т + ef = О. 
Dodavanjem "inercijalne sile" doЬijamo 

~ 

div т + ef = еа. 
Ovo је dinamicka jednaCina koja vazi samo za elasticne materijale. 

Kada Ьi vazio Dalamberov priпcip, onda Ьi svi prosti materijali morali Ьiti 
elasticni i ne Ьi postojali takvi materijali kao sto sи materijali sa memotijom. U 
specijalnom slисаји, svaki flиid Ьi Ьiо elastican i prema tome i Navije-Stoksova 
(Navier-Stokes) teorija Ьi Ьila iskljиcena na osnovи ovog principa. 

Ро definiciji, gradijent deformacije F zavisi od izabrane referentne konfi
gиracije х. Saglasno tome, konstitиtivna jednaCina (1.3) је data и odnosu na х. 
U odnosu na drиgи refeгentnи konfiguracijи х Ьiсе 

(1.4) 

s obzirom na (6.6.4), (6.6.5) i (6.6.9) . . Odavde se vidi da је funkcija reagovaщa 
elasticnih materijala razlicita za razlicite referentne konfiguracije ~ i х. Medиtim, 
ako је poznato reagovanje elasticnog materijala и odnosи na jednи konfiguracijи, 
npr. и, onda је ono, na osnovи ( 1.4), odredeno u odnosи na bilo kоји drиgи refe
rentnи konfigиracijи. Kratko receno: reagovanjc. elasticnog materijala ne zavisi 
od izbora referentne konfiguracije iako fиnkcionel reagovanja zavisi. · 

-=- ii) Konstitиtivna jednaCina (1.3) mora zadovoljavati princip materijalne indi
ferentnosti (6.3.96)2 izrazen sada и oЬlikи 

QT (F) Qт = Т (QF). (1.5) 

dva relacija mora Ьiti zadovoljena za svako F i svako ortogonalno Q, sto namece 

ogranicenja na oЬlik funkcije reagovanja T(F). Analizom (1.3) i (1.5) mogиce је 
izvesti sledece redukovane oЬlike za proste e1asticne materijale {postиpkom koji' 
је analogan postиpkи iznetom и ode1jkи 5, g1ava VI) 

Т= RT(U) нт, 

Т= Rp(C)Rт, 

Л 

Т= F(C), 

(1.6) 

(1. 7) 

(1.8) 
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gde ј~ и desni tenzor izduzenja, R rotacija, С = и2 desni Kosi-Grinov tenzor 
/'. 

i Т konvektivan tenzor napona definisan sa (6.5.1 8а). Konstitutivna jednacina 
(1.6) dit·ektno s1edi iz (6.5.12) ili (6.5.24) kada se uzme u obzir da T(t) zavisi samo 
od vrednosti иt (s) i1i иt* (t - s) za s = О i иt (О) = и (t) ili и; (О) = 1, respek
tivno. JednaCina (1.7) је bas (6.5.31) ; (1.8) se doЬija iz (6.5.18) kada se uzme u 
obzir da је С (Х, t - s) = С (Х, t). Као i u ode1jku 5, g1ava VI, lako је pokazati 
da (1.6-8) identicki zadovo1javaju princip materija1ne indiferentnosti te prema 
tome predstav1jaju redukovane najop§tije konstitutivne jednacine elasticnih mate
rijala. 

Sa fizickog stanovista kcnstitutivna jednacina (1.6) tvrdi s1edece: ako se defor
macija za cesticu Х raz1ozi na izduzenje и i rotaciju R onda se doЬija napon koji 
је jednak naponu rotiranom za R koji Ьi se doЬio kada Ьi se primenilo samo izdu-
zenje и. S1icno tumacenje moze se dati 1 za (1.7) i (1.8). · 

Za resavnje konkretnih zadataka korisni su i drugi redukovani oЬlici koji 
su ekviva1entni konstitutivnoj jednacini (1.3). Tako npr. za nestiSljive elasticne 
materijale konstitutivna jednaCina (6. 5Ь.9), s obzirom na (6.5Ь.6)1, g1asi 

ТЕ = т (F) = pl + т (1.9) 

gde је р neodredeni pritisak, а konstitutivni napon ТЕ, tj. Т (F ), definisan је samo 
za det F = ± 1. KoristeCi redukovane oblike (1.6 - 8) za konstitutivni napon moze 
se (1.9) izraziti u oЬliku (Videti g1avu VI, odeljak 5Ь) 

Тв = pl + Т = RТ(и)Rт = Rp(C)Rт, 

det и = det С = 1, 
(1.10) 

i1i 
/'. 

Т = -pC+F(C), detC = 1, (1.11) 

kada se uzme u obzir (6.5.18а) i (2.7.14). 

Kada је prosti fluid takode elastican materijal onda se naziva elastican fluid. 
Njegova konstitutivna jednacina se doЬija iz konstitutivne jednacine prostog fluida 
(6.9.22) kada se zahteva da napon Т ne zavisi od istorije G (s). Posto funkcionel (R 
u ( 6.9.22) iscezava za G (s) =О sledi da CR mora uvek iscezavati. Tada opsta konsti
tutivna jednacina e1asticnog fluida ima oЬlik 

т = -р (е) 1, 

gde је kao i u (6.9.22) р (е) pritisak. 

(1.12) 

Na isti nacin se moze iz (6.9.25) zak1juciti da је za nestiSljive elasticne jluide 

Т = - pl, 

gde је р, kao i do sada, neodredeni pritisak. 

( 1.13) 

Materija1i za koje vaze konstitutivne jednacine (1.12 -13) takode se nazivaju 
Ojlerovi fluidz'. Karakterisu se nesposobnoscu da podnesu smicuci napon nezavisno 
od toga da li se na1aze u stanju mirovanja ili krecu. 

Elasticno cvrsto telo је elasticni materijal koji је takode cvrsto te1o. Saglasno 
definiciji ode1jka 10, g1ava Vl, za takvo te1o postoji referentna konfiguracija х, koja 
se naziva nez'zoЬliceno stanje, kojoj odgovara izotropna grupa g,. koja је podgrupa 
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ortogonalne grupe ~' tj . za koju vazi (6. 10.1). NeizoЬliceno stanje elasticnog mate
rija1a u kome је napon jednak nu1i nazivamo prirodnim stanjem (videti ode1jak 
5, glava VI). Kada је referentna konfiguracija prirodno stanje tada је u (1.6 -8) 

T(I) = р (1) = F(I) = О. ( 1.14) 

iii) Iz (6.7.4) i ( 1.2) sledi da је grиpa izotropije e1asticnog materija1a udre
dena skupom svih unimodu1arnih tenzora Н za koje је 

(1.15) 

za sve regularne tenzore F. Takode se iz (6. 7.8) vidi da ortogonalni tenzor Q pripada 
grupi izotropije e1asticnog materijala ako i samo ako је 

(1.16) 

za sve regularne tenzore F. 

U daljem delu, ako se ne kaze drukcije, mi cemo razmatrati samo homogena 
elasticna tela. U tom s1ucaju referentna konfiguracija х је izabrana tako da pred
stavlja homogenu konfiguraciju tela. Tada је Ти (1.2) zaista funkcija samo od F. 

2. IZOTROPNI ELASТICNI MATERIJALI 

Definicija. Ako је materijal elastican (и smislи definicije odeljka 1) i izo
tropan (и smislи definicije odeljka 8, glava VI) onda se kaze da је оп izotтo
pan elastican mateтijal. 

Saglasno tome, kao pos1edica (6.7.8) i (1.2) sledi 

Теотеmа 1: Elastican materijal је izotropan ako i samo ako је fиnkcionel 

reagovanja Т (F), racиnat и odnosи па neizoЬliceno stanje kao ,·eferentnи 
konfigиraczjи, izotropna tenzorska fиnkcija F, tj. , ako i samo ako Т (F) 
zadovoljava relacijи 

(2.1) 

z a svako regularno F i svako ortogonalno Q. 

Ocigledno је da (2.1) s1edi iz (1.16) kada ono vazi za svako Q Е~, tj ., kada је u 
pitanju izotropan elastican materija1. U tom slucaju se (1.15) svodi na relaciju 

T(F) = T (FQ) (2.2) 

koja mora Ьiti zadovoljena za svako regu1arno F i ortogonalno Q. Re1acija (2.2) 
izrazava, takode, potreban i dovoljan uslov koji mora zadovo1javati funkcione1 
reagovanja Т (F) kada definise izotropne e1asticne m aterija1e. Zaista, и ( 1.15) 
za Н moze Ьiti uzeto Ьilo koje ortogonalno Q ako i samo ako је materijal izotгopan. 

Ako u (2.2) Q nije Ьilo koji ortogonalan tenzor, nego R7', t j., Q = вт i ako 
iskoristimo (2.5.14) doЬijamo redukovani oЫik konstitutivne jednaCine za izotropni 
e1asticni materija1 

т = T(V). (2.3) 
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........... ______________ _ 

Ista jednaCina se dobija iz (1.6) kada se iskoristi (2.2) ili (2.1). Na taj naCin se 
iz (1.7) роmоси (2.2) doЬija 

т = RQp (QT CQ) QT нт 

jer se, pri promeni F и FQ, R menja и RQ, а С и Qт CQ . Za Q = н·r ova re1acija 
postaje 

Т = р (В) (2.4) 

s obzirom na (2.7.15). Jasno је da (2.4) neposredno s1edi iz (2.3) i (2.7.14) 2• 

Fиnkcije ponas~mja T(V) i р (В) ne zadovo1javajи (2.1) za svako Q. One 
dalje morajи zadovo1javati иs1ove 

QT(V) Qт = T(QVQт), 

Qp (В) Qт = р (QBQт), 

(2.5) 

(2.6) 

tj ., za izotropne e1asticne materija1e funkcije reagovanja Т ( V) i р (В) morajи 
Ьiti izotropne tenzorske funkcije. 

Na osnovи svega mozemo kazati: 

Teorema 2 : Prost materijal је izotropan elastican maurijal ako i samo 
ako је njegova konstitutivna jednacinv и odnosu па neku referentnu konfi
guraciju data sa 

Т = р(В), (2.4) 

i gde funkcija reagovanja р zadovoljava relaciju 

(2.6) 

za svako ortogonalno Q i svako pozitivno definitno i simetricno В. Obrnuto, 
ako (2.4) i (2.6) vaze onda је referentna konjigur.zcija neizoЬliceno stanje 
t'zotropnog elasticnog materijala. 

Na osnovи ove teoreme i teoreme Riv1ina i Eriksena о predstav1janjи izotropnih 
tenzorskih funkcija (vidi dodatak о tenzorskim funkcijama) s1edi da је 

(2. 7) 

gde sи koeficijenti reagovanja i1i materijalne funkcije СfЈг fиnkcije g1avnih inva~ 
rijanata tenzora В, tj . 

СfЈг = CfJr (!в, П в, IIIв) , (Г= О, 1, 2). (.2.8) 

Konstitиtivna jednaCina izotropnog e1asticnog materijala ~2. 7) moze Ьiti 
predstav1jena роmоси Kej1i-Hamiltonove teoreme и oЬlikи 

gde sи koejiczj'entt· reagovanja 

Ф.~~ = Ф .11 (!в, Пв, IIIв) (А = О, 1, - 1). (2.10) 

278 



Veza izmedu koeficijenata ponasanja CfJr i Ф11 se lako izvodi i data је relacijama 

IIв 
CfJo = Фо + - - Ф_1, 

IПв 

(2.11) 

(2. 12) 

Na potpuno isti naCin se, na osnovu (2.3) i (2.5), moze pokazati da је 

Т= rx.01 + rx. 1V + rx. 2V2 

т= f3ol + {31 v · f- .8_1 V-1 

(2.13) 

(2.14) 

gde su koeficijenti ponasanja rхг i f3 11 funkcije glavnih invarijanata tenzora V: 
Iv, IIv, IIIv, za koje vaze relacije oЫika (2.1 1) i (2.12). 

i) Dalje cemo pretpostaviti, ako se drukcije ne kaze, da se ponasanje izotropnog 
materijala posmatra u odnosu na neizoЫicenu konfiguraciju kao referentnu konfi
guraciju za koju је В = в-1 = 1. T ada iz (2.7) sledi da је napon izotropnog elas
ticnog materijala izotropan tenzor i jednak је hidrostatickom pritisku. 

Iz (2.7) se vidi da је neizoЫicena konfiguracija prirodna konfiguracija ako i 
samo ako је · 

ср0 (3, 3, 1) + ср1 (3, 3, 1) + ср 2 (3, 3, 1) = О. (2. 15) 

То znaci dэ. ako је jedna neizoЫicena konfiguracija prirodna konfiguracija, onda 
druge neizoЫicene konfiguracije, u opstem slucaju, to ne moraju da budu. Zaista, 
napon u neizoblicenoj konfiguraciji koji se javlja pri zapreminskom sirenju В = kl 
и odnosu na referentnu konfiguraciju је dat konstit utivnom jednacinom 

(2.16) 

Za ovaj napon nema nikakve osnove da se pretpostavi da је nula za k =1= 1. Primer 
elasticnog fluida sa pozitivnom funkcijom pritiska р pokazuje da moze da postoji 
e lastican materijal koji nema nikakve prirodne konfiguracije. 

ii) Uopste, g1avne vrednosti t1 (i = 1, 2, З) ten:юra napona Т zvacemo glavm 
парат·. Njima odgovarajuci pravci zovu se glavni pravci napona. Trivijalna 
posledica konstitutivne jednaCine izotropnih materijala је da su glavne ose mera 
·deformacije takode glavne ose napona. Ako sa V1 oznacimo glavna izduzenja ili 
g lavne vrednosti tenzora izdu:lenja V onda su Vi glavne vrednosti tenzoгa В sto 
sledi iz (2.7. 14)2 • Tada iz (2.7) i (2.9) sledi 

t, = CfJo + CfJ tVf + cpzVt 

(2.17) 

gde su СfЈг i Ф 11 kaofunkcije glavnih invarijanti tenzora В simetricne funkcije od V1• 

U svakom slucaju је 
(2.1 7а) 

pri cemu ј е funkcionalni oЬlik 11 (V1 , V 2, V3) odreden sa (2.17). Tako је npr. 

t1 = CfJo + cp1Vi + CfJ2Vt = t1 (Vt, V2, Vз) 
i 
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S obzirom na simetricnost funkcija ЧЈг ро Vt odavde s1edi da је 

i1 V 1 , V 2, V3) = 12 (V2, V 1, V3) . 

Neka је ро definiciji i 1 (V1, V 2, V3) = t (V 1 , V 2, V3). Tada se naosnovuprethod
nog razmatranja zakljucuje da је t (v 1, v 2 , v 3) simetricna funkcija takva da је 

t 1 = t(V1 , V 2, V3) 

t 2 = t (V 2 , V 1 , V3) 

t 3 = t (V3 , V 2, V1), 

(2.18) 

tj., izotropni elasticni materija1 је potpuno okarakterisan pomocu simetricne 
funkcije t (V1, V 2, V3) . 

iii) Za nestis1jive elasticne materijale moguca је samo izohoricna deformacija 
kada је 

IIIв = detB = 1. (2.19) 

Za takve materijale, uopste, dodatni napon је odreden do na neodredeni pritisak 
р а (2.7) i (2.9) se svode na 

Т = - pl + q;1B + q; 2B2 

Т = - pl + Ф 1В + Ф_tв-I, 

gde su sada q; 1, q;2 , Ф 1 i Ф_1 funkcije samo glavnih invarijanti ! 8 , Пв. 

Veze izmedu ovih koeficijenata su date izrazima 

Фl = ЧЈ1 + Iв ЧЈ2, Ф_l = ЧЈ2, ЧЈ1 = Ф1 - lвФ-1· 

Napomena: 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Pogresno је smatrati da ist a ogranicenja na funkcionale 1·eagovanja namece 
grupa izotropijeg" za g" = G i g,. = и. U opstem s1ucaju to nije tacno. Ilиstro
vacemo to na primerи elasticnog materijala cija је grиpa izotropije иnimodularna, 
tj. g,. = и. 

Neka је и odnosu na referentnи konfiguracijи х 

Т = h (F) 

i neka је g,. =и. S obzirom da је б- С и za takve materijale, vaz-:: rezultati odeljka 2. 
Medиtim, и ovom slисаји, sag1asno sa ( 1.1 5), mora da vazi 

h (F) = h (FH) 

1 

za svako НЕ и. Tada је, za Н = (det F)3 F -I, 

1 

h (F) = h [(detF) -з I] = h (el) 

л 

s obzirom na (6.9.13) . Alisaglasno sa (2.7), h (el) је izotropna fиnkcija od el. Njen 
konacan oЫik se doЬija kada se В u (2.7) i (2.8) zameni sa el. U nasem slucaju. 
(2.7) se svodi na 

h(F) = -p(e)I 
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tj. e1asticni materija1, cija је grupa izotropije unimodu1arna, је stiSlj"t"vi neviskozni 
fluid. Za raz1iku od njega elasticni materijal, cija је grupa izotropije ortogonalna 
grupa, је izotropni elasticni materija1. 

З. IZVOBENJE LINEARNE TEORIJE ELASТICNOSТI 

Vec smo videli da је pomeranje cestice Х u odnosu na referentnu konfiguraciju 
" odredeno izrazom 

и (Х, t) = р (Х, t) - Р (2.6.1) 

Kada је и definisэno za svako Х Е 13 onda и СХ, t) definise polje pomeranja. 
Tada је gradijent polja pomeranja u odnosu na referentnu konfiguraciju х, tj., 
Н = \ј и, odreden izrэzom 

Н = F - 1, (3.1) 

s obzirom na (2.6.33)1. 

Uvodenje polja pomeranja u mehanici kontinuиma је korisno samo kada su 
i pomeranja и i gradijent pomeranja Н и odredenom smislu male veliCine. Za 
doЬijanje takvih роЈ ја mozemo, polazeci cd nekog zadatog ро1ја pomeranja и, for
mirati familiju pomeranja ви i pustiti da в~ О. Ve1iCine koje odgovarajи ovoj 
familiji obelezavamo sa в. Nas се prvenstveno interesovati njihovo ponasanje kada 
в~ о. 

Saglasno tako иvedenirn oznakama Ьiсе 

н. = \ј (ви) = вН. 
KoristeCi ovaj izraz и (2.5.16) 1 i (3.1) vidimo da је 

odakle se daЬija 

и: = F,тF, = (1 + вН)Т (1 + вН) 

= 1 + в (Н + нт) + О (в2) 

(3.2) 

(3.3) 

u ovim izrazima i dalje sэ о (в2) oznacavamo ostatak reda ciji su clanovi infini
tezimale najmanje d1-ugog reda ро в. 

Iz (3.3) i polarne dekompozicije F, = R.U. lako је pokazati da је 

Uvedimo oznake 

Е = .!.._ (Н+ нт) 
2 

R = .}_ (Н - нт) . 
2 

(3.4) 

(3.5) 
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Тзdа је, saglasno sa (2.8.1), Е simetrican deo gradijenta pcmeranja Н, а R njegov 

antisimetricni deo. Ротоси Е i R prethodno izvedene izraze mozemo pisэti и 
·OЬlikи 

и.= 1 + еЕ ~ v. 
R , = 1 + eR 
R'{ = 1- eR, 

(3.6) 

gde sa = naznacavamo tacnost do na О (е2). T akva teorija, иopste, и kojoj se zadrza
vзjи samo clanovi najnizeg nenиltog reda ро е, naziva se teorija infinitezimalnih 
deformacija. 

Za takve deformacije razmatramo konstitиtivnи jednaCinи elasticnog materijala 

(1.6) 

Pretpostavimo da ј е Т (U) dva риtа neprekidno diferencijaЬilna fиnkcija i U = 1. 

Tada Т ( U), koja odgovara familiji pomeranja eu, pisemo, s obzirom n a (3 .6)1, 

и oЬlikи 

T(U) = T[l + еЕ + О (е2)] = Т0 + eL [lђ 

gde ј е L tenzor cetvrtog reda definisan sa 

L = Tu(U)Iи=I· 

(3.1) 

(3.8) 

Sa matematickog stanovista L predstavlja operator linearne transformacije kojim 
.se simetrican tenzor drиgog reda prevodi и simetrican tenzor. 

Iz (3.7) se dalje vidi da ј е 
~ ~ 

Т0 = T(l) (3.9) 

i da predstavlja polje napona и telи kada se ono nэlazi и referentnoj konfiguraciji х . 
. Zbog toga se cesto naziva pocetnim паропот. 

Smenom (3.7) i (3.6)2•3 и (1.6) doЬijamo, и slисаји еи 

Т = (1 + eR) (Т0 + eL,. [Е]) (I - eR ) 

= Т0 + е (RT0 - T0R + L ,. [Е]). 
(3 .10) 

Ovaj izraz se moze sazetije napisati ako se de !је Ьиdе podrazиmevalo da sи е и i 

nje:mи odgovarajиce velicine male za veomэ malo е. Tada cemo eu, eR i еЕ obele

zavati samo sa и, R i Е respektivno. ImajиCi to и vidи konstitиtivnи jednaCinи 
{3.10) 2 onda pisemo и ekvivalentnom oЬlikи 

~ ~ ~ 

Т= Т0 + RT0 - T 0R + L ,. [Е] . (3.1 1) 

·Ova konstitиtivna jednaCina elasticnog materijala и slисаји infiniteziшalnih defoi
macija poznata је pod imenom Kosijev zakon. 

Iz Kosijevog zakona se vidi da је prirastaj napona (koji ј е posledica infini
tezimalne deformacije) odreden zЬirom dva prirastaja, jednog koji .zavisi sашо od 
rotacije i drиgog koji је zavisan samo od mera deformacije. 
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Prvi pri'rastaj, tj., RT0 - T 0R, zavisi samo od pocetnog napona i, izиzev 
toga, isti је za sve elasticne materijale. 

Drиgi prirastaj је L" [iђ i linearan је ро Е. Tenzor cetvrtog reda L" se naziva . 
tenzor elasticnosti elasticnog materijala и odnosи na referentnu konfiguracijи х 
Naglasava se konfigиracija jel' jedan isti materijal moze imati razlicite tenzore 
elasticnosti u odnosи na razne konfiguracije х. Svaki od пjih se odredиje na osnovu 
(3.8). Jasno је da sи za razne referentпe konfigиracije fuпkcije reagovanja vezaпe 
relacijom (1.4). 

Za analizи tenzora elasticnosti pogodno је izraziti L" [Е] и komponentalпom 
oЬlilш . Tada је 

(3.12) 

Sve komponeпte teпzora L klmn, kojih ukирпо ima 81, nisи medиsobnc пezavisne. 
Precizпije, Lklmn ima 36 nezavisпih kompoпeпti s obzirom па simetricnost ро 
prvom i drиgom paru indeksэ роsеЬпо koja se izrazava relacijama 

(3 .13) 

U linearnoj teoriji elasticnosti se uzim~. dэ је tenzor elasticnosti simetrican i ро 
prvom i drиgom раrи indeksa, tj. 

L" = L~ ili Lklmn = Lmnkl . (3.14) . 
Tada iz (3.13 - 14) sledi da pzmn ima 21 nezavisnu komponeпtи. 

U slисаји kada је elasticno telo izotropno Kosijev zakon (3.11 ) se svodi па 
~ ~ 

Т == -р1 + ЛР (tr Е) 1 + 2tљРЕ (3.15) 

gde sи р, Ј.Р i /Љр kcnsrante. Do ovog izraza se moze doci neposrednom primenom 
teoreme о predstavljanjи linearnih izotropnih funkcija (vidi Dodatak) ili direktnim 
razmatranjem (3.1 1 ). Konstante ЛР i fЉр sи Lameove (Lame) konstante; odredene 
su и odnosи na neizoЬlicenи konfiguracijи kojoj odgovara hidrostaticki pritisak. 

4. HUKOV ZAKON 

U slисаји kada је neizoЬlicena konfigиracija prirodпo stanje Ьiсе Т0 = О i 

т== L" [Е] ( 4.1) 
ili 

T kl -'- Lklmnв~ 
- mn• (4.2) 

Linearna konstitиtivna jednacina elasticnog materijala ( 4.1), odnosno С 4.2) naziva 
se generalisani Hukov (Hooke) zakon. Ovaj zakon se и slисаји izotropnog elas
ticnog materijala svodi n~ dobro poznati Hukov zakon 

Т = Л С tr Е) 1 + 2tљЕ. С4.3) 

On nepo&redno sledi iz С3. 1 5) kada se u njemи stavi р = О. Indeks р u Lameovim 
konstantama se tada izostavlja. 
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Vrlo cesto se и literaturi polazi od generalisanog Hukovog zakona ( 4.2) pri 
izvodenju konstitutivne jednaCine linearnog izotropnog elasticnog materijala i1i 
Hukovog tela. U tom slucajи tenzor elasticnosti Lkzmn је izotropan tenzor cetvttog 
reda i kao takav mora identicki zadovoljavati шlov izotropnosti 

(4.4) 

za svako ortogonalno Q. Tada tenzor elasticnosti mora imati oЬlik 

(4.5) 

Tako odredeno Lkzmn zadovoljava identicki (4.4) i (3.14). Iz (3.13) dalje sledi da 
је џ =у tako da (4.5) postaje 

(4.6) 

Iz (4.6) i (4.1) dobijamo (4.3). 

Za daljи analizu Hukovog zakona pogodno је i tenzor nарола i tenzor infi
nitezirnalne deformacije razloziti na sferni i devijatorski deo. Tada је, prema ( 4. 7.20) 
i (4.7.21) 

1 
Т = - ( tr Т) 1 + Т' 

з 

Е = _!__ (tr Е) 1 + Е' 
3 

tr Т' = О (4.7) 

tr Е'= О. (4.8) 

Iz ( 4.3), (4. 7) i ( 4.8) је sada lako pokazati da se Kosijev zakon moze izraziti pomocu 
dve relacije 

tr Т= К tr Е, 
2 

К = Л + - џ 
з 

Т'= 2џЕ'. 

(4.9) 

(4.10) 

Ovi izrazi sи pogodni za tumacenje ne samo Hиkovog zakona nego i fizickcg smisla 
konstanti К i џ. Tako (4.9) иspostavlja vezи izmedи srednjeg normalnog napona 

i tr Е koji karakterise t·elativnu promenи zapremine и slucajи infinitezimalne 
deformacije. Zaista, tada ј е 

Ј = det F = dct (1 + Н) = 1 + tr Е 

s obzirom na (2.15.12). 

dv - dV ~ 
- -- = trE 

dV 

( 4.11) 

(4.12) 

Kratko re::eno: relacije ( 4.9) i ( 4.12) tvrde da је promena zapremine materijala 
proporcionalna sп: dnjem naponи. 

U slисаји hidrostatickog pritiska 

Т = -р1 (4.13) 
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jednacinэ ( 4.9) glasi 

р= - K(trE) (4.14) 

ili, s obzirom na ( 4. Ј 2), 

( 4.15) 

Zbog toga se К naziva modul kontrakcije ili zap1·eminski modul .• 

S obzirom da је tr Е' = О, iz ( 4.12) &ledi da devijatorski deo Е' tenzcrг. infi

nitezimaln~ deformacije Е odreduje deformэciju bez promen~ zapremine. Pri 
takvoj deformaciji relacija ( 4.1 О) tvrdi da је devijator napona proporcionalan de
vijatoru tenzora infinite2imalne deformacije. U specijalnom slucaju, kada је 

Вху =F О, а sve ostale komponente tenzora Е jednake nuli, bice 

(4.16) 

dok su ostale komponente tenzora Т jednake nuli. Zbog toga se џ naziva modul 
smicanja ili modul krutosti. U inzenjer&koj praksi obelezava se sa G, tj., џ = G. 

Za izotropne materijale za koje su modul smicanja џ i zapreminski modul К 

razliCiti od nule Hukov zakon moze Ьiti lako resen ро Е. U tom slucaju iz ( 4.3) 
i (4.9) dobijamo da је 

Е = _!_- [- Л (trT) I + T]. (4.17) 
2џ зл + 2џ 

Specij a1no, kada је 

Т = t(n ® n) ( 4.18) 

tj ., kada је rec о jednoosnom zatezanju veliCine t и pravcu jedinicnog vekt.ora n, 
( 4.17) postaje 

- t 
Е =- [n ® n- У (е ® е + f ® Ј)] 

Е 
(4.19) 

gde su е i Ј Ьilo koja dva medusobno ortogonalna vektora u ravni normalnoj na n, 

л 
У = 

2 (Л+ џ) 
(4.20) 

Iz ( 4.19) se vidi da konstanta Е predstav1ja odno& izmedu primenjenog nарола 
zatezanja i njime izazvanog istezanja materijala. Zbog toga se konstanta Е naziva 
modul elastcnosti ili Jungov (Young) modul. Modul У је odnos izmedu poprecnog 
skracenja prema uzdu:lnom istezanju; naziva se Puasonov (Poisson) koeficijent. 

Ponekad је korisno znati, koristeci (4.10) i (4.20), sledece relacije izmedu 
koeficijenata Л, џ, К, Е i У 
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Л = 2џv 
1- 2v 

Ev 3Kv 
-------- - -
(1 + v) (1 - 2v) 1 + v 

Pomocu ovih relacija 

Ј.. (1 - 2v) Е 
џ = 

2v 2 (1 + v) 

_!!_ = Ј - 2v, 
л v 

=--
Л+џ Л + 2џ 1- v 

Е 
3К = 3Л + 2џ =--

1 - 2v 

moguce ј е ( 4.17) izraziti u obliku 

~ 1 
Екк =- [Ткк -v(TLL+ Тмм)] 

Е 

~ 1 + v 1 
ЕкL = - - ТкL =- ТкL (К =/= L =/= М), 

Е 2џ 

koji se cesto koristi . 

(4.21) 

(4.22) 

Vrlo ј е vazno naglэsiti da је, prema nasem орћеm opredeljenju iznetom u 
odeljku 6 glave VI , elasticno telo homogeno . Zbog toga su tenzor elasticnosti L,., 
moduli Л, ft , К, Е i v konstantni. U slucaju nehomogenih tela njihova vrednost. 
se menja u funkciji polozaja cestice Х u telu ']3 . 

5. LINEARNA ELASTODffl"AMIKA 

Iz (3 .1) sledi da је za polje pomeranja е и 

F;1 = (1 + еН)-1 = 1 - еН + О (е2) 
odakle se doЬija 

p -l = 1- н (5.1) 

kada је posmatrano pomeranje и infinitezimalno. 
KoristeCi ovaj izraz, (4.1), kao i (4.11) u izrazu za Pio1a-Kirhofov tenzor 

prve vrste 
TR = JT(F-l)Т 

doЬijamo da ј е u slucaju infinitezimalne deformacije 

TR = т = L,. [Е]. 
Tada osnovne jednaCine ро1ја 1ineame elastodinamike glase 

Div TR + ео! = еой ' 

Тг, = L [ЕЈ 
~ 1 
Е= -(\lи + \7ит) ' 

2 

(5.2) 

(5.3) 

gde је '7 и gradijent polja pomeranja u odnosu na materijalne koordinate tj., 
\7и = Grad и. 
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Zэkon balansa koliCine kl'etanja је identicki zadovoljen s obzirorn na (3.14), 
ti., s obzirorn na sirnetricnost t~nzora elasticnosti L" i (5.2). 

U jednacinarna (5.3) gustina rnetrijala se pojavljuje preko njene vrednosti 
u referentnoj (pocetnoj) konfiguraciji ео za koju pretpostavljamo da је poznata. 
Tada zakon balansa mase izrazen u obliku 

е det F = ео (6.9.13) 

oCigledno ne rnora Ьiti ukljucen u sistem jednaCina (5.3) u cilju odredivanja polja 

и, Е i Tn za zadato polje zapreminske sile Ј. 

ili 

Mi dalje pretpostavljamo da је telo 73 ograniceno i ео neprekidno u 73. 

D·гJinicija: Neka је skup polja {и, Ё, Тп} neprekidan и V и svakom 
trenutkи t Е [0, t0) (и dalJem V Х (0, t0) ), pri сети је и Е С2 i neka (5.3) 
vazi za polje Ј definisano nad V х [0, t0) . 

Onda {и, Е, Т п} nazivamo elasticni proces koji odgovara de;stvи sile Ј. 

Pretpostavirno takode da је 

tr (L" (lђ Е) > О za svako Е =1= О (5.4) 

Lklmn'F; Е > О 
kt mn ako nije Е,., = О. (5.4а) 

DrukCije receno, pretpostavirno da је tenzor elasticnosti L" pozitivno definitan. 
Pokazace se da su sirnetricnost i pozitivna definitnost tenzora L" i dovoljni uslovi 
egzistencijc jedinstvenog rest:nja mesovitog problema lineame elastodinamike za. 
koji је 

Sl. 53 
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Poznato: polje gustine е0, tenzor elasticnosti L,., polje zapreminske sile Ј na 
Vx [0, t0 ), polje pomeranja u na S"' х [0, t0), polje pocetnog pomeranja и0 na 
t] i pocetna brzina v0 na t]; granicna povrs tela t] је S i za nju vazi S = Su u Ss 
(sl. 53). 

Trazi se: elasticni proces {и, Е, Тл} koji odgovara sili Ј i koji zadovoljava 
pocetne uslove: 

и (Х, О) = и0 (Х) 

u (Х, О) = u0 (Х) 

za svako Х Е t], i granicne uslove 

(5.5) 

(5.6) 
ТлN = р na Ss Х [О, t0) . 

Elasticni proces sa ovim osoЬinama nazvacemo resenjem mesovitog proЬlema. 

Teorema о jedinstvenosti resenja mesovitog proЫema 

Ako је L ,. ~imetricno i pozitivno dejt"nitno i ео > О onda postoji najvise 
jedno resenje mesovitog proЬlema. 

Dokaz se zasniva na pomocnom t·ezultatu koji iskazujemo lemom: 

Neka је L,. simetricno. Neka је {и, Е, Тл} elasticni proces koji odgovara 
zapreminskoj sili Ј. Tada је 

gde је 

I TRN. и dA + I еоЈ· и dV = [CU (Е) +9Цu)]·, (5.7) 
s v 

CZl (Е) = _!_ Ј tr (EL" [Е]) dV 
2 v 

(5.8) 

i naziva se energija deformacije. 

Dokaz leme. KoristeCi simetricnost tenzota L,., relaciju (5.2) koja poYlaCi simetric
nost Тл i teoremu о divergenciji, moguce је pokazati da ј1. 

Ј Div Тл · u dV = Ј [Div (Tлu) -tr Тд \Ји] dV 
v v 

=Ј Tлu · NdA- Ј tr(Tл\lи)dV 
s v 

= I ТлN. udA- I tr (Ei,. [ЕЈ) dV. 
s v 

Kako је 

1 ~ ~ 1 ,.:_ ~ ~,.:... ,.:., ~ 
- tr (EL,. [Е])• = - tr (EL,. [Е] + EL,. [Е])= tr(EL,. [Е]) 
2 2 
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Ьiсе, s obzirom na (5.8), 

Ј Div Tn. udV = Ј ТлN. и dA -~_!_Ј tr EL,. [Е] dV 
v s dt 2 v 

= Ј ТлN · u dA - vf.l(E). 
s 

Takode је 
Ј Div Тл. и dV + Ј ео!. и dV = Ј ео й. и dV 
v v v 

- d 1 Ј '2 dV --- еои 
dt 2 v 

= ck, си). 
Iz ova dva poslednja izraza sledi (5.7). О 

Posledica leme. Neka је L,. simetricno i n.ka је {и, Е, Тл} elastican 
proces koji odgovara zapreminskoj silif = О. Pretpostavimo da је ·ТлN · u = 
= О na '73 . Onda је ukupna energija linearnog elastiCпog tela konstantna, tj., 

CZt (Е) + 9(., (u) = const. (5.9) 

Na osnovи ovog rezultata se moze zakljuciti da је, u slucajи kada elasticni 
proces pocne od nedeformisanog stanja и kome је telo u stanjи mirovanja, 
tj. и kome је 

Е (Х, О) = о; и (Х, О) = о, (5.10) 

ukиpna energija и pocetnom trenutku jednaka nuli, ра је 

(5.] l ) 

za sve infinitezimalne deformacije 'ii i t Е [0, t0). 

Sada mozemo preci na dokaz teoreme о jedinstvenosti resenja mesovitog prob
lema : 

Pretpostavljamo da postoje dva resenja. Tada njihova razlika, kоји cemo ozna-

Citi sa {и, Е, Т л}, predstavlja elasticni proces koji odgovara zapreminskoj sili 
Ј = О i pocetnirn uslovima 

и(·,О) = и(·,О) = О (5. 12) 
i za koji је 

и = О na Su X [O, t0), ТлN = О na Ss Х [0, t0). (5.13) 

Tada vazi (5.10) ра prema tome i (5.11) za svako t E [0, t0) . Takode sи i kineticka 

energija i energija deformacije nenegativni jer је ео > О i tr EL,. [Е] ~ О. Tada 
iz (5.11) zakljucujemo da је 

9(., (u) =_.!._ Ј еои. и dV = о 
2 v 
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odak1e s1edi da је u =О na Vx [0, t0). Medutim, kako је и, prema (5.12) 1, u po
cetnom trenutku jednэko nuli, Ьiсе 

и ·. О na V х [0, t0) • D 

Primenimo ovde izvedene rezu1tate na slucaj Huko-vog tela. Za to nam је 
potrebna re1acija 

Div (2iђ = Div Grad и + Grad Div и 

= !::,.и + GradDivи 

Koristeci ovaj izraz, (5.2), (4.3) u (5.3) 1 doЬijamo jednacinu 

!-'6и + (Л + !-') Grad Div и + f!of = (!0й, 

koja se naziva Navijeova (Navier) jednacina. 

Koristeci identicnost 

Rot Rot и = Grad Div и - !::,.и 

mozemo Navijeovu jednacinu napisati u oЫiku 

(Л + 2џ) Grad Div и .:... џ Rot Rot и + f!of = f!ой 

koji је u izvesnim dinamickim proЫemima pogodniji za resavanje. 

(5. 14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

U э1ucaju Hukovog te1a nejednakost (5.4), kojom se definise pozitivna defi
nitnost tenzora e1asticnosti, g1asi, s obzirom na (4.6), 

Л (tr Е)2 + 2џ (tr Е2) > О. (5.18) 

Ova nejednakost se, koristeCi ( 4.8), moze izraziti u ekviv~lentnom oЫiku 

(5.19) 

Posto se tr Е i tr Е' mogu zadavati nezavisno onda (5.19) vazi za svako 

Е =Р О ako i samo ako је 

џ > о, 
2 

к =;.+ -џ > о, 
з 

(5.20) 

tj. ako i samo ako su modu1 smicanja i zapreminski modul pozitivni. Iz (4.21) se 
vidi da је 

Е 

Џ = 2 (1 + v) 
Е 

К =---
3 ( 1 - 2v) 

sto nam omogucuje da se (5.20) izrazi pomocu ekviva1entnih us1ova 

Е > О, 
1 

-1 <у<-. 
2 

U stvarnosti nisu poznati materijali za koje је v negativno. 
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VIII TERMOELASTICNI 1 HIPERELASTICNI MATERIJALI 

1. TERMOELASТICNI MATERIJALI 

Do sada izlozena konstitutivna (mehanicka) teorija zanemarivala је toplotne 
efekte. Konstitиtivna teorijakoja te efekte uzima и obzir naziva se termodinamicka 
konscitutivna teorija. U opstem slисаји ova teorija је vrlo slozena. Zbog toga 
se ovde zadrzavamo samo na nekim elementima termomehanike prostih materijala. 

Za dovoljno malu okolinи cestice Х, pod pretpostavkom da su jednaCine 
kretanja i temperatиre svih njenih tacaka Х Е с.ЈУ(Х) diferencijabllne, relativno 
kretanje i ternperatиra rnogu Ьiti aproksimirani sa 

i 
х (Х, т) - х (Х, т) ~ F (Х, т) dX 

()(Х, т) ~ () (Х, т) + G (Х, т) dX 

~ О ~_х, т) + g'(x, т) dx 

(6.5.1) 

(1.1) 

gde sи G (Х, т) i g (Х, т) istorija gradi)enta temperзtиre и odnosи na materi)alne 
i prostorne koordinate respektivno, t) ., 

G (Х, т) = Grad ()(Х, т) = д,кGк 
(1.2) 

g (Х, т) = grad fJ (Х, т) = O,kgk 
а 

• = t - s, о ~ s < оо , (6.4.4) 

Iz (1.2) se vidi da је 

G (Х, т) = Fт (Х, т) g (Х, т). (1.3) 

Za materija1e, cije је reagovanje и posmatranoj cestici Х и datom trenиtkи 
vremena t odredeno istorijom gradijenta deformacije u odnosи na nekи referentnи 
konfigиracijи, istorijorn tempE.rature i gradijenta temperatиre te cestice, kazemo 
da sи termodinamicki prosti materijalt'. 
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Nas се prvenstveno interesovati termoelastiCпi materijali koji su definisani 
sledecim termodinamickim konstitutivnim pretpostavkama. 

~ /"... л л 

Postoje funkcije reagovanja Т (Х, t), е (Х, t), q (Х, t) i 1Ј (Х, t) koje su 
funkcije gradijenta deformacж"je F (Х, t) temperature ()(Х, t) i gradijenta 
temperatиre G (Х, t) а kojima sи odredeni пароп, иnutrasnja energija, 
vektor toplotnog flиksa ж· energija и cestici Х и trenutkи vremena t relacijama 

л 

Т (Х, t) = Т [F (Х, t), ()(Х, t), G (Х, t)] 
л 

е (Х, t) = е [F (Х, t), ()(Х, t), G (Х, r)] 
л 

(1.4) 
q (Х, t) = q [F (Х, t), ()(Х, t), G (Х, t)] ) 

л 

1Ј (Х, t) = 1Ј [F (Х, t), ()(Х, t), G (Х, t)]. 

Kako su F i G ~vek definisani u odnosu na neku referentnu konfiguraciju 
л А Л Л 

х sledi da su i funkcije reagovanja Т, е, q, r, zavisne od referentne konfiguracije. 
One zavise, takode, eksplicitno od cestice Х ako је termoelasticni materijal ne
homogen. 

U nekim slucajevima pogodnije је umesto unutrasnje energije е koristiti slo
bodnu energiju тр koja је definisana relacijom 

(5.12.16) 

Tada је 
л 

Т = T(F, 6, G) 
л 

тр = тр (F, (), G) 
л 

(1.5) 
q = q (F, 6, G) 

л 

1Ј = 1Ј (F, 6, G) 

gde smo radi jednostavnosti obelezavanja izostavili pisanje zэvisnosti F, () i G 
od Х i t koja se dalje, sve dok se drukcije ne kaze, podrazumeva. 

Sigurno је da konstitutivne jednaCine ( 1.5), s о bzirom na nacin kako smo 
do njih dosli, zadovoljavaju princip koordinatne invarijantnosti, princip ekvipre
zensa, princip determinizma i princip lokalnog dejstva; one moraju zadovoljavati 

ЛЛ А Л 

i princip materijalne indiferentnosti. Tacnije, funk.cije reagovanja Т, тр, q i 1Ј moraju 
zadovoljavati relacije 

л л 

QT(F, (), G) Qт = T(QF, (), G) 
л л 

тр (F, (), G) = тр (QF, (), G) 
л л (1.6) 
Qq (F, (), G) = q (QF, (), G) 
л л 

1Ј (F, (), G) = 1Ј (QF, (), G) 

za svako regularno F, za svako () > О, svako G i svako ortogonalno Q. 
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2. OGRANICENJA КОЈА NA TERMOELASТICNE MATERIJALE 

NAMECE DRUGI ZAKON TERMODINAMIKE 

Vec smo ranije videli (odeljak 1, glava VI) da је za preciziranje termodinamic
kog procesa dovoljno propisati skup velicina {х, Т, 'f/J, q, ?Ј, О}. Zato Iadi defi
nisanosti kazemo : 

U slисаји termoelasticnih materijиla termodinamicki proces је dopustiv 
ako је kompatibilan (saglasan) sa konstitиtivnim jednиcinama (1.5) и svakoj 
cestici Х tela i za sve vreme t. 

Na osnovи toga mozemo dokazati stav: 

Svakom izboru fиnkcije kretanja х = х (Х, t) i raspodele temperatиre 
О= О (Х, t), (ХЕ '], а ~ t ~ Ь), o,dgovara jedinstevn dopиstiv termo
dinamicki proces и '73. 

Dokaz: Neka su х = х (Х, t) i О = О (Х, t) fиnkcije definisane zэ svako 
t E [а, Ь] i ХЕ 73. Onda је sigиrno poznato i G = Grad О (Х, t). Na osnovu (1.5) 
odredeni su i Т, '1Jl, q, 'УЈ za t Е [а, Ь] i za svako Х Е']. Ali tada su nad '73 odredena 
роlјэ ех, div Т, Т: D, divq, ip ра prema (5.12.16) i в. Za tako odredena polja 
uvek mozemo izabrati Ј i h tako da prvi Kosijev zakon ( 4.8. 1 7) i prvi zakon termo
dinamike (5.4.13) vaze. Sta vise, tako odredena polja ј i h sи jedinstvena. О 

Na osnovи ovog stava mozemo dokazati lemu: 

Neka је (F0, 00 , G0) proizvoljna tacka и domenи definisanosti fиnkcija 
/'...Л А А 

reagovanja Т, 'f/J, q ж· rJ za cesticи Х0 Е '73 koja и trenutku t0 zauzima polozaj 
Х0• Neka sи А, а i ос proizvoljan tenzor, proizvoljan vektor i proizvoljan 
skalar respektivno. Tada postoji dopustiv termodinamicki proces za sva ko Х 
и okolini cestice Х0 и '73 и nekom intervalu [t0 , t 0 + !5] za koji је 

F (Х0, t0 ) = F0 ; 

О (Хо, to) = Оо; 

G (Х0, t0 ) = Go ; 

F(X0, t0) =А 

(Ј (Хо, to) = о: 

G (Х0, t0) = а. 

(2.1 ) 

Dokaz: Posщatrajmo kretanje i raspodelu temperature koji sи definis:;ni sa 

х (Х, t) = Х0 + [F0 + (t - t0 ) А] (Х - Х0) 
(2.2) 

О (Х, t) = 00 + ос (t - t0 ) + [G0 + (t - t0 ) а] (Х - Х0) 

za svako Х и okolini Х0 Е'] i t ~ t0 dovoljno Ьlisko t0 . Tada postoji takvo Ь > О 
tako da је za svako t Е (t0, t0 + д] 

det [F0 + (t - t0 ) А] =!= О 

00 +о: (t - t0) + [G0 + (t - t0) а] (Х- Хо) > О 
za svako Х u nekoj okolini cestice Х0 Е']. 

Na osnovи prethodno dokazanog stava, takQ izabranim fиnkcijama х (Х, t) 
i О (Х, t) onda odgovнa neki dopustivi termodinamicki proces и okolini cestice Х0 
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za t Е [t0, t0 + о]. Lako је proveriti da х (Х, t) i е (Х, t) dati sa (2.2) imajи sve 
osoЬine (2. 1) и Х0 Е '73 za t = t 0• О 

Mi dalje zahtevamo da drиgi zakon termodinamike takode vazi za sve dopиstive 
termodinamicke procese. Ovaj zahtev povlaci za sobom izvesna ogranicenja na 
funkcije ponasanja. Za njihovo izvodenje koristicemo entropijskи nejednakost и 
lokalnom oЬliku (5.1.4. 10э) . 

Kada se u tom izrazu, koristeci ( 1. 5) 2 zameni 

л . " л . 
"Р= tr [VJiFJ + VЈде + VJoG (2.3) 

i, роmоси (3.8.24) i (3.8 .25), odredi (vodeCi racuna о simetricnosti tenzora Т) 

Т : D = tr TD = tr (F - 1TF) (2.4) 

.doЬijamo pos1e ~redivanja clanova disipat ivnu nejednakost u oЬlikti 

А • 
tr {[F-1T(F, 8, G)- eVJ~(F, е, G)] F} -

А А , 

- е [VЈд (F, 8, G) + 7Ј (F, е, G)] 8 -

А • 1 А 
- eVJo(F, е, G) · G + - q (F , fJ, G) · g ~ О. 

е 

(2. 5) 

Teorema 1: Disipativna nejednakost (2.5) је z adovoljena za svaki dopustiv 
termodinamicki proces ako i samo ako: 

А А А 

а) funkcije reagovanja VJ, Т i 7Ј n!! zavise od gradijenta temperature, tj., 

А А А 

1/Ј = 1р (F, fJ), Т = T (F, 8), 7Ј = 1Ј (F, fJ); (2.6) 

Ь) пароп i energija se odreduju pomocu slobodne energije preko naponske 
relacije 

А 

Т = eF1JJ~ (F, 8) (2.7) 

odncsno entropijske relacije 

(2.8) 

с) toplotni f/uks zadovoljava nejednakost toplotnog provodenja 
А 

q (F, е, G) · g ~ О 

ili 

q (F, е, g) ·к ~ о 

gde је, s obz irom па (1.3), 
А 

q (F, е, g) = q (F, 8, рт g ). 

(2.9) 

(2. 10) 

(2.1 1) 

Dokaz: Neka vazi (2.6 - 9). Tada је (2. 5) zadovoljeno za svaki dopustivi 
termodinamicki proces. 

Obrnиto, neka ј е (2.5) zadovoljeno za svaki dopиstivi termodinamicki proces 
~ svakoj cestici te1a 73. 
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Tada ј е (2. 5) zadovoljeno i za dopиstivi proces dat sa (2.2) tako da za proizvoljno 
Х0 Е t]З и trenиtkи t 0 (2.5) postaje-, s obzirom na (2.1), 

л л 

- ео [ "tf'в (Fo, Оо, Go) + 'УЈ (Fo, Оо, G0) ] а-

л } л 

- eo'f/JG(Fo, Оо, Go) ·а +- q (F0, Оо, Go) · go ~ О. 
Оо 

Ociglcdno је da је ova nejednakost linearna ро А, а i а i za njihov proizvoljan, 
izbor njima odgovarajиCi koeficijenti и toj nejcdnakosti morajи biti jednaki nиli, tj . 

л 

Т (Fo, Оо, Go) = eoFotp~ (F0, 00, Go) 
л л 

'УЈ (F0 , 60, Go) = -tрв (Fo, Оо, Go) 

л 

'PG(Fo, 00, Go) = О. 

Tada se entropijska nejednakost svodi na 
;, 

q (Fo, Оо, Go) · go ~ О 
ili 

s о bzirom na (2.1 О. 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Posto smo Х0 i t0 Ьirali proizvoljno, onda (2.12- 14) vazi za svako ХЕ '13 i 
svakot. Tadase(2.12 - 14)svodi na(2.6 - 10). О 

Na osnovи ove teoreme mozeщo dokazati stav: 

Prvi zakGn termodinamike (5.4.13) za dopиstive termodinamicke procese 
и termoelasticnom materijalи moze biti izrazen и oЬlikи 

еО~= div q + eh. (2.15) 

Dokaz : Iz (2.3), (2.6) 1 i (2.8) se doЬija da је 

а iz (2.4) i (2. 7) i ovog izraza 
л • 

Т : D = е tr VJ~F 

= eip + erJO. 
Takode је, s obzirom na (5. 12.16), 

1р = i - о 'УЈ - е~ 
t ako da је 

т: n = ei -ео~. 
Smenom ovog izraza и (5.4.13) doЬijamo (2. 15). О 

Dejinicija: Za dopиstivi termodinamicki proces kazemo da је t'zentropski 
цkо је ~ = О. 
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Teorema 2: Dopustivi termodinamicki proces је adlj'abatski, tj., 

div q + eh = О 

ako i samo ako је izemropski. 

Dokaz teoreme дeposredno sledi iz (2.15). О 

(2.16) 

Pri resavanjи konkretnih zadataka termoelasticnih materijala cesto se koristi 
prvi zakon termodinamike и оЫikи 

eofJ~ = Div q + eoh 
koji se doЬija iz (2.15), (3.13.4) 1 i (4.7.9). 

(2.17) 

З. POSLEDICE NEJEDNAKOSТI TOPLOТNOG PROVOI>ENJA 
1 PRINCIPA MATERIJALNE INDIFER~NINOSТI 

Posledice nejednakosti toplotnog provodenja 

Na osnovи teoreme 1 prethcdnog odeljka disipativna nejednakost (2.5) se, 
и slисаји termoelasticnih materijala, svodi na nejednakost toplotnog provodenja 

q (F, (), g ) · g ~ О. (2. 10) 

Ova nejednakost se naziva i Furijeova (Fourier) nejednakost i identicna је sa 
(5.13. 12) 2• Sa fizickog stanovista ona predstavlja cinjeдicи da se toplota дikada 
spontano ne prenosi sa hladnijeg na toplije te1o. Роmоси nje mozemo izvesti cdr~
dene zak1jиcke и vezi top1otnog flиksa. U tom ciljи oznacimo sa Ј funkcijи defi
nisanи izrazom 

def 
Ј= q·g. (3.1) 

Ona predstav1ja entropijskи proizvodnjи иsled provodenja top1ote. Iz (3.1) i (2.10) 
se vidi da је 

Ј = Ј (F, О, g ), (3.1 а) 

da је nenegativдo za sve dopustive termodinamicke procese i da је 

Ј (F, О, О) = О. (3.2) 

Pretpostavimo da је q дeprekidдo ро g. Tada је i Ј neprekidno ро g. Sta vise, 
s obzirom na (2.10), (3.1) i (3.2), I ima rninimum и g = G tako da је 

Ј6 (F, (), g) l6 =o = 0. (3.3) 

KoristeC:i (3.1) и ovom izrazи doЬijarno da је 

q (F, (),О) = О. (3.4) 

Time smo dokazali stav: 

Toplotni fluks iscezava uvek kada gradijent temperature iscezava. 

Sa maternatickog stanovista to znaci da vektor top1otnog fluksa ima nиlи и g = О 
i da ga mozemo predstaviti, razvijajиCi ga и Taj1orov (Taylor) red и okolini g =О, 
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u oЫiku 
q = k (F , О) g + О (lgl2) 

gde је tenzorska funkcija drugog reda 

k = q6 (F, е, к) lg- o· 

Furijeova nejednakost (2.10) tada ima oЬlik 

g · k (F, е) g + 0 (jgj3) ~ 0 

Ona vazi za svako g samo ako је 

g · k (F , e)g ~ О 

(3.5} 

(3.6} 

za svako g . Odatle sledi da је k (F , е) pozitivno semi-definitno. UoЬicajno је da· 
s:: takva tenzorska funkcija k (F, е) naziva tenzor provodljivosti. 

Znacaj dokazanog stava, tj., (3.4) se ogleda i u sledecim njegovim posledicama. 

qF(F, е, О) = 0 , 

q8 (F, е, О) = О, 

(3.7} 

(3.8) 

koji se koriste pi"i linearizaciji konstitutivne jednaCine za vektor toplotnog fluksa . 

i) Furijeovu nejednakost (2.10) mozemo izraziti u ekvivalentnom oЬliku, 

(3.9) 

s obzirom na (5.7.9), (1.3) i (2.4.4). Koristeci (5.7.9) konstitutivnu jednacinu (1.5)з. 
kэо i cinjenicu da је Ј = det Fvidimo da konstitutivna jednaciдa vektora toplotnog. 
fluksa u odno~u na referentnu konfiguraciju glзsi 

q = q (F, e, G). (3 .10} 

Na osnovu istog postupka i u slucaju Furijeove nejednakosti (2.10), moz<mo 
sada pokazati da је 

q (F , е, О) = О 

llF(F, е, 0) = 0 

q0 (F,6, 0) = 0. 

(3.11} 

(3.12) 

(3.13} 

sto је, kao i и s1ucaju vektora toplotnog fluksa q (F, е, g ), vrlo znacajno pri izvodenju 
linearnih konstiшtivnih jednacina. Specijalno, kada se q razvije u okolini G = О, 
u Tajlorov red, doЬijamo da је 

q = K (F, е) G + О (IGI 2
) . (3. 14} 

gde К (F, е) mora zadovoljavati nejednacinu 

G · К (F, е) G ~ О. (З. 1 5) 

odakle sledi da је К pozitivno semi-definitan tenzor drugog reda. Као i u slucaju. 
tenzora k naziva se tenzor porovodljivosti. 
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Posledice priJ:~cipa materijalne indiferentnosti 
А А А 

Prema (2.6) sto је posledica teoreme 1 odeljka 2, funkcije reagovanja VJ, Т i 'У/ 
ne zavise od G. Posledica toga је da se (1.6) svodi na relacije 

А А 

VJ (F, 8) = 1/Ј (QF, О) 

А. А 

QT (F, 8) Qт = T (QF, 0) (З.16) 

А А 

'УЈ (F, О) = 'У/ (QF, О) 
А А 

Qq (F, О, G) = q (QF, О, G), 
Л А Л Л 

koje tp, Т, 'УЈ i q moraju zadovoljavati za svako regularno F, svako () > О, svako G 
svako ortogonalno Q. 
Као i ranij( , birajuCi za Q bas нт dobijarno da је 

А А. 

1/Ј (F, О) = tp (и, 8) (3. 17) 

jer је, prema (2.5. 14)1, нтр = и. 
А 

Nije tesko pokazati da funkcija reagovanja VJ (и, 8) zadovolj ava (З. 16) 1 za svako 
oltogonalno Q i svako () > О. 

Na isti nacin se pokazuje da је 
А А 

'УЈ (F, 8) = 'УЈ (и, 8). (З. 1 8) 

А. 

Iz (2. 8), (З .18) i (З .17) se vidi da 'УЈ ( и, 8) nije bilo kakva funkcija od и i () nego 
funl<Cija koja је data relacijom 

А А. 

Dalje је 
'УЈ (и, О) = - tp0 (и, 8). ( З. 19) 

А 

Т = RТ(и, 8) R 1
' (З.20) 

s obzirom na identicnost oЫika relacija (Ј .5) i (З .Ј 6)2 . Razlika је samo u funk-
A 

cionalnoj zavisnosti Т od 8 sto ne utiee na postupak dobijanja redukovanog oЫika 
konstitutivne jednacine (З.20) koja direktno sledi iz ( 1.6) . Medutim, tako odredeni 

А 

tenzor reagovanja Т (и, 8) nije proizvoljna funkcija svojih argumenata jer u slucaju 
termoelasticnih matei-ija1a tenzor napona Т mora zadovoljavati re1aciju (2.7). 
Zbog toga se za doЬijanje konstitutivne jednacine za napon moze cdmah koristiti 
(З.17) u (2.7). Medutim, za izracunavanje izvoda ро F pogodnije је umesto desnog 
1:enzora izdu.Zenja и koristiti Kosi-Grinov tenzor С jer је С= и2 = рт F. Tada 
(З .17) mozemo pisati u ob1iku 

А А А 1- V 

VJ ( F, О) = tp (и, О) = VJ (С , 8) := tp ( С, О) (З.21) 

.Prim~njujuCi na (З.21) definiciju unutrasnjeg izvoda (vidi Dodatak) i vodeCi racuna 
·О simetricnosti tenzora С imamo 

А V 

tr [tp~ (F, 8) А] = tr [tpc (C, 0) (АтF + F 7'A)] 
v 

= 2tr [ 1/ЈС (С, 8) рт А] (З.22) 
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Posto ova relacija mora da vazi za proizvoljan tenzor А sledi da је 
/'. v 
1p;(F, О)= 21рс ( С, О) F 1

'. (3.23~ 

KoristeCi ovaj izraz u (2. 7) doЬijamo konstitutivnu relaciju za napon 
v 

Т = 2eF"Pc (С, О) Fт. (3.24) 

Vrlo је vazno иoCiti da је tako doЬijeni tenzor nарола Т sirnetrican sto se ne rnoze 
zakljиciti iz (2.7). Prema torne, kao posledica primene principa materijalш. indi
ferentnosti na (2. 7) zakon momenta koliCine kretэnja ( 4.8.18) је identicki zadovoljen. 

Isti zakcn se pornocи Piola-Kir hofovog tenzora izrazava sa ( 4. 9. 21) 2 и kome 
је sada, s obzirorn na (4.9.8а) i (3.24), 

v 
Т н = 2e0F1pc ( С, 0). (3.25) 

U slиcaju toplotnog fluksa iz (3.16)4 na isti naCin se pokazиje da је 
/'. 

q = Rq(U, FJ, G) (3.26) 
ili 

/' 

q = Fq (U, О, G) (3.27) 

kada se иzme и obzir da је R = FU- 1 . Ponovo koristeCi С = U2 mozemo prethodnи 
konstitutivnи jednacinи pisati и oЬlikи 

v 
q = Fq ( С, 0, G). (3.28) 

SиmirajиCi ovde n avedene rezultate vidimo da konstitиtivne jednaCine 
/'. v 
1р (F, О) = 1р (С, 0), 

л. v (3.29) 
'УЈ (F, О) = -1р8 (С, 0), 

л v 
q(F, О, G) = Fq(C, О, G) 

zadovoljavajи (3. 16) za svako regиlarno F, svako О > О svako G i svako ortogo
nalno Q. Zbog toga (3.29) predstavlja skup najopstijih konstitutivпih јеdпасiпа ter
moelasticnih materijala. 

i) Ovaj skиp konstitutivnih jednaCina nije jedini mogиci s obzirom da postoje 
i njima ekvivalentni redukovani oblici. Primer toga sи konstitиtivne jednacine 
(3.17), (3 .19) i (3.26). 

Drиgi pogodni redиkovani oblici dоЬiјаји se kada se urnesto desnog Kosi
-Grinovog tenzora deformacije С kao nezavisno promenjiva velicina иvede Lagran
zov tenzor relativne deformacije Е relacijorn 

2Е = С -1. (2.7.11) 
U torn slисаји је 

v v ~ 

1р (С, О) = 1р (2 Е - 1, О) = 1р (Е, О) (3.30) 
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v v ~ 

q (С, О, G) = q(2E -1, О, G) = q (Е, О, G). 

Iz (3.30) i (2.7.11)1 se lako pokazuje da је 

/'.. 1~ 
"Рс (С, 0) =- 'f/Јв(Е, 0), 

2 

tako da sada (3.25) mozemo pisati u obliku 

TR = (}0F";рв (Е, 0). 

Iz (3.31), (3 .32) i (3.29) odmah doЬijamc 
/'.. ~ 

"Р (F, О) = "Р (Е, 0), 
/'.. ~ 

Т (F, О) = eF'f/Jв (Е, 0), 

л ~ 

ТЈ (F, О) = -"Рв (Е, 0), 
л ~ 

q (F, О, G) = Fq (Е, О, G). 

(3.31) 

(3.32) 

(З. 33) 

(3.34) 

Njima odgovarajuci ekvivalentni sistem redukovanih konstitutivnih jednaCina је 

(3.35) 

'УЈ = -';р0 (Е, 0), 
/'.. 

q = q (Е, О, G). 

I drugi pogodni redukovani oblici konstitutivnih jednacina se izvode i koriste 
pri resavanju ili analizi pojedinih problema termoelasticnih materijala. 

4. RAZNA ТERMODINAMICKA RAZMATRANJA 

i) Iz (5.12.16) i (2.8) se vidi da unutrasnja energija zadovoljava konstitutivnu 
jednacinu oblika 

/'.. 

Е = Е (F, 0), ( 4.1) 
gde је 

/'.. л /'.. 
Е (F, О) = "Р (F, б) + Orj (F, 0). (4.2) 

/'.. 

Oznacimo sa С (F, О) velicinu вв (F, 0), tj. 
А 

С (F, О) = Вв (F, 0). (4.3) 

Tako definisanu velicinu С (F, О) nazivamo specificna toplota pri konstantnoj 
deformaciji. 
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Iz (4.2) i (4.3) se vidi da је 
А Л А 

С (F, О) = 1Jl8 (F, О) + 1Ј (F, О) + 01]0 (F, д) 
ili 

А 

С (F, О) = 01]0 (F, 0), (4.4) 

s obzirom na (2.8). 

Dalje cemo pretpostaviti da је 

С (F, О) > О (4.5) 
А 

za svako (F, 0). Posto је О > О, iz ( 4.4) i ( 4.5) sledi da је rJ (F, О) glatka invertiЬilna 
funkcija ро О za svaki izbor F. То znaci da је moguce izraziti (Ј kao funkciju od rJ, tj. 

(4.6) 

sto nam omogucuje da konstitutivne jednaCine (2.6) i ( 1.5)3 pisemo u oЬliku 

Е = в (F, rJ), 

gde је, npr., 

Т = T(F, rJ), 

О = О (F, rJ), 

q = q (F, rJ, G), 

А -
ё (F, rJ) = е [F, О (F, rJ)]. 

Takode је, s obzirom na (5.12.16), 

А - -

в (F, rJ) = 1р [F, О (F, rJ)] + 1]0 (F, rJ) 

odakle se doЬija 
Л Л - -

BF = 1jJF + 1Jlб0F + 1]0F 

Л- - -

ёђ = 1ЈlоОђ + о + n0,1• 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4. 10) 

Iz ovih izraza, (2. 7) i (2. 8), lako је pokazati da ( 4. 7) mozemo pisati u obliku 

Е= s (F, n), 

s о bzirom da је 

т= eFe; (F, rJ), 

о = eq (F, n), 

q = q (F, rJ, G). 

л 

sF(F, rJ) = 1JlF(F, 0). 

(4.11) 

(4.12) 
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Saglasno sa principom materijalne indiferentnosti konstitutivne jednacine 
{ 4.11) moraju Ьiti nezavisne od posmatraca. То znaei da mora Ьiti 

"i (QF , 'УЈ) = ё (F, 'УЈ), 

T(QF, 'УЈ)= QT(F, 'УЈ) Qт, 

() (QF, 'УЈ) = () (F, 'УЈ), 
(4.13) 

q (QF, 'УЈ, G) = Qq (F, 'fJ, G) 

za svako regularno F, svakc () > О, svako G i svako ortogonalno Q. 
S obzirom na (4.11) kao i na identicaп oЬlik relacija (4.13) i (3.16) odmah 

se moze zakljuCiti da skup konstitutivnih jednacina 
v 

ё (F, 'УЈ) = е~ С, rJ), 
- 'V 

Т (F, 'УЈ) = 2eFec (С,()) рт 

- v 
6 (F, 'УЈ) = е0 (С, 6), 

(4.13а) 

v 

q (F, 'fJ, G) = Fq (С,(), G), 

identicki zadovoljava (4.13), ра prema tome, takode predstav1ja opste konstitutz'vne 
jednacine termoelasticnog materijala. 

ii) u slucaju nestisljivog termoelastz'cnog materijala konstitutivna jedn acina 
za napcn (2.6)2 se zamenjuje jednacinom 

Т = -pl + Тв (F, ()) (4.14) 

gde је р neodredeni hidrostaticki pritisak. Tenzor Тв 'је odreden samo gradijentom 
deformacije koji zadovo1java u~1ov nestis1jivosti 

det F = 1 Ш tr D = О. (4. 14а) 

Na osnovu toga s1edi da deo napona koji karakterise hidrostaticki pritisak ne dopri
nosi nista clanu tr Т D, ра prema tome ni entropijskoj nejednacini. Tada entropijska 
nejednacina namece ogranicenja samo na Т в na naCin koji је iznet и pl'ethodnom 
ode1jku za ukupan napon. · 

iii) Razmotrimo sada s1ucaj termoelasticnog fluzaa. Gene[aШemo konstitu
tivnu jednacinu za elasticni fluid cineti sledece ko~stitutivne pretpostavke 

т = -р (е, е, g) 1 
А 

тр = тр (е, е, g) 
( 4.15) 

А 

'УЈ= 'УЈ (е, o,g) 
А 

q = q (е, е, g). 
Iz (4.15)2 se vidi da је 

(4.16) 
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Takode је 

tr Т D = -р tr D = .Р_ (!, 
(] 

kada sc iskoristi jednacina kontinuiteta (3.13.9) 2 и obliku 

е+ е tr D = О. 

Smenom (4.16-17) и (5. 14.10а) i pogodno grupisuCi c1anove doЬijamo 

( 

А Р) А • А 1 
- e1Jlo + е ё - (! ( 1Jlo + 'УЈ) е - (!1pg . g +е q . g ~ о, 

odak1e sledi da је, koristeCi teoremu 1, odeljka 2, 

'УЈ = - 1ро, 

А 

1/)g = о, 

q·g ~ о. 

(4.17) 

( 4.18) 

(4. 19) 

Iz ( 4.15) i ( 4.19) se odmah moze zakljuciti da konstitutivne jednacine za napon,. 
specificnu slobodnu energiju i specificnu entropiju zadovoljavaju princip materi-

A 

jalne indiferentnosti. Isti princip zahteva da funl,cija reagovanja q vektora top1otnog. 
fluksa zadovoljava relaciju 

А А 

Qq (е, е, g) = q (е, о, Qg), (4.20) 

za svako (! > О, О > О, svako g i svako ortogonalno Q. 

Na osnovu teoreme о reprezentaciji izotropnih vektorskih funkcija [vidi Do-
datak (10.8.37)] onda sledi da је · 

q = k(e, O,g) g, 

gde је g 2 = g · g. Iz (4.21) i (4.19) se vidi da је 

k ((!, о, g) ~ о. 

(4.21) 

(4.22) 

Prema tome, u navedenom slucaju, konstitutivne jednacine termoelasticnog 
~~~re . 

А 

1Jl = 1Jl (е' О), 

( 4.23) 

q = k(e, O,g)g, k ~ о. 

Slicne relacije doЬijamo ako razmenimo uloge () i 'УЈ, odnosno 1р i в. 
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5. IZVODENJE LINEARNE TEORIJE TERMOELASТICNOSТI 

Prethodno cemo sшnirati neke izraze i rezultate koje smo do sada razmatrali 
i izveli, а koji su nат ovde potrebni. 

Potpun sistem jednacina polja u nelinearnoj teoriji termoelasticnosti u odnosu 
na referentnu konfiguraciju х sastoji se iz: 

zakona balansa koHcine kretanja 

Div TR + ео! = (!oii, 

zakona balansa energi'je 

eofN7 = Div q + e0h, 
i konstitutivnih jednacina 

gde је 

1Jl = ';р (Е, 0), 

TR = еоF:;рв (Е, ()), 

r; = -';/;8 (Е, 6), 

q = q (Е, 6, G), 

F = l + \jи = I + H 

2Е = ртр_Ј 

G = Grad 6. 

(4.9.22) 

(2. 17) 

(3.35а) 

(5.1) 

U SlUCЭjU kada ј е rec О polju pomeranja 8U lako је pokazati, koristeci (7.3.1), (7.3.2) 
i (7.3.5)1, da је 

F, = 1 +еН, 

Е. = еЕ + О (е2). 
Slicno tome mozemo pisati 

6. = 00 +е& 

(5.2) 

(5.3) 

gde је 60 uniformno polje temperature u refe1·entnoj konfiguraciji а & polje razlike 
temperature, tj. 

& = 6- Оо. (5.4) 

Tako<!e је, s obzirom na (5.3) i uvedeni nacin obelezavanja 

G, = е Grad& = е\ј&. . (5.5) 

Као i u slucaju linearne teorije elast icnosti nas се interesovati ponasanje odre
denih polja u slucaju kada е~ О. Takva polja su funkcija reagovanja u konsti
tutivnim jednacinama (3.35) za koje pretpostavljamo da su neprekidne i diferen
cijaЬilne funkcije skupa i1i podskupa promenljivih (F, Е, 6, G ) u oko1ini (1, О, 60, G). 
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Njihova vrednost zavisi od izbora referentne konfiguracije. Prirnera radi : za F = 1, 
(} = 00 , Е = О tenzor napona је odreden relacijom 

Тп = ео-:;рв (Е, О)iв=о== Тп (0 , е0). 
, в-в. 

(5.6) 

Tako odreden tenzor Tn (0, 00) predstavlja rezidualni ili zaostali napon pri 
uniformnoj temperaturi, tj. napon koji Ьi telo imalo kada Ьi se zadrzalo u referentnoj 
konfiguraciji na uniformnoj temperaturi 00 • U slucaju kada је referentna konfi
guracija prirodna ko.nfiguracija, napon је jednak nuli, tj . 

Тп (0, Оо) = ео7fв (Е, О) Јв-о= О. 
,0= 0. 

(5. 7) 

Pretpostavke о postojanju prirodne konfiguracije i uniformne temperature su pre
sudne pri izvodenju klasicne teorije termoelasticnosti. 

Za pomeranje ви i polje temperature в& imamo sada 

(5.8) 

tako da (3 .5а) 2 postaje 

Тп = ео (1 + вН) -;рв [вЕ + О (в2), 00 + в&] 

~ (L" [Е] + М"&) в (5.9) 

gde su 

(5.10) 

( 5.11) 

U ovim izrazima ~ kao i rani je oznacava tacnost do na О (в2). 

Analogno tome (3.35а)4 postaje 

q (Е, О, G) = q [вЕ + О (в2), 00 + в&, вV&] 

~ q (О, 00, О) +в {qв(Е, 00 , О) Јв=о[Е] +io(O, О, О) Јо -о.& + qG(O, Оо, G) IG=O V&} 

(5.12) 
Iz (3.10) i (3.35а) se vidi da је 

q (F, О, G) = q (Е, О, G). (5.13) 
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Као pos1edica re1acije, (5.1) i (3.11) sledi da је 

q (Е, О, О) = О 

qв (Е, 8, О) = О 
q0 (Е, 8, О) = О. 

Smenom ovih izraza и (5.12) doЬijamo 

q (Е, 6, G) = еК\7&, 
gde је 

(5.14) 

(5.15) 

L5.16) 

Obelezavajuci dalje е и i е& sa и i & respektivno i analogno tome njima odgovarajuce 
veliCine, mozemo (5.9) i (5.15) pisati и oЫiku 

TR = L" [Ё] + (8 - Оо) м" 
q:: KG. 

(5.17) 

~5.18) 

Izvrsimo kratkи analizи ovih konstitutivnih jednacina. Relacija (5.17) predstavlja 
Duamel-Nojmanov (Duhamel-Neumann) oЬlik Hukovog zakona. U njoj se ten
zor cetvrtog reda L,., kao i u slucaju linearne elastiC:nosti naziva tenzor elastic
nosti. Na naCin kako је definisan sa (5. 10) vidi se da zadovoljava иslove (7.3.13) 
i (7.3.14) i da prema tome ima, и opstem slиcaju, 21 nezavisnи komponentu. 

Tenzor drugog reda М,. је, s obzirom na simetricnost tenzora Е i (5.11), 
takode simetrican. On predstav1ja onaj deo napona koji је izazvan ternperaturnim 
poljem zbog cega se naziva tenzor temperaturnog napona. 

Zaista, iz ( 5.17) se vidi da је 

Тн = (О - 00 ) М" za Е = О. (5. 19) 

S obzirom na simetricnost tenzora L,. i М" iz (5.17) se takode moze zak1jиciti da 
је prvi Pio1a-Kirhofov tenzor Tn simetrican и linearnoj teoriji, tj. 

(5.20) 

Tenzore TR i М" mozemo razmatrati kao vektore и nekom sestodimfnzionom 
prosto, а Lx kao simetrican tenzor drugog reda ро prvom i drugom раrи indeksa. 

Ako је Lx regиlaran tenzor, onda se rnoze resiti ро Е tako da doЬijarno 

gde је 

Iz (5.21) se vidi da је 

Е = (6- 00) N ... , kada је TR =О. 
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То znaci da tenzor NY. odredиje deformacijи koja se javlja pri datoj raspodeli temp~ 
ratиrezakojиjenaponjednak.nиli. Zbogtoga se tenzor N /. naziva tenzor termickog 
st'renja. 

Dalje prelazimo na kratk.и analizи konstitиtivne jednaCine vektora toplotnog 
flиk.sa. Iz izraza ( 5.16) kojim је definisan tenzor toplotnog provodenja К ne mozemo 
zakljиciti nikakva njegova simetricnэ. svojstva. Ali zato, koristeci (5.18) и Fиrijeovoj 
nejednacini (3.9), mozemo zakljиciti da је on pozitivno semi-definitan. 

U ciljи kompletiranja klasicne teorije potrebno је izvesti linearan oЫik jed
nacine balansa energije (2.17). OCigledno da nат је potrebno da izrazimo ~ u 
navedenom slисаји . Zbog tcga koristimo (3.35а)3 odakle doЬijamo 

?'} (Е, О) = ;Ј [еЕ + О (е~), 00 + е&] = -iв [еЕ + О (е2), 00 + е&] 

. [ ( д2v: ) 1 ~ д2;;;1 Ј = -"Ро (0, Оо) - е tr - - В=О Е + - 2 в-о& . 
дЕ дО io=o. дО ,о =в, 

(5.25) 

S obzirom na nezavisnost parametara е i t iz (5.22) sledi 

. [ ( дz;р )1 ~ д2;р / ·] = -е tr __ Е + ~- . 7Ј дЕ дО ·в~о дО2 ,в-о& 
iв -о. о -о, 

(5.26) 

Takode је 

(5.27) 

- -е{} о [cr мјi + ео ( д2~) /в-о.&], 
дО о=в. 

gde smo koristili ( 5.11 ). 

Iz (5.2) i (5.3) se vidi dalje da је 

Ё. = еЕ + О (е2) е. = е.&. 

Zbog togэ, kao i do sada sto smo radili, obelezimo еЕ i е.& sa Е i е respek.tivno. 
Tada prethodnи relacijи mozemo pisati и оЫikи 

(5.28) 

gde је ро definiciji 

(5.29) 

Tako definisana velicina с predstavlja specifiCnu toplotu. 
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Smenom (5.28) u (2. 17) dobijamo sledeCi linearan oЬlik balansa energije 

сО = Оо tr мЈј + Div q + eoh, (5.30) 

gde је q dato sa (5.18). 

Time smo kompletirali klasicnu teoriju termoel::>sticnosti. Ili preciznije, jedna

cine (4.9.21), (5.30), (5.17), (5.18) i в = _!_ Суи+ vит) odreduju оsпоvпе 
2 

jednacine linearizovane teorije terrnoelasticnosti. Radi preglednosti navedimo ih 

Div TR + ео! = еой 

се = 00 tr М"Е + Div q + eoh 

TR = L/. [Е] + (6 - 00) М"_ 

q = KG 

~ 1 
Е = - (\/и + \luт). 

2 

(5.31) 

Vazno је ucciti da mгterijalne funkcije Lx, Мх, К, с i ео u opstem slucaju zavise 
od 00• Takode mogu zavi~iti i od polozaja cestice Х ako telo nije homogeno. 

Zbog slozenosti odredivanja resenja sistema jednacina (5.31) cine se dalja 
dodatna uproscenja. Navedimo ~va od njih koja se cesto koriste. Prvo se zasniva 

na zaш:marivanju clana 00 tr М"}: u jednacini balansa energije. U tom slucэju se 
u jednacini za energiju javlja samo termicki uticaj zbog cega је takva teorija poznata 
pod imenom nespregnuta teorija 1ineame termoelasticnosti. Drugo uproscenje 
se doЬija zaдemarivanjem clana еой и jednacini balansa kolicine kretanja. Као 
rezultat tcga se doblja kvazi-staticka tt:orija. U praksi se ova dva uproscenja 
cine oblcno jednovremeno. 

6. TEOREMA О SNAZI 1 ENERGIJI 

Izraz 

Ј Div Тл. и dV =Ј TRN . udA -Ј tr (Tв\lu) dV, (6.1) 
v s v 

koji smo koristili и okviru dokaza leme odeljka 5 glave VII vazi и opstem slucaju. 
Njegov dalji oЬlik zavisi od oblika konstitutivne jednacine za Т8. Tako se и slиcaju 
linearne teorije termoelasticnosti podintegralna funkcija zapreminskog integrala 
desne strane moze koriscenjem (5.31)3 pisati u oЬlikи 

tr (TR\1 u) = tr (EL" [ЕЈ + &M)l) 
1 d ~ ~ ~ 

= - - tr (EL" [Е]) + & tr MzE, (6.2) 
2 dt . 

s obzirom na simetricna svojstva tenzora Lx i Мх, (5.31)5 i (5.4). 
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Dalje se moze, pomocu (5.31) 2, pokazati da је 

,:_ с • & 
&tr М"Е = - && - - (Div q + (2 0h) 

Во Оо 

=- с __ ~&2 - _!_ [Div (&q)- q · G + e0&h] 
200 dt 00 

(6.3) 

= _с_ ј-&2 - _!_ [Div (.Э·q) - G · KG + e
0
&h], 

2В0 dt 00 

gde smo koristili (5.4) i (5.31)4 • 

Iz (6.2) i (6.3) se sada vidi da је 

• - 1 
Ј tr(Tп\lu)dV = 91 (Е,&) -- Ј &q · N dA 
v Оо s 

1 1 
- - Ј (! 0&hdV +-- Ј G · KG dV, 

Оо v Оо v 
(6.4) 

gde smo koristi1i teot·emu о divergenciji i gde је 

91=_!_ Ј {tr(ELJE]) + ..:_&2
} dV. 

2 v . 00 

(6.5) 

Uvodeci da1je oznake 

(6.6) 
q = q. N, 

za povrsinski napon i toplotni flиks и referentnoj konfigиraciji, smenom ( 6.4) и 
(6. 1) doЬijamo da ј.._ 

Ј Div Т п · и dV = Ј su dA + _!_ј &g dA - cfi 
v s ~ 

1 1 
+ - Ј ео& h dV - - Ј G · KG dV. (6.7) 

Оо v Оо V 

То nam оmоgисије da postavimo teoтemu о snazi i energiji: 

Neka је {и, Е, Тю &, G, q} termoelasticni proces koji odgovara dejstvu 
spoljnih termiCkih i mehaniCkih efekata datih skupovima velicina {h, q} 
i {!, s} respektivno. Onda је 

Ј s . и dA + I ео!. и dV +_!_ Ј &g dA 
s v Во s 

1 1 . + - Ј eo&h dV - - Ј G . KG dV = Е7) 
Оо v Оо v 

(6.8) 
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gde је g ukupna energija dejinisana izrazom 

g = CZi + 9(, = - f ео u · и + tr (EL" [Е]) + -.&2 dV. 1 { - - с } 
2 v 00 

(6.9} 

Dokaz: 

Vec smo ranije u okviru dokaza leme odeljka 5 glave VII pokazali da је 

f Div Тл. udV + Ј ео!. и dV = <](, 
v v 

sto vazi u opstem slucaju. Koristeci ovaj izraz u (6.7), doЬijamo (6.8) i (6.9). 0 

Iz (6.8) sledi vrlo vazna nejednakost 

f s. и dA + f ео!· и dV + _!__Ј &q dA 
s v Оо s 

1 + - Ј e&h dV - g ~ о, 
Оо v 

(6.1 0) 

s obzirom da ј е tenzor toplotne provodljivosti pozitivno semi-definitan . Ona nат 
omogucuje da postзvimo sledecu posledicu teoreme о snazi i energiji koja је 
od sustinskog znacaja za egzistenciju jedinstvenosti resenja mesovitog proЫema 
linearne termoelasticnosti. 

Neka је {и, Е, Тл, &, G, q} termoelasticпi proces koji odgovara dejstvu 
spoljпih termickih i mehaпickih efekata {h, q} i {ј, s} respektivпo. Pret
postavimo da је s · u = &q = О па S 0 Х [0, t0) i da је Ј = О, h = О па 
V Х [0, t0) . Опdа је 

g (t) ~ g (0), О ~ t < t0 • (6. 11) 

Grubo govoreci ova nejednacina tvrdi da totalna energija izolovanog tela opada 
sa vremenom . 

7. MESOVIТI PROBLEM LINEARNE TERMOELASТICNOSТI. 
JEDINSTVENOST RESENJA 

Pri resavanju osnovnih jednaCina (5.31) linearizovane teorije termoela sticnosti 
mi pretpostavljamo da su poznate veliciпe 

3 10 

l ) zapreminska sila Ј i specif icna proizvodnja toplote h - neprekidni na 
V Х [0, t0 ); 

2) pocetno pomeranje и0, brzina v0 i .temperatura &0 - neprekidni u V; 
А 

З) pomeranje и - neprekidno na S 1 х [0, t0); 

"' 4) povrsinski napon S - regularan na S 2 х [0, t0 ) i neprekidan ро vremenu; 
А 

5) povrsinska temperatura & - neprekidna na S 3 х [0, t 0); 

А 

6) povr~inski toplotni fluks q - regularan na s4 х [0, to) i neprekidan ро 
vremenu. 
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Pri tome pretpostavljamo da је S = S 1 u S 2 = S 3 u S4 i da sи povrsi S 1 i S 2, 

odnosno, S3 i S4 komplementarne и odnosи na S. 

Onda se mesoviti proЬlem linearne termoe1asticnosti sastoj i и nalazenjи ter

rnoe1asticnog procesa {и, Е, Тю -&, G, q} koji odgovara zapreminskoj sili Ь i 
specificnoj proizvodnji top1ote h i koji zadovo1java: 

poeetne ttslove 

и ( · , О)= и0 ; и(', О)= v 0 ; &(·,О) =-&0 и V, 

granicne uslove 

ро ротеrапји 

U=U па S 1 Х [0, t 0), 

ро пе-ропи 

л 

S = TRN = S па S 2 X[O, t0), 

ро temperaturi 

па S 3 Х [0, t0) , 

ро toplotnom fluksu 

л 

q = q · N = q па S 4 х [0, t0). 

Ako takav terrnoe1asticni proces postoji, onda se on naziva resenje mesovitog 
proЬlema. 

Da је takvo resenje jednoznacno tvrdi teorema о jedinstvenosti resenja meso
vitog proЬlema: 

Neka је teпzor elasticпosti L.._ poz i tivno semi-definitaп i пеkа је specificпa 
toplota pozitivna. Onda mesoviti proЬlem ima пajvise jedno reseпje. 

Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva resenja. Onda njihova razlika {и, Е, TR, 
-&, G, q} odgovara pocetnim i granicnim иs1ovima koji sи svi nи1е tako da је 

u(·,O) = u(·,O)= O, -&(-,0) = 0 и V (7.1) 

i 
s · и = q = & = О na S Х [0, t0) , 

KoristeCi (7.2) i (6. 10) и (6.11) doЬijarno da је 

Ј= о, h = о. (7.2) 

1 { ~ ~ с } g (t) =-Ј eou . и + tr (ELx [Е]) + - &2 dv ~ g (O), 
2 v Оо 

Medиtim, iz (7 .1 ) i ( 6. 9) se vidi da је 

g (О) = О, 

ра је prema torne 
g (t) = О, О ~ t < t0 , 

jer ј е ео > о, tr ELx [iђ ;> о i с > О. 

О ~ t ~ t0 . (7.3) 
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Као posledica toga mora biti 

u = О, & = О na V Х [0, t 0). 

Ali, kako је и jednako nuli и pocetnom trenиtkи, sledi da је 

и = О na v х ro, to)-
ZnaCi 

{и, Е, Тл,&, G, q} = {0, О, О, О, О, 0}. О 

8. IZOTROPNI ТERMOELASТICNI MATERIJALI 

U slиcaju izotropnih materijala tenzori Lю М"_ i К и konstitutivnim jedna
cinama (5.17) i (5.18) su izotropni. Preciznij : 

Lx [Е] = Л(tr Iђ 1 + 211-Е 
Mx = m1 (8.1 ) 

К= k1 

Skalari Л i 11- sи poznate Lameove konstante,- т је тodul temperaturskog пара
па, а k - modul toplotne provodljivosti. 

Tada osnovne jednacine linearne termoelasticnosti (5.3Ј) postajи 

Div Т п + eof = eoii 

сВ = m80trE + Div q + eoh 

Т п = Л (tr Е) 1 + 211-Е + т (О - 00) 1 

q = kl. 

Razmotrimo neke specijalne slucajeve. 

~ 8.2) 

Iz (8.2)3 sledi da је za izotropno telo napon jednak pritisku kada 
iscezava, tj ., 

deformacija 

Тп = т (О - 60) 1, kada је Е = О. (8.3) 

Kako је 11- =F О i 3Л + 211- =F О onda se (8.2)3 moze resiti ро Е tako da је 
~ 1 л 
Е =-- Т п- r tr Т п) 1 + ос (8 - 00) 1, (8.4) 

2!1- 2/Ј- (3) + 2!1-) 
gde је 

т 
(8.5) <Х = - ---

3Л + 2!1-

Tako definisano ос nazivamo koeficijent termiciog sz·renja. Uporedиjиci (8.4) sa 
(5.21) vidimo da је и slucaju izotropnih materijala 

(8.6) 
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Tada (5.24) postaje 

kada је Tn = О, С8.7) 

tj., deformacija је jednaka dilataciji kada napon iscezava. 

Pri resavanjи konkretnih proЬlema, osnovne jednacine linearne termoelastic
nosti С8.2) se izrazavajи preko pomeranja i temperature. Napisane и tom oblikи 
glase 

џf::o.u + (Л + џ) \1 Div и + т \1 & + e.of = е0й, 
С8.8) 

kf::o.& + m60 Div u + eoh = с&, 

gde је sada \ј = Grad, !::o.=Div Grad i &= () -fJ0 . OCigledno da је С8 . 8) 1 diferencial
na jednacina kretanja ро pomeranju i temperaturi, а С8.8) 2 spregnuta jednacina top
lotnog provodenja. 

Ovaj sistem jednacina ima и s1исаји mesovitog problema jedinst veno t·esenje 
па osnovи teoreme koja је dokazana и prethodnom odeljkи. 

9. HIPERELASТICNI MATERIJALI 

U slисаји kada sи termodinamicke promenljve () ili r; konstantne, tj., и s1исаји 
kada је rec о izctermickom ili izentropskom kretanjи, naponske relacije С2.7) i 
С 4.11) 2 odgovarajи cisto mehanickoj konstitиtivnoj jednacini oblika 

т = eFaj; CF), T k k да 
l = ех.и -- · 

, дх:к 
С9.1) 

Ocigledno da је С9. 1 ) samo specijalan slиcaj konstitиtivne jednaCine С7 . 1.2) za 
elasticne materijale. Radi definisanosti: 

Elasticni materijal cija konstitutivna jednaCina ima oblik С9. ] ) nazivamo 
hiperelasticni materijal. 

Prema tome, h iperelasticni materijal је onaj Ciji је funkcionel l'eagovanja izvod 
skalarne funkcije ро gradijentu deformacije. Skalarna funkcija а CF) se cesto naziva 
funkcija energije deformacije ili nagomilane energije. 

Saglasno tome iz С2.7) sledi da је и slucaju prostih mateгija]a и termickoj 
л 

ravnotezi pri иniformnoj temperaturi funkcija energije deformacije jednaka "Р· 
Ona је jednaka funkciji е u slucajи prostih materijala u termickoj ravnotezi pri 
иniformnoj specificnoj entropiji sto sledi iz С 4.11) 2. 

S obzirom na simetricnost tenzora napona Т iz С9.1) imamo 

С9.2) 

Ova relacija zajedno sa С4.9.8а) i С9.1) omogucuje nam da doЬijemo konstitutivnи 
jednacinи za prvi P iola-Kirhofov tenzor u oblikи 

Тпkк = ео дО' . 
дх7к 

С9.3) 
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U s1ucaju nestis1jivih hiperre1asticnih m aterija1a tenzor napona Т је definisan 
izrazom 

т = -pl + eFa~ (F). (9.4) 

Ova konstitutivna jednacina s1edi iz (4.14) kada se uzrne u obzir (9. 1). Ona је defi
nisana sarno za one vrednosti gradijenta deforrnacije F za koje је det F = 1. 

Sve ovde nave.dene konstitutivne jednaCine rnoraju zadovoljavati princip 
materijalne indiferentnosti. K ada је u pitanju funkcija reagovanja koja је odredena 
desnorn stranorn relacije (9 .1) nista novo ne rnozerno da izvederno jer је сео postupak 
prirnene ovog principa vec razrnatran u trecern ode1jku ove g1ave. Zbog toga sarno 
navodirno rnodifikovane izraze tog odeljka koji vaze u nasern s1ucaju. Takvi su 
izrazi (3.21), (3.23), (3.24) i (3.25) koji sada g1ase 

л 

а ( F) = а ( U) = а (С) (9.5) 
л 

a;(F) = 2ас(С) рт (9.6) 
А 

T=2eF ас(С) Р' (9.7) 
л 

Тв = 2eoF ас(С). (9.8) 

U slucaju linearne teorije iz (5.17) za {) = {)0 sledi da ј е 

(9.9) 
gde је 

(9.10) 

t enzor e1asticnosti. Iz (9 .1 О) se vidi da on identicki zadovo1java uslove sirnetricnosti 
(7.3.13) i (7.3.14) i da ima 21 nezavisnu kornponentu. 1U teoriji hiperelasticnih 
materijala ili Grinovoj teoriji u kojoj, ро pretpostavci, postoji energija deforrnacije, 
to се Ьiti uvek slucaj. 

Za razliku od ove teorije, linearna Kosijeva teorija ne pretpostavlja postojanje 
funkcije energije defoпnacije. U takvoj teoriji tenzor elasticnosti Lx irna Зб 
nezavisnih kornponenata jer ne postoji osnova ро kojoj bi se rnoglo zakljuCiti 
da L" zadovoljava uslov sirnetricnosti (7 .3 .14). 

10. GRUPA IZOTROPIJE ZA FUNKCIJU ENERGIJE 
DEFORMACIJE 

Grupa izotropije g" elasticnog materija1a za datu cesticu i datu referentnu 
konfiguraciju х se doЬij a odredivanjern svih unirnodulamih tenzora Н za koje 
(7.1.15) vazi za svako regularno F . Za hipere1asticne rnaterija1e, iz (9.1) i (9.2) 
s ledi da (7.1.15) g1asi 
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= C!p(FH) нтрт, (10.1) 



-odakle se doЬija 
ap(F) = ap(FH) нт. 

Za fiksno Н ova jednaCina se moze integraliti tako da doЬijamo 

а (F) = а (FH) + r.p (Н). 

Za F = 1 imamo r.p (Н)= а (1) -а (Н) tako da (10.3) postaje 

а (F) = а (FH) + а (1) - а (Н). 

(10.2) 

( 10.3) 

(10.4) 

Prema tome elementi grupe izotropije g/. su svi unimodularni tenzori Н za koje 
је (10.4) identicki zadovoljeno ро F. 

Definicija: И slucaju junkcije energije dejormacije а hiper·elasticnog materijala, 
grupa izotroptj"e ga је, saglasno sa razmatranjima glave VI, odnns1ю V П, grupa 
svih tmimodularnih u nzora za koje је 

а (F) = џ (FH) (10.5) 

.zadovoljeno za svako regularno F. 
Sa fizickog stanovista, razlika izmedu grupe izotropije g" i g" је и sledecem : 
Elementi grupe g"_ odredujи defoгmacije koje materijal iz referentne konfi

guracije и prevode u druge konfiguracije koje se ne mogu razlikovati od referentne 
n a osnovu Ьilo koje simetricnosti koja se odnosi n a napon. 

Elementima, pak, grиpe 8а odgovaraju konfiguracija izmedu kojih se ne 
moze ustanoviti raz1ika pomocu eksperimenata koji se odnose na energiju. 

U opstem s1ucaju, ove dve grupe nisu iste, tj. g" =1= g". Ako је '(10.5) zadovoljeno 
za neko posebno Н, onda stav1jajuCi F = 1 doЬijamo da ј е а (1) = а (Н). Tada 
se za Ьilo koje F (10.4) svodi па (10.5). Znaci svako takvo Н zadovo1java (10.4), 
tj. и tom slucaju је 8аС8х· 

Razmotrimo slucajeve kada је 8а = 8х· Prvo, na osnovu (6.6.9) se vidi da za 
funkciju energije deformacije ах i а;;, koja odgovara dvema referentnim konfigu-

"' racijama и i и, vazi relacija 

а" (F) = а;; (FP 1
) 

gde је Р, prema (6.6.5), gradijent transformacije referentne konfiguracije и u и. 
Iz nje s1edi da su grupe izotropije 8а od а za dve razliCite referentne konfiguracije 
vezane relacijom oЫika (6.7.7) kojom se izrazava Nolovo pravilo. Na osnovu toga 
s1edi da ј е g"- = 8а za jednu konfiguraciju зkо i samo ako је 8х = ga za sve konfi
guracije. 

Drugo, па osnovu principa materijalne indiferentnosti funkcija energije defor
macije mora zadovo1javati relaciju 

а (F) = а (QF) (10.6) 

za svako F u domenu definisanosti а i za svako ortogonalno Q. Ako ј е Н = Q, 
onda iz ( 1 0.4) i ( 10.6) takode sledi da ј е а (Н) = а (1) tako da se (10.4) ponovo 
svodi n a (10.5). Znaci, ortogona1ne transformacije u 8а i g"_ su iste. Ako ije materija1 
cvrsto telo, onda је ро definiciji g" с 6 kada је referentna konfiguracija neizoЫiceno 
stanje. Tada sledi da је g" = 8х sto se moze iskazati recima: 

Za hiperelasticno cvrsto telo grupa izotropije junkcije energije dejormacije 
је grupa izotropije materijala. 
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Ako se da1je u (10.6) izabere Q =нт i uzme u obzir (2.5.14), onda se doЬija 
da је 

<1 (F) = <1 (U). (10.7) 

Као i ranije, umesto tenzora U mi mozemo koristiti desni Kosi-Grinov tenzor 
С = U2 = ртр i pisati 

<1 (F) = <1 (U) = а (С). (1 0.8) 

Ako se sada uzme da је Н = Q, onda se iz (10.7), (10.8) i (10.5) doЬija 

<1 (U) = <1 (QтUQ) (10.9) 
ili 

(10.10) 

Prema tome, grupa izotropije hipere1asticnog cvrstog tela u odnosu na neizobliceno 
referentno stanje је grupa svih ortogona1nih transformacija za koje је funkcija 
energije deformacije invarijantna ili kratko receno, grupa g,. se sastoji od svih orto
gonalnih Q za koje vazi (10.9) i (10.10). 

Invarijantnost funkcije energije deformacije pod dejstvom grupt izotropije 
nгmece ogranicenja na njen moguci oЬlik. Za izotropne mrterija1e, u tom smis1u, 
mozemo izvesti vr1o vazan zak1jucak. On se zasniva na prethodnim opsLim raz
matranjim.·, а posebno na pokazanoj cinjenici da sve ortogonэ1ne transformacije 
u g,. pripadaju takode i ga. U stvari gx => <' ako i sащо ako је ga :Ј <' · Као posledica 
toga s1edi : 

Hiperelastican materijal је izotropan ako i samo ako је energija deformacije 
<1 ( U ) = а (С) izotropna fиnkcija, tj. ortogonalna invarijanta, pri сети su 
U i С odredeni и odnosи па referentno stanje. 

То znaci da su, u s1ucajl~ izotropnih materija1a, (10.9) i (10.1 О) identiteti ро Q. 
Ako u ovim re1acijama uzmemo da је Q = R 2

', onda se, s obzirom na (2.5.16) 
i (2.7.15), mcze pokazati da је 

<1 (F) =а (U) = <1 (V) = а (С)= а (В). (10.11) 

Prema tome, za izotropne hiperelasticne materijale energija deformacije moze 
Ьiti izrazena kao izotropna funkcija desnog tenzora izdu:lenja U, ili 1evog tenzora 
izdu:lenja V, ili desnog Kosi-Grinovog tenzora С = ррт i1i levog Kosi-Grinovcg 
tenzora В = FFт. 

Ako se na а (F) = а(В) = а (FFт) primeni pravil<• о odredivanju gradijenta 
tenzorske funkcije (vidi Dodatak), onda doЬijыmo 

tr [а; (F ) А] = tr [Вв (В) (АFт + FАт)] 

= 2tr [Вв (В) АР'] = 2tr [Fтвв (В) А]. 

Posto ova jednacina mora da vazi za svako А, sledi da је 

о; (F) = 2FтВв (В). (10.12) 

Smenom (10.12) u (9.1 ) doЬijamo da је 

Т= 2еВВв (В) = 2еВв (В) В. (10. 13) 
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Ova kon stitutivna е dnaCina se moze napisati u oЫiku 

Т= eVav (V) = eav (V) V (10. 14) 

ako se iskoristi iden~icnost ii (В) = ii (V2
) =а (V). Takod..; se moze pokaL.t>ti da 

se, za ii (В) = б (В-1), (10.13) svodi na oЫik 

(10.15) 

N 1 osn )VU t~::н·eme о reprezentaciji (vidi Dodatak) energija deformacije moze 
biti izrazena kao funkcija g1avnih invarijanti Iv, Ilv, Illv tenzora V ili tenzora 
и, tj., 

Cf (V) = r1 (U) = r1 (Iv, Ilv, Illv). ( 10.16) 

i1i kao funkcija g1avnih invarijanti lв, Пв, Пlв tenzora В ili С, tj. 

В (В) = ii (С) = ii (!в, Ilв, Illв) . (10.17) 

Lako је pokazati da је 

Iв = 1~- 2Ilv, Пв = П~ - 2lvlllv, Illв = III~. (10.18) 

Tada iz (10.16-18) sledi da је 

а (Iv, llv, lllv) = ii (!~- 2Ilv, П~- 2Ivlllv, III~). (10.19) 

Energija deformacije moze takode Ьiti izrazena kao funkcija tri momentne 
invarijc.nte lv, Ilv, Illvililв, Ilв, Illв t('nzora izduzenja i1i Kcsi-Grinovog ten
zora, l"fspekcivno, ili kao funkcija raznih dru[1ih invatiJanLi. 

Diferencirajuci (10.17) ро В i koristeCi rezultate odeljka u dodatku о gradi
jentima tenzorske funkcije - preciznije ( 4.1 1-12) - mozemo (1 0.13) izrгziti u 
oЫiku 

(2.7) 

g.de је 

дВ ( дii дii ) f!io = 2eiiiв - - , f!J1 = 2Cf - + Iв --
дП !в дlв дП в 

= -2 дii 
f!i2 е дllв. 

(10.20) 

Za n~stisljive izot1·opne m aterijale funkcija energije deformacije а (V) = u (В) 
је definisana samo za unimodu1arne tenzc.re V ili В, tj., kada је 

det V = Illv = 1, der В= Пlв = 1. 

U tom slucaju је 

Т = -pl + (!Cfv(V) V = - pl + еuв (В) В, 
gde је 

О" (V) = а (Iv, Ilv), u (В) = ii (!в, Пв) 

:S obzirom na (10.16), (10.17) i (10.21). 

(10.21) 

(10.22) 

(10.23) 
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Sada је lako pokazati da se ()0.22) 2 svodi na 

ав ав ) ав Т = -pi + 2е ( - + Iв - - в- 2е--В2• 
дlв дllв дllв 

(10.24) 

U slucaju linearne teorije konstituti"na jednэcina za izotropne hiperelasticne
materijэle је data sг (7.3.15) kada su u pitanju nestisljivi materijali, odnosno sa 
(7 .4.3) kada su u pitanju stisljivi materijali. 

Uopste, u slucaju linearne teorije, svi rezultati odeljka З, 4 i 5 glэve VII vэze: 
i za linearnu teoriju hiperelasticnih materijala. 
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IX NEKE KLASE PROSTIH FLUIDA 

1. OPSTA RAZMATRANJA 

Definicija prostog Љiida је data и cdeljkи 9 glave VI. Zaщiva se, kao sto smo 
videli, na dve fizicke pretpostavke: 

а) trenиtn.o stanje napona је odredeno istorijom gradijenta (funkcije) de
formacije, 

Ь) prosti flиid posedиje maksirnalno mogucи materijalnи simetrijи . 

Na osnovи toga i aksicma ko:nstitutivne teorije, izveden је redukova:ni oЬiik 
konstitutivne jednaCine prostog flиida koji је dat sa (6.9.22) и slисаји stisljivog 
prostog fluida, odnosno sa (6.9.25) и slucajи nestisljivog prostog flиida. U оЬа 
slиcaja oЬiik konstitиtivne jednacine је 

<Х> 

Tlt) = -pl + ~ [G (s)] (1.1) 
s=O 

gdje је, s obzirom na (6.8.2), 

G (s) = Ct (t - s) - 1 (1.2) 

Za stisljive flиide ravnotezni pritisak р је odredena fиnkcija gustine е. Pri tome 
se podrazumeva da i funkcionel reagovanja ~ moze takode zavisiti od е kao para
metra. 

Za nestiSljive fluide р је neodredeno, а funkcionel ~ је odreden do na skalarni 
funkcionel. Neodrc.denost СЛ. moze Ьiti otklcnjena ako se uzme da је 

<Х> 

tr (R [G (s)] =О. (1.3) 
s=O 

U tom slucajи se neodredeni pritisak р poklapa sa srednjim normalnim naponom> 
tj . и tom slucajи је 

1 
р=- - trT. 

з 
(1.4) 

з 1 S> 



Vrednost funkcionela reagovanja (R iscezava kada se fluid nalazi u miru. Saglasno 
tome Ьiсе 

(Х) 

(R (О)= О ( 1.5} 
s= O 

uvek kada је G (s) = О. Ocigledno da је (1.5) ekvivalentno rllaciji (6.9.24). То 
znaci da funkcionel (R opisuje ponasanjefluida u slucaju kada fluid nije u ravnotezi. 

Funkcionel reagovanja (R u svakom slucaju mora zadcvcljavati uslov izotrop
nosti, tj . 

(Х) (Х) 

Q (R [G (s)] Qт = (R [QG (s) Qт] (1.6) 
s= O s=O 

za svako ortogonalno Q i sve istorije G (s) u domenu definisanosti (R. 

Dalja redukcija konstitutivne jednaCine nije moguca ukoliko se ne precizira 
klasa proscih fluida о kojoj је rec. U tom slueaju pogodnije је, umesto opstih raz
matranja, direktno pristupiti izvodenju konstitutivne jednaCine. 

2. RAJNER-RIVLINOVI (REINER-RIVLIN) FLUIDI 

Vec је ranije Ьilo reci о elasticnim ili Ojlerovim fluidima koji su se karakterisali 
konstitutivnom jednacinom oЬlika 

т = - pl, (2.1) 

gde је р = р (е) za stisljive fluide, odnosno, neodredeni hidrostaticki pritisak za 
nestisljive fluide. Odsustvo smicuceg napona kod takvih fluida ukazuje na odsustvo 
trenja izmedu fluidnih cestica koje utice na njihcva relativna kretanja. Zbog toga 
se takvi fluidi nazivaju i neviskozni, idealni ili savrseni. 

Kako ј е mera relativnog kretanja fluidnih cestica odredena tenzorom L, rj., 
gradijentom brzine (vidi odeljak 8, glava III), logicno је da se takva veliCina kao 
konstitutivna p1·omenjiva javlja u konstitutivnoj jednacini viskoznih fluida. Takva 
је konstitutivna jednacina 

л 

т = -р (е) 1 + т (е, L, v, х, t) (2.2) 

u kojoj smo, radi opstosti, ukljucili i sve velicine ni?eg reda od L. Кlasa fluida koja 
se karakterise ovom konstitutivnom jednaёinom ocigledno је opstija cd Ojlerovih 

л 

fluida i nije podklasa elasticnih mэterijala. Za funkciju reagovanja Т kojom је 
odreden dodatni napon mi pretpostavljamo, saglasno sa prethodnom diskusijom, 
da zadovoljava uslov 

л 

Т (е, О, О, х, t) = О. (2.3) 

л 

Zavisnost funkcije reagovanja Т od skupa promenljivih {е, L, v, х, t} omogucuje 
nат da na ovom primeru ilustrujemo snagu principa materijalne indiferentnosti. 

л 

Tacnije, primenjujuci ovaj princip, pokazacemo da Т ne moze da zavisi od v, х i t. 
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Zaista, na osnovu principa rnaterijalne indiferentnosti, relacije 

Р (е*)= Р (е) 
.А. А 

QT (e, L, v, х, t) Qт = Т (е*, L*, v *, х*, t*) (2.4) 

rn:>raju Ьiti zadovoljene pri svakorn kretanju 

х* = Q (t) х + с (t) 
t* = t - а, 

(2.5) 

gde su , dakle, Q (t) - proizvoljan ortogonalan tenzor, с (t) - proizvoljan vektor 
i а - proizvoljna 1ealna konstanta. 

Pri takvirn kretanjirna је 

L* = QLQт + А, 

v* = с + Qv + Qx 

s obzirorn na (6.3.24), (6.3.27) i (6.3 .39). 

Ocigledno је da је (2.4)1 identicnost , dok se (2.4)~ svodi na relaciju 
А А 

QT (e, L, v, х, t) Qт = Т (е*, L*, v ':', х'~, t* ) 

(2.6) 

А • 

= 1' (е, QLQт + А, ё + Qv + Qx, с + Qx, t- а) (2.7) 

koja rnora Ьiti zadovoljena za svaki ortogonalni tenzor Q ( t), svaki vektor с (t) 
i svaki konstantni skalar а. Prerna torne, ova relacija rnora da vazi i za takav izbor 
tenzorske funkcije Q (t) za koj~ је 

Q = 1, 

Tada se (2.7) svodi na 

. 1 
Q = - W = - - (L - Lт). 

2 

А А 

т (е, L, v, х, t) = т (е, D, ё - Wx + v , с + х, t - а). 

(2.8) 

Dalje redukovana konstitutivna jednaCina se doЬija kada se za funkcije с (t) 
i с (t ) i konstantu а izabere da su 

c (t) =-х, ё (t) = Wx - v (2.9) 
i 

а = t. (2.1 О) 
Tada irnarno da је 

А А 

Т(е, L, v, х, t) = Т (е, D), (2.11) 

А 

tj. funkcija reagovanja Т ne rnoze da zavisi od v , х i t. Iz (2.11) i (2.4)1 sledi 
А А 

QT (e, D) Qт = Т (е*, D*) 
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(2.12) 

s obzirorn na (2.5)1 i (6.3.41 ), koja rnora Ьiti zadovoljena za svako ortogonalno Q 
i svako sirnetricno D. 

Fizicka interpretacija prirnene principa rnaterijalne indeferentnosti и ovorn 
slиcaju Ьi Ьila sledeca: 

Posrnatrac u polozaju х u odnosu na polazni sistern referencije pretpostavlja 
da tenzor napona zavisi od skupa prornenljivih {е, L, v, х, t} na nacin koji је iskazan 
jednaCinorn (2.1). Drugi posmatrac и polozaju х* и odnosu na svoj sistem refe
rencije se tako rotira i translatorno krece u prostoru i vremenu sa materijalom 
da su и odnosu na njega brzina v* i tenzor vrtloznosti W* jednaki nиli. On uocava 

л 

zaviыюst Т sато od е i D. Ali na osnovu principa materijalne indiferentnosti i 
svi ostali posmatraci morajи da dcdu do istog zakljucka kada је и pitanju ponasanje 
materijala. Prema tome zakljucujemo da se (2.2) svodi na 

/'.. 

т = -р (е) 1 + т (е, D). (2.13) 

na koji se dalj~ primt>njuje princip materijalne indiferentnosti koji је iskazan rela-
л 

cijom (2.12). Ona, kratko receno, kazuje da funkcija reagovanja Т (е, D) mora 
Ьiti izotropna fWlkcija od D. Na osnovu fundame:ntalne teoreme о predstavljanju 
tenzorske izotropne funkcije sledi da је 

(2.14) 

gde su fиnkcije Cfl~c (k = О, 1, 2) skalame invarijante glavnih invarijanti tenzora D 
i gustine е , tj . 

Cfl~c = Cfl~c (е, Iп, Пп, !Пп). 

Lako је sada videti da је uslov (2.3) zadovoljen ako је 

Cflo =О 
kada је Iп = Пп = Пlп = О. 

(2. 15) 

(2.16) 

Swnirajuci ovde izvedene rezultate iskazane relacijama (2.13), (2.14) i (2.16) 
konacno mo:Zemo pisati 

· Т= -р (е) 1 + Cflo1 + rp1D + rp2D2 
(2.17) 

Cflo (е, О, О, О) = О 
sto predstavlja najopstiji redukovani oЬiik kons~itutivne jednacine (2.2). Materijali 
za koje vazi ova konstitutivna jednгcina nazivaju se Rajner-Rivlinovi fluidi . 

U slucaju nestisljivog Rajner-Rivlinovog flиida, tj . u slucajи kada је е = (!0, 

(2.17) postaje 

Т= -р1 + rp1 (Пп, !Пп) D + rp 2 (Пп, Пlп) D~; (2. 18) 

samo ,tеселје za koje је Iп = tr D = О је dopustivo. 

Napomena: Konstitutivna jednacina (2.13) predstavlja prosireni oЬlik konsti
tutivne jednacine 

л л 

Т= -р1 + T(D), Т(О) =О (2.19) 
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koju је 1845. godine pred1ozio Stoks (Stokes) za nelinearni viskozni fluid. U toku 
proteklih 100 godina, sve do formulisanja principa materijaJne indiferentnosti, 
nije postojao sistematican prilaz izvodenja redukovanog oЫika (2.18). 

U tom periodu Ьile su predlozene razne nelinearne teorije viskoznog fluida 
od kojih najve.ci broj nije pocivao na cvrstim osnovэma konstitutivnF teorije meha
nike kontinuuma. 

З. NJUTNOVI (NEWTON) FLUIDI 

Jz (2.17) neposredno sledi da najopstija linearna relacija izmedu tenzoranapona 
i tenzora brzine deformacije, koja је saglasna sa principom materijaJne indife
rentnosti, glasi 

Koeficijenti Л i 

cijent viskoznosti, 

т = -р Се) 1 + ЛIDI + 2џD. (3.1) 

џ se nazivaju koeficijenti viskoznosti, preciznije џ је smicuci koefi-
2 

" = Л + - џ zapreminski koeficijent viskcznosti. 
з 

Materijali za koje vazi konstitutivna jednacina ~(3 . 1) nazivaju se stisljivi 
Njutnovi fluidi. 

U slucaju kada је rec о nestisljivim fluidima, tj. u slucaju kada је е = е0, 
iz (3. 1) doЬijamo da је 

Т= -pl + 2џD, (3.2) 

sto predstavlja konstitutivnu jednaCinu koja karakterise nestiSljive Njutnove flu
ide. Iz (3.2) se lako pokazuje da је tada 

1 
р = - - trT. (3.3) 

3 

Konstitutivne jednacine Njutnovog fluida svode se u dva slucaja na 

Т= -pl. 

Prvi је kada је D =О, tj. kada se fluid kruto krece, а drugi kada је Л= џ =О. 
u drugom slucaju linearan viskozni fluid se pretvara u elastican fluid zbog cega 
se, saglasno uvedenoj terminologiji, naziva neviskozni ili savrsen. 

Napomena: Uporedujuci jednacine (2. 17), (2.18) sa jednacinama (3 .1) i 
(3.2), mozemo kazati da је Njutnov viskozni fluid Rajner-Rivlinov fluid kod koga 

л 

је zavisnost dodatnog (extra) napona, odredena funkcijom reagovanja Т (е, D); 
linearna ро tenzoru brzine deforrnacije D. Ustvari, istorijski posmatrano, Njutnov 
fluid se definisao kao щaterijal za koji :Vazi konstitutivna jednacina u oЫiku 

Т= -pl+C[L] (3.4) 

gde је С - linearan operator kojim se tenzor drugog reda preslikava u tenzor 
drugog reda. Njutnov fluid, sa tog stanovista је najprostiji i vrlo koristan model 
viskoznog fluida. Primenom principa materijalne indiferentnosti lako se pokazuje 
da se (3.4) svodi na 

Т= -pl+ C[D] (3.5) 
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gde је sada с - izotropan tenzor cetvrtog reda sirnetrican posebno ро prva dva, 
odnosno, drиga dva indeksa. Zbog toga је 

(3.6) 

Smenom ovog izraza и (3 .5) dobijamo ponovo (3. 1) и slисаји nestisljivog flиida, 
odnosno (3.2) и slисаји Njиtnovog stisljivog fluida jer је tada In = О . 

4. NA VIJE-STOKSOVE JEDNACINE. JEDINSTVENOST RESENJA 

Linearna teorija viskoznog flиida zasniva se na jednaCini kontinиiteta (3 .13.6), 
jednacinama kretanja ( 4.8 .17), konstitиtivnoj jednacini (3.1) i tenzorи brzine defor
macije D, tj. na jednacinama 

де + div (ev) = о 
дt 

ev = div т + е! 
т= -р (е) 1 + Лlпl + 2ftD 

1 
D = -(L + Lт), L = gradv. 

2 

( 4.1 ) 

Za svodenje ovog sistema jednaCina na sazetiji oЫik, nиzno је odrediti iJ i div D 
Tako је 

dok је 

jer је 

Takode је 

v = дv + (gradv) v 
дt 

2 div D = div [grad v + (grad v)т] 

= div (grad v) + grad (div v) 

= l::,.v + grad (div v) 

grad In = grad div t'. 

Tada se div Т тоzе izraziti и oblikи 

div Т = - gradp + (Л + ft ) grad div v + ft/::,.V. 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

Koristeci (4.2) i (4.5) и (4.1) posmatrani sistem jednacina se svodi na 

е[~: + (gradv)v] = -gradp+(.Л+ft)graddivv + ftl::,.v +ef. (.4.6) 

JednaCina (4.6) odredиje Navzie-Stoksovu jednacinu stiSljivog linearnog viskoz
nog jluida. 
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U slucaju nestisljivog fluida, kada је е = е0, ( 4. 1)1 i ( 4.6) se svode na 
jednacine 

ео [:: + (grad v) v Ј = ;.t6.v - grad р + f2of 

(4.7) 
div v = О, 

koje predstavljaju Navije-Stoksove jednaCt'ne nestiS!.jivog flиida. 

Sistem jednaCina ( 4. 7) definise nelinearпi sistem ра1 cijalnih diferencijalnih 
jednacina ро v i pritisku р za date vrednosti џ, ео i ј. 

DefinifuCi kinematickи viskoznost v. sa 

i pisuci 

'JI =..!!:... 
ео 

р 
n= - , Ј 

Ь =-
ео ео 

mozemo Navije-Stoksove jednacine (4.7) pisati u obliku 

дv - + (grad v) v = v(L-,.v)- gradn + Ь. 
дt 

div v = О. 

(4.8) 

U klasicnom proЫemu viskoznog tecenja za resavanje Navije-Stoksovih jednacina 
( 4.8) pretpostavljamo da su 

poznati: zatvorena granicna oЬlast v, kinematicka viskoznost v > О, polje zapremin
ske sile Ь па v Х [0, со), росе та raspodela brzt'ne v 0 и v i granicna raspodela 

А 

brz ine v па [!х [0, со). 

Trazi se: 

polje brzine v klase С2 i polje neprekidnog pritiska n и v Х [0, со) koji 
zadovoljavajи N avije-Stoksove jednacine (4. 8), pocetni uslov 

v (х, О) = Vu (х) 

za svako х Е v t' granicni uslov 

v = v n a [!х [0, со.). 

(4.9) 

( 4.1 О) 

Par (v , п) koji ima ovde trazena svojstva nazivamo 1·esenje tako formulisanog 
proЬlema . 

Teorema о jedinstvenosti теsепја: 

Neka sи ( v 1, n 1) i ( v2 , n 2) resenja (istog) proЬlema v iskoznog tecenja. Onda је 

i 
grad IX = О. 

(4. 11) 

( 4. 12) 
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Dokaz teoreme zasniva se na sledecoj lemi: 

Neka su w i Р glatko vektorsko i glatko skalarno polje, respektivno, и v. 
Pretpostavljamo da је 

div w = О (4. 13) 

i da је и svakoj tacki па ;/ ili w = О ili р = О . Onda је 

Ј w · grad р dv = О. 
!! 

Dokaz leme: Koristeci identicnost 

w· grad Р = div CPw) -Р div w , 

teoremu о divergenciji i pretpostavke о w i р lako је pokazati da је 

Ј w · grad Р dv = Ј Pw · da - Ј Р div w dv = О 
!! ~ !! 

cime је lema dokazana. 

Dokaz teoreme: Neka је и= v 1 - t•2 i ос= n 1 - n 2• Onda је 

и (х, О) = О, и = О na S х [0, оо), div и = О 

(4.14) 

( 4.15) 

( 4.16) 

posto su (v1, n 1) i (v 2,n2) resenja tog proЬlema. Као takva ona zadovoljavaju jedna
cine ( 4.8) tako da је 

дv~с - + (grad v~c) vк = v D:.v~c - grad n k + Ь 
дt 

(k = 1, 2). 

( 4.17) 

Ako se od sistema jednacina za k ·= 1 oduzme sistem jednaC:ina za k = 2 doЬija
rno, s obzirorn na uvedene oznake, 

div и = О. 
Kako је 

(grad v1) v1 = (grad и) v1 + (grad v 2) v1 

rnoze se prva od jednacina izraziti u oЬliku 

ди - + (grad и) v1 + (grad v2) и= vD,и - grэdcx.. 
дt 

MnozeCi ovu jednacinu skalarno sa и i koristeci identitete 

и· D,и = div [(grad иУ и] - jgrad иј 2, 
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и · (grad и) v 1 = v1 • (grad и У и = v 1 • grad ( ~
2

), 

и · (grad v 2) и = иD2и, 

( 4.18) 

(4.19) 

(4.20) 



gde је 

doЬijamo 

_!_ ди
2 + v 1 • grad (и

2

) + и· D2и 
2 дt 2 

= У div [(grad и У и] -У lgrad и l 2 - и · grad о.:. 

Ako integralimo ovu jednakost ро v doЬicemo 

l ди2 

- Ј - dv +Ј и. D2и dv = -У r igrad иl 2 dv 
2 v дt v ; 

jer је 

ј v 1 • grad ( ~
2

) dv = О 

Ј div [(grad и У и] dv = Ј (grad и У и da = О 
v у 

Ј и · grad о.: dv = О 
v 

s obzirom na lemu, (4.16), (4.17) 2 i (4.18) 2 • 

Uvodeci oznaku 

11и11 2 (t) = Ј и2 (х, t) dv, 

" 
i koristeci cinjenicu da је 

У Ј igrad иl 2 dv ~ О. 
v 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

lako se iz (4.22) i definicije izvoda funkcije koja se izrazava pomocu integrala moze 
zakljuciti da је 

1 d 
- - 11 иll 2 + Ј и · D2и dv :::;:; О. 
2 dt v 

(4.24) 

Posto је div v 2 = tr D 2 = О, sledi da је najmanja karakterislicna vrednost 
simetricnog tenzora D 2 (х, t) najvise jednaka nuli. Oznacavajuci је sa -у (х, t) 
sledi da је у ~ О i 

Dalje, izaberimo т > О ; neka је 

). = 2 sup у (х, t) 

x Ev 

о :::;:; t :::;:; т. 
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Posto је v 2 glatko, D 2 је neprekidno i О ~ Л < оо. Tada ј е 

D Ј.. 2 
и· 2и ~ - - и 

2 
na v х [0, т] 

i 

!!._ ll иll 2 - Л l l иll 2 ~ О na [0, •], 
dt 

s obzircm na ( 4.23) i ( 4.24), ili 

na [0, т]. 

Odavde је 
l lиll 2 (т) ~ l l иl l 2 (О) ел• . 

Medutim, iz (4.23) i (4.16) 1, sledi da ј~ 

ll иl l 2 (О) = О 
tako da se iz prethodnog izraza dobija da је 

ll иl l 2 (•) = О 

sto povlaci za sobom, s obzirom na ( 4.23), da је 

и (х, т) = О 

za svako х Е v . Posto smo т Ьirali proizvoljno, Ьiсе и = О i v1 = v 2• Ali tada iz 
(4.18) sledi da је i grad IX = О. О 
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Х DODATAK 

А. Elementi vektorskog racшta 

1. VEKTORSKI PROSTOR 

Vektorski prostor v nad po1jem realnih brojeva R је skup elemenata а, Ь, . .. 
proizvoljne prirode, koje nazivamo vektorima. Vektorski prostor V u kome su 
definisane dve algebarske operacije : saЬiranje vektora i mnozenje vektora brojem 
nazivamo linearni vektorski prostor L od n dimenzija. 

Pri tome su zadovoljene ove grupe aksioma: 

а) Aksiome saЬiranja vektora 

Svakom paru vektora а i Ь pridruzuje se vektor а + Ь. Tada vaz i 

1. а + Ь = Ь + а komutativnost 

2. а + (Ь + с) =(а + Ь) + с distriЬutivnost 
З. Post<Jji nula vektor О takav da је а + О = а za svako а. 

(1.1) 

4. Svakom vektoru а odgovara njemu suprotэn vektor -а tako da је а + 
+ (-а)= О 

za svako а, Ь, с Е V. 

Ь) Aksiome mnozenja skalarom 

Svakom vektoru а i skalaru Л odgovara vektor )а. T ada \'azi 

Ј . 1 ·а = а 

2. Л (џа) = (Лџ) а 
З. (Л + џ) а =Ла + џа 
4. Л (а + Ь) =Ла + ЛЬ 

asocijativnost 

} distriЬutivnost 
za svako а, Ь Е V, Л, џЕ R. 

. (1 .2) 
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Definicija: Za n vektora g 1, g 2 , • • • , g ,. kaiemo da cine skup linearno 
nezavisnih vektora ako је njihova linearna kombinacija nula vektor, tj. 

(1 .3) 

samo ako su koeficijenti л• (i = 1, 2, . . . n) jednaki nuli. 

Ako postoji u (1 .3) bar jedno Л' =F О, (i = 1, 2, . .. n), onda је posmatrani skup 
vektora {g 1 , . • . , gn} linearno zavisan. 

Bitno је naglasiti da se u (1 .3) i dalje ро ponovljenim indeksima podrazumeva 
sabiranje. 

с) Aksiome dimenzionalnosti 

1. Postoji n linearno nezavisnih vektora u L . 

2 . Svaki skup od n + 1 vektora је linearno zavisэn . Вrој n и tom skupu nazi
vamo dimenzijom vektorskog prostora L. 

Sistem od n linearno nezavisnih vektora g ; (i = 1, 2, .. . n) naziva se baza 
vektorskog prostora L. 

2. SKALARNI 1 VEKTORSKI PROIZVOD 

Skalarni i vektorski proizvod, koji su citaocu dobro poznati, mozemo takode 
definisati sistemima aksioma. 

Prostor L nazivamo Euklidski vektorski prostor Е ako је nad njegovim ele
mentima definisana operacija skalarnog proizvoda kojom se svakom paru vektora 
а i Ь u Е na odredeni nacin pripisuje skalar u R. Za skalarni proizvod vektora 
а i Ь, koji oznacavamo sa а · Ь vaze sledece 

aksiome skalarnog proizvoda 

а· Ь = Ь ·а komutativnost 

(1Ха) · Ь = IX (а · Ь)' asocijativnost 

а· (Ь + с) = а· Ь + а · с distriЬutivnost 

а · а ~ о 

а · а = 0 

·za svako а Е L, рп cemu је 

ako i samo ako је а = О. 

za svako а, Ь, с Е L i IX Е R. 

N orma ili intezitet, lal, vektora а se definise sa 

Vektor cija је norma jedinica naziva se jedz'nicni vektor. 

(2.1 ) 

(2.2) 

Za dva vektora а i Ь se kaze da su ortogonalni ako је а· Ь = О. 

Fundamentalno svojstvo konacno dimenzionalnog vektorskog prostora u kome 
је definisan unutrasnji ili skalarni proizvod је egzistencija ortonormirane baze. 

Tako u euklidskom vektorskoщ prostoru svaki sistem od n vektora е, za koji је 

(2.3) 
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odreduje ortonormiranu bazu. U (2.3) sa 1511 smo obelezili Kronekerov о sistem 
za koji vazi 

Kako је 

i=j 

i =1=- ј. 

а1о11 = а1 
za svaki sistem а1 Kronekerov sistem se naziva supstitucioni. 

(2.4) 

U odnosu na ortonormiranu bazu е1 svaki vektor а u Е se moze jednoznacno 
predstaviti u oЫiku 

(2.5) 

а1 nazivamo komponente vektora а u odnosu na bazu е,. OCigledno је iz (2.3) 
i (2.5) da је 

(2.6) 

(2.7) 

ortonormirana baza е1 zajedno sa tackom О, koju nazivamo koordinatni pocetak, 
definise Dekartov koordinatni sistem. Ose tog sistema obelezavamo sa zk. 

U trodimenzionalnom euklidskom prostoru Е3 sem skalarnog proizvoda 
definisemo i vektorski proizvod kojiщ svakom paru vektora а i Ь u Е3 na potpuno 
odredeni nacin pridruzujemo vektor u Е3 koji oznacavamo sa а х Ь, а za koji vazi: 

а х Ь =-Ь ха 

(~Ха + РЬ) Х с = IX (а Х с) + {Ј (Ь х с) 

а·(ахЬ) = О 

(а Х Ь) · (а Х Ь) = (а· а) (Ь · Ь) -(а · Ь)2 

:za svako а, Ь i с u Е3 i IX, {Ј u R . 

З. TENZOR. TENZORSKI PROIZVOD 

(2.8) 

Tenzor drugog reda А definise se kao linearna transformacija euklidskog 
prostora Е и samog sebe tako da је 

А (1Ха + РЬ) = IX (Аа) + Р (АЬ) 

2а svako а, Ь и Е i IX, р u R. 

Takode је 
(А + В) а = Аа + Ва 

(~ХА) а = IX ~Аа) 

(АВ) а = А (Ва) 

(3.1) 

(3.2) 

:za svako А, В u t,, gde smo sa g oznacili skup svih tenzora nad Е, svakc а u Е i 
svako IX u R. 
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Svakom tenzorи А moze se pridrиziti jedinstven tenzor Ат, koji se naziva 
transponovan tenzor tenzora А, takav da је 

а· (АтЬ) = Ь · (Аа) (3.3) 

za svako а i Ь и Е. 

Nи1а tenzor О pridrиzиje svakom vektorи а nи1а vektor, dok jedinicni tenzor I 
pridrиzиje vektor а samom seЬi, tj. , 

Оа = О, Ia = а (3.4) 
za svako а Е Е. 

Ureden par vektora (а, Ь) kome odgovara tenzor oznacen sa а® Ь nazivamo 
tenzorski ili otvoreni proizvod ili dijada vektora а i Ь. Dijada se definise kao tenzor 
koji svakom vektorи v pridrиzиje vektor (Ь · v) а, tj., 

(а ® Ь) v = (Ь · v) a 
za svako v Е Е. 

Lako је, s obzirom na (2.1), pokazati da za tenzoл;ki proizvod vazi 

(сх:а + f3b) ® v = ех: (а ® v ) + f3 (Ь ® v) 

а ® (cx:v + f3w ) = ех: (а ® v) + f3 (а ® w ) 

za svako а, Ь, v i w u Е i ех:, f3 и R . 

(3.5) 

(3 .6) 

N a osnovи ovih izraza mozemo formи1isati Citav niz interesantnih zadataka. 

Zadatak 1. Pokazati da је 

(и ® vУ = v ® и. 

Resenje: I z (3.3) i (3.5) s1edi da је 

а ·(и® v)т Ь = Ь ·(и ® v) а 

= (а· v) (Ь · и) 

= а ·(v ® и) Ь 

za svako а i Ь и Е, odakle sledi (3.7) . 

Zadatak 2. Neka је е, sistem ortonormiranih vektora и Е. Onda је 

е1®е1 = I . 
D ckazati. 

(3.7) 

(3 .8) 

Resenje: Uzmimo da је ortonormirani sistem vektora е1 vektorska baza и Е. Tada 
је za svaki vektor а и Е 

gde је 

(е, ® е;) а = (а· е,) е1 = а,е, = а = Ј" 

s obzirom na (2.1) i (2.6). 
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Zadatak 3: Neka sи g, bazni vektori и Е. Neka sи g' vektori koji obrazиju 
тeciprocnu bazu и odnosи na g~> tj ., 

Onda је 
g, ® g' = 1 

Dokazati. 

Resenje: Za Ьilo koji vektor а и Е је 

а = a'g1, а1 = а · g' 
s obzirom na (3.9), i 

(g, ® g 1
) а = (а· g 1

) g 1 = a1g1 = а = Ја. 

Zadatak 4: Pokazati da је 

(а ® Ь) (с ® d ) = (Ь ·с) а ® d. 

Resenje: Neka је е proizvoljan vektor и Е. Onda је 

.s obzirom na (2.1 ). 

(а ®-Ь) (с ® d) е = (d ·е) (а ® Ь) с 

= (Ь ·с) (d ·е) а 

= (Ь · с)(а ® d) е 

Zadatak 5: Pokazati da је 

А (и ® v) = (Аи) ® v, 

(и ® v) А = и ® (A 1'v). 

Resenje: Neka је w proizvoljan vektor. Onda је 

А (и ® v) w= (w· v) Аи = {(Аи) ® v} w; 

(и ® v) Aw = {v · (Aw)} и = (v · Aw) и = 

= {w· (Атv)} и = {и ® (Атv)} w. 

:S obzirom na (2.1) i (3.5) . 

4. KOMPONENTE TENZORA. TRAG TENZORA 

(3.9) 

(3. 1 О) 

(3.11) 

(3.12) 

Za proizvoljan tenzor А Ьiсе Ag1 vektor koji и odnosu na bazne vektore g, 
mozemo pisati и oЬiikи 

Ag1 = a'1 g 1• 

Iz (4.1) i (3 .9) se odmah vidi da је 

а'1 = g' · Ag1• 

Takode iz (4.1) i (3 .10) doЬijamo 

А= a1
1g, ® g1 

s obzirom na (3.12). 

( 4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

333 



U odnosu na bazne vektore е, Dekartovog sistema koordinata ( 4. З) se ocigledno 
svodi na 

А = aii е,® е1 
U slucaju kada se mnoze dva proizvoljna tenzora А i В Ьiсе 

АВ = (а'1 g, ® g 1) (b'Pqgp ® gq) 

= а\ bPq (g, ® g i) (gp ® ~) 

= а'Ј bPq (g;,g i) (g; <2) gq) 

= а11 bPq(J~ (g 1 <2) gq) 

= а'Ј Ъtqg, ® gq. 

(4.4) 

(4.5) 

Odavde se vidi da su komponente proizvoda tenzora АВ date sa а'1 b1q. Na slican 
nacin se mogu odrediti komponente proizvoda proizvoljnog broja tenzora . 

Trag је linearna operacija koja svakom tenzoru А pridruzuje skalar tr А, 
а za koji је 

tr (а ® Ь) = а· Ь 

za sve vektore а i Ь и Е. 
Jz (4.6) i linearnosti tr sledi da је 

tr А = tr (a'1g, ® g 1) = 
= а'1 tr g, ® g 1 = a'1g, · g l 

= а'1 CJf = а', 

gde smo koristili ( 4.3) i (3.9). ZnaCi, trag tenzora А је definisan sa 

tr А = а',. 

Ova operacija ima sledece osoЬine 

tr А = tr Ат 

tr АВ = tr ВА = a'1bi1• 

U literaturi se susrece i oznaka А ·· В za tr АВ. 
Za razliku od tr АВ sa 

А :В= а'1 Ь1, 

definisem.o unutrзSnji (skalarni proizvod) tenzora А i В. 

OCigledno је 

Nije tesko pokazati da је 
I:A=trA 

А : (В С) = (ст В) : А = (А ст) : В 

и· Av = А :(и ® v) 

(а® Ь) :(и® v) =(а · и) (Ь · v). 

Za dalja izvodenja usvajamo sledece definicije. 
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Tenzcr А је simetrican ako је 

А = АТ 

а antisimetrican ako је 

Determinanta tenzora А је determinanta matrice [А] 

det А = det [А] . 

( 4.11) 

(4.12) 

( 4.1 З) 

Svakom tenzoru А cija је det А =f= О odgovara inverzan tenzor А-1 takav da је 

Tenzor Q је ortogonalan ako ocuvava unutrasnji proizvod 

Qи ·Qv = и· v 

za svako и i v u Е. Odavde slc::di da је 

QQT = QTQ =1 
ili ekvivalentno tome 

(4.14) 

( 4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

sto predstav1ja potreban i dovoljan uslov da Ьi tenzor Q Ьiо ortogonalan. 

Za ortogonalan tenzor Q је 

detQ = ±1 . (4.18) 

Tenzor Q, za koji је det Q = 1, predstavlja rotaciju, а za koji је det Q = - 1 
ogledaпje. Svaki ortogonalan tenzor је ili rotacija ili ogledanje, tj. proizvod rota
cije sa -1. 

Tenzor А је pozitivno definitan ako је 

v · Av > О 

za svako v =1= О u Е. 

5. KARAKTERISТICNE VREDNOSТI 1 KARAKTERISTICNI 
VEKTORITENZORA 

Neka је А proizvoljan tenzor drugog reda. Skalar а је karakteriscicna 
vrednost tenzora А ako postoji jedinicni vektor е za koji је 

Ае = ае (5.1) 

Za takav vektor е se kaze· da је karakteristican vektor tenzora А. 

Iz ( 5.1) sledi da је а karakteristicna vrednost tenzora А ako i samo ako је 

det (А - а1) = О (5.2) 

ili, u razvijenom oЬiiku, 

а"- 11 (А) an-I + 12 (А) а"-
2 + . .. + ( -1)" I,. (А)= О (5.3) 
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gde su I k (А), (k = 1, 2, ... , n), koeficijenti polinoma definisani sa 

1 [, ... lk т, "'k 
Ik (А) = М о",, ... "'k а 1, ... а ik (5.4) 

Polinom n-tog reda и (5.3) se naziva karakteristicni polinom tenzora А. Prem a 
tome, resenja jedna::ine (5.3), koja se naziva karakteristicna jednacina, su karak
teristicne vrednosti tenzora А. 

Karakteristican prostor tenzora А, koji odgovara karakteristicnoj vrednosti 
а је prostor V koji cine svi vektori и, а koji zadovoljavaju karakteristicnu jednaCinu 

Au = аи. 

Ako taj prostor ima dimenziju n onda se kaze da а ima multiplicitet n. 

Spektar tenzor2 А је skup {а 1, а 2, ••. , а,.} gde su а1 ~ а2 ~ ••• ~ an karak
teristicne vrednosti а tenzora А pri cemu је svaka od n jih ponovljena onoliko puta 
koliko iznosi njen m ultip1icitet . 

Od znacaja za da1ja izvodenja ~u teoreme 1, 2 i 3, koje su formulisane i doka
zane u odeljku 10, glave П. 

6. SPEKTRALNA TEOREMA 

Na osnovu prethodnih teorema dokazuje se jedna od najvaznijih teorema line-
arne a1gebre, tzv. spektralna teorema: 

Neka је А simetrican tenzor. Onda и Е postoji ortonormirana Ъаzа е1 
(i = 1, 2, . .. , n), kоји cine karakteristicni vektori tenzora А. Ureden 
skиp {а 1, а2, • .• , an} karakteristicnih vrednosti, koji odgovara takvoj bazi е0 
obrazиje potpиn spektar tenzora А, tako da је 

n 

А = 2: а1е1 ® е1 • 
i = 1 

(6. 1) 

Obrnuto, ako је А dato sa (6.1), gde је skиp vektora {е;} ortonormiran, 
onJa sи ар (i = 1, 2, ... , п), karakteristicne vrednosti tenzora А kojima 
odgovarajи karakteristicni vektori е1 • 

Preciznije, 
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а) А ima n medusobno razlicitih karakteristicnЉ vrednosti ako i samo ako 
karakteristicni prostori od А su n uzajamno иpravnih p1·avih: 

Ь) А ima т< n raz licitih karakteristicnih vrednosti ako i samo ako А do
pusta reprezentacijи 

m- 1 m - 1 

А = 2: а"'е"'®е"' + ат (1 - 2: е"'® е"'). 
сх- 1 сх= 1 (6.2) 



U tот slucaju аа (и = 1, 2, ... , т) su т тedusobno тazliCitih kaтakte
тisticnih vтednosti, а njima odgovaтajuci pтostoтi su тedusobno upravne 
ртаvе odтedene kaтakteтisticniт vektoтiтa еа. (<Х.= 1, 2, ... , т - 1) i па 
n;ih upravan ртоstот od n- (т- 1) diтenzija, tj., E•- <m- 1>. 

Obтnuto, ako su т - 1 medusobno upravnih pravih i па nju upтavan prostor 
En-<m- 1> kaтakteristicni prostori tenzoтa А onda А тоrа iтati oЬlik (6.2). 

с) А iта sато jednu karakteristicnu vтednost ako i sато ako је 

А = а1. (6.3) 

И сот slucaju је а karakteristicna vrednost od А а Е пјој odgovarajuci 
kaтakteristicni ртоstот . Obrnuto, ako је Е karakteтisticni prostor tenzora А 
onda А ima oblik (6.3). 

Dok az: Neka su а, (i = 1, 2, ... , n) karakteristicne vrednosti tenzora А i neka su 
е1 njima odgovarajuCi karakteristicni vektori. Onda је, ро definiciji 

Ае, = а1е1 • 

Neka su, da1je, karakteгisticne vrednosti а1 medusobno raz1iCite. Tada su, 
saglasno sa teoremom 1, ode1jka 10, glave П, njima odgovarajuci karakteristicni 
vektori е1 medusobno upravni tako da је е1® е1 = 1 i 

n 

А = А1 = Ае1 ® е1 = L а,е1 ® е1 • 
•= 1 

Obrnuto, ako је А dato sa ( 6.1 ) i {е.} ortonormiran skup vektora, onda је 

n n 

Ае1 = L а1 (е, ® е1 ) е1 = ,Z а, (е1 • е1) е1 
i - 1 f 8; 1 

n 

= L аЈ>,1е, = а1е1, 
•= 1 

tj. , а1 su karakteristicne vrednosti А, а е1 njima odgovarajuCi karakteristicni vektori. 

а) Dokaz је sadrzan u dokazu teoreme 1, odeljka 10, glave П. 

Ь) Neka su аа (и= 1, 2, ... , т) svi medusobno razliciti i neka је аrп = атн = 
= . .. = an. Onda se iz (6.1) doЬija 

т - 1 n 

А = L а".еа. ® еа. + L а,е, ® е, 
a:= l т-т 

т- 1 n 

= 2 а,.еа. ® еа. + ат 2: е, ® е, . 
cx= l т=m 

KoristeCi u ovom izrazu 

т - 1 n 

1 = е1 ® е, = 2 е .. ® е а. + .2: е, ® е, 
а.- 1 r =m 

doЬijamo (6.2). 
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Obmuto, neka vazi (6.2). Onda је sigumo 

Ае = а"е", (ос = 1, 2, ... , т - 1). 
Takode је 

Ае = ame 

za svaki jedinicni vektor za koji је е · е" = О. Medu njima se uvek moze naCi jedan 
skup ortonormiranih vektora е11 (а = т, т + 1, ... , п) koji rastezu prostor E,._<m- l> 
svih vektora и za koji је и · е" = О. 

с) Neka vazi (6.3). Onda је 

Ае = ае 
za svaki vektor е u Е. Znaci, Е је karakteristican prostor takvog tenzora А. 

Obrnuto, neka је Е karakteristican prostor simetricnog tenzora А . Onda је 
za Ьilo koja dva linearno nezavisna vektora и i v u Е 

Takode је 

i1i 

Аи = Ли, Av = wv. 

А (и + v) = v (и + v) = 
= Ли + wv 

(Л- v) и+ (w - v) 11 =О 

odakle sledi, s obzirom na lineamu nezavisnost, 

л= w= v. 

Znaci, tenzor А ima samo jednu karakteristicnu vrednost; oznacimo је sa а. 

Tada је 

А= Al = Ае; <8> е1 = ае, @ е1 = al 

gde је е1 neka ortonormirana baza Е. D 

u daljem cemo sa и" (ос= 1, 2, .. . ,р :;;;; n) oznacavati karakteristiene prostore 
tenzora А. Tada se Ьilo koji vektor v u Е moze predstaviti u oЬliku 

v = 2 v" 
ех 

(6.4) 

Т еотеmа о komиtativnosti 
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Neka је А simetrz'can tenzor i neka је komutativan sa nekim tenzorom В, 
tj. АВ = ВА. Onda В ostavlja svaki karaktert'stican prostor tenzora А in
varzj'antnim, tj., ako v pripada karakteristtcnom prostoru А onda i Bv 
pripada istom karakteristtCпom prostoru. 

Obrnuto, ako В ostavlja svaki karakteristican prostor sz'metriCпog tenzora 
А invarijantniщ onda su А i В komutativni. 



Dokaz : Neka su А i В komutativni. Pretpostavimo da је Av = Лv Onda је 

А (Bv) = В (Av) = ЛВv 

tj., Bv pripada takode karakteristicnom prostoru kome pripada v. 

Za dokaz obrnutog stava polazimo od (6.4), tj., od izraza koji pokazuje da se 
Ьilo koji vektor v u Е moze razloziti preko vektora va. karakteristicnih prostora ua.. 
Ako В ostavlja svaki karakteristieni prostor ua. od А invarijantni onda је Bva. u ua. i 

gde је Ла. karakteristicna vrednost koja odgovara va.. Na osnovu toga i (6.4) mozemo 
zakljuCiti da је 

ABv = L ABva. = ,L BAva. = BAv. 
а. а. 

Posto је v proizvoljno, sledi da је АВ = ВА. D 
Pcstoji samo jedan podprostor od Е koji svaka rotacija ostavlja invarijantnim. 

То је sam prostor Е. Na osnovu toga је moguce pokazati da vazi sledeca posledica 
spektralne teoreme 

Simetrican tenzor А је komutativan sa svakom rotacijom ako i samo ako је 

А =al. (6.5) 

7. TEOREMA О POLARNOJ DEKOMPOZICIJI 

Svaki regularan tenzor drugog reda А moze biti predstavljen jednoznac
no и oЬliku 

А= Qи = J!Q, (7.1 ) 

gde је Q ortogonalan tenzor, а и i Ј! pozitivno dejinitni simetricni tenzorz·. 

Dokaz: Posto је Av · Av = vAтAv >О za svako v =f:. О i (АтА)т = Ат А 
sledi da је Ат А pozitivno definitan i simetrican tenzor. Tada је i и definisano 
kao njegov kvadratni koren, tj . 

(7.2) 

takode simetrican i pozitivno definitan tenzor. Ako sa Q definistп. o ttnzor 

onda imamo da је 

QQT = Аи-1 (Аи-l)Т = Аи-1и-lАТ =А (и2)-l АТ= 

= АА-1 (А-1)т АТ = 1, 

(7.3) 

tj. tako definisano Q је ortogonalan tenzor. Iz (7.2) i (7.3) se vidi da su и i Q u 
potpunosti odredeni preko polaznog tenzora А. 

339 



Da је Qи jednoznacna desna dekompozicija tenzora А pokazиjemo na sledeCi 
nacin.Pretpostavimo da se А moze takode izraziti и оЫikи Qif, gde је Q ortogo
nalno, aU simetricno i pozitivno definitno. Tada је Qи = QU. Transponovanjem 
ovog izraza dobijamo иQт = iJQт i 

и2 = иQтQи = iJqтqu = и2, 

odakle sledi da је U = и, jer Ат А ima samo jedan pozitivno definitan simetrican 
koren, i 

Q = Аи-1 = Аи-1 = Q. 

Na slican nacin se moze pokazati da ј е leva dekompozicija 

А = VR, 

jednoznaena, gde је 

simetrican pozitivno definitan tenzor, а 

R = v-1A, 

ortogonalan tenzor. 

Preostalo је da se dokaze da је Q = R. S obzirom na ortogonalnost R i pozi
tivnu definimost V Ьiсе 

А= Qи = (RRт) VR = R (RтVR) = R {(Vt R)т(Vt R)}. 

Prema tome Qи i R (RтVR) sи alternativne leve dekompozicije tenzora А. Ali, s 
obzirom na jednoznacnost te dekompozicije (kоји smo dokazali), sledi da ј е 
Q= R i 

(7.4) 

Napomenimo da је det Q = 1 i1i det Q = - 1 и zavisnosti od toga da li је 
det А pozitivna i1i negativna. 

Iz (7.4) se lako moze pokazati da su karakteristicne vrednosti tenzora и i V 
iste, dok su njihovi karakteristicni vektori u1 i v1, respektivno, vezani relacijom 

v, = Qu1• 

Dekompozicija (7.1) se naziva polarnom zbog analogije sa po1arnom repre
zentacijom kompleksnog broja 

Poteg r је pozitivan realan broj i predstavlja modиl broja z. Analogno tome V 
(ili U) је pozitivno definitan tenzor (realnih karakteristicnih vrednosti) i odreduje 
velicinu tenzora А. VeliCina е10 је kompleksan broj na jedinicnom krugu rotiran 
u odnosu na realnu оsи za ugao О, dok ortogonalan tenzor Q odreduje rotaciju и 
Е3 oko neke ose. 

340 



8. KOV ARIJANTNE, KONTRAV ARIJANTNE 1 FIZI(ЖE 
KOMPONENTE TENZORA 

U opstem slисаји, krivolinijske koordinate xk se definisи preko Dekartovih 
kordinata funkcionalnim relacijama 

zk = zk (xz), 

za koje је Ј akoЬijan transformacije и nekoj oЬlasti prostora Е 

1 дzl 1 :#: 0. 
1 дхz 1 

Tada и toj oЬlasti postoji i inverzn a relacija 

х" = xk (z1). 

Za vektor polozaja р neke tacke и Е pisemo 

р = zkek = zl' (xz) ek = р (xz). 
Neka је 

(8. 1) 

(8.2) 

(8 .3) 

(8.4) 

(8.5) 

Tako definisani sistem vektora је linearno nezavisan, s obzirom na linearnu neza
visnost vektora ek i (8.2), i predstavlja novи Ьаzи и Е. Njemи reciprocan sistem 
vektora g k, tj. vektora za koje vazi 

g k . g 1 = йi, (8.6) 

је tako<1e linearno nezavisan, s obzirom na (8.6), i kao takav definise novи Ьаzи, 
tzv. reciprocnи Ьаzи и odnosи na gk. 

Neka је 
kl def k z g = g ·g. (8.7) 

Tada је 
(8.8) 

odakle sledi da је 
(8 .9) 

Svaki vektor i tenzor se mogи predstaviti u odnosи na polaznи i njoj reci
procnu Ьаzи. Tako је 

(8. 1 О) 

Ako se tenzor А predstavi u odnosu na polaznu bazu vektora g k, onda kazemo 
da su ak1 njegove kontravarijantne komponente ; ako se tenzor А predstavlja 
и odnosи na reciprocnи Ьаzи vektora g", onda sи ak1 njegove kovarijaпtne kom
ponente; kada se tenzor А predstavlja u odnosи na оЬе baze jednovremeno onda 
se kaze da su а\ njegove mesovite komponente - kontravarijantne ро gornjem, 
а kovarijantne ро donjem indeksи. Saglasno sa ovim definicijama vk sи kovari
jantne, а vk kontravarijantne komponente vektora v. 
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Kako је 

l = g.,. ® g" =gtlg"®gl = 

= gklgk ® g l = o~g~ ® gk (8. 11) 

sledi da su gkl kovarijantne, g"1 kontravarijantne, а of mesovite komponente metric
kog tenzora 1 и Е. 

Neka је f~c jedinicni vektor baznog vektora g~c, tj. 

(8.1 2) 

Tako definisani vektor је bezdimenzioni. 

Dalje, neka је 

(8 .13) 

Tada v,~o, nazivamo fizicke komponente vektora v, jer imaju istu dimenziju 
kao sam vektor. 

Neka su h" jedinicni vektori reciprocne baze gk, tj. 

gk g l< 
h k = -- = -==· 

/gk/ .Jgtk 
(8.14) 

Tada su 

(8. 15) 

takode fizicke komponente vektora v. 

U slucaju tenzora А njegove fizicke komponente su 

(8.16) 

а' 
а'" = h k · А~ = " 1

' Ј 1 1 11 1 
"'g "'gkk 

pri cemu smo sa tackicama naznacili i druge moguce komponentalne reprezentacije 
tenzora А. 

Reprezentacija tenzora preko njegovih fiziCkih komponenata nije jedinstvena, 
ako se ima u vidu da su to komponente tenzora koje imaju istu dimenziju kao i 
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sam tenzor. Npr.: u reprezentacijama 

v~ i v- su takode fizicke komponente vektora v. 
k 

9. SKALARNA, VEKTORSKA 1 TENZORSKA POLJA 

(8.17) 

Skalarnu funkciju rp (х") definisanu za svako х (х") u nekoj oЬlasti 'Л. u Е 
nazivamo skalarno polje rp nad 'Л_. 

Na isti nacin se definise vektorsko polje v, odnosno tenzorsko polje А, nad 'Л_ u Е. 
Nas uglavnom interesuju promene polja nad 'Л_. Za njihovu komponentalnu 

reprezentaciju Ьitno је odrediti promenu baznih vektora duz koordinatnih linija, 

tj. } gk. Iz same definicije baznih vektora g"' sledi da је 
дх' 

д2р дgl 
= - , 

дхkдх1 дх" 
(9.1) 

дgk . gk = _!.._ (дglm + дgkm- дgkl) = [kl, т] . 
дх1 2 дхk дх1 дхт 

(9.2) 

Sistem treceg reda [kl, т] se naziva Kristofelov (Christoffel) siтbol prve vrste. 
Ро definiciji је 

{; l} = gm" [kl, n] (9.3) 

i naziva se Kristofelov siтbol druge vrste. 
Promene baznih vektora duz koordinatnih linija su takode vektori i kao takvi 

se mogu predstaviti u odnosu na bazne vektore g,.. Lako је pokazati da је 

Za vektore reciprocne baze је 

дg" { k } т - - - g 
дх1 lт 

Iz (8.10) 2 i (9.4) sledi da је 

Neka је 

дv д 1 ) дv' 1 дgl 
- - = -- (vg1 =- g 1 + v - 
дхk дхk дх" дх" 

= (~ + v"'{ l })g,. 
дх"' тk 

(9.4) 

(9 .5) 

(9.6) 
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Tako definisani sistem v1~c nazivam o ko·varijanmi izvod kontravarijamnih kompo
nenata vektora v . OCigledno је 

дv l -- = vk g l. 
дхk . 

(9 .7) 

Na isti naCin, polazeCi od (8.10) 1, mozemo pokazati da је 

дv 1 
--=v,k g. 
дхk . 

(9.8) 

gde је 

v = - - - v дv1 {т} 
1. k - дхk "' l k . (9.9) 

Sistem v 1, k nazivamo kovarijantni z"zvod kovarijantnih komponenata vektora v . 

Polazeci od komponentalne reprezentacije tenzorskog polja А lako је pokazati 
da ј е 

(9. 10) 

gde su 

1 да
1

т r { l } 1 { r } а т, k = дх; + а т r k - а r т k (9 .11) 

а1 т. k = ~:: - arm {z rk} - alr {тт k} 
predstavlja kovarijantne izvode tenzora a1m; а.1 т ; а, т redom. 

Kovarijantni izvod se definise i kao gradijent odgovarajucih skalamih, vek
torskih i tenzorskih polja. 

ili 
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Tako је 

Ро definiciji је 

grad ср = дер g k 
дхk 

grad и= u~1gk ® g 1 

gradA = a\тgk®g1 ® gm . 

div и = tr grad и= u k,k · 

Iz (9 .2) i izraza g = det {g11}, sledi da је 

дg = дg дgij = ggif дglf = 2g { i } 
дхk дgif дхk дхk k ј 

1 д Jg { ј} 
.Jg а;;:-= k ј . 

(9.12) 

(9. 13) 



--

Tada iz (9 .13) i (9 .6) sledi da је 

div и = и~ k = 1 д ,Jg uk 
. .Jg дхk 

(9.13а) 

U slucaju tenzorskog polja А definisemo div А kao vektorsko ро1је za koje је 

а · div А = div Ат а, 

za svako konstantno а Е Е. Iz (9 .14) sledi da је 

div А= A '1,1g,. 

N а osnovи tako definisanih pojmova moze se pokazati da је 

grad (q;и) = q; grad и + и ® grad q;, 

div (q;и) = q; div и + v · grad q;, 

grad (и · v ) = (grad и)Т · v + (grad v)т · и, 

div (и® v) = и div v + (grad и) v, 

div (Ат и)= и· div А + А : grad и, 

div (q;A ) = q; div А + А grad q;. 

10. DVOSTRUKA TENZORSKA POLJA 

(9. 14) 

(9. 15) 

(9. 16) 

Ska1arnи funkcijи q; (xk; х к), koja је definisana za svako х Е 'i<.x i Х Е :l<.x, 
gde sи 'i<.x i 'i<.x neke oЬlasti prostora Е nazivamo dvoscrukim skalarnim pob'em. 
Na slican nacin se definisи dvostrиka vektorska i tenzm·ska polja. 

Neka sи р (х) i Р (Х) vektori po1ozaja tacaka х Е 'i<.x i Х Е 'i<.x, respektivno, 
i neka sи 

дР 
Gк = -

дХк 
(10.1 ) 

sistemi baznih vektora и 1<.,. i 'i<.x· Obe1ezimo sa gk i G1
' njima reciprocne sisteme 

vektora, tj. vektora za koje је 

( 10.2) 

Neka је 

(10.3) 

dvostrиko tenzorsko ро1је. Interesиje nas promena tenzorskog ро1ја А и s1иcaju 
kada је х" = х" (Хк). Tada је 

дА - ( дalL дalL дхk ) ® GL 
дхк - дХК + дхk дХК gl 

да дхk дGL 

+ al _ o_t --® GL + az g ® - 
L дхk дХК L l дХК 
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[ 
да

1 

r. 1 {м} (!да
1

L т { · l }) 1с Ј r<л GL = ахк- а М LK + дхk +а L m k Х; К g l\2$1 

= (а1L,к + a1L,kX~к)gl ® GL 

= а1L;кК1 ® GL, 

pri CeffiU Sffi0 koristili pojam kovarijantnog parcijalnog iZVOda tenzora а1 
L р0 kOOГ

dinatama х~< i хк i uveli oznaku 

:xl: = дхk 
; К - охк ' 

( 10.4) 

Tako definisanu tenzorsku velicinu a1
L . к nazivamo totalni kovarijamni izvod ten-

zora a1
L . • 

Na isti nacin se moze pokazati da је, za хк = хк (х1), 

(10.5) 

Takode је 

( 10.6) 

Primeri dvostrukih tenzorskih polja su tenzori 

( 10.7) 

gde је с: (х, Х) = g ,., (х) · Gк (Х). 

11. INTEGRALNE TEOREME 

Teorema о divergenciji: Nekaje V jednostruko povezana oЬlast prostora 
Е, cija је granicna povrs S . N eka је n jedinicni vektor spoljne normale povrsi S 
i neka је Т tenzorsko polje, neprekidno i diferencijabilno и V . Onda је 

Ј Tn dA = Ј div Т dV. 
s v 

(11.1) 

Dokaz teoreme se zasniva na poznatoj teoremi о divergenciji vektorskih polja 

Ј и · n dA = Ј div и V d. 
s v 

( 11 .2) 
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Onda је 
а· f Tn dA = f а· Tn dA = f (Тта) ·n dA 

s s s 

= Ј div (Тта) dv =Ј а· div Т dv 
v v 

= а · Ј div Т dA, 
s 

za svako konstantno а. О 

U specijalnom slucaju kada је Т= pl, gde је р skalarno polje iz (11.1) 
sledi da је 

Ј pndA = Ј grad р dV. 
s v (11.3) 

Stoksova (Stokes) teorema: Neka је S deo pnvrsi ogranicen zatvore
nom glatkom krж·vom Z:nijom С i neke је и vektorsko polje neprekidno i 
dijerencijabilno nad S. Onda је 

Ј rot и · n dA = f и . tds, 
s с (1 1.4) 

gde је t jedinicm· vektor па С, а s пјеп luk. 

Dokaz teoreme је opste poznat. 
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В. Tenzorsk~ funkcije 

1. OSNOVNI POJMOVI 1 DEFINICIJE 

Iz pгakticnih гazloga najcesce cemo razmatrati tenzore drиgog i nizeg reda. 
Skиp svih tenzora dгиgog геdа А foгmira prostor :Z od n2 dimenzija, dok 

skиp simetrienih tenzora foгmira pгostor <;/ od 2_ n (п + 1) dimenzija. Prostor 
2 

<;/ је podprostoг prostora :Z, tj. S" с :Z. 

Definicija: Bilo koja funkcija Cije su promenljive i v1·ednosti tenzori naz iva 
se tenzorska funkcija. 

Specijalno, tenzoгska funkcija nиltog reda naziva se skalarna funkcija. 
Skalarna funkcija 

q; = q; (А) ( 1.1) 

tj., funkcija Cija је vrednost skalaг, а nezavisno promenljiva tenzoг А iz :Z i1i S" 
Ьiсе za nas od posebnog interesa. Ista funkcija se moze pisati и komponentalnom 
oЫiku 

( 1.2) 

gde sи А~1 kovarijantne komponente tenzora А, а g"' sistem baznih vektora. 
U (1.2) q; је гealna funkcija n2 pгomenljivih Ak1 ako је А Е :;[, odnosno 

n (n+ 1) ·· ·ь А k Z ak · А Z · f k ·· d · promenJlVl k1> ~ , о Је Е :f' . av1snost un ClJe q; о g k Је 
2 

neminovna kada se tenzoгsko polje А izrazava и odnosи na krivolinijske koordinate. 
U tom slucaju g 110, Ak1 ра ргеmа tome i vrednost funkcije q; se, и opstem slисаји, 
menjajи od tacke do tacke. 

Mi cemo pisati (1 .2) u oЫiku 

q; = q; (Ak1) ( 1.2а) 
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kada nag1asavanje eksp1icitne zavisnosti od g k nije bitno. Na isti naCin se postupa 
i u s1ucaju kada је ЧЈ ska1ama funkcija vise tenzorskih prornen1jivih. 

Prirneri takvih funkcija su 

ЧЈ = tr Ат, ЧЈ (А) = det А, ЧЈ (А , В) = tr ABn. (1.3) 

Za nas је, da1je, od interesa tenzorska funkcija 

м= М (А) (1.4) 

.Cija је vrednost tenzor М а prornen1jiva tenzor А . Kornponenta1ni oЫik od (1.4) је 

(1.5) 

u zavisnosti od toga da 1i zelirno i1i ne da nag1asirno zavisnost od baze g, . 0Cig1edno 

је da (1 .5) sadrzi n2 i1i n (n + l) funkcija Mk1 и zavisnosti od toga da 1i је МЕ ,Х 
2 

'1 ' м СР м- . f k .. 2 '1' n (n + 1) 1" 'h А . . d 1 1 Е d • Је un 'С1Ја n 1 1 · prornen J1V1 k l u zav1snost1 о toga 
2 

da 1i је А Е ,Х i1i А Е Ј". U s1ucaju da је М funkcija vise tenzorskih prornen1jivih 
razmatranja Ьi Ьi1а ana1ogna. 

Prirneri tenzorskih funkcija su tenzorski polinomi. Oni su linearna kornЬi
nacija, sa konstantnirn koeficijentirna, proizvoda prornen1jivih А1 , А 2, ••• , А,. 
S vaki c1an tenzorskog polinoma је oЫika 

сА~: А~: . .. А~~ (1 .6) 

gde је с konstanta, р1 , р2, • • • , Р. prirodni brojevi, а IX1, ••. , IX, = 1, . . . , r. 
Drugi primer su tenzorski redovi koji predstavljaju beskonacan zЬir c1anova 

datih sa (1 .6) koji konvergira. U s1ucaju jedne tenzorske promen1jive teцzorski 
-red ima oblik 

- оо 
М= М (А) = 2: ckA k. (1.7) 

k=O 

Ako је samo konacan broj komponenti raz1iCit od nule, tenzorski red ( 1. 7) se svodi 
na tenzorski polinom jedne tenzorske promen1jive. Ako је А Е Ј" onda је i М Е Ј". 

Tenzorski redovi predstavljaju usku klasu tenzorskih funkcija . Cak i u slucaju 
kada su komponente Mk1 (A pq) tenzorske funkcije predstavljene konvergentnim 
redom ili polinomom, tenzorska funkcija ne mora Ьiti tenzorski red ili polinoщ 
sto se vidi iz sledeCih prirnera 

М (А) = Ат, М (А) = (tr А) 1, М (А) = .Ј А -1. (1.8) 

'U poslednjem primeru А -1 щоrа Ьiti pozitivno semidefinitno simetricno. 

2. INV ARIJANTE 1 IZOTROPNE TENZORSKE FUNKCIJE 

Definicija 1: Skalarnafunkcija ЧЈ (А 1, А 2, • •• , А,) se naziva izotтopnom 
ako relacija 

ЧЈ (А 1, • •. , А,) = ЧЈ (QA 1Qт, ... , QA,Qт) (2.1) 

vaZi za svaki ortogonalni tenzor Q i svako А, (s = 1, . .. , r) и domenu 
definisanosti funkcije ЧЈ· 
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Kazemo da је ЧЈ izotropna funkcija u odnosu na g, gde је g podgrupa ortogonalne 
grupe <'- ako (2.1 ) vazi za svako Q iz g. 

Skalama izotropna funkcija ЧЈ (А) jedne nezavisno promenljive se naziva 
ortogonalna invarijanta, ili kratko invarijanta od А. U slucaju vise nezavisno 
promenljivih А,, (s = 1, 2, ... ), koristi se termin simultana invarijanta. Svi pri
meri u (1.3) predstavljaju invarijante. 

Od posebnog znacaja za nas su glavne invarijance Jk (А), (k = 1, 2, ... , n), 
tenzora А koje su definisane kao koeficijenti (al +А) polinoma dct (al + А). 
ро а. Mi pisemo 

gde је 

i Ј0 == 1. 

det (al + А) = а" + Ј1 (А) а"+1 + ... + Ј,._ 1 (А) а + Ј,. (А) 

n 

= 2 Jk (А) an-k, 
k=O 

Ј (А) 1 ~1, ... l1c rn, "'" 
k = k! Urn, ••• niJc az, • • • az/c 

(2.2) 

(2.2а) 

Glavne invarijante f.~c (А), (k = 1, 2, ... , n), mozemo definisati i kao koefici
jente karakteristicne jednacine 

det (al- А)= а" - Ј1 (А) an-1 + ... + ( - 1)" Ј,. (А) 

n 

= 2 ( -1)k Ј ~с (А) ан' = О. 
k - 0 

(2.3) 

Ista jednacina se moze izraziti u oЫiku 

n 
П (а - а,.) = О, (2.3а) 
k = l 

gde su а" resenja karakteristiene jednaCine (2.3) poznate pod imenom karakte
ristiCпe vrednosti tenzora А, koje ne moraju Ьiti sve medusobno razlicite. Upo
redivanjem koeficijenata u izrazima (2.3) i (2.3а) lako је pokazati da је 

Ј1 {А)= а1 + а2 + . . . + а,., 

Ј 2 (А) = а1а2 + а 1а3 + ... + а,._1а,., 
(2.4) 

Ј,. (А) = а1а2 •• • а,.. 

Desne strane izraza (2.4) predstavljaju elementarne simetricne funkcije. Prema tome 
mozemo kazati: 

350 

Glavne invarijante se mogu predstaviti odgovarajucim elementarnim simetric
nim funkcijama. 



Specijalno, iz (2.2а) za k = 1 i k = n sledi 

I (А) = tr А, In (А) = det А, 
respektivno. 

Od znacaja su i momentne invarijante l~c (А) definisane izrazom 

l~c (А)= tr Ak. 

U slucaju trodimenzionalnih prostora koriste se oznake 

11 (А) = ЈА, Iz (А) = Пљ 13 (А) = IIIA 

za glavne invarijante i · 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

za momentne invarijante. Ako se zna da је rec samo о invarijantama tenzora А 
moze se u (2.7) i (2.8) oznacavanje uprostiti ispustanjem oznake tenzora .А. 

Na osnovu (2.4) i (2.6) moguce је uspostaviti vezu izmedu glavnih i momentnih 
invarijanti. U prostoru od tri dimenzije date su izrazima 

ЈА = ЈА, ПА = 1;. - 2ПА, !ПА = 1;. - Зiлiiiл + ЗIIIA. (2.9) 

Kada је rec о simultanim invarijantama, nas се najcesce interesovati invarijanta 
u oЬliku 

(2.10) 

Definicija2: Za tenzorsku funkciju М (А 1, . .. Ar) se kaze daje izotropna 
ako relacija 

(2.11) 

vaz i za sve ortogonalne tenzore Q i sve А,, (s = 1, .. . , r), и domenu deji

nisanosti М. Kazemo da је М izotropno и odnosu па g ako (2 .11) vazi za 
sve Q grupe g koja је podgrupa s·vih ortogonalnih tenzora <'· 

Primeri izotropnih tenzorskih funkcija su tenzorski polinomi, tenzorski redovi 
i prve dve funkcije u (1.8). 

Pojam izotropije i izotropije u odnosu na podgrupu g, g с б, moze Ьiti prosiren 
na funkcije cije su promenljive skalari, vektori ili tenzori Ьilo kog reda. 

U slucaju tenzora viseg reda od dva nu:Zna је komponentalna reprezentacija. 
U tom slucaju izotropija u odnosu na g znaci da funkcionalna relacija ostaje nepro-
menjena kada se svaki nezavisno promenljivi tenzor А zameni tenzorom А cije su 
komponente А"·· · · ~<у vezane sa komponentama Ak, ... ky tenzora А preko trans
formacionog pravila 

gde је Q {Q~c1} Ьilo koji element g. 

Tako је skalarna funkcija ЧЈ (А~с, ... ~с) (ос = 1, 2, .. . , у) izotropna u odnosu 
na g ako i samo ako funkcionalna relacija 

(/Ј (A ic, ... }c) = (/Ј (Qk,m, .. • QkymyAm, ... т) (2.13} 
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vazi za svako ortogona1no Q iz g i svako А~о, .. · "у iz domena definisanosti t:p. Za 
tenzorsku fиnkcijи М1, ... 1а. (Ak, ... k) se kaze da је izotropna и odnosи na g ako 
i samo ako re1acija 

Q~!· ... Qia.irx.MJ, ... Jrx. (А,,, ... л) = M t, ... j" (Q~;,~' ... Q~;/vAt, .. . lv) 

vazi za svako Q Е g i svako Ak, ... ky iz domena defini~anosti М,, .. ·ia.· 

(2. 14) 

Na ana1ogan nacin se definise izotropna tenzorska funkcija vise nezavisno 
promen1jivih. Samo ро seЬi se razume da se (2.11 ) takode moze predstaviti и kom
ponentalnom oЬlikи. 

U specija1nom s1исаји kada је rec о vektorи v i1i tenzorи drиgog reda А, 
(2.12) daje 

v = Qv, А = QAQт (2.15) 

respektivno. Tada је vektorska funkcija и (А, v) izotropna и odnosи na g ako i 
samo ako је 

Qи (А, v) = и (QAQт, Qv) 

za svako А Е[;[, sve vektore v i sve Q Е g. 

(2.16) 

Ako је g potpuno ortogona1na grиpa б onda funkcijи izotropnи и odnosи 
na 6 nazivamo jednostavno izotropnom. Ako је g svojstvena grupa ortogona1nih 
transformacija (det Q = + 1) onda se funkcija izotropna u odnosu na g naziva 
hemitropna. Primer hemitropne a1i ne i izotropne fиnkcije је vektoi"ski proizvod 
vektora v i w jer је tada za svako ortogona1no Q 

Qv Х Qw = (de.tQ) Q (v х w ). (2.17) 

Primer ska1arne funkcije koja је hemitropna a1i ne i izotropna predstavlja fиnkcija 

(2.1 8) 

gde је Ek lm RiCijev (Ricci) tenzor alternacije. Ona је ujedno primer simиltane in
varijante koja ј е hemitropna, а ne i izotropna. 

Kada је dimenzija prostora neparna i kada sи zavisno promenljive i nezavisno 
promenljive tenzori parnog reda ne postoji razlika izmedu hemitropnih i izotropnih 
funkcija . U tom slисаји transformacija (2.14), za <Х i у parno ostajt nepromenjena 
kada se Q zameni sa -Q. 

З. UNUTRASNJI IZVOD TENZORSKE FUNKCIJE 

Za funkcije koje ovde razmatramo pretpostavljamo da sи neprekidne i dife
rencijaЬilne ро svojim argumentima и domenи definisanosti do reda koji nam 
treba. 

Podsetimo se prvo izvoda f' (х) realne fиnkcije realne promenljive у = f (х) 
koji је, kao sto znamo, definisan sa 

f' (х) = нm2- [f(x + h) - f (х)] 
/Ј-'1-0 h 

(3.1) 
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gde ј е h realan broj. Postavlja se pitanje : kako Ьi glasila definicija izvoda tenzorske 
funkcije cija је promenljiva tenzor. Primera radi posmatrajmo vektorskи funkcijи 
vektorske promenljive w = f(v ). Formalno, ро analogiji sa (3.1 ), mozemo pisati 

lim Ј_ [J (v + и) - f (v )] 
и-..0 и 

iz cega se vidi da takav izraz sadrzi operacijи deljenja sa vektorom sto nema 
nikakvog smisla. 

Ponovo se vratiпю izvodи realne funkcije realne promenljive. Njega mozemo 
izracиnati i na nacin koji se malo razlikиje od (3.1 ). OznaCimo sa Г (х; z) velicinи 
koja је definisana izrazom 

Г (х; z ) = lim ~ [f (х + hz) - f (х)] = !____ f (x + hz)
1 

(3.2) 
h....O h dh !h=O 

Lako је pokazati da је ovako definisana velicina linearna fиnkcija z i da је 

Г (х; z) =Г (х) z. (3.3) 

Ova relacija daje v~zи izmedи Г (х; z) i Г (х) . 

Analogno tome, и slиcaju vektorske funkcije w = ј ( v ) obelezimo sa Г ( v; и) 
granicnи vrednost 

1 d 1 
Г (v; и)= lim - [f(v + hи) - f (v )] = - f (v + hи) (3.4) 

1.--..0 h dh •h= O 

kada ova vrednost postoji. 

Tako odredena vektorska veliCinaГ ( v; и) se naziva unucrasnji izvod funkcije 
w и v pri prirastajи и. 

Teorema: Unucrasnji izvod vekcorske funkcije vekcorske promenljive је 
linearna funkctja ро prirascaju, сј . , 

Г (v; аи) = аГ (v; и) } 

г ( v; и + t ) = г ( v; и) + г ( v; t) 
(3.5) 

za svako realno а i svaki vektor и i svaki vektor t. 

Dokaz: Prvo cemo pokazati da vazi (3.5)1. Prema (3.4) је 

Г (v; аи) = lim Ј_ [J (v + hаи) - f(v )] 
h-..0 h 

= lim -~- [f(v + hаи) - f(v )] 
h-..o ah 

= а Iim Ј_ [f(v + kи) - f (v)] 
k-..0 k 

= аГ (v; и) . 
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Takode, saglasno sa (3.4), је 

ј' (v; и+ t) = lim [J (v + hи + ht) - f(v)] 
h~O 

= lim _!_ [J(v + hи) - f(v)) + 
h~O h 

+ lim _!_ f(v + hи + ht) - f(v + hи)] 
~oh 

=ј' ( v; и) +ј' ( v; t) 

cime је dokazano tvrd.enje (3.5). 
Na osnovu ove teoreme sledi da је ј' (v; и) linearna transformacija od и. 

Drukcije receno: 

ј' (v; и)= of(v) [и] 
ov 

(3.6) 

gde је ОЈ lineama transformacija, tenzor drugog reda naziva se gradijent 
ov 

funkcije Ј р о v. Oznacava se takode sa /rJ) fи ( v ) i D Ј ( v). 
Iz (3.6) i (3.4) sledi da је 

fи (v) [и)= Df(v) [и] = lim _!_ [J(v + hи) - f(v)). (3.7) 
h~O h 

Tada za svaku funkciju w = f (v ) koja ima izvod u v mozemo pisati 

f (v + и)= f(v) + fи (v) [и] + О (и) (3.8) 

gde О (и)~ О kada и~ О. Ovaj izraz se koristi pri direktnom izracunavanjufи (v). 
Pri odredivanju izvoda vektorske funkcije vaze uoЬicajna pravila diferen

ciranja. Na primer: za g (v) = g Cf(v)) vazi pravilo slozenog diferenciranja 

(3.9) 

pri cemu se poredak proizvoda g1fи ne moze menjati. Takode se i и slucaju izvoda 
proizvoda vektorskih funkcija ne moze menjati mesto cinilaca. 

U specijalnom slucaju kada је w =/(t), gde је t parametar, iz (3.7) doЬijamo 
da је 

!t (t) [сж;) = сж;f' (t). (3.10) 

Sva ova razmatranja se mogu primeniti na tenzorske funkcije uopste. Mi cemo 
se dalje zadrzati na tenzorskim funkcijama cija је promenljiva tenzor drugog reda. 

4. GRADIJENT TENZORSKE FUNKCIJE 

Prvo cemo razmotriti skalarnu funkciju rp (А) == rp (Ak1) pretpostavljajuti da 
је neprekidna i diferencijaЬilna funkcija svojih argumenata Ak1• Funkcije j k

1 defi-

nisane sa j k
1 == _!:!._ su kontravarijantne komponente tenzorske funkcije koju 

oAkl 
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oznacavarno sa 

(4.1) 

i koju nazivaщo gradijent funkcije ср. Ј asno је da gradijent ср А moze Ьiti definisan 
na direktan naCin preko unutrasnjeg izvoda: 

!!_ср (А + sC) is=O = _!:р_ Ck1 = tr (ср~ С} = tr {срлСт) (4.2) 
ds дAkl 

gde је С proizvoljan tenzor. 

U slucaju kada је ср (А) definisano samo za simetricne tenzore А Е у mora 
Ьiti i С simetricno u ( 4.2). Tada је i ЧЈА simetrieno, tj. , ЧЈА = ср~, pri cemu se 

za doЬijanje kornponenata ~ od ЧЈА mora prosiriti domen definisanosti ср 
дAkl 

na prostor :;{. stavljanjern ~(А) = ср ( ~ (А + Ат)) i uzirnanjern izvoda р (А) 
u odnosu na n2 kornponenata А~о1 od А Е:;{.. Kada se nadu ovi izvodi, ponovo se 
А ogranicava na :f' za dobljanje ср А· Npr.: ako је ср (А) = А12 za А Е :f' onda је 
дер дер 1 о о 1' d' о v k d . . -- = - - = - . torne шsrno rnora 1 vo 1t1 racuna а а Је nezavtsno рrо-
дА12 дА21 2 
rnenljiva veliCina Ьila vektor ili pararnetar. 

Teorema 1: Ako је ср (А) invarijanta, onda је ср А izotropna funkcija . 

Dokaz: Ako је ср (А) invarijanta, onda, sag1asno sa (2.1), relacija 

ср (А) = ср (QAQт), 

ili, saglasno sa (2.13), njena kornponentalna reprezentacija 

ср (Ak,) = ср (Akl) = ср (Qk mQt'• Ат,.) 

(4.3) 

(4.4) 

vazi za svako ortogonalno Q i svako А u dornenu definisanosti f-je ср. Tada је 

ili 
ср А= QтсрА Q. 

Kako је А= QAQт i QQт = QтQ = 1 prethodna relacija postaje 

qJQAQ1' = QcpAQT (4.5) 

i vazi za svako ortogonalno Q i svako А u dornenu definisanosti. f-je ср Znaci, 
prerna definiciji izotropnih funkcija, ЧЈА је izotropna funkcija. 

Ova teorerna se rnoze primeniti i na simultane invarijante kada se rnoze po
kazati da su parcijalni gradijenti simultane invarijante takode izotropne funkcije. 
= Za nas su od posebnog inter~a gradijenti glavnih invarijanti Ik (А). Neka је 
det А =1= О. Potrazimo gradijent invarijante ср (А) =!,.(А) = det А koristeci (4.2). 
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Pisemo 

det (А + sC) = s" (det А) det ( + 1 + А-1с) 

= (det А) {1 + /1 (А-
1С) s + ... + !,. (A-1 C)s"}. 

Druga jednakost se dobija iz prve kada se u (2.2) а identifikuje sa _!_ , а А sa А-1 С. 
s 

Tada је 
d 

- det (А + sC) ls=o = (det А) 11 (А-
1 С) 

ds 

= tr {(det А) А-1 С}. 

Posto је С proizvoljno, prema (4.2), sledi da је 

д!,. (А) = д det А = detA А = ( det А) (А-1)т. 
дА дА 

(4.6) 

U odnosu na ortonormiranu bazu, (4.6) mozemo predstaviti u sledecem kompo
nentalnom oЫiku 

д 
-- det IIA"0 II = dfzk 
дAtz 

(4.7) 

gde је dfz!; kofaktor elementa Akl matrice IIAkzll. Vazno је uociti da gradijent detA А 
predstavlja takode primer izotropne tenzorske funkcije koja nije tenzorski polinom 
mada su njegove komponentne polinomi. 

Za odredivanje gradijenata drugih glavnih invarijanti !" (А) mozemo poci od 
(2.2) 2 odakle imamo 

д n дЈ 
- det (а1 + А) = L а"-" - ". 
дА k = o дА 

Takode је, s obzirom na ( 4.6) 

д 
- det (al + А) = det (а1 + А) [(а1 + А)-1]т. 
дА 

Iz ove dve jednakosti sledi da је 

n дЈ 
1 det (а1 + А) = (а1 + АУ L ан_~< 

k=O дА 

ili, s obzirom na (2.2)2 

1 ~ а"-"1;. = 1 ~ an-k+l дlk +АТ ~ an-k дlk. 
k = O k = O дА k=O дА 

Izjednacavajuci koeficijente uz iste stepene ро а doЬijamo rekurentni obrazac 

дlk+l = Ј 1 - АТ дlk' (k о 1 2 ) 
дА " дА = ' ' ' ... , n ' (4.8) 
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gde је / 0 = 1 i /,.+1 = О . Dalje, koriscenjem matematicke indukcije lako se po
kazuje da је 

дlk (А) = k.f ( -1)1> l k-]>-
1 

(А) (А1>)т. 
дА р=О 

Ova formula vazi i za k = n + 1 kada је 1,.+ 1 = О. Tada је 

n L ( -1)1> ! ,._1> (А) А 1> = о 
р=О 

ili 
А"- l 1A"-1 + . . . + (-1)" 1,.1 = О 

sto је identickog oblika kao i (2.3). 

(4.9) 

(4.10) 

Na taj nacin smo dokazali Kejli-Hamiltonovu (Cayley-Hamilton) teoremu: 

Svaki tenzor drugog reda А zadovoljava svoju karakteristicnu jednacinu. 

U trodimenzionalnom prostoru (4.9), (4.6) i (4.10) se svode na sledece izraze 

( 4.11) 
= [А2 - IAA + Пд]т 

А3 - IAA2 + IIAA - IIIA1 = о (4.12) 

Njihove komponentalne reprezentacije glase 

(4.13) 

(4.14) 

Osnovna posledica Kejli-Hamiltonove toereme је moguenost izrazavanja tenzora 
А', r ~ n, kao linearne komЬinacije tenzora 1, А, А2, • •• , An-l pri cemu koefici
jenti te linearne komblnacije su polinomijalne funkcije glavnih invarijanti I~c (А), 
k = 1, 2, ... , n. Tako se и trodimenzionalnom prostoru iz (4.12) dobija da је 

( 4.15) 

Mnozenjem ove relacije sa А i koriscenjem ( 4.15) u tako doЬijenom izrazu, posle 
sredivanja clanova ро stepenima tenzora А, dobljamo 

А4 = IAIIIД + (IIIA - IAIIA) А + (!~ - ПА) А2 . 

Istim postupkom se moze pokazati da је 

А' = r:x01 + r:x 1A + r:x. 2A2 ( 4.16) 

gdesukoeficijentir:x.0,r:x. 1 ir:x. 2 po1inomijalnefunkcije glavnih invarijanti IA,JJAiiiiA . 
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Za odre1ivanje gradijenata momentnih invarijanti definisanih sa (2.6) pola
zimo od izraza 

tr (А + sC)"' = tr [Р + s (CTc-I + TCTk-2 + .. . + Т1НС) + s2 ( . • • ) + ... ] 

= tr T k + s tr тн С + s2 ( •.• ) + .. . 
Odavde se, s obzirom na ( 4.2), dobija 

-- tr (Т + sC) = tr С = k tr T k-1 С. d ki [(дtrTk )T Ј 
ds ls-o дА 

Posto ova relacija vazi za svako С sledi da је 

д tr Р = дlk = k (Tk-1)7, 

дА дА 

za k = 1, 2, . . . , n. Specijalno za k = 1 Ьiсе 

д tr А -- = trAA = 1. 
дА 

( 4.17) 

(4.17а) 

Za trodimenzionalni prostor odgovarajиci gradijenti momentnih invarijanti и 
komponentalnom oЬlikи sи dati izrazima 

д~ = gkz; дПА = 2Azk; дП ЈА = 3A z mAmk. 
м~ м~ м~ 

(4.17Ь) 

U slисаји tenzorske fиnkcije М (А), ili и komponentalnom оЬ!ikи Mk1 (Ара), 
koja је neprekidna funkcija svojih argumenata, sa 

(м) pq _ дMkm 
Akt =-

дАрq 
(4.18) 

definisemo komponente tenzora cetvrtog reda koji se naziva gradijent od м i 
koji obelezavamo sa 

дМ 
- = МА = МА(А). 
дА 

( 4.19) 

Na isti nacin kao i и s!исаји gradijenta skalarne funkcije gradijent tenzorske funkcije 
mozemo definisati direktno sa 

дМ . d 1 
-- [С] = МА [А] [С]= МА [С] =- М(А + sC)1 
м ~ ,_ 

Nije tesko pokazati da је МА [С) linearna tenzorska funkcija od 
komponentalnom oЬliku glasi 

( ) 
дMkz 

МА [С] ki = -- Cpq• 
дАРа 

(4.20) 

С i da и 

(4.21) 

Ako је М (А) definisano samo za simetricne tenzore А Е~ onda pristиpamo izra

cиnavanju izvoda дMkz na isti naCin kao i и slиcaju gradijenta skalarne funkcije 
дАРа 
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<р (А). Naime, prvo se mora prosiriti domen definisanosti М na prostor Х 

stavljanjem М (А) = М ( ~ (А + Ат)) . Zatim se М (А) diferencira ро n2 kom

ponenata А Е Х i onda А ogranici na Ј'. 

N а isti nacin kao i и slucaju invarijante moze se dokazati teorema 2: 

Ako је М (А) izotropna funkcija onda је i МА (А) [С] izotropna funkcija . 

U slucaju tenzorske funkcije vise promenljivih mogu postojati izvodi ро svakoj 
promenljivoj koje tada nazivamo parcijalni gradijenti. U tom slucaju vaze uoЬi
cajna pravila diferenciranja medu koja spada i pravilo slozenog diferenciranja. 

Na slican nacin se mogu definisati i parcijalni izvodi viseg reda. 
U slисаји izvoda proizvoda tenzorskih funkcija mora se voditi racuna о mestи 

svakog Cinoca proizvoda. 
Npr. : gradijent proizvoda М (А) N (А) = S (А) је ро definiciji 

SA [С]= .!_ S (А+ sC)J =!.._ [М (А + sC) (А + sC)]I 
ds :s=O ds !s ~o 

= :s [М (А + sC)] Is =O N (А) + М (А) ~ N (А + sC)Is=O 

=МА [C]N + MNA [С] 
tj., 

(MN)A [С] = МА [С] N + MNA [С] . (4.22) 

Sada је lako pokazati da је 

дА [С] = С, дАт [С]= ст 
дА дА 

(4.23) 

дАk [С]=!.._ (А+ sC) ~: j = ± Ат сАн-т, 
дА ds 1 5~о m=O 

(4.24) 

дА-1 [С]= - А-1СА-1. 
дА 

(4.25) 

Relacija ( 4.23) sledi neposredno iz ( 4.20) za М = А; ( 4.24) se moze dokazati 
metodom matematicke indиkcije. Za izvodenje ( 4.25) polazimo od izraza АА-1 = 1 

na koji primenjиjemo pravilo (4.22) i (4.23)1 i cinjenicи da је дl [С] = О. 
дА 

5. TAJLOROV RED 

u nekim slиcajevima се Ьiti nиzno razviti tenzorskи funkcijи tenzorske pro
menljive и red. Као i и odeljkи З pocecemo prvo sa realnim funkcijama realne 
promenljive у = f (х) . Za takve funkcije znamo da njihov Tajlorov red glasi 

f (х + h) = i hk f k (х) + О (hn) 
k=O k ! 

(5.1) 
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gde је 

lim 0 (h"_l = О. 
lн-0 h" 

(5.2) 

Takode znamo da је za vektorsku funkciju w = f (x) realnog parametra х Taj!orov 
red dat izrazom 

"" hk 
ј (х + h) = ) ' - j<t> (х)+ О (h") 

k--=0 k! 
(5.3) 

gde је 

lim O(h") =О 
h-+oO h" 

(5.4) 

j<k> (х) = _d~-- f(x). 
dxk 

(5.5) 

U slucaju vektorske funkcije vektorske promenljive w = f(v) moze:no j ('V + hи) 
posmatrati kao vektorsku funkciju realnog parametra h. U okolini h = О Tajlorov 
red funkcije f(v + hи), s obzirom na (5.3), sada postaje 

n hk dk 1 
f(v + hи) = 2 - - f(v + hи) + О (h"). 

k = O k! dhk h - 0 

Uvodeci oznaku 

dk 1 
p k> (v; и) = --- (v + hи) 

dhk h- 0 

moze se (5.6) pisati и obliku 

n hk 
f(v + hи) = 2 - j<k> (v; и)+ О (h"). 

k = O k! 

(5.6) 

(5.7) 

(5 .8) 

Nije tesko pokazati da је j<k> (v; и) homogen i simetrican polinom k-tog stepena 
ро и. Tada iz (5.8) sledi da је 

f(v +и) =~- _!_pk> (v· и) + О (/иl") 
k~O k! ' 

(5.9) 

gde је 

(5.10) 

Sva ova razmatranja mogu se trivijalno prosiriti na tenzorske funkcije tenzorskih 
promenljivih proizvoljnog reda. -
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Teoreme о predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija 

6. PREDSTAVLJANJE INVARIJANТI IZOTROPNIH TENZORSKIH 
FUNKCIJA 

Neka su А i В u У i neka su 1" (А) i 1~с (В) njihove glavne invarijante respek
tivno. OznaCimo sa а1" (k = 1, 2, .. . , п), karakteristicne vrednosti tenzora А koje 
su, ро definiciji, resenja karakteristicne jednacine (2.3) tenzora А. Analogno tome 
karakteristicna jednaCina tenzora В је 

an - 11 (В) ан+ . . . + ( -1)11 In (В)= О. (6.1) 

Resenja ove jednaCine, tj., karakteristicne vrednosti tenzora В, oznaCimo sa Ь"' 
(k = 1,2, . . . ,n). 

Teorema 1: Glavne invarijante simetricnih tenzora А i В se poklapaju, tj. , 

1/с (А) = 1/с (В), (k = 1, 2, .. . , n), 

ako i samo ako је 

za neko ortogonalno Q. 

(6.2) 

(6.2а) 

Dokaz: Neka ( 6.2) vazi. Tada su karakteristicne jednacine tenzora А i В, 
s obziroщ na (2.3) i (6.1), iste а njihove karakteristicne vrednosti se poklapaju. 
Mozemo uvek urediti skup vrednosti Ь" tako da је 

ak = ь/с, (k = 1, 2, ... , n). (6.3) 

Posto је А simetricno onda postoji ortonormirana baza karakteristicnih vektora 
takvih da је 

Isto tako postoji ortonormirana baza ј" takva da је 

Вј" = bkfk = а.Ј". 

(6.4) 

(6.5) 

Za ortonormirane baze е" i fk postoji jednoznacлo ortogonalno Q koje prevodi 
bazu е" u ј" tako da је 

(6.6) 

Tada iz (6.4-6.6) sledi da је 

QAe" = a"Qe" = akfk = Bf~c = BQeA: 
ili 

QA=BQ 
odakle se doЬija (6.2а). 

Obrnuto, neka (6.2а) vazi za neku crtogonalnu transformaciju Q. Tada је 

det (al + В) = det (aQQт + QAQт) 
= det (al + А). (6.7) 

KoristeCi to u (2.2) doЬijamo (6.2). D 
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Drugi deo dokaza teoreme 1, tacnije ( 6. 7), oCig1edno vazi za svako Q i svako 
А i В (ne neJphodno simetricne) za koje vazi (6.2а). Zbog toga on predstav1ja 
dokaz teoreme 2: 

Glavne invarijante l~; (А) tenzora А su invarzj"antne. 

Sada smo u situaciji da dokazemo teoremu о predstavljanju invari}anti: 

Skal2rna funkcija ({Ј (А) simetricnog tenzora А је invarijantna ako i samo 
ako se moze izraziti kao funkcija glavnih invarijanti tenzora А, tj., ako ж· 
samo ako је 

ЧЈ (А) = -;р (!1, • •• , I ,.). (6.8) 

Dokaz: Neka је. ({Ј (А) invarijanta. Onda је, sag1asno ~а (2.1 ) 

ЧЈ (А) = ЧЈ (В) (6.9) 

uvek kada је 

(6.10) 

gde је А Ьi1о koji ortogonalni tenzor. Ali tada na osnovu teoreme 1, prema kojoj 
kada vazi (6.10) vazi (6.2) i obrnuto, mozemo kazati da (6.9) vazi uvek kada ј е 
I~c (А) = !~< (В), (k = 1, 2, ... , n). То се Ьiti sigurno za svako Q kada је ({Ј (А) = 
= ЧЈ [11 (А), 12 (А), . . . , !,ЈА)] . 

Obrnuto, neka је ({Ј (А) dato sa (6.8). Tada је ({Ј (А) sigurno invarijanta jer је, 

na osnovu teoreme 2, 'i (11 , • • • , Iп) invarijanta. О 
Na osnovu (2.4) smo zak1juci1i da su glavne invarijante I~c = !~; (А) elemen

tarne simetricne funkcije e!ementarn.ih simetricnih funkcija karakteristicnih brojeva 
ak od А. Funkciona1na teorema о simetricnim funkcijama tvrdi da ako је ({Ј polinom 
ро а~< onda је ({Ј (11, • •• , Iп) po1inom ро !~< . Ali karakteristicne vrednosti а~; su e1e
menti na g1avnoj dijagonali matrice koja odgovara tenzoru А u odnosu na prethodno 
pomenutu bazu gk. Tada se teorema о predstavljanju invarijanti moze dopuniti 
sledecim stavom : 

Ako је ({Ј (А) polinomijalna invarijanta, tj., invarijanta koja је polinom 
ро komponentama А, onda se moze izraziti kao palinom ро glavnim invari
jantama I~; od А. 

Umesto glavnih invarijanti moz gmo и (6.8) koristiti prvih n momentnih 
invarijanti 1;о (А) . Mi tada kazemo: 

Bilo koja invarijanta ({Ј (А) se moze izraziti kao funkcija prvih n momentnih 
invarijanti 1~< (А) = tr Ak od А, tj., 

ЧЈ (А) = ЧЈ (11, • • • , 1,.). (6.9) 

Ako је ({Ј (А) polinomijalna invarijanta ро Ik onda је ({Ј (11, . • . , l~c) polinom 
ро 1 k · 

Specijalno, keda је ({Ј (А) linearna invarijanta ро А Ьiсе 

ЧЈ (А)= с tr А , (6.10) 

gde је с konstanta. 
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F 

7. PREDSTAVLJANJE SIMULTANIH INVARIJANТI 

Prvo cemo razmatrati singularne invarijante cije su promenljive vektori. U 
tom slucaj u znacajnu u1ogu ima 

Teorema 1: Za. dva skupa vektora v 1, .•• , vm i и1, ... , u m skalarne 
funkcije v 1v1 i и1и1 se poklapaju, tj., 

v,v1 = u,u1, (i,j = 1, 2, ... , n), (7.1) 

ako i samo ako је 

za neko ortogonalno Q. 

Dokaz: Neka је v prostor rastegnut vektorima v 1, • • • , vт. Dimenzija ovog 
prostora odredena је brojem linearno nezavisnih vektora v 1, v 2, ••• , vm. Neka 
ih ima р. Bez guЬljenja u opstosti mozemo uzeti da su to vektori v1, v 2, ••• , v". 
Tada је sigurno 

det J!v" · vp\[ =F О, (СЈ.,{З = 1, 2, .. . ,р) (7.2) 
е · ~ ~ tim~ izrazava potre'.:>an i dovoljan uslov linearne nezavisnosti vektora v1, 

... , v". 
Neka (7.1) vazi. Iz (7. 1) i (7.2) sledi da su vektori и1 , .•. , и" takode linearno 

nezavisni. Onda postoji jednoznacno odredena 1inearna transformacija Q koja 
prevodi vektcre v"' u u 11 , tj., 

(1Х = 1, 2, .. . , р), (7.3) 

а koja se svodi na identicnost u odnosu na ortogonalni komplement w od v. (Po
kazati!) 

Iz (7.3) i (7.1 ) se doЬija 

Qv" · Qvp = u 11 • Up = v" · vp, 

odakle sledi da је Q ortogonalno . 

(<Х, {З = 1, 2, ... , р), (7.4) 

U odnosu na 1inearno nezavisne vektore v1, ..• , v" svaki vektor vk, р < k ~ т, 
se moz~ izraziti kao njihova lineaшa kcmЬinacija, tj., 

р 

v~: = 2 Ao:Vo:. 
cx= l 

(7.5) 

Za odredivanje koeficijenata А"' pomnozimo skalarno (7.5) sa vp. Tada doЬijamo 

р 

V~;. Vp = 2 Ao;Vo; • Vp, 
cx ~ l 

({Ј= 1, 2, .. . , р) . (7.6) 

S obzirom na (7.2) sistem jednaCina (7.6) jednoznacno odreduje koeficijente Ао: . 
Lako је pokazati, s obzirom na (7.5) i (7.1 ), da је 

(7.7) 
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Tada iz (7.5), (7.3) (7.7) dobljamo 

р 

Qv,., = L Л(1и(1 = и,. 
е~ - 1 

(7 .8) 

za svako р < k ~ т. Kratko receno, kada (7. 1) vazi onda iz (7.3) i (7.8) sledi da 
је. Qv, = и1 za i = 1, 2, . . . , т. 

Obrnuto, ako је Qv, = и, za i = 1, 2, . .. , т onda је 

(7.9) 

tj., (7.1) vazi. О 

Saglasno definiciji izotropnih funkcija za skalarnu funkciju (ТЈ (v1, • •. , vm) 
sc kaze da је izotropna ako је 

(7 10) 

za svako ortogcшalno Q i svako v, (i = 1, 2, ... , т) iz domena definisanosti funk
cije (ТЈ. 

Za takve funkcije vazi osnovna teorema о predstavljanи simиltanih in-
varijanti koju је postavio Kosi. 

Skalarna funkcija (ТЈ (vl> . . . , v".) је izotropna ili invarijantna и odnosu 
па potpunu grupu ~ ako i sато ako se тоzе predsta·viti kao funkcija skalarnog 
proizvoda vektora 

(i,j = 1, 2, .. . , т), (7 .11) 

za svako v, (i = 1, 2, . .. , т) iz doтena definisanosti q;. 

Dokaz ove teoreme spada u doroen teorije grupa. Dajemo njegov kratak prikaz. 
Neka је (ТЈ izotropno. Tada је, s obz.irom na (7.10) 

uvek kada је 
(7.12) 

(7.13) 

gde је Q proizvo1jan ortogonalan tenzor. Ali tada, naosnovu teoreme 1 koja tvrdi da је 

(7.3) 

uvek kada vazi (7.13), i obrnuto, mozemo kazati: (7.12) vazi uvek kada vazi (7.3). 
То се Ьiti sigumo kada је (ТЈ (v 1, .•• , vm) funkcija od v, · v1 (i, j = 1, 2, ... , т). 

Obrnuto, neka је (ТЈ funkcija od v , · v1 (i,j = 1, 2, ... , т) . Tada је (ТЈ izo
tropno jer је, prema (7.9), 

za svako ortogonalno Q. О 

Kada (ТЈ (v1, ••. , vm) nije i:t.otropno nego hemitropno, tj., invarijantno u odnosu 
na svojstvenu grupu ortogonalnih transformacija, onda listi ska1arnog proizvoda 
v, · v1 moraju Ьiti dodati "proizvodi" [v11, ••• , v,,.]. U slucaju n = 3 Ьiсе 

(7 .14) 
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KoristeCi Kosijevu teoremu mozemo dokazati teoтemu 2: 

Tenzorska funkcija је izotropna ako i samo ako funkcije njenih kompo
nenata zavise od baze g /c samo preko komponenata jedinicnog tenzora g1;1 = 
= g k· gz. 

Dokaz ove teoreme cemo izvesti za invarijantu 

(7.15) 

Po1azimo od toga da ortogonalna transfcrmacija Q prevodi sistem baznih vektora 
g k u drugi sistem linearno nezavisnih vektora f~c tako da је 

(7.16) 
Posto је ср (А) izotropno, tj., 

ср (А) =ср (QAQт) 

za svako ortogonalno Q, sledi da је, s obzirom na (7. 15) i (7.16), 

ср (A~<z; gт) = ср (QAklg~c®gzQт) 

= ср (Ak1Qgk®Qgl) 

= ср (Akzjk®J;), 
tj., 

ср (Akl; gk) =ср (A~cz; Qg~c)· (7 .17) 

Na osnovu Kosijeve teoreme invarijanta ср zavisi od gk samo preko ortogonalnih 
invarijanti gk1 = g1c · g 1 baznih vektora g1c· 

Isti postupak za dokazivanje teoreme se primenjuje u slucaju Ьilo koje izo
tropne tenzorske funkcije. О 

Posledica teoreme 2: И specijalnom slucaju tenzorskafunkcijaje izotropna 
ako i samo ako su funkcije njenih komponenata iste za sve ortogonalne baze. 

U slucaju simultanih invarijanti koje su funkcije tenzora znamo neke rezultate. 
Bez upustanja u dokaz navodimo sledeci rezultat koji vazi za n-dimenzioni prostor. 

Skalarna funkcija ср (А, v) sim'1tricnog tenzora А i vektora v је ortogonalna 
invarijanta ako i samo ako moze Ьiti izrazena kao funkcija 2n posebnih 
invarijami 

11 (А), ... , In (А), v2, v · Av, . . . , v · An-1 v. (7.15) 

Ako је ср polinom ро А i v onda је zavisnost odgovarajuce funkcije od in
varijanata (7.15) takode и oЬZiku polinoma. 

8. TENZORSKA FUNKCIJA JEDNE PROMENLJIVE 

Za nas је tenzorska funkcija М (А) od posebnog interesa. Ako је М (А) izotrop
:na f- ja onda је, na osnovu definiciJe izotropnih tenzorskih funkcija 

(8. 1) 

.za svako ortogonalno Q. 
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Teorema 1: Ako је М (А) izotropna funkcija simetricnog tenzora А Е ;r 
onda је svaki karakteristicni vektor tenzora А takode karakteristican vektor 

tenzora М (А). 

Dokaz: Neka је е karakteristican vektor tenzora А i neka је Q Е~ odredeno tako 
da је 

Qe = -е, Qf =Ј ako је Ј· е = О. (8.2) 

Tako odredeno ortogonalno Q predstavlja ogledanje (refleksiju) и odnosи na ravan 
иpravnи na е. 

Tenzorи А, kao i svakom drиgom simetricnom tenzoru, odgovara n karak
teristicnih vektora koji sи medиsobno иpravni. Jedan takav vektor је е, а preostali 
/2, .. . ,fn sи takvi da је 

е · !а. = О, (tX. = 2, ... , n). 

Za takve vektore је, prema (8.2) 2 

Qfa. =Ја., (tX. = 2, .. . , n). (8.3) 

Tenzor А, koristeci spektralnи teoremи, mozemo predstaviti и oЬlikи 

n 

А = а1е®е + L aa.fa.®!a. 
сх~2 

gde sи а1, az, .. . , an karakteristicne Vl'ednosti tenzora А. 

Sada је lako pokazati, koristeCi (8.2)1 i (8.3) da је 

QAQT =А. (8.4) 

Posto је М (А) izotropna f-ja za takvи teшюrskи funkcijи vazi relacija (8.1). Iz 
(8.1) i (8.4) sledi da је 

QM (А) Qт = М (А) 
ili 

QM(A) = М(А) Q. 
Tada је 

QM (А) е = м (А) Qe = -м (А) е, 

tj., Q transformi~e М (А) е и njemи sиprotan vektor. Ali to је, prerna (8.2)1, mogиce 
samo onda kada је М (А) kolinearno sa е, tj., 

М(А) е= we. (8.5) 

Znaci е је karakteristicni vektor tc.nzora М (А) . О 

Pored ove teoreme v~Iiki znacaj и predstavljanjи izotropnih tenzorskih funk
cija ima 
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Vangova (Wang) lema: Neka је А Е Ј' i neka је njegova spektralna 
dekompozicija 

n 

А= L а,е, ® е1 
i=l 

(8.6) 

gde su a,karakteristicne vrednosti, а е, njima odgovarajuci karakteristiCni 
vektori takvi da је е, · е, = д0. 

Neka А iта т + 1 ~ n тedusobno razlicitih karakteristicnih Ьпјеvа 
takvih da је bez gubljenja и opstosti 

tako da је 

А = i а.,е"' ® е"' + а".+1 ( 1 - i е" ® е") . 
cx= l \ O<~ l 

(8.7) 

Onda је skup {1, А, ... , А"'} linearno nezavisan i тоzе se izraziti kao 
lineo.rna koтЬinacija eleтenata skupa 

т 

{е1 ® е1,е2 ® е2, •• • ,е". ® ет,1- L е.,. ® е.,.} . 
O< = l 

Dokaz leme: Prema definiciji, skup {1, А, ... , А"'} је linearno nezavisan ako је 
linearna komЬinacija njegovih elemenata jednaka nula tenzoru, tj . 

(8.8) 

samo kada su svi koeficijenti с0, с 1, • • • , ст jednovremeno jednaki nuli. 

Saglasno sa tim, а u cilju dokaza linearne nezavisnosti skupa {1, А, •.. , А"'}, 
primenimo (8.8) na karakteristicne vektore е1 • Tada doЬijamo 

n 

L [с0 + С1а1 + . .. + ст (а1)"'] е, = О 
i= l 

i1i 

(8.9) 

U homogenom sistemu n linearnih jednacina ima samo т + 1 nezavisnih i one 
odgovarajumedusobnorazlicitimkarakteristicnim brojevimaa1, а2, • •• , ат+ 1• То su 

с0 + с 1а 1 + . .. + с". (а1)"' = О 

с0 + с1а2 + ... + с". (а 2)"' = О 

с0 + c1am+l + . .. + Ст (ат+1)"' = О. 

Ovom sistemu т+ 1 homogenih jednacina ро т+ 1 koeficijenata с0, с1, ••• , ст 
odgovara jedinstveno resenje 

с0 = с1 = ... =Ст= О, (8.10) 
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jer је determinanta sistema raz1icita od nu1e, tj. 

1 

= П (а; - ak) =/= О, (k = 1, 2, .. , т + 1). 
j<k 

Time smo dokazali da је skup {I, А, ... , Ат} 1inearno nez.avisan. 

Da se elementi ovog skupa mogu izraziti preko elemenata skupa 

{е1 ® е 1 , е 2 ® е 2, ••• , ет ® е .. , 1- i е" ® е"} 
ct=l 

(8.11 ) 

sledi lZ cinjenice da је 

(8. 12) 

za svako р= Ј, 2, .. . , т. О 

Od znacaja su dva specijalna s1ucaja kcji s1ede kao posledice Vangove leme: 

Posledica 1: Ako su sve karakteristicne vrednosti tenzora А Е ;r medusobno 
razlicite onda је skup {1, А, . . . , А"-1} linearno nezavisan. Elementi 
toga skupa se mogu izraziti kao 1inearna kombinacija elemenata 
skupa {е1 ® е1, •. • , е,.® е,.} gde su е; karakteristicni vektori ten
zora А takvi da је е; · е1 = otJ· 

Posledica 2: Ako su sve karakteristicne vrednosti tenz::>ra А Е ;r jednake, onda 
је А = al, а сео prostor је karakteristican prostor tenzora А. 

Sada smo u situaciji da dokazemo fundamentalnu teoremu о prerlstavljanju 
tenzorske izotropne funkcije koju su postavili Riv1in i Eriksen (Ericksen) : 
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Tenzorska funkcija М= М (А), М, А Е ;(, је izotropna ako i samo ako 
se тоzе predstaviti и oЬliku 

(8.14) 

gde su fJJk izotropne junkcije od А i рrета tоте тogu biti izrazene kao funk
cije gla·vnih invarijanata tenzora А, tj., 

fJJk = fJJk (!1, 12, •• • , !,.), . (k =О, 1, 2, .. . , n- Ј ) . (8.15) 



Dokaz: Neka је М= М(А) dato sa (8.14), gde su funkcije rp~; date sa (8.15). 
Na osnovu teoreme о predstavljanju invarijanata funkcije rpk su invarijante. 
Tada је 

М (QAQт) = rpo1 + CfiQAQт + ... + fPп_ 1QA"-1Q 

= Q (rpo1 + fP1A + · · · + fPп-lAn-I) Qт 
= QM(A) Qт 

tj. М (А) је izotropno . 

Obrnuto, neka је М = М (А) izotropna tenzorska funkcija. Na osnovu teo
reme 1 karakteristicni vektori е, (е, · е1 = о,1 , i,j = 1, 2, ... , n) tenzora А su 

takode karakteristicni vektori tenzorske funkcije М (А), tj ., 

i1i 

kada se uzme u obzir da је 

~ n 

М (А) = 2: w,e, ® е, 
i = l 

n 

1= L е1 ® е1 • 
i = l 

(8. 16) 

(8. 17) 

(8.18) 

U slucaju kada za А и domenu definisanosti f-je М (А) vazi (8.7), s1edi da је svaka 
linearna komЬinacija vektora еа (а = т + 1, ... , n) takode karakteristican ~ektor 

tenzora А ali i funkcije М (А) na osnovu teoreme 1. Tada se iz (8.16) odmah doЬija 
da је wm+l = wш+2 = ... = W 1., а iz (8.17) i (8.18) da је 

(8.19) 

То znaci, na osnovu Vangove leme, da se М (А) moze predstaviti kao linearna kom
Ьinacija elemenata skupa {1, А, А, ... , А'"}, tj., 

(8.20) 

Koeficijenti rpk u (8 .20) su funkcije od А, tj ., 

fP~t = Cf~: (А), (k = Ј, 2, ... , т) 

i invarijante su. Zaista, na osnovu pretpostavke da је М (А) izotropno, tj., da је 

ili 

М (А) - Qт М (QAQ7
' ) Q =О, 
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sledi, pomocu (8.20), da је 

Ali tada је 

[<ро (А) - <р0 (QAQт)] 1 + [<р1 (А) - <р 1 (QAQт)] А + ... 
+ [<рт (А) - <Јlт (QAQт)] Ат = 0. 

<р0 (А) = <р0 (QAQт) 

<р 1 (А) = <р 1 (QAQт) 

<Јlт (А) = ~т (QAQT) 

(8.21) 

kao posledica linearne nezavisnosti elemenata skupa {1, А, ... , Ат} tj., <Jlk (А), 
(k = О, 1, 2, ... , т), su invarijante. Ocigledno је da se (8.20) moze napisati u obliku 
(8.14) kada se uzrne da је 

<Jlm+1 (А) = <Jlт+ z (А) = ... = 'Јlп- 1 (А) = О. 0 

Napominjemo jos da se (8.20) i (8.14) poklapaju kada је т= n - 1. Kada 
је т = О iz (8.20) i (8.21) dobijamo 

М (А)= q;01 (8.22) 

i <р1 (А) = q; 2 (А) = ... = <Јlн (А) = О. U tom slucaju сео prostor је karak

teristican prostor funkcije М (А). 
U slucaju trodimenzionalnog prostora (8.14) postaje 

М (А) = q;01 + q;1A + q; 2A2
, <pk = <pk (ЈА, ПА, IIIA) (8.23) 

gde је k = О, 1, - 2 . 

Ako је tenzor А regularan (tj . det А =F 0), onda se (8.23) moze, pomocu Kejli
-Hamiltonove teoreme, izraziti u obliku 

М (А) = 1р01 + 1р 1А + VJ_ 1A-1
, 1р1 = 1р1 (IA, ПА, IIIA), 

gde је l =О, 1, 1. 

Teorema о predstavljanju izotropnih linearnih funkcija 

(8.24) 

Linearna tenzorska funkcija. М= М (А), М, А Е У је izotropna ako i 
sато ako postoje skalari Л i џ takvi da је 

М (А) = Л (tr А) 1 + 2џА (8.25) 

za svako А Е У. 

Dokaz: Teoremu cemo dokazati koristeCi rezultate prethodne teoreme. 

Neka је М (А) izotr<.'pna f-j a i neka ј е 6 skup svih jedinicnih vektora. Za 
е Е 6 tenzor е®е ima karakteristicnt: vrednosti odredene skupom {1, О, ... , 0}. 
KoristeCi (8.19) mozemo sada pisati 

М (е® е) =Л (е) 1 + 2џ (е) е® е 
za svako е, gde је Л = ш 2 i 2џ = ш1 - ш2 • 
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Izaberimo е i ј Е!;. Tada uvek postoji ortogonalno Q za koje је Qe = ј. 
Posto је Qe'2) eQт = !®! i М (А) izotropna f-ja sledi da је 

QM (е® е) Qт - М (J®f) = 

= [Л (е) -}.(Ј)] 1 + 2 [џ (е) - џ (Ј)] f ®f = О, 
i1i 

Л (е) = Л(Ј), џ (е) = џ (Ј) (8.27) 

s cbzirom na linearnu nezavisnost {1, ! ®!}. Prema tome .Л i џ moraju Ьiti konstante 
tako da (8.26) postaje 

М (е® е) = J..l + 2џе®е. (8.28) 

Neka је sada А neki proizvoljan simetrican tenzor u У'. Na osnovu spektralne 
teoreme је 

n 

А= L a/ee®el 
i- 1 

gde su karakteristicni vektori ei ortogonalni, tj., е1 • е1 = о11 • Tada s obzirom 

na (8.28) i linearnost М (А) imamo 
,....,. ,_.n n,_. 

М (А)= М ( L а 1е1® е1) = L а1М (е1®е1) 
i=l i - 1 

n 

= 2: а1 (Л1 + 2џе1®е1) 
i= l 

n n 

=Л ( 2: а1) 1 + 2џ L а1е1®е1 
i=l i = l 

=Л (tr А) 1 + 2џА 
" jer је tr А = L а1 • 

i - 1 

Obrnuto, neka (8.25) vazi. Tada је 

QM (А) Qт = ). (tr А) 1 + 2џ QAQт 
= А [tr (QAQT)] 1 + 2џ QAQт 
= M(QAQT), 

tj. , М (А) је izotropna f-ja. D 
Pri predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija mozemo koristiti teoremu 1 

odeljka 4. Primenimo је na slucaj invarijante ср (А) =ср (!1, • •• , In) koja је nepre
kidna i diferencijaЬilna funkcija glavnih invarijanti I~c. Na osnovu navedene teo· 
reme 1 gradijent (/ЈА (А) је izotropna tenzorska funkcija i data је izrazom 

(8.29) 
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gde smo koristili (4.9). Za n= З doЬijamo 

дq; = ( дq; дq; 1 +_!:Е._ п) 1- ( дq; _!:Е._ 1) Ат+ .!:L (А2) т. (8.ЗО) 
дА д! + дП дП! дП + дП! дП! 

Za regularan tenzor А ova jednakost se moze predstaviti u oЬliku 

(8.31) 

kada se, s obzirom na (4.15), uzme u obzir da је 

А2 = ЈА -П 1 + ЈП А-1• (8.32) 

Komponentalni oЬlik (8.31 ) је dat izrazom 

дq; = (дq; + дq; I) gkl _ дq; А~"+ __!L ЈП (Aik)-1. (8 .33) 
дАk1 д! дП дП д!П 

Ako је invarijanta q; (А) izrazena preko momentnih invarijanti, tj., ako је 
q; (А) = q; (1 1, . . . , l n), onda је 

дq; = i д~ дlk = i k д~ (Ану (8.34) 
дА k = l дlk дА k~ l дlk 

kada se uzme u obzir (4.17). 

Za n = З iz (8.34) se doЬija 

дq; = д~ 1 + 2 дq; АТ + з дq; (А2) 7' 
дА дi ап дПI 

(8.35) 

ili, u komponentalncm oЬliku, 

(8.36) 

KoristeCi teoremu 1 odeljka 4 rooze se pokazati da vaze sledeci rezultati : 

Vektorska funkcija v = v (А, и) kao funkcija simetricnog tenzora А 
vektora и је izotropna ako i samo ako se moze predstaviti и oЬliku 

(8 .37) 

gde su q;" (k = О, 1, 2, ... , n - 1) simultane invarijante od А i и ж· mogui 
Ьiti izrazene kao funkcije invarijanti (7.15). 

Na isti naCin se rooze pokazati da polinomijalna izotropna tenzorska funkcija 

М= М (А, В), А, ВЕ;(, glasi 

М = 1p0l + 1р1А + 1р 2В + 1р3А2 + 1р4В2 + 1р5 (АВ + ВА) 
(8.38) 
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gde su 1р0, • •• , 'f/Js polinomi deset osnovnih invarijanti 

tr 14, tr 142, tr 143, tr ЈЈ, tr ЈЈ2, tr 1Ј3, 

tr (141Ј), tr (141Ј2), tr (ЈЈЈ42), tr (142ЈЈ2). 
(8.39) 

U slucaju tenzorskih izotropnih funkcija vise nezavisno promenljivih tenzora ili 
vektora proЬlem је znatno slozeniji. Potpunija literatura s tim u vezi moze se naci 
u monografiji NLFT. 
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С. О Pfafovim jednacinama 

PFAFOVA JEDNACINA 

Razmatranje cemo vrsiti u odnosu na Dekartove koordinate х, (i = 1, 2, ... , п) 
n-dimenzionalnog euklidskog prostora Еп, s obzirom da је prostor nasih fizickih 
dogadaja euklidski. 

Linearna diferencijalna jednacina 

X,dx1 = О, ( l) 

gde su velicine Х1 = Х1 (х1) neprekidne i diferencijaЬilne. funkcije svojih argume
n ata, naziva se Pfafova jednaCina. 

Potpuno integrabllna Pfafova jednacina 

Definicija: Pfafova jednacina је potpuno integrabilna ako postoji funkcija 

fl = fl (х1), (2) 

koja, pomnozena sa levom stranom jednacine (1), ovu pretvara и totalni dijeren
cijal neke funkcije ф = ф (х1 ), tj. 

dф = flX1dx,. 

Takva funkcija fl se naziva z"n tegraa·oni faktor. Tada је 

дф 
- - = fi.Xp 
дх, 

pod uslovom da desna strana ( 4) zadovolj ava uslove integraЬilnosti 

д2ф д2ф 
---= 0. 
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S obzirom n a ( 4) ovi uslovi postaju 

Х,,1 - Х1,, +Х, (log џ),1 - Х1 (log џ),, = О, 

gde l},<c oznacava parcijalni izvod ро х,. 
Mnczenjem ove relacije sa Х" dobiajmo 

(Х ц - Х1 ,1) Х" + X ,Xk (log џ),1 - Х1Х" (log џ),, = О, 

-odakle ciklickom permutacijom indeksa i, ј i k sledi 

(Х1.~: - Xk.1) Х, + Х1Х, (log џ)," - XkX, (log џ),1 = О, 

(Хџ -Х,,,.) Х;+ XkX; (log џ),, - Х,Х1 (log џ),k = О . 

Njihovim saЬiranjem doЬijamo sistem jednacina 

а11~с = (Х,,1 - Х1,;) Х"+ (X1.k- Xk,1) Х, + (Xk,c - X,,k) Х1 = О (6) 

k oji predstavlja uslove integrabilnosti Pfafove jednacine (1). 
Lako је pokazati da је a11k potpuno antisimetrican sistem treceg reda da, 

prema tome, broj jednacina (6) koje nisu identicki jednake nuli iznosi 

(;) = n (п - 1~ (n - 2). 

Ove jednacine nisu sve nezavisne. Zaista, ako Ьi napisali cetiri jednacine koje 
sadrze tri od cetiri velicine Х,, Х;, Xk, Х, svaka od ovih jednaCina Ьi se mogla 
izvesti preko ostalE tri. Zbog toga broj nezavisnih uslova intetgraЬilnosti (6) iznosi 
svega 

1 
-(n - 1) (n - 2). 
2 

(7) 

Odavde se vidi da su za n = 1, 2, tj. za slucaj Pfafove forme jedne ili dve nezavisno 
promenljive, uslovi integraЬilnosti identii':ki zadovoljeni . 

Teorema 1: Uslovi (6) su i potrebni i dovoljni za potpunu integraЬilnost 
Pjafove jednacine (l). 

Dokaz teoreme 1: Da su шlovi (6) potrebni sledi iz ovde iznetog njihovog iz
vodenja. 

Za dokaz dovoljncsti uslova (6), tj., egzistencije integracionog faktora џ Pfafove 
jednai':ine (1), prethodno cemo dokazati pomocni stav 

Ako је 
aii" (Х)= О, 

gde је auk dato sa ( 6) 1, onda је i 

а0" (Л.Х) = О, 
gde је Л (х1) proizvoljna, neprekidna funkcija svojih argumenata. 

(8) 

Dokaz stava: Prema definiciji а11" sledi, posle kratke i proste rai':unice, da ј е 

c ime ј е stav dokazan. 
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Dalje cemo se iz praktienih razloga ograniciti na slucaj tri nezavisno promen
ljive х, у i z; uvodenjem oznaka Р = Х1, Q = Х2 i R = Х3, ( l) i (6) mogu se 
izraziti u obliku 

gde је F = (Р, Q, R). 

Pdx + Qdy + Rdz = О, 
F · rot F = О, 

(}.F) · rot ЛF = О, 

(9) 

(Ј О) 

(11 ) 

Prema uslovu zadatka, uslovi integraЬilnosti (10) su zadovc:ljeni. Dokazacemo 
da је to i dovoljno za postojanje iцtegracionog faktora џ jec,nacine (9) ili funkcije 
4> (х, у, z) ciji su odgovarajuci parcijalni izvodi proporcionalni funkcijama Р, Q 
i R. U tom cilju, privremeno, pretpostavimo da је z parametar koji se ne menja и 
(9), tako da (9) postaje 

Р (х, у, z ) dx + Q (х, у, z) dy =О. (12) 

Poznato је da је diferencijlna jednacina dve promenljive ovog oblika uvek integra
Ьilna. То znaci da postoji fиnkcija, recimo И (х, у, z), takva da su njeni izvodi 
proporcionalni sa Р i Q. Prema tome, mozemo pisati 

И (х, у, z) = С, С= const, (13) 

дИ дИ 
дх = џР, ду = џQ. (14) 

Smenom (14) и (9) doЬijamo da је 

1 дИ 1 дИ 
--dx + --dy + Rdz =О, 
џ дх џ ду 

za svako z. Dodavanjem i oduzimanjem clana __!_ Rdz ovaj izraz se moze pisati 
џ 

u ob1iku 

ili 

gde је 

- dx + - dy + ~ dz + p,R - -- dz = О, дИ дИ дИ ( дИ) 
~ ~ ~ ~ 

dU + К (х, у, z) dz = О, 

дИ 
K(x,y,z) = p,R - -- . 

дz 

Iz ovog izraza i ( 14) s1edi da је 

дИ 
џР=~, 

дх 

дИ 
нО= ,-_ ду' 

дИ 
џR= - + К, 

дz 
ili 

џF = grad И + К, 
gde је К = (0, О, К). Tada је 

rot џF = rot К, 
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Jer је rot grad И = О. KoristeCi оvи relacijи и (11) doЬijamo da је 

џF·gradџF =дИ дК _дИ дК = д(И,К) = О. 
дх ду ду дх д (х, у) 

То znazi da i:t..medи И i К postoji funkcionalna relacija koja ne sadrzi ni х ni у, tj . 

К= К(И,z). (17) 

Tada jednacina ( 15) postaje 

dИ +К (И, z) dz = О, 

tj., diferencijalna jednaCina dve promen1jive koja је integraЬilna. Njeno resenje 

ф (И, z) = const. 

posle smene ( 13) postaje funkcija 

Ф (х, у, z) = ф (И (х, у, z), z) 

koja је resenje polazne diferencijalne jednacine (1) i koje glasi 

ф (х, у, z) = const. 

(18) 

(19) 

OCigledno takva jednacina onda posedиje i integracioni faktor. Time је dokaz 
teoreme 1, и navedenom slисаји, zavrsen. 

Napomena 1. Integracioni faktor џ potpиno integraЬilne Pfafove jednacine 
(1 ) nije jedinstven. Zaista, za integracioni faktor џ kome odgovara funkcija ф, 
takva da је 

svaka funkcij a џ' definisana sa 
, dФ 

џ = џ

dф 

gde је Ф (ф) proizvoljna, ali jedncznacna, neprekidna i diferencijaЬilna funkcija 
od ф, је takode integracioni faktor. Tada 

џ'Х;dх; = џХ,dх1 ~~ = dФ, 
dф 

tj., tako odredenom integracionom faktoru џ' odgovara funkcija Ф kao re8enj~ 
Pfafove diferencijalne jednacine (1). Jasno је da 

Ф = k 

povlaci za sobom relaciju 

ф = k' 

gde је k' = Ф (k). Ove relacije definisu istu jednoparametarsku familiju 1:1iper
povrsi u En tako da kro2. datu tacku u En prolazi samo jedna takva hiperpovrs. 

Napomena 2. U opstem sllicaju, sa teorijskog stanovista, а posebno sa sta
novista njene priment. и termodinamici na prvi zakon termodinamike, znacajna је 
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Теотеmа 2: Potreban z' dovoljan uslov da Pfafova jednaCz'na (1) bude z'ntegra
Ьilnajeste da пјепе promenljzve х, zadovoljavaju relaczju 

(а) 

Dokaz: Oznake cemo pir1agoditi tumacenju u termodinamici izvedenih rezulta
ta, а posebno ode1jka (V. 12). 
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Uslov (а) је potтeban. Neka је (1) integrabilno. Tada vazi ( 4) u oЫiku 

х~= таТЈ (Ь) 
axl 

Pfafova jednacina sada glasi 

dТЈ =О 
i1i 

ТЈ (х1) = const . 

sto pokazuje potrebnost u s1ova (а). 

Uslov (а) је dovoljan. Znaci, ako (а) vazi onda u Е,. ono predstavlja 
hiperpovrs. u tom prostoru jednaCina te hiperpovrf.i moze biti data 
и parametarskom oЬliku 

х' = Х1 сиа.) (ех= 1, 2, .. . ,n- 1) 

gde su ua. koordinate na hiperpovrsi. 

Definisimo koordiг.atnu transformaciju 

х, =х, (Ua., ~), 

tako da је koordinatna 1inija ~ upravna na hiperpovrs (а). N joj inverzne 
re1acije su 

ua. = иа. (х,) 

~ = ~ (хЈ. 
Tada је, zbog ortogona1nosti ~ na hiperpovrs (а) 

aua. а~ = 
0 

ах, ах, 
(с) 

[Radi definisanosti, neka је hiperpovrs (а) odredena sa ~ = О ili sa jed
nacinaтa 

х, = х, (Ua., О) = х' (Ua.).] 

u odnosu na tako izabrani koordinatni sistem komponente vektora xl 
postaju У, koje se odreduju iz izraza 

у = Х axl_ 
а. 'aua. 

у =х. дх, 
• , а~. 



Takode је 

(d) 

KoristeCi ove relacije и (1) doЬijamo odgovarajиcи Pfafovи j:o:dnacinи 
и odnosи na novoizabrani ko~rdinatni sistern (И''-, ~), koja glaJi 

Y .. dU« =О 
s obzirorn na (с). 
U ovoj jednacini sи sada dU .. potpиno proizvoljne veliCine zbog cega 
rnora Ьiti 

za svako ех:= 1,2, .. . ,n -1. 

T ada se (d) svodi na ob1ik 

sto је potpuno ekviva1entno sa (Ь ), t-ako da se У< rnoze identifikovati 
sa Т, а ~ sa rJ. 

Tirn~ је dokaz dovoljnosti zavrsen. D 

Na osnovu ov~ teorerne vidi se, iz (Ь), da је 

Т = Т(х,), 

zentropska povrs, tj., povrs za kоји је rJ = const. 
Uslov ortogonalnosti (с) narn ornogиcиje da se pokaze ф sи i kontravarijantne 

..kornponente У" = О, jer је 

Dostupne i nedostupne tacke. Karateodorijeva teorema 

U Е3 farnilija povrsi ф (х, у, z) = с, koja је resenje jednaCine (9), је na slici 54. 
Svaka od njih irna osoЬinu da је njihov linijski elernent dr (dx, dy, dz) иpravan 

na vektor F (Р, Q, R) и datoj tacki povrsi, saglasno diferencijalnoj jednacini (9). 
Do opstijeg zakljиcka rnozernc da dodajerno ako razrnatrarno vektorsko ро1је F. 

](ао sto је poznato, ono jednoznacno odredиje vektorske linije koje sи prikazane 
.na slici. Za takve linije resenja ф (х, у, z) = с potpиno integraЬilг.e Pfafove dife
rencijalne jednacine predstavljajи jednopararnetarskи farnilijи povrsi иpravnu na 
vektorske iinije vektorskog polja F. 

OCigledno је da i Ьilo koja linija и Ьilo kojcj povrsi ф = const. је takode 
resenje diferencijalne jednaCine (9). N a osnovи toga i prethodne napoщene, rnozerno 
zakljиCiti: ~ve takve rnogиce krive оЬrаzији jednoparametarskи farnilijи povrsi 

·Ф = с. Prerna torne, nernogиce је naCi krivи, koja је re.5enje potpuno integraЬilne 
Pfafove diferencijalne jednaCine, а koja Ьi pripadala dverna povrsirna iz skиpa 
pCivrsi ф = с, bez obzira koliko te povrsi Ьile bliske. 
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у 

х 
Sl. 54 

Na taj nacin dolazimo do pojma matematicke dиstupnosti, odnosno nedos-
tupnosti. 

Definicija: Dve tacke se nazivaju dostupnim ako moze da se nade kriva 
koja ih spaja а koja је resenje Pfafove diferencijalne jednaCine (9). Tacke 
za koje ne postoji takva kriva nazivaju se nedostupnim. 

Ј asno је, na osnovu svegз. do sada recenog, da par dostupnih tacaka za potpuno 
integraЬilnu diferencijalnu jednaCinu (9) lezi n a istoj povrsi jedne od jednopara
metarskih familija povrsi ф = с. Na primer: taCke 1 i 2 kao i 3 i 4 su parovi takvih 
tacaka dok su tacke 6 i 7 nedostupne tacki 5. Time је dokazana Karateodorijeva 
teorema: 

И okolini bilo koje tacke А, bez obzira koliko ta okolina bila mala, и vek
torskom polju kojem odgovara potpuno integrabilna diferencijalna jednacina 
(9) postoje tacke koje su nedostupne tacki А duz krivih koje su resenja dife
rencijalne jednacine (9). 

Pfafova jednacina nije potpuno integraЬilna 

U tom slucaju је 
F · rot F =Р О (20) 

tj ., nisu zadovoljeni uslovi integraЬilnosti (10). Tada ne postoji integracioni faktor џ 
niti resenje ф (х, у, z) = с koje pr{:dstavlja jednoparametarsku familiju povrsi. 
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Tada trazimo resenje u oЬliku krive. U tom slucaju се u Pfafovoj jednaCini 
{9) samo jedna od promenjivih х, у i z Ьiti nezavisna. Njena integracija sadrzi u 
.seЬi veliki stepen proizvoljnosti. 

Mozemo uzeti proizvoljnu funkciju 
1р (х, у, z) = О, (21) 

.koja predstavlja, sa geometrijskog stanovista, neku povrs u Е3 i potraziti na njoj 
krivu koja Ьi Ьila resenje jednacine (9). Na toj povrsi је oCigledno 

д1р dx + дtр dy + д1р dz =О. (22) 
дх ду дz 

Tada iz (22) i (9) doЬijamo 

(R д1р - Р д1р) dx + (R д1р- Q дtр) dy =О. 
дх дz ду дz 

(23) 

Eliminacijom z pomocu (21) u ovoj jednacini doЬijamo jednacinu oЬlika 
M~~~ +N~~~=O (Щ 

·koja је integraЬilna. Neka је 
ф(х,у)=k (25) 

Iesenje ove jednacine. Tada presek povrsi 
1р (х, у)= О ф (х, у)= k, (26) 

-odreduje trazenu jednoparametarsku familiju krivih na povrs1 1р (х, у, z) = О. 
Jasno је da se tako odredene krive na povrsi 1р (х, у, z) = О ne seku, jer se cilind
:ricne povrsi (25), kao resenje jednacine (24) ne seku. 

Na slici 55 је geometrijski prikaz krivih odredenih sa (26). 

z 

у 

Sl. 55 
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Tako doЬijene krive su u svakoj svojoj tacki upravne na ve1."tor F. Za povrs 1Jl = О 
to ne vazi, jer su za to potrebne najmanje dve krive na 7р koje se seku i na koje Ьi 

vektor F и njihovoj presecnoj tacki Ьiо upravan. Kako se krive na 7р, odt·edene 
jednacinama (16), ne seku (kac sto smo istakli) taj uslov nije zadovoljen. 

Izborom druge povrsi, recimo q; (х, у, z) = О, istim postupkom odredili bismo 
novu jednoparametarsku familiju krivih koje su resenje polazne Pfafove jednacine 
(9). Jasno је da se te krive na povrsi q; = О ne seku i da njihov oЫik zavisi od izbora 
povrsi q; = О. 

а 

у 

х 

SI. 56 

То znaCi da za neku izabranu tacku u Е3, recimo tacku 1 na slici 56 а, 
i za neku proizvoljnu povrs 7р = О kroz tu tacku uvek mozemo odrediti krivu na 
toj povrsi kroz tu tacku koja Ьi Ьila resenje jednaCine (9). 

Ako se kroz tu tacku povuku sve moguce povrsi, ili, sto se svodi na isto, ako 
se povrs "Р= О, zamisljamo, neprekidno deformise na sve moguce naCine, onda 
tako dobljene sve moguce linije kroz tu tacku nece obrazovati element povrsi nego 
element prostora. U samoj tacki sve one moraju Ьiti upravne na vektor F, tj. njihove 
tangente leze и ravni (ј upravnoj na F u toj tacki (sl. 56 Ь). То znaci da su 
tacki 1 dostupne sve taCke njene okoline, tj. da uvek postoji kriva koja spaja t acku 
1 sa Ьilo kojom tackom njene okoline, а koja је resenje Pfafove jednaCine (9). 
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Pfafova jednacino је integraЬilna 

U slисаји kada је F · roc F = О, t j., kada је Pfafova jednacina (9) potpиno 
integraЬilna, moze se prethodni postиpak primeniti za odredivanje krivih k;:>je sи 
resenje te jednaCinev Medиtim, и tom slисаји је Pfafova jednacina (9) potpиno· 
integraЬilna i prema definiciji postoji funkcija Ф (х, у, z) takva da ј е 

grad Ф = џF ili 
1 дФ 1 дФ 1 дФ 

џ= --=-- =--. 
р дх Q ду R дz 

Povrs Ф (х, у, z) = const. је, prema tome, и svakoj tacki иpravna na F. Jednacina: 
(23) se onda moze napisati и oblikи 

(дФ дv-- дФ дtр) dx + (дФ дtр - дФ дtр) dy = О 
дz дх дх дz zд ду ду дz 

(27) 

odakle se vidi da dalji postиpak zavisi od odnosa funkcija Ф i tp. 

Za Ф =F tp prethodno izneti postиpak и potpиnosti vazi. Ako је pak tp = Ф~ 
onda se jednacina (27) svodi na identitet 

О · dx + О · dy = О. 

Tada ne postoji fиnkcija ф (х, у) = const. koja Ьi za tako izabranи funkcijи "1' 
Ьila re5enje jednacine (24). То znaci da је Ьilo koja kriva za tako izabrano tp resenje 
jednaCine (9), Ш, kratko receno, cela povr~ tp = const. је и svakoj svojoj tacki иpravna 
na vektorsko polje F. 

Sada mozemo preC:i na obrnutu Karateodorijevu teoremu: 

Ako vektorsko polje ima osobinu da, za proiz·voljnu okolinu Ьilo koje tacke 
и tom polju (та koliko ta okolina Ьila mala), postoje tacke koje su пјој ne
dostupne, ondr:t је Pfafova jednacina, koja odgovara tom vektorskom polju.,. 
pиtpuno integraЬilna. 

Ova i prethodna teorema mogu se sazeti и jednи matematicku formulaciju 
Karateodorijeve teoreme: 

Pfafova diferencijalna jednacina (9) је potpuno integraЬilna ako i sam о ako
u okolini tacke А и vektorskom polju F, kome odgovara diferencijc.lna jedna
cina (9), postoje пјој nedostupne tacke. 

Dokaz obrnute Karateodorijeve teoreme. Postoji vise dokaza ove teoreme. Mi 
cemo se zadrzati na geometrijskom dokazи koji је dao Karateodori i koji је baziran 
па dosadasnjem geomt...trijskom prilazи. 

Neka и okolini proizvoljne tacke А, и domenи definisanosti vektora F, prema 
obrnиtoj teoremi Karateodori, postoji beskonacno mnogo njoj nedostиpnih tacaka, 
pri сети је tacka N jedna od njih (sl. 57 а). Neka је а linija kroz А, koja nije 
resenje Pfafove jednacine (9). Takve linije иvek postoje. Bez guЬlj~nja u opstosti 
mozemo uzeti da је а prava linija. Kroz tu pravи i tackи N mozemo postaviti 
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recimo, ravan n ili Ьilo koju drugu povrs. Na toj ravni n, kao i na svakoj drugoj, 
povrsi, postojace kriva с kroz N koja је resenje- jednacine (9). Ova kriva ne moze 
prolaziti kroz А, jer Ьi tada tacka N njoj Ьila dostupna, sto је suprotno pretpostavci. 
Neka kriva с preseca pravu а u tacki В. Pogodnim izborom tacke N moguce је 
tacku В uciniti Ыiskom tacki А koliko zelimo. То dokazuje da u okolini tacke А 
na pravoj а postoje tacke nedostupne tacki А, jer su dostupne tackama N koje su 
nedostupne tacki А. Ove tacke В lezace sa оЬе strane tacke А na pravoj а, Ыisko 
tacki А koliko zelimo. 

а. 

в 

А 

(а) (Ь} 

Sl. 57 

Izaberimo sada pravu l paralelnu sa а, vodeCi racuna о tome da l takode nije 
resenje jednaCine (9). Kroz ove dve prave, а i /, mozemo provuCi cilindricnu povrs 
и 1 • Na toj povrsi mozemo, na poznati nacin, odrediti krivu р1, kroz А koja је resenje 
jednacine (9). Ova kriva seci се pravu l u tacki L. Za neku drugu cilindricnu povrs 
и2 kroz а i l postojace druga kriva р2 kroz А koja је resenje jednacine (9). Ova 
kriva mora seCi pravu l u istoj tacki L kao i prava р 1 • U protivnom, kao sto је pri
kazano na slici 57 pod Ь, iz tacke М, М -=1= L, Ьilo Ьi moguce pomocu krive р3, 
kao resenja jednaCine (9), doci do tacke D (D -=1= А) na pravoj а. Onda Ьi tacka D 
Ьila dostupna taCki А duz pravih р 2 i Р з kroz М. Medutim, to је suprotno onome 
sto smo prethodno pokazali, naime, da tacke u okolini taCke А, na pravoj а, moraju 
Ьiti njoj nedcstupne. 

Zamislimo sada neprekidan niz cilindricnih povrsi и kroz prave а i l. Na 
svakoj od njih postojace kriva р koja је resenje. jednacine (9) i koja prolazi krcz 
tacke А i L. Ocigledno је da sve te krive obrazuju povrs .Е koja prolazi kroz tacke 
А i L i prave Р1 i Р2· 

Variranjem tacke А doЬili Ьi familiju nepresecajucih povrsi, jer Ьi u protivnom 
tacke na pravoj а, u okolini tacke А, njoj Ьile dostupne. О 
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Napomena З. ·и slucaju kada ne bi postojale nedostupne tacke, Ьiо bi moguc 
slucaj Lp1Ap2Mp3D koji је prikazan па sl. 57 Ь . Tada bi krive р1, 
р 2 i Рз ispunjavale element prostora i пе bi cinile povrs. 

EGZISTENCIJA ENTROPIJE 1 TEMPERATURE 

U odeljku (V.12), u slucaju reverziЬilnih i ireverziЬilnih sistema, uvedena 
ј е temperatura Т kao promenljiva stanja. Dalje је pokazana, koriscenjem Karateo
dorijevih postulata i teoreme, cgzistencija entropije 'УЈ kao funkcije stanja. 

Moguce је, pod odredenim pretpostavkama, pokazati egzistenciju entropije 
(i temperature) .za reverziЬilne i ireverziЬilne sisteme bez prethodnog uvodenja 
temperature- kao promenljive stanja. То cemo ovde ilustrovati. 

ReverziЬilan sistem 

Dejinicija. Za sistem se kaze da је reverziЬilan: 

а) ako је, za adijabatske procese, njegova unutra.snja energija е funkcija 
samo deformacije х, i 

Ь) ako su sile Х, и Pfafovoj formi prvog zakona termodinamike funkcije 
unutrasnje energije е i deformacije х,. 

Ova definicija је u saglasnosti sa (5.12.5) kojom је definisan reverziЬilan sistem 
i za koji је pretpostavljena а priori egzistencija temperatшe Т. Zai&ta, iz (5.12.5) 1 
sledi da је 

Т= Т(е, х,) . (1) 

Smencm ovog izraza u (5.12.5) 2 doЬijamo 

Х, = Х, (е, х;) (2) 

sto је u saglasnosti sa stavom ь) definicije. 
Takode, s obzirom na (5.12(i)) iz (5.12.5)1 vidi se da је 

е=е~Ј (~ 

sto је u saglasnosti sa stavom а) iste definicije. 
Tada prvi zakon termodinamike (5.12.6) mozemo pisati u oЫiku 

~-~~~~=4 ~ 

Prema Karateodorijevoj .teoremi Pfafova forma, definisana levom stranom ovog i.z
raza, је integraЬilna ako u okolini neke tacke G0 u prostoru promenljivih е i х1 po
stoje tacke koje su njoj nedostupne duz krivih koje su resenje Pfafove jednacine 

de - Х1 (е, х1) dx1 = О. (5) 

Medutim, kao posledica Karateodorijevog postulata, ovaj uslov је zadovoljen za re
verziЬilne i adijabatske procese. Prema tome, odgovarajuca Pfafova forma ( 4) је inte
graЬilna. Saglasno definiciji integraЬilnosti Ьiсе 

de - Х1 (е, х,) dx, = fJ (е, х,) d'Yj (е, х1), (6) 
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gde је 

(7) 

То znaCi da integraЬilnost prvog zakona termodinamike za reverziЬilne sisteme 
dovodi do egzistencije dve funkcije stanja О i 7Ј takvih da је 

О = О (Е, х,), (8) 

Ako se zameni uloga О i Е kao zavisne i nezavisne promenljive i иvede slobodna 
energija 1р (0, х;) preko izraza 

(а) 

onda se (7) moze pisati и oЬlik.и 

(10) 

Ovi izrazi sи identicni sa (5.12.17-18) na osnovи cega zak1jиcиjemo da 17 i О и 
(Ј О) nisи nista drиgo nego entropija "i temperatиra respektivno. 

lтeveтziЬilan sistem 

Definicija. Sistem је z·reve1·~ibilan ako је 

Х, =Х, (х1 , Е; q~), 

i Е nije funkcija od х1 z. qa.. Formalno, 

Е =1= ј (х,; qa.), 

gde sи q~ - иnиtrasnje promen1jive stanja. 

Prvi zakon termodinamike sada glasi 

dE - X i (Е, х1, q") dx, = i!q. 

(1 1) 

(12) 

(13) 

Neka tacka G0 и prostoru promenljivih Е i х, reprezentuje termodinamicko stanje. 
Onda, prema Karateodorijevvm postu1atu, postoje tacke и okolini tacke G0 kojo 
јој nisu dostupne procesima koji sи reverziЬilni i adijabatski, tj. duz krivih koje 
su resenje jednacine 

( 14) 

za qa. = const. 

Tada је, na osnovu Karateodorijeve teoreme, 1eva strana ( 13) integraЬilna, tj. 

(15) 

za qa. = const. 
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Prema tome, vazi stav 

Za ireverzibilne sisteme, za koje је q(f. = const., prvi zakon termodinamike 
је integrabilan. Tada za takve sisteme postoje funkcije (Ј koja se na.ziva 
temperatura i rJ koja se naziva entropija takve da su 

(Ј= е (е, х" q<t.); 'rJ = 'rJ (е, х,, qa.). 

Razmenom uloga funkcija е i (Ј kao zavisne i nezavisne promenljive, (14) postaje 
oЫika 

sto је identicno sa (5. 12.22). Tada ovde vaze i dalji zakljucci tog odeljka. 

Napomena. Pretpostavka da је е =е (х0 qa.) dovela Ьi nas do zakljucka da 
Ьi prvi zakon termodinamike Ьiо integraЬilan u prostoru promenljivih (s, х,, qa.) 

sa posledicom da је tada д-rр = о sto је suprotno pretpostavci da је sistem ire
дq"-

verziЬilan. Otuda i zahtev ( 12). 

PFAFOV А FORMA 

Linearna diferencijalna forma oЬlika 

ф = X;dXp (1) 

naziva se Pfafova forma. Analizirajmo tri moguca slucaja forme ( 1): 

1. Ako је desna strana (1) totalг.i diferencijal neke funkcije w, tj. ako је 

(2) 

' дw 
-~ = хр 
дх, 

(3) 

funkcije Х, onda moraju zadovt. ljavati uslove 

(4) 

Nije tesko pokazati da su ovi uslovi i dovoljni za egzistenciju takve funkcij ~ w. 

Tako, na primer, u slucaju tri promenljive х, у i z, kada se Pfafova forma 
moze napisati u oЬliku 

dw = Pdx + Qdy + Rdz, (5) 

tj. kada, prema uslovima ( 4) vazi 

дР дQ 
- = - ' 
ду дх 

дR дР 

дх дz 
(6) 
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iz jednacine (З) se doЬija 

х у z 

w = Ј Р (х, у, z) dx +Ј Q (х0,у, z) dy +Ј R (х0,у0 z) dz +С, (7) 
Х о У о 

gde је С proizvoljna konstanta. 

2. Моgис је i slиcaj kada је 

џХ1dх.1 = dw, (8) 

tj ., kada postoji funkcija џ (х;) koja cini desnи stranи Pfafove forme totalnim dife
rencijalom funkcije w. Тај slиcaj је detaljno razmatran и prethodnom odeljkи 
kada је pokazano da funkcije Х, morajи da zadovoljavajи иslove 

Takode је pokazano da su иslovi ( 4) i dovoljni za dovodenje Pfafove forme (1) 
na oblik (8) . 

3. U opstem slисаји Pfafova forma se ne moze izraziti и oblikи totalnog dife
rencijala neke funkcije ali ји је moguce izraziti и prostijem tzv. kanonskom oblikи. 

Razmatrajmo to na slисаји forme tri nezavisne promenljive х, у i z 

(10) 

za kоји nisи ispunjeni uslovi (6) i (9). 

Potrazimo funkciju U (х, у, z) takvи da forma 

Р dx + Q dy + R dz- dU = Р1 dx + Q1 dy + R1 dz (1 1) 

zadovoljava uslove (9) ili 

р1 (дQ _ дR!) + Q
1 
(дR1 _ дР1 ) + R

1 
(дР1 _ дQ....!) = О, (12) 

дz ду ' дх дz ду дх 

gde sи Р1, Q 1 i R 1 dati izrazima 

дИ 
Р1 =Р-- , 

дх 

Tada (12), posle izvesnog sredivanja, postaje 

(~~_дР) дИ + (дR _ дР)~+ (дР_ ~q,) дИ = 
дz ду дх дх дz ду ду дх дz 

= р (дQ _ дR) + О ( дR _ дР) + R (дР _ дQ) . 
дz ду - дх дz - ду дх 
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(13) 

( 14) 



Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini odgovara sistem obicnih diferencija1nih 
jednacina 

dx dy d.z 

д Q----аЈ5 = дR дР = дР дQ = 
дz ду дх дz ду дх 

dИ 

= р (дQ _ дR) + Q (~1!_ _ дР) + R (дР _ ~g) . 
дz ду дх дz ду дх 

(15) 

Svi us1ovi za postojanje resenja ovog sistema diferencijatih jednacina su ispunjeni 
(diferencijaЬilnost, nijedan brojite1j nije jednak nuli). Као funkciju w тоzето 
uzeti Ьilo koje resenje ovog sistema. UocavajuCi da forma (10) potpada pod s1ucaj 
(2), doЬijamo da је 

gde је V = _!__ 
џ 

Р dx + Q dy + R dz = И + V dw, (16) 

Na osnovu svega se moze zak1juciti da se Pfafova forma (10) svodi na jedan 
od tri kanonska oЫika 

dИ, VdV, dИ + Vdw. (17) 

Najmanji broj promenljivih, preko kojih se izrazava Pfafova forma, odreduje njenu 
k1asu. U slucaju tri promenljive, па osnovu (17) se vidi da ona moze p1ipadati 
prvoj, drugoj i trecoj klasi. 

IzjednacavajuCi sa nu1om Pfafovu formu doЬijamo Pfafovu diferencija1nu 
jednacinu. U slucaju 1. i 2. ona је integraЬilna dajuci resepja И = const. i w = 
= const. U opstem slucaju Pfafova diferencijalna jednacina, kao sto smo ranije 
zakljuCili, nije potpuno integraЬilna. 
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