






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































gde 

lim 0 (h"_l = 
h" 

(5.2) 

Takode znamo da za vektorsku funkciju w = f (x) realnog parametra Taj!orov 
red dat izrazom 

"" hk 
+ h) = ) ' - j<t> (h") 

k--=0 k! 
(5.3) 

gde 

lim O(h") 
h-+oO h" 

(5.4) 

j<k> = f(x). 
dxk 

(5.5) 

U slucaju vektorske funkcije vektorske promenljive w = f(v) moze:no j ('V + 
posmatrati kao vektorsku funkciju realnog parametra h. U okolini h = Tajlorov 
red funkcije f(v + s obzirom na (5.3), sada postaje 

n hk dk 1 
f(v + = 2 - - f(v + (h"). 

k = O k! dhk h - 0 

Uvodeci oznaku 

dk 1 
p k> (v; = --- (v + 

dhk h- 0 

moze se (5.6) pisati obliku 

n hk 
f(v + = 2 - j<k> (v; (h"). 

k = O k! 

(5.6) 

(5.7) 

(5 .8) 

Nije tesko pokazati da j<k> (v; homogen i simetrican polinom k-tog stepena 
Tada iz (5.8) sledi da 

f(v _!_pk> (v· 
k! ' 

(5.9) 

gde 

(5.10) 

Sva ova razmatranja mogu se trivijalno prosiriti na tenzorske funkcije tenzorskih 
promenljivih proizvoljnog reda. -
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Teoreme о predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija 

6. PREDSTAVLJANJE INVARIJANТI IZOTROPNIH TENZORSKIH 
FUNKCIJA 

Neka su А i В u У i neka su 1" (А) i 1~с (В) njihove glavne invarijante respek­
tivno. OznaCimo sa а1" (k = 1, 2, .. . , п), karakteristicne vrednosti tenzora А koje 
su, ро definiciji, resenja karakteristicne jednacine (2.3) tenzora А. Analogno tome 
karakteristicna jednaCina tenzora В је 

an - 11 (В) ан+ . . . + ( -1)11 In (В)= О. (6.1) 

Resenja ove jednaCine, tj., karakteristicne vrednosti tenzora В, oznaCimo sa Ь"' 
(k = 1,2, . . . ,n). 

Teorema 1: Glavne invarijante simetricnih tenzora А i В se poklapaju, tj. , 

1/с (А) = 1/с (В), (k = 1, 2, .. . , n), 

ako i samo ako је 

za neko ortogonalno Q. 

(6.2) 

(6.2а) 

Dokaz: Neka ( 6.2) vazi. Tada su karakteristicne jednacine tenzora А i В, 
s obziroщ na (2.3) i (6.1), iste а njihove karakteristicne vrednosti se poklapaju. 
Mozemo uvek urediti skup vrednosti Ь" tako da је 

ak = ь/с, (k = 1, 2, ... , n). (6.3) 

Posto је А simetricno onda postoji ortonormirana baza karakteristicnih vektora 
takvih da је 

Isto tako postoji ortonormirana baza ј" takva da је 

Вј" = bkfk = а.Ј". 

(6.4) 

(6.5) 

Za ortonormirane baze е" i fk postoji jednoznacлo ortogonalno Q koje prevodi 
bazu е" u ј" tako da је 

(6.6) 

Tada iz (6.4-6.6) sledi da је 

QAe" = a"Qe" = akfk = Bf~c = BQeA: 
ili 

QA=BQ 
odakle se doЬija (6.2а). 

Obrnuto, neka (6.2а) vazi za neku crtogonalnu transformaciju Q. Tada је 

det (al + В) = det (aQQт + QAQт) 
= det (al + А). (6.7) 

KoristeCi to u (2.2) doЬijamo (6.2). D 
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Drugi deo dokaza teoreme 1, tacnije ( 6. 7), oCig1edno vazi za svako Q i svako 
А i В (ne neJphodno simetricne) za koje vazi (6.2а). Zbog toga on predstav1ja 
dokaz teoreme 2: 

Glavne invarijante l~; (А) tenzora А su invarzj"antne. 

Sada smo u situaciji da dokazemo teoremu о predstavljanju invari}anti: 

Skal2rna funkcija ({Ј (А) simetricnog tenzora А је invarijantna ako i samo 
ako se moze izraziti kao funkcija glavnih invarijanti tenzora А, tj., ako ж· 
samo ako је 

ЧЈ (А) = -;р (!1, • •• , I ,.). (6.8) 

Dokaz: Neka је. ({Ј (А) invarijanta. Onda је, sag1asno ~а (2.1 ) 

ЧЈ (А) = ЧЈ (В) (6.9) 

uvek kada је 

(6.10) 

gde је А Ьi1о koji ortogonalni tenzor. Ali tada na osnovu teoreme 1, prema kojoj 
kada vazi (6.10) vazi (6.2) i obrnuto, mozemo kazati da (6.9) vazi uvek kada ј е 
I~c (А) = !~< (В), (k = 1, 2, ... , n). То се Ьiti sigurno za svako Q kada је ({Ј (А) = 
= ЧЈ [11 (А), 12 (А), . . . , !,ЈА)] . 

Obrnuto, neka је ({Ј (А) dato sa (6.8). Tada је ({Ј (А) sigurno invarijanta jer је, 

na osnovu teoreme 2, 'i (11 , • • • , Iп) invarijanta. О 
Na osnovu (2.4) smo zak1juci1i da su glavne invarijante I~c = !~; (А) elemen­

tarne simetricne funkcije e!ementarn.ih simetricnih funkcija karakteristicnih brojeva 
ak od А. Funkciona1na teorema о simetricnim funkcijama tvrdi da ako је ({Ј polinom 
ро а~< onda је ({Ј (11, • •• , Iп) po1inom ро !~< . Ali karakteristicne vrednosti а~; su e1e­
menti na g1avnoj dijagonali matrice koja odgovara tenzoru А u odnosu na prethodno 
pomenutu bazu gk. Tada se teorema о predstavljanju invarijanti moze dopuniti 
sledecim stavom : 

Ako је ({Ј (А) polinomijalna invarijanta, tj., invarijanta koja је polinom 
ро komponentama А, onda se moze izraziti kao palinom ро glavnim invari­
jantama I~; od А. 

Umesto glavnih invarijanti moz gmo и (6.8) koristiti prvih n momentnih 
invarijanti 1;о (А) . Mi tada kazemo: 

Bilo koja invarijanta ({Ј (А) se moze izraziti kao funkcija prvih n momentnih 
invarijanti 1~< (А) = tr Ak od А, tj., 

ЧЈ (А) = ЧЈ (11, • • • , 1,.). (6.9) 

Ako је ({Ј (А) polinomijalna invarijanta ро Ik onda је ({Ј (11, . • . , l~c) polinom 
ро 1 k · 

Specijalno, keda је ({Ј (А) linearna invarijanta ро А Ьiсе 

ЧЈ (А)= с tr А , (6.10) 

gde је с konstanta. 
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7. PREDSTAVLJANJE SIMULTANIH INVARIJANТI 

Prvo cemo razmatrati singularne invarijante cije su promenljive vektori. U 
tom slucaj u znacajnu u1ogu ima 

Teorema 1: Za. dva skupa vektora v 1, .•• , vm i и1, ... , u m skalarne 
funkcije v 1v1 i и1и1 se poklapaju, tj., 

v,v1 = u,u1, (i,j = 1, 2, ... , n), (7.1) 

ako i samo ako је 

za neko ortogonalno Q. 

Dokaz: Neka је v prostor rastegnut vektorima v 1, • • • , vт. Dimenzija ovog 
prostora odredena је brojem linearno nezavisnih vektora v 1, v 2, ••• , vm. Neka 
ih ima р. Bez guЬljenja u opstosti mozemo uzeti da su to vektori v1, v 2, ••• , v". 
Tada је sigurno 

det J!v" · vp\[ =F О, (СЈ.,{З = 1, 2, .. . ,р) (7.2) 
е · ~ ~ tim~ izrazava potre'.:>an i dovoljan uslov linearne nezavisnosti vektora v1, 

... , v". 
Neka (7.1) vazi. Iz (7. 1) i (7.2) sledi da su vektori и1 , .•. , и" takode linearno 

nezavisni. Onda postoji jednoznacno odredena 1inearna transformacija Q koja 
prevodi vektcre v"' u u 11 , tj., 

(1Х = 1, 2, .. . , р), (7.3) 

а koja se svodi na identicnost u odnosu na ortogonalni komplement w od v. (Po­
kazati!) 

Iz (7.3) i (7.1 ) se doЬija 

Qv" · Qvp = u 11 • Up = v" · vp, 

odakle sledi da је Q ortogonalno . 

(<Х, {З = 1, 2, ... , р), (7.4) 

U odnosu na 1inearno nezavisne vektore v1, ..• , v" svaki vektor vk, р < k ~ т, 
se moz~ izraziti kao njihova lineaшa kcmЬinacija, tj., 

р 

v~: = 2 Ao:Vo:. 
cx= l 

(7.5) 

Za odredivanje koeficijenata А"' pomnozimo skalarno (7.5) sa vp. Tada doЬijamo 

р 

V~;. Vp = 2 Ao;Vo; • Vp, 
cx ~ l 

({Ј= 1, 2, .. . , р) . (7.6) 

S obzirom na (7.2) sistem jednaCina (7.6) jednoznacno odreduje koeficijente Ао: . 
Lako је pokazati, s obzirom na (7.5) i (7.1 ), da је 

(7.7) 
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Tada iz (7.5), (7.3) (7.7) dobljamo 

р 

Qv,., = L Л(1и(1 = и,. 
е~ - 1 

(7 .8) 

za svako р < k ~ т. Kratko receno, kada (7. 1) vazi onda iz (7.3) i (7.8) sledi da 
је. Qv, = и1 za i = 1, 2, . . . , т. 

Obrnuto, ako је Qv, = и, za i = 1, 2, . .. , т onda је 

(7.9) 

tj., (7.1) vazi. О 

Saglasno definiciji izotropnih funkcija za skalarnu funkciju (ТЈ (v1, • •. , vm) 
sc kaze da је izotropna ako је 

(7 10) 

za svako ortogcшalno Q i svako v, (i = 1, 2, ... , т) iz domena definisanosti funk­
cije (ТЈ. 

Za takve funkcije vazi osnovna teorema о predstavljanи simиltanih in-
varijanti koju је postavio Kosi. 

Skalarna funkcija (ТЈ (vl> . . . , v".) је izotropna ili invarijantna и odnosu 
па potpunu grupu ~ ako i sато ako se тоzе predsta·viti kao funkcija skalarnog 
proizvoda vektora 

(i,j = 1, 2, .. . , т), (7 .11) 

za svako v, (i = 1, 2, . .. , т) iz doтena definisanosti q;. 

Dokaz ove teoreme spada u doroen teorije grupa. Dajemo njegov kratak prikaz. 
Neka је (ТЈ izotropno. Tada је, s obz.irom na (7.10) 

uvek kada је 
(7.12) 

(7.13) 

gde је Q proizvo1jan ortogonalan tenzor. Ali tada, naosnovu teoreme 1 koja tvrdi da је 

(7.3) 

uvek kada vazi (7.13), i obrnuto, mozemo kazati: (7.12) vazi uvek kada vazi (7.3). 
То се Ьiti sigumo kada је (ТЈ (v 1, .•• , vm) funkcija od v, · v1 (i, j = 1, 2, ... , т). 

Obrnuto, neka је (ТЈ funkcija od v , · v1 (i,j = 1, 2, ... , т) . Tada је (ТЈ izo­
tropno jer је, prema (7.9), 

za svako ortogonalno Q. О 

Kada (ТЈ (v1, ••. , vm) nije i:t.otropno nego hemitropno, tj., invarijantno u odnosu 
na svojstvenu grupu ortogonalnih transformacija, onda listi ska1arnog proizvoda 
v, · v1 moraju Ьiti dodati "proizvodi" [v11, ••• , v,,.]. U slucaju n = 3 Ьiсе 

(7 .14) 
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KoristeCi Kosijevu teoremu mozemo dokazati teoтemu 2: 

Tenzorska funkcija је izotropna ako i samo ako funkcije njenih kompo­
nenata zavise od baze g /c samo preko komponenata jedinicnog tenzora g1;1 = 
= g k· gz. 

Dokaz ove teoreme cemo izvesti za invarijantu 

(7.15) 

Po1azimo od toga da ortogonalna transfcrmacija Q prevodi sistem baznih vektora 
g k u drugi sistem linearno nezavisnih vektora f~c tako da је 

(7.16) 
Posto је ср (А) izotropno, tj., 

ср (А) =ср (QAQт) 

za svako ortogonalno Q, sledi da је, s obzirom na (7. 15) i (7.16), 

ср (A~<z; gт) = ср (QAklg~c®gzQт) 

= ср (Ak1Qgk®Qgl) 

= ср (Akzjk®J;), 
tj., 

ср (Akl; gk) =ср (A~cz; Qg~c)· (7 .17) 

Na osnovu Kosijeve teoreme invarijanta ср zavisi od gk samo preko ortogonalnih 
invarijanti gk1 = g1c · g 1 baznih vektora g1c· 

Isti postupak za dokazivanje teoreme se primenjuje u slucaju Ьilo koje izo­
tropne tenzorske funkcije. О 

Posledica teoreme 2: И specijalnom slucaju tenzorskafunkcijaje izotropna 
ako i samo ako su funkcije njenih komponenata iste za sve ortogonalne baze. 

U slucaju simultanih invarijanti koje su funkcije tenzora znamo neke rezultate. 
Bez upustanja u dokaz navodimo sledeci rezultat koji vazi za n-dimenzioni prostor. 

Skalarna funkcija ср (А, v) sim'1tricnog tenzora А i vektora v је ortogonalna 
invarijanta ako i samo ako moze Ьiti izrazena kao funkcija 2n posebnih 
invarijami 

11 (А), ... , In (А), v2, v · Av, . . . , v · An-1 v. (7.15) 

Ako је ср polinom ро А i v onda је zavisnost odgovarajuce funkcije od in­
varijanata (7.15) takode и oЬZiku polinoma. 

8. TENZORSKA FUNKCIJA JEDNE PROMENLJIVE 

Za nas је tenzorska funkcija М (А) od posebnog interesa. Ako је М (А) izotrop­
:na f- ja onda је, na osnovu definiciJe izotropnih tenzorskih funkcija 

(8. 1) 

.za svako ortogonalno Q. 
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Teorema 1: Ako је М (А) izotropna funkcija simetricnog tenzora А Е ;r 
onda је svaki karakteristicni vektor tenzora А takode karakteristican vektor 

tenzora М (А). 

Dokaz: Neka је е karakteristican vektor tenzora А i neka је Q Е~ odredeno tako 
da је 

Qe = -е, Qf =Ј ako је Ј· е = О. (8.2) 

Tako odredeno ortogonalno Q predstavlja ogledanje (refleksiju) и odnosи na ravan 
иpravnи na е. 

Tenzorи А, kao i svakom drиgom simetricnom tenzoru, odgovara n karak­
teristicnih vektora koji sи medиsobno иpravni. Jedan takav vektor је е, а preostali 
/2, .. . ,fn sи takvi da је 

е · !а. = О, (tX. = 2, ... , n). 

Za takve vektore је, prema (8.2) 2 

Qfa. =Ја., (tX. = 2, .. . , n). (8.3) 

Tenzor А, koristeci spektralnи teoremи, mozemo predstaviti и oЬlikи 

n 

А = а1е®е + L aa.fa.®!a. 
сх~2 

gde sи а1, az, .. . , an karakteristicne Vl'ednosti tenzora А. 

Sada је lako pokazati, koristeCi (8.2)1 i (8.3) da је 

QAQT =А. (8.4) 

Posto је М (А) izotropna f-ja za takvи teшюrskи funkcijи vazi relacija (8.1). Iz 
(8.1) i (8.4) sledi da је 

QM (А) Qт = М (А) 
ili 

QM(A) = М(А) Q. 
Tada је 

QM (А) е = м (А) Qe = -м (А) е, 

tj., Q transformi~e М (А) е и njemи sиprotan vektor. Ali to је, prerna (8.2)1, mogиce 
samo onda kada је М (А) kolinearno sa е, tj., 

М(А) е= we. (8.5) 

Znaci е је karakteristicni vektor tc.nzora М (А) . О 

Pored ove teoreme v~Iiki znacaj и predstavljanjи izotropnih tenzorskih funk­
cija ima 
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Vangova (Wang) lema: Neka је А Е Ј' i neka је njegova spektralna 
dekompozicija 

n 

А= L а,е, ® е1 
i=l 

(8.6) 

gde su a,karakteristicne vrednosti, а е, njima odgovarajuci karakteristiCni 
vektori takvi da је е, · е, = д0. 

Neka А iта т + 1 ~ n тedusobno razlicitih karakteristicnih Ьпјеvа 
takvih da је bez gubljenja и opstosti 

tako da је 

А = i а.,е"' ® е"' + а".+1 ( 1 - i е" ® е") . 
cx= l \ O<~ l 

(8.7) 

Onda је skup {1, А, ... , А"'} linearno nezavisan i тоzе se izraziti kao 
lineo.rna koтЬinacija eleтenata skupa 

т 

{е1 ® е1,е2 ® е2, •• • ,е". ® ет,1- L е.,. ® е.,.} . 
O< = l 

Dokaz leme: Prema definiciji, skup {1, А, ... , А"'} је linearno nezavisan ako је 
linearna komЬinacija njegovih elemenata jednaka nula tenzoru, tj . 

(8.8) 

samo kada su svi koeficijenti с0, с 1, • • • , ст jednovremeno jednaki nuli. 

Saglasno sa tim, а u cilju dokaza linearne nezavisnosti skupa {1, А, •.. , А"'}, 
primenimo (8.8) na karakteristicne vektore е1 • Tada doЬijamo 

n 

L [с0 + С1а1 + . .. + ст (а1)"'] е, = О 
i= l 

i1i 

(8.9) 

U homogenom sistemu n linearnih jednacina ima samo т + 1 nezavisnih i one 
odgovarajumedusobnorazlicitimkarakteristicnim brojevimaa1, а2, • •• , ат+ 1• То su 

с0 + с 1а 1 + . .. + с". (а1)"' = О 

с0 + с1а2 + ... + с". (а 2)"' = О 

с0 + c1am+l + . .. + Ст (ат+1)"' = О. 

Ovom sistemu т+ 1 homogenih jednacina ро т+ 1 koeficijenata с0, с1, ••• , ст 
odgovara jedinstveno resenje 

с0 = с1 = ... =Ст= О, (8.10) 
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jer је determinanta sistema raz1icita od nu1e, tj. 

1 

= П (а; - ak) =/= О, (k = 1, 2, .. , т + 1). 
j<k 

Time smo dokazali da је skup {I, А, ... , Ат} 1inearno nez.avisan. 

Da se elementi ovog skupa mogu izraziti preko elemenata skupa 

{е1 ® е 1 , е 2 ® е 2, ••• , ет ® е .. , 1- i е" ® е"} 
ct=l 

(8.11 ) 

sledi lZ cinjenice da је 

(8. 12) 

za svako р= Ј, 2, .. . , т. О 

Od znacaja su dva specijalna s1ucaja kcji s1ede kao posledice Vangove leme: 

Posledica 1: Ako su sve karakteristicne vrednosti tenzora А Е ;r medusobno 
razlicite onda је skup {1, А, . . . , А"-1} linearno nezavisan. Elementi 
toga skupa se mogu izraziti kao 1inearna kombinacija elemenata 
skupa {е1 ® е1, •. • , е,.® е,.} gde su е; karakteristicni vektori ten­
zora А takvi da је е; · е1 = otJ· 

Posledica 2: Ako su sve karakteristicne vrednosti tenz::>ra А Е ;r jednake, onda 
је А = al, а сео prostor је karakteristican prostor tenzora А. 

Sada smo u situaciji da dokazemo fundamentalnu teoremu о prerlstavljanju 
tenzorske izotropne funkcije koju su postavili Riv1in i Eriksen (Ericksen) : 

368 

Tenzorska funkcija М= М (А), М, А Е ;(, је izotropna ako i samo ako 
se тоzе predstaviti и oЬliku 

(8.14) 

gde su fJJk izotropne junkcije od А i рrета tоте тogu biti izrazene kao funk­
cije gla·vnih invarijanata tenzora А, tj., 

fJJk = fJJk (!1, 12, •• • , !,.), . (k =О, 1, 2, .. . , n- Ј ) . (8.15) 



Dokaz: Neka је М= М(А) dato sa (8.14), gde su funkcije rp~; date sa (8.15). 
Na osnovu teoreme о predstavljanju invarijanata funkcije rpk su invarijante. 
Tada је 

М (QAQт) = rpo1 + CfiQAQт + ... + fPп_ 1QA"-1Q 

= Q (rpo1 + fP1A + · · · + fPп-lAn-I) Qт 
= QM(A) Qт 

tj. М (А) је izotropno . 

Obrnuto, neka је М = М (А) izotropna tenzorska funkcija. Na osnovu teo­
reme 1 karakteristicni vektori е, (е, · е1 = о,1 , i,j = 1, 2, ... , n) tenzora А su 

takode karakteristicni vektori tenzorske funkcije М (А), tj ., 

i1i 

kada se uzme u obzir da је 

~ n 

М (А) = 2: w,e, ® е, 
i = l 

n 

1= L е1 ® е1 • 
i = l 

(8. 16) 

(8. 17) 

(8.18) 

U slucaju kada za А и domenu definisanosti f-je М (А) vazi (8.7), s1edi da је svaka 
linearna komЬinacija vektora еа (а = т + 1, ... , n) takode karakteristican ~ektor 

tenzora А ali i funkcije М (А) na osnovu teoreme 1. Tada se iz (8.16) odmah doЬija 
da је wm+l = wш+2 = ... = W 1., а iz (8.17) i (8.18) da је 

(8.19) 

То znaci, na osnovu Vangove leme, da se М (А) moze predstaviti kao linearna kom­
Ьinacija elemenata skupa {1, А, А, ... , А'"}, tj., 

(8.20) 

Koeficijenti rpk u (8 .20) su funkcije od А, tj ., 

fP~t = Cf~: (А), (k = Ј, 2, ... , т) 

i invarijante su. Zaista, na osnovu pretpostavke da је М (А) izotropno, tj., da је 

ili 

М (А) - Qт М (QAQ7
' ) Q =О, 
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sledi, pomocu (8.20), da је 

Ali tada је 

[<ро (А) - <р0 (QAQт)] 1 + [<р1 (А) - <р 1 (QAQт)] А + ... 
+ [<рт (А) - <Јlт (QAQт)] Ат = 0. 

<р0 (А) = <р0 (QAQт) 

<р 1 (А) = <р 1 (QAQт) 

<Јlт (А) = ~т (QAQT) 

(8.21) 

kao posledica linearne nezavisnosti elemenata skupa {1, А, ... , Ат} tj., <Jlk (А), 
(k = О, 1, 2, ... , т), su invarijante. Ocigledno је da se (8.20) moze napisati u obliku 
(8.14) kada se uzrne da је 

<Jlm+1 (А) = <Jlт+ z (А) = ... = 'Јlп- 1 (А) = О. 0 

Napominjemo jos da se (8.20) i (8.14) poklapaju kada је т= n - 1. Kada 
је т = О iz (8.20) i (8.21) dobijamo 

М (А)= q;01 (8.22) 

i <р1 (А) = q; 2 (А) = ... = <Јlн (А) = О. U tom slucaju сео prostor је karak­

teristican prostor funkcije М (А). 
U slucaju trodimenzionalnog prostora (8.14) postaje 

М (А) = q;01 + q;1A + q; 2A2
, <pk = <pk (ЈА, ПА, IIIA) (8.23) 

gde је k = О, 1, - 2 . 

Ako је tenzor А regularan (tj . det А =F 0), onda se (8.23) moze, pomocu Kejli­
-Hamiltonove teoreme, izraziti u obliku 

М (А) = 1р01 + 1р 1А + VJ_ 1A-1
, 1р1 = 1р1 (IA, ПА, IIIA), 

gde је l =О, 1, 1. 

Teorema о predstavljanju izotropnih linearnih funkcija 

(8.24) 

Linearna tenzorska funkcija. М= М (А), М, А Е У је izotropna ako i 
sато ako postoje skalari Л i џ takvi da је 

М (А) = Л (tr А) 1 + 2џА (8.25) 

za svako А Е У. 

Dokaz: Teoremu cemo dokazati koristeCi rezultate prethodne teoreme. 

Neka је М (А) izotr<.'pna f-j a i neka ј е 6 skup svih jedinicnih vektora. Za 
е Е 6 tenzor е®е ima karakteristicnt: vrednosti odredene skupom {1, О, ... , 0}. 
KoristeCi (8.19) mozemo sada pisati 

М (е® е) =Л (е) 1 + 2џ (е) е® е 
za svako е, gde је Л = ш 2 i 2џ = ш1 - ш2 • 
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Izaberimo е i ј Е!;. Tada uvek postoji ortogonalno Q za koje је Qe = ј. 
Posto је Qe'2) eQт = !®! i М (А) izotropna f-ja sledi da је 

QM (е® е) Qт - М (J®f) = 

= [Л (е) -}.(Ј)] 1 + 2 [џ (е) - џ (Ј)] f ®f = О, 
i1i 

Л (е) = Л(Ј), џ (е) = џ (Ј) (8.27) 

s cbzirom na linearnu nezavisnost {1, ! ®!}. Prema tome .Л i џ moraju Ьiti konstante 
tako da (8.26) postaje 

М (е® е) = J..l + 2џе®е. (8.28) 

Neka је sada А neki proizvoljan simetrican tenzor u У'. Na osnovu spektralne 
teoreme је 

n 

А= L a/ee®el 
i- 1 

gde su karakteristicni vektori ei ortogonalni, tj., е1 • е1 = о11 • Tada s obzirom 

na (8.28) i linearnost М (А) imamo 
,....,. ,_.n n,_. 

М (А)= М ( L а 1е1® е1) = L а1М (е1®е1) 
i=l i - 1 

n 

= 2: а1 (Л1 + 2џе1®е1) 
i= l 

n n 

=Л ( 2: а1) 1 + 2џ L а1е1®е1 
i=l i = l 

=Л (tr А) 1 + 2џА 
" jer је tr А = L а1 • 

i - 1 

Obrnuto, neka (8.25) vazi. Tada је 

QM (А) Qт = ). (tr А) 1 + 2џ QAQт 
= А [tr (QAQT)] 1 + 2џ QAQт 
= M(QAQT), 

tj. , М (А) је izotropna f-ja. D 
Pri predstavljanju izotropnih tenzorskih funkcija mozemo koristiti teoremu 1 

odeljka 4. Primenimo је na slucaj invarijante ср (А) =ср (!1, • •• , In) koja је nepre­
kidna i diferencijaЬilna funkcija glavnih invarijanti I~c. Na osnovu navedene teo· 
reme 1 gradijent (/ЈА (А) је izotropna tenzorska funkcija i data је izrazom 

(8.29) 
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gde smo koristili (4.9). Za n= З doЬijamo 

дq; = ( дq; дq; 1 +_!:Е._ п) 1- ( дq; _!:Е._ 1) Ат+ .!:L (А2) т. (8.ЗО) 
дА д! + дП дП! дП + дП! дП! 

Za regularan tenzor А ova jednakost se moze predstaviti u oЬliku 

(8.31) 

kada se, s obzirom na (4.15), uzme u obzir da је 

А2 = ЈА -П 1 + ЈП А-1• (8.32) 

Komponentalni oЬlik (8.31 ) је dat izrazom 

дq; = (дq; + дq; I) gkl _ дq; А~"+ __!L ЈП (Aik)-1. (8 .33) 
дАk1 д! дП дП д!П 

Ako је invarijanta q; (А) izrazena preko momentnih invarijanti, tj., ako је 
q; (А) = q; (1 1, . . . , l n), onda је 

дq; = i д~ дlk = i k д~ (Ану (8.34) 
дА k = l дlk дА k~ l дlk 

kada se uzme u obzir (4.17). 

Za n = З iz (8.34) se doЬija 

дq; = д~ 1 + 2 дq; АТ + з дq; (А2) 7' 
дА дi ап дПI 

(8.35) 

ili, u komponentalncm oЬliku, 

(8.36) 

KoristeCi teoremu 1 odeljka 4 rooze se pokazati da vaze sledeci rezultati : 

Vektorska funkcija v = v (А, и) kao funkcija simetricnog tenzora А 
vektora и је izotropna ako i samo ako se moze predstaviti и oЬliku 

(8 .37) 

gde su q;" (k = О, 1, 2, ... , n - 1) simultane invarijante od А i и ж· mogui 
Ьiti izrazene kao funkcije invarijanti (7.15). 

Na isti naCin se rooze pokazati da polinomijalna izotropna tenzorska funkcija 

М= М (А, В), А, ВЕ;(, glasi 

М = 1p0l + 1р1А + 1р 2В + 1р3А2 + 1р4В2 + 1р5 (АВ + ВА) 
(8.38) 
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gde su 1р0, • •• , 'f/Js polinomi deset osnovnih invarijanti 

tr 14, tr 142, tr 143, tr ЈЈ, tr ЈЈ2, tr 1Ј3, 

tr (141Ј), tr (141Ј2), tr (ЈЈЈ42), tr (142ЈЈ2). 
(8.39) 

U slucaju tenzorskih izotropnih funkcija vise nezavisno promenljivih tenzora ili 
vektora proЬlem је znatno slozeniji. Potpunija literatura s tim u vezi moze se naci 
u monografiji NLFT. 
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С. О Pfafovim jednacinama 

PFAFOVA JEDNACINA 

Razmatranje cemo vrsiti u odnosu na Dekartove koordinate х, (i = 1, 2, ... , п) 
n-dimenzionalnog euklidskog prostora Еп, s obzirom da је prostor nasih fizickih 
dogadaja euklidski. 

Linearna diferencijalna jednacina 

X,dx1 = О, ( l) 

gde su velicine Х1 = Х1 (х1) neprekidne i diferencijaЬilne. funkcije svojih argume­
n ata, naziva se Pfafova jednaCina. 

Potpuno integrabllna Pfafova jednacina 

Definicija: Pfafova jednacina је potpuno integrabilna ako postoji funkcija 

fl = fl (х1), (2) 

koja, pomnozena sa levom stranom jednacine (1), ovu pretvara и totalni dijeren­
cijal neke funkcije ф = ф (х1 ), tj. 

dф = flX1dx,. 

Takva funkcija fl se naziva z"n tegraa·oni faktor. Tada је 

дф 
- - = fi.Xp 
дх, 

pod uslovom da desna strana ( 4) zadovolj ava uslove integraЬilnosti 

д2ф д2ф 
---= 0. 

374 

(З) 

(4) 

(5) 



S obzirom n a ( 4) ovi uslovi postaju 

Х,,1 - Х1,, +Х, (log џ),1 - Х1 (log џ),, = О, 

gde l},<c oznacava parcijalni izvod ро х,. 
Mnczenjem ove relacije sa Х" dobiajmo 

(Х ц - Х1 ,1) Х" + X ,Xk (log џ),1 - Х1Х" (log џ),, = О, 

-odakle ciklickom permutacijom indeksa i, ј i k sledi 

(Х1.~: - Xk.1) Х, + Х1Х, (log џ)," - XkX, (log џ),1 = О, 

(Хџ -Х,,,.) Х;+ XkX; (log џ),, - Х,Х1 (log џ),k = О . 

Njihovim saЬiranjem doЬijamo sistem jednacina 

а11~с = (Х,,1 - Х1,;) Х"+ (X1.k- Xk,1) Х, + (Xk,c - X,,k) Х1 = О (6) 

k oji predstavlja uslove integrabilnosti Pfafove jednacine (1). 
Lako је pokazati da је a11k potpuno antisimetrican sistem treceg reda da, 

prema tome, broj jednacina (6) koje nisu identicki jednake nuli iznosi 

(;) = n (п - 1~ (n - 2). 

Ove jednacine nisu sve nezavisne. Zaista, ako Ьi napisali cetiri jednacine koje 
sadrze tri od cetiri velicine Х,, Х;, Xk, Х, svaka od ovih jednaCina Ьi se mogla 
izvesti preko ostalE tri. Zbog toga broj nezavisnih uslova intetgraЬilnosti (6) iznosi 
svega 

1 
-(n - 1) (n - 2). 
2 

(7) 

Odavde se vidi da su za n = 1, 2, tj. za slucaj Pfafove forme jedne ili dve nezavisno 
promenljive, uslovi integraЬilnosti identii':ki zadovoljeni . 

Teorema 1: Uslovi (6) su i potrebni i dovoljni za potpunu integraЬilnost 
Pjafove jednacine (l). 

Dokaz teoreme 1: Da su шlovi (6) potrebni sledi iz ovde iznetog njihovog iz­
vodenja. 

Za dokaz dovoljncsti uslova (6), tj., egzistencije integracionog faktora џ Pfafove 
jednai':ine (1), prethodno cemo dokazati pomocni stav 

Ako је 
aii" (Х)= О, 

gde је auk dato sa ( 6) 1, onda је i 

а0" (Л.Х) = О, 
gde је Л (х1) proizvoljna, neprekidna funkcija svojih argumenata. 

(8) 

Dokaz stava: Prema definiciji а11" sledi, posle kratke i proste rai':unice, da ј е 

c ime ј е stav dokazan. 
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Dalje cemo se iz praktienih razloga ograniciti na slucaj tri nezavisno promen­
ljive х, у i z; uvodenjem oznaka Р = Х1, Q = Х2 i R = Х3, ( l) i (6) mogu se 
izraziti u obliku 

gde је F = (Р, Q, R). 

Pdx + Qdy + Rdz = О, 
F · rot F = О, 

(}.F) · rot ЛF = О, 

(9) 

(Ј О) 

(11 ) 

Prema uslovu zadatka, uslovi integraЬilnosti (10) su zadovc:ljeni. Dokazacemo 
da је to i dovoljno za postojanje iцtegracionog faktora џ jec,nacine (9) ili funkcije 
4> (х, у, z) ciji su odgovarajuci parcijalni izvodi proporcionalni funkcijama Р, Q 
i R. U tom cilju, privremeno, pretpostavimo da је z parametar koji se ne menja и 
(9), tako da (9) postaje 

Р (х, у, z ) dx + Q (х, у, z) dy =О. (12) 

Poznato је da је diferencijlna jednacina dve promenljive ovog oblika uvek integra­
Ьilna. То znaci da postoji fиnkcija, recimo И (х, у, z), takva da su njeni izvodi 
proporcionalni sa Р i Q. Prema tome, mozemo pisati 

И (х, у, z) = С, С= const, (13) 

дИ дИ 
дх = џР, ду = џQ. (14) 

Smenom (14) и (9) doЬijamo da је 

1 дИ 1 дИ 
--dx + --dy + Rdz =О, 
џ дх џ ду 

za svako z. Dodavanjem i oduzimanjem clana __!_ Rdz ovaj izraz se moze pisati 
џ 

u ob1iku 

ili 

gde је 

- dx + - dy + ~ dz + p,R - -- dz = О, дИ дИ дИ ( дИ) 
~ ~ ~ ~ 

dU + К (х, у, z) dz = О, 

дИ 
K(x,y,z) = p,R - -- . 

дz 

Iz ovog izraza i ( 14) s1edi da је 

дИ 
џР=~, 

дх 

дИ 
нО= ­,-_ ду' 

дИ 
џR= - + К, 

дz 
ili 

џF = grad И + К, 
gde је К = (0, О, К). Tada је 

rot џF = rot К, 
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Jer је rot grad И = О. KoristeCi оvи relacijи и (11) doЬijamo da је 

џF·gradџF =дИ дК _дИ дК = д(И,К) = О. 
дх ду ду дх д (х, у) 

То znazi da i:t..medи И i К postoji funkcionalna relacija koja ne sadrzi ni х ni у, tj . 

К= К(И,z). (17) 

Tada jednacina ( 15) postaje 

dИ +К (И, z) dz = О, 

tj., diferencijalna jednaCina dve promen1jive koja је integraЬilna. Njeno resenje 

ф (И, z) = const. 

posle smene ( 13) postaje funkcija 

Ф (х, у, z) = ф (И (х, у, z), z) 

koja је resenje polazne diferencijalne jednacine (1) i koje glasi 

ф (х, у, z) = const. 

(18) 

(19) 

OCigledno takva jednacina onda posedиje i integracioni faktor. Time је dokaz 
teoreme 1, и navedenom slисаји, zavrsen. 

Napomena 1. Integracioni faktor џ potpиno integraЬilne Pfafove jednacine 
(1 ) nije jedinstven. Zaista, za integracioni faktor џ kome odgovara funkcija ф, 
takva da је 

svaka funkcij a џ' definisana sa 
, dФ 

џ = џ­

dф 

gde је Ф (ф) proizvoljna, ali jedncznacna, neprekidna i diferencijaЬilna funkcija 
od ф, је takode integracioni faktor. Tada 

џ'Х;dх; = џХ,dх1 ~~ = dФ, 
dф 

tj., tako odredenom integracionom faktoru џ' odgovara funkcija Ф kao re8enj~ 
Pfafove diferencijalne jednacine (1). Jasno је da 

Ф = k 

povlaci za sobom relaciju 

ф = k' 

gde је k' = Ф (k). Ove relacije definisu istu jednoparametarsku familiju 1:1iper­
povrsi u En tako da kro2. datu tacku u En prolazi samo jedna takva hiperpovrs. 

Napomena 2. U opstem sllicaju, sa teorijskog stanovista, а posebno sa sta­
novista njene priment. и termodinamici na prvi zakon termodinamike, znacajna је 
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Теотеmа 2: Potreban z' dovoljan uslov da Pfafova jednaCz'na (1) bude z'ntegra­
Ьilnajeste da пјепе promenljzve х, zadovoljavaju relaczju 

(а) 

Dokaz: Oznake cemo pir1agoditi tumacenju u termodinamici izvedenih rezulta­
ta, а posebno ode1jka (V. 12). 
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Uslov (а) је potтeban. Neka је (1) integrabilno. Tada vazi ( 4) u oЫiku 

х~= таТЈ (Ь) 
axl 

Pfafova jednacina sada glasi 

dТЈ =О 
i1i 

ТЈ (х1) = const . 

sto pokazuje potrebnost u s1ova (а). 

Uslov (а) је dovoljan. Znaci, ako (а) vazi onda u Е,. ono predstavlja 
hiperpovrs. u tom prostoru jednaCina te hiperpovrf.i moze biti data 
и parametarskom oЬliku 

х' = Х1 сиа.) (ех= 1, 2, .. . ,n- 1) 

gde su ua. koordinate na hiperpovrsi. 

Definisimo koordiг.atnu transformaciju 

х, =х, (Ua., ~), 

tako da је koordinatna 1inija ~ upravna na hiperpovrs (а). N joj inverzne 
re1acije su 

ua. = иа. (х,) 

~ = ~ (хЈ. 
Tada је, zbog ortogona1nosti ~ na hiperpovrs (а) 

aua. а~ = 
0 

ах, ах, 
(с) 

[Radi definisanosti, neka је hiperpovrs (а) odredena sa ~ = О ili sa jed­
nacinaтa 

х, = х, (Ua., О) = х' (Ua.).] 

u odnosu na tako izabrani koordinatni sistem komponente vektora xl 
postaju У, koje se odreduju iz izraza 

у = Х axl_ 
а. 'aua. 

у =х. дх, 
• , а~. 



Takode је 

(d) 

KoristeCi ove relacije и (1) doЬijamo odgovarajиcи Pfafovи j:o:dnacinи 
и odnosи na novoizabrani ko~rdinatni sistern (И''-, ~), koja glaJi 

Y .. dU« =О 
s obzirorn na (с). 
U ovoj jednacini sи sada dU .. potpиno proizvoljne veliCine zbog cega 
rnora Ьiti 

za svako ех:= 1,2, .. . ,n -1. 

T ada se (d) svodi na ob1ik 

sto је potpuno ekviva1entno sa (Ь ), t-ako da se У< rnoze identifikovati 
sa Т, а ~ sa rJ. 

Tirn~ је dokaz dovoljnosti zavrsen. D 

Na osnovu ov~ teorerne vidi se, iz (Ь), da је 

Т = Т(х,), 

zentropska povrs, tj., povrs za kоји је rJ = const. 
Uslov ortogonalnosti (с) narn ornogиcиje da se pokaze ф sи i kontravarijantne 

..kornponente У" = О, jer је 

Dostupne i nedostupne tacke. Karateodorijeva teorema 

U Е3 farnilija povrsi ф (х, у, z) = с, koja је resenje jednaCine (9), је na slici 54. 
Svaka od njih irna osoЬinu da је njihov linijski elernent dr (dx, dy, dz) иpravan 

na vektor F (Р, Q, R) и datoj tacki povrsi, saglasno diferencijalnoj jednacini (9). 
Do opstijeg zakljиcka rnozernc da dodajerno ako razrnatrarno vektorsko ро1је F. 

](ао sto је poznato, ono jednoznacno odredиje vektorske linije koje sи prikazane 
.na slici. Za takve linije resenja ф (х, у, z) = с potpиno integraЬilг.e Pfafove dife­
rencijalne jednacine predstavljajи jednopararnetarskи farnilijи povrsi иpravnu na 
vektorske iinije vektorskog polja F. 

OCigledno је da i Ьilo koja linija и Ьilo kojcj povrsi ф = const. је takode 
resenje diferencijalne jednaCine (9). N a osnovи toga i prethodne napoщene, rnozerno 
zakljиCiti: ~ve takve rnogиce krive оЬrаzији jednoparametarskи farnilijи povrsi 

·Ф = с. Prerna torne, nernogиce је naCi krivи, koja је re.5enje potpuno integraЬilne 
Pfafove diferencijalne jednaCine, а koja Ьi pripadala dverna povrsirna iz skиpa 
pCivrsi ф = с, bez obzira koliko te povrsi Ьile bliske. 
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у 

х 
Sl. 54 

Na taj nacin dolazimo do pojma matematicke dиstupnosti, odnosno nedos-
tupnosti. 

Definicija: Dve tacke se nazivaju dostupnim ako moze da se nade kriva 
koja ih spaja а koja је resenje Pfafove diferencijalne jednaCine (9). Tacke 
za koje ne postoji takva kriva nazivaju se nedostupnim. 

Ј asno је, na osnovu svegз. do sada recenog, da par dostupnih tacaka za potpuno 
integraЬilnu diferencijalnu jednaCinu (9) lezi n a istoj povrsi jedne od jednopara­
metarskih familija povrsi ф = с. Na primer: taCke 1 i 2 kao i 3 i 4 su parovi takvih 
tacaka dok su tacke 6 i 7 nedostupne tacki 5. Time је dokazana Karateodorijeva 
teorema: 

И okolini bilo koje tacke А, bez obzira koliko ta okolina bila mala, и vek­
torskom polju kojem odgovara potpuno integrabilna diferencijalna jednacina 
(9) postoje tacke koje su nedostupne tacki А duz krivih koje su resenja dife­
rencijalne jednacine (9). 

Pfafova jednacina nije potpuno integraЬilna 

U tom slucaju је 
F · rot F =Р О (20) 

tj ., nisu zadovoljeni uslovi integraЬilnosti (10). Tada ne postoji integracioni faktor џ 
niti resenje ф (х, у, z) = с koje pr{:dstavlja jednoparametarsku familiju povrsi. 
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Tada trazimo resenje u oЬliku krive. U tom slucaju се u Pfafovoj jednaCini 
{9) samo jedna od promenjivih х, у i z Ьiti nezavisna. Njena integracija sadrzi u 
.seЬi veliki stepen proizvoljnosti. 

Mozemo uzeti proizvoljnu funkciju 
1р (х, у, z) = О, (21) 

.koja predstavlja, sa geometrijskog stanovista, neku povrs u Е3 i potraziti na njoj 
krivu koja Ьi Ьila resenje jednacine (9). Na toj povrsi је oCigledno 

д1р dx + дtр dy + д1р dz =О. (22) 
дх ду дz 

Tada iz (22) i (9) doЬijamo 

(R д1р - Р д1р) dx + (R д1р- Q дtр) dy =О. 
дх дz ду дz 

(23) 

Eliminacijom z pomocu (21) u ovoj jednacini doЬijamo jednacinu oЬlika 
M~~~ +N~~~=O (Щ 

·koja је integraЬilna. Neka је 
ф(х,у)=k (25) 

Iesenje ove jednacine. Tada presek povrsi 
1р (х, у)= О ф (х, у)= k, (26) 

-odreduje trazenu jednoparametarsku familiju krivih na povrs1 1р (х, у, z) = О. 
Jasno је da se tako odredene krive na povrsi 1р (х, у, z) = О ne seku, jer se cilind­
:ricne povrsi (25), kao resenje jednacine (24) ne seku. 

Na slici 55 је geometrijski prikaz krivih odredenih sa (26). 

z 

у 

Sl. 55 
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Tako doЬijene krive su u svakoj svojoj tacki upravne na ve1."tor F. Za povrs 1Jl = О 
to ne vazi, jer su za to potrebne najmanje dve krive na 7р koje se seku i na koje Ьi 

vektor F и njihovoj presecnoj tacki Ьiо upravan. Kako se krive na 7р, odt·edene 
jednacinama (16), ne seku (kac sto smo istakli) taj uslov nije zadovoljen. 

Izborom druge povrsi, recimo q; (х, у, z) = О, istim postupkom odredili bismo 
novu jednoparametarsku familiju krivih koje su resenje polazne Pfafove jednacine 
(9). Jasno је da se te krive na povrsi q; = О ne seku i da njihov oЫik zavisi od izbora 
povrsi q; = О. 

а 

у 

х 

SI. 56 

То znaCi da za neku izabranu tacku u Е3, recimo tacku 1 na slici 56 а, 
i za neku proizvoljnu povrs 7р = О kroz tu tacku uvek mozemo odrediti krivu na 
toj povrsi kroz tu tacku koja Ьi Ьila resenje jednaCine (9). 

Ako se kroz tu tacku povuku sve moguce povrsi, ili, sto se svodi na isto, ako 
se povrs "Р= О, zamisljamo, neprekidno deformise na sve moguce naCine, onda 
tako dobljene sve moguce linije kroz tu tacku nece obrazovati element povrsi nego 
element prostora. U samoj tacki sve one moraju Ьiti upravne na vektor F, tj. njihove 
tangente leze и ravni (ј upravnoj na F u toj tacki (sl. 56 Ь). То znaci da su 
tacki 1 dostupne sve taCke njene okoline, tj. da uvek postoji kriva koja spaja t acku 
1 sa Ьilo kojom tackom njene okoline, а koja је resenje Pfafove jednaCine (9). 
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Pfafova jednacino је integraЬilna 

U slисаји kada је F · roc F = О, t j., kada је Pfafova jednacina (9) potpиno 
integraЬilna, moze se prethodni postиpak primeniti za odredivanje krivih k;:>je sи 
resenje te jednaCinev Medиtim, и tom slисаји је Pfafova jednacina (9) potpиno· 
integraЬilna i prema definiciji postoji funkcija Ф (х, у, z) takva da ј е 

grad Ф = џF ili 
1 дФ 1 дФ 1 дФ 

џ= --=-- =--. 
р дх Q ду R дz 

Povrs Ф (х, у, z) = const. је, prema tome, и svakoj tacki иpravna na F. Jednacina: 
(23) se onda moze napisati и oblikи 

(дФ дv-- дФ дtр) dx + (дФ дtр - дФ дtр) dy = О 
дz дх дх дz zд ду ду дz 

(27) 

odakle se vidi da dalji postиpak zavisi od odnosa funkcija Ф i tp. 

Za Ф =F tp prethodno izneti postиpak и potpиnosti vazi. Ako је pak tp = Ф~ 
onda se jednacina (27) svodi na identitet 

О · dx + О · dy = О. 

Tada ne postoji fиnkcija ф (х, у) = const. koja Ьi za tako izabranи funkcijи "1' 
Ьila re5enje jednacine (24). То znaci da је Ьilo koja kriva za tako izabrano tp resenje 
jednaCine (9), Ш, kratko receno, cela povr~ tp = const. је и svakoj svojoj tacki иpravna 
na vektorsko polje F. 

Sada mozemo preC:i na obrnutu Karateodorijevu teoremu: 

Ako vektorsko polje ima osobinu da, za proiz·voljnu okolinu Ьilo koje tacke 
и tom polju (та koliko ta okolina Ьila mala), postoje tacke koje su пјој ne­
dostupne, ondr:t је Pfafova jednacina, koja odgovara tom vektorskom polju.,. 
pиtpuno integraЬilna. 

Ova i prethodna teorema mogu se sazeti и jednи matematicku formulaciju 
Karateodorijeve teoreme: 

Pfafova diferencijalna jednacina (9) је potpuno integraЬilna ako i sam о ako­
u okolini tacke А и vektorskom polju F, kome odgovara diferencijc.lna jedna­
cina (9), postoje пјој nedostupne tacke. 

Dokaz obrnute Karateodorijeve teoreme. Postoji vise dokaza ove teoreme. Mi 
cemo se zadrzati na geometrijskom dokazи koji је dao Karateodori i koji је baziran 
па dosadasnjem geomt...trijskom prilazи. 

Neka и okolini proizvoljne tacke А, и domenи definisanosti vektora F, prema 
obrnиtoj teoremi Karateodori, postoji beskonacno mnogo njoj nedostиpnih tacaka, 
pri сети је tacka N jedna od njih (sl. 57 а). Neka је а linija kroz А, koja nije 
resenje Pfafove jednacine (9). Takve linije иvek postoje. Bez guЬlj~nja u opstosti 
mozemo uzeti da је а prava linija. Kroz tu pravи i tackи N mozemo postaviti 
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recimo, ravan n ili Ьilo koju drugu povrs. Na toj ravni n, kao i na svakoj drugoj, 
povrsi, postojace kriva с kroz N koja је resenje- jednacine (9). Ova kriva ne moze 
prolaziti kroz А, jer Ьi tada tacka N njoj Ьila dostupna, sto је suprotno pretpostavci. 
Neka kriva с preseca pravu а u tacki В. Pogodnim izborom tacke N moguce је 
tacku В uciniti Ыiskom tacki А koliko zelimo. То dokazuje da u okolini tacke А 
na pravoj а postoje tacke nedostupne tacki А, jer su dostupne tackama N koje su 
nedostupne tacki А. Ove tacke В lezace sa оЬе strane tacke А na pravoj а, Ыisko 
tacki А koliko zelimo. 

а. 

в 

А 

(а) (Ь} 

Sl. 57 

Izaberimo sada pravu l paralelnu sa а, vodeCi racuna о tome da l takode nije 
resenje jednaCine (9). Kroz ove dve prave, а i /, mozemo provuCi cilindricnu povrs 
и 1 • Na toj povrsi mozemo, na poznati nacin, odrediti krivu р1, kroz А koja је resenje 
jednacine (9). Ova kriva seci се pravu l u tacki L. Za neku drugu cilindricnu povrs 
и2 kroz а i l postojace druga kriva р2 kroz А koja је resenje jednacine (9). Ova 
kriva mora seCi pravu l u istoj tacki L kao i prava р 1 • U protivnom, kao sto је pri­
kazano na slici 57 pod Ь, iz tacke М, М -=1= L, Ьilo Ьi moguce pomocu krive р3, 
kao resenja jednaCine (9), doci do tacke D (D -=1= А) na pravoj а. Onda Ьi tacka D 
Ьila dostupna taCki А duz pravih р 2 i Р з kroz М. Medutim, to је suprotno onome 
sto smo prethodno pokazali, naime, da tacke u okolini taCke А, na pravoj а, moraju 
Ьiti njoj nedcstupne. 

Zamislimo sada neprekidan niz cilindricnih povrsi и kroz prave а i l. Na 
svakoj od njih postojace kriva р koja је resenje. jednacine (9) i koja prolazi krcz 
tacke А i L. Ocigledno је da sve te krive obrazuju povrs .Е koja prolazi kroz tacke 
А i L i prave Р1 i Р2· 

Variranjem tacke А doЬili Ьi familiju nepresecajucih povrsi, jer Ьi u protivnom 
tacke na pravoj а, u okolini tacke А, njoj Ьile dostupne. О 
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Napomena З. ·и slucaju kada ne bi postojale nedostupne tacke, Ьiо bi moguc 
slucaj Lp1Ap2Mp3D koji је prikazan па sl. 57 Ь . Tada bi krive р1, 
р 2 i Рз ispunjavale element prostora i пе bi cinile povrs. 

EGZISTENCIJA ENTROPIJE 1 TEMPERATURE 

U odeljku (V.12), u slucaju reverziЬilnih i ireverziЬilnih sistema, uvedena 
ј е temperatura Т kao promenljiva stanja. Dalje је pokazana, koriscenjem Karateo­
dorijevih postulata i teoreme, cgzistencija entropije 'УЈ kao funkcije stanja. 

Moguce је, pod odredenim pretpostavkama, pokazati egzistenciju entropije 
(i temperature) .za reverziЬilne i ireverziЬilne sisteme bez prethodnog uvodenja 
temperature- kao promenljive stanja. То cemo ovde ilustrovati. 

ReverziЬilan sistem 

Dejinicija. Za sistem se kaze da је reverziЬilan: 

а) ako је, za adijabatske procese, njegova unutra.snja energija е funkcija 
samo deformacije х, i 

Ь) ako su sile Х, и Pfafovoj formi prvog zakona termodinamike funkcije 
unutrasnje energije е i deformacije х,. 

Ova definicija је u saglasnosti sa (5.12.5) kojom је definisan reverziЬilan sistem 
i za koji је pretpostavljena а priori egzistencija temperatшe Т. Zai&ta, iz (5.12.5) 1 
sledi da је 

Т= Т(е, х,) . (1) 

Smencm ovog izraza u (5.12.5) 2 doЬijamo 

Х, = Х, (е, х;) (2) 

sto је u saglasnosti sa stavom ь) definicije. 
Takode, s obzirom na (5.12(i)) iz (5.12.5)1 vidi se da је 

е=е~Ј (~ 

sto је u saglasnosti sa stavom а) iste definicije. 
Tada prvi zakon termodinamike (5.12.6) mozemo pisati u oЫiku 

~-~~~~=4 ~ 

Prema Karateodorijevoj .teoremi Pfafova forma, definisana levom stranom ovog i.z­
raza, је integraЬilna ako u okolini neke tacke G0 u prostoru promenljivih е i х1 po­
stoje tacke koje su njoj nedostupne duz krivih koje su resenje Pfafove jednacine 

de - Х1 (е, х1) dx1 = О. (5) 

Medutim, kao posledica Karateodorijevog postulata, ovaj uslov је zadovoljen za re­
verziЬilne i adijabatske procese. Prema tome, odgovarajuca Pfafova forma ( 4) је inte­
graЬilna. Saglasno definiciji integraЬilnosti Ьiсе 

de - Х1 (е, х,) dx, = fJ (е, х,) d'Yj (е, х1), (6) 
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gde је 

(7) 

То znaCi da integraЬilnost prvog zakona termodinamike za reverziЬilne sisteme 
dovodi do egzistencije dve funkcije stanja О i 7Ј takvih da је 

О = О (Е, х,), (8) 

Ako se zameni uloga О i Е kao zavisne i nezavisne promenljive i иvede slobodna 
energija 1р (0, х;) preko izraza 

(а) 

onda se (7) moze pisati и oЬlik.и 

(10) 

Ovi izrazi sи identicni sa (5.12.17-18) na osnovи cega zak1jиcиjemo da 17 i О и 
(Ј О) nisи nista drиgo nego entropija "i temperatиra respektivno. 

lтeveтziЬilan sistem 

Definicija. Sistem је z·reve1·~ibilan ako је 

Х, =Х, (х1 , Е; q~), 

i Е nije funkcija od х1 z. qa.. Formalno, 

Е =1= ј (х,; qa.), 

gde sи q~ - иnиtrasnje promen1jive stanja. 

Prvi zakon termodinamike sada glasi 

dE - X i (Е, х1, q") dx, = i!q. 

(1 1) 

(12) 

(13) 

Neka tacka G0 и prostoru promenljivih Е i х, reprezentuje termodinamicko stanje. 
Onda, prema Karateodorijevvm postu1atu, postoje tacke и okolini tacke G0 kojo 
јој nisu dostupne procesima koji sи reverziЬilni i adijabatski, tj. duz krivih koje 
su resenje jednacine 

( 14) 

za qa. = const. 

Tada је, na osnovu Karateodorijeve teoreme, 1eva strana ( 13) integraЬilna, tj. 

(15) 

za qa. = const. 
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Prema tome, vazi stav 

Za ireverzibilne sisteme, za koje је q(f. = const., prvi zakon termodinamike 
је integrabilan. Tada za takve sisteme postoje funkcije (Ј koja se na.ziva 
temperatura i rJ koja se naziva entropija takve da su 

(Ј= е (е, х" q<t.); 'rJ = 'rJ (е, х,, qa.). 

Razmenom uloga funkcija е i (Ј kao zavisne i nezavisne promenljive, (14) postaje 
oЫika 

sto је identicno sa (5. 12.22). Tada ovde vaze i dalji zakljucci tog odeljka. 

Napomena. Pretpostavka da је е =е (х0 qa.) dovela Ьi nas do zakljucka da 
Ьi prvi zakon termodinamike Ьiо integraЬilan u prostoru promenljivih (s, х,, qa.) 

sa posledicom da је tada д-rр = о sto је suprotno pretpostavci da је sistem ire­
дq"-

verziЬilan. Otuda i zahtev ( 12). 

PFAFOV А FORMA 

Linearna diferencijalna forma oЬlika 

ф = X;dXp (1) 

naziva se Pfafova forma. Analizirajmo tri moguca slucaja forme ( 1): 

1. Ako је desna strana (1) totalг.i diferencijal neke funkcije w, tj. ako је 

(2) 

' дw 
-~ = хр 
дх, 

(3) 

funkcije Х, onda moraju zadovt. ljavati uslove 

(4) 

Nije tesko pokazati da su ovi uslovi i dovoljni za egzistenciju takve funkcij ~ w. 

Tako, na primer, u slucaju tri promenljive х, у i z, kada se Pfafova forma 
moze napisati u oЬliku 

dw = Pdx + Qdy + Rdz, (5) 

tj. kada, prema uslovima ( 4) vazi 

дР дQ 
- = - ' 
ду дх 

дR дР 

дх дz 
(6) 

387 



iz jednacine (З) se doЬija 

х у z 

w = Ј Р (х, у, z) dx +Ј Q (х0,у, z) dy +Ј R (х0,у0 z) dz +С, (7) 
Х о У о 

gde је С proizvoljna konstanta. 

2. Моgис је i slиcaj kada је 

џХ1dх.1 = dw, (8) 

tj ., kada postoji funkcija џ (х;) koja cini desnи stranи Pfafove forme totalnim dife­
rencijalom funkcije w. Тај slиcaj је detaljno razmatran и prethodnom odeljkи 
kada је pokazano da funkcije Х, morajи da zadovoljavajи иslove 

Takode је pokazano da su иslovi ( 4) i dovoljni za dovodenje Pfafove forme (1) 
na oblik (8) . 

3. U opstem slисаји Pfafova forma se ne moze izraziti и oblikи totalnog dife­
rencijala neke funkcije ali ји је moguce izraziti и prostijem tzv. kanonskom oblikи. 

Razmatrajmo to na slисаји forme tri nezavisne promenljive х, у i z 

(10) 

za kоји nisи ispunjeni uslovi (6) i (9). 

Potrazimo funkciju U (х, у, z) takvи da forma 

Р dx + Q dy + R dz- dU = Р1 dx + Q1 dy + R1 dz (1 1) 

zadovoljava uslove (9) ili 

р1 (дQ _ дR!) + Q
1 
(дR1 _ дР1 ) + R

1 
(дР1 _ дQ....!) = О, (12) 

дz ду ' дх дz ду дх 

gde sи Р1, Q 1 i R 1 dati izrazima 

дИ 
Р1 =Р-- , 

дх 

Tada (12), posle izvesnog sredivanja, postaje 

(~~_дР) дИ + (дR _ дР)~+ (дР_ ~q,) дИ = 
дz ду дх дх дz ду ду дх дz 

= р (дQ _ дR) + О ( дR _ дР) + R (дР _ дQ) . 
дz ду - дх дz - ду дх 
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Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini odgovara sistem obicnih diferencija1nih 
jednacina 

dx dy d.z 

д Q----аЈ5 = дR дР = дР дQ = 
дz ду дх дz ду дх 

dИ 

= р (дQ _ дR) + Q (~1!_ _ дР) + R (дР _ ~g) . 
дz ду дх дz ду дх 

(15) 

Svi us1ovi za postojanje resenja ovog sistema diferencijatih jednacina su ispunjeni 
(diferencijaЬilnost, nijedan brojite1j nije jednak nuli). Као funkciju w тоzето 
uzeti Ьilo koje resenje ovog sistema. UocavajuCi da forma (10) potpada pod s1ucaj 
(2), doЬijamo da је 

gde је V = _!__ 
џ 

Р dx + Q dy + R dz = И + V dw, (16) 

Na osnovu svega se moze zak1juciti da se Pfafova forma (10) svodi na jedan 
od tri kanonska oЫika 

dИ, VdV, dИ + Vdw. (17) 

Najmanji broj promenljivih, preko kojih se izrazava Pfafova forma, odreduje njenu 
k1asu. U slucaju tri promenljive, па osnovu (17) se vidi da ona moze p1ipadati 
prvoj, drugoj i trecoj klasi. 

IzjednacavajuCi sa nu1om Pfafovu formu doЬijamo Pfafovu diferencija1nu 
jednacinu. U slucaju 1. i 2. ona је integraЬilna dajuci resepja И = const. i w = 
= const. U opstem slucaju Pfafova diferencijalna jednacina, kao sto smo ranije 
zakljuCili, nije potpuno integraЬilna. 
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