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Predgovor

Ova knjiga predestavlja prvenstveno udzbenik kursa koji drzim na redovnim studijana Odseka za
matematicke, mehanicke i astronomske nauke Prirodno-matematickog fakulteta u Beograd. Moram odmah
dodati naponenu da pojedini njeni delovi ne spadaju u program redovnih studija, kao Sto ¢e, svakako,
odgovarajudi kurs uskoro obuhvatati i gradivo kojeg u ovon udzbeniku nema.

Kad se radi o nastavi teorije relativnosti postoje uglavnom dva pristupa. Prvi pristup, nazovamo ga
eupirijski, izlaze relativnost kao dodatak uz kurseve opste i teorijske fizike. Po njenu je ona preteZno
prikazana kao modifikovana njutnovska fizika. Drugi pristup, nazovamo ga deduktivni, izlaZe relativnost kao
deo diferencijalne geonetrije, sa uzgrednim napomenama o fizici; on sve viSe osvaja savremenu, narocito
monografsku, literaturu. Ova knjiga ne pripada matici ni jedne od te dve struje, mada ima uzore i izvore u
nekim poznatim udbenicima i monografijana. Ja se nadam da ¢e ona biti korisna ¢itaocima razlicitih sprema
i zaninanja, podlazunevajudéi tu, pored onih kojima je namenjena kao udibenik, i nastavnike srednjih $kola,
studente fizike i tehnickih struka.

U prvon delu, specijalnoj relativnosti, izlaganje je dosta postupno i induktivno. U nehanici sistema
i neprekidne sredine drzao, sa, naravno uz dosta izmena, pristupa za koji se opredelio, a dobrim delom
i izgradio, Synge. On je, za moje shvatanje, po jednostavnosti i ubedljivosti, najbolji. U izlaganju opste
relativnosti, koja je po svojim rezultatima, a i kao oblast rada, daleko razgranatija, razumljivo je da nena
takvog jedinstva. Tamo sam se potrudio da iznesem glavne Cinjenice koje treba da upozna Citalac koji se
interesuje za tu obrast. Pomenimo, izmedu ostalog, da je pristup teoriji gravitacionih talasa prvenstveno
zasnovan na onom §to su dali Lichnerowicz i njegova Skola. Matenaticke dopune date su u obimu koji je
neophodan za nposrednu primenu. Izvodenja su ponekad vrlo elementarna, vazan je samo cilj. Uopste uzev,
prednost ima iznoSenje ¢injenica nad interpretacijana, kao $to su, na primer, varijacione metode ili posebni
formalizmi. Dodaci A, B, C ne predstavljaju pomoc¢ne, ili manje vazne, odeljke, ve¢ jednostavno nisu mogli
biti skupljeni u posebnu glavu. U nekom eventualnom slede¢em izdanju bilo bi ih svakako vise. Neki od
zadataka, oni najvredniji, izabrani su tako da dopunjavaju tekst.

Pored spiska koriSéenih udZbenika i monografija, datog na kraju knjige, navedeni su, uz tekst, pojedini
radovi koji su u neposrednoj vezi s njim. Tih radova nema mnogo, i ja sam, pri njihovom izboru, bio daleko
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od neke sistematicnosti, Sto je u danaSnje vreme, uostalom, vrlo teska stvar.
Zahvaljujen mone ucitelju, akademiku profesoru Dr Tatomiru Andelicu i kolegi Dr Marku Leku, vanred-

nom profesoru, koji su procitali rukopis knjige, dali svoje primedbe i preporucili ga za Stampu. Dugujem
zahvalnost i mone uceniku Bogdanu Grujovicu, koji je napravio lepe crteZe prema mojim, ¢esto nejasnim,
uputstvima, a vise njih znatno poboljSao. Bez ove ponodi i kritike recenzenata ovaj udzbenik bio bi u osetnom

gubitku.
11. decembar 1979. 1. S. L.
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Uvod

Uvod

Mi u relativnost ulazino preko specijalne teorijet koja se pojmovno i istorijski naetavlja na njutnovsku
fiziku. To znaci da 6euo za okvir naBi-h opaZanlJa, prostor, snatrati da Je euklidski, odnosno, da budemo u
skladu s relativuoEdur smatra- 6emo da svaki posnatrad koJi se kre6e neubrzaao opaZa prostor kao euklidski.
Slede6e pitanJe odnosi se na nerenje rrrenenekih iutervala i duZina. U njutnovskol kinematici vrene Je bilL.o
sbva6eno kao apso3-utno, to Jest takvo da nu je tok Jedinstven u odnosu na sve posnatrade, pod uslovon da
nehanizni koJi ga tnere budu za6ti6eni od EiniLaca koii bi naruSavali raYnornernost nJihovog rada. Isto je
vaZilo i za duiine. ?0 epecijalnol relativnosti, uedutim, pitanje postojanja ili nepostojanJa iedinstvenog toka
vreurena i vrednosti duZina vezuJe se za jednu pojavu koJa u nju?aovekol nehanici ne igra nikakvu posebau
ulogu, za brzinu svetLosti. Inogo je puta doead potrrdena dinjenica da svetlost ne nenJa brzinu usled kretanJa
posnatrada prena nJenon izvoru. U speciJalno] relativnosti se kao oEiaovtra postavka uzima da Je brzina
evetlosti u praznon prostonr naJve6a nogu6a, i da Je koustantna u odnosu na 6ve posnatrade. Prostorne
koordinate i vreme, koJi odreduju neki dogadaj, uskladivabemo tako da vaZi ova postavka. Dalje se postavla
pitanJe DBSo Ukoliko nena nekog procesa tro6enja, ona ie po njutnovskoJ dinanici konetantnat to jest
nezavisna od. kretanja. Odgovor na to pitanJe po specijal- noj relativnosti je da se vrednosti nase i energiie
noraju, u zavisnosti od kretanJa, uskladiti sa osnovnon postavkon o konstantnosti brzirfe svetlosti. NaJzad
postoji jedno poLje si3-a koje nebemo razmatrati, a to je gravitaciono polie. U specijalno’j relatirmosti sil- a
teZe se ne posmatra ni u njutnovskoJ aproksimacili. lzudavabemo fizidke pojave samo u eludaJevima kada
se ona opravdano moZe zanemariti.
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1. Svet specijalne relativhosti

Pojam Svet

Kao $§to je poznato, fizicke pojave se u specijalnoj teoriji relativnosti posmatraju u prostor-vremenu, ili
Svetu, Cije se tacke, odredene u odnosu na neki sistem referencije koji meri protorne i vremenske koordinate,
nazivaju dogadaji. Uzmimo jednu materijalnu tacku. Niz poloZaja koje ona zauzima u prostoru, posmatan i
meren iz naseg sistema, leZi na jednoj liniji, ili prostorvremenskoj putanji, koju ¢erno nazivati svetska linija.
Deo svetske linije koju je materijalna tacka opisala do sadasnjeg trenutka, po nasem nerilu, nazivacemo
istorija materijalne tacke. Dodajemo, uz te osnovne definlclje, da éemo prostorno-vremenki sistem zvati
posmatrac ili posmatracki sistem.

Prostor-vreme, odaosno Svet, deli se, u odnosu na svaki dogadaj, na proslost, istovremenost, buduénost
i nulti konus. U njutnovskoj kinematici mogla je postojati samo jedna istovremenost, bolje re¢i sadaSnjost,
a to je prostor u kojem se, u svakom trenutku jedinstvenog vremena nalaze svi objekti koje uo¢avamo. U
specijalnoj relativnosti, medutim, istovremenost jednog dogadaja preastavlja deo Sveta koji od proslosti i
budénosti odvajaju zraci po jednog od polukonusa koji sacinjavaju nulti konus, a susti¢u se u tom dogadaju.
Zraci nultog konusa jednog dogadaja imaju odredeno fizicko tumacenje koje ¢emo dati kasnije, a dogadaji
koji na njima leZe ne spadaju ni u jednu od navedene tri kategorije.

Uvedimo nezavine koordinate x* (o = 1,2,3,4) koje nam odreduju dogadaje u Svetu specijalne relativ-

nosti. Tada ¢e konacne jednacine svetske linije jedne materijalne tacke, izraZene pomocéu nekog parametra u,
glasiti

x% =x%(u). (1.1
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18 Glava 1. Svet specijalne relativnosti

Slika 1.1: Svetska linija unutar konusa.

Posto svaka materijalna tacka putuje iz proslosti u buduénost”, tangenta njene svetske linije u svakom
dogadaju M mora lezati unutar nultog knusa ¢ija je teme taj dogadaj (s1. 1.1). Medu svetskim pravcima koji
salrze dogadaj M moramo nekako razlikovati one koji leZe u podrucju njegove istovremenosti (oblast I) od
onih koji leZe unutar polukonusa proslosti i buducnosti (oblasti IT i III) i na samoj hiperpovrSin nultog konusa
koji razdvaja sve te oblasti. Zato ¢emo uvesti prostorno-vremenska ili svetska rastojanja i izvsiti njihovu
klasifikaciju. Osnovna metricka forma Sveta specijalne relativnosti ima oblik:

ds? = gupdr®drP, e=+1. (1.2)

Ovako zadata osnovna forma u opStem slucaju karakteriSe rimanske metrike, medu koje spada kao
poseban slucaj, i metrika ravrnog prostor-vremena. Bitna je jedino signatura koju odreduje koeficijent €
u gornjen izrazu. Za € = 1 kazemo da eds® odreduje prostorno elenentarno rastojanje, a dx® je vektor
prostornog tipa i leZi izvan nultog konusa. Za € = —1 izraz g,g dx®dxP mora biti negativan, a dx® je vektor
vremenskog tipa, orijentisan unutar polukonusa proslosti ili buduénosti. Najzad za

ds? =0 1.2"

radi se o elementarnom vektoru “rastojanja”’izmedu M 1 nekog bliskog dogadaja sa nultog konusa. Ovaj
izraz smo stavili pod znazk navoda, jer je prostorno - vrermensko rastojanje izmedu temena nultog konusa i
ma kojeg dogadaja na njemu jednako nuli po formuli (1.2"), ma da se posmatrane tacke, odnosno dogadaji,
razlikuju po koordinatama. Tada je dx® nulti vektor, koji pripada zracima jednog od dva polukonusa.

Uopste uzev, vrednost skalarnog kvadrata nekog proizvoljnog vektora v* ¢e nam odredivati njegovu
orijentaciju, odnosno tip:

a) za vremenski slu¢aj je 8ap vaB <0,
b) za prostorni slucaj je 8ap vaB >0, (1.3)
¢) za nulti konus 8ap vaP —o.

Vratimo se osnovnij formi 1.2, odnosno (1.2’). Na koji je oblik moZemo svesti? U jednoj rimanskoj
metrici osnovna metri¢ka forma moZe se lokalno, a u euklidskoj metrici (u stvari pseudoeuklidskoj, jer je
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1.1 Pojam Svet 19

naSa definitnost promenljiva) i u celinisvesti na zbir kvadrata dx* sa konstantnim koeficijentima. Kako smo
posli od toga da svaki posmatra¢ u Svetu specijalne relativnosti opaza prostor kao euklidski, sad ¢emo taj
osnovni zahtev proSiriti na ¢itav Svet, ¢ime uslovljamo njegovu pseudoeuklidsku, odnosno ravnu, unutrasnju
metriku. Tako moZemo postaviti u celini prostor-vremena jedan ortogonalni koordinatni sistem Dekartovog
tipa, ¢iji su dijagonalni elementi metrickog tenzora konstantni dok su ostali jednaki nuli. Neka bar jedna
osa tog sistema, recimo x*, bude orijentisana vremenski, unutar nultogkonusa koji odgovara dogadaju
odabranom za koordinatni pocetak O. Kako posmatrac u O uocava jedan trodimenzionalni prostor u svakom
trenutku svog vremena, koje odreduje parametar x* (s tim §to nema dimenziju, to jest putuje ravnomerno
po odgovarajucoj pravoj) zakljucak je da kvadrati tri nezavisna vektora u pravcima prostornih osa imaju
signaturu +1, a kvadrat u pravcu vremenske ose signaturu —1. Osnovna metri¢ka forma u odnosu na takvog
posmatraca glasi

2 2 2 2
gapdi®d = (@) (a?) 4 (a) = (axt)". (14)
U odnosu na taj sistem imamo:
za vremenski elementarni interval

(dx4>2> (dx1>2+(dx2)2+(dx3>27 (1.5)
za prostorni elementarni interval

(dx4>2 < (dx1>2+ (dx2)2+ <dx3>2, (1.5
za nulti elementarni interval

(dx4>2: (dx1>2+<dx2)2+<dx3>2, (1.5

Izraz interval oznacava neko prostorno-vremensko rastojanje. (1.5) je ustvari jednacina nultog konusa
u diferencijalnom obliku. Vidimo da se radi o kruznom hipekonusu, $to tumacimo ravnopravnoscu ili
izotropnoscu nultih pravaca u odnosu na datitok vremena. To je stoga $to nema razloga za promenljivost
najvece brzine u zavisnosti od pravca u prostoru. Jednaéina (1.5”) u kona¢nom obliku u nekom dogad aju M
glasi

(* —xi)? = (a2 (P —xp)? ()2 (1.6)

Vidimo sa de otvor konusa ne menja ni u zavisnosti od izbora temenog dogadaja. znaci da je Svet specijalne
relativnosti homogen u odnosu na nulte pravce, jer najveca brzina ne zavisi unapred od mesta u prostoru i
vremenu prema posmatracu. Zraci koji ograni¢avaju polukonuseproslosti i buduénosti dogadaja M dobijaju
se za pozitivne, odnosno negativne, vrednosti x* —xj,l‘

Ako pogledamo veze (1.3) ili (1.5) vidimo da su svojstva prostorne, vremenske ili nulte orijentacije
uzajamno za bilo koje dva dogadaja M i M, s tim §to za dogadaje vremenskog ili nultog tipa postoji pojam
vremenskog sledovanja, jer dva takva dogadaja leze unutar, ili na povrSima, suprotnih polukonusa koji
odgovaraju svakom od njih.

Vezon (1.3) uveli smo, za skalarne kvadrate svih vektora, izraze istog oblika kao i u definitnim metrikama.
Skalarni proizvodi su takode definisani isto kao u definitnim metrikama, a posmatraéemo ih u slede¢em
odeljku.

Prostor-vreme specijalne relativnosti, koje se naziva Svet Minkovskog!, po svom tvorcu, predsta-
vlja izvanrednu geometrijsku zamisao koja sluZi, kao cement, povezivanju zakljucaka relativisticke fizike.
Minkovski je uveo pojam Sveta specijalne relativnosti tri godine posle prvih AjnStajnovih rezultata u toj
oblasti.

'H. Minkowski
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Ortogonalnost vektora

U prethodnom odeljku uveli smo bili jedan ortogonalni koordinatni sistem u kojem je osnovna metricka
forma

d? = ¢ {(dxl>2+(dx2)2+<dx3>2}, 1.7)

¢ime smo podrazumevali da postoje neki sistem medusobno ortogonalnih baznih vektora koordinatnih osa,
s tim §to je jedan od njih vremenski orijentisan, a ostala tri prostorno. Postavlja se pitanje da li postoji
vremenski vektor za koji preostala ortogonalna trojka vektora ne bi bila isklju¢ivo prostorna, kao u (1.7).
Drugim recima, da li jedan vremenski vektor moZe biti ortogonalan na nekom vremenskom ili nultom
vektoru?

Podimo od dva vektora, vremenskog u%, i vremenskog ili nultog v¥:
go(ﬁuo‘uﬁ <0, gaﬁvavﬁ <0. (1.8)

Dokazaceom da je
gaﬁuavﬁ #0, (1.9)

tj. da vremenski vektor ne moZe biti ortogonalan na vremenskom ili nultom vektoru.

N ) Uvescemo dve konvenije:

prvo, ukoliko indeksi idu od tri, beleZi¢emo ih it latinskim slovima, dok ¢emo one koji idu
do Cetiri beleziti grckim slovima
drugo, svako ponavljanje indeksa, bilo gornjih, donjih ili meSovitih, podrazumeva¢emo da
oznacava sabiranje, osim ako se drugacije ne naglasi. To je takozvana Singova kon-
vencija2. Dosad smo podrazumevali da samo ponavljanje indeksa suprotnih tipova
(gornjih i donjih) oznaCava sabiranje, $to predstavlja poznatu AjnStajnovu konvenci-
ju.

2JL. Synge
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Dokaz

U skladu s prethodnim, kako koeficijenti metricke forme (1.7) glase

gij=96ij, &4=0, gi=-1, i,j=1,273, (1.10)
pisacemo uslove (1.8)
ukuf — (u*)? <0, FF—(H2<o. (1.8")
Odakle je
lutu| > (Wb viv)1 /2, (1.11)
Svaka linearna kombinacija, sa realnim ¢iniocem A, prostornih delova vektora u¥ i vk, mora imati

intenzitet vedi ili jednak nuli. Dakle
(uk +7ka> (uk + lvk) >0,

§to nam daje kvadratnu nejednacinu po A, koja ne moze imati razli¢iterealne korene. Njena diskriminanta je
manja ili jednaka nuli. Otud

kK| < (ukusvkvs)l/2
Kad pogledamo (1.11) vidimo da mora da bude

luf v = [ut? <0 = gaﬁuavﬁ = ukvk —utvt £ 0,

Sto je trebalo dokazati.

Znak gornjeg izraza zavisi od orijentacije vektora u® i v* u odnosu na koordinatni sistem. Posebno za
vremenske koordinate znaci ¢e biti jednaki pri orijentaciji unutar istog polukonusa, a suprotni za razlicite
polukonusa.

Sto se ti¢e ortogonalnosti vremenskog vektora na prostornom, ona je moguca ve¢ i po tome §to su bazni
vektori za sistem (1.7), od kojih su tri prostorna, a jedan vremenski, uzajamno ortogonalni. Moz se pokazati
da za neki prostorni vektor postoje, pored prostornih, i vremenski vektori koji su ortogonalni na njemu.
Vektori nultog konusa takode mogu bitiortogonalni na prostornim vektorima, pored toga §to je svaki od njih
“ortogonalan na samom sebi”.

Skalarni proizvod vektora. Dvoravni i troravni

Uzmimo dva vremenski orijentisana jedini¢na vektora, u® i v%, usmerena prema buducnosti (u*,v*) > 0
gaﬁuauﬁ = gaﬁvavﬁ =-1. (1.12)

Izaberimo, medu razli¢itim moguéim koordinatnim sistemima (posmatra¢ima), onaj na ¢ijoj je vremenskoj
skali u®*. U odnosu na njega ce biti

W =0, u*=-1. (1.13)
U tom sistemu skalarni proizvod u® sa v* svodi se, na osnovu (1.10), na
8apu®vP = ", (1.14)

dok iz druge jednakosti (1.12) imamo za v*

V1 vivi, (1.15)

v

4 =
Otude
8apu®vP = —V/1+vivi < 1. (1.15")



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 22 — #22

22 Glava 1. Svet specijalne relativnosti

Dakle, za razlicite vremenske jedini¢ne vektore u® i v, iste orijentacije, skalarni proizvod je negativan i po
apsolutnoj vrednosti veci od jedinice.

U prethodnom smo odeljku pokazali da je vektor ortogonalan na vremenskom vektoru uvek prostoran.
Ako uzmemo proizvoljanjediniéni prostorni vektor P%, imacemo niz vrednosti skalarnih proizvoda g, B u®v®
koji, veé prema uzijamnim orijentacijama u* i v*, moZe biti pozitivan, negativan, a u slu¢aju ortogonalnosti
jednak nuli. U kojimse intervalima kreéu vrednosti prostornih i vremenskih komponenti P*?

Imamo, u odnosu na sistem u kojem smo vrsili razlaganje (1.13)

P*=+\/PiPi 1. (1.16)

Jasno je da mora biti o
PPl > 1. (1.17)

Vidimo da, osim §to zadovoljavaju vezu (1.16) i uslov (1.17) , komponente P! i P* nemaju gornju granicu
pozitivnih vrednosti, niti donju granicu negativnih. Kada (1.17) prede u jednakost P%* i u® su uzajamno
ortogonalni. Ako izaberemo jedini¢ni prostorni vektor Q% tako da odreduje prvu po redu koordinatnu osu x',
dakle Q%(1,0,0,0), imaéemo

8apP? QP =P'. (1.18)

Ako je ukupni niz vektora P* sadrzan u ravni odreden osama x!ix* (slika (1.2) imaéemo, na osnovu

(1.17) |PY| > 1. Jednagine (1.15) i (1.18) predstavljene su na tome dijagramu, prva punom, druga isprekida-
nom linijom.

1: 4

Slika 1.2: Niz vektora P% sadrZan u ravni odreden osama x' i x”.

Vidimo da je geometrijsko mesto zavrietaka jedini¢nih vektora v* ravnostrana hiperbola u dvoravi
x!, x*. S obzirom na izotropiju prostornih pravaca u prostor-vremenu imaé¢emo trodimenzioni, dvokrilni
rotacioni hiperboloid &ije grane asimptotski teZe nultom konusu. Kada v¥ teZi zraku nultog konusa njegove
komponeote teZe beskona¢nim vrednostima. Geometrijsko mesto zavrietaka vektora P% opisuje ranostranu
hiperbolu koja u prostor-vremenu prelazi u Jednokrilni rotacioni hiperboloid koji asimptotski teZi nultom
konusu sa prostorne strane. Tackastim linijama su na slici 1.2 obeleZene granice unutar kojlh leZe one
vrednosti P% za koje je |P%uq| < 1. Prostorni vektori ortogonalni na P* leZe na prostornoj dvoravni upravnoj
na x! i x*, pa imaju komponente razli¢ite od nule na osama x% i x>

Objasni¢emo izraze troravan i dvoravan, koje ¢emo dalje redovno koristiti. Prve su zadane pomocu
jedne, a druge pomoc¢u dve nezavisne linearne jednacine u odnosu na posmatracev sistem. Troravni i dvoravni
mogu biti prostornog, nultog i vremenskog tipa, ve¢ prema tome kako su orijentisani vektori koji su na njima
ortogonalni.

Neka troravan X kroz koordinatni pocetak (posmatracev pocetni dogadaj) bude zadata jednac¢inom:

agx® = 0. (1.19)
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Tada je za
a+a3+di—ai<0

ta troravan prostornog tipa, kako je na njoj ortogonalan vektor a, vremenski orijentisan. Za
ad+a3+di—ai>0

¥ je vremenska, odnosno nulta. U prvom slucaju ona sece nulti konus, a u drugom ga tangira duz jedne
zavojnice.
Neka dvoravan ¢ kroz koordinatni pocetak zadata je sa

agx®* =0, bex*=0. (1.20)

Njen tip ¢e zavisiti od tipa njenog ortogonalnog komplementa, dvoravni ¢’, koju odreduju a® i b%. Ako
je o prostorna dvoravan, ¢’ ée biti vremenska, i obrnuto. Znaci da se pitanje tipa ¢ svodi na to da li na ¢’
postoje, pored prostornih pravaca, kojih uvek mora biti, jo$ i vremenski i nulti pravci, odnosno samo nulti
pravci, ako ¢’ tangira nulti konus. Zato ¢emo ispitati skalarni kvadrar ¢ vektora razli¢itih pravaca na o”,
dobijenih linearnim kombinacijama a® i b*

0 = 8op (a* +AD%) <aﬁ + kbﬁ> .
Foirmirajmo odgovarajuéu kvadratnu jednacinu
bab®A* +2agb%A +aga® = 0. (1.21)
Ako je diskriminanta negativna

(aab®)? — (aga®)(bgbP) <0, (1.22)

trinom na levoj strani (1.21) ée za svaku realnu linearnu kombinaciju a® + A5% biti ve¢i od nule. Svaki
vektor na ¢’ ée dakle biti prostorno orijentisan, pa ¢e ¢ samim tim biti vremenskog tipa.
Ako je diskriminanta nenegrativna

(aab®)? — (aga®)(bgbP) > 0, (1.23)

imaéemo, u slucaju da je pozitivna, indefinitne vrednosti @, pa ¢e, pored prostornih, postojati i vremenski
pravci, kao i dva nulta koji ih razdvajaju na ¢’. Tada je njen ortogonalni komplement, dvoravan o, prostornog
tipa. Najzad, ako je diskriminanta (1.23) jednaka nuli, imamo dvostruki koren A i ¢’ tangira nulti konus duZ
dvostruke”izvodnice, a isto to biva i sa dvoravni ©.

Primer vremenske dvoravni imamo na dijagramu slike 1.2.

Orfogonalna razlaganja vektora i tenzora

Uzmimo neki proizvoljan vektor u* (moZe biti i nulti) i razloZimo ga na dve upravne projekcije, jednu
na pravac jedini¢nog vremenskog vektora v%, i drugu, koju ¢emo obeleZiti sa 4%, na njegov ortogonalni
komplement, prostornu troravan

Ug = (MBVﬁ)Va+ﬁa. (1.24)
Negativan znak uz koeficijent prvog ¢lana poti¢e od vremenske orijentacije vy. U ortogonalnom sistemu u
kojem je v* jedini¢ni vektor ose x* sleduje, ako iskoristimo (1.14)

U'vy =—U

pa je otud
(1.24")



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 24 — #24

24 Glava 1. Svet specijalne relativnosti

Kako kontravarijantna koordinata nekog vektora predstavlja njegovu brojnu vrednost u odnosu na neku bazu,
to nam (1.24°) daje opravdanje za (1.24). Iz te veze sledi

o = (8ap +vavp) uP. (1.25)

Tenzor hyg, koji Cemo nazivati tenzor projektor za vremenski pravac vg, daje nam vrednost projekcije
nekog proizvoljnog vektora u Svetu Minkovskog na prostornu troravan upravnu na vremenskom jedini¢nom
vektoru vg. S obzirom na tenzorsku prirodu, hypg zadrZava projektorsko svojstvo i kad je zadat pomocu
mesovitih ili kontravarijantnih koordinata.

Svaki tenzor proizvoljnog reda moZe se projektovati, preko svih svojih koordinata, na komplementalnu
troravan vektora vg pomocu tenzora hyg. Na primer, za tenzor drugog reda 7,5 ¢emo imati

tap = i3T5 (1.26)

Ako sada, analogno prethodnom, razlozimo vektor uq na pravac nekog prostornog jedini¢nog vektora P i
njegov ortogonalni komplement, vremensku troravan, ima¢emo

ug = )Py +ilg.

Otud
fiq = (0 — Pabp)uP = koguP. (1.27)
Tenzor projektor kyp na ortogonalni komplement prostornog pravca zadatog jedini¢nim vektorom Py
razlikuje se znakom od odgovarajuceg projektora za neki vremenski pravac.
Neka prostorni vektor P% i vremenski v* budu medusobnoortogonalni. Ispitajmo kako treba da glasi

tenzor koji ¢e komponente vektora i tenzora projektovati na ravan upravnu na ta dva vektora. Stoga ¢emo
prvo projektovati vektor «® upravno na v%, a potom na P%. Dakle

g = kot = keghbu. (1.28)

Razvijanjem dobijamo
kaphb = gay+vavy— PaPy = lay. (1.29)

Iz oblika desne strane vidi se da su operacije projektovanja po medusobno ortogonalnim pravcima komuta-
tivne u Svetu Minkovskog. Izraz (1.29) je poseban slucaj opStijih izraza za projektovanje na dva proizvoljna
pravca razlicitog ili istog tipa. Jedino su nulti pravci iskljuceni.

Uzmimo jednu ortonormiranu vektorsku bazu sa tri prostorna pravca l(‘i.‘), i Cetvrtim vektorskim QL(‘X).

Na osnovu izraza za hgg (1.25) i {4 (1.29) vidimo da se mogu redom napraviti tenzori projektori za sve
pravce u Svetu Minkovskog. U ovom slu¢ajurezultat takvog projektovanja upravno na sve nezavisne pravce
je ocigledno nula vektor ili tenzor. Dakle

(508 ~2yarnp ~Aoratop ~Aaatep ~Aeabep) v =0 (1.30)
Otud
o =P 21)p A1)+ 1P 22)p A0y + 1P A3)p Gy — 1P daypAaya (131
Dok je za neki tenzor drugog reda Tyg
Y Y Y Y Y
Tys (8% ~ Ayl ~ Aaraksy — Aaahly T Aaahly ) >

§ ) 8 s 8 (132
x (38~ Aupfh) — AapAly ~ Aapd) +Aaphly)
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Otuda
3 3
1) )
Top = Z Tashph) + Z Tys Aty — TashypAy = TypAayady =
Z §l l )L() /’L(jﬁ_‘—z 3)L /’LU;L() ;L(i)ﬁ-F (1.33)
l‘]7

5
Z WA 20 Aty inp — Trs Ay Ao Mayaayp-

Tenzor Ty je proizvoljan, ne mora biti simetriCan niti antisimetrican. Za slucajeve simetrije, odnosno
antisimetrije, u gornjem izrazu dolazi do odredenih upro$cenja.
Ako ovako razlaganje primenimo na metricki tenzor g5 imacemo, na osnovu (1.33)

8ap = M1yar(1)B +A2)ar2)8 +A3)ar(3)8 — Aayar@)p (1.34)

Sto se moze zakljuciti i neposredno iz (1.30), jer je tenzor u zagradi ortogonalan na svakom vektoru, pa se
prema tome svodi na nula tenzor.

Zadaci

Zadatak 1
Dokazati da je, od svih vektora nultog konusa, svaki ortogonalan jedino na sebi.

Resenje

Zadatak 2

Neka je M temeni dogadaj nultog konusa, i neka dogadaj A pripada polukonusu proslosti, a dogadaj B
polukonusu buduénosti (A, M i B ne leZe na jednoj nultoj pravoj). Ako dogadaj N leZi na svetskoj pravoj AB,

pokazati da uvek vazi MN* =AN-BN.

Resenje

Zadatak 3

a) Ako su Ay i Up jedini¢ni vremenski vektori, naci tenzor pyg koji visi projektovanje upravno na
njihovu dvoravan.

b) Neka za isti Ay vektor Ug bude jedinicni prostoran, ali ne i upravan na njemu.

c) Neka za isti Ay, vektor Ug bude nulti.
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Resenje

Zadatak 1
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2. Kretanje po inerciji

Geodezijske linije i kretanje po inerciji

S obzirom na infinitezimalnu metriku Sveta Minkovskog, razlikova¢emo tri vrste geodezijskih linija:

a) prostorno orijentisane,

b) vremenski orijentisane,

¢) nulte.

Konac¢ne jednacine prostorno orijentisanih geodezijskih linija jesu, kao i u definitnoj metrici, resSenja
jednog sistema diferencijalnih jednacina drugog reda. Ove su, ustvari, transformisani oblik jednacina
ekstremala, dobijenih varijacionim putem

d2x* o doP dx?

= = _ 2.1
ds? By ds ds o @D
uz uslov
dx® dxP |
8B g5 Tds
gde je s duzina luka geodezijske linije, dok su koeficijenti
1 dgys  dgps 98
a _ _ad _ b as ¥ Bs  Y5By
Ty =8 o5 =38 (axﬁ o T o > @2

Kristofelovi! simboli druge vrste. Uslov za pozitivnu definitnost elementarnog intervala (2.1) dobijamo iz
osnovnog opredeljenja za signaturu nase metrike, izraZzenog jednac¢inom (1.2) .
Za vremenski orijentisane geodezijske linije bice

a2 doPdx?

= = 0 2.
dr? 1y dr dt 2.3

I Christoffel
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uz uslov
dx® dxP
8B 47 dr
Ostaje pitanje nultih geodezijskih linija. Tu se pojavljuje jedna tesko¢a. Ne moZemo vise uzeti duzinu
ili proteklo vreme 7 kao prametre, jer za nulte linije pojmovi duZine i trajanjegube smisao. Stoga ¢emo
posmatrati jedn vremensku geodezijsku liniju, i uvesti parametar u = t/r, gde je r neka proizvoljna konstanta.
Uslov uz jednacine (2.3) ¢e biti

dx*df
8B gy qu ~ '
Ako pustimo 7 i r da istovremeno teze nuli, tako da u postane neodreden izraz, vremenska geodezijska linija
¢e teziti nultoj. Tako ¢emo dobiti izraz

d2x® dxB dx?
1% S-S5
du? BY du du

(2.4)

uz
dx® dxP
8ap du du
Podvlac¢imo ¢injenicu da diferencijalne jednacine geodezijskih linijaimaju oblike (2.1) i (2.3) u odnosu na
kanonske parametre, medu koje spada duzina. Ovako smo dobili kanonski oblik diferencijalnih jednacina i
za nulte geodezijske linije. Svi kanonski parametri su linearne funkcije jedni drugih, pa ¢e jednacine (2.4)
zadrZzati oblik u odnosu na svaki drugi parametra u’ zadan sa

u =au+b. (2.5)

Iskaza¢emo osnovne postavke o kretanju po geodezijskim linijama:
1) Svetska linija slobodne materijalne tacke koja se krece po inerciji je vremenska geodezijska linija
Sveta Minkovskog.

2) Svetska linija svetlosnog zraka u praznom prostoru je nulta geodezijska linija Sveta Minkovskog.
Ove dve postavke iskazuju ustvari prvi Njutnov zakon u specijalnoj relativnosti.

S obzirom na pseudoeuklidski karakter metrike, koji izrazava forma (1.7), Kristofelovi simboli u
jednacdinama (2.1), (2.3) i (2.4) biée jednaki nuli u odnosu na odgovarajuci koordinatni sistem, pa ¢emo imati
sledece konac¢ne jednacine:

x* =a%+b%, dd—(d")*=1, (2.6)
x* =a%t+b% dd—(a*)?=-1, (2.6')
x* =a%u+b*, dd—(a")?=0. (2.6")

U gornjim jedmacinama s i 7 predstavljaju duZinu, odnosno proteklo vreme. Poredak dogadaja na nultoj
pravoj izraZen je, u jednakim intervalima, kanonskim parametrom u.

Brzina svetlosti

Osnovne postavke o geodezijskim linijama sadrZe, ustvari, hipotezu da je brzina svetlosti u praznom
prostoru najveca mogucéa. Posmatrajmo svetlosni zrak koji putuje u vakuumu, u pravcima datim baznim
vektorima prostornih Dekartovih osa. Ima¢emo

(Ax")? + (AF%)? + (A2 — 2 (Ar)? = 0. 2.7)

Uporedivanjem sa (1.5”) vidimo da je Ax* = cAr. Veza (2.7) jednaostavno kaZe da je za svetlost v = ¢. Ako
izvr$imo linarnu transformaciju u vezi (2.6”) doveséemo osu x* do poklapanja s tom pravom, koja predstavlja
svetsku liniju jedne materijalne tacke koja se krece po inerciji. Njene kona¢ne jednacine su tada

*=0, H=dr+p*
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Izbor koordinatnog poetka i jedinice merenja cf = a*t + b*, dace nam, najzad

X =ct.

Ovakav koordinatni sistem predstavlja posmatracev inercijalni sistem, jer smo Ox'x2x3x* vezali za svetsku
liniju kretanja po inerciji. Tok vremena u tom sistemu srazmeran je koordinati x* do na konstantni faktor,
brzinu svetlosti. Stoga ¢emo nulti konus nazvati svetlosni konus. Metricka forma u odnosu na jedan
inercijalni sistem glasi

eds? = (dx!)? + (dx?)? + (dx®)? — 2 (dr)>. (2.8)

Nadalje éemo obeleZavati sa x* vremensku koordinatu (ukoliko se drugacije ne napomene). Ortogonalne

inercijalne sisteme ¢emo nazivati i najpogodniji sistemi u Svetu Minkovskog.

Galilejeva transformacija

U prethodnom odeljku smo rastumacili izbor vremenske ose jednog pravouglog sistema u Svetu specijal-
ne relativnosti kao vezivanje nekog prostornog Dekartovog sistema za materijalnu tacku koja se krece po
inerciji. Vreme, mereno u takvom sistemu, moZe imati razlicite poCetne trenutke i jedinice. Od osnovnog
je znacaja zapaZanje da svaka prirodna pojava koja u jednom inercijalnom sistemu, u odsustvu smetnje ili
prinude, pravilno tece, daje jedno kanonsko meril toka vremena, kao §to je ukazanu u Glavi 2.1.

Transformacije:
xk =Gk +b,
/ (2.9)
ot
naziva se Galilejeva transformacija, koja zadovoljava uslove ortogonalnosti
GKGS, =8k, edeje G = (G*,)™!, a 8Kje Kronekerov simbol. (2.10)

Sistem Cije se prostorne ose i tok vremena transformis$u po formulama (2.9) uz uslov (2.10), nazivaju se
Galilejevi sistemi ili posmatraci.

Iz (2.9) se vidida se prostorna transformacija sastoji u promenipocetka prostornog Dakartovog sistema,
dok se vremenska osa preslikava na samu sebe izborom drugog pocetnog trenutka. Ne dolazi dakle do
promene inercije posmatraca. Uslov (2.10), koji izraZava ortogonalnost novog prostornog sistema, garantuje
ocuvanje uglova medu osama i jedinica na njemu.

Ova transformacijaodrzava interval svetske metrike. Akokvadrat prostornog intervala u odnosu na polazni
sistem ovelezimo sa dGz, a vremenskog sa d‘L’z, bice

do? = 8, dx"dx" = 8, G',G', dx*d¥
= GGy de'dit = 8y dr'dat = do?,
dr? = d7?.

Otud ) , ,
ds? =¢g(do > —dt?) = g(do? —dr?) = ds.

Sto je trebalo dokazati.
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3. Lorencove tfransformacije

Transformacije ortogonalnih sistema

Pokazali smo, u prethodnom odeljku, da pri Galilejevoj transformaciji ostaje invarijantan ds? Sveta
Minkovskog. Postavimo sad pitanje nejopstije transformacije koja prevodi jedan ortogonalan posmatracki
sistem u drugi, a da ostane oCuvan kvadrat intervala svetske metrike

®=eds® = eds'?. (3.1)

Ovim je isklju¢ena promena signature, Sto poti¢e iz suStine naseg shvatanja metrike Sveta specijalne
relativnosti. Dakle, relacija (3.1) povlaci:

Sap P = g/ gp ar/“ax”,

, , ) (3.2)
8ij=8ij=0ij; 84=8is=04, gua=gu=-1
Ako formiramo koeficijente povezanosti u odnosu na nasa dva sistema, dobiéemo
o _ o _
r By = r By = 0. (3.3)
Kako njihov zakon transformacije glasi
o 0x% axP oy’ ox% 9%y'°
ro, =2 e, 2 L
By ™ 9x'® gxB ox¥ BV 58 oxPaxY
to zbog (3.3) sleduje
ox% 9248
Sl (3.4)

—————=0.
ox'S dxPoxy
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Zahtevamo da Jakobijan ove transformavije bude razlicit od nule

a o
J= H | #o,
ox'®
i zaklju¢ujemo da za svaki utvrdeni par indeksa 3, v, (3.4) predstavlja homogeni sistem linearnih jednacina s
(04
koeficijentom L, pa imamo
9 x/5
02 /8
X _ (3.5)
dxPAxY
menjajuéi 8,7, dobije se sistem diferencijalnih jednacina sa o¢iglednim reSenjima
KO =137 418, (3.6)

ili Lorencova transformacija je linearna. Ako je primenimo na vektor koordinatnih razlika Ax’ 6, imacemo

A = LAY (3.6))

-

Transformacija (3.6') izrazava (%) — (x). Za inverznu transformaciju (x') — (¥) éemo imati
AxY = LJAXE. (3.6")

S obzirom na ortogonalnost oba sistema i linearnost transformacije, matrica (L) ¢e zadovoljavati slede¢i
uslov

(L%) = (L)',
gde simbol ’ oznacava transpoziciju. Posto proizvod direktne transformacije (3.6') i inverzne (3.6”) vodi
identi¢nosti, bie

LoL.7 =52, (3.7)
Vidimo da L'OI‘3 ima svojstvo matrice ortogonalne transformacije u Svetu Minkovskog. Ona najsire transfor-
miSe ortogonalne posmatracke sisteme, dok je Galilejeva transformacija (2.9) transformisala posmatracke
sisteme bez promene inercije, to jest vremenske ose. Relacija (3.6) se od (3.6') razlikuje po konstantama
integracije LY, koje imaju smisao pomeranja koordinatnog pocetka, to jest izbora razli¢itih dogadaja za
pocetak posmatrackog sistema. Na dalje ¢emo pod Lorencovim transformacijama podrazumevati samo one
koje su homogene. Ortogonalne posmatracke sisteme u Svetu Minkovskognazivaéemo i Lorencovi sistemi.

1z (3.7) imamo, za determinantu transformacije

HL_;‘H _— 3.8)

Lorencove transformacije delimo na svojstvene i nesvojstvene, ve¢ prema tome da li je determinanta (3.8)
pozitivna ili negativna.

Svojstvena Lorencova transformacija sadrzi identi¢nost X% = x% Ali medu svojstvenim transformacija-
ma postoje i takve koje ne sadrZe identi¢nost, veé vrie ogledanje svih osa x’* = —x®. Promena orijentacije
prostornih osa naziva se promena partiteta, dok se promena orijentacije vremenske ose naziva inverzija
toka vremena ili ortohronost.

Nesvojstvene Lorencove transformacije ne sadrze identi¢nost. One mogu biti ili ortohrone uz promenu
paritete, ili neortohrone uz ocuvanje pariteta.

Matematicka fizika bavi se razmatranjem ove Cetiri varijante Lorencovih transformacija otkako su 1957
god. Li! i Jang? prvi put teorijski ustanovili naruavanje partiteta pri nekim radioaktivnim pojavama, dok se
osnovano veruje da bi tada mogla nastupiti i inverzija toka vremena, odnosno neortohronost, §to je velika

Lee
2Yang
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promena za klasi¢nu relativnost. Mi ¢emo se ograniciti u ovom kursu, na svojstvene ortohrone Lorencove
transformacije.

Imamo vec Cinjenicu da za Lorencovu transformaciju postoji inverzna, §to je dato odnosom veza (3.6")
i (3.6”). Videli smo i to da je identi¢nost sadrzana medu svojstvenim ortogonalnim transformacijama.
Ostaje nam da dokaZemo da je proizvod dve Lorencove transformacije takode Lorencova transformacija,
da bismo za nju utvrdili sva svojstva grupe. Podvrgnimo stoga vektor )?(xl 7x2,x3,x4) dvema uzastopnim

transformacijama

iox - P=rfre
39
X =X K= L"Byx'ﬁ. G2
Proizvod operacija (3.9) pisaéemo
=1 gL.OFx“ =L X%, (3.9)

S obzirom na to da se jedno od sabiranja vr$i po indeksima vrste, a drugo po indeksima kolona, izmena reda
pisanja matrica ne menja rezultat:

—1nL31h e = (3.10)

Odavde sleduje da je transformacija ¥ — X takode Lorencova. Dakle, moZemo da zaklju¢imo da je Lorencove
transformacije ¢ine transformacionu grupu.

Primetimo da svojstvene Lorencove transformacije, s obzirom na to da sadrZe identi¢nost, i same ¢ine
grupu. Nehomogene transformacije (3.6) &ine Poenkarovu® grupu.

Vektorske baze i Lorencove transformacije

234 ol 28t

Uzmimo dva Lorencova sistema Ox!x>x3x* i Ox (krace Ox i Ox) sa odgovaraju¢im ortonormira-
>

nim vektorskim bazama \7(1>,\7(2),\7<3),\7(4> i \:}(]),‘11(2),‘:}(3),\7(4). Kontravarijantne koordinatejedne i druge
baze u odnosu na neki treéi Lorencov sistem Oy!y2y?y* (krace Oy) obeleZicemo sa V(‘;‘,), V(‘;‘/) (o, y=1,2,3,4).

Vektori svake od ove dve baze, izraZeni u svojim sistemima (3.1), glase:

O V§)(1,0,0,0), O Vg (1,0,0,0),
o 7o
V3(0.1,0,0), V5)(0,1,0,0), o
V(g‘) (0707 170)7 (%‘) (0707 170)7
V(Z) (070707 1)7 (?f) (070707 1)7

3Poincaré
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i
/!

Slika 3.1: Dva Lorencova sistema - Dve baze.

Razume se da ni jedna od ove dve baze nema, u opStem slucaju, dijagonalan oblik u sistemu Oy.

PotraZzimo u odnosu na Oy, izraze za ‘:/(y)’ posredstvom V(y). Primenom obrasca (1.31), za razlaganje vektora
u Svetu Minkovskog, dobi¢emo:

o B B B
Viye =VinyVinsVe tVinVesVoe +VinVesVee — VsV e

=

_oB B B B
Ve =Vi)VysViye +Vi)V2sY2)e V) Ve Vire = Vi) Vs Via)a

i . . . o (3.12)
Vere =V VinsVine + Ve V2pVee + Vi) Vie)Vee = Vs VsV
o _ b B B B
Vigye =ViyVypVine TV VosV2e + Vi Ve3)8Ve1e = Vi VeV
Kako indeksi u zagradama oznacavaju redni broj vektora iz pojedine baze, imamo:
Vipa =V8s Vipa =V (3.13)

Koristi¢emo jedan ili drugi oblik ve¢ prema potrebi ili pogodnosti pisanja.
S obzirom na to da smo ‘7(),) i V(y) razlagali u odnosu na Oy, vektor poloZaja X, odnosno %, izraZen po
koordinatama, glasi:
W =V{IVE, =y (3.14)

Ako skalarno pomnozimo (3.12) sa y%, koristeéi (3.14), dobi¢emo
T =VPVES -7 Vet (3.15)

Ovo predstavlja Lorencove transformacije (¥) — (¥). Pomoéu simboli¢kih vektorskih oznaka matrica
transformacije glasi

FOT, 707, ‘z’“)‘:’m 07

(L%) = Zii‘f‘” Zz;‘f@) Zzz;‘f@ {z;‘f“) (3.16)
ViV ViV VVE) =V Ve
VOV VOV, VEVE VOV,
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S obzirom na to da su vektorske baze ortogonalne, §to izraZavaju veze (3.11), ima¢emo, na osnovu prvog
niza uslova:

= = = =

VoV =1 ViVy=-1 ViVp =0 (a#p). (3.17)
Pretpostavimo, za trenutak, da je transformacija (3.12) prevela ortonormiranu bazu V(y) u neku proizvoljnu

bazu ‘j/(Y)‘ Tada bi svih 16 elemenata matrice (3.16) bilo proizvoljno. Medutim, posto zahtevamo da i nova
baza bude ortonormirana, §to izrazava druga grupa uslova (3.11), imaéemo:

Vo V=1, VoVy=—1 VayVps=0 (a#p). (3.18)

Ovo predstavlja ukupno 10 uslova, pa izlazi da je i proizvoljnost u matrici (3.16) svedena na najvise
Sestparametara transformacije. Dakle homogene Lorencove transformacije obrazuju Sestoparametarsku
grupu.

Ostaje nam jos da pogledamo na kakve se inercijalne sistememogu odnositi Lorencove transforma-
cije. One ustvarizahtevaju jedino invarijantnost intervala (3.1), to jest ouvanje ravnog karaktera metrike
Minkovskog i njenih prostornih, vremenskih i nultih pravaca. Mi smo se ogranicili na one transformacije
koje prevode jednu ortonormiranu bazu u drugu bazu, takode ortonormiranu. Postoje i vektorske baze koje
povezuje takozvana singularna Lorencova transformacija. Ona se sastoji iz dva nulta i dva prostorna
vektora, koji su ortogonalni jedanna rdugom i na nultim vektorima. Transformacija prevodi nulte vektore u
sebe same, a prostorne vektore u druge prostorne vektore, tako da nova baza ima ista svojstva kao i prethodna.
Necemo se zadrzavati na takvim kona¢nim transformacijama (videti J. Synge, [6], str. 102-107 i 434-437).

Infinitezimalne Lorencove transformacije

Lorencove transformacije smo izucavali samo u slucaju da su konacne, to jest da su uglovi izmedu osa
starog i novog sistema konacne veli¢ine. Posmatrajmo sad Lorencove transformacije koje prevode jedan
posmatracki sistem u njemubeskonacno bliski. To ¢emo iskazati time $to ¢emo koeficijente transformacije
podvrgnuti uslovu

L% = 8§+ A% +0%(2%) (3.19)

(09;3 je sistem funkcija ostataka).

VeliCine A, § su parametri ove infinitezimalne transformacije, po kojima ¢emo linearizovati koefici-

jente L“’l‘3 u gornjoj formuli. Lorencove transformacije, bilo konacne, kakve smo prethodno izucavali, ili

infinitezimalne, su ortogonalne, $to izraZava uslov (3.7). Ima¢emo dakle

(8% +A%)(8f +15) = 8¢ (3.20)

S obzirom na to da odbacujemo ¢lanove koji su kvadratni po A, imaéemo iz (3.20), posle spustanja indeksa
l},nglgy: 0. (3.21)

Dakle, parametri AaB’ infinitezimalne Lorencove transformacije, su simetri¢ni. S obzirom na to da indeksi
idu od 1 do 4, bice najvise Sest nezavisnih medu njima, $to je u skladu s utvrdenjim svojstvima te grupe. Na
osnovu (3.19) ova transformacija eksplicitno glasi

5x% = x% 4 )Lgxﬁ. (3.22)
Veze (3.22) znate da transformacija X — X prevodi bilo koje vektore Sveta Minkovskog u drugi, koji

predstavlja beskona¢no blisku linearnu kombinaciju njegovih komponenti. Ako uzmemo vektorska polja x*
ix% 4 l%xﬁ u odnosu na isti posmatracki sistemm, biée

gaﬁxaxﬁ = gaﬁxafﬁ (3.23)
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zbog antisimetri¢nosti parametra A, - Ako dakle, Lorencovu transformaciju ne tumacimo kao infinitezimalnu
promenu osa ortogonalnog sistema, ve¢ kao prelazak jednog polja vektora polozZaja u drugo, beskona¢no
blisko, u odnosu na istog posmatraca, vektori x* i ¥* zadovoljavaée vezu (3.23)

Ako posle (3.22) izvr§imo jo¥ jednu infinitezimaln transformaciju, s parametrom A%,

F=x%4 i,%xﬁ,
imaéemo, s obzirom na ono $to je prethodno navedeno
gaﬁxafﬁ = gaﬁxafﬁ = gaﬁfa)?ﬁ.

(k)

Bududi da svaki kona¢ni zbir proizvoda parametara A B ¢ predstavlja zanemarljivi ostatak, dok se ostali

Clanovi poniste zbog antisimetrije, imacemo uopste za infinitezimalne Lorencove transformacije
gaﬁxaxﬁ = gaﬁx(kmxmﬁ, (k,1=0,1,...). (3.23)

Prouci¢emo algebarski infinitezimalnu Lorencovu transformaciju, polazeéi od njenih sopstvenih vektora,
to jest od sverskih pravaca koji ostaju nepromenjeni pod njenim dejstvom.
Uslov da pri transformaciji jedan vektor prede u njemu beskonacno bliski kolinearni vektor, glasi, na
osnovu (3.22)
B = (14 @)x® = (8§ + A% )P,
odnosno
ox% = /'L_%xﬁ. (3.24)

Iz ove veze zakljuCujemo da traZeni vektor x* postoji za sve vrednosti ¢ koje zadovoljavaju karakteristi¢nu
jednacinu
1Aap — 98apll =0, (3.25)

koja u razvijenom obliku glasi
(p4 — (/1122 +/'1/223 + 71/3,21 — 1124 - 1224 - 31324) (pz — (l12/134 +A3A14 —0—/131%24) =0. (3.25/)

Ako stavimo 5 5 5 5 5 5
2P = Ay + A3+ 451 — Ay — Aag — Ay,

(3.26)
0 = A2z + Ap3ia + A31 04,
imademo reSenja bikvadratne jednacine (3.25") u obliku
0> =P++\/P2+ Q2. (3.27)

Za proizvoljno P # 01 Q # 0 svi su koreni razli¢iti od nule, i to dva realna, a dva imaginarna. Za Q = 0 dva
su korena jednaka nuli, a dva mogu biti realna ili imaginarna. Za P = Q = 0 svi su koreni jednaki nuli. Kad
su koreni razli¢iti od nule, oni su razli¢iti medu sobom i suprotnih znakova po parovima.

Imaginarnim korenima odgovaraju kompleksni sopstvenivektori, $to znaci da za te vrednosti ¢ ni jedan
pravac u Svetu Minkovskog.

a) Zarealne sopstvene korene razlicite od nule bice, na osnovu (3.24)

(pgaﬁxaxﬁ = laﬁxaxﬁ =0 = gaﬁxaxﬁ =0. (3.28)

Sopstveni vektori xz’l‘.) kojiodgovaraju ovakvim vrednostima ¢ su, dakle, razli¢iti medusobnom, i
pripadaju svetlosnom konusu. Na osnovu prethodnog ih ne mozebiti vise od dva. Iz formulekoje daje
(xg)) — (XE’[‘,)), (i =1,2) vidimo da koordinate tij sopstvenih vektorabivaju za jednog uvecane, a za
drugog umanjenog u istoj srazmeri, s koeficijentima +¢.
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b) Ako su dva korena jednaka nuli, bie, iz (3.24)

A’aﬁxﬁ =0,

to jest
/112)62 + ll3x3 +/111X4 =0,
—121)61 + 123)63 + 124)64 =0,

(3.29)
—Ag1x! = Agpx? + Aaax = 0,

4 3 4
— 241" — Agpx” — Ag3x” =0,

a to vazi, kao $to smo utvrdili, akko je O = 0. S obzirom na antisimetriju matrice koeficijenata laﬁ
njen rang mora biti paran. On ne moZe biti jednak 4, zbog gorenje veze, a u slucaju da je O svi
su koeficijenti jednaki nuli, pa imamo identi¢nost. Ostaje slucaj je njen rang 2, Sto znacida postoji
neka dvoravan ¢iji su vektori invarijantni pod dejstvom ove transformacije. Ako je pritom i P < 0
nema drugih invarijantnih vektora. Ako je P > 0 postoje, pored ove invarijantne dvoravni, joS dva
invarijantna vektora nultog konusa, kao §to smo pokazali.

¢) Ako su sva Cetiri korena jednaka nuli, za P = Q = 0, nastupa takozvani singularni slucaj, za koji

postoji opet samo jedna invarijantna dvoravan data sa (3.29).

Kako je slucaj a) razjasnjen, prouciéemo slucajeve b) i c) da bismo utvrdili kako stoji karakteristicna
invarijantna dvoravan, koju imamo za Q = 0, prema nultom konusu posmatranog dogadaja. U tom cilju
koristi¢emo jednostavne i pogodne operacije simbolickog vektorskog racuna. Pretpostavimo da su bazni
jedini¢ni vektori u naSem koordinatnom sistemu bili \7< 1) \7(2) , ‘7(3) , \7(4). Izvr§imo ortogonalnu transformaciju

Vi) = Via):

e:(n = 114‘7(1) + A24‘7(2) + l34‘7(3)v
h:(2> = 12_3“7(1) + %31‘7(2) +_7‘L12‘7(3)7 (3.30)
3) = V(1) +BVp) + V()
Viay =Via)
Ovde smo stavili 5 5 ) )
22+ A% 4 A
62 124 3224 324 op_ 2 (3.31)
h™ =Ap + 433+ A3

Vektori \:/(1) i \2/(2) su uzajamno ortogonalni na osnovu uslova
0 = M2A34 + 242314+ 231424 = 0.

Koeficijente o, 3,y treba izabrati tako da ‘:}(3) bude ortogonalan na \:}( i ‘:}(2) i da ima jedini¢ni intenzitet, dok

su sva tri oigledno ortogonalna na \7(4) . To je ustvari jedna Galilejeva transformacija, odnosno Lorencova
transformacijabez promene vremenske ose sistema (videti Poglavlje 2.3, str. 29). Vektor X predstavlja
”geometrijsku”invarijantu u smislu da je

1

X= xa‘7<a) =i (@) = =
Vratimo se jeednacinama (3.29). Ako prve tri redom izmnoZimo sa \7(]), \7(2), \7(3) i rezultat saberemo,
imaéemo, napisanopomocu simboli¢ne detrminante

Viy Vi V,

n Vo Vi .
A2 B =Y. (3.32)
s A1 A
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Izrazimo linearnu kombinaciju vektora na levoj strani gornje formule pomocéu \7<1), \j/@), ‘:}(3). Prvo
videcemo da je, kad skalarno pomnozimo (3.30) sa X, a na osnovu poslednje veze (3.29), u novom sistemu
7! = 0. Zatim, vektor koji je u bazi V(a) imamo komponente (A3, A31,412,0) imace u novoj bazi, na osnovu
druge jednacine (3.30), komponente (0,4,0,0). Dobiéemo dakle, kad simboli¢ki vektor na levoj strani (3.32)
razloZimo u novoj bazi

. Viy Vo) Vs
—6)24‘7(1) = (0) )éz) )é3) = - f3‘7(1).
0 h 0

Vidimo da je karakteristi¢na dvoravan u transformisanom sistemu zadata jednac¢inama:

=0,
a_eo (3.33)
= 28,

Uzmimo neki proizvoljni vektor na toj dvoravni. Kvadrat njegovog intenziteta je, prema prethodnom

gapt* P = (f2)2 + (f“)z (e*/h* = 1). (3.34)

Ovde mogu da nastupe tri slucaja. Prva dva vaZe za uslov b), a treéi za c).

1) Ako jeuzb) P <0, odnosno na osnovu (3.31) e > h, karakteristicna dvoravanje prostorno orijentisana.
Ona je punktualno invarijantna, to jest svi njeni vektori su nepromenjeni pod dejstvom transformacije.
Drugih invarijantnih pravaca nema.

2) Ako je uz b) P > 0, odnosno e < h, karakteristicna dvoravan je vremenski orijentisana i takode
punktualno invarijantna. Kao $to je navedeno u b), tada postoje i dva vektora svetlosnog konusa koji
su invarijantni po pravcu.

3) Ako je P =0, odnosno e = h, nastupa singularni slucaj pod c). Karakteristicna dvoravan postaje nulta.
Ona tangira svetlosni konus du? linije #> = 0.

Sva racunica sprovedena u ovom odeljku vaZi za karakteristicne vektore bilo kojeg antisimetri¢nog
tenzora drugog reda u Svetu Minkovskog. Kasnije cemo € i J tumatiti kao vektore elektrinog i magnetnog
polja.

Podsetimo se samo da smo pri kraju prethodnog odeljkapomenuli kona¢nu singularnu Lorencovu
transformaciju, koja je analogna slucaju a) infinitezimalne transformacije.

Jednostavna Lorencova transformacija

Vratimo se kona¢nim Lorencovim transformacijama.

Pod jednostavnom Lorencovom transformacijom podrazumevamo onu koja dejstvuje na koordinatne
ose koje leZe samo u jednoj od tri vremenske dvoravni odredene vremenskim i po jednim od prostornih baznih
vektora. Ta transformacija ima, dakle, samo jedan stepen slobode. To je oblik u kojem se ona najéesc¢ekoristi
u fizici. Ovakva transformacija je dovoljna da bi se utvrdile bitne posledice koje iz nje proisti¢u, a moze
bitiproSirena Galilejevom transformacijom prostornih osa i takodovedena u opsti oblik koji smo razmatrali u
Glavi 3.1, od str. 31.

Uzmimo da se transformacija visi u ravni prostornog baznog vektora \7(1) i vremenskog ‘7(4), Ta
“kvazirotacija”, izraZzena pomocu baznih vektora, glasi:

(1) = ‘7(1) ch6 +‘7(4) Sh97
(3.35)

V(él) = ‘7(4) shO + ‘7(4) ch@.
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Moze se odmah proveriti da ona zadovoljava uslove ortogonalnosti (3.17). Na osnovu (3.16) ¢emo imati:

L} =che, L =she,
L4 =sho, L% =cho, (3.36)
5=0%=1,

Ostali koeficijenti matrice transformacije jednaki su nuli. Kako je x* = ¢z, imaéemo, ako redom zamenimo
x' sa x,y,z, sledeCe obrasce za transformacije koordinata:

X =xch0+ctsh0,
(3.37)

sh@ +ctchB.

= N

Buduéi da su ose y i z nepromenjene, treba da nademo kinemati¢ki smisao ove transformacije (x,7) — (%,7).
Zamislimojednu materijalnu ta¢ku u koordinatnom pocetku Galilejevog sistema S(X,¥,Z) u relativnom miru
prema njemu. Za nju

di=dj=dz=0 = dy=dz=0, chOdx+cshOdr=0.

Otud
dx
= — = —cthé. 3.38
V=g c (3.38)

Dakle, brzina kretanja koordinatnog pocetka § prema S, podeljena brzinom svetlosti, daje nam hiperbolicki
tanges ugla “kvazirotacije”u zajednic¢koj koordinatnoj dvoravni (x,¢), odnosno (%,7). Kako je za odredenu
transformaciju 6 = const. sledi da i v mora biti konstantno, inace bi se koordinatne ose krivile jedna prema
drugoj (i o¢uvanje ravnog karaktera metrike doslo bi u pitanje). U tom je duboka opravdanost uslova
neubrzanog kretanja posmatrackih sistema, to jest zahteva da sesvi dogadaji u specijalnoj relativnosti
posmatraju u odnosu na inercijalne sisteme.

Na osnovu (3.38) imamo da je

- 1
sh6 = 7V2 chf = ———.
ef1-a —a
1
= (x—wt),
1-¥
cZ
e (3.39)
=2,

~
Il

1 ; 1
— =W .
[i_w\ ¢
2
Ovo su Cuveni transformacioni obrasci specijalne teorije relativnosti. Iz (3.39) se moze proveriti da
pocetak koordinatnog sistema S prema S ima brzinu jednaku —v.
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Slika 3.2: Relativne brzine S prema S.

3.5 Zadaci

Zadatak 4

Neka su kompleksni brojevi p, g, r, s sledece funkcije:
1 1 1 1
p= 7 (x] +ix4> , q= 3 (x] fix4) , = 7 (x3+ix4) , S= 7 (fx3+ix4) .
Koriste¢i ih nadi:

a) izraz za interval,
b) uslove pod kojima neki dogadaj lezi na polukonusu vuduénosti.

Resenje

Zadatak 5
Ako su >, A, i, v Cetiri kompleksne konstante, takvr da vazi

. x A
jal=1. seje a= (7 7).

Y = AXA, x:(’ q), Y:(
4 S

interval zadrzava oblik u funkciji p, g, 7, 5.

pokazati da pod uslovom

ST
“ Q)
N——

Resenje
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Zadatak 6

Sprovesti diskusiju Poglavlja 3.3, poCetak na str. 35, koristi¢i simboli¢ne operacije izmedu vektora ¢, h
(3.30), trovektora poloZaja u prostoru X i vremenu ¢ kao promenljivih.

Resenje

Zadatak 7

Pokazati kako se Lorencove transformacije (3.6) moze svesti Galilejevu transformaciju (2.9) i jedno-
stavnu Lorencovu transformaciju (3.39) uz promenu pocetka merenja vremena. Rastumaciti taj postupak
geometrijski, rotacijama ortogonalnih dvoravni.

Resenje

Zadatak 4
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4. Relativisticka kinematika

Promena duzine i toka vremena. Slaganje brzina

Razmatrimo osnovne posledice jednostavne Lorencove transformacije, izloZeno u prethodnom odeljku.
Ako stavimo

veze (3.39) Ce glasiti:

xX= ’]/(X*Vl‘),
y=uy
7=z, 4.1

Ako uzmemo jednu duz koja miruje u odnosu na S, zadatu sa
M:fz_-flv )722:07

i uocimo je u jednom trenutku vremena merenog u sistemu S (At = 0), dobi¢emo (4.1)

AF = YAx. 4.2)

DuZina predmeta koji miruje u jednom inercijalnom sistemu biva skracen u pravcu kretanja, u odnosu na
posmatraca iz drugog inercijalnog sistema, s razmerom skracenja 7.
S obzirom na drugu i trecu formulu (4.1) i na (4.2) zaklju€ujemo da je promena zapremine AV = AxAyAz

AV = yAV. 4.2
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Predimo na ocenu promene toka vremena. Ako ga merimo u sistemu S na jednom mestu, recimo (%,0,0)
i obavimo Citanje u trenucima 7; i f,, tada, da bismo utvrdili tok vremena u sistemu S, treba da imamo vreme
t dato u funkciji ¥ i 7, a to znacida ga izrazimo pomoéu inverzneLorencove transformacije S — S, koja, na
osnovu (4.1) glasi

x="y(x+vi),
v (4.3)
1= Y<7X+Z) .
c
Iz druge od ovih jednacina dobijamo
At = yAT. 4.4)
dx dx + vdf 7]
- + v u+v 5)

dt — di+c2d8 1—c2viy’
Tok vremena u jednominercijalnom sistemu biva usporen u odnosu na posmatraca iz drugog sistema, s
razmerom usporenja .

Kako bi sad glasila relativisti¢ka teorema slaganja btzina? Uzeli smo bili da je v brzina sistema S prema
S. Pretpostavimoda se u odnosu na posmatraca S neki objekt krece brzinom u. Kolika ¢e biti njegova brzina
u odnosu na $? Kako nam je data «, imaéemo na osnovu (4.3)

v=—cthf, wu=—cthn, a=—cthfq.

Slaganje brzina se u relativnosti dakle ne sastoji samo u jednostavnom sabiranju. Ako se podsetimo da smo
geometrijski argument kvazirotacije v u obrascu (3.38) kinematicki tumacili pomoéu brzine v, moZemo
staviti:
v=—cth0, wu=—cthn, ia=—cthfq.
Na osnovu ¢ega (4.5) postaje:
thn=th(6+7) = n=06+1. (4.6)
Slaganje brzina izraZeno je sabiranjem odgovarajuéih argunmenata kvazirotacije.

Kako je hiporbolicki tanges manji ili najviSe jednak jedinici, za beskonacnu vrednost argumenta kva-
zirotacije, to sledi da je rezultanta dve brzine, po hipotezi manja od brzine svetlosti, opet manja od brzine
svetlosti.

Brzina svetlosti ne moZe se posti¢i slaganjem ni jednog broja brzina manjih od nje.

Ako je i bila brzina svetlosti, izmerena u sistemu S, dobili bismo za u, iz formule (4.5)

c+v
142
c

=c. 4.7

Brzina svetlosti jednaka je u odnosu na svakog posmatraca.

1z svega §to prethodi vidimo da merila za apsolutno kretanje ne moze biti, jer ako svetlost oddmice
jednakom brzinom u odnosu na svakog posmatraca, ako se nikakvim slaganjem brzinamanjih od svetlosti ona
ne moze dostici, jasno je da se ni za jedno kretanje ne moZe utvrditi koliko ZaostajeZa svetlo§¢u. Geometrijski
re¢eno, vremenska osa svakog inercijalnog sistemamoZe se ravnopravno uzeti za osu simetrije nultog konusa.
Dijagram skalarnih proizvoda jednog polja jedini¢nih vektora sa razli¢itim vremenskom baznim vektorima,
dat je u Poglavlju 1.3, sa pocetkom na str. 21, predstavlja hiperboloid sa istom jednacinom.

Cetvorobrzina i Eetvoroubrzanje

Jos§ od prvog odeljka govorimo o svetskoj liniji kao putanji nekog objekta ili svetlosnog zraka. Postavlja
sepitanje zasto ne formuliSemo neku svetsku brzinu koja bi bila tangentni vektor na svetsku liniju, onako kao
$to brzina tangira putanju u prostoru.

Ako je s interval na nekoj svetskoj liniji, tada vektor definisan sa

dxlx

ua
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nazivamo vektor ¢etvorobrzine objekta Cije je to svetska linija. Iz (1.2) se vidi da je u® njen jedini&ni
tangentni vektor. Cetvorobrzina nekog inercijalnog sistema je jedini¢ni vektor njegove vremenske ose.
Dijagram vrednosti jednog polja ¢etvorobrzine daje Slika 1.2 (str. 22) u odeljku 1.3. Stoga ¢emo za svaki
elementarni intervalneke svetske linije smatrati da se, trenutno i lokalno, poiklapa s tokom vremena jednog
inercijalnog sistema koji ima tu Cetvorobrzinu. Iz tih razloga éemo meru duZzine svetske linije nazvati
sopstveno vreme. Razume se da je fizickimerodavnost takvog vremena bila dugo dosta nesigurna stvar, jer
se vreme meri ¢asovnicima, a ovi trpe od promene inercije, pa je izvodenje svih redukcija, ¢ak i za najprostije
mehanizme, vrlo sloZeno. Ipak je sopstveno vreme od pocetka predstavljajo jedno formalno, ali jednostavno
i uspesno pro$irenje pojma vremena sa inercijalnih sistema, gde se ono jedino moglo pouzdanomeriti, pa
prema tome i definisati, na proizvoljne sisteme. Vide’cemo dalje da postoje Cinjenice koje opravdavaju
njegovu definiciju.

Izrazimo &etvorobrzinu u funkciji brzine v/ jednog objekta (vidi SI. 4.1), merene iz nekog inercijalnog
sistema. Kako je € = —1 imamo:

ds? = 2 dr® — §jdx'dn/

2
ds=cdi\/1- 2 = cdi = yds. 4.9)
C

Odavde je
. dxt . dx4
i —1,,0 4
- _ . - — 4.10
ds W ds 14 ( )
x°)
?; -
X
©
s x4

Slika 4.1: Cetvorobrzina.

Ubuduée ¢emo v, brzinu koja biva efektivno izmerena iz posmatraevog inercijalnog sistema, nazivati
trobrzina, a Cetvorobrzina u® bice prava relativistika brzina. Ona ima tenzorski zakon transformacije u
odnosu na svetsku metriku, dok trobrzina ima nehomogenizakon transformacije, odnosno slaganja, u odnosu
na razliCite inercijalne sisteme, dat sa (4.5).

Tok sopstvenog vremena iznosi, na osnovu (4.9)

1 7 7 / V2
TQ—lez/dS:/ 1—07dt (411)
S S1

Izracunato trajanje 7, — 7| sopstvenog vremena datog kretanja moze se uporediti sa odgovarajué¢im kona¢nim
intervalom proteklog vremena #, —t;. O¢igledno je da se ta dva intervala mogu poklopiti samo ako je v = 0.
Podintegralni izraz u (4.11) ne predstavlja totalni diferencijal, to jest mi moZemo spojiti svetskim linijama
razli¢itih duzina dogadaja A i B. Izaberimo te dogadaje tako da pocetak posmatracevog sistema prode oba,
jedan za drugim. Interval posmatracevog vremena razlikuje se od intervala raznih mogucih svetskih linija, a i
oni medu sobom, osim ako neke nismo birali tako da im duZine izmedu A i B budu jednake. Ovo je sustina
takozvanog paradoks blizanaca, ili problem razli¢itog starenja, bar u formalnim vremenskim jedinicama,
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dve jedinke izmedu rastanka i ponovnog sastanka. U op§toj teoriji relativnosti taj problem postaje sloZeniji,
ali ima stvarniji karakter.
Analogno ¢etvorobrzini, Cetvoroubrzanje je definisano sa

du®  d%x®
¢—_— = . 4.12
Y ds ds? “.12)
Na osnovu (4.10) ono eksplicitno glasi
; d(p' d
wi= e 2y 3 oy Y .13)

dt dt

MoZemo odmah proveriti, polazeéi od (4.8) i (4.12), da su vektori Cetvorobrzine i ¢etvoroubrzanja medusobno
ortogonalni
gapu®uP =0. (4.14)

Kako je ¢etvorobrzina orijentisana vremenski ili nulto, izlazi sa w* mora biti prostorni ili nulti vektor. U
posebnom slucaju on se poklapa s nultom cetvorobrzinom, §to se moze proveriti na dijagramima (vidi
poglavlja 1.2 str. 20 i 1.3 str. 21) za uzajamno ortogonalne vektore. Cinjenica da je w® uvek ortogonalan na
datoj &etvorobrzini umanjuje njegovu proizvoljnost. Troubrzanje éemo obeleZavati sa v'.

Primetimo jedno svojstvo Cetvoroubrzanja. Za svako kretanje moZe sa zamisliti, u svakom trenutku,
jedna inercijalni sistem koji ima istu &etvorobrzinu. Trenutna trobrzina v = 0 u odnosu na takvog posmatraga.
Medutim, zbog prostornog karaktera ¢etvoroubrzanja, ne postoji inercijalni sistem Cija bi se vremenska
osa mogla trenutno poklopiti s njim. Znaci da je troubrzanje, izvod po vremenu trobrzine, u funkciji kojeg
je izrazeno Cetvoroubrzanje (4.13), vektor koji mora biti zapaZen u svakom inercijalnom sistemu, ako je
zapazen u jednom.

Talasni frontovi i ucestanost. Doplerovi crveni pomak

Posmatracemo prostiranje jednog ravnog talasa konstantnom brzinom . Kako ce izgledati njegova
trajektorija? Pretpostavimo prvo da se posmatrac krece zajedno s talasom. Tada istorija talasnog fronta
predstavlja jednu trotavan na kojoj leZi osa x*. Posto se u opstem slucaju talas kreée u odnosu na posmatraca
brzinom %’ # 0, njegova istorija X ima prema osi x* izvestan nagib, odreden intenzitetom y. Ta troravan je,
dakle, vremenska, a u slucaju svetlosnog talasa, nulta. Uslod toga je njen vektor normale n® prostorno ili
nulto orijentisana (Sl. 4.2).

Slika 4.2: Vektor normale n® prostorno ili nulto orijentisan.

Posto je istorija ovog talasa odredena svetskim linijama Cije su tangente u svakom dogadaju njegove
Cetvorobrzine, to s obzirom na konstantnost zadatih veli¢ina vidimo da polje ¢etvorobrzina u potpunosti
leZi na njoj. S druge straneje trovektor pravca prostiranja talasa u prostoru kolinearan s trobrzinom. Imamo
dakle, zaklju¢ak da jedini¢ni Getvorovektor n% normale na talasu stoji upravno na Cetvorobrzini A%, dok je
odgovarajudi trovektor normale kolinearan s trobrzinom.
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Izrazimo te Cinjenice. Za Cetvorobrzinu imamo iz (4.10), a za ¢etvoronormalu iz prethodnog:

. ) 1
A%y xtm), n*(uxnt), n=—, (4.15)

uz uslove, ako se sad ograni¢imo na brzine manje od svetlosne:
2apAAP =1,
gapn®nP =1, = P28’y —(n*)? =1, (4.16)
guprfnP =0, = undx'x’ —nn* =0.

Prvi uslov je identic¢ki zadovoljen iz (4.15). Kako uzimamo da je trovektor normale usmeren kao i brzina
talasa (1 > 0), iz prethodnog sledi

p=rnx", nt=c'ny

Dakle
n“(nts e nx). (4.17)
gde je £ (x Y, 1) %) jedini¢ne vektor prostorne normale na talasu.

Ovde smo izrazili istoriju samo onog talasnog fronta na kojiem leZi posmatracev pocetni dogadaj.
Medutim, postoji proizvoljno mnogo paralelnih ravni u prostoru i njihovoh istorija, troravni u Svetu Minkov-
skog, koje odgovaraju razli¢itim fazama ovog talasnog kretanja, i zapremaju tokom vremena odredeni deo
prostora, pa prema tome i Sveta. Njihove jednacine su linearne po x% i glase

8apn”xP = const. (4.18)

Rastojanja od pocetnog dogadaja su invarijantna pod dejstvom homogene Lorencove transformacije, pa je to
ileva strana (4.18), koja nam daje upravno rastojanje pocetka od odredenog talasnog fronta. Dakle

8apn®xP = gopn®sb
pri ¢emu su vrednosti %P dijagonalne, kao i g4p.
Posmatrajmo sada talasno kretanje najprostijeg zakona periodi¢nosti
o=90cos2nv(t—19), (v=T7"). (4.19)
Proteklo vreme éemo obeleziti, posmatrajudi sa stanovista prostora i vremena
=y, 1g=c"'5* (4.20)

Pocetna faza 1y je proizvoljna, jer se uzima za bilo koji talasni front, pa je zato i izraZavamo pomou
promenljive x*. Tako da (4.19) moZemo da napisemo kao

¢ = 09 cos27 fox®.

Ovde (p(o) predstavlja asimptotu oscilovanja, @ njegovu elongaciju, a f* je frekventni vektor, koji je na

osnovu (4.19) i (4.20), jednak
= <Xgi;!) . “21)

X c
MozZe se proveriti, pomoéu (4.17), da je fP kolinearan s Eetvoronormalom n” . Ispitajmo promenu frekvencije
u zavisnosti od promene posmatraca. Ako izaberemo posmatrace S i S, povezane jednostavnom Lorencovom
transformacijom (3.36), imaéemo

=L P L T =y e,
=7
f3:f_3-
=Lt + Lt P =yt et

(4.22)
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gde je

V2 -1/2

Pretpostavimo sad da se posmatrani talas prostire u pravcu x - ose. Tada je po (4.21)

% v
p(Y Y
f (%70’0, C)?

a i njegov transformat fP ostaje u istoj dvoravni. Tada iz (4.22) dobijamo:

\4 1 v ,
A 4 4.22
2 (x’ * c2> ’ @22
v=y/ (1 + 1,) : 4.22")
X
Kada sa v iz (4.22') zameni (4.22"), dobijamo
- )(/ +v
x= 1+c 2y’

Sto je ve¢ dobijeni izraz za slaganje brzina (4.5). Veza (4.22") predstavlja relativisti¢ku formulu za promenu
ucestalosti talasnog kretanjakada se posmatrac krece brzinom v prema izvoru ¢ija je sopstvena frekvencija
emitovanja v, a brzina prostiranja talasa x. Relacija (4.22”) se od nerelativisticke Doplerove! formule
razlikuje ¢iniocem ¥, i vredno$éu x’ transformisane brzine u funkciji x i v.

Primenimo ovo na svetlosne talase. Kako je brzina svetlosti u vakuumu jednaka za sve posmatrace,

x=x'=c, iz (4.22))je
1 —1
vy Y 4.23)
1—clv

Ako se u izrazu (4.21) za frekventni vektor f%, stavi ¥ = ¢, dobija se da je njihov intenzitet jednak nuli

gapfefP =0. (4.24)

Vidimo da vektor normale n%, budu¢i da je definisan kao jedini¢ni, gubi smisao, jer je kolinearan sa /%, pa
mu komponente postaju, kao i Cetvorobrzini, neograni¢eno velike. Kako je Cetvorobrzina prostiranja talasa
A%, po (4.16) ortogonalne na n%

8aprnP =g %P =0, (4.25)

to zbog (4.24) i (4.25) sledi da je za svetlosni talas n* = EA%, to jest vektor normale na istoriji svetlosnog
talasa kolinearan je s vektorom njegove Getvorobrzine. Sto predstavlja svojstvo nultih povrsi, bududi da je
od svih vektora nultog konusa, na svakom od njih ortogonalan samo jedan, a to je on sam. Cetvorotalas u
sluCaju svetlosti doti¢e nulti konus duz&etvorobrzine A %, &ija je trajektorija svetlosni zrak.

Vratimo se obrascu (4.23). Brzina prostiranja svetlosti u vakuumu je nepromenljiva, ali vidimo da
njena ucestalost to nije. Mi bismo, u zavisnosti od brzine kretanja prema izvoru, jedno isto zraenje mogli
identifikovati kao emisiju y - zrakova, vidljivu svetlost ili radiotalas.

Prthodne zakljucke koristimo za objasnjenje doplerovog crvenog pomaka spektralnih linija svetlosti
emitovane sa vrlo udaljenih nebeskih tela, poznatog jo$ pod sugestivnim nazivom starenje svetlosti. Ovaj
pomak prema crvenom delu spektra svedoci o uzajamnom udaljavanju galaksija, a tumaci se ekspanzijom
Vasione. Objasnjenje bitnih crta same pojave ne zahteva za sad da napustimo sliku Sveta specijalne teorije
relativnosti.

Podimo od pretpostavke da je cela Vasiona nastala iz ekspanzije jednog sredista zgusnute mase, i da se
ravnomerno §iri (Ajntajn je pizao da se Svemir 3iri brzinom prvobitne ekspanzije ...”), §to ne opovrgavaju

'Dopler
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dosadasnja posmatranja. Tada je, ako je po merilima posmatraca daljina izvora zracenja ¢, vreme proteklo od
pocetka ekspanzije ¢, brzina udaljavanja v jednaka

(4.26)

V=

¢
.

Ovo ¢emo uneti u obrazac za promenu frekvencije svetlosti (4.23), imajuci u vidu da zbog udaljenosti
moramo staviti umesto v, i uz oznaku v = v,

(4.27)

Ovde v, predstavlja sopstvenu (prirodnu), a v relativnu frekvenciju izvora prema posmatracu.
Cinjenica je da je brzina razilaZenja ne suviSe udaljenih galaksija mala prema brzini svetlosti. Stoga se,
kad razvijemo u stepeni red funkciju na desnoj strani (4.27), moZzemozadrZati ne linearnoj aproksimaciji

V’van<1—§).

Ako stavimo 6V = v,, — v, to e dati pribliznu formulu

ov _(
v a (4.28)
Pomak &V i daljina ¢ posmatranih objekata su promenljivi, dok su ostale veli¢ine, za svetlost odredene
talasne duZine, konstantne. Zahvaljujuéi tome moZemo, merenjem crvenog pomaka pogodno izabranih
objekata, utvrditi, u jedinicama trajanja naSeg doba na Zemlji, pribliZznu starost Vasione. Za to se moZemo
posluziti bilo strogom formulom (4.27), ili pribliznom (4.28). Do danas je, posmatranjem najudaljenijih
izvora zracenja, ustanovljena starost od 17 milijardi godina. Taj broj srazmeran je recipro¢noj vrednosti
&uvenog Hablovog? koeficijenta H.

Neki opiti koji potvrduju specijalnu teoriju relativnosti

U ovom odeljku ¢emo izloZiti dva opita od velikog znacaja za specijalnu relativnost.

Prvi od njih, &uveni Majklson? - Morlijev* eksperiment, izvrien je 1889. god. i ponovljen 1900. god. On
je vodio negativnom zakljucku, i imao je za posledicu neogrzivost Galilejevih trnasformacija prostornih i
vremenske koordinate, pa prema tome i Njutnove mehanike.

Drugi eksperiment, Hafele’ - Kitingov®, izvrien je mnogo kasnije, 1971. god., odnosi se na promenu
toka vremena pri relativnom kretanju. On se sa iznenadujuom tacnoscu slaze sa relativistickim formulama.
Ma da ovaj eksperiment nije bio prva ppotvrda te vrste (postojanje (-mezona na nivou morske povrsi prvo je
ukazalo na dilataciju sopstvenog vremena), ¢injenica da je izvrSen sredstvima koja je za tu svrhu napravila
ljudska ruka, i da su relativne brzine bile male, daju mu veliki znacaj.

Prvi eksperiment.

Razmotri¢emo prvo Majklson-Morlijev ogled. Zato ¢emo pociod predrelativistickog shvatanja po kojem
svetlost ima brzinu ¢ samo u odnosu na apsolutno mirujuéi “etat”. Tada bi brzina svetlosti, prema objektu
koji se izvoru pribliZava vrzinom v, iznosila ¢ 4 v, a u slu¢aju udaljavanja ¢ — v. Prema tome, ako je rastojanje
od svetlosnog izvora do ogledala koje se krece prema njemu jednako ¢ u trenutkukada se svetlosni zrak

ZHubble
3Michelson
“Morley
SHafele
6Keating
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odbije, vreme koje protekne od emisije do njegovog povratka, posmatrano u laboratoriji koja se prema etru
krece zajedno sa ogledalom, iznosi

! i 20 1 2% 2
y— == ~ = (1+V—2) (4.29)
C

- —_ - v
c+v c—v Cl_? c

Ekspirementalni uredej sastoji se iz tri ogledala: A, B i C, od kojih je B poluposrebreno kako bi moglo i
da propusta i da odbija svetlost (SI. 4.3).

" 450 I
8
& \\
_‘—’: 1\\\ //
o X A \ /

Slika 4.3: Ekspirementalni urede;j.

Svetlosni zrak, koji se prostire u pravcu x-ose, delom prolazi, a delom se odbija na poluposrebrenom
ogledalu B. Propusteni zrak stize do ogledala C i odbija natrag do B, a odatle do zastora D. Zrak koji je
odbijen od B ide do A, odbija se s njega i vreca kroz B do D. Ako bi uredaj mirovao prema etru moguce bi
bilo ta¢no podesitiodnos odstojanja ¢ i ¢, takoda posmatracna zastoru D primeti interferenciju bilo gasenja
ili pojacavanja monohromatske svetlosti. Za ¢; = ¢, imali bismo interferenciju pojacavanja.

Podimo od pretpostavke da se Zamlja krece u pravcu x-ose vrlo pribliZzno konstantnom brzinom v. Vreme
potrebno svetlosti da prede od B o C i natrag iznosi, na osnovu (4.29)

200 1 20 2
n="t_- (1 + Lz) , (4.30)
c1-% c c
:
dok je
1
h= v, 431

Duzina ukupnog puta svetlosnog zrakz od poluposrebrenog ogledala B do ogledala A i natrag (na slici

obeleZeno tackastom linijom) iznosi
- 1
bh=2/G+ Zv2z§, 4.32)

2
n=2/8+ 3 432)

pa je, s obzirom na brzinu svetlosti ¢

Otud s
2 2
e 2 (1 n L) _ (433)
C
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U eksperimentu je bilo uzeto ¢ = ¢,. Tada prethodni izraz daje

2 2
Am%g(wl—]—z%)f%zv? (4.34)
Pomeranje interferencione linije u spektru je ZakaSnjenje” Ar.

Ovaj eksperiment nije dao ocekivane rezultate. ZapaZeniefekti bili su daleko ispod reda veli¢ine koji bi
ova pojava morala imati. Opit je ponavljan viSe puta, u razli¢ita godiSnjadoba, uredaj postavljan u razlicite
pravce, ali je rezultat ostao negativan.
merenja, ako se ve¢ apsolutno kretanje ne moZze utvrditi. DOleCnl podacinisu bili dovoljno jasni za tumacenje.
Drugi eksperiment. Ovaj eksperiment izveli su Hafele i Kiting 1971. god., imao je za cilj da proveri
usporenje toka vremena na objektu koji se krece u odnosu na posmatrac¢a. Merenje je vr§enocezijumskom
¢asovnicima na Cetiri aviona, od kojih su dva kretala u isto¢nom, a dva u zapadnom smeru, na odredenoj
geografskoj Sirini. Visine leta su iznosile oko 6000 metara, a brzine oko 960 km/h. Tako je utvrdeno da
dilatacija vremena iz relativistiCkih formula odgovara stvarnosti. Pritom je uzeta u obzir i popravka zbog
promene gravitacionog polja s povecanjem visine, $to je takode relativisticki efekat.

Polazi se od sledeceg. Kako se Zemlja okreée u istoénom smeruugaonom brzinom @, pa na visini na
kojoj je vrSeneksperiment ima brzinu R®, vreme na tom mestu treba da ima usporenje u odnosu na neki
hipoteticki inercijalni sistem S, vezan za srediSte Zemlje, koji ne vr$i njenu dnevnu rotaciju. Odnos izmedu
vremenskog intervala Ar u tom sistemu zemaljskog A7 Ce biti

At = A (4.35)
R*w?
1— 2

Za avion koji leti prema istoku brzinom v u odnosu na Zemlju, vremenski interval A7 iznosi A, a obzirom na
grupna svojstva Lorencovih transformacija, a na osnovu obrasca (4.5)

AT
At = (4.36)

] (Rw+v)?
c2(1—c2Rwv)?’
Ako sa y; oznac¢imo transformacioni faktor za odnos toka vremena na Zemlji prema usporenom toku na
avionu

A=y AF 37)

/1 R2w2
(Rw +v)?
~ A2(1+c 2Row)?
R’ (Ro+v)? ~
262 A(14+c2Rov)? |~
Mt <v +2va) > 1.
2¢?

S ta¢noscu do ¢lanova viSeg reda.

Na avion koji leti prema zapadu istom brzinom v nastalo bi, u odnosu na sistem S, a pod uslovom v < R@
koji je ispunjen, usporenje toka vremena manje od zemaljskog. Prema tome, vreme na tom avionu e brze
te¢i nego na Zemlji, a jo§ brZe nego na avionu koji leti prema istoku. Veli¢ina traZenog odnosa dobije se
kad se u formuli (4.36) svavi —v umesto v. Ako sa 7, obelezimo faktor ubrzanja tokom vremena na avionu
prema toku na Zemlji ima¢emo, umasto (4.38)

imademo

(4.38)

1
hal-ss (v2 +2va) <1 (4.39)
C
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Tako su dobijene sledece vrednosti usporenja i ubrzanja vremena u odnosu na zemaljsko

Srednja vrednost razlika za

i < . AT/107%s
Cetiri cezijumska Casovnika /

isto¢ni smer | zapadni smer
zapazeno —59+10 273+17
predvideno —40423 275+21

Tabela 4.1: Izmerene vrednosti drugog eksperimenta (videti J. Taylor, [25], str. 19.).

Popravke na ovoj tablici poti¢u od dejstva gravitacionog polja. Posledice ubrzanja i usporenja aviona na
pocetku i na kraju leta su se pokazale od malog znacaja, Sto se i ocekivalo, jer su kratko trajale. Rezultati se
vrlo dobro slazu sa predvidanjima.

Osim ovog, astronomi VaSingtonske opservatorije izvr§ili su, u toku jeseni izime 1975/76. god., viSe
eksperimenata istog tipa, pomocu poboljsanih cezijumskih i rubidijumskih ¢asovnika. Avioni su leteli na
vec¢oj i manjom brzinom nego pre prethodno opisanom eksperimentu, a u pravcima za koje nastaje manje
izrazito ubrzanje ili usporenje toka vremena usled kretanja prema posmatracu na Zemlji. Cilj je bio da se
izdvoji pojava ubrzanja toka sopstvenog vremena usled opadanja Zemljinog gravitacionog potencijala s
visinom od njegovog ubrzanja ili usporenja usled kretanja. O ovom ¢e biti reci detaljnije u §60. Ti opitisu
takode dali vrlo dobre rezutlate. Efekt o kojem je re¢ spada u opStu relativnost. Ovde ga navodimo zato §to je
omogucio razdvajanje posledica navedene dve vrste, i odagnao sumnju o nekom mogucem treem uzroku tih
pojava.

Ovo je lep i znacajan primer objaSnjenja jedne prirodne pojave koja se dotle mogla naslutiti jedino po
trajanju U-mezona.

Zadaci

Zadatak 8

Napisati pravilo slaganja nekolinearnih trobrzina i i v. Izvr$iti Lorencovu, a zatim Galilejevu, transformaciju,
tako da odgovarajuce Cetvorobrzine imaju njajmanji broj komponenata. Naci vezu izmedu dva moguca
pomeranja.

Resenje
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Masa, impuls i sila

Obic¢no se smatra da je promenljivost mase u zavisnosti od kretanja prema posmatracu jedna od njenih
osnovnihkarakteristika po relativistiuckom shvatanju. Ne treba, medutim, gubiti iz vida ¢injenicu da se ta
promenljivost ne pojavljuje u osnovnim transformacionim formulama. U tim, ¢seto kinematickim obrascima,
prostor i vreme su sustinski povezani, a mase nema. Ali, kad budemo uveli izraz za koli¢inu kretanja zasnovan
na Cetvorobrzini, za masu koja se u odnosu na posmatraca kre¢e nekom odredenom trobrzinom v, doéi
¢emoprirodno do pojmova sopstvene i relativne mase.

Uzmimo dakle materijalnu tacku kojoj smo izmerili masu u stanju mirovanja, i utvrdili da iznosi m.
Relativisticku koli¢inu kretanja, koju ¢emo dalje kratko nazvati impuls (imati u vidu da se pod impulso
obi¢no podrazumeva kona¢na promena koli¢ine kretanja) definisaéemo pomocu Cetvorobrzine

dxP
KP =m— = muP, (5.1
ds
odnosno, iz (4.10)

K =c'mp', K*=my. (5.2)

Sad moZemo uvesti, ili bolje, uociti pojam relativne mase. To je proizvod mYy sopstvene mase i dilatacionog
faktora y. Vidimo da je od svih vrednosti koje masa moZe imati najmanja ona koju ima u odnosu na
posmatraca prema kojem miruje, $to predstavlja sopstvenu masu m.
Kao §to je Cetvoroubrzanja definisano pomoéu Eetvorobrzine, tako je i Cetvorosila FP definisana pomocéu
impulsa KP
dKP
Tods
Kako radimo sa najpogodnijim koordinatnim sistemima zadovoljicemo se oblikom (5.3), koji odgovara
izrazu za drugi Njutnom zakon u odnosu na Dekartov sistem. Ako unesemo izraz za etvoroubrzanje w® iz

(5.3)
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(4.12), relacija (5.3) Ce eksplicitno glasiti

dm
F% =u%— + mw®. 5.4
ds
Kako smo utvrdili da su Cetvorobrzina i Cetvoroubrzanje uzajamno ortogonalni, to ¢emo iz (5.4) dobiti,

kontrakcijom sa u®
dm
apB

8opu FF=——. (5.5)

ap ds
Dosli smo do zakljucka da je specificna promena sopstvene mase po sopstvenom vremenu izraZzena skalarnim
proizvodom, s promenjenim znakom, relativistickih vektora brzine i sile. U slu¢ajunepromenljivosti sopstvene
mase (nepostojanje nekog procesasagorevanja ili zracenja) Cetvorobrzina i ¢etvorosila su ortogonalni i

obrnuto. To je slucaj koji ¢emo na dalje iskljucivo posmatrati. Tada je
F%gq =0. (5.6)

Kako vektor relativistiCke brzine u slucaju svetlostipripada nultom konusu, razmotricemo i taj slucaj.
Impuls fotona definisan je sa

KP =c'hfP  (h=6,624-10"% [ergsec]), (5.7)

gde je fP frekventni ¢etvorovektor talasnog kretanja, a h Plankova konstanta. Takav talsni front krece se

trobrzinom ¢iji je intenzitet ¢, i njegov ¢e frekventni vektor u (4.21) biti
P =(c ey,

Odakle je vektor impulsa fortona '
KP = (¢ 2hvei; ¢ 2hv). (5.8)

Pojam mase je zaobiden kod fotona, jer frekventni vektor pripada nultom konusu.

Snaga i energija

U §5 formulisali smo bili prvi Njutnov zakon kao Primcip vremenskih i nultih geodezijskih linija svetske
metrike. U prethodnom odeljku dali smo relativisticki prosireniskaz Drugog Njutnovog zakona, polazec¢i od
dfeinicije relativistickog impulsa. Ostalo bi nam tre¢i Njutnov zakon. Alineéemo ni pokusati da ga iskaZemo
zbog uslova istovremenosti akcije i reakcije, koji je leZao u osnovi Njutnovemehanike, a kooji ne vazi za
razli¢ite posmatraCe. Ina¢e imamo Cinjenicu da skalarne i vektorske veli¢ine iz njutnovske fizike, koje smo
do sada sterali, zadrZavaju svoje transformaciona svojstva u odnosu na metriku specijalne relativnosti.

Sad treba i¢i dalje i uvesti, analogno, pojmove snage i energije.Pri njihovoj formulaciji, medutim, moZe
nastati izvesna nedoumica. Ako bismo hteli da izrazimo kineticku energiju polazeci od relativisticke brzine i
impulsa, dobili bismo sopstvenu masu s promenjenim znakom, jer je kvadrat Cetvorobrzine jednak -1. A za
snagu bismo, prema tome, imali uvek nulu. Stoga treba prvo razmotriti odnose trosile i ¢etvorosile.

S obzirom na to da je po (4.9) veza izmedu intervala sopstvenog i posmatracevog vremena yds = cdt,
Cetvorosila (5.3) glasi, eksplicitno izraZzena pomo¢u impulsa (5.2):

. d .
Fl =2y (my),

¢ (5.9)
4_ 1
F'=c y—(my).

73 (mY)

Izrazi u zagradi na desnoj strani jednacine za F' su sliéni izrazima za silu u Njutnovoj mehanici, samo §to
umesto sopstvene mase stoji relativna my. Stoga ¢emo fakto ispred operatora diferenciranja prebaciti na

drugu stranu i tako dovijeniizraz nazvati relativna trosila P!

i i d i
P =y 'F =5 () (5.10)
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Uslov ortogonalnosti (5.6), eksplicitno napisan, daje

_ d(m*vi 1 ,dm*
gaﬁ”aFﬁ:C Na (dt )*C IYZFZQ

gde smo relativou masu obelezili sa m* = my. Na osnovu definicije (5.10) prethodna veza dobija oblik

d(m*c?)

pi—
Vi dr

(5.11)

Proizvod relativne trosile i trobrzine tumaci¢emo, analogno Njutnovoj mehanici, kao specifi¢cnu promenu
energije po vremenu. To (5.11) upravo izraZava, jer predstavlja promenu neke funkcije po posmatracevom
vremenu. Tu funkciju éemo smatrati kao relativnu energiju £

dE i
— =P, 5.12
o v (5.12)
gde je
E=m". (5.13)

Ove Zetiri relativisticke definicije energoje svode se na Ey = mc?, to jest na energiju mirovanja nekog tela
sopstvene mase m, u odnosu na posmatraca koji se krece zajedno sa njom.

Pored relativne energije E u relativnosti se radi i sa telativnom kinetickom energijom 7. Ona je
definisana sa

T=E—Ey=mc*(y—1),

odnosno, akorazvijemo ¥ u stepeni red po v? / 2

(5.14)
1 2
— ,mvz (1+§L+) .
C

Ovaj izraz se, uopste uzev, malo razlikuje od kineticke energije u Njutnovoj mehanici, jer je u veéini slucajeca
v < ¢, pa se ostatak v[m/c?] u redu (5.14) moZe odbaciti, tako da se relativna kineti¢ka energija svodi na
njutnovski izraz.

Cetvrta komponenta K* impulsa predstavlja, po formuli (5.2), relativnu masu, pa je srazmerna, do na
konstantni faktor ¢2, relativnoj energiji. Dakle

E = 2K%. (5.15)

Odavde zaklju¢ujemo da je za foton, &ija je vremenska komponenta po (5.8) jednaka ¢~ 2hv, energija u
odnosu na bilo kojeg posmatraca E = hv. To i jeste definicija svetlosnog kvanta, i mogli smo obrnuto, po¢i
od nje i konstruisati impuls K”, dat formulom (5.8).

Impuls i kineticki moment materijalnog sistema

Sistem materijalnih tacaka ¢emo razmatrati polazeéi od pojmova relativistickog impulsa, ve¢ uvedenog
za tacku, i kinetickog momenta (ili momenta koli¢ine kretanja) u odnosu na neki proizvoljni dogada;.
Ukupni impuls KP, sistema on n materijalnih tataka iznosi

n

KP = /_ZIK@) = (;m@)u@), (5.16)

gde je K| &) impuls pojedine tacke sistema.
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Kineti¢ki moment M@;’, materijalne tacke u odnosu na dogadaj aP, definisan sa

po_(p _p p
My = (xfy — ) K5 — (x5 o)) KGy, (5.17)
I3}

gde je ) dogadaj u kojem materijalna tacka ima impuls K(p[).

Kineticki moment definisan je analogno Njutnovoj mehanici, ali ne moze vise biti predstavljen simbo-
lickim vektorima, jer u svetskoj metrici antisimetri¢an tenzor ima Sect komponenti. U odnosu na Lorencove
transformacije MP se ponasa kao tenzor, ma da nema stvarno tenzorski karakter u slu¢aju proizvoljne
transformacije.

Kinetickimoment ostaje nepromenjen ako se vektor impulsa pomera duz svoje napadne linije. Neka
koordinate njegove napadne linije budu

P =xP +AKP.

Tada je
MPO = (xP —aP + AKP)K® — (x° —a® + AK®)KP = MP°, (.18)

Sto je trebalo dokazati.

U slucaju da se materijalni sistem sastoji iz objekata koji se krecu po inerciji, postoji moguénost sudara
izmedu njih, ili neke razmene energetskih kvanta (videti Synge [6], str. 209). Tada izmedu svaka dva
uzastopna sudara, ili i zracenja, za svaku materijalnu tacku sistema oCuvani impuls i kineticki moment u
odnosu na neki dogadaj aP .

Da bi sabiranje kinetickih momenata imalo smisla, oni treba da budu uzeti u odnosu na jedan dogadaj.
na dalje ¢emo smatrati, ako se drugacije ne napomene, da kineticke momente tacaka racunamo u odnosu na
posmatracev poCetni dogadaj aP = 0. Kineticki moment sistema iznosi

MPO =Y My (5.19)
L

Mi ¢emo se ograniciti na one sisteme Cije su sve interakcije unutrasnje i to takve da ostanu ocuvani ukupni
impulsi i kineticki moment. Izrazit primer takvih sistema nalazi se u kineti¢koj teoriji izotropskih gasova
(gasova Cija je ukupna razmena dejstava s okolinom jednaka nuli). Ako sa KP i MP obeleZimo impuls
i kineti¢ki moment sistema u jednom trenutku, a sa KP i MP© te iste veli¢ine u nekom drugom trenutku,
zahtevamo da bude:

KP =1IP, MP°® =MP°, (5.20)

YK =LK0), YMiS =Y S (5.20')
k L k 4
Indeksi & i £ ne moraju i¢i do istog broja, jer se neke Cestice mogu spojiti ili raspasti.

Goemetrijski opis uslova (5.20), poznat kao otvoreni zakon odrzanja impulsa (videti: Synge [6], str.
214-219), izkazuje se time §to kroz svaku prostornu troravan X prolaze svetska linija materijalnog
sistema ¢iji su ukupni impuls i kineticki moment nepromenjeni.

Svaka takva troravan predstavlja opazaj prostora u odredenom trenutku vremena nekog posmatraca.

Drugi opis, poznat kao zatvoreni zakon odrzanja impulsa, iskazan je time $to je ukupni protok
impulsa i kinetickog momenta kroz neku zatvorenu tropovrs X jednak nuli, ukoliko kroz nju prolaze
svetske linije celokupnog materijalnog sistema.

odnosno

Centar mase materijalnog sistema

U njutnovojskoj mehanici jedno od osnovnih svojstava centra mase sistema bilo je to da je linearni
moment mase u odnosu na njega jednak nuli. Kako u relativnosti mase pojedinih objekata predstavljaju,
u zavisnosti od kretanja, u razli¢itoj meri izmenjene sopstvene mase, treba nac¢i pogodnu definiciju za taj
dogadaj. Zato je odabrana definicija srodna onoj koja odreduje centar inercije u njutnovskoj mehanici, po
kojoj je linearni moment mase u odnosu na tu tacku jednak nuli.
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Poéi éemo od kinetickog momenta MP® materijalnog sistema za neki dogadaj aP. S obzirom na
antisimetriju, matrica (MP°) mora imati parni rang. Mi biramo a” tako da joj rang bude ni%i od 4, a da Ky
bude jedan od vektora reSenja linearnog sistema

MP°Ks = 0. (5.21)
Ako je kineti¢ki moment u odnosu na pocetak MPC, ovaj sistem jednacina glasi
MPOKs —aK°Ks +acK°KP = 0. (5.22)

Odavde odredujemo vektor aP, koji definiS§emo kao centar mase sistema. U (5.18) smo bili utvrdili da se MP°
ne menja ako dodamo AKP. Tako imamo da: vektor a” + AKP definiSe istoriju centra mase posmatranog
materijalnog sistema.
Da bismo efektivno odredili koordinate centra mase, uzeéemo posmatraca ¢iji tok vremena odreduje
rezultujuéi impuls sistema. Tada je K = 0, K* # 0, a veza (5.22) postaje
) . . M4
MUK, —dK*'Ky=0 = d= < (5.23)
Ovde je a* neodredeno, §to iskazuje &injenicu da je istorija centra mase paralelna vremenskoj osi posmatraca,
odnosno da vazi zakon odrZanja impulsa.
Ostaje nam da ovaj izbor malo bliZze uporedimo s onim iz njutnovske mehanike. Zato ¢emo rezultujuéi
impuls i rezultuju¢i moment napisati kao zbirove odgovarajucih komponenti veli¢ina K é 0 i Mé“ (5.2)1(5.17):

K=Y m v,
V4

S obzirom na to da posmatra¢ jedinstveno odreduje vremensku koordinatu x*, drugi &lan u izrazu za M™ je
K*, koji je za naseg posmatraca jednak nuli. Dakle, iz (5.23) sledi

L) YoX'
d (5.24)

aj

Lm W)
Ovaj obrazac za centar mase izmenjen je, u odnosu na njutnovski, utoliko $to umesto apsolutnih (ovde

sopstvenih) masa, stoje relativne. Obrazac (5.21), pomoc¢u kojeg nalazimo istoriju centra mase materijalnog
sistema, vazi za svakog Lorencovog posmatraca.

Zadaci

Zadatak 9

Relativne trosile P i Q dejstvuju na masu m. Kako se odnosi rezultujuée ubrzanje prema izvodu rezultujuée
brzine?

Resenje
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Zadatak 10

Dat je materijalni sistem, gde su poznate tri sopstvene mase my;) i Cetvrta my), relativna u odnosu na centar
mase sistema. Dati su, u odredenom trenutku: trovektori 7y (k = 1,2,3,4) polozaja masa, centra inercije

ad, njegove brzine i pravca Z(l-) (i=1,2,3) (> = 1) brzina prve tri mase. Odrediti brzine sistema i &etvrtu
sopstvenu masu.

Resenje
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6. Mehanika neprekidnih sredina

Gustina, impuls i energija

Prvi pristuppojmu gustine ucini¢emo, po klasi¢noj koncepciji fizike, posmatraju¢i mnostvo materijalnih
tacaka. Na taj nacin je definisana brojna gustina.

Brojna gustina predstavlja koli¢nik
n

V= N, 6.1)
gde je n ukupan broj Cestica u datoj zapremini od V jedinica. Nju opaZa posmatra¢ po ¢ijim merilima uocena
zapremina iznosi V. Stoga ¢emo je nazvati relativna brojna gustina. Ako bi posmatra¢ mirovao u odnosu
na centar masa toga sistema Cestica, zapremina koju uocava bila bi, na osnovu (4.2"), ve¢a. Otud sledi da je
brojna gustina sistema za takvog posmatraca najmanja. Tu gustinu ¢emo nazvati sopstvena brojna gustina.
Ona iznosi

n
— =Ny. 6.2
Vo o (6.2)

Odnos ovih gustina, sopstvene i relativne, ako se materijalnisistem prema posmatracu kreée brzinom
intenziteta v, dogija se, pomodu (4.2), iz (6.1) i (6.2):
n n 1
—=—=N = N=79Np. 6.3
Vo v Y YNo (6.3)
Dok samo za brojnu gustinu imali dve moguénosti, (6.1) i (6.2), dotle gustina kao koli¢ina materije u
jedinici zapremine, dopusta Cetiri moguénosti. Tako je zbog pojma relativne mase, koja se pojavljuje pocev
od §17 (Gl. 5.2, str. 54), i koju smo obeleZili sa m* = ym. MoZemo dakle raCunati bil sopstvenu ili relativnu
masu po jedinici bilo sopstvene ili relativne zapremine. Koli¢nik sopstvene mase i sopstvene zapremine
smatraéemo kao najprirodniji; on se najcesce koristi, a obeleZava¢emo ga sa p

=LY 6.4)
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i naziva se sopstvena gustina. U sluc¢aju da nam se u raCunu pojavineka od ostalih, relativnih gustina, ona ée
biti drugacije obeleZena.

MoZemo zamisliti izolovanu materijalnu sredinu koja ne medudejstvuje sa okolinom, kao $to smo Cinili
za diskretni sistem u §18 (Gl. 5.3, str. 55). Tada smo posmatrali jednostavan slu¢aj kada nema promene
ukupnog impulsa i kinematickog momenta prvenstvenostoga Sto takav sistem odgovara nekom procesu gde
materijalne tacke predstavljaju izolovana tela kona¢nih dimenzija koja ne mogu lako promeniti impuls i
moment. Medutim, kada se radi o nekoj struju sastavljenoj od vrlo velikog broja Cestica neznatnih masa i
dimenzija, interakcija sa okolinom, dakle promenljivost mehanickih parametara, predstavlja daleko realniju
moguénost.

Zadrzimo pojam impulsa koji se prenosi na velika mnostva, koriste¢i makroskopski pojam mase. Ali,
umesto kinetickog momenta, koji se menja od tacke do tacke, pa nije pogodan za prenoSenje na velika
mnostva, razmatraéemo kineti¢ku energiju.

Elementarno dejstvo sile FP (5.9), na intervalu ds neke svetske linije, glasi:

i
FPds=cy 'FPdt=c"! LYZZ/V ) dr+ d(ZZY)

dr. (6.5)

Na osnovu izraza (5.10) za relativnu trosilu P/, i (5.13) za relativnu energiju E, gornju vezu moZemo
predstaviti kao:

cFids:Pidt, 66)
AF4ds = d(m*c?) = dE. .
Izraz za impuls (5.2) daje:
Ki=F! ds, 67)
dE = d(2KY). '

Sad moZemo iskazati zakone priraStaja relativnog impulsa i relativne energije, date vezama (6.6):

1) prirastaj relativnog impulsa m*v' jednak je dejstvu relativne trosile na sistem u elementarnom intervalu
posmatracevog vremena,
2) prirastaj relativne energije E srazmeran je, sa faktorom ¢, prirataju komponente K* Getvoroimpulsa.

Kineticki pojam pritiska

Posmatrajmo strujunekog “fluidasa stanovista kinetickete teorije gasova, kao veliki broj Cestica razli¢ih
masa i brzina koje imaju osobinu da elasticno odskacu prilikom sudara s nekom dvrstom i nepokretnom
preprekom. Takvo glediste, klasi¢no u fizici, prirodno vodi pojmu pritiska. Pod pojmom elasti¢nog odbijanja
Cestice podrazumeva se ono za koje je odrZan inpuls po intenzitetu, i to tako $to njegova komponenta paralelna
prepreci ostaje neizmenjena, dok upravna komponenta menja smer a zadZava intenzitet. Stoga kineticka
energija te struje ostaje neizmenjena. Pritisak fluida nastaje kao statisticka posledica inpulsa koje Cestice
predaju zidovima, menjajuci brzinu u normalnon pravcu.

Sta opaza jedan posmatrad prema kome miruju zidovi na koje pritiska gas opisan ovoom kinetickom
slikom? Neka jedinidni¢ni vektor normale na povrs zida Ima u prostoru komponente ¢', a brzina nailazece
struje fluida neka u datom trenutku bude V', racunajudi zasad da sve Cestice imaju iste brzine (SI. 6.1).
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:
()

Slika 6.1: Cestice istih brzina.

Prvo, brzina gustina takvog roja ¢estica mora biti, po merilima posmatraca, uvecana, i iznositi YNy na
osnovu (6.3), gde je Ny sopstvena brojna gustina, a y funkcija brzine roja. Zatim svaka masa biva uvecana u
istoj srazmeri, pa tako i masa svih Cestica u celini. Ako je sopstvena gustina p (videti Synge, [6] str. 264-271),
tada ono $to opaza posmatra¢ predstavlja relativnu gustinu mase p**, ¢iji odnos prema sopstvenoj gustini
mora biti, na osnovu prethodnog

P =7p.

Specifi¢an broj Cestica u jedinici posmatracevog vremena odreden je normalnom komponentom brzine

[ . N N 7 v . P e . V- o v . v . e .
nailazenja Vo) = V) = v;i¢'. Veliina impulsa koje jedinici povrSine predaju Cestice sadrzane u jedinici
posmatraceve zapremine iznose

(V?Z) - %) p** = 20iliPp. (6.8)

Kako broj Cestica koje dejstvuju na jedinicu povrSine, u jedinici vremena, sadrzi v;¢' puta gornji izraz, to
pritisak iznosi

p=2vp (wf">2. 6.9)

Predimo na opsti sludaj, kada su ne samo amse, veé i brzineproizvoljne. Cestice gasa nailaze iz svih
pravaca jedne polusfere i pogadaju jednu elementarnu povrsinu dX na kojoj je smeSten pocetak afernog
koordinatnog sistema Cija je ravan 6 = % odredena pomocu dX (SI. 6.2).

SN

Slika 6.2: Elementarna povr§ dX i sferni ugao dQ.

Relativnu brojnu gustinu podskupa (klase) Cestica ¢ije su mase, sa odredenom pribliznoséu, jednakem, a
brzine sa istom priblizno$éuimaju intenzitet v, obeleZimo sa & (0, @, v,m). Ovim smo dopustili moguénost da
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roj jedne odredene klase dolazi iz svih pravaca gornje polusfere. Relativna gustina relativne mase, koja nam
je potrebna s obzirom na (6.9), za onaj roj Cestica koji dolazi iz pravca odredenog datim vrednostima 0 i ¢, i
prolazi kroz sferni ugao dQ = sin 8d0d¢, iznosi

my& (6, ¢, v,m)sin 0d0d@dvdm. (6.10)

Pretpostavimo kineticku izotropnost, ravnomernu raspodelu masa i brzina u svim pravcima. Tada je
& = &(v,m). Ako su mase i brzine ove struje Cestica dovoljno gusto rasporedene da bismo ih makroskopski
mogli smatrati za kontinuum, ima¢emo za celu polusferu, kad izvrSimo integraciju preko svih masa od 0
(masa fotona) do M, i trobrzina od 0 do ¢, imaéemo, s obzirom na (6.9), za ukupni pritisak

775/2 2t ¢

p= 2/ / / /myv cos? O& (v,m)sin 6 dOdodvdm,

0=0¢=0v=0m=0
odnosno
¢ M
p= 4?” / my?E (v,m) dvdm. (6.11)
v=0m=0
Kako posmatrana masa gasa sadrzi u jednakoj meri nailazeée i odlazece Cestice, relativnu brojnu gustinu,

koju smo racunaki za nailazeéu struju, treba pomnoZiti sa 2 i integraliti po polusferi. Treba dakle integrisati
2& (v,m)dQ da bismo dobili ukupnu relativnu brojnu gustinu N

N = 477:/ /fvm ) dvdm. (6.12)

v=0m=

Ako relativnu gustinu relativne mase za pojedinu klasu masa i brzina (6.10) pomnoZimo sa 2¢? i integrisemo
po polusferi, dobi¢emo relativnu gustinu relativne energije E i relativne kineticke energije 7

c

E:47z:/ /myc (v,m) dvdm, (6.13)
v=0m=0

T = 477:/ /m 25 (v,m) dvdm. (6.14)
v=0m=

Relativna kineti¢ka energija prose¢ne &estice T iznosi, prema tome

ToN-T=%F //m — 1)c*E(v,m) dvdm. (6.15)

V*Om

gde je N dato sa (6.12).
Ako pustimo mase svih Cestica da teZe jednoj vrednosti m, odnosno da i§¢ezavaju klase Cestica s drugim
masama, §to odgovara monoatomskom gasu, dobi¢emo distribucije definisane sa:

M
= / E(v,x)0(x—m)dx
0

M
ma(v) = [ xE ()8 (x—m) d.
0
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gde je 8 (x — m) Dirakova funkcija (videti: L. Schwartz, [12], str. 83-86). Tada ée izrazi: (6.11). (6.12), (6.13)
i(6.14) glasiti:

C
p= gnm/yvzu(v)dv, (6.117)
0
C
N =4xn / w(v)dv, (6.12")
0
¢
E = 4nmc? / yu(v)dv (6.13")
0
¢
T :4nmc2/(y— D (v)dv. (6.14")
0

Prose&na relativna kineticka energija po &estici T je

c
T = 4xmc*N~! /(y—l)u(v)dv (6.15")
v=0

Kako (6.13") predstavlja relativnu gustinu relativne energije, relativnu gustinu mase p** éemo dobiti kad taj
izraz podelimo sa ¢2. Na osnovu toga (6.12') veza (6.15") ima oblik

T=PpN~ ' —me2, (6.15")

gde 7 treba shvatiti kao srednji dilatacioni faktor za posmatrani skup Cestica.
Ako apsolutnu trmperaturu ® definiSemo uobic¢ajenom jednacinom gasnog stanja

p =NRO, (6.16)
gde je R gasna konstanta, ima¢emo
c
- WA (v)dv
RO = gmoci (6.17)
({ wv)dv.

(6.15")1 (6.17) su, kao i (6.11")-(6.14"), relativisticke jednacine za savrSeni monoatomski gas.
2

Za male brzine v < ¢ moZemo staviti y=1u (6.11),ay—1= ;—2 u (6.15)1(6.15”), pa éemo na osnovu
c

prve dve veze dobiti:

2
ZNT,

P:3

ana osnovu trece
RO = ng
3"
Ovo su poznate formule kineticke teorije gasova.
Prethodno smo razmatrali gas sastavljen od ”ponderabilne”’materije, dopustajuci kao grani¢nu mogucénost,
da za izvesne Cestice sopstvene mase teZe nuli, a brzina vrednosti c.
Predimo sad na slucaj fluida sastavljenog iskljucivo od svetlosnih Cestica, ili fotonskog gasa. Mi ¢emo
ga ispitivati pod pretpostavkom da povrs zida savrSeno odbija svetlost. Tako je potpuna analogija sa gasom
koji ne vrsi rad.
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Da bismo za takav fluid nasli prilaz pojmu pritiska, dovoljno je da podemo od Cinjenice da je relativna
energija po jedinici relativne zapremine jednaka, pojmovno i dimenzijski, relativnoj sili po jedinici zidne
povisine, dakle pritisku. 1z (5.2), (5.8) 1 (5.13) imali smo da je energija fotona Ey = hv, gde je h Plankova
konstanta, a v frekvencija. Uzmimo u razmatranje odredenu klasu fotona (odredenu “boju”fotona) koja ima
utvrdenu veli¢inu frekvencije v. Ako je relativna brojna gustina tih kvanta N, relativna gustina relativne
energije ¢e iznositi Nhv. Pretpostavimoda na$ svetlosni zrak nailazi iz pravca koji s normalom zaklapa ugao
6. Tada se on razreduje po povrsi zida srazmerno cos 0, a i impulsi koje zid prima su u istoj meri oslabljeni,
pa Ce pritisak tog malaza opasti, u odnosu na normalni upadni ugao srazmerno cos” 6. Kako fontovi bivaju
odbijeni, njihov pritisak je dvostruko veéi nego da su zaustavljeni na zidu. Dakle

p =2Nhvcos® 6. (6.18)

Sto je analogno (6.9). Ako uzmemo u obzir fotonske snopove koji dolaze iz svih pravaca, a imaju razli¢ite
frekvencije koje se neprekidno menjaju (uzev ¢ak 0 za donju granicu), i obeleZimo sa & funkciju relativne
brojne gustine, ukupni fotonski pritisak ¢e biti

775/2 2T v

p=2h/ //é(@,(p,v)vcoszGsin6d9d(pdv. 6.19)
0=09=0 0

Pod pretpostavkom izotropnosti raspodele fotona to ¢e glasiti

p= %”h /'vg (v)dv. (6.20)
0

Elementarne hiperpovrsi u Svetu Minkovskog

Da bismo mogli dalje i¢i u mehanici neprekidnih sredina, potrebne su nam neke osnovne formule koje se
odnose na elementarne trodimenzionalne povrsi ili hiperpovrsi. To éemoprimeniti na transformacije integrala
po zatvorenim oblastimaSveta specijalne relativnosti.

Posmatrajmo prvo jednu elementarnu, prostorno orijentisanu hiperpovrs do (visi §3 - Gl. 1.3, str. 21),
sa uzajamno upravnim ivicama. Neka jedini¢ni vremenski vektor upravan na njoj bude bazni vektor ose ©*
Lorencovog sistema Ox. Ostale ose tog sistema moZemo odabrati tako da budu paralelne ivicama elementarne
hiperpovrsi, pa ¢e njena vrednost iznositi

do = d&' d? d%’. 6.21)

Uzmimo drugi sistem Ox, koji je s prethodnim povezan jednostavnom Lorencovom transformacijom (3.35),

odnosno (3.37). Prostorne ose x% i x> su zajednitke za oba sistema, samo se parovi x!,x* i #', ¥ medusobno

razlikuju. Izvr§imo projektovanje, paralelno osi x*, elementa do na sopstveni prostor u kom su smestene ose

x!,x2,x3 srugog posmatraga (sl. 6.3).
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A3 A A

Slika 6.3: Orijentisana hiperpovrs.

Kakva je veza izmedu do i doj,? Da bismo to ispitali po¢i ¢emo od vektorskog izraza za elementarnu
hiperpoves d&, koji predstavlja spoljni proizvod vektora dx!,di2,d%>, izraZen simbolitkom determinantom

o Te) e Ve
d6 = di' AdP A dP = dg dgz 8 8 = —dr dPdeT ). (6.22)
0 0 d¥ o

Ovaj simbolicki vektorski izraz mozZe da se razloZi u odnosu na svaki sistem. Tako ¢emo, na osnovu (3.35),
imati za sistem Ox

m T Ve Ve

~_|chedx! 0 0 shedrt| A 4n Lol

do=1"9" 42 o o | =shedrdr’dtv) —chbdr'ddr’ Ty (623)
0 0 d 0

Kako se projektovanje ove elementarne povrsi vrsi paralelno osi x*, &iji je bazni vektor V(4), to Ce se doj,
svesti naodgovarajuéi ¢lan u gornjem izrazu

do, =chfdo. (6.24)
Projekcija paralelno osi koju odreduje V) Ce biti
= = _ 24,3 4,4
V(1)-d6 = sh 6 dx"dx"dx", (6.25)

dok se za preostala dva vektora dobija nula. Iz (3.37) vidimo da se ovi koeficijenti svode na uzajamno
skalarne proizvode vektora dve baze, pa ¢e biti

dG,(,4) =

\7(4) . 17((X> ’ do, (6.26)
gde je uzeta apsolutna vrednost zato $to se projektovanje moZevrsiti paralelno nekom suprotno orijentisanom
vektoru, dok je mera povrSine uvek pozitivna. Ako bismo ponovili rezonovanje, polazec¢i od jedne vremenski

orijentisane hiperpovrsi, dakle sa prostornim jedini¢nim vektorom normale, imali bismo

dof = 7y ¥ | do. 6.27)
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Dakle, uopste, upravna projekcija po svakom vremenski ili prostorno orijentisanom vektoru v%, ako je v%*
jedini¢ni vektor upravan na elementarnu hiperpovrs do, ne nulte orijentacije, raCuna se po obrascu

do, = [#py?| do, (6.28)

koji je analogan onom iz euklidske geometrije.

Ostao je slicaj elementa nulte hiperpovrsi. Njegova veli¢ina ne moZe se oceniti, jer mu jedna ivica nema
duZinu, avektor normale na njemu ne moZe se smatrati jedini¢nim. Zato ¢emo uzeti element do,, koji je
nastao upravnim projektovanjem, paralelno nekom vektoru u%, dva razli¢ita elementa, do s normalom v¥, i
d6 s normalom 7*. Podrazumevamo to da su do, d& i njihova projekcija do, nenulti elementi. Tada imamo

do, = [u%Py| d6 = [u%vy]| do. (6.29)

MoZzemo pomerati elemente do i dG po TroRavnima na kojima leZe, a ¢ije su normale v¥ i 7%, sve dok ne
dospu u takav uzajamni polozaj da ih spajaju nulti zraci. Svaki upravni presektih zraka je nulta hiperpovrs.
Te snopove odreduju paralelni nulti vektori n%, umesto jedini¢nih prostornih ili vremenskih vektora. Tada e
druga jednakost u gornjem obrascu postati

[n%vg| do = [n%Pg| d6. (6.30)

I ovo je analogno obrascima projektovanja iz euklidske geometrije.

Teorema o divergenciji

Teorema o divergenciji, koja je u magnetizam usla kaoGausova teorema, dok je u analizi poznate nekad
kao formula Ostrogradskog, nekad opet kao Gausova teorema, a nekad i kao Grinova formula u prostoru,
izve§éemo u Svetu Minkovskog.

Podimo od jedne ¢etvorodimenzionalne, prosto povezane oblasti Q, koja ograni¢ava zatvorena trodiman-
zionalna hiperpovrs X. Ovu ¢emo smatrati kao neprekidno diferencijabilnu, bar do prvog reda izvoda, tako
da neprekidno menja normalu n% u svakom dogadaju x%*. Odatle intuitivno zakljucujemo da ¥ mora imati i
prostorno i vremenski i nulto orijentisane tangentne elemente.

Smatra¢emo dalje da vektor normale na X, ako se ide nekom linijom po njoj, pri promeni signature
dobija nulti karakter samo u izdvojenim dogadajima % u opStem slucaju. Krive koje imaju nulti tangentni
pravac (prema tome i normalu) u svakom od tih dogadaja %, saginjavaju jedan podskup na X. Smatraéemo
da ti dogadaji leZe na medusobno odvojenim, zatvorenim dvodimenzionalnim povrsima ¥, ¥, ... hiperpovrsi
¥ (Sl. 6.4), a sa svake od njih polaze nulti upravni zraci koji pripadaju polukonusima, ili samo proslosti, ili
samo buduénosti x%. Za celu hiperpovrs ¥ moraju postojati sve moguée orijentacije.

n?

Slika 6.4: Zatvorene dvodimenzionalne povrsi X, i, ... hiperpovrsi X.
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_Kako smo se ogranicili na prethodnu heuristicku sliku, smatracemo i to da je uCeSce nultih delova
£ %,... hiperpovrsi X, pri integraciji neke merljive funkcije F prek cele ¥, zanemarljivo. Stoga éemo u
razmatranje uzimati samo podrudje definisanih vektora normala n®* na X, za koje odredujemo da budu
jedini¢ni
gaﬁnanﬁ =¢g(n). 6.31)
Uzmimo neko konstantno polje jedini¢nih vektora k%. Na onim mestima ¥ gde se k% i n* poklapaju po
pravcu i smeru njihov skalarni proizvod jednak je €(n), kao i skalarni kvadrat n% u (6.31). Tamo gde se ta
dva vektora ne podudaraju po smeru njihov skalarni proizvod ima vrednost suprotnu signaturi n%*. Za ostale
dogadaje nastupice razli¢iti slu¢ajevi ve¢ prema tome da li je k% lokalno orijentisan unutar ili izvan X, jer je
n® uvek spoljna normala. Ako je
e(n)gapk“n® >0, 6.32)

zakljuCujemo da su n% i k% iste orijentacije, to jest da je k% lokalno orijentisan izvan X. Ako je
£(n)gapk™nP <0, (6.33)
zakljuCujemo da su k% i n* suprotnih orijentacija, to jest da je k* lokalno orijentisan unutar X.

Predimo sad na dokazivanje same teoreme. Po¢i éemo od integrala

" OF
J= / S dt edeje dr= de!dx?doddact, (6.34)
Q

gde je F funkcija klase C! u Q. Ako sa k% obelezimo jedini&ni vektor x! -ose, dakle k*(1,0,0,0) i pristupimo
integraciji u njegovom pravcu i smeru, imaéemo

8F

23,3 9,4
J/dxdxdx o

L

dx! = / [F]3dx?dx3dx*. (6.35)
X

Uzimamo da je dx?dx>dx* pozitivno, to jest da su priradtaji u smerovima koordinata. Ta elementarna
hiperpovrsina predstavlja ustvari upravnu projekciju, paralelno x'-osi, elementarne hiperpovrine do. Na
osnovu (6.29) to Ce biti

d?ddet = (Jkgn®|do), = (Jkqn®|do), . (6.36)

Kako je k% u tatkama gornje granice integracije, na X, usmereno izvan X, kao n%, a na £ suprotno od n%,
bice u odnosu na na$ sistem:

(kan®)g, = e(m)n',  (kan®)s, = —€(n)n", (6.37)

na osnovu (6.32) i (6.33), jer k<%, ma da je prostorno orijentisan, ne uslovljava orijentaciju n* na granicama.
Dakle (6.36) ¢e glasiti

J= /—d’t —/ (n)n Fdo. (6.38)
Ovaj zakljucak vaZi, putem istovetnih rezonovanja, i za ose x2 i x°. Dakle

J= /—dr_/ n)n;Fdo. (6.39)

Ostaje nam vremenska osa x*. Za nju je

kgn® = —n* = ng, (6.40)
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jer je k%(0,0,0,1) i k¢(0,0,0,—1). Otud, analogno ranijim izvodenjima

_f oF _ /
Jf/ﬁd’tf/s(n)m;FdO'. (6.39)
Q z
Dakle najzad
oF
J= /ax—ad‘c:/e(n)naFdG. (6.41)
Q X

Funkcija F mozZe, po zakonu transformacije, biti svaka veli¢ina: skalar, vektor ili tenzor bilo kojeg reda.
U slucaju da je skalar ova teorema postaje teorema o gradijentu. U ostalim slucajevima to je teorema
o divergenciji. Mi ¢emo je primenjivati na polja vektora i tenzora drugog reda. Treba istaci da éemo sve
veli¢ine zastupljene u integralnim formulama zadavati u odnosu na Lorencove sisteme i zahtevati njihovu
Lorencovu invarijantnost. Istina, ako je dat vektor, njegova divergencija, posto je skalar, ostaje invarijantna u
odnosu na svaku transformaciju i pod integralom. Ostale veli¢inemogu imati opSte zakone transformacije
samo izvan integrala.

Cevi svetskih linija

Kongruencije bliskih svetskih linija, koje odgovaraju Cesticama Ciji se uzajamni poloZaji ne menjaju
preko odredenih granica, naziva¢emo, po analogiji s klasi¢cnom hidrodinamikom, cevi svetskih linija.

Primeniéemo rezultate prethodnog odeljka na specifi¢nu promenu prostornog hiperpovrsinskog elementa,
koji predstavlja presek jedne cevi, po njenim svetskim linijama. Taj presek predstavlja elementarnu zapreminu,
1 posmatramo njenu promenu u odnosu na tok vremena koje odgovara tim svetskim linijana.

Uzmino kongruenciju svetskih linija &ije Eetvorobrzine sacinjavaju vektorsko polje u®. Odgovarajuéi
sistem diferencijalnih jednacina glasi

de! d? A ax?
=== (6.42)

Resenje tog sistema, uz date poCetne uslove, daje “putanje”’polja u®. Izdvojimo jednu cev linija, za sad
konacnih dimenzija, ograni¢enu na krajevima, ravnim prostornim presecima X i X, (slika 6.5).

Slika 6.5: Cev linija.

Cetvorozapremina tog odsetka neka iznosi V. Odgovarajuéa hiperpovrs, zajedno s krajevima, neka bude
Y. Posmatrajmo integral po zapremini V divergencije ¢etvorobrzine. Po teoremi o divergenciji (6.41) imamo

transformaciju integrala:

) o

50 dr= / e(n)u®ngdo (6.43)
Vv x
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S obzirom na to da je bo¢na povrsina ovog odseCka sastavljena od svetskih linija, trajektorija u%, skalarni
proizvod u%®ng jednak je nuli u svakoj njenoj tacki, pa taj deo ukupne povriine X ne igra nikakvu ulogu na
desnoj strani (6.43). Pustimo sad da preseci | 1 X, teZe jedan drugom duz strujnih linija koje oni presecaju.
Obelezimo sa uf‘z) i uf‘l) vrednosti ¢etvorobrzine u odgovaraju¢im tat¢kama dovoljno bliskih hiperpovrSina

preseka X i X,. Tada ¢e nam razvoj u® u red po stepenima dx% (prirastaj koordinata izmedu X; i X;) glasiti

a a aMEXI) B
ul) = ufl) + =5 dxP 4+ ... (6.44)
Kako ¥, mozemo uciniti po volji bliskim X, prirastaji u (6.44) se mogu linearizovati. Tada (6.43) glasi
du® du®
2 1

(Ovde upotrebljavamo dX umesto do, jer se radi isklju¢ivo o bo¢nim povrsima.) PriraStaje dx* moZemo
raunati upravno na X i L, jer je uzajamna pomerenost ivica, zbog kose struje svetskih linija, zanemarljiva
s obzirom na bliskost i odnos veli¢ina preseka prema zakoSenosti, pa ¢emo staviti dx® = n%ds, imajuci u
vidu da je zapremina V, s istim redom i$¢ezavanja greske, jednaka Y;ds (i = 1,2), i da je €(n) = —1. Zbog
vremenske orijentacije strujnih linija, gornje formule ¢e postati

a a i
[ (G + 25nand ) e = [ ewutnaaz— [ etunnaz 646
v ! )] b

Ako uzajamno bliske vrednosti oba prerseka obeleZimo sa X, i uzmemo podintegralnu funkciju na levoj strani
kao srednju vrednost na tom preseku, koji ¢emo suziti i po bo¢nim dimenzijama, zadrzavajuci u odnosu na
njega visi red opadanja rastojanja X1X;, imacemo, kad stavimo V = Xds

O O P ) S ds = £(n) (Spu®ng — T1u%ne)) (6.47)
— + ——=ngn s=¢(n ung —Xiu"ng). .
x| Bt 2U N 1 o
Skalarni proizvod u®ng je negativan na gornjoj granici, jer su u® i n% vremenski vektori, a ova usmerena
izvan cevi, dok je pozitivan na donjoj granici, jer su razli¢ito usmereni.

Najzad (6.47) dobija oblik

du* du® g , o

— 4+ ——Zngn” | 2ds=—-9dE, gdeje XX =dX, O =u"ng, (6.48)

8x a a xﬁ
gde je ds upravan na elementarnim hiperpovrSima. Ovo je, dakle, specifi¢ni prirastaj jednog prostornog
zapreminskog elementa ¥ duZcevi svetskih linija u%, po upravnom odstojanju. Izraz u zagradi na levoj
strani (6.48) predstavlja relativnu ekspanziju zapreminskog elementa i on je invarijanta renzora relativne
deformacije.

Ako bismo presek izvrSili upravno na cev svetskih linija, celokupno rezovanje, polazeci od (6.43), vodilo

bi nas izrazu P

U
Sto predstavlja vezu koja daje sopstvenu specificnu ekspanziju cevi svetskih linija. S ovzirom na to da
su u® i ng konstantnih intenziteta i da se u ovom slucaju poklapaju, (6.49) se moZze dobiti i neposredno iz

(6.48).

Tenzor energije neprekidne sredine

Kako smo u poglavljima 6.1 (str. 59) i 6.2 (str. 60) uveli pojmove gustine i pritiska u materijalnoj sredini,
izvedene iz kineticke teorije gasova, moZemo pristupiti, koristeéi isto statisticko stanoviste, ispitivanju
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protoka impulsa i energije neke neprekidne sredine. Da bismo opisali tu sredinu, poéi ¢emo od jednog
veoa brojnog materijalnog sistema, Cije Cestice ne moraju vrsiti iskljucivo elasticne sudare. Taj sistem moze
sadrZzati, kao $to je ve¢ slucaj, i svetlosne kvante, to jest fotone. Pretpostavi¢emo da taj sistem ne prima i ne
predaje impulse okoline.

Poéi ¢emo od vremenski orijentisanog jedini¢nog vektora 1%, koji odreduje konstantno vektorsko polje.
Elementarne hiperpovrsi, upravne na njemu, obelezavac¢emo sa d&. Od svih svetskih linija koje presecaju
takav element izdvoji¢emo one kojima odgovaraju Cestice Ciji se impulsikreéu u granicama vrednosti
,dK',dK? dK3 dK*. Njihov broj éemo oceniti, u skladu s razmatranjima u GL. 6.2 (str. 60), izrazom

E(x; K1) dK'dK?dK3dK*. (6.50)

Umesto funkcije brojne gustine &, rasporedimo sve estice u klase, prema vrednostima impulsa. Svaku do
klasa obelezavac¢emo indeksom u zagradama, koji ide od 1 do nekog proizvoljnog broja. Neka broj Cestica
i-te klase bude N(,-). Tada je ukupni protok impulsa te klase kroz d& jednak

N(UK(% d&, ne sabirati poi. (6.51)
Materijalni sistem koji posmatramo grupisan je tako da mu je brojna gustina, makroskopski uzev, konacna,
$to je preciznije izraZeno Cinjenicom da je prostorno rastojanje izmedubilo koje dve Cestice konacno, a da
je broj Cestica Cije je uzajamno rastojanje ispod neke odredene vrednosti zanemarljiv. Postoji dakle neka
zatvorena prosto povezana tropovrs X, kroz koju ovaj sistem mora proci u toku strujanja. Postavimo unutar X
cev svetskih linija koju odreduje vektor impulsa K(Oi‘), tako da d& bude njegov kosi presek s normalom 7%. Ta
cev prodire kroz ¥ na dva mesta, od kojih éemoposmatrati jedno, na kojem data cev iseca do, s normalom
n%, orijentisanom prema spolja, a proizvoljne signature (SI. 6.6)

_d6
Slika 6.6: Cev svetskih linija.

Sve svetske linije K(‘;‘)
odeljku, da svetska linija ne bude promenljive preko izvesnih granica, odredenih sa dK(li) , dK(Zi),dKa) , dKEB.
Ukoliko izvestan broj Castica izleti iz preostalog sistema, usled uzajamnih sudara, on je neznatan, jer u tako
kratkom intervelu vremena, bilo sopstvenog ili posmatracevog, rashod Cestica moze biti samo mala veli¢ina
viSeg reda u odnosu na onaj broj koji prolazi kroz elementarne hiperpovrsine do i dé. Smatramo da je u
kratkim vremenskim intervalima impuls ouvan.

Na osnovu izloZenog, ako sa K(; simbolicki obeleZimo orotok impulsa i-te klase kroz do, a sa I?(i)
njegov protok kroz d&, imacemo, po zakonu odrzanja impulsa (G1.5.3)

koje prodiru kroz d&, s obzirom na pretpostavku, koju smo ucinili u prethodnom

K = +K; (6.52)
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gde znak + ili - odgovara slucajevima kada je smer strujanja jednak ili suprotan znaku n®. Ocenimo te
skalarne proizvode. Iz (6.32) i (6.33) ¢e biti:

+, zag(n)ngK% >0,
znaci (mnaky (6.53)
—, za e(n)naKg.‘) <0.
Na osnovu (6.30) za odnose elementarnih hiperpovrsina vazi veza
Inak(y| do = |iak?)| do. (6.54)
Sad izraz (6.51) za protok impulsa Cestica i-te klase kroz d& glasi
N B o V—ild_ N B o 7’—71d 6.55
N KD K| [KT) | do = e(u)N K Kna |K])i|  do. (6.55)

Zbir po i ovih izraza predstavlja protok impulsa Cestica svih klasa kroz do. Ako sa T obelezimo zbir poi
sledecih ¢lanova

S
7% = LN KGR K

Proizvod koji se pojavljuje u (6.55) glasice, za ukupni sadrZaj impulsa u do

-1
ﬁy} 7 (6.56)

N(i)K£> 46 = £(n)T*nydo, sabiranje po i. (6.57)
S obzirom na definicioni obrazac (6.56), gde su N(i) brojevi, K, 5) vektori, a izraz u zagradi skalar, TP je
apsolutni simetri¢ni tenzor drugog reda, jer predstaavlja opsti proizvod dva vektora pomnoZen skalarom.
Pretpostavimo da smo presli na neprekidnu sredinu, i da se umesto brojnih gustina i pojedinih impulsa
pojavljuju srednje vrednosti tih veli¢ina u svim tackama. Pokazacemotrec¢i bitno svojstvo 7% da mu je
divergencija jednaka nuli. Teorema o divergenciji (6.41) primenjuje se ovde na tenzorsku funkciju drugog
reda. Dakle B
Jz/%drz/e(n)ﬂﬁnado:o, (6.58)
1% X
Jednakost nuli je posledica odrZanja impulsa matrijalnog sistema koji prolazi kroz ¢itavu zatvorenu povrsinu
¥ (videti 5.3 (str. 55)), jer unutar ¥ nema izvora ili ponora za impuls i energiju. Ako uslovimo da nas
zakljucak za svaki proizvoljno umanjeni deo posmatranog materijalnog sistema u svakom trenutku, bice

oT*P

Tenzor TP je, dakle, konzervativan. Nazva¢emo ga tenzor energije materijalne sredine. On igra bitnu
ulogu u teoriji relativnosti. Takav simetri¢an i konzervativan tenzordrugog reda formuliSe se za svaku
materijalnu sredinu i za elektromagnetno polje. Prilaz koji je ovde dat, zasnovan na statistickim razmatranjima,
ne moze nam opisati pojedinosti pojavakao $to su elasti¢na povratna sila, viskozniotpordeformacije i druga
svojstva neprekidnih sredina. Ali on je jedini koji dosledno polazeéi od prostog pojma impulsa Cestice,
vodi takvom tenzoru. Svojstva T su dobijene, a ne pretpostavljene. Ovaj izvanredno racionalan postupak
pripada Singu. Ovde je izvodenje unekoliko izmenjeno, jer nije uzet u obzir, kao ni u daljem tekstu, pojam
takozvanih unutrasnjih impulsa sistema.

Da bismo ispitali komponente tenzora energije, uzeCemo posmatracki sistemcija vremenska osa lezi na
vektoru n%, normale na do. Taj element povrSine time odredujemo da bude prostorno orijentisan. Dakle

n%(0,0,0,1), &(n)=-1.
Podintegrlana funkcija u (6.58) ¢e glasiti
e(n)T*nydo =TP4do. (6.60)
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S obzirom na proizvoljnost izbora n%, uzeéemo da se poklapa sa jedini¢nim vektorom 7%, a to isto neka vaZzi
i za elementarne preseke do i déG. 1z (5.2) i (5.13) imamo

K’ :cflm}/vj7 E =c2k* :m)/cz7

odakle sledi da je relativna gustina relativnog impulsa jednaka ¢T/*, a relativna gustina relativne energije

62T44I \ . '
I N K N *
eI = Ny = Naymi v ©6.61)

2044 _ 25y 4 N 2 ’

cT =C N(Z)K([) :N(l')m?wc .
Iz oblika desnih strana (6.61) vidi se da se radi o gustinama. To su relativne gustine relativnog impulsa i
energije sadrzane u elementu do, koje opaza posmatra¢ prema kome taj element miruje.
Uzmimo sad da je do vremenski orijentisan. Njegova normala stoji proizvoljno u prostoru i mozemo je
razloZiti po osama x* jednog inercijalnog sistema. Tada do moZemo predstaviti kao proizvod dvodimenzio-
nalnog elementa dS, upravnog na jedini¢noj prostornoj normali, i elementa vremenske ose dx* toga sistema.

Obrazac koji odgovara (6.60) ¢e glasiti
e(m)T*ngdo = T%n dscd. (6.62)

Ovo je, s obzirom na elementarnu promenu vremena dz, srazmerno relativnom protoku impulsa i energije
kroz ds. Zaista, ako redom uzmemo n* bude jedini¢ni vektor osa x!,x%,x3, relativni protoci impulsa i energije
u jedinici vremena kroz jedinice odgovarajucih dvopovrsi Ce biti:

CzTJknk = CN(i)K(Jl.) = N(i)mzki)vfi)’
3rdk 25 ph N (6.63)
cT np ==« N@K(l) :N(i)E(i) k= 1,2,3.

Kako je T%B simetri¢an tenzor, prve veze (6.61) i (6.63) pokazuju da su komponente relativnog protoka
energije po jedinici povr§ine srazmerne, do na &inilac ¢2, odgovarajuéim komponentamarelativne gustine
impulsa. Odnos veli¢ina konstruisanih u Svetu specijalne relativnosti vodi tome zakljucku.

Sopstvene vrednosti tenzora energije

Izgradili smo, koristecistatisticki prilaz, tenzor energije 7o g neprekidne sredine i ustanovili da on mora
biti simetri¢an. Dalje algebarsko ispitivanje tog tenzora i¢i e preko sopstvenih vrednosti. Ovom pristupamo
uz jednu napomenu. Karakter sopstvenih vrednosti i vektora u definitnim metrikama je dobro poznata stvar.
One su realne, a vektori koji im odgovaraju uzajamno ortogonalni. U indefinitnoj metrici stvari drugacije
stoje. U Svetu Minkovskog dva sopstvena korena simetricnog tenzora mogu biti kompleksna. NaSzadatak
je da utvrdimo slucajeve kada su sva reSenja karakteristicne jednacine realna, jer se pomocéu njih moze
obrazovati celokupni tenzor T, > @ onmora biti realan.

Treba reci da bismo mogli samo da formuliSemo uslovepod kojima je spektar sopstvenih vrednosti Ty g
realan. Posle bismo ustanovili da su oni sa fizicke strane opravdani, $to je zadovoljavajuée kao postupak. Mi
¢emo, medutim, to pitanje bliZe razmotriti, zbog geometrijskih svojstava simetri¢nih tenzora drugog reda
u svetskoj metrici. Sopstvene vrednosti i vektore antisimetri¢nog tenzora drugog reda ve¢ smo ispitivali u
poglavlju 3.3 (str. 35), Sto je korisno za poredenje.

Pocnimo od sopstvenog vektora V(‘;‘,), koji odgovara prostom korenu ;L(Y) karakteristickog polinoma

B _
Tﬁan = A(Y) V(%. (6.64)

Neka l(y) i ),( 5) budu dva razli¢ita korena kojima odgovaraju vektori V(‘;‘,) i V(%>. Ako napiSemo karakteristi¢ne
jednacine za oba, pomnoZimo svaku od njih skalarno s drugim sopstvenim vektorom i oduzmemo jednu od
druge, dobic¢emo, zbog simetrije T

B _
()L(y) — 1(5))gaﬁ V((;)V(Y) =0. (665)
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S obzirom na to da su Ay i A5 razli¢iti, izlazi da su V(% i V(‘g) uzajamno ortogonalni. Tako zaklju¢ujemo
da su u svetskoj metrici sopstveni pravci simetri¢ne matrice ortogonalni nezavisno od toga da li su sopstveni
koreni realni ili ne.

Pitanje postojanja realnih sopstvenih vrednosti korenova Ty, vezano je za mogucnost njihovog predsta-
vljanja, analogno nacinu koji vazi u trodimenzionalnom prostoru definitne metrike. Stoga ¢emo izvesti jedan
dovoljan uslov koji glasi:

Ako je tenzor T,z takav da za svaki vremenski ili nulti vektor ¢* bude

Toap9”oP >0 (6.66)

on ima Cetiri realna sopstvena korena.
Pre nego Sto predemo na dokazivanje, ispitajmo da litenzor energije naSe sredine, onakav kako smo ga
definisali u prethodnom odeljku, zadovoljava taj uslov. Na osnovu (6.56) imamo

Tup0“0P = Y ) (Kyoa) [K1y| >0 (6.67)

Uslov (6.66) je ispunjen, jer su skalarni proizvodi razliciti od nule s obzirom na vremenske ili nulte orijentacije
vektora, dok su N(;) prirodni brojevi.

Uzmimo, u jednom dogadaju, polje svih vremenskih vektora jedini¢nog intenziteta ¢%, orijentisanih
prema buduénosti. Svaki od njih moZemo predstaviti kao vektor neke ¢etvorobrzine. To je, po obrascu (4.10)

oi=cpll, ¢t=y, (6.68)

gde je ¢! jedini¢ni vektor upravljen i usmeren kao i trobrzina v/ = v¢. Tada uslov (6.66) glasi
e (T,- U5 +2Tal — + T44) > 0. (6.69)
c

Ovo predstavlja jednu kvadratnu formu koja treba da bude pozitivno definitna za razli¢ite vrednosti v/c.
Uzmimo vremenske dvoravni koje odreduju osa x* i vektor ¢/, Svaka takva dvoravan sadrZi temeni dogadaj
datog nultog konusa i krivu koja odgovara formi (6.69). Ona mora imati minimum, odnosno teme. Kad
predemo na granicu v — ¢ izraz u zagradi teZi veli¢ini

Tl + 2Tl + Tyy > 0, (6.70)

jer je y2 pozitivno. Kako tada y> — co, nulte linije suasimptote. Ove asimptote rastezu nulti vektor ¢%. Bududi
da je tako za svaku vremensku dvoravan koja sadri temeni dogadaj, postoji vektor ¢/, i njemu odgovarajuéi
0%, za koji forma (6.66) ima minimum. Drugim re¢ima, imamo jednu hiperpovr$ unutar polukonusa
buduénosti, koja ima teme i simetri¢na je u odnosu na osu' koja kroz njega prolazi, a teZiasimptotski njegovim
zracima. S obzirom na to da karakteristi¢nipravci odreduju temene ose povrsi drugog stepena,sopstveni
vektor @ leZi na vremenski orijentisanom pravcu, dakle realan je. Odgovarajuci koren je takode realan.

Kako je karakteristi¢ni polinom Cetvrtog stepena, sa realnim koeficijentima, mora imati jos§ jedan realan
koren, kojem odgovara vektor ortogonalan na ¢%, dakle prostornoorijentisan. Preostale dve sopstvene
vrednosti ratunaju se uodnosu na definitnu metriku prostorno orijentisane dvoravni upravne na prva dva
sopstvena vektora. One su realne i odgovaraju im realni sopstveni pravci. Dakle, pod uslovom (6.66), Ty
ima realan spektar kojem odgovaraju jedan vremenski i tri prostorna vektora. Takav T ¢emo nazivati
normalan tenzor. U odnosu na glavne ose karakteristi¢na jednacina glasi

T — l(l) 0 0 0
0 Ty — l(z) 0 0 .
0 0 Tys — 1(3) 0 =0. (6.71)
0 0 0 Tag — 1(4)

!'Simetrija ne mora biti rotaciona.
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Postoji fizicko tumacenje zakljucaka da pri (6.66) imamo jedan vremenski orijentisani vektor tenzora
energije. S obzirom na minimalnu vrednost koju dobija kvadratna forma (6.69) u odnosu na odgovarajuéu
karakteristi¢nu osu, zaklju¢ujemo da za normalni tenzor energije postojiposmatra¢ koji uo¢ava minimalnu
vrednost gustine energije c2T**, §to sledi iz (6.61). Sopstveno vreme toga posmatrataodredeno je pravcem
vektora % = V(‘Z).

Impuls, energija i napon neprekidne sredine

Neprekidnu sredinu karakteriSu brzina, gustina i napon, koji se, u slucaju savrSenog fluida, svodi
na pritisak. Brzina ima tri komponente, gustina jednu, a napon devet, od kojih, zbog simetrije, ima Sest
nezavisnih. Termodinamicke pojave gubitka ili dovodenja, i uopSte provodenja, energije, ostavicemo po
strani. Znaci da je stanje jedne neprekidne sredine opisano sa deset funkcija. U relativnosti tenzor energije
ima, zbog simetrije, deset koordinata. Njihov broj odgovara broju promenljivih koje treba odrediti da bismo
opisali kretanje neprekidne sredine. Videéemo da izmedu njih upravo i postoji najneposrednija veza, posto
definicija tenzora energije, uvedena pomocu statistickih pojmova, ima smisao i dovoljno Sirine za odredivanje
trazenih velicina.

Smatra¢emo, na temelju onog §to je utvrdeno u prethodnom odeljku, da je tenzor energije neprekidne
sredine normalan u smislu date definicije.

KarakteristiCne pravce tenzora energije podeliéemo tako $to ¢emo za vremenski sopstveni vektor smatrati
da odreduje Cetvorobrzinu neprekidne sredine, a odgovarajuéa sopstvena vrednost njenu makroskopski
merenu gustinu. Opravdanje za to leZi u drugoj vezi (6.61), koja nam daje gustinu 744 u odnosu na posmatraca.
Preostala tri prostorna sopstvena vektora, sa odgovarajuéim soptvenim vrednostima odreduju, kao celina,
tenzor napona te sredine. Ako Cetvorobrzinu, makroskopski shvacenu kao srednju vrednost zajednickih
brzina svih klasa Cestica, obelezimo sa u%, a gustinu sa p, ima¢emo

1(4) = —p, V(?f) =u”. (6.72)
Nastavimo za preostala tri jedini¢na vektora sopstvenih pravaca
o __ qO
V(l.) = ﬁ(i). (6.73)
Primenimo na tenzor energije obrazac (1.33), izvr§imo njegovo razlaganje na vektorsku bazu 198‘) Ju%:

Taﬂ = TO‘5 1.9(1-)5 195) -+ T}/ﬁ 198‘) 19(1')7 — Taéuﬁ M5 — TYB uyua—
5 B
= T7%B)y 0590

- Ty‘suyugu“ b, podrazumeva se sabiranje po i i j.

+ 100 s (0% uP + 08 u*) - (6.74)

Kako ovu bazu sacinjavaju sopstveni vektori, odredeni ¢lanovi ¢e otpasti, dok ¢e se ostatak svesti na

_ B B B
Taﬁ = 1(1) 19<0f> 19(1> + ),(2) 19(02‘) 19<2) =+ 1(3) 198) 19(” — ),(4)MO‘MB7 (675)
odnosno, na osnovu (6.72) 1 (6.73)

T = pu®uP + 9B (6.76)

gde smo sa 9% obelezili sve Elanove u kojima se pojavljaju 198‘). S obzirom na tenzorsku prirodu veli¢ina

zastupljenih u (6.76) ta veza ¢e imati isti oblik u odnosu na svaki koordinatni sistem. Veli¢inu 898 cemo
nazivati tenzor pseudo-pritiska, podrazumavajuci da se radi o naponu koji moZe nastati iz svih moguéih
uzroka, osim elektromagnetnih.

Treba reci da je tenzor energije, onakav kako smo ga izveli, simetrican, ali da se u specijalnoj relativnosti
operiSe i s nesimetricnim tenzorima energije. Prime za to je tenzor energije ferofluida koji se u novije vreme
dosta izucava. Postoji inace i postupak simetrizacije tih tenzora dodavanjem takozvanih ¢lanova interakcije.
Mi ovde necemo zalaziti u ta izvodenja.
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Postoji inace i postupak simetrizacije tih tenzora dodavanjem takozvanih ¢lanova interakcije. Mi ovde
neéemo zalaziti u ta izvodenja.
Trag tenzora energije (6.76) glasi
TS =—p+95. (6.77)

MoZzemo nadi vezu izmedu mikro i makroskopskih izraza za energiju neprekidne sredine. Trag izraza za
tenzor energije (6.56) glasi

_ N
T¢ =Y NoK& K ‘Kg)nﬁ’ . (6.78)
1
Uzmimo, umesto jedinstvenog preseka 7ig, poseban presek s normalom 72,5 za svaku klasu Cestica, i to tako
da normala leZi na vektoru impulsa K(;)g, odnosno da Cestice struje upravno na presek. Tada je
ﬁ(z) =U(j)Bs K(lj) = m<,)u€> (6.79)
Veza (6.78) tada glasi
TO(CX = _N(i)m(i) = _Zp(l) (6.80)
1
Ovde je p(;) sopstvena gustina sopstvene mase i-te klase. Izraz (6.77) sada postaje
p=2) P+ 0 (6.81)
J

makroskopska sopstvena gustina jednaka je mikroskopskoj, uve¢ajnoj za prvu invarijantu napona
9g.
Ovakav pojam gustine razvijen je iz Edingtonovog? shvatanja pritiska.

Rasprsena sredina

Za rasprSenuSmatramo takvusredinu c¢ije Cestice ne deluju jedna na drugu. Taj naziv je uobiCajen u
literaturi. Ponekad se koristi moZzda bolji izraz “gas bez pritiska”. S obzirom na odsustvo interakcije Cestica,
i na ¢injenicu da njihovu skupinu ne bismo mogli pomerati dejstvom spolja, a da ne dode do uzajamnog
delovanja unutar njega, tenzor energije nema ¢lan koji izraZava napon u (6.76), te se svodi na najprostiji oblik

T(xﬁ = puauﬁ. (6.82)
Uslov odreZanje energije (6.59) glasi

TP aa(puﬁ) ﬁaua
oxP - oxP tpu P

Kako je u” jedini¢ni vektor, mnoZenje s njim u gornjij vezi ¢e nam dati

0. (6.83)

d(puP)
dxP

=0. (6.84)

Otud se (6.83)
o Ou®  du®
w2
8 xﬁ dS
Ova diferencijalne jednacine nam kaZu da brzina ne zavisi od sopstvenog vremena, jer je ocigledno reSenje
gornjih jednacina

=0. (6.85)

u® = const.. (6.86)

pa su putanje ove sredine prave, odnosno geodezijske linije, koje se dobijaju za kretanje po inerciji.

2Eddington
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Jednacinu (6.84) ¢emo rastumaciti koristeéi izraze za komponente cetvorobrzine (4.10)

I(vp) | a(ypv')
ot oxt

Ako bismo izostavili dilatacioni Cinilac 7, ova jednacina bi se svela na dobro poznatu jednacinu kontinuiteta
klasi¢ne mehanike neprekidnih sredina. Relativisticka jednacina se od nje razlikuje upravo time $to se umesto
sopstvenegustine p, pojavljuje relativna p*, §to je ispravno, s obzirom na ¢injenicu da poloZaj, vreme, brzina,
pa najzad i gustina, meri posmatrac.

=0. (6.87)

Savrseni fluid

Materijalnu sredinu koja se naziva savr3eni fluid opisuje tenzor napona ¥y sfernog oblika. Tri korena
7L(,-) su, dakle, medusobno jednaka. Spektar sopstvenih vrednosti glasi

Ay=cp. day=—p, (6.88)
pa je otud iz (6.75) i (6.76)

Tap = Puattg +c (V10 B1)p + D) P2)p + D310 V3)p) (6.89)

Obrazac (1.34) daje nam metricki tenzor izraZen u odnosu na proizvoljno izabranu ortogonalnu ¢etvorku
vektora, od kojih je jedan vremenski, a ostali su prostorni. Ako za tu svrhu iskoristimo nasu Cetvorku, to ée
biti

gap = V1)aP(1)p T P2)aV2)p + V310 V3)p — Hatp:
Formula (6.89) tako dobija oblik

Top = (p +672p> Uaiig + ¢ pgap. (6.90)

Ovo je tenzor energije savrSenog fluida, zbog ¢ega dodajemo zahtev da bude zadovoljena i jednacina stanja
p = 9(p).

éinjenica da pritisakmnozimo sa ¢~2 poti¢e od reda njegovog odnosa prema gustini energije. Videli
smo bili, iz (6.60), da je protok impulsa srazmeran, do na &inilac ¢Z, prvom bloku 3 x 3 tenzora energije. A
pritisak je srazmeran tom protoku.

Svetske linije savrSenog fluida odstupaju od geodezijskih, $to je u odgovarajuc¢im fizickim jedinicama,
uslovljeno odnosom p prema ¢~ 2p.

Uslov odrzanja energije (6.59) daje nam, kao i kod rasprsene sredine, diferencijalnu jednacinu kretanja

T (oren) 0 (0 2p) 4 (e 2p)ua D 42 20

=0. (6.91)

Ako ovu jednacinu skalarno pomnoZimo sa u* dobi¢emo, s obzirom na jedini¢ni intenzitet tog vektora

T+ (p+c72p) uagg =0. (6.92)

Kad ovo unesemo u (6.91) imaéemo

_ du _ dp dp
o 2 o 2
o _ - 4 4 — 0
< ¢ ) ds ¢ (ua ds = Jdx“ '
$to se moZe napisati u obliku

(p +c*2p) dua | -2 (uauﬁ + 55) P _y, (6.93)
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Ovo su relativisticke diferencijalne jednacine strujanja savrSenog fluida. Veza (6.92) predstavlja jednacinu
kontinuiteta te sredine. Iz (6.93) vidimo da je relativna Cetvorosila suprotno orijentisana od projekcije, upravne
na svetskoj liniji, gradijenta pritiska. Ovaj fluid struji van gravitacionog polja, koje ne postoji u specijalnoj
relativnosti.

Jednacine kontinuiteta i dinamike mogu se izraziti pomoc¢u posmatracevog vremena i trobrzine, bududi
da su to stvarno merene veliCine. Koristeéi obrasce: (4.9), (4.10) i (4.13) za sopstveno vreme, Cetvorobrzinu i
cetvoroubrzanje, dobi¢emo za (6.92)

dp 2\ [9n) 9y
pa—k(p—i—c p)[ S5 =0, (6.94)

dok ¢e se jednacine (6.93) podeliti na prve tri

i _ 0
y<p+c*2p) (Zl’t” —x 2P <v1—+a—f) 0 (6.95)
i Cetvrtu
_ _ J
v(p+e 2p>a zyzv]a s+ (1) 8’; 0. (6.96)

Pomnozimo (6.96) sa v; i oduzmimo od (6.95). Dobi¢emo, ako dopisemo (6.94):

7 (p+c )d—+a—p+ 2,2 _,

Vi—
oxi ' or
. (6.97)
dp 2\ [2n) 9] _
7/dtJr(p+L p){ o Tar] ="

Prve tri jednacine ovog sistema su dinamicke, a Cetvrta je jednacina odrZanje mase ili kontinuiteta. Tri
jednacine kretanja su medusobno nezavisne, s obzirom na to da ih vise ne moze biti. Jed. (6.97) kao celina
predstavlja relativisticki modifikovani sistem diferencijalnih jednacina klasi¢ne hidrodinamike.

Dokaz da (6.95) i (6.96) nisu medusobno nezavisne moze se odmah dobiti tako Sto sistem (6.93), skalarno
pomnozen sa u%, daje identi¢ki nulu.

Hidrodinamicki talasi

Poznato je da se jednacine hidrodinamickih talasa dobijaju iz diferencijalnih jednacina strujanja. Mi smo
u §4.3 (str. 31) posmatrali istoriju fronta najjednostavnijeg moguceg talasa, dakle ravnog i koji se ravnomemo
prostire. Osim toga uzimali smo, opet radi jednostavnosti, da je i odgovarajuée talasno kretanje harmonijsko.
Sad ¢emo potraziti lokalne uslove za pojavu talasa, kao povrsi poremecaja hidrodinamickih veli¢ina.

Kako su diferencijalne jednacine (6.92 1 (6.93 prvog reda, njihovo reSevanje zahteva da znamo vrednosti
trazenih veli¢ina na nekoj pocetnoj”hiperpovrsi X. To je, s obzirom na hiperbolicku metriku, ustvari
reSavanje KoSijevog problema; treba imati u vidu da se u Svetu Minkovskog ne zahteva da ta hiperpovrs§
bude iskljucivo prostorno orijentisana, pa da vrednosti na njoj budu upravo pocetne. Kosijev problem ¢emo
detaljnije razmatrati u delu koji se odnosi na opstu relativnost. Sad ¢emo prouciti lokalnu orijentaciju, da bi
upoznali slucajeve koji su od fizickog interesa.

Pretpostaviéemo da je hiperpovr3 £ lokalno zadata jednainom x* = const., gde x* predstavlja &etvrtu
po redu koordinatu, i moZe biti prostorna, vremenska ili nulta. Tada, u okolini posmatranog dogadaja na X,
preostale tri koordinatne ose x', koje se u njemu seku, leZe na toj hiperpovrsi.

Podeli¢emo izvode promenljivih, Cije su vrednosti pq), u?‘m zadate na X, u dve grupe. To su:

du® ap\ _ (Ju® dp o
(), (56),: (5), (35), - ero o o
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a
. u (9 o N o .
Prva dva izraza, <T) i (%) , mogu se efektivno izraCunati, jer se to svodi na diferenciranje vrednosti
X X
0 0

; du® d
zadatih na X, koju dotiCu tri ose x' lokalnog Lorencovog sistema. Druga dva izraza (%) i (a—a) su
0 X/o

neodredena, jer se diferenciranje vr$i po promenljivoj koja je lokalno konstantna na X (S1. 6.7).

TS 1en

Slika 6.7: Povr§ X u x%.

Imajuéi to u vidu napisaemo, u posmatranom dogadaju x%, jednacinu (6.92), i etvrtu jednacinu
dinamike (6.93). Koriste¢i (6.98), napisaéemo ih kao:
ou®

u 1
o] 5

ot . P
=) ; P _
Lot e ] G ilo@ 0 35} =
(6.99)
— 8u4 _ p]
[otro) - 2]l s 7% [+ 55
du’ 2,0 A4 dp

p =
x4
- { [‘P(Po) +C_2PO] ”io) Fr +c 0)%(0) ﬁ} =p*

Veli¢ine C i D*, na desnoj strani (6.99) sastoje se iz poznatih veli¢ina, i onih izvoda koji se mogu izralunati
diferenciranjem na X.
Postavlja se pitanje, bitno za Kosijev problem, algebarske reSivosti sistema (6.99) po promenljivim
du*\ . (d . . - . L .
(W i ﬁ . Determinanta tog sistema treba da bude razli¢ita od nule. Ako izostavimo indekse koji
X /0 0
oznacavaju da se radi o veli¢inama na ¥, ona glasi

!

A= [o(p)+c72p] [ +¢%] = () [0(p) +¢ 2] 9 ().
Odavde vidimo, kako su gustine i pritisak nuzno pozitivne, da je potreban uslov resivosti Kosijevog problema

g+ (ut)? [1 - c2<p’(p)] £0. (6.100)
N . ou . .
Primetimo da za izvode e jednacine dinamike daju

_ o d ;
o(po)+c 2po] ”?0) +c 2u<0)u‘(10>a—; =D
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4
Celokupna analiza se dalje sprovodi isto kao za a—u4.
X
Postoje dva opsta slucaja kada uslovi postavljeni na £ mogu dovesti do neodredenosti reSenja zadatka
usled prekidnosti izvoda na toj hiperpovrsi, ili usled nedovoljnosti podataka. To su:
1) kada strujne linije leZe na £ w* =0).
2) Kada je determinanta A singularna, odnosno

g+ (uh)? [1 —c2<p’(p)] —0. (6.101)

Potrazimo opsti oblik (6.101). S obzirom na to da ose x lokalnog Lorencovog repera leze na X, x*
je upravna na njoj, pa tako i komponenta u* Eetvorobrzine. Predimo sad na neki krivolinijski sistem g%,
nesingularnom smenom promenljivih (x*) — (¢%). Izvode ¢emo razloZiti na komponente u pravcima
normale n% i tangente t* (izraZeno u odnosu na nove promenljive g%, vidi sl. 6.8), tako da imamo
d d 0 a 0

- = a_~ a_~ - 7 —
5 =5 T 5 = am o (6.102)

A\
s
b2

gul-
Slika 6.8: Prevci normale n* i tangente 1%,

_ d(u%ng) , ap
2 o o _
[‘P(PO) +c PO} “an +o (PO)M(O)”OCE =C,

- g 9ung) B Ip _
[¢(po)+c 2Po] oy — =+ 2(”%>”<o>+gaﬁ>"“”ﬁ$ =D*

Izvodi u tangentnoj ravni svode se na ono $to se dobija diferenciranjem po oni su stavljeni na desnu
stranu (6.99"). Uzmimo da je ¥ zadata, u odnosu na promenljive ¢%, jednadinama:

(6.99)

v(g%) =0, ng=Agrady,

gde je A neki skalarni faktor. Tada se, posto formiramo determinantu A u odnosu na sistem (6.99"), jednaéina

(6.101) svodi se na oblik:
op aﬁl_.z/]alal: 1

g +u*P(1-c¢) 347 95 0. (6.103)

Ovo predstavlje kvadratnu parcijalnu diferencijalnu jednaéinu prvog reda, ¢ije reSenje odreduje familiju

karakteristiénih hiperpovrsi X, odnosno funkcija y = const.. Skalarna funkcija y moZe biti izraZena u

odnosu na proizvoljan koordinatni sistem, pa se moZemo vratiti i na polaznog Lorencovog posmatraca,

dakle y(x%*) = const. Na sva koj takvoj hiperpovrsi sistem diferencijalnih jednadina strujanja fluida (6.92),

(6.93) moZe imati reenje ¢iji su prvi izvodi prekidni, dak klase C! po delovima. Ta hiperpovrs predstavlja,
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analogno onom $to je poznato u klasi¢noj mehanici fluida, istoriju jednog komopresionog hidrodinamickog
talasa u Svetu Ninkovskog.

Na osnovu rasudivanja iz §3.1, smatramo da svaki talasni front, zbog konaéne brzine prostiranja, mora
biti vremenski, ili u krajnjoj liniji nulto orijentisan u svakom svom dogadaju. Automatski sleduje da su mu
normale prostorno ili nulto orijentisane. Podrazumevamo da se radi o istoriji talasa u svetskoj metrici. Znaci
da je:

dy Jdy
o L 2T >0. 6.104
8 9x 9B = ¢ 4
1z jednacdine (6.102) sledi zbog toga

1-c%¢ <0, (6.105)
. . o al[’ 2 . . ! -2 Lo . . . v . .
jerje | u P > 0. Sledi da je ¢ > ¢~ <. Ova ¢injenica je veoma vazna. Brzina kompresionog talasa u

sti§ljivom savrSenom fluidu definisana je u klasi¢noj teoriji obrascem

dp 1
v=y| = = , (6.106)
dp 1/g0/

pa iz (6.104) sleduje da je brzina talasa V < ¢, §to je bitno sa relativistickog stanovista. Karakteristicni konus
hidrodinamickih talasa je, s obzirom na prostornu orijentaciju njihovih normala u opstem slucaju, sadrzan
unutar nultog konusa, a moZe se u grani¢nom sluéaju poklopiti s njim.

Pojam nestisljivog fluida

Nestisljiv je, u klasi¢noj hidrodinamici, onaj fluid ¢ija je gustina nepromenljiva, odnosno ¢ija je diver-
gencija brzine jednaka nuli, odnosno u kojem se kompresioni talasi prostiru beskonacnom brzinom. Sve ove
tri definicije su ravnopravne. Zato smo ih i naveli u jednoj recenici.

U relativistickoj mehanici moguce su razlicite definicije nestisljivosti. Svaka od njih ima svoje opravdanje
i odredene posledice.

Podimo od rezultata prethodnog odeljka. Pokazali smo da je najve¢a moguéa brzina kompresionih talasa
jednaka brzini svetlosti. Tada je ¢’ = ¢~2, pa refavanjem (6.105) dobijamo

p— cfzp = const. (6.107)

Ako diferenciramo ova reSenja duZ svetskij linija i to unesemo u jednacinu kontinuiteta (6.92), dobi¢emo
JuP -1 50
o (p +C_2p) B2l . (6.108)
dxP

Bududi da je p = p(p), definisaéemo funkciju f, poznatu u relativnosti pod nazivom funkcija-indeks fluida
(videti Lichnerowicz, [3], str. 37) na sledeéi naCin

¢ 2dp 2

P
-
dinf)= —L = f=ex /7@. (6.109)
(o) p+c2p pp+0 p+ec2p

Sada, umesto (6.108), moZemo pisati

du o« Of
Fawa T 5ha =0
odnosno o
9% _ 9y —o. (6.110)
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Vektor C* = fu® naziva se pseudobrzina fluida. Ako bismo posli od jednacine (6.110) kao date, imali
bismo samo potreban uslov nestisljivosti, jer to Sto je divergencija pseudobrzine jednaka nuli povlaci, s
obzirom na jednacinu kontinuiteta (6.92), kao posledicu jedino

Lﬂé%m—aQMZO, (6.111)
to jest da p — ¢~2p ostaje nepromenljivo duZ svetskih linija, a ne svuda. Ako bismo se ograni&ili na
“homogenesredine, kako se nazivaju one u kojima je p — ¢~2p nepromenljivo u prostornim pravcima, uslov
(6.111), odnosno (6.110), postao bi i dovoljan, jer bi tada ta veli¢ina bila konstantna.

Predimo na drugu definiciju nestiSljivosti. Ona zahteva da zbir mikroskopskih gustina sopstvene mase
P(j) bude nepromenljiva. Za savrSen fluid imamo, na osnovu (6.89) i (6.90)

Bop = cfzp(faﬁ fuqug) = Vg = 3¢ 2p.

Otud definicioni obrazac (6.81) daje

Y pij=p-3c7p. 6.112)
J

Zahtev da ova veli¢ina bude konstantna odgovara uslovu da je

TZ = const.
Diferenciranjem prethodnog dobijamo

d 1

b _la

dr 3

1z (6.106) sledi da je najveca brzina kompresionog talasa

c
=—. 11
V=75 (6.113)

Pored ove dve definicije nesti§ljivosti, koje ¢emo nazvati dinamicke, od kojih prva garantuje da brzina
prostiranja talasa ne moZe biti veca od brzine svetlosti, a druga je ogranic¢ava dosta manjom vrednosc¢u i
povladi konstantnost traga 75 tenzora energije, nave$¢emo i trecu. Ova definicija, ili boljereeno, vrsta
definicije, uvodi ono $to ¢emo nazivati konematicka nestisljivost. Ona zahteva nepromenljivost specifi¢ne
zapremine, bilo relativne ili sopstvene.

Podimo od obrasca (6.48), za relativni prirastaj specificne zapremine. Imamo, u slucaju relativne
nestisljivosti

o du
4B B . (6.114)

X x
Vektor u® je Cetvorobrzina lokalne cevi posmatrackih svetskih linija, n® Cetvorobrzina cevi svetskih linija

zapreminskog elementa. U odnosu na cev svetskih linija sopstvenog vremena toga elementa, kada je n® = u%,
obrazac (6.114) jednostavno daje

Ju®
g A1
320 0 (6.115)
Tada iz jednacine kontinuiteta (6.92) sledi
d d
popP _ P _ 11
u W~ ds 0. (6.116)

Ako podemo od prirodne pretpostavke da je nas fluid, bududi savrSen, prostorno homogen, gustina ¢e mu, na
osnovu (6.116), biti konstantan u prostoru i vremenu. Tada iz (6.114) sledi

p =const. = V=oo, (6.117)
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Mada je ovaj zakljucak u relativnosti teSko prihvatljiv, moZemo smatrati s dovoljnom priblizno$¢u da
su, u odsustvu talasnih poremecaja, konstantnost sopstvene gustine i nepromenljivostspecifi¢ne zapremine
uzajamno uslovljene ¢injenice.

U nekim novijim radovima uzima se za astrofizicke primene (vidi Pekaris, Proc. Nat. Acad. Sci. USA,

c
ek
koriS¢ena je za fotonske mlazeve, dok je treca definicija, (6.114) ili (6.115) pogodna pri proucavanja
deformacije spletova linija sila nekog polja u vakuumu ili materiji.

vol. 73, No. 3, pp. 687-691, 1976) prva definicija (vmax = ¢) kao najrazumnija. Druga, za koju je vimax =

Zadaci

Zadatak 11

Izvesti obrazac projektovanja (6.27) za vremenski orijentisanu elementarnu hiperpovrs.

Resenje

Zadatak 12

Nadi vezu izmedu pritiska fotona i relativne gustine njihove relativne energije, a zatim, koriste¢i (6.16) i
(6.17), nadizraz za apsolutnu temperaturu fotonskog gasa.

Resenje

Zadatak 13

Pokazati da se jednacine dinamike savrSenog fluida (6.93) mogu predstaviti pomocu funkcije f iz (6.109) i
pseudobrzine Cy, (6.110), u obliku

aCg  IC,
o _ ﬁ_ a ) _
u Qup =u (8)50‘ axﬁ)—o.

Ispitati, s obzirom na antisimetriju tenzora Qg, algebarski rang ovog sistema i naci, za Qg # 0 vektor
vrtloznosti 9%, ortogonalan na pseudobrzini, koji zadovoljava taj sistem.

Resenje
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Maksvelove jednacine

Poci ¢éemo od klasi¢nih Maksvelovih jednacina elektromagnetnog polja, pod pretpostavkom da se za
dielektri¢nu konstantu i za magnetnu permeabilnost moZze uzeti da su jednake jedinici. Tada te jednacine
(videti: D. Musicki, Teorijska fizika II, str 19-33) glase:

10E, . oH;
- Jr =€rst 35
c ot ox/
.1
on .1
e
1 0H, 0E;
—— ==
¢ ot ox/
7.2
oH, (7.2)
oxs

gde je vektor elasticnog protoka j,
Jr=0(Er+ergvsHy).

E, i H, su vektori elektricnog i magnetnog polja, brzina sredine koja provodi, g specifiona gustina naelektri-
sanja, o elektri¢na provodljivost, e, antisimetri¢ni permutacioni simbol. Sabiranje se vsi po ponovljenim
indeksima, koji su ovde donji, jer se radi o fizickim koordinatama u definitnoj metrici.

Buduci da vektori elektricnog i magnetnog polja u opsStem slucaju imaju sve tri komponente razlicite od
nule, pokazacemo da se oni u Svetu Minkovskog mnogu predstaviti pomocu jednog sistema antisimetri¢nih
veliina drugog reda Fy g, jer on ima u opStem slucaju Sest komponenata razlicitih od nule. Taj sistem veli¢ina
je ustvari tenzor i naziva se Maksvelov tenzor ili tenzor elektromagnetnog polja. Priroda Maksvelovih
jednacina u odnosu na svetsku metriku je tenzorska, pa ¢emo ih dovesti u taj oblik.
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Komponente Fy 5 su redom jednake

Ey=Fu, Ey=Fy4, E3=Fy4,

Hy=Fy3, Hy=F, H3=F;. 73)
Tenzoru Fypg pridruzicemo njegov dualni tenzor +Fg definisan sa:
1 1

—xFB = Es“ﬁyéFy(;, — % Fyp = EemmFﬁ, (7.4)

gde su
1
Eafys =V _Hg||eaﬁy5> e®hre =

7605[37,5.
V=gl
Ri€ijevi permutacioni antisimetri¢ni tenzori, dati u odnosu na svtesku metriku, a eygys i eOPrd odgovarajuci
permutacioni simboli (v. Andelié, Tenzorski racun, 1973, str 78, [2]). Na osnovu prethodnih veza moze se
proveriti da je:
1 5
FaB = _Egaﬁyé (*F ) = —x% *Faﬁ7 ,
| (74"
)
FoB — 7580‘[37 (¥Fys) = —* «F OB

S obzirom na to da posmatramo u Lorencovim reperima, koeficijent y/—|g| jednak je jedinici. Tako sad
trovektore elektricnog i magnetnog polja moZemo pisati, pomoc¢u dualnih tenzora, u odgovaraju¢em obliku:

Ey=—xFB, Ey=—xF3 E3=—xF?

Hy=—xFU  Hy=—«F® Hy=—xF*, (7.5)

Vratimo se vezama (7.3), pomocu kojih smo uveli tenzor polja Fyg. S obzirom na to da je antisimetrican,

adasu E i H prostorno orijentisani, vektoru magnetnog polja, gledano iz prostornog, "galilejskogdela
Lorencovog sistema moZemo pridruZiti antisimetri¢ni permutacioni simbol treceg reda e, , kako bi indeksi
leve i desne strane uzajamno odgovarali

Frs = ersHy. (7.6)
Dok je, na osnovu prvih veza (7.5), za elektri¢no polje
—*F™ = ™E,., (7.7)

jer su vrednosti simbola ™ i e,y jednake zbog definitnosti metrike. Pri podizanju etvrtog indeksa menja se

znak. Koristeci (7.6), jednacine (7.1) dobijaju oblik:
JF's aFr4 e aF4s B

_ _ I
aw Tod 1 e T .1
Dok iz (7.7) 1 drugog niza veza (7.5) imamo (7.2)
rs rd 4s
d(xF') n J(xF"™) _0 d(xF*) _o. 7.2)

ox oxt 7 ox

Desna strana jednacina (7.1"), kao divergencija tenzora, treba da predstavlja vektorsku veli¢inu koja odgovara

Cetvrtoj komponenti Fy g, pa je prema tome g samo algebarska vrednost jednog vektora koji mora leZati

na vremonskoj osi Lorencovog posmatrace A%(0,0,0;¢q). S druge strane, elektri¢ni protok j, je, po svojoj

defimiciji, prostorni vektor, jer se provodenje vrsi u prostornom pravcu, pa se to svojstvo mora preneti u

relativnost. Zato ¢emo uvesti Eetvorovektor Jy (jx; A4) upnog elektriénog protoka, koji predstavlja divergen-

cijm prve grupe Maksvelovih jedna¢ina. Radi se o tenzorskim veli¢inama, pa éemo (7.1’) i (7.2") prepisati u
definitivnom obliku:

oFPe g
Fr JP, (7.8)
d(xFB)

S =0 (7.9)
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Ovo je tenzorski oblik Maksvelovik jednacina u svetskoj metrici, u odnosu na Lorencove posmatrace. U
proizvoljnom koordinatnom sistemu izvodi bi, umesto parcijalnih, bili kovarijantni. Taj kovarijantni oblik
one imaju, dakle, u opstoj relativnosti. S obzirom na antisimetriju F' ap njegova druga divergencija daje
identicki nulu, pa iz prve grupe (7.8) tih jednacina sleduje da je divergencija Cetvorovektora elektri¢nog
protoka J% takode jednaka nuli

d2Fob aJP

P — = -

dx%JxP oxP
Ovaj zakljucak iskazuje Lorencov uslov odrZanja elektri¢nog protoka, izraZen u svetskoj metrici.

=0. (7.10)

Lorencove transformacije elektiromagnetnog polja. Osnovne invari-
jante

Lorencov transformat tenzora elektromagnetnog polja glasi, na osnovu §8 (Gl. 7.2, str. 85):
‘aff _ B rvs " _ 1778
FoP =%1FF7, Fop =Ld Ly Fys (7.11)

Jednostavna Lorencova transformacija, izloZena u §11 (Gl. 3.4, str. 38), koja se od opSte razlikuje samo
pogodnim uzajamnim rasporedom osa inercijalnih sistema, ima sva njena bitna svojstva. Kad unesemo
koeficijente transformacije (3.36), veze (7.11) daju eksplicitno:

F’14 :Ll L4 F14+L1 L4 F41 _ F14,
F’24 LALAFY 4 1AL F? = shOF?! 4 chOF >,
F3% = 3P 4 L3P = sh0F3! 1 ch0F>,
(7.12)
F'2 = I3F2 4 L3 F* = chOF'2 +sh0F*?,
F’23 L L3 F23 F23
F3 = AL P 1AL P = ch0F? 4 shoF™,
Kada se ovi transformacioni obrasci izraze pomocu trovektora elektri¢nog i magnetnog polja (7.3), vodec¢i

racuna o tome da pri spuStanju indeksa vremenske koordinate, kao i pri promeni reda pisanja indeksa
menjamo znak, dobi¢emo Lorencove transformate elektromagnetnog polja:

3E, =E, Hy =H,,
’ 2% ’ v

£ =y(E—1Hs), Hy=7(Es+Hy)., (7.13)
’ 14 ! 1%

E3:y<E3+EH2>, H3:y(7E2+H3).

Iz ovih izraza se vidi da jedino one komponente trovektora elektri¢nog i magnetnog polja koje su paralelne s
pravcem kretanje Lorencovog posmatraca S’ prema S, ostaju nepromenjene pri prelazu iz jednog sistema
u drug1 Komponente koje su upravne na prave kretanja menjaju se, i to tako da su izrazi za vektore u

S’ spregnute funkcije oba polja u S. Stavie, vektori Eif mogu u transformisanom sistemu imati neke
transverzalne komponente i ako ih nemaju u polaznom, i obrnuto.

Kako su elektri¢no i magnetno polje identifikovani kao vektori u odnosu na galilejskog posmatraca,
daéemo za njih izraze koji su vektorski u svetskoj metrici. Ti Cetvorovektori elektricnog i magnetnog polja
glase:

o =FopuP |, ho=xFypuP (7.14)

gde je u® jedini&ni vektor ose x*. Iz (7.3) i (7.5) za trovektore elektri¢nog i magnetnog polja, vidimo odmah
da se eq i hy svode na (E;;0) i (H;;0). Zna&aj ovih etvorovektora je u tome §to omoguéuju da se, u nekoj
materijalnoj sredini ¢ija je Cetvorobrzina u®, odredi elektri¢ni protok u osnovnim jednacinama (7.1). Ovo je



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 86 — #86

86 Glava 7. Elektromagnetno polje

potrebno zato $to je on vektor, pa mora predstavljati kombinaciju vektorskih veli¢ina. Definisaéemo ga u
sledecem odeljku.
S obzirom na antisimetriju Fy5 uvej je

equ® = hqu® =0. (7.15)

Cetvorovektori elektricnog i magnatnog polja su prostorno orijentisani, $to se, drugacije napisano, svodi na
eq = (E;;0), h’a = (H;}30).
Lorencove transformacije (7.12), primenjene na e® i h?%, glase
= L,‘; P = L_‘}‘Fit
hg = LGhP = L%« F4,

Sto eksplicitno daje:
¢! =chBe! =chOE!, ¢?=¢*=E2,

!

= :E37 e* =sh@e' =shOE';
(7.16)
W' =choh' =choH', h2=h=
W3=rw=H K*=shon' = shGHl.
Ovde se zapaZa jedna bitna razlika izmedu trovektora i etvorovektora elektricnog i magnetnog polja. Dok
se kod prvih menjaju samo komponente upravne na pravac kretanja posmatraca, dotle kod drugih jedino one

ostaju nepromenjene, ali se, kao posledica kretanja, pojavljuju i vremenske komponente.
Ako uvedemo oznake:

P =gape®el, W =goph®hP, Eh=gupe®hP, (7.17)

vidimo iz (7.16) da je:
2=, W =1, Eh=2h (7.18)

Intenziteti i skalarni proizvod ¢etvorovektora elektricnog i magnetnog polja, pa prema tome i ugao izmedu
njih, ostaju nepromenjeni pod dejstvom Lorencove transformacije. Bududi da su to pravi vektori, ti bi
odnosi ostali nepromenjeni i pod de]stvom proizvoljne transformacije. Iz obrazaca (7.13) moZe se, medutim,
videti da transformati trovektora E i H ne zadrZavaju ni intenzitet niti zahvaéeni ugao u odnosu na razlicite
posmatrace, mada ¢emo i za njih utvrditi da skalarni proizvod, kao celina, ostaje nepromenjen.

Pogledacemo, radi daljeg izucavanja transformacionih svojstava elektromagnetnog polja, neke ranije
izraze uvedene u §10 koji se odnose na infinitezimalnu Lorencovu transformaciju. Tada smo bili uveli dva
skalara, P i Q, funkcije koeficijenata Ay infinitezimalne transformacije. Veli¢ine Ay su antisimetri¢ne kao
Sto je to i tenzor elektromagnetnog polja, dok su P i Q vezani za njene karakteristicne vrednosti, Sto je dato
sa (3.25)1(3.25).

MoZemo obrazovati, u funkeiji Fog, izraze koji odgovaraju P i Q. Uvedimo:

I S S S
Fi = Fijy+Fy+Fy— Fip —F3 — F5,

(7.19)
By =2(FiaF34 + Fa3Fia + F31 F) -
Na osnovu (7.3) i (7.5) ovo se moZe napisati kao:
1 1
Fliy=—3FapF*?, Fay=—5FapF. (7.19)

Veliine F{y i F(y) predstavljaju skalare u jednom, pa otud u svakom Lorencovom sistemu, $to se moZe
proveriti pomo¢u (7.11) 1 (3.7). Sve veli¢ine moraju Sta vise biti, po svojoj definiciji, invarijantne u odnosu
na svaku koordinatnu transformaciju u Svetu Minkovskog.
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1z (7.3) 1 (7.19) vidimo da je:

~Fy E2—H?,
oL (7.20)
—Fp)=2E-H.
S obzirom na invarijantnost F{yy i F{3) imamo:
E2_H?—E? _H’z7
(7.21)

Trovektori elektri¢nog i magnetnog polja zadovoljavaju dakle, ovakve veze u odnosu na svaki posmatracki
sistem. F(q) i F(7) se nazivaju osnovne invarijante elektromagnetnog polja.

Tenzor energije elekiromagnetnog polja

Tenzor energije, onakav kakav je u prethodnoj glavi bio formulisan za neprekidnu sredinu, imao je
fizicko tumacenje zasnovano na protoku i gustini impulsa i energije, dato izrazima (6.61), (6.62) i (6.63).
Analogno tome, uveséemo tenzor energije elektromagnetnog polja, koji je definisan na slede¢i nacin:

(7.22)

Algebarski zakljucci koji neposredno sleduju iz oblika ovog tenzora su njegova simetrija i odsustvo traga.
Prvi od njih smo ve¢ napisali, a drugi je gotovo ocigledan

1% = 0. (7.23)

Potrazi¢emo ¢emu je jednaka divergencija tenzora energije. Radi toga ¢emo prvo prepisati drugu grupu
Maksvelovih jednacina (7.9) u obliku

JF, JF. JF,
By ya af
EI P o =0. (7.24)

Divergencija tenzora energije glasi

o
9% _ (‘” Sl @) . (7.25)

P oxe By T e m T o

Drugi €lan u gornjoj zagradi moZe se napisati, s obzirom na antisimetriju Fy g u obliku:

Far®By _ 1 ey (”ﬁy N 9Faﬁ)

Ix® 2 ox% oxY

Sto se, uz pomo¢ Maksvelovih jednacina (7.24), svodi na:

FayaFﬁ}’ _ 1F(xyaFa7’

ax% 2 oxB

Kad se ovo stavi u jednacine (7.25), potre se sa poslednjim ¢lanom u zagradi, pa dobijemo:

8175‘ L, OF%Y
oxa — ¢ oxa by

odnosno, na osnovu prve grupe Maksvelovih jednacina (7.8):

o
afﬁ
o

e = Fpl". (7.26)



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 88 — #88

88 Glava 7. Elektromagnetno polje

Znaci da je divergencija tenzora energije elektromagnetnog polja razlicita od nule ako postoji protok
JV. To je ispravno, jer protoka elektriciteta nema bez protoka materije, pa je tek divergencija ukupnog
tenzora energije jednaka nuli, a taj mora sadrZati, pored elektromagnetnog, i jedan materijalni deo. U slu¢aju
elektromagnetnog polja u vakuumu, protok J? u opstem slucaju ne postoji, pa je i divergencija tenzora
energije jednaka nuli. Ako je, obrnuto, divergencija tenzora energije jednaka nuli, iz (7.26) sledi da je J' B
jednak nuli onda kada je determinanta HFaﬁ || razli¢ita od nule. U slede¢em odeljku ¢emo dati tumacenje
toga.

Mozemo odrediti vektor J%. Za nenaelektrisani elektroprovodljivi fluid, ako zanemarimo nefaradejevske
Holove! struje, on iznosi ce®, gde je ¢ provodljivost, a % Eetvorovektor elektriénog polja. To se u
pribliSnosti malih brzina posmatrac¢a prema izvoru polja svodi na kiasi¢ni izraz za struju u provodniku. Ako
postoji i sopstveno specificno naelektrisanje ¢, ukupni vektor protoka ¢e, s obzirom na drugu jednacinu
(7.1)), glasiti

IB = quP + oeP. (7.27)

Ovo se moSe proveriti poredenjem sa galilejski pribliZnim izrazom za elektri¢ni protok u (7.1).

Necéemo razmatrati u ovom kursu oblik koji dobiju Maksvelove jednacine kad su dielektri¢ni koeficijent
i magnetna permeabilnost proizvoljne. Ostavljene su po strani i takozvane nefaradejske struje u izrazu za
protok.

Ostaje nam da opravdamo definiciju (7.22) tenzora energije u smislu razmatranja iz §25 (Gl, 7.3, str. 87),
koja su se odnosila na tenzor energije neprekidne sredine. Stoga ¢emo, pomocu obrasca (7.3) za trovektore E
iH, ispisati tenzor energije (7.22) uzimajudi, radi jednostavnosti, da je ¢ = 1

®—-E}—H} -E\E,—HH -EE—HH EH—-EH

B 0 ®-E3—H; —EEs—HyH; E|H;—Es3H,
(Tap) = 0 0 ®—E}-H} E3H,—E)H; (7:28)
0 0 0 @

Ovde je (@ = %(E 2 _ H?) dok su simetri¢ni elementi izostevljeni.

Oblik (7.28) tenzora energije dat je u odnosu na mirujuéeg posmatraca, prostorne ose se mogu birati
po volji, i izraz za Tog uciniti jednostavnijim bez promene njegovih fizi¢kih svojstava. Izaberimo jednu od
koordinatnih ravni posmatracevog sistema tako da u njoj leze vektori E i H. Neka osa x% bude upravna na
njoj. Tada (7.28) ima oblik

®-E}~H} 0 —EE;—HH 0
(tap) = 5 T e Eg e futly Bt (7.28))
0 0 0 (e
Obratimo paZnju na poslednju kolonu (ili vrstu) matrice, drugi ¢len so nose napisati:
—c'p = &jkHiE, = A, (7.29)

gde smo c privremeno vratili na njegovo mesto. Ovde je IS(O,Pz,O) poznati Pojntingov? vektor, izrazen u
odnosu na ovaj sistem. U mirujuéem sistemu Cetvorovektori elektri¢nog i magnetnog polja ¢ i iy identicni
su s odgovarajué¢im trovektorima £ (E1,0,E3,0) i he(Hi,0,Hs,0) Cetvorobrzina je uq(0,0,0,—1). Tada je
Pojntingov Cetvorovektor protoka energije p®

p% = ce®PPugeyhs. (7.29')

Pa se (slika 7.1) za nepokretni sistem svodi py(p;,0). Trovektor P/, koji u (7.28") ima samo jednu
koordinatu razli¢itu od nule, predstavlja specifi¢ni protok elektromagnetne energije po jedinici povrsine, §to

'Hall
2Poynting
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se slade sa drugim izrazom (6.63), gde koordinate c3T/* predstavljaju specifi¢ni protok energije neprekidne
sredine. Da ¢italac ne bi pomislio da se radi o gresci, podse¢amo da P/ kao prostorni vektor ne menja signaturu
pri podizanju indeksa, dok je 7/4 menja u odnosu na t 4. Otud je ¢ 3 p? = t2* u nasem koordinatnom sistcmu,

dok u (7.28) stoji, na osnovu (7.29), —c*3P2 kao vrednost Ty4.

Slika 7.1: Pojntingov Eetvorovektor protoka energije py (p;,0) za nepokretni sistem.

Poslednja koordinata tenzora energije daje

Ay = % (B +12). (7.30)
Ovo predstavlja specificnu gustinu energije elektromagnetnog polja. Kako je po (6.61) ta gustina za neprekid-
nu sredinu jednaka ¢27**, to se gornji izraz slage s njom. (7.29) i (7.30) su dobro poznate formule teorijske
fizike koje izraSavaju protok i gustinu energije.

Prostorne koordinate tenzora energije tumace se kao “napon”eloktromagnetnog polja. Svodenjem
metri¢nog bloka 7;; tenzora energije u (7.28"), pomocu jedne dopunske linearne transformacije, na dijagonalan
oblik, nalaze se glavne vrednosti Maksvelovog napona polja.

Sopstvene vrednosti tenzora energije elekiromagnetnog polja

Algebarski ¢emo ispitati tenzor energije ©qg. Zato cemo prvo, medu posmatrackim sistemima u odnosu
na koje taj tenzor ima upro$éeni oblik (7.28’), potraZiti onaj koji se dobija svodenjem na dijagonalni oblik

submatrice
711 3
T3] 133

Takav koordinatni sistem ¢emo nazivati prost sistem. U njemu je

E3E| +H3H =0. (7.31)
Na osnovu elementarne identi¢nosti
(EsEy + H3Hy ) + (EyHy — EsH, ) = (E7 + HT) (B3 + H3), (7.32)
ako stavimo
x> =E}+H?, v?=E}+H] (7.33)

imacemo, zbog (7.31)
yx =EH;—E3H),
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gde smo izabrali pozitivan predznak za proizvod x . Tada e se matrica (7.28") svesti na

3 (v =22 ¥ 0 ) 0 0
0 2 (v +x 0 xy
0 0 L) A : (7.34)
0 v 0 3V )

Za ovako redukovani tenzor energije potrazi¢emo sopstvene vrednosti, dakle reSenja jednacine
[ Tetp—rgas | =0, (7.35)

S$to nam za (7.34) daje
HO R SRR
{301y o))

H (v-2) —xz} o (7.36)

Vidimo da reSenje karakteristi¢nog polinoma predstavlja dva dvostruka korena

odnosno

A= i% (qﬂ fxz) . (7.37)

N ) Sopstvene vrednosti tenzora energije elektromagnetnog polja sastoji se iz dva dvostru-
ka korena jednakih intenziteta, a suprotnih znakova.

MozZemo, pomocu invarijanti F (1) i F(2) elektromagnetnog polja (7.19) i (7.20), potraZiti izraz za
kvadrat sopstvenog korena A. S obzirom na definicione obrasce (7.33) imamo

R A
= 5l ey D) - 3 e 7 - ).

Drugi ¢lan na desnoj strani (7.38) moZe se predstaviti pomocu sledece elementarne identi¢nosti

(7.38)

(H3 —E})(H} — E3) = (E\E3 + HiH3)* — (E1Hy + E3H3)*.

U izabranom prostom sistemu je, na osnovu (7.31), prvi ¢lan na desnoj strani jednak je nuli. S obzirom na
prvu vezu (7.19), odnosno (7.20), drugi ¢lan je srazmeran kvadratu invarijante F(2) polja

1
(H; —ET)(H} ~ E}) = — 1 Fd).

Prvi ¢lan na desnoj strani (7.38) jednak je, na osnovu druge veze (7.19), odnosno (7.20)
HP +H; —E} —E3 = F)).

Tako da (7.38) konacno glasi
1
2= (FR)+ ). (7.39)

Razmotri¢emo, na osnovu izloZenog, dva slucaja. U prvom je sopstvoni koren A razli¢it, a u drugom je
dednak nuli.



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 91 — #91

7.4 Sopstvene vrednosti tenzora energije elektromagnetnog polja 91

1y

2)

Ako je A # 0 postoji kanonska baza sopstvenih vektora tenzora Pap- Kako su sopstvene vrednosti
dvostruke, vektori nisu jedinstveno odredeni, ve¢ postoje dve dvoravni sopstvenih pravaca, od kojih
svaka odgovara po jednom od dva korena. Te dvoravni moraju biti, na osnovu (6.65), medusobno
ortogonalne. U svakoj od njih moZemo, dakle, naéi po dva uzajamno ortogonoalna vektora, i tako
sastaviti ortogonalnu bazu vektora u sopstvenim dvoravnima. Uzmimo kao uslov iz (7.30) da gustina
energije c27T44 ostaje pozitivna i u potpuno dijagonalizovanoj matrici. Tada, s obirom na to da za bazni
vektor V4) imamo
V&)(0,0,0, 1),, v(4>av&) =1,

sledidajepridA <0

TapViy) = A4y (7.40)

Dakle, jedan od vektora koji odrovaraju negativnhom dvostrukom korenu moze se izabrati teko da
bude vremenski orijentisan. Ta sopstvena dvoravan je vremenska, a druga, koja odgovara A > 0 je
automatski prostorna. Na osnovu toga ¢emo obrazovati prost sistem sopstvenih vektora, od kojih je
jedan vremenski a preostala tri su prostorna. Ako stavimo:

1(1) = 2.(2) = x, l(g) = 1(4) = —x, (% > 0)

i primenimo obrazac (6.75) za razlaganje tenzora na ovakve sopstvene vektore, imacemo posle nesto
racuna:

af _ a B ayB _yoyB ayB _
T ‘2”(V<1>V<1>+V<2>V<2> V<3>V<3>>+2”V<4>V<4>

o B o B o B ayB
= (VEVE Ve VEVE) — v Vh = 7.41)
_ o B o B o /B o /B
=% <V<1>V<1> VoVe —Ve)Ve + V<4>"<4>)

Sto predstavlja kanonski izraz za Tqp U nesingularnom slucaju.
Ako je A =0, §to po (7.37) i (7.39) povlaci

\Pz = xz, F(]) = F(2> =0. (7.42)

Imamo takozvano singularno elektromagnetno polje. Na osnovu definicije (7.19) invarijanata Fpyi
F(2y, 1 njihove veze (7.20) sa vektorima polja, vidimo da je tada:

EH=6h=0 E’=H? & =H. (7.42))

Elektri¢no i magnetno polje, bilo da su izraZeni preko svojih tro ili Cetvorovektora, su tada ortogonalna
uzajamno i jednakih intenziteta. S obzirom na univerzalnost invarijanata, iskazanu uslovima (7.21),
sleduje da svojstva uzajamne ortogonalnosti i jedrakosti intenziteta vaze za svkog Lorencovog posma-
traca. Razume se da i svaki pojedini od uslova (7.42") ostaje oCuvan, ali su ti slucajevi obuhvadeni sa
1), jer je tada A # 0. Na osnovu prve veze (7.42) matrica tenzora energije tada ima oblik

0 0 0 0

0 y* 0 —gy?
0 0 0 0

0 —ey? 0 y?

(7.43)

gde je e = +1.
Formirajmo, pomocu ovog nultog voktora, posmetranog sistema, u kojem je izraZen tonzor Tyg iz
prethodnog obrasca, vektor n®

n=evg +Ve = gapn®nP =0. (7.44)
Tenzor (7.43) moze biti predstavljen pomoc¢u ovog nultog vektora, na sledeci nacin

Tap = W nang. (7.45)
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Odavde se vidi da je ny sopstveni vektor nultog korena. Ovakvo razlaganje daje izraz za tenzor
energije singularnog elektromagnetnog polja u odnosu na proizvoljnog Lorencovog posmatraca, a i
na bilo koji koordinatni sistem.

Kad uporedimo rezultoate ovog odeljka s onim iz §10, vidimo da se singularan slucaj simetri¢nog tenzora
energije Tog poklapa sa singularnim slu¢ajem antisimetri¢nog tenzora polja Fyg.

Singularno elektromagnetno polje tumaci se pomocu “fotonskog fluida”(videti: Lichnerowicz, Théories
relativistes, [3] str. 52-54). Fizi¢ki smisao ovog slucaja je u tome $to on u vakuumu predstavlja, na osnovu
(7.42"), prostiranje elektromagnetnog zradenja. U svetlosnom zraku vektori elektri¢nog i magnetnog polja su
uzajamno ortogonalni i jednakih intenziteta, dok je pravac prostiranja zraka dat nultim vektorom n%.

Posmatrajmo opstiji sluaj 1), i to onda kada su elektri¢no i magnetno polje ortogonalni (F(3) = 0), ali
ne i jednakih intenziteta (F(;) # 0). MoZe se neposredno proveriti da je vrednost determinante Fg jednaka

1
||FaﬁH = ZF<22)'

Sto znati da je za F(zz) = 0 rang matrice (Faﬁ) nizi od 4. U svetlosti te ¢injenice moZemo protumaciti slucaj
kada je divergencija tenzora u obrascu (7.26) jednaka nuli
8123' ,
57 = " =0 (7.46)

Ovaj uslov ne garantuje da je elektri¢ni protok J¥ jednak nuli onda kada su vektori elektri¢nog i magnetnog
polja ortogonalni. Dakle, tek lokalna neortogonalnost elektri¢nog i magnetnog polja predstavlja potreban i
dovoljan uslov za to da iz (7.46) sleduje J¥ = 0. Pritom prva invarijanta F{1y moZe imati proizvoljnu vrednost.

éetvoropotenciiql elektromagnetnog polja
Druga grupa Maksvelovih jednacina (7.3’) jednostavnije napisana u obliku (7.24)

JF, oF oF,
By Yo af _
Ix + P + Ix? =0, (7.47)

ima nekih opstih posledica. Da bismo protumacili te posledice, posluZi¢emo se nekim osnovnim pojmovima
iz teorije spoljnih diferencijalnih formi. Za ozbiljnije upoznavanje s tom teorijom upucujemo na knjigu: H.
Cartan, Calcul différentiel, Formes différentielles, [14], takode: H. Guggenheimer, Differential Geometry.
[28]. Ovde ne¢emo posmatrati diferencijalne forme reda viSeg od treéeg.

Metrika Sveta Minkovskog je pseudoeuklidska, a osnovni stavovi i teoreme spoljnog diferencijalnog
racuna vaZe i za rimanske metrike, pa se prema tome prenose na opstu relativnost, bar u njenom klasi¢nom
obliku, ali ne vaze za nerimanske metrike.

Jedna linearna spoljna diferencijalna forma glasi

L(¢,dx) = @q dx* (7.48)

Dok jedna kvadratna spoljna diferencijalna forma ima oblik
1
M(®,d) = Popde® AdeP = Z Py (dx“dxﬁ — P dx“) : (7.49)

gde su koeficijenti ®,5 = Pg,, antisimetricni, a A oznacava operaciju antikomutativnog ili spoljnog
mnoZenja ($to smo na primeru elementarnih hiperpovrsi ve¢ imali u §22). Mogli bismo formirati spoljnu
diferencijalnu formu proizvoljnog reda pod uslovon da bude homogena po diferencijalima dx? i potpuno
antisimotri¢nih kocficijenata. S obzirom na zahtev invarijantnosti formi, i na to da se diferencijali koordi-
nata transformiSu kao kontravarijantni vektori, sleduje da koeficijenti takvih formi moraju biti apsolutni
kovanjantni tenzori odgovarajuceg reda.
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Za takve forme definisana je operacija spoljnog diferenciranja, koja se od jedne spoljne diferencijalne
forme reda p dobija odgovarajuéa forma reda p + 1.PoSto dobijena forma mora imati isti karakter u odnosu na
transformacije, to diferenciranja predstavlja kombinaciju kovarijantnih isvoda, tako da njeni koeficijenti opet
budu koordinate jednog potpuno antisimetriénog tenzora reda za jedan viseg. Ta corne predstavlja spoljni
diferencijal polazne forme. Njeni koeficijenti su spoljni izvodi koeficijenata polazne forme. Simboli¢na
oznaka spoljnog izvoda DI" koeficijenata neke forne I glasi:

DI' = (i /\F) dx, (7.50)
ox

i sastoji se u antikomutativnoj primeni operatora diferenciranja. Cinjenica da se u ovoj opstoj formuli
pojavljuju samo parcijalni izvodi potice otud Sto se pri antisimetricnim kombinacijama potiru koeficijenti
povezanosti kovarijantmh izvoda.

Kako je svaka skalarna funkcija tenzor nultog redza takvu funkciju f jea, njen obic¢ni diferencijal je
istovetan sa spoljnim.

_9f a
Df = 35 dx™.
A za koeficijente linearne forme (7.48)
_ 1 a(pﬁ aq’a o B
D(p—i(—axa ——axﬁ)dx AdxP. (7.51)

Najzad, za koeficijente neke kvadratne spoljne forme diferencijalne forme imamo

1 /0F JF, oF,
( ﬁ7+ ay ap

bF = 31\ ox dxB oxv

) dx* AdxP Ada?. (1.52)
U teoriji diferencijalnih formi osnovna je Poenkareova teorema koja glasi:

Teorema 1

Ako je spoljni diferencijal jedne diferencijalne forme jednak nulii, postoji forma za koju data
diferencijalna forma predstavlja spoljni diferencijal.

Suorotni stav, po kojem je spoljni diferencijal spoljneg difercncijala jedne forme jednak nuli, proistice iz
same operacije spoljneg diferenciranja:
DDF =0.

Strogi uslov pod kojim vaZi Poenkareova teorema jeste da spoljni diferencijal date diferencijalne forme
bude jednak nuli u jednoj zvezdastoj oblasti normiranog potpunog prostora. Tada u toj oblasti postoji forma
za koju zadata forma predstavlja spoljni diferencijal. Pod zvezdastom oblaséu U podrazumeva se ona koja
zadovoljava, u odnosu na jednu svoju talku, uslov da se interval [a,x], x € U, koji sadrZi tacke definisane sa
(1—t)a+tx(0<r<1),ceosadrziuU.

Navedeni uslovi, koji podrazumevaju povezanost oblasti su minimalni. IzoStri¢emo ih zahtevom da
povezanost bude prosta, a oblast orijentabilna. Orijentabilnost je lzraZena time §to je za svaki koordinatni

. ; . S . Jx' .
sistem x’, u posmatranoj oblasti jakobijan u odnosu na Lorencovog posmatraca definitan, || =—|| > 0. U svim

slucajevima koji bi mogli doéi u obzir, navedeni uslovi ¢e biti ispunjeni u Svetu Minkovskog. Sve §to smo
naveli vazi i za Svet opste relativnosti, zbog ¢ega smo i sproveli ovu diskusiju.
Sad vidimo da druga grupa Maksvelovih jednacina (7.47) glasi, na osnovu (7.52)

DF =0. (7.53)
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U Svetu Minkovskog postoji, dakle, vektorski potencijal ¢q, takav da za odgovarajucu linearnu diferencija-
bilnu formu @ dx%, kvadratna diferencijabilna forma M

M(F,dx) = Fppdx® AdxP = DL(g, dv), (7.54)

predstavlja spoljni diferencijal. Ili
0% 90
I
Poznati slucajevi iz klasi¢ne mehanike tacke i fluida, gde su rotor gravitacionog ili divergencija vrtloZznog
polja uvek jednaki nuli, posledica su Poenkareove teoreme.
Ako umesto nekog odredenog vektora @, koji zadovoljavaMaksvelove jednacine (7.47), odnosno

(7.55)

(7.53), stavimo vektor ¢q + 5@ gde je f proizvoljna skalarna funkcija, one ¢e opet biti zadovoljene.
X

Taj sistem od Cetiri parcijalne jednacine prvog reda ne mora imati jedinstveno reSenje. Transformacije

d
Pq = P+ a—]; poznate su u teorijskoj fizici kao kalibracione transformacije, a funkcije @4 predstavljaju
X
kalibracione invarijante u odnosu na njih. Da bi se ove neofredenost uklonila, uvode se razlicite pretpostavke
o vektorskom potencijalu. Najpoznatija od tih pretpostavki definiSevektorsko polje ¢ analogno solenoidnim
poljima iz njutnovske fizike. Daklr

Ip* de* .8 9 af\
I =0 = P +g 9% \ 9xB =0. (7.56)
Znaci da je
0%f
B = 7.57
& dx%9xB .57)

U prostoru definitne metrike ove jednacine se svode na Laplasovu, pa bi tamo funkcija f bila harmonijska. U
Svetu Minkovskog je medutim
ap O i I} 19

=2J 7)) -~ ZJ _ /
x0T oy e % (7.57)

funkcija f zadovoljava, dakle, Dalamberovu jednacinu. Napomenimo da je uslov (7.56) u odnosu na
proizvoljni koordinatni sistem izraZen kovarijantnom divergencijom, a takve su i ostale veze.

Dovde smo utvrdili neke opste posledice druge grupe Maksvelovih jednacina, uz dopunski uslov (7.56)
za voktorski potencijal. Ako pogledamo prvu grupu tih jednacina (7.8) i unesemo u njih izraz (7.55) za Fyg,
imacéemo na osnovu (7.56)

? <8‘PB _ ﬁya‘/’O‘) _ By P _

oxB \ ox@ T8 9nr aboxr T
Odnosno s ) 5 5
J 0 10
2 o o . 2
O J=0 d OF==—+4+=-—5+=-—5——=5. 7.58
OTHIT=0, gleje D =S T2 T2 T can (7.58)

Vektorski potencijal 9% elektromagnetnog polja zadovoljava, znadi, nehomogenu Dalamberovu jednacinu
(7.57"). Njegovo odredivanjo ide, sli¢no klasiénom njutnovskom gravitacionom potencijalu, putem uzastopnih
integracija. U svakom slucaju postoji dosuta Siroke neodredenost resenja, utoliko $to ono zavisi od vise
proizvolpnih funkcija, mada se koordinatnom transformacijom moze posti¢i da one ne zavise od svih
promenljivih.

Cinjeni su i drugi pokusaji da se suzi proizvoljnost potencijala *. Uzmimo je, na primer, da on ima
konstantan intenzitet. To je sa fizicke stranc dosta nepouzdana pretpostavka, mada ima dobrih svojstava za
izuCavanje. U poznatoj monografiji Teorija polja”od Landau-LifSica (videti [20], str.109-112) polazi se, pri
konstrukceiji tenzora F g varijacionim putem implicitno od toga da linearna forma @ dx® dopusta faktor
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integracije. Takav slucaj bi, po jednostavnosti, dolazio odmah posle neposredne integrabilnosti te forme, koja
postoji za Fg = 0. I taj slucaj nam ukazuje na veliku meru neodredenosti vektorskog potencijala.

U novije vreme, pocev od évingera3, formulisane su izmenjene Maksvelove jednacine, pod pretpostav-
kom postojanja magnetnih punjenja i protoka. Tada bi na desnim stranama jednacina (7.9) stajali izrazi za
takav protok. H. Rund (videti: Jr Math Phys, vol 18, no 1, 1977, str 84-95) je konstruisao takvo polje pomocu
dvostrukog vektorskog potencijala i pokazao, pored ostalog, da je ¢lan koji predstavlja gustinu energije u
odgovarajuéem tenzoru energije indefinitan. Elektromagnetno polje koje bi opisivao takav sistem jednacina
je zasad hipoteti¢no.

Zadaci

Zadatak 14
Ako je TE‘ tenzor energije elektromagnetnog polja, pokazati da vazi jednakost

o
5Ty =Gy

i nadi skalar ¢.

Resenje

Zadatak 15
Pokazati da se, pri datom Fy g, prve tri komponente vektprskog potencijala mogu predstaviti na sledeci nacin

x4a o
o =fd 2+ [ SR ad s [Ryad
0 0

gde je @4(x',x%,x3,x*) proizvoljna. Haksimalno odrediti, koriste¢i drugu grupu Maksvelovih jedna¢ina
(7.47), funkcije f,. Pokazati da se najviSe dve od njih mogu na¢i, i da u njima ostaju dve proizvoljne funkcije,
jedna od dve, a druga od jedne promenljive (podrazumeva se da su uslovi integrabilnosti, razmatrani u
prethodnom odeljku, ispunjeni u posmatranoj oblasti).

Resenje

Zadatak 16

Prouciti sopstvene vrednosti tenzora Fg 1 *Fgg (uputstvo: razlikovati slucajeve Av0iA =0iz §35. Uzeti,
kao polazne, kanonske Lorencove repere (7.40), odnosno (7.44), u kojima je razlagan 7,g).

37.Schwinger
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Resenje

Zadatak 17

Pokazati da se za y ~ 1 izraz (7.27) svodi na klasi¢ni elektri¢ni protok.

Resenje
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Uvod

Uvod

Osnovni uslov na kojem se insistira u specijalnoj teoiji relativnosti sastoji se u tone da se sve pojave
mogu posmatrati u odnosu na inercijalne sisteme. Taj uslov pociva na pseudoeuklidskon karakteru metrike
Minkovskog.

Prvi pokusSaji stvaranja relativisticke teorije gravitacionog polja posli su od zamisli da bi ono trebalo da
bude sadrzano u Svetu Minkovskog. To je izgledalo sasvim prirodno, s obziron na to da je specijalna teorija
relativnosti nastala iz dubljeg prouc¢avanja Maksvelove teorije elektromagnetnog polja. Postojalo je, dakle,
jedno znadacajno polje karakterisano dejstvon na daljinu, ¢iji se opis mogao uklopiti u pseudoeuklidsku
geonetriju. Treba medutim odmah podvudéi bitne razlike izmedu ta dva polja. Elektronagnetno polje ne
poetoji uvek i svuda, a njegov intenzitet nije u nekoj odredenoj srazmeri s masama tela izmedu kojih deluje.
Dok gravitaciono polje, koliko je do sad utvrdeno, nastaje izmedu svih tela ¢ija su uzajama dejstva dovoljno
precizno ispitana. Sto je jos vaznije, ono svude prodire, buduéi da ne postoji neki danas pozaat nacin da
se iskljuci. Znaci da je nacelno nemoguée postojanje inercijalnih sistema u kona¢nim oblastima prostora i
konacnim vremenskin intervalina. Gravitaciono polje nekog tela, po Njutnovskoj teoriji, koja predstavlja
prvu aproksimaciju svake nove teorije, ne zavisi od nacina kretanja toga tela prema drugima, dok se po
osnovnim relativistickim pojmovina mase tela i uo¢ena rastojanja menjaju usled kretanja, pa bi to moralo
da menja dejstvo gravitacionog polja. Postoje, dakle, opSta svojstva toga polja koja treba uneti u okvire
indefinitne metrike sa brzinon svetlosti kao najve¢on moguéom.

Posle vise pokusaja, AjnStajn je bio doSao do zakljucka da gravitaciono polje mora biti sustinski povezano
s geometrijom. To bi bilo sli¢no onom kako su zakoni transfomacije elektromagnetnog polja, pri prelasku
iz jednog inercijalnog sistena u drugi, povezani s geometrijon Minkovskog. Univerzalnost gravitacionog
polja i njegova svojstvo dejstva na daljinu navodili su na pomisao da ono odreduje metriku Sveta, uz nogucée
promene usled, drugih polja, i to na neki jednostavan nacio. Ajnstajn je pretpostavio da je upravo metricki
tenzor Sveta srazmeran do na konstantni ¢inilac, gravitacionon potencijalu. On se opredelio:

- prvo za to da gravitacioni potencijal bude tenzorska veli€ina,
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- drugo da metrika Sveta opiSe relativnosti bude rimanska.

Ta je teorija kasnije nazvana metricka teorija gravitacije. Njene potvrde spadaju medu najveca
iznenadenja koja je ikad doZiveo naucni svet.

Bilo je, kao $to smo pomenuli, pokuSaja da se teorija gravitacionog polja formuliSe u okviru Sveta
Minkovskog. Oni se i danas Cine, s razli¢itim uspehon. Posto je njutnovski poteneijal skalarna funkcija,
njutnovska teorija je u ton smislu skalarna, pa su to pokusale da budu i “nemetricke”relativisticke teorije.
Osim njih su fornulisane, kao nacelno nogude, i takozvane skalarno-tenzorske teorije gravitacije, kod kojih
se jednacine gravitacionog polja razlikuju dopunskim (”inercijalnim”) ¢lanovima od klasi¢nih Ajnstajnovih.

Iz mikrofizike proistekli su postupci kvantizacije gravitacionog polja. U racune je uveden spin elemen-
tarnih Cestica, pocela se razvijati teorija gravitacioaog polja u kojoj su se, umesto Kristofelovih simbola,
pojavili asimetri¢ni koeficijenti povezanosti (prostor s torzijom). Prve zamisli za ovakvu formulaciju imale
su oslonac u ranijim pokuSajima zasnivanja jedistvenog gravitacionog i elektromagnetnog polja.

Vrene ¢e pokazati da li postoje efekti viSeg reda veli¢ine od onih koji su u svoje vrene uzdigli AjnStajnovu
teoriju posle Njutnove, a koji bi opravdali neku od izmenjenih teorija gravitacionog polja.
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8. Masa i ubrzanje

Srazmerost teske i inerthe mase

Pre nego $to pristupimo izu€avanju osnova relativisti¢ke teorije gravitacionog polja, izloZicemo izvesne
zaklju¢ke koji su prethodili njenom nastanku. To je, na prvom mestu, &uveni EtveSov! ekeperiment. Pomocu
njega je, u okviru njutnovske mehanike, izvr§ena provera pitanja de li su gravitacione, to jest teske, mase tela
na Zemlji srazmerne, do na konstantni ¢inilac, njihovim inertnim masama.

U tom opitu polazi se od Cinjenice da je centripetalno ubrzanje, koje nastaje usled Zemljine dnevne
rotacije jednako za sva tela, koja se nolaze na istoj geografskoj Sirini i nadmorskoj visini. Time odgovarajuci
centrifugalni pritisak postaje merilo inertne mase tela.

Uredaj na kojem je izvrSen opit sastoji se uglavnom iz jednih terazija ¢iji su kraci postavljeni tacno u
pravac istok-zapad. O krake su obeSeni tereti ¢ije ¢emo inertne mase obeleziti sa m; i my, a odgovarajuée
tesSke (gravitacione) mase sa M| i M,. Obelezimo sa j;; inercijalne, a sa 6k (k= 1,2) gravitacione sile koje
deluju na tela, sa €; i €, jedini¢ne vektore pravaca tih sila (slika 8.1a) i sa g gravitaciono ubrzanje.

'Eotvos
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Slika 8.1: a) Vektori pravca sila. b) Dejstvo reakcije F.

Imamo uslov da u koncu o koji su obeene terazije (slika 8.1b) dejstvuje reakcija F', koja uravnoteZava
sve te sile. Dakle
—F=R=G1+Gy+J1+/>. 8.1)

Gravitacione sile koje dejstvuju na posmatrana tela predstavljaju vektore
ék = ngék. (82)

A inercijalne sile
Jir = mkrw2 COSlEk, (8.3)

Ovde je r poluprecnik Zemlje, @ ugaona brzina njene rotacije, a A geografska Sirina mesta gde je vrieno
merenje.

Posmatrajmo moment sila L, u odnosu na tadku veSanja terazija o konac, koji ¢e nastati ako je odnos
inercijalnih i gravitacionih sila promenljiv. ako sa 7 obelezimo krak tela M 1 u odnosu na pravac konca, L
glasi

L=0x(Gi~Gotdi= ). (8.4)
Jedna komponenta ovog momenta, pralelna sa koncem, uravnoteZena je suprotnim torzionim momentom
konca. S obzirom na to da je reakcija R(= —F) paralelna sa koncem, to intenzitet te komponente L’ iznosi

. ﬁ ~g(My +My)éq + r@? cos A (my +my)e;: _
R|  lg(M) +My)é; +ro?cosA(my +my)é;|

. [Ex <51 —Gy+ 1y fJ_éﬂ ~ (8.5)

1 o s . S
=~ m {g(Ml +M2)Eg+ra)2 cos A (my +m2)é}} [Z X <G1 -Gy +Jp *Jz)] .

Ovakva pribliznost vazi s obzirom na to da su inercijalne sile, koje nastaju usled Zemljine rotacije, mnogo
manje od gravitacionih, pa smo ih izostavili u imeniocu. Ako uvedmo koeficijente srazmernosti oy, izmedu
teSkih i inertnih masa M), = ogmy i zamenimo (8.2) i (8.3) u (8.5), imajuéi u vidu da je G| — G, kolinearno
sa €;j, a J1 —J, kolinearno sa €;, dobi¢emo posle nesto sredivanja

_ (oumy + ogmy) (my —my) + (0pmy — aymy ) (my +my)

L'~ % cos A|l- (&;) x 8| =
oymy + Oprmyp

8.6
 2(m—A) ®.6)

2 AT
= mymar@- cosAll- (€; x é,)|.
aymy + 0pmy 1@ g)|
S obzirom na nekomplanarnost vektora /, €; i é; i na geografsku Sirinu na kojoj je vr§eno merenje (priblizna
Sirina Budimpeste) gornji izraz moZe biti jednak nuli onda i samo onda kada je a; = ¢. To znaci da je za
nepromenljiv odnos teskih i inercijarnih masa moment sila za tacku veSanja terazija jednak nuli, i obrnuto.
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8.2 Ravnopravnost posmatraca 105

Ovaj eksperiment, prvi put izvr§en 1890. godine, dao je negativan rezultat. Promenljivost odnosa teske i
inertne mase nije mogla biti ustanovljena u granicama taénosti od 10~8 masa tera. Isti eksperiment, ponovljen
u toku druge decenije ovog veka, poveéao je tatnost merenja na 109 masa.

Dike? i jedna grupa istrazivada uspeli su, tokom pedesetih godina, da izvrie odgovarajuéi opit sa
zemaljskim telima, a u Sun¢evom gravitacionom polju. Polje inercijalnih sila bilo je orbitalno, to jest nastalo
usled kruZenja Zemlje oko Sunca. To je postignuto pomocu usavr§enog mehanizma kojim je konpenzovan
uticaj Zemljine dnevne rotacije, i razdvojeno dejstvo Suncevog gravitacionog polja na Zemlji od zemaljskog.
Tagnost merenja dostigla je 10~ !! probnih masa, a uzorci su bili od zlata i aluminijuma. Kasnije su Panov i
Braginski poboljiali te rezultate, i moguca greska je pala ispod 10~ 12, Isti zakljudci dobijeni su i za teke
elementarne Cestice (neutrone i protone).

Ovde ¢emo ukratko podsetiti na to da mnogi naucnici, pocev od Galileja koji je prvi uocio inerciju tela,
nisu uzimali utvrdenu srazmernost teske i inertne mase kao gotovu Cinjenicu. Galilej i Hajgens vr$ili su
merenja pomocu strme ravni i klatna da bi je proverili, a Njutn je smatrao da ta srazmernost, ve¢ utvrdena do
njegovog vremena, moZe biti samo priblizna. U XIX veku preciznije eksperimente vrsio je Besel®. EtveSov
opit odlikuju originalnost metode i neuporedivo veéa postignuta tacnost.

Ravnopravnost posmatraca

Drugo osnovno pitanje koje éemo razmotriti zahteva, za razliku od prethodnog, relativistiCko stanoviste.
Radi se o odnosu energija objekata posmatranih, trenutno i lokalno, iz ubrzanih i neubrzanih sisterna.

AjnStajn je, polazeci od utvrdene srazmernosti teSke i inertne mase, smatrao da se verodostojno moze
postaviti jedan princip ekvivalentnosti. To je zahtev da merenja izvrSena u jednom koordinatnom sistemu
koji miruje u odnosu na vremenski nepromenljivo (stacionarno) gravitaciono polje, budu ravnopravna s onim
koja su, trenutno i lokalno, izvSena u drugom sistemu u kojem se ne oseca gravitacija, a koji ima ubrzanje
jednako gravitacionom, ali suprotno usmereno. Podvlac¢imo da ¢emo se ovde ograniciti na homogeno polje,
to jest ono ¢ija je veli¢ina konstantna.

Proveri¢emo zakon transformacije energije pomocu slede¢eg zamisljenog eksperimenta. Uzmimo dva
pravougla Dekartova sistema, S i S’. U sistemu S opaZa se gravitaciono polje ubrzanja g, a x-osa je usmerena
nasuprot njegovom dejstvu. Drugi sistem ', koji u pocetnom trenutku miruje i poklapa se sa S polazi s
ubrzanjem —g, dakle u pozitivnom smeru x-ose i nastavlja da se kreée jednako ubrzano. U §’ se ne oseéa
gravitaciono polje. Uo¢imo iz sistema S dve tacke A i B, koje odreduju duz AB, paralelne sa x-osom duZine /
(vidi sl. 8.2).

2Dicke
3Bessel
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Slika 8.2: DuZ AB iz sistema S.

Neka je materijalna tacka mase M spustena iz A u B, kojom je prilikom gravitaciono polje izvrsilo rad
jednak mgf. Onda je iz A izracen foton u pravcu B i u istom trenutku je sistem S’ krenuo u odnosu na sistem
S.Energija fotona, zapaZena u oba sistema, jednaka je i iznosi E4. U trenutku kada je taj foton apsorbovan na
masi m u tacki B, brzina ' prema S iznosi ¢! gf. ObeleZimo energiju apsorbovanog fotona, opaZenu iz §',
sa Ep. Kako je ona data pomocu obrasca (5.15) ima¢emo u tom trenutku za ova dva sistema

Ep=hv, Ep= hv'.
Upotrebi¢emo obrazac za transformaciju frekvencije (4.23) da bismo utvrdili odnos energija E4 i Eg. On
nam daje
1+v/c
1—v/c
Vratimo sad masu m, koja, uveéana za energiju apsorbovanog fotona, iznosi n’, u taki A, mereéi sad iz

sistema S. Neka u toj tacki masa izraci foton energije Ey4, koji je ranije iz nje poslat. Kako zbir primljene i
poslate energije i izvrSenih radova na pomeranju tela mora biti jednak nuli, imacemo

Ep=E,4

~ YE4 (1 + ;) , gdejev=c"lgr 8.7

mgl+Eg=m'gl +Ej,. (8.8)

Ako podemo od toga da je v < ¢, moZemo odbaciti &lanove gde se pojavljuje (v/c)?, paje iy~ 1. Tada se
(8.7) svodi na

Ep = Eq (1+£). (8.9)

Otud iz (8.8) dobijamo
m —m=c2E,. (8.10)

Znaci da je promena masemirovanja u gravitacionom polju srazmerna promeni energije mirovanja, onako
kako bi sledovalo po specijalnoj telativnosti. Time je princip ekvivalentnosti u bitnom opravdan. Ipak ne
treba zaboraviti na ogranicenje pod kojima on vaZi, niti na pribliZznost zakljucka (8.10). Stoga izraz (8.7)
uneo bi neke promene, male ali nacelno vaZzne, u naSe zakljucke. Zbog tih ograni¢enaj i pribliZnosti neki
ugledni naucnici osporavaju potrebu za takvim principom.

Na EtveSovom eksperimentu zasnovano je ono $to se danas naziva galilejska ili slaba ekvivalentnost.
AjnStajn zamiSljeni eksperiment nam ukazuje na to da se i u neinercijalnim sistemima moZe, trenutno, lokalno
i s odredenom ta¢no$¢éu, raunati sa transformacionim obrascima specijalne relativnosti. Izvodenje koje je
ovde dato nije narocito §iroko, ali u osnovi iskazuje ono §to se naziva AjnStajnov princip ekvivalentnosti.
Mi ¢emose kasnije neki put osloniti na taj princip, koji je i opdanas predmet izucavanja (videti npr. W.T. Ni,
Phys. Rev. Letters, Vol.38, str. 301, 1977.).
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8.3 Princip geodezijskih svetskih linija 107

Princip geodezijskih svetskih linija

Podimo od postavki o kretanju po geodezijskim linijama, datih u §5. Jednacine vremenskih i nultih
geodezijskih linija, to jest, svetskij linija kretanja po inerciji materijalnih tacaka i svetlosnih zrakova, bile su
napisane u odnosu na jedan jedinstveni inercijalni sistem. Medutim, pprvo §to smo ucinili u prethodnom
odeljku bilo je da posmatraca koji miruje u odnosu na stacionarno homogeno gravitaciono polje izjedna¢imo
s drugim, jednako ubrzanim, posmatracem.

Nacelno nepostojanje inercijalnih sistema u Sirokom, vodi zaklju¢ku da svetska metrika u gravitacionom
polju ne dopusta da Kristofelovi simboli ['* By budu svuda jednaki nuli, odakle sleduje da tenzor krivine
mora biti razli¢it od nule. Zato Svet sa gravitacionim poljem ima zakrivljenu metriku. Druga posledica
nepostojanja inercijalnih sistema u Sirokom je ta da ubrzanje nema vise u opstoj relativnosti apsolutno
znacenje iz specijalne.

Treba da se opredelimo za ono Sto predstavljaju svetske linije kretanja po inerciji. Postavi¢emo dakle
Princip geodeziiskih linija koji glasi:

1) Svetska linija slobodne materijalne tacke u gravitacionom polju je vremenska linaja Sveta opSte

relativnosti.

2) Svetska linija svetlosno zraka u slobodnon prostoru s gravitacionim polje je nulta geodezijska linija

Sveta opste relativnosti.

Mi znamo da diferencijalne jednacine geodezijskih linija u odnosu na jedan vremenski ili nulti kanonski

parametar glase:

d2x* o doP dx?

_ - — = 8.11
ds? Ty ds ds @.11)
Ili, izraZeno pomocu Cetvorobrzine
du‘x o B
= Y —
s +I" gyt U =0. (8.12)

Ove jednacine se u konacnim oblastima Sveta ne mogu svesti na prosti oblik iz pseudoeuklidske metrike,
mada se izborom metrike moZe posti¢i da Kristofelovi simboli budu jednakl nuli duZ jedne geodezijske
linije. To se moZe uciniti upravo duz svetske linije odredene materijalne Cestice u gravitacionom polju. U
takvom sistemu ona izgleda neubrzana, ali je to posledica prilagodavanja uslova posmatranja samo jednoj
tacki, a ve¢ neki drugi objekt koji se krece po inerciji, posmatran iz toga sistema, trpi ubrzanje. I prvi objekt
trpi ubrzanje po nerilima drugog, pa vidimo da neubrzanost viSe ne moZe biti opste svojstvo niza odvojenih
materijalnih tacaka.

Sve $to je receno vazi izri¢ito za materijalne tacke ili Cestice, u gravitacionom polju koje su stvorile
mnogo vece mase nego $to su njihove. Mi ustvari zanemarujemo sopstveno gravitacono polje Cestice u
odnosu na ono u kojem se ona krece. Princip geodezijskih linija ne vazi, ako su razmere posmatranog tela
takve da se njegovo gravitaciono polje ne moZe zanemariti u ukupnom bilansu, jer materija unutar njega vise
ne predstavlja slobodne Cestice.

U prethodnom odeljku smo pokazali opravdanost pretpostavke o tome da se pojave mogu, lokalno
1 trenutno, izraziti u odnosu na neki Lorencov sistem u homogenom gravitacionom polju. Sad ¢emo tu
pretpostavku prosiriti na proizvoljno gravitaciono polje. Taj zahtev se sastoji u tone da se metrika 1okalno
uvek moZe dovesti u oblik

ds® = (") + (0)* + (0”)* — (0*)%. (8.13)

Gde su ®* medusobno nezavisne linearne diferencijalne forme po koordinatama x* (@ = 1,2,3,4).
Znati da uvek mozemo naéi promenljive dy* = ©% u odnosu na koje metrika ima 1okalno Lorencov oblik.
Ovo je, ustvari najopstije i najjednostavnije iskazan princip ekvivalentnosti.

U §50 bice dat razraden prilaz pitanju vremenskih geodezijskih linija, i kooridinatnih sistema u Sirokom
koji se pomocu njih mogu definisati.
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Zadaci

Zadatak 18
Ako x* odreduje lokalno vremenski orijentisanu krivu, u sistemu &iji je metricki tenzor g, 3> postaviti lokalni

Lorencov ortogonalni sistem &ija osa #* dotice x* u posmatranom dogadaju, i pokazati da je interval ds,
upravan na dx*, odreden izrazom

Resenje
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9. Svet opste relativnosti

Jednacine gravitacionog polja

Ve¢ smo istakli ¢injenicu da opsta teorija relativnosti izjednacava, po pretpostavci, metricki tenzor
Sveta s potencijalom giavitacionog polja. Stoga funkcije gravitacionog potencijala odredenog geometrijskog
znacenja, i identi¢nosti koje g3 zadovoljava preko tih funkcija, moraju imati i fiziCko znacenje. Osnovne
veze u koje ulazi potencijal moraju biti tenzorske, dakle ne smeju zavisiti, u svome opStem obliku i bit-
nim svojstvima, od izabranog koordinatnog sistema. Nadalje ¢e se samo izuzetno dogadati da neki opsti
relativisti¢ki obrazac ne bude tenzorska jednacina.

Kao prvi sistem funkcija gravitacionog potencijala takvih svojstava namece se Riman-Kristofelov tenzor
krivine R~OIC3 76" koji u potpunosti odreduje krivinu Sveta:

) P) A A
Rs = 5585 = 550 g+ T g0 — T sl ©.1)

Ovaj tenzor zavisi samo od gravitacionog potencijala i njegovih prvih i drugih izvoda. Na osnovu algebarskih
identi¢nosti koje zadovoljava, on ima %nz (n2 — 1) medusobno nezavisnih komponenata u n-dimenzionoalnom
prostoru, §to znaci da u svetskoj metrici predstavlja sistem od 20 medusobno nezavisnih funkcija, koje preko
potencijala, kojih ima 10 nezavisnih, i njihovih prvih i drugih izvoda, zavise od Cetiri koordinate. Ali time
nismo, uzeli u obzir sve opSte uslove koje Ry g,5 zadovoljava. Jer postoji i poznata Bjankijeva' cikli¢na
identi¢nost:

VaRpyse +VpRyase + VyRapse = 0. 9.2)

Moze se odmah primetiti da Ricijev? tenzor krivine Ry . dobijen kontaakcijom iz Riman-Kristofelovog,
ima zbog simetrije 10 komponenata. U slucaju da su vrednosti tih komponenata pro pisane, imamo sistem

Bianchi
2Ricci
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diferencijalnih jednacina koji je broj jednak broju komponenata gravitacionog potencijala. Tome, razume se,
treba dodati i uslov Rap. dobijene kontrakciion iz (9.2).
Postavlja se pitanje sistema diferencijalnih jednacina koji predstavlja relativisticki ekvivalent Laplas-
Poasonove jednagine? za njutnovski potencijal. Postavi¢emo tri uslova &ija ispunjenosti treba da odgovori na
to pitanje:
a) Osnovni sistem diferencijalnih jednacina koje zadovoljavaju gravitacioni potencijal predstavlja, po
svom obliku, simetri¢nu tenzorsku funkciju drugog reda G, koja je jednaka nuli (homogeni slucaj)
ili nekom zadatom tenzoru (nehomogeni slucaj).

b) Komponente G4 zavise samo od gravitacionog potencijala g4 njegovih prvih i drugih izvoda, od
ovih poslednjih linearno.

¢) Tenzor Gyg je konzervativan u tom smislu da mu jekovarijantna divergencija jednaka nuli.

Ako izvrS$imo dve uzastopne kontrakcije u sistemu (9.2) dobiémo

Vo (Rg - %RSE‘) =0,gde jeRyp = R?’ayﬁ, R=RY. 9.3)

Ovaj sisten od Cetiri jednacine predstavlja divergnciju jednog simetri¢nog tenzora drugog reda ¢ije kompo-
nente zavise samo od gravitacionog potencijala onako kako to zahtevaju uslovi a), b) i ¢). Taj tenzor ¢erno
smatrati da predstavlja G,g

1
Gap =Rap —5Rsap = VaGf=0. 94)

IstraZivanje tenzora koji zadovoljavaju navedene zahteve, a da ne ograniavaju svetsku metriku nekim
dopunskim uslovina, dovelo je do toga da gravitacione, ili AjnStajnove jednacine kako se jo§ zovu, mogu
imati levu stranu opstijeg oblika

1
G(xﬁ = Raﬁ — §(R+A)g(xﬁ' 9.5)

Dopunski ¢lan A predstavlja konstantu koja je protumacena kao recippro¢na vrednost kvadrata ”poluprec¢nika
Vasione”(videti gl. XII) i dobila naziv kosmoloska konstanta. Zasad je neéemo koristiti jer izvan kosmologije
nije potrebna.

AjnStajn je pretpostavio da jednacine kojima na levoj strani stoje izrazi (9.4), odnosno (9.5), predstavljaju
relativisticki ekvivalent Laplas-Poasonove jednacine. Osim navedenih razloga opravdanje za to lezi i u
¢injenici da ti izrazi za takozvano slabo gravitaciono polje, koje se od njutnovskog razlikuje za dovoljno
mala odstupanja, dobijaju oblik Dalamberovog operatora nad g, (videti Dodatak C). Francuski matematicar
Kartan® strogo je dokazao da pod uslovima a), b), ¢) najsire uopstenje klasi¢ne jednadine za njutnovski
potencijal moZe imati na levoj strani samo izraze oblika (9.5). Razume se da bi se pod nekim drugim
uslovima, kad bi na primer uzeli u obzir i neke inercijalne ¢lanove, na levim stranama pojavili i druk¢iji
operatori.

1z uslova (9.3), da je kovarijantna divergencija Gg jednaka nuli, sleduje da on moze biti izjednacen samo
s nekim konzervativnim tenzorom istog tipa. To moZe biti jedino tenzor energije Té", za odredenu materijalnu
sredinu ili polje, jer se time ne uvode nikakvi novi pomo¢ni tenzori, niti posebni uslovi

1
Rop— ERg“ﬁ = —xTyg 9.6)

gde je s relativisticka gravitaciona konstanta, koja izjednacava dimenzije veli¢ina na levoj i desnoj strani.
To su AjnStajnove jednacine, ili jednacine gravitacionog polja. One opisuju gravitaciono polje i njegovo
sadejstvo s drugim poljima. S obzirom na identi¢nosti (9.3) sleduje da jednacine dinamike, analogno onom
Sto smo imali u specijalnoj relativnosti, glase

VoTg' =0. 0.7

3Laplace-Poisson
“4E. Cartan
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Situacija je izmenjena utoliko Sto tenzor gravitacionog potencijala, koji podiZe i spusta indekse, sad
pripada rimanskoj metrici. To je i razlog Sto divergencija mora biti kovarijantna.

U vakuumu, u odsustvu elektromagnetnog polja (takozvani slobodni prostor), gravitacione jednacine
glase, na osnovu uslova a):

1
Raﬁ — ERgaﬁ =0« Raﬁ =0. 9.8)

Slobodni prostor u gravitacionom polju odlikuje ¢injenica da je Ricijev tenzor jednak nuli. U ¢etvorodimenzionom

Svetu opste relativnosti V4 Riman-Kristofelov tenzor ostaje razlicit od nule, dakle postoji krivina metrike.

Treba da opravdamo identi¢nosti (9.3), jer one vaZze pored deset jednacina (9.6) ili (9.8), koje zadovoljava
isti toliki broj komponenata g . Mi moZemo lokalno, u svim dogadajima koji leZe u blizini neke hiperpovrsi
X, izvrsiti transformaciju koordinata tako da Cetiri komponente g,5 dobiju odredene vrednosti. Tada ostaje
Sest proizvoljnih komponenata toga tenzora, koje zadovoljavaju sistem od deset jednacina gravitacionog
polja, pa uslovi (9.3), kojih je Cetiri, uprevo otklanjaju proizvoljnost u istoj meri. Dalje ¢emo detaljnije
razmotriti ovo pitanje.

Pretpostavke o metrici

Ispitivanje metrike Sveta opste relativnosti zahteva neka nacelna opredeljenja u pogledu koordinatnih
sistema koje moZemo koristiti, u odredenoj oblasti oko nekog dogadaja, linije, povrsi ili hiperpovrsi. Slede¢i
korak odnosi se na metriku, koja je zbog potencijala zastupljena u gravitacionim jednac¢inama. Zato éemo, u
najkra¢em, razmotriti osnovne zakljucke i obrasce koji se odnose na prekidne funkcije i njihove izvode prva
dva reda, a koji ¢e nam u sledeca Cetiri odeljka biti osnovno orude.

Neka funkcija f je klase C* u nekoj oblasti, ako je definisana i neprekidna po svim argumentima u
datom koordinatnom sistemu, s tim §to to ne vaZi za njene izvode. Opstije uzev, jedna funkcija f je klase C¥
(k=0,1,2,...) unekoj oblasti, ako su osim nje definisani i neprekidni svi izvodi, zaklju¢no s redom k, po
svim argumentima, a u odnosu na dati koordinatni sistem.

Sledeci na redu je pojam funkcije deo po deo neprekidne, ili deo po deo glatke, do odredenog reda
izvoda. Neka je definisana u nekoj oblasti Q lokalnih koordinata y* (a1,2,...,n), koju deli hiperpovrs X,
zadana sa y" = 0 (slika 9.1).

AN
Z(y"=o)

Pretpostavimo da je u celoj Q funkcija f klase C*, to jest definisana i neprekidna. Uslovimo dalje da f
u toj oblasti bude deo po deo neprekidna reda k (k > 0). Pretpostavimo takode da je € izabrana tako da je
u svakoj od dve podoblasti Q] i Q,, na koje X deli Q, neprekidna klase C¥, a tim §to svi njeni izvodi, od
prvog reda navise, trpe prekide pri prolasku kroz . Ako je Q; odredeno sa y” < 0, a ; say" > 0, izvodi
f ) (r=1,...,k) u nekom pravcu koji prodire kroz ¥, ravnomerno teZe fl(r) na X kad y" tezi nuli preko

negativnih vrednosti (dakle iz ), odnosno jé)r na X kad y" tezi nuli preko pozitivnih vrednosti (dakle iz
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Q). Same fl(k), odnosno f2(k), ponasaju se kao funcije klase C* ostalih argumenata y' (i =1,2,...,n—1)
na ¥, (videtl sliku). Primetimo da su, u slu¢aju da je f u Q klase C/ i C¥ po delovima uz k > 1, veé prvi
izvodi prekidni pri prolasku kroz ¥, dok na njoj isti izvodi f] i f; predstavljaju, u odnosu na promenljive ¥,
neprekidne funkcije klase C¥~! kad se pomeramo po bilo kojoj putanji Vi) (i=1,2,....n—1).Zak>?2
bismo imali da su f;” i y,” neprekidno diferencij bilne klase C¥~2 na samoj . I dalje redom tako.

Prethodno smo se ograniili na slu¢aj kada je f neprekidna funkcija klase C*, a C¥ (k > 0) po delovima,
u oblasti Q. MoZemo, bez bitnih promena u rasudivanju, posmatrati funkcije koje su klase C/ (j > 0), a C
(k > j) po delovima u toj oblasti. Tada su funkcija f i njeni izvodi do reda j (najmanje prvog) definisani i
neprekidni u celoj oblasti £, a od reda j + 1 do k neprekidni u oblastima € i £, a prekidni pri prolasku
kroz ¥. Na samoj toj hiperpovrsi vaZe, za izvode ¢iji red ide od féj o fék (¢ = 1,2) bez bitnih izmena, svi
zakljuci koje smo imali u slu¢aju kada je f klase C*, a C¥ (k > 0) po delovima.

Treba i formalno da iskaZzemo prethodna razmatranja. Prekidi funkcija podleZu u analizi poznatim
Adamarovim?® uslovima. Mi éemo ukratko dati veze izmedu prekidne funkcije i njenih izvoda. Analiticki
prilaz, dosta pristupa¢an, dat je u Svarcovoj knjizi veé navedenoj u §21 (L. Schwartz, [12], Méthodes
mathématiques pour les sciences physiques, str. 89-95). Uzmimo da je f skalarna funkcija klase C*, a C2 po
delovima. Tada ée, ako zagradama [- - -] oznagimo razlike vrednosti f, — f1, funkcije f, ili (df)2 — (/)1
njenih izvoda, biti pri prolasku kroz X:

_ If ] _ If | _
*f 9*f 1 oD *f ] oL
{ayiay-f]‘o [ayfayn}‘ﬁ’ {aw)z}"f’ et G40

fl=f-h, {;TJ;} = (%)27 <;yi];)17

gde D i E oznacavaju skokove izvoda odgovarajuceg reda na X.

Postavlja se pitanje da li prekidi neke funkcije i njenih izvoda, ustanovljeni u jednom sistemu, postoje i
posle transformacije koordinata. Ocigledno je da se za nesingularnu transformaciju (y) — (x), pri kojoj su
nove koordinate prekidne funkcije, ili funkcije s prekidnim prvim izvodima, od ranijih koordinata, moraju
pojaviti prekidi funkcije f, ili njenih prvih izvoda, i tamo gde ih u ranijem sistemu nije bilo. Stoga, ako
funkcija f i njeni izvodi zadovolgavaju uslove (9.9) i (9.10), nove koordinate x* moraju biti funkcije klase
€2 od ranijih y* u ©, pa Ce isti prekidi postojati u novom sistemu, a novi se nece pojaviti. Zaista, tada (9.9) i

(910) daju:
)f )f )):[X E’xlx _ Ef
[-}] _07 |:9yl:| - |:9xa:| 9y’ —Da 9y’ _07 (Da - |:9xa:|) ’

o
]-ni o
{ 2 ]7{ ) ]axaaxﬁ {ﬂ} 2 ©-10
dyidyl | | 9x%9xB | Ay dyJ ox% | dyldyl
—E axo.caiﬁ.JrD o (E z{ f D
B oy ayi "% ayigyl 0 \THP T | gxeqxB
Pf ) _p o 9% 0D ox* | 9% D
[Byiay’l} =Fap 557 oyt P i = oy oy TP Gyiay oy 70
2 a ).fB 2.«

a,f=12,....n, i,j=12,....n—1.

5J. Hadamard
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S obzirom na nezavisnost rezultata od poretka parcijalnog diferenciranja, veli¢ine E, g su simetri¢ne.

Ako pogledamo prvu vezu sistema (9.11), vidimo da je ona posledica odgovarajuce veze u (9.9). Sledeci
sistem linearnih jednacina ima, kako je jakobijan transformacije J # 0, a poslednja jednacina nehomogena
sa D # 0, jedinstveno netrivijalno reSenje za Dy u funkciji D. Kad te vrednosti uneseno u (9.12) dobijano,
pri utvrdenom indeksu S, reSenje za jedan niz vrednosti Eqp (a pronenljivo). Menjajuci B, a samim tim i

koeficijenti dobijano niz saglasnih nehomogenih sistema linearnih jednacina po Eg, Cija su reSenja

X
ay?’
jedinstvena u funkciji ve¢ nadenih D¢, njihovih parcijalnih izvoda i veli¢ine E. Tako moZemo, u zavisnosti
od veli¢ina D i E, koje predstavljaju skokove izvoda u ranijem koordinatnom sistemu, odrediti na jedinstven
nacin skokove u novom sistenu. MoZe se pokazati da neprekidnost te funkcije i njena prva dva izvoda na Q u

ranijem sistemu povlaci, pod nasim pretpostavkama, njihovu neprekidnost i u novon sistenu.

Razmotrino pitanje ponasanja funkcije f u pogledu zakona transformacije. Mi smo posmatrali slucaj
kada je ona bila skalar. Ako bi bila tenzor, ili neki drugi geometrijski objekt, situacija se menja, jer bi se tada
u transformatu nasli i izvodi jednih koordinata po drugim, prvog reda za tenzore, a drugog za koeficijente
povezanosti ['* By (vldeti §8). Otud se u izvodima transformata tih geometrijskih objekata pojavljuje red
diferenciranja koji unosi prekide, pod nasin uslovima, i onda kada ih u polaznom sistemu nije bilo. U
sledecem odeljku ¢emo ispitivati prekide izvoda tenzora i njihoviti transformacija.

Siroko ispitivanje sa izrazito deduktivnim pristupom, prekidnih geometrijskih objekata, moZc se na
primer neéi u LiSnerovi¢evom ¢lanku (A. Lichnerowicz, Cndes de choc, ondes infinitesimales, ..., CIME
session, Relativistic Fluid Dynamics, 1971) i drugim njegovim kursevima.

Smatra¢emo, uopste uzev, da Svet opste relativnosti predstavlja povezanu, orijentabilnu i diferencija-
bilnu mnogostrutost V, na lokalno pseudoeuklidskom strukturom. Ovo poslednje smo ve¢ bili nagovestili
pretpostavkon o egzistenciji lokalno Lorencovih posmatraca u svakom dogadaju x?.

Ostaje nam da konkretizujeno naSe zakljucke. Posmatracemo moguce prekide izvoda tenzora gravite-
cionog potencijala koji su zastupljeni u jednac¢inama polja (9.6) i (9.8). Koordinatne sisteme, koji lokalno
zadovolavaju postavljene uslove, nazivacemo dopusSteni sistemi. Pored izaza (8.12), koji iskazuje 1okalno
pseudoeuklidski karakter metrike, smatracemo da su transformacije nesingularne i da zadovoljavaju jedan od
dva izbora pretpostavki.

Po prvom izboru je:
a;) Dopustene koordinate su funkcije bar klase C2, a C* po delovima, jedne od drugih.
a») Gravitacioni potencijal je funkcija bar klase C', a C3 po delovima, dopustenih koordinata.

Podrazumeva se da polazni lokalni dopusteni koordinatni sistem mora zadovoljiti ove dve pretpostavke,
s tim $to u preseku njegove oblasti definisanosti @;, s nekom drugon oblaséu @, drugog lokalnog sistema,
ovaj mora zadovoljavati iste pretpostavkeda bi bio dopusten. Tako se dalje moZe §iriti oblast definisanosti
polaznog sistema.

Po drugom izboru je:

by) Dopustene koordinate su funkcije bar klase C', a C? po delovima, jedne od drugih.
b») Gravitacioni potencijal je funkcija bar klase C°, a C? po delovima, dopustenih koordinata.

Pada u o¢i odmah da nas$a ranija diskusija, sprovedena pod pretpostavkom da su jedne koordinate
funkcije klase C2 od drugih, vaZi za prvi izbor pretpostavki, a ne za drugi.

M ¢emo prekide izvoda gravitacionog potencijala pod uslovima ay) i a;) (prekidi drugih izvoda) tumaciti
kao poremecaje na frontovima infinitezimalnih ili obi¢nih gravitacionih talasa. Prekide koji se pojavljuju
pod uslovima by ) i b;) (prekidi prvih izvoda) tumaci¢emo kao poremecaje potencijala na frontovima udarnih
gravitacionih talasa. Ovi poslednji bili su predmet novijih ispitivanja LiSnerovica i njegovih saradnika
(C.R. Acad. Sc. t 273, A 1385-1389; Y. Choquet-Bruhat, Comm. Math. Phys. 12, 16-36; i trugi). Treba
re¢i da ima jo$ naucnika koji su izuCavali udarne gravitacione talase, drugacijim metodama ili u nekim
konkretnijim slucajevina. Mi ih ne¢emo razmatrati. Ogranid¢i¢emo se na izlaganje uslova za postojanje
obi¢nih gravltacionih talasa i ne njihove glavnasvojstvae, koriste¢i ovakav prilaz, u sledeé¢im odeljcima.
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9.3 Uslovi za gravitacione talase u slobodnom prostoru

Ricijev tenzor krivine glasi, na osnovu kontrakcije u (9.1)

4 9

_ ¥ 5 5
Rop =350 ap = 3yl v T 00 ap — Do s (9.13)
ili eksplicitno
R _ 1 s 82ga8 . aZgﬁy _ 828aﬁ _ 8287/5 10 < . %) © 13/)
ap = 38 0xPIxT  Ix®dxd  IxTIxS  Ix*IxB b \& ¢ .

gde su ¢lanovi u kojima nisu zattupljeni drugi izvodi g4 grupisani u simetr¢ne funkcije Qg g.
Jednacine gravitacionog polja u slobodnom prostoru (9.8) koje razmatramo prema tome glase

2 9? 9? 9?

=0
28 OxBoxY  Ix%9x8  IxTIx®  Ix%IxP > +Qap

Postavlja se nacelno pitanje reSavanja ovog sistema parcijalnih jednacina drugog reda od nepoznatih funk-
cija gqp po promenljivim x”. Prvo moramo imati, na nekoj hiperpovrsi X, zasad proizvoljne orijentacije,
zadane vrednosti promenljivih (g4p)0 1 (918ap)0, gde sa d oznatavamo izvod u pravcu upravnom na X.
Pod pretpostavkama ay) 1 @), usvojenim u prethodnom odeljku, g5 mora biti neprekidan i bar jednom
neprekidno diferencijabilan, a jo§ dvaput diferencijabilan po delovima (dakle klase C! a C3 po delovima) u
posmatranoj oblasti Q od Vj. Ispitivanje regularnosti X sastoji se u tome da utvrdimo pod kojim uslovima
ona moze da postane povrs prekidnosti za druge izvode Bmgaﬁ. Smatra¢emo da iduéi po samoj X tenzor

(8ap)o treba da bude bar klase C3,a (dngy 5 )o bar klase C?. Ovo moZemo uvek zahtevati, jer mi postavljamo
problem i zadajemo vrednosti na X. Pri prelasku kroz tu hiperpovr§ mogu se pojaviti prekidi ve¢ drugih
izvoda gravitacionog potencijala.

Izvr§imo razvrstavanje izvoda na X. Neka ta hiperpovrs bude prvo prostorno orijentisana, i lokalno zadana
sa x* = 0. Koordinatna linija x* ne mora biti ortogonalna na X, §to bi nuZno povlagilo njenu vremensku
orijentacijn, ali ¢emo postaviti kao uslov da bude vremanski orijentisana, §to opet ne znac¢i da mora biti i
ortogonalna na toj hiperpovr§ini. Tada je g** < 0. Izvod u pravcu x* razlaZe se lokalno po tangenti i normali
u odnosu na X. Kako se izvodi u tangentnim pravcima dobijaju diferenciranjem po promenljivim x' koje se
menjaju na ¥, sleduje da su uz (dngqp)o zadani i (dagep)o i obrnuto. Znaci da se drugi izvodi (9;jgqp)o
zadani i (ai4gaﬁ)0 dobijaju diferenciranjem zadanih veli¢ina na ¥, pa su neprekidni. Ostaju jo§ 844ga,3 koji
bi jedini mogli imati prekide.

Ako ispiSemo jednacine polja (9.14) na X, razdeljene u tri grupe prema indeksima, ima¢emo:

I azg,'j d%g dg
Rij=—> ij i —=:8)=0, .1
J 28 (3x4)2+gj axkxe” B 8 0 ©.15)
1 4 azgij 62g dg
Riy = Sg" i i o5:8) =0,
=28 (o T Gxkane’ 5,87 8) =0

(9.16)

2,.. 2
Ris=— gt 2 L8 +6( o8 . 98, g> =0.
2 dxk9x®’ JxB
U ovim vezarna, koje se mogu neposredno proveriti, {;;, eta;, 0, su funkcije samo onih veli¢ina koje su
zadate ili se mogu izracunati diferenciranjem na X. Vidimo odmah dve stvari. Prvo da je ovaj sistem, s
obzirom na indefinitnu metriku, hiperbolickog tipa. To se vidi po koeficijentima uz ¢lanove sa najviSim
redom izvoda. Stoga je ispravno postaviti Kosijev problem za koji smo se u prethodnom izlaganju implicitno
opredelili. Drugo, da ne medu onim veli¢inama koje mogu imati prekide na X pojavijuju samo komponente
gij tenzora potencijala koje odgovaraju krivim na toj povrL"i (ma da su na njoj zadane i ostale komponente
8ap 1 njihovi prvi izvodi u normalnom praveu). Ustvari, za odredivanje vrednosti traZenih drugih izvoda
gravitacionog potencijala dovoljan je sistem od Sest jednacina (9.15) koji je zbog toga i izdvojen. Kako
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se u (9.15) drugi izvodi tih Sest komponenata dg4g;; mogu izratunati iz podataka za Kosijev problem, to
zasad nema moguénosti da se u te jasno odredene izraze unesu neki prekidi, odnosno promene vrednosti
posmatranih veli¢ina.

U §41 smo ustanovili da se pri transformaciji koordinata ne moZe garantovati, u odnosu na svaki
sistem, neprekidnost odredenog reda izvoda tensora i drugih geometrijskih objekata. Treba proveriti pitanje
postojanja, ili nepostojanja, prekida izvoda komponenata g,5 u odnosu na razlicite dopustive sisteme,
narodito s obzirom na dy4gq4 koji se ne pojavljuju u (9.15) 1 (9.16). Zato ¢emo izvrsiti transformaciju
(x) = (%), takvu da na £ ostanu saluvani koordinatna mreza x' i lokalni tangentni pravci na x*. Time su
ocuvani i podaci za Kogijev problom, dok za vrednosti x* # 0 koordinatne krive izmene konfiguraciju (videti
sliku 9.2).

Slika 9.2: Promena konfiguracije.

Takva je sigurno transformaciju:

1 .
=24 00 o) +e%] . a=a=1234,

gde je £% definisano tako da teZi nuli istovremeno kad i x*. Na hiperpovrsi £ nosa¢u problema tada imamo
o) o () () -
oxP B> oxY ox* ox* dx¥ )
2 L G A NN LR A
EREIAP @ ), \@dgar),” %
Na osnovu zakona transformacije tenzora (gaB) — (gaB) iveza (9.17), dobijamo

i} dg 03
(8ap) = (Zap) ( a;ﬁ)oz( a;ﬁ)07 (9.18)

vidimo da su podaci za Kogijev problem oluvani. za druge izvode po x*, odnosno ©*, treba razdelitni
promenljive, kao $to je u€injeno u (9.15) i (9.16). Tada racun daje:

azgij azgl]
(@x)2 ) \(@%)* ] 7 ©.19)

82g(X4 _ (9 o4 4 . B B
((3#‘)2)07((ax4)2)0+¢a+5a¢47 gdeJe (07 :gaﬁ(P

(9.17)
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I posle ovakve transformacije dobijamo, dakle, neprekidnost izvoda dasg; j na X, dok izvodi 0448 04
mogu imati prekide. Pri izboru @%, takvom da bude [@%]j # 0, §to je moguce, jer su jedne koordinate klase
C? u odnosu na druge, a % se pojavljuju tek potev od treéeg izvoda na £, mogu se stvoriti ili ukloniti
prekidi izvoda [0s484¢].

Ista analiza bi se mogla sprovesti i za £ vremenskog tipa (g44) < 0. Otud vidimo da je problem ispravno
postavljen na hiperpovrS$ima koje su u svakom dogadaju orijentisane bilo prostorno ili vremenski. Drugi je
zakljuCak da samo prekidi drugih izvoda transverzalnih komponenata g;; na £ mogu imati fizicko tumacenje,
jer se dopustenim transformacijama koordinata ne mogu ni stvoriti ni otkloniti.

Ostaje slucaj kada X lokalno dotice nulti konus. Tada normalni pravac na toj hiperpovrsi mora biti,
kao §to smo videliu slu¢aju ravnog talasa (§14, jednadina (4.24) i dalje), nulti vektor. koordinata x*, koju
razlaZemo na normalni i tangentni pravac u odnosu na Z, biée singularne, pa je g** = 0.1z (9.15) i (9.16)
vidimo da tada i dy4g;; mogu biti prekidni jedino na nultim hiperpovr§ima.

Saglasnost jednacina gravitacionog polja. Gravitacioni zraci i talasi

Posmatrajmo, u slucaju da su uslovi za reSenje jednacina polja ispravno postavljeni, dakle lokalno
g* #0, velitine G iz (9.4):
G =g"Rij+g" Ry =0,
1 , (9.20)
Gi= 3 (844R44 —g”Rij) =0.
Zamislimo da su na ¥ dati (Gé)o. Moze se proveriti da ni u jednojod komponenata tenzora G‘é, nema izvoda
0448 qp- Dakle, tada podaci za KoSijev problem (g44)0 i (dngqp)o omogucavajuda se diferenciranjem po
koordinatama x', odrede ostali izvodi, pa prema tome i vrednosti (G, )o. Obrnuto, ako su dati (R;;)o i (Raq )0,
jednacine
<G‘,§>O —0, ©.21)

moraju biti zadovoljene. Sad mozZemo zadrzati, medu gravitacionim jednacinama, sistem (9.15), a umesto
(9.16) staviti (9.20). To je moguce stoga Sto su, na osnovu vazeCeg sistema (9.15), R;; jednaki nuli, pa u
(9.20) ostaje G i G4, srazmerni R4 i Ry preko regularnog koeficijenta g**. Ta zamena je, dakle, izpravna.
Zbog (9.15) takode imamo:
. ) 1 .
G =g"Ryj— 55} <g44R44 + 284kR4k) ;

Gi = gaiRm;.

9.22)

Znaci da su i preostale komponente tenzora Gg linearne funkcije samo R4, ¢ime su ujedno linearne funkcije

i G?x. Ako napiSemo jednacine (9.3), odnosno (9.4), u obliku
V4G + VGl =0,

vidimo da se one mogu izraziti u vidu kovarijantnih divergencija samo od G‘é,. S obzirom na definiciju kova-
rijantnog izvoda, kad izvr§imo ove zamene, i grupiSemo sve linearne kombinacije koeficijenata povezanosti

pa ih obelezimo kao funkcije Alf i Bg, gornji sistemce glasiti

g44%Gé = AP %Gg +BYG. (9.23)
Kad u ove jednacine unesemo vrednosti (G‘&)o na hiperpovrsi £, dobi¢emo da je izvod na levoj strani jednak
nuli, jer se diferenciranje na desnoj strani vrsi po X, a to znaci da funkcije G‘é, ostaju jednake nuli i kad se
napusti X. Nikakvi skokovi promenljivih ne mogu se pojaviti u sistemu (9.23), su mu koeficijenti funkcije
koordinata klase bar C?, jer zavise od 8agﬁ},. Stoga se njegova reSenja mogu produZiti preko cele oblasti
Q. Znaci da je sistem (9.15), zadovoljen u celoj oblasti Q koja sadrzi X, uz uslove (9.21) koji vaze na £,
dopunjen sistemom (9.23) na osnovu kojeg su G4, = 0 svuda u Q.
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Ovim smo pokazali da reSenje osnovnog sistema diferencijalnih jednacina ostaje isto kada se umesto
sistema (9.16) unese (9.23), koje pored potpunog sistema (9.15) i (9.16) predstavljaju identi¢nosti. Znaci da
je reSenje gravitacionih jednagina saglasno, pa je taj sistem u involuciji. Sto je trebalo dokazati.

Predimo na sledeéi sluaj kada je lokalno g** = 0, pa se, kao §to smo videli, mogu¢i prekidi [844gaﬁ] =+
0. Ovi poremecaji gravitacionog potencijala, kako smo ih nazvali, jedinimogu fizi¢ki odgovarati pojavi
gravitacionih talasa. PodseCamo na to da se radi o obi¢nim ili slabim talasima, a ne o udarnim, koji bi
odgovarali prekidima prvog reda [84gaﬁ}. Uslovi za ovesu bili iskazani pretpostavkama by) i by).

S obzirom na nulti karakter gradijanta na hiperpovrsi £ imacemo, ako je ona data sa f = const.

af df

ay — ap —=0. 9.24
f&x%) =0, 91 93P 9.24)
Konacna jednacina f = const. predstavlja familiju reSenja gornje parcijalne jednacine. ako uvedemo Hamil-

tonove funkcije

1
H(x;p)= Eg‘xﬁpapﬁ = const. (9.25)
imaéemo odgovarajuéi karakteristi¢ni sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina:
dx! dx* dp; dps df
o~ T 9H - oH ~ om ~ om (9-26)
p1 s du dx Topg
koji se svodi na kanonski sistem u odnosu na parametar u:
dx*  JdH d JH
— o _ 9.27)

du  dpa’  du  ox@

Lagranzeva funkcija L(x;x), u klasi¢noj mehanici poznata kao “kineti¢ki potencijal”, definisana je sa
o

du

L=pux®—H, gdejei*= (9.28)

Kanonske jednacine su transformati jednacina ekstremala Lagranzove funkcije. Kako je iz njihove prve
grupe (9.27)

¢ o af
du =X"=8"Pp;
imamo
L, B 9.29
_Egaﬁx X, ( . )

Tada je, na osnovu prethodnog i druge grupe jednacina (9.27)
d (oL _ om
du \ 9x% ) 9x®

d (aL) IL _y, (9.30)

1z (9.28) je najzad

du \ dx® dx%

Sto predstavlja diferencijalne jednagine ekstremala u odnosu na kanonski parametar . Ako je konstanta C u
(9.25) jednaka nuli, kanonski sistem daje reSenja (karakteristika) za parcijalnu jednacinu (9.24). Kona¢na
jednacina hiperpovrsi £ obrazovana je od ekstremale LagranZeve funkcije, koje je na osnovu definicije i
prethodnih veza jednakih nuli, L = 0. Odmah vidimo iz (9.29) da to odgovara nultom slu¢aju ds> = 0. Tako
zaklju¢ujemo da su reSenja jednacine (9.26), koje predstavljaju bikarakteristika jednacina gravitacionog polja
u slobodnom prostoru (9.8), odnosno (9.14), formirane od nultih ekstremala svetske metrike i odgovarajucih
tangentnih obvojnih elemenata p, sistema (9.26).
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U §5 smo ve¢ imali pojam nultih geodezijskih linija. Isticnemo da su bikarakteristikama, po definiciji iz
teorije jednacina matematicke fizike, putanje prstiranja bilo kojeg talasnog kretanja. U ovom slucaju one su
svetske linije gravitacionog zracenja, pa se nulti konus u opstoj relativnosti naziva i gravitacioni konus.

Gravitaciono polje u slobodnom prostoru dopusta nulte hiperpovrsi na kojima postoje poremecaji drugog
reda (slabi poremecaji) gravitacionog potencijala. Oni se prostiru duz nultih geodezijskih linija svetske
metrike.

Opsta svojstva gravitacionih poremecaja

Pokazali smo da se na nurtim hiperpovrsi X, pojaviti prekidi samo drugih normalnih izvoda transverzalnih
konponenata tenzora potencijala dasg; ;. To smo izveli u koordinatnom sistenu u kojem je X lokalno zadana
sa x* = 0. Postavlja se pitanje opiteg oblika uslova koje zadovoljavaju poremeéaji 8ap U koordinatnom
sistemu koji nije prilagoden, na X, ReSavanju KosSijevog problema.

Ovo ¢emo iskazati time Sto ¢emo za druge izvode g4 u pravcima koji imaju konponente upravne na
talasnom frontu staviti da unose prekide. Ako sa n% obeleZimo lokalnu normalu na Cetvorotalasu (videti
§14), ti prekidi glase

azgaﬁ

———~ | =nyn . 9.31

PR, 15 Yo p (9.31)
Kad uporedimo ove izraze sa onim koje smo imali u §41, a koji su se odnosili na skalarne funkcije, vidimo da
je razlika u tome §to je koordinatni sistem bio prilagoden, pa je vektor normale glasio n*(0, ..., 1). Veli¢ine

Yap su zasad neodredene, a zbog simetrije g, noraju, takode biti simetricne.

Jednacine gravitacionog polja u slobodnom prostoru (9.8) imaju ¢lanove koji teZe razli¢itim vrednostima
na X, ve¢ prema tome da li posmatramo njihove nizove u tackema kojo teZe jednoj ili drugoj strani X. Razlike
na X date su izrazime (9.31). Ako sa R(lx i thx 8 obelezimo vrednosti kojima teZe komponente Ricijevog
tenzora, jednacine polja (9.8), koje moraju biti zadovoljene svuda u V4, glase:

Ryp =Rop =0 = [Rep] =0. (9.32)
Ovo nam, kad se eksplicitnon napise (9.14), daje viSak ¢lanova na levoj strani prve od gornjih jednacina,

Sto predstavlja veli¢inu skoka [Ryg]. Na osnovu (9.31) to je
g7’5 (nﬁny’yag +nansYpy —nynsYop —nang }/75) =0. (9.33)

S obzirom na nultost talasnog fronta X, gradijent mu je takode nulti vektor, pa jedan od ¢lanova u (9.33)
otpada. Dakle

ana'}’ag +nan5’yﬁ5 —nanﬁyg =0, gdeje yg = gsg}/sg,
Sto se moZe napisati kao

1 1
<7/a5n5 — Ej/gna) ng+ (Yﬁgna — §y§"ﬁ> ng =0. (9.34)

Zbog ng # 0 sledi da vektor u zagradi mora biti jednak nuli

1
Yosn® = Eygna. 9.35)

Poremecaji ¥, gravitacionog potencijala, kojih ima 10, zadovoljavaju ove Cetiri linearne jednacine, pa
ih moZe biti najviSe Sest nezavisnih. to je posledica ¢injenice, utvrdene u ranijim odeljcima, da samo
komponente dy4g;; mogu imati poremecaje na gravitacionom talsau. Zakljucci §42 kazu da postojedopustene
transformacije pomocu kojih se poremecaji mogu stvoritiili ukloniti na drugim izvodima onih g4 g koji imaju

komponente upravne na X. To znaci da stvarni poremecaji mogu biti jedino oni koji su upravni na nP

YapnP =0. (9.36)
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Odakle je
yg —0. (9.37)

Kako je n% nulti vektor, dakle istovremeno tangentan na karakteristici i na bikarakteristici, to se u dogadaju
na ¥ viSe ne moZe odrediti lokalno ortogonalna vektorska Cetvorka, veé trojka, sastavljena od n% i dva
prostorna vektora. Kako ni

jedan vremenski vektor ne moZe biti ortogonalan na nultom (videt §3) to su preostala dva, tangentna na
X, prostorno orijentisana. Koeficijenti ¥, leZe u dvoravni upravnoj na pravac prostiranja zraka, pa imaju
zbog simetrije tri nezavisne komponente. Medutim, uslov (9.37), da im trag bude jednak nuli, suZava samo
dve nezavisne veli¢ine.

Gravitacioni talasi su transverzalni, a poremecaji na njima dvoparametarski.

MoZemo, na osnovu recenog dati lokalnu geometrijsku predstavu za ¥,5. Ako su V_V(l) i W<2> dva
ortonormirana prostorna vektora upravna na 7, dakle tangentna na X, poremecaj Yop MOZe se napisati

pomocu sledeéa dva vektora MiN

M=a (1)+bW(2),
N = —bW)+aW), (9.38)

u obliku
Yap = MaNg +MpgNg. (9.39)

Ovakav y,5 zadovoljava (9.36) i (9.37) i zavisi od dva parametra a i b.

Gravitacioni i elektromagnetni talasi

Preci ¢emo na slucaj kada je tenzor Tg razlicit od nule, a odgovara elektromagnetnom polju (videti
§34) u praznom prostoru. Tada su jednacine polja oblika (9.5) dakle nehomogene. Ovaj slucaj se nazvan
spolino jedinstveno polje. Spoljnim se naziva zato Sto u posmatranoj oblasti nema materije (tacnije receno
nema supstancije) koja je inace njegov izvor, a jedinstveno zato §to se radi o istovremenoo prisustvu dva
polja koja dejetvuju na daljinu.

Makevelove jednacine (7.8) i (7.9) elektromagnetaog polja izraZene su, u opstoj relativnosti, ponocu
kovarijantnih izvoda tenzota Fyg. S obzirom na to da u vakuumu nema elektri€nog protoka Jg, one glase:

Cc* =VgF* =0, (9.40)
9.41)
D=V, (*F“l’) —0. (9.42)
Osnovne jednacine (9.6) su tada
Haﬁ = Gaﬁ + KTop = 0, (9.43)

gde je 744 tenzor energije elektromagnetaog polja, oblika (7.22). Posto je na osaovu (7.23) trag toga tanzora
jednak nuli, iz (9.43) sledii R = 0.

Neka pocetni uslovi za reSavanje sistema (9.43) budu zadani na hiperpovrsi Cija je lokalna konacaa
Jednagina x* = 0. Uzeéemo, kao prvu pretpostavku, da ¥ ne dotise nulti konug (g** # 0). Sto se tie
metrike i dalje su ispunjeni uslovli ay) i ap) iz §41, koji su vazili za gravitaciono polje u slobodnom
prostoru. Treba da ih dopunimo podacima o elektromagnetnom polju. Tako éeno imati, zadane na X,
vrednosti gravitacionih potencijala (gqp )0, i njihovih izvoda u normalnom praveu (dngqp)o. @ uz njih i
vrednosti tenzora elektromagnetnog polja (Fyg )o- Kao i prethodno, (gqp )0, je triput, a (dugep)o dvaput
diferencijabilan, odnosno toliko puta neprekidno diferencijabilan po samoj ¥, a dodajemo zahtev da (Faﬁ )o
bude dvaput diferencijabilan, neprekidno po X. Svi izvodi viSeg reda izraCunavaju se iz vrednogti zadatih za
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Kogsijev problem. Dakle, jedini izvodi koji bi na X mogli imati prekide su dngqg i InFop- Cinjenica da veé
prvi normalni izvodi d, F,  mogu biti prekidni pociva na tome Sto ti poremecaji nastaju na elektromagnetnin
talasima, a jednacine polja koje oni zadovoljavaju, (9.41) i (9.42), su prvog reda.

Napisacemo Maksvelove jednacine (9.41) i (9.42), izdvajajuéi vrednosti promenljivih koje su zadane na

X
4 0 d a
2 _ ij 8. —
cr=g" I = Fl+g ax4F A ( ,ax,g) 0, 04
g phat (1) —o; |
T oot T ox’ ’
S 0 aix 0 d
D Egtﬁyé Foo — gidik 2 F + (F' 8. > =0
75 ,Ll 5 ag I
oxP ox* dx (9.45)

d
D4 — £4l]ka ,ij

Ako leva strana (9.41) napiSemo u kovarijantnim koordinatama, videcemo da se iz prve tri jednacine (9.44)
d4Fy; mogu zameniti u etvrtoj. Sredivanjem éemo izvrsiti tako da bude

O = g0+ 140 = —Fio (8 77) 460 ) 60 ) =0,

Odavde sledi da se sve veli¢ine zadate u izrazu za C* moguizraunati iz podataka za Koijev problem. Isto
vaZi i za poslednju jedna¢inu u sistemu (9.45), koja predstavlja D*, buduéi da se u permutacionom tenzoru
£®B18 pojavljuje gustina /—|[|g||, koja je, kao i Fyp, zadana na X.

Sistem diferencijalnih jednacina polja razlazemo na dve grupe:

H;j =R;j + ;= 0, (9.46)
Hj =G+ 1) =0. (9.47)

sistemu (9.46) se moZe, kao u (9.15), izdvojiti najvisi red izvoda dsag;;, u svakoj jednacini i izraziti pomocu
zadatih vrednosti (fyg)o. (8yfaﬁ)o i (Fgp)o- U (9.47) se ne pojavljuju drugi izvodi dyg, isto kao ni u (9.20).
Odgovarajuéi zakljucci vaze, $to se ti¢e 1zvoda 84Faﬁ, za jednacine (9.44) i (9.45). To se vidi iz levih strana
prve tri jednaCine oba sistema. odatle jasno sleduje da se za C;, D; i H;j u potpunosti mogu odrediti, to jest
algebarski resiti, veli¢ine 84Fa3, 0448 - Dakle na hiperpovrsi £, lokalno orijentisanoj bilo prostorno ili
vremenski, ne mogu se pojaviti prekidi izvoda koji su zastupljeni u osnovnim jednac¢inama gravitacionog i
elektromagnetnog polja.

Ako bi ¥ doticala nulti konus (g44 0), iz (9.44) sledi da d4Fy; mogu imati prekide, a znamo ve¢ da isto
vaZziiza dysg;j. Hiperpovrs X postaje karakteristiCna za gravitaciono i elektromagnetno polje istovremeno.
Napomenimo da je &injenica da se C* i D* neposredno nalaze iz veli¢ina zadanih na X u skladu s tim da F,, B
ima Sest komponenata, i da ostaje ukupno Sest jednacina C' i D' za njihovo odredivanje.

Treba da ispitamo poremecaje elektromagnetnog polja na talasu onako kako smo to ucinili za gravitacione
poremecaje u slobodnom prostoru.

Kako su elektromagnetni talasi nulte hiperpovrsi poremecaja prvog reda tenzora elektromagnetnog polja,
Sto predstavlja slucaj Cistog zracenja (videti §35), ima¢emo na njima, analogno vezi (9.31) za gravitacioni
slucaj

IFyup
{ ax¥

Gde su @, komponente antisimetri€nog tenzora poremecaja polja. Ove veli¢ine vezane su, na osnovu
Maksvelovih jednacina (9.41) i (9.42) uslovima

} = Qapny (9.48)

ngo* =0, (9.49)
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Koji su analogni (9.32), odnosno (9.33). Jednacina (9.42) pisali smo u razvijenom obliku.

Utvrdili smo da samo veli¢ine d4Fy; mogu imati prekide, pa treba prema tome i da sastavimo @ - Jasno
je da taj tenzor mora imati komponentu u pravcu normale, ili bikarakteristike (fizicki reCeno zrake), jer je
¥ lokalno zadata sa x* = 0. Ali s obzirom na nultost X, upravna bikarakteristika i tangentna karakteristika
se doticu. Tako moZemo, kao i u prethodnom odeljku (videti (9.38), postaviti dva, do na ugao rotacije
proizvoljna, ortonormirana vektora VT/(l )i W(z), tangentna na ¥, a upravna na 7, tako da proizvoljni vektor p,
prostoran i tangentan na X, bude

p= kW(]) +€W(2),
a pomocu ovog
Qap =NapPg —NgPa- (9.51)

Ovako obrazovan Pap identi¢ki zedovoljava (9.49) i (9.50). Otud

Elektromagnetni talesi u gravitacionom polju su transverzalni, a poremecaji na njima dvoparame-
tarski.

U oblasti u kojoj se prostire elektromagnetno zracenje, tenzor energije Tpg ima, u jednacinama gra-
vitacionog polja (9.43), radijacioni oblik koji smo razmatrali u §35. Takav tenzor odgovara singularnom
elektromagnetnon polju, to jest onom ¢ije su invarijante jednake nuli.

L

Necemo ulaziti u ispitivanja drugih mogucih oblika tenzora energije, kao ni u razmatranja nacelnog
pristupa integraciji sistema jednacina gravitacionog i drugih spergnutih polja.

Pomenimo samo neke Cinjenice. U §30 razmatrali smo hidrodinamicke (komresione) talase u savrSenom
fluidu. Oni predstavljaju povrsi prekida normalnih izvoda brzine, gustine i pritiska, dobijene iz jednacina
dinamike. Takvi talasi su jednoparametarski u smislu da je skok jednog od pomenutih izvoda proizvoljan.
Veli¢ina toga skoka odreduje veli¢ine ostalih skokova. Videli smo da su elektromagnetni talasi, kao i
gravitacioni, dvoparametarski. Pored te razlike, imamo i ¢injenicu da je brzina kompresionih talasa u
sti§ljivoj sredini manja od brzine svetlosti, pa se normale na njihovim frontovima (§14) prostorno orijentisane.
Mogli smo inace razmatrati hidrodinamicke talase u opstoj relativnosti kao §to smo i elektromagnetne talase
mogli raznatrati u specijalnoj.

U opstoj relativnosti na udarnim talasima u materijalnoj sredini tenzor energije postaje prekidan, pa se
na levim stranama (9.6) moraju pojaviti prekidi drugog reda tenzora g, 3. Ali normala na frontu njegovih
prekida nije nulto ve¢ prostorno orijentisana (videti na primer: I. Lukacevi¢, Ann. Inst. E. Poincaré, str.
219-248, X1V 3,1971).

Osnovne jednacine elektromagnetnog polja materijalnoj sredini izmenjene su jer se pojavljuje indukcija
(videti Ch. Mgller, The Theory of Relativity, [16], glava 7). Brzina svetlosti je manja nego u vakuumu, pa je
obvojni konus elektromagnetnih talasa sadrZan u nultom, koji ostaje samo gravitacioni. U elektromagnetnon
konusu sadrZan je hidrodinamicki, ¢ije su obvojnice kompresioni talasi.

Diskutovali smo gravitacione talase pod uslovima a;) i ap) §41, a nogudi su drugi uslovi i drukgiji prilaz.
Kao knjigu koja ie posveéena gravitacionim talasima, navodino monografiju [19] , od. V. Zaharova.

Eksperimentalnom istraZivanju gravitacionih talasa prvi je pristupio Veber®, autor [5]. On je merio, na
medusobno udaljenim mestima, rezonanciju kristalno ¢istih blokova aluminijuma sa treperenjem Zemlje, na
frekventnom podrucju koje najverovatnije odgovara gravitacionim talasina. U prvo vrene zapaZene pojave su
potvrdivale oCekivanja, zbog istovremenosti i nacina reagovanja udaljenih uredaja. One su ukazivale na to da
su talasi transverzalni, i da bi mogli dolaziti iz sredista nase galaksije. Ovo je zanimljivo, jer je izgledalo da
je ona neko veliko so€ivo, koje skuplja i razasilje talasa. Od 1973. medutim, nova merenja vrSena preciznijin
sredstvina nisu nista otkrila. Da li je to znacilo prestanak neke emisije gravitacionih talasa u Vasioni, ili
ranija merenja nisu bila ispravna, ostaje da se utvrdi u buducaosti.

6J. Weber
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Tenzor konformne krivine

Tenzor Cy s definisan, za rimanski prostor ¢iji je broj dimenzija n > 3, izrazom

1
Copys =Rapys + - —5 (Rus8py + Rpy&as — Raygps — Rpsgay) +

R
+ n—Dn—2 (gaygﬁa —gasgﬁy)

(9.52)

naziva se tenzor konformne krivine ili Vajlov tenzor’. MoZe se proveriti da Copys zadovoljava sve
algebarske identi¢nosti kao i Riman-Kristofelov tenzor Ry gys:
Cocﬁyﬁ = _CﬁayS = _Cocﬁz‘iy’
Caﬁy& = Cyﬁocﬁv (9.53)
Capys +Cpyas + Cyaps =0.

Ali on identi¢ki zadovoljava jos jedan izraz, Sto proistice iz njegove definicije

Cay=Cygh =0. (9.54)

U slucaju trodimenzionalnog prostora se pokazuje da Riman-Kristofelov tenzor ima oblik (videti: P.K.

Rasevski, [8], 1964, str. 608-614)
Ropys = 8aySps — 8pySas +8p5Say — 8asSpy:
gde je
1 1
Sps = =3 \Res — 35, —yReps ) -

Kada se ovo unese u (9.52) dobija se Cyg,5 = 0. Znaci da taj tenzor ima smisla Koristiti tek za prostore od
Cetiri dimenzije nase.

Tenzor konformne krivine dobio je naziv po tome §to se pri konformnoj korespondenciji metrike ds?
jednog rimanskog prostora, a matrikom ds? drugog, preko neke skalarne funkcije 12

ds? = f2ds?, 9.55)
dakle pri
Gop = 2gap = 8P = 2P, (9.56)
on se transformiSe po zakonu
éaﬁy& = fzcaﬁyﬁ — é%y5 = C.(;;y5~ 9.57)

Pogledajmo svojstva Cggys u Svetu opSte relativnosti. Tenzor Rggys u njemu ima, na osnovu algebarskih
identi¢nosti oblike (9.53) koje zadovoljava, 20 nezavisnih komponentata. Tenzor Cy g5 zadovoljava, pored
(9.53), i veze (9.54), kojih zbog simetrije ima 10. Otud on ima 10 nezavisnih komponenata. Taj broj je
jednak broju nezavisnih komponenti Ry g, pa se za izu¢avanje ustrojstva V4 moZemo posluZiti i jednim i
drugim tenzorom, i pomocu Cygys ustanoviti ono za Sta nije dovoljan samo R,g. Dve metrike koje imaju
Jednake tenzore Cy 3,5 nazivaju se konformno ekvivalentne. Na osnovu (9.56) vidimo da su dve konformno
korespodentne metrike ujedno i konformno ekvivalentne. Podimo, obrnuto, od konformne ekvivalentnosti,
dakle od (9.57). Ako postavimo konformnu korespodenciju izmedu dve ispravno izabrane hiperpovrsi, £ i £
iveli¢ina kojima su zadati pocetni uslovi na njima, dobi¢emo, kao posledicu, konformnu korespondenciju tih
metrika u celini,

7H. Weyl
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Za svaku rimansku metriku vazi:

Ropys =0 = Copys =0 (9.58)
i
Capys =0
= R =0 9.59
Rap =0 “n 0

Metrika u kojoj je Cppgys jednak nuli nazivamo konformno ravanska. Kako je u slobodnom prostoru tenzor
energije 7o g jednak nuli, to u odsustvu kosmoloske konstante A, koje se pojavljuje u opstijim gravitacionim
jednacinama (9.5), vidimo iz (9.8) i (9.52), da se Riman-Kristofelov tenzor svode na Vajlov. Znaci da je
u odsustvu kosmoloske konstante (videti XII glavu) konformno ravanska metrika u slobodnom prostoru
pseudoeuklidska. U oblasti u kojima ima energije ne-gravitacionog porekla metrika nije pseudoeuklidska,
ali se iz (9.6) i (9.52) vidi da se tada Riman-Kristofelov tenzor moZe u potpuosti izraziti pomocu tenzora
energije.

Konformno ravanske metrike, poznate i pod nazivom Robertson-Vokerove®, predstavljaju veliku ideali-
zaciju gravitacionog polja. U idu¢em odeljku ¢emo videti kako se dele opstiji slucajevi. Kretanje planeta,
na primer, ne moZze se relativisti¢ki ispravno predstaviti u konformno ravanskoj metrici, jer u nju ne spa-
da centralno-simetri¢no gravitaciono polje. Ali za velika rastojanja, medugalaktickog reda veli¢ina, i uz
kosmolosku konstantu razli¢itu od nule, ona moZe dobro da posluZi.

Algebarsko razvrstavanje tenzora konformne krivine

U §10 smo algebarski izucili, u Svetu Minkovskog, koeficijente Aaﬁ infinitezimalne Lorencove transfor-
macije. Kako su A,  antisimetriéni, zakljucci su se mogli odnositi i na tenzore Fp g elektromagnetnog polja.
U §35 smo skrenuli paZnju na vezu izmedu tenzora elektromagnetnog polja i odgovarajuéeg tenzora energije,
koja vazi za njihove sopstvene vrednosti i pravce.

Sad ¢emo pristupiti dosta srodnom algebarskom ispitivanju Cpgys u V4. Za tu ¢emo svrhu prvo uvesti
tenzorsku veliCinu gq 5,5

8apys = 8ay8Bs — &By8us> (9.60)
koja ima, Sto moZe proveriti iz (9.52), ista svojstva u odnosu na razmenu indeksa kao i Vajlov tenzor. Zatim
¢emo uvesti divektorsku”veliCinu, antisimetri¢ni tenzor g, 1 potraZiti reSenje jednacine

(Capys — A8apys) L7 =0. ©.61)
Kako je naSe stanoviSte lokalno, koristiéemo jedan Lorencov posmatracki sistem. Tada se moze, s
obzirom na dijagonalnost netrike, reéi, za parove indeksa a8 i ¥9, jedinstvena korespondencija s indeksima
jednog simetri¢nog simboli¢nog tenzora g4, koji idu do broja jednakog broju antisimetri¢nih elemenata,
razlic¢itih od nule i nezavisnih u Vy, dakle 6. MoZe se proveriti da je, za dijagonalan oblik g4 (1,1,1,-1)
koji koristimo
84 =0, A#B,
gAB:(17151;71771771)7 A:B7 (962)
A,B=(23,31,12;14,24,34).
Odgovarajuce razvrstavanje indeksa vrsi se u tenzoru konformne krivine i u divektoru /.L"‘B , na osnovu ¢ega
¢emo ih obeleZiti sa Cyz i D, i dobiti simboliénu Sestodimenzionalnu vektorsku jedna¢inu

(Cap —Agap) D = 0. 9.63)

Treba prevesti divektorski formalizam algebarske identi¢nosti (9.53) i (9.54). Za tu svrhu ¢emo matricu
elemenata C4p podeliti na etiri submatrice (3 x 3)

€)= ((K) (L) ) : (9.64)

8Robertson-Walker
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Submatrice (K) (N) moraju biti simetri¢ne, zbog simetrije (C). Ispi§imo identi¢nosti (9.54), imajuéi u vidu
(9.53) idijagonalni karakter gaB , a zatim obeleZiti to po (9.62). Imacemo, za nedijagonalne elemente tih
submatrica:

C1 +Cs4 =0,
C31+Ces =0, (9.65)
C3p +Cg5 = 0.

Odavde vidimo da su nedijagonalni elementi matrice (K) jednaki odgovarajuéim (po mestu) nedijagonalnim
elementima matrice (N). Predimo na dijagonalne elemente. Identi¢nosti (9.54) daju za njih:

Ci1+Cp—Ce6 =0,
Cy4+Cs55 —Cy6 =0,
Cn+C33—Ciy =0,
Ca1+C33—Cs5 =0.

(9.66)

Sabiranjem prve i druge, zatim druge i Cetvrte, najzad druge i trece od gornjih veza, dobijamo:

C11 +C44+Con+Cs55 =0,
Ci1 +Ca4+C33+Cg6 =0,
Cy +Cs5+C33+ Ce6 = 0.

Ako stavimo
Ci1+Cyp=a, Cp+Css=b, C33+Ce =c,

ovaj sistem ¢e nam dati
a=b=c=0.

Sleduje dakle da su i dijagonalni elementi (K) jednaki odgovarajuéim elementima (N), s promenjenim
znakom. Druga jednacina u (9.66) nam kaze da su tragovi submatrica (K) i (N) jednaki nuli.

MoZe se isto tako pokazati da su matrice (L) i (M) medusobno jednake, i da su njihovi tregove jednaki
nuli. Znaci da se matrica elemenata C4p svodi na oblik

K L
€)= <((L)) _((])()) ) 9.67)
uz

ki1 +hko+ksz =011 +0pn+033=0. (9.68)

Gde su

(9.63)
K—AI L

[Cap—Agasll = |~ | —K+’“H' (9.69)

Matrica sistema (9.55) je svodljiva. Zaista, pomnozimo u (9.69) desnu kolonu submatrice sa i i oduzmimo
je od leve, zatimtako dobijenu gornju vrstu submatrice ponovo pomnoZimo sa i i oduzmimo od donje.
Dobiéemo determinantu (9.69) u obliku

K—AI—iL L
0 —K+AI—iL

‘: IK +iL— Ad|| x ||K —iL—AI|| =0 9.69')

Ovim je karakteristi¢ni polinom Sestog stepena faktorizovan sa dva polinoma treceg stepena. Kako je
determinanta sastavljena iz konjugovanih elemenata polazne matrice jednaka njenoj konjugovanoj vrednosti,
a i stepeni konjugovanih brojeva su konjugovane vrednosti stepena polaznih, sledi da trojci A, korenova
prve subdeterminante odgovara konjugovana trojka A,, korenova druge.
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Tregovi submatrica (K) i (L) jednaki su nuli po (9.68). Iz (9.69’) se vidi da nove submatrice imaju
takode tragove jednake nuli. Tragovi su jednaki, na osnovu iste veze, zbirovima korenova oba polinoma
treeg stepena koji faktorizuje (9.69). Dakle:

Y =Y An=0. (9.70)

Vratimo se sistemu (9.63), da u njega unesemo sopstvene vrednosti A, i Am. Zato éemo divektor DA
razbiti na dva realna “trovektora” D*(D™;D"). Kada taj sistem ispiSemo u obliku (9.69) imacemo:

(kyn — A 8n) D" 4 Ly D" = 0,
LynD" + (—kyp + A8n) D" = 0.

Ako drugi niz jednacina pomnozimo sa i i saberemo sa prvim, imaéemo
(kinn ~+ il — A8y ) (D" —iD") =0,  gde je m,n=1,2,3. 9.71)

Ovaj kompleksni sistem linearnih jednacina odgovara dvostruko brojnijem realnom sistemu, pa je time (9.63)
potpuno izraZen u kompleksnom obliku.

Algebarsko razvrstavanje tenzora konformne krivine predstavlja vrlo znacajan rezultat A.Z. Petrova
(videti [13], str. 101-133). One se svode na sledece tri moguénosti:

a) Cyp je tipa I ako su tri korena A, medusobno razlicita,

b) Cap je tipa II ako su dva korena medusobno jednaka,

¢) Cyp je tipa III ako su sva tri korena medusobno jednaka. Tada je A, = 1,,1 =0.

Slucaj I naziva se algebarski opsti, a slucajevi II 1 III algebarski posebni.

Submatrice (K) i (L) svode se na lokalne algebarski svedene oblika. Ne ulaze¢i u pojedinosti izvodenja,
ovi oblici se dovode na sledeée kanonske oblike:

1) Uslucajul

& 0 0 m 0 0
K)y=10 & 0}, (=0 m 0],

Zénzznﬂzov Arn:_(én-i-l'nn).

2) U slucaju II

260 0 a0 0
(K)=10 —&+v 0 , =10 -n v |,
0 0 —(E+V) 0 v -7 9.73)

Yéi==20&+in), h=h=E+in.
3) U slucaju III

0 v 0 00 0
(K)y=|v 0 0O, (L)y=10 0 v,

0 0 0 0 v 0 9.74)
M=Ah=2=0

4) Iz slucaja I izdvaja se slucaj D, kad se stavi Ay = A3, $to predstavlja dva uslova, s obzirom na jednakost
realnih i imaginarnih delova. Isti se rezultat dobija i kad se u slucaju II stavi v = 0.
5) Iz slucaja II izdvaja se, opet uz dva uslova € = 11 = 0, slucaj N.
6) Poslednji je slucaj nulti, kada je Vajlov tenzor jednak nuli, pa je matrica konformno ravanska.
Nave$éemo bez izvodenja Debever-Penrouzovu® jednaginu, u kojoj su zastupljeni Vajlov tenzor i glavni
nulti vektor k%, a koja glasi

9Debever-Penrose
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kiaCp)ys(e ke kTk® = 0. (9.75)

Prethodnih Sest slucajeva se redom pojavljuju, uz upojedinacenije Ipkalno geometrijske oblike:

1) sve Cetiri karakteristiCna korena su prosta,

2) jedan koren je dvostruki, dva su prosta,

3) dva dvostruka korena,

4) jedan koren je trostruki, jedan je prost,

5) koren je Cetvorostruki,

6) konformno ravanski slucaj, (9.75) je trivijalno zadovoljen.

U svim slu¢ajevima osim I postoje, pored (9.75), prostije veze koje zadovoljavaju k%. Ova pitanja sa
pojedinostima izloZena su u nekim knjigama (videti npr: M. Carmeli, Group Theoty and General Relativity,
[27], str. 185; C.W. Kilmister, [22], str. 319).

Liov izvod

Podi éemo, slicnoonom §to smo imali u §10 za infintezimalnu Lorencovu transformaciju, od preslikavanja
P — Q, gde su P(x) i Q(%) odgovarajuce tacke punktualne transformacije

£ =x%+eA%(x)+ O%(€?) (9.76)

prostora V,, u samog sebe. Ovde je € linearizovani infinitezimalni parametar transformacije, A* vektorsko
polje koje vrsi prevodenje koordinata. Takvoj transformaciji mogu se podvrgnuti razliciti geometrijski objekti
u V,,. Mi ¢emo se ovde ograniciti na apsolutne tenzorske veliCine.

Krenimo od skalarne funkcije f(x%*). Imamo

fo=rfE%), fp=rf(x%.
Njen prirastaj u pravcu vektorskog polja A% iznosi, posle linearizacijje

16 = 1) 4 eap O e e
X

Na osnovu ovakvog prirastaja definisan je Liov!? izvod

Qlfzwzaa%{c. 9.77)

Ovaj naziv dat je u Cast tvorca teorije transformacionih grupa, ma da je operator £, uveden tridesetih godina
XX veka, nekoliko decenija posle njegove smrti. On je vezan za pojam prevodenja duz vektorskog polja, pri
kojem se vr$i takvo diferenciranje. Iz (9.77) vidimo da se Liov izvod skalara svodi na izvod u pravcu vektora
A%,

Potrazimo Liov izvod kontravarijantnog vektora w%, zadatog u tacki P. Uslovljavamo vektorsko polje
y* da obrazuje putanje, isto kao i A%, za koje se to vidi iz (9.76). ObeleZimo aa dx* pomeranje, duZ putanje
sp, vektora w% iz tatke P u blisku tacku P. Uo&imo drugu putanju so vektora istog polja kroz tacku Q ,
blisku P, odabranu tako da leZi na preseku te putanje s putanjom Tp polja A% kroz P. Postavimo najzad,
kroz P, putanju 75 polja A%, &iji je presek s putanjom polja ¥ kroz Q tatka Q. Obelezimo sa 6x% (videti
sliku 9.3). Ovim podrazumevamo da se dovoljno bliske putanje dva posmatrana vektorska polja presecaju u
parovima, odnosno da je “mimoilaZenje”tangentnih vektora zanemarljivo prema redu veli¢ine pomeranja PP
i1 00, odnosno PQ i PQ, koje cemo obeleZiti sa €Ag i €Ap.

105, Lie
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Slika 9.3: Liov izvod.

Ono $to je prethodno receno povlaci dakle
Ox* +edp = dx* +eAg + 0% (e,dx). 9.78)
Odavde je, ako zamenimo ostatak &% (g, dx)

A% g

a __ o
ox% =dx +8xﬁ .

S obzirom na to da y§ i l[/g leZe na svojim putanjama, dobijemo kad sp — sg, na osnovu srazmernosti
tangentnih vektora i njihovih priraStaja

o o B L%
Vpo=VYp +€¥ I ©.79)
Sad moZemo pisati
o _ 4,0
£, v% = lim M7
£—0 €
odnosno, iz (9.79)
8 o a o
PRI LA 1L (9.80)

dxP v oxB

MozZe se proveriti da se (9.80) ne menja, kao uostalom ni Liov izvod bilo kojeg geometrijskog objekta,
ako se umesto parcijalnih izvoda stave kovarijantni. Znaci da Liov izvod, kao i Bjankijev (apsolutni) izvod,
ne menja tenzorsku valentnost diferencirane veli¢ine. Za skalarnu funkciju to je ocigledno iz (9.77). Tu
Cinjenicu éemo iskoristiti da bismo dobili Liov izvod kovarijantnog vektorskog polja &y. Ako stavimo
0 = Eqw® imadéemo, posle linearizacije prirataja:

L£0="CaL v +v9L 8. 9.81)

Sto na osnovu (9.80) glasi u razvijenom oblik

oy® oY y“ 0
éa(lﬁ 14 _l[/B A )+'~Ila£}L€(x:Aﬁ( v §a+u/(x ézx)

dxB dxB oxB oxB
ili
IE arB
a _1BZ5x _
v (Skéa A axﬁ éﬁ X ) =0.

Kako y? i &, mogu biti proizvoljno izabrani, sledi

9 AP
_ B9
a =2 85 g (9.82)
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Treba dobro uoditi ¢injenicu da su ova pravila diferenciranja razlicita za kovarijantne i kontravarijantne
vektore Metricki tenzor, posto podize ili spusta indekse, nije u opStem slucaju konstantan u odnosu na
operator £ .

Diferenciranje skalara dobijenog kontrakcijom svih indeksa nekog tenzora s odgovarajuéim brojem
vektorakih polja, daje induktlvno pravilo za Liov izvod proizvoljnog apsolutnog tenzora. Primera radi,
nave$¢emo izraz za Liov izvod nekog kovarijantnog tenzora drugog reda vyg

&vaﬁ+v AT oA
oxr VB Vv g g

Slvaﬁ =AY (9.83)
Na osnovu svega §to je receno, linearizovanje infinitezimalne transformacije (9.76) nekog tenzora Tﬁof::',
daje vrednost toga tenzora u istoj tacki prostora, izmenjenu do na “Liov”priraStaj. Da bi se to proverilo, treba
povezati po svim pravilima, pomocu (9.76) , tenzor Té’f::‘ s njegovim transformatom 7.
Opsta svojstva operatora £, iste su kao i operatora parcijalnog ili kovarijantnog diferenciranja. On je
linearan, podleZe Lajbnicovom pravilu diferenciranja proizvoda, $to smo ve¢ iskoristili u (9.81), a Kronekerov
simbol 5;;‘ ponasa se u odnosu na njega kao konstanta.

Izometrija. Stacionarnost metrike
U slucaju kada je Liov izvod metrickog tenzora jednak nuli

I8up AT aAY

ngaﬁ = AYW +gyﬁa7x +gayﬁ =0. (984)

KaZemo da infinitezimalna transformacija (9.76) predstavlja izometriju. Jednacine (9.84) doves¢emo u
tenzorski oblik, koji je uobiCajen, na sledeci nacin:

98ap  9(gpAY)  I(gayA?) .98 J
y 14 ayr') 4y 95By _ 4y%8ay _
A oxv + ox® + dxB A ox® A dxB

e BN (%u Igye 98aﬁ) o

ax 9P o " oxB T ot
Sto predstavlja
Valg+Vgia =0. (9.85)

Jednacine (9.85) zovu se Kilingove'!, a vektori A, koji ih zadovoljavaju, Kilingovi vektori. S obzirom
na ono Sto smo rekli u prethodnom odeljku, mogli smo odmah zameniti parcijalne izvode kovarijantnim u
(9.84), i dobiti (9.85). Ovim putem smo isli zato da bismo podvukli ¢injenicu da obrnuto ne vazi, to jest da
se kovarijantni izvodi u (9.85) ne mogu zameniti parcijalnim.

Citalac ée se mozda setiti kurseva racinalne mehanike mehanike (na primer Andelié-Stojanovi¢, Racional-
na mehanim, [11], str. 71-731), gde polje brzina nekog tela u trodimenzionom euklidskom prostoru prestavlja
Kilingove vektore onda i samo onda kada je to telo kruto. Takva polja odreduju odsustvo deformacije, samo
S$to mi sada ne posmatramo odsustvo deformacije neke neprekidne sredine u prostoru, nego samog prostora,
odnosno metrike.

Kada posle transformacije (x) — (¥) metricki tenzor gop(¥), postane funkcija novih koordinata istog
oblika kao i ranijih gog (x), metrika se naziva forminvarijantna. Pitanje forminvarijantnoti pri najopstijoj
transformaciji vrlo je Siroko, stoga éemo se ograniciti na lineariizovane infinitezimalne transformacije (9.76).
Ako stavimo

%Y 9x0

8ap(X) = 8y5() 5.4 ENE (9.86)

W, Killing
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gde se podrazumeva da su koordinate tenzora g, na levoj i desnoj strani forminvarijantne imaceno, posle
zamene iz (9.60) i linearizacije po €
9.87)

Sto predstavlja jednacine (9.84) izometrija. Ako u (9.87) uneseno infinitezinmlne transformacije (9.76)
mozZeno ponovo konstrusati (9.86). Otud zakljucak da za infinitezimalne transformacije (9.76) metrika ostaje
forminvrijantna onda i samo onda kada odreduju izometrije, odnosno kada vektorsko polje A%, koje vrie
transformaciju, zadovoljava sistem (9.85).
Neka postoji polje vremenski orijentisanih vektora u® (8ap u®uP < 0) takvo da metrika V4 u odnosu
na njega ima svojstov izometrije. Podesimo uslov da se duZ putanja toga polja menja samo koordinata x*,
odabrana tako da vektorsko polje glasi u®(0, 0, 0;1). Jednacine (9.87), kao $to se neposredno vidi, dobiju
oblik 5
8ap
F 0. (9.88)
U ovakvom sistemu, koji je prilagoden posmatranom problenu (takav se sistem i naziva adaptiran, to jest
prilagoden), vidimo da metrika ne zavisi od svetskih linija date kongruencije. Ako postoji, kao u slucaju
(9.88) tok vremena od kojeg metrika ne zavisi, kaZemo da je stacionarna.
Pretpostavimo da je u® vektorsko polje konstantnog intenziteta. Posto ono zadovoljava sistem (9.85),
koji je ravnopravan sa (9.88), imamo

u* (Vaug +Vgue) = uPVgug =0. (9.89)

Znati da je tada kongruencija putanja u® geodezijska na Vj.

Geodezijske vremenske linije u v,

Neka je data kongruencija geodezijskih svetskih linija Cetvorobrzina u®. Njihove diferencijalne jednacine
mozemo razvijanjem kovarijantnih izvoda, ispisati u obliku

du
BY sy — P (Vg — Vo) — b (2 _ 2“B . 9.90
uPVgug =u ( Bla auﬁ) u P ox® (9.90)
Uzmimo neku prostorno orijentisanu hiperpovrs X, i posmatrajmo geodezijske linije upravne na njoj.
One moraju biti vremenski orijentisane. Odaberimo koordinatni sistem tako da X bude lokalno zadana sa
x* =0, i da na njoj budu (gi4)o =0, dok se x* ravnomerno menja duy svetskih linija kongruencije od 0 pa
nadalje. U takvom sistcmu je lokalno u*(0,0,0;1), pa jednaline (9.90) na X glase:

du; B duy
ax*+  oxi

) =0, i=1.23. 9.91)
)

Posto je izraz u zagradi na levoj strani poslednje jednakosti u (9.90) rotor vektora u, on zadovoljava sistem

identiCnosti:
0 (Jua _Jup\ 9 (duy Jua 9 (dup duy) .
oxY \ 9xB  ox® oxB \ 9x*  Ix¥ Ix® \ ox¥ o9xB )

medu kojima je

o (Jdu; Jdu; 0 [(Jdus du; d (duj Jduy
— - — — . — — (= —=—)=0. 9.92
ox* (ax-l ax! + ox/ \ dxt  ox* * oxi \ ox*  ox/ ©92)
Kako koordinate x za x* = 0 leZe na X, na kojoj vazi (9.91), sledi da su izvodi u pravcima x' izraza u
zagradama jednaki nuli. Otud se (9.92) svodi na

d (du; duj\
o (303 ) =0 0.9
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Komponente u; jednake su nuli na £ zbog toga Sto je
wi = giju + giau* = giu =0,

pa je, na osnovu toga i izraz u zagradi (9.93) jednak nuli na £

du; du;j
- — —= | =0. 9.94
(8)(/ ax! ) ©:54)
Cinjenica da se u (9.91) i (9.93) pojavljuju izvodi promenljivih u pravcu normalnom na ¥ pokazuje da su

veli¢ine na levim stranama (9.91) i (9.94) jednake nuli i u nekoj okolini ¥, pa ¢e u toj okolini sve jednacine
zajedno glasiti:

) u
5~ 5 Vptta — Vaug =0, (9.95)

Odavde sledi da je gradijent nekog skalarnog polja ¢, konstantnog na X. Ponavljanjem tog postupka na
nekoj dovoljno bliskoj hiperpovrsi £, u okolini £, moZemo utvrditi da (9.95) vaZi na proizvoljno mnogo
hiperpovrsi sa okolinama, dakle u jednoj oblasti Q od V4. Za svaku vrednost ¢ = const. dobijamo jednu
hiperpovr§ upravnu na svetskim linijama u®.

Ako se @ menja samo sa koordinatom x*, ug ée imati komponente 1 (0,0,0; —1). Bi¢e dakle

g =g"=-1

Otud se mogu naci koordinatni sistemi u odnosu na koje se metrika piSe u obliku
eds? = gijdx'dx/ — (dx*)%. (9.96)

Ovo je oblik koji metrika ima u odnosu na jedan Gausov normalni koordinatni sistem., kraée posnat kao
Gausov sistem. Obrnuto, napis§imo, za hiperpovrs X, levu stranu diferencijalnih jednacina geodezijskih linija
u praveu prirastaja koordrnate x* sistema (9.96). Imacemo

d2x@ dxP dxY
a g e e e

zbog gis = g* = 0 bice

1 440844

—g¥ =M .

28 o

Sledi da su u pravcu koordinate x* zadovoljene jednacine kongruencije

o _
Yy =

uPVgug =0, (9.98)

Sto je trebalo dokazati.

Razmatranja §38,39 daju fizi¢ku stranu onog $to smo ovde analiticki dobili. Zaista, zamislimo sistem
koji je sastavljen iz velikog broja materijalnih tacaka, koje u pocetku miruju u gravitacionom polju. Merenje
vromena na svakoj Cestici neka po¢ne od trenutka, jedinstvenog za celi sistem, kada po ¢inje slobodno
padanje. Ako uza svaku od njih veZemo po jedan inercijalni sistem &'X nazovimo ga saputnicki sistem,
sva ée uzajamna rastojanja u poetnom trenutku biti, po merilima tih posmatraga, prostorna. Ako su x’ i x*

tekucée koordinate prostornog i vremenskog tipa u tom polju, imaéemo

ox* o
(), (35),° o

U svakom od saputni&kih repera'? metrika ima lokalno pseudoeuklidske odlike, i neka u bilo kojem od njih
komponente metrickog tenzora budu 145 (5;j; —ay). Tada je:

9z aﬁ) B

giu(x'30) = (naﬁ o R (9.100)

2eng. comoving frames
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Prvobitno stanje mirovanja materijalnog sistema odreduje transverzalnu hiperpovr§ Y, dok su putanje
slobodnog padanja geodezijske linije (videti §39). Dalje sve ide onako kako je bilo izvedeno u obrascima
((9.90)-(9.98). Time smo dobili prirodno definisane Gausove koordinate

eds? = g;j (xFs ) du'dn/ — ()2 (9.101)

Pretpostavimo da u® pradstavlja polje Kilingovih vektora stalnog intenziteta (znamo da se pogodno
izabranim parametrom za vreme to uvek moze postici). Putanje tog polja ¢e biti, na osnovu (9.95), geodezijske
linije. Ako postoji transverzala X tih svetskih linija, dobi¢emo, na osnovu (9.85) (gde je Ay = ug) 1 (9.95) da
je

Vaug =0. (9.102)

Cetvorobrzine tada obrazuju kovarijantno konstantno polje.
Polja transverzalnih vremenskih Kilingovih vektora koja zadovoljavaju jednacine (9.102) dopustaju, na
osnovu (9.88) 1 (9.96), koordinatni sistem u odnosu na koji je

9gij _

gu=-1 gu=0, =7 =0. 9.103)
Metrika koja zadovoljava uslove:
agaﬁ
=0 i4=0 9.104
ot y 84 ’ ( )

naziva se staticka metrika. Jasno je da se transformacijom koordinata staticka metrika moze dovesti na
normalni oblik (9.103). U slede¢im odeljcima ¢emo nai¢i na nju.

Zadaci

Zadatak 19

Izvesti, na osnovu (9.17), jednacine (9.18) i (9.19), i ispitati slucaj vremenski orijentisane hiperpovrsi X.

Resenje

Zadatak 20

Pokazati da su, u (9.64), matrice (L) i (M) medusobno jednake, i da su im tragovi jednaki nuli.

Resenje

Zadatak 21
(02

Ako je Zup = fzgaﬁ, naéi eksplicitan izraz za fﬁ , U funkeiji g5 Proveriti izraz za C_’f;‘; 15
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Resenje

Zadatak 22

Pokazati da se u obrascima (9.82) i (9.83), za Liov izvode vektora i tenzora, parcijalni izvodi mogu zameniti
kovarijantnim.

Resenje
Zadatak 23
o . Jx* . o N
Napisati, na osnovu (9.76), izraze za 5B a zatimsastaviti Liov priraStaj transformata proizvoljnog tenzora
X

u posmatranom dogadaju.

Resenje

Zadatak 24

Izvesti, iz (6.99"), osnovne veze koje zadovoljavaju poremedaji promenljivih na frontovima hidrodinamickih
talasa.

Resenje

Zadatak 19
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Prostor sa sfernom simetrijom

Posmatrajmo metriku ¢ije prostorne komponente imaju svojstvo sferne ili centralne simetrije u odnosu na
odredeni dogadaj (ili svetsku liniju, ako posmatramo njegovu istoriju). Tu ¢emo tacu smatrati za srediste tela
simetri¢nog oblika, ¢ija je masa rasporedena po koncentri¢nim slojevima jednakih gustina. Za gravitaciono
polje takvog tela smatraéemo da moZe zavisiti samo od vremena i rastojanja. Takvo polje naziva se sferno
simetric¢no.

Sterno simetri¢no gravitaciono polje ¢emo ispitivati uz dve pretpostavke:

1) Zaradijalnu promenljivu, obeleZimo je sa r, zadovolji¢emo se izrazima. koji vaZe u euklidskoj metrici:

5 1/2
r= {Z(xi)Z} . rdr=xdx. (10.1)
i=1
2) Smatramo da gravitaciono polje tog izvora iS€ezava u beskonacnosti, usled ¢ega je tamo metrika
Minkovskog:
ds? =ds?;, r—> oo (10.2)

Da bismo razjasnili (10.1) uveséemo sferne uglove 0 i ¢ oko srediita simetrije (izvora). Zoordinate x'
su, kao i u euklidskoj metrici, definisane sa: definisane:

x! =rsinfcos @,

2= rsin6sin @, (10.3)

x* =rcos#.
Ako bismo izvrsili smenu cikliénih promenljivih (8, @) — (8, @), uslovi (10.1) bi ostali neizmenjeni.

Pri transformacijama na koncentri¢nim sferama, dakle pri r = const., = const., metrika ostaje, po (9.86),
forminvarijantna.
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U nestacionarnom polju radijalno Sirenje ili skupljanje metrike tokom vremena nece menjati njen sferno
simetri¢ni oblik. Ove transformacije su, dakle, izometrije (9.87). Inace, uz rezervu forminvarijantnosti
dela koji leZi na sferi, koeficijenti elementarnog intervala u celini opet ne zavise od ugaonih promenljivih.
Potrazi¢emo stoga interval oblika

eds® = E(r,t)dr? + F(r,1)(d6? 4 sin® 0 d9?) 4+ G(r,1) drdt + H (r,1)dr>. (10.4)
Kako interval Minkovskog glasi
eds? = dr? + 12 <d62 +sin? 6d(p2> —2d? (10.5)

to na osnovu (10.2) sledi da F(r,7) ne moZe biti identi¢ki jednako konstanti.

Izvriimo transformaciju (7, 8, @;1) — (7,0, §:7), koja ée uprostiti (10.4), odrzavajuéi sfernu simetriju.
Ispitajmo da li je moguce nadi sistem u kojem e koeficijent uz ¢lan d7df biti jednak nuli, dok bi uz deo
intervala koji leZi na sferi stajalo 72. Takvu nesingularnu transformaciju éemo izvesti iz dva koraka. Staviéemo
prvo:

F(rt), 6=6, ¢=¢, i=t. (10.6)
Fit:

Zatim éemo preéi na pomoéne promenljive

~i

~i
~—

= /D) = =g (10.7)

~n

=7,

gde funkciju f, odnosno g, treba odrediti tako da u intevalu (10.4) koeficijent uz meSoviti ¢lan bude jednak
nuli. Iz (10.7) je:

= o dg .. dg = (. 9Jg 28\
dr=d7, di=2di+oodi = dtf(dt—a_d =) (10.8)

Ako sad sastavimo metri¢ku formu u odnosu na pomoéne promenljive 7, 7, izraZene pomocu (10.8) imaéemo,
ako njene koeficijente posle izvrSenih transformacija obelezimo sa E1, G, H;

eds® = Ey(RD)dP + P (d§2 +sin’ 5d(7)2) +Gy (7 )dRdi + Hy (R 1)d7* =

— = a a a a -
g a2 2 2 (482 4 i § A Fldi— =2 e -5 5
— By 72+ 7 (462 +-5in? 6.d¢ )+Gld’(d’ a‘dr) (a?) (dt a7 ) (9?)

Uslov ortogonalnosti koji smo postavili zahteva da bude
9g dg (9g\ 7’
G +2H == =0
! (8t) Vor \ o

Gi(7) 5z +2H () 52 = 0. (10.9)

odnosno

Funkcija g(7,7) se neposredno odreduje iz ove linearne homogene parcijalne jedna¢ine prvog reda.
Postoji dakle transformacija koja, uz navedene uslove nesingularnosti, prevodi metriku u jednostavniji
dijagonalni oblik, koji ¢emo pisati

eds? = Hd? 4+ 12 (d62 +sin?0 d<p2) — eV di?, (10.10)
gdc je brzina c svetlosti u slobodnom Svetu Minkovskog, a u(r,7) i v(r,t) su funkcije koje treba odredivati u

zavisnosti od gravitacionog polja. One moraju, naravno, zadovoljiti uslov (10.5) u beskonac¢nosti. Eksponen-
cijalni oblik je pogodan zbog definitnosti odredenih ¢lanova.
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10.2 Sferno simetricno gravitaciono polje u slobodnom prostoru

Smatramo da nebesko telo, sferno simetri¢nog oblika i gustine, koje miruje prema zvezdanoj (galaktickoj)
pozadini, stvara sferno simetri¢no gravitaciono polje. Uveri¢emo se da ova slika odgovara, sa zadovoljava-
juéom priblizno$¢u, Suncevom gravitacionom polju. Pretpostavke 1) i 2) iz prethodnog odeljka predstavljaju
prvi korak u tom pravcu. Na dalje ¢emo koristiti izraz koordinatno vreme. To je broj jedinica na svetskoj
liniji x*.

U §50 smo uveli pojam staticke metrike, koja zadovoljava uslove (9.104). Vide¢emo malo dalje da je
sferna simetrija gravitacionog polja u slobodnom prostoru dovoljna za to da ono bude stati¢ko.

Pretpostavka o simetriji dopusta da se metrika dovede u oblik (10.10, gde éemo staviti:

g =€ g =12 g3y =r?sin? 6,
| (10.11)

Saa

2 v(nt). ao
gag = —c2e¥); g

Zasad dakle ne zahtevamo da metrika bude i stacionarna, $to znaci stati¢ka, jer je po pretpostavci veé
ortogonalna.
Kristofelovi sitmboli druge vrste, koji su razli¢iti od nule, glase:

1ou 1du _
1 1 1
Ti=53 Tu=55" In=-rh,
1 av
F133 = —re_” Sin@, Fl44 = 7ev_“—,
2 ar
(10.12)
2 3 1 o ~ 3
F12=F]3=;, "33 = —sinfBcosO, I3 =ctgh,
1du 10v 1dv
P, =ty 4, LoV =-5
MTR S 0 T M T T MT oy,

Gravitaciono polje ovog, i svakog drugog, izvora u slobodnom prostoru, opisuju jednacine (9.8). Mi smo u
diskusiji gravitacionih talasa koristili oblik R,g = 0, koji je ravnopravan sa osnovnim oblikom Gyg = 0 tih
jednacina. Za ovu priliku ¢emo koristiti osnovni oblik. Kao prvu komponentu koja nije identic¢ki jednaka
nuli napisaéemo

1 u

G}‘:—;ef”y =0. (10.13)

Promenljiva u, odnosno g1, ne zavisi od z. Znaci da se celokupni prostorni deo metrike ne menja s vremenom.
Ostale jednacine se stoga upros¢avaju na oblik:

ror r? 2
2o Loa[ v L(ovN? L (ov ou\ lowov]|
G=063= 26 8r2+2 or Jrr Jdr  oOr 2 dr dr =0, (10.14)
_y(1du 1 1
4_plop 1N 1
G4 e (rar r2>+r2 0

Oduzimanjem prve od ovih jednacina od poslednje dobijamo

1 _,/du dv
Lo h _
e (ar + ar) =0. (10.15)

Posto je u funkcija samo r, sleduje da v mora imati oblik:

v(rt) = vi(r) +va(t).
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Kad se ova funkcijd stavi u izraz za g44 u (10.11) imacemo, posle transformacije r — 7

V() V()

df=e 2 dt = t_:/ef 2 de. (10.16)

Ovakvim izborom nove vremenske promenljive dobili smo potpunu nezavisnost svih koeficijenata metrike
od vremena. Ovaj zaklju¢ak iskazuje Birkhofova' teorema,

Teorema 2

koja kaze da je metrika sferno simetricnog gravitacionog polja u slobodnom prostoru staticka.

Podimo od poslednje jednacine (10.14). Ako uvedemo smenu

ona se svodi na oblik d |
Lhr=0 = ~+42m=0.
dr u

Gde smo stavili 2m za vrednost konstante integracije. Fizi¢ki smisao m ¢emo objasniti u slede¢em odeljku.

Tada je
1

r
Kako je na osnovu (10.15) u = —v (konstanta integracije se uklanja izborom jedinica) dobi¢emo da je
2
cze‘/:—g44:c2 (1——m) . (10.18)
r
Sad imamo potpuno odredenu staticku metriku koja, kad se ovo unese u (10.10), glasi:
2 2 (402 2 adel) _ 2 2m\ o
eds? = tr <d6 Tsin®0de )—c 1= a2, (10.19)
o 2m "
P

Ovo predstavlja uveno Svarcsildovo? refenje spoljnog sfemo simetri¢nog gravitacionog polja. Reenje
se naziva spoljno, er se odnosi na gravitaciju izvan materijalne sredine koja je stvarna.

Moze se postaviti pitanje da li je nadeno zatvoreno reSenje jedinstveno, jer smo dve veli¢ine, (L i v,
odredili iz tri jednacine (10.14). Neposredna provera ¢e nas ubediti da su samo dve jednacine tog sistema
nezavisne. Identi¢nosti (9.3) su te koje stvarno stoje iza prethodnog zakljucka, jer pokazuju da jednacine
polja nisu medusobno nezavisne.

Unutrasnje sferno simetricno staticko polje

Predim. na unutrasnje polje, pod pretpostavkom da mu je izvor mirujuéa sfemo simetri¢na masa
savrSeno fluidnog sastava. Sto znagi da ¢emo ostale procese provodenja energije zanemariti. To se joS naziva
samogravitirajuéi savrseni fluid. S obzirom na ovako postavljen problem, koristi¢emo isti koordinatni
sistem kao i za spoljni static¢ki slucaj. Odgovarajuéi tenzor energije, oblika (6.90), napisaéemo na desnoj
strani jednacina gravitacionog polja (9.6)

Gop = —5Typ = —%{(p +¢?p)uaiig +¢ *pgap } (10.20)

'G. Birkhoff
2K. Schwarzschild



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 137 — #137

10.3 Unutradnje sferno simetricno statiCko polje 137

Staviéemo ¢ = 1 i uvesti u (10.11) promenljive

M(r)=e"") =gy, N(r)=e"") = —gu, (10.21)

koje su staticke, jer fluid miruje. U odnosu na taj koordinatni sistem sve su komponente cetvorobrzine, izuzev
vremenske, jednake nuli. Na osnovu ((10.11) tada imamo:

1 1 1 ;
4 i
==, U= =—+/N(r), u' =u;=0. (10.22)
Vv —844 V/N(r) —g44 ( ) '

Jednacine gravitacionog polja u fluidu glase, na osnovu ((10.14), ((10.20) i ((10.22):

1 1 dN 1
G}:**< >+r—2=fzp(r),

u

M \rN dr
G3=Gy=
1 1 d®N 1 dN\2 1/1dN 1 dM 1 dM dN
= - | — | +-[-—— - | - —— — } = (10.23)
2M | N dr?  2N2 \ dr r\Ndr M dr 2MN dr dr
_%p(r)v
1 1 dMm 1
Gt=— [ —=2 -
4 M<err)+r2 #p(r)

Jednacine hidrodinamike, koje u specijalnoj relativnosti imaju oblik (6.93), moraju biti kovarijantne u
opstoj relativnosti. To proistice iz uslova (9.7) konzervacije tenzora energije. FoSto je ovaj tenzor na desnoj
strani sistema (10.20), to ¢e biti:

d
(p+mﬁvwﬂ+(¢B+MW®4J1:0 (10.24)

oxP
Ako iskoristimo &injenicu da su prostorne komponente u’ jednake nuli, prve tri jednadine sistema (10.24)
glase

: 59
(p+ Py ' +4% 255 =0
oxP

Odnosno, zbog dijagonalnosti metrike

| op .
—5w+prV5§VM+§B:O (10.25)

Na osnovu (10.21) i (10.22) jedina netrivijalna jednacina (10.25) je

1 1dN d
“(ptp) -+ L . (10.26)

2 Ndr dr
Kako je p = p(r), dakle funkcija jedne promenljive, umesto pnrcijalnog izvoda piSemo obi¢ni. Buduéi da je
fluid savrSen, za njega vaZi neka jednacina stanja p = @(p). Veza (10.26) predstavlja diferencijclnu jedna¢inu
hidrostaticke ravnoteZe u sferno simetricnom polju.
Ako pogledamo sistem (10.23), primeticemo da mu poslednja jednacina daje vezu izmedu gustine i
koeficijenta M (r) metri¢ke forme (odnosno g1 (r)). Ta veza se moZe napisati u pogodnom obliku

(L) =1 (1027)

Jednacine (10.26) i (10.27) sluZe odredivanju metrike u funkciji radijalne promenljive, neposredno i
posredstvom gustine i pritiska.



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 138 — #138

138 Glava 10. Neka resenja gravitacionog polja

Ako umesto korstante > napiSemo 87G (ustvar 871G/ ¢, gde je G Njutnvova gravitaciona konstanta,
imaéemo resenje jednacine (10.27)

r
Mi(r) =r— ZG/ 4717r2p(r) dr=r—2m(r),
0
gde je m(r) masa nebeskog tela, pomnoZena konstantom G, i time svedene na jedinice duZine, od sredista do
polupre¢nika r. Pretpostavljamo da je M(0) # 0. Za to je dovoijno da red opadanja mase bude visi od reda
opadanja radijalne promenljive, §to je opravdano, jer je masa srazmerna zapremini. Tada imamo iz prethodne
jednacine:
1
M(r)=gu(r)= PTG = M0)=1 (10.28)

I

Ovaj rezultat, koji neposrodno sleduje iz (10.23), pokazuje nam jednu zanimijivo svojstvo relativistickog sta-
tickog polja unutar samogravitirajuceg fluida. Radijalna komponenta metrickog tenzora, odnosno potencijala,
odredena je samo onim delom mase koji leZi ispod srediSnjeg rastojanja r. Znaci da se, kao i u Njutnovom
polju, dejstva sferno simetri¢nog sloja iznad r potiru.

Pretpostavimo da imamo Supiji te¢ni sloj. 1z (10.27) i (10.28) vidimo da je tada M = 1 unutar njega.
Posto u odsustvu materije nema ni pritiska, to iz prve jednacine (10.23) izlazi da je i N konstantno, $to znaci
da tada imamo metriku Minkovskog unutar tela.

Iz (10.28) dobijamo tumacenje za konstautu m u izrazu za Svarcgildovu metriku (10.19). Ona predstavija
celokupnu masu gravitacionog izvora u jodinicama duZine. Iz (10.19) vidimo da radijalno Sirenja i skupljanje
mase izvora ne moze uticati na intenzitet polja u nekom dogadaju koji ostaje izvan njega, jer ni poluprecnik
tela, niti rospored njegove gustine po koncentri¢nim slojovima, nisu zastupljeni u spoljnoj metrici. I tu se u
relativnost prenosi jedno svojstvo Njutnovog gravitacionog polja.

Stavimo uslov da na granici tela bude p = r = 0. Time se iz spoljnog statickog polja prelazi u unutrasnje
hidrostati¢ko, bez skoka u veli¢inama na desnoj, pa prema tome ni na levoj strani gravitacionih jednacina
(10.14), odnosno (10.23).

Ostaje nam da potrazimo, unutar tela, opste veze izmedu gustine i pritiska. Ako u prvu jednacinu (10.23)
unesemo vrednosti iz (10.28), zatim N(r)/N(r) iz (10.26),

2m(r) 1 2 dp 1
() (24w

% =r(p+p) (@ —47tGp) (1 - Mr(r))_l~

Ovo ¢emo napisati u obliku

oo () () (20)

U klasi¢noj hidrodinamici zvezdanih masa sva tri ¢lana nalaze u zagradama, u ovoj jednacini, svela bi se na
jednagine. (10.29) predstavlja relativisticki oblik toga obrasca, a naziva se Tolman-Openhajmer-Volkovljeva’
jednacina. Ona predstavlja jednainu ravnoteznog stanja fluida koji se sastoji iz raspodele, ekstremalne
u energetskom smislu, teskih elementarnih Cestica ili bariona (videti: Harrison-Thorne-Wakano-Wheeler,
Gravitation Theory and Gravitational Collapse, 1965; gl. III).

Svarcgild je resavao metriku unutar fluida tako Lto je odmah pretpostavio da je gustina konstantna.
To vrlo idealizovano reSenje ovde ne¢emo izvoditi, mada je inace korisno odrediti gravitacioni potencijal
pod tom pretpostavkom. Takva aproksimacija pokazala se nedavno dobra pri nalaZenju gornje granice
gravitacionog crvenog pomaka spektra svetlosti koja dolazi sa zvezda (videti: S. Weinberg, Gravitation and
Cosmology, Wiley, [17]; X1, §6).

odakle je

3Tolman-Oppenheimer-Volkov
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Geodezijske linije sferno simetricne metrike

Proucicemo neka svojstva geodezijskih linija Svarcgildove metrike, odnosno sferno simetri¢nog gravita-
cionog polja u slobodnom prostoru.

U odnosu na jedan kanonski parametar (videti §5), za koji ¢emo uzeti sopstveno vreme u slucaju
vremenskih, a duzinu u sluc¢aju prostornih krivih, diferencijalne jednacine geodezijskih linija glase

d2x* o doP dx?
+10gy === 0.
ds? Yds ds
Ako unesemo izraze za Kristofelove simbole II vrste (10.12), imajudi u vidu svojstvo stati¢nosti (10.13),
dobijamo:

ar 1, fdr\? dv\? do\? 1 dr\?
-,z bl U N I 1 29 e -2 v—uv/ bl -0
a2 Tt (ds) e (ds) re s (ds) e (ds) ’

d’6  2drde de\?2

—2+7—r—7sinecosv(—q}> =0,

ds rds ds ds (10.30)
d>¢ 2drde de do

—+——— +2ctgfd—— =0

dserrdsdsJFCg ds ds ’

d?t d

- V/lg :07

ds? ds ds

gde su:
du dv du
=" ! = =
b= V=& dr’
Ispitajmo geodezijske linije radijalnog pravca, to jest one koje dobijamo za konstante 0, ¢,¢. Obrazo-

vademo, iz izraza (10.19) za metricke elemente, jedini¢ni tangentni vektor koordinatne linije duz koje se

menja r
2
(ﬂ) ::t(l—z—m). (10.31)
ds r

Znak ¢emo odredivati tako da desna strana bude pozitivna. Iz istog metrickog elementa dobijamo za p’

, 2m

Ww=—-——7—75-
r2 (lfz—m)
-

Radijalna geodezijska linija, zadovoljava prvu jednacin sistem (10.30) koje se svode na

d?r m dr\?
— X (— ] =0. 10.32
a2 2( Zm) (ds) (1032)
re(1——
-
Ako u nju unesemo drugi izvod koji na osnovu (10.31) glasi
d?r o m
2~ T2

ona ¢e biti identicki zadovoljena. Dakle tangentni vektor radijalnih koordinatnih linija se paralelno prenosi
duz njih. Radijalne koordinatne linije sferno simetricne su geodezijske.

Razmotrimo sad nulte linije, koje dobijamo za konstantne 6 i ¢. Nazva¢emo radijalne nulte geodezijske
linije. Jasno je da one nisu radijalne u smislu prethodnih, jer se duz njih menja i ¢, ali su opet geodezijske i
utvrdene time Sto su nulte. Elementarni interval na tim linijama glasi

dr? 2
er e (1 - —m> a2 =0. (10.33)
2 r

.
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Diferencijalne jednacine koje one zadovoljavaju svesce se na prvu i poslednju iz sistema (10.30), uproséene
za sve Clanove u kojima se pojavljuju izvodi 8 i ¢. Samo se postavlja pitanje parametara, jer to viSe moZze biti
duZina, kao u (10.30). MoZe se proveriti da koordinatno vreme ¢ nije kanonski parametar. Mi éemo pokazati
da je radijalna promenljiva r kanonski parametar.

Zaista, ako na levim stranama diferencijalnih jednacina stavimo r, umesto s, one e se svesti na

dr'\
'+ AtV HY (—) =0,
dr
&> dr

— +Vv —=0.
dr2+ dr

(10.34)

dr . . . . I, L ..
Zamenom — iz (10.33), unoSenjem ostalih veli¢ina kao u prethodnom slucaju i diferenciranjem, ovaj sistem

e biti identi%ki zadovoljen, $to je trabalo dokazati.

Dacemo fizicko tumacenje prethodno utvrdene Cinjenice. Radijalna promenljiva je mera predenog puta
svetlosnih ili gravitacionih zrakova iz nekog izvora. Ona stoji umesto sopstvenog vremena, koje na zracima
mora “mirovati”.

Razmotri¢emo sad opstije pitanje geodezijskih svetskih, dakle vremenskih, linija u jednoj “ravni”izvora,
to jest povrsi 6 = 1/2. kako su sve takve povrSine metyricki ravnopravne zbog sferne simetrije polja,
uzecemo radi uproscenja ekvatorsku ravan.

Uslovi za to da poCetni polaZaj i pocetna brzina neke materijalne tacke leZe u ekvatorskoj ravni glase

T de
6()—5, <$>0—0

Iz druge jednacline sistema (10.30) vidimo da je tada

2 n
ﬂ =0 = d'o =0 = 06=06,.
ds? 0 ds" /,

Dakle, ako jedna geodezijska linija u nekom trenutku dodiruje povrs simetrije polja, ona stalno leZe u njoj.
Kinematic¢ku terminologiju smo usvojili zato §to putanje materijalnih tacaka u gravitacionom polju
moraju, po nacelima opste relativnosti, biti geodezijske svetske linije. Taj uslov je bio postavljen u §39.
1z poslednje dve jednacine (10.30) dobijamo, koristeéi (10.18), a kako je r # 0, prve integrale

d
rzd—(P = o0 = const.,
s
< Zm) dr (10.35)
1—— | — =B =const.
r ) ds

. do .dr . . " . . .
Bududi da su s i — treéa i Cetvrta kontravarijantna komponenta Cetvorobrzine, sledi zbog sinf =1, a s

s .ds
obzirom na koeficijenta (10.19) metricke forme, da se prethodno veze svode na:
uz=0a, uUyg= ﬁ (10.36)

Prvi od integrala (10.35), odnosno (10.36), predstavlja relativisti¢ko izdanje principa povrSina, odnosno
drugog Keplerovog zakona.

Horiziont sferno simetricnog polja. Crna oblast (crna jama)

U §53 rastumacili smo bili konstantu m, u izrazu za metricku formu, kao veli¢inu celokupne mase
gravitacionog izvora, datu u duZinskim jedinicama. Zbog toga éemo 2m nazvati gravitacioni poluprecnik
pojedinog nebeskog tela. Na primer, za mase Sunca mg i Zemlje mr, ima¢emo sledece vrednosti:

mg~1,5%x 10 [cm], mg ~0,5[cm). (10.37)
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Hiperpovrs koja se dobija za r = 2m naziva se S varcgildova sfera ¥ sferno simetri¢nog polja. Na X je:
gii=o0, gu=0, |ggpll=—16m**sin’6. (10.38)

Uzmimo u razmatranje jediniéni tangentni vektor v¥*, radijalne promenljive (0, f,f = const.) Na osnovu
(10.19) ¢emo imati
d 2
ds=——— = @ (,/1—”’,0,0,0). (10.39)
1= 2m r

eds? — dr? {r>2m7 za€=1

Odavde je

(10.40)

727’” r<2m, zag€g=-—l.

1

Ovaj zakljucak vazi, na osnovu rezultata §52,53, ukoliko je izvor gravitacionog polja ispod Svarcsildove
sfere. Iz (10.28) vidimo da isto biva i onda kada je, unutar nebeskog tela, deo mase m(r), koji se nalazi ispod
datog polupre¢nika, toliki da je koeficijent g11, odnosno M(r), singularan. Samo onda ne znamo ponasanje
celokupne metrike, jer g44, odnosno N(r) treba odrediti iz (10.26).

U slucaju slobodnog prostora, ¢ija je metrika potpuno odredena, iz prethodnog vidimo da radijalna
koordinata polazi od povrsi izvora kao vremenska promenljiva, a posle X postaje prostorna! Stavise, kako smo
pokazali da su radijalne koordinate linije geodezijske, sledi da se v* duZnjih do gravitacionog polupre&nika
prenosi kao vremenski vektor, posle ¢ega postaje prostoran, ostajuéi paralelan sebi. Na osnovu svih nasih
pojmova, ovo “prevrtanje”’bi trebalo da znaci prekid tih linija!

Razmotrimo hiperpovr$ X. Ona je zadana sa
fx*) =x'—2m=0. (10.41)

Vektor normale na njoj glasi
gradf =ng(1,0,0,0).

Otud
2
g% ngng = g"(m)> =1- "= —0. (10.42)
r
Kako je gradijent X nulti vektor, to je hiperpovrs nulta, kao §to smo ve¢ videli iz razmatranja §43,44. Inace
na njoj postoje, u svakom dogadaju, po dva prostorna pravca u kojima se menjaju ciklicne koordinate. Ona
predstavlja jednu karakteristi¢nu hiperpovrs, pa ne mozemo govoriti o njoj kao o istoriji sfere. Treba da
prouc¢imo ponaSanje nultih konusa ¢ije je ona obvojnica.
S obzirom na sfernu sinetriju polja, da¢emo proizvoljne konstantne vrednosti ugaonim promenljvim
¢ = const., O = const. Radijalne nulte linije koje smo razmatrali u prethodnon odeljku zadovoljavaju (10.33),

dakle
dr 2m
— =dc(1——|.
dr C( r )

Za r > 2m, nulti konus je otvoren prema vremenskoj koordinati. Kad r — oo, otvor mu teZi odnosu
veli¢ina koji odgovara metrtci Minkovskog. Kada r — 2m spolja, otvor konusa se smanjuje do nule, Ovo bi
odgovaralo opadanju brzine svetlosti. Obrnuto, ako posmatramo oblast r < 2m, otvor konusa, koji je sad
okrenut prema koordinati r (videti sliku 10.1), teZi nultoj hiperravni s unutrasnje strane, i potpuno se otvara
kad r — 2m, a suzava do nule kad r — 0.
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} ;
1
o V— —U I, r=im
)
/
2

StL.

Slika 10.1: Polazaji konusa.

Jo% u §1 smo pomenuli &injenicu da je Svet Minkovskog homogen u odnosu na nulte* pravce, jer je
otvor nultog konusa

nepronenljiv, bududi da je odreden nepromenljivom brzinom svetlosti u vakuumu. Sad vidimo da je Svet
opste relativnosti nehomogen u odnosu na nulte pravce, jer brzina svetlosti zavisi od udaljenosti od srediSta
izvora, naravno za r > 2m, koje je jedino pouzdano podrucje.

Neobi¢no ponsanje metrike zbog postojanja Svarcsildove sfere zahteva da ispitamo da li se dosad
utvrdena svojstva javljaju u svakom koordinatnom sistemu. Razume se da je dovoljno naci jedan sistem
u kojem se neke od njih menjaju, da bismo ih smatrali kao neverodostojne. Zato ¢emo izvrsiti smenu
promenljivih:

t=7+2mc 'In (L — 1) , r>2m,
2m
=k n(1-20), r<om, (10.43)
2m
r= 77 9 = é7 (P = (P
Pomocu ovih promenljivih dobijamo Edington-Finkel§tajnov’ oblik intervala (10.19)

2 4 2
ed? = (1 n —m) 42 42 (d92 4 sin? ed<p2) + € 47 — (1 - —m) dr. (10.44)
r r r

Metrika ostaje stacionarna, ali viSe nije dijagonalna. Stavise, u zavisnosti od znaka Cetvrtog ¢lana, imamo
za nju dva oblika (+) i (-). Prednost ovakvog izraza je u tome $to mu na X ni jedan koeficijent vise nije
beskonadan, te se koordinatna mreza jednostavno produZuje iz unutragnjosti Svarciildove sfere u njenu
spoljasnjost.

U odnosu na uvedeni sistem, radijalna nulta linija, umesto (10.33), u slucaju (+) zadovoljava formu

2 4 m\
ds? = (1+—m) dr? + M ardr — > (17—’”) P = 0. (10.45)
r r r

(dr+cdf){<1+27m) drfc<1+27m) dz‘} =0.

U konfiguraconoj ravni (7, r) te linije zadovoljavaju dve diferencijalne jednacine:

odnosno

g_‘_ —0 ﬂ 2mfc_
T @ oo

(10.46)

4Pod pojmom prostorne izotropnosti podrazumeva se forminvarijantnost, podrazumeva postojanje, u svakom dogadaju,
posmatraca u odnosu na kojeg je mera forminvarijantnosti jednaka.
SEddington-Finkelstein
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ResSenje ovog sistema glasi:

r+ cf = const.,
r+4mlin(r —2m) — cf = const., r>2m, (10.47)
r+4mln(2m —r) —cf = const., r < 2m.

Prvo resenje predstavlja familiju pravih i vaZzi sa obe strane hiperpovrsi X, odnosno linije r = 2m. ReSenje

druge diferencijalne jednacine (10.47) razdvaja se, kao §to vidimo, na dve potfamilije, levo i desno od te
linije. Druga jednacina (10.46) pokazuje nam da za potfamiliju vaZzi:

dr l, zar—oo
— = (r>2m),
dr 0, zar—2m

a za drugu
d 0 —2
&oyn armean (r<2m).
dr -1, zar—0

U prethodnom odeljku smo pokazali da su radijalne nulte linije geodezijske. Druga njihova potfanilija
ne prelazi r = 2m. Kako su sve moguce svetske linije, odnosno putanje, obuhvaéene izmedu grani¢nih nultih
linija ove dve potfanilije, §to se moZe proveriti, to na levom podrucju (slika 10.2.) ni jedna ne moZe preci ovu
granicu. Svarciildova sfera X, odnosno linija r = 2m, naziva se horizont dogadaja. Taj evokatorski naziv
treba da nam kaZe da se radi o jednoi granici ispod koje nemamo uvida, a ni sa koje nema povratka. Ni jedna
svetska linija ne vodi izvan te sfere!

] = N F
XY

Slika 10.2: Potfanilije.

Fizi¢ko tumacenje nultih linija sa dijagrama na sl. 10.2 je jednostavao. Prave prve familije (10.47)
predstavljaju zrake radijaho nailazece svetlosti, koja ima brzinu c. Prva potfamilija krivih, desno od horizonta,
prikazuje zrake svetlosti koja se radijalno udaljava od gravitacionog izvora. Ukoliko je povrSina koja zradi sa
spoljne strane bliZa horizontu, brzina je manja, a u beskonadcosti, dostiZze vrednost iz Sveta Minkovskog.
Svetlosni zraci i sve ostale Cestice sa unutrasnje strane horizonta padaju ka srediSiu. Ova asimetrija nultog
konusa, koja potice od razli¢itih brzina dolaZenja i odlaZenja svetlosti u gravitacionom polju, pokazuje jos
jedno svojstvo Sveta opste relativnosti, neizotropnost koju u opstem slucaju pokazuju nulti ztaci.

Prethodna izvodenja se odnose na sludaj (+) svetske metrike (10.44). U sludaju (-) dijagram bi bio, prena
onon sa slike 10.2, simetri¢no izvrnut u odnosu na osu r.

Vrati¢emo se jednom zakljucku iz §54. Imali smo da je radijalna promenljiva r koordinatnog sistema u
kojem je data forma (10.19) kanonski parametar za radijalne nulte linije. U transformisanom obliku (10.45)
radijalna promenljiva ostaje ista, dok novo vreme 7 i dalje nije kanonski parametar. Dakle, put od M do N na
slici 10.2 razlikuje se, na bilo kojoj nultoj geodezijskoj liniji potfamilije r > 2m, za konac¢ni iznos, ukoliko je
rny konacno i vece od ryy. Sa dijagrama se vidi da koordinatno vreme mora porasti za beskonacan iznos da
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bi r(7) iz druge veze (10.47) porastao za ry — 2m, jer je r(—oo) = 2m. Sto je glavno stvari stoje nejasno sa
svetlo$¢u koja je u kona¢noj proslosti trebalo da krene sa horizonta. Ovaj zakljucak o beskona¢nom prirastaju
jos izrazitije vaZi za vremenske radijalne geodezijske linije, jer se kod ovih 7, kao funkcija 7 jo§ sporije
dize”iznad horizonta. A te geodezijske linije su putanje Cestica koje se udaljavaju u sfemom gravitacionom
polju.

Na podrucju r < 2m Cestice i fotoni stiZu za konac¢no vreme, bilo sopstveno ili koordinatno, do r = O,
Sto se vidi sa dijagrama.

U cilju daljeg ispitivanja ponaSanja metrike u blizini horizonta uvode se takozvane Kruskalove ko-
ordinate®. U njima su otklonjene teskoce s beskonagno dugim putovanjem, u odnosu na 7, po radijalnoj
geodezijskoj liniji, od horizonta navise. Vrsi se transformacija (r,7) — (u,v) iz Edington-Finkel3tajnovih
promenljivih (10.43) u nove:

1 ,
(o (r—ct)/4m
u+v . (r—2m)e ,

(10.48)
U— v — e(r+ct’)/4m.
Sad dobijamo tre¢i oblik intervala, koji glasi, za posmatranu (+) metriku
eds? = 2 <d02 +sin? 9d(p2> +£2(r) (du2 - dv2> : (10.49)
gde je
32m3
f2 = r/2m’
re

Razume se da r u gornjem obrascu treba zameniti pomocu u i v. Mi to nismo ucinili zbog preglednosti
obrasca.

d!—dv?*=0 = utv=const >0. (10.50)

Kruskalov dijagram izgleda ovako

Slika 10.3: Kruskalov dijagram.

Ako pomocu transformacionih obrazaca (10.48) ispitamo dijagram sa slike 10.3, vide¢emo da on ima
smisla za onaj deo koji leZi izmedu krive r = 0 i dijagonale u = v, kojoj teZe vrednosti kad u (10.48). Oblast
0 < r < 2m sa dijagrama slike 10.2, preslikava se na osenc¢enu oblast na dijagramu slike 10.3. Da li ostatak
ravni (u,v), izmedu isprekidane linije v2 —u? =11 v = u ima neki smisao nije jasno. Mozda bi i on mogao
nesto fizi¢ki da znaci, jer prava u = v, odnosno r = 2m, ogranicava dijagram, pored toga Sto predstavlja
polupravu u = —v (u > 0) koja je horizont. Na slici 10.2, r = 2m je leZala isklju¢ivo unutar dijagrama.

koK sk

SM. D. Kruskal
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Videli sno da se svojstva v Svsrcsildovog gravitacionog polja ne mogu opisati u potpunosti ako se
koristi samo koordinatni sistes u odnosu na koji netricka forma ima oblik (10.19). IzvrLrili smo bili dve
snene promenljivih da bismo otklonili na - stranosti koje se pojavljuju u tom sistemu u blizini singularne
hiperpovrl."i ZT - Dijagrami koji odgcvaraju sluATajevima (+) i (-) opisuju fiziATki suprotne procese.
Kruskalov dijagram je pogodan za izuATavanje pojave sasimanja matcrijc u blizini 2

Mi znamo da postavka problema u opstoj relativnosti ne treba da zavisi od koordinatnog sistena, jer
jednacine moraju biti tenzorske, ali pri diskusiji dobijenih reSenja vidimo da stvari itekako zavise od sistema.
Napomenimo samo da je jedno od vaznih pitanja pri izu€avanju singulariteta razlikovanje takozvanih
koordinatnih singulariteta od fizi¢kih, to jest od onih koji odgovaraju stvarnoj pojavi. Nesto sli¢no smo imali
1 pri ispitivanju gravitacionih talasa.

Oblast ispod horizonta, u kojoj bi bio smesten celokupni izvor gravitacionog polja, nosi danas dobro
poznati naziv crna jama, ili kako ¢emo je joS nazivati crna oblast, u ovom slucaju staticka. Iz svega §to
je prethodno receno vidi se smisao tog naziva. Videli smo da staticka crna oblast ima gravitaciono polje
isto kao i ono koje je imalo normalno nebesko telo, ali smo se uverili i u to da masa tela, posle prolaska
ispod horizonta, za kona¢no vreme padne na srediSte. Sta onda biva? Da li dolazi do neke eksplozije crne
jame, pracene na primer emisijom tahiona, zasad hipoteti¢nih Cestica, koje zahvaljujuéi brzini vec¢oj od
svetlosne mogu proci kroz singularnu povrs X? Ili nastaje neka druga pojava? Gravitacioni izvor je telo,
¢ija metrika ima zakone ponaSanja pod fizickim uslovima koji vladaju u odredenim granicama, a koje smo
dosad uspeli donekle da prou¢imo. Pojava saZimanja celokupne mase nebeskog tela do krajnje moguce
granice, a pod uticajem gravitacionog polja, naziva se gravitacioni kolaps. Ona prvobitno nije bila izucavana
sa relativisti¢kog stanovi$ta. Bitno je pitanje da li se gravitaciono kolaps sferno simetri¢nog nerotirajuceg
nebeskog tela moZe odvijati savrSeno pravilno, zadrZavajuéi u svim fazama pocetnu simetriju. Poluprecnik
2m je, kao §to se vidi iz (10.37), krajnje mali. Sta biva pod uslovima koji neposredno prethode prolasku kroz
¥? Na to se ne moZe dati pouzdan odgovor.

Ova pitanja mnogo su pretresana u nau¢nim monografijama i ¢asopisima (da navedemo: G.Mc Vittie,
[10]; S. Weinberg, [17]; Misner-Thorne-Wheeler, [23]; itd). U svakom slucaju, crne oblasti su jo$ uvek
hipoteti¢ne, mada izvesne pojave, ukazuju na to da se moZzda i otkrivene.

Zacudo, neke vizije kolapsa i pratecih pojava bile su, da li slucajno, predmet pesnicke intuicije. Vladislav
Petkovié¢-Dis, koji je od fizike XX veka mogao samo nes$to nacuti o specijalnoj relativnosti (a i to je vrlo
malo verovatno), napisa je u pesmi “Nirvana”(videti: M. Pavlovi¢, Antologija srpskog pesniStva, SKZ, 1964.)
sledece vrlo uodljive stihove:

Tu su bili umrli oblaci,

Mrtvo vreme s istorijom dana,
Tu su bili poginuli zraci:

Svu selenu pritisnu nirvana.

Polje rotiraju¢eg izvora

Izne¢emo, u najkra¢em, svojstva gravitacionog polja koje stvara rotiraju¢i, po sastavu osno simetri¢ni
izvor. Takvo polje odreduje Kerovu’ metriku.

Prvi zakljucak koji imamo jeste da ovakvo reSenje viSe ne moze imati sfemu simetriju u prostoru, jer
je jedan pravac pnvilegovan. Pretpostavka je da je taj pravac, odnosno osa simetrije, nepromenljiv, da se
moment za njega ne menja, i da izvor polja ne podleZe ni drugim promenama tokom vremena. Tada je
metrika opet stacionarna, a pored toga i simetri¢na u odnosu na osu rotacije. Znaci da jedini¢ni vektori
svetskih linija koordinatnog vremena ¢ine jedn. Kilingovo polje. Takode i jedmicni vektori meridijanskih
linija ¢ oko ose rotacije (odredimo je sa 8 = 0) ¢ine Kilingovo poije, jer je metrika forminvarijantna za
zaokrete oko te ose.

Kerova metrika spada u algebarski specijalne tipove u smislu izloZzenom u §47. Ona je Petrovljevog tipa
D, u koji spada i Svarcildova. Ovde neéemo ulaziti u proveravanje toga (Physmal Review Letters, 11, str 237,

7R. Kerr
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1963). Opet se smatra, kao i za Svarcgildovu metriku (videti §51, uslovi 1)1 2)), da r predstavlja rastojanje
od srediita izvora. dd? u beskona&nosti tei metrici Minkovskog, §to éemo pokazati. Pored konstante m,
koju smo ve¢ imali u (10.19), ovde se kao posledica postojanja ugaonog momenta, pojavljuje i konstanta a.
Kvadrat intervala glasi:

eds? = (1+U)dr? + <r2 +d?cos? e) 6%+ <r2 +d* +a*Usin® 9) sin2 0 de?+ 1051
+2a(1 +U)sin® 0drd + 2cUdrds + 2acU sin® @ dgdr — ¢* (1 — U)d?,

gde je
U= 22%
r* +a“cos* 0
Ako bi a bilo jednako nuli (odsustvo rotacije) vidimo da bi se metrika svela na Svarcgildovu (+) metriku
(10.44), to jest na onu Cije su svetske linije date na slici 10.2.

U slucaju spoljnog Svarcildovog reSenja nismo nista morali znati o tenzoru energije izvora, osim da
mora odgovarati sferno simetri¢noj raspodeli materije, koja se moZe radijalno kretati. Naveli smo bili, kao
primer unutras$njeg reSenja, savrSenu hidrostaticku sferu. Ali je to reSenje ostajalo nepotpuno odredeno
ukoliko nismo znali zavisnost gustine od pritiska. U tom smislu ni za Kerovu metriku ne znamo o izvoru
nista drugo osim da mora imati simetriju materijalne raspodele i moment za odredenu osu. Jedino je sigurno
da ta metrika vazi svuda izvan horizonta, na koji ¢emo ukazati.

Potrazimo, kao i u slucaju Svarcgildove metrike, povrs na kojoj ¢e u formi (10.51) iS¢eznuti koeficijent
uz dr?. Znadi:

2 —2mr+a*cos’ 6 = 0.
Resenje ove kvadratne jednaCine moZe imati smisla samo za a < 2m. Fizic¢ki smisao za a > m bio bi da se
centrifugalno ubrzanje suprotstavlja gravitacionom kolapsu. Pod tom je pretpostavkom

r=m+vm?—a2cos?0. (10.52)

Imamo dve povrsi, koje ¢emo oznaciti sa Sy i S_. Moze se odmah videti iz (10.52) da ove povrsi imaju
ravan simetrije 6 = 7/2 i da je S, ispupéena, a S— razdvojena u toj ravni.

Posto je metrika stacionarna vidimo da, zbog promene znaka koeficijenta uz d¢2, brzina toka vremena,
koja je Kilingov vektor, menja znak. Ona postaje, od vremenskog vektora izvan S, nulti vektor na toj
povrsi, prostoran unutar nje, opet nulti na S_, a vremenski unutar ove. Naravno, sve to pod uslovom da obe
povrsi pripadaju spoljnoj Kerovoj metrici, €¢iji se izvor u dovoljnoj meri smanjio da bi bar S u Celini bila
horizontska. Fizicki bi to znacilo da meridijanska koordinata ¢ (dakle prostorna) moZzda neodoljivo tece
unutar S, umesto vremena.

Bitno je svojstvo povrsi S i ta da nisu karakteristicne. Njihovo je svojstvo da koeficijent uz vremenski
¢lan postaje jednak nuli na njima, ali im je gradijent, koji moZemo izracunati iz (10.52), nije nulti vektor.
Zaista, kontravarijantne koordinate metricke forme glase, na osnovu (10.51):

11 _ }’2 +a2 - U gzz _ 1
r2 +a%cos? 0 ’ r2+a?cos? 6’
1
33 44 2
- Mo _2(1+0), (10.53)
§ (r2 +a2cos? ) sin” @ & ( )
14 —1 13 —a 34
—ly - ¢ —0.
g ¢ 8 r2 +a?cos? 0 g

Pa moZemo odmah proveriti da one dve hiperpovrsi nisu nulte, odnosno karakteristi¢ne.

Posmatrajuéi veli¢ine (10.53), moZemo se uveriti da g!! jedini moZe biti jednak nuli za konagne,
netrivijalne i pozitivne (fizi¢ki opravdane) vrednosti argumenata, i time odredi karakteristi¢ne povrsi. Vektor
radijalne promenljive postaje nulti na toj hiperpovrsi, koja je otud nulta. S obzirom na promenu vremenskog
toka, ostale linije na njoj su prostorne. One glase:

P —2mr+a*=0 = r=mE+vVm?—d, (10.54)



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 147 — #147

10.6 Polje rotirajuceg izvora 147

uz
lgapll = —¢* <2m2 +2m\/m? — a? — a®sin® 9)2 sin? 6.
Imamo znaci dve povrsi, £y i £_, na kojima je normalni vektor:
ne(1,0,0:0), g% ngng =0,
0401 = [gapl 0,

nulti. Te povrsi predstavljaju koncentri¢ne sfere. Prva od njih je horizontska za Kerovu metriku. U ovom
slucaju mogli bismo govoriti o hiperpovrsi kao istoriji, s obzirom na to da na ovom horizontu, za razliku
od Svarcgildovog, ne nastaje zaustavljanje vremena. Ali izraz “istorija”postaje dvosmislen, zbog promene
znaka koeficijenta g44 vremenskog intervala na S, . Iz (10.52) se vidi da S+ obuhvata X, i da je dotice u
okolinama polarnih tacaka 6 = 0, & (videti sliku 10.4).

Pogledajmo opet radijalne nulte linije. Postoji, u ovoj metrici, polje nultih vektora konstantnih kompone-
nata k%:

(10.55)

k*(—1,0,0;¢7 1),
8apk®kP = (1+U)—20-(1-U) =0.
Drugo polje nultih vektora dato je sa (10.55), na povrSima X. To je analogno sfemo simetricnom slucaju sa
slike 10.2, utoliko §to se radi o grani¢nim linijama nultog konusa.

Nulti polukonusi buduénosti horizontskih dogadaja okrenuti su, dakle, prema unutrasnjosti X . Neradi-
jalne nulte i vremenske svetske linije imaju jo§ manje mogucnosti da napuste jer su obuhvacene radijalnim,
pa je ta hiperpovrs zaista horizontska.

Kerova crna jama izu¢avana je, kao i Svarcgildova, pomocu razli¢itih dijagrama, i ima dosta neobi&nih
svojstava, od kojih smo neke izloZili. Unutar nje ne izgleda da bi uvek morao nastupiti pad Zarobljenih”Cestica
u srediste. Sa slike se vidi da unutar postoji jedna dvokrilna oblast u kojoj bi Cestice mogle da se udaljavaju
radijalno, gde bi vreme trebalo da tece i metrika da bude stacionarna.

(10.56)

Slika 10.4: Okolina polarnih tacaka 8 = 0, 7.

Ostaje nam da pokazemo kako se u beskonacnosti Kerova metrika svodi na metriku Minkovskog. Za tu
¢emo svrhu uvesti nove promenljive:
x=(rcos@+asin@)sinf, z=rcose,
y=(rsin@ —acos@)sinf, t=t.
Metricka forma (10.51) se tada mozZe napisati u obliku:

2mr y
(r* +a222)(r2 + a?)?

eds® = dx? +dy? +d +

(10.57)
2 2, 2 2

X {r (xdx +ydy) + ar(xdy — ydx) + (r* + a”) (zdz + crdt)} .

Ovde je ostavljeno r da bi se ocenilo ponaanje u beskonagnosti. Cinilac ispred velike zagrade u ovom izrazu
ponasa se ~ r~/ za dovoljno velike vrednosti radijalne promenljive. Izraz u zagradi ponaga se kao ~ 7.
Mozemo dakle pisati

eds? = eds3, + O(r )dr?. (10.58)
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Vidimo da ova metrika u beskonacnosti zaista teZi metrici Minkovskog.

10.7 Zadaci

Zadatak 25

Pokazati da postoji zavisnost izmedu jednacina (10.14).

Resenje

Zadatak 26

Odrediti, iz jednacine (10.29), p u slucaju da je gustina p = const., pod uslovom da je za rmax = R prtisak
p = 0. Naci tada, iz (10.26) i (10.28), unutrasnju metriku.

Resenje

Zadatak 27

Pokazati da su u oblastima r < 2m i r > 2m, §55, vremenske linije sadrZzene izmedu nultih, dok su nulte
linije sadrZane izmedu radijalnih nultih.

Resenje

Zadatak 28

Ako u (-) Svarciildovom intervalu (10.44) uvedemo smenu u = cf — r (zaostajuce vreme”), dobi¢emo njegov
radijacioni oblik

2
eds? = 2 (d02 +sin? ed<p2) —2drdu— (1 . 7’") du?.

Pokazati, na osnovu definicija iz §47, a koriste¢i ovaj oblik intervala, da Svarcsildova metrika spada u
Petrovljev tip D.

Resenje

Zadatak 25
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Putanje planeta

Pretpostaviéemo da su osnovni pravci sfernog koordinatnog sistema, ¢iji je pocetak u srediStu Sunca,
utvrdeni u odnosu na zvezde nekretnice. Pretpostavi¢emo takode da su gravitaciona polja planeta zanemarljiva
u odnosu na Sunlevo, pa se one, prema tome, kreé¢u po geodezijskim linijama u eklipti¢koj ravni 0 = /2.
Tada iz metricke forme (10.19) imamo za svaku svetsku liniju uslov

om\ 7' rdr\? L (de\? 2m\ (dr\?
<1_7) <$> b (E) e <1_ r)<&> _— (L)

Ako potrazimo radijus vektor r u zavisnosti od anomalije ¢, dobi¢emo, koriste¢i prve integrale (10.35)

dr drde a,Zdr Otd 1
—_ = ——=Qr —_— = —— | -
ds de ds de do \r)’

pa ¢e (11.1) imati oblik
o\ (d /1\)? o2 om\ !
2 2n2
1-== — (= = 1-) =1
a< V) {d‘P(r)}+r2 Cﬁ( r)
d /1\\2 1 1 /,., 2m  2m
1 S R I 112
{d(p <r)} +r2 a? (CB )+a2r+r3 (112)

Pretpostavimo da je u pocetnom trenutku @ # 0, to jest da se r menja u zavisnosti od ¢. Diferenciranje
gornjeg izraza po ¢ tada daje, kad se sredi

da /1 1 m  3m
- e Eie 11.
de? (r)+r a2+r2 at3

odnosno
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Ovo predstavlja relativisticki oblik poznatog Bineovog! obrasca za kretanje tela u centralnom polju Njutnove
gravitacije. Difeiencijalna jednacina (11.3) razlikuje se od njutnovske samo po drugom ¢lanu na desnoj strani
(videti: Andeli¢-Stojanovié¢, Racionalna mehanika, str. 190) na koji se, u sferno simetri¢cnom polju, strogo
svodi relativisticka popravka.

Diferencijalna jednacina (11.3) reSava se iteracijama. ReSenje njutnovskog dela obelezi¢emo sa (1/r).
Ono se dobija kad se uzme u obzir samo konstantni ¢lan na desnoj strani, i glasi

(1)1:%(1—1—6005@. (11.4)

r

Sto predstavlja konatnu jedna&inu konusnog preseka. Anomalija @ se rauna od pravca perihela, a e je
ekscentri¢nost putanje. U slucaju planeta radi se o elipsama, pa je e < 1 (za Merkur je e ~ 0,2). Sledeci
korak iteracija, od kojeg ne¢emo i¢i dalje, sastoji se u recavanju (11.3), bez konstantnog ¢lana, a sa (11.4) na
desnoj strani:

a2 1\ 1 1\? _md , md
ag? (;) +; =3m (;)1 +3E (14+ecoso) %3E (1+2ecos@). (11.5)
Partikularno reSenje ove, vrlo pribliZne, jednacine je:
1 3
<;)2:3%(1+etpsin(p). (11.6)

Pa je ukupni integral, iz (11.4) 1 (11.6)

1 1 1 m m? m? .
;:(;)14—(;)2:${1+3$+e(cos(p+3$gosm(p)}. (11.7)

Konstantni deo izraza na desnoj strani dopunjen je popravkom duzine veée ose elipse. Ona je snazmerno
malo izinenjena, i ne utice bitno na reSenje. Ali je popravka promenljivog dela zanimljiva za razmatranje, jer
kvalitativno menja prirodu putanje. Zato éemo prvo dati tumadenje konstante m/ o2. U njutnovskoj mehanici,
gde se planete krecu po zakonu (11.4), ona se svodi na r, ! gde je ry srednja vrednost radijus vektora. U
slu¢aju kretanja po relativistickom zakonu (11.5) treba, umesto r, staviti ro(1 — ez). Razvijmo promenljivi
deo u izrazu (11.7), imajuéi u vidu da je, na osnovu (10.37), 2m (gravitacioni polupre¢nik Sunca) mala
veli¢ina u odnosu na srednji poluprec¢nik r( bilo koje planetske putanje. Tada moZemo pisati

cos +37m sin @ ~ cos __Sme
¢ ro(l—ez)q) ¢~ ¢ ro(1—e?) |~
1z ovog izraza vidimo da ¢e (11.7) predstavljati perihelsko (najmanje) rastojanje planete za vrednost anomali-
je:
27 47

- 3m - 3m

ro(1—e?) ro(1—e?)
Svaki ¢lan ovog niza predstavlja zbir jednog geometnjskog reda

»=0,

2 3
” —onm (14— ), n=0,1,2,...
1— 3m rO(l_ez)
ro(1—e?)

Vidimo da se izmedu dva uzastopna prolaska kroz perihel izvrsi s tatnos¢u od dva ¢lana reda (ostatak je vrlo
mali), promena anomalije za
67Tm

Ay —————.
4 ro(l—ez)

(11.8)

IBinet
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Ovo je Cuveni relativisticki obrazac za pomeranje perihela planeta (slika 11.1). Tablica sekularnih pomeranja
(vrednosti za jedan vek zemaljskog vremena) za pojedine planete dat je u Tabeli 11.1.

Planete \ Ap ‘
Merkur | 43,03”
Venera 8,60”
Zemlja 3,8”
Mars 1,35
Slika 11.1: Pomeranje perihela planeta. Tabela 11.1: Tablica sekularnih pomeraja.

Krajem XIX veka, kada su astronomska posmatranja postala dovoljno ostra i pouzdana, utvrdena je
pojava male precesije Merkurovog perihela, koja se nije mogla objasniti pomoc¢u klasi¢nih zakona nebeske
mehanike. Otud je objasnjenje te pojave, koje je predloZio Ajnstajn, predstavljalo prvi veliki argument u
prilog opste teorije relativnosti. Svi kasniji pokusaji zasnivanja novih teorija gravitacije morali su voditi
racuna o tome da daju zadovoljavajuée tumacenje pomeranja planetskih putanja.

Potetkom 60-tih godina Dike? je predloZio jedno objasnjenje ove pojave polazeéi od promene gravitaci-
onog polja Sunca usled njegove spljostenosti. Tako je uspeo da objasni oko 10% efekta. Uz pretpostavku
da bi ta spljostenost mogla biti veéa nego $to se sad smatra (jer je vrlo mala i teSka za posmatranje) moglo
bi se objasniti do jedne petine efekta. Dakle ipak nedovoljno. Tada je nastalo misljenje da je relativisticko
tumacenje naslo najveéu potvrdu upravo u tome Sto i najjaci protivargument moZe objasniti samo manji deo
ove pojave.

Putanje svetlosnih zrakova

Putanje planeta predstavljaju vremenske, a putanje svetlosnih zrakova nulte geodezijske linije svetske
metrike. Svetlosni zrak koji dolazi sa neke zvezde i prolazi Suncevim gravitacionim poljem morao bi imati
svojstva neradijalne geodezijske linije (ukoliko ne pada prema sredistu Sunca) Svarciildove metrike. Za
takve Ce se putanje u obrascu (11.1) pojaviti nula na desnoj strani, dok ¢e na desnim stranama prvih integrala
(10.35) konstante o i B teZiti beskonacnosti kada svetska linija teZi nultoj. Te konstante imaju isti red ras¢enja
i koli¢nik treba da im bude konacan. Tako imamo, umesto (11.2)

d /1\> 1 ,B% 2m
Z =t T 11.
{io G} 72 1)
Odakle sledi, umesto (11.3), diferencijalna jednacina
d /1 1 3m
z = 11.10
de (r) s r2’ ( )

putanja svetlosnih zrakova.
Resenje homogenog dela jednacine (11.10) glasi

(l) :lcos(p, (11.11)
r)y 1o

2(R. Dicke
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gde je koordinatni sistem izabran tako da za ¢ = 0 bude r = ry. Ovo je jednacina prave u polamom sistemu,
upravne na polarnoj osi. U slede¢em koraku stavljamo reSenje (11.11) na desnu stranu (11.10)

oy
do? \ r rir% ®

(1;)2: ﬁz <1+sin2<p).

o

Sto daje partikularno reSenje

Ukupno reSenje otud glasi

r

121 {cos<p+ﬂ(1+sin2(p)7} (11.12)
ro ro

$to predstavlja kona¢nu jednacinu putanje fotona. Ona je simetri¢na u odnosu na polarnu osu, jer je (@) =
r(=9).

Za ¢ = +(m/2+ ) ¢emo imati asimptotske pravce jednadine (11.12) koji, s obziLrom na malu popravku,
malo odstupaju od prave (11.11), pa je i odstupanje o ugla ¢ od 90° malo. Dakle, (11.12) tada daje:

—sina+ﬁ(1+cos2a) —0. (11.13)
ro

S obzirom na ono $to smo rekli, sinus moZemo zameniti uglom, a kosinus, posto mu se pojavljuje kvadrat,

jedinicom. Tada je, iz (11.13)
_2m

~
Slika 11.2 nam daje ukupno odstupanje svetlosnog zraka od prave r = ry.

Slika 11.2: Odstupanje svetlosnog zraka od prave r = ry.

Otud ukupno odstupanje A@ svetlosnog zraka iznosi

A(p:2a~4—m. (11.14)
o
Imamo, za zrak koji neposredno prolazi uz rub Sunca, rg =~ 7 x 103 [cm] i vrednost m, odnosno iz (10.37), za
gravitacioni polupre¢nik Sunca. Odatle je
Sp~1,75". (11.15)
Skretanje svetlosnih zrakova u Suncevom gravitacionom polju, ta¢nije receno, veli¢ina njihovog skre-
tanja, predstavlja takode jedan od jakih argumenata u prilog opstoj relativnosti. Dosadasnja merenja
SavijenihZrakova svetlosti sa zvezda koje se geometrijski nalaze neposredno ispod Suncevog ruba, vr§ena
prilikom pomracenja Sunca, dala su odstupanja reda veli¢ine od oko 10% u odnosu na oc¢ekivanja, i to u
smislu poveéanja. Takvi rezultati se, s obzirom na velike teSkoce koje prate posmatranja, mogu smatrati kao
zadovoljavajudi.
Inace, savijanje svetlosti bi trebalo da nastupi i u njutnovskom gravitacionom polju. Ako bismo fotonima,
kao kvantima energije, pripisali odgovarajuce mase, oni bi skretali prema izvoru njutnovskog polja, samo S$to
bi efekat bio upola manji od relativistickog.
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Promene u spekirima

U prvom delu ovog kursa, u §14, bila je izvedena relativisticka formula za promenu ucestalosti oscilatora
u zavisnosti od kretanja, ili Doplerov efekt. Tada smo, kao poseban i paZnje vredan primer, objasnili crveni
pomak u spektrima vrlo dalekih nebeskih tela, sveopstim udaljavanjem u Svemiru. Taj doplerovski crveni
pomak treba razlikovati od gravitacionog, koji je poznat i pod nazivom Ajnstajnov efekt.

Osnov od kojeg polazimo jesu zakljucci §38, 39 o promeni energije svake Cestice, pa prema tome i one
koja zraci, usled promene gravitacionog polja. Slobodno padanje u razli¢itim gravitacionim poljima ima,
kao posledicu, kretanje po razli¢itim geodezijskim linijama. Ali ¢injenica da i posmatraci u tim poljima trpe
gravitacione sile ¢ini da oni ne mogu prrmetiti razlike. Ovde su posmatrac i posmatrani izvor udaljeni jedan
od drugog i svaki od njih moZe zanemariti dejstvo na sebe gravitacionog polja u kojem se nalazi onaj drugi.
Posmatra¢ prima na daljinu informacije putem zracenja i moZze da potrazi razlike.

Mi smatramo da atomi nekog elementa na Suncu, koji zrace usled visoke temperature, slobodno padaju
u Suncevom gravitacionom polju. Njihove putanje, izmedu sudara, treba da budu geodezijske linije metrike
na Suncevoj povrsi. Pritom zanemarujemo sudare kao relativno kratkotrajnu pojavu, jer u blizini tacaka
(dogadaja) sudara svetske linije odstupaju od geodezijskih. Nikakvu razliku u zracenju usled nekog jacanja
ili slabljenja gravitacionog polja ne bi mogao da primeti posmatra¢ koji bi mirovao u blizini njegovog
izvora (videti: Pound, Rebka, Phys. Rev. Lett. 4, 337, [22]; Pound, Snyder, Phys. Rev. B 140, 788, 1965).
Iskoristi¢emo tu ¢injenicu koja je posledica principa ekvivalentnosti.

U jednom lokalno Lorencovom sistemu (videti §39, 50) impuls fotona iznosi po (5.8)
Ki=c2nvtl, K*=c'hv=c"2E, (11.16)

gde je h Plankova konstanta, prostorna normala (tronormala) na elektromagnetnom talasu, v frekvencija
i E energija. K% je nulti vektor, njegove putanje su nulte geodezijske linije, za koje moZemo s velikom
pribliznos$¢u uzeti da su radijalne (upravljene tacno od sredista Sunca prema posmatracu na Zemlji). Odgova-
rajudi interval je stoga oblika (10.33), pa je proteklo koordinatno vreme At vezano s prevaljenim putem A/
obrascem:

AL o , AP
T gde je Al“ =g 1Ar° = 1 TR
gde je gravitacioni radijus Sunca (videti (10.37), a r njegov poluprecnik. Ovo znaci da posmatramo radijalni
nulti interval ¢iji je izvor u dogadaju koji se nalazi neposredno iznad povrsi Sunca. Kvant koji je tamo izracen
treba, na osnovu onog §to rekosmo, da bude za tamo$njeg posmatraca, nosilac iste energije kao i onaj koji se

u zemaljskom procesu zra¢enja posmatra u laboratoriji. Ali zato vreme za koje foton izra¢en sa Sunca prede
jednak put AZ kad je blizu Zemlje iznosi

cAit = (11.17)

At = ——o (11.18)

gde je R rastojanje Sunce-Zemlja. Ovaj period vremena manji je od onog koji je dat u (11.17). Ako je
frekvencija jednaka broju treptaja u jedinici koordinatnog vremena, frekvencija vy, koja odgovara periodu
vremena A1z iz (11.17), veca je od frekvencije v;, koja odgovara periodu Ayt iz (11.18). dakle

1/2 ~1/2
Va_ ot () 2m\ER( 2m (11.19)
Vi At r R
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pa je promena frekvencije

:vl{l (1%")1/2 <12£1)]/2} — (11.20)
3 ) e

Ovom, po (11.16), odgovara promena energije fotona primljenog sa Sunca.

Ovde smo izvr§ili dva zanemarenja. Prvo zanenanli smo uticaj Zemljinog gravitacionog polja na foton,
jer smatramo da ono znatnije deluje na njega tek na malom delu puta blizu Zemlje. Drugo, zanemarili
smo doplerovsku popravku usled Zemljrnog kruZenja oko Sunca, jer ma da ta trzina nije mala, radijalna
komponenta joj je neznatna.

Posto je, dakle, ucestalost za element koji zraci na Zemlji, u latoratorijskim uslovima, ili na Suncu, veca
od one koju ima svetlost primljena sa Sunca, sleduje da ova poslednja ima vecu talasnu duzinu, odnosno
sistematski pomak spektra prema crvenom delu. Izraz (11.20) predstavlja Cuveni relativisticki otrazac za
gravitacionu promenu spektra. On je pruZzio trecu klasi¢nu potvrdu opste teorije relatrvnosti.

Gravitacione popravke se traZe i u spektrima drugrh zvezda. Napominjemo da je tada, zbog velike
daljine, drugi ¢lan u poslednjem izrazu (11.20) zanemarljiv.

Za Sunce nam (11.20) daje

A
Tvzzxm*. (11.21)

Kvalitivno, ovakva promena u spektru je utvrdena, mada rezultat u dosta velikoj meri zavisi od izabrane
linije, i dela Sunca sa kojeg se prima svetlost. Efekt je veci za svetlost koja dolazi s kraja nego sa sredine
Sunceve vidljive povrsi. U svemu, ovaj efekt dosta ometa Cinjenica da atomi na Suncu ustvari ne padaju
slobodno, zetim turbulentno kretanje, odnosno “kljucanjeSun&eve povrsine, koje mestimino dodaje crvent,
a mestimi¢no oduzima ljubicasti doplerovski pomak.

Od 1960. godine ovakve se pojave na spektrima mogu posmatrati u laboratorijskim uslovima, u Ze-
mljinom gravitacionom polju. To je moguce zahvaljuju¢i Mesbauerovom? efektu, koji otkriva razlike u
rezonanciji vrlo oStrih y-zrakova ve¢ i pri malim promenama visine. Rezultati ispitivanja potvrdili su
ocekivanja teorije relativnosti.

Noviji opiti koji potvrduju opstu teoriju relativnosti

Ovde ¢emo nacelno izloZiti dva novija opita. Prvi od njih pokazuje poveéano trajanje puta elektromag-
netnog impulsa u Sun¢evom gravitacionom polju, prema onom koje bi imao u Svetu Minkovskog. Drugi opit,
koji se odnosi na usporenje toka vremena na objektu u kretanju, izloZen je ve¢ u §15. Sad ¢emo diskusiju
upotpuniti uzimajuéi u obzir promenu koja nastaje usled dejstva Zemljinog gravitacionog polja.

Prvi eksperiment, koji su izveli Sapiro* i njegovi saradnici 1970. godine, sastoji se u merenju vremena
za koje radarski signal poslat sa Zemlje prede put do jedne planete, odbije se i vrati na Zemlju. Bitno je da ta
planeta bude u gornjoj konjunkciji prema Suncu, to jest da se Sunce nade izmedu nje i Zemlje. Razume se
da planeta stvarno treba, gledano sa Zemlje, da se nalazi blizu Suncevog ruba, da bi impuls mogao da stigne
do nje i da se vrati (slika 11.3).

3Méssbauer
1. Shapiro
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5 F

T BN
S~ =7

L

Ravan ekliptike i dalje je odredena sa 6 = /2. Nulta geodezijska svetska linija radarskog impulsa
zadovoljava, na osnovu (10.19) vezu (2mg je gravitacioni poluprecnik Sunca)

om \ "V rdr\? L, (de\? 2m
l—— — — | - l-——s)=0. 11.22
Uzmimo u razmatranje prve integrale kretanja (10.35) po nenultim geodezijskim linijama, i podelimo

jedan od njih drugim
(11.23)

Ako pustimo da ovakva linija tezi nultoj, primeticemo da se u prethodnoj vezi niSta ne menja. (11.23)
podjednako vazi za vremenske i za nulte intervale. Sad ¢eno (11.22) napisati u obliku:

-1 2 2
(1—2—ms) (g) +ﬁ2<1—2—ms) —c (1—2—’"s) =0. (11.24)
r dr r r r

Ovakve putanje moraju imati, izmedu krajnjih tacaka, minimalno odstojanje r,i, od sredista Sunca, za koju
je vrednost priraStaj radijalne koordinate po vremenu jednaka nuli. Otud je iz (11.24)

2
72: € I'min
-y

T'min

Posto smo time odredili smisao i vrednost konstante y imo¢emo, kad je vratimo u (11.24) i izvrS§imo
razdvajanje promenljivih

1(r) = ¢! rdr (11.25)

e (1-2y) ¢r2—r3mn<1—%ms>/(1—3ﬁs>

koji period koordinatnog vremena protekne dok signal prede put tacke najblize Suncu (perihela) do bilo
kojeg dogadaja na putanji.

Ako sa r; obelezimo rastojanje Sunce-Zemlja, a sa r, rastojanje od Sunca do posmatrane planete,
dobi¢emo, u metrici Minkovskog, obrazac za vreme 7', koje protekne do trenutka kada se vrati, raCunato u
vremenu posmatraca koji miruje prema Suncu

T=2"" (\/r%frﬁmﬂ/r%frﬁm). (11.26)

Ovde je uzeto da se poloZaj Zemlje prema Suncu neznatno izmeni dok putuje signal. Odgovarajuéi period u
Svarcsildovoj metrici iznosi, prema (11.25)

T/ =2(t(r) +1(r2)).- (11.27)

U obrascu (11.27) izvrSena su izvesna zanemarenja, analogna onim koja smo imali za crveni pomak. Uzeto
je, s obzirom na duZinu puta i srazmerno male intenzitete gravitacionih polja, da Zemlja i odabrane planete
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slabo uticu na radarski impuls. Ovo je utoliko tacnije Sto su za objeke koriS¢ene nevelike planete, Merkur
i Venera, koje su Suncu blize od Zemlje. Ovo je ¢injeno zato $to bi se pri duZzem trajanju opita uzajamni
polozaji nebeskih tela i i, znatnije promenili izmedu dva prolaska signala. Tako je dobijena vrednost

4
AT =T' =T =~ dmgc™! {m( r21r2>+1}. (11.28)
I

min

Ova formula izracunata je iz (11.25) dosta posrednim pribliZnim postupkom, u ¢ije pojedinosti ne ulazimo.
Za odjek sa Merkura veli¢ina zakagnjenja iznosi 2,4 x 1074 s].

Celokupni prethodni racun daje nam zakaSnjenje signala u odnosu na koordinatno vreme. Zemlja
ima sopstveno vreme, koje se od koordinatnog razlikuje prvenstveno zbog njenog gravitacionog polja, a
merenja se vr$e na njoj. Svodenje zemaljskog sopstvenog vremena na koordinatno predstavlja “popravku
popravke”reda 108 [s], $to je sasvim zanemarljivo. Zato se sluZzimo obrascem (11.28).

Sva merenja, izvrSena prilikom gornjih konjunkcija Merkura i Venere, pokazala su oCekivana usporenja.
Ovaj opit ima kvalitativan znacaj. Dok se, na primer, za savijanje svetlosti u gravitacionom polju moZe
pokazati da bi postojalo i po njutnovskoj korpuskularnoj teoriji, u iznosu upola manjem od relativistickog,
dotle bi u izlozenom opitu trebalo da doA ‘e, po njutnovskoj teoriji, do ubrzanja elektromagnetnog zraenja.

Drugi eksperiment. Za eksperiment koji utvrduje promenu toka vremena na pokretnom objektu u
Zemljinom gravitacionom polju, uze¢emo da se kretanje vr$i u ravni polutara 8 = 0. Pri stvarnom opitu
bila je uzeta druga ravan kretanja, ali su posle svodenja dobijene odgovarajuce vrednosti. Promenljiva je
dakie jedino geografska duzina ¢. Od Zemljinih parametara obeleZi¢emo polupre¢nik sa r, gravitacioni
poluprecnik sa 2m, ugaonu brzinu dnevne rotacije sa @, kao u §15. Sa t ¢emo obeleZiti tok vremena nekog
idealizovanog posmatraca koji bi se kretao sa Zemljom oko Sunca, ne trpeci uticaj sile teZe i ne vrSe¢i dnevnu
rotaciju. Trajanje uzletanja i sletanja je kratko, i ne utie bitno na rezultat.

Vreme koje stvarno protekne, u funkciji ¢, za posmatraca koji miruje na polutarskoj Sirini iznosi, s
obzirom na konstantnost svih veli¢ina osim vremena, a na osnovu (10.19)

t
2 2 232
rl/\/(l—m) A2 =22 dg? =y [1- =0 T (11.29)
. r r C
0

Dok je vreme koje protekne na avionu koji kruZi oko Zemlje na visini /4, brzinom v, ugaonom brzinom ¢, po
istom obrascu

2m
_ . ]1_ . 262
T \/1 h c2(r+h)?¢>. (11.30)

Brzina avina iznosi, po teoremi o slaganju trobrzina

(r+h)p = (r+h)o+v

= 77 @ 0~ h 11.31
1—c2(r+h)ov (rho+y, ( )

gde smo se zadovoljili, zbog @ < ¢ iv < c, galilejskom adicionom teoremom.
Sad moZemo izra¢unati vremensko odstupanje At/7;. Ako se zadrzimo na prvim ¢lanovima razvoja u

stepene redove bice
AT m  rrw? m 1 )
—r(l-——— |+ —+ h)o —1.
( ro2c2 >{ Jrr—l—hjLZC2 [+ h)@+] }
Kad se u ovom izrazu odbace, kao mali, Elanovi gde se pojavljuju &inioci me—2 i ¢—*, a zatim stavi  ~ r+ h,
imaéemo na kraju
AT mh v
;%r—z—c—z(v—i-er). (11.32)
Za kretanje prema istoku v je pozitivno, a prema zapadu negativno. kerenja se dobro slazu s obrascem.
Tablica i komentar dati su u §15.
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Pored ovih eksperimenata vrSena su, doskora, merenja pomocu vestackih satelita nekih relativistickih
pojava precesije. Ne¢emo ulaziti u te eksperimente, ali ée u Dodatku B biti izvedcn obrazac za Tomasovu’

precesiju.

11.5 Zadaci

Zadatak 29
Nadi veli¢inu skretanja svetlosnih zrakova u Njutnovom gravitacionom polju.

Uputstvo: iskoristiti Bineov obrazac i integral povrsine pg(po = rpc = Olc za najmanje rastojanje ro
putanje od sredista Sunca.

Resenje

Zadatak 29

SL.W. Thomas
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12. Uvod u kosmologiju

Opsti pregled

Osnovna kosmoloska pitanja, postavljena pre nastanka teorije relativnosti, vodila su paradoksalnim
zaklju¢cima. Euklidski, dakle beskonacan, prostor homogeno ispunjen materijom bilo kako male gustine,
imao bi neizmerno snazno gravitaciono polje u svakoj tacki. Sli¢no tome, jo$ je ranije zapaZeno da bi
svetlost sa zvezda, Siroko uzev ravnomerno rasporedenih po beskona¢noj Vasioni, morala da zaslepi svakog
posmatraca. Objasnjenje $to nije tako moglo se potraZiti u pretpostavci da se materija, rasporedena po
ostrvima, odnosno galaksijama, razreduje u svim pravcima polaze¢i od nekog sredista. Jedno od objaSnjenja
bilo je u takozvanom hijerarhijskom”uredenju Vasione, koje je u prvoj deceniji ovog veka predloZio §arlijel.
On je smatrao da je Vasiona uredena po skupovima zvezda, grozdovima skupova, itd, sa rastu¢im uzajamnim
rastojanjima. Tu nije bilo moguée oceniti prose¢nu gustinu materije. Kasnija posmatranja sve daljih i
daljih objekata u Vasioni nisu potvrdila pretpostavku o razredivanju, osim do izvesnog stepena, posle kojeg
raspodela materije ostavlja, naprotiv, utisak homogenosti u Sirokom.

U to je vreme Mah?, posmatrajuéi stvari sa stanovista koje nije kosmologko u &isto astronomskom smislu,
izneo misljenje po kojem je inercija svakog pojedinog tela uslovljena masom i rasporedom ostalih tela u
Vasioni. On je smatrao da se inercija ne moZe unapred uzeti kao neka nepromenljiva, gotovo apstraktno,
svojstvo savrseno izolovanih tela, kako se to ¢inilo u njutnovskoj mehanici.

Mahova shvatanja ogromno su uticala na Ajnstajna, u vreme kada je osnivao opstu relativnost. Pod
njihovim uticajem on je potrazio jedno dinamicko ustrojstvo Vasione. Ona su posluZzila, kao polazna tacka,
i pri kasnijim pokuSajima stvaranja izmenjenih teorija gravitacije. Tako je, s nastankom opste teorije
relativnosti, potraZena §lika Sveta”, odnosno oblik Vasione, koji bi proistekao iz dejstva svih ¢inilaca u njoj.
Ovde moraramo nesto primetiti. Gravitaciona polja sfernog i osno simetri¢nog izvora (izvora koji rotira)
razmatrali smo u §52, 56. Yideli smo da takve metrike u beskonacnosti teZe metrici Minkovskog. Medutim,
u kosmoloskom prilazu, ukupno gravitaciono dejstvo, ma koliko slabo udaljeni izvori uticali jedni na druge,

ICharlier
2E. Mach
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moZe, zbog velikog broja masa, inati posledicu da pod odredenim uslovima iskljuc¢i netriku Minkovskog bilo
gde, pa i samo pruZanje Vasione u beskonacnoet.

Osnovne kosnoloske teorije, koje ¢emo ovde razmatrati, pretpostavljaju honogenost i izotropnost prostora,
tako da u odnosu na koordinatno vreme izvora svaki deo prostora ima iste metri¢ka svojstva u svim pravcima.
U odnosu na takvo vreme te se teorije razlikuju po tome S$to su staticke ili nestaticke. Homogenost i
izotropnost znace da je krivina prostora u svakon trenutku konstantna. Ako je sa r;jj; definisan tenzor krivine,
obrazovan u odnosu na prostorni deo metrike, imano vezu

Tijki :K(a,-kaj, —a,-lajk), K = const., (12.1)
gde je K rimanska kriviaa (videti: P.K. RaSevski, [8], str. 591). Dok za a;; vaZi
t=const. = gij =dajj.

Kakav moZe biti interval ds? prostornog dela kosmologke metrike? S obziron na nase pretpostavke,
moguce je postaviti sferni sisten, ¢iji bi se pocetak nalazio bilo gde. Drugim re¢ima, pretpostavljamo sfernu
forminvarijantnost prostorne metrike, koja se svodi na prva tri ¢lana u (10.10):

do? = H g2 4 2 <d62 +sin0 d(p2> . (12.2)
PotraBiemo u(r) pomocu (12.1). Kontrakcijom sa a* imamo prvo Ricijev tenzor prostorne krivine

rjp=2Kaj. (12.3)

Ako obrazujemo, analogno (10.12), Kristofelove simbole druge vrste u odno su na koeficijente (12.2),
dobic¢emo, kad ih unesemo u izraze oblika (9.13), za rj;

L
m=-—H,
r
1
ryp =133 Sil’l_2 6= 1+€_” (EF[J/ — 1) (124)
rjr = 07 ]# L.

Kad ovo stavimo u (12.3), imacemo dve nezavisne veze:
%/,L’:ZKe“, 14e# (%ru/—l) =2Kr?. (12.5)
Smena p’ Piz prve od ovih diferencijalnih jednacina u drugoj daje
e =1-Kr.
Kad se ovo unese u prostorni metricki element (12.2) imac¢emo

2: dr2
1—Kr?

do 42 (d62 +Sin26d(p2>. (12.6)
Konstanta K, rimanska krivina, predstavlja recipro¢nu vrednost kvadrata polupre¢nika krivine ry, s predzna-
kom koji odgovara slu¢ajevima kada je prostor otvoren ili zatvoren. MoZemo dakle pisati

2 dr? 2 (462 4 <2 0 do?
do 5+ (467 +5in* 0.d9?) (12.7)

T 1-L(r/n)

Za § = 1 imamo zatvoreni prostor konstantne krivine. Za { = —1 prostor je otvoren, konstantne negativne
krivine. Za § = 0 prostor je euklidski.



12.2

“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 161 — #161

12.2 Staticka Vasiona 161

Staticka Vasiona

Veza (12.7) dobijena je bez razmatranja materijalnog sastava vasione, to jest izvora gravitacionog polja.
Sad ¢emo poéi od kosmoloske pretpostavke po kojoj je, najSire uzev, Vasiona ispunjena savrSenim fluidom
koji je, kao neka magla, sastavljen iz galaksija. Mi se tine opredeljujemo za shvatanje da daleko pretezan
deo energije potiCe iz materijalne gustine, dok je “pritisakSamo popravka energije usled medudejstava u
materiji. Elektromagnetno polje se zanemaruje. Pritisak p je shvacen kao da se radi o savrS§enon fruidu zato
$to medudejstva nemaju, u srednjem, nekih najpovoljnijih pravaca. Prirodno je uzeti da su ta medudejstva,
uopste uzev, funkcije sano gustine, dakle p = p(p). Cinjenica je da popravke imaju, u odnosu na energiju,
red veli¢ina umanjen do na ¢ 2 (videti §25, 26).

Gravitacione jednacine s kosnoloskon konstanton A (9.5) za savrseni fluid glase

1
Raﬁ—E(R+A)gaﬁ = —x{(p+p)uaug +pgap} (12.8)

gde smo stavili c = 1.
Pretpostaviéemo da je metrika, pored honogenosti i izotropnosti, staticka (videti (9.101) u odnosu na
izvore polja. Elementarni interval treba da bude oblika

eds® = M(r)dr? + 12 (d62 +sin? dez) — N(r)dr. (12.9)

Kako je koordinatni sistem vezan za izvore polja, tenzor energije na desnoj strani (12.8) odgovarace
hidrostati¢kon fluidu, kao u §53. Kad u (12.8) unesemo koeficijente iz (12.9), dobiémo nesto izmenjene
jednacine (10.23), od kojih ¢emo ovde napisati prvu i poslednju:

Lotav o1y o1
M \rN dr 12 r2 = %P

(12.10)
1 1 dM 1 n 1 Ae
M\rM dr 12 r2 =P
Ilok je jednacina dinamike (10.26) neizmenjena
1 1dN dp

Mi smo koeficijent M(r) u (12.9) ustvari ve¢ odredili vezom (12.7), koja izraZava prostornu homogenost.
Prva jednacina (12.10) ¢e na osnovu toga glasiti

2
r 1dv 1 1
1—¢( = ) - A= xp. 12.12
( C(ro) ><’N dr +r2) pras (=12
Dok se druga svodi na
A=32p (12.13)
"o

Sve veli¢ine osim p predstavljaju odredene konstante. Otud iz (12.13) sleduje da je i gustina konstantna.
Zbog p = p(p) bice to i pritisak. Dakle:

p =const., p =const. (12.14)
Ovakvo stanje karakteriSe homogene modele. Na osnovu nepromenljivosti pritiska (12.11) se svodi na
dN
(p+c*2p) &, (12.15)
dr

gde mogucnost za N = 0 (videti §55,56) ne dolazi u obzir. Koeficijent ¢ =2 vracen je na svoje mesto.
Jednadina (12.15) ima dva reSenja:

dN
1) Pl 0, $to predstavlja Ajnstajnovu Vasionu.
r

2) p?+c~%p =0, §to predstavlja de Siterovu Vasionu’

3W. de Sitter
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Prvo reSenje: Razmotricemo prvo AjnStajnovu Vasionu. Kako je N konstantan, odabra¢emo jedinice merenja
tako da bude jednak 2. Metri¢ki element (12.9) tada glasi

dr?

ed? = — 4 <d92 +sin? 9d<p2) — e, (12.16)
1-8(r/ro)?
Na osnovu ¢ega ¢e (12.13) postati
A= %Jmc*zp. (12.17)

’
0
Iz ove veze i (12.13) dobijamo da je, nezavisno od znaka krivine

1 -2
A—§%<p+3c p), (12.18)
odnosno ¢ |
= = _ -2
- 2%(p+c p>. (12.19)

Metricki element (12.16) je takav da u AjnStajnovoj Vasioni koordinatno vrene svuda jednako tece,
nezavisno od metrike. Iz (12.13) i (12.17) vidimo razlog $to je kosmoloska konstanta razli¢ita od nule za
oval model Vasione. Ako bi A bila jednaka nuli to bi, poSto signatura ne noZe imati istovremeno suprotne
znakove, pritisak bio negativan i iznosio, na osnovu (12.17), i pored &inioca ¢ 2, tre¢inu energije mirovanja.
Ovo nije verovatno, u okviru klasi¢no shvacenih materijalnih interakcija, tako da A # 0 ima opravdanje.

Na osnovu prethodnih razmatranja vidimo da kosmoloska konstanta treba da bude ne samo razlicita od
nule, veé i pozitivna, §to takode sledi iz (12.18) jer je s« pozitivna konstanta. 7z (12.17) tada izlazi daje { =1,
pa je Vasiona zatvorena (Ajnstajn je pisao ”Vasiona je bezgrani¢na i konacna. . .”). Ukoliko zanemarimo
¢ 2p, iz (12.17) sledi i to da je kosmoloska konstanta jeanakra totalnoj krivini Vasione.

Drugo resenje: Predino na de Siterovu Vasionu. Ona je dobijena zanemarivanjem specificne gustine
energije koja potice od mirujuce materije i njenih interakcija. Posto je ta gustina mala u vasionskin razmeramat
ovaj model nije onako daleko od stuarnosti kako bi na prvi pogled moglo da se ucini. 1zvori polja postoje,
koordinatno vreme je i dalje vreme posmatraca koji miruje prena njima.

Kad se saberu jednaine (12.10) (inajuéi u vidu da ispred p treba da stoji ¢~2) dobi¢emo

1d
—— (InM+1nN)=0
rdr(rl +InN) =0,
odnosno

MN = const. = c27

gde smo se opredelili za ¢2 iz istih razloga kao i prethodno. Kad. iz (12.7) ili (12.16) unesemo M (r),
odrediéemo N(r) i dobiti metricki element oblika

ea? =9 +r2<d92+sin29d 2>72[17( 2] 42 12.20
= E 90?) [ 1= (r/ro)?] ar?, (12.20)

1—(r/ro
koji odgovara Svetu de Siterove Vasione. Kao 1 AinStajnov, ovaj nodel je stati¢ki, pa se u reperima saputnicima
izvora polja metrika lokalno moZe dovesti na oblik (9.96'). Iz (12.20) vidimo da se tok vremena menja s
prostornim udaljavanjem u odnosu na tok u pocetnoj tacki.

Lemetr* je otkrio da slede¢a smena (necikli¢kih) promenljivih (r,7) — (F,7)
r _

e f=09,

et/ \/T=(r/rg)?’ (12.21)

r+%m [1 - (r/ro)z] . =0,

r
2¢

4Mgr. G. Lemaiter
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prevodi metricki element (12.20) u oblik
eds? = /7 (472 4 2d6% + P sin? ? ) — AP (12.22)

Sto se moze proveriti. Ovde treba podvuéi dve ¢injenice. Prvo metrika nije viSe stati¢ka, ve¢ zavisi od
vremena onih posmatraca Cije svetske linije odreduju kongruenciju vremenskog toka 7. Takvi posmatraci, kao
Sto se vidi iz transformacije (12.21), ne miruju prena izvorima gravitacionog polja. Vidi se i to da je prostorni
deo metri¢kog elementa (12.22) u svakom trenutku euklidski, pomnoZen &iniocem exp(2cf/rg) koji ukazuje
na ekspanziju Vasione, §to je u skladu s Hablovin efekton. Vrenenski deo intervala ne zavisi od poloZaja
u odnosu na izabrani pocetak. Jednostavno transformacijom 777, moze se posti¢i da u intervalu (12.22)
isti ¢inilac mnoZi kvadratnu formu, koja ima oblik Minkovskog ds® = f(7)ds?,. Zna¢i da je to konformno
ravanska metrika (videti §46). Ovo se jo$ naziva Lemetrova Vasiona, mada se ona uklapa u Svet de Siterove
Vasione (za vasionski horizont, ili daljinsku granicu posmatranja u njoj videti Ch. Moeller, [16], §12.7).

Nestacionarna Vasiona

Predimo na neke slucajeve kada je Vasiona nestacionarna u odnosu na izvore gravitacionog polja.

Podi ¢emo od pretpostavki da:

a) tok koordinatnog vremena ne zavisi od poloZaja posmatraca prema izabranon pocetku i

b) polupreéik krivine Vasione zavisi od vremena fy = rp(z).
Kako u Ajnstajnovoj Vasioni vrene tece jednako svuda, poéi ¢emo od takvog elementa, imajudi u vidu da
znak krivine nije odreden. Posledica ovog je da gustina i pritisak nisu viSe konstantni kao u statickom slucaju
(12.14) vec¢ zavise od vremena.

Izvrsiéemo prvo transformaciju radijalne promenljive

7

r=————m. 12.23
L+ §(F/2r9)? ¢ )
Otuda
- dr
L=C(F/ro)* (14 ¢(7/2r0)2)°
Izvrsi¢emo jos§ jednu transformaciju
F=roR, (12.24)

gde je R nova promenljiva, koju treba razlikovati od Ricijeve skalarne krivine RZ. Ako ovo unesemo u
(12.16) ima¢emo

2 U (2)(t )

~ (1+CR?/4)?

r2(t

= Ty ikar 222)/4)2 (a2 +dy? +d?) - e,
Ovakva Vasiona je nestaticka, a moZe biti otvorena, zatvorena ili ravna. S obzirom na euklidski oblik izraza
u zagradi u (12.25) prostorni element do? je konformno korespondentan rarnoj metrici preko “indeksa”,
preslikavanja, skalarnog pozitivnog ¢inioca ispred zagrade. Transformacijom vremena ¢ — f moZeemo
interval (12.25) uciniti konformno korespondentnim metrici Minkovskog, Sto znaci da je to jedan Robertson-
Vokerov interval, i da se radi o konformno ravanskoj metrici (videti §46, od (9.57) na dalje).

Sastaviéemo, na osnovu (12.25), gravitacione jednacine za savrSeni hidrostaticki fluid oblika (12.8) (uz

¢ = 1). Pretpostavka je da sve promenljive zavise samo od koordinatnog vremena, tokom kojeg se menja
do?. Leve strane tih jednacina, posle ne$to duzeg neposrednog raduna, glase:

eds [aR? + % (467 +sin? 0dg? ) | — Pdr? =

(12.25)

| o .
G’j = = <2r0r0+r(2) +¢ —Ar(z)) 8;,
0 (12.26)
4_ 3 (2
Gy = - <r0+c> —A.
o
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Ostale diferencijalne jednacine imaju nulu na desnoj strani. Kad se desna strana (12.26) izjednaci s hi-
drostatickim tenzorom energije, iz (12.8), dobic¢eno, s obzirom na ociglednu izotropnost G’j po ciklickin
koordinatama, samo dve nezavisne jednacine:

%(2r0f0+r'8+é> =A—2xp(t),
0 | . (12.27)
= (3+¢) = 5(A+5p(0).

Ako druga jednacina (12.27) pomnoZimo sa r(3) i diferenciramo, zatim prvu pomnoZimo sa 7 i oduzmemo od
druge, dobic¢emo, posle skraéivanja konstantnih ¢lanova

d(rgp)  d(r3)
a Pa

=0. (12.28)

Ovo predstavlja jednu globalnu jednacinu odrZanja mase u Vasioni, posledicu gravitacionih jednacina i nasih
pretpostavki o ovon modelu.

U prethodnom smo se odeljku bili uverili da Ajnstajnova staticka Vasiona zahteva uvodeaje kosmoloske
konstante. Za nestaticki slucaj to viSe nije neophodno. Kosmotoska konstanta mora, u svakom slucaju, biti
vrlo mala, $to se vidi iz (12.17). Isto se moZe reci i za pritisak, koji energiju mirovanja menja za neveliki
iznos ¢ 3 p, bar prema onom 3to je danas poznato o stanju u Vasioni. Re§enje nestacionarnih diferencijalnih
jednatina (12.27) predstavlja poluprecnik Fridmanove Vasione®. Mi ¢emo se ogranigiti na slugaj kada nisu
uzeti u obzir pritisak i kosmoloska konstanta

A= 672]7 =0.
Tada imamo, iz prve jednacine (12.27) i (12.28), oCigledno integrale:
prp=Ci,
ro(i5+§) =Ca.

Kako je na osnovu drug jednacine (12.27) veza izmedu ovih konstanti »C; = 3C,, druga jednacina (12.29)
glasi

(12.29)

i =Cry' = ¢. (12.30)

U sluéaju zatvorene Vasione ({ = 1), konstanta C, predstavlja graniénu vrednost polupregnika ry. Sirenje
Vasione ne moZe preci tu gornju granicu, posle ¢ega mora poceti sazimanje, koje nema odredenu donju
granicu. Neizvesno je da li osnovne jednacine (12.27) imaju do kraja neizmenjene desne strane, ukoliko je
krajnji polupre¢nik suviSe mali. U sucaju { = 0 iz (12.30) izdvaja se Ajnstajn-de Siterova Vasiona. Ona je,
na osnovu (12.25), u svakom trenutku ravna i u ravnomernoj ekspanziji.

Robertson-Vokerov metricki element odreduje Vasionu koja, ostajuéi izotropna, ne miruje. Njeno
specifi¢no §irenje, ili skupljanje, izraZava Hablov koeficijent H ()

H(r) =", (12.31)
o

o kojem je bilo reci na kraju §14. kad se u drugu vezu (12.27), bez kosmoloske konstante, unese vrednost
gravitacione konstante s (videti §53, od (10.27) pa nadalje), i danas prihvadena

vrednost Habelovog koeficijentia, priblizno 2 x 107! [s~!], moZe se oceniti gustina materije za koju
Vasion vise nije zatvorena. Kad se zamene sve vrednosti u toj vezi, dobijamo

¢ 8z

LA L) (12.32)
rg 3

SA.A. Fridman
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Gustina pri kojoj je & = 0 iznosi priblizno p ~ 1072% [g/cm?).

U danasnje vreme se smatra da bi najmanja gustina materje mogla biti za dva decmalna mesta ispod
navedene kriti¢ne vrednosti, za koju je £ = 0. Znad&i da se ne moZe pouzdano tvrditi da je Vasiona otvorena
ili zatvorena. Kosmologija je predmet mnogih istrazivackih spekulacija, naro€ito pretpostavka o Prvobitnoj
eksploziji, s kojom je otpocelo Sirenje Vasione koje i danas traje. Bilo je pokuSaja, u okviru izmenjenih
teorija gravitacionog polja, da se uvede promenljiva “konstanta”, gravltacije G, koja bi opadala s vremenom.
To je bila Dirakova pretpostavka, i ona je ukljucena u neke teorije. Sve do danas nije naden razlog zbog kojih
bi ove teorije bile prihvatljivije od Ajnstajnove relativnosti.

Bili smo pomenuli, na poetku ove glave, da se jedan od paradoksa, koji su se pojavili pri prvim
pokus$ajima zasnivanja kosrmoloskog gledista, sastojao u neograni¢enom intenzitetu ukupnog zracenja koje
bi se moralo primiti na svakom mestu u Vasioni. To je poznati Olbersov paradoks. Sigurno je da poveéanje
radijalne brzine Sirenja s udaljenoS¢u od posmatraca u odgovarajuéoj meri smanjuje frekvenciju, a s njom i
energiju zracenja dalekih objekata koju primamo (videti §14). Tako do nas dospeva samo slabo mikrotalasno
pozadinsko zracenje iz udaljenih krajeva Vasione, unesto “nebeskog ognja”koji bi Zatio kad se ona ne bi
Sirila.

Zadaci

Zadatak 30

Proveriti Lemetrov oblik intervala (12.22), smenom (12.21) u de Siterovom intervalu (12.20).

Resenje

Zadatak 31

Nadi resenje diferencijalne jednacine (12.30) za { = 1,0, —1 (Fridmanova Vasiona) i diskutovati vrednosti
Hablovog koeficijenta za te slucajeve.

Resenje

Zadatak 30



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 166 — #166



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 167 — #167

A.l

B.1

C.1

C.2

Varijaciono izvodenje jednacina gravi-
tacionog polja 169

Potpuni moment. Spin. Tomasova pre-
cesija 173

Slabo gravitaciono polje. Protok i mo-
ment ukupne energije 177

Zadaci 181



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 168 — #168



“Relativnost-Lukacevic” — 2024/5/20 — 14:54 — page 169 — #169

A. Dodatak-A

A.1 Varijaciono izvodenje jednacina gravitacionog polja
Varijacioni postupak, koji ¢eno izloZiti, zasnovan je na izboru LagranZeve funkcije .Z),. Ekstremalnost
ili stacionaraost, integrala te funkcije nad nekon oblaséu Q u V; vodi, pod odredenim uslovina, osnovnim

jednacinama polja (9.6).
Polazni funkcional, ili funlciju dejstva, napisaéemo u obliku

J:/($g+fp)\/—||g“df, gde je dt = dx*. (A1)
Q

Gde .Z;, odnosno %), predstavljaju delove te funkcije koji odgovaraju gravitacionom, odnosno ostalim,

poljina. Za %, ¢eno uzeti velidinu:
1

T 2
gde je s fizicka konstanta na desnoj strani gravitacionih jednacina, a R Ricijeva skalarna krivina. Oblik .Z),

zavisi od negravitacionog dela Polja.
Napisimo uslov stacionarnosti funkcionala (A.1)

S/R\/ngHdT+2%c5/$p\/7\|g||dr:O. (A2)
Q Q

8

Operator variranja je diferencijalan, pa ¢emo na oanovu pravila za izvod determinante po njenon elenentu:

gl 1 ap
I2as = |lgllg™",

imati

1 1
oV -llell =5 —lIgllg*? 8gqp = *Ex/*\lgllgaﬁg“ﬁ- (A3)
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Ricijeva skalarna krivina glasi, no osnovu (9.13)

d d
ap Yoo Y § Y 6
R=g (a IR Rl RO ) R R FWFB(S).

Pristupi¢emo variranju ove funkcije posto prethodno, radi uproséenja, transformiSemo koordinatni sistem
tako da svi koeficijenti povezanosti budu lokalno jednaki nuli (lokalno geodezijski sistem)

o _
(r ﬁY)o —0. (A.4)
Variranje Ricijevog tenzora krivine se tada svodi na
_ d ' d Y _ J e d 4
ORap =9 (a A aﬁ) =9 (ﬁr yﬁ) = 57 (0T7ap) — 53 (977,) - (A-5)

Komutativnost operatora variranja i operatora diferenciranja koju koristimo sustinski je zahtev varijasionog
racuna. To dolazi otud §to variranje nad viSedimenzionalnim oblastima predstavlja proSirenje pojma “tran-
sferzalnog diferenciranja”jednostrukih integrala dejstva, a ono je nezavisno od diferenciranja duz putanje. S
obzirom na lokalno geodezijski koordinatni sistem, parcijalne izvode éemo zameniti kovarijantnim

8Ryp = Vy(SR!

75)—Va(SR

yﬁ) (A.6)

Varijacija tenzora je tenzor, pa je to i desna strana gornjeg izraza, zbog ¢ega smo i pisali kovarijantne izvode.
Ucini¢emo osnovnu pretpostavku da su varijacije metrickog tenzora i njegovih parcijalnih izvoda, koje
¢emo obeleZiti sa gop ;. jednaki nuli na granici X oblasti Q

(820p)y = (68ap.y)y = O- (A7)

S obzirom na to da je metricki kovarijantno konstantan imacemo, na osnovu (A.3) i (A.6)

[8( v/ Tall) ae= 5 [ ¥, [ (5T ) ~ 66T )] /Tl ae+
¢ @ (A.8)

|
+7/( o~ Rgaﬁ) 85 /gl dz.

2c
Q

Izraz u velikoj zagradi prvog integrala na desnoj strani je vektor, pa se pod tim integralom, dakle, nalazi
kovarijantna divergencija jednog vektora, pomnoZena skalarnom gustinom y/—||g||. Tu ¢emo divergenciju,
po svim pravilima, pisati u obliku

[91[¢617 g — 78T )] V/Tigllae =
Q
= [ VTRl [ 61 )~ 57 )]}
Q

Ovaj se integral transformise, po teoremi o divergenciji, u povrsinski nad grani¢nom oblaséu X

a .

/ o {--}dr= / {g“ﬁ(ﬁl"yaﬁ) —g“V(SFBaB)} e(n)n/—|glldo, do= dx. (A9)
Q by

Izraz u velikoj zagradi predstavlja, ponavljamo, vektorsku veli¢inu, koja se u svakon dogadaju na ¥ moze

dovesti u ovaj jednostavan oblik. S obzirom na (A.7), varijacije koeficijenata povezanosti ¢e biti jednake nuli
nu X, pa je i integral (A.9) jednak nuli. Na osnovu toga i (A.8) uslov ekstremalnosti (A.2) glasi
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1
/ (Raﬁ - ERgaﬁ) 88 /gl dT +25cc8 /.Z,,\/—Hngq: =0. (A.10)
Q Q

Pogledajno varijacije LagranZeve funkcije .Z), negravitacionog dela polja. U¢ini¢emo pretpostavku da ta
funkcija ne sadrzi izvode gravitacionog potencijala reda viSeg od prvog, inace bi ona sustinski menjala izraz
za gravitaciono polje. Ima¢emo:

8/.,2”,,\/—\|g||d1: / {MSgy‘s-i-M; '7;||g|)5g2;3} dt (A.11)
Q Q 8.a

dg"d

AKko iskoristimo identi¢nost

2 Lo/ e s 05 _ 2 {awp ~Tsl) 5g75}_ G {awp\/—mn]égﬁ
® T gxa

S ) S
ag,yoc ag,yoc ag,ya

ox%

dobi¢emo

5 [ 2/ Telaz - | {wpwngn 5g70_ 2 [aww—ngn}ggys} w A1
Q

8g75 0x® ang

Q

jer je prvi ¢lan identi¢nosti jednak nuli, kao posledica teoreme o divergenciji. Izraz pod integralom je
invarijanta, tanije skalerna gustina, s obziron na polazni oblik na levoj strani. Zato ¢emo uvesti apsolutni
simetri¢ni tenzor Ty , definisan sa

2 {a<$p\/|g||> Kl {awp\/w” AL

gl g Ix® agls

Tys =

koji éemo nazvati tenzor energije. Kad se on unese u (A.10) dobi¢emo, s obzirom na proizvoljnost varijacija
i izbora oblasti Q, da podintegralna funkcija mora biti jednaka nulii. Dakle

1
Raﬁ - ERg“ﬁ = —%Taﬁ. (A.14)

Ovaj izraz je po obliku istovetan sa jednacinama gravitacionog polja (9.6). Jedino nema kosmoloske konstante,
koja u opstem slucaju nije ni potrebna. Konzervativnost tenzora energije je posledica Bjankijeve identi¢nosti,
po kojoj je divergencija leve strane (A.13) jednaka nuli. Za pogodno izabranu LagranZevu funkciju .2, Ty g
¢e imati oblik tenzora energije odgovarajuce sredine.
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B. Dodatak-B

B.1 Potpuni moment. Spin. Tomasova precesija

U §18, 19 uveli smo bili, definicijom kineti¢kog momenta MP° materijalnog sisterna, jednu antisime-
trinu veli¢inu koja predstavlja poseban slucaj (za diskretan sisten) takozvanog potpunog momenta.
Defininisa¢emo, polazeéi od stanovista specijalne relativnosti, veli¢inu LL*BY

LOBY = yarBy _ \Bray, (B.1)

gde su x* pravougle koordinate nekog dogadada, a ThY komponente tenzora energije u njemu. LoBY predsta-
vlja tenzorsku veli¢inu samo u odnosu na homogene Lorencove transformacije.S obzirom na konzervativaost
tenzora energije sledi da je i L%Y konzervativan

%L‘W = TP78% TP ~0. (B.2)
X

Predimo na opstu relativnost. UveSéemo veli¢inu
APPY =0TV /gl =P T/~ (B3)

gde je
For =B 4 B (B.4)

Simetri¢ni sisten funkcija r 8 nije neposredno dat, ali je uslovljen tako da A%BY bude koazervativan. To
znati da %P treba da zadovolji jedan sisten diferencijalnih jednacina koji glasi

B ey _ra By
W"'F ,Byt I ﬁ}’t . (B.5)
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U slucaju slabog gravitacionog polja (videti- Dodatak C) 1P se moZe tumagiti kao neposredni doprinos
gravitacionog polja impulsu i energije, za linearizovani Ricijev tenzor ANBY
d
9 A0BY _
ax¥
+

S obzirom na to da je kovarijantna divergencija tenzora energije TP jednaka nuli, i da pravilo diferenciranja
skalarne gustine \/—||g|| glasi

J B
oIyl =1,
sledi, kad se uzme u obzir uslov (B.5)

J afy
WA =0. (B.6)

Definisaéemo, pomocu velicine A%BY, pojam potpuni moment N9 u odnosu na pocetni dogadaj
sistema i
NOB — _NBo = / A*P4ds, do=dx, (B.7)
T(x*=const.)

gde je sa x* obelezeno koordinatno vreme. Kao §to vidimo, potpuni moment odreduje se u odnosu na
hiperpovrsi.

Zakljucak (B.6) preastavlja lokalni oblik zakona odrZanja potpunog momenta materijalnog sistema.
Integralni zakon odrzanja zahteva, medutim, uvodenje nekih dopunskih pretpostavki. Integral od A%BY geuo
posmatrati u oblasti koju obuhvata hiperpovr§ sastavljena iz prostornih delova X; i X;, zadatih konstantnim
vrednostima x‘(‘] ) ix‘(‘z) vremenskog dela S, koji spajarubove ¥ 1 X,. Na detu S leZe svetske linije koordinatnog

vremena x' = const.. Pustiéemo da § — oo, tako da se X; i X, neogranieno §iree. Oblast koju tada obuhvata
ova ukupna hiperpovr§ obelezi¢erno sa Q. Unutar nje ne sme biti singulariteta (izvora i ponora koji bi
postojali u vremenskon intervalu #, —t). Tada imamo, po teoremi o divergenciji, a kao posledicu (B.6)

d 4
A*PTnye(n)do = / ﬁ/\“mdr =0, dr==d*x. (B.8)
X USUY,

Pod pojmom sistem podrazumevamo polje ¢iji je tenzor energije razlicit od nule. Ako se radi o materiji,
smatramo da treba da se pruza do u konacnost, elektromagnetno polje treba da ima izvore u konacnosti,
pa je, na osnovu toga, ToB jednak nuli u beskonacnosti. Moguénost interakcije s nekim drugim sistemima
zanemarujemo.

Smatra¢emo da, na osnovu u¢injenih pretpostavki, metrika u beskonacnosti teZi vrednostima Minkovskog

(g(xﬁ)w = naﬁa

usled ¢ega dobijano, na osaovu (B.5), da je 1P konstantno u beskona¢nosti. Mi ¢eno usloviti da bude jednako
nuli!
(tap)., = const. = 0.

Celi sistem sadrZan je, u trenutku 71, u ’prostoru”X{, a u nekom drugom trenutku 7, u X,. Pri Sirenju
granica transverzalnih hiperpovrsi X i X, ra¢unamo, prirodno, da odsecci koordinatnog vremena izmedu
njih ne prelaze izvesnu kona¢nu vrednost, pa tako moZemo uciniti da u¢e§ée u S u integralu nad uopStenim
momenton A®PY opada i teZi nuli kad § — . Zadovoljiéemo se ovim, donekle slikovitim prilazom. Dakle:

/ A*PTnydo = 0. (B.9)

S—o0

'0vi uslovi su dovoljni, a mogu se postaviti i nesto druk&iji. Videti, na primer A. Papapetrou, [24], str. 128-133.
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Pokazali smo, u §50, da postojanje jedne hiperpovrsi X1, transverzalne na geodezijskoj kongruenciji svetskih
linija, povlaci postojanje beskonacno mnogo transverzalnih hiperpovrsi, i obrnuto. Tok koordinatnog vremena
treba da dopusta postojanje transverzalnih hiperpovrSi X;, to jest da bude predstavljen kongruencijom
geodezijskih linija. U saputni¢kim sistemima na X; jedini¢ni vektori normala glase nf‘n (0,0,0;—1), a zbog

suprotne orijentacije oni na ¥, glase nf‘l) (0,0,0;1). Dakle, na osnovu (B.8) i (??) imamo:

Odnosno, prema definiciji (B.7)
N% = const.. (B.10)

Sto je zakon odrZanja potpunog momenta. Komponente N @B dele se na N'2, N2, N3, koje predstavljaju
kineti¢ki monent sistema u odnosu na koordinatni pocetak, i na N 14, N 24, N 34, koje iskazuju zakon kretanja
njegovog centra mase, odnosno energije.

Vratimo se specijalnoj relativnosti, gde se, umesto A%F? pojavrljuje L*PY, dat obrascem (B.1). Analogno
N%B u Svetu Minkovskog ¢emo imati

MO — _ppPo — / L% 4o = const. (B.11)
x*=const.

Potpuni moment definisan je za neprekidnu sredinu ili polje, ¢ime su proSireni pojmovi kinetickog momenta
i centra mase, uvedeni u §18,19.

Da bismo povezali potpuni monent sa simbolickim vektorskim interpretacijama njutnovske mehanike i
ispitali neke njegova svojstva, uves¢emo simboli¢ni vektro S, poznat kao spin

1
So = Egaﬁyauﬁwé’ (B.12)

gde je uP Eetvorobrzina toka sopstvenog vremena. Za razliku od potpunog monenta, koji ima tenzorska
svojstva samo u odnosu na homogenu Lorencovu grupu, spin je vektor i u odnosu na nehomogenu Lorencovu,
odrrosno Poenkareovu grupu. Spin se prema potpunom momentu odnosi kao $to se cetvorovektor magnetnog
polja hq odnosi prema tenzoru elektromagnetnog polja Fyg (videti (7.14)). On je, kako se iz (B.12) vidi,
upravan na ¢etvorobrzini.

U opstoj relativnosti spin je analogno definisan sa

1
Yo = ESaﬁ},guﬁNYS. (B.13)

S obziron na ukazanu ortogonalnost u% i X, ta dva vektora ée, u jednom lokalnom Lorencovom reperu,
glasiti 4¥(0,0,0;1) i Zq (le‘,ZIZ‘,Z%;O). Pokazacemo kako se, u opstoj relativnosti, rezultujuéi spin sistema
moZe pretvoriti u pravi vektor. Diskretan naterijalni sisten koji se krece po inerciji opisaéemo pomocu uslova
da Cetvorobrzina, koja odgovara rezultujuéem impulsu sistema, i ukupni spin budu, u saputni¢kom reperu,
nepromenljivi duZ svetskih linija. Kako su oni u takvom reperu sigurno pravi vektori, transformisacemo
njihove komponente u proizvoljan koordinatni sistem i dobiti tenzorske izraze. Ovo je ustvari sluc¢aj u kojem
se oslanjamo na princip ekvivalentnosti, jer u saputnickom reperu koji slobodno pada imamo, u odsustvu
drugih sila, neubrzano kretanje sistema. Dakle lokalno je

duft dast -
d—SL =0, d—s‘x, ul‘f‘Eﬁ =0, ne sabirati po L. (B.14)
Transformati ovih vektora u neki proizvoljan koordinatni sistem, uf* — u® i Zé — Lg, tada zadovoljava
uslove zadane u odnosu na proizvoljan koordinatni sistem
Du® DXy

D75 = 07 Ds = 07 uaZa =0. (BIS)
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Prva od gornjih jednacina opisuje slobodno padanje materijalnog sistena, a druga, koja razvijena glasi:

%‘” —TP sy =0,
predstavlja giroskopsku precesiju slobodnog materijalnog sistema usled krivine prostora. Tre¢a od jednacina
(B.15) je bezuslovno zadovoljena.

Razmotriéemo slucaj kada je sistem podvrgnut dejstvu sistema Cija je rezultanta Fy, a koje se opaZaju
u saputnickom reperu. Ako Fy podelimo s ukupnom sopstvenom masom materijalnog sistena, jednacine
dinamike, izraZene u proizvoljnom koordinatnom sistemu glase, umesto prve grupe (B.15):

Dua 1
— =m 'F*#0.
Ds " 7
U opstem slucaju je i
dXg
— #0.
ds 7

Razmotricemo poseban slu¢aj kada se u saputni¢kom reperu ne primecuje promena X% spina, to jest
kada je spin, kao prostorni vektor, nepromenljiv u prostornim pravcima. Tenzorski formulisan, taj se zahtev
svodi na to da je izvod spina po sopstvenom vrenenu srazmeran Cetvorobrzini sistena

aZg

== Au®. (B.16)

U ovom slu¢aju kazemo da materijalni sistem vr§i Tomasovu precesijuZ. S obzirom na to da je treca veza
(B.15) uvek zadovoljena imaéemo, kad je diferenciramo po sopstvenom vremenu

a Du“ —1 pa
luau +Ea =0 = A=m'F Za.
Ds
Odatle je
D¢ -1 o
= (m Fﬁ2ﬁ> u, (B.17)
$to je potpuni izraz za Tomasovu precesiju. (B.17) se moZe napisati i u obliku
Dx¢ Dug , Du”* B
Ds ( Ds '~ Ds P o ®B18)

Nad vektorom X%, koji zadovoljava ovakvu diferencijalnu jednacinu, vrsi se takozvani Fermi-Uokerov
prenos®. Ovaj prenos predstavlja jednu noguénost rerativisti¢ke translacije.

2L.W. Thomas
3Fermi-Walker
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C. Dodatak-C

Slabo gravitaciono polje. Protok i moment ukupne energije

Pod slabim gravitacionim poljem podrazumeva se polje ¢iji se potencijal moZe podvrgnuti odredenoj
linearizaciji. Gravitaciona polja svih zvezda, osim neutrouskih (pulsara), mogu se posmatrati u takvoj
pribliznosti, ¢ak i u njihovim srediStima. Odstupanja od metrike Minkovskog krecu se, i u sredistima vrlo
gustih zvezda, oko stotog dela merne jedinice. U Suncevon polju to odstupanje je, za spoljno podrucje, oko
stohiljaditog dela, a unutar Sunceve mase ono je nesto vece. Jedino neutronske zvezde imaju, zbog vrlo
malih poluprecnika, gravitaciona polja koja se, bar u njihovoj odredenoj blizini, ne mogu linearizovati.

NasSa pretpostavka o odnosu gravitacionog potencijala g,g prema metrici Minkovskog 74p, je da u

18ap — Napl < 1. (C.1)
S tim da u prostornoj beskonacnosti metrika tezi vrednostima Minkovskog
gap > Maps T
Mi ¢emo jednostavno napisat da se ove dve metrike razlikuju za neki dovoljno mali tenzo kqg
8ap =MNap +hap (C2)

takav da mu moZemo odbaciti ostatak reda viSeg od prvog. 44 je neprekidno diferencijabilan, pa i njegovi
gradijenti zadvoljavaju uslov da bude |dg/qg| < 1.

Kontravarijantni g“ﬁ podiZe indeks u opstem slucaju, ali, s obzirom na ucinjene pretpostavke, mi ¢emo
to svojstvo pripisati metrickom tenzoru Minkovskog

Wy =1 "heg, W0 =n%InPohy,. (C.3)
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178 Glava C. Dodatak-C

Sad moZemo oceniti izraz za kontravarijantni tenzor gO‘B pomocu veze

gaygaﬁ = 523/ = g‘”(naﬁ + haﬁ)~
Ako ovaj izraz pomnoZimo sa nﬁ‘s dobi¢emo

3
Y = g?° 4 [ = g7 L Ml + O(R?),
odnosno
g1° =gn? —n?°. (C.4)
Za koeficijente povezanosti imamo

a 1 a5 (9hys  dhsg  Ohgy
Do\ o t o~ aw ) ()

Usled ega ée se izraz (9.13') za Ricijev tenzor krivine svesti na

2 2 2
R,p ~ lnyﬁ azh‘w _ J hgy _ d hep _ J hys
L) IxBaxY  Ox%9x%  IxYIxS  Ox%IxP

(C.6)
+0({on}?) =Ry + 0({an}?).

Sad ¢emo, pomocu Rg}i i njegove kontrakcije sa h*B_ uvesti tenzor gravitacionog polja Gg% u linearnoj
pribliznosti

0 _pn 1 _
Gap = Rap = 3R e =

2.7 d2n7 92hY 92nY. (C.7)
1 ( d%hl N B ¥ _Dzhaﬁ> _%naﬁ < 5 |:|2h7>.

T2\ 9xBaxr T Ox%0xY  9xoxB dxraxs

gde 0% oznaava Dalamberov operator u matrici Minkovskog. *Vidak”¢lanova, koji sa&injava razliku izmedu

Ryp i REZ; iizmedu RiR(", a koji je kvadratna funkcija gradijenata 8ahﬁ y» smatraceno da predstavlja sistem

veliCina 74 iz dodatka B (gde je 148 = NayNp 5t75). Dakle

m _1 I _
R(xﬁ _R(XB — 5 (Rg(xﬁ —R( >T[(XB> = —%taB. (C.8)
Ako pogledamo jednacine polja (9.6) one daju, na osnovu (B.4)
n 1o (1
Rip = S RpNap = —5 (Tap +tap) = T35, (€9)

Tenzor G5 moZe se, ponavljanjem postupka kojim smo dobili (C.6), aproksimirati do ostatka viSeg reda
(videti S. Weinberg, [17], gl. 7, §6).

a) U jednacinana (C.9) ne¢emo odmah izvrsSiti pravu linearizaciju, to ¢eno na desnim stranama zarzati
sistem funkcija 43, koji je zanemarljiv za slabo polje. MoZe se proveriti da je

d 1
57 (Rﬁ,ﬁ)ﬁ - 5R(’)ésg) =0, (C.10)

Sto predstavlja linearizovanu Bjankijevu identi¢nost.
Na osnovu prethodnog je i

%Té’m =0, gdeje TP =nPr7ll). (C.11)
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Funkcije TO(C])B su, dakle konzervativne u uobic¢ajenom smislu reci; divergencija im je jednaka nuli. Smatramo
da one predstavljaju ukupnu energiju sistema, ona koju nose materija, elektromagnetno gravitaciono polje.

Posmatrajmo integral od TD(C])B , nad nekom oblascéu Q. Ako tu oblast odaberemo onako kao u Dodatku B,
pod istim pretpostavkama, jer smo i sad uslovili da u beskonacnosti gravitaciono polje isCezava, to jest teZi

metrici Minkovskog, ima¢emo, iz (C.11), a po teoremi o divergenciji

aiﬁfo(clm dr = /T(lwanﬁe(n)dczo
X
Q )

gde je X hiperpovrs X1 USUZX,. Ako, kao u prethodnompodatku, odaberemo komponente hiperpovrsi X tako
da integral nad S teZi nuli kad S — oo, ima¢emo da je nad transverzalama X i X, koordinatnog vremena, aiz
prethodnog obrasca

/ TP, do = / TP do. (C.12)
2] 22
Odavde sledi da je simbolini vektor protoka ukupne energije P sistema nepromenljiv na transverzalama
P = /T(”ﬁ“nﬁ do = /T(l)ﬁ4n13 do =const.,, i=1,2,... 00, (C.13)
b b

Sto je zakon odrZanja protoka ukupne energije sistema.
UveS¢emo pomocu obrazaca (B.3) i (B.7), izraz za moment ukupne energije. Ima¢emo prvo

ADaBy _ aqpBy _  BfDay,

Podrazumeva se da je, na osnovu (C.1), determinanta metrickog tenzora priblizno jednaka
jedinici, pa je stoga ne piSemo.

Tako éemo definisati moment ukupne energije N @B sistema
NWaB = /A<1)°‘ﬁ7nyd6, (C.14)
b

gde je sa X obelezena neka transverzalna hiperpovrs. Kako je, na osnovu (C.11),

9 Aapr _

oxY

to ¢emo, uzimajuéi integral (C.14) nad oblaséu ¥'(X; USUZX,), i istom tehnikom dokazivanja kao i u
prethodnom dodatku, dobiti iz gornjeg

/A(naﬁynys(n)da:/%Aumﬁydfza
E/

Q
odakle je
/A(l)o‘ﬁynydc = /A([)O‘Bynydo = const.
b 3
ili
NDaB /A<1)°‘B4d0 = const. (C.15)
b

Sto je zakon odrzanja momenta ukupne energije sistema.
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b) Ako zanemarimo funkcije 1By slucaju kada je, u ukupnom bilansu, deo energije sistema koji
potice neposredno od gravitacionog polja od malog zracenja, tenzor energije TP ¢e, na osnovu (C.10), biti
konzervativan u obi¢nom smislu

d B

ﬁTa =0. (C.16)
Ovaj zakon nije kovarijantan, kao ni (C.10), pa se postavlja pitanje posle kakvih ¢e transforrnacija i

dalje vaziti jednacine polja Cije su leve strane date sa (C.7). Prvi zahtev je da gravitaciono polje u novom

koordinatnom sistmeu ostane slabo u smislu definicije (C.1), odnosno (C.2). IzvrSi¢emo infinitezimalnu

transformaciju (x*) — (x%), gde su nove koordinate dovoljno bliske ranijim
= x* 4 A%x)+0(A2). (C.17)

Funkcije A% su istog reda veli¢ine kao i h%B . Polazeci od obrasca za transformaciju metri¢kog tenzora

Jap _ 36 0% 0%
£ oxY 9x9,
imac¢emo, na osnovu (C.4)
. AP N
o _ o a2t By
" h 1 ax¥ n ox?’
odnosno
hap = hap — fxﬁ —£x% gdeje g =NayA”. (C.18)
@ B

Ako se ovakvi g unesu u (C.7), taj obrazac ostaje nepromenjen, $to znaci da linearizovane jednacine
gravitacionog polja imaju osobinu kalibracione invarijantnosti (videti §36, od (7.55) na dalje). Dakle nove
koordinate, koje su sa ranijim povezane transfornacijama oblika (C.17), zadovoljavaju sistem (C.7).
Kalibrasiona invarijantnost jednacina polja ne Cini ih jo§ dovoljno jednostavnim za reSavanje. Stoga
se ide na izbor koordinatnog sistema koji, pored toga Sto odslikava osobine slabog polja, treba, koliko je
noguce, da pojednostavi sistem (C.9). Za to ¢e posluZiti harmonijske koordinate, koje karakteriSe uslov:

Brpee
g”'r By = 0.
Ovo nam, na osnovu (C.5) daje, u aproksimaciji s kojom se sluzimo
d g 1 d

——hy = = =—hg. C.19
oxP % 29x%7B C.19)

Kad ove uslove unesemo u jednacine (C.9), one ée se svesti na oblik

i 1 1

GEX% == (Dzhaﬁ —3Map mzhg) =—3Typ (C.20)

Ostaje nam pitanje prelaska iz nekog neharmonijskog polaznog koordinatnog sistema u harmonijski,
jer uslovi (C.19) ne moraju, pri postavci zadatka, biti zadovoljeni. Ako napisemo (C.19) u odnosu na novi
sistem ¥%, a zatim transformiSeno fzg pomocu (C.18), dobi¢emo, ako pri diferenciranju zanemarimo razliku
izmedu % i x* 5 .

B B_ 2
ﬁha — Eﬁhﬁ =0"Aq,
koje parcijalne jednacine zadovoljavaju koordinate s, potencijala iz polaznog sistema. Izbor dovoljno
malih funkcija A, takvih da ove Cetiri jednaline prvog reda u odnosu na deset funkcija 7% imaju reenja,
garantuje nam harmoni¢nost novog koordinatnog sistema, dakle oblik (C.20) jednacina polja u njenu.

Kako je /1,  novi, harmonijski, potencljal slabog polja (koji zadovoljava jednacine (C.19), tenzor energije

¢emo obeleZiti sa Tyg, i prepisati jednaCine (C.20) u pogodnijem obliku

- _ 1.
O%hep =25 (Taﬁ —ETJ). (€21
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Svodenje leve strane gravitacionih jedna¢ina na Dalamberov operator nad /,,  otkriva nam punu analogiju
izmedu potercijala slabog polja i njutnovskog potencijala, koji je skalaran i zedovoljava Laplas-Poasonovu
jednacinu. Odavde se jasno vidi kako relativisticke jednacine gravitacionog polja uopStavaju osnovnu

jednacinu za njutnovski potencijal.

C.2 Zadaci

Zadatak 32
Pokazati vektorsko ponaSanje spina u odnosu na Poenkareovu grupu.

Resenje

Zadatak 33
Pokazati (koristeéi 0-funkciju) da se potpuni moment svodi, za diskretan sistem, na moment impulsa iz §18.

Resenje

Zadatak 34
Proveriti linearizovanu Bjankijevu identi¢nost (C.10).

Resenje

Zadatak 35
Nadéi metriku posmatraca ¢ije svetske linije presecaju koordinate (r,z) de Siterove Vasione (12.16) pod

konstantnim uglom, dok (6, ¢) ostaju nepromenjene.
Resenje

Zadatak 32
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