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Увод

Наjважниjи проблем теориjе комплексних полинома jе проналажење нула и
критичних тачака датог полинома, односно, проналажење региона у комплексноj
равни коjи садржи одређени броj нула или критичних тачака датог полинома.
Основни циљ рада jе презентовање основних резултата коjи се односе на геометриjу
полинома у комплексноj равни, међу коjима су базна вариjанта Гаус-Лукасове
теореме, као и теорема Греjса о аполарним полиномима.

У првом поглављу овог рада дата су нека основна тврђења и Основна теорема
алгебре, као и Принцип аргумената и Теорема о непрекидности, коjе ћемо користити
у даљем раду.

Jедан од основних резултата у овоj области представља Гаус-Лукасова теорема,
коjа каже да све нуле првог извода (критичне тачке) неконстантног полинома у
комплексноj равни припадаjу конвексном омотачу коjи формираjу нуле тог полинома.
Постоjи много уопштења претходне теореме. О томе ће бити речи у другом поглављу
овог рада. Пре тога дефинисаћемо конвексне скупове у комплексноj равни, конвексни
омотач и наjмањи конвексан скуп.

Поред тога, за полиноме са реалним коефициjентима могуће jе извести jош
неколико додатних закључака о њиховим критичним тачкама, користећи Jенсенове
дискове и Jенсенову теорему о критичним тачкама. Jенсенова теорема и њен доказ
доводо до разних занимљивих последица, коjе ће бити наведене уз теорему у трећем
поглављу.

Такође, конвексни омотачи нула два аполарна полинома у комплексноj равни не
могу бити дисjунктни, што представља директну последицу познате теореме Греjса
о аполарним полиномима, коjа jе jедан од централних резултата у овоj области.
У четвртом поглављу, ће бити речи о кружним доменима и поларним изводима.
Користећи ознаке за кружне домене, могу се констатовати еквивалентне формулациjе
Гаус-Лукасове теореме. Jедна од њих jе и Лагерова теорема, коjа даље имплицира
корисну репрезентациjу за логаритамски извод полинома.

Последњи део рада посветићемо занимљивоj Греjс-Хивудовоj теореми, коjа jе
комплексни аналог Ролове теореме. Од великог jе значаjа утврдити концентричан
диск, такав да полином не може имати исту вредност у било коjе две тачке тог диска.
То нас доводи до довољно корисног услова да полином буде jедновалентан на диску,
што нам говори теорема Какеjа.

На краjу, желим да се захвалим ментору, професору др Бобану Карапетровићу,
на великоj помоћи током израде рада и веома корисним саветима. Такође, захваљуjем
се и члановима комисиjе на корисним примедбама и сугестиjама коjе су допринеле
бољем квалитету рада.

Сања Прибановић
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Глава 1

Основна тврђења и Основна

теорема алгебре

Теорема 1.1 (Ролова теорема) Нека jе 𝑓 реална функциjа, непрекидна на

затвореном интервалу [𝑎, 𝑏], диференциjабилна на отвореном интервалу (𝑎, 𝑏), при
чему jе 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏), тада постоjи бар jедна тачка 𝜉 из отвореног интервала (𝑎, 𝑏),
таква да jе 𝑓 ′(𝜉) = 0.

Доказ. Функциjа 𝑓(𝑥) достиже наjвећу и наjмању вредност на [𝑎, 𝑏]. Нека jе

𝑀 = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝑓(𝑥) и 𝑚 = min
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝑓(𝑥).

Дакле
𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤𝑀.

Ако jе 𝑚 = 𝑀 , функциjа 𝑓(𝑥) jе константна и за 𝜉 можемо узети било коjу тачку
интервала (𝑎, 𝑏). Ако jе 𝑚 ̸=𝑀 , тада jе 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) > 𝑚 или 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) < 𝑀 .
Нека jе 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) < 𝑀 . Постоjи бар jедна тачка 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), таква да jе 𝑓(𝜉) = 𝑀 ,
што значи да у тачки 𝜉 функциjа 𝑓 има локални максимум.
На основу Фермаове теореме jе 𝑓 ′(𝜉) = 0. Случаj када jе 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) > 𝑚 разматра се
на сличан начин. ■

𝑎 𝜉 𝑏

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)

Слика 1.1: Геометриjска интерпретациjа Ролове теореме: Ако функциjа задовољава
услове теореме, тада постоjи тачка 𝜉, у интервалу (𝑎, 𝑏), таква да jе тангента функциjе
у тоj тачки водоравна.
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1 ОСНОВНА ТВРЂЕЊА И ОСНОВНА ТЕОРЕМА АЛГЕБРЕ

Напомена 1.1 (Фермаова теорема) Ако функциjа 𝑓(𝑥) има локални екстремум у

тачки 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) и диференциjабилна jе у тоj тачки, онда 𝑓 ′(𝑥0) = 0.

Доказ. Нека, на пример, функциjа 𝑓(𝑥) има локални максимум у тачки 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏).

Тада за 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥0 + 𝛿 важи
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0
≤ 0, одакле следи

𝑓 ′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0
≤ 0. (1.1)

Такође за 𝑥0 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑥0 налазимо
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0
≥ 0 и

𝑓 ′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0
≥ 0. (1.2)

Из (1.1) и (1.2) добиjамо 𝑓 ′(𝑥0) = 0. ■

Нека jе [𝑎, 𝑏] сегмент на реалноj правоj.

Дефинициjа 1.1 Нека jе 𝜙 : [𝑎, 𝑏] → C дата непрекидна функциjа. Тада jе∫︁ 𝑏

𝑎
𝜙(𝑡) d𝑡 =

∫︁ 𝑏

𝑎
Re𝜙(𝑡) d𝑡+ i

∫︁ 𝑏

𝑎
Im𝜙(𝑡) d𝑡.

Лема 1.1 Нека jе 𝜙 : [𝑎, 𝑏] → C непрекидна функциjа. Тада важи⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏

𝑎
𝜙(𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝑏

𝑎
|𝜙(𝑡)| d𝑡.

Доказ. Користећи поларну форму комплексног броjа, имамо∫︁ 𝑏

𝑎
𝜙(𝑡) d𝑡 = 𝑟𝑒i𝜃,

за неке 𝑟 ≥ 0 и 𝜃 ∈ [0, 2𝜋). Тада⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏

𝑎
𝜙(𝑡) d𝑡

⃒⃒⃒⃒
⏟  ⏞  

∈R

= 𝑟 = 𝑒−i𝜃𝑟𝑒i𝜃 = 𝑒−i𝜃

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜙(𝑡) d𝑡 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−i𝜃𝜙(𝑡) d𝑡

=

∫︁ 𝑏

𝑎
Re
(︁
𝑒−i𝜃𝜙(𝑡)

)︁
d𝑡+ i

∫︁ 𝑏

𝑎
Im
(︁
𝑒−i𝜃𝜙(𝑡)

)︁
d𝑡⏟  ⏞  

=0, лева страна jе реалан броj

=

∫︁ 𝑏

𝑎
Re
(︁
𝑒−i𝜃𝜙(𝑡)

)︁
d𝑡

≤
∫︁ 𝑏

𝑎

⃒⃒⃒
𝑒−i𝜃𝜙(𝑡)

⃒⃒⃒
d𝑡

=

∫︁ 𝑏

𝑎
|𝜙(𝑡)|d𝑡,

што jе и требало показати. ■
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1 ОСНОВНА ТВРЂЕЊА И ОСНОВНА ТЕОРЕМА АЛГЕБРЕ

Дефинициjа 1.2 Непрекидно пресликавање 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω jе крива у области Ω ⊂ C.
Ако jе пресикавање 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω непрекидно диференциjабилно, тада jе 𝛾 глатка

крива.

Крива 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω jе део по део глатка ако постоjи подела 𝑎 < 𝑐1 < . . . <
𝑐𝑛 < 𝑏 сегмента [𝑎, 𝑏], тако да jе 𝛾 непрекидно диференциjабилна на сегментима

[𝑎, 𝑐1], [𝑐1, 𝑐2], . . . , [𝑐𝑛, 𝑏].
Део по део глатка крива jе контура. Ако jе 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω контура и 𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡)+i𝑦(𝑡)
за све 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], тада jе

ℓ(𝛾) =

∫︁ 𝑏

𝑎

√︀
𝑥′(𝑡)2 + 𝑦′(𝑡)2d𝑡 =

∫︁ 𝑏

𝑎

⃒⃒
𝛾′(𝑡)

⃒⃒
d𝑡 дужина контуре 𝛾

Крива 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω jе затворена ако важи 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏).

Дефинициjа 1.3 Нека 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω контура у области Ω у комплексноj равни и

нека jе 𝑓 ∈ C(Ω). Тада jе∫︁
𝛾
𝑓(𝑧)d𝑧 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)d𝑡 и

∫︁
𝛾
𝑓(𝑧) |d𝑧| =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝛾(𝑡))

⃒⃒
𝛾′(𝑡)

⃒⃒
d𝑡.

И jош ∫︁
𝛾
|d𝑧| =

∫︁ 𝑏

𝑎

⃒⃒
𝛾′(𝑡)

⃒⃒
d𝑡 = ℓ(𝛾) дужина контуре 𝛾.

Теорема 1.2 (Основна интегрална неjеднакост) Нека jе 𝛾 контура у области Ω
у комплексноj равни и нека jе 𝑓 ∈ C(Ω). Тада важи⃒⃒⃒⃒∫︁

𝛾
𝑓(𝑧) d𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁
𝛾
|𝑓(𝑧)| |d𝑧| .

Доказ. Нека jе 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Ω контура. Kористећи Лему 1.1⃒⃒⃒⃒∫︁
𝛾
𝑓(𝑧) d𝑧

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)d𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓(𝛾(𝑡))| ·

⃒⃒
𝛾′(𝑡)

⃒⃒
|d𝑡| =

∫︁
𝛾
|𝑓(𝑧)| |d𝑧|

лако доказуjемо ово тврђење. ■

Теорема 1.3 (Кошиjева интегрална формула) Нека jе функциjа 𝑓 холоморфна у
неком отвореном скупу коjи садржи затворење ограничене области Ω, чиjа jе граница
𝜕Ω дисjунктна униjа коначно много простих, затворених контура, коjе су позитивно

орjентисане и нека jе 𝑧 ∈ Ω и 𝑛 ∈ N0. Тада важи

𝑓 (𝑛)(𝑧) =
𝑛!

2𝜋i

∫︁
𝜕Ω

𝑓(𝑤)

(𝑤 − 𝑧)𝑛+1
d𝑤.

■

Теорема 1.4 (Теjлоров развоj) Нека jе функциjа 𝑓 ∈ ℋ(𝒟(𝑧0;𝑅)). Тада, за све

𝑧 ∈ 𝒟(𝑧0;𝑅), важи 𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛, где jе

𝑎𝑛 =
1

2𝜋i

∫︁
𝜕𝒟(𝑧0;𝑟)

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1
d𝑧

за све 𝑛 ∈ N0 и 0 < 𝑟 < 𝑅. ■
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1 ОСНОВНА ТВРЂЕЊА И ОСНОВНА ТЕОРЕМА АЛГЕБРЕ

Теорема 1.5 (Лиувилова теорема) Нека jе 𝑓 : C → C цела и ограничена функциjа.

Тада jе 𝑓 константна функциjа.

Доказ. Ако jе 𝑓 цела и ограничена функциjа, тада постоjи ненегативна константа𝑀 ,
таква да jе |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 за све 𝑧 ∈ C. Хоћемо да докажемо да jе 𝑓 степена не већег од
0. Како jе 𝑓 холоморфна у комплексноj равни, представимо jе у облику

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ C,

где jе 𝑎𝑛 =
𝑓 (𝑛)(0)

𝑛!
за све 𝑛 ∈ N (Теjлоров развоj). Нека jе 𝛾𝑟 позитивно орjентисана

кружница са центром у тачки 0, полупречника 𝑟 и 𝑛 ∈ N. Применом Кошиjеве
интегралне формуле и Основне интегралне неjеднакости добиjамо да важи

|𝑎𝑛| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓 (𝑛)(0)𝑛!

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋i

∫︁
𝛾𝑟

𝑓(𝑧)

𝑧𝑛+1
d𝑧

⃒⃒⃒⃒

≤ 1

2𝜋

∫︁
𝛾𝑟

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝑛+1

|d𝑧|

≤ 1

2𝜋

∫︁
𝛾𝑟

𝑀

|𝑧|𝑛+1
|d𝑧|

=
1

2𝜋
· 𝑀

𝑟𝑛+1
· ℓ(𝛾𝑟)

=
1

2𝜋
· 𝑀

𝑟𝑛+1
· 2𝜋𝑟

=
𝑀

𝑟𝑛
.

Пошто jе 𝑛 ≥ 1 онда важи

|𝑎𝑛| ≤
𝑀

𝑟𝑛
→ 0, 𝑟 → ∞.

Следи да jе 𝑎𝑛 = 0 за све 𝑛 ≥ 1, односно 𝑓(𝑧) = 𝑎0. Према томе, добиjамо да jе 𝑓
константна функциjа, што смо и желели да докажемо. ■

Теорема 1.6 (Основна теорема алгебре) Сваки неконстантан полином има

нулу у комплексноj равни.

Доказ. Нека jе 𝑓 неконстантан полином у комплексноj равни. Следи 𝑓(𝑧) → ∞ када
𝑧 → ∞. Tада постоjи 𝑅 > 0 тако да важи

|𝑓(𝑧)| > |𝑓(0)| за све |𝑧| > 𝑅.

Треба да докажемо да мора бити 𝑓(𝑧0) = 0. Па претпоставимо супротно, да 𝑓 нема
нуле у C. Тj. да 𝑓(𝑧0) ̸= 0. Развоjем полинома 𝑓 степена 𝑛 ≥ 1 у односу на тачку 𝑧0
добиjамо

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) +

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

𝑎𝑗(𝑧 − 𝑧0)
𝑗 ,

4
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где jе 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 природан броj и 𝑎𝑘 ̸= 0, при чему такав ненулти коефициjент мора

постоjати, jер jе 𝑓 неконстантан полином. Тада важи
−𝑓(𝑧0)
𝑎𝑘

∈ C×, што значи да jе

−𝑓(𝑧0)
𝑎𝑘

= 𝑟𝑒i𝜃

за неке 𝑟 > 0 и 𝜃 ∈ [0, 2𝜋). Означимо са

𝜔 = 𝑘
√
𝑟 · 𝑒

i𝜃
𝑘 .

Можемо одабрати довољно мало 𝜀 > 0, тако да су следећи услови испуњени

𝑧0 + 𝜔𝜀 ∈ 𝒟(0;𝑅), 0 < 𝜀 < 1 и
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1

|𝑎𝑗𝜔𝑗 |𝜀𝑗−𝑘 < |𝑓(𝑧0)|.

Тада jе

𝑓(𝑧0 + 𝜔𝜀) = 𝑓(𝑧0) +

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

𝑎𝑗(𝜔𝜀)
𝑗 = (1− 𝜀𝑘)𝑓(𝑧0) +

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

𝑎𝑗𝜔
𝑗𝜀𝑗 .

Након тога добиjамо

|𝑓(𝑧0)| ≤ |𝑓(𝑧0 + 𝜔𝜀)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(︁1− 𝜀𝑘

)︁
𝑓(𝑧0) +

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

𝑎𝑗𝜔
𝑗𝜀𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤
(︁
1− 𝜀𝑘

)︁
|𝑓(𝑧0)|+

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

|𝑎𝑗𝜔𝑗 |𝜀𝑗

= |𝑓(𝑧0)| −

⎛⎝|𝑓(𝑧0)| −
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1

|𝑎𝑗𝜔𝑗 |𝜀𝑗−𝑘

⎞⎠ 𝜀𝑘

< |𝑓(𝑧0)|,

што jе контрадикциjа. Па важи 𝑓(𝑧0) = 0, а то jе у ствари и требало доказати. ■

Напомена 1.2 Основну теорему алгебре можемо доказати и на следећи начин.

Доказ. Нека jе 𝑓(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . .+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑎𝑛 ̸= 0 и 𝑛 ≥ 1. Важи lim

𝑧→∞
𝑓(𝑧) = ∞, па

постоjи 𝑅 > 0 тако да |𝑧| > 𝑅, одакле следи да |𝑓(𝑧)| ≥ 1.
Претпоставимо супротно, да полином 𝑓(𝑧) нема нуле у комплексноj равни. Нека jе

𝑔(𝑧) =
1

𝑓(𝑧)
добро дефинисана, цела и неконстантна функциjа. Тада jе 𝑀 = max

𝒟(0;𝑅)
|𝑔|

и jош за |𝑧| > 𝑅 важи |𝑔(𝑧)| ≤ 1. Према томе |𝑔(𝑧)| ≤ max{𝑀, 1} за све 𝑧 ∈ C.
Сада на основу Лиувилове теореме следи да jе 𝑔 константна, а то jе контрадикциjа.
Закључуjемо да полином 𝑓 има нуле у комплексноj равни. ■

Применом Tеореме 1.6, Основне теореме алгебре, може се закључити да полином 𝑓(𝑧)
степена 𝑛 ∈ N има тачно 𝑛 нула у комплексноj равни C, укључуjући и вишеструкости.
Наиме, на основу Теореме 1.6, полином 𝑓(𝑧) има нулу 𝑧1 ∈ C, што значи да постоjи
полином 𝑔(𝑧) степена 𝑛− 1, такав да jе 𝑓(𝑧) = (𝑧− 𝑧1)𝑔(𝑧). Индуктивно настављаjући
претходни поступак долазимо до следећег закључка.
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Теорема 1.7 Сваки полином 𝑓 степена 𝑛 > 0 има укупно 𝑛 комплексних нула и

може се представити као

𝑓(𝑧) = 𝑎𝑛

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑚𝑗 ,

где jе 𝑎𝑛 ̸= 0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 различите нуле и 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ∈ N такви да 𝑚1+. . .+𝑚𝑘 = 𝑛. ■

У погледу ове теореме jављаjу се следећи проблеми за полином 𝑓 .

Проблем 1 Колико нула полинома 𝑓 jе садржано у подскупу комплексне равни, Ω?

Проблем 2 Одређивање подскупа од C коjи садржи наjмање 𝑚 нула полинома 𝑓 ,
где jе 𝑚 цео броj и 1 ≤ 𝑚 ≤ deg 𝑓 .

Одговор на Проблем 1, садржан jе у следећоj теореми. Навешћемо jе у наjопштиjем
облику.

Теорема 1.8 (Принцип аргумената) Нека jе 𝛾 позитивно орjентисана Жорданова

крива у комплексноj равни и нека jе 𝑓 рационална функциjа дефинисана у домену коjи

садржи 𝛾 и њену унутрашњост. Претпоставимо да 𝛾 не садржи ни нуле, нити

полове функциjе 𝑓 . Нека се 𝑧 креће по 𝛾 у позитивном смеру. Онда

∆𝛾 arg 𝑓(𝑧) = 2𝜋(𝑚− ℓ),

где jе 𝑚 броj нула, а ℓ броj полова коjи леже у унутрашњости криве 𝛾 узимаjући

у обзир и њихове вишеструкости, при чему jе ∆𝛾 arg 𝑓(𝑧) jе прираштаj аргумента
функциjе 𝑓 дуж криве 𝛾.

Доказ. Узмимо почетну тачку 𝑎 на кривоj 𝛾 и изаберимо arg (𝑧 − 𝜁) у довољно малоj
околини тачке 𝑎. Тада, како се 𝑧 креће по 𝛾 у позитивном смеру, прираштаj arg (𝑧 − 𝜁)
тежи 2𝜋 ако 𝜁 лежи унутар 𝛾, али jе нула ако лежи изван 𝛾.

Рационалну функциjу можемо записати као 𝑓 =
𝑃

𝑄
, где су 𝑃 и 𝑄 полиноми без

заjедничке нуле. Онда jе

arg 𝑓(𝑧) = arg𝑃 (𝑧)− arg𝑄(𝑧).

Ако изоставимо тривиjалан случаj где jе 𝑃 константно, из Теореме 1.7 добиjамо

𝑃 (𝑧) = 𝑎𝑛

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑚𝑗 ,

из чега следи

arg𝑃 (𝑧) = arg 𝑎𝑛 +

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗 arg(𝑧 − 𝑧𝑗).

Слично, добиjамо и за arg𝑄(𝑧). Из претходног лако долазимо до жељеног резултата.■

Претпоставимо да полином 𝑓 има 𝑚 нула модула коjи не прелазе 𝑟. Тада у
геометриjскоj интерпретациjи диск 𝒟(0; 𝑟) садржи 𝑚 нула. Дакле, следећа теорема
даjе решење претходно наведеног проблема 2.
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Теорема 1.9 Нека jе

𝑓(𝑧) =
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈

монични полином степена 𝑛 и нека jе 𝑚 ∈ N тако да 𝑚 ≤ 𝑛. Тада 𝑓 има наjмање 𝑚
нула модула коjи не прелазе

2 max
0≤𝜇≤𝑚−1

|𝑎𝜇|
1

𝑛−𝜇 .

Доказ. Прво докажимо слабиjе тврђење. Нека 𝑓 припада класи ℳ𝑚,𝑛 коjа се састоjи

од моничних полинома облика
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈 степена 𝑛 за коjе |𝑎𝜇| ≤ 1, где 𝜇 = 0, . . . ,𝑚−1.

Поредећи нуле 𝑧𝜈 полинома 𝑓 као |𝑧1| ≤ . . . ≤ |𝑧𝑛|, тврдимо да |𝑧𝑚| ≤ 2.
Да докажемо ово, настављамо на следећи начин. Претпоставимо да |𝑧𝑚+1| > 2, што jе
jедини нетривиjални случаj. Желимо да издвоjимо нуле 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑛. Нека jе 𝜁 jедна
од њих и дефинишимо

𝑔(𝑧) :=
𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈𝑧
𝜈 :=

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝜁
и 𝑏−1 := 𝑏𝑛 := 0.

Тада, изjедначаваjући коефициjенте, налазимо да 𝑎𝜈 = −𝜁𝑏𝜈 + 𝑏𝜈−1, за 𝜈 = 0, . . . , 𝑛.
Из овога закључуjемо да

𝑏𝑗 = −
𝑗∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈
𝜁𝑗−𝜈+1

(𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 2),

такође, на основу наше претпоставке

|𝑏𝜇| ≤
𝜇∑︁

𝜈=0

|𝑎𝜈 |
2𝜇−𝜈+1

≤
𝜇+1∑︁
𝑙=1

2−ℓ < 1 (𝜇 = 0, . . . ,𝑚− 1).

Стога 𝑔 ∈ ℳ𝑚,𝑛−1. Понављаjући оваj процес, видимо да

ℎ(𝑧) :=

𝑚∑︁
𝜈=0

𝑐𝜈𝑧
𝜈 :=

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧𝑚+1) . . . (𝑧 − 𝑧𝑛)
(𝑐𝑚 = 1)

припада ℳ𝑚,𝑚.
Даље, нека jе 𝑤 нула од ℎ. Тада

𝑤𝑚 = −
𝑚−1∑︁
𝜈=0

𝑐𝜈𝑤
𝜈 .

Према томе, у случаjу где jе |𝑤| > 1, имамо

|𝑤| ≤
𝑚−1∑︁
𝜈=0

|𝑐𝜈 | · |𝑤|𝜈−𝑚+1 ≤
∞∑︁
𝑙=0

|𝑤|−ℓ =
1

1− |𝑤|−1
,

што повлачи да jе |𝑤| ≤ 2. Дакле, у било ком случаjу, |𝑧𝑚| ≤ 2. Закључуjемо да jе
тврђење о полиномима класе ℳ𝑚,𝑛 потврђено.
Изjава теореме се сада лако изводи. Нека jе

𝜆 := max
0≤𝜇≤𝑚−1

|𝑎𝜇|
1

𝑛−𝜇
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и изостављаjући тривиjалан случаj, претпоставимо да jе 𝜆 > 0. Тада

Φ(𝑧) := 𝜆−𝑛𝑓(𝜆𝑧)

припада ℳ𝑚,𝑛. Дакле, Φ има наjмање 𝑚 нула модула коjи не прелазе 2, самим тим
𝑓 има наjмање 𝑚 нула модула коjи не прелазе 2𝜆. ■

Теорема 1.10 (О непрекидности) Нека jе

𝑓(𝑧) =
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈 =

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑚𝑗 (𝑚1 + . . .+𝑚𝑘 = 𝑛)

моничан полином степена 𝑛, са различитим нулама 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 вишеструкости

𝑚1, . . . ,𝑚𝑘. Тада, ако jе 𝜀 > 0 одабрано тако да

𝜀 < min
1≤𝑖<𝑗≤𝑘

|𝑧𝑖 − 𝑧𝑗 |
2

,

онда постоjи 𝛿 такво да било коjи моничан полином 𝑔(𝑧) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈𝑧
𝜈 чиjи

коефициjенти задовољаваjу |𝑏𝜈 − 𝑎𝜈 | < 𝛿, за 𝜈 = 1, . . . , 𝑛 − 1, има тачно 𝑚𝑗

нула у диску

𝒟(𝑧𝑗 ; 𝜀) (𝑗 = 1, . . . , 𝑘).

Доказ. Нека су 𝑓 и 𝑔 дати тако да

𝑓(𝑧 + 𝑧𝑗) := 𝑓𝑗(𝑧) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑎[𝑗]𝜈 𝑧
𝜈 и 𝑔(𝑧 + 𝑧𝑗) := 𝑔𝑗(𝑧) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑏[𝑗]𝜈 𝑧
𝜈 ,

где

𝑎[𝑗]𝜈 =
𝑛∑︁

𝑘=𝜈

(︂
𝑘

𝜈

)︂
𝑎𝑘𝑧

𝑘−𝜈
𝑗 , 𝑏[𝑗]𝜈 =

𝑛∑︁
𝑘=𝜈

(︂
𝑘

𝜈

)︂
𝑏𝑘𝑧

𝑘−𝜈
𝑗 (𝜈 = 0, . . . , 𝑛− 1)

и 𝑎
[𝑗]
𝑛 = 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 𝑏

[𝑗]
𝑛 = 1. У наставку, како jе 𝑧𝑗 нула полинома 𝑓 вишеструкости 𝑚𝑗 ,

имамо 𝑎
[𝑗]
0 = . . . = 𝑎

[𝑗]
𝑚𝑗−1 = 0 и тако

𝑏[𝑗]𝜇 = 𝑏[𝑗]𝜇 − 𝑎[𝑗]𝜇 =
𝑛−1∑︁
𝑘=𝜇

(︂
𝑘

𝜇

)︂
(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)𝑧

𝑘−𝜇
𝑗 (𝜇 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1).

Сада, примењуjући Теорему 1.9 на 𝑔𝑗 за 𝑚 = 𝑚𝑗 и уводећи

𝜌𝑗 := 2 max
0≤𝜇≤𝑚𝑗−1

⎛⎝𝑛−1∑︁
𝑘=𝜇

(︂
𝑘

𝜇

)︂
|𝑏𝑘 − 𝑎𝑘| · |𝑧𝑗 |𝑘−𝜇

⎞⎠ 1
𝑛−𝜇

,

налазимо да 𝒟𝑗 := {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑧𝑗 | ≤ 𝜌𝑗} садржи наjмање 𝑚𝑗 нула од 𝑔. Избором
довољно малог 𝛿, радиjуси 𝜌𝑗 могу бити направљени тако да буду мањи од 𝜀. Тада
су дискови 𝒟1, . . . ,𝒟𝑘 дисjунктни. Самим тим, закључуjемо да 𝒟𝑗 садржи тачно 𝑚𝑗

нула полинома 𝑔. ■
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Теорема 1.11 Нека су 𝑓 и 𝑔 полиноми такви да |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑥)| за све 𝑥 ∈ R.
Претпоставимо да 𝑔 има све своjе нуле у затвореноj горњоj полуравни.

Тада |𝑓(𝑧)| ≤ |𝑔(𝑧)| за Im 𝑧 ≤ 0. Штавише, jеднакост се постиже у тачки из доње

полуравни ако и само ако 𝑓(𝑧) ≡ 𝑒i𝜃𝑔(𝑧) за неко 𝜃 ∈ R.

Доказ. Нека jе 𝑓 = 𝑑 · 𝑓1 и 𝑔 = 𝑑 · 𝑔1, где jе 𝑑 наjвећи заjеднички моничан делилац
полинома 𝑓 и 𝑔. Тада |𝑓1(𝑥)| ≤ |𝑔1(𝑥)| за све 𝑥 ∈ R. Стога, 𝑔1(𝑥) ̸= 0 за 𝑥 ∈ R и
deg 𝑓1 ≤ deg 𝑔1. Штавише, ако запишемо

𝑓1(𝑧) =
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈 и 𝑔1(𝑧) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈𝑧
𝜈

где jе 𝑏𝑛 ̸= 0, долазимо до закључка да jе |𝑎𝑛| ≤ |𝑏𝑛|.
Да докажемо теорему, треба да покажемо да, ако |𝑓1(𝜁)| ≥ |𝑔1(𝜁)| у тачки 𝜁 за Im 𝜁 < 0,
онда 𝑓1(𝑧) ≡ 𝑒i𝜃𝑔1(𝑧). За оваj закључак, довољно jе да покажемо да jе полином

ℎ(𝑧) := 𝑔1(𝑧)𝑓1(𝜁)− 𝑓1(𝑧)𝑔1(𝜁)

идентички jеднак нули. Претпоставимо супротно, ℎ(𝑧) ̸≡ 0, за |𝑓1(𝜁)| ≥ |𝑔1(𝜁)|. Онда
постоjи 𝜆 ∈ R тако да ℎ(𝜆) ̸= 0. Посматраjмо сада фамилиjу полинома

𝐹 (𝑡, 𝑧) :=
𝑧𝑛
[︀
𝑔1(𝑧

−1 + 𝜆)𝑓1(𝜁)− 𝑡𝑓1(𝑧
−1 + 𝜆)𝑔1(𝜁)

]︀
𝑔1(𝜆)𝑓1(𝜁)− 𝑡𝑓1(𝜆)𝑔1(𝜁)

(𝑡 ∈ [0, 1]).

Приметимо да jе 𝐹 (𝑡, 𝑧) моничан полином степена 𝑛 у тачки 𝑧, и, за 𝑡 ∈ [0, 1] именилац
не нестаjе. Штавише, пресликавања

𝜙 : 𝑧 → 1

𝑧 − 𝜆
и 𝜙−1 : 𝑧 → 𝑧−1 + 𝜆

су биjекциjе проширене комплексне равни ̂︀C коjе пресликаваjу R∪ {∞} у себе, горњу
полураван у доњу, и обрнуто. Стога 𝐹 (0, · ) има све своjе нуле у доњоj полуравни, док
𝐹 (1, · ) нестаjе у (𝜁−𝜆)−1, што jе тачка у горњоj полуравни. По Теореми 1.10, наjмање
jедна нула мора сећи реалну праву кад 𝑡 иде од 0 до 1. Дакле, постоjе 𝑡* ∈ (0, 1) и
𝑥* ∈ R такви да 𝐹 (𝑡*, 𝑥*) = 0. Одавде следи да

|𝑔1
(︀
(𝑥*)−1 + 𝜆

)︀
| < |𝑓1

(︀
(𝑥*)−1 + 𝜆

)︀
| ако 𝑥* ̸= 0

и |𝑏𝑛| < |𝑎𝑛| ако jе 𝑥* = 0. У оба случаjа имамо контрадикциjу. ■
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Глава 2

Конвексни скупови и

Гаус-Лукасова теорема

Дефинициjа 2.1 (Конвексни скупови у комплексноj равни) Скуп 𝐾 ⊂ C jе

конвексан ако за сваке две тачке 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾 и за свако 𝑡 ∈ [0, 1] важи:

(1− 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2 ∈ 𝐾.

Лема 2.1 Ако jе 𝐾 ⊂ C конвексан скуп, 𝑛 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ 𝐾 и

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 = 1, при чему

je 𝜆𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, тада важи:

𝜆1𝑧1 + . . .+ 𝜆𝑛𝑧𝑛 ∈ 𝐾.

Доказ. Проверавамо да ли тврђење важи за 𝑛 = 1. Нека су 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾 и 𝜆1 + 𝜆2 = 1
при чему су 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0, следи 𝜆1 = 1− 𝜆2. Тада, како jе 𝜆2 ∈ [0, 1], по Дефинициjи 2.1
важи:

𝜆1𝑧1 + 𝜆2𝑧2 = (1− 𝜆2)𝑧1 + 𝜆2𝑧2 ∈ 𝐾.

Сада, претпоставимо да тврђење важи за n. Докажимо да важи за 𝑛 + 1. Нека су

𝑧1, . . . , 𝑧𝑛+1 ∈ 𝐾 и
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 = 1, при чему je 𝜆𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛+ 1. Означимо

Λ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 .

Тада jе Λ ∈ [0, 1] и Λ + 𝜆𝑛+1 = 1. Ако jе Λ = 0, тада jе 𝜆𝑛+1 = 1 и следи да важи
𝜆1𝑧1+ . . .+𝜆𝑛𝑧𝑛+𝜆𝑛+1𝑧𝑛+1 = 0+1 ·𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛+1 ∈ 𝐾. Па претпоставимо да jе Λ ∈ (0, 1].
Тада важи:

𝜆1𝑧1 + . . .+ 𝜆𝑛+1𝑧𝑛+1 = (1− 𝜆𝑛+1)

(︂
𝜆1
Λ
𝑧1 + . . .+

𝜆𝑛
Λ
𝑧𝑛

)︂
+ 𝜆𝑛+1𝑧𝑛+1 ∈ 𝐾,

jер jе К конвексан и
𝜆1
Λ
𝑧1 + . . . +

𝜆𝑛
Λ
𝑧𝑛 ∈ 𝐾 по индуктивноj претпоставци, имаjући у

виду да jе
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗
Λ

=
Λ

Λ
= 1.

По принципу математичке индукциjе доказуjемо да тврђење важи за све 𝑛 ∈ N. ■
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2 КОНВЕКСНИ СКУПОВИ И ГАУС-ЛУКАСОВА ТЕОРЕМА

Ово тврђење заправо значи да су конвексни скупови затворени за конвексне
комбинациjе своjих елемената.

Дефинициjа 2.2 (Конвексан омотач) Конвексан омотач скупа 𝑆 ⊂ C се

дефинише на следећи начин:

𝒞(𝑆) =
⋂︁

{𝐾 : 𝐾 je конвексан скуп и 𝑆 ⊂ 𝐾} .

Лема 2.2 (Наjмањи конвексан скуп) Конвексан омотач неког скупа у комплексноj

равни jе наjмањи конвексан скуп коjи га садржи.

Доказ. Нека су 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝒞(𝑆) и 𝑡 ∈ [0, 1] произвољни. Нека jе 𝐾 ⊃ 𝑆 конвексан скуп.
Тада су 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾, па важи (1− 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2 ∈ 𝐾 по Дефинициjи 2.1. Како ово важи за
сваки конвексан скуп 𝐾 ⊃ 𝑆, следи да jе (1 − 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2 ∈ 𝒞(𝑆). Закључуjемо да jе
𝒞(𝑆) конвексан скуп. ■

Теорема 2.1 (Гаус-Лукасова) Све нуле првог извода неконстантног полинома у

комплексноj равни припадаjу конвексном омотачу коjи формираjу нуле тог полинома.

Доказ. Нека jе 𝑓(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + . . . + 𝑎1𝑧 + 𝑎0 полином у комплексноj равни, где jе

𝑛 ∈ N, 𝑎𝑛 ̸= 0. Хоћемо да докажемо да све нуле полинома 𝑓 ′(𝑧) припадаjу конвексном
омотачу нула полинома 𝑓(𝑧). Нека су 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 све нуле, рачунаjући и вишеструкости,
полинома 𝑓(𝑧) у комплексноj равни. Нека jе 𝑆 = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑛}, 𝒞(𝑆) одговараjући
конвексан омотач и 𝛼 нула полинома 𝑓 ′(𝑧). Ако jе 𝑓(𝛼) = 0, тада важи 𝛼 ∈ 𝑆 ⊂ 𝒞(𝑆).
Претпоставимо да jе 𝑓(𝛼) ̸= 0. Приметимо да важи:

𝑓(𝑧) = 𝑎𝑛

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗),

отуда

𝑓 ′(𝑧) = 𝑎𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

∏︁
𝑗 ̸=𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑗).

Следи да jе

0 =
𝑓 ′(𝛼)

𝑓(𝛼)
=

𝑎𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

∏︁
𝑗 ̸=𝑘

(𝛼− 𝑧𝑗)

𝑎𝑛

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝛼− 𝑧𝑗)

=
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝛼− 𝑧𝑘
. (2.1)

Конjуговањем претходне jеднакости (2.1), добиjа се

0 =

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝛼− 𝑧𝑘
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼− 𝑧𝑘

|𝛼− 𝑧𝑘|2
,

одатле важи

𝛼
𝑛∑︁

𝑘=1

1

|𝛼− 𝑧𝑘|2
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

|𝛼− 𝑧𝑘|2
𝑧𝑘.
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2 КОНВЕКСНИ СКУПОВИ И ГАУС-ЛУКАСОВА ТЕОРЕМА

Коначно, нека jе

𝜆𝑗 =

1
|𝛼−𝑧𝑗 |2

𝑛∑︁
𝑘=1

1

|𝛼− 𝑧𝑘|2

≥ 0,

за све 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Сада, директно следи
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 = 1, па важи да jе

𝛼 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 ∈ 𝒞(𝑆),

jер jе 𝒞(𝑆) конвексан скуп. ■

Лема 2.3 Нека су 𝑓 и 𝑔 полиноми такви да |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑥)| за све 𝑥 ∈ R. Ако 𝑔 има

све своjе нуле у затвореноj горњоj полуравни, онда |𝑓 ′(𝑧)| ≤ |𝑔′(𝑧)| за Im 𝑧 ≤ 0.

Доказ. Под претпоставком леме, закључуjемо да |𝑓(𝑧)| ≤ |𝑔(𝑧)| за Im 𝑧 ≤ 0, на основу
Теореме 1.11. Како jе 𝑔(𝑧) ̸= 0 у отвореноj доњоj полуравни ℋ𝐿, следи да, за било коjи
комплексни броj 𝜆 модула већег од 1, полином

ℎ𝜆(𝑧) := 𝑓(𝑧)− 𝜆𝑔(𝑧)

не нестаjе у ℋ𝐿. Дакле, он има своjе нуле у затвореноj горњоj полуравни ℋ𝑈 . По Гаус-
Лукасовоj теореми, све нуле полинома ℎ′𝜆 такође леже у ℋ𝑈 . Стога, 𝑓

′(𝑧) ̸= 𝜆𝑔′(𝑧)
кад год jе 𝑧 ∈ ℋ𝐿 и |𝜆| > 1. Ово jе могуће jедино ако jе |𝑓 ′(𝑧)| ≤ |𝑔′(𝑧)| за 𝑧 ∈ ℋ𝐿, и,
свакако, за Im 𝑧 ≤ 0 по непрекидности. ■

Лема 2.4 Нека jе 𝒦(𝑆) скуп свих конвексних комбинациjа елемената скупа 𝑆. Тада
jе и 𝒦(𝑆) jедан конвексан скуп.

Доказ. Дакле, нека jе 𝒦(𝑆) скуп елемената облика

𝜆1𝑧1 + . . .+ 𝜆𝑛𝑧𝑛,

за све 𝑛 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ 𝑆, 𝜆𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, при чему je
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 = 1.

Узмимо произвољне 𝑧, 𝑤 ∈ 𝒦(𝑆) и 𝑡 ∈ [0, 1]. Следи

𝑧 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 и 𝑤 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑤𝑖,

за неке 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑚 ∈ 𝑆, 𝜆𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝜇𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

где jе
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 = 1 и
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 = 1. Тада jе

(1− 𝑡)𝑧 + 𝑡𝑤 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(1− 𝑡)𝜆𝑗𝑧𝑗 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡𝜇𝑖𝑤𝑖,
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при чему важи

𝑛∑︁
𝑗=1

(1− 𝑡)𝜆𝑗 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡𝜇𝑖 = (1− 𝑡)
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 + 𝑡
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 = 1− 𝑡+ 𝑡 = 1,

што директно повлачи (1 − 𝑡)𝑧 + 𝑡𝑤 ∈ 𝒦(𝑆). Према томе, 𝒦(𝑆) jе заиста конвексан
скуп. ■

Последица 2.1 Конвексан омотач 𝒞(𝑆) скупа 𝑆 jе заправо скуп свих конвексних

комбинациjа елемената тог скупа. Дакле, важи

𝒞(𝑆) = 𝒦(𝑆).

Доказ. Будући да jе 𝒞(𝑆) конвексан скуп коjи садржи 𝑆, он садржи и све конвексне
комбинациjе елемената тог скупа, jер су конвексни скупови затворени за конвексне
комбинациjе своjих елемената. Па jе 𝒞(𝑆) ⊃ 𝒦(𝑆). Са друге стране, у Леми 2.4 смо
показали да jе 𝒦(𝑆) конвексан скуп и 𝒦(𝑆) ⊃ 𝑆. Како jе 𝒞(𝑆) наjмањи конвексан
скуп коjи садржи 𝑆, следи да jе 𝒞(𝑆) ⊂ 𝒦(𝑆). Закључуjемо 𝒞(𝑆) = 𝒦(𝑆). ■

Теорема 2.2 (Каратеодориjева теорема о конвексним скуповима) Нека jе

𝑆 ⊂ C и 𝑧 ∈ 𝒞(𝑆). Тада jе 𝑧 конвексна комбинациjа нека три елемента скупа 𝑆.

Доказ. Како важи 𝑧 ∈ 𝒞(𝑆) = 𝒦(𝑆), то jе 𝑧 конвексна комбинациjа неких елемената
скупа 𝑆. Следи

𝑧 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 ,

за неке 𝑛 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ 𝑆, 𝜆𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, при чему важи
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 = 1. За 𝑛 ≤ 3,

тврђење важи. Претпоставимо да jе 𝑛 > 3. Тада су вектори 𝑧2−𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−𝑧1 линеарно
зависни, будући да jе 𝑛 − 1 > 2. Према томе, за неке реалне броjеве 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛, коjи
нису сви jеднаки нули, важи

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜇𝑗(𝑧𝑗 − 𝑧1) = 0.

Поред тога, нека jе

𝜇1 = −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝜇𝑗 .

На основу претходног следи:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝑧𝑗 =

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜇𝑗𝑧𝑗 + 𝜇1𝑧1 =

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜇𝑗(𝑧𝑗 − 𝑧1) = 0.

Како броjеви 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛 нису сви jеднаки нули и како важи

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 = 0,
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то jе бар jедан од њих строго већи од нуле и стога, дефинишемо

𝛼 = min
1≤𝑗≤𝑛

{︂
𝜆𝑗
𝜇𝑗

: 𝜇𝑗 > 0

}︂
=
𝜆𝑖
𝜇𝑖

за неко 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Приметимо да тада важи

𝑧 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 − 𝛼
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜇𝑗𝑧𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝜆𝑗 − 𝛼𝜇𝑗)𝑧𝑗 .

Због начина на коjи смо дефинисали броj 𝛼, закључуjемо да jе

𝜆𝑗 − 𝛼𝜇𝑗 ≥ 0, за све 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Такође jе
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝜆𝑗 − 𝛼𝜇𝑗) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 − 𝛼
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜇𝑗 = 1.

Како важи
𝜆𝑖 − 𝛼𝜇𝑖 = 0,

то jе

𝑧 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

(𝜆𝑗 − 𝛼𝜇𝑗)𝑧𝑗 .

Из претходног, следи да jе 𝑧 конвексна комбинациjа 𝑛− 1 елемената скупа 𝑆. Ако jе
𝑛− 1 ≤ 3 доказ jе завршен. Иначе, ако jе 𝑛− 1 > 3, понављамо претходну процедуру,
све док не добиjемо представљање тачке 𝑧 као конвексне комбинациjе три елемената
из скупа 𝑆. ■

Растоjање између тачака 𝑧 = 𝑥+ i𝑦 и 𝑤 = 𝑢+ i𝑣, где су 𝑧, 𝑤 ∈ C и 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ R износи

|𝑧 − 𝑤| =
√︀

(𝑥− 𝑢)2 + (𝑦 − 𝑣)2.

Тада се диjаметар скупа 𝑆 ⊂ C дефинише на следећи начин:

diam 𝑆 = sup
𝑧,𝑤∈𝑆

|𝑧 − 𝑤|.

Испоставља се да jе диjаметар неког скупа jеднак диjаметру његовог конвексног
омотача. Па важи следеће тврђење.

Теорема 2.3 Нека jе 𝑆 ⊂ C. Тада важи

diam 𝑆 = diam 𝒞(𝑆).

Доказ. Како jе 𝑆 ⊂ 𝒞(𝑆), то директно важи diam 𝑆 ≤ diam 𝒞(𝑆). Са друге стране,
нека су 𝑧, 𝑤 ∈ 𝒞(𝑆) произвољно одабрани. Применом претходне теореме можемо
закључити да се 𝑧 и 𝑤 могу представити као конвексне комбинациjе од по три

елемената скупа 𝑆. Самим тим, можемо писати 𝑧 =
3∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 и 𝑤 =
3∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑤𝑖, где су
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𝑧𝑗 , 𝑤𝑖 ∈ 𝑆 и 𝜆𝑗 , 𝜇𝑖 ≥ 0 за све 𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, при чему важи
3∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 =
3∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖 = 1.

Тада важи

|𝑧 − 𝑤| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑧𝑗 − 𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝑧𝑗 − 𝑤)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

≤
3∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 |𝑧𝑗 − 𝑤|

=
3∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑧𝑗 −

3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑤𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖(𝑧𝑗 − 𝑤𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤
3∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗

3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 |𝑧𝑗 − 𝑤𝑖|

≤

⎛⎝ 3∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

⎞⎠(︃ 3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖

)︃
diam 𝑆

= diam 𝑆.

Према томе, преласком на супремум по свим 𝑧, 𝑤 ∈ 𝒞(𝑆), следи

sup
𝑧,𝑤∈𝒞(𝑆)

|𝑧 − 𝑤| ≤ diam 𝑆,

односно
diam 𝒞(𝑆) ≤ diam 𝑆.

На основу свега претходног налазимо

diam 𝑆 = diam 𝒞(𝑆),

што jе и требало доказати. ■
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Глава 3

Реални полиноми и Jенсенова

теорема

Ако полином 𝑓 има реалне коефициjенте, онда можемо извести неколико тврђења о
нулама првог извода тог полинома. Знамо да ако jе нула полинома вишеструкости
𝑚 ≥ 2 онда jе нула првог извода тог полинома, у даљем тексту критична тачка,
вишеструкости 𝑚 − 1. Штавише, ако jе 𝑓 реалне вредности на реалноj правоj, онда
по Роловоj теореми постоjи бар jедна реална критична тачка између било коjе две
узастопне реалне нуле тог полинома. Према томе, ако 𝑓 има укупно 𝑘 реалних нула
узимаjући у обзир и њихове вишеструкости, онда 𝑓 има наjмање 𝑘 − 1 критичних
тачака. Ово можемо преформулисати на следећи начин.

Тврђење 3.1 За полином са реалним коефициjентима броj комплексних критичних

тачака тог полинома не може бити већи од броjа комплексних нула тог полинома. ■

У претходном тврђењу свака комплексна нула има своj конjуговани пар. Ово се може
користити за извођење занимљивог резултата коjи ниjе покривен Гаус-Лукасовом
теоремом.

Нека jе 𝑓 полином са реалним коефициjентима. Означимо са 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 нуле коjе
леже у отвореноj горњоj полуравни. Дискови

𝒟𝜇 := {𝑧 ∈ C : |𝑧 − Re 𝑧𝜇| ≤ Im 𝑧𝜇} (𝜇 = 1, . . . ,𝑚)

Re 𝑧

Слика 3.1: Jенсенови дискови полинома степена 9. Нуле полинома су означене
тачкицама, а критичне тачке, заокруженим тачкицама.

16



3 РЕАЛНИ ПОЛИНОМИ И JЕНСЕНОВА ТЕОРЕМА

ће се називати Jенсенови дискови полинома 𝑓 . Приметимо да сегмент коjи спаjа
конjуговани пар 𝑧𝜇, 𝑧𝜇 формира вертикални пречник од 𝒟𝜇 (видети слику 3.1).

Теорема 3.1 (Jенсенова) Нека jе 𝑓 полином са реалним коефициjентима. Тада

комплексне критичне тачке полинома 𝑓 леже у униjи свих Jенсенових дискова

полинома 𝑓 .

Додатак. Комплексна критичнa тачкa друге врсте лежи у унурашњости наjмање
jедног од Jенсенових дискова осим ако jе у питању гранична тачка сваког од њих. У
том случаjу 𝑓 не може имати ниjедну реалну нулу.

Доказ. Нека jе 𝑓(𝑧) := 𝑐

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧−𝑧𝑗) полином степена 𝑛 ∈ N где су 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 комплексне

нуле полинома 𝑓(𝑧). Као и у доказу Гаус-Лукасове теореме имамо

𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑧 − 𝑧𝑘
.

Претпоставимо да jе 𝑤 комплексна критична тачка полинома 𝑓 , тада jе 𝑓 ′(𝑤) = 0. Ако
jе 𝑓(𝑤) = 0, онда jе 𝑤 = 𝑧𝑘 за неко 𝑘 и 𝑤 лежи на граници Jенсеновог диска одређеног
са 𝑤 = 𝑧𝑘. Зато претпоставимо да jе 𝑓(𝑤) ̸= 0. Нека jе 𝑤 = 𝑢 + i𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ R, 𝑣 ̸= 0. За
комплексну нулу 𝑧𝑘 = 𝑥+ i𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑧𝑘 jе такође нула и 𝑧𝑘 = 𝑥− i𝑦. Онда имамо

1

𝑤 − 𝑧𝑘
+

1

𝑤 − 𝑧𝑘
=

1

𝑤 − 𝑥− i𝑦
+

1

𝑤 − 𝑥+ i𝑦
=

2𝑤 − 2𝑥

(𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2

Како jе (𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2 = (𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2, то jе

2𝑤 − 2𝑥

(𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2
=

(2𝑤 − 2𝑥)((𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2)

|(𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2|2

Сада желимо да израчунамо знак имагинарног дела овог израза. Пошто jе именилац
реалан и позитиван, довољно jе погледамо знак имагинарног дела броjиоца.

(2𝑤 − 2𝑥)((𝑤 − 𝑥)2 + 𝑦2) = 2((𝑤 − 𝑥)(𝑤 − 𝑥)(𝑤 − 𝑥) + 𝑦2(𝑤 − 𝑥))

= 2(|𝑤 − 𝑥|2(𝑤 − 𝑥) + 𝑦2(𝑤 − 𝑥))

= 2(|𝑤 − 𝑥|2(𝑢− i𝑣 − 𝑥) + 𝑦2(𝑢+ i𝑣 − 𝑥)).

А имагинарни део овог броjа jе

2(−𝑣|𝑤 − 𝑥|2 + 𝑦2𝑣) = 2𝑣(−|𝑤 − 𝑥|2 + 𝑦2).

Оваj израз има негативан знак −𝑣 jер смо претпоставили да jе 𝑤 ван Jенсеновог диска,
па следи

𝑦2 < |𝑤 − 𝑥|2.

Погледаjмо сада знак имагинарног дела овог израза

1

𝑤 − 𝑧𝑘
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у случаjу да jе 𝑧𝑘 = 𝑥 ∈ R. Тада je

1

𝑤 − 𝑥
· 𝑤 − 𝑥

𝑤 − 𝑥
=
𝑢− i𝑣 − 𝑥

|𝑤 − 𝑥|2
.

Имагинарни део овог израза тачно знак од −𝑣.
Сада у суми

0 =
𝑓 ′(𝑤)

𝑓(𝑤)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑤 − 𝑧𝑘
=

∑︁
Im 𝑧𝑘=0

Im

(︂
1

𝑤 − 𝑧𝑘

)︂
+

∑︁
Im 𝑧𝑘>0

Im

(︂
1

𝑤 − 𝑧𝑘
+

1

𝑤 − 𝑧𝑘

)︂
(3.1)

имамо две врсте нула, комплексне коjе могу бити упарене заjедно са своjим
конjугованим паром и знак коjи им одговара jе jеднак −𝑣 и реалне коjе такође имаjу
имаjу знак jеднак знаку −𝑣. Закључуjемо да наша сума има знак од −𝑣, а како знамо
да jе 𝑣 ̸= 0, сума не може бити нула. Долазимо до контрадикциjе. Стога наша нула 𝑤
мора припадати унутар или на граници jедног од Jенсенових дискова.

Додатак се лако доказуjе из jедначине (3.1). ■

Jенсенова теорема и њен доказ доводе до разних занимљивих последица. Следећа
теорема се може сматрати теоремом раздваjања.

Последица 3.1 Нека jе 𝑓 полином са реалним коефициjентима. Претпоставимо

да jе 𝑥* тачка на реалноj правоj изван свих Jенсенових дискова полинома 𝑓 . Ако
jе 𝑓(𝑥*) = 0, онда у свакоj од полуравни

ℋ1 := {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 < 𝑥*} и ℋ2 := {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 𝑥*},

броj нула jе jеднак броjу критичних тачака.

Доказ. Нека су 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + i𝑦𝑗 , где су 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈ R за 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, нуле полинома 𝑓 и
дефинишимо

𝑓𝑡(𝑧) := 𝑐

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑡𝑦𝑗),

где jе 𝑡 ∈ [0, 1] и 𝑐 изабрано тако да jе 𝑓1(𝑧) ≡ 𝑓(𝑧). Даље, нека jе 𝜀𝑡 униjа реалне осе и
Jенсенових дискова полинома 𝑓𝑡. За 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, очигледно jе 𝜀𝑡 ⊆ 𝜀1. Последица важи
за 𝑓0 као последица Ролове теореме. Како 𝑡 расте, нуле полинома 𝑓𝑡 се непрекидно
помераjу(Теорема о непрекидности 1.10), али остаjу у 𝜀1.
Даље, у циљу да дођемо од ℋ1 до ℋ2 и обрнуто, критичне тачке полинома мораjу
проћи кроз 𝑥*. Ако се ово прво догоди за 𝑡 = 𝑠, онда 𝑓𝑠 мора имати нуле веће
вишеструкости у тачки 𝑥*, него што има 𝑓0. Али, то не би било у складу са
претпоставкама о 𝑥* и дефинициjом полинома 𝑓𝑡. ■

Као пандан претходноj последици, наводимо следећи резултат.

Последица 3.2 Нека jе 𝑓 полином са реалним коефициjентима. Претпоставимо

да jе 𝑥* тачка на реалноj правоj изван свих Jенсенових дискова полинома 𝑓 . Ако
jе 𝑓(𝑥*) ̸= 0, онда у свакоj од полуравни

ℋ1 := {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 < 𝑥*} и ℋ2 := {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 𝑥*},

броj нула jе наjмање jеднак броjу критичних тачака, али га може премашити само

за jедну.

18
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Доказ. Нека jе 𝑛𝑗 броj нула и 𝑛′𝑗 броj критичних тачака у ℋ𝑗 , где 𝑗 = 1, 2. Под
претпоставком ове последице не може постоjати ниjедна нула на Re 𝑧 = 𝑥*, па степен
полинома 𝑓 мора бити 𝑛1+𝑛2 =: 𝑛. Изаберимо позитивне броjеве 𝑎 и 𝑏 довољно велике
да правоугаоник Γ са теменима у тачкама

−𝑎− i𝑏, 𝑥* − i𝑏, 𝑥* + i𝑏, −𝑎+ i𝑏

обухвата нуле и критичне тачке коjе леже у ℋ1 али се не сусрећу ни са jедним од
Jенсенових дискова полинома 𝑓 . Ако се 𝑧 креће по Γ у смеру супротном од казаљке
на сату, онда jе према Tеореми о принципу аргумената 1.8

∆(Γ) arg

(︂
𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)

)︂
= 2𝜋(𝑛′1 − 𝑛1).

Како Jенсенова теорема важи за све 𝑧 ∈ Γ, онда морамо имати ∆(Γ) = 2𝜋ℓ, где jе
ℓ ∈ {−1, 0, 1}. Ово повлачи 𝑛1−1 ≤ 𝑛′1 ≤ 𝑛1+1. Аналогно, налазимо 𝑛2−1 ≤ 𝑛′2 ≤ 𝑛2+1.
Међутим ниjедна од горњих граница за 𝑛′1 и 𝑛′2 се не може постићи, jер бисмо у
супротном имали

𝑛′1 + 𝑛′2 ≥ 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑛,

што jе контрадикциjа са чињеницом да 𝑓 има 𝑛− 1 критичну тачку. ■

Применом Последица 3.1 и 3.2 два пута, можемо закључити резултате о броjу
критичних тачака на вертикалноj оси. Они су лаке последице Ролове теореме у
случаjу кад су све нуле реалне. За илустрациjу Последица 3.1 и 3.3 видети Слику 3.1.

Последица 3.3 Нека jе 𝑓 полином са реалним коефициjентима и нека су 𝑎 и 𝑏, 𝑎 < 𝑏,
две тачке на R изван свих Jенсенових дискова полинома 𝑓 . Означимо са 𝑚 броj нула

и са 𝑚′ броj критичних тачака на правоj {𝑧 ∈ C : 𝑎 < Re 𝑧 < 𝑏}. Тада

(i) 𝑚′ = 𝑚+ 1 ако 𝑓(𝑎) = 0 и 𝑓(𝑏) = 0;

(ii) 𝑚 ≤ 𝑚′ ≤ 𝑚+ 1 ако 𝑓(𝑎) = 0 или 𝑓(𝑏) = 0;

(iii) 𝑚− 1 ≤ 𝑚′ ≤ 𝑚+ 1 ако 𝑓(𝑎) ̸= 0 и 𝑓(𝑏) ̸= 0.

Доказ. Означимо са 𝑛1 броj нула и са 𝑛
′
1 броj критичних тачака на {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 < 𝑎}.

Нека су 𝑛2 и 𝑛
′
2 одговараjуће нуле и критичне тачке на {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 𝑏}. Довољно jе

размотрити следећа три случаjа.

1∘ 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0

Означимо са 𝑘1 вишеструкост нуле у тачки 𝑎. Из Последице 3.1 закључуjемо за
𝑥* := 𝑎 да je 𝑛1 = 𝑛′1 и за 𝑥* := 𝑏 да je 𝑛1 + 𝑘1 +𝑚 = 𝑛′1 + 𝑘 − 1 +𝑚′. Стога,
важи (𝑖);

2∘ 𝑓(𝑎) = 0, 𝑓(𝑏) ̸= 0

Последица 3.1 за 𝑥* := 𝑎 даjе да jе 𝑚+ 𝑛2 = 𝑚′ + 𝑛′2. Осим тога, Последица 3.2
за 𝑥* := 𝑏 даjе да jе 𝑛2 − 1 ≤ 𝑛′2 ≤ 𝑛2. Стога 𝑚 ≤ 𝑚′ ≤ 𝑚+ 1.
Примењуjући ово на полином 𝑓(−𝑧 + 𝑎+ 𝑏), долазимо до истог закључка ако jе
𝑓(𝑎) ̸= 0, 𝑓(𝑏) = 0. Па важи (𝑖𝑖);
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3∘ 𝑓(𝑎) ̸= 0, 𝑓(𝑏) ̸= 0

Закључуjемо из Последице 3.2 за 𝑥* := 𝑎 да jе 𝑛1 − 1 ≤ 𝑛′1 ≤ 𝑛1 и за
𝑥* := 𝑏 да jе 𝑛1 +𝑚 − 1 ≤ 𝑛′1 +𝑚′ ≤ 𝑛1 +𝑚. Комбинациjом ових неjеднакости,
видимо да важи (𝑖𝑖𝑖).

■

У Последици 3.3 хипотеза да 𝑎 и 𝑏 нису садржане у Jенсеновом диску jе кључна.
Заиста, размотримо полином 𝑓(𝑧) := 𝑥4 + 4.
Он нема нула на правоj 𝑆 := {𝑧 ∈ C : −1 < Re 𝑧 < 1}. Када би Последица 3.3 могла
да се примени на 𝑎 = −1 и 𝑏 = 1 онда би полином 𝑓 имао наjвише jедну критичну
тачку на 𝑆. Али, очигледно, полином 𝑓 има критичну тачку вишеструкости 3 у нули.
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Глава 4

Теорема Греjса о аполарним

полиномима

4.1 Кружни домени и поларни изводи

Нека jе ̂︀C проширена комплексна раван. Афино пресликавање

𝜙 :

{︃̂︀C → ̂︀C
𝑧 → 𝛼𝑧 + 𝛽 (𝛼, 𝛽 ∈ C, 𝛼 ̸= 0)

jе биjекциjа и са композициjом пресликавања као операциjом, формира групу 𝒢𝑎.
Инверзну функциjу од 𝜙 означавамо са 𝜙−1. Елементи групе 𝒢𝑎 прескликаваjу дискове
у дискове и полуравни у полуравни.Штавише, за било коjа два диска 𝒟1 и 𝒟2 (или
било коjе две полуравни ℋ1 и ℋ2), било да су оба отворена или оба затворена, постоjи
елемент групе 𝒢𝑎 коjи се пресликава инjективно из 𝒟1 у 𝒟2 (или из ℋ1 у ℋ2).

Променом променљиве 𝑧 полинома 𝑓 степена 𝑛 путем трансформациjе 𝜙 коjа
припада групи 𝒢𝑎, закључуjемо да 𝑔(𝑧) := 𝑓(𝜙(𝑧)), што jе опет полином степена
𝑛. Нуле и критичне тачке полинома 𝑔 су повезане са нулама и критичним тачкама
полинома 𝑓 на врло jедноставан начин. Тачка 𝑧* jе нула полинома 𝑔 ако и само ако jе
𝜙(𝑧*) нула полинома 𝑓 ; исто тако 𝜁 jе критична тачка полинома 𝑔 ако и само ако jе
𝜙(𝜁) критична тачка полинома 𝑓 .

Рационална функциjа степена 1, коjу обично називамо Мебиjусова трансформациjа

𝜓 :

⎧⎨⎩
̂︀C → ̂︀C
𝑧 → 𝛼𝑧 + 𝛽

𝛾𝑧 + 𝛿
(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ C, 𝛼𝛿 − 𝛾𝛽 ̸= 0)

(4.1.1)

jе такође биjекциjа и формира групу 𝒢𝑟, коjа садржи групу 𝒢𝑎 као одговараjућу
подгрупу1. Нека jе 𝒞* ознака за скуп свих кругова и свих правих у равни. Значаjно
jе да свако 𝜓 ∈ 𝒢𝑟 пресликава jедан елемент скупа 𝒞* у jедан елемент скупа 𝒞*.
Како jе пресликавање 𝜓 биjекциjа, следи да се, у ̂︀C, сваки домен чиjа граница
припада скупу 𝒞*, пресликава у домен истог типа. Такве домене ћемо називати
кружним доменима под условом да су отворени или затворени. Стога, ниjе само
диск (отворен или затворен) кружни домен, већ jе и његов комплемент у односу на̂︀C, кружни домен, такође, ово важи и за полураван.

1У уџбеницима комплексне анализе елементе групе 𝒢𝑎, па чак и од 𝒢𝑟 често називаjу линеарним

трансформациjама иако линеарност захтева 𝛾 = 𝛽 = 0
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4.1. КРУЖНИ ДОМЕНИ И ПОЛАРНИ ИЗВОДИ

За било коjа два кружна домена 𝒦1 и 𝒦2, било да су оба отворена или оба
затворена, постоjи елемент у 𝒢𝑟 коjи се пресликава инjективно из 𝒦1 у 𝒦2. Из овог
разлога, кружне домене ћемо дефинисати формалниjе на следећи начин.

Дефинициjа 4.1.1 Подскуп проширене комплексне равни jе кружни домен, ако jе

он слика затвореног или отвореног jединичног диска пресликавањa елемената (4.1.1)
из групе 𝒢𝑟 .

Посматраjмо полином 𝑓 степена 𝑛 ≥ 1. Ако jе 𝜓 ∈ 𝒢𝑟 ∖ 𝒢𝑎 онда 𝑓(𝜓(𝑧)) више ниjе
полином. Али, то ниjе проблем. Како 𝜓 ̸∈ 𝒢𝑎, 𝜓 можемо записати као

𝜓(𝑧) =
𝛼𝑧 + 𝛽

𝑧 + 𝛿
(𝛽 ̸= 𝛼𝛿). (4.1.2)

Стога, дефинишући полином

𝑔(𝑧) := (𝑧 + 𝛿)𝑛𝑓(𝜓(𝑧)), (4.1.3)

закључуjемо да jе полином 𝑔(𝑧) = 𝑓(𝛼)𝑧𝑛 + . . . степена наjвише 𝑛; а степена 𝑛 ако и
само ако 𝑓(𝛼) ̸= 0.

Приметимо да −𝛿 не може бити нула полинома 𝑔 jер jе полином 𝑓 степена 𝑛. Стога,
ако jе 𝑧* нула полинома 𝑔, онда 𝜓(𝑧*) мора бити нула полинома 𝑓 . Са друге стране, ако
jе 𝑤* нула полинома 𝑓 , онда jе 𝜓−1(𝑤*) нула полинома 𝑔, осим ако jе 𝜓−1(𝑤*) = ∞. У
последњем случаjу 𝑔 jе степена мањег од 𝑛 jер 𝜓−1(𝑤*) = ∞ ако и само ако jе 𝑤* = 𝛼,
што значи да jе 𝑓(𝛼) = 0.

У циљу да опишемо критичне тачке полинома 𝑔, прво рачунамо

𝑔′(𝑧) = 𝑛 (𝑧 + 𝛿)𝑛−1 𝑓 (𝜓(𝑧)) + (𝑧 + 𝛿)𝑛 𝑓 ′ (𝜓(𝑧))𝜓′(𝑧)

= (𝑧 + 𝛿)𝑛−1

(︂
𝑛𝑓 (𝜓(𝑧)) +

𝛼𝛿 − 𝛽

𝑧 + 𝛿
𝑓 ′ (𝜓(𝑧))

)︂
= (𝑧 + 𝛿)𝑛−1

(︀
𝑛𝑓 (𝜓(𝑧))− (𝜓(𝑧)− 𝛼)𝑓 ′ (𝜓(𝑧))

)︀
.

Следи да, ако jе 𝜁 критична тачка полинома 𝑔, онда jе 𝜓(𝜁) или нула полинома

𝐹 (𝛼, 𝑧) := 𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝛼)𝑓 ′(𝑧), (4.1.4)

или 𝜁 = −𝛿 и 𝐹 (𝛼, 𝑧) jе степена мањег од 𝑛 − 1. Обрнуто, ако jе 𝑤 нула полинома
𝐹 (𝛼, 𝑧), онда jе 𝜓−1(𝑤) критична тачка полинома 𝑔 осим ако jе 𝜓−1(𝑤) = ∞. У
последњем случаjу, 𝑤 = 𝛼, и опет 𝑓(𝛼) = 0.

Ова разматрања указуjу на релевантност диференциjалног оператора првог реда

𝐷𝛼 := 𝑛− (𝑧 − 𝛼)
d

d𝑧

и на значаj испитивања нула од 𝐷𝛼𝑓 , што jе полином 𝐹 (𝛼, · ) дефинисан у (4.1.4).
Такође, можемо приметити да

lim
𝛼→∞

(︂
1

𝛼
𝐷𝛼𝑓

)︂
= 𝑓 ′.

Полином 𝐹 (𝛼, 𝑧) се често назива извод полинома 𝑓 у односу на 𝛼 или поларни

извод полинома 𝑓 са полом у 𝛼. Он jе степена наjвише 𝑛 − 1 и степена jеднаког
𝑛− 1 ако и само ако 𝑓 (𝑛−1)(𝛼) ̸= 0.

Сва претходна разматрања ћемо сабрати у следеће тврђење.
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4.2. ЛАГЕРОВА ТЕОРЕМА, ЊЕНЕ ВАРИJАЦИJЕ И ПРИМЕНА

Тврђење 4.1.2 Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 1 и нека jе

𝐹 (𝛼, 𝑧) := 𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝛼)𝑓 ′(𝑧)

његов поларни извод у односу на 𝛼. Нека су 𝜓 и 𝑔 дате у (4.1.2) и (4.1.3).
Тада важе следећа тврђења:

(i) ако jе 𝑧* нула полинома 𝑔, онда jе 𝜓(𝑧*) нула полинома 𝑓 ;

(ii) ако jе 𝑤* нула полинома 𝑓 , онда jе или 𝜓−1(𝑤*) нула полинома 𝑔 или 𝑤* = 𝛼 и

𝑓(𝛼) = 0;

(iii) ако jе 𝜁 критична тачка полинома 𝑔, онда jе или 𝜓(𝜁) нула полинома 𝐹 (𝛼, · )
или 𝜁 = −𝛿 и 𝑓 (𝑛−1)(𝛼) = 0;

(iv) ако jе 𝑤 нула полинома 𝐹 (𝛼, · ), онда jе или 𝜓−1(𝑤) критичка тачка полинома
𝑔 или 𝑤 = 𝛼 и 𝑓(𝛼) = 0.

■

Примедба 4.1.3 Приметимо да постоjи 1−1 коресподенциjа између нула полинома
𝑓 и 𝑔 ако 𝑓(𝛼) ̸= 0. Слична коресподенциjа постоjи између нула полинома 𝐹 (𝛼, · ) и
критичних тачкака полинома 𝑔, ако поново 𝑓(𝛼) ̸= 0 и додатно 𝑓 (𝑛−1)(𝛼) ̸= 0.

4.2 Лагерова теорема, њене вариjациjе и примена

Користећи нотациjу за кружне домене, можемо констатовати следеће еквивалентне
формулациjе Гаус-Лукасове теореме

(I) Сваки кружни домен коjи садржи све нуле полинома 𝑓 , али не и тачку у ∞,
садржи све критичне тачке полинома 𝑓 .

(II) Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2 и нека jе 𝜁 било коjа његова критична тачка
друге врсте, тада jе 𝑓 ′(𝜁) = 0, али 𝑓(𝜁) ̸= 0. У наставку, нека jе ℒ било коjа
права коjа пролази кроз 𝜁. Тада, обе отворене полуравни чиjа jе граница права
ℒ, садрже наjмање jедну нулу полинома 𝑓 осим ако све њене нуле леже на ℒ.

Следећа теорема уопштава ова тврђења.

Теорема 4.2.1 (Лагер) Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2 и нека jе 𝛼 ∈ C.

(i) Кружни домен 𝒦 коjи садржи све нуле полинома 𝑓 , али не и тачку 𝛼, садржи

све нуле поларног извода полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) := 𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝛼)𝑓 ′(𝑧).

(ii) Нека jе 𝜁 ̸= 𝛼 нула полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) таква да 𝑓(𝜁) ̸= 0. Тада, сваки круг 𝒞 коjи

пролази кроз 𝛼 и 𝜁 раздваjа наjмање две нуле полинома 𝑓 , осим ако све оне леже

на кругу 𝒞.

Доказ. Посматраjмо пресликавање 𝜓 : 𝑧 → 𝛼𝑧 + 1

𝑧
, коjе jе специjалан случаj од (4.1.2)

и дефинишимо
𝑔(𝑧) := 𝑧𝑛𝑓 (𝜓(𝑧)) .
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Из хипотезе (𝑖), следи да 𝑓(𝛼) ̸= 0. По Тврђењу 4.1.2, нуле полинома 𝑔 леже у кружном
домену 𝒟 := 𝜓−1(𝒦), коjи не садржи тачку у ∞, jер 𝛼 ̸∈ 𝒦. Стога, по горе наведеноj
еквивалентноj формулациjи (I) Гаус-Лукасове теореме, све критичне тачке полинома
𝑔 такође леже у 𝒟. Тада. поново по Тврђењу 4.1.2, нуле полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) леже у 𝜓(𝒟),
што jе скуп 𝒦, па тврђење (𝑖) важи.

Тврђење (𝑖𝑖) jе тривиjално ако jе 𝛼 нула полинома 𝑓 реда 𝑛.
Зато претпоставимо да полином 𝑓 има нулу 𝛽, 𝛽 ̸= 𝛼 и да jе 𝜁 нула полинома

𝐹 (𝛼, · ), таква да 𝜁 ̸= 𝛼 и 𝑓(𝜁) ̸= 0. Тада по Тврђењу 4.1.2, 𝜓−1(𝜁) jе критична тачка
полинома 𝑔, али не и нула полинома 𝑔. Са друге стране, полином 𝑔 не може бити
не-нула константан jер нестаjе за 𝜓−1(𝛽). Стога, 𝑔 jе наjмање степена 2. Како jе
𝜓−1(𝛼) = ∞, круг 𝒞, коjи пролази кроз 𝛼 и 𝜁, се са 𝜓−1 пресликава на праву ℒ коjа
пролази кроз 𝜓−1(𝜁). Сада применимо тврђење изнад (II) на полином 𝑔. Тада жељени
резултат за полином 𝑓 следи уз помоћ Тврђења 4.1.2. ■

За дати кружни домен 𝒦 и полином 𝑓 степена 𝑛 ≥ 2, случаj (𝑖) из Теореме 4.2.1 каже
да, ако 𝒦𝑐 (комплемент 𝒦 у односу на ̂︀C) не садржи нуле полинома 𝑓 , онда не садржи
ни нуле полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) за све 𝛼 ∈ 𝒦𝑐. Како jе 𝒦𝑐 такође кружни домен, можемо да
поновимо први део Лагерове теореме у следећем еквивалентном облику.

Теорема 4.2.1 а Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2 и нека jе 𝒦 произвољан кружни

домен коjи не садржи ниjедну нулу полинома 𝑓 . Тада

𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝛼)𝑓 ′(𝑧) ̸= 0 (𝑧 ∈ 𝒦, 𝛼 ∈ 𝒦).

Следећи доказ не користи Гаус-Лукасову теорему.
Доказ. Како 𝑓 има само коначан броj нула, можемо наћи jедан отворен кружни домен
𝒦1 ⊇ 𝒦 такав да 𝑓(𝑧) ̸= 0 за 𝑧 ∈ 𝒦1. У нотациjи (4.1.4) очигледно jе довољно доказати
да 𝐹 (𝛼, 𝑧) ̸= 0 за 𝑧 ∈ 𝒦1 и 𝛼 ∈ 𝒦1. Сада нека jе 𝜁 произвољна, али фиксна тачка у

𝒦1 и означимо са 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 нуле полинома 𝑓 . Очигледно, за 𝜈 = 1, . . . , 𝑛, тачке
1

𝜁 − 𝑧𝜈

припадаjу скупу ℰ коjи jе слика ̂︀C ∖ 𝒦1 за пресликавање 𝑤 → 1

𝜁 − 𝑤
. Лако се уочава

да jе ℰ затворен диск, зато jе и конвексан скуп. Као таква, аритметичка средина

1

𝑛

𝑛∑︁
𝜈=1

1

𝜁 − 𝑧𝜈

свих 𝑛 броjева
1

𝜁 − 𝑧𝜈
такође припада ℰ . Стога, постоjи тачка 𝑤 ∈ ̂︀C ∖ 𝒦1 таква да

1

𝑛

𝑓 ′(𝜁)

𝑓(𝜁)
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝜈=1

1

𝜁 − 𝑧𝜈
=

1

𝜁 − 𝑤
.

Jасно jе да, ако 𝛼 ∈ 𝒦1 и 𝛼 ̸= 𝜁, онда
1

𝜁 − 𝑤
̸= 1

𝜁 − 𝛼
, такође и

1

𝑛

𝑓 ′(𝜁)

𝑓(𝜁)
̸= 1

𝜁 − 𝛼
,

из чега следи да 𝐹 (𝛼, 𝜁) ̸= 0. Али ако jе 𝛼 = 𝜁 онда 𝐹 (𝛼, 𝜁) = 𝑛𝑓(𝜁), што jе различито
од 0 по претпоставци. ■
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Уместо да бирамо 𝛼 и тражимо нулу 𝜁 полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) у (4.1.4), можемо одабрати 𝜁
и одредити 𝛼 тако да полином 𝐹 (𝛼, 𝜁) = 0. Ова jедначина jе очигледно задовољена за

𝛼 := 𝜁 − 𝑛
𝑓(𝜁)

𝑓 ′(𝜁)
. (4.2.1)

Дакле, део (𝑖𝑖) Теореме 4.2.1 jе еквивалентан следећем тврђењу.

Теорема 4.2.1 б Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2. Ако тачка 𝜁, коjа припада

комплексноj равни, ниjе ни нула нити критична тачка полинома 𝑓 , онда сваки круг

𝒞 коjи пролази кроз 𝜁 и 𝜁 − 𝑛
𝑓(𝜁)

𝑓 ′(𝜁)
раздваjа наjмање две нуле полинома 𝑓 , осим ако

све нуле леже на 𝒞.

За следећи доказ, такође, не користимо Гаус-Лукасову теорему.
Доказ. Дефинишимо

−𝑛 𝑓(𝜁)
𝑓 ′(𝜁)

=: 𝑅𝑒i𝛽 (𝑅 > 0, 0 ≤ 𝛽 < 2𝜋).

Како круг 𝒞 пролази кроз 𝜁 и 𝜁 + 𝑅𝑒i𝛽 , онда постоjи 𝛾 ∈
(︁
𝛽 − 𝜋

2
, 𝛽 +

𝜋

2

)︁
тако да jе

𝑅

cos(𝛽 − 𝛾)
дужина диjаметра круга 𝒞. Ово нам дозвољава приказ круга

𝒞 =

{︂
𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝜁 +𝑅

cos(𝜃 − 𝛾)

cos(𝛽 − 𝛾)
𝑒i𝜃, −𝜋

2
+ 𝛾 ≤ 𝜃 <

𝜋

2
+ 𝛾

}︂
.

Тачка 𝑧* = 𝜁 + 𝑟𝑒i𝛼, где jе 𝑟 ≥ 0, лежи⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
унутар 𝒞 ако и само ако 0 < 𝑟 < 𝑅

cos(𝛼− 𝛾)

cos(𝛽 − 𝛾)
,

на 𝒞 ако и само ако 𝑟 ∈
{︂
0, 𝑅

cos(𝛼− 𝛾)

cos(𝛽 − 𝛾)

}︂
.

(4.2.2)

Ако означимо са 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 нуле полинома 𝑓 , онда можемо записати 𝑧𝜈 − 𝜁 =: 𝑟𝜈𝑒
i𝑎𝜈 ,

где jе 𝑟𝜈 = |𝑧𝜈 − 𝜁| и 𝛼𝜈 ∈ [0, 2𝜋) за 𝜈 = 1, . . . , 𝑛. Како 𝑓(𝜁) ̸= 0 по хипотезама, сви
броjеви 𝑟𝜈 су позитивни и важи

𝑒−i𝛽

𝑅
= − 1

𝑛

𝑓 ′(𝜁)

𝑓(𝜁)
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝜈=1

1

𝑧𝜈 − 𝜁
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑒−i𝛼𝜈

𝑟𝜈
.

Множећи обе стране са 𝑒i𝛾 и изjедначаваjући реалне делове, закључуjемо

cos(𝛽 − 𝛾)

𝑅
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝜈=1

cos(𝛼𝜈 − 𝛾)

𝑟𝜈
. (4.2.3)

Десна страна jе аритметичка средина величина

𝑞𝜈 :=
cos(𝛼𝜈 − 𝛾)

𝑟𝜈
(𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Ако нису сви jеднаки, онда постоjе 𝑚, 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑛} тако да

𝑞𝑚 = max
1≤𝜈≤𝑛

𝑞𝜈 , 𝑞𝑙 = min
1≤𝜈≤𝑛

𝑞𝜈 ,
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и

𝑞𝑙 =
cos(𝛼𝑙 − 𝛾)

𝑟𝑙
<

cos(𝛽 − 𝛾)

𝑅
<

cos(𝛼𝑚 − 𝛾)

𝑟𝑚
= 𝑞𝑚.

Ово значи, по (4.2.2), да 𝑧𝑚 лежи унутар, а 𝑧𝑙 изван 𝒞.

Ако су сви 𝑞𝜈 jеднаки, онда њихова заjедничка вредност мора бити
cos(𝛽 − 𝛾)

𝑅
по

(4.2.3). Стога, по (4.2.2), све нуле полинома 𝑓 леже на кругу 𝒞. ■

Примедба 4.2.2 Теорема 4.2.1 б има интересантну примену у нумеричкоj анализи.

Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2. Да израчунамо нулу полинома 𝑓 са грешком од

наjвише 𝜀 > 0, Њутновом итерациjом

𝑧𝑘+1 := 𝑧𝑘 −
𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)
(𝑘 = 0, 1, 2, . . .),

можемо користити следеће правило о прекиду итерациjе:

Зауставимо итерациjу чим ⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝜀

𝑛

и прихватимо ̃︀𝑧 := 𝑧𝑘 −
𝑛

2

𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)

као нулу полинома 𝑓 .

Тада ̃︀𝑧 има жељену тачност. Заиста, ̃︀𝑧 jе центар круга 𝒞, чиjи диjаметар 𝑛
⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
,

пролази кроз 𝑧𝑘 и 𝑧𝑘 − 𝑛
𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)
. Стога, по Теореми 4.2.1 б, постоjи нула 𝑧* полинома

𝑓 унутар или на кругу 𝒞 и такође

|𝑧* − ̃︀𝑧| ≤ 𝑛

2

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧𝑘)

𝑓 ′(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜀

Лагерова теорема имплицира корисну репрезентациjу за логаритамски извод
полинома.

Теорема 4.2.3 (Волш) Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 са свим своjим нулама у

кружном домену 𝒦. Тада, за свако 𝜁 ∈ ̂︀C ∖ 𝒦, постоjи 𝛼 ∈ 𝒦, такво да

𝑓 ′(𝜁)

𝑓(𝜁)
=

𝑛

𝜁 − 𝛼
. (4.2.4)

Доказ. За дато 𝜁 ∈ ̂︀C ∖ 𝒦, 𝛼 дефинисано у (4.2.1) задовољава (4.2.4) и 𝜁 jе нула
полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) из (4.1.4). Ако 𝛼 лежи ван 𝒦, онда ће, према Теореми 4.2.1 све
нуле полинома 𝐹 (𝛼, 𝑧) лежати у 𝒦, тако да 𝜁 не може бити jедна од њих. Ово jе
контрадикциjа. ■

Теорема 4.2.3 каже да, у свакоj тачки 𝜁 изван кружног домена 𝒦 коjи садржи све
нуле 𝑛-тог степена полинома 𝑓 , вредност логаритамског извода полинома 𝑓 jеднак jе
вредности логаритамског извода полинома чиjих се 𝑛 нула поклапаjу у одговараjућоj
тачки 𝛼 ∈ 𝒦, где, наравно, 𝛼 зависи од 𝜁.
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Ако кружни домен 𝒦, коjи садржи све нуле полинома 𝑓 , ниjе спољашњост диска,
онда 𝑓 ′(𝜁) ̸= 0 за 𝜁 ∈ ̂︀C ∖ 𝒦 и тада jе функциjа

𝜁 → 𝛼 = 𝜁 − 𝑛
𝑓(𝜁)

𝑓 ′(𝜁)
,

дата у (4.2.4), аналитичка у комплементу од 𝒦. Приметимо да 𝛼 тежи коначноj
граничноj вредности, кад 𝜁 → ∞.

Ако jе 𝒦 спољашњост диска, онда одговараjућа модификациjа ових рефлексиjа
такође доводи до репрезентациjе логаритамских извода у терминима аналитичке

функциjе. Следећа теорема даjе корисне информациjе о функциjи 𝜑 : 𝜁 → 1

𝛼
, у

случаjу где jе 𝒦 спољашњост отвореног jединичног диска.

Теорема 4.2.4 (Дjудоне) Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 без нула у отвореном

jединичном диску D. Тада

𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
=

𝑛

𝑧 − (𝜑(𝑧))−1 (𝑧 ∈ D),

где jе 𝜑 аналитичка функциjа и |(𝜑(𝑧))| ≤ 1.

Доказ. Нека jе 𝜁 ∈ D. Онда Теорема 4.2.3 повлачи да (4.2.4) важи за |𝛼| ≥ 1. У
наставку закључуjемо

𝜑(𝜁) :=
1

𝛼
=

𝑓 ′(𝜁)

𝜁𝑓 ′(𝜁)− 𝑛𝑓(𝜁)
,

и такође, 𝜑 jе рационална функиjа и ограничена са 1 у D. Конкретно, 𝜑 jе аналитичка
функциjа у D. ■

4.3 Аполарност полинома

Оваj одељак jе посвећен детаљном проучавању поjма коjи ће се користити у следећем
одељку да би се приказао резултат, добиjен као последица Лагерове теореме, чиjи
обим сеже далеко изнад критичних тачака.

Дефинициjа 4.3.1 Два полинома 𝑓 и 𝑔, оба степена 𝑛, су аполарна ако

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(0)𝑔(𝑛−𝜈)(0) = 0. (4.3.1)

Ако су два полинома дата као 𝑓(𝑧) =
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈 и 𝑔(𝑧) =

𝑛∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈𝑧
𝜈 , онда 𝑓 (𝜈)(0) = 𝜈!𝑎𝜈 и

𝑔(𝑛−𝜈)(0) = (𝑛− 𝜈)!𝑏𝑛−𝜈 . У наставку, услов аполарности (4.3.1) jе еквивалентан

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈
𝑎𝜈𝑏𝑛−𝜈(︀

𝑛
𝜈

)︀ = 0. (4.3.1 a)

Наведимо прво следећа своjства коjа су очигледне последице дефинициjе.
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(i) Аполарност jе симетрична релациjа; односно, у (4.3.1) улоге полинома 𝑓 и 𝑔 могу
бити замењене.

(ii) Аполарност jе (у суштини) линеарна релациjа; односно, ако су оба полинома 𝑓1
и 𝑓2 аполарна полиному 𝑔 и 𝜆1, 𝜆2 ∈ C, онда jе полином 𝑓 := 𝜆1𝑓1 + 𝜆2𝑓2 такође
аполаран полиному 𝑔 под условом да су 𝑓 и 𝑔 истог степена.

(iii) Сваки полином непарног степена jе аполаран самом себи.

Ако jе дат полином 𝑔 степена 𝑛, онда постоjи много полинома коjи су аполарни
полиному 𝑔. Увођењем линеарне функциjе

Λ𝑔 : 𝑓 →
𝑛∑︁

𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(0)𝑔(𝑛−𝜈)(0) = 0, (4.3.2)

дефинисане на линеарном простору 𝒫𝑛 коjи садржи све полиноме 𝑓 степена наjвише
𝑛, видимо да jе 𝑓 аполаран полиному 𝑔 ако и само ако

Λ𝑔[𝑓 ] = 0 и 𝑓 ∈ 𝒫𝑛 ∖ 𝒫𝑛−1.

Значаjно и корисно своjство функциjе Λ𝑔 jе описано у следећоj леми.

Лема 4.3.2 Нека су 𝑓 и 𝑔 полиноми степена наjвише 𝑛 и дефинишимо

𝐹 (𝑧) := 𝑓(𝛼𝑧 + 𝛽), 𝐺(𝑧) := 𝑔(𝛼𝑧 + 𝛽) (𝛼, 𝛽 ∈ C, 𝛼 ̸= 0)

Тада функциjа (4.3.2) може бити изражена као Λ𝑔[𝑓 ] = 𝛼−𝑛Λ𝐺[𝐹 ]. Конкретно,
аполарност jе очувана под афином трансформациjом комплексне равни.

Доказ. Kako je 𝐹 (𝜈)(0) = 𝛼𝜈𝑓 (𝜈)(𝛽) i 𝐺(𝑛−𝜈)(0) = 𝛼𝑛−𝜈𝑔(𝑛−𝜈)(𝛽), видимо да

Λ𝐺[𝐹 ] = 𝛼𝑛
𝑛∑︁

𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(𝛽)𝑔(𝑛−𝜈)(𝛽)

Сада jе довољно показати да десна страна не зависи од 𝛽. Уствари, диференциjациjа
у односу на 𝛽 даjе да

𝜕Λ𝐺[𝐹 ]

𝜕𝛽
= 𝛼𝑛

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈
(︁
𝑓 (𝜈+1)(𝛽)𝑔(𝑛−𝜈)(𝛽) + 𝑓 (𝜈)(𝛽)𝑔(𝑛−𝜈+1)(𝛽)

)︁

= 𝛼𝑛
(︁
𝑓(𝛽)𝑔(𝑛+1)(𝛽) + (−1)𝑛𝑓 (𝑛+1)(𝛽)𝑔(𝛽)

)︁
,

што нестаjе, пошто су 𝑓 и 𝑔 степена наjвише 𝑛. ■

Примедба 4.3.3 Лема 4.3.2 подразумева да jе

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(𝑧)𝑔(𝑛−𝜈)(𝑧),

посматрана као функциjа од 𝑧 на C, константа. Дакле, у (4.3.1), изводи се могу

узети у произвољноj тачки 𝑐 ∈ C, уместо у 0.
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Примедба 4.3.4 Из (4.3.1 a) jе jасно да, ако су два полинома 𝑓 и 𝑔 степана 𝑛

аполарна, онда су аполарни и 𝑧𝑛𝑓

(︂
1

𝑧

)︂
и 𝑧𝑛𝑔

(︂
1

𝑧

)︂
, под условом да су њихови степени

jеднаки 𝑛. Како се свака трансформациjа

𝑧 → 𝛼𝑧 + 𝛽

𝛾𝑧 + 𝛿
(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0)

може добити композициjом трансформациjа облика

𝑧 → 𝛼𝑧 + 𝛽 и 𝑧 → 1

𝑧
,

jасно се види да аполарност полинома 𝑓 и 𝑔 подразумева аполарност полинома 𝐹 и

𝐺, дате са

𝐹 (𝑧) := (𝛾𝑧 + 𝛿)𝑛𝑓

(︂
𝛼𝑧 + 𝛽

𝛾𝑧 + 𝛿

)︂
и 𝐺(𝑧) := (𝛾𝑧 + 𝛿)𝑛𝑔

(︂
𝛼𝑧 + 𝛽

𝛾𝑧 + 𝛿

)︂
,

под условом да су и 𝐹 и 𝐺 степена 𝑛.

Следећа лема сугерише да аполарност можда има везе са заjедничким нулама.

Лема 4.3.5 Нека су 𝑓 и 𝑔 полиноми степена наjвише 𝑛, са заjедничком нулом у

тачки 𝑧*. Претпоставимо да jе сума вишеструкости нула полинома 𝑓 и 𝑔, у тачки
𝑧*, већа од 𝑛. Тада

Λ𝑔[𝑓 ] :=
𝑛∑︁

𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(0)𝑔(𝑛−𝜈)(0) = 0,

и полиноми 𝑓 и 𝑔 су аполарни под условом да су оба полинома степена 𝑛.

Доказ. Означимо са 𝑘, вишеструкост нуле 𝑧*, као нулу полинома 𝑓 и са 𝑙,
вишеструкост нуле 𝑧*, као нулу полинома 𝑔, из претпоставке, знамо да 𝑘 + 𝑙 > 𝑛.
Користећи Примедбу 4.3.3 можемо записати

Λ𝑔[𝑓 ] =
𝑛∑︁

𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(0)𝑔(𝑛−𝜈)(0) =
𝑛∑︁

𝜈=0

(−1)𝜈𝑓 (𝜈)(𝑧*)𝑔(𝑛−𝜈)(𝑧*). (4.3.3)

Сада, ако jе 𝜈 < 𝑘, онда 𝑓 (𝜈)(𝑧*) = 0; али ако jе 𝜈 ≥ 𝑘, онда 𝑛 − 𝜈 ≤ 𝑛 − 𝑘 < 𝑙 и
𝑔(𝑛−𝜈)(𝑧*) = 0. Дакле, сви услови са десне стране jеднакости (4.3.3) нестаjу, што
показуjе да jе Λ𝑔[𝑓 ] = 0. ■

Сада можемо описати скуп свих полинома коjи су аполарни за дати полином 𝑔 у
смислу његових нула.

Теорема 4.3.6 Нека jе 𝑔(𝑧) = 𝑏𝑛

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧−𝑧𝑗)𝑚𝑗 , где су 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C различити, 𝑏𝑛 ̸= 0,

𝑚𝑗 ∈ N за 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 и

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗 = 𝑛. Тада полиноми

𝑓(𝑧) :=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

𝑐𝑗𝜇(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑛−𝜇

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗0 ̸= 0

⎞⎠ , (4.3.4)

где 𝑐𝑗𝜇 ∈ C за 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝜇 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1, представљаjу скуп свих аполарних

полинома полиному 𝑔.
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Доказ. Сваки полином облика

𝑓𝑗(𝑧) :=

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

𝑐𝑗𝜇(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑛−𝜇 (4.3.5)

има 𝑧𝑗 као нулу вишеструкости наjмање 𝑛 −𝑚𝑗 + 1. Дакле, Лема 4.3.5 подразумева

да jе Λ𝑔[𝑓𝑗 ] = 0 за 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Тако Λ𝑔[𝑓 ] =
𝑘∑︁

𝑗=1

Λ𝑔[𝑓𝑗 ] = 0 . Пошто, споредни услов

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗0 ̸= 0 из (4.3.4) гарантуjе да jе 𝑓 степена 𝑛, сваки полином облика (4.3.4) jе заиста

аполаран полиному 𝑔. Остаjе да покажемо jош да не постоjе други полиноми њему
аполарни.

Функциjа Λ𝑔 ниjе идентички jеднака нули, jер, за полином

ℎ(𝑧) :=

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈
𝑔(𝑛−𝜈)(0)

𝜈!
𝑧𝜈 ,

имамо да jе ℎ(𝜈)(0) = (−1)𝜈𝑔(𝑛−𝜈)(0) и такође Λ𝑔[ℎ] =

𝑛∑︁
𝜈=0

⃒⃒⃒
𝑔(𝑛−𝜈)(0)

⃒⃒⃒2
> 0. Према

стандардном резултату линеарне алгебре, jезгро функциjе Λ𝑔, коjе jе скуп свих
полинома 𝑓 ∈ 𝒫𝑛 и задовољава Λ𝑔[𝑓 ] = 0, jе линеарни подпростор 𝒱𝑛 димензиjе 𝑛.
Полином 𝑓 , аполаран полиному 𝑔, мора припадати 𝒱𝑛. По Леми 4.3.5, полиноми

𝑓𝑗𝜇(𝑧) := (𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑛−𝜇 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝜇 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1)

припадаjу 𝒱𝑛. Пошто постоjи укупно 𝑛 полинома 𝑓𝑗𝜇, довољно jе да покажемо да су
они линеарно независни.

Претпоставимо супротно, да

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

𝑐𝑗𝜇𝑓𝑗𝜇(𝑧) ≡ 0,

а да сви коефициjенти 𝑐𝑗𝜇 нису jеднаки нули. Ако запишемо леву страну као
𝑛∑︁

𝜈=0

𝐿𝜈𝑧
𝜈 ,

онда морамо имати 𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 = . . . = 𝐿0 = 0. Пошто

𝐿𝜈 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

(︂
𝑛− 𝜇

𝜈

)︂
(−𝑧𝑗)𝑛−𝜇−𝜈𝑐𝑗𝜇 (𝜈 = 𝑛, 𝑛− 1, . . . , 1, 0),

где jе
(︀𝑛− 𝜇

𝜈
)︀
представљено као нула када 𝜈 > 𝑛− 𝜇, следи да систем

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

(︂
𝑛− 𝜇

𝜈

)︂
(−𝑧𝑗)𝑛−𝜇−𝜈𝑥𝑗𝜇 = 0 (𝜈 = 𝑛, 𝑛− 1, . . . , 1)

од 𝑛 jедначина са 𝑛 непознатих 𝑥𝑗𝜇 има

𝑥𝑗𝜇 = 𝑐𝑗𝜇 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝜇 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1)
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нетривиjално решење. Дакле, детермината овог система мора нестати. Њене колоне
су

1 0 . . . 0

−
(︂
𝑛

1

)︂
𝑧𝑗 1 . . . 0(︂

𝑛

2

)︂
𝑧2𝑗 −

(︂
𝑛− 1

1

)︂
𝑧𝑗 . . . 0

...
...

...
...

(−1)𝑛−1

(︂
𝑛

𝑛− 1

)︂
𝑧𝑛−1
𝑗 (−1)𝑛−2

(︂
𝑛− 1

𝑛− 2

)︂
𝑧𝑛−2
𝑗 . . . (−1)𝑛−𝑚𝑗

(︂
𝑛−𝑚𝑗 + 1

𝑛−𝑚𝑗

)︂
𝑧
𝑛−𝑚𝑗

𝑗 ,

где 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Детермината jеднака нули подразумева да, нетривиjалном линеарном
комбинациjом редова, можемо да генеришемо ред нултих уноса. Еквивалентно,
постоjи полином

𝑝(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈
(︂
𝑛

𝜈

)︂
𝜆𝜈𝑧

𝜈

коjи ниjе идентички jеднак нули такав да

(−1)𝜇𝑛 · · · (𝑛− 𝜇+ 1)𝑝(𝜇)(𝑧𝑗) = 0 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝜇 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1).

Тако би 𝑝 имало укупно од наjмање
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑚𝑗 = 𝑛 нула, што jе немогуће, jер jе степен

полинима 𝑝 наjвише 𝑛− 1. ■

Релевантност аполарности у вези са Лагеровом теоремом демонстрира се следећим
резултатом.

Лема 4.3.7 Нека су 𝑓 и 𝑔 аполарни полиноми степена 𝑛. Тада, или полином 𝑔 има

нулу 𝑧* такву да су

𝐹 (𝑧*, 𝑧) := 𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝑧*)𝑓 ′(𝑧) и 𝑔*(𝑧) :=
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝑧*
(4.3.6)

аполарни полиноми степена 𝑛− 1 или 𝑓 и 𝑔 имаjу заjедничку нулу.

Доказ. Нека jе 𝑔(𝑧) = 𝑏𝑛

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑚𝑗 , где су 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 различити броjеви. Тада по

Теореми 4.3.6, 𝑓 мора бити облика 𝑓 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗 , где

𝑓𝑗(𝑧) :=

𝑚𝑗−1∑︁
𝜇=0

𝑐𝑗𝜇(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑛−𝜇 (𝑗 = 1, . . . , 𝑘).
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Сада, нека jе 𝑧* било коjа нула полинома 𝑔. Увођењем полинома (4.3.6) и дефинисањем

𝐹𝑗(𝑧
*, 𝑧) := 𝑛𝑓𝑗(𝑧)− (𝑧 − 𝑧*)𝑓 ′𝑗(𝑧),

можемо записати

𝐹 (𝑧*, 𝑧) = 𝑛𝑓(𝑧)− (𝑧 − 𝑧*)𝑓 ′(𝑧)

= 𝑛
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑓𝑗(𝑧)− (𝑧 − 𝑧*)
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑓 ′𝑗(𝑧) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐹𝑗(𝑧
*, 𝑧).

Очигледно, 𝐹𝑗(𝑧
*, 𝑧) jе полином степена наjвише 𝑛 − 1 у тачки 𝑧, са тачком 𝑧𝑗 као

нулом чиjа jе вишеструкост наjмање 𝑛 −𝑚𝑗 + 1 када 𝑧𝑗 = 𝑧* и наjмање 𝑛 −𝑚𝑗 када
𝑧𝑗 ̸= 𝑧*. Према томе 𝐹𝑗(𝑧

*, 𝑧) jе облика

𝐹𝑗(𝑧
*, 𝑧) =

𝑛𝑗−1∑︁
𝜈=0

𝛾𝑗𝜈(𝑧 − 𝑧𝑗)
𝑛−1−𝜈

(︃
𝑛𝑗 :=

{︃
𝑚𝑗 ако 𝑧𝑗 ̸= 𝑧*,

𝑚𝑗 − 1 ако 𝑧𝑗 = 𝑧*

)︃
.

Ово значи, по Теореми 4.3.6, да jе полином 𝐹 (𝑧*, 𝑧) =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐹𝑗(𝑧
*, 𝑧) међу полиномима

аполарним полиному 𝑏𝑛

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧− 𝑧𝑗)
𝑛𝑗 = 𝑔*(𝑧), под условом да jе 𝐹 (𝑧*, · ) степена 𝑛− 1.

Да одредимо степен полинома 𝐹 (𝑧*, 𝑧) =:
𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝑎*𝜈𝑧
𝜈 , приметимо да се 𝑎*𝑛−1 може

изразити као

𝑎*𝑛−1 =
𝑓 (𝑛−1)(0) + 𝑧*𝑓 (𝑛)(0)

(𝑛− 1)!
.

Стога, аполарност остаjе када нулу 𝑧* полинома 𝑔 одаберемо тако да 𝑎*𝑛−1 ̸= 0.

Ако 𝑎*𝑛−1 нестаjе за сваку нулу 𝑧
* полинома 𝑔, онда jе 𝑧* = −𝑓

(𝑛−1)(0)

𝑓 (𝑛)(0)
jедина нула

полинома 𝑔 и 𝑔(𝑧) = 𝑏𝑛(𝑧−𝑧*)𝑛. Сада, Теорема 4.3.6, показуjе да сваки полином коjи jе
аполаран полиному 𝑔 има нулу 𝑧*. Према томе, 𝑧* jе заjедничка нула полинома 𝑓 и 𝑔. ■

4.4 Греjсова теорема

Сада смо спремни за jедан од наjважниjих резултата. Као што смо видели у
претходном одељку, аполарни полиноми не мораjу имати заjедничку нулу. Међутим,
важи следећи однос између њихових нула (за илустрациjу, видети слику 4.1).

Теорема 4.4.1 (Греjс) Нека су 𝑓 и 𝑔 аполарни полиноми. Тада, сваки кружни домен

коjи садржи све нуле jедног од полинома, садржи наjмање jедну нулу другог полинома.

Доказ. Доказаћемо теорему принципом математичке индукциjе. Прво проверавамо
да ли тврђење важи за 𝑛 = 1. Ако су 𝑓(𝑧) = 𝑎1𝑧 + 𝑎0 и 𝑔(𝑧) = 𝑏1𝑧 + 𝑏0 аполарни

полиноми степена 1, онда jе 𝑎0𝑏1− 𝑎1𝑏0 = 0 и имаjу заjедничку нулу 𝑧* = −𝑎0
𝑎1

= −𝑏0
𝑏1
.
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*

*

*

*

*

*

*
*

Слика 4.1: Нуле и скупови конвексних комбинациjа 𝒦(𝑓) и 𝒦(𝑔) парова аполарних
полинома 𝑓 и 𝑔 степена 8. Нуле полинома 𝑓 су означене тачкицама, а нуле полинома
𝑔 звездицама.

Претпоставимо сада да тврђење важи за полиноме степена 𝑛 − 1 ≥ 1, треба да
докажемо да важи за 𝑛. Нека су 𝑓 и 𝑔 аполарни полиноми степена 𝑛 и нека jе𝒦 кружни
домен коjи садржи све нуле полинома 𝑔. Ако 𝑓 и 𝑔 имаjу заjедничку нулу, онда немамо
шта да доказуjемо. У супротном, по Леми 4.3.7, постоjи нула 𝑧* полинома 𝑔 таква да
су полиноми 𝐹 (𝑧*, · ) и 𝑔*, дефинисани у (4.3.6), аполарни и оба су степена 𝑛−1. Како
све нуле полинома 𝑔* леже у 𝒦, закључуjемо, на основу индуктивне претпоставке, да
𝐹 (𝑧*, · ) има наjмање jедну нулу у 𝒦. По Теореми 4.2.1 а, ово не би било могуће за
𝑧* ∈ 𝒦 ако 𝑓 има све своjе нуле изван 𝒦.

Коначно, примећуjемо да у претходним разматрањима улоге полинома 𝑓 и 𝑔 могу
бити замењене пошто jе аполарност симетрична релациjа. ■

Теорема 4.4.1 каже, еквивалентно, да се нуле два аполарна полинома не могу
раздвоjити кругом. У ствари, не могу се раздвоjити границом кружног домена, коjа jе
или круг или права. У овоj ситуациjи, довољно jе рећи круг, jер ако су нуле раздвоjене
правом, онда, као што jе геометриjски очигледно, постоjи и (довољно велики) круг
коjи их раздваjа. Означаваjући, као у Глави 2, скуп свих конвексних комбинациjа
елемената скупа коjи садржи све нуле полинома 𝑓 са 𝒦(𝑓), можемо навести следећу
последицу Греjсове теореме.

Последица 4.4.2 Нека су 𝑓 и 𝑔 аполарни полиноми. Тада 𝒦(𝑓) ∩ 𝒦(𝑔) ̸= ∅.

Доказ. Ако дато тврђење не важи, онда би постоjала права коjа раздваjа 𝒦(𝑓) и
𝒦(𝑔). Дакле, нуле полинома 𝑓 би лежале у кружном домену, односно, полуравни у
коjоj нема нула полинома 𝑔. ■

Греjсова теорема jе примењена и преформулисана на разне начине. Међу његовим
наjзанимљивиjим еквивалентним облицима jе и следећа теорема.

Теорема 4.4.1 a (Сегова теорема конволуциjе) Нека jе 𝑓(𝑧) =
𝑛∑︁

𝜈=0

𝑎𝜈𝑧
𝜈 полином
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степена 𝑛, чиjи коефициjенти задовољаваjу линеарну релациjу

𝑙𝑛𝑎0 + 𝑙𝑛−1𝑎1 + . . .+ 𝑙0𝑎𝑛 = 0 (𝑙𝑛 ̸= 0).

Тада полином 𝑓 има наjмање jедну нулу у сваком кружном домену коjи садржи све

нуле полинома

𝜙(𝑧) :=

𝑛∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈
(︂
𝑛

𝜈

)︂
𝑙𝜈𝑧

𝜈 .

Доказ. Под претпоставком ове теореме, лако се закључи да су полиноми 𝑓 и 𝜙
аполарни. Према томе, ова теорема jе последица Теореме 4.4.1. ■
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Глава 5

Комплексни аналог Ролове теореме

Ако jе 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R диференциjабилна функциjа и 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏), онда постоjи 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)
такво да jе 𝑓 ′(𝜉) = 0. Ова класична Ролова теорема више не важи, уколико 𝑓 има
комплексну вредност. Заиста, ако jе 𝑓(𝑧) := 𝑒i𝜋𝑧, онда 𝑓(−1) = 𝑓(1), али 𝑓 нема
ниjедну критичну тачку. Полином степена 𝑛 ≥ 2 не може бити лишен критичних
тачака, али за 𝑛 ≥ 3 може се десити да ниjедна тачка не лежи на [−1, 1], чак и ако jе
𝑓(−1) = 𝑓(1). На пример, полином

𝑓(𝑧) :=
(︁
𝑧 − i ctg

𝜋

𝑛

)︁𝑛
степена 𝑛 има само jедну критичну тачку; она лежи у тачки i ctg

𝜋

𝑛
, иако jе 𝑓(−1) =

𝑓(1). Али онда, колико далеко од [−1, 1] могу лежати све критичне тачке полинома 𝑓
степена 𝑛, ако jе 𝑓(−1) = 𝑓(1)? Одговор jе дат у следећоj теореми, коjа каже да

затворен диск 𝒟𝑛 :=
{︁
𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ ctg

𝜋

𝑛

}︁
садржи наjмање jедну критичну тачку.

Може се десити да ниjедна од њих не буде у унутрашњости диска 𝒟𝑛, као што смо
видели у примеру.

Теорема 5.1 (Греjс-Хивуд) Нека jе 𝑓 полином степена 𝑛 ≥ 2. Ако су 𝑧1, 𝑧2 ∈ C
било коjе две различите тачке у коjима полином 𝑓 има исту вредност, онда диск

𝒟(𝑧1, 𝑧2, 𝑛) :=

{︂
𝑧 ∈ C :

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑧1 + 𝑧2

2

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝑧1 − 𝑧2

2

⃒⃒⃒⃒
· ctg 𝜋

𝑛

}︂
садржи наjмање jедну критичну тачку полинома 𝑓 .

Додатак. Под условима дате теореме, сваки кружни домен, коjи садржи све тачке
облика

1

2

(︁
(𝑧1 + 𝑧2) + i(𝑧1 − 𝑧2) · ctg

𝜈𝜋

𝑛

)︁
(𝜈 = 1, . . . , 𝑛− 1)

садржи наjмање jедну критичну тачку полинома 𝑓 . Посебно, ниjедна од две затворене
полуравни, чиjа jе граница симетрала сегмента 𝑧1, 𝑧2 , ниjе лишена критичних тачака.

Доказ. Користећи афину трансформациjу

𝑧 → 𝑧2 − 𝑧1
2

· 𝑧 + 𝑧1 + 𝑧2
2

,

можемо се ограничити на специjалан случаj где jе 𝑧1 = −1 и 𝑧2 = 1. Записуjући изводе
као

𝑓 ′(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−1,
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5 КОМПЛЕКСНИ АНАЛОГ РОЛОВЕ ТЕОРЕМЕ

имамо

0 = 𝑓(1)− 𝑓(−1) =

∫︁ 1

−1
𝑓 ′(𝑡)d𝑡 = 2𝑎0 +

2

3
𝑎2 +

2

5
𝑎4 + . . . .

Сада, примењуjемо Теорему 4.4.1 a на полином 𝑓 ′ степена 𝑛 − 1. Његов аполарни
полином 𝜙 представљамо

𝜙(𝑧) = (−1)𝑛−1

(︂
2𝑧𝑛−1 +

(︂
𝑛− 1

2

)︂
2

3
𝑧𝑛−3 +

(︂
𝑛− 1

4

)︂
2

5
𝑧𝑛−5 + . . .

)︂

=
2

𝑛
(−1)𝑛−1

(︂(︂
𝑛

1

)︂
𝑧𝑛−1 +

(︂
𝑛

3

)︂
𝑧𝑛−3 +

(︂
𝑛

5

)︂
𝑧𝑛−5 + . . .

)︂

=
(−1)𝑛−1

𝑛
((𝑧 + 1)𝑛 − (𝑧 − 1)𝑛) .

Његове нуле су −i ctg
𝜈𝜋

𝑛
за 𝜈 = 1, . . . , 𝑛 − 1. Према томе, по Теореми 4.4.1 a,

сваки кружни домен коjи садржи све ове тачке, садржи такође и наjмање jедну
критичну тачку полинома 𝑓 . Наjмањи кружни домен ове врсте jе очигледно диск

𝒟(−1, 1, 𝑛) =
{︁
𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ ctg

𝜋

𝑛

}︁
. Овим смо доказали теорему и додатак. ■

Теорема 5.1 подразумева да, ако полином степена 𝑛 ≥ 3 нема критичних тачака
у затвореном диску полупречника 𝑟, онда таj полином не може имати исту вредност

у две диjаметрално супротне тачке концентричног диска полупречника 𝑟 tg
𝜋

𝑛
. Од

великог jе значаjа утврдити концентричан диск, такав да 𝑓 не може имати исту
вредност у било коjе две тачке тог диска. Jасно jе да ће то довести до довољно корисног
услова да полином буде jедновалентан на диску.

Теорема 5.2 (Какеjа) Ако полином степена 𝑛 нема критичних тачака у

затвореном диску полупречника 𝑟, онда jе он jедновалентан у концентричном,

затвореном диску полупречника 𝑟 sin
𝜋

𝑛
.

Последица 5.1 Константа sin
𝜋

𝑛
не може бити замењена већим броjем. Заиста,

полином

𝑓(𝑧) :=
(︁
𝑧 + 𝑟𝑒

i𝜋
𝑛

)︁𝑛
−
(︁
𝑟 cos

𝜋

𝑛

)︁𝑛
има само jедну критичну тачку, коjа jе реда 𝑛− 1 и лежи у −𝑟𝑒

i𝜋
𝑛 , али

𝑓
(︁
−i𝑟 sin

𝜋

𝑛

)︁
= 𝑓

(︁
i𝑟𝑒

2𝜋i
𝑛 sin

𝜋

𝑛

)︁
= 0,

па полином 𝑓 има две нуле модула 𝑟 sin
𝜋

𝑛
.

Доказ Теореме 5.2. Доказаћемо еквивалентно тврђење, да, ако полином 𝑓 има
исту вредност у две различите тачке затвореног диска 𝒦(𝑟) полупречника 𝑟, онда
полином 𝑓 има наjмање jедну критичну тачку у концентричном затвореном диску

полупречника
𝑟

sin 𝜋
𝑛

.

Заиста, по Теореми 5.1, униjа 𝒰 свих дискова 𝒟(𝑧1, 𝑧2, 𝑛), са тачкама 𝑧1 и 𝑧2 коjе
леже у 𝒦(𝑟), садржи наjмање jедну критичну тачку полинома 𝑓 . Да одредимо 𝒰 ,
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𝑧1 𝑧2

𝑟
√
1− 𝜆2𝑟

𝜆𝑟

𝜆𝑟 cos 𝜋
𝑛

Слика 5.1: Доказ Теореме 5.2 (Какеjа).

записаћемо га као 𝒰 =
⋃︁

0≤𝜆≤1

𝒱(𝜆), где

𝒱(𝜆) :=
⋃︁{︂

𝒟(𝑧1, 𝑧2, 𝑛) : 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝒦(𝑟),
|𝑧1 − 𝑧2|

2𝑟
= 𝜆

}︂
.

Скуп 𝒱(𝜆) jе диск, концентричан са 𝒦(𝑟); његова граница jе омотач свих дискова
𝒟(𝑧1, 𝑧2, 𝑛) таквих да су 𝑧1 и 𝑧2 екстремне тачке тетиве од 𝒦(𝑟), дужине 2𝜆𝑟. За
полупречник 𝜌(𝜆) од 𝒱(𝜆), налазимо да (видети Слику 5.1)

𝜌(𝜆) = 𝑟
(︁√︀

1− 𝜆2 + 𝜆 ctg
𝜋

𝑛

)︁
(0 ≤ 𝜆 ≤ 1).

Коначно, проста калкулациjа показуjе да 𝜌(𝜆) ≤ 𝜌
(︀
cos 𝜋

𝑛

)︀
=

𝑟

sin 𝜋
𝑛

. ■

Приступ коришћен за Теорему 5.1 даjе дискове коjи садрже бар jедну критичну тачку.
Остали типови домена такође могу бити интересантни.
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Списак симбола

arg 𝑧 аргумент комплексног броjа 𝑧

C комплексна раван

C× C ∖ {0} пробушена комплексна раван̂︀C C ∪ {∞} проширена комплексна раван
C(Ω) непрекидне функциjе у области Ω

cos тригонометриjска функциjа косинус у комплексноj равни

ctg тригонометриjска функциjа котангенс у комплексноj равни

𝒞(𝑆) конвексан омотач скупа 𝑆 ⊂ C
D jединични диск са центром у координатном почетку у комплексноj

равни C
𝒟(𝑧0;𝑅) диск са центром у тачки 𝑧0 ∈ C полупречника 𝑅

𝒟(𝑧0;𝑅) затворен диск са центром у тачки 𝑧0 ∈ C полупречника 𝑅

deg 𝑓 степен полинома 𝑓

diam 𝑆 диjаметар скупа 𝑆 ⊂ C
∆𝛾 arg 𝑓(𝑧) прираштаj аргумента функциjе 𝑓 дуж криве 𝛾 у комплексноj равни

C
ℋ(𝒟(𝑧0; 𝑟)) холоморфне функциjе на диску 𝒟(𝑧0;𝑅))

i имагинарна jединица

Im 𝑧 имагинаран део комплексног броjа 𝑧

𝒦(𝑆) скуп свих конвексних комбинациjа скупа 𝑆 ⊂ C
ℓ(𝛾) дужина криве 𝛾 у комплексноj равни C
N скуп природних броjева

N0 скуп N ∪ {0}
R скуп реалних броjева

Re 𝑧 реалан део комплексног броjа 𝑧

sin тригонометриjска функциjа синус у комплексноj равни

tg тригонометриjска функциjа тангенс у комплексноj равни

|𝑧| модул комплексног броjа 𝑧

𝑧 конjугат комплексног броjа 𝑧

|𝑧 − 𝑤| растоjање између тачака 𝑧, 𝑤 ∈ C
Ω област у комплексноj равни C
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