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Jlazkemy Besimkux MepceHoBux mpoctux OpojeBa. Takobhe ce pa3zmarpa ajaropuram
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I'maBa 1

YBOI

V nanalime BpujeMe cBe Behn akIleHaT ce CTaB/ba HA CUT'YPHOCT U TOY3/IaHOCT
koMyHuKanuje. Kpunrorpaduja, Hayka Koja ce DaBU OCHUT'ypPaBalbeM TajHOCTH U
WHTETPUTETA TOJaTaKa, MOCTaje CBe BaXKHMja y CBUjETY IUTUTATHUX KOMYHUKA-
nuja. JemaH of K/byUHUX eJieMeHaTa KPUITOIPAMCKUX CUCTEMA je NeHEePUCAIbe
caydajHUX OpojeBa. ¥ moTpa3um 3a ePUKACHUM MeTOo/[aMa T'eHepHCarha TAaKBUX
Opojesa, mocedHa maxKma mocseliyje ce TpuHoMuma Hag nosbeMm GF(2).

Onaj pan dokycupa ce Ha TpuHome ooauka " + x° + 1, r > s > 0, Haz 10-
mwem GF(2), raje je r Mepcenos ekcrionent. Tpunomu uag GF(2) numajy 3nauajuy
yJIOTY y KPHUIITOTPAMUjU U TeHEPUCAIbY CYyUajHIX OpojeBa 300T CBOjUX CBOjCTABA.
[Tocedno cy mHTepecaHTHU NMPUMHUTHBHU TPUHOMH, KOjU UMajy KJbYYHY YJIOTY Y
reHepucamy Iceyocaydajunx opojesa. IlpumuruBau tpunomu x” + x° + 1 ce
KOPHCTe Kao OCHOBA 33 KOHCTPYKIHMjy KoHauHux mosba GF(27) ca 2" esemenara,
rJje T IpeJicTaB/ba cTelleH TpuHoMa. /Jla du ce pazymjesio 0 KAKBUM TPUHOMUMA

je pujed, MOpaMoO ce YIO3HaTu ca MepceHoBHM IPOCTUM OpOjeBUMa U ITPOjEKTOM

GIMPS.

MepcenoB Opoj je mo3uTuBaH NPUpPOJaH Opoj odoiauka M, = 2" — 1, tiaje je n
npupogan opoj. MepcenoBu 1mpoctu OpojeBu cy IpocTu OpojeBu oduKa 2P — 1,
pu demy je p takobhe mpoct 0poj. Mme cy modbum mo ppaHIrycKoM MaTeMaTudIapy
M. Mepceny (Marin Mersenne, 1588-1648), koju ux je mpoydaBao modeTkom 17.
Bujeka. MepceHoOB eKCITOHEHT je eKCIIOHEHT p Koju ojiroBapa MepceHOBOM MpPOCTOM
opojy 2P — 1. Baxkno je namomenyTu Jia 0poj 2P — 1 MoKe OUTH 1pocT caMo ako je p
IIPOCT, aJIi He BaXKuU Jia je 3a cBaku 1pocT 0poj p u 2P — 1 npoct. Hajmamu ciaoxken

Mepcenos 6poj ca mpocTuM ekcronenToM je 21 — 1 = 23 x 89. Ako je p cioxen,
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ouma je u 2P — 1 cioxken. Huje mo3unaro ma i MepceHOBUX HPOCTUX OpojeBa

' Mepcen je y cpojoj xmusu Cogitata

“Ma KOHAYHO WU OECKOHAYHO MHOTO.
physico mathematica 1644. romune u3Hmo TBPAWY ga je 2P — 1 mpoct Opoj 3a
p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, Te na je 2P — 1 cjio:keH OpOj 3a CBe ocTaJje
pocte OpojeBe p < 257. Hekonmko cToTMHA TOIUHA HUKO HUj€ YCIIHO MTOTBP/IUTH,
HU OMOBPTHYTH Ty TBP/mby. KacHuja ncrpaxkKupama Cy MOKa3aja Ja je HalPaBUO
5 rpemaka — yKJby4no je y crmcak opojese 267 — 1 m 2%7 — 1, koju cy cnoxkenn,
u msocrasuo opojese 201 — 1, 289 — 1 u 2197 — 1, koju cy mpoctu. Amepuuxn
maremarndap Ko (Frank Nelson Cole) je 1903. roaumbe j0Ka3ao CJI0KEHOCT
Mepcenosor &poja 267 — 1 (267 — 1 = 193707721 - 761838257287).

Crapu I'pnm cy Omnm ymosmatm ca mpBa detupu MepceHoBa mpocTa Opoja:
M, =3, My =7, My =31, My = 127. Ileru Mepcenos npoct 0poj, M5 = 8191,
orkpuBeH je 1461. rogumue m Huje moO3HATO KO ra je orkpmo. Karammm (Pietro
Antonio Cataldi) je 1588. rogune orkpuo ciejeha jpa opoja, Mg = 217 — 1 n
M, = 2'9 — 1. Hakon ckopo jBa Bujeka, 1722. romune, Ojiep (Leonhard Euler)

2127 _ 1 muje 6uo ce-

je yrBpauo 1a je 231 — 1 nmpoct Mepcenos 6poj. Maxo 6poj
nehu 1o Besmumnn koju je orkpusen, Jlykac (Francois Edouard Anatole Lucas)
ra je uaentudukopao 1876. rommue. 3arum, 1883. romuue, [lepsymun (Ivan
Mikheevich Pervushin) je orkpuo 6poj 2% — 1. Ha nouerxy 20. Bujexa Ilayepc
(Ralph Ernest Powers) je orkpuo jomr asa opoja, 259 — 1 1911. romune n 217 — 1

1914. romune.

[TojaBoM esieKTpOHCKUX padyHapa, norpara 3a MepcenoBuMm mpocTum Opoje-
BUMa JIO’KUBjesia je 3Havajad Hanpenak. Tjypunr (Alan Mathison Turing) je 1949.
rogune Kopuctno padyHap Manchester Mark 1 y morpasu 3a oBum OpojeBuma. Ha-
KOH 38 TojinHa, 0J1 II0CIe el IpoHaiacka, ciegaehun Mepcenos npoct opoj, 2°21 —1,
je ycmermno otkpuen 1952, roaune zHa pagyrapy SWAC na UncturyTy HymMmepudke
anasm3e Yuusepautera y Kamudopuuju, mox sohersom Jlemepa (Derrick Henry
Lehmer). ITporpam je manmcao Pobuncon (Raphael Mitchel Robinson). Hemyna
IIBa caTa KacHmje oTKpuseH je opoj 2697 — 1. V mapeanum MjecermMa, NCTHM HPO-
rpaMoM cy uienTuduKoBann opojesn 21270 — 1, 22203 1 i 22281 _ 1 Bpoj 2% — 1

944497 _

je dmo mpBH OTKpUBEHM IpocT Opoj ca Buine ox 1000 mudapa, 1 je duo

26972593

upBu Opoj ca Buire oy 10.000 nmudapa, 10K je — 1 duo npBu Hpoj ca mpexo

1.000.000 mudpapa. 3a caga je majsehm 51. orkpuBernm Mepcenos mpoct Opoj,

! Muckycuja o Tome ce mozke nponahu na https://t5k.org/mersenne /heuristic.html
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282:589.933 _ 1 Orkpuo ra je Jlapom (Patrick Laroche) 7. nememdpa 2018. romaune,

y okBupy mpojexkta GIMPS. To je yjemxno u Hajsehn mozuaTu mpoct 0poj, u OH UMa
24.862.048 mudapa. >

GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) je mpojekar koju ce dasu mpo-
HaJIa2KemeM U IpoBjepoM MepcenoBux mpoctux opojesa. [lokpenyo ra je Bosarman
(George Woltman) 1996. roauue, mocsie dera je mocrao jejan oj Hajsehux aucrpu-
OyumpaHUX padyHapCKuX mpojekara. Yapyxkeme opoju Buire ox 100.000 wianoBa
Koju Tparajy 3a mro Behum Mepcenosum mpoctum dopojesuma. Jlo okTodpa 2022.
rojuHe mpojekar je orkpuwo 17 MepceHoBUX IpocTux OpojeBa, O Kojux cy 15
omnu HajBehm mo3HaTM mMpocTu OpojeBU y BpHjeMe Kaja cy oTKpuenu. Mepce-
HOBHU IIPOCTH OpPOjEBU C€ OOMYHO HYMEpHUIINy y pacTtyheMm pejociemny BeJIUdUHA:
M =22-1=3, My=2>—-1=7 M3=2°>-—1=31, My =27 —1 =127, urn.
GIMPS me nponasiasu yeujek MepceHoBe mpocTe OpojeBe MO pejy, W 3aTO MOXKe
II0CTOjaTu U3BjeCHa HECUT'YPHOCT y HbUXOBOM Hymepucamy. lla du ce To m3bjeriio,
KopucTH ce o3Haka M) 3a n—tu mo peay orkpusenu Mepcenos mpoct opoj. Ilo-

213466917 _ 1 113 Morke ma ce mech

— 943.112.609

CTOje Mpa3HuHe y MOTpa3u u3Haj opoja Msg =
na je M) > M, , 3a n>39. Ha npumjep, 6poj M — 1 je nponahen
npuje opojesa M, = 237156:667 1 y ppj = 242643801 _1 Y pacrasky pana hiemo ca
T, OOMJbEeKABATH €KCIIOHEHT Opoja M, mok hemo ca !, odu/beKaBaTU EKCIIOHEHT

opoja M.

2 Toctymro Ha https://www.mersenne.org/primes,/press/M82589933.html
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Ilorpara 3a TpuHOMUMA

Ananmmsa n knacudukaruja TpuHoMa 0dsimka " 4+ x° 4+ 1 je 01 CyImTHHCKOT 3Ha-
Jaja 3a pa3yMUjeBarbe IbUXOBE NPUMjeHe U TOTEeHIHjaa. ¥ OBOj IVIABU IIPEICTa-
BJ/bajy Ce MaTeMaTH4YKe OCHOBE, TEOPETCKH KOHIIEIITU M TEXHUKE KOje CTOje u3a
oBux TpuHOoMa. Ymyliyje ce Ha ocHOBHE mmojMoBe O mosmHOMuMa u 1oby GF(2).
Jla 6u ce pasymjesn MOTEHIMjAJTHA KaHJIUJIATA 338 UCIUTHUBAIbE, MIPEJICTaB/ba Ce
TeopeMa, KOja IOBOPH O TMApPHOCTH HECBOJ/bUBUX (pakTOpa TpuHOMa. Pazmarpa
ce CJIOZKEHOCT OCHOBHUX Ollepalifja KJ/byIHHUX 3a aJrOPUTAMCKe MPUCTYIe, Kao U
KPUTEPHUjyMU 3a HeCBO/bUBOCT TpuHOMa. C 003MpoM Ha BarKHOCT €(PUKACHOCTH
y IpakKcH, UCTPaxKyje ce TeXHUKa IIPOoCHjaBama TPUHOMA, Ka0 U MHOBATHBHE Me-
TOJle yOp3ama U onTuMusanuje Texuuke. Ha Kpajy, mpeacTaB/bajy ce pe3yaTaTh

HUCTPaXKuBama Kpo3 Tadesry nmpoHal)eHUX TprUHOMA.

2.1 Teopujcke ocHOBe

TpuHOM je ToIMHOM HaJl jeTHOM ITPOMjeH/bUBOM Ca TPU He—HyJla diaHa [5], Ha
npumjep P(z) = 2° + 2? — 8. JIpyrum pujednma, TPHHOM IPEJICTaB/ba CyMy TPHU
MoHOMa. AKO KoedulnjeHTn TpuHOMa HPHUNAJIAjy HEKOM IPCTEHY Wind mosby F,
Taja KaxkeMo Jia je 1o TpuHoM nedunncan Han F, y osnamu P € Fz]. Kao mro je
HaBEJICHO Y YBOJHOM JIMjesIy paJja, mocMaTrpaMo TpuHoMe odjuka x' + x° + 1, riaje
Cy r ¥ § NO3UTUBHU TMjesn Opojesu, r > s > 0, naj konaunum nobem GF(2). To
je mosbe ca aBa eyiemenTta, 0 u 1, raje ce omepaliyje cabuparma 1 MHOXKEHa U3BOJIe

110 MOJTYJTy 2:
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+10 1 *10 1
00 1 00 O
111 0 110 1
Kao mociemuiry osor cpojcTBa umamo jAa je (P + M)? = P? + M? ako cy

P, M € GF(2), jep nBoctpyku wian 2P M uecraje. Ipyre o3uake 3a 0BO HOJbE Cy
7./27, koja ce 4ecTo KOPUCTH y ajredbpu u Teopuju dpojesa, u Fy, Koja ce yoduua-
jEeHO KOpHUCTH y TeOpHju oJba U padyHapcTBy. Kama ce pagu vag GF(2), yBujek

MOKEMO THcaTu + ymjecro —, momto je 1+1=0, 7j. 1 = 1.

Hedbununmja 2.1.1. Hexa je F wowe. I[oaunom f(x) € Flz] je ceogrus nag
F axo u camo axo woctioju wosunom g(x) € Flx|, waras ga g(x) gujesu f(x) u
0 < deg(g) < deg(f). Axo Wakxas GoauroMm TOCWOJU, HAZUBAMO 10 HAKTLOPOM
aoaunoma f(x). Hoasunom je HEC60G.HUS AKO U CAMO AKO HUJE C80GHUG, Wij. HE
MoOdIce ce paclliasuiiu Yy TUpou360§ gea Ul GUULE HEKONCTIAHTNUT TUONUHOMA Ca

rxoepuyujentiuma y F.

Ha npumjep, Tpunom zt+2x+1 je HecBom/buB, 0K je TpuHOM 2”42+ 1 CBOILUB,

jep ce Mozke peJICTaBUTH Y 00JUKY npoussoja 2°+x+1 = (2?+z+1) (23 +22+1).

Hedbunaunmja 2.1.2. Heceogrusu toaurom P ctietena >0 je Gpumutiusar ako

je P(z) # x u octiayu ¥ mod P, 0 < k < 2" — 1, cy pasiunutiu.

Ha npumjep, Tpunom z° + x + 1 je npumutusas, jep je 25 +x + 1 # x u ocranu

2 mod (2 +x+1),0 <k < 7, cy paznuuuru:

2 mod (z*+z+1) =1,

' mod (z*+z+1) ==z,

> mod (2° + 1z +1) = 22,

3 mod (2 +x+1)=x+1,

z* mod (*+x+1)=2"+ux,
r° mod (#*+x+1)=2*+z+1,
25 mod (2*+z+1)=22+1

HecBompusu mosmnom P(x) cremena r > 1 Moke ce KOPHCTHTH 3 IIPEJICTa-
BJbatbe KoHauHor 1nojba GF(2") ca 2" eemenara. Ejiementu oBor nosba cy SunapHu

HOJIMHOMHE | CTeIleHa Marber ol 1, ca Koeduimjentuma us nojba GF(2). Cadupame

'Bunapan nosmuoMm je monamuoM €mjm cy kKoedunmjenTn orpanmdenn Ha nombe GF(2), mTo
3Ha4dn ma Mory y3eru camo Bpemuoctu 0 miam 1. HasuBa ce OmHApDHEUM MOJIMHOMOM jep YKJbYdUyje
caMo JBa Moryha KoedurmjeHra.
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OMHApHUX TOJIMHOMA, C€ BPIIHU CAadUpammeM KoeduIljeHaTa 1Mo MOJYIY 2, JOK ce
MHOYKEFH€ BPIITU KOPUIITEHEM [TPABUIa MHOXKEHA 3ajeTHO ca CBohemeM pe3ysirara
[0 MOJLYJIy HECBOJJbUBOT TOJMHOMA P(T).

Ha npumjep, 3a nedunucame konaanor noba GF(23) nmorpeban je Hecsonbusu
HOJIMHOM cTeriena 1 = 3. Jejan takas noauHoM je x° + x + 1. Tlome GF(23) nma 8
enemenara u to ¢y {0,1,z,z+ 1,22 2>+ 1,2* + z,2*> + x + 1}. Cabupame y oBom

HOJBY j€ JeJJHOCTABHO caduparbe mojmHoMa ca Koedunujerruma y GF(2):
(2 +z)+ (2 +1) =2+1.

MHuoxkeme ce BpIIN MHO2KEIHEM ITOJIMHOMA, & 3aTUM Y3UMalbeM OCTaTKa IIPpU zmje-

JbeIby ca HOJIMHOMOM T2 + x + 1:
(2 +z)x (2*+1) =2+ 2° + 22 +

(z*+2° +2°+2) mod (2° +x+1)=a+1.

Crora, nmosbe GF(2") je uzomopduo nomy GF(2)[x]/P(x), raje je P(x) HecBo-
JUbUBH 1oJuHOM crerieda 1 [9]. TloauHoM & je reHepaTop MyJITUILTMKATUBHE IPYyIIe
konavror nosba GF(2)[z]/P(z) ako u camo ako je mosmHOM P(X) IpUMUTHBAH.
[Tpumkom yrBphuBama Ja s je mosmHOM P() IpUMUTHBAH, IPOBjepa 3a CBe
Bpujesnoctu k y uaTepBasy 0 < k < 2" — 1 moxke dutu HeedukacHa, mocedHO
3a BeJIMKe OpojeBe r. AKO x reHepwuine MyJTUIINKATHBHY T'PYILYy KOHAYHOT T0Jba
GF(2)[z]/P(z), onna je ¥ # 1 mod P 3a one BpmjeanocTH k KOjU Cy JjeHOINM
6poja 2" — 1, ocum opoja k = 2" — 1. OdpuyTO, ako je ¥ = 1 mod P 3a mexnu 6poj
k xoju je mjenutan dpoja 2" — 1, oH/la x HE MOXKe T€HEPUCATH IIHjesTy MYJITUTLIIKA-
TUBHY TpYILy, IIITO 3HAYU ja moauHoM P(x) He moxe dutn npumuTuBas. Jlakie,
Jla OM ce MpOBjepu/ia MPUMUTUBHOCT HECBOJBUBOT mojimHoMa P(x), morpedHo je
camo mposjeputn ga je ¥ # 1 mod P 3a one dpojese k Koju Cy HeTpUBUjaIHH
nmjenmory Opoja 2" — 1.

Ha npumjep, mocMarpajMo HecBoabuBy mosmHoM 2 4 24 1. Jla ducmo mposje-
PUJIN J1a JIA je OH IPUMHUTHBAH, JOBOJ/BHO je ucrnuTaTu octatak ¥ mod (zi+z+1)
3a OHe BpHjesHOCTH k Koje cy HeTpuBHjaaHU Ijesunoru opoja 2% — 1 =15, a To cy
3mb.

23 mod (2 + 2+ 1) = 23,
2> mod (z'+x+1) =2 +u

C obzupom Ha To ja je x° # 1 u 2% + x # 1, nomunom x* + x + 1 je npuMuTHBaH.



I'JIABA 2. IIOTPAT'A 3A TPUHOMHMA

Axo je r Beuko u 2" — 1 HEHje mpocT OpOj, MOYKe OUTH M3a30BHO TECTHUPATH
IPUMHUTUBHOCT TIOJTMHOMA CTEIEHA 1, jep je TOTPEDHO 3HATHU IIPOCTEe YMHUOIIE OPOja
2" — 1. Ca apyre crtpane, ako je 0poj 2" — 1 mpocT, Kako pOCTH OPOjeBU HEMAjy
HeTpuBHjaHe (DAKTOPE, CBU HECBOJJbUBU IOJMHOMU CTEINEHA I Cy TPUMHUTHUBHU.
N3 Tor pazjora orpanmvaBaMoO HaIlly IaxKiby Ha crernene r kKoju cy Mepcenosu

E€KCIIOHCHTH.

[Tomro je mosmmuom z” + x° + 1 HECBOJ/BUB aKO M CaMO aKO je PEIUNpPOYHHI
nosmmHOM =" + 2" ° + 1 HecBOJbUB, TPUJINKOM TpParKekha HECBOJJBUBUX TPUHOMA

CTeIeHa T MOKEMO IIPETIIOCTABUTH Ja je s < 5.

2.2 CpoHoOBa TeopeMma

CponoBa (Swan) Teopema [5] faje jemHOCTaBaH HAYUH J1a Ce OAPEIN MAPHOCT
Opoja mecBo pUBUX (hakTopa duHapHOor TpuHOoMa. OBO je K/by9HO, jep MapHOCT
Opoja HecBO BUBHUX (hakTOpa oapehyje Ja Jin je TPUHOM CBOJJbUB Wan He. AKO
TPUHOM MMa TIapaH OpOj HECBOM/BUBHUX (haKkTOpa, OH je cBobuB. C jpyre cTrpame,
aKO TPUHOM HMa HelmapaH Opoj HeCBOI/BUBUX (DaKTOpa, MOCTOjU MOryhHOCT Ja
je HeCBOJJbWB: HemapaH Opoj (hakTopa MOXKe YKJ/byUHBATH caMoO jeJaH (hakTop,
1j. cam TpuHOM. Crora, CBOHOBa Teopema, KOjy HABOAUMO Oe3 J0Ka3a, jaje

HEOIXO/[aH yc/IoB (HerapaH MapuTer) Jla TPHHOM OyJle HeCBOJJbUB. 2

Teopema 2.2.1. Hexa je r > s > 0 u Gpetwitioctasumo ga je r + S Heuapar opoj.
Taga wpurom T, s(x) = 2" + x° + 1 uma aapar 6poj necsogrusur Parxtiopa Hayg
GF(2) y caegehum cayuajesumas:

(a) bpojr je wapan, r # 2s, 7 mod 4 € {0, 1}.

(6) bpoj r je mewapan, st 2r, r mod 8 = £3.

(8) 6poj r je newapan, s | 2r, r mod 8 = +1.

Y ceum octanrum cayuajesuma wpurom T, (x) uma netapan 6poj meceog.ousuxr

Paxmopa.

Axo cy oda dpoja r u s napuu, ouna je 1, () KBagparT, IIa CAMUM THM HUje He-

CBOJIUbMB. AKO Cy U I U § HEIIAPHU, MOYKEMO IIPUMjEHUTH T€OPEMY Ha PEIUIIPOIHI

2JTokas 3a TeopeMy ce Mozke TpoHahn Ha [1]
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tputoM T, _s(z) = 2" - T (%) =a" + 2"+ 1, momrro T, 4(z) u T, ,_s(x) nmajy
UCTH OPOj HECBOJJBUBUX (PAKTOPA, IPU YeMy je €KCIOHEHT I — s mapaH 0poj. [7]

Cay4yaj Kaja je r mapaH, a § HellapaH Opoj ce He pa3MaTpa y OBOj MOTPA3W.
Paztor 3a To je mto je r MepceHOB eKCIIOHEHT, IIITO 3HAYHU JIa He MOXKe OUTHU ITapaH
0poj. Jeaunum m3ys3erak je TPUBHUjAJAH CIIydaj r = 2.

Ako je r HemapaH, a s mapaH Opoj, Pas/IMKyjy ce JBa ciydaja. bpoj 2r mma

yerupu Jjesmona, a 1o ¢y {1,2,r, 2r}. Ykonuko je r = £3 (mod 8) u s Huje zje-
JILJIAI] Opoja 27, Taja § MOXKe y3€TH 1 — 3, OJITHOCHO 300T TapHOCTH % pazmauTe
BpHjeAHOCTH 3a Koje TputoM T, ((x) uma mapan Opoj HecBobUBUX (aKTOpa. 3a
[IOTpary cy 3allpaBo 3Ha4ajHe IIpeocTalie JBUje BPUjeIHOCTH, Tj. 300T TAPHOCTU §
jemna BpujenHoct, Oyayhu na 3a mwy Baxku ma TpuHoM T, ((x) mMa Hemapan Opoj
HecBO/bUBUX (hakTopa. Ta BpujemHoct je s = 2.
Ha npuwmjep, uz r =19 ciaujenu na je r mod 8 = 3. jenumoru dpoja 2r = 38
cy {1,2,19,38}. 3a s koje ysuma Bpujeanoctu {4,6,8,10,12,14, 16,18} rpurom
"+ x°+1 uma nmapan O6poj HecBoybUBUX (hakTopa. [Ipeocrana nmapHa BpujeaIHOCT
3a s, TakBa Ja je 0 < s <7, je s =2 u 3a wy TpuaoM =’ + x° + 1 mma Hemapan
OpOj HECBOIJBUBUX (PaKTOPA.

Yrosuko je r = £1 (mod 8) u s jecre mjesmiar; dpoja 2r, Tajga 3a § = 2 TPUHOM
T, s(z) nma mapan 0poj HecBO/BUBHUX (hakTOpa. Y OBOM CIIydajy, 3a HMOTpary ce
pasmaTrpa S Koje y3uma IpeocTaJie % paz3nduTe BPUjEIHOCTH, Tj. 300T yCJI0BaA
s < 5 mpeocraJe % pa3IndIuTe BPUjETHOCTH.

Ha npumjep, ako je r =17, onga je » mod 8 = 1. [ljesmorm 6poja 2r = 34 cy
{1,2,17,34}. 3a s = 2 rpunom 2" +x°+ 1 uma napan 6poj HeCBOIBUBUX (HAKTOPA.
[TpeocraJie mapHe BpujeHOCTH 32 S, Takse ma je 0 < s < r, cy {4,6,8,10,12,14,16}
u 3a ;ux TpuHOM " + x° + 1 uMma Hemmapan Opoj HecBobUBUX (hakTopa. [lomarHo,
300r yciosa s < § MOXKEMO Ce CKOHIIEHTPHCATH caMo Ha Bpujeanoctu {4,6,8} u

3a IbUX JaJbe UCIINTUBaATHU Ja JIN je TPUHOM HECBO/IJ/bUB.

2.3 OcHoBHe omepaliuje morpare

OcHoBHe omepaliije Koje ¢y IoTpedHe y HOoTpas3u 3a HECBOA/BUBUM TPUHOMUIMA
cy KBaJIpupame 1o Moaysiry tpudoma T(z) = x” + z° + 1, MHOXKeme 110 MOJLYJLy
tpuaoma T'(x), Kao n uzpadyHnasame Hajseher 3ajegunukor mjenuona (GCD) mo-
JIMHOMAa CTereHa Mamber ox 7 u TpuHoma 1'(x). CroxeHoCT OBUX omepanuja je 0poj

omepalyja ca OUTOBUMA WJIN pHUjednMa MPUJINKOM HHUXOBOT M3BpInaBama. [lom-
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HOME MOYKEMO IIPEJICTABUTU Yy OMHAPHOM OOJIMKY, TJje CBaKa jeJIMHUIA O3HATABA
IIPUCYTHOCT ojiroBapajyher wiana x™, JOK HyJa MPeJACTaB/ba HETOBY OJICYTHOCT.

Ha upumjep, nosmuom xt 4+  + 1 Moxke ce npejcTasuTu Kao ounapau opoj 10011.

36or unmenute ga y GF(2) Baxu jenuakocr (z°+127)? = 2% 4+ 1% y kourekcry
OMTCKUX olepaluja, KBaJpuparme CBAKOI YjaHa Ce CBOJU Ha MOMjepaibe OUTa Ha
mjeBo 3a oarosapajyhin 6poj mosunuja. Kaga xBaapupamo unan ' pesyiarar je
2% Tj. OUT Koju IpeJcTaBba WiaH I' ce MOMjepa ca MO3UIUje i Ha HO3ULHUjy 2i.
OBa omeparmja ce MOXKe HU3BECTH y KOHCTAHTHOM BpEMEHY Ha padyHapy. bpoj
orepalja Koje ce U3BPINaBajy jeJHAK je OpOojy wIaHOBA y MOJUHOMY, TadHUjE T,
I1a je CJIOYKEHOCT ollepallrje KBaJpupama MOJIUHOMA CTEIeHA Mamber O T jeJIHaKa
o(r).

Kaza ce Bpru cBoheme jeHOr MOJMHOMA 10 MOJYJIY JPYTOr IOJUHOMA, ITPBU
KOpAaK je Jia yIopenmMo IUX0oBe cTereHe. AKO je cTereH mpBor mojanHoMa Behn uin
jeJTHAK OJI CTeleHa JIPYTOor IMOJUHOMA, OJIy3UMAaMO JIPYTU MOJUHOM OJ TIPBOT. ¥
dmHapHOM 00JIMKY OBO je ekBuBajieHTHO omneparujn XOR u KoncranTHe je ciioxke-
HOCTH, aKO Cy IMOJIMHOMHY MPEJICTAB/HEHU JeTHOM PHjedu. 3aTUM MOMjepaMo JIpyTu
ITOJIMHOM HAJIeCHO U MOHaBJ/haMo mocTymak. OBO ce HACTaB/ba JIOK CTEMeH IPBOT
IIOJIMTHOMA He TIOCTaHe Marbé OJ] CTeleHa JPYyror MoJuHoMa. Pe3ynrar je octaTak
JFjesberba MpBOr momHoMa ca apyruM. (CBobherbe MOJMHOMA CTeleHa Marber O/l
2r mo momysny Tpunoma T mma cioxkenoct O(r) 3dor pujerkoctu T'. 36or ceera

HaBEJIEHOT' CJIOYKEHOCT Ollepalifje KBaJpuparba 10 MOJIy/Iy TpuHOMa 1’ jeJiHaKa je

O(r).

Muoxeme moaunaoMa je cioxkenocru O(M(r)), taje M (r) npencrasiba ciio-
JKEHOCT MHOXKEHa J[Ba MOJUHOMa crenena Mamer o r Haj GF(2). , Knacuanun”
AJICOPUTAM MHOXKEH>a mojimHoMa, je cyoxenoctn O(r?), nok je cioxenoct Ille-
uxareoBor (Schonhage) anropurma jemmaka O(r - logr - loglogr). Kako mnujena
MHOXKeHha JOMUHUPA HaJl IIIjeHOM CBOhema 110 MOJy/Iy TpuHOMa 1, YKYITHA CJIO-

JKEHOCT Ollepallyje MHOXKea 1o Mogyiy je O(M(r)).

3a uzpauyHaBame Hajseher 3ajeqaunukor mjesmona (H3/I) mosmmuoma ca crerme-
HOM OorpanmdeHuMm Ha r, caoxenoct je O(M (r)-logr). OBo ce moctuxke Kopuihe-
IbeM IIPUCTYIIA ,JI0Jjein U Baajaj’, Tj. EykimaoBor ajropurMa 3a MOJUHOME, Y

komOmHarmju ca IllenxareoBumM Op3uM MHOXKEHEM MOJTHHOMA. |3]
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Tadena 2.1: CiioykeHOCT OCHOBUX Ollepariuja

MoaynapHo KBaJipupabe O(r)
Mo/ty1apHO MHOZKEIbe O(M(r))
GCD O(M(r) - logr)

2.4 Tect HecBOAJLUBOCTU

JIema 2.4.1. Hexa je f(z) € Fz], deg(f) = r. Axo je f(x) ceognus, onga uma

daxwop ca ciieterom < ng

Jloxas. IlpernocraBumo fa je f(x) cBombuB 1 1a nMa camMo (pakTope ca CTeIeHOM

> EJ [Tommrro je f(z) cBomybUB cauMjenu ja je
f(z) = g(z)h(x),

raje je deg(g) > | 5] u deg(h) > |%].
AKo mpermocTaBUMO J1a je T mapaH, UMaMo Ja je L%J = 5. 3aTuM BazKu

+ - =

deg(f) = deg(g) + deg(h) > g

N3

Osgo je kouTpagukTopHo ca deg(f) =r.

Ako mperrocTaBuMO Jla je T HemapaH, UMaMO Ja je

i :
deg(g) > 5% u deg(h) > 5%, nwm expusanentno deg(g) > ' u deg(h) > 11

3aTuM BaxKu

r+1 r+1
+

= 1.
5 2 r 4+

deg(f) = deg(g) + deg(h) >

Ogo je kouTpagukTopHo ca deg(f) =r. O

Teopema 2.4.1. Hexa je Iy, q ckyu necsogpusur uoaunoma nag ¥, ctietena d u

nexa je ®, := {f(x) € Ip,a: d | r}. Taga je

g7 — g = H f(x).
f(z)e®

3 Jlokas Teopeme HEje TIPUKa3aH y OBOM PajLy, ajlu MozKe ce mpoHahm y [8].
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Ako oBy Teopemy nocmarpamo Haj nosbeMm GF(2)[x], nodujamo mosmuaom P, () =
2% — z, Koju npecTaB/ba IPOU3BO/], CBUX HECBOJ/BUBIX IIOJMHOMA CTeneHa d, Tije
d yzuma BpujeaHocTu jgjeamiana opoja r. [10] Ha npumjep, 3a r =2 u d € {1,2},
Py(z) =2 —x =x(x + 1)(@>+2+1). Homumomu z u x + 1 cy HecBOIBIBI
HOJIMHOMH CTerleHa 1, oK je x2 + = + 1 HecBoIJbUB HOJIMHOM CTeIeHa 2.

U3 Teopeme 2.4.1 3ak/bydyjemo jia ako mojuHoM f(x) mma HeCBOJbUBH (haKTOD

g(x) crenena d, onna g(x) mjemn GCD(f(z), z?" — ).

Teopema 2.4.2. Hexa je f(x) € F,[z], deg(f) = r. Ioaunom f(x) je neceogrus

axo u camo axo je GOD(f(x),29" —z)=13ad e {1,2,..., 1]}

oxas. < IlpernocraBumo na je GCD(f(x),qu —x)#1z3ade{l,2,..., \_gJ}
Heka je g(z) = GCD(f(x),2¢" — z).

ITomro g(z) mujemn 29" — x, onma, Ha ocHoBy Teopeme 2.4.1, nobujamo a g(z)
aujernt [, ce, M(x). Comjenn na je g(x) = I yen h(@), raje je A C @y

Heka je h(xz) € A. Onga h(x) aujenu g(x) u g(x) gujenn f(x), na h(x) qujenn
f(x). 36or rora mro je h(z) € A u A C &y, onga h(z) € By u camjenu ga je
0< deg(ﬁ) <d< L%J BakspydyjemMo Ha oCcHOBY aedunuimje aa je f(x) cBOIIbUB.

= IIpermocraBumo 1a je f(x) je cBogybus. Ha ocHoBy Jsieme 2.4.1 modujamo ja
nosmaoM f(z) mma dakrop g(z) ca crenenom n < ||, U3 Teopeme 2.4.1 cimjean
na g(z) majemn 7 — x. Baksmyuyjemo aa je GCD(f(z), 27 — x) # 1. O
Teopema 2.4.3. Hexa je f(z) € F,[z], deg(f) = r. Ioaunom f(x) je neceogrus

q/P

axo u camo axo je x9 = x (mod f(z)) u GCD(f(z),29"" —x) =1 3a cse p xoju

cy Upoctwiu gjeauouy opoja .

Joxas. < Ipernocrasumo ja #¢ # x (mod f(x)). Ouma f(x) ve nujenn z9 — x.
Ha ocnosy Teopeme 2.4.1, f(z) ne mujenu [, o, M(2), na cimjenn na je f(x)
CBO/IJbUB.

q/P

[Tpernocrasumo ga je GCD(f(x), 29" —x) # 1 3a Heke mpocre dpojeBe p KOju
cy njemmoriu opoja r. Ilomro je p mpoct O6poj, oHma je p > 2, ma je HA OCHOBY
teopeme 2.4.2 f(z) cBoabuB.

= IIpernocrasumo na je f(z) ceombus u x4 =z (mod f(x)). 36or Tora mro
je f(z) cBomybuB, oHma uma dakrop g(z) ca crenenom 0 < deg(g) < r. Takobe,
c obzupom Ha To ja f(z) mujesm ¢ — x, Ha ocHoBy Teopeme 2.4.1, f(z) mujesnn
[Thwes, M(z). Bynyhu na g(z) aujen f(z), crujenn na g(z) nujemn [ ], cq, M(2).
ITpema Tome, g(x) = [[)yen P(2), raje je A C @,

11
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Hexka je h(x) € A. Tlomro je h(z) € A u A C ®,, ouza je h(zx) € ®,. Barum,
deg(h) mujemu r. C ob3upom na To ga je h(z) € A u g(x) = [Th@wea (@), crujenn
na h(z) mujenn g(x). Ilra sume, deg(h) < deg(g), ua je deg(h) < r. Cimjenu na

HOCTOjU TIPOCT Opoj p Koju aujesn 7, takas Jda deg(h) aujenn 1%' N3 Teopeme 2.4.1
sakmyayjemo na GCD(f(z), 9" — z) # 1. O

Hakie, ako je r mpoct opoj, mommuom P(z) € GF(2)[z] crenena r je necBom/bus
axo u camo axo je 2 = x (mod P(z)) . OBo HaM naje jeJHOCTABAH TECT HECBO-
JUBMBOCTH TIOJMHOMA, WJIM TPUMUTHBHOCTH, Y3 JIOJATaH YCJIOB Ja je 1 MepceHoB

C€KCIIOHEHT.

Aaropuram 2.4.1: TecTt HEeCBOI/BUBOCTH

A(z) « z;
for j < 1 tor do

A(z) < A(z)* mod P(x)
end for
if A(x) =z then

return “gHecog/bus”
else

return “cBoa/buB”’

end if

YHyTpalliha [er/ba aJropuT™Ma, Koja e U3BPINaBa T IyTa, CACTOJH Ce O J[Ba
kopaka: Kpajapupama A(zr) < A(z)? u ceobema A(z) < A(zx) mod P(z). Axo
je P(x) = 2" + x° + 1, oba kopaka ce mory nmriutementupatu y O(r) durckux

onepanyja, 1a je yKylHa BpeMeHCKa CJIOXKEeHOCT TecTa HecBojybusoctu O(r?).

2.5 IIpocujaBame m cepruduKaT;

Jla dm ce MOTJIO IPEJBUIjeTH OYEKNBAHO IIOHAIAKE aJrOPUTMa, HEOIIXOTHO je
3HATU OYEKUBAHY pAacIojijesly crereHa HecBobuBux (akropa. llporjene ciioxke-

HOCTH Ce 3aCHMBajy Ha ciejehoj xumoresu [5):

IIpernocraBka 2.5.1. 3a cee wpunome obaura x"+x°+1 cwetuena r nag GF(2),
ejeposatinoha Tg ga WPUHOM Hema Hellpusujarah darxiiop cietena < d je Hajeu-

we <

<, 1gje je ¢ aucoaytna xoncwmanwia u 1 < d < ﬁ

12
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Baxkno je mamomeHyTH Jja HCIHPABHOCT aJI'OPUTMa HE 3aBHUCH OJ OBe IIpe-

TIIOCTaBKe, OHA CaMO yTU4e Ha MPOIjeHy BpeMeHa U3BPIaBaba aJTOPUTMA.

[Ipuje npuMjene TecTa HECBOI/BUBOCTU, MOXKEMO VIITE/jETH BPUjeMe TAKO IIITO
hemo mpBO TPOBjepUTH Ja JU MOJHUHOM HMMa HEKH MaJi (PaKTop, Tj. Ja JIU je
JIjeJbUB Ca HECBOJJbUBHUM IIOJIMTHOMOM MaJior crereHa. llomTo HecBog/buBU 1O/IH-
HoMU creneHa d aujesie Py(x), Moxkemo mposjeputu ja ju TpunoM T uma (akTop
crerneHa d WM HEKOT herosor jjesmorna, padynamwem GCD(T, P;). Ilo anamoruju
ca IIPOIeCcOM IIpOCHjaBarma MaJiiX IjesIOOPOjHuX (phaKTopa, OBaj IIPOIEC Ce 30BE

[IpOCHUjaBaibe, NaKO Ce CUTO U3BOJU padyHarbeM HajBeher 3ajeIHIYKOr JIjeJIOIA.

Hexa je T(x) = 2" + 2° + 1 u 2¢ < r. Jledunumemo
d=2"—-1, r=rmodd, s =smodd.

[Ipumjenom marux nedunuruja na P, modujamo

d/

d 4 U
Pi=x* —zx=2"—z=2% 2 -2 =2 -1).

Kaxko je ' = r mod d’, moxxemo uzpazuru r = q-d'+r', g € Z. Oparie godujamo
na je o = x4 = (27)9. 2", Baxsamyjyhn cojersy (z4)? mod (2% —1) =1,
JI0JTA3MMO 110 3aK/bydka ja je " mod (z% —1) =1-2" = 2. Yaumajyhu oso y

063up podujamo jemmakoct (z" + z° 4+ 1) mod (2% — 1) = 2" 4+ ¥ + 1. C rora,
T=z"+2"+1 mod (z¥ —1).

Ha ocnosy csera nasesenor, padyname GCD (2" +1° 41, 22" — 1) Moxke za ce cese
na pagyname GCD (2" + 2% + 1,27 —1). * [2]

Vamumo 3a npumjep tputom T'(z) = z7 + 2® + 1. TIpso, Tpeda na naliemo cse
BpujeHOCTH d 3a Koje Baxku ja je 2¢ < r = 7. Te Bpujennoctu cy d =1 u d = 2.

3ad=1:
d=2—1=1,

=7 mod1l=0,

=3 mod1=0,

P(z)=a¥ —x=a(z—1),

(" +23+1) mod (z—1)=1
1GCD(a+m-b,b) = GCD(a,b), meZ

13
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Uspauaynasame GCD(z7 4+ 23 + 1, 22" — x) ce cBOAM Ha U3paYyHABAIbE
GCD(1,z — 1) = 1.

3ad=2:
d=22_1=3,

=7 mod3=1,
s =3 mod 3 =0,
Py(z) = 2% —x = 2(z® — 1),

(2" +2%+1) mod (23 —-1)=u=

Uspauaymasame GCD(x7 4+ 2 + 1, 22" — x) ce cBOaM Ha U3padyHABAIbE
GCD(z,2* —1) = 1.

3a obe BpujemHocTH d Koje 3a70BOosbaBajy yciaoB 2¢ < 7, modujamo ma je
GCD(:U7 + 2% 4 1,x2d —z) = 1. To 3Haum jga TpuHOM 27 + 2° + 1 mema masn
daKTOp U MOXKe Ce HACTABUTHU Ca TECTOM HECBOJJBUBOCTH.

Vaumajyhu y 063up ma je 2¢ < r, momasum ce 10 3aK/bydKa Ja je TOpPHba T'pa-
HUIA 3a cremel d jegpHaka log,(r). AKo ce TpuHOME KOju MMajy (DaKTOpe CTereHa
Marber 0J1 10g, () MCKIbydue mporecoM mpocujaBama, peMa mpernocrasnu 2.5.1,
ocraje @ TPUHOMA 3a TecTUpare. TPOIIKOBU Ipolieca MPOCUjaBamba Cy 3aHe-

MapJ/bUBU y OJHOCY Ha yKyliHe Tpomkose. (CTora, yKyIHa CJIO¥KEHOCT IIoTpare
3
usnocu —— - O(r?) = O(-=—).

log(r) log(r)

OBzje yBoauMo u mojam cepTuduKaTa O CBOI/BUBOCTU 3a CBE TPUHOME KOju
cy Tectupanu. AKo je mpocujaBameM yTBpheHo ja TpuHOM 1 mMa MaJii (PaxTop,
OHJIA je cepTUudUKAT O HECBO/IJBUBOCTH yIIPABO Taj haKTOp. VY CIIydajy Jia MOCTOju
HEKOJINKO (paKTOpa ca MCTUM CTEIIeHOM, UyBa Ce OHAj KOjU je HajMarbu Yy JIEKCHU-
KorpadckoMm noperky. Ha npumjep, usmely tpunoma 2° +x +1 u 23+ 22 +1
Ompa ce mpBu TpUHOM. AKO He 3HAMO (DAKTOpP, Al TPUHOM HHje IIPOIIA0 TECT
HECBOJJbMBOCTH, OHJIa MOXKeMO 3abmbexkutn ocratak R(r) = (z¥ —x) mod T.
VKOJIIKO je ocTaTaK BeJUKH, MOKe ce 3a0UIbeXKUTH IO hera, Hip. R(xz) mod x32.
Ceprudukarn Tpeda J1a omoryhe moTBpay CBOI/BUBOCTH 3a MHOTO Kpahe Bpujeme
0] BpeMEeHa yTPOIIEHOT 32 yTBphUBame CBOJ/BUBOCTU. Y OBOM PaJly CepTUMUKATH

HUCY PeaJIi30BaHU.
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2.6 Hanpeanuju npuctyn noTpa3u

Kako je Haj3axTjeBHUju MO IpOpavdyHa TeCTUPahe HECBOJBUBOCTHU IIyTEM je-
JqHaunHe (2.4), TPOIMpPUBAaKEM IIpoIleca MpocHjaBamba 0 Beher crermeHa MoxKe
Johm 710 3HaYajHOT CMambemha Opoja MOTPEOHUX TeCcTOBa HeCcBOJbUBOCTU. Llnib je
uyienTuduKoBaTH (hakTOp HajMamer moryher crenena d, rije je d < ¢, Kako Ou ce
JIOATHO YHAIPeJINJIa MOTPara.

3a Besmko d, kaja je 27 > r, npso padynamo 22 mod T(z), a 3aTuM
GCD(T (), (z*' mod T(z)) — ).

Ha oBaj mauun pajgumo ca moamHoMuma crerieHa Mmamer o 2r. Ilomro mpo-
. . d
BjepaBaMo moTeHIMja He crenene d y pactyhiem pemocieny, z2° mod T'(x) mo-
. d—1
»KeMO M3padyHATH Ha OCHOBY pe3y/ITaTa U3 IPeTXOIHOr KopaKa, Tj. Kala Ha T’

mod 7T'(z) upuMjeHUMO jeJIHO JOJaTHO MOJIYJIAPHO KBaPUPAHE.

la du ce cMamuo TPOIAK MPUJIKKOM (DAKTOPHUCAha TPUHOMA U3PadyHABAHEM
H3/1, npumjemsyje ce TexHuKa mo3HaTa Kao OJIOKHparbe, KOja omMoryhasa 3aMjeHy
n3padynasamba H3 /1 momynapaum muoxkemem. CyriTuna OJI0KUpama je ogadpaTu

napamerap ¢ > 0 U yMjecTo U3padyHaBamba
GCD(T,2*' —2) zade[d,d +0),
H3JI ce uzpauynaBa camo jeIHOM
GCD(T, py(z*" , z)),

raje je po(X, z) naTepBasHU OMHOM JebUHUCAH KAO

-1

po(X,z) = [[(X* —2).
j=0
OBom meTosiom 3amjervyjemo ¢ H3J1 nzpaaynasama jeganm H3/1 nuzpadynaBamem
u ¢ — 1 monynapaux mMuOXKema. [6] Ako H3/I nma crenen jegnax Ad, npu demy
je A > 1, m nocroju norpeda /a ce MPOU3BOJL MO/ Ijesin Ha A daKTopa creneHa d,
Tajia ce puMjemyje Merona dbaxropusanuje jeanakor crenena EDF (equal degree
factorization). ¥ curyarnujama kaza je EDF morpedan, merosa npuMjena je 0onaHo

jedruHa, jep yKymaH cremeH Ad OOMYHO MMa MaJly BPHjeIHOCT Kaja je A > 1.
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Y muby nmoctuzama jorr Behe edbmKacHOCTH y TTOTpa3u, MPUMjemyje ce ApyTu
HUBO OJioKupama. Meja je 3aMjeHnTn BehuHy MOIYyJIapHUX MHOXKEHha MO/LyJIap-
HUM KBaJpupambuma, mro y GF(2)[z]/P(r) yopsaBa uspauyHaBame MPETXOIHO
HaBeJIEHOI uHTepBajHOr nojuHoma. Wurepsan [d,d + ¢) ce nujenu va k > 2

MambuX UHTEPBaJia AYy2KHUHE 111, TAKBUX JJa Ha CBAKOM O/ IbUX pavyHaMO

m—1 m
po(X, ) = [[(X¥ —2) =D ™7 - 5m(X),
7=0 7=0

riaje je

0<k<2m w(k)=j
VY oBom m3pasy w(k) upencrasmba Xemunropy texuny. ° Kaxko je s;,(X?) =

2d_m) 3a 0 < j < m, OHIA BPHUjEIHOCT

$;m(X)?, aKo 3HAMO BPUJEIHOCT S, (T
$;m(x2") MOkeMO m3payHaA 25(r), taje je S(r) un-
jm padyHaTH ITOCTYIKOM cjoxKenoctu m-S(r), raje je S(r)
jeHa MoJIyJIapHOT KBaJipupama. Ha oBaj HauuH 3aMjemyjeMo m — 1 MOJyJIapHUX
MHOKEHba 11 11 MOLYJIapHIX KBaIpupaiba ca m? MOLyJapHuX KBaJpupama. 360p

BPUjEIHOCTH M R z\;((;;) (oko 20 kama je 1\;((13) ~ 400) pesyirupa ydp3ameMm 3a

m

daxTop oko F, mro je oko 10 myTa Opzke 0J] yOp3arba ca jeJIHUM HUBOOM OJIOKH-
pama.
Ha mpuwmjep, ako je m = 3, padyHamo
so3(X) =1,
s13(X) = X'+ X? + X,
s93(X) = X+ X° + X3,
53,3 = X77
a 1001jamMo j1a je
p3(X,2) =2 + 22 (X + X2+ X) + (X + X° 4+ X3 + X7

IIpernocrasbajyhin ma smamo spujemnoctn sqs(22’ ), sas(22’) m sgs(z2 ")
p Jynu Iy pujern, 1,3 y 52,3 3,3 )

CBAaKy OJI IbUX KBaJIpUPaMoO m = 3 IyTa JIa OUCMO JIOOUJIM BPHUjeTHOCTU 5173(902(1),

$0.3(x%") 1 s3.3(x2"), momohy Kojux mame pauymamo ps(z2, ).

Kao minycrpanuja cTBapHUX IPEIHOCTH OBUX ONTUMU3AIIN]ja, cJiegehn ipuMjep

JIEMOHCTPHPa KOJIMKO Ce TOCTYIaK yOop3aBa O] IPBOOUTHE BEp3Hje IO KOHAYHE.

SX eMIHTOBa, TEXKHUHA IPeCcTaB/ba Opoj jeIUHNIA Y OMHAPHOM 3ammcy opoja. Ha mpuMjep,
oumnapuu 3amnuc opoja 13 je 1101 u XeMmuHrosa TekKuHa OBOT 3aInca je 3, jep uMa TPU jeIUHUIE.
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I'JIABA 2. IIOTPAT'A 3A TPUHOMHMA

Cmuka 2.1: [ =15, m =5

[Tocmarpajyhu moajesry marepBaJia Ha ciuim 2.1 go0ujaMo Opoj Kopaka IIOTpeOHUX

Jla, ce M3BPIIU CBAKU OJ TPU IPHUCTYIIA:
e Bbpoj kopaka 0e3 dmokupama: 15G + 155
e Bbpoj kopaka ca mpBuM HEUBOOM OstoKupama: G + 14M + 155
e Bpoj kopaka ca apyrum HuBoom Osiokupama: G + 2M + 758

[TpuimkoM mpuMjeHe ApyTror HUBOA OJIOKHparba ce Hajlpe m3padyHaBa pp, (X, )
3a CBaKU HOAMHTEPBAJ Jy’KUHE M padyHameM M’ MOLyJIapHUX KBaJpupama, a
3aTUM Ce TPOM3BOJI M3 CBAKOI IIOWMHTEPBAJA CIlaja y JeJIHY BPUjETHOCT, YUME Ce

IIITe/Ie JOIIT JIBA JOMYHCKA MHOYKEHA.

2.7 Ilpersaen mo caja OTKpUBEHUX TpPUHOMA

Kopucrehu rtexnuke m MeTojie ommcane y HPETXOIHUM OJjesblinMa, Moryhe
je mohm ;10 TparKeHuX IPUMUTHUBHUX TPUHOMA. Y HACTABKY je IPEJICTAB/bEHA

rabesa °

ca MPUMHUTUBHUM TPUHOMHUMA KOJU CY OTKPUBEHU ITPUMjEHOM HaBEICHUX
TexHuKa. Y Tadenau, npruna (-) y KOJOHHU ,IOJMHE OTKpUBamba’ O3HAYaBa J1a
ro/INHa OTKpUBarba 3a ojipeheHe BpujeHOCTH 1 U S HUje TMO3HATA. 3aHUMJHUBO je
HAIIOMEHYTH JIa jeJinHa J1Ba ciaydaja kKaja je r = £3 (mod 8) cy 3ar =3 ur = 5.
Taxobe, jeunu TpUHOM KOjU ce TOjaB/byje y Tadesin ca MapHUM CTEIIEHOM T° je 3a

r = 2. Permnpounu tpunomu x” + %) 4+ 1 HUCY IPUKA3aHU Y TaOEJIU.

6 Toctymro wa https://maths-people.anu.edu.au/~brent /ftp/trinom /table.txt u [4]
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I'JIABA 2. IIOTPAT'A 3A TPUHOMHMA

Tabena 2.2: Croucak mo3HaTUX MPUMUATUBHUX TPUHOMA

T S rogmuHoe OTKpI/IBa,H)a
2 1 _
3 1 _
5 2 _
7 1,3 -
17 3,5,6 -
31 3,6, 7,13 -
89 38 .
127 1,7, 15, 30, 63 _
521 32, 48, 158, 168 -
607 105, 147, 273 -
1279 216, 418 -
2281 715, 915, 1029 :
3217 67, 576 _
4423 271, 369, 370, 649, 1393, 1419, 2098 _
9689 84, 471, 1836, 2444, 4187 -
19937 881, 7083, 9842, -
23209 1530, 6619, 9739 ;
44497 8575, 21034 _
110503 25230, 53719 _
132049 7000, 33912, 41469, 52549, 54454 _
756839 215747, 267428, 279695 2000
859433 170340, 288477 2000
3021377 361604, 1010202 2000
6972593 3037958 2002
24036583 8412642, 8785528 2007
25964951 880890, 4627670, 4830131, 6383880 2007
30402457 2162059 2007
32582657 5110722, 5552421, 7545455 2008
42643801 | 55981, 3706066, 3896488, 12899278, 20150445 2009
43112609 3560337, 4463337, 17212521, 21078848 2008, 2009
74207281 9156813, 9999621, 30684570 2016
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I'maBa 3

IIporpamcka peajm3aliuja

aJiropuTama

Kako dou ce mocturyia Bucoka e@UKaCHOCT y TOTpa3U 3a HECBOJ/BUBUM TPU-
HOMUMa, KopuinTere cy meroje jgocrynue y oudmoreru NTL 1 (Number Theory
Library), koja mpyzka oOMMHE pecypce 3a paJ ca nojuHoMuMa Hajl mosbem GF(2).
Kao tun nomaraka ymorpedibena je kinaca GF2X, koja mMinieMeHTHpa MOTHHO-
MCKY apUTMETHUKY 0 MOIYJIYy 2. Y UMIIJIEMEHTAIUjU aJropuTaMa MpUMjerbeHe Cy

caenehe meroze:
e GF2X(): Ununujamuzyje nosmaom Ha 0.

e void SetCoeff(GF2X& x, long i): Ilocras/ba Koedunujent 3a uian X' Ha

1. I'pemka ce jaB/ba ako je ¢ < 0.
e void SetX(GF2X& x): Ilocrasma z ma momom X.

e void GCD(GF2X& x, const GF2X& a, const GF2X& b): Pauyma H3]I za

BPUjEIHOCTH a U b U pe3y/iTaT IMOCTaB/ba Y .

e GF2X MulMod(const GF2X& a, const GF2X& b, const GF2X& f): Pauyna

[IPOU3BOJ, BPUjE€IHOCTU @ U b 110 MOIYJIy IOoJuHOMA f.

e GF2X SqgrMod(const GF2X& a, const GF2X& f): Pauyna kBajpar Bpuje-

JIHOCTH @ TIO MOJTYJIy ToJmHOMA f.

! Mocrymma na https://libntl.org/download.html
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I'JIABA 3. I[IPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJIT'OPUTAMA

e GF2X PowerMod(const GF2X& a, long e, const GF2XModulus& f): Pa-
qyHa BpujeaHocT a® mo moayay moaumnoma f. O0e3djehena je ayromarcka
kouBepauja uamehy tunoa GF2XModulus u GF2X nomohy oneparopa ko-

HBep3uje: operator const GF2X& () const.

Cse nmmiemenTaruje cy um3pahene y mporpamckom jesuky C+-+. Komenrtapu y
Koy 00e30jehyjy momatHe mHMoOpMalje 0 PYHKIMOHAJIHOCTUMA U JIOTAIU KOja

cTOju M3a opeheHux JIMjesIoBa.

3.1 Peanmzanuja ajaropurMma IIpocujaBamba

Y HacTaBKy je IIpeJIiCTaB/beHa peasin3allija aJropuTMa MpocHjaBarba, IoMohy

KOT' IIpOBjepaBamo Jia jit TpuaoM x” + x° 4+ 1 uma maau ¢axTop.

Kopm 4.1: IlpocujaBame

#include <NTL/GF2X.h>

NTL::GF2X sieving (long r, long s) {

//promjenljiva za smijestanje polinoma x r+x"s+1

NTL: : GF2X T;

//promjenljiva za smijestanje monoma x

NTL: : GF2X X;

//promjenljiva za smijestanje polinoma =" (2°i) + x
NTL: : GF2X F;

//promjenljiva za smijestanje izracunatog GCD
NTL: : GF2X G;

SetCoeff (T, r, 1);
SetCoeff (T, s, 1);
SetCoeff (T, 0, 1);

SetX (X);
//petlja za racunanje GCD

for (int i = 1; i<=r/2; i++) {

//pri svakoj iteraciji se kvadrira z
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I'JIABA 3. I[IPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJIT'OPUTAMA

X = SqrMod (X, T);

//smijestanje polinoma z~(2°i)+x

F = X;

SetCoeff(F, 1, 1);

GCD(G, T, F);

//na pronalazak malog faktora izlazimo iz petlje

if (G != 1) break;

return G;

[Ipunukom mo3uBa mMeTome mpociehyjy joj ce crenenu r u s 3a TpuaoM 1. Ako

pocjeheHn mosmHOM Hema HeCBOJJ/bUBU (paKTOp cTeneHa ¢ = 1, Kao pe3y-

r
t*y 90
Jgrar ce Bpaha Bpujennoct 1, a y cynporaHom ce Bpaha Hajmamu nponahen gpakrop

TPUHOMA.

Ha npumjep, Tpunom x* + x + 1 je HecBOA/BUB, JOK TpUHOM ' + x? + 1 uma
dbaxrop z% + x + 1:

sieving (4, 1) — [1]
sieving (7, 2) — [1,1,1]

3.2 Peammzamnuja ajaropuTMa 3a IIpPpBU HUBO

OJIoKupama

VY 0BOj cekIuju je mpeJicTaB/beHa peasn3aluja aJropuTMa 3a IIPBU HUBO OJIO-

KHpama, KOju Hy/ I e(pUKACHUjUA IIPUCTYI Y OJHOCY Ha AJTOPUTAM ITPOCHjaBaba.

Koy 4.2: TlpBu HUBO O/10KUpama

#include <NTL/GF2X.h>

NTL::GF2X first level blocking (long r, long s) {
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I'VTABA 3. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJITOPUTAMA

//promjenljiva za smijestanje

NTL:: GF2X T;
//promjenljiva za smijestanje
NTL: : GF2X X;

//promjenljiva za smijestanje
NTL:: GF2X P_pom;
//promjenljiva za smijestanje

J/x " (27°4) + x

NTL: : GF2X P;
//promjenljiva za smijestanje
\NTL: : GF2X G;

SetCoeff (T, r, 1);
SetCoeff (T, s, 1);
SetCoeff (T, 0, 1);

SetX (X);

polinoma x " r+x”"s+1

monoma I

polinoma z°(2°i) + x

proizvoda svih polinoma

izracunatog GCD

//smijestamo prvi polinom z~(2°1)+x

P = SqrMod (X, T);
SetCoeff (P, 1, 1);

//petlja za racunanje proizvoda polinoma
for(int i = 1; i<=r/2 — 1; i++) {

//pri svakoj iteraciji se kvadrira x

X = SqrMod (X, T);

//racunamo novi polinom z"(27i)+x na osnovu

//kvadrirane wvrijednosti promjenljive X

P_pom = X;
SetCoeff (P_pom, 1, 1);

//mnozimo prethodni rezultat sa novim z"~(27i)+x

P = MulMod(P, P_pom, T);
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I'JIABA 3. I[IPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJIT'OPUTAMA

GCD(G, T, P);

return G;

CanvHO Kao 3a MPeTXOMHU AJTOPUTAM, ITPUJINKOM MTO3UBa METOJe Tpociaely]jy

joj ce crereru r u S 3a TpuHOM 1. AKO mpociaeheHn MOJMHOM HeMa HEeCBO/I/bUBHU

r
REEDR

ce Bpaha HajMmamu nponahen GpakToOp TpUHOMA.

dakTop crenena ¢ = 1, Kao pesy/arar ce Bpaha BpujeHOCT 1, a y CyIIPOTHOM

Ha mpumjep, TpunoMm z” + 2® + 1 Hema Maste pakTope, 10K TpuHOM =13 + 2 + 1
nma daxrop z° + 2t + 2% + 2 + 1:

sieving (7, 3) — [1]
sieving (13, 1) — [1,1,0,1,1,1]

3.3 Peammzamnuja aaropuTMa 3a APYrd HUBO

OJIoKupama

VYV HacTaBKy je IpeJicTaB/beHa peasn3allija aJrfOpuTMa 3a JIPYrd HUBO OJIOKU-
pama, KOjH Jiaje JOJaTHHU CJIO) ONTUMU3AIAje Yy MOTPa3! 3a HECBOI/BUBUM TPUHO-

MHMa, CMamyjyhn BpHujeMe N3BPIIaBambA.

Konx 4.3: Ipyru HUBO OJI0KHpamba

#include <NTL/GF2X.h>

int hammingWeight (int k) {
int weight = 0;
while (k>0) {
weight += k & 1;
k >>= 1;

return weight ;
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I'JIABA 3. I[IPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJIT'OPUTAMA

NTL::GF2X calculate S j m(
long j, long m, const NTL::GF2X& X d,
const NTL::GF2X& T) {

NTL::GF2X new S j m = NTL::GF2X();

for (int k = 0; k < pow(2,m); k++) {
if (hammingWeight(k) =— j) {

//racunamo Xk = (z°(2°1))"k za svako w(k) = j

new S j m += PowerMod(X d, k, T);

return new S j m;

NTL::GF2X second level blocking(long r, long s, long m) {

//promjenljiva za smijestanje polinoma xz r+x " s+1

NTL:: GEF2X T;

//promjenljiva za smijestanje monoma x

NTL: : GF2X X;

//promjenljiva za smijestanje proizvoda rezultata iz
//podintervala

NTL: : GF2X P;

//promjenljiva za smijestanje sume proizvoda

J/x (m-j) * S {jm}(x), za j = 0, .., m

NTL: : GF2X sum;

//promjenljiva za smijestanje izracunatog GCD
NTL: : GF2X G;

//niz za smijestanje izracunatih vrijednosti S _jm
NTL::GF2X S j m[m+1];

SetCoeff (T, r, 1);
SetCoeff (T, s
SetCoeff (T, 0, 1);
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I'VTABA 3. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJITOPUTAMA

SetX (X);

//proizvod se postavlja na 1 ma pocetku
SetCoeff (P, 0, 1);

//petlja za racunanje proizvoda vrijednosti iz
//pointervala
for (int i = 0; i < (r/2)/m; i++) {

//suma se postavlja na nulu prije racunanja svakog

//podinteravala

sum = 0;

//petlja za racunanje podintervala
for (int j = 0; j <=m; j++) {

//ako se racuna prvi podinterval

if (i = 0) {
if (j — 0)
S ml[j] = 1;
else
S j m[j] = calculate S j m(

j, m, SqrMod (X, T), T);
}

//ako se racunaju ostali podintervali na osnovu

//vrijednosti izracunatih u prvom
else {
S j m[j] = PowerMod (
S_j_ml[j], pow(2, m), T);

sum += MulMod (
PowerMod (X, m-j, T), S j m[j], T);

P = MulMod (P, sum, T);
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I'VTABA 3. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJITOPUTAMA

GCD(G, T, P);

return G;

[Ipunukom no3uBa MeTojie npociehyjy joj ce crenenu r u s 3a TpuHom 7', Kao
U BPHUjEHOCT 1 3a JIy:KUHY MOJAWHTEpBaa. AKO mpocyeDeHu MmoJmHOM HeMma He-

cBOI/bUBH (hAKTOP cTerneHa ¢ = 1, Kao pe3yaTar ce Bpaha BpujemHocT 1, a 'y

r
*0) 9
cynpoTHOM ce Bpaha HajMamu mpoHaheH ¢pakTop TpUHOMA.

Ha npunmjep, Tpusom z” + x + 1 mHema mase dpaxTope, 10K TpuHoM T2 + 24 + 1

uma daxrop o3 + 2?2 + 1:

sieving (7, 1) —> [1]
sieving (13, 4) — [1,0,1,1]

3.4 Pesyaratu peasm3anuja ajropuramMa

AKo morJieziaMo peasiu3alujy IpBOr aJrOPUTMa, BUIMMO Ja Ce y HbeMy BPIIU &
3
Heky caoxenoct O(5-M(r)logr+5-r) = O(5-(M(r)logr+r)). dpyra amropuram

ce ydpzaBa Tako 1mTO ce y mwemy 3amjemyje 5 GCD uspauynasama ca jeanum GCD

GCD wuspauyHaBama U & MOJyJapHUX KBaJIpPUparba, IIITO aJrOPUTMY Jlaje Bpeme-

r .
U3pavyHaBabeM M 5 — 1 MOyJIapHUM MHOXKemeM. 10 My Jlaje BpEMEHCKY CJIozKe-

moct O(M(r)logr + (5 —1)- M(r) + 5 -r) = O(M(r)logr + 5 - (M(r) +r)).
Tpehu anropuram jormn Buiiie 100uja Ha yOp3arby TAKO IITO JIAje U UHTEPBAJI HA M
MIOIMHTEPBAJIA U HA CBAKOM O] IbUX MUjemha M — 1 MOJIyJIApHUX MHOXKEHa U 1M MO-
JIyJIlapHUX KBaJpHupamba ca m? MoyTapHUX KBaJIpupama. BpeMeHCKa C/I0XKeHOCT
nocseamer anropurma je O(M (r)logr + % -m?-r) =O(M(r)logr + § -m).
Vaumajyhu y 0d3up GCD uspauynasarme, MOXKe ce BUJjeTH Jla peasn3aluja
IIPBOT AJITOPUTMA MOXKe OUTH Hajcriopuja, jep ce y moj n3paaynasa GCD y cBakoj
urepanuju mnersbe. Y peanusanuju apyror u tpeher aaropurma GCD ce u3pady-
HaBa CaMoO jeJHOM, aJii Tpehu ajropuraM MOXKe OMTU HAjOP2KU aKO je BPHjeIHOCT

m 100po m3adpaHa, Tako Jia MUHUMHU3Yje OPOj orepariuja.
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I'JIABA 3. I[IPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJIT'OPUTAMA

ToxkoMm m3BpIIaBarma nmporpama, kopuinrena je meroma clock() 3a mperusHo mje-
pembe BPEMEHCKOTI' MHTEPBaJIa MOTPEeOHOT aJiropuTMuMa. Kao yria3ne BpujeHOCTH
aJIropuTaMa y3uMaHu cy mnojary u3 tadese 2.2. Pegysnraru modujenu oBuM myrem
Jatu cy y Tadenu 3.1, mpm ueMy ce o3HaKa t; OJIHOCH Ha BPHjeMe H3BPIIaBabha
AJITOPUTMA TIPOCHjaBakba, O3HAKA t9 HA BPUjeMe U3BPINaBabha, AJITOPUTMA Ca TTPBUM
HUBOOM OJIOKMPAarha, a O3HaKa t3 Ha BPHUjeMe M3BPIIABAA aJTOPUTMA Ca JIPYTUM
HUBOOM OJIOKHpama. ¥ CiIydajeBUMa TJije je BpUjeMe U3BPIIaBama OUJIO U3HUMHO
OP30 U pe3yITHPAJIO OPOjeBUMAa Ca MHOTO JIEINMAJIa, 38 TPAKTUIHOCT je O3HAYEHO
kao < 0.01s. Ha ciaunum 3.1 npukaszan je nujarpam 3aBHCHOCTH log,, Bpemena m3-
BpIIaBama y OJIHOCY Ha log;,7. ¥ Hacrasky, log,, hemo o3nagaBaTn kao log. 3a
0O0JbY IIPETJVIEHOCT U jacHONY, n3adpaHe Cy JOTapuTaMCKe BPUjeTHOCTU ITOCJIETIbIX

IeT yJIa3HUX BeJIMYuHa u3 Tadese 3.1 3a r.

Tabena 3.1: Bpujeme usBpinaBama ajaropuraMa

r S tl tz t3

2 1 <0.01s | <0.01s | <0.01s

3 1 <0.01s | <0.01s | <0.01s

5 2 <0.01s | <0.01s | <0.01s

7 1 <0.01s | <0.01s | <0.01s

17 3 <0.01s | <0.01s | <0.01s

31 3 <0.01s | <0.01s | <0.01s

89 38 <0.01s | <0.01s | <0.01s
127 1 <0.01s | <0.01s | <0.01s
521 32 <0.01s | <0.01s | <0.01s
1279 216 0.03s | <0.01s | <0.01s
2281 715 0.08s 0.04s 0.01s
3127 67 0.19s 0.09s 0.02s
4423 271 0.47s 0.22s 0.05s
9689 84 4.12s 1.73s 0.39s
19937 881 36.12s | 11.21s 2.12s
23209 | 1530 53.54s | 15.02s 3.27s
44497 | 8575 | 323.86s | 86.98s | 18.51s
110503 | 25230 | 4856.82s | 777.20s | 146.19s
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Cmuka 3.1: Ilpuka3s jorapuraM BpeMeHa M3BPINaBarba CBA TPU aJrOPUTMA Y 3a-
BHCHOCTH O] yJ1a3a logr

28



I'maBa 4

3aKJby4vaK

[IpumjeHom onmcaHux MPHUCTYIIa U3BOJJBUBO je MpoHahy IPUMUTUBHE TPUHOME
BeOoMa BeJIMKUX crerieHa. OCHOBHU IIPUHITUII JIEXKN Y ONTHMHU3AINAjaMa KOje OMOrY-
haBajy eduracny norpary. Cymupajyhu nieje, Haj3HadajHuje ONTUMUABAII]E KOje

4iHEe OCHOBY IIPUCTYIIA CYy:

e IIpumjenom CBOHOBE TeopeMe KOHIIEHTPHUIIEMO [aXKIby CAMO Ha CTEIeHe ' =
+1 (mod 8). Ako je r = £3 (mod 8), jame ucTpaxKuBarme HACTaBba CE

caMo 3a s = 2.
e [lomro je xTP(%) = 2" +2"7° + 1, pasmarpamo camo s < 3.

e Ksajnpupame nosmaoma naa GF(2) moxke durn ypalheHo y jmHeapHOM Bpe-
MeHy, jep YKDINTeHU 4JIaHoBU y KBajpary Hectajy: (Y, ap * x%)* =3 ay *

x2k.

e Cpobheme moIMHOMA CTEIeHa Marber of 21 1Mo Momay/ay Tpunoma x' + x° + 1

crerneHa r Takohe Moxke OuTH ypaheHo y JImHeapHOM BPEMEHY.

e Behuna uzpaaynaBama H3JI moxke ce 3aMjeHUTH MOIYIapPHUM MHOXKEIHIMA,

KOopucTehu rope CllOMeHyTy TEXHUKY OJIOKUpaIba.

e Behwuna MomymapHIX MHOXKEHa Ce MOXKe 3aMjeHUTH MOIYJIApHUM KBaJIpupa-

bUMa Kopuctehu npyru HUBO OJIOKMpPAbA.

JIoB Ha TpUHOME je pe3yITUpao ModoJbIIakbeM coPTBEPa 3a olepaliije Ha MOJI1-
Hommma Hasl GF(2). Ca cramHuM HaIpeTKOM y 0DJIaCTH MCTPaKMBarha, M KOHTH-

HyUpaHUM HANOpuMa uHuNujatuBa Kao 1mro je npojekar GIMPS y orkpusamy
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I'VIABA 4. 3AK/bYYAK

HoBUX MepceHoBUX TPOCTHX OpojeBa, OTBapa ce MOTYNHOCT Jla/ber Tpararmba 3a
NPUMHUTUBHUM TPUHOMHMA. 1HMe ce yjeaHO NpyKa NPUJINKA 33 TECTUPAIbE U
ONITUMM3AIIA]Y OIMUCAHUX aJrOpUTaMa U IPUCTYyIa, Ka0 U 3a pa3MarTparme HOBHX

TEXHUKA W CTPaTeruja.
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