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Iopoguyu



HacJsioB macrep pana: Cynepnepmyrariuje

Pesume: CynepnepmyTaryja je Hucka hbopMupaHa Ha OCHOBY CKYTIa O 1. eJieMe-
HaTa, TAKBa J1a dap jeJHOM caJip:Ku cBe Moryhe repmyTaliyje eJleMeHaTa TOT CKyIIia
Kao HEIPEeKHUJIHU OJIOK KapakTepa. TpuBHjaJiHE CylepliepMyTalldje ce MOTY JI0-
OMTU HAJIOBE3UBAIHLEM CBAaKe I0jeJIMHATHE TePMyTallije eJieMeHaTa, jeJHe 3a JIPy-
roM Oe3 mIpeKJalama, ajll je O Ba)KHOCTU IPOOJIEeM ITpOHAJaXKema, MTo Kpahmx
cyneprepMmyTaiuja. PexkypsuBnum ajaropurmoMm moryhe je dpopmuparu cynepriep-
myranujy ayxuse L(n) = Y, kl. Ilpernocraspaio ce na je Tako dbopmupana
cyneprepMyTaluja MUHIMAJIHA, IITO je U JokKa3ano 3a n < 5. Mebhyrum, 2014.
ronuHe 3a n = 6 nponalena je cymepmepmyrarmja gyxkuae L(n) — 1, a Bpeme-
HOM Ce TPaHUIA JIyKUHE CyleplepMyTalije moMepasa. Y pajy je Mpuka3aH TOK
[IpOHAJIAXKEIba CyIepIepMyTallija OJINKUX JI0H0] TPAHUIY JyKUHE CBODEemheM Ha
no3HaTe mpodsieme. HaBesieH je m JI0ka3 0 Heje JMHCTBEHOCTU MUHUMAJIHE CYIIep-
rnepMmyTanuje 3a n > 5. Hekoanko mo3HaTux KOHCTPYKIIAja UMILIEMEHTHPAHO je
y mporpamckoM je3uky Python u naseneno y lwtaBu 5. Hajkpahe cyneprepmy-
taruje 3a 1 = 6 u n = 7 nponabene cy 2019. roaumHe W HUXOBA TyKUHA je
nl+(n—1)'+(n—-2)4+ (n—3)+n—4. Jom yBex HEje TOKA3aHO Ja HABEJEHA

AYy2KUHa MO2KE onTu IIOCTUT'HYTa 3a ITPOU3BOJBHO 7.

KipyuyHe peum: cyneprnepMmyTalyja, mepMyTalifja, KOMOMHATOPUKA, KOMOWHA-

TOPHa OHTHMHS&HI/Ij a
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I'maBa 1

YBOI

Kombunaropuu npodsiemu jaBibajy ce y MHOIUM OOJIACTUMA MAaTEeMaTHKe U Pa-
qyHapCTBa: TEOPHUjU BepOBaTHOhE, TOMOJIOTHjU, T€OMETPHUju, Teopuju rpadoBa,
MaTEMAaTUYIKO] ONTUMU3AIM)UA, OMONH(MOPMATHUIINA, BEMITAYKO] UHTEJIUTCHITAU UT/I.
Kombunaropua onruMmusariuja ce MpeBACXOIHO OaBU IPOOJEMHUMA Y KOjUMa Ha-
CTyIla KOMOMHATOPHA €KCIJIO3Mja, OJHOCHO TIOCTOJU OrPOMAaH Opoj MoryhHOCTH KOje
Tpeda MCnUTaTU HA HEKW HaduH. Hekum oj1 mo3HaTujux mpodjiemMa KOMOMHATOPHE
ONTUMU3AIIKje Cy: TPOoOJeM MyTyjyher Tprosi@a, mpodJieM TPAHCIIOPTHE MpPEXKe,
MUHUMAJIHO moBe3yjyhe cradiio, mpodsiem paniia uTia. 3Ha4a) OBe MaTeMaTUUIKe
JUCIAIIJINHE TTOTUYe U3 YUEHEHUIE Jla Ce BEJIMKU OpOj peaHuX IpoOJeMa MOXKe
alcTpaxoBaTH y OOJIUKY IIpodJIeMa KOMOMHATOPHE onTuMu3anuje. Kopucrehu Tex-
HUKe KOMOMHATOPUKE U TeOpHUje aJropuTaMa PeIiaBajy ce CJIOKEHHU IpooJeMu. ¥
CIydajy Jla 3a JlaTh IpodJieM He MOCTOju edUKaCHA er3aKTHa MeToJia, IMPUCTYIIA

ce TTPUOJIMKHOM PEIlaBaIby.

Paznumunre Bepsuje nurama ,Koju je Hajkpahm odjekaT Koju cajpKu CBe Iep-
MyTalyje jgare JyKuHe n?’ Ouiie Cy M3HOBA IOCTAB/baHE Yy IPOTEK/INX IEJeCeT
rofiHa. Y 3aBUCHOCTHU OJI TadHe JeUHUINje U KOPUIITNEHUX TEPMUHA, MOCTOjU
BHIIIE OBAKBHUX OOjeKaTa KOjU Ce 3aje/ITHIIKUM UMEHOM Ha3WBajy IPOOJIEMH YHU-
Bep3aiiHe nepmyTanyje (eHr. universal permutation problems), a HEKH OJ BUX CY:
e Bpyjunos uuz, cynepnarepn u cyneprepmyraruja [2]. IIpodmem murmMasHe
cyneplrepMyTaliuje y MmpoTeKJIoj JIENeHNjU TPUBYKAO je BEJIMKY MaXKIby, YKIbYUY-

jyhu wnanak na Beb-cajry The Verge' m npa wianka y oH-naju marasuny Quanta

'https://www.theverge.com/2018/10/24/18019464/4chan-anon-anime-haruhi-math-mystery
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Magazine?3 , a ncTpazKuparma Cy U Ja/be y TOKY.

Hedbununuja 1. Cyuepluepmyiiauuja je Hucka Gopmupara Ha 0CHO8Y CKYUQ 0g
n cumbosa, Warsa ga bap jegHom cagporcu cee motyhe Uepmytliayuje esemenaii

WOl cryua xao HeuperugHl b6n0% Kapaxuwepa.

Hpyrum peunma, To je Huz S = ajas ... a,, eaemenara ckyna [n] = {1,...,n}
TakaB Jla CBaKy IEPMyTaIlljy CKyma [n| caap:ku Oap jeJTHOM Kao HElpeKUIHU
N—O8J0K ;@i 1 ... Ai4n_1. TPpUBHjAIHA CylEpIEpMyTalnja JI00Kja ce HAI0BE3UBA-
IbeM CBakKe I0jeJIMHAaYHe IepMyTallije eJieMeHara, jeJiHe 3a JIPyrom, 0e3 IpeKJia-

rnama.
IIpumep 1. 3a n = 1 wpusujarra cyuepuepmymayuja je 1.

IIpumep 2. 3a n = 2 wpusujarna cyuepuaepmymayuja je 1221, aru ce obe tep-

Mmytwayuje cagporce u Yy wucku 121 gyorcune 3, xao u y Hucku 212 uctie gyscune.

ITpumep 3. 3a n = 3 nagoseszusarem uepmytayuje de3 upexaataroa godbuja ce
123182213281812321, aau ce ceux 3! depmytiayuja cagporcu u y nucku 123121321
gyoicune 9. QOsge je sehuna xapaxiiepa geo gee uau WU TGEPMYWayuje, Hap.
wpehu waan Husa je geo 123, 231, 312 wiug. Y nasegenoj cytepuepmytiauuju
gyotcune 9, cagpotcaro je 7 3-baoxosa. Kaxo je 3! = 6, sugu ce ga jegan 6a0% He

UPEGCWa6.ma Uepmymayuy, oaox 121.

ITpumep 4. 3an = 4 cyueptepmiayuja je 123412314231243121342132413214321
gyotcune 33.

ITpumep 5. 3a n = 5 Gocwoju cyueplepmyiayuja gystcumne 153:
123451234152341253412354123145231425514235142315423
1245831243512431524312543121345213425134215342135421
32451324158241352413254132145321435214325143215432

’https://www.quantamagazine.org/unscrambling-the-hidden-secrets-of-superpermutations-20190116/
3https ://www.quantamagazine.org/sci-fi-writer-greg-egan-and-anonymous-math-whiz-advance-permuta
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I'maBa 2

MwuHuMaJIHa cynepruepMyTalija

2.1 Pekyp3mBHa KOHCTPYKIIja

YV mperxo/IHOM TIOIJIaB/by HAaBEeJIEHW Cy IPUMEPH CyleplepMyTalfja 3a n =

1,2,3,4,5, a mUXOBE TyKUHE CY:

L(1)=1
L(2)=3
L(3)=9
L(4) =33
L(5) = 153
Youasa ce 3akonnrtoct: L(n) = L(n — 1) + nl. Pememe oBe pekypentHe
penarmuje je:
L(n) =) kl=1+21+ - +nl (2.1)

k=1
Hexka je nata cymepmepmyrarnuja n — 1 eqemenara gyxkune m. CyneprnepMmyra-
1nja n eJeMeHaTa JIyKuHe m-+n! Moxke ce peKyp3uBHO (hOpMUpATH ce Ha cieaehn

Ha4dUH:

1. Ucnucaru cBe mepmyTaliije peioM KOjUM Ce TI0jaBJbY]y Y JIATOj CylIlepIepMy-

tanuju n — 1 ejemeHara.
2. Cpaky oJ BUX KOIUPATH, JI0Jajyhy HOBU CHMOOJI 1 u3Mehy KoIuja.

3. Crojutu pe3yaTaT MOHOBO KOpHUCTENW CBa MPETXOIHO IMO3HATA ITPEKIaIarbha.
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IIpumep 6. [Ipetwitoctaska je ga je UO3HATA CYUEPUEPMYTAUUIAL 36 N = 2 gy-

otcune 3. Dopmuparee cyuepuepmytmayuje 3a n = 3 gyotcune 3 + 3! = 9:

121
12|21
12 3 1221 3 21
123121321

Ilpumep 7. Ilpetitoctuaska je ga je Go3HATWA cYTepUepmyluauujae 3a n = 3 gy-

otcune 9. Qopmuparee cytueptepmytmayuje 3a n = 4 gyorcure 9 + 4! = 33:

123121321
123 | 231 | 312 | 213 | 132 | 321
123 4 123|231 4 231|312 4 312|213 4 213|132 4 132|321 4 321
123412314231243121342132413214321

Yumenuiia 1a HOBOOPMUPAHA CyIIepIepMyTaIija 3anuCTa CAJIPKU CBE TIPEMY-
tanuje caeau u3 caeneher pazmarpama. Ilocmarpajyhu 6mo Kojy mepmyTariujy
n eJeMeHaTa M YUTajyhu cBe ejleMeHTe u3a N, MUKJITIHUM PeJIOCeIOM, JI00Hja ce
kpaha repmyTanuja n—1 eaemenara. Ha npumep, nocmarpajyhu 15423 u qurajyhu
esleMeHTe u3a H, moouja ce 4231. IlocToju TauHO N PAIMIUTUX JLYZKHUX [TEPMYTa-
I¥ja Koje j1ajy cBaky ojpeheny Kpahy - mro cy camMo poranuje uctor uusa: 15423,
54231, 42315, 23154 u 31542. OOparHO, y3uMameM JBe Koluje Kpahe mepmyTa-
nuje u jJojiaBameM N u3Mehy mux, J100uja ce N y3acTOIMHUX N-0JIOKOBA MOYEBIIN
0J1 IPBOT, KOjU CaJIp:KM CBe JIyzKe IepMmyTalije nose3ane ca kpahom. Ha mpumep,
4231 5 4231 campxku 42315, 23154 utn. Kako onucaHu ajaropuraM OBaj IOCTYIIaK
IpUMerbyje Ha JINCTY CBUX Kpahux mepMmyTaluja, Ha Kpajy he Hy:KHO reHepucaTu
CBe JIy2Ke IepMyTalyje. Y HACTaBKYy je IMOKa3aHO Ja OBaj Ipolec yBek nosehasa
nyxuHy HU3a 3a TadHo n!. Ilpumehyje ce ma kogmko roj ce KapakTepa 100uja
,bacrmakuBameM” m ejleMeHaTa opuruHasHe cyneprepmyTaruje v (n — 1)(n — 1)!
eJleMeHaTa KOjU eKCILUIUIIUTHO HABOJIe CBe TOje/IMHavYHe IepMyTallije, ITOHOBO ce
r'you TOTITYHO UCTU OPOj KaJia ce Ha KPajy MOHOBO CIIOje CYyCeJIHe KOIUje TUX Iep-
myTtanuja. Jlakie, ysehamwe mo1a3u o/ Aynnpama KapakTepa U KOMUparba HOBOT

ejiemeHTa n. IIpemMa ToMe, HOBa cylepuepMyTaIja je o cTape yzKa 3a:
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(mn—1)-(n—=D!'+(n—-1)!=n!

Cras 1. Jyosrcuna murnumanne cytepuepmyimayuje n esemenaiua je L(n) > n! +

n—1.

/loxas. TlocmaTrpa ce moctynak popMuparma CylepluepMyTalije J0/IaBaAheM Tep-

MyTalija 1 KopumhemeM JOCTYIIHUX HpeKaanamal. YBose ce cienehie osHake
e [ je Tekyha maykuHa HHCKeE.
e N je Opoj moAaTUX MEPMYTaIln]ja.
e X=L—-N

3a mouerak, dhopMUpaHa HUCKA je jeHaKa PBOj JIOAATOj HEPMYTAIMjU U BaXKU
L=n,N=1uX =n—1. Hakon gosaBama apyre nepMmyTaliyje, JIy>KIHa HACKE
ce mopa nosehartu 3a dap 1, omgakiie ce 3ak/byuyje ja ce X HuKaa He cMamyje. Ha
Kpajy TOCTYIIKa, Kaja Cy JoJaTe CBe mepMmyTainuje Baxku N = n!, omakie cjaean
L=N+X>n—-1+nl [

2.2 Ilormyna mperpara 3a MaJjio n

Onucanu peKyp3uBHHU aJTOPUTAM TapaHTYje CYyIepIIepMYyTAaIljy 1 eJeMeHaTa
nyxune L(n) = >0 kl. Ilpupoamo ce mamehe murame: na ce MOKe JOOUTH
Oosbe permemse Tj. Kpaha cynepmepmyrtanuja? Ilormynom mperparom moryhe je
poBepuTH Jia ce 3a N = 1, 2, 3 u 4 peKyp3UBHUM AJTOPUTMOM 3aUCTa JI00Uja
cylepriepMyTallja MIHUMAJIHE JyKWHE, jJeJIMHCTBEHA JI0 Ha PEeHyMepaIujy eJie-
meHata. lIperpara je mmiuiemenTupana y mnorsasby o. JloMerm oBor mporpama
HUCY BEJIUKU, aJii je YKJ/byUeH Kao 3rojaH HaduuH yBohema y mpodsem. Wctu pe-
3yATaT CJIeIN U3 JI0Ka3a JI0ke T'DAHUIlEe JIyKWHe MUHUMAJHE CyIllepIepMyTalje
y nornasipy 2.4. Popmwmpajy ce cBe moryhe cymepmepmyrarmje (mux (n!)!) na-
JIOBE3WBAEM CBUX IepMmyTaruja, kopuctehn moryha npeknamama. Ha mpumep,
3a n = 3, jeJIHA OJT OBAKBUX CyIlepIepMyTallija JT00uja ce PeJIoM HaJI0BE3UBAHEM
nepmyTanmja 123, 132, 213, 231, 312 u 321. Ha mepmyramnujy 123 namosesyje ce
132. Kako mema mpek/amama, goouja ce Hucka 123132. Ha mumcky 123132 najio-

Be3yje ce mepmyTanuja 213, Kaja 107a3M 0 IpeKJialamba y BUIY KapakTepa 2,

! neo nokaza https://warosu.org/sci/thread/S3751105#p3751197
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qnjuM KopuithemeM ce nodomja Hucka 12313213. IlonaBpameM mocTynka ao0uja
ce amcka 12313213231312321, koja 3amcTa jecte cynepuepMyTalidja pejia 1, ajau
je nyxune 17. CBe dopmupane cylepiiepMyTalyje duja je JAyKUHA Marba WIN
jennaxa » ., k! nomajy ce y mu3, a onna ce oxpebyjy OHe ca MUHUMAJIHOM JLy-
»KuHOM. MeDyTum, ucnocraspa ce Ja cy cse oHe gyxuse y ,_, k! n na cy (g0
HA PEHyMepallijy eJleMeHaTa) jeJIHaKe CyIepIrepMyTaliji JT0O1jeHO] PEKYP3UBHUM
ajgroputmoM. Ha mpumep, 3a n = 3 cyneprnepMmyTaliija g00ujeHa PEKYP3UBHUM

asroputMmoM je 123121321. CymnepruepmyTariuje 100ujeHe TTOTIIYHOM IIPETPAroM Cy':

123121321
132131231
213212312
231232132
312313213
321323123

2.3 Texumuackm rpad cBuUxX nmepmMmyTanuja

ArropuTMu 38 KOHCTPYKIIA]Y MUHUMAJHUX CYIIEPIEPMYTAIja PEICTAB/HEHI
y HapeJIHUM IOIJIaB/bUMa KOPHUCTe TEXKWHCKU rpad CBUX IHepMyTaluja 71 eJe-
MEHaTa, CTOra je MOTPedDHO MPEeTXOHO JAedUHHCATH HEKOJIUKO MojMoBa. I 'pag
G = (V,E) cacroju ce ox ckyna V usopoBa u ckymna E rpana. Csaka pana
oJIroBapa napy pasjuduTUX YBOPOBa (IIOHEKAJ Cy JI03BOJLEHE I'DaHe Koje BOJE O/
YBOpa Ka IeMy CaMoM; ajii he ce y HACTABKy paJia CMaTpaTH Jia OHE HUCY JIO0-
3BoJbeHe). ['pad moxke duru ycemepen mwim weycmeper. ['pare yemepenor rpada
cy ypebenn mapoBu 4BOpOBa, KOjU ce Ha3UBajy KpajeBu rpane. I'paHe ycmepeHOr
rpada 1prajy ce Kao CTpesuIe yCMepeHe OJ1 jeJTHOT 4Bopa (Imoverka) Ka JIPYyroM
gBopy (kpajy). ['panme Heycmepenor rpada cy meypehenn maposu oHe ce 1prajy
kao obnune nyxu (munauje). Cweten d(v) aBopa v je Opoj rpaHa CyCeIHUX IBOPY
v (omHOCHO OpOj rpaHa Koje v IOBe3yjy €a HEKUM JPYIHM YBOPOM). ¥ ycMepe-
HOM Tpady pasjuKyje ce yaa3nu ciietien, Opoj rpaHa 3a Koje je 9BOp v Kpaj, u
usAa3nu clietien, OpOj rpaHa 3a Koje je uBop v moderak. I[lyw om vy 1o v je
HU3 YBOPOBA U1, Vg, . .., Uy MOBE3aHUX rpaHama (vi,vs), (v2,v3),. .., (Vk_1,Vk); OBE
rpane ce odbnvHo Takohe cmarpajy gesmom myrta. IIyT je dpociii, ako ce cBAKU YBOP
y IbeMy I0jaBJ/byje caMO jeJIHOM. 3a YBOP U Ce KaxKe Jia je goCTuiHcar U3 IBOpa

v ako mocroju IyT (yCMepeH, OJIHOCHO HEyCMepeH, 3aBUCHO oj rpada) og v 10

6
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u. Ilo necdoununuju je gBop v jgocTmkaH u3 v. I[lukayc je myT YUju ce TPBU U
oCJIe by 9BOp MOKJamajy. lIukiyc je mpocT ako ce, OCUM MPBOT U MOCJEIIHET
YBOpAa, HU jeJlaH JIPYT'H YBOP y HEeMy He IojaBibyje JBa myTa. Heycmepenu 0Ok
yemepenor rpada G = (V, E) je uctu rpad, 6e3 cmeposa Ha rpanama (8. Ifu-
KAYCHO TOKPUBAILE Y YCMEPEeHOM Tpady je CKyIl rpaHa TaKBHUX Ja CBAKU IBOP NMa
yJAa3HUA W U3JIA3HU CTEIEH jeTHaK jefdaH. Beauwuna yukxaycHotl GoKpusarsa je opoj
MeDycoOHO IMCjyHKTHUX IUKJIyca Koje oHo caapxku [7]. 3a rpad ce kaxe ma je
tose3an ako (y HEroBOM HEyCMEPEeHOM ODJIMKY) MOCTOjU IMyT u3Mely mpon3BosbHA
aBa aBopa. Teowcuncku Ipag je rpad dujuM Ccy TpaHaMa TPUIAPYKEHU peaTHU
OpojeBu: TexkuHe, 1ieHe, JAyxKube (eHr. weight, cost, length). Xamuatiornos yurayc

y rpady je mpocT IMUKIYC KOjU CaJIpzKU CBaKU YBOP I'pada TaIHO jeTHOM.

3a a3dyKy o1 n cuMmdoJIa, MOXKEe Cce KOHCTPYUCATU MOTIIYHH ycMepeHu rpad ca
n! YBOPOBa, IJie CBaAKU YBOP IMIPEJICTAB/bA Je/IHY IIEePMyTaIujy n cuMooJsia. Texxuna
rpane uaMel)y uBopoBa 7 u ¢, y o3Hanu wt(m, o), nedunnIIe ce Kao HajMambU OPOj
k, 0 < k < n, takas ja je (n— k)-cydukc uBopa 7 jeanax (n — k)-npedukcy aBopa
o. Jakme, ykinama ce k eqeMeHaTa ca IodYeTKa IEepMyTalldje 7 U JIojiaje Ha Kpaj
IPOU3BOJLHUM PEJIOCTIEIOM TAKO Jia ce J00uje epmyTtanuja o. JlogaTHo, morpedHo
jé eJINMUHICATHA TAKO3BaHe HEUPASUAHE Ipare: TPaHA je HeIIPAaBUJIHA aKO Ce MOXKe
3aMEHUTH Ca JIBe WJIM BUIle HAJOBe3aHWX rpaHa. Ha mpumep, rpana Texune 2
on 12345 no 34512 je mempaBuiHa, jep ce MOyKe 3aMeHWTH ca rpaHama (12345,
23451) u (23451, 34512) rexkune 1. Pasjior 3a ykjamame HEIPABUJIHUX I'DaHa je
TO IIITO Ce Y MPOIECY JI0aBarba JIBa UJIN BUIIE eJeMeHATa Ha Kpaj IPBe IIepMyTa-
uje, noduja Tpeha nepmyranuja (y npumepy je To 23451), a y muiby dopMupama
MUHUMAJIHE CyIepIepMyTallfje HeMa CMUC/Ia 3a00uhu je. Y HaCTaBKYy he BayKUTH

[IPETIIOCTABKA Jla Cy HelpaBu/iHe rpane rpada seh ykiomene.

Teotcuna Gywa 1, . .., Ty, KPo3 rpad AedUHUIIE ce U3PAZOM:
-1
WH(T1, o, ) = Doy W, Tig1)

Csaku uyBop rpada mMa TadHO jeqHy rpaHy TekuHe 1 Koja M3/Ia3u U3 IHbera.
Osa rpana BoJu OJ] IeEpMyTallyje 7 J0 HbeHe UKIndHe poramwyje 7(2) -+ - m(n)mw(1).
[Ipahemem n — 1 y3acTonnux rpana texxuae 1, 0OMIa3M ce MUKJIMIKA KJIaca Iep-
MyTallmje 7, Koja ce jeduHuIne Kao CKyIl CBUX IMUKJINIHUX poraruja 7. CKym cBux

nepMyTaIfja JIy?KUHEe 1 je MPUPOIHO moje/beH Ha (n — 1)! OBaKBUX IUKIMYKUX
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Cauka 2.1: Texxuncku rpad cBux nepmyTraruja 3a n = 3

kiaca. CBaku myT Kpo3 rpad Koju mocehyje cBaKky IepMyTarjy, OUUTIETHO 10-
cehyje cBaky ox oBux kjaca. CBaku uBOp rpada Takohe mMa TadHO je/IHy T'DAHy
TeXKrHe 2 KOja M3Ja31 U3 mera (3aTo IITO Cy yKJIOmeHe HelpaBuiHe rpade). Osa
rpaHa Boau oji mepmyrtanuje m o nepmytanumje w(3) .- mw(n)w(2)7(1). 2-yukrayc
KOjU TeHEepUIIle IepMyTallija T je CKYIl YBOpOBa Koje mocehyje ImyT KOju MOYnhe ca
7, mpaTtu n— 1 y3acTOMHNUX I'paHa TeKWHe 1, 3aTUM ITpaTH TPAHy TeXKUHE 2, a OHJIa
[IOHABJbA, OBe Kopake n — 2 myTta. Ha mpumep, y rpady nepmyraruja gyKune 5,
2-nuKJIyC KOju reHepuiiie nepmyTarmja 12345 je npukazan je mHa ciaury 2.2. ['pane

TexKuHe 1 cy mpesicTaB/beHe TIPHAM CTPeUIlaMa, a TPaHe TeXKNHe 2 HapaHIIACTHM.

E 12345 — 23451 — 34512 — 45123 — 51234
52341 «— 15234 «— 41523 +— 34152 «— 23;15
34125 — 41253 —> 12534 — 25341 — 53412

54123 —— 35412 —— 23541 «— 12354 —— 41235

Cauka 2.2: Ilpumep 2-mukiyca 3a n = 5
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Y oBoM mpuMepy, MOXKe Ce YOUUTH J1a je 2-IIIKJIyC T€HEPUCAH IMTePMYTAIIjOM
12345 Takohe renepucan u nepmyrtanujama 23415, 34125 u 41235. Hauwme, BaxKku

caesiehe TBpheme:

Tephewe 1. (/1] Tephewe 1) Axo je 2-yukayc lenepucar GepmyLaUUjom T, OHGa
je renepucan u ca ceux n — 1 Gepmyiayuja godujenur @Gurcuparbem UOCAEGHET
eAeMERTA TEPMYWAUUTE T U UUKAUYHOM DOTLAUUIOM TPEOCTUAAUL eNEMEHATIA:
w(2)---m(n—1)m(1)m(n)

w(3)---mw(n — Dm(1)m(2)mw(n)

m(n—1)mw(l)---m(n—2)m(n).

Cpakmu 2-IMKJIyC CacTOjU OJ JUCJYHKTHE yHUje IMUKJINYKHX KJIaca CBAKOT O/l
ENOBUX I'eHepaTopa, OJIaKJjIe Ce 3aKJbydyje Jla CBaKW 2-nukiyc cagpxku n(n — 1)
nepmyTarmja. [locroju n(n — 2)! pasmuunrnx 2-nukiyca (cBaka mepMyTaryja re-
HepuIle 2-1UKJIyC, a CBAKU 2-IUKJIYC je TeHepUCaH O CTpaHe n — 1 mepmMyTarmje).
Kako cBaku 2-mukiyc caiap:xku camo n(n — 1) nepmyranuja, myT Kpo3 rpad Koju

nocehyje cBaky mepmyTanujy Mopa yhu y HajMame (n—2)! pazamauTux 2-1ukiryca.

[TocmaTpajyhu nepmyTtanuje pegoM KOjUM ce TOjaBJbyjy Kao IMOIHUCKE CYTep-
repMyTaluje J100ujeHe peKyp3uBHUM aJITOPUTMOM, yodaBa ce ojpehena 3axonmu-
TOCT y HU3Y TEXKUHA I'PaHa u3MeDy CyceTHUX MepMyTalyja, TPpUKa3aHa Ha CJIMKaMa
2.3 u 2.4. I'pane Texkune 1 nmpukasane Cy IIPBEHOM OO0jOM, T'DaHe TEeXKUHE 2 3eJie-
HOM, a rpaHe TexkuHe 3 mraBoMm Oojom. Hwus Texkune rpana 3a n = 3 je 11211, a
dan =4je11121112111311121112111 u moxKe ce TOOUTHU MOKPETAHEM ITPOTPAMA

y IIOIVIaBJBY O.

Chnuka 2.3: 2-nukiayc y rpady 3a n = 3
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Cnuka 2.4: 3-mukiyc y rpady 3a n = 4

2.4 loma rpanmna ay>kmHe Hajkpahe
cynepliepMyTaliuje

V cenrembpy 2011. romuue, jeqan jbyouresb Anime cepuja je Ha TeMHU
Science&Math dopyma 4chan? mocraBHO MATEMATHYIKO IIUTAILE Y BE3U Ca KYJIT-
HOM TeJieBu3njcKoM cepujom ,Memanxonuja Xapyxu Cymzymuje”. Ilpsa cesona
cepuje, KOja yKJbydyje IIyTOBalbeé KPO3 BpeMe, IMPBOOUTHO je eMUTOBaHa y He-
XPOHOJIOIITIKOM P€JIOCTIely, & MOHOBHO IpuKa3uBame u DVD Bepsuja cy momarHO
IIPOMEHUJIN PeociIe T enu3oa. Jbyburesbu cepuje cy OH-JIajH JIUCKYTOBAJIHN O TOME
KOjH je HajOosbu PeJlocie]l TJiejlaha eln30/a, a jeJlaH 0/ KOPUCHHUKA je 3aluTao:
aKO IVIEJIA0IN JKeJjie Jia OJIJIeNIajy Cepujy y CBaKOM Moryhem pemociie/y, KOJMKO
HajMarbe emnmn30/a Mopajy moraegaTu?! ¥ POKy OJi caT BpeMeHa, AaHOHUMHU ayTOpP
je J1ao OJIrOBOP - He TOTIIYHO perere, Beh momy rpanuily Opoja enmuzoja. [loka-
3a0 je ja ou 1Uiestaonu TpedaJsio jga oargeajy oap 93,884,313,611 enmzoma kako ou
Bujiesn cse Moryhe pemociene. Hapenenu mokas® je y TOM TPEHyTKY IPOMaKao
MaTEeMaTUYKO] 3aj€JIHUI U Y jaBHOCT je Jioctieo y okToopy 2018. rogmne, kaja je
maremarundap P. Xjycron (enr. R. Houston) ry ummenuily odjasuo Ha TBurepy.
Y okTodpy 2018. romuue P. Xjycrown, II. [Tantone u B. Barep (eur. R. Houston,
J. Pantone, V. Vatter) objaBmiu cy u3MereHy Bep3ujy OBOTI J0Ka3a y ,OH-JajH
Ennuknonemuju Hemmx Huzosa” (enr. On-Line Encyclopedia of Integer Sequences,
OEIS) [1]. Objasibena Bep3uja j1oKa3a MPUIKACAHA jé AHOHUMHOM KOPUCHUKY CajTa
4chan. Cnayuaj 3a n = 14, nHa3san je ,Xapyxwujes mnpodsiem” mo TB cepuju ,,Me-
maaxonuja Xapyxu Cymgymuje” koja mma 14 emm3ona. TpenyTHe q0ma u ropma

rpanuiia usnoce 93.884.313.611 u 93.924.230.411, pecuniektuHo. To 3HAYM na ou

*n1o3mary anonnvun (opym ocnosan 2003. roaume, ca PA3HOJIMKHM TEMaMa

3https://warosu.org/sci/thread/S3751105#p3751197
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rJeJlalbe cepuje y cBAaKOM Moryhem pejiocieny 3axTeBajo OTHPUINKe 4 MHUIMOHA

roJiiHa.

Teopema 1. ([1] Teopema 2) Cyueplepmytanuja n esemenattia UMa gyHcuny

HAJMAHE:
Ln)>nl+n—1)!+n-2)!+n-3 (2.2)
Zoxas. 3a oyt 7, ..., T, y onucaHoM rpady, yBomde ce cienehe o3HaKe:
p(71, ..., ) = OpOj pasauauTHX moceheHnx mepMyTaImja,
e(my, ..., Ty) = OPOj KOMJIETUPAHUX [UKJINIKUX KJIACA Y IYTY 71, ..., Tp_1, U
v(my, ..., Ty,) = Opoj mocehennx 2-nukiryca.
Iyt 7,..., T, KOMILUIETHDPA IMUKJIHUIKY KJIACYy aKO je IIOCETHUO CBEe UYBOPOBE Te

kiace. Iyt je moceTno 2-mukJjiyc ako je yIao y Taj 2-1IUKJIyc Oap jeTHOM.

[nsb je mokazaTu J1a BazKH:
W1, ooy ) 2 D(T1y ooy o) F (T, ey ) F0(T1y e ) — 2 (2.3)

Oso TBpheme mokaszyje ce nnaykiujom. TBpheme (2.3) Bazku y 6azHOM cirydajy
3a m = 1, jep je wt(m) = 0, p(m) = 1, ¢(m) = 1, mw v(m) = 0. Heka Baxu
IIPETIIOCTaBKa JIa je HejeJHaKOCT TadHa 3a cBe IyTeBe ay:kuHe m. l[lorpedno je
oKa3aTu Jia TBpheme BaXKM 3a YT My, ..., Tm, Tmil- JlOKa3 3aBUCH OJT TE€IKUHE

rpaHe OJf T, O Tt

e Axo je wt(my, Tpy1) = 1, OHIA T, W Ty OPUOAJIAJY WCTOj MUKJIAIKO]
KJIaCH, TaKO JIa Ce BpPeTHOCT v He MOoxKe rmoBehatu. Axo je 7,.1 Beh nmocehena,
OHJIa ce BpeaHOCT p He moBehaBa, W TO je Kpaj J0Ka3a y OBOM CJIydajy.
YKOUKO T,,,1 HUje Beh mocehena, MUKIMIKa KJIaca T, HUAje KOMILJIETHPAaHAa,

TaKoO Jia ce BPeIHOCT ¢ He noBehasa.

o Axo je wt(mpm, Tmt1) = 2, Tama Tyt = Tn(3) -+ T (n) 1, (2) 1, (1), TBp-
JMO J1a aKO ce BPeJHOCT ¢ moBehiaBa, OHa ce BPEeJHOCT ¥ HE MOXKE IpPOMe-

HUTH.

VKOJIMKO BaxKU IPEIOCTaBKa Jla Ce BPETHOCT ¢ moBehaBa, Tajla BayKh

ATy ey Ty Tg1) = (71, ooy ) + 1

11
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OBo mMIIATIIpA Ja T, KOMILIETHPA CBOjY MUKJIMIHY KJIacy, TaKO Jia IpeT-
xoaHO Huje dmsa nocehena. Kako ,, KOMILIeTUpa CBOjy HNUKJIUYIHY KJacy,
Beh je mopasa durn mocehena nepmyranuja o = m,,(2)7,,(3) . .. T (n) T, 10
KOje ce JI0J1a3u rpaHoM texxune 1 us m,,. Mehyrtum, ¢ nuje nocehena us m,,
3aTO IITO T, HUje paHuje moceheHa u 3aTO ce JIO e MOPAJO JOhU rpaHoM
TexknHe dapeM 2. Omarie cieau Ja je 2-IUKJIyC Koju renepuiie o Beh moce-
hen. Ha xpajy, TBpheme 1 nokasyje J1a ¢ U 7,1 T€HEPUIIY UCTH 2-TTUKJIYC.
Crora mocera 7,1 He BOJAU JO HOBOT 2-TNKJIYCa, TAKO Jia Ce BPEIHOCT U He
nosehasa. IlokazaHo je ma ce HajBuIle jeaH o1 Opojada ¢ WM U MOXKE TOBe-
hartu npesnazehu npeko rpane TeuHe 2, Ia je y OBOM CJIy4ajy HejeJIHAKOCT

(2.3) mokaszama.

e Ako je wt(my,, Tpme1) > 3, OHJA TOIITO Ce JieCHA CTpaHa HejeaHakocTu (2.3)
Mozke roBehaTu HajBuile 3a 3 npesasehu mpeko jejiHe rpane rpada, Hejes-

HAKOCTH (2.3) BaxKu.

N3 nokazanor TBphema Hemocpeano ciaean Tpeheme Teopeme. AKo IyT 71, ..., Ty
nocehyje cBaky nepmyranujy, ouja je p(my, ..., T,) > nl. Takohe, myT Mopa KoM-
nerupatu cge (n — 1)! nmukaMyYke Kiace, Tako Ja mMopa ouTu (7, ..., Tpy) >
(n — 1)l =1, u mopa ce yhu y dap (n — 2)! 2-nukayca. OBo moka3dyje na je
wt(my, ..., m) > nl+ (n— 1)+ (n — 2)! — 3. Ha kpajy, cyneprepmyraiuja Koja
oJIroBapa OBOM IIYyTy WMa Jy:KUHY n + wt(my, ..., T,y,), TAKO Ja je Jy’KUHA OBe
cyneprepmyraimje Hajmamwe n! + (n — 1)1 + (n — 2)! +n — 3, mro je u Tpedaso

JIOKa3aTH. n

2.5 HejeaumHcTBeHOCT MUHUMAJIHE
cynepliepMyTalirje

Cse 10 2013. roguue, cMaTpaHo Jia je Ja JIy:KUHA MUHUMAJHE CYyIeprepMyTa-
nuje o, k! u na je nodujena cynmeprepmyTalja jeUHCTBEHA 10 HA PEHyMepa-
mujy cumbosa. Tana je H. Iloncon (N. Johnston) 4] n3neo KoHCTPYKIMjy KOjOM je
[I0Ka3a0 J1a, aKO je HaBeJIeHA JIy2KIHA TadHa, 33 n > 5 J100ujeHe cyleprepMyTaluje
jemnake gayx)uHe Hucy jeamacrBeHe. OTKpuo je MoryhHOCT 1a ce Ha BEJIMKH OPOJ

HadMHA eJIEMEHTH IIPEMeECTe, a Jia JI00WjeHa CyleplIepMyTallija IMa UCTY Ty KUHY.

12
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Paaynamwe MuHIMAaJIHE cynieprepMyTaryje 3a n > 5 HUje MOTOJHO BPIIATH I'PYOOM

CHUJIOM, aJIM TIO3HaTa perema 3a N < 4 /1ajy CTPyKTypy Koja ce MOXKe YOIIITHUTH.

VY nokazuma [loHCOH je KOpUCTHO YukAUYKY 3aTUC TepMYTayuje KOju ce jtedu-
uumre Ha cirenehn nagun. Heka je pp € S, mepmyTtanuja koja nmukmaHo moBehasa
npBUX Kk MO3UTHUBHUX IEJUX OpojeBa 3a jeJlaH U Jiejyje Kao UJIEHTUTET WHave:
pr(i) =i+1akoje 1l <i <k, pp(i) =1 ako je k <i<mn,upg(k) =1. Ha npumep,
ps : 12345 — 23145. llepmyranuja pi NUKJINIHO TtoBehaBa NpBUX k MO3UTUBHUX
Opojesa 3a j, a Jeyje Kao miaeHTuTeT MHade. Ha mpumep, p3 : 23145 — 14235.
3a cBaky nepmyTanmjy o € S,, nocroju jeauHcrseHa (n — 1)-Topka eKclioHeHaTa
(J2, J3, - -+ Jn) ca 0 < j; < i3acBe i, TaKo ga je o = p5,0p5 o...op? . Jladu o ouia
3alrcaHa Ha OBaj HAYWH, IIPBO ce OUpa j, TAKO JIa Ce UCIIPABAH €JIEMEHT IIPECIUKA
y n, 3aTUM Ce Oupa j, 1 TAKO Jla Ce WCIIPABAH €JIEMEHT IPEecauKa y n — 1, UT/I.
[Tocroju Tauno n! (n — 1)-topku (jo, Js, - - -, jn) Koje 3aj0BosbaBajy 0 < j; < i 3a
CBe i, IITO je jeHAKO KapMHAJTHOCTHA CKyMa S,. ¥YMECTO eKCILIUIIUTHOL MMHICAbha
epMyTalje y OOJINKY pjz2 o p?S O...0pl , BalUCY]y Ce eKCIOHEHTU DEeJIOM YHY-
Tap yIJIacTUX 3arpajia ca UHJEKCOM ¢, KA0 Ha MPUMED [j2]3 . .. jn].. Ha mpumep,
13425 = [1010].. MaryuruBaujun Hauws Tpancdopmaryje IUKIXIKOD 3aIUCa Tep-
MyTallfje y 1beH CTaH/Iap/IHU JeTHOJIMHI]CKH 3aliC TOYNhe ITepMyTanujoM 12 ... n.
IIpBa 2 estemeHTa pOTHPAjy Ce yJI€BO OHOJIMKO IIyTa KOJIUKO je HA3HAYEHO Ca jo,
3aTUM Ce TIpBa 3 eJleMeHTa POTUPAjy YJIEBO OHOJIMKO ITyTa KOJIMKO je Ha3HAYEHO Ca
Js, ura. Ha npumep, kako du ce 100u0 jennosnmarjcKu 3amuc nepmyrtarmje [0121],

nounibe ce nepmyrarujom 12345 u Bpu ce cieseha Tpancdopmariujas
12345 — 12345 — 23145 — 14235 — 42351
0 1 2 1

Y onemky 2.1 ommcana je peKyp3WBHA KOHCTDPYKIIHja CyIlepriepMyTalyje JIy-

JKUHE Ezzl k! koja ce cacroju u3 ciemehnx Kopaka. YBoje ce caenehe o3Hake:

e M, je cymepriepMmyTaliija n eJeMeHaTa JI001jeHa PEKYP3UBHUM aJIOPUTMOM,

anja je gyxkuna y ., k!
e P je j-Ta mepMmyTaluja n ejeMeHaTa Kao HogHucka M,,.

e (); je Hucka gykuHe 2n + 1 nodujeHa HaJOBe3WBam-eM pesioM Hucke P |

KapakTepa n + 1 u nonoso Hucke P;.
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[loHCOH je youmo 3aKOHUTOCT y HU3Y IUKJIWYKUX 3alica IepMyTalyja y pe-
JlocJie Ty KOjUM ce TojaBjbyjy Kao momnucke y M,. Ha mpumep, 3a n = 3, nep-
MyTamuje Koje ce nojaBmwyjy y Mz = 123121321 cy pemom: 123, 231, 312, 213,
132, 321. bbuxosu mukmmukn samucu cy [00]c, [01|c, [02]c, [10]c, [11]c u [12]c,
penom. pyrum pednma, pejiocses nepmyrtanuja y Mz je ucTu Kao peJiociies Koju

ce moouja ,opojarmeM’ y IMUKJINIKOM 3aIIHACY.

Tephewe 2. ([/] Tephewe 3) Hexa cy n u j Go3uliuéhu ueau dpojesu Wakeu ga

je 0 < j < nl. Axo saorcu
. nl
J :Z]i‘ﬁ
i=2

apu yeaosy 0 < j; < i 3a ceaxo i, onga he (j + 1)-6a uepmymayuja xoja ce

uojaswyje y M, xao neupexugha Gogrucka OUTY [Jojs...Jn]C.

/loxas. Tepbheme ce mokasdyje mumaykiujom 1o n. llokazano je ma je pesyiarar
TavaH Kaja je n = 3, u Takohe ce JIAKO IIpoBepaBa y CiaydajeBuMa n = 1 win
n = 2. IlpermocraBuMo j1a TBpheme BaxKum 3a HEKO n. Taja, y KOHCTPYKIHjU
M,,+1 pexkypsuBauM ajaropurmoM, P; je (j + 1)-a mepmyTanuja n cuMoosa Koja ce
nojasibyje y M,, na je P; = [jaoJs...jn]c nIpema nugykTuBHOj xunoresn. Onma Q;
cajgpxku n+ 1 mepmyrarmja o [n+ 1] Kao mOIHU3, IPBY 01 KOJUX YUHHU [fa]3...J,0]c.
Jpyra mepmyranmja Koja ce IOjaB/byje Kao IOJHUCKa y (), je caMO IUKJINIHA
nepMyTanuja upse: [jojs...jn0]coppy1 = [j2Js---jnlle. Comano, Tpeha nepmyranuja
KOja ce IojaBibyje Kao MOAHUCKA ¥ () je [jajs...Jnl]C 0 ppi1 = [j2d3...Jn2]c, 1 TaKoO

Jambe 10 [jajs...jnn]c. Pesyarar caenn. O

[Tocmarpajyhu cynepnepmyrarujy Ms, Moxke ce yountu ja cy npsux 60 mep-
MyTallja Koje ce IMojaBjbyjy Kao nojHucke odimnka [0xryz]. 3a meke 0 < x < 3,
0<y<4,um0<z<5h, n0K je nocaeamux 60 mepmyTalmja Koje ce 0jaBibyjy Kao
nonuucke My obdmmka [lxyz].. Adpyrum peumma, npsux 60 mepmyTranuja cy oHe
y Kojuma ejleMeHTH 1 u 2 Hucy 3aMemeHn. AKO ce mepMmyTalifje 3aluiily y CBOM
CTAaHJAPHOM jeTHOJUHUJCKOM 3amucy u 4 m 5 ce yKJoHe, ocTaje 123, 231, mm
312. Cawmuano, nocieamux 60 mepMmyralpja Koje ce 1mojaBbyjy v Ms cy oHe Koje
pesyaryjy v 213, 132, nau 321 kama ce 4 u 5 ykiaone. Byayhu ma osa ocobuna
HeMa Be3e ca pejiocyieioM 4 u 5 y jeHOJMHUJCKOM 3aIiCy IIepMyTalifje, 3aKIby-
qyje ce na je mepMmyTanmja jefHa o npeux (mocienmnx) 60 mepmyranuja Koje ce
110jaBJbyjy Kao nmogHucke y My ako m caMo aKo ce 3aMeHOM yJiora 4 u 5 IOHOBO J10-

duja jeana og npsux (mocsenmux) 60 nepmyranuja Koje ce nojasibyjy y Ms. Opaj
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3aKJby4YaK BOJU JIO KJbydHe mieje: Moryhe je 3amenutu cBe 4 ca 5 (1 00pHYTO) ¥
npyroj nonosunu M; Kako Ou ce renepucasia HoBa Hucka M{ Koja je ucre jgyxKume
u u jaspe je cyneprnepmytanuja. [lomohy mporpama moryhe je mposeputu jia cy

3aMCTa PA3JINYATe CyleprepMyTallije /1y KInHe 22:1 k! = 153.

Ms:
12345123415234125341235412314523142531423514231542312453124351243152431
25431213452134251342153421354213245132415324135241325413214532143521432
51432154321

M::
12345123415234125341235412314523142531423514231542312453124351243152431
25431213542135241352143521345213254132514325134251324513215432153421532
41532145321

JIema 1. ([4] Jlema 5) Hexa cy 2 < k < n yeau dpojesu. 3a csaxo 0 < j < k!,
wexa je Tj, nagrpaha wogrucka M, xoja cagporcu ceary uepmywmayugy og (j-n!/k!+

1)-e go ((7 + 1) - nl/k))-e xoje ce nanraze y M,, xao uognucke. Taga 3a cearo j:

1. Iloctioju 1 < £ < k wakeo ga je bap ¢ enemenatia T pegom jegraxo ca

apsux { enemernattia Tyq .

2. Ilpsux u wocaegroux k+1 esemenatua Ty cy 1,2, ...k, uk+1 (ne nyorcro

WUM Pegom).

3. Crkyt tepmytiayuje woje cy tognucke Tjj octiaje netpomerver Upu CEUM

apomenama esemenattia k +2,k+3,...,n y oxeupy T} .

/oxas. CeojcTBa 1. u 2. 1oKa3yjy ce mHAyKIjoM. JacHO je ma cy oda CBOjCTBa
TagHa 3a ciaydaj n = 3. IlpermocraBumo ja TBpheme Baxku 3a Heko M,. 3a
dukcupano k, cojcrBa 1. u 2. jomn yBek Bazke 3a M, ;. Kako dbu ce mokaszaso ia
cBojcrBa 1. m 2. takohe Baxke 3a M, .1 kKaja je k = n, JOBOJHHO je yOUUTH Ja je y

oBoM ciyuajy Tj, = @, a (; 3aJ0BoJbaBa 00a CBOjCTBA.

CsojcTBo 3. ce nmokasyje mupekTHo. JlupekTHa mocaemnia TBphema 2. je ma
noctoje (bUKCHU OPOjeBH j2, J3, - - ., ji TakBU Ja 1jj caJpKU TavdHO IepMyTaIluje
YUjU UKJINIKA 3aIUCH UMa]y ODJIUK [fo]s . . . jn|c, nae j; Bapupa ox 0 1o i — 1 kajga
je k+1 < i < n. Ogxatie ciaeau na nocroju GuKCHa mepMyTanuja 7; Ha [k+1] raksa

na je o € S, nogaucKa HUCKe T aKo U caMo aKo yKjamarbe ejgeMenaTa k + 2, k +
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3,...,n U3 HEHOT jeTHOJUHUJCKOT 3alnca Pe3yATyje MUKJINIHOM TEPMYTAITN]OM
7;. Kaxo oBaj kpurepujym noguucke 1j; He 3aBUCH OJ1 IIO3UIUje eJeMeHaTa k +

2,k+3,...,ny o, 10Ka3aHO je CBOjCTBO 3. O

Teopema 2. ([4] Teopema 4) Iloctwoju bap

[[n— k-2 (2.4)

JEGUHCTUBEHUT (GO HA PERYMEPAUUTY EACMEHTTATA) CYUEPTUEPMYTAUUIQL GYHCUHE
Lin) = Y, kL.

Zlokas. [lokas ce 3acHUBaA Ha PEKyP3UBHO] KOHCTPYKIIMjU HABEJIEHOT Opoja cyIiep-

nepmyTanyja nonaszehu ox mozuare cynepuepmyraruje M, .

1. Heka je k = n — 3 u ckyn SP := {M,} ckyn cBux cyneprepmyraiuja

HaBeJleHe JIy2KIHE KOje CY JI0 caJla KOHCTPYHUCAHE.

2. Ba ceako T € SP u cBako 0 < j < k!, meka je T} nedbunucano xao y
gemu 1. Kako je mokaszano y Jiemu 1., moryhe je 3amenHutu ysore k +
2, k+3, ..., n ynyrap nena T koju ogrosapa T} 0Oe3 yTuiaja Ha TO Ja
gu je T cynepuepmytaruja win Huje. OBo je Moryhe ypaauTu 3a CBaKy
Bpeauoct j ox 0 o k! —1; mehyrum, y 003up ce y3uma camo k! — k BpemgHoCcTH
j koje mucy gepuse ce (k — 1)I. omaru cBe cymepmepmyTarje Koje Cy
tako KoHcTpyucane y SP. Kapaunamunoct SP je cTora TOKOM OBOT KOpaka

nmoMHOXKeHa, ca (n — k — 1)IF=F,
3. Ymamutu k 3a 1.
4. Axo je k = 1, 3aycraBurnu nporec. VMlHade, BpaTuTu ce Ha KOpax 2.

Y Kopaky 2. KOpHCTe Ce CaMO BDEJHOCTH j Koje Hucy jnesbuBe ca (k — 1)l
Pazsior 3a uzberaBame j = 0 je jeHocTaBaH: Wb je Jla CBe CyIEPIEPMYTAIIHje
MOYHYy TOJHUCKOM 12...n. Pa3sjor 3a HepasMmarTpame CBUX OCTAJIUX BPEIHOCTH j
nespuBux ca (k — 1)! je msberaBame mymior Opojarba HEKHUX CyIepIepMyTaldja.
Axo du k+2,k+3,...,n 3aMeHMIN yJIOre Ha UCTH HAYUH 3a cBAKO J o - (k—1)!
o (i+1)- (k—1)! — 1 3a Heko i, busta du dopmupana cyrneprepmyTalyja Koja je
HCTa Kao OHa Koja ce joduja y cuenehoj urepanuju aaropurma (HAKOH CMambema k
3a 1). To du 3nauwmio ja du ce Heke cyneprepMmyTaiyje opojasie jBamyT. Kako ce

y CBaKO] UTePAINju aJrOPUTMa Meba JIe0 CBaKe HHUCKe 1’ KOju paHuje HUje MemaH,
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CBaKM KOpPaK y TOCTYIKY 3aKMCTa IMPOU3BOJM CylepriepMyTalnje Koje Hucy Beh y
ckyny SP. Kako 0u ce m3padyHa/ia KapJAMHAJIHOCT CKymla S P HAKOH 3aBpIIeTKa
aJIrOPUTMAa, OJIHOCHO OPOj Pa3IUIUTHX CyIepliepMyTaliija Koje Cy KOHCTpyucaHe,
Tpeda ce nojceruTu j1a KapaunaiaHoct ypehasa dakropom (n—k—1)1k!—k 3a cBaky
BpesHocT k o n — 3 mo 2. To 3nHa4um j1a je Opoj pasjuyuuTUX CyIepIepMyTaliija

KOje cy KOHCTpYUCAHE:
hoa(n =k — 1)
]

Hakon maTensuBHor ucrpaxusamwa, b. Yadbun (B. Chaffin) je 2014. romune
3a n = D MPOHAIA0 OCaM PA3JUUYUTHUX CyIepIliepMyTallfja ucte JayxKuHe. Pexyp-
3UBHU AJITOPUTAM U3 O/ie/bKa 2.1 yBEeK TreHepwHile cyneprepMyTalyje y KOjuMa ce
eJIEMEHTU KOjU ce OPHIINY Hajia3e Ha ojpeheHuUM mo3uiujama, MelyTum ImmecT o
ocaMm YaduHoBUX cyneprepMyTallija OJICTYIajy O TOr MAadJIOHA, JIOK je JIyKUHA
ucta . 3a n = 3 MunuManHy cyneprepmyTarujy 123121321 moryhe je remepu-
caTW MPUMEHOM ITOXJIEITHOT aJrOpUTMa: I0Y9eTH mepMyTalmjomM 123, HajoBe3aTn
esieMeHT 1 umMe ce jojaje niepmyTanuja 231, a oHjia HAJIOBE3ATH €JIEeMEHT 2 YuMe
ce nonaje nepmyTtanuja 312. Mehyrtum, TpenyTtHa Hucka je 12312 u nuje moryhe
HaJIOBE3aTU CaMO jeJlaH eJIEMEHT TaKo Jla ce y HU3 JIoja HoBa mepMmyrtanuja. [lo-
TpedHO je momaTu JBa ejgeMeHTa 13 ja Om Omia jgomara HOBa IepMmyTanuja 213.
Y cBuM 10 TaJia MMO3HATHM MAaJIUM CyIepliepMyTalijaMa ca n ejJeMeHaTa, YBeK
je mocrojasia Tauka (OTIPUINKE HA CPEJIUHM CylleplepMyTallije) Ha KOjoj je n — 2
KapakTepa ,u3iybmeno”: OHM HUCY J0/IaBajIi HOBE IIepMyTallyje camu 1o cedu, Beh
camo rpurpemMasn’ MoryhHocT j1a ciefehn eleMeHT Jia JIo7a HOBY IEePMYyTallfjy.
Mebytum, nujenna ox HYaduHOBUX IECT HOBUX MHUHUMAJIHUX CYIIEPIEPMYTAIIN]a
HEMa OBO CBOjCTBO: CBE OHE HUTJIE HEMAajy BHIIE OJ 2 ,u3ryosbeHa’ ememenrta. Jla-
KJIe, CBUX IIIECT HOBUX CYIepIIepMyTalldja 3aucTa Cy Pas3JIuduTe OJ CBUX JIO TaJa
IO3HATHUX cylneprepMmyTanja. JaduHoBa ujieja je ga ce 0d0aBu Iperpara y JIyOuHy
y OJIHOCY Ha TO3UIHjy ,u3rydsbeHor” ejieMeHTa. Kako Hajkpaha rosnara cymep-
repMyTanuja 3a n = 5 uMma Jaykuny 153, a nocroju 120 nmepmyTanuja 5 eremeHaTa
u npBuX N— 1 = 4 KapaxTepa CcylepluepMyTaIije Mopajy OuTH ,,u3ryd/peHn”’, OcTaje
IIpodJIeEM TJie ToCTaBUTH 29 ,,u3ryO/beHnX ejeMeHaTa. Y KOJMKO je Moryhe pornahu
cynepriepMyTanujy ca camo 28 ,mu3rydsbeHux’ ejgemenara (ocum mpBux 4), To dou

domusa cynepriepmyTaryja aykuHe 152. Y cynmpoTHOM, aKo je 3aicTa MOTPEOHO CBUX

‘http://www.njohnston.ca/2014/08/all-minimal-superpermutations-on-five-symbols-have-been-found/

17


http://www.njohnston.ca/2014/08/all-minimal-superpermutations-on-five-symbols-have-been-found/

I'JIABA 2. MUHHUMAJIHA CYIIEPIIEPMYTAIIMJA

29 ,m3rydospeHnx’ ejJleMeHaTa, OH/Ia MUHUMAJIHE CyNepIIepMYTaIlje TMajy TyKUHY
153.

[Iperpara y ayduny cacroju ce of ciegehnx Kopaka:

1. I'pydom cuiom nponahm makcumasian Opoj rmepMmyTalyja Koje ce MOry HaJlo-
Be3aTH YKOJIMKO je JTO3BOJHEH CaMO jeslaH ,u3ryosseHn’ ejemenT. Oarosop je

10 mepmyranuja (Ha npumep, Hu3 123451234152341).

2. Ilponahu makcumasian Opoj mepmyTariuja Koje je Moryhe JomaTul y HUCKY
YKOJIUKO Cy JI03BOJ/beHa JIBa ,u3ryosbeHa’ ejeMeHTa. Paju yopsama mpe-
Tpare, jeJIHOM KaJia je mpoHal)eHa HUCKa KOjU CaJIp2KU p TEPMYTallnja, CBE
JIpyre HUCKE KOje KOPUCTE ,,M3TyO/beHN eJIEMEHT IIpe Hero mro umajy p — 10
repMyTaInmja, MOTy ce 3aHeMapuTH. V3 mperxojHe Tadke IO3HATO je Ja
JIPYTU ,U3TyO/beHU eJIEMEHT MOXKe J0/aTu HajBuire jorn 10 mepmyTtarliuja,

mrro unHu yKynHo (p — 10) + 10 = p nepmyraimja.

3. Ilonas/patu mporec 3a cBe Behe OpojeBe 103BOJHEHUX ,U3ryO/HEHUX eJieMe-

HaTa KopucTehu mpeTrxoHo g00ujeHe pesysarare.

Bakspyuyje ce ja Huje moryhe momatu cBux 120 mepmyTaruja y HU3 ca 28 mim
Mame ,M3ry0/beHnX KapakTepa, IITO II0Ka3yje Jia 3a n = 5 He IOCTOju CyIep-
nepMmyTanuja gayxune 152. Pegysnraru oBor m3padyHaBama MOTY €€ PE3UMUPATH

TadesoMm 2.1
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Opoj M3rydo/beHUX eJieMeHaTa

MaKCUMAaJIHA OpOj epMyTalluja

CO IO Ul Wi~ O

25
26
27
28
29

)
10
15
20
23
28
33
36
41
46
49
93
o8
62
66
70
74
79
83
87
92
96
99

103
107
111
114
116
118
120

Tabema 2.1: Makcumasnu Opoj mepmyTalidja Koje ce MOTY JIOJATH 38 Pa3JIUInTe

OpojeBe M3ryd/beHUX eJieMeHaTa
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I'maBa 3

CynepnepMmyTainmja Kao IIyT Kpo3

rpad

o 2014. romumue 3HaJIO ce jJa je 3a n < 5 JIy:KWHA MUHHMAJIHE CyIIepIeMy-
raije L(n) = Y ,_, k! u npernocrasbaso ce Ja je 0Ba jeAHAKOCT TadHA 3 CBE
Bpeanoctu n. Mehyrum, P. Xjycron (R. Houston) [3]| je mokazao ma tepheme He
BaXkKu 3a n = 6, IIOIITO je IPOHAINAO CyHepIepMyTanujy ayKuHe 872, mTo je 3a
jeman mame ox L(6) = 873. Ilpumenom pekypsuje Ha XjycToHOBY Kpally cymnep-
nepMmyTanujy 3a n = 6, moryhe je remepucaru cymnepuepmyrtaruje 3a n > 6, Koje
cy rakobe 3a jeman kapakrtep Kpahe ox L(n). Xjycron je npobsieM mpoHaIaXKermha
MUHUMAJIHE CyIllepIepMyTaliije MOCMAaTpao Kao MHCTAHILY MPOoOJeMa TProBadKor

Iy THUKA.

3.1 IIpobGsem TproBaykKor myTHUKA

Xamuationos yuxasyc y rpady je HpOCT IHUKJIYC KOjU CAJPXKU CBAKU YIBOP
rpada TavHO jeTHOM. YCTAHOBUTHU JIa JIM 3aJ1aTU rpad caJapKu XaMUJITOHOB IH-

kiyc je NP koMmiieran u 3a HeycMepeHe U 3a ycMepeHe rpadose.

IIpodaem twprosauror uywnuxa (enr. Traveling Salesman Problem, TSP)
IJIaCH: y MOTIIYHOM TeKUHCKOM rpady G nponahn XaMUJITOHOB IHUKJIYC Ca Haj-
MalbUM 30MPOM TEXKWHA T'paHa. Y CHUMETPUYHOM CJIyYajy MpodJieMa TProBayKor
IIyTHUKA, JIaT je MOTIYHU HeycMepeHu rpad ca TeKMHAMA I'DAHa KOje OJroBa-

pajy pacrojamuma u3Mely uBopoBa. Y acUMETPUYHOM CJIy4Yajy, JaT je HOTIyHU
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ycMepeHHu rpad U TeXuHe TrpaHa um3Mely dBopoBa MOry OWTH Pa3IudATe y JIBa
cMepa, IITO 3HAYH JIa MOCTOjU JTBOCMEPHU MIPOOJIEM TPrOBadYKOr ITyTHUKA. AJTep-
HaTUBHA BapHUjaHTa IIPOOJEMa TProBAYKOr IIYTHUKA IOIPA3yMeEBa IIPOHAJIANKEIHE

XaMUJITOHOBOT IIyTa HajMalhe TEKUHE Yy TEXKUHCKOM Tpady.

3.2 XjycToHOBa KOHCTPYKIIHFja

VY one/bKy 2.3 yBeseH je TeKUHCKU rpad CBUX MEPMyTalldja n ejeMeHaTa. Xa-
MIJITOHOB TIyT HajMaibe TeXKUHe y OBOM I'pady oJroBapa MHHUMAJHOj CylepIep-
MyTaruju n enemenara. Jlyxkuna ojarosapajyhe cyneprepmyTtaiuje je n + w — 1,
re je w TeXXKWHa MUHUMAJHOT XaMUJITOHOBOT myTa. OBO HHUje cTaHIapiaHA WC-
tauna npoosiema TSP, jep je mub mahu XamMuaronos myT ymecto XaMUJITOHOBOT
nukiayca. Jla om ce onmcanm mpodsiem mmoBe3ao ca mpodsiemoMm TSP, moBospHO je
npomenuTn TexkuHe ojgpehenux rpana y 0. Heka je o maenTtuyka rmepmyTariyja
12...n 1 Heka je TeKWHA CBaKe IpaHe § — O jeJHaKa HYJH. 1e€KWHA MUHUMAJHOT
XaMHUJITOHOBOT IUKJIyca Ha pe3yaryjyhem rpady jegHaka je TeXKUHU MUHHUMAJTHOT

XaMHUJITOHOBOT IIyTa KOjU HMOYHEE Y O.

[Ipobisiem TproBadkor MyTHHKa je MHTEH3WBHO HCTpaKuBaH; mako je NP Te-
JKaK, IIOCTOje pelnaBadd KOju y IMPaKCh pajie BeoMa J00po. XJYCTOH je y Ty
cpxy Kopuctrno Concorde!, Koju HaIasn J0Ka3aHO MUHUMAJHO perere, u LK H,
KOju je Op3, paHjoMu30BaH, MpudInKHN pemasad. Kako Concorde periasa camo
cumerpuaan TSP, duno je meonxomuo kopuctutn [lonkep-Bosrenant (Jonker-
Volgenant) tparcdopmarmjy [6], kojom je om acumerpuanor TSP ca n! uBoposa,
nodujen cumerpuunn ca 2(n)! uBoposa. Kopumihemwem Concorde pemasada Xjy-
cToH je permuo ciay4daj n = 5 3a 1929.02 cekynan na Amazon EC2 'm3.medium’
WHCTAHIA KOja pajin Ha JIMHYKCY, morBphyjyhu Hadunos panuju pezynrar. Huje
[IPOHAIIA0 TAa4vHO peree 3a n = 6, jep je Concorde mpekuuyo paji ca WHTEp-
HOM T'DEITKOM HAKOH HEKOJIMKO jaHa. Vnak, ycreo je 1a omoBprae MpeTIIOCTABKY
0 MUHUMAJIHOj CyHepHepMyTaIuju 3a n = 6 0e3 MOTIIYHOT pellraBama IIPoOJeMa
kopucrehu pemaad LK H 1 MOHOB/BEHO TPaXKewe MPUOJMAKHOT pernerba. [Ipo-
Hammao je XaMWJITOHOB IUKJIyC TexknHe 866, KoMme o/iroBapa cyleplepMyTalija

ayKuHe 872, TMITO je 3a jeJJaH Mame O] IPETXOIHO MTO3HaTe JTyKuHe 873:

"https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde.html
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1234561234516234512634512364513264513624513642513645213645123465123415
6234152634152364152346152341652341256341253641253461253416253412653412
3564123546123541623541263541236541326543126453162435162431562431652431
6254316245316425314625314265314256314253614253164523146523145623145263
1452361452316453216453126435126431526431256432156423154623154263154236
1542316542315642135642153624153621453621543621534621354621345621346521
3462513462153642156342165342163542163452163425163421564325164325614325
6413256431265432165432615342613542613452613425613426513426153246513246
5312463512463152463125463215463251463254163254613254631245632145632415
6324516324561324563124653214653241653246153264153261453261543265143625
1436521435621435261435216435214635214365124361524361254361245361243561
2436514235614235164235146235142635142365143265413625413652413562413526
41352461352416352413654213654123

OBa cymnepuepmyTariuja u3padyHara je u3 9228. mokymiaja, a CBaKHU MOKYIIA]
Tpajao je oko 2 50 4 cekynue, Ha 2010 MacBook Pro, ca 2.66 GHz Intel Core 2

Duo mporiecopowm.

3.3 XammiaroHoB nyT y KejaujeBoMm rpady

cuMeTpuYdHe rpymne S,

Y HACTaBKy Cy IPeJICTaB/beHN HAJBAXKHU)U TIOJMOBH Y BE3H Ca XAMUJITOHOBUM
nyreM y Kejuimjeom rpady cumerpuune rpyme S, Kao 1 KOHCTpyKIinja A. Buim-
jamca (A. Williams), kojy je I. Eran (G. Egan) KacHuje IPUIATOIIO U HCKOPUCTHO
3a popmupame cyneprepmyTanuje. Buaujamc je mokazao ga y Kejaujesom rpady
cumeTpudHe Tpyne S, mocroju XaMuaToHoB nukiyc Cp(n) 3a HENapHO n, MUKJIY-
cro nokpusatbe Co(n) BesmdnHe /1Ba 32 CBAKO 1, KA0 1 XaMIITOHOB myT P(n) 3a

cBako n. Jlokasu ce mory ce nahu y pazay [7].
Kejauges ipag (Kejaujes obojernu ipag, Kejaujes gujaipam, gujatpam ipyue) je
rpad KOju IpeJICTaB/ba AIICTPAKTHY CTPYKTYPYy T'DYIIe.

Hedbununuja 2. Hexa je G xornauwna pyta v S cumMelpuuru Kyl TeHEPATLOpPa
wyte G, wj. S =S"'. Kejaujes pap T’ = T'(G,S) je wpagp ca weoposuma g € G
u tpanama (g,9s), (9,95~"), e je s € S [5].
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Heka je G(n) = I'(S,,{o,7}) ycmepenn rpad Ha cumerpudnoj rpymnu S, ca
reneparopuma o = (1 2 ... n) u 7 = (1 2) (mepmyTanuja Koja 3aMemyje eJIeMEHTe
1 u 2) u rpanama E, U E,. Tlpumep rpada 3a n = 4 npukasan je za cuuru 3.1.
['pane ca mpaBOM CTPEJIUIIOM Cy T-T'paHe, a OCTaJjie TpaHe Cy o-TpaHe.

Bummjamc je moxkazao ja:
1. G(n) 3a memapuo n cagpxu XamuatoHos nukiayc Cp(n).
2. G(n) 3a cBako n cagpku XaMHJITOHOB IIyT P(n).

3. G(n) 3a cBako n caJpku IUKIycHO HoKpuBabe Cy(n) Bermanne 2 ().

4123 341>
P i S43103124

o

34, 423]= =2431 1243

. *21143

Cunka 3.1: Kejnujes rpad G(4)

Hedbuunumja 3. ([7] Adedpunuyuja 1) Hexa je p = po...Pn_1, Pi = N, u r =
PG mod n—1)+1- laga (p1,p) € Ci(n) axo:

(a)r<n—1ur=py—1, uru

(b)r=n—1upy=2, uau

(¢) pip2 ... pn_1 je poiayuja depmywmayuje 12...n — 1;

YV apomuenom, (po~t,p) € Ci(n).

Hedbuuanumja 4. ([7] Adedpunuyuja 2) Hexa je p = po...Pn_1, Di = N, U r =
PG mod n-1)+1- Taga (p7,p) € Ca(n) axo:

(a)r<n—1ur=py—1, uau

(b)r=n—1upy=1;

YV apomusenom, (po~t, p) € Cy(n).
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3N e— 1432
142174213 » 24134132
13422134 3241_ 1324

SNiEw BT
4123_ 3412
31421423 431273124
/zmﬁ_ﬂ 31 243|F1243_\
PRg— 2143

Cauxka 3.2: Hukmnycuo nokpusame Cy(4) y Kejmujeom rpady G(4)

43— 1432
342174213 w2413 4122
13422134 1241_ 1324

™ 1234 2345‘/ i}
_ 4123 3412,
3147 14237 Seig31273124
f 14 4231 24311243
24— ——— 7143

Ciuka 3.3: Hukiycuo nokpusamme C(4) y Kejuujeom rpady G(4)

Y oBe aBe jeduHUITje eJIEMEHT N je Ha ¢-TOj MO3UIUjU Y IIEePMYyTaluju p, a r
O3HAYaBa e€JIEMEHT ca JIeCHEe CTPaHe N, OCUM y cIydajy ¢ = n—1, kajga je r = p;. Ha
npuMep, ako je p = pop1p2ps = 4231, onga je i = 0 u r = 2 (jep je exement py = 4
npahen erementom p; = 2). Ako je p = 1234, onzma je i = 3 u r = 2. T-TpaHa
yJIa3¥ y 94BOP P Kaja je UpBU eJieMeHT nepMmyTaruje po = (r mod n—1)+ 1. Uso-
poBu y Koje ynasu T-rpana y Cy(4) cy 2413, 2341, 2134, 3421, 3142, 3214, 1432,

1243 u 1324, rze je r noapyyeno. Cse HaBeJieHe BpeJIHOCTH HaJlase ce y Tademm 3.1.
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pop1peps | ¢ | v | rpanay C; | rpanay Cy
1234 312 (4123,1234) (4123 1234)
1243 2| 3] (3124,1243) | (2143,1243)
1324 | 3|3 | (4132,1324) | (3124,1324)
1342 | 2| 2| (2134,1342) | (2134,1342)
1423 | 1|2 | (3142,1423) | (3142,1423)
1432 13 (2143,1432) (4132, 1432)
2134 3111 (1234,2134) | (1234,2134)
2143 2| 3] (3214,2143) | (3214,2143)
2314 | 3| 3| (4231,2314) | (4231,2314)
92341 | 2|1 (3241,2341) | (3241,2341)
2413 | 1|1 (4213,2413) | (4213,2413)
2431 113 (1243,2431) (1243 2431)
3124 | 3|1 (4312,3124) | (4312,3124)
3142 | 2| 2| (1342,3142) | (1342,3142)
3214 |3 2| (2314,3214) | (2314,3214)
3241 211 (1324,3241) (1324, 3241)
3412 | 1|1 (2341,3412) | (2341,3412)
3421 | 1|2 | (4321,3421) | (4321,3421)
4123 | 0| 1| (1423,4123) | (3412,4123)
4132 | 0| 1| (2413,4132) | (2413,4132)
4213 | 0| 2| (3421,4213) | (3421,4213)
4231 012 (2431,4231) (1423 4231)
4312 | 0| 3| (3412,4312) | (2431,4312)
4321 | 0|3 (1432,4321) | (1432,4321)

Tabesa 3.1: Hukmycna nokpusama C1(4) u Coy(4)

3.4 Apanrtanmje BuimjamcoBe KOHCTPYKIIHje

KoncTpyKiimja momohy anrtepHuUpajyhmx mukJyca

I'. Eran? je ajanTupao KoucTpyKimnjy A. Buamjanmca Tako 1a MO¥Ke ce Ja, ICKO-
pHUCTH 3a TMpoHAJaXKere cyreprepmyTaruja. [IpernocraBrba j1a cBe cyleprepMy-
Taluje MOYUby UJICHTUIHOM IIEPMYTAIIjOM, Jia OU ce M3Derye moj eKBUBAJICHTHE
cymeprepMyTalije Koje ce oJi e JI00Mjajy peHymepalmjoMm ejiremenara. Kaja ce
ca mepMyTaIje S Ipesia3u Ha HeHOT cycesa t 10 TpaHu TeKWHE 1, BpIIU ce Iu-
KJIMYIHA POTAIUja 3a jeJJHO MeCTO YJIeBO, IITO je OJroBapa MHOXKEHY IIpeMyTallfje
s nepmyTarmjoM o = 2345...n1. llpm mpenacky ca mepmyTaruje S Ha HEHOT Cy-

cella 1O TPAHU TeKWHE 2, OPUTHMHAJIHA ITePMYTallfja Ce MHOXKH ITePMYTAIIjoOM O

’http://gregegan.net/SCIENCE/Superpermutations/Superpermutations.html
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= 345...n21, Koja BpIIHM NUKJUIHY POTAIMjy 3a JIBA MECTa YJIE€BO, & 3aTUM Mera
peJIocJieT JiBa eJleMeHTa KOjU Cy IIPEMEINTEHN ca IoYeTKa Ha Kpaj. Vcrmocrasiba ce
Jla cy mepMyTalyje o u § JI0BOJbHE 3a TeHepuiy 1esy rpymy S,. lakie, moryhe
je modutn cBaky mepmyTarmjy, nosazehu ox waenTudHe mepmyTanuje, kopucrehn

caMo T'paHe TexkuHe 1 u 2.

Kako du koncTtpyncao XaMUJITOHOB IIyT KpPO3 CUMeTpPUUHY rpymy, Buamjamc
je Hajupe JI0Ka3ao Ja je Moryhe M3rpajuTu IUKJIYCHO TOKPUBAIE T'PYIe Koje ce
CacToju OJI JIBA IUKJIyCa, OJI KOjUX Ce 3aTHUM MOyKe (pOopMUpATH IyT KOjU CBAKU
9BOP 1ocehyje TauHo jeaHoM. JeHOCTaBaH pUMeEp IUKJIYCHOT ITOKpUBambha rpada
je OHO Koje caJip:Ku cBe IpaHe TexknHe 1. Kako cBaku 4BOp mMa jeJHY yJa3Hy U
jeIHy m3J1a3Hy TpaHy TeKuHe 1, MOTY ce CJeJUTH OBe rpaHe y mukiaycuma. CBaku
OBaKaB IUKJIYC CAJIPXKU 1 IBOPOBa, a rpad ykymHo uma (n — 1)! rakBux nukiyca.
Kako du koHCcTpyncao cBoje MuKJIYCHO TOKpUBaibe, BunjamMc moanibe CTpyKTypoM
KOjy Ha3uBa aatlieprupajyhu yukayc. Y HACTaBKy ce pa3MaTrpa MoIudUKaImja

BusmjamcoBor agrepHupajyher mukiyca KoHcTpyncaHa Ha ciaenehn nagmn®:

1. ¥V3eru nmpon3BO/bHA YBOP KaO MOYETAK.

2. HamsmeHnvHO IIOHAB/HATA MHOKEIHE nepMyTauﬂjaMa 0 u 0'71, CB€ OO IIO-

BpaTKa y IIOYE€THH YBODP.

Hapenenn koparu ojroBapajy MOCTYIKY: HMPATUTH I'PAHY TeXKUHE 2, a 3aTUM
rpany TexkuHe 1 yHa3aJ|, CBe /IO OBpaTKa y IodeTHu 4Bop. KombOmHOBamna rep-
MyTanuja 6o~ ! = 1345...n2 BpIHM JeBy IUKJIUYHY POTAIMjy MOCICAHUX 1 — 1
ejieMeHaTa, OCTaB/bajyhm mpBu ejeMeHT duxkcupan. Ha mpumep, moueBIm of

aBopa 12345, modbuja ce ciienehu aarepHupajyhu nmukiryc:

12345 x § = 34521 X 0"«
13452 x § = 45231 X 0"«
14523 x § = 52341 x 0~
15234 x § = 23451 x o~ ! < moBpaTak Ha HOYETAK
[IpBu enmemenT moveTHOr YBOpa, 1, Yy CBAKOM KOpaKy Mema CBOjY HO3UIIA]Y:

pBO U Tocjeibe MecTo. lIpeocranu ememenTn, 2345, cy yBeK Yy MCTOM IIMKJIAY-

HOM PeJIocyey. 3ak/bydyje ce Ja je 3a OMI0 KakaB JaTu m300p ox n— 1 ereMeHara

*http://gregegan.net/SCIENCE/Superpermutations/Superpermutations.html
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y oJipeheHOM TUKJIUIHOM PEJIOCyIey, MOoryhe KOHCTPYHUCATH aJTepHUpajyhu Im-
KJIyC IOCTaB/baheM HeJocTajyher emeMeHTa Ha MOYeTaK W 3aTUM HAU3MEHUIHUM
MHOXKemeM ca 0 1 o . JlodujeHn KOHKPeTHH aJTepHupajyhn IMuK/Iyc He 3aBUCH
0/, TAYHOT IMUKJIMYKOT PEJIOC/Ie/Ia KOJUM je HaBesieHo N — 1 cumboJia, jep je CBHX

n — 1 poTrarnuja TpUCYTHO Y UCTOM ITHKJIYCY.

Bunujamc je mokazao ja ce CBaKO IMKJIYCHO IOKpPHBarme OBOI' rpada Moxke
KOHCTpyucaTu Ha cienehin Hagmn: m3abparu mpomsBosbHO cKym (Morylie m mpa-
3aH CKyIN) aJTepHUpajyNux NUK/Iyca ca JUCJYHKTHUM TpaHaMa. 3aThUM, y3eTH
cBe rpane rpada Texune 1 m oadaUTH OHE KOje ce Hajlaze y n3adpaHUM CKYILy
aJTepHUpajyhux muKiyca. YMeCTO HBUX YOAIUTH T'DaHe TeXKWHe 2 U3 MCTUX ajl-

TepHUPAjyNuX MUKITyCa.

Kama ce kpene camo ca rpanama ca Te:KHHOM 1, jacHO je ja oHe opMUPajy
IIMKJ/IYCHO TIOKPHUBame, cactojehu ce o cBux 1-nuKjyca. 3a CBaKy I'DaHy TEKUHE
1 koja ce omdarryje, jep ce HajJa3mW y ajaTepHupajyheM 1UKIyCy, MOCTOje JBa IBOpa
KOja ce Memajy: jeJlaH Ha IOYeTKYy I'paHe W jeJIaH Ha Kpajy. UBOp Ha MOYETKY,
KaJla M3ryOm TpaHy TexXuHe 1, mo0mja TpaHy TeKWHe 2 M3 aJTepHupajyher nu-
KJIyca KOja JIoJa3u 0 ucTor 4Bopa. Takobhe, UBOp Ha Kpajy, Kajia U3ryou rpany
TeKuHe 1 Koja yjasm y mera, J00uja rpaHy TeXKuHe 2 U3 HCTOr aJTepHupajyher

[IUKJIyca Koja Takohe yJjia3u y UCTH 9IBOD.

Eran je momudukosao BuiimjamMcoBy KOHCTPYKIIH]y ITUKJIYCHOT ITOKPUBAHA O

IIBa, MIUKJIyca Ha ciejehn madmm?:

1. Vzeru n—1 nap nukangso y3acronuux ejemenara: (1,2),(2,3),(3,4),..., (n—
2;n—1),(n—1,1)

2. 3a cBaku map (r,m) yseru (n — 3)! nepmyraruja esemenara ox 1 g0 n — 1
Koje He cazapke esemente (r,m). Osux (n — 1)(n — 3)! nepmyraruja-HucKn

O3HAYNMO 33j€THIIKOM O3HAKOM (.

3. Ba cBaky ox (n—1)(n—3)! moryhuoctn, dpopmuparn anrepuupajyhu mukiyc,

nosnazehu oy nmepmyTaryje mnrq.

‘http://gregegan.net/SCIENCE/Superpermutations/Superpermutations.html
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OBako dopmupanu ajarepaupajyhu nukirycn cy mucjyakraun. Kaga cy m u r
UCTH, NTq Cy PA3JIUIUTH Y MOJIY/Iy poTaIiija 300r pa3ndnTux ¢-oBa. Kamga cy m u
T Pa3JIMYUTH, HE MOXKE BaXKUTH jeIHAKOCT oOsmKa mirot(nriq) = rot(nreq2yma,
jep Ou portalgje Koje JIOBOJie n Ha UCTO MECTO Ha 00e CTpaHe HEeM3De:KHO Ha UCTa
MecCTa CTaBUJIe HEjeTHaKe 71 U To.

OBu 1uKJIyCH cajipxke:
e (n—1)*(n — 3)! rpana rexune 1
e (n—1)*(n — 3)! rpana rexkune 2

Vaumajyhu n! rpana texxune 1y rpady u omdaityjyhu ore u3 asrepaupajyhnx

MUKJIyCca, OCTaje MUKJINIHO IMTOKPUBaHKEe KOje ce CacTOju OJI:
e n! — (n—1)*(n — 3)! rpana Texumne 1
e (n—1)%(n — 3)! rpana Texxune 2

30or Tora je yKyIHa TeKHHA I'PaHa y IUKJIYCHOM OKPHUBAIbY jeTHAKA:

nl+(n—1Dn-2)'=nl+[n—1)(n—2)+ (n—2)+1](n — 2)!
=nl+(n—-D'+(n-2)+(n—3)!

Bunujamc je mokazao ma ce oBako (hOPMHUPAHO IUKJIYCHO ITOKPUBAMHE 3aUCTA
CacTOjU U3 TAYHO JIBa IMuKIyca. KoHcTpyKimja XaMUJITOHOBOT Iy Ta O] HaBeICHUX

IUKJIyCa CacToju ce of caeaehnmx Kopaka:

e V3eTH YBOp ¥ KOjU MMa M3JIa3Hy I'PAHY TeXKUHE 2, y IUKJIYCHOM TOKPUBAIbY,

TakaB JIa HeroBa M3Jia3Ha TpaHa TeKWHe 1 BOJU y JIPYTU ITAKJIIYC.

e Heka je s uBop Ji0 Kora BOJiM IpaHa TeXKHUHE 2 U3 YBOpa v. UBOp S y3eTu

Kao modeTrak XaMHIJITOHOBOL IIyTa.
° HpaTI/ITI/I I'PaH€ TUKJIYCHOT' IIOKpUBalba U3 S, CBE 10 IIOBpaTKa y V.

e [IpaTruTn jeuHCTBEHY M3JIa3HY I'DaHy TeXKWHe 1 M3 YBOpa v y YBOP U, KOJU

IIPAIIIa APYTOM IUKJIIYCY.

e [IpaTuTy rpane NUKJIyCHOT MOKPUBAaKHA U3 U, CBE JIO TTOBPATKA Y U.
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Konuka je my:kwHa cyreprnepmyTaliije 1o0ujeHe Ha oBaj HaumH?! PazaBajambe
U Cllajambe IUKJIYyCca OJ0allyje JIBe y3acTOIHe T'paHe TeXKUHe 2 W Jiojlaje jeaHy
rpaHy TexkuHe 1, mITO cMmamyje ykynny Texkuny 3a 3. Ilopen rmexxuna rpana,
IMOTPEOHO je YKJ/bYUUTHU JyKUHY IovYeTHe nepmyTaruje. Jlakiie, yKyImHa JTy>KuHA

OBaKO KOHCTPYHCaHe CyIlepliepMyTaIifje je:

Ly(n)=nl+n—1)+mn-2)!+n—-3)!+n—-3

Koncrpyknuja momohy JIOKaJHUX HMpaBUJia

[Topen koucTpyKIHje moMohy anrepHupajyhux mukiyca, Buanjamc Takohe Ha-
BO/IM HEKOJIMKO jeTHOCTABHUX JIOKAJHUX MPABUJIa 38 OJipehuBambe TpaHa y IMUKIIy-
CHUM TOKpHuBamuMa. Eran je mpaBmia MoaudUKOBAO M KOHCTPyHCAO ciegehun

IIOCTYIIaK:

1. ¥Yz3eru npous3Bo/bHY TEPMYTAIN]y KaO MOYETHY W HeH IPBU €JIEMEHT O3Ha-

quTH ca f.

2. Axo je enement f pazmmaut ox n u eaemedt 1+ ((f —2) mod (n — 1)) ce
HaJa3¢W Ha MPBOj MO3UIUJU IUKJIUYIHO 3JIeCHA Y OJIHOCY HA 1y OJIOKY KOju
uckJbydyje f, m3adparu rpany TexuHe 2. VHade, m3adpaTu rpaHy TeXKUHE
1.

Hagenenn mocrynak, MoKpeHyT 0/ OMJIO KOje TIepMYyTallfje, OOUIa3u U Marbn
muKJIyc ayzxkuee (n — 1)(n — 2) min BeJIWKH IWUKJIYC KOJU CAJIPXKU CBE OCTAJe

nepMmyTalyje. ¥ MameM IHUKJIYCy Barke ojpeheHa mpaBuiia:

1. IlpBu enement f je pazauaut of n.
2. Hocnenmwu eqement je 1 + (f mod (n — 1)), Koju HUKaL HUje jeTHAK M.

3. BpucameM n u3 nepmyTtaiuje a00uja ce HEKa OJ MUKJIMIHUX POTAIUja 1 —
1,n—2,...3,2,1.

Kako je f pasmumaut ox n, 3a eJileMeHT HA IPBO]j HO3UIKjU TOCTOju N — 1 Moryh-
HOCTHU. 3a TO3UIN]y eJIeMeHTa N, TIOCTOjU N — 2, jep Cy MPBa U MOCIe/Iiba O3UIIN]ja
uckspydere. Jloduja ce ykymau 6poj moryhuoctu (n — 1)(n — 2). ITocmarpamem
peIOM TeXKHHa I'paHa y MambeM IMKJIycy, yodaBa ce oxpehenn madsmoH. IIpBmx

n — 3 rpaHa cy TexkuHe 1, HAKOH Uera ce y3uMma jeaHa rpaHa texwude 2. OBu

29



I'JIABA 3. CYIEPIIEPMYTAIIUJA KAO I1YT KPO3 I'PA®

KopaIy MmoHaB/bajy ce n — 1 myra. Ha mpumep, 3a n = 4 MaJiu IUKJIYC Ce CACTOjU

on 12 mepmyTaruja:

14352 —
43521 —
35214 =
21453 —
14532 —
45321 =
32154 —
21543 —
15432 =
43251 —
32514 —
25143

Craka rpana Texxune 1 momepa eJIeMeHT 1 3a jeJHY HO3UIIN]Y YIeBO, Y OKBUPY
JIO3BOJbEHUX N — 1 TIO3UIIMja, a OHJIa ce n 'paHOM TexkuHe 2 Bpaha Ha Kpaj mepmy-
Tarnuje. 3aMeHOM OMJIO KOje rpaHe TeKuHe 2 y MaJOM IUKJIYCYy I'DAHOM TEXKUHE
1, eremeHnT n ca apyre mosuIuje Ipesa3d Ha IMIPBY, YUMeE Ce IPeJIa3d Y BEJIUKH

nukiayc. Konadno, cynmepriepmyTanmja ce 1o0uja Ha ciaefehn HadwH:
1. Ilepmyranmjy p=n—1,n—2,...,3,2,n,1 y3eTn Kao movyerax.

2. IlparuTn mpaBuia 3a KpeTame Yy MaJiOM IIUKJIYCY CBE JI0 JOJACKa Y IepMYy-

ramujy ¢ = l,n,n—1,n—2,...,3,2.
3. ¥Yseru rpany (q,r) rexkune 1 3ar =n,n—1,n—2,...,3,2 1.

4. HacraBuTu Kperare HOMITYjyhu TpaBuja y BEJIMKOM ITUKJIYCY CBe JIOK ce He

odube cBux n! mepmyTarmja.

Ha npumep, 3a n = 4 y tabesn 3.2 npukasana je KOHCTPYKIHja CyepIepMyTa-
nuje 324134214321423142134123413243124. Onuuncanu aaropuram HMILIEMEHTAPAH

je y morytaBsby 4.2.
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nepMyTaImja rpaHa rexkuHa rpare | 1+ ((f —2) mod (n — 1))
P 3241 (3241,2413) 1 1
2413 (2413,1342) 2 3
1342 (1342,3421) 1 2
3421 (3421,2143) 2 1
2143 (2143,1432) 1 3
q 1432 (1432,4321) 1 3
r 4321 (4321,3214) 1 2
3214 (3214,1423) 2 3
1423 (1423,4231) 1 3
4231 (4231,2314) 1 1
2314 (2314,3142) 1 2
3142 (3142,4213) 2 3
4213 (4213,2134) 1 1
2134 (2134,3412) 2 2
3412 (3412,4123) 1 3
4123 (4123,1234) 1 3
1234 (1234,2341) 1 1
2341 (2341,4132) 2 3
4132 (4132,1324) 1 3
1324 (1324,2431) 2 1
2431 (2431,4312) 1 3
4312 (4312,3124) 1 2
3124 (3124,1243) 1 3

Tadena 3.2: Koncrpyknuja cyneprepmyTranuje 3a n = 4

3.5 Kpahe cynepnepmyTarnuje 3a n = 7

Y dedpyapy 2019. roaune, b. Koanga (B. Coanda) pa3suo je ajropuram KOjuM
je 3an =7 moduo HekoJMKO cyneprepmyTtarmja ayxkuue 5907. OdjaBuo ux je Kao
KOMEHTap Ha Bujeo Ha KaHaxy StandUpM aths ® mox mverom charlievane. Koanma

je amropuTtam®

OICa0 Ha MpUMepy N = 6 W yBeo IOjMOBe je3rpa U eKCTeH3Huja.
Jesipo je myT y rpady KOjuUM ce ajJropuraM 3amnounibe. Ha caumm cy rpane Texxnne
1 mpukaszame IpBEHOM OO0jOM, TEXKWHE 2 TIJIABOM, & TEXKHWHE 3 3eJIeHOM O0joM.
Exctiensuje ce nmonajy Ha je3rpo, a dopmupajy ce Ha ciejehm HauuH: rpanHy
TekuHe 1 Koja cIiaja IYBOp 7 ca 0 3aMEHHUTHU IIyTeM KOjU HOYHUIbe I'PAHOM TEXKUHE

paznuaure oJ1 1 Koja m3Jia3u U3 YBOpa 7, 3aTUM IOBe3yje MPeTXOIHO Herocehene

Shttps://www.youtube.com/watch?v=0ZzIv11tbPo&lc=UgzxhVwUBGOEyyldHGd4AaABAg.
8geg_FoKqzY8qmPR30ErzH
Shttps://groups.google.com/d /msg/superpermutators/ KNhmzQy99ic/obl6pCt5HwAJ
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IBOPOBE U JIOJIA3W J0 YBOPaA 0 TPAHOM TEXKWHE PA3JIuduTe o7 1.

12 1. 2 .18
12, 20018 014 | 15
12° 18012 e 15"

15
12, 15, . 4 .51
1 15 12
15.
1413, 1514, 1215 13
H 15"
5 1.2 M. P
12 161, 1, 15,
i 2
1293 13.14 14 5.
1] 5, .6

Cnuka 3.5: Ekcrensuje
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Henyro zatum, 27. dedpyapa 2019. rogune, P. Xjycron u I'. Eran cy obopuu
nperxoaau pekopjs. Kopucrehn KoMOMHOBaHU HMPHUCTYI MPOHAILIN Cy CYIEpIep-
MmyTamujy 3a n = 7 gyxune 59067, Ilomto je Xjycron nmomohy TSP pemasada
IpoHAaIao Hajkpahy cymnepriepmyTanujy 3a n = 6, 3ajeJHO ca capaJHUIIIMAa TOKY-
aBao je Jia J00ujeny cTpykTypy yommTu. [lounibe ca gesioM cyrieprepMyTalmje
JI0OMjeHe PEeKYP3UBHUM AJITOPUTMOM 3a HCTO N, KOjU Ce CACTOjU OJ] HEKOJUKO 3-
mukiyca. Caku 3-1ukiryc je Hu3 o7 (n—2) 2-1UKJ/Iyca HOBE3aHUX TPAHAMA TeXKIHE
3, TOK ce y3aCTOIHU 3-TUKJIYCH Clajajy rpaHama Texkuue 4. Y3umajyhu oBaj Jjieo
Ka0 TOYETHO je3rpo W IOTOM ra cliajajynu ca HU30M 2-TIMKJIyCa, UCIOCTABJbA Ce
Jla je Moryhe moceTuTu CBaky mnepmyTalujy, oap 3a n = 6 u n = 7, ca yKyInHOM

JYy>KITHOM OJI:
Lin)=nl4+n—1)+n-2!+(n-3)!+n—-4

Pesyirar je 3a jesian dosbu o1 cyniepuepmyTaluja Kojy je Eran mponarmao kopu-
crehu azmanrtamnujy BuimjamcoBe KOHCTpyKIIUje, ajii 3a Caja je CaMO eMIUPUjCKU
pPEe3yJITAT KOjHU Ce OJIHOCU Ha crienuduIHe BPEIHOCTH N. JOII yBeK HUje JTOKA3aHO

Ja HaBeJeHa AY>KHWHa MO2Ke onrn IIOCTUTHYTa 3a IIPOU3BOJBHO 7.

"https://www.gregegan.net/SCIENCE/Superpermutations/7_5906_
nsk666646664466646666_2SYMM_FS.txt
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I'maBa 4

IIporpamcka peajm3aliuja

aJiropuTama

Y 0BOj I71aBU HaBEJIEHU Cy PE3YJITATU MOKpeTama Mporpama. ¥ MIporpamMuMa
Cy peaJM30BaHU HEKU O] ajJIrOpATaMa ONHUCAHUX Y Pajly W HUXOB KO ce MOXKe

Hahu y npuaosuma.

4.1 Pekyp3uBHU aJiropuTamM

Y npuiory 1 je peanusariuja peKyp3UBHOI aJrOpUTMa 3a KOHCTPYKIIA]Y Cy-
neprepmyranuje ayxuse L(n) = Y ) k!, kao u normyna mperpara KojoM ce
oapehyjy MUHUMAaJIHE cyliepliepMmyTaliije 3a mMaJje BpegHoctu n. Jlokasyje ce ma
ce 3a N < 4 PeKyp3WBHUM aJTOPUTMOM 3aWCTa JI0OWja CymeprepMyTaliija MIHU-

MaJIHe JIyKUHe, JeJIMHCTBEeHA /10 Ha PEeHyMepallijy eJleMeHaTa.

IIpumep 1. Ilokpetarve upoipama 3a n = 1:

Rekurzivna superpermutacija:
1 Duzina: 1
Ostale superpermutacije:

1 Duzina: 1
IIpumep 2. Ilokpetarve apoipama 3a n = 2:

Rekurzivna superpermutacija:
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121 Dugzina: 3
Ostale superpermutacije:
121 Duzina: 3
212 Duzina: 3

IIpumep 3. Ilokpetarve upoipama 3a n = 3:

Rekurzivna superpermutacija:
123121321 Duzina: 9

Ostale superpermutacije:
123121321 Duzina: 9
132131231 Duzina:
213212312 Duzina:
231232132 Duzina:
312313213 Duzina:
321323123 Duzina:

O © © © ©

IIpumep 4. Ilokpetarve upoipama 3a n = 4:

Rekurzivna superpermutacija:
123412314231243121342132413214321 Duzina: 33

IIpumep 5. Ilokpetiarve apoipama 3a n = 5:

Rekurzivna superpermutacija:
123451234152341253412354123145231425314235142315423
124531243512431524312543121345213425134215342135421
324513241532413524132541321453214352143251432154321
Duzina: 153

IIpumep 6. Ilokpetaroe tpoipama 3a n = 6:

CymnepnepMmyTariuja je 300r ay:kKuHe jogata Kao mpujor 1.1.
Duzina: 873

IIpumep 7. Ilokpetiarve upoipama 3an = T7:

CymnepnepMmyTariuja je 300r jyzKuHe Jiofata Kao mpusor 1.2.

Duzina: 5913
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VY mpuiory 2 je mporpaM KoOju Ha IPUMeEPY CyIleprepMyTaIije
s =123412314231243121342132413214321

JI00MjeHe PeKypP3UBHUM aJITOPUTMOM 3a 1 = 4 ITOKa3yje 3aKOHUTOCT Yy HU3Y TEXKIHA
rpana u3Mely cyceqHUX IepMyTallyja, peJoM KOJUM Ce I0jaBJ/byjy Kao IOJIHUCKE

HUCKe S. YodaBa ce Ja je y TUTamy 3-IIHKIYC.

IIpumep 8. [lokpettiare upoipama 3a s = 123412314231243121342132413214321:

1234 2341 1
2341 3412 1
3412 4123 1
4123 2314 2
2314 3142 1
3142 1423 1
1423 4231 1
4231 3124 2
3124 1243 1
1243 2431 1
2431 4312 1
4312 2134 3
2134 1342 1
1342 3421 1
3421 4213 1
4213 1324 2
1324 3241 1
3241 2413 1
2413 4132 1
4132 3214 2
3214 2143 1
2143 1432 1
1432 4321 1
Tezine grana: 11121112111311121112111
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4.2 Apanrammuja BuamnjamcoBe KOHCTPYKIIHj€

HOMOhy JIOKAJIHUX IIpaBMAJIA

Y npusory 3 je peanusaliuja aJropuTMma 3a (popMUpambe CyleprepMyTalje n
ertemenara jnyxnue L(n) =nl+ (n—1) 4+ (n—2)! 4+ (n — 3)! +n — 3, koju je Kon-
crpyucao I'. Eran, kao momudukanujy xkoncrpykmnuje A. Buaujamca, kopucrehn
JIOKAJTHA, TIPABUJIA 33 KPETamhe Y MAJOM U BEJIMKOM IUKJIYCY OMUCAHA Y OJEbKY
3.4, crp. 29.

IIpumep 9. Illokpetaroe tGpoipama 3a n = 3:

2313213123

Duzina: 10
IIpumep 10. Illoxpettiaree tpotpama 3a n = 4:

3241342143214231421341234132431243
Duzina: 34

IIpumep 11. [loxpetiarve upoipama 3a n = 5:

4325143521453215432153421532415234152431524135241532
1452314521345123451324513425134521435124351423541235
42135423154235143254132543125341253142531245312543
Duzina: 154

IIpumep 12. Illoxpettiare tpoipama 3a n = 6:

CymneprnepmyTamuja je 300r ay>KuHe 101aTa Kao Ipuior 3.1.
Duzina: 873

IIpumep 13. Illoxpetiarwe tupoipama 3a n = 7:

CymnepriepmyTatigja je 300r Jy>KHHE J0/1aTa Kao IPUIor 3.2.
Duzina: 5908
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I'maBa 5

3aKJby4vaK

Y paay je dopmasHo JeduHUCAH T0jaM CyleplIepMyTaliije, a 3aTUM U IPU-
O/mmKeH Kpo3 Hu3 npuMepa. OmnuncaH je n UMIIEMEHTUPAH PEKYP3UBHU aJrOPUTAM
3a KOHCTDYKIHjy cynepuepMyramuje gyxxute L(n) = > k!. Hberos 3nauaj je y
ToMe TITO 3a n < 4 3aucra Jaje MUHUMAJIHY cyneprepMmyTanujy (jeMHCTBEHY 10
Ha PEHyMepAIlnjy eJIEMEHATa), & U y TOME IIITO ce TaKO (JOPMUPAHA CylepIepMyTa-
IIija KOPUCTH Yy KaCHUjIM KOHCTpYKIIjama 3a Behe BpemHOoCTH n. YBeseH je mojam
TEXKUHCKOT rpada CBUX MEPMYTaIlija KOji Ce KOPUCTHU y KACHUj€ HABEJICHUM aJIro-
purMuMa 3a (popMupaibe cyneprnepmyTanja. Hapesien je m1oka3 3a 10y TPAHUILY
JIy>KWHE CcyllepliepMyTallyje, KOju je OpUrnHaHo odjaBibeH 2011. roauHe o1 cTpane
AHOHUMHOT KOpHUCHUKa cajta 4chan, a onga u 2018. rogune y n3aMemeHo] BEP3UjU
y ,,On-naju Ennukionenuju nenmnx anzosa”. Hapesen je u 10ka3 0 HejeIMHCTBEHO-
CTH MUHUMAJIHE CylepIepMyTalnje 3a 1 > 5 , Ka0 U NOCTYNaK KOjU je KOpHUIITheH
3a KOHCTPYKIIM]Y Pa3jnduTUX cylepuepmyTtanuja 3a n = 5. llpemacraBmpenu cy
Pa3IUYUTU AJTOPUTMU 33 (POPMUPAbE CyIeplepMyTalija KOju cy BPEeMEHOM I10-
MepaJiu 10y I'PaHUILy JyKUHe MUHuUMaJIHe cyreprepmyTtanuje. [Ipumehyje ce na
jé YBEK KOPHCHO IMOKYIIIATHU ca cBohemeM mpodJieMa Ha Beh mo3naTe mmpodsieme, Kao
mrro ¢y y oo caydajy TSP u Xamunronos nmyt y Kejaujesom rpady cumerputine
rpyne S,. Hajkpahe cynepnepmyranuje 3a n = 6 u n = 7 nponabene cy 2019.
rogude u wuxoBa AyxkuHa je n! + (n — 1)+ (n — 2) 4+ (n — 3)! + n — 4. Jom
YBEK HHje JOKa3aHO Jla HaBeJIeHA [Ty KIHA MOXKe OUTH ITIOCTUTHYTA 3a IIPON3BOJHHO
n. 3ak/pydyje ce Ja je mpodiieM MUHHMAJIHE CyleplIepMyTaliije y IPOTeKJIOj Jie-
IeHNjU TPUBYKAO TMaKiby MaTeMaTHUdKe JaBHOCTU U Jla je JIONLJIO JIO 3HAYajHOT
HaIlpeTKa y IIOMepamy JI0ke T'DAHUIE JTyKUHe, ajl J1a U Jajbe MMa IIPOCTOpa 3a

ONITUMUBAIIH]Y.
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I''maBa 6

IIpunosn

IIpunor 1

IIporpam 6.1: Pekyp3uBHU ajroputaMm 3a KOHCTPYKIIU]Y CyIlepIepMYTaIuje Iy-

xkue L(n) =", k! u normyna nperpara 3a MaJio n

from itertools import permutations

from math import factorial

)

)

>

b

b

Program implementira rekurzivni algoritam za formiranje
superpermutacije n elemenata duzine L(n) = 1! + 2! + 3! +
+ n!, kao i dokaz grubom silom da se za n <= 4

rekurzivnim algoritmom =zaista dobija superpermutacija

minimalne duzine, jedinstvena do na renumeraciju elemenata.

Rekurzivni algoritam:
1. Poznata je superpermutacija n-1 elementa.
2. Ispisati redom permutacije kako se pojavljuju u

superpermutaciji n-1 elementa.

3. Svaku od permutacija kopirati i dodati element n izmedju

kopija.

4. Spojiti koristeci dostupna preklapanja. ’7°

Ulaz: n

Izlaz: 1! + 2! + 3! + ... + n! 2?7

def L_n(n):

39
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result = 0

for i in range(l, n+1):

result += factorial (i)

return result

’>?2 Ulaz: n
Izlaz: superperm_strings, niz trivijalnih superpermutacija
duzine <= L(n) nastalih nadovezivanjem svih permutacija
n elemenata

koristeci dostupna preklapanja. ’°°

" def superperm_strings(n):

>’’’ Formiranje svih permutacija skupa {1, 2, ... , n } ???
perm_list = list(permutations(list(range(1l, n+1))))

all_superperms_list = list(permutations(perm_list))

superperm_strings = []

for superperm in all_superperms_list:

perms = []

for perm in superperm:

perms.append(’’.join(str (num) for num in perm))

superperm_string = merge_overlapping_strings (perms)

>?7 Dodaju se samo one superpermutacije duzine <= L_n,
jer se traze samo potencijalno krace
superpermutacije u odnosu na onu dobijenu
rekurzivnim algoritmom.’’’

if len(superperm_string) <= L_n(n):

superperm_strings.append(superperm_string)

return superperm_strings
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)3

def

)3

7 def

Ulaz: niz stringova strings

Izlaz: niz stringova minimalne duzine min_length_strings °

min_length_strings(strings):

if not strings:

return []

min_length = min(len(s) for s in strings)
min_length_strings = [s for s in strings if len(s) ==

min_length]

return min_length_strings

Funkcija spaja redom stringove datog niza strings,
koristeci dostupna preklapanja.
Primer: spajanjem stingova "23541" i "41352", koristi se
preklapanje "41" i dobija se string "23541352".
Ulaz: niz stringova strings
Izlaz: string merged_string nastao nadovezivanjem redom

stringova niza strings, koristeci dostupna preklapanja

)0

merge_overlapping_strings(strings):

if not strings:

return ""
merged_string = strings[0]
for s in strings([1:]:

i=20

while i < len(merged_string):

b

if merged_string[i:] == s[:len(merged_string) - il:
merged_string += s[len(merged_string) - i:]
break

>
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80 i+=1

81 else:

82 merged_string += s
83

84 return merged_string

86 ’?? Ulaz: string perm, broj elemenata n

87 Izlaz: True, u slucaju da string perm predstavalja
permutaciju skupa {1, 2, ... , n }, inace False. ’?’

88

89 def is_permutation(perm, n):

90 if len(perm) != n:

91 return False

92

93 numbers = set(str(i) for i in range(l, n+1))
94

95 for num in perm:

96 if num not in numbers:
97 return False

98 numbers .remove (num)

99

100 return len(numbers) == 0

102 >’ Funkcija formira superpermutaciju n elemenata duzine L(n) =

1r + 21 + 3! + ... + n! koristeci rekurzivni algoritam.
103 Ulaz: broj n
104 Izlaz: string result °’°°

105

106 def recursive_superpermutation(n):

107 ’>?22 Tzlaz iz rekurzije. Superpermutacija za n = 1 je
string ’1°. °’??

108 if n == 1:

109 return ’1°

110 ’??2 Formira se superpermutacja n-1 elemenata. ’7’
111 sub_superperm = recursive_superpermutation(n - 1)
112 m = len(sub_superperm)

113 perm_strings = []
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114
115 >?2 Prolazi se redom kroz permutacije u superpermutaciji
n-1 elemenata sub_superperm.’’’
116 for i in range(0, m - n + 2):
117 if is_permutation(sub_superperm[i : i + n - 1], n - 1):
118 ’>?2 Svaka permutacija se kopira, a izmedju kopija
se dodaje i element n. ’’°
119 s = sub_superperm[i : i + n - 1] + str(an) +
sub_superperm[i : i + n - 1]
120 perm_strings.append(s)
121 ’>22 Koristi se pomocna funkcija za spajanje stringova
koristeci poznata preklapanja. ’°°
122 result = merge_overlapping_strings(perm_strings)
123 return result

125 2?22 Test: 2?7

127 n = int ((input ("Unesite n:")))

128 recursive_superperm = recursive_superpermutation(n)
129 print ("Rekurzivna superpermutacija: " + recursive_superperm +
" Duzina: " + str(len(recursive_superperm)))

131 if 1 <= n <= b:

132 superperms = superperm_strings(n)

133 min_superperms = min_length_strings (superperms)
134 print ("Ostale superpermutacije:")

135 for superperm in min_superperms:

136 print (superperm + " Duzina: " + str(len(superperm)))
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ITpusor 1.1: Cynepuepmyrarmja 3a n = 6 jayxkute 873 1odujeHa peKyp3UBHIM
AJITOPUTMOM
1234561234516234512634512364512346512341562341526341523641523461523416
5234125634125364125346125341625341265341235641235461235416235412635412
3654123145623145263145236145231645231465231425631425361425316425314625
3142653142356142351642351462351426351423651423156423154623154263154236
1542316542312456312453612453162453126453124653124356124351624351264351
2463512436512431562431526431524631524361524316524312564312546312543612
5431625431265431213456213452613452163452136452134652134256134251634251
3642513462513426513421563421536421534621534261534216534213564213546213
5426135421635421365421324561324516324513624513264513246513241563241536
2415326415324615324165324135624135264135246135241635241365241325641325
4613254163254136254132654132145632145362145326145321645321465321435621
4352614352164352146352143652143256143251643251463251436251432651432156
432154632154362154326154321654321

ITpusor 1.2: Cynepunepmyraruja 3a n = 7 jayx)une 5913 nodujera peKyp3uBHIM
AJITOPUTMOM
44
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IIpusaor 2

IIporpam 6.2: Ilukiiycu y cymnepriepMyTalyju JTOOUjeHO] PEKYP3UBHUM aJIlOPUT-

MOM

1

2 from itertools import permutations

3 from math import factorial

4

5’’’ Program na primeru superpermutacije s =
123412314231243121342132413214321

6 dobijene rekurzivnim algoritmom pokazuje zakonitost u nizu

tezina grana

-~

izmedju susednih permutacija, redom kojim se pojavljuju kao

podsniske s. Uocava se da je u pitanju 3-ciklus.’’’

10 >?? Ulaz: string perm, broj elemenata n

11 Izlaz: True, u slucaju da string perm predstavalja
permutaciju skupa {1, 2, ... , n }, inace False. ’?’

12

13 def is_permutation(perm, n):

14 if len(perm) != n:

15 return False

16

17 numbers = set(str(i) for i in range(l, n+1))
18

19 for num in perm:

20 if num not in numbers:
21 return False

22 numbers.remove (num)

23

24 return len(numbers) == 0

26 >?? Ulaz: string s, broj n
27 Izlaz: niz permutacija perm_strings redom kojim se
pojavljuju kao podniske u s’’’

28

47
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20 def get_perms(s, n):

30

31 m = len(s)

32 perm_strings = []

33

34 for i in range(0O, m - n + 1):

35 current_string = s[i : i + n]

36 if is_permutation(current_string, n):

37 perm_strings.append(current_string)

39 return perm_strings

11 ??? Ulaz: permutacije pi 1 sigma

12 Izlaz: tezina grane (pi, sigma) 27’

11 def weight(pi, sigma):

46 m = len(pi)

47 max = 0

19 for i in range(0, m):
50 if pil-i:] == sigmal[:i]:

51 max = i
53 return m - max
55 # Test

56 n = 4
"123412314231243121342132413214321 "

]
|

59 perms=get_perms(s,n)

60 print (get_perms(s,n))

61 print(len(get_perms(s,n)))
62

63 weight_pattern=""

64

65 for i in range(0, len(perms) - 1):
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print (perms[i], perms[i+1],
str (weight (perms [i],perms[i+1])))
weight_pattern += str(weight (perms[i],perms[i+1]))

print (weight_pattern)
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IIpusgor 3

IMporpam 6.3: Asropuram 3a dopmupame cyneprepmyraiyje ayxude L(n) =
nl+n—D)+mn-2)+n-3)!+n-3

import

import

array

math

from itertools import permutations

class Superpermutation:

29

def

Program implementira algoritam za formiranje
superpermutacije n elemenata duzine L(n) = n! + (n-1)! +
(n-2)! + (n-3)! + n-3, koji je opisao Greg Egan, kao
modifikaciju konstrukcije Arona Williamsa, koristeci
lokalna pravila za kretanje u malom i velikom ciklusu.

1. Permutaciju p = n-1, n-2, ..., 3, 2, n, 1 uzeti kao

pocetak.

2. Pratiti pravila za kretanje u malom ciklusu, sve do

dolaska u permutaciju q = 1, n, n-1, n-2, ..., 3, 2.
3. Uzeti granu (q, r) tezine 1, gde je r = n, n-1, n-2,
., 3, 2, 1.

4. Nastaviti kretanje postujuci pravila u velikom

ciklusu, sve dok se ne obidje svih n! permutacija.’’’

__init__(self, n):

self.n = n

self.r = array.array(’i’, [0] * n)
self.q = array.array(’i’, [0] * n)
self.current_perm = array.array(’i’, [0] * n)

self.fn = math.factorial(n)

self.available = self.fn

for i in range(n):

self.r[i] = n - i # r = n, n-1, n-2
1
self.q[i]l =1 + (n - 1) % n # q=1, n, n-1,
2

20
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29

def

def

Ulaz: permutacija q

Iz1

suc
n =
s =

for

az: permutacija s takva da je grana (q, s) tezine 1.

29

cessorl(self, q):

len(q)

array.array(’i’, [0] * n)
i in range(n):

s[i] = ql[(i + 1) % nl

return s

Ulaz: permutacija q

Iz1

suc
n=
S=

for

tmp
s[n

s[n

az: permutacija s takva da je grana (q, s) tezine 2.

29

cessor2(self, q):

len(q)

array.array(’i’, [0] * n)
i in range(n):

s[i] = ql[(i + 2) % nl

= s[n - 1]
- 1] = s[n - 2]
- 2] = tmp

return s

Pravila kretanja u velikom ciklusu:

Ako

ic

je prva cifra f u permutaciji razlicita od n
ifra koja se nalazi ciklicno u odnosu na n u
permutaciji gde je element f odbacen jednaka je
1+((£-2) mod (n-1)),

uzeti granu tezine 2. Inace uzeti granu tezine 1.

Ulaz: permutacija p

Iz1

ic

az: True, ako je prva cifra f u permutaciji p
razlicita od n

ifra koja se nalazi ciklicno u odnosu na n u

ol



60

I'VTIABA 6. 1IPUJIO3U

def

def

permutaciji gde je element f odbacen jednaka je
1+((f-2) mod (n-1)).

False, inace ’7°

weight2edge (self, p):

n = len(p)

f = plo]

n_pos = p.index(self.n)
if n_pos == O:

return False
r_pos =1 + (n_pos % (n - 1))
return plr_pos] == 1 + ((f - 2) % (n - 1))

Ulaz: Permutacija p
Izlaz: Superpermutacija result duzine n! + (n-1)! +

(n-2)!' + (n-3)! + n-377?

get (self, p):

>?? Pocetak je u permutaciji p ’7’

current_perm = p
self.available -= 1
result = ’’.join(str(num) for num in current_perm)

result_array = [current_perm]

27 Pravila kretanja u malom ciklusu sve do dolaska u q.
Uzima se n-3 grane tezine 1, nakon cega se uzima jedna

grana tezine 2.

Ovi koraci se pomnavljaju n-1 put. ’7°
for _ in range(self.n - 1):
for _ in range(self.n - 3):
sucl = self.successorl(current_perm)

result += str(suci[-1])

result_array.append(sucl)
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current_perm = sucl

self.available -= 1

if current_perm == self.q:
break

if current_perm != self.q:

suc2 = self.successor2(current_perm)

last_two = ’’.join(str(num) for num in
suc2[-2:1)

result += last_two
result_array.append(suc?2)
self.available -= 1

current_perm = suc2
’>22 Uzima se grana tezine 1 od q do r. ’7?
current_perm = self.r
self.available -= 1
result_array.append(self.r)

result += (str(current_perm[-1]))

22 Primenjuju se pravila za kretanje u velikom ciklusu

sve dok ima neiskoriscenih permutacija.’’’

while True:

if self.weight2edge(current_perm):

suc2 = self.successor2(current_perm)
last_two = ’’.join(str(num) for num in
suc2[-2:]1)

result += last_two
result_array.append(suc2)
current_perm = suc2
self.available -= 1

else:
sucl = self.successorl(current_perm)

result += str(suci[-1])

23
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result_array.append(sucl)

current_perm = sucl
self.available -= 1

if self.available == O0:
break

return result

) ) Test: P ]

B
1]

int (input ("Unesite n:"))

0
1]

Superpermutation(n)

7 if n < 1:

p = [1]

else:

list(range(n-1, 1, -1)) + [n, 1]

o)
Il

superpermutation = s.get(p)
print (superpermutation)

print ("L(" + str(n) + ")=" + str(len(superpermutation)))

>?2 Provera da 1li dobijena superpermutacija sadrzi sve

permutacije skupa {1, 2, ..., n}’’’
numbers = [str(i) for i in range(l, n + 1)]
permutations_list = [’’.join(perm) for perm in

permutations (numbers, n)]

contains = True
for perm in permutations_list:
if perm not in superpermutation:

contains = False

print (contains)

04
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ITpusor 3.1: CynepuepmyTtaruja 3a n = 6 aykune 873 100ujeHa aIamTaIinjoM
BummjamMcoBe KOHCTpyKITHje TTOMONY JIOKAJTHUX TPABUIIAITpusor 3.2: Cynepuepmyrtarumja 3a n = 7 jgyxkune 5908 modujena aganTaimjom
BummjamMcoBe KOHCTpyKITHje TTOMONY JIOKAJTHUX TTPABUJIa25
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