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Caxkerak

YV oBoM pauy cy npejcraBiberu Ctupsnnrosu u BesioBu 6pojeBu, Kao u
napTuipje npuponHux 6pojesa. Vlako oBe Teme mpuriaajy eJIeMeHTapHO]
KOMOMHATOPHIM, MaJIO WX FOTOBO HUIITA O HhuMa Huje Moryhe mahu Ha
cprckoM jesuky. OroBop Ha IHUTaEb€e, 3AIITO OB O0JIACTH NIPUIIAA]y eJie-
MEHTapHOj KOMOMHATOPUIM je 3aTo mro Hehemo MHOro ommahu o5 OCHOB-
HUX UJIeja KOMOMHATOPUKE, YHje je J0OPO MO3HABAaMKEe HEOITXOIHA OCHOBA 33
IPOyYaBarbe CJI0XKEHNjUX KOMOMHATOPHUX TeopHja. Pasl je nmucan Tako ja
3a IbEIOBO YHMTAIbe M pa3yMeBarbe HUje HOTPEOHO HIUKAKBO IIPEI3HAIbE U3
xoMbuHaTopuke. Takohe, oHO IITO je Haj3HAYAJHUjE Y YBOLHOM IIOIJIABILY,
IIPEJICTaBJ/bEeH je KOHBEHI[MOHAJIHM HAYMH KaKO Ce yBOJle OCHOBHU O0jeKTH
u3 KoMbuHATOpUKE (nepmymayuje, Komoburayuge...), 1 BUXOBO HpeGPo]ja-
Baibe, ¥ CPEIIbUM IIKOJIaMa, Y KOjUMa Ce€ HACTABHUM IIJIAHOM U IIPOrDAMOM
obpabyjy. CBu npumMepu y yBOJIHOM Jieily, y3 MaJjie MoauduKalmje, mpey-
3€TH Cy W3 IIKOJICKUX YIIOeHWKa. 3HAYAJHO je, jep HAKOH yIO3HaBambha Ca
CrupsuarosuM, BesoBum GpojeBuMa u mapTuimjaMa mpupogHux OpojeBa
MOXKEMO KOMIIAPATUBHO Ja CarjleJ]aMO HAYMUH Ha KOjU Cy JedUHUCAHU HC-
TH KOMOMHATODHH OGJEKTH y CPEEbOIICKOJICKO] JuTepaTypu (yeo0Ho no-
2aa6me pada) Uy oBoM pamy (noweswu od dpyzoe nozaassa). Haaun na
KOJU je TeMa M3JI0’KeHa y paJly MOXKe IIPEeJICTABIbATH CaJprKaj 3a JOJATHY
HaCTaBy WJIM AJITEPHATHBHM HA4YMH 0Opajie HACTABHMX jE€/IMHUIA, KOJU je
orosaH 300r MHTYUTHUBHOCTHU IPUMepa KOju OM HEKHM yUeHHnuMa Ouin
NIPUPOJHUJU U Makbe allCTPAKTHM OJ] CTAHJAPIHUX IPUMEpPa y IIKOJICKO]
JIATEPaTypH.
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1 VYBog

YV oBom noryiaBspy 6uhe jare oneparusHe JeduHUIMje IepMyTalnja 1
KOMOWHITHja, Ka0 U TeopeMe Koje oapehyjy 6poj mepmyTaruja u KOMOMHA-
nuja ca u 6e3 nmoHapsbama. Takohe, buhe U3JI0)KEHN TTPUMEPH.

1.1 IlepmyTanuje m koMOUHAaIIje

IIpe cBera, pedunuinumo nojam “pev’; mojpasymenajyhu ma je “peq”
CBaKM KOHAYHU HU3 KapaKTepa Heke a30yKe HAIMCAHUX jeJIHO y3 ApYro 6e3
ob3upa ma u Ta “ped’ mMa CEMAHTHUKY y CPIICKOM WJIH OMJIO KOM JIPYTOM
jesuky (ymecro TepMuHa “ped’ y NpPOrpaMupamby Ce 9eCTO KOPHCTHU Tep-
MUH HHCKa Kapakrepa, eng. string). Taxo je mnp. ABII “peu”, mako mema
HUKaKBO 3Ha4deme. Paju yBohema mojMOBa mepMyTaIija U KOMOWHAIIN]A
Pa3MOTPUMO JBa HapeIHA IIPUMEPA.

IIpumep 1.1 Koauko "pewu"0d 8 crosa mostcemo cavurHumuy nomohy we-
mupu caosa A, B, C,D ysumajyhu da nujedho caoo ne mooice da ce nojasu
suwe 00 jedarnym?

IIpumep 1.2 V pasru cy dame wemupu mauxe A,B,C,D maxee da nuxo-
je mpu nucy xoauneapre. Koauko pasaunumux mpoyeaosa ob6pasyjy ose
yemupu mavke?

Ha npBu norses Moxke ce yYUHUTH J1a Cy OBa J[Ba [IATAHa MJICHTUIHA
¥ Ja OJTOBOPH Ha BUX Mopajy outu uctu. To HUje TauHO, jep mporpaMep-
CKUM PEYHUKOM DA Ce O PA3IUIUTUM CTPYKTypaMa. Y IPBOM IPUMEDY
"peun": ABC u CBA cy paznuunte, nok cy tpoyriosu ABC u CBA wuc-
toBeTHu. [IpucTynumo permaBamy OBa JBa MPUMEPA C MPETIOCTABKOM J1a
qpTasan HeMa HUKAKBO MPEI3HAe U3 KOMOMHATOPUKE.

IIpBu npobsem pemumhemo npasehu cBe “ped” o Tpu cjioBa, Kopucrehu
caMoO YeTHPH HaBeJeHa CJIoBa. Y NIPBY KOJIOHY ctaBmhemo “peun”’ koje He
caapxke D, y apyry “peun”’ xoje ne cagpxke C, y Tpehy “peun’ koje ne
cajzip:ke B, KoHauHO y 4eTBpPTY KOJIOHY cBpcTahemMo “pedn’ Koje He cajpKe
A. Hobuhemo cienehy Tabauiry:

“peun” 6e3 D | “peun” 6e3 C | “peun” 6e3 B | “peun” 6e3 A
ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BAC BAD CAD CBD
BCA BDA CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
CBA DBA DCA DCB

Jlaxite, OATOBOp Ha HHUTame U3 IpBor npumepa je 24 “peun’. Cana, 1a
OJIFOBOPUMO U Ha IPYTO MUTAIbE, OUUIVIEIHO je Ja CBE PETIHN U3 IIPBe KOJIOHE
IIPEJICTaBJ/bajy je/laH TPOYTrao, IHITO TaKoDe BarKM 3a CBaKy O/l IIPEOCTAJINX
KostoHa. Jlakjie, oArOoBOp Ha JIPYro muTamme je 4 Tpoyriia.

Yommreno, 00jeKTH KOje CMO TPaXKWJIA ¥ IIPBOM IIPUMEDPY Ha3UBAjy ce
nmepMyTanmje, a 00jeKTH Koje cMo Opojasii y ApyroM IpUMepy Ha3UBajy
ce KOMOUMHaIuje.

Hedbununnuja 1.1 Heka cy n,k € N, npu wemy saorcu, k < n. Tada je
k-nepmymayuja 0d n objexama 6e3 nonasmara cearxu usbop k objexama oo
UL N, KOAUKO UL je MG PACTOAG2GIY, MAKAE 04 je Nopedar nojasbusarsa
objexama 6uman.



IIpumep 1.3 Eso ceux 2-nepmymavuja 00 4 (yamumo da je ocrosHu
exyn A,B,C,D): AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DA,DB,DC.

Hedununuja 1.2 Hexa cy n, k € N, npu wemy sascu, k < n. Tada je k-
Komburayuja 00 n objexama ceaxu u3bop, KOAUKO UX je Ha Pacnoiazarsy,
maxas da nopedakx nojassuUBata objexama Huje buman.

IIpumep 1.4 Eso céux 2-kombunayuja 00 4 (Yamumo 0a je 0cHosHU CKyn
A,B,C,D): AB,AC,AD,BC,BD,CD.

1.1.1 Bpoj k-nepmyTaliyja oa n pa3anduTUX odjekaTa
Bpoj k-nepmyranuja o n pasimanTtux objekara osnaduhemo ca P(n, k).
Teopema 1.1 P(n,k) =n(n—1)....(n —k+1).

Hoxkaz: [lomro uma n pasnuauTux objekara, MIpBYU 4jiaH k-IiepMyTalmje
MoxKe ce m3abparu Ha n Hadnna. [lomTo je ox mzabpan ocraje n—1 objexar
3a u300p Ha Jpyro mecro y nepmyranuju. Tpehu ce moxke msabparu Ha
n — 2 nra. Hocrenwu k-tu unan, moxxe 6utn usabpan Ha (n — (k—1)) =
(n — k 4+ 1) maunna. Ha ocHOBY mpuHIMIIA TPOU3BOJA 3aK/BYIyjeMO Ja
je ykyman Opoj HadmHa 3a 0oOpaszoBaibe jejHe k-liepMyTalidje MIpOu3BOJ
nn—1)..(n—k+1).

IIpumep 1.5 V ckyny npupodnux 6pojesa pewumu jednanuny: P(2x +
4,3): P(r+4,4)=2:3

Pememe:

P2zx+4,3): P(x+4,4)=2:3
3.P(22+4,3) =2 Pz +4,4)
3-2x+4) - 2x+3)- 2x+2)=2-(z+4)-(z+3)-(x+2)-(z+1)
3-2-(x+2)-2z+3)-2-(z+1)=2-(z+4) - (z4+3) - (x+2)- (z+1)
12:(z+2)- 2z+3)- (z+1)=2-(z4+4) - (z+3)- (z+2)- (z+1)
6-(2x+3)=(x+4) (z+3)
1204 18 = 2* 4 3z + 4z + 12
0=2"+3z+4z+ 12— 12z — 18
2’ =5z —-6=0
Pemerba oBe KBaJIpaTHe jeqHaqune cy: v1 = 6 A xo = —1.

C 063upoM j1a ¥y OBOM 3aJIaTKy y IPOIOPIHUjU YIECTBY]Y IIEPMYTAIU-
je, jacHo je ma hemo cBa pemrema OBe KBaJpaTHE jeHAUUHE KOja HUCY
npupoaHu OpojeBu ombaruTu. Permieme x1 je aIeKBaTHO, JIOK PEIIEHE T2
oabarryjemo.

1.1.2 Bpoj k-nepmyTainuja ox n objekara mehy kojuma nma
UCTUX

IIpumep 1.6 Koauko pasiuqumur pedy modtcemo 0oGumu npezpynuca-
sareem ca06a penu “sanapa’? [3]

Pemneme: [loacerunmo ce ga “ped” y 3Hadermy y KOjeM ce OBJe YIIOTpe-
G/paBa HE MOpa MMAaTH CMHUC/IA y OOMYHOM je3UKy, OUTHO je Ja Ha HEeKH
HaunH Gye nopehano 6 cosa (o xojux cy Tpu ucra): 3,A,I1,A P, A. O3na-
YUMO Ca X TpaykKeHu O6pOoj mepMmyTranyja. YOUuMo jel[Hy [TOCeOHY IepMyTa-
nujy wa npumep AAASIIP. IlpernocraBumo ja cy cjioBa A pasziaudura,
onHOCHO Jia ymecto A A A y oBoj nepmyanuju croju Ay, Az, As. Tana 6u
oJ1, oBe jemHe nocebHe mepMyTanmje goounu 3!=6 HoBUX mepmyTanuja. [la
Ol — 65481 — 190,

he yxyman 6poj mepmyTarmja 6utn o = =25



1.1.3 BunomHu KoeduUIMjeHT.

Ca 6uHOMHMM KoedUIlnjeHTOM cpeTtaheMo ce y J1ajbeM TOKY paja. He-
OIXOHO je 3a Jajbe YUTare 3 JePUHUIIEMO ODMHOMHUM KOEMUIIUjEeHT U
II03HABalh€ IHETOBUX CBOjCTAaBA.

Hedbununuja 1.3 (Z) = <n+'),k,,k € [0, n]; (Z) =0,k ¢ [0,n].

Caenehn npumep minycrpyje npumeny hopMyJie 3a KOHKPETHE BPETHO-
CcTH mapamerapa n u k.

Ipumep 1.7 (3) = (572!)!»3! =S = 10.

1.1.4 Ocobune 6uHOMHOTr KoeduIUjeHTa.

Hagemthemo nap BazkHUX 0coOOMHA OMHOMHOT KOE(DUIIN]EHTA.

D (5) = () =1

oxka3s:

(g) (n—%!)! o nT'“l =

n <n72;! n! ln'r‘v,' =
2) (1) = (") =n.
oxka3s:

() = G =
(n—1)! (n—1)!
(nz) = [nf(sf(?)]ﬁ()nq)! = 322711))' =n.
3) CuMeTpudIHOCT. (Z) = (nfk)
oxka3s:
(Z) = (n—TIZ!)!-k! = k!-(::!—k)! = [n—(n—kn)!]!-(n—k')! = (nik)'
gﬂaCKaJIOBa dopuyma. (1) = (1) + (", 1)-
oKas:

n—1 n—1\ __ (n—1)! (n—1)! _
k—1 k) = [n=—D)=(k=D)]1-(k—1)! (n—k—1)I-k!l —
(o) + () +
_ (n—1)! (n=1)t
= n—k)-(k—1)! + (n—k—1)lk! —
_ (n—1)! (n—1)! _
— (n—k)-(n—k—D)I-(k—1)! + (n—k—D)l-k-(k—1)!
_ (n=1)! 1 1y _
— (n—k—D-(k—1)! ~ (n—k + E) -
_ (n—1)! ktn—k __
= (n—k—D(k—1)!  k-(n—Fk)
_ n-(n—1)! _
— (n—k)-(n—k—1)!"k-(k—1)!
n!

= k)Rl

= ().



1.1.5 Bpoj k-xkomOuHaIMja O N PA3IUIUTUX OOjekaTa

Teopema 1.2 bpoj csux k-komburayuja 00 n passuvumux objexama, xo-
ju hemo osnanasamu ca C(n, k) je:

Cn, k) = s = ()

Hoka3z: Csaka k-koMOWHAIMja O N Pa3IMIUTUX OOjeKaTa MOXKe ce
ypeauTu Ha k! pa3imuuTuX HAYUHA, U IPU CBAKOM OJ1 TUX ypehema qo6uja
ce 110 jeaHa k-nepmyTangja o n pazandurux objekara. AKO 03HAYNMO ca
C(n, k) 6poj Tux KoMOMHAIIM]a, U3 OBOTA INTO je PEYEHO W U3 obpacua 3a
6poj cBUX k-mlepMyTaIija o n pa3anduTuX objexaTa CIIeIn:

kl-C(n,k)=n(n—1)(n—-2)---(n—k+1)=C(n,k) = #Lk)‘

Hapemhmo nBa HecTanmapmgHa mpuMepa, KOju €€ MOTY TPUMEHUTH Y
HACTaBU OBUX ODJIACTH.

IIpumep 1.8 Pewumu jednawuny: 3 - C(n+2,3) =10-C(n,2).
Pemteme:

3-C(n+2,3)=10-C(n,2)
3. (n+2;»'(271+1)-n —10- ”'(;;1)
n+2)-(n+1)=10-(n—1)
n’+n+2n+2=10n— 10
n?+3n+2—-10n+10=0
n?—Tm+12=0c

C ob63upoM Jia je n mpupogan 6poj, ysehieMo caMo MO3UTHUBHA peITemha
KBaJIpaTHE jeJlHaAYNHE.

TL1:3
n2:4.

Oba periema cy npupoauu 6pojeBu, IpemMa ToMe, 00a Cy pelllema Jare
jeqHnadunne.

IIpumep 1.9 Pewumu nejednauuny: C(n,5) < C(n,3).

Pememe:
n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4) < n-(n—1)-(n—2)
5.4-3-2-1 3-2-1
n-(n=1)-(n—=2)-(n=3)-(n—4) n-(n—'12)‘-in—2) <0

(D) i) (ne8)-(n—)

n<(n716)-(n—2) . (ni—;g-{—lQ _ 1) <0
n-(n716)-(n72) X (n —27n2—4612—20) <0
n»(n71g<(n72) . (n —270n—8) <0

Cana hiemo pacTaBuTu KBaJApaTHU TPUHOM HA IUHHUOIIE.

n®—Tn—-8=0
n=—-1Any =38
n’—m-8=0=m+1)-(n—-8) =0
Bparumo ce caza Ha 3aartax:
n.(n—=1)-(n—2) [ n2—7n+12-20
(6 1-( §>< +1)2(0 8) ) <0
120 < O

C 063upoM J1a je UMEeHWJIAIL TIO3UTUBAH OpOj, 3HAK PA3/IOMKa oapeauhe
Opojuiiall, OJJHOCHO FHEIOB 3HAK.



1 - = =

n2 - = = -

+ |+ [+ |+

+ [+ |+

n8 - =5 = = =

Cmuxka 1: OapehuBame 3HaKa OpojuoIa

n-(n—1)-(n—2)-(n+1)-(n—8) <0

VY tome he mam nomohnu camka 1.

Hawma Tpeba TaMmo ryie je 3HaK HeraTHBaH, U OMPaMO CaMO TPUPOJIHE
6pojese, n € (2,8) = n € {3,4,5,6,7}.

Bparumo ce Ha nouernu ycios 3agarka: C'(n,5) < C(n,3). On rosopu
Ja je n Koje TpaxkuMo Behe miu jesHaKko 5.

Jlaxse TpaxkeHa pemtesa cy: n € {5,6,7}.

1.1.6 Bpoj k-komOuHaIja ca MOHaABJ/bakeM ObjeKaTa

OBoM KOMOMHATOPHOM HpobJsieMy mocBeTnhieMo BHIlle HaXKIbe, jep je
KOMILJIEKCHUJU O] TPETXO/IHIX, U MeTo/ie pacyhuBarma Koje hemo nu3ioxxu-
TH npuMemuBahe ce U y TJIaBHO] TeMH paJia.

Kama cmo 10 cajg roBopusn o k-komOMHaAIjaMa o1 n objeKaTa ejiemMe-
HaTa CcKyma S moapa3yMeBaju CMO Ja Cy CBU O0jeKTH CKymla S pa3indu-
. Caja hemo nzsoxkurn npumepe Kaja Mehy nzabpanuM o0jeKTrMa UMa
jeIHAKMX, ¥ KPO3 Te [IPUMepPe U3JI0KUIEeMO TeopeMy Koja roBOpH O 6pojy
KOMOWHAIM]a Ca TIOHABIHAEEM.

ITpumep 1.10 [uua majcmop npodaje 5 epcma nuue. Ha xoaukxo navuna
20cm mootce nopyuumu 3 nuue, Koje ne mopajy bumu pazaunume?

Pemteme: O3naunmo pejoM TuX 5 pa3ImInTUX BPCTa AT HEKUM OpO-
jeBuma 1, 2, 3, 4, 5. Taga Kymarg Moxke HAPYIUTH 3 MIUTIE IPBE BPCTE, WJIH 2
IIHIle YeTBPTE BPCTE U jeJIHYy IUILY JIpyre BpcTe uth. /IBe HaBeieHe KoMbu-
Haruje obestexkaBamo ca 111 n 244. Kao mro ce onMax yodasa, pefi IucCamba
6pojeBa Huje Gurtan (mHAYE GHCMO APYTy HAPYROUHY obenexxkmm ca 442),
Beh je caMo OMTHO KOju OPOjeBU yIECTBYjY Y KOMOMHAIU]H ¥ KOJIMKO CE IIy-
Ta moHaBJkajy. [Ipema Tome cienelie kombunanuje cy ucroserne: 115, 511,
151. C 063upoM Ha OBY UCTOBETHOCT, 32 MPEJACTABHUKA OBUX TPH]y KOMOU-
nanuja y3ehemo 115. Kako je 1 <1 < 5, moxke ce pehu 1a ce Tpaxxu 6poj
CBHUX HEOMa1ajyNux TPOUJAaHUX HU30BA G1a2a3, T7e je a1 < a2 < asz, 9uju
wraHoBU Mory 6mrtu mudpe ox 1 mo 5. a 6mcmo pemmin 3amaTak mpu-
APY2KUheMO CBaKOM TPOUJIAHOM HHU3Y (1a2a3 WU CBAKO] TPOUIAHO] KOM-
OMHAIV)U TOPHUX 5 1udapa jeIMHCTBEHY TPOWIaHy KOoMOWHANU]Y bib2bs
nedunncany ca: b1 = a1,b2 = a2 +1,b3 = a3+ 2. Ha Taj nauun, auzosuma
112 u 235 npuapyxKyjy ce pegom Huzosu 124 u 247. O6pHyTO, aKO Cy J1a-
TN HU30BU 00MKa b1b2bs, YBEK Ha jeIMHCTBEH HAYUH MOXKEMO OJIPEIUTH
HU30Be OOJIMKA 10263, CTaBBajyhm a1 = bi,a2 = by — 1,a3 = bz — 2.
IIpobiem ce cBomum Ha ompehuBarme Opoja pacTyhux TpPOUIaHUX HU30BA
b1b2b3 cacraBibenux of 6pojesa 1,...,7. IllpexnocT oBe HOBE dhopMyIarm-
je je y ToMe IITO HOBE KOMOHMHAIMje KOje 00pa3yjeMo nMajy CBe eJIeMeHTe
pazym4uTe, OJHOCHO TPOOJIEM CMO CBeJIM Ha mpedpojaBame KOMOWHAIIM]A



pa3/iMYuTUX ejieMeHaTa, a Taj npobsiem je Beh pemren. [lakie perreme je
C(7,3). Y ommmreM ciry4ajy MeToj pacyuBama je cjmdaH 0BOM KOJUM CMO
ce CIIy?KUJIN y pellaBarby IPEeTXOJHOr IIPUMepA.

Teopema 1.3 bpoj k-xombunayuja 00 n pasauvumur epcma objexama
(ysumajyhu da y cearoj epcmu uma objexama y neoeparuuenom 6pojy) je:

Cln+k—1,k).

oxka3z: He rybehin Ha onmrocTu MOXKEMO y3€TH Jia Cy TUX 7. PA3JIH-
quTux objekara obesexkeHn 6pojeBuMa 1,2, ...n, WK, IMTO je UCTO, Ja Cy

TO 6pojesu 1,2,...,n. Heka je aiaz...ar jeqna k-komOunnmja tux 6pojeBa,
rje cy 6pojeBu a1, az, . . . , Gn OJpeheHn TaKko Jia YuHe Heomna ajyhu Hus, Tj.
a1 < az < ... < ag. [Ipuapyxxumo cBakoj of, k-KOMOMHIIMja OBOT THUIA HA
jenuHCTBEeH HaunH oxpebheny k-xomOuHIWMjy b1, b2, ..., bk, Toe cy 6pojeBn
b1,ba, ..., by nedbunucanu Ha ciegehu HaYUH:
b1 = ai;
by =az2+1;
bi =a; + 7 — 1;
b, =ar +k—1.

IIpumerunmo na 6e3 063upa KakBU Cy a-0BH, b-0BU ce Mel)ycoOHO pa3Jiu-
kyjy. llopen tora, b-oBu Ha jenuucrsen HauuH onpebyjy a-oBe u a-0BH Ha
jemuucrBen HaumH oxapebyjy b-oe. CBakoj KOMOMHAIUjU G-OBa OATrOBapa
jenmHcTBeHA KOMOUMHaIMja b-oBa u 06pHyTO. Ipyrum peunma, nsamehy cky-
a cBuX k-KoMOMHAIM]a a-0Ba U CKyIla CBUX k-KomOnnanuja b-oBa mocroju
6ujeknuja. [Ipema Tome, nu3pauyHaT 6poj jeJHUX UCTO je IMITO U U3PATyHaA-
Tn O6poj apyrux. bpoj k-komOunanuja b-oBa je, y crBapu, usdop k 6pojesa
m3mehy Gpojesa 1,2,...,n+ k — 1, n smamo ma usnocu C(n + k — 1, k).

Y npumepyl.6 npobiaem koMOuHAIM]ja C IOHAB/HAILEM CBEJIM CMO Ha
npobsiem KoMOmHanuja 6e3 moHaB/bama. Camga hieMo HaBecTH mpuMep Ko-
jum hiemo younTu ma mctu mpobsieM MOXKEMO PEIUTH oMol mepMyTarmja
Ca TIOHABJbAHEM.

Hamomena: ¥ uckasy Teopeme roBopu ce Ja y CBaKOj BpCTU uMa obje-
KaTa y HeorpaHmdIeHOM Opojy. 3ampaBo JIT0BO/bAH O6pOj objekara y CBaKOj
BpcTH je k, jep ce cBaku 0bjeKaT MOXKe I0jaBUTH y HEKOj ojpeheHoj KoM-
ounanyju 0,1, ...,k myra, ma je Hy:KHO 1a Oyze 6ap k objekara y BpCTH.
C mpyre cTpaHe BHUIIAK TIPEKO k ocTaje HepacmopeheH.

IIpumep 1.11 YV xymuju ce nanse bese, naase u ypsene Kyzauue y (npak-
MUYHO) HEOZPAHUMEHO] KOAUNUKY (wuMm je Kyeauya odpehene 6oje u3sy-
wena, aymomam ybauyje kyesuuy ucme 6oje). Ha xoauxo pazauvumux
HauHa Modtcemo uzeyhiu 7 pasauvumux kyesuya? [/]

Pemteme: 3anummumo cBako of o6aB/beHnX M360pa MOMONy HyJsa u je-
JTUHUIIA.
Hanumumo Hajupe OHONMKO jeIMHUIA KOJIMKO je U3BYYEHO OeIux KyTJIn-
11a, 3aTUM CTaBUMO HYJIy I1a 3aIUIIEMO OHOJIUKO JeJUHUIA KOJUKO je U3-
BYYeHO IUIaBuX Kyriuia. [locite Tora 3amumreMo HyJIy ¥ 3alUIIEMO OHO-
JINKO jeMHUIIA KOJHMKO je M3BYy4YeHO IpBeHmx Kyriuma. Hyrmama cmo Ha
Taj HAYMH Pa3ABOjU/IM OpPOj M3BYUEHUX IIABUX KYIVIAIA OJ OATOBApAjy-
her 6poja 6enux Kyrymia, a Takohe, 6poj N3BYIEHUX IIPBEHUX KYTJIUIA O
oarosapajyher opoja miasux kyrauia. Ha nmpumep, komOunanmjy: 3 Gete,
2 mmase, 2 npeeHe Kyriuie 3amucyjemo ca 111011011, a xkomGunarujy 5



6emux, 2 npsene ca 111110011. IlojaBa aBejy HyJsa y 3amucy oBe KOoMOU-
Hallfje O3HAYaBa Jla HUje y3eT HU jeaaH objeKaT u3 Japyre BpcTe objekara,
Tj. HeMa IaBux Kyriauna. KomOumnHarmja 7 npBeHHX KyIVIAIA 3allHCyje
ce ca 001111111. Ilpumehyjemo ma oBakO MOXKEMO Ha jeIMHCTBEH HAYUH
J1a 3aIIUIIEeMO OMJI0 KOjy KOMOMHAIN]Y KOjy TPaXkKMMO y 33J1aTKYy, OJ{HOCHO
MOKEMO J1a yCIIOCTaBUMO Oujekiujy n3mely ckyma k-komOuuarmja m3bopa
KYIVIUIA U CKYIla HU3a HyJIa U jeauHn1a GOpPMUPAHUX HA rope 00jallmheH
maunH. OBaj CKyn HyJla W je/IMHUIA OYMIVIETHO IIPEJICTAB/ba CKYIl CBHUX
repMyTalifja ¢ MOHaBJbarbeM o 7 jemunuria u 2 myse. Kao mro je mosna-
TO OpPOj OBAKBHUX IEPMyTaIldja je:

2 Kowmnozuiumje

IIpe Hero mro geduHUIIEMO IITA je KOMNO3UULJa, PASMOTPUMO HAPE/I-
HU IIpUMep Koju he HaM y ToMe mmoMohu.

IIpumep 2.1 Yemeopouaara nopoduya, Ana, Ben, Yapac u Henuc, ce-
deau cy y c60joj Onesrnoj cobu da 2nedajy duam. Teaedorn je 3a360HUO
10 nyma mokxom duama. amwe, mesedoncra cexpemapuya je bura meu-
CMPABHa, a MOPoouUa je OMEKUBAAG BAHCAM NO3US, NA CY Ce CBAKU NYM
jasmanru na meaegon. Karxo 6u cebu nonpasusu pacnososicerve, nopoouya
ce caoorcuna da fie wa kpajy duama ceaxa ocoba dobumu Kyeay caadoareda
3a ceaxu nym xada ce ma ocoba jasu na mesepon. decem xyzauua caa-
doseda cuzypro he ce nompowumu wum ce Guam 3a8puwL, AU HA KOAUKO
nawuna je moeyhe nodeaumu muzx 10 xyeauya? [2f

Pemtemwe 1: 3a noverak 1a yBeLeMO HOTAIH]Y:

A- jaBmia ce Ana.
B- jaBuo ce Bemn.
C- jaBuo ce Yapuic.
D- jaBwo ce enuc.

[Ipumerumo na je jemanm ox moryhmx mcxoma ABABBBCCDD, osaj
ucxop je exksuBasienTan ucxony AABBBBCCDD. EksupajsenThu cy jep
pacmope/i eeMeHaTa HHUje BakaH Beh HaM je O/ BaXKHOCTH CaMO IbUXOB
6poj mojaB/bUBaMbA, jep ce KyIJe cjaojesa Jo0ujajy Ha OCHOBY Opoja
jaBibama, a He Ha OCHOBY PEeJIOCye/a. YCIOCTABIUMO caJia Onjeknujy namehy
ckynosa {A, B, C, D}, {1, 2, 3, 4} tako na:

15A25B35C45D

Tama he ce ucxom ABABBBCCDD ciukaru y 1212223344, omHOCHO
AABBBBCCDD y 1122223344. 3a npeacraBauke ucxoja y3ehemo ucxosme
KOJI KOjux ce 1udpe HUXKY y Heomnaajyhem mopeaky. ¥ 0BOM KOHKPETHOM
npumepy ymecro 1212223344 xopucrmhemo 1122223344 jep cy exBuBa-
JICHTHU.

Caza hemo cBakoM uCXOmy OOJIMKA oG1...Q9, KOI KOJUX BaXKu ap <
ai... < ag, gomesuTh bobi...bg, TaKO Ja BayKu:

b():(l(),
by =a1+1,
by = ag + 9.
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OBaxko 1edpUHUCAHO MPECTUKABAE 40d1...a9 Y bobi...bg je bujekTuBHO,
caj hemo To u mokazaTu. O3HAYMMO MPECTUKABAKE CJIOBOM f.

IIpernocraBumMo cynpoTHO, npeciaukaBame f Huje bujeknuja. Tama mo-
CTOje @ = apai - - a9, C = CoC1 - * - C9 TAKBHU J1a BaXKU:

Tama BaXku Ha OCHOBY JepUHUITI]E TTPECTUKBAA 14, je:

f(a) = b0b1 s bg rae je,
bo = qap
b1 =a1+1

bog=a9g+9mu
f(c) = bob1 - - - by Te je,
b() = Co
bi=c1+1
bo =co+9
3 oBux Besa cienu nma je:
bo =ao0 =co

bi=a1+1=c1+1

bg =ag +9 =co + 9.

OnHocHo:
apg = Co
al = C1
ag = Cg.
= a==c.

IIIro je y KOHTpPaAUKIHUjK Ca IOYETHOM IIPETIIOCTABKOM. 3aKJ/byIaK je
a je mpeciaukaBame [ Oujekiuja.

Ha raj naunn cBaku ncxof bobi ...bg jemuucreeno ogpehyje ncxon apas ...ag
1 006paTHO, C TUM Ja je eJIETAaHTHUjU M IOTOJHUjU 3a KOpHIIherbe nCXos
bobi1...bg 3aT0 mITO Ce eseMenTH(6pOjeBU) HE NOHABIBAJY, JATU CY Y CTPOrO
pacryhem pacnopeny u jakmie ux je npebpojaru jep ce 3ampaBo pajy O
6pojamy KoMbuHammja 6e3 moHass/barba aykuHe 10 maz ckymowm 0,1,...12,
jep je b; y Tom pacnony 3a csako: i = 0,1,...9. 3uamo ja TakBux KOMOU-
HaIfja UMa (}g)

I[Ipumernmo ma cMo mpeTxomHU TMPOOJEM penmin mo3uBajyhu ce Ha
Teopemy 1.3. YV KOMOMHATOPHUIIM Ye€CTO HOB IIOCTYyHAK 3a pelllerme Beh
peleHor npobsieMa MOXKe HOCIYKUTH Ka0 U3BAHPEIHO CPEJCTBO 3a Pela-
Bambe Ipobsema Koju hie Tek 6uru nocrasspenu. Vznoxkuhemo cama apy-
rayujy ujejy pelniaBama IIPEeTXOJHOr IIpUMepa y KOjeM ce KpHje KOHIIEIT
koju hemo jeTasbHUje M3JIOKNTH.

Pememe 2: Vckopuctuhemo ncry HoTalujy kao y peuiemwy 1, nakie
BasKu:

15 A
2% B
3sC
4= D

Samarkama KOja CMO KOHCTATOBaJIA y pellery 1 cy HaM U Jajbe Of
3HaUaja, JAaKJe PEIOCJe]] KOJUM ce deTHpu ocobe jaBibajy Huje OHTaH,
OGUTHO je KOJIMKO Ce IIyTa CBaKo oJf mux jaBrno. OBO HaM OJ[MaxX Cyrepulie
Jla ImepMyTallije UCKJ/bYyIyjeMO Kao IMOTEHIINjaJTHO PEIIehe jep je KO HhUX
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penociies] ojaB/buBamba ejemenara ouran. Takohe, He MOXKEMO pelemne
TPaKUTH HM Kao IMOCTYIaK ojpehuBama IIOJCKYNOBa, jep HU jemaH O
noackynosa ckyna S ={A, B, C, D } mema 10 enemenara, ma mopamo
KODHUCTUTH IPYTU MOJEJI.

Tpaxkxumo koseknuje ciosa A, B, C u D koje ce cacroje o1 yKyITHO Jie-
cet cJyioBa, orryr ABABBBCCDD. TakBa koJiekiuja, OHOCHO KOJIEKIHja
y KOjOj CBaKM eJIeMeHT Mopa Ja norude u3 oapehenor ckyna S, 103BosbeHa
Cy NOHaBJbaIba €JIeMeHaTa, & PeJocies ejJeMeHaTa Huje OnTaH, HA3UBa ce
MyJITHCET HaJ cKymoM S. Y 0BOj TEPMHHOJIOIHjH, HAI 3aJaTak je Ipe-
OpojaTH CBe MYJITHUCETOBE OJ JeCeT eJeMeHATa IIPEKO CKYIla O]l YeTHUPHU
enementa S = { A, B, C, D }.

MynTucer je y mormyHocTtu oapehen ako 3HAMO KOJHUKO IIyTa C€ KOJH
ejleMeHT cKyma S nojasuo y mysirucery. OTHOCHO, aKO 3HAMO J1a MYJITUCET
caaprku aBe kKonmje ejgemenTta A, jenny xomujy B, tpu xonuje C u gern-
pu xonmje D, onma je Taj mysaTuceT Ha jeJMHCTBEH HaduH oxpebeH, jep
peZiocyen eJleMeHaTa HEje OuTaH Beh caMo OpOj HUXOBHUX II0jaB/bUBAHA.

To Hac HABOAM Ja IPETXOIHO PEIIeHe IPUMePa MOXKEMO ITOCMAaTPATH
Kao npebpojaBambe HEHETaTUBHUX pellena jennadnte a+b+c+d = 10 opu
JeMy je pemociesn cabupaka 6uTtaH. 3anpaso, pememe 2 + 3+ 1+ 4 = 10
O/IroBapa MYJITHCETY KOjU CaJ?KHU JBE KOIHje CjaoBa A, TPU KOIHje CI0Ba
B, jenny cnosa C u uwerupu cioBa D. ok, pememe 1+ 2+ 4+ 3 = 10
o/iroBapa MYJITHCETY KOjU CaJp:Ky jeaHy Komwmjy cjoBa A, nse cioBa B,
gernpu cioBa C u Tpu ciosa D.

OBakBO pa3MaTpame pellemha IIPUMepa HABOAU HAC Ha KOHIENT WJIeH-
THDUKOBAbA MYJITUCETOBA JIy>KUHE 1. HaJL k-TOYJIaHUM CKYTIOM S U J001-
jama n Kao cyMe HeHeraTUBHHUX k-OBa.

IIpumernmo ma 3amoueTn IpuMep HHUje PEIleH y MOTIyHOCTU. Perreme
he yciienuTtu y 1ajbeM TOKY TEKCTA.

Hedbunumuja 2.1 Heka cy ai,az,...,ar HEHE2AMUSHU UeAY 6POJESU Ma-
xeu da:
k
Z a; =mn
i=1
Tada ce ypehena k-mopxra (ai,az,...,ar) Ha3usa caaba KOMMO3U-

yuja n na k deaosa. [2]

3akbydax je ma uaMmely cKylla CBUX MYJITHCETOBa JyrKHUHE N HaJ, CKY-
noMm S M CKylla CBEX CJIa0UX KOMIO3UIMja 0 [n| mocroju Gujeximja u ga
hemo npebpojaBarmeM CKyna cBuX ciaabux Komnosunuja of [n] nupebpojarn
CKYTI CBUX MYTHCETOBa [Iy’KWHe 1 HaJl CKyloM S, jep Cy UcTe KapIuHaTHO-
cru. Cneneha teopema jmahe HaM OIroBOp Ha MUTAIbE€ KOJHUKO €JIeMEHATa
6poju CKyl CBUX CIabMX KOMIIO3UIMja O [n].

Teopema 2.1 bpoj crabuxr xomnosuyuja n od k desosa je:
() = ().

Jokasz: Yamure y 063up N UIAEHTUIHUX KYTJIUIA KOje Ce MOpajy pa-
cruopenutu y k Kytuja Koje cy Hymepucane ox 1 g0 k. CBaka TakBa pac-
11o/1eJ1a, €KBUBAJIEHTHA je CJIaDOM cacTaBy OJ1 . Ha k JieJIoBa, IIPU YeMY je
6poj Kyriuia y KyTuju ¢ 6poj mojaB/pbuBama i-oBa y ciabom cacrasy. Cama
6pojuMo cBe mMoryhe pa3iaudnTe pacrnojese n KyIJIuia y k KyTHja, Tako
mro hemo pacriopeauTu k KyTHja y JIMHU]Y Tako Jia OpojeBn Ha KyTHjama
Oyny y crporo pacryhem moperky u ma 3uz ofsaja i-Ty u ¢ + 1-y KyTujy.

[Ipumerure ma cBaka pacoielia OJroBapa jeJUHCTBEHOM PACIIOPEILY
on n kymna u k — 1 3unoBa y smHAju. 3ancra, MOXKEMO Pa3MUIILJbATH
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Box 1 Box2 | ... Box k

Cauka 2: Kyruje

0 3umoBEMa (OCHM 3a JIEBH 3H[ Kpajibe JieBe KyTHje, a JeCHHU 3UJ Kpaj-
e JIECHE KyTHje) Kao TIPeJMETUMa KOJU Cy yOadIeHu y JMHU]y KyTJIUIa Ha
pa3HUM TavyKaMa KakKo OU ce HeKe KyrJmiie oJBojuse o apyrux. CynpoTHo
TOME, CBAKM apaHKMaH OroBapa jeJIMHCTBEHO] PACHOE/N KyIVINIA Y Ky-
THjaMa. 3aucra, ako cy ¢ u ¢+ 1 3ux ymeTHyTH Tako ma u3Mmely mux uma t
Kyrmi@a, Taja he y i-rom mospy 6utn ¢t Kyriuma. bpoj Haunna 3a ypeheme
n Kyruna u k — 1 3usi0Ba y JIMHUjU, CMO CBEJIU Ha MIPOOJIEM ITEPMYTaIlN]ja
ca TMOHABJ/bAILEM KOju cMO uajoxkuian y Teopemu 1.3. [Ipema Tome, 6poj
ciabux Kommosuiyja ox n y k memosa je ("+271). 36or cuMeTpuYHOCTH
GUHOMHOT KOeDUIUjEeHT BAXKN (”t’f_l) = (”Z’f;l)

Hamnomena 2.1: 36or cumeTpuIHOCTH GUHOMHOT KOEMUIUjEHTA EKBU-
BaJICHTHO je Jia Jii ieMo rmocMaTpaTi pacriopes 1 KyIJIUIa I PACIOpPe/T
k — 1 mperpaauux 3umgoBa Ha n + k — 1-0j mo3urmju.

Cagza xaja cMo u3bpojanu 6poj ciabux KOMIo3uimja n oi k J1eoBa,
BpaTuMoO ce Ha pereme 2 npumepa 2.1. Ilomro nocroju 6ujexiuja us3-
MeDy ckyma cBHX MyJITHCETOBa HyXKHHE N HaJ CKyHIoM S U CKyIlla CBHUX
c1abux KOMITO3UIja N of k jesioBa, Taga he KapIuHAJIHOCT CKYyIla CBUX
TaKBUX MyJITHCETOBA Takohe Guru ("Jrs*l) = ("?i;l)

Crora 4eTBOpOYIaHa OPOAUIIA KO]Y CMO IIOMEHYJIN IIOYETKOM OBOT TOTJIa-
BJba MOXKe J1a nucTpubyupa 10 Kyriuna ciaagosena Ha (101_4; 1) = (133) =
286 HAaUMHA.

Hanomena 2.2: YV gedunumuju 2.1 HanmoMeHyTO je 1a Cy a;-OBH
HEHeraTUBHU ey 6pojeBu mro 3Haum Ja 0 Moxke GuTH esleMeHT ciiabe
KOMIIO3UIIM]j€e, OHOCHO MOKe IIOCTOjaTH MyJITHCET HaJ CKyIoM S y KojeM
HHUCY 3aCTyIUbEHU CBU €JIEMEHTH U3 S.

VYupaso je y HarmoMeHH 2.2 anocTpodupaHo [a je Hyja JIETHTAMHN
qjIaH cjiabe KOMIIO3UIlMje WM y KOHTeKCTy mpumMmepa 2.1 moryhe je na
[IOCTOjU YJIaH MOpojuIe Koju ce Hehe HU jexHoM jaBuTu Ha TesedoH. Ca-
na hemo HaBecTu neduHHUIMjy KOMIIO3UIIHje riae heMo mM3y3eTH TaKBe
moryhHocTH.

Hedbununuja 2.2 Hekxa cy ai,az,...,ar no3umushu yeau bpojesu ma-
xeu da:

Tada ce ypehena k-mopxa (a1, az, .. .,ax) Ha3uea xomnozuyuja n wa k
desosa. Bpoj xomnosuyuja n wa k denosa je y dupexmnoj eeau ca bpojem
crabur xKomnozuyuja n Ha k deaosa. Caedeha meopema 2080pu 0 mome.

2]
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Teopema 2.2 bpoj komnosuuyuja 6poja n wa k denosa je:

(i)

Hoxka3s: [Tocmarpajmo dyukiujy f u3 ckyma W cBux ciiabux KOMIIO-
sunmja 6poja n — k y ckyn C, rae je C' ckyn cBUX KOMIO3UIMja Opoja n
Ha k nenosa. @yuknuja [ je nedpuamMcana Tako Ja 3a cBako a u3 W, rme
je a = (a1, az,...,ar) craba komuosunuja ox n — k Ha k J1eJ10Ba, TAKO J1a
BasKu:

fl@)=(a+1,a2+1,...;a;, +1,...,ar +1).

Wneja 3amro cMo oBako gedUHHUCAIN IIPECIUKABAILE j€ OUMIVIETHA,
3aIpaBO MM J10/1ajeMo k jeauHuIa Ha 306up a;-oBa kKoju je n—k. C 063upom
Ha TO Jla OHU YHMHE eJieMeHTe cjiabe KoMmmosuije 6poja n — k Ha k jesoBa,
ysehaBamo 3a k, a he oBako ysehanu 36up 6uru n, ¥ IPUTOM HU jeJaH O
a;-oBa Hehe 6ury jegHaxk Hyau HakOH yBehama, a Hama ymnpaso TO Tpeba.
Waycrpanuje paau axo je a = (3,0,2) onna je f(a) = (4,1,3).

[IpBo, mpuMeTrMO 1a je 0OBaKo 3a/1aTO IIpecInKaBambe bujekTusHo. Ha-
nMe, aKO BaxKH J1a je:

fla) = f(b) =
(ar+1,...,ap+1) =01 +1,....00 +1) =
a1 :b1,...,ak = by =
a=b.

Takohe u cynporan cMep peJsalyje eKBUBaJeHIMje je ounriegan. lakire,
npeciukaBame [ je omjeknmja. OmuocHo, ckynmosu W u C' cy ckymoBu
ucre KapauHajHocTu. [lomro cmo y Teopemu 2.1 nokazaiu GhopMmyity 3a
Opoj cirabux KoMIo3uIja n o k jaeoBa, ocTaje camo Ja je IPUMEHUMO.
Onnocuo, Baxku cienehe:

ICl=Wl= ("1 = (20

k—1 k-1

IIpumep 2.2 Hexa n,k € N. Koauko pewera uma jednawuna 1 + T2 +
etz =n

a) ¥V cxyny N?

b) V exyny No? [5]

Pememe: [locmarpahemo ekBuBajieHTaH IpobJIEM: HU3 OJT 1 HYJIa TPe-
ba ma pa3bujeMo Ha k JeoBa mocTaB/bambeM k — 1 jemuHuna namehy mux.

IIpumepn:

00100010 & 24+3+1=6

01000010 < 14+4+1=6

C obzupom Ha TO Ja mMa n — 1 MecTo Ha Koja mocraB/baMo k — 1
jEeIMHUIA, TO MOXKEMO YUYUHUTH Ha (Z:}) Ha4YMHA.

Cuny4aj mog b), ceermhemo mpo6siem Ha MPeTXomuu, T1 + T2+ - -+ T, =
n;x; >0

(z14+D)+ (2 + D)+ +(xe+1)=n+kz; +1>1.

Pemerse je ("7*71).

Ilpumep 2.3 Heka n,k € N. Odpedumu xoauro pewerva uma mejedna-
wuna T1 + 22+ -+ xK < ny ckyny No? [5]

Pemiemwe: CBoanmo 3amaTak Ha MPETXOTHU yOAIMBAaIbLEM jOII jeiaHe
IPpOMEmLUBE Tk+1.
T+ T2+ -+ T+ Thpr =N

Pememnse je (”}sﬁf;l) = ("Zk)
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IIpumep 2.4 Hexa cy n,k € N u nexa cy ci,c2,- -+ ,Cr ueau 6pojesu.
Odpedumu, Koauko pewerwa Yy ckyny ueaux b6pojesa uma jedHawuHa T1 +
o+ -+ Tk =n, makxo da je x1 > c1,T2 > C2,c 0 Tk > ek ? [O]

Pememe:

T1+ T2+ T =135 > ¢y
(m1—c)+@e—ca)+ -+ (xp—cx)=n—(c1+---+cx)
Bamn <c1+ -+ cx HEMa pellemna.

Ban >cy + -+ ¢, 6poj perema, je ("_(Cl+']'€'ffk)+k_1).

IIpumep 2.5 Hexa cyn,k € N u nexa 3a yeae 6pojese r, s sastcu 0 < r <

s. Koauxo pewera (x1,T2, - ,Tk) uma jeOHauuna 1 +Ta+ - +xp =n,
maxeur da 3a ceaxu 6poj j € {1,2,---  k} eaocu r < x; < s, 2de je
zj € No [5]

Pemneme:

1+ T2+ -+ x =Mn,3an < kr win n > ks HeMa pemema. 3a
kr < n < ks nocmarpaliemo pemema 3a xoje je x; > 1. (x1 — 1) + (2 —
r)+ -+ (zx —r) = n— kr. Bpoj pememna je ("7’:?1]“71). ITocmaTtpahiemo
caja KOJIUKO je pemema rae je 6ap jeman ox z; > s + 1. Kopucruhemo
dopMyy yKIbyduBama U MCKJbyduBama. AKO je npsux | cabupaka sehnx
on s + 1, ouza je To 6poj pemrema jeauaunne y No

(z1—s—-1)+ - +(@m—-s—-1)+@4t1—-7r)+ -+ (xzx—r)=n—(k—

lr—1(s+1), a To je ("7('“7[”;5{9“)““71), I1a je pelieme ("dj:rlk*l) —

i (1) - (TG,

IIpumep 2.6 Hexa cy n,k € N u nexa je k > 2. Koauko uma pewersa
(z1, 22, - ,Tk) jednavune x1 + T2 + -+ + T =
da je x1 > i ? [5]

2n y ckyny No, maxsux

Pememe: Ilocroje 3 moryhnocru:

1) T1 > Tk

2) r1 = )

3) r1 < Tk

Hama Tpeba camo 6poj pemema kaja je r1 > xr. O3Hagmmo To ca St,
npyry moryhuocr ca Sa, Tpehy Ss.

S1+ 824 Ss = (Y

> 5= L () - 5)

S1 =253

Tpeba jour uzpaaynaru S2. AKo je 1 = xp = [, oHIa je 6pOj pernerma
UCTHU Kao OpOj pelema jeHadante T2 + x3 + - -+ + xp—1 = 2n — 2] a 1o je
(25 aa k> 3. Vieymmo Je $1 = (3 — 3y (U 2).
3a k = 2 je ykynHo n pemema, jep xx € {0,1,--- ,n —1}.

IIpumep 2.7 Koaukxo uma n—moyu@peHur npupodruxr 6pojesa wuju je
36up yugapa jednax 112 [5]

Pemiemwe: Axo cy x1,x2,- - , T, tudpe, 10 je x1 +x2+ -+ x, = 11.
Kako je z1 > 1 10 je (1 — 1)+ 22+ -+ - + 25, = 10. YKynan 6poj permemma
je (”;69), MebhyTum, moryhe je na je jenno perteme 10, mro Huje 1udpa.
Ucro, x1 — 1 He Mmoxke 6utu 9. Axo je x; = 10 wim je 1 —1 =10 10 je n
caydajeBa jep c¢Bu ocrasu mMopajy 6utu 0. Ako je 1 — 1 =9, onga je 6ap
jemna ox mudapa perrema 1, u To je n — 1 moryhuocr. Jakie yKymHo je:

(") =n—mn-1)=")-2n+1
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IIpumep 2.8 Ha xoauko nHawura ce moey 12n+5 kyeauya, xKoje ce mehy-
CO6HO PA3AUKY]Y, PASMECTNUMU Y 4 Kymuje, Koje ce mehycobro pasiuxyjy,
mako da y ceaxoj kymuju 6yde bap jedna u ne suwe 00 6n + 2 kyeauye?

o]

Pemtemwe: Bes mapyror yciosa je 1 + z2 + x3 + x4 = 12n + 5, ykymHO
(12’?'4) moryhnocru. Oj Tor Tpeba ma oxy3MeMo ciiydaj Kaja je y HEKOj
KyTuju Buiie ox 6n + 2 kyrsuie. To Moxke 6uTu camo jegHa KyTHja, jep
ka1 6u 6mite aBe, ykynan 6poj 6u 6uo Behu o 12n+5. Y T0j jexnoj kytujn
Moxe 6urn k € {6n+3,- - ,12n+ 2} kyruiune (Mmopa ocraru 6ap 1o jeaHa
3a ocrase KyTuje). Jakie yKyIHo je:

12n+4 12n42  (12n+45—k—1
(5T -4 ( )

k=6n+3 2
cmena: j =k —6n —2

12n+4 6n 6n+2—73)(6n+1—j
= (737) - 4. T, sty
cmeHa: t =6n+1—7

12n+4 6n  i(i+1
:( 3 )74'21':1%:
= () - 2w i

12n+44)(12n+3)(12n+2 6n(6n+1)(12n+1
:( +4)( 6+)( +)_2. ( +6)( +)—6n(6n+1).
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3 Ckyn mapruiigja

Kao m y mperxomHoM moriaB/by, 3apaji MHTYUTHBHOCTH, IIPBO heMoO
Pa3MOTPUTH jeJaH IPUMEDP KOjU U He 3BYYHU TaKO HEPEAJIHO JIa T'a je TEIIKO
3aMUCJIUTH U y CTBAPHOM >KHMBOTY, & OHJa U (pOpMajHHje YBECTU HOBE
IIOjMOBE.

IIpumep 3.1 Jednoz dana nossaau cmo ceoje npujamene ¢ deyom. Yxyn-
HO je 6uno nemopo deue u 80 nemopo ce uzparo. Mcnocmasuno ce da Hu
jeona coba Huje d080.HHO BEAUKA 34 CEE WU, NG CY ce 0eya NoJesUuss Y
mpu pacnosostcuge cobe, kopucmehu cee mpu. Ha woauro passuvumuz
HAYUHA MO Mo2Yy deua da yuure?

Ako mokymiare Jia OJrOBOPUTE HA OBO IMHTarbe, yOP30 IPErno3Hajere
Jla UTame HUje Tpenu3Ho (popMyIMcaHo. 3a IOoYeTaK yBeIuMo cJiejehy
voranujy: Ilpeo mere obenexkuhemo ciosom A, npyro cioBom B, Tpehe
C, gwerBpro D m xonauyno mero zere cioBoM K. OHO mTo HEje mpenu3Ho
onpeheHo y oBOM mpumepy je JAeduHUIMja pa3jinduTor, HauMe J1a JId pa-
anukyjemo cneneha nsa moryha mcxonma meumje pacmogere. 1) A u B ce
urpajy y npsoj cobu, C m D y apyroj cobu, E y npeocramnoj cobu. 2) E ce
urpa y upsoj cobu, A u B y apyroj cobu, C u D y npeocrasoj cobu.

3aBucHO o1 TOra J1a U heMo MPeTXOHe MOCTABKE CMATPATH PA3JIAIU-
THUM WJIM UCTUM J00MjaMo pasjandure KoMOuHaTopHe mpobseme. Mehyrum
Ha OCHOBY IIPETXOJHOI 3HAMA JIAKO MOYKEMO J1a 3aKJbYyIHMO J1a Y CIIydajy
Ja cobe cmaTpaMo pasjanautuM, 6poj nocrasku hie 6uru 3! myra Behu me-
ro y ciydajy jia cobe cmarpamMo ucroBeTHuM. Jlakiie, ol BaKHOCTH HaM je
jeIMHO KO Cy TMApTHEPU y WTPH, a He obejierkaBare coba.

Hedunnunuja 3.1 Hexa je n nosumusar yeo 6poj, u nexa je k < n nosu-
musan yeo 6poj. Hexa je B = {B1, Ba, ..., By} 20e je B; C [n], 3a csaxo
i € [K], 2de cy B; menpasnu u ducjynrkmnu ckynosu maxeu da easicu 0a
je BiUBsU...U By = [n] . Tada xasicemo da je B napmuyuja 0d [n] y k
6aokosa. [2]

IIpumep 3.2 Ilpukas ceux napmuyuja 0d [4] y mpu 6aoka.

Pemneme:
o {{1,2},{3}.{4}}
{{3.1}.{2}.{4}}
{{1.43,{2}.{3}}
{{2,31.{1}.{4}}
{{2,4},{1},{3}}
o {{3.4}{1},{2}}
Omno mTo je HA OBOM MecTy 6GuTHO mcrahu, Majia je jacHO JedUHUICAHO,
TO je na cy 6J10koBU cKymoBu. Kao 1mTo 3HaMo pacropes eJieMeHaTa yHyTap

CKymna Huje 6uTaH, 3a pa3/jiuKy oJ HIIp. cj1abe Kommno3suimje. Takobhe, jacHo
je medunmcano ma je u camo B u3 medununmje 3.1 ckyn mna Huje HH

butaH caM pacropes 6JJ0KOBa.

OHO 1mTO je 3ajelHUYKO 3a IpruMepe, y JApyroM u Tpehem Ioriasiby,
Jla YOIIIITEHO Iyiefajyhu MOXKeMO X CBECTH Ha IPOOJIEMe I0/IeJIe NCTOBET-
uux npeamera. Kao moryhe pererse oBux nmpobjiemMa HaBeJId CMO OIEITY
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mesior Opoja Ha cabUpKe | TO je ujieja Koja je KpylnjasHa u 3a cjiabe KOM-
Io3uiyje, KOMIIO3UIKje, Ka0 U CKynose maprunyja. Ha oBaj Hadme cMmo
KOMOWHATOPHE MpobJIeMe pacrioiesie CBeJin Ha IpobieMe Teopuje 6pojeBa.

HasoguMmo jormn jeman npumep 3a KOHKpeTHe n U Kk y Kojem he o6utu
WU3JIOXKEHa, Ueja KAKO MpedpojaTn mapTHuimje.

IIpumep 3.3 IToxasamu da je 6poj napmuyuja 0d [5] y mpu 6aoka jednak
25.

Pemneme: mamo jBa ciaydaja xKaja cy 6j0koBu Besmunne 3,1,1 mro
hemo HazBaTV PBUM CiIydajeM, U APYTA Kaja cy 6J0KoBU BeqmuanHe 2,21
mro he Outu Apyru ciydaj.

1) Oso je cayuaj Kaga cy Gsiokosu Besmauue 3,1,1 oxHocHo paguliemo
ca TPOWIAHUM M ABa jesHowiaHa ckymna. O ImeT ejleMeHaTa TPOUIAHA
CKymn MoykeMo m3abparu na 10 HaymHA, JOK jeHOUYIAaHE OJIOKOBE UHHE
[IPEOCTAJI €JIEMEHTH KOjU HUCY YILIN y U300p TPOWIaHOr OJIOKA.

2) Cny4aj kama cy 6okosu Besmamne 2,2,1. Jla 6GucMo nx Jrakmie mpe-
Opojasnu cajia hemo KpeHyTHu IpBO 0J1 U3060pa jeJHOUIaHOT OJIOKA, JIaKJIe
nmamo 5 moryhuocru ja nzabepemo jemnowsnanu 6s10k. O IPeoCTInx de-
THPHU ejleMeHaTa Tpeba n3abpaTh IPBU JIBOUIAHN OJIOK, a TO MOXKEMO ypa-
JUTH Ha (3) = 6 nmaunna. Cajia Tpeba OGuTu ompe3aH jep OBJie He IpUMe-
BYjeMO IIPUHIIII IPOU3BO/IA Tj. 5 - 6 HHUje TaYHO peIlehe, jep aKo CMO Ha
npumep uzabpanu 3a jeauownanu 6ok {1} sarum {2, 3} 3a upsu nowra-
uu 6JI0K, 3a Apyru ABodwIaHu 6JOK HaM mpeocraje {4, 5}, oqHOCHO Halla
naprunpja nsabpaHa Ha osaj Haumd je {{1}, {2, 3}, {4, 5}}. Ucry oy
NApPTHUIUjy CMO MOTJIH JOOUTH W JIa CMO 3a NMpBH 0J0K m3abpamu {4, 5},
a Ja HaM je 3a ApYrHu ABowIaHu 6ok npeocrano {2, 3}. OuurnenHo, ako
OGUCMO MPUMEHUJIN TPUHIIATI MHOXKEHa UCTe apTUIinje bucMo 6pojasiu 1Ba
IIyTa, 1A je Pellehe 3alIPaBo %6 = 15.

Kounauno, ykynan 6poj naprunmja oz [5] y Tpu 610Ka je 36Mp HaIMHA
y caydajeBuma 1) u 2) oxsocuo 10415 = 25.

Hamnomena: lcra uzeja je npuMemena 3a peliaBarmbe mpumepa 3.2
u 3.3.. Caza kKaja 0OBO 3HAMO, MOXKEMO C€ BPATUTU Ha MOYETHU IIPUMED
noryiaB/ba. Kao mro cMo HAITOMEHyJIM TIETOPO Jere Koje Tpeba pacmope-
autu y tpu cobe obenexxkmim cmo peinom ciosuma A, B, C, D, E. Ako
YCIIOCTaBUMO TpECUKaBate Ha ciienehn HadmnH:

A—1
B—2
C—3
D —4
E—5

IIpumehyjemo na je 6poj moryhux pacropeja meTopo Jere jeiHak opo-
jy maprunuja oz [5] Ha Tpu 6J10Ka, re 6I0KOBH ancTpaxyjy cobe. 13 pemte-
Bba IpuMepa 3.2 3HaMO Jla TAaKBUX HapTUIHMja UMa 25, OJTHOCHO IIOCTOjH
25 HaurHA KAaKO MOXKEMO DaCIOPEeIUTH Jielly y Tpu cobe. Y ciydajy na
cobe cMaTpaMo Pas3IMIUTHM Kao mTo cmo Beh Hamomenynu to he yseha-
T 6poj moryhimx pacrnopesa 3a 3! myTa, ogHOCHO 3a Opoj mepMyTanyja 3
pazJyimaure cobe.

IIpu pemasamy npumepa 3.3 oapelhenu 6poj pernrema CMO OIOAIITI
jep cmo ux nperxoauo Beh 6pojasm. OBo ce BpJio decto cpelie ipu pemasa-
by KoMbuHaTopHuX npobsema. Ciienehn mpumep HaBOAUMO J1a 6GUCMO OBY
njiejy NPUOIMKHUIA IUTAOIMMA, MaKO IIPUMED H3J1a3u U3 00JIACTH TeMe.
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IIpumep 3.4 Koauxo 6pojesa usmehy 1 u 5100 nuje desmuso nwu ca 5 nu
ca 37

Pemtemwe: [la Oucmo permuian 0Baj 3aJaTak MPBO NeMO OATOBOPUTH
Ha HUTame KOJIUKO nmMma bpojeBa uamehy 1 um 5100 koju cy gepuBu ca 5.
Hawnme, tux GpojeBa mma 5100 : 5 = 1020. Oxysumamem 5100 — 1020
nobujamo xosimko 6pojea m3amehy 1 m 5100 HuUje mepuBO ca 5, a TO je
5100 — 1020 = 4080. 3aTuMm, youaBaMo KOuko Opojesa m3mehy 1 u 5100
HUje JesbuBO Hu ca b uu ca 3. Hamum cmo nma 4080 nuje nespuso ca 5. Ha
ucrn HauuH Hasazumo aa 5100 — (5100 : 3) = 5100 — 1700 = 3400 Gpojesa
HUje J1esbuBO ca 3. U3rienano 6u j1a ykymnuo 6pojesa uamehu 1 u 5100 koju
HHCY Je/buBM HU ca 5 HU ca 3 uma 5100 — 1020 — 1700, mTo Huje TavHO.
Oxysumajyhu 6poj 6pojeBa Je/bUBHUX Ca 3 MH JOII IO jeJAHITYT Oy3UMaMO
OpojeBe Koje cMO Behl MCKJbYUIMJIN Kao JiesbuBe ca 5. TakBu cy, Ha mpuMep
15, 30, 45,. ... ITomTo cMo Te 6Gpojese JBa mMyTa Oy3eu J1a 6UCMO TOOMITH
TagaHn 6poj 6pojeBa m3mehy 1 u 5100 koju HHUCY Te/bUBM HHU Ca 5 HHU Ca
3, mopamo JogaTu O6poj TakBux OpojeBa. To cy OpojeBu Koju Ccy Ie/bUBH
HH ca 5 HU ca 3, OJHOCHO Je/buBH cy ca 15 m mwux uma 5100 : 15 = 340.
Konauno permeme je 5100 — 1020 — 1700 + 340 = 2720.
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4 CrupauHrOoBU OpOjeBU Apyre BpPCTe

Hedununuja 4.1 Hexa cy n u k nosumusnu ueau 6pojesu. Bpoj nap-
muyugja 00 [n] y k 6aokosa obeaesicasahemo ca S(n,k) u maj 6poj ce na-
susa Cmupaueros 6poj dpyee epcme. [2]

Hanowmena: 13 nedpunnnmje 4.1 crenu S(n, k) = 0 xkazxa je k > n.
Takobe S(n,0) = 0 ako je n > 0 (jep ako UMa HEKUX eJleMeHaTa 32 IOy
Ha GJ10KOBe, TaJa he nmocrojatu Hajmame jeman Giok) u S(0,0) = 1.

IIpupoano ce namelie nurame Koauka je Bpeanoct 6poja S(n, k), a o
HUje TPUBHjaJIHO muTatbe. OHO IMTO CMO JIO CaJjia MPUMETHIH je Ja 6poj
naprungja [n] y k 610koBa 6p30 pacre kako pacre [n]|. Creneha pexkypent-
Ha pesianygja nojadahe HaM MHTYMTHBHO pasyMeBambe 6poja S(n, k).

Teopema 4.1 3a cee nozumushe yeae bpojese n u k maxee da je n > k
saotcu:

S(n,k)=S(n—1,k—1)+k-S(n—1,k).

Hoxkas: JleBa crpaHa jesHakoCTH jenHaka je Gpojy naprunmja ox [n] y
k 610koBa. Paznoxuhemo taj 6poj Ha nBa cabupka u To Ha ciaeaehn HaxmH:
Paznpajamo cBe napruimje y KojuMa je n y jeIHOWIaHUM OJIOKOBHMA, IIITO
he 6uTy npBU cabupak, U OHe TApPTUIMje TIe N yJIa3u y BUIEUYIaHe OJI0-
KOBe, 1rTo he 6utu apyru cabupak. Ha oBaj maumn npsu cabupak he 6utn
6poj ceux naprunuja ox [n] y k 6iaokosa obsnuka {{n},...}, onHocuo mocse
6uoka {n} nne k — 1 6iiokoBa y koje Tpeba pacnopeuru n — 1 ejemeHT, a
10 je ympaso S(n — 1,k — 1). Ipyru cabupax 6poju cBe naprunmje o, [n]
y k 6J0KOBa y KojuMa ce m He HaJa3Wu y jeJHOUJIAHUM OJI0KOBUMa. Bpoj
oBux naprunuja pobuhemo taxo mro hemo n — 1 eslemenT pacuopesutu y
k 6nokoBa, a To je S(n — 1, k). Cana enemenT n Moxkemo ybanuru y 6uio
KOju of oBux k GJI0KOBa, TaKo na TakBUX Hapruigja numa S(n — 1,k) - k.

IMocanenuna: S(n,1) = S(n,n) = 1.

Hokasz: (x) S(n,n) = S(n —1,n —1) +n-S(n — 1,n), Ha oCHOBY
Teopemed.l.
n-Sn—1,n)=0jepn—1<n,

3a cBaKM Ipuposan 6poj n, na Ha ocHoBy medununuje 4.1 S(n—1,n) =
0, oxsocHo umras npoussoxn (n - S(n — 1,n) = 0) na he osaj cabupak
y CBakoj mrepanuju 6mrm Hyna. HAakOH IPBOr MTEPATUBHOT KOpaka (k)
u3IJIeJja OBaKO:

S(n,n)=S(n—-1,n-1)
AKo u3BeIEMO 0Baj UTEPATUBHU MOCTYyHAK N-IIyTa,

Sn—1,n—1)=Sn—-2,n—-2)=..=5(0,0).

y TIOCJIEIbEM KopaKy npsu cabupak y () 6mhe S(0,0), npyru je cBe Bpeme
jemHak HyIu, a 3HAMO /A je,

S5(0,0)=1— S(n,n) =1.

(x%)S(n,1) = S(n—-1,00+1-S(n—1,1)

ayn=1
Omnpa (**) nsriega osako: S(1,1) = S(0,0)+1-5(0, 1), mro je jenHako
1jep S(0,0) =11 S(0,1) = 0.
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6)n>1
Onpa (#%) naruena oako: S(n,1) = S(n—1,0)+1-S(n—1,1), rana
S(n—1,0)=0jepn—1>0,3acsakon > 1, ciemu S(n,1) = S(n—1,1),

crenn, S(n —1,1) =S(n—2,1) =--- = 5(1,1) = 1 u3 gena a).
n=0 1
n=1 0 1
n=2 0 1 1
n=3 0 1 3 1
n=4 0 1 7 6 1
n=3 0 1 15 25 10 1

Cawka 3: Ctupsmarosn 6pojesu gpyre Bpere 3a n o 1 1o 5.[2]

Caza cMo copeMHH Jia permuMo ciiegehn mpobiieM, KOju U3riieia Hero-
BE3aHO HA TIPBU IIOTJIE, AJIU 3aIPaBO HAC omeT mosoau 10 S(n, k). Dop-
Mynanuja npobJieMa HEje HajjeJHOCTaBHUja aJIM je CBAKAKO IMPUMeED Jia ce
ca CTupamMHroBUM OpojeBUMa Jpyre BPCTE€ MOXKEMO CPECTH Ha HAU3TJIe
HEOYEKHBAHUM MECTUMA.

Hexka cy n, k npupoau 6pojeBu u Heka Baxku 1 < k < n. Takohe neka
je h(n,k) 36up cBux (Z:}) MIPOM3BOJA KOjU Ce cacToje o n — k YnHuIa-
Ija, TAKO Jia CBU OBM duHuonu cy ejaementu |k|. Ilonasibame annmaa je
JIO3BOJBEHO, aJIi YMHHUOIM CBAKOT MPOU3BOja Tpeba Ja Oy/ly HAIMCAHU Y
pacryhem noperky. Jurpecuja, u3 nedununuje h(n, k) suaqdu na je h(n,n)
pousBoy, 6e3 YnHUIAIA, 38 KOju heMo 1o JoroBopy MoApa3yMeBaTHh Ja je
jennak 1.

Teopema 4.2 h(n, k) = S(n, k).

C o6supom na nedbunnnuja h(n, k) Huje jeHOCTABHA, TIDE CAMOT JIOKA-
3a TeopeMe pa3zMoTpuhemo JiBa IIpuMepa, Yhje pelaBame he HaMm momohn
3a pasyMeBarbe J0Ka3a TeOpeMe.

IIpumep 4.1 Heka jen =4, u k = 2.
Pememe: h(4,2) =1-14+1-24+2-2=7=5(4,2).
ITpumep 4.2 Hexa jen =4, u k =3.
Pememe: h(4,3) =1+2+3=6=5(4,3).
Pezynrar Teopeme 4.2 je npunmuno msueHahyjyhm, mako Ha TpBH

noryies Besa usMeby h(n, k) u S(n, k) Huje ounrnenna, cieneha Teopema
he nomarno pasjacHuTu Ty Be3y.

Teopema 4.3 3a cee npupodue bpojese n, k maxse da k < n saorcu:
h(n,k) =h(n—1,k—1)+k-h(n—1,k).

JHoxkas: ITo nedpununuju, nesa crpana je 36up cBux npoussoma (n— k)
YMHWIANA KOjU JoJa3e u3 cKyna |k]. OBu mpomsBomu ce MoOry IOJeauTn
y JiBe Kjlace: OHe KOju cajipxke k, 1 oHe Koje He canp:ke. [IpousBonu koju
cazapxe k cy npousBou k u (n—k—1)-unamnnana u3 ckyna [k|. Cabuparmem
CBUIX IIPOM3BOZa OBe Kjace gobujamo k- h(n — 1, k). Oun npoussoau Koju
He caJpKe k Cy 3aIpaBo IPOU3BOAU ejleMeHTa u3 ckyna [k — 1], rako ma
je muxoB 36up h(n — 1,k — 1). Kaga cabepemo 06e oBe kiace mo6ujamo
YIIPaBO OHO IHITO je TpeBAJIo JOKa3aTH.
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IIpumep 4.3 Heka jen =4 u k = 2. Kao wmo cmo sudeau y npemroo-
HOM NPUMEPY, MPu nNpouseoda xKoja ce nojassyjy y h(4,2) cy1-1,2-1,2-2,
0d ceux dea cadpoice 2. Ibuzxosa cyma je:

2:142.2=2-(142)=2h(3,2)

IIpeocmanu npouseod 1-1 we cadporcu 2, maxo da je sanpaso mo cxyn [1],
u jednax je h(3,1).3aucma, h(3,1) ce depunuwe xao 36up céux npoussoda
ca dea wunuoya npexo ckyna [1].

CaJia, KOHAYHO, MOXKEMO Ce BpaTUTH Ha JI0Ka3 Teopeme 4.2.

Hoxkas: Jloka3 hemo n3BecTn MaTeMaTHIKOM HUAYKIHjOM 10 1 + K.

Basa undykyugje: Heka je n + k = 0. To hiemo 3anucaru xao h(0,0) =
S5(0,0) =1, mTo je OUUITIEAHO TATHO.

HMrnoyxmuena zunomesa: Ilpernocrasumo na Baxku h(n, k) = S(n, k)
3a cBako n + k < m. Caxa KXeJIuMo [a JOKa*KeMO 13 TBPheme Baxku u
kaga je n + k = m+ 1. Taga Baxmu:

S(n,k)=Sn—1,k—1)+k-S(n—1,k)
h(n—1,k—1)4+k-h(n—1,k) = h(n,k)

l'ope nHaBenene jennakocTu ciene penom u3 Teopeme 4.1, HHIYKTUBHE
xumnorese, reopeme 4.3.

Teopema 4.4 3a cee npupodne 6pojese n, k maxee da n > k easrcu:

Sn+1,k)=X"(1)S(n—ik—1).

k2

[Ipennocr oBe Teopeme y ogHocy Ha Teopemy 4.1 je Ta mro cy cse
BPEJIHOCTH Koje ¢y HaM norpebHe obumka S(n — 4,k — 1), 0JHOCHO BUXOB
apyru apryment je yBek k — 1. OBO je 3rofHO 3aTO INTO YUEHUIH JIAKO
MOr'y OBy Te€OpeMy Jia UCIPOrpaMupajy u aa nobujy spexsocru S(m, k—1)
3a yHOC HeKor (dukcHOr k u 6mito kKoje m. Takobhe, Huje Hemoryhe ucmpo-
rpamupaTtu u TeopeMy 4.1 agum 6u y TOM cilydajy yUEHHIM MODAJIH Ja
MoKaxKy Belly IporpaMepcKy TEeXHUKY.

Hoxkas: Ilokazaliemo na 06e crpane 6poje nogene [n+ 1] y k 6iokosa.
3a neBy cTpany, 0BO ciean u3 gedunuimje CTupanHroBux 6pojeBa apyre
spcre. Ca zecHe crpane, uspas (?)S(n — i,k — 1) 6poju napruuuje [n + 1]
y k Gi0KOBa TakBe J1a ejieMeHT N + 1 je y 6/10Ky Benuuuse ¢ + 1. 3ancra,
OCTOjU (?) HaYMHA Ja n3abepeMo i ejeMeHaTa Koju he pesmtu OJI0K ca
esieMeHTOM N+ 1, Tasna nocroju S(n—i, k—1) HauMHA Iperpaje NPeoCcTaInx
k — 1 6imokoBa. Ha kpajy cabepemo cBe OBe HadWHe, U TO je KPaj 0Ka3a.
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5 BejsoBu 6pojeBu

Ho cama cmo nwmcanaum o Gpojy mapTHUIja TPUPOJHOr 6poja y HEKOM
dbukcupanom 6pojy Os0KOBa, cajga hemMo ce KOHAYHO, ajad MaJjo, OGaBUTH
OpojeM CBUX MAPTHUIH]A.

Hedbunumuja 5.1 Pasbujare ckyna S na k 6n0K06a je Korexuyuja ckyno-
ea m = {S1,52, -+, Sk}, maxea da sasrcu:

1.) S; #0, 3a ceaxu 6poj j € {1,2,--- ,k};
2.)8:NS;=0,3aceei#j,i,75€{1,2,---,k};
3.)5251US2U~“U51€‘

Csakom pasbujamwy m = {S1, 52, -, Sk} ckyna S ma k 610K0Ba OrO-
Bapa k! ypehenux pasbujama ckymna S Ha k 61okoBa. To cy cBe nmepmyra-
uuje Giokoea pasbujama m. CakoM pasbujamy m = {S1,52,53, -+, Sk}
n— ckyma S Ha k 6710KOBa ofiroBapa pasbujame O6poja n Ha k 1emoBa, Ipu
YeMy Cy JIeJIOBH TOr pasbujamba jemsaku |Si|,|Sz2], - ,|Sk|-

Hexka cy ai,a2,: - ,ar npupomnu OpojeBu duju je 30uUp jemHAK N U
Heka je: By (a1, e, -+, ax) - 6poj ypehennx pasbujama (S1,S2, 53 -+, Sk)
n—ckyna S Ha k 610K0Ba, TaKBUX Aa 3a cBaku 6poj j € {1,2,- -, k} Baxn
1S5] = .

Hedbunnnmja 5.2 Bpoj ceux napmuuyuja [n] obeaesrcasa ce ca B(n), u
nasusa ce Beaos 6poj. [2]

n B(n)
1 1
2| 2

3 5

4 15

5 52
6 203
7 877

8 4140

Camka 4: IIpeux Hekosnko Bemosux 6pojesa. [2]

Kao u xox CrupsmaroBux 6pojeBa, MOCTOje HEKOJUKO (opMmysia KO-
je roBope o 6pojy BesoBux GpojeBa, anu oHe npeBa3uia3e HUBO HACTABE
cpenme mrose. Mehyrum naserthiemo ciienehy Besy usmehy Benosux 6po-
jeBa, KOjy yYeHUIIN JIAKO MOTY Ja TeCTUPAajy 3a HeKe KOHKPeTHE BPeJHOCTH
n WM jour 0oJbe J1a HAIUILY [IPOTpaM 3a pasjmyduTu yHoc Gpoja n. OBy
Be3y JajemMo 6e3 JoKa3a.
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IIpumep 5.1 Odpedumo B, u cea pazbujarva n—ckyna 3an =1,2,3

Pememe: 3an =1: S ={1},B1 =1:m = {{1}}.

Ban=2:5={1,2}, By =2:m = {{1,2}},m = {{1},{2}}

Ban=3:5=1{1,2,3},Bs =5:m ={{1,2,3}},m = {{1,2},{3}},m3 =
{1,345 {2 ma = {{2, 3}, {1}}, s = {{1}, {2}, {3}}.

Teopema 5.1 Hexa cy n,k,a1,q2,...,qr npupodru b6pojesu makeu da
saotcu a1 + a2 + - - - + ar = n. Tada sasrcu caedeha jednaxocm:
_ n!
Br(ai,az,...,a) = el

JTokas: 13 ckyna S Mo:KeMo Ha (:1) HavuuHa U3abpaTH eJieMeHTe 6J10-
Ka S1, 3aTUM Ha (";;‘1)

IIpema Tome mobujamo:
c—1
Bu(on, a2, o) = (1) ("200) o ("TEp ).

[P Ay,

MOKEMO M3a0paTh eJieMeHTe JIPYror OJIOKa WTII.

Teopema 5.2 Hexa je B(0) = 1, mada 3a cée npupodne 6pojese n 6astcu:
B(n+1) =3, Bk (3)-

Joxka3s: Heka je R koneknuja cBux pasbujama ckyna S = 1,2, .- n + 1.
Tana je R = RoU R1 U---U R, rae je Ry Koneknuja oHux pas3bujama
ckyma S, KO KOjuxX ejeMeHT m + 1, mpunana 60Ky koju cagpxu k + 1
enemenara, rue je 0 < k < n. Biok (o3Haummo ra ca Sp) KOju campku
ykynHo k + 1 esemenara ckyna S u Mehy muma u eseMeHT n + 1 MOxke
6uru onpeben na (Z) naumna. Cxkyn S\ So canpxu n — k enemenara, na
MoOKe buTH pa3dujeH Ha B,_j HaunHa. [Ipema ToMe Baxku jeIHAKOCT:

|Rk| = (}) Bn—k, a Ha 0CHOBY Tora 106mjamo,

Buit = Rl = S [Rel = 7o (1) Bk = Sy () Be

3a pernaBame MpuUMepa Koju cjele HeomxoaHe cy HaMm cienehe Teope-
Me, KOje HaBOAMMO 0e3 JT0Ka3a.

Teopema 5.3 Heka cyni,na,- - , Nk padsuuumuy npupodtu 6pojesu. O3na-
wumo ca G(ni,ne, - ,ng;n) 6poj pasbujarea npupodnoz 6poja n, xkod Ko-
jux je cearu 00 denosa jednax Hexom od 6pojesa ni,nz,--- ,ng. Tada 6a-
orcu jednaxocms:

G(na, - ng—1,n65n) = G(na, - np—1,ne;n—ngk) +G(n1, -+ ng_1;n),
npu uemy je:

G(ni,---nj;m) =0, ako jem < 0 uau G(n1,---nj;m) =1, sam = 0.
Teopema 5.4 Heka cyni,na,:-- ,Ng padsusumu npupodru bpojesu. Osna-
wumo ca H(ni,na, - ,ng;n) 6poj ypehenux pazbujarea npupodnoz 6poja
n, Ko0d Kojux je ceaxu 00 deaosa jednar HeKom 00 6pojesa M1, N2, -+ ,Nk.

Tada sastcu jednaxocm:

H(”la”??”‘ ’nkan) = 25:1 H(n17n2"'. ank;n_nj)7
2de je no depunuyuju H(ni,na, -+ ,ng;m) = 0, axo je m < 0 uau
H(ni,na, - ,nk;m) =1, axo je m = 0.
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IIpumep 5.2 Ha koauko nawura ce Ha KOBEPMY MO2Y 3AAENUMU Y HU3Y
MapKe Yy ykynnoj spednocmu 00 40 dunapa, axo cy Ha pacnoagzary (y
dososrom 6pojy) mapke 00 5,10,15 u 20 dunapa? (6a nusa ce pasaukyjy,
axo cadporce ucme mapke Y pasdsusumom pedocaedy.) [5]

Pemteme: 3amarak je ekBuBasienTran ypehenom pasdbujamy 6poja 40 HA
JesioBe Koju ¢y y ckymy {5, 10,15,20}, a taj 6poj pasbujama je

H(5,10,15,20;40) = H(1,2,3,4;8), mro je H(8). Y3 npumep 4.5[5]
u3 meopeme 4.5 [5] je:

H(8)=H(7)+H(6)+ H()+H(4)=H(6)+ H()+ H(4)+ H(3)+
QH(5) + H(4) + H(3) + H(2) + H(4) = H(6) + 3H(5) + 3H(4) + 2H(3) +
H(2) = H(5)+ H(4) + H(3) + H(2) + 3H(5) + 3H(4) + 2H(3) + H(2) =
AH(5) + AH(4) + 3H(3) + 2H (2) = 8H(4) + TH(3) + 6H(2) + AH(1).
Ovuurnenso je H(1) =1

H(2) =2 (1 u 1 num camo 2)

H(3)=4(1+1+1,1+2,2+1,3)

H4) =8 (1+14+1+1,2+1+1,142+41,1+142,242,1+3,3+1,4)

YkymnHo je ouga 64 + 28 + 12 + 4 = 108.

IIpumep 5.3 Ha xoauxo nawuna ce cyma 0d 27 dunapa modce nagmumu
HOBUAHUYUAMA 00:

a) 1 u 2 dunapa?

6) 2 u 5 dunapa?

6) 1,2 u 5 dunapa? [5]

Pemniemwe: 3a pasauky om mpeTxoaHOT puMepa, OBze pas3bmjamo 6poj
Ha JIeJIOBe, TJie Pellocie]] Huje buraH.

a) G(1,2;27) = G(1,2;25) + G(1;27) = G(1,2;23) +2 = --- =
G(1,2,1)+13=14

6) G(2,5;27) = G(2,5;22)+ (2;27) G(
G(2;17)+1:G(257)+G( 12) + 1= G(2,5;

B) G(1,2,5;27) = G(1,2,5;22)+G(1,2;27) =
14

Crmano kao y npsom caydajy G(1,2;22) = 12 (moxemo ysern oz 0 10
11 noBuanuna oz 2 qUHAPA).

G(1,2,5;27) = G(1,2,5;17) + 26 = G(1,2,5;12) + G(1,2;17) + 26 =
G(1,2,5;12) + 9 + 26 = G(1,2,5;7) + G(1,2;12) + 35 = G(1,2,5;2) +
G(1,2;7)+7+35=2+4+7+35=48.

2,5, 17)+G(2;22) = G(2,5;12)+
2)+G(27)+2=3
G(1,2,5;17)+G(1,2; 22)+
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IIpumep 5.4 Ha xoaukro navwuna ce cyma 00 100 dunapa mootce naamu-
mu nosuaruyama 00 1,2,5 u 10 dunapa? [5]

Pememe: G(1,2,5,10;100) = G(1,2,5,10;90)+G(1,2,5;100) = G(1,2,5,10;80)+
G(1,2,5;90)+G(1, 2,5 95)+G(1,2; 100) = G(1,2, 5, 10; 80)+G(1, 2, 5; 90)+
G(1,2,5;90) + G(1,2;95) + 51 = G(1,2,5,10;70) + 2G(1,2,5;90) + 48 +
51+ G(1,2,5;80) 3a G(1,2, 5; 10k)

A(k) = G(1,2,5;10k) = G(1,2,5; 10k—5)+G(1,2; 10k) = G(1,2,5; 10(k—

1))+ G(1,210k —5) +5k+1=A(k — 1) + 5k — 2+ 5k + 1
A(k) = A(k — 1) + 10k — 1
A1) = A(0) + 9 =10
A(2) = A(1) + 19 = 29
A(3) = A(2) +29 = 58
A(4) = A(3) 439 =97
A(5) = A(4) + 49 = 146
A(6) = A(5) + 59 = 205
A(T) = A(6) + 69 = 274
A(8) = A(7) + 79 = 353
A(9) = A(8) + 89 = 442
G(1,2,5,10;100) = G(1,2, 5,10; 70)+2-442+99+353 = G(1, 2, 5, 10; 70)+

1336 = G(1,2,5,10;60) + 274 + 1336 = G(1,2,5,10;50) + 205 + 1610 =
G(1,2,5,10;40)+146+1815 = G(1,2,5,10; 30)+97+1961 = G(1,2,5, 10; 20)+
58 4 2058 = G(1,2,5,10; 10) + 29 + 2116 = G(1,2,5,10;0) + 10 + 2145 =
1+ 2155 = 21546

Hamnomena: Jegpunuyuje gymnryuja, xao u gopmyae xoje ce xopucme
y npumepuma 5.2, 5.8 u 5.4 npeysemu cy u3 yubenukra npogpecopa Ilasaa
Maadenosuha. Kombunamopura, y usdasawmsy AMC. Taxohe ce moey
nahu dokasu meopema 5.3 u 5.4.[5]
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6 Ilaprumnuje meaux 6pojeBa

6.1 Hepactyhu koHaynu HU30BHU IieuX OpojeBa

Ha noderky morsiaB/ba pasMOTPUMO jeJlaH BPJIO MJIYCTPATUBAH IIPO-
OJ1eM.

Veaten cenmabe nopoguna CrankoBuh mMopasia je Jia npeBese JBajieceT
unenTnIHUX KyTtuja. locnoguua CrankoBuh XTeo je j1a 6GpP30 mpeHece CBe
KyTHje, TIa je TOCerao /a HOCH IO HEKOJUKO KyTHja mcToBpeMeno. Mehy-
THUM, TI0CJIe HEKOJINKO BpEMeHa ITOCTajao je CBe YMOPHHU]jH, I1a je 6uo cpehan
aKO je MOrao HOCHTH HCTH OpOj KyTHja Kao Ha IIPETXOHOM IIyTOBAILY W3
kaMuoHa 110 Kyhe. O TexXuHe 1OCIa HUje HU MOrao Jia nomucyu ja he
noBehaBaTu 6poj KyTHja Koje MOXKe Jia HocH y jenHoj Typu. Ha Komuko pa-
3nmanTnx HaauHaa rocroans Crankosrh moxke na yaece 20 kyTuja y kyhy?

Osaj npobiyieM MOXKe JIMYUTHU HA KOMIIO3UIUje, ajli 3aIpPaBo MMpobjem
je xommekcuuju. Hamve, kyTuje jecy mehycobHo neHTHYIHE IITO JOJATHO
acornrpa Ha KOMIIO3HUIH]je, 3HAMO JIa UX UMa JIBAJIECET U YKEeJTUMO Ja BUIN-
MO Ha KOJINKO Ha4MHA JBAJIECET MOXKEMO Ja Pa3JIOKUMO Ha 30Up IIPUPOJI-
HuX OpojeBa, MehyTuM, 3a PasnKy O KOMIIO3UIHja, BEJININHA cabupaka
He cMe Jia ce noBehasa, 36or ymopa rocropuna Crankosuha. Witycrpanuje
pagu 12 + 8 je npuxBaT/buBo aiu 3 + 4 + 1 + 10 Huje.

OBo mnokasyje ja umamo mocsa ca apyradujum (u sugehemo, MHOTO
TEXMM) NPOBIEMOM HEro y mperxogHoM ozebky. Cneneha nedunnimja
[IOYHEbE J]a MIOCTaB/ha, OKBUP 3a PYKOBakhe OBOM HOBOM BPCTOM IIPOOJIEMA
Habpajama.

Hedbunnnmja 6.1 Axo je xonauwan nus (a1, az, -+ ,ar) npupodnur 6po-
jesa Koju 3a0080a06aJY HEJEOHAKOCU A1 > A2+ > Gk KGO U 06 8AHCU
ai1+az+---+ar =n, 2de jen € N, onda marxas Hu3 306eM0 NAPMUYUIOM
npupodnoz 6poja n. Bpoj osaxeux napmuyuja obesescasahemo ca p(n).

Kao mro Buammo, MOHOBO ce KOPUCTH TEPMHH NAPMUUUJQL KAO U Y
MIPETXOAHUM IIOTJIABJBUMA, Al YUTAOIy he M3 KOHTEKCTa OWTH jacHO y
KOM 3HadYemy je yIoTpeb/beH TEPMUH Napmuyuja.

Canenehn npumep ciry»ku Kao nirycrpaiyja rope HapejieHe JiepuHurmje.

ITpumep 6.1 Ilosumusan 6poj 4 uma 5 napmuyuja:
(4),(3,1),(2,1,1),(2,2),(1,1,1,1).

IIpumep 6.2 Ilosumusar 6poj 6 uma 11 napmuyuja:
(6)7 (57 1)’ (47 17 1)7 (47 2)’ (37 3)7 (37 27 1)7 (37 17 17 1)’ (27 27 2)7 (27 27 17 1)7
(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1).

Hpumep 6.3 Odpedumu 6poj nodckynosa ckyna {1,2,---2n} y xojuma
jeonavwuna © +y = 2n + 1 nema pewerve.

Pememse: [Tocmarpajmo mapose (1,2n), (2,2n—1), -, (n,n+1). [Ipn
dopMupamy 0BUX CKYIIOBa U3 CBAKOT Mapa MOXKEMO n3abpaTy HajBHIIE 110
jenan 6poj. Unyhu o mapoBumMa, MoxkKeM0 u3abpaTu, IPBU, JAPYTU WX HU
jeman om 6pojeBa (Tj. mmamo Tpu moryhuroctn). IIpema ToMe mMa yKymHO
3" HauuHA.
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IIpumep 6.4 Ha xoauro Hauumna moocemo udabpamu 06a 0ucjynkmma
nodckyna u3 ckyna ca n esemenama?

Pemiemwe: Ceaku on n ememenarta Moxke ma 6mpa: xohe jm ma 6yme y
[IPBOM, JIDYI'OM WJIM HUjEJIHOM O] cKymnoBa. Bpoj nzbopa je 3". ITomro e
padgyHaMo u360p y KoMe cy oba CKymla mpas3Ha, Opoj J03BoJbeHUX m36opa
je, 3" — 1,na IIONITO HAC He 3aHUMAa KOjU je CKYII IPBU a KOJU APYTH, pe-

N L |
meme je *——.

ITpumep 6.5 /[oxazamu da je 6poj napmuyuja 6poja n 6e3 cabupara jeo-
naxuzx 1 jednax: p(n) — p(n —1).

Pemteme: Nmamo jennocrapuy Gujekiujy mamelhy maprunuja 6poja n
Y KOjuMa ce mojasibyje cabupak 1 m cBux maprunmja 6poja n— 1 (6pucame
cabupka 1). akise, mehy p(n)napruimja 6poja n y taquo p(n — 1) mux
ce IojaBJbyje jeJIMHUIIA.

Crieneha ciimka npeacraBba BpeIHOCTH Pp(n) 33 MPBUX HEKOJMKO IPU-
ponHux 6pojesa.

n p(n)

1 1

2 |
3 3

4 5

6 11

7 15

8 22

Cuika 5: Bpegaoctn p(n) 3a NpBUX HEKOJIHMKO 7

OnpebhuBame onmre dopmyse 3a u3padyHaBarmbe BpegHocTu p(n), 3a
6uI0 Koju mpuposan O6poj n, 6una je 06/1aCT UCTPAKUBAIHA, Y UCTOPHjU,
3HavYajHUX MaTeMarudapa nonyTt Pamanynana, Xapauja, Pagemaxepa.

Kana ynopenumo speanoctu B(n) u p(n) 3a ucre mpomeHe napamerpa
n, youaBaMo Ja BpegHoct B(n) 6pxke pacre y oxHocy Ha p(n). Y mperxo-
HUM TIpobyieMuMa U popmyiamMa IpedbpojaBama ca KOjuMa CMO Ce CPeJn
y PAHUjUM TIOIJIAB/bUMa, OUJIE Cy, IPOrPAMEPCKUM PEYHUKOM, €KCIIOHEH-
[MjaJIHE BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH , 1!, 2("71),11’“7 -+- @ynkuyja p(n) 6pxe
pacTte o TOJIMHOMWjaJTHe (PYHKIMje, a CIOpHUje Ol eKCIIOHEHITHjaTHe, U
0BO HABOAMMO 0e3 JoKa3a, ¢ 003UPOM Ha TO Jia NPEeBA3WJIa3h HUBO HACTA-
Be KOjU MOXKe Jia Ce CIIpoBejie y cpeimo]j mroau. Crenehia treopema, Kojy
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Takohe HaBOJAMMO 0O€3 JI0Ka3a M3 rope HaBeJIeHUX pasJjiora, jalie orneHy pa-
cra dyHkuuje p(n), Koja je aApyradmja of CBUX IIPETXOJAHUX (DYHKIHja C
KOjUMa CMO C€ CPeJIM y IPETXOJHUM IIOIVIAB/bAMA.

Teopema 6.1 p(n) ~ ﬁ exp(m- /&), xada n — occ.

Moxka ce ydeHUIMMa Ha TPBU TOTVIEH, YIMHU na umak p(n) pacre
€KCIIOHEHIIM]aJIHUM PACTOM, HOIITO Ka0 IITO je HABEIEHO Y TEOPEMHU, €K-
crioHeHIjaaHa GyHKIMja durypuiine y uspady. Mehyrum, Tpeba obparu-
TH MaKIby Ja HEje eKcrnonennmjia dbyHnkmmja ox n, seh ox v/n. Hapasno,
MYJITUTLTAKATABHU KOEMDUIINjeHT % Hehie OUTHO yTHUIIATH HA CJI0KEHOCT M3-
pasa Kaja n — 0o. Kao mro je mosHaTo, KOJIMKO TOJI J1a je Majia KOHCTAHTa
a, dyHKIIja exp ar O6pke he pacTu HEro JecHa CTpaHa NCKa3a y Meopemuy
6.1 u camum M 6p2ke he pactu ox Bpeauoctu p(n). okas meopeme 6.1
HaBezeH je y [1].

Y nHapemHOM OofesbKy Omhe IpeaCcTaB/beH 3aHUM/BUB aJIaT 33 BU3yaJIn-
3aIjy MapTUlfje MPUPOIHUX OpojeBa, Ha3BaH y YacT aMEPUIKOT MaTe-
marmdapa Hopmana @Pepepca, Pepepco mujarpam. Hamme, on je jeman
OJ1 IPBUX MaTeMaTHIapa KOju ce 6ABMO OBOM ITPOOJIEMATUKOM.

7 ®DepepcoBu JujarpamMu

DepepcoB ujarpaM BE3yaau3syje jeany naprunmjy (a1, -« , ag) MOMO-
hy kBajgpaTa Koju duHe IpaBoyraony mpexky. [IpBu pej cacroju ce ox ai
KBaJpaTa, TPy PeJ O G2 KBaJpara U TaKO Jajbe PEJIOM, KOHAYHO k-Th
pen unnuhe aj KBajpaTa.

Crneneha cimka mpejncrasba PepepcoB amjarpamM KOju BU3yausyje
naprunujy (5,3, 2).

Crka 6: @epepcoB jujarpam

ITocmaTpajmo cajt iBe Hapeme ciuke. Jlomarao he Ha 3Hagajy j106uTH
DepepcoBu IujarpamMu.

Kao mro Bugumo, qujarpam JIeBO MpeACTaB/ba BU3YAJIU3AIN]y TapTU-
yje (4,3, 1), 1ok aujarpam JecHoO IpezacTasba naprunujy (3,2, 2, 1). Jlako
je youbMBO Jia OBa JBa JHjarpamMa Jjude, HauMe ako OMCMO Ha JIECHOM JIU-
rpamy Opojay KBaapaTulie 1o KoJoHaMa, y IpBOj nMaMo 4 KBagapaTruha, y
Zpyroj Konouu 3, 7ok y Tpehoj 1. OxnocHo, ynpaso 6ucmo nobumu (4, 3, 1),
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Cruka 7: ®@epepcoBu ujarpamu

a Ta MAPTHUIMja je mpelcTa/beHa JeBUM aujarpamom. Ha oBaj mHaumn mo-
JIA3MMO 10 LIOjMa KoMjyzosane napmuyuje. Yupaso naprumuje (4,3,1) u
(3,2,2,1) cy mehycobno konjyrosane. 3uauaj PepepcoBux aujarpama je y
TOME IITO CA CJIWKE jaCHO yodaBaMO KOje Cy JIB€ IapTHUIHje KOH]yTrOBaHe
0e3 uKakBe crpore JiebuHUIT]E.

Axko To mMasio dopmasamje uckaxkemo jgohu hemo no cnenehe dopmy-
namuje: 3a npupodre bpojese n, k, maxse da je k < n, 6poj napmuyugja 0d
n Koje umajy Hajmaree k denosa jednax je 6pojy napmuyuja 00 n Y Kojuma
je najeehu deo najmarse k.

Ciemehu mpumep he mocyKuTu fa JOJATHO MOjaCHU (DOPMYJIAIIH]Y.

IIpumep 7.1 Hexa je n = 5,k = 3. Bpoj napmuyuja 00 n xoju umajy
nagmarse k deaosa je 4. To cy pedom (3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1).
Jlox je 6poj napmuyuja 00 n y Kojuma je najeehiu deo najmaree k maxohe
4. 1 mo cy pedom (5),(4,1),(3,2),(3,1,1).

Hapmuuugja p 00 n xoja uma najmaree k denosa odzosapa Pepepcosom
dujazpamy 0d n xkeadpama Koju uma Hajmaree k pedosa. Konjyzosana nap-
muyuja napmuyufu p y odnauu p’, wuju je najeehu 0eo Hajmaroe n uma
najmaree k xoaona (jep je npeu ped najmaroe dyorcune k). daxae, usmehy
napmuyuje p u p’ Mmostcemo ycnocmasumu bujexuujy, wmo hemo doxasa-
mu y dawem moky pada.

Teopema 7.1 3a ceaxu npupodar 6poj n, 6poj napmuyuja 00 n Y Kojuma
cy npsa dea deaa jedwaxa, jedwax je 6pojy napmuyuja 00 n Yy Kojuma je
ceaKu deo najmaree 08a.

Hoxka3z: IIpBa j1Ba gesa napTuimje o n Cy jeJHaKa ako Cy IIpBa JBa
pena PepepcoBor gmjarpaMa, KOju PENpPE3eHTYje OBY MAPTHUIIN]Y, jeaHa-
ka. CBaku J1e0 maprunuje ojf m HajMame je 2, aKo Cy IpBe JiBe KOJIOHE
werosor PepepcoBor nujarpama jenHake. lakie, mapTunuja u moj KOH]jy-
roBaHa HapTHUIMja UMajy UCTH OPOj eleMeHaTa.

Teopema 7.2 Hexa je m > k > 1. Jlea ckyna napmuyuja 0d n umajy
ucmu 6poj eaemenama:
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1) Ckyn napmuyuga S 00 n na m 064066 00 KOJUT je HAIMATU BEAUNUHE
k.

1) Cxyn napmuyuja T 00 n na m — 1 desaosa y wojuma je k—mu deo
eehiu 00 (k + 1)—o0e deaa u najmarou deo je najmarve sesuvune k.

IIpe mero mTo Oyme n3/I02KeH T0KA3 TeOpeMe, HABOIUMO je/IaH IpUMep,
pajy JIOJATHOL I10jallEbErba.

Ilpumep 7.2 Heka je n = 10,m = 4 u k = 2. Tada ce ckyn S u3s 2op-
rwe meopeme cacmoju 0d (4,2,2,2) u (3,3,2,2), dox ce ckyn T u3 2ope
nasedene meopeme cacmoju 00 napmuyuja (5,3,2) u (4,4,2).

Cana hemo mznoxkurn nokas Teopeme 7.2.

Hoxka3z: Heka je f npeciukasame takso ma f:S — T. Heka je s € S.
Vkitonnmo nocuensu pen n3 PepepcoBor aujarpaMa caunmbeH oJf k KBa-
Jparta, U paclopeaInMo paBHOMEpHO k KBajpaTa Ha Kpajese MpBux k pe-
noBa mpeocrasior obsimka. Tako mobujern Pepepcos aujarpam u gasbe he
uMaTH n KBaapara, u Baxkulie na je k—ru pex sehu oz (k + 1)—or pena,
HOIITO My je JIO/leJbeH HOBU KBajpaT 3a pasiuky of (k + 1)—or peja ko-
Me HuTa HuCMO gojenmin. Komx oBako mobujenor PepepcoBor aujarpama
[IOCJIEIIbY PeJI UMa HajMame k KBaJpara, MOIITO HEje Morao ouru kpahu
of1, ykJiomeHor pejsa. Heka oBaj HoBu PepepcoB jmjarpamMm Ha30BEMO, JTH-

jarpam f(s).

Y3MuMO TPOU3BOJBHO ¢ € T'. YKJIIOHUMO KBaJipaTe ca Kpaja CBAKOT O
npBux k pemoBa. Moxkemo 0BO ma ypaammo 3aro 1mTo je t € T. 3artum,
dopMupaMo HOBH pej| Oj OBUX k KBajpaTa ¥ JIOJAMO Ha JIHO JUjarpama
oz t. Ako oBako HOBOOOUjeHH aujarpam obesieskuMo ca s, Taga f(s) =t.
Hame, 3a 6umo xoju obuk s', nujarpamu f(s) u f(s’) ne mory 6utu umen-
TUYHE 3aTO IITO aKO Ce i-TH PeJl Ol § Pa3/IMKYje Of i-TOT pefia of s , Taja
he ce paznukoBatu u i-tu pen o f(s) o i-ror pera ox f(s').

Hexka je g : T — S npecimkaBame Koje gujarpamy u3 1’ npuapyxKyje
aujarpam u3 S Ha ciaemehu HaunH. VI3 cBakor on k mpBUX BPCTa y3UMAaMO
1o jeman kBagpaTtuh m cMerrramo y m—tu pea. lIpeciunkaBame je mob6po
nedunucano jep aujarpam u3 1, Oyayhu fa je HajMamu J1e0 BeJmInHe Behe
wim jeqHako on k m uma m — 1 > k genosa, uma 6ap mo k kBajpartuha y
CBaKOj BPCTH, Ia HOBOJOOMjeHn aujarpam uma m — 1+ 1 = m menosa of
KOjUX je HajMamby BeJuduHe k.

Jloka3 MHjeKTUBHOCTH ¢ je aHaJjoraH ofronsapajyhem nokasy 3a MHjek-
TUBHOCT f.

Cenmeha ciiuka wiycTpyje 1okKa3 TeopemMe 7.2
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Cnuka 8: Teopema 7.2

8 OjnepoBa Teopema O IIETOYTAaOHUM OpPO-
jeBumMa

YV oBoM mnorsaby 6uhe n3s10’keHa TeopeMa KOja UMa TOJINKHU 3Hadaj 12
je 3aBpenesia fqa nobuje HA3WB IO MPE3UMEHY jeJHOI OJf HajIapOBUTHjUX
MaTeMaTHYIapa y UCTOpHju doBedaHcTBa Jleonapay Ojrepy.

C 063upoM Ha KOMILTEKCHOCT MCKa3a Kao W JoKa3a Teopeme, bulie joj
nocseheno unraBo morsasibe, n 6uhe yBenena noraruja Koja he ce xkopu-
CTHUTH y JIOKa3Yy.

Hedbuuannmja 8.1 Bpoj pd,neparnih(n) 03hauasa 6poj ceur pasiuuumur
napmuyuja 6poja n wa Henapan 6poj desosa, NPu “emy cy ceu 0eaosu
MeHYcobHO Pa3AUMUMU.

Hedunnnmja 8.2 Bpoj pd,parnih(N) 03nauasa 6poj céuxr pasiuuumuz
napmuyuja 6poja n Ha napar 6poj desosa, Mpu uemy CY ceu 0es08U Me-
hycobro passuvumu.

YHopeauMo BPeJHOCTU 6POja Pd,neparnih (M) 1 OPOja Dd,parnih(N). AKO
je n = 3, oba oBa 6Gpoja yzehe Bpeauoct 1. Mcro Baxku u ako je n = 4.
MebyTum, 3a n = 5 umamo ciezehe:

Pd,neparnin(5) =1 ((5)), 10k je,

pdypar’m'h(5) =2 ((4,1)7 (372))'

3a n = 6, Hajga3uUMO 1a je pd7n5pmmh(6) = 2, W TO Cy HapTUIH-
je ((6),(3,2,1)). Takobhe pd,parnin(6) = 2, u To cy caenehe naprunuje:
((5,1),(4,2)).
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3an = 7 umamo cnenehin ciaydaj: Pd,neparnin (7) = 2, 1 TO Cy naprunuje
((7), (4,2,1)). Tok je pa,parnin(7) = 3, u To cy maprummje ((6, 1), (5,2), (4,3)).

ITpumeliyjemo 13 0BUX IpUMepa 1a Cy BPEJHOCTU OPOJEBA Pd,neparnih (1)
U Pd,parnih (N) WIA JeJIHAKA UK j€ Pd,parnih (N) Behn 38 1 0 Da,neparnih (N).
Kemmmvo na ycranosumo kana he pd neparnih (M) B Pd,parnin (n) IMaTH jen-
HaKy BPEJIHOCT, a Kaja he ce pasiukoBaTu 3a 1. Mehyrum, Hajupe hemo
MPUMETUTHU TOCTOjarhe JOIN jedHOr ciaydaja. 1o je ciaydaj kKamaa je 6poj
Pd,neparnih (n) Behu 3a 1 oz 6p0ja Pd,parnih (n)

ITpumernmo, 3a n = 1 u n = 2 Baxkuhe caeznelie: pa neparnin(n) = 1
JIOK j€ Pd,parnin(n) = 0. OBaj ciyqaj hie ce monosutn u 3a n = 12, nanwme,
Bazkuhe:

Pd,neparnih(12) = 8, To cy mapruimje:

((12),(9,2,1), (8,3,1), (7,4, 1), (6,5, 1), (7,3,2), (6,4,2), (5,4, 3)).

Dd,parnik(12) = 7, TO cy maprunuje:

((117 1), (10,2), (9, 3), (8,4), (7, 5),(6,3,2,1),(5,4,2,1))

3a npBa 34 npupoaHa 6poja Baxkuhe ciemelie:

pd,parnih(n) 7pd,neparnih(n) =-1,3an=1,2,12,15.
pd,parnih(n) - pd,neparnih(n) = 17 3a n = 57 7, 22, 26.
Pd,parnih (M) — Dd,neparnin(n) = 0, y OCTAINM CIIy4dajeBUMA.

CaJia KaJ1a CMO HAIIpaBUJIM aeKBaTaH yBOJ U u3j0xKuiu 1pobiem, Oj-
JlepoBa TeopeMa lie 1aTh 0JroBope, O PasJIMIU BPEJHOCTH Pd parnih(n) 1
Pd,neparnih (n)

OcraJsio je jormr camo fa JAedUHUIIEMO MEeTOyTraoHe OpojeBe W MOXKEMO
U3JI0KUTH UCKA3 TEOPEME.

ITpumerumo ma Gpojese 1,2,5,7,12,15,22,26 - - - MOXKEMO 3aIUCATH Y

06Ky 2 22_j , e je j meo 6poj.

. . . 27
Hamnwme, axo je j = 1 umamo cirenehe: % =1.

ok 3a j = —1 umamo ciiezehe: W = 2.

W tako pemom 3a pasiaumduTe 1eI00pOjHE BPEIHOCTH MPOMEHUBE j 10~
ouhemo ocraJje 6pojese.

Hedbununuja 8.3 IIpupoduu 6pojesu n maxeu 04 ucnyrbasajy jedna-
Kocm: n = (3]'2 —7)/2, 3a nexo j € Z masusajy ce nemoyzaoru 6pojesu.

Amnasnormja u3amely oBux 6pojeBa u HeTOyIIa 1MOCTaje OYUIVIETHA KAIa
BHIMMO HAPEJHY CJIMKY Ha KOjOj Cy HaBeJIeHM HEKH IIeTOyraoHu OpojeBn
3a pa3jIM4YuTe BPEIHHUCTO j, CTOra U OBaKaB HUXOB HA3UB.

Teopema 8.1 (Teopema o nemoyzaorum 6pojesuma)

Hexa je n € N, mada sasicu:
Dd,parnih(N) — Dd,neparnih(n) = 0, axo n nuje nemoyzaonu 6poj.

Pd,parnin () — Pdneparnin(n) = (71)j7 ako n = (3j2 = J)/2, ede je
jEZ.
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Ciuxka 9: Ileroyraonu 6pojeBu

IIpe mero mrro mpebemo Ha moka3 Teopeme, yBoamMo o3Hake. Heka je
T cKyIl CBUX HAPTHIHja KOje OBPOJUMO Ca Pd,parnih (M), JOK je CKyI S CKyn
CBUX IapTHUIHUja KOje GPOJUMO Ca Pd neparnik (1)

Joka3 (Teopema o meroyraoHuM GpojeBuma):

Heka je s € S, m neka ca poslednji(s) obemexxkaBaMo mocaeamu 6poj y
naprunuju s. Heka je s = (s1,++- , St), L€ CY S1,+ -+ , S¢ PEIOM HPUPOIHA
6pojesu. OxHocHO, poslednji(s) npeacraBba 6poj KBaJpaTa y IOCIEIH0]
Bpctu PepepcoBor aujarpama, KOJUM je TpeicTaB/beHa mapruimja s. [lo-
IITO BayKM IIOPEJIaK TaKaB Ja §1 > S2 > - -+ > S, OJ] UHTEPeca je Ja 3HaMO
J1a JIU cy OBU OpOjeBU Si,- -+ ,S¢ y3aCTOIHU IIPUPOJHU OPOjEBH, ITOUEBIIH
on majseher ka majmamem. O6ene:kumo ca uzastopni(s) 6poj wiaHOBa HU-
3a KOjH UCITYHaBajy OBaj yCJIOB.

YV aHIIOCAKCOHCKO] JINTEPATYPH KOPUCTH CE€ TEPMHH Stair (eng.) Koju
y IIPEBOMLY Ha CPICKHW 3HA4YM cTerneHuie. AHajoruja je jacHa jep ymnmpaBo
®DepepcoB aujarpaM y3acTONHUX IPHPOLHUX OpojeBa M3riiesia Kao Crere-
HUIIITE.

ITocmarpajmo npumep: ako je s = (5,3, 1), rana he uzastopni(s) 6urn
1, 3aTo mTo ce Beh apyru 6poj y mapTuiuju pa3iuKyje 3a BUILIE O jeJaH
OJI, IPETXOJIHOT, IITO BaXKU M 3a IMOCJE/bH U MPETIOCIe by 6poj y nap-
TULHJU.

DepepcoB aujarpaM Koju npezacrasija maprunmjy s = (5,3, 1) npuka-
3aH je Ha cienehoj caurm.

Axo je s = (4,3,1), taxa he uzastopni(s) 6uru 2, nok fie y upumepy
s=(6,5,4,3,1), uzastopni(s) 6uru 4.

DepepcoB aujarpaM Koju npejicrasija mapramyjy s = (6,5,4,3,1)
MpUKa3aH je Ha ciaeaehoj conim.
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Cumka 10: maprunuja s = (5,3, 1)

=

Cumka 11: maprumuja s = (6,5,4,3,1) u uzastopni(s) = 4

Haxkon yBobhema 6pojesa poslednji(s) n uzastopni(s) pasmorpumo cJe-
nehe.

Hexka je n npupoman 6poj, HeKa je jmaTa mapruimja s 6poja n cacra-
BJbEHA O] k pa3IMYuTUX JIeJI0Ba U HEKa je s upejcras/beHa PepepcoBum
nujarpamoM. Kao mro cmo Hasenu poslednji(s) je HajMamu 1e0 mapTu-
umje (6poj kBajpaTrha IOCIIEEe BPCTE nujarpama), JIoK je uzastopni(s)
6poj MPBUX ejleMeHaTa MApTHUIlje Koju cy y3acromuu 6pojesu. Ha cieme-
hoj camu poslednji(s) obojenn cy npseHoM 6ojoM IOK cy uzastopni(s)
0bojeHn 3esieHOM 6GOjOM.

Camka 12: maprunmja poslednji(s) u uzastopni(s)
ITocmaTpajmo aBa ciayuaja:
1. poslednji(s) < uzastopni(s)
2. poslednji(s) > uzastopni(s)

VY cayuajy kana Baxu poslednji(s) < uzastopni(s) Moxe ce mocyestba
BpCTa IIPEMECTH Ha HAYMH Kao IITO je IpeJCTaB/beHo Ha cieaehoj couim.
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Ciuka 13: (5,4,2), poslednji(s) = 2, uzastopni(s) = 2,k = 3. Ougrosapajylhia
napruija napruiyju (5,4, 2) je (6,5).

VY cayuajy xaga Baxku poslednji(s) > uzastopni(s) mociemma mosba
upBux uzastopni(s) pegoBa MOry ce IPEMECTHTH Ha JIHO JujarpaMa, Kao
LITO je IPHUKa3aHo Ha cjefehoj caumm.

HNE

Cauka 14: (6,5, 3), poslednji(s) = 3, uzastopni(s) = 2,k = 3. Oxrosapajyha
napruiuja napruipju (6,5,3) je (5,4, 3,2).

Nsyserak je kana Baxku poslednji(s) = uzastopni(s) = k, rue je k
6poj Bpcra aujarpama. OBaj cirydaj 6uhe npencrasibeH Ha cienehoj ciu-
.

Cauka 15: (5,4, 3), poslednji(s) = 3, uzastopni(s) = 3,k = 3.

V oBOM ciIy4ajy, Kao MITO WIYCTPYje CIMKA, HE MOXKEMO IMPEMECTUTH
MOCJIEEbY BPCTY JIMjarpaMa, jeJHO MOoJbe OM OCTAIO HA CBOM MECTY, OFHO-
cHo ocraJio 6u Hepacnopeheno. Ha oBaj Haunn y HOBomoOMjeHO] mapTUIujn
BaxxmiIo 6u poslednji(s) = 1 < uzastopni(s), Te hemo ce Ha 0Baj ciydaj
BPATUTU HAKHAJIHO.

CaJia pasMoTpuMo cirydajeBe y KojuMa Baxku poslednji(s) > uzastopni(s).
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Kao mTo ¢cM0 mpeTxoHO HAIIOMEHYIN OBJE MOYKEMO Jia PACIOPEIUMO
HocJIe/iha I0Jba IIPBUX uzastopni(s) Bpcra Ha JHO Aujarpama. Y OBOM
cydajy y moOmjeHoj mapTuiyju BPeIHOCT uzastopni(s) ce He MOXKe CMa-
IBUTH JIOK BPEIHOCT poslednji(s) y HOBOmOOMjE€HOj MAPTUIM)H MMa BpeEJ-
HocT uzastopni(s) u3 crape naprunmje. Tako na Baxu poslednji(s) <
uzastopni(s) Kao y IPBOM CJIydajy.

U oBzme mmaMo jefaH CIeNUjadHU CIydaj Kaja Baxku poslednji(s) =
uzastopni(s) + 1, u uzastopni(s) = k, rue je k 6poj spcra ®epepcosor
nujarpama. Taxobe, oBaj ciyuaj 6uhe npukazan Ha cienehoj coaumu.

Cauka 16: (6,5,4), poslednji(s) = 4, uzastopni(s) = 3,k = 3.

Kao mTo ce Buau ca ciuke, Kaja O TOC/IEIbe JeJI0OBe U3 IMPBUX
uzastopni(s) pemoBa pacnopeausn Ha THO AmMjarpama, 1oouam 6u nocse-
Bba JIBa peja Koja 0u O6umia ca UCTHUM OpojeM JiesioBa. Y KOHKPETHOM IIPH-
Mepy ca cJMKe Kajaa 6u u3 npsa Tpu pega (jep je 6poj uzastopni(s) = 3)
pacnopenniu Ha JHO aujarpama aobwiam Ou [aBe MCTEe BPCTE Ca MO TPH
KBaJj[para.

Jlaxite, ocuM y 1Ba HaBeJeHA CIeNUjasIHa CiIytdaja, HapTHIHje Koje Uc-
ymaBajy ciaydajeBe 1 m 2 ce Mory ynapuru - TpaHcdopmaruja je O6u-
jektuBHa. OHOCHO CBaKy MAPTHUIIM]Y Ca MApHUM OpOjeM JeJI0Ba MOXKEMO
[PECJIMKATH y MAPTHUIH]y ca HenapHuM GpojeM sesioBa, u 06puyTo. OHO0-
CHO 6POj Pd,parnik(n) 6uhie jenHAK Dd neparnih(n). IIpuToM ce 6poj mesosa
HOBe TIapTullje y cay4ajy 1 cmamyje 3a jeaH, a y ciay4ajy 2 nosehasa 3a
jenam.

Y oba caydaja, mapHocT Opoja Jei0Ba yIIapeHuX MapTUIHja Ce Pa3JIn-
Kyje, IITO 3HAYU Ja j€ Dd parnik(N) — Pdneparnih(n) = 0.

Caga ocTaje pa3MOTPUTH JiBa HABEJIEHA CIIENMjAIHA Caydaja. Y ciIyda-
Jy xaga je poslednji(s) = uzastopni(s) = k, tne je k 6poj Bpcra @epepco-
BOT HjarpaMa KOjuM je IpeicTaBibena maprummja s. [lpumernmo cienehe,
Heka je p = poslednji(s), 300T jeJHOCTABHUjer 3aIKCA, TAJA BaXKU:

n=p+p@++---+p+k-1)=

=k- %’H, Kako je p = k y oBOM ciyd4ajy, Taza je,

— . 3k=1 _ 3Kk

2

OpnHocHo, 1 je nmeroyraonu 6poj.

U y apyrom crnenmjagHOM CIydajy Kaga Baxku na je poslednji(s) =
uzastopni(s)+1, u uzastopni(s) = k, rae je k 6poj Bpcra Pepepcosor au-
jarpama. IToroBrhemo o3HaKky 360r jesHOCTaBHUjEr 3anuca poslednji(s) =
p, OMHOCHO p = k + 1.

n=p+@E++--+({+k-1)=
— k. ptptk—1

_ pEELRRIbk1
— : —
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Taxkobe, 3ak/pydyjemo J1a je n meToyraonu 6poj, OJHOCHO 0ba Crerujali-
Ha cJIydaja ce jaBjbajy caMo y Ciydajy KaJa je n neroyraonu 6poj. U raga
hie 6UTH Dd,parnih (M) —Pd,neparnin () = 1 Kaza je k mapHo 1 0BO je yOU/bHBO
n3 jedunnnuje neroyrasor 6poja. ok he pd parnih () — Pd,neparnin(n) =
—1 3a mHenapuo k.

38



JIureparypa

[1] G. Andrews. The Theory of Partitions. Addison-Wesley, 1976.

[2] Miklos Bona. Introduction to Enumerative Combinatorics. Mc GRAW
hill, 2007.

[3] Cpbhan Ormanosuh 2Kusopax Usanosuh. 36upka sadamaxa u mecmo-
6a 3a IV pasped 2ummasuja u MeTHUNKUT WKOAQ. 3aBOJ 32 YIIOEHIKE
¥ HacTaBHA cpeacTsa, 2005.

[4] Oyman Teoprujeuh Munytun O6pamosuh. Mamemamuka ca 36up-
Kom 3adamara 3a 4. pa3ped cpedrve wroae (2umnasuje npupooro-
MAMEMATMUNKO2 CMePa. 3aBOJL 3a yIOEeHWKe M HACTaBHA CPEJICTBA,

2011.

[5] HlaBne Maanenosuh. Kombunamopuka. pymrso MaTeMeMarndapa
Cpbuje, 2001.

39



	Увод
	Пермутације и комбинације
	Број k-пермутација од n различитих објеката
	Број k-пермутација од n објеката међу којима има истих
	Биномни коефицијент.
	Особине биномног коефицијента.
	Број k-комбинација од n различитих објеката
	Број k-комбинација са понављањем објеката


	Композиције
	Скуп партиција
	Стирлингови бројеви друге врсте
	Белови бројеви
	Партиције целих бројева
	Нерастући коначни низови целих бројева

	Ферерсови дијаграми
	Ојлерова теорема о петоугаоним бројевима
	Литература

