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I'maBa 1

YBOI

[Ipencrasbam Bam kpurepujyme 3a ojpehuBaibe HepacTaB/bUBOCTH PEITUIIPOU-
HUX TIOJIMHOMA HaJ[ TIOJbeM palmoHaHuX OpojeBa. OBO TOIJIAB/bE je YBOIHOT Ka-
pakTepa. ¥ memy hemo JlebmHHCATA OCHOBHE IIOjMOBE KOjé KOPUCTHMO Y PaJLy,
HaBecTH JlebUHUIINjEe, TeOpeMe U TBphema KOju OBe MOjMOBe TIOBE3Yjy U TaKO JaTh
OCHOBY 3a IIpOydYaBaibe TeMe. 3a IoYeTakK heMO yBeCTH I0ojaM TOJIMHOMA, IIp-
CTEH TOJIMHOMA, 00jaCHMNEMO IITa Cy PEIUIPOYHH MOJTUHOMH Ha KOjUMA je pajl u
OasmpaH, GpaKTOpU3aIlnjy MOJHHOMA, PACTAB/FUBOCT U HEPACTABJ/AUBOCT. Takobhe
hemo m0buTH HEKE KOMOMHATOPHE pe3y/Tare KOju ce THIy HepacTaB/bUBOCTHU pPe-
[IUIIPOYHUX MOJUHOMA. Kao mocseaniry oBaKBOT IPUCTYTA, MOXKEMO ce ODaBUTHU
U JIpDYyTUM TpoOJIeMUMa Kao IMTo cy pakropusanuja dgavuiauja YedurmeB/beBrxX
[IOJIMHOMA TIPBE U JIpyTe BPCTE, Kao U 3a oj/ipehuBare MUHUMAJHUX IMTOJUHOMA

pa3HuX ajaredapCKuX BPEIHOCTH TPUTOHOMETPHUjCKUX (DYHKIH]A.

1.1 IIpcTteH mosimHOMA

Heka je (K, +, ) mospe koje hiemo o3nauasaru ca K u vHeka cy 0 u 1 HeyTpasnu
€JIEMEHTHU y OJIHOCY Ha Olepaluje + U - , pecnekTuBHo. Ymecro a - b (a,b € K)
mucahemo jemnocraBuHo ab. Heka je, jrajbe, omeparuja creneHOBalba yBeJeHa Ha

yoOn4ajeH HadIMH IIOMONy
(VvreK) 2°=1, 2F =z2* (keN).

Hedbununmja 1. Asebapcru worunom o x wag aovem K je uspas obauxa:

P(z)=ao+amz+ ..+ aa" =Y apat (1.1)
k=0
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7ge CY Aoy A1y oevy A1, Gy EAEMENTOU Towa K, T je Gpomennusa, n je neneratiusan
yeo bpoj u a, # 0. 3a eaementie ay Kadxcemo ga cy KoePpuyujenttu tosuroma P(x).
3a woaunom P(x) waosicemo ga je cmeuena n u wo osnavasamo ca deg P(z) = n.
Koepuyujent a,, # 0 nazusamo 6ogehu uiu najciiapuju Koehuyujerit Gorurnoma

P(z).

Hakiie, crenen nosmuoMa P(x) je HajBUINN CTeleH OJ1 & KOjU ce TOojaBibyje y

u3pasy 3a P(x) ca HeHnyna KoeduImjeHTNMA.

Hedbununuja 2. 3a gosurom
O(x) =04 0z + ... + 02" ! 4 02"
KaHCEMO §a je HYAa TOAUHOM U 03HA¥aA8aMo Ta Tpoctio ca 0.

Crenen mymna nosmaoma O(x)(= 0) ce e gedunnre.

[TonruHOMHU cTelleHA Hysla ce HA3WBAjy KOHCTAHTE M TO Cy €JIeMEHTH ojba K.
Enement x MoxKe ce nHTEpIpeTHpaTH Kao MOJMHOM MIPBOT CTelleHa AeUHICAH Ca
P(x) =x.

Hedbununuja 3. 3a wosurom wuju je eogehu koeduuujeniti jegrar JjequHuuu

KAHCEMO A, J€ MOHUYAH.

JlakJie, MOHUYHH ITOJIMHOM HMa OOJINK
P(x) =ag+ a1x + ... + ap_1z" "t + 2.

Ckyn cux nosmmHoMa Ha K osnagasamo ca K[z].
Y ckyn K[z] moxkemo yBecTH pesianiujy jeHAKOCT Kao U olepaluje: caduparbe

1 MHO?KeEIbe IIOJIMHOMa Ha CJIe,ILehI/I Ha4YMH:

Hedbununuja 4. [osuromu
P(x)=ay+ a1x + ... + a,2" u Q(x) = by + byx + ... + bx™
cy jegHary axo u camo axo je ar = b 3a ceaxo k > 0, wWj. waga cy nwurosu

Koepuuujentliv, jegHary.

Hedbununuja 5. 3a gsa Gosuroma
P(z) =ap+ a1z + ... + a,2" u Q(x) = by + b1z + ... + byz™

36uUp U UPOU360g CY PEGom

(P+Q)(x)=P(x)+Q(x) =co+ 1z + ... + c,x”
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u
(PQ)(z) = P(x)Q(z) = dy + dyx + ... + dsa®,
9€e cy
ck =ar + b, (0 <k <r=max(n,m))
U

k
dk:Zaibk,i (0<k<s=n+m).
=0

Hanomennmo ja 3a #enyna nommnome P(x) n Q(z) Baxku
deg(PQ)(x) = deg P(x) + deg Q(x).
Taxkobe, ako P(z),Q(z) € K[z] u P(x) + Q(x) # 0, Tazna je

deg(P + Q)(x) < max{deg P(z),deg Q(z)}.

Kao crermujayian cirydaj npouwsBoja MOJMHOMA MMAaMO ITPOW3BOJ, ITOJIMHOMA
P(x) ckamapom « € K, Koju ce MOxKe TpeTupaTu Kao MOJUHOM HYJITOI CTEIeHA.

Haxke,

aP(z) = alag+ a1z + ... + a,x") = (aag) + (aay)z + ... + (aa,)z".
Teopema 1. Ckyu Kx] cnagbesen cabuparvem u mmootcervem TOAUHOME HUHU
KOMYTATUSHU TPCTLEN CQ JEGUHULOM.
Hedbununuja 6. Eiementi a xomyatiuerol upctiena K Hasusa ce jequruua

apctiena K axo toctwioju nexo b us K waxeo ga 6asrcu a-b=5b-a = 1.

VY ckyny Q cBaku paroHaIHA OPOj PABIUYIUT OJT HYJIE je je/IMHUIIA.
Y ommocy Ha omepaiujy cadbupara, CYIpPOTHU €JIeMeHT oj ejeMenTa Q(zr) =
Sy bzt (€ Klz]) je Y1 o(—bk)z*, xoju hiemo osmauasaru ca —Q(z). Tana mo-

2KeMo JilebUHUCATU Oy3UMar-e IOJIMHOMa, TTOMOhy

(P = Q)(x) = P(x) + (=Q(x)).

Hanomenunwmo j1a 3a nmosimaoMme y ckyiy K[z] e mocroju onepanuja jepema, Tj.
orepaliija WHBEP3HA OIMePAITjU MHOXKEHA.

Ha ocnoBy (1.1) moxke ce pedunucaru npecaukasamwe P : K — K, momohy
t— P(t) =ap+ ait + ... + a,t",

u youutu xomomopduzam P(z) — P(t). IlpeciukaBame P Ha3uBaMO OJIHHOMCKA

dyHKIIHja.



I'JIABA 1. YBO/[

Teopema 2. Xomomoppuszam P(x) — P(t) je usomoppusam axo u camo axo je

mome K beckorauno.

Jakjte, 3a OeckOHadYHA I10/ba jeHOCTABHO HeheMO IPaBUTH Pa3juKy uaMmelhy
ITOJIMHOMA U TToJIMHOMCKe dyHKIHje. TakBa DecKoHadHa I0Jba Cy, Ha mpumep, R,
C, Q. Mehytum, y KOHAYHUM TIO/BUMA U3 j€THAKOCTHU TOJUHOMCKUX (DYHKIIA]a HE
cJiejiyje jeTHaKOCT ITOJTUHOMA.

Axo ce y m3pasy f(«) mo3Boun ma ce Mema f a « Jia octane (bUKCUPAHO, J100uja
ce mpecsmKaBame ¢, @ K[z] — K koje ce HasuBa eBasyanuja (u3padyHaBamwe) y

Tadku «. HemocpeaHo ce Buan ja je eBajyalja XoMOMOP@uU3aM IPCTEHA:

(f+9)(a) = fla)+g() n (f g)(e) = fla)-g(a)

Hedbunnnmja 7. Eaemen o € K je xopen (nyaa) aorurnoma f € Klz| axo je

f(a) =0.

Axo je o € K u f € K|z]|, moxkemo mojesiutu f MOJMHOMOM I — (v CTEleHa
1: f=(x—a) g+r. Ilpum tom je degr < deg(z — a) = 1, omakie ciemau
na je r € K korcranTta. AKO NPpUMEHHMO XOMOMOpPMHU3aM eBaJIyallnje, JT00UjaMo
fla) = (a—a) -g(a)+r(a) = 0+r na crequ ma je r = f(«). Tume cmo orazann

BPJIO KOPUCHY YUHHEHUILY.

Teopema 3. Besyosa tweopema

Bpoj a € K je xopen aorunoma f € Klz] < (x — a)|f.
O

Axo je a myna nomunoma f # 0 us Kz|, Taj noaumnoMm mma ejneMeHTApHU
Jesnresb odsmka (x — «)”, cremena r. Hawmme, To r je najsehu npupogan 6poj 3a

KOju TosimHOM ( — «v)” fesu f, TO jecT 3a Koju MOCTOjU U MOJHMHOM () TakaB Jia je

f=(z—a)Q u Qa)#0.

Hapagno, Ty Q(«) # 0 ynpaso 3uaun na x — « He gean u (). Taxo oxpeben 6poj
7 30BEMO W BHUINIeCTpyKoIhy yoduene nyse o € K momunoma f, y3 Hamomeny Jia 3a
IbErOBe HyJIe BHUIECTPYKOCTH " = 1 Takohe KakKeMo U Jia Cy IpocCTe.

Hexka je namame K = Q.
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1.2 IIpuMuTUBHU IIOJIMHOMUN

Hax momem QQ mMamMo MHOTO HEpacTaB/BUBUX IIOJMHOMA CBAKOI CTEIEHA U
IPOBEPAaBAbE HEPACTAB/HLUBOCTH MIOJIMHOMA j€ TEIKO Y OJHOCY Ha IOJMHOME Hajl R
nin C. Ilomasna Tauka 3a cBe pesyarare y Q[z] je unmenuna 1a je dpakropusanuja
y Q[z] ,,jennaka” daxropusanuju y Z[x].

Heka cy f(z) u g(z) nBa mosmHOoMa ca koedwunmjeHTrMa y moby K u ako
nocroju He-uyatu esement ¢ € K rakas na je f(z) = cg(x), onma cy noamaoMn
f(x) u g(x) acorupanu. AconupaHu MOJUHOMHI MMajy jeTHAKY (PaKTOPHU3AIU]y Y
00JIMKY IPOU3BOJIa HEPACTAB/BUBUX IIOJIMHOMA.

Axo je f(z) = ap,a™ + ... + a1 + ¢ TOJIMHOM Ca PAIMOHAJIHIM KOeMDUIINjeH-
tuMa (@, ..., a1, a9 € Q), onya MoxkeMo oMHOKUTH f(x) ca HAjMAmBUM 3ajeJHUY-
KIM caJIpzKaolleM UMeHHu IaIa KoeduimjeHata, Ha30BUMO Taj Opoj s. MHOXKemeM
modujamo nosmuoM ¢(x) = sf(x) Kojem cy KoeduIUjeHTH TeJu OPOjeBU U KOjU
je acormpan ca nosmHOoMoM f(z) y Q[z]. Ako mmamo dakropuzarmjy ox f(x),
MHOKEEEM JeJTHOT oJ1 (hakTopa ca § jodbuhemo darrTopusanujy mojmHoMa g(z).
HupekTHo cnenn na noauaomu f(z) u g(x) umajy jeanaxe dakropusanuje y Q[z]
10 Ha, MHBEP3HU eJieMeHT s. Jlakie, Kajaa mocMarpamMo (haKTOPU3aIyjy IOJTHHOMA,
u3 Q[x] yBeK MOXKEMO MPETIIOCTABUTH JIa IOJTMHOM UMa [IEJI00POjHE KoeDUIIjeHTe,

To Hehe yTunaru Ha pakTOPU3AIH]Y.

Hedbununuja 8. Kaowcemo ga je worunom f(x) € Qz] apumutmusarn ako uma
ueaobpojre Koeuyujenttie u najeehu 3ajegrnuyku geauray, Wuxr Koehuuujenatia je

jegrax 1.

Ceaku noymmaoM f () ca 1neaodpojanM KoedbuIujeHTIMa aCOIUpPaH je ca HeKUM
OPUMUTHBHAM ITOJHHOMOM: jeqHOocTaBHO momesmMo f(z) ca majsehnm 3ajemmmd-
KUM JICJINONEM IHerOBUX KoeduljeHaTa, JT0OMjeHr IMOJUHOM jeé NPUMUTUBAH U
aconmpan je ca f(x). 3arsbydyjemo ja je cBaku mosuHOoM y Q[x] acommpan ca
MPUMHUTUBHUM TOJIUHOMOM. [IpmMep, moIMHOM KOjU je MPUMUTHUBAH U aCOIUPAH
ca 3x3+%x—|—§je

7 4
18x3+21x+8:6(3x3+§x+§>.

[Torogan HaumH 3a oapehuBame IPUMUTHBHAX HOJIMHOMA, j€ KOHTPYEHIU]OM 110
MOJTYJTY .
Hexka je p mpoct 6poj. Ako mmamo mosimHOM f(z) ca 1ea0dpojHuM Koeduim-

jeHTUMA JIAKO MOYKEMO JIOOMTH IMOJUHOM ca KoedwunujenTuMa u3 Z/pZ Tako IMTo

5
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3ameHnMO Koedunumjerte o f(x) ca KiacamMa KOHTDYeHIHje THX KoeduIyjeHara
mozyiio p. Hexka je vy, npeciukasame Koje cjinka KoedurujenTte n3 Z y Koedurm-
jenre u3 Z/pZ. Axo mmamo IIOJIMHOM
anx” + ...+ a1x + ag
ca I1eJI00POjJHIM KoedUInjeHTuMa, OHJIA je
Yolanx" + ... + a1z + ag) = [ap)2" + ... + [a1]x + [ao],

rae je [a;] ={a;+kp: ke Z},i=0,..,n. IHomunom f(z)y Zlz]| je unpumuruBan
aKO W CaMO aKO He IIOCTOjU TPOCT OpOj KOjU JIeJIU CBE HHeroBe KoedUIlHjeHTe,
OZIHOCHO aKO U CaMO aKO 3a CBakKU IpocT Opoj p Baxku 7,(f(x)) # 0. Ilorzemajmo

KaKoO JleJIyje IIPeCINKaBambe Vs,
13(182° + 21z + 8) = [2];.

[Ipumernmo Ja je mpeciuKaBase v, : Z[x] — Z/pZ[x] xomomopdusam, jep Baxku

Yo (f(x) +9(x) = %(f(2)) +7(9(x)),
Yo (f(2)g(x)) = v (f(2)) - Y(g(2)),

3a cBe nosmHome f(z), g(x) us Zlx].

Kopumhemem npecankasama vy, JaKO JIT0KA3Y]EeMO:
p
Tepbewe 1. IIpoussog gea UpuMUTLUESHAE TOAUHOMA Je TPUMUTAUBAH TOAUHOM.

Jloxas. Heka cy f(x) u g(x) npuvmurusau. Tana je 3a cBakum mpoct Opoj p,
Y(f(z)) # 0 u v,(g9(x)) # 0. Kako je Z/pZ nowe, ouga y Z/pZ|x] nema mpa-

Bux gesuresba Hyre. Crenu nma je v,(f(z)g(x)) = v,(f(2)) - 1(g9(z)) # 0. Kaxo
TO BayKW 3a CBaKW IIPOCT Opoj p, mosuHoM f(x)g(x) je mpumuTuBaH. O

JIema 1. Hexa je g(x) upumumusan, f(x) gosunom y Zlx] u f(x) = ag(z) 3a

HeKu payuonasak opoj a, waga je a € Z. Axo je f(x) waxohe Upumuiiueah, oHga

jea=1 urua=—1.
Jloxas. Heka je a =r/s, tae cy r u s y3ajamuo npoctu 1eiu opojesu. Taza

sf(x) = rg(x).

Bynyhu na cy r u s y3ajaMHO TIpOCTH 1eJid OpOjeBU, § MOpa, JIEJIUTHU CBe KOeUIu-
jenre nommaoMa g(z). MebhyTum, kKako je g(x) npuMmuTuBaH cieau na je s = 1 uian
s = —1. Axo je f(x) npumuTHBAH MOJMHOM cJiefu Ja r Mopa dutu 1 win —1, jep

r Mopa Ja jgenau cBe Koedunujerre noaunoma f(z). Crora, a =1 wm a = —1. [
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Teopema 4. (Taycosa nema)

Hexa je f(x) aoaunom ca yerodbpojrum rxoeduyujentuiuma u f(x) = g(x)h(x), ige
cy g(x) u h(z) us Qlz]. Taga woctoje Goruromu gi(x) u hy(z) us Zx], xoju cy
acoyupary ca toaunomuma g(x) u h(x), wakxsu ga je f(x) = g1(z)hi(z).

[aycosa Jiema HaM TOBOPH Jla aKO YKeJIMMO Jia IIpoHalheMo dakTopusanujy 1mo-
JITHOMA Ca IeJIOOPOjHUM KOepUIIjeHTUMa, TPeda J1a TParKUMO caMo (PaKTope Koju
nMajy MeJI00pojHe Koeduiimjenre.

Jloxas. Heka je f(x) € Z[x], u upermocraumo na je f(z) = g(x)h(x), toe cy
g(x),h(x) € Q[z]. Heka cy g1(x) u hi(x) npumuruBHu nosmHomu u3 Z[x| acormy-

panu ca g(x), h(z). mamo

g(x) = Cgl(x)a h(x) = dhl(w)7
rae cy ¢,d € Q . Tana je
f(x) = cdgi(x) ().

U3 Tephemwa 1, caeaun na je g1(x)hy(z) npumuruan mosusoM, a npema Jlemu 1 je
cd € Z. Cnenn

f(x) = (cdgy(x))ha(z).
Hodumu cmo dakropuzanujy y Z[z] y kojoj cy nomuromu cdgy (x) u hy(x) acoru-
panu, pesom, ca noauaomuma g(z) u h(x). Tume cmo mokasanu Tepheme. O
IIpumep 1. Pazmotpumo GoAUHOM

2t —22% + x + 3.

Tpastcumo Gaxmopusayujy wWor GOAUHOMA WAKEY ga cY GaKmoPU TLONUHOMG GPYTOT
CWETUEHA:

z* —22° + v+ 3 = (2* + ax + b)(2® + cx + d).
Axo tocmoju Waksa daxmopudayuja y Q[z], onga tpema I'aycosoj aemu Goctwoju
paxtopusayuja Yy %xo0joj cy roepuyujenttiu a,b, c,d ueau opojesu. Mnootcervem

gecue ctupane godoujamo:
vt -2 + 2+ 3 =2+ (c+a)z’ + (b+d+ ac)x® + (ad + be)zx + bd.

Hszjegnanasarvem koeduyujenatia ys x° gobujamo ¢ = —a. Axo o UCKOPUCTIUMO

u usdjegnanumo xoeduyujentie y3 x>, x u 1 godujamo:

—2="b+d—d
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Kaxo cy a,b u d ueau dpojesu, u3 gpyie jegnavure gooujamo d —b = 1 uau
d—b=—1, ognocro d u b ce passukyjy 3a 1; gox u3 wpehe jegnavumre godbujamo
b==1,d=243 uau b = £3, d = 1. Tume cmo gobuau Konwpagurywujy jep
ce d u b ne pasauryjy 3a 1, Ga we TocWoju Wpasrcena HaKTWOPU3AUUIa GaTioT
TONUHOMA.

Zla nucmo motau Gpetiioctasutiu ga cy a,b u d uesu dHpojesu, umany ducmo
oeckonaurno moryhnoctiu 3a a,b u d, wWe Ou Uoxazusare ga jegnavuHe HeMajy

pewera 3a cee motyhe a,b u d duio 3HaTHO Weorce.

1.3 PernunpovyHu mojmHOMMU

Hedbuuuumja 9. Jaw je tosunom f(t) € Q[t]. Obpnywiu Gorurom GosuroMma

f(t) je gepunucan xao caegehiu worurom uz Qlt]:

foor(t) =487 f G) : (1.2)

Hedopmaiso pedeno, 0OpHyTH MOJUHOM [,y (1) nMa ucre KoeduujeHTe Kao u

nosmaoM f(t) amu y oOpHYTOM peiociey.
IIpumep 2. Kao jegrnoctiasan tpumep umamo goaunom f(t) =t*> —t+ 2. Hbeios
OOPHYTYU TOAUHOM je

1 1

fobr(t):t2 <t_2_¥+2) :1—t+2t2

IIpumep 3. 3a duao xoju monom f(t) =t", weios odpnytwu toaurom he dutuu

1
fobr(t) =" t_n =1

Mootcemo Tpumeiutiu ga kaga Goaurom f uma xopew 0, clieteny TGoAuHoMG fop

u f Hucy jegraku.
Hedbuuuumja 10. IHoaurnom f(t) € Q[t] je peuutpouan Gosurom axo je
Joor(t) = [(2). (1.3)

Penmmmipoune mosimaOMe HAa3WBAMO JOII U CAMOPEIUIIPOYHU, MAJIUHIPOMU UTI.

[Ipumep penumpounor nojuaoMa je f(t) = 5 — 2t5 4+ 5t — 3 + 5¢2 — 2t + 1.
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IIpumep 4. Ioaunom f(t) = at?> + bt +a, a,b € Q, a # 0 je Upumep jegnor
PEUUTPOUHOT ToAUHOMA gPYTOT clietena. [Ipumep peyutpounol tosuroma wpeher
ctetena je aoaunom f(t) = at® + bt> + bt +a, a,b € Q, a # 0.

IIpumep 5. Joxascumo ga je Goaurom f(t) = t3 + 4t* + 4t + 1 peyutpouan Go-
AUHOM.

Jla bucmo gokasanu, Gotwpedro je Gokazatu ga eadtcu jeguaxocw f(t) = t"f (%),
g€ je n cweten goauroma f(t).

IIpso uspauynamo Goaunom f (1), @waro witio t samenumo ca 1 y uspasy f(t):
LR R R e R

Satmum uzpauyramo t" f (%), n=3.

foor@®) =3f (1) =3 (5 +4-F+4-1+1) =1+ 4t + 482 + 1%,

Ipumetumo ga cy uspasu f(t) uwt"f (1) jegnaru, wiwo gokasyje ga je f(t) peyu-

UpoH4aH UONUHOM.

Hedbunnnuja 11. Peyutapouno upecaukasare R gogemwyje ceaxom peyuipoumom
aoaunomy f(t) € Q[t] uapror cwetena jegunctusenu Gorurnom p(z) = R(f) € Q[z]

KOJU 3G.G0B0MABA JEGHAMUHY

f(t) = tderp (t + %) : (1.4)

3a cBaku perunpouann noguHoM f(t) € Q[t] cremena 2n, MeTomoM 3aMeHe MPO-
MemsbuBe T = t+ ¢ nobujamo nommroM f(z) n3 Q[z] crenena n. Kopenn nomuaoma
f(x) cy obmmka o+ <, rae je o kopen mosmuoma f(t). Ilox mpermocraBkoMm ga
je moryhe m3padynaru n xopemna moiunoma f(x), kopere momunoma f(t) MoxkeMo

,ILOSI/ITI/I periaBambEeM T KBa/JIPaTHUX je,ZLHa‘—II/IHa.

IIpumep 6. Hexa je gaw Goaumnom f(t) = & — 3t> — 3t* + 1143 — 3¢ — 3t + 1.

Ogpegumo jeguncitiseru orurom p(x) gawor wosunoma f(t).

Kaxo je cmeten worumnoma aapar 6poj, MOHCEMO TPUMEHUTIL PEYUTPOUHO Tpe-

CAUKABAIHE.

IIpumersyjyhu peyutpouro upecaurasare, wpeba ga nahemo toaunom p(x), 1ge je

r=1+ %,

p(x) he butiu Goaosuna cleterna woaasrnot toaurnoma f(t), wwo je 6/2 = 3.
03t -3t 1143 — 32 -3t +1 =3 (£* - 3> -3t +11 -3 - + 1)

=t (P +5-3(*+5)—3(+1) +11).

pt+H) = +L5-3(t2+%)-3(t+31)+11

waxas ga je f(t) = tderp (t + %) Y osom cayuajy, ctieter TGOAUHOMG
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Yeogumo c.menya:zt—k%.

Prl=(t+)"—2=02-2

t3+1 =(t+73 ) -3 (t+1) =2 - 3.

Caegu

p(z) =23 — 3z — 3(2* — 2) — 3z + 11 = 2 — 32% — 62 + 17 = R(J).

ObpuyTo, npumehyjemo na je 3a csako p € Q[z] mommuom f = R7(p), rue
je R™! unBepsno mpecimkaBsame, yrnpaso jiepHHICAH KA0 PEIUIPOYHE ITOJTHOM

IIapHOI' CTelleHa.

Ilpumep 7. Hexa je gawi tGoaunom p(x) = z* — 4z + 3 € Q[z]. Veoherwem

cmene T =1+ l hemo toxasatiu ga je Goaurom f(t) peyutapouwar GOAUHOM TAPHOT

ﬁl
d

Ha.

() ((t+4)* —4(t+7) +3)
ft
ft

t?
t?

) (> —4t+5—1+ %)
) =t*— 43 + 56 — 4t + 1.

IHoaurom f(t) jectie peyutipouan GOAUHOM TAPHOT CULETEHA.

IIpumep 8. Hexa je gawi toaunom p(x) = ax® — bx* + cx +d € Q[z],a # 0.
Yeoherem cmene xr = t + % hemo uokaszawiu ga je woaunom f(t) peyutpouan
UONUHOM HapHoz‘ cueuena.

FO) = (a- (t+ )" =b- (t+ 1)+ (t+1) +d)

ft) =1 (at® +3at + 32 + & —bt? —2b— 5 + ct + £ + d)

f(t) = ats —bt® + (3a + c)t* + (d — 2b)t3 + (3a + ¢)t* — bt + a.

Honunom f(t) jectue peyutupovwar GOAUHOM TAPHOT CTLETEHA.

Ja ducMo Morym ja pasMoTpumo cjejehu mpumep MoTpedHO je J1a yBeaeMo
rojaM IMUKJIOTOMUYHUX TToJuHoMa. Moxkemo pehn jga cy NUKJIOTOMUYIHA TTOJTUHOMU
®,, 3a n > 1 HAjIO3HATHjU TPUMEPU PEIUIPOIHUX ITOJIMHOMA Ca PAIMOHAHUM

KOEe(DUIIIjEHTUMA.

Hedbunaunuja 12. 3a gatu 6poj n € N, gedpuruwemo n-wu Koper us jequruie,

Kao xomuaexcar opoj 0 xoju sagosomasa jegraxocw 0™ = 1.

Hedbununuja 13. Heka je 0 n-wu xopen us jequnuue, 3a upou3eonno n € N.
Taga najmareu Gpupogar 6poj k wWaxas ga eascu 0F = 1 nasusamo Topeilikom

opoja 0 u osnavasamo 1a ca ord(H).

10
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Hedbununuja 14. Hexa je 0 n-wiu xopen u3 jeqgunuue, 3a Hexo n € N. Vioauxo

saotcu, ord(0) = n, onga 6 HA3UBAMO TUPUMUTTUSHUM N -TLUM KOPEHOM U3 JEGUHULE.

Hedbununuja 15. Hekxa je n tpoussonmar upupogar opoj. Taga n-wum yux.so-
WOMUNHUM TOAUHOMOM HAZUBAMO MOHUYAH TONUHOM “UJU CY CB8U KOPEHU UPU-

MUTUEHY, N-TU KOPEHU U3 Jequruye (U TUPUTLOM HeMA §EOCTUPYKUL HYAW):

¢, (z)= ]] (-0
ord(0)=n
0"=1

Teopema 5. Hexa je n € N. Taga eaotcu:

at—1= H@d(ac).
din
Jloxas. Cee nyse nosimaoma x" — 1 cy n-tu kopenn u3 jepunuie. Heka je 6 jeman
o THX KopeHa u Heka je ord(f) = d. Tanma je 6 npuMuTuBHE d-TH KOpEH 13
jenunure, na je camuMm tuM u HyJa nojuaoma P4(x). Takobe, momro d|n, o je 6
HyJIa ¥ IIOJIMTHOMA Ca JIeCHe CTpaHe jeJITHAKOCTH y IpeTxoHoj Teopemu. [lomro cy
0da MOJIMHOMa, Y TeOpeMH MOHHYHA U MMajy CBe je/IHaKe HyJle, CJAeIu Ja Cy U OHU

caMU jeJTHaKH, I1a je jeTHAKOCT 3aJI0BOJHEHA. Il

Ja ducMo ofpenn y KOM IIOJby Ce HaJia3e KOeUIUjeHTU MUKJIOTOMUIHOT

IIOJIMTHOMA, TIOTPeOHa HaM je HapeJIHa JIEMa.

Jlema 2. IIpemuocmasumo ga cy f(x) = 2™ + ap12™ ' + ... + a9 u g(z) =
" 4 byt + ...+ by Goaunomu ca payuonasmum Koeduuyujenitiuma. Axo cy
ceu Koepuyujentiu toaurnoma f(x) - g(x) uerodbpojru, onga cy u KoehuyujeHiu

aoaunoma f(x) u g(z) warohe yeaobpojru.

Jlokas. laru cy nomunomu f(z) = 2™ + @y 2™ ' + ... +ap u g(x) = 2" +
bp_12" '+ ...+ by. Hexka cy M u N HajMam 3ajeIHIUKN CaIPKAOIN NMEHUIAIA
KOeUIM)eHATA q, ..., A1 U by, ..., by_1, pesioM. Koedunumjerru nomunoma M f(x)
u N f(z) cy nenodpojun. Hexka je A; = Ma; 3a i € {0,...,m — 1}, B; = Nb, 3a
je{0,...n—1}u A, = M,B, =N. Tana

MN f(z)g(x) = A Bpz™™ + ... + Ay Bo.

[omro f(x)g(x) € Z|x|, cBu xoedunujentn nmosuroma MN f(z)g(z) cy nempusu

ca M N. IlperniocraBumo 1a je M N > 1 u neka je p nmpoct nenmnar og M N. Tana

11
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nocroju 1eo opoj i € {0,...,m} Takas ga p 1 A;. 3aucra, ako p t M, tana pt A,
makop | M, rana p| A; 3ai € {0,...,m}, omakne caenn na A;/p = (M/p)a; € Z
HITO TIPEJCTaB/ba KOHTpaAuKImjy MuauMmaanoctu M. Ha caudan nagun, mocroju
eo opoj j € {0, ...,n} rakas ga p{ B;. Heka cy I u J najsehu nesn Spojesu meby
opojesuma i u j, peom. Tama xoedurmjent y3 nomunom /77 y MN f(x)g(x) mma

00JINK
2" = ..+ A B+ ABy+ A By + .. =AB;+p- R

re je R 1ieo dpoj, u HUje /1eJbUB ca P IITO je Y CYIPOTHOCTU CA YUIHEHUIIOM J1a CY

koedurmjentu noauaoma M N f(x)g(z) newusu ca MN. O

Teopema 6. Heka je n upoussoman apupogar opoj. Taga worurnom P, (x) uma

yeaobpojue xoepuyujenie, P, (x) € Zx].

/oxas. Jlokazyjemo umayknujom 1mo n. TBpbheme je Tauno 3a n = 1 momro je
®,(x) = z — 1. IIpermocrasumo na je TBpheme TadHo 3a cBako k < n. Tama u3

Teopeme 5 ciemn
" —1

Hd\n,d;én Py (.CC) .

Ha ocHoBy mHIyKImjcKe xumorese 3HaMO ja cy cBu nosauHomu Py(z) ca meso-

o, (x) =

OpojunM KoeduImjeHTIMA A ciean jna cy Koedbunujertu noansoma P, (z) parwy-
onajuu opojesu. IlosuBajyhu ce na Jlemy 2 ciaean ga cy KoeduIjeHTH TOJITHOMA

®,,(z) memm Spojesu. O

Ban=1,®(z) =2z—1. B3an =2unmamo 2> —1 = (z—1)(z+1) mro 3na4m na
je®y(z) =2+1.3an=3,2°-1=(z—1)(2?+2+1), ma je P3(z) = 22 + 2+ 1.
Ban=4,2'-1=(2>-1)(2*+1) = (z— 1)(x+1)(2® + 1), na je Py(z) = 2%+ 1.

N3aBojmo npBux 12 MUKJIOTOMUYIHUX TTOJTMHOMA:

Qy(z)=x—1

Oy(z)=x+1

Py(z) =a?+x+1

Py(z) =22+ 1

Ps(x) =2+ 2*+2*+z+1

Ps(z) =a? —x+1

Or(x) =2+ +at+ 23+ a2+ +1
Pg(z) =2t +1

Py(z) =25+ 2% + 1

12
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Pyp(r) =2 —a3+ 2> —x+1

Oy(r) =2+ 22+ + 2"+ + P+t + P+ P+ 1

Pp(z) =2t — 22 + 1.

[Ipumernmo s1a OpPOj MPUMHUTUBHUX N-THX KOPEHA U3 JeJIMHUIE je jeqHaK Opojy
MPUPOIHUX OPOjeBa MambUX OJ N KOjU Cy y3ajaMHO IPOCTH ca n. 10 je ynpaBo

nedurunuja Ojrepose dyukuumje ¢(n). OgHOCHO BaxXK™H,
deg(®n(t)) = ¢(n). (1.5)
OjnepoBy dyHKIMjy (1) MOXKeMO U3padyHATH IPEKO POU3BOIA

1
p(n)=n]]1- o)

a IMPOM3BOJ Y3UMa, CAMO BPEJIHOCTU PAa3JIUIUTHX ITPOCTUX OpOjeBa p KOju Jese n.

IIpumep 9. Hexa je n = 6. Cweuen yuriom@omuyror goauroma Pg(t) jegnar
je epegroctiu Ojaepose dynryuje p(6). Ogrocro deg(Ps(t)) = ¢(6). Ysaajammo
apoctuu dpojesu ca 6 cy 1 ub. Cwmora je p(6) = 2. Ogrocho, MOAHCEMO U3DAHYHATIL

u apeko upouseoga @(6) =6 (1 — %) (1 — %) = 2.

IIpumep 10. Vamumo 3a apumep yurio@omuuny aosunom Pr(t) = o+ 85+
th+ 3+t +t + 1. Osaj Goaunom je tapnot ctietena jep je deg(P(t)) = ¢(7) =
7(1-1)=6.

Tepheme 2. 3an > 1, ®,(z) je peyuaponar tosurom, w@j. ,(1) 29" = @, (z).

Jloxa3s. Jlokazyjemo uHIyKImjoM 1mo n. TBpheme je Tadno 3a n = 2, jep je $o(z) =

T+ 1.
1 1
292, (—) =z (— + 1) =z+ 1= dy(x).
x x

[IpermocraBumo ma je TBpheme TaaHO 3a n < M. AKO 3aMEHHMO T ca % y

" —1= H‘I)d(l“)

dlm

&I

nodbuheMo

13
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[ToMHOKHMMO JIEBy M JECHY CTpaHy jeIHAKOCTH ca I’ = 22|m e(d) = [Toym z#(),
Hobuhemo

1 1 1
1 — g™ — | | e e, [ = Lppme (2. Z -1
T T d( ) T m x

l<d<m
dlm

—@" =1 = J[ @) | z*™a, (é) (1—2x)

l<d<m
dlm
1
—[[2a@) = ] @alx) | 2*"o, (;> (=B (2)).
dlm 1<d<m
dlm
CkpahuBamem paxTopa 100MjaMo
1
(I)m = (I)m - (‘D(m),
@)= (3)
IITO je 1 TpedaJsio JIOKA3aTH WH/LYKITHjOM. Il

IIpumep 11. Pasmotupumo peyutpounu aosunom Pi1(t) = Zgo t', jeganaectiu

YUKAOTLOMUNHY TOAUHOM. SaTucyjyhu

Oy (t) =10 (1 + i (t’“ + t%))

MO2ICEMO U3pasuTu tF 4 1 / t* xao auneapny xomdbunayujy ctieiena x = t+ 1 /t na

caegehu Hau:

[\

+s=0t+1" -2
Prg=(+3)"-3(+1)
k= (D 4+ 1) 42
P+l =+ =50+’ +5(+1)

Ca osum jegraroctuma, gooujamo ga je YuKAOWOMUYHY TONUHOM

1
. (t) = t°p (t + Z) ca p(z) =R(P) =2° +2* — 42 — 322 + 32 + 1.

14
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Vsumajyhu oBy njejy Kao mojasHy TaduKy, [VIABHU ITUJ/b OBOT PaJia je 1a MPYKI
jEIMHCTBEH OKBUP Yy KOME Ce MOTY pa3MaTpaTé Pa3JIUYUTH MPOOJIEMHU BE3aHU 3a
PEIUIIPOYHE ITOJITHOME.

Harrme perunpoyno npecinkaBame UMa MHOIO 3aHUMJBUBUX CBOjCTaBa KOje HAM
omMoryhasajy Jla yodndajeny 3aMeHy MPOMEH/bUBUX MCKOPUCTUMO KaO CHCTEMCKO
pemetbe. OcHOBHU MeTO ] NeMO HA3WBATU METOJIOM DPEIUIIPOYHE 3aMeHe, a FheHU
JIeTaJbl Cy OOdjallmheHn y riaBu 3. UumeHHIa je Ja 0Baj METOJ, /iaje Mope WH-
dopmarmja 0 KOpeHnMa, PENUITPOYHOT TTOJTMHOMA U MHMOPMAIIHje O HeroBoj dak-
ropuzarju. Jakie, dpakropusainuja dpaMuaInja penuIpoOdIHIX TOJUHOMA MaPHOT

CTeIleHa ce IpecyinKaBa y dakTopusaujy damMuminja lIXOBUX CJIAUKA U OOPHYTO.

Hedbuuuumja 16. IHoaunom p(z) € Kx] je nepactuasmus axo p(x) wuje jegu-
nuya, u axo p(x) = f(x)g(x), waga f(x) uru g(x) mopa duttiu jeguruya, ogHOCHO

KOHCWAHWAH, UONUHOM.

Tepbewe 3. Axo je p nepactiaspus GosuHOM, U axo je [ ToAUHOM KOJu Huje

gemus ca p, waga je najeehu sajegrnuvru geaunar, gosuroma p u f 6poj 1.

Jloxas. Tlpernocrasumo na je d = (f,p). Ilomro je p HepacTaB/buB MOJUHOM U d
JIeJIN P, WK je d jeIMHUIA Tj. KOHCTAHTA PA3IUIUTA OJ1 HyJie, Win je d acoIUpaHo
ca p. Y Apyrowm ciyd4ajy, p aeau f. Y npBoM ciaydajy, p u f cy y3ajaMHO IIPOCTHU

OpojeBHu, ofHOCHO HajBehm 3aje vk Jeuiial uM je 1, aconupan ca d. Il

[Tpumepu HepacTaB/LUBUX HOJTUHOMA
x + a je mepacrasbus y K[z| 3a duio koje nmosbe K u duso koje a € K;

2% + 1 je nepacrasmwus y R[z|, anmu uuje y Clz];
23 — 2 je nepacrasmpus y Q[z], amu nuje y R|x];
x? + 1 je nepacraspus y Z/3Z[x], amu nuje y Z/5Z[x].

Kaja Tpaskumo HepacTaB/bUBE MOJTMHOME HaJl HEKUM II0JHEM, MOXKEMO Orpa-
HUYUTHU HaIIly IIazKiby Ha MOHHUYHE IIOJIMHOME. CBaKI/I ITIOJIMHOM je aCoupaH MO-
HuaHAM nosimHoMoM.  OJIrOBOp Ha NUTame, KOju Cy MOJUHOMHU HEpaCTABJHUBH,
MCKJbY9UBO 3aBHCH 0OJ1 ToJba K y KoM ce Hajase koedunujentu. Ha mpumep, pas-
MoTpuMmo nojuHoM 22 — 2. OBaj nommnom nma Koedunujente y Q, 1 Q C R C C,
a Moxkemo ucnuraTu HepacrasbusocT y Q, y R my C.

VY Q[z], ° — 2 je nepacTaB/buB.
V Rz], #* —2 = (z — 25) (22 + 232 + 43).
YV Cla], 13—2 = (z—23)(z—w23) (z—w?23), e jew = €3 = —

KOpeH HoJuHOMa 22 — 1.

WY KOMILJIEKCAH

w_;_»—n
o

15
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[Tomohy MeTojie penunpovHe 3aMeHe MOKEMO Jia OJPEIUMO HEKEe KPUTEPH]yMe
3a oapehuBame HepacTaB/bUBOCTH pernunpodnux nosmHoma y Qt] (Bumern Teo-
pemy 8).

Kpurepujym u3z oBor paja HaM JI03BOJbaBa Jia MOKAXKEMO Jia Cy MOJUHOMUI

00JIuKa
(t+1)* -t -1

t
HepactaBpuBl HaJ Q Kaza je p Hemapan npoct dpoj (Bumeru IIpumep 16). Ilo-

g2p(t) =

3UBaMO ce Ha Aj3eHIITajHOB KPUTEPHUjyM Jia MMOKAYKEMO HEPaCTaB/bUBOCTU CJIMKE

92p-

Ca koMOMHATOpHE TadKe TJIEJIUINTA, 3aHUMJ/BUBO je MPOIEHUTH ,IIPOIOPIHjy’
PEIUIIPOYHUX ITOJMHOMA ca JaTuM oopaciieM daxropusanuje. lloznaro je ma cy
,,CKOPO CBH’ TIOJITMHOMH Ca IeJIuM Koeduiinjenruma Hepactas/busu Haj Q. [Tomohy
MEeTO/Ie PENUIIPOYHE 3aMeHe, KOMOMHATOPHE Bep3uje 3a PEIUIpPOTHe TOJIMHOME Ce

U3BOJIE U3 HUXOBUX CyNpOTHUX OpojeBa y Q[z] (Bumern onespak 6).

16



I'maBa 2

CBojcTBa dpakTOopusalmje

PELUITPOYHUX TOJIMHOMA

BamoyehemMo oBaj o/le/baK HU30M ITOCJIEIUIA KOje TPOU3UIase u3 JepUHUIIN]e
(1.2).

. . 1
e AKO je @ KOMIUIEKCHU HeHy/Ia KOpPeH IHoJuHOMa f, OHJa je - KOpeH peru-

IIPOYHOT TTOJTUHOMA fop,.

e Heka je k BumectpykocT Opoja Hys1a Kao KopeH nojanaoma f. Taja je cremnen
penunpodHor noanHoMa fo, jemnak deg f — k. Axo je f(0) # 0, tama je

(fobr)ob’r - f

hd (fg)obr = fabrgobr~

e Axo je f(0) # 0, ouna je f mepacramub y Q[t| ako u camo ako je fopr

HepactaBbuB y Qt].

[Tpermocrasumo caga ma je f(t) € Q[t] penunpodnn MOIMHOM HeEmapHOT CTe-
nena. V3 cBojcTaBa perUIPOYHUX MOJUHOMA, yodaBaMo J1a je —1 KOpeH MoJImHOMA,
f(t) u na ce nomuuom f(t) dakropume Ha (t + 1)g, rue je g € Q[t] penunpounu
noJuHOM TapHor crernena. Crora je cMmcaeHo 1a ce pOKyCHpaMo Ha CKYI Pelu-
IPOYHUX HOJUHOMA HapHOT CTelleHa, ca PAIlMOHATHIM KoedUIUjeHTuMa. Y3MUMO
npuMep noJiuHOMa ctenena n = 5, f(t) = ast® + ast* + ast® + ast® + a1t + ap. O6p-
HyTH nojimHOM nojuHoMa f(t) je 0dmuka fop, (1) = aot’ +ayt* +ast® +azt? +ast +as.
Ha du fu,(t) = f(t) Mopa na Baxu as = ag = a,aq = a; = b,az = as = ¢, TIE
cy a,b,c € Q, a # 0. Tana f(t) = at® + bt* + ct3 + ct? + bt + a paxropumemo

17
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IIOJINHOMA

rpynucamem u jgooujamo f(t) = (t+1)(at* — (a —b)t3+ (a —b+c)t* — (a—b)t +a),

cJleJIn Ha, OCHOBY DBe3yoBor craBa Jia je KOpeH JIaTor MOJUHOMA -1, a MOJIMHOM

g(t) = at* — (a — b)t3 + (a — b+ ¢)t? — (a — b)t + a jecre penuIpPOUYAH TIOJUHOM
[ApHOI CTEIEHA.
Haspe hemMo mocmarpaTu CKyIl PEIUIPOTHUX MOJMHOMA Ca PAIMOHAJHUM KOe-

dburmjenTIMa 1 IAPHUM cTelleHHMa. Y TekcTy hemo Kopueruru cienelly o3Haky:
R:={f €Q[t]: f(t) penumpovan u mAPHOr CTEIECHA}.

Csu nukyoromuann nojuaomu P, (), ocum @4 (t) = t—1 u Po(t) = t+1, npunagajy
ckyny R, zan > 3.

Y yBogHOM Jie Ty ¢MO OOjaCHUJIN JIa je CTeNeH IUKJIOTOMHUYHOr ITOJTMHOMA jeI-

mak OjiepoBoj dyHKIMjHU:

deg(®n(t)) = ¢(n).
Dyukiyja @(n) je napHa 3a cBako n > 2. AKO mocMaTpamo IpYIly IPUMUTHBHUX
KOD€Ha W3 jeJMHUIIEe MOJLYJIO N IPUMETHIeMO Jia je peJ| Te rpyIe jeHak ¢(n), mro
je yBeK mapan O0poj 3a n > 2.

Caenn ma je ommrru mukjgoroMudan nojuaoM P, (t) mapuor crenena. ¥ TBp-
hemwy 2 cMo J0Kazaau Ja je cBakW nukjgoTroMudHu mosuHoM D, (t), n > 1 peru-
IIPpOYaH IIOJIMHOM, a M3 CTEIICHa HNUKJJIOTOMHUYIHOI' IIOJIMHOMA yO4d9aBaMO Ja je CBaKU
IuKJIoToMuIHA oauaoM P, (t), n > 1, mapHor crenena, na 3akbydyjemo ga P, (t)
npurnaia cKyiy R.

Casa hemo HaBecTH HEKa KOPHUCHA CBOjCTBA KOja ce ojHOCEe Ha (pakTOpm3a-
[Ajy PEIUIPOYHUX ITOJUHOMA U KOja Cy HaM IOTpedHa 3a JIOKa3UBakhe HapPEeHOT

TBphema.
Jlema 3. Baoice caegeha twepheroa:

e [Ipou3sog peuutpouHur TGOAUHOMG je PEUUTDOUAH.

o Axo je f(t) = g(t)h(t) u f(t), g(t) cy peyuupounu, onga je u h(t) peuuapo-
wam.

Jloxas. Heka cy f(t) u g(t) nmBa penunpovsa MOJMHOMA CTEIEHA 7 U 1M, PEIOM.
[Tpousson, f(t)g(t) = h(t) je nomuuom crenena n—+m. Jokazahemo na je mosmHOM
h(t) penmmpouan, onHOCHO na je obmuka h(t) = t"*™h (1). Bmamo ma je f(t) =
t"f (%) ug(t) =t"g (%) Crnenn

b = fa0) = (1) ma (1) = (7)o (3) = (3)-
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I'VTIABA 2. CBOJCTBA PAKTOPU3AIIUJE PEIIUIIPOYHNX
IIOJINHOMA

Canenn Ja je pousBos jiBa penunpouHa nojuaoMa f(t) u g(t) pernunpodsu mosu-

oM h(t).
Axo cy f(t) u g(t) nBa perunpoydHa MoJMHOMA CTElleHa N u m, pejgom u f(t) =
g(t)h(t), omrocHo h(t) = %, n >m u g(t) je dbakrop moaunoma f(t). Taxa
tf (3 i 1
trg (3) 9(3) t

]

Cnenehe TBpheme j1aje eKBUBaJEHTHY KapaKTepU3alldjy PEmUIpPOIHOr ITOJIH-

HOMa.

Tephewe 4. Iloaurnom f € Qt] je peyuapouwan arxo u camo axo 3agosonasa

caegeha gsa ycaosa:

1. Axo je 1 xopen woaunoma f(t), waga je suweclpykoci UAPHA.

2. Axo je a # 1 xopen toaunoma f(t) suwectupykocttiu r, wWaga je u i KOPEH

suwectwpyrocwiu 1.

Jloxas. (=) Ilpso hemo mokazaru tepheme 2. IlpermocraBumo ga je f(t) peru-
npodan mosuHoM creneHa d. f(t) = a(t —aq)™ - ... - (t —ay)™, TOE €y ; # £1

passimauTu Kopenu nojumaoma f(t) ca BuimecTpykouiiy r;.

10 = ) =205 () =200 (G =) e (G -0n) -
(-2) ()
am (t—— ) o (t——] .
(03] Ay

Curenn 12 3a OMJI0 KOjU KOPEH (v; BUIECTPYKOCTH 7; mosmmHoMa f(t), ai je Takobhe
KOpeH nosinHoMa, f(t) BHIIECTPYKOCTH T;.

[Tomro cMmo mokazanm na ako je «; # +1 kopen nosuaoma f(t), Taga je a%
Takol)e KOpeH IOJIMHOMa W WMajy UCTY BUINECTPYKOCT, T;, caja heMo joKa3aTu
Ja ako je 1 kopen mosimaOMa f(t), TaJa je BHIECTPYKOCT MapHa. AKO O3HAYMMO
BUIIECTPYKOCT KopeHa (—1) ca n_j(moxke dutn 0) u BUIIECTPYKOCT KOpeHa 1 ca

m, mojmmHOM f (1) MOXKEMO 3aIucaTh y OOJIMKY:

fit)=(t—1)"t+1)"(t* — (a1 + ai)t + 1) (8 = (o + ai)t + 1),
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I'VTIABA 2. CBOJCTBA PAKTOPU3AIIUJE PEIIUIIPOYHNX
IIOJINHOMA

AKo cajta peTmocTaBUMO J1a je BuilecTpykocT o 1 memapua, m = 2k + 1,k > 0,

u 3HaMo Ja je (t — 1)? = t* — 2t + 1 penuupoyan MOJUHOM, MOYKEMO YOUUTH Ja je

(651

(= (oran) )
o+ — | t+1
O

={t—-1)# -2t + D@ +1)" (t2 - <a1 + i) t+ 1)m .

831
2 _ € "
t A + t+1 ,
Qo

rae cy (82— 2t +1)% (¢ +1)" " u (* — (o + =)t + 1)™ penunpoIHn IOIUHOMH

f) = (t— 1)t 4 1)~ (t2 — (al + i) t+ 1)m "

3a 1 = 1,...,m. To 3HA4YM J1a je U BUXOB MPOU3BOJ UCTO PEIUITPOIHU TIOJIHHOM,
IIa IBUXOB IIPOU3BOIA HUMa 1 KaO KOHCTaHTaH YJIaH. AJII/I KaJa Cc€ IIOMHOXKH Ca
nocseamuM dakropom (z — 1), nommaoMa f(t), BUAUMO 18 ceé KOHCTAHTHU YJIAH
memwa y —1. Crora, f(t) He MOXKe OUTH PElUIPOYaH, MTO je KOHTPAIUKTOPHO Ca
HAIIIOM ITPETIIOCTABKOM JIa je KOpeH 1 HemapHe BUIECTPYKOCTH.

(<) Xolhiemo J1a JIOKAYKEMO UHEHEHUILY JIa aKo «; # 1 je KOpeH HoJuHOMA
f(t) € Q[t] BumecTpykocTH 75, Taga ai je ucro kopen nosmHOMa f(t) BHIIe-
CTPYKOCTH T;, U AKO je BHUIIECTPYKOCT KopeHa 1 mapHa, Taja je f(t) perumpo-
qaH nosimHoM. Heka cy r m s Bumectpykoctu Kopena 1 u —1, pejioM n HeKa Cy
aq, ail, Qo a%, ey Qs i OCTAJIM KOPEHHU Ca BUIIECTPYKOIINY 11, 701, M2, N2, +vy My T

pexom. Tama mmamo

) =(t—1)(t+ 1)Sﬁ <t2 - (ozi + i) t+ 1)

&%)

[Toy mpeTmocTaBKOM fa je r mapHo, r = 2k, k > 0, mommnom (t — 1)" = (t — 1)% =

(t2 — 2t + 1)* je permmpouan mommHOM Ha ochoBy Jleme 3. Takobe cy (t + 1)
u npoussox [, <t2 — (ai + o%) t+ 1)nz PEIUIIPOYHN TTOJIMHOMHY, IIITO 3HAYN J1a
nosuaOoM f(t) nobujaMo Kao MPOM3BOJ, PEIMIIPOYHUX [OJUHOMA, I8 Ha OCHOBY
Jleme 3 m oH MOpa dUTH TakKohe PErUIpPOYaH MOJTUHOM.

JlakJte, toKa3aJii CMO HAIITY [IPBY TBP/IIbY U HACTaB/baMo Jokaldyjyhu ciaemehy;
Ja aKo je —1 KopeH, BHUIECTPYKOCT je yBEK HelapHa aKoO je MOJMHOM HeIapHOT
CTeleHa, OJIHOCHO YBEK MapHa aKo je MOJUHOM ITapHOT CTEIeHA.

N3 ocnoBue Teopeme ajiredpe 3HAMO Jla CBAKHU IIOJIMHOM CTEIEeHA 71 UMa N

KOMILJIEKCHUX KOpeHa, padyHajyhu ca Buiectpykormrhy. /lakie, ako je n HemapHo,
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I'VTIABA 2. CBOJCTBA PAKTOPU3AIIUJE PEIIUIIPOYHNX
IIOJINHOMA

CBaKW ITOJIMHOM CTEIleHa 71 MMa HermapaH Opoj KopeHa. AJiM W3 ropmer pesyJsrara

3HAMO /I3 CBAKM JIPYTH KOPeH O —1 J0/1a3u y MHBEP3HUM Haposmma {a, =} ca
napHoM BumecTpykomhy (Iap, HOMMTO je BUMECTPYKOCT KOPEHA (& M+ HCTA).

N3 mpBe TBp/AmE 3HaAMO Jla ako je 1 KOopeH, OH je KOpeH MHapHe BUIIECTPYKO-
cru 2k, tae k moxke duru 0. Heka je 2n; BumectpykocT napa Kopera {oq, ail},
2ny BUIECTPYKOCT Tapa KOopeHa {ao, aiz}, U TaKo Jajbe, N0 ,IIOCIeaher’ KOpeHa
{a, a%}, (r < n). Heka je Bumecrpykocrt oj (—1) osnauena ca n_i. Taja je dpoj
KOPEHa

r r
(Z 2ni> +2k+n_1= (2 Z nl> + 2k +n_1.
i=1 =1
A momrro je n menapuo u 0da (2>, n;) n 2k cy mapHu, MOpaMo MUMaTH N_j KOje
je HemapHO.

Caza, y ciaydajy IOJUHOMA IIAPHOT CTEIEeHAa, 7 OM OWJIO IIAPHO, Ia IIOIITO
(23", n;) u 2k cy napuu, Mopa duru 1 n_; mapHo.

O

Jlema 4. Hexa je f € Q[t] wakas ga je f(0) # 0. Taga je f forr € R.

ﬂona& KOpI/ICTehI/I mociiegune ca IIo4YeTKa OBOI' OJe/bKa MOXKEMO JOKa3aTHU JIEMY.
Axo je f(O) 7é 07 OHJa ffobr nMa CTCIEH je,H‘HaK 2degf u (ffobr)obr = ffobr~ O

Cnenehe tBpheme he okapakTepucaru odpa3sall (pakTOpU3aIije PErUIpOIHOT
nommaoMa y Q[t]. Ilpso hemo mpumerurn ja ako je f OWIIO KOjU pPEIUIIPOYIHI
nosmaoM u3 Q[t], uz Tephemwa 4 cienu na ako je 1 kopen nosmuoma f(t), oHIa
he mmaru napmy Bumecrpykoct, penumo r. Coemn ma je (t —1)" pemmnpouan
nosimuoM, a omarie f(t) = (t —1)"g(t), rue je g(t) € Q[t] permnpodan, ma MoxkeMO
n3ocTaBUTH cay4aj y kome je f(1) = 0.

[Monuuom f(t) masuBamo penunpodnum ako je f(t) = for(t), a ako HUje Ha-
3MBAMO T'a HEPEIUIIPOYHN IOTHMHOM. JledpMHUIIeMO HepeIUIPOYHI J1€0 MOHUIHOT
nosmaoMa f(t) y Z[t] Tako mTo yKIOHUMO PEIUIpPOYHEe HepacTaBbuie (hakTope u
OHO IIITO OCTaHe MPeJICTaB/ba HEPEIUIPOUHY jieo nojuaoMa f(t). Bure o neperu-

IpodHOM Jeity moimuoma f(t) moxere nahu y pazy [10].

Tepbhemwe 5. Hexa je f € Q[t] apoussowan peyuupounu toaurom ca f(1) #0 u
nexa je g mepactmasnsrusy garxtiop ud Q[t] gosunoma f(t). Axo tosumnom g wmuje

peyuapouan, onga je f = ggomh, ige je h € Q[t] peyutpouan.
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I'VTIABA 2. CBOJCTBA PAKTOPU3AIIUJE PEIIUIIPOYHNX
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Jloxas. Heka je g € Q[t| mepacrabuBu Heperunpodnun ¢hakTop mMoJuHOMa f.

Kounkperno, g nmje am nonunom ¢t — 1, um monmuuom ¢t + 1. HMmamo 1a je gopr
trakohe mepacraspus y Q[t]. 3a cBaku kopen « mosmHOMa ¢ 3HAMO ja je 1/
KOPEH TIOJINHOMA, (o 1lommTo je f permmnpodan, 1/« je Takohe KopeH mosmHOMA
f. axme, ucnocraBipa ce 1a je g, Takohe HepacTaB/buB (akTOp moguHOMA f
(y3ajaMHO TIpOCT ca g) U cTOra je ggop. daxrop nommaoma f. U3 Jleme 4 coemau
na ggop punaa R, a npema Jlemu 3 3akspydyjemo ja ce mogumHOM f pakTOpHIINE

Kao ggop-h, T1ie je h € Q[t] perunpodsn MOJIUHOM. O

DaxTop ggop 3 TBphema 5 je moBe3an ca HEPEIUIIPOIHUM JEJIOM ITOJTHHOMA

Cajia yBOIMMO I10jaM HepacTaB/bUBOCTH Y CKymy R.

Hedbunnnmja 17. Axo tosunom f(t) € R ne wmoorcemo ga godbujemo xao upo-
u360g Paximiopa gea Hexkowcanina Goaunoma ud R, onga xascemo ga je f(t)

Hepactiasspus y R.

Ha ocHOBY oBe nedunnmmje, BuammMo aa t2 — 2t + 1 je HepacTasmus y R, amn
e u y Q[t]. Crenu na mepacras/puBocT Haa R He MOBIAYN HEPACTAB/BUBOCT HAJL
Q[t]. Mebyrum, ceaku noaunom f(t) € R xoju je mepacrasmbus y Q[t] je Takobhe

HepactaB/buB n 'y R. 3a jmaspu paj yBenthemo cienehe o3Hake:
Irred(R) = {f(t) € R: f(t) je mepacraBbus Hajg R},
Red(R) = {f(t) € R: f(t) je pacraBbus Hajg R}.

Kao mociiequna TBphema 5, MOKEMO Y TTOTIIYHOCTH J1a OKapaKTepHUIeMo (hak-

ropuzarjy Haj (Q HepacraspuBor enementa f(t) € R.

Ilocaenuna 1. Hexa je f(t) € Irred(R). Uau je f(t) nepactwasnrus y Qt] uau
je f = aggon, 1ge je g € Qt] nepactwasmus u a € Q.

U3 Iocnemune 1 caenn na ce Irred(R) memm wa asa ckyna Ry U Ry rae je

Ry ={f(t) € Irred(R) : f(t) je nepacrasbus uag Q},

Ry = {f(t) € Irred(R) : f = aggomr,a € Q, g(t) je nepacraBpus nag Q}.

[Tpumernmo na ako je f(t) € Irred(R), deg f =2 u f(1) = 0, onga je f(t) =
a(t —1)(—t + 1) u rama f(t) npunama Rs.
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I'VTIABA 2. CBOJCTBA PAKTOPU3AIIUJE PEIIUIIPOYHNX
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Hamomena 1. V cayuajy xaga toaunom f(t) € Ry uma yeaodbpojue rxoeduiyu-

jentie, Kxao wocaequua laycose seme 4, moocemo uUpeliuocmasutiu ga je f =
aggobr, a € Z, g € Z[t]. Iocebro, axo je f(t) Upumutiusru GOAUHOM, OHJA je
f = £9900r, g€ je g(t) upumuiushu tGosurom. 060 je duliHO 3a UCTUTLUBAIDE
nepactassusoctiv wag Q jep yeex moorcemo upemtoctmasumu ga je f(t) apumu-

wusar UOANUHOM.
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I'maBa 3

MeTtona penunpodyHe 3aMeHe

Haro je f(t) € R crenena 2n, 3ameHoM npoMeH/buBux r = t + 1/t, modujamo
nosuaoM u3 Q[x] cremnena n, unju cy Kopenu obiuka o+ 1/« ipu yemy je av KOpeH
nosmuoma f(t). TIpermocraBuMo Jja MOXKEMO HM3PAIyHATH 1 KOPEHA IOJMHOMA
f(x), mobujenor 3amenomM npoMeHspbUBUX & = t+ 1/, Taja MOXKEMO JOOUTH KOPEHe
nosmaoMa f(t) permaBameM n KBaJapaTHUX jeaHadnHa. OBO je KjacuyaH MeTo[l
n3padyHaBamba KOPEHa PEMUIPOYHIAX HOJTHOMA.

Heka je f(t) € R nonmmuom crenena 2n. Ilommuom f(t) mMoxkemo 3ammcarn Ha

ciregeny HAIUH:
ft) = ant™ + .+ art"™™ + apt” + art" + .+ ay,

OIHOCHO

Ft) = agt" + Y ap(t" +77F)
k=1

e ¢y do, ..., ap 13 Q. Uuaykimjom 1o k, Moxke ce okaszatu jaa t* + 1/t* mozkemo
U3PA3UTH IPEKO X jeIMHCTBEHNM MOHUYHUM MOJMHOMOM fj € Z[z] crenena k. OBu

[OJIMHOME Ce MOI'Y PEKYP3UBHO M3PAYyHATH Y3 IOMON cjie/iefinx moHaBsbarmba:
Fol) = 2fus () — fuale), Fo@) =2 Al@) =z (31)

[Tpeu wianoBu pekypsuje (3.1) cy moauaOMU:

folz) =2*—2, f3(z) =232, fi(z)=2"—42+2, f5(z)=2" 52+ 5.

Haxie, 3a duso koje f(t) € R

n n 1
f(t) = aot™ + Z ap (" R = qot” + ¢ Z ay (tk + —)

tk
k=1 k=1
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I'JIABA 3. METO/[A PELIUIIPOYHE BAMEHE

Ft) = aot" + "> apfi (t + 1)

t
k=1

f(t) =" <a0+§akfk (t+%>) :

o/laTyIe 3aKJbydyjeMo J1a je
p(x) =ao+ Y arfi(x) € Qlz]
k=1

jeJIMHU TIOJIMHOM KOjH 33JI0BOJbaBa (DYHKIIMOHAJIHY jeTHATUHY

(1) = (95 2p (), a(t) = ¢+ % (3.2)

Oso Ham 00e30elyje edukacan HauMH n3padyHaBamba noauHoMa p € Q[z] 3a cako
f(t) € R. Omarme nmamo npeciankabame R u3 R y Q[z] nedunucano na crenehu

Ha41H:

R : R— Q[z]
f@t) = ao+aifi(z) + ... + anfo(z).
[Tocedno, mpumernmo 1a 3a cBako k € N mmamo

R(t* +1) = f4.

Haszsahemo Hu3s (f,)n,en HU3 PEIUIIPOUHE 3aMeHe U IpecnKaBambe R perunpodno
IIPECINKABAIHE.
Creneha cBojcTBa PerUIpOYHOT IMpecanKaBama R MOKeMO JUPEKTHO J00UTH

u3 jennadnne (3.2).
Tspbemwe 6. R 3agosonasa cregeha ceojctiisa.
1. R je bujextiusro upecaurasarve.

2. R(fg) = R(f)R(g) 3a csaxo f,g € R.

Konauno hemo nmokazaTu jia 1OCTOju MaTPUYHHU 3AIUC Y KOjeM MOYXKEMO pa3y-
MEeTH PEIUIIPOTHO Ipec/nKaBame R.

Hyua Bexrop 0 He npumaua ckymy R , jep Hyla HOJIUHOM f (t) = 0 uma crenen
Koju ce He jeUHUIIE, OJHOCHO HyJIa BEKTOpP HHUje mapHor cremena. Chemm mga R

Huje Q-BeKTOpCKU MPOCTOP.
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I'JIABA 3. METO/[A PELIUIIPOYHE BAMEHE

Nako R uHuje mureapuo npecinkaBame jep R Huje Q-BeKTOPCKU MPOCTOpP, Kaa
ce orpannyn Ha ejleMenTe u3 R cremnena 2n moxkemo 3ammcaru Marpuily 3a R. OBo
je KopucHa ocodnHa Koja he mam omoryhuru ma godujeMo yKymaH Opoj HepacTa-
BJBUBUX PEIHUIIPOIHUX ITOJTUHOMA.

Qukcupajmo n € N. Cako f € R crenena 2n MOXKeMO 3aIIUCATH Ka0 BEKTOD

koedurmjeHara n + 1 Koop/mHaTa Koje o3HadaBaMo ca |f]:

[f] = (an, an-1,sa0) € Q*F, @, #0.

Pasmorpumo (n + 1) x (n + 1) marpuny R, auju cy erementu a,; koedunujentu

n—i+1

y3 T y HOJIMHOMY f,_jt1, OCUM €JIEMEHTA Gy 41,41 KOJU je jemmak 1 (ymecro

2). Baxu jegmakoct
[R(NI" =Ra-[f]", (3.3)

rie je [R(f)] BexTop koedunujenara R(f) ca monnunom dazom {z", ..., z2 x,1},
a [R(f)]? Tpancnonosana MaTpuIa.
Marpunia R, je moma TpoyraoHa 1ei00pojHa MaTpHUIIA.

Ha npumep, ako je n = 5, nmamo

fo=1
f1:t+%:x
fo=t4 %= 2_2=02%2-2

P-3(t+1)=12"—3z
At D 2=t — 42?42
— (t+ =5+’ +5(t+ 1) =2° — 525 + 5a.

S T Ll

~— — —

0 0 0 0O

0 1 0 0 00

R. — -5 0 1 0 00
0 -4 0 1 00

5 0 -3 0 10

0 2 0 -2 01

[TosuBajyhu ce na [Ipumep 11 u3 YBoja, BEKTOPCKHU KOSPUITHjEHT ITUKJIOTOMM I~
Hor nojmaoMa Py je [@yq] = (1,1,1,1,1,1) u ceau ja ce BEKTOPCKHU KOEPUITH]EHT

on R(®41) noduja nspadyHaBamem

R(H” =Rs-(1,1,1,1,1,1)7 =
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0 0 0 00 1 1
0 1 0 0 0o0f |1 1
|5 0 1 000 L4 =(1,1,-4,-3,3,1)7,
0 —4 0 1 00| |1 —3
5 0 -3 0 10 |1 3
0 2 0 -201 1 1

oJaKJie J00ujaMo
R(f) = 2° + 2* — 4% — 32° 4 3z + 1.
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I'maBa 4

Kpurepujymm HepacTaB/hbUBOCTU

Hang

[Tounmemo OBy TJIaBy NpEIU3HUM JiepUHUICAIbEM KPUTEPUjyMa HepacTaB/bUBO-
ctu. Kpurepujym xojum hemo ce daButnu je Kpurepujym HepactaB/buBocTu y R u

IBUMe 3aBpIIaBaMo KapakTepusanujy gaty y llociemumnm 1.

Tsphewe 7. Heka je f € R. Taga je f nepacwasmus y R axo u camo axo je

R(f) nepacmaswus y Q[z].

Zoxas. Heka je f = fify dakropusanuja y R Taksa ma je 2 < deg f; < deg f,
i = 1,2. Tama je R(f) = R(f1)R(f2) dakropuzammja uz Q[z] raksa ma je 1 <
deg R(f;) < deg f/2.

VY3ajamuo, ako R(f) caapxu dakrope y Q[z], cBojerBa mpeciaunkasama o1 R

ojpasymMeBajy ga f caapxu dpaxTope y R. ]

Tepheme 7 nam roBopu o noe3anoctu usMel)y HepacTaB/bUBOCTH y CKyIy R
'y Q[x]. Moxkemo ra npedopmysucaT U 3aIMCATH IPEKO PEIUITPOTHOL [IPECIH-
kaBama. Ozmaumhenmo ca Irred(Q) n Red(Q), pemoM, CKyloBe HEpaCTAB/BUBUX U

pacraBpuBUX esleMeHara u3 Q[x], ogHOCHO, MMaMoO 1A je
R(Irred(R)) = Irred(Q), R(Red(R)) = Red(Q). (4.1)

IIpumep 12. Hexa je f € Z[t] monuuan peyuapournu aosunom ciieuena 4 wa-
kae ga R(f) nema payuonaane xopene. Kopuctwehu Tephewe 7 u Ilocaequuy 1
3aKLYNYjeMo ga je Waj Toaurom mepactiasnsus wag Q ocum y caywajy xag je
f=tt—=(B*+2)t2+1,b € Z. ¥V 060om cayuajy umamo Gaxtiopusavufy f = —GgGobr,
gejea=—1,g=t>+bt — 1, u gop, = 1 + bt — 2.
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I'VIABA 4. KPUTEPUJYMW HEPACTAB/bUBOCTH HAJT Q

Crnenehu mpumep mokasyje Ja He MOXKEMO OJIPEINTH HEePACTAB/BUBOCT IIOJIH-

Homa f u3 Q[t] ako je R(f) uz Q[z].

Ipumep 13. Axo je f =10 — 3t5 — 3t* + 1143 — 3t> — 3t + 1, onga je [R(f)]T =
Rs(1,-3,-3,11)T = (1,-3,-6,17)", caegu R(f) = x> — 32® — 6z + 17. He-
pacassusocti R(f) nag Q ce sugu, jep ga du toaunom wpeher cuetena duo
pacwasnuse y Q mopa ga uma payuonasne wyse. ITloWenyujarne payuoranme
nyae cy +17,£1, mehywum zamenom gooujamo ga osu dHpojesu Hucy Hyae Gatlior
TOAUHOMA U 0gatlne caequ ga je [ nepactiasruso wag R. Mehywmum, f nuje
nepactiasmruco nag Q jep uma gaxtope (t3 — 3t + 1)(t3 — 3t> + 1). Ha ocnosy
ITocaequue 1, sugumo ga je f = ggor ca g = t3 — 3t + 1 jegarn mepaciiacnpucu

enementa u3 Qlt].

Teopema 7. (Ajsenwiiajnos kpuiepujym HEPACTLABHUCOCTIU,)
Hexa je f(x) = anx™ + ... + a1x + ag € Z[z] u nexa tocwoju upoct bpoj p Wakas

ga pfan, plan_1,an_2,...,a1,ay u p*tag. Taga je f(x) nepacmacrus y Qx].

Joka3 Teopeme moxkere Halim y Kibusnm [3].
Creneha Teopema je riiaBHa TeopeMa OBOI PaJia M OJHOCH Ce Ha KPUTEPHjyM He-

PacCTaB/bUBOCTU PEIUIIPOYHUX ITOJIMHOMA.

Teopema 8. Hexa je f(t) € R, ognocro nexa je f(t) peyutpouar Goaurom GapHoT
cwmetuena u nexa je f(t) Upumuiuenu Goaunom u Upewtocmasumo ga je R(f)

nepacasrus y Qlx].

1. Axo |f(1)| wau |f(—1)| nucy womuaynu xeagpatiu, onga je wosunom f(t)

nepactiasrus y Qlt].

2. Axo f(1) u cpegru roepuyujent tosunoma f(t) umajy pasauvuitie 3Haxe,

waga je f(t) nepactwasrus y Qlt].

3. Axo je cpegrou xoepuyujen uorurnoma f(t) 0,1 wau —1, waga je f(t)

nepactiasrus y Qlt].

Jloxas. Ha ocuoBy Tephema 7, umamo 1a je f(t) mepacrasmus y R, 1ok rox je
R(f) mepacrasbubo. U3 Ilociemune 1 cnenu na je nomuaom f(t) mepactaB/buB
y Q wn, npernocraspajyhn na je mosmmuom f(t) mpuMUTHBAH, OHIA je ITOJMHOM
obimuka [ = tggor, g € Z[t] mepacraBpus moauaom Has Q. IlpermocraBumo ja
f(t) muje mepacraspus Hax Q. Ilokasaliemo ma oBa mpernocraska J0BOJIU JI0

KOHTPATUKITHA]E.
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Kaxo je g(1) = gur(1), mama |f(1)| = |g(1)]?, mTO je KOHTpaIUKTOpHO ca
qumsennnoM ga |f(1)| mmje mormyn kBagpar. Cimuno, u3 g(—1) = £gu(—1)
nvanmo ga je | f(—1)] = |g(—1)|>. Cremu na je 1. yciaoB 3a70B0JbEH.

Y 2. ycuosy, ako je f(1) > 0 rmama je f = ggop-. Axo sammimemo ¢(t) y
00Ky g(t) = ant™ +a, 1t" ' +...+ayt +ao noduhemo 1a je cpemu KoeduiujenT
nomaoMa f(t) jeamak af + af + ... + a®_; + a>. Oso muje moryhe jep cpemmbu
KoedurujeHT nMa HerarusHy BpeaHoct. Ciamdano gokasyjemo u 3a f(1) < 0.

VcnoB 3. je IMpeKTHA MOCTIEINTIA CPeIber KoeduInjeHTa 1aTor y yeiaoBy 2. [
VY macraBky hemo BuieTH MpuUMEHY OBE T€OpEMe Ha IIpUMepe.

IIpumep 14. Pasmotipumo Goaurom f = t5+6t7+2t°422¢° — 84 4223+ 2t2 + 6t +
1. Umamo ga je R(f) = '+ 623 — 222 +42—10. Ha ocrosy Ajsenwitiajo6or xpu-
wepujyma, gokasrcumo ga je R(f) mepactwaswus nag Qx|. Iocmampajmo apocis
opoj p =2 uay = 1,a3 = 6,a2 = —2,a1 = 4,09 = —10 Koepuyujent@u u3 woru-
noma R(f). 211,2|6,—2,4,—10,2% § —10 wmo 3agosomasa ycaose Ajsenwtiag-
H080T Kputuepujyma, ogaxae caequ ga je R(f) nepacmasmus nag Qx]. IHosurom
f je apumutiusan jep cagporcu uyeaodbpojue koedpuyujentie u (1,6,2,22,—8) = 1.
|lf(D)] =54 u |f(—1)| = 58, @a na ocnosy Teopeme 8 saxnmyuyjemo ga je f Hepa-

cwasnpus Hag Q.

IIpumep 15. Hexa je f € R ca xoeduyujentiuma 0 usu 1. Axo je R(f) mepa-
cmasrus y Qx], ogatine caegu ga je f nepactwasmus y Qlt].
IIpumep 16. Ilocmatupajmo caegehiv nusd torurnoma usd Q[t] sa n > 2:

(t+1)" —t"—1
. .

gn(t) =

Ceaxu Goaurom g, uma ceten n — 2. 3atducahemo g, Upexo duromme popmyare

o= (e (e Qe () )

(Dt ()P L+ (M)t L=t —
gn(t) = .

u(t) = (T)t“ + <Z)t"3 +ot (nT—lz)H (nﬁ 1).

Jegna og ocobuna dunomnux xoepuuyujenatia je (Z) = (n’fk), aa caequ ga je gp

peuyuapowar Gosurom. Kaga je n dapno, gdoaurom g, tputaga R. Hedpurucarvem
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m:= (n—2)/2, umamo ga je

= (O (o ()5 ()

19€ ¢y fi, ..., [ GPBUT M TOAUHOMA PEYUTPOUHE 3AMEHE HU3GE.

Hexa je n = 2p, 1ge je p netapan tpoct opoj. Caegu ga je

R(gs,) = (211)) For + (221)) fooz 4 o+ (pQ_p 1) i+ (2;).

Ipumetiumo ga

2
(p) =0 (modp), j=1,....,p—1,
J

jep p\(ip) —0,3aj=1,...p—1, u

(2;’) 20 (mod p),

0gHOCHO P | (2;’) - 0.

Kopuctiehu upetizoghy wurbeHuyy Ha ochosy Ajzenuiiajnosol Kputiepujyma 6u-
gumo ga je R(gap)opr Hepactasnrus nag Q, ta caegu ga je R(gap,) nepactuas.vue nag
Q. Howmo gop(1) = 2% — 2 nuje GoWUYH KEAGPATH, HAUL KPUTLEPUTYM TOKA3YjE

ga gop jectie nepactiassus rag Q.
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Hymepuuko nmoHarmame

PELUITPOYHOT IMPECINKaBakha

3a marmre KoOMOMHATOPHE pe3y/TaTe moTpedaH HaM je YBUJ ¥ TO KaKO Ce yBe-
hasajy koedurmjentun ox R(f) y ommocy ua mosmaom f. Taxobe, baBuhemo ce
mpodJieMoM peJiatiuje dpoja KoeduiimjeHara JaTor MOJTHHOMa, § U IIPOU3BOJA § (b -
Ha taj maunn mobuhemo mHTepecaHTHEe pe3ysTaTe KOjU Ce OJHOCE HA HU3 PeIy-
npoune 3amene (fy,)nen-

Haro je f(x) = > p_, axx” € Q[z]. 1—nopma || f||; 1 max-HOop™ma || f||eo mOMH-

Homa f(z), cy pemoM, dpojeBu

n
11l = D lail,
i=0

1 flle = max{|a;| : i =0,1,...,n}.

[ocmaTpajmo Hu3 1—HOopMm wtanoBa Hu3a perunpoune samere (||fyll;), oy
(Hu3 permpodne 3aMeHe mMa pejoMm eremente fo(z) = 2, fi(x) = z, fa(z) =
22 — 2, f3(x) = 2% — 3z, fu(x) = 2" — 42% + 2, f5(x) = 2° — 523 + 5x...). Ilpsm
9JIaHOBH 1 —HOpMeE HU3a Cy

1folly = laol = 21 =2,

filly = laol + faa] = 1] = 1,

I f2lly = laol + laa] + laz| = 1] + 0] + [ = 2| = 3,

|1 f5lly = laol + laa] + laz| + |as| = |1 + 0] + [ = 3] + |0] = 4,

[ fally = laol + lax| + laz| + las| + |aa| = [1] +[0] + [ — 4] + |0] + [2[ = 7,

/511y = laol + las| + |as| + |as| + |aa| + |as| = [1] + |0 +[ = 5] + 0] + [5] + 0] = 11.
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IIPEC/INKABAA

Hedbununmuja 18. Heka je nu3 L, 3agatl caegehom pexypentinom jegHaUHOM:

Ln - Ln—l + Ln—2

L1:1,L2:3U/LULO:2,L1 =1.

Hus L, nasusamo Jlyxacos nu3s. Jlyxacosu dpojesu cy eaementtiu JIykacosor nusa.
To cy bpojesu: 2,1,3,4,7,11,18,29....

Bume o Jlykacosum Spojesuma moxkere nahu y pasy [9]. Tpeda youurn na je
HU3 PENUIpovHe 3aMeHe mojyaapan ca Hu3oM JlykacoBux OpojeBa. Pexypaumjom

(3.1) xoja medpuHuUIIe HU3 PELUIPOTHE 3aMeHe JOIA3UMO J0 peKypsuje 3a || f,||;:

1 fally = lfnally + (el llfolly =2, Al =1, (5.1)

JaKJIe 10 JOKa3uBamba JeJJHAKOCTH OBa JBa HHU3A.
Tepbhemwe 8. [[eaodbpojnu 1us (||ful|1)nen je nus Jyrxacosur dpojesa.

Caza hemo ananusuparu nonamase || f||« 1npu npeciukasamwy R u pobuliemo
HeKe MHTEepecaHTHe pe3yJiTare y Be3W ca HU30M penunpodne 3amere (fp)nen. da
6u onpemsm ropiby rpanuity of ||R(f)||« 3a dmo koje f € R crenena 2n koje nma
max-HopMY ||f || < B, duhe 3rogHo mo3BaTu ce Ha MaTpudHy pernpesenrtanujy R,
on R nedunncany y (3.3).

AKo MaTpuvYHy HOPMY HHJIYKYjeMO BEKTOPCKOM HOPMOM, J00HjaMO J1a je max-
Hopma o1 R, kao omeparopa, 6poj

n+1

IRl = max > ay.

1<i<n+1 4
J=1

Harmra maTpuvsa penpeseHTarja HaM J103BO/baBa ja udpadynamo R(f) uspawy-

nasameM npoussoga R, - [f]T u omarne ciean

IR(Nlce < (Rl oo f]] oo

N3 Tephemwa 8 cienu ropma rpanuna max-uopme R,,. 3a n € N Baxku ciezeha

HejeTHAKOCT:

n+1 n+1 n+1 n n

[Ralle = mmax 3 o] <33 layl =1+ 1 15l =1+ L.

Jj=1 7j=1 =1 Jj= j=1
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15 ocodure o Jlykacopmm dpojesmma, > 7o Lj = Lyyo — 1 (mpmmep: Z?:o L, =
24143+4=10,L; —1=11—1=10), MOKEeMO 3aKJbYIUTH A,

IR(Nloe < IRl flloe < Lnt2B.

Ha oBaj maumn cmo niokazasmm ciejiehe TBpheme.

Tsphemwe 9. Hexa je f € R cweuena 2n u ||f||,, = B. Taga
IR(/)l < Lns2B.

Ocraje Ham 7@ HaBeJIEMO jOII jeqHO TBpheme Koje ce OIHOCH HA max-HOPMY

JaTor mojumHoMa g Ha ocHOBY l[locieaune 1.

Tephemwe 10. Hexka je f € Ry, 1ge je ckyu Ry = {f(t) € Irred(R) : f = aggopr,a €
Q*,g(t) je nepacmasnmus nag Q} ca yeaodbpojnum roeduyujeniiuma cueiena 2n
u max-wopmom || f||., < B. Taga wepactiasmueu tosunom g € Z[t] ciietena n

waxas ga 6asicu f = aggop,a € Z uma max-nopmy ||g||,. Hajeuwe v/ B.

Jloxas. Heka je g = a,t"+...4+ait+ay (ca a, # 0) u mpernocrasumo 1a je ||g|| =
la;|,0 < i < n. Cpeawu koedunujent nosmuoma f je jennax a(ai + a? + ... + a2)

U oJaTJjIie CJIEIN

n
2 2 2
91l = lail* < ) lail* < [|fll < B
=0
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I'maBa 6

Bbpoj eremenara pacraB/bUBUX U
HepacTaB/bUBUX PEHUIIPOYHUX

IIOJINHOMAa

Y oBoj rinaBu hemo odjacHHTH KakKo J00MjaMO TOpPHa OrpaHHYeha 3a OpPOoj
esemenata y ckyny Red(R) n Irred(R). VnrepecanTHa KapaKTepUCTHKA je Ja
PEIUIIPOYHH TIOJIMHOMU MOTY MMaTH Hepenuipodne dgaktope. Mehyrum, moka-
zaliemo J1a je 6poj Taksux mosmHoMa Masm. Puracerune desemke [10] cy mobpa
pedepeHnIia 3a oBaj €0 pajia.

Heka je n dukcupan nmpupomau Opoj. CBaku MOJMHOM CTEIEHA N Ca IeJIo-
OpojunM KoedUIHjeHTUMa MOXKE Ce MPEJICTABUTH KAO TAYKA (Gp, Gp_1, ..., A1, Ao)
u3 (n + 1)-numensuone permerke Z". 3a mosutuHO B mocMaTpaMo OHe TauKe

pererke Koje jexe y (n + 1)-kornku [—B, B]":

Sn(B) = {f € Z[t] : deg f = n, [|f|l« < B}.

Ha oBaj mauun S, (B) upejcraBiba CKyI MOJHHOMA CTEIEHA N Ca IEeJOOPOJHUM
koedurmjenTnMa y uareppaiy |—B, B]. Imamo na je 6poj |S,(B)| = 2B(2B+1)"
3a 11es100pojuo .

Baxku cienehe orpannueme:
|Red(Q) N S,(B)| <, B"log? B, (6.1)

rJle O3HaKa <, 3HAYN JIa TOCTOj KOHCTAHTa KOja 3aBUCH CAMO OJ 1l Y TOPH-EM OI'Da-
Huderby. OBa IpaHUIa ce MPBH IIyT IOjaB/byje y Kaacu4uHo] Kibu3u Georga Polya

u Gabora Szego kao Bexkda 266 y Ouenky VIII. Bumie objarmmerma ce Mmoxke nahu
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PENUIIPOYHNUX ITIOJIMHOMA

y pamoBuma K. Dorge, Abschatzung der anzahl der reduziblen polynome, Math.
Ann. 160 (1965) 59-63, G. Kuba, On the distribution of reducible polynomials,
Math. Slovaca 59 (2009) 349-356. [12] u Dubickas, On the number of reducible
polynomials of bounded naive height, Manuscripta Math. 144 (2014) 439-456. 3a

noTpede OBOT pajia je JOBOJbHO pa3MaTpaTh MOpibe orpaHmderne gato y (6.1).

U3 ropmer orpanndera (6.1) Takohe MoxkeMO J0OUTH MOPE-E OrpaHUYEHHE TPO-

ropIiyje:

|Red(Q) N S,(B)| B"log® B
n B eN). 6.2
15,.(B)] BB -1 P EN (62)
B"log* B , B"log* B . log’B

0.

lim ——————— = = - 7
B 2B(2B 1 1)" 5o 2B - Br(2+ 1) Booo 21 B
Osa nponoprja Texkn Ka 0 Kaga B Texkn OeCKOHATHOCTH.

Teopema 9. Beposattinoha ga je GOAUHOM CG UeA0OPOJHUM KOePUUUTEHTTUMA OgPe-

henot ciietiena pactiiasnmus je JegraKra HYAa.

Ilokaz Teopeme mozkere rnponahm y pajay mabapckux marematmdapa llopra
[Topa u I'abopa Cere.
N3 Teopeme ciiequ Ja cy CKOpPO CBU IOJMHOMU y Z HepacTaBbuBu Ha Q.

Hamr 1mub je 1a MCKOPUCTUMO TPETXOAHU PE3YJITAT KAaKO OMCMO JIOOWIN HEKe
IIPOIIeHe O OPOjy PAcTaB/bUBUX M HEPACTABJHUBUX PEIMIIPOYHUX ITOJTITHOMA.

Ckyn Red(R) N Sy,(B) je ckyn pacTaB/bUBUX IEJOOPOJHUX PEINUIPOTHUX TIO-
JIMHOMa CTelleHa 2n W max-HopMme HajBuime B. Ham npsu pesynrar je ropme

orpamnmnderse opoja |Red(R) N Sy, (B)|.
Teopema 10. Hexa je B tosutiusar yeo opoj. Taga
|Red(R) N Sy, (B)| <, B"log” B.

Jloxas. N3 (4.1) u Tephemwa 9 ciaenn ja je

R(Red(R) N Sy, (B)) C Red(Q) N S, (B),
rje je B' = L, 2B u onarie ciemn

|Red(R) N Sz, (B)| < |Red(Q) NS, (B)].
[Mpumemyjyhu (6.1) Ha mgecHy cTpaHy MpeTXOjHe HejeJHAKOCTH, 3aK/bYIyjeMo J1a

|Red(R) N Sou(B)| < (Lns2B)" (log(Lut2B))*.
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[Moxcehajyhu ce na je duio koje f(t) € R crenena 2n 1aTo BEKTOPOM Koedbu-

mujenata [f] = (ap, an_1,---,a1,a0) € Q"™ ca a, # 0 , nmamo na je
RN Sy, (B)|=2B(2B+1)", BeN,

a 3atuM u3 Teopeme 10 100mjamMo MIpOIOPIHA]Y

|Red(R) N San(B)| B(log B)?

RN S2n(B) "5B2B + 1)’ (6.3)

koju Texku kKa 0 kajga B Texku deckoHadynoctu. VHcnupucanum yodOWdajeHoOM Tep-
muHOJI0THjoM, pehu hemo s1a cy ckopo cBu nosmaOME ¥ R ca memodpojaumM Koedu-

IjeHTuMa HepacTaB/buBu y R.

Hanomena 2. Moowcemo Wepguttiv ga je ckpuseno KOHCWAHTWHO OTPAHUYEIHE U3
Teopeme 10 1pybo. Haw apuctyt ce cactioju og yipahusarea (n+1)-gumenzuonanre
kouke [—B, B]"" y (n+1)-gumensuonanny xoury [— Ly oB, LnyoB] u waga oby-
TAWAMO BUULE HEPACTUABNHUBUL TUONUHOME HETO WO je Tothpedrno. Mehytwum, y

UPOUOPUUJU Je HajouthiHuje ga Wearcu HYAu gox B eatcu beckonauroctiu.

Kao nocremuna [Mocienue 1 3namo ga je Irred(R) = Ry U Ry. Ham nms je
Jla TIoKazkeMo Jia je BehnHa HepacTaB/puBHX HosimHOMa v R Beh HepacraB/buBa y
Q[t]. dpyrum peunma, nokazaliemo ja Ry MMa BpPJIO MaJIo eneMeHara.

Heka je f momunom u3 Ry N Sy, (B). Ilpe ceera, younmo, nosusajyhu ce Ha
kpurepujyM Hepacrasbusoct (Teopema 7) ma moxemo omdaruru caydaj B = 1.
Y tom cayuajy je ckyn Re NSy, (B) npasan. Tako ja MOXKEMO MPETIOCTABATH &

je B 1eo 0poj Behu nim jeHak 2.
Teopema 11. Hexa je B € Z u B > 2. Taga
Ry N Son(B)| < 4ABVB(2VB +1)".

Jloxas. Ilpema Tephemwy 10 3namo na 3a mosmHOM f € Ry NSy, (B) nmocroju Hepa-
CTaBJbUBHU TIOJIUHOM ¢ € Z[t] ca max-HopmoM ||g||. < v B Takas ja je f = aggopr

3a HEKO HEHyJIa 1es100pojHo a € [—B, B]. 113 Jleme 4 umamo

Ry N S (B)| < 2B|{ggobr : g € Ir7ed(Q)} N S, (VB)|.
I[Tomro Baxku cienehe orpaHuyerse:

{g9ow : 9 € Irred(Q)} N S,(VB)| < 2VB(2VB +1)"

oJlaTiie cjaedau Hallla TeopeMa. L]
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Kao nenocpeny mocieauiy Teopeme 11, u3Boaumo ciesnehy mponopiujy:

RN So0(B)] _ 2@(2@+ 1)" . 2B (6.4)
= (

RAsaB) =P\ 2BET ) = B -1

[Iperxomua jeanaunHa IOKasyje Ja je Opoj HepacTaB/HUBUX IOJMHOMA y R Koju
npuraiajy Ry CKOpo upesieBaHTaH Opojy penunpodrux noauaoma 3a n > 2. (I[ogu-
ceTnMo ce ja je Ry npazan 3a B = 1.) U3 nponoprmja (6.3) u (6.4), ronasumo 10
3aKJbydKa ja je pehuna mosmuoma m3 R N Sy, (B) Hepacrasmpusa Hag Q kama B

TEKU OCCKOHAYHOCTHU.

Teopema 12. Ckopo ceu Gosuromu f € R ca yearodpojrum xoepuyujeniuma cy

Hepactaspusy Hag Q.

VKpaTko, Kaja pasMarpaMmo MoJnHoM n3 R, Tpeda odeKmBaTH 11a je OH Hepa-
cra/puB Hax Q. Crora je BarkHO Ja MMaMO Ha pacloJiaraimy KpUTEpHjyMe 3a

yTBpDUBaIbe mheroBe HepacTaB/HLUBOCTH.
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I'maBa 7

IIpumene

Y 0BOj IV1aBU IPUMEYJEMO METOJI, PEIUIIPOYHE 3aMeHe U Hallle KPUTEPHUjyMe

HEpacCTaB/bUBOCTU Ha IIPpOYyYaBaib€ KJIaCUIHUX IIpUMEpPaA.

7.1 OOGpaciu dhakTopuzaiuje HeduireBreBux

IIOJIMHOMAa

OcepanMo ce Ha cBojcTBa (pakTopu3zariuje JeduieB/peBUX MOJUHOMA MIPBE U
npyre Bpcere, T, u U, nax Q.
YeburreBspeBU TOJNHOME IIPBE BPCTE N-TOT cTerena, 1, 3a n > 0, cy jeduHucanu
NICHTUTECTOM

T, (cos @) = cos(na).

VBojsiehn cmeny x = cos « 00HjaMO eKCILITUIUTHY (OPMYJTy 3a padyHarbe Jedu-

MIEBJHEBUX MTOJTMHOMA, IPBE BPCTE.
T, (x) = cos(narccosz),z € [—1,1].

Pexyp3usna penaiuja YeduieB/beBUX MOJIMHOMA IIPBE BPCTE ce JI00Mja Ha cJiejehn

HauynH. bynyhu ma Baxku
cos((n + 1)a) + cos((n — 1)a) = cos(na + «) + cos(na — «)

= cos(na) cos(a) — sin(na) sin(a) + cos(na) cos(a) + sin(na) sin(«)

= 2cos(na) cos(a)
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U aKO yBEJIEMO CMEHY (v = arccos z, Tajia J00ujaMo
cos((n + 1) arccosx) + cos((n — 1) arccos x) = 2 cos(n arccos x) cos(arccos x).
[Iperxoauu n3pas3 HaM Jlaje peKypP3UBHY peJialiujy
Thi1(x) — 22T, (x) + T,,—1(z) = 0,
y3 nouerte yciose Ty(z) = 1 u T1(x) = z, omHOCHO
Thi1(x) = 22T, (x) — Thooa (),

y3 nouerte yciose Ty(z) = 1,11 (x) = =.

[IpBux mect YeburneB/preBUX MOJUHOMA IIPBE BPCTE CY':

To(x) =1

Ti(x) =x

Ty(x) = 22% — 1

Ty(z) = 423 — 3x

Ty(x) = 8x* — 8x% + 1
Ts(x) = 162° — 2023 + 5.

OHo 1mTO je mHTEpPEcaHTHO 3a UeduineB/beBe IOJINHOME IIPBE BPCTE jecTe [1a MMajy
MIAPOKY TPUMEHY y MaTeMaTHUIy, (pU3MIM, WHXKEHEePCTBY 1 padyHapcTBy. [lpu-
MeHa y MaTeMAaTHIU je KOJI allpoKCUMalifje (pyHKIIja, IITO je KOPUCHO Yy HyMe-
PUYKOj aHAIN3U U aHAJIM3U MTOJaTaKa, 3aTUM Ce KOPHUCTE Y IIPOYYaBatby PACIoIe e
IIPOCTUX OpOjeBa, KOPUCTE Ce M y KBAHTHO] MEXaHUIIH, ITOCEOHO y OINCY OCIIHJIA-
TOPHUX CTarba, TaKohe 1 KOJI JIUTUTAJIHE 00paJje CUT'HAJA, IIPOjeKTOBabY (pUaITepa
" aHau3u crekTpa curHajga. OBO Cy caMoO HeKe 0 MHOTOOPOjHUX mpuMmeHa Je-
OUIIIEB/bEBUX TIOJIMHOMA IIPBE BPCTE.

Besy usmely penunpoune 3amene ausa (3.1) u Husza YebuiespeBux moJnHOMA

pBe BpcTe 1, MOYXKEMO 3aITUCATH CJIeACNUM UJIEHTUTETOM:

1
Ha ocnoBy unenrturera onpemumo To(x), T3(x) u Ty(x).
Ty(x) = 3 fo(2x) = §((22)2 —2) = %= — 1 =22 — 1
Ts(z) = 3 f3(22) = 1((22)* — 3(22)) = 8% _ 6z — g3 _ 3y

Ti(x) = 5 f2(22) = 3((22)* — 4(22)* 4 2) = $(162* — 162% + 2) = 8z* — 8z + 1.

N= N

1
2
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YeburrieB/peBU OJIUHOMHE JIpyTre BpcTe n-Tor cremnena, U,, 3a n > 0, cy nedu-

HNCaHN MJCHTUTETOM

U, () = sin((n + 1) arccos(x))

—-1,1 No.
sin(arccos(x)) ;o € (=1,1),m € No

Jla ducmo moduan pekyp3uBHY pesarnjy UeduineB/preBUX MOJIUMHOMA ApPyre BPCTe

kpehemo oJ1 naeHTUTETA
sin((n 4+ 1)a) + sin((n — 1)a) = 2sin(na) cos(a).

3aTuM yBOJMMO CMEHY (v = arccos x W JI0OMjaMO PeKyp3UBHY peJsarujy 3a dedu-

IEBJbEBE TIOJIMHOME JIPyTe BPCTE
Upni1(x) — 22U, () + U,—1(x) =0
y3 mouette yciose Uy(z) = 1 u Uy (x) = 2z, ogHOCHO
Unpi1(x) = 22U, (z) — U,—1(x)

y3 noderne yciose Up(z) = 1 u Uy (z) = 2z.

[TpBux mect Yebdburnes/preBUX MOJIUHOMA JIPYTe BPCTE CY:

Up(x) =
Ui(z) =2z
Us(z) = 42* — 1
Us(z) = 8x® — 4x
Us(z) = 162* — 1222 + 1
Us(x) = 322° — 3223 + 6.
Penunpouna 3amena ausa (3.1) je moBesana ca Huzom U, ciemehuM MIeHTATETOM:
Upi(x) = ——f'(22), n €N,
2n

rze je f! npBu u3Box dyukiwmje f,.
Ha ocnoBy upenTurera moxkemo ozapeautu Us(z).
Vamumo nern 4inan pexypsuje (3.1) fi(z) = 2* — 42% + 2. Tlpsu uszso dyHKIMje
f1(2z) je f1(2z) = 64z — 32x.
s f1(2x) = £(642® — 32z) = 82® — 4z = Us(x).
Ha oBaj mauun, cBako cBojctBo (pakropuzanuje 71, u U, Haj parnuoHaInum Opoje-

BHIMa MOXKe ce J00uTH u3 dyHknuja f, u f.
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[Toscetumo ce, u3 JecbuHUIMjE PEIUNIPOYHOr TpecimKaBama R ciemu ma je
fn = R(t*™ + 1). Mokemo 3amucatu NpBU U3BOJ, OMJIO KOT YjaHa HU3A f, PEKyp-

3UBHO IIO Tl Ha CJ'Ie,H‘ehI/I Ha4d1Ho

n(fi+ fs+ ...+ fu1) n  IapHO

frn =
n(l+ fo4 ...+ foo1) n  HeIapHo

7 OTyJa 3aKJby4dyjeMO J1a
fr=nREY 2072 42 41).

Homumome 27 + 1w 27~ 442072 1 442 4+ 1 m3 Q[t] MorkeMo 3ammcaTn Kao

IIPOU3BO/I LII/IjI/I cy CbaKTopI/I TUKJIOTOMHUYHU ITOJIMHOMM IIapHOI' CTEIleHAa:

dldn d|2n

df2n d#1,2
Cana hiemo mokazarn ja cy nukgoromudHu nojuaomu P, (r) HepacTaB/bUBH
HaJ[ 10/beM palmoHaJHUX OpojeBa. Heka je § mpuMuTUBHU N-TH KOPEH U3 jeIn-

HUlle, ¥ Heka je f(t) MOHMYaH TOJIMHOM.

Jlema 5. Axo je p buso xoju Gpocti dbpoj wakas ga sasicu (p,n) =1, n = deg f
u aKo je a duno Koju UpumulLueHu Kopen u3d jequruue og f(x) = 0, waga je o

UCTHLO UPUMUTLUBHU KOPEH U3 JEGUHULE TLOT TONUHOMA.
Hoka3z oBe sieme moxkemo nHahu y HusenoBoj kmwusn [14].

Teopema 13. [[uksotomuunu worunomu P, (x) cy nepactiasvusu nag Gomvem

PAUUOHANHUT OPOJESE.

Jloxas. Heka je 6 npuMuTuBHU N-TH KOpeH u3 jenuuuiie, u JgedbuHunmmo f(z)
Ka0 MUHMMAJIHUA TOJUHOM ojf . (Buie o MUHUMAJHUM TOJIMHOMUMA Y TIPUMEDPY
7.2) Munnmanuu nosmuoMm f(z) je medunucan uiaentuano kao u D, (x). f(z)
je HepacTaB/bUB JIOK TOJI jé MUHUMAJHU MOJMHOM (J10Ka3 Moxkemo Hahu y Carus
Monograph of Harry Pollard, The Theory of Algebraic Number, pp. 35-36). Bujio
KOjU IPUMUTHUBHY N-TU KOPEH U3 jeauHurie je koper of f(z) = 0, u omatie ciaean
na je f(x) = ®,(x), mro mokasyje reopemy. 3aucra OUIO KOjU TPUMUTHUBHU N-TH
KOPEeH M3 jeJIMHUIIE ce MOXKe 3allicaTh Kao cremneH oapeheHor kopena # koju je

kopumihien 3a pedunucame f(x), 6 rue cy t u n yzajamno npoctu OpojeBu. AKO
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je dakTopuzammja o t 3anucana Kao Ipou3Boj, (He Hy>KHO Pa3IMIUTHX) TPOCTUX
OpojeBa t = pips---ps, Taga (p;,n) = 1 3a cBako unjeKkcHO i. Tasa Ha ocHoBy Jleme
5, 67" je kopen of f(x) = 0, u ureparjom aprymenara 6PP> je KOpeH MOJUHOMA
f(z) = 0, na uaxykmujom modujamo ga je 0' kopen nosmuoma f(x) = 0.

[

Koukperno, mommuomu 2% 4+ 1 u 2D 4 ¢20=2) & 1 2 4+ 1 cy npoussosn

dakTopa HepacTraB/buBHUX ejieMeHara y R. Jlakie, cirenm

fo=TIR@) w5 =] R@®y) (7.1)
o o

cy nHepacrtas/buBe dakrtopusanuje nosmuoma f, u f, mam Q. Ha ocmoBy ose

YHLEHIUIE MOT'Y Ce U3BECTH HeKa CBOjCTBa (bakTopusarwmje ox f, u f.

IIpumep 17. t™ 4+ 1 je nepactwiasrus nag Q axo u camo axo je m cwetena 2,
ogakae caequ ga je f, mepaciaenmus nag Q axo u camo axo je n = 2¥ k € N.
Zlaxae, o6o upyorca jows jegar goxas ga je Uebuwesmes tosurnom upee epctie T,
nepactiassue nag Q axo u camo axo je n = 2F.

Cauuno, 3axpydyjemo ga Yedbuwesmes torurom gpyie epctie U, 1 Hukaga nuje
nepacwasrus nag Q za n > 3, wowwo f) nukaga nuje nepactiasmsuso nag Q 3a
n > 3.

7.2 MuHUMAaJHU MOJUHOMHN TPUTOHOMETPHUjCKUX
dyukmja cos(2w/n) u sin(27/n)
Anrebapcku 0poj je HeKH OPOj KOju 3aJI0BOJhABA jEITHAUYNHY OOJIMKA
"+ az" '+ . +a,=0,

ca paluoHAJHUM KoedUIMjeHTUMa. 3a CBAKU aJredapckKu OpOj a IOCTOoju je-
JIMHCTBEHA TOJIMHOMCKA, jeTHAYMHA HAajMAIbEer CTeleHa KOjy Taj Opoj 3a/10BOJhaBa.
[Tostmom Koju oxmpebhyje Ty jeaHavYnMHy Cce HA3WBAa MUHUMAJHU TOJUHOM 3a G U
IbeTOB CTEleH ce Ha3WBa cTerneH o a. Jlaksie, paruoHaJHU OpPOjeBU ce MOMIyIa-
pajy ca aaredapckuMm OpojeBmMa crernena 1. Takohe, MUHUMAJIHU ITOJIMHOM OJT G
je mepacraBpuB HaJ cKynoMm (O, m oH je menmiart OMJI0 KOT JAPYTOr IMOJUHOMA, Ca

paImoHAJHIM KOe(DUIINjeHTUMa KOjU UMAjy @ Kao HYJIy, U TO je jeJINHU MOHUYIHU
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ITOJIMHOM KOjU MMa OBa cBOjcTBa. JloKa3e OBUX jeTHOCTABHUX CBOjCTaBa O ajredap-
ckuM OpojeBuma moxkemo Hahm y Carus Monograph of Hary Polland, The Theory
of Algebraic Numbers, pp. 35-36.

Ako anredapcku Opoj a 3aI0BobaBa jemHaduny " + a1l + ... +a, = 0
ca IeJOOpPOjHUM KoedUIMjeHTrMa, KaxKeMo Jia je a ajredapcku 1eo Opoj. Ha
IpuMep, O aarebapcKux opojeBa /3 u m, caMO IIPBH OpOj je aJiredapcku
1meo 0poj. MwuHUMAJIHA TIOJUHOM aJredapCcKor IMesjor Opoja je Takohe MOHUYAH
mosmaoM. OBO ce MOXKe j10Ka3aTu ['aycoBom Jjiemom 4.

[IpumeTnMo ja Cy BpeTHOCTU TPUTIOHOMETPHUJCKUX (DYHKITHja aaredapcku Opo-
jeBHU ca apryMeHTHUMa KOjH Cy PallHOHAJIHU caJipxKaoiiu opoja w. IIpBo npumerumo
cosa ca a = 2mk/n, rue cy k u n pejaTUBHO MpOCTH Teau OpojeBu. Ha ocHOBY
e Moaspose Teopeme mmamo (cos o+ isin )™ = 1. Banucyjyhu seBy crpany jes-
HadYMHEe OMHOMHOM (OPMYJIOM, U3je/IHAYaBAMO PeaJIHe JIeJIOBE Jla OUCMO JTOOUJIN
MTOJTMHOMCKY jeTHAYMHY IO COS (¢ M Sin (v, TIPU 9€MY C€ OBO IMOCJIE/IHHE OJTHOCH CAMO
Ha mapHe cremere. Kana 3amennmo sin’a ca 1 — cos? a, nobuhemo asrebapcky
jennaunny 1o cos «. Takobe sin «v je asnredapcku 6poj, oo sin o = cos(a—m/2).

Osunaunhemo ca C,, u S,, munnmassae nosmaome Ha Q dpojesa 2 cos(27/n) u
2sin(27/n), pemom.

Heka je &, := cos(2m/n) + isin(27/n) npuMuTUBHE N-TH KOPEH W3 jeUHHUIE,
KOjU 33a/[0BOJ/baBa DAIOHAJIHU IIOJHHOM crereHa @(n), rae je ¢(n) Ojreposa
dyHKIMja 1 HEKa je TMUKJIOTOMUIHU MTOJTUHOM pejia n, P, HeroB MUHUMAJHA 0~
muaoM Hag Q nedunncan y Teopemu 5. Tanma $g(z), mHa mpumep, Moxe Ja ce
u3padyHa Ha cjaejehn HadwH:

29— 1= & (2)P3(x)Py(),

3 — 1= ®(x)P3(x),
na CJieu,

A
Oy(z) = e =2 +2° 4+ 1.

Cajla TIOCMATpajMO peajiHd W UMaruHapHu jgeo of &,, peiaom cos(2m/n) u

sin(2m/n). Obda mema cy asredapcku OpojeBH, aJd Ja JIH MOXKEMO J1a HU3pady-
HaMO IbUXOBE MUHUMAJIHE TOJnHOMe? JedaH ol HAaYnHa je M3padyHaBambeM IIPEKO
IUKJIOTOMUYHUX mojuHOMa. IIpexcrasuhemo mienrturere, anasorue Teopemu 5,
3a MuHHMasHE nojmHoMe W, (z) mosmHOMa cos(27/n), kopucrehin Yebuinerbese

nommaoMe Ty(x), Koju cy medunncanu ca

Ts(cos o) = cos(sa),
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3a MMO3UTHBHO 11eJI00pPOjHO s u cBe peasne «. Crenen Ty(z) je s u Bojgehn koedu-

mujent je 2571

Teopema 14. Hexa je V, () MUHUMGAHY TGOAUHOM ToAuHOMA COS(27T/n) u Heka
je ca Ty(x) osnauen s-wu Hedbuwies.nes GOAUHOM.

a) Axo je n = 2s + 1 netapno, Waga 6axrcu

Toa(z) — To(z) = 2° [ [ Yal2). (7.2)
dn

6) axo je n = 2s wapHo, Waga BAIHCU

Toor(z) = Tooi(2) = 2° [ [ Walz). (7.3)
d|

Jloka3z oBe Teopeme Moxkemo Hahm y 41aHKY ,,A note on trigonometric algebraic
numbers”, Am. Math. Mon., 40, (1933) 165-166, amepwdkor maremMarmdapa
JIexmepa.

Ha npumep, mokasaliemo kako na mspadayHamo Wo(x) (MUHUMAJHU MTOJUHOM

nosmuoMa cos(27/9)). Vzehemo s =4 u s = 1 u 3amenntn y jexmakoct (7.2) ma

on nodbusm
T5(I‘) - T4(I) = 16\111(I)‘113(IL')\I]9(13),
To(x) — Ti(z) = 2V (z)Us(x).
Tama

_ Tyx) - Iu(a)
TQ(CE) — Tl(.fl?') ’

Ona gyetupu YebuinesipeBa MOJIMHOMA MOKeMO u3paduyHaru. Ha mpumep,

8\119 (I)

T5(cos ) = cos(ba)
= Re ((cosa + isina)?)

= cos® a — 10 cos® asin? a + 5 cos asin? «v

= cos’ @ — 10 cos® a(1 — cos? a) + 5 cos a(l — cos? a)?
= 16 cos® o — 20 cos® o + 5 cos a,
na je
Ts(z) = 162° — 202> + 5x.

Cauasro,

Ty(z) = 8z* — 82 +1,
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Ty(z) = 22% — 1,
"
Ti(x) ==
Caemu
CT5(x) —Ty(x) o 5
8Wy(z) = To@) —Ti(z) 8x” — 6z + 1.
N3 Tephemwa 7, ciequ na je
C, =R(®,) € Q[z] (7.4)

MuHUMaHE ToanHoM Hasr Q ox 2cos(27m/n) kaga je n > 3. Omasxe cieau na
je MUHUMAJIHU TOJMHOM (JI0 HA YMHOYKAK PAIMOHAHUM OPOjeM PasJIuIUTUM O]
Hysie) mojmHOoMa cos(27/n) jennak C,(2x).

[Tponahu hemo HepacTaB/BUBU PEIUITPOYHU [TOJUHOM KOjU MMa KOPeH sin(27/n)+
icos(2m/n). Hakine, S, he durn ciauka u3 R oBor TpazkeHor mojmHoMA.

Pazmorpumo komIuiekcan 0poj
i€ = sin(27/n) + i cos(27/n).

[TomrTo je 4§ MpUMUTHBHYU KOPEH U3 jeIMHUIE 3a OoJroBapajyhe m, meroB MUHH-
maJtau nosimaoM Hag (Q he dutm ompehenn nukaoTOMUYHE MOJHOM. O3HAYNMO

ca V,, Mmunnmasau osauaoM Hagt Q o €.

Tsphewe 11. Hexa je n apupogar 6poj. Muwnumannyu Gosurom ¥, og i€ ce

U3PAUYHA6a Ha caegehu Hawun.
1. Axo je n neuapro, onga je V,, = Py,.
2. Axo jen = 2m ca neuaprum m, onga je W, = O,,,.
3. Axo je n = 4m ca netapnum m # 1, onga je ¥, = ®n u san =4, ¥y = 5.
4. Axo je n = 8m ca wetaprum m, onga je VW, = @,,.

Kao mocnenuity Tephema 11 modbujamo ma je S, = R(V,,) MunnMa s mognHoM

Hag Q ox 2sin (27/n).

Tspbewe 12. Hexa je n apupogan 6poj. Taga ce munumarnu tgosurom S, og

2sin (27 /n) uspauynasa na caegehu navum.
1. Axo je n netapno, waga je S, = R(Py,).
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2. Axo je n = 2m ca wetuaprum m, waga je S, = R(Pay,).

8. Axo je n = 4m ca netaprum m # 1, waga je S, = R(®z) u sa n = 4,
54 - R(q)l)

4. Axo je n = 8m ca neuaprwum m, waga je S, = R(P,).
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3aKJby4vaK

Y oBOM pajly ¢CMO HaMepaBaJIk Jia ITOKAXKEMO KaKO OU MEeTOJIa PEIUIIPOTHe
3aMeHe MOIJIa JIa IPeJICTaB/ba CUCTEMATCKU HAYUH ITpOoydaBarba IMPooJeMa KOju
YKJBY4IYjy (paKTOPU3AIU]y PEIUIPOIHUX ITOJIMHOMA HAJI TIOJHEM PAITMOHATHUX OPO-
jeBa. Jlodbuam cMo IBa KpUTEpHjyMa HEPACTAB/HUBOCTH, KOMOMHATOPHO M3PATyHAa-
Bame Opoja ejeMeHaTa pacTaB/bUBUX M HEPACTAB/BUBUX PEIUIIPOIHUX TOJTUHOMA,
Kao U IpuUMepe HEeKUX (paMuinja MOJHHOMA.

[Ipumernmo J1a Ou OBaj MPUCTYII MOTAO Jia Ce KOPUCTU KOJ JU3ajHUPAha aJl-
roputama 3a (paKTOPU3AIN]y PENUIPOIHUX MOJNHOMAa. KOJIUKO HaM je MO3HaTo,
BpeMe M3BpInaBama dhakTopusaluje NPUMUTUBHUX TojmHOMa f € Z[t] creneHa n
ca ecduracanM agropurmoM je pega C(f) = n*+n’log, || f||e, THe je u > v+1 > 3.
Mebytum, kKajma je yaa3 perunpodHu IMOJUHOM, OBU AJTOPUTMU HE KOPUCTE OBY
qnmeHnity. Caja hemo Buern Kako OM MCHHUCAJM aJropuTaM 3a (hbaKTOpuU3aImjy

IPUMUTHBHUX PEIUIPOIHUX MMOJUHOMA § R.

1. Nspauynarun R(f) kao mpon3Bos MaTpuIHOT BEKTOPA.

2. Paznoxkurn npumurusau noiuHoM R(f) crenmena n u ||[R(f)||e < LypioB

KOpI/ICTehI/I CTaHJap/JHN aJITOPpUTaM.

. ~1
3. loburu HepacTassbuBe Ie100pojHe darTope n3 R MHOKemeM ca R .

I'pydo roBopehu, HaBejeHN ajropuTaM M3padyHaBa HepacTaB/bUBe (hpaKTOpE y
R ca BpemenckuM usBpinaBamem ajaropurma n + n'(logy, L2 + log, B). Osa
[porie/lypa Tede acCUMITOTCKU 2% myTa Op:ke O JMpeKTHOr ¢rakTopucama [ ca
crapgapaauM ajaropurMoM. O0paTmMO HaXKiby da PEIUIPOIHO IIPECIUKABAMO

IIOJIMHOME CTeII€Ha 17 YMECTO 2n.
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Ograj moctynak mpBo Jaje HepactaB/buBy dakropusanujy f y R. Tako ocraje
Jla ce yTBP/IM Jia JIM HEPpacTaB/bUBU PEIUIIPOYHN (DAKTOPU TOJUHOMA [ IIPUTIAIA]Y
Ry nnmu Ry. Tlokazamu cmo ciaydaj Kaja onu mopajy npunagaru R,. Ciemu, 3a
Belinny nosmuoma daxropusanuje y R u Z[t] ce nmokanajy.

Ocraje oTBOpeHa JleTa/bHA AHAJIN3a BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH OBOT' AJITOPUTMA, Y

HaJTOpPEM U IIPOCEYHOM CJIyvajy.
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lepynaujym. TpenyTHO pagm y ocHOBHO) mKomn ,,/lecarka Makcumosuh” y Beo-

rpajy.



	Увод
	Прстен полинома
	Примитивни полиноми
	Реципрочни полиноми

	Својства факторизације реципрочних полинома
	Метода реципрочне замене
	Критеријуми нерастављивости над Q
	Нумеричко понашање реципрочног пресликавања
	Број елемената растављивих и нерастављивих реципрочних полинома
	Примене
	Обрасци факторизације Чебишевљевих полинома
	Минимални полиноми тригонометријских функција cos(2/n) и sin(2/n)

	Закључак
	Библиографија

