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____________________________ 1. Harmonija svijeta 

1. HARMONIJA SVIJET A 
Keplerova De harmonice mundi jedan je od najljepših izdanaka velike 

tradicije zapadnoga mišljenja što ga je začeo Pitagora. O čemu je riječ? Pokušajte, 
ako možete, zamisliti svijet u kojem sve ima smisla. Svijet u kojem na Zemlji oko nas, 
kao i na nebu iznad nas, vlada savršeni red. Sve što vidite i čujete, sve što znate, sve 
što uopće jest, samo je aspekt jedne i sveobuhvatne harmonije svijeta, kojom je sve 
raspoređeno u idealne matematičke odnose. To je Pitagorina temeljna ideja; harmonija 
koju čujemo, harmonija koju vidimo, kao i svaka druga harmonija, zapravo je 
matematička harmonija. Tu Pitagorinu ostavštinu naslijedili su Platon, Kepler, 

Galileo, Newton, Einstein i mnogi drugi. Njezin je doprinos našoj civilizaciji 
ogroman!). Koestler ga opisuje uporabljujući jednu muzičku metaforu 2): 

Pozornica u 6. st. pr. Kr. prikazuje scenu orkestra koji se ugada. Svaki svirač 
zadubljen je u svoj instrument, gluh za nezgrapne zvuke ostalih. Slijedi dramatična 
tišina. Maestro dolazi na scenu, triput lupne dirigentskim štapićem i iz kaosa izranja 
harmonija. Maestro je Pitagora sa Samosa, čiji je utjecaj na ideje, pa dakle i na 
sudbinu čovječanstva, vjerojatno veći od utjecaja bilo kojeg pojedinca prije ili poslije 
njega. 

Aristotel, koji nije bio Pitagorin sljedbenik, opisuje njegove ideje u svojoj 
Metafizici, posebno ukazujući na to da one izviru iz veze matematike i muzike3): 

Pitagorejci su se posvetili matematici. Promicali su je i u njoj su odgajani. pa 
nije neobično da su njezina načela držali načelima svih stvari. Utvrdili su da se 
svojstva i omjeri muzičkih intervala mogu izraziti brojem, pa se činilo da se i sve 
ostale stvari mogu izraziti brojem. Činilo se da su brojevi počela svih stvari, te da je 
cijelo nebo jedna muzička skala. jedan omjer brojeva. 

Kao da' čitamo Keplera iz H.prmonije svijeta: 

Nebeska gibanja nisu drugo do jedna vječna polifonija, koju opažamo umom a 
ne uhom. 

Nakon ovih jezgrovitih i slikovitih skica pokušat ćemo manje metaforičnim 
jezikom opisati tko je bio Pitagora i što su bile njegove ideje, posebno one koje 
muziku povezuju s matematikom. 

Pitagora je, kao sin draguljara Mnesarha, rođen početkom 6 st. pr. Kr. na 
otoku Samosu smještenom uz maloazijsku obalu Egejskog mora. U Egiptu je naučio 
geometriju, a bio je i prvi stranac uveden u tajne egipatske vjere. U Fenikiji je učio o 
"brojevima i omjerima". Poduku iz astronomije dobio je u Kaldeji, glavnom središtu 
antičke astronomije. Jedan rani biograf tvrdi da je u Kaldeji4) učio zajedno sa 
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I l1armonUa svijeta ----------------------------

Zaratustrom "koji ga je očistio od prljavštine prijašnjeg života ". Uvjeti života na  

Samosu, pod upravom tiranina Polikrata, nisu odgovarali školovanom čovjeku, pa je 

Pitagora s obitelji emigrirao na krajnje zapadne granice grčkog svijeta. u Magna 

Graeciau (današnja južna Italija). Tu je dobro primljen i uskoro je svojom strastvenom 

rječitošću skupio tisuće sljedbenika. (Bio je toliko uvjerljiv da je tiranin Sirnikus, 
vladar sicilijanskog grada Kentoripe, nakon njegova govora o slobodi abdicirao i 
podijelio svoju imovinu građanima.) Na kraju se Pitagora smjestio na krajnjem jugu 
današnje Italije, u Krotonu, gdje je osnovao svoju Akademiju tzv. Pitagorillo bratstvo. 
Postao je prototip filozofa-kralja nekih 150 godina prije Platonova uvođenja toga 
pojma u političku filozofiju. Pred kraj života postao je žrtvom političke konspiracije, 
tc su on i njego vi sljedbenici prognani iz Krotona. Umro je stotinjak milja od Krotona, 
497. godine pr. Kr. Njegovi su sljedbenici proganjani. aji je maestrova riječ ipak 
sačuvana kako bi postala temeljem platonizma i modeme znanosti ll. Prema Pomriju: 

S pitagorejr-illw llmrlo je i njihovo znanje koje su oni do tada tajili (osim 

nekoliko opskurnih stvari ,�/() su ponavljane bez razumijevanja}. Pitagora za sobom 

nUe ostavio knjig[i; samo m{[/c iskre teško shvatVivog znanja sačuvale su se medu 

onim sljedbcnicima, poput Lizija i Arhipe, koji SLl se dovoljno daleko raspdili. Oni su 
LI osamljenosti i tuzi izbjegavali Vudske zajednice. Ipak, u strahu da se ime filo::.ofije 
potpuno ne zatre ('Ito hi moglo izazvati bijes bogova), sastavili su sažetke i komentare 

Piragorine mudrosti. Svaki je sljedhenik imao svoju vlastitu kolekciju koju je Ila kraju 
živutu ostavljao na brigu svojoj ženi, sinovima ili kćerima. Ova obveza prenošenja 

znanja unUTar ohite1ji .\'ačuvala se dugo vremena. 

Ono što se prenosilo bila je Pitagorina matematička filozofija. Već u Talesovo 

vrijeme grčki su mislIoci empirijsko egipatsko zemlio-rr�jerstv() preoblikovali u 
racionalnu gco-metriju, otkri vši na taj način matemati ku II današnjem smislu te riječi5l. 
Zašto je došlo do te preobrazbe? Odgovor je jednostavan. Zbog izvjesnosti 
racionalnoga. Mjereći kutove osjetilima dostupnog materijalnog trokuta možda ćemo 
ustanoviti kako je njihov zbroj približno 1800, ali izvjesni matematički dokaz da je 

zbroj kutova u svakom trokutu točno 1800 odnosi se na samo razumu dostupne 

trokute. Oni Ježe u samo razumu dostupnim d vodimenzionalnim ravninama, omeđeni 
su samo razumu dostupnim jednodimenzionalnim dužinama, k oje se spajaju u samo 
razumu dostupnim nuldimenzionalnim vrhovima, tvoreći samo razumu dostupne 
kutove. Izvjesnost, kojoj je grčko mišljenje tako strasno težilo, ostvarena je 
utemeljenjem matematike kao racionalne spoznaje, kojoj predmet istraživanja nije 
matelijaini svijet osjetiInoga iskustva, nego je to svijet samo raZLlmu dostupnih ideja. 

Pitago ra je otišao korak dalje shvativši kako istinska stvarnost nije II 

neograničenom i neuređenom načelu materije, nego je u stalno ograničavajučem i zato 
uređujućem načelu matematičke forme. Izvor ove izrazito matematičke filozofije 
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____________________________ l. Harmonija svijeta 

otkriven je u muzici. Njezin sustav reda i ljepote izgrađen je na suglasjima oktave, 

kvinte i kvarte, koji se iz kaotičnog kontinuuma uhu dostupn ih intervala izdvajaju 

svojom jednostavnom matematičkom formom . (Interval oktave ostvaruje se ti tranjem 

žica koj ima duljine stoje u omjeru 2: l, interval kvinte ostvaruje se omjerom 3:2, a 

interval kvarte omjerom 4:3.6)) No, ako je načelo glazbenog reda i ljepote matemat ička 

forma (matematička harmonija), nije li onda i prirodni red,  sa svojom nedvojbenom 

ljepotom, također svediv na neko slično ili čak identično načelo? Pitagorin je odgovor 

potvrdan. Priroda je svem ir , tj . red i l jepota , a njegovo je načelo broj. (Često 

mistificirana Pitagorina formu la : "Sve je bra}", znači samo to da je matematika ključ 

za razumijevanje svega ili, bliže današnjemu izražavanju, da je matematika temelj 
svake znanosti. Taj Pitagor in uvid koji potječe iz najran ijeg djetinjstva znanost i i 
fi lozofije još i danas upravlja znanošću kao njezino vrhunsko načelo; usp . 

Sl i J).) 
Ovdje se prvi put pojav ljuje i pojam muzičkog univerzuma; muzika je broj i svemir je 
broj, dakle, svemir je muzika. 

P i tagora je razlikovao tri vrs te muzike. Uporabljujcmo li latinsku 

terminologiju njegovih sljedbenika, to su musica instrumentalis (uobičajena muzika 

glasovira, trube itd); musica humana (stalna iako nečujna muzika svakoga pojedinca, 
u kojoj su posebno značajna suglasja ili pak nesuglasja duha i tijela); te lIlusica 
mUl1dana, svemirska muzika koja nastaje okretanjem nebeskih sfera (pa je zato 
poznata i kao muzika sfera). Unatoč našem izrazi tom razlikovanju ovih područja, za 

Pitagoru su sve tri muzike jedna te ista muzika. Truba i svemir mogu odsvirati 
dos lovno istu ljestvicu, jer je to stvar čiste matematike . Tc se muzike ne razlikuju više 

od poligona što ih mogu činiti bore nekog ljudskog dlana, konstelacija odredenih 
zvijezda na nebeskom svodu ili melod ijska linija neke glazbene teme. Vječna, 

matematička ideja jest poligon i sve su njegove pojavnosti zapravo iste. 

Imamo li to na umu lakše ćemo shvatiti Pitagorine metode liječenj a. Musica 
instrumentalis i musica humana samo su pojavni oblici iste i stine . Zvuci lire zato 
izaz i vaju iste vibracije i u "ljudskim instrumentima", što na ljude može djelovati loše 

ili dobro. Naprimjer, slušanje gfazbe skladane u frigijskoj ljestvici može izazvati 

nasilje, ali ono se može i odagnati prijelazom na umirujući spondej ski ritam. Sjetimo li 

se bitnoga jedinstva musicae instrumentalis i musicae humanae možda možemo 
razumjeti Keplerovo pitanje iz podnas lova Harmonije svijeta: 

Koji planeti u nebeskoj harmoniji pjevaju sopran i alt, a koji tenor i bas? 
Možda će nam gotovo neshvatljivi odgovor7), koji nalazimo u samoj knjizi, sada biti 

nešto manje stran : 

MeJ-kurje sopran. Zemlja i Venera su a/tovi. Mars je tenor, a Saturn i Jupiter 

su basovi. 
Ipak, Pitagorin najtrajniji doprinos teoriji muzike već je spomenuto otkriće da 

su konsonantni intervali oktave, kvinte i kvarte određeni jednostavnim aritmetičkim 
omjerima 1:2, 2:3 i 3:4.R) Prema predaji, Pitagora je prolazeći kraj kovačnice čuo 
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J. Harmonija svijeta ----------------------------

konsonantne intervale kvarte, kvinte i oktave proizvedene udarcima različitih čekića o 
nakovanj. Istraživši tu pojavu ustanovio je da se težine čekića, koji proizvode tonove 
raspoređene u tim intervalima, odnose kao 4:3, 3:2 i 2: I. Nastavljajući eksperimente s 
lirom i monokordom Uednožičanim glazbalom) ustanovio je da isto vrijedi i za duljine 
žica. 

(Vincenzo Galilei, otac Galilea Galileia, pokazao je 1589. da priča o 
čekićima ne može biti istinita, jer se težine čekića moraju odnositi kao kvadrati duljina 
monokorda da bi proizveli iste intervale9). Dakle, kvartu, kvintu i oktavu proizvode 
čekići s omjerima težina 42:32:22: 12. Vincenzo je ustvrdio da isti omjeri vrijede i za 
težine utega kojima se opterećuje jedna te ista žica, kao i za promjere različitih žica 
iste vrste; što je sve točno. Također je ustvrdio da se isti intervali postižu na puhačkim 
instrumentima, ako se odgovarajući obujmi stupaca. zraka u cijevima glazbala nalaze u 
omjeru 4:3:2: I, tj. ako su duljine stupaca u kubnom omjeru 43:33:21: 13. To nije točno, 
jer visina tona ovisi samo o duljini stupca, a ne o njegovu obujmu.) 

Iz Pitagorina osnovnog uvida izrasta jedna cijel a  teorija muzike i sva naša 
daljnja razmatranja. 
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2. intervali i skale 

l. INTERVALI I SKALE 
Pojam intervala i iz njega izvedeni pojam skale (tj. ljestvice) iznimno su važni 

u teorij i muzike, a ključni su i za razumijevanje njezina povijesnog razvoja. Najbolji 

uvod u oba pojma jest da zamislimo segment glasovirskih tipki koji sadrži po jednu 

tipičnu grupu od dv ije i tri crne tipke unutar 8 bijelih. a periodično se ponavlja: 

Niz od 8 " bijelih" tonova e, D, E, F, G, A, H, e (tzv. dijatonska skala) svima je  dobro 

poznata dur ljestvica; u ovom slučaju e-dur. Interval oktave, od e do e, s adrži osam 
bijelih tonova. Interval kvinte, od e do G, sadrži pet "bijelih" tonova. Interval kvarte, 
od e do F. sadrži četiri "bijela" tona. No. kako se uopće došlo do "bijele" dur 
ljestvice? 

Kada bi glasovirska e i c žica bile iste vrste , prva bi morala biti dvostruko 

dulja od druge. No, vidj eli smo (sjetite se Vicenza Gali leia) da se isti interval može 

realizirati na različite načine. Ono što je zajedničko svakoj rea lizac iji je to da c-žica 
titra dvostruko brže od e-žice. pakle, uz d ogovor da je brzina t itranj a (tzv. 
frekvencija) tona e jedinična. sl ijedi e = l, F = 4/3, G = 3/2 i c = 2. Veličina intervala 

koji razapinju dva tona jednaka je omjeru njihovih frekvencija, što je prikazano 

sljedećom tabiicom: 

4/3 3/2 2 

f ;� 

L 4/3 kvartaJ � I 
�3/2kvinta� 
I 2/1 oktava 

Budući da je veličina intervala koj i razapinj u bilo koj a  dva tona j ednaka omjeru 

nj ihovih frekvencij a, lako je izračunati veličine svih intervala koje razapinju : 
e - osnovni ton ili fonika, F - kvarta i li subdominanta, G - kvinta ili dominanta i 

e - oktava, koja je i sama tonika. (Ton koji je za interval kvarte udaljen od osnovnog 
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2. Intervali i skale 

tona zove se kvartom na tom tonu , dakle , F je kvarta na C. Isto vrijedi za kvinte, 
oktave itd.) 

cIF = 2/(4/3) = 3/2 tj. c je kvinta na F. 

c/G = 2/(3/2) = 4/3 tj. c je kvarta na G. 
GIF = (3/2)/(4/3) = 9/8 . 

Interval od F do G, duljina kojeg je 9/8, zove se cijeli ton ili velika sekunda. 

Dakle, kvarta i kvinta čine sljedeću razdio?u oktave: 

r-----3/2 I 3/2 
I 

e F G e 

L- 4/3 ---.J L9/sJL 413 � 

Ako još donju kvartu od e do F, te gornju kvartu od G do c, razdijelimo cijelim 
tonovima duljine 9/8, dobit ćemo još po dva tona u svakoj od njih: 

D/e = 9/8, tj. zbog e = 1, D = 9/8. 
EID = 9/8 , tj. zbog D = 9/8, E = 81164. 
AJG = 9/8, tj. zbog G = 312, A = 27/16. 

HIA = 9/8, tj. zbog A = 27116, H = 243/128. 

Tako dolazimo do sljedeće razdiobe oktave: 

Interval od E do F, odnosno njemu jednaki interval od H do c, ima duljinu 256/243 

(jer je (4/3)/(9/8)2 = 2561243) i zove se (dijatonski) poluton. 

Ovako dobiveni cijeli tonovi i polutonov i nažalost imaju loše svojstvo da su 
dva polutona manja od jednog cijelog tona: 

(2561243i = 1.110 < 1.125 = 9/8. 
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2. Intervali i skale 

Taj je problemI) moguće riješiti samo uz određene kompromise, o čemu će još biti 
riječi. Zasad spomenimo da se oktava (odnosno njezine dvije kvarte od tonike do 
subdominante i od dominante do tonike) može podijeliti i na druge načine, tzv. 
moduse ili modaIne skale. Grci su poznavali i rabili sljedeće modaine skale (od kojih 
se svaka može odsvirati na bijelim tipkama glasovira, polazeći od različitog osnovnog 
tona): 

JONSKI MODUS (dur) 

I I�I 
0 1 2 3 4 5 6 1  
�ILJV LJLJV 

�& � 
() o 9 

O 1 2 3 

MIKSOLIDIJSKI MODUS 

I I�I I 
0 1 2 3 4 5 6 7  
LJLJV LJVLJ 

�e V 
o () o 

O 1 2 3 

o 

4 

o 

4 

r-- r-- .--r-- r-- ...... ...... ...... 

e [) E F G A ti cl 
o i 2 3 4 5 6 1 

� 
II 9 � 

5 6 7 

- r- -.-- - .--- -

A H e [) !il f 
0 1 2 3 4 5 6 1  

o �o Q 

5 6 7 
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2. inlervali i skale ---------------------

LIDIJSKI MODUS 

o 

EOLSKI MODUS (prirodni mol) 

o 

DORSKI MODUS 

I�II 
2 3 �q�o 5 

y 

n o 

n o 

LJVLI �V� 

40 
y 

o n o 

O 1 :2 ;3 

16 

y 

r--

IF 

n O 

y n o 

e- r- .---

(;, :11- ii <'''jo, 

y n O 

.--- e- .----.---

D E :fl 

- r-- - - - -- r-

I t:i �. F <% i'� H e dl 
�* '" "" e 

y 
n o o o 

fi 6 7 



2. intervali i .;kaJI! 

FRIGIJSKI MODUS 

-.-- - - -r-- r-- -

Iiii 
V LJ LJ I fJ F' G j·i 1:J e 'fa ., 

\) i " �J '�>f. 5 ti :t i�; .. 

V 
Q 

II 
o II o 

«� e "" ,�.) # 

Uočite da nismo naveli tzv. lokrijski modus koji (po bijelim tipkama) počinje 
iz H. To samo ukazuje na značaj kvinte u razdiobi oktave. Naime. "bijela" skala iz H 
ne sadrži kvintu, pa se zato ne uporabljuje. Uočite također da lidijska skala nema 
kvarte (tj. ima pov išenu kvartu)2). 

Naravno, oktava se može podijeliti i skalama koje nisu "bijele". Naprimjer. 
uzlazni\) melodijski mol ima sljedeću strukturu (dolje pokazujemo kako �e melodijski 
e-mol može uzlazno odsvirati na glasoviru). 

MELODIJSKI MOL (uzlazni) 

Iiii 
LJVLJ ",,,,,,,,- [) F (lj lt li ,� l :;;"-'" 

l) jO,,} 6 ·r $C 

� 

Q �o () () o n o 

4 
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2. Intervali i skale 

Sil azni melodijski mol izgleda kao i pri rodni mol (na slici pokazujemo kako 
se melodijski e-mol može silazno odsvirati na glasoviru) : 

MELODIJSKI MOL (silazni) 

I Ir--II 
(} 2 3 4. 5 6 1  
LJ V LJ V L------.JL------.J 

.. 

�& bo II o 
O 1 2 3 

.. 

-

e 
{} 

o �n 

4 5 

c- r-r- - .-- -r--

[) F � ,,,l 
i 2 ;] 45 Ei 7 

.. 

�o II 

() 1 

Sve dosadašnje skale dijelile su oktavu na 7 intervala , pomoću 7 tonova. 

Takve su skale septatal1ske. Tonove seplatoflske skale označili smo brojevima O, 1, 2, 
3, 4, 5� 6 i 7, gdje su O i 7 tonike. S tandardno je označivanje 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8. 
Brojevi 1 i 8 (naši O i 7) oznake su za tonike primu i oktavu; broj 2 (naš 1) za sekundu; 

broj 3 (nuš 2) zu tercu, broj 4 (naš 3) za kvartu, broj 5 (naš 4) za kvintu, broj 6 (naš 5) 

za sekstu i broj 7 (naš 6) za septimu. Nazivi tonova očito slijede standardne oznake, ali 
svi relevantni računi u vezi s tonovima septatonske skale slijede "kružnu" aritrnetiku 
mod 7. U kojoj je neusporedivo lakše računati s našim oznakama. Naprimjer , 
međusobno inverzni intervali, sekunda 1 i septima 6, terca 2 i seksta 5 te kvarta 3 i 

kvinta 4, zaista su međusobno inverzni u "knlžnoj" aritmetici4) mod 7: 

-1 = 6 (mod 7), -2 = .') (mod 7), -3 = 4 (mod 7). 

Osim septatonskih skala često se rabe i pematonske skale koje oktavu dijele 

na 5 intervala, pomoću S tonova, te sekstatonske skale koje je dijele na 6 intervala, 

pomoću 6 tonova. Pel1Ta!Onske skale možemo dobiti podjelom donje i gornje kvarte 

cijelog raspona oktave s još po jednim dodatnim tonom . Dakle, dodatni se tonovi 

smještaju između tonike i subdominante, te između dominan te i tonike koja je za 
oktavu viša: 
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2. Intervali i skale 

Četiri matematičke mogućnosti su: (1) po jedan cijeli ton na početku svake kvarte, (2) 

po jedan cijeli ton na kraju svake kvarte, (3) jedan cijeli ton na početku donje, te jedan 

cijeli ton na kraju gornje kvarte, (4) jedan cijeli ton na kraju donje, te jedan cijeli ton 

na početku gornje kvarte. U shematskim prikazima ovih skala rabimo simbol L/ za 

i ntcrval od jednog i pol tona. 
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2. Intervali i skale 
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lako se termin pentatonska skala može uporabiti za bilo koju razdiobu oktave 

s 5 tonova (ll tekst1.l smo se ograničili samo na one koje čuvaju kvartu i kvintu), u 
Europi f;e taj termin rabi za reducirane septatonske skale iz kojih su izostavljeni 

"polutonovi" F i H. Dakle, za sljedeće "bijele" skale: 

� [J E � ,�":'i id w' ,:: 

(3) --_-_---- D ER Gl A e ti 

E G A e tl e 

(1) -.---- G A e D lE g 

(2) ........... A e II E G l.1i 
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2. intervali i skale 

Uočite da prva od tih skala nema kvarte (C-P), dok treća nema kvintc (E-H). 
Ostale su realizacije prijašnjih pentatonskih skala (1), (2) i (3). Skale (4) nema u ovom 
"europskom" popisu. 

Od seks/atonskih skala najjednostavnija je cjeiotmlska skala koja oktavu dijeli 
na 6 cije lih tonova: 

CJELOTONSKA SKALA 

o :3 <0 :5 6 
�I�I�I�I�� 

� .. #0 .� 
#0 �e 

o e 

(} '1 2 3 5 6 

Nešto je neobičnija blues skala, koja po jedan ton smješta u donju i gornju kvartu, kao 
i pentatonska skala (2), ali ima i 6. ton smješten izmedu kvarte i kvinte: 

BLUES SKALA 
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Povijest j rasprostranjenost ovih skala složene su. Dijatonska podjela oktave 

(na "bijele" tonove), koja je dovela do sep tatonskih modusa seže do Pitagorina 

vremena. Uporaba l ire i orgulja, koje je oko 300. g. pr. Kr. izumio Ktesibije iz 

Aleksandrije5), a u kojima je glavni ton u oba slučaja bio D, dovela je do prevlasti 
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2. Intervali i skale 

dorskoga modusa u glazbenoj antici. U ranom srednjem vijeku, u okviru scholae 
cantorum, kršćanska crkva nastavlja tradiciju monofonije (izvođenja samo jedne 

melodijske linije) u svim antičkim modusima. Grgurova6) reforma ove škole dovest 
će do gregorijanskog korala koji je i danas prepoznatljiv po svojoj uporabi antičkih 
modusa. Guido iz Arezza u 10. stoljeću uvodi notno crtovlje i mnemotehniku ut, re, 
mi, fa, sol, la, ti7) koja i laicima omogućava lako kretanje kroz različite moduse, 
pravilnim odabirom početne točke (kao u našim glasovirskim prikazima s e, D, ... 

umjesto do, re, ... ) . Na prijelazu iz 10. u ll. stoljeće, još za Guidova života, počinju 

eksperimenti s polifonijom; istovremenim izvođenjem više melodijskih linija. Glasovi 
se najprije  slažu u paralelnom gibanju ,  tako da jedan izvodi svoju melodiju dok ga 
drugi prati, istovremeno izvodeći tu i s tu melodiju za kvartu ili kvintu niže . Dakle, 

tonovima prvoga glasa: e D E F G A H c, oagovaraju tonovi drugoga glasa: G A H e 
D E F g (koj i su za kvartu niži) ili F G A H e D E f (koj i su za kvintu niži). 

G Ji HC il EF !J 
��V��V� 

11111\1111111\ 
C O EF G A Hc 

Glasovi su stalno udaljeni za kvartu (2.5 cijela tona), odnosno kvint,u (3.5 cijela tona), 
osim kada istodobno pjevaju triton us H/F (3 cijela tona). Tritonus j e  izrazito 
disonantan, a teško ga je i otpjevati. Zato bi pri susretu tonova H i F uvijek dolazilo do 

nesigurnosti koja se mogla otkloniti snižavanjem tona H za jedan poluton8). Tako su 

stari modusi prošireni notom B, a u klavijature je umetnuta prva crna tipka (usp. 5». To 

je neko vrijeme bila jedina snižena nota i jedina crna tipka. 

e 1) S f ci A ti e 

Možemo primijetiti da pomak iz H u B u prvom glasu ukida vođicu. Zato se 

boljim rješenjem čini pomak iz F u PH u drugom glasu. Taj pomak otklanja disonantni 
tritonu�, II ne ukid a vodicu. Naravno, nove note B i pil prirodno vode prema novim 
kvintama: 

EU f--B, 
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2, InEC rvali i skale 

Tako je  oktava konačno podijeljena na 12 polutonova9 1, a klavijature su dobi lc 

još po 4 crne tipke unutar oktava: 

r--III/\�Ir--III/\ 
C# �EF#G# H c  
VVVVVVVVVVVV 

r-

rc 

r-

o E 

r- --

F fA A !ml j,: l 
Naravno, ovaj proces nije neposredno doveo do "polutonskog" skladanja u 

tako dobivenoj dodekatonskoj (tzv, kramatskoj) skali. (To će se dogodi ti tek II našem, 
20. stoljcću.) U tom smislu polutonska razdioba još dugo nije postala skalom. Ona je 
samo omogućavala polijonsko skladanj e u starim septatonskim modusima, jer se u njoj 
svaka stara skala mogla vezati uz bilo koji ton kao toniku (drugim riječima, nova je 
razdioba omogućavala transpozicije), Time su također otvorena vrata harmonijskom 

skladanju, koje zapravo nema jasne granice s polifanskim, budući da  je vertikalni, 
istovremeni aspekt polijanije, zapravo harmonija. Naprimjer: 

1. glas 
2. glas 
3. glas 

cO O O e e e H e d e e ... } polifonija e H e d e e e g g g g f ... 
e g g g g f e d e A e e ... 

-

Protezanjem glazbe u dvije d!menzije'O) s tvoren je ogroman broj mogućnosti. 

U cijeloj je Europi u 16, st. bilo toliko velikih skladatelja da cijeli jedan život nije 

dov oljan za upoznavanje č ak i dijela njihova opusa, (Studenti poLij onije, tj. 

kontrapunkta, još i danas uče iz tog nepresušnog vrela.) Kao rezultat tog nebrojenog 

niza eksperimenata sa svim tradicionalnim modusima, početkom 17. st. izdvojio se 

jedan: jonski, To je današnji dur. Ostali su modusi polako nestajali, osim modificirane 

varijante eoLskog, koja je današnji mol. Za oba preživjela modusa karakteri st ična je 

velika septima, tzv. vodica, koja je samo pola tona udaljena od tonike i time se 

iznimno naglašava kao mjesto razrješenja svoje disonantne napetosti. Zaljubljenost 

vodice u toniku glavna je karakteristika preživjelih modusall} Od baroka do romantike 

oni su neprijeporno vladali zapadnom tonaLnom, što zapravo znači tonic'kom, glazbom. 

Skladatelji s početka  20. st. suočavaju se s novim dvojbama. Wagnerova, 

Unendliche Melodie, koja je zapravo melodija bez toničkog kraja, i njoj odgovarajući 

"lutajući" akordi, doveli su tonainu glazbu do samih granica tonalnosti (tj. toničnosti). 

Wagnerovi neposredni sljedbenici više nisu zadovoljni starim sustavom tonaliteta (tj. 
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2. Intervali i skale 

tonika) i njihovih odnosa . Oni su u potrazi za novim skalama bez izražene tonike. 

Debussy sklada u cjelotonskoj ljestvici bez izražene tonike, što njegovoj muzici daje 

smirenu, gotovo onostranu kvalitetu. Istu je skalu gotovo redovito rabio velikan jazza 
Thelonius Monk, i ona je još uvij ek iznimno popularna u mnogim jazz krugovima. 
Schonberg i većina koncertnih skladatelj a 20. st. uporabljuju kromatsku skalu, s 
efektima često stranima nenaviknutu uhu. 

Međutim, zamjetan je i povratak tradicionalnim septatonskim modusima, koj i 

su dovoljno stari i dovoljno zaboravljeni da se uvijek mogu pojaviti kao svjež i nov 

zvuk. Kao zvuk starih, gotovo primitivn ih vremena, ili kao bezvremen ski zvuk 

gregorijanskih korala. Sibelius nas, na početku svoje 6. simfonije, odvodi u stare 

finske šume uporab l jujući dorski modus. Dfbussy, Hindemith i Stravinski često rabe 

njegovu sniženu septimu (odsustvo vođice'2)) kako bi postigli efekt svečanog, gotovo 

formalnog dorskog A-MEN (koji je cjelotonski C-D). 

Isti efekt postiže se i frigij skim modusom . Njegova je dodatna karakteris tika 

tuZOl l orijentalni prizvuk njegova polutonskog početka (E-F). Zato ga Rimski­
Korsakov rabi u svojoj Šeherezadi (ali i Brahms u polaganom stavku svoje  4. 
simfonije). Puno je " tužn e" španj olske, ciganske i židovske glazbe skladano u 
frigijskom modusu (npr. Lisztova 2. madarska, zapravo ciganska, rapsodija). 

Povišena kvarta lidijskog modusa djeluje kao pogrešan ton u običnom duru, 
gotovo šaljivo. Duhoviti Prokofjev baš će zato često rabiti lidijski modus. Inače je taj 

modus karakterističan za po lj sku g lazbu; kako za narodnu, tako i za Chopinove 

poloneze i mazurke. Polonezu iz 3. čina Borisa Godunova Musorgski je napi sao u 
lidijskom modusu. 

Miksolidijski modus je "dur sa sniženom septimom" , tj. "dur bez vodice". To 

ga je činilo dovoljno neobičnim i novim da mu omogući ulazak u mnoge klasike rock­

and-rolla (Kinks: You really got me; Beatles: Norwegian wood, itd.). 
Pentatonska skala C D E O A e (tzv. "crna" skala koja se, polazeći iz pil, može 

odsvirati na crnim tipkama kao pt 0# B C# D#) rabi se u narodnoj glazb i širom svijeta. 

Preberete li nekoliko puta (u arpeggžu) pentatonski niz C D E G A c, u mislima će 
vam sc pojaviti barem jedan od hi tova zabavne glazbe (zabavna industrija  zaradila je 

velike novce na ovih 5 nota). To je najčešća skala zabavne glazbe , koja probJem 

tritonusa HIF rjcšava izbacivanjem nota H i F iz septatonske skale : C D E� G A H c. 

Mogli bismo je zato nazvati minimalističkim lješcnjem za polifonsko i harmonijsko 

skladanje. 

I na kraju ovog prikaza mogućih razdioba oktave u skalu tonova (s  

odgovarajućom raspodjelom intervala) spomenimo još i j ednu manje poznatu, 
Bowersovul3) analizu harmon ij ske vrijednosti takvih razdioba. Bowers svakom 

2.4 



J. intervali i skale 

interva lu du ljine n-polutonova pridružuje harmonij ski indeks K(n), koji na, donekle 
upitan način mjeri njegovu disonantnost: 

l 2 3 4 5 6 7 X 9 10 11 

30 18 10 8 5 64 5 8 10 IR 30 

Uočite da kvarta, n = 5 polutonova, i kvinta n = 7 polutonova, imaju isti 
indeks disonantnosti. Svaka je skala konačni niz tonova od tonike O do tonike 12 i u 

njoj se može realizirati konačni broj intervala. Naprimjer, septatonska skala je odabir 
šest takvih tonova od mogućih 1 1, i u njoj se može realizirati 21 interval (brojeći 
intervale s različitim počecima kao različite). Harmonij ska je vrijednost skale zbroj 

harmonijskih indeksa svih njezinih intervala, podijeljen brojem tih intervala. Na 

primjer, za dur je taj zbroj 308, što podijeljeno s 21 daje harmonijsku vrijednost 14.7. 
Tu harmonijsku vrijednost imaju i svi tradicionalni modus i , budući da imaju iste 

intervale kao i dur Najlošija septatonska skala ima harmonijsku vrijednost 22.1. 
Europske pentatonske skale imaju harmonijsku vrijednost 13, ejelotonska 23 2, a 

kromatska 18.7. Jednom fin ijom (i također upitnom) analizom Bowers je zaključio 

kako najveću harmonijsku vrijednost imaju dorska skala i dur, s laganom prevagom 

dorske skale . Dakle, anđeli su pjevali na dorski način. 13) 





______________________ --- 3. Harmonij'a ohojenogu lOna 

1.  HARMONIJA OBOJENOCi A TONA 
Pi tagora j e  formulirao zakon malih brojeva, ali g a  nije obj asnio Saznal i smo 

da s u  dva tona konsonantna ako i m  frekvenci j e  stoj e  II omjeru mal ih (pri rodnih)  
brojeva, al i nismo saznali �a.\:to je to tako . 

Zami sl ite ( i l i  provedite) slj edeći eksperiment. Lagano rastegn ite savit lj i vu 
telefon sku žicu, pa je  zanjišite ravnomj ern im pokretima ruke tako ela ti tra l ij evo­
desno.  tvoreći jedan va l :  

To ćete postići tek pri određenom bro ju t i traj a u sekundi , što znači - tek pri određenoj 
frekvencij i .  l )  Ako povećate frekvenc ij u  (tj .  broj ti traj a) ,  val će se raz bi t i ,  a žica će se 

početi opi rati ruc i .  No, u jednom trenutku opet će poče t i  s ravnomj e rn i m  ti tranjem, 

tvoreć i  sada elva val a .  To će se dogoditi kada se početna frekvenc i j a  udvostru č i  

( "raspolovlj ena" ži ca ima  dvostruku frekvenciju ,  u skl adu s Pitagorinim razmi š lj a­

njima) : 

Ako frekvenciju  utrostruč imo, dobit ćemo tri vala (što je već teže postići  s običnom 
telefonskom žicom) : 

Da je frekvencija titranja jednoga vala bila 1 3 1  Hz, mi bismo tu vibraciju (tj .  

titranje )  čul i  kao ton c .  Frekvencija dvostrukoga vala bila bi tada 262 Hz i tu bismo 
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3. Harmonija obojenoga tona -------------------------

vibrac iju čuli kao za oktavu viš i  ton C l . Frekvencija trostrukoga vala bila bi 393 Hz i tu 

bismo vibraciju ču li  kao ton g l . Četverostruki val proizveo bi c2,  peterostruki e2, a 

šesterostruki g2. To možemo prikazati s ljedećom shemom: 

9: i ":.;! "  e 

Odsviramo li simul tano ovih šest  tonova , čut ćemo akord vrlo blizak našem uhu . 
Naime, on sadrži trozvuk e + e + g koji je temelj zapadne harmonije2). Odsviramo li 
istih šest tonova simultano,  a l i sada tako da intenzitet tonova opada od e prema g2, čut 
ćemo jedan bogati i pun i e, u kojemu nećemo ni prepoznati ostale tonove. Upravo tako 
zvuče naša glazbala. Nj ihove vibrac i j e , osim teme lj ne frekvencije koja određuje vis inu 
ton a, u v ijek sadrže i više frekvencije  (dvostruku,  tros truku . . . .  ) u sve s labij em 
I n tenzi tetu . Razdioba intenziteta tih v i š i h  frekvencij a  ( tzv .  viših harmonika i l i 
alikv()/nih tonova) zapravo određuje boju tona i po nj oj se zvuk vio line razlikuj e  o d  
zvuka glasov i ra, zvuk glasov ira od zvuka oboe, i td . Kada bismo čul i  samo temelj nu 
frekvencij u  (jednostavni i l i  sinusni ton) , to bi zvučalo umjetn o ,  prazno, bez obujma . 
Nijedno glazbalo ne proi zvod i takve tono ve . (Oni se mogu proizvesti elektronički . )  
Alikvotni tonovi j ednog j edinog. ali bogatog tona (npr. v iol ine i l i  glasovira) , tvore 
čitavu skalu tono va. Zbog toga je Schonberg u svojem slavnom tekstu o harmoniji  iz 

1 9 1 1 .  godine napisao da je skala analiza jednoga tona, a akord s inteza tona, tj . ko laps 
njegovih alikvotnih tonova u jedinstveni zvuk. 

)0 



_________________________ 3. Harmonija ()h()j<"ll()ga tOlla 

Iedno od objašnjenja  Pitagorina zakona konsonantnosti , poznalo još od 1 6 . st,  
a koje  nalazi mo i u muzičkim raspravama Gali lea Galileia, poziv a se na poklapan j a  

v i š i h  harmoni ka .  Promotrimo ton frekvencije v i za oktavu viši ton frekvencije 2v . 
Ovo su nj ihove više harlDonike, koje proizlaze iz  tcmeljnih frekvencija� 

osnovni ton: v 2v 3v 4v 5v 6v 7v gv 

oktava: 2v 4v 6v Bv 

Vidimo da oktava zapravo i nema svoj ih frekvencija. Sve njezine frekvencije ujedno 

su i frekvencije  osno vn oga tona v .  To doživljavamo kao potpuno suglasj e 

(konsonantnost). Ono je tol iko da često ne razlikujemo oktavll od osnovnoga LOna. 

Promotrimo sada više harmonike tona v i IlJegove kvinte (3/2) v: 

, osnovni ton: v 2v 3v 4v Sv 6v 7v 
kvinta: I l.v 2 3v !iv 2 6v 

Vidimo da kvinta ima polovicu svojih frekvencij a  « 3J2)v , (9/2)v , . . .  ) , dok ih polovicu 

dijeli  s osnovnim tonom (3v , 6v , . . .  ) .  Mogl i  bismo reći da se tu radi o "pola potpunoga 

suglasja". 

Osnovni  ton v i njegova kvarta (4/3)v imaju  s ljedeću razdiobu viših harmo-

nika: 

Kvarta ima dvije  trećine svoj ih frekvencija  « 4/3)v , (8/3)v,  ( 1 6/3)v , (20/3)v , . . .  ), dok 

j ednu trećinu dijeli s osnovn im tonom (4v , 8v , . . . ) .  Tu se radi o "trećini potpunoga 

suglasj a" s osnovnim tonom. Na i sti b i  se  način pokazal o da terca i ma "četvrtinu 
potpunoga sug lasja" s osnovnim tonom, mala terca "petinu" , itd. 

Pokl ap anj a  v i š ih harmonika dobro obj ašnj avaj u  Pi tagorin zako n :  što 
"malobrojnij i" omjer, to veće suglasje .  Nažalost, to obj ašnj enje ne vrij edi . Š to bismo, 
na primj er, mogl i  reći o suglasju j ednos tavnih tonova koj i  uopće nemaju  viših 
harmonika? Budući da nemaj u  zaj edničkih frekvencij a, svi  bi  j ednostavni tonovi  
trebali biti j ednako disonantn i . 
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3. Harmonija obojenoga tona -------------------------

Helmholtz je  prij e više od sto godina (u knj izi On the Sensation of Tones) 
ponudio obj ašnj enj e konsonantnosti koj e se zasniva na fenomenu rezonantnih udara . 

Kada dva tona imaju gotovo iste frekvencije,  nji hovo si mu l tano izvođenje d ovodi do 

(rezonan tne) in terferenc ij e koj a ritmi čk i poj ačava i smanj uje intenzi tet s l oženoga 

z v uka.  Poj ač anj a doži v lj avamo kao zvučne udare .  Kako se frekvenc ij e  ton o v a 
pri bl ižav aj u ,  udari post aju sve sporij i , a potpun o  iščezavaj u  kad a se frekvenc ije 

izjedn ače (ti m se fenomeno m  redo v i to kori ste u gađač i g laso v i ra) . Spore udare 
doživljavamo kao ugodni vibrato, al i  brži dj e luj u  grubo i neugodno . Helmholtz je  
pretpostavlj ao da j e  disonanca dvaju tonova poslj edica udara što ih  stvaraj u  bli ske 
frekvencije  nj ihov ih viš ih harmonika . Konsonantnost  je  jednostavno odsutnost ovih 
disonantnih udara. No to bi znači lo  da su dva dovo ljno udaljena jednostavna tona (npr. 

osnovni ton i njegova septima) konsonantn i: 

U novij e  je vrijeme taj problem istražen eksperimentalno .  Plom p i Levelt3l 

generi ral i s u parov e j ednostavni h  tonova  tražeć i  od s lu š ača  p rocj enu nj i ho ve 

d i sonantnosti . Varij ac ije u apso lutnim procjenama b i l e  su uočlj i ve ,  al i je raspored 

procjena uvijek bio isti . Disonantnost dvaj u  tonova i s te frekvendje ,  tj . d i s onantnost  

uni sonih tonova, bila je  nula.  Kako j e  interval rastao. tako je  rasla i diso nantnos t , dok 
nij e  postigl a maks i mum (oko male sekunde) .  Zatim je,  s dalj nj im rastom in tervala, 
disonantnost opadal a nikada ne postižući vrijednost nula od koje je  krenula.  Sljedeć i 

graf prikazuje krivulju  dis onantnost i  prosječn oga s lušatelja .  Naj vi še iznenađuje što se 
kl asičn i i n terval i konso nantn osti . kao što su oktava i kvin ta, zapravo ne i sti ču svojom 
konsonantnošću. Oni nisu minimumi na krivulj i  diso nantnosti jednostavnih tono va.  

OKTAVA 

Naša tradici on alna g lazbala pro izvode tonove specifične boje ,  koj i  nemaj u  

samo jednu frekvencij u ,  neg o či tav spektar frek vencij a. Vidjel i  srno d a  ž ičana 

glazbal a. a s l ično je i s ostalima, naj češće pro iz v ode harmonUske tonove, spektar koj ih 

01:> i 111 temeljne frekvencije  v sadrži i njezine cj e l obrojne v i šekratn ike 2v , 3v , 4v , . . .  , II 

sve s l abijem intenzi tetu (tj .  sa sve manj im amplitudama) .  Jedan tip ični (obojen i )  ton 
može i mati s ljedeći spektar: 

II  



_________________________ 3. HarmollIja ObOJf'fIOf{11 lona 

v 2v 3v 4v 5v 6v 7v 

Ako se po dva tona ovakve razdiobe frekvencij a  (tj .  ovakve boj e )  ods v iraj ll II 

razl ič i tim interval ima, disonantnost s vakog od tih interva la  može se izračunati tako da 
s e  zbroje disonantnosti po svi m frekvencij ama spektra . Provedemo li taj račun za 
gornj i spektar, dobit ćemo sljedeću krivulju disonantnosti za ton tako zadane boje :  

Uočimo da krivulj a  d i sonantnosti oboj enoga tona ima min i mu me u kl asič n i m  
muzičkim interval ima�) . To  konačno objašnjava Pi tagorin zakon i uobičajenu glazbenu 
praksu . 

Važno je  prim ij eti ti d a  ova (predočena) anal i za pokazuje  kako svaki spektar 
( svaka boj a  tona)  određuje  s ka�u tonova  u koj ima se real i z i raj u min i mal n e  
d i sonantnosti . T o  j e  skal a u koj oj gl azbalo s tom bojom tona zvuči najkonsonantnije .  

Parafrazi rajuć i  Schonberga mogl i  b ismo reć i  da je  s kal a anal iza obj enoga tona. Za 
već inu zapadnih glazbala to je skala sa standardnim Pitagorinim intervalima. 

Naravno, ova anal iza otvara i druge mogućnosti . Ona pokazje kako se za zvuk 
b i l o  koje  boje ,  dakle za zvuk b i lo kojeg glazbala,  može odrediti skala u kojoj to 
g lazbal o zvuči naj konsonantnij e .  Ako to g lazbalo nema harmonij sku razdiobu 
al i kvotn ih  tonova, njegova skala neće biti "Pitagorina" .  Na primjer, ks i lofon  i s lični 
i n strumenti proizvode tonove v i bracijom ploč ica sa s lobodnim krajev ima (za razliku 
od žica i l i  c ijev i  dosad razmatranih g lazbal a, koj e  imaj u  fiksne  krajeve) .  Matema­
tičkim se metodama može pokazati5) da pločica sa s lobodnim krajevima, koj a  v ibrira s 
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3. Harmonija obojenoga tona -------------------------

temeljnom frekvencijom v, vibrira i sa sljedećim višim frekvencijama: 

v, 2 .758v, 5 .406v, 8 .936v. 1 3 .35v, 1 8 .65v , 24 . 82v, . . .  

Ranije  opisanim računom nalaz i  se s ljedeća krivulj a  disonantnosti za takve "ksilo­

fonske" tonove: 

Ćini se da ksilofon nije baš najbolje usklađen s kromatskom skalom (no u tome možda 

j jest njegova zanimlj ivost) . S lično vrijedi za zvona i mnoge druge udaraljke. 

Slymaker, Mathews i Pierce6) istražival i  su boj e  zvuka s teme lj nom 

frekvencijom v i višim frekvencijama oblika: 

Alog, i V = V  .I 

Kad a je A = 2, radi sc o uobičajenoj harmonij skoj razdiobi  viših frekvencija,  Vj = vj , 

karakterističnoj za naša standardna glazbala.  Kada j e  A < 2 ,  frekvencije  s u  II odnosu 

na ta j s tandard raspoređene gušće, a kada Je A > 2,  raspoređene su rjeđe . Krivulje  

disonantnosti z a  A = 1 . S7 i A = 2.2 izgledaju ovako : 

14 
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_________________________ 3 Harmonija obojr!f1of{u IDilU 

Naj uočlj ivij a  je odsutnost oktave 2v (osim za A = 2) kao konsonantnog intervala.  
Njezinu u logu preuzima pseudooktava, koj oj j e  frekvencij a Av . Krivulj e  čuvaju 
osnovni oblik h armonij ske krivu lje,  samo su u odnosu na nju stegnute i l i  ras tegnute.  
pa možemo govoriti i o pseudokvintama. pseudokvartama. i td .  To znač i  da se muzička 
teorij a i praksa ov akvih rastegnutih (rij etkih) i l i  stegnutih (gustih) tonova čuva ako s e  

izvodi u pri kl adno rastegnutim, odnosno stegnutim skalama. 

Spomenimo na kraj u  da je moguć i obratn i postupak u koj em polazimo od 
zadane (pro i zvolj ne) s kale, i pronalazimo boju zvuka u koj oj je ta skala konsonantna. 
Taj je prob lem m atematički bitno teži i rj ešava se sofisticiranim matematick i m 

metodama optimizacij e6), al i je u načelu rješi v .  Ako se radi o jednoliko temperiranoj 
skal i ,  u koj oj su svi intervali j ednaki (poput "Debusyjeve" cj el otonske i l i  kroma!ske 

polutonske skale),  problem j e  mnogo lakši . Naprimj er, dekaronska skala,  koj a dijel i  
oktavu na 10 intervala j ednake dulj ine, zvuči konsonantno s tonovima sljedeće boj e7l ; 

V, q l O v, q l 7 v, q20 v, l/s V, q2H v, q'd) V, . . .  
gdje  j e  q = 1tf2 Kri vulj a  di sonan tnosti za zvuk te boje i zgleda ovako:  

TRiTOt4US OKTAVA 

Naravno. tonov i deka tonske temperirane skale zvučat će sasvim disonantno na v i o l i n i  

i l i  gl asoviru . 
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4 . .lednolIkoM prolit' IVč/lQ,fti 

4. JEDNOLIKOtT PROTIV TOČNOSTI 

Vratimo s e  j o š  jednom osnovnom glazbenom materij a l u ,  koj i  s e  sastoj i  ml 1 2  
po lutonova krom arsKe s kale ( i  iz kojeg svo j  materij a l  odab i ru s ve skale obrađene u 
trećem poglavlju) :  

iiii A r--I r--I il A 
e � b E F # G # A B H e 
VVVVVVVVVVVV 

Dosad nismo teme l j i tij e prouči l i  problem točne ve l i čine in tervala u toj skal i .  

Pitagorin i d e a l  b io  b i :  osnovni ton e = 1 1 1 ,  oktava e = 2/ 1 ,  kvinta G = 3/2 , 
kvarta F = 4/3 i terca E = 5/4 .  Odavde slij ed i :  

GIF = (3/2)/(4/3) = 9/8 ==> D/e = 9/8 tj . D = e · 9/8 = 1 · 9/8 = 9/8 . 

FIE = (4/3)/(5/4) = 1 6/ 1 5  ==> e/H = 1 6/ 1 5 tj . H = c · 1 5/ 1 6  = 2 1 5/1 6 = 1 5/8 , 

==> HlA = 9/8 tj . A = H · 8/9 =( 1 5/8) · ( 8/9) = 5/3 . 

Dakle, za "bijele" ton ove i mamo s ljedeće vrijednosti : 

1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 1 5/8 2 

e D E G A H L-.-JL-.-J V �I�I� V 
918 1 0/9 1 6/1 5 918 1 0/9 9/8 1 6/1 5 

To je  skal a koju preporuča Ptolemej , naj veći astronom, al i i veliki antički muzički 

teoretičar. Uočite da su polutonovi dulj ine 1 6/1 5 ,  dok su cijel i tonovi različitih dulj ina , 

9/8 i J 0/9 (naime , D/E = (5/4)/(9/8) = A/G = (5/3)/(3/2) = 1 0/9) .  Razbijanjem cije l ih 

tonov a Il a  polutollove konačno do lazi mo d o  svih točnih intervala ! ) u dvanaestonskoj 

skali :  

1 1 6/1 5 918 6/5 5/4 4/3 45/32 312 8/5 5/3 9/5 1 5/8 2 

# [j E F # B li e 
V V V V I  t 

1 6/15 1 6/15 1 6/1 5 1 6/1 5 918 
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4 . .Tednoiikost protiv točnosti ------------------------

Naime, 

c# = e . 1 61 1 5 = l ·  1 6/ 1 5  = 1 61 1 5 : D# = D · 1 6/ 1 5 = (9/8) · ( 1 6/ 1 5 )  = 6/5 ; 

G# = G . l 6/ 1 5  = (3/2)  . ( 1 6/ 1 5 )  = 8/5 ; d = G/( l 6/ 1 5) = (3/2)/( 1 6/ 1 5 )  = 45/32 ;  

B = G# . 9/8 = ( 8/5) . (9/8) = 9/5 . 

Iznosi  tako dobi veni h polutonova kromatske skal e, osi m polazne vrij edn osti 1 6/ 1 5 = 
1 .07 , imaju j oš i vrij ednosti 25/24 = 1 .04, 1 35/ 1 28 = 1 . 05 i 27/25 = 1 .08 ( neoznačeni 

po lutonovi  i maj u početni iznos 1 6/ 1 5 ,  usp. gore . ) :  

�." � 
t.",.� t,,, 

V V V VVV 
1 35/1 28 25/24 1 35/1 28 25124 27125 25/24 

O v i  Pi tagori n i  točni  intervali dio su tzv .  prirodne inlOnacij/!. Za glazbala koj a 

su ugođena s t a k o  određen i m  frekvencij ama ( v ,  ( 1 6/ 1 5 )v ,  (9/8)v , (6/5 )v , (5/4)v , . . .  ) 

kaže se da s u  ugodena /I prirodnoj intonaciji . Osnovn i  p ro b l em pri rodne i nto nac ij e 

j es t  v e l i k  broj raz I i č i t i h  p o lu ton o va , čak četiri ,  koj i često onemogućava vj erne 

transpozicije" ) .  Taj se prob l em potpuno rj ešava j edn o l iko temperiranom skalom, tj . 

jednolikim ugadanjem koj e preporuča naj veći antički muzičk i teoretičar Aristoksen. 

Jed n o l i ko temperi ran a s k a l a  razd io ba je oktave na 1 2  j ednakih po l uto n o v a .  

Ako pol utonski interval označimo s p ,  radi se o slj edećoj razdiobi : 

vvvv vvvvv v v v  
p p I I  p p p I p p I I p p II p p p 

p2 

Naravn o ,  IJI I  = I i /1 1 2 = 2 ,  odakle  sl ijedi  p = lifi = 1 . 06. Pogodn o je  udaljenost tona od 

tonike ( n ]11'. p'l )  označavat i  odgo v araj u ć i m  eksponentom (npr. 9) .  Time s mU l tip li ka­
ti vne ska le (po ,  p I ,  ,/ , . . .  ) pre l azimo na adi t i vnu logari tamsku4) skalu (O, l ,  2, . . .  ). To 

n am omogućava zbraj anje i nterv ala, umj esto mn ožen j a (n pr. to da terca j kv i nta čine 

sept imu , u l o gari tams koj ska l i n a l az i m o  zbraj anj em, 4 + 7 = l l , a u o s n o v n oj 

množen j em, }/ . ,/ = JJ 1 \  
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Za precizn ij e određenje  in terval a uvodi se man j a j edinica centila Ona je s t oti  
dio pol utona, pa ćemo je označ i ti sa s .  Dakle, S I OO = p ,  odnosn o S l iOO = p l 2  = 2 ,  što znači 

. 1 2oor:-2 l 00058 N . 1 00 . l "  d '  ?OO 2 100 1 . d T Y '  d da Je s = \j l = . . aravno, l z s  = p s lJe  l S- = p , S  = p  l t . o znacI a 
u l ogari tamskoj skal i izraženoj u centi/ama (što znač i II bazi s) vrijed i : 

maj a sekunda = 1 00 cent kvinta = 700 cent 

ve l i ka sekunda = 200 cell t mala seksta = 800 cent 

mata terca = 300 ccnf vel i ka seks[H = 9 0 0  c{'nf  

vel ika terca = 400 cent mala septima = 1 000 cent 

kvarta = 500 cent velika septi ma = l J OD cent 

tritonus = 600 cent oktava = 1 200 cent 

Že limo l i  neki  i nterval  du lj in e (min) i zraz i ti II centilama, moramo zapravo i zračunati  
logari tam od min u bazi s :  

l og(m I n )  
l o  gs (ml n) = ----"'-'----

log S 

1 200 . log(m l n )  
log 2 

(N aime , l og" b = log allog b, gdje je l og = l og l o, a tog .1' = log 1 2°.z!2 = ( 1 / 1 200) log 2 ,/) 
Uz p omoć ove formul e  točne interva le  možemo i zraziti u centi /ama l u sporedi ti ih s 
jednolikima: 

1 6/ 1 5  = ma j a sekunda = I I  1 . 7 3  cent 3/2 = kvinta = 702 .00 cenT 

9/8 = velika sekunda = 203 , 9 1  cent 

6/5 = mal a  terca 

5/4 = ve l i ka terca 
4/3 = k v art�l 

45/32 = tri ton us 

= 3 1 5 . 64 ce.fl! 
= 3 8 6 . 3 1 cent 
= 498 .00 cent 

= 590.22 cent 

8/5 = mala seksta 

5/3 = velika seksta 
9/5 = mala septima 

1 5/8 = ve l i ka septima 

2/ 1 = oktava 

8 1 3 . 69 cent 

= 884 .36  cent 

= 1 0 1 7 . 60 cent 

= 1 08 8 . 27 cent 

= 1 200.00 cent 

Kv arte , k v i nte i sekunde gotovo su i ste u pri rodno intoniranoj i jedno l ikoj skal i 
(ods tup anj e do 1 0  cen ti la  nije vel i ko) ,  al i terce,  sekste i sep time pokazuju veća 

odstupanja . Očito je da se radi o bitno različitim ugađanj ima "istih" tonova.  

Gl avna prednost prirodne intonac ij e ,  njezina točnost (kvinta je 702 cent, a ne 

700, m a l a terc a  j e  3 1 5 . 64 cent, a ne 300),  gubi se pri tran sp on i ranj u . Uspored ite 

j edno l i k i  po mak iz e u terce Eb i E te II k v i ntu G, s i s t im pomac i ma Ll prirodnoj 

i n tonacij i :  
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4 . .Tednolikost proliv tOl:nosti ------------------------

e D [.� ES F �* l A '} tP tj H e � ej � e f � 9 

o 1 00 200 300 400 400 600 700 800 900 1 000 1 1 00 1 200 1 300 1 400 1 500 1 600 1 700 1 800 1 900 

o 1 00 200 300 400 400 800 700 800 900 1 000 1 1 00 1 200 

o 1 00 200 300 400 400 800 700 800 900 1 000 1 1 00 1 200 

o 1 00 200 300 400 400 600 700 800 900 1 000 1 1 00 1 200 

� D # E F i) G � B H e lt d f e ff l) g 

o 1 1 2  204 316 386 498 590 702 814 884 1018 1088 1200 1312  1<104 1516 1586 1698 1790 1802 
o 8 Q '--../ � rc.:-' 386 498 Q '--../ 

702 Q "--..J 884 IQ 
1'--../ 1088 1 200 

o 1 12 204 316 Q 498 EJ 702 814 IQ 1018 IQ 1200 
'--../ 1'-...../ lQ 

IQ Ii\ IQ o 1 12 1'-'.: ./ 316 386 498 �1� 702 814 884 
:; 

1088 1200 

Svi  pomaci u j ednol ikoj skal i daju potpuno isti n i z  polutonova ( 1 00, 200, . . .  , 1 200) , 

dok pomaci u prirodno intoniranoj skali imaju  3 pogrješke u kvintnom pomaku, 4 
pogrješke II pomaku velike terce i čak 6 pogrješaka u pomaku male terce (pogrješke su 

II tabl ic i  zaokružene) .  Te poglješke nisu male . Od 13 zaokruženih , 7 ih odstupa od 

točnih vrijednosti za 42 cenJ, a 6 za 22 cent ("podnošlj iva" pogrješka je do 1 0  cent) . 

Pogrješke jednol i ke razdiobe , koje se ne mijenj aju  transponiranjem, iznose od ° cent 
do 1 8  cem, s prosjekom od točno 1 0  cent. 

Pol ifonij ska i harmon ij ska gl azba , od renesan se do romantizma, teško bi 
podnije l a  ugađanje koje II njezinim temeljn im trozvucima (tonika - v .  terca - kvinta i 

mnika - m. terca - kv inta) ima tako velike disonance kakve se pojavljuju kod ugađanj a  

prirodnom i n tonacij om. Antičkoj i srednjovj ekovnoj monofonij i to  n ije smetalo ,  ali 
polifonij a i hannonija to ne mogu podnijeti , osim kada se sklada dijatonski , te samo s 
nekim akordima II duru : (na L ,  IV. i V. stupnju) ,  te s većinom u molu: (na 1 . ,  III . ,  IV . ,  
V . •  VI. i VII. smpnju ) . 6) Dmga j e  mogućnost da  se  u skladanj e  uvede j o š  više točn ih  
i n tervala, koj i bi pri danoj transpozicij i  zamij en ili pogrješne intervale (sj etimo se2l 

ZarIlinove 1 6-tonske klavijature i današnjeg mikrotonainog skladanja) .  

Glazbena pov ijest nije iš la putem upravo iznesene glazbene teorij e .  Teorijski 
je: Qpravdano razmišlj ati o Ptolemejevim interval ima 1 6/ 1 5 ,  9/8,  . . .  , 45/32 ,  . . .  , 1 5/8 , al i 

je v1'lo nepraktično real iz irati ih na kon kretni m glazbalima. Tko uos talom može točno 

4 2  



4. Jednvlikvsr prOli I '  !Očno.lli 

otpj evati (ili ugoditi ) dvij e  različite vel ike sekunde 9/8 i 1 0/9 , malu sekundu 1 61 1 5  
i td. 7) (Isto vrijedi i za jednol i ke intervale 1'�2 , V2 , *h , i td ) Naravno, krenemo li od 

kvinte 312, kvarte 4/3 , velike terce 5/4 i male terce 6/5 , možemo dobiti s ve re in tervale 
(kako smo pokazal i na početku poglavlja) :  

1 0/9 9/8 
I �  I 

(6/5) (5/4) (4/3) (3/2) 
V 

1 6/1 5  

Naj l akše j e ,  ipak, otpjevati i prepoznati savršen e oktave i kvinre,  pa j e  zato II 

cije loj antici i srednjem vijeku standardno ugađanje b i lo Pitngorino ugađanje kvintama 
i oktavama. 
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------------------------ 5. Pilagorino ugađanje 

5.  PI T AGOR.NO UG AĐANJE 
Francuska akademija Notre Dame prog l as i l a je  u 1 3 .  st .  d a  se d o  točne skale 

može doći s amo n i zom s avršen i h  P i tagorin i h  k v i n ti , koj i h  je staj ni  omjer prema 

prijašnjem tonu "božanski" omjer 3 : 2  (3 za Sveto Troj stvo, 2 za razne dualizme; neba 
i zemlje , duha i tije la , dobra i zla i sL ) .  Krenemo od tona e = 1 kao tona jedinične 
frekvencije .  Kvintu iznad njega nalazi se G = 3/2. Kvintu iznad G = 3/2 nalazi se 
d = (3/2)2 . Taj ton izlazi izvan oktave koj a  se proteže od e = l do e = 2 ,  pa zato D 
snizima za o ktavu da b i smo dobili D = ( 1 I2)(3/2i = 9/8 . K v i n tu viši  j e to n 

A = ( 1 12)(3/2)3 = 27/ 1 6 .  Kvintu iznad A je e = ( 1 12)(312)"=8 1 132, koj i Opel snizimo za 

oktavu da bismo dobili E = ( 1 /2)2(3/2)4 = 8 1 164. Kvintu iznad E jc H = ( l /2)2(3/2)� = 

243/ 1 2 8 .  Tako smo dobil i sve "b ije le" tonove osim F. Spustimo se za kvintu ispod 
početnog e = 1 i dobit ćemo F' = 1 1(3/2) = 2/3, pa lako možemo naći za oktavu viši F 
= 2(2/3 )  = 4/3 . Tako smo kvintama i oktavama ugodil i  sve "bijele" tonove dijatonske 
skale: 

Spustimo se od F još za d vije kvinte i dobit ćemo (uz odgovarajući pomak za oktavu 

vi še) B = 22(2/3)2 = 1 6/9 i Eb= 22(2/3)' = 32/27 . Dignimo se od H j oš za tri kvinte i 

dobit ćemo (uz odgovaraj ući pomak za oktavu niže) pt = ( 1 12)3(3/2)6 = 729/5 1 2 , 
c# = ( 1 /2)4(312)7 = 2 1 87/2048 i G# = ( 1 12)4(3l2t = 65 6 1 /4096 .  Tako smo ugodili sve 
tonove kramatske skale :  

To je tzv . Pit�gorino ugađanje , u uvom s lučaju Pitagorino Eb 
- G# ugađanje , jer se od 

e krećemo do Eb prema dolje  i do G# prema gore .  Dobivene vrijednosti možemo 

iskazati omjerima ili preglednij e  u logaritamski izračunatim centilama (vrijednosti u 

centilama zaokružene su do cjelobrojnih vrijednosti) : 

e k D F # G # A B H iC .ff 

1/1 218712048 9/8 32127 81/64 413 7291512 312 6561/4096 27/16 1619 2431128 211 

o 1 14 204 294 408 498 612 702 792 906 996 1 1 10 1200 
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5. Pitagorino ugađanje _________________________ _ 

U o č i te d a  p o ) uton o v i  tako dobivene skale n i SU j ed n ak i , O n i  I z n o s e  

1 1 4 cent i li 90 cent. Manji je  naš stari poznanik, Pitagorin dijatonski poluton (naime, 

omjer 2561243 ima 90 cent), dok je veći poznat pod imenom Pitagorin apotom. 

204 204 
r--11i 

C �  b f� �  # B �'� C  
VVVVVVVVVVVV 
1 1 4 8 0  9 0  1 1 4  8 0  1 1 4  9 0  1 1 4  9 0  9 0  1 1 4  90 

Vidimo da cijeli ton može imati 204 cent ili 180 cent. No, budući da se apatom od 

1 1 4 cent uvijek pojavljuje izmedu tona X te njegova povišenja X# ili sniženja bX 

(1laravno bH = B). iz toga sl�iedi da sva/Q cijeli ton dijatonske "bijele " skale ima 204 
cent. 

Ovo ugadanje ima jedan veliki nedostatak. Sve kvinte koje smo neposredno 

ugodili sastoje se od 4 d�iatonska pelutona i 3 apotoma, 4(90 + 3( 1 1 4  = 702, i 
savršene su. Nažalost, kvinta G# - eb, koja je krajnji rezultat našeg ugadanja, (l nije 

neposredno ugodena, sastoji se od 5 d�iatonskih polutonova i 2 apo toma, 5(90 + 
2 (  l J 4 = 678, i ne zvuči dobro. Ona se zove vučji interval, jer zvuči kao vučje 

zavijanje. Isto vrijedi i za kvartu Eb - G#, koja je 3( 1 1 4 + 2(90 = 522,  umjesto 

savršenih 3(90 + 2( 1 1 4 = 498. Svako Pitagorino ugadanje imat će ovakve vučje 

inte n'ale, koje odreduju krajnji tonovi u nizu kvinti. (U Eb - G# ugadanju to s u  

i1l TeYvali Eh - G #  i G# - ('b. ) 

Zašto se u Pi tagorinom ugađanju pojavlj uju vučj i  interval i ? Jednostavno zato 

što 1 2  kvi nti koj e  prekri vaju raspon od 7 oktava i pri tom "pogađ aju"  s v e  tonove 

kromatske skale to ne rade do kraja točno .  
- _  .. 

�-'iw ii 
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. _ .. 

I:.� � F 

I .� 
• 

t • 
• 

.1 

Ir', .;� .&'1. B '" 'y;,; r .  

4� 

• t 
• 

.1 
.1 

n 
[ .. :::::::::::r::::::::::::::I::: .. :::::::�I:: .. ::::9.:I:::�:::��:I�:::�:::��I::::�:::::::::I::::::::::��I��::::::::::::;::::::::::::::::r:::::::::::::::;:::::::: ...... " 'i 

Kada sc od Gli u zadnj oj oktavi dignemo za j oš j ednu kvintu, dolazimo do "praznoga" 

DH, koj i  je  za 1 2  kvinti udaljen od "punoga" .  Dakle, nj ihova j e  udalj enost (3/2) l 2 . 
Podignemo l i  "puni" Eb za 7 oktava, on se n ažalost neće pokl o p i ti s "prazn i m" D# 

(koj i  tvori savršenu kvintu fl G#). jer je 27 < (3/2) 1 2 . No, to znači da "puni" Eb i G# ne 

48 



5. Ptragofil1o ugadlll(il' 

tvore savršene, nego vučj e i ntervale.  Izraženo u centilama (oktava ih ima 1 200.  a 
savršena k v i n ta 702) : 

7 · 1 200 < 1 2 · 702 tj . 7 · 1 200 < 1 2 ·700 + 1 2 · 2 .  

To znači  da sc vučj i  interval i razlikuj u od savršenih z a  1 2 · 2  = 24 cellt (toćTI IJe 
2 3 . 5  cent, jer  savrš e n a  k v i nta ima 7 0 1 . 9 5 5  . . .  cent) . Vučp kv arta j e  z a  24 1 :1'1/1  
preve lika, II vučj a  kvinta za 24 cell t premal a.  Interval od 24 cent,  koj i  l� i n i  te raz l i ke,  

zove se Pitagorin zarez. (Uočite da je  o n  jednak raz l i c i  Pi tagori n i h  p n l u to n o v n  od 

1 1 4 cent i 90 cent. što nije  s lučaj n o . )  

Os i m  po j edne nesavršene k v i nte i kvarte, Pi tagorino ugadanje  generi ra i terce , 
koje su s v e  nesavršene . Vel i k a  terca ovoga ugađanj a ima d u lj i n u  i zraženu omjerom 
8 1 /64, što se raz l i kuje od savršen i h  5/4 = 80/64 Tn terva l ,  z a  koji sc razlikuju te vel ike 
terce, i ma d u lj i n u  i zraženu  omjero m ( 8 1 /64)/(80/64) = 8 1 /80. i l i  u cenl i l arna 22 ceni 
( točnije 2 1 . 5 ) .  Isti i n terval  razdvaja  savršenu malu tercu 6/5 od ugodene 32/27 , je r  j e  
(6/5)/(3 2/27)  = 8 l /S0. Dakle, ugođena vel ika terca z a  2 2  cent j e  veća od  s avršene,  dok 

j e  ugođe n a mala terca z a  22 cen T manj a  od savršene. Njihov zbroj jc savršena kv i n ta 
(j er  se v išak i nedostatak od 22 cem poništavaju). osim n a  E� i all n a  koj ima su go l o v o  

s avršene male terce, a l i  (zato) j ednako l oše v e l i ke .  I n terval od 2 2  ccm, z a  koj i  se 
savršene terce razl ikuju od pitagorinski ugođenih, zove se sintoni{ki zarez, 

Sintonički za re::. karakter i s t i čan j e  z a  sve terce II Pi tagorinom sustavu 
ugađanj a, dok j e  Pitagorin zarez karakteristika samo jedne vučj e  kv i n te  I samo jedne 

vučj e kvarte .  Zato j e  Pitagor i n o ugađanje po sebno pogodno za izvođenj e  g l azbe u 

koj o j su kvarte i kv inte domi n antn a  sazvučj a  (uz nužno izbj egavanj e vučj i h  Bb i G#) i u 
kojem terce č i ne d i s onantni  el ement . . Takva je  got ička po l i fon ija ,  sa svoj im akti vno 
d i sonantn i m  terc am a .  s avršen i m  kv intama j kvartam a,  te ma l i m  d ij a to n s k i m  
p o l uto n o m  ( od svega 9 0  cem) z a  efektne kadence . Narav n o ,  harmon ij a trozvukil. 
baziranih  na tercama i k v i ntama" koj a  se  poj av lj uje u 1 5 . st .  i vlada zapadn om 

g lazbom s ve do danas , ne može podnijeti sintonički z,arez i njegove loše terce . Zato će 

g l azben i c i  od re nesanse do romanti zma rabit i  n o v a  ugađanj a ,  koja  elim i n i raj u 

sintonički zarez. (O nj ima će biti rij eči u sljedećem poglavlju . )  Ovdje spomeni m o  još  

samo to  da Pitagori n i m  ab_ H ugađanjem, koje rabi s lj edeći n iz kvinti : 

ab f- Db f- Ab f- Eb f- Hb f- F f- e � G � D� A � E� H, 
te F - A# ugađanjem , koje  rabi niz:  

dobi vamo ukupn o 1 7  tonova uz pomoć koj ih možemo izvoditi i savršene terce :  
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5. Pilagoril1o ugadanje __________ ------------__ 

24 24 24 24 24 

v / I �v:' 1 �0v I nVV I tvJ I VV
c 

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 
I I I  I I I I  1 1'---__ 

204 204 204 204 204 

Ovakva 1 7 -tons ka skala poznata je od 1 5 .  st, a po stoj ale su i klavijature koj e  su je 

realizirale s dvostrukim crnim tipkama (za izvođenje sniženih tonova 
b i povišenih #, 

identičn ih u jednol ikoj skal i ,  al i ne i u Pitogorinoj) .  

Na kraju ovog poglavlj a dajemo i matematičku anal i zu Pitagorinog ugađanja 

koj om dol azimo do dub lj eg razumijevanj a  njegovih polutonova ,  njegov ih zareza i 
nj ihove di stribucije .  Krenemo najprije od jedno likog ugađanj a izraženog II stotinama 

centil a , koje rad i kratkoće nazovimo unusima (1 un = 1 00 cent) .  Izraženi II unllsima 

tonovi jednolike skale imaj u  vrijednosti O, 1 , 2 , 3 , 4, 5 , 6, 7, 8 , 9, 1 0  i 1 1 . Zapravo, 

takvo bismo ugađanje mogl i rea l i zirati tako da se od osnovnog t.ona O dižemo u 
koracima od po l un :  

0 -7 1 -7 2 -;.  3 -;. 4 -7 5  -;. 6 -;. 7 -;. 8 -;. 9 -;. 1 0 -;. 1 1  

Naravno,  rijetke su uši koje mogu točno odrediti l un ( tj .  1 00 cent) .  Lakše j e  odrediti 

Jednol i k i kvintni pomak od 7 u n ,  te se d izati II kvi ntama (uz spuštanja za odgovarajući  

broj oktava. tj . za odgovarajući broj blokova od po 12 un) : 

( 1 4) (2 1 )  (28) (35) (42) (49) (56) (63) (70) (77) 
0 -;.  7 -7 2 -7 9 -7 4 -;.  I I  -;. 6 -;. 1 -7 8  -7 3 -7  1 0 -7 5 

N o ,  veći na ljudi zapravo može odredi ti  samo savršenu kvintu , od " 7  unusa plus još 
moli x" (x = 1 . 96 . . . cent = 0.0 1 96 . . .  un) . Zato uobičajeno Pitagorino ugađanje kvintama 

zapravo izg leda o v ako : 

( 14 � 2x) (21 + 3x) (28 + 4x) (35 + 5x) (42 + Gx) (49 + 7x) (56 + 8x) (63 + 9x) (70 + 1 Ox) (77 + 1 1x) 

0 - • 7 + x  -� � � 21 ........ 9 + 3I � 4 + 4x - 1 1 + 5x -> 6 + 6x -> 1  + 7x --> 8 + 8x - 3 + 9x ->  10  + 1 0x ->  S + 1 1x 

il dobi vena skala i njezlII i po] uto novi izgledaju ovako: 

o (1 + 7x) (2 + 2x) (3 + 9K) (4 + 4X) (5 + 1 1x) (6 + Gx) ( 7  + x) (8 + 8x) (9 + ax) (10 + 10x) (11 + 5x) 12 

5 0  

V "v/ "v/ � � V V "v/ � � � � 
(1 + 7X) (1 - 5x) (1 + 7X) (1 · 5,tJ (1+ 7X) (1 · SX) (1 . 5x) (1 + 7,tJ (1 - 5x) (1 + 7X) (1 - S,tJ (1 · SX) 



------------------------ 5, Pitagorino ugađanje 

Uočite da se u skal i pojavljuju samo dvije vrste polutnova ( l  + 7.x) i C I  - S.x) . te da je  

nj ihova razlika 1 2x. 
To vrijedi i u općem slućaju I ), Zamislimo da smo oktavu pod ijel i l i  jednol iko 

na N jedinica i tako dobi l i  ton ove 0, 1 , 2, " "  N - 2, N - L Ako je n < N i ako S lI n i N 
rel ativno prosti, onda je {O, 1 , 2 ,  " "  N - l }  = {On,  l n, 2n, " "  (N - 1 )n } ,  modula N. To 
znači da n-ugađanje :  

O � n � 2n � ' "  � (N - 2)n ---t (N I )n 

daje sve tonove n aše j ednolike N-skale.  s "polutonovima" du lj i ne 1 .  Pitagorin o  
( n  + x )  - ugađanje (uz Nx < 1 )  i zgleda ovako :  

o � (n  + x)  -4 (2n + lx) -4 " ,  -4 [(N - 2)n + (N - 2)xl ---t [(N - l )n + (N - I )xJ ,  
Ono daje  N tonova, koj i se  n e  poklapaj u  s j edno l ikima, i koj i čine "poluton o ve" 
različitih duljina . Izračunat ćemo njihove dulj ine.  

Neka su p n i qn, s vedeni n a  osn ovnu o ktavu ,  susj edni  tonovi , Možemo 

pretpostaviti da je ton i zveden iz qn viši . Tada je p n  + l == q n (mod N), Ta dva 

jednolika tona određuju  interval vel ič ine 1 .  Odgovaraj ući  Pi tagori n i  tonov i  pomaknuti 

su za px, odnosno qx, i imaju ve l ič ine 1+ = l + (q - p)x, ako je q > p, odnosno 

r = 1 - (p - q)x, ako je  q < p (v id i s l ike) :  

p < q  

t 
- ,.. • 

• • • 
'-..--' 
px 

l "  1 +  
qn - pn == l (mod N) 
(q - p)n == l (mod N) 

(q - p) == n- I (mod N) 

qn 
• 

qx 

� I 

pn + l == qn (mod N) 

p > q  

pn 1 qn 
--�---. 

• • • • 

pn - qn == - l (mod N) 

(p - q)n == - l (mod N) 
CP - q) == - n-l (mod N) 
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5. Pitagorino ugad{//�ie __________________________ _ 

B roj e v i  N i n s u  relativn o  prosti , pa zato postoj i  n I ,  modula o d  N .  U 
uokvirenim i zrazi ma pretpostavlja se da su (n- I ) i (- n- I )  iz osnovnog skupa ostatka O, 
l ,  . . . , N - I (jer su ]J i tf i z  tog skupa)2J. Dakle, i u općem Pitagorinom ugađanju postoje  

točno d v a  o snovna  interva la .  Već i  možemo zvati opo!Omom, a manj i  polU/onom, 
analogno sa standardnim dvanaestanskim Pitagorinim ugađanjem. Njihova j e  razlika2): 

Tu raz liku i u općem slučaju možemo zvati Pitago rinim zarezom, j er j e  to i sada iznos 
za koj i se krajevi (n + xl-ugađanja r<Izl ikuju od temelj n og koraka ugađanja (n + x). 
Drugim riječima. " 'vučji i nterva l i "  i zmeđu O i [(N - l )n + (N - l lx] ' svedeni na i stu 
oktavu, razlikuju se od "savršenog" intervala (n + x )  za Pitagorin zarez Nx. 

OVll opće razmatranje svodi se na naše konkretno ugađanje kvintama, tako da 
se uzme : N == 1 2 , II cc 7 i x = 0.02. 

Odavde s l ijedi 

Nadalje, iz  n- l = 7 slijedi 

Dakle.  

n- I == 7, jer je 7·7 == l (mod 1 2) ,  

- n - I  = S ,  jer je 7 + 5 =' O (mod 1 2) . 

1+ = 1 + (n-I )x = 1 + 7 · 0.02 :::: 1 . 1 4, 
r ==  I - (- n- I )x =  I - 5 ·  0.02 = 0 . 9 ,  

i t o  s u  dobro poznati Pi[(J;;orin npotom od 1 1 4 cent i dLjatonski poluron od 90 cent. 

Narav no, Pitagorin je zarez Nx = 1 2 . 0.02 = 0.24, što čini dobro poznata 24 cent. 
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6. Dohro remperirani glasovir i jednolika iumju 

6. DOBRO TEMPERIRA N I  

� L A t O V I R  I JEDNOLIKA LUTNJA 

Često možemo čuti i l i  proč i tati d a  j e  J .  S .  Bach svoju  zbirku preludij a i fuga 
Wohltemperiertes Klavier nap isao u sva 24 dur i mo l tona l i te ta, kako bi pokazao sve 
predn osti jednolikog tempe riranja , te da je od tog vremen a sva velika glazha, od 

Mozarta i Beethovena sve do naš ih dana,  pisana za j ednoliko temperirane izvedhe 
To nije  is tina l ). Niti je Bach rabio jednoliko temperiranje, niti su Mozart, Beethoven i 
ostal i  vel ikani pisali za 12  j edno l i ko raspoređenih visina unutar oktave . Jednoliko 
temperiranj e uglavnom j e  feno men 20.  s to ljeća .  Ono je u n ač e l u  p ozn ato već 

Aristoksenu i o njemu se u Europi raspravlj a  još od ] 6. st ,  a l i se o n o  ne ra bi j er, 

prema tada općem mišljenju, ne zvuči lijepo. Tek smo u 1 9 . st. svjedoci postupnih 

pomaka prema š i roj uporab i jedno l ikog temperi rar1J a.  (U ostalom, prij e 1 9 1 7 .  nij e  n i  

postoj ala metoda koja bi omogućila precizno jednoliko ugađanje . )  

B ach je ,  naravno , bio zain teresiran za ugadanj e koje će mu omogućiti pristup 

svim tonalitetima i osloboditi ga more vučjih interva la .  On j c  nenadmašeni maj stor 

kontrapunkta i s igurno ga je iritirala diskrepanca savršenog trozvuka nS:l u nj egovim 
misl ima i njegove vučje realizacije na čembalu ispred njega?) Zato je i bio oduševljen 
novim dobro temperiranim ugađanj em , koj e  ga je  riješilo ove more i kOJ cm j e  

posvetio svoj Wohltemperiertes K/avier.  Medutim, t o  ugadanje n ije bi lo jednol i ko .  
O n o  se  katkada zvalo jednakim, al i ne zbog jedno l ike raspodje le njegov i h  1 2  visina 
unutar oktave,  nego zato što j e  stvori lo jednake mogućnosti pristupa svim tonalitetima. 

S ami su se tonali tcti donckle razlikovali' ) i Bach je napisao svoj Woh/temperiertes 
Klavier u sva 24 dur i mo l tonalite ta baš zato da bi istražio te razl ikc4), a n e  zato što ih 
nij e  bi lo. 

Što su dakle temperirane skale i po čemu sc dobro temperiranje i druga 
pov ij esna ugadanja razlikuju od današnj eg , jednolikog temperiranja? Ternperiranje 

podrazumijeva namj erno odstupanje od savršenih intervala, od svih (kao u j ednolikom 
temper iranj u) i li samo od nekih . Naprimj er, Pitagorino ugađanj e j est temp eriranje u 
kojem odus tajemo od savršenih terci i seksti , kako bismo sačuvali savršene kvinte i 

kvarte . Temperiranje j e  nužnost  koja proizlazi iz procjepa koj i razdvaj a točnost od 
podatnosti. Prirod na intonacij a , sa svoj im točnim intervalima, n ij e  p od atna za 
transponiranje,  moduliranje i harmonizaciju (usp . 4. poglavlje) .  Kako b ismo je učinili 

podatnijo m, moramo j e temperirati .  Time gubimo točnost, što znači konsonantnost, i u 
kraj nj oj lin iji lj epo tu . S druge strane ,  podatnost  temperiranih skal a omogućava 
harmonizaciju,  što znači puninu i bogatstvo zvuka, te još višc ljepote .  

Početkom 1 5 .  st. sve s e  veći značaj počinje pridavati terc ama, p a  glazbeni c i  

rane renesanse traže nova ugađanja koj a bi  imala što više što s!vršenij i h  terci . Do 



6. Dobro fPmperimni glasovir i jednolika lutnja -------------------

kraj a  stoljeća us tal i lo se jedno takvo ugađanje ,  koje će ostati s tandardom sve do 1 8 . 
s t . , i koj e v e ć  1 4 8 2 .  n a l az i mo dokumentirano u Bartolomea Ramosa. To j e  

sredn jotonsko temp e ri ranje.  ( Paral e l n o  se  razmiš lj alo  o dob rom i jednolikom 

temperiranju, ali u to je vrij eme prev l adalo srednj otonsko . )  N aime, harmonij a 
trozvuka koj a  od renesanse v lada zapadnom gl azbom (usp .  4. poglav lje)  dovodi do 
uv ijek  istog p i tanj a : Koje kvinte (kva rte ) i- ili terce (sekste) treba temperirari i za 

koliko ? S rednj otonsko temperi ranj e  renesanse i baroka odgovara: Po svaku cUenu 

ostvarimo .fro vi.\'e savrJ'enih terc i ,  čak ako to vodi i k osjetnom n(lrušavm�iu kvinti, uz 
pojavu neko liko vučjih itervala. Dobro temperiranje ,  koje će vladati od po l ov ice 1 8 .  
do kraj a  1 9 .  s t .  odgovara : Postignimo spektar trozvl/('n ih bqja, koji s e  kreće od 
s{lvd'enih terei (i nesavr.venih kvinti) do savršenih kvinti (i nesavršenih terc i), ali tako 

da su svi inte rvali izvedivi, �j. tako da' ne dopustimo vučje intervale . Naše j ednoliko 
temperiranj e  nudi demokratski odgovor: Temperirajmo sve te rce i kvinfe pomalo, ali 

tako da su svi trozvuci međusobno jednaki. 

Kren imo sa srednjotolIskim temperiranjem, n ajuspj ešnij i m  europsk i m  ugađa­

njem koje je ž ivje lo gotovo 400 godina'). U njemu je, rekli smo, važn ije saču vat i  
sa vršene terce nego savršene kvinte . (Za to postoje i akusti čki razlozi . Naime, dva tona 
u ncsavršenoj terci zbog svoje  blizine stvaraju  neugodnije  udare nego dva udalj enija  

tona lI nesavršenoj kv int i . Dak le ,  budući da u trozvuku nešto mora b i t i  nesavršeno , 

bo lje j e  da Lo bude kv i n ta nego terca.)  Pitagori nim korac ima nakon četiri točne kv in te 
do laz i l11l.l do nesavršene terce. koja odstupa od Sl.lvrŠene za sintollički zarez, Lj . za 22 
cent (usp. prij ašnje poglav lj e) :  

702 702 702 702 
e -4 G  -4 D -4 A -4 E  

o 702 204 904 408=3 86+22 
Žel i mo l i  kvintnim ugadanjem doći d o  savršene terce, nužno je svaku od 4 

točne k v i nte skrati ti za 22 : 4 = 5 . 5  centU ) .  Prva četiri koraka tako temperiran og 

ugadan j a  sad a  i zgled<'lju ovako :  
696 . 5  696 .5  696 . 5  696 .5  

e -4 0  -4 D -4 A -4 E  
o 696.5 1 93 889 .5  386 

Dobi vena je  terca savršena (omjer 5/4 ima 386 cent) . Srednj i  ton D točno je II 

sred in i  i zmedu osnov n og tona e i velike terce E (386 : 2 = 1 93) ,  pa se zato ovo 

lIgadanje z o v e  sredlljotof/sko. Provedeno do kraja ono i zgleda ovako (uz k = 696 . 5 ) :  
k k k k k k k k k k k 

E� - B .,.- F - e � G � D � A -- E -- H -- ? -+ CH -+ GH 

5 6  
. .  



6. Dobro temperirani glas()vir l jedI/ulika 'wnja 

Dobivene vrij ednosti svih tonova (u osnovnoj oktavi) daj emo u po sebnoj tah1 ic i ' 
;t ..Ir""-<:t} 

"1",1) �\./. U 

O 75.5 193 31 0.5 386 503.5 579 696.5 772 889.5 1007 1182.5 1200 

S rednj otonsko ugadanj e zapravo j e  naše Poop((cno Pitagorino ugađanje (\.lSP ,  kraj 
prij ašnjeg pog lav lj a) ,  u z  N = 1 2 , n = 7 i x = 696.5 - 700 = - 0 ,035 . Dakle, 

l' = l + 7(-0.035)  = 0,755 = 7 5 . 5  cent, r = l - 5(-0.035) = 1 . 1 75 = 1 1 7 .5  cenI 

pa je Nx = 1+ - r = - 42 cent. Vel i k i  dij atonski poluton od 1 1 7 .5 cen[ i mali apotoJ1l od 

7 5 . 5  cenl? 1 raz l i kuju  se za 42 cent, što  j e  uj edno i "Pitagorin zare z "  srednjotonskog 
temperiranj a . Za toliko se vučj a kvin ta G# - eb ( loših 738 , 5  cent) razlikuje od 
ugađajuće kvi nte (prihvatlj ivih 696 . 5  cent) ,  Uostalom , png l c(b l 'llo kako izgledaj u  s v i  
osnovn i tri j adski interv a l i  ( t l . sve terce i kvinte) u sred1l 1 [)I [)nskom sllstavu : 

NA M. TERCA V. TERCA KVINTA 
C El' 3 10.5 E 386 G 696.5 
C# E 3 10.5 F 428 G# 696.5 

D F 3 10,5 F# 386 A 696.5 
Eb p# 268 .5  G 386 B 696.5 

E G 3 1 0.5  G# 386 H 696.5 

F Gff 268 . 5  A 386 C 696.5 
pt A 3 1 0.5 B 428 eli 696.5 
G B 310.5 H 386 D 696 .5 
G# H 3 1 đ.5 C 428 Eb 738 .5 

A C 3 1 0.5 C# 386 E 696.5 

B C# 268.5 D 386 F 696.5 

H D 3 10.5 Eb 428 pi 696.5 

Durski tro z v u k ,  naj češć i akord europ s ke g lazbe oci 1 500 .  do 1 900 . ,  č in e  

o s n o v n i  ton , vel i ka terca i kv inta :  0 + 4  + 7 .  Vel ike terce oci 3 8 6  c e n t  sav ršene su i 

z v u če i z v rsn o .  Takv i h  i mam o 8 .  Pre o s tale  4 i maj u 4 2 8  e e II t i z v uče l o š e :  

AUAUAUAUAU . . . Kvi nte od 696 . 5  cent nisu savršene,  ali su dobre, pogotovo ako se 
između nj i h  i osnovnog tona umetne savršena tercaH) . Dakle, srednj otonski sustav daj e 

nam 8 uporab lj ivih  durs k i h  trozvuka na :  C, D, Eb, E, F, G, A i B 'J ) . Molski trozvuk 
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6. Dobro temperirani glasovir i jednolika lutnja ------------------

čine osnovn i ton, mala terca i kv inta : O + 3 + 7 .  Male terce od 3 1 0 . 5  cent nisu savršene 

(6/5 je 3 1 5 .64 cent) ,  ali su podnoš Ij i  ve o Dakle , prihvat Ij i vi su molski trozvuci na e, 
e#, D,  E, P#, G, A i H (G# otpada zbog neprihvatlj i ve vučje kv i n te) . Ovih 16 trazvuka , 

8 durskih i 8 molskih, čine harmonijski rječn ik renesansne i rane barokne glazbe. 

Očiti nedostatak srednj otonskog ugađanj a nj eg ova je  vučja  kvinta ( s  

odgovarajućom vučjom kvartom), te po  četiri neuporab lj iva durska i molska trozvuka 

uz po osam uporablj ivih. To, naravno, ograničava i transpozicije .  Da b i se riješio taj 

rroblem. u razdoblju od 1680. do 1 890. (što je razdoblje dura i mola u europskoj 

glazhi ) .  razvijena j e  cijela porodica dobrih temperiranja, to jest temperiranj a  koj a 

el iminiraju vučje intervale i omogućavaj u  sasvim s lobodne transpozicij e  i modulac ije .  
Rješenje što Je  pronašao Andreas Werckmeister, al i  i mnogi drugi ,  svodilo 

se na to da se neke kvinte I.a različ ite iznose suze,  neke da se ostave točnima, a sve 

skupa ide za t ime da ukupn a  suženja ponište Pitagorin zarez , i time ukinu vučje 

intervale. Na primj er , kvinte između "bij e l i h "  tonova P, e ,  G , D, A, E i H 
temperiramo za J /6 Pitagorina zareza, tj . za 24 : 6 = 4 cent, dok one između "crnih"  

tonova p, e#, G#, B i Eb  ostavimo netemperirane, što znači točke: 

E� - 8 - F ....... e -+- G  __ D __ A _ E  - H - F' -+- C# -+- G' 
\ /  � // '" 1 /  

702 cent 698 cent 702 cent 

Tako dolazimo do sljedeće do/no temperirane skale (sa šest razl ič i tih "polutonova") :  

.i"" " D E iF # G 'fr A B e "'" f' '" 

O 94 1 98 298 392 502 592 698 796 894 1000 1 090 1200 

V V V V V V V V V V V V  
I 94 

1 
O� l l i  O� 94 I 1 1 0 1 90 1 06 1 1  98 98 l l i 06 90 I 1 1 0  

1 96 1 96 1 96 1 96 1 96 
To je "bijela" apfIJksimacij a srednj otonskog ug ađan j a (s točni m "bij elim" tercama) 
nadopunjena "crnim" Pi tagorinim ugađanjem (s točnim " crnim" kvintama). S obzirom 
na to da o v o  tempenranJe čuva os novne karakterist ike srednjotonskog ugađanja  u 

"bijelom" d ij atonskom područ.iu .  a uz to nema vučjih intervala, mngli bismo ga zvati 

dobri m sredn jotonskim tempcriranjem. J O) Svi su njego vi trozvuci prihvatlj iv i (tj . 
dobri),  ali su međusobno različiti , što cijeli sustav čini "obojenim sustavom tonaliteta" : 
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NA M. TERCA V. TERCA KVINTA 
C Eo 298 E 392 G 698 
C# E 298 F 408 G# 702 
D F 306 pil 396 A 698 
Bb pi 294 G 400 B 702 
E G 306 G# 404 H 698 
F G# 294 A 392 e 698 
F# A 302 fi 408 cit 702 
G B 302 II 392 D 698 
Git H 294 e 404 E" 702 
A C 306 C# 400 E 698 
B C# 294 D 396 F 702 
H D 306 E" 408 P 702 

Š to se tiče podatnosti, dobro temperiranje  raspršuj e ve l i ke vučje  pogrješke 

srednjotonskog i Pitagorinog ugađanja  u niz malih nepreciznosti . Ova se put/utnust 

pretvara u ljepotu tako što skladateljima (i izvođačima) nudi tonainu paletu razlika 
koj e otvaraj u  novu dimenziju ekspres ivnost i Upravo tu dimenzij u istražuje J .  S .  Bach 

II 24 "obojena tonal i teta" s voj eg Wohltemperiertes K/avier. U 1 9 . st. glazben ici su 

često raspravlj al i  o boj ama razl ičit ih tonaliteta (npr. je l i  D dur crven) . Muzi čari 

"j edno likog" 20.  st .  odbacili su takve rasprave kao romantične besmislice. No danas 
već mnogi tvrde da se u glazbi 1 9 .  st. uistinu čuju razlike u boj i ako se ona izvodi u 

dobrom temperiranju koje , nasuprot našem j edno l ikom , raz likuj e svoj e tona l i tete . 

Možda i nije nemoguće zamis l i ti da su Mozart i B eethoven skladali imaj ući na umu 

određenu boju iz palete dobro temperitanih l l ) tonal iteta, te da mi propuštamo poneke 

nijanse nj ihove glazbe homogen iz)rajući j e  našim jedno likim temperiranj em I 2) . 

u svojoj težnj i k neograničen im transpozicij ama, dobro temperirane skale sve 

su se više prib l i žaval e jednolikoj skal i ,  koja j e u 20. st .  nadvladala s ve druge . Na 

primj er , tonovi prikazane dobro temperiranc skale odstupaju od jednolikih tonova za 

naj više 10 cent. S druge strane , j ednoliko temperiranje staro je kol iko i srednjotonsko . 

Još od 1 4 . st .  predložen je d izajn  orgulja u kojem sc  između dvije cje lotonske cijevi ,  s 

omjerom 9 :  8 = 1 8 : 1 6 , umeće treća cij ev u omjeru 1 8  : 1 7  : 1 6 .  Prve dvije definiraj u  

c ije li ton o d  204 cent, koji  j e  trećom podijeljen na dva polutona o d  9 9  cent i 1 05 cent. 

Poluton od 99 cent gotovo je identičan j edno likom polutonu od 1 00 cent ( 1 00 cent 

odgovara omjeru 1 800 : 1 699, dok 99 cent odgovara omjeru 1 8  : 1 7) .  Ovakva podjela 

cij eloga tona zvala se aritmetičkom, jer j e  17 aritmetička sredina između 1 6  i 1 8 . 
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6. Dobro temperirani glasovir i jednolika IIlf11ja ------------------

Početkom 1 6 . st .  Henricus Grammateus pred l aže geometr�isku p odj e l u  
9 :  x : 8 ,  u koj oj je x određen j ednakošću 9 : x = x : 8 ,  i koj a c ij el i ton 9 : 8 dije l i na dva 

j ednaka po lutona . Naravno.  x j e  geometrij ska sred i n a između 8 i 9 (x j e  m i l i  

1 02 celU) i ima slj edeću geometrij sku konstrukcij u :  

Nij edan od ova d v a  prij e d l oga �1e predviđa odbac ivanje dij aton skog poluto n a  

od 90 cent ( s  Pi tagori n i m  omjerom 256 : 243 ) .  Drugim rij ečima, "aritmetička" i 
"geometrUskd' skal a približavaj u  se jed n o l i k oj ,  uz zamjetn ije odmake (za 8 odn osno 
I O cent) na terei E i vođici HU).  

" ARITMETIČKA" SKALA 

o 99 204 303 408 498 597 702 801 906 1 005 1 1 1 0 1200 

� ,  D. .. t·· ,?"�, b'll '0 � 6 t i 

V V V V V V V V V V V V  
99 1 05 99 1 05 90 99 1 05 99 1 05 99 1 05 90 

I I I  I I I I  I I  I 
204 204 204 204 204 

"GEOMETRIJSKA" SKALA 

o 1 02 204 306 408 498 600 702 804 906 1 008 1 1 1 0  1 200 

E. r� A 

V V V V V V V V V V V V  
1 02 1 02 1 02 1 02 90 1 02 1 02 1 02 1 02 1 02 1 02 90 

I I I I I I I  I I  I 
204 204 204 204 204 

No, tl 1 6 . s t .  klj učni pomak prema j ednolikom ugađanju nisu učini l i  glazbeni 

teoretičari nego grad itelj i lutnj i i drugih glazbala s prečicama poput današnj e  gitare . 

Na vratu takva glazbala dvi je  susj edne preč ice odreduju isti poluton na svim žicama, 

pa all ne može biti malo dij atonski  (90 cent) ,  malo kromatski ( 1 02 cent) itd. Gradi te lj i  

s u  ml s reću !'an o uoči l i  da  j c  z a  raspodjel u preč i c a  naj bolj i  ' "aritrneti čki" i n terval  s 

omjerom 1 8  : 1 7  (koj i  i m a  99 c{'nt) , jer on ponov ljen 1 2  puta d aje nešto sasv im b l i zu 
oktavi , što sc uz male  pre inake l ako može pretvori t i  u točnu oktavu.  Nai me, 99 cent se 
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mal im preinakama l ako može pretvori ti u 1 00 cent i time se zapravo dobi va jedno l i k a  

s kal a .  Po lov i com 1 6 . S L  mnogi  g l azben i teoreti čari razumiju  d a  � U  gl azbal a � 

prečicama zapravo jednoliko ugoden{! , što i h  raz l i kuje  od gudača i g l asova koj i  

pjevaju u prirodll()j intonaciji i glazbala s klavijaturama ugodenih sredn;oronski. 
Giacomo Gorzanis ,  v i rtuoz na l utnj i , n api sao je 1 567 _  god ine  zbri k u  od 24 

plesne �v i te ,  po dv ij e  sa  sredi š tem na svakom mjestu j ednolike dvanaestonske ska le 

(jedanpm " mo lsk i"  s finalnom malom tercom i jed anput "dursk i"  s fi n a l n om ve l i kom 

tereom ) .  Za raz l i ku od B achova Dobro tempe riranog g lasovira, o v a  zb i t'ka z a  
' � iedl l () l ik() temp e riran u lutnju" u i s t i nu  demons tr i ra transpoz i c ij ske moguć nos t i  
j edn o l i k og temperiranja .  Već  se 1 5 88 .  Roselli u s v oj o j rasprav i o "sferno j muzi C l "  
zal aže z a  j edn o l i ko ugađanje kao uni verzalno u gađanje s v i h  g l azba l a  i g l asova, koje l�e 
omoguć i ti s lobodna transponiranj a, ali i kombiniranj a razl ičitih glazbala i gl,\sova tl 
zajedničkim i z vedbama . To je  do kraja prihvaćeno tek II našem sto ljeću ,  prije svega 
zato što glazbala s klavijaturama nije tako jednostavno ugoditi j edno l iko , kao što jc to 
s l učaj II g l azbal ima s preč icama. a i zato što su se mnogi  o p i ral i "netoč n o m "  

j edno l i kom ugađanju .  
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----------------------- 7. Dvanaest veličaJlsl v(!fIih 

1. DVANAEJT VELIČANJTVENIH 
Zašto oktava sadrži 1 2  polutonova? Vidjeli smo da pentatonske. sekstatoDske i 

septatonske skale izabiru svoje tonove iz temeljne dodekatonske raspodje le .  al i  susre L i  
smo se i s #b-raspodjelom koj a ima 17 tonova u oktav i (vidi 5 .  poglavlje) .  Mikrotonski 

skladatelj i 20. st .  rabe skalu s 4 1  m ikrotonom pa i s mnogim drugim  brojevima, no  
prevlast veličanstvenih 1 2  još  j e  uvijek neupitna . Ima l i  kakvih rac i onal n ih raz l oga 
koj ima bismo mogli objasn i ti ovu nadmoć dodekatonske raspodjele? 

P i tagorin i točni interval i l : 2 : 3 : 4 : 5 : 6  prirodno vode dvanaestonskoj raspo d j e l i  

oktave, a l i  mogu dovesti i do sedamn aestonske (usp . 4 .  poglavlj e) .  Razmislimo zato 
j oš j ednom kako bismo došli do osnovnog tonskog materij ala, polazeći od toga da 
prednost dajemo Pitagorinim mal im omjerima . Odaberimo prv i ton koj i  želi mo u našoj 
g l azbi i nj egovu frekvencij u  promatrajmo kao j ediničnu .  Unatoč J obimo voj Samba 
por una nota so, jedna nota nije dovoljna. U skladu s Pitagorom dodajmo našem 
j ed in ičnom tonu sve one tonove koj i  su za odreden i broj oktava ispod i iznad njega. U 
područj u frekvencija koje čujemo (od 20 Hz do 20 000 Hz) to je  najviše 1 0  oktava. 
Naprimjer: 

Rijetki su glasov i koj i se mogu kretati izvan raspona od dvije  oktave , što znači da su 

im zas�d na raspolaganju najviše tri tona, koja osim toga zvuče isto . Zato ćemo, u 
skladu s Pitagorom , našem notnom materijalu dodati još kvinte i njima odgovarajuće 

oktave : 

;, (H' <-
H�r f-

[H' 
f-

2[H' 
f-

22 (H' f--

( r ( ) [J l [ 3 r l 3 ' 1  1 3 1 3 
22 2 f- 22  --7 22 2 '--7 22 2 --7 - -22 2 

HH' ."- � --7 � ( 2 J --> _1 [2]' --> _1 (2 r 2 2 22 2 22 2 

[H' 
f- l 

� [�J --> (%]' � (%J 
Z[H ' 

f- 2 � Z[�J � 2(H � 2(%)' 

22 [H' f- 22 � 2' (% J --> 
2' (% J � 2' (%]

' 
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Na taj način dolazimo do beskonačno mnogo tonova, unutar svake oktave, koj i su 

zadani omjerom ohlika: 

m, n = 0, ± 1 ,  ± 2, . . .  

Za svaki eksponent n imamo p o  jedan novi ton, koj i se pomoću eksponenata m pomiče 

za m oktava niže ili više.  B udući da se nijedan od tih tonova ne poklapa s osnovnim 

tonom, 

naš postupak stalno generira nove tonove. 

Glazba s beskonačno mnogo n ota jednako j e  nemogu ća kao i ona sa samo 

jednom, pa postupak generi ran j a  moramo negdj e  zaustaviti .  Prirodno je stati pri n-tom 

tonu ako se 011 , vraćen u osnovnu oktavu, prib l ižno poklapa s osnovn im tonom 

(budući da je točno poklapanje nemoguće). Naprimjer, za 7 .  i ] 2. ton imamo sljedeće 

aproksimacije :  

_1 (2 Y = 1 .068 = 1 
24  2 )  , _1 [iJ12 

= 1 .0 14 :; 1 .  
27 2 

Prva je dosta l o,�a, j zapravo znači poi stovjećivanje Pi tagorinog tona C# s osnovnim 

tonom C. dok jc druga bitno bolja i svodi se na Pitagorino poistovjeći vanje tonova Eb i 
0# (usp. tabelu kvintnih pomaka u 5 .  pog lavlju) .  

U j ednolikom temperiranju ove dvije  aproksimacij e  imaju sljedeće značanje .  

Prva aproksimacija: 

_1 (�J7= 1 ,  
2 4  2 

to jest 
3 
2 

".nač i  da je kvinta 3/2, u jednolikoj skal i  sa 7 tonova . aproksimirana četvrtim tonom, 

2,jl7 = 1 .486 = 1 . 5 = 3/2 .  Druga aproksimacija :  

_1 (2: 1 2= 1 .  
27 2 

to jest 
3 
2 

2 11 1 2  

znači da je kvinta 312, II j ednolikoj skali s 1 2  polutonova, aproksimirana sedmim 

poluton om, 271 12 = 1 .498 "" 1 .5 = 3/2 .  Očito je da 1 .498 bolje aproksimira 1 . 5 nego što 

to čini 1 .486. Nameće se, međutim, pitanje nije li u jednolikoj skal i s n tonova kvinta 
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j oš bo lje aproksimirana m- tim tonom za neki drugi broj jednolikih tonova II i neki 
drugi redni broj kv inte m. 

Matematički , probienI se svodi  n a  i zračunnvanje razlomku min koj i što bolje 
aproksi mira broj x zadan zahtjevom : 

tj. X = log 2 = 
log(3 / 2) 

- 2 2  log 2 

Budući da je broj x = log (3/2)/log 2 iracional an, ne postoj i  razl omak mIn takav da je 

x = mIn . Iraci onalni broj x moguće je aproksimirati samo razlomkom, a teorij a 

verižni h  razl omaka pokazuje nam kako je to moguće učiniti na najbolj i  način i ) . 

Verižni je razlomak "mzlomak" oblika: 

% + -------­

q] + -----
1 

q2 + ----1 
% + ---

q4 +' .  

gdje su  fl(], q ) ,  Q2, . . .  prirodn i brojevi ,  koje  zovemo količnika tog verižnog razl omka, a 

on se jednostavnije zapi suje ovako : 

Ako verižni razlomak ima konačno mnogo kol i č n i c i ma q" anria J e  on uist inu 
razlomak, tj . racionalan je broj . Naprimjer, 

[0, 1, 1, 2 ] = 
l 1 1 :1 - -� 

1 2 5 S 1 +  1 + - 1 + - -
• 1 1 + - 3 3 3 

2 2 
Ako veri žni raz lomak ima beskonačno mnogo količnika q;, onda j e  on 

iracionalan broj . Vrij edi i obrat. S vaki realni broj može se izraziti u obliku verižnog 
raz l omka, racionalni u konačnom obliku, a iracionalni u beskonačnom. Naprimjer, 

7 l l l � = O + - = O + -- = O + -- = O + ---
1 2  1 2 1 + 2 1 + �  1 + _1 _ 

7 7 '2 1 + � 
5 5 
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l l = 0 + - -- = 0+---- = [0, 1 , 1 , 2] .  

1 l 1 + -- 1 + ---
l l 1 + - 1 + --
5 2 + � 2 2 

U sljedećem primjeru važno je uočiti da je :  

�2 - l = (J2 - 1 )  (Jz + l) / (-Ji + 1 ) == 1 / (�2 + l ) . 
{2� I + ({2- I ) � I + -, I � l +  (J2 ) � l +  I -J2 -t 1 .  2 +  2 - 1 2 l + --Fl + 1 

l 

= 

= 1 +  = 1 +----- = 1 +---- --- = 

') l 2 + 1 
L +  2 + (fi - l ) l 2 + � -v 2  + 1  

= 1 + = [1 , 2, 2, 2, 2, . . .  J 
2 + -----

2 + ----
l 2 + --

2 +· ,  

2 + -
2 +  . 

2 + CJ2 - 1 ) 

Ako realni broj x prikažemo u obliku verižnog razlomka (konačnog ili beskonačnog) : 

x = lqt), q l >  q2' Q3 ' . • .  J, 
onda s u  početn i komadi tog verižnog razlomka, razlomei :  

m j  
XI = lqo, qd  = - , 

nl 

m k  Xk == r qo, q l , q2, " "  qk] = - - ,  . . . . 
nk 

Oni su najbolj e  racionalne aproksimacije broj a x, uz nj ihovu vel i činu nazivnika (za 
koj i  držimo da je dokraj a  skraćen brojnikom) . To znači da neki razlomak mIn bolje  

aproksimira broj x no š to to č i n i  razlomak Xk = mJnk• samo ako je n > nk' Naprimjer, 
početni komad i beskonačnog verižnog razlomka koji  prikazuje iracionalni  broj fi :  

x = fi = [ l ,  2 , 2 , 2 , , . .  J , 
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sljedeći su razl omci : 

2 2] = 1 + _1 _ = 2  . . .  , 
2 + 1.  S '  

To preglednije  zapisujemo ovako : 

x = [ 1 ,  2, 2 ,  2 ,  . . .  ] 
1 3 7 1 7  
l 2 5 1 2  

2 

Dakl e ,  715 j e  najbolj a aproks imac ij a od fi s nazi vnikom do 5 ,  a 1 71 1 2 j e  
najbo lja s nazivnikom do 1 2 . Naravno,  moguće j e  d a  s nazi vn ikom i z medu 5 i 1 2  po­
s toj i  aproks imacij a bolja  od 7/5 i lošija  od 1 71l 2 .  Ona mora biti  između [ 1 , 2 , 2 ]  = 7/5 
i [ l ,  2, 2, 2] = 1 7/ 1 2 ,  a iz teorije verižnih razlomaka s l ijedi da je jedini kandidat za 
takvu aproksimacij u [ 1 , 2, 2, l ]  = 1 017 . Budući da je 1 017 lošija aproksimacija  od 7/5 
( što se l ako može

,
Provj eriti na  računalu ) ,  iz toga s l ij ed i  da je 1 7/ 1 2 prva bolj a 

aproksimacija za 1/2 , pos lije 7/5 . 

Općenito, ako između Xk- l = [qo, q l '  . . .  , q k-d i Xk = [ qo. q l ' . . .  , q k- l ' qk] postoje 
aproksimacije od x, bolje  od x k- l i lošije od X b  one su sigurno oblika: 

[qr], q" . . .  , qk-" 1 ]  
[q(h q l , . . .  , qk- l , 2 ]  
[qo, qb  . . .  , qk- l '  3 ]  

Ove rezultate iz teorije verižnih razlomaka suda možemo primij eniti n a  
rješenje našeg problema optimalnog broj a tonova u oktavi . Pokazal i smo da se on  sveo 

na  nalaženje razlomaka koj i  najbo lje aproksi miraj u  x = log(3!2) / log 2 .  Taj broj 
najprije treba izraziti u obliku verižnog razl omku: 

log(3 / 2) = 0 + --- = 0 +  l 
= 0 + 

1 = 

l og 2  log 2 log(3 / 2)( 2 / 3)2 log(3 / 2) + log( 2 / 3 ) ' 2) 
log(3 / 2)  log(3 / 2) log(3 / 2) 
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1 
= 0 +  = 0 + ----- = 0 +--------

1 +
log(4 / 3 ) 1 +  l 1 + __ __ 1 __ _ 

log(3 / 2) log(3 / 2) log(4 / 3)(3 / 4)(3 / 2) 

log(4 / 3 ) l og(4 / 3 ) 

= 0 +  ___ 1 -- = 0 + ------

I 1 + ----

1 + 2?_g(9 / 8) 
log( 4 / 3 ) 

1 + -----

1 + --­

log( 4 / 3 ) 
-. -- �  

log(9 / 8 ) 
. 

= 0 + ----
l 

l 
--- = 0 + ---

1 + - -

Dakle, 

1 + ---
---­

log(9 I 8)2 ( 8 / 9i (4 / 3 )  

log(9 / 8) 

x = l og(3 / 2) 
[0, 1 ,  1 , 2,  . . .  ] .  

log 2 

Nastavljajući postupak, dobili bismo: 

x = [0. 1 .  1 , 2, 2, 3 , 1 , 5 , . . .  J .  

1 1 + ---

1 1 + --

l 
2 + . 

Aprobimuc ije X() , X I , X2 • • • •  izgledaju ovako: 

\' -. -

:Co 

[ O, 

O 

X,  

J ,  
.\'2 X, 

l , 2, 

l 3 
-

2 'i 

X 4 Xs X 6 X7 

2, 3,  1 .  5 ,  . . .  l 

7 24 3 1  1 79 
- -

1 2  4 1  53  306 

Izmedu X 2  i X h  te X ,  i X 4  moguća je još po jedna aproksimacija ,  zapisana ispod x,. 
odnosno x� . V.među X4 i x, moguće su dvi je  aproksimacije, zapisane ispod x" itd . :  

7 0  



7. Dvana('st v('/ičaltsnlmih 

Xo X I x2 X3 x4 X5 X6 X7 

x =  [ O, l ,  l ,  2,  2, 3 , l ,  5 ,  . . .  J 
O l 1 3 7 24 3 1  1 79 
l l 2 5 1 2  4 1  5 3  306 

2 4 1 7  -
3 7 29 

� 
Na računalu se može provjeriti da je 1 0/ 1 7  lošij a  aproksimacija  od 7/12 ,  pa je zato 
odbačena. Dakle ,  naj bolje  aproksimacije broja x, do nj ihove veličine nazi vni ka, jesu : 

2 3 4 7 1 7  24 3 1  
3 5 7 1 2  29 4 1  53 ' 

Aproksimacij a  24/4 1 znači da oktavu treba pod ijel i ti na 4 ]  jednaki mikroton ,  s tim da 

je 24 .  ton kv inta . Iznos j e  te kvinte izvrsnih 224/4 1 = 1 . 5004. Nedostatak je ove podjele 

to što se 4 1  ton u oktav i ,  za svaku izvedbu osim elektronske, pokazuje potpuno 
nepri kladn i m . Isto vrij edi i za 29 tonova u oktavi (sa 1 7 . tonom kao kvintom). Kao 

jedini optimum preostaje nam 1 2  tonova u oktavi sa 7 .  tonom kao kvintom, budući da 

417 , a pogotovo 3/5 i 2/3 , daju  loše kvinte . Naime, 2417 = 1 .4 8 6  je omjer kojem 
odgovara 686 cent, š to j e  dosta loša kvinta ( 1 7  cent udaljena od savršene) , dok j e  27/ 12 
= 1 .498 omjer kojem odgovara izvrsnih 700 cent (svega 2 cent udaljenih od savršene 

kvinte) .  Možemo zaključ i ti da j ednolika skala s korektnim kvintama i pristupačnim 

brojem tonova može imati j edino (2 polutonova. To je teorij ski nužni izbor, do kojeg 

je  glazbena praksa došla i bez teorije .  Naravno,  mogli bismo se pitati što je  optimalna 

jednol ika skala koja,  uz pristupač ni broj po lutonova, želi korektne kv arte. Problem se 

matematički svodi na verižne aproks imacije broja :  

log(4 /3) 
X = = 

log 2 [ O, 2, 2, 2 , . . .  ] 

O 1 2 5 
1 2 5 1 2  

3 
7 
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Opet uočavamo 5/ 1 2 kao naj bolju aproksimacij u ,  s pri stupačnim brojem polutonova. 

No, to j e  ona ista raspodjela koju smo dobi l i  uz zahtjev za korektnim kvintama. U njoj 

je  kvarta peta od 1 2  po)utonova, dok je kvi nta sedma. Želimo l i korektne terce, dobit 

ćemo nešto dru kčije  rezul tate . Naime za vel iku i malu tercu imamo s ljedeće verižne 
aproksimac ije : 

log(5 / 4 )  
[ O, 3, 9 ,  . . . J X =  

log(6 / 5) 
[ 0, 3, l , 4, . . . J X =  = = 

log 2  log 2 

O 9 O l l 5 
-- - -

3 28 l 3 4 1 9  
1 8 4 

-

2 25 2 1 5  
1 7 1 3 

- -

1 22 l 1 1  
6 X X 1 6  

� 
� 
A 

Najbo lj a  podj e l a  oktave. za korektne vel ike terce i pristupačan broj tonova,  

jest  podj e l a n a  1 9  po l utono va ,  uz  vel i ku tercu kao šest i  poluton . Moglo b i  se 
razmiš ljati i o 22 , 25 i l i  28 po lutonova al i on i neće bi t i  povoljni za male terce. Naime, 
za male terce oktavu je naj bolje pod ije l i ti na 1 1 , 1 5  i l i  1 9  po lutonova . S obzirom na to 

da velike teree preferiraju 1 9  polutonova, devetnaes tonska skala defin i ti vno je najbo lj a 
skala za terc e .  U takvoj skal i izvrsna mala terca biJ a  bi peti ton ,  izvrsna velika terca 
šesti ton ,  podnošlj iva kvinta (od 695 cent) jedanaesti ton i podnošlj iva kvarta (od 505 

cent) osmi ton,  Takvu je  skalu moguće realizirati na uobičajenim klavij aturama 

podjelom cmih tipki na dvije .  te umetanjem po jedne nove crne tipke izmedu E i F. te 
H i e ( J  2 + 5 + 2 = 1 9) .  
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led n o l i ke skal e ,  koj ima oktave sadrže od l do 36 ton o v a, prikazane su 

slj edećim grafom. Uočite da naj više gotovo točnih konsonantnosti sadrže 1 2-tomka i 

1 9-tonska skala, kao što j e  to i pokazala naša matematička analiza. 
9 

If 
6 5 

5 4  
4 

"3 
3 

2" 
8 

5 
5 

3" 
9 

""5 
1 5  
8 2 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 1 0  

1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
1 5  
1 6  
1 7  
1 8  1 9  
20 
21  22 
23 
24 25 
26 27 
28 29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 36 

7 1  





l. Krt/lml arinnelika 

1.  KRUŽNA ARITMETIKA 

Pogledajmo kako se n ižu dan i u tjednu, polazeći od nedjelje kao nultoga dana: 

Nastavljanjem ovoga niza našli bismo, naprimjer: 

23 == Ut, 75 == Pe, 1 65 == Če, . . .  
Kako smo došli do posljednje jednakosti 'I 
Dijeljenje :  

1 65 : 7 = 23 
25 
4 

pokazuje  da 1 65 .  dan s lijedi pos l ije  23 puna tjedna i još 4 dana. To znači da je 1 65 .  
dan isti kao i 4 .  dan , tj . četvrtak. 

Označimo li dane u tjednu brojevima: 
Ne = 0, Po = 1 ,  Ut = 2, Sr = 3, Če = 4, Pe = 5 ,  Su = 6, 
dobit  ćemo s ljedeći niz: 

i sljedeće jednakosti : 

23 == 2, 75 == 5 ,  1 65 = 4, . . .  

. 

Naravno, ove jednakosti vrij ede samo u "kružnoj " aritmetici, u kojoj se pos l ije 
svakih 7 brojeva (O,  l ,  2, 3 ,  4 ,  5 i 6) opet ponavlj aju ist i  ti broj evi . Zato se te 
jednakosti točnije zapisuju  ovako : 

23 = 2 (mod 7) ,  

75 = 5 (mod 7) ,  

165= 4 (mod 7), 

O
O 1 

5 2 

4 
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l. Kružna aritmetika ------------------------

Općenito, za cijele broje ve a i b ,  vrijedi : 

II == b (mod 7) ,  č ita se: "a je  kongruentan b modu l a  7 " ako a i b imaju i sti ostatak pri 

dij eljenju sa 7 . Izraženo formulom: 

{a = 7av + r  a == b  (mod 7) � b = 7bo + r  

(a i b imaju isti ostatak r, pri dijeljenju sa 7) .  

U "kružnoj " aritmetici može se  zqrajati i množiti : 

l7 == b (mod 7)  
e == d (mod 7) 

a + c  == b + d (mod 7) 

l7 == b (mod 7) 
C == d (mod 7) 

ac == bd (mod 7) 

Naime. ako II  i b imaju isti ostatak rl' dok e i d imaju isti ostatak [2 ' onda (a + e) i 

(b + d) imaju isti ostatak (rl + r2), a (ac) i (bd) imaju isti ostatak (rl r2y 

a = 7 ao + 'i a + e = 7 (ao + Co ) + (li + r2 ) 
b = 7bo + 1j  b + d = 7(bo + do ) + (li + r2 ) 

e 7Lo + r:)  
d = 7do + r2 

ac = 7(7 aoco + llor2 + coli ) + 1jr2 
bd = 7(7 hodo + bOli + doli )  + rlrZ 

Naprimjer, 87.  dan pos lije 76. dana je 2. dan, tj . utorak. S druge strane, 87 skupina od 

76 dana I.avršava sa 4. danom. tj . sa četvrtkom. 

78 

87 � 3 (mod 7) 

76 == 6 (mod 7)  

87 + 76 � 3 + 6 (mod 7 )  

9 = 2 (mod 7) 

87 == 3 (mod 7) 

76 == 6 (mod 7) 

87 . 76 = 3 . 6 (mod 7) 

18 = 4 (mod 7) 

Tablica zbrajanja i množenja u "kružnoj "  aritmetici modula 7 izgleda ovako: 



l. Kružna arilmelika 

+ O 1 2 3 4 5 6 . O 1 2 3 4 5 8 
O O 1 2 3 4 5 6 O O O O O O O O 
1 1 2 3 4 5 6 O 1 O 1 2 3 4 5 8 
2 2 3 4 5 6 O 1 2 O 2 4 6 1 IC� 5 
3 3 4 5 6 O CD 2 3 O 3 6 2 5 1 4 
4 4 5 6 O 1 2 3 4 O 4 1 5 2 8 3 
5 5 6 O 1 2 3 4 5 O 5 3 1 6 4 �) 
6 6 O 1 2 ® 4 5 6 O 6 5 4 3 2 1 

Može li se oduzimati u "kružnoj "  ari tmetic i modu la 7?  Može, naprimjer: 

1 - 3 == 5 (mod 7), 3 - 6 == 4 (mod 7), 

jer je 3 dana prije I .  dana (tj .  ponedjeljka) bio 5.  dan (tj .  petak), a 6 dana prije 3 .  dana 
(tj .  srijede) b io  j e  4 .  dan ( tj .  četvrtak) . To v i d imo i i z  tabl ice zbraj anja. Uoč i 
zaokružene brojeve. Od nj ih oduzimamo brojeve na početku nj ihova retka. Rezul tat 

oduzimanj a  nalazimo na vrhu njihova stupca. Činjenica da se u svakom retku tablice 
zbrajanja nalaze svi  "kružn i "  brojevi O, l ,  2 ,  3, 4,  5, i 6 (točno jednom) osigurava da se 
u "kružnoj " aritmetici mogu (jednoznačno) obaviti sva oduzimanja .  Lako je provjeriti 
da to vrij ed i u sv im "kružnim" aritmeti kama, tj . u aritmetici modu la  N, za svaki 

prirodni broj N. 
U "kružne" aritmetike zato ne treba uvodi ti (nove) negativne brojeve , jer oni 

su već tl nj oj . Na primjer, tl aritmetici modulo 7 :  

- 1 == O - l == 6 (mod 7 ) ,  - 2  == O - 2 == 5 (mod 7) ,  -3 == 0 - 3 ;;;; 4 (mod 7) ,  

-4 == O - 4 == 3 (mod 7) ,  -5 o;: O - 5 == 2 (mod 7),  -6 == O - 6 == 1 (mod 7) .  

Može l i  se dijeliti u "kružnoj " aritmetici modula 7? Može, naprimjer: 

3 : 2 == 5 (mod 7),  2 : 5 == 6 (mod 7), 

jer razdoblje do 3.  dana (tj . srijede) možemo podijeliti u dvije skupine od 5 dana: 

(O 1 2 3 4) (5 6 0 1 2) 

dok razdoblje do 2. dana (tj . do utorka) možemo podijeliti u 5 skupina od 6 dana: 

(O 1 2 3 4 5) (6 0 1  2 3 4) (5 6  0 1  2 3) (4 5 6  O l 2) (3 4 5 6  1 0) 
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/. Kružna aritmetika 

To vidimo i iz tablice mn oženj a. Uočimo zaokružene brojeve .  Nj ih dijel imo s 
broj evi ma n a  početku nj ihova retka. Rezultat dijelj enj a nalazimo na  vrhu nj ihova 

stupca. Činjen i ca da se u svakom nenuitom retku tablice množenja nalaze svi "kružni "  
brojevi 0, 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 i 6 (točno jednom) osigurava d a  se u " kružnoj "  ari tmeti ci 

modul o 7 mogu (jednoznačno) obaviti sva dijeljenj a s brojevi ma različitim od O. To ne 

vrijedi u svim "kružnim" aritmetikama. Tablica množenj a " kružne " aritmetike modul o 

6 izgleda ovako : 

. O 1 2 
O O O O 
1 O 1 2 
2 O 2 4 
3 O ® O 
4 O 4 2 
5 O 5 @ -

3 4 
O O 

® 4 
O 2 

@ O 
O 4 
3 2 

5 
O 
5 
4 

@ 
2 
1 

DA . . . . . . . . 3 : l '" 3 (mod 6) 
NE 
NE . . . . . . . .  3 : 3 =o I (mod 6) 
NE 
DA . . . . . . . .  4 : 5 ",  2 (mod 6) 

Vidimo da je u "kružnoj" aritmetici modulo 6 moguće dijeljenj e  brojevima l i 

5 ,  a nije moguće dij e ljenje broj e v ima 2, 3 i 4 . 1 ) Primijetimo da 1 i 5 nemaj u  

zajedn ičkih faktora s a  6, tj . oni su relati vno prosti sa 6 .  S druge strane 2, 3 i 4 imaju 

zajedničke faktore sa 6, tj _ oni nisu relativno prosti sa 6. To nije s lučaj n o . 

U "kružnoj "  aritmetici modulo N možemo dijeliti brojem n, samo ako su N i n 
relativno prost i .  To slijedi iz činjenice da inverzni broj n- I (tj .  l in) postoji samo ako su 
N i 11 relati vno prosti . 

Naime, iz Eudoksovog postupka2) za nalaženje n ajveće zajedničke mjere od n i N, koja 

je  najveći zajednički fakto r od n i N i označ av a sc s (n , N),  slijedi da postoje 
cjdobrojni p j tf w k v l  da je: 

(n, M = q N + p n. 

No, to znači  da (n, N) pri dije ljenju s N ima ostatak p n :  

(n, N) = p n (mod M· 

Ako su n i N relativno prosti , tj . (n ,  N) = 1 ,  onda slijedi : 

I} fl ;: l (mod N), tj . p = n- \ ,  

što znači da je TJ traženi inverz n l ,  

Ovu činjenicu, s kojom završavamo naš prikaz "kružne" aritmetike, iskoristi l i  

fi m o  u analizi općih Pitagorin ih ugađanj a koj i ma smo se bav i li u 5 .  poglav lj u _  
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___________________________ 2 . Potencije i logarihlll 

1.  POTENCIJE I LOGA RIT MI 

Potenc iranje je j edna od najvažnij ih matemati čkih operacij a Provodi se tako 

da se baza b potencira eksponentom x. Rezu ltat je potencij a :  

�)�')t,::: ��'�J iH;' -

Ako je eksponent x prirodni broj , potenciranje  je opetovano množcnjc , naprimj er:  

b' = b·b ·b. 

Suprotn i predznak u eksponen tu potencije znači recipročnu potencij u : 

Naprimjer, y2 = 1 /51 = 1125 i (3/5) -2 = (5/3f = 25/9 . 

Ako j e  eksponent 0, potencij a  je l bez obzira na bazu: 

Ako je  eksponent raci onalan broj m/n, onda potenciranje definiramo : 

III 

b il = (Vb)", 
111 

(Pretpostavlj amo da je  b > ° i b il > O . )  

Pravi l a za potenciranj e  s i stom bazom sl ijede neposredno iz  navedenih definic ij a . 

Kada se potencije  množe, eksponenti se zbrajaju. Kada se potencij e  dijele,  eksponenti 

se odu zimaj u .  Kada se potencij a potencira, eksponenti se množe. 
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2. Polenciie i logaritmi _________________________ _ 

Iz navedenih definic ij a  sl ijede i pravi la  za potenciranj e i sti m eksponentom: 

(abY = a' b\ 
x cl 

b '  

Posl ije  o v o g  kratkog uvoda u potenc ij e  pre l azimo na \ogaritme. Eksponent 
potenc i j e  b' po bazi b zove se logari tmom te potencije  po toj bazi . Dakle, logaritam od 

25 po bazi 5 je 2, j er je 25 = 52 •  Logaritarn od 64 po bazi 1 6  je 3/2, jer je 64 = 4' = 

«( 1 6) 1/2) '  = J 6'/c . 

U kratko ,  )Ogb Y = X znači isto Š!? i bX  = y.  

Bavit ćcmo s e  samo realnim logaritmima i potencij ama. Zato baza b ne može 

biti negativna, jer hismo npr.  do bil i  (:_2) 112 = �- = i� . (Baza ne može biti ni l ,  jer 

bi npr. l o gl 7 = x znac: i l o  da je l "  = 7 ,  što nije  točno ni za jedan broj x.) Zbog i stog 

razl oga ne možemo računati logaritam od negativnog broj a }' (i l i  od y = O), j er je 
logaritarn eksponent  potencije s pozitivnom bazom, koja je i sama pozilivna. Naravno, 
sami eksponenti x. tj . logaritmi x, mogu biti bilo kakvi: pozitivni ,  nula i l i  negativn i .  

I z  definic ije l ogaritama sl ijed i : sve što je  napi sano pomoću logari tama može­

mo nap i sati pomoću potencij a, i obrnuto:  sve što možemo n ap i s ati pomoću potencij a, 

možemo i pomoću logari tama. 

Eliminacij a logaritma 
logb y = X � Y = bX 

L- �  

El i minac ija potencije 
bX = y => x = logh y 
L _+  

N . . l ']/" V '  • v ·  9-3/2 . 9-1 " 1 /31 1 /27 apnmjer, og q x = 1  w znacI I s to sto 1 x = 
" tj . x = '- = ' = . 

Budući da  Sll l ogari tmi eksponenti, pravi l a  za računanje eksponentima mogu 

se i skazati i kao prav i la za računanje logaritmima: 

(2) l og" (u/v) = log" u - log;, v, 

(3 )  l og,!(ul!) = p log}, ll ,  (4) log" b = 1 ,  (5)  iogl> 1 == O.  

Prvo prav i lo  kaže da j e  eksponent umn oška potencija  jednak zbroj u  njihovih 

eksponenata.  To je staro prav i lo za množenj e  potencija .  Radi se s amo o nešto 
drukčijem zapi su :  
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___________________________ 2 .  PureneUe i lugari/m i 

log" U = x  zapišimo kao U = bA, 

log" v = y zapišimo kao v = br, 

10gb (uv) = X + Y zapišimo kao 

Dakle ,  

l og" (uv) = logh U + log" v 

znač i isto što i 
h' !J.1 = bX+Y 

Vidimo da je  ( I )  naše s taro pravi lo bX h" = bHY zapisano na drugi način .  I sto v rI Iedi i z a  

ostala pravi la l ogaritmiranj a; to su pravila potenciranj a zapi sana na drugi način i >.  

N a  kraju ističemo važno pravi lo koje po vezuje  logar i tme p o  raz l ič it im bazama 

(ako je a, b, e >  O i a, b cf. 1 ) : 

_ logu e ] og" c - -- . 
loa  b b "  

Formula za promjenu baze jednostavna  j e  poslj edica prav i la  (3 ) o logari tmu 

potenc ije .  Krenimo, n aime, od poznate činjenice:  x = log" e znači i s to što i lJ '  = {' 

Izračunamo li sada logari tme po bazi Ll od l i jeve i desne strane posljednj e jednakosti , 
lako ćemo i zračunati x: 

log" br = log" c, X log" h = log" c, 
log e log e 

x = --'-' - ,  dakle, log" e = -_'_' - ,  

l og" b log" b 

Formula za promjenu baz� važna je  zato što nam razne tab l i ce i džepn a 

računala n aj češće omogućavaj u  izračunavanje  l ogari tama po samo dv ije baze : 1 0  i e .  
Broj e pribl ižno je  2 ,7  (točnij e  2 .7 1 8 ; još točnij a  vrijednost može se dob i ti pri tiskom 
na tipke l i eX na džepnom računalu ) .  Zbog svoje važnosti log l o  i log" imaju  posebna 
imena: l og l o  = l og (obični  i l i  dekad ski J ogaritam), l oge = l n  (prirodni logari tarn) . 

Ovi rezultati . koj ima završavamo naš prikaz logaritama, imaju mnogostruke primjene, 
a jedna od nj ih  je i pretvaranje multipl i kativnih mjernih skala u aditi vne .  Takvu smo 

pretvorbu u vel i u četvrtom pogl av lju ,  kada smo s multiplikati vnih omjera prešl i  na 

aditi vne centi/e . 

S l  



3. Eudoksovo mjerenje i veriŽIl; razlomci ---------------------

1. EUDOKJOVO MJERENJE 
I VERIŽNI RAZLOMei 

Izmjeriti veličinu {lo veličinom a l  znači  naći nj ihovu zajedničku mjeru a ,  takvu 
da je za neke cije le  brojeve no i n "  ao = noa i a l  = n l a . Tada kažemo da su vel ičine ao i 
a l  sumjerIj i ve, jer se nj i hov omjer može izraziti kao omjer cijelih brojeva (tj .  kao 

racional n i  broj ) aola l = noIn " tj . {/o=(noln l )a l ,  odnosno : 

__ ----a�o�_o��--__ 

I 

a�a 
�--------- ---------� 

Ako ve l i čine ao j a l  nemaj u  zajedničku mjeru (npr. s tran ica kvadrata i nj egova 

dij agonala nemaj u zajedn ičku mj eru ) ,  onda kažemo da su te dvij e  ve l i č i ne 
nesumjerIj ive. Njihov se omjer ne može izraziti kao racionalan broj , tj . nj ihov je omj er 

i racionalan I } .  

Eudoksovo mjerenje jest postupak koj im u konačnom broju koraka nalazimo 

zajedničku mjeru i omjer dviju sumjerlj ivih velič ina , a koj i nikada ne staje ako se 
primijeni na dvije nesumjerIj i ve veličine.  U prvom koraku al  se oduzima od ao toliko 

puta ko l i ko je to moguće, tj . dok ne dođemo do ostatka a} manjeg od al ' Ako je  to qo 
puta ({jo jc ,  naravno, cije l i broj ) ,  onda imamo:  

U drugom koraku postupak ponavljamo s a l  i {/2 (cijeli broj (j I  � I ,  j er je a l  > a2) : 

Pustupak nastav ljamo s a1 i a3 , a3 i a,b a4 i as, o o . ,  sve dok ne dođemo do Gk i (lk+ 1 = a ,  

takv ih  da je :  

tj . 

(cijeli broj qk :2 2, jer jc lik :> ak+ 1 = a). 
S vi korac i Eudoksova postupka, ako on završava u konačnom broju koraka, izgledaju  

ovako : 
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_____________________ 3_ Eudoksovo mjerenje i veriini mz/omei 

aa = qoa l + a2, a l >  al 

a l = q l a2 + aj, a2 > aj ,  q l :2 1 ,  

a2 = q2a l + a4,  aJ > a4, q2 :2 1 .  

Odavde odmah s lij edi da je  a zajednička mjera od ao i cl l ' Nai me , i z  poslj ednje  
j ednadžbe slijedi da je  a mj era od ak' Zati m, iz pretposlj ednj e  jednadžbe s l ij ed i  da  j e  {l 

mj era od ak l . 

Iz jednadžbe prije nje slijedi da je a mjera od ak-2 i tako dalje,  sve do druge jednadžbe, 
iz koje slij edi da je a mjera od a l '  i konačno prve, i z  koje s lijed i da je {l mj era od ao 

Ukratko , ako Eudoksovo mjerenje veličine aa veličinom al završava, onda su te dvije 
vel i čine sumj erlj i ve .  Naravno,  vrij edi i obratno - ako su vel i čine  sumj erlj i ve ,  

Eudoksov pos tupak s igurn o ć e  završiti . Naime, ako j e  {l o  = noa i (l l = n l a,  za neke 
cjelobrojne no i nl (te neku zajedn i čku mjeru a), onda j e :  

pa postupak mora završi t i  j er je  n l  > n 2  > n ]  > 11 4  > . . .  strogo opadaj ući n i z  prirodnih 
brojeva, koj i je nužno kon ačan . 

Ponovimo j oš jednom. Ako je  Eudoksovo mj erenj e veličine aa veličinom a l 
konačno (tj .  završava u konačnom broju koraka) , onda su te veličine sumjerlj ive i 

nj ihov omjer ao/a J racionalan je  broj . Ako je mjerenje beskonačno (tj .  ako ne završava 

u konačnom broj u koraka) , onda su te veličine nesumjer1j ive i nj i hov omjer aola l 
iracionalan je broj . U konačnom slučaju rezultate mjerenja možemo zapisati ovako: 
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3. Eudoksovo mjerenje i verižni razlomei --------------------

pa iz loga slijedi: 

aa q7 --- = %  + � , 
al ql 
al % - = ql + - , � > a, , ql ::::: l , 
°2 q2 

(10 _ 1 _  - - % + -- - % + ---
{ll al 1 

ql + -
[� ,� 

= qo + ---­

ql + ---
q2 + 

a3 

ql + --­
l 

q, + ­-
a3 

a4 

= 

U beskonačnom slučaju ,  rezultati mjerenja (kojih sada ima beskonačno): 
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(10 � - = % + -=- , al > a2 ' 
al al 
al 

(
11 

- .- = ql + ----'-- , � > a" 
{l2 � 
a, a4 
----"- = q, + - ,  (/3 > a4 ,  
aj - aj 



-------_____________ 3. Eudok:;ovo mjerenje i l'eriŽll i m�lo111ci 

daju beskonačni verižni razlomak: 

Vidimo da su ko l ičnici  venznog razlomka, jednakog omjeru ao/a l o  II oba 
slučaj a direktni rezultati Eudoksova mjerenja ve l i č ine a o  veličinom a l '  Ako j e  omjer 
ar/a l rac iona lan broj . radi se o konač n om verižnom razlomk u ,  a ako je  uo/a l 
iracionalan, radi se o beskonačnom verižnom razlomku. 

Dakle, svaki realni broj x može se prikazati u obl iku verižnog razlomka koj i je 
konačan ako je x racionalan, a beskonačan ako je x iracionalan2) : 

Taj je prikaz jedinstven, jer su kol ičnici qi jednoznačno određeni Eudoksovim 
postupkom3). Brojevi 

racionalne su aproksimacije broja x. Njihovi su izn osi : 

ml ql% + 1 � q2 (ql% + 1) + % 
XI = - xz - - - --'------'------nl ql - n2 - q2ql + 1 ' 

m 1 
Uvedemo li "brojeve" X_I = -----=!. 

n_I O 
m O 

X_J = ----=l. = - ,  vidimo da vrijedi : - n_2 1 
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3. Eudoksovo mjel'enie i verižni razlmnei --------------------

To vrij edi i za s v e  dalj nj e  aproks imaeij e :  

što se lako može dokazati indukeij om. Pretpostavimo, naime, da navedena formula 

vrijedi za k i dokažimo da onda vrijedi i za k + 1 :  

_ (Lh + (l / qk+ l ))mk- 1 + m k 2 _ qk+ l (qkmk - l  + mk-2 ) + mk_1 

- �qk + (l / qk, 1 ))nk- I + Ylk-2 - qk + l (qkJ'lk-I + Ylk-2 ) + nk - 1  

= (po pretpostavci indukcije) = 
qk+ltn" + m k-1 

qk+ l Ylk + flk_ 1 

Uočimo kako odavde slijedi da su mk i nk uzlazni nizovi : 

Promotrimo jedan konkretni b roi x = [2, 1 , 2, 3 ,  1 . 2, . . .  l i nj egove racional ne 

aproksimacije Xo, xj , X7. , x.l ' x4 , x:; , . . .  

o 

l 

l 

O 

[ 2 , I ,  

2 

1 

3 

l 

8 

3 

x ] 

3 ,  

27 

1 0 

Luko s e  može provjeriti da vrijedi : 

2 g 35  
< - < - < 

3 1 3  
Xo < X2 < x4 < 
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. . . 
. . .  

I ,  

35  

1 3  

< x <  

< x <  

2, . . .  ] 

97 

36 

. . .  < 

. . .  < 

97 -
36 

Xs 

27 3 
< - < -

1 0  
< X 3 

< 
Xl ' 



--------------------- 3. Eudnksnvo n�iere/�je i verižn i ral:,/olJlci 

To vrij edi za svaki x = [qa, q l , q2, . . .  J i njegove aproksimacij a Xa , X l , Xl , . 

Parne aproks imacije Xo, X2 , X4 , . . . pri b l ižavaju  se broju X uzl azno , a neparne X l > X l ,  X5 , 

. . . silazno.  I to se lako može dokazati . 

Najprije uočimo da za svaki k vrijedi : 

Naime, prva determinanta koju dobivamo za k = - 1  očito ima tu vrijednost: 

o 
1 

l ( )- 1 = - 1 = - 1 . 
O 

Budući  da se s v aka s ljedeća determinanta dobiva iz prij ašnje pomoću e lementarn ih  
operac ij a s a  stupc i ma ( š to n e  m ij enj a vrij ednos t  detenninan te) , u z  dodatnu 
permutac ij u s tupaca (što mij enja  predznak detenninante) ,  s l ijedi  da vri j ednost i  naših 
determinanti alterniraju izmedu l i - I ,  tj . da su one oblika (- I l . 

Odavde dalje s lijedi : 

što uz činjen icu da je niz nk strogo uzlazan znači da je : 
. 

Xo < x2 < x4 < . . .  < x < . . .  < Xs < Xl < X I ' 

No, to smo i trebali dokazati . 

Prikazano na brojevnom pravcu , prib ližavanje verižnih aproksimacija broja x 

samom tom broju izgleda ovako : 

• • • o • • • 

S vaka parna aproks imacij a bo lj a j e  od prij ašnje parne i svaka neparna bo lja j e  od 

prij ašnje  neparne.  To smo dokazal i .  Međutim, na našem je  crtežu svaka aproks imacij a  
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3. Eudoksovo mjerenje i verižni razio111ci ---------------------

bolj a  od one prije nje (parne ili neparne) . To je također točno i sl ij edi iz strogoga rasta 
n i za nk i nejednakosti 

koju ćemo sada dokazati . 

Za x = [qo, q "  . . .  J , uvedimo oznaku �k = [qb qk+ l  . . . .  J ,  uz koj u lako vidimo 

da  vrijede identi teti x = [qo, . . .  , qb �k+ l J i x = (�k+ l mk + lnk 1 )/( �k+ l nk + nk_ 1 )4). Dalje 

s l ijedi : 

Međutim, �k+ l = [qk+ l , qk+2, . . .  J < {jk+ l + I ,  odakle slij edi : 

Uvrstimo l i  to u prij ašnju  jednakost, dobit ćemo : 

š to j c  l ijeva od dvije nejednakosti koje smo želj eli dokazati . S lično se dokazuje i 

desna. Dakle. naš je crtež korektan . Često ga je korisno proširiti i s ljedećim, novim 
aproksimacijama broja x = [qa, q l '  Q2' • . . J : 

stare 

xa '  = l , xo" 

X I 
. lqo. l ] , X I " = = 

. [quo q l '  l j .  x2" x, = 

• • 
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2,  . . .  

[qo, 2 1 ,  . . .  

['lo, ql ' 2J , . . .  

• O • 

nove 

Xa = [qo] 

XI = [qo, q l ]  

X2 = [qo, q J , q2] 

• • 



____________________ 3. Eudob"ovo mjeren, .. i vaižni raz/ome; 

Ucrtan i poredak novih aproksimacij a neposredna je pos l jedica nj ihove defi n i c ij t: ,  
Uočite da su  Xl ' ,  x/' ,  . .  l ošije aproksi macije od  Xk' al i mogu (iako ne moraju) biti bolje 
od Xl_ I '  

Aproksimacije Xk = [qo, · . .  , qd = m/nk najbolje su racional ne aproksimac ijt: 

broja X = [qo, q l ' . .  , J , u sljedećem smislu:  

IH mk X - - < X - - ::::;' n > nk ,  
n nk 

Iskazano riječ i ma , m/nl najbo lj a je  racionalna aproksimac ij a  broja x, uz tu veličinu 
nazivnika .  Naime , min j e  bolj a  aproks imac i j a  samo ako j e  n > !Ik' To pokazujemo 
dokazujući implikaciju 

iz koje neposredno s l ijedi već navedena implikacija. 

Uočimo najprije da sus tav jednadžbi 

ima jedinstvena cj el obrojna rj ešenj a u i v, jer determinanta tog sustav a ima vrijednost 

± l .  Polazeć i od pretpostavke I nx - ml < Ink x - mkl dokazat ćemo da su u i v pozitivni 
c ijel i  brojevi , pa će iz prve j ednadžbe sustava odmah s lijediti da je n :> nk i time će 
naša implikacija biti dokazana. 

Dakle� preostaje nam dokazati 

Iz jednadžbi koje određuju u i v s l ijedi : 

Dakle, n aša j e  pretpostavka: 
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3. Eudoksovo mjl:'Tel(je i verižni razlomci ---------------------

B udući da (nk x - mk) i (nk+ 1 x - mk+d imaju suprotne predznake (jer se m/nk i mk+ ,iTik+ 1 
nalaze s razl iči t i h  strana od x, kao parna, odnosno neparna aproksi macij a) ,  onda j e  

prij ašnj a  nejednakost  moguća samo ako II i v imaju iste predznake. To pak znači da su 

oba pozitivna, jer iz 

slijedi da oba ne mogu biti negativn i . 

Zaključimo što smo sve saznali o racionalnim aproksimacijama realnog broj a 

x = [qo, q "  q2,  . . .  ] .  

S nazivnikom do nk. njegova najbo lja  aproksimaCija jest : 

Njegova najbolja  aproksimacija s nazivnikom do nk+1 jest: 

Xk+ 1 = [qo. · · · .  q .... qk+d = mk+/nk+ l '  

S nazivn ikom do n ,  gdje  j e  nk < n < nk+ l • najbolja  aproksimacija je  Xk ili neka od 

x�+" X;+I ' . . .  (Xk treba usporediti s tih qk+ 1 - l brojeva i vidjeti je  l i  neki od nj ih 
bolj a  aproksimacija od Xk) '  

Ovi  rezultati ,  koj ima završavamo naš prikaz teorije verižnih razlarnaka, imaju 
mnogos truke primjene. a j edna od zanimljivih je optimizacija  jednolikih skala. kojom 
s m o  se bavil i  u sedmom poglavlju .  
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FUSNOTE 
1 .  HARMONIJA t V IJET A 
l )  O značaju P i tagorina učenja za nastanak novovjekovne znanomi više u :  Zvon i mir Šikić .  O 

matemaliz(!ciji prirodnih znanosti. Ruđer 2, str. 40-43.  
2) Arthur Koestler. The 5leepwalkers, Penguin . 1 964. 
3) Danas.  zahvaljujući romantićnom shvaćan ju muzike, ta veza vise nije tako oe:igledna . Više o tome u :  

Jamie James, The music af the spheres, Springer, 1 993 .  
4) Mi zapadnjaci Pitagoru i ostale antičke velikane ohično smještamo u zapadnu Tradicij u .  Meduti m. 

opreka Istok-Zapad gubi smisao na sredozemnoj ohal i Male Azije. s inte lekTUal n im korijen ima II 
Egiptu i Kal dej i (Babilonu) . 

5)  Detaljnij e o lOme u :  Zvullimir Šikić. F ilzofija matematike. Škol ska knj iga. 1 ')')5. 
6) 5(jedeći omjeri 5/4 i 6/5 ust varuju intervale velike i male terce. 

7) V iše o tome u knj iz i  c i t iranoj u 3) .  
8 )  lnaće. brojevi l .  2. 3 i 4 č i n e  tetraktis . najvažnij i  Pitagorin simbol .  kOJ I izmedu o s talog utjelovlj uje 

"sveti" broj 1 0 : 

O 
O 

o 
O O 

O 
O O 

O 
O 

9) Priča je up i tna i zato što se puno' više čuju  vihracije nakovnja nego čekića, rl o te.žini čekića ovise 
v i s i n e  tonov a  što ih proizvode čekići  (te samo intcnzitet u v ijek i s toga tona što ga proizvodi  
nakovanj ) .  

z. INTERV A L I  I tKALE 
l )  Ova podje la  oktave dovodi i do toga da interval terce, koj a se (npr.) proteže od e do E (za razliku od 

ma l e  terce koja sc /npr.! proteže od A do cl .  ima vrijednost :  E/e = (9/8i = 8 1 /64 = 1 . 266 . No. to 
znači  da je taj interval dul j i  od Pi tagorine terce , du lj in a koje hi trebala bit i  5/4 = 1 . 25 0 .  Isto vrijed i  i 
za mal u tercu c/A = (2561243)(9/8) = 1 . 227, u odnosu na Pitagorinu. dulj i n a  koj e  bi trebala biti  6/5 = 

1 .200. 
2) Razdioha na cije le tonove i po l uto nove , ispod n aših shema. standardna je. Gruh lj a razd ioha .  i w ;]d 

n aš i h shema,  okuplj a  grupe djel ih 'i po l utonova , i n ije standardna_  Ipak mislimo da ona dobro 
odražav a g lazben i doži vljaj grupiranja to n ova u skal i .  (Uočite da se l idij ska ska l a  i po tome izd vap 

od ostal ih ) 

3) Kada se melodij a  piše u mol u ,  obično se uzlazna skala uporabl j uje  za uzlazne nizove nota, a s i lazna 

za si lazne_ 

4) Vidi dodatno pogl av lje Kružna aritmetika 
5) Prve su orgulje st igle u srednjovjekovnu Europu kao pokl on b i zantskoga eara kralju Pipi nu 755 . g _  

Taj se poklon držao to l i ko čude s n i m  da je  u redovničkim kronikama zap i san kao glavni , a često i 

j edin i  događaj u toj godini .  Pipinov un uk Louis ,  s in  Karl a Vel i kog , prvog eara S vetoga rimskoga 

carstva , dao je "u b izantskom stilu" izgrad iti prve zapad ne orgulje,  kao statusn i s im hol nove vel ike 

s i l e .  N ažalos t .  zapadne o rgulje  još d ugo n i s u  imal e  klavija ture, nego se svaka nota s v iral a 

izvl ačenjem odgovarajućeg drvenog zas una . Tek će se oko 1 200. ove nezgrapne operaeije  prebaciti 

na klav ij atlllu , najprije samo " bijelih" nota. 

6) Grgur Vel iki ,  rimski biskUp , papa i svetac (umro 604 . ) .  

7) Ti je  kasnij i  dodatak , kao i pretvaranj e Guidovog ut u naš do. 
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8) Nesigurnost  se može otkloniti i tako da gl asov i prilaze disonantnom intervalu s razl ič itih strana u 

mal im koracima. Takvim kontrarnim gibanjem može se,  bez pjevačkih poteškoća, doći do izvedbe 

b i lo kojeg disonantnog intervala. Ovo je otkriće imalo značajne poslj edice za polifonijska skladanje ,  
Počevši od njega, polifonij ske melodij ske l in ije  (can tus i discantus) oslobođene su paralel izma i 

postaju sve nezavisnije  tijekom sljedećih šesto godi na .  

9) M i  danas Sb možemo sn izit i  i l i  s # povisi t i  bilo koju notu, no u renesan s noj po l i fonij i ,  u skladu s 
op isan i m pov ijesn im razvojem , B i Eb bile su jedine sn ižene note, a F', C' i G' j ed ine povišene (iako 
je  u jednol ikoj i većin i temperiranih skala B = A', F' = Gb, itd .) ,  

1 0) To je ekskluzivno europsko otkriće, koje n igdje drugdje nije samoniklo , 
l ] )  Lidij ska skala, koja  još  jedina od trad ic ionalnih modusa ima vođicu, nije dovoljno "dobra" jer nema 

kvarte, 
1 2) Mogl i bismo reći da je  dorski modus "mol bez vodi ce". 

1 3) Bowers , 1. F. ln which key did lhe angels sing'? ,  The mathematical Gazette, 1 995 , 

l. H A RMONIJA O BOJENOCi A TONA 
l )  Jedan t i traj u sekundi je  l Hz ( H ertz) , Sto titraja u sekundi je 1 00 Hz, itd , 

2) Trozvuci nad tonikom T',. i dominantom V\ polovi su muzičke ch'ame i zapravo su oni ton ika i 
dominanta .  Inače, akorde hi najbolje bi lo  zapisivati  u pol utonskoj skal i ,  Tada bismo imal i sljedeće 

l.ari se :  1\ = 0 + 4 + 7 . V\ = S + 8 + l 2. 
Ne.ki standardni čClverolOnski  akordi bi l i hi ' 
Dur = () + 4 + 7 + 1 2, Mol = O + 3 + 7 + 1 2 , Dur 7 = O + 4 + 7 + l l ,  Mol 7 = O + 3 + 7 + 1 0, itd. 

3 )  Plomp, R ,  & Level t ,  W Tnl1a/ Consonal1Cl' lind erilical Bandwidlh, Journal of Acouslical Soc iet y  o f  
America,  3 :-: ,  1 965 . 

4) Ako je osnovni ton D, minimumi su u D, F, F", G, A ,  H i d, To je naša pentatonska ljesIvica (4) , i z  

prijašnjeg poglavlja, pro š i rena lercom F'. 
5 )  T u ,  nažalost, nema jednostavne demonstracije k a o  s telefonskom žieom fiksnih krajeva, Tamo s m o  

vidjeli da se va lov i (što znači i frekvencije) umnažaju u jednostavnom n i z u  prirodnih brojeva :  l val ,  

2 val a ,  1 vala, . 
6 )  V iše o tome i svemu čime ,�m o  s c  bavi l i  tl ovom poglavlju  može s e  naći u :  Scthares, W. A "  Timing 

timbre JpectrUI1l scale, S pringer, 1 998 .  
7) Zvuk b i lo  koje boje može sc s intetizirati na modernim sintesajzerima, 

4. JEDNO L l KOJT PROT I V  TOČNOJTI  
I )  OV()  j e  samo jedna lllJ mnogih "točn ih"  razdioba,  Umjeslo "ločnog" pomaka iz D II D# za J 6/ 1 5 , 

m o g l i  s m o  sc "wčno" po m a k n u t i  i z  E u E' , za 1 6/ 1  S, itd ,  Točnost  se ovdje odnosi  s am o  n a  

konsonan tne inttrv� l e :  oktavu 2/ 1 ,  k v i n lU  3/2. kvartu 4/3 , v e l i k u  tercu 514 ,  mal u tercu 6/5 i sekstu 
SIJ . (N a�a je razd ioba "naj točnija" jer s u  omjeri pridruženi njezin i m  pol mo n o v ima omj eri najmanj i h  
mogućih hrojeva . )  

2)  Prirodna inton acij a  često uklj učuje i dodatne i n terva le .  Naprimj er, Zarllinov čembalo ( i z  1 6 , S L )  
imao je i tipke za -D = 1 0/9 , -E" = 32/27 , -F" = 251 1 8 i -B = 1 6/9 , MikrotonaIni kompozitori 2 0 ,  st . ,  
koj i rabe prirodnu intonaciju,  uvode još c ijel i  niz  točnih tonova (tj , tonova ob l i ka min, gdje su m i II 
"mal i"  prirodni  brojevi ) 

:1 )  "Točnotonski" kompozi tori ( i z  1 6 . i 2 0 .  sr) (o drže prednoŠĆu, a ne nedostatkom , Vidi u?) usporedbu 
jedno l i ko temperiranog i prirodno inron iranog zvuka, 

4) S kala j e  logariIal11ska, jer  je dobivena l og:.tr i tmi ranjem osnovn e skale po bazi ]J :  l ogl' l = k. 
V iše o logaritmima u dodatku Potencije i logalitmi, 

5) V Ilh Puh!neij" i lugaritmi. 
(ij Porcelama l i  "h ije l i " '  dio "prirodne" tabl ice tako da s e  trozv uci  poj avlj uj u  u vertikal i ,  l ako ćemo 

v idjeli da S l! baš LO lrozvuci  koj i n e  sadrže (u wbl icama zaokt'užene) poglješke:  
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na C O 

na E O 

na G O 

na C O 

na D. O 

na G O 

II  

204 

204 

9 
I I  

204 

� 1 82 

III IV 

386 498 

(3 498 

386 498 

III IV 

386 498 

386 498 

aaa 498 

V VI VII 

702 884 1 088 

702 (3 8 
702 884 1 088 

V VI VII 

702 884 1088 

702 884 1 088 

702 884 1 088 

7) S današnj i m  frekvenciometrima lO više nije  problem. Možda baš zato prirodna i n tonacija opet n a l azi 
sljedbenike. Eksperimentirajući  sa slušatelj ima nenavikl ima na prirodn u intonaC ij u (a takvi smo danas  

skoro sv i ), u stanovljeno j e  da i s ta gl azba zvuči  tužno i m e l ankol ično.  kada s e  izvede u to(;noj 
intonacij i ,  a sretno i vesel o ,  kada se izvede u j ednol ikoj . "led nol ikost" izaziva uzbuđenje i nervow, 
intenzivna je  i akti v n a .  "Točn ost"  smiruj e , čak izazi va d e pres ij u.  spora je i pas i v n a  (s ljedbl: n i \,; i  
"točnost i "  depres ivni  efekt tumače kao  apstinentsku krizu neurotičnih ovisn ika o "jcdno l i ko�t i " ) .  
"lednol ikosC '  j e  bezbojna, s i v a  i siromašna. "Točnost" je  obojena,  bogata i puna .  (Zar s m o  "l. n i � [f1 
tol i ko toga i zgub i l i od renesanse do danas'?) 

5. PIT A<iORI NO U<iADANJE 
l )  

2) 
Razmatranj a do kraj a  ovog pogl a vlj a  pretpostav ljaju pozna v a nje "kružne" aritmetike. koja je 
navedena u dodatku Kružna aritmetika. 

U očite cla jc I - (- n- I )x ;oo I + (n- I )x. jer prv i minus pripada aritmetic i realnih brojeva (kao j 
množenje s x) . dok drugi minus pripada aritmetici modula N (kao i invcrtiranje od /l ) .  

6.  DO BRO TEMPER IRANI  <i LAJOVI R I JE DNOLIKA LUTNJA 
l )  
2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

Prem a Jorgen sen u (TuIliIlg. Michigen State University Press, 1 99 1 .) .  ova se ncist ina  pro v l ači  

l iteraturom oci 1 89 3 .  g . ,  kad a  je  o bjavljena u aUlori tativnom Grave Musical Dictionary. 

Usporedi  6) u 4. poglavlj u .  
Vidjeli smo da s e  u jednol i koj s k a l i  oni  ne  razl iku ju  (usp. 6 \  u 4 .  pugl av lju) .  

N ažalost , drina .� n.ie "j edno l i ke" izveclbe to onemog ućavaj u .  (Utješno je  možda to što većina lju d i  te 
raz l ike n ije čula ni u izvornim izvedbama.) 
Ponegdj e čak i d u lje.  Engleske su  orgulje s red n jotonski  ugađene još  kroz cij elo 1 9 . st .  N ijedno 
zapadn o  ugađanje nema tako dugu pov ijest. 
S i n to n i č k i  zarez točn ij e i z n o s i  2 J . 5 2  cent, p a  točnij e  i zraču n a to kraćenj e k v i n l e  i zn o s i  
2 1 . 52 : 4 = 5 . 3 8  rent. Zbog ovog skraćenja kvin tc. z a  l I4 s intoničkog zareza, o v o  s e  sreclnjotonsko 
u gac1anje prec izn ije zove "srednjoton sko ugadanje 1 /4 zareza".  Inače, postojala  su  i srednjuto nska 
ugađanja " 1 /6 zareza" i "217 zareza", koja su imala lošije  terce, a l i  zalo n i su imala tako izrazitu vučj u  

kv in tu k a k v u  ima s rednj o t o n s ko ugađanje " 1 /4 zareza" ( v i d i  da lj e) . Prim ijetimo da jednol iko 

temperi ranje  m ožemo intepreti rati  i kao srednjoton sko ugađanj e " I I I I zareza",  jer j e  I I I I 
si nton ičkog zare za 1 1 1 2 Pitagorina .  

7) V e l i k i cl ija tonsk i  pol uton 1 - = 1 1 7 .5  rent  b i o  je  neprihvat lj iv ren esansnim glazbenicima,  s još uvijek 

gotičkom sklonošću prema malom dijaton skom po l u ton u ]- = 90 cent (usp. proš lo  poglavlje) .  V i še o 

tome u :  M. Lincll cy, Pythagorean Intonation and the Rise of the Triad, Royal Musical Association 

Research Chronicle , 1 9 80.  
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8) Neke teorije to  povezuju s europskom gla zbenom tradicijom da se kvinta uvij ek dopunj ava tercom. 

9) Kvin takorde  1 . ,  IV. i V. stupnja možemo rab i t i  u C, D, F, G ,  A i l i  B duru ,  što i jesu standardn i 
tonal i tet i  re nesansne i rane barokne glazbe. 

1 0) "Crnu" aproksimacij u  srednjotonskog ugađanj a , nadopunjenu pi tagorinskim "bijel im " :  

698 cent 702 cent 698 cent 

o 106 204 302 408 498 608 702 804 906 1000 1 1 10 1200 

/"'.. ;; rc E r �?: � l\. i''''' � :r;,,'! 

V V V V V V V V·V V V V  
106 1 10 SB I I SB 

1061 90 11 10 94 1 1102 102 1 1 94 
�-----, �----� 204 204 204 204 204 

90 

mogl i b i smo nazvati  dobrim Pitagorinim temperiral!jem, jer nema vučj i h  intervala, a u "bije lom" 

dij atons kom području čuv a osnovne karakteri stike Pitagorinog ugađanja .  (To je,  prema Jorgensenu, 
ugadanje T. Younga iz 1 799 . )  

I I ) Ovdje  len l l l ll dobro temjJl !lirw(je rabimo u ( inače uobičaj enom) užem sm isl u .  Dakle,  l o  n ije samo 
temperiranje koje nema vučj ih  imerva la  ( u  tom smis l u i j�dnnl iko  je dobro) ,  nego je 10 I lemperiranj e  

s razl ič l lo " obolen lln" Inna l i le t ima .  

I )  Od 90 . - ih napravljene s u  mnoge snimke dobro temperiranih i zved b i .  Tako je  prije  neko l i ko godin a  
i zdan CD,  Dnhro tnnperirani Beethoven, s pijanistom Eo Kathanom i ugođačem E.  Footeom, na 
kojem su sn i mljene Wa/dsle in, Patetična i Mondschei1l sonata.  Takod er s e  sve više r a n e  gl azbe 

i zvodi  i sn i m a  u prirodnoj in tonacij i .  

1 3 )  T o  vodicu č i n i  posebno akt ivnom, pa se prijel az na n ižu voelicu držao jedn im od v e ć i h  problema 

svakog jednolikijcg temperiranja. 

1. DVANAEST VELIČANSTVENIH 
I )  DetalJn ije o verižnim razlomcima u dodatku Eudoksovo 1I1;",rel1je i verižni raz/omd. 

DODATAk 
1. KRUŽ NA ARITMET IKA 
I )  Naravno. d ije ljenj e  brojem (J n ikada nije moguće. 
2 )  Vidi  doda rak  HutiuksU l'o ilije/eille i I'erillli ILIz/olI/ci 
t. POTENCIJE I LOCiARIT MI 
l )  Izvod o�tal ih  prav i l a ,  tc još dctaljnij i  prikaz potencij a i logarilama može se naći u knj izi Zvon imira 

Šikića, M{tf(,l11atika 'Ul JI.  razred srednje ,�kole, Profi l , 1 99 :-\ .  

l .  EUDOI UOVO MJn�NJ� I V�RltN I RA'ZLOMC I  
l )  Pretpos tav ljamo da s u  vel i č i ne  usporedive, tj . da opetovanim pribrajanjem manje velič i n e  samoj sebi 

možemo premašit i  veću .  Ako to n ijc moguće, ve l ič ine uopće nem aj u konačni omjer (ni racional an , ni 

it"ilcional an ) .  
2 )  Z a  negat ivne. je hrojcve {jll < O.  dok jc za pm: i l ivne IJII � O.  Naravno. za i > O uvijek vr ijeui  ij, :2: I .  
_j ) Pod uvjewm da je ,munj i kol ičn i k. u �Iučaju  konačnog po�tupka,  veći oci j (usp .  gore) .  
4 )  Dokaz provouimo z a  poopcelle verižne raz lo mke kol i čn ic i  kojih mogu biti pozit ivni  realni b ro j ev i .  
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