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1. Harmonija svijeta

1. HARMONILJA SVIJETA

Keplerova De harmonice mundi jedan je od najljepSih izdanaka velike
tradicije zapadnoga misljenja $to ga je zaceo Pitagora. O ¢emu je rije¢? Pokusajte,
ako mozete, zamisliti svijet u kojem sve ima smisla. Svijet u kojem na Zemlji oko nas,
kao i na nebu iznad nas, vlada savrSeni red. Sve Sto vidite i Cujete, sve §to znate, sve
Sto uopcCe jest, samo je aspekt jedne i sveobuhvatne harmonije svijeta, kojom je sve
rasporedeno u idealne matematicke odnose. To je Pitagorina temeljna ideja; harmonija
koju ¢ujemo, harmonija koju vidimo, kao i svaka druga harmonija, zapravo je
matematicka harmonija. Tu Pitagorinu ostav§tinu naslijedili su Platon, Kepler,
Galileo, Newton, Einstein i mnogi drugi. Njezin je doprinos nasoj civilizaciji
ogroman". Koestler ga opisuje uporabljujuéi jednu muzi¢ku metaforu :

Pozornica u 6. st. pr.Kr. prikazuje scenu orkestra koji se ugada. Svaki svira¢
zadubljen je u svoj instrument, gluh za nezgrapne zvuke ostalih. Slijedi dramaticna
tifina. Maestro dolazi na scenu, triput lupne dirigentskim stapicem i iz kaosa izranja
harmonija. Maestro je Pitagora sa Samosa, Ciji je utjecaj na ideje, pa dakle i na
sudbinu covjecanstva, vjerojatno veli od utjecaja bilo kojeg pojedinca prije ili poslije
njega.

Aristotel, koji nije bio Pitagorin sljedbenik, opisuje njegove ideje u svojoj
Metafizici, posebno ukazujuéi na to da one izviru iz veze matematike i muzike®:

Pitagorejci su se posvetili matematici. Promicali su je i u njoj su odgajani, pa
nije neobicno da su njezina nacela drzali nacelima svih stvari. Utvrdili su da se
svojstva i omjeri muzickih intervala mogu izraziti brojem, pa se Cinilo da se i sve
ostale stvari mogu izraziti brojem. Cinilo se da su brojevi pocela svih stvari, te da je
cijelo nebo jedna muzicka skala, jedan omjer brojeva.

Kao da ¢itamo Keplera iz Harmonije svijeta:

Nebeska gibanja nisu drugo do jedna vjecna polifonija, koju opaZamo umom a
ne uhom.

Nakon ovih jezgrovitih i slikovitih skica pokuSat ¢emo manje metaforicnim
jezikom opisati tko je bio Pitagora i §to su bile njegove ideje, posebno one koje
muziku povezuju s matematikom.

Pitagora je, kao sin draguljara Mnesarha, roden pocetkom 6 st. pr. Kr. na
otoku Samosu smjeStenom uz maloazijsku obalu Egejskog mora. U Egiptu je naucio
geometriju, a bio je i prvi stranac uveden u tajne egipatske vjere. U Fenikiji je uéio o
“brojevima i omjerima”. Poduku iz astronomije dobio je u Kaldeji, glavnom sredistu
anti¢ke astronomije. Jedan rani biograf tvrdi da je u Kaldeji¥ ugio zajedno sa

7




[. Harmonijua svijeta

Zaratustrom “koji ga je ocistio od prljavitine prijasSnjeg Zivota”. Uvjeti Zivota na
Samosu, pod upravom tiranina Polikrata, nisu odgovarali Skolovanom covjeku, pa je
Pitagora s obitelji emigrirao na krajnje zapadne granice grckog svijeta. u Magna
Graeciau (dana$nja juzna Italija). Tu je dobro primljen i uskoro je svojom strastvenom
rjecito§éu skupio tisuée sljedbenika. (Bio je toliko uvjerljiv da je tiranin Simikus,
vladar sicilijanskog grada Kentoripe, nakon njegova govora o slobodi abdicirao i
podijelio svoju imovinu gradanima.) Na kraju se Pitagora smjestio na krajnjem jugu
danasnje Italije, u Krotonu, gdje je osnovao svoju Akademiju tzv. Pitagorino bratstvo.
Postao je prototip filozofa-kralja nekih 150 godina prije Platonova uvodenja toga
pojma u politi¢ku filozofiju. Pred kraj Zivota postao je Zrtvom politicke konspiracije,
te su on i njegovi sljedbenici prognani iz Krotona. Umro je stotinjak milja od Krotona,
497. godine pr. Kr. Njegovi su sljedbenici pro‘ganjani, ali je maestrova rije¢ ipak
sacuvana kako bi postala temeljem platonizma i moderne znanosti”. Prema Porfiriju:

S pitagorejcima umrlo je i njihovo zranje koje su oni do tada tajili (osim
nekoliko opskurnih stvari $to su ponavljane bez razumijevanja). Pitagora za sobom
nije ostavio knjigd, samo male iskre teSko shvatljivog znanja saéuvale su se medu
onim sljedbenicima, poput Lizija i Arhipe, koji su se dovoljno daleko rasprsili. Oni su
u osamljenosti i tuzi izbjegavali ljudske zajednice. Ipak, u strahu da se ime filozofije
potpuno ne zaire (sto bi moglo izazvati bijes bogova), sastavili su saZetke i komentare
Pitagorine mudrosti. Svaki je sljedbenik imao svoju viastitu kolekciju koju je na kraju
Zivola ostavljao na brigu svojoj Zeni, sinovima ili kéerima. Ova obveza preno§enja
znanja unuiar obitelji sacuvala se dugo vremena.

Ono §to se prenosilo bila je Pitagorina matematicka filozofija. Veé u Talesovo
vrijeme gréki su mislioct empirijsko egipatsko zemljo-mjerstvo preoblikovali u
racionalnu geo-metriju, otkrivsi na taj nadin matematiku u dana$njem smislu te rije¢i’.
Zasto je doSlo do te preobrazbe? Odgovor je jednostavan. Zbog izvjesnosti
racionalnoga. Mjereci kutove osjetilima dostupnog materijalnog trokuta mozda ¢emo
ustanoviti kako je njihov zbroj priblizno 180°, ali izvjesni matematicki dokaz da je

zbroj kutova u svakom trokutu toéno 180° odnosi se na samo razumu dostupne

trokute. Oni leZze u samo razumu dostupnim dvodimenzionalnim ravninama, omedeni
su samo razumu dostupnim jednodimenzionalnim duZinama, koje se spajaju u samo
razumu dostupnim nuldimenzionalnim vrhovima, tvoreé¢i samo razumu dostupne
kutove. Izvjesnost, kojoj je gréko miSljenje tako strasno tezilo, ostvarena je
utemeljenjem matematike kao racionalne spoznaje, kojoj predmet istraZivanja nije
materijalni svijet osjetilnoga iskustva, nego je to svijet samo razumu dostupnih ideja.

Pitagora je otiSao korak dalje shvativsi kako istinska stvarnost nije u
neograni¢enom 1 neuredenom nacelu materije, nego je u stalno ograni¢avajuéem i zato
uredujucem nacelu matematicke forme. Izvor ove izrazito matematicke filozofije
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1. Harmonija svijeta

otkriven je u muzici. Njezin sustav reda i ljepote izgraden je na suglasjima oktave,
kvinte i kvarte, koji se iz kaoticnog kontinuuma uhu dostupnih intervala izdvajaju
svojom jednostavnom matematickom formom. (Interval oktave ostvaruje se titranjem
Zica kojima duljine stoje u omjeru 2:1, interval kvinte ostvaruje se omjerom 3:2, a
interval kvarte omjerom 4:3.%) No, ako je nacelo glazbenog reda i ljepote matematicka
forma (matematicka harmonija), nije li onda i prirodni red, sa svojom nedvojbenom
ljepotom, takoder svediv na neko slicno ili ¢ak identi¢no nacelo? Pitagorin je odgovor
potvrdan. Priroda je svemir, tj. red i ljepota, a njegovo je nacelo broj. (Cesto
mistificirana Pitagorina formula: “Sve je broj”, zna¢i samo to da je matematika kljué
za razumijevanje svega ili, blize danaSnjemu izraZavanju, da je matematika temelj
svake znanosti. Taj Pitagorin uvid koji potjee iz najranijeg djetinjstva znanosti i
filozofije jo§ i danas upravlja znano$¢u kao njezino vrhunsko nacelo; usp. i ')
Ovdje se prvi put pojavljuje i pojam muzickog univerzuma; muzika je broj i svemir je
broj, dakle, svemir je muzika.

Pitagora je razlikovao tri vrste muzike. Uporabljujemo li latinsku
terminologiju njegovih sljedbenika, to su musica instrumentalis (uobi¢ajena muzika
glasovira, trube itd); musica humana (stalna iako neéujna muzika svakoga pojedinca,
u kojoj su posebno znacajna suglasja ili pak nesuglasja duha i tijela); te musica
mundana, svemirska muzika koja nastaje okretanjem nebeskih sfera (pa je zato
poznata i kao muzika sfera). Unato¢ naSem izrazitom razlikovanju ovih podrucja, za
Pitagoru su sve tri muzike jedna te ista muzika. Truba i svemir mogu odsvirati
doslovno istu ljestvicu, jer je to stvar ciste matematike. Te se muzike ne razlikuju vise
od poligona §to th mogu ¢initi bore nekog ljudskog dlana, konstelacija odredenih
zvijezda na nebeskom svodu ili melodijska linija neke glazbene teme. Vjelna,
matematicka ideja jest poligon i sve su njegove pojavnosti zapravo iste.

Imamo li to na umu lakSe ¢emo shvatiti Pitagorine metode lijeéenja. Musica
instrumentalis 1 musica humana samo su pojavni oblici iste istine. Zvuci lire zato
izazivaju iste vibracije i u “ljudskim instrumentima”, Sto na ljude moZe djelovati loSe
ili dobro. Naprimjer, slusanje glazbe skladane u frigijskoj ljestvici moZe izazvati
nasilje, ali ono se moZe i odagnati prijelazom na umirujuci spondejski ritam. Sjetimo li
se bitnoga jedinstva musicae instrumentalis | musicae humanae mozda mozZemo
razumjeti Keplerovo pitanje iz podnaslova Harmonije svijeta:

Koji planeti u nebeskoj harmoniji pjevaju sopran i alt, a koji tenor i bas?
Mozda ée nam gotovo neshvatljivi odgovor”, koji nalazimo u samoj knjizi, sada biti
nesto manje stran:

Merkur je sopran, Zemlja i Venera su altovi, Mars je tenor, a Saturn i Jupiter
su basovi.

Ipak, Pitagorin najtrajniji doprinos teoriji muzike veé je spomenuto otkriée da
su konsonantni intervali oktave, kvinte i kvarte odredeni jednostavnim aritmetickim
omjerima 1:2, 2:3 i 3:4.” Prema predaji, Pitagora je prolazeéi kraj kovacnice ¢uo
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1. Harmonija svijeta

konsonantne intervale kvarte, kvinte i oktave proizvedene udarcima razlicitih cekiéa o
nakovanj. IstraZivsi tu pojavu ustanovio je da se tezine éekica, koji proizvode tonove
rasporedene u tim intervalima, odnose kao 4:3, 3:2 i1 2:1. Nastavljajuci eksperimente s
lirom i monokordom (jednozi¢anim glazbalom) ustanovio je da isto vrijedi i za duljine
Zica.

(Vincenzo Galilei, otac Galilea Galileia, pokazao je 1589. da prica o
¢eki¢ima ne moZe biti istinita, jer se tezine ¢eki¢a moraju odnositi kao kvadrati duljina
monokorda da bi proizveli iste intervale”. Dakle, kvartu, kvintu i oktavu proizvode
eki¢i s omjerima tezina 4*:3%2%1% Vincenzo je ustvrdio da isti omjeri vrijede i za
teZine utega kojima se opterecuje jedna te ista Zica, kao i za promjere razlicitih Zica
iste vrste; Sto je sve tocno. Takoder je ustvrdio da se isti intervali postiZu na puhackim
instrumentima, ako se odgovarajuci obujmi stupaci zraka u cijevima glazbala nalaze u
omjeru 4:3:2:1, tj. ako su duljine stupaca u kubnom omjeru 4:3%2%1% To nije toc¢no,
jervisina tona ovisi samo o duljini stupca, a ne o njegovu obujmu.)

Iz Pitagorina osnovnog uvida izrasta jedna cijela teorija muzike i sva nasa
daljnja razmatranja.
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2. Intervali i skale

2. INTERVALI | SKALE

Pojam intervala i iz njega izvedeni pojam skale (t]. ljestvice) iznimno su vazni
u teoriji muzike, a kljucni su 1 za razumijevanje njezina povijesnog razvoja. Najbolji
uvod u oba pojma jest da zamislimo segment glasovirskih tipki koji sadrZi po jednu
tipiénu grupu od dvije i tri crne tipke unutar 8 bijelih, a periodi¢no se ponavlja:

Niz od 8 “bijelih” tonova C, D, E, F, G, A, H, c (tzv. dijatonska skala) svima je dobro
poznata dur ljestvica; u ovom slucaju C-dur. Interval oktave, od C do c, sadrzi osam
bijelih tonova. Interval kvinte, od C do G, sadrzi pet “bijelih” tonova. Interval kvarte,
od C do F, sadrZi ¢etiri “bijela” tona. No. kako se uopée doslo do “bijele” dur
ljestvice?

Kada bi glasovirska C i ¢ Zica bile iste vrste, prva bi morala biti dvostruko
dulja od druge. No, vidjeli smo (sjetite se Vicenza Galileia) da se isti interval moze
realizirati na razlic¢ite nacine. Ono §to je zajedni¢ko svakoj realizaciji je to da c-Zica
titra dvostruko brze od C-Zice. Dakle, uz dogovor da je brzina titranja (tzv.
frekvencija) tona C jedinicna, slijedi C = 1, F = 4/3, G =3/2 i ¢ = 2. Veli¢ina intervala
koji razapinju dva tona jednaka je omjeru njihovih frekvencija, Sto je prikazano
sliede¢om tablicom: .

feokvencia 1 4/3 3/2 2
Loy {:;
l— 4/3 kvarta
interval 3/2 kvmta
2I1 oktava

Bududi da je veli¢ina intervala koji razapinju bilo koja dva tona jednaka omjeru
njihovih frekvencija, lako je izracunati veli¢ine svih intervala koje razapinju:
C - osnovni ton ili tonika, F - kvarta ili subdominanta, G - kvinta ili dominanta i
¢ - oktava, koja je i sama tonika. (Ton koji je za interval kvarte udaljen od osnovnog
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2. Intervali i skale

tona zove se kvartom na tom tonu, dakle, F je kvarta na C. Isto vrijedi za kvinte,
oktave itd.)

c/F=2/(4/3)=3/2tj.c je kvintanaF.
c/G = 2/(3/2) = 4/3 tj. c je kvartana G.
G/F = (3/2)/(4/3) = 9/8.

Interval od F do G, duljina kojeg je 9/8, zove se cijeli ton ili velika sekunda.

Dakle, kvarta i kvinta ¢ine sljedeéu razdiobu oktave:

3/2 3/2

| “ 1 i
C g G c
L 43—l ogdl 43—

Ako jos donju kvartu od C do F, te gomnju kvartu od G do ¢, razdijelimo cijelim
tonovima duljine 9/8, dobit ¢emo jo$ po dva tona u svakoj od njih:

D/C =9/8, . zbog C=1,D =9/8.

E/D = 9/8, tj. zbog D = 9/8, E = 81/64.

A/G =9/8, tj. zbog G = 3/2, A =27/16.

H/A = 9/8, tj. zbog A = 27/16, H = 243/128.

Tako dolazimo do sljedeée razdiobe oktave:

[ 4/3 IrSIB—” 4/3 |

€ B E F G A H ¢

LosslLose “Iz;/z/w LesslLoss sz

Interval od E do F, odnosno njemu jednaki interval od H do ¢, ima duljinu 256/243
(jer je (4/3)/(9/8)* = 256/243) i zove se (dijatonski) poluton.

Ovako dobiveni cijeli tonovi 1 polutonovi nazalost imaju lose svojstvo da su
dva polutona manja od jednog cijelog tona:

(256/243)*=1.110< 1.125 = 9/8.
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2. Intervali i skale

Taj je problem” moguée rijediti samo uz odredene kompromise, o éemu ée jo§ biti
rijeéi. Zasad spomenimo da se oktava (odnosno njezine dvije kvarte od tonike do
subdominante i od dominante do tonike) moZe podijeliti i na druge nacine, tzv.
moduse ili modalne skale. Grei su poznavali i rabili sljedeée modalne skale (od kojih
se svaka moZe odsvirati na bijelim tipkama glasovira, polazeéi od razli¢itog osnovnog
tona):

JONSKI MODUS (dur)
[ I I |
4 1 2 38 4 5 8 7
LI I\ LI I\ DIE|F|G|A|H) <®
¢ 1 2 4 & & 7
A v V
2 o)

o © ©
0 1 2 3 4 5 6 7
MIKSOLIDIJSKI MODUS
[ I | I
g 1 2 & 4 5 g 7
L N LI\ Gla|H|c|plE|F|g
o 1 2 3 4 5
A y Vo o©
% Pay [ 8] © s
[ £ WP [ &) —
o
Y]

0 1 2 3 4 5 6 7
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2. Intervali i skale

LIDLJSKI MODUS

I\ |

N

© |
it

-

A Vo
74 o 0O ©
N Pay (¢ Sl
WO -
') .

B4 2 3 4 5 & 7

EOLSKI MODUS (prirodni mol)

‘ N
0 Y V oy O ©
O [4) <
- ——
/A O L 4
NV
3]
DORSKI MODUS
A N A
£ § @ o3 & 5 & 5
% 4 % “ & I 8 s
A —>
[ £2nY — - o
AN3Y4 ~ (8] O
v O
0 1 2 38 4 &5 6 7
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2. Intervali i skale

FRIGIJSKI MODUS

I I I l
N N L |
L B g 04
AV Y
4 o
Pay [ 8]
[ £, O (& —
W o [ & ] ~
o
2 0% 2 4 o4 B B ¥

Uocite da nismo naveli tzv. lokrijski modus koji (po bijelim tipkama) pocinje
iz H. To samo ukazuje na znacaj kvinte u razdiobi oktave. Naime, “bijela” skala iz H
ne sadrzi kvintu, pa se zato ne uporabljuje. Uocite takoder da lidijska skala ncma
kvarte (tj. ima poviSenu kvartu)?.

Naravno, oktava se moze podijeliti i skalama koje nisu “bijele”. Naprimjer,
uzlazni® melodijski mol ima sljedecu strukturu (dolje pokazujemo kako se melodijski
C-mol moZe uzlazno odsvirati na glasoviru).

MELODIJSKI MOL (uzlazni)

Fo oo
©
&% e # w2 4 P s
& ] e 3 'ég" %ﬁ f 4] ;Z
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2. Intervali i skale

Silazni melodijski mol izgleda kao i prirodni mol (na slici pokazujemo kako
se melodijski C-mol moZe silazno odsvirati na glasoviru):

MELODIJSKI MOL (silazni)

5 a8
l i I l
o 1t 2 3 4 B 6 7
L INV L] N | clo Flé
o iz 3 485 & 7
A
2 b O

&

Sve dosadasnje skale dijelile su oktavu na 7 intervala, pomoéu 7 tonova.
Takve su skale sepratonske. Tonove septatonske skale oznadili smo brojevima 0, 1, 2,
3,4,5. 617, gdje su0i7 tonike. Standardno je oznalivanje 1, 2, 3, 4,5, 6, 71 8.
Brojevi 11 8 (nasi 0 i 7) oznake su za tonike primu i oktavu; broj 2 (nas 1) za sekundu;
broj 3 (nas 2) za tercu, broj 4 (na$ 3) za kvartu, broj 5 (nas 4) za kvintu, broj 6 (nas 5)
za sekstu i broj 7 (na$ 6) za septimu. Nazivi tonova ocito slijede standardne oznake, ali
svi relevantni racuni u vezi s tonovima septatonske skale slijede “kruznu” aritmetiku
mod 7, u kojoj je neusporedivo lakSe racunati s nasim oznakama. Naprimjer,
medusobno inverzni intervali, sekunda 1 1 septima 6, terca 2 i seksta 5 te kvarta 3 i
kvinta 4, zaista su medusobno inverzni u “kruznoj” aritmetici mod 7:

1=6(modT), -2=5mod7), -3=4 (modT7).

Osim septatonskih skala Cesto se rabe i pentatonske skale koje oktavu dijele
na 5 intervala, pomocu 5 tonova, te sekstatonske skale koje je dijele na 6 intervala,
pomoéu 6 tonova. Pentaronske skale mozemo dobiti podjelom donje i gomje kvarte
cijelog raspona oktave s jo§ po jednim dodatnim tonom. Dakle, dodatni se tonovi
smjestaju izmedu tonike 1 Subdominante, te izmedu dominante i tonike koja je za
oktavu visa:
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2. Intervali i skale

4/3 4/3
| |
T T T T
novi ton novi ton

Cetiri matemati¢ke moguénosti su: (1) po jedan cijeli ton na pocetku svake kvarte, (2)
po jedan cijeli ton na kraju svake kvarte, (3) jedan cijeli ton na pocetku donje, te jedan
cijeli ton na kraju gornje kvarte, (4) jedan cijeli ton na kraju donje, te jedan cijeli ton
na podetku gornje kvarte. U shematskim prikazima ovih skala rabimo simbol L~ za
interval od jednog i pol tona.

(D
g 1 2 3 4 B
LI/ LI/ G| A Clo|E g
ili
CDF G A
i
DB G AH g
A o O
A o ©
o —©O
ANV
Ny
¢ 1 2 3 4 5
(2)
.
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2. Intervali i skale

(3)
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lako se termin pentatonska skala moze uporabiti za bilo koju razdiobu oktave
s 5 tonova (u tckstu smo se ogranidili samo na one koje ¢uvaju kvartu i kvintu), u
Europi se taj termin rabi za reducirane septatonske skale iz kojih su izostavljeni
“polutonovi” F i1 H. Dakle, za sljedece “bijele” skale:

(&) — B E G A O +«

E G A C D e
0 & A G D E =
(2) s A O D E NG
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2. Intervali i skale

Uodite da prva od tih skala nema kvarte (C-F), dok tre¢a nema kvinte (E-H).
Ostale su realizacije prijasnjih pentaronskih skala (1), (2)1 (3). Skale (4) nema v ovom

“europskom” popisu.
Od sekstatonskih skala najjednostavnija je ¢jelotonska skala koja oktavu dijeli

na 6 cijelih tonova:

CJELOTONSKA SKALA

. E R & 5 &
I I I I | I | %
3 4 4 #
[ ® ]
J © ©

¢ 1 2 3 4 & 8

Nesto je neobiénija blues skala, koja po jedan ton smjesta u donju i gornju kvartu, kao
i pentatonska skala (2), ali ima 1 6. ton smjeSten izmedu kvarte i kvinte:

BLUES SKALA
6 1 2 3 4 5 8
_ v N L/ A clo e G| s
3 T 234 E 8
A o ©
e —— T S—

8 + 2 3 4 8 ¢

Povijest i rasprostranjenost ovih skala sloZzene su. Dijatonska podjela oktave
(na “bijele” tonove), koja je dovela do septatonskih modusa seze do Pitagorina
vremena. Uporaba lire i orgulja, koje je oko 300. g. pr.Kr. izumio Ktesibije iz
Aleksandrije”, a u kojima je glavni ton u oba slucaja bio D, dovela je do prevlasti
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2. Intervali i skale

dorskoga modusa u glazbenoj antici. U ranom srednjem vijeku, u okviru scholae
cantorum, krS¢anska crkva nastavlja tradiciju monofonije (izvodenja samo jedne
melodijske linije) u svim anti¢kim modusima. Grgurova® reforma ove $kole dovest
¢e do gregorijanskog korala koji je i danas prepoznatljiv po svojoj uporabi antic¢kih
modusa. Guido iz Arezza u 10. stoljec¢u uvodi notno crtovlje i mnemotehniku ut, re,
mi, fa, sol, la, ti” koja i laicima omoguéava lako kretanje kroz razli¢ite moduse,
pravilnim odabirom pocetne tocke (kao u nasim glasovirskim prikazima s C, D, ...
umjesto do, re, ...). Na prijelazu iz 10. u 11. stoljece, jo§ za Guidova Zivota, pocinju
eksperimenti s polifonijom; istovremenim izvodenjem vise melodijskih linija. Glasovi
se najprije slazu u paralelnom gibanju, tako da jedan izvodi svoju melodiju dok ga
drugi prati, istovremeno izvodec¢i tu istu melodiju za kvartu ili kvintu nize. Dakle,
tonovima prvoga glasa: C D E F G A H ¢, odgovaraju tonovi drugoga glasa: G A HC
D EF g (koji su za kvartu nizi) ili F G A H C D E f (koji su za kvintu niZi).

A\ AN AN /\

G B EF G & BHe e D EF & A Hce
L

& A HO D OEF g FE a6 A HG o BT

LIV Y% L Vv LV

Glasovi su stalno ndaljeni za kvartu (2.5 cijela tona), odnosno kvintu (3.5 cijela tona),
osim kada istodobno pjevaju rritonus H/F (3 cijela tona). Tritonus je izrazito
disonantan, a teSko ga je i otpjevati. Zato bi pri susretu tonova H i F uvijek dolazilo do
nesigurnosti koja se mogla otkloniti snizavanjem tona H za jedan poluton®. Tako su
stari modusi prosireni notom B, a u klavijature je umetnuta prva crna tipka (usp. *). To
je neko vrijeme bila jedina sniZena nota i jedina crna tipka.

MozZemo primijetiti da pomak iz H u B u prvom glasu ukida vodicu. Zato se
boljim rjedenjem &ini pomak iz F u F* u drugom glasu. Taj pomak otklanja disonantni
tritonus, a ne ukida vodicu. Naravno, nove note B i F' prirodno vode prema novim
kvintama:

E'«B, FKoC oSG
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2. Intervali i skale

Tako je oktava konaéno podijeljena na 12 polutonova’, a klavijature su dobile
jo§ po 4 cme tipke unutar oktava:
cf B oG B

[ I 1\ I I 1/\
LD EF PG ABRBHCC
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA CIR|E|F |G AN

Naravno, ovaj proces nije neposredno doveo do “polutonskog” skladanja u
tako dobivenoj dodekatonskoj (tzv. kromatskoj) skali. (To ¢e se dogoditi tek u nasem,
20. stoljeéu.) U tom smislu polutonska razdioba jo§ dugo nije postala skalom. Ona je
samo omogucavala polifonsko skladanje u starim septatonskim modusima, jer s¢ v njoj
svaka stara skala mogla vezati uz bilo koji ton kao toniku (drugim rijecuma, nova je
razdioba omogudavala transpozicije). Time su takoder otvorena vrata harmonijskom
skladanju, koje zapravo nema jasne granice s polifonskim, buduéi da je vertikalni,
istovremeni aspekt polifonije, zapravo harmonija. Naprimjer:

1. glas ciG|G|Gic|lc|c|H|c|d|e|e]|...
2. glas c|H|c|d|ele|e|glglg|g|f|.. )nolifonia
3. glas elg/g|glg|fleid|c|A|c|c]...

- ]

harmoniia

'9 styoren je ogroman broj moguénosti.

Protezanjem glazbe u dvije dimenzije
U cijeloj je Europi u 16. st. bilo toliko velikih skladatelja da cijeli jedan Zivot nije
dovoljan za upoznavanje cak i dijela njihova opusa. (Studenti polifonije, tj.
kontrapunkta, jo§ i danas ude iz tog nepresu$nog vrela.) Kao rezultat tog nebrojenog
niza eksperimenata sa svim tradicionalnim modusima, poc¢etkom 17. st. izdvojio se
jedan: jonski. To je danasnji dur. Ostali su modusi polako nestajali, osim modificirane
varijante eolskog, koja je danaSnji mol. Za oba preZivjela modusa karakteristi¢na je
velika septima, tzv. vodica, koja je samo pola tona udaljena od tonike i time se
iznimno naglaSava kao mjesto razrjeSenja svoje disonantne napetosti. Zaljubljenost
vodice u toniku glavna je karakteristika preZivielih modusa'”. Od baroka do romantike

oni su neprijeporno vladali zapadnom tonalnom, §to zapravo znaci tonickom, glazbom.

Skladatelji s pocetka 20. st. suocavaju se s novim dvojbama. Wagnerova,
Unendliche Melodie, koja je zapravo melodija bez tonickog kraja, i njoj odgovarajuéi
“lutajuéi” akordi, doveli su tonalnu glazbu do samih granica tonalnosti (tj. toni¢nosti).
Wagnerovi neposredni sljedbenici viSe nisu zadovoljni starim sustavom tonaliteta (t].
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2. Intervali i skale

tonika) i njihovih odnosa. Oni su u potrazi za novim skalama bez izraZene tonike.
Debussy sklada u cjelotonskoj ljestvici bez izrazene tonike, §to njegovoj muzici daje
smirenu, gotovo onostranu kvalitetu. Istu je skalu gotovo redovito rabio velikan jazza
Thelonius Monk, i ona je jo§ uvijek iznimno popularna u mnogim jazz krugovima.
Schonberg i vecina koncertnih skladatelja 20. st. uporabljuju kromatsku skalu, s
efektima cesto stranima nenaviknutu uhu.

Medutim, zamjetan je i povratak tradicionalnim septatonskim modusima, koji
su dovoljno stari i dovoljno zaboravljeni da se uvijek mogu pojaviti kao svjez i nov
zvuk. Kao zvuk starih, gotovo primitivnih vremena, ili kao bezvremenski zvuk
gregorijanskih korala. Sibelius nas, na poéetku svoje 6. simfonije, odvodi u stare
finske Sume uporabljujuéi dorski modus. Debussy, Hindemith i Stravinski cesto rabe
njegovu sniZenu septimu (odsustvo vodice'”) kako bi postigli efekt svedanog, gotovo
formalnog dorskog A-MEN (koji je cjelotonski C-D).

Isti efekt postiZze se i frigijskim modusom. Njegova je dodatna karakteristika
tuzni i orijentalni prizvuk njegova polutonskog pocetka (E-F). Zato ga Rimski-
Korsakov rabi u svojoj Selhierezadi (ali i Brahms u polaganom stavku svoje 4.
simfonije). Puno je “tuzne” $panjolske, ciganske i Zidovske glazbe skladano u
frigijskom modusu (npr. Lisztova 2. madarska, zapravo ciganska, rapsodija).

PoviSena kvarta lidijskog modusa djeluje kao pogresan ton u obi¢nom duru,
gotovo $aljivo. Duhoviti Prokefjev bas ¢e zato Cesto rabiti lidijski modus. Inace je taj
modus karakteristican za poljsku glazbu; kako za narodnu, tako i za Chopinove
poloneze 1 mazurke. Polonezu iz 3. ¢ina Borisa Godunova Musorgski je napisao u
lidijskom modusu.

Miksolidijski modus je *“‘dur sa snizenom septimom”, tj. “dur bez vodice”. To
ga je Cinilo dovoljno neobiénim i novim da mu omoguéi ulazak u mnoge klasike rock-
and-rolla (Kinks: You really got me; Beatles: Norwegian wood, itd.).

Pentatonska skala C D E G A c (tzv. “crna” skala koja se, polazeci iz F', moze
odsvirati na crnim tipkama kao F* G* B C* D*) rabi se u narodnoj glazbi Sirom svijeta.
Preberete li nekoliko puta (u arpeggiu) pentatonski niz C D E G A ¢, u mislima ce
vam s¢ pojaviti barem jedan od hitova zabavne glazbe (zabavna industrija zaradila je
velike novee na ovih § nota). To je najéeséa skala zabavne glazbe, koja problem
(ritonusa H/F rjesava izbacivanjem nota H i F iz septatonske skale: CD EJKF G A H c.
Mogli bismo je zato nazvati minimalistickim rjeSenjem za polifonsko i harmonijsko
skladanje .

I na kraju ovog prikaza moguéih razdioba oktave u skalu tonova (s
odgovarajucom raspodjelom intervala) spomenimo jo§ i jednu manje poznatu,
Bowersovu'” analizu harmonijske vrijednosti takvih razdioba. Bowers svakom
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2. bwervali i skale

intervalu duljine n-polutonova pridruzuje harmonijski indeks K(rn), koji na, donekle
upitan nacin mjeri njegovu disonantnost:

Ll s s leda e lo ol

W
o}
=
W
co
o
>0
[o%)
[«

e L0 | s |0 s

Uocite da kvarta, n = 5 polutonova, 1 kvinta n = 7 polutonova, imaju isti
indeks disonantnosti. Svaka je skala konaéni niz tonova od tonike O do tonike 12 i u
njoj se moze realizirati konacni broj intervala. Naprimjer, septatonska skala je odabir
Sest takvih tonova od mogudih 11, i u njoj se moZe realizirati 21 interval (brojeci
intervale s razlicitim pocecima kao razlic¢ite). Harmonijska je vrijednost skale zbroj
harmonijskih indeksa svih njezinih intervala, podijeljen brojem tih intervala. Na
primjer, za dur je taj zbroj 308, §to podijeljeno s 21 daje harmonijsku vrijednost 14.7.
Tu harmonijsku vrijednost imaju i svi tradicionalni modusi, buduci da imaju iste
intervale kao i dur. Najlosija septatonska skala ima harmonijsku vrijednost 22.1.
Europske pentatonske skale imaju harmonijsku vrijednost 13, cjelotonska 23.2, a
kromatska 18.7. Jednom finijom (i takoder upitnom) analizom Bowers je zakljucio
kako najvecu harmonijsku vrijednost imaju dorska skala i dur, s lJaganom prevagom

dorske skale. Dakle, andeli su pjevali na dorski nacin."”
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3. Harmonija obojenoga tona

3. HARMONIJA OBOJENOGA TONA

Pitagora je formulirao zakon malih brojeva, ali ga nije objasnio. Saznali smo
da su dva tona konsonantna ako im frekvencije stoje u omjeru malih (prirodnih)
brojeva, ali nismo saznali zafto je to tako.

Zamislite (ili provedite) sljedeéi eksperiment. Lagano rastegnite savitljivu
telefonsku Zicu, pa je zanjiSite ravnomjernim pokretima ruke tako da titra lijevo-
desno. tvoreci jedan val:

To Cete postici tek pri odredenom broju titraja u sekundi, §to znadi - tek pri odredenoj
frekvenciji." Ako poveéate frekvenciju (tj. broj titraja), val ée se razbiti, a Zica e se
poceti opirati ruci. No, u jednom trenutku opet ¢e poceti s ravnomjernim titranjem,
tvoreéi sada dva vala. To ¢e se dogoditi kada se pocetna frekvencija udvostruci
(“raspolovljena” zica ima dvostruku frekvenciju, u skladu s Pitagorinim razmislja-
njima):

Ako frekvenciju utrostrucimo, dobit ¢emo tri vala (Sto je veé teze posti¢i s obicnom
telefonskom Zicom):

Da je frekvencija titranja jednoga vala bila 131 Hz, mi bismo tu vibraciju (tj.
titranje) culi kao ton c. Frekvencija dvostrukoga vala bila bi tada 262 Hz i tu bismo
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3. Harmonija obojenoga tona

vibraciju ¢uli kao za oktavu visi ton ¢'. Frekvencija trostrukoga vala bila bi 393 Hz i t
bismo vibraciju ¢uli kao ton g'. Cetverostruki val proizveo bi c?, peterostruki e’, a
Sesterostruki g”. To moZemo prikazati sljede¢om shemom:

]

.
7

1
e ol
BIUIANY

4 : 3 kvarta

T
M
2ABING

&« B kvinta

e

21 okiava

Odsviramo li simultano ovih Sest tonova, ¢ut ¢emo akord vrlo blizak naem uhu.
Naime, on sadri trozvik ¢ + ¢ + g koji je temelj zapadne harmonije”. Odsviramo li
istih dest tonova simultano, ali sada tako da intenzitet tonova opada od ¢ prema g°, cut
¢emo jedan bogati i puni ¢, u kojemu necemo ni prepoznati ostale tonove. Upravo tako
zvuce nasa glazbala. Njihove vibracije, osim temeljne frekvencije koja odreduje visinu
tona, uvijek sadrze i vife frekvencije (dvostruku, trostruku, ...) u sve slabijem
intenzitetu. Razdioba intenziteta tih vidih frekvencija (tzv. viS§ih harmonika ili
alikvornih tonova) zapravo odreduje boju tona i po njoj se zvuk violine razlikuje od
zvuka glasovira, zvuk glasovira od zvuka oboe, itd. Kada bismo ¢uli samo temeljnu
frekvenciju (jedrostavni ili sinusni ton), to bi zvudalo umjetno, prazno, bez obujma.
Nijedno glazbalo ne proizvodi takve tonove. (Oni se mogu proizvesti elektronicki.)
Alikvotni tonovi jednog jedinog, ali bogatog tona (npr. violine ili glasovira), tvore
ditavu skalu tonova. Zbog toga je Schonberg u svojem slavnom tekstu o harmoniji iz
1911. godine napisao da je skala analiza jednoga tona, a akord sinteza tona, tj. kolaps
njegovih alikvotnih tonova u jedinstveni zvuk.
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3. Harmonija obojenaga tona

Jedno od objasnjenja Pitagorina zakona konsonantnosti, poznato jos od 16. st,
a koje nalazimo i u muzickim raspravama Galilea Galileia, poziva se na poklapanja
vi§ih harmonika. Promotrimo ton frekvencije v i1 za oktavu vidi ton frekvencije 2v.

Ovo su njihove viSe harmonike, koje proizlaze iz temeljnih frekvencija:

osnovni ton: | v 2v 3v 4v Sv 6v Tv v

oktava: 2v 4v ov 8v

Vidimo da oktava zapravo i nema svojih frekvencija. Sve njezine frekvencije ujedno
su 1 frekvencije osnovnoga tona V. To doZivljavamo kao potpuno suglasje

(konsonantnost). Ono je toliko da ¢esto ne razliknjemo oktavu od osnovnoga tona.

Promotrimo sada vise harmonike tona v i njegove kvinte (3/2) v:

osnovni ton:| Vv 2v 3v 4v Sv ov v

6v

(I
<

kvinta: %V 3v

Vidimo da kvinta ima polovicu svojih frekvencija ((3/2)v, (9/2)v, ...}, dok ih polovicu
dijeli s osnovnim tonom (3v, 6v,...). Mogli bismo reci da se tu radi o “pola potpunoga

suglasja”.

Osnovni ton v i njegova kvarta (4/3)v imaju sljedeéu razdiobu vi§ih harmo-

nika:
osnovni ton:| v 2v 3v 4v Sv

. ‘ 4 J 8 16
kvarta: 3 v 3 v 4v 3 1Y

Kvarta ima dvije trecine svojih frekvencija ((4/3)v, (8/3)v, (16/3)v, (20/3)v, ...), dok
jednu trecinu dijeli s osnovnim tonom (4v, 8v, ...). Tu se radi o “treini potpunoga

suglasja” s osnovnim tonom. Na isti bi se nacin pokazalo da terca ima “Cetvrtinu
potpunoga suglasja” s osnovnim tonom, mala terca “petinu”, itd.

Poklapanja vi§ih harmonika dobro obja$njavaju Pitagorin zakon: S§to
“malobrojniji” omjer, to veée suglasje. Nazalost, to objasnjenje ne vrijedi. Sto bismo,
na primjer, mogli re¢i o suglasju jednostavnih tonova koji uopée nemaju visih
harmonika? Budué¢i da nemaju zajednic¢kih frekvencija, svi bi jednostavni tonovi
trebali biti jednako disonantni.
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3. Harmonija obojenoga tona

Helmholtz je prije vise od sto godina (u knjizi On the Sensation of Tones)
ponudio objasnjenje konsonantnosti koje se zasniva na fenomenu rezonantnih udara.
Kada dva tona imaju gotovo iste frekvencije, njihovo simultano izvodenje dovodi do
(rezonantne) interferencije koja ritmicki pojacava i smanjuje intenzitet sloZenoga
zvuka. Pojacanja doZivljavamo kao zvuéne udare. Kako se frekvencije tonova
priblizavaju, udari postaju sve sporiji, a potpuno iS¢ezavaju kada se frekvencije
izjednace (tim se fenomenom redovito koriste ugadaci glasovira). Spore udare
doZivljavamo kao ugodni vibrato, ali brzi djeluju grubo i neugodno. Helmholtz je
pretpostavljao da je disonanca dvaju tonova posljedica udara §to ih stvaraju bliske
frekvencije njihovih visih harmonika. Konsonantnost je jednostavno odsutnost ovih
disonantnih udara. No to bi znacilo da su dva dovoljno udaljena jednostavna tona (npr.
osnovni ton i njegova septima) konsonantni.

U novije je vrijeme taj problem istrazen eksperimentalno. Plomp i Levelt®
generirali su parove jednostavnih tonova trazeéi od sluSaca procjenu njihove
disonantnosti. Varijacije u apsolutnim procjenama bile su uocljive, ali je raspored
procjena uvijek bio isti. Disonantnost dvaju tonova iste frekvencije, tj. disonantnost
unisonih tonova, bila je nula. Kako je interval rastao, tako je rasla i disonantnost, dok
nije postigla maksimum (oko male sekunde). Zatim je, s daljnjim rastom intervala,
disonantnost opadala nikada ne postizuéi vrijednost nula od koje je krenula. Sljedeéi
graf prikazuje krivulju disonantnosti prosjecnoga slusatelja. NajviSe iznenaduje Sto se
klasi¢ni intervali konsonantnosti, kao §to su oktava i kvinta, zapravo ne istiu svojom
konsonantnos§cu. Oni nisu minimumi na krivulji disonantnosti jednostavnih tonova.

-ﬁ

HMARTA  RYINTA CHOTAVA

Nasa tradicionalna glazbala proizvode tonove specifi¢éne boje, koji nemaju
samo jednu frckvenciju, nego Citav spektar frekvencija. Vidjeli smo da Zi¢ana
glazbala, a sli¢no je i s ostalima, najéedce proizvode harmonijske tonove, spektar kojih
osim temeljne frekvencije v sadrZi i njezine cjelobrojne visekratnike 2v, 3v, 4v, ..., u
sve slabijem intenzitetu (tj. sa sve manjim amplitudama). Jedan tipicni (obojeni) ton
moze 1mati sljedeci spektar:
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3. Harmonya nbojenoga lona

\Y 2v.3v 4v S5v 6v Tv

Ako se po dva tona ovakve razdiobe frekvencija (tj. ovakve boje) odsviraju u
razli¢itim intervalima, disonantnost svakog od tih intervala mozZe se izra¢unati tuko da
se zbroje disonantnosti po svim frekvencijama spekira. Provedemo li taj radun za
gornji spektar, dobit éemo sljedeéu krivulju disonantnosti za ton tako zadane boje:

Uoc¢imo da krivulja disonantnosti obojenoga tona ima minimume u klasi¢nim
muzickim intervalima®. To konacno obja$njava Pitagorin zakon i uobi¢ajenu glazbenu

praksu.

Vazno je primijetiti da ova (predocena) analiza pokazuje kako svaki spektar
(svaka boja tona) odreduje skalu tonova u kojima se realiziraju minimalne
disonantnosti. To je skala u kojoj glazbalo s tom bojom tona zvuci najkonsonantnije.
Parafraziraju¢i Schénberga mogli bismo reci da je skala analiza objenoga tona. Za
vecinu zapadnih glazbala to je skala sa standardnim Pitagorinim intervalima.

Naravno, ova analiza otvara i druge moguénosti. Ona pokazje kako se za zvuk
bilo koje boje, dakle za zvuk bilo kojeg glazbala, moze odrediti skala u kojoj to
glazbalo zvuéi najkonsonantnije. Ako to glazbalo nema harmonijsku razdiobu
alikvotnih tonova, njegova skala nece biti “Pitagorina”. Na primjer, ksilofon i sli¢ni
instrumenti proizvode tonove vibracijom plocica sa slobodnim krajevima (za razliku
od Zica ili cijevi dosad razmatranih glazbala, koje imaju fiksne krajeve). Matema-
tickim se metodama moze pokazati” da plocica sa slobodnim krajevima, koja vibrira s
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3. Harmonija obojenoga tona

temeljnom frekvencijom v, vibrira i sa sljedecim visim frekvencijama:
v, 2.758v, 5.406v, 8.936v, 13.35v, 18.65v, 24.82v, ...

Ranije opisanim raéunom nalazi se sljedeca krivulja disonantnosti za takve “ksilo-
fonske” tonove:

v3  KVINTR <. OMTAVA 2. CHTAWA,
QA“ L T 1 T T T T T T ' T T T T T T 1 T T 71T
T
4
e
fay
=
<
=
&
&
Il ~ 1 II—.:II' \ 1 ]I 1 II l‘( l |—I| 1
{ 1A CLEY 178 2.08 247 5.01 3.45
.28 .49 165 1.98 2497 278 3.24 4.7

Cini se da ksilofon nije bas najbolje uskladen s kromatskom skalom (no u tome mozda
i jest njegova zanimljivost). Slicno vrijedi za zvona i mnoge druge udaraljke.

Slymaker, Mathews i Pierce® istrazivali su boje zvuka s temeljnom
frekvencijom v i vidim frekvencijama oblika:

logs j
v, =VA™

Kada je A = 2, radi sc o uobi¢ajenoj harmonijskoj razdiobi visih frekvencija, v; = vj,
karakteristiénoj za nada standardna glazbala. Kada je A < 2, frekvencije su u odnosu

na taj standard rasporedene guice, a kada je A > 2, rasporedene su rjede. Krivulje
disonantnosti za A = 1.87 i A = 2.2 izgledaju ovako:

KWINTA UHTAYA HVINTA ORTAVA
T 7 T 1 7 T ¥ L4 T T 4 T 1 I T T T LI N T T T T T T 1
e
&3
o
=
fu
Py
<
w
b
t 1 1 || 1 J | 1 | I T |
g ¥
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3. Harmonija obojenogu tonu

Najuodljivija je odsutnost oktave 2v (osim za A = 2) kao konsonantnog intervala.
Njezinu ulogu preuzima pseudooktava, kojoj je frekvencija Av. Krivulje ¢uvaju

osnovni oblik harmonijske krivulje, samo su u odnosu na nju stegnute ili rastegnute,
pa moZemo govoriti i o pscudokvintama, pseudokvartama, itd. To znaci da se muzicka
teorija i praksa ovakvih rastegnutih (rijetkih) i1 stegnutih (gustih) tonova cuva ako se
izvodi u prikladno rastegnutim, odnosno stegnutim skalama.

Spomenimo na kraju da je mogué i obratni postupak u kojem polazimo od
zadane (proizvoljne) skale, i pronalazimo boju zvuka u kojoj je ta skala konsonantna.
Taj je problem matemati¢ki bitmo tezi i rjeSava se sofisticiranim matecmatickim
metodama optimizacije®, ali je u nalelu rjeSiv. Ako se radi o jednoliko temperiranoj
skali, u kojoj su svi intervali jednaki (poput “Debusyjeve” cjelotonske ili kromatske
polutonske skale), problem je mnogo lak$i. Naprimjer, dekaronska skala, koja dijeli
oktavu na 10 intervala jednake duljine, zvuéi konsonantno s tonovima sljedeée boje’

v, ql(]v’ qu, q?Ov’ []ESV, qZHV’ qM)V,...
gdje je q =135 Krivulja disonantnosti za zvuk te boje izgleda ovako:

12 - TOREXA SKALA
TRITONUS

CHETRY A
T T

i 1 T 1 1 T T T T

b

o
&

SOMARTROST

EE 0

51

¥

10 -« TONSKA SKALA

Naravno, tonovi dekatonske temperirane skale zvucat ¢e sasvim disonantno na viohn
ili glasoviru.
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4, Jednolikost protiv wcnosti

4. JEDNOLIKOST PROTIV TOCNOSTI

Vratimo se jo§ jednom osnovnom glazbenom materijalyu, koji se sastoji od 12
polutonova kromatske skale (i iz kojeg svoj materijal odabiru sve skale abradene u
trecéem poglavlju):

l | 1/\I | l l/\
CrDByEF G2 ABHc
VVVV V'V VYV VAV

Dosad nismo temeljitije proucili problem tocne velicine intervala u toj skali.

Pitagorin ideal bio bi: osnovni ton C = 1/1, oktava ¢ = 2/1, kvinta G = 3/2,
kvarta F = 4/3 i terca E = 5/4. Odavde slijedi:

G/F=@3/2)/(4/3)= 98 =DIC=9/8t. D=C-9/8=19/8=9/8,
F/E = (4/3)/(5/4) = 16/15 = c¢/H=16/15tj. H=c -15/16 =2 -15/16 = 15/8,

= H/A=9/8 tj. A=H-8/9 =(15/8) -(8/9) = 5/3.

Dakle, za “bijele” tonove imamo sljedece vrijednosti:

9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2

£y -

£ £ e
: S

I | | \ | I I | \
9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15

»

i‘«@i o~

&
e

To je skala koju preporuca Ptolemej, najveci astronom, ali i veliki anticki muzicki
teoreti¢ar. Uocite da su polutonovi duljine 16/15, dok su cijeli tonovi razliéitih duljina,
9/8 1 10/9 (naime, D/E = (5/4)/(9/8) = A/G = (5/3)/(3/2) = 10/9). Razbijanjem cijelih
tonova na polutonove kona¢no dolazimo do svih toénih intervala" u dvanaestonskoj
skali:

1 16/15 9/8 6/5 5/4 4/3 45/32 3/2 8/5 5/3 9/5 15/8 2
& = oo BEF » 4G & A 8B H ¢
16/15  16/15 16/15 16/15  9/8
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4. Jednolikost protiv toénosti
Naime,
C'=C-16/15=1-16/15=16/15; D*=D-16/15=(9/8) - (16/15) = 6/5;
G'=G -16/15=(3/2) - (16/15) = 8/5; G’ = G/(16/15) = (3/2)/(16/15) = 45/32;
B=G"-9/8=(8/5)- (9/8) = 9/5.

Iznosi tako dobivenih polutonova kromatske skale, osim polazne vrijednosti 16/15 =
1.07, imaju jo$ i vrijednosti 25/24 = 1.04, 135/128 = 1.05 i 27/25 = 1.08 (neoznaceni
polutonovi imaju pocetni iznos 16/15, usp. gore.):

g, & 3 s ;E:‘f ol . Q% & £ $~5 L8 o
» E Fut B |5 ¥ B # o b aY A
135/128 25/24 ’ 135/128 25/24 21/28 25/24

Ovi Pitagorini toéni intervali dio su tzv. prirodne intonacije”. Za glazbala koja
su ugodena s tako odredenim frekvencijama (v, (16/15)v, (9/8)v, (6/5)v, (5/4)v, ...)
kaze se da su wugodena u prirodnoj intonaciji. Osnovni problem prirodne intonacije
jest velik hroj razlicitih polutonova, cak Cetiri, koji Cesto onemoguéava vjerne
transpozicije”. Taj se problem potpuno rjeSava jednoliko temperiranom skalom, tj.
jednolikim ugudanjem koje preporuca najveéi anticki muzicki teoreticar Aristoksen.

Jednoliko temperirana skala razdioba je oktave na 12 jednakih polutonova.
Ako polutonski interval oznaéimo s p, radi se o sljedeéoj razdiobi:

pO p1 p2 p3 p4 p5 pﬁ p7 pB ps p1D p11 p12

VAV Y VI VAVAV AV VA VAV
P P||P P|P P P|P P|P P|P
p? p? p? p? p?

Naravno, p” = 1 i p'* =2, odakle slijedi p = 132 = 1.06. Pogodno je udaljenost tona od
tonike (npr. p’) oznacavati edgovarajuéim eksponentem (npr. 9). Time s multiplika-
tivne skale (p°, p', p°, ...) prelazimo na aditivnu logaritamsku® skalu (0, 1, 2, ...). To
nam omogudéava zbrajanje intervala, umjesto mnoZenja (npr. to da terca 1 kvinta ¢ine
septimu, v logaritamskoj skali nalazimo zbrajanjem, 4 + 7 = 11, a u osnovnoj
mnofeniem, p' - p’ = p'ly.
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4. Jednolikost protiv rocnosti

Za preciznije odredenje intervala uvodi se manja jedinica centila. Ona Je stou

. . . e en ¢ T 100 _ 1200 _ 12 _ g X

dio polutona, pa cemo je oznaciti sa s. Dakle, s = p, odnosno s ™ = p ~ = 2, §to znadi
. 1200 - . . . ] 3 . v-

dajes= \E: 1.00058. Naravno, iz s'™ = p slijedi s* = p?, s*° = p" itd. To znati da

u logaritamskoj skali izrazenoj u centilama (§to znaci u bazi s) vrijedi:

mala sekunda = 100 cent kvinta =700 cent
velika sekunda =200 cent mala scksta =800 cent
mala terca =300 cent velika seksta =900 cenr
velika terca =400 cent mala septima = 1000 cent
kvarta =500 cent velika septima = 1100 cent
tritonus =600 cent oktava = 1200 cent

Zelimo i neki interval duljine (m/n) 1zraziti u centilama, moramo zapravo i1zracunati
logaritam od m/n u bazi s:
log(m / n
log, (m/n) = é(r)= 1200 -
log s log 2

Jog(m /n)

(Naime, log, b = log a/log b, gdje je log = 10g,,, a log s = logllo%"z = (1/1200) log 2.)”
Uz pomoc ove formule tocne intervale mozemo izraziti u centilama i usporediu ih s

jednolikima:

16/15 = mala sekunda = 111.73 cent 3/2 =kvinta = 702.00 cent
9/8 = velika sekunda =203.91 cent 8/5 =mala seksta = 813.69 cent
6/5 =mala terca =315.64 cenr 5/3 = velika seksta = 884.36 cent
5/4 = velika terca =386.31 cent 9/5 =mala septima = 1017.60 cent
4/3 = kvarta =498.00 cent 15/8 = velika septima = 1088.27 cent
45/32 = tritonus =590.22 cent 2/1 = oktava = 1200.00 cent

Kvarte, kvinte i sekunde gotovo su iste u prirodno intoniranoj i jednolikoj skali
(odstupanje do 10 centila nije veliko), ali terce, sekste i septime pokazuju veéa
odstupanja. O¢ito je da se radi o bitno razli¢itim ugadanjima “istih” tonova.

Glavna prednost prirodne intonacije, njezina to¢nost (kvinta je 702 cent, a ne
700, mala terca je 315.64 cent, a ne 300), gubi se pri transponiranju. Usporedite
Jednoliki pomak iz C u terce E’ i E te u kvintu G, s istim pomacima u prirodnoj

intonaciji:
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4. Jednolikost protiv tocnosti

PE|IF| |G| |ABIH| el b |ld| e f] g

0 (100 |200 | 300 |400 | 400 | 600 | 700 | 800 900 (1000|1100{1200/4300{1400{15001600{1700;1800|1900

0 (100 |200 | 300 (400 | 400 | 600 | 700 | 800 900 (1000|1100(1200

0 [100 (200 (300 |400 | 400 | 600 | 700 ( 800 900 [1000(1100(1200

0 [100 [200 | 300 |400 (400 | 600 | 700 ( 800 (900 |1000|1100{1200

BMloe| 8| d

iy
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>
m
fed
ko
L
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0 | 112|204 | 316 | 386 | 498 | 590 | 702 | 814 | 884 [1018(1088|1200|1312(1404 (1516|1586 | 1698 1790|1802

o (Y e ] e o e
0 [112 |204 |316 498 702 | 814 1o1a 1130)1200
o |12 315 386 (498 102 814 (884 1oea 1200

Svi pomaci u jednolikoj skali daju potpuno isti niz polutonova (100, 200, ..., 1200),
dok pomaci u prirodno intoniranoj skali imaju 3 pogrjeske u kvintnom pomaku, 4
pogrijeske u pomaku velike terce i ¢ak 6 pogrjeSaka u pomaku male terce (pogrjeske su
u tablici zaokruzene). Te pogrjeske nisu male. Od 13 zaokruzenih, 7 ih odstupa od
tocnih vrijednosti za 42 cenr, a 6 za 22 cent (“podnosijiva” pogrjeska je do 10 cent).
Pogrieéke jednolike razdiobe, koje se ne mijenjaju transponiranjem, iznose od O cent
do 18 cent, s prosjekom od tocno 10 cent.

Polifonijska i harmonijska glazba, od renesanse do romantizma, te$ko bi
podnijela ugadanje koje u njezinim temeljnim trozvucima (tonika - v. terca - kvinta i
tonika - m. terca - kvinta) ima tako velike disonance kakve se pojavljuju kod ugadanja
prirodnom intonacijom. Antickoj i srednjovjekovnoj monofoniji to nije smetalo, ali
polifonija i harmonija to ne mogu podnijeti, osim kada se sklada dijatonski, te samo s
nekim akordima o duru: (na I., IV. 1 V. stupnju), te s veéinom u molu: (na L., I, IV,
V. VL i VIL stupnju).® Druga je mogucnost da se u skladanje uvede jo§ vise to¢nih
intervala, koji bi pri danoj transpoziciji zamijenili pogrjesne intervale (sjetimo se”
Zarllinove 16-tonske klavijature i dana$njeg mikrotonalnog skladanja).

Glazbena povijest nije i15la putem upravo iznesene glazbene teorije. Teorijski
je opravdano razmiiljati o Ptolemejevim intervalima 16/15, 9/8, ..., 45/32, ..., 15/8, ali
je vrlo neprakti¢no realizirati th na konkretnim glazbalima. Tko uostalom moZe toc¢no
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4, Jednolikos: protiv rotnosii

otpjevati (ili ugoditi) dvije razlic¢ite velike sekunde 9/8 i 10/9, malu sekundu 16/15
itd.” (Isto vrijedi i za jednolike intervale '%/2, (R/Z, 4\/2, itd.) Naravno, krenemo I od
kvinte 3/2, kvarte 4/3, velike terce 5/4 1 male terce 6/5, mozemo dobiu sve te intervale

(kako smo pokazali na pocetku poglavlja):

10/9 9/8
I |
(6/5) (5/4)  (4/3) (ar2)
N
16/15

NajlakSe je, ipak, otpjevati i prepoznati savriene oktave i kvinte, pa je zato u
cijeloj antici 1 srednjem vijeku standardno ugadanje bilo Pitagorino ugadanje kvintama
i oktavama.
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3. Pitagorino ugadanje

5. PITAGORINO UGADANIE

Francuska akademija Notre Dame proglasila je u 13. st. da se do toéne skale
mozZe doéi samo nizom savrienih Pitagorinth kvinti, kojih je stalni omjer prema
prijasnjem tonu “boZanski” omjer 3:2 (3 za Sveto Trojstvo, 2 za razne dualizme; neba
i zemlje, duha i tijela, dobra i zla i sl.). Krenemo od tona C = 1 kao tona jediniéne
frekvencije. Kvintu iznad njega nalazi se G = 3/2. Kvintu iznad G = 3/2 nalazi se¢
d = (3/2)*. Taj ton izlazi izvan oktave koja se proteze od C = 1 do ¢ = 2, pa zato D
snizimo za oktavu da bismo dobili D = (1/2)(3/2)" = 9/8. Kvintu vidi Jje ton
A = (1/2)(3/2)' = 27/16. Kvintu iznad A je e = (1/2)(3/2)*=81/32, koji opet snizimo za
oktavu da bismo dobili E = (1/2)*(3/2)" = 81/64. Kvintu iznad E je H = (1/2)*(3/2)’ =
243/128. Tako smo dobili sve “bijele” tonove osim F. Spustimo se za kvintu ispod
pocetnog C =1 i dobit éemo F’ = 1/(3/2) = 2/3, pa lako moZemo naéi za oktavu vi§i F
= 2(2/3) = 4/3. Tako smo kvintama i oktavama ugodili sve “bijele” tonove dijatonske
skale:

FeC »oG->D—>A-SE s H

Spustimo se od F jo$ za dvije kvinte i dobit ¢emo (uz odgovarajuéi pomak za oktavu
vise) B = 2%(2/3)*> = 16/9 i E’= 2%(2/3)* = 32/27. Dignimo se od H jos za tri kvinte i
dobit éemo (uz odgovarajuéi pomak za oktavu nize) F* = (1/2)*(3/2)° = 729/512,
C*" = (1/2)"(3/2)" = 2187/2048 i G* = (1/2)*(3/2)" = 6561/4096. Tako smo ugodili sve
tonove kromatske skale:

EFeBeFe C—o5Go5Do>ASESHSFEF S oG

To je tzv. Pitagorino ugadanje, u ovom slucaju Pitagorino E -G ugadanje, jer se od
C kreéemo do E’ prema dolje i do G* prema gore. Dobivene vrijednosti mozemo

iskazati omjerima ili preglednije u logaritamski izraCunatim centilama (vrijednosti u
centilama zaokruZene su do cjelobrojnih vrijednosti):

A | B| H c

e

G| o8 Dy |EF| £ |G

1/1 | 2187/2048| 9/8 |32/27 (81/64|4/3 | 729/512 | 3/2 |6561/4096 | 27/16 | 16/9 | 243/128 | 2/1

[} 114 204 | 294 | 408 [498| 612 |702 792 906 996 | 1110 1200
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5. Pitagorino ugadanje

Uocite da polutonovi tako dobivene skale nisu jednaki, oni iznose
114 cent ili 90 cent. Manji je na¥ stari poznanik, Pitagorin dijatonski poluton (naime,
omjer 256/243 ima 90 cent), dok je veci poznat pod imenom Pitagorin apotom.

204 204 204 204 204

[ Il I II S
o 0 £ F 0 & 8 A8 He
\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/

114 90 90 114 90 114 90 114 90 90 114 90

Vidimo da cijeli ten moZe imati 204 cent ili 180 cent. No, buduci da se apotom od
114 cent uvijek pojavijuje izmedu tona X te njegova povisenja X# ili sniZenja bX
(naravne bH = B), iz roga slijedi da svaki cijeli ten dzjaronske “bijele” skale ima 204
cent.

Ovo ugadanje ima jedan veliki nedostatak. Sve kvinte koje smo neposredno
ugodili sastoje se od 4 dijutonska polutona i 3 apotoma, 4(90 + 3(114 = 702, i
savriene su. NaZalost, kvinta G# - eb, keja je krajnji rezultar naseg ugadanja, a nije
neposredno ugodena, sastoji se od 5 dijatonskih polutonova i 2 apotoma, 5(90 +
2(114 = 678, 1 ne zvuci dobro. Ona se zove vudji interval, jer zvuci kao vucje
zavijanje, Isto vrijedi | za kvartu Eb - G#, koja je 3(114 + 2(90 = 522, umjesto
savrienih 3(90 + 2(114 = 498. Svako Pitagorino ugadanje imat ée ovakve vudje
intervale, koje odreduju krajnji tonovi u nizu kvinti. (U Eb - G# ugadanju to su
intervali Eb - G#i G# - eb.)

Zasto se u Pitagorinom ugadanju pojavljuju vudji intervali? Jednostavno zato
§to 12 kvinti koje prekrivaju raspon od 7 oktava i pritom “pogadaju” sve tonove
kromatske skale to ne rade do kraja toc¢no.

{ % ‘ e |8 | ¢
|
®
[ ] 3 T v & . o A T Y A
® ®
@ ®
® ®
' iy Ol E

Kada se od G* u zadnjoj oktavi dignemo za jo¥ jednu kvintu, dolazimo do “praznoga”
D", koji je za 12 kvinti udaljen od “punoga”. Dakle, njihova je udaljenost (3/2)".
Podignemo li “puni” E’ 7za 7 oktava, on se nazalost neée poklopiti s “praznim” D*

' - v . . . ; v “ b
(koji tvori savrSenu kvintu s G*), jer je 27 < (3/2)"%. No, to znaéi da “puni” E” i G* ne
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3. Piragorino ugadanje

tvore savrSene, nego vuéje intervale. Izrazeno u centilama (oktava ih ima 1200, a
savrSena kvinta 702):

7-1200 < 12:702 tj. 7-1200 < 12-700 + 12-2.

To znadi da sc vuéji intervali razlikuju od savrsenih za 12:2 = 24 cent (tocnije

23.5 cent, jer savriena kvinta ima 701.955... cent). Vucja kvarta je za 24 cew
prevelika, a vuéja kvinta za 24 cent premala. Interval od 24 cent, koji ¢ini te razlike,
zove se Pitagorin zarez. (Uocite da je on jednak razlici Pitagorinih polutonova od
114 cent i 90 cent, §to nije slucajno.)

Osim po jedne nesavriene kvinte i kvarte, Pitagorino ugadanje generira i terce,
koje su sve nesavrSene. Velika terca ovoga ugadanja ima duljinu izraZenu omjerom
81/64, sto se razlikuje od savrSenih 5/4 = 80/64. Interval, za koji sc razlikuju te velike
terce, ima duljinu izrazenu omjerom (81/64)/(80/64) = 81/80. ili u centilama 22 cent
(to¢nije 21.5). Isti interval razdvaja savrSenu malu tercu 6/5 od ugodene 32/27, jer je
(6/5)/(32/27) = 81/80. Dakle, ugodena velika terca za 22 cent je veéa od savricene, dok
je ugodena mala terca za 22 centr manja od savriene. Njihov zbroj jc savrena kvinta
(jer se viSak i nedostatak od 22 cenr ponistavaju), osim na E i G na kojima su gotovo
savrSene male terce, ali (zato) jednako lose velike. Interval od 22 cenr, za koji se
savrSene terce razlikuju od pitagorinski ugodenih, zove se sintonicki zarez.

Sintonic¢ki zarez karakteristican je za sve terce u Pitagorinom sustavu
ugadanja, dok je Pitagorin zarez karakteristika samo jedne vucje kvinte i samo jedne
vucje kvarte. Zato je Pitagorino ugadanje posebno pogodno za izvodenje glazbe u
kojoj su kvarte i kvinte dominantna sazvucja (uz nuzno izbjegavanje vucjih E i G"iu
kojem terce Cine disonantni element. Takva je goticka polifonija, sa svojim aktivno
disonantnim tercama. savrSenim kvintama i1 kvartama, te malim dijatonskim
polutonom (od svega 90 cenr) za efektne kadence. Naravno, harmonija trozvuka
baziranih na tercama i kvintama, koja se pojavljuje u 15. st. i vlada zapadnom
glazbom sve do danas, ne moZe podnijeti sintonicki zarez i njegove loSe terce. Zato ce
glazbenici od renesanse do romantizma rabiti nova ugadanja, koja eliminiraju
sintonicki zarez. (O njima Ce biti rijeci u sljede¢em poglavlju.) Ovdje spomenimo jo$§

samo to da Pitagorinim G’-H ugadanjem, koje rabi sljedeéi niz kvinti:
G’ D' AbeEbeHbeFeCaG—)D—)AeE—)H,

te F - A" ugadanjem, koje rabi niz:
FcC>5G-oDS5ASESHSF S5CSG 5D - A

dobivamo ukupno 17 tonova uz pomo¢ kojih mozemo izvoditi i savrSene terce:
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5. Pitagorino ugadan je

204 204 204 204 204

Ovakva 17-tonska skala poznata je od 15. st, a postojale su i klavijature koje su je
realizirale s dvostrukim cmim tipkama (za izvodenje sniZenih tonova 7 poviSenih #,
identi¢nih u jednolikoj skali, ali ne i u Pitogorinoj).

Na kraju ovog poglavlja dajemo i matematicku analizu Pitagorinog ugadanja
kojom dolazimo do dubljeg razumijevanja njegovih polutonova, njegovih zareza i
njihove distribucije. Krenemo najprije od jednolikog ugadanja izraZzenog u stotinama
centila, koje radi kratkoée nazovimo unusima (1 un = 100 cent). IzraZzeni u unusima
tonovi jednolike skale imaju vrijednosti 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 101 11. Zapravo,
takvo bismo ugadanje mogli realizirati tako da se od osnovnog tona 0 diZemo u
koracima od po 1 un:

05125253954 55-562728-29—->10->11

Naravno, rijetke su usi koje mogu to¢no odrediti 1 un (tj. 100 cent). LakSe je odrediti
jednoliki kvintni pomak od 7 un, te se dizati u kvintama (uz spustanja za odgovarajuci
broj oktava, tj. za odgovarajuci broj blokova od po 12 un):

(14) (21) (28) (35) (42) (49 (56) (63) (70) (77)
0—-7-22-59954511=26-21->28->3->10-55

Na, vecina ljudi zapravo moze odrediti samo savrSenu kvintu, od “7 unusa plus jos
mali x (x = 1.96... cent =0.0196... un). Zato nobicajeno Pitagorino ugadanje kvintama
zapravo izgleda ovako;

(14+2%) (21+3x) (28 +4x) (35+5x) (42+6x) (49 +7x) (56+8x) (63 +9x) (70+10x) (77 + 11x)
0—=74x =+ 2420+ —4+x—114+X—6+6x—14Tx—>84+8x— 3+ —10+10x— S+ 11x

a dobivena skala 1 njezini polutonovi izgledaju ovako:

0 (1+7x) (2+21) (3+9x) (4+4x) (B+11x) (6+6x) (7+x) (B+8x) (9+3x) (10+10x) (114+5x) 12

AV VAV VAV VR VA VAR VR VA VI Vg
(te70 (1-50 (fe7) (-89 (1+70 (=50 (1-50 (1e70) (1-50 (1479 (1-54 (1-5x)
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5. Pitagorino ugadanje

Uocite da se u skali pojavljuju samo dvije vrste polutnova (1 + 7x) i (1 = 5x), te da je

njihova razlika 12x.
To vrijedi i u opéem slu¢aju'. Zamislimo da smo oktavu podijelili jednoliko
na N jedinica i tako dobili tonove 0, 1,2, .. N-2, N—-1 Akojen<NiakosunihN

relativno prosti, onda je {0, 1,2, ... N— 1} = {O0n, 1n, 2n, ..., (N — Dn}, modulo N. To

znaci da n-ugadanje:

0> n—->2n—>..>N-2n > (N-Dn

daje sve tonove naSe jednolike N-skale, s “polutonovima” duljine 1. Pitagorino
(n+ x) - ugadanje (uz Nx < 1) izgleda ovako:

0= (n+x) > Q2n+2X) = . = [(N=2n+(N—=2)x] > [(N= Dn+ (N— 1)x|.

Ono daje N tonova, koji se ne poklapaju s jednolikima, 1 koji ¢ine “polutonove”
razli¢itih duljina. Izra¢unat ¢emo njihove duljinc.
Neka su pn i gn, svedeni na osnovnu oktavu, susjedni tonovi. MoZemo

pretpostaviti da je ton izveden iz gn visi. Tada je pn + 1 = gn (mod N). Ta dva
jednolika tona odreduju interval veli¢ine 1. Odgovarajuci Pitagorini tonovi pomaknuti
su za px, odnosno ¢x, i imaju veli¢ine I' = | + (g — p)x, ako je ¢ > p, odnosno

I"=1-(p — g)x, ako je g < p (vidi slike):

pn+1=gn (mod N)

P<4q rP=>4q
1 t an on 1 g
— * - - -
—eo—o *—o— ——eo¢—0o 00—
—— — -—— ——
DX X B 924

|« ['— fe— ['—|

gn —pn=1(mod N) pn—gn=-1 (mod N)
(g —p)n=1 (mod N) P—gn=-1(modN)
(q—p) =n"' (mod N) (p—g) =—n"' (mod N)

IF=1+m"x I'=1-(-—n")x
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5. Pitagorino ugadanje

Brojevi N in su relativno prosti, pa zato postoji n!, modulo od N. U
uokvirenim izrazima pretpostavlja se da su (n”') i (- n”') iz osnovnog skupa ostatka 0,
1,..,N— 1 (jersupiq iz tog skupa)”. Dakle, i u opéem Pitagorinom ugadanju postoje
tono dva osnovna intervala. Veéi moZemo zvati apotomom, a manji polutonom,
analogno sa standardnim dvanaestonskim Pitagorinim ugadanjem. Njihova je razlika®:

I'-I=l+m'w=1+C=n"w=@"+(=n"x=Nx

Tu razliku i u opéem slu¢aju mozemo zvati Pitagorinim zarezom, jer je to i sada iznos
za koji se krajevi (n + x)-ugadanja razlikuju od temeljnog koraka ugadanja (n + x).
Drugim rije¢ima, “vudji intervali” izmedu 0 i [(N — 1)n + (N — 1)x], svedeni na istu
oktavu, razlikuju se od “savrSenog” intervala (n + x) za Pitagorin zarez Nx.

Ovo opce razmatranje svodi se na nase konkretno ugadanje kvintama, tako da
seuzme: N=12,n=71ix=0.02.

Odavde slijedi
n'=7 jerje 77 =1 (mod 12).
Nadalje, iz n™" = 7 slijedi
—nt=5jerje 7+ 5=0 (mod 12).
Dakle.
F=1+m"x=1+7-002=1.14,
F=l—(n'")x=1-5-002=09,

1 to su dobro poznati Pitagorin apotom od 114 cent i dijatonski poluton od 90 cent.
Naravno, Pitagorin je zarez Nx =12 - 0.02 = 0.24, $to Cini dobro poznata 24 cent.
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G. Dobro 1emperirani glasovir i jednolika lunja

6. DOBRO TEMPERIRANI
GLASOVIR | JEDNOLIKA LUTNIJA

Cesto mozemo ¢uti ili procitati da je J. S. Bach svoju zbirku preludija i fuga
Wohltemperiertes Klavier napisao u sva 24 dur i mol tonaliteta, kako bi pokazao sve
prednosti jednolikog temperiranja, te da je od tog vremena sva velika glazba, od
Mozarta i Beethovena sve do nasih dana, pisana za jednoliko temperirane izvedbhe.
To nije istina". Niti je Bach rabio jednoliko temperiranje, niti su Mozart, Beethoven i
ostali velikani pisali za 12 jednoliko rasporedenih visina unutar oktave. Jednoliko
temperiranje uglavnom je fenomen 20. stoljeca. Ono je u nacelu poznato vec
Aristoksenu i o njemu se u Europi raspravlja jo§ od 16. st, ali se ono ne rabi jer,
prema tada opéem misljenju, ne zvui lijepo. Tek smo u 19. st. svjedoci postupnih
pomaka prema §iroj uporabi jednolikog temperiranja. (Uostalom, prije 1917. nije ni
postojala metoda koja bi omoguéila precizno jednoliko ugadanje.)

Bach je, naravno, bio zainteresiran za ugadanje koje ée mu omoguditi pristup
svim tonalitetima i osloboditi ga more vuéjih intervala. On je nenadmaSeni majstor
kontrapunkta i sigurno ga je iritirala diskrepanca savr§enog trozvuka II%; u njegovim
mislima i njegove vuéje realizacije na dembalu ispred njega.” Zato je i bio oduicvljen
novim dobro temperiranim ugadanjem, koje ga je rijeSilo ove more i kojem je
posvetio svoj Wohltemperiertes Klavier. Medutim, to ugadanje nije bilo jednoliko.
Ono se katkada zvalo jednakim, ali ne zbog jednolike raspodjele njegovih 12 visina
unutar oktave, nego zato §to je stvorilo jednake moguénosti pristupa svim tonalitetima.
Sami su se tonaliteti donekle razlikovali® i Bach je napisao svoj Wohltemperiertes
Klavier u sva 24 dur i mol tonaliteta ba$ zato da bi istraZio te razlike®, a ne zato §to ih
nije bilo.

Sto su dakle temperirane skale i po &emu se dobro temperiranje i druga
povijesna ugadanja razlikuju od danasnjeg, jednolikog temperiranja? Temperiranje
podrazumijeva namjemno odstupanje od savrSenih intervala, od svih (kao u jednolikom
temperiranju) ili samo od nekih. Naprimjer, Pitagorino ugadanje jest temperiranje u
kojem odustajemo od savrSenih terci i seksti, kako bismo sacuvali savr§ene kvinte i
kvarte. Temperiranje je nuznost koja proizlazi iz procjepa koji razdvaja tocnost od
podatnosti. Prirodna intonacija, sa svojim toénim intervalima, nije podatna za
transponiranje, moduliranje 1 harmonizaciju (usp. 4. poglavlje). Kako bismo je ucinili
podatnijom, moramo je temperirati. Time gubimo tocnost, $to znaci konsonantnost, i u
krajnjoj liniji ljepotu. S druge strane, podatnost temperiranih skala omogucéava
harmonizaciju, §to znaci puninu i bogatstvo zvuka, te jo§ vise ljepote.

Pocetkom 15. st. sve se veéi znacaj pocinje pridavati tercama, pa glazbenici
rane renesanse traze nova ugadanja koja bi imala $to vise $to sdvrenijih terci. Do
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6. Dobro temperivani glasovir i jednolika lutnja

kraja stoljec¢a ustalilo se jedno takvo ugadanje, koje Ce ostati standardom sve do 18.
st., 1 koje ve¢ 1482. nalazimo dokumentirano u Bartolomea Ramosa. To je
srednjotonsko remperiranje. (Paralelno se razmisljalo o dobrom i jednolikom
temperiranju, ali u to je vrijeme prevladalo srednjotonsko.) Naime, harmonija
trozvuka koja od renesanse vlada zapadnom glazbom (usp. 4. poglavlje) dovodi do
uvijek istog pitanja: Koje kvinte (kvarte) i-ili terce (sekste) treba temperirati i za
koliko? Srednjotonsko temperiranje renesanse i baroka odgovara: Po svaku cijenu
ostvarimo §to vise savrsenih terci, cak ako to vodi i k osjetnom naruSavanju kvinti, uz
pojavu nekoliko vudjih itervala. Dobro temperiranje, koje ¢e vladati od polovice 18.
do kraja 19. st. odgovara: Postignimo spektar trozvucnih boja, koji se kreée od
savrsenih terci (i nesavrienih kvinti) do savrSenih kvinti (i nesavrienih terci), ali tako
da su svi intervali izvedivi, tj. tako da ne dopustimo vucje intervale. Nase jednoliko
temperiranje nudi demokratski odgovor: Temperirajmo sve terce i kvinte pomalo, ali
tako da su svi trozvuci medusobno jednaki.

Krenimo sa srednjotonskim temperiranjem, najuspjesnijim europskim ugada-
njem koje je Zivielo gotovo 400 godina”. U njemu je, rekli smo, vaZnije saduvati
savrsene terce nego savriene kvinte. (Za to postoje i akusticki razlozi. Naime, dva tona
u ncsavrienoj terci zbog svoje blizine stvaraju neugodnije udare nego dva udaljenija
tona u nesavrienoj kvinti. Dakle, bududi da u trozvuku ne$to mora biti nesavr$eno,
bolje je da to bude kvinta nego terca.) Pitagorinim koracima nakon Cetiri toéne kvinte
dolazimo do nesavrSene terce, koja odstupa od savriene za sintonicki zarez, ). za 22
cent (usp. prijadnje poglavije):

702 702 702 702
Cc - G - D —>A->E
0 702 204 904  408=386+22

Zelimo li kvintnim ugadanjem doéi do savrene terce, nuzno je svaku od 4
toéne kvinte skratiti za 22 : 4 = 5.5 cent®. Prva Cetiri koraka tako temperiranog
ugadanja sada izgledaju ovako:

696.5 696.5 696.5 696.5
C -G - D —>A->E

0 6965 193 8895 386

Dobivena je terca savrsena (omjer 5/4 ima 386 cenr). Srednji ton D toéno je u
sredint 1zmedn osnovnog tona C 1 velike terce E (386 : 2 = 193), pa se zato ovo
ugadanje zove srednjotonsko. Provedeno do kraja ono izgleda ovako (uz k = 696.5):

k k k kK k k kK _k k _k _k
EP— Be F< C—>G—>D—>A—->E—>H=F>C(C->G
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6. Dobro temperirani glasovir i jednolika luinju

Dobivene vrijednosti svih tonova (u osnovnoj oktavi) dajemo u posebnoj rablici:

s . " P P Py o )
E: : By : e P s andy i My
e . W 2 [ i § B A% oo ke

0 | 755( 193|310.5| 386 |503.5| 579 |696.5| 772 |869.5 1007 [1082.5/1200

Srednjotonsko ugadanje zapravo jec nase poopéeno Pitagorino ugadanje (usp. kraj
prijasnjeg poglavlja), uzN=12. n=71ix=696.5 - 700 = -0.035. Dakle,

I'= 1+ 7(-0.035) = 0.755 = 75.5 cent, I’ =1 - 5(-0.035) = 1.175 = 117.5 cert

paje Nx=T1"-T = - 42 cent. Veliki dijatonski poluton od 117.5 cenr i mali apotom od
75.5 cent” razlikuju se za 42 cent, §to je ujedno i "Pitagorin zarez" srednjotonskog
temperiranja. Za toliko se vugja kvinta G* - ¢” (lodih 738.5 cent) razlikuje od
ugadajuce kvinte (prihvatljivih 696.5 cent). Uostalom, pogledajmo kako izgledaju svi
osnovni trijadski intervali (t). sve terce 1 kvinte) u srednjotonskom sustavu:

NA | M.TERCA V.TERCA | KVINTA
C Er  310.5 E 386 G 6965
Ct E 3105 F 428 G* 696.5
D F 3105 F* 386 A 6965
EP F* 268.5 G 386 B  696.5
E G 3105 G* 386 H 696.5
F G* 268.5 A 386 C 6965
F* A 3105 B 428 C* 696.5
G B 3105 H 386 D 696.5
G* H 3105 C 428 EF 7385
A C 3105 Ct 386 E 6965
B C* 268.5 D 386 F 6965
H D 3105 Ev 428 F*  696.5

Durski trozvuk, najceséi akord europske glazbe od 1500. do 1900., ¢ine
osnovni ton, velika terca i kvinta: 0 + 4 + 7. Velike terce od 386 cent savrSene su i
zvuée izvrsno. Takvih imamo 8. Preostale 4 imaju 428 cent i zvuée loSe:
AUAUAUAUAU... Kvinte od 696.5 cent nisu savrsene, ali su dobre, pogotovo ako se
izmedu njih i osnovnog tona umetne savriena terca”. Dakle, srednjotonski sustav daje
nam 8 uporabljivih durskih trozvuka na: C, D, Eb, E, F, G, AiB”. Molski trozvuk
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6. Dobro temperirani glasovir i jednolika lutnja

¢ine osnovni ton, mala terca 1 kvinta: 0 + 3 + 7. Male terce od 310.5 cent nisu savrSene
(6/5 je 315.64 cent), ali su podnosljive. Dakle, prihvatljivi su molski trozvuci na C,
C", D, E, F¥, G, A i H (G" otpada zbog neprihvatljive vu¢je kvinte). Ovih 16 trozvuka,
8 durskih i 8 molskih, ¢ine harmonijski rjeénik renesansne i rane barokne glazbe.

Ociti nedostatak srednjotonskog ugadanja njegova je vucja kvinta (s
odgovarajuéom vuéjom kvartom), te po Cetiri neuporabljiva durska i molska trozvuka
uz po osam uporabljivih. To, naravno, ograni¢ava i transpozicije. Da bi se rije§io taj
problem, u razdoblju od 1680. do 1890. (Sto je razdoblje dura i mola u europskoj
glazbi), razvijena je cijela porodica dobrih temperiranja, to jest temperiranja koja
eliminiraju vucje intervale i omoguéavaju sasvim slobodne transpozicije i modulacije.

Rjesenje Sto je pronasao Andreas Werckmeister, ali i mnogi drugi, svodilo
se na to da se neke kvinte za razlicite iznose suze, neke da se ostave to¢nima, a sve
skupa ide za time da ukupna suZenja poniste Pitagorin zarez, i time ukinu vucje
intervale. Na primjer, kvinte izmedu "bijelih" tonova F, C, G, D, A, Ei H
temperiramo za 1/6 Pitagorina zareza, tj. za 24 : 6 = 4 cent, dok one izmedu "crnih”
tonova F*, C*, G*, B i E ostavimo netemperirane, §to znaci tocke:

E't «-B<« F«-C—>G—>D—>A—>E—>H>Ff>ct >qg#

VA YN e

702 cent 698 cent 702 cent

Tako dolazimo do sijedeée dobro temperirane skale (sa $est razli¢itih "polutonova"):

.{3

%%

Bl E|F G|t |A|B|H| ¢

%%

0| 94| 196| 298| 392| 502| 592 | 698 | 796 | 894 |1000 1090 1200

AV VA VA VA VA VAV VA VA VAV Ve

94 102,102 94 110 90 106,98 98 106 90,6 110
IR R T | | |
196 196 196 196 196

To je “bijela” aproksimacija srednjotonskog ugadanja (s toCnim "bijelim" tercama)
nadopunjena "cmim" Pitagorinim vwgadanjem (s toénim "crmim" kvintama). S obzirom
na to da ovo temperiranje cuva osnovne karakteristike srednjotonskog ugadanja u
"bijelom" dijatonskom podrucju, a uz to nema vuéjih intervala, mogli bismo ga zvati
dobrim srednjotonskim temperiranjem.'”

dobri), ali su medusobno razliciti, $to cijeli sustav &ini “obojenim sustavom tonaliteta":

Svi su njegovi trozvuci prihvatljivi (.
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6. Dobro temperirani glasovir i jednolika lutnja

NA M. TERCA V. TERCA KVINTA
C Er 298 E 392 G 698
c E 298 F 408 G* 702
D F 306 F* 306 A 698
Eb F# 294 G 400 B 702
E G 306 G* 404 H 698
F G* 294 A 392 C 698
F# A 302 B 408 ct 702
G B 302 H 392 D 698
G* H 294 C 404 Er 702
A C 306 Ct 400 E 698
B C* 294 D 39 F 702
H D 306 E" 408 P 702

Sto se ti¢e podatnosti, dobro temperiranje raspriuje velike vudje pogrjeske
srednjotonskog i Pitagorinog ugadanja u niz malih nepreciznosti. Ova se podatnost
pretvara u ljeporu tako §to skladateljima (i izvoda¢ima) nudi tonalnu paletu razlika
koje otvaraju novu dimenziju ekspresivnosti. Upravo tu dimenziju istrazuje J. S. Bach
u 24 “obojena tonaliteta” svojeg Wohltemperiertes Klavier. U 19. st. glazbenici su
Cesto raspravljali o bojama razliéitih tonaliteta (npr. je 1i D dur crven). Muzicari
“jednolikog” 20. st. odbacili su takve rasprave kao romanti¢ne besmislice. No danas
ve¢ mnogi tvrde da se u glazbi 19. st. uistinu ¢uju razlike u boji ako se ona izvodi u
dobrom temperiranju koje, nasuprot nasem jednolikom, razlikuje svoje tonalitete.
Mozda i nije nemoguée zamisliti da su Mozart i Beethoven skladali imajuéi na umu
odredenu boju iz palete dobro temperiranih'" tonaliteta, te da mi propustamo poneke
nijanse njihove glazbe homogenizirajuéi je nasim jednolikim temperiranjem'®.

U svojoj teznji k neograni¢enim transpozicijama, dobro temperirane skale sve
su se viSe priblizavale jednolikoj skali, koja je u 20. st. nadvladala sve druge. Na
primjer, tonovi prikazane dobro temperirane skale odstupaju od jednolikih tonova za
najviSe 10 cent. S druge strane, jednoliko temperiranje staro je koliko i srednjotonsko.
Jo§ od 14. st. predloZen je dizajn orgulja u kojem se izmedu dvije cjelotonske cijevi, s
omjerom 9 : 8 = 18 : 16, umece treca cijev u omjeru 18 : 17 : 16. Prve dvije definiraju
cijeli ton od 204 cent, koji je trecom podijeljen na dva polutona od 99 cent 1 105 cent.
Poluton od 99 cent gotovo je identican jednolikom polutonu od 100 cent (100 cent
odgovara omjeru 1800 : 1699, dok 99 cent odgovara omjeru 18 : 17). Ovakva podjela
cijeloga tona zvala se aritmetickom, jer je 17 aritmeticka sredina izmedu 16 i 18.
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0. Dobro temperirani glasovir i jednolika lumja

Pocetkom 16. st. Henricus Grammateus predlaze geometrijsku podjelu
9: x : 8, u kojoj je x odreden jednako$§éu 9 : x = x : 8, i koja cijeli ton 9 : 8 dijeli na dva
jednaka polutona. Naravno. x je geometrijska sredina izmedu 8 i 9 (x je ﬁZ ili
102 cent) 1 ima sljedecu geometrijsku konstrukciju:

Nijedan od ova dva prijedloga ne predvida odbacivanje dijatonskog polutona
od 90 cent (s Pitagorinim omjerom 256 : 243). Drugim njecima, “aritmeticka’ 1
“geometrijska” skala priblizavaju se jednolikoj, uz zamjetnije odmake (za 8 odnosno
10 cent) na terci E i vodici H'™.

“ARITMETICKA"” SKALA

0 | 99 | 204 | 303 | 408 | 498 | 597 | 702 | 801 | 906 |1005|1110|1200

e o e % 5 -
& - e [

VNNV NN NN N NN NSNS
99 108, 90 108 90 99 105 99 105 99 105 60

| | | I I

204 204 204 204 204

“GEOMETRIJSKA” SKALA

0 | 102; 204 306 6 408 498 | 600 702 | 804 | 906 (1008|1110|1200

i E I & ¢

NN\ N NN NN NN N
|102 102”102 102! 90 ‘102 1021‘102 102H102 102 90

204 204 204 204 204

No, u 16. st. kljuéni pomak prema jednolikom ugadanju nisu uéinili glazbeni
tcoretiCari nego graditelji lutnji 1 drugih glazbala s precicama poput danasnje gitare.
Na vratu takva glazbala dvije susjedne precice odreduju isti poluton na svim Zicama,
pa on ne moze biti malo dijatonski (90 cent), malo kromatski (102 cenr) itd. Graditelji
su na srecu rano uodili da je za raspodjelu precica najbolji “aritmerticki™ interval s
omjerom 18 : 17 (koji ima 99 cenr), jer on ponovijen 12 puta daje nesto sasvim blizu
oktavi, $to s¢ uz male preinake lako moze pretvoriti u tocnu oktavu. Naime, 99 cenr se
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malim preinakama lako moze pretvoriti u 100 cenr i time se zapravo dobiva jednolika
skala. Polovicom 16. st. mnogi glazbeni teoreti¢ari razumiju da su glazbala s
pre¢icama zapravo jednoliko ugodena, §to ih razlikunje od gudaéa i glasova koji
pjevaju u prirodnoj intenaciji i glazbala s klavijaturama ugodenih srednjoronski.

Giacomo Gorzanis, virtuoz na lutnji, napisao je 1567. godine zbriku od 24
plesnc svite. po dvije sa sredidtem na svakom mjestu jednolike dvanaestonske skale
(jedanput “molski” s finalnom malom tercom i jedanpur “durski™ s finalnom velikom
tercom). Za razliku od Bachova Dobro temperiranog glasovira, ova zbirka za
“jednoliko temperiranu lutnju” uistinu demonstrira transpozicijske mogucnosti
jednolikog temperiranja. Vec se 1588. Roselli u svojoj raspravi o “sfernoj muzict”
zalaZe za jednoliko ugadanje kao univerzalno ugadanje svih glazbala 1 glasova, koje ¢e
omoguditi slobodna transponiranja, ali i kombiniranja razlié¢itih glazbala i glasova u
zajednickim izvedbama. To je do kraja prihvaceno tek u nasem stoljecu, prije svega
zato §to glazbala s klavijaturama nije tako jednostavno ugoditi jednoliko, kao 3to je to
slucaj u glazbalima s preficama, a i zato $to su se mnogi opirali “netoénom”
jednolikom ugadanju.
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7. DVANAEST VELICANSTVENIH

Zasto oktava sadrzi 12 polutonova? Vidjeli smo da pentatonske, sckstatonske 1
septatonske skale izabiru svoje tonove iz temeljne dodekatonske raspodjele, ali susrcli
smo se i s #b-raspodjelom koja ima 17 tonova u oktavi (vidi 5. poglavlje). Mikrotonski
skladatelji 20. st. rabe skalu s 4] mikrotonom pa 1 s mnogim drugim brojevima, no
prevlast velicanstvenih 12 jos je uvijek neupitna. Ima Ii kakvih racionalnih razloga
kojima bismo mogli objasniti ovu nadmo¢ dodekatonske raspodijele?

Pitagorini to¢ni intervali 1:2:3:4:5:6 prirodno vode dvanaestonskoj raspodijeli
oktave, ali mogu dovesti i do sedamnaestonske (usp. 4. poglavlje). Razmislimo zato
jo$ jednom kako bismo do§li do osnovnog tonskog materijala, polazeéi od toga da
prednost dajemo Pitagorinim malim omjerima. Odaberimo prvi ton koji Zelimo u nasoj
glazbi i njegovu frekvenciju promatrajmo kao jedini¢nu. Unato¢ Jobimovoj Samba
por una nota $é, jedna nota nije dovoljna. U skladu s Pitagorom dodajmo nasem
jedini€énom tonu sve one tonove koji su za odredeni broj oktava ispod i iznad njega. U
podruéju frekvencija koje ¢ujemo (od 20 Hz do 20 000 Hz) to je najviSe 10 oktava.
Naprimjer: _
272 e 22 152 52 52752 5 )

Rijetki su glasovi koji se mogu kretati izvan raspona od dvije oktave, $to znaci da su
im zasad na raspolaganju najviSe tri tona, koja osim toga zvule isto. Zato éemo, u
skladu s Pitagorom, naSem notnom materijalu dodati jo$ kvinte i njima odgovarajude
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7. Dvanaest velicanstvenih

Na taj nacin dolazimo do beskonacno mnogo tonova, unutar svake oktave, koji su
zadani omjerom oblika:

—lg mn=0,+1,x2, ..
2111 2

Za svaki eksponent n imamo po jedan novi ton, koji se pomocu eksponenata m pomice
za m oktava niZe ili viSe. Buduéi da se nijedan od tih tonova ne poklapa s osnovnim
tonom,

i 2 # 1, jerje 3"#2"™",
2™\ 2 .

na$ postupak stalno generira nove tonove.

Glazba s beskonacno mnogo nota jednako je nemoguca kao i ona sa samo
jednom, pa postupak generiranja moramo negdje zaustaviti. Prirodno je stati pri n-tom
tonu ako se on, vracen u osnovnu oktavu, priblizno poklapa s osnovnim tonom
(bududi da je toéno poklapanje nemoguce). Naprimjer, za 7. 1 12. ton imamo sljedeée

7 12
i 3 =1.068 = 1, i é =1.014 = 1.
2412 27(2

Prva je dosta loga, i zapravo znadi poistovjeéivanje Pitagorinog tona C* s osnovnim
tonom C, dok je druga bitno bolja i svodi se na Pitagorino poistovjecivanje tonova E’ i
D* (usp. tabely kvintnih pomaka u 5. poglavlju).

aproksimacije:

U jednolikom temperiranju ove dvije aproksimacije imaju sljedece znacanje.

Prva aproksimacija:
7
1{3 3
—l= =1 to jest =
2°\2 2

znadi da je kvinta 3/2, u jednolikoj skali sa 7 tonova, aproksimirana &etvrtim tonom,
27 = 1486 = 1.5 = 3/2. Druga aproksimacija:

12
13 1, to jest EN 212
2712 2

znaci da je kvinta 3/2, u jednolikoj skali s 12 polutonova, aproksimirana sedmim
polutonom, 27" = 1.498 = 1.5 = 3/2. O¢ito je da 1.498 bolje aproksimira 1.5 nego §to
to ¢ini 1.486. Namece se, medutim, pitanje nije li u jednolikoj skali s n tonova kvinta
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jo§ bolje aproksimirana m-tim tonom za neki drugi broj jednolikih tonova n 1 ncki

drugi redni broj kvinte m.
Matematicki, problem se svodi na izracunavanje razlomka m/n koji §to bolje

aproksimira broj x zadan zahtjevom:
30t i miog, 32 800D
) 2 log?2

2

Bududi da je broj x = log (3/2)/log 2 iracionalan, ne postoji razlomak m/n takav da je
m/n. Iracionaini broj x moguce je aproksimirati samo razlomkom, a teorija

X =
veriznih razlomaka pokazuje nam kako je to moguée uéiniti na najbolji na&in".

Verizni je razlomak “razlomak” oblika:
1
gt :
q, +
' 1
¢+
q; +

gyt

gdje su gy, q,, g», ... prirodni brojevi, koje zovemo koli¢nika tog verizZnog razlomka, a

on se jednostavnije zapisuje ovako:
(40, 91> G20 G5 Gas - -

Ako veriZni razlomak ima konaéno mnogo koliCnicima g,, onda je on uistinu

razlomak, tj. racionalan je broj. Naprimjer,

1 1 1 1
[0.11.2]= =2
1+ I+~ 1+= =
141 3 3.3
2 2

Ako veriZzni razlomak ima beskonacno mnogo koliénika ¢, onda je on
iracionalan broj. Vrijedi i obrat. Svaki realni broj moze se izraziti u obliku veriznog
razlomka, racionalni u konacnom obliku, a iracionalni u beskonaénom. Naprimjer,

l:0+—:0+L:0+ =0+ =
12 12 5 1 1
— 1+ = I+— T+ ——
7 7 7 2
— 1+ —
5 5
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= O+—1— :O+;:[O,l,l,2].
1+ !

U sljedecem primjeru vazno je uociti da je:

Sr-t=(V2=1) (V2 s (V) =1 s (V2 ).

‘ —
ﬁ+1._l+2+(\/5—1) 5, |

=I+————1————:1+ ! =1+ ] =
1 ; 1 1

«/—2—=l+('ﬁ—l):]+

bt 2t 24
2+(\/§—l) 2+f]_ 2+__1____
N 2+(W2-1)
:]+_._—1_—.—.=[1,2,2,2,2,. . ]
1
2+
2+ !
2+ L
2+,

Ako realni broj x prikaZemo u obliku veriZznog razlomka (konacnog ili beskonacnog):

X= [ql)w qh q25 5]3» . . -]‘

onda su pocetni komadi tog veriZnog razlomka, razlomci:

m m
Xo=Igl =90, X1=14q0, 9] :—]» x; = (g0, 41, g =f2, cee
n, n;
m
x. =140 91, 42, 44 =—* ..
ny

Oni su najbolje racionalne aproksimacije broja x, uz njihovu veli¢inu nazivnika (za
koji drzimo da je dokraja skraéen brojnikom). To znaci da neki razlomak m/n bolje
aproksimira broj x no §to to ¢ini razlomak x, = m,/n,, samo ako je n > n,. Naprimjer,
pocetni komadi beskonaénog veriznog razlomka koji prikazuje iracionalni broj 2 :

x=+2=[1,2,2,2,.. 1,
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sljededi su razlomci:

xO:[l]:i, g =|L2]=1+ Coxg=[L 2 2)=10 =

N | W

!
2

To preglednije zapisujemo ovako:
Xo X X, X3 ...

x=[1, 2 2 2 .. ]

13717

1 2 5 12

Dakle, 7/5 je najbolja aproksimacija od 2 s nazivnikom do 5, a 17/12 je
najbolja s nazivnikom do 12. Naravno, moguce je da s nazivnikom izmedu 5 i 12 po-
stoji aproksimacija bolja od 7/5 1 loSija od 17/12. Ona mora biti izmedu [1, 2, 2] = 7/5
i [1,2, 2, 2] =17/12, a iz teorije veriznih razlomaka slijedi da je jedini kandidat za
takvu aproksimaciju (1, 2, 2, 1] = 10/7. Bududéi da je 10/7 losija aproksimacija od 7/5
(8to se lako moifrmj@riti na racunalu), iz toga slijedi da je 17/12 prva bolja

2 :

aproksimacija za , poslije 7/5.

Opéenito, ako izmedu X,_; = [go, §1s v G 11] 1 X6 = [ Gor G vor G 41s Gi] POSLOjE
aproksimacije od x, bolje od x,_, 1 lo§ije od x,, one su sigurno oblika:

(G0, @1s - - - Guy, 1]
[q()a ql7 S ey qk-l’ 2]
(90> G1> - - -+ Qs 3]

lg0- 415 - - -5 Qi @11
Ove rezultate iz teorije veriZznih razlomaka sada moZemo primijcniti na
rjeSenje naseg problema optimalnog broja tonova u oktavi. Pokazali smo da se on sveo
na nalaZenje razlomaka koji najbolje aproksimiraju x = log(3/2) / log 2. Taj broj
najprije treba izraziti u obliku veriZznog razlomka:

log(?>/2)_O+ 1 —04 1 —0+ 1 B
log?2 log?2 log(3/2)(2/3)2 log(3/2)+log((2/3)~2)
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=0+ ! =0+ ! =0+ 1 =
- log(4/3) 1 l+-——1————*
log(3/2) log(3/2) log(4/3)(3/4)(3/2)
log(4/3) log(4/3)
1 1
+— 1+
[+ log(9/8) 1
log(4/3) log(4/3)
log(9/8)
1
I+— 1+
1 : 1
1+ " . 1+
log(9/8) (8/9)*(4/3) 1
log(9/8) 24
Dakle,
a 2
= 105G/D 101, 1,2,.. )
log?2

Nastavljajuéi postupak, dobili bismo:
x=1[0,1,1,2,2,3,1,5 ..]

Aproksimacije xg, X, A, . . . izgledaju ovako:

Xo X X X7 .

01 13 7 24317
1 1 2 5 12 41 53 306

Izmedu x, 1 x;, te x; 1 x, moguca je jod po jedna aproksimacija, zapisana ispod xs

odnosno x,. Izmedu x, i x; moguée su dvije aproksimacije, zapisane ispod xs, itd.:
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0113 7 243111
1 1 2 5 12 41 53 306
2 4 7
3 7 29

Na racunalu se moze provjeriti da je 10/17 lo8ija aproksimacija od 7/12, pa je zato
odbacena. Dakle, najbolje aproksimacije broja x, do njihove velicine nazivnika, jesu:

4 7 17 24 31
7 12 29 41 537

23
35

Aproksimacija 24/41 znaci da oktavu treba podijeliti na 41 jednaki mikroton, s tim da
je 24. ton kvinta. Iznos je te kvinte izvrsnih 2*¥"' = 1.5004. Nedostatak je ove podjele
to Sto se 41 ton u oktavi, za svaku izvedbu osim elektronske, pokazuje potpuno
neprikladnim. Isto vrijedi i za 29 tonova u oktavi (sa 17. tonom kao kvintom). Kao
jedini optimum preostaje nam 12 tonova u oktavi sa 7. tonom kao kvintom, buduéi da
4/7, a pogotovo 3/5 i 2/3, daju lose kvinte. Naime, 2*” = 1.486 je omjer kojem
odgovara 686 cent, §to je dosta lo§a kvinta (17 cent udaljena od savriene), dok je 2"
= 1.498 omjer kojem odgovara izvrsnih 700 cent (svega 2 cenr udaljenih od savrSene
kvinte). MoZemo zakljuéiti da jednolika skala s korektnim kvintama i pristupac¢nim
brojem tonova moZe imati jedino 12 polutonova. To je teorijski nuzni izbor, do kojeg
je glazbena praksa doSla i bez teorije. Naravno, mogli bismo se pitati §to je optimalna
jednolika skala koja, uz pristupacni broj polutonova, Zeli korektne kvarte. Problem se
matematicki svodi na verizne aproksimacije broja:

x=M=[O, 2,2, 2. ..

log2

—_ O
N | —
W N
—_
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. Opet uocavamo 5/12 kao najbolju aproksimaciju, s pristupa¢nim brojem polutonova.
No, to je ona ista raspodjela koju smo dobili uz zahtjev za korektnim kvintama. U njoj
je kvarta peta od 12 polutonova, dok je kvinta sedma. Zelimo li korektne terce, dobit
¢emo nesto drukcije rezultate. Naime za veliku i malu tercu imamo sljedeée verizne

aproksimacije:
(= BOM) s x= 20800 ooy
log2 log2
o019 o115
I 3 28 ’ 1 3 4 19
1 8 1 4
2 25 215
17 1 3
12 [EST!
E 2
; X

72

Ngjbolja podjela oktave. za korcktne velike terce i pristupacan broj tonova,
jest podjela na 19 polutonova, uz veliku tercu kao Sesti poluton. Moglo bi se
razmi§ljati 1 o 22, 25 ili 28 polutonova ali oni nece biti povoljni za male terce. Naime,
za male terce oktavu je najbolje podijeliti na 11, 15 ili 19 polutonova. S obzirom na to
da vclike terce preferiraju 19 polutonova, devetnaestonska skala definitivno je najbolja
skala za terce. U takvoj skali izvrsna mala terca bila bi peti ton, izvrsna velika terca
scsti ton, podnoSljiva kvinta (od 695 cenr) jedanaesti ton i podnosljiva kvarta (od 505
cent) osmi ton. Takvu je skalu mogudle realizirati na uobic¢ajenim klavijaturama
podjelom crnih tipki na dvije, te umetanjem po jedne nove crne tipke izmedu E i F, te
Hic(12+5+2=19).
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1. KruZna arioneiika

1. KRUZNA ARITMETIKA

Pogledajmo kako se niZu dani u tjednu, polazeéi od nedjelje kao nultoga dana:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11 | 12 | 13 114 115 | 106§ 17

2 2

Ne [|Po | Ut | St [Ce | Pe | Su |[Ne | Po | Ut |Sr |[Ce|Pe|[SujNelPoi U | S

Nastavljanjem ovoga niza na$li bismo, naprimjer:

23=Ut, 75=Pe, 165=Ce,..

Kako smo dosli do posljednje jednakosti?
Dijeljenje:

165:7=23

25

4
pokazuje da 165. dan slijedi poslije 23 puna tjedna i jo§ 4 dana. To znaci da je 165.
dan isti kao 1 4. dan, tj. Cetvrtak.

Oznadimo li dane u tjednu brojevima:
Ne=0,Po=1,Ut=2,8r=3,Ce=4,Pe=5,Su=6,

dobit cemo sljedeci niz:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9O |10 (11 (1213|1415 |16 | 17

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3

1 sljedece jednakosti:
23 =2,75 =5,165 =4,...

Naravno, ove jednakosti v;ijedc samo u "kruZnoj" aritmetici, u kojoj se poslije
svakih 7 brojeva (0, 1, 2, 3, 4, 5 i 6) opet ponavljaju isti ti brojevi. Zato se te
jednakosti tocnije zapisuju ovako:

23 =2 (mod7),
75 =5 (mod 7),
165=4 (mod 7),

17



I. KruZna aritmetika

Opcenito, za cijele brojeve a i b, vrijedi:

a = b (mod 7), ¢ita se: "a je kongruentan b modulo 7" ako a i b imaju isti ostatak pri

dijeljenju sa 7. IzraZeno formulom:

a="Tay+r

a=b (mod 7) &
b=Tby+r

(a i b imaju isti ostatak r, pri dijeljenju sa 7).
U "kruznoj" aritmetici moZe se zbrajati i mnoZiti:

a=b (mod 7) a=b (mod 7)
c=d (mod 7) ¢=d (mod 7)
a+c=b+d (mod 7) ac = bd (mod 7)

Naime, ako « i b imaju isti ostatak r,, dok ¢ i d imaju isti ostatak r, , onda (a + e) i
(b + d) ymaju isti ostatak (r, +r,), a (ac) 1 (bd) imaju isti ostatak (r,r;):

a="Tay+r, a+c=Tay+cy))+ @ +r,)
b=7b0+r] b+d:7(b0+d0)+(r]+r2)
c=Te+r, ac =7(Ta,c, + ayr, +Coh) + 1
d=Td,+r,| bd=T1Thydy+byr, +dyr)+11,

Naprimjer, 87. dan poslije 76. dana je 2. dan, tj. utorak. S druge strane, 87 skupina od
76 dana zavrsava sa 4. danom, tj. sa ¢etvrtkom.

87 =3 (mod 7) 87 =3 (mod 7)
76 =6 (mod 7) 76 = 6 (mod 7)
87 +76 =3 +6 (mod 7) 87 -76=3-6 (mod 7)
9=2(mod 7) 18 =4 (mod 7)

Tablica zbrajanja i mnoZenja u "kruznoj" aritmetici modulo 7 izgleda ovako:
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1. Kruna aritmenika

olals|lw(p|=|o]+
ola[/sawnvafole
clola|lajw/ N als
~lojlo|alaiw|p|n
N =oclojon s wflw
@N 2loolaals
slodE@ oo ajla
OlsdlwN =00
olala|lo|n|=|o
clo|o|lele|e|o]e
Ol a|OIN|=2 O =
NN
alalalv|o|lo|olw
olo(pv|lala|lale s
delo|2@alo|o
N ORI

Moze li se oduzimati u "kruznoj" aritmetici modulo 7? MozZe, naprimjer:
1-3=5(mod 7), 3-6 =4 (mod?7),

jer je 3 dana prije . dana (tj. ponedjeljka) bio 5. dan (tj. petak), a 6 dana prije 3. dana
(4. srijede) bio je 4. dan (tj. cetvrtak). To vidimo i iz tablice zbrajanja. Uoci
zaokruZene brojeve. Od njih oduzimamo brojeve na pocetku njihova retka. Rezultat
oduzimanja nalazimo na vrhu njihova stupca. Cinjenica da se u svakom retku tablice
zbrajanja nalaze svi "kruzni" brojevi 0, 1, 2, 3, 4, 5, i 6 (tocno jednom) osigurava da s¢
u "kruznoj" aritmetici mogu (jednozna¢no) obaviti sva oduzimanja. Lako je provjeriti
da to vrijedi u svim "kruznim" aritmetikama, tj. u aritmetici modulo N, za svaki
prirodni broj N.

U "kruzne" aritmetike zato ne treba uvoditi (nove) negativne brojeve, jer oni
su vec u njoj. Na primjer, u aritmetici modulo 7:

1=0-1=6(mod7), 2=0-2=5(mod7), -3=0-3=4 (mod 7),
4=0-4=3(mod7), -5=0-5=2(mod7), -6=0-6=1(mod 7).
Moze li se dijeliti u "kruZnoj" aritmetici modulo 7?7 MozZe, naprimjer:
3:2=5(mod7), 2:5=6(mod 7),
jer razdoblje do 3. dana (tj. srijede) moZemo podijeliti u dvije skupine od 5 dana:

(01234) (56012)

dok razdoblje do 2. dana (tj. do utorka) moZemo podijeliti u 5 skupina od 6 dana:

(012345)(601234)(560123)(456012)(345610)
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1. Kruina aritmetika

To vidimo i iz tablice mnoZenja. Uocimo zaokruZene brojeve. Njih dijelimo s
brojevima na pocetku njihova retka. Rezultat dijeljenja nalazimo na vrhu njihova
stupca. Cinjenica da se u svakom nenultom retku tablice mnoZenja nalaze svi "kruzni"
brojevi 0, 1,2, 3,4, 51 6 (fofno jednom) osigurava da se u "kruznoj" aritmetici
modulo 7 mogu (jednoznac¢no) obaviti sva dijeljenja s brojevima razli¢itim od 0. To ne
vrijedi u svim "kruZnim" aritmetikama. Tablica mnoZenja "kruzne" aritmetike modulo
6 izgleda ovako:

<||0|1]|2(3|4 |5
ojo/0o0(0o/0|O0|O

110(1]2 @4 S | DA.......3:1=3 (mod 6)
2(0/2(4/0/2 4N

3 O@O@O@NE ........ 3:3=1 (mod 6)
4(10/4(2 0|42 | nNE
5(0|5(4)3]|2[1|pa....4:522(m0d6)

Vidimo da je u "kruZnoj" aritmetici modulo 6 moguée dijeljenje brojevima 1 i
S, a nije moguce dijeljenje brojevima 2, 3 i 4. Primijetimo da 1 i 5 nemaju
zajednickih faktora sa 6, tj. oni su relativno prosti sa 6. S druge strane 2, 3 i 4 imaju
zajedniCke faktore sa 6, tj. oni nisu relativno prosti sa 6. To nije slucajno.

U "kruZnoj" aritmetici modulo N moZemo dijeliti brojem », samo ako su N i n
relativno prosti. To slijedi iz ¢injenice da inverzni broj n! (tj. 1/n) postoji samo ako su
N1in relativno prosti.

Naime, iz Eudoksovog postupka” za nalaZenje najvece zajednicke mjere od n i N, koja
je najvedi zajednicki taktor od n i N i oznacava se s (n, N), slijedi da postoje
cjelobrojni p i ¢ takvi da je:

(nN)=qN+pn

No. to znadi da (n, N) pri dijeljenju s N ima ostatak p n:
(n, N)=p n(modN).
Akosun i N relativno prosti, tj. (n, N) = 1, onda slijedi:

pn =1 (modN), tj.p=n",
sto znadi da je p traZeni inverz n'',

Ovu Cinjenicu, s kojom zavrSavamo nas prikaz "kruzne" aritmetike, iskoristili
smo u analizi opéih Pitagorinih ugadanja kojima smo se bavili u 5. poglavlju.
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2. Potencije i logaritini

2. POTENCIJE 1 LOGARITMI

Potenciranje je jedna od najvaznijih matemati¢kih operacija. Provodi se tako
da se baza b potencira eksponentom x. Rezultat je potencija:

ekspansni

oSt B

Ako je eksponent x prirodni broj, potenciranje je opetovano mnozenjc, naprimjer:
b*=b-b-b.

Suprotni predznak u eksponentu potencije znaci recipro¢nu potenciju:

b=l dakle, | ¢ = LA
b* b a

Naprimjer, 57=1/5"=1/25 i (3/5)7 = (5/3)" = 25/9.
Ako je eksponent 0, potencija je | bez obzira na bazu:
B =1.

Ako je eksponent racionalan broj m/n, onda potenciranje definiramo:
*

"

b = (45"

m

(Pretpostavljamo da je b > 0 i b > 0.)

Pravila za potenciranje s istom bazom slijede neposredno iz navedenih definicija.
Kada se potencije mnoZe, eksponenti se zbrajaju. Kada se potencije dijele, eksponenti
se oduzimaju. Kada se potencija potencira, eksponenti se mnoze.

B = b, Z— =b", (Y =b"
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2. Potencije i logaritmi

Iz navedenih definicija slijede i pravila za potenciranje istim eksponentom:

(ab) =a" b, [aj = a" .

b

Poslije ovog kratkog uvoda u potencije prelazimo na logaritme. Eksponent
potencije b* po bazi b zove se logaritmom te potencije po toj bazi. Dakle, logaritam od
25 po bazi S je 2, jer je 25 = 5°. Logaritam od 64 po bazi 16 je 3/2, jer je 64 = 4 =
((16)”3)" - 16"

Ukratko, log, y = x znaci isto §t9 ib*=y.

Bavit ¢emo se samo realnim logaritminEj potencijama. Zato baza b ne mozZe
biti negativna, jer bismo npr. dobili (_—2)“2 :\/—2 = j+/2. (Baza ne mozZe biti ni 1, jer
bi npr. log, 7 = x znacilo da je 1° = 7, $to nije tocno ni za jedan broj x.) Zbog istog
razloga ne moZemo rac¢unati logaritam od negativnog broja y (ili od y = 0), jer je
logaritam eksponent potencije s pozitivnom bazom, koja je i sama pozitivna. Naravno,
sami eksponenti x, tj. logaritmi x, mogu biti bilo kakvi: pozitivni, nula ili negativni.

1z definicije logaritama slijedi: sve Sto je napisano pomocu logaritama moZze-
mo napisati pomodéu potencija, 1 obrnuto: sve §to moZemo napisati pomocu potencija,
moZemo i pomoéu logaritama.

Eliminacija logaritma Eliminacija potencije
log,y = x=y=»b" b= y=x=log,y
L4 L4

Naprimjer, log o x = —3/2 znaéi isto 0 i x=97" . x =97 = 1/3* = 1/27.

Bududi da su logaritmi eksponenti, pravila za racunanje eksponentima mogu
se iskazati i kao pravila za raCunanje logaritmima:
(1) log, (uv) =log, u +log, v, (2) log,, (u/v) =log, u —log, v,

(3) log,(u”)y = p log, u, (4) log, b=1, (5) log, 1 =0.

Prvo pravilo kaZe da je eksponent umnoska potencija jednak zbroju njihovih
eksponenata. To je staro pravilo za mnoZenje potencija. Radi se samo o nelto
drukcijem zapisu:
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2. Powencije i logariimi

log, u=x zapiSimo kao u=>b'
log,v=y zapiSimo kao v=>'
log, (uv) =x+y zapis$imo kao uv =p".
Dakle,

log, (uv) = log, u + log, v

znaci isto Sto i
b b= bh

Vidimo da je (1) naSe staro pravilo b* b" = b*" zapisano na drugi naéin. Isto vnjedi 1 7a

ostala pravila logaritmiranja; to su pravila potenciranja zapisana na drugi nadin".

Na kraju isti¢emo vazno pravilo koje povezuje logaritme po razlicitim bazama
(akojea, b, c>0 1 a,b#1).

| .
log, c= log“ <.

o
Obu

Formula za promjenu baze jednostavna je posljedica pravila (3) o logaritmu
potencije. Krenimo, naime, od poznate ¢injenice: x = log, ¢ znadi isto $to i h' = ¢.
Izra¢unamo li sada logaritme po bazi ¢ od lijeve i desne strane posljednje jednakosti,
lako ¢emo izracunati x:

, 1 . 1 .
log, b*=1log, ¢, xlog,b=1log,c, x= _Mg dakle, log, ¢ = 0g, ¢ .
log, b log, b

Formula za promjenu baze vaZna je zato $to nam razne tablice i dZepna
raunala najceSée omogucavaju izracunavanje logaritama po samo dvije baze: 10 1 e.
Broj e priblizno je 2.7 (to¢nije 2.718; jo§ to¢nija vrijednost moze se dobiti pritiskom
na tipke 1 i e* na dZepnom racunalu). Zbog svoje vaznosti log,, i log, imaju posebna
imena: log,, = log (obicni ili dekadski Jogaritam), log, = In (prirodni logaritam).

Ovi rezultati, kojima zavrSavamo nas prikaz logaritama, imaju mnogostruke primjene,
a jedna od njih je 1 pretvaranje multiplikativnih mjernih skala u aditivne. Takvu smo
pretvorbu uveli u ¢etvrtom poglavlju, kada smo s multiplikativnih omjera presli na
aditivne centile.
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3. Eudoksovo mjerenje i verizni razlomci

3. EUDOKSOVO MJERENJE
1 VERIZNI RAZLOMCI

Izmijeriti veli¢inu ¢, veliCinom a, znaci naci njihovu zajedni¢ku mjeru a, takvu
da je za neke cijele brojeve ny i n,, a, = nga i a, = n,a. Tada kazemo da su veli¢ine a, i
a, sumjerljive, jer se njihov omjer moze izraziti kao omjer cijelih brojeva (tj. kao
racionalni broj) ag/a, = ny/n,, tj. ay=(ny/n,)a,, odnosno:

1 § y . } |
k ¥ T t t } |

Ako velic¢ine a, i @, nemaju zajedniCcku mjeru (npr. stranica kvadrata i njegova
dijagonala nemaju zajednicku mjeru), onda kaZzemo da su te dvije veli¢ine
nesumjerljive. Njihov se omjer ne moze izraziti kao racionalan broj, tj. njihov je omjer
iracionalan”,

Ludoksovo mjerenje jest postupak kojim u konacnom broju koraka nalazimo
zajednicku mjeru i omjer dviju sumjerljivih velic¢ina, a koji nikada ne staje ako se
primijeni na dvije nesumjerljive velicine. U prvom koraku a, se oduzima od a, toliko

puta koliko je to moguce, tj. dok ne dodemo do ostatka a, manjeg od a,. Ako je to ¢,
puta (¢, je, naravno, cijeli broj), onda imamo:

Ay — Gpdy = s Y. ay =gy, + d,, a, > a,.
U drugom koraku postupak ponavljamo s a, i a, (cijeli broj ¢, 2 1, jer je a, > a,):
ap — 4@, = d; 4. @ =qd,+a, Uy > dy.

Postupak nastavljamo s a, i a5, a3 i a,, a, 1 as, ..., sve dok ne dodemo do @, 1 ay,, = a,
takvih da jc:

a, —qu =0, 4. U4 = 4.

(cijeli broj g, 2 2, jer je a; > a,,, = a).
Svi koraci Eudoksova postupka, ako on zavr§ava u konacnom broju koraka, izgledaju
ovako:
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3. Eudoksovo mjerenje i verijn raglomer

ag = qgoa, + a,, a, >a,

a, =q,a, + as, a, > as, q,21,

a, =¢,a; + a,, a, > a,, g.2 1.

Qi = Gy + 4, a>a, g 21,

aQ =44, a; > a, 4ia > 2.

Odavde odmabh slijedi da je a zajednicka mjera od a, i a,. Naime, iz posljednje
jednadzbe slijedi da je a mjera od a,. Zatim, iz pretposliednje jednadzbe slijedi da je a
mjera od a,_,.

1z jednadZbe prije nje slijedi da je a mjera od a,, i tako dalje, sve do druge jednadzbe,
iz koje slijedi da je a mjera od a,, i konacno prve, iz koje slijedi da je a mjera od a,.
Ukratko, ako Eudoksovo mjerenje veli¢ine a, velicinom a, zavrSava, onda su te dvije
veli¢ine sumjerljive. Naravno, vrijedi i obratno - ako su veli¢ine sumjerljive,
Eudoksov postupak sigurno ¢e zavrsiti. Naime, ako je a, = nga i @, = n,a, za neke
cjelobrojne n, i n, (te neku zajednicku mjeru @), onda je:

pa postupak mora zavrsiti jer je n; > n, > ny; > n, > ... strogo opadajuéi niz prirodnih
brojeva, koji je nuzno konacan.

Ponovimo jo$ jednom. Ako je Eudoksovo mjerenje veliine a, veli¢inom a,
konacéno (tj. zavr$ava u konacnom broju koraka), onda su te veli¢ine sumjerljive i
njihov omjer ay/a, racionalan je broj. Ako je mjerenje beskonacéno (tj. ako ne zavrSava
u konacnom broju koraka), onda su te velicine nesumjerljive i njihov omjer ay/a,
iracionalan je broj. U konacnom sluéaju rezultate mjerenja mozemo zapisati ovako:
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3. Eudoksovo mjerenje i verizni razlomci

Oogrl  4sa
a q,
a
—’=ql+ﬁ, a>a, q21,
a, %)
ai:q_+i4—, ay>a,, g,=1,
a, 4
a
_ki:qk_l+—£, a>a, q_, 21,
k K,
a
‘i:qu qk227
pa iz toga slijedi:
tly 1 ] 1
—=q0+~——:q0+“:q0+-—h—:
a a, 1 1
— f]l+a— q+
“ —+ GHr—
a, ay
ay
1
=Gyt : :[%a%s‘bs- ’qk—l*qk]’
q+
q, +
|
Gy T—

4qy

U beskona¢nom slucaju, rezultati mjerenja (kojih sada ima beskonacno):

ﬁ:q(ﬁ-——, a, > a,,
a, a,
a,
=4t G2,
a, a,
4 4

=¢,+—+, a>a,,
ay 3
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3. Eudoksovo mjerenje i veriini raglomei

daju beskonacni verizni razlomak:

a, 1 1
— =4t =g, + 1 =4q, + 1 =
! — g +— g+
a, a,
Z - q‘7 _'___
s T4
d,
|
=4t 1 :[quqlﬂza%’ ]
q +

Vidimo da su koli¢nici veriznog razlomka, jednakog omjeru dy/a,, u oba
sluéaja direktni rezultati Eudoksova mjerenja velicine a, veli¢inom «a,. Ako jc omjer
ay/a, racionalan broj. radi se o konaénom veriZznom razlomku, a ako je gl
iracionalan, radi se o beskonacnom veriznom razlomku.

Dakle, svaki realni broj x moze se prikazati u obliku veriznog razlomka koji je
konacan ako je x racionalan, a beskonadan ako je x iracionalan®;

x= 40 g1, G2 G - - ).

Taj je prikaz jedinstven, jer su koli¢nici ¢, jednoznacno odredeni Eudoksovim
postupkom®. Brojevi

cx=gl, x=lae,ail, %= 49091, gl - -

racionalne su aproksimacije broja x. Njihovi su iznosi:

My Gy x_ﬁ:qlqo+1 x_mz_CI2(qx%+l)+40

xo = - 5 1 7 - = )
1 n n +1
0 1 4 2 q-4,
- . . m_, . m_, . e
Uvedemo li “brojeve” x_, = ——=— 1 x_, = —= = —, vidimo da vrijedi:
n_ n, 1
my _ qgym_+m,, mgmyt+m m,  g,m, +my
1, Goh_) Th_y n, gng +n_ n, g,n, +n,
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3. Eudoksovo mjerenje i verizni razlomci

To vrijedi i za sve daljnje aproksimacije:

My _ Gy

x, ,
Ry gy R,

sto se lako moze dokazati indukcijom. Pretpostavimo, naime, da navedena formula
vrijedi za k i dokaZzimo da onda vrijedi i za k + 1:
4

v 1 . .
Xpyy = P = [qo, cen ,qk,qm] =\¢p, . ...q, +—— | = (po pretpostavci indukcije) =
n, i+

(‘h +(] /QM))’”H My, _ Qk+|(‘1kmk—1 +mk-2)+mk-1

(‘?k +(] . ))nk‘l +1_, qk+l(qknk—l + "k—2)+ -

Gy 00,

Qe 1y

= (po pretpostavei indukceije) =

Uocimo kako odavde slijedi da su my, i n, uzlazni nizovi:
My <l <My <...Hg<N <n,<...

Promotrimo jedan konkretni broj x=[2, 1,2, 3, 1, 2,. .. ] i njegove racionalne

aproksimacije xy, x|, Xp, X3, X4y Xgs 0+« o

Xo Xi X X X X5

(2, 1, 20 3, 1, 2, ...]

8 21 35 o
3

0
I 0 13 36

o2 3
0 1

Lako se moZe provjeriti da vrijedi:

2 8 35 97 27 3
- < - < — < .,,<x< ... — < — < —
1 3 13 36 10 1
Xp < X3 € Xy < ... <X< ... < X < x5 <X
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3. Eudoksovo mjerenje i verizni raglomer

To vrijedi za svaki x = [qy, q;, G», - - -] 1 njegove aproksimacija x;, X;, X,, . . .
Parne aproksimacije x,, X5, X4, . . . priblizavaju se broju x uzlazno, a neparne x,, x;, xs,
... silazno. I to se lako moze dokazati.

Najprije no¢imo da za svaki k vrijedi:

m,_, m, k
m_n,—mmn, = = (—1) .
R 1y

Naime, prva determinanta koju dobivamo za k = —1 odito ima tu vrijednost:

m., m _0 1_ _ -1
n., nflldl OM—](_])'

Buduéi da se svaka sljededa determinanta dobiva iz prijasnje pomocu elementarnih
operacija sa stupcima (§to ne mijenja vrijednost determinante), uz dodatnu
permutaciju stupaca (Sto mijenja predznak determinante), slijedi da vrijednosti nasih
determinanti alterniraju izmedu 1 i -1, tj. da su one oblika (-1)*.

Odavde dalje slijedi:

Sto uz ¢injenicu da je niz n, strogo uzlazan znaci da je :
X< X< Xy < ... < X< .. .< X < Xy <X
No, to smo 1 trebali dokazati.

Prikazano na brojevnom pravcu, pribliZzavanje veriZnih aproksimacija broja x
samom tom broju izgleda ovako:

—-& \ @ © 4 & 4
3‘;;} ng ;;é ,g Xg %3 g«g

Svaka parna aproksimacija bolja je od prijasnje pame i svaka neparna bolja je od
prijaSnje neparne. To smo dokazali. Medutim, na naSem je crteZu svaka aproksimacija
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3. Eudoksovo mjerenje i veriZni razlomci

bolja od one prije nje (parne ili neparne). To je takoder tocno i slijedi iz strogoga rasta
niza n, i nejednakosti

1 1
< ‘x - xk‘ < ,
O My
koju éemo sada dokazati.
Za x = [qy 4, - - -], uvedimo oznaku &, = [y, Guss - . .], uz koju lako vidimo

da vrijede identiteti X = [qq, - - ., Qi Gpar] 1 X = Gpar e + m NI iy + n,.)". Dalje

slijedi:

m,_n, —myn
|omy| | &amtm m, _‘ k1" =1 k—l‘ 3 1
X=X |=|x——= =~ = .
+n nel nlé, n,+n nilEn,+n
m | Seame i | n 8ty Sk Ty

Medutim, &)= [giurs Guar, - - 1 < Gipy + 1, odakle slijedi:
Eiar M+ 0y < (Guey + D)1y + 1y = (G P + 1)) + 1 = Ry + 1y S G My + 7 = Py
Uvrstimo li to u prijasnju jednakost, dobit ¢emo:

(x—xk(>#,

Ry

§to je lijeva od dvije nejednakosti koje smo Zeljeli dokazati. Sliéno se dokazuje i
desna. Dakle, na§ je crteZ Korektan. Cesto ga je korisno prosiriti i sljede¢im, novim
aproksimacijama broja x = [qg, ¢y, ¢ « - -):

stare nove
X, =1, X = 2, .. X = [qo]
X' = l¢o. 11, X" = gy, 2. X = [qy q,]
%' =gegn 1l X" = 190912, . .. X = 1q4, g1, 4]
PR %0 5,7 Xy’ Xy F 3y 55 KJ« w ® gis
+— — } . 4 —@ S t & 1 ——— t
¥ 2, X ¥ ¥y X,




3. Eudoksovo mjerenye 1 verizni raziomei

Ucrtani poredak novih aproksimacija neposredna je posljedica njihove definicije.
Uodite da su x;’, x,”, . . lo$ije aproksimacije od x;, ali mogu (iako nc moraju) biti bolje
od x, .

Aproksimacije x, = [qo, . . . , @] = m/n; najbolje su racionalne aproksimagcije

broja x = [qq, 41, - - ], u sljedeéem smislu:

m m,
X——|<|x——=>n>n,.
n n,

Iskazano rije¢ima, m,/n, najbolja je racionalna aproksimacija broja x, uz tu veli¢inu
nazivnika. Naime, m/n je bolja aproksimacija samo ako je n > n, To pokazujemo
dokazujuéi implikaciju
|nx—m| < |y x—=m, | = n>n,
iz koje neposredno slijedi ve¢ navedena implikacija.
Uoc¢imo najprije da sustav jednadzbi

nmou +HyV=h, mut+rm,v=m,

ima jedinstvena cjelobrojna rjesenja « i v, jer determinanta tog sustava ima vrijednost
+ 1. Polazeci od pretpostavke |nx — m| < |n, x — m,| dokazat éemo da su u i v pozitivni

cijeli brojevi, pa ée iz prve jednadzbe sustava odmah slijediti da je n > n, 1 time ce
naSa implikacija biti dokazana.
Dakle, preostaje nam dokazati

|nx —m| <in,x —my| = u, v>0.

[z jednadZzbi koje odreduju u 1 v slijedi:

[nx—m|=|mu+n,, Vx— 0 u+me, V)| =|uln, x—m)+ v, X — )|

Dakle, naSa je pretpostavka:

Fulny x—m) + v x —m) [ <[ nex—my.
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3. Eudoksovo mjerenje i verizni razlomci

Buduéi da (n, x — my) i (1, X — my,,) imaju suprotne predznake (jer se my/n, i my, /i,
nalaze s razli¢itih strana od x, kao parna, odnosno neparna aproksimacija), onda je
prijasnja nejednakost moguca samo ako u i v imaju iste predznake. To pak znaci da su
oba pozitivna, jer iz

n,u +n,v=n (UZ Ry Aper, B > O)

slijedi da oba ne mogu biti negativni.
Zaklju¢imo §to smo sve saznali o racionalnim aproksimacijama realnog broja

x= g0 g1 g3 - . 1.
S nazivnikom do n,, njegova najbolja aproksimacija jest:
Xe=1[q0, - .., q] =mn,

Njegova najbolja aproksimacija s nazivnikom do #,,, jest:
X1 = [‘10, cees e Qk-(-l] = ml(+l/nk+l'

S nazivnikom do n, gdje je n, < n < ny,,, najbolja aproksimacija je x, ili neka od
Xins Xpys - - - (% treba usporediti s tih ¢;,, — 1 brojeva i vidjeti je li neki od njih
bolja aproksimacija od x,).

Ovi rezultati, kojima zavr§avamo na$ prikaz teorije veriznih razlomaka, imaju
mnogostruke primjene, a jedna od zanimljivih je optimizacija jednolikih skala, kojom
smo se bavili u sedmom poglavlju.
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FUSNOTE

HARMONIJA SVIJETA

O znacaju Pitagorina uéenja za nastanak novovjekovne znanosti viSe u: Zvonimir Sikid. O
matematizaciji prirodnih znanosti, Ruder 2, str, 40-43,

Arthur Koestler, The Sleepwalkers, Penguin, 1964.

Danas, zahvaljujuci romanticnom shvaéanju muzike, ta veza vise nije tako ocigledna. Vise o tome u:
Jamie James, The music of the spheres, Springer, 1993.

Mi zapadnjaci Pitagoru i ostale anti¢ke velikane obiéno smjeStamo u zapadnu tradiciju. Medutim,
opreka Istok-Zapad gubi smisao na sredozemnoj obali Male Azije. s intelektualnim korijenima u
Egiptu i Kaldeji (Babilonu).

Detaljnije o tome u: Zvonimir Sikié, Filzofija matematike, Skolska knjiga, /995,

Sljedeci omjeri 5/4 i 0/5 ostvaruju intervale velike | male terce.

Vise o tome u knjizi citiranoj u 3).

Inace, brojevi 1, 2, 3 i 4 Cine tetraktis, najvazniji Pitagorin simbol, kojt 1zmedu ostalog utjelovljuje
“sveti” broj 10:

o O
o O O
o O O O

Prica je upitna i zato §to se puno vise ¢uju vibracije nakovnja nego Cekiéa, a o tezini ¢ekica ovise
visine tonova §to ih proizvode Cekici (te samo intcnzitet uvijek istoga lona sto ga proizvodi
nakovanj).

INTERVALI | SKALE

Ova podjela oktave dovodi i do toga da interval terce, koja se (npr.) proteze od C do E (za razliku od
male terce koja sc /npr./ proteze od A do ¢), ima vrijednost: E/C = (9/8)’ = 81/64 = 1.260. No, to
znadi da je taj interval dulji od Pitagorine terce, duljina koje bi trcbala biti 5/4 = 1.250. Isto vrijedi i
za malu tercu ¢/A = (256/243)(9/8) = 1.227, u odnosu na Pitagorinu, duljina koje b1 trebala bit1 6/5 =
1.200.

Razdioba na cijele tonove i polutonove, ispod nasih shema, standardna je. Grublja razdioba, iznad
nasih shema, okuplja grupe cijelih i polutonova, i nije standardna. Ipak mislimo da ona dobro
odrazava glazbeni doZivljaj grupiranja tonova u skali. (Uocite da se lidijska skala i po tome izdvaja
od ostalih.)

Kada se melodija piSe u molu, obi¢no se uzlazna skala uporabljuje za uzlazne nizove nota, a silazna
za silazne.

Vidi dodatno poglavlje Kruzna aritmetika

Prve su orgulje stigle u srednjovjekovnu Europu kao poklon bizantskoga cara kralju Pipinu 755. g.
Taj se poklon drzao toliko ¢udesnim da je u redovni¢kim kronikama zapisan kao glavni, a Cesto i
jedini dogadaj u toj godini. Pipinov unuk Louis, sin Karla Velikog, prvog cara Svetoga rimskoga
carstva, dao je “u bizantskom stilu™ izgraditi prve zapadne orgulje, kao statusni simbol nove velike
sile. NaZalost, zapadne orgulje jo§ dugo nisu imale klavijature, nego se svaka nota svirala
izvlacenjem odgovarajuéeg drvenog zasuna. Tek ée se oko 1200. ove nezgrapne operacije prebaciti
na klavijaturu, najprije samo “bijelih” nota.

Grgur Veliki, rimski biskup, papa i svetac (umro 604.).

17 je kasniji dodatak, kao i pretvaranje Guidovog uf u nas do.
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Nesigurnost se moze otkloniti i tako da glasovi prilaze disonantnom intervalu s razli¢itih strana u
malim koracima. Takvim kontrarnim gibanjem moze se, bez pjevackih poteskoca, do¢i do izvedbe
bilo kojeg disonantnog intervala. Ovo je otkri¢e imalo znacajne posljedice za polifonijsko skladanje.
Pocevsi od njega, politonijske melodijske linije (cantus i discantus) oslobodene su paralelizma i
postaju sve nezavisnije tijekom sljedeéih Sesto godina.

Mi danas &* moZemo sniziti ili s * povisiti bilo koju notu, no u renesansnoj polifoniji, u skladu s
opisanim povijesnim razvojem, B i E” bile su jedine sniZene note, a F*, C* i G* jedine povisene (iako
je u jednolikoj i veéini temperiranih skala B = A*, F* = G”, itd.).

To je ekskluzivno europsko otkrice, koje nigdje drugdje nije samoniklo.

Lidijska skala, koja jo§ jedina od tradicionalnih modusa ima vodicu, nije dovoljno “dobra™ jer nema
kvarte.

Mogli bismo reéi da je dorski modus “mol bez vodice™.

Bowers, J. F. In which key did the angels sing?, The mathematical Gazette, 1995.

HARMONIJA OBOJENOGA TONA °

Jedan titraj u sekundi je 1 Hz (Hertz). Sto titraja u seckundi je 100 Hz, itd.

Trozvuci nad tonikom T°, i dominantom V*, polovi su muzitke drame i zapravo su oni tonika i
dominanta. Inace, akorde hi najbolje bilo zapisivati u polutonskoj skali. Tada bismo imali sljedece
zapise: 1 =0+4+7, V4=5+8+12,

Neki standardni éetverotonski akordi bili hi:

Dur=0+4+7+12, Mol=04+3+7+12, Dur7=0+4+7+11, Mol7=0+3+7+10,itd
Plomp, R. & Levelt, W. Taonal Consonance and Critical Bandwidrh, Journal ot Acoustical Society of
America, 38, 1965.

Ako je osnovni ton D, minimumi su u D, F, F*, G, A, Hi d. To je nada pentatonska ljestvica (4), iz
prijadnjeg poglavlja, prodirena tercom F*.

Tu, nazalost, ncma jednostavne demonstracije kao s telefonskom Zicom fiksnih krajeva. Tamo smo
vidjeli da se valovi (Sto znaci i frekvencije) umnazaju u jednostavnom nizu prirodnih brojeva: 1 val,
2 vala, 3vala, ... .

Vise o tome i svemu ¢ime smo sc bavili u ovom poglavlju moZe se naéi u: Scthares, W. A., Tuning
timbre spectrum scale, Springer, 1998.

Zvuk bilo koje boje moze se sintetizirati na modernim sintcsajzcrima.

JEDNOLIKOST PROTIV TOCNOSTI

Ovu je samo jedna od mnogih “tocnih” razdioba. Umjesto “tocnog” pomaka iz D u D* za 16/15,
mogli smo sc¢ “toéno” pomaknuti iz E u E", za 16/15, itd. Tocnost se ovdje odnosi samo na
konsonantne intervale: okravu 2/1, kvintu 3/2, kvartu 4/3, veliku tercu 5/4, malu tercu 6/5 t sekstu
S/3. (Nasa je razdioba “najtoénija” jer su omjeri pridruZeni njezinim polutonovima omjeri najmanjih
mogucth brojeva.)

Prirodna intonacija éesto ukljuéuje i dodatne intervale. Naprimjer, Zarllinov cembalo (iz 16. st.)
imao je i tipke za -D = 10/9, -E* = 32/27, -F* = 25/18 i -B = 16/9. Mikrotonalni kompozitori 20. st.,
Koji rabe prirodnu intonaciju, uvode jos cijeli niz to¢nih tonova (tj. tonova oblika m/n, gdje su m i n
“mali” prirodni brojevi).

“Toénotonski” kompozitori (iz 16. i 20. s1.) to drze prednoféu, a ne nedostatkom. Vidi u” usporedbu
jednoliko temperiranog i prirodno intoniranog zvuka.

Skala je logaritamska. jer je dobivena logaritmiranjem osnovne skale po bazi p: log, p' = k.
Vide o logaritmima u dodatku Porencije i logaritmi,

Vidi Potencije i logaritmi.

Poredamo li “bijeli” dio “prirodne” tablice tako da se trozvuci pojavljuju u vertikali, lako éemo
vidjeti da su ba§ w trozvuci koji ne sadrze (u tablicama zaokruZene) pogrjeske:
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S danaénjim frekvenciometrima to vise nije problem. Mozda bas zato prirodna intonacija opet nalazi
sljedbenike. Eksperimentirajuéi sa sluSateljima nenaviklima na prirodnu intonaciju (a takvi smo danas
skoro svi), ustanovljeno je da ista glazba zvudi wZno i melankolicno. kada se 1zvede u tocno)
intonaciji, a sretno i veselo, kada se izvede u jednolikoj. “Jednolikost” izaziva uzbudenje 1 nervosu,
intenzivna je i aktivna. “To&nost™ smiruje, éak izaziva depresiju. spora je 1 pasivna (sljedbenici
“tocnosti” depresivni cfekt tumace kao apstinentsku krizu neurotiénih ovisnika o “jednolikosti”).
“Jednolikost™ je bezbojna, siva 1 siromasna. “Toénost” je obojena, bogata i puna. (Zar smo 2aista
toliko toga izgubili od renesanse do danas?)

PITAGORINO UGADPANIJE

Razmatranja do kraja ovog poglavlja pretpostavljaju poznavanje “kruzne” antmetike. koja je
navedena u dodatku Kruzna aritmetika. )

Uodite da je 1 —(-=n"x= | + (n™)x. jer prvi minus pripada aritmetici realnih brojeva (kao i

mnoZenje s x), dok drugi minus pripada aritmetici modulo N (kao i invertiranje od n).

DOBRO TEMPERIRANI GLASOVIR 1 JEDNOLIKA LUTNJA

Prema Jorgensenu (Tuning. Michigen State University Press, 1991.). ova se ncistina pravlaci
literaturom od 1893. g., kada je objavljena u autoritativnom Grave Musical Dictionary.

Usporedi ® u 4. poglavlju.

Vidjcli smo da sc u jednolikoj skali oni ne razlikuju (usp. * u 4. poglavlju).

Nazalost, danasnje “jednolike” izvedbe to onemogucavaju. (Uyjesno je mozda to §to vecina ljudi te
razlike nije ¢ula ni u izvornim izvedbama.)

Ponegdje ¢ak i dulje. Engleske su orgulje srednjotonski ugadene jo§ kroz cijelo 19. st. Nijedno
zapadno ugadanje nema tako dugu povijest.

SintoniCki zarez toénije iznosi 21.52 cenr, pa toénije izradunato kraenje kvinte 1znosi
21.52 : 4 = 5.38 cent. Zbog ovog skracenja kvinte, za 1/4 sintonickog zarcza, ovo se srednjotonsko
ugadanjc preciznije zove “srednjotonsko ugadanje 1/4 zareza”. Inae, postojala su i srednjotonska
ugadanja “1/6 zareza” i “2/7 zareza”, koja su imala losije terce, ali zato nisu imala tako izrazitu vucju
kvintu kakvu ima srednjotonsko ugadanje “1/4 zareza” (vidi dalje). Primijetimo da jednoliko
temperiranje mozemo intepretirati i kao srednjotonsko ugadanje “1/11 zareza”, jer je 1/11]
sintonickog zareza 1/12 Pitagorina.

Veliki dijatonski poluton 1" = 117.5 cent bio je neprihvatljiv renesansnim glazbenicima, s jos uvijek

gotickom sklono$éu prema malom dijatonskom polutonu I™ = 90 cent (usp. proslo poglavlje). Vise o

tome u: M. Lindley, Pythagorean Intonation and the Rise of the Triad, Royal Musical Association
Research Chronicle, 1980.

95



8)
9)

10)

1)

13)

7.
)

Neke teorije to povezuju s europskom glazbenom tradicijom da se kvinta uvijek dopunjava tercom.

Kvintakorde 1., IV. i V. stupnja moZemo rabiti u C, D, F, G, A ili B duru, §to i jesu standardni
tonaliteti renesansne i rane barokne glazbe.
“Crnu” aproksimaciju srednjotonskog ugadanja, nadopunjenu pitagorinskim “bijelim’"

Et « B« F«—C—>G—>D—>A—E —>H—>Fl»cl#t > g#

\/ TT=x\/" NI

698 cent 702 cent 698 cent

0 | 106 204| 302| 408 498 | 608 | 702 | 804 | 906 | 1000 1110|1200
& 2| £3 i .

VNV NV NV NV VNV NN NN\
(108 98 %8 106 20 110 94 102 102 94 110 %0

I |
204 204 204 204 204

E|l s &) | A& B | &)@

thogli bismo nazvati dobrim Pitagorinim temperiranjem, jer nema vucjih intervala, a u “bijelom”
dijatonskom podruéju ¢uva osnovne karakieristike Pitagorinog ugadanja. (To je, prema Jorgensenu,
ugadanje T. Younga iz 1799.)

Ovdje termin dobro temperiranje rabimo u (inaée uobifajenom) uzZem smislu. Dakle, to nije samo
temperiranje koje nema vudjih intervala (u tom smislu i jednoliko je dobro), nego je to i temperiranje
§ razlicito “obojenum’ Lonalitetima. :

Od 90.-ih napravljene su mnoge snimke dobro temperiranih izvedbi. Tako je prije nekoliko godina
izdan CD, Dohro temperirani Beethoven, s pijanistom E, Kathanom 1 ugodacem E. Footeom, na
kojem su snimljenc Waldstein, Pateticna i Mondschein sonata. Takoder se sve viSe ranc glazbe
izvadi i snima u prirndnoj intonaciji.

To vodicu éini posebno aktivnom, pa se prijelaz na nizu vodicu drZao jednim od veéih problema
svakog jednolikijeg temperiranja.

DVANAEST VELICANSTVENIH

Detaljnye o veriznun razlomcima u dodatku Eudoksovo mjerenje i verizni razlomei.

DODATAK

l.

1
2)

KRUZNA ARITMETIKA
Naravno. dijeljenje brojem 0 nikada nije moguce.
Vidi dodmak Euduksovo mjerenje i veriini ruzlomei

2. POTENCLIE | LOGARITMI

1

Izvod ostalih pravila, te jo§ detaljniji prikaz potencija i logaritama moZe se naéi u knjizi Zvonimira
Sikiéa, Matematika za I razred srednje Skole, Protil, 1998,

3. EUDOKSOVO MJIERENJE | VERIZNI RAZLOMCI

b

2)
%)
#)

Pretpostavljamo da su veliéine usporedive, tj. da opetovanim pribrajanjem manje veli¢ine samoj sebi
mozemo premasiti veéu. Ako to nije mogude, velicine uopée nemaju konaéni omjer (ni racionalan, ni
iracionalan).

Zanegativne je hrojeve ¢, < 0. dok je za pozitivne ¢, 2 0. Naravno, za i > 0 uvijek vrijedi ¢, > 1.

Pod uvjetom da je zadnji kolicnik, u sluCuju konacnog postupka, veci od | (usp. gore).

Dokaz provodimo za poopcene verizne razlomke kolicnict kojih mogu biti pozitivni realni brojevi.
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