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Glava 1

Uvod

Teme iz kombinatorike se u sred�oxkolskoj nastavi skoro po pra-
vilu zanemaruju ili potpuno izbegavaju, i od strane uqenika i od
strane nastavnika, jer se percipiraju kao ,,texke". Sa druge strane,
kombinatorni naqin razmix	a�a je od velikog znaqaja u skoro svim
kasnijim netrivijalnim matematiqkim argumentima, a predstav	a i
osnovu za razumeva�e mnogih koncepata u raqunarstvu.

U ovom radu razmotri�emo neke osobine konaqnih skupova u vezi
sa izdvaja�em odre�enih podskupova tih skupova i rasporedom ele-
menata u �ima, kao i sa brojem takvih izdvaja�a, odnosno rasporeda.
Problemi takve vrste su od interesa u raznim oblastima matematike
(na primer u teoriji verovatno�e), a �ima se bavi posebna grana ma-
tematike, kombinatorika. Sa osnovnim elementima kombinatorike
uqenici se susre�u u prvom razredu sred�e xkole, a zatim ove teme
ponovo obra�uju i proxiruju u qetvrtom razredu.

Ci	 ovog rada je da se izvrxi analiza nastave kombinatorike u
nastavi matematike u sred�oj xkoli i da se daju predlozi za �eno
pobo	xa�e. Rad sadr�i metodiqku obradu osnovnih tema vezanih za
varijacije, permutacije, permutacije i kombinacije, kao i varijaci-
je i kombinacije sa ponav	a�em. Tako�e se obra�uje tema binomnog
koeficijenta i binomnog obrasca, Lajbnicova formula i Fermaova
teorema kao i primeri u vezi sa tim temama.

,,Vi koji uqite, uqite matematiku. Ne gradite bez teme	a."

Leonardo Da Vinqi
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Glava 2

Elementi kombinatorike

Prirodni brojevi predstav	aju najstarije matematiqke pojmove sa
kojima se deca susre�u jox u najranijem deti�stvu i prirodno ih
usvajaju kao rezultate broja�a. Svaki skup qije elemente mo�emo pre-
brojati i rezultate tog broja�a izraziti prirodnim brojem nazivamo
konaqnim skupom. Broj elemenata konaqnog skupa A oznaqavamo sa
|A|. Prazan skup je tako�e konaqan skup pri qemu je |∅| = 0.

Kombinatorika je matematiqka oblast koja se bavi odre�iva�em
broja elemenata konaqnih skupova bez nabraja�a svih elemenata. Po-
stoji veliki broj ideja i metoda za rexava�e raznovrsnih tipova pro-
blema prebrojava�a. Ovo su neka od osnovnih tvr�e�a koja predsta-
v	aju elementarne kombinatorne principe.

Tvr�e�e 2.1 (Princip zbira) Ako su A i B disjunktni konaqni
skupovi, onda je

|A ∪B| = |A|+ |B|. (2.1)

Analogno tvr�e�e va�i i za vixe skupova. Ako su A,B i C me�usobno
disjunktni konaqni skupovi (A∩B = ∅, B ∩C = ∅ i C ∩A = ∅), onda
je

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C|. (2.2)

Tvr�e�e 2.2 (Princip uk	uqe�a-isk	uqe�a za dva, odnosno
tri skupa)

1. Ako su A i B konaqni skupovi, onda je

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|. (2.3)
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GLAVA 2. ELEMENTI KOMBINATORIKE

2. Ako su A,B i C konaqni skupovi, onda je

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |A ∩ C|
+ |A ∩B ∩ C|. (2.4)

Dokaz:

1. Jednakost je posledica principa zbira i skupovnih identite-
ta: A ∪B = (A \B) ∪B i A = (A \B) ∪ (A ∩B). Kako je

(A \B) ∩B = ∅ i (A \B) ∩ (A ∩B) = ∅

imamo da je

|A ∪B| = |A \B|+ |B| i |A| = |A \B|+ |A ∩B|.

Dakle,

|A \B| = |A| − |A ∩B|, pa je |A ∪B| = |A| − |A ∩B|+ |B|.

2. Primeni�emo jednakost dokazanu pod 1. i poznate skupovne iden-
titete:
(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) i (A ∩ C) ∩ (B ∩ C) = A ∩B ∩ C.

|A ∪B ∪ C| = |(A ∪B) ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |(A ∪B) ∩ C|
= |A|+ |B| − |A ∩B|+ |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|
= |A|+ |B| − |A ∩B|+ |C| − (|A ∩ C|+ |B ∩ C| − |A ∩B ∩ C|)
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

�

Primer 2.1 U jednom ode	e�u svaki uqenik ide na muziqku ili li-
kovnu sekciju. �ih 17 ide na likovnu sekciju, �ih 15 ide na muziqku
sekciju, a troje uqenika ide na obe sekcije. Koliko uqenika ima u
tom ode	e�u?

Rexe�e: Iz datih podataka zak	uqujemo da 14 uqenika ide samo na
likovnu sekciju, 17−3 = 14, a 12 uqenika ide samo na muziqku sekciju,
15− 3 = 12. U ode	e�u ima 14 + 12 + 3 = 29 uqenika

(
Slika 2.1

)
.

�
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GLAVA 2. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Slika 2.1

Primer 2.2 U jednoj turistiqkoj agenciji rade vodiqi koji znaju en-
gleski, francuski ili ruski jezik. Engleski zna 15 vodiqa, francuski
11 i ruski 13. Engleski i francuski zna 5 vodiqa, francuski i ruski
4 vodiqa, a ruski i engleski 6 vodiqa. Sva tri jezika znaju 3 vodiqa.
Koliko vodiqa radi u toj agenciji?

Rexe�e: Neka E,F,R oznaqavaju skupove vodiqa koji redom znaju
engleski, francuski i ruski jezik. Znamo da je |E| = 15, |F | = 11,
|R| = 13, |E ∩ F | = 5, |F ∩R| = 4, |R ∩ E| = 6, |E ∩ F ∩R| = 3.

Primenom formule uk	uqe�a-isk	uqe�a raqunamo ukupan broj
vodiqa:

|E ∪ F ∪R| = |E|+ |F |+ |R| − |E ∩ F | − |F ∩R| − |R ∩ E|
+ |E ∩ F ∩R| = 15 + 11 + 13− 5− 4− 6 + 3 = 27.

�

Tvr�e�e 2.3 (Princip proizvoda) Ako su A i B konaqni skupo-
vi, onda je

|A×B| = |A| · |B|. (2.5)

Ako su A,B i C konaqni skupovi, onda je

|A×B × C| = |A| · |B| · |C|. (2.6)

Primer 2.3 Nakon izlaska iz aviona, putnik treba da se spusti
dva sprata ni�e da bi preuzeo prt	ag. Na jedan sprat ni�e vode
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GLAVA 2. ELEMENTI KOMBINATORIKE

tri (jednosmerna) pokretna stepenixta, a odatle na sprat ispod
dva (tako�e jednosmerna) pokretna stepenixta. Na koliko naqina
putnik mo�e sti�i do mesta za preuzima�e prt	aga?

Rexe�e: Nakon izlaska iz aviona, putnik prvo treba da izabere jedno
od tri stepenixta koja vode na me�usprat, a zatim na me�uspratu da
izabere jedno od dva stepenixta do ci	a. Mogu�i izbori stepenixta
su zapravo ure�eni parovi qija je prva koordinata jedno od stepenixta
koje vodi od izlaza na me�usprat, a druga koordinata je stepenixte
koje vodi sa me�usprata do prt	aga. Dakle, postoji ukupno 3 · 2 = 6
mogu�nosti

(
Slika 2.2

)
.

Slika 2.2

�

Primer 2.4 Koliko ima dvocifrenih brojeva zapisanih pomo�u ne-
parnih cifara 1, 3, 5, 7 i 9?

Rexe�e: Svaki dvocifren broj je odre�en ure�enim parom cifara,
xto znaqi da dvocifrenih brojeva zapisanih neparnim ciframa ima
isto koliko i ure�enih parova u {1, 3, 5, 7, 9}×{1, 3, 5, 7, 9}, tj. 5·5 = 25.

Primenu principa proizvoda mo�emo objasniti i na slede�i naqin:
dvocifren broj qije su cifre neparne dobijamo upisiva�em neparne
cifre na svaku od dve prazne crtice. Postoji pet mogu�nosti da se
na prvo mesto upixe neparna cifra. Za svaki izbor neparne cifre
za prvo mesto, postoji po pet mogu�nosti da se na drugo mesto upixe
neparna cifra. Dakle, postoji 5 · 5 = 25 dvocifrenih brojeva zapisa-
nih neparnim ciframa

(
Slika 2.3

)
.
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GLAVA 2. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Slika 2.3

�
Objax�e�e kojim je zavrxen prethodni primer jednostavno se uopx-

tava na sluqajeve kada treba formirati konaqne nizove qiji se qla-
novi biraju iz datih konaqnih skupova.

Primer 2.5 Posmatrajmo nizove odre�ene du�ine koji se mogu for-
mirati od samoglasnika srpskog jezika a,e,i,o,u.

Rexe�e: Svaki samoglasnik mo�emo smatrati konaqnim nizom du�ine
1. Dakle, jednoqlanih nizova samoglasnika ima ukupno 5.

Svaki ure�eni par samoglasnika mo�emo posmatrati kao konaqan
niz du�ine 2. Dvoqlanih nizova samoglasnika ima ukupno 52 = 25.

Svaka ure�ena trojka odre�uje konaqan niz du�ine 3. Troqlanih
nizova samoglasnika ima 53 = 125.

Qetvoroqlanih nizova samoglasnika ima 54 = 625 itd. �

Primer 2.6 Koliko ima qetvorocifrenih parnih brojeva zapisanih
ciframa 0, 1, 2, 3, 4?

Rexe�e: Postoje qetiri mogu�nosti da se na prvo mesto upixe jedna
od cifara: 1, 2, 3 ili 4, jer cifra 0 ne mo�e biti prva cifra.

Za svaki izbor cifre za prvo mesto postoji po pet mogu�nosti da
se na drugo mesto upixe cifra 0, 1, 2, 3 ili 4.

Za svaki izbor cifara za prva dva mesta postoji po pet mogu�nosti
da se na tre�e mesto upixe cifra 0, 1, 2, 3 ili 4.

Za svaki izbor cifre za prva tri mesta postoji po tri mogu�nosti
da se na qetvrto mesto upixe cifra 0, 2 ili 4, jer dobijeni qetvoro-
cifreni broj mora biti paran.
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GLAVA 2. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Dakle, postoji 4 · 5 · 5 · 3 = 300 qetvorocifrenih parnih brojeva
zapisanih ciframa 0, 1, 2, 3, 4. �

Primer 2.7 Koliko ima qetvorocifrenih brojeva zapisanih cifra-
ma 0, 1, 2, 3, 4 u kojima se cifre ne ponav	aju?

Rexe�e: Postoje qetiri mogu�nosti da se na prvo mesto upixe ci-
fra: 1, 2, 3 ili 4, jer cifra 0 ne mo�e biti prva cifra. Nakon izbora
cifre za prvo mesto, preostaju qetiri mogu�noti da se na drugo mesto
upixe cifra, jer sada 0 mo�e biti upisana, ali se ne mo�e ponovi-
ti cifra upisana na prvom mestu. Nakon izbora cifara za prva dva
mesta, preostaju tri mogu�nosti da se na tre�e mesto upixe cifra,
jer se ne smeju ponoviti prethodno dve upisane cifre. Nakon izbora
cifara za prva tri mesta, preostaju dve mogu�nosti da se na qetvrto
mesto upixe cifra, jer se ne smeju ponoviti prethodno upisane ci-
fre. Dakle, postoji 4 ·4 ·3 ·2 = 96 qetvorocifrenih brojeva zapisanih
ciframa 0, 1, 2, 3, 4 u kojima se cifre ne ponav	aju. �

Primer 2.8 Prema pravilniku o registarskim tablicama koji se u
Srbiji prime�uje od 2017. godine, iza oznake grada, odnosno opxtine,
stoje tri ili qetiri cifre i dva latiniqna slova izabrana od ukup-
no 23 slova. Koriste se latiniqna slova srpskog jezika, osim slova
{č, ć, Dž, d, Lj,Nj, š, ž}, kao i latiniqno slovo X. Koliko ukupno regi-
starskih oznaka navedenog oblika mo�e biti izdato u jednom gradu,
odnosno opxtini?

Rexe�e: Odredimo broj trocifrenih registarskih oznaka, tj. onih
koji se sastoje od tri cifre i dva latiniqna slova. Na svakom od
prva tri mesta mogu da stoje bilo koje od deset cifara, xto znaqi da
postoji 103 mogu�nosti. Na svakom od dva mesta predvi�ena za slova
mo�e da stoji bilo koje od 23 slova, xto znaqi da postoji ukupno
232 = 529 mogu�nosti. Prema principu proizvoda, broj trocifrenih
registarskih oznaka je jednak 529 000.

Sliqno se raquna broj qetvorocifrenih registarskih oznaka koje se
sastoje od qetiri cifre i dva latiniqna slova. Tako dobijemo 5 290 000
registarskih oznaka. Prema principu zbira, ukupan broj mogu�nosti
je jednak 529 000 + 5 290 000 = 5 819 000

(
Slika 2.4, Slika 2.5

)
.
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Slika 2.4

Slika 2.5

�

Zadaci

1. U let�i kamp su doxla 73 uqenika, od kojih 38 govori nemaqki
jezik, 25 uqenika govori francuski jezik, a 12 uqenika govori oba
jezika. Koliko uqenika ne govori nijedan od ova dva jezika?

Rexe�e: Neka N i F oznaqavaju skupove uqenika koji redom znaju
nemaqki i francuski jezik. Znamo da je |N | = 38, |F | = 25, |N ∩ F | =
12.

Primenom formule uk	uqe�a-isk	uqe�a raqunamo ukupan broj
uqenika koji govore nemaqki ili francuski:

|N ∪ F | = |N |+ |F | − |N ∩ F | = 38 + 25− 12 = 51.

Sada nam preostaje da od ukupnog broja uqenika oduzmemo one
uqenike koji govore nemaqki ili francuski. Na taj naqin dobijamo
da je broj uqenika koji ne govore nijedan od ova dva jezika 73−51 = 22
uqenika. �

2. Figura se sa jednog kru�nog po	a mo�e pomeriti samo na po	a
u koja vode strelice iz polaznog po	a

(
Slika 2.6

)
. Na koliko

razliqitih naqina se figura mo�e premestiti sa po	a S na po	e
Z?
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Slika 2.6

Rexe�e: Iz polaznog po	a na drugo po	e figura se mo�e pomeriti
na jedan od 5 naqina, na tre�e po	e na jedan od 3 naqina i na za-
vrxno po	e na jedan od 3 naqina. Dakle, postoji ukupno 5 · 3 · 3 = 45
mogu�nosti. �

3. Koliko ima trocifrenih brojeva zapisanih pomo�u neparnih ci-
fara 1, 3, 5, 7 i 9?

Rexe�e: Postoji 5 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe neparna
cifra. Za svaki izbor neparne cifre za prvo mesto, postoji po 5 mo-
gu�nosti da se na drugo mesto upixe neparna cifra. Tako�e, za svaki
izbor prve i druge cifre, postoji po 5 mogu�nosti da se na tre�e me-
sto upixe neparna cifra. Dakle, postoji 5 · 5 · 5 = 125 trocifrenih
brojeva zapisanih neparnim ciframa. �

4. Koliko ima petocifrenih neparnih brojeva zapisanih cifra-
ma 0, 1, 2, 3, 4?

Rexe�e: Postoje qetiri mogu�nosti da se na prvo mesto upixe ci-
fra: 1, 2, 3 ili 4 (jer cifra 0 ne mo�e biti prva cifra). Za svaki iz-
bor cifre za prvo mesto postoji po 5 mogu�nosti da se na drugo mesto
upixe cifra 0, 1, 2, 3 ili 4. Za svaki izbor cifre za prva dva mesta,
postoji po 5 mogu�nosti da se na tre�e mesto upixe cifra 0, 1, 2, 3, 4.
Za svaki izbor cifre za prva tri mesta postoji po 5 mogu�nosti da
se na qetvrto mesto upixe cifra 0, 1, 2, 3, 4. Za svaki izbor cifara za
prva qetiri mesta postoje dve mogu�nosti da se na peto mesto upixe
cifra 1 ili 3 (jer dobijeni broj mora biti neparan). Dakle, postoji
4 · 5 · 5 · 5 · 2 = 1000 petocifrenih neparnih brojeva zapisanih cifra-
ma 0, 1, 2, 3 i 4. �

5.

a) Koliko ima petocifrenih brojeva zapisanih ciframa 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6?
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b) Koliko ima petocifrenih brojeva zapisanih ciframa 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6 u kojima se cifre ne ponav	aju?

v) Koliko ima petocifrenih parnih brojeva zapisanih cifra-
ma 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 u kojima se cifre ne ponav	aju?

Rexe�e:

a) Postoji 6 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra 1, 2, 3, 4, 5
ili 6, jer 0 ne mo�e biti prva cifra, a za svaki izbor prve cifre
imamo 7 mogu�nosti za izbor druge cifre. Isto va�i i za izbor
tre�e, qetvrte i pete. Dakle, postoji ukupno 6·7·7·7·7 = 12 005 pe-
tocifrenih brojeva koji se mogu zapisati ciframa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

b) Postoji 6 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra 1, 2, 3, 4, 5
ili 6, jer 0 ne mo�e biti prva cifra. Nakon izbora cifre za
prvo mesto, preostaje 6 mogu�nosti da se na drugo mesto upixe
cifra, jer sada 0 mo�e biti upisana, ali se ne mo�e ponoviti
cifra upisana na prvom mestu. Nakon izbora cifre za prva dva
mesta, preostaju 5 mogu�nosti da se na tre�e mesto upixe cifra,
jer se ne mogu ponoviti dve prethodno upisane cifre. Nakon izbo-
ra cifara za prva tri mesta, postoje 4 mogu�nosti za upis cifre
na qetvrto mesto, jer se ne smeju ponoviti prve 3 cifre. Na kra-
ju, nakon izbora cifara za prva qetiri mesta preostaje jox 3
mogu�nosti za izbor cifre na posled�em mestu. Dakle, postoji
6 · 6 · 5 · 4 · 3 = 2 160 petocifrenih brojeva zapisanih ciframa
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 u kojima se cifre ne ponav	aju.

v) Broj �e biti paran ako se zavrxava na parnu cifru 0, 2, 4 ili 6.
Ako fiksiramo 0 na posled�em mestu petocifrenog broja, onda
postoji 6 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra 1, 2, 3, 4, 5
ili 6. Nakon izbora cifre za prvo mesto, preostaje 5 mogu�nosti
da se na drugo mesto upixe cifra, jer se ne mo�e ponoviti cifra
upisana na prvom mestu, preostaje 4 mogu�nosti da se na tre�e
mesto upixe cifra i 3 mogu�nosti za qetvrto mesto, a na petom
je ve� upisana 0.

Ukoliko na posled�em mestu fiksiramo neku od cifara 2, 4 ili
6 onda nam za prvo mesto preostaje 5 mogu�nosti, jer 0 ne mo�e
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biti na prvom mestu, za drugo mesto tako�e 5 mogu�nosti, jer se tu
mo�e upisati i 0, na tre�e mesto imamo 4 mogu�nosti, na qetvrto
tri mogu�nosti. Ovo va�i za bilo koju od cifara 2, 4 ili 6, pa
�emo ovaj broj petocifrenih brojeva pomno�iti sa 3. Ukupan broj
parnih petocifrenih brojeva kod kojih se cifre ne ponav	aju �e
biti 6 · 5 · 4 · 3 + 3 · 5 · 5 · 4 · 3 = 360 + 900 = 1 260

(
Slika 2.7

)
.

Slika 2.7

�

6. Na xahovskom turniru je uqestvovalo pet xahista: Pera, Mika,
Laza, Sima i Aca. Koliko ukupno partija je odigrano ako se igra-
lo po sistemu ,,svako sa svakim"?

Rexe�e: Svih pet xahista je odigralo po jednu partiju sa preostala
qetiri. Ako pomno�imo 5 ·4, ovaj proizvod je dva puta ve�i od ukupnog
broja odigranih partija, jer je svaki xahista ubrojan dva puta. Dakle,

5 xahista je odigralo
5 · 4

2
= 10 partija xaha

(
Slika 2.8

)
.

Slika 2.8

�

7.

a) Koliko du�i obrazuje sedam taqaka?
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b) Na koliko naqina se od dvadeset uqenika jednog ode	e�a mo�e
izabrati dvoqlana delegacija?

v) Koliko ima dvoqlanih podskupova skupa koji ima 100 eleme-
nata?

Rexe�e:

a) Svaka od 7 taqaka obrazuje po jednu du� sa preostalih 6 taqaka.
Samim tim svaka od 7 taqaka je kraj�a taqka 6 du�i. Kada po-
mno�imo broj taqaka sa brojem du�i qiji je jedan kraj jedna data
taqka, dobijemo proizvod 7 · 6. Ovaj proizvod je dva puta ve�i od
ukupnog broja svih du�i, jer je svaka du� ubrojana dva puta, bu-
du�i da sadr�i dva temena.

Dakle, 7 taqaka obrazuje
7 · 6

2
= 21 du�i.

b) Analogno primeru pod a),
20 · 19

2
= 190 naqina.

v) Analogno primeru pod a),
100 · 99

2
= 4 950 podskupova.

�

8. Ako je |A| = 378, |B| = 253 i |A ∪B| = 457, odredi |A ∩B|,
|A \B|, |B \ A|.

Rexe�e: Na osnovu Principa uk	uqe�a-isk	uqe�a za dva skupa 2.2
dobijamo da je

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| tj.
|A ∩B| = 378 + 253− 457, odnosno

|A ∩B| = 174.

Na osnovu skupovnih identiteta i Principa zbira 2.3

|A| = |A \B|+ |A ∩B| pa je
|A \B| = 378− 174 tj. |A \B| = 204,

|B \ A| = 253− 174 tj. |B \ A| = 79.

�
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9. Ako je |A| = 14, |B| = 18, |C| = 19, |A ∩B| = 8, |B ∩ C| = 10,
|C ∩ A| = 7 i |A ∩B ∩ C| = 3. Odredi:
|(A∪B)∩C|, |(A∪B)\C|, |C \ (A∩B)|, |(A\B)\C| i |A\ (B \C)|.

Rexe�e: Na osnovu Principa uk	uqe�a-isk	uqe�a za tri skupa 2.2

|A ∪B ∪ C| = 14 + 18 + 19− 8− 10− 7 + 3 = 29

Na osnovu skupovnih identiteta i Principa zbira 2.3

|A ∪B ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |(A ∪B) ∩ C| tj.
|(A ∪B) ∪ C| = |A|+ |B| − |A ∩B|+ |C| − |(A ∪B) ∩ C| tj.
|(A ∪B) ∩ C| = 14 + 18− 8 + 19− 29 tj. |(A ∪B) ∩ C| = 14

|(A ∪B) \ C| = |A|+ |B| − |A ∩B| − |(A ∪B) ∩ C| = 14 + 18− 8− 14 = 10

|C \ (A ∩B)| = |C| − |C ∩ (A ∩B)| = 19− 3 = 16

|(A \B) \ C| = |A| − |A ∩B| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩ C| = 14− 8− 7 + 3 = 2

|A \ (B \ C)| = |A| − |A ∩B|+ |A ∩B ∩ C| = 14− 8 + 3 = 9.

Slika 2.9

�

10. Od 100 uqesnika jednog me�unarodnog takmiqe�a, �ih 27 ne zna
ni nemaqki ni ruski jezik. Ako 38 uqesnika zna nemaqki, a 45 zna
ruski, odredi koliko uqesnika zna i nemaqki i ruski jezik.

Rexe�e: Ako su N i R skupovi koji oznaqavaju broj uqesnika koji
govori nemaqki odnosno ruski jezik, tada je

|N | = 38, |R| = 45, |N ∪R| = 100− 27 = 73,
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na osnovu Principa uk	uqe�a-isk	uqe�a (2.2)

|N ∩R| = 38 + 45− 73 = 10.

�

11. Svi uqenici jednog ode	e�a qlanovi su bar jedne od sekcija:
xahovske, informatiqke ili matematiqke. Dvanaestoro uqenika
pose�uje vixe od jedne sekcije, pri qemu sve tri sekcije pose�uje
troje uqenika. Xestoro uqenika su qlanovi informatiqke i ma-
tematiqke sekcije, sedmoro uqenika su qlanovi xahovske i mate-
matiqke sekcije. Koliko uqenika pose�uje xahovsku i informa-
tiqku, ali ne i matematiqku sekciju?

Rexe�e: Ako sa Š, I,M oznaqimo skupove uqenika koji su redom qla-
novi xahovske, informatiqke i matematiqke sekcije, tada je

|I ∩M | = 6 |Š ∩M | = 7, |Š ∩ I ∩M | = 3.

Na osnovu formule uk	uqe�a-isk	uqe�a (2.4)

|Š ∩ I| = 12− 6− 7 + 3 = 2.

�

12. Figura se sa jednog kru�nog po	a mo�e pomeriti samo na po	e u
koje vode strelice iz polaznog po	a

(
Slika 2.10

)
. Na koliko raz-

liqitih naqina se figura mo�e premestiti sa po	a S na po	e Z?

Slika 2.10

Rexe�e: Sa po	a S na drugo po	e imamo 5 mogu�nosti, tako�e 5
mogu�nosti sa drugog na tre�e po	e, sa tre�eg na qetvrto po	e imamo
3 mogu�nosti i sa qetvrtog na posled�e Z po	e imamo 4 mogu�nosti.
Dakle, to je ukupno 5 · 5 · 3 · 4 = 300 mogu�nosti. �
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13. Koliko ima xestocifrenih brojeva formiranih od cifara
0, 1, 2, 3, 4, 5?

a) tako da su sve cifre razliqite;

b) ako se cifre mogu ponav	ati?

Rexe�e:

a) Postoji 5 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra 1, 2, 3, 4, 5,
jer 0 ne mo�e biti prva cifra. Nakon izbora cifre za prvo mesto
preostaje 5 mogu�nosti da se na drugo mesto upixe cifra, jer sada
0 mo�e biti upisana, ali se ne mo�e ponoviti cifra upisana na
prvom mestu. Nakon izbora cifara za prva dva mesta, preostaju 4
cifre za tre�e mesto, 3 cifre za qetvrto mesto, 2 cifre za peto
mesto i jedna za posled�e, xesto mesto.
Dakle, postoji 5·5·4·3·2·1 = 600 xestocifrenih brojeva zapisanih
ciframa 0, 1, 2, 3, 4, 5 u kojima se cifre ne ponav	aju.

b) Postoji 5 mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra 1, 2, 3, 4, 5,
jer 0 ne mo�e biti prva cifra. Nakon izbora cifre za prvo me-
sto preostaje 6 mogu�nosti za svako slede�e mesto, jer se cifre
0, 1, 2, 3, 4, 5 mogu ponav	ati. Postoji tada 5 · 6 · 6 · 6 · 6 · 6 = 38 880
xestocifrenih brojeva zapisanih ciframa 0, 1, 2, 3, 4, 5 u kojima
se cifre mogu ponav	ati.

�

14. Koliko ima petocifrenih brojeva formiranih od cifara 0, 1, 2, 3,
4, 6 takvih da se nula ne nalazi ni na prvom ni na posled�em me-
stu i da se nijedna cifra ne ponav	a?

Rexe�e: Postoji pet mogu�nosti da se na prvo mesto upixe cifra
1, 2, 3, 4, 6, jer 0 ne mo�e biti na prvom mestu; nakon izbora cifre za
prvo mesto ima jox pet mogu�nosti da se na drugo mesto upixe cifra,
jer se sad 0 mo�e upisati, ali ne mo�e cifra sa prvog mesta. Za tre�e
mesto imamo jox 4 mogu�nosti, za qetvrto 3 mogu�nosti, a za peto 2
mogu�nosti. Tako smo dobili ukupan broj petocifrenih brojeva kod
kojih 0 nije na prvom mestu i kod kojih se cifre ne ponav	aju. Od
ukupnog broja petocifrenih brojeva kod kojih se cifre 0, 1, 2, 3, 4 i
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6 ne ponav	aju, treba da oduzmemo petocifrene brojeve kod kojih se
cifre ne ponav	aju i kod kojih je 0 na posled�em mestu. �ih ima
ukupno 5 · 5 · 4 · 3 · 2− 5 · 4 · 3 · 2 = 600− 120 = 480. �

15. Koliko ima trocifrenih brojeva koji ne sadr�e cifru 2?

Rexe�e: Trocifreni brojevi koji ne sadr�e cifru 2 su trocifreni
brojevi koji sadr�e 0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Postoji 8 mogu�nosti da se na
prvo mesto upixe cifra 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jer 0 ne mo�e biti na prvom
mestu. Nakon izbora cifre za prvo mesto, ima jox 9 mogu�nosti da se
na drugo i tre�e mesto upixe cifra, jer se sada i 0 mo�e upisati.
Dakle, postoji 8·9·9 = 648 trocifrenih brojeva koji ne sadr�e cifru
2. �

16. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji ne sadr�e ni cifru
1 ni cifru 2?

Rexe�e: Qetvorocifreni brojevi koji ne sadr�e cifre 1 i 2 su bro-
jevi koji sadr�e 0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Postoji 7 mogu�nosti da se na prvo
mesto upixe cifra 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jer 0 ne mo�e biti na prvom mestu.
Za drugo, tre�e i qetvrto mesto imamo po 8 mogu�nosti, jer sada i 0
mo�e da se upixe. Postoji 7 · 8 · 8 · 8 = 3 584 qetvorocifrenih brojeva
koji ne sadr�e cifre 1 i 2. �

17. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji sadr�e bar jednom
cifru 1?

Rexe�e: Jedan od naqina da se rexi ovaj zadatak je da od ukupnog
broja qetvorocifrenih brojeva oduzmemo broj onih koji ne sadr�e 1 u
svom zapisu. Dakle, postoji 9·10 ·10 ·10−8 ·9 ·9 ·9 = 9 000–5 832 = 3 168
qetvorocifrenih brojeva koji bar jednom sadr�e cifru 1. �

18.

a) Na koliko naqina se mo�e izabrati xifra (password) od pet
znakova koju qine samo mala slova engleske abecede (�ih 26)
i cifre dekadnog sistema (�ih 10)? Pri tome se xifre mogu
sastojati samo od slova ili samo od brojeva, a znaci unutar
xifre se mogu ponav	ati.
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b) Na koliko naqina se mo�e izabrati xifra od pet znakova
tako da svi znaci budu me�usobno razliqiti?

Rexe�e:

a) Postoji 36 mogu�nosti da se na prvo mesto xifre upixu ili
neko od 26 malih abecednih slova ili neka od 10 cifara. Za pre-
ostalih qetiri mesta tako�e postoji 36 mogu�nosti, jer se cifre
ili slova mogu ponav	ati unutar xifre. Dakle, ukupno postoji
365 = 60 466 176 naqina da se izabere xifra, a da se znaci unutar
xifre mogu ponav	ati.

b) Ukoliko su svi znaci me�usobno razliqiti, onda za prvo mesto
postoji 36 mogu�nosti, za drugo mesto 35, za tre�e, 34, za qetvrto
33 i za peto 32. To je ukupno 36·35·34·33·32 = 45 239 040 mogu�nosti
za izbor xifre.

�

19. Na slici 2.11 je prikazano xest polupravih sa zajedniqkim
poqetkom. Koliko konveksnih uglova odre�uju ove poluprave?

Slika 2.11

Rexe�e: Svaka od 6 polupravih obrazuje po jedan ugao sa preostalih 5
polupravih. Da bismo dobili ukupan broj uglova treba da pomno�imo
6·5, ali to moramo podeliti sa 2, jer je svaki ugao ubrojan dva puta bu-
du�i da se sastoji od dve poluprave. Xest polupravih sa zajedniqkim

poqetkom obrazuje
6 · 5

2
= 15 konveksnih uglova. �
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20. U grupi od 10 osoba nalaze se Nina i Aca. Na koliko naqina se
mogu izabrati qetiri osobe, pod uslovom da ako je izabrana Nina,
mora biti izabran i Aca?

Rexe�e: U ovom zadatku moramo razlikovati dva sluqaja.

1. sluqaj: Izabrana je Nina, samim tim mora biti izabran i Aca. Da
bismo formirali qetvoroqlanu grupu treba od preostalih osam

izabrati jox dve. To se mo�e uqiniti na
8 · 7

2
= 28 naqina.

2. sluqaj: Nije izabrana Nina. Ovoga puta mo�emo i ne moramo iza-
brati Acu. Da bismo formirali qetvoroqlanu ekipu od devet oso-

ba (jer Nina nije izabrana) biramo qetiri osobe na
9 · 8 · 7 · 6
4 · 3 · 2 · 1

=

126 naqina. Pod datim uslovima, qetiri osobe od �ih 10 mo�emo
izabrati na ukupno 28 + 126 = 154 naqina.

�
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Glava 3

Varijacije, permutacije i

kombinacije

Definicija 3.1 Neka je dat skup A od n elemenata, tj. neka je
A = {a1, a2, . . . , an}. Pod nizom elemenata skupa A od k (k ≥ 1) qlanova
podrazumeva�emo svako preslikava�e skupa Nk = {1, 2, . . . , k} u skup A.
Umesto da za takav niz pixemo

(
1 2...k

x1 x2...xk

)
, gde xi ∈ A (i = 1, 2, . . . , k),

obiqno pixemo x1, x2, . . . , xk i to nazivamo nizom.

Obiqno se izostav	a pisa�e zareza u posled�em zapisu i upotreb	ava
se x1x2 . . . xk oznaka za niz od k qlanova. Na osnovu definicije (3.1),
dva niza su jednaka ako i samo ako su jednaki �ihovi qlanovi na
odgovaraju�im (istim) mestima. Ako je 1 ≤ k ≤ n, tada je mogu�e da
su svi qlanovi niza me�usobno razliqiti, dok u sluqaju k > n uvek
imamo i qlanove niza koji su me�usobno jednaki, tj. koji se ponav	aju.

3.1 Pojam varijacije, permutacije, kombinacije

Primer 3.1 Dat je skup A = {1, 2, 3, 4}. Napisati:

a) sve dvocifrene brojeve sa razliqitim ciframa koje pripadaju
skupu A;

b) sve trocifrene brojeve sa razliqitim ciframa koje pripadaju
skupu A.

Rexe�e:

a) Dvocifreni brojevi sa razliqitim ciframa koje pripadaju skupu
A su: 12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43.
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Takvih brojeva ima ukupno 12. Prva cifra mo�e biti bilo koja
od datih 1, 2, 3 ili 4, tj. za prvu cifru imamo 4 mogu�nosti, a
za svaki takav izbor prve cifre imamo 3 mogu�nosti za drugu
cifru, jer ne mo�emo ponovo iskoristiti onu koju smo napisali
na prvom mestu. Broj tra�enih dvocifrenih brojeva je tada
4 · 3 = 12.

b) Trocifreni brojevi sa razliqitim ciframa koje pripadaju skupu
A su: 123 124 132 134 142 143 213 214 231 234 241 243 312 314 321 324
341 342 412 413 421 423 431 432.
Kao i u sluqaju pod a) zak	uqujemo da prvu cifru mo�emo iza-
brati na 4 naqina. Za izabranu prvu cifru imamo 3 mogu�nosti
za izbor druge cifre, a za izabranu prvu i drugu cifru imamo 2
mogu�nosti za izbor tre�e cifre. Ukupan broj tra�enih troci-
frenih brojeva je jednak 4 · 3 · 2 = 24.

�
Izra�eno terminom niza, u ovom primeru je trebalo formirati

sve nizove oblika x1x2 (odnosno x1x2x3) qiji su qlanovi razliqiti i
koji pripadaju skupu A = {1, 2, 3, 4}.

Primer 3.2 Osam kandidata pola�e usmeni (tj. jedan po jedan) is-
pit iz matematike. Prvog dana pola�e pet kandidata. Na koliko
razliqitih naqina se mo�e napraviti raspored polaga�a ispita
prvog dana?

Rexe�e: Oznaqimo sa A skup kandidata, a same kandidate sa ai, tj.
ai (i = 1, 2, . . . , 8), odnosno neka je A = {a1, a2, . . . , a8}. Za prvi dan je
potrebno izabrati 5 kandidata i odrediti raspored polaga�a ispi-
ta. Potrebno je odrediti broj nizova oblika x1x2x3x4x5 sa razliqitim
qlanovima koji su elementi skupa A. Kandidata koji �e prvi polagati
mo�emo izabrati na 8 naqina, drugog po redu mo�emo izabrati od pre-
ostalih 7, tre�eg po redu od preostalih 6, qetvrtog od preostalih 5 i
petog od preostalih 4. Pet kandidata se mo�e izabrati i rasporediti
na 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 6 720 naqina. �

Primer 3.3 Na komandu ,,zbor", 10 uqenika se postrojava u jednu vr-
stu. Na koliko naqina to mogu uqiniti?
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Rexe�e: Ako sa A = {a1, a2, . . . , a10} oznaqimo skup uqenika, tada je
potrebno odrediti broj nizova x1x2 . . . x10 qiji su qlanovi razliqiti
elementi skupa A. Ako postupimo kao u prethodnim primerima, za-
k	uqujemo da je broj takvih nizova 10 ·9 ·8 ·7 ·6 ·5 ·4 ·3 ·2 ·1 = 3 628 800
xto je ukupan broj naqina za postrojava�e uqenika u jednu vrstu. �

Ispisati sve mogu�noti iz prethodnog primera je priliqno napor-
no, ali u sluqaju da skup A ima 3 elementa (uqenika), tj. da je skup
A = {a1, a2, a3}, imali bismo slede�e mogu�nosti

a1a2a3, a1a3a2, a2a1a3, a2a3a1, a3a1a2, a3a2a1.

U ovom sluqaju ukupan broj naqina postrojava�a u jednu vrstu je jed-
nak 3 · 2 · 1 = 6.

Uvedimo slede�u oznaku za proizvod prvih n uzastopnih prirodnih
brojeva:

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n.
Ovu oznaku n! qitamo ,,n faktorijel". Tako je:

1! = 1, 2! = 2·1, 3! = 3·2·1 = 6, 4! = 1·2·3·4 = 24, 5! = 1·2·3·4·5 = 120 itd.

Po definiciji uzimamo da je 0! = 1.

Primer 3.4 Za xahovsku ekipu xkole prijavilo se 5 uqenika. For-
mirajmo sve mogu�e troqlane ekipe od prijav	enih uqenika.

Rexe�e: Neka skup A predstav	a prijav	ene uqenike, pa tada imamo
da je A = {a1, a2, a3, a4, a5}. U ovom sluqaju ne mo�emo postupiti kao
u prethodnim primerima. Ako bismo uoqili sve nizove od tri qla-
na koji su me�usobno razliqiti elementi skupa A, tada bi na primer
slede�i nizovi a1a2a3, a1a3a2, a2a1a3, a2a3a1, a3a1a2, a3a2a1 bili raz-
liqiti, ali bi u naxem sluqaju predstav	ali jednu istu ekipu. Zbog
toga je potrebno formirati sve troqlane podskupove skupa A. Umesto
oznake za podskup {a1, a2, a3} pisa�emo samo a1a2a3 i imamo u vidu da
su dva troqlana niza sa razliqiti qlanovima jednaka ako i samo ako
su jednaki skupovi formirani od �ihovih qlanova. Tada imamo sle-
de�e mogu�nosti za formira�e ekipe:
a1a2a3 a1a3a4 a2a3a4 a3a4a5
a1a2a4 a1a3a5 a2a3a5
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a1a2a5 a1a4a5 a2a4a5.
Dakle, ukupno imamo 10 naqina za formira�e ekipe. Napomi�emo

da kod ovako formiranih nizova redosled elemenata nije bitan. �

U prethodnim primerima imamo dva razliqita naqina izdvaja�a
k (1 ≤ k ≤ n) razliqitih elemenata skupa A koji sadr�i n elemenata.
U prva tri primera kod izdvaja�a vodimo raquna o poretku izabranih
elemenata, dok u qetvrtom primeru poredak izabranih elemenata nije
bitan.

Definicija 3.2 Neka je dat skup A = {a1, a2, . . . , an} od n eleme-
nata. Niz od k (1 ≤ k ≤ n) razliqitih qlanova koji su elementi
skupa A nazivamo varijacijom skupa A (od n elemenata) klase k

(k-te klase). U sluqaju k = nk = nk = n varijaciju klase n skupa A nazivamo
permutacijom skupa A.

Definicija 3.3 Neka je dat skup A = {a1, a2, . . . , an} od n elemena-
ta. Podskup od k (1 ≤ k ≤ n) elemenata skupa A nazivamo kombina-
cijom klase kkk od nnn elemenata skupa A.

3.2 Prebrojava�e varijacija, permutacija i

kombinacija

Teorema 3.4 Neka je dat skup A od n elemenata, tj. neka je
A = {a1, a2, . . . , an}. Neka V n

k oznaqava broj svih varijacija klase k od
n elemenata, neka Pn bude oznaka za broj svih permutacija skupa A,
a neka Cn

k oznaqava broj svih kombinacija klase k od n elemenata ( u
svim sluqajevima 1 ≤ k ≤ n). Tada je:

a) V n
k = n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1); (3.1)

b) Pn = n!; (3.2)

v) Cn
k =

V n
k

k!
=

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
. (3.3)

Dokaz:

a) Neka x1, x2, . . . , xn oznaqava proizvo	nu varijaciju klase k skupa
A = {a1, a2. . . . , an}. Na prvom mestu u nizu x1, x2, . . . , xn prvi qlan
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niza mo�e biti bilo koji od n elemenata skupa A. Sa svakim od n
elemenata kao prvim qlanom niza imamo da drugi qlan niza mo�e
biti bilo koji od n− 1 preostalih elemenata skupa A, tj. prvi i
drugi qlan niza mo�emo izabrati na n·(n−1) naqina. Za sve takve
izbore prva dva qlana imamo n − 2 mogu�nosti za izbor tre�eg
qlana, pa se prva tri qlana mogu izabrati na n · (n − 1) · (n − 2)
naqina. Sliqnim postupkom zak	uqujemo da se k qlanova niza
mogu izabrati na

V n
k = n · (n− 1) · . . . ·

[
n− (k − 2)

]
·
[
n− (k − 1)

]
=

= n · (n− 1) · . . . · (n− k + 2) · (n− k + 1) (3.4)

naqina.

b) Poxto je po Definiciji 3.2 permutacija skupa A od n elemenata
jednaka varijaciji klase n skupa A, to je prema rezultatu pod a)
jednako

Pn = V n
n = n · (n− 1) · . . . ·

[
n− (n− 1) + 1

]
· [n− n + 1] =

= n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! (3.5)

v) Od jedne kombinacije klase k, recimo x1, x2, . . . , xk mogli bismo
promenom poretka qlanova dobiti prema b) Pk = k! permutacija
skupa {x1, x2, . . . , xk} tj. k! varijacija klase k polaznog skupa A

od n elemenata. Ako je Cn
k ukupan broj kombinacija klase k od n

elemenata tada je
Cn

k · k! = V n
k ,

odakle dobijamo

Cn
k =

V n
k

k!
. (3.6)

�
Da bismo lakxe zapamtili formulu za V n

k , primetimo da u proi-
zvodu n · (n− 1) · . . . · (n− k + 2) · (n− k + 1) imamo k mno�ilaca koji
su uzastopni prirodni brojevi i kod kojih je n najve�i broj. Tako je

V 5
2 = 5 · 4, V 5

3 = 5 · 4 · 3, V 7
5 = 7 · 6 · 5 · 4 · 3.
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Napomenimo da po definiciji uzimamo da je

V n
0 = 1,

P0 = 0! = 1,

Cn
0 = 1.

Primer 3.5 Koliko ima trocifrenih brojeva sa razliqitim cifra-
ma koji se mogu obrazovati od cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5?

Rexe�e: Ovde se radi o varijacijama tre�e klase od 6 elemenata.
�ihov broj je V 6

3 = 6 ·5 ·4 = 120. Me�utim, varijaciju tipa 012 ne sma-
tramo trocifrenim brojem, pa od ukupnog broja varijacija tre�e klase
treba oduzeti broj onih varijacija tre�e klase koji poqi�u sa nulom.
Broj takvih varijacija �e biti jednak broju varijacija druge klase od
elemenata 1, 2, 3, 4, 5 (jer je prvi qlan niza 0 fiksiran), tj. V 5

2 = 5 ·4 =
20. Ukupan broj trocifrenih brojeva je V 6

3 − V 5
2 = 120− 20 = 100. �

Primer 3.6 Dat je skup A = {a, b, c, d, e}. U leksikografskom poret-
ku je recimo abc prva varijacija tre�e klase od svih elemenata skupa
A, a edc posled�a. Sliqno je abcde prva permutacija skupa A, a edcba
posled�a. Prema Teoremi 3.4, varijacija tre�e klase od pet eleme-
nata ima ukupno V 5

3 = 5 · 4 · 3 = 60, dok je broj permutacija skupa A

jednak P5 = 5! = 120.

a) Kako glasi u leksikografskom poretku 45. varijacija tre�e klase
skupa A?

b) Kako glasi u leksikografkom poretku 88. permutacija skupa A?

Rexe�e:

a) Broj varijacija oblika ax2x3, gde su x2, x3 razliqiti i pripa-
daju skupu {b, c, d, e}, jednak je broju varijacija druge klase od 4
elementa, tj. jednak je V 4

2 = 4 · 3 = 12. Sliqno sa b poqi�e 12
varijacija i sa c tako�e 12 varijacija. To je ukupno 36 varijacija.
Ako bismo uzeli u obzir i sve varijacije koje poqi�u slovom d to
je ukupno 12 ·4 = 48 varijacija, xto je vixe od 45. Varijacija koje
poqi�u sa dax3 ima ukupno 3, jer toliko ima mogu�nosti za izbor
tre�eg qlana od preostala tri slova. Sa dbx3 poqi�u 3 varijacije,
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sa dcx3 tako�e 3. Sada je ukupan broj varijacija 36 + 3 · 3 = 45, pa
je 45-ta varijacija u stvari posled�a varijacija koja poqi�e sa
dc, a to je dce.

b) Permutacije koje poqi�u elementom a, tj. ax1x2x3x4 ima onoli-
ko koliko ima permutacija od preostala 4 elementa, tj. ima ih
4! = 24. Toliko permutacija poqi�e i elementima b i c. Ukup-
no permutacija koje poqi�u slovima a, b ili c ima 24 · 3 = 72.
Sa da poqi�e 3! = 6 permutacija, a sa db tako�e 6. Do sada bi-
smo ukupno imali 84 permutacije. Slede�e qetiri permutacije se
mogu neposredno ispisati:

dcabe (85)

dcaeb (86)

dcbae (87)

dcbea (88).

Dakle tra�ena permutacija je dcbea.

�

Primer 3.7 U kutiji se nalazi 10 kuglica numerisanih brojevima
1, 2, 3, . . . , 9, 10. Istovremeno izvlaqimo 3 kuglice. Koliko razliqi-
tih izvlaqe�a mo�emo dobiti?

Rexe�e: Ovde se oqigledno radi o kombinaciji tre�e klase od 10
elemenata. �ihov ukupan broj je prema Teoremi 3.4 jednak:

C10
3 =

V 10
3

3!
=

10 · 9 · 8
1 · 2 · 3

=
720

6
= 120.

�

Primer 3.8 Odredimo u leksikografskom poretku 52. kombinaciju
tre�e klase od slede�ih 9 elemenata: 1, 2, . . . , 9.

Rexe�e: Ukupan broj kombinacija je

C9
3 =

V 9
3

3!
=

9 · 8 · 7
1 · 2 · 3

=
504

6
= 84.
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Elementom 1 poqi�e ukupno

C8
2 =

V 8
2

2!
=

8 · 7
1 · 2

=
56

2
= 28.

kombinacija, jer toliko ima mogu�nosti za preostala dva qlana kom-
binacije. Brojem 2 poqi�e

C7
2 =

V 7
2

2!
=

7 · 6
1 · 2

=
42

2
= 21

kombinacija (s obzirom da kod kombinacija nije bitan poredak, ne
uzimamo vixe u obzir element 1). Sa 1 i 2 ukupno ima 28 + 21 = 49
kombinacija.
Naredne kombinacije (u �ima se ne pojav	uju vixe elementi 1 i 2)
bi�e slede�e:

345 (50)

346 (51)

347 (52).

�
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Glava 4

Varijacije i permutacije sa

ponav	a�em

Mo�emo posmatrati i nizove kod kojih ima i qlanova koji ne moraju
obavezno biti razliqiti, ve� se neki qlanovi mogu i ponav	ati u
nizu. Tada se radi o varijacijama i permutacijama sa ponav	a�em.
Ovde mo�e biti i k > n.

Primer 4.1 Dat je skup A = {1, 2, 3, 4}.

a) Obrazujmo sve dvocifrene brojeve qije cifre pripadaju skupu A;

b) Obrazujmo sve trocifrene brojeve qije cifre pripadaju skupu A.

Rexe�e:

a) Od elemenata skupa A mo�emo formirati slede�e dvocifrene
brojeve:

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44.

Ukupan broj dvocifrenih brojeva je 42 = 16.

b) Nekoliko prvih trocifrenih brojeva �e imati oblik:

111 131 211 231

112 132 212 232

113 133 213 233
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114 134 214 234

121 141 221 . . .

122 142 222

123 143 223

124 144 224.

Prema primeru pod a) takvih dvocifrenih brojeva ima 42, pa i
trocifrenih brojeva koji poqi�u cifrom 1 ima 42. Kako prvu ci-
fru mo�emo izabrati na 4 naqina, to �e ukupan broj trocifrenih
brojeva biti 4 · 42 = 43 = 64.

�

Primer 4.2 U kutiji se nalaze 4 razliqito obojene kuglice. Oznaqi-
mo ih sa a, b, c, d. Iz kutije izvlaqimo jednu po jednu kuglicu, sa
vra�a�em u kutiju posle svakog izvlaqe�a. Prilikom svakog izvlaqe-
�a registrujemo broj kuglice i poredak izvlaqe�a. Ako smo iz kutije
izvukli tri kuglice, odredimo broj svih mogu�ih rezultata takvog
izvlaqe�a.

Rexe�e: Za svako izvlaqe�e imamo po 4 mogu�nosti, pa je ukupan
broj mogu�nosti kao i u prethodnom primeru pod b) 43 = 64. �

Primer 4.3 Dat je skup A = {1, 2, 3}. Odredimo broj svih xestoci-
frenih brojeva u qijem se zapisu cifra 1 pojav	uje dva puta, cifra
2 tri puta, a cifra 3 jedanput.

Rexe�e: Potrebno je odrediti sve nizove x1x2x3x4x5x6 od 6 qlanova,
kod kojih su dva qlana jednaka 1, tri qlana jednaka 2, jedan qlan jednak
3. Prvih nekoliko nizova ima slede�i oblik:

112223 122123

112232 122132

112322 122213

113222 122231

121223 122312

121232 122321

121322 . . .
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Ovakve nizove gde se svaki element skupa A pojav	uje taqno odre-
�en broj puta, nazivamo permutacijama sa ponav	a�em. U ovom
primeru oznaqimo sa P 3

2,3,1 broj permutacija sa ponav	a�em, gde nam
gor�i indeks oznaqava broj elemenata, a do�i indeksi oznaqavaju broj
pojav	iva�a svakog elementa u nizu. Kada bi svi elementi u nizu bi-
li me�usobno razliqiti, a ima ih 6, tada bi ukupan broj permutacija
bio 6!. Me�utim, kod proizvo	ne permutacije sa ponav	a�em mo�emo
me�ati mesta jednakim qlanovima u nizu, a da se permutacija (niz)
ne promeni. Tako qlanovi koji su jednaki 1 mogu me�ati mesta tj. per-
mutovati se na 2! naqina. Qlanovi koji su jednaki 2 (ima ih 3) mogu
me�ati mesta na 3! naqina, a element 3 na 1! naqin. Jednaki qlano-
vi mogu ukupno me�ati mesta na 2!3!1! naqina, a da se permutacija
ne promeni. Dakle, za svaku permutaciju sa ponav	a�em imali bi-
smo 2!3!1! permutacija (bez ponav	a�a) u kojima se ne me�a raspored
razliqitih elemenata. Tada je

2!3!1! · P 3
2,3,1 = 6!,

odakle je

P 3
2,3,1 =

6!

2!3!1!
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 1 · 3 · 2 · 1 · 1

=
720

12
= 60.

�

Definicija 4.1 Neka je dat skup A = {a1, a2, . . . , an}. Niz x1x2 . . . xk
(k ≥ 1) kod koga neki qlanovi niza mogu biti me�usobno jednaki na-
ziva se varijacijom sa ponav	a�em klase kkk.

Ukoliko se u nizu x1x2 . . . xk ponav	aju svi elementi skupa A, i
to a1 taqno k1 puta, a2 taqno k2 puta,. . . , an taqno kn puta (tada
je k1 + k2 + . . . + kn = k), takav niz se naziva permutacijom sa
ponav	a�em skupa A (od n elemenata) klase kkk.

Prema Definiciji 4.1 kod permutacija sa ponav	a�em mora biti
k > n i mora se znati koliko puta se svaki element ponav	a.

Teorema 4.2 Neka je dat skup A = {a1, a2, . . . , an}.

a) Ako sa V
n
k oznaqimo broj varijacija sa ponav	a�em klase k (k ≥ 1),

tada je
V

n
k = nk. (4.1)
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b) Ako P n
k1,k2,...,kn

oznaqava broj svih permutacija sa ponav	a�em sku-
pa A kod kojih se element a1 ponav	a k1, element a2 ponav	a k2
puta,. . . ,element an ponav	a kn puta, tada je

P n
k1,k2,...,kn

=
(k1 + k2 + . . . + kn)!

k1!k2! . . . kn!
. (4.2)

Dokaz:

a) Na prvom mestu u nizu (tj. prvi qlan niza) x1x2 . . . xk mo�e se
nalaziti bilo koji od n elemenata, nezavisno od ostalih qlanova
niza. Isto va�i i za ostala mesta u nizu (za sve ostale qlanove
niza). Zato �e ukupan broj varijacija takvog tipa biti jednak

n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
k

= nk.

b) Ukoliko za momenat pretpostavimo da su svi qlanovi u permu-
taciji sa ponav	a�em razliqiti, tada bismo imali permutaciju
bez ponav	a�a od k1 + k2 + . . . + kn elemenata, te je ukupan broj
permutacija jednak (k1 + k2 + . . . + kn)!.

Kod svake permutacije sa ponav	a�em mo�emo me�ati mesta qla-
novima koji su jednaki a1, a da se permutacija ne promeni. Takvih
razmexta�a ima k1!. Sliqno mo�emo uqiniti sa qlanovima koji
su jednaki a2. Takvi qlanovi mogu me�ati mesta na k2! naqina
itd. Za svaku permutaciju sa ponav	a�em imamo k1!k2! . . . kn! per-
mutacija (bez ponav	a�a) u kojima se ne me�a me�usobni raspored
razliqitih qlanova skupa A. Me�aju�i takve rasporede dobili
bismo ukupan broj permutacija (bez ponav	a�a) od k1+k2+. . .+kn
elemenata.

Zato va�i

k1!k2! . . . kn! · P n
k1,k2,...,kn

= (k1 + k2 + . . . + kn)!

odakle je, konaqno dokazan izraz (4.2)

P n
k1,k2,...,kn

=
(k1 + k2 + . . . + kn)!

k1!k2! . . . kn!
.
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�
Na primer, V

4
3 = 43 = 64,

P 4
2,2,3,1 =

(2 + 2 + 3 + 1)!

2!2!3!1!
=

8!

2!2!3!1!
=

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 1 · 2 · 1 · 3 · 2 · 1 · 1

= 1680.

Po definiciji uzimamo da je V
n
0 = 1.

Primer 4.4 Koliko ima trocifrenih brojeva koji se mogu obrazova-
ti od cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5?

Rexe�e: Ovde se radi o varijacijama sa ponav	a�em tre�e klase od

6 elemenata. �ihov broj je V
6
3 = 63 = 216. Varijaciju koja poqi�e

cifrom 0 ne smatramo trocifrenim brojem. Broj takvih varijacija
je jednak broju varijacija druge klase od 6 elemenata, prvi qlan je

fiksiran. V
6
2 = 62 = 36. Ukupno ima 216− 36 = 180 tra�enih brojeva.

Uporedimo rezultat ovog primera i primera 3.5 iz prethodnog po-
glav	a. Vidimo da je za 80 vixe trocifrenih brojeva ukoliko cifre
mogu da se ponav	aju.

�

Primer 4.5 Objasnimo razliku izme�u igara na sre�u. Posmatra�emo
sportsku prognozu i loto. Odredimo broj svih mogu�ih kombinacija
koje se mogu ispuniti u oba sluqaja.

Rexe�e: Na listi�u sportske prognoze imamo 13 parova fudbalskih
timova, a rezultate �ihovih utakmica zapisujemo sa 0, 1 ili 2 u za-
visnosti od toga da li je rezultat utakmice nerexen (0), pobeda do-
ma�ina (1) ili pobeda gostuju�e ekipe (2). Svi parovi na listi�u su
dati u odre�enom poretku, a jedna kombinacija je predstav	ena kolo-
nom sa 13 mesta (po	a) gde upisujemo jedan od brojeva 0, 1 ili 2. Ovde
se oqigledno radi o varijacijama sa ponav	a�em trinaeste klase od
3 elementa, pa je �ihov broj

V
3
13 = 313 = 1 594 323.

Na primer, jedna varijacija ima oblik 1110021111000.

Kod lotoa imamo 39 brojeva, a potrebno je izabrati 7 brojeva.
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Pri izvlaqe�u numerisanih kuglica redosled izvlaqe�a nije bitan
(izvlaqi se jedna po jedna kuglica bez vra�a�a), pa se ovde radi o
kombinacijama sedme klase od 39 brojeva. �ih ukupno ima

C39
7 =

39 · 38 · 37 · 36 · 35 · 34 · 33

7!
= 15 380 937.

�

Primer 4.6 Na koliko naqina mo�emo rasporediti 3 reqnika engle-
skog, 2 reqnika francuskog i 5 reqnika nemaqkog jezika ako se nalaze
na polici jedan do drugog?

Rexe�e: U ovom sluqaju imali bismo niz od 10 qlanova u kome su
tri qlana od jedne vrste, dva qlana od druge vrste i 5 qlanova od
tre�e vrste. Reqeno jezikom kombinatorike imamo 3 elementa od kojih
se jedan ponav	a 3 puta, drugi 2 puta i tre�i 5 puta. U ovom sluqaju
se radi o permutacijama sa ponav	a�em od 3 elemenata 10. klase, gde
se taqno zna broj pojav	iva�a svakog elementa. Prema Teoremi 4.2 pod
b) �ihov broj je jednak

P 3
3!2!5! =

(3 + 2 + 5)!

3!2!5!
=

10!

3!2!5!
= 2 520.

�
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Glava 5

Binomni koeficijenti i binomni

obrazac

Definicija 5.1 Bionomnim koeficijentom, u oznaci
(
n
k

)
qitamo

,,n nad k", gde k, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, nazivamo broj
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
,

tj. (
n

k

)
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
. (5.1)

Po definiciji uzimamo da je
(
n
0

)
= 1.

Upore�uju�i ovu formulu sa formulom za broj svih kombinacija
klase k od n elemenata zak	uqujemo da je

Cn
k =

(
n

k

)
. (5.2)

Osnovne osobine binomnih koeficijenata date su slede�om teore-
mom.

Teorema 5.2 Za binomne koeficijente va�i:

a)

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
; (5.3)

b)

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
; (5.4)
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v)

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n + 1

k + 1

)
. (5.5)

Dokaz:

a) Za k = 0 i k = n jednakost je taqna, jer je po definiciji
(
n
0

)
= 1 i

0! = 1, dok je(
n

n

)
=

n(n− 1) . . . (n− n + 1)

n!
=

n!

n!
= 1.

Neka je 1 ≤ k < n. Tada je prema Definiciji 5.1(
n

k

)
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
·

(n− k)!

(n− k)!

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n− k)(n− k − 1) . . . 3 · 2 · 1

k!(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
.

b) Korix�e�em svojstva a) dobijamo da je(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

(
n

n− k

)
=

n!

(n− k)![n− (n− k)]!
=

n!

(n− k)!k!
,

pa je zaista

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
.

Ovo svojstvo je svojstvo simetriqnosti kod binomnih koefi-
cijenata.

v) Primenom jednakosti pod a) i qi�enice da je k! = k ·(k−1)!, imamo
da je (

n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
=

=
n!

k!(n− k − 1)!
·

[
1

n− k
+

1

k + 1

]
=

=
n!

k!(n− k − 1)!

n + 1

(k + 1)(n− k)
=

(n + 1)!

(k + 1)!(n− k)!
=

=
(n + 1)!

(k + 1)![(n + 1)− (k + 1)]!
=

(
n + 1

k + 1

)
.
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Ovim smo dokazali pravilo sabira�a binomnih koeficijenata. �

Primer 5.1 Neposredno izraqunavamo da je(
8

3

)
=

8 · 7 · 6
3!

= 56,

(
n

1

)
=

n

1!
= n,

(
n

2

)
=

n(n− 1)

2!
=

n(n− 1)

2
,(

n

3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

3!
=

n(n− 1)(n− 2)

6
, itd.

Primenom jednakosti pod b) u Teoremi 5.2 mo�emo izraqunava�e ne-
kih binomnih koeficijenata znatno uprostiti. Tako je na primer(

8

6

)
=

(
8

8− 6

)
=

(
8

2

)
=

8 · 7
2!

= 28,(
n

n− 2

)
=

(
n

n− (n− 2)

)
=

(
n

2

)
=

n(n− 1)

2
,(

n

n− 1

)
=

(
n

n− (n− 1)

)
=

(
n

1

)
= n, . . .

Naziv ,,binomni koeficijent" je u vezi sa razvojem binoma (a + b)n.
Za n = 2 i n = 3 imamo slede�e identitete

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2, (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

koje mo�emo pisati u obliku

(a + b)2 =

(
2

0

)
a2 +

(
2

1

)
ab +

(
2

2

)
b2,

(a + b)3 =

(
3

0

)
a3 +

(
3

1

)
a2b +

(
3

2

)
ab2 +

(
3

3

)
b3.

Postav	a se pita�e razvoja binoma (a+ b)4, (a+ b)5, . . . Odgovor na
takvo pita�e daje slede�a teorema.

Teorema 5.3

(a+b)n =

(
n

0

)
an+

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2+ . . .+

(
n

n− 1

)
abn−1+

(
n

n

)
bn,
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ili kra�e zapisano

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k, n ∈ N. (5.6)

Ova formula se naziva binomni obrazac ili �utnova 1 binom-
na formula.

Dokaz: Dokaz izvodimo metodom matematiqke indukcije. Za n = 1
formula (5.6) ima oblik (a + b)1 =

(
1
0

)
a1 +

(
1
1

)
b1, xto je oqigledno

taqno. Iz prethodnih zapisa za (a+b)2 i (a+b)3 uveravamo se u taqnost
formule za n = 2 i n = 3 (za sam dokaz to nije neophodno).

Pretpostavimo da je formula taqna za n. Tada je

(a + b)n+1 = (a + b)n(a + b) =

=

[(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b +

(
n

2

)
an−2b2 + . . .

+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

]
(a + b) =

=

(
n

0

)
an+1 +

[(
n

0

)
+

(
n

1

)]
anb +

[(
n

1

)
+

(
n

2

)]
an−1b + . . .

+

[(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)]
abn +

(
n

n

)
bn+1 =

=

(
n + 1

0

)
an+1 +

(
n + 1

1

)
anb +

(
n + 1

2

)
an−1b2 + . . .

+

(
n + 1

n

)
abn +

(
n + 1

n + 1

)
bn+1

xto znaqi da je formula taqna i za n+1. Napomenimo da smo u posled-
�em koraku primenili pravilo o sabira�u binomnih koeficijenata
i jednakosti (

n

0

)
=

(
n + 1

0

)
=

(
n

n

)
=

(
n + 1

n + 1

)
= 1.

1Isaac Newton (1643 -1727) bio je engleski matematiqar, fiziqar, astronom, filozof i al-
hemiqar koji se smatra jednim od najve�ih nauqika u istoriji nauke. U matematici �utn deli
zasluge sa Lajbnicom za otkri�e infinitenzimalnog raquna. Izlo�io je i uopxtenu binomsku
teoremu, razvijaju�i na taj naqin tzv. ,,�utnov metod" za aproksimacije nula funkcije. Izvrxio
je i aproksimaciju parcijalnih suma nizova pomo�u logaritama. U fizici je postavio teme	e
klasiqne mehanike sa svoja tri zakona i zakonom gravitacije.
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�

Primer 5.2 Zahva	uju�i binomnom obrascu sada dobijamo da je

(a + b)4 =

(
4

0

)
a4 +

(
4

1

)
a3b +

(
4

2

)
a2b2 +

(
4

3

)
ab3 +

(
4

4

)
b4

= a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4,

(a + b)5 =

(
5

0

)
a5 +

(
5

1

)
a4b +

(
5

2

)
a3b2 +

(
5

3

)
a2b3 +

(
5

4

)
ab4 +

(
5

5

)
b5

= a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5, . . .

Uoqavamo da je kod razvoja binoma glavni problem izraqunava�e
vrednosti binomnih koeficijenata. Za lako izraqunava�e binomnih
koeficijenata mo�e nam poslu�iti tzv. Paskalov 2 trougao

Slika 5.1

u kome je svaki broj, sem kraj�ih u vrsti (koji su jednaki 1), jednak
zbiru dva susedna broja koji su levo i desno od �ega u prethodnoj vr-
sti. Brojevi u levoj koloni predstav	aju stepen binoma, a brojevi
u vrsti koja odgovara tom stepenu, su binomni koeficijenti koji

2Blaise Pascal (1623 -1662) bio je francuski matematiqar, fiziqar i filozof. U svom delu
,,Teze o aritmetiqkom trouglu" izneo je opis tabelarnog prikaza za binomne koeficijente koji je
danas poznat kao Paskalov trougao, beskonaqni niz prirodnih brojeva pore�anih u obliku pira-
midalne sheme. Svaki broj u jednom redu predstav	a zbir brojeva koji su iznad �ega.
Sara�uju�i sa Fermaom stvorio je teme	e teoriji verovatno�e. U svojim radovima prouqavao je ak-
siomatski metod geometrije. Rad u fizici Paskal je posvetio izuqava�u fluida, posebno prouqa-
va�u hidrauliqnih fluida, pa je tako otkrio hidrauliqnu presu. Verovao je u postoja�e vakuuma,
pa je i eksperimentisao je i sa vakuumom i vazduhom. Time je doxao u sukob sa drugim nauqicima.
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se pojav	uju tim redom u razvoju binoma. Ovo pravilo se zasniva na
pravilu o sabira�u binomnih koeficijenata (5.5):(

n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n + 1

k + 1

)
.

Na primer, za n = 1, 2, 3, 4, 5 smo proverili taqnost brojeva u odgo-
varaju�im vrstama Paskalovog trougla (pogledati Primer 5.2). Pro-
verimo taqnost za n = 6. U tom ci	u zapiximo vrstu za n = 5 pomo�u
binomnih koeficijenata, a zatim primenimo pravilo o formira�u
Paskalovog trougla. Ima�emo

Slika 5.2

xto zaista daje binomne koeficijente u razvoju (a + b)6, prema datoj
Teoremi 5.3. Iz Paskalovog trougla je jasna osobina simetriqnosti
binomnih koeficijenata. Tako�e zapa�amo da se najve�i koeficijen-
ti (jedan ili dva) nalaze u sredini vrste.

Primer 5.3 Doka�imo da va�i:

a)

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . . +

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n

b)

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+. . .+(−1)n−1

(
n

n− 1

)
+(−1)n

(
n

n

)
= 0.

Dokaz:

a) Ako u binomnu formulu stavimo a = b = 1, dobi�emo da je

(1+1)n =

(
n

0

)
1n+

(
n

1

)
1n−1·1+

(
n

2

)
1n−2·12+. . .+

(
n

n− 1

)
1·1n−1+

(
n

n

)
1n,
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tj.

2n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . . +

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
.

b) Zame�uju�i u binomnoj formuli a = 1, b = −1, dobi�emo da je(
1 + (−1)

)n
=

(
n

0

)
1n −

(
n

1

)
1n−1 · (−1) +

(
n

2

)
1n−2 · (−1)2 + . . .

+

(
n

n− 1

)
1 · (−1)n−1 +

(
n

n

)
(−1)n,

tj.

0 = 1n −
(
n

1

)
1n−1 · (−1) +

(
n

2

)
1n−2 · (−1)2 + . . .

+

(
n

n− 1

)
1 · (−1)n−1 +

(
n

n

)
(−1)n.

�
Imaju�i u vidu da je

(
n
k

)
= Cn

k , a Cn
k broj svih podskupova od k

elemenata koji se mogu formirati od skupa koji sadr�i n elemenata,
(iz prethodnog Primera 5.3 pod a)) mo�emo zak	uqiti da svih pod-
skupova (raqunaju�i i prazan skup) skupa od n elemenata ima 2n, tj.
partitivni skup skupa od n elemenata ima 2n elemenata.

Primer 5.4 Suma binomnih koeficijenata razlaga�a binoma(
2nx +

1

2nx2

)3n

jednaka je 64. Odredimo qlan takvog razvoja koji ne

sadr�i x.

Rexe�e: Prema Primeru 5.3 pod a) suma binomnih koeficijenata je
23n = 64 tj. 23n = 26. Odavde je n = 2. Dakle, imamo(

4x +
1

4x2

)6

=
6∑

k=0

(
6

k

)(
4x)6−k

(
1

4x2

)k

=
6∑

k=0

(
6

k

)
46−2kx6−3k.

Qlan prethodnog razvoja koji ne sadr�i x se dobija za 6−3k = 0 ⇐⇒
k = 2 i jednak je (

6

2

)
42 = 15 · 16 = 240.

�
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Glava 6

Lajbnicova formula i Fermaova

teorema

Lajbnicova formula

Ako su f i g funkcije koje su n puta diferencijabilne funkcije,
tada je (

f + g
)′

= f ′ + g′,
(
f + g

)′′
= f ′′ + g′′, . . .

Indukcijom se dokazuje da je(
f + g

)(n)
= f (n) + g(n), (n = 1, 2, . . .).

Odgovaraju�e formule za proizvod su slo�enije. Naime, imamo

(fg)′ = f ′g + fg′, (6.1)

odakle, posle diferencira�a, dobijamo(
fg
)′′

=
(
f ′g + fg′

)′
= f ′′g + f ′g′ + f ′g′ + fg′′,

tj. (
fg
)′′

= f ′′g + 2f ′g′ + fg′′. (6.2)

Zatim(
fg
)(3)

=
(
f ′′g + 2f ′g′+ fg′′

)′
= f (3)g + f ′′g′+ 2f ′′g′+ 2f ′g′′+ f ′g′′+ fg(3),

tj. (
fg
)(3)

= f (3)g + 3f ′′g′ + 3f ′g′′ + fg(3) (6.3)

itd.

44



GLAVA 6. LAJBNICOVA FORMULA I FERMAOVA TEOREMA

Na desnoj strani formule (6.1) su koeficijenti 1, 1; na desnoj stra-
ni formule (6.2) su koeficijenti 1, 2, 1; na desnoj strani formule (6.3)
su koeficijenti 1, 3, 3, 1 itd. To su, kao xto znamo, binomni koefici-
jenti.

Formule (6.1), (6.2), (6.3) ukazuju na to da bi opxta formula za
n-ti izvod proizvoda dve funkcije f i g mogla da glasi(
fg
)(n)

= f (n)g +

(
n

1

)
fn−1g′ + . . . +

(
n

k

)
f (n−k)g(k) + . . . (6.4)

+

(
n

n− 1

)
f ′g(n−1) + fg(n).

Formula (6.4) zaista je taqna za svako n ∈ N, a dokaz izvodimo
matematiqkom indukcijom. On je potpuno analogan dokazu binomne
formule.

Za n = 1 jednakost (6.4) je taqna, jer se svodi na (6.1).

Pretpostavimo da je (6.4) taqna za svako n ∈ N. Tada iz (6.4), posle
diferencira�a, dobijamo(
fg
)(n+1)

=

= f (n+1)g + f (n)g′ +

(
n

1

)(
f (n)g′ + fn−1)g′′

)
+ . . .

+

(
n

k

)(
f (n−k+1)g(k) + f (n−k)g(k+1)

)
+ . . .

+

(
n

n− 1

)(
f (2)g(n−1) + f ′g(n)

)
+ f ′g(n) + fg(n+1)

= f (n+1)g +

(
1 +

(
n

1

))
f (n)g′ + . . .

+

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
f (n−k+1)g(k) + . . .

+

((
n

n− 1

)
+ 1

)
f ′g(n) + fg(n+1)
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tj.(
fg
)(n+1)

=

= f (n+1)g +

(
n + 1

1

)
f (n)g′ + . . . +

(
n + 1

k

)
f (n−k+1)g(k) + . . .

+

(
n + 1

n

)
f ′g(n) + fg(n+1),

a to je taqno formula (6.4) gde je n zame�eno sa n + 1. Stoga na osno-
vu principa matematiqke indukcije zak	uqujemo da je (6.4) taqna za
svako n ∈ N.

Formula (6.4) se nazivaLajbnicova 1 formula za n-ti izvod pro-
izvoda. Ona se mo�e napisati u obliku(

fg
)(n)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k)g(k), (6.5)

pri qemu se smatra da je f (0) = f , tj. da je nulti izvod funkcije jednak
samoj funkciji, kao xto je i g(0) = g.

Primer 6.1 Ako je funkcija F (x) = x log x, na�i �en xesti izvod.

Rexe�e: Za xesti izvod funkcije F definisane sa F (x) = x log x
dobijamo:

F (6)(x) = (x log x)(6) = x(log x)(6) +

(
6

1

)
(log x)(5).

Obzirom da je

(log x)(n) = (−1)n−1
(n− 1)!

xn
,

dobijamo da je

(x log x)(6) = −
5!

x5
+

6 · 4!

x5
=

24

x5
.

�
1Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -1716) bio je nemaqki matematiqar, filozof, fiziqar, prona-

lazaq, istoriqar, pravnik i diplomata. Ro�en je u lu�iqkosrpskoj porodici. Negde u isto vreme,
a nezavisno od �utna, otkrio je infinitenzimalni raqun, a otkrio je i binarni sistem koji pred-
stav	a osnovu moderne raqunske tehnologije. Bio je prvi predsednik Berlinske akademije nauka.
Jedan je od predstavnika filozofije racionalizma. Dao je znaqajan doprinos u optici i mehani-
ci. Pisao je na latinskom, francuskom i nemaqkom jeziku. Smatra se jednim od posled�ih 	udi
zapadne civilizacije sa enciklopedijskim zna�em.
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Primer 6.2 Ako je F (x) = x2f(x), pri qemu funkcija f ima n-ti
izvod, direktnom primenom Lajbnicove formule (6.4) nalazimo

F (n)(x) = x2f (n)(x) + 2xnf (n−1) + n(n− 1)f (n−2)(x).

Primer 6.3 Ako je f(x) = arctgx, izraqunajmo f (n)(0).

Rexe�e: Iz jednakosti f(x) = arctgx izlazi

f ′(x) =
1

1 + x2
, f ′′(x) = −

2x

(1 + x2)2
.

Iz toga dobijamo da je f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0.

S druge strane iz formule za prvi izvod funkcije dobijamo da je

(1 + x2) · f ′(x) = 1

Prime�uju�i Lajbnicovu formulu (6.4) dobijamo da je

(1 + x2)f (n+1)(x) + 2xnf (n)(x) + 2

(
n

2

)
f (n−1)(x) = 0.

Odavde izlazi da je

f (n+1)(0) + n(n− 1)f (n−1)(0) = 0.

Stoga je f (3)(0) = −2f ′(0) = −2, f (5)(0) = −4 · 3 · f (3)(0) = 4! . . .

Jednostavno se utvr�uje da je

f (2k+1)(0) = (−1)k(2k)! (k = 1, 2, . . .).

Tako�e imamo

f (4)(0) = −3 · 2 · f ′′(0) = 0, f (6)(0) = −5 · 4 · f (4)(0) = 0,

i uopxte
f (2k)(0) = 0, (k = 1, 2, . . .).

�
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Fermaova teorema

Teorema 6.1 Fermaova 2 teorema. Ako je p prost broj koji se ne
sadr�i u prirodnom broju n, tada je

np−1 ≡ 1(mod p). (6.6)

Dokaz: U dokazu Fermaove teoreme koristi se binomna formula (5.3).
Dokazuje se slede�e opxtije tvr�e�e:

Tvr�e�e 6.2 Ako je p prost broj i n prirodan broj, tada je

np ≡ n(mod p). (6.7)

Za n = 1 kongruencija (6.7) je taqna. Pretpostavimo da je ona taqna za
neko fiksirano, ali proizvo	no n ∈ N. Imamo

(n + 1)p = np +

(
p

1

)
np−1 + . . . +

(
p

p− 1

)
n + 1. (6.8)

Binomni koeficijenti
(
p
k

)
, k = 1, 2, . . . , p− 1 su celi brojevi i ako

je p prost broj, oni su svi de	ivi sa p, pa iz (6.8) izlazi

(n + 1)p ≡ np + 1(mod p).

Dobijamo da je

(n + 1)p − (n + 1) ≡ np − n(mod p). (6.9)

Prema tome, ako je (6.7) taqna, iz (6.9) izlazi

(n + 1)p ≡ n + 1(mod p),

pa je na osnovu principa matematiqke indukcije, formula (6.7) taqna
za svako n ∈ N.

Ako jox pretpostavimo da se prost broj p ne sadr�i u prirodnom
broju n, tada kongruenciju (6.7) mo�emo da skratimo sa n i dobijamo
(6.6). �

2Pierre de Fermat (1601-1665) bio je francuski matematiqar i pravnik. Uz Dekarta jedan je
od najznaqajnijih matematiqara Francuske 17. veka. Bio je jedan od zaqetnika diferencijalnog
raquna sa svojom metodom pronala�e�a najve�ih i najma�ih ordinata krivih linija. Tako�e je
radio na po	u teorije brojeva, analitiqke geometrije i verovatno�e. Najpoznatiji je po svom Fer-
maovom principu za xire�e svetlosti kao i po Velikoj Fermaovoj teoremi koja nije mogla dugo
da se doka�e, taqije sve do 1995. kada ju je britanski matematiqar Endru Vajls konaqno dokazao.
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Glava 7

Predlozi za pobo	xa�e nastave

kombinatorike i analiza u
benika

7.1 Da li je sa nastavom kobinatorike u xkoli

sve u redu? Xta bi trebalo popraviti?

Ovo pita�e je od velike va�nosti, jer liqno smatram da nastava ma-
tematike mora biti vixe usmerena na razvoj kombinatornog mix	e�a.
To je i za decu i za predavaqa izazov i dugotrajan proces.

U osnovnoj xkoli u kojoj radim, prvi primeri ove oblasti su u
petom razredu pri obradi osnovnih pojmova geometrije. Dolazak do
obrasca koliko du�i mo�e obrazovati n nekolinearnih taqaka ili
koliko partija xaha �e odigrati nekoliko igraqa ako igra svako sa
svakim, jesu primeri zadataka iz kombinatorike koji se obra�uje u
petom razredu. Na ovome se u sedmom razredu zasniva prebrojava�e
dijagonala kod mnogougla, kao i izvo�e�e obrasca za zbir unutrax-
�ih uglova gde je bitna podela na trouglove.

Na dodatnoj nastavi u petom razredu se obra�uje Dirihleov prin-
cip. Obimi i povrxine figura u zadacima gde se figura treba pode-
liti na ma�e ili gde treba uoqiti da je neka du� zbir drugih du�i,
jeste tako�e kombinatorika. U de	ivosti sa 3 i 9, tako�e u petom ra-
zredu, trebalo bi uraditi zadatak kod koga imamo da kada se cifre
u nekom broju permutuju, taj broj ne promeni ostatak pri de	e�u sa 3
ili 9, kao i zadatke gde treba da se primene dva kriterijuma kod de-
	ivosti sa 12, na primer. Me�utim, prelazak sa konkretnog prebroja-
va�a mnogougla na uopxte�e promen	ive (faktiqki pojam funkcije)
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je izazov za sedmaka.

U razgovoru sa kolegama iz osnovnih xkola pri Matematiqkoj gim-
naziji ovo je i za ve�inu najbo	ih uqenika texko. Jedan od naqina da
se uqenicima pribli�i ova tema jeste da se jox u ni�im razredima
rade zadaci sa boje�em kocki i tetraedara na nivou eksperimenta, a
onda da se u osmom razredu ponovi prilikom obrade stereometrije,
nekom od metoda prebrojava�a. To bi zatim moglo biti ponovo obra-
�eno u sred�oj xkoli pre proxiriva�a zna�a iz ove oblasti. Bitno
je da uqenici imaju osnove kombinatorike jox u osnovnoj xkoli kako
bi u sred�oj mogli da nadovezuju i razvijaju svoje kombinatorno raz-
mix	a�e.

Posled�ih godina je doxlo do izmena u nastavnom planu i progra-
mu, pa se uqenici sa kombinatorikom sre�u ve� u prvoj godini sred�e
xkole. Do sada je za ovu oblast bila rezervisana qetvrta godina i to
sam kraj kada su uqenici usresre�eni na prijemne i maturske ispite.
Tako�e iz razgovora sa kolegama koji predaju maxinskim i elektroteh-
niqkim smerovima saznala sam da je broj qasova matematike qetvrtom
stepenu sma�en na 3 qasa nede	no, dok je u qetvrtom razredu potpu-
no izbaqena verovatno�a i matematiqka statistika. Uqi se jedino u
okviru izbornog predmeta Izabrana poglav	a matematike po 2 qasa
nede	no.

Kolege koje predaju u sred�im struqnim xkolama, smerovima kao
xto su tehniqari za hemijsku i farmaceutsku tehnologiju ili teh-
niqari za zaxtitu �ivotne sredine, nemaju odgovaraju�u literaturu
koja prati �ihove planove, pa se predavaqi sami snalaze i prilago�a-
vaju gradivo. Kako je kraj qetvrte godine period za obradu ove teme,
uqenici su ve� pretpostavili koje �e ocene dobiti, pa gradivo pre�u
povrxno i ne ostaje upam�eno. Trebalo bi promeniti plan i program
nastave matematike da se ova tema obra�uje poqetkom druge godine
kako bi uqenici imali dovo	no vremena da savladaju ono xto su za-
poqeli u prvoj godini. Izvrxiti samo obnav	a�e u qetvrtoj godini
pre uvo�e�a verovatno�e i statistike.
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7.2 Da li u
benici dobro obra�uju ove teme?

Od velike je va�nosti uqenicima na xto bo	i naqin pribli�iti
kombinatoriku. To se najbo	e vrxi obradom xto ve�eg broja prime-
ra, a tek kasnije izvo�e�em odre�ene formule. U ve�ini u
benika je
prvo data teorema ili formula i oskudan broj primera. Potrebno je
napisati u
benik sa razliqitim nivoima zadataka koji bi mogli da
isprate rad kako u sred�im struqnim xkolama, tako i u gimnazijama.

Kombinatorika nije bauk, bauk je strah od nezna�a. Za poqetak tre-
ba uqenicima navesti da oni ve� koriste kombnatoriku u svakodnev-
nom �ivotu, a da toga nisu ni svesni.

7.3 Kratka analiza u
beniqke literature

Matematika sa zbirkom zadataka za 4. razred gimnazije;

autor Jovan D. Keqki�

U ovom u
beniku je kombinatorika obimno i deta	no obra�ena kao
posebna celina. Polazi se od qi�enice da je predmet kombinatorike
raspore�iva�e elemenata u konaqnim skupovima i odre�iva�e koli-
ko ima takvih rasporeda. Broj elemenata skupa mo�e biti veliki, pa
se samim tim jav	a potreba za ovladava�em opxtim metodama takvog
prebrojava�a.

Deta	no su obra�ene permutacije (sa i bez ponav	a�a, leksiko-
grafski ure�ene kao preslikava�e skupa u sebe samog) sa dosta ura�e-
nih primera i ponu�enih zadataka za samostalan rad. Mislim da bi
tu samo trebalo dodati konaqna rexe�a ponu�enih zadataka kako bi
uqenici mogli da provere da li su savladali obra�eno gradivo. Isto
tako su obra�ene varijacije (sa i bez ponav	a�a) sa solidnim izborom
primera i zadataka.

U
benik tako�e obra�uje Binomnu i Lajbnicovu formulu sa odliq-
nim izborom odabranih zadataka.

Kako je u
benik name�en uqenicima prirodno-matematiqkog sme-
ra, obrada ove teme je kompletna. Naroqito ukoliko su se uqenici sa
ovom materijom susreli u prvom razredu. Ipak, mogle bi se uputiti
neke sugestije, kao na primer, da bi elementarni primeri mogli biti
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vixe obra�eni, kao i da bi zadaci mogli biti obele�eni po te�ini
(osnovni, sred�i i napredni nivo), jer se radi o zbirci zadataka.

Elementarni primeri:

Xifra koja se sastoji od tri cifre od 0 do 9 koja otvara bravu na
torbi;

Xifra brojeva koja otvara sef;

Univerzalni kod proizvoda;

JMBG;

Registarske tablice na automobilima;

Xah.

Matematika sa zbirkom zadataka za 4. razred sred�eg

obrazova�a i vaspita�a;

autori Milutin Obradovi� i Duxan Gligorijevi�

U ovom u
beniku je kombinatorika obra�ena deta	no i obimno kao
posebna celina. Tako�e se deta	no obra�uju varijacije, permutacije
(sa i bez ponav	a�a) kao i kombinacije, binomni koeficijenti i bi-
nomni obrazac. Gradivo je predstav	eno na sliqan naqin kao u pret-
hodno pomenutom u
beniku za prirodno-matematiqki smer gimnazije,
pa bi i sugestije bile iste.

Matematika sa zbirkom zadataka za prvi razred gimnazije;

autor Nebojxa Ikodinovi�

Ovo je u
benik najnovije generacije napisan po novom nastavnom
planu i programu matematike za prvi razred gimnazije onako kako je
prilago�en i programima matematike u sred�im struqnim xkolama.
Iako postoje razlike u svim nastavnim jedinicama, pa tako i u nasta-
vi kombinatorike, mnogo je vixe poklapa�a. Svi programi obuhvataju
iste nastavne celine razliqitog obima koje se nadovezuju i proxiruju
teme obra�ene u osnovoj xkoli.

Uzimaju�i u obzir pomenute razlike u sadr�ajima pomenutih pro-
grama, nastavne teme kombinatorike su pode	ene u tri nivoa. Ova
oblast izuqava se u okviru poglav	a Logika i skupovi. Kombinatori-
ka je predstav	ena kao odre�iva�e broja elemenata konaqnih skupova
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bez nabraja�a svih elemenata, odnosno neposrednog prebrojava�a. Da-
ti su osnovni principi kombinatorike kao Princip zbira, Princip
uk	uqe�a-isk	uqe�a (za dva, odnosno tri skupa) kao i Princip pro-
izvoda. Dat je veliki broj elementarnih primera kao i odliqan izbor
zadataka za samostalan rad. Svi zadaci su rexeni tako da uqenici
mogu proveriti svoj nivo savladanog gradiva. U
benik odliqno uvodi
uqenike u osnovne pojmove kombinatorike.

Smatram da je makar u prvom razredu (ukoliko nije mogu�e u qe-
tvrtom) kada to program nastave kombinatorike dopuxta, potrebno
ponuditi svim uqenicima zajedniqku k�igu za sve sred�oxkolce. To
je korisno zbog usvaja�a istih pojmova i tendencije da se uqenici-
ma pru�e podjednake xanse za nastavak obrazova�a iz osnovne xkole.
Na taj naqin se mo�e do�i do podiza�a nivoa zna�a iz oblasti kom-
binatorike, ali bi se ovo moglo primeniti na nastavu matematike u
sred�oj xkoli uopxte.

7.4 Predlozi

U prvom razredu treba sadr�aje kombinatorike uvoditi preko ve�eg
broja elementarnih zadataka (iz svakodnevnog �ivota), pre svega Prin-
cipom zbira i proizvoda. Sadr�aje iz kombinatorike planirati na-
kon nastave iz logike i teorije skupova (nakon upoznava�a sa osnov-
nim logiqkim i skupovnim operacijama). Kako se radi o prebrojava�u
elemenata nekog skupa ili delova skupa i kako je nekad bitan, a nekad
ne redosled nabraja�a, mogao bi se prihvatiti kriterijum:

� Ceo skup, bitan redosled { permutacije;

� Deo skupa, bitan redosled { varijacije;

� Deo skupa, nebitan redosled { kombinacije.

U qetvrtom razredu mo�e se primeniti nexto stro�iji pristup
kao xto je u ve�ini u
benika za ovaj razred i uz principe napisane
na poqetku ovog rada. Zadatke davati po nivoima. Time se poxtuje
pedagoxki princip od lakxeg ka te�em, a tako�e se uqeniku pru�a
informacija o tome koliko je savladao nastavni sadr�aj.

Potrebno je ,,provlaqiti" kombinatorne sadr�aje kad god se uka�e
prilika i kroz ostale nastavne oblasti, pre svega u teoriji brojeva,
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matematiqkoj logici, geometriji, stereometriji, itd. Tako�e je bitno
obezbediti poveziva�e sadr�aja matematiqke logike i teorije skupo-
va (suprotan iskaz, komplement skupa, operacije, ...) posebno u vixim
razredima.

Potrebna je posebna priprema nastavnika i realizacija ovih sadr-
�aja xto podrazumeva izbor naqina prezentacije, izbor primera koji
su pre svega pouqni, zanim	ivi, �ivotni i koji doprinose pravilnom
formira�u kombinatornih pojmova, motivaciji i bu�e�u uqeniqke za-
interesovanosti. Ilustracija pojma primerom je k	uqna u realizaci-
ji kombinatornih sadr�aja. Od velikog je znaqaja i ujednaqiti oznake
za osnovne pojmove kombinatorike po u
benicima i zbirkama zadata-
ka.

Druxtvo matematiqara Srbije bi moglo organizovati vixednevni
seminar sa temom ,,Kombinatorika u sred�oj xkoli", uz uqex�e na-
stavnika sred�ih i visokih xkola i fakulteta, a kojim bi ponudio
neka konkretna rexe�a i doprineo razmeni iskustava i nastavnih po-
stupaka.
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Glava 8

Zak	uqak

Rene Dekart 1 je rekao:,, Mi nikada ne postanemo matematiqari, qak
i ako nauqimo tu�e dokaze, ako nax um nije osposob	en da samostalno
rexava postav	ene probleme."

U ovom radu su deta	no objax�eni i dokazani problemi kombi-
natorike u nastavi matematike u sred�oj xkoli. Na samom poqetku
dati su osnovni principi kombinatorike kao xto su Princip zbi-
ra 2.1, Princip proizvoda 2.3, Princip uk	uqiva�a-isk	uqiva�a za
dva ili vixe skupova 2.2. Zatim su prikazane varijacije, permutacije
i kombinacije, �ihove sliqnosti i razlike kao i veze sa Binomnim ob-
rascem (5.3) i Fermaova teorema 6.1. U svakoj temi su dati raznovrsni
zadaci koji oslikavaju primenu ovih kombinatornih elemenata.

Opisno reqeno predmet kombinatorike jeste raspore�iva�e eleme-
nata u konaqnim skupovima. U kombinatorici se re�e prouqavaju i
beskonaqni skupovi, ali se tom problematikom ne bavimo u nastavi
matematike u sred�oj xkoli. Osnovni problem koji je razmatran je-
ste da ako je propisan neki raspored onda treba odrediti broj svih
takvih rasporeda. Rad sadr�i metodiqku obradu osnovnih tema ve-
zanih za kombinatoriku u nastavi matematike u sred�im xkolama,
uopxte�a i raznovrsne primere u nestandardnim zadacima.

1Renatus des Cartes (1596 -1650) bio je francuski matematiqar, filozof i nauqnik qije je
delo ,,Geometrija" postavilo osnove danax�oj analitiqkoj geometriji. Zaqetnik je filozofskog
racionalizma, a �egova krilatica ,,Cogito ergo sum -Mislim, dakle postojim" je u osnovi �egovog
filozofskog uqe�a.
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