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Glava 1

Uvod

Diferencijalne jednaqine su jedna od grana matematike sa najxi-
rom primenom koja se ogleda u gotovo svim sferama svakodnevnog
�ivota. Mnogi problemi prirodnih, pa qak i nekih druxtvenih nau-
ka, poput sociologije i ekonomije, se modeluju �ima. One imaju va�nu
ulogu u modelova�u procesa koji se svakodnevno odvijaju u okviru
odre�enih sistema. Osobine tih pojava, odnosno sistema, mo�emo pro-
uqavati, pa qak i predvideti kako �e se oni ponaxati u budu�nosti
ili dobiti sliku �ihovog sta�a iz proxlosti ukoliko ih modelujemo
diferencijalnim jednaqinama.

Rad �e prikazati na koji naqin se formiraju i koriste matema-
tiqki modeli nekih procesa ili pojava koji se opisuju pomo�u dife-
rencijalnih jednaqina. Ci	 rada je da poka�e raznovrsnost primene
diferencijalnih jednaqina, kao i mogu�nosti, prednosti i mane mate-
matiqkih modela koji se dobijaju pomo�u diferencijalnih jednaqina.

U prvom delu rada bi�e reqi o matematiqkom modelova�u gene-
ralno. Slede�i deo rada �e se odnositi na diferencijalne jednaqine
prvog reda. Bi�e dat osvrt na osnovne definicije i teoreme koje se
odnose na diferencijalne jednaqine prvog reda. Bi�e posebno obra�e-
ne diferencijalne jednaqine koje razdvajaju promen	ive kako bismo
u narednom delu rada prouqili procese koji su modelirani tim jed-
naqinama (kao xto su, na primer, dinamiqki modeli rasta populaci-
je, primene �utnovog zakona hla�e�a, primene zakona radioaktivnog
raspada materije).

Zatim �e biti reqi o diferencijalnim jednaqinama vixeg reda,
osnovnim definicijama i teoremama koje se odnose na �ih. Tako�e,
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GLAVA 1. UVOD

bi�e prouqeni odabrani modeli koji se modeliraju diferencijalnim
jednaqinama vixeg reda (na primer, bi�e posmatrano oscilatorno kre-
ta�e i rezonanca). Na pojedinim mestima u radu �e umesto diferen-
cijalnih jednaqina biti korix�ena skra�enica dj.
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Glava 2

O matematiqkom modelova�u

Promene se oko nas dexavaju svakog trenutka. �udi od davnina na-
stoje da ih xto bo	e razumeju i objasne, pre svega, jer razumeva�e
sveta oko nas poma�e naxem pre�iv	ava�u i prilago�ava�u priro-
di. Osim razumeva�a, 	udi te�e i da predvide budu�e promene. Tome
u prilog ide i qi�enica da ve�ina pojava (promena) u prirodi nije
sluqajna, ve� se me�u pojavama uoqavaju me�usobne zavisnosti.

Neke od ovih promena su predvid	ive poput pada�a predmeta pod
dejstvom sile gravitacije i izlaska i zalaska sunca, dok se druge
dexavaju nasumiqno i nije ih mogu�e predvideti. U nekim sluqaje-
vima pojave mo�emo predvideti samo kratkotrajno, ali ne i na duge
staze. Dobar primer kratkotrajnog predvi�a�a jeste pra�e�e uraga-
na.

�udi nisu oduvek prirodu i �ene procese i pojave objax�avali
pomo�u nauke, me�utim, nauqni naqin objax�e�a sveta se pokazao ve-
rodostojnijim od ostalih objax�e�a pojava u prirodi i svetu poput
filozofskih i religijskih.

Pre nego xto krenemo na prouqava�e, zapitajmo se na koji naqin
opa�amo prirodu? Prirodne pojave, procese i sisteme koji se jav	aju
u svakodnevnom �ivotu opa�amo pomo�u svojih qula i pomo�u mernih
instrumenata. Opa�a�e pomo�u qula nije u potpunosti taqno, kao xto
nije ni mere�e pomo�u mernih instrumenata. Oba alata sadr�e nedo-
statke, a pored toga ne mogu se ni sve pojave uoqiti qulima, niti
izmeriti pomo�u mernih instrumenata. Qak i kada pojavu uoqimo, od-
nosno izmerimo, to radimo sa odre�enim odstupa�em od stvarnosti.
U velikom broju sluqajeva mo�emo registrovati ta odstupa�a i znati
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GLAVA 2. O MATEMATIQKOM MODELOVA�U

da priroda nije savrxeno opa�ena, ali se tih odstupa�a ne mo�emo
u potpunosti osloboditi. Tu na scenu stupa modelova�e prirode, u
naxem sluqaju, matematiqko modelova�e. Deta	nije videti u [1].

Da bismo mogli da modelujemo pojavu, proces ili sistem, moramo
znati xta je matematiqko modelova�e, a xta matematiqki model.

Matematiqko modelova�e je proces dobija�a matematiqkog modela
neke pojave, procesa ili sistema, na osnovu raspolo�ivih informa-
cija koje imamo, dok je matematiqki model sam opis pojave, procesa
ili sistema pomo�u matematiqkog jezika. Predmet ovog rada �e biti
prouqava�e onih pojava, procesa ili sistema koje kao svoje modele
imaju diferencijalne jednaqine.

Req model potiqe od latinske reqi modus, xto znaqi mera. Modelo-
va�e ne mora biti samo matematiqko, postoje i drugi tipovi modela,
poput krojaqkih lutki, maketa, geografskih karata, mapa, itd.

Modeli, sami po sebi, ne mogu savrxeno oslikavati prirodu koja
je izuzetno kompleksna. Zato je vrlo qesto potrebno vrxiti pojedno-
stav	e�a. Takvim postupa�em odstupamo od savrxeno taqnog prika-
za prirode. Recimo, kada modelujemo predmet koji pada pod dejstvom
gravitacije mo�emo zanemariti otpor vazduha. Kada modele reximo i
rexe�e treba da predstavimo u obliku konkretnih brojnih vrednosti,
prime�ujemo neko numeriqko izraqunava�e pri kome je preciznost za-
pisa brojeva tako�e ograniqena. Dakle, odstupa�a uvek ima: bilo da
su ona nastala pri opa�a�u, pri prevo�e�u problema u matematiqki
oblik (pri odabiru promen	ivih koje su bitne za model i zanemari-
va�u onih koje nisu bitne za model, kao i obliku zavisnosti me�u
�ima), pri rexava�u ili pri zapisu rexe�a matematiqkog modela.

Kada matematiqki model, odnosno �egovo rexe�e, odstupa od stvar-
nosti za neku prihvat	ivu vrednost za model ka�emo da je adekvatan.
U suprotnom je potrebno modifikovati dati model ili tra�iti novi
koji �e bo	e pristajati stvarnosti, odnosno, pojavi koju prouqavamo,
a qije �e rexe�e biti adekvatno.

Ono xto se prirodno postav	a kao pita�e je da li bilo ko mo�e da
se upusti u avanturu zvanu matematiqko modelova�e? Odgovor je ne.
Matematiqko modelova�e zahteva poznava�e matematike, �enih teo-
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rija, koncepata, zahteva naqin apstraktnog razmix	a�a i poznava�e
pravila donoxe�a validnih zak	uqaka. Qak ni sve ovo prethodno po-
znava�e nije dovo	no za formira�e matematiqkog modela. Za modelo-
va�e konkretne pojave, procesa ili sistema je neophodno zna�e o �i-
ma samima, xto vrlo qesto podrazumeva poznava�e neke druge nauqne
oblasti, pored matematike. Dakle, da bi se formirao adekvatan mate-
matiqki model neophodna je sarad�a me�u pripadnicima razliqitih
nauqnih oblasti. Deo modelova�a u kome poznavaoci matematike imaju
najbitniju ulogu je onaj u kome treba dokazati da li model ima rexe-
�e, da li je ono jedinstveno i koje su �egove osobine. Tako�e treba da
se ustanovi da li je model dobro definisan, kojom procedurom �e se
tra�iti rexe�e modela, kao i xta garantuje taqnost rexe�a mode-
la. Qest je sluqaj da je za rexava�e odre�enog matematiqkog modela
potrebno razviti neku novu teoriju, pored postoje�e, xto je, tako�e,
jedan matematiqki zadatak, zanim	iv teoretiqarima.

Matematiqke modele prvenstveno koristimo za bo	e razumeva�e
prirode: da opixemo pojavu, na�emo razlog zbog kog se ona dexava i
na koji naqin �e se odvijati u budu�nosti. Pored toga, matematiqki
model za jednu pojavu mo�e dovesti do bo	eg razumeva�a neke druge po-
jave i razvija�a modela za �u. Primer je Keplerov model eliptiqnih
puta�a planeta zahva	uju�i kome se doxlo do �utnovog univerzal-
nog zakona gravitacije koji je nakon toga doveo do jox bo	eg modela
Sunqevog sistema, koji je u obzir uzimao i me�usobno privlaqe�e pla-
neta.

Matematiqki modeli imaju posebno veliki znaqaj za prouqava�e
pojava za koje je nemogu�e izvesti eksperimente (modelira�e sudara
galaksija, �ivotni ciklus zvezda, efekat staklene baxte, prognoza
vremena), zatim za prouqava�e onih pojava za koje nije po�e	no iz-
voditi eksperimente (fisija, fuzija, stabilnost gra�evina, prirodne
katastrofe), za prouqava�e pojava qiji su eksperimenti veoma sku-
pi (uticaj radijacije na genetski materijal, aerodinamika). Modeli
imaju veliki znaqaj i u kontroli procesa u svakodnevnom �ivotu ra-
di sigurnosti i uxtede materijala i vremena, recimo, u industriji,
gde se te�i da se finalni proizvod dobije uz minimalni utroxak
resursa, a da pri tome i da	e zadovo	ava potrebne standarde.
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Modelova�e je bitno i pri konstrukciji mernih ure�aja. Nije re-
dak sluqaj da kada �elimo da izmerimo neku fiziqku veliqinu mi,
zapravo, konstruixemo merni ure�aj koji meri neku drugu fiziqku
veliqinu koju je lakxe izmeriti, a zatim iskoristimo zakone fizi-
ke koji povezuju ove dve veliqine. Ovim postupkom, zapravo, mere�i
jednu veliqinu dobijamo podatke o drugoj, onoj koju smo prvenstveno
hteli da izmerimo. Primer toga je �ivin termometar, gde za mere�e
temperature vazduha koristimo osobinu xire�a �ive proporcional-
no temperaturi. Zahva	uju�i raqunarima danas mo�emo konstruisati
i neke slo�enije merne ure�aje koji slu�e mere�u veliqina koje ne
mo�emo direktno meriti qak ni preko neke druge veliqine (kao, na
primer, u fiziologiji).

Pored svega navedenog, matematiqki modeli imaju izuzetan znaqaj
u obrazova�u, gde se onima koji uqe kompleksne prirodne pojave, pro-
cesi i sistemi mogu pribli�iti zamenom odgovaraju�im modelima.

Da bi nastao matematiqki model, moramo poxtovati osnovne prin-
cipe i korake koji se koriste pri �egovom formira�u. Pri formira-
�u matematiqkog modela treba pratiti slede�e korake. Poqetni ko-
rak je prepoznati problem koji �elimo da modelujemo, a zatim i jasno
postaviti ci	: odrediti xta je ono xto �elimo da dobijemo formi-
ra�em modela. Potrebno je prevesti problem na matematiqki jezik
i definisati koliko je odstupa�e od stvarnosti prihvat	ivo. Zatim
treba sakupiti sve podatke dobijene ve� obav	enim eksperimentalnim
ispitiva�em datog problema i po potrebi, organizovati nove ekspe-
rimente za dobija�e dodatnih podataka.

Nakon toga je potrebno formulisati matematiqki model, odnosno,
odrediti koje su promen	ive i parametri bitni za prouqava�e naxeg
problema i u kojoj meri. Od izuzetne je va�nosti da svaka promen	i-
va, tj. parametar ima svoju interpretaciju u stvarnom problemu kojim
se bavimo. Bitno je eliminisati promen	ive koje su ma�e bitne da bi
dobijeni model bio rexiv, a sa druge strane i da	e u tra�enoj meri
verno prikazivao stvarnost, odnosno problem koji rexavamo. Navede-
ni deo formulacije modela je qesto najte�i. Treba uoqiti i na koji
naqin ove promen	ive i parametri zavise jedni od drugih. Na osnovu
prirode problema odrediti xta �e taj model zapravo biti: diferen-
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GLAVA 2. O MATEMATIQKOM MODELOVA�U

cijalna jednaqina, problem optimizacije, varijacioni problem. . . Pri
izboru modela treba koristiti i informacije o ranije formiranim
modelima za sliqne pojave, xto mo�e biti od velike pomo�i.

Naredni korak je testira�e modela i provera da li je on adekva-
tan, odnosno, provera da li je odstupa�e od stvarnosti u rangu pri-
hvat	ivog. Qesto je potrebno vrxiti eksperimente za nove vrednosti
promen	ivih i parametara. Dexava se da je model adekvatan za neke
vrednosti promen	ivih i parametara, dok za druge nije. Ako je op-
seg vrednosti koje model zadovo	ava mali, model nije dovo	no dobar,
odnosno nije adekvatan i kao xto je reqeno ranije, treba korigovati
postoje�i model ili formirati potpuno novi. Posled�i korak je pre-
zentacija modela i rezultata istra�iva�a.

Postoji vixe podela matematiqkih modela u odnosu na prirodu
problema koji se modeluje, na matematiqke koncepte koji se koriste,
kao i u odnosu na naqin zak	uqiva�a. Jedna od �ih je podela na konti-
nualne i diskretne. Kontinualni modeli koriste realne promen	ive,
a diskretni diskretne promen	ive. Postoje i mexoviti modeli u ko-
jima se jav	aju i kontinualne i diskretne promen	ive.

Jox jedna podela modela je na deterministiqke i stohastiqke. De-
terministiqki su oni modeli koji se koriste za objax�ava�e pojava
koje podle�u nekim zakonima, dok su stohastiqki oni u kojima se pro-
men	ive ponaxaju na sluqajan naqin. Dexava se i da se stohastiqki
modeli koriste za deterministiqke pojave, recimo u vremenskoj pro-
gnozi.

Naredna podela odnosi se na linearne i nelinearne. Linearni su
jednostavniji i �ih je lakxe prouqavati, dok su nelinearni komplek-
sniji i te�i za prouqava�e.

Tako�e, postoje dinamiqki i statiqki modeli, od kojih ovi prvi
koriste vreme kao promen	ivu (za �ih se koriste diferencijalne jed-
naqine), dok drugi ne.

Posled�a podela modela je na induktivne i deduktivne. Induktiv-
ni nastaju kada iz postoje�ih opa�a�a i podataka uopxtavamo, dok su
deduktivni oni koji nastaju logiqkim izvo�e�em iz poznatih zakona.
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GLAVA 2. O MATEMATIQKOM MODELOVA�U

Primer induktivnog modela je Keplerov 1 model kreta�a planeta po
eliptiqnim puta�ama, jer je nastao pomo�u opa�a�a tokom niza godi-
na, a primer deduktivnog modela je �utnov 2 model kreta�a planeta,
jer se trajektorije planeta dobijaju primenom �utnovog zakona gra-
vitacije.

Mnoga istra�iva�a se u posled�e vreme odnose na diferencijal-
ne jednaqine. Danas qak postoje i kompjuterski algoritmi koji nam
samo uz pomo� osnovnih zna�a o diferencijalnim jednaqinama i oso-
binama �ihovih rexe�a omogu�avaju ogromna sazna�a i mogu�nosti
modelova�a kompleksne prirode.

1JohannesKepler (1571-1630.) bio je nemaqki matematiqar i astronom. Ustanovio je kreta-
�e planeta po elipsama i time sruxio teorije i verova�a da se planete kre�u oko Sunca po
kru�nicama. Koriste�i posmatra�a danskog astronoma Tiha Brahea, Kepler je otkrio pravilno-
sti u planetskim kreta�ima koja je svrstao u tri zakona, tzv. Tri Keplerova zakona. Predavao je
matematiku, a u jednom svom delu slu�io se postupcima koji ga qine preteqom u otkri�u infini-
tenzimalnog raquna.

2IsaacNewton (1642 -1727.) bio je engleski matematiqar, fiziqar, astronom i filozof i sma-
tra se jednim od najve�ih nauqnika svih vremena. Postavio je teme	e klasiqne mehanike, koja se
po �emu zove �utnova mehanika. Uveo je novi fiziqki pojam koji je nazvao impuls i izveo za-
kon odr�a�a impulsa kao i zakon odr�a�a momenta impulsa. Formulisao je zakon gravitacije.
U matematici �utn deli zasluge zajedno sa Lajbnicom za otkri�e infinitenzimalnog raquna.
Tako�e je izlo�io i uopxtio binomnu teoremu, razvijaju�i na taj naqin tzv. �utnov metod za
aproksimaciju nula funkcija i doprinose�i prouqava�ima razlaga�a funkcija u redove.
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Glava 3

Obiqne diferencijalne jednaqine

prvog reda

U prvom delu rada �emo se baviti diferencijalnim jednaqinama
prvog reda. Na poqetku �emo navesti osnovne definicije i teoreme
potrebne za da	e izuqava�e matematiqkih modela.

Definicija 3.1 Obiqne diferencijalne jednaqine su jednaqine u ko-
jima se pojav	uje bar jedan od izvoda nepoznate realne funkcije jedne
nezavisne promen	ive.

Postoje razliqiti tipovi diferencijalnih jednaqina, zavisno od
reda i linearnosti.

Definicija 3.2 Diferencijalna jednaqina koja sadr�i parcijalne
izvode nepoznate funkcije dve ili vixe nezavisno promen	ivih je
parcijalna diferencijalna jednaqina.

Definicija 3.3 Neka je D ⊆ Rn+2, gde je D otvoren skup. Neka je F :
D → R data funkcija nezavisno promen	ive x, zavisno promen	ive
y i �enih izvoda. Jednaqina

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (3.1)

u kojoj figurixe bar jedan od izvoda nepoznate realne funkcije
y = y(x) naziva se OBIQNA DIFERENCIJALNA JEDNA-
QINA n-tog reda u opxtem obliku.

Definicija 3.4 Red diferencijalne jednaqine je red najvixeg izvo-
da nepoznate funkcije koji se u �oj pojav	uje.
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Jednaqina oblika

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . y(n−1)) (3.2)

jeste diferencijalna jednaqina n-tog reda u normalnom obliku.

Za nas �e trenutno od interesa biti da posmatramo samo slede�i
tip diferencijalne jednaqine.

Definicija 3.5 Normalni oblik diferencijalne jednaqine prvog re-
da je oblika

y′ = f(x, y), (3.3)

gde f : D → R, gde je D ⊂ R2.

Definicija 3.6 Funkcija y = ϕ(x) je rexe�e diferencijalne jed-
naqine (3.3) na intervalu (a, b) ako je diferencijabilna na (a, b) i
ako zadovo	ava jednaqinu (3.3) na (a, b).

Definicija 3.7 Integralna kriva diferencijalne jednaqine (3.3)
je grafik rexe�a diferencijalne jednaqine (3.3), odnosno, geometrij-
sko mesto taqaka {(x, ϕ(x)) ∈ R2 : x ∈ (a, b)}.

Razlikujemo tri tipa rexe�a, opxte, partikularno i singularno.

Definicija 3.8 Neka je S × T otvoren skup u R2. Familija funk-
cija

y = ϕ(x, c),

pri qemu je c ∈ C, gde je C ⊂ R, je opxte rexe�e diferencijalne
jednaqine (3.3) u skupu S×T ako za svaku taqku (x0, y0) ∈ S×T postoji
jedinstveno c0 ∈ C takvo da je y = ϕ(x, c0) rexe�e diferencijalne
jednaqine (3.3) koje zadovo	ava uslov

y0 = ϕ(x0).

Definicija 3.9 Partikularno rexe�e diferencijalne jednaqine (3.3)
je rexe�e diferencijalne jednaqine (3.3) koje se mo�e dobiti iz opx-
teg rexe�a za fiksiranu, dopustivu vrednost parametra c.

Definicija 3.10 Singularna taqka rexe�a diferencijalne jednaqine
(3.3) je taqka u kojoj je naruxena jedinstvenost rexe�a.
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Definicija 3.11 Singularno rexe�e diferencijalne jednaqine (3.3)
je ono rexe�e diferencijalne jednaqine (3.3) kome je svaka taqka sin-
gularna, odnosno, ono rexe�e kome je naruxena jedinstvenost u svakoj
�egovoj taqki.

Singularna rexe�a su od velikog znaqaja za razumeva�e procesa
ili delova stvarnosti koji se modeluju, stoga moramo biti pa�	ivi
u vezi sa �ima i ne smemo ih zanemarivati u procesu rexava�a di-
ferencijalnih jednaqina.

Pod rexava�em diferencijalne jednaqine (3.3) podrazumevamo odre-
�iva�e svih �enih rexe�a, xto znaqi da treba odrediti opxte rexe�e,
singularna rexe�a (ako takva rexe�a postoje) i ispitati ponaxa�e
rexe�a u blizini singularnih taqaka.

Definicija 3.12 Koxijev 1 zadatak za diferencijalnu jednaqinu ili
Koxijev problem poqetnih uslova podrazumeva odre�iva�e rexe�a di-
ferencijalne jednaqine (3.3) koja prolaze kroz taqku (x0, y0) ∈ D tj.
odrediti rexe�e y = ϕ(x) diferencijalne jednaqine (3.3) definisano
u nekoj okolini taqke x0 tako da ono zadovo	ava uslov

y0 = ϕ(x0),

pri qemu brojeve x0 i y0 zovemo poqetnim uslovima.

Dakle, Koxijev zadatak je zadatak u kome treba da na�emo funkci-
ju ϕ (jednu ili vixe �ih) tako da ona zadovo	ava naredna dva uslova

ϕ′ = f(x, ϕ)
y0 = ϕ(x0).

(3.4)

Mnogi matematiqki modeli se svode na rexava�e odre�enog
Koxijevog problema.

Ono xto nas zanima jeste da li i pod kojim uslovima postoji
rexe�e Koxijevog problema diferencijalne jednaqine prvog reda u
normalnom obliku, kao i da li je ono jedinstveno (ako takvo rexe�e
postoji).

1Augustin Louis Cauchy (1789 -1857.) bio je quveni francuski matematiqar. Prouqavao je raz-
liqite oblasti matematike: teoriju brojeva, matematiqku analizu, teoriju diferencijalnih i
parcijalnih jednaqina, teorijsku i nebesku mehaniku, matematiqku fiziku i dr.
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Neka je G otvoren skup i (x0, y0) proizvo	na taqka koja mu pripada.
Posmatrajmo skup taqaka u ravni, odnosno pravougaonik Π = {(x, y) ∈
R2 : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} ⊂ G (primetimo da postoje pozitivne
konstante a i b takve da je pravougaonik Π ⊂ G).

Teorema koja daje dovo	an uslov za postoja�e rexe�a je Peanova
teorema.

Teorema 3.13 (Peano 2) Neka je funkcija f definisana i neprekidna
na pravougaoniku Π. U tom sluqaju Koxijev problem (3.4) ima rexe�e
definisano u nekoj okolini taqke x0.

Teorema koja govori o jedinstvenosti rexe�a je Pikarova teorema.

Teorema 3.14 (Pikar 3) Neka je funkcija f neprekidna na pravouga-
oniku Π i neka je ona Lipxicova funkcija na pravougaoniku Π u od-
nosu na promen	ivu y. Tada postoji jedinstveno rexe�e Koxijevog
problema (3.4) i definisano je u nekoj okolini taqke x0.

Dokaz Pikarove teoreme se mo�e na�i u [2].

3.1 Diferencijalna jednaqina koja razdvaja

promen	ive

Najjednostavniji tip diferencijalnih jednaqina prvog reda su di-
ferencijalne jednaqine koje razdvajaju promen	ive. One imaju izu-
zetan znaqaj, imaju�i u vidu da se na �ih svode mnogi drugi tipovi
diferencijalnih jednaqina, korix�e�em pogodnih smena.

Diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive je oblika

y′ = h(x)g(y), (3.5)

pri qemu su h = h(x) i g = g(y) poznate, a y = y(x) nepoznata funk-
cija.

2GiuseppePeano (1858 -1932.) bio je italijanski matematiqar koji je osnivaq matematiqke logi-
ke i teorije skupova. Standardna aksiomatizacija prirodnih brojeva naziva se Peanovi aksiomi.
Od velikog znaqaja je i �egov rad u oblasti diferencijalnih jednaqina s obzirom da je dokazao
da je neprekidnost funkcije f(x, y) dovo	an uslov za postoja�e rexe�a diferencijalne jednaqine
prvog reda y′ = f(x, y).

3CharlesEmile P icard (1856 -1941.) bio je francuski matematiqar qije su teorije poznate u ana-
lizi, algebarskoj geometriji i mehanici. Uveo je metod uzastopnih aproksimacija za dokaziva�e
postoja�a i jedinstvenosti rexe�a kod diferencijalnih jednaqina.
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Na koji naqin rexavamo ovaj tip jednaqina? Podelimo i levu i
desnu stranu jednakosti sa g(y), pod uslovom da je g(y) 6= 0, za sva-
ko y ∈ (c, d)

y′

g(y)
= h(x).

Nakon integracije i uvo�e�a smene y(x) = t, dobija se∫
dt

g(t)
=

∫
h(x)dx.

Ako sa G(t) i F (x) oznaqimo primitivne funkcije redom za funk-

cije
1

g(t)
i h(x), dobijamo familiju rexe�a odre�enu jednaqinom

G(t) = F (x) + c, c ∈ R,

xto posle vra�a�a smene dobija oblik

G(y(x)) = F (x) + c, c ∈ R. (3.6)

Vratimo se za trenutak na korak u kome smo obe strane jednako-
sti (3.5) delili sa g(y). Tada smo pretpostavili da je g(y) 6= 0, za
svako y ∈ (c, d). Xta se dexava ako je g(y0) = 0, za neko y0 ∈ (c, d)?
Zamenimo y = y0 u jednaqinu (3.5). Dobija se da jednakost va�i xto
znaqi da je y0 tako�e rexe�e naxe jednaqine (3.5).

Zak	uqujemo da prilikom rexava�a diferencijalnih jednaqina
koje razdvajaju promen	ive u skup rexe�a moramo uvrstiti i ova,
konstantna rexe�a koja odgovaraju uslovu g(y) = 0. Ta rexe�a mogu
biti singularna ili partikularna.
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Glava 4

Primena diferencijalnih

jednaqina prvog reda u

matematiqkom modelova�u

4.1 Zakon radioaktivnog raspada

Van Megerenovi falsifikati

Ovaj deo rada baziran je na materijalu koji se mo�e prona�i u k�i-
zi [7]. Posle osloba�a�a Belgije u Drugom svetskom ratu, poqela su
hapxe�a ratnih zloqinaca i onih koji su sara�ivali sa nacistima.
Jedan od uhapxenih je bio bankar, posrednik u prodaji slike ,,�ena
uhva�ena u pre	ubi" quvenog holandskog slikara Jana Vermera iz 17.
veka, koja je prodata Geringu. Bankar je otkrio da je �egov sauqesnik
u ovom delu bio holandski slikar Hans van Megeren (1889 - 1947.), pa
je i on bio uhapxen pod sum�om da je sara�ivao i podr�avao naciste,
za xta ga je qekala smrtna kazna.

Nedugo nakon hapxe�a, van Megeren je zaprepastio svet prizna�em
da on, zapravo, nikad nije prodao sliku ,,�ena uhva�ena u pre	u-
bi" Geringu. Izjavio je da je ova, kao i jox neke poznate slike poput
,,Veqera u Emausu", za koje se mislilo da su Vermerov rad, zapravo
bile �egov liqni rad. Mnogi su verovali da on ne govori istinu kako
bi saquvao sebe.

Da bi dokazao da govori istinu, da je nacistima prodao falsifi-
kat i na taj naqin ih prevario, da nije izdao svoj narod prodavxi
im nacionalno blago, poqeo je u zatvoru, uz nadzor, da falsifiku-
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je Vermerovu sliku ,,Mladi Isus u hramu", xto je, ujedno, bio �egov
posled�i falsifikat. Istovremeno je dokazivao i svoju nevinost i
svoju krivicu. Kada je rad bio pri kraju, optu�nica za sarad�u sa na-
cistima biva zame�ena optu�nicom o falsifikova�u. Van Megeren
odbija da zavrxi sliku, nadaju�i se da na taj naqin ne�e biti otkri-
vena �egova tajna kojom je qinio da slike izgledaju kao iz vremena
originala.

Motiv za prevaru Geringa bio je da saquva originalna umetniqka
dela od nacista. Na taj naqin je van Megeren od izdajnika postao na-
rodni heroj. Slikao je na platnima koja je dobijao qix�e�em slika
nastalih u vreme kada je Vermer stvarao svoja dela, a qija vrednost
nije bila velika. Slikao je dlakama od jazavca i izra�ivao boje tradi-
cionalnim metodama iz 17. veka. Kako bi falsifikati delovali kao
da su nastali u doba kada su nastali originali, van Megeren bi boje
mexao sa bakelitom, fenol-formaldehidnom smolom nastalom poli-
merizacijom karbolne kiseline (fenola) i formaldehida i takve ih
nanosio na platno. Bakelit bi posle suxe�a postajao tvrd i slika
je dobijala jox stariji izgled. Po zavrxetku slika�a, pekao bi svoja
dela u rerni kako bi nastale pukotine i kako bi delovala kao dela
nekog starog majstora, jer je u	anim bojama potrebno mnogo vremena
da se osuxe. Nakon toga bi prelazio va	kom preko slika, kako bi one
izgledale kao slike iz vremena kada su nastali originali.

On nije samo kopirao Vermerova dela, ve� je slikao i nova, preu-
zevxi Vermerov stil u potpunosti. �ih je da	e prodavao, ube�uju�i
kritiqare da su u pita�u dela poznatog slikara. Falsifikuju�i ne-
koliko dela nije bio pa�	iv, pa su eksperti naxli tragove modernih
boja i detektovali formaldehid, koji nije bio otkriven u periodu u
kom je Vermer stvarao.

Zbog ovog otkri�a prvobitna optu�nica za sarad�u sa nacistima
je oborena i on je osu�en 12. oktobra 1947. godine na jednu godinu za-
tvora zbog falsifikova�a, a ne zbog onog zbog qega je prvobitno bio
priveden. Osu�en je na minimalnu kaznu zatvora, ali nije doqekao da
bude oslobo�en, jer je do�iveo srqani udar. Pretpostav	a se da je ra-
zlog smrti upravo toksiqnost bakelita kome je bio izlo�en godinama
bez ikakve zaxtite.
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Uprkos svemu otkrivenom, mnogi su i da	e odbijali da poveruju da
je slika ,,Veqera u Emausu" bila Megerenova kopija. Nisu verovali,
jer je ta slika bila kvalitetnija od preostalih za koje se dokazalo
da jesu falsifikati. Zaista, ona jeste prvobitno bila potvr�ena kao
originalno Vermerovo delo i prodata za ogromnu svotu novca. Odgo-
vor na pita�e zbog qega je ova slika bila kvalitetnija od ostalih
falsifikata je taj xto je van Megeren rade�i na �oj imao veliku
�e	u da doka�e da je prvoklasni umetnik, dok je rade�i ostale ta
�e	a ixqezla. Skeptici nisu verovali u ovo objax�e�e i zahtevali
su deta	nu nauqnu analizu i validne dokaze da slika ,,Veqera u Ema-
usu" zaista jeste falsifikat. Istra�iva�e je zavrxeno 1967. godine
na Karnegi Melon Univerzitetu. Nauqnici su istra�iva�e obavili
koriste�i diferencijalne jednaqine prvog reda, odnosno zakon radio-
aktivnog raspada materije. Postupak kojim je istra�iva�e obav	eno
se mo�e prona�i u [7] i bi�e objax�en u ovom delu rada.

K	uq u odre�iva�u starosti slika i ostalih materijala poput ka-
me�a ili fosila le�i u fenomenu radioaktivnosti koji je otkriven
krajem 19. veka. Fiziqar Ernest Raderford 1 je sa svojim kolegama do-
kazao da su atomi odre�enih radioaktivnih elemenata nestabilni i
da se nakon odre�enog perioda odre�eni broj atoma spontano razla�e
i formira atome novog elementa ma�e te�ine. Teorija radioaktiv-
nog raspada�a je veoma znaqajna. Raderford je 1904. godine uvideo da
vreme u toku kojeg se raspadne polovina poqetnog broja atoma nekog
radioaktivnog elementa mo�e pomo�i u odre�iva�u brzine �egovog
raspada, pa ju je zato uveo kao konstantu - period poluraspada.

Zakon radioaktivnog raspada odre�uje kako se sma�uje broj nera-
spadnutih atoma date radioaktivne supstance tokom vremena. Ako sa
N = N(t) oznaqimo broj (neraspadnutih) atoma u supstanci u trenut-
ku t, onda je dN/dt proporcionalno N(t), odnosno

dN

dt
= −λN(t). (4.1)

Konstanta λ je pozitivna i ona predstav	a koeficijent radioak-
tivnog raspada supstance. Xto je ve�e λ, to se atomi br�e raspadaju.

1ErnestRutherford (1871-1937.) bio je britanski fiziqar, a smatra se ocem u otkriva�u nu-
klearnih reakcija. Prvi je upotrebio req proton za pozitivno naelektrisanu qesticu.
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Da bismo izrazili period poluraspada supstance u zavisnosti od
λ, pretpostavimo da je poqetnom trenutku t0 = 0 broj neraspadnutih
atoma N0. Reximo Koxijev (poqetni) problem:

dN

dt
= −λN(t)

N(0) = N0.

(4.2)

Integracijom obe strane jednaqine (4.15) nakon razdvaja�a promen-
	ivih dobija se

ln |N(t)| = −λt+ c1, c1 ∈ R.
Stoga je

N(t) = e−λt · c, c ∈ R, (4.3)

xto je opxte rexe�e posmatrane jednaqine. Iz uslova

N(0) = N0 ⇒ c = N0.

Zamenimo c u (4.3) i dobijamo rexe�e Koxijevog problema (4.2)

N(t) = N0 e
−λt. (4.4)

Sa T oznaqimo period poluraspada, odnosno, period za koji se ras-
padne polovina poqetnog broja atoma, tada je

N(T ) =
N0

2

tj.
N0

2
= N0 e

−λT .

Stoga je

T =
ln 2

λ
tj.

T ≈
0, 6931

λ
.

Period poluraspada je obrnuto proporcionalan koeficijentu ra-
dioaktivnog raspada. Period poluraspada mnogih supstanci je utvr-
�en, na primer period poluraspada radioaktivnog izotopa ug	enika

20



GLAVA 4. PRIMENA DJ PRVOG REDA U MATEMATIQKOM MODELOVA�U

14C je oko 5 568 godina, a period poluraspada radioaktivnog izotopa
uranijuma je oko 4,5 milijardi godina.

Iz prethodno reqenog je lako utvrditi starost odre�ene supstance.
Ako je t0 = 0 trenutak kada je pokrenut proces raspada, onda iz (4.4)
dobijamo

N(t) = N0 · 2−
t
T ,

iz qega sledi da je vreme proteklo od nultog trenutka do trenutka
kada vrximo analizu odre�eno funkcijom

t = T log2

N0

N
.

Dakle, ako znamo N0, ,,starost" �emo lako odrediti. Me�utim, ne
znamo uvek N0, ali ga mo�emo pribli�no odrediti ili makar na�i
neki interval kome N0 pripada, kao xto je sluqaj kod van Megereno-
vih falsifikata.

Poqi�emo sa dobro poznatim qi�enicama elementarne hemije koje
ka�u da skoro sve stene u Zem	inoj kori sadr�e malu koliqinu urani-
juma. Uranijum u stenama se razla�e na drugi radioaktivni element,
taj drugi na slede�i radioaktivni element i tako da	e, dok se, kao
kraj�i rezultat, ne dobije olovo koje nije radioaktivno (Slika 4.1,
preuzeta iz [7]).

Slika 4.1: Postupak kojim se izotop uranijuma 238 U razla�e do izotopa 206 Pb koji
nije radioaktivan, kao i vreme poluraspada od potomka do potomka.
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Sve slike sadr�e malu koliqinu radioaktivnog izotopa 210 Pb i
jox ma�u koliqinu izotopa 226Ra, poxto su ti izotopi sadr�ani u
boji olovno bela koju su slikari koristili preko 2000 godina.

Za analizu koja sledi je bitno naglasiti da je olovno bela hemij-
ska boja koja se pravi top	e�em rude olova. U tom procesu 90 − 95%
radijuma i �egovih potomaka biva odstra�eno u otpad. Tako, veli-
ka koliqina 210 Pb, kao potomka radijuma, biva odstra�ena. Olovo
210 Pb ima period poluraspada od 22 godine. Ovaj proces se nastav	a
dokle god 210 Pb u olovno beloj ne bude u radioaktivnoj ravnote�i sa
malom koliqinom radijuma u tom trenutku, odnosno dok se radioak-
tivnost (brzina raspada nestabilnih izotopa) ova dva potomka pri-
bli�no ne izjednaqi. Iskoristimo sada ovu informaciju da bismo
dokazali da je slika ,,Veqera u Emausu" falsifikat.

Neka je y = y(t) broj neraspadnutih atoma 210 Pb po gramu u olovno
beloj boji u trenutku t, y0 koliqina

210 Pb po gramu u olovno beloj u
trenutku proizvod�e t0 i r(t) broj radioaktivnih raspada

226Ra u mi-
nutu po gramu u olovno beloj boji, u trenutku t. Ako je λ koeficijent
radioaktivnog raspada 210 Pb, qija je jedinica 1

min , onda je

dy

dt
= −λy(t) + r(t), y(t0) = y0,

xto je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. U diferen-
cijalnu jednaqinu smo morali dodati i broj radioaktivnih raspa-
da 226Ra, odnosno r(t), jer se istovremeno sa radioaktivnim raspadom
210 Pb dexava i radioaktivni raspad 226Ra, pri qemu dobijamo nove ne-
raspadnute atome 210 Pb, kao radioaktivne potomke 226Ra. Primetimo
da u ovom matematiqkom modelu koristimo kontinualnu promen	ivu
y za diskretan realan broj atoma, xto je dobar primer modelira�a
diskretne pojave kontinualnim modelom. Razlog ovakvog odabira je
taj xto se rezultati diskretnog i kontinualnog modela vrlo malo ra-
zlikuju, a kontinualni se mnogo lakxe rexava.

Poxto nas interesuje vremenski period od trista godina, mo�emo
pretpostaviti, radi pojednostav	e�a modela, da 226Ra, qiji je period
poluraspada 1 600 godina, ostaje konstantan, dakle da je r(t) = r, tj.
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treba rexiti Koxijev problem

y′(t) = −λy(t) + r

y(t0) = y0. (4.5)

Kako je pretpostavka da je r(t) = r = const, to je jednaqina (4.5)
jednaqina koja razdvaja promen	ive.

Skup svih rexe�a jednaqine (4.5) je

y(t) =
r

λ
+ ce−λt, gde je c ∈ R.

Na�imo rexe�e koje zadovo	ava uslov y(t0) = y0. Iz

y0 =
r

λ
+ ce−λt0

sledi da je

c = eλt0
(
y0 −

r

λ

)
,

stoga je tra�eno Koxijevo rexe�e

y(t) =
r

λ
+ e−λ(t−t0)

(
y0 −

r

λ

)
tj.

y(t) =
r

λ

(
1− e−λ(t−t0)

)
+ y0e

−λ(t−t0), (4.6)

gde vrednost y (u trenutku t) i r mogu lako da se izmere, pa na taj
naqin mo�emo odrediti i starost slike.

Kao xto smo ve� pomenuli, ne mo�emo direktno izmeriti y0. Mo-
gu�e rexe�e ovog problema jeste da iskoristimo qi�enicu da je poqetna
koliqina 210 Pb bila u radioaktivnoj ravnote�i sa ve�om koliqinom
226Ra u rudi iz koje je metal ekstrahovan. Posmatra�emo broj raspada
(brzinu promene broja neraspadnutih atoma) 226Ra u rudi. Ovo je ve�
poznato za razliqite vrste ruda i taj broj varira od 0, 18 do 140. To
znaqi da �e i broj raspada 210 Pb u minuti po gramu u belom olovu
tako�e varirati od 0, 18 do 140. Ovo znaqi da �e y0 tako�e varirati u
velikom intervalu i stoga ne mo�emo koristiti jednaqinu (4.6) kako
bismo odredili starost slike, qak ni u grubo.
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Ali jox uvek mo�emo iskoristiti jednakost (4.6) kako bismo napra-
vili razliku da li se radi o slici iz 17. veka ili o slici naslikanoj
u sadax�osti. Zbog qega? Ovo sledi iz qi�enice da ako je slika veo-
ma stara, a period poluraspada 210 Pb 22 godine, onda je broj raspada
radioaktivnih atoma 210 Pb u slici pribli�no jednak broju raspada
radioaktivnih atoma radijuma. Sa druge strane, ako je slika novi-
jeg datuma (stara oko 20 godina), onda �e broj raspada radioaktivnih
atoma 210 Pb biti mnogo ve�i od broja raspada radioaktivnih atoma
radijuma.

Pretpostavimo da je slika o kojoj se radi ili skoro naslikana ili
stara oko 300 godina. Zamenimo t− t0 = 300 u jednaqinu (4.6). Iz toga
dobijamo

λy0 = λy(t)e300λ − r
(
e300λ − 1

)
. (4.7)

Ako se radi o slici novijeg datuma, onda �e y0 biti besmisleno ve-
liko. Besmisleno velikim �emo smatrati svaki rezultat preko 30 000
radioaktivnih raspada 210 Pb u minutu po gramu u olovno beloj boji, u
trenutku nastanka slike, odnosno boje. Zaxto bax ovoliko? Na osnovu
broja raspada 210 Pb u minutu po gramu u olovno beloj boji mo�emo
odrediti koncentraciju uranijuma 238 U u tom trnutku u rudi iz ko-
je je metal ekstrahovan. Mo�e se pokazati, na primer, da ako je broj
radioaktivnih raspada 210 Pb 100 u minutu po gramu u olovno beloj,
onda je ruda iz koje je metal dobijen imala 0, 014% uranijuma 238 U [7].
Takve rude na Zem	i postoje. Me�utim, u sluqaju broja raspada preko
30 000, za koncentraciju 238 U u rudi dobili bi se podaci koji ne odgo-
varaju stvarnosti, odnosno kao rezultat bismo dobili koncentraciju
238 U koju nijedna ruda na planeti Zem	i ne sadr�i.

Poxto je stopa raspada�a (broj radioaktivnih raspada u jedinici
vremena u uzorku) 210 Po jednaka stopi raspada�a 210 Pb nakon neko-
liko godina, lakxe je odrediti stopu raspada�a polonijuma, pa taj
podatak kasnije iskoristiti.

e300λ = e300· ln 2
T = e

(
300
22

)
ln 2

= 2
150
11 ,

jer je period poluraspada za 210 Pb 22 godine, pa je koeficijent radi-
oaktivnog raspada za olovo λ = ln 2

22 .

Broj radioaktivnih raspada u minutu u gramu olovno bele za 210 Po
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i 226Ra je izmeren za neke od slika za koje se sum�alo da su falsi-
fikati, tako je za sliku ,,Veqera u Emausu" u trenutku dokaziva�a
broj radioaktivnih raspada u minutu u gramu olovno bele za 210 Po
bio 8, 5, dok je za 226Ra bio 0, 8. Ako sada izraqunamo λy0 za olovno
belu u slici ,,Veqera u Emausu", dobijamo da je

λy0 = (8, 5)2
150
11 − 0, 8

(
2

150
11 − 1

)
= 98 050,

xto je neprihvat	ivo veliko. Dakle, slika mora biti moderan fal-
sifikat, nastao novijeg datuma. Na isti naqin mo�emo i za ostale
falsifikate dokazati da oni to zapravo jesu.

Zadatak 4.1.1 Dokazati da je slika ,,�ena svira mandolinu" falsi-
fikat, ako znamo da je broj radioaktivnih raspada u minutu u gramu
olovno bele boje za 210 Po u trenutku dokaziva�a 8, 2, a za 226Ra 0, 17.
Korix�eni su podaci iz [7].

Rexe�e: Ako u jednaqinu (4.7) zamenimo date podatke dobija se

λy0 = (8, 2)2
150
11 − 0, 17

(
2

150
11 − 1

)
= 102 225, 98.

Ovo je jox ve�i rezultat od onog dobijenog u sluqaju slike ,,Veqera u
Emausu", iz qega se jasno vidi da je ova slika tako�e falsifikat. �

Jedan od naqina da se odredi starost arheoloxkih artefakata jeste
metod odre�iva�a broja neraspadnutih jezgara radioaktivnog ug	eni-
kovog izotopa 14C, koji je otkrio Vilard Libi 2 oko 1949. godine. Za
to otkri�e dobio je Nobelovu nagradu za hemiju 1960. godine.

Budu�i da je Zem	ina atmosfera konstantno pod uticajem kosmiq-
kih zraka, oni proizvode neutrone koji u kombinaciji sa azotom stva-
raju ug	enikov izotop 14C, odnosno radioaktivni izotop ug	enika.
On se sadr�i u ug	en-dioksidu i na taj naqin ga bi	ke, fotosinte-
zom, usvajaju. �ivoti�e, hrane�i se bi	kama ili dixu�i, isti unose
u svoje organizme. U �ivim organizmima su unos radioaktivnog ug	e-
nika i �egov raspad u ravnote�i, dok u mrtvim to nije sluqaj. Unos
prestaje, tako da koliqina radioaktivnog izotopa ug	enika u organi-
zmu opada, budu�i da dolazi samo do �egovog raspada.

2WillardFrank Libby (1908-1980.) bio je ameriqki fizikohemiqar.
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Pod pretpostavkom da je koliqina kosmiqkog zraqe�a, pod qijim je
Zem	a uticajem, uvek bila konstantna mo�emo odrediti starost odre-
�enih fosila. Libi je izraqunao da je vreme poluraspada ug	enikovog
izotopa 14C pribli�no 5 600 godina, me�utim, danas se pretpostav	a
da je ta vrednost pribli�no 5 730 godina (±40 godina). Ovaj metod
je bio korix�en da bi se odredila starost arheoloxkih pronalazaka,
fosila, namextaja prona�enog u egipatskim grobnicama, Torinskog
(svetog) pokrova i tako da	e, za xta se primeri mogu prona�i u [4].

Oznaqimo sa N = N(t) broj neraspadnutih atoma radioaktivnog
ug	enika 14C u trenutku t, a sa N0 = N(t0) broj neraspadnutih atoma
14C u trenutku t0 = 0. Ako je λ koeficijent radioaktivnog raspada
ug	enika 14C, onda je

dN

dt
= −λN(t)

N(0) = N0,

Koxijev problem koji treba rexiti. Kako je opxte rexe�e date di-
ferencijalne jednaqine

N(t) = ce−λt, c ∈ R,

konstantu c odre�ujemo iz uslova N(0) = N0. Kako je N0 = c, tra�eno
Koxijevo rexe�e je

N(t) = N0e
−λt. (4.8)

Imaju�i u vidu podatak da je za 14C period poluraspada T ≈ 5730
godina, mo�emo izraziti koeficijent radioaktivnog raspada λ. Tada
je

N(T ) =
N0

2
, stoga je λ =

ln 2

T
,

xto kada uvrstimo u (4.8) dobijamo

N(t) = N0

(
eln 2
)− t

T

= N02
− t

T . (4.9)

Torinski pokrov

Torinski (sveti) pokrov je komad tkanine na kojoj se ocrtava oti-
sak muxkog tela koje je proxlo fiziqku torturu. Ime je dobio po
Katedrali Svetog Jovana Krstite	a u Torinu, gde se godinama quva.
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Mnogi su verovali da je upravo tim komadom tkanine Isus Hrist bio
pokriven prilikom sahra�iva�a. 1988. godine je obav	ena analiza i
dokazano je, od strane tri nezavisne laboratorije, da je komad tkanine
zapravo star oko 660 godina, odnosno da datira iz sred�eg veka. Ova
analiza je obav	ena uz pomo� zakona radioaktivnog raspada. Deta	-
nije informacije qitalac mo�e prona�i u [4].

Zadatak 4.1.2 Koriste�i podatak da je sveti pokrov star oko 660
godina, odredi procenat koliqine ug	enikovog izotopa 14C u odnosu
na poqetnu koliqinu ug	enikovog izotopa 14C koji se u toj tkanini
nalazio u periodu analize, 1988. godine. Zadatak je preuzet iz [4].

Rexe�e: Na osnovu prethodno reqenog i podatka da je period polu-
raspada ug	enikovog izotopa 14C pribli�no 5 730 godina, zamenom u
jednaqinu (4.9) dobijamo

N(660) = N02
− 660

5 730

N(660)

N0
= 2−

660
5 730 = 2−0,1152 = 0, 9233 = 92, 33%,

xto znaqi da je u tkanini 1988. godine bilo 92, 33% poqetne koliqine
atoma radioaktivnog ug	enikovog izotopa 14C. �

Zadatak 4.1.3 Odrediti starost komada drveta prona�enog u pe�ini
Lasko u Francuskoj, ako znamo da se 85, 5% ug	enikovog izotopa 14C
koji se sadr�i u �ivom drvetu istog tipa, u tom komadu raspalo.
Zadatak je preuzet iz [4].

Rexe�e: Raspalo se 85, 5% poqetne vrednosti ug	enikovog izotopa,
xto znaqi da se sada u drvetu nalazi 14, 5% od poqetne vrednosti.
Dakle

N(t0) = 14, 5% ·N0 = 0, 145N0.

Da	e,

N(t0) = N02
− t0

T .

Ako zamenimo poznate vrednosti, dobijamo

0, 145N0 = N02
− t0

5 730 ,
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odakle sledi
t0 = −5730 · log2 0, 145,

odnosno
t ≈ 15 963 godine,

xto znaqi da ovo drvo datira iz doba praistorije. �

4.2 �utnov zakon hla�e�a

�utnov empirijski zakon hla�e�a (greja�a) ka�e da je brzina hla-
�e�a tela proporcionalna razlici temperature tela i temperature
sredine koja ga okru�uje tj.

dT

dt
= −k(T − τ), (4.10)

pri qemu je T = T (t) temperatura tela u trenutku t, τ temperatura
sredine u kojoj se telo nalazi, a k, gde je k > 0, koeficijent propor-
cionalnosti koji se naziva konstanta hla�e�a.

Zanima nas kako odrediti temperaturu tela u trenutku t, ako zna-
mo temperaturu sredine (koja je konstantna) u kojoj se telo nalazi i
poqetnu temperaturu tela? Potrebno je rexiti slede�i Koxijev pro-
blem

dT

dt
= −k(T − τ)

T (0) = T0

(4.11)

Kako je opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (4.10)

T (t) = ce−kt + τ, c ∈ R,

da bismo odredili Koxijevo rexe�e potrebno je odrediti konstantu
c, tj.

T0 = T (0) = c+ τ ⇒ c = T0 − τ.
Tra�eno Koxijevo rexe�e je

T (t) = (T0 − τ)e−kt + τ. (4.12)
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Dobijeni izraz nam omogu�ava da predvidimo budu�u temperaturu
tela ili odredimo neku �egovu pre�ax�u temperaturu. Ako je razli-
ka T0 − τ < 0 temperatura �e rasti, pa onda govorimo o �utnovom
zakonu greja�a.

�utnov zakon hla�e�a je veoma znaqajan u forenzici, radi utvr-
�iva�a vremena smrti.

Algor mortis ili mrtvaqko hla�e�e je proces sma�iva�a telesne
temperature nakon smrti. U pita�u je stalno opada�e temperature te-
la dok se ona ne izjednaqi sa temperaturom okoline. Ovaj proces nije
savrxeno modeliran �utnovim zakonom hla�e�a, jer hla�e�e tela na-
kon smrti zavisi od vixe faktora. Hemijski procesi nastav	aju da se
odvijaju u telu i nakon smrti i mogu odr�avati konstantnu tempera-
turu tela tokom nekog vremena, nakon koga �e tek nastupiti hla�e�e
tela.

Zanim	ivost: U vremenu odre�iva�a smrti ulogu ima i rigor
mortis, odnosno mrtvaqka ukoqenost, koja je uzrokovana hemijskim
promenama u mixi�ima nakon smrti i koja kao posledicu ima ukoqe-
nost tela pokojnika, kao i livor mortis i pallor mortis. Vixe informa-
cija mo�ete prona�i u [9].

Zadatak 4.2.1 Telo ubijenog qoveka je prona�eno u sobi konstantne
temperature 21◦C, u 3 qasa nakon pono�i. U vreme kada je telo pro-
na�eno, �egova temperatura je bila 29◦C. Sat vremena nakon toga
temperatura tela je bila 26◦C. U koliko sati je poqi�en zloqin?
Pretpostav	a se da je normalna qovekova temperatura 37◦C. Zada-
tak je preuzet iz [3].

Rexe�e: Da bismo naxli vreme koje je proteklo od ubistva, moramo
prvo na�i k, koeficijent hla�e�a. �ega dobijamo koriste�i dva me-
re�a temperature nakon ubistva. Oznaqimo sa T (0) = 29 temperaturu
tela u 3 h, a sa T (1) = 26 temperaturu tela u 4 h, sat vremena kasnije.
Temperaturu sobe oznaqimo sa τ = 21, pa zamenom u (4.12) dobijamo

T (t) = 21 + (29− 21)e−kt.

Kako je
T (1) = 26,
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sledi da je
26 = 21 + 8e−k,

tj.
8e−k = 5,

pa je

k = ln
8

5
koeficijent hla�e�a.

Sada, poxto imamo k treba da na�emo vreme proteklo od trenutka
kada je telo imalo temperaturu 37◦C do onog trenutka kada je tempe-
ratura tela bila 29◦C, oznaqimo to vreme sa t1 (oqekujemo da je t1 < 0,
jer se zloqin dogodio pre prvog mere�a)

e− ln 8
5 t1 = 2

eln 8
5 t1 =

1

2

ln
8

5
t1 = ln

1

2

t1 =
ln

1

2

ln
8

5

≈
− 0, 6931

0, 47
≈ −1, 5 h.

Zloqin se dogodio pribli�no 1, 5 h pre trenutka kada je izvrxeno
prvo mere�e temperature tela, tj. oko 1.30 posle pono�i. �

4.3 Dinamiqki modeli rasta populacije

Modelova�e rasta populacije je prvobitno bilo vezano za Tomasa
Roberta Maltusa 3. Populacija je skup jedinki iste vrste koja nase-
	ava odre�eni prostor i koja ima mogu�nost razmno�ava�a. Prvi i
najjednostavniji model rasta populacije je, upravo, Maltusov model,
predstav	en 1789. godine u radu ,,Put u katastrofu". Ovaj model se za-
sniva na tome da je brzina rasta populacije proporcionalna veliqini
populacije. Promen	ive u ovom modelu su vreme i broj jedinki, odno-
sno, veliqina populacije. I u ovom sluqaju �emo za diskretnu pojavu

3ThomasRobertMalthus (1766 -1834.) bio je engleski matematiqar i demograf.
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koristiti kontinualni model.

Ako oznaqimo sa P = P (t) broj jedinki populacije u trenutku t, sa β
stopu nataliteta, δ stopu mortaliteta, dobijamo stopu rasta k = β−δ,
xto je koeficijent proporcionalnosti. Ako broj jedinki populacije
u poqetnom trenutku t = t0 oznaqimo sa P (t0) = P0 > 0, onda broj je-
dinki populacije u trenutku t mo�emo dobiti rexava�em Koxijevog
problema

dP

dt
= kP (t) (4.13)

P (t0) = P0.

Kako je u pita�u diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive

P ′

P
= k,

dobijamo jednostavnim raqunom da je opxte rexe�e

ln |P | = kt+ c, odnosno P (t) = c1 · ekt, gde je c1 ∈ R.

Iz poqetnog uslova

P (t0) = P0 = c1e
kt0 ⇒ c1 = P0 e

−kt0

dobijamo da je rexe�e Koxijevog problema (4.13)

P (t) = P0 e
k(t−t0). (4.14)

Zadatak 4.3.1 Pretpostavimo da odre�ena bakterijska kultura za-
dovo	ava Maltusov model rasta populacije. Nakon sat vremena, na
odre�enom prostoru je 1 000 bakterija, a nakon 4 sata 3 000 bakteri-
ja. Odrediti broj bakterija u trenutku t0 = 0 primenom Maltusovog
modela.

Rexe�e: Znamo da je rast populacije u ovom modelu odre�en izrazom
(4.14)

P (t) = P0 e
k(t−t0).

Da bismo odredili jednaqinu kojom se opisuje rast broja ovih bak-
terija moramo na�i koeficijent k. Oznaqimo sa P2 broj bakterija na-
kon 4 sata, a sa P1 broj bakterija nakon jednog sata. Zamenom u (4.14)
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dobijamo

P2 = P0 e
k·4,

P1 = P0 · ek.

Sledi da je

P1 e
−k = P0 tj. P2 = P1 e

−k · e4k = P1 e
3k

tj.
3 000 = 1 000 ek(4−1).

Odatle dobijamo da je

k =
ln 3

3
≈ 0, 366.

Sada je potrebno na�i P (t0). Kako je P0 = P1 ·e−k vidimo da je poqetni
broj bakterija

P0 = P (t0) = 1 000 · e−
ln 3
3 ≈ 693, 5.

�
Vidimo da ovaj model predvi�a da veliqina populacije eksponen-

cijalno, neograniqeno raste, xto se, uglavnom, u prirodi ne doga-
�a. Postoji mnogo razloga zbog kojih populacije ne rastu neograniqe-
no. Neki od �ih su nedostatak resursa (hrana, odgovaraju�a sredina,
voda, Sunqeva svetlost, hran	ive materije, prostor za rast i razm-
no�ava�e), kao i rivalstvo me�u jedinkama. Zbog ograniqenosti ovih
resursa, populacija �e rasti do onog trenutka kada �ena veliqina od-
govara dostupnosti resursa.

Kada govorimo o 	udskoj populaciji, znaqajan faktor su i emi-
gracije i imigracije, planira�e porodice u savremenim druxtvima,
epidemije zaraznih bolesti, ratovi, visina �ivotnog standarda.

U Maltusovom modelu je pretpostavka da su resursi neograniqeni
i da broj jedinki zavisi samo od broja ro�enih i broja umrlih (koji su
konstantni u datoj jedinici vremena), da nema bolesti, emigracija i
imigracija. Ovaj model je primen	iv za neke populacije, za odre�eni
vremenski period, uglavnom dok je populacija mala. Dakle, ovaj model
nam ne odgovara na du�e staze, niti za sve vrste populacija.
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U ranijim periodima rast 	udske populacije zaista jeste bio ek-
sponencijalan, ali se brzina rasta sma�ila sa pove�a�em broja 	udi.
Zbog ovoga se javila potreba za formira�em novog, bo	eg modela rasta
populacije. Pjer Fransoa Verhulst 4 je 1845. godine predstavio bo	i
model, nazvan logistiqki model rasta populacije ili Verhulstov mo-
del.

U ovom modelu, Verhulst objax�ava da u poqetku (dok je populacija
i da	e mala) broj jedinki populacije raste ,,pribli�no" eksponenci-
jalno, sa stopom rasta k (kao po Maltusovom modelu), ali da se taj rast
sporije odvija kako se broj jedinki populacije pribli�ava maksimal-
nom kapacitetu sistema K, odnosno, maksimalnom broju jedinki koje
sistem mo�e da izdr�i. Ovde je jasna zavisnost nataliteta od broja
jedinki, a ne od vremena, jer kako broj jedinki raste, tako je ma�e
mogu�e da	e razmno�ava�e. Zalihe hrane se sma�uju, pa neke jedinke
mogu i umreti od gladi, prostor se sma�uje pa se i fertilitet mo�e
sma�iti u nedostatku svega potrebnog za �ivot. Mogu se pojaviti i
zarazne bolesti koje dodatno sma�uju broj jedinki u populaciji, kao
i rivalstvo me�u jedinkama radi obezbe�iva�a potrebnog za �ivot.

Verhulstov model se koristi najqex�e za predvi�a�e rasta popula-
cije bakterija, vo�nih muxica, protozoa na nekom ograniqenom pro-
storu.

Model pretpostav	a da je za malu populaciju prirodni priraxtaj
jednak k, za populaciju jednaku K on je jednak 0, a za ostale vredno-
sti populacije prirodni priraxtaj je linearna funkcija po veliqini
populacije. Stoga je logistiqki dinamiqki model odre�en jednaqinom

P ′(t) =
k

K
P (t)(K − P (t)) = k · P (t)

(
1−

P (t)

K

)
. (4.15)

Vidimo da u sluqaju kada je broj jedinki mali, da je onda P (t)/K
malo, pa je vrednost unutar zagrade pribli�no jednaka jedinici i
rast je br�i. Sa pove�a�em populacije P (t)/K se pove�ava, xto sma-
�uje brzinu rasta populacije.

Sada treba rexiti Koxijev problem za ovu logistiqku diferen-
4Pierre François V erhulst (1804 -1849.) bio je belgijski matematiqar i doktor teorije brojeva.
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cijalnu jednaqinu

P ′(t) =
k

K
P (t) (K − P (t))

P (t0) = P0.

(4.16)

Dobija se da je opxte rexe�e

P (t) =
K

1 + Ce−kt
, gde je C ∈ R,

a rexe�e koje zadovo	ava uslov

P (t0) = P0

odre�eno je analitiqkim izrazom

P (t) =
KP0

(K − P0) · e−k(t−t0) + P0
. (4.17)

Da bismo dobili taqnija predvi�a�a, kada je req o 	udskoj popu-
laciji, ne treba je posmatrati kao homogenu grupu, ve� podeliti na
vixe grupa, pa svaku tretirati kao posebnu populaciju.

Ovi modeli se mogu primeniti i na pad broja jedinki u populaciji,
odnosno, ako je broj ro�enih ma�i od broja umrlih u jedinici vremena,
broj jedinki populacije �e eksponencijalno da opada.

Zadatak 4.3.2 Prema podacima Republiqkog zavoda za statistiku
(podaci se mogu prona�i u [10]) Srbija je 1961. godine imala 6 678 247,
1971. godine 7 202 915, a 1981. godine 7 729 246 stanovnika. Koriste�i
logistiqki model predvideti koliko je Srbija imala stanovnika
1991. godine.

Rexe�e: Poqetna populacija je P0 = P (1961) = 6 678 247. Ako uvr-
stimo podatke o broju stanovnika iz 1971. i 1981. godine u logistiqki
model onda mo�emo izraqunati k i maksimalni kapacitet sistema K
iz dobijenog sistema jednaqina sa dve nepoznate

P (1971) =
K · 6 678 247

(K − 6 678 247) · e−10k + 6 678 247
= 7 202 915.

P (1981) =
K · 6 678 247

(K − 6 678 247) · e−20k + 6 678 247
= 7 729 246.
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Rexe�e sistema je k ≈ 0.014 i K ≈ 14 732 436, pa je tako tra�eni broj
stanovnika po logistiqkom modelu pribli�no

P (1991) =
14 732 436 · 6 678 247

(14 732 436− 6 678 247) · e−0.014·(1991−1961) + 6 678 247
= 8 219 556,

xto je za oko 400 000 vixe od broja stanovnika dobijenog popisom 1991.
godine (taqan broj stanovnika Srbije prema popisu iz 1991. godine je
bio 7 822 795 (podatak preuzet iz [10])).
Primetimo da logistiqki model u ovom sluqaju ne daje dovo	no dobre
rezultate za predvi�a�e broja stanovnika Srbije, jer ne uzima u obzir
migracije koje su se u tom periodu intenzivno dexavale. �

4.4 Problem smexa

Diferencijalnim jednaqinama se uspexno rexavaju i takozvani
problemi smexa. U pita�u su problemi u kojima je potrebno odrediti
koliqinu neke supstance dobijenu mexa�em dva rastvora razliqitih
koncentracija.

Ako sa y = y(t) oznaqimo koliqinu supstance u trenutku t, dife-
rencijalnu jednaqinu �elimo formirati na slede�i naqin

dy

dt
= (ulazni fluks supstance)− (izlazni fluks supstance), (4.18)

pri qemu je
dy

dt
brzina promene koliqine supstance u trenutku t. U za-

visnosti od prirode problema dobija�emo razliqite diferencijalne
jednaqine koje treba rexiti.

Zadatak 4.4.1 Rezervoar sadr�i 300 ameriqkih galona slane vode (1
galon ≈ 3, 785 litara). Drugi rastvor u kom je koncentracija soli
2 lb/gal (funte po galonu; 1 funta ≈ 0, 45359237 kilograma) ulazi
u rezervoar brzinom od 3 gal/min. Rastvor napuxta rezervoar istom
brzinom. �elimo da odredimo diferencijalnu jednaqinu koja opisu-
je promenu koliqine soli u tom rastvoru, ako je poznato da je u
poqetnom trenutku u rastvoru koji se nalazio u rezervoaru bilo 50 lb
soli. Zadatak je preuzet iz [3].
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Rexe�e: Da bismo odredili diferencijalnu jednaqinu potrebno je
da odredimo ulazni i izlazni fluks soli. Sa y = y(t) oznaqimo ko-
liqinu soli u rastvoru (u funtama) u rezervoaru u trenutku t (mereno
u minutima). Brzina promene koliqine soli u rastvoru je

dy

dt
= (ulazni fluks soli)− (izlazni fluks soli).

Ulazni fluks soli je proizvod brzine kojom rastvor ulazi u rezervoar
i koncentracije soli u tom rastvoru, tj.

3
gal

min
· 2

lb

gal
= 6

lb

min
.

Analogno odre�ujemo i izlazni fluks, kao proizvod brzine kojom ras-
tvor izlazi iz rezervoara i koncentracije soli u tom rastvoru, odno-
sno,

3
gal

min
·
y(t) lb

300 gal
=
y(t)

100

lb

min
.

Poxto rastvor istom brzinom ulazi u rezervoar i iz �ega izlazi,
koliqina rastvora u rezervoaru je konstantna i iznosi 300 galona.
Pretpostavimo da se rastvor u rezervoaru neprekidno mexa.

Ovo ne mora uvek biti sluqaj, brzina kojom rastvor ulazi u re-
zervoar i ona kojom izlazi mogu biti razliqite, pa stoga ne moramo
imati konstantnu zapreminu rastvora u rezervoaru; mo�e se dogoditi
da vixe teqnosti istekne nego xto u rezervoar u�e i obrnuto, xto �e
biti obra�eno u narednom primeru.
Dakle, diferencijalna jednaqina ima slede�i oblik

dy

dt
= 6−

y(t)

100
.

Skup svih rexe�a posmatrane diferencijalne jednaqine je

y(t) =
(

600 · e
t

100 + c
)
· e−

t
100 = 600 + c · e−

t
100 , c ∈ R.

Konstantu c tra�imo iz poqetnog uslova y(0) = 50, tj.

50 = y(0) = 600 + c · e−
0

100 = 600 + c.

Sledi da je c = −550, pa je funkcijom

y(t) = 600− 550 · e−
t

100

predstav	ena promena koliqine soli tokom vremena. �
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Zadatak 4.4.2 Rezervoar sadr�i 300 galona vode u kojoj je rastvoreno
50 funti soli. �elimo da sastavimo diferencijalnu jednaqinu koja
�e opisati promenu koliqine soli u rastvoru u trenutku t, ako:

a) qista voda ulazi u rezervoar brzinom od 3 gal/min i istom brzinom
i izlazi;

b) u rezervoar ulazi drugi rastvor brzinom od 3 gal/min i sadr�i
2 lb/gal soli, a iz rezervoara izlazi teqnost sporije, brzinom od 2 gal/min;

v) u rezervoar ulazi drugi rastvor brzinom od 3 gal/min i sadr�i
2 lb/gal soli, a iz rezervoara izlazi teqnost br�e, brzinom od 3, 5 gal/min.
Zadatak je preuzet iz [3].

Rexe�e: a) Poxto u rezervoar ulazi qista voda koja ne sadr�i so,
ulazni fluks soli je

3
gal

min
· 0

lb

gal
= 0

lb

min
.

Izlazni fluks soli je, kao i u prethodnom zadatku,

3
gal

min
·
y(t) lb

300 gal
=
y(t)

100

lb

min
.

Tra�ena diferencijalna jednaqina je

dy

dt
= −

y(t)

100
.

Skup svih rexe�a posmatrane diferencijalne jednaqine je

y(t) = c · e−
t

100 , c ∈ R.

Iz poqetnog uslova y(0)=50 sledi da je konstanta c = 50, pa je funk-
cijom

y(t) = 50 · e−
t

100

predstav	ena promena koliqine soli tokom vremena, gde je t izra�eno
u minutima, a y(t) u funtama.

b ) U ovom sluqaju, ulazni fluks soli je

3
gal

min
· 2

lb

gal
= 6

lb

min
.
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Kako teqnost iz rezervoara sporije izlazi nego xto u �ega ulazi, ko-
liqina rastvora se pove�ava za 1 gal/min, xto znaqi da je ukupna ko-
liqina rastvora u rezervoaru u trenutku t jednaka 300+ t gal. Izlazni
fluks soli je

2
gal

min
·

y(t)

300 + t

lb

gal
= 2

y(t)

300 + t

lb

min
.

Dobijamo diferencijalnu jednaqinu

dy

dt
= 6− 2

y(t)

300 + t
,

qiji je skup svih rexe�a

y(t) = 2(300 + t) +
c

(300 + t)2
, c ∈ R.

Iz poqetnog uslova y(0) = 50 nalazimo vrednost konstante c na sle-
de�i naqin

50 = y(0) = 600 +
c

3002

c

90 000
= −550

c = −4, 95 · 107.

Koliqina soli u rezervoaru u trenutku t je odre�ena izrazom

y(t) = 2(300 + t)−
4, 95 · 107

(300 + t)2
,

gde je t izra�eno u minutima, a y(t) u funtama.

v) U ovom sluqaju je, kao i u prethodnom, ulazni fluks soli 6 lb/min.
Teqnost iz rezervoara izlazi br�e nego xto u �ega ulazi, pa se ukupna
koliqina rastvora u rezervoaru sma�uje za

3, 5
gal

min
− 3

gal

min
= 0, 5

gal

min
.

Ukupna koliqina rastvora u rezervoaru u trenutku t je 300− 0, 5t gal
(teqnost br�e istiqe, pa se koliqina rastvora sma�uje za 0, 5 gal/min
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i ukupna koliqina rastvora u trenutku t u rezervoaru �e biti 300 −
0, 5t), pa je izlazni fluks soli odre�en izrazom

3, 5
gal

min
·

y(t)

300− 0, 5t

lb

gal
= 3, 5

y(t)

300− 0, 5t

lb

min
.

Dolazimo do diferencijalne jednaqine

dy

dt
= 6− 3, 5

y(t)

300− 0, 5t
.

Skup svih rexe�a posmatrane diferencijalne jednaqine je

y(t) = 2(300− 0, 5t) + c(300− 0, 5t)7, c ∈ R.

Iz poqetnog uslova y(0) = 50 dobijamo da je vrednost konstante c =
−25, 14 · 10−16, xto znaqi da je promena koliqine soli tokom vremena
u ovom sluqaju data funkcijom

y(t) = 2(300− 0, 5t)− 25, 14 · 10−16(300− 0, 5t)7,

gde je t izra�eno u minutima, a y(t) u funtama.
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Glava 5

Obiqne diferencijalne jednaqine

vixeg reda

Navedimo osnovne definicije i teoreme koje se odnose na diferen-
cijalne jednaqine vixeg reda, koje �e biti naxa tema u narednom delu
rada.

Definicija 5.1 Neka funkcija f : G → R, pri qemu je G ⊆ Rn+1,
tada je jednaqina oblika

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)), (5.1)

gde je y = y(x) nepoznata funkicja, diferencijalna jednaqina n-tog
reda u normalnom obliku.

Definicija 5.2 Funkcija y = ϕ(x) je rexe�e diferencijalne jed-
naqine (5.1) na intervalu (a, b) ako postoje ϕ′(x), ϕ′′(x), . . . , ϕ(n)(x) za
svako x ∈ (a, b) i ako funkcija y = ϕ(x) zadovo	ava jednaqinu (5.1) na
(a, b).

Definicija 5.3 Koxijev zadatak za diferencijalnu jednaqinu (5.1)
podrazumeva da se odredi rexe�e y = ϕ(x) diferencijalne jednaqine
(5.1) koje zadovo	ava uslove

y(x0) = y0

y′(x0) = y1

...

y(n−1)(x0) = yn−1, (5.2)

pri qemu unapred zadate brojeve x0, y0, y1, . . . , yn−1 zovemo poqetnim
uslovima.
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Dakle, treba na�i funkciju ϕ tako da ona zadovo	ava slede�ih n+1
uslova:

ϕ(n) = f(x, ϕ, ϕ′, ϕ′′, . . . , ϕ(n−1))

ϕ(x0) = y0

ϕ′(x0) = y1

...

ϕ(n−1)(x0) = yn−1. (5.3)

Rexe�e Koxijevog zadatka naziva se Koxijevo rexe�e.

Kao i kod diferencijalnih jednaqina prvog reda i kod diferenci-
jalnih jednaqina vixeg reda razlikujemo tri vrste rexe�a i potpuno
analogno ih definixemo.

Teorema koja nam garantuje egzistenciju rexe�a je slede�a.

Teorema 5.4 Neka je funkcija f neprekidna na otvorenom skupu G ⊆
Rn+1. Tada za svaku taqku (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ G postoji rexe�e
y = ϕ(x) diferencijalne jednaqine (5.1) koje je definisano u nekoj
okolini taqke x0 i zadovo	ava uslove

ϕ(x0) = y0

ϕ′(x0) = y1

...

ϕ(n−1)(x0) = yn−1.

Garanciju za jedinstvenost tog rexe�a daje slede�a teorema.

Teorema 5.5 (Posledica Pikarove teoreme). Neka su funkcije
f, ∂f∂y ,

∂f
∂y′ , . . . ,

∂f
∂y(n−1)

neprekidne na otvorenom skupu G ⊆ Rn+1. Tada za

svaku taqku (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ G postoji jedinstveno rexe�e y =
ϕ(x) diferencijalne jednaqine (5.1) definisano u nekoj okolini taqke
x0 koje zadovo	ava uslove

ϕ(x0) = y0

ϕ′(x0) = y1

...

ϕ(n−1)(x0) = yn−1.
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Od posebnog znaqaja sa stanovixta primene jesu linearne diferen-
cijalne jednaqine. Diferencijalne jednaqine vixeg reda mogu biti
izuzetno texke za rexava�e, ali veoma qesto se u modelova�u jav	aju
upravo linearne diferencijalne jednaqine sa konstantnim koefici-
jentima, a na naxu sre�u, one se mogu rexiti.

Definicija 5.6 Jednaqina u kojoj se nepoznata funkcija y = y(x)
i �eni izvodi do n-tog reda jav	aju u linearnoj vezi, naziva se li-
nearna diferencijalna jednaqina n-tog reda. Opxti oblik linearne
diferencijalne jednaqine n-tog reda je

p0(x)y(n) + p1(x)y(n−1) + . . .+ pn(x)y = q(x), (5.4)

gde su funkcije p0, p1, . . . , pn i q date funkcije definisane na inter-
valu (c, d).

Ako je p0(x) 6= 0 za svako x ∈ (c, d), onda se jednaqina (5.4) mo�e
napisati u standardnom obliku

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = b(x), (5.5)

gde su ai(x) =
pi(x)

p0(x)
i b(x) =

q(x)

p0(x)
za i = 1, n.

Razlikujemo dva tipa ovih jednaqina u zavisnosti od analitiqkog
oblika funkcije b. Ukoliko je b(x) = 0 za svako x ∈ (c, d) u pita�u je
homogena linearna diferencijalna jednaqina n-tog reda

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0, (5.6)

a u suprotnom, ako postoji neko x ∈ (c, d) za koje je b(x) 6= 0, req je
nehomogenoj linearnoj diferencijalnoj jednaqini n-tog reda (5.5)

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = b(x).

Teorema 5.7 (O egzistenciji i jedinstvenosti rexe�a
linearne diferencijalne jednaqine). Neka su ai i b neprekid-
ne funkcije na intervalu (c, d), za i = 1, n. Tada za svaku taqku
(x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ (c, d)× Rn postoji jedinstveno rexe�e y = ϕ(x)
diferencijalne jednaqine (5.5) koje je definisano na (c, d) i zadovo	a-
va uslove
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ϕ(x0) = y0

ϕ′(x0) = y1

...

ϕ(n−1)(x0) = yn−1.

5.1 Homogena linearna diferencijalna

jednaqina n-tog reda

Neka su funkcije ai ∈ C(a, b). U sluqaju homogene linearne di-
ferencijalne jednaqine funkcija ϕ(x) = 0, x ∈ (a, b) je trivijalno
rexe�e. Oznaqimo sa

Ln(y)(x) := y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y.

Operator Ln : C(n)(a, b) → C(a, b) je linearni diferencijalni opera-
tor reda n, tj.

Ln(c1y1+c2y2)(x) = c1Ln(y1)(x)+c2Ln(y2)(x), y1, y2 ∈ C(n)(a, b), c1, c2 ∈ R.

Koriste�i ovu oznaku, jednaqine (5.6) i (5.5) mo�emo redom predsta-
viti u obliku

Ln(y) = 0 i Ln(y) = b(x).

Teorema 5.8 Neka je k ∈ N. Neka su y1(x), . . . , yk(x) rexe�a diferen-
cijalne jednaqine (5.6) na intervalu (a, b). Tada je funkcija

y(x) =
k∑
i=1

ciyi(x), ci ∈ R, i = 1, k,

tako�e rexe�e diferencijalne jednaqine (5.6).

Da bismo pronaxli opxte rexe�e linearne jednaqine, moramo se
upoznati sa pojmom linearne nezavisnosti funkcija, determinante
Vronskog i fundamentalnog skupa rexe�a.
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Definicija 5.9 Neka funkcije fi : (a, b) → R, i = 1,m i neka je
D ⊆ (a, b). Funkcije f1, . . . , fm su linearno nezavisne na D ako za svako
(α1, . . . , αm) ∈ Rm va�i implikacija: za svako x ∈ D

(α1f1(x) + α2f2(x) + . . .+ αmfm(x) = 0)⇒ α1 = . . . = αm = 0.

U suprotnom su linearno zavisne.

Definicija 5.10 Neka su funkcije f1, . . . , fn definisane na inter-
valu (a, b) i neka ove funkcije imaju sve izvode na (a, b) zak	uqno sa
(n− 1)-vim izvodom. Funkcionalna determinanta

W (f1, . . . , fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) . . . f ′n(x)
...

...
...

...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.7)

se naziva determinanta Vronskog (Vronskijan) 1 funkcija f1, f2, . . . , fn
na intervalu (a, b).

Teorema 5.11 Neka su funkcije f1, . . . , fn definisane na intervalu
(a, b) i neka imaju sve izvode zak	uqno sa (n− 1)-vim na (a, b). Ako su
funkcije f1, . . . , fn linearno zavisne na (a, b), onda jeW (f1, . . . , fn)(x) =
0, ∀x ∈ (a, b).

Teorema 5.12 Neka su funkcije ai neprekidne na intervalu (a, b).
Rexe�a y1, y2, . . . , yn diferencijalne jednaqine (5.6) jesu linearno ne-
zavisna na intervalu (a, b) ako i samo ako postoji x0 ∈ (a, b) tako da
va�i W (y1, y2, . . . , yn)(x0) 6= 0.

Definicija 5.13 Skup od n linearno nezavisnih rexe�a diferen-
cijalne jednaqine (5.6) na (a, b) je fundamentalni skup rexe�a dife-
rencijalne jednaqine (5.6) na intervalu (a, b).

Teorema 5.14 (O egzistenciji fundamentalnog skupa rexe-
�a). Neka su ai ∈ C(a, b), i = 1, n. Tada postoji fundamentalni skup
rexe�a diferencijalne jednaqine (5.6) na intervalu (a, b).

1Josef Wronski (1776 - 1853.) bio je po	ski matematiqar, fiziqar, filozof i pronalazaq.
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Dokaz: Fiksirajmo x0 ∈ (a, b). Posmatrajmo Koxijev problem za di-
ferencijalnu jednaqinu (5.6) i poqetne uslove:

y(x0) = 1, y′(x0) = 0, . . . , y(n−1)(x0) = 0.

Na osnovu Teoreme 5.7 sledi da postoji rexe�e diferencijalne jed-
naqine (5.6) koje �emo oznaqiti sa y1, koje zadovo	ava date uslove.
Sada posmatrajmo Koxijev problem za diferencijalnu jednaqinu (5.6)
i poqetne uslove:

y(x0) = 0, y′(x0) = 1, . . . , y(n−1)(x0) = 0.

Na osnovu iste teoreme sledi da postoji rexe�e koje �emo oznaqiti sa
y2 i ovog Koxijevog problema. Nastavimo li postupak posmatra�em
analognih Koxijevih problema i primenom Teoreme 5.7 dobi�emo res-
he�a koja �emo redom oznaqiti sa y3, y4, . . . , yn pri qemu je posled�e u
nizu rexe�e Koxijevog problema za diferencijalnu jednaqinu (5.6)
i poqetne uslove:

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, . . . , y(n−2)(x0) = 0, y(n−1)(x0) = 1.

Dakle, naxli smo n rexe�a diferencijalne jednaqine (5.6). Da bi
ona obrazovala fundamentalni skup rexe�a, potrebno je jox da budu
i linearno nezavisna na posmatranom intervalu. Na osnovu Teoreme
5.12 i qi�enice da je Vronskijan datih funkcija u taqki x0, zapravo,
determinanta jediniqne matrice sledi da rexe�a y1, . . . , yn qine fun-
damentalni skup rexe�a diferencijalne jednaqine (5.6) na intervalu
(a, b), qime smo dokazali �egovu egzistenciju. �

Teorema 5.15 (O opxtem rexe�u). Neka su ai ∈ C(a, b), i = 1, n.
Neka funkcije y1, y2, . . . , yn obrazuju fundamentalni skup rexe�a di-
ferencijalne jednaqine (5.6) na intervalu (a, b). Tada je

y(x) =
n∑
i=1

ciyi(x), ci ∈ R, i = 1, n

opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (5.6) na (a, b)× Rn.

Teorema 5.16 Neka su ai ∈ C(a, b), i = 1, n. Skup svih rexe�a dife-
rencijalne jednaqine (5.6) obrazuje vektorski prostor qija je dimen-
zija n. Fundamentalni skup rexe�a diferencijalne jednaqine (5.6)
je jedna baza tog vektorskog prostora.
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5.2 Nehomogena linearna diferencijalna

jednaqina n-tog reda

Posmatrajmo jednaqinu (5.5)

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = b(x).

Teorema 5.17 Neka su ai ∈ C(c, d), i = 1, n i b ∈ C(c, d). Neka funkci-
je y1, . . . , yn obrazuju fundamentalni skup rexe�a odgovaraju�e homoge-
ne diferencijalne jednaqine na intervalu (c, d). Neka je yp(x) bilo ko-
je partikularno rexe�e diferencijalne jednaqine (5.5) na (c, d) i yh
opxte rexe�e odgovaraju�e homogene diferencijalne jednaqine na (c, d).
Tada je opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (5.5) na (c, d) oblika

y(x) = yh(x) + yp(x) =
n∑
i=1

ciyi(x) + yp(x), ci ∈ R, i = 1, n.

Da bismo naxli opxte rexe�e nehomogene jednaqine, potrebno nam
je, dakle, opxte rexe�e homogene i bilo koje partikularno rexe-
�e nehomogene. Partikularno rexe�e nehomogene jednaqine mo�emo
tra�iti pomo�u metode varijacije konstanti ili metode neodre�enih
koeficijenata.

5.3 Linearna diferencijalna jednaqina n-tog

reda sa konstantnim koeficijentima

Poseban sluqaj homogenih linearnih diferencijalnih jednaqina
vixeg reda su linearne diferencijalne jednaqine vixeg reda sa kon-
stantnim koeficijentima. To su jednaqine oblika

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = 0, ai ∈ R, i = 1, n. (5.8)

Da bismo ih rexili potrebno je na�i jedan fundamentalni skup
rexe�a. Rexe�a tra�imo u obliku y(x) = eλx, λ ∈ C. Zamenimo li
y(x) = eλx i y(i)(x) = λieλx u (5.8) dobijamo jednaqinu

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0, (5.9)

koju nazivamo karakteristiqnom jednaqinom diferencijalne jedna-
qine (5.8).
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Teorema 5.18 Ako je λ = λ0 rexe�e karakteristiqne jednaqine (5.9),
onda je y(x) = eλ0x rexe�e diferencijalne jednaqine (5.8) na R.

Polinom λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an je karakteristiqni polinom

diferencijalne jednaqine (5.8). Potrebno je na�i rexe�a karakteri-
stiqne jednaqine (5.9). U zavisnosti od �ih razlikujemo vixe sluqa-
jeva.

Teorema 5.19 Ako su λ1, . . . , λn realna i razliqita rexe�a karakte-
ristiqne jednaqine (5.9), onda funkcije

y1(x) = eλ1x, y2(x) = eλ2x, . . . , yn(x) = eλnx

obrazuju fundamentalni skup rexe�a diferencijalne jednaqine (5.8)
na R.

Posledica 5.20 Ako su λ1, . . . , λn realna i razliqita rexe�a karak-
teristiqne jednaqine (5.9), onda je opxte rexe�e diferencijalne
jednaqine (5.8) oblika

y(x) = c1e
λ1x + c2e

λ2x + . . .+ cne
λnx, c1, c2, . . . , cn ∈ R.

Teorema 5.21 Ako je λ1,2 = a ± ib, a, b ∈ R rexe�e karakteristiqne
jednaqine (5.9), pri qemu je b 6= 0, onda su

y1(x) = eax cos bx i y2(x) = eax sin bx

linearno nezavisna rexe�a diferencijalne jednaqine (5.9) na R.

Teorema 5.22 Neka su λi, i = 1, k, realna i razliqita rexe�a ka-
rakteristiqne jednaqine (5.9), neka su λj = aj ± ibj, aj, bj ∈ R, bj 6=
0, j = 1, s, kompleksna i me�usobno razliqita rexe�a karakteri-
stiqne jednaqine (5.9), pri qemu je n = k + 2s. Tada skup funkcija

yi(x) = eλix

y1
j (x) = eajx cos bjx

y2
j (x) = eajx sin bjx,

za i = 1, k, j = 1, s obrazuje fundamentalni skup rexe�a diferenci-
jalne jednaqine (5.8) na R.
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Teorema 5.23 Ako je λ realno rexe�e karakteristiqne jednaqine
(5.9) vixestrukosti k, onda su funkcije

y1(x) = eλx, y2(x) = xeλx, . . . , yk(x) = xk−1eλx

linearno nezavisna rexe�a diferencijalne jednaqine (5.8).

Teorema 5.24 Ako su λ1,2 = a± ib, a, b ∈ R, b 6= 0 kompleksna rexe�a
karakteristiqne jednaqine (5.9) vixestrukosti k, onda su funkcije

y1(x) = eax cos bx, y2(x) = xeax cos bx, . . . , yk(x) = xk−1eax cos bx,

yk+1(x) = eax sin bx, yk+2(x) = xeax sin bx, . . . , y2k(x) = xk−1eax sin bx

linearno nezavisna rexe�a diferencijalne jednaqine (5.8) na R.

Dokazi prethodnih teorema se mogu na�i u [2].

U sluqaju nehomogene linearne diferencijalne jednaqine sa kon-
stantnim koeficijentima opxte rexe�e tra�imo kao i u opxtem
sluqaju: kao zbir opxteg rexe�a odgovaraju�e homogene diferencijal-
ne jednaqine i bilo kog partikularnog rexe�a nehomogene jednaqine.

Specijalni sluqaj je kada se funkcija b jav	a u obliku Pm(x)eαx,
odnosno kada je jednaqina oblika

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = Pm(x)eαx, (5.10)

gde je Pm polinom m-tog stepena, a α realan broj. Tada lako mo�emo
na�i �eno partikularno rexe�e. Ono �e biti oblika

yp(x) = xsP̃m(x)eαx,

gde je P̃m(x) polinom stepena m, a broj s vixestrukost broja α kao
rexe�a odgovaraju�e karakteristiqne jednaqine. Ako α nije rexe-
�e karakteristiqne jednaqine s �e biti jednako nuli. Koeficijente
polinoma P̃m(x) nalazimo pomo�u metode neodre�enih koeficijenata
(vixe o metodi neodre�enih koeficijenata mo�ete prona�i u [2]).

Kada je funkcija b oblika
(
Pm(x) cos βx + Qp(x) sin βx

)
eαx, gde je

Pm(x) polinom m-tog stepena, Qp(x) polinom p-tog stepena, odnosno
kada je jednaqina oblika

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any =

(
Pm(x) cos βx+Qp(x) sin βx

)
eαx, (5.11)
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tada partikularno rexe�e tra�imo u obliku

yp(x) = xs
(
P̃k(x) cos βx+ Q̃k(x) sin βx

)
eαx,

gde je s vixestrukost broja µ = α+ iβ kao rexe�a odgovaraju�e karak-
teristiqne jednaqine, a P̃k(x) i Q̃k(x) polinomi stepena k = max{m, p}
qije koeficijente mo�emo na�i metodom neodre�enih koeficijenata.
Vixe o ovoj metodi qitalac mo�e na�i u [2].
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Glava 6

Primena diferencijalnih

jednaqina vixeg reda u

matematiqkom modelova�u

6.1 Oscilatorno kreta�e

Posmatrajmo telo mase m okaqeno o elastiqnu oprugu koje se kre�e
vertikalno

(
Slika 6.1

)
.

Slika 6.1: Oscilatorno kreta�e tela okaqenog o oprugu

Pod elastiqnom oprugom podrazumevamo oprugu koja pri isteza�u
ili stiska�u zanemar	ivo malo me�a svoju du�inu i koja uvek te�i
da se vrati u prvobitno sta�e.

Oznaqimo sa y = 0 ravnote�ni polo�aj tela, odnosno, polo�aj u
kome telo miruje. U sluqaju koji posmatramo, u ravnote�nom polo�aju
na telo ne deluju spo	ax�e sile, osim sile gravitacije. Ona je, dok
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telo miruje, jednaka sili isteza�a opruge, ali su suprotnog smera, pa
je rezultanta te dve sile jednaka nuli. Sa y = y(t) oznaqimo pomeraj
tela u trenutku t.

Da bismo da	e prouqavali oscilacije, neophodno je da definixemo
naredne pojmove. Pomeraj je rastoja�e tela od ravnote�nog polo�aja,
koji mo�e me�ati smer, te zato mo�e uzimati negativnu vrednost, dok
je amplituda maksimalni pomeraj. Period oscilova�a je vreme za koje
telo izvrxi jednu punu oscilaciju, a frekvencija oscilova�a je broj
izvrxenih oscilacija u jedinici vremena.

Razlikova�emo vixe vrsta oscilacija u zavisnosti od toga koje si-
le deluju na telo. Posmatrajmo y = y(t), pomeraj tela u trenutku t.
Rezultanta gravitacione sile i sile zateza�a opruge deluje na telo
silom proporcionalnom pomeraju tela −k · y(t), gde je k > 0 koefici-
jent elastiqnosti opruge, a znak minus je zato xto je smer suprotan
pomeraju tela. To je sila kojom opruga te�i da se vrati u ravnote�ni
polo�aj. Sredina u kojoj se telo i opruga nalaze tako�e deluje na kre-
ta�e silom direktno proporcionalnom brzini kreta�a koja je jednaka
−c ·y′(t), za c ≥ 0, gde je c koeficijent otpora sredine. Ona ometa kre-
ta�e, pru�a mu otpor i deluje suprotno smeru kreta�a tela. Na telo,
osim gravitacije, mo�e delovati i neka spo	ax�a sila F = F (t). Ko-
riste�i II �utnov zakon, tj. qi�enicu da je sila jednaka proizvodu
mase i ubrza�a dobijamo izraz:

m
d2y

dt2
= −ky(t)− c

dy

dt
+ F (t),

to jest,

m
d2y

dt2
+ c

dy

dt
+ ky = F (t). (6.1)

U zavisnosti od toga koje od ovih sila zanemarujemo, a koje uzima-
mo u obzir razlikujemo priguxene i nepriguxene, slobodne i prinud-
ne oscilacije. Prouqava�e zapoqi�emo nepriguxenim oscilacijama,
onim u kojima zanemarujemo dejstvo sredine.

1.1◦ Slobodne nepriguxene oscilacije

U pita�u su oscilacije u kojima, pored dejstva sredine, zanema-
rujemo i dejstvo spo	ax�e sile na kreta�e. Promenu pomeraja tela
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opisujemo jednaqinom

m
d2y

dt2
+ ky = 0,

koja, ako sa ω2
0 oznaqimo koliqnik

k

m
postaje

d2y

dt2
+ ω2

0y = 0.

Opxte rexe�e ove linearne diferencijalne jednaqine II reda sa
konstantnim koeficijentima je

y(t) = c1 cosω0t+ c2 sinω0t, c1, c2 ∈ R.

Dobijeno rexe�e mo�emo zapisati u slede�em obliku

y(t) = R cos(ω0t− δ), gde je R =
√
c2

1 + c2
2, tg δ =

c2

c1
. (6.2)

Za deta	nije objax�e�e na koji naqin se doxlo do ovog zapisa po-
gledati [7].

Slika 6.2: Grafik funkcije y(t) = R cos(ω0t− δ)

Uoqimo da je rexe�e ograniqena funkcija
(
Slika 6.2

)
, periodiqna

sa periodom
2π

ω0
. Frekvencija ω0 =

√
k

m
kojom telo u ovom sluqaju osci-

luje naziva se sopstvena ili prirodna frekvencija tela. Amplituda
je konstantna i iznosi R.
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1.2◦ Prinudne nepriguxene oscilacije

Uk	uqimo u prethodni sluqaj dejstvo periodiqne spo	ax�e sile
F (t) = F0 cosωt, sa frekvencijom ω. Jednaqina postaje

d2y

dt2
+ ω2

0y =
F0

m
cosωt, gde je ω2

0 =
k

m
. (6.3)

U okviru ovog sluqaja razlikova�emo dva podsluqaja: kada se sop-
stvena frekvencija i frekvencija spo	ax�e sile razlikuju (ω0 6= ω)
i kada su one jednake (ω = ω0).

U sluqaju kada je ω 6= ω0 partikularno rexe�e jednaqine (6.3)
tra�imo u obliku

yp(t) = A cosω0t+B sinω0t.

Nakon primene metode neodre�enih koeficijenata dobijamo tra�eno
partikularno rexe�e

yp(t) =
F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt,

pa je opxte rexe�e poqetne diferencijalne jednaqine

y(t) = c1 cosω0t+ c2 sinω0t+
F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt, c1, c2 ∈ R,

to jest,

y(t) = R cos(ω0t−δ)+
F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt, R =
√
c2

1 + c2
2, tg δ =

c2

c1
. (6.4)

Rexe�e je ograniqeno.

Interesantniji je sluqaj kada su pomenute frekvencije jednake, tj.
ω = ω0. To je sluqaj kada dolazi do rezonance. Posmatrajmo diferen-
cijalnu jednaqinu

d2y

dt2
+ ω2

0y =
F0

m
cosω0t. (6.5)

U ovom sluqaju partikularno rexe�e jednaqine (6.5) tra�imo u
obliku

yp(t) = At cosω0t+Bt sinω0t.
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Primenom metode neodre�enih koeficijenata nalazimo da je A = 0,

a B =
F0

2m · ω0
, pa je tra�eno partikularno rexe�e

yp(t) =
F0

2m · ω0
t sinω0t,

xto znaqi da je tra�eno opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (6.5)

y(t) = R cos(ω0t− δ) +
F0

2mω0
t sinω0t. (6.6)

Slika 6.3: Grafik funkcije nekontrolisanih oscilacija sa velikom amplitudom

Kako je yh(t) ograniqena funkcija, a yp(t) nije ograniqena funkci-
ja, dobijamo da �e amplituda oscilova�a svakog rexe�a nehomogene
diferencijalne jednaqine te�iti ka beskonaqnosti, kada t → +∞.
To znaqi da ako na oscilatorni sistem delujemo periodiqnom silom
na sopstvenoj frekvenciji, onda dolazi do rezonance sa (lokalnim)
amplitudama koje neograniqeno rastu

(
Slika 6.3

)
. Najpoznatiji pri-

mer rezonance je 	u	a�e na 	u	axci, gde dobijamo velike amplitude
	u	a�a qak i pri sitnim pokretima, ukoliko se oni poklope sa fre-
kvencijom 	u	a�a. Rezonanca je, zbog svojih velikih amplituda, qesto
nepovo	na za oscilatorne sisteme.

2.1◦ Slobodne priguxene oscilacije

Jednaqina kojom se opisuju slobodne priguxene oscilacije (kada u
razmatra�e uzmemo i dejstvo sile spo	ax�e sredine (najqex�e tre-
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�e)) je

m
d2y

dt2
+ c

dy

dt
+ ky = 0, (6.7)

qije rexe�e tra�imo u obliku y(t) = eλt, λ ∈ C.
Odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina je

mλ2 + cλ+ k = 0.

U zavisnosti od vrednosti diskriminante, razlikujemo tri sluqaja:

a) ako je c2 − 4km > 0, onda su λ1 i λ2 negativni i rexe�e polazne
jednaqine je oblika

y(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t, c1, c2 ∈ R;

b) ako je c2 − 4km = 0, onda je rexe�e polazne jednaqine oblika

y(t) = (c1 + c2t) · e−
ct
2m , c1, c2 ∈ R

i za oscilatorni sistem ka�emo da je kritiqno priguxen;

v) ako je c2 − 4km < 0, rexe�e polazne jednaqine je oblika

y(t) = e−
ct
2m

(
c1 cosµt+ c2 sinµt

)
, µ =

√
4km− c2

2m
, c1, c2 ∈ R. (6.8)

Slika 6.4: Tri sluqaja slobodnih priguxenih oscilacija
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Primetimo da ponaxa�e sistema zavisi od c, koeficijenta otpora
sredine. U sva tri sluqaja pomeraj te�i nuli kada t te�i beskonaq-
nosti xto znaqi da se pomeraj sma�uje pod uticajem otpora sredine,
tj. priguxe�a

(
Slika 6.4

)
. U sluqaju kritiqnog priguxe�a, sliqno

kao u prvom sluqaju, telo se monotono, bez da	eg oscilova�a vra�a u
ravnote�ni polo�aj i to je upravo princip po kome rade amortizeri
na automobilima. Oni nastoje da ubla�e (priguxe) udar koji nastaje,
recimo, kada automobil upadne u rupu. U prvom sluqaju telo se tako-
�e monotono vra�a u ravnote�ni polo�aj, ali sporije nego u sluqaju
kritiqnog priguxe�a. Ukoliko izraz (6.8) zapixemo u obliku

y(t) = Re−
ct
2m cos(µt− δ), R =

√
c2

1 + c2
2, tg δ =

c2

c1
(6.9)

vidimo da u ovom sluqaju telo nastav	a da osciluje do ,,povratka" u
ravnote�ni polo�aj, sa sve ma�om amplitudom.

2.2◦ Prinudne priguxene oscilacije

Dodajmo prethodnom sluqaju dejstvo spo	ax�e sile F (t) = F0 cosωt.
Predmet izuqava�a tada postaje jednaqina

m
d2y

dt2
+ c

dy

dt
+ ky = F0 cosωt. (6.10)

Partikularno rexe�e tra�imo u obliku

yp(t) = A cosωt+B sinωt.

Zamenom u jednaqinu dobijamo vrednosti koeficijenata

A =
F0(k −mω2)

(k −mω2)2 + c2ω2
i B =

F0cω

(k −mω2)2 + c2ω2
,

stoga je tra�eno partikularno rexe�e

yp(t) =
F0

(k −mω2)2 + c2ω2

(
(k −mω2) cosωt+ cω sinωt

)
,

to jest

yp(t) =
F0 cos(ωt− δ)(

(k −mω2)2 + c2ω2
)1/2

, tg δ =
cω

k −mω2
.
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Opxte rexe�e polazne diferencijalne jednaqine je zbir opxteg
rexe�a odgovaraju�e homogene jednaqine i dobijenog partikularnog
rexe�a. Opxte rexe�e homogene jednaqine te�i nuli kada t te�i
beskonaqnosti, pa vidimo da za dovo	no veliko t izraz y(t) ≈ yp(t)
dovo	no dobro opisuje pomeraj tela. Za fiksirano F0 se promenom ω
dobijaju razliqite amplitude za yp(t). Najve�a amplituda se dobija za
ω1 =

√
ω2

0 − 2p2, gde je p = c
2m . Ta frekvencija ω1 se zove praktiqna

rezonantna frekvencija. Primer praktiqne rezonance predstav	a ra-
dio prijemnik. Ovo je princip bira�a radio stanica u elektriqnom
kolu gde se frekvencija �e	ene radio stanice pojaqava vixe nego
frekvencije ostalih stanica.

6.2 Matematiqko klatno

Jedan od primera oscilatornog kreta�a je kreta�e matematiqkog
klatna. Pod matematiqkim klatnom podrazumevamo telo oblika lop-
te (kuglicu) odre�ene mase m, okaqeno o neisteg	ivi kanap du�ine l
koji je priqvrx�en za nepokretnu taqku. Pretpostavi�emo da je masa
kanapa zanemar	iva u odnosu na masu tela, kao i dimenzije tela u
odnosu na du�inu kanapa (Slika 6.5).

Ravnote�ni polo�aj tela je polo�aj u kome telo miruje. Kada telo
dejstvom neke spo	ax�e sile izvedemo iz ravnote�nog polo�aja, a
zatim ukinemo dejstvo te spo	ax�e sile, telo �e nastaviti slobodno
da osciluje levo-desno po kru�noj puta�i pod dejstvom sile Zem	ine
te�e.

Posmatrajmo trenutak t kada je klatno uda	eno od ravnote�nog po-
lo�aja za ugao otklona θ = θ(t) i oznaqimo sa s = s(t) pre�eni put
(rastoja�e) du� luka puta�e tela od ravnote�nog polo�aja u tre-
nutku t (Slika 6.5), s tim da �e imati znak minus ako se loptica
kre�e levo od ravnote�nog polo�aja. Sila Zem	ine te�e deluje na
telo vertikalno nadole i jednaka je proizvodu mase tela m i ubrza-
�a Zem	ine te�e g ≈ 9, 807 m/s2. U ovom polo�aju se sila Zem	ine
te�e mo�e predstaviti kao zbir dve komponente: radijalne, sile za-
teza�a kanapa Fr koja, po pretpostavci, nema dejstvo i tangencijalne
komponente Ft koja, zapravo, jedina ima efekta za oscilatorno kreta-
�e, odnosno, vra�a�e kuglice u ravnote�ni polo�aj. Ona deluje du�
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Slika 6.5: Matematiqko klatno

puta�e tela. Sa slike 6.5 vidimo da je Ft = −mg sin θ. Poxto je sila
jednaka proizvodu mase i ubrza�a, a ubrza�e je drugi izvod pre�enog
puta dobija se

m
d2s

dt2
= −mg sin θ,

odnosno,
d2s

dt2
= −g sin θ.

Kako je du�ina luka (pre�eni put) direktno proporcionalna uglu
otklona

s(t) = lθ(t),

dobijamo model
d2θ

dt2
= −

g

l
sin θ. (6.11)

Ovo je model klatna bez priguxe�a, jer smo zanemarili otpor spo-
	ax�e sredine. U pita�u je diferencijalna jednaqina drugog reda
koja ima beskonaqno mnogo rexe�a. Za dobija�e rexe�a naxeg pro-
blema koristi�emo i poqetne uslove. U poqetku ugao otklona je bio
θ(0) = θ0 i telo je bilo u mirova�u, pa mu je brzina v0 bila 0. Sa
slede�im poqetnim uslovima

θ(0) = θ0,
dθ

dt
(0) = 0

i jednaqinom (6.11) dobijamo Koxijev zadatak koji ima jedinstveno
rexe�e (na osnovu Teoreme 5.7), ali nije mogu�e dobiti �egovo ana-
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litiqko rexe�e.

Ukoliko je poqetni ugao otklona θ0 mali, mo�emo dodatno upro-
stiti model, jer je za male vrednosti sin θ ≈ θ, te mo�emo posmatrati
jednaqinu

d2θ

dt2
= −

g

l
θ

koja se mo�e taqno rexiti. To je homogena linearna diferencijalna
jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. �eno rexe�e
mo�emo tra�iti u obliku θ(t) = eλt. Iz tra�enog oblika rexe�a
sledi da je

d2θ

dt2
= λ2eλt,

pa se naxa jednaqina svodi na

λ2eλt +
g

l
eλt = 0

eλt
(
λ2 +

g

l

)
,

tako da je odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina

λ2 +
g

l
= 0.

�ena rexe�a su konjugovano - kompleksni brojevi

λ1,2 = ±i

√
g

l
,

te je opxte rexe�e oblika

θ(t) = c1 cos

√
g

l
t+ c2 sin

√
g

l
t c1, c2 ∈ R.

Iz poqetnih uslova dobijamo da je c1 = θ0, c2 = 0, stoga je rexe�e
Koxijevog problema

θ(t) = θ0 cos

√
g

l
t, (6.12)

xto opisuje periodiqno harmonijsko kreta�e.
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GLAVA 6. PRIMENA DJ VIXEG REDA U MATEMATIQKOM MODELOVA�U

Do ovog istog modela matematiqkog klatna smo mogli do�i kori-
ste�i i zakon odr�a�a energije koji ka�e da se zbir potencijalne i
kinetiqke energije klatna ne me�a sa vremenom (vixe o ovom naqinu
mo�ete pogledati u [1]).

Uzmimo sada u obzir i otpor vazduha koji usporava klatno pri kre-

ta�u. Taj otpor je sila proporcionalna brzini tela F0 = −B
ds

dt
, pa

oznaqavaju�i b =
B

m
dobijamo model klatna sa priguxe�em

d2θ

dt2
= −

b

m

dθ

dt
−
g

l
sin θ.

Ovaj model ne�emo razmatrati, jer je �egova analiza dosta zahtevnija
od analize prethodnog.
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