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HacsioB gucepraruje: Ornene rpajujenta 3a (pyHKIuje 100MjeHe YOUIIITEHNM Perpe3eHTa-
mjama Ilyaconosor tuma

Pe3ume: VY oBoj mucepraliuju pasmaTpamo OIleHe I'PpaJIjeHTa 38 XaPMOHM)CKA ¥ XaPMOHM]CKa,
KBa3UKOH(OPMHA ITPECINKaBabha, Ka0 U 33 XapMOHUjcKe (DYHKIIMje y OJHOCY Ha (haMuimjy
MeTpuKa, Mehy Kojuma je u xunepbosnaka MeTpuka. Kao MoTuBaIyja 3a 0BO UCTPAYKUBAIHE,
IPUKA3aHU Cy HEKW HOBU PE3YJITATU KOjU TOBOpE O JIMHIIUI-HEPEKUTHOCTH KBa3UKOHMOP-
MHUX IIpeCc/IMKaBaia, Koja 3ajioBosbaBajy Jlammac-I'pamujentny nejennakoct. IIperusnuje,
IpecjanKaBama Koja pa3zMarpamo cy periema upuxenoBor mpobisiema 3a IlyaconoBy jemna-
YUHY U TPEJICTABIhajy YOIIITeHhe XapMOHI]CKUX ITpecankaBama. OcuM Jionre, mocMaTpaHe cy
yorirerne obJjlactu y KojuMa cy jgedunncana pemniema JlupuxisieoBor mpobsiema, a takohe u
yommmrenu KogoMmenu. Hajasimenu cy HOBHU pesynraru, Koju cy dopmyaucanu 3a obmactu CH*
IVIATKOCTH, U Ha AOMEHY U Ha KOJOMEHY.

[Topen nmpejicraB/bamba TJIABHUX PE3YJATATA, JIAT je MPerJie]] OMIITUX TT0jMOBa U3 audepeH-
IjaJjHe reoMeTpuje ca mnojicehameM Ha CBOjCTBA XUMIEPOOJINIKE TEOMETPHUjE Y N-TUMEH3UOHO]
sgontu. Takohe cy HaBeneHe ocoOrMHe XapMOHUCJKUX U CYOXapMOHUCKUX (DYHKIUja Y OJIHOCY
Ha XUMepOOIUYIKY METPUKY, KOjU Cy AHAJOTHU HEKUM KJIACUYHUM PE3yATATAMA U3 XapMO-
Hujckux dyuknuja u Xapaujese Teopuje. VcmoctaBusio ce /ia MOCTOjU Pa3/inKa y IMOHAIIAMY
rpaJiijeHTa XUMEePOOJIMIKIX XapPMOHUJCKUX (DYHKIIMja y OTHOCY HA €YKJIUJICKU XapPMOHUjCKE
dyukimje. Caudan 3ak/bydak u 3a dpamuinjy T, XxapMOHUjCKUX PYHKIHja. 3ampaBo, J00uja
ce 1a cy pemnema JlupuxieoBor npobiema 3a T, xapMoHujcke pyHKIHje JIunmmui-aenpekuina
KaJia je rpanndda dyuknuja Jlunmun-nenpekuana. OBaKO HEIMITO HE BaXKM 33 XapPMOHMjCKE
dyukiuje. Takohe je pasmarpano cBojcTBO Xesaep-HEIPEKUIHOCTH periema JlupuxiieoBor
pobsiema 3a IlyacoHOBY jegHaunHy y CcaydajeBUMa €YKJIUICKE U XUIEePOOJMIKe METPUKE.

[Ipencrasbene cy Bepauje llIBaprioBe jieme Ha TPaHWIM 3a ILIyPUXAPMOHU]CKA TPECIIU-
KaBama y XuiabeproBuMm u banaxoBum mpocropuma. OBU pe3ysiTaru Cy TOCIEIUIE Bep3uje
[IIBaproBe JjieMe 3a XapMOHHUjCKA IIPECIMKABAa U3 JeIMHUIHOr jucKa y umHTepBaa (—1,1)
ca M30CTAB/HEHOM IIPETIIOCTABKOM Jia ce Tadka z = () cimka y cebe. Takohe, mpukazana je
Bep3uja [lIBprioBe jleMe HA TpaHUINN 32 XAPMOHU]CKA ITPECIUKABAKha U3 JIONTE y JIONTY, He
obaBe3HO UCTHUX JUMeH3uja. ¥ JoKa3y je Kopuithena Bep3uja [lIBapriose jieme 3a dyaKuUIje
BHUIIIEe IPOMEHJBUBUX, KOjuM ce TpBUM 6aBuo Byprer. To yommreme je n3BeIeHO MHTErPAIljOoM
[Iyaconosor jesrpa mo T3B. mojapHuM Karama. Vl y oBoMm ciydajy je m3ocTaBJbeHa ITPETIIO-
craBKa Ja ce Tadka z = () ciimka y cebe, MITO MPeICTaB/ba YOIIITEHE Pe3yJsiTara 0 Kojer je
wenasHo jomao /I. Kasaj. Ha kpajy oBor morsiaBjba, J0Ka3aHO je Ja ce aHaJIOTaH Pe3yJraT
He MOXKe (DOPMYJIUCATH Y CIydajy XurmepOOInIKd XapMOHHUjCKAX MpecinKaBama. OBa dumbe-
HUIA Ce MOXKE MPOTYMAdUTH M Kao JI0OKa3 ja ce XormdoBa JjieMa He MoxKe (POMYJTUCATH 34
XUTIEPOOJIMIKY XapMOHUjCKe (hyHKITH]E.

Meby pasmuuntum Bep3ujama llIBaprioBe jieme, m3sydaBame cy oleHe MOJYJIA 33 KJace
xonomMopdHuX dOyHKIHja [ Ha jeIMHIIHOM JUCKY, YUjU UHAEKC [ HcIoymaBa oarosoapajyhe
reomerpujcke ocobune. OBe Kjace Cy yOIIITehe 3BE3JaCTUX U (-3Be37acTuX (pyHKIHMja, Koje
je mperxomuo m3ydaBao b. H. Opuek. UcnurtuBameM 10Ka3a OBUX CIIENUjAJTHUX CJIydajeBa
IIPEJICTaB/BEH je METOJ KOju ce Oasupa Ha npuMeHu [lekoBe jieme, U KOju ce MO¥Ke TPUMEHUTH
y oxpebennM onmTujuM curyarujama. Kao npumep u3BejieHe cy OIITPe OIEHE MOJYJIa XOJIO-
Mopdue dynKuuje [ Uuju mHAEKC [; Kao KOZOMEH HMa BEPTUKAIHY TPaKy, KaO U MOIYJa
n3Boza dyukiuje f y tauku z = 0. Jara je u onena pacra momysia xoaoMopdHUX PYHKITH]A
Ha mucky U, Koje camkajy Tauky z = () y cebe m 9uju je KOJIOMEH BepTHUKAJIHA TPakKa.
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Dissertation title: GRADIENT ESTIMATES FOR FUNCTIONS WITH GENERAL POIS-
SON’S REPRESENTATIONS

Abstract: In this PhD thesis we investigate bounds of the gradient of harmonic and
harmonic quasiconformal mappings. We also discuss such bounds for functions that are har-
monic with respect to the hyperbolic metric or certain other metrics. This research has
been motivated by some recent results about Lipschitz-continuity of quasiconformal map-
pings that satisfy the Laplace gradient inequality. More precisely, the mappings we consider
are solutions of the Dirichlet problem for the Poisson equation and can be considered as a
generalization of harmonic mappings. Besides the ball, we also work with general domains on
which solutions of the Dirichlet problem are defined, as well as general codomains. Finally,
we announce new results that have been formulated for regions of C'“-smoothness, both as
the domain and the codomain.

Besides presenting the main results, we give an overview of general notions from differential
geometry and recall some of the properties of hyperbolic metric in an n-dimensional ball. We
also state properties of harmonic and sub-harmonic functions with respect to the hyperbolic
metric, which are analogous to some classical results from the theory if harmonic functions
and Hardy’s theory. It turns out that the gradients of hyperbolic harmonic functions behave
differently from those of euclidean harmonic functions. A similar conclusion is obtained
for the family of T,-harmonic functions. Namely, unlike the space of harmonic functions,
the solution of the Dirichlet problem in the space of T,-harmonic functions is shown to be
Lipschitz-continuous when so is the boundary function. In addition, we investigate Holder-
continuity of the solution of the Dirichlet problem for the Poisson equation in the euclidean
and hyperbolic metric.

We will present versions of the Schwarz lemma on the boundary for pluriharmonic map-
pings in Hilbert and Banach spaces. These results will follow from the version of the Schwarz
lemma for harmonic mappings from the unit disc to the interval (—1,1) without the assump-
tion that the point z = 0 maps to itself. Furthermore, we show a version of the boundary
Schwarz lemma for harmonic mappings from a ball to a ball, not necessarily of the same
dimension. The proof uses a version of the Schwarz lemma for multivariable functions, first
considered by Burget. This result is obtained by integrating the Poisson kernel over so-called
polar caps. The assumption that point z = 0 maps to itself is again not needed, thus yielding
a generalization of a recent result by D. Kalaj. At the end of this section, it is demonstrated
that the analogous result is false in the case of hyperbolic harmonic functions. In a certain
sense, this means that the Hopf lemma is not valid for hyperbolic harmonic functions.

Amongst various versions of the Schwarz lemma, we have been investigating bounds of
the modulus for classes of holomorphic functions f on the unit disc whose index /I fulfils cer-
tain geometric conditions. These classes are a generalization of the star and a-star functions,
previously investigated by B. N. Ornek. Our method is based on using Jack’s lemma and can
be applied in certain more general cases. As an illustration, we derive the sharp bounds for
the modulus of a holomorphic function f with index /; whose codomain is a vertical strip,
as well as bounds for the modulus of the derivative of f at point z = 0. Moreover, we give
a bound for the rate of growth of the modulus of holomorphic functions on disk U that map
point z = 0 to itself and whose codomain is a vertical strip.



Keywords: The Schwarz lemma, Lipshitz continuity, harmonic functions, quasiconformal
mappings, hyperbolic metric, Poisson’s kernel.

Research area: Mathematics

Research sub-area: Complex Analysis



Cagpzkaj

YBOg

1

Hekwu omntu nmojMoBu u AeduHUIAjE
1.1 XwunepOJMYKO pacTojarhe y jeIMHUYHOM JUCKY y PABHU . . . . . . . . . . . . .
1.2 JlummumoBe u Xeaaep-HEIPEKUTHE PYHKIIAJE . . . o o o o v v v o v o o o

1.3 O6mactu xmace CF* y R™ . . . . . . . .
1.4 KsasukoHbOpMHA U KBA3UPETyIapHA IPECIUKABAbA . . . . . . . . . . . . . .

Onene rpaaujeHTa KBAa3MKOH(MOPMHUX MNpPECIMKAaBamba Koja WCILyHaBajy
Jlamnac-rpasjeHTHY HejeHAKOCT

2.1 Ilpomena rpajgujenta ['pHHOBOT MOTEHITUJATA . . . « « « o o o v v v o v o o
2.2 OcBpT Ha KBa3UKOH(MOPMHA U KBa3UPEryJIapHa IIPECTUKABAbBA . . . . . . . . .
2.3  Meros uCIPaB/baAbA TPAHMIIE . . . « .« o o v o v e e e e e e e e
2.4 HajaBa HEKUX HOBUX PE3YTATA . . . « « o o o o v v e et e e e e e e e e o

Xapmouujcke pyHKnuje Ha PumMaHoBUM MHOrocTpykocTUMa

3.1 Hexke onire popmysie u3 audepeHIdjasne TeOMETPUIE . . . . . . o « o o . . .
3.2 Jlamnac-bBenrpamujeu onepatopm va H* mw B™ . . . . . . . . ..o .
3.3 Ommra jesrpa P, s IlyacomoBor Tuma . . . . . . . . . . ... ... ... ...

Onena rpaaujenTa 3a pyHKIMje JOOUjeHe YOIIIIITEeHNM pernpe3eHTanujaMma
IIyacoHoBor tTuma
4.1 TI'panuano nonamame 1T,-XapMOHU]CKUX (PYHKIHjA ¥ IMOJYIIPOCTOPY . . . . . .

Xeagep u JIummnui-HenpekudHocT penierba xunepbosmyuke IlyacoHoBe

jeaHadmnHe

5.1 Xwumepbosmmuka reomerpuja y R™ . . . ..o o0

5.2  Xwunepbosmmuka ['punoBa dpyuknuja u Xurnepbosmako [IyaconoBo jearpo

5.3 lupuxireoB npobisiem 3a xunepbonnuky [lyaconoBy jenmadqumy . . . . . . . . .

5.4 XwunepbosnyuKy XapMOHUjCKe (DYHKIMjE y jeIMHUYIHO] JIONTH U JIOKAJTHA XeJ-
JEP-HETPEKUITHOCT . . .« v o o e e e e e e e e e e e e e e e e e

5.5 Pact mapnujamnux n3Boja 3a Xunepoboandku ['puHOB moTeHmujaa . . . . . . .

IIIBaproBa JjiemMa Ha rpaHUIA 32 XapMOHHUjCKA W ILIyPUXAPMOHMjCKA IIpe-

CJINKaBamka M HEKA YOIIIITEeHha

6.1 VYBOOHE HAIIOMEHE . . . . . « « « v v v v e e e e e e e e e e e e e e e

6.2 IlIBaprioBa Jiema Ha I'PAHUIN 3a IIYPUXAPMOHU]CKA ITPEC/IMKaBaba y Xujiadep-
TOBOM TIPOCTOPY  + « « « « v e e e e e e e e e e e e e e e e e e

© 0o 00 I

11
12
15
16
17

21
21
24
26

27
27

35
35
39
41

43
45



CAJIPKAJT

6.3 IlIBaproBa jiema Ha rpanun y banaxoBoMm mpocTopy . . . . . . . . . . . . . . 58

6.4 IIIsaprosa Jjiema Ha TpaHuIU 3a (€yKJIUICKH) XapMOHUjCKe (DYHKIUjE . . . . . 59

6.5 XwunepbosnyuKy XapMOHUjCKe (DYHKIINje BUIIIE PEATHUX ITPOMEH/bUBUX Y j€THU-
HUYHO] JIOTITH . . .« o v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 61

7 OcsBpT Ha Heke KJiace xojioMopdHUX PyHKIUja noBezanux ca I[lekoBom n

IITBapmmoBoM Jiemom 67
7.1 VBOIHE HAIIOMEHE . . . . . © v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 67
7.2  Onene pacta -3Be3MACTUX MDYHKITHIA . . . o . v o v v v oo e e e e e 69
7.3 Hexkosmko pe3yaTaTa YBOTHOT KAPAKTEPA . . . . « o v v v o v v v o oo oo 71
7.4 Meroz 3a oneny pacra GyHKIHja 3acHOBaH Ha [lekoBoj memm . . . . . . . . . 75
7.5 Ormena pacta XOJIOMOPAHUX DYHKIAJA . . o . o o o v v v v e o e e o 81
JIuteparypa 83

Xn






YBOI

Knacuuna IlIBapiioBa jiema y KOMILIEKCHO] aHAJIU3HU j€ PE3YJITAT KOJU Ce OJIHOCU Ha, XOJIO-
MopdHe pyHKIH]je Koje Tpec/imKaBajy JUucK y guck. Mambe je dyBeHa Hero Heke Jy0/be TeopemMe
y YAjUM Cce JOKa3uMa KOPHUCTH, Kao ITO je Hip. PuManoBa Teopema. Majia je cama 110 ce-
6u Mmehy HajjeiHOCTABHUjUM TBpDEmUMA KOja MOKa3yjy PUTHIHOCT XOJ0MOPMHUX (DYHKIH]jA,
kiacngHa [IIBaprioBa jemMa uMa yonITemha y PA3HUM MPABIIUMAa U Y TIOCEIIBUX BUIIIE OJT CTO
TOJIMHA MIPEJICTaB/ba JEJIHY OJI TJIABHUX TeMa MCIUTUBAKbA Y MHOTUM 00JIaCTUMa MaTeMaTHKe.
IlocToju obumua JsuTepaTypa Koja ce omHocu Ha oBy TeMy. [loTnynuju crimcak pedepeHniu,
KOje cajipzKe U JIpyre BaXKHe pesyJirare, Moxke ce Hahu y (6, 57, 43, 44]. 3a noyerak HABEIUMO
nckaz IlIBaprose Jsieme.

Teopema 0.1 (IlIsaprosa siema). Hexka je U jequrnuunu guck y xomuaerxcnoj paswu C. Axo je
f:U = U zoaomopgna dpynryuja xoja ucayrasa ycaos f(0) =0, @aga astce nejegrarociu

a) [f(z)] < 2],z €T,
0) |1'(0) < 1.

Axo ce y mejegnaxoctiu a) Jjegrarocti uocwiudice nexoj wauky zg € U uau ce uoctiugtce
jegnaroc y 6), onga toctwioju « € [0,27) waxeo ga je f(z) =€z, z € U.

Haxite, Mmoxkemo BujieTr ja (IOrOHO HOpMAIM30BaHe) XoJoMopdHe QYHKIMje 9uju Cy U
JIOMEH U KOJOMEH jeJIMHUIHU JTUCK MMajy KoHTposmcaH mosayi. pyru neo IllBaprose jeme
HaM Jaje nHMOPMAI]y O OIPAHUYEHOCTH MOJLYJIa u3Boma GyHKIHMje [ ¥y KOOPAUHATHOM IIO-
qerKy. Uak, 3a cajia He 3HAMO HUIITA O OTPAHUYEHOCTH IPBOT U3BOJA Y OCTAJIMM TAIKaMa
jenuuanaHOr nucka. Takobhe, 3ak/bydak a) HaMm roBopu ja je dyukmuja f Jlummuinosa y rauku
0 1 TO ca KOHCTAHTOM JIMIIITUIIOBOCTYU jeITHAKOM | Ha YUTABOM e IMHUIHOM JTUCKY. IupekTHa
nocienuna [IBapiose seme je cieneha Teopema:

Teopema 0.2. Axo je f: U — U zosromoppra pynryuja, waga je

1 — 2

Hejemnakocr (0.0.1) naje orpanmderse momyia u3Boga xomomopdue dyukmmje f: U — U
KOja BWIIE HUje HOpMaJin3oBaHa y uysau. [I[pumerumo s1a je y ciaydajy Kajia CMO OIMaKHYTH OJT
IPAHUIE JeJMHUYIHOT JIMCKa MOJLYJI U3BO/Ia OTPAHUYEH. Y JIUTEPATYPH Ce OBAKBO CBOjCTBO Ha-
3MBa JIOKAJIHA OTPAHUYEHOCT, OJTHOCHO OI'PAHUYEHOCT Ha KOMITAKTHUM ITOJCKYIIOBUMA, O YeMy
he Bumre peun Outu y HapegHoMm oae/bKy. Kao mociemuity Teopeme 0.2 MOXKeMO 3aKJby IUTH
Ja je cBaka xojoMopdHa yHKIMja 9Uju CY U JIOMEH U KOJOMEH jJeIWHUIHU JIUCK JIOKAJJIHO
Jlunmmiosa, Ipyu YemMy MMaMO ¥ IPOIEHY KOHCTAHTE JIMIIIHMIIOBOCTU Ha auckoBuMa B(0, 7).



VBOJ

OBu, Ka0 ¥ HEKU CJIUTHU PE3YJITATH y JIATEPATYPU CE€ UeCTO HABOJIE KaO JIOKAJIHE OIeHe
MomyJ1a PyHKIMje, Kao U MojyJsa u3Boga dyukimje. [[pumernmo na ropmwe orene y mper-
XOTHUM HejeJITHAKOCTHMa MOTY /a TeKe +00 KaJa MPUIa3uMO T'DAHUIM jeIMHUYHOT JINCKA.

[TocTaB/ba ce muTame Ja Ji MO HEKUM OOJbUM IPETIOCTABKaMa MOXKEMO JIOOUTHU JI00Py
onery 3a npsu u3Box dyukimje f. Kama 6ucmo mobwim ma je dyuknuja |f’'| orpanmuena,
3ak/byvdak O6um Omo ma je dpyskuuja f Jlummumn-HenpekuaHa.

Bauncra, y ciiy4dajy KaJa yMecTo XOJOMOPGHUX (PYHKIMja HA jeJIMHUIHOM JIUCKY TTOCMA-
TpaMo KOH(OPMHA TPeC/IMKaBakbha, y3 JI0JATHE MIPETIOCTABKE HA KOJIOMEHY, 106ujamMo (yHU-
dopmy) summmunosoct nostasue dyukimje. Ha Ty remy 6ux nzapojuo cienehe ase curyarmje.

Knacuana teopema Kemora [18] rmacu na je uzBox koudopmHOr npeciukasamba [ u3mely
e CL obactu (ynudopmuO) orpanuyen.

Y pazay [15] pasmarpan je ciydaj Kama je moMeH KOH(GOPMHOI IIPECIUKABAA jeTNHIY-
HU JINCK, & KOJIOMEH KOHBEKCaH CKyIl (y3 JofiaTHa cBOjcTBa, Bumern ledbununumjy 2.8 [15]).
Y oBoM ciyuajy je mokasana (yHugOpMHA) OrPaHUYIEHOCT MPBOr M3Boja. Takobhe, HaBeeHe
Cy 1 KOHKPeTHE OIleHe, KOje 3aBUce 0J] TeOMEeTPHjCKUX CBojcTaBa KojgomeHa. OBakBe OIleHe Cy
takole pasmarpane y pajy [29] u mokazase cy ce KOPUCHUM y CIIEKTPAJIHO] TEOPUjU MAPITH]jaJl-
HUX JU(EPEHINjATHIX jeIHAYNHA Ca IPUMEHOM Y KBaHTHO] dbusuim [64], kao u y quHamuiu
dbayuna [71].

Kao mro ce moxke mpumeruTu, KOHPOPMHA MpeCInKaBamba JeUHUCAHA HA jeTMHUTHOM
JMCKY, Kao U Ha HekuM Apyrum (anp. C1%) obractuMa umajy ocobuHy JIMIITIUIIOBOCTH.

WcnocraBuiio ce ja je ymMecTo KOH(MOPMHHUX IIPEC/IMKaBatba IMOrOMHO M3ydYaBaTH XapMO-
Hujcka KBasukoHdopMmHa (HQC) npecinkaBama, Koja je mpBu mo4eo ja usydasa O. Maprtuo
[39]. ¥ pazy [52] mokazano je na HQC npecinkaBama KOjuMa Cy ¥ JJOMEH ¥ KOJIOMEH jeMHIY-
HU JIMCK UCIyHaBajy cBOjcTBO JmmmmrioBoctu. Ha Beorpajckom cemuHapy 3a KOMILTEKCHY
aHAJIN3Y je y MPEeTXOJHMX JIBaJieceT TOJAWHA JIOILIO JO HU3a pe3ysrara u3 oBe objacTh. Y
muorpaduju [45] moxke ce nahu jeraban mperses pesyarara ca Beorpajckor ceMuHapa.

Kao pesynrare koju cy xopuirheHu y OBOj JaucepTaliuju u37ABOjuO Oux cjenehe: y pajy
[13] 1. Kanaj u M. MarespeBuh cy moKazanu HAPEIHY TEOPEMY.

Teopema 0.3 (Teopema 1.3. [13]). Heka je f xeaszuxongopmar C? gugpeomoppusam woju CH
2Kopganosy obaact ) cauka na 2Kopgarnosy obaacti D. Axo Goctioju xonctania M waksa

ga eastcu
Al < Mf.- fz], z€,

onga f uma ozparuvere uapuujaste useoge upsoz pega. Kowxpetino, 080 3navu ga je upe-
caukasarve [ Jlutwuy-reuperugro.

[IpeTxoaHo HAaBeEHA TEOPEMA YMECTO XapPMOHUjCKUX MIPECIUKABAIba TOCMATPA IIPECTUKA-
Bama KOja 3aJI10BOJbaBajy Bep3ujy Jlamrac-rpajujeHTHe HejeTHAKOCTU. Y OJIeJbKY 2 Cy Tpe/I-
CTaBJEHU HOBHU U OIIITHjU PE3yaTaTH, Koju ce mory nHahu y pajgosuma (33, 41, 46|. ITomernnmo
Ja Cy y o/leJbKy 2 pasmaTrpaHa KBa3uKoH(OpMHa npeciankapama y R” Koja 3am0Bo/baBajy Jla-
ITAC-TPAJINjEHTHY HejeTHaKOCT. BayKHO je CKpeHyTH MmazKiby Ha METOJI UCITPaB/batha TPAHUILA,
moMohy Kojer je joKa3aHa JIMMIIUIIOBOCT YV Cy4ajy KaJa je JJOMEH jeIUHUYHA JIONTa, & KOJ0-
Men orpanundena C? obsact. Y nokasy je kopumhena uTepaTuBHa IIpoIeLypa Koja ce 6azupa,
Ha Co00J/peBOj TEOPEMU O yJaramy, IIo3HaTa U 01, HA3UBOM MeTo[ ,,bootstrap”’. Kopunrhemem
MouduKalfje OBOI MeTO/Ia, HajaBJ/beH je J0Ka3 UCTOr pe3yjTara y CJIy4ajy Kajaa Cy U JOMeH
1 KozoMeH nponsBosbHe C'1® 0bacTu.



VBOJ

Kacuuje he 6utn pasmarpano yorireme Teopeme Kesora 3a xapmonujcke pyHKIje, Koje
ce moxe BuzieTH y pajy Maresmesuha, Casmmosa n Cesoctjanosa [34] u [30]:

Teopema 0.4 ([34]). Ilpewtocimasumo ga je 0 < a <1, u ga je h exyaugcku zapmonujcro
upecaurasaroe Ha B" Kkoje je neupexugrno Ha B, upu wemy je ucuyrbern ycaos
(h1) sa durcupany wauky o € S"~ 1 sasicu |h(z) — h(zo)| < M|z — x0]* 3a cée v € S"7.

Onga aoctioju xoncwanma M, wWakrea ga 6axHcu
(1—r)'"" YW (rze)| < M, 0<7r< 1.
Bepauja nmperxomne Tepoeme y ciaydajy o = 1 riacu:

Teopema 0.5 ([34]). Ipewtociiasumo ga je pynxyuja f : S 1 — R jpoxaano Jutwuy-
-netpexugna y wauwku To € S, ga je f € L®(S"') w uapewiociiasumo ga je h = P[f]
EYKAMUGCKU TAPMOHUJCKO TUpecaurasarya wa B™. Taga saorcu:

(C4) |W (rzog)T| < M

sa cee 0 < 1 <1 u cee jequnuune eexitiope T xoju cy Wanzenitinu na chepy S y Wauku
rzg. Osge M 3sasucu camo og n, |f|w u Lf(zo)(/Tutwuyose koncianiue y Wawky o).

Ako gogatino Upetiiocmiasumo ga je Gpecaurasare h K-xeasupezyrapro na gyorcu [0, xg),
oHga je

(C5) | (reg)] < KM
3acee 0 <r<1.

Bummmo na je y cirydajy XapMOHU]CKUX IIPECIMKABaHha OIEHEH PACT I'PAJUjeHTa Y CIydajy
a-Xesiep-HelpeKuaHocT rpanuydie pyHknuje 3a 0 < a < 1 m TO y caMo jeJIHOj TadKH.
Y one/bKy 4 HaBeJeH je IpUMEP XapMOHUjCKe (DYHKIMje Ha MOJYPaBHU, YUja je T'PAHUYIHA
dyuknuja Jlummmiosa a MOJIysI IpaJiijeHTa HEOTPAHUYEH KaJla ce TPUOIMKABAMO TPAHUTHO]
Tauku z = 0.

Ocum (eyKJIMCKH) XapMOHUjCKUX IPECINKABAIbA, UCTPAXKUBAHA Cy M XapMOHU]CKA Ipe-
CJINKaBamha y OJHOCY Ha HEKe JIpyre MeTpuke Ha PUMaHOBUM MHOTOCTPYKOCTHUMA.

Y pany [31] M. Kuexepuh u M. Marespesuh cy ussenu yommreme [IIBapi-Tlukose reo-
peme y cirydajy PumanoBux moBpinm:

Teopema 0.6 ([31]). Hexa cy R rutepboruvka tospw ca ycunam Ioenkapeose metupure
A u S dospw ca metmipunkom 2yciiurom p u nexa je laycosa xpusuna metipuxe ds® =
p(w)|dw| (pasromepro) ogoszo ozparuvena nezawiuserom xoncmanimom —a,a > 0. Taga ceaxo
P-TAPMOHUJCKO k—KB8a3UKOHPOPMHO Tpecrukasare cmaryje pactiiojarve go Ha KOHCTLAHTLY
Koja 3a8ucu camo og a u k, wy.

) £2) < S| T ),

2ge je d, pacwojare ungyrosarno mewpurom ds* = p(w)|dw|?.

OBaj pesysrar roBopu Jia je moj| ojroBapajyinmM ycjoBuMa HAMETHYTUM Ha MeTpuke (u
JIOMEHa ¥ KOJIOMEHA), )-XapMOHHUJCKO U KBa3UKOH(MOPMHO IpecinkaBambe n3mehy PumanoBux
noBpIny JIMIIUI-HENTPEKUTHO Y OJHOCY Ha oAroBapajyhe Merpuke.
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VBOJ

Y onmempky 3 HaBejsieHa je jgeduHUNMja XapMOHU)CKUX (DYHKIHUja geduHucaHnnuM Ha Pu-
MOBHM MHOTOCTpyKOocTUMa. Kao nmpumepn JIUCKyTOBAaHH Yy OBOj JIMCEPTAIMjU UCTAKHYTE CYy
MeTpUKe

n 2 4(2+k—n)/(n—2) "
E_ > iy d; r Ar—e, ’
9n = 2K/ (n=2) Io = (1 — |z|?)%k/(n=2) de“ k>-1,

neduHICaHE HA I‘Op}beM IIOJTyIIPOCTOPY ¥ jeTHUYHO] JIOIITH, KOje Cy YOIIITemha XUIepOOTnIKe

Zz 1d£L’ _421 1€

MeTpHKEe (), = Ha, TIOJIYIIPOCTOPY H =
xn
Y oneibKy 4 je mpescTaB/beH pe3ysaTar 3ajemxHudkor pajga ca M. Maresmesuhem [37]. Y

JIpDYTOM Jiely pajia pa3marpan je upuxiieoB mpobseM 3a Janiacujad y OJHOCY Ha METPUKY
gy, > —1 1 0Ka3aHo je Jja ce pelrema OBOT IpobeMa Mory gobmuTu moMolly pempeseHTannja
[IyaconoBor Ttuna kopuirhemeM je3rpa

2
)5 Ha JIOIITHU.

I((0 -+ n)/2) s :
Rel®9) =t 02w (ot gy 2= 00 €

Y caydajy a > 0 mokasano je ja pererma /upuxieoBor mpobiiemMa, Kajia je TpaHundHa QyHK-
umja krace O (R" 1) npunanajy xmacu C'(H"). Y nokasy osor TBphema xopuuthena je orpa-
HUYEHOCT TpajirjeHTa (QpyHKIMja J00ujeHnX pernpe3eHTanujoM momohy jesrpa K, u To 6e3
PeTHoCTaBKe KBasmKoH(popMHOCTH. Kao mITo je paHUje HaBEIEHO, OBAKO HEINTO HE BAXKM
y caydajy dyHKImja gobujenux cramgapianoMm [lyacomoBom penpesentarujoMm. lIperusnuje,
HMCTIOCTABUJIO Ce JIa TapIMjaTHA U3BO/I IO TPOMEHJBUBO] Y TEXKW HYJIN Yy CBAKO] TPAHUIHO] Tad-
KW, Yy K0joj je rpanndHa pyHKIMja audepeHnujaduana. ¥y caydajy eyKInJICKA XapMOHU)CKIUX
dbyHKIHja, MOXKE Ce JIECUTHU Ja MapIUjaJHA U3BOJ 1O Y TEXKU OECKOHAYMHOCTU y T'PAHUTHO]
TaYKU y KOjoj je rpaHudHa PyHKIMja JudepeHIjabuina, Kao mTo he OUTH IOKa3aHO IPU-
MEpPOM.

Y ozesbKy b je mpejicTaBibeH mpBu J1eo paja [37]. [iiaBau pesysarar oBor oesbKa ce 6a3upa
Ha pajy [23]. Y oBoM ciryuajy mocMaTpaMo XuiepbonIKy MeTPUKY Ha JIONTH U XUIepOoJIn-
ku Jlanicos oneparop

Apv = (1 — |z]?)? (Av + 21<—|_|22) iwl%> :
Pazmorpumo crenehu pesynarar J. Uen, A. Pacune, M. Xyanra u X. Banra:
Teopema 0.7. [23, Teopema 1.2] Hexa je n > 3. IIpetwitocmasumo ga sasice caegehiv ycaosu.
(1) uw € C?*(B",R") N C(B",R"),u |gn1= ¢, Apu = .
(2) Hoctwioju L > 0 waxso ga je |¢p(€) — ¢(n)| < L|E —n| sa cee &,n € S
(3) Iociioju xoncwiantia M > 0 za xojy easrcu |(z)] < M(1 — |x]?) 3a cee x € B".

Taga Gocwoju koncwarn@a N = N(n, L, M) 3a kojy eascu x,y € B",

u(z) —u(y)| < Nz —yl,

2ge osnaxa N=N(n, L, M) snauu ga xoncwania N 3asucu camo og epegrociiu n, L u M.
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OBa Teopema He pasMaTpa caMO XapMOHHUjCKe (DYHKIMje Yy OTHOCY Ha XUTEPOOTUIKY Me-
TpuKky, Beli je 103BO/bEHO A XMIEpOOJMYKHY JIAalIacujal 3a70Bo/baBa ycios (3). Unak, 3a-
KJbyYaK je BPJIO jaK. 3alpaBO 3HAMO Jia Ce€ CBOjCTBO JIUIIIUIIOBOCTU T'DAHUYHE (DYHKIIH]je
npeHocu Ha peree JupuxieoBor npobdiema 3a xurepbonndky IlyacoroBy jequnaauny. Obpa-
TUMO TaXKIby J1a ce y uckalzy leopeme 0.7 He KOPHUCTHU YCJIOB KBa3WKOH(MOPMHOCTH, KOJU je
O6uo KopuIheH y CJIydajy €yKJHUJICKA XapMOHUjCKUX IPECUKAaBamba. ¥ OBOj JIMCEPTAIUjU je
Ipe3eHToBaH HOBH J0Ka3 Teopeme (.7, Koju 3a00M/1a3M TEXHUKE XUIIEPTEOMETPHU]CKUX PEI0-
Ba, kopumihenux y pauy [23]. Ilpsu jgeo nokasa je anasoran jpokasy Teopeme 0.4 u3 paja
[34], ca Tom pazmmkoM ImITO ce ocuM ciydaja a-Xejgep-Henpekuganoct 3a 0 < o < 1,y
CJIy4ajy XUIepOOJIMUIKUX IIPeTeH31ja UCTU JI0Ka3 MoXKe IpuMeHuTH 3a JIummuiose pyHKIHU-
je, omHocHO 3a caydaj o = 1. ¥ mokagdy JIummmui-nekpekugHoctr xunepoonydkor ['puroBor
MIOTEHIjajIa KOPUIITNEeHO je CBOjCTBO MHBAPHjAHTHOCTH XHMIEPOOJIUYKOr JIAIJIACUjaHA Y OJI-
HOCy Ha KOH(MOPMHE ayToMopdu3Me JIonTe, YuMe je 3a00uheHo Mo3uBambe Ha KOHBEPIeHIIH]y
XUTIEPreOMeTPUjCKUX PEJIOBA.

Y onemky 6 cy mpeicTaB/beHU pe3ysTaTu u3 3ajeaHudkor pajga ca M. Maresmesuhem
[38]. Kopunthemwem nobospimama kiacudaue [1IBapiiose jieme 3a XapMOHUjCKaA MTPECTUKABAA
y paBHU J00MjaMo HeKe ipuMene Ha Jieme [IIBaprioBor Tuma Ha rpaHuIy 3a XO0JIOMOPQHA Kao
U IJIypUXapMOHUjCKa TpeCc/inKaBama n3mely Jjontu y XujidoepToBUM U BaHaxoBuM mpocTo-
puma. ¥ JApyrom Jiesy OBOT oOjiejbKa, KopuiiihemeM Byprerose orene jobujamo Jsieme [1IBap-
IIOBOT' THIIA HA TPAHUIIM 33 XaPMOHU]CKa ITPECINKaBaba U3MeDy JIONTH KOHAYHUX JTUMEH3H]a.
OBuwm yormmrraamo pauuju pesyarar /I, Kanaja 3a xapmonujcke dbyHKImMje, jep HE 3aXTEBAMO
Jla TIpec/IMKaBame Hy/ldy canka y Hyiay. Ha kpajy oge/bKa M3BOAMMO 3aKJ/bydaK Jia Ce Bapu-
janrta IlIBaprioBe Jieme Ha rpaHuI HE MOXKe (DOPMYIUCATH 33 XUIEPOOTUYIKE XapMOHU]CKE
dyukimje (y ommrem ciaydajy) Ha jeMHUYHO] JonTH. Kao MITO je HAOMEHYTO, OBO Ce& MOYKe
MPOTYMAYUTH Kao JI0Ka3 Ja XomdoBa jeMa He BaXKH 338 OBaKBe (DyHKIIH]e.

Ozmaunmo ca S kiacy cBux xosiomopdunx dyukimja f koje cy ,,1-1” #a U u ucnymanajy
ycnose f(0) =0wu f'(0) = 1.

HO,ZLGCGTI/IMO Ceé HEeKUX KJIaCUMYIHUX TeopeMa.

Teopema 0.8 (Ke6eosa 1/4 reopema). Axo je f € S, onga je f(U) D Uy 4.

Teopema 0.9. Axo je f € S onga je

|21+ [21)~

<R <A@ =12) 77
L= lzDA+[)7 < If

<
()] < (L4 [ = [2) 7

Pezynraru npesicraB/benn y ofie/bKy 7 ce OTHOCE Ha pacT (PYHKIHja KOje MTPUIaIajy oJpe-
benum kjracama, mehy kKojuma cy 3Bazjacte (yHKIHje, IITO MMPEJICTaAB/ba YOIIITEHe HEKUX
OpuekoBux pesyiarara. OBu pesyaratu ce MOry BujeTn kKao yormremna [IIBapiose jieme y je-
nuanaaoM ucky U Ha QyHKIHje KOoje TpUnajaajy Kjiacu S, Mpu 9eMy MOCTOje JIOJATHE ITPeT-
rmocraBke Ha Komomeny. IlpenmsHuje, mocMarpaMo CHUTyaIlnjy Kaja je KomomeH yHKIimje f
3BE3JIaCTO KOHBEKCAH CKYN y ojHocy Ha uyay. Takohe, Ouhe peunm o yourmremy aHAJTUTHIKE
neduHUje 3Be31acTuX PyHKIH]ja, Koja he gedunncaTu jeIHy OINIITH]Y KJIACY XOJTOMOP(MHUAX
dyukiumja. OBo yomrmTeme ce Oa3upa HA UMILIUKaIFjaMa Koje npoucxone u3 llekose Jieme,
KOja ce IMoKa3aja Kao KOPUCHA y M3ydaBamy (-3Be3JacTux (pyHKHuja. 3a Builne waHdopMa-
uja o 0BOj Temu Buzeru MoHorpadwujy [58|, koja je mocsehena msydasamy TudepeHIrjaTHe
cyOOop/IMHAITM]e U TJIABHU IIPaBAIl UCTPaKUBaba Ce OJIHOCU YIIPaBo Ha npuMenHy [lekose Jieme.
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KKk

3axBaJsbyjeM ce oJ1 cplia CBOMe MeHTODY, npod. jip Muoapary MaremeBuhy, Koju je me je
YBEO y CBET HAYyYHOT paJia U Y MHOIOME yTHUIA0 Ha MOj JaHAIBU TOTJIe] HA MaTeMaTHKY.
BaxBajbyeM ce wiaHy kKomucuje mpod. ap Muomy Apcenosuliy, kKoju je Kao mpodecop J0K-
TOPCKHM CTYyI¥jaMa U IIPEIBOIHUK ceMuHapa JIekimje n3 XxapMOHHjCKUX (PYHKIIja yTUIIA0 Ha
pa3BOj MHOTHUX HJ€ja KOje Cy YOOJIUUIHIe OBY JTUCEPTAINjy, U YIOTIYHUIE MOje.MaTEMATUIKO
obpaszoBame. Ymanosu komucuje ap Muban Kuexesuh u j1p Mapek CseTiuk cy mpejcra-
BJbAJIM BEJIUKU OCJIOHAI[ y MHOTHM hazaMa MOr TPOMECHOHAIHOT pa3Buha U y MHOTOME CY
3aCJIy?KHH IIITO je OBa JMCepTaluja yriejaJsaa CBeT/IOCT jgaHa. Takohe ce 3axBajbyjeM HUjIaHO-
BuMa komucuje nap. Biragumupy Boxkuny u jip. Boxkunapy JoBanosuhy, Ha BeOMa KOPUCHUM
KOMEHTapuMa M CyrecTujaMa y U3paJii OBe JOKTOpPCKe jucepraruje. Takohe ce 3axBasbyjem
MaremaTrnakoMm dakynaTery, Kao u MareMaTudkoM WHCTUTYTY, KOjU Cy HOTIOMOTJIH (DUHAH-
CUpambe MOjUX JOKTOPCKUX CTYJIHja.

BaxBasbyjeM ce cBojuM poguTesbuMa, MutoBany u Musm koju cy mu, pajgehu y mpocserH,
oW WHCTIMpAIFja y oabupy *KUBOTHOT MO3WBA. 3aXBaJlaH caM HA CBUM YKPTBaMa Koje Cy
oHe M, 1a Ou My OoMOryhJim Jla WCIIpPATHM CBOje CHOBe, jOII OJf MHOJUX HajpaHUjUX JIaHA.
XBaJja mojuM cectpama Pajaun u Musuiu, Ha jbyb6aBu, CTPILBEIbY U MOAPIIIIN, U IIITO CY OCTAJIE
y3 MeHe KPO3 CBe OBe T'OJUHE.



I'maBa 1

Heku omnitu nmojMoBu n gedpmnHUIAjE

Osaaammo ca |z| = /2% + ... + 12 eyKIUACKy HOPMY BeKTOpa & = (X1, Ta, ..., T,) € R™

Ba R>0caB(a,R) :={z €eR": |z —a|] < R} uS(a,R) :={x € R": |z —a| < R}
O3HAYaBaAMO OTBOpeHy JionTy u cdepy y R” ca nenrpom y tauku a u noaynpeunukom R. Ca
B(R) u S(R) osuauasamo B(0,R) u S(0, R). Kopuctumo B™ u S*~! 3a B(1) u S(1). Ocum
Tora, kopuctuhiemo oznaky R’ := {# € R" : z,, > 0} 3a ropmu moaynpocrop (uam kpahe,
noJiyripoctop) y R™.

Heka je Q € R", R, = [0,4+00) u f,g : @ — R,. AKO NOCTOjU MO3UTUBHA KOHCTAHTA
¢ 3a kojy je f(x) < cg(x),z € Q, kopuctumo o3naky f = g Ha (). AKO MOCTOjU TO3UTHBHA
KOHCTaHTa C 34 KOJjy je %g(m) < f(z) < cg(z), z € Q, kopuctumo osnaky f ~ g (wm f < g)
Ha (2.

1.1 XwunepbmMYIKO pacTojame y je AUHUIHOM OVUCKY Yy
paBHU

Kopucrehu kondopmue nzomopduszme

zZ—aQa

va(2) acU,

1—az’
jemuamanor aucka U, MoxkeMo gedunuCcATH Uceygo-rutepboiudxo pactiojaroe Ha U Kao

d(a,b) = |wa(b)], a,bel.

Xuuepboruwka metwipura va jequuunaaom aucky U moxke ce 3a7atu pOpMyIoM

Adz|?, Tmeje A(z)= _ 2
’ 1—]z)?/

Taga A HA3UBAMO TUUEPOOAUYKOM METLPUYKOM 2YCTUUHOM. XUUEPOOAUYKO Pactliojatbe Ha, je-
muauaHOM JucKy U ce Moxke m3pas3uTu (popMyioMm

14 6(z,w)

1—46(z,w)

Teopema 1.1 (IIsapi-Tluk). Xoromoppra apecaurasaroa jegnunuunoZ gucka y cebe ne Go-
sehasajy xuuepboruvka pactojarea. Apyzum pevuma, axo je f : U — U xosomoppro, onga
je

dp(z,w) = log

dn(f(2), f(w)) < di(z, w).
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1.2. JIMIIIINI[OBE U XEJI/IEP-HEIIPEKN/IHE ®YHKIINJE

Heka cy R u S mse nospum, o(z)|dz|?> u p(w)|dw|? merpuke y oanocy na mzorepmalime
Koop/uHare Ha R u S, TuM pejioM, Heka je f: R — S kimace C? u Heka je w = f(2).

[IpecukaBame [ 3Bahemo p—xapmonujckum ako 3a/10BO/baBa jeTHATUHY

faz + (ai 10g,0) of-f.fz=0.
w

1.2 JIumnmmuioBe u Xedngep-HenpekuaHe hyHKIIHNje

Ca C*(Q) osnauasamo ckyn GyHKIHEja Koje cy k ImyTa HempeKuIHo 1udepeHInjabuite y
orBopenom ckymy £ C R”. Jlasbe, neka je C*(Q) ckyn dyukimja y C*(Q) uuju cu m3somm
3aKJbYTHO €2 k-THM PEJIOM MOI'Y HEIPEKHJIHO Jia ce IIPOJyKe Ha ().

Hexka je xy € D, tne je D orpanmven noackymn ox R" u f dyukiuja nedunucana va D.
Ba 0 < a < 1 kaxkemo 1a je f Xeagep-netpexugha ca eKCIIOHEHTOM (v Y TAYKU Xg, AKO BaXKU

up [F@) = £(z0)

< .
zcD  |T —xol® oo

Kaxemo ma je dyukmuja f yrugpopmno Xeagep-weupexugra ca €KCIIOHEHTHOM (v Y CKYILY
D C R", He HYKHO OT'PAHUYEHOM, aKO j€& KOJUIHUK

wp 1) = )]

z,yeD ’% - y’a

orpanudeH. Jlame, dyukuuja [ je soxasno Xeagep-neupexugha ca eKCIOHEHTHOM vy [, ako
je yuudopmuo Xesaep-HENPEeKnIHa ca €KCIIOHEHTHOM (v Ha KOMIIKTHHUM ITOJCKYIIOBUMA O]
D. Y nameMm TekcTy heMo HAa HEKMM MECTUMa KOPUCTUTH U U3pa3 XeJjaep-HeNpeKuHa 3a
dyukimje Koje cy yaudopmuo Xesgep-aenpekuine. Brhe mocedHO penu3npano y cydajy Ja
je dyHKIHja JOKaJIHO XeJaep HelPeKuIHA.

Kana je a = 1, kaxemo ja je [ Jlutwuy-neapexugra (wim ckpaheno Jlutwuyosa). Axo
noctoju [ > 0 TakBO 1a je

[f(x) = f(y)l = llz —y| saceex,yeD,

3a dyukuujy f kaxemo ja je (yaudopMmHO) ko-Jutwuyosa Ha ckymny D. @yukumja je 6u-
-Jlutwuyosa Ha ckymy D ako je yjeano JIummunosa n ko-JIummunosa va D.

Hexka je Q orsopen mozckyn ox R™ u k npuponan 6poj. Xeageposu tpociiopu CF(Q) u
C*(Q) cy nedurucanu xkao mogckynosu ox C*F () u C*(Q) pemom, Koju ce cacroje o GyHK-
nyja duju cy k-Tv mapiyjaJHu U3BOAM JOKaJIHO Xesjep-nenpekuaan (yaudopmuo Xesuep-
-HEIPEKWJIHN) Ca eKCIIOHEHTHOM «v Ha, §).

1.3 O6uactu kaace C** y R”

Hedbunumuja 1.2. Kascemo ga ozpanuvena obaacti 2 C R™ upuiaga xaacu CF*, Zge je
0<ax<l, keN, axo wena zparuya TpuUaGa KAGCU Ck"", wWj. ako 3a C8aKY Wa4wKy Tro € OS2
aocwoju aouma B = B(xg,rg) u apecaukasarve ) : B — D waxeo ga je ([10, cwup. 95])

(a) $(BNQ) CRY,
(6) ¥(BNoY) C IR™,



1.4. KBABUKOH®OPMHA U KBA3UPEI'VJIAPHA IIPEC/IHKABAFA

(6) ¥ € C**(B),v~t € CH¥(D).

[IpeciukaBame 1) mpeJicTaB/ba JIOKAJTHA KOOPJAUHATHU JudeoMopdusaM KOju UCUPQB./ba
ZPaHUY Y OKOJIMHU TAIKE Xg.

Tephewe 1.3. Pynxuuja Y je ou-JIutwuyosa na B 3a ceaxo k > 1. Taxohe, seaunure

2 . .
—3;?%.@@’ cy ozpanuvene 3a cee 1 <i,5 < n u ceako k > 2.
10T

Hagemmmo nosuaty Teopemy Kesora.

Teopema 1.4 ([18]). Hera je D C C, 9D € C** (k € N,0 < o < 1) u mexa je f : U — D
xongopmno. Taga f uma CH* apogyorcerve na U.

1.4 KsazsukoHdopMHa 1 KBasuperyJjapHa
npecjuKaBamba

Heka cy D, D' u ) momenu y R™. Ako je f: D — D' nudepernujabuiHo npecinKaBambe
y Tauku € D u y = f(z), mumemo y; = fi(z),1 <i < n.

Osnaunmo ca T,R" tanrenTnu npocrop y tauku x. Ca f'(z) : T,R™ — TR osnauasamo
nudepeHnyja npecankaBama [ y tadku x, upu demy 1,R" MoxkeMo ujieHTU(DUKOBATH Ca
npocropom R™. Y tom ciyuajy ce omeparop f'(x) ce Moxe uIeHTH(MUKOBATH Ca MATPUIIOM

%fi(x)) Hexka je

()] = max | f'(x)h| w I(f'(x)) = min |f'(x)h].

|hl=1 |hl=1

(N) Heka je v o3naka 3a n-gumensuony cranmapany Jleberoy mepy. Xomeomopduszam f :
D — D' zagososbaa ycios (N) ako u3 jennakocru v(A) = 0 crenm na je v(f(A)) = 0.
Osnze je ca f(A) o3naueHa AUpPEKTHA CJUKa cKyna A mpu npeciaukaBamwy f.

Hedbununmja 1.5. Hexa je Q = {x,R" : a; < z; < b;} 3a@eopen tapareseauteg y R™.
Kaorcemo ga je apecaurasarwe f:Q — R™ ACL (atcoayino HeUperugro Ha AUHUIAMA) aKOo
je meupexugho wa QQ u ako je f aGcoaylno HeUupexugro Ha (Y 0gHOCY Ha V) CKOPO C8AKOM
CEZMEHTY TUAPANEAHOM €A KOOPJuHatihum ocama. Axo je U C R™ otieopen ckyl, KarHcemo ga
je f:U—=R™ ACL na U axo je flg ACL na ceaxom tapanenetutegy Q C U.

Hedbununuja 1.6.

(1) Xomeomoppuszam f: D — D' je K-xsasukondopmar (Y GHAAMUTEUIKOM CMUCAY), aKO je
ACL, gugepenyujabunan ckopo ceyga na D u arxo woctoju konctwanma K, 1 < K < oo
WaKea ga 6aAHCU

|f'(x)|" < K|Jg(x)| cropo ceyga na D.

Xomeomoppuszam f je keazuxonpopmar axo je K-xeazuxongopmar 3a Hexo KOHAYHO

K.

(2) Hexa je f : Q — R" neuapexugna ¢ynxuyuja. Kaorcemo ga je [ xeasupezyrapha axo

apuaaga CobowvesoOM UPOCTLOPY Wﬁoc(Q) u axo uoctwoju koncwaniwma K, 1 < K < oo

waxea ga 6aHcU

(1.4.1) |f(2)|" < KJs(z) cKopo ceyga na D.
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1.4. KBABUKOH®OPMHA U KBA3UPEI'VJIAPHA IIPEC/IHKABAFA

Hajmamwu 6poj K y jemnaunuu (1.4.1) npencrasiba cuosny guaatoyujy Ko(f).

Ako je [ xBaszuperyjapHa, Taza je
(1.4.2) Jr(z) < K'l(f'(z))" cxopo cByma va D 3a meko K', 1 < K' < c0.

Hajmamwn 6poj K’y jenmaunau (1.4.2) mpencrasiba ynympawny guscmayujy Ki(f), a
K(f) =max(Ko(f), K;(f)) makcumarny guaraiayujy ox f. Axo K(f) < K, raga dyukimjy
f soBemo K -k6asupezysaprom.

OBJie HABOIMMO CaMO HEKOJIMKO OCHOBHHX pe3yJiTaTa, Koju ce Mory Hahu y kmusu [65].

(11) Axo je mpecaukaBawe f : D — D’ KBa3MKOH(MOPMHO, TAJ(a jé TAKBO U IIPECIUKABAE
/7! u oba zamoBosbasajy yeios (N).

(i) (Cmena npomensbuie) Ako je npeciukasarbe f : D — D’ kBa3sukoudOpMHO 1 ako je A
MepJbuB ToACKyt of, D, na je ckymn f(A) takohe Mep/buB 1 Baxku

m(F(A) = [ i)
Mrasume, J¢(z) # 0 ckopo cByga y ckymy D.

(i3) (Peweturoarosa zaasna weopema) CBAKO HEKOHCTAHTHO KBA3UPEIYJIAPHO IIPECIUKABATHE
j€ JTMCKPETHO M OTBOPEHO.
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I'maBa 2

Onene rpaanjeHTa KBa3MKOHMOPMHUX
IpecjJnKaBama Koja UCIIyHhaBajy
JIlanjac-rpaanjeHTHY HejeJHaKOCT

Osa cekmmja mparu paj [46], y kome je usBpriena pesusuja paga [41] M. Maremesuha,
a rIe cy Takohe HajaB/beHUM HEKHM HOBHU peldyartatu. lIpemusnuje, mocmarpana cy KBa3WKOH-
dopMHA IIpec/iMKaBamba y paBHU U IIPOCTOPY, KOja MMajy OTPAaHUYEH JiallacujaH. ¥ OJIeJbKY
0 HOBUM DPe3yJITATUMA je OMJIO pedr U O Ipec/IMKaBambuMa Koja 3a/10BOJbaBajy Tako3Bany Jla-
IJIac-TPaJIjeHTHY HejeaHakocT. /[obujeHn pe3yaraTi ce MOTy IIOCMAaTPaTh M Kao IIPOCTOPHA
BapujanTa Kemorose teopeme. ¥ pajy [41] je ucrakHyTo Ja cy merose riiaBHe Hjeje Pa3BU-
jene y pagy [13] u ma ckymy ,,Workshop on Harmonic Mappings and Hyperbolic Metrics”,
Yenaj, Uuauja, 10-19. nenembap 2009. ([61]). Kao macraBak Tux mcrpakupama y pajy [46]
[IPEJACTaB/bEH je TAKO3BAHU METO/I ,,UCUPABHarsa ZPAHUUE .
Heka je Q obmnact y R", a u dbynkuuja uz C?(2). Jlamacos onepatop A ce jgedunuiie
jemHakomhy
0? 0? 0?
“Et o T T

[MToxcernmo ce na 3a DyHKIUjY u KaxKkeMo n1a je (eyKJIUICKU) XapMOHUjCKa y obsactu §)
aKo 3aJ10BoJbaBa Jlatuaacosy jeguavuny

Au = 0.

Hexomorena Bepsuja Jlamnacose jepnaunne ce 30Be [lyaconosa jegnavwura. OBre uCIuTyjeMo
cienehu /IupuxjieoB rpaHuaHu TPOOIEM:

(2.0.1) {A”:f yo &

u=¢ ua .

JlamiacoBa jeJHAYIHA IMa, PaIdjaHO CUMEeTPIYHO peltemse 2" 3a n > 2, oaqHocHo In 1 3a
n = 2, T7e je r pacrojame o1 Heke (pukcupane Tadke. Tako 3a 3ajary Tadky y € () yBOAMMO
HOPMAJIN30BAHO (PYHJAMEeHTaNH0 pewerve JlamracoBe jeqnadanne:

1 1

(2.0.2) F(x — y) — 1"(|$ — y|) _ n(2—ri)wn [z—y|"—2>
s-In|z—y|, san=2.

3an > 2,

11



2.1. IIPOLIEHA I'PAJINJEHTA I'PUHOBOI' IIOTEHIINJAJIA

JennocraBan padyH mokasyje Ja 3a cBako 1 < ¢ < n BaxKu

0 1 i —w
2.0.3 T'(x — =
(2.0.3) o (z —y) o Tz — g™
0 1 1
'z — < )
’c?wz- (@ y>’ nwy v — y[n=1

[Tocmarpajmo unBepaujy Jr y omHocy Ha cdepy S(R), Kojom ce Tauka y # 0 cauka y
2

. R
(2.0.4) y* = Jr(y) = Wy

[Tpumerumo ma je ng = Jg.
YBeauMO O3HaAKE

€l

5) Tl @,

Ginle,&) =Tll =€) n Ganlo§)i=—
I'punosa dyuknuja 3a dupuxieos npobiaem wa jgontu B(R) je 3amara dopmyaom

§R<x7£) = Gl,R(x7£) + G2,R(x7£)'

I'punosa ¢dyukiuja G 3a Hdupuxmeos mpobiiem Ha jgomeny () C R™ ce y3uma Tako jia
3a/10BOJ/bABa jeTHATUHY

Ga(z,y) =0 3a x € 0N.

[Iyaconoso je3rpo 3a Jionty Bpr je gaTo jeiHaunHOM

Y cayyajy na je R = 1, ungekc R gecto mzocrasmbamo. [[yaconos uniuezpan n I'puros wo-
WEHUUIAA Cy PETTOM

Palila) = [ Prloy)ol)dots) n

Grlf)(x) = / Tn(z,9) F()dv(y).

n

2.1 IlIponena rpaaujenta I'pumHOBOr moTeHIujaa

Teopema 2.1 ([10]). Hexa je netpexugna dynruyuja u : B(R) — R xaace C?(B(R)), u = ¢
na S(R) u gynruuja f = Au je ozZpanuvena u aokarno Xeagep-neupexugha na B(R). Taga
je

(2.1.1) u(r) = Prel(x) + Grlf](z).

Cneneha Jjiema je TEXHUYKOTI KapakTepa, U y HEKO] Bep3uju ce Moxke Hahu y pa3HuM KJia-
CAYHUM YUOSHUIIMMA U3 MMapIUjaJHIX jeJHAINHA. ¥ OBOM H3JIararmy HaBelheMo Bep3ujy Koja
ce moxke Hahm y pasy [41], 3ajesHO ca MOKA30M, KOjU je eJleraHTaH U CaMUM THMe TOTOJaH 34,
JIaJba YOTIITEHhA.
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2.1. IIPOLIEHA I'PAJINJEHTA I'PUHOBOI' IIOTEHIINJAJIA

Jlema 2.1 ([41]). Axo je f ozparunena pynxyuja na B", onga cy dapyujasnu useogu I'punose
dynruyuje G[f] neupexugru na B™.

Horas. Hexa je u(z) = [5. 9( (y)dy). Taza 3a ceaxo 1 < i < n Baxn
0 0
axi“(@ = /. 8ng(fff ) f(y)dv(y) =
0 9
- | o Gi(z, ) f(y)dv(y) + o Ga(z,y) f(y)dv(y).
Axko yBenemo o3Hake
9 )

I@l(l’) =

Gl(%l/)f(y)dV(y) u ILQ(J:) =

Go(z,y) f(y)dv(y),

Bn al‘z B" axz

uMamo Ja, 3a k = 1,2 Baxn

= [ Lawwews [ 2

ly|<1/2 1/2<yl<1

(z,y) f(y)dv(y).

Ha kpajy, ;Le(bI/IHI/Hm/IMo

Lia@) = [ G f@a) w0 Lual) = [ S Gula) f0)dvly).

ly|<1/2 1/2<|yl<1

Joxazkumo ja cy dbynxmmje I; o menpekuane aa B". Jlokas ma ¢y dbyrknuje I; HempeKume
Ha 3aTBOPEHO] jeJMHYHOj JonTu je aHajorad. JlososbHO je nmokazaru ga cy dyarmmje ;s
HempekuIHe, 3a k = 1, 2.

Hocmarpajmo dyukmmje I;»; u npermoctasumo ma je |y| < 1/2. Tama 3a cBako x € B»
Baxu |z — y*| > 1. damum xopunthemem (2.0.3) MOKeMO IPOBEPUTH J1a BAXKU

' 9]

al_iGz(ﬂc,y)f(y)' - ! !

— n—2 _ apx|n—1 j n—2"
ly[" 2 o — y*| ]

To 3naum na 3a je cBako xry € B”

lim / (,ziGg(x,y)f(y)dy(y): / aiGg(aco,y)f(y)dv(y),

T—T0
lyl<1/2 ly[<1/2

Ha OCHOBY Jleberose Teopeme o JIOMMHAHTHO] KOHBepreunuju. To 3ampaBo 3ua4n 1a cy QyHK-
nuje I; 51 HEIPEKHUIHe y TauKu X.

Hame Tpeba mcnuraru HeIPEeKUTHOCT DyHKIHUja [; 22 Ha 3aTBOPEHO] jeIUHUYHO] JOITH.
Hakon yBohema cmene y = J(z), tae J;(z) osnauasa Jakobujan npecinkaBama J geduHuca-
Hor jepnadunoM (2.0.4), nobujamo

(2.1.2) Ligo(x) = / aii Gz, 2°) f(2") s (z)dv(z).

1<]z]<2

[Tocne yBohema cMmeHe T — z = u y WHTerpajly Ha JIE€CHO] cTpaHu jemHakoctu (2.1.2)
J1001jaMo

13



2.1. IIPOLIEHA I'PAJINJEHTA I'PUHOBOI' IIOTEHIINJAJIA

Laa@) = [ 5-Galou—))f((u = ) - o)

1<|u—z|<2

[Tonogo, kopumthemem dopmyiie (2.0.3) mxobujamo

0
8$i

Ga(z, (u—2)) f((u—2))Js(u— 2)| LK (u)=lu — 2" f((u — 2)") Jy(u — 2) =

Kako je dyukmuja C(z) := |2|"2f(2*)J;(z) orpanuuena 3a 1 < |z| < 2, umamo 1a je dbyHK-
muja C1(u) :== C(u — x) orpanndena 3a 1 < |[u —z| <2 mu

1
(2.1.3) | Ko(z,u)| < = 3a l<|u—z| <2
Hedwnammmumo dbynknujy H:
oy = [ Gl (=) ) (=) = ), L<le—ul<2,
0, |ul<3,|z—ul<l|z—ul>2.
Tana je I;no(x) = [ H(x,u)dv(u). Konauno, kopmmhemem Hejennakoctu (2.1.3) nobujamo
u|<3
JIa, BasKu .
lim H(z,u)dv(u) = / H(zg,u)dv(u) 3a cBe |zo| < 1,
T—T0
[ul<3 Ju|<3
Ha ocHOBY JlebGerose TeopemMe O JJOMMHAHTHO] KOHBEPIE€HIIU]H. O

Y pany [41] je nokazana napenna jema. OHa mpeJcTaBba MOOObIIAE CIUIHOT PE3YIITaTa
u3 pajia [26], y Kome je morBphena camo orpaHUYEHOCT NPBUX TAPIUjATHUX U3BOAA Ha B,

Jlema 2.2. ([41, Tephewe 6]). Hexa je u: B" — R pewere Jupuzaeosoz Upobaema

(2.1.4) {A“:f’ y B
u=¢p, mna S"

apu wemy je f € L®(B") u p € CL2(S" 1), 0 < a < 1. Taga je u € C*(B).

Jlema 2.3. ([41, Jlokaana saema o 2pagujenitiy, Bepsuja 1, Jlema 2.2]). 3a xy € S u
0 <17y <2 Hexa je

Vo =B" N B(xg,m0), V(r) =B"N B(x,7) 3a 0<7r <719 u Ty =S"""NB(xg,70).
Axo je u € C*(Vy) N C(Vo UTy) waxso ga sasicu Au € L>®(Vy) u u € CH*(Ty) waga je

Vue L*(V(r)) sacse 0<r<rg.
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2.2. OCBPT HA KBASUKOH®OPMHA 1 KBABHUPEI'YJIAPHA IIPEC/INMKABAA

2.2 OcBpT Ha KBaz3uKOH(@OpMHa M KBa3uperyJjapHa
npecJIuKaBamba

Y kwusn [65] ce Moxke BuIeTH Ja KaJa je KBa3MKOH(MOPMHO IpecinKkaBamwe f audepeH-
ujabuiHO y TadKd =, Hocroje camo ase moryhuocru. Wmm je Jp(x) # 0, mmm je f'(z) = 0.
Moxxe ce nmpoBepuru (Buieru, Ha npumep, [63|) ma ce 3a Je(x) # 0, |f'(z)| u I(f'(x)) mory
BuzieTn Kao Hajseha u Hajmama cun2yaapha épegrociu Hecuaryaapue marpure f(x).

Tephemwe 2.2. Axo je f: D — D' xsaszuxongopmno upecaurasaroe, waga je

[(f'(z) < [V fil@)] < ()]

Jloxas. Heka je A : R® — R” mecunrymapan juHeapad omnepaTop u mHeka je A7 Tpamcmonar
marpune A. Taya 3a ceaku jequauanu BekTop v € R™ Basku |ATv| < |A|, nomro necunrynapua
MATPHIA W eH TPAHCIIOHAT MMAajy MCTe CUHTYJIapHe BpemHocTu. IlpermocraBumo ja je x €
D raxso na je Vfi(z) # 0. Taga je Vfi(z) = f'(x)Te; vne je ¢, = (0...,0,1,0,...,0) i-
i KoopauHaTHH BekTOp, 1 < i < n. Ako ysenemo 3ameny A = f'(x) Ha ocHOBY panujer
pasmarpama gobujamo ga saxku [(f'(z)) < |V f(x)] < [f/(z)]. O

Teopema 2.3. ([41, Teopema 2.1]). Hexa je D C R" gomen u f : B* — D C* K-
k6asukonpopmmo upecaukasarve. Axo je Af € L>(B™), waga je f € Lip(B").

Jloxas. Hexka cy D, D' nomerm y R*, f : D — D' u h : D' — R C*dynkuuje n h=ho f
ckyt. Ako je y = f(z) u fr(x) := yg, 1 < k < n, Baxke HapeaHe dopmyJie:

(2.2.1) — h=

5——, 1 < 1,7 < n cyorpaHnyeHe
¥ je 6u-Jiunwwmuosa Ha B
Af, € L=(V)
fo=0T:=Wns!

[Ipumernom dopmyre (2.2.2) ma dyrkmjy fn u Tspbhema 1.3 Ha KOOpJIMHATHY KapTy v,
Hasasumo na je Af, € L>®(V). U3 nedununuje npecinkaBama 1) IMaMoO J1a je

falr) =0, 3acee z € T:=WNS" .
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2.3. METO/[ UCIIPAB/bAFKA I'PAHUIE

Kopucrehu Jlemy 2.3, nobujamo na je pyHKImja fn JIummuI-HenpeknIHa Y HEKOj OKOJTMHI
Vo Tauke xy. laspe, u3 Tphemwa 2.2 nodbujamo fa je dyHKIH]a f JIunmmui-uwenpekuana Ha V.
Kopumihemem Tsphema 1.3 namaszumo jia je npecinkapambe ) 6u-J[unmmiioBo y HeKoj OKOJUHH
TadKe 1o, 1a je 360r Tora dyHKIHja f = 1) 1o f JIummmmi-wenpexuaaa vHa V. OmaBae IupeKkHo
nobujamo na je dyuknuja f Jlunmumn-wenpekuaHa Ha IuTaBoj jonTtu B". [

2.3 Merona ucnpaB/baba I'paHHUIIE

Y oBoM ofiesbKy Ouhe mpuKa3aHu HEKM pe3yJiTaTu JobujeHn y pajgoBuma [25, 26].

Konkperno, 6uhe ykpaTko o0jalliltbeH TaKO3BaHU UTEPAIMOHU ,bootstrap”’ meroa. Y pasy
[41] M. MarespeBuh je u3BpImo MOaUMUKAIK]Y OBOI METO/IA MPUJIArOheHy 3a MeTOJl HCIpa-
BJ/baiba T'PaHUIle, YMMeE je JI0Ka3ao oAroBapajyhe JiokajHe Bep3uje paHujux pesyatata. IIpe
HEro IITO 3all0YHEMO pasMaTparbe, HaBeIUMO HeKe pe3yJsrare U J1eUuHUIM]e.

Hedbununuja 2.4. Hexa je D obaactwi y R™ u nexa s : D — R. Axo je
|As| < a|Vs|? +b

na D, waga xasicemo ga s 3agosomasa a,b - Jlatnrac-zpagujentiny nejegrnaxoct na D.
Teopema 2.5 ([26]). IIpetwaociuiasumo ga je

(1) u peasno epegrocra dynryuja netpexugna ra B,

(i1) pectupuryuja pyrryuje u na S xaace C1,
(1i1) u Ppyxryuja Koja 3agosomasa Jlatrac-zpagujeniiny nejegrnaroc na B™.
Onga cy aapuujasru us3eogu upeoz pega dyrryuje u neupexugry Ha B™.

Y pany [26] kopunihen je Takozsanu XajHIOB PUCTYH, KOju ce Moxe Hahu y pamy [21].
Jeman makmn noka3 Teopeme 2.5 ce MoyKe U3BeCTH J10/1aBarbeM mpeTnoctaske (iv) u3 cienehe
TeopeMme.

Teopema 2.6. ([40, Teopema 5.1.]). IIpewitiocasumo ga je
(1) u:B™ — R™ sex@iop epegrocta dyrnkyuja netperugna Ha Bn,
(i) pectpuryuja uy, Pynxuuje u na S* xaace CH,
(i13) u Ppynxyuja xaace C? xosa sagosomasa Jlaunrac-2pagujeniinyg nejegnaxoct na B”,
() ¢ynryuja Vu xaace L.

Taga saotce caegehu 3aKDYUUL.

ngo

a) Axo je 0 < gy < n, onga Vu € LT Zge je q; = s

6) Axo je qo > n, onga TAPUUJAAHU U3BOGU UpBe 8PCE PyHKuuje U UMy HEUPEKUGHO
apogyorcerve na B (a wume u na R™).
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2.4. HAJABA HEKUX HOBHX PE3YTATA

Hamomenumo na je 3a mpecimkaBambe u @ D — R™ kKoje je KBa3MKOH(MOPMHO ¥ KOMIIAKTAH
nojckyn G ckymna D Tepunr gokazao ga Vu € L%(G) 3a HeKko gy > n. Ao 3HaMo ja je
HA : .
f : B" — B" kBasukondopmHo, ouna je Vu € LP(G) 3a HEKO ¢y > n, na ce yciaoB (iv)
npupogao Hamehe. McrnocraBuio ce jia je y KOHTEKCTY XapMOHUjCKMX KBA3UKOH(MOPMHUX
peCINKaBamba, KOPUCHY MPUMEHY Hallljia ciejgeha jiema.

JIema 2.4. ([40, Jlema I[]). Hexa je 1 < p < 0o u nexa je h € LP(B").
(1) Axo je p <n, onga je VG[h] xaace LI(B"), sa ¢ = =
(2) Axo je p =n, onga je VG[h] xaace LI(B™), 3a ceaxo q < 0.
(3) Axo je p > n, onga je VG[h| xaace L°(B").

OBaj pe3ysTar MOXKEMO BUIETH Kao jegHOCTaBHU)Y Bep3ujy CobosbeBe Teopeme O yJara-
wy. /loka3 oBe jleme Moxke ce m3BecTu Kopuihemem Kajaepon-3urMyHioBe HejeHAKOCTH
(Bugeru uup [10, Teopema 9.9|) u Teopeme Mopuja; uiu kopumihiemem Pucosor norennujasa,
Jleme 7.12 u3 [10] u I'punose dopmyste. OBaj npucrym je kopumihen y pagosuma [25, 11, 12] 3a
JOKa3UBaIbe HI/IHHII/H_[OBG HEIIPEKNUIHOCTHU Xa.pMOHI/IjCKI/IX KB&SI/IKOH(bOpMHI/IX IIpec/IMKaBaba
y omrosapajyhiem konrekcry. Y pamy [41] M. Maremesuh je pacdunncao HUXOB TIPUCTYIT U
u3Beo Jioka3 Teopeme 2.6, kao u Teopeme 2.11, Koja he butu npukazana y cjiejehem oe/bKy.

Hokaz Teopeme 2.5 ce Ga3upa Ha UTEPATUBHO] MPOIEAYPH KOja TPOM3UIA3U U3 Teope-
Mme 2.6. OBa Teopema mmoJia3u o npunagHocTu Vu ofarosapajyhem mpocropy L% (B"), na 6u
3aKJbydak 6uo ma, y oarosapajyhum yciosuma, Vu mpumana L9 (B"), ¢ = 2:;3(;0. Ha nexu
Ha4YUH U3TJIea Kao Jla, Y U3BECHOM CMUCITY, VU ,JIOIuXKe caMor ceoe.

Ha xpajy oBor ome/bka naBemhemo objarimerbe TepMuHa ,bootstrap” koju cmo panwuje
KOPUCTWJIM, & y TIOCJEIIbe BPEME C€ HYeCTO I0jaBJbyje Y MHMOPMAIIMOHUM TEXHOJIOTHjaMa.
OpmocH ce Ha Be3UIle KOja Ce HEKAJa HAJIA3W Ha BPXY 3a/ibe cTpaHe oOyhe m Koje moMaxKy
JIaKIIIeM o0yBamby. ¥ OBOM KOHTEKCTY, TEPMUH ,,bootstrap” ce KOpUCTH y CMUC/TY YyBEHE TIpUYe
bapona Munxay3sena, Koju je cebe U3ByKao M3 KUBOT OJIaTa TAKO IITO je PyKaMa YXBaTHO OBE
BE3WIle U MTOBYKAO UX HA TOpe.

2.4 HajaBa HeKUX HOBUX pe3yTaTa

Y paxy [41] npoyuaBan je pacT rpajujeHTa MpecIrKaBaba Koja 3aJ0BosbaBajy oiapebhe-
He maprujaane audepennujaane jennakoctu (u vejeauakoctu) kopucrehu I'pun-JlamiacoBy
dopmysty 3a DYHKIH]jY U BbeHE U3BOJIe. ¥y ITOMEHYTOM PaJly je JOKA3aHO Jia Cy IIPECTMKABAhA
Koja cy m kBasukoHdpopmHa n3Mmehy mse C? obmactu yjenno n Jlummmumosa. Hexn o q06m-
jeHux pesy/atata ce Mory HaspaTu Bepa3ujom Teopeme Kesora m BaprraBckor 3a KBa3uKOH-
dopmHa pecinKaBamwa. [Ipennsnauje, nabe passujajyhu metojie mpejicTaB/beHe y XajHIIOBOM
pamxy [21], y paxy [42] M. Maremmesuhi je mokazao ciemnehy reopemy (Bumern jom Kasajes pa
126]).

Teopema 2.7 ([42]). Hexa cy ucuyrene caegehe upeniociuaske:

. _ _ Ha,
(1) Hexa je 2 gomen uz R" ca C? zpanuvom u nexa ce tpecauxasare [ : B" — Q xaace
C? moorce HeUPEKUGHOo Upogycutiy Ha B™.

(2) Ilpewaocmasumo ga | 3agosomasa Jlaunrac-zpagujenitiny nejegrakocti na By = B(2g,79)N
B, zge je 19 € S" L, ro > 0 u ga f upecaurasa By NS*1 y O9Q.
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2.4. HAJABA HEKUX HOBHX PE3YTATA

Saxmywar (VII): (a) Hocwoju 0 < r < 19, ¢ > 0 u jegunuuno eextwiopcko uome X
na Vi = B(xzg,7m1) N B" (cearxoj @auku = apugpyorcyjemo jequruunu eexwiop h = h(z) ca
aouewikom y x) waxo ga je |df(x)h(z)| < ¢ 3a ceaxo x € V.

(6) Axo je [ jow u xeazuxongpommno y By, waga je [ Jlutwuyoso na V.

Hapenna Bakna Teopema je mokasana y pasy [41]. okas oBe Teopeme ce 3acHUBa Ha
aprymeHty ,bootstrap”, koju ynpomthasa meron kopuiihieH y [21] (3a Buie jgerama BumeTu
[25, 11, 12]).

Teopema 2.8 ([41]). [Ipewtoc@asumo ga sastcu Upetiiociiaska (1) upeizoghe Weopeme,
ga je f je omwisopeno upeciurasare u

(3) Af je xaace LP(By) 3a nexo p > n u
(4) f upecauxasa By N S"1 3 9Q.

Taga saorcu 3axwywar (VII) (a).

(8) Axo je f jow u xeazupezyaapno y By, waga je [ u Jutwuyoso na Vi.

Xwunoreza 2.9. ([41, Xuuotwesa Af). Hexa cy gomernu D u Dy us R" xaace CH* 300 < a < 1

. _ Ha, _

u nexa je C? dpecaurasare f: D — Dy K-xeasukongopmmno. Axo [ sagosomasa Jlaurac-
-Zpagujentuny Hejegnaxocti na D (3atpaso je Af oZpanuueno), Waga je uUpecaurxasarse f
JIutwuyoso na D.

Honaszu ce 10 3aK/bydKa Ja jokagan C?-KOOpIWHATHI METOJ KOju ce mpuMemyje na C?
nomene Tpeba Mmomuduxosaru. Hamme, ako ce pajau ca jgomenmMma kKiaace Ch% 0 < a < 1,
TaJla je JIOKaJIHO KOOPAMHATHO IpeciaukaBambe 1) Kiaace O1% 3a 0 < o < 1 m 3aTo y ommrem
caydJajy f He 33/I10BOJbaBa Jlamiac-rpaJinjeHTHy HejeIHAKOCT.

Y memasuom pagy [1] . Kanaj u A. Doxkaj cy mokazanu na:
(1) ako mocroju CH* nudeomopduszam ¢ : B* — D u (i4) f je XapMOHHjCKO KBa3MKOHMDOPMHO
npecauKapambe n3Mely jermauane jgonrte u3 npocropa R™ u momena D, Taja je IpecinKaBambe
f JIummmumoso una B”.

OBo TBpheme yomrrTaBa HeKe MO3HATE PE3yJTaTe y CAydajy n = 2 U HOIpaBsba JApyTe
pesyiTare 00UjeHe y BUIIEIUMEH3MOHOM ciaydajy. Hamomenmmo ma je ycios (i) jaum of
IpeTrocTaBKe Ja je obmact D xmace CLo.

Y ananky y npunpemu [40] mpencraBben je moka3 Teopeme 2.11. Omasze cienn na je
Xwunoresa 2.9 TayHa, 110JI HEKUM JIOJIATHUM IIPETIIOCTaBKaMa Koje Tpeba jia UciymaBa 00/1acT
D. Taunwuje, yommmreH je pesyiarar u3 paga [l|, Ha Taj HaYMH 1MTO je OCJAbJbEH YCIOB Ha
obytacTu JIepUHUCAHOCTH TIPEC/IMKaBarmba, OJHOCHO, ymecTo JjonTe B"” moxkemo pasmarparu
ueke omirrje obnactu y R” koje ucnymasajy oznpehena reomerpujcka cBojcTsa. ¥ Ty CBPXY,
pa3sMoOTpUMO 3a TpeHyTak cieaehy neduHunu]jy:

Hedbununuja 2.10.
1. Qynruujy gp(z,§) gedurucany wa ckyay D x D 3a %ojy eaorcu:

(1) gp je rapmonujcka Go Upomensusoj r Ha ckyuy D, ocum 3a © =&,
(2) gp je neupexugna na cKyay D, ocum 3a x =& ug=0 na OD,

(3) gp — |lx — &> je wapmonujexa y v = &,
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2.4. HAJABA HEKUX HOBHX PE3YTATA

Hnazusamo I'punosom pynruyuja 3a obaact D.

2. Qynruuja udmehy WOUOAOUKUT UPOCTLOPA je Proper, aKo je UHBEP3HA CAUKG KOMUGKUL-
HOZ2 CKYUA KOMUAKUNHA.

3. Kaotcemo ga je D gobpa I'purosa obaactt axo 6asrcu

1
<c|

z — vyt r,yeD, k=1,...,n, 3samnexo c>0.

0
’ 8_xng(x’ y)

Obaacti D je aoxanano gobapa I'purnosa obaactt y wavku o € 0D axo 3a ceaxo § > 0
tociioju C'F obnacii W = W,, C D N B(xy,0), wWaxsea ga je vy € OW 3a xojy je OW
owsopen ckyu y OD.

4. O6aacii D uma C' zpanuyy axo doctioju o € (0,1) wakso ga D uma CH Zparnuuy.

5. D je aokaano gobpa I'punosa obaacwi, axo je D saokaano gobapa I'punosa obaaciu y
ceaxoj waury o € 0D.

6. Hexa je SCY(G) xaaca pynxuyuja f € CH(G) 3a xoje saorcu | f'(x)| < ar~'wyi(x,r) 3a cee
B(x,r) C G, apu wemy je wy(x,r) = sup{|f(y) — f(x) : y € B(x,r)}.
K. Buaman je mokazao jga cy Ch* jgomenu npumepu j06pux ['punosux objactu (BujgeTn
[68]).
Osnaunmo ca d(z) = dp(x), © € D pacrojame ox Taduke x g0 rpaxute D.

Xwunotesa 1. Ako cy D u G obmactu ca C'T rpanmnama, npecimkasame f : D RENYE: je
kinace O? koje je K-xBasuxondopmuo u dynkuuje f;,i = 1,2,...,n, 3am0Bosbasajy Jlammac-
-TPaJINjeHTHY HEjeHAKOCT (CIIeIujaTHo, HeKa je f XapMOHMjCKO IIpecanKaBame) Ha cKymy D.
Jla yn npeciiukaBame f mopa outn Jlumnmwunoso na D7

YBeaumo oznake Y =1 —a, A=A, :=d(z)",B=B,:=|f'(2)| " u M =M, = AB.

Teopema 2.11 ([40]). Hexa cy ucuyrwene caegehe upeitociuasre:

(1) D u G cy obaacitiu ca C' zpanuyom, D je aokaano gobpa I'punosa obaacii, upeciu-

rxaearwe [ : D M G je proper u Gocwoju p > n waxseo ga |Vf| € LP,
(2) f e SCHD,).

3) Ipewiuoctasumo jow u ga je obaaciti G xaace C1<, ga je f sexiiop epegrocha dynryuja
J gaj gaj g YHEUU]
kaace C% u ga dynxuyuje f; sagosomasajy Jlatrac-2pagujeniuny nejegraxocii na D 3a
cearxo 1 =1,,2,...,n.

(4) f je K-xeazurxongopmmno na D.
Baoice caegehu saxpywyu:

(a) Axo je ucuyrwena upewuocimasra (1), onga je M, € L' sa cee l < ly = g
(6) Axo cy uctuyrwene upetaocmaske (1), (2), (3) u (4) onga je apecaurasare [ Jutuuy-
-Heuperugro na cxyay D.

Y pamy [36] M. Maresesuhia u M. Boypunena je JoKa3aHo Ja yCJIOB XapMOHUIHOCTU U
KBasuperyaapHocTu GpyHKiuje f mojaadn ycaos (2) mperxojHe TeopeMe. BaxkHo je Hanmome-
HYTH JIa je yeaoB (2) ekBuUBaJeHTaH ycjaoBy Jlummui-wenpekuganoctu GyHknuje f y oaHoCy
Ha KBa3U-XUMEPOOJIMIKY METPUKY.
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I'maBa 3

XapMmoHHujcke pyHKIje Ha
PuMmaHOBUM MHOTIOCTPYKOCTHUMAa

3.1 Heke ommire dopmysie n3 audepeHnnjaiHe
reoMeTpuje

Caenelie medunurmje ce mory nahu y xmusu [7]. Muorocrpykocr M, mumensuje n, je
Xay310p¢OB TOTOJIOIIKI IIPOCTOP, TAKaB Jla CBaKa Tadka Koja mpuraaa M, mpumaia OKOJTNHHA
Koja je xomeomopdna ca R". Jlakje, MHOTOCTPYKOCTH Cy JIOKAJTHO KOMIAKTHU U JIOKAJHO
ITOBE3aHU TOIOJIOIIKN ITPOCTOPH.

Jlokasnna kapra muOrocrpykocru M, je ypehenn map (€2, ), rae je € orBopeH mojcKyI
om M,, a ¢ je xomeomopduzam m3mehy ckyma () u orBopenor nojckymna y R”. Komekmnujy
(4, i)icr OKaJIHUX Kapara, 3a Kojy Baxku U €; = M, nasuBamo ariac. Koopaunarama
tauke P € () y ojHOCY Ha IpeCcIuKaBame ¢ HA3MBAMO KOOpJuHATe Koje Tadka ¢(P) uma y
R™.

Arnac kmace C* (ommocro, C™) ma M,, je aTimac Ha KOMe Cy CBe TIPOMeHe KOODIAMHATHIX
cucrema TpeciuKagama kiaace C* (omnocno, C™). To zanpaso snauu jaa, ako cy (Qa, ps) 1
(s, pp) 1Be JTOKaIHE KapTe, 3a Koje BaxKu (), Nz # 0, IMaMO Ja je IPecInKaBame ¢, O 9051
ckyma ©g(Qa N Q) HA cKyT 90 (2, N Q) xomeomopduzam kmace C* (omnocHo, C™).

Pumanosa muOrocTpykoct kiace C je map (M, g), rue cy audepeHImjabmIHa MHOTO-
crpykoct M, u Pumanosa merpuka g kiaace C'™°. PumanoBa meTpuka je JBOCTPYKO KOBapH-
jaHTHO TEH30PCKO TO0Jbe ¢, TAKBO Jla je y CBakoj Tadyku P muorocrpykoctu M, OujimHeapHa
dopMa gp MOBUTUBHO JTePUHUTHA:

(3.1.1) gp(X,Y) =gp(Y,X) u gp(X,X) >03a X #0.
Hexka je P € Q, NQg. O3naunmo ca & = (21, Ta, . . ., T,) KOOpAUHATE TaIKe O, (P) € R", a
ca T = (T1,Ta,...,T,) KoopauHare tadke @g(P) € R™.

Y HapeaHoM mesy TekcTa Ouhe MpuKaszaH KpaTak JIe0 YBOJA Y OIIIITEe IMOjMOBe U3 Jiude-
peHIjajHe reoMeTpHje, Koju ce Hajasu y Kbusu [5]. [Ipema peunma Andopca, Hamn nusb je
Jia JIPUKA2KEMO BPJIO HECO(UCTUIIMPAH TOTJIe]] HA IudepeHjajany TeOMeTpu]jy, ImocMaTpa-
jyhu mcTy Kao ckym mpaBumiia 3a mpomeHy koopaumunarta’. Ha moderky je mpeciimkaBarme Koje
IIpeCTaB/ha CMEHY KOOD/IMHATA jeHOCTABHO MPEJICTaB/HEHO Y BEKTOPCKOM ODJIMKY

Ii:i’i(l’l,l’z,...,ﬂin), ?::1,2,...,71.

21



3.1. HEKE OIIIITE ®OPMYJIE U3 JIN®EPEHIINJAJIHE TEOMETPUJE

Takobe je usnera npumeda Jia CMeHE KOOpAUHATa MOPajy OUTH MHBEPTUOMITHE, IIITO CE MOYKE
M3pa3UTH CBOjCTBOM Jia je JakoOujeBa MaTpHIa

(axi ) "
Ox; ij=1

peryiapua. ¥y IpUMepUMa HAaBEJICHUM y OBOj JUCEPTAIUjH CMEHE KOOpJMHATa he yBeK OuUTH
kytace C°.

Hudepeniujaburaa MHOTOCTPYKOCT TtocTaje PuManoBa m300poM TeH30pa METPHUKE Uhja
je MaTpuiia IMO3UTUBHO NeUHUTHA U TaJIa C€ MOXKE:

1. medunmucaru ay:KuHA JyKa U 3alpeMUHAa,

2. MAHWITYTMCATH WHIEKCHMA (MHIEKCH Ce MOTY MOJM3aTH UM CITYIITATH ),
3. neduHUCATH KOBAPHUjaHTHO JTU(DEPEHIINPAIHE,

4. neduHMICATH TAPAJIETHO TTOMEpAIbeE.

Osnaummo ca ¢ JeTepMHHAHTy MaTpuie g;;. Bemmumna /g ce moHamIa Kao IyCTHHA, y
e O(&1 s

emucay na je /g = (det H)\/ﬁ OBo citesin U3 MpaBuUIa 38 MHOXKEHE JIETEPMUHAHTH.
seeyln

Ha rtaj Hauun ce Moxe jedunncaTn 3anpeMuta (IIocMaTpaMo camMo IPOMEHe KOOPJIMHATA KOje

9yBajy OpUjeHTAIH]Y):

V:/\/ﬁdxl---dx”.

I'pagujent ckamaphae dpyukmnuje f je BeKTOpcKo mosbe V f, Koje ce Moxke neduHUCATH
moMONy CKaJlapHOT MPOW3BO/IA § HA MHOTOCTPYKOCTH,

gp(Vf(P),vp) = df(P)(ve),

3a CB€ BEKTOpe Up U3 TaHTeHTHOr mpoctopa 1p muorocrpykoctu M, y tauku x. OBue je
df cnomammu u3Box dyukiumje f, a To je 1-dpopma Koja y3uma apryMenT vp. Y JOKAJTHUM
KOOpJMHATAMA je

. Of
V i=V'f=g"—,
ij je g%g, = 0, je oF
rie cy ¢¥ KOMIIOHEHTe MHBep3a MeTpwukor tensopa. Cmemm na je ¢gYg;r = 0;, rme je o;

Kponekepos nenara cum0O0.1.
3a naty n-popMy w u BEKTOPCKO mosbe X, Moxke ce jnedbunucatu n — l-dpopma ixw op-

MYJIOM

’ixw(Xl, Ce 7Xn71) = W(X, X17 e 7Xn71)
u nusepreniuja div, X nmomohy mzpasza
d(ixw) = div, Xw.

Axko je w, dopma sampemune Ha (M,,g), Taga 6poj divX = div,X := div,, X npeacrasba
JuBepreHnujy o X. V JIOKAJTHUM KOOPJIUHATAMa BaxKu (popmyia

19 @-
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3.1. HEKE OIIIITE ®OPMYJIE U3 JIN®EPEHIINJAJIHE TEOMETPUJE

Kao mro cMo panuje HaBesun, ako je v = V f onja Baxku v° = gija%jf.

Jlamtac-Benrrpamujes omeparop ckaJsiapue ¢gpyuknuje f ce gpedunnire Ha cienehu Haunn
Af:=div(Vf),

u 3a7aT je caenehom dopmysom (y JIOKaIHO] KApTH):
1 0

1 0 0
= — = —_— ___
V9 0x; V9 0z (\/ﬁg (9xjf>'
—2

3a xoncdopmuy Merpuky ds = p|dr| y n-mumensuonom mpocropy je /g = p”, g7 =p2u

_ N 9 n—2i
Af =y (p axif)-

Af

(Vov')

IToce6Ho, 3a n =2 je Af = p~2 <%f + 86_;2 ) :
1 2

Heka (M, g) opujeHTHCaHA N-AUMEH3NOHAJIHA PUMaHOBa MHOTNOCTPYKOCT Ca TDAHUIIOM
OM. Ha rpaHuiy JIOKAJIHO HOCTOjU HO3UTHBHO OPHjEHTHCAHN KOODAMHATHH cHCTeM {ej}}_;
TakaB Jia je e; = [N croJballliba jeJuHuYHA HOpMaJia. Taja je 1moJbe KOOP/IMHATHUX CHUCTEMa
{ex }}_, mosuruBHO opujenTucano na OM. Heka {wy}}_, npeacraBba cucreM KOBEKTOPa JIy-

n 3 J—
aJIHUX Ha KoopAuHATHU cucTeM {e;}7_, . Popma sanpemune Ha M je taga dV, = wi A. .. Awy,
a ¢dopma zanpemune Ha OM je dS; = wr A ... Awy, Tj. dS, = in(dV}).

Teopema 3.1 (Teopema o museprennwju). Hexa je (M, g) xomGaxiina opujeniiucara Puma-
HO6aA MHOZOCTIPYKoct. Axo je X eexiiopcko Gome, Waga 8aiHCU

/M div(X)dV, — / (X, n)dS,,

oM
0 0
/M(UAU —vAu)dV, = /é)M(u%v — U%u)dsg,
2ge je
0
5.0 = do(n).

Hedbununmja 3.2. Axo je (M™, g) nexomaaxiing Pumarosa mnoZoclpyroctl, HEHEZATUCHE
I'punosa pynruyuja je 2aatixa GyHrUuja

G:M"x M"\ A(M) = R,
zge je A(M) = {(z,x) : x € M"}, ®oja ucayrasa caegehe ycaose:
(1) G(z,y) = Gy, x) =0,
(2) 3a ceaxo y € M™ sastcu

AG(z,y) =0 3a cee v € M"\ {y},
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3.2. JIAIIJIAC-BEJITPAMUJEBU OIIEPATOPH HA H" U B"

(3) 3a gawo y € M™ u x xoju cy 6Au3y y adxtcu

((; + 0(1)> d(z,y)>™ san>2,

n(n—2)wn

Goy) = {— (5= +o(1)) log d(z,y) 3an=2.

Ha xomiuternoj PumanoBoj muorocrpykoctu yBek noctoju I'puroBa dynkiuja. Takobe,
IIOCTOJU KapaKTepU3alifja MHOTOCTPYKOCTH HA KOjUMAa IOCTOju HeHeraTuBHa ['puHOBa (DyHK-

mija ([8]).
Axwun u Jlojreusep cy y pany [47| npoyuaBasu periere BajHcrajHoBe jennadnte
kE 0 l
(3.1.2) Au——0 gy =

Ha TopweM noJynpocropy H" = {x = (z1,...,x,) € R" : x, > 0}, ca napamerpuma (k,[) 3a
koje Baxku 4] < (k — 1)2, npu uemy je

i=1 1
eykJucKn Jamtacujal. [locMarpasm cy m MHBApHjaHTHOCT pelllerha MPETXOIHE jeTHAUNHE
npu MebujycoBum Tpancdopmaluja, Ka0 U IOBE3HY jeJHAUYMHY HA jeIMHUYHOj JionTu B" =

{z € R": |z| < 1}, rme | - | nupeacraBba eyKINJICKY HOPMY, HAUMe
2k <~ Ov k(n —k—2) 41
A i— = 0.
“*1—|:cr2ija:cﬁ( )

Jlokazanu cy ocobmHE CpeJiibeé BPEIHOCTH 3a pellerha IMPeTXOAHe jeIHadYnHe Ha jeTUHUIHO]
JIOIITH, &JI1 HUCY TTOCMAaTPAJIU TOPIbY IOJIyPaBaH.

3.2 Jlanagac-BearpammjeBu onepaTtopu Ha H" u B”

[Iperxonne jeqnadyune ce ojiHOCE Ha colicTBeHe Bpeanoctu Jlammac-bBenrpamujesux omnepa-

n 2
n . Yo da . . n
Topa Ha ropwmem nostynpocropy (H™, g,), rae je gp, = iSh—" ¥ Ha je/IMHUYHO] JIOHTH (B™, g5),
n o dx?
3a g, = 4(21::'—;‘2?2 OBe Be MHOTOCTYKOCTH Cy NpUMEp KOH(MOPMHUX MHOIOCTPYKOCTH, IITO
3HAYM JIa Cy BbUXOBE MeTpPUKe 3aj1aTe (hOPMYJIOM
n 2
> i da;
hz

rae je h > 0 qudepennujadbuana dpyuknuja. Popmyra 3a Jlammac-Bearpamujes oneparop 3a
OBaKBe MHOIOCTPYKOCTH MOXKe ce Bujeru y AsdopcoBoj kwusu [5], u riacu

Af = h*Af = (n = 2)h(Vh, V),

rae je (r,y) = > ., T;y; €YKIUJICKA CKAJADHU [POU3BOMA, a V IPEACTaBba (CyKJMICKH)
orepaTop rpaJujenT, KOju JIejcTBYje Ha oArosapajyhy peanny dpyukiujy. Heka je  : B" — H"”
necdurncano momohy dopmyine ¢(z) =y, 3a

" Yn =

Yi = m7

- |z — e,|?

i=1,....n—1,¢,=(0,...,0,1) € R". V kmu3u [5| mokazano je na je ¢ nudeopmoduzam
msmeDy (H", g) n (B", gy).
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3.2. JIAIIJIAC-BEJITPAMUJEBU OIIEPATOPH HA H" U B"

Teopema 3.3 ([59]). Jlausrac-Beatipamujesu otepatiopu wa H" v B™ xoju ogzosapajy uped-
TOGHUM METUPUKAME MOZY CE UIPAUTLY HOPMYAAMG

ou

Apu =22 — (n— 2)xna—%

A = (1= |z|?)? (Av + 2(—|_|22) Xn: i%) .

lITTasuwe, axo je u pewerve jeghavure Apu = 0, waga v = P*u 3agosomasa ycroe Ayv = 0,
2ge je ®*u(x) = u(P(x)).

Jlokas. Bungern, uup. [5]. O

Hamomenumo na je BajucrajHoBa jeanavdumHa

Z:’Lzl dx?

M) Jlamtac-BenrpamujeB oneparop 3a oBy
n

y ojrorapajyhoj Be3um ca MeTPpUKOM gﬁ =
METPUKY je 3aJaT Ha cjeaehn Hadus.
Teopema 3.4 ([59]). Jlataac-Beaipamujes oupaiiop na H" xoju og2osapa meipuyu gy uma

064Uk

Ah B = ka/(n Q)Au . km(2k—n+2)/(n_2)%
! Ox,’

2ge je L Jlaunrac-Beatipamugjes otupattiop Ha B xoju ogzosapa metwipuu

4|ZE—6 |4(2+k n)/(n—

2 n
gb q)*gh (1 — |z[2)2H/(-2) de

Mootce ce uspasuttiu Gopmysom

(1 — Ja]?)?¥/n 2 2% O~ O(pv)  k(n—k—2)
T Afz—e, |t EHE-)/(n-2) A<90"’)+1_|x|2;% or; T 12 CONE

2ge je p(x) = |x — e,|F "2, Ocum @Woza, axo je u pewene jegnauune Ay pu =0, Waga casrcu
Ab,kq)*u =0.
Jlokxas. Bunern nperxonHy auckycujy, Kao u [47]. O

Pemema Bajucrajuose jennauune cy pobujena y mporiecy pemniaBarba ciaeieher mpobsiema
COTICTBEHUX BPEIHOCTH

ou
ox,,

= —lu

:C7(’L2n*4)/(2k)Ah7ku = xiAu — kxn

na koudopmuoj muorocrpykocru (H", gF).
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3.8. OIITA JE3I'PA P, 3 IIYACOHOBOI' TUIIA

3.3 Ommra jesrpa P, 3 IlyaconoBor Tumna

Y [47] ayTop je yBeo crnenmjasne PumanoBe MeTpUKe Ha jeMHUYHO] JIONTH ¥ TOPHEM TI0-
sgympoctopy y R™, kao u ogrosapajyhe Jlamrac-Benrpamujese oneparope. [Ipahemem metosia
OIMCAHUX Yy OBOM PaJIy MOXKE Ce UCIIMTATH IOHAIabe peleha oaropapajyhux lupuxieoBux
npobsiema Ha rpanuiiu. Haume, ITyacoHoBO je3rpo 3a 0By BpCTy oliepaTopa MOXKe ¢e HallluCaTh
y 00JIUKY (1— |22

P p(x, = )
zaa,feR, f>0.
Tenep je y [17] yBeo dbamuiujy nudepennujasnux oneparopa
Aa,ﬁ = (]_ — |Z|2)Z(5” — ZiEjDiEj + aR + /BE — OZ/B),
2%
rie je R=>_zD,.
Ba Jupuxseos npobsem Bugern dhopmyty (3.5) y [50]:

(3.3.1) u(z) = /n u(C)Pap(z, Q) dA(C) + . Aqpu(w)(1—Zw)*(1 —2@)° (1 — |w]?) ™ PdA(w).

IIperxomua dbopmyna Baxu ako je, uup. u € C2(B") N C(B") Taxso 1a je MCIyHeHo

dV(w)
1 — |w|

(3.3.2) |Aq pu(w)| < 400
B
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I'maBa 4

OneHa rpaaujeHTa 3a PYHKIIje
aobujeHe yoIIniTeHuM
penpe3eHTanujama IlyacoHoBor Ttumna

4.1 I'paamvyHO moHamIamke [,-XapMOHUjCKNX (pyHKIIja
Yy TIOJIyIIPOCTOPY

Ba z € R" kopuctumo o3Haky z = (x,y), npu demy je x = (1,...,2,_1). [lopen Tora,
ckyn R"™! mwnentuduxyjemo ca {z € R" : y = 0}, ropmy moaypasan oznadasamo ca H" =
{(z,y) € R" :y >0} u V je n-numensuonanna Jleberosa mepa ua R™.

Y pagy [69] ayTop je mocMaTpao n—IuMeH3MOHY eJIMITUYIKY TapIujagny udepeHIujaTHy
jeTHaAINHY

0*u 0*u a ou
.1 —y = 4T 77 =
411) D=y (Gt + g o) =°

rjie je (v MpoU3BOJ/bAH peasiaH mapamerap. Periema jennaunne (4.1.1) y smreparypu ce 1mo-
HeKaJ| HAa3WBajy NeHepasM30BaHU OCHO-CUMeTpraHHU morernujanu (ckpahenuna GASP wa en-
[JIECKOM ), 3a JleTajbe BHjeTn Bajcrajuo pan [66]. OBa Teopuja ce mokasaja Kao KOPHCHO
CPEeJICTBO 3a M3ydaBarbe podjieMa y MeXaHuly (hJIynia u yornmreHux TpukoMujeBux jeiHa-
yuna [66, 67]. ¥ Tom KonTekcry, oneparop y**1 D, ce Tpamunmonaano obenexkasa ca Ly, ca
nmapaMeTpoM k = —q, OJTHOCHO

0%u 0*u ou
Loy = — 4.+ — k—. kcR
K y(ax%—i— +8x2 1> * oy’

n—

Kao mro je mpukazano y cekmuju 7.2. jennaumna D,u = 0 je Jlamrmac-Benrpamujesa
jennaunaa y PuManoBoM mpocTopy JedUHUCAHOM METPUKOM

n—1
ds? = y?/(=2) (Z dz? + dy2> , n>2.

i=1
Takobhe, Mmozxke ce mpoBepuTH J1a BaxKu (HopMyia

Dou = div(y~*Vu),
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4.1. TPAHUYHO IIOHAIIIAFKBE T,-XAPMOHUJCKUX ®YVHKIIUJA V
IHOJIYIIPOCTOPY

rae cy div u V nuBepreHnuja v rpaJujeHT y OJIHOCY Ha €YKIUJICKY METPHUKY.
[TomTo je monamame pemnema jeqnauante D,u = 0 eceHIIjaJHO Ipyraduje y cIydajeBuMa
a>1wun a < —1, orpannunhemMo ce Ha pemasame Jlupuxiaeosor npobema

(4.1.2)

Dou=0, y H",
u=f, Ha R™1

WCKJBYYUBO Yy y caydajy « > —1. Y HameM m3jaramwy akIleHAT je CTaB/beH Ha pellaBaibe
Hupuxyeosor npobiema (4.1.2) 3a orpanuueny dbyukuujy f € C(R"!). Hanomenumo na je
Burcren y pany (|69]) mocmarpao caenehy curyarmjy:

Hedbunnnuja 4.1. Hexa je
(4.1.3) u,(r) = u(z,y),r € R"
3a upoussonro y > 0.

Axo f mpunaza npoctopy muctpubynumja . (R"1) rie je .#(R"!) ckyn IlIBaprosux
rect dpyHKimja, Burcren je pemmo npobsem (4.1.2) y emucity ja je

lim v, = fy SR.

y—0
Y HacTaBKy HABOJMMO je/laH MO3HAT Pe3yJITarT.

Teopema 4.2 (Teopema 2.1(A. Xy6ep)[69]). Hexa je u pewerve jegravune Doyu = 0 geduru-
cano y obaaciu G, wuja Zpanuya cagporcu otweopen togekya S C OH". Axo ¢yrxuuja u uma
ZpanuMHe 8PegHOCTTIU KOJE CY Jjeghake Hyau Ha ckyuy S, onga

(a) y cayuajy o < —1 saorcu u =0 na G,

(6) y cayuajy o > —1 dynxyuja u ce mooice upegciiasuiiv y obaury u = y*v(x,y), 2ge je
dynryuja v anarutivurae na G U S u 3agosowasa ycaos D_ v = 0. (Taxohe, ceara
bynryuja 0602 WULG UCTYHABA UPETUUOCTLABKY WeOPEME. )

Ha ocuoBy mperxo/iHe TeopeMe ce MOXKe 3aK/byIUTH Ha He rmoctoju I'pmHOBa (yHKIH]ja
ma H" y cayuajy a < —1, 1ok je y ciydajy o > —1 I'punoBa dyukiuja mosuara. y ciaydajy
n = 2 Bugeru pan Bajucrajua [66], a 3a n > 3 Bugeru paj Epukcon u Opireama [59).

Hedbuaunuja 4.3. Pewena jegnavune Doyu =0, a > —1 y H", nasusamo T, -rapmorujcrum
Pynryujama Yy TOAYTPOCOPY.

Osmamnmo v, (2) = (1 —2]*)"*. ¥ pauy [4], Onmabcon u Burcren cy pasmarpam pemiera
napiyjasse audepennujaanae jegnadnte Tou(z) = 07,0u(z) = 0y jequananom mucky z € U
3a a > —1 u pemwim cy upuxieos npodsem

Tou=0, ma U,
(4.1.4) { w=f, wa T, }

y clly4ajy Kajia cy FpaHUYHEe BPEIHOCTH 3ajare y cMucity auctpudynuja. aTepecanTHo je
TO Jla ce yciIydajy n = 2 omeparop D, MOxXKe ImOCMaTpaTu Kao CUMETPUYHU €0 OlepaTopa
T,, 10 HA CKaJupamme ojipeheHoM (pyHKITIjOM.
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4.1. TPAHUYHO IIOHAIIIAFKBE T,-XAPMOHUJCKUX ®YVHKIIUJA V
IHOJIYIIPOCTOPY

Kandanax, Marespesuh u Mxaman cy permmau npobsem (4.1.2) y cayuajy kana je f
HenpekuaHa QyHKIMja, y pagy [3], rae cy pasmarpane u Bepsuje IIIBapiiose Jjieme 3a oBe
dyHKIHIjE.

Cunrynapuo nonamake ornepatopa D, y 6ju3unu rpanuiie oHeMoryhaBa MpUMeHy CTPOTO
eJIUIITUYKIX TAPIUjaTHux JudepeHnjaJnux orneparopa y pemasamwy JlupuxiaeoBor mpobiie-
Mma (4.1.2). Ilopen Tora, 3Ha ce jocTa O MOCTOjarby W jeIMHCTBEHOCTH peliemha JupuxiieoBor
npobsiema (4.1.2) kaja je rpanudHa (yHKIMja peryjapHa. 3alpaso, ImojaM ojrosapajyher
[TyaconoBor nHTErpasa ce nojasibyje y pamy [66].

Y nmacraBky hemo rpanwuiy nosynpocropa H" naentndukoBaTu ca peagHuM €yKJINICKAM
npocropoM R™"™ u osnauntu ca |z| = /23 + ...+ 22_; eykauacky Hopmy Tauke ¥ € R™1

Hedbununmja 4.4. Hexa je o > —1. Jlepunuwumo jeszpo K, na caegehu navumn:

D(@+n)/2) gy

Ka 5 — 3
@)= Fla s 2 (of + e

z € H",

zge je gopmyaom I'(s) = fooo t*~le7tdt, s > 0 gepurucana Fama dyrryuja.
Hamomenumo nma ce kimacuyano [Iyaconoso jesrpo ua mosynpoctopy H”,

I'((n+1)/2) y n
P(z,y) = Ko(z,y) = — o (|22 + g2 ° € HY,

MO2Ke JJ0OMTH Kao CIeInjaHu ciiydaj jesrpa K, y caydajy a = 0. Takobe, y cay4dajy o = n—2
nobujamo [IyaconoBo je3rpo 3a Mozes XUepooInIKOr N IMMEH3UOHOT IIPOCTOPA Y MOy paBHU

Hn

I'(n) y \" .
PH”(‘Tay) = Kn—l(x7y) = F(n/2)7r”/2 ' <|l'|2 +y2> ) S H™.

Ha ciauyan wauun, damuiauja jesrapa K, je Ha TpUPOJAH HAYUWH IIOBE3aHa ca (paMUIIjoM
nudepennmjaaux omeparopa D, 3a a > —1. CxomxHo ToMe HaBemumo ciienehe pesynrare:

JIema 4.1 (Jlema 2.3 [69]). Hexa je a« > —1 u nexa je K, gedpurucaro dopmyaom (4.4). Taga
6astcu

K, (z,y)dV(z) =1,

Rn—1

3a ceaxo y > 0.

Teopema 4.5 (Teopema 2.4 [69]). Hexa je a > —1. Taga je K, pewere jegnavurne Dou =0
y H" 1. Osnanumo ca Ko, dynvyuiy K, (r) = Ko(z,y), sa ceaxo y > 0. Taga eaorcu
lim K, = 0y y apoctuopy ' (R"1).

y—0

Hedbunnnmja 4.6. Hexa je pynwyuja f netupexugna u ozpanusena na R, Taga dopmyaom

(4.1.5) Kolflz) = [ Kale - t,y)f(@)dV (D)

Rn—1

gepuruwemo a-Ilyaconos unitmezpan pynryuje f, 3a cearxo o > —1.
JlokazknMo cajia HapeaHy KPaTKy TEOPeMY.
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4.1. TPAHUYHO [IOHAIIABE T,-XAPMOHUJCKUX ®YHKI[UJA Y
IIOJIVIIPOCTOPY

Teopema 4.7. IIpewtoctasumo ga je pynkyuja f HeUpeKugna u 0Zpanuyena Ha R""!. Kaga
je z = (z,y) € H* gedpunuwemo gynxuyujy F na caegehiv navun

| Kulfl(z), mazeH",
Fz) = { f(x), na x € R*1.

Taga je F weupexugna na H", T,-zapmornujexa na H* u sasrcu |F(z) < || fllee 3a coaxo
z € H".

Horaz. Tomrro je || Kqyllpi®n-1av ) = 1, mupexTro mobujamo ma je |F(z) < || f]lo. Heka je
a € Rt ud>0. Tamga je

P = @l =| [ Kl )70 - fpavin)| <
<[ Ka-twlf® - f@VO+ 2l [ Kalo-ty)avie),
|t—al<6 |t—a|>6
Ocrarak jiokasa je anasoras joka3y Teopeme 5.3.3 [60]. ]

Y HACTaBKy Cy IPEJCTABIbEHN PE3YJITATH U3 3ajeJHUIKOr paja ca M. Maremesuhem [37],
ca HeKMM Jofanuma. ¥ pauy [37] cy pasmarpane UK/bYIUBO XapMOHU]CKe (DYHKIH]E Y OTHOCY
Ha XUIEPOOJIUYIKY METPUKY Y MOJIYIIPOCTOPY, Tj. caydaj o = n — 2. Jlokazahemo na ce y ciry-
qajy C! rmarkocru dbynknuje f cBu mapuujanan ussoau a-IlyaconoBor nnrerpana gpyHkmje
f mory menpekugao npomyxutu Ha rpanuity H", 3a ceaxo a > 0. Kao cuernujanan ciy4aj
J106mjamo j1a TBpheme Baxkn 3a XUIepooIndKe XapMOHIjCKe (DYHKITN]e Ha TOIyITPoCcTopy. AKO
je a > 0, npBo hemo JiokazaTu Jia je, y ciIydajy Ja je pyHKIHIja U -XapMOHHjCKA Y TOPHEM
IIOJTyITPOCTOPY, UCITYHEHO

@(xo,y) -0 xama y— 0",

Ay
KaJ1a je rpannydna dpyaKIuja f dyHknuje u qudepeHnnjabuiHa y Ta9Ku Xg. Y OIIITEM CJIyda-
jy, oBO HHje TauHO 3a (eyKJIMICKM) XapMOHUjcKe dyHKIHUje, Tj. 3a caydaj a = 0. Y pazy [14]
Mozke ce BuieTu npumep dynkiuje g € C1(R) takse na 3a GyHkuujy v Koja je (eyKiuacko)
XapMOHHUjCKO IIPOILysKembe byHKImje g Ha noaypasan H? paxku

ou
limsup —(0,y) = +o0.
y—0t ay( )

Jlomen 3a KoHTpampuMep y caydajy a = 0 je ropma nomxypasan H? u rparngna GynKnmja
Koja je nedunucana popMyJIoM

0, 3a x =0 wm |z| > 1;
9(@) = | 32 l2] < 3
B(x), 3a 3 < |z] <1,

rie je dyskmmja f(x) Taksa ga je g rimarko va R\ {0} u ma Baxu g(x) > 0 3a cee z € R.

[Tomrro je
o ale) — g(0) )
z—0 T x—0 — log |g(;|

umamo Jia je dyuknuja g nudepennujadbuara y tadku 0 u ga Baxu ¢g(0) = 0.
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4.1. TPAHUYHO I[IOHAIIIABE T,-XAPMOHUJCKUX OVHKI[HUJA YV
IHOJIYIIPOCTOPY

Heka je u(x,y) xapmonujcka dyHKImja geduHrCcaHA HA TOPHOj TOJIypaBHU, UHja je ¢
rpaauydna yakimja. Omxasiae u nma penpesenrtanujy nomohy Ilyaconosor nnrerpasa

t
y / 9t 4
T ) |z—t]P?+y?
—00
Kako je dpynknuja g nenpekuna u orpanniena Ha R, nmamo na je dynkuunja u nedunncana

Ha H? ca u(z,y) = u(z,y),y > 0 u u(z,0) = g(x) nekpekuana na H?, kao y Teopemu 4.7.
ITomro je

0,y) — u(0,0 I t

y—0t Y y—0ot+t T 1/2 _log‘t’(t2 +y2)

nobujamo sa je lim sup (0 y) = +oo. OmaBmae ce MOXKe 3aKJbYIUTH Ja (DYHKIUjA U HUje
y—0t

nudepennujadmina y Taaku 0.

Caza hemo dopmynucaru jemy, duju je qoka3 aHajoras jgokasy Jleme 6.1. y [51].

Jlema 4.2. Heka je f € CHR"™), u nexa je u rweno a-vapmonujcko upogyscerve gailio
popmyaom (4.7), 3a ceaxo o > —1. Taga je

ou of
T,Y) = K (x—t,y)=(t)dV (¢
G () = [ Kale =t g (v (D
saceel <i<n—1,2gejet = (ty,...,th_1) € R™ 1. Jlakae, % je Heupexugar u Ha 2PaAHULU
gatwom jegravurom y =0 3a 1 < i < n — 1. Hlwasuwe,
ou af
lim —
il (z,y) = 8%( ).

Hasbe dopmyuiiemMo ciaeaehn ycaos:

(i) f mpunana kmacu C'(R"™!) u uma koMmakTan HOCAM.

Y mactaBky uzJarama Ouhe Ham moTpebHa HapeHa TEXHUYIKA JieMa.

Jema 4.3. (/55]) Axo je dymruuja f netpexugna u pagujaana (@j. f(z) = f(|z|)) na 3a-
WeopeHo] oUWy uoayupewrura Ry ]R”fl, UEHWPUPAHO] Y KOOPGUHATUHOM TOYEURY, ULaga

je
/ flx)dV (z /f )r"2dr.

[Ipe mero mrro hopmyuieMo riiaBHO TBphEme y OBOj CEKITHjU, HABOIUMO JOIII jeTHY JIEMY.

]
L{y) = Mgy,
) / e+ eV
ys%n, 3a 8 > n.

Jlema 4.4. Axo je

aiaga, je Is(y) =

/loxas. YBohemwem cmene r = ty mobujaMo

1 rn-t
I(y) = d
(y) ysn/(1_|_7a2)s/2 r

0

o0
[Tomrro mocie b UHTErpasl KOHBEPIUPA aKKO KOHBEPTUPA WHTETPAT f Tsii—:;-&-l; nMaMo J1a je y
1

ciydajy s —n > 0, OJJHOCHO S > N UCIYHEHO TBphembe. [
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4.1. TPAHUYHO IIOHAIIIAFKBE T,-XAPMOHUJCKUX ®YVHKIIUJA V
IHOJIYIIPOCTOPY

Ha ocHoBy cnienmjansor caydaja s = « + n Jleme 4.4, nobujamo ma nocroju Mi(n) > 0

TaKBO J1a je | |
« xXr
’ /]R"—l (2> + yQ)(a+n>/2dV(x) < Mi(n)

3a cBako y > 0.

Ipumetumo ga ycros s = n + o > n Huje ucuyrwen 3a —1 < a < 0, gok jectie uctuyren
3a ceakxo o > 0.

Cama moxkemo dbopmyiincaTu ciaefiehy TeopeMy, BaKHY 3a J0Ka3 IVIABHOT TBpDerma y 0BOj
ceknuju. Paju jeHocTaBHujer 3ammca je3rpa K,, yBeIUMO O3HAKY

o T(a+n)?)
T T((a+ 1)/2)7 2

Teopema 4.8. Hexa je o > 0 upoussonro u upewruoctwasumo ga dynxuyuja f 3agosomasa
ycaos (i) u gupepenyujabuana je y wawku 0. Axo je dpynrkuyuja u geunucana Hopmyaiom
.1.5), w '
(4.1.5), waga je i 8u(0 -
im —(0,y) = 0.
y—0 Jy J

/loxas. HakoH jeTHOCTaBHOT M3padyHaBama JI00Mjamo

9 Koa.y) v (+1<+>y2)
— K, (x,y) = w, « —(a+n)——— |.
oy Y (]2 + y2)etnr2 2P + o2

OnaBie JUPEKTHO CJeIU J1a BaxkKu cjeneha mpoieHa,

a

0
(4.1.6) '—Ka(x,y)‘ = J Ha ckymy 2z € H".

oy = (ol + g2y r

Hexka je M;(n) xao y Jlemu 4.4. Ha ocroBy mpermocraBke, 3a cBako € = €(0) > 0 mocroju
5 = d(0) > 0 3a koje BaxKHU

flz) = f(0)=a1z1 + ...+ ap_17p-1 + €(x)|2],

rJie je

€ 1
|€<I>| < m . m 3a ‘l’| < 5
Cimgnro Kao y jmokasy Teopeme 5.12, umamo 1a je
Sou0.) = s [ SLKu () ()~ FO)V (@) =
8:(/ ) n,o - 8y a\d,

0
— wma/ — Ko (x,y) (a1 + ... 4+ ap_12,1 + €(x)|z])dV (2)+
B(%) dy

0
Fnn [ g Kl ()~ SOV (@)

Kako je xka%Ph(:v,y) HerapHa (DyHKIMja pOMeHJbuBe ) u Jjonra B()) je cumerpudna y
onHoOCy Ha xuneppaBaH Ty = 0, 3a cBako 1 < k < n — 1 Baxnu

%U(O,y):wn,a ( gKa(%?/)E(‘T”ﬂdV(x)*'/

0
5(0) 0y . a—yKa@:,y)(f(x)—fm))dwx)) |

Axko nedunUTIIEMO
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4.1. TPAHUYHO IIOHAIIIAFKBE T,-XAPMOHUJCKUX ®YVHKIIUJA V
IHOJIYIIPOCTOPY

hm@>:1éw)§%Kawﬂn (o) ||V (x),
Ll = [ 5Kt 150010V ),

IMAaMO 113 je ‘ u(0, y)’ = L1 n(y)+ 20 (y). Cana, kopumhemem nejegaakoctn (4.1.6) gobujano

(4.1.7) I o (y) < ey® /R”—l ( 12 dV(z) < a

|2[2 + y2)letn)/2 Wno

Taxobe, nmamo 1a je
b ! v (z)

aawfyg/ |
s (J2]2 + y2)(etn)/2

dV(x)
Jsnly) := .
s, (¥) /x|>6 (|x|2+y2)(a+n)/2

Hakon cmene nmpomensbuse x = yt, nodujamo

YBeauMo o3HaKY

—+o00

1 dV(t e n2
Ton(y) = 3 >/2/ ( )+ <U+ 7 / ; 4"
ylatn |t\>5 (1—{—|t| )a n) ya n P (1—|—7’ )a n
Y

y/é

[p_ J_ / e

Axko je 14 p* > 1, umamo na Baxu Js,(y)

(07

Yy €
IQ,n(?J) < MQ(f? n)m < 20 )

bl 1/
ako je 0 <y < <2]f/‘;2(1}n) : ﬁ) =: 6o = 00(€(0),(0)). Konauno, Baxku

0
(4.1.8) ‘a—yu(O,y)‘ <€ 3a0<y<dp.

]

Jlema 4.5. Hexa cy f u u dpynxuuje gepunucane xao y Teopemu 4.8, nexa je f gugepenyu-
jabuana y oxosuny wavwke 0 u Heka cy céu UAPUUJAAHU U380gU PyHnryuje [ HeuperugHy y
wavkyu 0. Taga 3a ceaxo € > 0 woctwoju n, 0y > 0, Wwakreo ga je
0
‘8—u(x,y) <€, 3a ceakro |x| <n,0 <y < dy.
Y

3atupaso, lim aiu(z) = 0.
z—0, %Y
zeH"™

/loxas. 1lpBo, 3a cBako € > (0 mocToju d,n > 0, TakBO 1a je
0 0
fla+h) = fz) = g fle)h+ ... +
T

le(z, h)| < € ako je |z| <n, |h| <.

f(@)hp_q +e(z,h)|h] m

amn—l
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4.1. TPAHUYHO [IOHAIIABE T,-XAPMOHUJCKUX ®YHKI[UJA Y
HoJ1yiipPoCToOPY

OBo ce MOXKe JIAKO MPOBEPUTH KOPHIITEHkeM TeopeMe O cpeirboj Bpegnoctu (62, Tlocaenunra
10.2.9]. Haume, kopuctumo sa nocroje 7 > 0 u § > 0 (koje He 3aBuCH O] S, 1), TAKBY Jia BAXKK

3}
b+ hies) — f(1) — 0Vhi| < ———1|hy| 3a |t] < 1, |hi| < 6,1 < 1
-+ hies) = 50 = 52 FOl < 5l sa e <] <81 < <
ITpumernmo fa HAM y OBOM ciydajy Tpeba Ja BaxKu a%i (s) — % 0)| < STy 38 CBAKO
|s| < n+ 9. OBue je e1,e9,...,6, 1 CTangapIHa OpTOHOPMUpaHa Gaza mpocropa R™~!. Cana

HaM je OCTaJIO CaMo JIa UCKOPUCTUMO UUH-€HUIIE Ja je
fla+h)=f(x) =(f(z+h)=f(a+h—hie))+
+ (f(l"i‘h—hlel)-f($+h—h1€1—h2€2))+ oot
+ (f(x+hp_1e,_1—f(2))

Fa+h) = f@) = f@hi = =52 f ()b
]

<

T {‘f o+h)— f(z+h—hier) — ;lf(o)h1 +'a%f(o)—%f(x) | +
+ 'f(x+h—hlel)—f(x+h—hlel—h262) - 8%]0(0)}@ +
+ a@f() 82 F@)|ha] + ...+
b hnren )= (05— O +
|G 10)= o 1)l | <
< EW“% = ‘1;);”‘1') < e salz| < bl <6

Cana kopuctumo Ja y jennaumuu (4.1.8) 0y 3aBucu o7 J, Koje je m3abpano u3 JeduHUIL]e
nudepennujabuanoctn dyukimje [y rauku 0. akse, Hanum cmo n-okonuay Tadke () y K0joj
d(z), Ha ocHoBy medunuimje nudepennujadmwHOCTH GyHKIUje f y TadKu T, 3alpaBo, HE
3aBUCH OJI X, IIa MOXKEMO KOPUCTUTH JoKa3 Teopeme 4.8 ma OGucMo J00MIM pe3y/irar. O

Ha ocuoBy Jleme 4.5 nosaszumo 10 Hape HOT TBphEmba.

Teopema 4.9. Hexa je f € CLHR" ™) uu = K,[f], 3a Gpouseosno o > 0. Taga jeu € C*(H).
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I'maBa 5

Xeangep u Jlunmuni-HenpeknudHOCT
peniema xunepooaunyuke IlyaconoBe
jeaHauYnHe

5.1 Xwunepbosamuka reomerpuja y R”

Heka je z = (r1,...,2,) € R", npu yemy ce KOJ| MATPUIHUX ONEPAIMja T TPETUPA KAO
BEKTOD KOJIOHA. 3a IPYIy OPTOrOHAJHUX MaTPUIA pefa n KopuctuMo o3Haky O(n).

I'pyna cauvroctiu ce cacToju o1 CBUX MpeC/INKaBamba 00JIUKA
x +— mx + b,

rie je b € R™ u m je koudopmua marpuna, 1j. m = Ak 3a A > 0wu k € O(n).
WNuBepsuja y ogHOCY Ha jeauHUYHY cdepy ce geduHuine Ha cjegehu HaduH:

v 1t = J(2) = —  (J(0) = 0o, J(o0) = 0).

|z[?
Ouurnenno je J? = I, WIEHTUYKO IPECIUKABAILE.

Hedbununmja 5.1 ([5]). Hyna mebujycosa zpyua ]/\J\(R") Jje Zpyua ZEHePUCcaHa CKYUOM CEUL
CAUMHOCTIU, KOJuma je Tpugpyoicena jow, unsepduja. Mebujycosa zpytaa M (R™) je wogzpyta
YUJu ce enementtiu cactiioje og uapHnoz bpoja daxmopa J u cauuHoCiu Koje 4Yeajy opujeHina-
Yugy.

W3zBoa nudepenimjabuiHOT MpecanKaBama f U3 jeHOr OTBOpeHOor cKyma u3 R” y apyru
je JakobujeBa mMarpuiia

f'(@) mm Df(x),

YUju Cy eJIeMEeHTH

ofi
fe)s = 2 = Dif(e).

W3Boa comunoctu yr = max + b je KoHcTanTHa KOoH(pOpMHa MaTpuiia m. Kommonente
marpune J'(x) 3a x # 0 cy

(5.1.1) J(2); = — (@j - M) .



5.1. XUIIEPBOJINYKA 'EOMETPUJA YV R"

Axo o3raunMo ca Q(x) MATPUILY YUjU Cy eJIeMEHTH

Xyl j
Q(-r)lj = |m|2 )
tazga ce (5.1.1) moxke Hanmcaru y oOJIUKY
1
(5.1.2) J(r) = — (I —2Q(x)).

]2

Uz jemmaxoctu Q* = Q caequ (I — 2Q)* = I, ma je [ —2Q € O(n). Hakue, J'(z) je
KoH(OPMHA MaTpuUIa 3a cBako r 7 0.

aspe, HA OCHOBY TIpaBUJIa O U3BOJY Komoswuinje byHKIMja, ciaean aa je v (x) koudopm-
Ha MaTPHIA 32 CBaKO 7y € M (R™). dpyrum peunma, cBe MebujycoBe Tpancdopmarmje cy
koudopwmHe (y3 oarosapajyhy unTeprperanujy y 6€CKOHAYHOCTH ).

v ()
) <O

Jorn jenna mpuMena mpaBumiia O U3BOY KoMIosuimje pyHKIMja je HapeaHa popMyia:

Ba cBako vy € M\(R”) ozHauuMO ca |/ (x)| mosuruBan 6poj 3a Koju je

(5.1.3) [y =yl = [ (@) 2] ()]x - yl.

ITocmaTpajmo cajia alcolyTHY JIBOpPa3Mepy

a—c b—c
b,c,d| = :
la.b,¢.dl = 12— ’b—d’
KOja je OYMIJIETHO MHBAPUjaHTHA y CMUCITY JIa BayKh
(5.1.4) |ya, vb, ve,vd| = |a, b, c,d|.

MokeMO KOPUCTUTHU Ty MHBAPHUjAHTHOCT Ja JIOKAXKEMO J1a Ce KPYTOBU CJIUKA]y Y KPYTOBE.
Bamcra, moctoju kaacngano Tepheme y R? n R3, mpomy»xuso ma R™, 1a a, b, ¢, d 1exke na KpyTy
y IUKJIUIHOM PeJly aKO U CaMO aKO BaXKu

o = bllc = d] + [b—c|ld — a| = |a — cl|b—d],
IITO C€ MOYKE HAITMCATHA Y WHBAPUJAHTHOM OOJIUKY
la,d,b,c| + |c,d,b,al = 1.
Jom jemana npumena maBapujanTHocTH (5.1.4) je 3a MOKa3MBarmbe HapEJIHE BaxKHE JIEMe.

JIema 5.1 ([5]). Axo v Pukcupa beckonauno ganexy TWauKy, onga je y cAUYHOCT.

ITocnemuma 1 ([5]). Axo cy a u b gse pasauwuiie Konave Wavke, Waga je OTUWTY 0OAUK
v € M(R") 3a xoje sasrcu y(a) = 0, y(b) = 0o obauka

(5.1.5) (@) =ml(z = b)" = (a =),

2ge je m KOHCWAHTHG KOHPOPMHA MATLPULQ.

3atpaso, jacro je ga (x —b)* — (a —b)* caura a y 0 u b y oo.
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5.1. XUIIEPBOJINYKA 'EOMETPUJA YV R"

Osnauumo ca M| (B") u M (B") moarpyue koje ayBajy jenuanuny joury B" = {z : |z < 1|}.
Kaxko cy Me6ujycose Tpancdopmanmje 6ujektusne, jejuaunana chepa S* 1 ={z :|z| =1} n
criosparrmocT o B” cy takohe mHBapujanTHH.

JIema 5.2 ([5]). Axo je v € M\(B”) u v(0) = 0, @waga je v powavyuja (wy. v(zr) = kx,
ke O(n)).

Jloxas. Ako je y(0o) = oo 3namo Ha ocHoBy Jleme 5.1 na je v = mx u kako je |mz| = 1 3a
|z| =1, cnequ na je m = k € O(n).

I[IpernoctaBumo cajia Ja je v~ 1 (0o0) = b # co. Tama na ocuosy (5.1.5) Bazku
|(z — b)* + b*| = const.

3a x = 1. [lame je

]
|(z = 0)" + b7 = :
|z — o] |o]

na je |x — b| = const. 3a || = 1, mrro je wemoryhe 6yayhu na je b # 0. O

Cazna hemo onpemuru Hajormruje v € M (B"). 3a moduerak, HABOAUMO HAPEHY JIEMY.

JIema 5.3. Baorwcu ([5])
(5.1.6) (z —y") +y =yl —2Q(y)(=" —y)".
UcniocraBiba ce na BazKu W HapeIHa BaKHA JeTHAKOCT:

(I =2Q()(I = 2Q(x —y")) = (I = 2Q(«" —y))(I - 2Q(x)).

3a maro a € B" (a # 0) xoncrpymmamo a* u chepy S"(a*, (Ja*|? — 1)1/2) ca nenTpom
y Tauku a* u nosynpednukoMm /1 — |a|?/|a| xoja nopmanmo ceue chepy S"!. Unsepsuja y
OJIHOCY Ha OBY jeJiHU4IHY cdepy je mara GopMyJIoM

oor = a* + (|a*]* — 1)(x — a*)*.

[IpermocTaBuMO J1a OBY MHBEP3UjU 0,T NIPATH UHBEP3Hja y OJHOCY Ha paBaH KOja MpoJia3n
KPO3 KOODJ/IMHATHHU TIOYETaK W HOPMAJIHA je Ha a. JeJHOCTaBHO je BUJETH Ja je OBa JIpyra
uHBep3uja MHOXKemwe Marputiom I — 2Q)(a). 3amnpaso,

2(ya)a

= -2y =y - =5

Hedunuiumo cajia mpecmKaBambe
Toxr = (I —2Q(x))o,.

Caako v € ]/\/[\(]B") 3a Koje Baxu y(a) = 0 je obsmka kT, 3a Hero k € O(n).

Uspas 3a T, ce moxke mojemanocraputu KopurithemeMm upenturera (5.1.6). JacHo je ma je

(I —2Q(a))a* = —a*, na je
T.x = —a* + (|a*]* = 1)(I — 2Q(a))(z — a*)*.
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5.1. XUIIEPBOJINYKA 'EOMETPUJA YV R"

Bamenumo cana y ca a 'y jeaaakoctu (5.1.6) u momuoxkuMo je ca I — 2Q(a). dobujamo
(I —2Q(a))(z —a*)* =a+|a*(z* —a)* u

T,x = —a* + (|a*]* = Da+ (1 — |a|*)(z* — a)*,

ma je
T,z = —a+ (1—l|a*)(z* — a)*.

Nnak, kopunthemwe x* y 0Boj dpopmynn ce moxke uszdbehu ua cienehun HadImH:

L (=]al)(z—a) — |z —af’a
Ta [ZL" a]2 )

rJie je
[x,a] = |z||z* —a| = |a|lz —a*| u [z,a]® =14+ |z|*|a]® — 22a.

JeqHocTaBHMM M3padyHaABaKEM J00Mjajy ce HapeIHU U3pa3u

1
T =1=yl®2 T (y)= ——.
4(0) i TW) = T—,p
Takobje je T,0 = —y u 3aro je T_, = T,". Jlame nana3umo
— N L2012 =yl
[Tyl = Ty = Tyl = 1750) 13500 e = o] = =2,

Konauno je
(1 —Jz?)(1 = |y*)
[z, y]?

1—|Tyz|]* =

Y

IIa BazKH

|75 ()] 1

L= [T 1— |z

Ha oBaj maumn cmo mokaszasm maBapujanTHOCT [loenkapeoBe MeTpuke

2|dx|
ds =
TP

y omgaocy Ha Mebujycoy rpymy M (B"). Teonesujcke smHmje cy cBe KPYKHUIE OPTONOHATHE
Ha jenHIYIHYy cdepy. XUurmepOoIndKO PACcTojarbe 0/ KOOP/IMHATHOT IMOYeTKA JI0 TaYKe & MOYKe
ce 3a71aT (POPMYJIOM

1+ |z

dp(0,x) = log ——,
a XunepooJIMIKO pacTojarme u3Mehy Tadaka T u y je

1+ |T,z|

Y
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5.2. XUIIEPBOJINYKA I'PUHOBA ®YHKIINJA U XUIIEPBOJINYKO I1YACOHOBO
JE3I'PO

5.2 Xwunepbosanuka I'punoBa dbyHKIIja n
Xunepbosamuko IlyacoHoBo je3rpo

[Toncerumo ce na je je JlammacoB omeparop y OJHOCY Ha XUIEPOOJUIKY METPUKY 3aJaT
dopmyom

— (1 — | ]2)2 2(n —2) O @
Apv = (1 - |z]?) (Av—l—l_mgzlxzaxi .

1=

Ba 0 < r < 1 gedpunurmemo

(5.2.1) g(r) ::/ O;j#dt.

Xuniepbosimuka ['puHoBa dyHKIHUja je 3agata popMyaoMm

(5.2 o) = Galan) = (Tl = (T4

n

Ba n = 2 Baxu g(r) = logt, nok je 3a n > 2 nenymeno g(r) ~ —=r*" zar — O n

n—2
g(r)=0((1 —r)" ) zar—1.
Heka je do oznaka 3a (n — 1)-aumensuony JleGeroBy Mepy HOpMAJIM30BaHY TAKO Jia BAXKK
o(S"1) = 1.
[TyaconoBo jesrpo P, 3a xunepbosimaku jamiacujad A, garo je hopMyaoMm

(5.2.3) Pu(a,t) = (1_—‘“”2')n1

|t —xf?

U 33/I0BOJbaBa jeTHAYNHY

/ Py(z,t)do(t) = 1.
S§n—1

Cana za dynkmujy f € Ly (S"!) moxkemo medpunucaru xunepbomaxu I[lyacoHOB MHTErpaJt
dbopmysiom

(5:2.4) Rlf@) = [ A0S @)do(0),

S§n—1

Kao u xurepbonaku ['puHOB mHTErpaJ

Gul](z) = | Gilz,y)¥(y)dr(y),

Bn
3a oarosapajyhe dyukiuje 1) u
dv(x)
(1= faf?)™
rJie je v 03HaKa 3a n-IuMeH3noHaHy JleberoBy Mepy, HOpMaIM30BaHy Tako Ja Baxku v(B") =
1.

dr(x) =
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5.2. XUIIEPBOJINYKA I'PUHOBA ®YHKIINJA U XUIIEPBOJINYKO I1YACOHOBO
JE3I'PO

dunpuxsieoB mpobisieMm 3a JlamiacoBy jegHaumHY y XUIIEPOOJIMIKO]
gorrtu B"

HupuxsieoB mpobseM je 1o0po UCTparkeH y odjiacTuMa y KOjuMa, je MeTpuKa riaTka. [Ipu-
Mep TaKBHX Pe3yJiTaTa MOXKe ce BUJIETH, pernuMo, y noriasiby [ X kmwure [54]. VcnocraBuio
ce J1a je oBaj MpolbJieM y ¢Iydajy XUIepOoIndKe MeTPUKE Ha je JUHUIHO] JIOIITHA Ca TPAHUIHIM
BPEJIHOCTUMA Ha jeJIMTHUYHO] chepr BeoMa MHTEPECAHTAaH U HEJIABHO je pa3MaTpaH y YIaHKY
[23]. OBo je cayuaj Kaja rycTuHa MeTpuKe Texku oo Ha rpanunu. smely ocrasor, J. Yen, M.
Xyanr, A. Pacuma u X. Banr uckopuctuiu cy Jierte ocoomne MebujycoBux TpanchopMaIimja
u xunepbonuuke ['punose dyukimje (onucanux, perumo y Kiurama |5, 60]), kao u oxrosa-
pajyhe onene mnrerpaJsa. llperusnuje, ayropu oBOr WaaHKa Cy J0Ka3aJd Ja je 3a n > 3 U
bynxuujy u € C?(B",R") N C(B",R™) koja je pememe xunepbosmake [lyaconose jeamaqnne,
UCITY Fb€HO

(5.2.5) u= Pp[¢] — Gpl¥],

TIOJT TIPETTIOCTABKOM /14 je
wlpa=o [ (ol () dre) < o

Ogge cy Py, u GG, o3nake 3a Ilyaconos u I'punos uarerpan 3a Ay, Tum pepocieaom. Ilrasurre,
JoKazasm cy Ja cy dyukimje obmuka u = Pp,[¢] —Gy[1)] y oBom caryuajy Jlunmmi-nenpexume.

[TocmaTpajmo caga IupuxiieoB mpodsiem

u(zr) = ¢(x), szaxzeS
(5.2.6) { (Ap)u(z) =1, zax e B

¥ macrasky hemo ymecro ayromopdusma T,z xopuctutu GyHKImjy ¢ (z) = —T,z. 3a
OBaj HOBH ayToMopdusaM jeauHudHe jonTe Baxku ¢, (y) = 0 u goz = Id.

Teopema 5.2. [23] IIpetwuociiasumo ga easicu u € C?(B",R™) N C(B*,R"), 2ge je n > 3 u
/ (1—|z»)" () |dr(z)<p1, 2ge je g > 0 wonciiania.

Axo u 3agosonwasa (5.2.6), Waga sadicu
(1) u= Pulo] = Gul¢],
(2) U=wuop, =Pylpoyw,] —Gpltbop,], € B
Y pauy [23] nokaszan je caenelin pesysrar.
Teopema 5.3. [23, Teopema 1.2] Hexa je n > 3. IIpetwitocmasumo ga sastce caegehiv ycaosu.
(1) uw € C?*(B",R") N C(B",R") uma peupeseniiayugy (5.2.5).
(2) Iocioju L > 0 waxso ga je |p(&) — d(n)| < L€ —n| sa cee &,n € S*L.
(3) Iocitioju xoncwantia M > 0 3za xojy easrcu |(z)| < M(1 — |x]?) sa cee x € B".

Taga Gocwoju koncwan@a N = N(n, L, M) 3a kojy eaocu x,y € B",
lu(z) —u(y)] < Nlz —yl,

2ge osnaxa N=N(n, L, M) snauu ga xoncwania N 3asucu camo og epegrociiu n, L u M.
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5.8. AUPUXJIEOB IIPOBJIEM 3A XUIIEPBOJINYKY IIYACOHOBY JEJIHAYNHY

Bampaso, j0Ka3aH je ommTuju pesyarar. Hammve:

(A) ako dyukImja ¢ ucnymwasa yciaos (1), taga je byuknuja ¢ = Py [¢] Jlunmmi-wenpexni-
HA;

(B) ako dyukumja 1 ucnymasa yciaos (3), taga je dyakmmja U = Gy[¢p] Jlummur-senpe-
KIJTHA.

Hanomennmo fa ucka3 Koju oropapa 3ak/by Ky (A) HUje HCTHHUT y CIydajy eyKJIUICKOT
[Iyaconosor unterpaJsa. Hemro kacuuje 6uhe Buiiie peun 0 0BOM (peHOMEHY .

Y Ilponosunumju 5.5 6ulie mpecTaB/beH KpaTak JoKa3 ropwe Teopeme. ¥ [23, Jlema 5.2
ayTOpHU Cy KOPUCTUJIN TEXHUKE MaHHHyJIaHHje XHHepI‘eOMeTpI/IjCKI/IM peaoBuMa y JOKa3UBaby
dopmymna (5.5.1) u (5.5.2). YMmecro oor npucryta, y paiy [37] je ynorpebibena [Tporosunmja
5.2 ¥ HeKe jeJIHOCTaBHE HEjeIHAKOCTHU, KOje Cy Y CTBApU MOJAnMUKAIja HEKUX OIleHa U Xap-
JujeBe Teopuje y paBHu (3a Buire jerasba Bujgeru Jleme 5.4, 5.6 u Jlemy 5.4), rie jemnocraBHa
cMeHa mpomensbuBe 0 = (1 — r)u y maTErpaTy

7 9a+n—2 de
[ =rmm

Jiaje olleHe pacTa, Koje he OUTH OITUMAJIHE.

Y Teopemu 5.12 nokazaHno je na yciaoB a—Xemaep-aenpekugnoct (0 < a < 1) y tauku
x Ha rpaHuiy B" noBiaun Xesaep-HelnpeKnIHOCT (PYyHKIMje Iy?K YUTABOT PAJIHjyC-BEKTOPA
rauke x. OBaj pesysrar je anasoran ca [34, Teopema 6.2], ocum y cayuajy o = 1. Coryuaj kaza
je rpanuuHa QyHKIUjA ¢ (eyKIMICKHN) XapMOHUjcKe (byHKIje JIummmi-HenpekniHa ucTpa-
)kuBaH je y pagy M. Maressesuha, M. Apcenosuha u B. Manojsosuh [30]. V3 nomaran yciaos
na je dynkmmja Pl¢] K-kBasuperyiapHa, oHu cy jgokasaau na je P[¢] Jlummmi-wenpekugna
Ha B".

VY ckopamimeM pajy [24] ayropu cy gokazanu ga ycaos (3) He MoxKe OGUTH U3y3eT U3 UCKa3a
Teopeme 5.3. ¥V cienehem o/ie/bKy Cy IpPEJCTaB/HEHU AJTEPHATUBHA YCIOBU KOj€ XUTIEPOOJIIY-
KW JIAIJIACUjaH 1) MOpa Jla UCIyhaBa J1a OucMo 1o0mn HerpekutHocT ['pruHOBOT TOTEHITIjaIa
dyuknuje ¢ nmo Xeanepy u JIunmmity. Eykimacku ['punos norenrujast je, u3mehy ocrasior,
pasmarpan y pauy [41] M. Maresbesuhia.

5.3 /lupuxisieoB npobjeM 3a XumepooJInIKY
IIlyacoHoBy jemHauunmny

Canpzkaj oBOI' OJleJbKa Be3aH je 3a XapMOHHUjCKe u cyOxapMoHHUjcKe (DYHKIIMja Ha XUIEP-
OOJIMYKO] JIONTH U JeTa/baH IPeryes] oBe TeMe je usioxker y kmbusn [60] M. Croua.

Hedbununumja 5.4 (dedbununuja 4.3.1 [60]). Hexa je D wogckyia og R™. Oynxuuja f: D —
[—oo, +oo) je uoayHeuperugra 0godzo y waukyu o € D, axo 3a ceaxo o € R"™ 3a xoje saorcu
a > f(xg) wocmoju 6 > 0, waxeo ga je

f(z) < a 3a cearo x € DN B(xg, o).

Hedbunnnmja 5.5 (dedunummja 4.3.3 [60]). Hexa je Q owsopen togekya og B"™. Hoayneupe-
kugha gynrkyuja ogoszo f 1 Q — [—oo0, +00), 3a Kojy saccu f # —oo, je H-cybrapmorujcka
Ha €, axo sastcu
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5.8. AUPUXJIEOB IIPOBJIEM 3A XUIIEPBOJINYKY IIYACOHOBY JEJIHAYNHY

fla) < f(pa(rt))do(t)

Sn—1
304 C6AKO a € Q u ceaxo goeo0/bHO MANO0 T .

Teopema 5.6 (Teopema 4.6.3 [60]). Axo je dynruyuja f H-cybrapmonujcka na B", waga
aoctioju jegunctueena pezyaapra Bopenrosa mepa iy na B" sa wojy je

n B
aa cee Pynxyuje f € C*(B").

Hedbuunumja 5.7 (dedbununuja 4.6.4 [60]). Axo je pynruyuja f H-cybrapmonujera na B",
jegunctisena pezysapra Bopeaosa mepa iy koja 3agosomasa (5.3.1) je Pucosa mepa og f.

Hedbunnmnuja 5.8. Kao y Eyxaugcekom cayuajy, 3a ¢ € S uw a > 1, osnanumo ca Ty (C)
HTworuo6 yzao y wavku ¢ gepurucar womohy

Fa(Q)={yeB": |y — ¢l <a(l—ly)}
Teopema 5.9 (Teopema 8.3.3 [60]).

(a) Axo je f € Li(S™™Y), waga 3a ceaxo a > 1,

lir? Pu[f](x) = f(C) cxopo ceyga y ognocy na mepy o na S™

z—C,

zela(¢)
(6) Axo je v osnauena Bopeaosa mepa na ST xoja je cunzyaapra y ognocy na o, waga 3a
ceako o > 1,

lirrcl Pu[f](v) = 0 exopo ceyga y ognocy na mepy o na S™.
z—C,
z€la(C)

Kazxemo Ja IIO3UTHUBHa MEpa U 3aJ0BOJbaBa yCJIOB I/IHTGI‘pa6I/IJIHOCTI/I, aKO BazKH

(5.3.2) [ a1y duty) < .

[MToxcerumo ce ga je I'punos norennujas peryiapue Bopenose mepe p va B" nedunucan
nomohy (Bugeru [60]) G, (z) = [z, Gr(x,y)du(y). Y kmwusu [60] je nokasamo na je G(x) #
+00 aKo 1 caMo ako Baxku (5.3.2).

IIponosunuja 5.1 (Iocnemuna 4.1.5 [60]). Axo je f € C*(B"), @waga je 3a ceaxo a € B"
fla) = —/ Gpla,z)Ap f(x)dr(x).

Teopema 5.10 (Teopema 9.4.1 [60]). Hexa je G, I'punos Gotheryujan mepe ji 36 Koju 6a%#CU
yeaos (5.3.2). Taga je
lirr% G, (rt) =0 sa cxopo ceaxo t € S"'.
r—
Hapenna Teopema Moxke ce mocMarparu Kao yoriresme Teopeme 5.2 u3 [23], koja mpes-
craBsba JlupuxiaeoB mpobiem 3a xunepboanuky llyaconoBy jemnaumny.
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5.4. XUIIEPBOJINYKN XAPMOHUJCKE ®YHKIUJE Y JEAUHUYHOJ JIOIITH 1
JOKAJIHA XEJI/IEP-HEIIPEKIJ/IHOCT

Teopema 5.11 ([37]). [Ipewtoc@asumo ga Boperosa neneZatiusHa MEPL 3a§080HAEG YCAOE
uniiezpabunociu (5.3.2) u ga je u = Pyl¢] — Gulu], upu wemy je ¢ € LY(S"'). Taga je
(Ap)u = pu y caabom cmucay u

limu(rt) = ¢(t)

r—1

3a ckopo ceako t € SPL.

Jloxas. Heka je v(z) = —G,(x) n ¢ € CX(B"). Taza je

/n v(z)Aptp(z)dr(x) = — /n (/n Gh(l',y)dﬂ(y)) Apto(z)dr(z).

Ha ocnoBy ®@ybOunujese Teopeme, mMamo Jia je

[ s =~ [ ([ Genswaro) i

Kopumihemewm [Iponosuruje 5.1 mobujamo

[ ve)swtar) = [ wtauty).

3a npyru Jieo oBor joka3a Kopuctu ce Teopema 8.3.3, moacekiuja 5.9, Teopema 2 u Teopema
9.4.1 u3 [60]. O

5.4 XwunepOoJmikm XapMOHHjcKe PYHKIHje Yy
JEAMHUYHO] JIOIITU U JIOKAJIHA
Xenaep-HEeNTPEKUTHOCT

Ha noverky obparmmo maxkesy Ha paj [34]|, koukperno Ha IIpomosurmjy 5.10. Y 0BOj

npomnosummjn Kopumhene cy caesnehe oznake: 0,_; je Mepa jemunmane cdepe S*1, 10K je ¢
yrao usmelly paaujyc BekTopa Tauke 1 € S"! u pagujyc BekTop Tauke .

YBeauMO 03HAKY 0,(n) = Z:j Kopucrehu dopmymy
2mn/2 1 T'(n/2
Op_1 = T Jnobujamo Jia je L

o.(n) =— ,
['(n/2) vrI((n—1)/2)
IIponosunmja 5.2 (IIponosurmja 5.10 [34]). Axo je [ dynruyuja gepunucana ma jegurunro)
cihepu St u zasucu camo og yara @, Waga 6aicy

f(n)do(n) = 0n2 / flp)sin" o dep.
sn-1 0

Hoxkazahiemo cienely Teopemy, koja je anasnorna Teopemu 6.2 u3 pana [34].

Teopema 5.12 ([37]). IIpetwuoctiasumo ga je 0 < a < 1, ga je h dynryuja xoja je Tutep-
boauvku xapmonujcka na B™ u neupexugra na B* u
(x1) nexa je vg € S"' wWakeo ga eascu |h(x) — h(xo)| < M|z — 20|* 30 € S"!.

Taga uoctoju kKoncwania M, Wwaxea ga easrcu

(1 —r)'"" W (rze)| < M,, 0<7r< 1.
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5.4. XUIIEPBOJINYKN XAPMOHUJCKE ®YHKIUJE Y JEAUHUYHOJ JIOIITH 1
JOKAJIHA XEJI/IEP-HEIIPEKIJ/IHOCT

Jloxas. Osznaammo ca hy pecrpukimjy dyuxmmje h za chepy S* L. IomTo je h xumepboamakn
xapMoHHujcka Ha B" u HenpekuaHa Ha B", umamo /1a BaxKu

(5.4.1) h(z) = / Py(x,m)hy(n)do(n),

S§n—1

3a cBaky Tauky r € B". Heka je d := d(z) = 1 — |z|?. Tlocne kpaher pauyna jobujamo jma je

Tk

R 1 - 2\ n—2
axkph(x’t) = _2(n — 1) (m + d(x) |;_ t|i) ( ’t _L’L)

Hakie, 3a one Tauke x 3a Koje Baxku d < |r — t|, Baxkn

(1 — [af?)"

(5.4.2) |0y, Pu(, )] < Clm-

Heka je x = re, u Heka je # o3naka 3a yrao nsmel)y paaujyc Bekropa Tadku t u e,. Tazna
s:=|r —t|> =1—2rcos@ + r? 3aBucu camo of 0, axo je x nperxonHo dbukcupano. IlomTo je

| OkPu(x,t)h(e,)do(t) = 0, nobujamo na Bazkn
Snfl
(5.4.3) O h(x) = / 8kPh(:1:,t)(h(t) — h(en))da(t).
S§n—1

Baksbyuyjemo 1a, 36or yciaosa (5.4.2) u xunorese (x1), Baxku
n 2 B t|a
(5.4.4) |00 h(2)] < (1 — z]?) | t|2(“ do(t).

IIpema Tome, stoxa3 Teopeme 5.12 ce cBoau Ha J0Ka3 ciejiehe mporosuiiyje. O

IIponiosunmja 5.3 ([37]). IIpewuociasumo ga jen >3, 0 < a < 1 u ga je x = re,, 2ge je
0 <r < 1. Taga sastcu

I (re,) == (1 —|z|? "2/| t|2t|a ()\C.(l—ﬁ’

zge je ¢ = c(a,n) WO3UTWUBHA KOHCTUAHITA KOJG 3A6UCU CAMO 0 T U (L.

Jloxas. Tlocmarpajmo cdepue kane S? nedunucane dpopmymnom ¢, > cosf u u3BpIIMMO TIAD-

nujanny unrerpanujy. Ilomro 3a dbuxcupano § € [0, 7] Baxu |e, — t| < 0 3a ce t € SY,

npumenoM IIponosurmje 5.2 Ha bysxujy f(t) = |x‘t\2—(t”|1)’ J1061jamMo

P O i
[a(ren) < 03(1 - |£L“’ ) / ((1 _ 7,,)2 + %92)71—1 df
n S 0a+n 2
(545) < C4 1 - |‘T| 2/ 4102)71—1 do.
0 t
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5.5. PACT IIAPIINJAJIHNX U3BOJIA 3A XUIIEPBOJINYKH I'PUHOB
IHOTEHIMJAJI

Haname, kopucrehu mejegnakoct

4 -1
(1 + —Zu2) <es(1+u?)7!
m

KOja BaK! y CJIy4ajy % < r < 1 m cMeHy IPOMEHJBUBUX

(5.4.6) 0= (1-r)u,
HAJIA3UMO J1a BayKU

oo

(5.4.7) I(re,) < (1 — r)al/

ua+n—2
————du.
1+ w22

OBI}—aHQI/IMO ca J(a) mocseamy n3pas3 Ha JIecHO] cTpaHu nperxomane dhopmydte. [lomro je g(u) =
aT+n—
W KaJla u — 400 W IOIINTO, 10 Ipernocrapiy, Baxku 0 < a < 1 (KOHKpeTHO
a—n < —1), nobujamo Ha mHTErpas J(a) KOHBEpPrupa u HAJA3UMO Ja j€ UCILYHEeHO

~ uOé—TL

(5.4.8) Iy(re,) <cr(1—1)*1 3a <r< 1.

DO | —

Oyukmuja (1—r)' " A(r) je nenpeknnna na [0, 1/2] u mOCTHIKE CBOjy MAKCHMAJHY BPEJTHOCT
g, IIITO 3HAYU JIa j€

1
(5.4.9) I (re,) <cg(l—7)*1t 3a 0<r< 2
3a cg = c3cs. IIpema Tome, u3 yciosa (5.4.8) u (5.4.9), npu yemy je ¢ = max{cy, ¢y}, caenu
JIOKa3 [POIO3UIIH]e. O

Y 0BOM TPEHYTKY je MHTEPECAHTHO HAIIOMEHYTHU Jla YCJIOB & = 1, OJHOCHO, ycJioB JIut-
IIUI-HEIPEKUTHOCTU IPpaHuYHe (DYHKIMje He MTOBJIAYN HYKHO JIUIIIHIIT-HEITPEKUTHOCT HHEeHOT
XapMOHHUjCKOT MPOoJIyKema. Umak, y ciydajy XurnepooJImyKu XapMOHU]CKOT TTPOJLY2KeHba, IO]T
npetnocraBkama Teopeme 5.12; 3ak/bydyjeMo Jia je U y ciaydajy a = 1 uckas oBe TeopeMe Ha
CHa3W.

Komb6unosamenm [Iponozurnmje 5.3 u dpopmyute (5.4.4) mobujamo mokas Teopeme 5.12.

5.5 Pacr mapumujajHUX M3BOJAa 3a XUMNEPOOJINIKH
I'puHoB moTeHIMjaJI

VY 0BOj ceknuju nocmarpamo XeyaepoBy u JIMMIIUIOBY HETPEKUTHOCT 3a XUIIEPOOTUIKA
['punos norennujan wa jenunmauoj jorntu y R™. Tpebahe nam napemgna Jjiema.

JIema 5.4 ([37]). Hexa jen >3 ur = |x|, 2ge je 0 <r < 1. Axo je

4o ¢) ) do(¢)
s V20006 5 P B0 = [ T e

waga sadtce caegehu 3axpywyu.

A(r, p) =

(i) Iocwoje xoncwmaniie Cy,Cy > 0 wWaree ga 3a céaro 0 < p <1 u 1/2 <r <1 sascu
A(T,p)<017(g) 3an>3uB(7“,p)<C2T(”) 3an > 3.
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5.5. PACT IIAPIINJAJIHNX U3BOJIA 3A XUIIEPBOJINYKH I'PUHOB
IHOTEHIMJAJI

(it) Iocwoje xoncwante Cs,Cy > 0 wakee ga 3a ceaxo 1/2 < r,p < 1 eascu B(r,p) <
C3 — Cylog(l — p) 3an = 3.

/loxa3. Ha ocuoBy IIpomnosuiuje 5.2, umamo aa je

n" 29 sin” 26

A(r, p)=o.(n / de, B(r,p):a*(n)/ ‘ de,
\/1 —pr)2+4prsin? ¢ o (1—pr)2+4prsin®§

2

S

rae je 6 yrao usmeby BekrTopy x m &. KopumhemeMm ummenune sinz > %x za z € (0,%),

J100mjaMo
Gy [T Cy [ o2
A Z_d0, B do.
< [T e < are

IIpBu m apyrm mHTErpaj KOHBEPTUpajy y ciaydajeBUMa n = 3 u n > 4, peaom, omakJie
cremn (7).
a 6ucmo mokazanu (ii), npermocraBumo Ja je n = 3. Taga umamo ja je

T 6de
B < 04(3 .

Kana je 0 < p < 1/2,0 Baxu B(r,p) < 27%0.(3). Heka je 1/2 < r, p < 1 u yBesumMo cMeHy
npomensbuBe 0 = (1 — p)u. Tana je

5 udu b wdu 5 udu
B(r, <J*3/ 7 = 0.(3 / 2—}-/ 5
) <o [T u<01+% 1 1+%>

~ [T ud
<C3+C4/1 el
1

u2

< C5 — Cylog(1 — p).

]

IIponosumuja 5.4 (|37]). Hexa jen > 3,9 € C(B",R") u |¢(x)| < M(1 — |z|?) y B", 2ge je
M wonctanita. Hexa je
Tou() = /
IB’I’L

Taga Gocwoju kKoncwan@a = [F(n, M) @aksa ga je

%Gh(:v y)Y(y)| dr(y).

L y(z) < p1, 3a ceako x € B".

Jlokas. Ha ocuoBy dopmyre (5.3) u3 paga [23] ciaequ na je %Gh(a:,y) = (DyGp)1(z,y) +
(DeGr)2(,y), rae je
T — 1_1,271—11_ 2\n—1
nlz —y|"[z,y]

(DpGr)a(z,y) = —xk(l — |22 (1 = Jy[*)

nle —y|" 2,y
Taxkobe, u3 paja [23| umamo ja BaxKu

Lk(z) < 1(I3k+f4k)

TIe je
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5.5. PACT IIAPIIHJAJIHUX U3BOJA 3A XUIIEPBOJIMYKH I'PHHOB
[HOTEHIHJAJI
T — 1_$2n—11_ 2\n—1
foae) = [ OB U= WD) ar(y)

|z — y[*[z, y]"
|2 (1 — [ )" 72 (1 — Jy[*)" "
o) = | V()] dr(y).
" |z —y|" 2z, y]"
Hakon npumene ycsoBa (3) uz Teopeme 5.3 u yBohema cmene npomensbuBe y = @ (w),
J1001jaMo

dv(w)
B [, w]w[*

dv(w)

I < Jsp(r) =M [, w]w[*=2"
I3 x(2)] < J3p(2) B [T, W] |w[ 2

1 [ Lp(@)] < Jup(z) = M

(3a Bure neraspa Bumetn 23, Tepheme 5.3, 5.4]). Konauno, kopumthemem Jleme 5.4 nobujamo

(5.5.1) Jsp(z) = nM /01 /S do(®) 4, = /01 A(r, p)dp < +00

z,p
u
1
(5.5.2) Jaop(z) = nM/ pdp/ / pB(r, p)dp < +oc.
o1 [ Pg 0
Ogge kopuctumo ja je [z, p&] = /1 — 2p(x, ) + p?|z|%. N

Heka je Q C R" u F,G : Q@ — Ry := [0,400). Kopucrumo osznaky F(z) < G(z),z € Q
kaja nocroju C' > 0 Takso ma je F(r) < CG(x),x € Q.

Jlema 5.5 ([37]). Hpewiuoctasumo ga je n > 3. Hexa je I, = [, |x 5|"” 2ge je v € B" u
r = |z|. Axo je r — 17, waga sasrcu:

(i) I, je ozpanuven 36 0 < m <n — 1.
(ii) I,y = log=.
(iii) I, j()T”“ 3am>n—1.

/oxas. Kopunihemwem [Iponozunmje 5.2 MokeMO 3aK/byIUTH 14 je
™ tan—2
sin""“ 6
1, =o.(n
( >/0 ((1 —7)?+ 4rsin® %)

Harmummumo cana warerpad I, y o0auKy

: sin"2 0 ™ sin" "> ¢
[mza*(n)</0 ((1—r)2 + 4y sin? ) d9+/ (1 —r)? + 4rsin? ) d@)

Kako Baxku sinz ~ z 3a = € (0,7/2), umamo na 3a r — 1~ mocroju ¢z > 0 TakBoO Ja je

% 0n72
L < cs / a9,
) om

omakJe ciaeau 3aksbydak (i). Takobhe, mocroje ¢y, 5 > 0 TakBu Ja BazKu

5 n" 29
I, = de +
C4/0 ((1 —r) +4rsm gy o
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5.5. PACT IIAPIINJAJIHNX U3BOJIA 3A XUIIEPBOJINYKH I'PUHOB
IHOTEHIMJAJI

Ha 6ucmo nokazamu (ii), yBomumo cmeny 6 = (1 — r)u. Tana je

I, < 1 /2“77—” u"2du
m 2 (1 _ ,r.)mf’nri’]. 0 (1 _|_ 'U/Q)%’

onakJie jgobujamMo Hall 3akJbydak. IIpernocraBumo caja j1a je m = n — 1. Baxkn

50— u"2du
I, 1 = — T
0 (1+u?)=

_ /1 u" 2 du +/2<1ﬂr> u2du
o 1+uw)s  Si (1+ud)T

=< log

1 —

IIpe mapeanor pesyarara, JOKazKUMO HAPEIHO TBpherbe.

JIema 5.6 ([37]). Axojer =z, 0<p<1,1/2<r <1 uB(rp) je gepunucaro xao y Jlemu
5.4, umamo ga je

(5.5.3) /1 B(r, p)dp < 4o0.

/loxas. Kopunihemem [Iponozunimje 5.2, MOKeMO IPOBEPUTH J1a, je

T sin" 26
B(r, p)=0. do.
(r /0) o (n)A (1—p7”)2—|—4p7“ Sin2 5

Axo je 0 < p < 1/2, mvmamo 1a je

>

™ 971—2
B = = .
(r,p) = /0 171 df = const

Ba 1/2 < p < 1 MOKEeMO KOPUCTUTH

1 on—2 1
B(r,p j—/ dd < —, zan > 3.
(r:) pJo 02 P

OBo 3Haum j1a 3a n > 3 UMaMO HAIll pe3yarar. 3a n = 3 3aK/by9aK CJIeIU U3 CBOjcTBa (17)
n3 Jleme 5.4.

IIponosunmja 5.5 ([37]|). Ilpewuoctmasumo ga je n > 3, ¥ € C(B",R") u |(x)] < M(1 —
[z?) us B", zge je M woncwmanima. Hexa je 1 <k <n uu(x) = [, Gu(z,y)(y)dr(y). Taga

je
&%’k /n a_kah z,y w(y) dT(y),

u wocwoju Kowcwanma 1 = fr(n, M) waxsa ga je

< B4, 3a ceakxo x € B".
&'Bk
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5.5. PACT IIAPIINJAJIHNX U3BOJIA 3A XUIIEPBOJINYKH I'PUHOB
IHOTEHIMJAJI

Jokas. Pukcupajmo x € B, n meka je V¥ = u o ¢,. Taga na ocuoBy muBapujantHoctu Ay
Bamu AV (y) = An(u o @x)(y) = Anu(pa((y)) = ©(ex((y)) u

Ve(0) = / (0, 9) AV (y)dr (y) = / G0, 9t (02 (4))dr(w).

n

OBo 3Haum 1a je

/ 50,2 (y).

Ha ocnosy dopmyse (5.3) u3 paja [23| mobujamo

0 ye(1 = ly[*)"~

By Cr0Y) = =0

Cajta, umamo

v < [ S e lare = [ S0 P,

Dy, ly|t ly|m—t
_ 2 1— 2
Kaxko je 1 — |p.(y)]* = (1= JyI°)( 5 i ), no6ujamo
[, Y]

d / dv(y ) / / o(§) 5
—V*0 1 — |z 1— |z
5r ”‘ = [ [ e - e

j I |ZL‘|2,

3a 1/2 < |z| < 1, va ocuoBy Jleme 5.6. Kopumthemem (Bumeru [60])
(5.5.4) VYV (0)] & [Vu(z)| (1 [2[*),

HaJa3uMo Jia je Vu orpanudeH, d.e.d. Il

I'punoBa dynkiuja u PucoB moreHnujast

Y HEKUM UCTpazKuBamUMa Ce MOKA3aJIo JIa je 0/ MHTepeca NCTPaXKUBATH HEKe JIpyTre mpeT-
nocraBke ymecto yciaosa (3) uz Teopeme 5.3.
ITocmaTpajmo cienehn yeiios.

(x3-1) @ynkmumja 1 je kiaace C(B") u dbyukuuja (1 — |y|>) %) upunama knacu LP(B™ v(y)) 3a
OUJIO KOjy BPEJIHOCT P > n.

Hexka je u € (0,1) u mexa je ) orpanmdena obaact y R". Pucos morenmumjan ce medununrre
ka0 oneparop V), Ha mpocropy L4(€2,dr) u 3azar je momohy dbopmyiie

Vie) = [ la =yl )ty
InaBue ocobune PucoBor morenmujasa cy uckazane y [10, Jlemu 7.12].

JIema 5.7 ([37]). Ouaepatuop V,, apoctiop LP(Q,dv) netpexugro cauxa y apoct@op LI(Q,dv),
3a ceaxo q 3a Koje eadtcu 1<q< + 00 U Koje UCUYrasa Ycros

11
5.5.5 0<d=0(p,q)=—-—-<pu.
(5.5.5) (P, q) 5T <
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5.5. PACT IIAPIINJAJIHNX U3BOJIA 3A XUIIEPBOJINYKH I'PUHOB
IHOTEHIMJAJI

Kako je

S € el 7 0
[z =y, y)

[(DkGn)i(2,y)| 2 Ko(w,y) :=
u (1— |z 11 - |y*) < [z,y]", nanazumo na je

(L=[y[*)"

(1—|yl2>”‘3.
|z —y|n—1

[(DkG)i(2,y)| = Ki(2,y) = u [(DkGh)a (2, y)] = Ka(z,y) :=

Heka je
(1=l 4

|z — gyt

v(y).

M) = [ Ki(e,)lb(y)ldr(y) = /

B, n
Cama moxkeMo 3aksbyauTn na je |5 ()| < M(z).

Axo 1 3aoBosbaBa ycsoBe (x3-1), umamo 1a je dyukiuja M orpanndena Ha B", Ha ocHOBY
Jleme 5.7. Ta 6u |Iyx| 6uno orpanmueno, tpeba mam na dbyskmmja (1 — |y[?) 3¢ npunaga
knacu LP(B",v(y)) 3a 6uio xoje p > 5. Moxe ce j1ako IpoBepuTn Ja ycaos (x3-1) mosnadm
OT'PAHUYEHOCT IMAapIUjaJTHUX U3BO/Ia Xuepboandkor ['punoBor norennujaa dyukinuje 1. Ha
Taj HAYMH j100ujaMo HapeaHo TBpheme. Heka je

(5.5.6) (1—|y|*) " € LP(B",dv) 3a nexo p > n u a € (0,1].
ITponosunuja 5.6 ([37]). Axo saoicu (5.5.6), @Waga je Gp[)] a-Xeageposa, 3a a € (0,1].
Jloxas. Kako je (1 — |z]?)"%(1 — |y[*)* < [z, y]", umamo na je
(1 =)' GalY](rao)| < Ma, 0<r <1,
]

Teopewma 5.13 ([37]). Hexa jen >3 uu € C*(B",R")NC(B",R"), u s3agosonasa ycaos (x1)
u Apu 3agosomasa yeaos (5.5.6). Taga sasice caegehu sakpyyu.

Axo je dynruuja u a-Xeagep-netipexugna na S, @aga je u a-Xeagep-neupexugha na B,
3a ceaxo 0 < o < 1.
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I'maBa 6

IHIBapmoBa JjiemMa Ha rpaHnuiu 3a
XapMOHHjCKa M IIJIypUXapMOHHIjCKa
IIpecJnKaBamka U HeKa YyOIIIITeHmha

Y 0BOM TIOTJIaBJ/BY Cy TPEJCTABIHEHN PEIYJITATH U3 3ajeIHIIKOr pasa ca M. Maremesuhem
[38]. Kopumihemenm nobosbmiama kiracndnae lIBaprioBe jeMe 3a XapMOHUjCKa [PECINKABAHA
y paBHU jo0ujamo Heke mpuMene Ha Jjeme llIBaprioBor Tuma Ha rpaHdiu 3a XoJIOMOpdHA
U, CIIEIHWjaJIHO, TIJIyPUXapMOHUjCKA ITPEC/InKaBamba nu3Mely jeIMHUYHUX JIONTH Yy XUJI0epTO-
BuUM U banaxoBuMm mpocTopuma. ¥ JIPYroMm JIeJIy OBOT paja, KopuiihemeM Byprerose oreHe
nobujamo jeme IlIBaprioBor Tumna Ha rpaHUIM 3a XapMOHMjCKa IpecInKaBama usdMely Jorn-
TH KOHAaYHUX auMensuja. OBum yommraBamo panuju pesyarar . Kamgaja 3a xapmonwujcke
dyHKIMje, jep He 3axTeBaMO Jla IpeciankaBame dukcnpa mHy1y. Ha Kpajy omesbka U3BOIIMO
3aHUMJBUB 3aKJ/byJaK 3a XUIEPOOJMIKe XapMOHWjcKe (DYHKIIMje Ha jeJMHWIHO] JIONTU KOjH
ykasyje na Xormdoa JieMa He BaXK! 33 OBaKBe (DyHKIIH]E.

6.1 YBoJHEe HAIlOMeHe

IHIBapioBa jJema u XujabepToBU MPOCTOPU

Maresbesuh u JIu cy y [20] pasmarpasiu miypuxapMOHI]CKa U XaPMOHHUJCKA MTPECTUKABAA
| medunucana Ha jeaquruanoj jgoutu B" (n > 2), nudepennujabuiina y Tadku @ Ha IPAHUIM
gonre B", y3 mpermocraBky ma f(B") 3amoBo/baBa M3BeCHE YCJIOBE KOHBEKCHOCTH Y TAYKU
f(a). 3a oBakBa npeciukaBama f j106uu cy Bep3uje rpanndte IlIBaprose jieme, Kao u omrpy
OTIEHY COIICTBEHE BPEIHOCTH JaKOOUWjeBe MaTPUIE Y TAYKH d.

ITo 3aBpmerky pykomnuca [20] Xamaza je kpo3 komyHukarujy ca M. Maresbesuliem mpe-
YyCMEpHO MazKkiby Ha paf [57] Ha arxiv-y. ¥ ToM pazy ayropu yommraBajy kiaacudry llIsap-
IIOBY JIEMY 3a paBaHCKa XapMOHU]CKa IpecnKaBamba Ha BaHaxoBe MpOCTOpe W M3J1aXKy HEKe
npuMeHe Ha TBphema rpanwgnor [IIBaproBor Tumna 3a IIypuUXapMOHU]CKa ITPEC/IMKABAHA, Y
Banaxosum npocropuma. Henasuo cy Xamaza u Kop y pazay [19] pasmarpanau Teopeme pu-
TUJIHOCTH Ha IPAHUIN 32 XOJIOMOP(dHA IIpec/InKaBama. ¥ TOM PaJly je objalnmeHa u pa3inKa
y KOHCTaHTaMa KoOje ce JI00Hujy 3a JeJMHWYHY JIONTY U 3a JeUHUYHU IOJIMIUCK, & JIATO je
U yOIIITeHe Ha JApyre orpanumvene cumerpudare obsactu y C" u ypaBHOTEKEHE TOMEHE y
KOMILJIEKCHUM BaHaxOBUM MTPOCTOPUMA.
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6.1. YBOJIHE HAIIOMEHE

Kopumhemem npucTyma u3 rope IMOMEHyTHX paJioBa, y OBOM paJy no6mheMo HeKe HOBe
pesysTare.
Caenelie Tepheme cy nokazamu U. I'pejem, X. Xamaga u I'. Kop [[22], [Iponosunuja 1.8]:

Teopema 6.1 (|22]). 3aj = 1,2, nexa je B; jegurnuvna rotiia y xombaercrom Xuabepimosom
apocopy H; u nexa je f: By — By daypuzapmonujeko upecaukasarve. Ipetiioctiasumo ga
f aputaga waacu C' y nexoj wWanru zg € OBy, upu wemy je f(z9) = wy € OBy. Taga 3a nexy
koncwmaniy A € R saorcu D f(zo)*wy = Azo. HITasuwe,

|5 L= Re((/(0). wy))

> > 0.
2

Y omespky 6.2 mahemo mobospiname ose orerne. Kacuauje cy C. Yen, X. Xamaza, C. Ilony-
camu, P. Buyiajakymap y [57] npumernsu na ce momohy [[22], IIponosunuja 1.8] u aprymenara
C/IMYHUX OHUMA y JI0Ka3y mwuxose Teopeme 3.3 [57] moxke no6utn Goba oleHa:

ITponozunmja 6.1 ([38]).

A > max{% . ‘f(())’; 1 - Re(<f<0)7w0>) } )

2

Uzmeby ocrasor, nz uperxomue IIpomosummje 6.1 momx ycmoBom f(0) = 0 ciaenm nma je
A > 2/m, mro takohe ciemu u w3 Teopeme 1.1 (ii) u (idi) u3 [20].

Hame je y [57] mokazama jemuna Bepsuja IlIBaprioBe jsieme Ha TrpaHUIN 38 KOMILJIEKCHE
Banaxose mpoctope:

Teopema 6.2 (Teopema 3.3 [57]). Hexa cy Bx u By pegom jegunuune A0GGe Y KOMUIAEKCHUM
Banaxosum tpoctiopuma X u'Y, u Hexa je [ : Bx — By GAypuzapmoHujcko upecaurasarve.
IIpewaocmasumo ga je [ qupepenuyujabunno y wawku b € OBy u ga je upu wome |f(b)|y = 1.
Taga eastcu

2 1—|f(0

(611) Df @y > max{ 2 - 70), =L,
Y onemky 6.3 mokazahemo Teopemy 6.7 koja naje 60sby omneny. Huraoly mpemyrrTamo
na ipoBepu 0BO TBpheme. Teopema 6.9 naje [IIBapiioBy jiemy Ha rpaHuiy 3a XapMOMHUjCKE
dbyuknuje u3 jequaudne Jjionte y R” y jeIMHUYHY JONTY Y HEKOM XWJIOEPTOBOM IIPOCTOPY U

KOja cimka HysIy y Hy’ay. OBO je yomnTeme ncTpaxkupBama y paay [27].

IIIBapmoBa jiema 3a xapMOHUjcke (PYHKIMje BUINE ITPOMEHJBUBUX

Kommmko nam je mosnaro, usydaBame [lIBaprioBe jieme 3a peaHe XapMOHUjCKe (DYHKIIHAjE
u3 jeauHudHe Jionre y npocropy R"™ y murepsan (—1,1) 3amouenu cy XasuncoH, Byprer,
Axcrnep u gpyru; Buine jgerasba ce Moxke Hahw Hup. y [44]. Yommremuma IIIBapriose seme
Ha (YHKIMje BUIlle TPOMeHbUBHX pBHU ce 6aBuo Byprer [9] (Bumern u pagose X.A. Isap-
na u E.J.ILT. IIImura koju cy tamo nurupanun). Ta yommrema cy u3BoheHa MHTErpanujom
[IyaconoBor je3rpa 1mo T3B. IOJIAPHO] Kallu, KOPHUIThemeM chEepHUX KOOP/UHATA; Taj METO/I
hemo nasuBatu Bypzewiosum mewiogom cghepre wauve. ¥ TPBOM Jiesly ojiesbKa 6.5 HaBejeHe
cy Heke oJi hopMmysia U3 TOr pajia Koje hemo kopuctutu. Takohe momohy cdepHUX KOOD-
nuHaTa, XaBUHCOH [28| Iaje ereMeHTapaH apryMeHT KOJUM ce MOIY JOOUTH OIITPe OleHe
M3BOJIa OIPAHUYEHUX XapMOHU]CKUX (DYHKIHja HA jeauHrnTHOj jJonTu y R™. OH eKCIIUIUTHO
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6.2. IIIBAPIJOBA JIEMA HA I'PAHUIIN 3A [IJIVPUXAPMOHUJCKA
HHPECJINKABAKA Y XUJIBEPTOBOM IIPOCTOPY

Jlaje pe3yJsiTaT y TPHU AUMeH3HUje Koju mMa (GU3NYKy WHTepIperarnujy. Bpean nHanomenyTn ma
ce CaMYHA MJeja NojaBibyje y Kbu3u [56] Koj mpeciukaBama Koja GUKcUpajy Hyqy, rje je
cdepHa Kalta 3aMermeHa MmoJIycdepoM.

. Kainaj [27] je nocmarpao Xajun-IlIBapiioBe HejeqHAKOCTH 3a XapMOHH]CKA IIPECIUKA-
Bama Ha jeJUMHUTHO]j JIONTH, Koje cy mak Bepsuja IlIBapriose sieme ua rpanuim. OBe uaeje cy
HeTaBHO pasmarpane Ha CeMuHapy u3 aHam3e y beorpaiy u 10 HEKAX O] HOBUjUX Pe3y/ITaTa
noru ¢y M. Maresbesuh u capajgauiu M. Ceeriuk, A. Xandanaax, M. Mxaman, B. [lypruh,
X.II. JIu ca nucrem osux penosa (Bugeru [3], [35], [2]). Buie geraspa ce moxke Halin y yBomy
pana [44] om M. MarepeBuha. U3mely ocrasor, oae kopuctumo Ilponosunumjy 4.4 uz [20],
KOja je mocseauna ornere gobujere y [35] (Bumern u [2]), oBre HaBenene kao [Iponosurmja 6.2.
Kopumihemem Byprerose orene, y ome/bky 6.5 mokasyjemo Teopemy 6.11 3a xapmonHmjcKa
npecjankaBama n3Mely KOHATHOIUMEH3NOHATHUX jeuHnIHuX JjonTu. OBa Teopema yoriTa-
Ba Teopemy 2.5 u3 momenytor KasajeBor paja, jep He 3axTeBa Jia IpecauKaBambe (PUKCupa
uysty. Konaano, Ha Kpajy ojie/bKa N3BOJINMO 3aHUMJBUB 3aKJ/byIaK O XUIEPOOJIUIKIM XapMO-
HUjCKUM (PYHKITMjaMa Ha JeJIMHUYHO] JIONTHU KOjU IOKa3yje Ja Ha HBUX XOomIdoBa JieMa HUje
IPUMEH/bUBA.

N xwrHeckn mMaremMaTwdapu Cy JaJid 3HAYajaH JONPUHOC Ha OBOM mosby. OBre hemo cro-
MEHYTHU CaMO pe3yJITaTe KOjU ce TUIY OBJie IpeJcTaB/beHux pesyiarara: 3. Yen, J. Jluy u J.

ITan; C. Hau, X. Yen u J. [lan; C. Tanar, T. Jluy u W. 2Kaur; J.®@. 2Ky, .

6.2 IlIBaprioBa JjiemMa Ha rpaHullxd 3a
IJIypPUXapMOHHjCKA IIPecJInKaBama y
Xnj16epToBOM IIPOCTOPY

Heka je H kommiekcan XuabepToB IIPOCTOP ca CKaJapHUM Ipou3BogoM (-, -). IIpocrop H
ce MOXKe TIOCMATPATH M Kao peasaH XuabepToB MPOCTOP ca CKaJapHUM mpou3BomoM Re(:, ).
Osnauumo ca | - | uamykoBany HOpMy y mpocropy H, a ca B jequaununy jonty y memy. 3a
cBako 2o € OB, ranrentnu npocrop 1, (0B) ce medunuie kao

TZO(aB) = {ﬁ €H: Re<Z07ﬁ> = O}
Hexka cy H; u Hy kommiekcHu Xuji0epToOBH MpocTopH, a ) Heka obact y Hi.

Hedbununuja 6.3. Kaorcemo ga je upecaurasare f : ) — Hy nudepeHInjabUIHO § WaYKU
z € Q) axo GocwWoju oZparuueno auneapro Gpecaurasare D f(z) € Lr(Hy, Hy) wWakeo ga je

f(z+h)=f(z)+ Df(z)h+o(|lh]) xaga h — 0.

[IpecukaBame [ cmarpamo qudepeniujaburauM Ha o01acTu {2 aKo je audepeHiimjadbuino
y cBakoj tauku y {). Tama mpecinkaBarme

Df : Q — Ly(Hy, Hy), 2+ Df(2)

Ha3UBaMO U360¢oMm IpecinKaBama, [ Ha (2. Ako je D f HEIPEKUIHO y OKOJIMHI TAYKE 2, KAZKEMO
Na npecimkapamwe f npunaia kiaacu C'y taukm z. Ako je Df(z) orpanuueno JuHeapHO
Ipec/iMKaBambe 3a ¢Bako z € (), onma je f roasomoppro npecinkaBame Ha ).

Hedbununuja 6.4. 3a C*—upecaurxasarve f : By — Hy waosicemo ga je UAYPUTAPMOHUICKO
axo je 3a ceaxo w € Hy pectupuryuja xomtaexcne dynxuyuje fo,(2) = (f(2),w) na ceaxy
KOMUNEKCHY UPABY TAPMOHUJCKO UPECAUKABAIHE.
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Hexka je nmpeciukaBame f : By — Hy mudepennujabuiao y tTauku zg € 0By, e cy Hy n
Hy xommtekcan XuabepTosu mpoctopu, a By jenuauyna Jjonta y npocropy Hi. Ilpunpyxenn
ortepatop D f(2)* yBOIMMO yCJIOBOM

Re({Df(z0)"w, z)g,) = Re({w, Df(20)2)m,) 3a =z € Hy, w € Hy,

rze je (-, ), CKaJapHu IIPOM3BOJ, y mpocTopy Hj 3a j = 1,2.
Ca D, f(x) o3HauaBaMO U3BOJ| y HPABILYy BEKTOPA Ty - D, f(z) = Zf(x), tae je r = |a.
Baa€ HynuveT,(H) (1uro je o3HaKa 332 TAHIEHTHU MPOCTOP y TAYKH @), JIePUHUIIIEMO
noxyupocrop H, = H(a,v) = {y € H; : Re(y,v) < 0}. Takohe yBemumo o3uary v = n,,
y JKeJbU J1a UCTaKHEMO J1a je BeKTop Koju Jedwunwuiie noaypasan H, = H(a,n,) jeuHIIHN.
IIpe uctunama riaaBHUX Pe3y/Tara, JOKAKUMO jeIHO TBpheme TEXHUIKOI KapaKkTepa.

Tephemwe 6.5 ([38]). IIpewitdocmasumo ga je pynryujae f : Hy — Hy gudepenyujaburna y
wawku a € Hy u nexa je b = f(a) € Hy. Ilo gepunuyuju agjyzosaroz otepatiopa, umamo ga
6a9HCU, JEGHAKOCL

Re(Df(a)Z,ny) = Re(Z, D f(a)" ny),

3a ceaxo Z € T,(Hy). Taxohe, saorce caegehu 3axmyuuyu:

(1) Axo gugpepenuyujan D f(a) Ppynryuje f y Wwawku a cauka Goaytpocwop H, y doryapo-
cwop Hy, umamo ga eaosrcu D f(a)*ny, = An,, 3a nexo A > 0.

(i1) Axo dynwyuja f ckya B(a,r1) N (a+ H,) cauka y B(b,ro) N (b+ Hyp) 3a nexe ri,r2 > 0,
waga je Df(a)*ny, = Ang, 3a nexe A > 0. Cueyujaano, axo je D f(a)*n, # 0 sasrcuhie ga
je A > 0.

(7i1) YV cearxom og cayuajesa (i) u (ii) eaocu A = |Df(a)*ny] = Re(Df(a)ng, np), u A <
| Df(a)nal.

(iv) Hexa je |a| = 1. 3a dynruyujy u(x) = Re(f(x),ny) umamo ga sasrcu A = D,u(a).

Jlokas. Tlomro, mpema npernocrasiu, D f(a) momynpocrop H, ciuka y noymnpocrop H,, 3Ha-
MO J1a je UCIIYEHEHO

0=Re(Df(a)X,ny) = Re(X, Df(a) ny)

sacee X € T,(H,), onakie caenu na je Bekrop Xo = D f(a)*n, oproronasan Ha XUIEPIPOCTOD
T.(H,). Ilpema nperxoaHuM O3HaKaMa, uMaMo Ja je Xg y CTBapH jeJHAKO Any. JOII 3HAMO
J1a, peMa JepUHUAII]A aJ1jyTOBAHOT OIlepaTopa, BarxKu

Re(Df(a)ng, ny) = Re(ng, Df(a)*ny) = Re(ng, Ang) = A.
[Tomro je n, € H, u Df(a)n, € H,, npBo 3akimyuyjemo ma je (Df(a)n,,ny) > 0 ogHOCHO
A > 0, onakie cieau TBpheme (i). Cayuaj (i1) cremm us (i), y caydajy Xo # 0. Y cayuajy
Xy = 0 mobujamo npeocrasu geo Tphema (7).

(7i1) je mupekrtHa mociaemuna (i) u (7). (iv) je mociaenuna unmenute Ja je D,u(a) =
Re(Df(a)a,ny) = A. O

Hoxazu IIponosumuje 6.3 u Teopeme 6.7 ce 3acHUBajy Ha cienehem pesynrary.
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IIPEC/INMKABAIA Y XUJIBEPTOBOM IIPOCTOPY

ITponosunmja 6.2 (IIponozunuja 4.4 [20]). Hexa je v : U — U xapmonujcka dymnruyuja

3a kojy eastcu u(0) = b. IlpewaocTasumo ga u uUMa HEUPEKUGHO TPOGYHCEIbE HA ZDAHUYHY
| Re( cb |7r

waury zg € T, u(z0) = c € T u a = tan Axo je ¢pynruyuje u gugpepenyujabuina y

WavKy 2o, Waga je

21— |a
D, > — :
[Dru(zo)) w1+ |al

Hexa je s™(z) = 2cot (5(1+x)),z € (—-1,1).

Ilponosunuja 6.3 ([38]). Hexa je B, jeqgunuumna noGia y xomunekcrom Xunbepimiosom
upoctwiopy H; 3a j = 1,2, pegom. Hexa je f : By — By waypuzapmonujcro upecauxasarse.
IIpewaocmasumo ga je f gupeperyujaburra y nexoj wauku 2o € OBy u f(z9) = wy € OBs.
Taga woct@oju xKoncwanta A € R 3a xojy eascu D f(z)*woy = Az. [lwasuwe,

A= s7(b) >0, apu wemy je b = Re({f(0),wo)).

Hpumetiumo ga je s (x) = 5=, v € (—1,1).

Jlokas. Tlocmarpajmo dyskmujy v @ U — (—1,1), nebunucany ca u(z) = Re(f(zz0), wo).
Oyukmuja v he 6utn xapmonujcka u Baxku u(0) = b. Jame, dyHKIMja © ©Ma HEIPEKUTHO
npojyxkeme y Tadku zg € T u moxke ce nposeputu ja je u(1l) = 1. IIpumenom ITponosumnuje
6.2, mobujamo |D,u(1)] = s~ (b). Takohe, nmamo ga je
D,u(1) = Re(D f(20)z0, wp) = A.
O

[IpernocraBumo na je €2 momen y mpocropy Hy, f : 2 — Hs xo0MOp(dHO TpecinKaBame y
Q u z € Q) npousBosbHa Tauka. JledbHHUIIEMO XePMHUTOBCKH a1jyHroBann omepaTop D f(z)f
Ha cjeiehn HadymH

(Df(z)'w, 2V, = (w, Df(20)2)m, 3a z€ Hy, wE Hy,

rze je (-, -)n, ckamapuu npoussony Hj, j = 1,2. Hexa je B; jequnudna jonta y KOMILTIEKCHOM
XunbeproBom mpocropy Hj.

JIema 6.1 ([70]). 3a & € By, nexa je e(z) = A 5<_Z£> xosomopdrnu aymomoppuszam og By,

apu wemy A Hy — Hy y cmucay ga je A(v) = sev + L) se =+/1—[¢]?> wv e Hy. Taga je

1+se?
e buzoromoppro y oxoruru By u

1= (56  (1-(28)

Axo ysenemo osnaxy P(v) = £(v, &), moxke ce nposeputu na je PT = P. Jlakne, Baxu
A" = A. Takobe, axo je Q(v) = z(v,&) u R(v) = &(v, 2), Taga je QT = R. Cana umamo na

BaxXK1 ]_d £<7€_Z>
I8 (1-(m0)

A.

D¢ (2)" = [—

. _ IL £<'»£7Z>
Hexka je L, = [ e T (1—(z,§>)2]

JIema 6.2 ([70]). 3a ceaxo zy € By saoicu
1-|¢P

Dipe(20)pe(20) = 11— (2, 6)

20-
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/loxasz. JlupeKTHUM padyHOM JI00MjaMoO Jia je

Dee(20) pe(20) = LzoAQ%-
Mozke ce jeTHOCTABHO TIPOBEPUTH JIa j€
2 §-n o SH
1= (20, &) 1—(20,&)
IIpema Tome, Baxku
Dipe(20)pe(20) = La, (§ 1T _Sé:;@)
R S §(€.€ — =) . s’z s2€(20,€ — 20)
1—(20,8)  (1—(20,6))2 =GP 11— (2,21 - (20,))
L E0-(6w) | EEE-m) | Pa P8 -]
(1= (0.2 (1=(2,6))* N={0.OF 1= (20,61~ (2,8))
O D ST 'S B )
(1-(20,6))2 M= (20:9P |1 (20,6)2(1 — (20, €))
B et C5)) I S {1 R )
(1= (20, )21 = (,6) 1 =209 1= (20,621 = (20,€))
-k
1= (20,7

]

Heka cy Vi u V5, nBa KoMmImyiekcHa BeKTOpPCKa mpocTopa. /leduHuimemo ckymnose peaHUX
JINHEAPHUX, KOMIIEKCHUX JIMHEAPHUX U KOMIUIEKCHUX aHTUJIMHeapHUX oreparopa udmehy V)
u Vs, peaoM, Ha ciaenehn HAIHH.

Axo je L : V) — Vo aquTuBHU JTMHEAPHU OMIEPATOD, TAJA je

L€ Lp(V1,V2) <= YAER, (e Vi: LX) = AL(C),
L€ Lc(Vi,Va) <= VzeC, (€ Vi L(z() = 2L((),
LeLc(V,Va) <= VzeC,(eVi:L(z¢) = ZL(C).

Mozke ce mokazaTu Ja BayKu HapeIHO TBPheme:
LR(‘/M ‘/2) = LC(‘/la ‘/2> @ ZC(‘/lv ‘/2)

IIpso nposepasamo xa je Lc(Vi, Va)NLe(Vi, Va) = {0}. Jla 6ucnmo cBe/u Ha KOHTPAIHKII-
jy, HIPEeTIOCTABUMO Ja IIOCTOJH KOMILJIEKCAH UCTOBPEMEHO JIMHeapaH W aHTUIMHeapaH OIepa-
top L mamehy Vi u Vs u meka je ( € V) Takso na je L(¢) # 0. Taga je L(i¢) = iL(¢) = —iL((),
na je L(¢) = 0, mTo je KOHTpaJAUKIH]a.

Younmo ca/jta Tponu3BoOJbaH peasian JimHeapan oneparop L u3 Vi y V. Moxkemo nedpunucaru

oneparope Ly, Ly : Vi — V3 3a xoje Baxu Ly (¢) = 5(L(¢) —iL(iC)) m Ly(¢) = 3(L(¢) +4L(iC)).

2 —
Tepaumo na je L = Ly + Loy, ipu uemy je Ly € Lc(Vh,V3), Ly € Lc(V1, Va). Ako mocmaTpamo
Z = T + 1y Kao Mpou3BOJbaH KOMILIECAH Opoj u ako je ( € V] mpousBoJbHO, Taaa je

La(20) =5 (L{(x + i9)Q) — iL(i(x + iy)Q))=5 (L(C + 4iC) — iL(~yC + iC)

=5 (PLQ) + (i) + iy L(Q) — iwLiC)) =5 ((x + i9)L(C) — (& + igiL(iC)
= (z +1iy) L1(C) = 2L1(Q).

96
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AHaJIOrHO TOME,

Ly ZC)I%(L((x +1y)C) + iL(i(x + iy)())zl(L(m’g + yi¢) + i L(—yC + ziC))

2
S Q)+ yL(iQ) — iyL(Q) + irL(iC)=5((z — ) L(Q) + (x — )i L(iC)
= (&~ i) L2() = La(0).

Tephemwe 6.6 ([38]). Hexa cy Hy u Hy gsa komiunexcna Xuabepiiosa Gpociiopa u Heka je
L : Hy — H, ozpanuuen auneapan otuepatiop. Taga je L* = LT.

Zloxas. IlpernocraBuMo na je L orpanuven Jjimneapan oreparop us H, y H,. Tama mocroje
jeJIMHCTBEHU OrpaHuveHu oreparopu L; u Ly, KOMILJIECHO JIMHEApaH W KOMILJIEKCHO aHTHUJIN-
HeapaH, pesoM, 3a Koje Baxxu L = Lj + Lo. 3a Te omeparopec moxkeMo Hahu orpanuden
KOMILIeKcaH jmaeapan oneparop LI maxas na je (Li(w),z) = (w, L1(2)) u orpammden Kom-
ILIEKCAH aHTHIMHeapaH oneparop Lb medunncan nomohy mspasa (Li(w), z) = (w, Ly(2)), 3a
cBako z € Hy,w € Hy. TBpiumo na Baxu L] = LI u L = Lg. IIpBo, KaKo Cy U KOMILJIecaH
JIMHeapaH W KOMIUIECAH AHTUJIMHEADAH ONEPATOD PEAJHU JMHEAPHU, MOXKEMO AeUHUCATH
BIXOBE DeajHe ajyHrosane omeparope. Takobe, axo je (Li(w),z) = (w, L1(2)), moGujamo
Re(Li(w), z) = Re(w, L(2)), 3a cBaxo z € Hy,w € Hy. VlcTi apryMeHT BasKu ¥ 3a OIEPATOP
L. O

IIponosunuja 6.4 ([38]). Hexa je B, jequnuvmna noGima y xomurercrom Xunbepiiosom
upoctwiopy H; 3a j = 1,2, pegom. Hexa je f : By — By uaypuzapmorujcro upecrurasaroe 3a
koje saorcu f(€) = 0, 3a nexo £ € By. Ipewuoctasumo ga je [ gupepenyujaburna y mexoj
wauky 29 € 0By u f(z0) = wy € OBy. Taga woc@oju xoncwanta A € R waxsa ga je

D f(20)"wo = )\LQQTZO,
|1 - <Zo,€>‘
apu wemy je A = %
/loxas. Heka je
E—z

ve(z) = A———+
S Ny
xosioMopdHU ayromopdusam o By, e je

13

[TpernocraBumo 1a je pe(zp) = p € 0By u neka je g(z) = f o pe(z). Tana je g mwrypuxapmo-
HUJCKO TpeciukaBame By y By, 3a Koje Baxku

9(0) = fowe(0) = f(&) =0,

9(p) = fope(p) = f(20) = wo € OB,
[Ipema ITponosunmju 6.3, 3HAMO J1a MOCTOjU OPOj A > % TakasB J1a je
D;(p)wo = Ap.
Us jennaxoctn of = Id cnemm na je Dye(p) Dpe(20) = Id u Baxu
(1) Dpe(20)*Dpe(p)* = Id.
Kaxko je Dg(p)=D f(z0) Dyp¢(p), mmano Dg(p)*=(D f(z0)Dpe(p))*=Dye(p)* D f(20)*, ma Ba-

KN

n
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(2) Dee(p)*Dy(z0) wo = Ap.
Ha ocnoBy (1) u (2) mamazumo ja je

D f(20)"wo = AD¢(20)"p-

Kopumhemem Jleme 6.2 gobujamo ma je (29, De(20)'p) = p, tie je p = m
MOXKeMO 3akK/bydayTH aa je (Dye(20)z0,p) = p, omakie je Re(Dye(z0)20,p) = p. Ha ocnoBy
Teopeme 6.1 mmanmo na je Dye(20)*p = p120, 3a HeKO 111 > 0. I3 qokasza Teopeme 6.1 mobujamo

na je

—[¢1?

Cana

1 = Re(Dye(20) 20, p) = (De(20)20, ) = po- -

6.3 IIIBapiioBa Jiema Ha rpanuiiu y banaxoBom
IIPOCTOPY

Y oBoMm siery KopuctuMo o3Hake u3 [57]. Heka cy X u Y peannu niau kommiekcuun Bana-

XOBH ITPOCTOPH ca HOpMaMa | - |x u |- |y pemom. Kopucrumo oznaxy £(X,Y) 3a nmpocrop cBux
HEIPEeKUIHUX JUHeapHuX oneparopa u3 X y Y ca cTangapIHOM OIepaTop HOPMOM

A
A= sup AT
zeX\{0} ’x‘X

rie je A € L(X,Y). IIpocrop nmuneapuux oneparopa L£(X,Y) je Banaxos mpocrop, y omgaOCy
Ha rope jedunucany Hopmy. O3Haunmo ca X* JyaJlHU IPOCTOP PEaTHOr WM KOMILJIEKCHOT
Banaxosor npocropa X. 3a x € X \ {0}, nedunumenmo ckyn dyHKIHoHATIA,

T(x)={l, € X" : () = |z|x u |l,] =1}

[TosuBajyhu ce Ha Teopemy Xana-Banaxa MoxKeMO 3aK/byIuTH Ja Baxku 1 (r) # <.

Hexka je f dynknmja koja ckyn {2 C X ciauka y peasan uiam KOMIUIEKCAH BaHaxoB mpocTop
Y, rne je X xommiekcan Banaxos mpoctop. Kaxkemo na je dyuknuja f audepeniujaduina
y Tauku z € () ako mocroju peasHo Juneapas omeparop Df(z) : X — Y 3a koju Baxku

[f(z+h) - f(z) = Df()hly

=0.
|h|—0+ |h|x

Omneparop Df(z) nasuamo ®perteos uspox dbyskimje [ tauku z. Y ciaydajy kaja je Y
KOMILJIEKCaH BaHaxoB mpocTop u Kaja je omneparop D f(z) KOMILIEKCHO JIMHEapaH y CBaKOj
tauku z € (), kaxxemo Ja je dyuknuja f xomomopdua y ckymy (2. Heka je () obiact y
KoMILIekcHOM BamaxoBoMm mpoctopy X. 3a dyHkIujy f Koja obgact () cauKa y KOMILIEKCAH
BanaxoB mpocTop Y kaxkemo j1a je mIypuxapMOHHUjCKa, aKo je pecTpukmnuja ¢pyukmmje [ o f
Ha IPOU3BOJHHY KOMJIEKCHY JUHHU]Y v §) XapMOHUjcKa (DYHKII]ja, 3a ¢Bako [ € Y.

Teopema 6.7 ([38]). IIpewiaociiasumo ga cy By u By jequnuune a0GHe Y KOMUNEKCHUM
Banaxosum tupoctwiopuma X u 'Y, u Hexa je f : By — Bs Uaypurapmonujcka GyHruuja.
Ipemotcwiasumo ga je dynryuja [ gupepenyujabusna y nexoj wauku b € OBx 3a xojy
saotcu | f(b)| = 1. Taga sasrcu nejegnaroct

[Df(0)bly = s~ (1f(0)])-
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6.4. LIBAPI[OBA JIEMA HA I'PAHUIINA 3A (EVKJ/IN/ICKH) XAPMOHHUJCKE
OYHKIINJE

Aoxas. Younmo dbynkmujy p(z) = Re(lyep)(f(2b))), 3a 2z € U. tae je lyp) € T(f(b)). Iomro je
f mnypuxapMmoHujcka nmamo ja je dyHkimja p xapmonujcka dyukimja va U. Takobhe, nmomro
je |lyw)| = 1 nobujamo ma Bazku | Re(lpw)(f(2D)))] < |lpw)(f(20))| < |f(2b)| < 1, mTo 3naMu na
dbysknuja p jequHuYHE JUCK cuKa Ha uHTepBas (—1,1). U3 neduunuje [, nmamo 1a BaxKu
p(1) = 1. Takobe, mozkemo 3axspyuntu ga je [p(0)] = |Relsw)(f(0))] < [lrw)(f(0))] < [f(0)].
Kopucrehu [Iponosurujy 6.2 numamo

[Dep(1) = s~ (Ip(0)]) = s~ (1F(0)]).

VY nociie0] HejeTHAKOCTH MCKOPUCTUIIA CMO YUIHEHUILy J1a je dyHKIuja s~ omajajyha Ha
(—1,1). Ca apyre crpane, nmamo ga Baxku |D,p(1)| < |Df(b)b|y. 3aucra, MoxkeMO mpoBepuTH

_p(Q) —p(r)] . f(b) — f(rb)
| Dyp(1)] = rlffl— 1, Jg{{ Re lf(b)? = [Relsu) Df(b)0]
< [DFB)ly.
IITO je u TpebaJso JTOKa3aTH. O

6.4 ITIBapiioBa Jiema Ha rpaHulu 3a (€yKJIMICKHN)
XapMOHHjCKe (PyHKIIHje

[Ipernocrasumo 1a je 2 C R™ nomen u H Xunbepros npoctop. Heka je f : 2 — H dpyHk-
nuja 3a Kojy Baxku f € C%*(Q). Hedunumemo napuujajne u3Boje y OJHOCY Ha KOODJMHATE

x;,i=1,...n, 6a3e {ey, ..., e, } mpocropa R" y taukn a € ) dopmymom:

of
0@-

(a) = Df(a)es

Hedbunnunuja 6.8. Qynkuyuja [ je rapmonucira y gomeny ) axo je
n 82f

@(a) =0 3aceaxo a €.
i=1

Osznaunmo ca B" u S ! jenunuuny sonty u jemanany chepy y R™.
Jo6po je mosnaro jga xapMmonujcka dpyuknuja u € L°(B™) uMma uHTErpasiHy pernpeseHTa-
ujy
ule) =PUf@) = [ P.OFOd(0)
sn-

npu demy je pynkuumja f orpanmyena Ha S™!; Kao mTO je o3HATO,

1—|z|?
|z — ¢’
je IlyacoHoBO je3rpo u o je jeJIMHCTBEHa HOPMAJIU30BaHA POTAIIMOHO MHBapujaHTHa BopJiioBa

mepa Ha S"71. TIpema [27], snamo ga je u : B" — B" XapMOHHCJKO NIpec/MKaBambe 3a Koje
Baxku u(0) = 0, ma je

C c Snfl

P(*%C) =

(6.4.1) [u(@)| < U(rN),
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rae je r = |z|, N ={0,---,0,1}. @yuxnuja U : B — [—1, 1] je xapmonujcka u nedunncana
je momohy
(6.4.2) U(z) = Plxs+ — xs-](),

rie je x ungukarop dbynkmmja, ST = {r € S" ' :x, >0}, S ={r € S"' : x, < 0}. 3a
Bulle jerasba BujgeTu |56, noriasbe 6.

[oncernmo ce ma je zuuepzeomedpujera pynryuja ,F, nedunucana 3a |r| < 1 momohy
cremnenor pexa ([16, (2.1.2)])

> a
qu[al,ag,...,ap;bl,bg,.. Z b b ) E
k=0 1) q)k P

Osze je (a)r Ioxamepos cumbon u nedunniie ce Kao (a); = k+a)

=
Q
’B
\_/
2%

Hapenu pesynrar je TakozBana Xajnuy-Illeapuyosa Hejegmmocw.

JIema 6.3 (Jlema 2.3. [27]). Axo je V(r) =U(rN), 0 < r < 1, ¢ynxyuja V' je ouagajyha na
unimepsany [0, 1] u umamo

(6'4'3> V/<7") > V’(l) =C, = n! (1 +n— (n — 2) F [ 1: 3+n. _1})

295 2

I+ 3+
e
3a Buire nmerasba 0 kKoHcrantu C,, u moBesaHuM QyHKIMjama 3a n = 2,3,4 Bumern |27,

[Tpumenba 2.7].

Bepauja Teopeme 1.2 [20] Bazku 3a XapMOHUC]Ka [IPECIMKABAIbA, TJI€ je KOJOMeH JionTa B
y TPOU3BOJ/HHOM XMJIOEPTOBOM IIPOCTODPY.

Teopema 6.9 ([38|). lIpewuoctasumo ga je f : B" — B xapmonujcka pynryuja 3a xojy
saorcu f(0) = 0 u Koja ce moorce neupexugho Tpogyscumu y wavku a € OB, wWako ga je
f(a) =b € OB. Taga sasrcu
(1) limsup |D, f(ra)| = C,.

r—1_
ogawuino, upetiuocuasumo ga ce f moorce guheperuujabuno Upogyrcuttiu Yy WawKky a.
(i) Taga Gociioju Gosuimusan 6poj A € R waxas ga je Df(a)*b = \a u
(17) A = C,, 2ge je C,, ga@o Popmyaom (6.4.3).
(1i1) ITocebno, 3a n = 2 umamo \ = % Osa ouena je owipa.
Jlokas. (i) cienm u3 tBphema 6.5. Heka je u = Re(f,b). Kako je u xapmonujcka dbyHKIHja
u cimka B™ y (—1,1), u(0) = 0 u u(a) = 1, xopumhewem Teopeme 6.24 [56] umamo na je
u(z) < U(rN) u 3aro je
l1—u(z)>1-U(rN), 3sa r=|z|<l1.
1 —u(x) - 1—-U(rN)
1—|z| = 1—-7
Haswe nedunuiemo ug(t) = u(ta) n Uy(t) = U(EN), 0 <t < 1. 3a cBako 0 < ¢t < 1 nocroje
¢, dy € (t,1) Taksu ga je 1 — ug(t) = ui(c) (1 —t), 1 — Up(t) = Uj(dy) (1 —t) m ug(cr) = Up(dy).
Haxue, wa ocuoBy Jleme 6.3 je uf(c;) = C,, omkane caemu (1). Ako ce, gomarno, f MowxKe
JUudepeHIrjabuIHO TPOLYKUTH Y TAYKU G, TAIa BaXKU

1 —u(x) 1-U(rN) 0U(rN)

HHaxkue,

Dyu(a)= lim 2705 _ ¢,

wa) = Yim F—r 2 im o |,

Kako je va ocHoBy TBpbhema 6.5 (iv), A = Re(D,f(a),b) = D,u(a), Baxu (ii). IIpumenom
[Tponosunmje 6.2 caemu (iii). 3a Buine uadopmarmja Bugern [35). O
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6.5 Xwunep0boJudku xapMoOHHjcke (DYHKIIje BUIIIE

peaJJHUX IIPOMEHJbUBUX Y JeJHUHUYHOj JIOIITH

Y oBoM o7ie/bKy, Kopuctuhemo o3nake u3 wianka [9]. Heka je B™ jemunuuna jonra y R”
u S" ! jenmamana cdepa. Hexka je 2 obmact y R” u Heka je u GpyHKIHja Koja IpUIIaIa KIacH
C?(9).

[Toxcerumo ce na je dyuknuja u (Eykimiacku) xapMmonujcka dbyHKuja y ckymy ) ako
3a/10BoJbaBa JlammacoBy jeanaunny Au = 0. Kao mrro je Beh momenyto, Jlamrac-Bearpamujes
OTIepaToOp y OJIHOCY Ha XUMEPOOJUYKY METPUKY Ha JIONTH UMa OOJIUK

Apu(z) = % (Au(m) + 21(7i—;]€|22) ;ng—zm)) :

3a cBaky gBa myTa andepenimjaburHa GyHKImMja u gedurucany Ha B" kKoja 3am0Bo/baBa
ycaoB Apu = 0 KaxKkeMo 11a je xuuepbosuvuku rapmorujerxa PyHknmja Ha B™.

Y mHacTaBKy KopucTrhemo HEKa CBOjCTBa KOja Cy 3aje/IHUYKa XapMOHU]CKUM U XUEePOOINY-
KI XapMOHHUjCKUM (DYHKIIjaMa:

a) Baxku IlyaconoBa dopmysia 3a XapMOHHCKE U XUIEPOOJIMIKHE XapMOHUjCKe (DyHKIH]je
na B". Axo ca o oznaunmo yobuuajeny Bopesnosy mepy Ha jeaunuunoj cdepu S u
Heka je f mpousBosbHa o-uHTerpabuina dpynknuja na S L. Ako je x € B"un € S 1,
Tajia, y 3aBUCHOCTH O Tora Ja Jjiu je P(x,n) 3amaTo ca u3pa3om

L 1-fap N
1 U3pa30M
eI EET PEMN S e — e

J00MjaMO XapMOHM)CKY WJIU XUATIEPOOINYIKY XapMoHujcKy dbyHKImjy Ha B momohy dop-
MyJIe

) = PUfIG) = [ Pl fln)doto).

Y nacraBky TekcTa hiemo Kopuctutu 03Haky P(x,7) y CBAKOM OJ TIPETXOJHA J[BA CJIy-
Jaja.

(6.5.1) 1= P[1)(z) = /S P o),

rae je 1(n) = 1 3a ceako n € S ! o3Haka 3a KOHCTaHTHY (DYyHKIH]Y.
OBoO je nupeKTHA TOCJEINIA IUFHLEHUIE 13 KOHCTAHTHE (PYHKIHMje MPUIAIA]y KJIACH

XapMOHUjCKUX, KA0 U XUTEPOOJMIKHA XaPMOHUjCKUX (DYHKIMja HA jeJIMHUYHO] JIOIITH.

B) XapMoHUjcKe (OIHOCHO XUTIEPOOTMYKI XapMOHUjCKe) (DYHKIIUje TIOCeyjy CBOjCTBO CPe/I-
b€ BPEIHOCTH Y OFHOCY Ha (xurmepbosmdke) cdepe.

r) Teopema @arya, KOja ce OIHOCH HA 0—C.C. MOCTOjalbe HETAHIEHTHUX TPAHUYHUX BPE/I-
HOCTU (PYHKIIMja HA TPAHUIM, UCIYIHEHA j€ U Y XaPMOHUJCKOM U Yy XUIEPOOJTUYKHN Xap-
MOHMjCKOM CJIy4ajy.
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Heka je
(6.5.2) M (|a]) = 2P[xs(ea)(@) — 1.
(6.5.3) my (|z]) = 2P[xs(-»)(z) — 1,

rne jex € B", 7 = ﬁ sax #0;Z=e 3ax=0uS(c,T) o3HauaBa MOJIAPHY KaIly Ca IEHTPOM
T u o—mepoM c. Takohe, x4 je maaukarop dyukmuja ckymna A. Jlako ce mpoBepaBa j1a u3pa3
Ha JlecHOj crpanu of (6.5.2) macieljyje porannoHny MHBapUjaHTHOCT Mepe o.

3a uzBoheme excrumiurae dhopmyite (6.5.4), ynyhyjemo na IIpomosunmjy 5.2 ([34]), y k0joj
ce KOPHUCTe O3HAaKe ca IMOYeTKa IoJIceKIje 5.4.

Kaxo je |x —n|? = 1 — 2r cos ¢ + r?, umamo ja 06a Hama jesrpa sasuce camo oj . Heka

‘ o 7rn/ . n
je 0.(n) = 7*=*. Ha ocnoBy dopmyse 0,1 = % noGujamo o (n) = \/%?F(a—/l?/?)'
Kopunihemwewm ITponosunuje 5.2, moxkemo Hanucaru (6.5.2) y obguky
a(e) sin" 2%t
6.5.4 M2(|2]) = 20.(n) (1 — |z[2) =t
(6.5.4) ¢ (J2]) = 20.(n)(1 — |2]%) /0 (1 —2[x[ cost + |z[?)»
T in™ 2
sin"" ¢
6.5.5 2(|a]) = 204 (n)(1 — [af*)" =t
(6.5.5) me(|2]) = 20.(n)(1 = [2]) /ﬁ_a@ (1 —2|z|cost + [x[?)~

rue je (v,pu) = (1,n/2) y xapmonujckom cayuajy u (v, u) = (n — 1,n — 1) y xunepbosndxu
XapMOHMjCKOM ciiyuajy u «(c) je cepuu yrao ox S(c, T).

Teopema 6.10 ([9]). Hexa je h xapmonujcka uau TuGepbOsUNKY TAPMOHUICKG PYHKUUTA ca

— _ _ a+l n
spegroctiuma y (—1,1) u h(0) = a,—1 < a < 1. Taga 3a c = “T= u cearo x € B" sadzicu

my (|z]) < h(x) < MZ([x]).
N3 jegnaxociiu na gechoj (ogrocro aesoj) ciupanu 3a nexo z € B™\ {0} caegu
h(z) = 2P[xs(z)(x) =1 (ogrnocro h(x) = 2P[xs(,—z)](x) — 1),
3a cee v € B"

JIema 6.4 ([38]). Hexa je (v, 1) = (1,n/2) (rapmorujeru cayuaj). Taga eascu

dmr | = 227" I'(n/2) /“ sin" % ¢ &
dr r=1 /T T((n—=1)/2) Jo@ sin"(t/2)
Jlokas. Ysemumo ozaky 1'(r) = %:(T) Tana je
dM" .
dr (T) r=1 N rlif{l— T(T)

Ha ocuoBy dopmyute (6.5.2) umamo
11— (2Pxseal@) = 1) 2(1 = Plseal(@)

1—r - 1—r
Axo kopucrumo dopmyiy (6.5.1) mobujamo
_ 2P[1 — XS(c,E)](x) _ QP[XSnfl\S(Qg)](ZE)
1—r 1—7r '
Cana, kopumrhemem Bep3uje [Ipomosunmje 5.2 mobujamo ciaemehn BaXkaH pe3y/ITar:

T(r) =20.(n)(1 +r)/

T(r)

T(r)

4 sin” 2 ¢

dt.
() (1 —=2rcost +r2)n/2
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OgBa jegHaunna ce MOXKe mpedopMyTcaTn Ha caeenn HadImH:

T(r) =20.(n)(1+71) /j) Q(r, t)dt,

npu yemy je Q(r,t) = % Bynyhu na mocroju numec oxapehenor mHTErpassa y

MTOCJIE/TEHEM M3PAa3y, MOXKEMO U3BECTU HAPEJIHY (DOPMYIIY:

™

dM™ sin" 2t
—c = 4o, S —— Y
@ 1], = 4oe) /a(c) on sin"(t/2)

Hedunnrmmnmo

o) = 227 T'(n/2) Tosin" %t
Pl = - 1) /a@ s ()

Bazxu napemgna Teopema.

Teopema 6.11 ([38]). Hexa je f : B" — B™ xapmonujcka dyrnkyuja 3a xojy eaorcu f(0) = ag
u f uma Heupexkugro apogyoicere y wauky o € OB", wakeo ga je f(xo) = yo € OB™.

Taga 6astcu liniiup 1D, f(rao)| = Dy(c), apu wemy je ¢ = 22 u a = (ag, yo)-

Axo, gogatino, Upetwuoctmasumo ga [ uma guiheperHuujabusto upogyxicerve iy wawky To,
waga goctioju Gosuiiusar 6poj X € R 3a xoju je D f(x0) yo = Ao u

A= D,(c).
Osa oueHa je owmpa.
Jlokas. Hedbuuumumo dbyuruujy h(z) = (f(x),yo). Oa dyunkmmja je xapmonujcka y B™ u

Baxkn h(0) = a u h(zg) = 1. Kako je, no reopemu @arya M (1) = 1, xkopunthemem Teopeme
6.10 mmamo 11a je

h(xo) — h(rzo) - 1— M)
1—r ~1-r
Axo je u(r) = h(rzg),r € [0,1) Tama je u/(r) = Dh(rzg)zg = D,h(rzy). Ha ocrnoBy
JlarpamKkoBe Teopeme nmamo Ja 3a csako r € [0, 1) mocroju ry € (r,1), TakBoO 12 je

1 —u(r)
1—7r

1 — M(r)

= u'(rg) = Dyh(rozg) > e

Oso sHaum na je limsup D,.h(rzg) > limlinfl_%(r)
rT—1_

r
r—1-

HaMm 00e36ehyje na Baxu | D, f(x)| > D,.h(x), na nobujamo

> D,(c). Kommu-IITBaprioBa uejemnakoct

limsup | D, f(rxo)| = Dy(c).

r—1-

]

Ha xpajy oBe mojceknuje mcrnutahemo jga Jim ce Moxke (POPMYIUCATA CJAUIHA Bep3uja
[IIBaproBe jeMe Ha TPAHUIM 38 XUMIEPOOJTUIKN XapMOHUjCKe (DYHKITHI]E.

63



6.5. XUIIEPBOJINYKH XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE BUIIIE PEAJIHUX
IIPOMEH/bUBUX Y JEJHUHUYHOJ JIOIITH

JIema 6.5 ([38]). Hexa je (v,p) = (n—1,n—1), 2ge je n > 2 (zuliepbosuiru TapmoHujcKU
cayuag). Taga eaorcu

dM™
- =0.
dr (r) r=1
/loxas. Kao y mpeTxojiHoj JieMu, uMaMo
dM’™
B = lim T
d?" (T) r=1 'riglf <T)’

nn—2 .
Hedumnummmo Qpy,(r,t) = (1—27‘5&—75-5-72)”’1 Tana je

T(r) =20,(n)(1 —r)"2(1 4 r)"* j) Qnyp(r, t)dt.

Harme, nedununtumo Jy,,(r) = fo:r(c) Qnyp(r, t)dt. IIpoackoM rpaHu<He BPEIHOCTH KaJa I —
17 y mociieimem u3pasy, a1o0bujamo

K

Tli)rlr{ Inyp(1) = Jnyp = / Qnyp(t)dt,

alc)

e je Qryy(t) = 47" sin 2 ¢sin 2"V ¢/2.
HMaxne, umamo na je T(r) ~ d,(1 —r)" 2, r — 17, onaxJe ciaeau Tepheme. ]

U3 oBe Jjieme MOXKEMO 3aKJ/bYUUTHU JIa je Y CAydajy XUMEePOOTUIKU XaPMOHMjCKUX (DYHK-
Ija Koje caAuKajy jeanHudHy jgontTy y R" y jenmnnuny jgonty y R™, HacTynmmia apyraduja
CUTYyallfja OJi OHE y CJIydajy XapMOHHjCKUX ¢yHKIMja. Hanme, nmpoHanum cMO KOHKPETHY
XUIEePOOJINIKY XapMOHUJCKY (DYHKIMjy, KOja jeIMHUYHY JIONTY CiauKa y wHTepBaj (—1,1)
u 3a/10BoJbaBa u(xrg) = 1, 3a HEKy Ta4yKy r( KOja MpUIAJa TPAHUIM jeHUIHE JIOITE, AJIU
JI00mjaMo J1a je pajiijaTHu U3BOJ OBe (DYHKIMje y Ta4KU X jeJIHAK HYJIU.

Ha npBu moryie 1, oBo Moxke u3rjiegatu Kao usnenaheme, nmajyhu y Bujy mosnaty Xori-
dbosy semy. OyHKIMja u, U3 TPETXOJHOI pa3MaTpama, ucnymwasa jeanaduny L(u) = 0, rue
je L yuudopMHO eIMITHYKY MMapiujaJHu TudePeHIirjaJin OlepaTop APYTror pejia, MOCTUXKE
CBOj TJI0DAJIHA MAKCUMYM y Ta9KU X( KOja Ce HAJa3W Ha T'PAHUIM jeIMHIYIHE JIONTe, 300T Yera
3aK/bydyjeMo [a paarjajHu U3BOM (DYHKIMjEe U Y TaYKKH Ty MOpa OuTu cTporo Behm om HyJte.

Hexa je €2 obmact y R",n > 2, u Heka je x € () mpom3BoJbHA Tavdka W HEKa (DYHKI]A
u npunaga kiaacu C%(Q). Jdedunumumo caa napuujagsu audepeHiujiHu onepaTop JIpyror
pesa

Lu = a"(x)Dyju + b'(z) Diu + c(x)u, a”? = a’".

Y 0BOM cCily4ajy KOPUCTUJIM CMO KOHBEHIM]Y O CYMAIlUjU KOja KayKe Jia MOHAB/bAHE UH-
JIeKCa TIOBJIAYM CyMallijy 1o ToM uHjeKcy, ox 1 mo n. Kopucruhemo cnenehe nedununmje:
omeparop L je eautiivuku y Tauku x € ) axko je marpura koedurmjenara A(z) = [a¥(z)]
nosutuBHO fAedunuraa. Ao cy A(x), \(x) o3nake 3a HajBelly U HajMamwy COICTBEHY BPEJIHOCT
oneparopa A(z) m ako je kosmaauk A(z)/A(z) yrudopmuO orpannden y () KaxKemo na je
ortepaTop L yHugpopmmo esudmiuyry y 2. buhe nHam norpeban u cienehu ycios. Axo je k > 0
KOHCTAHTa W Tavka & € ) MPOou3BOJbHA, UCIUTYjEMO UCIYHEHOCT ciemeher yciosa

(6.5.6)




6.5. XUIIEPBOJINYKH XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE BUIIIE PEAJIHUX
IIPOMEH/bUBUX YV JEJHUHWYHOJ JIOIITH

IToxcerumo ce popmynaruje Xordose jgeme.

Lu = a"(z)Dyju + b'(z) Diu + c(x)u, a”? = a’".

JIema 6.6 (Xomndosa sema, [10], Jlemma 3.4). Ipewtoc@asumo ga je L yrnugopmmo esut-
WusKY 0UEPATTOP, Koju 3agosonasa ycaose (6.5.6), ¢ =0 u Lu(x) > 0 3a ceakxo x € Q). Heka
je wauka xo € 0S) Wwakea ga 3a vy eascu ceaegehe:

(1) w je meupexugra y WaUKY To;
(17) w(xo) > u(z) 3a cee v € §);
(1i1) O 3agosomasa ycaos Gocojara YHYmpawHe chepe y Wauky Xo.

Taga u360g y UPAGUY CUOLHGWIHE HOPMAAE GYHKUUJE U Y WAYKU To, KO UOCTLOJU, MOPG
3ag060na6aY CUPO2Y HEJegHaKOCT

%u(:co) > 0.

Ucriocrasiba ce 1a XurmepooIndIKn XapMOHjcKe (DYHKIIMje He UCITYHbaBajy jeJlaH O yCJI0Ba
KOju 3aXTeBa IMpuUMeHa XOoIoBe jieMe. 3ancTa, XUIepOooInIKN XapMOHIjCKe (DYHKITHjE 310~
BoJbaBajy ycinoB Lu = Aju = 0, e Baxku A(z) = Id u bj(x) = 21(11|;‘22),i = 1,...,n. Iomro
je A(z) = A(z) = 1,z € B", 3akspyuyjema jia oneparop Ay, He ucnymwana yciaos (6.5.6) y B,
IITO 3HAYU Jla HE MOXKEMO MPUMEHUTH XOII(POBY JieMy Ha OBaKBe (PYHKIIH]E.

Jleo oBor pesysTara ce MOYKe MHTEPIPETUPATH Kao MOTBPA Ja ce yciaoB (6.5.6) He Moxe

WCKJbYYUTHU U3 UCKa3a XOIoBe JieMe.
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I'maBa 7

OcBpT Ha Heke KJjiace X0JIOMOPQHUX
dbyHkmuja noBe3zanux ca IlekoBoMm m
IHIBapmoBoM JjieMoM

7.1 VYBogHe HalOMeHe

Y oBoM 0J1eJbKy Ouhe pa3zMaTpaHu Pe3y/ITaTh OCTBAPEHU Y OKBUPY IIPOjeKTa KOju ce OaBu
usydaBarbeM [1IBapriose sieme u 3ajeqamakor pajga ca M. Maresesuhem u B. H. Oprekom [32].
OgBaj nmpojekar je mokpenyo nmpod. M. Maremesuh u y temy cy, uamely ocraanx, yaecTBOBaIN
M. Ceernuk, A. Kandanax u B. H. Opnex (2, 35, 49, 43|. I[Topes KOHKpeTHUX pe3y/Tara,
buhe HaBereHN HeKW MOTyhu mpaBi 3a Oyayha ucTpaskKuBarba.

PesysiraTtu mnpejictaB/beHU ¥ OBOM OJEJ/bKY CE€ OJHOCE Ha pacT (pyHKIHja KOje MpUIAIAjy
onpehbenum kjracama, Mehy Kojuma cy 3Bazgacrte (QyHKIH]je, IIITO TMPEJICTAB/bA YOUIITEHE He-
kux OpHekoBux pesdysrtara. Hakon Tora, o/mke heMo u3yInTu MPUCTYT KOPHUIITNEH y CEeKITNjH
2, a OMCMO pPa3BUJIN YOIIIIITEH METO/I 38 OIEHY pacTa Mpec/jnKaBamba, Koju he OuTn 3acCHOBAH
Ha [lekoBoj siemu (Bumeru nozcekimjy 7.4, Teopemy 7.7, kao u Teopemy 7.9) u koju hemo
3BaTU METOJI 38 U3yvaBalbe PacTa y HEKUM KJacaMa XOJOMOPQHUX (PYHKIIHja, KOPUIIThEheM
Ilexose neme. [lorpebuo je marnacutu na je u3 Teopeme 7.7 uzBenena Teopema 7.8. Teopeme
7.9 m 7.10 cy HapeHU PE3YyJITATH KOjH Ce OJHOCe Ha MpUHIUI cybopaunanuje. 13 oBux pesyst-
tara 6ulie jacHo ja je orena pacra 3Bes3gactux dyukimja (Teopema 7.1) cnenujanan ciydaj
IIPUMEHE HAIer YOIIITEHOT METOJIA.

Ha xpajy he omtu msnoxkena Teopema 7.11, Koja mpejcTaB/ba Pe3yJITAT O PACTY XOJO-
MopdHEX DyHKIHT]A.

[Ipe mero mrro 3amoyemo ca mua/iarameM pedysrara, JahieMo KpaTak mperses] KOPUIneHnx
O3HAKA.

Hedunuunuja 7.1. 1. Ca C osnauasahemo xomunerxcry pasan, ca U jegunuvmru guck, ca
B(a,r) guck ca yen@pom y wavwky a u Goayapewnurom r, o ca C* exyu C\ {0}.

2. Axo cy U u 'V obaactiu y C, ca Hol(U,V') (ognocro O(U,V)) oznanwuhemo damunugy
ceux roromopprur gyrnruyuja [ xoje caurajy obnac@ U y obaacm V. Ymecwo Hol(U,U)
jegnocasruje auwemo Hol(U).

3. Axo F € Hol(U) ucayrasa F(0) = 0 pehiu hemo ga je F Illsapyosa dyrryuja jeguru-
HOZ quCKa.
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4. Ca Pt osnavwumo gecny uoaypasan, wj. ckyu {z € C : Rez > 0}. Hexa ca (P) 6yge
03HAMEHA KAACA CEUT PYHKUUja P Koje cy zoromoppne y jegununnom gucky U, sa koje
saotcu Rep(z) > 0 3a |z| < 1. Hexa (P,) byge osnara 3a xaacy dynrkyuja p, xoje cy
xoaomoppre y jequnuwnom gucky U u ucuymwasajy ycaose p(0) = a, Rep(z) > 0 3a
|z| < 1.

5. Hexa je If(z) = Z]J:;S) uC[f](z) =1+ Z}C,IQS). YV autuepaiypu ce wectio Kopuciu 03HaKa
S[f](z) ymeciio osge nasegere I;(z).

6. Hexa je M(r) = max{|f(re")| : 0 <t < 27}.

7. Osnavumo ca 'V ckyt (wavnuje obaact) xoju je togekya ckyta C. Ca Or(V) osnavu-
hemo xaacy ceuxr pynryuja f xoromoppruzr y ckyay U 3a xoje saorcu 1;(U) C V. Axo
je 3agatma Koncwanma a, xacemo ga je f € O4(V) axo saorcu f € Or(V) u f(0) = a.

Pynkiponas [y, Koju UMa HeKe OCOOMHE JIOTapUTAMCKOL PE3UAyMa, UMa BasKHy YIIOLY y
Teopuju 3Be37acTux (pyHKIHja, Kao u [lekoBoj jgemu.

Jlobpo je nmedpunucan, Ha HpuMep, y Caydajy Kaja je V oTBOpeH cKyn u Kaja je f :
V\ {0} — C* dyskmmja xomomopdua y V; kama je, ciermjanno, 0 € V u dysxiuja f uva
Hy1y pega n > 1y taukn 0, raga mamenmo [;(0) = n. Iloncerumo ce na ce oBaj dyHKIMOHAT
jaBba y jeduHUNMjU 3Be37acTUX (PYyHKIH]ja, Kao u y uckasy [lekose jeme.

Axojea # 0,0 <r < |a| u ako je dyukuuja f : B(a,r) — C* xomomopdHa, Taga MoxKeMo
KOMILIeKcaH 6poj z 3amucaru y noiaapuoj dopmu re? y ckymy B(a,r) n Taga mocToju rpana
0*(r,0) sumesnaune dynkmuje Arg f(re), npu gemy Baxku cieneha dbopmyia:

0
(7.1.1) —0"(r,0) = Re I4().
00

Ba dukcupano r moxkemo nocmarparu 0*(r,0) kao dynkmmjy npomersbue 6. U3 jemna-
koctu (7.1.1) mmamo ma Baku:

(1) ¥V cayuajy ma I : B(a,r9) — PT, umamo na je 6*(r,0) crporo pacryha.

"3 (A1) nupekTHO cie/u:

(2) ¥V cayuajy ga je f dyuxmmja xonomopdua Ha ckyny U, Iy : U — Pt u f nma
jennocTpyky myiy y tauku 0, Tajga je dyukmuja f ,,1-17 u f(U) je 3Be3macra obact.

Y HacrTaBKy, II0JICETUMO ce nuckKasa [lekose Jjieme:

JIema 7.1 (IlekoBa snema). Heka je [ dynryuja xosomoppna y jeguruurnom gucky U xoja
Huje ugenmuuky jeghaka Konctuan@u u wexa je f(0) = 0. Axo |f(2)| na cxyay |z| =r, r < 1,
€607 MAKCUMYM UOCTLUHCE Y WAYKY 2o, WAGa 8GHCU
20 f'(20)

It(20) = o)

:k’

2ge je k > 1 peanrarn 6poj.
Hame, nokazahemo cienehy jemy.

Jlema 7.2 (IlexoBa siema, gpyra Bepsuja). Hexa je f ¢dynxuuja roromopdna y jegunurirom
gucky U koja nuje ugen@uywku jegnaxa wonwcaniiu u nexa je f(0) = 0. Axo cxyu f(U)
cagpotcu wavke Koje ce ne nanase y ckyuy U, waga

1. @ocmoju Wauka zo € U 3a xojy eaorcu | f'(z0)| > 1 w
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2. Gocwoju Wawka 21 € U 3a xojy eaorcu wy = f(z1) € T u I;(21) =k, 2ge je k > 1 peanran
opoj.

Jlokas. Osznauumo ce M, = M,(f), 0 < r < 1 makcumym dyukiuje |f| na ckymy T, u ca
M = My cynpemym byuximje |f| Ha ckymy U. Ha ocroBy mpermocraBKu TeopeMme, HMaMO
ma je M > 1. IlpernocraBumo na dyukumja |f| cBoj mMakcumym Ha cKymy 1, mocTuke y
tauku z.. Kao mocnenuiy IlIBaprioBe jieme Ha rpanunu, umamo Jia 3a cBako 0 < r < 1
Baxu |f'(z,)| = M,/r. Onarie 3namo jga mocroju 1o € (0,1) TakBo 1a je 3a cBako r € (rg, 1)
ucnymweno M, /r > M; > 1, na ocuoy uera je |f'(z9)| = My > 1. O

[Ipe mero mro npumenumo IlekoBy jemy, yzehemo y oo63up cienehe pazmarpabe.
Hexka je ¢ dyuknmja xomomopdua na obmactu G u f : U — G Takobhe xomomopdua
_ zf

dyukunja. [ogcernmo ce ga je [f(z) = = M O3HAYMMO W = f(2). Ako je F'= ¢ o f, Tana je

F'(z) = ¢'(w) f'(%), 360or dera je UCIyHEHO

2F'(z)  z¢'(w)
= fl(2) = Iy(w)Is(2).

&)~ o(w) (2) = Io(w)Iy(2)

[Tpernocrasumo na je dyukmuja [ ,,1-17 u xomomopdua. Taga uz dopmyne (7.1.2) Baxu

Iy 1 (w)Iy() = 1, vae je w = f(2).
Jlako ce nposepasa Ja je Iy = Iy + I, u3a f = 2"g na Baxu Iy =n+ 1I,.

(7.1.2) Ip(z) =

7.2 OueHe pacra a-3Be3gacTux (pyHKIHja

Huckycuje na temy Ilekose jieme 6mite cy nmpeamver pazmmarpama B. H. Opreka y Heko-
JMKO 00jaB/beHUX WiaHaka (BujeTw HIp. [48]).
Ba p € N, ograunmo ca A(p) xiacy cBux dyHKImja 006IIKA

f(2) =22 + ap 2"+ ap0? T4

Koje cy xosomopdue y jeaunuarom nucky U.
Osnaunmo kiacy ceux dbyuknuja f(z) = 2 + a9z + azz® + -+ xoje cy xonomopdue y
jemuamanom mucky U ca A. Takobhe, naserthemo ciesnehe nedunuimje.

Hedbunuunuja 7.2. 1. Qynxyuja f € A aputaga waacu S(a),a € R axo sasrcu ga je
Re S[f](z) > a, z € U.

2. Qynwkyuja f € A(p) apuuaga Sy(o) axo je uctuyrwerno Re S[f|(z) > o, z € U.

3. Oynwuwyy [ € A wnasusamo seedgactuiom pega o, 0 < a < 1, axo je ,,1-1”7 u axo je
ucayrweno Re S[f](z) > a, z € U. Kaacy osaxsuxr pynryuja o3nauasamo ca S*(a).

4. Ca C(a) 03navumo Kaacy ceur xonsexcrur gynryuja pega o, 0 < o < 1. Ose pynryuje
cy gepunucarne anarvtiusrkum ycaosom Re C[f](z) > a. V audepatiypu cy sactiytmvene
osnake S* = S*(0) u C = C(0).

Axo je f € S*(«a) u 3a dyuxuujy F Baxku F(z) = f(2"), rae je n nupupogan 6poj, Taja
Baxku 1a je F' € S(a+n).
[TosceTumo ce Ja mpecimkapambe R(z) = =2

T 1-z

jemuuunaau quck U ciimka Ha JecHy ToJypa-

Ban PT. Axo je L(z) = Li(z) := %, taja Baxu L(z) = @

cJMKa jeHUYHU JucK Ha nosypasad {z € C: Rez > —%}

— % Hakne, nobnan cmo ma L
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IIpumep 1. 3a a € R gedunummmo ckyn X, = {w : Rew > a/2} u 3a s>0 oznauumo
Ly(z) := ﬁ Tana
e [ cimka jequanynu jiuck U MHjeKTUBHO Ha CKym X _i.
e [} =1+sL. OmaBne umamo na I, ciauka jepuanann quck U MHjEKTUBHO HA CKYT Xoq,
e jea =as) =1—s/2.

e Kama je 0 < s < 2, L je 3Be3nacra dbynkuuja pena «ofs). Takobe, dynkumja L nma
MakcuMaJian pact y Kiaacu S(«). 3a jgoka3 osor TBphema Bujern Teopemy 7.1.

Y nusby Jasber majararba IOTOIHO je YBECTH O3HAKe
(7.2.1) s(a) :=2(1 —a) u By = fo(a) :=1/s(a).

Teopema 7.1 ([32]). Axo 3a 0 < o < 1 pynryuja f apuiaga xracu S(a) (cueyujasno S*(a))
u eaorce osnake (7.2.1) waga je ucayreno

: 2]

(2) 1f(2)] < W,
.. 1" 2
(@ 170l < 5

Kao mocsieuna oBe Teopeme, jacHo je Ja (i) Baxku ako [y 3amernmo ca 0<S< 6y 1j. 1/8 >
2(1 — ). Cuenmjasno, 3a « = 1/2 nobujamo OpHEKOB pe3ysiTar, KOju TJIaCH:
Axo f mpumana S*(1/2), Taza je
., b
@) 1< o
(@) [0 <2
[Tozuaro je ma (i') m (ii') Baxkm 3a KoHBekcHe dyHKuuje. 3uajyhu ma je C' C S*(1/2)

(Bumeru [53]), mobujamo 1@ je MpeTXoaHa TeopeMa YOIIITEHhe TO3HATOT Pe3ysITaTa, KOju BaXKu
3a KOHBEKCHE (PYHKIIHjE.

Jlokas. Ysemumo o3naky 7 := (1 — a). I3 ycioBa 3amaTka, jacHo je ma BaxKu 2<[y< +00.

Jlasbe, Heka je

5 B
(7.2.2) h(z) = hg(z) := < )> — 1, omnocuo f(z) =

)

ITocne kpaher pauyna moxke ce 100UTH

WE) 5(1_f’<2>>, . Re(M)—ﬁ(l—Res[f](Z))-

(1 + A(z)) /7

rhai) - \E TG T ()
OBO KOHKPETHO 3HA4YM JIa je
(1.2.3 Re (=2 1) 2 1 Re S[)(2)) < B(1 — a) =
2. e Z1+h(z) = z a) =T
Y macraBky hemo jokasaru ja h ncnymasa yciose [Isaprose sgeme: 2(0) = 0 u h(U) C U. 3a
cBako 7¢ € (0,1) mocroju Tavuka zy Koje MCIyHaBa yCcIoBe |zo| = ro u ‘nr|1ax |h(2)] = |h(20)| =
z|<ro

M,,. IIpema IlekoBoj steMm, Taja BazKu jeJHAKOCT

Zoh/(Zo) = koh(Zo), k?o Z 1.
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Umajyhu y Buny jenuaunny (7.2.3), nobujamo ma Baxku koRe(HLh) < Ty Tauku zp. Ako

yBeJieMo o3Haky w = h(2g), jesmnakocr (7.2.3) MOKeMO HaUCATH y OOJUKY

(7.2.4) Re (L) <r

14+w
Ako je A°(w) = -, mmawmo ja je A%(w) = § — BE) rne Ry(z) = 1= CJIMKA je[MHIYHE JUCK

Ha jecHy nosypasan. OaBae qobujamo j1a je

1

Re A°(w) < 5 = lw| < 1.
aKJe, ako OGHCMO HPETIIOCTABUIIN 14 je T < i, mobmmu 6ucmo |w| = M,, < 1, 3a cBako
2 0
ro € (0,1). Onasae caenu na je h(U) C U
obusn cMmo 1a h ncnymwana yciose llIBapriose jieme, omakie 1006ujamMo ga BazKu
Yy Yy J

h(z)I<]z], |2 < L.
Haspe, 3a cBako z € U Baxu [1+h(z)| = 1—|h(z)| = 1—|z|. Umajyhin y Bumny (7.2.2) nobujamo

|

|f(2)] < W

(17) PazBojem jo npsor 4uiana MakiopeHOBOT pejia, J106ujaMo

o)

[Tomro je npema IBapuoBoj jgemu |A/(0)] < 1, mobujaMo TparkeHy HejeIHAKOCT. O

7.3 Hekoauko pe3yjTaTa yBOJHOT KapakKTepa

Ogme hemo mpuKasaTu MeTOJ[ OIleHe pacTa HEKuX (PYHKIHja, KOJU Ce TeMeJbU HA KOPUIII-
hemwy IlekoBe jieme, maycTpOBaH Ha HEKOJUKO YBOJHUX Ipumepa. Ommre TBpheme he Outm
JIoKa3aTo Kacuwuje, y onesbky 7.4. IIpBo hemo jokazatu IIpomnoswurujy 7.1, Kojy je mM3BOpHO
nokazao Opuek, a morom Teopemy 7.4, Koja npejcraBiba mobospiname [Iponosunuje 7.1. Ilpe
TOra, yBEIMMO HEKe O3HaKe, 3a CIIelHjajIHe Kjaace XOJoMOppHUX DYyHKIT]A.

e VYV wianky [48] Opuek ucnuryje ocobune kinace N(a) koja ce cacroju ox dbyHKuja f,
XOJIOMOPHUX HA jEJIMHUYHOM JUCKY, KOje UCIYHaBajy yCJIOBe
z2f'(2) 2a
f0)=a 5
fz) | 1+a
e Jeano npupojHO yormreme 6u 6uno na 3a ¢ > 0 u a € C paszmorpumo kiacy N(a,q)
dyuknuja f, xoJoMOPPHUX HA jJeJMHUIHOM JTUCKY, KOj€ UCIYHaBajy yCJa0Be
2f'(2)
f(0) =
f(2)

Hakme, N(a,q) je camo npyra oznaka 3a O%(B(0,q)).

e IIpumernmo ja oBne g He 3aBucu o a. Ako je a = 0, Tajga 3a QyHKIW]Y S,(z) = b2",
rze je n mpuponan 6poj, Baxu I, = n. Cxomxao Tome, s, npunaia kiaacu N(0,q) ako u
caMo ako je q > n.
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e V¥V cayuajy 0 < ¢ < 1, knaca N(0, q) caapku camo KoHCTaHTHY (Hysa-) dOyHKIH]Y.

e Ako je |[;(z)] < ¢ m 3HAMO nma mocToju zp 3a Koje je |I;(z)| = ¢, mpema mpunImIy
MakcuMyMa Momysna Baxku ga je If(z) = c. Ako osmaummo g = log f, Tama mmamo
g =c/z. Hakne, g = clog z + ¢1, 1j. f = ¢22°, mro 3ua4u ja je ¢ > 0 1neo 6poj.

o V cayuajy na je f € O;(B(0,q)) u na bysknuja |1 | cBOj JOKaIHE MAaKCHMyM JOCTIZKE
y HEKOj TauKH zp, Baxkuhe na je g =n u [ = ¢2" 3a HeKU IPUPOIAH OpOj n.

Y m3naramy OBOI IOrJIaB/ba Omhe HaMm morpedHa ciegeha TeopeMma.

Teopema 7.2 (Teopema o monogpomuju). Heka je xomunaexcha dynrkuuja f anasutiuvka y
JUCKY Cagporcarom Yy Upoctio-uoee3ano] obiactiu D u nexa f uma aHaAuTGUYK0 UpogyHce-
e gyotc ceakoz uoauzonarnoz uywa y D. Taga ce f moorce anasutiuurku Upogqyaitcutlivc go
anasumiuske Gynryuje Yy wuasoj ooaactiu D.

IIpebhumo cama Ha TyIaBHE pe3ysTare OBOI OJEJbKA.

[Tpermocrasumo na je a € [0,1] u yBegumo osnake O, = }f?;, R, = 13‘22 U HEKa je
K, = B(Og; R,) muck. Osnaunmo ca O(U, K,) damuiujy xonmomopduux dyskimja f Koje
cnukajy jemmananu quck Uy muck K, u 3a xoje je f(0) = 1.

Kopumhemewm [lekoBe emMe MOXKeMO JTOKa3aTH HAPETHY ITPOIIO3UIIA]Y.

ITponosunuja 7.1 ([32]). 3a ceaxo a€[l,1] xaaca N(1,q(a)) je togeryt xaace H, = O(U, K,).

Jokas. Heka je 1,(2) = 172 u nexa je f € N(1,q(a)).
[Tocse kpaher pauyna mMoxke ce mpoBepuTu ja je ¥, ,1-1" ma C\ {%}, [IpU YeMy jeIUHUIHU
muck U cimka ymnpaso Ha nuck K,. Takobe, umamo ¢/, (2) = (1_2#)2 u [P (2)] = q(a) = (li‘;)Q

3a |z| < 1. OgaBae nobujamo cienehe jearakocTu:
]' Iwa (Z) 1 2((;2;)27 I¢a(1/z) = _Iwa (Z)7
2 Iy, je majextusHO Ha U,

3 1y, ciuka U na Gy, n

4 Iy, (2)] = q(a) := 142:;2 3a |z| = 1.

Hoxkazxkumo cienehe TBpheme.

Tephemwe 7.3 ([32]). 3a cearo s > a Pynxyuja f cauka jequruunu guck U y guck K.

Axo Tepheme 7.3 He 6u 6mwio Tauno, umanu 6ucmo 9 € (0,1) u Tauky zy TakBe Ja je
f(B(0,ry)) C K, |z0| =ro mw wy = f(20) € 0K.

Axo je z, = ;7 (wp), mobujamo ga je |z, = 1. Ilpema IlekoBoj jleMn UMamo Jia BaxKu
I¢(z0) = kly,(25), k > 1. Tlomro je |1y, (zs)| = q(s) > q(a), mmamo If(zp) > ¢(a), mTo je
KOHTPA/IUKITA]a.

Hoxkazamu cmo, nakie, ga je kiaaca N(1,¢(a)) nonknaca on H, = O(U, K,,), mro usmehy
ocraJsior 3Hadn na je kmaca N(a,q(a)) noakmnaca ox aH,. Ilomro je ¢/ (0) = 2a, u3 npuanuma

cybopmunanuje umamo na saxku | f'(0)] < 2a? 3a cBaxo f € N(a,q(a)).
]

ITpe uckaza cienehie Teopeme, pazmorpumo GyHkImjy ¥(z) = ae?, a # 0,q > 0. Taza je
(7.3.1) V'(2) = aqe?, I,(2)=qz u ' (0)=aqe® = agq.

Jlako ce moxKe mokazatu Jia je dpyHknuja ¢ ,,1-1”7 akko je ¢ < 7
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Teopema 7.4 ([32]). Hexa je (z) = ae?, a # 0,q > 0 u apewitocmasumo ga g € N(a,q).
Taga sastcu

(a) g(U) C ¥(U),
(6) 19'(0)| < ag,
(6) sup{|g'(0)| : g € N(a,q)} = aq.

Jloxas. Tlpernoctasumo 1a je g € N(a,q) u Heka je H = ¢~ og. Oyuxuuja 1 1(z2) = éLogg
je BumesHadHa, 300r dera je m dyukmnuja H BumesnadHa. [lomro dynkiuja g He y3uma
BpeanocT (), IMaMo J1a ce cBakKa Kanla (pyHKImje H MoXKe aHAJIMTHYIKYA TPOILY KUTH Iy K CBAKE
nosiuronasine yimHuje y jequandnoM naucky U. IIpema Teopemu o monompomuju, mobujamo Jia
Ha jenuauyanoM jucky U mocroju rpana Bume3nadne gpyakiuje X, Kojy hemo o3HaqauTu ca h.
Hokazxkemo cajia TBpheme (a).

Kaz (a) ve 6u 6uso ucymeno, nmasm 6ucmo ja ckyn h(U) cagp:ku Taduke Koje He Ipuma-
najy jemuaumanom aucky U. Bes ymamema OIMIITOCTH MOXKEMO MPETHOCTABUTH Ja je h XOJI0-
MopdHA Ha 3aTBOPEHOM jeMHIIHOM JUCKy U I HeKa ce MaKCHMyM Mojyia (GyHKIuje h Ha
ckyny U mocTuzke y Taukn 2. Ako ozHaummo 20 = h(zp), IO paHMUjO] MPETTIOCTABKU MMAaMO
na je |2° > 1.

Ako yBesemo osnake wy = ¢(2g), nobujamo ma je wy = 1 (2Y). Kopucrehn Ilekosy Jie-
My u ocobune dyukruonana [ (7.1.2) mobujamo ma mocroju k > 1 takso ma je Ip(z)) =
Iy-1(wo)ly(z0) = k, mro 3anpaso 3naun na je I,(z0) = kI,(z"). Kopucrehnu (7.3.1) umamo na
je Tama |1,(%0)| > ¢, mro je KoHTpasUKIHUja.

[Tpumenom IIBapriose seme Ha dyukumjy h, nobujamo ma je |¢'(0)] < |¢'(0)|, omakmne

ciemu (b) u (v). o

Heka je J¢(z) = J;,((j)), u3saa #0,q >0 uera J,(q) o3nauaBa Kyacy cBux (pyHKIH]ja,
f xomomopdunx y jeguumuanom mucky U koje mcmymasajy f(0) = a u |Js(2)] < ¢, 2 € U.
Kopucrumo osunaky J, ymecro J,(1).

(A) Ako f mma Hyny penan > 1, raga J; uma mon y tauku 0. Jakse, na 6u 6mio f € J,(q),
e cme outu a = (. Ocum Tora [ He MOXKe UMATH HU JIPYTUX HYJIA Y JeIUHUTHOM JUCKY

U. ¥V Tom ciyuajy nocroju rpasa log f u momro je (log f) = f7,, umamo 1a je |log f| <
q. IlpermocraBumo fa mocroju Tadka 2o € U, 3a KOjy je HCIyHEHO % = q. Ilo
OPUHIITY MAaKCHMyMa, Taja 61 BaxKuio ja mocroju « € [0, 27) TakBo 1a je ’;cl((j)) = el

. (%6
3a cBako z € U. OBo ynpaso 3nauu 1a je f(z) = ae® 9%, 3a cBako z € U.

(B) Hanomenuwmo na je Kandamax rakohe mokazao Tepheme (7.3.3), ucrakuyro ucmoi. Ako
je f € 04(B(0,q(a))), a # 0, Tanga je I; orpanndena aHaJuTHIKa (QYHKIUja Ha jeau-
augHoM jucky U U meHa BPeIHOCT y TauKK HyJIa je jejHaka Hy/au. Tajga HaMm KaacudHa
[IsaproBa Jiema jaje

2a , f'(z) 2a
(7.3.2) 11¢(2)] < T |z|, omaxue je ) < T ° eU.
Kao crienmjaan ciydaj oBe HejeqHakocTu 106ujamo
2a
7.3.3 "0)] < —.
(7.3.3) 7Ol < 5

(B) Kao y (B), moxkemo Buyietu ja je 3a a # 0,q > 0 ucnymweno N(a,q) C Ju(q). Iomro
je I1(z) < Js(2),2z € U, mobujamo N(a,q) = J,(q). Takohe, moxxkemo npumerurn ga je
f € Ja(q) axxo je g € J,, rae je g(2) = f(2/q).
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(I') Ako je A(z) = Aya(2) = ae?”, Taga umamo J4 = q. Teopema 7.4 roBopu HaM J1a BaxKu
f € Ju(q) akxo je f = A, 0 F, rne je F lIsapuosa dyHKImja.

Teopema 7.5 ([32]). IIpewaoc@asumo ga je g >0 ua > 0. Taga sasicu caegehe:
a) Awo je f € J,(q), @Waga je uctyrweno ae~ 1 < |f(2)| < ae?.

6) Axo je, gogawino f(1) = ae? u axo wocwoju rKomuaekcarn ussog f'(1), waga easrcu

jegnaroct f'(1) = kae'i75=, 2ge je 1 <k < g

Jlokas. Axko je f € J,(q), Tama je f € N(a,q). Ilpema mperxomHoj TeopeMu MMaMo Ja je
f(U) C ¥(U), tae je P(z) = ae?. Ako je h nedunucana kao y mokasy Teopeme 7.4, OJHOCHO
Kao IpaHy TOTaJIHe aHauTHIKe byHKIuje ¥~ 1o f, umamu cmo ga Baxku h(0) = 0 u h(U) C U.
[Tpumenom IIBapmose eme, mmamo Ja je |h(z)| < |z|, 3a cBako z € U, onxocuo

(7.3.4) h(U,) c U, sacsako 7€ (0,1), U,=rU.

U3 nperxomuor, moxemo mucaru f(z) = ¢(h(z)),z € U, na npumenom (7.3.4) u npuHnuna
MaKCHUMyMa MOJIyJIa JTIOOMjaMo Jia je

max | ()] < max|i(2)| = ae"
zeU, z€U,

Ha unctn naynn nmamo ja je

min| f(2)] > min [¢:(z)] = e,
ZEUT ZEUT

ofakJe 1o6ujaMo a).

Heka je b = ¢ u meka je Ty(z) = (1) =1,Ty(1) = 122

Hedunummumo g(z) = a te f(z). llpumerumo aa je Taga g(0) = b. Ilpumenom a) umamo
na je g(U) C U. Iomro je, mpema upernocrasim, f(1) = ae?, umamo ga je g(1) = 1. Ako
nebunumemo F = T, o g, umamo ga je F(0) = 0, kao u F(1) = 1. Ilpumenom Ilexoe
JeMe mMamo Ja mocroju k > 1 takso ga Baxu F'(1) = kF(1), tj. F'(1) = k. Iomro je
F'(1) = Ty(1)g'(1) = Ha~te ?f'(1), Konauno nobujamo f'(1) = kaeqhb Umajyhin y Bumy
f'(1) < qf(1) = qae?, umamo u vejennakoct k < git2. O

Teopema 7.6 ([32]). IIpewitociiasumo ga f apuiaaga N(0,1) u ga f y @Wawku O Gocegyje
nyay pegan = 1.

(@) Baoeu £ (0)]
1f(2)] < Te(n+1)\zl|2’n_
KO [ uma xomusexcan u3eog y wavku 1 u axo je = n, et waga woctwoju
6) A 1 ; 1 |f( ).( ) n+1
k > n waxso ga je f'(1) = kf(1). Caeyujanno,
) (0
’f/(1>| >n|f ( )|6n+1'

n!

Jlokas. Axko f npunaga N(0,1) u f mma Hysry n-Tor peja y Tadku HyJa, Tamga je f = z"g, rae
je g dyukuumja xonomopdna na U, koja HeMa myste. Jorr umamo [n+ I,| < 1, ogaxie gobujamo
ma Baxu g € N(g(0),n+ 1). [lpumenom Teopeme 7.4 mobujanmo |g(z)| < |g(0)]|e™VIZ. TTomro

je g(0) = %, J061jaMo yrpaBo HejemHakocT (a).
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Hoxkazxumo caga jeo b). Cianano Kao y ey mof a), nocrojahie xosomopdHua dyHKIWM]ja
g1, nedbunucana y jemuuumanom gucky U, 3a kojy saxu f(z) = 2" 1f(2). Opa dbyukuuja
ucnymasa yciaose [lekose jieme, omHocHo, noctoju k; > 1 takBo ma je ¢'(1) = kyg(1), mro
sanpaso 3uaun f'(1) — (n —1)f(1) = k1 f(1). Ba k =n — 1+ k; > n, nobujamo HejeHAKOCT
f' (1) = kf(1), mrro je u Tpebasio m0Ka3aTH.

O

7.4 Meton 3a orieHy pacrta (pyHKIja 3aCHOBAH Ha
IlekoBoj J1emMu

Y oBoMm oj1e/bKy pazmoTpuhemo jegny crernuduuny curyarujy. Heka je G mpocTo moBesana
obsract y C, Tauka a npunana G u Heka je ¢ koudopmuo npecinkasame U Ha (G 3a KOje BaxKu
¥(0) = a. Ocum Tora, Heka je ¢ ="' u F = ¢o f. Ako ozHaunmo w = f(z) uMaMo jia BaxKu

1) = 1)) = 5 = 28 e = L)

Osnaunmo ca O,(U, G) davunnjy dyukimja f xonomopduux Ha jemuauaaom maucky U,
gnja je cimka mojackyn obnactu (G, u Koje uciymwasajy yciaos f(0) = a.

IIpuaun cybopauaanuje 1

[Monacernmo ce ma je U, = B(0,7). I[Ipernocrasumo 1a je dyukimja f, xomomopdHa Ha -
cky U,. Taza je byuknyja f nedpunucana nspasom f(z) = f,(rz) xosmomopdHa HA je TMHUIHOM
mucky. Tajga moxkemMo u3padyHaTn

2f'(z) _ rafi(rz)
fz)  fe(rz)
Kopucrehu oBy jennakocT, MozkeMo 3akjbyunTta ga [lekoBa jiema Baxku y UCTOM OOJIUKY aKO,

ymecto dbyukimje f nedunucane Ha jeJUHUIHOM JIUCKY, JIeMy TPUMEHUMO Ha DyHKIU]Y fr,
nedunncany zHa U,.

Ii(2) =

=1y, (rz).

Teopema 7.7 (|32]). Hexa sasice caegehe Upeuocimiaske
(a) f u cy xoromopgpne y U u ucayrwen je ycaos f(0) = 1(0)
(6) ¢ je aoxaano ,1-17y U,

(6) 1y je ,1-1” u cxya I,(U,) je 36esgac@ y ogrocy na MYy, 3a C6aKO T Koje UCUYHABA
O0<ro<r<l1, 3a nexo ryg > 0.

(2) 1;(U) C 1,(U).
Taga je
(7.4.1) f(U) C ¥(U).
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Jlokas. Jla 6u 6wio ucnymweno (B), mopa Baxxutu f(z),1(z) # 0 3a cBako z € U. Umajyhn y
Buy (1), ojaBjie 6u GUO MCIYHEH YCJIOB

(7.4.2) I1;(U,) C I,(U,).

Bes ymamema onmTocT, MOXKeMO IPETIOCTABUTH 11 je ce (PYHKIU]a 1) MOXKe HeIPEKHIHO
npoayxuty Ha U. IIpermocraBumo ma (7.4.2) muje ucnywmeno. Tasga nocroju r 6mausy 1 TakBo
na f(U,) auje nogckyn ckyna ¢ (U,.). Saucra, ako 6u Baxuso f(U,) C ¢¥(U,) 3a cBako r xoje
ucnymwaba 0 < rg < r < 1, umasno 6u qupekrtHo (7.4.2). Opasiae 3Hamo na nocroju z,. € U, 3a
koje Baxu |z,| =m <r, f(U,,) C H, :=¢(U,) u w, = f(z,) € OH,.

3 Teopeme 0 MOHOIPOMU]H, UMAMO J1a IIOCTOjU aHAJUTHYKA ITPaHa BUIIe3HAYHE PyHKIH]e
Y=o f nedunucana ua U,,, kojy hiemo oznaunru ca h. Axo je ¢, = h(z,), Tana je || = r. U3
[lexoBe jileme mmamo i@ mocToju k > 1, TaKBO Jia BaxKu

(7.4.3) I5(z) = KLy (Gr)-

Heka je G, = I,(U,). Imajyhu y Buny (r), smamo na je I;(z,) € G,. Takobhe, mmamo na,
36or |(.| = r Baxku [,(¢,) € 0G,. Ilomro je I ,1-17, a ckyn G, je 3Be31aCT y ONHOCY Ha
Hysy, umamo Ja u3 (7.4.3) mopa Baxuru k = 1, 1j. I(2,) = I,((,), mTo HAC HOBOIH Yy
KOHTPAIUKITA]Y .

O

[Ipumena Teopeme 7.7 nam maje Teopemy 7.8. Ilpumernmo na Teopema 7.7 He 3axTeBa J1a
dynkyja [y uMa HENPEeKUIHO IPOoJyzKeme Ha jennHuydHu JucK U, yMecTo dera KOPUCTHMO
npernoctaBky (B) y mokasy. Ilpe dopmynanuje n nokasa Teopeme 7.8 mojceTuMo ce HEKMX
TEXHUYKUX JeTaba KOju he ONTH M3HETH y HACTABKY TEKCTA.

Hexka je dynknuja g xonomopdua ua jenuanaaom mucky U u Heka je ucnymeno g(0)=0.
Pazmorpumo nudepennujasiny jeiHadnny

(7.4.4) It(2) = g(2),z € U.

Axo je h(z) = g(z)/z, mmamo ma Baxku f'(z)/f(z) = h(z), omaocuo (log f(z))" = h(z). Pe-
ebe oBe JudepeHimjaate jeaHaqnnae 3agoBosbasa log f(z) = H(z), rae je H npuMuTusHa
dyukmja dyukimje h 360r yera umamo Ja je pemere jeanadnse (7.4.4) sagaro dopmyaom

f(z)=ef®) 2 eU.

Axo je Hy npumurusaa dyukimja dyukinmje h koja ucnymwasa Hy(0) = 0, Baxu na je f(z) =
ce0(®) npu wemy je ¢ # 0.

3a nouerak yBeaumo Heke o3Hake. Heka je Sop = {z € C: |Rez| < 1} u meka je S, = ¢Sy,
rze je ¢ > 0. IToncernmo ce na dynxiumja tan Tpaxky Sy ; npecaukasa Ha D = C\ ((—ooi, —i|U
[i,100)), npu gemy je tan ,1-1” Ha ckymy Sy /s.
(y1) Moxkemo uzabparu rpany dyHKiuje naBep3ue GyHKImju tan (y o3Hamm arctan), Koja je
»1-1" Ha ckymy D u oBaj CKyIl CJIUKa Ha TpaKy Sr/o. Takobe, arctan jegunuuanu mquck U ciuka
Ha TpaKy Sr/s.

Pazmorpumo cienehy dpyuknmjy:

4
(7.4.5) w(z) = wy(2) = —4 arctan z,q > 0.

Oynkmmja w, jenuamanan ckyn U ciuka Ha Tpaky S,. Ca © o3naunmo dbyHKIMjy neduHmcany
Ha U, Koja ncmymasa yciose O'(z) = @ u ©(0) =0.
OznaunMmo ca
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(7.4.6) P(z) = Yy(2) = aexp(©(z)), a#0
pereme jegnadnte [;(z) = w,(z).
Ha 6ucmo npumenum Teopemy 7.7, MOTPeOHO je Ha JIOKAXKEMO Ja je UCIYHEeH YCJIOB:

(7.4.7) dynknuja w je 3Be3macra.

Nwmajyhn y Buay ga je w ,,1-1” ma ckyny U, ga je w(0) = 0 u 1a je cauKa jeJJMHAIHOT JUCKA
npu QYHKIUJU W Tpaka S,, KOja je 3Be37acT CKyl, TO je yciaoB (7.4.7) uciymen.
I[Ipumenom Teopeme 7.7 mobujamo ciemehy Teopemy:

Teopema 7.8 ([32]). Hexa cy ucuyrwenu caegehiu ycaosu:
(i) mexa je ¥ (2) = V() (2) = aexp(0(z)), a # 0 dynryuja gepurucana dopmyrom (7.4.6).

(it) Hexa je [ ¢pynruuja xosomppra y jegruurom gqucky U, xoja uctuyrwasa ycaos f(0) = a
u
—q < Rels(2) < q, 3a ceaxo z € U.
Ilog apewaociasrama (i) u (it) umamo caegehe 3akpyyre:

(a) f(U) C¥(U),

(6) 11'(0)| < 7aq,

(6) © je womsencna dymwyuja (koja je ,1-1” na U), u
(2) ¥(=lz]) <|f(2)] < ¥(lz]) 30 z € U.

Jloxas. Osznaunmo ca H = Lo f. IlomTo je dpynkuuja 1) ~! Bumespennocna, To je u GyHKImja
H BumeBpennocua. [lomrro je 1 moka/JiHO MHBEPpTUOMIIHA, 3aK/bydyjeMo ja ce pyukimja H
MOXK€ TIPOJIYKUATH JIy?K cBakor mojmroHasaor myta y U, 30or dera moxkemo jedUHUCATH
rpany h Bumesnauyne dyuakiuje H na ckymy U. [Ipumenom Teopeme 7.7 ma dbyHKIUjy w,
necdurncany dopmysiaom (7.4.5) modbujamo na Baxku f(U) C 1(U). JemnocraBHOM mprmeHoM
[IIsaproBe sieme Ha yHKImMy h mobujamo moka3 Tephema (6).

(B) Ilpumernnmo ma je C[0O] = S[z0'] = 14 5[0’ = S|w| omaxie nobujamo na Baxku Re C[O] >
0. ITomro ©" Hema nyse U, 3akibydyjemo ja je © KoHBeKcHa (yHKIHja Koja je ,,1-17 ma U.

C o63upom J1a je KOHBEKCHOCT (DYHKITHje HACTIETHO CBOjCTBO, JOOMjaMO J1a BAXKW

(7.4.8) ckyn O(U,) je kouBekcan 3a cBako 0 < r < 1.

(r) Ba cBako = € (—1,1) nmamo ma Baxu
T

tant
@(@:/@dtel@,

0
JIOK 3a cBako yE€(—1, 1) mupeKTHUM padyHOM J100HjaMo
Y Y Yy
arctan it tatanht atanht
@(z’y):/—dt:/—dt =iv, rHeje v :/ ; dt € R.

t t
0 0 0

¥Yamumo 0 < r < 1 npousBosbro. Kpusy [, nedunummmo napamerpusanujom [3,.(t) =
O(re®),t € [0,27). Y nacrasky, jokazalieMo j1a cy TaHTe€HTe KpHUBe 3, BEPTHKAJIHE y TauKaMma

Y KOjuMa OBe KPUBE CEKy peaJiHy OCy, IITO JUPEKTHO Cjeju u3 ciejuelinx jeqHakocTu:
d , , ., arctan(re' arctan r
— B (t)|1=0 = ire" O (re")|1=o = zre”#]tzo = {r——— = jarctanr,
dt ret r
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%ﬁr(tﬂt:ﬂ = ireit%ryenh:ﬂ = —jarctanr.
Uwmajyhn y Buay (7.4.8) mobujamo HejeqHAKOCTH
O(—r) < ReO(re') < O(r).
Onasne ciienu jia 3a cBako z € U, Baxu
O(—r) <ReO(z) < O(r).

[Torro je ¢(z) # z,z € U u3 ycaosa Teopeme nmamo ja Baxu f(z) # z,z € U. Onasae
BaXKM Jla MOxkeMo JeduHucaru rpady suinesHadne dyukiuje h = logofi, tiue je fi(z) =
f(z)/a,z € U. Ako je 11(z) = ¥(z)/a,z € U umamo ja Baxku uienrurer O = logoy,. U3
yeaosa f(U) C (U) ciemu na je h(U) C ©(U), a momro je © ,,1-1”7, nobujamo ja BazKku
h(U,) € ©(U,). Onasze caemu ja je 3a cBako z € U,

O(—r) < Reh(z) < O(r).

Onarie nupekHO H00MjaMo J1a 3a cBako z € U, BaxKu

(=lz) < [f )] < ().

Bagarak 1. 3a BexOy, mokaxkumo yciaos (7.4.7) anmamuruuxku. Heka je r € (=5, %),y € R.
Axo yBenemo o3naky tan(z—+iy) = a+1ib raga he 6urn ucnymeno tan(z —iy) = a—1ib
nobujamo ciieaehu uieHTUuTeT

4 , tan(x + iy) + tan(z — iy)
tan 2x = tan[(z + iy) + (z —iy)| = T tan(z + 7y) tan(z — iy) =

_ (a+ib)+ (a—ib) 2a
1—(a+ib)(a—ib) 1—a%—0b2

U3 gumbennie fa 22 npunaia Sy /o MOXKEMO IpuMeHHTH DyHKIH]y arctan (gedunucany ycio-
BoM (y1)) Ha obe crpane nperxomue jeaaadnte. Onarie g06ujamo

; 2a
r = —arctan ————.
2 1—a?—10?
OcuMm TOra, TUPEKTHUM PAIYHOM JTOOUjaMO jEeTHAKOCT
tanh 2y = tan 2iy = tan|(z + iy) — ( » tan(z + iy) — tan(z — iy) 2ib
i tan = tan 2iy = tan|(z +1y) — (v —1y)| = = :
Y J 4 Y 1+ tan(z +iy) tan(x — iy) 1+ a? + b2
Opatie mobujaMo jeTHAKOCT
1 2b
y = —atanh ————.
2 1+ a?+0?
W3 nperxoanor, 106uam ¢Mo Ja Baxku hopMysia
tan(a + tb) ! t 2a +1't h 2b
arctan(a + ib) = — arctan ———— + —iatanh ———
2 1—a?2—-0 2 1+ a2+ b?’

3a oHe a,b € R koju ucnymasajy ycios a’ + b* < 1. Jdedunummmo caga GyHKImjy wo(z) =
arctan(z) 3a BpenHoCTH 2 = « + iy Takse ga je |z| < 1. Taga Baxu

z
[w = e
o(2) (1+ 22)arctan z
2x 2 2 2y 2 2
xr arctan (1—1}2—y2> (1+I' +y )—i—yatanh <m) (]_—{E — Y )

- 2|1 + 22|?| arctan z|? T

2
Yy arctan <l—z2+—y2> (]. — IQ — ’y2) — xatanh (]_—l—l‘—g—{—yz> (1 + 1'2 + y2)
+1

2|1 + 22|2| arctan z|?
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[Tomro cy dynkmnuje

2z

A(z,y) = rarctan ( ) (1+2*+vy*) mu

1—a2—92

2y 2 2

napHe y OJ[HOCY Ha CBAaKy OJI IPOMEHJ/bUBUX X U ¥, 3aK/by4yjemo na je A(x,y) >03a z #0n
B(z,y) > 03ay # 0. Onasze je A(x,y) + B(x,y) > 0 3a cBe (z,y) # (0,0). Haxue,

(7.4.9) Rel,,(z) > 0 3a cBe z # 0.
[Tomrro je mo pedpunuiiuju .

Lon(2) = (1+ 2%)arctan z’
JI00MjaMo U yCJIOB
(7.4.10) I,,(0) =1.

KombunoBamem dopmysa (7.4.9) u (7.4.10) nobujamo ma je Re I,,(z) > 0 3a ce z € U, ogakie
ciienu na yHKIMja w 3a0BoJbaBa ycaoBe Teopeme 7.7.

Ilpunaiun cybopaunanuje 2

Hedbunnunuja 7.1. Yoummo npowmsBospHO a # 0. Heka je 1 xomomopdua dyHKIMja Ha
obmactu D Koja caapxku jemurnmann muck U n memymasa yeiaos (0) = a. YseauMo o3Ha-
ke m(y) = inf{|,(z)] : 2 € D\ U} u G = ¢(D). Ipernocrapumo jorm ga cBaka KJIHIa
dbyuknuje ¢~ nMa aHATUTUYKO IPOLyKembe Iy cBake Kpuse y (.

Osznaunmo ca Ol (1) dbamunujy dbyukuuja f koje npunanajy xinacu O, (U, G) u ucnymasajy
yCJIOB

(7.4.11) ()] < m(v),zeU.

Heka je h anajmTuvka rpana pumesHadne gynkmmje ¢~ o f u oznauumo ca 2’ = h(z).
ITomrro mpema IlekoBoj slemu mmamo na nocroju Tadka z y U Taksa ma je uctymeno |[;(2)] >
|I,(2')|, na ocuoBy (7.4.11) 3axspyqyjemo ma Baxu |[,(2')] < m(vy). OmaBae ciemu ma Baykn
f(U) € ¥(U). Kao nocyeauity oBor pasmarpama j1obujamo ciegehy reopemy:

Teopema 7.9 ([32]). Axo je f € OL(¢), Wwaga umamo caegehe saxmyuxe:
(a) [f'(0)] < [ (0)],
(6) sup{|f'(0)| : f € Ou(¥)} = [¢'(0)].
3a npoussossan M C C gedunumumo S(M) ={sz:s>1l,ze M}u A, ={z€C:1<
|z| < 1+ €}

Hedbununuja 7.3. Hexa je € > 0 ynaupeg 3agatwo. I[Ipetwiaoctiasumo ga je dymnrxuuja
zosomoppmna y Urie, (0) = a u G = Y(Uyye). Kaorcemo ga dynkuyuja f aputaga waacu
O, (¥, €), axo uctuyrwasa caegehe ycaose

(h1) f(U) C G,
(h2) [f U—-C \ S(L/,(Ae)), U
(h3) Iociioju xauua dynryuje =" Koja uma aHAAUTUNKO TPOGYHCEIE GYIHC CEAKE KPUBE Y

G.
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Axo aoctioju € > 0 @axso ga f € Ou(¢,€) waorcemo ga dyrnxuyuja f apuiaaga xaacu Oy(1).

Teopema 7.10 ([32]). Axo f aputaga xaacu O,(v), @Waga je
() f(U) C¥(U),
(0) [F(2)] < My(r), 2ge jer = |2|.

Jloxas. (a) Heka je f € Ou(¢)) u meka je H = ¢p~! o f. Ciimuno Kao paHuje, uMaMo Ja je
H Bumesnauna dyukimja. U3 yenosa (h2) u Teopeme o MOHOIpOMUjU UMaMO Jia (DYHKIM]jA,
¥~ nokasHO MMa MHBep3, Ia ce cBaka Kiuia dbyHKIuje H MoyKe TPOLYKUTH Jy7 CBAKOT
nyta y U, mTo 3uaun ja moctoju anajuTudka rpana h dyskiuje H. JlokaxkuMo fga BaxKu
f(U) C(U).

Y cynporsaom, ckyn h(U) mopa caapzkaru Tauke Koje ce Hanase usBan ckyna U. Bes yma-
EFHa, OIIITOCTH, MOXKEMO MPETIOCTABUTH J1a ce (DYHKIMja h MOKe HEMPEKUIHO MPOJLY KUTH
y U u Hexa dbyHKnuja h MaKCHMyM MOJLYJIA IIOCTHKE y TAuKU 2y HA jeAMHUYHO] KDy KHUIIM.
Ako oznaunmo wy = g(z) u 2° = h(zy) jacno je ma mopa 6uru |2°] > 1 u wy = fo(2°).

(6) Heka je w = f(z) u 2/ = h(z). Taga je w = f(z) = ¥(2'), na npumenom I1IBaprose
aeme, Mopa Baxkutn |2'| = |h(z)| < |z|. Ilpumenom npuHInma MakcuMyMa MOyTIa J0OHjaMo
6).

ITpumenom dopmyte (7.1.2) u Ilexose neme, mpobujamo [ f(;l(wo)]g( 20) =k, k > 1, onakne
je It(z0) = kI,(2°), mro mam maje xonrtpamukimjy ca yciaosom (h2).

[Tpumenom IlIsaprose seme wa dyuxnujy h, godbujamo u |f'(0)] <

¥ (0)]. 0

a
1—z°

(i1) Mmamo ma je memymeno Iy(z) = L(z) = 2, S(I4(T)) = {z € U: Rez < —3}. Ako f
npunaja Kiaacu S,, o > —1 u ako Baxu f(0) = a, a # 0, pasiukyjemo jaBa ciejeha
ciydaja. 3a a < 0, mmamo ga Baxku f(U) C {z € C: Rez < a/2}, nok 3a a > 0, Baxn

f(U) c {z€C:Ref(z)>a/2}.

ITpumep 2. Heka je 1(z) =

(12) Heka je A(z) = 1 — 2z, Ly(2) = 7= T8 € Ru L = L. Tapa saxn Iy = —L n
I4(U) ={z € C:Rez > 1/2}. Takobe I, =1+ sL 3a s > 0 ucnymwana [;_(U) = {z €
C:Rez>a}, rnejea=1-—s/2.

Axo dyukuumja f npunaga kinacu S,, a < 0, kopucrehu (i2) nmobujamo ja BazKu HejeTHA-
kocT |f(2)] < Lg(]z]), mro 3uaum na je Ly ekcrpemasna dbyHkImja y Kiaacu Sy, s = 2(1 — ).

Hedbununmja 7.4. Hexa [ 3agosomasa ycaose Jlepunuyuje 7.3, ocum wito ycaos (h2)
3AMEYJEMO YCAOB0M

(h—2) I;:U— C\ S(I,(T).

Taga wasicemo ga dynxuuja [ dputaga xaacu O ().
IMponosunuja 7.2 ([32]). Axo je f € O%(¢), umamo ga eascu peaayuja f(U) C (U).

/lokas. IlpernocraBumo ja mocroju tadka zg € U raksa nma je f(B(0,79) C (U), rme je
ro = |20l m wo = f(z0) € 9Y(U). OBo mam gaje ma nocroju tauka (y € T 3a KOjy BaxKu

= 1((y). Kao panuje, umamo Jia nocroju rpana h pumesHadne ¢ynximje 1 o f. U3
Ilexose neme, mmanmo ga je I;(z9) = k(o) 3a HeKO k > 1, mITO je KOHTPAIUKIH]A Ca YCIOBOM
(h —2). O
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7.5 Ormnena pacra xojjoMopdHUX PyHKIOIja

Y caenehem npuMepy J1ajeMo eKCILIAIUTHY (DOPMYJLy 3a KOH(POPMHO ITpeC/IMKaBame Koje
cimuka U Ha S) momohy Koje MOKeMO M3padyHaTh XUIEePOOJINIKy METPUKY Ha TPAIH.

IIpumep 3. Heka je S| = {w : |Rew| < 7/4}. EnemenTapHOM IIPOBEPOM BHIUMO JIa IPECIIU-
kapame tan Tpaky S; cmuka ma U. Axo je B(w) = Jw u ¢g = tanoB, 1j. ¢o(w) = tan(fw),
1+z

Tajga ¢p Tpaky Sy cauka Ha jexumaudHu quck U. YBememo o3Haky Ag(z) = T, U HeKa je

2 R .
¢ =i=logo Ay, Tj. ¢ = ¢ 0 Ay, e je ¢o = iZlog. Tedummmmo ¢ dopmytom ¢(z) = —¢(iz)
T

u mpumMeTuMo na ¢ uarepBasa [y = (—1,1) cauka Ha y—ocy, ¢ unrepsan I, mpeciukasa Ha
cebe, u 1a je ¢ = %arctan naBep3 dyukiuje fo. [[pumerumo na Baxku

A 4
(7.5.1) (i1) ¢'(0) = —.
T
Axko oznaunmo 4 = Re (13, TaJla BaXKu
2 1412
7.5.2 2) U= —
(1.5.2) @2 0= 2arg (155)),

Kao | Ja U cjaukKa uHTepBas [y Ha cebe.

IToncernmo ce ma je My(r) = max{|f(re)] : 0 < t < 2r}. Umajyhn y Buxy nperxomno
pasMarparbe, MOKeMO JoKasaTu cienehy reopemy:

Teopema 7.11 ([32]). a) Hexa je F apecauasarve xoromoppro na gucky U y @pary Sy
Koje uctyrasa ycaos F(0) =0. Taga je Mp(r) < 2log1~, 0 <r < 1.
OBy Teopemy mokazahemo ymorpebom ciesehe mporosuriuje:

IIponosunmja 7.3 ([32]). My(r) = 2log 11=.

Jlokas. JTokazkuMo 0BO TBpherme KOpUIINemeM eJIeMEeHTAPHOT padyHa.
Hexa je z = re®, w = pe™, w = Ay(z) = 122, ¢ = logoAy u M(r,0) = |¢(z)[*. ITomto je
Inw =logp + ip

' =A(2)]”

14 2rcos@ + r? Ao(2) 1—72+2irsiné
g " z g
1 —2rcosf + r? 0 11— 2|2 ’

nMaMmo Ja tan g = % u p = arctan (

27’sin0) 1 2(1+2rcos€+r2

21
12 ) T 1% (T o cosg 112

2r sin 6
1—r2

) . OmaBne caemn

M(T,G):arctan2( ),0<r<1,0<9<g,

IIITO HAM J1aje

oM o 2207 r*) cos G arctan F2 — (1 + r*) sin 0 log Pt

00 r 4sin®* 6 + (r — 1)

Hokazahemo J1a je

M
(2) aa—e(r,9)<0, 0<r<l, 0<9<g,
onakJe hie cienuTu 1o BazKu
max M (r,0) = M(r,0).

0<0< %
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Opagze je jacHo 1a je UCIyIHEeHO Sgn %—Ag('r, 0) = sgn N(r,0), rue je
27 sin 6
N(r,0) = 2(1 — r?) cos § arctan ( 1T s1n2 ) — (1 +7?)sinflog (

14 2rcosf + r?
1—2rcosf+r2)’
ITornro je N(0,0) =0, 0 < 0 < 7, noBosbHO he 6uTH Ja MOKAasKeMO Ja je HCIyEH-CHO

ON

(753) W(T,9)<0,0<T<1,0§0§

Ha kpajy, mupektum padynom mobujamo na 3a 0 <r < 1u 0 < 0 < 7 Baxku

N 2r sin 0 1+ 2r cos ) + r?
8_(7',9):—27” (2(:089arctan<1rsm >+sin910g( 4+ 2rcosf +r ))

NS

2 1 —2rcos@ 4+ 12

or —r
Howrto je 2¥(r,0) = —2rA(r,0), rae je A > 0 na cxymy {(r,6) : 0<r<1,0 < 6 < I}, Konauso
MOZKEMO 3aKJbyIuTH J1a Baxu (7.5.3). O

Hokaxkumo caga Teopemy 7.11.

Joxas. Heka je ¢ = %arctan. Kopumihemem npuniuna cybopaunaimje gobujamo F(U,.) C

»(U,), omaxie je Mp(r) < My(r).
O]
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnuncanu-a

Opoj nHpekca

UsjaBrbyjem

[a je OKTopCcKa avcepTauuja nog HacrnoBoM

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeanioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y Aenosuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujakbe OwMNo Koje gunnome npema CTyaujCkuM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBeaEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bbpoj nHaekca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTnucanwn/a

U3sjaBrbyjem Oa je witamnaHa Beps3nja MOr OOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbuBarke Ha noptany AdurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NUYHWM nogaum Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera 1 gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTm Ha MpEXHMM CTpaHuMuama aurntanHe
BubnroTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory uy nybnukaumjama YHuBep3uteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh® aa y [Aurutantyu

penosnTopujym YHusepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy noA
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

HduncepTauunjy ca caum npunosmMma npegao/na cam y enekTpoHckom opmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBUpaH-e.

Mojy AoKTOpCKy ancepTaumjy noxpakweHy y JurntanHm penosntopujym YHmeepauTeTa y
Beorpagy mory na kopucte CBUW Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLINjanHo

3. AyTopCTBO — HEkOMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUUjanHo — AennTn nog UCTUM ycrosmMma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCcTBO — AenuTn No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Jga 3aokpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWx nuueHun, kpatak onuc
nuuUeHuu gat je Ha nonefuHm nucta).

MoTnuc pokrtopaHaa

Y Bbeorpagy,
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