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Cilj je ovih matematitkih ogleda da
ditatelja upoznaju sa suvremenom povi-
jeSéu nekih dijelova novovijekovne mate-
matike, dakle s racionalnom rekonstruk-
cijom do koje su dofli {najznafajniji)
suvremeni povijesnidari matematike, a
koja se desto temeljno razlikuje od one
njihovih prethodnika iz prve polovice
20. stoljeta. Radi se, dakle, o jednoj
sintezi rezultata razasutih po mnogim
struénim publikacijama, koje su zbog
jezika ili strufne =zahtjevnosti najlefée
nedostupne ofekivanom fitatelju ovih
ogleda.

Osim %10 fitatelja upoznaju s najsu-
vremenijim  dostignuéima povijesti ma-
tematike, ogledi mu nude i obilje bio-
grafskog materijala kofi ih &ni intere-
santnim 1 $irem krugu dtatelja, kao
popularno-znanstveno djelo.
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PREDGOVOR

Prodlost gledamo kroz prizmu viastitog vremena. Ponor
kojim smo u svojem vremenu odvojenl od svih proslih
moZeme premostiti samo mostovima izgradenim od ostav-
§tine proteklih vremena. Ta ostavitina, kae tradicionalna
gvijest Covijelanstva, narodd, obitelji, strukovnih cehova,
opstaje u nalo} suvremenosti 1 dobrim dijelom oblikuje
poglede njezina vremena. Ona djeluje kao prirodna sifa kojoj
sve podlijeze, kac sila tefa kojom smo Cvrste vezani za
Zermlju.

Zadatak je povjesnidara da objasni tu ostavitinu, kao
8to je zadatak fizidara da objasni silu tezu, Rijeé ie, dakle,
0 njezinoj racionalnoj rekonstrukciji.

Cak i ako pretpostavimo da postoji jedinstvena stvar-
nost proteklih vremena, $to bi odgovarale pretpostavljanju
jedinstvene stvarnosti sile teZe, ona je znanju dostupna tek
kao povijest, kae poviesnifareva racionzina rekem-
strukeija, analogna teoriii gravitacije, koja je fiziCarova
racionalna rekonstrukcija. I kao $to su fiziCari raznih vre-
mena dolazili do razliGitih gravitacijskih teorija, tako i
povjesnifari raznih vremena pidu razlidite povijesti. Ukratko,
povijest je Ziva i uzbudljiva zmanost koja ne napreduje
samo protokom vremena §te taloZi nove slojeve ma korpus
ostavitine.

Cilj je ovih matematickil ogleda da Citatelja upozanaju
sa suvremenom povijedéu nekih dijelova novovjekovne mate-
matike, dakle s racionalnom rekonstrukcijom do koje su
dosli (najznadajniji) suvremeni povjesnidari matematike, a
koja se &esto temeljno razlikuje od one njihovih prethodnika
iz prve polovice 20. stolje¢a. Radi se, dakle, o jednoj sin-
tezi rezulbtata razasutih po maogim struénim publikacijama,
koje su zbog jezika ili strufne zahtjevnosti najcedce ne-
dostupne olekivanom C&itatelju ovih ogleda.

Odabir dijelova novovjekovne matematike, kojima se
ovdje bavimo, odreduju dva faktora. S jedne strane, infini-
tezimalni radun 1 teorija skupova uvrSteni su kao najzna-
fajniji konmstitutivid dijelovi novovjekovne matematike, S
druge strane, matematicka logika osnovna je znanstvena
preokupacija autora, pa je, privodno, i njezina povijest usla
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u ovaj izbor. Sto se tide izbora tema unutar tako odabranih
matematidkih teorija, uvijek smo se odiudivali za one koje
objainjavaju stvaranje i otkrivanje novih matematickih
podrudja. Take ¢emo, naprimjer, u povijesti infinitezimal-
nog rafuna (i analize), pored Newtona i Leibniza, vide
naglasiti Cauchya nego Eulera jer je on otac moderne s—d-
~analize, dok je Euler »samo« najveéi majstor lajbnicovskog
ratuna (iako je vjerojatno Euler najvedi matematiar medu
njima). MNaslov nadih ogleda jasno istite to osnovno opre-
djeljenje.

Povijest matematike, kao i svaka druga povijest, nosi
bitno obiljezie svih humanisti¢kih znanosti. Rezultati istra-
Fivanja ostavitine i sami postaju relevantnom ostavitinom.
Znanost povijesti, bar jednim dijelom, sama stvara svoj
vlastiti predmet. Povijest, kao prizna vlastitog vremena
kroz koju gledamo sva prodla vremena, stalno se mijenja
tom povratnom spregom. Svaka pak suvremena djelatost,
posebno i znanstvena, nastavak je svoje prolosti i odrede-
na je pogledom na tu proslost. Jasno je stoga da razumije-
vanje povijesti matematike odreduje i nase suvremeno ma-
tematicko djelovanje; kod velikih zaletnika sasvim svjesno,
kod njihovih sljedbenika utoliko 3to participiraju na djelu
velikana koje slijede. Nadamo se da ¢e ovi povijesni ogledi
i u tom smislu biti korisni matematitaru,

Razumijevanje (suvremene) matematike jo$ je vise
odredenc njezinom povijeiéu no §to je sama (suvremena)
matematika. Zadnje poglavije ovih ogleda sadrii nekoliko
specifitnih pokudaja razumijevanja (suvremene) matema-
tike, do kojih je autor do¥ao (uglavnom) bavedi se nje-
zinom povijedéu. Bez toga oni ne bi ni bili mogudi, pa im
je stoga upravo ovdje pritedno mjesto.

Nadamo se da smo mogudeg Citatelja ovim kratkim
predgovorom bar donekle obavijestili o tome $to moZe nadi
U matematickim ogledima koil slijede. Utini mu i se to
zanimljivim, prepudtamo mu ogleds s nadom da nede izne
vieriti njegova ocekivanja.

L. KAKO JE STVARAN
INFINITEZIMALNI RACUN




OTKRICE PRIRODNIH LOGARITAMA

U vrijeme velikog novoviekovnog razvoja astronomije
pojavio se problem brzog radunanja. Zbrajalo se relativne
brzo, problem je bio u mmnoZenju.

Tablice cielobrojnih potencija, poput sljedece s ba-
zom 2:

y |0 | 2 3|4|56

1
1 2 | 4 8 | 16 | 32 a |T =7

bile su odavno poznate. One su jasne pokazivale kako
se mnoZenje mo¥e svesti na zbrajanje. Dva broja x-ret-
ka moZemo pommoZiti take da zbrojimo odgovarajuce
brojeve y-retka. Te sodgovarajue brojeve« zovemo loga-
ritmima jer su tako nazvani upravo oni brojevi koji se zbra-
jaju kada se njima odgovarajuéi brojevi mnoze. Naime,
ako je x; - %, = xa, onda je v, + v, = 3. Ipak, praktina
vrijednost takve tablice je zanemariva zbog velikih razlika
medu raspoloZivim x-ovira. Pitanje je: kako dobiti finiju
razdiobu x-ova? To su pitanje postavili istovremeno i nc-
zavisno Biirgi (1614, objavljeno 1620) i Nepier (1614,
objavijeno 1619). Danas bismo sigurno odgovorili: finijom
razdiobom y-al Dakle, prelaskom na raziomljene ekspo-
nente, $to vodi radunanju korijena, a to Cini ovaj odgovor
prakti¢no bezvrijednim. Medutim, nije to bio ni Blrgijev
ni Nepierov odgovor, jer u to doba jo§ nije bilo ni poznato
potenciranje s razlomljenim eksponentom. Oni su zadrZali
cjelobrojne eksponente i tako utrli put otkri¢u prirodnih
logaritama, Evo kako su to uCinili Biirgi i Nepier.

Neka varijabla v prima (pozitivne) cjelobrojne vrijed-
nosti. Kake éemo potenciranjem x = & dodi do fine raz-
diobe x-ova? »Najfiniju« razdiobu dobivamo kada za bazu
uzmemo b = 1. Tada se x-ovi stapaju. Dakle, fina razdioba
dobiva se za b = 1. Biirgi je odabrao bazu b = 1.0001, a
Nepier & = 0.9999999. Pokazat ¢emo kako se dobivaju
logaritmi uz Biirgijev odabir. Zay = 0, 1, 2, 3, ... dobiva-
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mo odgovaraiuée x-ove potenciranjem x = [.G001%. Me~
durim, Biirgl nede potencirard 160013 tako da broj 1.0001
pomno#i 131 puts sam schom. Tko bi na takav nadin
ikada zgorovio tablicu logaritams? MoZda &itarelju pada
nz pamet ideja da pri radunanju vrjednosd 1.00011%%
iskoristi prethodno izraunatu vrijednost 1.000147°, Dakle,
10001131 = (1.000113°) 1.0001. To je ved mudrije. Al
Biirgi i Nepier su joi mudriji. Ond naprosto ne Zele mnoZil,
Maravne, iskoristit ¢e prethodno izratunati x, ali ne u
raunanju sljedeteg x-a nego u rafunanju prirasta do slje-
deéeg x-a. Dakle, ako je

x = 1.0001%,
onda oni traze Ax takav da je

% - Ax = 1.0001¥+1,
Dakle,

Ax = (x + Ax) — x = 1L.0001"** — 1.0001* =
X
J— b f— = —
= 100017 (1.0001 — 1) = o

Kako se, dakle, ratuna tablica logaritama? Ovakol

kY £ Ax

0 |1 0.0001

i 1.0001 £.00010001

2§ 1.00020001 0.000100020001
3 1.000300030001 itd.

Sve v svemu: pomakni zarez za Cetiri miesta ulijevo pa
dobivenu vrijednost pribroji poletnoj Vrl]ednostl, u tako
dobivenoj vrijednosti opet pomakni zarez cCetirli mjesta
ulijevo, pa opet pribroji tako dobivenu vrijednost potetnoj
vrijednosti itd. Jednostavan slgoritam. Dakako, Ax i x bit
e u stvarnom racunu zackruZeni na neki broj decimala.

MNakon $to je ovake jednostavno stvorena tablica loga-
ritama, slijedio je korak ka finijo] razdiold y-a, Taj je korak
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vrlo jednostavan. Svi y-i su proporcionalne wmanjeni, Bie-

gijev fakior je E%Ew Takoe mastajie nova tablica:
2 x
{.0000 1.0000
50001 1.0001
2.0002 1.00020001
(.0003 1.G00300030001

Je liita tablica — tablica logaritama? Da li i u njoj mnoze-
aju x-ova odgovara zbrajanie y-a? Svakako da odgovara.
Oznalimo y-e stare tablice sa ?, a novi neka i dalje budu

oznadeni sa v, Tada je » = Ako je x4 - x; ﬂﬁﬂs:

104
onda je, v1d]ch SING, ¥1 -+ ¥, =793, ali onda je i 104 o
+ %ﬁ% - %)37" ti. ¥1 + vz = ¥5. Dakle, i nova tablica je

logaritamska tablica. Prednost je nove tablice $to malim
promjenama x-a odgovaraju male promjene y-a, { obrnuto,
pa vezu x-a i y-a moZemo lakSe shvatiti kao neprekinuiu
funkciju.

Napustimo za trenutak na$u rckonstrokciju stvarne
povijesti otkrida, pa kroz naocale suvremenog matematickog
poimanja pogledajmo o kakvom je potenciranju i kakvim
prirastima rije¢ u novoj tablici,

Za staru tablicu (tj. za stare logaritme) vrijedi
x = 1.0001%,

gdie je 5 =0, 1, 2, 3,..., tj. AV == {1, Osim toga znamo da

&
je Ax = i O 4, i ﬁy 10 . Buduéi da je u novoj tablici
Y == %, onda za nove logaritme vrijedi

x = 1,000110000r 3 & = i
Ax  x
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Uoimo it da je
1.0001 190007 == (1,0001 10000,

vidime da nova logaritamska tablica ima bazu
10000 10®
— 1.000110000 — (1 + 104} =

Ta je aproksimacija tofna do treée decimale.

Dakle, nova tablica je tablica funkcijey = log,x za b =&,
tj. v = In x. Nova tablica daje pribliZne vrijednosti prirod-
nih logaritama. Da smo u staroj tablici odabrali bazu jod

blifu broju 1, npr. b=1 +%, gdje je n = 1019, i da
smo potom prefli na novu tablicu dijeljenjem y-a sa s =
== 1019%  dobili bismo joi finiju razdiobu x-ova i jo§
bolju aproksimaciju prirodnih logaritama funkcijom

10100

. 1
vy =log,xgdjeje b = (I + W)

No vratimo se racionalnoj rekonstrukciji stvarnoga
otkri¢a prirodnih logaritama. Naime, prijelaz na prirodne
logaritme, koje Biirgijevi i Nepierovi logaritmi aproksi-
miraju, nije udinjen upravo opisanim suvremenim prijela-

zom na bazu (1 +—i—~) #a n -+ 0. Povijesnl prijelaz na

prirodne logaritme bio je geometrijski. To je sasvim ra-
zumljivo ako znamo da v to doba jo$ i ne postoji pojam
(numeri¢ke) funkcije u dana$njem smislu. Osnovni mate-
maticki pojam su geomeirijske velidine vezane wz neku
krivulju, tzv. funkcije krivudje (usp. sljedeéi ¢lanak). Raz-
motrimo jod jednom Blrgijeve logaritme

10%y
r=(1+153)

interpretirajuéi ih geometrijski. Sjetino se da je

Ay 1 : 1

—_— = =) t]’ yﬁ—gz‘Ax:
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odakle slijedi da se privast Ay {ko je uvijek jednak )

moZe geometrijski prikazati kao pravokuinik s v1smom o =

i takvom osnovicom 4Ax koja daje povrdinu pravokut-
1

0%

Naravno, sam y je suma prirasta Ay

e

nika — Ax

o

=§‘Ay z-}“ﬁ%
i 1 ¥

koja se geometrijski moZe prikazati kao suma pravokutnika:
a) koji se proteiu od 1 do x, b) kojlma se visina proteZe

1 L .
do grafa funkcije » = i ¢) kojima je povrdina T+
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Ake je {stara) baza bliZa jedinici od Bzgijeve, npr. ako ie

b= 14 ﬁ%ﬂﬁ«, onda dobivamo pravokutnike manjih povr-

e “ - . v 1
dina |u nasem primjeru pravokutnike povrsine 15196 |> £t
je zbroj jo3 blizi povrdini ispod hiperbole. Dakle, gledano
geometrijski, graniéni prijelaz na privodne logaritme je pri-
jelaz na povreinu ispod hiperbole, tj.

Inx = %
1 X

Taj je prijelaz ulinio Mercator (1667) i tako su otkriveni
prirodni logaritmi. Razdioba x-ova sada je kontinuirana
kao i razdioba y-a. Lako se vidi da je tako uvedena funkcija
jo& uvijek logaritamska. Naime,

In{x,x,) = j' - = =

#E2 dx de B “‘]'32 dx
e - e
i i % x X

1
&

‘ . i
S X x de

= (uz supstituciju t = ) ===
X1 1 X ¢ ¢

= lnx, + Inx,.

1z Mercatorove definicije prirodnog logaritma, koji on

sinonimno zove i hiperbolni logaritam, lako je rekonstruirati

vrijednost baze tih logaritama, koju danas oznatavamo sa €.
n

Naime, ako je ¢ = ¥x, onda je

V. i a
== nj‘ dx:?zj,_(!/;c_——' 1),
h x

gdie je 1 < &' < }/x. Dakle

luleimn(i/:x—"m— 1).

n—ros
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Odavde slijedi da je
lenexxﬁmn(i/ggwi) tj. {E»}_%}:ex,
Supstitucijom -zm = s dobivamo

()

ili specijelne za x = 1

Y
2,




NEWTON I LEIBNIZ OTI{BIVACI
INFINITEZIMALNOG RACUNA

Mnogo velikih, a uz njih i podosta manje znacajmih
matematitara, bijale zasluZnoe za stvaranje infinitezimalnog
raduna. Samo dvojica nose pofasni naslov otkrivada rauna
— Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz, Njihova su
otkri¢a prilidno razlitita, ne samo notacijom nego i pojmov-
no, ali u njima nalazimo dovoljno mnogo onoga &to drzimo
su$tinom ra¢una, pa im obojici dodjeljujemo polasno mjesto
otkrivada. Danas se opéenito smatra da su oni »zalinjavcid
i da su do svojih otkrida do3li nezavisno; Newton ranije,
1664—1666, Leibniz kasnije, 1675. Leibniz je svoje otkrice
objavio u Acta eruditorum 1684, »Nova methodus pro
maximis et minimis...« i 1686. »De geometria recondita...«,
dok su Newtonovi »De analysi...« kolali medu ¢lanovima
Royal Society od 1669, ali su objavijeni tek 1711. Te
naizgled banalne finjenice o pocecima raduna niti su odu-
vijek prihvacane, niti je uvijek bilo jasno njihovo znatenje.
One su se ovako iskristalizirale tek strpljivim povijesnitm
istraXivanjima u nafem steljecu.

Kada je na prijelazu iz 17. u 18, stoljete vec dosta toga
objavljeno o Leibnizovu radunu (&ak i prvi, L'Hopitalov,
udzbenik), i kada su dostupna obavjeStenja o Newtonovu
radunu postala dovoljna da se pokaZe kako su oba velikana
naila nove metode u istom matematitkom podrudju, doslo
je do svade o prioritetu. Osjecaji nacionalnog, a potom i
osobnog ponosa, pomijeSani u vecine sudionika s potpuno
nedovoljnim uvidom u matematicke osnove predmeta sva-
de, stvorili su krajnje neukusnu zavrzlamu nerazumijevanja
i insinuacija koja se, rekosmo, razmusila tek u nasem sto-
lje¢u. No pitanje prioriteta, inko prije Eetvrt tisucljeca vrlo
burno postavljeno, za nas danas i nije tako vaZno. Ono §to
s te distance lak$e izmife i femu cCesto ne Znamo pravo
znadenje jest sam rafun Newtona i Leibniza. Jer Newton
i Leibniz nisu stvorili na§ moderni radun, niti su cak
izmislili jedan te isti ratun. Da bismo pravilno shvatili
znadaj njihova otkri¢a, moramo znati §to su oni otkrili.
To opisujemo u ovom d¢lanku, s nadom da ¢emo tako
saznati ne samo $to znali da su Newton i Leibniz stvorili
infinitezimalni radun ve¢ da ¢emo moZda bolje razumjeti
$to uopée znadi da je netko stvorio novo matematicko pod-
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rucje. Mo prije nego se posvetimo to] osnovioj 1 specifitnoj
zadadi, a da bismo bolje razumjeli znadaj i velitinu nadih
junaka, eve njihovih saZetih biografija, u kojima ¢smo vise
paznje obratiti njihova otkrivanju infinitezimalnog rafuna.

Zivot i dielo 1. Newtona

Jedan biograf, Newtonov suvremenik, uspoiadic ga je
s rijekom Wil: njene su ogromne modéi znane, ali joj izvor
nije otkriven. Ipak, bar nekoliko poznatih &injenica o nje-
govoj mladosti moZda ée nam pomodi da razumijemo na-
stanak genija.

Rodea je kao nedonoife na BoZi¢ 1642, Babica je
nakon poroda otidla po neki okrepljujudi lijek za jadno
djetesce, i kada ga je po povratku zatekla Ziva, bila je
iznenadena. Pri¢alo se takoder da je jo$ mjesec dana po
rodenju nosio potporanj oko vrata i da nitko nije vjerovao
da ée ostati Ziv. Sam Newton je Cesto ponavljao kako je
bic toliko si¢u$an da je mogao stati u litreni Ionac.

Otac je umro tri mjeseca prije Newtonova rodenja.
Kada su mu bile dvije godine, majka se ponovo udala, a
on je poslan svojoj ostarjeloj baki. Zivio je na osarmljenoj
farmi, lifen roditeljske brige i ljubavi, bez blagotvorne
bratske uzajamnosti i suparni§tva. Bilografi smatraju da se
vedi dio Newtonove dulevnosti moZe pripisati njegovom
usamljenom i nesretnom djetinjstvu. Jedna djevojka, koja
ga je poznavala u djetinjstvu, opisuje ga kao staloZenog,
gutljivog i misaonog momka koji nikada nije sudjelovao u
igrama svojih vi$njaka.

Cini se da je Newton u srednjoj $koli prebrodio svoje
slabosti. Ta se konstatacija obi¢no povezuje s jednom aneg-
dotom. Poznati dkolski siledZija bezrazloino je napao mla-
dog Newtona. Pored fizi¢ke boli u Zrtvu se uvukao strah 1
nepodnodljiv dulevni nemir, Uctivil miadideve tedkole,
jedan je razumni nastavnik ohrabric Newtona da siledZiju
izazove na podtenu borbu. Newton nije samo pobijedio
nego je po midljenju vecine ulenika pokazao veliku odlud-
nost 1 snagu svojeg duha. (SiledZija je bio medu najboljim
utenicima pa je Newton odludic da ga i tu pretekne. Uskoro
ie postao glavnl u ikoll)
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U Newtonovoj 14. godini umro je drugl muz njegove
majke. Djedak se tada vratio kudi. Majka je Zeljela mladoga
nasljednika ufiniti uzornim farmerom. Taj je pokudaj bio
¢isti proma$aj, pa je majka na nagovor svojega brata, a
sre¢om po Coviedanstvo, odustala od svoje namjere, do-
pustivii mladome Newtonu da se pripremi za studije na
Cambridgeu. Sa 18. godina on je udao u slavni Trinity
College.

U prvim sveudilidnim godinama Newton se nije nicim
isticao. Presudni preokret zbio se kada je doao pod uijecaj
Isaaca Barrowa, profesora matematike 1 izuzetnog Covieka.
Barrow je bio znadajan matematilar svojeg vremena, ugle-
dan astronom i autoritet u podrudju optike. Sve su to
podrudja kasnijih Newtonovih velikih uspjeha. Oni su se
poceli nizati zapanjujucom brzinem,

Zavedivéi studije, Newton se vratic kudi, gdje je u
svega 18 mjeseci intenzivnog rada stvoric temelje svoje
matematike, nebeske mehanike 1 fizikalne optike. Newtonov
kasniji znanstveni Zivot moZemo dobrim dijelom opisati
kao elaboraciju osnovnih otkriéa do kojih je dodac u zlatnih
podrug godine, koju mnogi smatraju najplodnijom u &ita-
voj povijesti znanosti, Sto je tih mjeseci stvorenc u Woolst-
horpeu, najbolje ¢emo opisati Newtonovim rijeima: »Po-
getkom 1665. otkrio sam metodu aproksimacije redova i
pravilo za svodenje svake potencije binoma na takav red.
Te godine u svibnju pronadac sam Gregoryjevu i Slusisovu
metodu tangenata, a u studenom otkrio sam direkinu me-
todu fluksija. U sijeénju sijedede godine ve¢ sam bio u
posjedu nove teorije boja, a u svibnju proniknuo sam u in-~
verznu metodu fluksija. Te sam godine pofco misliti o
gravitaciji protegnutoj na Mjesedevu putanju... i, uspore-
divii tako silu potrebnu da Mjesec zadrZi na njegovoj pu-
tanji s gravitacijskom silom na povrdini Zemlje, nalao sam
vrlo bliske podudarnosti...«.

Zadr#at éemo se ovdje na njegovim matematitkim ot-
kridima, tofnije na otkri¢u infinitezimalnog rauna. Ono
je vezano uz sljedeée osnovne teme: redovi, algoritmi, re-
ciproéni odnos diferenciranja i integriranja, pojam varijable
kao gibanja u vremenu i doktrina prvih 1 konaénih omjera.
Iako se te teme ispreplitu u Newtonovim razmatranjima,
mi ¢éemo ih, jednostavnosti radi, opisati svaku posebno.
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Razvoje u redove potencija Newton je smatrao izuzet-
no znadajnim, jer su mu omogucavali da transcedenine, a
naravno i sloZene algebarske krivulje predodi jednostavni-
jim jednadZbama (makar 1 s beskonadno munogo jedngstave
nih ¢lanova). To je imalo dvije velike prednostl. 8 jedne
strane, razvoj u red omogudavao je da sc pravila i algoriomi
definirani samo za jednostvane jednadibe primijene @ na
sloZenije krivulje. Naprimjer, relacija

1
i _ -k 1
N j' X' dx = g

(koja je do 1660. bila dobro poznata, iako ne v ovej nego 1
razmim drugim formama) mogla se, u kombinaciji s raz-
vojemr u red, upotrijebiti za nalaZenje kvadratura goiovo
svih poznatih krivulja. 5 druge strane, razvoji u redove
pruzali su jednostavou moguénost aproksimiranje i sim-
plifikacija formula, zanemarivanjem <lanova videg reda —
sredstvo kojim se Newton ¢esto koristio pri rjeSavanju
fizikalnih problema,

Binomni teorem je najslavniji Newtonov razvoj u red,
do kojeg je doSac u zlatnih podrug godine, tofnije u toku
zime 1664—1665. Newton je ustvrdio da poznati binomni
razvoj za pozitiviie cjelobrojne eksponente n

nin—1)
-2 ¢

(ﬂl ‘J‘ x)n:ar: —E—%a"“lx—l— n—zxz_i__ ,”_%_xr:

vrijedi i za razlomljene eksponemte o = pfg, u kojem je
sludaju razvoj beskonacan:

x(e—1)
1.2

g e x? L,

(a+x)“:a°‘+%a““lx+

Do tog je rezultata dodao razmatrajuéi problem kvadrature
kruga v = (1 — x®)!/2. Usporedio je sljedete krivulje s
kvadraturama onih medu njima koje su bile poznate:

y == (1 — x2)%, &ia je kvadratura x

yo= {1 — xz)uz
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3

g = {1 —x*¥2, &ja je kvadratura x — ¥

y = (1 —ah)¥?
2 H
e o aa2NAfZ Pl [ Ve S S 1
== {1 — x)*2, &ija je kvadratura x 7 - 5%
= -y
3 1 .,

3
v = (1 — x2)5/2, &ja je kvadratura x ——«g-xf’ -+ -5—x5 %

i tako dalje.

Razmatrajuéi koeficijente u kvadraturama Newton je
nodio da su im nazivnici neparni brojevi 1, 3, 5, 7, ..., a
brojnici su im u sukcesivaim razvojima (1), (1, 1), (1, 2, 1},
(1, 3, 3, 1). Bili su to dobro mu poznati brojevi Pascalova
trokuta za koje je znao da se za prirodni cjelobrojni n
mogt izraziti kao

nin—1) nn—bHE—2)
(Ln, R 5.3 ,)

Newton je naslutio da bi isti izrazi mogli biti valjani i za

razlomljeni ». Naprimjcr, za = :—lmdobio bi kvadraturn

2
keuga y = (1 — x*)1/2 u obliku
i 3 1 5 1 7 i bl
7% ®Y 16 st
*TT3 T3 7 5

Dakako, iz relacije (1) i ovakvog razvoja kvadrature kruga
y = (1 — x%)/? odmah slijedi odgovarajuci razvoj za samu

keivulin v = (1 — x2)¥/2
i i i
23172 2 T .S T a6
(2 (1l —=x ﬁl———«‘zx g ¥ T
5 T
TImt T
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MNewton je svijestan krhkosti svoje argumentacije »po ana-
togijiv, pa ¢e dvostruko provieriti razvoj (2). Najprije e
pokazati da desna strana od (2) pommoZena sama sobom
daje 1 — x? (svi ostali ¢lanovi ponidtavaju se), a potom Ce
se uvjeriti da standardni postupak korjenovanja formalno
primijenjen na 1 — x? daje desnu stranu od (2). Na ist
je madin upotrijebio standardni postupak dijeljenja i dobio
VALY

o PP - S 4
{3 1_+x—-1 X x° +x verp

uz pomo¢ kojeg je doSao i do kvadrature hiperbole y ==

=TT Naravno, odmah je ustanovio da razvoj (3) slijedi
i iz njegova binomnog teorema za n = —1. U svojim
»De analysi...¢, u kojima je objavio i upotrebljavao svoje
razvoje u redove, Newton je dao i opdi postupak kojim se
iz dane algebarske jednadibe

E By ™y =0
dolazi do koeficijenata odgovarajuéeg reda

y = 2 bﬂ x"'

Uodimo da je i u pronalasku binomnog teorema i u
njegovim primjenarna relacija {1) imala vaZnu wlogu. New-
ton je (maravno u drugadijem obliku) navodi na samom
poCetku »De analysi...«, nazivajuéi je pravilom za kvadra-
ture jednostavnih krivalja. Kasnije, u isto] raspravi, koja
objelodanjuje njegova matematicka otkri¢a iz zlatnog perio-
da, ont daje opéi postupak (kojem je to pravilo neposredna

" posljedica), za nalaZenje relacije koja veZe kvadraturu kri-

vulje s njenom ordinatom. Taj postupak jasno pokazuje
da je Newton potpuno svjestan inverznog odnosa in-
tegriranja i diferenciranja (iako se, naravno, ne koristi
tim terminima). Svoju metodn objanjava on na primjeru,
u kojem se jasno ofituje oplenitost metode,
Hyo njegova objadnjenja.

Na slici (str. 22) je poviding ABD =2, AB=x1 BD =y,
Neka je nadalje Bf = o i neka je BK = v odabrano tako
da povrdina BDdf bude jednaka povrdini BKHE =09, .
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&
5
z ¥ ¥ .
A X B 0 fA

Uzmimoe, naprimjer, krivulju kojoj je

(4) z:—glxﬂ"'z, 6. %% ::—g?xa.
Tada je i
4
(Z -+ Oﬂ)z :'gm(x'{_ 0)3:

odakle slijedi

22 4+ 2 gov -+ 0%¢? = »g—(x3 1 3x20 4 3x0* + 03).

Odstranjivanjem ¢lanova bez o, jednakib prema (4), pa
potom dijeljenjem s o, dobivamo

2zv + 0v? = -;-(33:2 -+ 3x0 4+ 02).

Sada Newton uzima Bf »beskonainoe malime, a u tom je
sludaju v = y i ¢ i8Cezava, pa dobiva

4
2gy = -é-xz.
Uvritavajuci z iz (4), Newton konano nalazi

3 = w2,
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Oc1t0, postupak ie pnmjenljw na svaku polinomsku rela-
ciju izmedu z i x. On je u bitl raunanje derivacije, u ovom
sludaju y, dane algebarske funikciie z od ». Razumdje se, 2
je kvadratura, tf. integral od ¥, pa je inverzija deriviranja i
integriranja ofigledna.

Newton je potpunc jasno vidio da problemu kvdara-
tura treba pri¢i na ovaj inverzni nacin: izralunavajuéi y
za sve moguce algebarske z, on ¢e nacl sve mogude kri-
vulje y koje su kvadraturabilne (integrabilne). Primijenivii
taj postupak, on je uistinu nalao mnoge integrabilne kri-
vulje, niZuéi ih u poduZu listu, koja nije nidta manje do
prva tablica integrala.

Krucijalni element gore opisanog postupka jest do-
davanje »malihe prirasta ¢ 1 ov varijablama x 1 2, i potom
ponistavanje »malog¢ o i odgovarajudi prijelaz od o u .
U svojim diskusijama ekstrema, tangenti 1 zakrivljenosti
Newton se Koristio tom metodom, dosavii tako do mnogih
algoritama za rjefavanje spomenutih problema (modernim
rijetima, on je razvic algoritme za nalaZenje derivacije bilo
koje algebarske funkcije).

Tek se kasnije Newton prihvatio kriticke analize svoiih
infinitezimalnih metoda otkrivenih u zlatnom periodn. U
svojem manuskriptu sMethodus fluxionum et serierum in-
finitarume, koji povjesnici smjeftaju u 1671, godinu, on
reformulira svoje algoritme 1 dokaze u terminima fluenti i
njihovih fluksija. Fluenta je Newtonv pojam varijabilne
velidine u analitickoj geometriji: on ih razumije kao wveli-
¢ine koje protjedus, tj. kao velitine koje se mijenjaju s
vremenom. Diakle, kad razmatra veli¢ine na gornjoj slici,
Newton zami$lja da se tocka D giba duZ krivulje, dok se
odgovarajuée veli¢ine (ordinata y, apscisa x, kvadratura s,
ili bilo koje druge veli¢ine povezane s krivuijom) mijenjaju,
tj. teku na odgovarajuéi naéin. Te tekuée velitine Newron
naziva fluentama. Brzinu fluente naziva fluksijom i oznacava
je totkom (apr. fluksije fluenata x, y, z oznacava sa %, 3, 2).
Newton je smatrao da s takvim pojmom veliine koja se
giba u vremenu meoZe razrijediti temeljne tedkode inherentne
ymalime« prirastima, koji su tako mali da ih moZemo zane-
mariti, ali nisu jednaki nuli tako da s njima ipak moZemo
dijeliti, Rjefenje je njegova doktrina prvih i konaénih omjera.
Naime, u fluksionom radunu nisu vaZne same fluksije ve¢
njihovi omjeri, Naprimjer, tangenta krivulje nalazi se za-
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kljutivanjem da je omjer ordinate 1 suptangente jednak
omjerr fluksija ordinate i apscise, 1. v/o = /%,

L e e e e e e e

Newton nadalje objadnjava da je omjer fluksija v/x jednak
»pivoms ili »konalnome« omjeru prirasta od ¥ i x (usp. »De
quadratura curvarums, manuskript iz 1693, objavljen 1710).
Dakle, on zamisija odgovarajuée priraste Bf = CE od %
i Ec od v (vidi sliku), da bi potom razmotrio njihov omjer
Ec¢/CE kad oba prirasta stiZzu u nulu ili se pak cba pokretu
iz nute. U prvom sluaju govori o konalnom omijeru
koji prirasti postiZu upravo onda kada nestaju, u drugom o
pofetnom omijeru koji prirasti postiZu upravo onda kada
nastaju. Omjer /% jednak je bad tom konatnom ili ckviva-
lenino poletnom omjeru. Iszko ¢e danasnji Citalac u tof
argumentaciji prepoznati implicitni pojam limesa, Newto-
nov je argument ipak sumnjiv, §to su uodili ved i njegovi
suvremenici. Naime, tako dugo dok prirasti postoje, nji-
hov omjer nije konatni omjer, a kad prestanu postojati,
onda i nemaju omjera. Postoje li dakle konadni omjeri?
Kao $to rece biskup George Berkeley v svojem »The ana-
lyst«: Sto su te fluksije? Brzine nestajuéih prirasta? A §to
su sami ti nestajudi prirasti? Witi su konaéne veli¢ine, niti
beskona¢no muale, niti uopde ikakve veli¢ine. Ne bismo H
ih trebali zvati duhovima preminulih velicina?

No usprkos tim pojmovoim teskodéama Newton je stvo-
rio uspjesan i korektan, iako ne i opravdan radun. Nastavi-
mo stoga ovaj prikaz njegova otkrida jednim prim;erom
1zracunavan1a krajnjeg om]era, iz njegovih »De analysi...
koji ée to ilustriratl, Ako je ¢ infinitezimalni prirast vre-
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mena, tada su odgovarajudi pﬁmsti fluenti x i ¥s wimnosci
2 od.ﬁovarajucim fluksijama, %o i yo. Newton izralunava
krajnii omjer ¥/x za krivulju &ija je jednadiba

{3 %3 —ax® 4 axy — y? =0,
Uvrdtavajudi x + e i v 4+ o umjesto x i y, dobiva
(%3 & 3p0x? + 3%%% |+ £%0°) — {ax? +
+ Zaxox -+ ak?0?) + (axy + axey -+ ayox +
+ akyo?) — (y° + 3poy* + 3p2e%y - %%} = 0.

Odbacujudi x® — ax? + axy — »3, s obzirom na (5), dije-
leéi sa o, te nistedi €lanove s fakrorom o, Newton dobiva

3xx® — Zaix - axy -} apx ~ IppE =
odakle lako nalazi omjer §/%

3 3x? — 2ax + ay

X 3y? —ax

S takvim algoritmima Newton je bio u stanju rijedit
ono §to je zvao jednim od dva fundamentalna problema
infinitezimalnog raduna: za zadane odnose fluenti nadéi od-
nose njihovih fluksija. Drugi probiem bio je obrat pivoga:
za zadane odnose fluksija naéi odnose njihovih fluenti. To
je svakako mnogo teZi problem mego prvi, no Newton je
udinio mnogo vise od njegove puke formualcije. Njegove,
ved spomenute, tablice integrala prvi su korak k rjeSenju
problema, & on je udinio i mnoge dalje korake, rjeSavajudi
mnoge pojedine fluksione jednadZbe. Tolike 0 Newtonovom
otkri¢u infinitezimalnog rafuna.

Javna priznanja Newtonovom znanstvenom radn dodla
su brzo i bila su znalajna. Barrow se povukao u mirovinu
da bi Newtonu prepustio svoje mjesto. Tako je on sa 26
godina stekao ugledni akademski poloZaj koji mu je omo-
gudio da slobodne nastavi svoja istraZivanja. Sa 30 godina
izabran je za Clana Royal Society, §to je u BEngleskoj naj-
veda znanstvens pofast. Neposredan poved tom izboru bio
je dlanak 3to ga je 6. veljale 1672, poslao na adresu Royal
Society of London, a koji je sadrZavao njegovu nova teoriju
svietlosti i boja. Tu je Newton obznanio svoje eksperimente,
u kojima je pomoéu prizme razioZio bijeiu svjetlost na
raznobojne komponente (pridruZene razlidinim indkesima
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loma) da bi ih pomodu druge prizme penovo slozio u jednu
]gdznu bijelu svietlost. Ti veliCanstveni eksperimenti otvo-
r1}1 su Newtonu put ka formulaciji fizikalne teorije boja.
Bila je to prva Newtonova publikacija.

) gpak Clanak nije nai$ao na univerzalno odobravanje
koje je on ofekivao. Royal Society bilo je obasuto pismima
koja su opovrgavala Newtonove zakljutke. Medu oponenti-
ma bile su i veliCine kao Christian Huyghens i Robert
Hooke. S nevjerojatnom strpljivo$éu Newton je pisao pazlji-
vo sr(.)ée_n'a pisma odgovarajuéi na svaki prigovor. Ali uspio
Je uvjeriti samo jednog jedinog oponenta, francuskog isu-
sovca oca Pardiesa. Velik uspjeh, koji mu je otvrio vrata
u Royal Soctety, postao je i gorko iskustvo, koje je ostavilo
duboke tragove u njegovoj liCnosti. Zavjetovao se da vise
ne«?e o}alavljivati svoja otkrica. Ipak je kasnije nastavio s
objayljwanjem; trebalo mu je priznanje znanstvene jav-
nosti. Ta nepostojanost nije promakla Newtonovim neprija-
teljima. Jedan od njil, astronom John Flamsteed, opisao
ga je kao »podmuklog, ambicioznog i pretjeranc pohlepnog
Za slavome iake je dodao: »Ja vierujem da je on u sudtini
dobar ¢ovjek, ali po prirodi sumnijicav.«

Po_slije te polemike Newton se kao znanstvenik po-
vukaq iz javnosti. SluZio je Sveudilidtu kao njegov pred-
stavnik u Parlamentu, a privatno se bavio kemijom, alke-
mijom, teologijom, fizikom i matematikom. Upoznao se s
Levlb‘r‘nz.om, ali je velikom suvremeniku odbio dati bilo kakve
to¢nije informacije 0 svojim otkri¢ima u matematici, Kasnije
ga je optuZio za plagijat u okviru vel spomenute svade o
prioritetu. Newton je razvijao ljubomorno posjednidki od-
nos spram svakog predmeta svojih izucavanja. Gotovo svako
dostignuée njegova kreativna Zivota bilo je popracenc ne-
kom svadom.

Godine 1684, doslo je do sada veé legendarne posjete
astronoma Edmunda Halleya Isaacu Newtonu. Halley i
Hooke zakljucili su iz Keplerovog prikaza gibanja planeta
da priviane sile moraju opadati s kvadratom udaljenosti
od Sunca. Ali oni nisu bili u stanju dokazati valjanost svoje
ideje. Halley je Newtonu dofao sa sljededim pitanjem:
»K{.).ju bi krivulju opisivao planet uz pretpostavku da gravi-
tacija opada s kvadratom njene udaljenosti od Sunca?¢
Newton je bez razmisljanja edgovorio da bi to biia elipsa.
Kac!a se Halley za¢udio kako on to zna, Newton je odgovorio
da je to veé izratumao, Halleyu je taj kratki odgovor bio
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dovoljan da shvati kako je Newton otkrio jedan od naj-
temeljimijih zakona univerzuma — zakon gravitacije — i
odmah je Zelio vidjeti njegov epohaini racun. Medutim,
Newton nije mogao nadi svoje zabiljetke. Ipak je obectao da
¢e iznova napisati teorem i dokaze. Uz neprestano  Halleye-
vo poZurivanje Newton je dovrsio taj tekst za Royal Society,
Tako je stvorena PHILOSOPHIAE NATURALIS PRIN-
CIPIA MATHEMATICA, otada znana jednostavno kao
MNewtonova PRINCIPIA. (Weposredno pred tiskanje nasta-
ia je kriza izazvana Hookeovim svojatanjem zakona inverznog
kvadrats. Newton je zaprijeric povladenjem iz tiska naj-
vagnijih dijelova svojeg rukopisa, ali ga je Halley umirio,
pa je velika znanstvena klasika oti§la u tisak neokrnjena.
Halleyjeve su zasluge u cijelom pothvatu goleme. Ne samo
da je Newtona nagovorio da napife svoje najvece djelo,
veé je sam nadgledao njegovo tiskanje 1 platic sve troSkove
izdavanja, a nije bio bogat Covijek.)

Nakon dovrenja Principia Newton je patio od neke
vrste Zivéanog sloma, Zalio se da ne mo¥e spavati i da nema
negdadnju konzistentnost uma. Pisao je ljuta pisma prija-
teljima, da bi im se potom ispriavao. Godine 1696. na-
pustio je akademski Zivot preuzevdi poloZaj u Kraljevskoj
kovnici. Potasti za njegova znanstvena dostignuca i dalje
su pristizale, 1705. postao je plemi¢ i dugi je niz godina
bio predsjednik Royal Society. Al velikih znanstvenih do-
prinosa viSe nije bilo. Neki kaZu da je njegov kreativni
genij naprosto sagoric. Drugi dokazuju da poslije uteme-
ljenja fizikalne optike, otkri¢a infinitezimainog ratuna i
razotkrivanja mehanizma samog univerzuma nije preostalo
niita §to bi jo¥ mogao uliniti u znanosti.

Newton je &esto opisivan kao inaugurator »Doba Ra-

~zumas. Alexander Pope izrazio je to poznatim stihovima:

Nature and Nature's laws lay hid in night:

God said, Let Newton be!l and all was light*
No, pokejni Lord Keynes upozorio je i na drugu Newto-
novu stranu. Niegovu potragu za odgovorom na zagonetku
postojanja, njegov velik interes za alkemiju, okultnu filo-
zofiju i religiju, njegove neortodoksne teoloSke poglede.
Tkogod je &itac Newtonove neznanstvene spise, nede se

# Priroda 1 zakoni njeni u nodi skriveni leZe:
Bog rede, Nek’ bude Newton! i sve u svjethu bjefe,
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potpuno. zadovoljiti samo slavnim Popeovim stihovima.
Nj‘Bﬁf}.H ce moZda nedostajati stihovi poput ovih kojima je
William Wordsworth opisac MNewtona:
. with his prism and silent face,
. a mind forever
Voyaging through strange seas of thought alone.®

Zivot 1 djelo G. W. Leibniza

Gottfried Wilhelm Leibniz roden je u Leipzigu 1.
lipnja 1646. Njegov otac Friedrich Leibntitz bio je profesor
moralne filozofije na SveudiliStu u Leipzigu. (U svojim dva-
desetim godinama Leibniz je promijenio pisanje svojeg ime-
nz iz Leibniitz u Leibniz; on se sam nije nikada koristio
oblikermn Leibmitz, koji je postzo najéedéi jo¥ za njegova
Zivota, a koji je izaSao iz mode tek nedavno.)

O Leibnizovu najranijem obrazovanju poneste znamo,
ali samo iz njegovilk usputnik opaski, koje vjerojatno pre-
naglaavaju stupanj njegove samoobrazovanosti. Otac ga je
naucio Citati jod mnogo prije no #to je poSao u Skolu. On
tvrdi da je sam naudio latinski iz jednog ilustriranog Livija
i da je s osam godina naprosto gutac knjige tada veé po-
kojnog oca. Nije sasvim jasno $to je mogao &initi s tim
knjigama jer je u latinskom postao fluentan s dvanaest
godina, g tada je tek i poceo ufiti griki. Ipak, to mora da
je temelj njegove kasnije goleme erudicije u klasicima i
skolastickoj filozofiji. Osim toga, njegovo Zkolske obrazo-
vanje bilo je obimno i zahtjevno, ukljudwyjudéi njemadku
povijest i literaturu, latinski, grcki, teologiju i logiku. Naro-
Cite ga je zanimala logika, pa je ved u trinaestoj godini,
usprkos odgovaranju svojih uditelja, pokusao ispraviti Aris-
totelovu teoriju kategorija.

Na Sveutilidte se upisac 1661, u svojoj Cetrnaestoj
godini, mlad, ali ne i izuzetno mlad u to doba. Nakon
diplomiranja mogao je nastaviti svoje studije (koji su dotad
ukljudivali filozofijn, retoriku, matemartiku, latinski, gréki
i hebrejski} samo na jednom od »vidihe fakulteta: teologiji,

* .. sa svojom prizmom i nijemim licem,
... Um za vietnost
Plovedi tajnovitim morima misli, sain,

28

pravu ili medicini. Odludio se za pravo, provodedi prije
toge jedan kratki ljetni semestar na susjednom Sveudilidia
u Jeni. Tu se upoznaec s muogim neortodoksnim idejama,
posebno s neopitagorejstvom Erharda Weigela, prema kojem
je Broj temeljni realiter nniverzuma.

Makon povratka u Leipzig Leibniz je sljedece tri godine
proveo u radu na sdisputationes¢, koje je morao braniti u
otvorenim debatama na svakom stupnju svoje studentske
karijere. Studij je zavrsio habilitacijom koja ga je kvalificirala
za predavada filozofije. Tim se pravom nije koristio jer je bilo
podasno, ali ne i pladeno, a on je vec prilicno dugovao
svojoj rodbini. Bio je zainteresiran za jedno od dvanaest
mentorskih mjesta na pravu, koje su dobivali doktori prava
kad bi se koje ispraznilo, i to po redu doktoriranja. Na ne-
srefu, te je godine bilo previge kandidata za doktore, pa
je mladima, ukljutujudéi i Leibniza, kazano da Cekaju slje-
deéi termin. To ga je izgleda teko pogodilo. Cak je sumnjao
da je dekanova Yena skovala zavjeru protiv njega osobno, iako
nikada nije objasnic s kojim motivom. Revoltiran, presac
je na malo Sveudilidte u Altdorfn, koje je tada bilo glavm
centar znanosti i tehnologije. Tu je doktorirac, s vet pri-
premljenom tezom, u roku od nekoliko mijeseci. Profesori
iz Altdorfa bili su toliko impresionirani da su mu odmah
porudili profesuru; ali on je ve¢ odustao od akademske
karijere odluivii se za javne poslove.

Tzgleda da je Leibniz jo$ kao student u Altdorfu dobio
mijesto tajnika u drudtvu niremberskih intelektualaca zainte-
resirzanih za alkemijn. Ne znamo o kakvom se to poslu
radilo; u vezi s alkemijskim pitanjima Leibniz se strogo
dr¥ao tradicionalne tajnovitosti. Nasuprot svojem suvre-
meniku Newtonu, malo je vjerojatno da se ikada ukljudio
u laboraterijski rad, ali je svojim dubokim teorijskim razu-
mijevanjem alkemije sigurno stekao reputaciju strulnjaka.
Njegovi javni motivi bili su znanstveni: kada bi transmuza-
cija bila moguéa, sigurno bi dovela do znaajnih obavjedte-
nja o strukturi materije. Ali bit ¢e da se nadao i stjecanju
imetka, jer znamo, naprimjer, da je 1676. sklopio ugovor o
dijeljenju profita s aktivaim alkemilarima, G. H. Schulle-
rom i J. D. Craftom. Njegova je obaveza bila savjetniStvo 1
namicanje kapitala (uvijek je bio diskretna veza ljudima
koji su bili voljni posuditi movac za alkemijske pokuse).
Njegova jedina ograda prema stvaranju zlata bila je da ce
zhato izgubiti vrijednost ako se potne jeftino proizvoditi:
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No, bez obzira na karakeer niegovih veza s niremberSkim
alkemitarima, siguzno znamo da s njima nije ostao dugo.

Na jednom od svojih putovanja »do Nizozemske i dglie(<
sluajno je upoznac barona Johanna Christiana von Boine-
burga, bivieg prvog ministra izbornog kneza Mainza, Johan-
na Philippa von Schonborna. Impresioniran njegovom al-
kemijskom i pravnitkom erudicijom, kao 1 njegovim izuzet-
nim administrativnim sposobunostima, Boineburg ga je pri-
volio da prihvati njegov patrenat i pridruZi mu se y Frank-
furtu na Maini, u neposrednoj blizini Mainza. Boi_neb_urg
mu je uskoro osigurao mjesto kneZevog pravnog sav;emﬂ_(a,,
gdje je radio na novoj kodifikaciji gradanskog prava. S}:}e-
deéih pet godina proveo je koliko u Frankfurtu toliko i u
Mainzu. .

Mnoge njegove aktivnosti iz tog razdoblja zamisljene
su kao doprinos njegovoj suniverzalnoj enciklopediji¢, koja
je sve znanje trebala obuhvatiti jedinstvenim sistemom.
(U to je spadala i pravma kodifikacija u Mang, jer je
Leibniz prirodno prave smatrao vaZnim dijelom ljudskoga
znanja.) Veé¢ je bilo pokuSaja da se sve znanje obuhvati
jedmim djelom, npr. J. H. Alstedovom Enciklopedijom u
sedam tomova iz 1630, koju je Leibniz kanio prilagodit
svojim ciljevira. Ali ukupni fond tadadnjeg znanja nalazio
se u knjigama razasutim po bibliotekama, diljem Evrope,
pa je Leibniz uskoro shvatio da je najpogodniji nadin cen-
tralizacije razasutog blaga stvaranje glavnog predmejcnog
kataloga. (U to vrijeme jedini upotrebljivi predmetni ka-
talog bio je katalog Bodleian knjiZnice u Oxfordu, za koji
Leibniz nije znao.) On je 1670, kao model, izradio katalog
za Boineburgovu bogatu kolekciju knjiga, sli i pored upor-
nih zahtjeva nikada mu nije dopudteno da isto uCmi i za
velike biblioteke kojima je kasnije upravljo. U to viijeme
razradio je i shemu za prikazivanje knjiga, koju je nazvao
nucleus librarius, a koja je trebala sadrZavati apstrakte svih
ozbiljnih novih publikacija. U dugoroénom planu bilo je
prodirenje koje bi obuhvatilo ranije publikacije, I}eob]avljene':
radove, istraZivanja koja su u toku i kumulativni pre.d:metnx
indeks. Dva je puta, 1668. i 1669, pokuSao dobiti tada
obaveznu carsku licencu za taj projekt, ali ]:e ol‘fa puta
odbijen. Vijerojatno zbog straha od Stete koju bi nanio
trzidtu knjiga.

Potreba za koordinacijom istraZivanja sugerirala je 08~
nivanje ulenih i znanstvenih drustava. Kao i mnogi nje-
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govi suvremenici, Leibniz je zamidljao razne utopijske she-
me za istraZivatke komune, izloZbe i muzeje za populari-
zaciju znanosti i sl. Medutim, dok jo§ nije bic dovoljno
utjecajan da ostvari svoje planove, jedini prakti®mi korak
bio je da se pokula ukljuditt u veé postojeda drustva. §
tom nakanom napisac je prili¢an broj znanstvenih ras-
prava, od kojih je neke posvetio londonskom Royal Society
i pariskoj Académie. Za Clana Royal Society izabran je
19, tavnja 1673, a za vanjskog Clana pariske Académie
tek 13. oZujka 1700.

Iako su se znanstvena drudtva i Sasopisi podel javljati
u 17. stoljecu, jod uvijek je najvaZniji oblik intelektualne
suradnje i irenja ideja bila izmjena pisama. Pisma su obitno
nadiroko cirkulirala medu poznanicima korespondenata, a
vilo je uobitajenc i da se kolekcije takvih pisama objave u
obliku knjige. Naprimjer, Leibniz je 1697. objavio izbor iz
svoje korespondencije s isusovalkim misionarima u Kini,
pod naslovom Novissima Sinica. Boineburg je bio jedan
od aktivaih pismopisaca 1 on je pomogao Leibnizu da
stvori vlastiti krug korespondenata, stavljajuéi ga u kontakt
s intelektualcima Sirom Evrope. Za nekoliko godina Leibniz

“se dopisivao doslovno sa stotinama ljudi istovremeno, o

gotovo svakom predmetu ~— prirodnim znanostima, mate-
matici, pravu, politici, religiji, filozofiji, knjiZevnosti, povijes-
ti, lingvistici, antropologiji, numizmatici itd, Pridavao je
velike znacenje svojim pismima i do danas ih je satuvano
vise od 15 000. Vedina nasih znanja o njegovu djelu, poseb-
no njegovoj filozofiji, logici 1 matematici, potjede iz tih
pisama, i rukopisa. Jednom je i sam napisao »Tko me
ZNa samo po mojim publiciranim djelima, uopée me ne znac.
(Vedina je rukopisa na latinskom, koji je tada jo§ uvijek
(iako ne zadugo) lingua franca Skolovanoga svijeta. Pisma
su Cesto na francuskom (Cak i kada pife Nijemcima), a
gotovo nikad na njematkom. Ako i pife na niematkom,
¢esto skrene u latinski zbog nedostatka apstrakinih tehni¢-
kih termina u tada$njem njemalkom, Kao uvjereni njemacki
nacionalist iskreno je Zalio zbog te &injenice, pa je ponekad
pokudavao pisati filozofske tekstove na njemackom bez la-
tinskih posudenica, u duhu njematkog purizma koji je
zavladao tek u 18. stoljecu.)

U to se vrijeme Leibniz intenzivno bavio i politi¢kim
pitanjima, Naprimjer, uskoro po dolasku u Mainz objavio
je kratku raspravu u kojoj je deduktivnom argumentacijom




( po uzoru na geometriju) rijefio pitanje Poljskog nasljed-
stva. Nedto dugorodniji problem bila je francuska prijetitja
MNiemadkoj, oslabljeno] trideserogodi$njim ratom. Leibniz
se opetovano javljac s antifrancuskim idejama, kao Sto je
podrivanje tr¥ifta konjaka jeftinim rumom iz zapadno-
indijskog $ecera, ili anonimna satira koju je 1684, napisac
o Rex Christianissimusy Louisu XIV pod naslovom Mars
Christignissimus, aludirajuéi na njegov militarizam. Dok
je jo& bic pod Boineburgovim patronatom, skovac je plan
kojim ée odvratiti Louisovu painju od sjeverne Evrope.
Razradio je, naime, zavodljivu strategiju francuskog osvaja-
nja Egipta (koja je bila gotovo identi¢na onoj koju je Na-
poleon stvarno proveo stoljeée i pol kasnije). Boineburg je
bio toliko impresioniran tim planom da je organizirao Leib~
nizov posjet Parizu, u kojem je on trebao privoliti fransucku
viadu za svoj plan. Iako je Cetiri godine (od 1672, do 1676)
ostas u Parizu, Leibniz nije dospio do francuske vlade.
Ipak, za nasu osnovnu temu, otkriée infinitezimalnog ratu-
na, to su najznafajnije Leibnizove godine,

Dosavii u Pariz proljeta 1672, i Cekajudi priliku da
ostvari svoje politicke nakane, Leibniz se potrudio da
postane poznat u parikim intelektualnim krugovima. Sklo-
pio je mnoga poznanstva, izmedu ostalih i s matematifarem
Christianom Huyghenson:, Preko svojil filozofskih veza
uspio je dodi do necobjavijenih rukopisa dvojice najvecih
francuskih filozefa prethodne generacije, Pascala 1 Descar-
tesa, a neki od Descartesovih saduvani su samo preko nje-
govih kopija. Kriticki studij Descartesova djela jedan je
od glavnih temelja njegova zrelog filozofskog sustava. Ipak,
u to doba, njegov je glavni interes matematika. Zbog ne-
dovoljnog matematitkog obrazovanja, koje je stekao u Nje-
maékoi, Leibniz je stigao u Pariz s precijenjenim vrednova-
njem vlastitih dostignuéa. Nakon prili¢nog broja neugodaib
susreta § vodedim matemati¢arima, uglavnom Englezima i
Francuzima, do$ao je do zakljutka da jo§ $todta treba nau-
¢iti. Daleko od toga da bude obeshrabren, on se potpuno
predao matematickim studijima pod vodstvom Huyghensa,
i kada je dodlo vrijeme da napusti Pariz, on je ve¢ doSao do
vedine otkrica koja ¢e mu osigurati znalajno mijesto u
povijesti matematike, U to razdoblje pada i njegovo otkrice
infinitezimalnog raduna, koje ¢emo prikazati nedto detaljnije.

U nizu Leibnizovih rukopisa datiranih od 23. listo-
pada do 11. studenog 1675. nalazimo vjeran zapis njegovih
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razmisijanja o najvainijem matematiCkom problemu 17.
stoljeca; nalafenju jednostavnih i opdih metoda za izra-
cunavanje kvadratura krivalja. U roku tih izufavanja uveo
je Leibniz simbele »f« i »de, nafac i istraZio operaciona
pravila po kojima se oni ravnaju u formulama, a potom je,
primjenjujudi ta pravila, preveo mnoge geometrijske ar-
gumente o kvadraturama krivuija 1 simbolitke operacije s
formulama. Ukratko, i su manuskripti autentian zapis
Leibnizova otkri¢a infinitezimalnog raduna.

Za razliku od Newtonova otkrica, koje smo opisali u
modernizirano] notaciji, Leibnizove éemo rukopise prika-
zati doslovno v originalnoj. Waime, danadnja verzija rauna
nastjednik je Leibnizove verzije, na liniji: Leibniz (i Berno-
ullijevi)-Euler-Lagrange-Cauchy, pa je za pravilno razumije~
vanje razlika 1 pojedinim fazama (dakle 1 za razumijevanje
samih prijelaza iz jedne faze u drugn), presudno ne koristiil
se pojmovima ili notacijom novije faze, pri objaSnjavaniu
starije, jer se tako w nju, svjesno ili ne, unose momenti
keojih u nioj uistinu nije bilo. Newtonova verzija rafuna
tek se sporaditno razvijala u Engleskol, da bi konadno i
tamno usahnula prihvadanjem I.eibniz-Euler-Lagrange-Ca-
uchyjeve, pa smo je kao manje znafajnu opisali nedto slo-
bodnije, stuZedi se modernim pojmovima i notacijom.

No prije dosloviiog opisa Leibnizova otkrida upozorit
¢emo na tri glavne ideje vodilje u njegovim istraZivanjima
1675, Prva je, Leibnizova osnovna filozofska ideja jedne
characteristica generalis, jednog opleg simbolickog je-
zika, uz pomo¢ kojega bi se svi procesi rasudivania i za-
kljucivanja mogli zapisati simbolima i formulama, tako da
bi se slaganje simbola i formula pokoravale pravilima koja
bi osiguravala korekinost zakljudivanja. Ta ga je ideja vo-
dila v mnogim flozofskim razmifljanjima. Ona takoder
objainjava njegov veliki i stalnl interes za matematicku
notaciju i simboliku i posebne njegovu teZmju da mate-
maticke iskaze i metode prevede u formule i algoritme,
Stoga se on, izudavajudi geometriju krivulja, viSe zanimao
za metode no za same rezultats, a posebno za nadine trans-

- formiranja tih metoda u algoritme provedive sa samim

formulama. Ukratko, on je tra¥io radun za infinitezimalno-
-geomeirijske probleme.

Druga poticajna ideja vezana je za nizove diferencija.
Razmatrajudi nizove ay, @q, as; ..., 3 odgovarajuce nizove
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difErCﬂCiiadl = dy — dys dz ==y — a2, d3 = By T A355003
Leibniz je uodio da je

dy +dy+ . dy=ap — ey

To znali da je niz diferencija lako zbrojiti, i on je taj uvid
iskoristio pri rjeSavanju problema, koji mu je postavio
Huygheng 1672: zbrojiti beskonaéni red recipro¢nih vri-
jednost trokutnih brojeva (1j. brojeva oblika n{xn 4 1Y/2)

1 1 i 1 1,
T+'—§"f"“—6“"i"1—0+i“5“i—

Leibniz je nadac da se ¢lanovi reda mogu napisati kao di-
ferencije

2 2 2

nln+1) n =+l
odakle, prema osnovnom uvidu, slijedi

1,1 1 2 2
T3 s T eI~ * " axr

sto znadi da traZena (beskonaéna) suma iznosi 2. Taj je
rezultat motivirac Leibniza da istraZi Citava shemu ski¢nih
nizova suma i diferencija, koje je sloZio u tzv. harmonijski
irokut:

11
2z 7
ER T |
ETE T
1 1 11
4 12 1z 4
101t 111
S 20 30 20 §
101 1 111
65 30 6 & 33 6
£ 01 1 1111
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Kose kolone tog trokuta snkcesivnl su nizovi diferencija,
pa se njithove sume lako olitavaju iz samog trokura. Na-
.. 1 H 1 t 1 1. .
primjer, 3 - 12—}— e }-60 { 1054» e T 2.T1rezuitat1
nisu bili sasvim novi (bijade to Leibnizova viezba u Huyghen-
sovoj koli), ali su Leibnizu jasno pokazali da su formiranje
niza diferencija i niza suma inverzne operactie. Ta je ideja
postala znadajna kad ju je Leibniz preveo w geometriju.
Krivalja na sljededoj slici definizs niz ekvidistantnib
ordinata y. Ako je njihova uwdaljencst I, onda suma ordi-
nata y aproksimira kvadraturu krivulje, a diferencija suk-
cesivaih ordinata y aproksimira nagib (koeficijent smijera)
tangente krivulje.

Yo 1V ¥nl Yyl Vel Vgl Yo Yal Yo

gkt 1 1 1 411 ¢ % 18

Dapace, §to je odabrana jedinica 1 manja, to je aproksi-
macija, u oba sludaja, bolja. Leibniz stoga zakliiduje da ce
odabirom beskonadno male jedinice aproksimacije postati
egzaktne. U tom ¢e slucaju kvadratura biti jednaka ukup-

.noj sumi ordinata, a nagib tangeate bit ¢e jednak dife-

renciji ordinata. Zbog veé ustanovljene inverznosti sumi-
ranja i diferenciranja, Leibniz zakljuéuje da su i odredenje
kvadratura i tangenti medusobno inverzne operacije.

Dakle, Leibnizova druga ideja, bez obzira na to koliko
je jos neprecizna 1673, gedine, jasno sugerira jedan infini~
tezimalni radun ordinatnih suma i diferencija, radun koji
prezentira odredivanje kvadratura i tangenti kao inverzne
operacije. Naravno, ideja je, po analogiji & nizovima suma
i diferencija, upozorila Leibniza na ¢injenicu da se tangente
odreduju lako, dok s kvadraturama nije tako.
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Tredu osnovnu ideju Leibniz je naao izuavajuéi Pas-
calove geometrijske radove. Rijel je o upotrebi »karakreris-
tifnog trokutat za transformacije kvadratura, Naime, Leib-
niz je uodic mali trokur co'd, duz keivulje na donjoj slici,
koji je znadajan stoga §to je aproksimarivno slidan trokuiu
koji &ine ordinata, suptangenta i tangenta, ili pak subnor-
mala, ordinata i normala.

Ta se konfiguracija javijala u mnogim matematickim rado-
vima 17. stolieda (Pascalova je upotreba bila u vezi § kKruZ-
nicem), no Leibniz je uofio moguénost njene opcenite
upotrebe za nala¥enje relacija medu kvadraturama na odre-~
deni nadin spregautih krivulja, ili pak relacija koje veiu
kvadrature krivalja s drugim veliinama vezanim uz krivulje,
kao Sto su momenti, te#ista i sl. Naprimjer, sli¢nost trokuta
na gornjoj shici daje

e’ ey =cd-n 1. Do y=pcd-n

$to nije drugo do jednakost totaliog momenta krivulje s
obzirom na os x (lijeva strana) s kvadraturom 3to je dobiva-
mo vertikalnim dizanjem svih normala duZ osi x (desna
strana). Leibniz je smatrao da mora postojati Cisto analiticki
(simbolicki) racun za generiranje takvih geometrijskih trans-
mutacija.

Mo vratimo se sada vjernom opisu Leibnizova otkrica.
U veé spomenutim rukopisinia datiranim od 235, listopada
do 11. studenog 1675, Leibniz razmatra problem kvadratu-
ra. Pokusava ga napasti s vide strana, pa tako i upetrebom
Cavalierijeva simbola sommn.«, radi analiti¢kog nalaZenja svih
mogudih vista relacija medu kvadraturama. »Omn.« je kra-
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tica za »ommnes lineaes tj. »gve linije, u smislu sume svih
linija. Evo primjera karzkteristilnog za ta Leibnizova istra-
Zivania. U donjem dijagramu uolava on niz ordinata y
krivalje OC, koje su medusobno udaljene za beskonaino
malu jedinicu. Diferencije sukcesivnib ordinata oznadene
su g w,

Dakle, povréina OBC jednaka je sumi ordinata y. Povrsine
pravokutnika, = - x, Leibniz interpretira kao momente di-
ferencija = s obzirom na os OD. Dakle, povesina OCD
predstavlja totalni moment diferencija w. Povedina OBC
komplementarna je povriini OCD unutar pravokutnika
OBCD, pa Leibniz zakijutuje da je ukupni moment dife-
rencija s obzirom na OD jednak komplementu sume ele-
menata y. No w je niz diferencija niza v, dakle i obratno,
v je niz suma niza =, pa moZemo eliminirati y, 1 razmatrati
samo niz @ i njegov niz suma, $to Leibniza vodi do za-
kljudka da je ukupni moment (diferencija o) jednak kom-
plementu sume suma (diferencija w). On formalno zapisuje
taj rezultat, koristedi se simbolom romn.« za ono §to na-
ziva sumom, na sljededi nacin:

(8) om. X T wll.x, OWR.OY — OPLOMILD,

it je Leibnizov simbol za jednakost, u/t.x znadi ultimus x;
dakle posljednji x, tj. OB, a natcrtavanje i zarez sluZe mu
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umjeste nadih zagrada, Dakle, s lijeve strane jednakosti (6)
imame simbol za ukupni mement diferencija w, a s desne
je strane simbol za razliku ukupne povriine i sume suma
difercncija ww (Ctalac fe lako uodid da bismo tu formulun
danas zvali formulom parcijalne invegracije). Leibniz odmah
uodava mogudénost da iz te jedne formule, reznim supsti-
tucijama, dobije mnoge druge relacije medu kvadraturama.

. e . a .
Maprimjer, supstitucijom xew==q, ij. w=—0, dobiva formulu
X

a a
omnR.a rl HZLJE_, QHIN. -&_— - OFIL. O, ?,

koju interpretira kao izraZavanje sume logaritama pomodu
kvadratura hiperbole vy = —i- ; no ta je kvadratura logaritam
(za razumijevanje logaritama u tom razdoblju usp. ¢lanak
o otkricu logaritama), stoga je omu.omn. % suma logaritama.

(Citalac ée lako uotiti da bismo danas Citav taj postupak
opisali kao integraciju logaritma pomodu parcijalne inte-
graciie.)

U takvim istraZivanjima (koja v razmatranim Leibni-
zovim rukopisima nalazimo u veem broju) lako wotavamo
nastojanje da se problemi kvadratura rjefavaju analiticki,
upotrebom pogodnih simbola i notacije, kao i potpuno ra-
zumijevanje i upotrebu inverznog odnosa nizova sums 1
diferencija. U sljedeéem rukopisu, datiranom nekoliko dana
kasnije, Leibniz izvodi dalje konzekvencije svojeg uvida.
Polazi sada od formule (6) napisane u obliku

)] ommn. xi O x omm. [ — ommn. own. 1.

(Posebno naglaava pojam miza beskonaéno malo udaljenih
ordinaia, objasnjavajuéi da je 7 osnovni element progresije,
dok x odreduje poziciju od 7, koja mu odgovara; ili, redi ée
drugim rijedima, x je redni broj, a / je ono §to se niZe u red.)
Sljedeéa Leibnizova razmiSljanja bit ¢e danasnjem ditaocu
strana, no ¢ini se da su bad ona znadajna za dalje usavréava-
nje njegova rafuna. Naime, velifine vezane uz krivulju
(npr. ordinata v, kvadratura z, diferencija w itd.) nisu bez-
dimenzionalni brojevi danadnje matematicke analize. U
kartezijanskoj geometrijskoj analizi 17. stoljea to su geo-
metrijske velitine, svaks sa svojom dimenzijom, koje se
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morajis pokoravati zakonu dimenzione homogenocstl, Du-
zine se mogu zbrajari s dufinama, povrdine s povrinama
itd., pa su izrazi kao a® - ¢ neprihvatljivi (notite u tom
smisin ulogu faktera 2 u Newionovom primjeru izraduna-
vanja omjera fluksija na prethodnim stranama). Letbniz
zato uofava dimenziono pravilo kojem se pokerava simbol
vormr.« 1t formulama poput formule (7): »omm.« prefiksiran
duzini, npr. { u (7), daje povidinu {tj. kvadratar); somse.¢
prefiksiran povrdini, npr. xf u (7), daje volumen itd. Tek
uz to pravilo bit ¢e formmla (7) dimenziono homogena,
dakle dimenziono interpretabilna, i stoga prihvatljiva. Cim
se da su ta dimenzione razmatranja navela Leibniza da
umjesto tijedi omn. uvede jednostavni simbol [, Naime,
homogenost jednadibe (7) zapisane vz pomoé noveg sim-
bola sasvim je transparentna:

Jsti=xf1—-011
Osim toga | je jedan od oblika slova 's’, koji se upotreblja-
vao u pisanim tekstovima Leibnizova vremena, i koji je
prvo slovo latinske rijedi ssummac. Leibniz odmah primje-
Cuje da vrijede {dimenziono korckine) formule

fae=x%2 1 [x?=x%3

nagladavajudi da su one valjane samo za »nizove Cije dife-
rencije prema samim lanovima imaju omjer manji od bilo
kojeg zadanog omjera¢, tj. za nizove {ije su diferencije
beskonacno male.

Nekolike redaka kasnije nailazimo i na simbol d, za
diferenciranje. Leibniz ga uvodi izvanrednom argumenta-
cijom ovog sadraja: Problem kvadrature je problem su-
miranja nizova, za koji smo uveli simbel [, i za koji Zelimo
jzgraditi radum, tj. kolekciju upotrebljivih algoritama. Me-
dutim, sumiranje nizova, tj. nalaZenje opéih izraza za §y,
za dani y, najéesce nije moguce, ali zate je uvijek moguce
nalazenje izraza za diferencije danih nizova. Taj racun dife-
rencija je reciprodan radun radupa suma, pa s¢ moZemo
nadati da ¢emo izgradnjom reciprofnog rafuna diferencija
steét uvid i u radun sema. Doslovno Leibnizovim rijecima:

Za dani /, 1 njegov odnos prema x, treba naci [ 7. To

se mo¥e postiéi uz pomoé suproinog raduna, tj. preipo-

stavimo da je [7 == yo. Neka je tada { = %;» (dakle,
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kao 3to | povedava dimenziju, d je smanjuje). No |

zaadi sumu, 4 4 diferenciju, @ iz danog v uvijek mo-

Zemo nadi y/d H L ij. diferenciju od v.
Tako je uveden simbol 4, ili toénije 1/d. Zbog dimenzione
intepretacije simbela | Leibniz mora d pisari u nazivaiku:
{ je duZina, {7 povrdina, recimo y - a (uolite dimenzicnu
ulogu od g), pa buduéi da diferencije moraju opet biti
duZine, nuZno je pisati y - g/d. Ipak, Leibniz ubrzo postaje
svjestan notacijske nepogodnosti takvog zapisa (koja nije
vrijedna dimenzione interpretabilnosti simbola { i d) pa

uskore pife d(v-a) umjeste nezgrapnog o4 a, i otada

d
reinterpretita 1 [ kao bezdimenzione simbole. Usprkos
tome, morano gakljuditi da su ga ba$ dimenziona razmatra-
nja vodila u odabiru novog simbolizma,

U preostalom dijelu rukopisa Leibniz ispituje svoj novi
simbolizam, prevodedi u njega poznate rezultate infinivezi-
malne analize i istraZujudi operaciona pravila za [ 1 4.
U tim je istraZzivanjima nekoe vrijeme smatrao daje d (u o) =
= dut - dv, da bi ubrzo nafao korekino pravilo

d{uz) =udo + v du.

Dodatni problem bijase da je jo§ dugo pisac [z, fx3, ..
za ono §to ¢e kasnije konzistentno pisatikao [ x dx, [ x2dx....

Poslije 11. studenog 1675, ostzlo je jod dosta toga za
sredivanje, i Leibnizu je trebalo pune dvije godine da
oblikuje svoj radun. Ipak rukopisi koje smo prikazali sa-
dize bitne znalajke novog Leibnizova raduna: pojam dife-
rencijala i sume, simbole [ i 4, njihov reciproéni odnos i
veinu pravila za njihovu upotrebu u formulama. Time
¢cemo zavrSiti prikaz (za nas, u ovom ¢lanku) najvaZnijeg
Leibnizova otkri¢a.

Moguénost Leibnizova viSegodiSnjeg, za matematiku
izuzetno plodonosnog, zadrfavanja u Parizu (gdje je, sje-
time se, bio poslan s polititkom misijom koju nije ispunio)
otvorena je time $to je krajem 1672. Boineburg poslao
svojeg sina Philippa Wilhelma u Pariz da zavréi svoje 8ko-
lovanje pod Leibnizovim nadzorom. Sa $ti¢enikom je u
iednoj diplomatskoe] misiji stigas 1 Melchior Friedrich von
Schonborn, nedak izbornog kneza, koji je Leibnizu dao
poloZaj polusluZbenog ata$ea. Za Leibniza najvaZnije bijade
te da ga je pratio na puty 1 London potetkom 1673,
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$to mu je omogudile da stvorl oscbne veze sa Canovima
Royal Society, posebno s tajnikom, njegovim zemiljakom
Oldenburgom, preko kojeg ¢e se nekoliko godina kasnije
dopisivati s Newtonom (ta se prepiska kasnije poviadila
kao jedan od glavnih argumenata u svadi o prioritetu). Na
tom putovanju u London Leibniz se i upoznao s Newtonom.

7 to su doba &lanovi Royal Society pokazali velik
interes za Leibnizov prototip mehanitkog kalkulatora, na
koiem je on radio jo§ u Njemadkoj. Ma svej je iznm bic
veoma ponosan, ali ga je uspio realizirati tek mnogo kasnije,
na narudZbu ruskoga cara Petra Velikog, koji je stroj poslac
kineskom caru kao dokaz superiornosti zapadne tehnologije.

Leibnizov izlet u London naglo je prekinut vijedu o
smrti oba njegova patrona, Boineburga 1 izbornog Kneza.
Vratio se u Pariz, gdje je do kraja 1674. bio tutor mladom
Boineburgu. Tada je imao 28 godina, ali 1 pored ople
priznate briljantnosti nije jod imao sredenu karijeru. Nu-
dena su mu mjesta na dvorovima Hannovers i Danske, ali
ono $to je stvarno Zelio bila je istrazivacka pozicija pri paris-
koj Académie. Konatno je moerac shvatiti da takve pozicije
nema na vidiku a kake je sve dublje zapadao u dugove,
preko volje je prihvatio poloZaj dvorskog savjetnika u Han-
noveru. Sluzbeno je preuzeo novu duZnost u sijetnju 1676,
ali je uspio odgoditi svoj dolazak u Hannover do prosinca
te godine, Pariz je napustio u listopadu da bi krenuo okol-
nim putem, preko Londona i Nizozemske. U Londonu se
zadrzao kratko. U Amsterdaml se upoznao § pionirom
mikroskopije Antonie van Leeuwenhoekom, koji je upravo
izveo prva promatranja bakterija, protozoa i spermatozoa.
U Hagu je proveo Cetiri dana u intenzivnim raspravama s
Benedictom de Spinozom, slavnim filozofom i brusadem leca.

Uprava u Hannoveru bila je manje-vide ista kae i 1
drugih stotinjak nezavisnih drZava pod titularnom vla$én
njemadkog cara u Be¢u. Pod autokratskim vodstvom vojveo-
de Johanna Friedricha Brunswick-Litneburga driavne je
postove vodilo Dvorske vijece, sastavljeno uglavaom od niZe
aristokracije i diplomiranih pravaika, medu koje je spadaoi
I.eibniz. Dobrim se dijelom on uspio osloboditi uobicajenih
poslova u vije¢u zbog opterelenosti pesebnim obavezama
knjiZni¢ara, polititkog savjetnika, medunarodnog korespon-
denta, 2 & vremenom sve vise 1 savjetnika za tehnologiju.

U tom razdoblju svoje karijere Leibniz se najvise ba-
vio tehnolo§kim inovacijama. S vojvedom (i njegovim na-

41




sljednicima) proveo je muoge vremena U razmatranju al
kemijskih: recepata; Jednom je sprijecio realizaciju krajnje
idiotske ideje alkemicara I. I. Beckera, paga je ovaj Za uzvrat
iSmijdo wsvojoj satiri G!upa mvidrost 4 mudra glupost, zbog
. navedne Zamisli fovog tipa kou]e ko;om bi se od Amster-
dama’ do Hanmovera moglo sti¢i za 6 sati (tj. s prosjenom
- brzinomod 60 km/h). Becker i Leibniz su uistinu razmatrali
- kongtrukeije kotija jo§ 1678. i Leibniz je ve¢ tada imao
zanimljive ideje o poveCanju njihovih brzina. 8 obzirom
- na dalekoseZnost nekih Leibnizovih ideja alkemicar moZda
i m}e pretjerao u svojem izvjedtaju. Svakako Leibniz je
kasniie imao koliju mapravijenu po vlastitom nacrtu, ali
naZalost nifta ne znamo o njenim tehnickim detaljima.
Istdvremenc bio je opsjednut problemom isufivanja vojvo-
dinih rudnika na Harzu. Rane 1679. zamislio je isusivanje
"'na vjetreni pogon, i uspio je vojvodu nagovoriti da financira
cksperimente u vezi s tim projektom. Ugovoreno je da u
sludajn uspjeha on dobije pozamadnu deZivotnu penziju.
-Od tada do kraja 1686, proveo je vife od pola svojeg wre-
miena u brdima Harza. Konstruirao je sve mogule viste
vietrenjaca, prijenosnih mehanizama i pumpi, ukljudujudi
i prethodnicu moderne rotacione pumpe. Takoder je pred-
IoZio nove konstrukcije rudarskih vagoneta, peboljfane po-
stupke lijevanja Zeljeza i proizvodnje Celika, tehniku za
desalinizaciju vode itd. Koliko danas znamo, svi ti projekti
zavr§ili su kao promafaji. Leibniz je smatrao da su to
uzrokovale namjerne opstrukcije administratora i tehnidara,
kao 1 bojazan radnika da &e im tehnolodki progres oduzeti
posas. No usprkos stalnim napadima Dvorskog vijeéa voj-
vode su ga sa strplienjem pedriavale u svim njegovim
projektima. Potpuno nezavisno od rudnika Harza on je
trajno podnosio memorandume o svim mogudim vrstama
tehnickih projekata, kao 5to su kanali, rijeCna plovidba,
- snabdijevanje vodom, fontane u vrtovima hanoferskog dvor-
_¢a Herrenhausen, proizvodnja platna, manufaktura porcu-
lana;. eksploatacija tepline izgubljene u dimmnjacima; a ta-
. koder i o sociolodko-politickim pitanjima, kao §to su mone-
- tarna politika, reforma porezmog sistema, uravnoteZena tr-
_ govma ird.

fennl Porgmirtd vo}vode Fohanna Friedricha, u prosincu 1679,
na__sh]_edm ga je miadi brat Eranst August. Radi promicanja
- svojil-dinastickily ambicija, utemeljenjem i objavljivanjem
-povijesnih prava kuce Brunswicka, Ernst August je pred-
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lozio Leibnizu da dstraZi i napife povijest kude, Mo u to
se vrijeme nifta od toga mije pokrenulo jer je Leibniz bas
tada polen sn svoiim akcijams v rodnicima Harza, Me-
durim, v toku 1685, postalo je jasng da su eksperimenti g
isuSivanjem promaaj, pa je Ernst August, s osnovnom ide-
jom da ga odvrati od rudniks, sklopio s Leibnizom ugovor,
kojim ga obavezuje da mnapife povijest ditave porodice
Gvelfa, kojoi je kuta Brunswicka bila ogranak Trebao je
p@cen od na)ram]lh vremena i dospjeti do svojeg posledavea
i za to mu je garannran stalan prihod, Cak i uz te uviete
Leibniz nije poleo s istrazivanjem sve do kraja 1686, kada
je napokon mapustio rudnike Harza.

Uskoro je iscrpio materijale dostupne u lokalnim arhi-
vima pa je dobio dopusdtenje i sredstva za trogodidnji put u
Bavarsku, Austriju i Italiju. Osim za arhivski rad iskoristis
je tu pogodnost da upozna mnoge znadajnike 1 znanstvenike.
U Tialiji je postao ¢lan Fizicko-matematicke akademije u
Rimu. 1T Austriji je impresionirac cara Leopolda 1, iako ne
toliko da bi dobic mjesto carskog savjetnika i sluibenog
povjesnicara ili da bi dobio dopustenje i sredstva za osniva-
nje »univerzalne bibliotekes.

Po povratkn u Hannover Leibniz se pobrinuo da po-
bolisa svoj poloZaj paralelnom slufbom na ostalim dvorovi-
ma porodice Brunswick. Preuzeo je upravu Biblisthecae
Augustae u Wolfenbiittelu. Vojvoda od Brunswick-Wolfen-
biittela pristao je pladati i tredinu troskova za rad na po-
vijesti Gvelfa. Od 1691. i Ernst Augustov brat, vojvoda od
Celle, pristaje da plata povijest Gvelfa. Njegovi su dohoci
tada bili 1000 talira gedisnje od Hannovera, 400 od Bruans-
wick-Wolfenbiittela i 200 od Celle. Cak i najmanji od tih
prihoda bio je vedi od god1sn]eg prihoda vrsnog majstora.
Do kraja Zivota boravio je u Brunswmku, Wolfenbiittelu i
Celleu kolike i u Hannoveru. Mnogo je vremena proveo
putujuéi tom kruZnom turom dugadkom 200 km. Na tim
putovanjima napisana su mnoga njegova pisma i spisi, pa
je sasvim razumljiva njegova teZnja za poboljianjem kon-
strukcija kodija.

¥ unatol stalnim prosviedima svejibh poslodavaca da
ragi sve osim onog za $to je platen obavio je povelik posao
na povijesti Gvelfa. Kao predradnju za samu povijest izdao
je ogromnu masu dotad uglavoom neobjavijenog arhivskog
materijala. Od 1698. do 1700. objavio je Sest pozamadnih
tomova arhiveskog materijala, a potom jo$ tri koji se odnose
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bad na Gvelle, Scriptoves rerum Brunsvicensim, od 1707,
de 1711, QOstalo je objavljene po njegovej smri. Dovrdio
je i dva preliminarna eseja, koji pokazuju kake je doslovie
shvatio da treba »poleti od pofetkas. Prvi, Protogea, bavi
se mineralima i fosilima i uglavonom se oslanja na njegova
opaZanja u Harzu. Drugi obja¥njava evropske plemenske
migracije pomodéu lingvistitkih podataka i imena naselja.
Leibniz je sakupio veliku kolifinu informacija o porijekia
evropskih jezika, potetne u potrazi =za jedinsivenim arhe-
tipskim jezikom, mada su ga njegovi nalazi doveli do za-
kijucka da razne jezi¢ne grupe imaju razne izvore. Usput je
opovrgao tvrdnje §vedskih $kolnika da je $vedski najstariji
pa stoga i najplemenitiji evropski jezik. No, 1 unatog stalnoj
griznji savjesti, samu povijest Gvelfa nije nikada ni za-
podeo. Ironija je §to su mjegovi postodavcl uistinu Zeljeli
samo Cithiva i autoritativou knjiZicu kojom bi impresio-
nirali svoje suparnike.

Mimo srada na povilesti Gvelfa« i diplomatske aktiv-
nosti, u kojoj je znao igrati dvostruke uloge kao sluzbenik
vide kuéa, Leibniz je, na prijelazu stoljea, ipak najvedi
entuzijazam pokazivao za osnivanje znanstvenih akademija,
Bio je ukljulen u pokusaje u Mainzu, Hannoveru, Ham-
burgu i Poljskoj, a potpuno se posvetio prijedlozima za
Berlin, Dresden, Bed i Petrograd. Za berlinsku akademiju
agitirao je jo§ od 1695, koristeéi se podrikem kneginje
Sophie Charlotte od Brandenburga, Zene izbornog kneza
Prusije Friedricha (i sestre hanoferskog izbornog kneza
Georga Ludwiga, nasljednika Ernsta Augusta i bududeg
kralja Engleske), s kojom je bio veoma blizak. Osobno je
820 1 Berlin 1698, a u shededoj posjeti 1700. Friedrich je
odobrio njegoev projeke i postavio ga za doZivornog predsjed-
nika BrandenburSkog zuanstvenog drultva, uz 600 talira
godi¥nje za troskove njegova godifnjeg boravka u Berlinu.
To je iprva prilika u kojoj se njegovo ime pojavijuje kao
von Leibniz, iako nifta ne znamo o neko] sluZbenoj
promociii u barona. Druftvo nije bilo narolite uspjeSno,
i Leibniz je uglavnom: bio razodaran razinom &lanaka (osim
dakako svojih), koji su izadli u jedinom tiskanom zboraniku
radova teg drutva. Ipak one je pridonijelorastuéem ugledun
Prusije 1 bilo je temelj kasnije uglednoj Deutsche dkademie
der Wissenschaften gy Berlin,

Poslije pofetnog uspjeha u Prusiji Leibniz je pokuiao
sa sli¢nim projektom ked izbornog kneza Saksonije u Dres-
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denu, ali bez uspjeha. Uspjedniji je bio u Beln, gdje ga je
car proglasio 1712. carskim savjetnikom i direktorom pred-
loZene akademije. No do njena osnivanja dodle je tek po
Leibnizovej smrti. Konaine, izmedn 1711, i 1716. vide se
puta susreo 8 ruskim carem Petrom Velikim pa njegovim
opetovanim putovanjima Evropom. Nagovorio ga je da osnu-
je znanstvenu akademiju u Petrogradu, ali i ovaj put 1o je
ostvareno tek nakon njegove smrti. Ipak on je jos jednom
dobio pladeno dvorsko mjesto kao carski savjetnik za mate-
matikn i znanost. Car je strastveno poticao znanstvene veze
Rusije s Evropom, i obecas je podriati istraZivanja magnet-
skog sjevera, u okviru fireg Leibnizova projekta za naviga-
cijska pomagala, kao 1 ispitivanje porijekla Slavena i nji-
hovih jezika, o femu je Leibniz napisac preliminarni esej.

Angaziran u Berlinu i Bedu, Leibniz je provedio kod
kuée manje vremena no ikada. Od 1712. bio je na platnom
spisku dvora uw Hannoveru, Brunswick-Liineburgu, Ber-
iinu, Bedu i Petrogradu (Celle je dotad priktju¢en Hanno-
veru). Ne iznenaduje §to su svi neprestano bili nezadovoljni
njegovim uslugama, driedi da ne daje doveljno za novac
kojim ga placaju, i poveemeno bi jedan ili drugi prihod
bie obustavijen do njegova ponovaog pojavljivanja. Najvile
je prigovora stiglo iz Hannovera, gdje je Georg Ludwig,
ne bez razloga, smatrao da ima pravo prvenstva na Leibni-
zove usluge — povijest porodice Gvelfa pripremala se ved
vise od trideset godina. Ujesen 1712. Leibniz je opet u
Betu, gdje pokusava dobiti mjesto kancelara Siebenburgena
(s punim radnim vremenocnt). Tu je ostao Citave dvije
godine ignorirajuéi pezive iz Hannovera. Nisu ga pomakle
ni glasine da je katolicki ¥pijun, ni obustava hanoferskih
prihoda, &ak ni smrt njegove zadtitnice kneginje Sophie.

Konadno se vratio 1714, saznav$i za smrt engleske kraljice

Anne i dolazak Georga Ludwiga na englesko prijestolje.
Stigavii, ustanovio je da je Georg Ludwig otifao u Englesku
tri dana ranije.

Ubobidajeno je da se Leibnizove posljednje godine u
Hannovern prikazuju kao nedostojno zanemarivanje od stra-
ne Georga Ludwiga, koji ga nije hiio ked sebe u Engleskoi.
Istina je da se u Hannovern osjedao jadno, ali ne zato §to
je posebno Zelio biti u Engleskoj. Iznenadna teZnja da emi-
grira s dvorom koji je izbjegavao Cetrdeset godina ne djeluje
uvjerljive. Jedini koji je jo§ preostac na dvorm, a s kim je
bic u zaista dobrim odnosima, bio je sam Georg Ludwig.
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Omn ga je uvijek branio od mrZnje Dvorskog vijeda, tolerirao
je sve njegove mane, a uostalom engleski kralj je bad njega
poveo na odmor kada je 1716, posjetio Hannover, Leibnizov
preblem bic je $to je u svojim kasnim fezdesetim bio presiab
da nastavi svoja nobilajena putovanja ili pak da zapoine
nev Zivot negdje drugdje. Istina, on je mislio na odlazak u
London, ¢ak je 1715. dao krajnje neobifan prijediog da
bude postavijen za slufbenog poviesnitara Engleske. Ipak,
vie ga je priviatio Pariz. I unatod njegovoj antifrancuskoj
politici Louds XTV. ga je tamo i pozvao, t¢ bi Leibniz sva-
kako 1 zave¥io u Parizu da kralj nije umro 1715, Istovreme-
no, aktivieo je radio na svom prelasku u Bed, Kao mogud-
nost bio je tu i Berlin, gdje je jo§ uvijek bio predsjednik
akadmije, i Petrograd, gdje je i dalje bio carski savjetnik.

Jof uvijek je radio na nikada napisanoj povijesti Gvelfa,
koju je kanio zavr¥iti i potom se posvetiti radu na flozof-
skim spisima. Iako ni povijest ni filozofski magmam opus
nisu ugledali svjetlo dana, neke od njegovih najznalajaijih
filozofskih korespondencija (s Clatkeom i des Bossesom)
potjedu iz tog vremena,

Na dan i4. prosinca 1716, nakon tjedna provedenog u
krevetu, Leibniz je mirno umro u prisustvu svoga tajnika
i kotijasa. Imao je sedamdeset godina. Ostaci nekada slav-
nog, Leibnizu uvijek protuslovnog, hanoferskog Dvorskog
vijeda odbili su prisustvovati sprovoedu, i te je sva sistinac
o »nedostojnom pokopue velikana. Pokopan je uz sve pri-
mjerene polasti u Neustidter Kirche,

Zadto su ba§ Newton i Leibniz otkrivadi ratuna

ITako je lako za mnogim knjigama ponoviti da su New-
ton i Leibniz otkrili infinitezimalai radun, pa i zapisati to
u neku novu knjigu, za kojom {e to opet mmnogi drugi
ponoviti {§to ovim opetovanim izri¢ajima pribavija viero-
dostojnost uvrijeZenosti), nistinu je te3ko ukazati na trenutak
i na osobu s kejom je roden diferencijalni i integralni racun.
Sve ovisi o tome §to smatramo dovoljnim oznakama raluna.

Ako je dovoljan samo pojam granice omjera ili suma,
tada je infinitezimalni ra¢un star bar keliko i Arhimed, a i
broj njegovih viSe ili manje opéenitih primjena, razradenih
do 1670, tada je prilitan. Ako pak presudnom znadajkom
drZimo strogost i apstraktnost posebnog modela uvedenoz
u 19, stoljetu, onda raun nijc uvedem do tog vremena.
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K.ole znacajke, izmeedu tih krajnostl, usteliduju Newiona i
Leibniza kao otkrivade?

Swvaki ¢e poznavalac raduna, ne iskljudujudi nuino ostale
znadfajke, izdvoiiti bar dvije. Prva je da se diferenciranje i
integriranje wofavaju, 1 primjeniuju, kao inverzne operacije,
Druga je da se za obje operacije razvijaju cdgovarajuce
algoritamske tehnike. (UoCite da samo ime discipline: di-
ferencijalni i integralni rafum, cksplicitno iskazuje drugu
znadajku) Newton i Leibniz stvorill su rafun koji ie imae
te dvije znadajke.

Od Arhimeda do Newronovih i Leibnizovih suvreme-
nika Fermata i Gregoryja mnogi su matematicari, fak i
sistemnatski, izradunavali povrdine 1 volumene (tj. integrirali),
te nalazili tangente i normale, suptangente i subnormale
(1j. derivirali), iako nisu wocili ni iskoristili reciprocitet tih
operacija. Dapale (na to je prvi upozorio J. M. Child)
Barrow je Cak, w svojim Lectiones geometricae, dokazac
inverznost diferenciranja i integriranja u geometrijskom ru-
hu. Dokazao je da su omjeri ordinata i odgovarajucih sup-
nama ispod druge krivulje proporcionalni ordinatama te
druge krivulje. Ili, detalinije, Barrow je ,_Eretpostavio da je
krivulja SY zadana pomocu krivulje OP tako da je XP
jednako poor (OX Y58} x 1/R (faktor I/R ¢uva dimenzionu
homogenost), da bi onda dokazao da tangenta u P odsijeca
suptangentu X7, tako da je PX:TX =XY R
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Taj frapantni Barrowliev dokaz Newron-Leibnizova teore-
ma naves je Childa da dovede u pitanje Newionov i Leib-
nizov prioritet otkrivada rafuna. Medutim, kac §to'je upo-
zorio Whiteside, takvih geometzijskih teorema koji povezuju
suptangente jedne krivuije s povriinama druge nalazime u
oplenitoj formi ved kod Gregoryja @ Wallisa, a u konkret-
mim slugajevima kod Torricellija 1 mnogih drugih, (White-
side ¢ak predlaZe takvu konkretnu interpretaciju aekih
Arhiredovih rezultata.) Cinjenica je da nitko od tih autora,
ukljuénjudi i Barrowa, nije wolio vaZnost tog rezuliata, niti
izvukao njegove konzekvencije za algoriemizaciju ratuna (na
koju uostalom nisu ni pomisljali). Sigurno je, naime, da
povijesni utjecaj jedne ideje mnoge (ake ne i1 presudno)
ovisi o jasnom i svjesnom uodavanju i same ideje i njene
vaznosti, a notorna je Cinjenica da sredinom 17. stoljeda
nitko, ukljutujudéi i Barrowa, nije u njegovu vrle opéenitom
teoremu vidio vide od jo¥ jednog u mmodtvu teorgma koji po-
vezuju svojstva dviju krivulja. (U njegovo] kujizi to jei bio sa-
mo jedan, nic¢im istaknuti teorem, umnodtvu takvih teorema.)

I sam je Leibniz, prije 1675 (10 je godina njegova
otkrida rafuna), dokazao nekoliko takvih teorema. Posebno
je znafajno, medu takvim tipi¢nim predradunskim rezulta-
tima, bile pravilo transmutacije, s kojim Leibniz postaje
sasvim svjestan uloge karakteristi¢nog trokuta u infinitezi-
malnoj] geomeirijskoi analizi.
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Na gornjoj slici krivulja Occ'C je zadana, a cde’ je njen
karakteristitni trokut u todki c. Kvadratura te krivulje,
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o = (OCB), jest suma svih traka bec'd’, ali se mole
~dobiti 1 kao suma svih trokura Qoc’ upotpunjena trokutom
OBC, 1j.

A =S Occ’ + AOBC.

. Naravno, buduéi da je karakteristi¢ni trokut cde’ slidan
trokuth Osp, vrijedi i sljedede:

N P X 1 ,
Oce =50 X Op———z—cd ¢ Os—?bggb.

Naime, ako za svaku tocku ¢ na krivulji Oce'C konstruiramo
odgovarajucu tockn ¢ (povlatenjem tangente u ¢, odrede~
njem odsjecka Os i njegovim prenoienjem na be), time do-
lazimo do krivulje Ogq’'Q, za keju vrijedi zadnja od gornjih
jednakosti, odakle slijedi

A = % pozr (Ogg' Q) + AQCB.

To je Leibnizove pravilo transmutacije, koje upotre-
bom karakteristiCnog trokuta transformira kvadrature jedne
krivulje u kvadraturu druge, koja je prvoj pridruZena pre-
ko svojik tangenti. (Primjenjujudi to pravilo na kvadramru
kruga, Leibniz je do3ao do svojega slavnog razvoia za o

No, rekli smo, bio je te tek jedan u nizu geometrijskih re-
zultata tipiCnih za to razdoblje. Slifna pravila nalazimo u
radovima Huyghensa (Leibnizova uéiteljal), Barrowa, Gre-
goryia i ostalih. Barrowljeve Lectiones geometricae krcate

~gu takvim transformacionim pravilima. Prevedemo Ui te

rezultate na jezik analitickih formula, otkrivamo da je rijec
o poznatim teoremima diferencijalnog i integralnog raduna,

" Tojeinavelo Childa da Barrowa smatra otkrivatem rafuna,
" bududi da i nema Newton-Leibnizova rezultata u novom
. radunu koji se takvim prijevodom ne otkriva ved u Lectiones
" geometricae. Naravno, sagledati problem na taj nadin znadi

potpuno zanemariti znatenje prijeveda Barrowljeva teksta
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n analititke formule. No, uprave je to (druga) odsudna
znalajka ratuna, Bad je Leibniz (kao 1 Newron u kontekstu
svojih istraZivanja) bic onaj koji je krenuo u potragu za
analiti¢kim radunomm, a taj de radun uz pomos odgovara-
judih simbola i pravila omoguditd uniformno analiticke iz-
vodenje i izraZavanje svih tih transmutacijskilh metoda i
pruZiti im logidkn koherentnost i opéenitost na jednostav-
nej osnovi,

Bit ¢e poulno da to ilustrirame na gorpjem primjers.
Prevest cemo Leibnizovo transmutacijske pravile n ana-
lititke formule, Ordinata z krivalie Ogg'Q dana je, prema
konstrukeiji, sa

_ dy
(8) gy — x4

(edje je dy = d¢’ prirast ordinate y, a dx = ¢d prirast ordi~
nate x). Transmutacijsko pravilo tvrdi da je za x, = OB

20

P i i
‘}.ydx“:?.fzflx*}‘“ixgyg.
0 0

Uvritavanjem vrijednosti od 2 iz formule (8) nalazimo

S x0
fydx:j‘f (yux%)dx ++~i-xoyuw

3 25 dx 2
1% 1% dy 1
*'“féi‘ydx—?éf xdfxdx‘f“"i“xoyo-
Dakle,
x0 X0 d
) Iydx+jxd—idx=xoym
o ¢

8to nije drugo do dobro nam poznata parcijalna integracija.
Osim naznaka granica integracije (0, x4) simbolizam gor-
njeg prijevoda najao je Leibniz 1675. Njegova prednost
pred geometrijskim formulacijama ofita je: geometrijska
konstrukeija krivulje Ogq'Q opisana je jednostavnom for-
mulom (8), pa se samo transmutacijsko pravilo (kao i mnoga
drugal) sada algoritamski dobiva uvrtavanjem formule (8)
u formulu (9), koja opet zbog reciproéne veze diferencira-
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nja i integriranja neposredno slijedi iz jednostavnog pravila
za diferenciranje produkia

d (xv) = x dy + vdx.

Dakle, baj je taj prijevod i jednostavno algoritamsko zaklju-
fivanje u njegovu okviru ono §to je otkrio Leibniz (i u dru-
gadijoj formi Newton), tj. diferencijalni i integralni racun,
Ukratko, zato su Newton 1 Leibniz otkrivadi.

Dakako, morame biti svjesni da danadnji radun ima 1
mnoge druge znadajke (pored inverznosti csnovnih opera-
cija 1 algoritamskog karaktera), po kojima se prilicno raz-
likuje ed Newtonova ili Leibnizova raduna. Zato vedina
poznavalaca danaSnjeg racuna ne bi razumjela Newtonov
i Leibnizov kad bismo im ga predstavili u jzvernom obliky,
bez dodatnih objainjenja. lako ovdje ne moZemo udi u
podrobnu analizu tih razlika, jer bi to znadilo pisati povijest
raduna, a ne sameo njegova otkrica, navest Cemo osnovae
znacajke daljeg razveja, 1 bar donekle naglasiti njegove
temeljne razlike spram Leibnizova raCuna (naime, dana¥nji
ie raun potekao iz njegova, a ne iz Newtonova).

U povijesti analize nailazimo na Cetiri kijudna procesa.
Prvi je, gore opisano, uvodenje lajbnicovske infinitezimalne
analize u okviru kartezijanske analize, koju moZemo karak-
terizirati kao izutavanje krivulja primjenom algebarskih me-
tada. Jasnu svijest o tom prodirenju uobifajene (commune)
analize iskazuje L/ Hopital u uvodnim rijedima prvoga udzbe-~
nika analize: »L"Analyse qu’'on explique dans cet Ouvrage,
suppose la commnune, mais elle en est fort différente.
I/Analyse ordinere ne traite que des grandeurs finies:
celle-ci penetre jusques dans l'infini méme.«*

Drugi proces, koji se javlia sredinom 18. stoljeéa i veie
uz Eulera, bilo je razdvajanje analize od geometrije. Analiza
prestaje biti puko sredstvo za izucavanje krivulja, te postaje
zasebna matematicka disciplina, Ciji predmet vise nisu re-
lacije medu geomtetrijskim veli¢inama vezanim uz danu kei-
vulju, vec su to relacije medu opéim velidinama, koje izra-
favaju (apstraktne) formule izgradene iz slova i brojeva.
Taj pomak interesa s krivulja na formule pratila je i promjedia

* Analiza koja se objainjava ovim Dijelom pretpostavlja 1obi-
dajenuy, ali je sama sasvim drugatija. Obifna analiza ne razmaita
druge veliCine do kona¢nih: ova dopire do same beskonatnogti;




temeljnih pojmova analize, U geometrijskom perioduy, osnov-
1l pojam analititkog izutavanja krivulja bila je-varijabilna
geometrijska velidina, dok je osamostaljivanje analize od
geometrije dovelo do pojave novog fundamentalnog pojma
funkecije jedme varijable. Drugi fundamentalni pojam
geometrijske analize, diferencijal, doZivio je odgovarajucu
promjenu. On je izgubio svoje poletne geometrijske kono-
tacije, da bi se poleo tretirati kao simbol na istoj razini §
ostalim simbolima analititkih formula. Ipak, on je jos du-
boko u 18. stoljeée zadriao svoj neprikosnoveni poloZaj
fundamentalnoga pojma lajbnicovskog infinitezimalnog ra-
Cuna.

Upravo je treéi proces U razvoju analize zamjena dife-
rencijala derivacijom kao temeljnim pojmom infinitezimalne
analize. Taj je proces proveden uglavnom u radovima La-
grangea i Cauchyja, iako se neki njegovi vazni aspekii
nalaze ved u Eulera.

Cetveti je proces dobro poznata aritmetizacija analize,
koju su u 19. stoljecu proveli Weierstrass, Cantor i Dede-
kind, zasnivanjem pojma realnog broja (ij. linearnog konti-
nuuma), a time i realne funkcije jedne 1 vide varijabli.

Moderni ¢ée titalac bez vedih problema pratiti Cauchy-
jev kurs analize, kao i post-Cauchyjeve tekstove. (Mogli
‘bismo stoga re¢i da je Cauchy, tre¢im procesom, stvorio
manje-viSe suvremeni radun.) S izvjesnim ée Sudenjem pra-
titi Bulerov Duroductio in analysin infinitorum, ne shvaca-
juéi principe kojima se rukovodi u tretmanu beskonatno
malih veli¢ina, tj. diferencijala, ali prepoznavajuéi Krajnje
rezultate, kao i mnoge »neegzaktne« heuristicke metode koji
do njih vode, a koje ée znati »popraviti¢ na svoj (1. Ca-
uchyjev) ¢ — ¢ natin.

Prepoznavanje ratuna ozbiljnije ce zapeti tek pri po-
vratkn u lajbnicovski period geometrijskog (analitickog) ra-
funa. Naime, lajbnicovski se radun ne moze razumjeti a_ko
se ne uzme u obzir njegova geometrijska interpretacija, jer
Su njegovi osnovai pojmovi bitno vezani za svoj geometrij-
ski kontekst. Zato ¢emo ovdje dati jo§ nekoliko opéih na-
pomena o geometrijskom karakteru analize 17. stoljeca.

Ta analiza bijase sustav analiti¢kih sredstava za izula~
vanje geometrijskih objekata, totnije krivulja. Sredstva‘ su
ukljutivala kartezijanske algebarske jednadZbe 1 operacile,
kao i kasnije lajbnicovske diferencijale i pravila raduna.
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Prvi, L'Hbpitalov, udsbenik diferencijalnog racuna iz
1696. imao je, u tom smislu, karakeeristidan naslov: Analyse
des snfiniment petits pour I'intelligence des lignes couvbes.
(Spomenimo usput da je Marquis de L'Hopitala u radun
uveo Johann Bernoulli, koji je 1690, dosavéi u Pariz, impre-
sionirao udene krugove svojom diferencijalnom metodom
odredivanja zakrivljenosti proizvelinih krivulja — problem
tako reél nerjesiv metodama kartezijanske analitiCke geo-
metrije. Jedan od najzadivljenijih bijase L'Hépital, keji je
zamolio Bernoullija da ga za dobru plaéu podudi novim
metodama. Bernoulli je prihvatio, i predavanja su odrZana
dijelom u Parizu, a dijelom u miru markiZeva dvorca izvan
Pariza. Predavanja bijahu napisana i obojica zadrZade kopije.
Nakon vife od jedne godine Bernoulli je napustio Pariz,
uz pogodbu da poduku nastavi putem pisama. Tolnije,
pogodbom je rijeSeno da Bernoulli, za prilian i redovan
mjeseéni prihod, odgovara na sva L'Hopitalova matematic-
ka pitanja, da mu 3alje sva svoja matematicka otkri¢a 1 da
ih uéini nedostupnim treéim osobama; nevjerojatan ugover
kojim je sva Bernoullijeva matematitka originalnost stavije-
na u L'Hbpitalovu sluzbu. Bernoulli se od samog pocetka
nije ba% doslovno drZao slova ugovora, i L'Hopital je ubrzo
shvatio da briljantnog matemati¢ara ne moZe vezati na
taj matin. No kada je L/Hopital 1696. objavio svoj, inace
prvi ud#benik analize, Bernoulli je tek u bijesu i 3utnji,
kojom ga je vezao ugovor, mogao ustanoviti da su to, Uz
manje dopune, njegova paritka predavanja. Po L'Hopitalo-
voj smrti Bernoulli se pokuSao izboriti za autorstvo prve
Analyse, no do tada je njegova vjerodostojnost u pitanjima
prioriteta postala sasvim mizerna zbog otvorenih svada oko
sli¢nih stvari sa svojim bratom Jakobom. Johannovo pola-
ganje prava na veéinu sadrfaja iz Amalyse pokazalo se
opravdanim tek 1921, kada je pronaden manuskript nje-
govih paritkih predavanja.)

Dakle, osnovni predmet istradivanja bila je krivulja,
koja ovaploéuje relacije medu raznim varijabilnim geometrij-
skim veli¢inama, definiranim u odnosu na varijabilnu tocku
krivulje. Te varijabilne geometrijske veli¢ine —- ili krace
varijable — bile su naprimjer (vidi dolje): apscisa x, ordi-
nata v, duljina luka s, radijus », polarni luk a, suptangenta

e
g, tangenta 7, normala », povrdina Q = OPR; upisani
pravokutnik, rotacioni volumeni s ebzirom na osi, ndalje-
nost teZifta [uka od osi x (ili.yv) itd. :
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Relaciie medu varijablama izraZavane su, ako je to bhile
mogude, jednadZbama. (To nije uvijek bilo moguée. Do
pred kraj 17, stoljeca nije bilo formula zz transcedentne,
nealgebarske, relacije. One su izraZavane prozaim tekstom,
koji je opisivao metodu konstruiranja krivulje, koja je
reprezentirala danu transcedentnu relaciju.)
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U tom kartezijanskom kontekstu algebarskih relacija
medu varijablama vaZno je uoditi odsustve pojma funkcije.
Ni jedumad#be, ni varijable nisu funkcije u smislu preslika-
vamja x —+ v (x), tj. one nisu jednosmjerne relacije od »e-
zavisnee varijable x prema »Zavisnoje varijabli y. Relacija
izmeda x i ¥ razmatrana je kao jedinstveni entitet, a ne
kao par medusobno inverznih preslikavanja x— y(x) 1
y = x({y). Krivalja nije shva¢ena kao graf funkcije x —-
-+ v {x), nege je ona bila primarni objekt, figura koja je
inducirala (sekundarni) odnes x-a i y-a. Varijable nisu bile
funkcije jer pojam varijable nije implicirao ovisnost 0 nekoj
posebno istaknutoj »nezavisnoj« varijabli.

To odsustvo pojma funkcije u kartezijanskoj i lajbnicov-
skoj analizi objaSnjava mnoge aspekte ranog infinitezimal-
nog rafuna. Naprimjer, pojam derivacije funkcije nikako
ne moZe biti (osnovni) pojam tog racuna jer on pretpostavlja
pojam funkcije; no o tome vise kasnije.

Reference varijabli geometrijske analize jesu geometrij-
ske velitine, a ne realni brojevi. Naime, geometrijske veli-
gine, i uopée velidine kako su ih razumijeli matematicari
17. stoljeéa, nemaju mubliiplikativnu strukeuru i jediniéni
element. Velifine su dimenzionirane. Geometrijske veli¢ine
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megu imati dimenziju duljine (apr. ordinata, suptangenta,
duljina Iuka), ili poveiine (npr. povidinag fzmedu krivulje
i osi), ili ebujma (npr. rotacioni velumen), Izvan geometrije
palazimo velifine raznih dimenzija, kao $to su brzina, masa,
sila itd. Nadalje, algebarske manipulacije, posebno s geo-
metrijskim velidinama, vodile su dimenzijama velim od di~
menzije obujma. Iako te veli¢ine vidih dimenzija, kao o
st potencije a* il &% duZina g i &, nisu bile direkino inter-
pretabilne u prostoru, prihvacene su u analizi kao velicine
Zija je dimenzija odredena brojem fzktora s dimenzijom
duljine. . .

Samo se velidine iste dimenzije mogu medusobno zbra-
jati. U nekim slucajevima muoZenje veliCina je interpreta-
bilno, kao u sludaju dviju dufina &iji je predukt povrdina.
Ali mnoZenje nikada nije zatvorena operacija, 1j. produkt
dviiu istovrsnih veli¢ina iste dimenzije uvijek je nova veli-
¢ina druge dimenzije, Zato velifine iste dimenzije nemaju
multiplikativie strukrure ni jediniénog elementa, koji bi
njome mogao biti uveden.

Takve skudene mogucnosti zbrajanja i mnoZenja veli-
#ina dopuftale su njihov algebarski tretman tek uz izvjesna
ograni¢enja. Specijalna priroda mnoZenja nametala je za-
kon dimenzione homeogenosti jednadZbama koje se pojav-
fjuin u algebarskom tretmanu: svi termi jednadZbe moraju
biti iste dimenzije,

Descartes je veé 1637, pokazao kako se zahtjev dimen~
zione homogenosti moZe zaobidi i kako se mnoZenje duZina
— kao prototipa velid¢ing wopée — moZe definirati tako da
uwmnoZak opet bude duZina. Descartes odabire proizvoljau
dufinu kao jedini¢nu duzinu 1 i definira produkt dviju
duZina a i b kao duZinu ¢, koja zadovoljava omjer

l:a=2"5:c

Na taj nadin on je rijesio i problem interpretacije potencija:
ako je x duZina, onda je x2 duZina takva da je

1:x=x:%°%

%% je duZina takva da je
3

1:x% =2x%:x%
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]e duéma ta.kva da ie

1ra? =% cx? ird,

-"TG r]esen]e prebiema dimenzija bilo je upotrijebljene u teo-
~tiji jednadzbi s jednom nepoznamicom. Omne su se sada
- mogle’ mterpretlratz kae relacxje medu dufinama, &iji su
- korijeni takoder dufine, a time su i iracionalni Korijeni
Jednadzbl i dimenzije veCe od tri postali interpretabilni.

JAli g analititkom pnstupu krivaljama dimenziona ho-
mogenost jednadibi ostala je nepmkosnovemm zaht]evam do
duboko u 18. stoljede (usp. gornje Newtonove i Leibnizove
formule). To nas ne treba iznenaditi, jer u tom dijelu
matematike odbacivanje dimenzione homogenosti nema ne-
kik direktnik prednosti, osim interpretabilnosti visih po-
téncija (koje su 1 tako relativne jednostavno poopéenje mi-
‘#ih). Dimenziona homogenost osiguravala je prirodnu geo-
metrijske interpretaciju svakog koraka algebarske analize i
time osiguravala jednostavnu moguénost provierc u sloZe-
nijim ra¢unima. Sto se ti¢e uvodenja jedinice, ono zahtijeva
proizvolini izbor koji remeti opéenitost razmatranja.

"7 U geometrijskoj analizi koja se drZi dimenzione homo-
genosti nije dakle nuZnoe uvoedii jedini¢nu duZinu (é. Ia
Descartes), pa zato van;able kao $to su duiina, povrsma
itd. nisu skalirane, One nisu realni brojevi koji reprezentira-
ju omjere spram jedinice. Realni se brojevi pojavijuju o
1ajbnicovskoj analizi samo kao cijeli ili razlomljeni faktori
~ i termima jednadZbi ili kao omjeri velidina iste dimenzije.
... Vet smo rekli da se mnogi aspekti lajbnicovskog ratu-
14, niéjasni danafnjem Sitatelju, miogu objasniti geometrij~
“skom prirodom tog raduna. Naprimjer, kako se diferencijal,
tj. beskonalno mala veliina (razlika sukcesivnih? vrijed-
nosti dane veli¢ine), koji per definitionemn ima kontradiktor-
na- svojstva, moZe konzistentno iskoriStavati kao osnovnd
- pojam ratuna, a da se ne zamijeni (tj. ne redefinira a la
- Catchy} pomocéu derivacije, konadne i za nas danas jedno-~
- gtavne veliine: Naime, prema L'Hbpital-Bernoullijevu udz-
- beniku, - diferencijalne velifine zadovoljavajw ovaj osnovai
: postulat (prvi u udZbeniku):

-Dvue velidine, razlika kojih je beskonalno mala veli-
<o Cinay mogu; ber razlike, zamijeniti jedma drugu, il
- (8to je isto) veli¢ina koja se uveca ili smanji za beskonaé-
- no malu velitinu moZe se smatrati nepromijenjenont,
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+Dakle, diferencijal moZe uvefati veliinu tako da je ne
“gveda 1 umanjiti je tako da je ne umanjil Sve postaje jod

fudnije kada zonamo da se medu nekim Leibnizovim ruko-
pisima objavijenim tek 1846. moZe nadi definicija diferen-

 cijala kao konalne velifine proporcienalne graniCnom dife-

rencijalnom omjeru. Iako tu nije rijeC o sasvini konzistentno

~ jzvedenom tekstu, ko3ijevska ideja svodenja diferencijala

na neku vrst primitivne derivacije potpuno je jasna. Me-

- dutim, te nama apsolutno prihvatljiive ideje ne previada-

vaju poletnim geometrijskim racunom, Leibniz ih Cak ne
objavljuje, nege umjesto njih nalazimo nama krajnje opskur-
ni L'Hopitalov postular I. Zasto?

Prije svega, ve¢ smo spomenuli da pojam derivacije

'pretpostavlja pojam fumnkeije (jer je derivacija dy/dx deriva-
" cija funkeije y (x)), kojega jof nema u geometrijskoj analizi

Leibnizova vremena. Na donjoj slici, tipi¢noj za taj period,
derivacija dy/dx javlja se samo kao omjer ordinmate v i
suptangente o. Taj omjer nema odigledni centralni polozaj

- u gornjoj konfiguraciji, i odabir njega, kao temelja, bio bi

uistinu proizvoljan. Zaista nije jasno za¥to bi npr. y/o bie
bolji izbor od x/A. Ukratko, odabir y/o implicira odabir
varijable v kao funkcije varijable x, & ne mo*da x-a kao
funkcije od v-a, ili pak i x-a i y-a kao funkcije neke trete
vam]able

No postoji jo¥ jedan razleg zbog kojeg se derivaciia ne
moZe prirodne nametnuti v geometrijskom kontekstu,

Taj je razlog povezan s dimenzionom interpretacijom geo-

metrijskih wveli¢ina. Ako y/o razumijevamo kao derivaciju
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varijable v, to znadi da deriviranje povezuje bezdimenzioni
omijer (t: dérivaciju)-s dimenzionom varijablom, 1j. dugi-
nom. Lo implicira da se ta operacija pe moZe na prirodan
nadin’ iterirari, jer nije jasno koju bi vrstu velidine ona tre-

bala povezati s bezdimenzionim omjerom. Jedini je nadin

da se v/ interpretira (4 la Descartes) kao duzina, §to impli-

“cird; proizvolint odabir jedini¢ne duzine. Zbog te proizvoli-

nosti derivacije vifeg reda, u Cisto geometrijskom konteksru,
nisw jednoziiacno definirane.

-Dakle, derivacija se nije mogla pojaviti u geometrijskoj
fazi infinitezimalnog raduna, 1 to nam meoZe pomodi da
razumijemo za$to je tek otkriveni infinitezimalni radun iz-
graden na pojmu diferencijala usprkos svim problemima
vezanim za beskonadno male velidine, Naravno, kada je
sredinom 8. stoljeda (zahvaljujuéi ponajviie Euleru) doile
do pomaka matematitkog interesa sa samih krivulja i geo-
metrijskih veli¢ina prema formulama koje izraZavaju odnose
medu tim veliCinama, jzgubio se i zahtjev dimenzione ho-
mggenosti (preivievdi tek kao tehnifki termin za posebno
svojstvo formula). To je znatilo da se preSutno pretpotav-
ljao odabir jedini¢ne velidine, jer bi dimenziona homogenost
inade bila presudna za konzistentnuy interpretaciju formula.
Dakle, sada su slova u formulama predstavljala skalirane
velidine, pa moZemo redi da su prakticari ojlerovske analize
wistinu radili s realnim brojevima ntemeljenim na modelu
brojevnog pravea,

Time je, kao §to smo ved rekli, stvorena mogucnost pe-
jave pojma fuukeije jedne varijable. Sam termin »funkcija«
ima svoj izvor u geometrijskoj fazi analize. U matematiku

"ga je uveo Leibniz, nazivajudéi varijabilne geometrijske veli-

¢ine poput koordinata, tangenti, suptangenti, radiusa, pove-
Sina i sl. »funkcijamac¢ odgovarajude krivulie. No te Leibni-
zove »funkeijes nisu shvadene kao ovisne ¢ nekoj odredenoj
nezavisnoj varijabli. Tek je kasnije Johann Bernoulli podeo
pisati o potencijama varijable »ili uopée o bilo kojoj funkeijit
varijable. Ve se i Leibniz sloZio s tom novoin upotrebom
termina »funkeijae, koji je izgubio svoje prvobitne geometrij-
ske konotacije, postavii pojam povezan s formulama, a ne

“vife"s figurama. Uostalom, bilo je potpuno prirodno da

odvajanjem analize od geometrije osnovne kemponente for-
mula: postanu-fundamentalni pojmovi analize. Funkcua,
kako su’je definirali Johann Bernoulli 1Euler, bila je upravo
takva “osnovna- komponenta formula, ti, iztaz koji sadei
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* konstantne velidine {(slova i brojeve) i samo jedvu varija-
" bilnu velidinu (slove). Take imamo Bernoullijevu definiciju:

Ovdje zovemo funkcijom varijabilnu veli¢inu, veliCinu
1zgradenu nz bilo k0]1 nadin iz varijabilne veliine
i konstanti,

- ili nistinu precizou Eulerovu:

Funkeija varijabilne velidine je analiric¢ki izraz izgraden
na bilo koji nagin od te varijabilne velitine 1 brojeva
ili konstantnih velicina.

Euler je, osim toga, profiric pojam funkeije i na izraze koji
sadrse vise od jedne varijable, a to je bio jo$ jedan znadajni
otklon od geometrijske paradigme krivulje s njenim geo-
metrijskim veli¢inama.

Dakle, separacijom analize i geometrije uveden je po-
jam funkeije 1 uklomena je dimenziona intepretacija obiekata
1zucavan}a, §to je otrvorilo put pojavi denvac;je Tpak dife-
rencijal je zadrzao svoju temeljnu poziciju jod duge nakon
ito je analiza prestala biti geomertrijska.

Sto se tide daljeg razvoja, Cini se da j e veliki formalni
zamah ojlerovskog perioda donekle zaprijefio povratak geo-
metrijskim temeljima 1 novom funkcijskem kontekstu (usp.
flanak o Lagrangeu i n]egov pokusa; potpune algebraiza-
cije analize), no uskoro je do¥ao i taj kofijevski period
(usp. &lanak ¢ Cauchyju).

Nadame se da smo tim naznakama osnovnih razlika
lajbnicovskog rafuna, spram kasnijih faza koje vode moder-
nom radunu danadnjice, stvorili jo jasniju sliku o onome

Y- %to su otkrili osmiva®i moderne matematike Newton i

Leibniz.
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JOSEPH: "LOUIS LAGRANGE — ZNACA]
S PROMASENE TECRIJE :

C Dva na';véca' matemancara 18. stoljieta bijahu L., Euler i
J. L. Lagrange. Kada je L. Euler 1766. napustio Berlin,
gdje je kao'najveéi matemati¢ar Evrope stolovao na dvoru
najveéeg kralja Evrope Fridrika Velikog, na tom ga je
. mjestu zamijenio. J. L. Lagrange. Debata o tome koji je
od- dvojice najvedih bio vedi traje i danas.

J. L. Lagrange roden je 1736. u Torinu. Tu je stekao
klasitno obrzzovanje. Njegov povecani interes za mate-
matiku obidno se veZe uz itanje eseja Newtonova prijatelja
Halleya, u kojem ovaj iznosi prednosti diferencijalnog ra-
¢una nad sintetickom geometrijskom metodom Grka. La-
grange je osvojen. U izuzetno kratkom vremenu on savia-
dava sve ono §to je bila moderna analiza njegova vremena.
Sa ¥esnaest godina postaje profesor Kraljevske artiljerijske
gkole u Torinu. Ve tada je napisao svoje remek-djelo
“wMécanique analyiiques, koje ¢e bid objavljeno tek 1788.
u Parizu (u njegovoj 52. godini). Za taj Lagrangeov ana-
liti¢ki napad na mehaniku mo¥e se redi da je prvi potpuni
prekid s grékom tradicijom. Uostalom, pogledajmo $to G.
Boole u 19. stuljecu kaze o njegovoj »Mécanigue célestes,
kO]u je Lagrange pisao u istom analitickom dubu: -

Lagrangeovim je radom gibanje planeta, sa svom svo-
jom sloZeno$éu i raznovrsnoééu, svedeno na &isto ma-
tematicko pitanje. Ono je prestalo biti fizikalnim pro-
- blemom. Nestali su i pobudeni i pobudujudi planeti.
- Ideje vremena i sile privedene su svome kraju. Ele-
menti orbita i¥¢ezavaju, ili jo§ bolje postoje same kao
proizvoljni znaci matematickih formula.

Malo emfati¢an prikaz, ali otkriva duh Lagrangeova djela.
Naravno, veliki analiti¢ar njje bio samo korisnik analitiCke
metode;, on ju je i usavriavao. Dapade, bavio se i tada
otvorenim. pitanjem njezina zasmivanja jer diferencijalni i
integralni racun jo§ nisu jasmo utemeljeni. Ve¢ 1739, on
- pise Euléru da je defao do istinske metafizike ne samo os-
novnik principa’ mehanike mego i diferencijalnog i inte-
“gralneg raduna, Lagrange misli na metodu koju je objavie
1772, u &lanku »Sur une nouvelle espéce de calcul relatif
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& la différentation et & 'integrationd (o tome uskoro govo-

“imo nefto vide). Osim toga Lagrange se bavi tecrijom jed-
_ nadibi, o femu je ostavic znafajne dielo »Traite de a
soydsolution  des  dguations mumeriques de  tous degrése*F
1767, godine. Taj je rad kasnije mastavio mladi Galois,
S dodavii tako do svoje teorije grupa. Poznati teorem teorije
‘grupa koji kaZe da je red podgrupe neke konafne grupe
‘faktor reda te grupe nosi Lagrangeovo ime. Znadajne rezul-

tate ostvario je Lagrange i u aritmetici, mada se (kako
ree 1D'Alambertu) njome bavie samo radi promjene. Do-

© kazao je npr. da se svaki prirodni broj moZe izraziti kao
“Zbroj najvife Cetiriju kvadrata.

Produktivai berlinski period trajao je do smrti Fridrika

- Velikog 1786, kada na poziv Luja XVI. Lagrange odlazi u
*~ Pariz, gdje ostaje i nakon revelucije 1789. Bio je revoltiran
- okrutnostima Terora kejije uslijedio. Glupost i kratkovidnost
- mnogih egzckucija izrazio je rijetima kojima je popratio
. jednu od najglupljiih, giljotiniranje Lavoisiera:

Rulji je trebao samo trenutak da ukloni njegovu glavu,
a stoljee nece dostajati da se ona ponovo stvori.

Kada je 17935, ustanovljena Ecole Normal, Lagrange je

* imenovan profesorom matematike. Kada je ta §kola zatvo-
- rena i 1797. osnovana slavna Ecole Polytechnique, Lagrange
“ie predlozio predavanja iz matematike i bio je njen prvi
. profesor. Prvi put u svojoj karijeri majvedi matematicar

svojeg vremena postaje uliteljem matematike. U tom perio-

2 du u Lagrangea se ponovo javlja interes za rigorozno za-
“i snivanje diferencijalnog i integralnog raduna. Ofite je da
“* su Lagrangeovi ufenici imali potelkoéa s pojmovima be-
. skonaéno malog i beskonaéno velikog u tradicionalnom dife-
=0 rencijalnom ra¢unu. Lagrange pokufava savladati te te$-
... koce svojim osebujnim pristupom razvijenim 1797, u »Thé-

- orig des fumctions analytiques, contenant les principes du cal-

cul différentiel, dégagés de route comsidérarion d'infiniment

- petits on d'évanoussians, de Iimites ou de fluxions, et réduits
» a Uanalyse algébrique des quantiiés finiese, koii dalje* raz-

*»0 jednoj novoj vesti raéuna sto se odnosi na diferenciranje
i integriranje.s

#*# yRasprava o rjefenjima nwmeriCkih jednadibi svih stupneva,
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- vija. ideje zacrtane 1772, u »Sur une nouvelle...«. Te se
Lagrangeove 1de]e obifnc smatra;u promasemm To me-
dutim mje sasvim todno, pa cemo zato o njima redl nedto
vige. -

Mnogl marematicari 18, stoljeéa jasno uodavaju da bes-
konano: malo nije zadovoljavajudi temel) d1ferenc1]alnog i
‘integralnog raduna. Vetina kao zam]enu té sumnjive osnove

predlaze gekuw formu ideje gramcne vrijednosti (v tome je |

ndjuspjedniji iako ne i sasvim uspjefan D'Alembert). J. L.
‘Lagratige jedini je znafajni matematiCar koji ne ide tom
glaviom linijom. Skepti¢an je prema beskonano malom,
ito iskazuje Berkeleyjevim rijedima da rezultati diferencijal-
nog racuna zahvaljuju svoju tofnost kompenzaciji greSaka,
medutim njegov stav prema pojizu graniéme vrijednosti
takoder je hladan. On smatra da D'Alembertova definicija
tangente kao grani¢ne vrijednosti sckante ne zadovoljava
utoliko 3to sekantu, nakon fto jednom postane tangenta,
nifta ne moZe sprijeeiti da opet postane sekanta s druge
strane promatrane totke, pa mu se &ini da je tofna specifi-
kacija te granice skoplana s mnogim metafiziCkim tefkoca-
ma. Jasno ie da pisac »Mécanique analitigue« nije Zadovoljan
ni Newtonovom metoedom fluksija, zbog uvodenja irele-
vantneg pojma gibanja. Eulerov nadin da dx 1 4y predstavija
kao 0 takoder ga ne zadovoljava jer osjeca da nemamo jasne
i precizne ideje o omjeru dviju velitina koje postaju 0.
Kao rezultat svega toga Lagrange traga za jednostavnom
algebarskom idejom koja ne bi trpjela od takvih prigovora.
Spomenuli smo da je ve¢ 1759. pisao Euleru o toj ideji,
koju je prvi put objavio u »Sur une nouvelle...« 1772, godine.

.'I.{edf(x +B) =Ff{x)FFf x4+ (:\)%TL + ... poz-

nat j¢ bar od vremena Taylora &ije ime i nosi. U tom redu
koeficijenti potencija od / nisu drugo do omjeri diferencijala
ili fluksija. Dakako, ti se redovi mogu razvijati (kako je ve¢
Newton pokazao) bez poziva na te pojmove. Sto je onda
prirodnije nego diferencijale i fluksije definirati pomocu
koeficijenata tih redova? Na taj bi radin zaobifli uvodenje
bilo graniea bilo diferencijala, ili pak fiuksija, pa bi diferen~

»Teoma analitickih funkcija, u kojoj su sadrZana nacela «dife~

-, réncijalnog raduha, bez 1kakvog rezmatranjz beskonadno malih
© ili f§Cezavajuéih (velidina), granica ili fluksija, i koja je svedena
na- algebarsku- analizu- konalnih veliCina«
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‘. cijalni ratun time bio sveden na jednostavoe algebarske
: operacije. To je osnovna Lagrangeova ideja izraZena i u
dugom naslovu njegova rada iz 1797, godine. On dakle u

temelje svojeg pristupa stavlja Taylorov razvej, implicitno
pretpostavijajudi da sve funkcije dopultaju takav razvoj

Kaoeficijente p’, p”',... potencija od 2 u Taylorovu razvoju

od #(x + /) on definira kao »functions dérivéest od u.
Diferencijalni se radun za Lagrangea satoji u »neposrednom

s“palaZenju, uz pomo¢ jednostavnib i spretnih postupaka,
- deriviranih funkcija »', p", ... funkcije ue¢; a integralni se
. radun sastoji u rodredivanju funkeije # pomocu tih derivira-

nik funkcija¢,
Danas znamo da se Lagrangeova metoda oslanja na

- pogre$nu pretpostavku da se svaka funkcija moZe razviti

u Taylerov red. Dapade, znano 1 to da je bijeg od besko-

" nacno velikog i beskonaéno malog, kao i od pojma granice,

samo prividan jer ti pojmovi ulaze u keititne ispitivanje

. konvergencije reda koje Lagrange ne razmatra na adekva-
+ tan na¢in. To je ono §to Citavu njegovu konstrukciju kvali-
© ficira kao ofit promasaj. Medutim, uolimo ipak neke pozi-
“! tivne novine njegova pristupa. On je jedan od prvih ket

se okrenuo kritiCkom istraZivanjun fundamenate ratuna, i
to tako 3to je poiam funkcije stavie u srediSte tih istraZiva-

" nja. Naime, otkrivadi infinitezimalnog racuna interpredirali

su ga (i shvaéali) kao imstrument za ispitivanje odnosa

" medu velidinama u geometrijskim i mehanikim problemi-

ma, a kada je s Eulerom i doslo do razdvajanja raduna od

- geometzije uz pojave pojma funkeije (usp. &lanak o Newto-

nu i Leibnizu}, nagli je razvoj raduna utidao interes za nje-

. gove fundamente. Svojim je pristupem Lagrange prvi put

usmijerio paZnju na velidinu koja je danas osnovail pojam

i, diferencijalnog raduna, na deriviranu funkeiju ili, krace,
. derivaciju. (Osim $to joj je dao ime, Lagrange ju je i ozna-

¢io oznakom ' (x), keoja je i danas u upotrebi.) Mada New-
tonov krajnji omjer fluksija moZemo danas interpretirati

- kao jedan broj ili velitinu, koju zovemo derivacijom,

Newton je o toj velidini mislic kac o omjeru dvija fluksija.

- Tako je Leibniz razumio znacenje omjera dvaju diferencijala,
-nije o njemu mislio kao o jednom broju, nege kao o kvo-

cijentu dvaju meodredljivihe. S D'Alembertom i njego-

* vim inzistiranjem na tome da diferencijalni rafun trebamo
strogo razumijevati U terminima grapniCinib vrijednosti pri-
‘blizavamo se pojmu derivacije, ali ni kod njega ne nalazimo
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pojam. jedne derivirane funkeije, odnesno jednog broja
koji j& grani¢na vrijednost jednog beskonadnog niza. Kao
Newton, i. Leibniz tako i D’Alembert nema na pameti
deriviranu funkeiju, nego dvije strane neke jednadibe ko-
jima. su graniéne vrijednost jednake. Kod Lagrangea se
_prvi: put »function dérivées javlja kao jedinstvena veli-
* ¢ina: (iako; @ to danas smatramo promagajem, nezavisno od
idéje- granice omjera). Ona je jedna funkcija, i mada La-
- grangeova definicija te funkeije nije ona koju smo na kraju
prikvatili, Lagrangeov pogled na nju kao jedinstvenu fun-
_ keiju mogao je pridonijeti njenoj danas opée prihvalenoj
~ definiciji. Cauchyjev revolucionarni obrat (vidi sljededi ¢la-
nak) kojim derivacija postaje osnovai pojam diferencijalnog
raduna, pomoéu kojega se tek definiraju diferencijali (ili
fluksije), ponedto duguje 1 Lagrangeu. Naime, uolavanje
tog pojma kao osnovnog Lagrangeovo je. Drugi vierovnik
je maravno D'Alambert, od kojeg se moglo nauditi da se

taj osnovni pojam treba definirati kao graniéna vrijednost.

Za omie koji vole jednostavne iako ne uvijek precizne formule:
Lagrange -+ D'Alembert == Cauchy.

Tolike o Lagrangeovu promasaju.

1 na kraju recimo da je Lagrange proZivio svoju starost
kao slava Francuske. Napoleon, koji ga je zvao sveliCanstve-
nom piramidom matematicke znanosti¢, ukazivao mu je

velike potasti. Kada je Francuska pripojila Piemont, Tailey-

rand je dobio naredenje da posjeti Lagrangeova oca, koji je
jo¥ Zivio u Torinu, i da mu kaze:

. Va$ sin, na kojeg je Piemont ponosan $to ga je dao, a
Francuska §to ga posjeduje, sluZi na Cast Citavom co-
© yietanstvu svojim genijem.

" Posljednji Lagrangeov znanstveni napor bijase revizija

i ‘protirenje njegova remek-djela sMécanique analytiques
* za drugo izdanje. S velikim elanom yratio se djeiu za koje
je uvijek pokazivao majveci interes i koje (e ostati njegov
najveéi doprinos ljudskoj mis. Zavrivi taj posao, uskoro
je tmro, W tano jutro 10. travnja 1813. u 76. godini Zivota.
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"'AUGUSTIN’ LOULS CAUCHY — STROGO

ZASNIVANJE RACUNA

2 Delta-epsilon dokaze, koji ¢ine metodolotku osnovn
“'modernog diferencijalnog i integralpog racuma, u snalizu
c uveo Al:xgustin Louis Cauchy. Intuitivioe prihvatljiva
_:1'de]u§.0 derivaciji kao grani¢noj vrijednosti kvocijenta dife-
“ rencija

f -k Ax) — (%)
Ax ’

““kada Ax teZi prema nuli (usp. sliCne ideje Newtona, Leibni-
= za, Eulera i D'Alemberta u prethodna dva ¢lanka), Cauchy
- je preveo na precizni jezik nejednadzbi, $to je tu ideju
: géinﬂ? upotrebljivom za dokazivanje mnogih tvrdnji, koje
- su prije Cauchyja bile tek intuitivoo prihvacane {i <ublje
:_Ieargumentirane) istine. Naime, iako je svakome jasno §to
‘znadi da se tijelo giba s brzinom od 10 m/s, svodenje bitnih
‘svojstava pojma brzine na jednostavna matematicka svojstva
“(a tek to svodenje dopulta listo matematicko razmatranie
B {natemanéke suitine toga pojma) omogudeno je tek time
: §to se svakome jasna tvrdnja o brzini tijela polela razumije-
- vati kao tvrdnja: da za svaki ¢ > 0 postoji 4 > O takav da
iz ffz —fl! < & slijedi |(sa — s4)/(z2 — ;) — 10| < &. Ka-
ko je dotlo do toga da se »jasni pojam brzines tako apstrakino
: prgformulira, i time matematicki strogo zasnuje, tj. kako je
; q_uslo do strogog zasnivanja infinitezimalnog ratuna, opisat
“¢emo u ovom <lanku,

Potkraj 17. stoljeca Newton i Leibniz otkrili su, gotovo

: i’stovremeno, infinitezimalni racun. Da bismo njihovo otkri-
" ¢e mogli lakSe usporediti s Cauchyjevim, ponovit cemo
- ukratko (usp. ¢lanak o Newtonu i Leibnizu) bitne karakte-
- tistike njihovih ratuna. I Newtonov i Leibnizov ratun bavi

+'se varijabilnim veli®inama, Ipak, Newton ih je zamisljao
‘kao promjenljive u vremenun, a Leibniz ih je promatrao
_kao niz medusobne beskonadno bliskih vrijednosti. To
.;_e_vdmrelo do razlike u odabiru fundamentalnih pojmova
“raCuna. Newtonoy je osnovni pojam bila fluksija, brzina
Promjene varijable {u vremenu), a Leibnizov je osnovni
“pojam bio diferencijal, beskonalno mala razlika izmedu
- Sukeesivnik vrijednosti varijable.




Leibniz je posebno cijenio notaciju, i njegov se izbor

simbola pokazao sretnijim od Newtcnova. Njegova upotre-

ba poscbnih slova »d« i » [« jasno je isticala ulogu diferen~
ciranja i integriranja kao operatora, Osim toga njegovi su
se simboli mnogo lakic nego Newtonovi uklapali u sloZene
formule. Ukratko, Leibnizov je rafun bio analiti¢niji od
Newtoniova, koji je bio izrazitije geometrijski formuliran
(uz- odgovarajuCe tekstualne argumente).

* I Newton i Leibniz radili su s beskona&no malim veli-
Hnama i bili su sviesni logitkih tefkoca svojeg pristupa.
Newton je smatrao da se njegov radun moze strogo zasno-
vati na pojmu pedetnog i krajnjeg omjera, na pojmu srod-
nom, ali ne i jednakom pojmu granice. Newtonova defi-
nicija zvuti dobre, no ona nije ni razumijevana ni upotreb-
ljavana na algebarski nadin, a tek bi joj to omogucilo da
se primjenjuje u dokazimma o granicama.

U daljem razvoju ratuna, odvajanjem analize od geo-

metrije, nagladava se analiritki aspekt racuna, kojem osnov--

ni predmet vie mije varijabla nego funkeija. Konstituciju
ratuna u tom smislu dugujemo Euleru. On je prvi ekspli-
citno ustvrdio da je analiza grana matematike koja se bavi
analiti€kim izrazima i posebno funkeijama, kojeje (slijedeci
Johanna Bernoullija; usp. {lanak o Newtonu i Leibnizu)
definirao na sljededi nadin:

»Funkcija neke varijabilne veliine je analiticki 1zraz
izgraden na bilo koji nadin od te varijable, brojeva i
konstantnih veli¢ina«,

Dakle, algebarski izrazi, ali i beskona¢ni redovi, smatrani
su funkcijama svoje varijable (koja je mogla biti i kompleks-
na). Jednu temeljnu inventuru i klasifikaciju Sirokog spek-
tra funkcija napravio je Euler u svojem »Imroductio in
analysin infinitorume. Taj je uvod zamidljen kao prelimi-
narni pregled pojmova i metoda analize i amalititke geo-
metrije (za kasniji studij diferencijalnog i integralnog ra-
gana); Tu su analititkim metodama, bez poziva na dife-
réncijalni i inregralni ratun, uvedene elementarne transce-
dentne funkeije: logaritam, eksponencijalna funkcija, trigo-
nometrijske funkcije i njihovi inverzi, $to nije bilo malo
dostigriu¢é, s obzirom na to da je logaritam bio tradicional-
no vezan uz kvadraturu hiperbole (usp. ¢lanak o otkricu
logaritama), a trigonometrijske funkeije vz duljinu luka
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kruZnice. Naravno, i u svojem &isto analiti¢kom {negeo-

“metrijskont) pristupu Euler se morac posluZiti nekom vrstom

infinitezimalnog procesa: razvojem funkcija u redove po-

-tencija (algoritmom dijeljenja, binomnim razvojem i dru-
- girn metodama) 1 uvritavanjem beskonaéno velikih 1 bes-
* konalno malih brojeva u analiticke formule. Karakteristian
“primjet je Bulerov razvoj od ¢® u red potencija. On zaklju-
©¢uje na sljededi nadin, Neka je a > 1 1 neka je w jedan
“ybeskonatne mali broj, ili razlomak take malen da samo
" §to nije nulae. Tada je

- za neki beskonacno mali broj u. Neka je nadalje

.'gdje % ovisi samo o g {uz fiksni w). Tada je

(D @ =1+ko, t.

@ =loga(l -+ ko)

. Euler dalje pokazuje kako se; za a = 10, aproksimativna
i vrijednost od & moZe nadi uz pomoé logaritamskih tablica
: (kako su se kongtruirale te tablice, moZete vidjeti u ¢lanku

o logaritmima).
Potencirajudi jednadZbu (1) realnim brojem ¢, a koris-

“tedi se pritom binomnim razvojem {usp. ¢lanak o Newtonu),

Euler nalazi

@ =+ ko) =1 +~%kw+ z(; __21) R2m? -

Lii—DGE=2)
}-——————1_2'3 R3w> ...

Ako je & konalni pozitivni broj, tada je { = 2/w beskonacino
. veliki broj. Supstitucijom i = 2 u jednadzbu (2), dobiva-
'mo

1 10 — 1)

(3) =1t hy b LR2z2 1(1_“_1_)@_“‘3} .

i 1-2
N L7 SIS S

1-2¢-3




No, bududi da je ¢ beskonaino velik broj (7 — Dfi = 1,

(i — 2)fi = 1, itd. pa iz (3) slijedi
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: z.=1+

Privodne logaritme dobivamo ako a pdaberemo tako da
bude % = 1. Fuler je izralunao vrijednost takvoga ¢ na
73 decimale i uveo za tu konkretnu vrijednost oznaku e,

koja je i danas u upotrebi, Tako Euler nalazi dobro nam

poznati razvoj

. z 2 =
e =—“1+—1-‘+—2T+*§{+....

U sljedeéem poglavlju svojeg »JImroductios, u kojem
se bavi trigonometrijskim funkcijama, Buler zapisuje: »Bu-
dudi da je

sinfz --costz=1,
faktorizacijom dobivamo

(cos z + Y/ =1sinz) (cos g — [/ —1sing) =1,

i ti su faktori, mada imaginarni, od vrlo velike koristi za .

usporedbu i mnoZenje lukovac. Koristedi se poznatim for-
mulama za sume, on dalje nalazi da je

(cos y &/ —1siny) (cos & £ )/ —1sin z) =
=cos (y + &) = Y —1sin(y + 2),
odakle debiva

(cosz = )/—lsing) =cosng |/ —lsinnz

(él_)___"

“tzv. De’Moivreove formulu. Razvijajuci (4) po binomnom
pravilii, Euler dobiva izraze za cosn z i sinn 2. Uzimajudi :

sada » beskonaéno velikim brojem, §to uz konalnin - g =
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=9 ¢inl 2 beskonatuno malim brojem (pa je sin g = 2,
a ¢os 2 == 1), Euler metodama slidnim onima gore nalazi

p? o
csv=l—m+T—
. A
Sif 0 =0 =g F gy

Tako Ewler dolazi do &isto analitickih prikaza transcedent-
nih funkcija.

Slicnim metodama ricfava on i sasvim kookretnie za-
dade. Naprimjer, problem nalaZenja beskonalne sume re-
ciprofnih kvadrata:

i 1 1 1
Tty ettt
:._::'Suma je ofito konatna jer je odozgo omtedena sumom

1 1 1 i

Lty tygtygt o trarn o

1 °2-3 3-4
. koja iznosi 2, kako je pokazao Johann Bernoulli i nezavisno
. Leibniz (usp. ¢lanak o Leibanizu). Eulerova sumacija re-
cipro¢nih kvadrata temelji se na jednoj lemi iz teorije jed-
- nad¥bi: koeficijent linearnog ¢lana polinomske jednadzbe,
 kojoj je slobodni koeficijent 1, jednak je zbroju reciproé-
nih vrijednosti korijena jednad?be, s promijenjenim pred-
- znakom. (Razmotrime kvadratou jednadzbu (x — a) (x — )
“={, s korijenima a i . MuoZenjem i izlu¢ivanjem fakiora

“agb debivamo
La(iyl
a

pya b)x+1=0,

- §to lemu Cini ofitom u tom sludaju, a i upucuje na jednostav-
-'no uopcenje za svaki viSi stupanj.) Euler sada razmatra
jednadibn
(8

sinx = 0.
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Koristedi se analitickim prikazom funkcije sin x on (5) za-
‘pisuje u- obliku

L =0

x%  x*

=gty =0
Supstituirajudi x* = u, nalazi
2

u # 0

(6) R

No red potencija nije za Eulera druge do polinom besko-

naénog stupnja. Dakle, pred nama je polinomska jednadzba

za , sa stobodnim koeficijentom 1. Primjenjujuéi lemu,
Euler zakljuduje da je koeficijent linearnog ¢lana, s promije-
njenim predznakom, tj. 1/3!, jednak sumi reciprofnih vri-
jednosti korijena jednadzbe (6). No korijeni jednadzbe (6)
su korijeni jednad¥be (5) uz supstituciju # = %2, tj. =%,

4n2, 9n2,,.. . Dakle, prema lemi
1 1 1 i
—a TS e— — _ “_L' s &
3= 7 T dmr T

Mnozeéi sa 72, Euler rjeSava problem, nalazedi

+o =

i
ty

1 1
—
1 4
Mada je lako kritizirati takve matematicke argumente,
tipi¢ne za 18. stoljece, zbog nedostatka stroge argumentacije,
t0 zapravo nema smisla. Precizna specifikacija uvjeta pod

kojimid ‘ je takva manipulacija s beskopalnim: dopultena, .

matemati¢arima toga vremena nije bila vaZoa. Oni sui bez
-nje-dolazili do znalajnik otkrifa (koja su se, kao i u ovom
stufaju, mogla provjeriti). Intuitivno razumijevan i algo-
ritmiZki proveden radun 18. stolje¢a primijenjen je na mno-
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‘ge probleme. Naprimier, rijeSena je parcijalna diferencijalna
jednadZba titranja Zice; rijeSene su jednadibe gibanja-za.

Sundev sustav; sva je mehanika obradena u jeziku raduna.
To su ogromna dostignuda matematike 18, stoljeca, Tko bi
ozbiljno brinue za strogo zaspivanje racuna, kofi je svoju
mo¢ dokazao riefavapjem tako vaZnih problema. Brojili su
se rezultati, dok su rasprave o osnovama bile manje zna-
¢ajne. One su se nalazile u uvodima knjiga, u populariza-
gijama ili filozofskim spisima, a mikada nisu bile, kao 3to
su danas (tj. kao $to ¢e biti od Cauchyja nadalje), predime-
tom ¢lanaka u zZnanstvemim Zasopisima,

Dakle, za nas osmovno pitanje, o nastajanju sivogo
zasnovanog raduna, svodi se na dva temeljnija pitanja. Prvo,
kako je dodlo de toga da strogo zasnivanje raduna postane
znadajan i matematifarima zanimljiv problem. I druge,
koje su matematicke tehnike omogudile stroge zasnivanje
racuna. Jer mada je interes za strogo zasnivanje nuzZan
uvjet toga zasmivanja, on nije i doveljan. Naime, da bi se
zasnivanje provelo, jos je i vaZmije (mada ne i dovolino)
da postoje tchnike koje ¢e omoguditi pristup tom gilju,
Preciznije, ako ée se ralun strogo zasnovaii svodenjem na
algebru nejednakosti, potrebno je posjedovati i tu algebru
i krucijalna znanja ¢ osnovaim pojmovima ratuna koji se

“trebaju izraziti u toj algebri.

Poletkom 19. stoljeta sloZili su se svi ti uvjeti. Stro-

‘gost se smatrala znalajnom, algebra nejedmadZbi bila je
prilino razvijena, a i mnoga svojstva osnovmih pojmova
. gnalize bila su toliko poznata da su se, po potrebi, mogla
" prevesti na jezik nejednadZbi, Taj prijeved, u ved razvijenu
“algebru nejednadZbi, obavio je Cauchy, ukljuéujudi se tako
Jwtrend veé pojadanog interesa za osnove ra¢una. No njego-

vo ukljulivanie (tim prijevodom) bijade nifta manje do iz-
gradnja logicki povezanog sustava glavaih teorema infini-
tezimalnog ra¢una, kojim je stvorema osnova danadnjeg

:'modernog ratuna, DanaSnji matematiéar Cita Cauchyja kae
- svojeg autora, za razliku od sstranaca iz 18. stoljecas. Kako
“su se sloZili svi 1 uvjeti, opisat femo sada male detaljnije.

Podetkorn 19, stoljeéa matematitari pokazuju neuspo-

redivo viSe zanimanja za problem strogog zasmivanja 1a-

Cuna no §to su ga pokazivali njihovi predSasnici. Perijeklo
tog zanimanja morame traZiti na vise strana. Jedna je sva-
kako bila ve¢ odavno i javno iskazana kritika samih funda-
menata raduna, Biskup Berkeley napisac je jo§ 1734, u




svojems. »The Analyst, or a Discourse Addvessed fo aw.

- Infiedel Mathemariciane® (usp. ¢lanak o Newtonu i Leib-
nizu) da matemartidari ne bi smejli napadati nerazumnost

vjere, s obzitom na vlastitu argumentaciju kojom se sluZe
wratunw: On je ismijavao fluksije kao »duhove preminulih

velitinae, pravilno uolavajuéi kontradiktornost postupka

~njilova nalaZenja: za y == x” uzima se kvocijent diferencija
(x4 h)2 — x¥)/h, sredi se do 2x -+ A, pa se & izjednali s
nulom : take dobiva fluksija 2x. No da li je 2 = 0, pita se -
Berkeley. Ako jest, ne moZemo s njim dijeliti, ake nije, ne

mozemo 2x + 7 izjednatiti s 2x. KoSijevski odgovor na
tu kritiku pretpostavlja da se jednadZba koja ukljucuje gra-

nice shvati kao pokrata za jedan niz nejednadZbi. Profinjena,

a ujedno i komplicirana ideja, do koje nije uspio doprijeti
nijedan matemati¢ar 18. stolje¢a. Naravno, mnogi su poku-
favali. Maclaurin, D’Alembert, Lagrange, Carnot, svisu
znali za Berkeleyevu kritiku i poku$avali nadéi pravi odgo-

vor. Ipak, jedini pa ¢ak ni osnovni motiv njihovu okretanju

“osnovama rafuna nije bila ni Berkeleyeva ni slicne Kkritike.
Drugi zna¢ajan uzrok vradanju samim osnovama ra-
¢una bijaie taj da je broj rezultata koji se mogao poluditi

analititkim metodama 18, stoljeéa ipak bio ograniten. Pred :

kraj stolje¢a ncki su vodedi matematitari poleli osjecati
da je granica dostignuta, Lagrange i D'Alembert upozora-

vaju na to u svojoj korespondenciji, posebne prvi kada -

vifu matematiku naziva dekadentmom. Diderot ¢ak tvrdi
da su martemariari 18. stoljeéa »digli Herkulove stupoves,
preke kejih se dalje ne moZe ifl. Dodlo je stoga vrijeme da
se konsolidiraju tekovine minulog stoljeda.

Poseban »uzroke bio je Lagrange, koji je svoj ogromni

interes za strogo zasnivanje raduna prenio na mmnoge druge
matematitare. Godine 1784. postavio je problem strogog

zasnivanja raduna, kao nagradni problem Berlinske aka- :
demije. Lagrange nije bio potpuno zadovoljan nijednim

rjefenjem, ali su dva, od mnogih pristiglih na natjelaj,
izragla kasnije v prve knjige posvedene strogom zasnivanju

infinitezimalnog raduna: L'Huilierova, »Exposition éldmen~ .

tasre des principes des caleuls supérieurst, Berlin, 1787, 1
- Carnotova, »Réfleksions sur la métaphysique du calcul in-
- finitésimal, Paris, 1797. Lagrangeov interes za zasnivanje
_racuna potaknut je njegovim velikim uvaZavanjem sigur-

*jAnalitidar, il resprava wpufena nepoftenom matematidarug
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sosti (1 opdenitosti) algebre; uvaZavanjern sigurnosti koju
je elio prodiriti i na racun (usp. flamak o Lagrangeu). No
pojavio se i drugi faktor, koji ie osim Lagrangeova inferesa
‘pobudio i interes muoogih drugih matematiéara zZa osnove
“ratuna. Bila je to sve izraZenija potreba da se infinitezimalni
radun uéi i podudava, a poduka naprosto sili da se paZnmja
jusmieri na temeljna pitanja.

. Do duboko u drugu polovicu 18. stoljeca velik su broj
videnijih matematifara uzdrZavali razai dvorovi Sirom Evro-
‘pe. Pred kraj stoljeéa (sjetimo se 1789) moc¢ dvorova naglo
‘opada, broj matematiCara se povetava, a sama se mate-
matika polinje &initi korisnom. Najprije na vojnim Skola-
‘ma, a kasnije i na civilnim, poput pariSke Ecole Polytechni-
que, matematitarima sc otvara novi radni prostor; preda-
vanje matematike studentima egzakinih znanosti i tehnike.
Prvi Lagrangeov rad na osnovama raiuna potjefe iz raz-
‘doblja u kojem je predavao analizu na Vojnoj akademiji u
‘Torinu. Cetrdeset godina kasnije vratio se toj temi, kada ga
je francuska revolucionarna vlada postavila za prvog pre-

“davada matematike na novoosnovanoj Ecole Polytechnique.

“(3ak su duboko u 19, stoljede glavni radovi na osnovama
matematike izrastali iz obrazovnog matematiCkeg okruzja.
Weictstrassovo zasnivanje linearnog kontinuuma realnih
brojeva, kao polazifta analize, nije druge do izvadak iz
njegovih berlinskih predavanja. Dedekindova razmisljanja
‘o problemu kontinuiranesti realnog brojevnog pravea ve-

‘zana su uz njegova predavanja na Eidgenossische Techni-

‘sche Hochschule v Ziirichu. Dini i Landau stali su se
“baviti osnovama raluna kada su ga poteli predavati. Za
‘nas je najvaZnije da se isto zbile i s Cauchyjem. Njegovo
‘zasnivanje analize pojavljuje se u knjigama, koje su prolis-
‘deni zapisi njegovib predavanmja na Ecole Polytechnique.
‘Njegov Course d’analyse iz 1821. poletak je velike tra-
‘dicije francuskih kursova analize.

S druge strane, 18. je stoljede bilo sviedok znatnog
‘razvoja algebre nejednadZbi. Danas se ta algebra najledde
u®i u uwvodnom kursu racuna, jer nam siu¥i kao njegova

- baza, no ta primjena nije poznata do Cauchyja. U 18.

‘stoljeéu algebra nejednadZbi je razvijana kao pogodne sred~
stvo za izudavanie aproksimacija. Naprimjer, izvaditi ne-
cjelobrojni korijen iz nekog broja najéede je znalilo aprok-

'simirati ga odgovarajuéim binomnim redom. Matematiari
718, stoljeda Cesto su za dani broj &lanova takvoeg reda po-
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kuSavali izraCunati goraju medu udinjene aproksimacije,
tj; izratunati gornju medu razlike odgovarajuée parcijalne
stme 1 nkupne sume reda, Taj radun je zadatak iz algebre
"nejednadibi.. D'Alembert ga je rijedio za najledél sludaj
bihomnog-reda. Za dani broj Clanova binommnoeg reda #,
pretpostavljajudi pre$utno da red konvergira, on je nadac
medu ostatka reda, ograniCavajudi ga odozde i odozgo kon-
vergentnim geometrijskim redovima (Cije su sume dobro
poznate). Lagrange je nafdo po njemu nazvani ostarak
Taylorova reda, koristedi se nejednakoi¢u koja je ograni-
¢avala ostatak, odozdo i odozgo, pomodéu maksimalne i
minimaine vrijednosti n-te derivacije. Kroz takve radove
razvila se u 18. stoljecu algebra nejednadZbi, i mnogi su se
matematiCari u njoj s lakocom kretali. Za zadani » oni su
bili navikli traZiti odgovarajuéu greiku e.

Interes za zasnivanje raCuma je postojao, algebarske
tehnike rada s mnejednadZbama bile su na raspolaganju.
Pogledajmo sada $to je neposredno prije Cauchyja bilo
poznato 0 osnovnim pojmovima ratuna, a §te je on trebao
uliniti da definira konvergenciju, neprekinutost, derivaciju
i integral i dokaZe osnovne teoreme o njima.

Intuitivie razumijevanje konvergencije, koje je u kon-
kretnim sluc¢ajevima bilo i detaljnije ispitano, Cauchy je
sistematski 1 sasvim opéenito preveo na jezik algebre ne-
jednadZbi, §to mu je omogudilo da dekazuje razna svojstva
vezana uz pojam konvergencije. Time je u 18. stoljeéu
Ceste ponavljana tvrdnja da se radun moZe zasnovati na
pojmu granice i konvergencije, prvi put stvarno potvrdena.
Naprimjer, ve¢ je Maclaurin pisac da je suma reda granica
njegovih parcijalnih suma. No za Cauchyia je to nesto
sasvim precizno. To znadi da se za svaki & moZe naéi »
takav da je, za viSe od » &lanova, razlika parcijalne i ukupne
sume manja od ¢ To je zapravo obrat D'Alembertova
postupka za procjenu greike. Iz svoje definicije sume reda
Cauchy je mogao dokazati da geometrijski red, s kvocijen-
tom apselutno manjim od 1, konvergira prema svojoj uo-
bi¢ajenoj sumi, i taj rezultat iskoristiti da usporedivanjem
rédova s geometrijskim redovima dokaZe valjanost razaih
testova: konvergencije. Koristeél se tehnikama kojima su
se materati¢ari kao D’Alembert i Lagrange tu i tamo
slazili za aproksimacije, 1 upotrijebivéi definiciju sume reda
atemeljeny na. pojmu granice, Cauchy je dofao do stroge
teorije konvergencije,
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Cauchyjeva definicija neprekinute funkcije u sudtini
.;é-na§a moderna definicija. Funkeija f (x) je¢ neprekinuta
a danom intervalu ake za svaki x iz tog intevala apsoluina
rrijednost razlike f (x 4 @) — f(x) neogranileno opada s .
On je upotrijebio tu definiciiu u prvom dekazu teoremma
srednje vrijednesti za neprekinute funkcije, Dokaz je pre-
poznatljiv. Ake je f(B) >0, a f (c) << 0, Cauchy dijeli

" — b .
terval |5, c] na m dijelova duljine A =-C—?m—. Uotavajudi

yrijednosti f (B), (b + K), ... f(¢), on zakljuluje da (osim
ako je neka od pjih nula, a time bi teorem bio potvrden)
postoje dvije vrijednosti &, << ¢y, ud’gljene za h, takve da
je f(by) =>0if(ey) <0 Ponavljajuc;] postupak na sljede-
4m intervalima duljine —a _c_;;?_’ ..., Cauchy dolazi
do uzlaznog niza &4, b,, ..., na kojem je funkcija f pozitivna,
i do silaznog mniza ¢;, ¢,, ..., na kojem je ona negativma.
On tvrdi da ti nizovi moraju imari zajedni¢ku granicu a.
Zbog neprekinutosti od f Cauchy sada zakijuCuje da niz
~negativnih vrijednosti f (5,), kao i niz pozitivaih vrijec@noteti
“f(cw), konvergira prema zajednitkej granici f(a) koja je,
“buduéi da je zajednitka, jednaka nuli. U tom se dokazu
Cauchy koristi veé otprije poznatom tchnikom, koju je
Lagrange primjenjivac za aproksimacije realnih korijena
" polinomskih jednadZbi. Cauchy je i ovdje sredstvo aproksi-
miranja pretvorio u sredstvo strogosti.

: Kao ¥to vidime, u svojoj obradi konvergencije i nepre-
kinutosti Cauchy prefutno pretpostavlja potpunost linear-
nog kontinuuma realnih brojeva. Smatra otiglednim da red
's pozitivnim ¢lanovima, odozgo omeden konvergentnim
geometrijskim redom, i sam konvergira; ili u dokazu teore-
" ma srednje vrijednosti, da monotoni omedeni niz ima gra-
» micu. Dakle, iako se Cauchy u dokazima analize prvi siste-
matski slufio tehnikama nejednad?bi, on nije jasno izludio
krucijalne (implicitne) pretpostavke o realnim brojevima,
© koje tim tehnikama daju punu egzaktmost. To fe uliniti
* sljedeéa generacija velikana, Weierstrass, Dedekind i Can-
tor. Citalac je vjerojatno uodio i odredenu dvosmislenest u
Cauchyjevoj definiciji neprekinutosti. Njegovo »za svaki xt
. i »neograniteno opada s «¢ moZe znaditi »za svaki x i svaki
© & postoji §« ili pak »za svaki & postoji ¢ takav da za svaki x4,
§to &ini razliku izmedu obidne i uniformne neprekinutosti.
Slitnu neodredenost izmedu obidne i uniformne komver-
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- gencije nalazimo i v njegove] obradi redova funkcija. Na~

ravoo;- 1820, kada su dokazi teorema o konvergenciii i ne~
prekmutosn sami po sebi bili velika novost, naprosto se

-nije moglo olekivati razumijevanje ni tih distinkcija ni nji-

: hove yaznosti,

: U prethodnom dlanku (usp i tlanak o Newtonu i :
Lelbmzu) pokazali smo kake je doslo do toga da se, u jed-

‘nom-neuspjelom Lagrangeovu pokusa]u, derivacija pﬂ}’Wl

kao alternativa diferencijalu pri zasnivanju raduna, No i u

" tom neuspjelom kontekstu Lagrange je istakao znadenje
sljedeée relacije {u biti nejednadZbe)

[0 Flx + B) = F(5) + b (%) + Ad,

gdje d teZi prema nuli zajedno s 4. Dao je i interpretaciju
te osnovne relacije: za svaki dani ¢ moZemo nadi dovoljne
mali % take da je [d| < . Naravao (usp. prethodni danak),
za Lagrangea osnovna relacija (7) ajje definicija, nego je
posljedica pretpostavljenog Taylorova razveja funkcije f
Sjetimo se da je on ' {x) definirao bez poziva na pojam
granice, kac koeficijent linearnog ¢lana u Taylovoru raz-
voiu od f{x -- #). Njegov je osnovni uvid bio da za svaki
red potencija u i meoZemo odabrati % tolike malen da
svaki &lan reda premaSnje ukupnu sumu ¢lanova koji mu
slijede., Ta jo aproksimacija, zapisac je Lagrange u svojoj
»Théorie des fonctions analytiguess, pretpostavka svih pri-
mjena racuna u geometriji i mehanici. Primijenimo 1i je
ua linearni &lan Taylorova razvoja, dobivamo osnovno

Lagrangeovo svojstvo derivacije (7). No Lagrange nije sa- |

mo formulirao esnovou relaciju (7), vz njoj pridruZene

nejednadZbe, nego se njome koristio kao osnovnim sred- -
stvom za brojne dokaze o derivaciji. Tako je dokazao da je

funkcija s pezitivnom derivacijom u nekom intervalu uzlaz-
na na tom intervalu; tako je dokazao Lagrangcov teorem

- gréedaje vrijednosti (za derivacije); tako je naSao Lagrangeov -
pstatak: Taylerova reda; tako je karakterizirao ekstreme .

- funkeija i dodire krivulja viseg reda, itd. Uz manje modifi-
Racije svi ti-Lagrangeovi dokazi ostaju valjani, uz uvjet da
~ 8¢ opravda osnovna relacija (7). Cauchy je zapravo preuzeo

te Lagrangeove dokaze bazirajuéi ih na novoj definiciji =

- derivacije. Derivacija je, za Cauchyja, kao i za neke njegove
prethodnike (dpe; Newtona i D'Alemberta), granifna vri-
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edpost omjera diferencija, ali kod njega je pojam granice
“gveden na niz nejednadibi, pa za svoju derivacijn moZe reéi:

MNelka su 8 i ¢ dva velo mala broja; prvi je odabran takeo
da za sve numerifke veijednosti & manje od §, 1 za
svaku razmatranu veijednost x, omjer {f{x -+ 4 —
— F()/R bude uvijek vedi od ' (x) — ¢ i manji od
frxy+ e

Tako su tek s Cauchyjem Lagrangeovi dokazi postali le-
“gitimui, jer je tek Cauchy precizne i strogo definirao eleri-
“vaciju koja zadovoljava relevantnu relaciju (7). Jod jednom
“je sredstvo aprokmmam)e pretvoreno u sredstve strogosti.
' Za Lagrangea je derivacija koeficijent hnearnog ¢lana Taylo-
“rova razvoja. Relacija (7) i pridruZena joj nejednakost

R —a<flex+m—fl)<h(f(x)+e

jest izvedena, ali za primjene temeljna, aproksimacija. Ca-
‘uchy je pretvara u strogu definiciju derivacije, ¢ime 1 La-
grangeovi dokazi postaju dekazi strogo zasnovanog raCuna.
-Treba ipak dodati da je Cauchy pojednostaviec mnoge od
“tih dokaza.
_ I na kraju razmotrimo integral, U 18, stoljedu on je
‘redovito definiran kao inverz diferencijala, §to znali ne
kao suma definirana nezavisno od diferencijala, u lajbnicov-
“skom duhu, nego kao iz diferencijala izvedeni pojam, u
. bernulijevskom duhu (usp. ¢lanak o Newtonu i Leibuizu).
. Ipak, kada se inverz nije mogao egzakino izralunati, mate-
-~ matitari (apr. Buler) bili su sviesni da se integral moZe po
‘volji dobro aproksimirati odgovara)ucun sumama, Naravno,
na to su direktno uputivali i geometrijska slika povriine
aproksimirane pravokutnicima i lajbnicovska definicija in-
tegrala kao beskonaéne sume. Ali znadajnoe je to da su mate-
maticari 18. stoljeda mnogo truda posvetili takvim aproksi-
- macijama odredenih imegrala, razmarrajuéi izmedu osia-
tog koliko fina mora biti razdioba intervala za postizanje
“zadane preciznosti aproksimacije.
. Poisson je 1820. postavio sebi sljedeée pitanje: Ako je
integral ¥ definiran kao antiderivacijaod f,iakoje b — a =
= nh, moZe H se dokazati da je

£(8) _F(a)i—if—:ff(x)dx
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gramca sumte
.ﬁm—ww¢ww+M+ A Hf a4 DA,

kad.a B oter prema nuli? Naravno, S (%) je od one vrste
_ aproksn‘natwmh suma kakve su razmatrane u 18. stoljeéu.
Poisson je taj tezultat, koji je nazvao »fundamentalnom pro-

“pozicijom teorije odredenih integrala¢, dokazao koristedi se-
opet jednom nejednakeiéu, . procjenom ostatka Tayloreva -

réda. Najprije je F(b) — F(a) zapisac u obliku sume

BYF(a+h) —F@)+Fla+2h)—Flat+h)+..-
+FP —Fla+®m—-1Dh,
Zbog F' = f, iz procjene ostatka u Taylorovu razvoju, za

svaki ¢lan oblika F(a 4 kh) —
sljedeca procjena

Fla+ (¢ —Dh slijedi

Fla-+ ki) —F(a+(k— 1A =hf(a+
(R — 1) E) + RAHY,

gdje je w > 0. Suma (8) sada postaje

B (@) Fhf(a+R) & ..+ A (a0 — DR+
Ry + .o+ R R,

Dakle, F(b) — F{a) 1 aproksimativaa suma S (%) razli-
kuju se za (R, + ... R)A*™™. Uz R=max {R,, ..., R.}
dobivamo

(Ry 4 .. + ROYA Y <R h1FY =
=R-nh - =R(®— a)h".

Dakle; za dovoljno mali &, F () — F (a) razlikuje se od
& (#) po volji male. To je bio prvi pokudaj da se strogo,
tehnikom procjenjujuéih nejednad2bi, bez poziva na geo-
metrijske evidentnosti, dokaze ekvivalencija pejma inte-
grala. kao. antiderivacije s pojmom integrala kao granidne
sume. Razumije se, u dokazu je prisutna implicitna pret-

postavka- o postojanju antiderivacije. No, samo iz toga
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o postou. operacija deriviranja ne slijedi da je njeno inver-
‘tiranje uvijek moguce, Postojanje odredenog integrala treba
dokazatl. To je utinio Cauchy, (Osim toga Poissonov dokaz
-pretpostavija jednoliku razdiobu intervala integracije. Pois-
son je smatrao da istd rezulrat vrijedi i za nejednake pod-
‘intervale razdiobe, ali to nije opravdac strogim argumentom
slidnoga tipa, nego s¢ vratie geometrijskim evidencijama:
sAke integral predstavimo kao povrSinu krivulje, oma de
‘biti ista bez obzira na to rastavimo li osnovni integral na
‘beskonalno mnogo jednakih ili nejednakik dijelovas. Can-
‘chy je jasno uvidao da je i tu potreban strogi dokaz.) Dakle,
‘Cauchy je definirao integral kae granicu suma Zf (x,) -
“+ (%41 — %), Eksplicituo pretpostavijajuéi neprekinutost
‘od f(x) (a implicitno i uniformnu neprekinutost), uspio je
‘dokazati da sve sume tog tipa konvergiraju prema istoj
vrijednostl, koju zove integralom, i koji je tek time korektno
‘definiran. A sada je mogao, preuzimajuéi od Lagrangea
teorem srednje vrijednost za integrale, dokazatj 1 fundamen-
talni teorem raCuna. U najkradim crtama, tako je Cauchy
stvorio strogi racun.

 Citalac je vjerojatno stekao dojam da Caunchy nije bio
pretjerano originalan. Izgleda da je samo na nov nadin
slagao tude kockice, -
8 Naravno, to je krajnje povrian dojam, jer to »novo sla-
ganje starih kockica¢ mije nifta manje do stvaranje novog
konceptualnog okvira iz kojega izrastaju potpuno novi ma-
temati¢ki problemi i podrudja. Takvu intuiciju za uolavanje
problema, koji su izvan vidokruga njihovih suvremenika,
imaju samo najvedi i najoriginalniji matematicari. Cini se,
uostalem, da postoje dvije osnovae viste matematicke ori-
ginalnosti. Jedna je upravo spomenuta sposobnost iskaka-
' nja iz suvremene matematike; bilo rjefavanjem suvreme-
nih problema na potpuno nov nadin, bilo stvaranjem sasvim
novih problema i odgovarajudih matematickih podrudia.
Najveci primjer takve originalnosti bio je Gauss iji, zbog
:straha od vike Beodana, nglavnom neobjavijeni spisi sadrie
- zametke svih vainijih podrudja matemartike 19. stoljeda.
- Originalnost druge vrste jest sposobnost da se neki znafajni
- otvoreni problem suvremene matematike rijedi njenim vlas-
- titim metodama, ili da se neki njen dosegnuti fragment
. sveobuhvainoe poopéi 1 prodiri do krajnjih granica. Primjeri
takve originalnosti su mnogobrojni, a jedan od najznacdaj-
-~ nijih je Cauchyjeva teorija kompleksnih funkcija,
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. Uzimajuéi u obzir da je, osim v Cours &’ Analyse:
kojim je stvofen strogi radun, u svojim ostalim radovima
Cauchy uvxjek pokazivao originalnost druge vrste, poznati

pov;esmcar matematike I Grattan-Guinness &ak tvedi da

je tu rijed o plagijacu Bolzanova originala. Ta se prica lijepo

uklapa: w chronigue scandalense paritke matematike Ca-
uchyjeva vremensa i potvrdu]e ruznu sliku Cauchyjeva ne-
snosnog karsktera ali, kako je to nedvosmisleno dokazao

Freiidenthal, ona naprosto nije isitnita. Ovdje ne moZemo
ulaziti u detalje te neobitne polemike; napomenimo tek

da se danas sa sigurnoitu mode tviditi da je povijest nastan-~

ka strogoga ratuna onakva kakvom smo je i mi prikazali u
ovom Clanku.

I na kraju, posto smo veé dopustili da se nasluti Car
pxkanten]e koja prati opise Cauchy;cv.a karaktera, recimo
jo¥ nefte o osobi vehkog matematitara, Taj fanaticni ka-
tolik i burbonist roden je u Parizu 21. kolovoza 1789, m]e—
‘sec dana nakon pada Bastille. Djetinjstvo je proZivio u

pozadini najkevavijeg perioda revolum}e Skole su bile za-~ -

tvorene, komuni u tom periodu nije bila potrebna ni zna-
nost ni kultura. Mnogi su prvaci zoanstvenog i kufturnog
Yivota gladovali, 2 neki su 1 zavrdili pod giljotinom. Cau-
chyjev otac 1zb}ega0 }e opasnost preselivii oblteh u selo
Arcueil, gdje je Zenu i prvenca hranio volem i povxcem,
koje je sam uzgajao {Cauchy je odrastao neishranjen i t;e~
iesno slabo razvx}en) Augustina i ostalih petero brace i

sestara Skolovao je sam otac, w dubu katolicizma. Na prvu -

Novu godinu 19. stolje¢a Cauchyjev otac, koji je potajno
odrzavao veze s Parizom, izabran je za tajnika Senata. Ko-
riste¢i se za ulenje diieiom oleve kancelarije u Luksem-
burskoj paladi, Cauchy je Cesto vidao Lagrangea (profesora
na Ecole Polytechnique) kako poslovno razgovara s tajni-

kom Cauchyjem. Navodno je jednom prilikom, u Lapla- -

ceovu prisustvu, Lagrange pokazao na mladog Cauchyja
rekaviiz »On ¢e, 5to se tide matematike, prestiéi sve nas.«¢
U sljedeéih 16 godina $kolovanja, inZenjerske sluZbe u

Cherbourgu i stalnih matemati¢kih studija i istraZivanja

(koji obuhvaca}u i velebnu teoriju funkcija kompleksne va-
rijable) Cauchy je sa svojih 27 godina uSas u red najvecih

rivadih matematiCara. Kandidiran je za ¢lana Akademlje, :

w: kojoj  trenutno nije bile slobodnog mjesta za jo§ jednog
besmirtnika,ali: su se uskore mogla ofekivari ¢ak dva.
Mongeu je bilo 70 godina, a Carnotu 63. Medutim, stvari
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1 5 ubrzale izbacivanjem Mnngea i Carnota iz Akade-
mije, nakon Napoleonova neuspjesnog »stedneviaoge po-
yratka s Blbe. I dok je Carnotov Zamjenik zauzeo svoje
miesto bez velikog talasanja, Cauchyjevo zauzede Mongeove
tolice izazvalo je burne reakcije. Izbacivanje starine Mon-
ea bijaSe politiCka glupost i mepristojnost, i tho god se
ime okoristio, pokazao je u najmanju ruoku pomanjkanje
fakta. Naravno, Cauchy je smatrao da je u prava i saviest

mu bijafe mirna. Slu¥edi Bourbonima i vierujuéi da je

dinastija nebom predodredena da viada Francuskom, Cau-
chy je samo pokazao Iojalnost prema nebu i Francuskoj

‘kada je sjeo na Mongeove mjesto. Jasno je da su takva

Jvjerenja i odgovarajuéi Cauchyjevi postupci izazivali epée
negodovanje. Ipak valja priznati da je Cauchy, kada je
revolucija iz 1830. zbacila njegova kralja Charlesa, ostavio

'sve svoje ugledne poloZaje i otifao u dobroveljneo iz-

gnanstve.

Mede svojim znanstvemm kolegama Cauchy )e bio
pepopularan, katkada i omraZen, Dokazivao je SVOju su-
periornost u svakom trenutku i nad svakim, makar i naj-
nezoatnijim, suvremenikom. Publicirac je gotove nepre-
kinutu rneku radova. Zasuta njegovom produkcijom Aka-
dersija je donijela propis (i davas na snam) kO]im se za-
branjuje objavljivanje Clanaka duljih od Zetiri stranice. U
znanstvenim akademijama i drustvima glasao je prema svo-
jim vierskim i politickim (a ne same znanstvenim) pogle-
dima. Pratio ga je glas da nije spreman ni na najmanju po-
moé mladim kolegama u njihovu radu i karijeri. Kao
primjer redovito se navodi odlomak iz Abelova pisma prija-
telju (i kasnijem izdavadu n]egnwh djela) Holmboeu: »Cau-
chy je budala za koju se ne mo¥e imati razumijevania, lake
je matematitar 1(0]} zna kako se danas treba baviti maie-
matikom... on je ekstremni katolik i1 bigot...«. Abel nije
ni slutio kake je tofno opisao osobu koja ¢e uskoro i njemu
_‘nauditi — 10 je omiljeno zapaZanje 1 melodramatskim opi-
sima kratka Abelova Zivota (glavae ¢ cm]emce za tu biograf-

- sku melodramu izmislio je Libri). MoZda ¢ée biti dobro da

iznesemo taj primjer, kojim se lesto Zeli pokazati nesnos-
nost Cauchyjeva karakiera,
Rijet je ¢ peripetijama s ]ednlm Abelovim ¢&ankom

' _pi'edamm Akademiji. Za referente su odredeni Legandre

1-.Cauchy Rukopis je preuzee Legandre i kada je ustanovio
da je nefitljiv (»napisan gotovo bijelom tintome), predao




ga 3e"Cauchy;u Cauchy se u to viijeme bavio drugim
. stvarima (matematickom fizikom) i nije za Abelov rad pe-
..~ kazivao ‘nikakav interes {tako izvieitava Legandre), pa je
tad odioFio wladicu i na njega zaboravio. Tu pocm.}e melo=
:.' dramatskl skandal, jer se kasnije pokazalo da je rad izuzess
" moznatajan, 2 Cauchy je optuZen {ali nikada ozbiljno, neg
“ U samo umelodramatici Abeliana) za namjerno zapostavljanje
wmladeg: kolege. Melodramatska epizoda dalje se razvija
;i 'ovako: Abel razolaran umire 1829. u bijedi i zaboravu
"Pred kraj 1830-ih izdavat njegovih Oseuvres prijaielj
.-rehabilitator Holmboe, koji je znao za rukopis, pokusava
-ga-dobiti od Akadenije, ali se rukopis ne moZe nadi. Od
jednom, 1841, ¢lamak je tiskan v Akademijinoj publikaci
iako je rukopis 1 dalje izgubljen? Mracna Cauchyjeva posla?
No, pogledajmo {injenice koje su danas dobro poznate.
Kao prvo, iako ovdje manje znadajno, Abel nije umro ni:
u zaboravu ni u bijedi. No vratimo se njegovom radu;
Cauchyju rad nije bio zanimljiv i on ga je stvarno odloZio
u Jadicn krajem 1826. Medutim, 1829. jedan njemacki
znansivenik postavlja Akademiji pitanje o tom radu, §
obzirom na njegovo uoleno znalenje, MNaime, glavai di
rada (Abelov teorem) veé je odjavijen u Crelleovu
Journalu (najznatajnijem matematifkom d&asopisu
tog vremena), Cauchy, sada zainteresiran, nalazl rukopis’
i Zeli ga referirati Akademiji, no ona je pokolebana s obzirom
na to da je glavni dio rada vec objavijen, a i nastavak je.
trebao 1zaéi u Crelleovu Journalu. Cauchy predaje rukopis:
Akademijii s njim viSe nema nikakve veze (1830. napudta:
Francusku i vraéa se tek 1838). Zbog Abelove preran
smrii i znadenja njegova rada Akademija kasnije odlucuj
da rad ipak objavi. To se ostvarilo tek 1841, no zaostac
od- 10 do 15 gedina u to doba uopée nisu neobidni (svaka:
je publikacija trebala kraljevsku autorizaciju), a u Abelovi
- slutaju odredenu ulogu imala je i Cinjenica da je glavaina’
_rada ved objavliena drugdje. Ipak, gdje je i zaSto nestao™
. rukopis? To je otkrio Vigge Brun 1952, Nakonm 1829
Cauchy nema s rukopisom vide nikakve veze, ali nekakv
veze ima Libri (onaj praautor melodramatske Abelove bio
grafje). On je radio korekture Abelove ¢lanka, iako po
njegovy izvjeSéu bez rukopisa. Medutim, taj matematicki.
mediokritet i akademik postas je slavan kada je 1848, naglo::
otpitovao 4 London, da bi se ispostavile kako je godmam
potkradao francuske biblioteke otudivéi rijetke kajige 1 ru-

kopise u milijunskim vrijednostima, Bilo je privodne da se
iu vezi 5 Abelovim rukopisom profedlia Librijev posjed u
Moreniana biblicteci u Firenzi, Brun je to uinio 1952.
7 nafao Abelov rukopis. Sto je tjeralo Librija na krade,
izmisjanja i spletke, nije nmam poznato, ali jasne jo da
Cauchy s tom niie imao nidta, Vidljive je s prethodnih
stranica, a4 i inace je dobro poznats, da je ekstrernno kon-
zervativai Cauchy bio fudan tip, 1 da bi se to dokazalo,
pisting nije potrebno izmisljati skandale o njemu.

Pod stare dane Cauchy je sasvim zahirio. PokuSavao

je obratiti na katolicizam svakoga s kim je dolac u dodir.
Kada je William Thomson (kasm)e Lord ¥elvin) kao mia-
di¢ od dvadeset godina posgjetio velikog Cauchyija, sa Ze-
jom da razgovaraju o matematici, nije uspio u svojem
snaumu, Cauchy je fitavo vrijeme susreta potrofio na bez-
~uspjedne pokudaje da odanog sljedbenika $kotske crkve pre-
obrati na katolicizam,

Cauchy je wmro iznenada u svojo] 68, godini. Nekoliko
“'sati prije smrti razgovarao je s pariSkim nadbiskupom o
nekom dobrotvornom radu. Milosrde bijase jedno od nje-
govih Zivotnik zanimanja. Navodno su njcgove posijednje
 rijedi upudene nadbiskupu bile: »Ljudi odlaze, njihova djela
ostaju.¢
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GEORG CANTOR — NEPREBROJIVOST
KONTINUUMA I NASTANAK TEORIJE
SKUPOVA

Ovdje ¢emo vkratko prikazati nastanak teorije skupova,
uz detaljniji osvrt na Cantorovo otkride neprebrojivosti kon-
“tinuuma, kao kljuéni moment nastajanja nade teorije. Glav-
“ni je junak te povijesti Georg Caator,

retpovijest

_ Cantor je zavrdio svoje studije matematike na Berlin-
‘skom sveutiliftu, 14. prosinca 1866, obranom disertacije
wDe aequationibus secundi gradis indeterminarisc. Niegovi
. berlinski profesori Kummer, Kronecker i Weicrstrass ocije-
" pili su radnju kao docta ez ingeniosa, §to bijafe najbolja mo-
‘guéa ocjena, (Uotite da prvi Cantorov materratitki rad
‘spada u teoriju brojeva.) Nakon krateg sluZbovanja u jed-
noj berlinskoj djevojackoj gimmnaziji Cantor dobiva mjesto
‘pa Sveudiliftu u Hallew. Njegov pristupni Habilization-
“schrift jo¥ uvijek spada u teoriju brojeva; u njemu je rijed o
Jtransformacijama ternarnih kvadratnih formi. Medutim,
-Cantor se u Halleu, pod utjecajem starijeg kolege Edwarda
Heinea, okreée analizi. Kao berlinski, Weierstrassov dak
“imao je solidno analiticko obrazovanje, ¥to tu promjenmu
interesa {iml sasvim prirednom.

; Heine je u to vrijeme {1870} uspio dokazati teorem o
‘jednoznatnoj reprezentaciji funkcije trigonometrijskim re-
“dom. Rezultat prili¢no znacajan ved i zbog toga §to su ga
- bezuspjefno pokudavali poluditi i takvi velikani kac Diri-
“chlet, Lipschitz i Riemann. To¢nije, Heine je dokazao:

Ako wigonometrijski red konvergira uniformno (osim,
moZda u konatno mnogo tofaka), onda je granitna
funkcija jedinstveno prikazana tim redom, tj. svaki
drugi trigonometrijski red s istom granicom poklapa
se s avim.

87




Cantor se, na Heineov nagovor, prihvatie uopéavanja tog’

rezultata, Prvi korak v tom nastojanju bio je pokuSaj da se
analogni teorem dokaZe uz slabiju pretpostavku o obidnej

konvergenciji trigonometrijskog reda. Trebalo je, dakle,:

dokazati jedinstvenost reprezentacije ne pretpostavws:. uni

formnu konvergencs]u Ne ulazedi u de‘calje recimo tolike .
da’je’ Cantor uspio dokazati to uopdenje pokazavsi zavidou'

ingenioznost u upotrebi standardnih analititkih tehnika svo
jeg vremena. Razmatrajudi tzv. Riemannovu funkciju tri-

gonometrijskog reda (koju je Riemann uveo u svojoj Ho~!
bilirarionschrift  posveéeno] trigonometrijskim redovima), -
Cantor je uodio da ¢e uniformna konvergentnost reda biti

posljedica obicne, ako uspije dokazati linearnost Riemanno-
ve funkcije. Linearnost je uspic dekazati analizirajuéi spe-

cificnosti konvergengcije trigonometrijskih redova. Drugi ko
rak Cantorova uopavanja sastojac se 1 dopultanju da:
trigonometrijski red (&ju jedinstvenost treba dokazati) ne-
konvergira u konatno mmoge tofaka. Ako je tih konalno.!
mnogo toleka rasporedeno kao na sl. 1, onda je Cantor

Raolx) Ryix)
RngJ

R1(X}

/

ved opisanim argumenton: mogao dokazati da je Rieman--
nova funkcija u svakom od pojedinih podrudja odredenih .

ovim totkama linearna. Dakle, u slufaju sa sl. 1. R; (x),

R, {x), B3 (x) 1 R, (x) linearne su funkcije. Da bi se argu-~

ment, kojim se iz linearnosti Riemannove funkcije izvodi
uniformna konvergentnost reda, mogas provesti na dita-
vom podrudju, trebalo je dokazati da se radi o jednoj line-
arnoj- funkeiji: u naem sludaju sa sl. 1. da je R, (x) =
w= Ry (%) = R; (x) = R4 (x). Cantor je to dokazao. Dakle,
njegov- rezultat o jedinstvenosti reprezentacije vrijedi i

onda ako funkcija koju reprezenmtiramo trigonometrijskinm

38

‘redomm ima konaéno mnpogo singulariteta s obzirom npa tm

reprezentaciju. Naravno, dopustims 1i i beskofadno mnogo
diskeetno rasporedenib singulariteta (poput cijelib brojeva
na brojevnom pravew), vrijedi isti Cantorov argument.
Dapaée Cantor je uz nezeatnu modifikaciju svojeg zaklju—
Eivanja uspio dokazati teorem o }edmstvenm reprezentaciji
i za funkcije cm skup singulariteta ima tocku gomilanja.
MNaprimjer, ake je beskonaine mnogo singulariteta raspo-
redeno kae na sl. 2, a bududi da se podrudje u kojem nala-
zimo R, (x) moZe konalnim intervalom izolirati od gomii-
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1 i
1 ! -
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lista e, za svako #, onda Cantor moZe ponoviti svoje za-
kljugivanje i u ovom sludaju, pokazujuéi da je R, (x) =
= R, (x), za svaki n 1 m. Prated slijed tih voplavanja,
uvidamo da se u njima uvijek ponavlja jedan te isti analitic-

~ ki argument, te da je jedino §to se mijenja skup singulariteta
“"na koji se to zakljulivanje primjenjuje. Tako u daljim
. Cantorovim uopéavanjima osnovni problem vide nije ana-
- litike prirode, jer krucijaloi analiticki argument s Rieman-

novem funkcijom uvijek ostaje isti, ve¢ osnovni problem
postaje specifikacija skupa singulariteta dane funkcije na
koji ¢e se taj argument primijeniti. Zbog boljeg sagledava-

. nja povijesnog konteksta spomenimo da je Hankel svojim

principom kondenzacije singularitets, formuliranim ba$ u
to doba, pokazao kako se iz funkcije s odredenim brojem
singulariteta odredenog tipa mogu konstruirati funkcije s

. umnoZenim, brojem singulariteta istega tipa. Hankelov rad,

inade potaknut Riemannovom Habilitationschrift o trigono-
metrijskim redovima, potakauo ie Cantora da uz saluvanje
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jedinstvenosti reprezentacije analogno umnoZava s:nguiaﬂ—
tete tngonometnjsklh redova. Naravao, problem preczzne
spemﬁkacue skupa singularnih rolaka pretpostavljao je pre-
ciznu specifikaciju samog skupa tocaka iz kojeg se singulari-
teti fzdvajaju; dakle, pretpostavljao je zasnivanje lineamog
podrudja realnih brojeva, drugim rije¢ima zasnivanje line-

arnog kontinuuma. Cantor se pnhvano toga zadatks, 3to je

rezultitalo tzv. Cantorovim zasnivanjem realnih bm)eva,

kO]e u danadnjoj literaturi najlakse prepoznajemo po imenu

tzv. Cantorova aksioma: Svaki niz uklopljenih segmenata
realnih brojeva ima neprazni presjek (vidi sl. 3), iako je to kod
Cantora teorem, dokaziv za realne brojeve koje Cantor defi-
nira kao fundamentalne nizove racionalnih brojeva (§to je

neprazne

i u danadnjoj literaturi standardni postupak). Nakon pre-
ciznog i strogog odredenja podrudja realnih brojeva Cantor
definira pojam derivata proizvoljnog skupa reslnib brojeva:
Derivirani skup skupa X, oznakom X', jest skup svih
grani¢nih tolaka skupa X. Taj mu pojam omoguéuje da
precizno specificira, tj. stroge definira skupove prve vrste:
§'je' gkup prve vrste ako je njegova n-ta derivacija, za neki
prirodni broj #, prazna (5™ = @), Nakon precizne specifi-
ka'cije skupova prve vrste Cantor je mogao, Koristedi se
onim istim zakl}uéwan]em pre.ko lineranosti Rxemammve
funkcije, dokazati svoj najopéenitiji rezultat:

- Ako je skup singulariteta funkcije reprezentirane tri-
- gonometrijskim redom skup prve vrste, onda je ta
- reprezentacija jo§ uvijek jedinstvena.

Taj je rezultat objavijen 1872.'u radu »Uber die Ausdeh

pung - eines. Satzes aus der Theoriz der m}gonome;rischen

Reikens (Mathematische Annalen 5). Ono zbog lega je -
taj rad posebno zamimljiv za na¥u temu i zbog Zega smo
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mu posvetili toliku paZpju jest ved spomenuti evidentnl
‘pomak od standardnih analitiCkih razmatran]a onog., vre-

mena prema razmatranju i istrafivanju skupova toaka line-
arnog kontinuuma. Uprave taj pomak smatramo danas za-
metkom buduée teorije skupova. Dapace Cantor u svom
radu speminje i skupove druge vrste, tj. skupove kojima
su sve konalne derivacije neprazne i za koje bi se mogao

‘uvesti pojam beskonalne derivacije 83, Naravno, pos-

mpa& deriviranja mogude je nastaviti daljom produkcijom

niza
LSO, S gEoan

koji se temelji, prema Caniorovim rijeima iz 1872, na

- ypojmu broja koji, bar utoliko kolike je tu razvijen, nosi u
. svojo] jezgri nu’no 1 apsolutne beskonadne protezanjed.

Lako je u toj opasci prepoznati specifidan zametak budude
teorije ordinala. Ipak bilo bi pretjerano rei da je 1872,

: rodena teorija skupova. Dijete je na putu, ali jo§ nije ro-
- deno.

- Neprebrojivost kontinuuma, pocetak povijesti

Transfinitna teorija skupova ne slijedi neposredno iz

- Cantorova rada o trigonometrijskim redovima 1872. godine.
- Tako je uvodenje deriviranih skupova i ostalih Cantorovih
- metoda odmah prepoznato kao mocno sredstve za primjene

u analizi (medu prvima su se njima koristili Ulysse Dini i

- Gosta Mirtag-Leffler), Cantorove metode nisu dopustale
“"neki bitni korak prema tramsfinitno] teoriji skupova. Ono

§to je transfinitnu teoriju skupova donijelo na svijet bilo
je Cantorovo oikrice neprebrojivosti kontinuuma.

Izuavanjem svojstava kontinuuma i njegovim strogim

i detaljnim zasnivanjem nije se bavio sameo Cantor, Vet
: 1858, predajuéi analizu ma politehnici u Zilrichu, Dede-

kind je doao do toga da realni broj poima kao Schni, rez

‘u podrudju racionalnih brojeva, i da linearni kontinuum

definira kao skup svih mogucih rezova u racionalnom pod-
rudju. Bududéi da je takvo zasnivanje realnih brojeva bilo

- prilino sloZeno i nije obecavalo neke lake primjene u ana-

lizi, Dedekind se nije potrudio da objavi svoja ciriska pre-
davanja. To ne znadi da svoj rezultat nije smatrao znadaj-
nim, Dapade, u njegovim je spisima briZljivo zapisan datum
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24 studenoga 1858 kao dan kada je doSao »... do istinske
déﬁmcx}e kontitivuma...«.- Cetrnaest godina kasm;e, pro-
- Citavdi Hemeov prikaz Cantorove teorije iracionalnih bro-
Cteva usnjegovimDie Elemente der Functionenlehre, a i iz-

" yrijeme 'da se”objavi njegova teorija iracionalnik brejeva i
. kontinuuma, koju on smatra jednostavnijom i jasnijom od

‘Cafitorove, iako je njoj ekvivalentna. Tako 1872. dolazi do
- objavljivinja slavne Dedekindove monografije Stetigheir und
" Irrationalzahlen. Dedekind (kao i Cantor u svojem radu
iz 1872) smatra da su priroda grani¢nih procesa i nepre-

nerazdvoino povezane. U 3. odjeljku svoje monografije on
¢e napisati da je »pravac ! beskonaéne bogatiji todkama no
§to je podrudje R racionalnih brojeva brojevimac. U toj
tvzdnji dio je tajne kontinuuma, i mada Dedekind nije imao
ba§ nikakvu stvarnu ideju o tom bogatstva kontinuuma,
on je svojom tvrdnjom upozorio na onu njegovu znatajku
koja je vec bila osnovnom Cantorovom preokupacijom.

U bogatoj i prijateljskoj prepisci Cantora i Dedekinda,
Zapoletoj u to vrijeme, nalazimo Cantoreve pisme (otpo-
slano 29. studenoga 1873), u kojem Cantor esnovni pro-
blem postavlja u jasnoj matematiékoj formulaciji, koja omo-
guéava dokazivanje ili opovrgavanje teze o »beskt)nacno
bogatijem kontinuumuy:

. Uzmi kolekciju svih pozitivaih cijelih brojeva # i oznadi

je sa (n); zatim zamisli kolekeiju svih realnih brojeva x

i oznadi je sa (x); pitanje je, jednostavno, mogu li se

S0 (m) 1 (x) tako pridrugiti da svakem individuumu jedne
- Kolekeije odgovara jedan i samo jedan individuum
druge? Na prvi bi se pogled moglo odgovoriti ne, to

_ nije tnoguée, jer (n) ie diskretan, a (x) tvori kentinuum;
2~ ali nifta se ne postiZe tom primjedbom, i mada sam
sklon smatrati da (#) i (x) ne dopustaju takvo pridru-~
Zenje, ne mogu otkriti razlog zbog kojeg je to tako

(a pridajem mu veliku vaZnost), iako je taj razlog, .

a rnoida, vrlo jednostavan.

' Casitorova je opaska namjesiu, jer mnog1 bi moZda
pnm:}enh i-da gusto rasporedem racionalni i algebarski
brojevi: ne mogu biti na isti nadin pridruZeni kolekeiji (),
iake to nije tofno. Kako dakle karakterizirati tn vaznu raz-
liku izmedu racionalnih i realnih brojeva. Podrudje racio-
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*yorsi Cantorov rad iz 1872, Dedekind smatra da je doslo

kidnosti i aritmeti¢ka teorija kontinuuma realnih brojeva

nalnih brejeva je guste (1zmedu svaka dva uvijek nalazimo
vedi), ali ono ipak nije neprekinute. MoZda ba§ zato ¥to je

racionalnib brojeva mamje nego realnih, Cantor je prvo

uodio da raciomalnih i algebarskih brejeva ima koliko 1

5'pr1r0dmh sve su to beskomacdnosti iste velidine, a onda se

pojavila plodonosna misao da je tajna kontinuuma u tome

“gto realnih brojeva ima vise. U svojem plsmu od 2. prosinca
'1873. on pedsjeca Dedekinda da sim ve¢ godinams traga
za pravom prirodom kontinuuma, bezusp}esno pokuiava-

uéi da dokaZe njegovu neprebrollvost Cak je pornisljac

‘pa to da mu moZda 1 izmide neki vrle jednostavan argu-

ment, ali sada kada je iz Dedekindova pisma saznao da
ni on ne uspijeva dokazati neprebrojivost, jasno vidi da je

rijeé o objektivno teikom problemu. Iznenada, pofetkom
-prosinca 1873, Cantor uspijeva dokazati neprebrojivost kon-
tinuuma.

Dokaz je ob]avljen pocetkom 1874, u Elanku Sudnog

.'naslova Uber eine Eigenschaft des Inbegnﬁ'es aller

reallen algebraischen Zahlen™ (Fournal fiir die reine und

‘angewandte Mathematik, 77}, Naime, naslovom je istaknuta

prebrojivost podrudja algebarskih brojeva, dok se nepre-
brojivost kontinuuma u naslovi ne spominje, iake je pot-
puno sigurno da je Cantor upravo taj rezultat smatrao
najznadajnijim jer je prebrojivost algebarskog podrudja do-
kazao ved prije nekolike godina i nije smatrao potrebnim
objaviti taj rezultat sve do ovoga trenutka. Zasto, onda,
taj naslov?

Nova, »zrnasta¢ teorija kontinunma &iji su konstitu-
tivni elementi tofke, koje se ne mogu efektivio konstruirati
pa je njihovo postojanje ustvrdeno mimo njihova konstru-
iranja, naidla je na velik otpor konstruktivista. Narodito
joj se suprotstavljao tada vrlo utjecajni Leopold Kronecker,
koji je javno dovodio u pitanje pojam iracionalnog brojaiu
vezi s njim smislenost Bolzano-Weierstrassova teorema.
Kronecker je bio izdava¢ Crelleova Journala 1 Cantor se
plagio da bi zbog nckonstruktivaih metoda njegov rad
mogao bitd odbijen (Ta je bojazan bila opravdama. Kro-

- necker je veé ranije nagovarao Heinea da ne objavi svoj

»Uber trigonometrische Reihen¢, no on ga je ipak poslao

© C. W. Borschardtu da ga objavi v Cralleovu Journalu,

*30 jednom svojstvu pojma svih realnih algebarskih brojevas
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Medutim, Kronecker je ¢lanak »spremio u ladicue, odakle

gaje izvukdo tek osobni Heineov dolazak u Berlin.) Zato se
Cantor odlucio na neupadljiv nasloy, pa je Cak i Citav &la-
nak Koncipirao kao rad o algebarskim brojevima., Nepre-
brojivost kontintwma spominje se tek kao uzgredni rezul-

tat koji omogucava primjenu osnovnog rezultata iz naslova: -
osnoveo jé da je algebarske podrulje prebrojivo, a jedna je -

zgodna primjena toga glavnog rezultata da odavde {uzg ne-
piebrojivost realnog podrudia keju usput dokazujemo) slije-
di: postojanje transcedentnih brojeva; no to je ved poznati

Liouvilleov rezultat. Kao da Canror Zeli da njegov rezuliat |

o neprebrojivosti dobije patinu neéeg poznatog. apace,
u samom dokazu neprebrojivosti, koji éemo uskoro opisad,

posebno pazi da ne naglasi upotrebu principa kontinuira- -
nosti (danas bismo rekli Cantorova aksioma), iake je jasno -

da je to kljuéai korak dokaza, Da je stvarno rije o skrivanju,
saznajemo iz prepiske s Dedekindom. Dedekind je preporu-
¢io da se naglasi ta kljutna uloga principa kontinuiranosti,
ali Cantor to odbija uliniti zbog veé spomenutih razloga.

Dokaz neprebrojivosti, koji nalazimo u Cantorovu pis-

mu Dedekindu, nedto je sloZeniji od obiavijenoga u ¢lanku -

»cadnoga naslovas. Naime, Cantor je objavio Dedekindovo
pojednostavljenje svojega dokaza. Ovdje ¢emo prikazati
osnovne ideje obaju dokaza.

Cantor (1 svojemn pismu Dedekindu, 7. prosinca '1873)
polazi od pretpostavke da se kontinuum realnih brojeva
moZe prebrojiti, tj. da se oni mogu poredati u niz

s Wy (Y (g e

u kojem se. pojavijuje svaki realni broj. U prvom koraku

svoje analize Cantotr iz podetnog niza odstranjuje jedan-

beskotagni niz brojeva, rako da najprije odstrani w, = ml,
Zatim prV1 si]edem broj u poletniom nizu k0]1 je vedi od wl,
nazovxmo ga o?, pa prvz sljedeéz koji je vedi od wi, nazoevi-
mo ga w 1 itd. Tako je generiran prvi uzlazni niz

(1) S _' .' wi, 0, mi, ...

Zatim se isti: postupak odstranjivanja ponavija s nizom.

brojeva preostalik u poletnom nizu (nakon odstranjivanja
niza (1)). Tako dobivamo niz

54

(2) Whs 02y 035 ...

Postupak nastavljamo, generirajudi niz uzlaznih nizova,
koii obuhvaca sve realne brojeve poletnog niza:

{3 @3, 05, WYy .o

Was Way Wy -nn itd.
{4 3 W 0 td

i

Naprimjer, ako je prvih 16 brojeva pofetnog niza
smjeSteno na realpom praven ovako:

g @y Wg W5 Wy Wy Wy Wo “’15 “, Wg ¢y “’12

onda prvih Sest (odstranjenih) uzlaznih nizova potinje ovako:
(1 Dy, Wa, Wy, Wey W10 W12y Wigs -

(2) W3y Wgy Woy Wysy ..

(3) 5 Wigs -+

@ wmp ..

(5) (LRI
6) @iz ..

U sljedeéem koraku svoje analize Cantor uolava segment

{2, ], koji je smijedten izmedu bilo koja dva ¢lana niza
(1}, Taj segment olito ne sadrZi ni jedan Clan uzlaznog
niza (1). Cantor zatim zakljutuje: Ako nijedan &lam pre-
ostalib mizova nije sadrian u [«, 8], onda se elemtemti iz
[«, 81 ne nalaze 1 poletnom nizu i time je oborema pret-

: postavka da poletni niz sadrii sve realne brojeve, t. do-
", kazana je neprebrojivest kontinuuma. Ake to nije slucaj,

postoji prvi takav niz (k) &iji su neki Clanovi sadrZani u
[«, £]. Bududi da je niz (%) uzlazan, lako je naci segment
ey, £:] sadrZan v {o, £], koji ne sadrZi nijedan Clan niza

. (k). Sada se opet otvaraju dvije mogucénosti: ili nijedan

flan preostalih nizova (k -+ 1), (2 -+ 2), ... nije sadrZan u
{«,, 8,], odakie opet slijedi neprebrojivost; ili postoji prvi
takav niz (k,) &ji su neki Clanovi sadriani u [x, f,1, no
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' menata : ey w1 @ oy, §,]. I take dalje. Proizvedeni uklopljeni

tada je opet lako nadi segment [oc2; f2]) sadrfan v {ay, £4], ‘prvi sljededi par w,,, @, poletnoga niza, koji : irfraa s%{@is‘t‘vé
“-koji ne sadrZi nijedan ¢lan niza (®,). Ponavljanjem tog aje [wiy 5] < lo, f]. Segment [ec2; B2] Cini prvi.slje-
postupka Cantor proizvodi beskonalni niz uklopljenih seg- defl par w,,, w;, poleinoga niza, koji ima svojstve da je

ffxn ﬁ 15 {etas Bals Toa B2l niz segmenata

S [os 15 Touss 8115 [oas 8215 -
e c1]1 ll]eV} kra]ew Cive uzlazni niz, omeden gornjom medom
i : moze bitl konafan, u kojem sludaju je u posljedajem seg-
s By < 0y < oy L. <T O R menty [o, f.) jo8 najvie jedan &lan ostatka pofetnog niza
@ Cpyy 15 Opyg 2 .. NO onda, beskonatne mmnogo ele-
‘menpata segmenta [«,, f,] nije obuhvadenc podetnim ni-
Zont, tj. kontinuum nije prebrojiv. Ake je uklepljeni niz
segmenata beskonadan, onda postoji o, = lim «, (jer je

Bi>=>pa>f3>...>8 nevea

iZ oy, Kg, %3, .. Uzlazan i odozgo omeden sa o) 1 postoii
‘B =1im B, (jer je niz B,, B, fa... silazan i odozdo ome-~

3-+ca

‘den sa £). Agrument sa &, 1 i, sada je jednak prethodnom
Cantorevu argumentu,

a desni krajevi &ne mu silazni niz, omeden donjom medom

;8

Dakle, prvi niz odreduje granicn e, = lim o, a drugi

007 fo = Hm fp. Ak je o = flo, Cantor tu zajedaicku

=0

granicu mora na¢i u poletnom nizu kao neki w,, a ukoliko Jo% jedna varijanta tog istog dokaza tolike je jedno-
j& toe < fos, onda se bilo koji, specificirani element seg-- stavna da je gotove nevjercjatno da je me malazimo ni u
menta [te; feo], mora nadi u potetnom nizu kao neki w,. jednom udibeniku koji se bavi tom materijom. Eve te
Medutim, prema konstrukcm uklopljenog mniza segmenta- varijante. Neka je

svaki je ¢lan poletnog niza o;, w,, ws, ... iskljuden iz svih Wy 0, Way -
segmenata sadrZanih uw [w,, 8,1, za dovoljino velik #, $to :
znadi da w, nije ukljuden u podetni niz. To obara podetnn
preipostavku o prebrojivosti kontinuuma i dokazuje nje-
govu neprebrojivost.

bilo koji niz tolaka linearnog kentinuuma. U prvem kera-
ku odaberimo segment [, f,] koji ne sadrZi tolku w,.
U drogom koraku odaberemo segment {o,, 8,1 koji je

Dva dana kasnije Cantor uvida da je njegov dokaz sadrzan u segmentu [xy, £1], ali koji ne sadrZi totku .
nepotrebno zakompliciran uzlaznim nizovima (1), (2), (3), _ ¥ talko dalje. Jasno je da za svaki segment [a,_ 4, ﬁnml] i
pa samo kratko obavjeStava Dedekinda (u novom pismu svaku todku o, moZemo nadi segment [a,, f,] koji je sa-

9. prosinca 1873) da se argument mo¥e provesti bez te drZzan u prethodnom, a koji ne sadr?i totku w,.
komphkacge Dedekind je takvo pojednostavljenje veé na- _

fa0 i poslao ga Cantoru u pismu datiranom 8. prosinca
1873 Ta2j pojednostavljeni dokaz nalazimo u radu objavlje-
nom, u Cralieovu ]ournalu I u njemu se polaz1 od pret- -
postavke da su svi realni brojevi poredani u niz '

01y oy Way s

Dedelund prmzvodl niz uklopljenik segmenata na sljedeéi | Tako dobivamo niz uklopljenih segmenata
nadin. Segment [ots 8] je [, @5] (uz pretpostavku da }e'
wy < wa; inade [u, 8] = [w;, o]). Segment fa,, #,] &ini {oeg, B115 Loeas Fals {oss fals ...
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edeki _dG U nacelu ‘neprekinutosti ili Cantorovi jasnim matematitkin: pojmovima objasniti $lo znali re-
( ‘ducirati dvije nezavisne varijable na jednu¢. Svojom for-
mulacijom preblema Cantor je ulinio wvprave to. Tolke
linearnog kontinuuma, krivulje, mogu se adresirati realnim
‘brojevima, dakle jednom realnom van}ablﬂm, dok se tocke
'dvodlmenzxonalnog kontinuuma, poveiine, mogu adresirati
parowma realnih brﬁ]eva, dakle s dvije realne varijable.
To §to je moguce, vecina matematiara (bez ikakva dokaza)
‘gmatra, nuinim, drZeéi da su za adresiranje tofaka dvodi-
‘menzionalnog kontinwuma nuZnoe potrebni parovi realnih
brojeva, & da za to nisu dovoljni sami realui brojevi. Na
kraju krajeva uprave se zato dvodimenziomalni kontinuum
i zove dvo-dimenzionalnirm. Cantor ne sumnja u tu odi-
‘glednu Cinjenicu, on samo misli da je treba dokazati, 1 to
tako da dokaZe nemoguénost 1 —1 pridruZenja tolaka line-
arnog i dvedimenzionalnog kontinuuma, . realnih brojeva
i njihovih parova.

Trii pul gocime protekle st od formudacije problema do
n]egova riefenja, A r;esen)e je bilo zapanjujude. Apsurdno
i ofigledno nemogude 1—1 pridruZenje tolaka linearnog i
dvodimenzionalnog (¢ak i svakog konaéno-dimenzionainog)
kontinuuma jest mogude, Tocke svake povrsine, toke Cita-
© vog trodimenzionalnog prostora, ¢ak i totke bilo kojeg
"+ konalno-dimenzionalnog prostora moderne geometrije Can-
© torova doba, mogu se adresirati realnimi brojevima; za to
- nam nisu nuino potrebni ni parovi, ni trojke, ni n-torke
+ realnih brojeva. Dvije, tri, m-varijabli mogu se reducirati
na jednu jedinu. Dokaz te tvrdnje Cantor ¢e skicirati n
pismu poslanom Dedekindu 29. lipnja 1877, poprativii ga
usklikom Fe le wvois, mais je ne le crois past™ Definicija di-
menzije kontinuuma, kao broja realnih varijabli potrebnih
za njegov opis (tj. za adresiranje svih njegovih folaka),
postaje besmislenom. Postaje 1 time 1 sam pojam dimenzije
besmislen? Rule li se sami temelji modernog, Riemannova
poimanja geometrije? Vratit demo se tim pitanjima nakon
. prikaza Cantorova dokaza.

g [cc,,, ﬁ,,], $to znadi da se tocka » razlikuje od
akes tocke podetnog niza wy, i, @, .... Dakle, sve todk
..'Iméarnog kontinuuma nisu nabro;ene n mm nizu. Bududi
sdaistiargumment vrijedi za svaki niz, zaki;ucu;emo da je
kontmuum neprebrojiv.
' Deokazavi neprebrojivost Imntj.muumaj Cantor pe rz;e—ﬁ
§io dio njegove tajne. No, o je tim dokazom dac i prv
primjer razlikovanja beskonatnosti. Tu se prvi put egzakino
pokazalo da beskonatni skupovi mogu biti nejednakih veli-
¢ina. Ta je cm}emca, sama po sebi, rasion d'etre transfinitne’
teorije skupova jer se njome jasno pokazuje da postoje dis-:
tinkeije koje ta teorija treba da istraZi. Ipak, Cantorov glav-
ni igteres, u to vrijeme, jo§ je uvijek primjena njegovih.
novib metoda na dalje istraZivanje kontinnuma. Pojam di-
menzije kontinuuma, bitan za osnovnu klasifikaciju konti-
muuma, Cantor ¢e pokulati objasnit razlikom u broju toda-:
ka. Time bi intuitivai pojam dimenzije bio objainjen i eg
zaktno matematicki definiran, a osim toga nastavilo bi se’
raslojavanje beskonalnosti, koje je csnovni preduvjer raz-
vitka teorije skupova.

Df:dekmd ¢e 5. sijeCnja 1874, prirniti jof jedno Canto
rovo pismo u kojem je formuliran novi problem: :

Je li moguée povriinu (naprimjer kvadrat s njegovini -
stranicama) preslikati na krivulju (naprimjer duZinu §-
ajenim krajevima) tako da svakoj tocki povrine od:
govara jedna totka krivulje i obratno, da svakej totk
krivulje odgovara jedna totka povrdine?

Cantor dalje pnmjecu;e da je problem vjerojatno teak,
. iako su mmogi skloni reéi da je oéiti odgavor rne¢ i da je:
tw-svaki dokaz suviSan. Ustvari, kada je Cantor, pnhkom'.
jedne posjete Berlinu u proljee 1874, u krugu svoph prija-’
tel]a matematifara spomenuo taj problem, oni su bili za-
panjeni apsurdnoiéu postavl;enng pitanja. Bili su uvjereni
da se dvije nezavisne varijable ne mogu reducirati na jednu
ida je to evidentno bez 1Lakva dokaza, I Canter j je vjerovao:
u nemogucnost te redukcije, s tom razlikom 3to je smatrao
da je treba dokazati. Naravno, da bi bilo dokazivanje, bilo
opevrgavanje te oliglednosti uopée bilo mogudle, trebalo je.

. Cantorov je dokaz savrieno jednostavan. Sve realne

brojeve iz intervala {0, 1] {oni adresiraju tocke jedinitne
: duzine, dok njihovi parovi adresiraju tolke jediniénog kva-
drata) moZemo prikazati njihovim decimalnim razvojima.

* Vidim, ali ne vjerujem.
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e Napmmler Lt o Lako se vidi da je to pridruZenje 1 — ! pridruZenje realmh
T : Brojeva ¢ njihovik parova.

‘i :'"{)&aiazaa Gy .n . . . .
Vratimo se problemima vezanim uz pojam dimenzije,

b =0.b1b2850, .. 1td. koje je pokrenuo Cantorov dokaz. Postaje i pojam dimen~

R e ' zije besmislenim? Izgleda da je Cantor, na trenutak, po-
o Pndtuzen]e realnih brojeva njihovim pawwma Cantor ]e mislio ba$ to. Na istoj dopisnici, kojom Dedekinda obavies-
++ definiraoy koristedi se decunalmm razvojima, na sljededi tava da je ispravio greSku u prvoj jednostavnoj varijanti
- . matin. Paru realnih brojeva (g, b), s gore mavedenim deci- dokaza, on upozorava da je do sada, kao i svi ostali mate-
o mal.nim r_::n.zvojima3 pridruZic je realni broj ¢ definiran oviny matitari, pretpostavijao da su tocke n-imenzionalnog kon-
decimalnim razvojem: ' “tinuuma determinirane sa » nezavisnih realnih varijabli,

- : : Smatra da njegovo novo otkrie pokazuje rkako su nedo-
c=0.a1b1a;8;0a30; ... ' pustive sve filozofske 1 matematike dedukeije koje se ko-

B : risie tom pogre§nom preipostavkome« U svejem odgovoru
Tim je pravilem svakom paru realnih brojeva pridruZen :2. srpnja 1877, Dedekind Cestite Cantoru na izvanrednom
realni brej, a ofito je da se iz svakog broja moZe rekongtru-~ i znadajnom rezultatw, ali dodaje da se nme meoZe sloZiti s
irati par kojemu je taj broj pridruZen, _ “ppovrgavanjem svih filozofskih 1 mateamtickih radova koji

Proditavii Cantorov dokaz, Dedekind je u njemu naao -~ pretpostavijaju invarijantnost dimenzije. Uvjeren je da je
gre$ku, prouzrokovanu time 3to jedan te isti realni broj rdimenzija kontinuiranog prostora njegova prva i najvaz-
moZe imati dva decimalna razvoja. Naprimjer, 0.5000.. ~nija invarijanta j, kada je o tome rije?, on mora stati u
="07999. .., pa broju 1/2, ovisno o odabranom razvo;u, . obranu svih ra_m]xh’ autora.« Uostalom, dad‘atna iisto tak.o
moZe biti produsen par (1/2,0) ili par (1/2/ 1), a2 paru }ml\_rer_zalno pnhvacenna‘pre'gpostawfka; (kao i ona o n vari-
(1/2,0), opet ovisno o odabranom razvoju, moseme pri< ?abh)")est ta c@a kontm.i_.ntet ima .kl]ut:nu ulogu u odredenju
druiti broj 1/2 ili broj 9/22. Ogranitimo li se na interval invarijantnosti dimenzije. Dedekind je tu drugu pretpostay-
(0, 1] i definiramo li pridruZenje iskljudivo preko razvoja ku (prvil) eksplicitno formulirao:
sbez nula na krajuy, suolit éemo se s novim problemon.
Broj koji pocevii od nekeg decimalnog mijesta na svakom
parnom mjestu decimalnog razvoja ima znamenku O nede:
biti pridruZen ni jednom paru brojeva. Naprimjer, broj
0.11101010... pede biti pridruZen ni jednom paru brojeva.
Cantor je gretku ispravio u sljede¢ih nekoliko dana, ali
korektni dokaz jednakobrojnosti koatinuuma razliditih di-

Akoe je mogude obostrano jednoznadne pridruZenje to-
¢aka kontinuiranog podrudja A, dimenzije g, i kont-
nuiranog podru¢ja B, dimenzije 5, onda je to pridru-
Zenje, nuzno, potpuneo diskontinuirano, ako su a i &
razliditi.

menzija nije bio tako savrieno jednostavan kao prvi, po- - Dva dana kasnije, 4. srpnja 1877, Cantor objasnjava da se
gredni. MoZda je najjednostavniji nadin da se korektno radi o mesporazumu. Invarijantnost dimenzije om nikada
dokaZe Cantorov rezultat taj da se svakom broju ¢ pri- - nije dovodio u pitanje. Ne osuduje prijasnje autore zato $to
druzu]e par brojeva (a, &), pomucu grupa zmamenaka koje’ : pretpostavijaju invarijantnest dimenzije, nego zato §to pret-
zavidavaju znamenkom #0 i &ije su sve prethodnice zna~ postavljaju sdeterminiranocst broja nezavisnih koordinata, i
menke =0 (ukljudujudi i pojedinaéne znamenke #0), a ne’ ‘§to taj broj smatraju brojem dimenzijac. Naprotiv, kaZe
pomocu. pojedinadnih znamenaka kao u Cantorovu neko— * Cantor
rekmcim dokazu Naprimjer broju
o ... 2ko razmetrimo pojam koordinata sasvim opdenito,
o= 0 3 5] 07] 9|001]2]6]0004] .. bez ikakvih pretpostavki o prirodi upletenih funkcia,
o - broj nezavismih, jedinstvenih i potpunih koordinata
pndruzﬁ ¢emo par brojeva: 0.3070016... i 0.5920004... moZe biti, kao 5to sam pokazao, bile keji broj.

100 . : ' 101



' Neir’zivn’o,: Cantor sestaze s Dedekindomdajetajna u diskonti-

i nuiranosti pridruzenja podrudja s razliCitim dimenzijama.
Al i pretpostavku da kontinuirano pridrufenje nije moguce
" treba dokazaii. Cantor de to pokudati u Uber efnen Satz
" aus der Theorie der stetigen Mannigfaltigheiten (Nochrichien
oon der Konighichen Gesellschaft der Wissenschaften und’

der Georg Augustus Universitis su Gotingen, str. 127—133,
1879). Nazalost bezuspjeino, doekaz je bic pogrefan. Ko-
rektan dokaz nemoguénosti obostrano kontinuiranog i obo-
strano jednoznalnog pridroZenja 1-dimenziopalnog i (n =
» 2)-dimenzionalnog kontinuuma dao je Liwoth 1878
Uspio je dokazati isti rezultat za 2-dimenzionalni i (» > 3)-

~dimenzionalni kentinuum. Taj je dokaz bio toliko sloZen.
da je Liroth odustao od daljeg istraZivanja. Tek je razvoj-

moderne topologije omogudio da L. E. J. Brouwer 1911.
rije§i problem za proizvoljne vrijednosti dimenzija.

Jedna od posljedica Cantorova rezultata, znalajna za.
transfinitnu teoriju skupova, bila je ta da se beskonalnost
nije dalje raslojavala kake je to Cantor olekivao. Dudina i
kvadrat sadre jednaki broj tofaka, Transfinitna teorija sku- -

pova ne obogatuje se distinkcijom v dimengziji. Naravno,

pored razlikevanja beskonaénosti, problem kontinuiranosti;
tako jasno istaknut i promaknut u prvi plan novim Canto- '
rovim rezultatima, ostaje i dalje glavaom temom njegovih -

istraZivanija.

Transfinitna aritmetika. Beskonac¢no brojenje

Izmedu 1879. 1 1884. Cantor je objavio seriju od fest.
Uber unendliche bineare
Punkimannigfaltigheiren, u kojoj je izloZio osnovne elemente °
svoje nove teorije skupova. U prva Cetiri Clanka sustavno
su izloZeni matematitki rezultati o linearnim skupovima -
totaka do kojik je Cantor dofao prethodaih godina, (Naime, -

¢lanaka, pod zajednickim naslovom

dokazavii svoj rezultat iz 1878, o jednakobrojnosti kontinu-
iranik podrudja razlititih dimenzija, Cantor je mogao za=

kljuditi da se istraZivanje skupova tofaka moZe ograniciti na
kontinuirano podrudje dimenzije jedan, 1j. na realni pravac.).

"Tokom 1883. Cantor je shvatic da njegova nova teorija
beskonadnog zahtijeva temeljniju i razradeniju prezentaciju
(pa i obranu od mnogih skepiika) no §te su je nudila prva
Zetiri Clanka. Peti ¢lanak bio je zamiSljen upravo tako da
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3¢ suoti s flogofskim i matemarickim preblemims koje je
pokrenula nova teorija transfinitnih skupova (taj ¢lanak iz-
medu ostaloga sadrZi i Cantorove odgovoere na mnoge pri-
govors, koji su se uglavnom odnosili na njegovu akiualon
interpretaciju beskonadnostl). Canvor je taj #lanak smatrao
dovoljino zoafajnim da kod svojeg izdavada, B, G. Teubne-
rea, uredi da se izda kao posebna monografija pod naslovom
Grundlagen einer allgemeiner  Manigfaltigheitsiehre. Eimn
marhematisch-philosophischer Versuch in der Lehre des
Unendlichen.* Za dalji razvoj teorije skupova najznadajniji
2 Cantorev doprinos u toj monografiji jest uvodenje trans-
“finitnih rednih brojeva (Anzakien), kao autonomneg i le-
gitimnog profirenja podrudja prirodnik brojeva. To ¢e pro-
firenje omoguditi Cantorn da precizno definira pojam modi
(Michtigkeit} skupa, te da se posveti oplem problemu
modél i posebnom problemu modéi kontinuuma,
Opdi problem modi sastojao se u iznalaZenju raduna
modi, tj. raduna apsolutnih mijera adekvatnih za opise veli-
" {ina proizvoljnih skupova toCaka. Do 1878, Cantor je pot-
puno usvejio nalele I — 1 korespondencije kao relativau
* mjeru velidine skupova (nadelo koje su Bolzano i drugi ranije
. odbacili), a implicitno je prihvatio ideju da beskonadni sku-
: povi imaju apsolurnu mijeru, koju je zvao njihovom moci
. (Mdchtigheir). Time je otvorio mpoga pitanja. Kako re-
. prezentirati beskonadne modi? Je i mogude ustrojiti skalu
- apsolutnib mjera beskonaZnih skupova i njihovu efektivou
. aritmetiku, analognu skali i aritmetici konadnih brojeva koji
: su mjere konaénih skupova? Koliko modi uopce postoji?
: Svojim prethodnim radovima Cantor je bar djelomié-
- no odgovorio na posljednje pitanje, Dokazao je da svi euklid-
ski intervali, bez obzira na dimenziju, imaju istu moé. Taj
- iznenadujudi rezultat pokazao je da su modi euklidskih sku-
. pova tolaka reprezentirane veé u linearnom Kkontinuumu.
- Dsim toga je dokazao da postoje bar dvije razli¢ite modi
medn beskonadnim linearnim skupovima todaka. Dapade,
dokazao je i to da skup algebarskih (dakle i racionalnih)
. brojeva ima mo¢ niza prirodoik brojeva. To je Cantora
moglo navesti na misao da u euklidskim prostorima nala-
- zimo »vrle malos razliCitih meodi. Tako je 1878. postavio
hipotezu da nalazimo svega dvije: »Beskonadni linearni skup

*yZasnivanje opte teorije skupova. Matematitko filozofski po-
ku¥aj utenja o beskonalnom.s
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tofaka ima mod skupa prirodnih brojeva ili pak mo¢ konti~ cija skupova po volji velikih modi temeljila se na definiciji

nuuma.« Bila je to prva verzija slavne Cantorove hipoteze brojevnih klasa, koju Cantor nije openite formtulirac, On
kontinuzuma. Zelja da dokaZe tu hipotezu bila je glavni krea- je definirao same I. i 1I. brojevau klasu, te dedao da je
tivai poticaj Cantorovu daljem radu, pa i razlog da se bavi’ . tako mogude definizati 1 ostale (no »takos sagurne nije mo-
opdim problemom modi. Definirajudi aritmeticku skalu bes~ guce definirati gramcne klase). Oa]eca uél te nedostatke,
konacnih moéi, mozda ¢e u njoj odrediti mjesto modi kon- veé je sam Cantor poleo razvijati teoriju kardinalnih brojeva
tinuuma i tako dokazati il epovrm svo;u hlpotezu dokazati nezavisnu (kolike je to mogude) od teorije ordinalnih brojeva.
je ako je to mjesto drugo, opovr(i je ako nije. ' Osvrout éemo se samo na jedan moment tog razvoja, na
TJostalom konstitutivni element Cantorove launcepcijéa : slavni Cantorov di}_agone_lh_li postl.}pak ‘koﬁim‘se dokazuje
beskonadnosti bio je taj da se transfinitni skupovi mogu _ egzistencija po VOI']}. Vel;kzh kard'mah}lh brojeva.
tretirati kKvantitativno (tj, numeri¢ki) i da brojenje u bes- Cantor je svoj novi dokaz izloZio 1891.. na_prvom
konatnom podrudju treba biti analogno brojenju u konac- sastanku novoosnovanog Deutsche Mathematiker Vereini-
nom. No to je znadilo da modi, ako su uistinu kardinalni: . gung. Svoje je izlaganje zapoceo opaskom da je »...moguc
brojevi, moraju biti komparabilne, tj. linearno uredene. - mnogo jednostavniji dokaz rog teorema (teorema o nepre-
Monografijom iz 1883, Cantor rjefava uprave taj problem, . brojivosti iz 1874), koii je nezavisan od razmatranja iracio-
i to u duhu moderne, fonnojmanovske, ordinalne teorije - - nalnih brojevas. Njegov osnovni interes zaprave vise 1 nije
kardinalnih brojeva. On definira Angahien, transfinitne red- neprebrojivost realnih brejeva, ve¢ naprotiv jedan muogo
ne brojeve, i pretpostavlia kao evidentnu istinu (koju de: . * impresivaiji zakljudak: o )
dokazati tek Zermelo uz pomo¢ aksioma izbora) da njima - ; Taj dokaz nije znacajan samo zbeg svoje jednostavnosti,
moZe prebrojiti svaki skup. To mu omoguéava da dokaZe " ved zbog toga §to se nacelo koje on slijedi moie neposrec_lna
usporedivost svaka dva skupa. Osim toga, definicija brojev- prodiriti do dokaza opéeg teorerna da .moéa dobro definira-
nih klasa kao skupova ordinala istog kardinaliteta omogudava - nih skupova nerflgiu ma'ksimwna, to jest dz_a se sYakl ’skup
mu da dokaZe da je kardinalitet svake brojevne klase vedi- I, moZe zamijeniti drugim skupom M &ija je moc veca od
od kardinaliteta pejedinih ordinala koji je sadinjavaju. To J moéi skupa L (U ber eine elementare Frage der Mﬂ{ﬂgf aliig-
dokazuje da postoji po volji mnogo kardinalnih brojeva. Fkeitslehre, Fahresbericht der Deutschen Mathematiker Ve-
Pojavu novih kardinala, koju poveéanje dimenzije nije omo- reinigung 1, 1891). ) .
gudilo u euklidskom podrudju, omoegudile su brojevae klase Spomenute nadelo jest slavni Cantorov postupak dija-

u podrucju ordinalnih brojeva. gonalizacije, u ovom sludaju preko nizova s dvije vrijednosti
m i w. Naime, Cantor je rarmotrio skup M elemenata
E = (%1, %5, X3, ...) takvih da je svaki x, jedmak m ilizw.
Kao primjere dao je clemente

Te su ideje dovele tecriju transfinitnibh skupova do
pune zrelosti. Njen dalji razvoj uglavnom je poznat i njime
se vise nedemo baviti. Spomenimo samo da je Cantorov
ordinalni pristup kardinalima u jedno] fazi zapostaviien, B = (m, m, m, m, ...)
da bi ga u novije doba Von Neumann opet ingugurirao, i

danas je opée prihvaden (pokazalo se ¢ak da je nezacbilazan, B = (w0, w, w0, ...)
tj. da je implicite bio prisutan i u prethodnoj fazi). E'" = (m,w, m, w, ...}
' Zatim je wustvrdio da skup M svih takvih eclemenata nije
Cantorov dijagonalni postupak prebrojiv, dokazujuéi to na sljededi nadin. Za svaki niz ele-
: menata
- Cantorova teorija iz 1883. temeljila se na nekoliko. By = (@115 012> @13 o0 Baus -2)
nedokazanih pretpostavki. Usporedivost skepova temeljila :
se na nedokazanoj moguénosti njihove ordinalne reprezen- Ey = {an1: Gazs @nss -on Qs o)

tacije (tj. moguénosti njihova dobrog uredenja), 2 egzisten~’
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- definirao je element Eg = (by, bz, bay .. by ...), zahtjevom,
© B Oy 72 kojl je meogao dokazati da je razlicit od svakog

elementa E,. Tako je dokazao da nijedan miz elemenats iz
M ne obuhvaca sve clemente skupz M, tj. da ie skup M
neprebrojiv.

Kao jof jedan primjer primjene istog nadela Cantor

dalje razmatra linearni kontinuum [, realnih brojeva iz.

intervala (0, 1), i skup M svih funkeija f (x) definiranih za
x €(0, 1), s dvije mogude vrijednosti 0 i 1. Bilo koja 1 — 1
korespondencija skupova L i M pridrufivala bi svakom
& € L funkeiju f; (x) € M. Za svaku takva 1 — | korespon-
denciju Cantor moZe definirati funkciju g (x) € M, zahtje-
vom g (x) # f.(x), za koju moZe dokazati da je razlitita
od svake _fun.kcije [z (%) korespondirane nckom elementu
2 € L. Naime g (x) se razlikuje od f, (x) ba¥ na argumentu
z jer je g (#) definirano tako da je g (2) # f, (2). Tako je
dokazao da nijedna korespondencija skupa I. i skupa M
ne obuhvada sve elemente skupa M, tj. moé skupa M veéa
je od modi skupa L (odito je naime da skup L jestu 1 — 1
korespondenciji s nekim podskupom od M, npr. kores-
pondiranjem svakog x € L funkeiji f, ¢ M definirancj sa
fe(2) =0 2a x % 21 f.(x)=1). Bududi da su elementi
skupa M karakteristiCne funkcije podskupova skupa L,
Cantor‘_]e dokazao da je moé partitivnog skupa od I. veéa
od modi samoga skupa L. Odito je da se isti postupak moze
provesti za svaki skup L, pa Cantor neposredno zakljuduje
da"nen_la skupa s najvetom moéi (njegov partitivni skup
uvijek ima vecu mo¢). Tako je kona¢ne i bez ostatka do-
kazano da se beskona¢nost beskonadéno raslojava,
Cantorov novi, dijagonalni dokaz neprebrojivost i nje-
govo poopcenje imali su, a i danas imaju, mnoge zanimljive
primjene, pa i razli¢ite interpretacije. Spomenur éemo jednu
primjenu i jednu znadajnu interpretaciju raziiditu od Can-
torove.
_ Cantorovim dijagonalnim postupkom dokazujemo da
nijedna funkcija f definirana na S ne mo¥e primiti svaku

vrijednost iz partitivnog skupa 2 (8), i to take da za svaki -

f definiramo vrijednost C iz & (S) koju f ne prima. Tu
viijednost definirame dijagonalno

C={reS:ix¢f(x)}

¢ito je da ne postoji a € S takav da je f(a) = C, jer bi

tada a € G, tj. a ¢f (a), vrijedilo onda i samo onda kada bi
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vrijedilo @ € f (a). Primjena tog zakljulka, o kejoj cemo
neéto redi, ie Russellova primjena iz 1902. (objavijena 1903.

" u Russellovim »The principles of mathematicsd). Russell je

uodio da Cantorev zakljutak ne moZe vrijediti za univerzal-
pi skup I svih skupova jer on kao skup svih skupova mora
sadrzavari i sve svoje podskupove, dakle svej partitivei
skup, o povladi da najjednostavnija funkeija definirana
na. U, identitet, prima svaku vrijednost u #(U) < U. Ali
Cantor je dokazao da za svaku funkciju moZe naci C koji
nije njena vrijednest. U tom bi slu¢aju ta iznimka, nazovimo

. je u Russellova Zast R, bila definirana ovake:

Re={xeU:xdé¢x}

No sada je jasno zadto ta iznimka ne moZe potvrditi Can-
torov opéi zakljudak. R je paradoksalan skup. Naime Re R

" ako i samo ake R ¢ R. To je slavni Russellov paradoks,

kojim je opovrgnuto nadelo objedinjenja. Nacelo po kojem

* svaki uvjet p(x) odreduje skup objekata koji udoveljavaju

avjetu. Uvjet x ¢ x ne odreduje skup i time je to evidentno
nadelo zdravog razuma opovrgnuto. Rasprava tog problema
zahtijevala bi novi ¢lanak, pa je ovdje nefemo nastavljati.
Spominjemo jo¥ samo to da je autor ove knjige u Cantor's
theorem and paradoxical classes, Zeitschrift fir Mathe-
matische Logik wund Grundiagen der Mathematik, Bd. 32,
1986, pokazao da se i druge poznate, na drugi nadin otkri-
vene paradoksalne klase, kao i mnoge potpunc nove mogu
dobiti sli¢nom primjenom Cantorova dijagonalnog pestupka.

T na kraju upozoravame na jednu interpretaciju Can-
torova rezultata, koja je od njegove bitno razliita. Zna-
mo da je ona veé dosta dugo poznata iako ne zmamo gdje
je, kada i kako prvi put formulirana. MoZemo je nazvati
konstruktivistickom jer je inherentna konstruktivaom fun-
diranju matematike. IzloZit ¢emo formulaciju do koje je
autor ove knjige nedavne doac i keja mu se ini izuzetno
jednostavnom i razumljivom. Cantor je pokazao da funkcija
definiranih na skupu prirodnih brojeva N, a s vrijednostima
u tom istom skupu, ima vise no §to ima samih prirednih
brojeva. Pokazao je da za svako jednoznatno pridruZenje
brojeva funkcijama, # — f,, moZe definirati funkciju ¢ koja
nije pridruZena nijednom broju. Naime, _

7/’(”) =falm)+1




bit ¢e takva funkeija, jer ¢e se od svake funkeije f, razlikovat nema pravila koje bi odredile Sro jest pravilo. Il, drugim

po- vrijednosti koju prima na argumentu ». Ukratko, Cantor’ rijetima, aritmetickih funkeija ima (u Caotorovu smisiu)
¢e zakljuditi da aritmetiZkih funkeija ima neprebrojivo mno- isto tolike koliko i brojeva, pa njegov dijagonalni postupak
go. Ali kake taj rezultat moZe shvatiti konstruktivist za pe pokazuje da ih ima vide, nego dokazuje o da nema
kojeg je aritmeticka funkcija f pravilo kojim se propisuje pravila kojim bismo uvijek mogli odlngiti je Ii neldte jest

kako za svaki broj n treba izralunati vrijednost funkcije ¢ ili nije aritmeticka funkcija.
f(n). Kako god oplenito zamislili pojam pravila, ono mora
biti konaZno objasnjive i konacno opisive, Svaki konaéni
opis moZe se kedirati prirodnim brojem ¢ (koji ¢emo u-
sluaju da 7 jest kod opisa neke funkcije, nazovimo je g,
zvati indeksom te funkcije, dok ¢emeo tvrdnjn » je indeks.
neke funkcijes krace oznatiti sa F (2)). Ali ako su funkcije -
opisive prirednim brojevima, onda ih ne moZe biti vife no
Sto ima prirodnih brojeva, suprotno enome §to dokazuje
Cantor. No s druge strane Cantor je za svaki niz funkeija '
egzakino definirao funkciju koja tim nizom nije obuhvade-
na. To bi isto moralo vrijediti i za na§ niz funckija ¢,
takvih da je F (), tj. da 7 jest indeks funkcije. Cantor iz~
nimku definira ovako: -

p () =g, () + L

Medutim, ne mora svaki » biti indeks funkcije (tj. ne vrijedi
F (n) za svaki n). To znadi da Cantorov postupak ne defi-
nira iznimku potpuno. No to je lako popraviti., Definirajmo
w ovako: :

" {go,, (my+1 ako F(n)
ny = .
) v () 0 ako nije F (n).
Sada je v potpuno definirana i [ako se vidi, 4 la Cantor, da ) .
se razlikuje od svake naSe funkcije-pravila. No to znadi da Dodatna literatura uz drugo poglavlje
sama definicija (*) nije pravilo, iako tako izgleda, Naime
{(*) nas upucuje da y (n) radunamo tako da pravilo-funk- 1) Daivs, M. (ed) The Undecidable, Hewlett, N. Y., 1965.
ciju s indeksom » primijenimo na » i tome dodamo 1 ako 2) Dauben, J. W. The Trigonomeiric Background to Georg Gantor's
orgjedi F (n) ili da joj neposredno damo vrijednost 0 ake Theory of Sets, Arch, hist. exact sci. 7, 181—216 { 1971)‘
ne vrijedi F(n). To bi stvarno bile pravilo kada bismo 3) Dauben, J. W. Georg Cantor: His Mathematics and Philosoph of

imali- pravilo kojim bismo mogli odrediti vrijedi i F (x) Infinite, Cambridge, Mass. 1979.

ili ne vrijedi: F (»), tj. je li » indeks pravila ili nije. Buduéi
da Cantorov postupak dokazuje da (*) nije pravilo, slijedi

4) Grattan-Guinness, I. (ed) From the Calculus to Set Theory! 1630—
—1910). An Introductory History, London, 1980.

, . . MY R . . 5y Hallet, M. Russell, ¥aurdain and »Limitation of Sizes, Brit. jour.
da nema pravila koje bi odlugilo je i » indeks pravila, tj.. ) Wil sci. 32, 38 ,__’353:9 (1981). ’

je li ono $to » kodira pravilo. Ukratko, Cantorov dijago- 6) Hallett, M. Cantorian Set Theory and Limitation of Size, Oxford,
palni postupak, kenstruktivisticki interpretiran, dokazuje da : 1982,
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III. KAKO JE STVARANA
MATEMATICKA LOGIKA




"KAKO SU I ZASTO AKSIOMATIZIRANI
PRIRODNI BROJEVI

~ 1. Cini se da, prije ili kasnije, sva matematitka znanja
Cpostaju predmetom aksiomatske metode,

Cesto se smatra da tek time ta znanja i postaju mate-
'matmka Aksiomatika ih organizira u deduktivoni sustav,
‘1 kojern matematicke tvrdnje logicki slijede iz sigurnog i
. trivijalno istinitog temelja, tj. iz sigurnih i trivijalno isti-
i nitih aksioma, Tek deduktivne dobivena matematicka zna-
“nja imaju onu sigurnost koja ik &¢ini matematickima.

Pritom postoje dvije pretpostavke. Prva je trivijaluo
“uvidanje istinitosti aksioma neposrednom intuicijom pfed-
“meta koji se razmatra, Druga je intuicija opéih zakona
“misljenja, tzv. logitka intuicija, po kojoj je neposredno
jasno da slijedom zaklju¢aka iz istinitih aksioma dobivameo
‘istinite posljedice. Druga pretpostavka je preipostavka sva-
ke deduktivne znanosti, Prva pretpostavka je pretpostavka

sadrzajne aksiematike. Ta aksiomatika ne smatra svojim

sdatkom uspostavljanje veza izmedu proizvoljne odabranih
aksioma i njihovih posljedica, kako to smatra postulacijska
~aksiomatika. Ona aksiome smatra istinitim tvrdnjama iz
-kojih izvodi istinite tvednje. Kao tipian primjer sadriajne

ksiomatike stofjeima se spominje Euklidova geometrija.
‘Istinitost Euklidovih aksioma neposredno je i trivijalmo
‘jasna, & njegovi nas zakliudci od tih aksioma sigurno vode
prema geometrijskim istinama. Novija teZnja da se svi ili
‘vedina matematickih aksiomatskih sustava smatra postula-
-cijskim proizvod je novog shvadanja Ziste matematike (usp.
sjedeéi clanak).

Poleli smo ovaj &lanak s konstatacijom da prije ili
‘kasnije sva matemati¢ka znanja postaju predmetom aksio-
.matske metode. Je 1i ba sasvim nevaZno da se s geometri-
jom to dogodilo dva tisuéljeéa prije nego s aritmetikom?
Je 1i to samo nevaZna povijesna dinjenica, ili ta Cinjenica
‘baca neke svjetio na aksiomatsku metodu?

Cini se da su razlozi kasnije aksiomatizacije aritmetike
‘prili¢ne jasni i da bar djelomidno pobijaju prethodni opis
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aksiomatske metode. Naime, pojam prirodnog broja i upo
treba aritmetickih operacija toliko su jasni da nije bil
nikakve potrebe da se jo¥ jasnije ekspliciraju upotrebom
aksioma, Intuicija prirodnog breja dovoljno je Svista osnova
aritmetike. Intuicija prostora (zor) bila je naprotiv tefko.
poljuljana ulenjem Elejaca, koji su je doveli u pitanje do+-
kazujuéi memogucnost djeljivosti prostora, nemoguénost:
proteZnosti 1 nemogucnost mnodtva, Joi je vedi ndar dodao:
$ dokazom nesumjerljivosti stranice i dijagonale kvadrata.
Grcka misao je prihvatila logi®ku argumentaciju, tj. doka
zivanje, kao vrhovnu aribitraZa u pitanjima znanosti. Pri-
hvacajudi kritiku intuicije prostora, u Sirem okviru kritike
opaZanja, ona je toj intuiciji nadredila deduktivnu geometri-
ju kojom vlada logitko argumentiranje. U tom kontekstu .
aksiomi nisu sigurno i trivijalno istiniti. Naime, iako vieruju-
$Vojim osnovnim prostornim intuicijama, gréki geometri:
moraju odgovoriti na izazov predloZenog logi¢kog pobijanja -
tih intuicija. Zato oni te intuicije ugraduju u deduktivni
sustav geometrije kac aksiome koje tek trebaju iskudati i
opravdati tako $to ¢e iz njih deducirati intuitivno prihvat-
Ljiv i logiCki konzistentan sustav geometrije. Tek u okviru '
toga sustava aksiomi se potveduju zadobivajuéi sigurnost

vifeg, logitkog reda. E

Kako je aritmetika ipak aksiomatizirana? Zar je sre-
dinom 19. stoljeca poljuljana sigurnost intuitivnog poimanja’
prirodnog broja? Nije! Podrijetlo aksiomatike ne iscrpljuje
sve njezine moguénosti i ciljeve. Aksiomatska metoda, jed-
nom nastala, pokazala se prikladnim sredstvom za ispitiva- -
nje logickih odnosa bilo kojeg zmanja, varljivog ili ne.
Naravno, aksiomatska metoda s takvim uZim ciljem presta- -
je biti nezaobilaznim zahtjevom osiguravanja samih temelja
znanosti, Njena primjena ovisit ¢c vie o tehmnitkom raz-
voju same aksiomatske metode, 2 manje o zahtjevima pred-
meta na koji se ona primjenjuje. To ¢e tako biti narodito
tamo gdje je intuicija samog predmeta dovoljne &vrsta
OSBOVA Znanja o njemu, a tako jest u aritmetici. Tua ée se
aksiomatizacija svesti na izdvajanje osnovnih aritmetickil
pojmova dovoljnih za izgradnju deduktivnog sustava arit-
metike i na samu tu izgradnju, $to kratko moZemo nazvati
logitkim oblikovanjem aritmetike. Takva je aksiomatizacija
provedena u toku druge polovice 19, stoljeéa, a poznata
je kao Peanova aksiomatizacija prirodnih brojeva {prvi je put
nalazimo u Peano G., Avithmetices principia, Torino 1889).

1i4

2. Iva su izvora Peanove aksiomatizaciie prirodnih
brojeva. On sam kaZe da je aksiome preuzeo iz Dedekindova
rada Was sind und was sollen die Zahlen, 1889, a da se
izgradujudi deduktivai sustav ariimerike (koil je ntemeljen
im alksiomima) obilate sluile Grassmannpovim radom
Lehrbuch der Avithmetik, 18861,

(Grassmannov pristup je tipiéna primjena aksiomatske
metode kao prikladnog sredstva za ispitivanje logickih od-
ngesa unutar neke teorije, v ovom slufaju unntar sritmetike,
Grassmano je izdvojie osmovane aritmetitke pojmove do-
voljne za izgradnju deduktivneg sustava aritmetike 1 iz-
gradio osnovne clemente toga sustava. (Tema njegova rada
zapravo su cijeli brojevi, ali je lako uoditi kako se njegova
metoda moZe priiagodiil izgradnji teorije prirodnih broje-
va.) Medutim, Grassmannova prezentacija nije aksiomatska
u doslovaom smislu rije¢i. H. Wang ipak je pokazao kako
se ona bez ikakvih te$koda moZe »Citatic kao prava aksioma-
tizacija. Mi ¢emo je ovdje prikazaiti u toj Wangovoj re-
konstrukeiji.

Osnoved (nedefinirani) pojmovi kejima Grassmann Za-
sniva aritmetiku cijelih brojeva jesu:

(I) cijeli broj i istakauti cijeli broj 1,

(II) Dbiti pozitivan,

(IID) binarna relacija ==, binarne operacije --, - i

unarna operacija -— (onarna operacija — prinije-
njuje se same na istaknuti brej 1, usp. (1V), a
opéenito se definira, usp. (V).

Istaknuti cijeli broj 0, svojstve »biti negativans i rela-
cija »bitl vedi od« pojmovi su koji se definirajn na sljededi
nadin:

(Av) 0 =141

(VY a—b je broj za koji vrijedi & +(a —8) = a

{posebno, —a =0 — a)

(VD) a > b zmadi da je a — b pozitivan.

Slijede Grassmannovi aksiomi u Wangovo] rekonstrukeiji:

MDae=@+hH+ (= a=(@+ (D +1

@at+@E+H={a+b+1

Da-0=0
(4) Akoje b = Gilije b pozitivan, tadajea » (b -} 1) =
=a-b-a :
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(5) 1 je pozitivan broj.

(6) Ako je a pozitivan, onda je ¢ 4 1 pozitivan.

{7) Ako je b pozitivan, onda je ¢ - (—8) = — (a* &).

{8) Ake 1 ima svojstvo Siako za svaki b veijedis 6 4 1
ima svojstvo S ako b ima svejstvo S i b - (—1)
ima svojstvo S ako b ima svojsive S, tada svaki ¢
ima svojstve S.

(%) Ake 1ima gveojstvo Siake za svaki b vrijediz & -+ 1
ima svojstve S ako B ima svojstve S, tada svaki
pozitivai ¢ ima svojstva S.

Lako cete uoliti da su aksiomi (i) i (2) rekurzivna pravila
za zbrajanje, a aksiomi (3) i (4) rekurzivna pravila za
mnoZenje. (Ta se pravila prvi put pojavljuju u Grassmanna.)
Aksiom (9} je aksiom potpune indukcije, a aksiom (8) je
aksiom potpune indukeije za cijele brojeve.

Koristedi se svojim aksiomima, Grassmann je dokazao
ove tvrdnje:

(10) a + (b -+ ¢) = asocijationost sbrajanja

=(a+b ¢

(1) a + b =0+ a komutativnost sbrajanja

(1D a-B-c)=
=(a-8) ¢ asocijativnost mnogenja

(13 a-b=>b-a  komutativnos: wmodenja

(1) a-(b+c) =  distributionost mnofenja u odnosu
=g b+ a-c prema zhrajanju

(15 a+0=a neurralnost nule u odwnosu prema

_ o _ shrajanju
(16 a-1=ga neutralnost jedinice u odnosu pre-

ma wneseniu
(A7) a + (~a) =0 dnvertibilnost zbrajanja
(18) Akojec# Qic-a=c-b, tada je a = b.
(19) Ako je a positivan broj { ako je b pozitivan broj,
tada je 1 a -+ b pozitivan broj.
(20) Ako je a pozitivan broj i ako je b positivan broj,
tada je { a + b pozitivan broj.

(21) Ik je a pozitivan broj, ili je —a pozitivan brof,

i je a = 0,
Odmah uolavame da su tvedaoje (9)—(21) suvremena

algebarska aksiomatizacija dobro uredenog podrudja cije- -

ile

1ih?’, koja do izomorfizma karakterizira cijele brojeve. Gras-
smann je bio prvi koji jc osnovna svejstva te strukture izveo
iz rekurzivnih pravila za zbrajanje 1 mnoZenje koristedi se
indukcijom. MoZeme redi da je Grassmann preteda suvre-
mene algebarske karakierizacije cijelih brojeva.

Peanova aksiomatizacija ide korak dalje. On dedukgiv-
ni sustav aritmetike temelji na samo tri osnovna pojma:

(I)  prirodni broj,
(I1) sljedbenik,
(IIT) istaknuii prirodni broj 1.

Ostale aritmetiCke pojmove (npr, zbrajanje i mnoZenje) on
moZe definirati, a njihova najvaZnija svojstva (npr. Gras-
smannova rekurzivna pravila) dokezati pomocu shjededih
tzv. Peanovih aksioma:
(1) 1 je prirodni broj.
{(P2) Sljedbenik svakog prirodnog breja je prirodai
broj. '
(P3) Nijedna dva prirodna broja nemaju istog sljed-
benika.
(P4) 1 nije sljedbenik nijednog prirodnog broja,
(P5) Svako svojstvo koje pripada prirodnom broju 1,
i sljedbeniku svakog prirodnog broja koji ima
to svojstvo, pripada svim prirodnim brojevima.

Medutim, rekli smo da je Peano svoje aksiome preuzeo
od Dedekinda (Grassmannovim radom koristio se izgradu-
juéi deduktivani sustav aritmetike nakon 3to je dokazao
Grassmannove aksiome). Sto je Peano preuzeo od Dede-
kinda?

Dedekindov rad, »Was sind und was sollen die Zohlent
1z [888. (dalje [D]), nefto je vile od aksiomatike. Za njega
je mevazno ispitivanje logickih odnosa unutar postojeteg
aritmeti¢kog znanja i izdvajanje osnovnih pejmova i njiho-
vih svojstava iz ukupnosti toga znmanja, Koji osnovni poj-
movi i koja njihova svojstva omoguduju izgradnju dedukiiv-
wog sustava aritmetike nije Dedekindovo osnovno pitanje.

1 Za uredeno podrudje cijelih (i, uredemun integrainu domenu} ka-
Zemo da je dobro uredeno ako mu je podskup pozitivnih elemenata
dobro ureden,
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Nijegovo: je osnovno pitanje: Sto je broj? On mne Zeli iz-
“dvojiti- osnovna svojstva broja iz postojeceg aritmetikog
znanja; on Zeli utemeljiti pojam broja, a time i same 1o
znanje. Mjega ne zadovoljava intvicija prirodnog broja, ali
ne zato 5to je varliiva 1 nesigurna, nego zato §to smatra da
je mo¥e svesti na bitniju intuiciju — logi¢ku intuiciju,

koja i jest pretpostavka svake deduktivie znanostl. Upravo .

ie ta redukeija snedto viSe od aksiomatiked.

Jednostavno shvadanje aksiomatske metode ved je prije
opisano i dovedene u pitanje u tofki 1. Ustanovili smo da
aksiomi ne izviru iz neposredne i trivijalno istinite intuwicije
ved da, upravo suprotne, njihovo podrijetlo treba traZiti u
varljivosti intuicije. Aksiomatika se pojavijuje tamo gdje
je intuicija poljuljana i nesigurna, tamo gdje je treba staviti
ped viast logike: Samu logitku intuiciju aksiomatike ne
dovedi u pitanje. Ali kad bi se pojam broja mogao utemeljiti
samoem logidlkom intuicijom, jasno je da bi aritmetika postala

deduktivni sustav osloboden bile kakvih aksioma, »prazna .

aksiomatika¢. Takva bi aksiomatika odgovarala onom idealn
koji smo ranije doveli u pitanje. Naime, sami logic¢ki za-
koni su idealni aksiomi; om su istine utemeljene neposred-
nom 1 trivijalnom. logickom intuicijom.

Dedekind ostvaruje tu redukeiju detaljnom amnalizom
pojma broja, koja ga dovedi do odgovora na njegovo osnov-
no pitanje — 5to je broj. Sretna je okolnost §to je do danas
safuvano autentitne Dedekindovo sviedodanstvo o tome
kake je doao do svojeg odgovora. To je Dedekindove pis-

mo Kefersteinu od $. 2. 1890. (pohranjeno u Niedersichi- -

sche Staats und Universititsbibliotek). Ono je dragocien

izvor podataka o nastanku Dedekindova eseja [D] 1 ovdje

femo ga gotovo u cijelosti citirati.?

P H. Keferstein je 1890. objavio €lanak o pojmu broja, Uber den
Begriff der Zahl, w kojem raspravija o [D], iNjegove opaske uz [D]
pokazale su njegovo nerazumijevanje nekih osnovnih mjesta. Dede-

kind je smatrao potrebnim odgovoriti esejoin, Uber den Begriff des -

Unendlichen, 1 kojem je pokazao svu bespredmetnost Kefersteinovih
rispravaka«, Izdavat Kefersteinova ¢lanka odbio je objaviti taj odgovor

zbog nedostatka prostorz i duZine odgovora, Objavljen je samo Ke-

fersteinov odgovor Dedekindu, u kojem on odustaje od svojih »ispra-
vakat. Dedekind je ipak, u svojem pismu od 9. 2. 1890, morao zaZaliti

§to Kefersteinov odgovor snakon svog uloZenog truda i vremena °
jo§ uvijek sadril mnoga nerazumijevanjas, Ipak trud nije bio uzalu- =

dan, Ostalo je ovo dragocjeno pismeo,
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sKakeo lifiti ova® svojstva njima svojstvenog aritmie-
tickog znadaja, i time ih podvesti pod opéenitiie poj-
move i djelatnosti razwmijevanja, bez kojih midljenje
uopce nije meguce, a s Kojima je osigurana osnova
pouzdanosti i potpunosti dokaza, kao i konstruiranje -
suglasnih pojmova i definicija?«

kaze Dedekind u svem pismu i nastavlja:

»Kada se problem ovako postavi, vierujem da moramo
prihvatiti sljedede &injenice:

{1} Brojni niz N je sistem individuuma ili elemenata,
koje zovemo brojevima. To vodi k opéenitom izutava-
nju sistema kao takvih (§ [. mojega eseja*?.¢

I stvarno u § 1. Dedekind ispituje opéa, elementarna nadela
teorije skupova, i to je vjerojatno prvi pokusaj da se izri-
gito ustanove nadela (neefektivae) gradnje skupova (4. sis-
tema, U njegovoj terminoclogiji),

(2) »... elementi sisterna N stoje jedan prema drugome
- u odredenim odneosima; odredeni red uspostavija se,
prije svega, cinjenicom da svakom broju s pripada
odredeni broj »': sljededi ili neposredne vedi broj.
To vodi k razmatranju opleg pojma preslikavanja ¢
sisterna (§ 2), i bududi da je slika ¢ (n) svakog broja »
opet broj #', te je stoga ¢ (N) dic od N, mi ovdje
razmatrame preslikavanje sistema N u sebe, koje mo-
ramo izuditi u svoj oplenitosti (§ 4).
(3) Sljedbenici razlicitih brojeva a i b medusobno su
razli¢iti; preslikavanje @ ima dakle svojstvo razabira-
nja ili sli¢nosti (§ 3).¢

‘Dakle, u §2. razmatra se opéi pojam preslikavanja.
Slicna preslikavanja ili kako danas kaZemo imjekcije tema
su § 3. U paragrafu 4, razmatraju se preslikavanja sistema
u samog sebe. T'u je uveden i osnovni pojam lanca: skup A4
je lanac u ednesu na preslikavanje g, ake je ¢ (M) dio od
M. Presjek svih lanaca (v odnosu na ¢) koji sadrie element
a je lanac elemenata a: @q (a) i1 a,.

® Tz prethodnog teksta jasno je da se tu govori o osnovnim svojstvi~
ma prirodnih brojeva iz kojih slijede sva ostala.

4 Dredekind mishi na [D].
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(4) »Nije svaki broj sljedbenik #', 1j. @ (M) je prav
- dio-od: N; to zajednie s prethodnim ¢ini brojni niz B

beskonalnim {§ 5).

(5) Toénije, 1 je jedini broj izvan ¢ (N)., Tako smo

naveli sve &injenice koje vi smatrate (na str. 124 rad

citiranog u opaski 2) potpunom karakterizacijom ire-

denog jedmostavno beskonalnog sistema N.

U § 5. Dedekind nvedi definiciju beskonalnosti. Skup

j¢ beskonadan ake je slidan svojem pravom dijelu. Tu su

dokazana i neka jednostavna svojstva beskonadnih skupova,
Dedekindov dokaz ¢ postejanju beskenainog skupa nalazi
se takoder u § 5. .

(6) »All ved sam u svojem odgovoru (citiranom u opas-
ki 2) pokazao da su ove {injenice jo$ uvijek daleko od

- tpga da budu primjerena karakterizacija prirode brojev-
nog sistema. Sve te ¢injenice vaZile biiza bilo koji sistem

S koji osim brojnog niza N sadr?i i sistem T preizvolj=
nih dodatnih elemenata ¢, na koji bi uvijek bilo mogude
prodiriti preslikavanje @ saduvavsi ga sli¢nim i udovoljiv-

§i zahtjevu @ (T) = T. Ali takav sistem S je ofito
nefto sasvim razli¢ite od nafega brojnog niza N, 1
ja bih ga mogao tako odabrati da bi refke i jedan
aritmetic¢ki teorem ostac u njemu saduvan. St_o dakle
moramo dedati prije navedenim ¢injenicams, radi po-

" novnog <iséenja nafeg sistema S od takvih stranih uljeza
t koji femiete svaki red, a u svrhu ogranienja sistema
S na sistem N? Bila je to jedna od najteZih toaka moje

- “analiZe' i njéno me saviadavanje nagnalo na duga raz-
misljanja. “Ako netko pretpostavi znanje niza N i w
- skladu s tim dopusti aritmetitku terminologiju, tada
je, naravno, sve jednostavno. On samo treba redi:

"~ element » pripada nizu N ako, i samo ako, u nekom'

. trenutku; polazedi od elementa 1, i brojeéi uporno
" daljeri dalje, tj. prolazedi konmaénim brojem iteracija
‘preslikavanja ¢ (vidi kraj ¢lana 131, mojeg eseja) stvar-
no doségneni element n; tim postupkom nedemo, da=:
“lako, nikdda dosedi element ¢ izvan niza N. Ali taj
naCine razlikovanja elemenata z, koje treba izbaciti iz
8, od onih elemenata », koji jedini treba da ostanu u S,
sigurno je za naSu svrhu sasvim beskoristan. On bi,:
" uostalom, sadrZavao najgrublju i ofitu vistu porodnog:
kruga. Ne koriste tu ni same rijedi konaéno dosegnurt.
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One nisa od veCe koristi no $to su, recimo, rijedi
Earam sipo tatura, koje sam izmisHo ovog trenufka, a
da im nisam pridao pikakvo jasne odredenc znadenje.
Dakle: Kake mogu, ne pretpostavivii nikakvo arit-
meticke Znanje, pruZiti nedvosmisienn pojmoevnu 0s-
novo razlikovanju elemenata » i elemenara 17 Naprosto,
razmatranjem lanaca (37. 1 44. mojeg eseja), a ipak,
pomedu njih potpuno: Ako bih Zelio izbjedi svoj izraz
lanac, kazao bih: n, clement od 5, pripada nizu N
ako, i samo ako, je n element svakog takvog difela K
od S, &je je svojstvo (3) da 1 pripada K ¢ () da je
@ (K) dic od K. Na mom tehnitkom jeziku: N je
presjek 1, ili g (1) svih lanaca K u § kojima pripada
element 1. Tek naken toga je potpuno odreden znacaj
niza N. U vezi s tim napominjemn sljedeée: U kratkom,
razdoblju proslog lieta (1889) prvi su put do mene
dospieli Fregeovi Begriffsschrift { Grundlagen der Arith-
mettk. Sa zadovoljstvom sam. ustanovie da se njegova
metoda definiranja odnosa elemenata i njegoveg, ne
nuzne neposrednog, sljedbenika u biti slaZe s mojim
poimanjem lanca (37. i 44). VaZno je samo ne zbuniti
se njegovom, donekle nepogodnom, terminologijom.«

Dedekindova objainjenja u totki (6) sigurno su naj-
vazniji dio pisma. Sto ne razumije Keferstein? On mishi
da splet ideja objainjenih u totkama (1)—(5) potpuno ka-
rakterizira ureden, jednostavno beskonatan skup N. On
(vjerojatno) smatra da preslikavanje @, koje ima svojstvo
sli¢nosti (usp. (2}) 1 koje razlidite elemente skupa N presli-
kava u razli¢ite elemente skupa N (usp. (2} i (3)), pot-
puno odreduje skup N, polazedi od jedinog sa ¢ neproiz-
vedenog elementa 1 (usp. (4 i (5)):

1 je element sistema N prema (4), {5
1’ je element sistema N prema (2), (3)
1" je element sistema M prema (2), (3)

i tako dalje...

AR 3to znadi i tako dalje...? Odgovor bi mogao glasiti:
1 je element skupa N, 1’ je element skupa N, 17 je element
skupa N, i svaka stvar koju napokon (konatno) dosegnemo
ponavljanjem tog postupka clement je skupa N. Ali Sto
znadi nefto napokon dosegnuti ponavijanjem tog postupka?
Odgovor bi mogao biti: T'o je intuitivio jasno. Ali 0 kakvej -
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je intuiciji tu rijed? O intviciji vifestrukog ponavljanja, tj.
o intuiciji odredenog broja ponavijanja, 1j. o intuiciji broja.
Ali Dedekind uprave tu intniciju Zeli svesti na nedto te-

meljnije (na logitku intuiciju skupova preslikavanja i mji-
hovik svojstava), Nije rijed o tome da Kefersteinove abjag-
ajenje nije dovoline sigurno, Cvrsto i utemeljeno, ono je

takve uprave toliko kolike je takva intuicija prirodnog
broja, a ona to jest; rijed je o tome $to njegovo objainjenje
nije svodenje te intuicije na neku drugu i kao takve je
cirkularno (kac $to je, uostalom, cirkularna svaks krajmja
intuicija). Ako netko ne Zeli svoditi intuiciju broja, neka
je i ne svodi. Ali pogre$no misli onaj koji ka%e da je ona
svedena u obrazloZenju: »1 je broj, 1’ je broj i svaka stvar
koju dosegnemo ponavljanjem tog postupka je broj.¢ Samo
1o obrazloZenje je izraz intuicije prirodnog broja.

_ Tolke 27. i 44. koje Dedekind spominje pri kraju
‘odjeljka (6) definicije su lanca, opéenito, i lanca elemenata
a, poscbno, i njih smo ved prije izrekli.

(7) »Nakon $to je, pomodéu moje analize (71, i 73),
otkrivena sustina jednostavno beskonadnog sistema, Giji -

je apstraktni tip niz brojeva N, javlja se pitanje: Postoji
li uopée takav sistem u podru¢ju nadih ideja? Bez
logitkog dokaza postojanja uvijek bi ostala sumnja da
sistem sadrZi unutarnje proturjedje. Qdatle potreba za
takvim dokazom (66. i 72, mojeg eseja).¢

U § 6. definicijom 71. definiran je jednostavno besko-~
naéni skup N, kao sistem koji je upravo jednak lancu jednog
svog istaknutog elementa a, tj. N = @, (a). Definicija 73.
je definicija skupa prirodnih ili rednih brojeva:

#Ako se pri razmatranju nekog jednostavno beskonad-
nog, preslikavanjermn ¢ uredenog, sistema N potpuno
zanemare svojstvene osobine elemenata sistema, i je-
dino se zadrZi moguénost njihova razludivanjz, uz od-
nose u koje ih stavlja uredujuce preslikavanje g, onda
se ti elementi nazivaju prirodnim brojevima, ili red-
nim brojevima, a takoder i naproste brojevima, dok
se osnovni element ! naziva ospovnim brojem brojnog
niza N. 8 obzirom na to oslebadanje elemenata od
gvakog njima svojstvenog sadriaja moZemo brojeve s
pravom zvati slobodnom tvorevinom ljudskoga uma.«
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Teoremom 66. dokazano je (kako smo ved spomenuii)
postojanje beskonaCnog skupa. Teorem 72. dokazuje da
svaki beskonaloi skup kao svoj dio sadr#i jednostavan
beskonaléni skup. Teoremima 66. § 72. dokazano je dakle
postojanje jednostavno beskonacnog skupa iz kojeg se aps-
trakcijom. stvara brojni niz.

(8) »Nakon $te je i te rijefeno, preostale je pitanje:
sadrzi 1i dosadadnje cobrazlaganje metodu dokazivanja
koja mofe, u svoj oplenitosti, uspostaviti tvrdenja za
koja se pretpostavlja da vrijede za sve brojeve »? Dal
Glasovita metoda dokazivanja indukcijom sigurno je
utemeljena poinranjem lanca (59, 60. 1 80. mojeg eseja).¢

Teorem 59. dokazuje valjanost induktivnog zakljudiva-
nja o elementima svakog lanca generiranog skupom A
{posebno dakle i elementom ). Teorem 60. je jedna vari-
janta tog teorema prikladna za dokazivanje teorema 80,
kojim je dokazana valjanost potpune indukcije.

Dedekind smatra da njegova, sada potpuna, analiza
dovodi do karakterizacije prirodnih brojeva, koja omoguduie
izvodenje svih njihovih svojstava. Da bi se u to uvjerio,
on ne proudava mnogo aritmeti¢kih teorema i njihovih do-
kaza, nego se zadovoljava dokazom o izomorfnosti svik
jednostavno beskonadnih sistema karakteriziranih njegovom
analizom (teorem 132, u [D]), i odatle zakljucuje da svi
aritmeticki teoremi slijede iz njegove karakterizacije. Neke
Dedekindove opaske u tocki (6) bolje objadnjavaju taj za-
kijutak, Tame je rije¢ o iskljuCivanju neZelienih interpre-
tacija sistema N, »za koje nele vrijediti gotovo nijedan
aritmeti¢ki teorems. Naime, definicija brejnog niza, kao
lantca osnovnog elementa 1 (definicija 73), omogucuje da se
apstrakeni karakier brojnog niza potpuno odredi (teorem
132, usp. gore). Ako neki aritmeticki teorem ne ovisi o toj
definiciji, ona dopu$ita dvije imterpretacije: jednu u kojoj
teorem vrijedi i jednu u kojoj ne vrijedi. Ali definicija jed-
noznacno odreduje interpretaciju (teorem 132). Dakle, svi
aritmeticki teoremi slijede iz definicije. Vjerojaino je to
bio tok Dedekindovih misli iz kojeg je slijedio Zeljeni za-
kljucak, §to se temeljio na prefutnoj pretpostavci da de-
duktivie nepotpuni sistern dopusta vise interpretacija.

(9) »Konatno, je 1i mogude uspostaviti definicije nu-
merickih operacija konzistentno za sve brojeve n? Dal
To je postignuto zaprave teoremom 126, mojeg eseja.¢
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: Teoremeom 126, dokazuje se da induktivia (rekurzwna}

»deﬁmm]a« prestikavanja ¢ (koja nije eliminabilna, pa i nije
definicija u logiCkom smislu) jednoznalno odreduje 1ol

preshkavame Taj dokaz potpunom indukcijom zapravoe je
(kao i prije) svoden;e inade }asne ]ednoznacnosn preslikava-
nja ¢ na poimanje lanca, tj. i ovdje je rije o svedenju
intuicije broja na logi¢ku intuiciju (sistema, preslikavanja i
njihovih svojstava). Time se logicki opravdane rekurzivne
definicije zbrajanja, mnoZenja i potenciranja (§ 11, §12 1.
§ 13. Dedekindova eseja).

Vidimo dakle da Dedekindove osnovao p1tan.}e nije
aksiomatsko pitanje o tome koji osnovni pojmovi i koja
njihova svolstva omoguduju izgradnju deduktivnog sustava
aritmetike, veé je temeljno reduktivao pitanje: Sto je bm}?
Ali upravo edgover na to temeljm]e vitanje daje odgoevor i
na ono prve, (Cini se zapravo da je odgovor na aksiomatsko
pitanje uvijek sporedni proizved odgovora na temeljnije

pltan;e) Peanovi aksiomi P1-~P5 u biti i nisu drugo nego

svojstva o, 8, ¥ 1 § iz Dedekindove definicije ]ednostavno
beskona¢nog sistema (def. 71. u [D]): ;

ays(M) s N

(N je lanac u odnosu na preslikavanje s.)
HN=n{M:1ecM&s(M) = M}

(M je lanac generiran istaknutim elementom 1.)
y) L gs(N)

(Istaknun element 1 nije slika nijednog elementa:_

sistemna N.)
& sm=sny>m=mn
(Preslikavanje s je sli¢no.)

Naime, rezimirajmo prethodna razmatranja. S obzirom na

to da je § definicija skupa N, vidimo da su Dedckindovi®

osnovai (nedeﬁmram) po;mow preshkavanje s, Istaknuti
element 11 elementarni pojmovi teorije skupova Sve ostale

aritmetitke pojmove --, -, > itd. Dedekind je deﬁmrao:

pomocu ovih osnovnib pojmova i dekazao n]1hova najvaz-
_ m}a svojstva (npr. Grassmannova pravila za - ¢ -, tranzi
twnost, irefleksivnost 1 povezanost od > 1td) Buduc1 da

je « trivijalna posljedica od 8, mozemo reéi da je Dedekind
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. pokazao kako se u okviru teorije skupeva moZe definivati
“ gkup prirodnih brojeva (usp. f), uz pretpostavku da postoji

neko preslikavanje s koje je injektivao (usp. 8) 1 keje u

- pdnosu na neki istaknuri objeks I ima svoistvo ¢, U tom

smislu Dedekind nije samo aksiomatizirae aritmetiku nego
ju je i reducivac na teoriju skupova. To je i bila njegova

" psnovna nakana, On 1 nije posebno isticac da su svojstva

&, [ v id aksiomi aritmetike. Medutim, odmah aofavame
da je « upravo Peanov aksiom P2, da je ¢ Peanov aksiom
P4, § Peanov aksiom P3, kao i to da Peanovi aksiomi P11
P5 trivijalno slijede iz f. Sto se tife posljednje tvrdnje,
usporedite

f. Wa=n {M:1 e M&s (M) = M}

s ovom jednostavnom preformunlacijom Peanova aksioma I'5
Noen{MleM&s(M < ML

Tako je nastala poznata aksomatizacija prirodnih bro-
jeva koju je preuzeo Peano i koju bismo trebali toCnije zvati
Dedekindovem ili barem Dedekind-Peanovom, kada bi
nam to nafe dugogodi$nje navike dozveljavale.

I na kraju spomenimo jo§ neke aksiomatizacije prirod-
nih brojeva. O mnogim manje-vife trivijalnim preformula-
cijama Dedekind-Peanove aksiomatizacije neceme govoriti,
Spominjemo samo jednu, onu u kojoj je osnovni pojam 1
eliminiran (kao osnovni pojam). Ta aksiomatizacija ima
svega dva osnovna pojma; prirodni broj i funkciju stjedbe-
nika, a2 njeni su aksiomi:

sho (3w (e e WA s (W)
2. s(m) =s(w) ~m=mn
SBNNsMN) s M&s(M) s M)+ Nc M

Ta u biti Dedekind-Peanova aksiomatizacija ima funkeiju
stiedbenika s kao jedini® nedefinirani pojam.

Drugi tip aksiomatizacije, koji ¢emo sada prikazati,
uzima uredaj prirodnih brojeva za svoj osnovai pejam. Od
Cantorova uvodenja teorije ordinala i dobro uredenih sku-

5) 1§ je univerzum aksiomatizacije pa ga kao takvog ne trebamo sma-
trati osnovnim pojmont. .
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pova (u Grundiagen einer allgemeinen Mannigfaltighest

seehre, 1883) poznaro je da prirodni brojeve &ine podetni -

segment ordinala odreden drugim graniénim ordinalom

Iz te Cantorove perspektive moguce je i definirati prirodne
brojeve u okviru teorije skupova, kako je to ucinio Von:
Neumaan®. Kao u Dedekindovu studaju, i u Cantor-Von:|

Neumannovoj definiciji prirodnih brojeva implicite je sa=
drZana jedna njihova aksiomatizagija. MNjen osnovni pojami

je relacija >, a aksiomi su joj:
=>1, (V) (Im) (m > n),
>2. (A1) (m e NN >, (N),

>3. relacija > je dobar uredaj,

gdiec je o =mm>,n i m>nem>n&:

1 (JE) (m > B &E > n).
Iako (itatelj nije naiSao na tu aksiomatizaciju prirod-

nih brojeva, pretpostavijamo da e lako provieriti da ona to

jest {ako je upoznat s teorijom dobro uredenih skupova).

Uodite da aksiom >-2. postulira postojanje todno jednog
grani¢nog broja, tj. tofno jednog broja bez neposrednog :

prethodnika.

Prvi tip aksiomatizacije zvat éemo s-aksiomatizacijom, :
a drugi tip >-aksiomatizacijom. Prvi tip ima neposrednog

sliedbenika kao osnovni nedefinirani pojam, a drugi tip
ima opceg sljedbenika kac osnovni nedefinirani pojam.

Dakle, oba tipa imaju kao osnovni nedefinirani pojam pojam:

sljedbenika, pa moZemo ofekivati da im bar neki aksiomi
(koji ih implicitno odreduju) budu zajednicki. MoZe se

pokazati da prirodne brojeve moZemo aksiomatizirati koris- -

teci se relacijom sljedbenika (bilo neposrednog, bilo opéeg)
kao osnovnim pojmom kojim ravmaju ova tri zajednitka
aksioma:

(2() Svaki broj ima sljedbenika.

(z2) Samo jedan broj je gramicni.

{23) Svaki skup brojeva ima minimum,

Nadalje, s-aksiomatizaciju prirodnih brojeva dobivamo do-
davanjem aksioma

@ Zanimljivo je da Cantor to nije uéinio. Za njega su prirodai brojevi
kardinalni brojevi kona&nih skupova,
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{s4) Sljedbenik je funkcijska relacija.”

i razumijevanjem z-aksioma kao s-aksioma. S druge sirane,
>-aksiomatizaciju prirodnih brojeva dobivamo dodava-

njem aksioma
(>4) Sljedbenik je povezana relacija.

i razumijevanjem g-aksioma kao >-aksioma.

Uocite da su te aksiomatizacije izuzetns reducirane
1 cdnesu na ranije opisanu Dedekind-Peanovu i Cantor-Von
MNeumannovu, Ovdje za neposrednog sljedbenika s ne zah-
tijevamo injektivmost (moZeme je dokazati), a za opleg
stjedbenika > ne zahtijevamo da je uredaj (i to moZemo
dokazati).

"T’Tfﬁ_;x_k—s?omatizaciiu nalazimo u Devidé V., Fin axiomensyitem fiir
die natiirlichen Zahlen, Arch, d. Math., Vel. VI, 1955. Tt
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BOOLE I FREGE — MATEMATIKA LOGIKE

I LOGIXKA MATEMATIKE

Gottlob Frege i George Boole nose fastan naslov otaca

moderne simbolitke ii matematifke logike. Sto to znadi?

1. Prethodnici

Avristotelovu logiku i njen tradicionalni oblik, koji su

joj dali srednjovijekovni skolastici, karakterizira upotreba
simbola, i ona u tom smislu nije nifta manje simbelicka od

moderne logike. Svakako, fira i promilljenija upotreba

simboli¢kih procedura jedan je od &inilaca koji je modernu
logiku druge polovice 19. stoljeda utinio sveobuhvatnijom
i dubljom teorijom od tradicionalne logike. Ipak, tu Sirinu
pogleda, i svijest o potrebi dublje i obuhvatnije analize,
od one §to je pruZa tradicionalna logika, nalazimo vec kod
Leibniza, pa bismo i njega mogli zvati ocem simboliCke
logike.

Leibniz je zamislio gotovo utopijsku shemu reforme sve-

kolike znanosti (usp. poglavlje o Newtonu i Leibnizu), uz:
pomed dva osnovna instrumenta: univerzalnog znansivenog
jezika, characteristica universalis, i raduna racionalnog

zakljudivanja, calenlus raticeimator, za baratanje (tim)
jezikom. Univerzalni jezik trebac je omoguéiti faksu ko-
munikaciju medu znanstvenicima (govornicima razliCitih
jezika) i, %re je mnogo zZnalajnije, olak¥ati proces logiCke
analize (i sinteze) jezika, zamjenom fonograma prirodnih
jezika ideogramima univerzalnog jezika, U matematici se,
naprimjer, jasno uofavala superiornost ideogramskih za-
pisa nad fonogramskim, a i u svekolikoj se znanosti, vec

do Leibnizova vremena, jasno uolavao neprestani porast
upotrebe ideograma. Leibniz je vierovao da e se uz pomoc

relativne maleg broja izvornih i nedefiniranih ideja modi

definirati svi pojmovi koje nalazimo u znanostima. Sam -

oblik take definiranih pojmova jasno bi pokazivao kako
komponentne jednostavne ideje sudjeluju u oblikovanju
sloZenog pojma, otprilike kao ¥to algebarska simbolizacija
produkta ukazuje na njegove faktore i njihov odnos, ili

kao $to kemijska formula neke tvari upozorava ma anjenc -
komponente i njihov odnos, Konacno, sami znanstvem
argumenti mogli bi se provoditi analizom (i sintezom).
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odgovarajuih ideograma univerzalnog jezika, u skladu s
radunom racionalnog zakljudivanja. Naime, calcihes ratio-
cinator, koji bijafe nedto skromniji projekr, trebao je bit
jedan organon za najopcenitija zakljudivanja, realiziran kao
skup preciznih pravila za provodenje logickih operacija na
ideegrafskim simbolima u okviry characteristicae uni-
versalis.

Te Leibnizove zamisli bile su znafajme kao vidovitd
projekti i smjernice bududim istraZivadima; do same reali-
zacije nije doslo tako skoro. Ipak, §to se 1ide raduna raclo-
palnog zakljucivanja, Leibniz je postigao neke znaajnije
rezultate, koji uglavnom anisu objavljivani, pa i nisu bitao
utjecali na dalji razvoj. (M. Dummet Zak tvrdi da je jedina
razlika izmedu Leibnizovih i Booleovih dostignudéa $to prva
nisu objavljena, a druga jesu.)

Glavine Leibnizove nastavljade ne nalazimo na konti-
nentu nege u Velikej Britaniji. Najznalajniji je sigurno
George Boole, ali i on ima svoje prethodnike. To su W.
Hamilton (filozof, koji nije izmislic kvaterniome) i De
Morgan.

Hamilton je znadajan zbog tzv. kvantfikacije predikata,
kojom se navodno dvosmislena propozicija »Svi A4 su Be
zamjenjuje jednosmislenom »Svi A su svi Be ili »Svi A4 su
neki B«. Kvantifikacija predikata moZe se provesti i u osta~
lim tradicionalnim formama propozicija, $to ih ini ne-
dvosmislenint. Ta je ideja vrlo jednostavaa i s danainjeg
stanoviSta potpunoe nezanimljiva (aije ¢ak ni nova, nalazimo
je¢ kod Leibniza), Medutim, znadenje te ideje nije u njoj
sanioj, nego u utjecaju koit je imala na Hamiltonove sljed-
benike, Kvantificiranje predikata jasne je npozorilo na mo-
gucnost da se propozicije razmatraju kae pojmovne jed-
nadZbe. (Naime, sdvosmislenost« je u gornjimy propozicija-
ma jedino i razumljiva ako je kopula identitet.) Ako su
propozicije jednad?be, naprosto se namede misac o njihovu
matematifkom trermanu. Ta misao, i Hamiltonova sa-
mosvjesna objava da s¢ njome otvara novo razdoblje u
razvoju logike, probudili su u Veliko] Britaniji interes za
logiku.

De Morgan je bio $kolovani matematifar, koji je lo-
gici dao znacajne doprinose. I on je kvantificirao predikate,
pomno izradivii tablicu od 32 rezultirajuée forme propo-
zicija {(jer je i negirao pojmovne terme u odgovarajudim
jednadZbama), a dao je i pravila za nalaZenje ckvivalentnih
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formi. Od mnogih doprinosa izdvojimo jof napuitanje tra-
dicionalne restrikcije da su pojmovni fermi propozmx;e‘
povezam nekom formom glagola bitd, i 1spmvan;e formi
s oplenirom tranzitivnom, ili tranzitiviom i simetriCnomy
kopulom. On se prvi poleo temeljnije i sustavnije bavitd
logikom relativnih pojmova (danas bismo rekli relacija),
upozorivéi na to da je ona najznalajnija za apalizu mate-
matickih argumentacija. (Ta znalajna istraZivanja, koja su
Boole i njegovi neposredni sliedbenici Venn i Jevons za-
pustili, baveti se iskljudive apsolutnim pojmovima (il nji-
hovim ckstenzijama, klasama), nastavit ¢e Peirge i Schrd-
der.)

2. George Boole

Prvi zaokrufeni, dosegom netrivijalni i wistinu efikasni

calcutus ratiocinator stvorio je Boole. (Dummetove, i
ne samo njegove, primjedbe na Booleovu nepreciznost, i
§te je vaZnije, na adsustve bilo kakvog dokaza valjanosti
njegova raduna, smatrane su poraznim za raumn, jer su n}i—

hovi autori vierovali da on stvarno i nije valjan, no to )e.

fezdesetih godina opovrgao Hailperin; v. dalje).

Boole je svoj racun izlo¥io u The Mathematical Ana~

lysis of Logic 1847, a detaljnije i preciznije u An Investi«

gation of the Laws of Thought 1854. Temeljni pojmovi:
njegova racuna jesu: elektivni simboli 1 »zakoni midljenjag,

1j. pravila za operiranje s tim simbolima. Glavani Booleov
uvid, ujedno i garant matematickog funkcioniranja njegova
raCuna, jest taj da su »zakoni misljenjas, 1j. pravﬂa koja rav=
naju operam]ama, ona ista koja ravnaju operacijama u al—-
gebri brojeva 01 1.

" Elektivai sunboh %, ¥, 2 itd. predstavijaju rezultat iz-
bora - (elekcije) svih' x-ova, y-a, z-ova itd. iz univerzuma

stvariy t] x5, & itd. 1esu simboli za klase (koje su dobivene

operacijom selekcije iz univerzuma stvari).

- Uzastopni izbor analogan je algebarskomn mmnoZenju:

izaberémo H (iz univerzuma svih stvari) prvo x-ove, pa
potom iz te klase y-e, rezultat tog uzastopnog zzbora, LO}J

Boole oznafava sa x - v, jest klasa stvari koje su i x-ovi i
3= 1. Redoslijed izbora olito ne utjee na konacni rezultat;:

1. vmedl pravﬂo (Booleov »zakon misljenjac):
Xxoy=y-
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Isto je tzkeo jasno da vrijedi pravilo

(-3 rz=x (v a)

Medutim, uzastopnim ponavljanjem isteg izborz delazime
stalno do iste klase, tj. vrijedi pravilo

x x=x 1ii x* =ux

Tim se pravilom Booleova logicka algebra bitno razlikuje
od obilne numeritke aigebre, pa ga Boole smatra funda-~
mentalnim zakonom logike (fundamentalnim szakonom mi-
iljenjac).

Nadalje, Boole razmatra operaciju dodavanja -+, ko-
jom se klasa x dodaje klasi y, §to rezultira klasom x -+ .
{Boole upozorava da se ta operacija u prirednim jezicima
oznacava s »iili »ilie, kao u »ljudi i Zenec ili »jalove planine
ili plodne nizined. No mada priznaje da uobifajena upo-
treba daje prednost iokluzivino] verziji »dedavasnjas, Boole
ée svoju operaciju - drZati ekskiuzivoom, jer, »... strogo
gledanwo, rijedi »i« i »ilic nmetnute medu termioe koji opisuju
dvije ili viSe klasa predmeta impliciraju da su te klase
sasvim odvojene, tj. da se nijedan {lan jedne ne nalazi u
drugoje. Dakle x + y je klasa samo ako su x i v eksklu=
zivni {disjunkini). Jasno je da je 1a operacija logitke
adicije komutativaa i asocijativna, te da je logicka multi~
plikacija s obzirom na nju distributivna, tj. vrijede praviia:

¥x-+v=vy-+x
st =ty +e
g (x+y)=g-x+z
Za razliku klasa (npr. »ljudi osim Azijatae), Boole upo-
trebljava simbolitku ofrmu x — v, a u skladu s primjerima
iz jezika (npr. rosim Azijata, ljudic) uvjerava se da je
¥—y=—=y-+x
ne zabrinuvii se pri tome za znacenje klase —¥s koja se
dodaje klasi x. 5 obzirom na wvrdeno znalenje logicke
suptrakeije, jasno je da vrijedi pravilo distributivnosti

g (x—y)=5-x—z" W
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Prihvacajudi valjana pravila numeritke aigebre
Q-y=10
L-y=u,

Boole ée zakljuciti da 0 i 1 u logici predstavljaju Nista i
Univerzum (Sve). Naravno, tada | — x predstavlja klasu
predmeta koji nisu u x (negaciju od x). To su Rooleovi

osnovai pojmovi, i neka od vaZnijih pravila (»zakona mislje- .

njaq) za operiranje s njima, Vidimo da sa to zaista pravila
algebre brojeva 0 1 1. Beole e zakljuditi:

Zamislimo, dakle, Algebru u kejoj smiboli x, v, 2 itd.
mogu primiti vrijednesti 0, 1, i samo te vrijednosti.
Zakoni, aksiomi 1 procedure jedne takve algebre bit ¢e
potpuno identiéni sa zakonima, aksiomima i proce-
durama Algebre logike. Te ¢e se algebre razlikovari
samo interpretacijom, i na tom se principu zasuiva
metoda rada koji slijedi.

Osnovna svojstva Algebre na koju upuéuje Boole nisu pre-
cizirana; on pretpostavija da je to dobre poznata »ebidnad
algreba, Cije su varijable x, y, z itd. restringirane na vrijed-
nosti 0, 1.

Prvi logicki teorem, koji Boole deducira, u okviru
svoje Algebre, jest: Nidta nije x 1 ne-x!

x-(1l—x=20
Algebarski dokaz savrieno je jednostavan:
x(l—x)=x—x*=x—5=0

Boole je veoma zadovoljan »da princip kontradikeije, koji

je Aristotel smatrao fundamentalnim aksiomom svekolike

filozofijet, neposredno slijedi iz njegova osnovnog zakona

misljenja x* = x. Princip iskljudenja treceg dokazuje se s

jednakom matematickom jednostavnodcu:
xF+l—x)=x+1—x=1

Uodime, medurim, da Boole pravila za - ne formulira
uvjetno, npr.

ako x -y =0, onda x +y =y + x
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Znadi fi to da x 4 v ima smisla 1 kada x i y nisu disjunkeni?
Dal Boole ne odbacuje takve izraze, dapate x + x, x + 1
(vidi gornji izved principa iskljudenja tredeg) i slidmi izrazi,
pojavijuju se Cesto u mjegovim dedukcijama. Takve izraze
Boole zove neinterpretabilnima, oni ne predstavljaju klase,
a 10 se formalne ogleda u tome $t¢ oni ne zadoveljavaju
ostiovni zakon misljenja x? = x. Naprimjer:

x4+ 12 =x24+x-14+1-x+1=

=x+xtx+1#£x+1
jer e
x-a# 0

Naime, Boole u svejoj »obilnoj Algebri pretpostavlja »obid-
no« pravilo '
A#F0>A+A4A£0

za svaki A, interpretabilan ili ne. (Uodite da pribvacanjem
tog pravila Boole onemogucdava da se njegov - intepretira
kao ekskiuzivna disjunkeija, 1j. simetri¢na diferencija, jer
za nju je uvijek A 4+ 4 = 0.) Isto tako on pretpostavlja i
»obifno¢ pravilo po kojem

A 4+ X = B ima jedinstveno riesenje X,

zasvaki 41 B, interpretabilan ili ne, Boole 7eli svoje jednadz-
be rjefavati robic¢nim« algebarskim procedurama, koje za-
htijevaju takvo pravilo.

Dakle, iako svi entiteti kojima se bavi Algebra logike
{a to su klase) zadovoljavaju x2 == x, Beole se u svojoj
Algebri koristi i izrazima koji ne zadovoljavaju x? = x (4.
izrazima keji nemaju znalenja), take da s njima slobodne
algebarski operira u skladu s »obitnoms algebrom, koju
posebno ne specificira. (T. Hailperin je 1976, v Boole's
Logic and Propability, rekonstruirac tu »obinu« Algebru,
na temelju Booleove upotrebe. RijeC je o algebri karakte-
riziranoj sljedeéim aksiomima koje Hailperin oznaCava sa

0+#1
A+B=8+4 A-B=B-4
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A+ B+ =A+B)+-C A-B-O)={4-8)C
A+0=4d A-1=24d
A+ X = O ima jedinstveno ricfenje X,
A-(B+CY=4-B+4-C
A+1+4 A-0=0
A#0 A"£ 0 A#£Q+ud#0.

A, B i C su bilo kakvi izrazi izgradeni od varijabl za klase x,

¥, 2... uz pomoé -+, -, 11 0; bili oni interpretabilni, A% =

=, ili ne, 4% # A.) Budnéi da se koristi punom algo-
ritamskom slobodom numericke algebre, Boole mora rijedit
problem upotrebe izraza koji se javljaju tokom provedbe
njegovih algoritama, a kojima nije moguce dati nikakvo
logicke znadenje. Njegov je odgovor lakonski i meuvierljiv:
Ako simboli imaju fiksnu interpretactju, ¢iji su zakoni ko-
rektno utvrdeni (kao npr. zakeni za operacije s klasama) i
ako se formalni procesi s tim simbolima dalje provede uz
poitivanje tih zakona (kao npr. u Booleovoj »obicnojc Al-
gebri), i ako je konaéni rezultar takvih formalnih progesa
interpretabilan, onda ne moZe biti surnje u njegovu valja-
nost, ¢ak i ako se u nekim medukoracima pojavijuju neinter-
pretabilni izrazi i primjenjuju neinterpretabilni procesi.
To se nacelo, ustvedit ée Boole, zasniva na jednom opdem
zakony uma, po kojem se opdi princip jasno manifestira u
posebnom sludaju. Beole ¢e ovdje cidrati poznati primijer
upotrebe imaginarnog )/ —! u smedukoracima« trigono-
metrije.

Dakako, za danainjeg matematiCara korektnost takve
procedure opravdava se ne »jednim opéim zakonom umas,
nego, aaprimjer, uranjanjem podrudja realnih brojeva u
odgovarajuée kompleksno podrudje. Mnogi st umanjivali
znalenje Booleova radunma vijerujudi, izmedu ostalog, da
takvo opravdanje njegova rafuna nije mogudce. . Hailperin
je to opovrgao 1976. u ranije citiranej knjizi. (Njegovo je
uranjanje zapanjujude jednostavno. Uskoro feme ga ukrat-
ko opisati.)

Na temelju dodatnih razmatranja, u kojima pokazuje
kako se u okviru njegove algebre, jednadzbama koje veiu
termine za Klase, formuliraju primarne propozicije {koje
izrazavaju odnose medu stvarima), Boole (e zakljuditi:
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Vidjeli smo da se svaki sistem (primarnih, op. Z. 5.)
propozicija moZe izraziti jednad?bama koje sadrie sim-
bole x, v, =, koji se, kad god je intepretacija moguca,
pokoravaju zakonima za sisteme s kvantitativoim sim-
bolima, kojima su dostupne samo vrijednosti 0 1 1.
Ali buduci da formalni procesi zakljucivanja ovige sa-
mo o zakonima keoji ravnaju operacijama sa simbolima,
a ne o priredi njihove intepretacije, dopulteno nam je
baratati gornjim simbolima x, v,  kao da su to kvanii-
tativni simboli opisane vrste. Mofemo ustwari zabo-
vaviti logitku inrerpretaciju simbolo u danoj jednadsbi;
smatrati th kvantitativmm simbolima kopi primajy ori-
jednosii O 7 1, provoditt s mjima kao takvima sve po-
trebue  postupke rvieSavawja; konalno rekomstruirati ik
do njihove logitke interpretacije.

Napomena: Pri rekonstrukeiji konadnog rezultata do
interpretabilnog oblika Boole se koristi nekim specijalnim
transformacijama (koje ukljuuju i njegove poznate »raz-
voje« funkcija), a koje se, ¢ini se, ne mogu prema danasnjim
standardima potpunc opravdati zbog specificnog Booleova
dijeljenja nulom. T'. Hailperin je, u prije citiranoj kajizi,
pokazao da je to ipak moguée, Time je otklonjena sigurno
najZedta kritika Booleova racuna, kritika njegova dijeljenja.
Druga, gotove porazna kritika (npr. Dummetova) ticala se
Booleova izraZavanja partikularnosti u propozicijama, kao i
baratanja s takvim propozicijama. Desljedan svejoj algebar-
skoj koncepciji logike Boole vieruje da se sve primarne
propozicije mogu formulirati kao jednadibe medu termi-
nima za klase. No njegov radun nema kvantifikatora kejim
bi izrazio postojanje, nego on upotrebljava neodredend klas-
ni simbol v, pretpostavljajudi (kada mu je to potrebno)
njegovu nepraznost. Naprimjer, razmatrajuéi propoziciju
»8vi ljudi su smrtni¢, on je {u hamiltonovskoj tradiciji)
razumije kao jednakost »Svi ljudi jesu neka smrtna bidaq,
pa je algebarski formulira kao jednadZbu

Y=
gdje v predstavlja klasu ljudi, x Kasu smrtnib bifa, a v
klasu neodredenu u svakom pogledu osim 3to su meki

njeni &lanovi smartna bica. Za Boolea je v obidan simbol za
klasu, dakle istog tipa kao x, y, tj. i on se pokoerava funda-
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mentalnom zakonu »2 == v ili » - (1 — ») = 0. Ipak, jasne
je da v ba¥ aije u svemu jednak obidnim simbolima za klase,
ier njegove znadenje ovisi o tome demu je prefiksiran, Me-
datim, Booleovi postupet s tim simbolom, koji uvijek voede
njegovoj eliminaciji, daju korekine rezultate. O Cemu e
rijed? Objadnjenje i ovaj put nalazimo kod Hailperina:
Booleov se postupak moZe shvatiti kao tipi¢na tehnika tzv.
prirodnih dedukcija, kojom se odbacuje kvantifikater da bi
se dedukcija provela na propozicionalnom aivou. Naime,
Boole bi propoziciju »Svi x-ovi su neki y-i¢ trebao korektno
formulirati upotrebom kvantifikatora 3 kao Iy (y = » - x).
Spomenuta tehnika prirodae dedukcije sastoji se u tome da
se iz egzistencyjalne forme 3IvF () ispusti kvantifikator, pa
se zatim iz F(») pokulava deducirati rezultat P koji ne
sadrZi ». Ako se to uspije, jasno je da P slijedi iz 3» F (»).
Dakle, kada Boole umjeste 3p(y =» - x) pife y =7 - x,
on ispusta kvantifikator, da bi, zatim, eliminacijom simbaola
» dofao do rezultata koji ne sadr#i », 1 koji je uistinu poslje-
dica korektne kvantificirane forme. (Kraj napomene.)

Vratimo se Booleovu »opravdanjue neinterpretabilnih
koraka njegova raduna. Ono je formalno, sli¢no formainom
»opravdanjuc upotrebe imaginarnog elementa u algebri.
Rjefavamo li neki problem u vezl s realnim veliCinama,
postupci rjefavanja (npr. vadenje korijena) mogu dovesti i
do imaginarnih veliina, no mi formalno korektno provedi~
mo postupke, pa ako na kraju dodemo do realnog rezultata,
smatramo ga korektnim. Ili, rijelavamo Ii algebarsku jed-
nadzbu koju zadovoljava traZeni prirodni broj, koristimo
se svim algoritmima algebre, bez obzira na to ima li nji-
hova primjena smisla u podrulju privoednih brojeva, i ako
na kraju kao rezultat dobijento prirodni broj, smatramo ga
korektnim rjeSenjem problema. Moderni matematidar te
postupke sadrzajno opravdava time 3to zna da su realni
brojevi dio algebre kompleksnih brojeva u kojoj su do-
pudteni postupci relevanini za rje§avanje njegova problema;
ili u drugom sludaju time $to zna da su prirodni brojevi dio
relevantne 3ire algebre, npr. algebarskih brojeva. Boole ne
predlaze takvo profireno podruje za sveje csnovno ped-
rutje klasa. On se samo koristi formalnim procedurama koje
ga pretpostavijaju. T'o je njegova slabost, keju mnoegi kri
tiziraju. :

Medutim, preciznije govoredi, Boole je ipak suofen s .

nefto jednostavnijom situacijom, pa njegove ropravdanije«
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mozda i nije tako beznadno. Njegova algebra klasa, on to
jasno uodava i istife, istovjetna je algebri brojeva 01 1.
5 druge strane Boole zna da je algebra brojeva 01 1 dio
gireg podrudja Z ili ak 0, u kotem su dopudtent svi rele-
vantnl algebarski algoritini. Ne znadi li to da su oni dopulte-
ni i u njegovoj interpretaciji algebre kao algebre klasa (vs,
algebre brojeva 0 1 1)?! Govored danasnjom terminolo-
gijom, ne pretpostavlja 11 Boole sljedede: Imaju 1 aksiomi
A, dva modela M, i Ny, i zadovoljava i model M, koji
je profirenje od M, aksiome A,, tada postoji 1 model N,
koji je prodirenje od N, 1 koji takoder zadovoljava aksiome
A,. Rijed je o pretpostavei koja bi automatski osiguravala
potrebno profirenje podrudja klasa, ali za keju se, kada je
formuliramo dananjom terminologijony, ne moede redi da
je plauzibilna (prije bismo rekli da je oboriva).

No, bez obzira na eventualni opéi rezultat, koji bi
automatski rije¥io 1 poseban Booleov problem, Hailperin je
nafao konkretno profirenje podrudja klasa koje rjefava po-
seban problem (nezavisno od opdeg). Vrijednosti Booleovih
varijabli, 1 od njih izgradenih dmterprerabilnih izraza, jesu
Klase odabranog univerzuma rasprave U {koji je u Booleovu
raCunu oznaden s 1) Dakle, x, v, x - (1 — ) + v, itd.
predstavljaju potidase univerzaine klase U, dok su x - =,
I+ %, itd. »imaginarnj elementi¢ bez interpretacije (rj. si-
gurno nisu klase), koje ¢e tek Hailperin uspiefno interpre-
tirati. Naime, svaku potklasu od U moZemo poistovjetiti s
njenem karakteristitnom funkcijont, iz univerzuma {0, 1}
karakteristi¢nih funkcija definiranih na U, a taj je univer-
zum prirodne profiriti do univerzuma ZY, cjelobrojnih
funkcija definiranih nia U, u kojem ranije neinterpretabilni
izrazi dolaze do svoje interpretacije. Hailperin je uveo to
pro¥irenje 1 pokazao kako se njime moZe opravdati Booleov
ratun (rijedivEi jo¥ i dodatni problem dijeljenja u Booleovu
racunw). Mi se time ovdje nefemo baviti, ali uoCite npr.
da je "A’ bulovski interpretabilan izraz {tj. 4 € {0, 1}7) ako
A+ A= A, §to odmah opravdava Booleov »fundamentaini
zakon midljenjaq,

Booleovi neposredni sijedbenicl ndsu krenuli Hailperi-
novim putemn. Njihov je put vodio onome $to danas zovemo
Boolesvom algebrom (a $to nije prije opisani Booleov ra-
¢un). Deset godina po objavijivanju Booleovih Lawms of
Tovght pojavljuje se Jevonsova Pure Logic or the Logic
of Quality apart from Quantiry, koja izlaZe jedan ralun
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logike pojmova, za koji autor kaZe da se stemelji na rafunu |

profesora Booleas, ali, 3to je znadajna razlika, upotrebljava
iskijucivo »postupke Sije je znafenje samo po sebi evident-
no«. Naime, u Jevonsovu sistemu (koji nije algebarski, §to
je ovdje manje znalajuo jer su ga kasniji sljedbenici alge-
braizirali), svi su termi logicki interpretabilni zahvaljujudi
promijenjenoj interpretaciji zbrajanja. Jevons x 4+ y imrer-

pretira, na danas ucbicajeni nadin, kao »ili x ili v ili obojes,

dakic kao uniju. Logitki gledano, ta je promjena stvar
konvencije, ali njenim prihvacanjem dolazi do znaéajnih
promjena u ralunu. To viSe nije obidna (matematidka)
algebra, vel posebna (logi¢ka) algebra sa svojim spegifis-
nim zakonima. S druge strane, U njoj nema problema inter-
pretabilnosti, npr. sada je x -+ x = x, 1 + x = 1, ird. Da~
pace, zakon x + x = x dovodi do veoma zanimljive simet-
tije izmedu sume i produkta. Booleova interpretacija sume
uzrokovala je logi¢ku neinterpretabilnost izraza x - x. Ka-

da se takav izraz pojavic u njegovu ratunuy, bio je podvrgaut

zakonima obilne algebre, 3to je znadilo da je x + x = 2x,
pa su se take uvedeni numericki koeficijenti morali eli-
minirati prije spomenutim posebnim postupcima, da bi

se dodlo do logitke interpretacije konadnih rezultata, Na-

ravno, uz Jevonsovu interpretaciju (tj. vz x cx =x 1 x +

-} % = x} takvi se numericki koeficijenti vise ne pojavljuju,

pa se logitka interpretabilnost svih terma moZe opisati i

kao eliminacija kvantitete iz algebre (§to i nalazimo u -
Jevonsovu naslovu). Jevons je uveo jo¥ jednu znmadajnu

novinu. Potpuno je eliminirac dijeljenje iz svog sistema, a
umjesto Bocleove razlike uveo je negaciju (tj. komplement).

Takav su sistem dalje razvili Peirce (koji je npr. uvee re~-

laciju <) i Schréder shvadajudi ga, za razliku od Jevonsa,

a 1t skladu s Booleom, ekstenzionalnim: i jasno upozoravajuéi -

na jo§ dvije njegove razlitite interpretacije koje je Boole

mijefao: na algebru (koja je originalno interpretirana kao

algebra klasa) shvatenu kao algebru monadskih propozicio-

nalnih funkcija, 1 uz dodatni zakon »x == 0 ili x = 1¢, kao :

algebru propozicija. Krajnji rezultat tog razvoja ono je §to
danas zovemo Booleovom algebrom, a §to bi bilo pravilnije
zvati (kao $to &ni C. L. Lew1s) Boole-Schroderovom alge-

brom. N}em su osnovni pmmow konstante ¢ i 1, unarma

operacija —, binarne operacije -+ i - te relacija =, 2 aksiomi
su joj (u jedn’oi od varijanti):
= —0
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% by = = (=) (=)

vy akko x - y=x

X x=x
X-y=y-x
xe (2= 3 =z
ako x-(—v) =10 onda x ¢ y
ako x S yix © —y onda x =0,

(WNaravno, 0, + i < mogu se eliminirati iz fonda osnovnik
pojmova tako da prva tri aksioma smatrame definicijama.)
QOvdje netemo posebno cbjainjavau kako se ta algebra,
uz odgovarajuce interpretacije, primjenjuje kao radun lo-
gike klasa (pojmova), monadskih propozmomh funkcija il
pa}\ propozicija (to je inale dobre i ople poznate). Dat

éemo samo jedan trivijalan primjer. Sto moZemo zakljudit

iz premisa:
Sof v osuox i

Nijedan x nije z?
(ne s u Boole-Schroderovoj algebri predstavljene jednadz-

bama
veo(—x)=10 i

Xz =0
Zbrojimo li te jednadibe, dobivamo
yo(=x)Fx-z2=0
No u nasoj se algebri mode dokazati da iz 4 -x-+ 8B -

+ (—x) = 0 slijedi 4 + B = 0. Dakle, iz prethodno istak-
nute jednadZzbe slijedi

vz =0,
Interpretiramo li tu jednadZbu, dolazime do zakljuCka:
Nijedan y nije z.
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Zanimljivo je razvo] od originalnog Booleova raduna do -
maoderne Booleove (Schroderove) algebre razmotriti u ok- -

viru Hailperinove interpretacije Booleova ratuma. Dakle,
Hailperin je izdvojic temeljne zakone Booleova racuna (vidi
gore njegevu SH aksiomatizaciju) i prvi je dokazao njihovu
konzistentnost nafavéi imm model {ZY, -}, -, 0, 1), Iz svojik
SH aksioma za {(ZY, +, -,0,1> {a to su rekonstruirani
aksiomi Booleova raduna) Hailperin lako izvodi teorem koji
daje osnovna svaojstva bulovski interpretabilnih elemenata.

Teorem: Neka je (#, +, -, 0, 1> proizvoljmi model
aksioma SH, a B neka je podskup idempotentnih elemenata
od H, i neka varijable x, ¥, 2,... (kao u Boolea) primaju
vrijednosti samo u B. Tada vrijedi:

D x*=a2ix-1—=x)=19

2) —-x?2=1—x

@) x-y)i=x-y

4 (x+v)iP=x+4vakkox-y=0
Gy o+y—x-)P=x+y—x-y
6) (x+y—2¢-3)2=x+y—2x"y.

Teorem pokazuje da skup bulovski interpretabilnih

idempotenata B, koji nije zatvoren na operaciju zbrajanja, -
jest zatvoren na operacije oduzimanja-ed-1 (komplementi- -

ranja) i mnoZenja, ali i na operaciju
x+v—x-y, krate x +5z¥,

koju danas zovemo bulovskim zbrajanjem, i na operaciju
X4y 2x -y, krade x +49,

koju danas zovemo simetri¢nom diferencijom. Lako se dalje
dokazuje da je struktura <B, -5 +, =, 0, 1D, gdje je 4 =
=1 ', Booleova algebra; i nadalje da je struktura
{B, +4, -, 0, 1> Booleov prsten, kao i da su te strukiure
ckvivalentne preko veza

lemx=1+4,4x
Xtgy =%~y tax-y
XAay=x-(1—y)+zy - —-x).
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MoZemo stoga redi da dalji povijesni razvoj Booleova ra-
¢una, koji je teZio odbacivanju neinterpretabilnih elemenata,
tj. koji je tezio svodenju »Booleoves strukrure A na njen
interpretabilni die B, biva omogudéen nalaZenjem [even-
sove zamjene -+ za Booleov -+, koja je za razliku od +
zatvorena operacija na B (kasnije je nadena i alternativoa
ckvivalenina zamjena -4, koja vodi matematicki prepoz-
natljivoj strukturi, prstenu).

No, Citav taj razvoj nesi neka bitna zajednidka obiljezja.
1 Booleov racun i Boole-Schroderova algebra matematicki
su sustavi (raduni) uz pomod kojih je moguce specificirati
odredeni univerzum rasprave (najlesce oznaden sa 1), kao
i postupke rjeSavanja odredenih problema u vezi s njim.
Naravne, interpretacija kojom se odrecuje 3to jest umiver-
zum nije jednoznaéna {univerzum je promjenljiv) i tek je
jednia od njih ba§ logitka, $to je posebmo naglafenc u
Beoleovu ratunu, koji je uostalom »obi¢nac algebra, izmedu
ostalog i s r»obiénomy matematiCkom interpretacijom. Da-
kle, rije¢ je o matematifkim sustavima koji opisuju mate-~
matitke strukeure, koje mogu bitl i logicki interpretabilne,
#to onda takav sustav moZe kvalificirati i kao matematicku
analizu logike (tako je Boole i nazvao prvi rad u kojem
izlaZe svoj sustav: Marhematical Analvsis of Logic).

U tom smislu, tj. ako ped nazivem matematicka
logika razumijemo matematiC¢ku analizu logike
ili krade matematiku logike, Boole jest otac

i stvaratelj matematitke logike.

Napomena: Ovdje valja dodati da danasnje shvacanje
&iste matematike, kao znanosti §to se bavi matematickim
sustavima, koji opisuju matematicke (najleSc¢e skupovae)
strukture, nije tipi¢no shvadanje Booleova vremena, nego
st Boole 1 njegovi sljedbenici dobrim dijelom ba¥ zasluzoi
za uvodenje tog shvacanja. Zato ¢e Russell nstvrditi da je
Boole otac Ciste matematike (a ujedno je, vidjeli smo, i
otac netiste matematicke logike).

3. Gottlob Frege

Ako je Boole otac i stvaratel] matematicke logike, §to
je Frege? Najkradi je odgovor: otac i stvaratelj nelega
drugog, 5to se takoder zove matematickom logikom. Da
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jc? t0 8to je on izloZio u svojoj Begriffsschrifi, eine der arithme-
tischen nachgebzldere Formelsprache des reinen Denkens® iz

1879. zaista nedto drugo, Fregeu bijadc potpunc jasno. Ne '

i njegovim krititarima,

Naslov njegova djela protumaden je »bulovskie, kac :

aritrgetiziranje logike. Recenzirajudi Begriffsschrift za Zeit-
schrift fiir Mathemarik und Physik (1880), Schroder je us-

poredic Boeoleovu i Fregeovu notaciju zakljudivii da je

Booleova bolja, jer je uzeta iz aritmetike, Zatim je pogresno
ustvrdio da doseg Fregeove logitke analize nije vedi od
dosega Booleove. U svojoj recenziji za Mind (1880) Venn
je doao do istog zakljudka, smatrajuéi Fregea »jednira od
onik sludajeva u kojima ingeniozni ¢ovjek razraduje jednu
shemu, u ovom sludaju vrlo nezgrapnu, ne znajuéi da je
bile §to te vrste ved ranije ulinjeno«. U svojoj recenziji za
Revue philosophique (1879), Tannery je Fregeovu zamjenu
subjekra i predikata, argumentom i funkcijom (usp. dolje),
proglasio neplodnom i nepofeljnom. Vidjevii sve to, Frege
¢e napisati ¢lanak 1 kojem cobjainjava bitne razlike izmedu
svojeg i Booleova sustava, i koji ¢e, navodno zbog duliine,
biti odbijen u tri ¢asopisa, da bi potom bila odbijena i
kraca verzija. Ipak, u ne ba¥ Citanim Sitzungsberichie der
Jenaischen Gesellschaft fiir Medizgin und Narurwissenschaft
Jiir das Fahr 1882, jenski profesor Frege objavijuje Uber
den Zweck der Begriffsschrift, kao svoj odgovor kritidarima.
Tu ¢e ustvrditi da njegova logika, za razliku od Booleove,
nije samo ¢alculus ratiocinator ved je lingua characterica
(n_e:éto kao Leibnizova characteristica universalis). Razu-~
mijevanje te Fregeove opozicije pruZit fe nam jasan uvid o
neke bitne razlike dvaju sustava, ali ¢e nam istovreraeno
otkriti kijuéne komponente povijesti matematitke logike
{na 3to je dobro upozorio Van Heijenoort u Logic as cal-
culus and logic as langpuage, 1967).

) Prije nego objasnmimo znadenje Fregeove opozicije,
ob‘]asnit ¢emo, radi lakie usporedbe, njegove osnovne do-
prinose (matematickoj) logici. To su:

(a) Istinosno-funkcionalne definicije veznika, posebno kon- .

dicin_nala, uz odgovarajudi raéun propozicija.
(b} Zamijena klasi¢ne (silogistitke, bulovske) subjekt-pre-
dikat analize propozicije suvremenom argument(i}-

*_Pojmoxno pisn}o, po aritmetickom uzoru izgraden formalni
jezik cistog mifljenja,

142

—funkcx;a analizom, koje je znacenje toliko da se danas
ona naziva sub]ekt—prcdlkat analizom, = oot

(¢) Teorija kvantifikacije, bazirana na sistemu akswma i
pravila zakljufivanja, 1 u vezl s tim jasno izveden
pojam formalnog sistema.

(d) Logitka definicija beskona¢nog niza prirodnih brojeva.

Ad (a). Terme Booleova raluna i Boole-Schrbderove
algebre mogude je interpretirati kao propozcije, pa su t
racuni uz tu interpretaciju propozicioni rafuni. Maravne da
veznici, koji ustrojavaju propozicije prirodnog jezika (a one
su sada interpretanti matematiCkibh simbola), time misu de-
finirani, kao #to ni geometrijski ratun ne definira konstitu-
cnse fizitkog prostora, koji su njegovi interpretanti. U Fre-
gea su propozicije pravi konstituensi njegove logike, 2 ne
]ecina njena moguca, mterpretacua On konstruira jedan

umjetni jezik kao izraZajni medlj svo;e logike, definirajuci
veznike (koji ustrojavaju propozicije njegove umjetne Be-
griffsschrift) kao istinosme funkcije. Pravila za baratanje
rako ustrojenim jezikom ¢&ine njegovu logiku propozicija.

Ad (b). Medurim, Frege ne ostaje na tom nivou »ap-
gtrakine logikes, u kojem se elementarne propozicije dalje
ne amaliziraju, pa su time reducitane na svoje istinosne
vrijednosti. Uvodenjem predikata, varijabli i kvantifikatora
njegove se propozicije artikuliraju i postaju nosjoci znaéeni
(a ne tek pukih istinosnih Vruednostx) Novi jezik omogudava
simbolitko zapisivanje &itavih (¢ak i svih) znanstvenih pod-
rudia, poglavito matematike, dakle nedto $to je daleko izvan
dosega propozicionog racuna. To je omoguceno zamjenom
klasi¢ne subjeki-predikat analize Fregeovom argument(i)-
~funkcija analizom.

Taj epohalni (po Tanneryju promaseni! ?) korak, kojim
je stvorena moderna logika, zasluZuje detaljnije objadnjenje,
posebno stoga §to je danas tako {vrsto inkorporiran w sa-
me temelje logike da se mnogima &ini da je tu oduvijek i
bio. Prije svega upozorimo da se poed subjeki-predikat ana-
lizom pomiilja na vife medusobno inkompatibilnih stvari.
Ovdje cemo spomenuti tri, koje nam se Cine csnovnima za
razumijevanje naSe Tasprave. Prva je, da se subjekt i pre-
dikat izdvajaju iz recenice po gramatickim kriterijima (na-
TAVOO, PO kntenpma LZV, povrsmskc gramatike). Ta nds
analiza ovdje neée zanimati. Drugo je glediste da i subjekt
i predikat oznadavaju opcéa svojstva keja su vezana kopulor,
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a mogu biti 1 kvantificirana {subjekt u Aristotela, a i pre-
dikat u mnogih novovjekih logi¢ara; vidi gore). To je kia-

siépa-analiza Aristotela 1 njegovih sljedbenika, a posebno,

§to je nama zanimljivo, to je i analiza bulovaca. Trede je
shvacanje da subjeki(i) zonalava(ju) individuum(me), dok
ie predikat izraz koji se istinito ili neistinito pripisuje tom

(tim) individuumu(mima). To je Fregeova analiza, koju je
on u opreci spram druge zvao argument(i}-funkeija agnali-
zom, a koja je danas (bar u logici) dobila status i ime os-

novane subjekt-predikat analize. Eve nekoliks primjera. U -

reCenici
'Sve nestaje’,

gramaticar ¢e vidjeti subjekt ‘Sve’ i predikat ‘mestaje’, a -
logidar, ni aristotelovac ni fregeovac, nede u njoj nadi ni °

subjekta ni predikata. Aristotelovac e je modi razumjeti
kao alternativu za

'Sva biéa su nestajuda’
] 3

1 kojoj je ‘bide’ (kvantificirani) subjekt, a "nestajude’ pre-
dikat, dek ¢e je fregeovac razumjeti kao redenicu

"Vx (nestaje x)’,
tijem, ¢emo se znalenju jo¥ vratiti. U redenici
"Sokrat je mudziji od Platona’

gramatiCar vidi subjekt ‘Sokrat’ i sloZeni predikat ‘je mudri-
ji od Platona’. Aristotelovac ¢e imati problema s uklapanjem
te reCenice u svoje sheme (kao 1 bulovac), a pokufaji fe se.
sastojati u tome da se, uz apsolutme pojmove, npr. bice,
Covjek, smrtan itd., kac znadenja subjekata i predikata,
uvedu i relacioni pojmowi, npr. brat, otac, mudriji od Pla-
tona itd. (Danas, zahvaljujuéi fregeovskom razvoju logike,
znamo da je takav pokusaj svodenja logike relacija na logiku

svojstava, ili strucnije, svodenje poliadske logike na monad- -

sku logiku, neostvariv.) Fregeovac ¢e u toj refenici vidjeti
dva subjekta “Sokrat’ i ‘Platon’ i dvomjesni predikat ‘je
mudriji od’, ili, kake bi rekao Frege, dva argumenta:
Bokrat i Platon, i jednu funkeiju dviju varijabli: je mudriji od,
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Izlozit temo ukratko osnovne crie nove fregeovske su-
bjekt-predikat analize. Subjekt je lingvistitki entitet (dio
refenice), 1 to 1zv, oznafavajudi dio refenice. On oznalava
(referira na, imennje, identificira) neki individuum (objekt,
stvar). Predikat je takeder lingvisticki entitet (dio redenice),
kofl ima odredeni broj mjesta, takvih da se popunjavanjem
tih mjesta sa subjektima dobiva recenica. Ta je recenica
istinita ako predikat vrijedi o individuima koje oznalavaju
uvriteni subjekti. Za refenice dobivene na taj nadin kaZe-
mo da imaju (fregeovsku) subjekt-predikat formu. Na-
primjer, redenica

‘Sokrat je mudar’

ima (fregeovsku) subjekt-predikat formu, kao §te je ima i
gornja refenica o Sokratu 1 Platonu.

Mnoge refenice nemaju (fregeovsku, §to vise nedemo
ponavljati) subjekt-predikat formu. Naprimjer, matemati¢ki
iskaz:

‘Broj ¢ nije racionalan, a vedl je od 2 1 manji od 3.
nema subjekt-predikat formu, ali se fregeovski interpretira
kae istinosno-funkcionalna vezs relemica Koje imaju tu
formu:

" (e je racionalan) A {eje vedi od 2) A (e je manji od 3).

Bitno je sleZenija situacija s kvantificiranim refenicama.
Naprimjer, matematicki iskaz:

"Postoji prost broj veél od 10%,
analiziran fregeovski, zapisao bi se naprimjer ovako:
"3x (x je prost broj A x je vedi od 10°)',
Ta refenica nema subjekt-predikat formu. Ona je debivena,

primjenom egzistencijalnog kvantifikatora Jx na lingvisticki
entitet

‘x je prost broj A x je veéi od 109,
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koji je opet konjunkcija svaiih dijelova
‘x je prost broi’

x je vedd od 10°.

Ti su dijelovi izgradeni od jednomjesnog predikata ‘je prost

broj’, ednosno dvomjesnog predikata ‘je vedi od’, na &ija -

je mjesta same jednom wuvrSten oznalavajuli izraz, tj. su-
bjekt '10%', dok je na druga dva mijesta uvidtena varijabla
'x'. Dakle ti dijelovi nemaju subjekt-predikat formu.

Pojednostavit ¢eme stvari tako da nalas zanemarimo
konjunkeiju i razmeotrimo sljededi par reCenica.

'3 je prost broj’ i
"Ax (x je prost broj).

Prva ima subjekt-predikat formu, a druga je nema. Prvom

se tvrdi da predikat ‘je prost broj’ vrijedi o individuumu 3,

oznaCenom subjektom ‘3. Druga je debivena kvantifikaci-
jom lingvistitkog entiteta ‘x je prost broj’, kojim kao da
se »tvrdi¢ da predikat ‘je prost broj’ vrijedi o x, no
buduéi da varijabla ‘x’ niSta ne ozmadava, onda ni ‘x
je prost broj’ zapravo niSta ne tvrdi. Medutim, dvostrukim
ponavljanjem varijable ‘x” u ' 3x (x je prost broj) ostvaruje
se unakrsno referiranje. Dok u ‘3 je prost broj’ subjekt '3’
idenficira objekt, o kojem se zatim tvrdi da jest prost broj,

dotle se u " 3x (x je prost broj) s "3dx’ tvrdi da egzistira neki

objekt, a potom se o tom istom objektu tvrdi da je prost
broj. Moglo bi se stoga redi, iako ’'3Ix (x je prost broj)’

nema subjekt-predikat fermu, da je ‘x je prost broj’ ima u -

nedto profirenom znacenju. Uzastopnim kvanrificiranjem
takvik subjeki-predikat formi, u prodirenom znadenju, do-

biva se puna izraZajna snaga fregeovske teorije kvantifikacije, .
koja znatno nadilazi izraZajnu snagu bulovske rapstrakime

logike«. Naprimjer, fregeovska formulacija matematitkog
iskaza

"Za svaki broj postoji prost broj koji je od njega vedi’
jest sistematski dostupna redenica
"W 3y (x je broj — (v je prost broj A v je vedi od x)),

dok je odgevarajuéa bulovska, tj. monadska nemoguda.
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Ad (e}. Pravila za baratanjem tako ustrojenim jezikem
kvantifikacije nisu drugoe do tecrija kvaatifikacije sa svojim
aksiomima i pravilima zakljufivanja. To je prvi primier
modernog formalnog sistema. MNaravno, Frege ne daje sa-
mo taj jedan primjer nego je putpunoc sviestan i znadenja
opéeg pojma formalnog sistema (vidi dolje u vezi s pojmom
pravila u formalnom sisternu).

Ad (d). Najbolja potvrda izrazajnih i deduktivnibh mo-
gucnosti Fregeove logike, tj. njegove teorije kvantifikacije,
jest logicka definicija niza priroduih brojeva, koja je njome
omogucena. Ovdje nedemo ulaziti u detalje te sofisticirane
logicisti¢ke definicije, jer Citatelja moZemo uputiti na pret-
hodni &fanak u kojem je prikazana, u biti ekvivalentna,
Dedekindova definicija. Bitna je razlika u tome §to je
Frege svoju formulirac u ckviru petpuno izgradenog siste-
ma formalne logike (tj. u okviru njegove teorije kvantifi-
kacije), dek je Dedekind svoju temeljio na intuitivnoj logici
i isto takvoj teoriji skupova (ne pribliZzivéi se modernom
pojmu formalnog sistema).

Spomenimo je§ i fundamentalne matematitke korijene
logicizma, koji objaSnjavaju i Fregeove osnovne motive.
Kritika infinitezimalnog raduna i vradanje matematifara
problemu njegova zasmivanja, sredinom 19. stoljeca (usp.
¢lanak o Canteru), jasno su ukazali na potrebu zasnivanja
aritmetike realnih brojeva. To je razdeblje kritickog pokreta
u matematici, razdoblje u kejem jedan Welerstrass moze
postati vrhunski matematiéki autoritet {Notre maitre & tous,
kako je uskliknuo Hermite), razdoblje u kojem se intuicija
prostora i vremena odbacuje kao osnova razumijcvanja
koatinuuma. U tom razdoblju Weierstrass, Cantor i De-
dekind aritmetiziraju kontinuum realnih brojeva, da bi
posljednji uskoro postavio i problem geneze samih prirod-
nih brojeva, ovim rijetima:

»Kada aritmetiku (algebru, analizu) nazivam samo jed-
nim dijelom logike, time vec iskazujem da pojam broja
smatram sasvim nezavisnim od prededibi ili intuicija
prostora i vremena, da ga, naprotiv, smatram neposred-
nim proizvodom d&istih zakena misljenja {Was sind und
was sollen die Zahlen, 1888). :

Tu se pojavljuje misljenje koje ne moe imati sluha za bu-
lovsku logiku, koja je primijenjena matematika; za logikn
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koja svoju sigurnost nalazi u matematici. To je miSljenje u

kojem se sigurnost matematike traZzi u njenoj Jogicl.
Taj korjeniti obrat zbio se usvajanjem i dosljednim

razvijanjem jo¥ jednoga aspekta krititkog pokreta u mate- -
matici, Voded matrematicari, s kraja 19, stofjeda, imali su-
jasno zacrtan ideal matematitke teorije, kao teorije koja se .

deducira iz odredenog broja matematickibh pretpostavki u
skladu s logi¢kim nalelima. Bio je to ideal teorije, koja od~

bacuje intuiciju ak i kao sredstvo argumentacije, a Gjem.
su prihvadanju mnogo doprinijeli i bulovei. Radikalniji -

mislioci, poput Peana, uvidjeli su da se tako shvacena de-
duktivna teorija moZe realizirati samo unutar umjetno stvo-
renog simbolitkog jezika, neoptereéenog intuitivaim sadr-
#ajima prirodnih jezika. Taj je jezik matematika uglavnom
ved razvila., Medutim, Peano (u skladu s novim shvacanjem
deduktivae teorije) smatra da je potrebno uciniti i omo
$to u matematici nije provedeno: formalizirati i same pos-
tupke matematicke argumentacije. To je on donekle i proveo

u svojim Formulaire de mathematiques, Koriste¢i se pritom .

bulovskim formulacijama logike.

Spoj tog peanovskog aspekta krititkog pokreta s onim
aspektom §to ga predstavlja Dedekind, a koji je veC ustvrdio
da su osnovai konstituensi matemati¢kih propozicija (pri-
rodni broj, cijeli broj, racionalni broj, realni broj) logicki

definabilni, upozorava na moguénost da je matematika tek -

nadgradnja njene temeljen logike. Konkretno prihvacanje

tog logicistidkog stava, i Citav program njegova opravdavanja -
i dokazivanja (spajanjem spomenutih aspekata kritickog po-

kreta u matematici) proveo je Russell.

Fregeova velitina je u tome $to je on to sve ulinio e

samo prije Russellova spajanja tih dvaju aspekata u The
Principles of Mathematics, iz 1903, nego i prije jasne for-
mulacije prvog aspekta u Dedekinodva radu iz 1888, i
dakako prije jo$ kasnijih i ne ba§ sasvim jasnih Peanovih
formulacija drugog aspekta iz 1889. Sve to nalazimo vec u
Fregeovo] Begriffsschrift iz 1879, s jasnolom i preciznoscu
kakva kasnije nije dosegao nitko od spomenutih, izuzev

Dedekinda, ali samo u svojem (prvom) aspektu. (Takav .
povijesni tok bio je mogué zato §to je Fregeov rad naifao .
na potpuno nerazumijevanje, pa je dvadeset godina ostao
gotovo nepoznat, dok na nmjegovo znalenje mije upozorio-
Russell, a postao je opée priznat, u danadnjem smislu, tek -

pedeset godina nakon pojave u javnosti.)
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Vidimo dakle da je porijeklo Fregeove logike u njegovu
(Dedekindovu, Peanovu, Russellovu itd.) logicizmu, koji
svu Sisti maternatiku smatra dijelom logike, $to se nalazi u
temeliima matematike, a nju samu drZi padgradnjom te
remeljne logike,

U tom smislu, ake pod nazivern matematitka

logika razumijemo (temeljnu) logiku matematike,

Frege jest otac 1 stvaratelj matematifke logike.

Dakle, matematiku logike stvorio je Boole, a logiku
matematike stvorio je Frege. Samo su pe tome obojica
stvoritelji matematike logike, iako ne stvoriSe isto. Razliku
je potpuno razumio Frege, kroz svoju opoziciju calenlus
vatiocinator vs. lingua characterica, koju demo sada lakie
objasnitl. U pozadini te opozicije jest ono 3to Heijenoort
(u ved spomenutom Clanku) zove univerzalno$cu Fregeove
logike.

Univerzalnost njegove Iinguae charactericae jest, prije
svega, iZraZajna univerzalnost njegove teorije kvantifikacije,
kojz nedostaje propozicionom racunu. Booleovu logiku Frege
festo zove rapstrakimom logikom, misledi pritom na to
da atomarne propozicije Booleove logike ostaju neanalizira-
ne, pa se time reduciraju na svoje vrijednosti istine. Nje~
gova teorija kvantifikacije artikulira atomarne propezicije,
tako da one dobivaju subjekt-predikat formu (vidi gore), i
time postaju nosioci zpnaCenja. Time je omogudeno da se
u njegoviy, po uzoru na matematiku { a uglavinom zbog ma-
tematike), umjetno stvorenom jeziku izraze Citava znanstve-
na podruja (poglavito i najvaZnije matematicka). Frege je
stvoritelj jedne fimguae, a ne samo jo§ jednog calculusa.
Booleova logika, koja nije lingua, a jest jo jedan (ovaj put
logicki) caleulus, teorija je koja se u okviru prirodnog jezika
bavi algebarskim odnosima medu propozicijama. Ta teorija,
izvedena u okviru prirodnog jezika, usporediva je s mnogim
drugim matematickim, narodito algebarskim, teorijama, npr.
s teorijom grupa. Fregeova logika izvodi se u okviru svojeg
vlastitog (samodovoljnog) za to stvorenog jezika, Begriffs-
schrifta.

Medutim, opozicija izmedu calculusa ratiocinatora i
linguae charactericae bitno nadilazi razliku izmedu propo-
zicionog raduna i teorije kvantifikacije. Univerzalnost Fre-
geove logike izraZava se na ncke jof bitnije pacine. U nje-
govoj teoriji kvantifikacije, vezane individualne varijable
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primaju kao svoje vrijednosti sve objekte, To nije nedto.
po potrebi promjenliivo; od rasprave de rasprave. Daklg;

to nije Booleova univerzaina klasa, ili De Morgenov uni-
verzum rasprave (oznaen s '17), koji ontoloki ne obavezuju

1 po potrebi su promjenljivi. Univerzum rasprave sadrzi:

samo ono Sto razmatramo u odredenom trenutku, i v da-
nom kontekstu. Za Fregea je »promjena univerzumas con-
tradicrio in adjecto, Njeguv univerzum je jedan i jedini

nniverzum, {dakakeo, on nije nuZno univerzum fizickih obje~

kata, jer za Fregea mnogi objekti misu fizifki). Fregeov
univerzum sadrZi sve $to jest, i to je fiksno.

Koncepcija univerzalne logike ima vaZme posljedice.

Najvaznija je ta da ni$ta ne moZe, i ne treba, biti kazano
izvan sistema. Zato Frege nikada ne razmatra tzv. meta-
fogic¢ka pitanja, npr. konzistentnost, nezavisnest, porpunost

i sl. Naravno, Frege je potrpuno svjestan da svaki formalni

sistem posjeduje pravila, koja se ne izraZavaju nnutar sa-
mog sistema, ali upozorava da ona ne pretpostavijaju nikak-

vu intuitivoiu logiku, veé da su ona »pravila za upotrebu
nadih znakovae. U takvom manipuliranju znakovima, kojemu:
nije potrebna nikakva (intuitivoa) logika, Frege uolava bit-

i osnovne prednosti formalnog sistema (usp. gore).

Osnovni pojam take shvalene univerzalne logike jest
dokazivost (ili izvedivost), a nikako naprimjer valjanost:
(temeljena pa naivno] teoriji skupova kao intuitivooj lo-:
gici). Takav univerzalni sistem jest i Russcllova Principia

mathematiea, iake je donekle medificiran uvodenjem ti-
pova. Njegov je univerzum stratificiran, no opet je to je
dan jedini univerzum, a ne promjenljivi univerzwm raspra

ve, Kada Godel 1930, na pocetku svojeg rada o potpunosti

logike, opisuie aksiome i pravila Principiae mathema
ticae, te potom dodaje:

»Naravno, kada slijedimo takav pristup, odmah se po

stavlja pitanje je i podetne postulirani sistem aksioma:

i pravila zakljudivanja potpun, tj. dostaje li on za iz

vodenje svake (istinite, op. Z. 8.} logi¢ko-matematitke :
propozicije ili je mogude da posteje istinite propozi-:
cije... koje nije moguée izvesti u sistemu $to ga raz-

matramos,

korisno je sjetiti se da su 1l redovi, po kojima se rodmak:

postavlja pitanje...«, napisani 20 godina nakon pojave Prin
cipia, a da je pitanje koje se »odmah postavljas prvi postavi
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Hilbert dvije godine prije toga (dakle 18 godina nakon
pojave Principia). Za to, da se privedno i odmah namstne
takvo pitanje, odsudan je dalji razvo] logike, kojim femo se
(ukratko) pezabaviti u sljededem odjelikun. Za to, da s ono
fakticki ne peojavljuje odmak, bitna je univerzalnost Fre-
geove i Russellove logike, Univerzalni formalni jezik (uni-
verzalne formalne logike) istiskuje i zamjenjuie prirodni
jezik (matematike i znanosti), pa se zadrZavanje pojma
valjanosti, koji se temelji na intuitivnoj teoriji skupova, ne
uklapa u tu znanstvenu rekonstrukciju jezika. Jedino pita-
nje potpunosti koje se nople moZe pojaviti jest, kako je
goverio Herbrand, pitanje eksperimentalne potpunosti: Da
li su sistemom obuhvaéeni svi intuitivii nadini argumenta-
cije, keoji se stvarno primjenjuje u znanosti? Odgover na to
eksperimentalno pitanje o porpunosti jest ono &ime se bave
logicisti od Begriffsschrifta do Principia mathematicae.

4. Nastavljadi

Najistakautiji pojmovi moderne logike jesu pojam for-
malnog sistema i pojam skupovno-teorijske interpretaciie,
Oni su blisko vezani. Sintakti¢ki konstruirani formalni sis-
tem interpretacijom dolazi do svoje skupovno-teorijske se-
mantike.

Pojam formalnog sistema stvorio je Frege kada je u
svojem Begriffsschiftu napisae da su pravila formalnog sis-
tema »pravila za upotrebu njegovih znakovas. Naravno,
pojam (vifestruke) skupovno-teorijske interpretacije for-
malneg sistema njemu je stran.

Povijest tog pojma nije tako jasna. Pojam skupovno-
~teorijske posljedice (tj. skupovno-teorijske semanticke po-
sljedice) izvodi se iz pojma interpretacije veé u Bolzanovim
Wissenschaftslehre iz 1837; naravne, ne za formalni jezik
(u Bolzana ne nalazime formaluih zapisa, on se slufi obid-
nim jezikom). Propozicija C slijedi iz propozicija H,, H,, ...,
...y H, s obzirom na neke zajednitke konstituense, ako i
samo ako svaka supstitucija, provedena iz odredene klase,
na mjesto tih konstituensa, ¢ini € istinitom kada god &ini
sve H,, H,, ..., H, istinitima. Bolzanove je otkrice ostalo
izolirane, & ni on sam ga nije bitnije razvio (niti se njime u
svojim razmatranjima koristio, kao mogudim temeljnim
pojmom logike), :
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Kada je krajem proSlog stolje¢a doSlo do znacCajnijeg :
razvoja netom stvorene matemati¢ke logike, vidjeli smo da ¢

je on i¥ao dvama tokovima. Oni se gotove upoce nisu mijesali

sve do 20-ih godina ovog stoljeda. Jedan tok predstavljali -

su fregeovel, Frege i Russell, drugi bulevei, Peirce, Schro-
der i Lowenheim. Grubo govoredi, prvi tok moZemo nazvati

sintaktickim, a drugi semanti¢kim. (To nije sasvim korekt- *
no jer su i Frege i Russell imali svoje, medusobno razlidite,”

sermantike, no te nisu bile skupovno-teorijske). Peirce, Schro-

der i Lowenheim koristili su se promjenljivim podrudjima

individua, kao podrujima na kojima su definirana svojstva

i relacije 8te ih razmatraju. Formalne dokaze raznib teorema

o tako definiranim svojstvima i relacijama, koji su bili glavne
sredstvo pomodu kojeg su ih razmatrali fregeovci, oni gotovo
i nisu upotrebljavali. Njihove rezultate danas bismo smatra-
1i model-teorijskim, jer su poluéeni semanti¢kim metodama.

Loéwenheim je logiku utio iz Schréderovih spisa, koji -
je pak sredio i dalje razvie neke Peircove zamisli. Peirce je
relaciju predstavljac kao bulovsku sumu uredenih parova

(iz odredenog univerzuma rasprave, na kojem je relacija

interpretirana), u kojoj svaki par ima koeficijent 1 ili 0,

ovisne ¢ tome je li v razmatranoj relaciji ili nije. Na taj
su nadin matematifki znakevi % i Il {za sumu i produke)
interpretirani kao egzistencijalni i univerzalni kvantifikator.
Medutim, te kvantifikatore Pierce, a za njim i Schroder i
Léwenheim, upotiebljava bitno drugadije no Frege svoje.

O njima nema aksioma, ni pravila zakljudivanja po kojima
bi se oni ravnali. Oni imaju dnterpretaciju, uvijek vezanu

za odredenu domenu rasprave, koja je promjenljiva. Za
takvu teorifu kvantifikacije Lowenheim je 1915, dokazao
svoj slavni teorem: Ako je propozicija {takve teorije) valiana
u ikojern podrudju rasprave, valjana je u nekom prebrojivom
podrudju.

Naravno, fregeovcima, s njihevim fiksnim univerzu-
mom, takav je teorem &isto konceptualno nedostupan. Poj-
movi valjanosti, zadovoljivosti i sl. ne mogu kod njih nadi
nikakve primjene. Naprimjer, ako fregeovac ikada i raz-
matra formulu Vx (Fx = Fx), on je razumije samo kao
pokratu za VFVx (Fx > Fx), a za nju se pojmovi valja-
nostl i zadovoljivosti poklapaju jer se svode na pojam istine.

U vezi s ta dva toka vaZno je spomenuti i fundamental-
ni pojam moderne logike, logiku prvoga reda. U razdoeblju

odvojenih tokova on jo$ ne postoji. Bulovecima je stran jer
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im je stran sintakeicki pojam formalnog sisterna. Fregeovei-
mia je stran jer si oni u svojem univerzalnom i grandioznom
projekru logitke rekonstrukeije svijeta, ili bar matematike,
ne postavljaju granice na prvom ili bilo kejem daljem redw,
niti u 1oj granici mimeo pojmova valjanosti, zadovoljavanja
i sl. mogu vidjeti bilo 3to znadajne. Vaino je uwoditi da
Peirce, Schroder i Lowenheim u svojim semantickim raz-
matranjima mogn jasnije osjetiti razliku u kompleksnosti
logike prveg reda i vidih redova. Danas je svakom jasno
da je Lowenheim svoj slavni teorem dokazao za logika
prvoga reda (iake je nije jasno sintakeicki formulirae), jer
ga za logiku viSeg reda nije ni mogudée dokazatl, (Uostalom,
pojava teorije modela bez poletnog odvojenog razmatranja
teorije modela logike prvog reda gotove je nezamisliva.)

Prvi veliki spajatelj tih dvaju tokova bio je Hilbert.
Kao Frege i Russell on se koristi aksiomima i pravilima, i
jasno mu je znalenje pojma formalneg sistema. S druge
strane, on nede pustiti sveje kvantifikatore da se odnose na
»sves, nego Ce ih svesti na ogranidena podrudja rasprave.
To odsustvo univerzalnosti i uvaZavanje pojmova zadovo-
ljavanja, valjanosti i sl. koji se javljaju u wiem, ali zato
promjenljivorn kontekstu, wpozorit ¢e ga na bitnu razliku
u kompleksnosti, koja logiku prvog reda dijeli od logike
vigih redova. Mada je u nekim situacijama logika viSeg
reda neizbjezna, vaino je saznati §te se moZe postidi s lo-
gikom prvoga reda. Tako se pojam formalnog deduktivnog
sistema nadopunjen pojmom interpretacije poleo javljati
u Hilbertovim logi¢kim radovima 20-ih godina i napokon
trijurmfalne u Hilbert-Ackermannovim Grundziige der theo-
retischen Logik, 1928, U njima je zato mogao biti postavljen
problem potpunosti logike, koji je Godel rijesio dvije godine
kasnije. (Ne treba ni napominjati da je Godel ulio logiku
bas iz te knjige; vidi sljedeédi ¢lanak.)

Drugi (Cak i paralelni, ali u to doba nezapazeni, iako
gesto od Hilberta mnogo jasniji) velik spajatelj dvaju tokova
bio je Skolem. On je, dakake, poznavao Lowenheimov rad,
jer ga je sam pobeljiac i pooplio. Takoder je profitao i
Russellove Principia. No, nikada nije dokraja prihvatio
aksiome i pravila u svojem radu, nego je teZio nalaZenju
takvih dokazanih postupaka kakve éemo kasnije nedi ked
Herbranda i Gentzena, i koje vode novom i plodnijem shva-
¢anju formalnih sistema, $to bitno olak3ava spajanje 0 kojem
govorimo. -
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Jednom spojeni tokovi nisu se vide razdvajali, pa je
tako nastala jedinstvena matemarika logika. No, valia redi
da se u tom jedinstvenom toku jo3 uvijek osjedaju dvije
jake struje, kojih porijekio mnogi ne poznaju (ne pozna--
vajuéi povijest matemaritke logike: matematike logike 1.

logike matematike), §to izaziva mnoge zabune 1 nerazu-
mijevanja.
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ZIVOT I DJELO KURTA GODELA

Kurt Friedrick Gidel roden je 28. travaja 1906,
kao drugi sin Rudolfa i Marianne (Handschub) Godel, v
Broo (njem. Brun) srediStu austrougarske pokrajine Mo-
ravske. Godelov otac, koji je pripadas ovedoj njematko]
govornol manjini, dofao je u Brno iz Beda. Tu je s vreme-
nom, postao direkror i djelomitni vlasnik najvaznijih teks-
tilnih tvrtki, §to je Godelovima osiguravalo siguran i ndo-
ban Zivot.

Prema svjedodanstvu dra Rudolfa Godela, Kurtova
brata, Kurteve djetinjstvo bijale sretno, usnatol njegovej
osjctliivosti i sklonosti lakom uzbudivanju. Sa osam godina
Kurt je prebolio reumatsku groznicu, i mada je potpuno
ozdravio, poéeo je vierovati da je grozmica trajno oftetila
njegove srce. Tu nalazime prve znakove Godelove kasnije
preopteretenosti pitanjima vlastitog zdravlja. Rano su uoce-
ne i njegove izuzetne intelektualne sposobnosii. IKurta su
u porodici zvali Herr Warum zbog njegove velike i nepre-
stane znatizelje,

Qd 1916, do 1924, Gidel je pohadao Deutsches Stats-
-Realgymnasium. 1z svik je predmeta imao odliCne ocjene,
4 osobito se istcao u matematicl, jezicima i teologiji.

U vrijeme prvoga svjetskog rata Godel se jod Skelovao.
Taj presudni dogadaj evropske povijesti jedva da je dje-
lovac na njega i njegovu porodicu. Podrudje Brna bilo je
daleko od glavnih frontova i ostale je metaknuto ratnim
razaranjima koja su pustofila Evropu. Medutim, raspad
Austro-Ugarske Monarhije na kraju rata i vkljulenje Mo-
ravske, zajedno s Ce$kom, u novu &ehoslovacku drZavu,
bilo je prilitno vaZne za njemacku governu manjinu kojoj
su pripadali i GGddelovi. Jedan od prvih znakova pomaka
nacionalnog identiteta bijae zamjena njemackog imena
Briinn Cedkim imenom Brne. Ipak, za Gidelove se Zivor u
poratnim godinama nije biino izmijenio. Otac je zadrzac
svoj poleZaj, a Godelovi su i dalje Zivjeli bogatim i udobnim
Zivotom.

Zavr§ivii Gimmasium v Brou 1924, godine, Godel je
prefao u Be€ i poleo studirati na Beckom sveudilistu, U
Betu je ostac sljededih 15 godina; od 1929. kao austrijski
drzavljanin. U pocetku je bio neodludan u izboru studija.
Kolebao se izmedu matematike i fizike, mada se inilo da
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je skloniji studiju fizike. Cini se da ga je matematici odvela
njegova sklonost preciznosti i impresicniranost jednim nje~
govim profesorom, teorctitarom brojeva Philippom Fure-
winglerom. Osim Furtwinglera profesori mu bijahu Haas
Hahn i Wilhelm Wirtinger: Karl Menger, jedan od Hahno-
vih najdarovitijih studenata, bio je izvanredni profesor.
Znameo da je Godel 1925. sudjelovao u radu seminara §to
ga je vodio Moritz Schiick o Russellovoj knjizi Uwod u:
matematicku filozofiju (1919).

Hans Hahn uskoro je postao Godelov glavni uéitelj-.
Bio je to matematiar nove generacije (koji se vratio u
Austriju, napustivii poloZaj u Bonnw), zainteresiran za
modernu analizu, skupovno-teorijsku topologiju, logiku,
osnove matematike 1 filozofiju znanosti. Uprave je Hahn
uveo (Godela u grupun filozofa okupljenih oko Moritza '
Schlicka, koji je drZao katedru za filozofiju induktivaih
znanostl (katedru su dotad drZali Ernst Mach i Ludwig
Boltzmann). Schlickova je grupa kasnije prozvana »Belkim
krugoms { Wiener Kreis) i polela se identificirati s filozof-
skom doktrinom nazvanom logicki pozitivizam ili logictki
empirizam. Zadatak te $kele bila je analiza znanja u logit-
kim i empirickim terminima, s teZnjom da se filozofija uéini
znanstvenom, oslobadajuéi je metafiziCkih spekulacija. Go-
del je sudjelovao na sastancima Kruga od 1926. do 1928, da
bi se sljededih godina odvojio od njega, odrZavajudi stalne
veze s pojedinim c¢lanovima, osobito s Rudolfem Carnapom.
Glavni razlog odvajanja bijafe to $to je Godel s vremenom':
razvio vlastite filozofske poglede, dijametralno suprotne po-
gledima logitkih pozitivista. :

Svakako, pitanja koja su se razmatrala u Krugu pouz-
dano su utjecala na Godela. Logicki su empiristi pevezivali
ideje iz razli¢itih konceptualnih okvira, ponajprije Machovu:
empiristitko-pozitivistitku filozofiju znanosti 1 Russellov
logicistitki program zasnivanja matemetike, a oboje u svjet-.
lu Wittgensteinova Tractatusa logico-philosophicusa. Hahn,
koji je za osnivanje Kruga bio bar toliko vaZan koliko i
Schlick, drzao je 1924—19235. seminar o Russell-Whitehea<
dovim Principia mathematica, u kojima su detaljno razvijene
logicistitke ideje. Mora da je i Hahnov matematicki in--
teres za modernu teoriju funkeija realne varijable utjecac
na Godela jer su u tu teoriju upletene i sknpovno-teorijska:
razmatranja koja je francuska kela realne analize preuzela:
od G. Cantora. Ipak, ¢ini se da su na smjer Goédelova krea
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tivnog rada najneposrednije utjecala Carmapova predava-
nja o matemati¢koj logici i Hilbert-Ackermannova mono-
grafija Grundziige der theoretischen Logik iz 1928. godine,
U potpunegj suprotnosti prema masivoim svescima White-
heada i Russella, Grundziige su se svojom konciznodtu i
matemati¢kom direktno$éu morali dopasti Godelu, kojt je
uvijek bio i ostao izuzetne sklon jezgrovitim izlaganjima

Grundziige su kae otveren problem postavile pitanje
je li odredeni sistem aksioma predikatske logike prvoga reda
potpun, Drugim rijedima, omogucava li izvodenje svih lo-
gicki istinitih tvednji (tj. tvednji koje su istinite bez obzira
na to kako interpretiramo osnovne terme i predikate od
kojih su one izgradene). Godel je svoju istraZivadku karijeru
zapoCeo rjefavanjem tog otvorenog problema. Taj rad, koiji
‘e postati (Gddelova doktorska teza, zavrien je u ljeto 1929,
kada su mu bile samo 23 godine. Iako ¢e znanstvena jav-
nost tek postepeno razumuevau fundamentalou vaZnost
toga rada, on je ve€ i u to vrijeme bio dovoljno istakaut da
Godelu pribavi reputaciju zvijezde u usponu.

Objasnir ¢emo ukratko fundamentalne znalenje teo-
rema potpunosti, Citaocu je sigurno poznato da deduktiv-
nu konzistentnost nekog sistema tvrdnji prvoga reda (naj-
¢edce su to aksiomi neke matematicke teorije) dokazujemo
tako da osnovne terme i predikate, koje nalazimo u tim
tvrdnjama, interpretiramo u nekom modeln {(kao objekte i
relacije tog modela), pa zatim dokazujemo da su u tom
modelu (uz tu interpretaciju) sve razmatrane tvrdaoje istinite.
Naime, ako sistem tvrdnji ima model, onda (neposredno)
zakljudujemo da je deduktivno kenzistentan, jer ako nefto
postoji o tome, ne moZe vaZiti, a ujedno i ne vaZiti neki
iskaz. Ukratko, postojanje implicira konzistentnost. Da
sprijetimo mogude nesporazunte, upozoravamo da je de-
duktivna konzistentnost, krace konzistentnost, pojam vezan
uz odgovarajuéi deduktivni sistem. Naime, sistem tvrdnji
je deduktivno konzistentan ako se iz njega u odgovarajucem
deduktivnom sistemu ne moZe izvesti kontradikcija. Isto
tako, pretpostavljamo da je dedukrivni sistem koji raz-
matrame korektan, tj. da njegove dedukcije istinite tvrdnje
prevode u istinite tvrdnje. Medutim, mnogi ¢e matemstifar,
bududi da tefko moZe odrediti predmet svoje struke, redi
da postojanje u matematici ¢ak i nije drugo do (deduktivna)
konzistentnost: »Moja je teorija smislena (§to u krajnjoj
liniji znali da je teorija medega), zato 3to je konzistentnae,

157




All on time tvedi da konzistentnost implicira postojanje;

da svaki deduktivao konzistentni sistem tvrdnji prvoga reda

ima (bar jedan) model koji ga potvrduje. To nije sasvim . -
jasno i mnogi Ce prihvatiti taj stav samo zato §to ga pogresno
mijeSaju s njegovim ramije spomenutim obratom (da po-
stojanje implicira konzistentnost), koji jest jasam. Funda-

mentaino znadenje Gbdelova teorema upravo je u tome §to

se njime dokazuie ongj neevidentni stav. Godel je pokazas

kako za bilo koji sistem tvzdnji prvoga reda koji je konzisten-

tan § obzirom na Hilbert-Ackermannove dedukcije moZzemo

konstruirati model koji ¢e ga potvrditi. Stovife, on je po-
kazao da uvijek moZemo konstruirati prebrojivi model koji
¢e potvrditi deduktivno konzistentni sistem tvrdnji. Poslje-~

dice tog dodatka u najmanju ruku zaduduju. Svakako, za

dokaz je bitno da se razmatraju samo tvrdnje prvog reda,
Ali svu dana$nju matematiku moZemo smjestiti u okvire

teorije skupova koja je aksiomatizirana aksiomima prvega .

reda?!

Citalac se mo¥da veé pita u kojoj je vezi upravo opisa-
ni Godelov teorem s problemom otvorenim u Grundziige.
Problem iz Grundziige rjefava se neposrednom primjenoni
tog teorema. Naime, pretpostavimoe da je A logicki istinita
tvrdnja prvoga reda. Tada njezina negacija — 4 nema modela
koji bi je potvrdivao (buduéi da logitka istinitost znaci
istinitost u svakem modelu). Tada po Goddelovu teoremu
slifedi da tvrdnja —A4 nije konzistentna s obzirom na

Hilbert-Ackermannove dedukcije, 1. iz nje pomocu Hilbeit-

-Ackermannovih aksioma i pravila moZemo izvesti kontra-
dikciju. Lako se pokazuje da u tom studaju tvrdnju A mo-
Zemo izvesti u Hilbert-Ackermannovn deduktiviom siste-

mu. {Osnovne komstrukcije za dokaz Godelova teorema

nalazimo veé kod Skolema 1920, 1928. i 1929. godine.
Zasto sam Skolem nije dokazao Gddelov teorem o potpu~
nosti, vrle je zanimljivo pitanje, 1 odgovor na njega odslikava
razvej logike u 20. stolje¢u. NaZalost, ovdje se ne moZemo
pozabaviti tim pitanjem.) Neposredna posljedica Godelova
teorema je i ovaj vrlo znalajni rezultatr: ako je svaki konad-
ni podsistem beskonacnog sistema tvrdnji potvrden nekim

modelom, onda je i itav beskonalni sistem tvrdnji potvr-

den nekim modelom. Taj tzv. teorem kompaktnosti postao

je kasnije jedno od polazi$ta teorije modela i posebno temelj:
za konstruiranje nestandardnih modela, za koje se u to

vrijeme mije nogle ni pomisliti da wopée postoje. Naime,
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asstandardni modeli pokazuiu da je svaki aksiomatski sis-
tem prvoga reda, koji ima beskonalni model, potvrden bar
sa dva medusobno bitno razlitita modela, Sto znadl da se
nijedna beskonalna siruktura me moZe potpunc specifici-
rati aksiomima prvoga reda. 5to 1i onda aksiemarizira
aksiomatska teorija skupova u Ciji okvir mo¥emo smjestitd
gitavu danadnju matematiku?! Tolike o prvom istraZivaé-
kom radu 23-godifnjeg Kurta Gddela.

Razdoblje od 1929. do 1938, desetliede je intenzivnog
Gidelova rada v matematickoj logici koje rezultira njego-
vim glavnim doprinosima to] disciplini. U toku 1930, Go-
del je poteo (finitnim sredstvima) raditi na provodenju
Hilbertova programa wutvrdivanja konzistentnosti aksio-
marskil sisterna marematike, Najprije se posvetio probiemu
konzistentnesti analize, nadajudi se da ¢e ga svesit na konzi-
stentnost aritmetike. Medutim, radeéi na tom problemu,
ubrzo je naidac na tefkoée vezane uz dobro poznate para-
dokse istine 1 definabilnosti u prirodnom jeziku, Godelu
je bilo jasno da u precizno formuliranim jezicima formali-
ziranih aksiomatskih sistema matematike nije mogude po-
noviti argumente koji vede tim paradoksima. Ali on je
uocio da moZe provesti analogne argumente koji vife nisu
paradoksalni nego vode krajnje iznenadujucim istinitim po-
sljedicama ako (neformalizabilni) pojam istine zamijeni poj-
mom dekazivosti formalizabilnim u svakom sistermu koji
sadrZi aritmetiku. Naime, (Godel je pokazao da je svaki
formalni sistem S u kojem je mogude razviti odredeni cle-
mentarni dio aritmetike i koji zadovoljava minimalne zahtje-
ve konzistentnosti nuZne nepotpun, tj. U Njemu NIGZEmo
konstrujrati tvrdnju G takvu da ni G ni njezina negacija
— (7 nisu dokazive u 8. Stovide, tvrdnja G je konstruirana
take da (sluzedi se reprezentacijom sintakse sistema S
u aritmetici, dakle i u ) izraZava svoju vlastitu nedokazi~
vost, a to znali da je tvednja G istinita (buduéi da je Gédel
dokazao da je nedokaziva), Ukratke, Godel je poekazao da
svaki, kolike god obuhvatni, konzistentni formalni sistem
sadrZi istinitu tvrdnju koju sam ne moZe dokazati. Dalje,
sluzeéi se ve spomenutom reprezentacijom sintakse siste-
ma S u samom sistemu S, kenstruirao je i tvrdaju C kojs
u samom sistemu S izraZzava Konzistentnost sistema S, da
bi zatim dokazao kako je i implikacija C = & dokazivau §.
Odavde neposredno slijedi da tvednja C nije dokaziva u S
{jer bi inade i tvrdnja G morala biti dokaziva u 8). Taj se
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rezultat obifno naziva drugim Godelovim teoremoin o ne-
potpunosti. On je prisilio Hilbertovu Skolu i njezinu $iru
okolini: da temelino preispitaju samu mogulnost ostvarenja -
Hilbertova programa i da zakljule kako je on, bar u svoioj
naivagj varijant, neostvariv, Zaprave, veé i prvi teorem o
nepotpunosti opovrgava Hilbertovu nadu da bi ostvarenje.
njegova programa konalno rijeilo problem zasnivanja ma-
ternatike jer je ved prvim teoremeom dokazana nermoguénost
potpune formalizacije matematike, 2 to je auZna Hilbertova
pretpostavka. Teoremi o nepotpunosti objavhjeni su 1931
godine. Do tada nezamislivi zakljuci i potpuno novi tip:
argumentacije koji je vodio tim zakljuécima izazvali su izu-
zetno veliku paZnju znanstvene javnosti i stverili Godelu
reputaciju vodedeg mislioca u tom podrudju. Godeln je
tada bile 25 godina.

Znalenje Godelova teorema mepotpunosti za buduéa -
istraZivanja medu prvima je uefio johann von Neumann,:
koji ih je odmah podeo i poticati, Same tri godine stariji
od Gédela, 1 sam dijete (madarskog dijela) Austro-Ugarske,
Ven Neumann bijafe veé dobre pozmat u matematickim
krugovima zahvaljgjuéi svojim izvanrednim i necubilajeno
raznovisnim radovima u teoriji skupova, teoriji dokaza (tj."
Hilbertovu matematickom programu), analizi i matematic~.
koj fizici, Medutim, ostali djelatnici u matematickoj logici
polako su i dosta teSko usvajali Godelov novi rad. Napri- .
mjer, Paul Bernays, Hilbertov asistent i suradnik, iako je:
brzo prihvatio i uolio znafenje Godelovih rezultata, imao
je priliénih pote$koda s razumijevanjem samih dokaza, a.
uklonjens su tek nakon prepiske u kojoj je Godel vide puta:
objaSnjavao svoje dokaze. Gidelov rad je ak nailazio na
kritiku, s raznih strana, koja je gotovo uvijek bila uzrokova-
na brkanjem distinkcija nuZnih za pravilno razumijevanje
njegovih dokaza (mpr. istinitost vs. dokazivost, iskaz vs.:
njegova sintakiicka reprezentacija u aritmetici itd.). Cak -
je i slavni Hrnest Zermelo, teoreti¢ar skupova, intetrpretirao
Godelove osnovne pojmove tako da je dolazio u doslovau
kontradikeiju s Godelovim rezultatima, U prepisel u toku:
1931. Godel se, ¢ini se bezuspjedno, trudio da objasni svoj
rad Zermelu. Ipak, teoremi o nepotpunosti na kraju su ipak
shvaceni i prihvatili suih svi koji su se kretali glavnim to-
kom matemaricke logike, Stovise, Godelovi rezultati 1 me=
tode. proZell su sve aspekte toga glavnog toka, a moZemo
dak redi da su ga i odredili. :
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Godelov rad ¢ nepotpunosti postas je 1932, njegova
Habilarionsschrift na Beckom sveuliliftu. Hahn ga je u
svojem izvjedtaju nazvao epohalnim postignudem prvoga
reda. Habilitacija je znadila deodjelu titule Privatdozen:,
koja je donosila veniam legendi, tj. prave predavanja na
Sveudili$tu koje mije pladeno, osim moZda neposrednim
doprinosima skupljenimt od studenata. Zbilo se medutim
da je Godel u roku sljededih godina u Bedu predavao rijetko
i vrlo neredovito.

U meduvremienu su se 1 u Gidelovu privatnom Fvora
dogodile znadajne promjene. Jo§ je u 21. godini upoznao
svoju bududu Zenu Adele Nimbursky (rodemu Porkert),
medutim, razlika u njihovu socijalnom poloZaju unzrokovala
je oltro protivijenje Godelovih roditelja toj vezi. Adele je
bila plesalica, iza sebe je ved Imala jedan kratki brak i bila
je Sest godina starija od Godela. Tako se dogodilo da se
Kurt i Adele nisu uzeli jo# sljedeéih deset goding, Godelov
ofac je 1929. iznenada vmro u svojoj 54. godini. Na sreéu,
porodicu je ostavie u sredenoj i vrlo povoljnoj financijskoj
situaciji. ZadrZavajudi vilu u Bronu, Godelova majka se pre-
selila w Bet i iznajmila ovedi apartman za sebe 1 svoja dva
sina, Kurtov brat Rudolf veé je postac poznati i uspjedni
radiolog. Nikada se nije Zenio 1 njih su troje ¢esto vidani u
zajedni¢kim izlascima, najée$ée odlascima u kazaliste. Pre-
ma Rudolfovu svjedolanstvu Kurt se npravo trudio da se
u porodici ne primijeti vaZnost njegova rada, unatod nje-
govoj tada ved etabliranoj internacionalnoj siavi,

U ranim 30-im gedinama Godel je neprekidno i upor-
no unapredivao svoja znanja iz mnogih podrudja logike i
matematike. Bio je redovni slulatelj i predava& na Menge-
rovim kolokvijima u Befu, koji su polel sa sastajanjem
1929, a suradivao je i u njihovue izdavanju u »Ergebnisse
eines matematischen Kolloguivmse. Od 1932, do 1936.
objavio je u tom Casopisu 13 (kao i uvijek) kratkih, ali zna-
¢ajnib clanaka s raznovrsnom temarikom, ukljudujuéi na-
primjer intuicionisticku logiku i geometriju.

Intuicionistickn logiku formulirae je Heyting 1930.
kao formalizaciju osnovoih argumenata dopuitenih u Brou-

- werovoj intuicionistickoj rekonstrukciji matematike. Pre-

sudna je razlika u usperedbi s klasi¢nom logiklom intuicio-
nisticke odbacivanje nadela iskljulenja treleg. Pofevii od
1932, Godel se Cesto bavio sistemima temeljenim na intui-
cionistickoj logici, iake mije prihvadac Brouwerove ideje.
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Taj se interes mo¥e mo¥da objasniti njegovim radom iz

1933, u kojem je pokazao da se Klasi¢ni sistemi mogu inter-

pretirati u edgovarajuéim intuicionistickim sistemima upo-
trebom tzv. »negativnog« prijevoda svake formule A4 u f‘qr—
mulu A’, za koji vrijedi da intuicionisti¢ka dokazivost prije-
voda A° slijedi iz klasi¢ne dokazivosti originala 4 (nalra_vno
za bogatu klasu 4-ova, prijevod A4’ poklapat ¢e se s origina-

lom A i za takve se formule intuicienisti¢ki i klasi¢ni sistem

poklapaju s obzirom na dokazivost). Do sli¢nog je rezultata
(s medto drukéijim prijevodom) doSae i Gentzen. Filozofski
gledano, Godelova je interpretacija znalajna jer pok%zuje
da se klasi¢ni sistem, npr. Klasi¢ne aritmetike, moZe u
odredenom smislu smatrati podsistemom intuicionisuélgog
sistema aritmetike. Neposredna je posljedica ta da je klasic-
na aritmetika isto toliko »sigurnac¢ koliko i intuicionis:ciélsa
(one su ekvikonzistentne), iako se razlozi za prihvacanje
jedne, odnosno druge bitno razlikuju. U jednpm drugpm
radu iz 1933. Godel je obrnuo tolku gledanja, interpretira-
juéi intuicionistitku propozicionalnu logiku u okviru kla-
si¢ne propozicionalne logike obogalene operatorom B,. gdje
B sugerira beweisbar (tj. dokaziv). Take dobiveni B-sistem
jedan ie od klasiénih S4-sistema modalne logike. God_el je
upozorio da, zbog njegovog teorema o nepotpunosts, B
ipak ne moZemo interpretirati kao reprezentaciju dokazivosti
u nekom formalnom sistemu. (Ipak, ovih se godina u logici
mnogo radi ba¥ na takvim interpretacijama operatora B.)
U vezi s Mengerovim kolokvijem spomenimo jo§ d?vje
jedan od njegovih stranih gostiju 1930. bio poljski logu_:ar
Alfred Tarski, koji je uskoro postao slavan zbog svojeg
rada o pojmu isting u formalnim jezicima (temi (._101161(1&
vezanoj uz (Gddelov rad o nepotpunosti formalnih sistema}

i jod kasnije zbog svojeg vodstva u stvaranju i raﬂzvijanjl? .
teorije modela. Tarski je u Be¢u boravie nekoliko tjedana i -

u tom se razdoblju upoznae s Godelom, koji je iskoristio
tu priliku da s njim prodiskutira rezultate svoje teze iz
1929. godine. U nedto duZi posjet, kao gost Mengerova
kolokvija, Tarski je ponovo dofao 1935. godine.

Na svojem nepladenom polofaju, kao Privatdozent,
Gédel je financijski ovisio o svojoj porodici. Ipak, ta su
sredstva uskoro dopunjena prihodima koje su mu donosvﬂe
njegove gostujuce pozicije u Sjedinjenim Americkim DrZa-
vama. Godelova prva gostujuca pozicija bila je na Insiirure
Jor Advanced Study u Princetonu u toku akademske godine
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19331934, Institut je sluzbeno osnovan 1930, a njegov
dirckror Abraham Flexner je Alberia Binsteina 1 Oswalda
Veblena postavie kao prve profesore dvije godine kasnije,
1932, Veblen je bie vodedn lidnost 1 razvoju vife matemarike
1 SAD, a vodeCu ulogu imao je i u stvaranju vilo istaknutog
matematickog cdsjeka na Sveudilitu u Princetonu, Ponaj-
vise je bio odgovoeran za dalju selekciju velicanstvenog pro-
fesorskog zbora, koji su sadinjavali James Alexander, Mar-
ston Morse, John von MNeumann i Hermann Weyl, Osim
toga, Veblen je poticao organizaciju postdokrorskih gostova-
nja mladih matematitara u usponu, ukljudujuéi i Godela.
Nema sumnje da je Veblen o Godelu &uo od Von Neuman-
na, koji je Godela smatrao »najvedim logi¢arom od pejave
Aristotelas,

Godelove gostovanje 1933—1934. bilo je prve od ukup-
no tri kolike ih je imao prije preuzimanja stalnog poleZaja
na Institutn 1940, gedine. U proljede 1934, on je na Insti-
tutu odrZao niz predavanja o svojim rezultatima nepotpu-
nosti, i ta su predavanja, prems biljetkama Kieenea i
Rossera u Godelovoj redakeiji, izdana te godine. Jedna je
od bitnih novosti tih predavanja uvodenje pojma opée re-
kurzivnosti, slijede¢i jednu Herbrandevu sugestiju, Taj i
njemu (kako je kasnije pokazano) ekvivaleatni pojam Ji-
-definabilnosti Church je 1936. predloZio kao precizno
obja¥njenje neformalnog pojma efektivne izradunljivosti. Tu
»Churchevu tezue« Godel nije prihvatio u to vrijeme, nego
tek poiro je Turing 1937. dao svoju analizu efektivae izra-
cunljivosti pomocu apstrakinih racunskih strojeva, poka-
zujuci vjedno da su omi ekvivalent A-definabilnosti i opcoj
rekurzivanosti. Ti su pojmovi postali temelj izuzetno vaz-
nom podrudju teorije rekurzija, Takoder su bili i kljudni
teorijski pojmovi za moderne digitalne kompjutore opée
namjene, koje su realizirali Turing i Von Neumann 1940-ih
godina.

Cini se da je Goddel poleo dosta intenzivio raditi na
problemima teorije skupova, te da se istovremeno osjedao
prilicno usamlijeno i depresivno, v toku tog pivog posjets
Princetonu. Neposredno po povratku u Evropu doZivie je
nervni slom, pa je neke vrijeme proves u sanatoriju. U
toku sljede¢ih godina povremenc su se vradali ti napadi
depresije i potpune iscrplienostl. Ve dogovoreni posjet
Princetonu odgoden je za jesen 1835, da bi potom bic
edgoden #a jo¥ dva mjeseca, ponovo zbog mentalne rastre-
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senosti, Gédel je dosta vremena provee u sanatoriju i 1936,
pa nije bio sposeban da nastavi svoj rad na Sveuliliftu u .

Betu sve do ljeta 1937. Kada je napokon bio sposoban da
preuzme nastavu, podeo je predavati o svojim novim, veli-
ki rezultatima u aksiomatskoj teoriji skupova.

Teoretidari skupova pokudavali su, pofevii od samog

utemeljitelja teorije Georga Cantora, rijesiti dva osnovna

problema: mogucénost dobrog uredenja proizvoljnog skupa -

i odredenje kardinalnog broja (tj. prirodne mijere} konti=
nuuma. Zermelo je rije§io prvi problem, neformalno 1904.
i u sklopu svojeg novouvedenog aksiomatskog sistema teorije
skupova 1908, pokazavsi da je mogucnost dobrog uredenja
proizvoljnog skupa ekvivalentna aksiomu izbora (AC), koji
tvrdi da za svaki skup nepraznih skupova S postoji skup
koji sadr#i tono pe jedan element iz svakog skupa u S.
Pozitivnim rjeSenjem tog problema napokon je potvrdeno

da svaki skup ima totno odredeni kardinalni broj u dobro

uredenom nizu transfinitnih kardinala jer se taj zakljucak

auZno pozivac na mogucnost dobrog uredenja svakog skupa. -

Medutim, tofno odredenje mjesta kardinalnog broja kon-
tinnuma u tom uredenom nizu i dalje je ostalo nerijeSeno.
Cantor je dokazao da je kardinalni broj kontinuuma sigurno
veéi od kardinalnog broja najmanjeg beskonalnog skupa
(kakav je npr. skup prirodnih brojeva 1, 2, 3, 4, ...), ali

nije uspio dokazati da je taj kardinalni broj uprave drugi

u nizu beskonadnih kardinalnih brojvea. To je bila samo
njegova hipoteza, koja je postala poznata pod imenom
hipoteze kontinuuma CIH. Nakon svojih rezultata nepot-
punosti Godel se okrenuo tim problemima teorije skupova,

Tvrdnje AC i CH razmatrao je u sklopu aksiomatske teorije

skupova ZF (koju su nakon Zermela prodirili i to¢nije for

mulirali Fraenkel, Skolem, Von Neumann i Bernays) is-

pitujuéi da i ih je mogude dokazati koristeci se aksiomima
teorije ZF. To je pitanje bilo posebno znalajno za CH jer

se ta tvrdnja, za razliku od AC, nije mogla smatrati evident-

nom pe samoj sebi. Konalni rezultat, do kojeg je Godel
dodae u ljeto 1937, bio je da su aksiom izbora i hipoteza

kontinuuma, kao i njezina poopdena verzija, generalizirana

hipoteza kontinuuma GCH suglasne s preostalim aksio-
mima teorije skupova, ako su oni konzistentni, te da se
stoga ni AC ni CH ne mogu opovrdéi u okviru teorije ZF

Qsnovna Godelova ideja bila je defimicija konstrukti-

bilnog skupa u okviru ZF. Oa je prili¢no rano uodio da e -
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moéi dokazati kako konstrukiibilni skupovi &ine model za
sve aksiome iz ZF, a da su, uz to, i mode! za AC 1 GCH.
Vor Neumanmu je ved 1935, saopéic da njegov model zado-
voljava sve aksiome iz ZF, a, ogim toga, i AC, ali su mu
zrebale joi pune dvije godine da to isto dokaZe za GCH.
HNaime, s tada dostupnim matematickim metodama svi de-
talji koje je Godel trebao ustanoviti bili su gotove nesavla-
divi, pa je taj suptilai i sloZzeni rad za Gbdela bio izuzetno
teZak, pogotovo u svojo] zavrinicl. To je signrno bio jedan
od uzroka Cestih mentalnih stresova koji sm oga mudili »
toku éitavog razdoblja od 1934, do 1937, godine.

Sljedede godine donijele su znafajne promjene u GO~
delovu privatnom Zivotu i u njegovoj karijeri. Majka se
vratila u Brono 1937, a brat je nastavio sveju medicinsku
praksu uw Be¢u. To je olakialo odlukn da se Gidel i Adele
MNimbursky vjentaju, §to su i ulingi u rujnn 1838, Taj brak
bio je trajan i skiadan. U krugu (Gédelovih betkih prijatelja
i kolega zbile s se 1930-ik godina maoge promijene. Nie-
govi najbliZi prijatelji iz Beckoga kruga mapustili su Bed.
Rudolf Carnap je 1931. otifao u Prag, a zatim u SAD.
Godelov uditelj Hans Hahn umro je 1934, godine. Moritza
Schlicka je 1936. nbio poremedeni bivsi student. Uznemiren
tim slijedom dogadaja i opfom situacijom v Auvstriji, Karl
Menger je sljedece godine otifao na Sveunfilifte Notre Dame
u SAD. Sve se to zbivalo u vrijeme tefkih ekonomskik
prilika © Kojim se Evropa nasla nakon depresije 1929. i
nspona Hitlera i nacionalsocijalizma u Njemackoj 1933,
godine. T Austrija je 1934, dofla pod upravu polufadistic-
kog rezima Engelberta Dollfussa, kojeg su iste godine ubili
austrijski nacisti. Bio je to prvi korak nacisti¢kog preuzima-~
nja vlasti, s Awnchlussom kac krajnjim ciljem. Austrija je
1938. postala provincija (Ostmark) nacistitke Njemadke.
Te je godine pocela transformacija austrijskog kulturnog i
intelektualnog Zivora identiéna onoj koju je Njemacka mora-
la pednijeti prije pet godina. Doélo je do pravog eksodusa
intelekrualaca, pa je jedna od usputnih posljedica bila i
raspad Beckoga kruga. Unatod punoj svijesti o zbivanjima
oko sebe, Godel je, vieran svom apolitickom i necbaveznjn-
dem stavu, ignorirao evidentne konzekvencije nastale situ-
acije.

Na Mengerov nagovor (30del posjeduje SAD jo3 jedan-
put 19381938, Zimski semestar je proveo ma Instiufe
Jor Advanced Study, gdje saopluje svoje nove rezultate o
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aksiomu izbora i generaliziransi hipotezi kontinuuma. U
lietnom semestrn pridrufuje se Mengeru u Notre Damen,
gdje ponove predaje o svojem radu u teorijii skupova, U
ljeto 1939. ponovao je w Betu. Iake je planirao da zimski
gemestar 1939, oper provede na Inmstitutu u Princetonu,
1o se nede ostvariti, Pozvan ie na vojni lijeCnicki pregled i,
na njegovo velike iznenadenje (s obzirom na slabo zdravlje

i njegovu uvjerenost da ima oslabljeno srce), proglasen je -

sposobnim za voinu slufbu. Osim toga, neplateni statug
Privardozenre nacisti su poniftili, zamijenivii taj poloZaj
placenim poloZajem Dogzent newer Ordmumg. Dakako, on
je zahtijevao novu prijavy, koja je mogla biti odbijena iz
politickih i rasnih osnova. Godel se prijavio za nov poloZaj
i rujne 1939, no molba se sporo riefavala, Postavljena su
pitanja o njegovim vezama s profesorima Zidovima (osobito
s Hahnom), i mada je uolena njegova apolititnost, nedo-
statak otvorene podrike nacizmu bio je njegov »minuse,
8 obzirom na realnu moguénost da bude odbijen, Gidel je
u to] nesigurnoj situaciji (rat je podeo u rujnu) napisao
sdefperatnos pismo Veblenu u studenome 1939, traZedi
pomo¢ za svoj odlazak. Nekako su sredene americka »izvan-
kvotna« ulazna viza i njemacke izlazne dezvole, pa su Kurt
i Adele napustili Bed u sijeénju 1940. Bududi da je Atlantik
bio suvife opasan, krenuli su vlakom u istoénu BEvropu, da
bi potom tramssibirskom Zeljeznicom pre$li Sovijetski Sa-
vez i MandZuriju, te na kraju stigli w Jokohamu. Odatle

su brodom otplovili u San Francisco, 1 u oZujku 1940. .

viakom se uputili u Princeton.

Godel se viSe nikada nije vratic u Evropu. Njegova
prijava za Dozenta neuer Ordnung potvrdenz je u lipnju
1840. Kasnijih se godina s goréinom sje¢ao svojega neugod-
nog poloZaja u Austriji od 1939, do 1940, osudujudi, me-

dutim, austrijski Sehlamperel vile nego sramotnu nacistid~ -

ku siteaciju. Na svej 60. rodendan 1966. odbio je pofasno
Clanstve Austrijske akademije znanosti. Medutim, svoje je
odbijanje zaogrnuo ruhom pseudopravne opasnosti da bi
glanstve u Akademiji zeml}e njegova prvotuog dravljanstva
moglo dovesti u pitanje njegovoe novo drzavijanstvo.
(Gidel je 1940. postac redovni &lan Instituta u Prin-
cetonu, gdie je zaledno sa svojom Zemom zasmovao miran
drudtveni Zivot, Najblizi Gédelovi prijatelji postali su Al-
bert Hinstein i Oskar Morgenstern, koji je i sam bio ex-
-Belanin, i koji ¢e uskore postati slavan svojim vaZnim i
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utjecajnim radom s Von Neumannom, The theory of games
and economic behavior (1944). Sam Von Newmnann je 1940-ih
bie Godelu manje dostupan jer, kao konzultant brojnih
vladinith ratnik projekata, najlede nije bio na Ingtitutu,

Medu mnogim Morgensternovim anegdotama ¢ Gb-
delu izdvaja se jedna iz travnja 1948, kada je Gbdel postao
amerifki drZavijanin, s Einsteinom i Morgensternom kao
sviedocima. Gidel je trebao pristupiti rutinskom ispitu za
koji se marljive pripremao, proufavajudi ustav SALD, Dan
prije ispita Goddel je, vidljive uzbuden, dofao k Morgen-
sternu s rijeCima: »Qtkrio sam logicko-legalnu moguénost
da se SAD pretveore u diktaturu.« Morgenstern je uskoro
ustanovio da, unatol logickoj izvrsnosti Gddelova argu-
menta, njegova stvarna realizacija ostaje krajnje hipoteticka,
pa je od Godela zahtijevao da svoje otkride ne objelodanjuje
na ispitu. Sljedece juiro Morgenstern je odvezao (Godela i
Einsteina iz Princetona w Trenton, gdje se provodio postu-
pak pribvacanja driavljanstva. Einstein se cijelim putem
nspjeéno trudio da mnogobrojnim zabavnim anegdotama
opusti Godela. U Trentonu je sluzbenik, ofite impresioni-
ran Einsteinovom 1 Morgensternovom prisutnodéu, obojicu
pozvao da prisustvuju ispitu, iake se on (proceduralno)
polaZze nasamo. Poleo je obrativii se Gddelu: »Dosad ste
imali njematko drZavljanstvo.« Godel ga je ispravio objas-
njavajuéi da je Austrijanac. »Svakako« nastavio je sluzbenik
»bilo je to ped davoljom diktaturom... no, na sreéu, u SAD
to nije mogude.« »Naprotive, uzviknuo je Godel, »ja znam
kako do toga moZe dodi.« Sva su trojica imala velike tefkoce
da sprije¢e Gddelovu elaboraciju vlastitog otkri¢a, kako bi
procedura bila privedenz kraju predvidenim prihvaéanjem
drZavljanstva SAD.

Mnogoebrojne detalje o bliskom prijateljstve Einsteina
i (Godela otlrivaju nam sje¢anja Einsteinova asistenta (1944—
—1948) Ernesta Straussa. On primjeéuje da ih je povezivala
izuzetno naglafena zajednitka osobina da direktno i potputo
predano ulaze u samu srZ stvari koje razmatraju. ¥ao osobe
bili su u svakom pogledu razli¢iti. Einstein sretna narav,
drudtven, pun smijeha 1 zdravog razuma, a Godel ekstremno
dostojanstven (gotove ukocen), vrlo ozbiljan, prili¢no csam-
Ben i krajnje nepovijerljiv prema zdravom razumau.

PoloZaj bez formalnih obaveza pruZio je Goédeln pot~
punu slobodu istraZivanja. U toku prvih godina na Jusii-
tute for Advanced Study mnastavio je svejrad umatematickoj
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logici, ulazudi velike napore da dokaZe kako aksiom izbora
i hipoteza kontinuuma ne zavise od ostalih aksioma ZF-
~teorije skupova. T'o je uspie samo djelomicne, i to s obzi-

rom na (manje zpadajan) aksiom izbora, Ti djelomiéni re-. -

zultati nikada nisu objavljeni. Nalazimo ih u Nachlassu,
koji e vjerojatno biti objavljen u nekom od svezaka nje-

govih sabranih djela. Drago Godelove postignuée iz tog

razdoblja (objavljeno tek 1258) nova je konstruktivaa in-

terpretacija aritmetike, kojom je dokazana njezima kenzi-

stentnost. Naravno, metode dekazivanja premaéuju finitna
sredstva, u Hilbertovom smislu skonkretne intuicijed, jer
su ta finitna sredstva cbuhvadena elementarnom aritme-
tikom pa stoga (po Godelovu teoremu nepotpunosti) ne
mogu biti dovoljna za dokazivanje konzistentnosti same
aritmetike. Naime, v svojem dokazu konzistentnosti Godel

se koristi izracunljivimi funkcionalima konadnog tipa po-:

mocu kojih interpretira aritmeti¢ke propozicije dokazujudi
tako konzistentnost aritmetike. On navodi razloge za pri-
hvacanje tog apstraktnog pojma kao konstruktivmog, pa u
tom smislu i njegov dokaz moZemo smatrati kenstruktiv-
nim. Take je 1940-ih godina rusilac Hilbertova programa
(iz 1931) poradio na njegovu ponovnom oZivljavanju. (Funk-
cionalnu interpretaciju je 1960-ih godina Spector prodirio
na analizu, dokazujuéi tako konzistentnost analize. Kon-
struktivnost tog prodirenja je upitna.)

Od 1943, dalje Godel se gotovo sasvim posvetlo ﬁIo—
zofiji, najprije filozofiji matematike pa opéoj filozofifi i me-
tafizici. Godine 1944. objavljuje poznati ¢lanek o Russelio~
voj matematitkoj logici, koji daje izuzetno znatajnu analizu
Russellova rada, a osim toga prvi put javno iznosi Godelov
»platonistickis stav prema postojanju matematickih objekata.
Taj je stav, u kontekstu teorije skupova, jo§ izraZeniji u
Godelovu jedinom preglednom radu O Canrarovn proble-
mu kontinuwma iz 1947. godine. Sto se ti¢e opée ﬁlozoﬁ;e,
Godel je nastavio svoja zapoleta proulavanja Kanta 1
Leibniza, koja je 1950-ih dopunio femomenologijom Ed-
munda Husserla. (U Nachlassu su mnoge biljetke o rado-
vima tih filozofa.) Jedan, naizgled, izuzetak u neprekinu-
tom slijedit tih filozofskih studija Gédelov je iznenadujudi
rad na opcoj teoriji relativnosti u razdoblju od 1947, de
1951, koiji je rezaltirao tzv. Gédelovim kozmolotkim mode~

fom. ]ecian samo naizgled izuzetak, jer je Godel upozorio
da taj rad nije bio petaknut njegovim mnogobrojnim dis~ .
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kusijama s Einsteinom, nego njegovim vlastitim zanima-
njem za Kantovu filozofiju prostora 1 vremena. {Uostalom,
Einstein se u o vrijeme intenzivne trudio oko jedinstvene
teorije polja, w &ju je moguénost Godel sumnjao.)

Godel je 1946, promaknut w stalnog Clana Jussirud
Sfor Advanced Study, a profesor (najvi§i status na Institutu)
postac je 1953. godime. Ta relativno kasnma promocija u
zvanje profesora Cesto je izazivala Cudenje, medutim po-
stijedi je bio obostran interes Gddela i Instituta, Profesor-
ski polofaj nosio je odredene adminigtrativne odgovornosti
jer se od profesora tra%ilo da vede poslove Instituta. To
(30delu nije odgovarale. S druge strane, postojale su odre-
dene bojazni da bi Godel svojim izuzetnim smislom za de-
taljie 1 naglafeno legalistitkim odnosom prema poslovima
mogao zaustavljati uobifajeni tok njihove provedbe. Od
1953, on je uistinu velik dic svojeg vremena posvetio
poslovima Instituta, najviSe razmatranju povecanog broja
prijava logi¢ara za gostujudi status na Institutu. Medutim,
unatol tom angafmanu, Godel je ogranifio svoje osobne
kontakte na manji broj gostiju (iako je pokazivao interes i
za rad svih ostalih). $ Godelom su uspjeli uspostaviti dublji
znanstveni i osobni konmtakt W. Boone, G. Kreisel, G.
Takeuti, D. Scott 1 . Wang. Usim toga, Gddel je bio im-
presioniran radom C. Spectora (koji je neposredno nasta-
vio neke njegove radove) i A. Robinsona, iake je s njima
imao manje osobne kontakte.

Godelu su dodijeljene mnoge podasti. Godine 1951,
podijelio je (s J. Schwingerom) prvu Einsteinovu nagradu;
te ga je godine Amerifko matematitko drustvo izabralo za
(Gibbs Lecturera; 1955. je izabran za ¢lana Mational Aca-
demy of Sciences; 1957. za ¢lana Royal Society; 1975 mu
predsjednik SAD, G. Ford, dodjeljuje National Medal of
Science, To su dakake samo meke od dodijeljenih mu
pedasti.

Posliednjih petnaest godina svojega Zivota Godel se
veoma rijetke vracaoe logici; bio je okupiran gostima i po-
slovima Instituta, te vlastitim filozofskim studijima. Uglav-
nom je revidirao svoje ranmije logitke radove. Poscbuo se
trsio oko prijeveda i revizije svoje konstruktivne interpre-
tacije aritmetike (tzv. Dialectica interpretacije), objavljene
1958. godine. Ta de revizija biti tiskana tek u njegovim
sabranim djelima. Ranik 1970-ih godina doflo je do. pri-
litnog uzbudenja u redovima logiZara, zbog jednog Godelo-
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va neobjavijenog, ali u Princetonu skolajudege spisa, u ko~
iem on prediaZe wove aksiome teorije skupova $to su trebali
implicirati negaciju hipoteze konmtinuuma. Medutim, po-
kazale su se bitne refkofe u argumentima koji vode negaciji

CH, pa spis nije nikada objavljen. Sam Gédel je previd tih

teSkola pripisao svojem teSkom zdravstvenom stanju.

Naime, ve¢ od 1960-ih godina Godelove je zdravlje

bilo lofe. Preporucena mu je operacija prostate, na koju
nikada nije pristao (Cini se da je Gddelove nepovierenje

prema lijecnicima bilo potpuno). Uz probleme s prostatom. .

bio je uvjeren da mu je i sree slabo (unated medicinskim

potvrdama). Vratile su mu se i depresije, depunjene sada
paranojom. Proganjao ga je strah od trovanja, pa je edbijao
jesti. Umro je u Princetonu 14, sijecnja 1978. zbog »slabe °

ishranjenosti i potpune iscrpljenosti uzrokovane poreme-

¢ajem li¢nosti«. GOdelova je smrt iznenadujuce snazno odjek-

nula u sredstvima informiranja (zagrebacki je »Start¢ obja-

vio dvije stranice teksta o Kantu 20. stoljeéa), pa su se-

mnogi intelektualci ¢udili kako za Godelova Zivota nisu
nita ¢uli o tom velikanu 20. stoljeéa.
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IV. RAZMISLJANJA O
MATEMATICI




0 RAZLIKOVANJU CISTE I PRIMIJENJENE
MATEMATIKE

1. Sto je predmet matematike? Opisuje 1 matematika
predmete i koji je modus egzistencije tih predmeta? O
Zemu je riled u matemarici? Vec kada ie rijeC o najosnovi-
jem prvom predmetu matematike, (prirodnom) breju, nade
se razumijevanje veti u mnodtvu neodredenosti. Fokudat
¢emo objasniti odakle izvire ta neodredenost, a time i me-
sigurnost koja je karakteristi¢na za susrete s tim pitanjima.

Konkretizirajmo pitanje dokraja: Na $to moZemo upu-
titi onoga koji pita §to je broj 3¢ Nudeni su razni odgovori,
vezani uz realne predmete, njihova kofi¢inska svojstva,
znakove, urodeme ideie, objektivne ideje itd. Pe naSem
miélienju najjedaocstavnije je i najpoulnije upucivanje ma
odredenu skupinu, naprimjer palac, kaZiprst i srednjak,
kombinirane, a to je najbitnije, s govornc-pokaznom podu-
kom iz brojenja. Ona se sastoji u izricanju brojeva jedan,
dva i tri, popradenom pokazivanjem pojedinih {lanova wole-
ne skupine {palac, kaZiprst i sredajak). Osnovni prigovor
t0j poduei jest upravo to $to je ona puka poduka o upotrebi
brojeva i stoga unaprijed pretpostavlja jedan edgover na
pitanje gdje su i $to su brojevi, koji se tim postupkom
prebrajanja vefu uz uolenu skupinu, Iz tog prigovora izrasta
poznata Fregeova definicija prirodnog broja. Naime, postu-
pak u kojem se brojevi ve¢ unaprijed spominju, a koji je
gore opisan, zamjenjuje se postupkom kojim se dovede u
1—1 korespondenciju dva skupa. U tom novom postupkn
brojevi se vile ne spominju i time se na poznati nadin broj
pokudava shvatiti razumijevanjemn korespondencije skupova,
tj. kao zajedniko svojstvo medusobno korespondentnih
(slitnih) skupova. Nadin egzistencije brojeva time je vezan
uz nadin egzistencije skupova i njihovih korespondencija.

Ranije spomenuti prigover i ovo razja$njenje izviru iz
jednog ontoloikog pritiska — jednog zahtjeva, da se za
ono o ¢emu je rijed eksplicite utvrdi da jest i da se nadalje
utvrdi 3to jest to $to jest, i gdje jest to §to jest {u kojoj
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sferi onoga 3to jest). Dalji ontolodki pritisak (sada potaknut

svojstvom, koje je zajedniCko sli¢nim skupovima) dovodi’

do ekstenzionaliziranja tog zajednitkog svojstva, 1j. do za-~

Eljutka da je broj uprave skup svih medusobno sliénih :

skupova. Taj pristup nosi u sebi sve one tedkoée koje donosi
pokulaj razumijevanja korespondencije, pogotove pokuiaj
razumijevanja kerespondencije mimo svakog brojenja.

Sam ontolodki pritisak time nije ukinut, nego je pre-

mjesten u drugu sferu (noe o i nije neki prigovor).

Ono na $to smo Zeljeli upozorit jest to da je taj tip
argumentacije, kejom dominira one $to smo nazvali oato-
loskim pritiskom, atipifan za matematiku. Na$a je teza da
je za matematiku, kada je zovemeo Cistom matemtikom,

konstituirajuée upravo to §to je oslobodena svakog ontoloi-
kog pritiska i u odredenom je smislu matematika upravo
ono &to je moguée mimo ontolokog pritiska. Konkretizirat
Cemio tu tezu nma ve¢ pokrenutom problemu (postojanja)
broja u matematici.

Matematika brojeva ili aritmetika primjerom pokazuje
kako je moguda znanost (i znanje} o brojevima mimo..

ontologiziranja broja. Predmet aritmetike nisu brojevi u

Fregeovu ili bile kojem drugom cntologiziranom smisly,
nego je njen predmet uloga brojeva u brojenju, a potom i
spajanju, odbijanju, umnoZavanju, podjeli itd. Prisutnost'_

te uloge u aritmetici realizirana je nosiocem uloge, tj.
brojevnim znakom (brojkom), i ta prisutnost omoguduje

izvodenje aritmetike. Uloga tih nosilaca odredena je ponaj~

piije njihovim nabrajanjem, u smislu potencijalne ostvarlji-
vosti brojki, a potom njihovim zbrajanjem u smislu poten-

cijalne ostvarljivosti zbrajanja brojki itd. Tu potenm]alnu .

ostvarfjivost obitno kodiramo u obliku pravila:
Nabrajanje brojki
-0
m — 1|
Zbrajanje brojki
= m, 0, m “

My 1y p = 1, 7, P

Kada take odredene uloge shvatimo kao transformaciona: -
pravila brojevnih znakova, mofemo se sloZiti, ali samo u

tom, a ne nekom poigravajuce formalnom smislu, s Sesto
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ponavijanom tvrdnjom da aritmetika sije studij samih bro-
jeva, nego transformacionih pravila (potencijalno ostvarlji-
vih) brojevaik znakova, To §to u aritmetici ipak govorimo o
brojevima implicite pokazuje neopteredenost toga govora
ontoloSkim pritiskem, Razliku broj-brojka ekspliciramo tek
onda kada Zelimo, kao gore, ekspleirati 1o neopteredenost.

U vezi s postojanjem brojevnih znakova i transforma-
cionim pravilima, koja odreduju njihove uloge, potrebno je
jos redi sljedece. Transformaciona pravila imaju norma-
tivai, 2 ne deskriptivni karakter. Takvim praviiom, kao §to
smo vidjeli, postavlja se norma potencijalnog ostvarivanja
brojki, njihova zbrajanja itd. S druge strane brojevai znak
se opire ontolodkom pritisku svojom preizveljnoicu. Bile
8to, 3to jest, moZe biti brojevai znak. Uprave ta ontolodka
proizvoljnost brojki temelj je izvodenja aritmetike, jer je
u njoj moguénost ({potentio) ostvarenja nove brojke, Sto
omogucuje iskazivanje potencijalne ostvarljivosti u obliku
prije navedenih pravila.

U normativoom karakteru Ciste matematike 1 ontolos-
koj proizvoljmosti, koja omoguduje njeno izvodenje, njena
je sigurnost, ili kako se to katkada s ponosom i Cedce s ne-
razumijevanjem kaZe ~— njena vjefna istinitost.

Degava se, medutim, da se suolimo s tom sigurno$cu,
a da jo¥ mismo (ili moZda viSe nismo) svjesni njenog izvora
i tada ga, pritisnuti ontolofkim pritiskom, Zelimo otkriti i
pokazati tako da (ontoleski} zasnujemo predmer matemati-
ke, a nju shvatimo kao deskripciju tog negdje prisutnog
predmeta. Jasno je da se u ontoloikoej obaveznosti (inade
izuzetno znadajnoj) i deskriptivnom karakteru tako shvadene
matematike gubi ona sigurnost s kojom smo bili suoeni i
do tijeg nam je izvora bilo stale. U potrazi za samim izvo-
rom sigurnosti mi postajemo nesigurni, pa se, zbunjeni
time, podinjemo vrtieti uw mnoStvu neodredenosti.

Treba stoga biti svjestan da ontolo$ko zasunivanje ma-
tematike (1j. zasnivanje matematike kao deskriptivoe zna-
nosti putem zasnivanja mjenog predmeta) ne moZe imati
onaj karakter sigurnosti koji ima {ista matematika.

IL. Nakon tog, svakako ne dovoljno detaljnog, uvida
© karakter iste matematike i njenog zasnivanja, kazat demo
nekoliko rijedi o apodiktikoj istinitosti matematiékih tvrd-
nji, a i o logici te apodikti¢nosti.

Gore prikazano razumijevanje &iste matematike brojeva
navelo uas je da je u jasno odredenom smislu shvatimo kao
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izudavanje transformacionih pravila brojevnih znakeva, To

izudavanje zabtijeva jedan govor, asertoricki govor, govor
kojim. se tvrdi, gover tvrdnji.

Jedna jednostavna aritmeticka tvednja je tvrdnja o po-
tencijainej ostvatljivosti nekog izrafunavanja (zbrajanja,
munoZenja itd.). Naprimjer, jednom takvom tvrdnjom tvrdi-
mo potencijalnu ostvarljivost trojke m, w2, p primjenont
pravila zbrajanja. Toj tvednji o potencijalnej ostvarljivosti
ili o konstruktibilnosd dajemo oblik + m, #, p ili uohitaje-
nije m -}-n = p.

Apodiktitka istimitost takve tvrdnje upravo je u po-
rencijalnej ostvarljivesti normativne usmjerenih izracuna-
vanja. Osigurana je ostvarljivo§tu propisane konstrukcije,
dakle ostvarljivo$éu jedne sinteze, koja nije deskriptivna
nege normarivono usmjerena (kazano starijim rijeénikom
apriorna), MoZemo rei da je zmaCenjem tvrdnje (u nasem
sludaju to je potencijalna ostvarljivost jedne konsirukeije)
odreden Kkriterij njene istinitosti.

Ne ostaje medutim sve na govoru jednostavnib tvrdnji.
Tvrdnje vefemo veznicima, negiramo, partikulariziramo,
univerzaliziramo itd. U demu je i §to je istina pojedinih
tvrdnji take bogatog asertorickog govora? Koja su znale-
nja tih tvrdnji?

Dokle god se u nalem govoru zadoevoljavamo jedno-
stavnim  vezanjem tvrdnji pomoéu tzv. propozicionih
veznika (ukljudujuéi i negaciju), znalenja i kriterije isti-

nitosti tako dobivenih tvrdnji potpuno razumijevamo dvo- _

valjanim (klasi¢nim) shvaéanjem istine i laZi kao predikata,

koji se tvrdnjama pridaju ili odric¢u u skladu s tzv. tablicama -

istinosnih vrijédnosti pojedinih veznika.

Da je to razumijevanje u skladu s razamijevanjem jed-
nostavnih tvrdanji i da se taj sklad moZe na izvjestan padin
prodiriti i na univerzalne tvrdnje, pokazuje nam primjerom
rekurzivaa aritmetika kako ju je razvio Skolem 19230,

Orn je pokazao kako je w rekurzivnoj aritmetici potpuno |
moguée simulirati govor, propozicionim veznicima veza-
nih tvrdnji, ¢isto racunskim govorom jednostavaih tvrdnii,

Na taj je nadin &isto aritmeticki fundirana jedna logika, ali

Y Skolem Th., Begriindung der elementaren Arithmetik durch die re-

Rurisrende Denkweise ohne Anwendung scheinbarver Varanderlichen

mit unendlichem Ausdehmungsbereich. Skrifter Novshe Videnshaps-

~Akademi, I, No éb, Oslo.
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lifena neposredne upotrebe partikularnog (egzistencijalnog)
i univerzalnog kvantcra. Jedna vrio jaka ariimetika mode se
razviti na taj oadin,

Ostaje otvorene pitanje koje znadenje imaju univerzal-
ne i partikularne (egzistencijalng) tvidnje? U Zemu je
istinitost i 5to je istinitost tih tvrdnji? Konkretno, $to znadi
tvrdnja: Bar jedan neparan broj je savrien, ili tvrdnja:
Svaki neparan broj je nesavrfen? Ako pritisnuti ontoloikim
pritiskom razumijemo takve tvrdnje kae deskripcije aktual-
no postojeceg podrudja brojeva (najledle shvadenog iskiju-
¢ivo po analegiji s aktualno ostvarljivim, tj. konadnim sku-
povima), tada su znaCenja tik tvednji deskripcije stanja
stvari u tom podrudju. Uvjet istinitosti odreden tim znale-
njem je adekvatnost deskripcije stanju stvari. Nesigurnost
koja proizlazi iz tog razumijevanja ved je naznadena. (Na-
dalje, taj uviet istinitosti neke tvrdnje ne pruZa ujedno i
kriterij istinirosti.)

Ako nam je i ovdje stalo do sigurnosti diste matema-
tike, znamo ve¢ gdje je njen izvor. (Opisan je u prvom
odjeljku.) Sada se dakle radi ¢ tome da se zasauje jedna
(recimo po analogiji) matematika asctoritkog govora ne-
opterecena ontolofkim pritiskom. Ta marematika, tj. ma-
tematicka logika u jednom smislu ¢ak i prethodi onoj prije
opisanoj (slobodno refeno u onom smislu u kojem govor
prethodi brojenju). Recimo jo§ samo toliko da se tu radi o
zasnivanju konstrukiivoe matematicke logike?,

2 Drugi nadin suocavanja s tom nesigurno$éu je Hilbertova metoda
idealnih elemenata, koja se treba opravdati njegovim programorn,
Bit metode jest da se problematizirane tvrdaje (idealni elementi)
lise svakog zmalenja i shvate samo kao pomolno sredstvo kojim
se omoguéyje lak§e utvrdivanje istinitosti jednostavnih tvrdnji,
¢ije nam je znalenje jedino neposredno dano. U tu svrhu dopuita
se izvodenje tih tvrdnji, i izvodenje iz tih tvrdnji, u skiadu s ma-
nipulativnim principima, koji su slike logitkih principa, bilo kon-
struktivno bile ontologki zasnovanih (kao $to je npr. princip ter-
tium neon datur — naime jedno stanje stvari il je aktualno ostvare-
no u sktualno postojecem podrudju ili nije), Medutim, porijeklo
tih manipulativnih principa metodi¢ki se zanemaruje i previda,
tako da matematika postaje igra u kojoj samo mali dio ima direktno
znalenje i smisao, Ona se naknadno kao ¢jelina opravdava meta-
matematitkim dokazima konzistencije, koji bi trebali osigurati slje-
dece {#): Svaka tvrdnja koja ima direktno znadenje (realni element)
i keja se u okviru igre mo%e dokazati, po samom svom znadenju
je istinita (usp. &lanek o novijoj filozofiji matematike).
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I11. Iscrpljuje 1 &ista matematika, kako smo je ovdje
razumjeli, sve onu akdvnost, proSiu i sadadnmju, koja je
knlturno 1 povijesno oznacena kao matematika? Sigurno’
ne, Jzvan opsega Ciste matematike ostaje primijenjena ma-
tematika, tj. ona martematika koja prihvaca ontoloski pri-

tisak, koja je po intenciji deskriptivna. To je, primjerice,

geometrija shvadena kao deskripcija postojedeg prostora ili-;
matematicka analiza shvalena. kao deskripeija brojeviog -

pravea (kontinuuma) 1 prom'enijivih velidina Cija se pro-

mjenljivost mjeri funkeijama, koje ovise o argumentima g

brojevnog pravea.

Po ¢emu je takva, primijenjena matematika joi uvijek
matematika? MoZe li se njena matemati¢nost uskladiti s -

onim §to smo do sada rekii?

U jednom smislu mroZe. Primijenjena je matematika,
dodule, deskriptivaa po svojoj intenciji, ona upucuje na
svoj predmet, ali u samoj izvedbl ona tefi onoj apodikeit-

nosti ¢iste matematike o kojoj je veé bila rijed. Ta teZnja
ofituje se u samom odnosu prema predmetu primijenjene
matematike. Pretpostavke o prirodi tog predmeta uvijek se

pokuavaju svesti na minimum. To je karakteristi¢no.
Poutan primjer je aritmetizacija matematicke analize;

zamjena infinitezimala, koji je tipian proizved ontolofkog -:

pritiska, granitnim procesom, procssom pribliZavanja,

Programi koji su i8li za rim da pruZe sigurnost Ciste

matematike primijenjenci matematici, oslobadajuéi je on-

toleskog pritiska njenog predmeta, Cesto su uspijevali samo

u tome da njen predmet zamijene novim predmetom, da-

kle da ontoloiki pritisak premjeste u novu sferu, Poznati

primjer je skupovno-teorijsko zasnivanje matematike.

Nasda je posljednja teza da je teorija skupova {razvijena
od Cantora nadalje kao teorija transfinitnih ordinala i kar-
dinala) primijenjena matematika, u ovdje jasno naznalenom
smislu, 1 da kao takva ne moZe sluZiri zasmivanju mate-
matike. Naprotiv, pravi je zadatak da se upravo njoj pokusa
pruZiti sigurnost Ciste matematike, zasnivanjem jedme ma-

tematike skupljanja i transfinitnog nabrajanja, u ontoloski
neoptere¢enom smistu, Mislimo da je to do neke mjere
moguée, i to onda kada se radi o teoriji transfinitnih ordi-

nala. {MoZda je to i najznacajniji zadatak fiste matematike.)

U slutaju transfinitnih kavdinals sumnjameo da je takve

zasnivanje upole mogude, Zafto?
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Nakon burnog razdoblja svoje mladosti, u kolem je
bila tefko potresena antinomijama koie su zbunjivale, teorija
skupova konacno se konstiruirala kao deskripcijia kumula-
tivie, po tipovima izrasle, strukture skupova u Zermelovu
smislu. Treba prizoati da se otada v teoriji skupova nije
pojavila ni jedna antinomija.  Medutim, iste tako treba
priznati da je kumrulativna struktura prili¢no varljiiva, U-
glavnom je prikvacamo ikolskim treningom i tefko da imamo
bilo kakav uvid u tu bogatu strukturiranost. Ontolodki je
oma petpung nezasnovana. Sigurno nije zadatak ¢iste mate-
matike da je ontolo¥ki zasnuje, ali tu se i ne radi o &istoj
matematici, nego 0 njenoj primjeni na nefto $to se mora,
ako nam je stalo de sigurnosti, samo sehom, tj. izvanmate-
maticki, ontolofki osigurari. Takvi pokudaji su rijetki i
prili¢no neuvjerljivi.

S druge strazne, matematidkim izvodenjem teorije sku-
pova (za koje je karakteristiéno da se ne optereéuje ontolos-
kim problemima) pokudava se, koliko je to mogude, zaohiéi
entolodka obaveznost koju namede predmer izniavanja. Po-
kudava se s aksiomatikom; dakle, obavezati se §to manje,
§to odredenije, jasno to iskazati aksiomima i potom djelovati
Cisto matematitki. Medutim:

1. Matemati¢ki tretman se u takvim sludajevima, gotove
uvijek, sluZi i principima, koji su ontoloiki zasnovani
(naprimijer, tertium non datur), bez ispitivanja njihove
matematicke opravdanosti (apr. Hilbertovem metodom
spomenutom u 2. padlisku). Tu je prisutna prefutna pret-
postavka o ontolo§koj zasnovanosti predmeta izuéavanja.

2, Skolemov paradoks pokazuje da matematicki tretman,
bez obzira na snagu aksioma, sam po sebi ne obavezuje
na velike kardinale. Drugim rije¢ima, da bismo rezultate
takve teorije skupova shvatli kao rezultate o transfinit-
nim kardinalima, nuZaa je interpretacija tih rezultata
na kumulativnoj strukturi, §to zahtijeva uvid u tu struk-
turn i njeno ontolodko zasnivanje. To je i najjaci odgovor
na »Zadto?¢ iz pretprodlog pasusa.
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STO JE NOVIJA FILOZOFIJA
MATEMATIKE

TFilozofija matematike je problematiziranje matematike; -
dovodenje matematike u pitanje. Filozofija matematike je, -
dakle, kriticko razmatranje matematike; razmatranje Koje

zahtijeva distanciju, istupanje iz matematickog misijenja,

Treba je stoga raziikovati od nekritickog uranjanja u okvir -

matematidkog mifljenja u kojern se zbiva sama matematika.

Ovaj bi uvod pogreSno mogli shvatiti kvaziiilozofi vije-
rujudi da je njime jo¥ jednom potvrdena njihova vizija znan-

stvenika kao onoga keji ne moZe razumjeti bit znanosti;

konkretno, njihova vizija matemati¢ara koji ne moZe ra-

zumjeti bit matematike. Znanstvenik bi, naime, bio taj

koji navodno ne moZe istupiti iz znanesti i jasno je fitozofski

shvatiti. Mi ovdje ne zastupamo to gledi$re. Iako znamo da -
vedina znanstvenika ne istupa iz zaanosti, mi isto tako zna= -
me da veéina filozofa nikada ne wlazi u znanost, §to im.
unaprijed onemogucava da iz nje istupe. (Kvazifilozofl za~™
boravljaju da se istupiti moZe samo iz nedega u §to se ved.

prethodno uile.) Smatramo da filozofski relevantan govor o
zZnanosti moZe izZredl upravo znanstvenik koji istupa iz

zmanosti (i dopu$tamo, ako je to nekome znacajne, da on .
time postaje filozof) ili filozof koji ulazedi u zmanost zadr-
Zava (filozofsku) distanciju prema njoj. Tofno je da isti
zuanstvenici nisu relevantni za nale pitanje, ali ni tzv. &isti
filozoi nemaju o njemu 3to redi, (Uosialom, relevanina
povijest filozofije i znanosti dovodi ozbiljno u pitanje posto-

janje tih &istih oblika.)
Problematiziranje matematike o kojem ¢e ovdje biti

rije€ jest problematiziranje matematike kao spouznaje ili,

todnije, kao paradigmatskog primjera spoznaje. Prema tomr
paradigmatskom primjeru spoznaje moguc je dvojak odnos:

1. Matematika je paradigmatski primjer sigurne spoznaje.
i time ona postaje mijesto na kojem se iskulava svaka

teorija spoznaje {epistemologija).

II. Matematika je paradigmatski primjer spoznaje &ija se .
sigurnost mora opravdati jedmom sveobuhvatnom teo-':

rijom spoznaje. Tu je sama ta sigurnost upitna.

U prvom pristupu teorija spoznaje (epistemologija) pro-
lazi ili pada ovisno ¢ tome meoZe li ili ne moZe objasaitd
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sigurnost matematike, tj. sigurnost matematilke spoznaje.
(Ovdje kao da se umjesto matematike problematizira epi-
stemologija.} U drugom pristupu matematika prolazi ili
pada ovisne o tome moze li se il ne moZe epistemoloSki
zasnovati.

Prvi je pristup karakteristitan za filozofe koji misle o
matematici. Drugi je pristup karakteristican za matemati-
fare koji misle filozofski.

Prvi je pristup stara znafajka filozofskeg odnosa prema
sigurnoj matematici. Drugi je pristup nova znaCajka filo-
zofskog odnosa prema sigurnosti matematike.

Tema nafeg &lanka je wmovija filozofija matematike«
u upravo naznadenom smislu.

Prije nego se posvetime ovej (ovdje) osnovnoj temi,
recimo jo§ neito o prvom pristupu, koji éemo (u opreci
prema drugom pristupu) zvati starijom filozofijom mate-
matike. :

Nage dosadasnje izlaganje nameée kljuéno pitanje: Sto
se matemati¢ko uopée dovodi u pitanje u starijoj filozofiji
matematike? Svakaks ne njena sigurnost. Dapace, sve ono
$to bi moglo biti u opreci s tom sigurnodéu ve je zbog
same te opreke summjivo. Ukratko, sigurnost marematike
ne dovodi se u starijoj filozofiji matematike upitanje. Tu
je u pitanju pjena primjenljivest. Da bismo to objasnili,
posluit éemo se nekim legendama, koje ne treba shvatiti
deslovno, (One su samo personifikacije trendova, koje su,
bar nama, pogodne i znacajne za usredotolenje midljenja.)

Tales je stvorio (elementarnu) matematiku. On je,
naime, konstituirao maternatiku kao deduktivnu znanost,
rotkriviie ono podrutie apstrakinoga u kojem se zbiva ma-
tematika. Od Talesa nadalje znamo za znanost koja se ne
bavi konkretnim, za znanost koju zovemo matematikom.
Ta znanost, dakle, nije podloZna mijenama konkretnoga,
nego je apsolutno sigurna u svojoj apstraktnosti. Mate-
matika dokazuje svoje apstrakine istine. (Zbroj kutova nekog
konkretnog, osjetilima dostupnog trokuta uvijek je neSto
pribliZno, ako uopée i jest nedto; zbroj kutova apstrakenog,
mislima dostupnog i mislima odredenog trokuta dokazivo
je, dakle sigurno 180°.) Sigurnost matematike je u njenoj
apstraktnosti; apstrakinosti koja omogucuje dokaz.

Tales je zapoZeo, a Pitagora nastavio razvijati mate-
matiku kao sigurnu apstraktnu spoznaju. Ali ta apstrakina
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spoznaja mije u Pitagore samo spoznaja apstrakenoga. U

njega je apstrakeni matematicki pojam strukiurni 1 konsti-

tutivai element konkretnoga (prirode). Tli, kako bi to rekao
Pitagora: priroda je brojevna, priroda je sva od broieva.

Izko je taj stav Cesto i predesto proglatavan matematickim
misticizmnom, ¢ini nam se da je to pausalna ocjena koja nifra
ne govori, a jo§ manje objainjava. Jer o femu je ovdje za-
prave rije¢? O odnosu sigurne apstrakine matematike i ..
konkretne prirode. Tu prvi put nalazimo problem&nzam;h :

(i uotavanje) toga odnosa, a i prvo rjefenje uoenog proble-
ma. RjeSenje koje identifikacijomn konkretne prirode s aps-
trakinom matematikom, obiaénjava primjenljivost apstrakt-
ne matermnatike u razumijevanju konkretne prirode. (Vedina
danagnjih i nekada3njih fizidara, koji vieruju u primjenljivost
apstrakme matemauke 1 fizici, isto su tolike mistici koliko

je to i Piragora, jer se njihova vjera zasniva uglavnom na -

identifikaciji Pitagorina tipa. Stovide, oni desto (fak i dva
tlsucl]eca nakon Pitagore) nisu ¢ak ni sviesni 1dcnf1ﬁkacz;e

koju gine, pa bi se mozda jedino tu s pravom moglo govoriti

ako ne o misticizmu, a ono bar o mistificiranosti.) Proble-
matiziranje odnosa apstrakine matematike 1 konkretne pri-
rode, ili kako smo to gore mazvali, problematiziranje pri-
mjentjivosti apstraktne matematike u konkretnom, ne bismo
dakle nikako mogli nazvati misticizmem. Rijed je upravo o
osnovnom problemu starije filozofije matematike, koja ne

dovodi u pitanje sigurnost matematike (smatrajuéi je dobro
fundiranom u njenoj apstraktiosti), ali dovedi n pitanje

njenu primjenljivost; s Pitagorom kao zadetnikom.

Ovd}e ]e potrebno dodatno objasnjenje. Identifikacija
o kojoj je rije? provodi se u Pitagore u dva koraka. U

prvom se geometrijske apstrakcije smatraju konstitutivoim

elementima konkretne prirode, 2 u drugom se kao krajnji
redukt tih apstrakeija otkriva broj. Drugi korak te identifi-
kacije uzdrman je otkricem moguée nesumijerljivosti duzi-
na. To je, naravno, uzdrmalo specificno pitagorejsku re-
dukciju konkretne prirode na broj, ali ne i pitagorejski uvid
da apstraktna utemeljenost sigurnosti matematike dovodi u
pitanje njenu primjendjivest na konkretno; uvid koji postaje

osnovnim problemom svekelike starije filozofije mate- .

matike,
Ovdje ¢emo samo jo§ kratko upozoriti na to da taj

problem uistinu i ostaje osnovnim problemom starije filo- .

zofije matematike.
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Mnogima je te$ko razumjeri porijeklo Demokritova
matematickog atomizmal’, Lako ¢emo ga shvatiti ake. u
njemu vidimo usuglafavanje apstraktne matematike s kon-
kretnom, atomisticki shvadenom privedom; usuglafavanie
koje treba da opravda primjenljivest matematike.

Sa sli¢nim se problemima susredu 1 mnogi izudavarelji
Zenonovih aporija. Dok jedni u njima vide prazna sofisticka
izmotavanja, drugi pronalaze matemarti¢ku gredku u slavnim
Zenonovim argumentima. Prazni sofizam, naime, ne mode
zbuniti one koji jednostavno i konkretno vide kretanje strijete
i Ahilovu pobjedu nad kornjadom. Njih apstrakeni argu-
menti ne mogu »zavarati i odvesti na pogrefan pute. S
druge strane, izolirami apstraktni argument zasniva se na
matematiCki pogre$no] pretpostavei da suma beskonaZno
mnogo konacnih veli¢ina mora biti beskonadna wvelidina.
Nije li Zenonov argument sofisti¢ka igrarija koja dovodi u
pitanje elementarno razumijevanje konkretne prirode slu-
Ze¢i se apstrakinim matematidkim argumentom koji pre-
$ucuje jednu pogre$nu pretpostavku? MozZda, ali samo uz
uvjet, da primjentjivost apstrakinog matematickog argumen-
ta u konkretngj (npr.) Ahilovoj situaciji smatramo samo-
razumljivom. Samo ako identificiramo Ahiloy konkretni
put s apstraktnom matematickom duZinom. Samo ake
smatramo da je beskonaéna djeljivest apstraktne matematid-
ke duZine isto $to i beskonadna djeljivost konkretnog Ahi-
lova puta. Dakle, Zenonov argument moZemo smatrati praz-
nim sefizmom samo ake primjenljivost apstraktnog mate-
matickog argumenta u konkretnoj Ahilovoj situaciji sma-
tramo samorazumljivom. Ali, ne dovedi li Zenonov argu-
ment u pitanje uprave tu samorazumljivost primjentjivosti
apstraktne matematike? Ne radi li se i tu o osnovnom pro-
blemu starije filozofije matematike? Mislimo da je rijed
upravo o tome.

U svojem ulenju o idejama Platon odustaje od proste
identifikacije apstrakinoga s konkretnim. Taj odnos rjeiava
on nadredivanjem apstraktne ideje konkretnom. Apstrakina
ideja je objektivni normativ konkretnome. (U Platona ta
tema nije Cvrste vezana zs matematiku, ali nema sumnje
da Platen upravo iz odnosa matematike i prirode crpi neke

L Detaljnije informacije o Demokritovu matematitkom atomizmu
moZete nadi v knjizi C. Boyera, The History of the Caleulus, Dover,
1959,
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od svojih osnovnih metiva. Uostalom, Cesto je uprave aj
odnos podetna tema njegovih dijaloga, koja se zatim uopdava.)

U novovickovnoj filozofiji moZeme pratiti pomak od
objektivnog normativnog vladanja apstraktnoga nad lfon«
kretnim premsa zamisli o apstrakinome koje normativae
usmijerava deskripciju konkretuoga (dakle, ne samo kKon-
kretno). Na vrhuncu te zamishi stoji 1. Kant: matematitka
spoznaja je sigurna jer je spoznaja apriornih oblika svijesti3
prostora i vremena. T2 je spoznaja i primjendjiva jer apriorat
oblici svijesti tek omoguéuju susret s (konkretnom) stvar-
no¥éu, tj. oni su konstituensi stvarnosti. (Ovdje kao da se
gubi stari, nezavisni, pojam konkretnoga.) Opreka apstrakt-
no-konkretno zamjenjuje se oprekom transcendentno-ima-
nentno, a primjenljivost ne treba shvatiti kao primjenljivost
apstraktnoga u razumijevanju transcedentnoga (jer trans-
cedentno nije konkretno). I konkretno i apstrakine su ixpa—
nentni, 1 upravo su time ¢vrsto poverzani jedno s drugim.

Ovdje éemo zavriiti nad selegrafski« prikaz starije filo-
zofije matematike? i vratiti se osnovnoj temi ovog {lanka,
novijoj filozofiji matematike.

Novija filozofija matematike dovoedi u pitanje sigurnost
apstraktne matematike. RjeSavajuéi taj problem, ona i ne
dolazi do pitanja primjenljivosti. Njen je zadatak da objasni
sigurnost Ciste matematike, dakle onu sigurnost koja je u
starijoj filozofiji matematike samorazumljiva. Novija filo-
zoflja matematike ak je toliko zaokupljena tim zadatkom
da i ne razmatra osnovni problem starije filozofije: moguc-
nost primijenjene maternatike®.

Gdje leZi sigurnost Ciste matematike? Na ¢emu se ona
temelji, $to je zasniva? Tri su odgovora jasno zacrtana u
ovom stoljeéu. Odgovor logicizma, odgovor intuicionizma
(konstruktivizma) i odgovor formalizma. Reéi ¢emo nelto
pobliZe o svakom od njih.

Logicisti izvode sigurnost matematike iz (za njih) sa-
morazumljive sigurnosti logike, tako da matematiku na-

2 Starija filozofija matematike ne prestaje s Kantom. Njen osnovni
problem ostaje i danas jednim od temeljnih problema filozofije
matematike. Termine starija i novija filozofija matematike ne
treba shvaéati doslovno. (Uostalom, uvjetnost tih termina veé je
objasnjena.}

3 (esto se misli da su starija i novija filozofija matematike u nekom
sukobu. Radi se samo o tome da one u fokus svojeg interesa stav-
ljaju dva razlitita (podjednako znaajna) problema,
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prosto izvode iz logike. Matematika je nastavak logike i
kao takva zadobiva njenu neumitnu sigurnost. Do takvoega
razumijevanja odnosa Iogike i matemarike, koje rezultiza
stvaranjem matematitke logike (shvadene kao logike mate-
matike), dolazi se jednim obratom, koji ¢emo sada ukratko
prikazari®?,

Tridesetih i ¢etrdesetih godina 19. stoljeda (formalua)
logika razvija se uglavoom u Engleskoj profirivanjem sko-
lastitke silogistike (zahvaljujuéi autorima kae 3$to su W.
Hamilton i De Morgan). Karakteristiéni su pokudaji da se
u izuCavamju logike, kao mauke koja istraZuje zakome u
podrudju kvalitete, primifene matematicke metode znalize
koje su se pokazale plodnima i uvierljivima u izudavanju
Zakona kvantitete. Irajnji ¢ilj bio bi stvaranje odgovarajuce
simbolike 1 utvrdivanje zakona njenog manipuliranja po
uzoru na matermatike (toénije : aritmetiku). Ti pokufaji vuku
svoj korijen iz ranijih razdoblja i drugih sredina (sjetimo se,
naime, G. W. Leibniza), no prvi pravi uspjeh postignut je
1847. Booleovim radom Mathematical Analysis of Logic,
(. Boole je pokazao da se osnovne operacije s pojmovima
(operacije miSljenja, po njemu) mogu predoditi aritmetitkim
operacijama 41 -, a osnovnl pojmovi svega i nifega broje-
vima 1 i 0. Naime, te se operacije pokoravaju uprave arit-
metickim zakonima, tj. zakonima operiranja s kvantiteta-
ma, uz jedan dedatni zakon: x? = x (mazvan principom
tautologije), koji je karakteristidan i distinktivan za operacije
s kvalitetama. U tom smislu logika pojmova postaje speci-
jalnom aritmetikom i (. Boole je take i shvaéa. Premise
su jednadZbe iz kojih se aritmeti¢kim operacijama mogu
dobivati druge jednadZbe, koje su dakle konkluzije aritme-
tiziranog zakljudivanja. Smatralo se da je tom analizom
logika pojmova dobila jednostavnost, sigurnost i opéenitost
matematike. Drugim rijefima, smatralo se da je dobro, 1.
matematitki zasnovana,

Neinterpretirane jednadzbe, koje se javljaju u aritme-
tiziranom dokazu, smetale su isto logiCkom razumijevanju
osnovnih zakona, pa je potelo »&iféenje od arirmetikes (G,
Boole, W. 8. Jevons, S. C. Peirce, J. Venn, E. Schrider),
Konadni rezultat bila je Boole-Schridercva algebra koja
predstavlja logiku pojmova, ali istovremeno i logiku jedno-

4 Usp, #anak o Booleu i Fregen u kojem fe detalinije analiziran
taj obrat.
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miesnik propozicijskih funkcija, kao i logiku propozicija.
Ta se algebra javlja, dakle, kao apstrakini matematicki
sistern s vise moguéih interpretacija. Takav sistem nije
odreden svojom interpretacijom (ij. predmetom koji istra-
¥uje), nego s nezavisne od svojih moguéih interpretacija
zasniva kao deduktivni aksiomatski sistem (Ciji aksiomi, pa
dakie i &itav sistern, mogu poprimiti razne interpretacije).
Postavljanje i izu¢avanje takvih sistema postaje karakteris-
tikom #&iste matematike koja vise nije odredena predmetom
istraZivanja (kao %o su to bile aritmetika ili geometrija),
nego se razvija nezavisno od tog predmeta izgradujudi diste
neinterpretirane aksiomatske sisteme.

Take je rodena tzv. Cista matematika 1 u tom smislu
treba razumjeti Russella kada kaZe da je G. Boole otac {iste
matematike. Medutim, Boole-Schriderova algebra, koja bi
trebala predstavljati &sto matematicko (od aritmetike »oCis-
éenod) zasnivanje logike, u odredenom je smislu paradoksal-
na (kao zasaivanje logike). Naime, matematicke dedukcije
koje se provode u tom kao i u svakom drugom Ciste mate-
matitkom sistemu temelje se na zakonima logike. Ali, ako
se tom Boole-Schroderovom algebrom Zeli matematicki za-
snovati sama logika, onda se u njoj ne bismo smjeli koristitd
zakonima te iste logike, §to — s druge strane — nij¢ mo-
gude jer matematika pretpostavlja logiku. Naravno, to uvje-
renje o prvenstvu logike nije uvierenje Boolea i njegova raz-
doblja, To razdoblje (formalnu) fogiku smatra specijainim
sludajem ciste matematike. Naime, matematicka logika (shva-
¢ena kao matemarika logike) poklapa se s jednim apstrakt-
nrim sistemom &iste matematike, s Boole-Schrdderovom al-
gebrom. Taj sistem, koji jest matematika logike, nije Cista
matematicka logika, jer nije &isto matematicki Zasnovan
{nezavisno od svoje logitke interpretacije). Boole je otac
Ciste matematike, koja pretpostavlja logiku. On nije otac
¢iste marematitke logike, Cista matematicka logika nastaje
obratom kojim se od Booleove matematike logike prelazi
na logiku matematike. Kako dolazi de tog logicistitkog
obrata?

Kritika infinitezimalnog raduna i vradanja matematitara
problemu njegova zasnivanja, sredinom 19. stoljeca, jasno
su upozorili na potrebu zasnivanja aritmetike realnih broje-
va. To je razdoblie kritickog pelreta u matematici, razdoblje
u kojem K. Weiersirass postaje vrhunski marematicki auto-
riter, tazdoblie u kojem se (neformainom) logickom anali-
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zom intuicije prostora i vremena odbacuju kao temelj ari-
metike, U tom razdoblju B, Dedekind aritmetiziva konti-
nuum (realnih brojeva) da bi porom pastavio ¢ak 1 problem
geneze samih prirodeil brojeva ovim rijeCima®: »Kada
aritmeriku (algebru, analizu) nazivam same jeduim dijelom
togike, time veé iskazujem da pojam broja smatram sasvim
nezavisnim od predstava ili intuicija prostora 1 vremena,
nego ga, naprotiv, smatram neposrednim proizvodom Sistih
zakona mifljenja.¢ To je razdoblie koje nems sluba za
bulovsku logiku koja svoju siguornost traZi v matematici,
naprodv, to (e razdoblje sigurnost matematike traZiti u
logici. Taj radikalni obrat zbio se ipak postepeno, usvaja-
njem i razvijanjem jol jednog aspekia kritikeg pokreta u
matematicl. U svijesti vodeéih matematiCara s kraja 19,
stoljeda jasno je zacrtan ideal matematitke teorije koja se
iz malog broja (matematickih) pretpostavki izvedi u skladu
s logi¢kim nalelima, dakle, ideal teorije koja odbacuje intu-
iciju ¢ak i kao sredstvo demonstracije®. Radikalniji mistioci
poput G. Peana uvidjeli su da se tako shvadena dedukiivna
znanost {(koja zahtijeva postuliranje i definiranje osnovanih
entiteta, ali i radikalne ¢idcenje deduktivnog postupka od
pribjegavanja intuiciji) moZe realizirati sameo u okviru sim-
bolickog jezika neopteredenog intuitivaim sadrajima pri-
rodnih jezika. Taj jezik matematika je u velikoj mjeri ved
razvila. Meduatim, G. Peano (u skladu s novim shvadanjem
deduktivne zZnanosti) smatra da je potrebne uliniti i one
$to u matematict dotad nije &njeno : formalizirati i simbolic-
ki opisati simeo matematitko argumentiranje. Konsiruirao
je, dakle, simbolitku logiku i koristio se njome pri forma-
lizaciji matematike. Uz pomoc te logike izvodenje zakljucka
iz premisa zamijenjeno je formalnim generiranjem odgovara-
jufeg simbolitkog izraza iz drugih takvih izraza jednim
kvazialgebarskim procesom. Time je matematika oslobode-
na intuicije tako Sto je pretvorena u skup propozicija oblika
»p implicira g, gdje p predstavija konjunkciju postuliranih
matematickih tvednji (aksioma), a g njihove kvazialgebarski
{mehanicki) izvedene konzekvencije, Spoj tog aspekta kri-
ri¢kog pokreta s onim 3to ga reprezentira Dedekind, a koii

5 (litat je iz knjige R. Dedekinda, Was sind und was soller die Zahblen,
Brunswick, 1888.

% O¢to je i bulovsko razdoblje, u kojem je sivorena Cista mate-
matika, bitno pridonijelo stvaranju tog ideala.
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je ustvrdio da su osnovni konstituensi matemati¢kih pro-

pozicija (prirodoi broj, cijeli broj, raciopalni broj, realni
broj) logicki definabilni, upuduje na mogucanost da su p i
q Cisto logidke propozicije (propozicije izgradene od logid-
kih konstanti), tj. da je matematika oslobodena intuicije
postala skup &isto logitkih propozicija oblika »p implicira
qe. Drugim rijedima, matematika je postala dio Iogike. Spa-
janje tih dvaju aspekata kritickog pokreta w matematici i
kenzekventno prihvacanie takvog stava proveli su logicisti
(G. Frege, B, Buzsell i drugl). Oni su se pothvatili pokazati
da je Cista matematika dio logike, dio koji su nazvali mate-
marickom logikom, jer je ona logika matematike (logika
iz koje nastaje matemarika),

Logika koia je potrebna za logicistiCku rekonstrukeiju
tiste matematike ekstenzionalno se pokiapa s Cantorovom
teorijom skupova, Cija je sigurnost poletkom ovog stoljeca
dovedena uw pitanje otkricem paradoksalnosti 1e teorije.
Logicizam je matematiku reducirac na logiku, ali ne na
netrnitao sigurnu logiku, nego na logiku koja je mozda ne-
sigurnija 1 od same matematike. Intuicionisti, ili Sire keon-
strokdvisti (L. E. J. Brouwer i drugl), kre¢u puiem: ponov-
nog zadobivanja sigurnosti matematike v samoj matematici.

U Clanku 20 vazlikovanju fiste © primijenjene maiema-
tikev pokazano je gdje konstrukiivisti nalaze sigurnost ma-
rematike. Tu vidimo kako se konstrukuivisticki moZe odre-
diti &ista matematika i gdje se (u skladu s tim odredenjem)
nalazi njena sigurnost. Jasno je pokazano i to da konstruk-
tivistiCki shvadena Cista matematika ne pretpostavlja logiku.
Dapate, i sama je logika dip ¢iste matematike. Ona je Cista
smatematika asertoritkog govora neopteredena ontolofkim
pritiskorne, - -

Ali, konstruktivistiCka rekonstrukelja cjelokupne klasié-
‘ne matematike nije moguéa. Konstruktivizam nalazi sigur-
nost u (&istoj) matematici koja se ne poklapa sa standardnom
kiasi¢nom matematikom”. Mnogima se to &ini prevelikom
Zrtvom, naprimjer formalistima.

7 T Hankm O rgzlikovanju &iste { primijenjene matematike, pokazali
smo kako se, s konstruktivistitkog stajaliSte, klasina matematika
mozZe rekonstruirati kao primijenjena matematiks. Ta mogucnost
dovodi n pitanje stav da konstruktivizam ne nalazi u klasi®noj
matematici nikakav smisao. (Primijenjena matematika iz tog Clanka
nije isto §to { primijenjena matematika o kojoj smo govorili u ovom
Clanku.)
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Termin sformalizams upotrebljava se dvojake. MNajdeice
ozpalava nominalisticki stav prema postojanju matematic-
kih predmeta. Mi ¢erno ga ovdje upotrebljavard u drugom
smislu. Formalizam ¢e za nas (kao 1 za mnoge druge, npr.
Von Neamanna) biti sinonim za Hilbertovo metamatematiéko
zasnivanje matematike (jer to zasnivanje u jednom svojem
koraku zahtijeva metodicko prihvaéanje (nominalistickog)
formalizma). Objasnit ¢emo o kakvom je zasnivanju rijed.

Hilbert pribvaca konstruktivisticku kritiku Kasidne ma-
tematike (kao nesigurne matematike). Dapade, ono $t¢ on
smatra sigurnom matematikom samo je dio konstruktivistic-
ki shvaene Ciste matematike (tzv. finitni dio). Ipak, on ne
pristaje (kao 3to pristaju Konsiruktivisti ili intuicionisti} na
odbacivanje onog dijela klasi¢ne matematike koji konstrukti-
vistickom rekonstrukcijom nije opravdan kao sigurna spoz-
naja. Njegov program je program opravdavanja konstrukti-
visticki odbadene (nesigurne) matematike tzv. metodem
idealnih elemenara.

Prvi zadatak toga programa je formalizacija standardne
kiasitne matematike. Osnovne rezultate za ispunjenje toga
zadatka poludili su veé logicistd, pretvarajuéi matematiku u
sistem propozicija oblika »p implicira g« u kejemn p pred-
stavlja konjunkciju postuliranih matenmatickih tvrdnji (aksi-
oma), a q njihove kvazialgebarski (mehanigki) izvedene kon-~
zekvencije. Ali dok logicizam 1ra%i logitku interpretaciju
propozicija toga sistema, Hilbert prihvada samo njihovu
finitnu (matematicku) interpretaciju. Jednostavnije kazano,
Hilbert pridaje znadenje (i smisas) samo onim propozicija~
ma sistema koje imaju jednostavni ratunski (initni mate-
matiCki) smisao - kakav, naprimjer, imaju tvrdnje oblika
m 4+ n = p. Sve ostale propozicije koje se ne mogu ovako
jednostavno objasniti Hilbert uopée ne interpretira, ne pri-
daje im nikakvo znacenje. (Striktno govoredi, one za njega
i njegovu $kolu uopée nemaju znadenje. Znakovi su koji
nifta ne oznalavaju, nominalistitki shvadeni znakovi,) Ne-
interpretirane propozicije sistema jesu idealni elementi sis~
tema, koji mogu biti formalno-logitke posljedice interpre-
tiranih propozicija, iz kojik se opet mogu formalne-logitki
izvoditi druge neinterpretirane propozicije, a u Kkrajnjoj
instancifi i imterpretirane. One su dakle, formalno gledano,
ravnopravii Clanovi deduktivnog sistema. Deduktivni sistem
se kao cjelina opravdava matematiCkim dokazom konzisten-
cije sistema, koji bi trebac osiguraii sljedede:
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Svaka interpretirana propozicija {koja éma jednostavno

finitno znafenje) i koja se u okviru sistema mode dokazats '

(pa makar i upoirebom idealnih elemenata lenih znalenja),
po samiom je svem snalenju istiniia.

Idealni elementi, koji gemaju znadenje i kojinma znade~
nje ne treba pridavati, sluZe, dakle, briem i jednostavnijem

dokazivanju jednostavnih {finitnih) propezicija. (Lake je; .-

naime, vidjeti da je dokaz neke tvrdnje, koji se koristi ideal-
nim elementima, u nacelu bitno kradi i formatno jednostavai-
ji od finitnog (konstruktivistickeg) dokaza te iste tvrdnje,
koji se ne Koristi idealnim elementima.)

U tom programu treba uoliti jedan moment koji ga
odvaja od nominalistitki shvacenog formalizma, To je mo-
ment odabjranja ili, bolje reCeno, konstruiranja sistema koji
sc opravdava. S jedne strane, da bi to opravdanje bilo ujed-
no i Jeljeno opravdanje klasi¢ne matematike sam bi sistem
morao biti formalizacija klasi¢ne matemarike, a to e bit
samo onda ako je klasi¢na matematika njegova interpreta-
cija. Dakle, u samom momentu formalizacije sistem mora
biti interpretiran (ako nam je stalo do opravdanja klasilne
matematike, a ne do formalnog rezultata o formalnom sis-
temu). S druge strane, samo se opravdanje nalazi metodic-
kim zaboravljanjem te inetrpretacije. Krajnji hilbertovski
zakljuak trebao bi biti ovakav:

Mi razwmijemo klasiénu matematiky, ali nismo sigurit
u neke njene dijelove. Medutim, ako fak porpuno odbacimo
i samu moguinost rasumievanja uh (nefinitnih) dielova,

i zadrEimo kao razumliiv i siguran dio Rlasitne matematike

samp- njen finitni dio, mofemo pokazati sljedele: tvrdnje
koje. ne razumijemo. 1 koje. visu sigurna spoznaja mofemo
shoatiti. Eao pomodno- sredstvo koje omogucufe da se brie ¢
jednostawvnije dokazuju (finitno) razumijive tordnje.

. Cesto mo¥emo progitati da je Godelovim teoremima o

niepotpunosti- dokazana neostvarljivost Hilbertova progra-
ma. Godel je svojim prvim teoremom dokazao da nije
moguée: potpuno formalizirati nijednu matemati¢ku teoriju
koja sadrzi-aritmetiku. U svakoj formalizaciji matematicke
teorije spomenutog tipa mogude je naéi (formalnu) pro-
poziciju koja nije ni dokaziva ni oboriva u formalnom
sistemu. Dapae, interpretacija te propozicije je istinita

matematidka tvrdnja. Iz prvog teorema slijedi drugi, koji |

tvrdi da kotizistentnost formalizirane matematicke teorije,
koja sadrZi aritmetiku, nije moguce dokazati u samoj for-
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maiiz‘iranoj teoriji. Medutim, posljedice Gidelovih tecrema
za Hilbertov program su sljedede,

1. Sasvim je jasno da Hilbertovim programom ne mo-
Zemo opravdati cjelokupnu matematiku, jer se cjelo-
kupna matematika premsa prvom Godelovu teoremu ne
moze formalizirati (2 formalizacija teorije koja se oprav-
dava prvi je korak Hilbertova programa).

2. Dokaz konzisiencije formalnog sistema ne osigurava
da ¢e svaka interpretirana i idealno dokaziva propozicija
sistema bitl i (realna) istinita propozicija. (Hilbertova
tvrdnja da realna istinitost idealno dokazivih 1 inter-
pretiranih propozicija nekog formalnog sistema slijedi
iz dokaza konzistentnosti toga sistema temeljila se na
pogre$noj pretpostavei o potpunosti formalizacije.)

Dokaz o realnoj istinitosti idealno dokazanih propo-
zicija mora dakle biti neposredan (takvi dokazi se nalaze
u novijoj teoriji dokaza), pa dokazi konzistencije gube ono
znacenje koje su nekada imali u Hilbertovu programu,
Taj neposredni dokaz, iako mogué, bitno je sloZeniji od
¢istog dokaza konzistentosti. Mogudénost ostvarenja Hil-
bertova programa nije dakle unistena Gédelovim teoremima,
Ispunjenje programa samo je postalo sloZenije i nuZno je
parcijalne. Uodite da su intuicionisti moguénost formaliza-
cije matematike drzali upitnom i prije Godelovih rezultata.

I, na kraju, upozorimo na jedan opéi okvir u kojem
moZemo jasnije sagledati Citavu matematiku 1 uz &iju Cemo
pomo< mozda lakSe razumjeti sve do sada spomenute po-
glede, stavove i opredjeljenja.

Matematika je ve¢ u svojem najelementarnijem vidu
apstraktna konstrukeija (utemeljena na intuiciji razdvajanija,
njegovej iteraciji koja vodi nizanju, pa jo§ sloZenijim ure-
dajima itd.) koja omogucava susret sa stvarnoiéu (ili, kako
bi meki rekli, koja omogucava konstrukciju stvarnost). S
druge strane, spoznaja Cistih oblika same te stvarnosti, G.
njene proteZnosti i trajanja (Jednostavnije: prostora i vre-
mena} takoder se naziva matematikom kada se do nje dolazi
ovim postupkom: ncke intuitivne uolene (prostorne ili
vremenske) pravilnosti postuliraju se i uklapaju u jezik kao
tzy. aksiomi; potom se iz te aksiomatske jezgre izvode dalja
svojstva uz pomo¢ formalnih (lingvisti¢kih} pravila klasicne
logike. Intuitivine uoclenme pravilnosti predimet su stalne
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sumnie®), (Predmet sumnje je, naprimjer, prostorna intuicija

u geometriji i analizi.) Njih ukloniti, znadi zadobiti sigur-
nost matematike, {Aritmetizacije analize primjer je uklanja-
nja prostorne intuciije.) Ovdje se otvaraju tri moguénosti;
dvije radikalne 1 jedna pragmaricka.

Radikalne odbacuju postuliranje. Jedna, drZedi mate-
matiku konstrukeijom nezavisnom od lingvisticke-logickih
metoda, izgraduje tzv. konstrukiivou matemarikn. Druga,

drzeéi matematiku logi¢ko-Hingvistitkom djelatnoity, poku~ -

$ava sve mjene pojmove i rezultate izvesu iz tog podrucja.
Pragmatitka matematika ne odusiaje od postuliranja samo
mu umanjuje znalenje, Postulirati se moZe bilo §to, a vri-
jednost tako dobivene matemartike pokazat e njene primjene.

Konstruktivna matematika te$ko doseZe bogatstvo struk-
tura dostupno pragmatickoj, ali kad se izravao sukobi s
nekim od njenih rezultata, tada ih ozbiljne dovodi u pitanje.
Logi¢ki orijentirana matematika ne moZe ustvari zaobidi
postuliranje, ali ga svedi na svega nekoliko odsudaih postu-
lata (naprimjer na aksiom beskonacnosti i reducibilnosti ked
Russella). Pragmaticka matematika (koja ustvari i jest sva-
kodnevna, standardna matematika) svojim se primjenjiva-
njem uranja u eksperimentalne zZnanost, te se u krajnjoj
liniji kroz njih moZe eksperimentalno potrvrditi ili oboriti®.
Ipak, mogu¢é je i obrat, kojim ona moZe ponovo zadobiti
matematicku sigurnost,

Naime, znanost na koju se matematika primjenjuje

mozZe biti i neki-sigurni dio nje same, npr. finitni il kon-
struktivai. »Eksperimentalna« proviera sastoji se sada u
tome da se vidi kako 12 primjena neée dovesti do finitno ili
konstruktivae nevaljanih rezultata. -Stovide, moda ie 1o
mogudée finitno ili konstruktivno dokazari.

Thaj. okvir kao da je spravljen po mjeri logicizma, intui-
cionizma: i formalizma. No prije bismo rekli da ti pogledi
(povijésno) izrastaju iz takvog okvira u koji se, uostalem,
moegu- smjestiti i neki- drugi »izmic. Naprimjer, u taj se
okvir moZe smijestiti i matemati¢ki empirizam, kake je to
upravo- naznadeno.- Dapade, tek u tom okviru uolavamo
koliko je Hilbertova metamatematika (po svojoj metodi)
bliska matemati¢kom empirizmu,

8) Cak se Zini da ¢ postuliranje javlja tek tamo gdje podinju sur;_mje;
0O tome vide u gornjent &lanku o aksiomatizaciji prirodnih brojeva.

%} Tu se ponovo javlja osnovni problem starije filozofije matematike. .
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NEKE NAPOMENE O LOGICI
FILOZOFIJT ZNANOSTI

Za muoge mislioce 19. i 20. stoljeéa logika 1 nije drugo
do filozofija znanosti. Kada u 19, stoljeéu Bolzanc i Mill
govore o logici, nema swmnje da izlazu svoju filozofiju zna-
nosti, kao 3to je izlaZe 1 Popper u 20. stoljeéu kada govori
o slogici znanstvenog otkricag,

Burnim razvojem logike kao marematitke logike, u
odredenom smislu, dolazi do odvajanja logike od filozofije
Znanosti®’, Naime, filozofija znanosti nastavlja svoj stari
put kao filozofska kritika i tradicionalna sistematika zna-
nosti, ali se pritom ne keoristi formalnim metodama nove
logike. S druge strane, filozofija znanosti ipak delazi u
vezu § novom, logikem, pod novim imenom formalne filo-
zofije, tako 3to ta logika postaje sredstve formalne ekspli-
kacije znanosti, sredstvo zjene logi¢ke rekonstrukcije. For-
malni jezik (matematicke, tj. simbolic¢ke, tj. formalne) logike
primjenjuje se kao jezik podeban za formalizacijn znanosti.
Medutim, u tome se i iscrpljuje odnes formalne filozofije
i logike. S formalizacijom znanosti niSta se ne poduzima
(ona ne postaje operativna), a bududi da je te¥ko prihvatin
da bi formalizacija sama po sebi, bez daljega mogla objas-
niti znanost 1 omoguditi nam njenc razumijevanje, mnogima
se ¢ini da formalna filozofija vide i nije filozofija (znanosti)?’.

Ipak, ne smijemo prebizo zakljuéiti (kae 3to mmogi
ine) da filozofija znanosti nema i ne treba da ima veze s
{formalnom) logikom ili, posebno, da je formalizacija zna-~
nosti- filozofski irclevantna. Radi se o tome da formalna
logika mora postati operativinim dijelom filozofije znanosti.
Uostalom, filozofija matematike i matematicka logika naj-
bolje pokazuju da je tako neftc mogude i vaZno.

1) Naravno, matematiZka logika postaje izuzetno znalajna za filozofiju
matematike, ¢ak toliko znacajna da se s njom katkada poistoviecuie,
ali ona se ipak sve viSe udaljava od filorofije ostalih znanosti.

2 1.ako je razumijeti formaliziranu znanost formalne filozofiije, ali
ie pitanje objainjava li ta formalizacija adekvatno samu (neformali-
ziranu) znanost. Ipak, u periodima krize smisla, koje Cesto izaziva
logitki neobavezan (slobodan) poetski govor 0 znanosti, mnogi se
filozofi znanosti okreéu formalizaciji kao jasnoj eksplikaciji zna-
nosti. Kao da formalna logika postaje mentalni higijenicar filozofije
znanosti; sterilnd stranac koji donosi spokoj i mir, ali vjedno unis-
tava ono najdraie.
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Vet smo rekil da je uloga (matematicke) logike u
(novijoj) filozofiji matematike veoma znadajoa (usp. pret-
hodni Clanak). Sada meoZemo dodati da je 1o znaenje pe-
sljedica operativnosti legike u filozofiji matematike. Mate-
matitka logika pojavljuje se u filozofiji matematike (usp.
gornji ¢lanak o Booleu i Fregeuw) kao sredsive koje ome-
gucava jasnu formuldciju njenog (filozofskog) programa.
Naime, zshvaljujuéi matematickej logici, formulacija os-
novoih teza programa postaje jasna utcliko ito postaje
jasno ito znadi opovrdi ili dokazati osnovne teze programa,
a time konaine postaje jasno i to Sto znaci odbaciti ili is-
puniti program. Sama matematitka logika je uprave ono
sredstvo kojim se opovrgavaju ili dokazuju osnovne teze,
i u tom smislu je oma operativma. Naprimjer, Fregeova
(Dedekindova, Russellova) teza o reducibilnosti matematike
na logiku, koja je osnovna teza logicistickog programa,
jasno je formulirana u okviru Fregeove (Russcllove) ma-
tematicke logike. Formalizacija matematike ovdje nije sama
sebi svrhom, niti se od nje ofekuje neka, sama po sebi zna-
¢ajna, eksplikacija matematike. Formalizacija je ovdje sa-
mo sredstvo kojim se dokazuje ili opovrgava osnovna teza
programa®, Ta je teza djelomi¢no dokazana svodenjem
pojma prirodnog broja na pojam konacne klase, a djelo-
miéno je dovedena u pitanje upotrebom stvarne (transfinitne)
teorije skupova pri svodenju pojma realnog broja na pojam
prirodnog broja® (usp. [Q]). Operativnost matematitke lo-
gike joi je naglasenija u Hilbertovu (metamatematikom)
programu. Tu je formalizacija matematike doslovno tek
prvi korak3? mnogo opseZnijeg (i filozofski znatajnog) pro-
grama’ mietamarematicke redukcije klasi¢ne matematike na
njent finithu jezgrun. Opeérativnost marematicke logike mani-
festira' se opovrgavanjem nekih osnovnih teza programa
{npr. Godelovim teoremima o nepotpunosti), a i dokaziva-
njem nekih drugih teza (npr. Gentzenovim dokazom konzi-
stentnosti peanovske aritmetike). Sve u svemu, veza (for-

3 Upozeravamo da to npr. nije razamio Poincaré, 5to pokazuje nje-
gova naivna kritika logicizma (usp. [P]), koju moZemo usporediti s
Kefersteinovom kritikom Dedekinda (usp. ¢lanak o aksiomatizaciji
prirodnilt brojeva).

4 Pitanje je moZemo 1 stvarnu (transfinitnu) teoriju skupova smacrati
logikom. (O stvarnoj vs. virtualnoj teoriji skupova vidi u [QL.)

5 On je uwostalom, gotove potpuno, preuzet od logicista (usp. &lanak
o Boolen i Fregeu).
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maine, matematicke) logike s filozofijom matematike ie zZna-
¢ajna i plodenosna. MoeZemo li stega zakljuditi da bi takva
trebala biti 1 veza (formalne) logike s filozofijor (ostaliliy
ZRanosti?

Mupogi misle da je matemarika specifitna znanost i da
zato taj zakhjudak po analogiji nije toCan. Razmotrimo stoga
prigovor, Za koji mislime da bi mogao biti krajnja osnova
odbacivanju tog zakljulka po analogiji. Prve, matemaiika
nije eksperimentalna znawnost. Njen predmet je (ako ga ona
uopde ima, usp. prvi Slanak ovoga poglavia) petpuno
apstraktan. Ona je nastavak Jogike (il je &ak, kako tvrde
logicisti, dio logike), pa nije ¢udne da je logika znaCajna za
filozefiju matematike, Medurim, za razumijevanje cksperi-
mentalnib znanosti, koje imaju kenkretnd predmiet izuéava-
nja {materyju, posebne tvari, organizme, drudivene i mental-
ne strukture itd.), logika nije 1 ne moZe biti toliko znadajna.
Filozofske razumijevanje tih znanostl temelji se na filozof-
skom razumijevanju njihova predmeta, a tu nam logika malo
§to moZe otkriti. Da li je sve bad take? Mislimo da nije.
Kao prve i eksperimentalne Znanosti svojim su vecim dije-
lom teorijske, dakie apstrakine. One mnogo defée barateju
tzv. teorijskim tvrdnjama nego tzv. empirijskim. Dapade,
jedno od odsudnih pitanja za filozofsko razumijevanje eks-
perimetalnih znanosti je ovo: Kako je mogude (i je li uopée
moguée) da konkretna empirijska tvrdnja bude posljedica
apstraktne teorije? Naime, to je ono $to je stalne na djelu
u cksperimentalnim znanestima; to je uostalom ono 3io
eksperimentalne znanosti i ¢ini eksperimentalnim (vs. empi-
rijskim} znanostima, ono 3to ih ne ostavija tek pukim
popisima (nepovezanih) podataka, Sameo razlikovanje empi-
rijskih i teorijskih tvrdnji, kao i ispitivanje njihove medu-
ovisnosti, dostupno je uprave logickoj analizi metodoloegije
znanosti. Uostalom, nisu 1i Hilbertovim programom i tved-
nje (neeksperimentalne) matematike podijeljene na finitne
tvrdaje (koje moZemo slobodno nazvati empirijskim) 1 ideal-
ne tvednje (koje moZemo nazvati teorijskim), i nije li upravo
taj program postavio isto odsudno pitanje. Razlika je samo
u tome §to su sljedbenici Hilbertova programa potraZili i
odgovere na to pitanje. Najme, (formalna) matematitka
logika omoguéila je da se odsudna teza (pitanje) postavi
jasno, tj. take da bude dokaziva ili bar oboriva. Ukratkoe,
nije matematika toliko udaljena od ostalih znanosti i »anti-
logi¢kie argument nije tofan, bar utoliko ukoliko se poziva
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na tu ndaljenost. Mapominjemo da ta] nad odgovor (ua
pretpostavijeni prigovor) moZemeo shvatiti kao jof jednuw
elaboraciju novovjekovnog razumijevanja znanosti kao one
koja wije toliko odredena svojim predmerom koliko je od-
redena svojom metodom,

Nadalie, mislimo da (nova) logika meofe odgovoriti i
na neka druga manje odsudna, ali ipak znalajna, pitanja
filozofije zZranosti. Naprimijer, sredstvima teorije modela
mogli bismo postaviti a i rijeditd neke probleme koji bi bacili
novo svjetlo ma razumijevanje znanosti, ‘Teorija miodela
ispituje veze izmedu sintaktickih teorija (teorija koje shva-
¢amo kao sisteme tvrdnji) 1 strukturalaih teorija (teorija koje
shvacamo kao apstraktne strukture). Veze su mnogobrojne
i dobro izutene. S druge sirane i fizikalne teorije shvadamo
katkada strukiuralno, kao apstrakine struktuze korespondent-
ne predmetu izucavanja, a katkada ih shvadamo sintakticki,
kao sistem tvrdaji o predmetn izucavanja. Vierojatno je
lakSe razumjeti velebnu zgradu fizike kao strukturalan tee-
riju {usp. [8]), ali onda snije lake razumjeti kako se u nju
uklapaju njeni najznacajniji zakoni, koji su zakoni invari-
jantnosti tvrdnji, dakle sintaktitki. Teorija modela posje-
duje pojmove i ved razradene metode za razumijevanje i
rjefavanje takvih problema u matematici i vjerojatno bi ih
Iako bile prenijeti 1 u druga podrudja. Osim toga, sigurno bi
se i sama teorija modela obogatila nekim novim pojmovima i
metodama napustajudi (usko) podrudje matematike. Ta nas
napomena priblizava posljednjoj temi ovog &lanka,

Ako i ne prihvatimo tezu da je matematika veoma
udaljena od ostalik znanosti; u gore naznalenom rkvalita-
tivnomg smisli: jos. uvijek moZemo smatrati da je od njih
prili¢no udaliena w jédnom drugom »kvantitativnoma smis-
lu. Naime, moZda je uistinu formalna logika znalajna za
filozofiju znanosti isto toliko koliko je znacajna za filozofiju
matematike. Ipak; njena primjena u filozofiji znanosti nije
do danas dosegla onaj stupanj koji je dosegla u filozofiji
matematike, Puka formalizacija, koju Cesto nalazime u fi-
lozofiji znanosti (a koja ne proizlazi iz nekog filozofskog
programa i s kojom zato nifta ne poduzimamo) ipak nije
zastranjenje. Radi se same o prvom koraku, Filezofski pro-
gram i operativoi rezultati tek slijede. Moida je to tako,
jako nismo sasvim sigurni da formalizacija moZe biti acka
nezavisna predradnja, nakon koje slijedi operativao doka-
zivanje ili opovrgavanje osnovnih teza filozofskog programa,
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a koji ¢e biri naknadno formuliran, Vratimo Ii se opet
filozofiji maternatike, lake derno ustanoviti da su formalizg- "%

cije matematike izrastale iz samih programa (logicistiCkog,
Hilberrova itd.). One su bile 1 ostale jedan od koraks reali-
zacije veé postojedeg (filozofskog) programa, a nisu ¢ pjemu
ovisile, pa min pogotovu nisu prethodile. Logicisti su for-
malizirali marematikn da bi dokazali svoju osnovnu tezu,
hitbertovel su je formalizirali na sve] nadin (sluZedi se re-~
zultatima logicista 1 dalje ih razvijajudi) da bi dokezali
svoju osnovau tezu itd. Naravno, mogli bismo se sjetiti i
Peana, koji je formalizirac marematiku nezavisne od nekog
svojeg (Alozofskog) programa, pa i toga da se logicist Russell
kagnije koristio tom formalizacijom kao nekom vrstom pred-
radije. Ali dobro je poznato da je Peano preuzeo svoje
aksicme od logicista Dedekinda, koji je do njih dosao slije-
deci svoju logicistitkn redukcionu tezu. Osim toga, logicist
Frege je slijededi istu tezu dofao do formalizacije koja nad-
matuje i Dedekindovu i Peanova, prije no $to su oni dodli
do svojil rezultata (usp, Clanak o Beoleu i Fregew), Misli-
me da je filozofski relevantni prvi korak uvijek program sa
svojimn tezama. On e sam dodi do odgovarajuce logike (i
formalizacije) pomedu koje Ce jasno formulirati svoje teze,
dokazivati ih ili opovrgavati. Nekada e to biti veé etablira-
na logika (mpr. teorija modela u prethodnom odjeljku), a
nekada ¢e program zahtijevati stvaranje nove logike, Naj-
Cedée e pak bitl rijed o nadogradnji ved erablirane logike
{usp. kraj prethodnog odjeljka).
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